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Einleitung

Diese Arbeit handelt von Azumaya-Algebren und Oktavenalgebren auf algebrai-
schen Varietäten. Im ersten Teil werden Azumaya-Algebren auf algebraischen
Flächen behandelt. Im zweiten Teil werden Oktavenalgebren und allgemeiner
auch Kompositionsalgebren über Körpern und Ringen untersucht, Maximalord-
nungen in Kompositionsalgebren betrachtet sowie Garben von Oktavenalgebren
und Maximalordnungen in Kompositionsalgebren eingeführt.

Azumaya-Algebren sind spezielle nichtkommutative, zentrale Algebren. Ein
Beispiel hierfür sind die vierdimensionalen Quaternionenalgebren. Oktaven-
algebren sind spezielle nichtkommutative und nichtassoziative Algebren und
können als achtdimensionale Verallgemeinerung der Quaternionen angesehen
werden. Wir stellen die beiden Gebiete in dieser Einleitung getrennt vor.

Azumaya-Algebren

Ein offenes Problem in der nichtkommutativen algebraischen Geometrie ist die
Klassifikation nichtkommutativer Flächen. Um diesem Ziel einen Schritt näher
zu kommen, beschäftigt sich vor allem eine Gruppe um Artin, de Jong [AdJ],
Chan, Ingalls und Kulkarni [CK03, CI05] damit, Maximalordnungen auf Flä-
chen abstrakt zu klassifizieren. Außerdem werden auch Modulräume von Vektor-
bündeln oder getwisteten Garben über einer Maximalordnung, deren generische
Faser eine Azumaya-Algebra ist, untersucht, etwa von Hoffmann und Stuhler
[HS05], Lieblich (unter anderem in [Lie07]) und Chan und Kulkarni [CK11].
Hoffmann und Stuhler nutzen dabei einen Ansatz über geometrische Invari-
antentheorie und verwenden unter anderem Mumfords Methoden aus [MF82],
Lieblich hingegen arbeitet weit abstrakter über Stacks. Auf diese Weise werden
die verschiedensten Existenzaussagen bewiesen, es ist jedoch recht schwie-
rig, Garben von Azumaya-Algebren konkret anzugeben. Hierzu hat Chan in
[Cha05] eine Methode entwickelt, eine größere Klasse von Azumaya-Algebren
oder allgemeiner von Maximalordnungen zu erzeugen. Er verwendet dazu
den von ihm auf nichtkommutative Flächen verallgemeinerten sogenannten
Cyclic-Covering-Trick. Mit Hilfe einer endlichen Überlagerung mit zyklischer
Automorphismengruppe und eines invertierbaren Bimoduls wird eine Maximal-
ordnung erzeugt, die genau über einer vorgegebenen Kurve verzweigt. Dieses
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und weitere Resultate sollen im ersten Teil dieser Arbeit genauer untersucht
werden.

In Kapitel 1 stellen wir die grundlegenden Definitionen und Charakterisie-
rungen von Azumaya-Algebren und Brauergruppen über Körpern, Ringen und
Schemata bereit. Auch die kohomologische Beschreibung der Brauergruppe
eines Körpers sowie die kohomologische Brauergruppe eines Schemas werden
eingeführt.

In Kapitel 2 werden verschiedene Methoden vorgestellt und untersucht, wie
man Azumaya-Algebren erzeugen kann. Bekannte Konzepte über Körpern
sind die zyklisch verschränkten Produkte und die Normrest- oder Symbolalge-
bren, die sich auch allgemeiner über Ringen konstruieren lassen. Dieses wird
in den Abschnitten 2.1 und 2.2 vorgeführt. In Abschnitt 2.3 leiten wir ein
Ausdehnungskriterium für Azumaya-Algebren her. Wir untersuchen, wann oder
wie weit sich eine über dem Funktionenkörper einer projektiven algebraischen
Fläche gegebene Azumaya-Algebra auf die Fläche als Garbe von Azumaya-
Algebren ausdehnen lässt. In Abschnitt 2.4 untersuchen wir Chans Methode,
mit dem Cyclic-Covering-Trick Maximalordnungen auf einer algebraischen
Fläche zu erzeugen.

Oktavenalgebren

Ausgangspunkt für den zweiten Teil dieser Arbeit war die Überlegung, ob sich
die obigen Konzepte auch verallgemeinern lassen, wenn man die Azumaya-
Algebra im generischen Punkt durch eine – nichtassoziative – Oktavenalgebra
ersetzt. Als ersten Schritt in diese Richtung wird eine Idee vorgestellt, wie
man Garben von Oktavenalgebren und Garben von Maximalordnungen in
einer Oktavenalgebra definieren kann, und abschließend ein Beispiel über dem
dreidimensionalen projektiven Raum konstruiert und untersucht.

Kompositionsalgebren sind endliche, treuprojektive Moduln über kommutativen
Ringen mit einer nicht notwendig assoziativen Multiplikation, die zudem eine
nichtausgeartete quadratische Form N besitzen, die Komposition erlaubt.
Letzteres bedeutet hier, dass N(xy) = N(x)N(y) für alle Elemente x, y der
Kompositionsalgebra gilt. Oktavenalgebren sind Kompositionsalgebren von
Dimension 8 über Körpern beziehungsweise von konstantem Rang 8 über
Ringen.

Oktaven wurden zuerst unabhängig voneinander von John T. Graves (1843)
und von Arthur Cayley (1845) betrachtet. So, wie die komplexen Zahlen C
aus R durch Adjunktion eines Elementes i mit Quadrat i2 = −1 entstehen
und auch die Hamiltonschen Quaternionen H aus C durch Hinzunahme eines
zweiten Elementes j mit Quadrat −1 und der Relation ji = −ij erzeugt werden,
kann auch Cayleys Oktavenalgebra aus H und einem weiteren Element v mit
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Quadrat −1 und der Relation

(a+ bv)(c+ dv) = (ac− db) + (da+ bc)v

für a, b, c, d ∈ H multiplikativ erzeugt werden. Es bezeichne dabei x das
Konjugierte eines Elementes x ∈ H. Die sich daraus ergebende Multiplikation ist
weder assoziativ noch kommutativ. So ist etwa i(jv) = (ji)v = −(ij)v 6= (ij)v.
Als Vektorraum über den reellen Zahlen wird diese Oktavenalgebra von den
acht Elementen 1, i, j, ij, v, iv, jv, (ij)v erzeugt. Die Multiplikation dieser Basis-
elemente ohne die Eins lässt sich anschaulich sehr schön in der Fano-Ebene wie
in Abbildung 1 darstellen, siehe etwa Baez in [Bae02, 2.1]: Das Produkt zweier
Elemente ist das dritte Element auf derselben Geraden, jedoch abgeändert um
ein Minuszeichen, falls die Elemente nicht zyklisch in Pfeilrichtung angeordnet
sind. Jedes der sieben Basiselemente 6= 1 hat Quadrat −1.

i −ij j

−jviv

v

(ij)v

Abbildung 1: Fano-Ebene für die Erzeugenden der Cayley-Oktaven

Von Interesse sind die Oktavenalgebren unter anderem auch deshalb, weil
ihre Automorphismengruppe eine zusammenhängende, einfache algebraische
Gruppe vom Typ G2 ist, siehe etwa Springer und Veldkamp [SV00, Thm. 2.3.5]
für Körper beliebiger Charakteristik.
Anwendung finden die Oktaven daher auch in der aktuellen Forschung, etwa
bei Gan und Yu [GY03], die die Oktaven im Zusammenhang mit der Bruhat-
Tits-Theorie für exzeptionelle algebraische Gruppen über lokalen Körpern
untersuchen. Mit Hilfe der algebraischen Struktur der Oktaven wird die G2
charakterisiert. Auch bei den Untersuchungen von Roeseler [Roe11] kommt die
unterliegende Algebrenstruktur der Oktaven bei der Untersuchung der G2 und
ihrer Reduktionstheorie zum Tragen.

Aber auch ohne konkrete Anwendungsbezüge werden Oktaven näher untersucht,
so etwa beantwortet Gille in [Gil12] die von Petersson aufgeworfene Frage
negativ, ob auch über beliebigen Ringen die Oktavenalgebra bereits eindeutig
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durch ihre Norm charakterisiert wird. Für Oktavenalgebren über lokalen Ringen
und auch für Quaternionenalgebren über beliebigen Ringen ist dies hingegen
zutreffend.

InKapitel 3 dieser Arbeit werden Kompositionsalgebren über Ringen definiert
und die grundlegenden Eigenschaften dargestellt. Die oben bereits angegebene
Definition der Kompositionsalgebren wird dabei von Knus [Knu91, V (7.1)]
übernommen. Sie findet sich so aber auch etwa bei Gille in [Gil12].

Die Eigenschaft, eine Kompositionsalgebra über einem Ring R zu sein, ist lokal:
Wir zeigen, dass wir über den lokalen Ringen Rm der maximalen Ideale m ⊂ R
testen können, ob die lokalisierte Algebra eine Kompositionsalgebra ist, siehe
Lemma 3.3.4.
Anders als bei Azumaya-Algebren muss hingegen die Quotientenalgebra einer
Kompositionsalgebra modulo einem maximalen Ideal m keine Kompositionsalge-
bra sein. In solch einem Fall sprechen wir von schlechter Reduktion modulo m,
und diese wollen wir explizit erlauben.

In der Untersuchung der Eigenschaften von Kompositionsalgebren folgen wir
im Wesentlichen den Ausführungen für Kompositionsalgebren über Körpern
von Springer und Veldkamp in [SV00, Ch. 1] und untersuchen hier, wie wir die
Aussagen für Algebren über Ringen verallgemeinern können.

Kompositionsalgebren über Körpern sind stets endlich-dimensional (auch wenn
dies nicht explizit gefordert wird) und existieren nur in den Dimensionen 1,
2, 4 und 8. Ein Körper ist genau dann eine Kompositionsalgebra über sich
selbst, wenn seine Charakteristik ungleich 2 ist. Jede Kompositionsalgebra von
Dimension größer als 1 (bzw. in Charakteristik 2 von Dimension 4 oder 8)
entsteht durch sogenannte Verdopplung aus einer Kompositionsalgebra halber
Dimension, siehe etwa [SV00, Theorem 1.6.2]. Ähnliches gilt über Ringen für
Kompositionsalgebren mit guter Reduktion und von konstantem Grad, siehe
Abschnitt 3.3.5.

Auch über Integritätsbereichen gilt, dass wie über Körpern die Norm – also
die geometrische Struktur – einer Kompositionsalgebra eindeutig durch ihre
Algebrenstruktur bestimmt ist, siehe Korollar 3.3.24. Anders als über Körpern
reicht umgekehrt über allgemeinen Ringen die geometrische Struktur jedoch
nicht aus, um die algebraische festzulegen, wie Gille in [Gil12] zeigt, siehe auch
Bemerkung 3.3.27.

Im vierten Abschnitt von Kapitel 3 folgen einige zusätzliche Untersuchungen:
Wir zeigen in Unterabschnitt 3.4.1, dass das Produkt zweier Kompositionsalge-
bren eine Kompositionsalgebra über dem Produktring der beiden Grundringe
ist, und konstruieren so eine Kompositionsalgebra, die weder konstanten Rang
hat noch durch Verdopplung aus einer anderen Kompositionsalgebra entsteht.
Außerdem überlegen wir in Unterabschnitt 3.4.3, ob und, wenn ja, wie eine
Quaternionenunteralgebra auf einer Oktavenalgebra operieren kann.
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In Kapitel 4 betrachten wir Maximalordnungen in Kompositionsalgebren über
Quotientenkörpern von Integritätsbereichen. Jede Kompositionsalgebra über
einem Integritätsbereich erzeugt durch Skalarerweiterung eine Kompositions-
algebra über dem Quotientenkörper des Ringes. In dieser ist sie als erzeugendes
Gitter enthalten. Wie im assoziativen Fall versucht man andersherum in ei-
ner gegebenen Kompositionsalgebra C über dem Quotientenkörper nicht nur
diejenigen Kompositionsalgebren über dem Ring zu bestimmen, die C auf
diese Art erzeugen, sondern betrachtet allgemeiner Ordnungen und speziell die
Maximalordnungen in C.
Maximalordnungen in Kompositionsalgebren werden bereits in der klassischen
Literatur untersucht. So betrachten van der Blij und Springer [vBS59] Ma-
ximalordnungen über vollständigen diskreten Bewertungsringen sowie über
den ganzen Zahlen und den ganzen p-adischen Zahlen. Unter anderem zei-
gen sie in [vBS59, (3.4)], dass in der zerfallenden Oktavenalgebra über dem
Quotientenkörper K eines vollständigen diskreten Bewertungsringes R alle
Maximalordnungen über R zueinander isomorph sind, siehe auch Satz 4.3.3.
Dies verallgemeinert das assoziative Resultat, dass in der zerfallenden Quater-
nionenalgebra M2(K) alle assoziativen Maximalordnungen durch Konjugation
aus M2(R) hervorgehen.
Dabei kennen van der Blij und Springer noch keine eigenständige Notation von
Kompositionsalgebren über Ringen, sondern nutzen die Maximalordnungen als
Definition ihrer sogenannten Oktavringe. Wir verallgemeinern in dieser Arbeit
das Konzept von Maximalordnungen entsprechend der assoziativen Theorie
auf beliebige Ringe und zeigen zum einen, dass jede Kompositionsalgebra C
über einem Integritätsbereich eine Ordnung in der durch Skalarerweiterung
erzeugten Kompositionsalgebra CK über dem Quotientenkörper K ist. Hat die
Kompositionsalgebra C gute Reduktion über allen Primidealen, so ist sie eine
Maximalordnung in CK , siehe Lemma 4.2.11. Zum anderen zeigen wir, dass
umgekehrt über Hauptidealringen auch jede Ordnung eine Kompositionsalgebra
ist – hier geht wiederum ein, dass wir bei den Kompositionsalgebren schlechte
Reduktion erlauben –, siehe Lemma 4.3.1. Über beliebigen Ringen wird das
im Allgemeinen nicht der Fall sein.
Eine Ordnung in einer Kompositionsalgebra C über K = Quot(R) ist ein
multiplikativ abgeschlossenes R-Gitter, das die Eins enthält und dessen Ele-
mente ganz über R sind, im Falle eines noetherschen Grundringes also eine
endliche, nicht notwendig assoziative Algebra ganzer Elemente, die eine Ba-
sis von C enthält. Ganz heißt hier, dass Norm und Spur der Elemente im
Grundring liegen. Ist der Grundring ganzabgeschlossen, so ist ein multiplika-
tiv abgeschlossenes Gitter automatisch ein ganzes Gitter. Ist der Grundring
nicht ganzabgeschlossen, so fordern wir diese Eigenschaft von einer Ordnung
zusätzlich. – Hiermit weichen wir von der klassischen Notation von Ordnungen
in assoziativen Algebren ab. Sich auf ganze Gitter einzuschränken, hat jedoch
den großen Vorteil, dass diese mit der Einschränkung der Norm selbst wieder
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quadratische Moduln sind. Letztlich bedeutet diese Abweichung keinen großen
Unterschied, denn alle Ringe, die uns interessieren, werden ganzabgeschlossen
und auch noethersch sein. Eine Maximalordnung ist eine Ordnung, die in keiner
anderen Ordnung echt enthalten ist.

Über diskreten Bewertungsringen gelten auch für Maximalordnungen in Kom-
positionsalgebren ähnliche Resultate wie für ihre assoziativen Analoga in
Azumaya-Algebren: So lässt sich im Falle einer Kompositionsdivisionsalgebra
über einem vollständigen diskret bewerteten Körper die Bewertung eindeutig
auf die Kompositionsalgebra fortsetzen, und deren Bewertungsring ist die
eindeutige Maximalordnung, wie wir in den Sätzen 4.4.2 und 4.4.6 zeigen
werden. Für Kompositionsalgebren über nicht vollständigen diskret bewerteten
Körpern existiert wiederum eine Bijektion zwischen ihren Ordnungen und den
Ordnungen in ihrer Vervollständigung, siehe Lemma 4.4.10.

Über den rationalen Zahlen gilt, dass ein Gitter in einer Oktavenalgebra genau
dann eine Maximalordnung ist, wenn für jede Primzahl p die Skalarerweiterung
über die ganzen p-adischen Zahlen eine Maximalordnung ist, siehe etwa [vBS59,
(4.1)]. Ist allgemeiner R ein ganzabgeschlossener noetherscher Integritätsbe-
reich, so zeigen wir in Satz 4.5.13 mit Hilfe der Sätze aus Bourbakis Kapitel
über Divisoren [Bou72, VII], dass ganz analog ein R-Gitter in einer Komposi-
tionsalgebra über dem Quotientenkörper genau dann eine Maximalordnung ist,
wenn für jedes Primideal p von Höhe 1 in R die Skalarerweiterung bezüglich
der Vervollständigung R̂p eine Maximalordnung ist.

In Kapitel 5 setzen wir die zuvor betrachteten Konzepte von Oktavenalgebren
und Maximalordnungen über Ringen auf normale, lokal-noethersche Schemata
fort und führen Garben von Oktavenalgebren und Garben von Maximalordnun-
gen ein. Auch diese können wiederum als nichtassoziative Verallgemeinerung
von Maximalordnungen und Garben von Azumaya-Algebren verstanden wer-
den.

Unter einer Garbe von Oktavenalgebren (C, N) verstehen wir eine kohärente
Garbe C nichtassoziativer OX -Algebren und einen Morphismus N : C → OX ,
für die in jedem Punkt x ∈ X die lokale Algebra (Cx, Nx) eine Oktavenalgebra
über dem lokalen Ring OX,x ist. Solch eine Garbe von Oktavenalgebren ist
stets lokalfrei. Über einem affinen noetherschen Schema ist eine Garbe genau
dann eine Oktavengarbe, wenn die Algebra der globalen Schnitte eine Okta-
venalgebra ist. Wie auch schon bei den Kompositionsalgebren über Ringen
erlauben wir dabei explizit schlechte Reduktion und fordern nicht, dass jede
Quotientenalgebra k(x)⊗ Cx eine Oktavenalgebra über dem Restklassenkörper
k(x) = OX,x/mx sein muss.

Es ist bereits im assoziativen Fall sinnvoll, neben den lokalfreien Azumaya-Al-
gebren oder speziell in Dimension 4 den Quaternionenalgebren auch diejenigen
torsionsfreien Garben zu betrachten, deren generische Faser eine vorgegebene
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Azumaya-Algebra über dem Funktionenkörper des Schemas ist. Diese Hin-
zunahme ergibt sich etwa in [HS05] als Kompaktifizierung der betrachteten
Modulräume und liefert die Garben von Maximalordnungen in Azumaya-
Algebren.

Unter einer nichtassoziativen Ordnung in einer Oktavenalgebra über dem Funk-
tionenkörper eines ganzen, lokal-noetherschen Schemas verstehen wir in dieser
Arbeit eine kohärente Garbe nichtassoziativer OX -Algebren, deren sämtliche
Halme Ordnungen in der Oktavenalgebra sind. Ist A eine solche Ordnung
und ist U = SpecR eine offene affine Teilmenge eines ganzabgeschlossenen
Ringes R, so ist auch die Algebra A(U) eine Ordnung. Wir zeigen, dass auf
einem normalen, lokal-noetherschen Schema eine Ordnung genau dann eine
Maximalordnung ist, wenn sie in jedem Halm maximal ist, siehe Satz 5.2.7.
Auch auf allen offenen affinen Mengen ist eine Maximalordnung maximal.

Jede Garbe von Oktavenalgebren ist dann eine Ordnung in der Algebra über
dem generischen Punkt. Hat die Oktavengarbe gute Reduktion in jedem Punkt
des Schemas, so ist sie eine Maximalordnung, siehe Lemma 5.2.9. Umgekehrt
kann eine Maximalordnung allerdings schlechte Reduktion haben, wie wir in
einem Beispiel zeigen werden. Auch muss eine Maximalordnung global nicht
unbedingt eine Garbe von Oktavenalgebren sein. Jedoch ist in jedem Punkt
von Kodimension 1 der Halm eine – wenn auch nicht zwangsläufig reguläre –
Oktavenalgebra.

Im letzten Abschnitt 5.3 des Kapitels 5 konstruieren wir auf dem dreidimensio-
nalen projektiven Raum ganz explizit eine Garbe, die zugleich eine Garbe von
Oktavenalgebren und eine Maximalordnung ist. Sie hat gute Reduktion auf
einem offenen Unterschema, dessen Komplement Kodimension 1 hat, jedoch
nicht auf dem gesamten Raum.

Im Anhang sind einige grundlegende Begriffe der kommutativen Algebra und
der algebraischen Geometrie, einige der benutzten Konzepte der kommutativen
Algebra, insbesondere aus der Bewertungstheorie, sowie die Definition von
Garben von Ordnungen in Azumaya-Algebren aufgeführt.

Mit den Ergebnissen dieser Arbeit wird ein Grundstein für weitere Untersu-
chungen gelegt. Insbesondere die Definition von Garben von Oktavenalgebren
und Maximalordnungen in Kapitel 5 und die zugehörigen ersten Resultate
können dazu beitragen, nichtkommutative algebraische Räume zu klassifizieren.

Göttingen, den 5. September 2013 Kristin Stroth
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Kapitel 1

Azumaya-Algebren und
Brauergruppen

In diesem Kapitel sind die Charakterisierungen von Azumaya-Algebren über
Körpern, Ringen und Schemata sowie die Definition der Brauergruppe, einige
elementare Eigenschaften und die kohomologische Beschreibung der Brauer-
gruppe zusammengestellt.

Wenn nicht explizit angegeben, so sind die Beweise der angeführten Aussagen
für Azumaya-Algebren über Körpern etwa bei Kersten [Ker90, Ker07] oder
bei Gille und Szamuely [GS06], über lokalen Ringen und Schemata bei Milne
[Mil80, Ch. IV] und über beliebigen Ringen in meiner Diplomarbeit [Str02,
Kap. 2] oder etwa auch bei Knus [Knu91, Ch. III.5] oder Knus und Ojanguren
[KO81], als Übungsaufgaben bei Bourbaki [Bou72, II.5 Exercises] und natürlich
bei Auslander und Goldman [AG60a] zu finden.

Es bezeichne K in diesem Kapitel einen Körper, R einen kommutativen Ring
mit Eins und X ein lokal-noethersches Schema.

1.1 Azumaya-Algebren über Körpern, Ringen und
Schemata

1.1.1 Azumaya-Algebren über Körpern

Eine Algebra über einem Körper heißt endlich-dimensional, wenn sie es als
Vektorraum ist. Sie heißt zentral, wenn ihr Zentrum der Grundkörper ist, und
sie heißt einfach, wenn sie als Ring keine zweiseitigen nichttrivialen Ideale
besitzt.

Definition. Eine Algebra über einem Körper heißt Azumaya-Algebra, wenn
sie endlich-dimensional, zentral und einfach ist.

1
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Teilweise werden Azumaya-Algebren über Körpern auch als zentral-einfache
Algebren bezeichnet, insbesondere in der englischen Literatur wird in der
Situation über Körpern zumeist von central simple algebras gesprochen.

Es bezeichne Aop die oppositionelle Algebra einer Algebra A, die sich aus dem
K-Modul A mit der gespiegelten Multiplikation a · b := ba ergibt.

Satz 1.1.1. Sei A eine endlich-dimensionale K-Algebra. Dann sind äquivalent:

1. Es ist A eine Azumaya-Algebra über K.

2. Der kanonische K-Vektorraumhomomorphismus

φ : A⊗Aop −→ EndK(A)
a⊗ b 7−→ (x 7→ axb)

ist bijektiv.

3. Über dem algebraischen Abschluss K von K gibt es eine K-Algebreniso-
morphie A⊗K K ∼= Mn(K) für ein n ∈ N.

4. Es gibt eine endliche Körpererweiterung L/K und eine L-Algebreniso-
morphie A⊗K L ∼= Mn(L) für ein n ∈ N.

Es folgt, dass eine Azumaya-Algebra stets von quadratischer Dimension ist.

Da das Zentrum und die Ideale eines Matrizenringes Mn(A) einer Algebra A
nur von denen der Algebra A abhängen, ist auch jeder Matrizenring über einer
Azumaya-Algebra wieder eine Azumaya-Algebra.

Außerdem ist offensichtlich ist jeder zentrale, endlich-dimensionale Schiefkörper
über K eine Azumaya-Algebra. Wedderburn hat gezeigt, dass es im Wesentli-
chen keine weiteren gibt:

Satz 1.1.2 (Struktursatz von Wedderburn). Jede einfache, endlich-dimensio-
nale K-Algebra A ist isomorph zu einem Matrizenring Mn(D) eines Schiefkör-
pers D über K. Dabei ist D bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

In der Darstellung Mn(A) ∼= A⊗KMn(K) einer Azumaya-Algebra A ergibt der
zusätzliche zweite Faktor Mn(K) keine nennenswerten neuen Eigenschaften und
es reicht, Azumaya-Algebren bis auf die sogenannte Ähnlichkeit zu untersuchen:

Definition. Zwei Azumaya-Algebren A und B über einem Körper K heißen
ähnlich, wenn eine Algebrenisomorphie A ⊗K Mn(K) ∼= B ⊗K Mm(K) für
geeignete n,m ∈ N existiert. Wir schreiben dann A ∼ B.

Ähnlichkeit ist eine Äquivalenzrelation auf der Menge der Azumaya-Algebren
über einem festen Grundkörper. Die Ähnlichkeitsklasse, d. h. die Äquivalenz-
klasse unter der Ähnlichkeitsrelation einer Azumaya-Algebra A sei mit [A]
bezeichnet.
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Das Tensorprodukt zweier Azumaya-Algebren ist ebenfalls eine Azumaya-
Algebra. Außerdem sind für ähnliche Algebren A ∼ A′ bzw. B ∼ B′ auch die
Produkte A⊗B und A′⊗B′ ähnlich, denn es gilt Mn(K)⊗Mm(K) ∼= Mnm(K).
Daher induziert das Tensorprodukt eine wohldefinierte Multiplikation auf der
Menge der Ähnlichkeitsklassen von Azumaya-Algebren und wir erhalten:

Satz 1.1.3. Bezüglich der Operation [A] · [B] = [A⊗B] bildet die Menge der
Ähnlichkeitsklassen von Azumaya-Algebren über einem Körper K eine abelsche
Gruppe. Einselement ist die Klasse [K] des Grundkörpers, Inverses zu [A] ist
die Klasse [Aop].

Definition. Diese Gruppe heißt die Brauergruppe Br(K) des Körpers K.

Der Struktursatz von Wedderburn ergibt, dass die Ähnlichkeitsklassen von Azu-
maya-Algebren und die Isomorphieklassen zentraler Schiefkörper in Bijektion
zueinander stehen. Die Brauergruppe klassifiziert somit zugleich die zentralen
Schiefkörpererweiterungen eines Körpers bis auf Isomorphie. Im Allgemeinen
ist das Tensorprodukt zweier Schiefkörper jedoch kein Schiefkörper, daher ist
es sinnvoll, alle Azumaya-Algebren zu betrachten.

1.1.2 Azumaya-Algebren über Ringen und Schemata

Eine Algebra A über einem Ring R ist ein nicht notwendig kommutativer
Ring A mit Eins zusammen mit einem Ringhomomorphismus φ : R → A,
dessen Bild φ(R) im Zentrum Z(A) von A liegen muss: φ(R) ⊆ Z(A). Die
Abbildung φ ist genau dann injektiv, wenn A als R-Modul treu ist, d. h. wenn
{r ∈ R | ra = 0 ∀ a ∈ A} = 0 ist. Die Algebra heißt endlich, wenn sie als Modul
endlich erzeugt ist. Sie heißt zentral, wenn ihr Zentrum gleich dem Bild des
Grundringes ist: φ(R) = Z(A).

Die Verallgemeinerung von Azumaya-Algebren über Körpern auf solche über
Ringen oder allgemeiner auf Garben von Azumaya-Algebren lautet dann:

Definition. Eine Algebra A über einem Ring R heißt Azumaya-Algebra, wenn
sie endlich und treu ist und wenn für jedes maximale Ideal m ⊂ R die Quotien-
tenalgebra A/mA eine Azumaya-Algebra über dem Restklassenkörper R/m
ist.

Definition. Eine Garbe A von OX -Algebren auf einem lokal-noetherschen
Schema (X,OX) heißt Garbe von Azumaya-Algebren (oder kurz auch nur
Azumaya-Algebra), wenn sie als OX -Modul kohärent ist und wenn in jedem
abgeschlossenen Punkt x ∈ X der Halm Ax eine Azumaya-Algebra über dem
lokalen Ring OX,x ist.

Azumaya-Algebren über lokalen Ringen wurden zuerst von Azumaya [Azu51]
betrachtet, über allgemeinen Ringen von Auslander und Goldman [AG60a]
und über Schemata von Grothendieck [Gro68a].
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Auslander und Goldman nutzen in ihrer Charakterisierung die Eigenschaft der
Separabilität. Eine Algebra A heißt separabel, wenn sie als A ⊗ Aop-Modul
projektiv ist.

Satz 1.1.4. Sei A eine endliche Algebra über einem Ring R. Dann sind
äquivalent:

1. Es ist A eine Azumaya-Algebra über R.

2. Es ist A separabel, zentral und treu.

3. Für jedes maximale Ideal m ⊂ R ist die Lokalisierung Am eine Azumaya-
Algebra über dem lokalen Ring Rm.

4. Als R-Modul ist A treu und projektiv und der kanonische R-Modulhomo-
morphismus

φ : A⊗Aop −→ EndR-Mod(A)
a⊗ b 7−→ (x 7→ axb)

ist bijektiv.

5. Der kanonische Homomorphismus φ : A⊗ Aop → EndR(A) ist bijektiv,
und A enthält R als direkten Summanden.

Ist für eine Algebrengarbe über einem Schema die letzte Bedingung der Defini-
tion für alle abgeschlossenen Punkte erfüllt, so gilt sie auch für alle anderen
Punkte. Außerdem ist jede Azumaya-Algebra A lokalfrei und von endlichem
Rang als OX -Modul; der Rang muss allerdings nicht global konstant sein.

Satz 1.1.5 ([Mil80, Ch. IV, Proposition 2.1]). Sei A eine OX-Algebra, die als
OX-Modul von endlichem Typ ist. Dann sind äquivalent:

1. Es ist A eine Azumaya-Algebra über X.

2. Als OX-Modul ist A lokalfrei und für jedes x ∈ X ist A(x) := Ax ⊗ k(x)
eine zentrale, einfache Algebra über dem Restklassenkörper k(x).

3. Als OX-Modul ist A lokalfrei und der kanonische Homomorphismus
A⊗OX Aop → EndOX (A) ist ein Isomorphismus.

4. Es gibt in der étalen Topologie eine Überdeckung (Ui → X) von X, für
die es für jedes i ein ni ∈ N und eine Isomorphie A⊗OX OUi ∼= Mni(OUi)
gibt.

5. Es gibt in der flachen Topologie eine Überdeckung (Ui → X) von X, für
die es für jedes i ein ni ∈ N und eine Isomorphie A⊗OX OUi ∼= Mni(OUi)
gibt.
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Die trivialen Beispiele für Azumaya-Algebren über Ringen sind die Endomor-
phismenringe von endlich erzeugten, treuen, projektiven R-Moduln und für
Azumaya-Algebren über Schemata die Endomorphismengarben von lokalfreien
OX -Moduln endlichen Ranges.
Auch über Ringen und Schemata werden Azumaya-Algebren modulo dieser
trivialen Algebren betrachtet:

Definition. Zwei Azumaya-Algebren A und B über einem Ring R heißen
ähnlich, wenn es endlich erzeugte, treue, projektive R-Moduln P1 und P2 und
eine Algebrenisomorphie A⊗R EndR(P1) ∼= B ⊗R EndR(P2) gibt.
Zwei Garben von Azumaya-Algebren A und B auf dem Schema (X,OX) heißen
ähnlich, wenn es lokalfreie OX -Moduln P1 und P2 endlichen Ranges und eine
Garbenisomorphie A⊗OX EndOX (P1) ∼= B ⊗OX EndOX (P2) gibt.

Über einem lokalen Ring R ist jeder endlich erzeugte, projektive Modul frei.
Folglich ist sein Endomorphismenring nach Wahl einer Basis isomorph zu einer
Matrixalgebra Mn(R). Die Ähnlichkeitsbedingung über lokalen Ringen sieht
also aus wie über Körpern: Zwei Azumaya-Algebren A und B über einem
lokalen Ring R sind genau dann ähnlich, wenn A⊗R Mn(R) ∼= B ⊗R Mm(R)
für geeignete m,n ∈ N gilt.

Auch über Ringen und Schemata ist Ähnlichkeit eine Äquivalenzrelation auf
der Menge der entsprechenden Azumaya-Algebren, und wie über Körpern
erzeugt das Tensorprodukt eine wohldefinierte Multiplikation:

Satz 1.1.6. Bezüglich der Operation [A] · [B] = [A⊗B] bildet die Menge der
Ähnlichkeitsklassen von Azumaya-Algebren über einem Ring R eine abelsche
Gruppe. Einselement ist die Ähnlichkeitsklasse [R] = [EndR(P )] für jeden
endlich erzeugten, treuen, projektiven R-Modul P . Inverses zu [A] ist [Aop].

Ebenso bildet die Menge der Ähnlichkeitsklassen von Azumaya-Algebren über
einem lokal-noetherschen Schema X bezüglich der Operation [A] · [B] = [A⊗B]
eine abelsche Gruppe. Einselement ist [OX ] = [EndOX (P)] für jeden lokalfreien
OX-Modul P endlichen Ranges. Inverses zu [A] ist [Aop].

Definition. Diese Gruppen heißen die Brauergruppe Br(R) des Ringes R
beziehungsweise die Brauergruppe Br(X) des Schemas X.

1.2 Eigenschaften von Azumaya-Algebren

1.2.1 Skalarerweiterung

Satz 1.2.1. Seien S eine kommutative und A eine beliebige R-Algebra.

1. Ist A eine Azumaya-Algebra über R, so ist A⊗R S eine Azumaya-Algebra
über S.
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2. Ist S treuflach über R, so gilt auch die Umkehrung: Ist A ⊗R S eine
Azumaya-Algebra über S, so ist A eine Azumaya-Algebra über R.

Die Basiserweiterung [A] 7→ [A⊗RS] ist mit der Ähnlichkeitsrelation verträglich,
sodass wir einen Gruppenhomomorphismus rS/R : Br(R) → Br(S) erhalten,
die sogenannte Restriktion.

Darüber hinaus ist Br(·) ein Funktor von der Kategorie der kommutativen
Ringe in die Kategorie der abelschen Gruppen. Entsprechend ist für Schemata
auch Br(·) ein Funktor von der Kategorie der Schemata in die der abelschen
Gruppen.

1.2.2 Homomorphismen von Azumaya-Algebren

Da der Kern eines Algebrenhomomorphismus ein zweiseitiges Ideal ist, ist über
Körpern jeder Endomorphismus einer Azumaya-Algebra bijektiv. Es gilt sogar
(siehe etwa [Ker07, Satz 4.2]):

Satz 1.2.2 (Skolem-Noether). Seien A eine Azumaya-Algebra und B eine
einfache, endlich-dimensionale Algebra über einem Körper K. Dann gibt es zu
je zwei K-Algebrenhomomorphismen ϕ, ψ : B → A eine Einheit u ∈ A×, für
die ϕ(x) = uψ(x)u−1 für alle x ∈ B gilt.
Insbesondere ist jeder Endomorphismus einer Azumaya-Algebra ein innerer
Automorphismus.

Auch über Ringen und Garben gibt es nur bestimmte Arten von Automorphis-
men auf Azumaya-Algebren. Der verallgemeinerte Satz von Skolem-Noether
lautet für lokale Ringe (siehe etwa [Mil80, Ch. IV, Proposition 1.4]):

Satz 1.2.3 (Skolem-Noether für lokale Ringe). Jeder Automorphismus einer
Azumaya-Algebra über einem lokalen Ring ist ein innerer.

Über beliebigen Ringen gilt (siehe etwa [KO74, Corollaire III.5.4]):

Satz 1.2.4 (Skolem-Noether für Ringe). Jeder Endomorphismus einer Azu-
maya-Algebra über einem Ring ist ein Automorphismus.

Auch für die Garben von Azumaya-Algebren über Schemata gilt eine Variante
dieses Satzes (siehe etwa [Mil80, Ch. IV, Proposition 2.3]):

Satz 1.2.5 (Skolem-Noether für Schemata). Sei φ : A → A ein Automor-
phismus einer Garbe von Azumaya-Algebren auf einem Schema X. Dann
gibt es eine solche offene Überdeckung (Ui)i∈I von X, dass auf jeder offe-
nen Mengen Ui die Einschränkung φ|Ui der innere Automorphismus zu einer
Einheit ui ∈ Γ(Ui,A)× ist.
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1.2.3 Torsion in der Brauergruppe

Definition. Es bezeichnen Brn(R) = {[A] ∈ Br(R) | [A]n = 1} und analog
Brn(X) die n-Torsion der Brauergruppe eines Ringes R beziehungsweise eines
Schemas X.

Ist A eine Azumaya-Algebra von konstantem Rang n2 über einem Ring R, so
gilt für ihre Ähnlichkeitsklasse in der Brauergruppe [A]n = 1. Als endliche
Algebra lässt sich jede Azumaya-Algebra in ein endliches Produkt von Algebren
von konstantem Rang zerlegen, folglich ist die Brauergruppe eines Ringes eine
Torsionsgruppe, siehe etwa Knus und Ojanguren [KO74, Thm. IV.6.1 und
Cor. IV.6.2].

Ebenso ist die Brauergruppe eines Schemas, das nur aus endlich vielen Zu-
sammenhangskomponenten besteht, oder eines quasikompakten Schemas eine
Torsionsgruppe, siehe etwa [Mil80, Ch. IV, Proposition 2.7] oder [Gro68a, Co-
rollaire 1.5].

1.2.4 Die relative Brauergruppe

Oftmals ist es sinnvoll, statt der gesamten Brauergruppe nur gewisse Unter-
gruppen zu betrachten. Neben den Untergruppen Brn der n-Torsion sind das
insbesondere die sogenannten relativen Brauergruppen von Zerfällungskörpern:

Definition. Die relative Brauergruppe Br(L/K) einer Körpererweiterung L/K
ist der Kern der Restriktion r : Br(K)→ Br(L), [A] 7→ [A⊗ L].

Gehört [A] zur relativen Brauergruppe Br(L/K), so gilt A⊗ L ∼= Mn(L), und
man sagt, L zerfällt die Algebra A bzw. L ist ein Zerfällungskörper von A.

Nach Satz 1.1.1 besitzt jede Azumaya-Algebra über einem Körper K einen
Zerfällungskörper von endlichem Grad über K.

1.3 Die kohomologische Brauergruppe

1.3.1 Verschränkte Produkte

Definition. Eine Azumaya-Algebra A über einem Körper K heißt verschränk-
tes Produkt, wenn sie einen über K galoisschen Teilkörper L mit (dimK L)2 =
dimK A enthält.

Ist A ein verschränktes Produkt mit passendem Teilkörper L, so liefert der
Satz von Skolem-Noether zu jedem Automorphismus σ ∈ Gal(L/K), aufgefasst
als Algebrenhomomorphismus L→ A, eine Einheit uσ ∈ A× mit

σ(x) = uσxu
−1
σ
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für alle x ∈ L. Zum einen sind dann die Elemente uσ linear unabhängig und
es gilt A =

⊕
σ∈G Luσ. Zum anderen definiert

f(σ, τ) := uσuτu
−1
στ

einen 2-Kozykel aus Z2(Gal(L/K), L×) und somit auch eine Kohomologieklasse
[f ] ∈ H2(Gal(L/K), L×).
Ist umgekehrt L/K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G =
Gal(L/K) gegeben, so liefert jedes Element der Kohomologiegruppe H2(G,L×)
ein verschränktes Produkt: Sei f : G×G→ L× ein 2-Kozykel, dann definiert

(L,G, f) :=
⊕
σ∈G

Luσ

mit den formalen Symbolen uσ und der durch

xuσ · yuτ := xσ(y)f(σ, τ)uστ
induzierten Multiplikation eine Azumaya-Algebra mit Zerfällungskörper L.
Das Einselement dieser Algebra ist f(1, 1)−1u1, entsprechend ist auch L durch
x 7→ xf(1, 1)−1u1 in (L,G, f) eingebettet.

1.3.2 Kohomologische Brauergruppe eines Körpers

Jede Azumaya-Algebra A über einem Körper K ist ähnlich zu einem ver-
schränkten Produkt A′. Nach den obigen Überlegungen gilt A′ = (L,G, f) mit
einer geeigneten galoisschen Körpererweiterung L/K mit Galoisgruppe G und
einem Kozykel f ∈ Z2(G,L×).
Bei gegebener Erweiterung sind zwei verschränkte Produkte (L,G, f) und
(L,G, h) genau dann ähnlich, wenn die Kozykel g und h kohomolog sind.
Zusammen ergibt sich der folgende Satz:

Satz 1.3.1. Sei L/K eine endliche galoissche Körpererweiterung. Dann gilt

Br(L/K) ∼= H2(Gal(L/K), L×) .

Der algebraische Abschluss K von K zerfällt jede Azumaya-Algebra über K,
daher gilt insbesondere Br(K) = Br(K/K). Da jede Azumaya-Algebra zu
einem verschränkten Produkt ähnlich ist, gilt Br(K) =

⋃
L/K Br(L/K), wobei

die Vereinigung über alle endlichen Galoiserweiterungen L/K laufe.

Ebenso erhält man die zweite Kohomologiegruppe H2(Gal(K/K),K×) als
induktiven Limes der Gruppen H2(Gal(L/K), L×). Da diese Konstruktion mit
der Vereinigung der relativen Brauergruppen verträglich ist, ergibt sich der
folgende Satz:

Satz 1.3.2. Sei K ein Körper. Dann existiert eine natürliche Isomorphie
zwischen der Brauergruppe und der zweiten Galoiskohomologiegruppe:

Br(K) ∼= H2(Gal(K/K),K×) .
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1.3.3 Kohomologische Brauergruppe eines Schemas

Auch die kohomologische Beschreibung der Brauergruppe lässt sich über Sche-
mata verallgemeinern. Die richtige Kohomologie ist die étale.

Definition. Es heißt Br′(X) = H2(Xet,Gm) die kohomologische Brauergruppe
eines Schemas X.

Da die Brauergruppe selbst eine Torsionsgruppe ist, wird gelegentlich als koho-
mologische Brauergruppe nur der Torsionsanteil H2

tor betrachtet. Der Vergleich
der beiden Gruppen Br(X) und Br′(X) verhält sich insgesamt schwieriger als
über Körpern.

Hauptsatz 1.3.3 ([Mil80, Ch. IV, Theorem 2.5]). Es gibt eine natürliche
Injektion i von der Brauergruppe Br(X) in die étale Brauergruppe Br′(X).

Die Surjektivität ist im Allgemeinen eine offene Frage. Gabber zeigt, dass für
ein beliebiges affines Schema der Torsionsanteil der kohomologischen Brauer-
gruppe und die Brauergruppe übereinstimmen, siehe [Gab81, Ch. II, Thm. 1].
Milne zeigt, dass für das Spektrum eines henselschen Ringes oder für eine glatte
Varietät über einem Körper Brauergruppe und kohomologische Brauergruppe
übereinstimmen, siehe [Mil80, Ch. IV, Cor. 2.12 bzw. Prop. 2.15]. Allgemei-
ner haben inzwischen Gabber und de Jong ein Resultat für quasikompakte
Schemata bewiesen:

Hauptsatz 1.3.4 ([dJ, 1.1 Theorem]). Sei X ein quasikompaktes, separiertes
Schema mit einer amplen invertierbaren Garbe. Dann stimmen Brauergruppe
und kohomologische Brauergruppe überein: Br(X) = Br′(X).

Es gibt in der Tat Beispiele, für die die Brauergruppe und die kohomologische
Brauergruppe nicht übereinstimmen. Etwa von Grothendieck eine normale,
aber singuläre Fläche über den komplexen Zahlen.

Für beliebige quasikompakte Schemata sei noch das folgende Ergebnis von
Milne zitiert:

Satz 1.3.5 ([Mil80, Ch. IV, Theorem 2.16]). Sei X ein quasikompaktes, lokal-
noethersches Schema und sei γ ∈ Br′(X). Dann existieren eine offene Teil-
menge U ⊂ X von codim(X − U) > 1 und eine Azumaya-Algebra A auf U
mit i([A]) = γ|U . Wenn X regulär ist, kann U von codim(X − U) > 2 gewählt
werden.

Neben der kohomologischen Brauergruppe, die sich aus der étalen Topologie
ergibt, wird gelegentlich auch die Zariski-Topologie herangezogen:

Definition. Es sei die Zariski-Brauergruppe Br(XZar) diejenige Untergrup-
pe von Br(X), die von den Algebren erzeugt wird, die von einer Zariski-
Überdeckung von X zerfällt werden.
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Letzteres heiße (analog zu Satz 1.1.5 (4)), dass es eine Zariski-Überdeckung
(Ui) und geeignete Isomorphismen A⊗OX OUi ∼= Mni(OUi) gebe.



Kapitel 2

Konstruktion von
Azumaya-Algebren

In diesem Kapitel werden verschiedene Konzepte, wie man Azumaya-Algebren
ganz explizit erzeugen kann, vorgestellt und teilweise auch genauer untersucht.

In den beiden Abschnitten 2.1 und 2.2 betrachten wir die wohlbekannten
zyklischen Algebren, einen Spezialfall der verschränkten Produkte, und die
sogenannten Normrest- oder Symbolalgebren, eine andere Darstellungsmög-
lichkeit der zyklischen Algebren für den Fall, dass der Grundkörper genügend
viele Einheitswurzeln enthält. Beide Arten von Algebren lassen sich ebenso
über Ringen definieren und werden auch in den anderen beiden Abschnitten
von Interesse sein.

In Abschnitt 2.3 geht es darum, eine über dem Funktionenkörper eines ganzen
Schemas gegebene Azumaya-Algebra als Garbe von Azumaya-Algebren auf
das Schema oder ein möglichst großes offenes Unterschema auszudehnen. Wir
stellen verschiedene Kriterien vor, die testen, ob und wie weit eine Ausdehnung
möglich ist. Speziell für Quaternionenalgebren über algebraischen Flächen
konstruieren wir in Unterabschnitt 2.3.4 eine solche Ausdehnung.

In Abschnitt 2.4 untersuchen wir Chans Cyclic-Covering-Trick genannte Me-
thode, eine große Klasse von Azumaya-Algebren mittels einer endlichen Über-
lagerung mit zyklischer Automorphismengruppe zu erzeugen (siehe [Cha05]).

2.1 Zyklisch verschränkte Produkte

Über einem Körper K lassen sich Azumaya-Algebren recht einfach über eine
Galoiserweiterung L/K und einen 2-Kozykel f der Galoiskohomologie als
verschränkte Produkte (L,Gal(L/K), f) konstruieren, siehe Abschnitt 1.3.1.

Ein besonders übersichtlicher Spezialfall eines verschränkten Produktes ergibt
sich, wenn die Galoisgruppe sogar zyklisch ist:

11
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Definition. Eine Azumaya-Algebra A über einem Körper K heißt zyklische
Algebra oder zyklisch verschränktes Produkt, falls sie einen über K zyklischen
galoisschen Teilkörper L mit (dimK L)2 = dimK A enthält.

Sei A eine zyklische Algebra von Dimension n2 über K mit passender zy-
klischer Galoiserweiterung L/K von Grad n. Sei σ ein erzeugendes Element
der Galoisgruppe G := Gal(L/K) ∼= Z/nZ. Ist u = uσ ∈ A× eine Einheit mit
σ(x) = uσxu

−1
σ für alle x ∈ L, so erfüllt für jedes i = 0, . . . , n−1 auch uσi := ui

die entsprechende Skolem-Noether-Bedingung σi(x) = uixu−i für alle x ∈ L.
Der sich ergebende Kozykel f hat dann die Form

f(σi, σj) =
{

1 , falls i+ j < n

un , falls i+ j ≥ n

für 0 ≤ i, j < n. Außerdem gilt x = σn(x) = unxu−n für alle x ∈ L und
offensichtlich auch unui = uiun für alle i. Mithin liegt un im Zentrum der
zentralen Algebra

⊕
σ∈G Luσ = A, also gilt un ∈ K×.

Sei umgekehrt eine zyklische Galoiserweiterung L/K von Grad n mit erzeugen-
dem Element σ der Galoisgruppe G gegeben. Dann definiert zu jedem a ∈ K×
die entsprechende Vorschrift

fa(σi, σj) =
{

1 , falls i+ j < n

a , falls i+ j ≥ n
(für 0 ≤ i, j < n)

einen 2-Kozykel und es ist

(L, σ, a) := (L,G, fa)

eine zyklische Azumaya-Algebra. Die obige Konstruktion dieses verschränkten
Produktes ergibt die Zerlegung

(L, σ, a) =
n−1⊕
i=0

Lui

mit einem formalen Symbol u und mit den Multiplikationsvorschriften

xui · yuj = xσi(y)ui+j und un = au0 .

Sei v ∈ Lu, v 6= 0. Dann gilt ebenfalls vx = σ(x)v für alle x ∈ L. Ist v = yu
mit y ∈ L, so gilt vn = (yu)n = yσ(y)σ2(y) . . . σn−1(y)un = NL/K(y)un. Bei
anderer Wahl des Erzeugers von Lu erhalten wir somit dieselbe Struktur bis
auf die Norm eines Elementes.
Darüber hinaus gilt sogar, dass zwei zyklische Algebren (L, σ, a) und (L, σ, b)
genau dann ähnlich – und somit auch isomorph – sind, wenn sich a und
b nur um eine Norm unterscheiden, d. h. wenn es ein Element z ∈ L× mit
b = NL/K(z)a gibt, siehe etwa [Ker07, Satz 10.5]. Folglich ist bei gegebenen L
und σ die Einheit a = un eindeutig bestimmt als Element in K×/NL/K(K×),
der Gruppe der Normenreste.
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2.2 Normrestalgebren

Sei in diesem Abschnitt n ∈ N eine natürliche Zahl.

2.2.1 Normrestalgebren über Körpern

Sei K ein Körper mit char(K) - n, der eine primitive n-te Einheitswurzel ζ
enthalte. Beweise der Aussagen finden sich etwa bei Kersten [Ker07, Kap. 14].

Definition. Seien a, b ∈ K×. Dann ist die Normrestalgebra oder Symbolalgebra
zu a und b definiert als K-Modul

(a, b, ζ) :=
n−1⊕
i,j=0

K · uivj

mit formalen Symbolen u und v zusammen mit der Multiplikation, die durch
die Relationen

un = a , vn = b , vu = ζuv

gegeben ist.

Die Normrestalgebra (a, b, ζ) ist eine Azumaya-Algebra von Dimension n2

über K. Ihre Ähnlichkeitsklasse liegt in der n-Torsion der Brauergruppe:
[(a, b, ζ)] ∈ Brn(K).

Auch als Element der Brauergruppe ist [(a, b, ζ)] abhängig von der Wahl der
Einheitswurzel ζ. Jede andere primitive Einheitswurzel in K ist von der Form
ζr mit ggT(r, n) = 1, für diese gilt [(a, b, ζr)]r = [(a, b, ζ)].

Von den weiteren Relationen, die gewisse Normrestalgebren zueinander erfüllen,
seien hier diejenigen erwähnt, die für den später folgenden Zusammenhang zur
K-Theorie wichtig sind:

Satz 2.2.1. Seien a′, a, b, c ∈ K× mit a′ 6= 1. Dann gelten:

(a′, 1− a′, ζ) ∼ K ,

(a, b, ζ)⊗ (c, b, ζ) ∼ (ac, b, ζ) ,
(a, b, ζ)⊗ (a, c, ζ) ∼ (a, bc, ζ) .

Jede Normrestalgebra ist ähnlich zu einer passenden zyklischen Algebra, die
sich auch explizit angeben lässt:

Satz 2.2.2. Seien a, b ∈ K× zwei Einheiten. Setze L = K( n
√
b), dann gilt

(a, b, ζ) ∼ (L, σ, a)

für den Automorphismus σ : n
√
b 7→ ζ−d n

√
b von L mit d = [L : K]−1n.
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2.2.2 Normrestalgebren über Ringen

Sei R ein Integritätsbereich mit char(R) - n, der eine primitive n-te Einheits-
wurzel ζ enthalte.

Wie über Körpern lässt sich dann mit den formalen Symbolen u und v der
R-Modul

(a, b, ζ) :=
n−1⊕
i,j=0

R · uivj

definieren. Die Multiplikation, die sich entsprechend aus den Relationen

un = a , vn = b , vu = ζuv

ergibt, definiert eine R-Algebrenstruktur auf A.

Die Algebra (a, b, ζ) muss im Allgemeinen keine Azumaya-Algebra über R sein,
jedoch gilt:

Satz 2.2.3. Seien a, b ∈ R× Einheiten. Ist m ⊂ R ein maximales Ideal mit
char(R/m) - n, so ist (a, b, ζ)⊗R R/m eine Azumaya-Algebra über R/m. Gilt
char(R/m) - n für jedes maximale Ideal m ⊂ R, so ist (a, b, ζ) eine Azumaya-
Algebra über R.

Beweis. Siehe etwa [Str02, Lemma 68/2.38].

Auch für Elemente a, b ∈ R, die nicht unbedingt Einheiten in R× sind, ergibt
die obige Konstruktion eine endliche R-Algebra (a, b, ζ).

Die Elemente in dem vom Produkt uv erzeugten zweiseitigen Ideal in (a, b, ζ)
sind von der Form

λ · ab+

n−1∑
i>0

αiu
i +

n−1∑
j>0

βjv
j +

n−1∑
i,j>0

γiju
ivj


mit geeigneten λ, αi, βj , γij ∈ R. Ist ab tatsächlich keine Einheit in R, so gibt
es ein maximales Ideal m ⊂ R mit ab ∈ m und damit mit ab = 0 in R/m. In der
Algebra (a, b, ζ) über R/m erzeugt die Restklasse uv damit ein nichttriviales
Ideal: Dieses enthält nämlich keine Elemente aus (R/m)\{0}, also insbesondere
die 1 nicht. Daher sind weder die Quotientenalgebra (a, b, ζ) über R/m noch
die Algebra (a, b, ζ) über R Azumaya-Algebren.

2.2.3 Quaternionenalgebren

Definition. Eine Azumaya-Algebra über einem Körper heißt Quaternionen-
algebra, wenn sie vierdimensional ist. Eine Azumaya-Algebra über einem Ring
heißt Quaternionenalgebra, wenn sie konstanten Rang 4 hat.
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Für n = 2 und somit ζ = −1 ergibt die obige Konstruktion der Normrestalge-
bren gerade die (über Körpern bekannte Darstellung der) Quaternionenalgebren.
Ist der Zusammenhang klar, schreiben wir (a, b) statt (a, b,−1).

Über einem Körper K von Charakteristik 6= 2 gilt auch umgekehrt, dass sich
jede vierdimensionale Azumaya-Algebra als Normrestalgebra zu passenden
Einheiten a, b ∈ K× darstellen lässt.

2.3 Ein Ausdehnungskriterium für
Azumaya-Algebren

In diesem Abschnitt wollen wir ein Kriterium herleiten, wann oder wie weit
sich eine gegebene Azumaya-Algebra A über dem Funktionenkörper einer
projektiven algebraischen Fläche als Garbe A von Azumaya-Algebren so auf
die Fläche ausdehnen lässt, dass im generischen Punkt Aη = A gilt.
Im Wesentlichen handelt es sich bei diesem Abschnitt um eine Zusammenfas-
sung der Ergebnisse meiner Diplomarbeit [Str02]. Dabei verallgemeinern wir
in Unterabschnitt 2.3.4 die Situation von der projektiven Ebene auf beliebige
reguläre, ganze, projektive Flächen.

Sei (X,OX) eine lokal-noethersche, ganze, projektive algebraische Fläche.

Sind p, q ∈ X Punkte mit q ∈ {p} und ist A eine Garbe auf einer offenen
Umgebung U von q, die in q eine Azumaya-Algebra ist, so gilt erstens p ∈ U
und zweitens

Ap = Aq ⊗Oq Op .

Folglich ist dann mit Aq auch Ap eine Azumaya-Algebra. Entscheidend ist
also die Fortsetzbarkeit von A in die Punkte p ∈ X(1) der Kodimension 1. Ist
p ∈ X(1) ein solcher Punkt der Kodimension 1, so ist der lokale Ring OX,p ein
diskreter Bewertungsring.

Daher betrachten wir zunächst die Frage, wann sich eine gegebene Azumaya-
Algebra A über dem Quotientenkörper K eines diskreten Bewertungsringes R
auf den Ring R fortsetzen lässt, also wann eine Azumaya-Algebra B über R
mit B ⊗R K = A existiert.

2.3.1 Aus der Theorie der Maximalordnungen

Sei R ein noetherscher Integritätsbereich und K = Quot(R) sein Quotienten-
körper.

Gitter in Azumaya-Algebren

Ein volles R-Gitter in einem endlich-dimensionalen K-Vektorraum V ist ein
endlich erzeugter R-Modul M , der K ·M = V erfüllt. Offensichtlich liefert
jede Vektorraumbasis von V ein volles R-Gitter.
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Ist die Azumaya-Algebra B über R eine Fortsetzung der Azumaya-Algebra A
über K, so ist die Abbildung B → B ⊗R K = A injektiv und B kann als
Unteralgebra von A aufgefasst werden. Damit ist sie insbesondere ein volles
R-Gitter in A.

Die Vervollständigung R̂ eines diskreten Bewertungsringes R ist ein treuflacher
R-Modul (siehe etwa [Rei75, Corollary 2.22]). Daher entsprechen die vollen
Gitter über einem diskreten Bewertungsring und die vollen Gitter über seiner
Vervollständigung einander:

Satz 2.3.1 ([Rei75, nach Theorem 5.2]). Seien R ein diskreter Bewertungsring,
K = Quot(R) sein Quotientenkörper und R̂ und K̂ ihre Vervollständigungen.
Dann gilt:

1. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann ist die kanonische Abbildung
M →M ⊗R R̂ injektiv.

2. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sei V̂ := V ⊗K K̂.
Dann definieren M 7→M⊗R R̂ und N 7→ N∩V eine inklusionserhaltende
Bijektion und ihre Umkehrabbildung zwischen den vollen R-Gittern in V
und den vollen R̂-Gittern in V̂ .

Diese Bijektion führt dazu, dass die Frage der Fortsetzbarkeit einer Azumaya-
Algebra über einem diskret bewerteten Körper auf seinen Bewertungsring sich
über den Vervollständigungen entscheiden lässt:

Satz 2.3.2. Seien R ein diskreter Bewertungsring, K = Quot(R) sein Quo-
tientenkörper und R̂ und K̂ ihre Vervollständigungen. Sei A eine endliche
K-Algebra und sei Â := A⊗K K̂.
Dann gibt es genau dann eine Azumaya-Algebra B über R mit B ⊗R K ∼= A,
wenn es eine Azumaya-Algebra B′ über R̂ mit B′ ⊗R̂ K̂ ∼= Â gibt.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus dem letzten Satz und aus Satz 1.2.1. Für
einen ausführlichen Beweis siehe [Str02, Satz 77/3.7].

Maximalordnungen

In Algebren werden vor allem solche vollen Gitter untersucht, die die Alge-
brenstruktur respektieren: Eine R-Ordnung in einer endlichen K-Algebra A
ist eine R-Unteralgebra von A, die als Modul ein volles R-Gitter in A ist. Eine
R-Ordnung in A heißt maximale R-Ordnung in A oder Maximalordnung, wenn
sie in keiner anderen R-Ordnung echt enthalten ist.

Ist L ein volles R-Gitter in der K-Algebra A, so definieren

O`(L) = {x ∈ A | xL ⊆ L} und Or(L) = {x ∈ A | Lx ⊆ L}
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Ordnungen in A, die sogenannte Links- bzw. Rechtsordnung von L in A (siehe
etwa [Rei75, (8.1)]).

In den von uns betrachteten Fällen über noetherschen, ganzabgeschlossenen
Integritätsbereichen werden stets Maximalordnungen existieren (siehe etwa
[Rei75, Corollary 10.4]), im Allgemeinen ist das auch über noetherschen Ringen
nicht der Fall (siehe etwa [Rei75, S. 110]).

Über vollständigen diskreten Bewertungsringen kann man die Maximalordnun-
gen konkret bestimmen:

Satz 2.3.3 ([Rei75, Theorem 12.8]). Seien R ein vollständiger diskreter Be-
wertungsring, K = Quot(R) sein Quotientenkörper und D ein zentraler Schief-
körper über K. Dann existiert genau eine Maximalordnung in D, nämlich der
ganze Abschluss von R in D.

Dieser ganze Abschluss ∆ lässt sich auch bewertungstheoretisch beschreiben:
Ist w : D× → Q die eindeutig existierende Fortsetzung der Bewertung von
K, so gilt ∆ = {x ∈ D | w(x) ≥ 0}. Die Maximalordnung ist also genau der
Bewertungsring von (D,w).

Die Maximalordnungen in einem Matrixring über einem Schiefkörper werden
dann genau durch die Maximalordnung des Schiefkörpers in folgender Weise
beschrieben:

Satz 2.3.4 ([Rei75, aus Theorem 17.3]). Seien R ein vollständiger diskre-
ter Bewertungsring, K = Quot(R) sein Quotientenkörper, D ein zentraler
Schiefkörper über K und ∆ die eindeutige Maximalordnung in D.
Dann definiert Λ = Mn(∆) eine Maximalordnung in dem Matrixring Mn(D)
über diesem Schiefkörper. Außerdem ist jede Maximalordnung in Mn(D) von
der Form uΛu−1 mit einer Einheit u ∈ Mn(D)× = GLn(D), und umgekehrt
ist auch jede Algebra dieser Form eine Maximalordnung in Mn(D).

Die Maximalordnung uΛu−1 ist gerade der Stabilisator von u∆n unter der
Operation von Mn(D) = EndD(Dn) auf Dn. Es gilt daher in kanonischer Weise
uΛu−1 = End∆(u∆n), und die unterschiedlichen Maximalordnungen in Mn(D)
entsprechen den Einbettungen des Gitters ∆n in Dn, die den Ursprung auf
den Ursprung abbilden.

Wie wir oben gesehen haben, ist eine Azumaya-Algebra B über R ein volles
R-Gitter in A = B ⊗R K und damit auch eine R-Ordnung in A. In speziellen
Fällen ist sie sogar eine Maximalordnung:

Satz 2.3.5. Sei R ein noetherscher, ganzabgeschlossener Integritätsbereich
und K sein Quotientenkörper. Ist B eine Azumaya-Algebra über R, so ist B
eine Maximalordnung in der Algebra B ⊗R K.

Beweis. Siehe [Str02, Satz 76/3.6] oder [AG60a, Proposition 7.1].



18 Kapitel 2. Konstruktion von Azumaya-Algebren

Hiermit und mit Hilfe der Eindeutigkeit der Maximalordnung in einem Schief-
körper lässt sich die Fortsetzbarkeit einer Azumaya-Algebra bereits in der
Brauergruppe klären:

Satz 2.3.6. Sei R ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkörper K.
Seien A eine Azumaya-Algebra über K und B′ eine Azumaya-Algebra über R,
für die [B′⊗RK] = [A] in Br(K) gilt. Dann existiert eine Azumaya-Algebra B
über R mit B ⊗R K ∼= A.

Beweis. Sei zunächst R bzw.K vollständig bezüglich der diskreten Bewertung.
Nach dem Satz von Wedderburn gilt A ∼= Mr(D) und B′ ⊗R K ∼= Mn(D)
für einen zentralen Schiefkörper D über K. Nach dem vorhergehenden Satz
ist B′ eine Maximalordnung in Mn(D) und nach Satz 2.3.4 somit von der
Form B′ = uMn(∆)u−1 mit einer Einheit u ∈ GLn(D) und der eindeutigen
Maximalordnung ∆ in D. Mit B′ ist auch die isomorphe Algebra Mn(∆) und
damit auch ∆ eine Azumaya-Algebra über R. Die R-Algebra B := Mr(∆) ist
dann eine gesuchte Fortsetzung von A ∼= Mr(D).
Aus Satz 2.3.2 folgt damit die Aussage auch im Falle eines nicht vollständigen
diskreten Bewertungsringes.

Über regulären Ringen und Schemata

Ein regulärer lokaler Ring ist ein noetherscher lokaler Ring (R,m), für den
dimR = dimR/mm/m2 gilt, wobei dimR die Krull-Dimension des Ringes
bezeichne. Ein regulärer Ring ist ein noetherscher Ring R, für den für jedes
Primideal p ⊂ R die Lokalisierung Rp ein regulärer lokaler Ring ist.

Nach einem Theorem von Serre reicht es, die letzte Bedingung für alle maxi-
malen Ideale von R zu testen (siehe etwa [Mat86, Theorem 19.3 (Serre)]).

Außerdem ist jeder reguläre lokale Ring ein ganzabgeschlossener Integritätsbe-
reich (siehe etwa [Mat86, Theorem 19.4]) und somit insbesondere ein Krullring.
Die Lokalisierungen eines regulären Ringes in seinen Primidealen von Höhe 1
sind somit diskrete Bewertungsringe.

Satz 2.3.7 ([AG60a, Theorem 7.2]). Sei R ein regulärer Integritätsbereich
und K = Quot(R) sein Quotientenkörper. Dann ist die Restriktionsabbildung
Br(R)→ Br(K), [A] 7→ [A⊗R K] injektiv.

Beweis (Idee). Liegt [B] im Kern der Restriktion, ist B also eine Azumaya-
Algebra über R mit B⊗K = Mn(K), so ist B eine Maximalordnung in Mn(K),
die zudem projektiv ist. Nach [AG60b, Thm. 4.3] existiert dann ein endlich
erzeugter, projektiver R-Modul E mit B = HomR(E,E). Folglich ist auch [B]
trivial in der Brauergruppe.



2.3. Ein Ausdehnungskriterium für Azumaya-Algebren 19

Folglich können wir die Brauergruppen des Ringes und seiner Lokalisierungen
als Teilmenge der Brauergruppe des Quotientenkörpers auffassen:

Br(R) ⊂ Br(Rp) ⊂ Br(K) .

Ebenso können unter den entsprechenden Voraussetzungen die Brauergrup-
pe Br(X) eines Schemas X und die Brauergruppen Br(OX,x) seiner lokalen
Ringe als Teilmenge der Brauergruppe Br(k(X)) des Funktionenkörpers be-
trachtet werden:

Ein Punkt x ∈ X eines lokal-noetherschen Schemas (X,OX) heißt regulär,
wenn sein lokaler Ring OX,x ein regulärer lokaler Ring ist. Das Schema selbst
heißt regulär, wenn jeder Punkt x ∈ X regulär ist.

Satz 2.3.8 ([Mil80, Ch. IV, Corollary 2.6]). Sei X ein reguläres, ganzes, lokal-
noethersches Schema mit generischem Punkt η und Funktionenkörper k(X).
Dann ist die kanonische Abbildung Br(X)→ Br(k(X)), [A] 7→ [Aη] injektiv.

Die Fortsetzbarkeit von Azumaya-Algebren auf reguläre Ringe oder reguläre
Schemata lässt sich nun lokal entscheiden:

Satz 2.3.9 ([AG60a, Proposition 7.4], [Mil80, aus Ch. IV, Theorem 2.16]).
Sei R ein regulärer Integritätsbereich mit Quotientenkörper K, und sei P die
Menge seiner Primideale von Höhe 1. Dann gilt

Br(R) =
⋂
p∈P

Br(Rp) .

Sei zusätzlich dimR ≤ 2, dann gilt: Ist A eine Azumaya-Algebra über K, die
[A] ∈

⋂
p∈P Br(Rp) erfüllt, so existiert eine Azumaya-Algebra B über R mit

B ⊗R K ∼= A.

Lemma 2.3.10 ([Mil80, Ch. IV, Remark 2.18 (b), Beweis zu Theorem 2.16]).
Sei X ein reguläres, ganzes, lokal-noethersches Schema von Dimension 2 mit
Funktionenkörper k(X). Dann gilt

Br(X) =
⋂

x∈X(1)

Br(OX,x) .

Ist A eine Azumaya-Algebra über k(X), die [A] ∈
⋂
x∈X(1) Br(OX,x) erfüllt, so

existiert eine Garbe A von Azumaya-Algebren auf X mit Aη ∼= A.

2.3.2 Verzweigungsabbildung und Charaktergruppe

Definition. Sei G = Gal(L/K) die Galoisgruppe einer normalen Erweite-
rung L/K. Dann heißt

X(G) = H1(G,Q/Z)

die Charaktergruppe von G.
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Die Körpererweiterung L/K darf dabei auch von unendlichem Grad sein. Für
die Charaktergruppe der absoluten Galoisgruppe GK = Gal(Ks/K) eines
separablen Abschlusses Ks von K schreiben wir auch X(K) anstelle von
X(Gal(Ks/K)) oder von X(GK).

Da die Galoisgruppe trivial auf Q/Z operiert, ist

X(G) = H1(G,Q/Z) = Z1(G,Q/Z) = Homcont(G,Q/Z)

gerade die Gruppe der stetigen Homomorphismen von G nach Q/Z.

Außerdem gilt auch X(G) ∼= H2(G,Z), denn in der langen exakten Kohomo-
logiesequenz der kurzen exakten Sequenz 0 → Z → Q → Q/Z → 0 sind für
i > 0 die Gruppen Hi(G,Q) trivial, sodass der Verbindungshomomorphismus
H1(G,Q/Z)→ H2(G,Z) ein Isomorphismus ist.

Für vollständige diskrete Bewertungsringe beschreibt eine Charaktergruppe
genau den Unterschied zwischen der Brauergruppe des Ringes und der seines
Quotientenkörpers:

Satz 2.3.11. Sei (R,m) ein vollständiger diskreter Bewertungsring mit Quo-
tientenkörper K = Quot(R) und Restklassenkörper k = R/m. Dann ist die
Sequenz

0→ Br(R) res−→ Br(Knr/K) r−→ X(k)→ 0

exakt und spaltet. Ist k perfekt, so gilt Br(Knr/K) = Br(K).

Dabei bezeichne Knr die maximal unverzweigte Erweiterung von K in einem
gewählten separablen Abschluss Ks von K.

Die Abbildung r : Br(Knr/K)→ X(k) heißt Verzweigungsabbildung: Zu jedem
Element [A] ∈ Br(Knr/K) existiert ein endlicher, unverzweigter Zerfällungs-
körper L/K. Dessen unverzweigte Fortsetzung v : L× → Z der Bewertung
von K induziert die Abbildung v× : H2(Gal(L/K), L×)→ H2(Gal(L/K),Z),
die zusammen mit den Isomorphismen Br(L/K) ∼= H2(Gal(L/K), L×) und
H2(Gal(L/K),Z) ∼= X(Gal(L/K)) die Abbildung r ergibt.

Zum Beweis der Exaktheit und des Spaltens der Sequenz sei auf Serre [Ser79,
Ch.XII, Thm. 2 und Ex. 3] oder Grothendieck [Gro68b, Cor. (2.2)] verwie-
sen, beides folgt im Wesentlichen aus einer durch die Bewertung v gegebe-
nen Zerlegung L× = O×L × Z. Beide arbeiten statt mit der Brauergruppe
Br(R) des Ringes mit der Brauergruppe Br(k) seines Restklassenkörpers. Für
vollständige Bewertungsringe stimmen diese beiden Gruppen mittels der Re-
striktion Br(R)→ Br(k), [A] 7→ [A⊗R k] jedoch überein (siehe etwa [AG60a,
Thm. 6.5]).

Ist k nicht perfekt, so kann es Azumaya-Algebren über K ohne unverzweigte
Zerfällungskörper geben. Allerdings muss deren Ordnung durch p teilbar sein:
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Lemma 2.3.12 ([Ser79, Ch.XII, Exercise 3]). Ist der Restklassenkörper k
nicht perfekt und hat Charakteristik p, so gehören alle Elemente [A] ∈ Br(K),
deren Ordnung nicht durch p teilbar ist, zur relativen Brauergruppe Br(Knr/K).

Da die Ordnung eines Elementes [A] der Brauergruppe stets die Dimension
der Algebra A teilt, ist char(k) - dimK A ein einfaches, aber nicht notwendiges
Kriterium dafür, dass [A] in Br(Knr/K) liegt.

Die Verzweigungsabbildung r liefert dann ein Entscheidungskriterium für
unsere Fortsetzungsfrage:

Satz 2.3.13. Sei R ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkörper K und
Restklassenkörper k.
Dann gilt: Eine Azumaya-Algebra A über K mit char(k) - dimK A ist genau
dann über R fortsetzbar, wenn ihre Ähnlichkeitsklasse im Kern der Verzwei-
gungsabbildung r : Br(K)→ X(k) liegt.

Ausdehnung als Garbe von Azumaya-Algebren

Sei nun A eine Azumaya-Algebra über dem Funktionenkörper K = k(X)
einer regulären, ganzen algebraischen Fläche X. Sei x ∈ X(1) ein Punkt von
Kodimension 1, für den char(k(x)) - dimK A gelte. Dann ist A nach dem letzten
Satz genau dann über den lokalen Ring OX,x fortsetzbar, wenn [A] im Kern
der Verzweigungsabbildung rx : Br(k(X))→ X(k(x)) liegt.

Gilt rx([A]) = 0, so heißt A unverzweigt in x. Andernfalls heißt A verzweigt in x
und auch in der Kurve V(x). In einem Punkt y ∈ X beliebiger Kodimension
heißt A unverzweigt, wenn y auf keiner Kurve V(x) eines Punktes x der
Kodimension 1 liegt, in dem A verzweigt. Andernfalls heißt A verzweigt in y.

Hauptsatz 2.3.14. Sei A eine Azumaya-Algebra über dem Funktionenkör-
per k(X) einer regulären, ganzen algebraischen Fläche X über einem Körper F
und es gelte char(F ) - dimk(X)A.
Dann gibt es eine Ausdehnung von A als Garbe von Azumaya-Algebren auf die
offene Menge

X \
⋃

x∈X(1)

rx([A]) 6=0

V(x)

und auf jede ihrer offenen Teilmengen. Ist umgekehrt V eine offene Teilmenge,
auf die eine Ausdehnung von A als Garbe von Azumaya-Algebren möglich ist,
so ist V eine Teilmenge der obigen offenen Menge.

Beweis. Dass A nicht in die Punkte x ∈ X(1) mit rx([A]) 6= 0 fortgesetzt
werden kann, ist bereits klar. Zu zeigen bleibt, dass eine Ausdehnung von A
auf ein offenes Unterschema existiert, das alle Punkte x ∈ X(1) mit rp([A]) = 0
enthält.
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Sei zunächst X = A2
F die affine Ebene über F . Jede der Verzweigungsabbildun-

gen rp : Br(F (x, y))→ X(kp) für einen Punkt p ∈ A2 von Kodimension 1 ist
eine Komposition der diskreten Bewertung vp mit weiteren Abbildungen. Da an
jeder Stelle nur endlich viele Bewertungen ungleich null sind, gilt auch für die
Verzweigungsabbildungen rp([A]) 6= 0 nur für endlich viele p. Seien fi ∈ F [x, y]
die Erzeuger dieser Primideale und sei f ihr Produkt. Es sei R = F [x, y]f . Dann
enthält die offene Menge D(f) ∼= Spec(R) von den Kodimension-1-Punkten p
genau diejenigen, in denen A unverzweigt ist. Folglich existiert für jedes Prim-
ideal p ⊂ R von Höhe 1 eine Azumaya-Algebra A(p) über OX,p = Rp, die A
fortsetzt. Nach Satz 2.3.9 existiert somit auch eine Azumaya-Algebra B über R
mit B⊗RRp

∼= A(p) und vor allem mit B⊗RF (x, y) ∼= A. Die zu B assoziierte
Garbe A ist dann eine Garbe von Azumaya-Algebren, die eine Ausdehnung
von A auf SpecR ist.

Ist X nun eine beliebige reguläre Fläche, so können wir entsprechend die
Algebra A auf offene affine Teilmengen, auf denen A unverzweigt ist, fortsetzen.
Nach Lemma 2.3.10 existiert dann eine Garbe von Azumaya-Algebren auf
deren Vereinigung.

2.3.3 Aus der K-Theorie

Quaternionenalgebren und allgemeiner auch Normrestalgebren (auch Symbol-
algebren genannt) höherer Dimension lassen sich über Körpern mit hinreichend
vielen Einheitswurzeln, also insbesondere über algebraisch abgeschlossenen
Körpern der Charakteristik 0, auch mit Hilfe der algebraischen K-Theorie
beschreiben. Zudem liefert das zahme Symbol ein einfaches Kriterium, ob eine
Normrestalgebra im Kern einer Verzweigungsabbildung r : Br(K) → X(k)
liegt.

Wie jede abelsche Gruppe ist die Einheitengruppe F× eines Körpers F in
natürlicher Weise ein Z-Modul: Es sei n.a = an für a ∈ F× und n ∈ Z.

Definition. Für einen Körper F sind die nullte, erste und zweite algebraische
K-Gruppe definiert als

K0(F ) = Z ,
K1(F ) =

{
{a} | a ∈ F×

}
,

K2(F ) = F× ⊗Z F
×/〈a⊗ (1− a) | a ∈ F×, a 6= 1〉 .

Die Restklasse von a⊗ b ∈ F× ⊗Z F
× in K2(F ) werde mit {a, b} bezeichnet.

Die Verknüpfung der Gruppen wird additiv notiert.

Die zweite K-Gruppe lässt sich auch durch die Erzeugenden {a, b}mit a, b ∈ F×
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und die Relationen{
a′, 1− a′

}
= 0 (Steinberg-Relation)

{ac, b} = {a, b}+ {c, b}
{a, bc} = {a, b}+ {a, c}

(Bilinearität)

für alle a′, a, b, c ∈ F×, a′ 6= 1 beschreiben.
Unmittelbar aus diesen Relationen ergeben sich die weiteren Identitäten
{a,−a} = 0, {a, a} = {a,−1} und {a, b} = −{b, a} für alle a, b ∈ F×.
Ist L/F eine Körpererweiterung, so induziert die Einbettung F → L die beiden
Gruppenhomomorphismen

K1(F )→ K1(L) rL/F : K2(F )→ K2(L)
{a} 7→ {a} {a, b} 7→ {a, b} .

Die letztere Abbildung rL/F heißt Restriktionsabbildung oder Restriktion.
Enthält der Körper F eine primitive n-te Einheitswurzel ζ, so ergibt sich ein
Zusammenhang zwischen der zweiten K-Gruppe und der Brauergruppe des
Körpers. Es definiert dann

Rn,ζ : K2(F ) −→ Brn(F )
{a, b} 7−→ [(a, b, ζ)]

einen wohldefinierten Gruppenhomomorphismus, den sogenannten Normrest-
homomorphismus. In dessen Kern liegt stets die n-Torsionsuntergruppe der
zweiten K-Gruppe, sodass wir auch einen Morphismus von dem Quotien-
ten K2(F )/nK2(F ) in die Brauergruppe erhalten, siehe etwa [Ker90, 19.4 Satz].

Hauptsatz 2.3.15 (Merkurjev-Suslin). Sei n = pm eine Primzahlpotenz und
sei F ein Körper, der eine primitive pm-te Einheitswurzel enthalte. Dann
definiert der Normresthomomorphismus eine Gruppenisomorphie

K2(F )/pm K2(F ) ∼= Brpm(F ) .

Der Beweis dieser Aussage ist einer der zentralen Punkte bei Kersten [Ker90,
24.2 Theorem] oder auch bei Gille und Szamuely [GS06, Ch. 8].
Für eine Körpererweiterung L/F vertauschen Normresthomomorphismus und
Restriktion miteinander:

Lemma 2.3.16. Sei L/F eine Körpererweiterung. Sei n ∈ N mit char(F ) - n
und es enthalte F eine primitive n-te Einheitswurzel ζ. Dann kommutiert das
Diagramm

K2(F ) K2(L)

Brn(F ) Brn(L)

rL/F

Rn,ζ,F Rn,ζ,L

rL/F
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der Normresthomomorphismen Rn,ζ,F und Rn,ζ,L und der beiden Restriktionen
rL/F : K2(F )→ K2(L) und rL/F : Br(F )→ Br(L), [A] 7→ [A⊗F L].

Beweis. Siehe etwa [Str02, Lemma 93/5.4].

Wir betrachten die K-Theorie und anschließend auch die Brauergruppe eines
diskret bewerteten Körpers:

Definition. Sei F ein diskret bewerteter Körper mit Bewertung v : F× → Z,
Restklassenkörper k und einer Uniformisierenden π. Der Gruppenhomomor-
phismus

∂v : K2(F ) −→ K1(k)
{a, b} 7−→ v(a)v(b) {−1}+ v(b) {ua} − v(a) {ub}

für a = uaπ
v(a), b = ubπ

v(b) ∈ F× heißt zahmes Symbol.

Wir werden fortan K1(k) wieder als multiplikative Einheitengruppe k× schrei-
ben. In dieser Notation lautet das zahme Symbol:

∂v : K2(F ) −→ k×

{a, b} 7−→ (−1)v(a)v(b)
(
av(b)

bv(a)

)
.

Es gilt der folgende Zusammenhang zwischen K-Gruppen und der Brauergrup-
pe:

Satz 2.3.17. Sei F ein diskret bewerteter Körper mit Bewertungsring R und
Restklassenkörper k, und sei G = Gal(ks/k) dessen absolute Galoisgruppe. Sei
n ∈ N mit char(k) - n und es enthalte F eine primitive n-te Einheitswurzel ζ.
Außerdem sei

tζ : H1(G, 1
n
Z/Z)→ H1(G,µn)

der durch
1
n
Z/Z→ µn,

i

n
+ Z 7→ ζi

induzierte Isomorphismus. Dann kommutiert das Diagramm

K2(K) K1(k) = k×

Brn(K) H1(G, 1
nZ/Z) H1(G,µn) = k×/(k×)n

∂

Rn,ζ π

r '
tζ

mit der kanonischen Projektion π : k× → k×/(k×)n und der Verzweigungsab-
bildung r : Br(K)→ H1(G,Q/Z).
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Beweis. Siehe etwa [Str02, Satz 96/5.7].

In diesem Diagramm sind weder der Normresthomomorphismus Rn,ζ noch der
Isomorphismus tζ kanonische Abbildungen, beide hängen von der Auswahl der
primitiven Einheitswurzel ζ ab. Wir haben die Abbildung tζ gerade so gewählt,
dass das obige Diagramm genau kommutiert.
Natürlichere Abbildungen ergeben sich, wenn wir die n-Torsion Brn(K) =
H2(G,µn) durch die Gruppe H2(G,µn ⊗Z µn) und die Abbildung Rn,ζ durch
die vom Cup-Produkt

∪ : H1(G,µn)×H1(G,µn)→ H2(G,µn ⊗Z µn)
([f ], [h]) 7→ [(σ, τ) 7→ f(σ)⊗ σh(τ)]

induzierte Abbildung ersetzen. Man erhält dann das bis auf Vorzeichen kom-
mutierende Diagramm:

K2(K) k×

H2(G,µn ⊗Z µn) H1(G,µn)

Ein Beweis findet sich bei Suslin [Sus85, Lemma 18.4].

Für die Frage der Fortsetzbarkeit einer Azumaya-Algebra ergibt sich damit
die folgende Aussage:

Satz 2.3.18. Sei R ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkörper K
und Restklassenkörper k. Es sei n ∈ N mit char(k) - n und es enthalte K eine
primitive n-te Einheitswurzel ζ. Es seien a, b zwei Einheiten in K×.
Dann ist die Normrestalgebra (a, b, ζ) genau dann über R fortsetzbar, wenn
das zahme Symbol ∂({a, b}) eine n-te Potenz im Restklassenkörper k× ist.

Beweis. Sei A = (a, b, ζ)K eine Normrestalgebra mit a, b ∈ K×. Da Norm-
resthomomorphismus und Restriktion vertauschen, gilt

Â = A⊗K K̂ = (a, b, ζ)K ⊗K K̂ = Rn,ζ,K({a, b}K)⊗K K̂

= Rn,ζ,K̂({a, b}K̂) = (a, b, ζ)K̂ .

Da K und seine Vervollständigung denselben Restklassenkörper besitzen, ist
das Element, das das zahme Symbol liefert, nicht davon abhängig, ob {a, b}
als Element von K2(K) oder als Element von K2(K̂) betrachtet wird. Mit
Satz 2.3.17 und Satz 2.3.13 ergibt sich die Behauptung.
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2.3.4 Ausdehnung als Garbe von Quaternionenalgebren

Sei n ∈ N und sei F ein Körper mit char(F ) - n, der eine primitive n-te
Einheitswurzel ζ enthalte. Ist X eine reguläre, ganze algebraische Fläche
über F und sind a, b ∈ F× zwei Einheiten, so folgt aus dem letzten Satz und
aus Hauptsatz 2.3.14, dass die Normrestalgebra (a, b, ζ) maximal auf die offene
Menge

X \
⋃

x∈X(1)

∂x(a,b)/∈(k(x)×)n

V(x)

als Garbe von Azumaya-Algebren fortsetzbar ist.

Im Folgenden wollen wir explizit angeben, wie die Konstruktion einer Aus-
dehnung im Falle einer Quaternionenalgebra aussehen kann. Seien daher von
nun an n = 2, F ein Körper von Charakteristik 6= 2, X eine reguläre, ganze,
projektive Fläche über F mit Funktionenkörper k(X), und sei A = (a, b) die
Quaternionenalgebra zu zwei Einheiten a, b ∈ k(X)×.

Sei w ∈ k(X)× eine Einheit. Dann heißen

P(w) := {x ∈ X | w /∈ OX,x} ,
N (w) := {x ∈ X | w−1 /∈ OX,x}

der Polstellendivisor bzw. der Nullstellendivisor von w. Dabei werden für
die Überprüfung w,w−1 /∈ OX,x die lokalen Ringe OX,x als Teilmenge des
Funktionenkörpers k(X) betrachtet.

Für die Punkte x ∈ X(1) der Kodimension 1 gilt

x ∈ P(w) ⇔ vx(w) < 0 ,
x ∈ N (w) ⇔ vx(w) > 0 ⇔ w ∈ mx

und für die Punkte x ∈ X beliebiger Kodimension

x ∈ N (w) \ P(w) ⇔ (w ∈ OX,x und w−1 /∈ OX,x) ⇔ w ∈ mx ,

x /∈ P(w) ∪N (w) ⇔ (w ∈ OX,x und w−1 ∈ OX,x) ⇔ w ∈ O×X,x .

Ausdehnung auf eine Grundmenge

Auf der gesamten Fläche X definiert

A = OX ⊕OXi⊕OXj ⊕OXij

mit den Unbestimmten i und j einen freien, also insbesondere kohärenten
OX -Modul der Dimension 4.
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Sei V = X \ (P(a) ∪ P(b)). Für jedes x ∈ V sind dann a und b Elemente
in OX,x und somit auch in OV (W ) für alle offenen Mengen W ⊂ V . Daher
definieren die Multiplikationsregeln

i2 = a, j2 = b, ji = −ij

eine Algebrenstruktur auf der auf V eingeschränkten Garbe A|V auf dem
offenen Unterschema (V,OV ).

Sei
U = X \ (P(a) ∪ P(b) ∪N (a) ∪N (b)) .

Für jeden Punkt x ∈ U sind dann a und b Einheiten in O×X,x und folglich ist
(AV )x = Ax eine Azumaya-Algebra über OX,x. Daher definiert A|U eine Garbe
von Azumaya-Algebren auf dem offenen Unterschema (U,OU ), die zudem die
Quaternionenalgebra (a, b) fortsetzt.

Ausdehnung auf Teile von Pol- und Nullstellendivisor

Sei x ∈ (P(a) ∪ P(b) ∪N (a) ∪N (b))(1) ein Punkt von Kodimension 1, in dem
die Quaternionenalgebra (a, b) unverzweigt ist.

Nach Wahl von x aus dem Komplement von U gilt insbesondere

vx(a) 6= 0 oder vx(b) 6= 0 .

Da (a, b) in x unverzweigt ist, existiert jedoch eine Ausdehnung von (a, b)
als Azumaya-Algebra über x, auch wenn dies nicht die bislang konstruierte
Garbe A ist. Um diese zu konstruieren, berechnen wir Elemente a′, b′ ∈ k(X)×
mit vx(a′) = vx(b′) = 0 und (a, b) ∼= (a′, b′).

Für alle c ∈ k(X)× gilt {ac2, b} = {a, b} + 2{c, b} in der zweiten K-Gruppe.
Für die zugehörigen Quaternionenalgebren ergibt sich somit (ac2, b) ∼= (a, b)
über k(X) und für das zahme Symbol gilt

∂x({ac2, b}) = ∂x({a, b})∂x({c, b})2 ≡ ∂x({a, b}) mod (k(x)×)2 .

Nach Multiplikation von a bzw. b mit geraden Potenzen π2m
x (mit m ∈ Z) einer

Uniformisierenden πx ∈ OX,x ⊂ k(X) können wir uns daher ohne Beschränkung
der Allgemeinheit auf vx(a), vx(b) ∈ {0, 1} einschränken.

Im Fall vx(a) = vx(b) = 1 ergibt sich zudem {a, b} = {−b, b} + {−a
b , b} =

{−a
b , b} und somit (a, b) ∼= (−a

b , b). Es ist dann vx(−a
b ) = 0, und daher reicht

es insgesamt, den Fall

vx(a) = 0 und vx(b) = 1

zu betrachten.
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Es ist dann π := b eine Uniformisierende für OX,x und ∂x({a, b}) = a ist
nach Voraussetzung ein Quadrat in k(x). Daher existieren z, y ∈ OX,x mit a =
z2−yπ. Es ist dann vx(z) = vx(a) = 0. Da dann auch a = (z+π)2−(2z+y+π)π
und vx(z+π) = vx(z) = 0 gelten und da mindestens eines der beiden Elemente
y und 2z + y + π Bewertung 0 hat, existieren Elemente u,w ∈ OX,x mit

a = u2 − wπ , b = π , vx(u) = vx(w) = 0 .

Einfache Umformungen ergeben {a, b} − {a,w} ∈ 2 K2(K). Damit sind die
beiden Quaternionenalgebren (a, b) und (a,w) isomorph.

Auf Ua,w = X \ (P(a) ∪ P(w) ∪N (a) ∪N (w)) definiert somit

Aa,w = OUa,w ⊕OUa,w i⊕OUa,wj ⊕OUa,w ij

mit den Multiplikationsregeln i2 = a, j2 = w, ji = −ij eine Garbe von
Azumaya-Algebren, die eine Ausdehnung von A = (a, b) ∼= (a,w) ist.

Verkleben der beiden Ausdehnungen

Auf den offenen Mengen Ua,b := U und Ua,w definieren Aa,b := A|U und Aa,w
jeweils Ausdehnungen von A = (a, b) ∼= (a,w). Wir zeigen noch, dass diese zu
einer gemeinsamen Garbe auf Ua,b ∪ Ua,w verkleben.

In der Quaternionenalgebra (a, b) bilden neben 1, i, j, ij auch die vier Elemente
1, i, j′ := (u − i)b−1j und ij′ eine Basis. Außerdem gilt ((u − i)b−1j)2 = w.
Folglich kann auch (a,w) als Teilmenge von A aufgefasst werden und der
Isomorphismus (a, b) ∼= (a,w) ist nur ein Basiswechsel mit Matrix

B =


1

1
u
π − a

π
− 1
π

u
π


und Determinante det(B) = w

π . Für alle Punkte z im Durchschnitt Ua,b ∩ Ua,w
gilt B ∈M4(OX,z) und det(B) ∈ O×X,z, also ist B ∈ GL4(OX,z). Daher gilt

Aa,b|Ua,b∩Ua,w = Aa,w|Ua,b∩Ua,w

(quasi als Teilmengen von A), sodass die beiden Garben Aa,b und Aa,w zu einer
gemeinsamen Garbe auf der Vereinigung Ua,b ∪ Ua,w verkleben.

Fahren wir so fort, erhalten wir eine Garbe von Azumaya-Algebren auf einem
offenen Unterschema von X, das zumindest alle Punkte von Kodimension 1,
auf die eine Ausdehnung möglich ist, enthält. Eventuell werden mit dieser
Methode jedoch endlich viele abgeschlossene Punkte nicht erreicht, obwohl
eine Ausdehnung auf sie existiert.
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Beispiel

Sei nun speziell X = P2 die projektive Ebene über einem algebraisch abge-
schlossenen Körper F von Charakteristik 6= 2 mit Funktionenkörper F (x, y).

Wir betrachten zwei Fälle, in denen die Vereinigung

Wa,b := P(a) ∪ P(b) ∪N (a) ∪N (b)

der Pol- und Nullstellendivisoren von a und b aus genau vier Geraden besteht.

Sei zuerst Wa,b die Vereinigung von V(x), V(y), V(x− y) und der unendlich
fernen Geraden. Die drei affinen Geraden schneiden sich in einem gemeinsamen
Punkt und wir können sie zum Beispiel wie folgt auf a und b verteilen:

a b ∂(y)({a, b}) ∂(x)({a, b}) ∂(x−y)({a, b}) ∂∞({a, b})

y x(x− y)
(

1
x

)2
y y x

y

(
x
y − 1

)
1 xy(x− y) 1 1 1 1

Im ersten Fall ist die Quaternionenalgebra (y, x(x− y)) weder in die beiden
Geraden V(x), V(x − y) noch in die unendlich ferne Gerade fortsetzbar. In
die Gerade V(y) hingegen ist sie fortsetzbar. Im zweiten Fall ist die Quaternio-
nenalgebra (1, xy(x− y)) in alle vier Geraden fortsetzbar, es handelt sich um
die zerfallende Algebra.

Sei nun Wa,b die Vereinigung der drei parallelen Geraden V(x), V(x − 1),
V(x− d) und der unendlich fernen Geraden. Diese vier Geraden schneiden sich
in einem gemeinsamen Punkt auf der unendlich fernen Geraden.

a b ∂(x)({a, b}) ∂(x−1)({a, b}) ∂(x−d)({a, b}) ∂∞({a, b})

x (x− 1)(x− d) d−1 1 d 1

Die Quaternionenalgebra (x, (x − 1)(x − d)) ist dann in alle vier Geraden
fortsetzbar, es handelt sich auch hier um die zerfallende Algebra.

2.4 Konstruktion mit dem Cyclic-Covering-Trick
Chan und Kulkarni stellen in ihren Artikeln [Cha05, CK11] (vor allem im
erstgenannten) eine Methode vor, wie man größere Klassen von Maximal-
ordnungen auf algebraischen Flächen explizit und global konstruieren kann.
Sie konstruieren diese Maximalordnungen mit Hilfe von nichtkommutativen
zyklischen Überlagerungen und betrachten ihre Methode als nichtkommutative
Verallgemeinerung eines Tricks mit einer zyklischen Überlagerung (cyclic co-
vering trick im Englischen). Grob zusammengefasst wird auf einer zyklischen
Überlagerung (Y,OY ) einer algebraischen Fläche eine nichtkommutative Garbe
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mittels eines Bimoduls L und eines Isomorphismus L⊗e → OY gegeben. Der
Bimodul dient dabei als nichtkommutatives Analogon eines Vektorbündels.
Letzteres wurde von Artin und Van den Bergh in [AVB90] eingeführt.

Wir wollen für diese globale und daher trotz aller Explizitheit doch recht
abstrakte Konstruktion im folgenden Abschnitt das lokale Verhalten genauer
untersuchen: Wie sieht die Algebra über dem generischen Punkt aus, wie über
den Punkten von Kodimension 1 und wo ist sie Azumaya-Algebra beziehungs-
weise wo verzweigt sie?

Wir beginnen vorbereitend damit, zyklische Algebren über Körpern ebenfalls
mittels eines in der Algebra enthaltenen Bimoduls zu beschreiben und anschlie-
ßend die entsprechende Konstruktion auf Ringe zu übertragen. Diese nutzen
wir dann, um eine Garbe von Maximalordnungen durch Verkleben solcher lokal
gegebenen zyklischen Algebren zu konstruieren, und vergleichen diese Methode
mit dem Cyclic-Covering-Trick von Chan. Abschließend untersuchen wir noch
ein kurz bei Chan angesprochenes Beispiel genauer.

2.4.1 Zyklische Algebren über Körpern und Bimoduln

Sei K ′/K eine zyklische galoissche Körpererweiterung und sei σ ein erzeugendes
Element ihrer Galoisgruppe G = Gal(K ′/K) ∼= Z/nZ. Zu einer Einheit a ∈ K×
sei

A = (K ′, σ, a)

das zyklisch verschränkte Produkt mit Erzeuger u wie in Abschnitt 1.3.1
definiert: Als K ′-Linksmodul ist

A =
n−1⊕
i=0

K ′ui = K ′ ⊕K ′u⊕K ′u2 ⊕ . . .⊕K ′un−1 ,

und die Multiplikation wird durch die beiden Regeln

un = a , uλ = σ(λ)u

für alle λ ∈ K ′ bestimmt.

Es sei L = K ′u. Dann ist L offensichtlich ein freier K ′-Linksmodul von Rang 1,
also ein invertierbarer Modul über K ′. Explizit ist die Skalarmultiplikation
von λ ∈ K ′ auf ` = µu ∈ L (für µ ∈ K ′) als λ.` := λ` = (λµ)u gegeben. Durch
Einbettung von L in A können wir auch eine K ′-Rechtsmultiplikation auf L
definieren, nämlich `.λ := µu · λu0 = σ(λ)µu = σ(λ)`, also

`.λ = σ(λ)`

für alle λ ∈ K ′ und ` ∈ L. Da Links- und Rechtsmodulstruktur miteinander
verträglich sind, d. h. es gilt

(λ1.`).λ2 = λ1.(`.λ2)
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für alle λ1, λ2 ∈ K ′ und ` ∈ L, definieren sie zusammen eine K ′-Bimodulstruk-
tur auf L.

Ebenso erhält man auch auf den anderen Summanden K ′ui eine K ′-Bimodul-
struktur: Die Rechtsmultiplikation lautet

µui.λ = σi(λ)µui

für alle µui ∈ K ′ui und λ ∈ K ′.

Für den K ′-Bimodul L lässt sich das wohldefinierte Tensorprodukt L⊗K′ L,
zunächst eine abelsche Gruppe, definieren. Dieses trägt durch Multiplikation
des ersten Faktors von links bzw. des zweiten Faktors von rechts mit Elementen
aus K ′ ebenfalls eine K ′-Links- und eine K ′-Rechtsmodulstruktur, nämlich

λ.(`1 ⊗ `2) = (λ`1)⊗ `2
(`1 ⊗ `2).λ = `1 ⊗ (`2λ)

für alle λ ∈ K ′ und `1, `2 ∈ L. Auch hier sind die beiden Strukturen miteinander
verträglich und L⊗K′ L kann als K ′-Bimodul betrachtet werden; konkret gilt

(`1 ⊗ `2).λ = `1 ⊗ (σ(λ)`2) = (`1σ(λ))⊗ `2 = σ2(λ).(`1 ⊗ `2)

für alle λ ∈ K ′ und `1, `2 ∈ L.

Die Abbildung L×L→ A, (`1, `2) 7→ `1`2 ist bilinear über dem GrundkörperK.
Da die Multiplikation in A assoziativ ist, folgt (`1λ)`2 = `1(λ`2) für alle
`1, `2 ∈ L und λ ∈ K ′, und man kann die kanonische bilineare Paarung des
Tensorproduktes

ϕ : L⊗K′ L→ A

`1 ⊗ `2 7→ `1`2

betrachten. Offensichtlich gilt für das Bild im(ϕ) = K ′u2 ⊂ A; und als nichttri-
viale, surjektive Abbildung zwischen den freien K ′-Linksmoduln L⊗K′ L und
K ′u2 von gleichem Rang 1 ist ϕ auch injektiv. Insgesamt erhalten wir daher
eine Isomorphie

L⊗K′ L ∼= K ′u2

von K ′-Linksmoduln. Da ϕ mit der K ′-Rechtsmultiplikation auf L⊗K′ L bzw.
auf K ′u2 verträglich ist, ist obiges auch eine Isomorphie von K ′-Bimoduln.

Allgemeiner können wir für i ≤ n− 1 auch das i-fache Tensorprodukt

L⊗i = L⊗K′ L⊗K′ . . .⊗K′ L (i Faktoren L)

betrachten. Es gilt dann analog

(`1 ⊗ . . .⊗ `i).λ = σi(λ).(`1 ⊗ . . .⊗ `i)
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für alle `j ∈ L und λ ∈ K ′, und wir erhalten eine Isomorphie

L⊗i ∼= K ′ui ⊂ A

(mit `1 ⊗ `2 ⊗ . . .⊗ `i 7→ `1`2 · · · `i) von K ′-Bimoduln. Die zyklische Azumaya-
Algebra A lässt sich damit als

A = K ′ ⊕ L⊕ L⊗2 ⊕ . . .⊕ L⊗n−1

darstellen.
Im vorliegenden Fall geht die Rechtsmultiplikation auf L mit Hilfe des Auto-
morphismus σ aus der Linksmultiplikation hervor. Dies können wir allgemein
betrachten:

Definition. Seien M ein R-Linksmodul und ρ ein Automorphismus von R.
Dann sei Mρ derjenige R-Bimodul, der aus dem R-Linksmodul M mit der
zusätzlichen Rechtsmultiplikation m.λ = ρ(λ)m für alle λ ∈ R und m ∈ M
entsteht.

Es ist Mρ in der Tat ein R-Bimodul, denn es gilt (λ1m).λ2 = λ1(m.λ2) für alle
λ1, λ2 ∈ R und m ∈M .
Es ist auch möglich, mittels eines Automorphimus eine neue (getwistete)
Linksmultiplikation zu definieren:

Definition. Seien M ein R-Linksmodul und ρ ein Automorphismus von R.
Es sei ρ∗M derjenige R-Linksmodul, der aus der abelschen Gruppe M und der
mittels ρ getwisteten Linksmultiplikation λ.m = ρ−1(λ)m für λ ∈ R, m ∈M
entsteht.

Seien nun Mρ und Nτ die R-Bimoduln zu den R-Linksmoduln M und N und
den Automorphismen ρ und τ von R.
Da dann Mρ ein R-Rechtsmodul und Nτ ein R-Linksmodul ist, lässt sich
das Tensorprodukt Mρ ⊗R Nτ als abelsche Gruppe definieren. Eine R-Links-
multiplikation auf dem Tensorprodukt ergibt sich durch Linksmultiplikation
des ersten Faktors. Es gilt dann

λ.(m⊗ n) = (λm)⊗ n =
(
mρ−1(λ)

)
⊗ n = m⊗

(
ρ−1(λ)n

)
für alle λ ∈ R, m ∈M, n ∈ N . Wir erhalten somit eine Isomorphie

Mρ ⊗R Nτ
∼= M ⊗R ρ∗N

von R-Linksmoduln. Außerdem lässt sich auf dem Tensorprodukt Mρ ⊗R Nτ

wiederum eine R-Rechtsmultiplikation durch Multiplikation des rechten Faktors
von rechts mit λ ∈ R definieren. Es gilt dann

(m⊗ n).λ = m⊗ (nλ) = m⊗ (τ(λ)n)
= (mτ(λ)⊗ n) = (ρτ(λ)m)⊗ n
= ρτ(λ).(m⊗ n)
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für alle λ ∈ R, m ∈M, n ∈ N . Damit gilt für das Tensorprodukt der beiden
Bimoduln die folgende Aussage:

Lemma 2.4.1. Das Tensorprodukt zweier R-BimodulnMρ und Nτ ist ebenfalls
ein R-Bimodul. Es gilt

Mρ ⊗R Nτ
∼= (M ⊗R ρ∗N)ρτ .

Wenden wir diese Erkenntnisse und Schreibweisen auf unsere zyklische Algebra
A = (K ′, σ, a) = K ′⊕L⊕L⊗2⊕ . . .⊕L⊗n−1 an, so müssen wir in der Notation
den K ′-Linksmodul L durch den K ′-Bimodul Lσ ersetzen und erhalten

A = K ′ ⊕ Lσ ⊕ L⊗2
σ ⊕ . . .⊕ L⊗n−1

σ .

Für die Tensorprodukte gilt dann außerdem

L⊗iσ =
(
L⊗K′ σ∗L⊗K′ . . .⊗K′ σ(i−1)∗L

)
σi
.

2.4.2 Zyklische Algebren über Ringen

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.
Man kann versuchen, die obige Konstruktion von zyklischen Algebren auf
gewisse Ringerweiterungen zu übertragen. In der folgenden Situation ist das
leicht möglich.
Sei R′ eine endliche Ringerweiterung von R und sei σ : R′ → R′ ein R-Al-
gebrenisomorphismus von Ordnung n. Für die von σ erzeugte Untergruppe der
R-Algebrenisomorphismen von R′ gilt dann Aut(R′/R) ⊇ 〈σ〉 ∼= Z/nZ.
Mit Hilfe von σ definieren wir über R′ den Schiefpolynomring

A′ = (R′/R)[u, σ] =
∞⊕
i=0

R′ui

als freien R′-Linksmodul über der Unbestimmten u mit der Multiplikation, die
durch

ux = σ(x)u
für alle x ∈ R′ und durch uiuj = ui+j für alle i, j ∈ N0 gegeben ist.

Bemerkung 2.4.2. Für jedes Element ` ∈ R′u ⊂ A′ gilt ebenfalls `x = σ(x)`
für alle x ∈ R′ und die n-te Potenz `n liegt im Zentrum Z(A′) von A′.

Beweis. Sei ` = yu ∈ R′u. Für jedes x ∈ R′ gilt `x = yux = σ(x)yu = σ(x)`.
Zum einen ist dann `nx = x`n, da σ Ordnung n hat, und zum anderen gilt

u`n = u(yu)n = u
(
yσ(y) · · ·σn−1(y)

)
un

=
(
σ(y)σ2(y) · · ·σn(y)

)
uun =

(
yσ(y) · · ·σn−1(y)

)
unu

= `nu .

Insgesamt vertauscht `n damit mit allen Elementen aus A′.
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Es sei zusätzlich ein Element a ∈ R gegeben. Wir betrachten dann die Quo-
tientenalgebra von A′ modulo un − a: Es sei

A = (R′/R, σ, a) = A′/(un − a) .

Da die Potenzen ui für i = 0, 1, . . . , n− 1 weiterhin linear unabhängig sind, ist
A als R′-Linksmodul frei von konstantem Rang n und wir können die Algebra
auch folgendermaßen charakterisieren: Es sei

A = (R′/R, σ, a) =
n−1⊕
i=0

R′ui

als freier R′-Linksmodul von Rang n über der Unbestimmten u. Die Multipli-
kation auf A sei durch die Regeln

ux = σ(x)u und un = a

für alle x ∈ R′ und durch uiuj = ui+j gegeben.

Charakterisierung der Summanden

Die direkten Summanden R′ui von A lassen sich gewissermaßen durch die
Wirkung von σ beschreiben:

Lemma 2.4.3. Sei R′ nullteilerfrei. Dann gilt

R′ui = {z ∈ A | zx = σi(x)z ∀x ∈ R′}

für i = 0, 1, . . . , n− 1. Insbesondere gilt also, dass R′ sein eigener Zentralisator
in A ist und dass

R′u = {z ∈ A | zx = σ(x)z ∀x ∈ R′}

ist.

Beweis. Es sei i ∈ {0, 1, . . . , n− 1} und z =
∑n−1
j=0 yju

j so, dass zx = σi(x)z
für alle x ∈ R′ gilt. Dann ist∑

j

yjσ
j(x)uj =

∑
j

yju
jx = zx = σi(x)z =

∑
j

yjσ
i(x)uj ,

und da die uj linear unabhängig sind, gilt somit yj(σj(x)− σi(x)) = 0 für alle
j = 0, . . . , n− 1 und alle x ∈ R′. Da σ Ordnung n hat und da R′ nullteilerfrei
ist, folgt yj = 0 für j 6= i und somit z ∈ R′ui. Die umgekehrte Inklusion ergibt
sich unmittelbar aus der Definition der Multiplikation.
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Das Zentrum der Algebra

Korollar. Ist die Ringerweiterung R′ nullteilerfrei, so ist das Zentrum von A
genau der Fixring (R′)σ unter der Operation von σ auf R′.
Ist R′ nullteilerfrei und ist R der Fixring unter der Operation von σ, gilt also
(R′)σ = R, so ist die Algebra A zentral über R.

Beweis. Sei z ein Element des Zentrums von A. Dann liegt z insbesondere
im Zentralisator von R′ und stammt nach dem vorhergehenden Lemma somit
selbst aus R′. Außerdem vertauscht z mit der Unbestimmten u, also ist zu =
uz = σ(z)u und somit gilt z = σ(z) wie behauptet.

Recht analog folgt, dass das Zentrum von A′ gerade Z(A′) =
⊕∞
i=0R(un)i ist,

wenn wiederum R′ nullteilerfrei und (R′)σ = R ist.

Darstellung mittels Bimoduln

Wie über Körpern können wir auch über Ringen der Sichtweise Chans und
Kulkarnis ([Cha05, CK11, jeweils Sec. 2]) folgen und den R′-Linksmodul R′u,
den wir durch willkürliche Wahl einer Unbestimmten u gegeben haben, durch
einen beliebigen R′-Bimodul L, der als R′-Linksmodul frei und von Rang 1 ist
und dessen Links- und Rechtsstruktur wie zuvor durch die Anwendung von σ
auseinander hervorgehen, austauschen.

Die erste Algebra lässt sich dann als R′-Linksmodul

A′ = R′ ⊕ L⊕ L⊗2 ⊕ L⊗3 ⊕ . . .

schreiben. Die Multiplikation ergibt sich durch das Tensorprodukt von Bi-
moduln und die Vertauschungsbedingung lautet dann

`x = σ(x)`

für alle x ∈ R′ und ` ∈ L.

Haben wir die Beschreibung mit einer Unbestimmten u gegeben, definieren
wir L = R′u als R′-Linksmodul und erhalten die Rechtsmultiplikation und
damit die Bimodulstruktur wie zuvor aus der angegebenen Multiplikation, also
`.x = σ(x)` für x ∈ R′ und ` ∈ L. Haben wir hingegen einen Bimodul L (bzw.
in der genauen Notation eigentlich Lσ) gegeben, so können wir u als einen
beliebigen Erzeuger im Linksmodul L wählen.

Um die eigentlich gewünschte Algebra A zu definieren, muss die Bedingung
un = a ∈ R durch einen geeigneten Homomorphismus

ϕ : L⊗n → R′
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ersetzt werden. Dieser Homomorphismus muss eine gewisse zusätzliche Bedin-
gung erfüllen, die bei Chan und Kulkarni ([Cha05, Sec. 3] und [CK11, Sec. 2])
sogenannte Überschneidungsbedingung (overlap condition), nämlich:

1⊗ ϕ = ϕ⊗ 1

für 1⊗ϕ : L⊗n+1 = L⊗L⊗n → L⊗R = L und ϕ⊗ 1: L⊗n ⊗L→ R⊗L = L.
Diese sorgt letztlich dafür, dass die Multiplikation wohldefiniert und assoziativ
ist.

Die Algebra A ist dann der R′-Linksmodul

A = (R′/R, σ, a) = R′ ⊕ L⊕ L⊗2 ⊕ . . .⊕ L⊗n−1

zusammen mit der Multiplikation, die sich aus dem Tensorprodukt, der Ver-
tauschungsregel

`x = σ(x)`

für alle x ∈ R′, ` ∈ L und der Anwendung des Homomorphismus ϕ : L⊗n → R′

ergibt. Letzteres bedeutet insbesondere `n = ϕ(`) für alle ` ∈ L.

Zyklizitätsbedingung

Wir wollen fortan nur Ringerweiterungen R′/R betrachten, die in gewisser
Weise zyklisch sind.

Es sei daher von nun an zusätzlich Folgendes erfüllt: Es sei R ein Integritäts-
bereich und es sei R′ als R-Modul projektiv und von konstantem Rang n,
der Fixring von R′ unter der Operation von σ sei R und es erzeuge σ die
gesamte Automorphismengruppe Aut(R′/R). Es gelte also (R′)σ = R und
Aut(R′/R) = 〈σ〉 ∼= Z/nZ.

Bemerkung 2.4.4 (Eindeutigkeit der n-ten Potenz). Ist x ∈ R′ und ` ∈ L,
so gilt

(x`)n = xσ(x)σ2(x) · · ·σn−1(x) · `n = NR′/R(x)`n .

Zwei Erzeuger u1 und u2 von L als R′-Linksmodul unterscheiden sich genau um
eine Einheit λ ∈ R′×, etwa u1 = λu2. Mithin ist bei gegebenem L unabhängig
von der getroffenen Wahl des Erzeugers u die n-te Potenz a = un eindeutig
bestimmt modulo NR′/R(R′×). Wir betrachten R′ als multiplikativen Monoid,
und es sei

α := un ·NR′/R(R′×)

die Restklasse von a = un in R/NR′/R(R′×), dem Monoiden der Normenreste.

Die Algebra A lässt sich in diesem Fall bis auf Isomorphie durch die Daten

A = (R′/R,Aut(R′/R) = 〈σ〉, α)

vollständig beschreiben.
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2.4.3 Garben zyklischer Algebren

Im nächsten Schritt soll die obige Konstruktion garbifiziert werden. Wir be-
trachten eine endliche Überlagerung mit zyklischer Automorphismengruppe
oder allgemeiner mit spezieller zyklischer Untergruppe.

Es sei k ein algebraisch abgeschlossener Körper von Charakteristik 0. Es seien
(X,OX) und (Y,OY ) glatte, ganze Schemata von endlichem Typ über k und
es sei

p : Y → X

ein endlicher Morphismus von Rang n. Es ist dann OY als kohärente OX -Mo-
dulgarbe lokalfrei von Rang n.

Außerdem sei σ ∈ Aut(Y/X) ein solcher Automorphismus von Y von Ord-
nung n, dass für die Strukturgarben

(OY )σ = OX ,

oder genau genommen (OY )σ = p∗(OX), gilt. Für die von σ erzeugte Unter-
gruppe gilt dann Aut(Y/X) ⊃ 〈σ〉 ∼= Z/nZ.

Lokale Konstruktion durch Verklebung

Sei {Ui = SpecRi ⊂ X | i ∈ I} eine offene affine Überdeckung von X.
Die Urbilder der Ui bilden dann eine offene Überdeckung von Y . Da p ein
endlicher Morphismus ist, sind diese Urbilder p−1(Ui) = SpecR′i affine Mengen
in Y und jeder Ring R′i ist jeweils ein endlich erzeugter projektiver Ri-Modul
von konstantem Rang n. Dabei gilt R′i = Γ(p−1Ui,OY ). Durch die Wahl
genügend kleiner offener affiner Mengen können wir davon ausgehen, dass
auch alle paarweisen Durchschnitte affin sind, etwa Ui ∩ Uj = SpecRij und
p−1Ui ∩ p−1Uj = SpecR′ij für alle i 6= j, und dass jeweils R′i als Ri-Modul bzw.
R′ij als Rij-Modul nicht nur projektiv, sondern frei von Rang n ist.

Wir erhalten dann die folgenden kommutierenden Diagramme

p−1(Ui ∩ Uj) p−1(Ui)

p−1(Uj) Y

Ui ∩ Uj Ui

Uj X

p
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der offenen Mengen – oder offenen Unterschemata – in X und in Y und ihrer
zugehörigen Ringe

R′ij R′i

R′j OY (Y )

Rij Ri

Rj OX(X)

p#

für alle i 6= j aus I.
Wir können alle Ringe Ri, Rij , R′i und R′ij als Unterringe des Funktionenkör-
pers k(Y ) auffassen und es gilt

Aut(R′i/Ri) ⊃ 〈σ〉 ∼= (Z/nZ) und
Aut(R′ij/Rij) ⊃ 〈σ〉 ∼= (Z/nZ) .

Die Notation vereinfachend bezeichnen wir dabei auch die Einschränkungen
von σ auf die offenen Mengen U ⊂ X und p−1(U) ⊂ Y mit σ. Für U ⊂ X
ist der Morphismus trivial, σ|U = idU . Für die Urbilder p−1(U) in Y gilt
σ(p−1(U)) = p−1(U). Letzteres ist für beliebige offene Mengen V ⊂ Y im
Allgemeinen nicht der Fall.
Seien außerdem Elemente ai ∈ Ri ⊂ k(X) und βji ∈ (R′ij)× so gegeben, dass

ai = NR′ij/Rij
(βij)aj

in R′ij ⊂ k(X) und βih = βijβjh für alle i, j, h ∈ I gilt. Es gilt dann automatisch
βii = 1 und βji = β−1

ij für alle i, j. Außerdem folgt aus der ersten Bedingung,
dass alle Elemente ai dieselbe Restklasse α in k(X)/Nk(Y )/k(X)(k(Y )×) haben.
Auf jeder der offenen affinen Mengen U ′i = p−1(Ui) = SpecR′i definiert die
zyklische Algebra

Ai = (R′i/Ri, σ, ai) =
n−1⊕
t=0

R′iu
t
i

mit uix = σ(x)ui für x ∈ R′i und uni = ai eine OUi-Algebrengarbe Ai.
Das kommutierende Diagramm der Ringe Ri, Rij , R′i und R′ij ergibt eine
natürliche Abbildung vom Tensorprodukt Rij ⊗Ri R′i in den Ring R′ij , nämlich
x⊗ y 7→ xy. Dadurch erhalten wir Abbildungen

ψij : Ai = (R′i/Ri, σ, ai)→ Rij ⊗Ri Ai → Aij := (R′ij/Rij , σ, ai)
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für alle i 6= j. Für diese gilt ψij(ui)m = ψij(umi ) und ψij(uix) = ψij(ui)ψij(x)
für alle x ∈ R′i und m ∈ N. Die ψij sind also wohldefiniert und multiplikativ.

Die R′ij-Linksmodulhomomorphismen ϕij : Aij → Aji, ψij(ui) 7→ βijψji(uj)
beziehungsweise ihre Einschränkungen

ϕij : Rij ⊗Ri Ai → Rij ⊗Rj Aj
ui 7→ βijuj

erfüllen die beiden Bedingungen

ϕij(uix) = ϕij(σ(x)ui) = σ(x)βijuj = βijujx = ϕij(ui)ϕij(x) ,
ϕij(ui)n = (βijuj)n = NR′ij/Rij

(βij)unj = N(βij)aj = ai

= ϕij(ai) = ϕij(uni )

für alle x ∈ R′ij . Außerdem gilt offensichtlich ϕij ◦ ϕji = id und ϕii = id für
alle i 6= j. Folglich ist ϕij ein Rij-Algebrenisomorphismus und zugleich ein
R′ij-Bimodulisomorphismus von Aij zu Aji bzw. von R′ij ⊗R′i Ai zu R

′
ij ⊗R′j Aj .

All diese Algebrenmorphismen induzieren zusammen Garbenisomorphismen

ϕij : Ai|U ′i∩U ′j → Aj |U ′i∩U ′j

auf U ′i ∩ U ′j , für die ebenfalls ϕij ◦ ϕji = id und ϕii = id sowie

ϕjhϕij(ui) = ϕjh(βijuj) = βijβjhuh = βihuh = ϕih(ui)

und somit ϕih = ϕjh ◦ ϕij auf U ′i ∩ U ′j ∩ U ′h gilt.

Folglich verkleben die Garben Ai auf der Überdeckung (U ′i)i∈I von Y zu einer
OY -Bimodulgarbe A auf Y und weiter über Push-forward zu einer OX -Al-
gebrengarbe auf X.

Insgesamt ist unsere Garbe A also durch lokale Daten

A|Ui =
(
Ri → R′i

∼= Rni ; 〈σ〉 ⊂ Aut(R′i/Ri); αi ∈ Ri/NR′i/Ri
(R′i
×)
)

und durch die Verklebebedingungen ai = NR′ij/Rij
(βij)aj mit βih = βijβjh für

alle i, j, h ∈ I gegeben, dabei sei αi die Restklasse von ai modulo NR′i/Ri
(R′i
×).

Betrachten wir jeweils die R′i-Bimoduln Li = R′iui ⊂ Ai, so definieren diese
OU ′i -Bimoduln Li von Rang 1 auf den offenen affinen Mengen U ′i . Über die
Einschränkungen der obigen Morphismen ϕij verkleben diese zu einem OY -
Bimodul L von Rang 1.

Wie zuvor folgt
A = OY ⊕ L⊕ L⊗2 ⊕ . . .⊕ L⊗n−1

auf Y .
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Außerdem definiert die Multiplikation in A einen Bimodulhomomorphismus

ϕ : L⊗n → OY

invertierbarer OY -Bimoduln. Für diesen ist nach Konstruktion das folgende
Diagramm

L ⊗ L⊗n−1 ⊗ L L⊗OY

OY ⊗ L L

1⊗ϕ

ϕ⊗1 c2

c1

kommutativ. Dabei seien c1 und c2 die kanonischen Isomorphismen OY ⊗L ∼= L
und L⊗OY ∼= L. Es gilt also c2 ◦ (1⊗ϕ) = c1 ◦ (ϕ⊗1) oder kurz 1⊗ϕ = ϕ⊗1.

Konstruktion über einen Bimodul

Auch in der Garbensituation können wir umgekehrt von einem OY -Bimodul
ausgehen und eine Garbe A auf Y und über Push-forward damit auch auf X –
und dann sogar global – definieren. Diese Methode wurde wie erwähnt von Chan
und Kulkarni eingeführt (siehe [Cha05, CK11]), und zwar in der folgenden
Form für Garben:

Es sei L ein invertierbarer OY -Bimodul. Die Rechtsstruktur sei dabei durch die
mit σ getwistete Linksstruktur gegeben. Invertierbar heiße für den Bimodul,
dass L als OY -Linksmodul invertierbar, also lokalfrei und von Rang 1 ist.
Außerdem sei ein Homomorphismus

ϕ : L⊗n → OY

gegeben, für den das Diagramm

L ⊗ L⊗n−1 ⊗ L L⊗OY

OY ⊗ L L

1⊗ϕ

ϕ⊗1 c2

c1

kommutiert; dies ist die von Chan und Kulkarni sogenannte Überschneidungs-
bedingung (englisch: overlap condition). Zu beachten ist, dass hier jeweils das
Tensorprodukt in der Kategorie der Bimoduln zu bilden ist.

Mit Hilfe von L und ϕ können wir nun eine Garbe definieren. Es sei

A = (Y → X,σ,L, ϕ)

diejenige OX -Algebrengarbe, die als OY -Bimodul durch

A = OY ⊕ L⊕ L⊗2 ⊕ . . .⊕ L⊗n−1
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gegeben ist, versehen mit einer Multiplikation, die durch das Tensorprodukt
L⊗i ×L⊗j → L⊗i+j und durch den Morphismus ϕ : L⊗n → OY induziert wird.
Wir untersuchen hier nun, welche Beschreibung sich damit lokal ergibt:
Sei U = SpecR eine offene affine Teilmenge von X und sei U ′ = p−1(U) =
SpecR′ ihr ebenfalls affines Urbild in Y , dabei sei U so klein gewählt, dass R′
frei von Rang n über R ist. Es ist R′ = OY (p−1(U)). Sei u ein Erzeuger von
L(U) als R′-Modul, dann gilt

A(U) = R′ ⊕R′u⊕R′u2 ⊕ . . .⊕R′un−1

und ux = σ(x)u für jedes x ∈ R′. Sei außerdem a = ϕ(u) ∈ R′. Dann gilt
un = ϕ(u) = a. Folglich gilt auf der offenen affinen Menge U = Spec(R):

A(U) = (R′/R, σ, a) .

Seien zwei offene affine Mengen U1 = SpecR1 und U2 = SpecR2 in X mit
ihren Urbildern U ′1 = SpecR′1 und U ′2 = SpecR′2 in Y so gegeben, dass auch
die Schnittmenge U1 ∩U2 = SpecR12 in X und ihr Urbild U ′1 ∩U ′2 = SpecR′12
in Y affin sind und dass die jeweiligen Ringerweiterungen R′i/Ri für i = 1, 2
und R′12/R12 freie Moduln von Rang n sind. Dann gilt

R′12 ⊗R′1 (R′1/R1, σ, a1) ∼= R′12 ⊗R′2 (R′2/R2, σ, a2)

über U1∩U2. Wir bezeichnen mit u1 und u2 die Unbestimmte in (R′1/R1, σ, a1)
bzw. in (R′2/R2, σ, a2). Aufgrund der Charakterisierung der einzelnen Sum-
manden in Lemma 2.4.3 folgt R′12u1 ∼= R′12u2. Folglich gibt es eine Ein-
heit β21 ∈ (R′12)× mit u2 = β21u1. Insbesondere gilt damit dann auch
a2 = un2 = NR′12/R12(β21)un1 = NR′12/R12(β21)a1.
Ebenso folgt für drei offene affine Teilmengen U1, U2, U3 von X – mit den
entsprechenden Bedingungen an ihre Urbilder und Schnittmengen –, dass dann
β13 = β12β23 gilt.

Bemerkung 2.4.5. Ergänzen wir wie zuvor in der Notation des Bimoduls
den erzeugenden Morphismus σ, schreiben also Lσ, und istMτ ein aus dem
LinksmodulM mittels τ hervorgehender zweiter Bimodul, so ist auch hier das
Tensorprodukt ein Bimodul und es gilt

Lσ ⊗Mτ = (L ⊗ σ∗M)στ .

Genau genommen bezeichnet Lσ eigentlich den Pull-back π∗L von L auf den
Graphen Γ ⊂ Y × Y von σ, wobei π die Projektion von Γ auf die erste
Komponente Y sei, siehe etwa Artin und van den Bergh in [AVB90, Sec. 2] oder
auch Chan in [Cha05, Sec. 2]. Chan empfiehlt, die obige Formel als Definition
des Tensorproduktes zweier Bimoduln anzusehen. Ein formaler Beweis findet
sich in [AVB90, Lemma (2.14)]. Insbesondere ist in unserem Fall

L⊗iσ =
(
L ⊗K′ σ∗L ⊗K′ . . .⊗K′ σ(i−1)∗L

)
σi
.
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Bemerkung 2.4.6. Der Homomorphismus ϕ : L⊗n → OY induziert eine
Isomorphie L⊗n ∼= OY (−D′) mit einem effektiven Divisor D′ auf Y . Dabei ist
OY (−D′) eine invertierbare Bimoduluntergarbe von OY , die σ-invariant ist.

2.4.4 Konkretes Beispiel: Doppelte Überlagerung

In [CK03] klassifizieren Chan und Kulkarni die von ihnen so genannten Del-
Pezzo-Ordnungen. Das sind Ordnungen, deren Duales der kanonischen Garbe
ampel ist; eine nichtkommutative Verallgemeinerung von Del-Pezzo-Flächen.
In [Cha05, Sec. 6] konstruiert Chan mit Hilfe des vorgestellten Cyclic-Covering-
Tricks Ordnungen von Grad 4 über der projektiven Ebene P2, die über einer
glatten Quartik verzweigt sind. In [CK11] berechnen Chan und Kulkarni weitere
Eigenschaften, zum Beispiel die Chern-Klassen, bevor sie zu ihrem eigentlichen
Ziel, der Untersuchung von Modulräumen über Del-Pezzo-Ordnungen, über-
gehen. Außerdem stellen sie zu Beginn von [CK11, Sec. 4] die Situation des
Beispiels zusammengefasst vor: Sie starten mit einer doppelten Überlagerung Y
der projektiven Ebene, die über einer glatten Quartik verzweigt. Diese kann
auch durch Blow-up des P2 in 7 Punkten in allgemeiner Lage erzeugt werden.
Daher existieren in Y zwei disjunkte exzeptionelle Kurven E,E′, die über
verschiedenen Bitangenten an die ebene Quartik liegen. Das Geradenbündel
L = OY (E − E′) ist dann ein 1-Kozykel und jeder Isomorphismus L⊗2

σ
∼= OY

erfüllt die Überschneidungsbedingung. Folglich definiert die oben konstruierte
Garbe A = OY ⊕ Lσ eine zyklische Algebra.

Dieses Beispiel wollen wir im Folgenden – ein wenig konkreter als Chan und
Kulkarni – untersuchen:

Es sei X = P2 die projektive Ebene über einem algebraisch abgeschlossenen
Körper k von Charakteristik 0. Wir teilen X in einen affinen Anteil A2 und
eine unendlich ferne Gerade auf. Es ist dann A2 = Spec(k[v, w]) und für die
Funktionenkörper gilt k(A2) = k(X) = k(v, w).

Außerdem sei C4 ⊂ X = P2 eine glatte Quartik, deren affiner Anteil C4 ∩A2 ⊂
A2 ⊂ X als Nullstellenmenge eines irreduziblen Polynoms f4 ∈ k[v, w] von
Grad 4 gegeben ist. Die Homogenisierung von f4 definiert dann die zugehörige
projektive Kurve C4 in X = P2.

Konstruktion einer Überlagerung

Unser Ziel ist es, eine Ordnung auf X in einer Quaternionenalgebra über k(X)
zu konstruieren, die über dieser Quartik C4 verzweigt. Dazu definieren wir
zunächst eine zweiblättrige Überlagerung von X, die genau über C4 verzweigt.

Es sei K ′ = k(X)[
√
f4] die quadratische Körpererweiterung über k(X) zum

irreduziblen Polynom T 2 − f4 ∈ k(X)[T ]. Es sind dann k(X) → k(X)(
√
f4)

und k[v, w]→ k[v, w](
√
f4) endliche Morphismen.
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Außerdem definiert K ′ in natürlicher Weise eine konstante OX -Algebrengar-
be A′ auf X. In A′ können wir den ganzen Abschluss A der Strukturgarbe OX
bestimmen. Zu dieser Garbe A lässt sich in natürlicher Weise ein Schema Y
konstruieren und explizit berechnen, nämlich Y = Spec(A), der sogenannte
ganze Abschluss des Schemas X in K ′. Diese Konstruktion liefert ebenso einen
zugehörigen endlichen Morphismus p : Y → X und für die Strukturgarbe OY
von Y gilt p∗OY = A. Siehe hierzu etwa Grothendiecks Ausführungen in
EGA II ([Gro61, 6.3 Fermeture intégrale d’un préschéma]).
Dieser ganze Abschluss Y von X in A′ wird auch als Normalisierung von X in
der Körpererweiterung K ′/k(X), bezeichnet, etwa von Mumford in [Mum99,
III.8, Def. 3 und Thm. 3] oder [MO, Ch.V, Proposition-Definition 5.7].

Zum einen gilt in diesem Fall dann k(Y ) = K ′. Zum anderen ist speziell
über dem gewählten affinen Teil A2 = Spec(k[v, w]) das Urbild als p−1(A2) =
Spec(k[v, w][

√
f4]) und die Einschränkung der Überlagerung p : Y → X auf

p−1(A2)→ A2 durch

Spec(k[v, w][
√
f4])→ Spec(k[v, w])

und auf dem Niveau der Ringe durch die Einbettung

k[v, w]→ k[v, w](
√
f4)

gegeben.

Es ist K ′ = k(Y ) eine galoissche Körpererweiterung von k(X) von Grad 2 mit
Galoisgruppe Gal(k(Y )/k(X)) ∼= Z/2Z. Sei σ der erzeugende Automorphismus
der Galoisgruppe. Da die obige Konstruktion funktoriell ist, operiert die Galois-
gruppe Gal(k(Y )/k(X)) = {id, σ} kanonisch auf der gesamten quadratischen
kommutativen Algebrengarbe OY über OX . Daher induziert σ einen Automor-
phismus von Y über X von Ordnung 2, den wir ebenfalls mit σ bezeichnen. Aus
der Konstruktion folgt ebenfalls sofort, dass OY endlich als OX -Modulgarbe
ist. Entsprechend ist das zugehörige Schema p : Y → X von Grad 2 über X.
Weiter ist wegen der funktoriellen Konstruktion Aut(Y/X) ∼= Gal(k(Y )/k(X))
und es gilt (OY )σ = OX .
Letzteres gilt, da die projektive Ebene ein normales Schema ist und somit
sämtliche Ringe OX(U) ganzabgeschlossen in ihrem Quotientenkörper k(X)
sind. Da OY (p−1(U)) gerade aus den über OX(U) ganzen Elementen aus k(Y )
besteht, gilt somit OY (p−1(U)) ∩ k(X) = OX(U) und es folgt (OY )σ = OX .

Verzweigungsverhalten der Überlagerung

Im Folgenden untersuchen wir das Zerlegungsverhalten von p : Y → X über
einem Punkt x ∈ X(1) der Kodimension 1. Da der lokale Ring OX,x in diesem
Fall ein diskreter Bewertungsring mit Funktionenkörper k(P2) = k(v, w) ist,
können wir die erforderlichen Resultate aus der Bewertungstheorie beziehen,
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siehe Abschnitt A.8.2 im Anhang. Das Primideal des lokalen Ringes OX,x und
die Bewertung werden durch x gegeben und zumeist ebenfalls mit x bezeichnet.
Ganz allgemein folgt aus den bewertungstheoretischen Überlegungen, dass sich
die Urbilder der Kodimension-Eins-Punkte eines endlichen Morphismus aus
den Fortsetzungen der Bewertungen ergeben:

Lemma 2.4.7. Sei p : Y → X ein endlicher Morphismus ganzer k-Schemata,
dabei sei Y der ganze Abschluss von X im Funktionenkörper k(Y ). Zu einem
Punkt x ∈ X(1) von Kodimension 1 seien w1, . . . , wr die Fortsetzungen auf
k(Y ) der zu x gehörigen diskreten Bewertung von K und es seien y1, . . . , yr
ihre Bewertungsideale. Dann gilt p−1(x) = {y1, . . . , yr}.

Beweis. Sei A der ganze Abschluss der Strukturgarbe OX in k(Y ) und sei
v : k(X)× → Z die zu x gehörige diskrete Bewertung auf dem Funktionenkör-
per k(X) von X.
Sei y ∈ Y ein Urbild von x. Ist U ⊂ X eine offene affine Umgebung von x, so ist
p−1(U) ⊂ Y eine offene affine Umgebung von y und folglich ist OY (p−1(U)) =
A(U) eine ganze Ringerweiterung von O(U). Nach den Going-down-Theoremen
ist damit auch y ⊂ A(U) ein Primideal von Höhe 1. Die Lokalisierung A(U)y
ist somit ein diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal yA(U)y. Da
y ∩OX(U) = x gilt, ist die zu y gehörige Bewertung auf k(Y ) eine Fortsetzung
von v.
Sei umgekehrt w eine Bewertungsfortsetzung von v auf k(Y ). Nach Konstrukti-
on ist der Halm Ax der ganze Abschluss des lokalen Ringes OX,x in k(Y ). Daher
ist die Lokalisierung (Ax)p nach dem Primideal p = {α ∈ Ax | w(α) > 0}
der Bewertungsring von w in k(Y ) und y := p(Ax)p das Bewertungsideal
(siehe etwa [Neu92, Kap. II, § 8 Aufgabe 6]). Insbesondere enthält daher auch
A(V ) ⊂ (Ax)p für eine jede offene affine Umgebung V von x nur Elemente
mit nichtnegativer Bewertung und y ∩ A(V ) = {α ∈ A(V ) | w(α) > 0} ist ein
Primideal in A(V ) mit (y ∩A(V )) ∩OX(V ) = x. Folglich kann y als Punkt in
SpecA(V ) ⊂ Y aufgefasst werden und für ihn gilt p(y) = x.

Es sei nun x ∈ X(1) ein Punkt von Kodimension 1 in unserem gewählten Beispiel
X = P2. Sein topologischer Abschluss x in X ist eine irreduzible, reduzierte,
projektive algebraische Kurve. Ohne Einschränkung können wir annehmen,
dass x nicht die unendlich ferne Gerade ist. Dann ist auch x selbst ein Punkt der
affinen Ebene und dort ebenfalls von Kodimension 1, also gilt x ∈ (A2)(1), und
die Kurve x ist in A2 = Spec(k[v, w]) als Nullstellenmenge eines irreduziblen
Polynoms g ∈ k[v, w] gegeben. Der lokale Ring in x ist dann die Lokalisierung
OX,x = k[v, w](g), sein Quotientenkörper ist Quot(OX,x) = k(v, w) = k(X)
und der Restklassenkörper ist der Quotientenkörper des Ringes k[v, w]/(g),
also k(x) = Quot(k[v, w]/(g)).
Außerdem sei ÔX,x die Vervollständigung des diskreten Bewertungsringes
mit zugehörigem Quotientenkörper Kx = k(X)x, der Vervollständigung des
Körpers K = k(X) bezüglich der durch x gegebenen diskreten Bewertung.
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Das Urbild f−1(x) in Y von x ist homöomorph zum topologischen Raum der
Faser Spec k(x)×X Y . Für diese Faser und ihre Vervollständigung erhalten wir
die beiden kommutativen Diagramme in Abbildung 2.1.

Spec k(x)×X Y Y

Spec k(x) X

p

SpecKx ⊗X Y Y

SpecKx X

p

Abbildung 2.1: Faser eines Punktes x von Kodimension 1

Für das Faserprodukt SpecOX,x×X Y des lokalen Ringes OX,x in x mit Y und
der entsprechenden Vervollständigung Spec

(
ÔX,x

)
×X Y kommen die beiden

kommutativen Diagramme in Abbildung 2.2 hinzu.

SpecOX,x ×X Y Y

SpecOX,x X

p

Spec ÔX,x ×X Y Y

Spec ÔX,x X

p

Abbildung 2.2: Faserprodukt eines Punktes x von Kodimension 1

Da k(Y ) = k(X)[T ]/(T 2 − f4) der Funktionenkörper unserer Überlagerung
p : Y → X ist, untersuchen wir nun das Zerlegungsverhalten des in k(X)[T ]
irreduziblen Polynoms T 2 − f4 über der Vervollständigung Kx = k(X)x:

Erster Fall: Es ist f4 kein Quadrat in k(x).

Dann ist T 2 − f4 irreduzibel über k(x) und T 2 − f4 ist irreduzibel über Kx.
Für Verzweigungsindex und Trägheitsgrad der Erweiterung K ′/K und für die
Anzahl r der irreduziblen Komponenten von T 2− f4 über Kx gilt damit r = 1,
e = 1 und f = 2. Folglich ist k(X)x ⊗k(X) k(Y ) = k(X)x[T ]/(T 2 − f4) eine
quadratische Körpererweiterung von k(X)x und wir erhalten das kommutative
Diagramm:

x×X Y Y

x X

Dann ist (x×X Y ) eine irreduzible Kurve von Grad 2, also eine zweiblättrige
Überlagerung über der Kurve x. Der generische Punkt y dieser irreduziblen
Kurve ist der eindeutige Punkt über x ∈ X(1), es gilt also p−1(x) = {y}.
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Zweiter und dritter Fall: Es ist f4 ein Quadrat in k(x).

Dann lässt sich das Polynom T 2 − f4 über dem Restklassenkörper in zwei
Linearfaktoren T 2 − f4 = (T − α1)(T − α2) mit α1, α2 ∈ k(x) zerlegen. Je
nachdem, ob α1 = α2 ist oder nicht, ergibt sich das folgende Verhalten:

Zweiter Fall: Es gilt α1 = α2 und also T 2 − f4 = (T − α)2 mit einem α ∈ k(x).

Ein Koeffizientenvergleich liefert α = 0 und damit auch f4 = −α2 = 0
in k(x) = k[v, w]/(g). Es folgt zuerst g | f4 in k[v, w][T ] und dann, da f4
irreduzibel ist, auch g = f4 (wir gehen davon aus, dass beide Polynome normiert
sind). Daher ist x = C4, die glatte Quartik. Außerdem ist in diesem Fall nach
dem Eisenstein-Kriterium das Polynom T 2 − f4 irreduzibel über k(X)x[T ]
und es gilt r = 1, e = 2, f = 1. Das bedeutet, dass über x = C4 genau eine
reduzierte Kurve in Y liegt, und es gilt

ÔX,x ⊗OX,x k(Y ) = k(x)[[f4]]⊗OX,x k(Y )
∼= (k(x)[[f4]]) [T ]/(T 2 − f4)
∼= k(x)[[

√
f4]] .

Dritter Fall: Es gilt α1 6= α2 ∈ k(x) und T 2 − f4 = (T − α1)(T − α2).

Nach dem Henselschen Lemma (siehe etwa Lemma A.8.1 im Anhang) ist dann
auch T 2 − f4 über k(X)x reduzibel. Es ist dann r = 2, e := e1 = e2 = 1 und
f := f1 = f2 = 1. Damit und aus dem Chinesischen Restsatz ergeben sich die
Zerlegungen

k(X)x ⊗k(X) k(Y ) ∼= k(X)x ⊕ k(X)x
und

ÔX,x ⊗OX,x k(Y ) ∼= ÔX,x ⊕ ÔX,x .

Über x liegen dann genau zwei Punkte y1, y2 ∈ Y . Falls x eine glatte Kurve
beschreibt, so erfüllen die beiden Kurven yi die Isomorphien

p|yi : yi
∼=−−→ x

für i = 1, 2.

Bemerkung 2.4.8. Insgesamt folgt aus all diesen Fällen, dass Y genau über
der durch f4 definierten Quartik C4 verzweigt ist.

Konstruktion eines Geradenbündels und einer Algebrengarbe A
mit Hilfe von Doppeltangenten

Sei jetzt x ∈ X(1) ein solcher Punkt der Kodimension 1, dass seine Kurve x ⊂ P2

eine Gerade ist. Dann ist (x ∩ C4) ein 0-dimensionales Schema von Länge 4.
Die obige Fallunterscheidung beweist den folgenden Satz:
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Satz 2.4.9. Sei x ∈ X(1) der generische Punkt einer Geraden ` = {x} ⊂ X.
Dann ist f4 genau dann ein Quadrat in k(x), wenn ` eine Doppeltangente an
die Quartik C4 ist. In diesem Fall ist e = f = 1, r = 2 und über ` liegen zwei
Kurven {y1}, {y2} ⊂ Y . Für diese gilt dann {yi} ∼= ` ∼= P1.

An eine Quartik über einem algebraisch abgeschlossenen Körper existieren
stets 28 Doppeltangenten (siehe etwa [Har77, Ch. IV, Ex. 2.3 (h)]). Für das
Urbild einer solchen Doppeltangente ` gilt jeweils p−1(`) = {{y1}, {y2}} mit
y1 6= y2. Daher gibt es insgesamt 56 Kurven in Y , die auf diese Weise entstehen;
und jede ist isomorph zum P1. Für den Automorphismus σ von Y/X gilt
insbesondere σ(y1) = y2.

Seien nun ` 6= `′ zwei Doppeltangenten an die Quartik C4 in X und seien
E = y1 und σ(E) = y2 bzw. E′ = y′1 und σ(E′) = y′2 jeweils ihre beiden
Urbilder unter der Überlagerung p : Y → X.

Wir betrachten (`− `′) als Hauptdivisor auf X. Für ihn gilt OX(`− `′) = OX ,
und auf Y ergibt sich

p∗(`− `′) = (E + σ(E))− (E′ + σ(E′)) .

Damit erhalten wir für den Divisor D = (E − E′) auf Y die Isomorphie

OY (D)⊗ σ∗OY (D) ∼= OY (E − E′)⊗OY (σ(E)− σ(E′))
= OY ((E + σ(E))− (E′ + σ(E′)))
∼= p∗(OX(`− `′)) ∼= p∗OX = OY .

Für das durch diesen Divisor auf Y definierte Geradenbündel

L = OY (D) = OY (E − E′)

ergibt die Verknüpfung der obigen Isomorphismen somit einen Isomorphismus

ϕ : L ⊗ σ∗L → OY .

Dieser erfüllt die Überschneidungsbedingung (overlap condition) ϕ⊗ 1 = 1⊗ϕ.

Wie im Unterabschnitt „Konstruktion über einen Bimodul“ von 2.4.3 (Seite 40)
beschrieben, können wir mit Hilfe von L daher die zyklische Algebrengarbe

A = (Y → X,σ,L, ϕ) = OY ⊕ L

definieren. Die Multiplikation ist dabei durch das Tensorprodukt von Bimoduln
L⊗i × L⊗j → L⊗i+j für i, j = 0, 1 und durch den Morphismus ϕ induziert.
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Die Algebrengarbe im generischen Punkt

Sei η der generische Punkt von Y . Wir wollen klären, wie für die soeben
konstruierte Algebra A der Halm im generischen Punkt Aη = OY,η ⊕ Lη =
k(Y ) ⊕ Lη über k(X) = k(P2) aussieht. Um diese Frage zu beantworten,
bestimmen wir die Isomorphie

ϕ : L ⊗ σ∗(L)
∼=−−→ p∗(OX(`− `′))

∼=−−→ p∗OX = OY

möglichst explizit:

Es seien f` und f`′ ∈ k[v, w] ⊂ k(X) Polynome, die die gewählten Doppeltan-
genten ` und `′ in X definieren, und es sei t = f`/f`′ deren Quotient in k(X).
Für diese rationale Funktion t gilt dann t|` = 0 und t|`′ =∞, genauer gesagt
hat t entlang von ` eine Nullstelle und entlang von `′ eine Polstelle von jeweils
einfacher Ordnung. Außerdem erzeugt t den Divisor

(t) = `− `′ ,

weshalb insbesondere OX((t)) = OX(`− `′) gilt. Die erforderliche Isomorphie

p∗(OX(`− `′))
∼=−−→ p∗OX = OY

können wir folglich durch Pull-back der Isomorphie

OX((t)) = OX(`− `′) −→ OX

t−1 = f`′

f`
7−→ 1

(beziehungsweise 1 7→ t) realisieren.

Die Algebra Aη im generischen Punkt können wir somit durch den k(Y )-
Linksmodul

Aη = k(Y )⊕ k(Y ) · u

mit einer Unbestimmten u beschreiben, zusammen mit der Multiplikation, die
durch die beiden Regeln

uα = σ(α)u und u2 = f`
f`′

für α ∈ k(Y ) gegeben wird. Sie ist also in der Tat eine zyklische Algebra über
dem Funktionenkörper k(X). Da sie von Dimension 4 über k(X) ist, ist Aη
somit eine Quaternionenalgebra über k(X).
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Verzweigungsverhalten der Algebra

Korollar 4.4 in [Cha05] besagt, dass die Azumaya-Algebra Aη genau über der
Quartik C4 verzweigt ist. Dieses können wir auch konkret in den lokalen Ringen
nachrechnen:

Sei x ∈ X(1) ein Punkt von Kodimension 1. Nach Satz 2.3.13 ist Aη genau
dann über den Bewertungsring OX,x fortsetzbar, wenn ihre Brauerklasse [Aη]
im Kern der Verzweigungsabbildung rx : Br(k(X)) → X(k(x)) liegt. Sei x
zunächst solch ein Punkt, dass die Restklasse von f4 kein Quadrat im Restklas-
senkörper k(x) ist. Insbesondere ist x dann keiner der Punkte (f4), (f`), (f`′),
und nach den vorhergehenden Rechnungen ist k(Y ) unverzweigt über k(X).
Wir können das Bild von Aη = k(Y )⊕k(Y )u unter der Verzweigungsabbildung
daher wie folgt bestimmen: Für die beiden Elemente uid = 1 und uσ = u aus
A×η gilt

id(α) = 1α1−1 , σ(α) = uαu−1

für alle α ∈ k(Y ). Infolgedessen repräsentiert der Kozykel f : G×G→ k(Y )×
mit f(ρ, τ) = uρuτu

−1
ρτ bzw. mit

f(σi, σj) =

1 , falls i ≡ 0 oder j ≡ 0 mod 2
u2 = f`

f`′
, falls i ≡ j ≡ 1 mod 2

die Brauerklasse [Aη] in H2(G, k(Y )×). Die Fortsetzung νx : k(Y )× → Z der
zu x gehörigen diskreten Bewertung von k(X) liefert den trivialen Kozykel

f ′(σi, σj) =

νx(1) = 0 , falls i ≡ 0 oder j ≡ 0 mod 2
νx
(
f`
f`′

)
= 0 , falls i ≡ j ≡ 1 mod 2

in Z2(G,Z). Dessen Bild in der Charaktergruppe, also rx(Aη), ist somit eben-
falls trivial. Folglich ist Aη unverzweigt über x.

Ist hingegen die Restklasse von f4 ein Quadrat in k(x), so ist k(Y ) verzweigt
über k(X) und das Bild unter rx kann nicht wie soeben bestimmt werden.

Es ist Aη gerade die Symbolalgebra (f4, f`/f`′ , ζ2) über k(X) mit den beiden
Erzeugern

√
f4 und u mit Quadraten

√
f4

2 = f4 und u2 = f`/f`′ und mit
der Vertauschungsregel u

√
f4 = ζ2

√
f4u = −

√
f4u. Nach Satz 2.3.18 ist Aη =

(f4, f`/f`′ , ζ2) genau dann über den Bewertungsring OX,x fortsetzbar, wenn
das zahme Symbol ∂x(f4, f`/f`′) ein Quadrat in k(x)× ist.

Sei νx : k(X)× → Z die zu x gehörige diskrete Bewertung. Ist x ein Punkt in X
von Kodimension 1 ungleich f4, f`, f`′ , so gilt νx(f4) = νx(f`) = νx(f`′) = 0
und es ist

∂x

(
f4,

f`
f`′

)
= (−1)0·0

(
f0

4(
f`
f`′

)0

)
= 1
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ein Quadrat. Somit ist Aη über den Punkten x 6= f4, f`, f`′ von Kodimension 1
unverzweigt.

Außerdem gilt

∂f`

(
f4,

f`
f`′

)
= f4 , ∂f`′

(
f4,

f`
f`′

)
= f4

−1
, ∂f4

(
f4,

f`
f`′

)
=
(
f`′

f`

)
.

Da ` und `′ Doppeltangenten an die Quartik C4 sind, sind die Restklassen von
f4 und f−1

4 Quadrate in k(f`) bzw. k(f`′). Somit ist Aη auch über den beiden
beiden Punkten f` und f`′ unverzweigt.

Als Produkt zweier verschiedener Geraden, also Polynomen von Grad 1, ist
f`′f` kein Quadrat in k(f4). Daher sind Aη und auch die Algebrengarbe A
über der von f4 definierten Quartik C4 verzweigt.



Kapitel 3

Kompositionsalgebren

Allgemeiner als in den bislang betrachteten (assoziativen) Algebren wollen
wir in dem zweiten Teil dieser Arbeit, das heißt in den Kapiteln 3 bis 5,
auch Multiplikationen erlauben, die nicht unbedingt assoziativ sein müssen.
Dabei wollen wir uns auf spezielle nichtassoziative – oder genauer: nicht
notwendig assoziative – Algebren, die sogenannten Kompositionsalgebren,
beschränken. Diese zeichnen sich dadurch aus, dass sie neben der Algebren-
Struktur – Addition, Skalarmultiplikation und Multiplikation – eine mit der
Multiplikation verträgliche nichtausgeartete quadratische Form, die sogenannte
Norm, besitzen. Man kann diese Kompositionsalgebren als Verallgemeinerung
von Quaternionenalgebren verstehen. Es stellt sich daher die Frage, ob man
auch Garben von Kompositionsalgebren auf geeigneten Schemata betrachten
kann.

In den ersten beiden Abschnitten dieses Kapitels wiederholen wir die Definition
und ausgewählte Eigenschaften nichtassoziativer Algebren und quadratischer
Formen. Im dritten Abschnitt werden Kompositionsalgebren über Ringen defi-
niert und die grundlegenden Eigenschaften dargestellt. Dabei folgen wir im
Wesentlichen den Ausführungen über Kompositionsalgebren über Körpern
von Springer und Veldkamp in [SV00, Ch. 1] und untersuchen, wie wir die
Aussagen für Algebren über Ringen verallgemeinern können. Die Definition
von Kompositionsalgebren über Ringen ist von Knus aus [Knu91, V (7.1)] – mit
seiner Einschränkung auf nichtausgeartete Formen – übernommen. Im vierten
Abschnitt folgen einige zusätzliche Untersuchungen. In Kapitel 4 wird ein
nichtassoziatives Analogon zu den Maximalordnungen in Algebren eingeführt
und untersucht; Maximalordnungen in Oktavenalgebren über vollständigen
diskreten Bewertungsringen und über Z wurden bereits von van der Blij und
Springer in [vBS59] betrachtet. In Kapitel 5 zeigen wir, wie man tatsächlich
Garben von Kompositionsalgebren und Garben von Maximalordnungen definie-
ren kann. Abschließend konstruieren und untersuchen wir im letzten Abschnitt
ein konkretes nichttriviales Beispiel einer solchen Kompositionsalgebrengarbe
auf einem projektiven dreidimensionalen Schema.

51
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Im gesamten Kapitel bezeichne R einen kommutativen Ring mit Eins.

3.1 Nichtassoziative Algebren

Wir nutzen die Definition nichtassoziativer Algebren von Lang in [Lan02]:

Definition. Eine nicht notwendig assoziative Algebra über einem kommutati-
ven Ring R ist ein R-Modul A zusammen mit einer R-bilinearen Abbildung
m : A×A→ A.

Die Abbildung m ergibt die gewünschte nicht notwendig assoziative Multipli-
kation xy = m(x, y) für x, y ∈ A. Diese erfüllt dann neben der Distributivität
noch eine gewisse R-Assoziativität, nämlich (λx)y = λ(xy) = x(λy) für alle
x, y ∈ A, λ ∈ R.

Besitzt die Algebra A ein Einselement e, so definiert – ähnlich zum assoziativen
Fall – die Abbildung ϕ : R → A, λ 7→ λe einen Ringhomomorphismus (nicht
notwendig assoziativer Ringe), dessen Bild dann automatisch im Zentrum
Z(A) von A liegt. Auch hier gilt, dass die Abbildung ϕ genau dann injektiv
ist, wenn A als R-Modul treu ist, d. h. genau dann, wenn der Annullator
Ann(A) = {λ ∈ R | λx = 0 ∀x ∈ A} trivial ist.

Übrigens bildet das Zentrum von A zwar stets einen R-Untermodul von A,
muss im Allgemeinen aber kein Unterring sein.

3.1.1 Skalarerweiterung

Ist A eine nicht notwendig assoziative R-Algebra und S eine kommutative
(und assoziative) R-Algebra, so ist das Tensorprodukt S ⊗R A von R-Moduln
mit der durch

(λ⊗ x) · (µ⊗ y) = (λµ)⊗ (xy)

für λ, µ ∈ S, x, y ∈ A definierten Multiplikation eine nicht notwendig assozia-
tive S-Algebra.

3.2 Quadratische Formen

Wir folgen in der Definition der quadratischen Formen und insbesondere in
der Unterscheidung zwischen nichtausgearteten und regulären quadratischen
Moduln der Einführung von Kneser in [Kne02]. In der englischen Literatur wird
teilweise sogar zwischen nondegenerated (nichtausgeartet), nonsingular (die
nachfolgende Abbildung bM ist bijektiv) und regular (regulär) unterschieden. In
der genauen Ausprägung von nichtausgearteten quadratischen Formen folgen
wir ebenfalls Kneser sowie Knus ([Knu91, V (7.1) bzw. I (3.2)]), siehe hierzu
genauer Abschnitt 3.2.2.
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Definition. Eine quadratische Form auf einem R-ModulM ist eine Abbildung
q : M → R, die

q(λx) = λ2q(x)

für alle λ ∈ R, x ∈M erfüllt und für die b : M ×M → R,

b(x, y) := q(x+ y)− q(x)− q(y)

eine symmetrische Bilinearform definiert. Ein Modul M mit quadratischer
Form q wird als quadratischer Modul (M, q) bezeichnet.

Definition. Ein quadratischer Modul (M, q), die quadratische Form q bzw.
die Bilinearform b heißt nichtausgeartet, wenn die Abbildung

bM : M −→M∗ = HomR(M,R) , x 7−→ (y 7→ b(x, y))

injektiv ist. Der Modul (M, q) heißt regulär , wenn die Abbildung bM bijektiv
ist und wenn M als Modul endlich erzeugt und projektiv ist.

Einen Untermodul B eines quadratischen Moduls (M, q) nennen wir nichtaus-
geartet bzw. regulär, wenn B bezüglich der Einschränkung der Bilinearform
nichtausgeartet bzw. regulär ist.

Für einen endlich-dimensionalen Vektorraum über einem Körper fallen die
beiden Fälle nichtausgeartet und regulär zusammen.

Ist (M, b) ein freier Modul mit Basis e1, . . . , en, so lässt sich die Bilinear-
form durch die Gramsche Matrix B = (b(ei, ej))i,j=1,...,n beschreiben. Ihre
Determinante d(e1, . . . , en) = det(B) ist bis auf ein Quadrat aus der Einhei-
tengruppe R× unabhängig von der Wahl der Basis eindeutig durch (M, b)
bestimmt. Die Restklasse det(M) = d(e1, . . . , en)(R×)2 heißt Determinante
von (M, b). Diese Determinante normiert man manchmal noch um ein gewisses
Vorzeichen. Es sei d(M) = (−1)m det(M) die Diskriminante von (M, b), wobei
n = 2m oder n = 2m+ 1 gelte.

Satz 3.2.1 ([Kne02, (1.15) Satz]). Ein freier Modul (M, b) mit Basis e1, . . . , en
über R ist genau dann nichtausgeartet, wenn d(e1, . . . , en) kein Nullteiler in R
ist. Er ist genau dann regulär, wenn d(e1, . . . , en) in R invertierbar ist.

Ist (M, b) ein projektiver Modul von konstantem Rang n, so sei das Diskrimi-
nantenideal d(M, b) dasjenige Ideal, das von allen Elementen d(x1, . . . , xn) =
det((b(xi, xj))i,j=1,...,n) mit x1, . . . , xn ∈M erzeugt wird.

Korollar 3.2.2 ([Knu91, I (3.2.1) Example]). Ein projektiver R-Modul (M, b)
von konstantem Rang n ist genau dann regulär, wenn d(M, b) = R ist.

Wir bezeichnen mit B⊥ = {x ∈ M | b(x, z) = 0 ∀ z ∈ B} den orthogonalen
Untermodul einer Teilmenge B ⊆M . Ist B ein Untermodul von M , so ist B⊥
der Kern der Abbildung b′B : M → B∗ = HomR(B,R), x 7−→ (y 7→ b(x, y)).
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Es gilt genau dann B ∩B⊥ = {0}, wenn B nichtausgeartet ist. Es gilt genau
dann M = B ⊕B⊥, wenn b′B eine Bijektion von B auf b′B(M) induziert.

Satz 3.2.3 ([Kne02, nach (1.5) Satz, (1.6) Satz]). Jeder reguläre Untermodul
eines quadratischen Moduls spaltet als orthogonaler Summand ab.
Eine orthogonale Summe quadratischer Moduln ist genau dann nichtausgeartet
bzw. regulär, wenn dies für jeden einzelnen Summanden gilt.

3.2.1 Skalarerweiterung

Sind S eine kommutative R-Algebra und (M, q) ein quadratischer R-Modul
mit zugehöriger Bilinearform 〈·, ·〉, so definieren

qS(λ⊗ x) = λ2q(x) ,
〈λ⊗ x, µ⊗ y〉S = λµ〈x, y〉

für λ, µ ∈ S, x, y ∈M eine quadratische Form und ihre zugehörige Bilinearform
auf dem S-Modul S⊗M . Die quadratische Form auf einem allgemeinen Element
sieht dann wie folgt aus:

qS

(∑
i

λi ⊗ xi

)
=
∑
i

λ2
i q(xi) +

∑
i<j

λiλj〈xi, xj〉

für λi ∈ S, xi ∈M .

Lemma 3.2.4. Seien (M, q) ein quadratischer R-Modul und S eine kom-
mutative R-Algebra. Ist M endlich erzeugt und projektiv, so entspricht die
Abbildung

bS⊗C : S ⊗ C −→ S∗ = HomS(S ⊗ C, S)
x′ 7−→

(
y′ 7→ 〈x′, y′〉S

)
der durch Tensorieren mit S aus bC : C → HomR(C,R), x 7−→ (y 7→ 〈x, y〉)
entstandenen Abbildung idS ⊗bC .

Beweis. Da M endlich erzeugt und projektiv ist, gilt S ⊗ HomR(C,R) ∼=
HomS(S ⊗C, S) mit λ⊗ϕ ≡ `λ ·ϕ mit der Linksmultiplikation `λ auf S, siehe
Korollar A.4.2. Hier gilt damit

(λ⊗ bC(x))(µ⊗ y) = λµ〈x, y〉 = 〈λ⊗ x, µ⊗ y〉S = bS⊗C(λ⊗ x)(µ⊗ y) .

3.2.2 Nichtausgeartete quadratische Formen in
Charakteristik 2

Ein quadratischer Modul (M, q) ist genau dann nicht nichtausgeartet, wenn ein
x ∈ M, x 6= 0 mit b(x, y) = 0 für alle y ∈ M existiert. In diesem Fall heißen
M und q ausgeartet.
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Es sei darauf hingewiesen, dass in der Literatur teilweise, etwa bei van der Blij
und Springer [vBS59], nur solche quadratischen Formen q auf M als ausgeartet
gezählt werden, für die ein x ∈M, x 6= 0 mit

b(x, y) = 0 ∀ y ∈M und q(x) = 0

existiert. In Charakteristik 2 kämen so weitere nichtausgeartete Formen hinzu.

Van der Blij und Springer zeigen jedoch, dass für die – im nächsten Abschnitt
definierten – Kompositionsalgebren über einem Körper k mit char(k) = 2
lediglich der triviale Fall einer inseparablen (assoziativen und kommutativen)
Körpererweiterung von k zusätzlich hinzukäme.

Daher verbleiben wir bei der von Kneser oder auch von Knus gewählten, oben
zuerst angegebenen Definition.

3.3 Kompositionsalgebren über Körpern und über
Ringen

Eine quadratische Form q auf einer nicht notwendig assoziativen Algebra A
heiße multiplikativ, wenn q(xy) = q(x)q(y) für alle x, y ∈ A gilt. Man sagt in
diesem Fall auch, (A, q) erlaube Komposition.

Definition. Eine Kompositionsalgebra über einem Körper k ist eine nicht not-
wendig assoziative k-Algebra C mit Eins zusammen mit einer multiplikativen,
nichtausgearteten quadratischen Form N auf C.
Eine Kompositionsalgebra über einem Ring R ist eine nicht notwendig assoziati-
ve R-Algebra C mit Eins, die als Modul endlich erzeugt, treu und projektiv ist,
zusammen mit einer multiplikativen, nichtausgearteten quadratischen Form N
auf C.

Die quadratische Form N bezeichnen wir als Norm und die zugehörige Biline-
arform 〈·, ·〉 als inneres Produkt.

Auch wenn wir es nicht explizit fordern, gilt, dass eine Kompositionsalgebra
über einem Körper stets endlich-dimensional ist, siehe Satz 3.3.17.

3.3.1 Skalarerweiterung

Die schwache Forderung, dass die Norm nur nichtausgeartet sei, führt dazu,
dass nicht jede Skalarerweiterung einer Kompositionsalgebra wieder eine solche
ist. Denn die Norm ist genau dann nichtausgeartet, wenn die oben definierte
Abbildung bC : C → HomR(C,R) injektiv ist; Injektivität bleibt jedoch beim
Tensorieren nicht notwendigerweise erhalten.
Zwei mögliche Auswege wären, nur flache Skalarerweiterungen zu erlauben
oder sich auf Kompositionsalgebren mit regulärer Norm (bC ist bijektiv) zu
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beschränken. Der Allgemeinheit zuliebe wollen wir jedoch weitmöglichst auf
die Forderung nach Regularität verzichten.
Abgesehen vom Nichtausgeartetsein der Norm verhalten sich die anderen
Eigenschaften einer Kompositionsalgebra gut unter Skalarerweiterungen und
bleiben erhalten.

Lemma 3.3.1. Sei (C,N) eine Kompositionsalgebra über R und sei S eine
kommutative R-Algebra. Ist die quadratische Form NS auf S ⊗ C nichtausge-
artet, so ist (S ⊗ C,NS) eine Kompositionsalgebra über S.

Beweis. Ein endlich erzeugter Modul ist genau dann treu und projektiv, wenn
er treuflach und projektiv ist. Dies gilt für C über R. Dann ist aber auch S⊗C
ein endlich erzeugter treuflacher und projektiver S-Modul (siehe etwa [Str02,
Lemma 30/1.30, Lemma 22/1.22]).
Ist die Norm N auf C multiplikativ, so ist es offensichtlich auch die Norm NS

auf S ⊗ C.

Korollar 3.3.2. Sei (C,N) eine Kompositionsalgebra über R und sei S eine
flache kommutative R-Algebra. Dann ist (S⊗C,NS) eine Kompositionsalgebra
über S.

Beweis. Ist S flach über R und bC : C → HomR(C,R) injektiv, so ist auch
die entsprechende Abbildung bS⊗C injektiv und NS ist nichtausgeartet.

Reguläre Kompositionsalgebren verhalten sich gut unter jeder Skalarerweite-
rung.

Korollar 3.3.3. Sei (C,N) eine Kompositionsalgebra über R, die als quadra-
tischer Modul regulär ist, und sei S eine kommutative R-Algebra. Dann ist
(S ⊗ C,NS) eine Kompositionsalgebra über S, die ebenfalls regulär ist.

Beweis. Da (C,N) regulär ist, ist die Abbildung bC : C → HomR(C,R) bijek-
tiv. Damit ist aber auch die Abbildung bS⊗C bijektiv und somit (S ⊗ C,NS)
eine Kompositionsalgebra über S. Da sie als solche auch endlich erzeugt und
projektiv ist, ist sie regulär.

3.3.2 Lokalisierung

Aus dem vorletzten Korollar folgt insbesondere, dass die Lokalisierung Cp einer
Kompositionsalgebra C über R für jedes Primideal p ⊂ R eine Kompositions-
algebra über dem lokalen Ring Rp ist.
Auch eine gewisse Umkehrung gilt – oder anders ausgedrückt: Die Eigenschaft,
eine Kompositionsalgebra zu sein, ist lokal.

Lemma 3.3.4. Eine nicht notwendig assoziative R-Algebra C mit Eins mit
quadratischer Form N ist genau dann eine Kompositionsalgebra, wenn sie als
Modul endlich präsentiert ist und wenn für jedes maximale Ideal m ⊂ R die
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Lokalisierung Cm eine Kompositionsalgebra über dem lokalen Ring Rm mit
Norm Nm ist.

Beweis. Sei also C als R-Modul endlich präsentiert und für jedes maximale
Ideal m ⊂ R sei Cm eine Kompositionsalgebra über Rm mit Norm Nm.
Für jedes maximale Ideal m ist dann Cm ein projektiver und damit freier Modul
über dem lokalen Ring Rm, daher ist C ein projektiver R-Modul.
Die Algebra C ist genau dann treu, wenn die Abbildung ϕ : R→ C, r 7→ r · 1C
injektiv ist. Da für jedes maximale Ideal m die Algebra Cm treu ist, sind alle
Abbildungen ϕm : Rm → Cm injektiv und damit auch ϕ selbst.
Zu x, y ∈ C sei λ = N(xy)−N(x)N(y). Für jedes maximale Ideal m ⊂ R gilt
dann λ

1 = Nm(xy1 )−Nm(x1 )Nm(y1 ) = 0 in Rm, denn Nm ist multiplikativ. Daher
muss auch λ = 0 in C gelten. Folglich ist auch N multiplikativ.
Da die Lokalisierung bCm : Cm → HomRm(Cm, Rm), x 7−→ (y 7→ 〈x, y〉) in jedem
maximalen Ideal m injektiv ist, ist auch die Abbildung bC : C → HomR(C,R)
selbst injektiv. Somit ist N nichtausgeartet.

3.3.3 Gute Reduktion

Da der Quotientenkörper R/m zu einem maximalen Ideal m ⊂ R als R-Modul in
der Regel nicht flach ist, wird die Quotientenalgebra einer Kompositionsalgebra
modulo m im Allgemeinen keine Kompositionsalgebra sein.

Definition. Eine Kompositionsalgebra C über R habe gute Reduktion in einem
Primideal p ⊂ R, wenn die Quotientenalgebra C/pC eine Kompositionsalgebra
über dem Restklassenring R/p ist. Eine Kompositionsalgebra C über R habe
gute Reduktion (insgesamt), wenn C in jedem maximalen Ideal m ⊂ R gute
Reduktion hat.

Lemma 3.3.5. Eine Kompositionsalgebra C über R hat genau dann gute
Reduktion, wenn sie als quadratischer Modul regulär ist.

Beweis. Da C endlich erzeugt und projektiv ist, ist C genau dann regulär,
wenn die Abbildung bC : C → HomR(C,R), x 7−→ (y 7→ 〈x, y〉) bijektiv ist.
Diese ist genau dann bijektiv, wenn für jedes maximale Ideal m ⊂ R die Quo-
tientenabbildung bC/mC : C/mC → HomR/m(C/mC,R/m) bijektiv ist (siehe
Korollar A.3.4 im Anhang). Da C/mC und HomR/m(C/mC,R/m) dieselbe
endliche Dimension über dem Körper R/m haben, ist diese Abbildung genau
dann bijektiv, wenn sie injektiv ist. Dies ist für jedes m genau dann der Fall,
wenn C gute Reduktion hat.

Allgemeiner kann man auch beliebige nicht notwendig assoziative Algebren
mit quadratischer Form betrachten, deren sämtliche Quotientenalgebren Kom-
positionsalgebren sind.
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Lemma 3.3.6. Sei C eine nicht notwendig assoziative R-Algebra mit Eins
mit quadratischer Form N , die als R-Modul endlich erzeugt und projektiv ist
und für die für jedes maximale Ideal m ⊂ R die Quotientenalgebra C/mC eine
Kompositionsalgebra über dem Restklassenkörper R/m mit Norm NR/m ist.
Dann ist (C,N) eine reguläre Kompositionsalgebra.

Beweis. Aus dem Beweis des letzten Lemmas folgt, dass (C,N) genau dann ein
regulärer quadratischer R-Modul ist, wenn (C/mC,NR/m) ein nichtausgearteter
R/m-Modul für jedes maximale Ideal m ⊂ R ist.
Zu x, y ∈ C sei λ = N(xy)−N(x)N(y). Nach Korollar A.3.2 gilt λ = 0 genau
dann, wenn λ+m = NR/m(xy+m)−NR/m(x+m)NR/m(y+m) = 0 in R/m für
jedes maximale Ideal m gilt. Daher ist die Norm N genau dann multiplikativ,
wenn alle Normen NR/m multiplikativ sind.
Ist für jedes m die Quotientenalgebra C/mC eine Kompositionsalgebra über
dem Körper R/m, so sind insbesondere alle Reduktionen R/m→ C/mC der
Abbildung ϕ : R→ C, r 7→ r · 1C injektiv. Damit ist auch ϕ selbst injektiv und
somit C treu über R.

Sei m ⊂ R ein maximales Ideal. Da Lokalisierung und Quotientenbildung
vertauschen, genauer da R/m ∼= Rm/mRm und C/mC ∼= Cm/(mRm)Cm gelten,
bleibt gute Reduktion bei der Lokalisierung in m erhalten.

3.3.4 Norm der Eins, quadratische Gleichung, Konjugation

Lemma 3.3.7. Sei (C,N) eine Kompositionsalgebra über R, und sei e ∈ C
ihr Einselement. Dann gilt N(e) = 1.

Beweis. Für jedes x ∈ C gilt N(x) = N(xe) = N(x)N(e). Ist R nullteilerfrei,
so folgt die Behauptung direkt. Allgemein gilt 〈x, e〉 = N(x+e)−N(x)−N(e) =
(N(x+ e)−N(x)−N(e))N(e) = 〈x,N(e)e〉, also 〈x, (1−N(e))e〉 = 0 für jedes
x ∈ C. Da N nichtausgeartet ist, folgt (1−N(e))e = 0. Damit liegt 1−N(e)
im Annullator von C, der jedoch trivial ist, da C treu über R ist.

Korollar 3.3.8. Es ist R genau dann eine Kompositionsalgebra über sich
selbst, wenn 2 kein Nullteiler in R ist. Insbesondere ist R genau dann regulär,
wenn 2 eine Einheit in R ist.

Ist R eine Kompositionsalgebra, so erfüllt die Norm N(λ) = λ2 für alle λ ∈ R.

Lemma 3.3.9 ([Knu91, aus V (7.1)]). Sei (C,N) eine Kompositionsalgebra
über R mit Einselement e. Dann erfüllt jedes Element x ∈ C eine quadratische
Gleichung, es gilt

x2 − 〈x, e〉x+N(x)e = 0 .

Ist R = k ein Körper, so ist folglich jedes Element x ∈ C algebraisch über k
und für x /∈ ke ist die obige Gleichung die Minimalgleichung von x.
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Das Element Tr(x) := 〈x, e〉 ∈ R nennt man die Spur von x; die Gleichung hat
dann die Form x2 − Tr(x)x+N(x)e = 0.

Lemma 3.3.10 ([Knu91, aus V (7.1)]). Sei (C,N) eine Kompositionsalgebra
über R mit Einselement e. Dann erfüllt die Konjugation

x := 〈x, e〉e− x

die folgenden Eigenschaften

x+ y = x+ y , xy = y x , λe = λe , x = x , (3.1)
xx = xx = N(x)e , N(x) = N(x) , 〈x, y〉 = 〈x, y〉

für alle x, y ∈ C und λ ∈ R.

Die Konjugation lässt sich auch durch die Spiegelung se an der zu e orthogonalen
Hyperebene beschreiben; es gilt x = −se(x).

Neben den Formeln in (3.1) gelten auch x+x = Tr(x)e ∈ Re und xx = N(x)e ∈
Re, daher ist die Konjugation insbesondere eine Standard-Involution auf C.
Da C als R-Modul endlich erzeugt, projektiv und treu ist, gibt es nur diese
eine Standard-Involution auf C (siehe etwa [Knu91, I (1.3.4) Proposition]).

Ist umgekehrt auf einer treuen, nicht notwendig assoziativen R-Algebra A eine
Standard-Involution A → A, x 7→ x gegeben, d. h. die Abbildung erfüllt die
Regeln (3.1) sowie xx ∈ Re und x+ x ∈ Re, so lässt sich über die Vorschrift
N(x) := xx eine multiplikative quadratische Form auf A definieren.

Lemma 3.3.11 ([Knu91, aus V (7.1)]). Sei (C,N) eine Kompositionsalgebra
über R. Dann gelten die folgenden Identitäten

〈xy, z〉 = 〈y, xz〉 = 〈x, zy〉 , (3.2)
x(xy) = N(x)y , (yx)x = N(x)y , (3.3)
x(xy) = (xx)y , (yx)x = y(xx) , x(yx) = (xy)x (3.4)

für alle x, y, z ∈ C.

Die ersten Umformungen (3.2) der Bilinearform sind für das im nächsten
Abschnitt folgende Verdopplungsverfahren hilfreich. Die beiden Formeln (3.3)
bestimmen unter anderem das Aussehen von Inversen, siehe Lemma 3.3.20.

Korollar 3.3.12. Sei (C,N) eine Kompositionsalgebra über R. Ist x ∈ C ein
Element, dessen Norm N(x) kein Nullteiler in R ist, so ist x linear unabhängig.

Beweis. Sei λx = 0. Dann gilt unter Verwendung der Formeln (3.2) und (3.3)
für alle y ∈ C die Gleichheit 0 = 〈λx, xy〉 = 〈λe, x(xy)〉 = N(x)〈λe, y〉. Ist
N(x) kein Nullteiler, so folgt, da N nichtausgeartet ist, λe = 0. Da C treu ist,
muss λ = 0 sein.
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Aus den letzten drei Identitäten (3.4) des Lemmas folgt, dass der trilineare
Assoziator {x, y, z} = (xy)z − x(yz) eine alternierende Funktion ist. Daher
ist jede Kompositionsalgebra eine alternative Algebra, insbesondere gelten die
folgenden Aussagen:

Satz 3.3.13. Sei (C,N) eine Kompositionsalgebra über R. Für jedes x ∈ C
ist die von x erzeugte Unteralgebra R[x] assoziativ und kommutativ. Jede von
zwei Elementen x, y ∈ C erzeugte Unteralgebra R[x, y] ist assoziativ.

Die erste Aussage folgt alternativ bereits aus der quadratischen Gleichung
in Lemma 3.3.9. Außerdem besagt jenes Lemma, dass für die von x erzeugte
Unteralgebra R[x] = R + Rx gilt. Die zweite Aussage folgt aus E. Artins
Theorem, dass allgemeiner in einer alternativen Algebra jede von nur zwei Ele-
menten erzeugte Unteralgebra assoziativ ist. Der von Schafer [Sch66, Theorem
3.1] angegebene Beweis für alternative Algebren über Körpern behält seine
Gültigkeit auch für die entsprechenden Algebren über beliebigen Ringen.
Die Einschränkung der Norm auf die Unteralgebren R[x] bzw. R[x, y] kann
ausgeartet sein; in diesem Fall sind diese keine Kompositionsalgebren.

3.3.5 Die Struktur von Kompositionsalgebren

Eine Unterkompositionsalgebra einer Kompositionsalgebra ist ein endlich er-
zeugter, projektiver Untermodul, der multiplikativ abgeschlossen ist, die Eins
enthält und auf dem die Einschränkung der Norm nichtausgeartet ist.

Im folgenden Satz werden wir auch beliebige Unteralgebren, also multiplikativ
abgeschlossene Untermoduln, die die Eins enthalten, betrachten.

Satz 3.3.14. Sei B eine echte Unteralgebra einer Kompositionsalgebra (C,N)
über R und sei v ∈ B⊥ so, dass λ = −N(v) kein Nullteiler in R ist. Dann
ist B ⊕Bv eine Unteralgebra von C und es gelten für die Multiplikation, die
Norm, die Bilinearform und das Konjugierte in B ⊕Bv die Formeln

(a+ bv)(c+ dv) = (ac+ λdb) + (da+ bc)v , (3.5)
N(a+ bv) = N(a)− λN(b) , (3.6)

〈a+ bv, c+ dv〉 = 〈a, c〉 − λ〈b, d〉 ,
a+ bv = a− bv

für a, b, c, d ∈ B. Außerdem ist B assoziativ, und B ⊕ Bv ist genau dann
assoziativ, wenn B kommutativ ist.
Ist B mit der eingeschränkten Norm nichtausgeartet, so ist auch B ⊕ Bv
nichtausgeartet. Insbesondere ist auch B ⊕Bv eine Unterkompositionsalgebra,
wenn B eine ist. Ist B regulär und zusätzlich λ = −N(v) ∈ R× eine Einheit,
so ist auch B ⊕Bv regulär.
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Die Hauptaussagen beweist Knus in [Knu91, V (7.1.7) Lemma]; die weiter-
gehenden Forderungen, dass durchgehend λ = −N(v) eine Einheit und B
regulär (nonsingular im Original) sein muss, werden dabei großteils nicht
verwendet. Die angegebenen Formeln gelten übrigens auch dann auf B ⊕Bv,
wenn λ = −N(v) ein Nullteiler sein sollte.

Beweis (fehlende Aussagen). Die Formel für die Bilinearform folgt ebenso
wie die Formel für das Konjugierte direkt aus der Formel für die Norm.
Ist B kommutativ und assoziativ, so rechnet man direkt nach, dass die Multi-
plikation auf B ⊕Bv assoziativ ist.
Sei a + bv ∈ B ⊕ Bv so, dass 0 = 〈a + bv, c + dv〉 = 〈a, c〉 − λ〈b, d〉 für alle
y = c + dv ∈ B ⊕ Bv gilt. Setzen wir d = 0 bzw. c = 0, so folgt, dass
insbesondere 〈a, c〉 = 0 für alle c ∈ B und dass −λ〈b, d〉 = 0 für alle d ∈ B gilt.
Ist N auf B nichtausgeartet, so folgt, da λ kein Nullteiler ist, dass a = b = 0
ist. Folglich ist auch N auf B ⊕Bv nichtausgeartet.
Ist B eine Unterkompositionsalgebra, so ist mit B auch Bv und damit auch
B ⊕Bv endlich erzeugt und projektiv, denn v ist nach Korollar 3.3.12 linear
unabhängig. Außerdem ist auch jede Unteralgebra von C treu.
Ist λ = −N(v) eine Einheit, so überträgt sich die Regularität von B auf Bv.
Da v ∈ B⊥ gilt, ist dann auch B ⊕Bv regulär.

Ist C eine Kompositionsalgebra über einem Körper, so existiert zu jedem
nichtausgearteten Untervektorraum B ( C stets ein Element v ∈ B⊥ mit
nichttrivialer Norm N(v) 6= 0.
Wenn C entsprechend eine reguläre Kompositionsalgebra über einem lokalen
Ring R ist, existiert zu jedem regulären Untermodul B ( C stets ein Ele-
ment v ∈ B⊥ mit invertierbarer Norm N(v) ∈ R× (siehe [Knu91, Beweis zu
V (7.1.6) Theorem]).

Umgekehrt lässt sich mit dem Verdopplungsverfahren aus einer Kompositions-
algebra B eine neue, größere Algebra konstruieren.

Korollar 3.3.15. Sei (B,N) eine Kompositionsalgebra über R und λ ∈ R×
eine Einheit. Sei v eine Unbestimmte, dann definieren die Formeln (3.5)
und (3.6) eine Multiplikation und eine multiplikative quadratische Form auf
C = B ⊕Bv.
Ist B assoziativ, so ist C = B⊕Bv eine Kompositionsalgebra über R. Es ist C
genau dann assoziativ, wenn B assoziativ und kommutativ ist.

Man sagt, die Algebra B ⊕Bv sei aus B durch Verdopplung entstanden.

Ist B nicht assoziativ, so lassen sich zwar wie angegeben eine Multiplikation
und eine quadratische Form auf B ⊕ Bv definieren, diese sind jedoch nicht
miteinander verträglich. Die neue Algebra B ⊕ Bv ist in diesem Fall daher
keine Kompositionsalgebra.
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Die Verdopplungsmöglichkeiten innerhalb einer Kompositionsalgebra erlauben,
ihre Struktur, insbesondere ihren Rang genauer zu bestimmen.

Lemma 3.3.16. Sei char(R) = 2, und sei (C,N) eine Kompositionsalgebra
über R. Sei a ∈ C ein Element, dessen Spur 〈a, e〉 kein Nullteiler in R ist.
Dann ist Re⊕Ra eine Unterkompositionsalgebra in C von Rang 2.

Beweis. Ist λe + µa = 0, so gelten 0 = 〈λe + µa, a〉 = λ〈e, a〉 + 2µN(a) =
λ〈a, e〉 und 0 = 〈λe + µa, e〉 = µ〈a, e〉. Da 〈a, e〉 kein Nullteiler ist, folgt
λ = µ = 0. Somit ist Re ⊕ Ra ein freier Modul von Rang 2 mit Basis
e, a. Da d(e, a) = 〈a, e〉2 ebenfalls kein Nullteiler ist, ist N auf Re ⊕ Ra
nichtausgeartet. Da jedes x in C eine quadratische Gleichung x2−〈a, e〉x+N(x)
erfüllt (siehe Lemma 3.3.9), ist Re⊕Ra multiplikativ abgeschlossen und somit
eine Unterkompositionsalgebra.

Ist R ein Integritätsbereich (beliebiger Charakteristik), so existiert in einer
Kompositionsalgebra C stets ein Element a mit nichttrivialer Spur 〈a, e〉 6= 0,
andernfalls wäre C ausgeartet. Ist C eine reguläre Kompositionsalgebra über
einem beliebigen Ring, so existiert ebenso stets ein a ∈ C mit 〈a, e〉 = 1.

Da über einem Körper k in jeder Kompositionsalgebra als Unterkompositions-
algebra ke (falls char(k) 6= 2) oder eine quadratische Algebra ke⊕ka vorkommt,
kann jede Kompositionsalgebra über einem Körper durch wiederholte Verdopp-
lung konstruiert werden. Über Ringen ist das im Allgemeinen nicht möglich,
wie wir in Bemerkung 3.4.3 zeigen werden.

Die Bedingungen an Assoziativität und Kommutativität innerhalb des Ver-
dopplungsverfahrens führen dazu, dass Kompositionsalgebren über Körpern
nur wenige und kleine Dimensionen annehmen können. Insbesondere muss
über Körpern nicht gefordert werden, dass die Algebra endlich-dimensional ist
(vergleiche hierzu auch die Definition und die anschließenden Bemerkungen
bei Springer und Veldkamp [SV00, Definition 1.2.1]):

Hauptsatz 3.3.17 ([SV00, aus Theorem 1.6.2]). Die möglichen Dimensionen
von Kompositionsalgebren über Körpern sind 1 (nur für char 6= 2), 2, 4 und 8.

Die lokale Natur der Eigenschaften einer Kompositionsalgebra führt dazu,
dass Kompositionsalgebren auch über Ringen lokal nur gewisse Ränge anneh-
men können. Dabei muss der Rang einer Kompositionsalgebra über einem
beliebigen Ring im Allgemeinem nur lokal, nicht global konstant sein (siehe Ab-
schnitt 3.4.1). Ist R jedoch ein Ring, dessen Spektrum zusammenhängend ist, so
ist der Rang eines jeden projektiven R-Moduls konstant. Dies ist insbesondere
für Integritätsbereiche der Fall.

Hauptsatz 3.3.18 ([Knu91, aus V (7.1.6) Theorem]). Sei C eine Komposi-
tionsalgebra über R von konstantem Rang. Dann ist der Rang von C entweder
1, 2, 4 oder 8.
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Rang 1 tritt genau dann auf, wenn 2 kein Nullteiler ist; in diesem Fall gilt
C ∼= R. Kompositionsalgebren von Rang 2 sind assoziativ und kommutativ, also
quadratische Algebren. Kompositionsalgebren von Rang 4 sind verallgemeinerte
Quaternionenalgebren, also insbesondere assoziativ, aber nicht kommutativ.
Kompositionsalgebren von Rang 8 sind weder assoziativ noch kommutativ.

Dabei heißt eine (assoziative) Algebra quadratisch, wenn sie als Modul projektiv
und von Rang 2 ist. Quadratische Algebren sind stets kommutativ und besitzen
eine (eindeutige) Standard-Involution. Eine quadratische Algebra ist bezüglich
der zur Standard-Involution gehörigen Norm genau dann regulär, wenn sie
separabel ist (siehe [Knu91, I (7.3.4)]).
Eine (assoziative) Algebra heißt verallgemeinerte Quaternionenalgebra, wenn
sie als Modul projektiv und von Rang 4 ist und wenn sie eine Standard-Involu-
tion besitzt. Ist eine verallgemeinerte Quaternionenalgebra regulär bezüglich
der zur Standard-Involution gehörigen Norm, so ist sie eine Azumaya-Algebra.
Umgekehrt besitzt jede Azumaya-Algebra von Rang 4 eine Standard-Involution,
und bezüglich der zur Standard-Involution gehörigen Norm ist sie regulär (siehe
[Knu91, I (7.3.5)]); insbesondere ist sie eine Kompositionsalgebra.
Interessant sind an dieser Stelle insbesondere die bisher noch nicht behandelten,
stets nichtassoziativen Kompositionsalgebren von Rang 8.

Definition. Eine Kompositionsalgebra von Dimension 8 über einem Körper
heißt Oktaven- oder Oktonionenalgebra oder auch Cayley-Algebra.
Eine Kompositionsalgebra von Rang 8 über einem Ring heiße Oktavenalgebra.

Mittels des Verdopplungsverfahrens lassen sich aus Quaternionenalgebren
Oktavenalgebren konstruieren. Über Körpern gilt nicht nur die Umkehrung,
dass jede Oktavenalgebra aus Verdopplung einer Quaternionenunteralgebra
entsteht, sondern darüber hinaus auch:

Lemma 3.3.19 ([SV00, Proposition 1.6.4]). Jedes Element einer Oktaven-
algebra über einem Körper ist in einer Quaternionenunteralgebra enthalten.

3.3.6 Divisions- und zerfallende Kompositionsalgebren

Sei A eine nicht notwendig assoziative Algebra. Es heißt y ∈ A Inverses zu
x ∈ A, falls

x(yz) = y(xz) = (zx)y = (zy)x = z

für alle z ∈ A gilt. Existiert ein Inverses zu x, ist es eindeutig. Es heißt x ∈ A
Nullteiler , falls es ein Element y ∈ A, y 6= 0 mit xy = 0 oder yx = 0 gibt.

Lemma 3.3.20. Sei (C,N) eine Kompositionsalgebra über R, und sei x ∈ C.
Dann ist x genau dann invertierbar, wenn N(x) eine Einheit in R ist; das
Inverse ist dann x−1 = N(x)−1x. Außerdem ist x genau dann ein Nullteiler in
C, wenn N(x) ein Nullteiler in R ist.
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Beweis. Da N(x) = N(x) und x(xy) = N(x)y = (yx)x für alle y ∈ C gilt
(siehe Lemma 3.3.10 und 3.3.11), folgt die Aussage für das Inverse.
Ist λ = N(x) kein Nullteiler in R, so enthält die von λ erzeugte multiplikative
Menge S = {λn | n ∈ N0} ebenfalls keinen Nullteiler. Daher ist S−1R flach
über R, es ist C ′ = S−1R⊗R C eine Kompositionsalgebra über S−1R und die
kanonische Abbildung C → C ′, y 7→ 1 ⊗ y ist injektiv. In C ′ ist 1 ⊗ x ein
Element, dessen Norm N(1 ⊗ x) = λ eine Einheit ist, und somit selbst eine
Einheit. Daher kann 1⊗ x in C ′ und damit auch x in C kein Nullteiler sein.
Es folgt, dass die Norm eines Nullteiler ein Nullteiler ist.
Da xx = N(x)e gilt, ist x ein Nullteiler, wenn N(x) = 0 gilt. Sei nun N(x) 6= 0
ein Nullteiler in R, etwa λN(x) = 0 mit λ 6= 0. Da C treu ist, ist auch λe 6= 0
in C. Entweder ist λe ein Nullteilerpartner zu x, nämlich genau dann, wenn
λx = 0 und damit auch λx = 0 gilt, oder λx ist ein passender Partner, denn
in jedem Fall gilt x(λx) = λN(x)e = 0.

Korollar 3.3.21. Jedes Element x 6= 0 einer Kompositionsalgebra über einem
Körper ist entweder eine Einheit oder ein Nullteiler.

Die quadratische Form q eines Modul (M, q) heiße anisotrop, wenn jedes
Element anisotrop ist, d. h. wenn q(x) 6= 0 für alle x ∈M,x 6= 0 ist.
Andernfalls existiert ein isotropes Element x 6= 0 mit q(x) = 0 und die
quadratische Form heiße ebenfalls isotrop.
Sei (C,N) eine Kompositionsalgebra über einem Körper k. Ist die quadratische
Form N anisotrop, so ist nach dem obigen Lemma jedes Element ungleich 0 in
C invertierbar; die Algebra ist eine Kompositionsdivisionsalgebra.
Andernfalls existiert ein isotropes Element x 6= 0. In diesem Fall lässt sich eine
zweidimensionale Unterkompositionsalgebra D = ke⊕ ka von C konstruieren,
die ein ebenfalls isotropes Element x′ 6= 0 enthält; siehe Springer und Veldkamp
[SV00, Abschnitt 1.8]. Da sich C durch null- bis zweifache Verdopplung aus
D ergibt und da bei diesem Prozess auch die isotropen Elemente „verdoppelt“
werden, enthält C einen total isotropen Unterraum von Dimension 1

2 dimC.
Als Kompositionsalgebra ist C selbst nichtausgeartet, kann also keinen größeren
isotropen Unterraum enthalten, sodass ihr Witt-Index – das ist die Dimension
eines jeden maximalen total isotropen Unterraumes – ebenfalls 1

2 dimC beträgt.

Definition. Existiert in einer Kompositionsalgebra über einem Körper ein
isotropes Element x 6= 0, so heiße die Kompositionsalgebra zerfallend.

Aus den obigen Anmerkungen folgt über Körpern die folgende Aussage:

Lemma 3.3.22. Eine Kompositionsalgebra C über einem Körper ist entweder
eine Divisionsalgebra oder ihr Witt-Index beträgt 1

2 dimC und sie zerfällt.

Der Struktursatz von Wedderburn bestätigt im Falle von Quaternionenalgebren
A über Körpern k diese Aussage. Entweder ist A eine Divisionsalgebra oder
isomorph zu einem vollen Matrixring M2(k).
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Vorgreifend auf Ergebnisse des nächsten Abschnittes sei hier bereits die Ein-
deutigkeit zerfallender Kompositionsalgebren erwähnt:

Hauptsatz 3.3.23 ([SV00, Theorem 1.8.1]). Sei k ein Körper. In jeder der
Dimensionen 2, 4 und 8 existiert bis auf Isomorphie genau eine zerfallende
Kompositionsalgebra über k.

3.3.7 Zusammenhang von Norm und Multiplikation

Da nach Lemma 3.3.9 jedes Element x einer Kompositionsalgebra (C,N) eine
quadratische Gleichung x2 − 〈x, e〉x+N(x)e = 0 erfüllt, besteht ein gewisser
Zusammenhang zwischen der Multiplikation und der Norm.

Korollar 3.3.24. Die Norm einer Kompositionsalgebra über einem Integri-
tätsbereich ist eindeutig durch ihre Algebrenstruktur bestimmt.

Beweis (nach [SV00, Corollary 1.2.4]). Sei (C,N) eine Kompositionsalgebra
mit Eins e über dem Integritätsbereich R und sei k dessen Quotientenkörper.
Dann ist k flach über R und mithin Ck = k ⊗ C eine Kompositionsalgebra
über k mit Norm Nk. Für x = λe gilt Nk(λe) = λ2, für x ∈ Ck \ke ist die obige
quadratische Gleichung die Minimalgleichung von x und damit ihr konstanter
Koeffizient Nk(x) eindeutig bestimmt. Für x ∈ C ist N(x) = Nk(1⊗ x).

Im weiteren Abschnitt wollen wir zeigen, dass über Körpern auch eine gewisse
Umkehrung gilt. Dazu definieren und betrachten wir zunächst die strukturerhal-
tenden Abbildungen von quadratischen Moduln und von Kompositionsalgebren.

Definition. Eine Ähnlichkeit zwischen zwei quadratischen Moduln (M1, q1)
und (M2, q2) über R ist ein bijektiver R-Modulhomomorphismus t : M1 →M2,
für den es eine Einheit n(t) ∈ R× so gibt, dass

q2(t(x)) = n(t)q1(x) (3.7)

für alle x ∈M1 gilt. Die Einheit n(t) heißt Vielfaches von t. Eine Isometrie ist
eine Ähnlichkeit mit Vielfachem n(t) = 1.

Quadratische Räume, zwischen denen eine Ähnlichkeit oder Isometrie existiert,
heißen dementsprechend ähnlich bzw. isometrisch.

Ist t eine Ähnlichkeit mit Vielfachem n(t), so gilt für die zugehörigen Bilinear-
formen 〈t(x), t(y)〉2 = n(t)〈x, y〉1 für x, y ∈M1.

Ist (M1, q1) nichtausgeartet und ist t : M1 →M2 ein R-Modulhomomorphismus,
der die Bedingung (3.7) erfüllt, so ist er automatisch injektiv – dies gilt bereits,
wenn n(t) kein Nullteiler in R ist. Ist zusätzlich t surjektiv, so ist auch (M2, q2)
nichtausgeartet.
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Definition. Eine Isomorphie zwischen zwei Kompositionsalgebren (C1, N1)
und (C2, N2) über R ist ein bijektiver R-Modulhomomorphismus t : C1 → C2,
der t(xy) = t(x)t(y) und t(x) = t(x) für alle x, y ∈ C1 erfüllt.

Da die Norm und die Konjugation über die Formel N(x)e = xx zusammenhän-
gen, ist ein bijektiver multiplikativer R-Modulhomomorphismus t : C1 → C2
genau dann mit der Konjugation verträglich, wenn er mit der Norm verträglich
ist (N2(t(x)) = N1(x) für alle x ∈ C1), also genau dann, wenn er eine Isometrie
ist.

Über gewissen Ringen ist die Forderung nach der Verträglichkeit eines Isomor-
phismus mit der Konjugation bzw. der Äquivalenz der Normen automatisch
erfüllt (für Körper siehe etwa [SV00, Definition 1.2.1, Corollary 1.2.4]):

Lemma 3.3.25. Seien (C1, N1) und (C2, N2) zwei Kompositionsalgebren über
einem Integritätsbereich R. Dann ist jeder bijektive multiplikative R-Modul-
homomorphismus t : C1 → C2 eine Isometrie, mithin eine Isomorphie von
Kompositionsalgebren.

Beweis. Wie im Beweis zu Korollar 3.3.24 reicht es, die Aussage für den
Quotientenkörper k von R zu beweisen.
Für x = λe1 ∈ ke1 gilt N2(t(λe1)) = N2(λe2) = λ2 = N1(λe1). Für x /∈ ke1 ist
t(x) /∈ ke2 und t(x)2 − 〈x, e1〉t(x) +N1(x)e2 = t(x2 − 〈x, e1〉x+N1(x)e1) = 0
ist die eindeutige Minimalgleichung von t(x), folglich gilt für den konstanten
Koeffizienten N1(x) = N2(t(x)).

Wir kommen nun über Körpern zu der Umkehrung, dass die metrische Struk-
tur, hier also die Norm, bereits die Kompositionsalgebra bis auf Isomorphie
bestimmt.

Hauptsatz 3.3.26 ([SV00, Theorem 1.7.1]). Ähnliche, insbesondere isometri-
sche Kompositionsalgebren über einem Körper sind isomorph.

Ein vollständiger Beweis findet sich bei Springer und Veldkamp, wir benö-
tigen nur den Fall für k′ = k und die Identität σ. Es sei hier eine kurze
Zusammenfassung angegeben:

Beweis (Skizze). Zunächst wird die Ähnlichkeit t′ : C1 → C2 durch die Isome-
trie t : C1 → C2, x 7→ t′(e)−1t′(x), die die Eins auf die Eins abbildet, ersetzt.
Es seien D0 = ke und ϕ0 = t. Mit Hilfe des Verdopplungsverfahrens werden
auf geeigneten Unterkompositionsalgebren Isomorphismen

ϕi+1 : Di+1 = Di ⊕Diai+1 → D′i+1 = D′i ⊕D′ia′i+1

x+ yai+1 7→ ϕi(x) + ϕi(y)a′i+1

für 0 ≤ i ≤ 2 (je nach Dimension von C1) definiert. Die ai+1 sind dabei jeweils
Elemente aus D⊥i mit N(ai+1) 6= 0 (bzw. 〈a1, e1〉 = 1 in char = 2) und es ist



3.3. Kompositionsalgebren über Körpern und über Ringen 67

a′1 = t(a1) und a′2 = t(a2). Ist dimC1 = 8, so wird ϕ2 nach Witts Theorem zu
einer Isometrie u : C1 → C2 fortgesetzt und a′3 = u(a3) definiert.

Bemerkung 3.3.27. Über beliebigen Ringen hingegen sind Oktavenalgebren
im Allgemeinen nicht durch ihre Norm bestimmt, wie Gille in [Gil12] zeigt.
In seinem Artikel konstruiert er eine Klasse von nicht isomorphen Oktaven-
algebren mit isometrischen Normen. Die dabei auftretenden Ringe sind von
Dimension 14.
Über lokalen Ringen wiederum sind Oktavenalgebren mit guter Reduktion
durch ihre Norm eindeutig bestimmt, wie Bix in [Bix81, Lemma 1.1] zeigt.

3.3.8 Das Zentrum einer Kompositionsalgebra

Kompositionsalgebren über Ringen von konstantem Rang 1 oder von konstan-
tem Rang 2 sind stets kommutativ und assoziativ. In Rang 4 und Rang 8
gilt zumindest über Integritätsbereichen für das Zentrum und für die Menge
der Elemente, die mit allen anderen Elementen das Assoziativgesetz erfüllen,
dasselbe wie für Kompositionsalgebren über Körpern:

Lemma 3.3.28. Sei C eine Quaternionen- oder Oktavenalgebra über einem
Integritätsbereich R. Dann ist das Zentrum von C genau der Grundring R,
d. h. C ist zentral über R.

Ist C eine Oktavenalgebra über dem Integritätsbereich R, so gilt für ein Element
x ∈ C mit

(xy)z = x(yz) für alle y, z ∈ C (3.8)

ebenfalls x ∈ R.

Beweis. Sei x ∈ Z(C) ein Element des Zentrums und sei k der Quotientenkör-
per von R. Dann liegt x offensichtlich auch im Zentrum der Skalarerweiterung
Ck = k ⊗R C. Als Quaternionen- oder Oktavenalgebra über einem Körper ist
Ck zentral, siehe [SV00, Prop. 1.9.1]. Somit gilt x ∈ ke∩C, und da C projektiv
und also torsionsfrei ist, gilt ke ∩ C = Re.
Ebenso erhalten wir die zweite Aussage aus dem entsprechenden Ergebnis über
Körpern, siehe [SV00, Prop. 1.9.2].

Auch über (beliebigen kommutativen) Ringen ist die Bedingung (3.8) äquivalent
zu (yx)z = y(xz) für alle y, z ∈ C sowie äquivalent zu (yz)x = y(zx) für alle
y, z ∈ C.

3.3.9 Kompositionsalgebren über speziellen Körpern

Wie wir bereits gesehen haben, ist ein Körper k genau dann eine Komposi-
tionsalgebra über sich selbst, wenn char k 6= 2 ist.
Eine quadratische Kompositionsalgebra über einem Körper k ist entweder eine
quadratische Körpererweiterung von k oder isomorph zu k ⊕ k (und zerfällt).
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Aus Satz 3.3.26 folgt insbesondere auch, dass sich die Isomorphieklassen von
Kompositionsalgebren über Körpern durch die Äquivalenzklassen von gewissen
quadratischen Formen bestimmen lassen.
Eine Klassifikation der Quaternionen- und Oktavenalgebren über speziellen
Körpern findet sich bei Springer und Veldkamp [SV00, Abschnitt 1.10]. Unter
anderem zeigen sie:

1. Über algebraisch abgeschlossenen Körpern zerfallen alle Kompositions-
algebren und sind daher isomorph.

2. Über den reellen Zahlen R gibt es in Dimension 4 und 8 jeweils die zer-
fallende Kompositionsalgebra und je eine Kompositionsdivisionsalgebra,
die Hamiltonschen Quaternionen bzw. die sogenannten Cayley-Zahlen.

3. Über endlichen Körpern gibt es in Dimension 4 und 8 jeweils nur die
zerfallende Kompositionsalgebra.

4. Über einem vollständigen diskret bewerteten Körper mit endlichem Rest-
klassenkörper gibt es in Dimension 4 die zerfallende Algebra und genau
eine Isomorphieklasse einer Quaternionendivisionsalgebra und in Di-
mension 8 nur die zerfallende Kompositionsalgebra. Letzteres gilt, da
jede quadratische Form eines Vektorraumes von Dimension n ≥ 5 die 0
darstellt.

3.4 Weitere Untersuchungen von
Kompositionsalgebren

3.4.1 Kompositionsalgebren über Produktringen

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass der Rang einer Kompositionsalgebra
über einem beliebigen Ring nicht global konstant sein muss.

Sei R = R1×R2 der Produktring zweier Ringe mit komponentenweiser Addition
und Multiplikation. Dann ist sein Spektrum nicht zusammenhängend, siehe
Anhang A.6.

Lemma 3.4.1. Seien (C1, N1) eine Kompositionsalgebra über dem Ring R1
und (C2, N2) eine Kompositionsalgebra über dem Ring R2. Dann ist das Produkt
C = C1 ×C2 mit der quadratischen Form N((x1, x2)) = (N1(x1), N2(x2)) eine
Kompositionsalgebra über dem Produktring R = R1 ×R2.

Beweis. Für λ = (λ1, λ2) ∈ R und x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ C gilt

N(λx) = (N1(λ1x1), N2(λ2x2)) = (λ2
1N1(x1), λ2

2N2(x2)) = λ2N(x)

und
〈x, y〉 = N(x+ y)−N(x)−N(y) = (〈x1, y1〉1, 〈x2, y2〉2) .
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Da Letzteres offensichtlich eine Bilinearform ist, definiert das angegebene N in
der Tat eine quadratische Form auf C.
Da N und die Multiplikation auf C komponentenweise definiert sind, folgt aus
der Multiplikativität der Normen Ni auch die Multiplikativität der Norm N .
Ebenso folgt aus der komponentenweisen Definition der Bilinearform und aus
der Nichtausgeartetheit von (C1, N1) und (C2, N2), dass auch (C,N) nichtaus-
geartet ist.
Da die Ci treue Ri-Algebren sind, sind die Abbildungen Ri → Ci, λi 7→ λi · 1Ci
injektiv. Dann ist auch die Abbildung R → C, (λ1, λ2) 7→ (λ1 · 1C1 , λ2 · 1C2)
injektiv, und somit ist C treu über R.
Da jedes der beiden Ci ein endlich erzeugter projektiver Ri-Modul ist, existiert
jeweils ein Ri-Modul Qi mit Ci ⊕Qi = Rnii für i = 1, 2. Ohne Einschränkung
sei n1 = n2 = n. Dann ist (C1×C2)⊕ (Q1×Q2) = Rn, also ist auch C endlich
erzeugt und projektiv.

Die Einheiten des Produktringes setzen sich aus den Einheiten der Einzelringe
zusammen: R× = R×1 ×R

×
2 .

Die maximalen Ideale von R = R1 ×R2 sind gerade die Teilmengen der Form
R1 ×m2 und m1 ×R2 für die maximalen Ideale m1 ⊂ R1 und m2 ⊂ R2.
Sei m1 ×R2 ein solches maximales Ideal. Da R \ (m1 ×R2) = (R1 \m1)×R2
gilt, ist die Lokalisierung von R oder C in diesem Ideal dann

Rm1×R2 = (R1)m1 × 0 ∼= (R1)m1 ,

Cm1×R2 = (C1)m1 × 0 ∼= (C1)m1 .

Insbesondere gilt für den Rang von C = C1 × C2 in diesem maximalen Ideal
m1 ×R2 dann

rgm1×R2(C1 × C2) = rgm1(C1) .

Korollar 3.4.2. Der Rang einer Kompositionsalgebra über einem nicht zu-
sammenhängenden Ring muss nicht notwendigerweise konstant sein.

Die Quotienten von R oder C modulo einem maximalen Ideal m1 ×R2 sind

R/(m1 ×R2) = R1/m1 × 0 ∼= R1/m1 ,

C/(m1 ×R2)C = C1/m1C1 × 0 ∼= C1/m1C1 .

Bemerkung 3.4.3. Beispielsweise sei R × R der Produktring der reellen
Zahlen mit sich selbst. Seine beiden maximalen Ideale sind dann 0× R und
R× 0. Sei C die Cayley-Oktavenalgebra über den reellen Zahlen R. Dann ist
die Produktalgebra C × R eine Kompositionsalgebra über R× R und sie hat
Rang 8 in dem maximalen Ideal 0× R und Rang 1 in R× 0.
Außerdem kann C ×R offensichtlich nicht aus Verdopplung einer Unterkompo-
sitionsalgebra entstanden sein.
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3.4.2 Unteralgebra zweier Elemente

Sei (C,N) eine Kompositionsalgebra über einem Ring R und seien x, y ∈ C zwei
Elemente. Linearisieren der für alle Elemente z ∈ C geltenden quadratischen
Gleichung z2 − 〈z, e〉z +N(z)e = 0 liefert

xy + yx− 〈x, e〉y + 〈y, e〉x+ 〈x, y〉e = 0 .

Nach Artins Theorem (siehe Satz 3.3.13) ist die von x und y erzeugte Unteral-
gebra von C assoziativ, sodass zusammen mit der obigen Formel

R[x, y] = Re+Rx+Ry +Rxy

folgt. Im Allgemeinen ist weder die Summe direkt noch R[x, y] eine Unterkom-
positionsalgebra.

Lemma 3.4.4. Sei (C,N) eine Kompositionsalgebra über R, und sei x ∈
C. Dann ist R[x] ein kommutativer Ring und C kann als R[x]-Linksmodul
aufgefasst werden via a.y = ay für a ∈ R[x], y ∈ C.

Beweis. Die Eins in R[x] ist das Einselement e aus C und offensichtlich gilt
e.y = y für jedes y ∈ C. Sind a, b ∈ R[x] und y ∈ C, so liegen alle drei Elemente
in der von x und y erzeugten assoziativen Unteralgebra R[x, y], und damit gilt
(ab).y = a.(b.y).

Liegt x nicht im Zentrum von C, so ist C allerdings keine R[x]-Algebra.

3.4.3 Operiert eine Quaternionenunteralgebra auf einer
Oktavenalgebra?

Sei die Oktavenalgebra C als Verdopplung der Quaternionenalgebra A über
dem Ring R gegeben. Es gebe also ein zu A orthogonales Element v ∈ A⊥
mit invertierbarer Norm N(v) = −λ ∈ R× so, dass C = A⊕ Av gilt und die
Multiplikation auf C durch

(a+ bv)(c+ dv) = (ac+ λdb) + (da+ bc)v

für a, b, c, d ∈ A gegeben ist.

Wir untersuchen zuerst, ob die gewöhnliche Multiplikation eine Linksoperation
der Quaternionenunteralgebra A auf C erzeugt. Seien a, c ∈ A und x+ yv ∈ C
(mit x, y ∈ A), dann gilt

a (c(x+ yv)) = acx+ (yca)v ,
(a · c) (x+ yv) = acx+ (yac)v .

Gleichheit der beiden linken Ausdrücke gilt folglich genau dann für alle Ele-
mente x + yv ∈ C, wenn a und c miteinander kommutieren. Da die Qua-
ternionenalgebra jedoch nicht kommutativ ist, operiert sie durch die in C
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gegebene Multiplikation nicht auf der Oktavenalgebra. Insbesondere stellt die
Linksmultiplikation von A auf dem direktem Summanden Av keine Operation
dar.

Wir können jedoch eine getwistete Linksoperation von A auf Av definieren. Es
sei

a.(dv) := a(0 + dv) = (da)v

für a ∈ A, dv ∈ Av. Dann ist nämlich e.(dv) = dv und

a.(c.(dv)) = (dc a)v = (dac)v = (ac).(dv)

für a, c ∈ A, dv ∈ Av. Entsprechend könnten wir auch eine getwistete Rechts-
operation von A auf Av via (dv).a := (dv)a = (da)v für a ∈ A, dv ∈ Av
definieren. Allerdings sind die beiden so definierten Links- und Rechtsoperatio-
nen nicht miteinander verträglich, denn es ist

(a.(dv)).c = ((da)v).c = (dac)v ,
a.((dv).c) = a.((dc)v) = (dca)v

für a, c ∈ C, dv ∈ Av. Gleichheit gilt wiederum genau dann, wenn a und c
miteinander kommutieren, also nicht im Allgemeinen.

Auch offensichtlich ist, dass A auf diese getwistete Art nicht von links auf sich
selbst, d. h. via A× A→ A, (a, b) 7→ ab, operiert. Wir erhalten daher erneut
keine Operation der Quaternionenunteralgebra auf der gesamten Oktavenalge-
bra.

Jedoch gilt für die getwistete Operation von A auf Av, dass sie eine gewisse
Komposition erlaubt: Es sind (A,N) und (Av,N) jeweils mit der auf A bzw.
auf Av eingeschränkten Norm N nichtausgeartete quadratische Moduln und
es gilt

N(a.dv) = N(a)N(dv)

für alle a ∈ A, dv ∈ Av.

Die Zerlegung von C in A⊕Av ausnutzend können wir aber in der Tat via

a.(x+ yv) = ax+ (ay)v

für a ∈ A und x+yv ∈ C (mit x, y ∈ A) eine Operation von A auf C definieren.





Kapitel 4

Maximalordnungen in
Kompositionsalgebren

Sei in diesem Kapitel R ein Integritätsbereich mit Quotientenkörper K.

Jede Kompositionsalgebra C über R erzeugt durch Skalarerweiterung eine
Kompositionsalgebra CK über dem Quotientenkörper K. Wünschenswert wäre
es, alle Kompositionsalgebren über R, die CK erzeugen, zu kennen. Zu diesem
Zweck werden wir zunächst die allgemeineren sogenannten Ordnungen, insbe-
sondere die Maximalordnungen von CK untersuchen, die wir in Analogie zu
Ordnungen in assoziativen Azumaya-Algebren definieren.

4.1 Gitter in quadratischen Räumen und in
Kompositionsalgebren

Definition. Ein Gitter in einem endlich-dimensionalen K-Vektorraum V ist
ein R-Untermodul L von V , für den K · L = V gilt und der in einem endlich
erzeugten R-Untermodul von V enthalten ist.

Bemerkung 4.1.1. Sei e1, . . . , en eine Vektorraumbasis von V über K. Dann
ist ein R-Untermodul L von V genau dann ein Gitter in V , wenn zwei Einheiten
a, b ∈ K× mit

a
n∑
i=1

Rei ⊆ L ⊆ b
n∑
i=1

Rei

existieren. Die obige Definition zeigt, dass die Existenz geeigneter a und b
unabhängig von der Wahl der Basis ist.

Insbesondere ist jeder endlich erzeugte R-Untermodul L von V , für den K ·L =
V gilt, ein Gitter in V . Ist der Ring R noethersch, so gilt auch umgekehrt, dass
jedes Gitter endlich erzeugt ist. Ist R sogar ein Hauptidealring, so ist jedes
Gitter endlich erzeugt und frei.

73
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Definition. Sei (V, q) ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit quadra-
tischer Form. Ein ganzes Gitter in (V, q) ist ein Gitter L, für das q(L) ⊆ R
gilt. Ein ganzes Gitter L heißt maximal, wenn es in keinem ganzen Gitter echt
enthalten ist.

Ein ganzes Gitter L in (V, q) ist mit der Einschränkung der quadratischen
Form ein quadratischer R-Modul.

Zu einem Gitter L in (V, q) betrachten wir die dualen Mengen

L# = {x ∈ V | 〈x, y〉 ∈ R für alle y ∈ L} ,
L(#) = {x ∈ V | 〈x, y〉 ∈ R für alle y ∈ L und q(x) ∈ R} .

Die Bezeichnung L(#) für die Menge L# ∩ {x ∈ V | q(x) ∈ R} haben wir für
diese Arbeit neu eingeführt (und werden sie nur sparsam verwenden).

Ist (V, q) nichtausgeartet, so ist L# ein Gitter und wird das duale Gitter zu
L genannt. Zum Beispiel ist (a

∑
Rei)# = a−1∑Re∗i , wobei {e∗i } die duale

Basis mit 〈ej , e∗i 〉 = δij bezeichne, siehe etwa [Kne02, (14.2)].
Sind L1 ⊆ L2 zwei Gitter, so gilt L#

1 ⊇ L
#
2 und L(#)

1 ⊇ L(#)
2 . Ist L ein ganzes

Gitter in (V, q), so gilt L ⊆ L(#) ⊆ L#. Ein Gitter L heißt selbstdual, wenn
L = L# gilt. Ist 2 ∈ R× invertierbar, so ist jedes selbstduale Gitter ganz.

Lemma 4.1.2. Sei (V, q) ein endlich-dimensionaler quadratischer Vektorraum
über K = Quot(R). Ein Gitter L in (V, q) ist genau dann maximal, wenn
L = L# ∩ {x ∈ V | q(x) ∈ R}, also wenn L = L(#) gilt.

Beweis. Sei L = L(#). Dann ist L ganz. Ist L2 ⊇ L ein ganzes Gitter, so gilt
L ⊆ L2 ⊆ L(#)

2 ⊆ L(#) und daher L = L2. Folglich ist L maximal.
Ist umgekehrt x ∈ L(#) \ L, so ist L+Rx ein Gitter, das L echt enthält und
das wegen L+Rx ⊆ L(#) ebenfalls ein ganzes Gitter ist.

Definition. Sei (C,N) eine Kompositionsalgebra über K = Quot(R). Ein
Element x ∈ C heißt ganz über R, wenn seine Norm N(x) und seine Spur 〈x, e〉
in R liegen.

Jedes ganze Element x ist also Nullstelle eines normierten Polynoms mit
Koeffizienten aus R, nämlich von T 2 − 〈x, e〉T + N(x) ∈ R[T ]. Außerdem
ist R[x] eine kommutative und assoziative Algebra über R. Folglich ist x
insbesondere ein ganzes Element im Sinne der kommutativen Algebra, d. h. es
ist Nullstelle eines nichttrivialen, normierten Polynoms beliebigen Grades mit
Koeffizienten in R.
Durch die Beschränkung auf quadratische Polynome haben wir den Begriff der
Ganzheit in Kompositionsalgebren strenger gefasst als in der kommutativen
Algebra. Es gilt:
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Lemma 4.1.3. Ein Element x einer Kompositionsalgebra (C,N) über K =
Quot(R) ist genau dann Nullstelle eines normierten Polynoms h 6= 0 mit
Koeffizienten aus R, wenn N(x) und 〈x, e〉 ganz über R sind.

Beweis. Es sei f = T 2−〈x, e〉T+N(x) ∈ K[T ] das Polynom zur quadratischen
Gleichung von x. Insbesondere gilt also f(x) = 0.
Seien N(x) und 〈x, e〉 ganz über R. Dann ist S = R[N(x), 〈x, e〉] ganz über R,
und da die Koeffizienten von f in S liegen, ist die kommutative und assoziative
Algebra S[x] ⊆ C ganz über S. Damit ist S[x] auch ganz über R und x ist
Nullstelle eines normierten Polynoms h 6= 0 mit Koeffizienten aus R.
Sei umgekehrt x Nullstelle eines normierten Polynoms h 6= 0 mit Koeffizienten
aus R. Division mit Rest von h durch f inK[T ] liefert eine Zerlegung h = fg+r
mit Polynomen g, r ∈ K[T ] mit grad(r) < 2. Es ist r(x) = 0. Ist grad(r) = 1,
so ist x = λe mit einem λ ∈ K und λ ist ebenfalls Nullstelle von h und somit
ganz über R. Damit sind auch N(x) = λ2 und 〈x, e〉 = 2λ ganz über R. Ist
grad(r) < 1, so gilt h = fg, da r(x) = 0 ist. Sei f = (T − α1)(T − α2) über
einem Zerfällungskörper von K. Dann sind α1 und α2 auch Nullstellen von h
und somit ganz über R. Damit sind auch N(x) = α1α2 und 〈x, e〉 = α1 + α2
ganz über R.

Über ganzabgeschlossenen Integritätsbereichen stimmen die beiden Varianten
der Ganzheit daher überein:

Korollar 4.1.4. Sei R ein ganzabgeschlossener Integritätsbereich und (C,N)
eine Kompositionsalgebra über K = Quot(R). Dann ist ein Element x ∈ C
genau dann ganz in der Kompositionsalgebra, wenn es auch im Sinne der
kommutativen Algebra ganz über R ist.

Ein Gitter in einer Kompositionsalgebra, dessen Elemente ganz über R sind,
ist offensichtlich ein ganzes Gitter. Umgekehrt gilt Folgendes:

Lemma 4.1.5. Ist L ein ganzes Gitter in einer Kompositionsalgebra (C,N)
über K = Quot(R), das e enthält, so sind alle Elemente von L ganz über R.
Ist L ein Gitter in (C,N), dessen Elemente ganz sind, so ist auch L+Re ein
Gitter, dessen Elemente ganz sind. Insbesondere enthält jedes maximale Gitter,
dessen Elemente ganz sind, die Eins e.

Beweis. Sei L ein ganzes Gitter, das e enthält, und sei x ∈ L. Mit e liegt
dann auch x + e in L und es gilt N(x), N(x + e) ∈ R. Somit ist 〈x, e〉 =
N(x+ e)−N(x)−N(e) ∈ R und folglich ist x ganz über R.
Mit L ist auch L+Re ein R-Gitter in V . Seien nun alle Elemente aus L ganz.
Dann gilt N(x + λe) = N(x) + λ2 + λ〈x, e〉 ∈ R für x ∈ L, λ ∈ R, und die
zweite Aussage folgt aus der ersten.
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4.2 Maximalordnungen

Definition. Sei (C,N) eine Kompositionsalgebra über K = Quot(R). Eine
Ordnung in (C,N) ist eine R-Unteralgebra von C, die die Eins aus C enthält
und die als R-Modul ein ganzes Gitter in (C,N) ist.
Eine Maximalordnung in (C,N) ist eine Ordnung, die in keiner Ordnung echt
enthalten ist.

Korollar 4.2.1. Die Elemente einer Ordnung in einer Kompositionsalgebra
sind ganz.

Beweis. Eine Ordnung ist ein ganzes Gitter, das e enthält. Damit folgt die
Behauptung aus Lemma 4.1.5.

Wir verlangen, dass eine Ordnung per definitionem ein ganzes Gitter ist, also
nur ganze Elemente enthält. In assoziativen Algebren wird meist allgemeiner
eine Ordnung als beliebiges multiplikativ abgeschlossenes R-Gitter, das e
enthält, definiert, siehe Abschnitt 2.3.1, Seite 16. Allerdings wird für die
meisten weitergehenden Untersuchungen vorausgesetzt, dass der Grundring R
nicht nur noethersch, sondern auch ganzabgeschlossen ist. Siehe hierzu etwa
Reiner ([Rei75, Ch. 2, Seite 108]) oder Artin und de Jong ([AdJ, Ch. 1.2]) –
Letztere begründen auch, warum es sinnvoll ist, sich auf ganzabgeschlossene
Ringe zu beschränken. Über ganzabgeschlossenen Ringen gilt:

Lemma 4.2.2. Sei R ein ganzabgeschlossener Integritätsbereich und sei (C,N)
eine Kompositionsalgebra über K = Quot(R). Dann ist jedes Element eines
multiplikativ abgeschlossenen Gitters L in (C,N) ganz. Insbesondere ist dann
jedes multiplikativ abgeschlossene Gitter, das die Eins enthält, eine Ordnung.

Beweis. Mit L ist auch L + Re ein multiplikativ abgeschlossenes Gitter
in (C,N) und daher in einem endlich erzeugten R-Modul M enthalten. Ins-
besondere enthält M für jedes x ∈ L die von x erzeugte Unteralgebra R[x].
Daher ist x ganz über R im Sinne der kommutativen Algebra und genügt einer
normierten ganzen Polynomgleichung (beliebigen Grades). Aus Korollar 4.1.4
folgt, dass x ganz über R ist.

Über ganzabgeschlossenen Ringen, unter anderem also über diskreten Bewer-
tungsringen und über Hauptidealringen, unterscheiden sich die beiden Defini-
tionen von Ordnungen in Kompositionsalgebren und Ordnungen in assoziativen
Algebren somit nicht. Insbesondere stimmen dann auch die Definitionen von
Maximalordnungen überein.

Ordnungen lassen sich mit Hilfe von Gittern konstruieren: Ist L ein ganzes
Gitter einer Kompositionsalgebra, das die Eins enthält, so liefert das unten
folgende Lemma 4.2.5 eine Ordnung, die in L enthalten ist. In Lemma 4.2.6
werden hinreichende Bedingungen angegeben, unter denen ein Abstieg einer
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Ordnung über einer Ringerweiterung – analog zum assoziativen Fall bei Reiner
[Rei75, Ch. 2.8, Seite 109] – möglich ist. Wir beginnen mit einem Hilfslemma:

Lemma 4.2.3. Der Durchschnitt zweier Gitter ist ein Gitter.

Beweis. Seien L1 und L2 zwei R-Gitter in einem quadratischen Vektor-
raum (V, q) über K = Quot(R). Der Durchschnitt zweier R-Moduln ist ein
R-Modul. Als Gitter ist L1 in einem endlichen erzeugten R-Modul M ent-
halten; dieser enthält auch den Durchschnitt L1 ∩ L2. Sei x ∈ V . Dann
existieren Elemente x1 ∈ L1 und x2 ∈ L2 und Skalare r1, r2, s1, s2 ∈ R mit
x = r1

s1
x1 = r2

s2
x2. Es liegt (s1s2)x im Durchschnitt L1 ∩ L2 und s1s2 in K×.

Daher ist V = K(L1 ∩ L2), und folglich ist L1 ∩ L2 ein Gitter.

Korollar 4.2.4. Der Durchschnitt zweier ganzer Gitter ist ein ganzes Gitter.

Beweis. Offensichtlich ist jedes Untergitter eines ganzen Gitters ganz.

Lemma 4.2.5. Sei L ein Gitter in einer Kompositionsalgebra (C,N) über K =
Quot(R). Dann sind

Or(L) = {x ∈ C | Lx ⊆ L} und O`(L) = {x ∈ C | xL ⊆ L}

ebenfalls Gitter in C. Ihr Durchschnitt Or(L) ∩ O`(L) ist ein multiplikativ
abgeschlossenes Gitter, das die Eins enthält. Ist C assoziativ, so sind auch
Or(L) und O`(L) selbst multiplikativ abgeschlossen.

In einer assoziativen Algebra bezeichnen Or(L) und O`(L) die sogenannte
Rechts- bzw. Linksordnung des Gitters L.

Beweis. Da L ein Gitter ist, existieren zur Eins e ∈ C Elemente r, s ∈ R, s 6= 0
mit e ∈ r

sL, insbesondere ist dann se ∈ L. Für jedes x ∈ Or(L) gilt daher
sx = (se)x ∈ L, also ist Or(L) ⊆ s−1L. Sei x ∈ C. Als Gitter ist L in
einem endlich erzeugten R-Modul M =

∑
Rei enthalten. Zu eix ∈ C gibt

es Elemente ri, si ∈ R mit eix ∈ ri
si
L. Sei t 6= 0 das Produkt der Nenner si,

dann gilt ei(tx) ∈ L und damit L(tx) ⊆M(tx) ⊆ L. Es folgt tx ∈ Or(L). Also
gilt C = K · Or(L), und folglich ist Or(L) ein Gitter in C. Offensichtlich ist
dann auch O`(L) ein Gitter in C und das Einselement e ist in beiden Mengen
enthalten. Als Durchschnitt zweier Gitter ist auch Or(L) ∩O`(L) ein Gitter
in C.
Seien x, y ∈ Or(L) ∩O`(L) und sei ` ∈ L. Dann gilt

`(xy) = −{`, x, y}+ (`x)y = {x, `, y}+ (`x)y = (x`)y − x(`y) + (`x)y ,

wobei {a, b, c} = (ab)c−a(bc) den Assoziator der Elemente a, b, c ∈ C bezeichne.
Die zweite Gleichheit gilt, da der Assoziator eine alternierende Funktion ist.
Die drei Summanden der rechten Seite liegen in L, daher ist auch (xy) ein
Element aus Or(L). Ebenso folgt, dass (xy) auch in O`(L) liegt. Damit ist
Or(L) ∩O`(L) multiplikativ abgeschlossen.
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Die Multiplikativität von Or(L) und O`(L) in assoziativen Algebren ist offen-
sichtlich.

Lemma 4.2.6. Sei R′ eine Ringerweiterung von R, die in K = Quot(R)
enthalten ist, und seien (V, q) ein quadratischer Modul und (C,N) eine Kom-
positionsalgebra über K. Dann gilt:

1. Sei L′ ein endlich erzeugtes R′-Gitter in (V, q). Dann existiert ein endlich
erzeugtes R-Gitter L mit R′L = L′.

2. Sei R′ = S−1R mit einer multiplikativen Menge S ⊂ R und sei L′ ein
beliebiges R′-Gitter. Dann existiert ein R-Gitter L mit R′L = L′. Ist
L′ endlich erzeugt und ganz, so kann auch L endlich erzeugt und ganz
gewählt werden.

3. Sei R′ = S−1R und sei B′ eine endlich erzeugte R′-Ordnung in (C,N).
Dann existiert eine R-Ordnung B mit R′B = B′.

Beweis. Ist L′ =
∑
R′ei ein endlich erzeugtes R′-Gitter, so ist offensichtlich

L =
∑
Rei ein endlich erzeugtes R-Gitter mit L′ = R′L.

Sei nun R′ = S−1R. Ist L′ ein beliebiges R′-Gitter, so existiert ein endlich
erzeugtes R′-Gitter M ′ und ein a ∈ R, a 6= 0 mit aM ′ ⊆ L′ ⊆ M ′. Sei M ein
endlich erzeugtes R-Gitter mit R′M = M ′. Dann ist L = L′ ∩M ein R-Modul,
für den aM ⊆ L ⊆ M gilt. Folglich ist L ein R-Gitter. Sei x ∈ L′ und sei
e1, . . . , em ein Erzeugendensystem von M über R. Dann existieren Skalare
r′i ∈ R′ mit x =

∑
i r
′
iei. Sei s ∈ S das Produkt der Nenner der r′i. Dann gilt

s ∈ R′× und sx ∈ L, mithin liegt x in R′L.
Ist L′ =

∑
R′ei endlich erzeugt und ganz, so sei s ∈ S das Produkt der Nenner

der q(ei) und der Werte 〈ei, ej〉 = q(ei+ ej)− q(ei)− q(ej) ∈ R′ = S−1R. Dann
gilt q(L′) ⊆ s−1R und L = sL′ ist ein ganzes R-Gitter mit R′L = L′.
Sei B′ eine endlich erzeugte R′-Ordnung und sei L ein ganzes, endlich erzeugtes
R-Gitter mit R′L = B′, das o. B. d. A. die Eins e enthalte (ansonsten ersetze L
durch sL+Re). Dann ist B = Or(L)∩O`(L) ein multiplikativ abgeschlossenes,
ganzes R-Gitter, das e enthält, und somit eine R-Ordnung. Sei x ∈ B′ und
seien e1, . . . , em Erzeuger von L über R. Dann gilt eix ∈ B′ und damit eix =
r′ixi für geeignete r′i ∈ R′ und xi ∈ L. Sei t1 ∈ S das Produkt der Nenner
der r′i. Dann gilt L(t1x) ⊆ L und somit liegt t1x in Or(L). Da auch t1x ∈ B′
gilt, existiert analog ein t2 ∈ S mit t2t1x ∈ O`(L). Insgesamt gilt damit
x ∈ (t2t1)−1Or(L) ∩O`(L).

Um die Bedingungen der Maximalordnungen weiter zu untersuchen, verallge-
meinern wir zuerst einige Aussagen aus dem Verdopplungsverfahren von B zu
B ⊕ Bv, indem wir die Voraussetzungen an B und v ∈ B⊥ mit N(v) ∈ R×
abschwächen und die direkte Summe durch die einfache Summe ersetzen.
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Lemma 4.2.7. Sei B eine R-Unteralgebra einer Kompositionsalgebra (C,N)
über K = Quot(R), die die Eins e enthält und abgeschlossen unter Konjugation
ist. Ist v ∈ C ein Element, für das N(v) ∈ R und 〈v, x〉 ∈ R für alle x ∈ B
gilt, so ist auch B +Bv eine R-Unteralgebra von C.
Sind alle Elemente aus B ganz, so sind auch alle Elemente aus B +Bv ganz
über R.

Beweis (nach [vBS59, (3.2)]). Dass B +Bv ein R-Untermodul ist, der e ent-
hält, ist offensichtlich. Es bleibt zu zeigen, dass (a + bv)(c + dv) für alle
a, b, c, d ∈ B wieder in B +Bv liegt.
Ausführliche Umformungen ergeben (unabhängig davon, ob C eine Komposi-
tionsalgebra über einem Körper oder einem beliebigen Ring ist)

a(dv) = 〈v, e〉ad− 〈v, d〉a+ 〈v, a〉d− 〈v, da〉e+ (da)v ,
(bv)c = 〈v, c〉b− 〈v, e〉bc+ (bc)v ,

(bv)(dv) = 〈v, e〉b(dv)− 〈v, b〉dv + 〈v, e〉v(bd)− 〈v, bd〉v
+ 〈v, e〉v(db)−N(v)db .

Da e ∈ B und 〈v, x〉 ∈ R für alle x ∈ B gilt und da B unter Multiplikation und
Konjugation abgeschlossen ist, liegen offensichtlich alle Summanden von a(dv)
und (bv)c in B +Bv. Damit liegen aber auch alle Summanden von (bv)(dv) in
B +Bv, und B +Bv ist somit multiplikativ abgeschlossen.
Sind alle Elemente aus B ganz, so gilt N(a+bv) = N(a)+N(b)N(v)+〈a, bv〉 =
N(a) + N(b)N(v) + 〈ba, v〉 ∈ R und ebenso 〈a + bv, e〉 = 〈a, e〉 + 〈bv, e〉 =
〈a, e〉+ 〈v, b〉 ∈ R für alle a, b ∈ B.

Um zu entscheiden, wann eine Ordnung maximal ist, reicht es, die Maximalität
als Gitter zu prüfen:

Satz 4.2.8. Sei B eine Ordnung in einer Kompositionsalgebra (C,N). Dann
ist B genau dann eine Maximalordnung, wenn B als Gitter maximal ist.

Beweis (nach [vBS59, (3.1)]). Ist B als Gitter maximal, so ist es das auch
als Ordnung.
Sei umgekehrt B eine Maximalordnung, dann gilt insbesondere e ∈ B und
〈x, e〉 ∈ R für alle x ∈ B, da die Elemente von Maximalordnungen ganz sind.
Mit x liegt dann auch x = 〈x, e〉e− x in B, folglich ist B abgeschlossen unter
Konjugation. Sei L ein ganzes Gitter, das B enthält. Für v ∈ L gilt dann
N(v) ∈ R und 〈v, x〉 = N(v + x) − N(v) − N(x) ∈ R für alle x ∈ B. Nach
Lemma 4.2.7 ist damit auch B +Bv eine Ordnung in C. Aus der Maximalität
von B folgt v ∈ B und damit L = B.

Eine Ordnung ist ein ganzes Gitter, das multiplikativ abgeschlossen ist und
die Eins enthält. In dem obigen Satz kann die Grundbedingung e ∈ B durch
〈x, e〉 ∈ R für alle x ∈ B ersetzt werden:
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Korollar 4.2.9. Ein Gitter, das nur ganze Elemente enthält und das multi-
plikativ abgeschlossen ist, ist genau dann eine Maximalordnung, wenn es als
Gitter maximal ist.

Beweis. Sei L ein multiplikativ abgeschlossenes Gitter ganzer Elemente. Ist
L maximal, so enthält es nach Lemma 4.1.5 die Eins e, ist also insbesondere
eine Ordnung.

Auch die Forderung, dass das Gitter multiplikativ abgeschlossen ist, kann man
durch eine geeignete andere Bedingung ersetzen.

Lemma 4.2.10. Sei B ein maximales Gitter einer Kompositionsalgebra (C,N)
über K = Quot(R). Gilt e ∈ B und 〈xy, z〉 ∈ R für alle x, y, z ∈ B, so ist B
eine Maximalordnung in (C,N).

Beweis (nach [vBS59, (3.1)]). Seien x, y ∈ B. Für alle λ ∈ R, z ∈ R gilt dann
N(λxy + z) = λ2N(x)N(y) + N(z) + λ〈xy, z〉 ∈ R. Somit ist B + Rxy ein
ganzes Gitter, und aus der Maximalität von B folgt xy ∈ B.

Umgekehrt ist klar, dass für alle Elemente x, y, z einer Maximalordnung B
auch 〈xy, z〉 = N(xy + z)−N(xy)−N(z) in R liegt.
Die Ordnungen einer Kompositionsalgebra (C,N) über K = Quot(R) sind in
gewisser Weise eine Verallgemeinerung der Kompositionsalgebren über R, die
C erzeugen. Es bestehen die folgenden Zusammenhänge:

Lemma 4.2.11. Sei (B,N) eine Kompositionsalgebra über R. Dann ist B
eine Ordnung in der Kompositionsalgebra (BK = K ⊗B,NK) über dem Quo-
tientenkörper K = Quot(R). Ist (B,N) regulär, so ist B eine Maximalordnung
in (BK , NK).

Beweis. Als projektiver Modul über einem nullteilerfreien Ring ist B torsi-
onsfrei, und die kanonische Abbildung B → BK , x 7→ 1⊗ x ist eine Inklusion.
Folglich ist B eine Ordnung in BK .
Sei nun x ∈ B#. Dann ist ϕx : B → R, y 7→ 〈x, y〉 ein Element aus B∗ =
HomR(B,R). Ist B regulär, so gibt es ein x′ ∈ B mit ϕx(y) = 〈x′, y〉, also mit
〈x − x′, y〉 = 0 für alle y ∈ B. Dann gilt aber auch 〈x − x′, y′〉 = 0 für alle
y′ ∈ BK und somit x− x′ = 0 bzw. x = x′ ∈ B. Damit ist B = B# maximal
als Gitter, folglich auch als Ordnung.

Bemerkung 4.2.12. Sei umgekehrt B eine Ordnung in einer Kompositions-
algebra (C,N) über K. Dann ist die Einschränkung von N auf B nichtausgear-
tet, denn: Sei 〈x, z〉 = 0 für alle z ∈ B; für jedes z′ ∈ C existieren λ ∈ K, z ∈ B
mit z′ = λz, sodass auch 〈x, z′〉 = λ〈x, z〉 = 0 und damit insgesamt x = 0 gilt.
Außerdem gilt N(xy) = N(x)N(y) für alle x, y ∈ B, und als Unteralgebra von
C ist auch B treu. Damit erfüllt jede (Maximal-)Ordnung über R die meisten
Eigenschaften einer Kompositionsalgebra, ungewiss ist nur, ob sie auch endlich
erzeugt und projektiv ist.
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4.3 Maximalordnungen über Hauptidealringen

Über einem Hauptidealring ist jedes Gitter endlich erzeugt und frei und somit
insbesondere projektiv. Zusammen mit den obigen Überlegungen ergibt sich
für Ordnungen damit die folgende Aussage:

Lemma 4.3.1. Sei R ein Hauptidealring und (C,N) eine Kompositionsalgebra
über K = Quot(R). Dann ist jede Ordnung D in (C,N) eine Kompositions-
algebra über R.

Ist (C,N) die zerfallende Oktavenalgebra über dem Quotientenkörper eines
Hauptidealringes, so werden wir zeigen, dass alle Maximalordnungen in C
isomorph zueinander sind. Wir folgen dabei der Argumentation von van der
Blij und Springer [vBS59], auch wenn diese sich in der Formulierung auf
vollständige diskrete Bewertungsringe beschränken.

Ein Element x eines Gitters L heiße primitiv, wenn aus x = λx′ mit λ ∈ R und
x′ ∈ L folgt, dass λ eine Einheit in R ist. Da hier R ein Hauptidealring ist und
KL = V gilt, existiert zu jedem z ∈ V, z 6= 0 ein primitives x ∈ L mit z ∈ Kx.
Außerdem bezeichne im Folgenden δij das Kroneckersymbol mit δii = 1 und
δij = 0 für i 6= j.

Lemma 4.3.2. Sei R ein Hauptidealring, und sei (V, q) ein hyperbolischer qua-
dratischer Raum von Dimension 2n über K = Quot(R). Sei L ein maximales
ganzes Gitter in (V, q). Dann besitzt L eine Basis {ei, e−i | i = 1, . . . , n} über R
mit q(ei) = 0 und 〈ei, ej〉 = δi,−j für alle i, j ∈ {±1, . . . ,±n}. Umgekehrt ist
jedes Gitter mit einer solchen Basis maximal.

Beweis. Langfassung der Beweisskizze aus [vBS59, (3.3)]. – Sei x ∈ V, x 6= 0
ein isotropes Element. Dann existiert ein primitives en ∈ L mit x = λen für
ein λ ∈ K×. Da q(en) = λ−2q(x) = 0 gilt, ist auch en isotrop.
Die Menge I = {〈x, en〉 | x ∈ L} ist offensichtlich ein Ideal in R. Da R ein
Hauptidealring ist, existiert ein a ∈ R mit I = (a), und da q nichtausgeartet ist,
ist a 6= 0 in K invertierbar. Das Gitter L′ = L+Ra−1en ist ebenfalls ganz, denn
für x ∈ L, λ ∈ R gilt q(x+ λa−1en) = q(x) + 0 + a−1λ〈x, en〉 ∈ R+ a−1I und
es ist a−1I = a−1(a) = R. Aus der Maximalität von L folgt a−1en ∈ L und aus
der Primitivität von en dann a ∈ R×. Damit existiert ein x ∈ L mit 〈x, en〉 = 1.
Sei λ = q(x); für e−n := x − λen gilt dann 〈e−n, en〉 = 〈x, en〉 − 2λq(en) = 1
und q(e−n) = q(x) + λ2q(en)− λ〈x, en〉 = 0.
Der von en, e−n erzeugte Unterraum Ren ⊕Re−n in L ist regulär, sodass wir
eine orthogonale Zerlegung L = (Ren ⊕Re−n) ⊥ E mit E = (Ren ⊕Re−n)⊥
erhalten. Für x ∈ L ist diese durch x = 〈x, e−n〉en + 〈x, en〉e−n + y gegeben,
denn es gilt 〈y, en〉 = 〈x, en〉− 〈x, e−n〉2q(en)−〈x, en〉〈e−n, en〉 = 0 und analog
〈y, e−n〉 = 0. Die Zerlegung setzt sich zu V = (Ken ⊕Ke−n) ⊥ KE auf den
gesamten Vektorraum fort; dabei gilt (Ken ⊕Ke−n) ∩ L = Ren ⊕Re−n und
KE ∩ L = E. Daher ist E ein ganzes Gitter in dem 2(n − 1)-dimensionalen
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hyperbolischen quadratischen Raum (KE, q|KE). Ist L′ ⊇ E ein ganzes Gitter
in KE, so ist auch (Ren ⊕ Re−n) ⊥ L′ ein ganzes Gitter in V . Aus der
Maximalität von L in V folgt, dass auch E in KE maximal ist. Induktiv lassen
sich die restlichen Elemente einer Basis konstruieren.
Sei umgekehrt eine solche Basis {ei, e−i | i = 1, . . . , n} mit q(ei) = 0 und
〈ei, ej〉 = δi,−j für alle i, j ∈ I = {±1, . . . ,±n} gegeben. Dann ist L = ⊕i∈IRei
offensichtlich ein ganzes Gitter in V . Sei L′ ⊇ L ein ebenfalls ganzes Gitter
und x =

∑
λiei ∈ L′ für gewisse λi ∈ K. Dann gilt λi = 〈x, e−i〉 ∈ R für alle

i ∈ {±1, . . . ,±n}, also liegt x in L.

Satz 4.3.3. Sei R ein Hauptidealring und sei (C,N) die zerfallende Okta-
venalgebra über K = Quot(R). Dann sind alle Maximalordnungen in (C,N)
isomorph.

Wir geben vorab eine kurze Übersicht über die Struktur des unten folgenden
Beweises an: Sei D eine Maximalordnung in (C,N).

1. In D existiert eine Zerlegung der Eins in ein hyperbolisches Paar (x0, y0),
d. h. es gilt e = x0 + y0 mit N(x0) = N(y0) = 0 und 〈x0, y0〉 = 1.

2. Es existiert eine orthogonale Zerlegung

D = (Rx0 ⊕Ry0) ⊥ (F ⊕G)

mit gewissen total isotropen Unterräumen F und G.

3. Es existieren eine Basis x1, x2, x3 ∈ F und eine Basis y1, y2, y3 ∈ G, für
die 〈xi, yj〉 = δij für alle i, j = 1, 2, 3 gilt.

4. Die Multiplikation in D ist durch

x2
0 = x0 , y2

0 = y0 , x0y0 = y0x0 = 0y ,
x0x = x , x0y = 0 , xx0 = 0 , yx0 = y ,

y0x = 0 , y0y = y , xy0 = x , yy0 = 0

für alle x ∈ F und y ∈ G und durch

x2
i = 0 , xixi+1 = yi+2 , xjxi = −xixj , xiyj = −δijx0 ,

y2
i = 0 , yiyi+1 = xi+2 , yjyi = −yiyj , yixj = −δijy0

für alle i, j = 1, 2, 3 gegeben. Die Indizes i+1, i+2 sind dabei entsprechend
modulo 3 auf 1, 2 oder 3 zu reduzieren.

Im Beweis werden wir mehrfach ausnutzen, dass der Assoziator eine alternie-
rende Funktion ist. Insbesondere gelten −{a, b, c} = {b, a, c} = {a, c, b} oder
in umgeformter Form

a(bc) = (ab)c+ (ba)c− b(ac) ,
(ab)c = a(bc)− (ac)b+ a(cb)



4.3. Maximalordnungen über Hauptidealringen 83

für alle a, b, c ∈ C. Außerdem werden wir verwenden, dass für zwei Elemente
x0, y0 ∈ C mit x0 + y0 = e stets K[x0, y0, z] = K[x0, z] assoziativ ist.

Beweis. Wir folgen der Beweisführung in [vBS59, (3.4)] mit einigen zusätzli-
chen Ausführungen. – Als zerfallende Oktavenalgebra ist (C,N) insbesondere
ein hyperbolischer Raum von Dimension 2 · 4. Da eine Maximalordnung D
nach Lemma 4.2.8 auch als Gitter maximal ist, besitzt sie nach dem vorherge-
henden Lemma eine Basis {ei, e−i | i = 1, 2, 3, 4} über R mit N(ei) = 0 und
〈ei, ej〉 = δi,−j für alle i, j ∈ {±1,±2,±3,±4}. Die Linearkombination der Eins
e =

∑
αiei liefert zwei Elemente x0 =

∑
i>0 αiei und y0 =

∑
i<0 αiei, für die

x0, y0 ∈ D und

e = x0 + y0, N(x0) = N(y0) = 0, 〈x0, y0〉 = 1 (4.1)

gilt, denn für Letzteres gilt 〈x0, y0〉 =
∑
j<0<i αiαj〈ei, ej〉 = N(e) = 1. Unter

Verwendung von x0 + y0 = e ergibt sich 〈x0, e〉 = 2N(x0) + 〈x0, y0〉 = 1 und

x0 = 〈x0, e〉e− x0 = y0 ,

x0y0 = x0x0 = N(x0)e = 0 ,
x2

0 = x2
0 + x0y0 = x0e = x0 .

Wie im letzten Beweis induzieren x0 und y0 eine orthogonale Zerlegung D =
(Rx0 ⊕ Ry0) ⊥ E mit E = {x ∈ D | 〈x, x0〉 = 0, 〈x, y0〉 = 0}. Für z ∈ E gilt
insbesondere 〈z, e〉 = 0 und damit z = −z. Es sind

F := {x ∈ E | x0x = x} , G := {y ∈ E | y0y = y} ,

F0 := Rx0 ⊕ F und G0 := Ry0 ⊕ G vier R-Untermoduln von D, die total
isotrop sind, denn für alle x, x′ ∈ F gilt N(x) = N(x0x) = 0 und 〈x, x′〉 =
〈x0x, x0x

′〉 = N(x0)〈x, x′〉 = 0. Ist z ∈ F0∩G0, so gilt z = (x0 +y0)z = 2z und
somit z = 0. Für jedes z ∈ E gilt 〈x0z, x0〉 = N(x0)〈z, e〉 = 0 und 〈x0z, y0〉 =
〈z, x0y0〉 = 〈z, y0〉 = 0 und damit x0z ∈ E. Außerdem ist x0(x0z) = x2

0z = x0z,
sodass wir insgesamt x0z ∈ F und analog auch y0z ∈ G für z ∈ E erhalten.
Aus z = x0z + y0z folgt

E = F ⊕G und D = F0 ⊕G0 .

Nebenbei ergibt sich noch F0 = {x ∈ D | x0x = x}, G0 = {y ∈ D | y0y = y}.
Sei x ∈ F . Dann gilt x0(xy0) = (x0x)y0 = xy0 und damit xy0 ∈ F0. Da F0
total isotrop ist, folgt 〈xy0, x

′〉 = 0 = 〈x, x′〉 für alle x′ ∈ F0. Da außerdem

〈xy0, y0〉 = 〈x, e〉N(y0) = 0 = 〈x, y0〉 ,
〈xy0, y〉 = 〈y0 · x, y〉 = 〈x0(−x),−y〉 = 〈x, y〉
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für alle y ∈ G gilt, folgt 〈xy0, z〉 = 〈x, z〉 für alle z ∈ D. Somit gilt xy0 = x
und damit auch xx0 = 0 für jedes x ∈ F . Damit erhalten wir den Anfang einer
Multiplikationstafel in D, nämlich

x2
0 = x0 , y2

0 = y0 , x0y0 = y0x0 = 0y ,
x0x = x , x0y = 0 , xx0 = 0 , yx0 = y ,

y0x = 0 , y0y = y , xy0 = x , yy0 = 0
(4.2)

für alle x ∈ F und y ∈ G.
Es gilt C = KF0⊕KG0, und auch KF0 und KG0 sind total isotrope Unterräu-
me von C. Da C nichtausgeartet ist, folgt dimK KF0 = 4 und dimK KF = 3.
Wir konstruieren eine neue Basis von E = F ⊕G. Dazu sei in der Konstruktion
einer Basis im letzten Lemma x3 = e3 ein beliebiges primitives Element aus F .
Ist e−3 ∈ E das zugehörige dort konstruierte Basiselement mit 〈x3, e−3〉 = 1,
so gilt für y3 = y0e−3 ∈ G ebenfalls 〈x3, y3〉 = 〈x3, e−3〉 − 〈x3, x0e−3〉 = 1. In-
duktiv erhalten wir eine Basis x1, x2, x3 ∈ F und y1, y2, y3 ∈ G von E = F ⊕G,
für die

N(xi) = N(yi) = 0 , 〈xi, xj〉 = 〈yi, yj〉 = 0 und 〈xi, yj〉 = δij (4.3)

gilt. Es folgt sofort x2
i = xi(x0xi) = (xix0)xi = 0 und analog y2

i = 0 für alle
i = 1, 2, 3. Aus

〈x1x2, x0〉 = 〈x2, x1x0〉 = −〈x2, x1x0〉 = 0 ,
〈x1x2, y0〉 = −〈x1, y0x2〉 = 0 ,
y0(x1x2) = (y0x1)x2 − x1(y0x2) + (x1y0)x2 = x1x2

folgt x1x2 ∈ G, und aus 〈x1x2, x1〉 = N(x1)〈x2, e〉 = 0 und 〈x1x2, x2〉 = 0
ergibt sich x1x2 = λy3 mit λ = 〈x1x2, x3〉 ∈ R. Da 〈x2x3, x1〉 = −〈x2, x1x3〉 =
〈x1x2, x3〉 gilt, folgt auch x2x3 = λy1 und entsprechend x3x1 = λy2 und
außerdem xjxi = −xixj .
Zur Berechnung der gemischten Produkte xiyj nutzen wir unter anderem aus,
dass xixj ∈ G und yiyj ∈ F gilt (für i = j ist x2

i = 0 ∈ G) und dass G und F
total isotrop sind. Es ergibt sich

〈xiyj , x`〉 = −〈yj , xix`〉 = 0 ,
〈xiyj , y`〉 = −〈xi, y`yj〉 = 0 ,
〈xiyj , x0〉 = −〈xi, x0yj〉 = 0 ,
〈xiyj , y0〉 = −〈xi, y0yj〉 = −〈xi, yj〉 = −δij

und damit xiyj = −δijx0 und yixj = −δijy0 für alle i, j, ` ∈ {1, 2, 3}.
Des Weiteren gilt λy3y1 = (x1x2)y1 = x1(x2y1) − (x1y1)x2 + x1(y1x2) =
0− (−x0)x2 + 0 = x2. Da aber auch y3y1 = µx2 mit einem µ ∈ R gilt, folgt,
dass λ eine Einheit in R ist und µ = λ−1 gilt.
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Ersetzen wir x3 durch λ−1x3 und y3 durch λy3, so erhalten wir eine Basis, die
alle Eigenschaften von zuvor und zusätzlich noch x1x2 = y3 und y1y2 = x3
(usw.) erfüllt. Innerhalb von E = F ⊕ G erhalten wir daher die Multiplika-
tionstabelle

x2
i = 0 , xixi+1 = yi+2 , xjxi = −xixj , xiyj = −δijx0 ,

y2
i = 0 , yiyi+1 = xi+2 , yjyi = −yiyj , yixj = −δijy0

(4.4)

für alle i, j ∈ {1, 2, 3}. Die Indizes i+ 1, i+ 2 sind dabei entsprechend modulo 3
auf 1, 2 oder 3 zu reduzieren.
Mit den beiden Multiplikationstafeln (4.2) und (4.4) und der Angabe der
Normen und inneren Produkte der Basiselemente in (4.1) und (4.3) haben wir
eine vollständige Beschreibung aller Strukturen der Maximalordnung

D = (Rx0 ⊕Ry0) ⊥ (F ⊕G)

gefunden. Sind zwei Maximalordnungen in (C,N) mit entsprechenden Basen
{xi, yi | i = 0, 1, 2, 3} und {x′i, y′i | i = 0, 1, 2, 3} gegeben, so definiert die
Zuordnung xi 7→ x′i und yi 7→ y′i offensichtlich einen bijektiven R-Modulhomo-
morphismus, der zudem die Multiplikation und die Norm respektiert.

4.4 Maximalordnungen über diskreten
Bewertungsringen

In diesem Abschnitt sei R ein diskreter Bewertungsring mit QuotientenkörperK
und Bewertung v : K× → Z.

4.4.1 Divisionsalgebren über vollständigen Körpern

Wir betrachten zunächst die nicht zerfallenden Kompositionsalgebren, also die
Kompositionsdivisionsalgebren, über vollständigen diskret bewerteten Körpern.

Sei K vollständig bezüglich v, und sei A eine Quaternionendivisionsalgebra
über K. Dann ist die eindeutige Maximalordnung in A der ganze Abschluss ∆
von R in D. Dieser stimmt nach Fortsetzung der Bewertung von K auf A mit
dem Bewertungsring in A überein.

Im Folgenden werden wir versuchen, diese Charakterisierung auf nicht zerfallen-
de Oktavenalgebren zu übertragen. Zu bemerken ist allerdings, dass über einem
vollständigen diskret bewerteten Körper, dessen Restklassenkörper endlich ist,
alle Oktavenalgebren zerfallen.

Über einem vollständigen diskreten Bewertungsring kann man die Ganzheit
eines Elementes x einer Kompositionsdivisionsalgebra bereits an seiner Norm
N(x) erkennen:
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Lemma 4.4.1. Sei R ein vollständiger diskreter Bewertungsring, und sei
(C,N) eine Kompositionsalgebra über K = Quot(R). Ist C eine Divisionsalge-
bra, so gilt für jedes x ∈ C mit N(x) ∈ R auch 〈x, e〉 ∈ R.

Beweis. Für x = λe gilt N(x) = λ2 und 〈x, e〉 = 2λ. Als Bewertungsring ist
R ganzabgeschlossen, sodass aus λ2 ∈ R bereits λ ∈ R folgt.
Für x /∈ Ke ist f = T 2 − 〈x, e〉T + N(x) das Minimalpolynom von x und
somit irreduzibel. Ist N(x) ∈ R, so folgt aus einem Korollar zum Henselschen
Lemma, dass auch der andere Koeffizient, also −〈x, e〉, in R liegt, siehe etwa
[Neu92, II (4.7) Korollar] oder [Ker07, Satz 12.2].

Satz 4.4.2. Sei R ein vollständiger diskreter Bewertungsring mit Quotien-
tenkörper K und Bewertung v : K× → Z. Sei (C,N) eine Kompositionsdivi-
sionsalgebra über K. Dann existiert eine eindeutige Exponentialbewertung w
auf C×, die v fortsetzt, nämlich

w : C× → 1
2Z, x 7→

1
2v(N(x)) .

Außerdem ist C vollständig bezüglich w.

Dabei sei in Analogie zum assoziativen Fall eine Exponentialbewertung auf
C× eine Abbildung w : C× → R, die w(xy) = w(x) + w(y) und w(x + y) ≥
min(w(x), w(y)) für alle x, y ∈ C× erfüllt. Auch hier wird zusätzlich w(0) =∞
definiert.

Ist dimC ≤ 4, so ist C ein (assoziativer) Körper oder Schiefkörper über K und
w ist die bekannte eindeutige Exponentialbewertung auf C, die v fortsetzt.

Beweis. Wir verfahren großteils analog zum assoziativen Fall, siehe etwa
[Ker07, Satz 12.4] für Schiefkörper.
Sei zunächst w : x 7→ 1

2v(N(x)) die angegebene Abbildung. Für λ ∈ K gilt
dann w(λe) = 1

2v(N(λe)) = 1
2v(λ2) = v(λ), also ist w eine Fortsetzung von v.

Aus der Multiplikativität der Norm und der entsprechenden Eigenschaft für v
folgt w(xy) = w(x) + w(y) für alle x, y ∈ C×.
Für jedes z ∈ C× mit w(z) ≥ 0 gilt N(z) ∈ R und nach dem obigen Lemma
ist dann auch 〈z, e〉 ∈ R. Damit ist N(z + e) = N(z) + 1 + 〈z, e〉 ∈ R und
somit gilt w(z + e) = 1

2v(N(z + e)) ≥ 0. Für x, y ∈ C× mit w(x) ≥ w(y) gilt
w(xy−1) ≥ 0 und somit auch w(xy−1 + e) ≥ 0. Es folgt

w(x+ y) = w(xy−1 + e) + w(y) ≥ w(y) = min(w(x), w(y)) .

Sei w′ : C× → R eine zweite Exponentialbewertung, die v fortsetzt. Es gilt für
λ ∈ K× somit w′(λe) = v(λ) = w(λe). Sei z ∈ C× mit w(z) = 0. Dann gilt
wiederum v(〈z, e〉) ≥ 0 und für w′ folgt

2w′(z) = w′(z2) = w′(〈z, e〉z −N(z)e) ≥ min(v(〈z, e〉) + w′(z), v(N(z)))
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und daher w′(z) ≥ v(〈z, e〉) ≥ 0 oder w′(z) ≥ 1
2v(N(z)) = 0. Außerdem ist

w(z−1) = −w(z) = 0, sodass sich auch −w′(z) = w′(z−1) ≥ 0 und damit
insgesamt w′(z) = 0 ergibt. Sei π ∈ R eine Uniformisierende mit v(π) = 1. Für
beliebiges x ∈ C× gilt dann w(π−2w(x)x2) = 0 und somit

2w′(x) = v(π2w(x)) + w′(π−2w(x)x2) = v(π2w(x)) + w(π−2w(x)x2) = 2w(x) .

Die Vollständigkeit von C bezüglich w folgt aus Lemma 4.4.3.

Lemma 4.4.3. Sei L ein Körper, der vollständig bezüglich einer Betragsbe-
wertung |·| : L→ R≥0 ist, und sei ‖·‖ : V → R≥0 eine Norm auf einem endlich-
dimensionalen L-Vektorraum V mit ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖ für alle λ ∈ L, x ∈ V .
Dann ist V ebenfalls vollständig.

Beweis. Siehe etwa [Ker07, Abschnitt 12.5]: Auch wenn der Beweis nur für
Schiefkörper D formuliert ist, nutzt er die Multiplikation auf D nicht aus und
ist allgemeiner für Vektorräume gültig.

Für assoziative Divisionsalgebren A (beliebiger Dimension n) erfolgt die Kon-
struktion der Fortsetzung w meist als w(x) = 1

nv(NA/K(x)) für x ∈ A× mit
Hilfe der Algebrennorm NA/K : A→ K,x 7→ det(`x), wobei `x : A→ A, z 7→ xz
die Linksmultiplikation mit x bezeichne.
Übernehmen wir diese Konstruktion auch für nichtassoziative Algebren, so
kann man analog zum assoziativen Fall (siehe etwa [Ker07, Lemma 12.3])
für eine Oktavendivisionsalgebra (C,N) nachrechnen, dass det(`x) = N(x)4

und damit auch hier w(x) = 1
8v(det(`x)) für alle x ∈ C× gilt. Aus der Mul-

tiplikativität der Kompositionsalgebrennorm N folgt außerdem, dass auch
die Zuordnung x 7→ det(`x) auf C multiplikativ ist. Dies wäre sonst nicht
unmittelbar offensichtlich, da im Allgemeinen `x`y = `xy + `yx − `y`x 6= `xy ist.

Sei (C,N) nun wieder eine Kompositionsdivisionsalgebra beliebiger Dimension.
Für die Fortsetzung w : C× → 1

2Z der Bewertung gilt

w(e) = 0 , w(−x) = w(x) , w(x−1) = −w(x) , w(x) = w(x)

für alle x ∈ C×. Die letzte Formel rechnet man dabei über das Inverse nach:
Es ist w(x) = w(N(x)x−1) = v(N(x)) + w(x−1) = 2w(x) − w(x) = w(x).
Außerdem gilt für die verschärfte Dreiecksungleichung auch hier

w(x+ y) = min(w(x), w(y)) für w(x) 6= w(y) ,

denn es ist w(y) = w((x+y)−x) ≥ min(w(x+y), w(x)); ist nun w(x) > w(y), so
muss w(y) ≥ w(x+ y) sein, zusammen mit w(x+ y) ≥ min(w(x), w(y)) = w(y)
ergibt sich die Behauptung.
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Lemma 4.4.4. Sei (C,N) eine Kompositionsdivisionsalgebra über dem voll-
ständigen diskret bewerteten Körper K = Quot(R), und sei w : C× → 1

2Z die
eindeutige Fortsetzung der Bewertung von K. Dann ist

∆ = {x ∈ C | w(x) ≥ 0}

eine R-Unteralgebra von C, die genau die ganzen Elemente von C über R
enthält. Es gilt K∆ = C. Außerdem besitzt ∆ genau ein maximales Ideal mw,
und für dieses und die Menge der Einheiten gilt:

mw = {x ∈ C | w(x) > 0} ,
∆× = {x ∈ C | w(x) = 0} .

Beweis. Da w(x) = 1
2v(N(x)) gilt und R der Bewertungsring von v : K× → Z

ist, enthält ∆ genau die Elemente x mit N(x) ∈ R. Nach Lemma 4.4.1 sind
das genau die ganzen Elemente von C.
Sei π ∈ K eine Uniformisierende mit v(π) = 1. Ist w(x) ≥ 0, so gilt x ∈ ∆.
Ist w(x) < 0, so sei z = π−2w(x)x. Dann gilt w(z) = −w(x) > 0 und somit ist
x = π2w(x) · z ∈ K∆.
Die anderen Aussagen folgen direkt aus den definierenden Eigenschaften einer
Exponentialbewertung.

Sei m das maximale Ideal im Bewertungsring R und k = R/m der Restklas-
senkörper. Dann ist ∆/mw eine nicht notwendig assoziative k-Algebra; die
Verknüpfungen der Restklassen seien dabei durch die ihrer Vertreter in ∆ und
R induziert. Dass Addition und Skalarmultiplikation wohldefiniert sind, folgt
daraus, dass mw ein R-Untermodul des R-Moduls ∆ ist und dass m∆ ⊆ mw gilt;
die Wohldefiniertheit der Multiplikation folgt daraus, dass mw ein zweiseitiges
Ideal ist.
Wie im assoziativen Fall heiße f = dimk ∆/mw der Trägheitsgrad von C über K
bzw. von w über v.

Lemma 4.4.5. Sei (C,N) eine Kompositionsdivisionsalgebra über dem voll-
ständigen diskret bewerteten Körper K = Quot(R). Dann gilt f ≤ dimK C für
den Trägheitsgrad f von C.

Beweis. Sei n = dimK C. Dann sind je n+ 1 Elemente x1, . . . , xn+1 ∈ ∆ über
K linear abhängig und es gibt eine nichttriviale Linearkombination

∑
λixi = 0

mit λi ∈ K. Wähle ein j ∈ {1, . . . , n+ 1} so, dass v(λj) minimal ist. Dann gilt
λ−1
j λj = 1 und (λ−1

j λi) ∈ R, sodass
∑

((λ−1
j λi)+m)(xi+mw) eine nichttriviale

Darstellung der 0 in ∆/mw ist. Folglich sind je n+ 1 Elemente in ∆/mw linear
abhängig über k und es gilt f = dimk ∆/mw ≤ n.

Für die eindeutige Fortsetzung w : C× → 1
2Z der Bewertung von K gilt

w(C×) = 1
eZ mit e = 1 oder e = 2. Mit Hilfe dieses Verzweigungsinde-

xes e können wir w zu einer diskreten Bewertung v′ : C× → Z, x 7→ e · w(x)
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mit v′(C×) = Z normieren. Für diese gilt dann v′(λeC) = e · v(λ) für λ ∈ K×
(dabei bezeichne eC das Einselement in C). Ein jedes Element πw ∈ C mit
w(πw) = 1

e bzw. v′(πw) = 1 heißt dann Uniformisierende oder Primelement
bezüglich w. Sei πw ∈ C eine solche Uniformisierende. Dann existieren zu
jedem x ∈ K× eine Einheit u ∈ ∆× und ein n ∈ Z mit x = uπnw, nämlich
u = xπ−nw und n = ew(x) = v′(x).

Satz 4.4.6. Sei (C,N) eine Kompositionsdivisionsalgebra über dem vollstän-
digen diskret bewerteten Körper K = Quot(R). Dann ist ∆ die eindeutige
Maximalordnung in (C,N).

Beweis. Ist e = 1, so gilt mw = m∆ und ∆/mw = ∆/m∆ = k ⊗∆. Insbeson-
dere ist ∆/m∆ endlich erzeugt als R/m-Modul. Da (R,m) ein (kommutativer)
lokaler Ring ist, folgt aus Nakayamas Lemma, dass auch ∆ über R endlich
erzeugt ist. Damit ist ∆ eine Ordnung in C, die zudem alle ganzen Elemente
enthält.
Ist e = 2, so sei πw ∈ C eine Uniformisierende mit w(πw) = 1

2 . Dann ist
K[πw] = KeC ⊕ Kπw ⊆ C eine Körpererweiterung von K von Grad 2 mit
diskreter Bewertung v′ := 2w. Für λ, µ ∈ K gilt w(λeC) = v(λ) ∈ Z und
w(µπw) = v(µ) + 1

2 /∈ Z und somit w(λeC + µπw) = min(v(λ), v(µ) + 1
2). Für

x = λeC + µπw gilt daher genau dann v′(x) = 2w(x) ≥ 0, wenn v(λ) ≥ 0 und
v(µ) ≥ 0 sind. Also ist R[πw] = ReC ⊕ Rπw der Bewertungsring von K[πw]
bezüglich v′. Sein maximales Ideal ist m′ = R[πw]πw = meC + Rπw. Nach
Lemma 3.4.4 ist C ein K[πw]-Linksvektorraum; ebenso ist ∆ offensichtlich ein
R[πw]-Linksmodul. Da m′ ⊆ mw gilt, ist ∆/mw ein R[πw]/m′-Linksvektorraum
von Dimension dimR[πw]/m′ ∆/mw ≤ f ≤ dimK C. Da für die maximalen Ideale
sogar m′∆ = mw gilt, folgt aus Nakayamas Lemma, dass ∆ ein endlich erzeugter
R[πw]-Linksmodul ist. Offensichtlich ist R[πw] ein freier R-Modul von Rang 2,
sodass insgesamt ∆ auch als R-Modul endlich erzeugt ist.

Ist e = 1, so ergibt Nakayamas Lemma, dass f Erzeugende für ∆ über R
ausreichen. Andererseits enthält ∆ eine Basis von C über K, also mindestens
n = dimK C linear unabhängige Elemente, sodass n = ef folgt. Auch für e = 2
gilt n = ef ; der Beweis für assoziative Algebren (siehe etwa [Ker07, Abschnitte
12.11 und 12.12]) lässt sich direkt auf Kompositionsalgebren übertragen.

Korollar 4.4.7. Sei (C,N) eine Kompositionsdivisionsalgebra über dem voll-
ständigen diskret bewerteten Körper K = Quot(R). Dann ist (∆, N) eine
Kompositionsalgebra über R.

Beweis. Lemma 4.3.1 besagt, dass jede Ordnung über einem Hauptidealring
eine Kompositionsalgebra ist.

Da w(x) = w(x) für alle x ∈ C gilt, sind ∆ und mw abgeschlossen unter Konju-
gation, und diese induziert eine wohldefinierte Standard-Involution auf ∆/mw

über k, nämlich ∆/mw → ∆/mw, x+mw 7→ x+mw. Daher induzieren auch die
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Norm N und ihre zugehörige Bilinearform eine wohldefinierte multiplikative
quadratische Form N : ∆/mw → k, x + mw 7→ N(x) + m mit Bilinearform
〈x+ mw, y + mw〉 = 〈x, y〉+ m auf der Restklassenalgebra ∆/mw.

Satz 4.4.8. Sei R ein vollständiger diskreter Bewertungsring, und sei (C,N)
eine Kompositionsdivisionsalgebra über K = Quot(R). Ist 2 ∈ R× eine Einheit,
so ist (∆/mw, N) eine Kompositionsalgebra über dem Restklassenkörper k =
R/m.

Beweis. Nach den vorherigen Überlegungen ist nur noch zu zeigen, dass N
auf ∆/mw nichtausgeartet ist. Es ist 2 genau dann in R invertierbar, wenn
v(2) = 0 gilt. Sei x ∈ ∆ so, dass 〈x+mw, y+mw〉 = 0 ∈ R/m für alle y ∈ ∆ gilt.
Letzteres ist äquivalent zu 〈x, y〉 ∈ m und damit zu v(〈x, y〉) > 0 für alle y ∈ ∆.
Insbesondere ist dann auch 0 < v(〈x, x〉) = v(2N(x)) = v(2) + v(N(x)) =
0 + 2w(x), also ist x ∈ mw und damit x+ mw = 0.

4.4.2 Zerfallende Algebren (über vollständigen Körpern)

Sei K vollständig bezüglich v, und sei A = M2(K) die zerfallende Quaternio-
nenalgebra. Dann sind die Maximalordnungen in A genau die R-Unteralgebren
uM2(R)u−1 für u ∈ A× = GL2(K). Offensichtlich sind je zwei dieser Maximal-
ordnungen isomorph. Es gilt in kanonischer Weise uM2(R)u−1 = EndR(uR2),
und die unterschiedlichen Maximalordnungen entsprechen den Einbettungen
des Gitters R2 in K2 mit (0, 0) 7→ (0, 0).

Auch in Oktavenalgebren sind die Maximalordnungen im Allgemeinen nicht
eindeutig bestimmt, aber auch in Dimension 8 gilt Folgendes:

Satz 4.4.9. Sei R ein diskreter Bewertungsring und sei (C,N) die zerfallende
Oktavenalgebra über K = Quot(R). Dann sind alle Maximalordnungen in
(C,N) isomorph.

Beweis. Dies gilt bereits allgemeiner für zerfallende Oktavenalgebren über
beliebigen Hauptidealringen, siehe Satz 4.3.3 (oder [vBS59, (3.4)]).

4.4.3 Algebren über beliebigen diskret bewerteten Körpern

Sei R nun wieder ein beliebiger diskreter Bewertungsring mit Quotientenkör-
perK, und seien R̂ bzw. K̂ ihre Vervollständigungen. Dann ist R̂ ein treuflacher
R-Modul und es gilt R̂ ∩K = R.

Ist M ein endlich erzeugter R-Modul, so ist die Abbildung M → M̂ = R̂⊗RM
injektiv. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, dann definiert die
Zuordnung L 7→ L̂ eine inklusionserhaltende Bijektion mit Umkehrabbildung
L′ 7→ L′ ∩ V zwischen den R-Gittern in V und den R̂-Gittern in seiner
Vervollständigung V̂ = K̂ ⊗K V .
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Ist (C,N) eine Kompositionsalgebra über K, so ist (Ĉ = K̂ ⊗ C, N̂ = NK̂)
eine Kompositionsalgebra über K̂. Die obige Bijektion der Gitter überführt
auch Ordnungen bzw. Maximalordnungen ineinander:

Lemma 4.4.10. Sei (C,N) eine Kompositionsalgebra über einem diskret
bewerteten Körper K = Quot(R), und seien (Ĉ, N̂), K̂ und R̂ ihre Vervoll-
ständigungen. Dann existiert eine inklusionserhaltende Bijektion zwischen den
R-Ordnungen in C und den R̂-Ordnungen in Ĉ. Insbesondere entsprechen die
Maximalordnungen in C und in Ĉ einander.

Beweis. Sei L ein R-Gitter in C. Da L̂ = R̂ ⊗ L und L̂ ∩ C = L gilt, ist
offensichtlich, dass L genau dann multiplikativ abgeschlossen ist, wenn L̂ es
ist, und dass e ∈ L genau dann gilt, wenn e ∈ L̂ ist.
Sind alle Elemente aus L ganz, so gilt N̂(L̂) ⊆ R̂ ⊗N(L) ⊆ R̂ und 〈L̂, e〉 ⊆
R̂〈L, e〉 ⊆ R̂. Folglich sind auch alle Elemente aus L̂ ganz. Sind umgekehrt alle
Elemente aus L̂ ganz, so gilt N(x), 〈x, e〉 ∈ R̂ ∩K = R für jedes x ∈ L.

Korollar 4.4.11. Sei (C,N) eine Kompositionsdivisionsalgebra über einem
diskret bewerteten Körper K = Quot(R), für die auch (Ĉ, N̂) eine Komposi-
tionsdivisionsalgebra über K̂ ist, und sei w : Ĉ× → Z die eindeutige Fortsetzung
der Bewertung von K bzw. K̂. Dann ist ∆K = {x ∈ C | w(x) ≥ 0} die einzige
Maximalordnung in (C,N).

4.5 Maximalordnungen über Z und über
Krullringen

Über den ganzen Zahlen Z gibt es – wie etwa für quadratische Formen – auch
für Maximalordnungen in nichtausgearteten quadratischen Räumen ein Lokal-
Global-Prinzip. Es lässt sich vollständig lokal überprüfen, wann ein Gitter eine
Maximalordnung ist:

Zu einer Primzahl p ∈ Z bezeichne Zp den Ring der ganzen p-adischen Zahlen
und Qp den Körper aller p-adischen Zahlen.

Satz 4.5.1 ([vBS59, (4.1)]). Sei (C,N) eine Oktavenalgebra über den ratio-
nalen Zahlen Q. Dann ist ein Gitter B in (C,N) genau dann eine Maxi-
malordnung, wenn für jede Primzahl p ∈ Z das Gitter Bp = B ⊗ Zp eine
Maximalordnung in der Kompositionsalgebra Cp = C ⊗Qp über Zp ist.

Dieses Lokal-Global-Prinzip gilt auch allgemeiner über beliebigen Zahlkörpern,
über ganzabgeschlossenen noetherschen Ringen und mit gewissen Einschrän-
kungen noch allgemeiner über beliebigen Krullringen, wie wir im folgenden
Abschnitt zeigen wollen.
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4.5.1 Lokalisieren von Maximalordnungen

Zuerst untersuchen wir das Verhalten von Maximalordnungen oder allgemeiner
von Gittern eines nichtausgearteten quadratischen Raumes beim Lokalisieren.
Sei in diesem AbschnittR ein Integritätsbereich,K = Quot(K) sein Quotienten-
körper und (V, q) ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit nichtausgearteter
quadratischer Form über K.

Lemma 4.5.2. Sei S ⊂ R eine multiplikative Menge. Dann ist für jedes R-
Gitter L in (V, q) auch die Lokalisierung S−1L = S−1R⊗R L ein S−1R-Gitter
in (V, q) und es gelten

S−1(L#) ⊆ (S−1L)# und S−1(L(#)) ⊆ (S−1L)(#) .

Ist L endlich erzeugt, so gilt jeweils Gleichheit:

S−1(L#) = (S−1L)# und S−1(L(#)) = (S−1L)(#) .

Beweis. Als Gitter ist der R-Modul L in einem endlich erzeugten R-ModulM
enthalten. Offensichtlich sind S−1L und S−1M dann S−1R-Moduln und S−1M
ist endlich erzeugt. Außerdem gilt mit KL = V auch K(S−1L) = V . Daher ist
S−1L ein S−1R-Gitter in V .
Sei x ∈ L#, s ∈ S. Für alle y ∈ L, t ∈ S gilt dann 〈s−1x, t−1y〉 = (ts)−1〈x, y〉 ∈
S−1R und somit s−1x ∈ (S−1L)#.
Sei x ∈ L(#), s ∈ S. Dann gilt q(s−1x) = s−2q(x) ∈ S−1R und also s−1x ∈
(S−1L)(#).
Sei nun L endlich erzeugt. Sei z ∈ (S−1L)#. Dann gilt insbesondere für die
endlich vielen Erzeugenden x1, . . . , xm von L über R, dass 〈z, xi〉 ∈ S−1R
ist. Sei t das Produkt der Nenner dieser Werte, setze z′ = tz. Dann gilt
〈z′, xi〉 = t〈z, xi〉 ∈ R, also z′ ∈ L# und damit z = t−1z′ ∈ S−1(L#).
Sei z ∈ (S−1L)(#). Nach dem Vorhergehenden existieren gewisse z′ ∈ L#, t ∈ S
mit z = t−1z′. Außerdem gilt q(z′) = t2q(z) ∈ S−1R. Ist s ∈ S dessen Nenner,
so setze z′′ = sz′. Dann gilt auch z′′ ∈ L# und q(z′′) = s2q(z′) ∈ R, also
z′′ ∈ L(#) und somit z = (st)−1z′′ ∈ S−1(L(#)).

Die Aussage für das duale Gitter erhält man im endlich erzeugten Fall auch
über die kanonische Isomorphie L# = HomR(L,R) und die Lokalisierung von
HomR zu HomS−1R.
Dieses Lemma rechtfertigt für endlich erzeugte Gitter die Notationen

S−1L# und S−1L(#)

für S−1(L#) = (S−1L)# beziehungsweise für S−1(L(#)) = (S−1L)(#). Für
Primideale p ⊂ R können wir entsprechend L#

p und L(#)
p schreiben.

Lemma 4.5.3. Sei L ein ganzes R-Gitter in (V, q). Ist für jedes maximale
Ideal m ⊂ R das lokalisierte Gitter Lm maximal, so ist auch L maximal.



4.5. Maximalordnungen über Z und über Krullringen 93

Beweis. Seien alle Rm-Gitter Lm maximal. Ist M ⊇ L ein ebenfalls ganzes
R-Gitter, so ist für jedes maximale Ideal m ⊂ R auch Mm ein ganzes Rm-Gitter
mit Mm ⊇ Lm. Aus der Maximalität von Lm folgt Mm = Lm für jedes m und
damit M = L (nach Lemma A.3.3).

Wenden wir die Aussage statt auf R auf eine Lokalisierung Rp in einem
beliebigen Primideal an, so erhalten wir: Ist Lm für jedes maximale Ideal m von
R ein maximales Gitter, so ist auch Lp für jedes Primideal p von R maximal.

Ist ein maximales Gitter endlich erzeugt, so können wir auch die Umkehrung
beweisen:

Lemma 4.5.4. Sei L ein endlich erzeugtes, maximales R-Gitter in (V, q),
dann ist auch S−1L ein maximales S−1R-Gitter für jede multiplikative Menge
S ⊂ R. Insbesondere ist dann für jedes Primideal p ⊂ R auch Lp ein maximales
Gitter über Rp.

Beweis. Ist L ein ganzes R-Gitter, so ist offensichtlich auch S−1L ein ganzes
S−1R-Gitter. Ist L maximal, so gilt L = L(#) und damit S−1L = S−1(L(#)).
Da L endlich erzeugt ist, folgt aus dem obigen Lemma weiter S−1L = S−1L(#).
Damit ist S−1L ein maximales S−1R-Gitter.

Zusammen ergeben die beiden Lemmata ein hinreichendes und notwendiges
Kriterium, wann ein endlich erzeugtes Gitter maximal ist – es sei aber nicht
gesagt, dass jedes maximale Gitter endlich erzeugt sein muss:

Korollar 4.5.5. Sei L ein endlich erzeugtes, ganzes Gitter in (V, q). Dann ist
L genau dann maximal, wenn für jedes maximale Ideal m ⊂ R das lokalisierte
Gitter Lm ein maximales Rm-Gitter ist.

Über noetherschen Ringen ist jedes Gitter endlich erzeugt. Wir können daher
stets in den maximalen Idealen testen, ob ein ganzes Gitter maximal ist:

Korollar 4.5.6. Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist ein ganzes R-Gitter L
in (V, q) genau dann maximal, wenn für jedes maximale Ideal m ⊂ R das
lokalisierte Gitter Lm ein maximales Rm-Gitter ist.

4.5.2 Ganze Gitter über Krullringen

Zur Definition von Krullringen sei hier aus Bourbakis Kommutativer Algebra
die äquivalente Beschreibung aus Theorem 4 ([Bou72, VII, § 1.6]) angegeben.
Bourbakis eigentliche Definition ([Bou72, VII, § 1.3]) gibt eine allgemeinere
Charakterisierung über von den Primidealen unabhängige diskrete Bewertun-
gen; diese liefert natürlich dieselben Krullringe. Eine kurze Zusammenfassung
findet sich im Anhang, Abschnitt A.9.
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Definition. Sei R ein Integritätsbereich und P die Menge seiner Primideale
von Höhe 1. Dann ist R genau dann ein Krullring, wenn gilt:

1. Für jedes p ∈ P ist Rp ein diskreter Bewertungsring.
2. Es ist R der Durchschnitt dieser Bewertungsringe: R =

⋂
p∈P Rp.

3. Jedes x ∈ R, x 6= 0 ist nur in endlich vielen p ∈ P enthalten.

Beispiele für Krullringe sind offensichtlich jeder diskrete Bewertungsring, aber
auch jeder Hauptidealring. Außerdem sind für jeden Krullring R auch der
Polynomring R[X] und der Ring R[[X]] der formalen Potenzreihen Krullringe.

Nicht jeder Krullring ist noethersch. Umgekehrt lässt sich für einen noether-
schen Ring sehr einfach überprüfen, wann er ein Krullring ist:

Lemma 4.5.7 ([Bou72, VII, § 1.3, Corollary]). Ein noetherscher Ring ist
genau dann ein Krullring, wenn er ganzabgeschlossen ist.

Damit gelten die folgenden Aussagen über Krullringen insbesondere auch über
allen ganzabgeschlossenen noetherschen Ringen.

Über einem Krullring lässt sich lokal testen, ob ein Gitter ganz ist. Sei da-
zu auch hier wieder (V, q) ein endlich-dimensionaler Vektorraum über dem
Quotientenkörper K = Quot(R) mit nichtausgearteter quadratischer Form.

Lemma 4.5.8. Sei R ein Krullring. Dann ist ein Gitter L in (V, q) genau
dann ganz über R, wenn für jedes Primideal p ⊂ R von Höhe 1 das lokalisierte
Gitter Lp über Rp ganz ist.
Es gilt auch, dass L genau dann ganz ist, wenn für jedes maximale Ideal m ⊂ R
das Rm-Gitter Lm ganz ist.

Beweis. Ist L ganz, so ist auch jede Lokalisierung ganz. Ist umgekehrt jede
Lokalisierung in den Primidealen von Höhe 1 ganz, so gilt für jedes Element
x ∈ L auch x ∈ Lp für jedes Primideal p von Höhe 1 und damit auch

q(x) ∈
⋂
p⊂R

ht p=1

Rp = R .

Es liege r im Durchschnitt der Lokalisierungen Rm aller maximalen Ideale m
von R. Sei p ein Primideal von Höhe 1, dann existiert ein maximales Ideal m′
mit p ⊆ m′. Folglich gilt r ∈ Rm′ ⊆ Rp. Da dies für jedes p gilt, folgt⋂

m⊂R
max.

Rm ⊆
⋂
p⊂R

ht p=1

Rp = R .

Die zweite Aussage folgt damit aus der ersten.



4.5. Maximalordnungen über Z und über Krullringen 95

Sei vorerst R wieder ein beliebiger Integritätsbereich.
Für einen R-Modul M bezeichne wie üblich M∗ = HomR(M,R) den dualen
Modul (bzw. den Dualraum). Es existiert stets eine kanonische Einbettung des
Moduls in seinen Doppeldualraum:

M −→M∗∗ = HomR(M∗, R)
x 7−→ (ϕ 7→ ϕ(x)) .

Daher identifizieren wir fortan M mit seinem Bild in M∗∗, also M ⊆ M∗∗.
Ist V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über einem Körper, so ist dieser
Morphismus eine kanonische Isomorphie V = V ∗∗. Für endlich erzeugte freie
Moduln über Ringen gilt dies ebenso, im Allgemeinen ist dies jedoch nicht der
Fall.

Definition. Ein R-Modul M heißt reflexiv, wenn er mit seinem Doppeldual
übereinstimmt, also wenn M = M∗∗ gilt.

Ist L ein ganzes R-Gitter in einem nichtausgearteten quadratischen Raum
(V, q) über K = Quot(R), so ergibt die zugehörige Bilinearform nicht nur eine
Einbettung von L in L∗, sondern auch eine kanonische Isomorphie zwischen
dualem Gitter und dualem Modul:

L# ∼=−−→ L∗ = HomR(L,R)
x 7−→ (y 7→ 〈x, y〉) .

Es gilt also L# = L∗ und auch L## = L∗∗. Letzteres erhalten wir genauso,
wenn wir L## als Teilmenge von V ∗∗ mittels der kanonischen Einbettung
V → V ∗∗ auffassen.

Hauptsatz 4.5.9 ([Bou72, VII, § 4.2, Thm. 1]). Sei R ein noetherscher ganz-
abgeschlossener Ring und L ein R-Gitter in (V, q). Dann gilt

L# =
⋂
p⊂R

ht p=1

L#
p .

Korollar 4.5.10 ([Bou72, VII, § 4.2, Corollary]). Unter den Voraussetzungen
des Hauptsatzes gilt:

L## =
⋂
p⊂R

ht p=1

Lp .

Die erste Gleichheit können wir auch auf die Teilmengen der ganzen Elemente
der dualen Gitter übernehmen:

Lemma 4.5.11. Unter den Voraussetzungen des Hauptsatzes gilt:

L(#) =
⋂
p⊂R

ht p=1

L
(#)
p .
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Beweis. Sei P die Menge der Primideale in R von Höhe 1. Sei x ∈
⋂

p∈P L
(#)
p .

Dann liegt x auch in
⋂

p∈P L
#
p = L#. Außerdem gilt q(x) ∈

⋂
p∈P Rp = R und

damit x ∈ L(#). Die Umkehrung ist klar.

Die beiden Gitter-Identitäten L ⊆ L## und L# = L### könnten wir auch
mit Hilfe der Identifikationen der verschiedenen Dualisierungen zeigen.

Nach den obigen Bemerkungen ist ein Gitter L genau dann reflexiv, wenn es
mit seinem Doppeldual übereinstimmt, also wenn L = L## gilt. Insbesondere
ist das duale Gitter stets reflexiv.

Für ein reflexives Gitter lässt sich die Maximalität über gewissen Ringen lokal
prüfen und jedes maximale Gitter ist reflexiv:

Lemma 4.5.12. Ein Gitter L über einem noetherschen ganzabgeschlossenen
Ring R ist genau dann maximal, wenn es reflexiv ist und wenn für jedes
Primideal p ⊂ R von Höhe 1 das lokalisierte Rp-Gitter Lp maximal ist.

Beweis. Ist L reflexiv und jedes Lp maximal, so gilt L## = L und L(#)
p = Lp

und damit
L(#) =

⋂
p⊂R

ht p=1

L
(#)
p =

⋂
p⊂R

ht p=1

Lp = L## = L .

Ist umgekehrt L ein maximales Gitter, so gilt L = L(#). Da dann auch alle
Lokalisierungen maximal sind (Lemma 4.5.4), folgt wiederum L(#) = L##.
Zusammen ergibt dies die Reflexivität: L = L##.

4.5.3 Maximalordnungen über Krullringen

Satz 4.5.13. Sei (C,N) eine Kompositionsalgebra über dem Quotientenkör-
per K = Quot(R) eines noetherschen Integritätsbereiches R. Dann gilt:

1. Sei B eine Maximalordnung in (C,N) über R. Dann ist für jedes Prim-
ideal q ⊂ R das lokalisierte Gitter Bq eine Maximalordnung über Rq.

2. Eine R-Ordnung B ist genau dann eine Maximalordnung in (C,N),
wenn für jedes maximale Ideal m ⊂ R das lokalisierte Gitter Bm eine
Maximalordnung über Rm ist.

3. Sei R zusätzlich ganzabgeschlossen. Dann ist ein R-Gitter B genau dann
eine Maximalordnung in (C,N), wenn B als Modul reflexiv ist und wenn
für jedes Primideal p ⊂ R von Höhe 1 das lokalisierte Gitter Bp eine
Maximalordnung über Rp ist.

Beweis. Ist B eine Ordnung, so ist offensichtlich auch Bq für jedes Primideal
q ⊂ R eine Ordnung über Rq. Nach Satz 4.2.8 ist eine Ordnung genau dann
eine Maximalordnung, wenn sie als Gitter maximal ist.
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Damit folgen der erste und der zweite Teil aus Lemma 4.5.4 bzw. aus Korol-
lar 4.5.6.
Ist B eine Maximalordnung über einem ganzabgeschlossenen noetherschen
Ring, so folgt aus dem letzten Lemma, dass B reflexiv ist und auch alle
Lokalisierungen maximale Gitter und damit Maximalordnungen sind.
Sind umgekehrt die Lokalisierungen in den Primidealen von Höhe 1 Maxi-
malordnungen und ist B reflexiv, so ist B ein maximales Gitter. Nach Lem-
ma 4.2.10 ist ein maximales Gitter genau dann eine Maximalordnung, wenn
e ∈ B und 〈xy, z〉 ∈ R für alle x, y, z ∈ B gilt. Der zweite Teil folgt hier
für alle x, y, z ∈ B daraus, dass Entsprechendes für alle Bp gilt und dass R
der Durchschnitt seiner Lokalisierungen Rp ist. Außerdem ist die Eins in B
enthalten: e ∈

⋂
p∈P Bp = B## = B.

Wenden wir auf die letzte Charakterisierung noch die Bijektion von Maximalord-
nungen über diskreten Bewertungsringen und über ihren Vervollständigungen
an, so erhalten wir:

Satz 4.5.14. Sei (C,N) eine Kompositionsalgebra über dem Quotientenkör-
per K = Quot(R) eines ganzabgeschlossenen noetherschen Integritätsberei-
ches R.
Dann ist ein R-Gitter B genau dann eine Maximalordnung in (C,N), wenn
B reflexiv ist und wenn für jedes Primideal p ⊂ R von Höhe 1 das Gitter
B̂p = R̂p ⊗R B eine Maximalordnung über R̂p in der Kompositionsalgebra
(Ĉp = K̂p ⊗K C, N̂p) über K̂p ist.

Dabei bezeichnen R̂p und K̂p die Vervollständigungen von R bzw. K bezüglich
der durch p gegebenen diskreten Bewertung.

Beweis. Es gilt B̂p = R̂p ⊗R B = R̂p ⊗Rp Bp und wir können B̂p als Ver-
vollständigung des lokalisierten Rp-Gitters Bp betrachten. Damit folgt die
Behauptung aus dem vorhergehenden Satz und aus Lemma 4.4.10.

Über beliebigen Krullringen erhalten wir zumindest ein hinreichendes Kriteri-
um:

Lemma 4.5.15. Sei (C,N) eine Kompositionsalgebra über dem Quotienten-
körper K = Quot(R) eines Krullringes R und sei B ein Gitter in (C,N).
Ist B reflexiv und ist für jedes Primideal p ⊂ R von Höhe 1 das lokalisierte
Gitter Bp eine Maximalordnung über Rp, so ist B eine Maximalordnung über R.

Beweis. Ist R ein beliebiger Krullring, so muss ein Gitter L nicht endlich
erzeugt sein und es ist nicht klar, ob das duale Gitter einer Lokalisierung
gleich der Lokalisierung des dualen Gitters ist. Für die Schnitte dieser beiden
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Varianten gelten zumindest die folgenden Identitäten:

L# =
⋂
p⊂R

ht p=1

(
L#
)
p

=
⋂
p⊂R

ht p=1

(Lp)# , L## ⊇
⋂
p⊂R

ht p=1

Lp ,

L(#) =
⋂
p⊂R

ht p=1

(
L(#)

)
p

=
⋂
p⊂R

ht p=1

(Lp)(#) .

Die Gleichung für L# folgt wie bei Bourbaki für ganzabgeschlossene noethersche
Ringe: Zum einen ist L# ⊆ (L#)p ⊆ (Lp)# für jedes Primideal p ⊂ R von
Höhe 1. Sei umgekehrt z ∈

⋂
p∈P (Lp)#. Dann gilt für jedes x ∈ L auch x ∈ Lp

(für jedes p) und damit 〈x, z〉 ∈
⋂

p∈P Rp = R. Es folgt z ∈ L# und somit
die erste Identität. Die Gleichung für L(#) folgt wie zuvor aus der ersten
Gleichung und der Gleichheit

⋂
p∈P Rp = R. Anwenden der ersten Gleichung

auf das Gitter L# ergibt zusammen mit der Inklusion (L#)p ⊆ (Lp)# die noch
fehlende Identität:

L## =
⋂
p⊂R

ht p=1

((L#)p)# ⊇
⋂
p⊂R

ht p=1

(Lp)## =
⋂
p⊂R

ht p=1

Lp ;

die letzte Umformung, d. h. L##
p = Lp, gilt, da Lp als Gitter über einem

diskreten Bewertungsring endlich erzeugt und frei ist.
Sind alle lokalisierten Gitter Lp maximal und ist L reflexiv, so ist zum einen L
ganz nach Lemma 4.5.8 und zum anderen gilt

L(#) =
⋂
p⊂R

ht p=1

(Lp)(#) =
⋂
p⊂R

ht p=1

Lp ⊆ L## = L .

Folglich ist L ein maximales Gitter. Die Übertragung der multiplikativen
Abgeschlossenheit und das Enthaltensein der Eins folgen wie zuvor.

4.5.4 Lokale Konstruktion reflexiver Gitter über Krullringen

Für die Betrachtung von Garben von Maximalordnungen und ihrer lokalen
Natur im nächsten Kapitel benötigen wir zunächst noch die beiden folgenden
Aussagen über die Konstruktion reflexiver Moduln über ganzabgeschlossenen
noetherschen Ringen, die wir hier ohne Beweis zitieren wollen:

Hauptsatz 4.5.16 ([Bou72, VII, § 4.3, Thm. 3]). Sei R ein noetherscher
ganzabgeschlossener Integritätsbereich und sei P die Menge seiner Primideale
von Höhe 1. Sei L ein R-Gitter in einem endlich-dimensionalen Vektorraum V .

1. Sei M ein zweites R-Gitter in V . Für alle bis auf höchstens endlich viele
Primideale p ∈ P gilt dann Mp = Lp.
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2. Für jedes Primideal p ∈ P sei ein Rp-Gitter N(p) in V gegeben, wobei
N(p) = Lp für alle bis auf höchstens endlich viele p gelte. Dann ist

N =
⋂
p∈P

N(p)

ein reflexives R-Gitter in V , und es ist das einzige reflexive Gitter N ′,
für das N ′p = N(p) für alle p ∈ P gilt.

Lemma 4.5.17 ([Bou72, VII, § 4.3, Lemma 1]). Sei R ein ganzabgeschlossener
noetherscher Ring R mit Quotientenkörper K. Seien p und q zwei Primideale
in R so, dass (0) das einzige Primideal ist, welches im Durchschnitt p ∩ q
enthalten ist. Dann gilt (Mp)q = K ⊗R M für jeden torsionsfreien endlich
erzeugten R-Modul M .





Kapitel 5

Garben von Oktavenalgebren
und von Maximalordnungen

In diesem Kapitel wollen wir untersuchen, inwieweit sich das Konzept von
Garben von Azumaya-Algebren oder allgemeiner von Maximalordnungen auf
Kompositionsalgebren übertragen lässt. Da Kompositionsalgebren von konstan-
tem Rang 1 oder 2 kommutativ sind und da (reguläre) Quaternionenalgebren
ein Spezialfall von Azumaya-Algebren sind, werden wir uns auf die Oktaven-
algebren von Rang 8 beschränken.

Da die Oktavenalgebren tatsächlich nicht assoziativ sind, werden auch die
betrachteten Garben von Oktavenalgebren oder Maximalordnungen nichtas-
soziativ sein. Entsprechend werden wir die Sprechweise von nicht notwendig
assoziativen Algebren zu nichtassoziativen Algebren verkürzen.

5.1 Garben von Oktavenalgebren

Sei (X,OX) ein Schema. Eine Garbe von nichtassoziativen OX-Algebren sei
ein OX -Modul F zusammen mit einem Garbenmorphismus µ : F ×F → F so,
dass (F(U), µ(U)) eine nichtassoziative OX(U)-Algebra für jede offene Menge
U ⊆ X ist.
Ist F eine solche Garbe nichtassoziativer OX -Algebren mit Multiplikation µ,
so sind für jeden Punkt x ∈ X der Halm Fx über dem lokalen Ring OX,x und
die Quotientenalgebra F(x) := k(x) ⊗OX,x Fx über dem Restklassenkörper
k(x) = OX,x/mx ebenfalls nichtassoziative Algebren mit Multiplikation µx.

Definition. Eine Garbe von Oktavenalgebren auf einem lokal-noetherschen
Schema (X,OX) ist eine Garbe C nichtassoziativer OX -Algebren, die als OX -
Modul kohärent ist, zusammen mit einem Garbenmorphismus N : C → OX
derart, dass in jedem abgeschlossenen Punkt x ∈ X der Halm Cx eine Okta-
venalgebra mit Norm Nx über dem lokalen Ring OX,x ist.
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Lemma 5.1.1. Sei (C, N) eine Garbe von Oktavenalgebren auf einem lokal-
noetherschen Schema (X,OX). Dann ist C als OX-Modul lokalfrei und von
Rang 8. Außerdem ist (Cx, Nx) für jeden Punkt x ∈ X eine Oktavenalgebra
über dem lokalen Ring OX,x.

Beweis. Sei x ∈ X ein beliebiger Punkt. Dann enthält sein topologischer
Abschluss wenigstens einen abgeschlossenen Punkt z. Für diesen ist OX,x eine
flache OX,z-Algebra, sodass mit Cz über OX,z auch Cx = OX,x ⊗OX,z Cz eine
Oktavenalgebra über OX,x ist. Insbesondere ist für jedes x ∈ X der Halm Cx
als projektiver Modul über einem lokalen Ring frei und von Rang 8. Damit ist
C lokalfrei (siehe etwa [Har77, Ex. II.5.7] oder [Mil80, Theorem I.2.9]) und von
konstantem Rang 8.

Lemma 5.1.2. Sei X = SpecR ein affines noethersches Schema. Dann ist
eine kohärente Garbe C nichtassoziativer OX-Algebren zusammen mit einem
Garbenmorphismus N : C → OX genau dann eine Garbe von Oktavenalgebren,
wenn (Γ(X, C), N(X)) eine Oktavenalgebra über R ist.

Beweis. Es ist R ein noetherscher Ring. Die kohärenten OX -Moduln M
auf X = SpecR entsprechen den endlich erzeugten R-Moduln M (viaM 7→
Γ(X,M) bzw. M 7→ M̃). Dabei gilt M̃x = Mx für x ∈ X, und Garbenmorphis-
men µ : M×M→M bzw. N : M→OX entsprechen R-bilinearen Abbildun-
gen M ×M → M bzw. Abbildungen M → R. Sei nun C = Γ(X, C) = C(X).
Dann ist (C, N) genau dann eine Garbe von Oktavenalgebren, wenn für jedes
abgeschlossene x ∈ X der Halm Cx = Cx eine Oktavenalgebra über OX,x = Rx
mit Norm Nx ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn C eine Oktavenalgebra
über R mit Norm N(X) ist (siehe Lemma 3.3.4 – über einem noetherschen
Ring ist jeder endlich erzeugte Modul endlich präsentiert).

Folglich ist in einer Garbe (C, N) von Oktavenalgebren über einem beliebigen
lokal-noetherschen Schema (X,OX) die Algebra (C(U), N(U)) eine Komposi-
tionsalgebra über OX(U) für jede offene affine Menge U ⊆ X.
Warnung: Über einer offenen nicht-affinen Menge U ⊆ X ist (C(U), N(U))
zwar eine nichtassoziative Algebra mit multiplikativer nichtausgearteter qua-
dratischer Form, als OX(U)-Modul muss sie jedoch nicht notwendigerweise
projektiv sein.

Ist A eine Garbe von Azumaya-Algebren auf (X,OX), so ist in jedem Punkt x ∈
X die Quotientenalgebra A(x) := k(x)⊗Ax eine Azumaya-Algebra über dem
Restklassenkörper k(x) = OX,x/mx. Diese Eigenschaft gilt für Oktavenalgebren
über Ringen im Allgemeinen nicht – wir haben explizit schlechte Reduktion,
also das Ausarten der Bilinearform modulo Primidealen, erlaubt. Entsprechend
werden bei der hier gewählten Definition von Garben von Oktavenalgebren im
Allgemeinen nicht alle Quotientenalgebren Oktavenalgebren sein.
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Definition. Eine Garbe C von Oktavenalgebren hat gute Reduktion in ei-
nem Punkt x ∈ X, wenn C(x) := k(x) ⊗ Cx eine Oktavenalgebra über dem
Restklassenkörper k(x) ist.
Eine Garbe von Oktavenalgebren mit guter Reduktion ist eine Garbe von
Oktavenalgebren, die in jedem abgeschlossenen Punkt gute Reduktion hat.

Andernfalls sprechen wir von schlechter Reduktion in Punkten oder einer Menge
von Punkten von X.

Lemma 5.1.3. Sei (C, N) eine Garbe von Oktavenalgebren auf einem lokal-
noetherschen Schema (X,OX). Dann hat C genau dann gute Reduktion in
x ∈ X, wenn die Oktavenalgebra (Cx, Nx) über dem lokalen Ring OX,x als
quadratischer Modul regulär ist. Hat C gute Reduktion in den abgeschlossenen
Punkten, so hat sie gute Reduktion in allen Punkten.

Beweis. Die Regularität von (Cx, Nx) in einem Punkt x guter Reduktion folgt
aus Lemma 3.3.5, ebenso wie die Umkehrung der Aussage. Außerdem überträgt
sich die Regularität auf die Algebra (Cy = OX,y ⊗OX,x Cx, Ny) für jeden Punkt
y, in dessen Abschluss x liegt.

5.2 Garben von Maximalordnungen

Im Allgemeinen kann es schwierig sein, Garben von Oktavenalgebren auf
einem gegebenen noetherschen Schema X zu finden. Wie auch schon bei
den Azumaya-Algebren wollen wir die Definition aufweichen und sogenannte
Verzweigungsorte erlauben, in denen eine Garbe nicht alle Bedingungen einer
Oktavengarbe erfüllt. Dazu verallgemeinern wir das Konzept von Ordnungen in
Azumaya-Algebren auf die hier betrachteten nichtassoziativen Oktavenalgebren.
Wir folgen in der Definition Milnes assoziativer Variante, siehe [Mil80, Ch. IV,
Beweis von Lemma 2.17, Seite 151].

Definition. Sei (X,OX) ein ganzes, lokal-noethersches Schema und sei (C,N)
eine Oktavenalgebra über dem Funktionenkörper k(X). Eine nichtassoziative
Ordnung in (C,N) ist eine kohärente Garbe A nichtassoziativer OX -Algebren
so, dass der Halm Ax für jedes x ∈ X eine OX,x-Ordnung in (C,N) ist.
Eine Maximalordnung ist eine nichtassoziative Ordnung, die in keiner nicht-
assoziativen Ordnung echt enthalten ist.

Ist A eine nichtassoziative Ordnung in (C,N), so ist für jeden Punkt x ∈ X
der Halm Ax als OX,x-Ordnung in (C,N) insbesondere torsionsfrei. Daher ist
auch für jede offene affine Menge U = SpecR in X die O(U)-Algebra A(U)
torsionsfrei (da X ganz ist, ist jede offene affine Menge zusammenhängend).
Außerdem gilt für den generischen Punkt η ∈ X insbesondere Aη = C. Die-
se letzte Eigenschaft ist zusammen mit der Torsionsfreiheit die wesentliche
Bedingung an eine Ordnung:
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Lemma 5.2.1. Sei (X,OX) ein ganzes, lokal-noethersches Schema und sei
(C,N) eine Oktavenalgebra über k(X). Dann gilt:

1. Ist X regulär oder noethersch, so ist jede nichtassoziative Ordnung torsi-
onsfrei.

2. Ist X normal und ist A eine torsionsfreie, kohärente Garbe nichtasso-
ziativer OX-Algebren mit generischer Faser Aη = C, so ist A eine
nichtassoziative Ordnung in (C,N).

Beweis. Für jedes x ∈ X ist der Halm Ax. Ist X regulär oder noethersch, so
ist dann auch A selbst torsionsfrei, siehe Sätze B.1.6 und B.1.7.
Ist Aη = C, so gilt für jedes x ∈ X auch OX,η⊗OX,xAx = Aη. Ist A torsionsfrei,
so ist für jedes x ∈ X die kanonische Abbildung Ax → OX,η ⊗OX,x Ax eine
Einbettung. Also ist Ax ein multiplikativ abgeschlossenes Gitter in C. Ist X
normal, so ist OX,x ganzabgeschlossen und Ax ist nach Lemma 4.2.2 ein ganzes
Gitter und damit eine OX,x-Ordnung in (C,N).

Lemma 5.2.2. Sei X ein ganzes, lokal-noethersches Schema und sei (C,N)
eine Oktavenalgebra über k(X). Sei A eine nichtassoziative Ordnung in (C,N)
und sei U = SpecR eine offene affine Menge in X, deren Ring R ganzabge-
schlossen ist. Dann ist auch A(U) eine OX(U)-Ordnung in (C,N).

Beweis. Offensichtlich giltOX,η⊗OX(U)A(U) = Aη = C. DaA(U) torsionsfrei
ist, lässt es sich in OX,η ⊗A(U) = C einbetten und ist somit ein Gitter in C.
Ist O(U) ganzabgeschlossen, so folgt wiederum aus Lemma 4.2.2, dass A(U)
eine Ordnung in (C,N) ist.

Da bereits für assoziative Ordnungen Artin und de Jong ([AdJ, Ch. 1.8 Orders
over schemes]) es für sinnvoll erachten, nur normale Schemata zu betrachten,
wollen auch wir uns fortan auf solche Schemata beschränken.

Sei (X,OX) ein normales, ganzes, lokal-noethersches Schema und sei A eine
nichtassoziative Ordnung in einer Oktavenalgebra (C,N) über k(X). Dann ist
für jeden Punkt x ∈ X der lokale Ring OX,x und damit auch für jede offene
affine Menge U = SpecR ⊆ X der Ring OX(U) = R ein ganzabgeschlossener
noetherscher Integritätsbereich, also jeweils ein Krullring. Insbesondere ist
dann nach dem obigen Lemma die Algebra A(U) eine R-Ordnung in (C,N).

Im Folgenden wollen wir untersuchen, inwieweit man auch für Garben lokal
testen kann, ob eine Ordnung eine Maximalordnung ist.

Lemma 5.2.3. Sei (X,OX) ein normales, ganzes, lokal-noethersches Sche-
ma und sei A eine nichtassoziative Ordnung in einer Oktavenalgebra (C,N)
über k(X). Ist für jede offene affine Menge U = SpecR in X die Algebra A(U)
eine Maximalordnung über O(U) = R, so ist für jeden Punkt x ∈ X der
Halm Ax eine Maximalordnung über OX,x und auch A selbst ist eine Maxi-
malordnung in (C,N).
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Beweis. Jeder Punkt x ∈ X besitzt eine offene affine Umgebung U = SpecR
mit einem noetherschen Ring R. Daher folgt die Behauptung aus dem ent-
sprechenden Satz 4.5.13 (1) für Maximalordnungen über noetherschen Ringen.
Sei B eine Ordnung in (C,N), die A enthalte. Dann existiert eine Inklusion
ϕ : A → B. Da diese in jedem Punkt x ∈ X ein Isomorphismus ist – Ax ist ja
eine Maximalordnung –, muss auch ϕ selbst ein Isomorphismus sein und es
gilt A = B.

Ist eine nichtassoziative Ordnung lokal in jedem Punkt eine Maximalordnung,
so ist sie auch selbst maximal:

Lemma 5.2.4. Sei (X,OX) ein normales, ganzes, lokal-noethersches Sche-
ma und sei A eine nichtassoziative Ordnung in einer Oktavenalgebra (C,N)
über k(X). Es gelte eine der beiden Bedingungen:

1. Sei für jeden abgeschlossenen Punkt x ∈ X der Halm Ax eine Maximal-
ordnung über dem lokalen Ring OX,x.

2. Sei A als OX-Modul reflexiv und sei für jeden Punkt x ∈ X(1) von
Kodimension 1 der Halm Ax eine Maximalordnung über OX,x.

Dann ist A eine Maximalordnung in (C,N) und für jede offene affine Menge
U = SpecR in X ist die Algebra A(U) eine Maximalordnung über O(U) = R.

Beweis. Sei U = SpecR ⊆ X eine offene affine Menge. Dann ist R ganzabge-
schlossen und noethersch und aus Satz 4.5.13 folgt in beiden Fällen, dass A(U)
eine Maximalordnung über R in (C,N) ist. Der andere Teil der Behauptung
folgt damit aus dem vorherigen Lemma.

Es gilt auch die Umkehrung. Wir behandeln zuerst den Fall eines affinen
Schemas. Dieser ergibt sich direkt aus den entsprechenden Aussagen über
Ringen:

Lemma 5.2.5. Sei (X,OX) ein affines, normales, ganzes, lokal-noethersches
Schema und sei A eine nichtassoziative Maximalordnung in einer Oktaven-
algebra (C,N) über k(X). Dann ist für jeden Punkt x ∈ X der Halm Ax eine
Maximalordnung über dem lokalen Ring OX,x.

Beweis. Es ist X = SpecR für einen ganzabgeschlossenen noetherschen
Integritätsbereich R. Sei A = A(X) die Algebra der globalen Schnitte von
A; nach Lemma 5.2.2 ist A eine Ordnung über R in (C,N). Als kohärente
Garbe ist A die zu A assoziierte OX -Modulgarbe Ã und insbesondere gilt
Ax = Ax für jeden Punkt x ∈ X. Angenommen, es wäre Ax = Ax keine
Maximalordnung in einem Punkt x ∈ X. Dann folgt aus Satz 4.5.13, dass auch
A keine Maximalordnung über R ist. Es existiert daher eine größere Ordnung
A′, die A echt enthält. Insbesondere definiert deren assoziierte Garbe A′ = Ã′

somit eine größere nichtassoziative Ordnung auf X in (C,N), die A echt enthält,
im Widerspruch zur Maximalität von A.
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Auch über nicht-affinen Schemata gilt diese Umkehrung:

Satz 5.2.6. Sei (X,OX) ein normales, ganzes, lokal-noethersches Schema und
sei A eine nichtassoziative Maximalordnung in einer Oktavenalgebra (C,N)
über k(X). Dann ist für jeden Punkt x ∈ X der Halm Ax eine Maximalordnung
über dem lokalen Ring OX,x.

Beweis. Angenommen, es wäre in einem Punkt x ∈ X die lokale Algebra Ax
keine Maximalordnung in (C,N). Sei U0 eine offene affine Umgebung von x. Wie
im vorhergehenden Beweis eines affinen Schemas folgt, dass die nichtassoziative
OX(U0)-Algebra A := A(U0) eine Ordnung in (C,N) ist, die nicht maximal
ist. Sei A′ eine OX(U0)-Ordnung, die A echt enthält. Wir definieren für die
Punkte p ∈ X(1) von Kodimension 1 die OX,p-Ordnungen

Bp :=
{
A′p für p ∈ U0 ∩X(1)

Ap für p ∈ X(1) \ U0 ,

und es sei B diejenige Garbe auf X, die durch die Festlegung

B(U) :=
⋂

p∈U∩X(1)

Bp

für offene Mengen U in X gegeben ist (offensichtlich ist B tatsächlich eine
Garbe).
Da A kohärent ist, gilt Ap = A(V )p für jede offene affine Menge V ⊂ X und
alle p ∈ V , und damit ist

B(V ) =
⋂

p∈V ∩X(1)

Bp ⊇
⋂

p∈V ∩X(1)

Ap =
⋂

p∈V ∩X(1)

A(V )p = A(V )## ⊇ A(V ) .

Da A und B Garben sind, gilt damit auch B(U) ⊇ A(U) für jede beliebige
offene Teilmenge U von X. Außerdem gilt speziell auf der offenen Menge U0:

B(U0) =
⋂

p∈U0∩X(1)

A′p = (A′)## ⊇ A′ ) A = A(U0) .

Folglich ist B eine Garbe, die A echt enthält: B ) A.
Sei V eine offene affine Teilmenge von X. Nach Hauptsatz 4.5.16 ist B(V )
ein reflexives OX(V )-Gitter in (C,N) und somit insbesondere ein endlich
erzeugter OX(V )-Modul. Da B und OX Garben sind, ist auch für jede beliebige
offene Teilmenge U von X die Menge B(U) ein OX(U)-Modul. Folglich ist B
eine Garbe von OX -Moduln. Als Durchschnitt von Ordnungen ist auch B(U)
multiplikativ abgeschlossen und enthält die Eins für jede offene Teilmenge U
von X. Somit ist B eine Garbe nichtassoziativer OX -Algebren.
Sei p ∈ X(1) ein Punkt von Kodimension 1. Erneut nach Hauptsatz 4.5.16 gilt

B(V )p = Bp
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für jede offene affine Umgebung V von p und damit auch

Bp = Bp .

Sei q ∈ X ein beliebiger Punkt, und sei V eine offene affine Umgebung von q.
Sei p ∈ V ∩X(1) ein Punkt von Kodimension 1. Ist p – als Primideal in OX(V )
betrachtet – in q enthalten oder, geometrisch ausgedrückt, liegt der Punkt q im
Abschluss {p}, so gilt für die Lokalisierungen (B(V )p)q = (B(V )q)p = B(V )p.
Andernfalls ist (0) das einzige Primideal, das im Durchschnitt p ∩ q enthalten
ist, und Lemma 4.5.17 besagt (B(V )p)q = (B(V )q)p = C. Insbesondere folgt
daraus

B(V )q =
⋂

p∈V ∩X(1)

{p}3q

B(V )p =
⋂

p∈V ∩X(1)

{p}3q

Bp .

Liegt q im Abschluss von p, so enthält jede offene Umgebung von q auch p,
und wir erhalten

B(V )q =
⋂

p∈X(1), {p}3q

Bp

und somit auch

Bq =
⋂

p∈X(1), {p}3q

Bp und Bq = B(V )q

für jeden Punkt q ∈ X und jede offene affine Umgebung V von q.

Hieraus folgt, dass auf jeder offenen affinen Teilmenge V von X die Ein-
schränkung B|V der Garbe auf V mit der zu B(V ) assoziierten Modulgarbe
übereinstimmt. Daher ist B quasikohärent. Da jedes B(V ) endlich erzeugt ist,
ist B auch kohärent.

Da für jeden Punkt p von Kodimension 1 die lokale Algebra Bp = Bp eine Op-
Ordnung in (C,N) ist, folgt aus Lemma 4.5.8, dass auch B(V ) als Gitter ganz
und somit eine OX(V )-Ordnung in (C,N) ist für jede offene affine Teilmenge V
in X. Offensichtlich ist dann auch die lokale Algebra Bq = B(V )q eines jeden
Punktes q ∈ V eine Ordnung in (C,N) über dem jeweiligen lokalen Ring OX,q.

Insgesamt ist die oben konstruierte Garbe B somit eine kohärente Garbe
nichtassoziativer OX -Moduln, deren sämtliche Halme Ordnungen über den
entsprechenden lokalen Ringen sind. Damit ist sie eine Ordnung in (C,N), die
A echt enthält, und somit kann A nicht maximal sein.

Insgesamt erhalten wir, dass wir auch für Garben lokal entscheiden können,
wann eine reflexive Ordnung eine Maximalordnung ist:

Satz 5.2.7. Sei (X,OX) ein normales, ganzes, lokal-noethersches Schema und
sei A eine reflexive nichtassoziative Ordnung in einer Oktavenalgebra (C,N)
über k(X). Dann ist A genau dann eine Maximalordnung, wenn für jeden
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Punkt x ∈ X der Halm Ax eine Maximalordnung über dem lokalen Ring OX,x
ist.

Bemerkung 5.2.8 (Vergleich mit assoziativen Maximalordnungen in Azuma-
ya-Algebren). Für assoziative Ordnungen in Azumaya-Algebren zeigen Artin
und de Jong, dass sich jede Ordnung A′ auf einer nichtleeren offenen Teil-
menge U ⊆ X, die die Einschränkung einer X-Ordnung B enthält, zu einer
X-Ordnung A, die B enthält, fortsetzen lässt, siehe [AdJ, Prop. 1.8.1]. Anders
als bei unserem lokalen Vorgehen wird A bei Artin und de Jong abstrakter als
A = EndOX (L)∩ j∗A′ konstruiert, wobei j die Einbettung von U in X bezeich-
ne und L eine kohärente Untergarbe von j∗A′ sei, die j∗L = A′ erfüllt und
zugleich ein B-Rechtsmodul ist. Auf Ringniveau (mit Einbettung j : R→ R′)
könnte man L als L = L1B konstruieren für ein beliebiges R-Gitter L1 mit
R′L1 = A′.
Diese Konstruktion lässt nicht direkt auf die nichtassoziativen Ordnungen
übertragen: Zwar wäre auch im nichtassoziativen Fall entsprechend L1B wieder
ein R-Gitter, jedoch ist im Allgemeinen nicht klar, ob L1B invariant unter
Rechtsmultiplikation mit Elementen aus B wäre. Selbst wenn man ein pas-
sendes Gitter L findet, so ist auch der zweite Schritt im nichtassoziativen
Fall problematisch: Zwar ist die Rechtsmultiplikation mit Elementen aus A
ein Vektorraumhomomorphismus auf C, im Allgemeinen jedoch nicht mul-
tiplikativ. Zudem ist auch die Abbildung, die ein Element x ∈ A auf die
Rechtsmultiplikation mit x abbildet, nicht multiplikativ. Das konstruierte
Objekt muss also nicht multiplikativ abgeschlossen sein. – Vergleiche hierzu
auch Lemma 4.2.6, in dem wir immerhin zeigen können, dass der Durchschnitt
von Rechts- und Linksordnung Or(L) ∩O`(L) für gewisse Ringerweiterungen
wieder multiplikativ abgeschlossen ist.

5.2.1 Vergleich von Maximalordnungen und Oktavenalgebren

Nichtassoziative Ordnungen sind – analog zu den assoziativen Ordnungen in
Azumaya-Algebren – eine Verallgemeinerung von Garben von Oktavenalgebren:

Lemma 5.2.9. Sei (X,OX) ein normales, ganzes, lokal-noethersches Schema
mit generischem Punkt η. Dann ist jede Garbe (C, N) von Oktavenalgebren eine
nichtassoziative Ordnung in (Cη, Nη). Hat die Garbe (C, N) gute Reduktion, so
ist sie eine Maximalordnung.

Beweis. Nach Lemma 4.2.11 ist für jedes x ∈ X der Halm Cx eine Ordnung
in OX,η ⊗ Cx = Cη. Als lokalfreie Garbe ist (C, N) insbesondere torsionsfrei.
Hat (C, N) zusätzlich gute Reduktion in einem Punkt x ∈ X, so ist (Cx, Nx)
eine reguläre Kompositionsalgebra und damit eine Maximalordnung in (C,N)
nach Lemma 4.2.11. Gilt dies in allen Punkten, so ist nach Lemma 5.2.4 auch
die Garbe (C, N) eine Maximalordnung.
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Umgekehrt gilt, dass eine nichtassoziative Ordnung zumindest lokal in den
Punkten der Kodimension 1 eine Oktavenalgebra ist:

Lemma 5.2.10. Sei (X,OX) ein ganzes, lokal-noethersches Schema, und sei
(C,N) eine Kompositionsalgebra über dem Funktionenkörper k(X). Sei A eine
nichtassoziative Ordnung in (C,N). Dann ist für jeden Punkt x ∈ X(1) der
Kodimension 1 die Ordnung Ax eine – nicht notwendig reguläre – Komposi-
tionsalgebra über OX,x.

Beweis. Für jedes x ∈ X mit codim x = 1 ist OX,x ein diskreter Bewertungs-
ring, also insbesondere ein Hauptidealring. Damit ist die Ordnung Ax eine
Kompositionsalgebra über OX,x nach Lemma 4.3.1.

Dabei kann es in der Tat vorkommen, dass die Kompositionsalgebra Ax nicht
regulär ist, also schlechte Reduktion hat. Wir sagen, dass dann auch A als
Maximalordnung betrachtet schlechte Reduktion in x hat.

5.3 Beispiel einer Garbe von Oktavenalgebren

In diesem Abschnitt wollen wir eine nichttriviale Garbe von Oktavenalgebren
auf einem geeigneten Schema konstruieren. Da über dem Funktionenkörper
k(x, y) der projektiven Ebene alle quadratischen Formen zerfallen, werden wir
den dreidimensionalen projektiven Raum betrachten.

Sei F = k(x, y, z) der Körper der rationalen Funktionen in drei Unbestimmten
über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k von Charakteristik 0.

5.3.1 Definition einer Quaternionenalgebra

Es sei D = (−x,−y) die Quaternionenalgebra über dem Körper F = k(x, y, z),
die von den zwei Unbestimmten i und j mit Quadraten −x bzw. −y erzeugt
wird:

D = F · 1⊕ F · i⊕ F · j ⊕ F · (ij)

mit
i2 = −x , j2 = −y , ji = −ij .

Unmittelbar ergibt sich das Quadrat des Produktes ij als (ij)2 = −xy.

Sei λ = (λ1, λ2, λ3, λ4) = λ1 + λ2i+ λ3j + λ4ij ∈ D mit λt ∈ F , dann definiert
die Konjugation

λ = λ1 − λ2i− λ3j − λ4ij

die Norm
N(λ) = λλ = λ2

1 + λ2
2x+ λ2

3y + λ2
4xy .
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Diese ist eine multiplikative, quadratische Form auf D mit zugehöriger nicht-
ausgearteter Bilinearform

〈λ, µ〉 = 2(λ1µ1 + λ2µ2x+ λ3µ3y + λ4µ4xy)

für λ wie zuvor und µ = µ1 + µ2i+ µ3j + µ4ij ∈ D mit µt ∈ F .

5.3.2 Verdopplung zur Oktavenalgebra

Über das Verdopplungsverfahren (siehe Korollar 3.3.15) mit Unbestimmter v
und der Festlegung N(v) = z konstruieren wir die Oktavenalgebra

C = D ⊕Dv .

Für die Multiplikation, die Norm, die zugehörige Bilinearform und Konjugation
in C gilt

(a+ bv)(c+ dv) = (ac− zdb) + (da+ bc)v ,
N(a+ bv) = N(a) + zN(b) ,

〈a+ bv, c+ dv〉 = 〈a, c〉+ z〈b, d〉 ,
a+ bv = a− bv

für a, b, c, d ∈ D. Als Standardbasis von C über F betrachten wir

1 , i , j , ij , v , iv , jv , (ij)v .

Eine Multiplikationstafel für die Produkte zweier Basiselemente ungleich 1 ist
in der Tabelle 5.1 aufgeführt. Insbesondere gilt für die Quadrate der vier neuen

2. Faktor

1. Faktor i j ij v iv jv (ij)v

i −x ij −xj iv −xv −(ij)v xjv
j −ij −y yi jv (ij)v −yv −yiv
ij xj −yi −xy (ij)v −xjv yiv −xyv

v −iv −jv −(ij)v −z zi zj z(ij)
iv xv −(ij)v xjv −zi −xz −z(ij) xzj
jv (ij)v yv −yiv −zj z(ij) −yz −yzi

(ij)v −xjv yiv xyv −z(ij) −xzj yzi −xyz

Tabelle 5.1: Multiplikationstafel der Oktavenalgebra C

Basiselemente

v2 = −z , (iv)2 = −xz , (jv)2 = −yz , ((ij)v)2 = −xyz .
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Schreiben wir a + bv = λ = (λ1, λ2, λ3, λ4, λ5, λ6, λ7, λ8) und c + dv = µ =
(µ1, µ2, µ3, µ4, µ5, µ6, µ7, µ8) ∈ C bezüglich der ausgezeichneten Standardbasis
mit Koeffizienten λt, µt ∈ F , so gilt

N(λ) = λ2
1 + λ2

2x+ λ2
3y + λ2

4xy + λ2
5z + λ2

6xz + λ2
7yz + λ2

8xyz ,

〈λ, µ〉 = 2(λ1µ1 + λ2µ2x+ λ3µ3y + λ4µ4xy

+ λ5µ5z + λ6µ6xz + λ7µ7yz + λ8µ8xyz) ,

λ = (λ1,−λ2,−λ3,−λ4,−λ5,−λ6,−λ7,−λ8) .

Die Bilinearform hat die assoziierte Diagonalmatrix

2 diag (1, x, y, xy, z, xz, yz, xyz) ,

die über F = k(x, y, z) invertierbar ist. Folglich ist die Bilinearform auf C in
der Tat nichtausgeartet.
Für das Konjugierte und die Norm der Basiselemente in C gilt insbesondere

1 = 1 , i = −i , j = −j , ij = −ij ,
v = −v , iv = −iv , jv = −jv , (ij)v = −(ij)v

sowie

N(1) = 1 , N(i) = x , N(j) = y , N(ij) = xy ,

N(v) = z , N(iv) = xz , N(jv) = yz , N((ij)v) = xyz .

Somit ergeben sich als Inverse

1−1 = 1 , (ij)−1 = −(xy)−1(ij) ,
i−1 = −x−1i , (iv)−1 = −(xz)−1iv ,

j−1 = −y−1j , (jv)−1 = −(yz)−1jv ,

v−1 = −z−1v , ((ij)v)−1 = −(xyz)−1(ij)v .

Bemerkung 5.3.1. Die Norm N ist anisotrop auf D und auch auf C. Für
jedes λ ∈ C, λ 6= 0 ist daher seine Norm N(λ) in F = k(x, y, z) invertierbar
und auch λ selbst ist in C invertierbar mit Inversem N(λ)−1λ. Folglich ist D
eine Divisionsalgebra und C eine Divisionsoktavenalgebra.

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass im Polynomring k[x, y] die Gleichung

f2
1 + f2

2x+ f2
3 y + f2

4xy = 0

nur die triviale Lösung f1 = f2 = f3 = f4 = 0 hat. Dazu reicht es, neben der
trivialen Lösung nur teilerfremde (nicht notwendig paarweise) f1, f2, f3, f4 zu
betrachten. Für eine solche nichttriviale Lösung der Gleichung, also

− (f2
1 + f2

2x) = (f2
3 + f2

4x)y , (5.1)
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folgt f2
1 + f2

2x ≡ 0 in k[x, y]/(y) ∼= k[x] bzw. −f2
1 ≡ f2

2x (mod y). Da hiervon
nicht die linke Seite in gerader, die rechte Seite jedoch in ungerader Potenz
durch x geteilt werden kann, folgt f1 ≡ f2 ≡ 0 (mod y). Damit können
wir die gesamte Gleichung (5.1) durch y kürzen und erhalten analog, dass
auch die Polynome der rechten Seite durch y teilbar sind. Insgesamt gilt
also f1 ≡ f2 ≡ f3 ≡ f4 ≡ 0 (mod y) im Widerspruch zur betrachteten
Teilerfremdheit.
Ebenso schließen wir im Polynomring k[x, y, z] in drei Variablen. Für eine
Lösung der Gleichung

(f2
1 + f2

2x+ f2
3 y + f2

4xy) + (f2
5 + f2

6x+ f2
7 y + f2

8xy)z = 0

gilt f2
1 +f2

2x+f2
3 y+f2

4xy ≡ 0 in k[x, y, z]/(z) und damit f1 ≡ f2 ≡ f3 ≡ f4 ≡ 0
(mod z). Kürzen der Gleichung durch z ergibt wiederum, dass ft ≡ 0 (mod z)
für alle t = 1, . . . , 8 gilt. Folglich existiert auch hier nur die triviale Lösung.
Sei nun λ ∈ C ein Element mit verschwindender Norm N(λ) = 0. Sei g 6= 0
der gemeinsame Hauptnenner der Koeffizienten λt = ft

g von λ = (λ1, . . . , λ8)
für t = 1, . . . , 8. Dann ist auch der Zähler g2N(λ) gleich 0, also

(f2
1 + f2

2x+ f2
3 y + f2

4xy) + (f2
5 + f2

6x+ f2
7 y + f2

8xy)z = 0 ,

und aus den Vorüberlegungen folgt λ = 0.

5.3.3 Garbifizierung

Sei X = (P3
k,OP3) das projektive Schema von Dimension 3 über dem Körper k.

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass die lokalfreie OP3-Modulgarbe

C′′ = OP3 ⊕OP3(−1)i⊕OP3(−1)j ⊕OP3(−1)ij
⊕OP3(−1)v ⊕OP3(−1)iv ⊕OP3(−1)jv ⊕OP3(−2)(ij)v

eine Garbe von Oktavenalgebren und eine Garbe von Maximalordnungen auf
dem P3 ist, die C fortsetzt, und in welchen Punkten C′′ gute bzw. schlechte
Reduktion hat.

Fortsetzung ins Affine

Wir unterteilen den projektiven Raum in einen affinen Teil A3 und eine unend-
lich ferne Hyperebene H∞. Sei η ∈ A3 ⊂ P3 der generische Punkt sowohl des
affines Anteils als auch des gesamten projektiven Raums und sei ξ∞ ∈ H∞ der
generische Punkt der unendlich fernen Hyperebene H∞. Für die Funktionen-
körper und die lokalen Ringe in den generischen Punkten gilt

k(P3) = k(A3) = OP3,η = OA3,η = k(x, y, z) und

Oξ∞ =
{
f

g
∈ k(x, y, z) | deg f ≤ deg g

}
,
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wobei mit deg der Totalgrad der Polynome bezeichnet sei.

Die obige Quaternionenalgebra D und die Oktavenalgebra C = D ⊕ Dv
definieren OA3-Algebrengarben – im Falle von C eine Garbe nichtassoziativer
Algebren – auf dem affinen Teil:

D = OA3 ⊕OA3i⊕OA3j ⊕OA3(ij) ,

C = OA3 ⊕OA3i⊕OA3j ⊕OA3(ij)⊕OA3v ⊕OA3iv ⊕OA3jv ⊕OA3(ij)v .

Im generischen Punkt gilt dann offensichtlich Dη = D und Cη = C. Die Multi-
plikation wird dabei aus C übernommen – es gibt eine natürliche Einbettung
von Γ(U, C) in C für alle offenen Mengen U ⊂ A3. Auch die Konjugation,
Norm und Bilinearform vererben sich von C auf die Mengen der Schnitte und
definieren Garbenmorphismen C → C, C → OA3 bzw. C × C → OA3 .

Bemerkung 5.3.2. Für jeden Punkt p ∈ A3 (von beliebiger Kodimension) ist
der Halm Cp eine Maximalordnung über Op in C.
Folglich ist C eine Garbe von Maximalordnungen und damit als lokalfreie Garbe
auch eine Garbe von Oktavenalgebren auf dem gesamten affinen Raum A3.
Dabei hat C schlechte Reduktion in den Punkten der Verschwindungsmen-
ge V(xyz) – anschaulich sind das die Achsenkreuzebenen – und gute Reduktion
auf dem offenen Komplement A3 \V(xyz).

Beweis. Da B = 2 diag (1, x, y, xy, z, xz, yz, xyz) die Matrix der Bilinearform
auf C und auch auf C ist, gilt in jedem Punkt p ∈ A3 für die lokale Algebra Cp
und ihr duales Gitter:

Cp = Op ⊕Opi⊕Opj ⊕Opij ⊕Opv ⊕Opiv ⊕Opjv ⊕Op(ij)v ,

C#
p = Op ⊕Op

i

x
⊕Op

j

y
⊕Op

ij

xy
⊕Op

v

z
⊕Op

iv

xz
⊕Op

jv

yz
⊕Op

(ij)v
xyz

.

Für p /∈ V(xyz) ist detB = 28(xyz)4 invertierbar in C×p und es gilt C#
p = Cp.

Demnach ist Cp maximal in C über Op. Außerdem folgt, dass auch die Quo-
tientenalgebra Cp/mpCp mit induzierter Norm eine Oktavenalgebra über dem
Restklassenkörper Op/mp ist. Anders ausgedrückt hat C gute Reduktion in
p ∈ A3 \V(xyz). Hingegen ist für kein p ∈ V(xyz) die Matrix der Bilinearform
invertierbar über Op, daher hat C schlechte Reduktion auf V(xyz).

Sei nun p ∈ A3 beliebig, also p irgendein Primideal im Polynomring k[x, y, z],
und sei

λ =
(
f1
g
,
f2
gx
,
f3
gy
,
f4
gxy

,
f5
gz
,
f6
gxz

,
f7
gyz

,
f8
gxyz

)
∈ C#

p

ganz über Op; dabei seien ft
g ∈ Op = k[x, y, z]p mit ft, g ∈ k[x, y, z] und g /∈ p

für t = 1, . . . , 8. Aus N(λ) ∈ Op und g /∈ p folgt, dass der Zähler

(xyz)g2N(λ) = (f2
1xy + f2

2 y + f2
3x+ f2

4 )z + (f2
5xy + f2

6 y + f2
7x+ f2

8 )
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im Ideal (xyz)Op liegt.

Gilt z /∈ p, so ist z eine Einheit in Op, insbesondere gilt dann z | ft in Op für
t = 5, 6, 7, 8. Gilt hingegen z ∈ p, so ist z nicht invertierbar in Op und es liegt
(xyz)g2N(λ) in (z)Op ∩ k[x, y, z] = (z)k[x, y, z]. Insbesondere gilt dann

f2
5xy + f2

6 y + f2
7x+ f2

8 ≡ 0

in k[x, y, z]/(z) ∼= k[x, y] .Wie im Beweis zu Bemerkung 5.3.1, dass N anisotrop
ist, folgt hier f5 ≡ f6 ≡ f7 ≡ f8 ≡ 0 in k[x, y, z]/(z). Mithin gilt auch in diesem
Fall z | ft in Op für t = 5, 6, 7, 8.

Ebenso folgt x | ft für t = 2, 4, 6, 8 und y | ft für t = 3, 4, 7, 8 in Op. Da
k[x, y, z] und Op faktorielle Ringe sind und da x, y, z paarweise teilerfremd
sind, folgt daraus zusammen, dass stets alle Koeffizienten von λ in Op liegen.
Somit gilt λ ∈ Cp und es folgt C (#)

p = Cp. Damit ist Cp eine Maximalordnung
in C über Op für jedes Element p der affinen Ebene A3.

Fortsetzung ins Unendliche

Über dem lokalen Ring O∞ = Oξ∞ der Strukturgarbe über dem generischen
Punkt der unendlich fernen Hyperebene H∞ definieren wir den OP3-Modul

C∞ = O∞ ⊕m∞i⊕m∞j ⊕m∞ij ⊕m∞v ⊕m∞iv ⊕m∞jv ⊕m2
∞(ij)v ;

dabei bezeichne m∞ das maximale Ideal in O∞. Auch C∞ lässt sich in natürli-
cher Weise in die Algebra C einbetten und erbt Multiplikation, Konjugation,
Norm und Bilinearform von C. In der Tat ist C∞ multiplikativ abgeschlos-
sen, wie die Multiplikationstafel in Tabelle 5.2 für die letzten sieben direkten
Summanden ohne O∞ zeigt.

2. Faktor

1. Faktor mi mj mij mv miv mjv m2(ij)v

mi m m2ij mj m2iv mv m2(ij)v m2jv
mj m2ij m mi m2jv m2(ij)v mv m2iv
mij mj mi O∞ m2(ij)v mjv miv mv

mv m2iv m2jv m2(ij)v m mi mj m2(ij)
miv mv m2(ij)v mjv mi O∞ m(ij) mj
mjv m2(ij)v mv miv mj m(ij) O∞ mi

m2(ij)v m2jv m2iv mv m2(ij) mj mi m

Tabelle 5.2: Multiplikationstafel der Oktavenalgebra C∞

Da in dem lokalen Ring O∞ alle gebrochenrationalen Polynomfunktionen f
g

mit deg f = deg g invertierbar sind, enthält das maximale Ideal m∞ genau
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die Brüche f
g mit deg f < deg g und wird von jeder einzelnen rationalen

Polynomfunktion von Gesamtgrad −1 erzeugt. Zum Beispiel gilt dann m∞ =
1
xO∞ und m2

∞ = 1
x2O∞ und wir erhalten mit

1 , i

x
,
j

x
,
ij

x
,
v

x
,
iv

x
,
jv

x
,

(ij)v
x2

eine Basis von C∞ über O∞. Bezüglich dieser Basis – die natürlich auch
eine Basis von C über k(x, y, z) ist – hat die Bilinearform die assoziierte
Diagonalmatrix

B′ = 2 diag
(

1, 1
x
,
y

x2 ,
y

x
,
z

x2 ,
z

x
,
yz

x2 ,
yz

x3

)
.

Da die Matrixeinträge sämtlich in O∞ liegen, gilt tatsächlich wie zuvor be-
hauptet N(λ) ∈ O∞ und 〈λ, µ〉 ∈ O∞ für alle λ, µ ∈ C∞. Da die Bilinearform
nichtausgeartet ist, ist (C∞, N∞) eine Oktavenalgebra über O∞, die jedoch
schlechte Reduktion modulo m∞ hat. Außerdem gilt für das duale Gitter von
C∞ in C:

C#
∞ = O∞ ⊕O∞i⊕O∞j ⊕m∞ij ⊕O∞v ⊕m∞iv ⊕m∞jv ⊕m∞(ij)v .

Bemerkung 5.3.3. Es ist C∞ eine Maximalordnung in C über O∞.

Beweis. Sei λ = λ1 + λ2i+ λ3j + λ4ij + λ5v + λ6iv + λ7jv + λ8(ij)v ∈ C (#)
∞

mit λt = ft
g und ft, g ∈ k[x, y, z] für t = 1, . . . , 8.

Dann gilt zum einen λ ∈ C#
∞ und damit deg ft ≤ deg g für alle t = 1, . . . , 8 und

deg ft < deg g für t = 4, 6, 7, 8. Es bezeichne ft,d die homogene Komponente
von Grad d von ft und es sei d0 = deg g. Somit ergibt sich ft,d = 0 für d > d0
für alle t = 1, . . . , 8 sowie ft,d0 = 0 für t = 4, 6, 7, 8.
Zum anderen ist

N(λ) = (f2
1 + f2

2x+ f2
3 y + f2

4xy + f2
5 z + f2

6xz + f2
7 yz + f2

8xyz)g−2 ∈ O∞
oder äquivalent

deg(f2
1 + f2

2x+ f2
3 y + f2

4xy + f2
5 z + f2

6xz + f2
7 yz + f2

8xyz) ≤ deg g2 .

Insbesondere verschwindet damit auch die homogene Komponente

h2d0+1 = f2
2,d0x+ f2

3,d0y + f2
5,d0z + f2

8,d0−1xyz

von Grad 2d0 + 1 von g2N(λ), dem Zähler von N(λ). Es gilt also h2d0+1 = 0
oder äquivalent

N((0, f2,d0 , f3,d0 , 0, f5,d0 , 0, 0, f8,d0−1)) = 0 .

Da die Norm auf C anisotrop ist, folgt f2,d0 = f3,d0 = f5,d0 = f8,d0−1 = 0.
Letzteres bedeutet deg ft < deg g für t = 2, 3, 5 und deg f8 ≤ deg g − 2.
Somit gilt λt = ft

g ∈ m∞ für t = 2, 3, 5 und λ8 ∈ m2
∞. Zusammen mit der

Voraussetzung λt ∈ m∞ für t = 4, 6, 7 ergibt sich λ ∈ C∞ und damit die
Behauptung.
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Gemeinsame Fortsetzung auf den gesamten P3

Die beiden Fortsetzungen von C auf A3 bzw. über den generischen Punkt ξ∞
der unendlich fernen Hyperebene

C = OA3 ⊕OA3i⊕OA3j ⊕OA3(ij)⊕OA3v ⊕OA3iv ⊕OA3jv ⊕OA3(ij)v ,

C∞ = Oξ∞ ⊕m∞i⊕m∞j ⊕m∞ij ⊕m∞v ⊕m∞iv ⊕m∞jv ⊕m2
∞(ij)v

ergeben zusammen in natürlicher Weise eine Garbe C′ auf dem gesamten P3:
Für U ⊂ P3 offen sei

C′(U) =
⋂
w∈U

w∈(P3)(1)

Cw .

Abhängig davon, ob ξ∞ in U enthalten ist oder nicht – dabei ist ξ∞ /∈ U
äquivalent zu U ⊂ A3 –, gilt

C′(U) =



( ⋂
w∈U

w∈(A3)(1)

Cw
)
∩ Cξ∞ = C(U ∩ A3) ∩ C∞ , falls ξ∞ ∈ U,

( ⋂
w∈U

w∈(A3)(1)

Cw
)

= C(U ∩ A3) = C(U) , falls U ⊂ A3.

Insbesondere ist C′ eine Fortsetzung der beiden Garben auf A3 bzw. über ξ∞:

C′|A3 = C und C′ξ∞ = C∞ .

Da die Garbe C auf A3 und die Algebra C∞ beide die Zerlegung in direkte
Summanden von C übernehmen, können wir für jede offene Menge U ⊂ P3,
die ξ∞ enthält, den Durchschnitt C′(U) = C(U ∩ A3) ∩ C∞ komponentenweise
berechnen. Es gilt:

C′(U) = OP3(U)⊕
(
OA3(U ∩ A3) ∩m∞

)
i

⊕
(
OA3(U ∩ A3) ∩m∞

)
j ⊕

(
OA3(U ∩ A3) ∩m∞

)
ij

⊕
(
OA3(U ∩ A3) ∩m∞

)
v ⊕

(
OA3(U ∩ A3) ∩m∞

)
iv

⊕
(
OA3(U ∩ A3) ∩m∞

)
jv ⊕

(
OA3(U ∩ A3) ∩m2

∞

)
(ij)v .

Isomorphie von C′ und C′′

Zu einem Polynom f ∈ k[x, y, z] mit f /∈ k bezeichne V(f) die Verschwin-
dungsmenge in P3 und D+(f) = P3 \V(f) deren offenes Komplement. – Ge-
nau genommen ist eigentlich die Verschwindungsmenge der Homogenisierung
f̃ = f

(
x1
x0
, y1
x0
, z1
x0

)
xdeg f

0 ∈ S = k[x1, y1, z1, x0] in P3 = Proj(S) zu betrachten.
Dabei entsprechen die gewählte unendlich ferne Hyperebene H∞ und der affine
Raum A3 der Verschwindungsmenge V(x0) und ihrem Komplement D+(x0).
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Der affine Raum A3 bildet zusammen mit den drei offenen Mengen zu x, y bzw.
z eine offene Überdeckung des projektiven Raumes:

P3 = A3 ∪D+(x) ∪D+(y) ∪D+(z) .

Auf der zweiten offenen Menge dieser Überdeckung, D+(x), gilt

O(D+(x)) =
{
h

xn
| h ∈ k[x, y, z]x, n ∈ N0,deg h ≤ n

}
,

O(D+(x)) ∩m∞ =
{
h

xn
| h ∈ k[x, y, z]x, n ∈ N0,deg h < n

}
= 1
x
O(D+(x)) ,

O(D+(x)) ∩m2
∞ = 1

x2O(D+(x)) .

Daher gilt für die Einschränkung der Garbe C′ auf D+(x) und analog auch für
die Einschränkungen auf D+(y) und D+(z):

C′|A3 = C = OA3 ⊕Oi⊕Oj ⊕O(ij)⊕Ov ⊕Oiv ⊕Ojv ⊕O(ij)v ,

C′|D+(x) = OD+(x) ⊕O
i

x
⊕O j

x
⊕O ij

x
⊕O v

x
⊕O iv

x
⊕O jv

x
⊕O (ij)v

x2 ,

C′|D+(y) = OD+(y) ⊕O
i

y
⊕O j

y
⊕O ij

y
⊕Ov

y
⊕O iv

y
⊕O jv

y
⊕O (ij)v

y2 ,

C′|D+(z) = OD+(z) ⊕O
i

z
⊕O j

z
⊕O ij

z
⊕Ov

z
⊕O iv

z
⊕O jv

z
⊕O (ij)v

z2 .

Dabei ist etwa im zweiten direkten Summanden die Garbe auf dem P3, die
sich als Verklebung von OA3 auf A3 und von OD+(x)

1
x , OD+(y)

1
y und OD+(z)

1
z

auf D+(x), D+(y) bzw. D+(z) ergibt, kanonisch isomorph zur getwisteten
Garbe OP3(−1). Die Garbe der letzten Summanden ist isomorph zu OP3(−2),
sodass wir insgesamt eine natürliche Isomorphie

C′ ∼= OP3 ⊕OP3(−1)i⊕OP3(−1)j ⊕OP3(−1)ij
⊕OP3(−1)v ⊕OP3(−1)iv ⊕OP3(−1)jv ⊕OP3(−2)(ij)v

erhalten.

Maximalität von C′ auf dem P3

Bemerkung 5.3.4. Für jeden Punkt p ∈ P3 (von beliebiger Kodimension) ist
der Halm C′p eine Maximalordnung über Op in C.
Es ist C′ eine Garbe von Maximalordnungen und damit als lokalfreie Garbe
auch eine Garbe von Oktavenalgebren auf dem gesamten Raum P3. Dabei
hat C′ schlechte Reduktion in den Punkten der Verschwindungsmenge V(xyz)
sowie der unendlich fernen Hyperebene H∞ und gute Reduktion auf dem
offenen Komplement D+(xyz) \H∞ = A3 \V(xyz).
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Beweis. Zusammen mit der Hyperebene V(x) bildet die offene Menge D+(x)
eine weitere Zerlegung des projektiven Raumes in einen affinen Anteil und eine
unendliche ferne Ebene. Es gilt:

O(D+(x)) = k

[
x′ = 1

x
, y′ = y

x
, z′ = z

x

]
,

D+(x) = Spec k[x′, y′, z′] .

Ein Punkt p ∈ D+(x) entspricht daher einem Primideal p ⊂ k[x′, y′, z′]. In den
neuen Koordinaten lässt sich die Einschränkung der Garbe C′|D+(x) auf D+(x)
dann schreiben als

C1 = O ⊕O i
x
⊕O j

x
⊕O ij

x
⊕O v

x
⊕O iv

x
⊕O jv

x
⊕O (ij)v

x2

= O ⊕Ox′i⊕Ox′j ⊕Ox′ij ⊕Ox′v ⊕Ox′iv ⊕Ox′jv ⊕O(x′)2(ij)v .

Die Matrix der Bilinearform lautet in dieser Basis

2 diag
(

1 , 1
x
,
y

x2 ,
y

x
,
z

x2 ,
z

x
,
yz

x2 ,
yz

x3

)
= 2 diag

(
1 , x′ , x′y′ , y′ , x′z′ , z′ , y′z′ , x′y′z′

)
.

Diese Matrix sieht bis auf Permutation aus wie die Matrix der Bilinearform
zur Garbe C auf der (standard-)affinen Ebene A3. Daher folgt ganz analog,
dass auch hier C′p

(#) = C′p für jeden Punkt p ∈ D+(x) gilt. Folglich ist C′|D+(x)
eine Maximalordnung auf D+(x).
Insgesamt ist daher auch C′ eine Maximalordnung auf dem gesamten P3.

Zur Anschauung sei noch die Multiplikationstafel von C′(D+(x)) in Tabelle 5.3
angegeben.

Alternative Konstruktion der Garbe

Alternativ lässt sich die Garbe C′ auch ohne Hilfe von C∞ durch Verkleben der
vier Teilgarben C0 = C, C1 = C′|D+(x), C2 = C′|D+(y) und C3 = C′|D+(z) auf den
offenen Mengen A3, D+(x), D+(y) und D+(z) konstruieren.
Die Multiplikation erben die Teilgarben von C, die Abgeschlossenheit für etwa
C1 zeigt die Multiplikationstafel in Tabelle 5.3. Alle vier Garben Ct sind somit
nichtassoziative O-Algebrengarben.
Für eine offene Menge V der Schnittmenge A3 ∩ D+(x) folgt aus V ⊂ A3,
dass x in O(V ), und aus V ⊂ D+(x), dass x−1 in O(V ) liegt. Insgesamt ist
x ∈ O(V ) invertierbar und es gilt O(V ) = 1

xO(V ). Jeweils als Teilmengen
von C betrachtet gilt dann auch für die Algebren C1(V ) und C2(V ) Gleichheit.
Folglich stimmen die beiden Garben C0 und C1 auf A3 ∩D+(x) überein,

C0|A3∩D+(x) = C1|A3∩D+(x) ,
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2. Faktor

1. Faktor x′i x′j x′ij x′v x′iv x′jv x′2(ij)v

x′i −x′ x′2ij −x′j x′2iv −x′v −x′2(ij)v x′2jv

x′j −x′2ij −y′x′ y′x′i x′2jv x′2(ij)v −y′x′v −y′x′2iv

x′ij x′j −y′x′i −y′ x′2(ij)v −x′jv y′x′iv −y′x′v

x′v −x′2iv −x′2jv −x′2(ij)v −z′x′ z′x′i z′x′j z′x′2(ij)

x′iv x′v −x′2(ij)v x′jv −z′x′i −z′ −z′x′(ij) z′x′j

x′jv x′2(ij)v y′x′v −y′x′iv −z′x′j z′x′(ij) −y′z′ −y′z′x′i

x′2(ij)v −x′2jv y′x′2iv y′x′v −z′x′2(ij) −z′x′j y′z′x′i −y′z′x′

Tabelle 5.3: Multiplikationstafel der Oktavenalgebra C′(D+(x))

und können mit der Identität zu einer gemeinsamen Garbe auf der Vereinigung
A3 ∪D+(x) verklebt werden.

Ebenso gilt für eine offene Teilmenge V ⊂ D+(x) ∩D+(y): Aus V ⊂ D+(x)
folgt y

x ∈ O(V ) und aus V ⊂ D+(y) folgt x
y ∈ O(V ). Somit gilt sowohl

1
xO(V ) = 1

yO(V ) als auch

C1|D+(x)∩D+(y) = C2|D+(x)∩D+(y) .

Damit verkleben auch die beiden Garben C1 und C2 mittels der Identität auf
D+(x) ∩D+(y) zu einer gemeinsamen Garbe auf D+(x) ∪D+(y).

Insgesamt verkleben die vier Garben Ct für t = 0, 1, 2, 3 so zu der oben
angegebenen Garbe C′ auf A3 ∪D+(x) ∪D+(y) ∪D+(z) = P3.





Anhang A

Kommutative Algebra

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

A.1 Moduln und Algebren – Glossar

Algebra Eine Algebra A über einem Ring R ist ein Ring A mit Eins zusammen
mit einem Ringhomomorphismus φ : R → A, dessen Bild im Zentrum
von A liegt. Die Algebra A muss nicht notwendig kommutativ sein, die
Abbildung φ muss nicht notwendig injektiv sein.

treu Ein ModulM über einem Ring R heißt treu, wenn sein Annullator trivial
ist: Ann(M) = {r ∈ R | rm = 0 ∀m ∈M} = 0. Eine R-Algebra A heißt
treu, wenn sie als R-Modul treu ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn
die Strukturabbildung R→ A, r 7→ r1A injektiv ist.

endlich Eine Algebra über einem Ring heißt endlich, wenn sie als Modul
endlich erzeugt ist. Eine endliche Algebra über einem Körper heißt
entsprechend ihrer Eigenschaft als Vektorraum auch endlich-dimensional.

frei Ein Modul heißt frei, wenn er eine Basis, also ein linear unabhängiges
Erzeugendensystem besitzt. Anders als bei Vektorräumen ist dies über
beliebigen Ringen nicht zwingend der Fall.

endlich präsentiert Ein R-Modul M heißt endlich präsentiert, wenn eine
exakte Sequenz N ′ → N → M → 0 mit endlich erzeugten, freien R-
Moduln N,N ′ existiert.

flach Ein R-Modul M heißt flach, wenn der Funktor N 7→M ⊗R N auf der
Kategorie der R-Moduln exakt ist. Da der Funktor stets rechtsexakt ist,
ist dies genau dann der Fall, wenn die Injektivität von Morphismen beim
Tensorieren mit M erhalten bleibt.

121
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treuflach Ein R-Modul M heißt treuflach, wenn die Sequenz

. . .→ N ′ → N → N ′′ → . . .

von R-Moduln genau dann exakt ist, wenn die Sequenz

. . .→M ⊗R N ′ →M ⊗R N →M ⊗R N ′′ → . . .

exakt ist. Es ist M genau dann treuflach, wenn er flach ist und wenn
M ⊗RN 6= 0 für jeden R-Modul N 6= 0 gilt, und auch genau dann, wenn
er flach ist und mM 6= M für jedes maximale Ideal m von R gilt. Ein
endlich erzeugter Modul ist genau dann treuflach, wenn er treu und flach
ist.

projektiv Ein Modul heißt projektiv, wenn er direkter Summand eines freien
Moduls ist. Projektive Moduln sind flach. Endlich erzeugte projektive
Moduln sind endlich präsentiert.

treuprojektiv Ein Modul heißt treuprojektiv, wenn er projektiv und treuflach
ist. Folglich ist ein endlich erzeugter Modul genau dann treuprojektiv,
wenn er treu und projektiv ist.

einfach Eine Algebra über einem Körper heißt einfach, wenn sie keine nicht-
trivialen zweiseitigen Ideale besitzt.

zentral Eine Algebra über einem Ring heißt zentral, wenn ihr Zentrum nur
das Bild des Grundringes ist. Manchmal wird zusätzlich gefordert, dass
zentrale Algebren auch treu sein müssen; so definieren etwa Knus und
Ojanguren in [KO74] Zentralität nur für treue Algebren.

A.2 Nakayamas Lemma

Die folgenden Aussagen werden zusammenfassend als Nakayamas Lemma
bezeichnet.

Das Jacobson-Radikal Rad(S) eines nicht notwendig kommutativen Ringes S
ist der Durchschnitt all seiner maximalen Linksideale.

Satz A.2.1 (Nakayamas Lemma). Sei S ein nicht notwendig kommutativer
Ring mit Eins und sei a ⊂ Rad(S) ein zweiseitiges Ideal von S. Sei M ein
endlich erzeugter S-Linksmodul. Ist aM = M , so gilt M = 0.

Lemma A.2.2. Sei S ein nicht notwendig kommutativer Ring mit Eins und sei
a ⊂ Rad(S) ein zweiseitiges Ideal von S. Sei f : M → N ein Homomorphismus
von endlich erzeugten S-Linksmoduln. Ist id⊗f : S/a⊗S M → S/a⊗S N eine
surjektive Abbildung, so ist auch f surjektiv.

Für lokale kommutative Ringe gelten auch die beiden folgenden Varianten:
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Lemma A.2.3. Seien (R,m) ein lokaler Ring, M ein endlich erzeugter R-Mo-
dul und N ⊂M ein Untermodul. Ist M = N + mM , so gilt auch M = N .

Lemma A.2.4. Seien (R,m) ein lokaler Ring, M ein endlich erzeugter R-Mo-
dul und x1, . . . , xn ∈M . Erzeugen die Restklassen x1, . . . , xn den Quotienten-
modul M/mM , so erzeugen x1, . . . , xn den Modul M .

A.3 Lokale Eigenschaften

Lemma A.3.1. Sei M ein R-Modul. Dann sind äquivalent:

a) M = 0 ,

b) Mp = 0 für jedes Primideal p ⊂ R ,

c) Mm = 0 für jedes maximale Ideal m ⊂ R .

Beweis. Siehe [Str02, Lemma 14/1.14].

Die Eigenschaft M = 0 lässt sich auch modulo maximaler Ideale testen:

Korollar A.3.2. Sei M ein R-Modul. Dann gilt M = 0 genau dann, wenn
M/mM = 0 für alle maximalen Ideale m ⊂ R gilt.

Beweis. Nach dem vorherigen Lemma reicht es, diese Eigenschaft für einen
lokalen Ring (R,m) zu zeigen. Sei M/mM = 0. Da dann 0 = 0 + mM den
Quotientenmodul M/mM erzeugt, folgt nach Nakayamas Lemma, dass 0 jeden
endlich erzeugten Untermodul von M erzeugt. Damit muss M selbst der
Nullmodul sein.

Lemma A.3.3. Sei ϕ : M → N ein R-Modulhomomorphismus. Dann sind
äquivalent:

a) ϕ : M → N ist injektiv (bzw. surjektiv),

b) ϕp : Mp → Np ist injektiv für jedes Primideal p ⊂ R (bzw. surjektiv),

c) ϕm : Mm → Nm ist injektiv für jedes maximale Ideal m ⊂ R (bzw. surjek-
tiv).

Beweis. Siehe [Str02, Lemma 15/1.15].

Surjektivität und Bijektivität von Homomorphismen lassen sich ebenfalls in
den Quotienten modulo maximaler Ideale testen. Für die Injektivität gilt nur
eine Implikation:

Korollar A.3.4. Sei ϕ : M → N ein R-Modulhomomorphismus und sei M
endlich erzeugt. Dann gilt:
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1. Falls ϕm : M/mM → N/mN für jedes maximale Ideal m ⊂ R injektiv ist,
so ist auch ϕ : M → N injektiv.

2. Es ist ϕ : M → N genau dann surjektiv, wenn ϕm : M/mM → N/mN
für jedes maximale Ideal m ⊂ R surjektiv ist.

3. Es ist ϕ : M → N genau dann bijektiv, wenn ϕm : M/mM → N/mN für
jedes maximale Ideal m ⊂ R bijektiv ist.

Beweis. Nach dem vorherigen Lemma reicht es, die Aussagen für einen lokalen
Ring (R,m) zu zeigen.
Ist ϕ = ϕm : M/mM → N/mN injektiv, so ist kerϕ = 0 und damit auch
(kerϕ)/mM ⊂ kerϕ trivial. Nach dem letzten Korollar folgt kerϕ = 0.
Ist ϕ surjektiv, so folgt aus Nakayamas Lemma, dass auch ϕ selbst surjektiv
ist. Die Umkehrung ist klar.
Ist ϕ bijektiv mit Umkehrabbildung ψ, so ist die Reduktion ψ eine Umkehrab-
bildung zu ϕ. Die Umkehrung folgt aus den ersten beiden Aussagen.

A.4 Skalarerweiterung

Satz A.4.1. Seien A eine beliebige und S eine kommutative R-Algebra und
seien M und N zwei A-Linksmoduln. Gilt
(a) M ist endlich erzeugter und freier A-Modul

oder
(b) M ist endlich präsentierter A-Modul und S ist flacher R-Modul,

so ist der Morphismus

ϕM : HomA(M,N)⊗R S −→ HomA⊗RS(M ⊗R S,N ⊗R S)
f ⊗ s 7−→ f ⊗ `s ,

mit der Linksmultiplikation `s : S → S, x 7→ sx, bijektiv.

Beweis. Siehe [Str02, Satz 17/1.17].

Korollar A.4.2. Seien A und S zwei kommutative R-Algebren und seien P
ein endlich erzeugter projektiver und N ein beliebiger A-Modul. Dann ist der
Morphismus

ϕP : HomA(P,N)⊗R S −→ HomA⊗RS(P ⊗R S,N ⊗R S)
f ⊗ s 7−→ f ⊗ `s

bijektiv.

Beweis. Da P projektiv ist, existieren ein R-Modul Q und eine Isomorphie
P ⊕Q ∼= An. Anwendung von (a) des letzten Satzes auf M = An ergibt auch
die gewünschte Isomorphie für den direkten Summanden P von An.
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A.5 Rang eines projektiven Moduls

Anders als bei Vektorräumen über Körpern hat über einem Ring nicht jeder
Modul eine Basis. Ist ein Modul endlich erzeugt und frei, besitzt also eine Basis,
so haben alle Basen dieselbe endliche Anzahl Elemente; diese Anzahl bezeichnet
man als Rang des Moduls. Allgemeiner kann man einen Rang oder eher eine
Rangfunktion für endlich erzeugte, projektive Moduln definieren, indem man
die Ränge der Lokalisierungen in den Primidealen betrachtet. Wir folgen
den Ausführungen in Bourbakis Commutative Algebra, Ch. II Localization,
§ 5.3 Ranks of projective modules [Bou72].

Definition. Sei P ein endlich erzeugter projektiver R-Modul. Für ein jedes
Primideal p ⊂ R sei der Rang von P in p der Rang des freien Moduls Pp über
dem lokalen Ring Rp:

rgp P = rgRp
Pp .

Ein freier Modul von Rang n ist auch in jedem Primideal von Rang n.

Definition. Ein projektiver Modul P hat Rang n (oder konstanten Rang n),
falls rgp P = n für jedes Primideal p ⊂ R gilt.

Hauptsatz A.5.1 ([Bou72, II.5.2, aus Theorem 1]). Für jeden endlich er-
zeugten projektiven R-Modul P ist die Funktion SpecR→ N0, p 7→ rgp P lokal
konstant.

Folglich ist über einem Ring mit zusammenhängendem Spektrum die Funktion
konstant, insbesondere über jedem Integritätsbereich.

Hauptsatz A.5.2 ([Bou72, II.5.3, Theorem 2]). Sei P ein R-Modul. Dann
sind äquivalent:

a) Es ist P projektiv von Rang n.

b) Es ist P endlich erzeugt und für jedes Primideal p ⊂ R ist Pp ein freier
Rp-Modul von Rang n.

c) Es ist P endlich erzeugt und für jedes maximale Ideal m ⊂ R ist Pm ein
freier Rm-Modul von Rang n.

d) Für jedes maximale Ideal m ⊂ R existiert ein f ∈ R \m so, dass Pf ein
freier Rf -Modul von Rang n ist.

Seien E und F endlich erzeugte projektive R-Moduln. Dann sind auch E × F ,
E ⊗R F , HomR(E,F ), E∗ = HomR(E,R) und das äußere Produkt ΛkE (für
alle k ≥ 0) endlich erzeugte projektive R-Moduln. Für den Rang dieser Moduln
in einem Primideal p ⊂ R gilt

rgp(E × F ) = rgp(E) + rgp(F ) , rgp(HomR(E,F )) = rgp(E) rgp(F ) ,
rgp(E ⊗ F ) = rgp(E) rgp(F ) , rgp(E∗) = rgp(E)
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sowie

rgp ΛkE =
(

rgp(E)
k

)
.

Korollar. Sei P ein endlich erzeugter projektiver R-Modul. Dann ist P genau
dann von Rang n, wenn ΛnP von Rang 1 ist.

A.6 Zusammenhängende Ringe

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, ist etwa der Rang eines projektiven
Moduls lokal konstant auf den Zusammenhangskomponenten seines zugehöri-
gen Primspektrums. Die topologischen Eigenschaften von SpecR haben also
einen gewissen Einfluss auf algebraische Eigenschaften des Ringes R oder eines
Moduls über R. Von manchen Autoren wird der topologische Zusammenhangs-
begriff direkt auf Ringe übertragen: Ein Ring R heißt zusammenhängend, wenn
sein Primspektrum SpecR als topologischer Raum zusammenhängend ist.

Es lässt sich rein algebraisch beschreiben, wann ein Ring zusammenhängend
ist, wie das folgende Lemma zeigt.

Sind R1 und R2 kommutative Ringe mit Eins, so ist ihr Produkt R1×R2 in na-
türlicher Weise, nämlich mit komponentenweiser Addition und Multiplikation,
ebenfalls ein kommutativer Ring mit Einselement (1R1 , 1R2).

Ein Element x eines Ringes heißt idempotent, wenn x2 = x gilt. Ist x ein
nichttriviales idempotentes Element, so ist dies auch 1 − x, denn dann gilt
(1− x)2 = 1− 2x+ x2 = 1− 2x+ x = 1− x. Außerdem gilt für Summe und
Produkt dieser beiden Elemente dann x+(1−x) = 1 und x(1−x) = x−x2 = 0.

Lemma A.6.1. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement 1. Dann sind
die folgenden Eigenschaften äquivalent:

a) Es ist R isomorph zu einem Produktring zweier Ringe R1, R2 6= 0.

b) Es gibt in R zwei nichttriviale idempotente Elemente e1, e2 6= 0, 1 mit
e1 + e2 = 1 und e1e2 = 0.

c) Das Spektrum SpecR ist als topologischer Raum nicht zusammenhängend.

Da die Äquivalenz dieser Bedingungen in der Literatur oftmals nur als Übungs-
aufgabe gestellt wird, wollen wir hier einen Beweis angeben.

Beweis. (a ⇒ b) Ist R = R1 × R2 ein Produktring mit R1, R2 6= 0, so
sind e1 = (1R1 , 0) und e2 = (0, 1R2) nichttriviale idempotente Elemente mit
e1 + e2 = 1 und e1e2 = 0.

(b ⇒ a) Ist e ∈ R ein idempotentes Element, so ist Re ⊂ R ein Ring
mit Einselement e. Ist dabei e 6= 0, so ist Re nicht der Nullring. Seien
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nun e1, e2 ∈ R zwei nichttriviale idempotente Elemente mit e1 + e2 = 1
und e1e2 = 0, dann definieren Re1 ×Re2 → R, (r1e1, r2e2) 7→ r1e1 + r2e2 und
R→ Re1 ×Re2, r 7→ (re1, re2) zueinander inverse Ringhomomorphismen und
somit eine nichttriviale Zerlegung R ∼= Re1 ×Re2.

(b⇒ c) Seien e1 und e2 zwei nichttriviale Idempotente mit e1 + e2 = 1 und
e1e2 = 0. Da die einzige idempotente Einheit die 1 ist (ist x2 = x und xw = 1,
so folgt x = x · 1 = x2w = xw = 1), sind die beiden abgeschlossenen Mengen

Vi := V(ei) = {p ∈ SpecR | p 3 ei}

für i = 1, 2 nichtleer. Außerdem sind sie disjunkt, denn kein Primideal enthält
die Summe e1 +e2 = 1. Jedes Primideal p enthält mit 0 = e1e2 eines der beiden
Elemente e1 oder e2. Damit ist SpecR = V1 ∪ V2 eine nichttriviale Zerlegung
des Spektrums in zwei disjunkte abgeschlossene Mengen.

(c ⇒ b) Sei umgekehrt eine Zerlegung SpecR = V1 ∪ V2 in zwei nichtleere,
disjunkte abgeschlossene Mengen V1, V2 gegeben. Dann gilt für die Verschwin-
dungsideale I(Vi) =

⋂
p∈Vi p für i = 1, 2:√

(0) = I(SpecR) = I(V1 ∪ V2) = I(V1) ∩ I(V2)

(1) = I(∅) = I(V1 ∩ V2) =
√
I(V1) + I(V2) .

Es gibt folglich zwei Elemente xi ∈ I(Vi) mit 1 = x1 + x2. Da deren Pro-
dukt x1x2 im Nilradikal I(V1) ∩ I(V2) =

√
(0) liegt, gibt es ein n ∈ N mit

xn1x
n
2 = 0. Für die Ideale Ji = (xni ) und ihre Verschwindungsmengen gilt dann

V(J1) ∩V(J2) = V((x1)) ∩V((x2)) = V((x1) + (x2)) = V((1)) = ∅

und somit

(1) = I(∅) = I(V(J1) ∩V(J2)) =
√√

J1 +
√
J2 =

√
J1 + J2 .

Es existieren daher zwei Elemente ei ∈ Ji mit 1 = e1 + e2. Für ihr Produkt gilt
diesmal e1e2 ∈ J1J2 = (0), also e1e2 = 0. Damit gilt 0 = e1e2 = e1(1− e1) =
e1 − e2

1; ebenso folgt, dass auch e2 idempotent ist.
Außerdem sind beide Elemente e1, e2 6= 0, 1: Da die Vi nichtleer sind, sind xi
und damit auch xni ∈ I(Vi) keine Einheiten und keines der Ideale Ji enthält
die 1.

A.7 Going-up, Going-down

In Lemma 2.4.7 verwenden wir, dass für eine endliche Überlagerung p : Y → X
die Urbilder von Kodimension-1-Punkten ebenfalls von Kodimension 1 sind.
Dies folgt aus den Going-up- und Going-down-Theoremen, die besagen, dass
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in einer ganzen Ringerweiterung Teilketten von Primidealen, die über einer
längeren Primidealkette des Grundringes liegen, nach oben (going up) und
nach unten (going down) fortgesetzt werden können. Daher wollen wir diese
Sätze hier aufführen; wir folgen Atiyah und Macdonald [AM69, Ch. 5]:
Seien A ⊆ B Integritätsbereiche und sei B ganz über A.
Ist q ein Primideal in B, so ist offensichtlich auch q ∩ A ein Primideal in A.
Darüber hinaus gilt, dass q genau dann ein maximales Ideal in B ist, wenn auch
q ∩A maximal in A ist. Sind q′ ⊆ q zwei Primideale in B mit q′ ∩A = q ∩A,
dann gilt q = q′. Beide Tatsachen folgen daraus, dass im Falle einer ganzen
Erweiterung B genau dann ein Körper ist, wenn A ein Körper ist. (Siehe
Proposition 5.7 und Korollare 5.8, 5.9 in [AM69].)
Außerdem liegt über jedem Primideal in A ein Primideal in B:

Hauptsatz A.7.1 ([AM69, Thm. 5.10]). Seien A ⊆ B Integritätsbereiche,
dabei sei B ganz über A, und sei p ein Primideal in A. Dann existiert ein
Primideal q in B mit q ∩A = p.

Durch Reduktion auf geeignete Quotienten erhalten wir daraus das Going-up-
Theorem:

Hauptsatz A.7.2 (Going-up, [AM69, Thm. 5.11]). Seien A ⊆ B Integritäts-
bereiche, dabei sei B ganz über A, und seien p1 ⊆ . . . ⊆ pn eine Primidealkette
in A und q1 ⊆ . . . ⊆ qm (mit m < n) eine Primidealkette in B mit qi ∩A = pi
für 1 ≤ i ≤ m. Dann kann die Primidealkette in B zu einer Kette q1 ⊆ . . . ⊆ qn
mit qi ∩A = pi für 1 ≤ i ≤ n erweitert werden.

Um eine Primidealkette nach unten fortsetzen zu können, benötigen wir noch
die zusätzliche Voraussetzung, dass der Grundring ganzabgeschlossen ist:

Hauptsatz A.7.3 (Going-down, [AM69, Thm. 5.16]). Seien A ⊆ B Integri-
tätsbereiche, dabei sei A ganzabgeschlossen und B ganz über A, und seien
p1 ⊇ . . . ⊇ pn eine Primidealkette in A und q1 ⊇ . . . ⊇ qm (mit m < n)
eine Primidealkette in B mit qi ∩ A = pi für 1 ≤ i ≤ m. Dann kann die
Primidealkette in B zu einer Kette q1 ⊇ . . . ⊇ qn mit qi ∩A = pi für 1 ≤ i ≤ n
erweitert werden.

A.8 Bewertungstheorie

A.8.1 Henselsches Lemma

Satz A.8.1 (Henselsches Lemma). Sei R ein vollständiger diskreter Bewer-
tungsring mit Restklassenkörper k. Existiert zu einem primitiven Polynom
f ∈ R[T ] eine Zerlegung seiner Reduktion f ∈ k[T ] in teilerfremde Polynome
h1, h2 ∈ k[T ],

f = h1h2 ,
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so existieren Polynome g1, g2 ∈ R[T ] mit

f = g1g2

und
g1 = h1 , g2 = h2 , grad g1 = gradh1 .

Beweis. Siehe [Ker07, Lemma 12.1] oder [Neu92, Kap. II, (4.6) Lemma].

A.8.2 Fortsetzungen von Bewertungen

Ist ein Körper vollständig bezüglich einer diskreten Bewertung, so lässt sich
die Bewertung auf jede algebraische Erweiterung eindeutig fortsetzen. Ist ein
Körper nicht vollständig bezüglich einer diskreten Bewertung, so existiert eine
bis auf Isomorphie eindeutige Vervollständigung mit eindeutiger Fortsetzung
der diskreten Bewertung. Diese kann man nutzen, um auch die Bewertung
von nicht vollständigen diskret bewerteten Körpern auf endliche algebraische
Erweiterungen fortzusetzen, wie wir im Folgenden zeigen:

Hauptsatz A.8.2 ([Neu92, Kap. II, (4.8) Theorem]). Sei K ein vollständiger
diskret bewerteter Körper mit Bewertung v. Dann besitzt jede algebraische
Erweiterung L/K eine eindeutige Bewertungsfortsetzung w. Diese ist durch
w(α) = 1

nNL/K(α) gegeben, wenn L/K endlichen Grad n hat. In diesem Fall
ist auch L vollständig.

Wir betrachten nun eine endliche algebraische Erweiterung eines nicht notwen-
dig vollständigen diskret bewerteten Körpers. Dabei beschränken wir uns in den
kommenden Überlegungen auf separable Erweiterungen – in unseren Anwen-
dungsfällen wird der Grundkörper Charakteristik 0 haben –, das Resultat gilt
aber allgemeiner, wie der abschließend aufgeführte Satz aus Neukirch [Neu92]
zeigt.

Es sei K ein Körper mit diskreter Bewertung x : K× → Z und Vervollständi-
gung Kx. Ferner sei K ′ eine separable, endliche Erweiterung von K.

Dann existiert stets ein irreduzibles Polynom f ∈ K[T ] mit K ′ ∼= K[T ]/(f),
und für das Tensorprodukt von Kx und K ′ über K gilt

Kx ⊗K K ′ = Kx ⊗K K[T ]/(f) ∼= Kx[T ]/(f) .

Dazu erhalten wir das kommutative Diagramm:

Kx Kx[T ]/(f)

K K ′ = K[T ]/(f)



130 Anhang A. Kommutative Algebra

Im Polynomring Kx[T ] über der Vervollständigung Kx zerlegen wir das Poly-
nom f als

f =
r∏
i=1

pi

in seine irreduziblen Bestandteile pi ∈ Kx[T ] (i = 1, . . . , r). Da nach Vorausset-
zung f über K irreduzibel und K ′/K separabel ist, hat f auch über Kx keine
mehrfachen Nullstellen. Daher sind die Polynome pi paarweise teilerfremd und
wir erhalten mit dem Chinesischen Restsatz die Isomorphie

Kx ⊗K K ′ ∼= Kx[T ]/(f) ∼=
r∏
i=1

Kx[T ]/(pi) .

Es seien
Li = Kx[T ]/(pi)

für i = 1, . . . , r die Faktoren dieser Zerlegung. Dann ist jedes der Li eine
endliche Körpererweiterung des vollständigen diskret bewerteten Körpers Kx

und folglich existiert jeweils eine eindeutig bestimmte Fortsetzung yi : L×i → Q
der zu x gehörenden Bewertung von Kx. Es ist Li dann automatisch vollständig
bezüglich yi und wir schreiben auch Lyi = Li.

Der Erweiterungsgrad von Lyi/Kx ist der Grad des Polynoms pi und es gilt

[Lyi : Kx] = grad pi = eifi ,

wobei ei der Verzweigungsindex der Bewertungsfortsetzung yi von x und fi ihr
Trägheitsgrad ist. Für den Verzweigungsindex ei gilt per definitionem

im(yi : L×yi → Q) = 1
ei
Z ,

und der Trägheitsgrad ist der Grad der Restklassenerweiterung,

fi = [k(yi) : k(x)] ,

wobei k(x) und k(yi) die Restklassenkörper der Bewertungsringe modulo
maximaler Ideale der Bewertungen x bzw. yi seien. Andererseits lassen sich
Verzweigungsindex und Trägheitsgrad aber auch folgendermaßen bestimmen:
Es sei pi ∈ k(x)[T ] die Restklasse von pi über dem Restklassenkörper k(x). Die
Zerlegung von pi in k(x)[T ] ist dann von der Form

pi = qeii

mit einem geeigneten irreduziblen Polynom qi ∈ k(x)[T ] und es gilt k(yi) =
k(x)[T ]/(qi) und somit

fi = [k(yi) : k(x)] = grad qi
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für i = 1, . . . , r.

Durch Einschränkung der Bewertungsfortsetzungen yi : L×yi → Q erhalten wir
diskrete Bewertungen der ursprünglichen Körpererweiterung K ′/K, nämlich

yi|K′ : K ′
× → 1

ei
Z

für i = 1, . . . , r. Umgekehrt gilt auch, dass man jede Bewertungsfortsetzung von
x auf K ′ auf diese Art erhält. – Zusammenfassend sei hier der entsprechende
Satz von Neukirch angegeben:

Satz A.8.3 ([Neu92, Kap. II, (8.2) Satz]). Sei K ein diskret bewerteter Körper
mit Bewertung x. Die algebraische Erweiterung K ′/K sei durch die Nullstelle α
eines irreduziblen Polynoms f ∈ K[T ] erzeugt.
Dann entsprechen die Fortsetzungen y1, . . . , yr von x auf K ′ umkehrbar ein-
deutig den irreduziblen Faktoren p1, . . . , pr in der Zerlegung f = pm1

1 · . . . · pmrr
von f über der Vervollständigung Kx.

Ist – wie bei uns – die Erweiterung K ′/K und mithin auch das Polynom f
separabel, so gilt mi = 1 für i = 1, . . . , r.

Der Bewertungsring einer endlichen Körpererweiterung eines diskret bewerteten
Körpers ergibt sich wie folgt aus dem Bewertungsring des Grundkörpers:

Lemma A.8.4 ([Neu92, Kap. II, Aufgabe 6]). Sei K ein diskret bewerteter
Körper mit diskreter Bewertung v und Bewertungsring R. Sei L/K eine endli-
che Körpererweiterung und w eine Fortsetzung von v auf L. Ist O der ganze
Abschluss von R in L, so ist die Lokalisierung Op von O nach dem Primideal
p = {α ∈ O | w(α) > 0} der Bewertungsring von w.

A.8.3 Verallgemeinerte Reihendarstellungen

Ist K ein diskret bewerteter Körper mit Uniformisierender π und ist S ein
Vertretersystem des Restklassenkörpers, so besitzt jedes Element x ∈ K̂× eine
eindeutige Darstellung als konvergente Reihe x =

∑
i≥v(x) αiπ

i mit αi ∈ S.
Siehe etwa [Neu92, Kap. II, (4.4) Satz] oder [Ker07, Lemma 12.8 und 12.11].

In Abschnitt 4.4.1 zeigen wir, dass und wie sich eine diskrete Bewertung auf eine
Kompositionsdivisionsalgebra über einem diskret bewerteten Körper fortsetzen
lässt. In dieser erhalten wir dann eine analoge Darstellung der Elemente als
konvergente Reihen:

Lemma A.8.5. Sei A eine nicht notwendig assoziative Divisionsalgebra über
einem Körper K, die eine diskrete Exponentialbewertung v : A→ Z besitzt. Sei
∆ = {x ∈ A | v(x) ≥ 0} der Bewertungsring, m = {x ∈ A | v(x) > 0} sein
maximales Ideal und S ⊂ ∆ ein Vertretersystem für den Quotienten ∆/m, das
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die 0 enthält. Für jedes i ∈ Z sei ein Element πi ∈ A× mit v(πi) = i gegeben.
Dann besitzt jedes Element x ∈ A eine eindeutige Darstellung

x =
∑
i≥v(x)

αiπi

mit αi ∈ S. Ist A vollständig, so konvergiert jede Reihe der obigen Form gegen
ein x ∈ A× mit v(x) = min{i | αi 6= 0}.

Wir folgen der Beweisführung von Kersten und modifizieren sie an entspre-
chenden Stellen:

Beweis (nach [Ker07, Lemma 12.8]). Wir betrachten zunächst ein Element
x ∈ A× mit positiver Bewertung v(x) ≥ 0. Dann gilt v(xπ−1

0 ) = v(x) ≥ 0, also
ist xπ−1

0 ∈ ∆. Daher existiert ein eindeutiges α0 ∈ S mit

xπ−1
0 ≡ α0 mod m .

Setze s0 = α0π0 , dann gilt v(x− s0) ≥ 1 . Wir schließen per Induktion weiter:
Sei eine Darstellung

sn−1 = α0π0 + α1π1 + . . .+ αn−1πn−1

mit αi ∈ S und
v(x− sn−1) ≥ n

gegeben. Dann gilt (x− sn−1)π−1
n ∈ ∆ und es existiert ein eindeutiges αn ∈ S

mit
(x− sn−1)π−1

n ≡ αn mod m .

Für dieses gilt
v((x− sn−1)π−1

n − αn) > 0 .

Setze
sn := sn−1 + αnπn = α0π0 + α1π1 + . . .+ αnπn ,

dann gilt

x− sn = x− sn−1 − αnπn =
(
(x− sn−1)π−1

n − αn
)
πn

und damit

v(x− sn) = v((x− sn−1)π−1
n − αn) + v(πn) ≥ n+ 1 .

Sei nun x ∈ A× ein Element mit beliebiger Bewertung n0 := v(x) ∈ Z. Dann
gilt v(xπ−1

n0 ) = 0, also xπ−1
n0 ∈ ∆. Daher existiert ein eindeutiges αn0 ∈ S mit

xπ−1
n0 ≡ αn0 mod m .
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Setze sn0 = αn0πn0 , dann gilt

v(x− sn0) = v(xπ−1
n0 − αn0) + v(πn0) ≥ 1 + n0 .

Weiter geht es wie zuvor.
Da für die Folge (sn)n≥n0 mit sn = αn0πn0 +. . .+αnπn dann stets v(x−sn) ≥ n
gilt, konvergiert die Folge gegen x. Also gilt am Ende tatsächlich

x =
∑

n≥v(x)
αnπn .

Die Eindeutigkeit der Darstellung ist offensichtlich.

A.9 Krullringe

In diesem Abschnitt werden kurz die Definition und einige erste Eigenschaften
von Krullringen zusammengefasst, so, wie sie in Bourbakis Commutative
Algebra, Ch.VII Divisors [Bou72] eingeführt werden.

Definition ([Bou72, VII.1.3]). Ein Integritätsbereich R heißt Krullring, falls
eine Familie diskreter Bewertungen (vi)i∈I des QuotientenkörpersK = Quot(R)
so existiert, dass

1. der Ring R der Durchschnitt der zugehörigen Bewertungsringe Ovi ist,
also R =

⋂
i∈I Ovi , und dass

2. für jedes x ∈ K× die Menge {i ∈ I | vi(x) 6= 0} endlich ist.

Es reicht dabei offensichtlich, die letzte Bedingung für x ∈ R \ {0} zu testen.
Beispiele für Krullringe sind offensichtlich jeder diskrete Bewertungsring, aber
auch jeder Hauptidealring. Außerdem sind für jeden Krullring R auch der
Polynomring R[X] und der Ring R[[X]] der formalen Potenzreihen Krullringe.

Definition ([Bou72, V.1.4]). Ein Integritätsbereich R mit Quotientenkörper
K heißt vollständig ganzabgeschlossen, wenn jedes x ∈ K, dessen sämtliche
Potenzen xn (für n ≥ 0) in einem endlich erzeugten R-Untermodul von K
enthalten sind, bereits in R liegt.

Dabei gilt, dass alle xn genau dann in einem endlich erzeugten R-Untermodul
von K enthalten sind, wenn es ein d ∈ R, d 6= 0 mit dxn ∈ R für alle n ≥ 0
gibt.
Jeder vollständig ganzabgeschlossene Ring ist auch ganzabgeschlossen. Um-
gekehrt ist jeder ganzabgeschlossene noethersche Ring auch vollständig ganz-
abgeschlossen; für allgemeine ganzabgeschlossene Ringe gilt dies jedoch nicht
(siehe Bourbakis Bemerkungen zur Definition).
Krullringe sind ganzabgeschlossen und vollständig ganzabgeschlossen:
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Hauptsatz A.9.1 ([Bou72, VII.1.3, Thm. 2]). Ein Integritätsbereich R ist
genau dann ein Krullring, wenn gilt:

1. Es ist R vollständig ganzabgeschlossen.

2. Jede nichtleere Familie divisorialer ganzer Ideale von R enthält ein
maximales Element (bzgl. der Inklusionsrelation).

Korollar A.9.2 ([Bou72, VII.1.3, Corollary]). Ein noetherscher Ring ist genau
dann ein Krullring, wenn er ganzabgeschlossen ist.

Nicht jeder Krullring muss noethersch sein: Sei k ein Körper. Dann ist der
Polynomring k[Xi]i∈N in unendlich vielen Unbestimmten ein nicht noetherscher
Krullring.

Hauptsatz A.9.3 ([Bou72, VII.1.6, Thm. 4]). Sei R ein Integritätsbereich
und P die Menge seiner Primideale von Höhe 1. Dann ist R genau dann ein
Krullring, wenn gilt:

1. Für jedes p ∈ P ist Rp ein diskreter Bewertungsring.

2. Es gilt R =
⋂

p∈P Rp.

3. Für jedes x ∈ R, x 6= 0 gibt es nur endlich viele p ∈ P mit x ∈ p.

Außerdem sind die Bewertungen, die zu den Rp für p ∈ P korrespondieren, die
wesentlichen Bewertungen ( essential valuations) von R.
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Garben und Schemata

B.1 Modulgarben und Schemata

Definition. Ein Schema (X,OX) heißt ganz, wenn für jede offene Menge
U ⊂ X der Ring OX(U) ein Integritätsbereich ist.

Definition. Ein Schema heißt lokal-noethersch, wenn es eine Überdeckung
durch offene affine Teilmengen Spec(Ri) mit noetherschen Ringen Ri gibt. Ein
Schema heißt noethersch, wenn es lokal-noethersch und quasikompakt ist.

Satz B.1.1 ([Har77, Ch. II, Proposition 3.2]). Ein Schema ist genau dann
lokal-noethersch, wenn jede offene affine Teilmenge Spec(R) das Spektrum
eines noetherschen Ringes R ist.

Definition. Ein Schema (X,OX) heißt normal, wenn für jeden Punkt x ∈ X
der lokale Ring OX,x ein ganzabgeschlossener Integritätsbereich ist.

Satz B.1.2 ([AM69, Proposition 5.13]). Sei R ein Integritätsbereich. Dann
sind äquivalent:

a) Es ist R ganzabgeschlossen.

b) Für jedes Primideal p ⊂ R ist Rp ganzabgeschlossen.

c) Für jedes maximale Ideal m ⊂ R ist Rm ganzabgeschlossen.

Korollar B.1.3. Ist (X,OX) ein normales Schema, so ist für jede zusammen-
hängende offene affine Menge U = Spec(R) der Ring OX(U) ganzabgeschlos-
sen.

Definition. Ein OX -Modul F heißt quasikohärent, wenn X eine offene af-
fine Überdeckung (Ui = Spec(Ri)) besitzt, für die jede Einschränkung F|Ui
isomorph zu der assoziierten Garbe M̃i eines Ri-Modul Mi ist.
Ein OX -Modul F heißt kohärent, wenn zusätzlich jedesMi als endlich erzeugter
Ri-Modul gewählt werden kann.

135
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Satz B.1.4 ([Har77, Ch. II, Proposition 5.4]). Es gibt genau dann eine offene
affine Überdeckung, die die Quasikohärenzbedingung erfüllt, wenn jede offene
affine Überdeckung sie erfüllt. Ist X ein noethersches Schema, so gilt die
entsprechende Aussage auch für die Kohärenzbedingung.

Definition. Ein OX -Modul F heißt frei, wenn F zu einer direkten Summe
von Kopien von OX isomorph ist.
Ein OX -Modul F heißt lokalfrei, wenn es eine solche Überdeckung durch offene
Teilmengen Ui gibt, dass jedes F|Ui ein freier OX |Ui-Modul ist.

Satz B.1.5 ([Har77, aus Ch. II, Ex. 5.7]). Sei (X,OX) ein noethersches Schema
und sei F ein kohärenter OX-Modul. Dann gilt:
Ist der Halm Fx in dem Punkt x ∈ X ein freier OX-Modul, so existiert eine
solche Umgebung U von x, dass F|U ein freier OX |U -Modul ist. Es ist F genau
dann lokalfrei, wenn für alle x ∈ X der Halm Fx ein freier OX,x-Modul ist.

Definition. Ein R-Modul M heißt torsionsfrei, wenn rm 6= 0 für alle r ∈
R \ {0} und m ∈M \ {0} gilt.
Ein kohärenter OX -Modul F auf einem Schema (X,OX) heißt torsionsfrei,
wenn für jede offene affine Menge U ⊆ X der OX(U)-Modul F(U) torsionsfrei
ist.

Auch hierfür reicht es, die Bedingung für die Mengen einer beliebigen offenen
affinen Überdeckung zu testen.

Satz B.1.6 ([HL97, Bemerkung nach Def. 1.1.4]). Sei (X,OX) ein ganzes,
noethersches Schema. Dann ist ein kohärenter OX-Modul F genau dann torsi-
onsfrei, wenn Fx für jedes x ∈ X torsionsfrei ist.

Satz B.1.7 ([Fri98, Def. 2.19]). Sei (X,OX) ein reguläres Schema. Dann ist
ein kohärenter OX-Modul F genau dann torsionsfrei, wenn Fx für jedes x ∈ X
torsionsfrei ist.

B.2 Garben von Ordnungen

Allgemeiner als die lokalfreien Garben von Azumaya-Algebren werden auch
Garben von Maximalordnungen betrachtet. Insbesondere da häufig die Brau-
ergruppe des betrachteten Schemas trivial sein kann, etwa für Kurven über
algebraisch abgeschlossenen Körpern (Satz von Tsen).

Wir geben hier drei in der Literatur vertretene Varianten zur Definition von
Ordnungen an. In allen Fällen gilt: Eine Maximalordnung ist eine Ordnung,
die in keiner anderen Ordnung echt enthalten ist.

Milne gibt die folgende Definition:
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Definition ([Mil80, S. 150/151]). Sei X ein ganzes, lokal-noethersches Schema
mit Funktionenkörper k(X) = K und sei AK eine endliche K-Algebra. Dann
ist eine OX-Ordnung in AK eine kohärente OX -Algebra A, die lokal in der
Zariski-Topologie auf X eine Ordnung ist.

In ihrer nicht veröffentlichten Arbeit „Stable orders over surfaces“ [AdJ] geben
Artin und de Jong die folgende Definition:

Definition ([AdJ, 1.8]). Sei X ein ganzes, noethersches Schema mit Funktio-
nenkörper k(X) = K, und sei AK eine endliche K-Algebra. Eine OX-Ordnung
in AK ist eine torsionsfreie kohärente OX -Algebra A mit genereller Faser AK .

Letzteres bedeutet, dass ein Isomorphismus A⊗OX K ∼= AK existiert und fest
gewählt wird.

Außerdem zeigen sie, dass Ordnungen existieren und dass für eine Maximal-
ordnung jede lokale Algebra ebenfalls eine Maximalordnung ist:

Satz B.2.1 ([AdJ, 1.8.1 Prop.]). Sei X ein ganzes, noethersches Schema mit
Funktionenkörper K und sei A eine Ordnung in einer endlichen K-Algebra AK .
Dann gilt:

1. Sei j : U ′ → X die Einbettung einer nichtleeren, offenen Menge oder von
U ′ = SpecK. Sei B eine endliche OX-Algebra mit K ⊗ B ⊂ AK und
sei A′ eine OU -Ordnung in AK , die j∗B enthält. Dann existiert eine
OX-Ordnung A in AK mit B ⊂ A und j∗A = A′.

2. Ist A eine Maximalordnung, dann ist die Einschränkung von A auf
jede offene Teilmenge maximal und für jeden Punkt x ∈ X ist Ax eine
OX,x-Maximalordnung in AK .

Bowne-Anderson, ein Schüler Chans, gibt die folgende Definition:

Definition ([BA11, Def. 2.1]). Sei X ein normales, ganzes, noethersches Sche-
ma von endlichem Typ über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k mit
char k = 0. Eine Ordnung auf X ist eine torsionsfreie kohärente OX -Algebra A,
für die K(A) := A⊗OX k(X) eine Azumaya-Algebra über dem Funktionenkör-
per k(X) ist.
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Moduls M

(C,N) Kompositionsalgebra C mit Norm N mit Einselement e
Tr(x) Spur 〈x, e〉 eines Elementes x ∈ C
x konjugiertes Element Tr(x)e− x zu x
{x, y, z} Assoziator (xy)z − x(yz) dreier Elemente
n(t) Vielfaches einer Ähnlichkeit t



147

(V, q) Vektorraum mit quadratischer Form
L# duales Gitter eines Gitters L
L(#) Menge der ganzen Elemente im dualen Gitter L#

Or(L), O`(L) Rechts- bzw. Linksordnung eines Gitters L

Ann(M) Annullator {r ∈ R | rm = 0 ∀m ∈M} eines R-Moduls M
Rad(S) Jacobson-Radikal eines Ringes S
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Der Grundring einer Algebra ist stets ein kommutativer Ring mit Eins (und
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