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Einleitung

Markov-Ketten (MKen) und Markov-Prozesse spielen heute in vielen unterschiedli-
chen wissenschaftlichen Disziplinen eine bedeutende Rolle. In den Wirtschaftswis-
senschaften werden mit ihrer Hilfe Finanzmérkte modelliert, Biologen nutzen sie als
Erkldrung fiir Molekularbewegungen, von Physikern werden sie in der Thermodyna-
mik und Quantenphysik verwendet und in der Informatik werden sie zum Kodieren
von Daten benutzt. Theoretische Ergebnisse iiber das Verhalten von MKen kénnen
also in den unterschiedlichsten Bereichen genutzt werden, was nicht zuletzt die Mo-
tivation fiir diese Arbeit erklért, dessen Ziel es ist, iiber den Begriff der Spektralliicke
das Konvergenzverhalten von MKen zu analysieren.

Im Folgenden werden ausschliellich MKen &1, &s, ... mit beliebigen Zustandsrdum-
en in diskreter Zeit betrachtet. Die Lehrbiicher [32], [54], [14] und [37] geben hierfiir
einen guten Einstieg, auch wenn in den drei erstgenannten Biichern nur MKen mit
abzéhlbarem Zustandsraum thematisiert werden.

Uns interessieren hauptséchlich die Spektraleigenschaften des der MK assoziierten
Markov-Operators (MO) P, der auf geeigneten Funktionenriumen wie folgt defi-
niert ist:

Pf(z):= /Q f(y)p(z,dy).

Insbesondere gehen wir der Frage nach, unter welchen Bedingungen der Operator
P auf einem geeigneten Raum eine Spektralliicke hat. Dabei sprechen wir von einer
Spektralliicke, falls das Spektrum o(P) von P enthalten ist in der Vereinigung eines
Kreises vom Radius kleiner als eins mit der Zahl eins, d.h.

o(P) C K.(0) U{1}, (1)

wobei K.(0) :={z € C: ||z||2 < r}. Die Zahl u := 1 —r wird in diesem Zusammen-
hang Spektralliicke genannt, falls » mit der Eigenschaft minimal gewé#hlt wird.
Es zeigt sich, dass das Konvergenzverhalten einer MK fiir viele unterschiedliche Kon-
vergenzbegriffe mafigeblich von der Existenz einer Spektralliicke und deren Grofe
bestimmt wird (vgl. [19], [20], [21]). Da die Grofie dieser Liicke in den meisten Féllen
nicht exakt bestimmt werden kann, wird versucht, sie moglichst scharf abzuschétzen.
Solche Abschéitzungen werden heutzutage erfolgreich angewendet, um Konvergenz-
eigenschaften von Markov Chain Monte Carlo (MCMC)-Methoden zu analysieren.
Die Idee von MCMC-Methoden ist, Stichproben einer Verteilung zu erzeugen, die in
einem gewissen Sinn nahe einer vorgegebenen Verteilung 7 sind. Hierfiir wird hin-
reichend lange eine MK mit invariantem Mafl 7 simuliert. Mittlerweile ist es iiblich,
MCMC-Methoden zur Berechnung komplexer Wahrscheinlichkeitsmafle zugrunde-
liegender Integrale zu benutzen, wie sie unter anderem in der Statistischen Physik,
Computerphysik, Computerbiologie und Bayes-Statistik vorkommen. Fiir genauere
Informationen zu MCMC-Methoden verweisen wir auf die Biicher von Liu [49] und
Roberts [57].
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Die Theorie der MKen hat ihren Ursprung zu Beginn des 20. Jahrhunderts. Ange-
fangen mit Arbeiten von Markov war es die von Doeblin (vgl. [22], [23]) verwendete
und nach ihm benannte Bedingung, die sich fiir die weitere Entwicklung der Theo-
rie als grundlegend zeigte und wegen ihrer groflen Bedeutung im Folgenden kurz
angegeben werden soll.

Die Doeblin-Bedingung ist erfiillt, wenn auf einem Messraum (92, F) ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl (Wmaf}) ¢ existiert mit der Eigenschaft, dass m € N, 0 <e < 1
und 0 > 0 existieren, sodass fiir alle A € F mit ¢p(A) > € folgt:

p"(x,A) >0 Vo € Q.

Doeblin konnte zeigen, dass der Ubergangskern p(-,-) einer aperiodischen MK, die
die Doeblin-Bedingung erfiillt, gleichgradig in Totalvariation gegen ein eindeutig
bestimmtes Wmaf} 7 konvergiert, d.h. 3C > 0, < 1 mit

sup |[p"(x,-) — wl|lv < C6",
zeQ

(vgl. [22], [23]).

Doob [24] erhilt die gleiche Aussage in einem allgemeineren Zusammenhang unter
der Bedingung der Ergodizitit zuziiglich einer weiteren Bedingung, die von ihm als
”"Hypothese D” bezeichnet wird. Tatséchlich zeigt sich, dass Ergodizitdt zusammen
mit der ”Hypothese D” dquivalent ist zur Doeblin-Bedingung (vgl. Kapitel .

Nagaev [53] zeigte, dass dies dquivalent ist zu
1P = Pyl < €67,

wobei Py f := [, f(y)m(dy) und P und P; auf dem Raum B(Q,F,|| - ||o) der be-
schriankten messbaren Funktionen mit Supremums-Norm definiert sind. Da P den
Raum der konstanten Funktionen und den Raum der Funktionen f mit der Ei-
genschaft P; f = 0 invariant lésst, ist die obige Bedingung gleichbedeutend mit der
Existenz einer Spektralliicke. Vermutlich war Nagaev der erste, der die fiir Operato-
ren mit Spektralliicke entwickelte Theorie (vgl. [25]) benutzte, um damit klassische
Sétze in der Wahrscheinlichkeitstheorie zu beweisen. So zeigte er in mit ihrer Hilfe
die Giiltigkeit eines zentralen Grenzwertsatzes fiir Summen der Form

Bl<2¢0&—An>, @
™ \i=1

falls ¢ endliche zweite Momente hat und A, und B, richtig gewiihlt werden (vgl.
[53]). Fiir den Fall, dass ¢ im Anziehungsbereich einer a-stabilen Verteilungsfunk-
tion liegt (o # 2), konnte Nagaev Bedingungen fiir den Ubergangskern angeben,
sodass die Grenzverteilung in die gleiche ist wie fiir die assoziierten unabhingigen
Zufallsvariablen (ZVen) bei gleicher Wahl der Konstanten A,, und B, (siehe Kapitel
. Wiéhrend die auf Gordin [30] zuriickgehende Methode der Martingalapproxima-
tion den Beweis eines zentralen Grenzwertsatzes unter wesentlich schwécheren Vor-
aussetzungen ermoglichte (vgl. z.B. [50], [16], [60]), sind die Ergebnisse von Nagaev
beziiglich der a-stabilen Grenzverteilungen (o # 2) immer noch aktuell.

Die Verallgemeinerung dieses Satzes ist das zentrale Ergebnis des Kapitels [/l Dabei
erscheint sowohl der Beweis als auch die verwendete Beweismethode neu. Wir zei-
gen, dass die Voraussetzung der Existenz einer B(§2, F,|| - ||oo)-Spektralliicke nicht
notwendig ist und geben eine hinreichende Bedingung fiir die Giiltigkeit des globa-
len Grenzwertsatzes an. Insbesondere zeigt sich, dass die von Nagaev [53] geforderte
Spektralliicke die Giiltigkeit unserer Forderung impliziert. Obwohl fiir den Beweis
des Satzes ebenfalls die Methode der charakteristischen Funktionen verwendet wird,
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ist die Vorgehensweise deutlich von der von Nagaev [53] zu unterscheiden und birgt
den Vorteil, aufgrund der Stabilitdt der geschaffenen Struktur in gewisser Hinsicht
sehr flexibel zu sein. Aufgrund dieser Flexibilitéit sind wir iiberzeugt, dass durch das
Verwenden unterschiedlicher Normen und Riume auf die d&hnliche Art und Weise
weitere globale Grenzwertsétze fiir MKen bewiesen werden koénnen.

Entsprechend den vorherigen Aussagen bedarf es fiir den Beweis von globalen Grenz-
wertsétzen nicht der Existenz einer Spektralliicke. Ob dies auch fiir den Beweis eines
lokalen Grenzwertsatzes der Form

By Pr(Sy — kn € I) — |Ig(k),

wobei S,, = Z?Zl ¢o&;, An, B, € Rmit B,, — oo, ’“"B_:‘" — k gilt, ist unklar. Als
erstes bewies Kolmogorov lokale Grenzwertséitze fiir irreduzible und aperiodische
MKen mit endlichem Zustandsraum (in diesem Fall ist der assoziierte MO sowohl
auf L?(7) als auch auf B(Q, F, || ||« ) kompakt und hat wegen der geforderten Ape-
riodizitéit auf beiden Rédumen eine Spektralliicke). Verallgemeinert wurde dieses Re-
sultat im normalen Fall (o« = 2) von Nagaev [53] fiir abzéhlbare Zustandsriume und
im nicht normalen Fall (« # 2) von Aleskjavicene [3] fiir beliebige Zustandsrédume.
Die beiden letztgenannten Autoren setzten dabei die folgende Bedingung voraus:

sup |p(waA) _p("DvA” <1

w,w,A

Diese Bedingung impliziert insbesondere eine Spektralliicke von P auf dem Raum
B, F, || - |lso) (vel. Kapitel [2)) und damit auch eine L?(r)-Spektralliicke (vgl. Ka-
pitel . Tatsiichlich kann man zeigen, dass die Existenz einer L?(r)-Spektralliicke
zuziiglich einer technischen Bedingung hinreichend ist fiir die Giiltigkeit des lokalen
Grenzwertsatzes fiir MKen mit beliebigem Zustandsraum im nicht-normalen Fall.
Fiir ZVen erzeugt durch dynamische Systeme, d.h. X,, :== foT" mit T : Q@ — Q
eine mafitreue Abbildung des Wahrscheinlichkeitsraums (Wraums) €2 in sich und
f:Q — R, wurden lokale Grenzwertsiitze fiir solche Abbildungen T" bewiesen, die
in gewisser Hinsicht dem Markov-Shift &hneln. Hier sind die Arbeiten von Aaronson
und Denker [2], Rousseau-Egele [64], Guivarc’h und Hardy [33] und Gouézel [31] zu
nennen, wobei die drei erstgenannten Arbeiten mit Hilfe des Satzes von Ionescu-
Tulcea und Marinescu [39] fiir den assoziierten Transfer-Operator Pr die Existenz
einer Spektralliicke auf einem geeigneten Raum beweisen und hierauf aufbauend
die jeweiligen lokalen Grenzwertséitze. In der Arbeit von Gouézel hat der Transfer-
Operator Pr selbst keine Spektralliicke. Dennoch wird durch die Betrachtung eines
induzierten Systems mit Hilfe einer Stoppzeit 7 auch hier fiir den Beweis des lokalen
Grenzwertsatzes ein Spektralliickenargument fiir den induzierten Transfer-Operator
Pr,_ verwendet.

Die obigen Ausfithrungen zeigen, dass es in vielerlei Hinsicht wiinschenswert ist,
das Spektrum eines Markov-Operators ndher zu untersuchen, um ausgehend von
den Spektraleigenschaften andere Sdtze der Wahrscheinlichkeitstheorie zu bewei-
sen. Fiir MKen mit beliebigen Zustandsrdumen erscheint die Methode von Ionescu-
Tulcea und Marinescu [39] zur Bestimmung von Spektralliicken nicht optimal, da sie
von dem zugrundeliegenden Wraum (2, 7, 7) in gewissem Sinn mehr Struktur for-
dert. Zwar ist es fiir MKen mit abzidhlbarem Zustandsraum 2 immer noch moglich,
mit Hilfe dieser Methode Bedingungen anzugeben, die eine Spektralliicke implizie-
ren (vgl. [2]), es zeigt sich jedoch, dass unter diesen Bedingungen der assoziierte
MO P kompakt auf B(Q,F,|| - ||eo) ist und der zugehorige Ubergangskern damit
insbesondere die Doeblin-Bedingung erfiillt.

Auf dem Raum L?(7) hat sich fiir die Analyse der Spektraleigenschaften von P
bisher der Weg iiber die Poincaré-Ungleichung durchgesetzt. Diese gilt, wenn eine
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Konstante 0 < C' < oo existiert, sodass fiir alle f € L?(r) gilt:

Var(f) < CE(f, f), (3)

wobel

Var(f) = /Q F2(@)n(da) - ( /Q f(w)vf(dx)>2—:< Fof e - < 152

und
5(faf) =< (Id—P)fvf >

Die Konstante £ f)

A= fean2(7r) {Vm:(f)7

wird in der Literatur auch als Spektralliicke bezeichnet (vgl. [20]). Diese Definition
von Spektralliicke (wir wollen sie im Folgenden zur Unterscheidung Spektralliicke bei
eins nennen) unterscheidet sich dabei von der in dieser Arbeit (siehe [1)) benutzten.
Falls die MK reversibel, d.h., falls

m(dz)p(z, dy) = 7(dy)p(y, dz)

und damit der assoziierte Operator P selbstadjungiert ist, und P dariiber hinaus
positiv ist, kann man zeigen, dass die sich aus den beiden unterschiedlichen Defini-
tionen ergebenen Werte fiir die Spektralliicke {ibereinstimmen (vgl. [38]). Ein guter
Uberblick fiir weitere Anwendungsmoglichkeiten von L?(r)-Spektralliicken im Falle
endlicher MKen wird in der Arbeit von Diaconis und Saloff-Coste [20] gegeben. Fir
reversible MKen mit endlichem Zustandsraum gelingt es Diaconis und Stroock [I§],
iiber die Poincaré-Ungleichung mit Hilfe geometrischer Begriffe die Grofie der
Spektralliicke bei 1 nach unten zu beschréinken. Die Abschitzungen erweisen sich
dabei in einigen Fillen als in einem gewissen Sinne scharf. Resultate fiir nicht rever-
sible MKen mit endlichem Zustandsraum konnen bei Fill [28] nachgelesen werden.
Die in diesen Arbeiten verwendeten Methoden kénnen im Allgemeinen jedoch nicht
auf MKen mit beliebigen Zustandsraumen iibertragen werden. Daher wird in dieser
Arbeit ein anderer, auf Cheeger [0] zuriickgehender und von Lawler und Sokal [4§]
auf MKen angewandter Ansatz gewéhlt. In ihrer Arbeit aus dem Jahre 1988 zeigen
Lawler und Sokal fiir reversible MKen mit beliebigem Zustandsraum unter Verwen-
dung der Poincaré-Ungleichung, dass die Spektralliicke bei eins in folgender Weise
abgeschétzt werden kann:

Var(f) # 0} (1)

k> > ng, (5)
wobei k£ > 1 (siehe Kapitel [4]) und
. 1 ¢
ks ol K(A) =~ /Ap(x,A Jr(de). (6)

Fiir nicht reversible MKen erhélt man immer noch fiir den Realteil der Spektralliicke
bei eins die Abschétzung

R(N) > ng. (7)

Das Resultat von Lawler und Sokal ist jedoch allgemeiner und liefert auch ein Re-
sultat fiir MKen mit beschrinkten Sprungraten in stetiger Zeit (vgl. [48]). Dieses
Resultat wurde von Chen und Wang [12] fiir unbeschridnkte Sprungprozesse verall-
gemeinert und die Abschéitzung der Konstanten in noch verbessert. Die in @
definierte Konstante k wird isoperimetrische Konstante genannt und spielt in dieser
Arbeit eine fundamentale Rolle, wie wir sehen werden.
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Die nun folgenden Definitionen und Resultate werden in Kapitel [ beschrieben und
finden, soweit uns bekannt ist, in der Literatur keine Entsprechung. Wir definieren
entspechend der Definition von k

kn = inf k,(A), k.(A):= mAp"(x,Ac)w(dx), (8)

die dem n-ten Ubergangskern zuzuordnende isoperimetrische Konstante. Mit Hilfe
dieser Familie (k,,),en von isoperimetrischen Konstanten ldsst sich eine hinreichende
und notwendige Bedingung fiir die Existenz einer L?(7)-Spektralliicke formulieren.
Tatsichlich zeigen wir, dass P genau dann eine L?(7)-Spektralliicke hat, wenn

27
M:=23e>0: ky>en< |—————— | +1 . 9
{6 = {arccos(l - 1’262)] + } 70 ©)

Es zeigt sich, dass sich die Groéfle der Spektralliicke dann nach unten abschétzen
lasst durch
K 2
16° )
Damit liasst sich der Nachweis fiir eine Spektralliicke durch das Priifen von endlich
vielen k,, > € erbringen.
Als Folgerungen aus diesem Satz ergeben sich zum einen die bekannte Tatsache, dass
die Doeblin-Bedingung fiir aperiodische MKen eine L?(7)-Spektralliicke impliziert,
zum anderen erhalten wir, dass

27
1-— lnf ( — 1/([31'0(‘,05(17%52)]"’_1). (10)
eeM

p"(z, A)
m(A)

1
Je > 0:limsup  sup / —1|7(dx) <1—c¢ (11)
A

n—oo AcFin(A)<i T(AS)

hinreichend fiir die Existenz einer L?(r)-Spektralliicke ist.
Um detailliertere Aussagen iiber das Verhalten der k,, machen zu kdnnen, werden
die isoperimetrischen Konstanten

kp«n pn = inf kp.n pn(A
AeF (4),
wobei

1 n
kpsn pn(A) i = —————— [ P* P"1gew(dx) = "(x, A)p™(x, A%)m(d
o () = e [ PP (o) = [ 7o ", A%
ist, definiert. Die Folge (kp» pn )nen erweist sich als monoton wachsend in n und dies
wird benutzt, um zu zeigen, dass die Existenz einer L?(r)-Spektralliicke dquivalent
ist zur Bedingung

Diese exponentielle Konvergenz der kp.» p» gegen eins ldsst sich mit Hilfe einer
Ungleichung, die in gewisser Hinsicht die Abhéngigkeiten von k, und kp«» pn be-
schreibt, auch fiir k,, zeigen (vgl. Abschnitt . Diese beiden Resultate erweisen
sich als zentral, da sie fiir viele Beweise der noch folgenden Sétze benutzt werden.
In dem abschlieBenden Abschnitt[4.4]dieses Kapitels betrachten wir reversible MKen.
Hierfiir hatten wir in eine Abschitzung der L?(r)-Spektralliicke bei 1 gesehen.
Lawler und Sokal [48] untersuchen nicht die Griéfle der Spektralliicke bei —1, was
erforderlich ist, um eine Abschétzung nach unten fiir die Grofle der Spektralliicke
im Sinne dieser Arbeit zu bekommen. Tatséchlich reicht es, diese beiden Liicken
zu betrachten, da der assoziierte MO selbstadjungiert ist und daher reellwertiges
Spektrum hat. Um jedoch eine Spektralliicke bei —1 zu bekommen, miissen Pe-
riodizitdten der Kette ausgeschlossen werden. Zu diesem Zweck definieren wir die
Konstante

1
K := sup

sp s [ planA%)n(a)
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bzw. die Konstanten

1
K, := sup

A e A

Fiir K (und genauso fiir K,,) kann man nun zeigen, dass allgemein (auch im nicht
reversiblen Fall)
0<K<2

gilt. Tatséchlich zeigt sich nun, dass die Forderung
0<k<K<2 (12)

fiir reversible MKen iquivalent ist zur Existenz einer L?(r)-Spektralliicke. Dariiber
hinaus erhalten wir fiir die Groe der Spektralliicke folgende Abschitzung nach

unten:
pz1- 1= 2K, (13)

wobei ko abgeschiatzt werden kann durch
2

k*_k
ko > su min | —§, ~(e1€e2(1 — §) — ),
2 2 5,61,62,13eR+ {16 4( 1€62( ) —6)

(o(C ol @b 1y e Y]

Es zeigt sich, dass genau dann von Null weg beschrankt ist, wenn K < 2 gilt.

Haben sich die isoperimetrischen Konstanten in Kapitel [4] als niitzlich fiir die Fra-
ge nach der Existenz von L?(r)-Spektralliicken erwiesen, so liefern sie auch den
Briickenschlag zwischen der Verbindung von dem, was wir additiven bzw. multipli-
kativen Entropiezuwachs nennen, und der Existenz von L?(7)-Spektralliicken.

Der von uns definierte Begriff des additiven Entropiezuwachses scheint dabei erst-
mals fiir die Analyse von L?(r)-Spektralliicken benutzt zu werden. Folglich haben
alle von uns diesbeziiglich erzielten Ergebnisse keine Entsprechung in der Literatur.
Der Begriff des multiplikativen Entropiezuwachses entspricht im Wesentlichen dem,
was in den Arbeiten von [20], [52], [74] und [I1] zur Analyse der Zusammenhinge von
L?(7)-Spektralliicken und dem Entropieverhalten verwendet wird. Die dort benutz-
ten Methoden unterscheiden sich jedoch von unseren (alle oben genannten Arbeiten
verwenden Log-Sobolev-Ungleichungen) und die erzielte Resultate lassen sich daher
kaum miteinander vergleichen, zumal die Ausgangsstrukturen (keine der obigen Ar-
beiten betrachtet zeitdiskrete MKen mit beliebigen Zustandsriumen) differieren.
Die Gibbs-Entropie einer positiven Funktion g (¢ > 0) zum Wmafl 7 wird gegeben
durch

H(g) = /Q n(g(@))m(de),

wobei n(z) := —xlog(z), n(0) := 0. Auf dem Raum G := {g4 := ﬁlA cAc
F,0 < m(A) < i} wird der additive Entropiezuwachs definiert als
L, := inf (H(P"g) — H(g)). (15)
g€eg

Wir zeigen, dass die isoperimetrische Konstante kp«n pn durch L,, auf folgende Art
und Weise nach oben abgeschéitzt werden kann:

Epen pn < 2(1 — e~ Em). (16)
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Dies liefert unmittelbar
n: L, >0 (17)

als notwendiges Kriterium fiir die Existenz einer L?(r)-Spektralliicke. Dass dies
jedoch nicht hinreichend ist, wird an einem Gegenbeispiel (vgl. Kapitel@ Abschnitt
gezeigt. Stellt man jedoch die zusétzliche Bedingung, dass die betrachtete
MK eine Sprungliicke hat, d.h. ein € > 0 existiert, sodass

pt(x,A)=0 VvV p"(z,A)>e VreQ AcF,

zeigt sich, dass tatsichlich dquivalent zur Existenz einer L?()-Spektralliicke
ist. Die Behauptung dieser Aussage ergibt sich aus der folgenden Ungleichung:

4 1496

wobei .
loglog =
— % (19)
log = —loglog ¢
Wir haben gesehen, dass die Existenz einer L?(7)-Spektralliicke die Existenz eines
n € N: L, > 0 impliziert. Diese Aussage ldsst sich noch verfeinern. Tatséchlich ge-
lingt es, auf dem Raum G, := {g4 := ﬁlA tAeF,e<n(A) < %} gleichgradige
exponentielle Konvergenz der Entropie H(P"-) gegen Null zu zeigen, d.h.
—C n : n
—6" < inf H(P"ga) <0. (20)
€ 9AEGe
Damit sind die wesentlichen Zusammenhénge zwischen additivem Entropiezuwachs
und der Existenz einer L?(r)-Spektralliicke geklirt. Eine positiven additiven Entro-
piezuwachs (In € N) implizierende Bedingung ist die des positiven multiplikativen
Entropiezuwachses, der definiert ist als

H(pPm™o
dnp eN,e>0: Supwglfa (21)
aacg  H(ga)

Wir zeigen, dass die Bedingung hinreichend, jedoch nicht notwendig fiir die
Existenz einer L?(7)-Spektralliicke ist. Auch hier beruht der Beweis darauf, dass k;,
unter der Bedingung von Null weg beschrinkt werden kann. Auf diesem Weg
erhalten wir wieder eine Abschétzung fiir die Grofie der Spektralliicke.

Im letzten Abschnitt des Kapitels [5] werden die in dem vorherigen Kapitel [] fiir
reversible MKen erzielten Ergebnisse verallgemeinert. Zu diesem Zweck fiithren wir
den Begriff der schwachen Reversibilitidt der Ordnung ng ein. Dieser verlangt die
Existenz eines ng € N und eines C,,, > 0, sodass

1 < m(dx)p™ (x,dy)

Crny — m(dy)p™o(y,dr)

Unter diesen Voraussetzungen kénnen wir zeigen, dass P genau dann eine Spek-
tralliicke hat, wenn

< Chy- (22)

kny, >0, kap, > 0.

Fiir schwach reversible Ketten der Ordnung 1 ist die Existenz einer Spektralliicke
damit dquivalent zu
k>0,k>0.

Es wird vermutet, dass fiir schwach reversible MKen der Ordnung eins auch die
schwichere, aus dem reversiblen Fall bekannte Bedingung 0 < £ < K < 2 dquivalent
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zur Existenz einer L?(7)-Spektralliicke ist. Beschrinken wir uns allerdings auf MKen
mit Sprungliicken der Grofe €, so kann tatséichlich die Aquivalenz gezeigt werden.
Als untere Schranke fiir die Spektralliicke erhalten wir in dem Fall

n(%—gwm—u—@%vwé

1—

- — 2
2C —182C'loge (23)

wobei ¢ wieder gegeben ist durch .

Die Schwierigkeit bei dem Beweis besteht darin, dass die fiir reversible MKen ver-
wendete Methode nicht der neuen Situation angepasst werden kann und daher der
Umweg iiber die Entropie gegangen werden muss. Die Beweisidee hierfiir soll jetzt
kurz erklart werden.

Ziel ist es, kp«p durch eine positive Funktion f > 0 mit den Parametern & und K
abzuschétzen, fir die f(k, K) > 0 fiir alle 0 < k < K < 2. Dies geschieht, indem
die sich aus der Reversibilitéit ergebene Ungleichung

kp«p > qks, ¢ >0

weiter mit (an dieser Stelle geht die Voraussetzung der Existenz der Sprungliicke
ein) abgeschitzt wird. Mit der folgenden, von uns bewiesenen Ungleichung des ad-
ditiven Entropiezuwachses L,,, ndmlich

=

a1 5201 = (1= )2h)

L, = inf (H(P" - H > 2 2
Jnf (H(P"g4) = H{ga)) = 6. :

folgt dann das Gewiinschte.

In Kapitel |§| wird die Frage nach der Existenz einer L?(7)-Spektralliicke nochmal

von einer anderen Seite, ndmlich der der geometrischen Ergodizitit, betrachtet.

Dabei heifit eine MK 7-f.s. geometrisch ergodisch, falls gilt:

30 <1,C, >0: ||Ip™(z,:) —7()|lv < Cd"m — f.s.,

2

(24)

wobei C; > 0 und § < 1. Erste detaillierte Untersuchungen fiir 7-f.s. geometrisch
ergodische MK mit abzéhlbarem Zustandsraum wurden von Vere-Jones [69] durch-
gefithrt. In den darauf folgenden Jahrzehnten entwickelte sich eine eigensténdige
Theorie fiir diese Klasse von MKen. Zahlreiche zur 7-f.s. geometrischen Ergodizitét
dquivalente Bedingungen konnen in den Biichern von Meyn und Tweedie [51], Num-
melin [55], bzw. in dem Artikel von Roberts und Rosenthal [59] nachgelesen werden.
Roberts und Tweedie [58] konnten im Jahr 2001 fiir reversible MKen die Aquiva-
lenz von 7-f.s. geometrischer Ergodizitit und der Existenz einer L?(r)-Spektralliicke
nachweisen und dariiber hinaus zeigen, dass in diesem Fall der L?(7)-Spektralradius
von P — P; der geometrischen Ergodizitéitsrate § entspricht.

Fiir zeitdiskrete MKen mit abzdhlbarem Zustandsraum zeigte Chen [9], dass die
Existenz einer L?(r)-Spektralliicke die 7-f.s. geometrische Ergodizitit impliziert.
Fiir nicht reversible MKen in diskreter Zeit mit allgemeinen Zustandsrdumen schei-
nen keine weiteren Ergebnisse iiber die Beziehungen zwischen der Existenz von
L?(r)-Spektralliicken einerseits und der geometrischen Ergodizitiit andererseits in
der Literatur vorzuliegen.

Wir zeigen fiir 7-f.s. geometrisch ergodische MKen, die auf einem Wraum leben,
dessen o-Algebra abzéhlbar erzeugt wird, dass die folgende Bedingung hinreichend
fiir die Existenz einer L?(7)-Spektralliicke ist:

|P*" P — (P*P)"||ls < K q", K >0, q< 1.

Diese Bedingung erscheint neu und ist wesentlich schwécher als die Forderung nach
Selbstadjungiertheit von P. Die Bedingung verlangt einen gewissen Grad an Kom-
mutativitdt der Operatoren P und P* und ist fiir normale und damit insbesondere
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fiir selbstadjungierte Operatoren trivialerweise erfiillt.

Hat umgekehrt die MK eine L?(r)-Spektralliicke und ist die zugehorige o-Algebra
endlich erzeugt, dann ist die folgende Bedingung hinreichend fiir die 7-f.s. geome-
trische Ergodizitat:

Es existiert eine Funktion ¢ : N — N und fiir alle n € N eine Zerlegung (A} )ic{1,...¢(n)}

von Q mit Y2 A” = Q und A" N A? =0 Vi # j, sodass

3=

lim inf
n—oo

> limsup (¢(n)(1 — kp«n pn))

n—oo

1
Jo X2 " (, AF) — m(A7)|m(da) | "
Hlp™ () = wllv Il

(25)
Es ist nicht klar, ob die Bedingung wirklich n6tig ist oder ob die Existenz ei-
ner L?(r)-Spektralliicke bereits die m-f.s. geometrische Ergodizitéit impliziert. Um-
gekehrt zeigen wir jedoch, dass geometrische Ergodizitdt nicht die Existenz einer
L?(r)-Spektralliicke impliziert. Hierfiir wird in Abschnitt ein Beispiel angege-
ben.
Das Kapitel schlieft mit einigen Beispielen, an denen die Niitzlichkeit der zuvor
hergeleiteten hinreichenden und notwendigen Kriterien fiir die Existenz einer L?(rr)-
Spektralliicke gezeigt wird.
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Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel sollen kurz die fiir die Arbeit relevanten Definitionen und Sétze
dargestellt werden. Grundlegende Begriffe wie Markov-Kette (MK) werden kurz
erkldrt und einige in Hinblick auf diese Arbeit wesentliche Eigenschaften heraus-
gestellt (Abschnitt . Dariiberhinaus wird das notwendige funktionalanalytische
Werkzeug bereitgestellt. Dabei wird insbesondere auf die Spektraltheorie selbst-
adjungierter Operatoren, analytischer Funktionen von Operatoren und gestorter

Operatoren eingegangen (Abschnitte und .

1.1 Markov-Ketten

Die hier vorgestellten Definitionen und Eigenschaften von MKen koénnen z.B. in
510, [5], [B7] oder [61] nachgelesen werden. )

Eine Abbildung p : Q x F — [0, 1] wird Markov-Kern oder Ubergangskern genannt,
falls gilt:

1. p(-, A) ist F-messbar fiir alle A € F.
2. p(z,-) ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl (Wmaf) fiir alle z € Q.

Gibt man nun ein Wmaf$ A auf (2, F) vor, dann induziert dies zusammen mit dem
Ubergangskern p(-, -) ein eindeutig bestimmtes Wmaf} Py auf dem Raum (2°°, F>°),
wobei % := O xQ x.... Die endlichdimensionalen Verteilungen sind dabei gegeben
durch

P)\(Al,AQ,...,Ak,Q,Q,...)Z/ / / /\(dacl)p(:chdmg)...p(sck,l,Ak).
Ay J Ay Ap_1
(1.1)

Die Projektion &;(w) = w;, wobel w = (wy,wa,...) € Q°°, definiert fiir alle i € N
eine messbare Abbildung von (2°°,F°, Py) nach (£, F,\). Man sagt, &,&,. ..
ist die zum StartmaB A und Ubergangskern p(-,-) assoziierte, kanonische MK mit
Zustandsraum (2. In gewisser Hinsicht ausgezeichnet unter den Startmaflen 7 sind
jene, fiir die gilt:

/Qﬂ(dm)p(x,A) =7(A). (1.2)

Man schreibt dies auch kurz als 7P = w. Gleichung [I.2] impliziert die Verteilungs-
gleichheit von (&1,&s,...) und (&k, &kr1,--.) Vk € N. MKen &, &, ... mit der Ei-
genschaft werden deshalb stationédr genannt. Die Fragen nach Existenz und
Eindeutigkeit solcher Wahrscheinlichkeitsmafle sind fiir viele Anwendungen von er-
heblichem Interesse. Eine umfassende Antwort auf diese und andere Probleme liefern

13
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die Biicher von Meyn and Tweedie [51] und Nummelin [55], wobei sich die nun fol-
gende Darstellung an Tierney [67] orientiert.
Die Totalvariation eines beschrénkten signierten Mafies A auf (€2, F) ist definiert als

Al = ilell;A(A) — inf A(4).

Der Abstand zweier Mafie A1, A2 in Totalvariation ist dann |[A; — Az||v.
Sei 2 ein beliebiger Zustandsraum. Wir nennen eine MK ¢-irreduzibel, falls ein
o-endliches Maf3 ¢ auf (Q,F), ¢(©2) > 0 mit der Eigenschaft existiert, dass es fiir
jedes z € Q und A € F mit ¢(A) > 0 ein n = n(z, A) gibt, sodass p™(x, A) > 0.
Auf diskreten Zustandsriumen entspricht dies dem iiblichen Irreduzibilitdtsbegriff,
wenn man ¢ als Zéhlmafl wéhlt.
Eine ¢-irreduzible MK heift periodisch, falls eine natiirliche Zahl d > 2 und nicht
leere Mengen Ey, E1, Es, ..., E4_1 existieren mit E; € F, E;NE; = 0 Vi # j, sodass
Ve E1 gllt

p(z, E;) =1 fir j=i+1 (mod d).

Andernfalls wird die Kette aperiodisch genannt.
Wir nennen eine m-irreduzible MK &1, &2, . .. mit invariantem Startmafl 7 rekurrent,
falls fiir alle B € F mit 7(B) > 0 gilt:

1.
P, (&, € B unendlich oft (u.0.)) > 0.

P,(&, € Buo.)=1 =nfs,

wobei P, das Maf} aus (1.1) mit 6, (Dirac-Maf) als Startmaf ist. Die Kette heifit
Harris rekurrent, falls
P.(&, € Buo.)=1 Vz € Q.

Eine MK heifit positiv rekurrent, falls ein stationédres Mafl = mit 7(£2) < oo exis-
tiert. Falls () = oo, dann heifit die Kette null-rekurrent.

Angenommen &1, &, . . . ist eine m-irreduzible MK, wobei 7P = m. Dann ist &, &, . ..
positiv rekurrent und 7 das eindeutig bestimmte invariante Wmaf. Falls die MK
dariiberhinaus aperiodisch ist, dann gilt:

lp"(z,-) = wlly — 0 7 — f.s.
Existiert umgekehrt ein Wmaf 7, sodass
llp"(z,) — ||y — 0 Va € Q,

dann ist die MK m-irreduzibel, aperiodisch, positiv Harris rekurrent und = ist das
eindeutig bestimmte invariante Wma$.

1.2 Induzierte Markov-Operatoren und Spektral-
theorie
Der Ubergangskern p(-,-) induziert einen Markov-Operator (MO) P, der auf den

LP-Raumen, p € [1,00] und auf dem Raum B(9, F,|| - ||oc) der beschrinkten, F-
messbaren komplexwertigen Funktionen wie folgt operiert:

Pf(x):= /Qf(y)p(x,dy) Ve (1.3)
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Mit Hilfe dieses Operators lidsst sich Harris-Rekurrenz einer MK wie folgt aus-
driicken:

Sei &1,&s, ... eine rekurrente MK. Sie ist genau dann Harris rekurrent, falls fiir
Fe€BQ,F,| - |leo) aus Pf = f folgt, dass f = ¢ und ¢ eine Konstante ist.
Im Folgenden sei &1, &, ... eine MK mit eindeutig bestimmtem stationdren Wmaf

m. Fiir den in definierten Operator gilt dann sowohl auf LP(r), p € [1,00], als
auch auf B(Q, F,|| - ||o):

1.
IPAI < [I£1I-

Pf>0VYf>0.

Die Giiltigkeit von [I] ergibt sich dabei aus der Jensenschen Ungleichung.
Das stationdre Wmaf} 7 induziert selbst auch einen Operator auf den oben genann-
ten Raumen auf folgende Art und Weise:

Pif = /Q F(w)m(dy).

Dieser wird auch Erwartungswertoperator genannt. Das Spektrum o(P) des Ope-
rators P ist wegen Ungleichung [1| enthalten in K7(0) := {z € C : ||z|]s < 1}.
Offensichtlich sind die konstanten Funktionen Eigenvektoren zum Eigenwert 1 und
damit 1 € o(P). Man kann zeigen, dass fiir eine stationiire MK &7, &s, ... die Zahl
1 genau dann ein einfacher Eigenwert ist, falls die MK n-irreduzibel ist. Falls
o(P) € K-(0)U {1}, wobei r < 1 sei, sagen wir, dass P eine Spektralliicke (bei
1) hat. Dies ist dquivalent zur Existenz eines C' > 0, § < 1, sodass

|P" — Py < Co™.

Operatoren mit dieser Eigenschaft werden auch quasi-kompakt genannt (vgl. [36],
[45]). Notwendig fiir die Quasi-Kompaktheit von P ist die Aperiodizitét der assozi-
ierten MK. Ob P eine Spektralliicke hat, ist dabei sowohl von 7 und p(-,-) als auch
von dem Raum, auf dem P operiert, abhingig. Fiir die fiir diese Arbeit relevanten
Riume B(Q, F, ||-||oo) und L?(7) zeigt sich (siehe Kapitel, dass eine Spektralliicke
von P auf B(Q,F,|| - ||«) eine Spektralliicke auf L?(x) impliziert. Anders ausge-
driickt bedeutet dies, dass auf L?(m) schwiichere Bedingungen an 7 und p(-,-) als
auf B(Q, F,|| - ||oo) gestellt werden konnen, ohne dabei die Eigenschaft der Exis-
tenz einer Spektralliicke aufgeben zu miissen. Fiir die Frage nach der Existenz einer
Spektralliicke erweist es sich als hilfreich, zundchst selbstadjungierte Operatoren P
zu betrachten, da hierfiir die in der Funktionalanalysis entwickelte Spektraltheorie
selbstadjungierter Operatoren genutzt werden kann. P ldsst sich dann darstellen als

1
P= / AE), (1.4)
-1
wobei E die zugehorigen orthogonalen Projektoren sind (vgl. [27]). Der adjungierte
Operator P* von P auf L?(m) reprisentiert den zeitlich umgekehrten Prozess der
zu p(-, -), m assoziierten MK. Im Falle der Selbstadjungiertheit von P bedeutet dies,
dass der zeitlich vorwiérts laufende Prozess in Verteilung die gleiche Dynamik wie
der zeitlich riicklaufende Prozess hat. Folgende einfach zu iiberpriifende Bedingung
ist dquivalent zur Selbstadjungiertheit von P:

m(dx)p(z, dy) = (dy)p(y, dz). (1.5)
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Eine MK &1, &,, ... wird reversibel genannt, falls gilt. Reversiblen MKen zuge-
ordnete MO P sind demnach selbstadjungiert.

Im nicht reversiblen Fall ist es in der Regel schwieriger, Aussagen iiber das Spektrum
0(P) zu gewinnen. Weify man allerdings etwas iiber das Spektrum von f;(P), wobei
fi, © € N analytische Funktionen (in dieser Arbeit Polynome endlichen Grades) sei-
en, dann kann man mit Hilfe des analytischen Funktionalkalkiils hiufig Riickschliisse
auf o(P) ziehen. Der hierfiir entscheidende Satz lautet (vgl. [72]):

Satz 1.2.1 Sei P ein linearer stetiger Operator auf einem Banach-Raum und es
definiere f(z) = >, anz™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius > o(P). Dann
gilt der Spektralabbildungssatz, d.h.

Die hier angegebenen Hilfsmittel ermoglichen es uns im Laufe der Arbeit, einige
Aussagen iiber die Existenz von Spektralliicken bei MOen zu machen. Hat man je-
doch erst einmal die Existenz einer Spektralliicke von P sichergestellt, lassen sich in
einigen Fillen damit klassische Sétze aus der Wahrscheinlichkeitstheorie beweisen.
Dies soll im folgenden Abschnitt dargestellt werden.

1.3 Grenzwertsitze und gestorte Operatoren

In diesem Abschnitt werden die fiir das Kapitel[7]relevanten Grundlagen dargestellt.
Gegeben sei eine Folge ¢po&y,¢po&s, ... von ZVen, generiert durch eine 7-irreduzible,
stationdre MK &71,&5, ... mit invariantem Startmafl 7, sodass ¢ im Anziehungsbe-
reich einer stabilen Verteilung liegt, d.h. es existieren Folgen (A,,),en C RY,
(Bn)nen C REI_, sodass

R D

—Q Yi—-A, F, 1.

g (Y- A (16)
wobei Y7,Y5, ... eine Folge u.i.v. reellwertiger ZVen mit Y; 2 ¢ o & und F eine

stabile Verteilung ist. Dabei heiflen Verteilungen F' stabil, falls fiir alle a1, as > 0,
b1,b2 € R Konstanten a > 0,b € R existieren, sodass gilt:

F(ayxz + b1) * F(agz + by) = F(ax + b).

Es ist bekannt (vgl. [13], [41]), dass die linke Seite in ((1.6]) in Verteilung nur gegen
stabile Verteilungen konvergieren kann und andererseits alle stabilen Verteilungen
Grenzwerte von Summen der Form (1.6]) sind. Fiir die B,, aus (1.6 gilt dann:

B, = h(n)n*/®, 0<a <2, (1.7)

wobei h(n) eine langsam variierende Funktion im Sinne von Karamata ist (vgl.
[41]). Man kann zeigen, dass eine Verteilung F' genau dann stabil ist, falls sich der
Logarithmus ihrer charakteristischen Funktion f(6) := [, €’ F(dx) schreiben lisst
als (vgl. [41])
0

log f(0) = iv0 — |0]* (1 - iﬂww(& a)) , (1.8)
wobei «,(3,7,¢ Konstanten sind, und zwar v € R, |g] < 1,
O0<a<2 ¢<0und

tan(Fa), a#1,

w(6a) :{ 210g]0], o =1.
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Bei bekanntem « spricht man daher auch von a-stabilen Verteilungen und schreibt
statt F auch V,,, was hier ab jetzt auch gemacht wird. Linnik ([41]) konnte fiir o # 1
zeigen, dass sich die charakteristische Funktion é einer sich im Anziehungsbereich
einer a-stabilen Verteilung V,, befindenden Funktion ¢ in gewissem Sinne nur wenig
von der charakteristischen Funktion v, (von V,,) unterscheidet. Es gilt dann némlich

log ¢(0) = 70 — ¢|0]|*h(6) (1 - iﬁ& tan(?a)) , (1.9)
wobel a (# 2) , (3, ¢ die gleichen Konstanten sind wie in und B(H) eine langsam
variierende Funktion fiir § — 0 ist. Die Darstellung der charakteristischen Funktion
wurde fiir den Fall o = 1 erst 1998 im allgemeinsten Fall von Aaronson und Denker
[1] angegeben. Da wir den Fall @ = 1 in dieser Arbeit nicht untersuchen, wird auf
die Darstellung verzichtet. Wegen der Stetigkeit der charakteristischen Funktionen
vo a-stabiler Verteilungen impliziert der Stetigkeitssatz (vgl. [4]) die Aquivalenz
von

1« D
E(;m&—&) =5 Vo, (1.10)
und 0
_) = laBiln(Sn_An) —
Julg) = Ex (e ) = val0), n— o0, (1.11)

wobei S,, = 3" | ¢o&; und die Konvergenz in ([1.11)) gleichméBig in 6 auf kompakten
Mengen ist.
Die entscheidende Beobachtung ist nun die, dass f,,(6) sich schreiben lisst als (vgl.
53)) |

fn(8) = e~ 42 P ()PP L(H)1, (1.12)

wobei die Operatoren P(6) und P; () jeweils auf den beiden Ridumen L?(7) und
B(Q, F,|| - ||oc) operieren durch

P(6)f(x) = /Q €% £ (y)p(z, dy), (1.13)
P(6)f(x) = / €% f () (dy). (1.14)

Dies gibt uns die Méglichkeit, die Folge der charakteristischen Funktionen fn(Bi)
mit Hilfe der Operatoren P(-) zu studieren. Falls P() stetig in 6 (in der dem je-

weiligen Raum zugeordneten starken Operatornorm) ist, kann man wegen P(0) = P
fiir kleine 6 P(0) als Storung von P auffassen. Auf diese Art und Weise kann fiir
kleine # aus der Existenz einer Spektralliicke von P auf die Existenz einer Spek-
tralliicke bei P(6) (die jedoch nicht bei 1, sondern in einer nahen Umgebung von
1 liegt) geschlossen werden (vgl. [25]), was nun formal ausgefithrt werden soll. Die
jetzt folgende Darstellung ist der Arbeit von Nagaev [53] entnommen.
Angenommen P besitze eine Spektralliicke bei 1 und P(0) sei stetig in 6. Seien im
Folgenden R(z) := 25 P+ oo (P'—P1)z~"! und R(z,0) := > 2 R(2)[(P(6) —
P)R(z)]* die Resolventen von P bzw. P(f). Dann existiert ein € > 0, § > 0, sodass
fiir alle 8 mit ||P(0) — P|| < e gilt:

P™(0) = A"(0)Q1(0) + O(5™). (1.15)

Q1(0) ist dabei definiert als
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wobei I ein hinreichend kleiner Kreis um 1 ist, sodass keine Werte des Spektrums
von P(#) in I; liegen.

A(0) ist hier der Eigenwert von P(f) zum Eigenvektor, der den eindimensionalen
Bildraum des Projektors Q1(6) erzeugt, und lisst sich darstellen als

_ PPO)Q:1(0)1
A6) = PiQ:(0)1

Explizites Ausrechnen der rechten Seite obiger Gleichung liefert:

\O) = /Q W (dy) (1.16)

n Z (/ 06(y) ¢ dy)/ﬂeieqﬁ(y)pk(x’dy) _ (/Q ei‘%(y)ﬂ(dy))Q) o

Die in |1_10| und [T.11] skizzierte Methode im Zusammenspiel mit den in und
(1.16)) dargestellten Relationen bilden das Gertist fiir den Beweis der beiden folgen-
den Sétze. Fiir diese wird die Giiltigkeit der folgenden Bedingung, auf die in Kapitel
noch sehr detailliert eingegangen wird, vorausgesetzt.

neNa>0: sup |p"(x, A) —p"(Z,A)| <1—qu. (1.17)
T€EQ,TEQ,AEF

Satz 1.3.1 Sei&q, §2, ... eine stationdre MK mit Zustandsraum (Q, F), invarianter
Startverteilung w, Ubergangskern p(-,-) und ¢ eine reellwertige ZV auf (0, F) mit
endlicher Varianz, d.h.

/ o(y)*m(dy) < 0.

Angenommen, es gilt die Bedingung [1.17 und dariiber hinaus

\}ﬁ; (¢o£k —/Q¢(y)w(dy>)r — 0% >0,

Dann gilt unabhdngig von der gewdhlten Startverteilung \:

Jim_ Py (;HZ (606~ [ stwyntan) <x> e
k=1 —00

(1.18)

lim F

n— oo

Satz 1.3.2 Sei&y,&o,. .. eine MK mit Zustandsraum (Q, F) und stationdrem Start-
mafl . Angenommen, ¢ sei eine reellwertige Z Ve, sodass ¢po&1 im Anziehungsbereich
einer a-stabilen Vertez'lung liegt, d.h. es existieren eine Folge Y1,Ys, ... von u.i.v.

reellwertigen ZVen mit Y1 = (;S 51, (Ap)neny CRY, (B)nen C Rl_\f_, sodass

Angenommen, es gilt die Bedingung (m und es existieren auferdem v mit 0 <
v<1l,emit0<e<aundT >0, sodass

lim nB; v~ minhe=e gup / lp(y)|"p(z, dy) = 0. (1.19)
n—o0 zeQ J|p|<Bnt

Dann gilt fir alle méglichen Startverteilungen \:

nan;o Py <Bl(zn: po& —Ap) < x) = Vo (z). (1.20)
"oi=1
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Bemerkung 1.3.3 Satz[I.3.]] wurde nochmal in einem allgemeineren Zusammen-
hang im Jahr 1972 von Cogburn [I5] iiber die Mixing-FEigenschaften von ZVen, gene-
riert durch MKen, welche die Bedingung [1.17] erfiillen, bewiesen. Diese Bedingung
ist natiirlich nicht notwendig fiir die Giiltigkeit eines zentralen Grenzwertsatzes.
Schwiéicht man die Annahmen an p(-,-) ab, dann miissen zusétzliche Bedingungen
an ¢ gestellt werden. Ist z.B. p(-,-) geometrisch ergodisch, dann benétigt man die
Existenz der (2 + €)-ten Momente von ¢ (vgl. [60], [35]). Fiir andere beziiglich der
Giiltigkeit eines zentralen Grenzwertsatzes hinreichende Bedingungen an p(-,-) und
¢ verweisen wir an dieser Stelle auf die Arbeiten von Maxwell und Woodroofe [50)],
Derriennic und Lin [16], Tierney [67] und Roberts und Rosenthal [60], wobei die
beiden letztgenannten Arbeiten einen kleinen Uberblick iiber die schon bekannten
Resultate geben.

Globale Grenzwertsétze fiir ZVen generiert durch MKen im Falle stabiler Grenz-
verteilungen mit « # 2 sind in der Literatur wenig behandelt. Fiir einen abzéhl-
baren Zustandsraum 2 zeigte Kimbleton [43] unter anderem im Falle einer positiv-
rekurrenten MK &1, &5, ... mit stationdrem Startmafl m die Giiltigkeit eines globalen
Grenzwertsatzes fiir Summen der Form

> od, (1.21)
i=1

falls die in der Doeblin-Zerlegung von auftretenden u.i.v.-en ZVen Y; im
Anziehungsbereich einer a-stabilen Verteilung V, liegen. Die Grenzverteilung V,
der normierten Summen der Y; sind dann vom gleichen Typ wie die normierten
Summen der ¢o&;. Fiir MKen mit allgemeinen Zustandsrdumen gibt es jedoch keine
vergleichbaren Resultate. Unter diesem Gesichtspunkt ist der Satz[1.3.2 immer noch
aktuell. Fiir globale Grenzwertsétze im Falle mischender Prozesse verweisen wir an
dieser Stelle auf die Arbeiten von Denker und Jakubowski [I17] und Jakubowski [40)].
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Kapitel 2

Die Doeblin-Bedingung

Nachdem viele Theoreme in der Wahrscheinlichkeitstheorie (z.B. zentrale und lo-
kale Grenzwertsiitze) fiir unabhingige, identisch verteilte (u.i.v.) ZVen bewiesen
worden waren, wurde die Annahme der Unabhingigkeit auf verschiedene Weisen
abgeschwicht. Es entwickelten sich verschiedene Begriffe und Definitionen (allem
voran die unterschiedlichen Mischungs-Begriffe, vgl. z.B. [41], [63]), mit deren Hilfe
sich viele fiir u.i.v.-verteilte ZVen giiltige Sitze auf schwach abhéngige ZV iiber-
tragen lieen. Im Falle von ZVen generiert durch MKen, d.h. X, := Xo &;, wobei
&1,&a, ... eine MK mit Zustandsraum (€, F, 7) und X eine reellwertige ZVe auf dem
Zustandsraum ist, geschah dies wirkungsvoll durch eine auf Doeblin zuriickgehende
Bedingung ([22], [23]), die heute unter dem Namen Doeblin-Bedingung bekannt ist.
Unter einer leichten Verschirfung dieser Bedingung gelang es schliefilich, zentrale
und lokale Grenzwertsétze im Fall a-stabiler Grenzverteilungen zu beweisen (vgl.
B3], [3]). Da diese Bedingung und deren Abschwichung auch in dieser Arbeit eine
wichtige Rolle spielen werden, sollen kurz die Wesentlichen auf dieser Bedingung
beruhenden Eigenschaften dargestellt werden. Bedeutsam dabei sind die Spektral-
eigenschaften des durch die Kette induzierten Markov-Operators (MO) P. Einige
der hier aufgefiihrten Resultate sind vermutlich bekannt. Dort, wo keine Literatur-
quellen gefunden wurden, werden die Beweise durchgefiihrt.

2.1 Doeblins Bedingung, Hypothese D und Kon-
vergenz in Totalvariation

Im Folgenden werden drei grundlegende Definitionen gegeben.

Definition 2.1.1 Wir sagen, der Kern p(-,-) erfiillt die Doeblin-Bedingung, wenn
ein Wahrscheinlichkeitsmafl ¢ existiert, sodass fiir irgendwelche m € Nye < 1,6 > 0
gilt:

P(A) >e= P"(x,A)>0Vr €Q, Ac F. (2.1)

Definition 2.1.2 Eine MK &;1,&s, ... heifit gleichgradig konvergent in Totalvaria-
tion (gegen ), falls

sup ||p"(z,-) — ||y — 0 fiir n — oo, (2.2)
TEQ
wobel 7 ein stationdres Startmafl der MK sei.

Bemerkung 2.1.3 Das invariante Startmafl 7 ist unter obiger Bedingung eindeutig
bestimmt, vgl. [24], [5].

21
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Definition 2.1.4 Wir sagen, die MK &, &, ... erfiillt die Hypothese D, wenn ein
endliches Mafl ¢ mit ¢(Q2) > 0, ein m € N, und ein € > 0 existiert, sodass Yz € (2
gilt:

p(z,A) <1—¢, falls p(A) < e. (2.3)
Die Doeblin-Bedingung geht auf Doeblin (vgl. [22], [23]) zuriick. Die Hypothese (D)
ist eine auf Doob [24] zuriickgehende Forderung und sie ist, wie wir nun sehen wer-
den, eine weitere Abschwichung der Doeblin-Bedingung. Die Beziehung zwischen

der Doeblin-Bedingung und der gleichgradigen Konvergenz in Totalvariation wird
durch folgendes Theorem (vgl. Meyn and Tweedie [51]) dargestellt:

Satz 2.1.5 Sei&y1,&s,. .. eine stationdre MK und w ein invariantes Startmaj$. Dann
sind folgende Bedingungen dquivalent:

1. Die MK &1,&s, ... ist gleichgradig konvergent in Totalvariation.
2. Die MK &1,&,, ... ist aperiodisch und erfillt die Doeblin-Bedingung.

Wir sind noch an einer weiteren dquivalenten Formulierung der gleichgradigen Kon-
vergenz in Totalvariation interessiert, welche uns durch die direkte Betrachtung der
Ubergangskerne erméglichen soll zu entscheiden, ob eine MK gleichgradig konver-
gent in Totalvariation ist. Da uns hierfiir kein Beweis bekannt ist, soll an dieser
Stelle einer erbracht werden.

Satz 2.1.6 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. Die MK &1,&s, ... ist gleichgradig konvergent in Totalvariation.

2. Ing € Nya > 0, so dass
sup |pn0 (wa A) - pno ((‘Dv A)| S 1- Q, (24)

w,w,A

wobei w, 0 € Q, Ae F.
Beweis:  Es gelte ||p"(z,-) — w||y — 0. Dann gilt:

" (w, A) —p™ (@, A)] < [p"(w, A) = 7(A)] + [p" (@, A) — 7 (A)]

< P (w, ) = 7llv + [[p" (@, ) = 7lly — 0. (2.5)

Nimmt man zunéchst auf der rechten Seite das Supremum iiber alle w, © und dann
auf der linken Seite das Supremum {iber alle w, @, A, dann folgt [2]
Die andere Richtung ist ungleich schwieriger zu beweisen. Gelte nun[2} Hieraus folgt,
dass fiir das Mafl ¢ = p™°(w, -), wobel w € 2 beliebig ist, die Hypothese (D) fiir alle
e < § erfiillt ist. In [73] wurde gezeigt, dass aus (2.4]) die Ergodizitét }md Aperiodi-
zitét der MK folgt. Doob [24] konnte zeigen, dass die Potenzen der Ubergangsker-
ne ergodischer und gleichzeitig aperiodischer MKen, die zudem die Hypothese (D)

erfiillen, gleichgradig in Totalvariation gegen ein eindeutig bestimmtes stationéres
Wmafl 7 konvergieren. Damit folgt die Behauptung.

a

Korollar 2.1.7 Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. Die Hypothese (D) ist erfillt und die MK ist ergodisch.
2. FEs gilt die Doeblin-Bedingung.

Beweis:  Doob [24] zeigte, dass Hypothese (D) + Aperiodizitit + Ergodizitéit
dquivalent ist zur gleichgradigen Konvergenz in Totalvariation. Die Behauptung

folgt jetzt mit Satz
O
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2.2 Spektralliicke und Doeblin-Bedingung

Wie in der Einleitung beschrieben wurde, induzieren die Ubergangskerne p(-, ) MO
auf den LP(7)-Réumen, p € [1,00]. Wir suchen nun nach einen Funktionenraum,
auf dem die gleichgradige Konvergenz in Totalvariation dquivalent ist zur Existenz
einer Spektralliicke, um dann im weiteren Verlauf der Arbeit in der Lage zu sein,
funktionalanalytische Methoden zu benutzen. Seien nun P, P; die auf dem Banach-
raum B(Q, F, ||-||s) der beschrinkten messbaren Funktionen mit Supremums-Norm
definierten Operatoren.

Proposition 1 Es gilt:
sup [p" (2, ) = @llv < [|(P = P1)"|lo <supllp"(z,)) = 7lly.  (2.6)
e e

Beweis:  Esist bekannt, dass B(Q, F, ||"||oo)* = (ba(2, F), ||-||v), wobei (ba(2, X), ||
[lv) der Raum der beschrénkten signierten Mafie auf (€2, F) ist. Daher wissen wir:

(P = P1)"Joo = [I(P" = P)"[lv = sup [Ju(p"(-;-) = 7)][v-
willpllv=1

Fiir p-integrierbare Funktionen f gilt allgemein (vgl. [72], S.470):

| / fdul < / el
Dies liefert uns

lp@" () =mllv = sup /Q/Qu(dz)(p"(%dy)—W(dy))d)(y)

o:|p|<1

IA

/ il (dz) sup sup / (0" (&, dy) — 7(d))é(y)
Q Q

|6l <1wEQ

|| lv sup [[p" (@, -) — 7[|v
e

Dividieren durch ||u||y und Bilden des Supremums auf beiden Seiten ergibt dann
(P = P1)"|loc < sup [|p"(z,-) = 7llv.
€N
Dies liefert die eine Ungleichung. Die andere Ungleichung ergibt sich aus

I1P" = Pillo = [[(P" = P1)*llv = [Ip(z, ) (0" () = D)llv = |Ip"" () = 7llv

fiir alle z € 2. Nimmt man nun wieder das Supremum, so folgt die Behauptung.

O
Aus der obigen Proposition folgt unmittelbar:
Korollar 2.2.1 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. Die MK ist gleichgradig konvergent in Totalvariation.
2. Es existieren C >0, 0 < < 1, sodass
[|[(P = P1)"]ee < CO" Vn € N. (2.7)

Korollar 2.2.2 Die Folgen (an)nen, (bn)nen mit a, == sup,¢q |[p"(z, ) —7||v und
by := |[(P — P1)"||so sind monoton fallend.
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Seien nun
Bo(Q):={feB(Q): Pf=0}, K:={feB(Q):f=cceR}

Aufgrund der Stationaritét von 7 sind die Unterrdume F, K C B(f2) invariant unter
P und P;. Daher gilt:
o(P)=0o(P)Uc(P— P).

Wegen des obigen Satzes sieht man daher, dass das Spektrum von P auf

B(£2, ]| - ||oo) enthalten ist in {1} U K5(0). Somit ist die gleichgradige Konvergenz in
Totalvariation von &1, &s, ... dquivalent zur Existenz einer Spektralliicke des assozi-
ierten MO P auf B(2, || ||c). Diese Eigenschaft von P wird in der Literatur haufig
auch quasi-kompakt genannt (vgl. z.B. [46], [36]).



Kapitel 3

L*-Spektraltheorie fiir
Markov-Ketten

Nachdem im letzten Kapitel die gleichgradige Konvergenz in Totalvariation im
Zusammenhang mit den Spektraleigenschaften des Operators P auf dem Raum
B(Q,F,|| - ||oo) diskutiert worden ist, soll nun die Wirkung von P auf dem Raum
L?(m) in den Vordergrund geriickt werden. Dieser Zusammenhang wird iiber den
Interpolationssatz von Riesz-Thorin vermittelt. Mit Hilfe des nun folgenden Satzes
lassen sich jedoch noch stiarkere Aussagen ableiten. So ergibt sich, dass der Operator
P, definiert auf dem nicht linearen Raum der o(&;, ;)-messbaren L?(P)-Funktionen,
wobei

P:o(&,&) D (&, &) — E(F(&,&)|6i—1,&541), i < J, 4,7 € Z,
strikt kontrahierend ist (vgl. Satz[3.2.3]).

3.1 Coupling und L?-Spektralliicken

Proposition 2 Sei £1,&;, ... eine stationdre MK mit invariantem Wmafl ©, die
gleichgradig konvergent in Totalvariation ist. Dann besitzt der assoziierte MO P
eine L%-Spektralliicke.

Beweis:  Aus dem Interpolationssatz von Riesz-Thorin (vgl. [72]) folgt:
1 1
(P = P1)"la—2 < [[(P = P0)"[[F_ 1 ||(P = P1)" |00 (3.1)

Die Behauptung folgt dann mit Korollar

Wir kommen nun zum wichtigsten Satz dieses Kapitels:

Satz 3.1.1 Sei&y, &, ... eine stationdre MK mit beliebigem Zustandsraum (2, F, 7).
Angenommen, Jda > 0, sodass

sup |p(w,A) — p(@,A)| <1-q. (3.2)

w,w,A

Sei  zudem X  eine o(&)-messbare  ZVe mit Werten in C  und
V(| X]) < oo. Dann gilt:

V(X). (3.3)
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Dabei steht die linke Seite der Gleichung fiir den Erwartungswert der bedingten
Varianz von X gegeben & und 3. Die bedingte Varianz von X ist dabei definiert
als die Varianz von X beziglich des bedingten Wmafes P(-|&1,&3) (vgl. [3], S. 77).

Bemerkung : Die hier fiir die Abschéitzung verwendete Technik geht im Wesent-
lichen auf Statulevicius [66] zuriick, der diesen Satz fiir abzéhlbares 2 beweist. Fiir
die Verallgemeinerung des Beweises auf beliebige Zustandsrdume sind noch ein paar
maftheoretische Argumente nétig. Der ziemlich technische Beweis soll hier erbracht
werden, da sich zum einen interessante Folgerungen aus diesem Satz ergeben. Zum
anderen ist die Vorgehensweise in gewisser Hinsicht stabil, sodass sie fiir den Beweis
eines weiteren Satzes benutzt werden kann, wie wir gleich sehen werden. Interessant
dabei ist, dass die verwendete Methode des ”maximal coupling” [68] bzw. ”basic
coupling” [10] in der Literatur hiufig Wassertein [71] zugeschrieben wird.

Beweis:  Der Beweis erfolgt im Wesentlichen in zwei Schritten. Wir zeigen fiir
reellwertige ZVen die Giiltigkeit der Ungleichungen

B(V(X|&,6)) > 7 o B(V(X|&)) (3.9

und

E(V(X[&)) =

> ra e V), (3.5)

[3.5] eingesetzt in liefert dann die Behauptung des Satzes fiir reellwertige ZVen.
Die Verallgemeinerung auf komplexwertige ZVen folgt dann aus der Gleichheit

V(X) = V(Re(X)) + V(Im(X)).

Nach den Voraussetzungen ist X o(&3)-messbar. Nach dem Faktorisierungssatz (vgl.
[34]) gilt:

X:XO§27

wobei X eine (Q, F) — (R, B)-messbare Funktion ist.
Seien im folgenden m! ein Median der ZVe X beziiglich des MaBes p(wy,-), d.h.

p(wlv {X < ml}) > < p(wlv {X > ml})a

[N

A = {fl = Wl}a M3 .= E(X|A1 ﬁAg),

H'C{weQ: X(w)<m'}, (3.6)
wobei H! ohne Einschrinkung der Allgemeinheit so gewihlt werden kann, dass

p(wi, H') = 1 (ansonsten erweitert man den zugrundeliegenden Wraum). Sei
die auf (€2, F) definierte stationére Startverteilung und p,,, das auf dem Mafiraum

(Q%°, F, P) eindeutig bestimmte WmaB mit p,, (4) = P(A|& = w;). Dann ist

§2(per) = plwr; ) (3.7)

das Bildma8} von p,, unter &;. Es gilt:

B((V(X|€.6)) T2 Eo(Bp,, (V(X|A1&))). (3.8)
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Um den letzten Ausdruck abzuschéitzen, betrachten wir zunéchst folgenden Term:
2

Vx| 4y) et / X (wn) — / X (wo)p(wr, dwn) | plewr, duws) (3.9)
Q Q

~ ~\2 ~
Ep(wlv') <(X - Ep(wlw)(X)> ) < Ep(wlw) ((X - m1)2)
= Ep(wl’.) <1H1 . (X — m1)2) + Ep(wl,i) (1(H1)C . (X — ml)Q) .

Wir zerlegen nun Q3 in Q3 = {ws : M >m!'yu{ws: M <m'} Wegengilt:

L‘*’l (Lwl)c

2B, (V(X] A1,63))

> [ [ Or® -t don)plin, den)

H' L,
+ //(f((wg)—m1)2p(w1,dw2)p(w2,dw3)
H L,
+ 2/ /(X(wg)—M13)2p(w1,dw2)p(w2,dw3)
Hie L,
+ 2/ /(X(wg)—M13)2p(w1,dw2)p(w2,dw3)
H' Lo, ©
b [ ] ot 2R dea)pen, den)
H¢ Lo, ¢
b [ ] ) = mPpen da)pin, den)
Hi¢ Lo ©
dws)p(w2, dws) c
> M3t 2/?(“’17 2 ) oY
= L/( m ) ) p(CU1,H1) p(wlv )

QHl (wl,dwg)

+ / /(X(wg) — M"3)?p(wy, dws)p(ws, dws)

H1¢ L,
b [ ] ) o dunplen, den)
H1c L, °
, dwa)p(wa, dws)
+ mb — M13)2 / p(wi 2 wy, HY
L/C( ) ) p(W1,H1) p( 1 )
w1

Qpie(wr,dws)

+ / /(X(wg)—M13)2p(w17dw2)p(w2,dw3)

+ //(X(wz)_m1)2p(w1’dw2)p(w2,dw3).

(3.10)
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Im Folgenden soll der Ausdruck geeignet abgeschétzt werden. Hierzu wird der
Hahnsche Zerlegungssatz benétigt, der in fast jedem Standardwerk tiber Mafltheorie
nachgelesen werden kann (vgl. z.B. Elstrodt [26]). Die letzte Zeile von ist vom

Typ
/fdu-i—/gdﬁ

Q

mit WmaBlen p und ¥ auf dem Mafiraum (€, F) und integrierbaren Funktionen f
und g mit f > 0, g > 0. Fiir solche Integrale soll nun gezeigt werden, dass gilt:

/fd,u—&-/gdﬁZ/Q(f—l—g)d,u/\ﬁ, (3.11)
Q

Q

wobei jetzt noch zu kléren ist, wie pu A 9 definiert ist.

Sei n = p — 9. Dann ist 7 ein signiertes Maf}, worauf der Hahnsche Zerlegungssatz
anwendbar ist, d.h. € 148t sich beziiglich 7 in eine messbare positive Menge A und
eine negative Menge A€ zerlegen, sodass gilt:

n(B) =n(ANB)+n(A°N B) fiir alle B € F.
>0 <0

Damit ist p|a > 9|4 und plac < 9|ae. Wir definieren daher:
pAI(B) :=9(ANB)+ u(A°N B).

Man rechnet leicht nach, dass das so definierte A9 tatséchlich ein Maf ist und dass
dieses Maf die Ungleichungerfl'illt (man zerlege €2 in A und A€ und benutze die
Definition von pA#). Wenden wir uns mit der Bezeichnung Z g1 (w1, w2) = p(wa, <) A
Q1 (w1, ) wieder der letzten Zeile aus zu und benutzen die Ungleichung

@402 %(GH)Q’ (3.12)
dann folgt:
2By, (V(X]A1,&3))
> [ ) i e pten,

(3.13)

1 =~
> / / 5 X WQ 1)2dZH1 (wl,wg)p(wl,dwg)
le QS

1 =~
+ / / 5 X (UQ 1)2dZH1c(w1,wg)p(wl,dwg).
H1 Qg
(3.14)



3.1. COUPLING UND L?-SPEKTRALLUCKEN 29

Mit Hilfe des Hahnschen Zerlegungssatzes bekommen wir jedoch

/ZH1 (w1, ws)(dws) = /p(uJ2,dw3) A Qg (wr,dws)

Q3 Q3

- Qpr (w1, dws) + / p(wa, dws) = Qi (w1, AZ?) + p(wa, (A22)°)

AZ2 (AZ3)e
E10 1
= AWQ AUJQ (&

g | P ddple. 42) + plen (421))

Hl
1

> - .inf d . A@2 AWz
> i H/ Pl duo)p(@, AZ2) + plan, (A22))
= infp(@, AZ}) + p(ws, (A3)%) = inf (p(w, A) + p(w, A%))
= 1- ~supA | (p(@, A) —p(w, A)) | = a. (3.15)

Die Rechnung fiir [ Zpie(wr,ws)(dws) ist die gleiche und damit erhalten wir unter
Q3
Beriicksichtigung von dass

By, (V(X| A1,&)) > JaBV(X|A). (3.16)

Da die Rechnung fiir beliebige w; gilt, folgt:
1
BV(X[er, &) > aBV(X|6). (317)
Damit ist bewiesen. Der nun folgende Beweis fiir benutzt im
Wesentlichen die gleiche Technik wie der obige Beweis. Er soll hier jedoch der

Vollstandigkeit halber erbracht werden. Sei im Folgenden m ein Median der Zu-
fallsvariablen E(X|&;), also gelte

p{w e M EX[& =w)<m})> - <p{we D : E(X|& =w)>m}) (3.18)

N | =

und sei
MY = E(X|& = w), HC{weQ: MY <m,} sodass W(H):%. (3.19)

Hier setzen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit einen nicht-atomaren Wraum
voraus (andernfalls kann der Wraum zu einem solchen erweitert werden). Es gilt:

V(E(X|&)) = B(E(X|&) - B(X))?)

< E((BE(X|&) - m)?) = / (M — m)? m(dw).
Q

Um [3.5] zu zeigen, muss

B(V(X|&2) = [ VIX| & =wn)n(den)

Qq

B[ () = M Vor(din o, da) (3:20)

Qs Q1
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noch geeignet abgeschétzt werden. Dafiir spalten wir die Integration iiber {25 in eine
Integration {iber {X > m} und eine iiber {X < m} auf. Dies ergibt:

[ [ - X Pr@peon o)

{X>m}
i) i
> / /(M‘”1 — X (w2))?7(dwy)p(wi, dws)
{X>m} He
~ 1
b [ R = mp o [aldonponden) - 7()
7T(H) N——
{X>m} H =r(H¢)
K (dw2)
ET2uEID 1
gl / (M* = m)2r(dwy) - / o, (da). (3.21)
2 {(Xzm}

Dabei ist Z,, (4) := (K A p(wi,-))(A). Die Integration iiber {X < m} liefert un-
mittelbar:

[ [ - X Pr@peon. o)

{X<m} 2
1
> 3 /(Mw1 —m)?m(dw) / Zyy (dws). (3.22)
2 {X<m}
HC
Damit folgt jedoch wie schon beim ersten Teil der Abschatzung:
1
V(X[&) > 504/(M”1 — m)?m(dwy). (3.23)
HC

Andererseits liefert uns die Abschitzung

[ [ - XepPropenden)

{X<m}
> / / (M — X (ws)) 2 (dwn )p(wr, duws)
{X<m} H
+ / (X(wQ)fm)z/]Mﬂ(dwl)ﬂ(H)
w(H¢)
{X<m} -
f((dUJQ)
aavifns I N
5 [Ore —mpndo) - [ 2, (), (3.24)
{X<m}
H
wobei Z,, (A) := (K A p(w1,-))(A), zusammen mit der Abschiitzung
/ / (M — X (wo))?7(dwr )p(wr, dws)
{X>m}
B19
> / /(M“1 —m)?7(dwy )p(wr, dws)
{X>m} H

1 | w1 2 . =,
> 3 }[ (M — m)*r(duw,) /{ . Zoy (duso), (3.25)
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dass

—_

X‘fl Z 50&/ ]\4'“)1 — dwl)

H

Dies zusammen mit [3.23] liefert dann:

aVE(X|&). (3.26)

1=

V(X&) > ia/(M‘“l —m)?n(dw)

Q

Mit Hilfe einer kurzen Rechnung erhélt man:
V(E(X[&1,)) = V(X) — E(V(X]| &)

Dies eingesetzt in und aufgelést nach V(E(X|&;)) liefert und damit die
Behauptung des Theorems.

O
3.2 Folgerungen
Korollar 3.2.1 Unter den Voraussetzungen des Satzes gilt:
o2
E(X <(1- X). 2
VE(X|6, &) < (1 = 15 V(Y) (3:27)

Beweis:  Addiert man in der Ungleichung auf beiden Seiten V(E(X|£1,&3))
und benutzt wieder

E(X[&1,83)) = V(X) = E(V(X]£&1,83)),

so erhalt man:
2

«
X)> —
VA )*16—&—404

Umformen nach V(X) gibt das Gewiinschte.

V(X) + V(E(X[&1,83))-

a
Das néchste Lemma hilft uns, weitere Schlussfolgerungen zu ziehen:
Lemma 3.2.2
V(E(X]&;)) < V(E(X[&1,83)), J € {1,3}
Beweis: Mit den Rechenregeln fiir bedingte Erwartungen und Benutzen der
Jensenschen Ungleichung fiir bedingte Erwartungen bekommen wir:
V(E(X|&) = B(B(E(X|&,8)€)%) — (BX)?
< E(BE(E(X|&,6)%E)) — (EX)?
= V(E(X[&,&))- (3.28)
O

Dies zusammen mit [B.27] liefert dann:

VIE(X[&)) < (1=




32 KAPITEL 3. L?>-SPEKTRALTHEORIE FUR MARKOV-KETTEN

Benutzt man nun die Operatorschreibweise aus dem vorherigen Kapitel, so folgt

%2

(07

Pf— P 2< 1-— — 1 2

bzw.
[P f—1 f||2 < : I =1 f”2
! 2 16+4(){ ! z

Dies ist dquivalent zu

042
P <i3/1-
IPlLeglle < /1= 1o
a?
P <3/ 1= —-
1Pliglle < 41 - 3550

wobei L3 := {f € L? : P.f = 0}. Dies wiederum bedeutet, dass sowohl P als auch
P* echte Kontraktionen auf L2 sind. Diese Aussage ist stiirker als die bekannte
Aussage, dass mit P quasi-kompakt automatisch P* quasi-kompakt folgt, was aus
den bekannten Sitzen iiber die Spektren adjungierter Operatoren folgt (vgl. z.B.
172)).

Um den Satz, welcher dieses Kapitel abschliefen soll, zu formulieren, werden nun
die dafiir notwendigen Definitionen eingefiihrt.

Sei L := Ui,jezg(fz‘afj) der Raum aller o(¢;,&;)-messbaren Funktionen, 4,j € Z.
Sei P, das schon zu Beginn dieses Kapitels erwiihnte eindeutig bestimmte Wmaf}
auf (Q°°, F>°) mit

bzw.

P,T(AlezxAngX...):/

m(dxz) / p(x1, dxs)p(xa, As).
A1 AZ

Der auf £ lebende Operator P sei nun wie folgt definiert:
P : 0-(57/75]) = f(é-uf]) - E(f(§i7€j)|£i—17£j+1)a 1 S ja Z?.] € Z.
Sei L3(Py) :={f € L%(P:) : Ep, f = 0}. Dann gilt folgender Satz:

Satz 3.2.3 Es gelten die obigen Bezeichnungen. Fiir P eingeschrinkt auf L3(Pr)

gilt dann:
- o?
Pl <4/1 - .
1Pl < 16 + 4o

Beweis:  Der Beweis von Satz ist stabil unter den hier gemachten Bedin-
gungen und kann daher bei Anpassung der Notation iibernommen werden.




Kapitel 4

Isoperimetrische Konstanten
und Spektralliicken

In diesem Kapitel wird der Zusammenhang zwischen L2-Spektralliicken und der im
Folgenden definierten isoperimetrischen Konstanten k,, dargestellt. Die isoperime-
trische Konstante k& (Definition siehe Abschnitt wurde von Lawler und Sokal
[48] im Fall reversibler MKen verwendet, um die Groéfie von L2-Spektralliicken ab-
zuschétzen. In Abschnitt werden einige Figenschaften der den iterierten MOen
P" zugeordneten k,, beschrieben und eine weitere Konstante K eingefiihrt, um peri-
odisches Verhalten sachgem#fl beschreiben zu kénnen. Aufbauend auf den grundle-
genden Eigenschaften der isoperimetrischen Konstanten und der Arbeit von Lawler
und Sokal [48] wird dann eine Bedingung hergeleitet, deren wesentliche Aussage
es ist, dass P genau dann eine L2(7)-Spektralliicke hat, wenn die den iterierten
Operatoren P™ zugeordneten Konstanten &, von Null weg beschrinkt bleiben. In
Abhéngigkeit der Grofie dieser Liicke bei 0 kann dann die Grofle der Spektralliicke
abgeschiitzt werden (siehe Abschnitt . Als Anwendungsbeispiel fiir diesen Satz
wird gezeigt, dass aus gleichgradiger Konvergenz in Totalvariation die Existenz einer
L2-Spektralliicke folgt. Dariiber hinaus lisst sich mit seiner Hilfe eine neue hinrei-
chende Bedingung fiir die Existenz einer L2-Spektralliicke herleiten, die in Kapitel
[6]im Zusammenhang mit der geometrischen Ergodizitét noch néher diskutiert wird.
In einigen Fillen ist es jedoch einfacher, mit einer anderen Folge isoperimetrischer
Konstanten, ndmlich kp.» pn, zu arbeiten, da diese Folge sich als monoton in n er-
weist, die assoziierten Operatoren P*" P™ selbstadjungiert sind und damit die von
Lawler und Sokal entwickelte Theorie anwendbar ist. Auf diese Weise zeigt sich, dass
die Existenz einer L2-Spektralliicke #dquivalent ist zur exponentiellen Konvergenz
der isoperimetrischen Konstanten k, und kp.» pn gegen 1 (vgl. . Das Kapitel
schliefit ab mit der Betrachtung reversibler MKen. Es zeigt sich, dass in diesem Fall
die Existenz einer Spektralliicke dquivalent ist zu der Bedingung 0 < k£ < K < 2
(vgl. Abschnitt , wobei die Bedingung K < 2 periodisches Verhalten der Kette
verbietet.

4.1 Definition und Eigenschaften isoperimetrischer
Konstanten

Sei im Folgenden £1,&s, ... eine MK mit stationirem Wmafl 7 und zugehorigem
Ubergangskern p(-, -). Soweit nichts anderes angegeben ist, sind dies die Vorausset-

zungen fiir die ndchsten Lemmata und Satze. Wir definieren nun eine fiir unsere

33
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Zwecke wichtige Konstante (vgl. Lawler und Sokal [48]):

1 C
T(A)n(A) JRCELCE

Diese GroBe wird auch isoperimetrische Konstante genannt [48]. Fiir diese Konstan-
te werden nun mehrere Lemmata bewiesen:

k(A) =

Lemma 4.1.1 Unter den oben gemachten Voraussetzungen gilt:

k(A) = k(A°).

/Ap(%Ac)w(dx) = /Q (z, A%)m /pr A%)m(dz)
= m(A°) - /Cp z))

_ / bl Ay(da).

Beweis:

a

Lemma 4.1.2 Unter den obigen Voraussetzungen gilt:
0<k(A) <2. (4.1)
Beweis:  Die linke Seite dieser Ungleichung ist klar. Nun zur rechten Seite: An-

genommen, die Ungleichung ist nicht wahr. Dann existiert ein A € F mit k(A) > 2
und damit

/A p(z, A7 (dz) > 2m(A)m(A°).

Da p(z, A°) nur Werte zwischen 0 und 1 annimmt, existiert ein o mit 0 < a < 1,
sodass

/Ap(a:,Ac)ﬂ'(dx) = an(A). (4.2)
Zusammen mit der obigen Ungleichung folgt daraus sofort:
a > 2m(A°). (4.3)
Aus dem vorherigen Lemma folgt genauso:

/ ple, A)m(de) > 2m(A)m(A°),

Wie schon zuvor existiert auch hier ein 8 mit 0 < 8 < 1, sodass

[ pla Ayntdz) = (a7

und damit
8> 2m(A). (4.4)

Zusammen mit dem Vorherigen folgt dann:
2> a+0>2n(A) +27(A°) = 2. (4.5)

Daher ist die Annahme falsch und somit die Behauptung bewiesen.
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d

Korollar 4.1.3 Falls K := sup 4cr k(A) = 2, dann gilt fir jede Folge A, mit der

Eigenschaft k(A,) — 2, dass m(A,) — 1.

Beweis:  Den Mengen A, und A¢ koénnen entsprechend (4.2) «,, und G, zuge-
ordnet werden. Wegen (4.5) folgt dann aus k(A,) — 2 sowohl a,, — 1 als auch
B, — 1. Hieraus lisst sich dann mit Hilfe von 1} und | m(An) — % schlieflen.

d

Lemma 4.1.4 Fualls

k= inf k(A) =0,
AeF

dann folgt:
kp := inf k,(A)=0Vn €N,
AeF

wobei kn(A) 1= m Jap"(z, A7 (dz).

Beweis:
T(A)T(A)kn(A) = /A P (@, A%)m(dz) = /A /A P, dy)p" " (y, A°)m(dr)

[ 7o) [ ooyt 04
< (ko1 (A) + k(AN T(A)T(AS) < ... < nk(A)m(A)(A°).

Lemma 4.1.5 Angenommen, es existiert ng € Nye > 0, sodass k, > e¥n > ng.
Dann gilt:

k> = VieN.
no

Beweis:  Fiir k; folgt die Abschitzung direkt aus dem Beweis des vorherigen
Lemmas. Fiir die iibrigen k;, ¢ € {2,...,n9 — 1} kann man das so sehen:

) 1 ) 1 iglloga nol
i c - 21 c i2 c
/Ap(a?,A)ZQ/p (x’A)Z"'Zig[logzno]/Ap (x, A9).

A

i2leg2m0l > o i e {2, ng — 1}

und
9 [log, no] < ng,

folgt die Behauptung.

a

Lemma 4.1.6 FEs gelten wieder die zu Beginn des Abschnitts gemachten Be-
dingungen. Es gelte zudem K = 2. Dann folgt: ko = 0.
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Beweis:  Wihle eine Folge A, mit k(A,) — 2. Wegen Korollar wissen wir,
dass dann 7(A,) — & folgt. Dies liefert:

T(An)m(AS)ka(A,) = /A /A r(de)p(e, dy)p(y, A%)

+ /A/ m(dz)p(z, dy)p(y, A,)

IN

/An W(dx)p(:v,An)—l-/ m(dx)p(z, AL)

A

c
n

(Ay) — /A w(da)ple, Ay) + m(A°)

c
n

- [ wtdoypl,45)

n

= I—Q/A mw(dx)p(z, AS).

n

Hieraus ergibt sich sofort mit dem zuvor Gezeigten:

ko(Ay) < !

S FAn(Ag) A =0

a

Lemma 4.1.7 Es gelten wieder die zu Beginn des Abschnitts[].1] gemachten Bedin-
gungen. Sei dariber hinaus (2, F, ) ein Mafraum, sodass inf s¢ .r(4)>0 T(A) = 0.
Dann gilt:

k<1

Beweis:  Nach Voraussetzung existiert eine Folge A,, € F mit w(A,) — 0. Dann
gilt offensichitlich:

1 C
Hn) = T /Anp(x"‘")ww S Ay

Limesbildung liefert die Behauptung.

d

4.2 Existenz von L?-Spektralliicken im allgemei-
nen Fall

Es soll zunichst eine notwendige Bedingung fiir eine L?(7)-Spektralliicke fiir Markov-
Operatoren P induziert durch obige MKen hergeleitet werden.

Lemma 4.2.1 Sei &1,&9, ... eine stationire MK mit stationdrem Wmaf w, Uber-
gangskern p(-,-) und Zustandsraum (2, F). Dann ist dafir, dass der durch diese
Kette induzierte Markov-Operator P eine Spektralliicke in dem Sinne besitzt, dass

dng € N : ||(P— Pl)n0||2 <1,
folgende Bedingung notwendig:

0 < inf k, = inf inf k,(A). (4.6)
neN neN AeF
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Beweis:  Wir betrachten die folgende Funktion:

1 1
= A)m(Ac 1g— ——14c), A . 4.
f = VAARAN e ol A€ F (47)
Man rechnet sofort nach, dass gilt:

Exf =0, [Ifll2=1.

1PfIg = wtaymar) [ (P - PO
= (1) (e [ oo AP0 + i [ oo 4Pl
1 (&3
—2W/Qp(x7z4)p(x,/l )w(dm)) (4.8)
Nun gilt:

@/ﬁp(ax,fl)%(dm) = W(Z)Q (/Ap(as,A)%(dx)+/Acp(a:,A)27r(dx))
1

= 7T(A)2 (/A(l —p(x,AC))27r(dx) + AC P(%A)Qw(dx))
! (m(A) — 21 (A)m(A°)k(A))

= —(1—27(A%k(A)). (4.9)

Aus Symmetriegriinden gilt dann wegen k(A) = k(A°):

1 c\2 1 o
m /Szp(x’A )em(dx) > (A (1 —2m(A)k(A)). (4.10)
Zudem gilt:
1 c
m(A)r(A°) /Qp(“%A)P(%A )m(da) < 2k(A). (4.11)

Setzt man die letzten drei Ungleichungen in [£.§] ein, dann erhilt man:

o [ 1 =27 (A%)k(A 1—-27n(Ak(A
m(A)m(A°) ( W((A)) A, W((Ac)) ) _ 4k(A)>
m(A°) = 2m(A°)?k(A) + m(A) — 2m(A)?k(A) — 4n(A)T(A)k(A)
1 — k(A) (2m(A%)? + 21(A)? + dm(A)7(A))
1 —2k(A)(7(A) + 7(A9))?* =1 — 2k(A). (4.12)

IPFII3

v

v

Damit folgt dann

|P = Pyl > V1 — 2k

Genauso folgt auch
[|P" — Pill2 > V1 — 2ky,.

Dies liefert die Behauptung.
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Wir haben soeben eine notwendige Bedingung dafiir gesehen, dass P auf L?(r)
eine Spektralliicke besitzt. Damit stellt sich natiirlich die Frage, ob die Bedingung
auch hinreichend ist und tatséchlich zeigt sich, dass sie es ist. Um dies zu zeigen,
greifen wir auf ein Resultat von Lawler und Sokal [48] zuriick. Dabei lautet die fiir
uns wesentliche Aussage fiir den Fall eines diskreten Markov-Prozesses (vgl. [48],
Theorem 2.3):

R(o(Id — (P — P}))) > g/#, (4.13)

wobei K gegeben ist durch

= infsup E((X+c¢)?— (Y +¢)?)

B X T o) (4.14)

und D die Menge aller moglichen Verteilungen von u.i.v. ZVen (X,Y"), welche die
Varianz 1 haben, ist. In der gleichen Arbeit wurde gezeigt, dass x > 1 gilt. Wen-
det man auf den Spektralabbildungssatz (siehe Kapitel |1} Satz mit der
Funktion f =1 — z an, dann folgt hieraus unmittelbar:

R(o(P—P))<1-— ng.
Damit folgt dann auch:
n K2
R(o(P"—P1)) <1- gk’n
Nach dieser Vorbereitung kommen wir zum zentralen Satz dieses Abschnittes:
Satz 4.2.2 Sei &1,&a, ... eine MK mit Zustandsraum (2, F, ), wobei w ein statio-

nires Startmap der Kette sei. Sei P der assoziierte MO auf L*(nt). Dann sind die
beiden folgenden Aussagen dquivalent:

1. P hat eine Spektralliicke.

2.
2
M:=3e>0: ky>eVn < | —— | +1 £ 0.
arccos(1 — {z€?)
Ist Bedingung |3 erfiillt, so gilt:
. R V(e )
o(P = P1) C Kyy(0), mo := inf (1= qge®) "o (4.15)

wobei K, (0) den Kreis mit Radius r und Mittelpunkt 0 bezeichne und wir den Bild-
bereich des arccos auf [0, 7] einschrinken.

Beweis: In Lemma wurde die Notwendigkeit einer Bedingung gezeigt, die
die Bedingung [2]impliziert. Bleibt also nur noch zu zeigen, dass die zweite Bedingung
auch hinreichend ist.

Nach Voraussetzung existiert € > 0, sodass

K 2m
P"—P))<1—=¢€ < | ———— 1. 4.1
ol 1) < 8¢ vn s arccos(1 — {z€?) * (4.16)

Andererseits gilt wegen des Spektralabbildungssatzes

o(P" — Py) = (o(P — P))". (4.17)
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Sei nun z € o(P — Pp). Schreibe z in Polarkoordinaten:
z = re' = rcos(¢) +irsin(¢), r €[0,1], ¢ € [~m, 7).
Schreibe im Folgenden auch z = (r, ¢). Dann folgt aus und

K
r"cosng <1-— gez.

Dann wihle ¢ = arccos(1l — 1—"‘662) N (0,7), sodass fiir alle ¢ € (—¢1,¢1) und
(r,¢) € o(P — Py) gilt: r < 1 — %€, Fiir die anderen z = (r,¢) € o(P — P) mit
¢ & (=1, ¢1) existiert jedoch n =n(¢) < ng(¢y) := [i—ﬂ + 1, sodass ng[mod2n] €
(—¢1, ¢1). Zusammen mit folgt dann:
27
r< (1 Syt
- 16

Damit ist der Satz bewiesen.

a

Die Niitzlichkeit dieses Satzes soll kurz am Beispiel der Doeblin-Bedingung (zuziiglich
Aperiodizitit) gezeigt werden. Diese Bedingung wurde schon in den vorangehenden

Kapiteln ausfiihrlich diskutiert und wir haben gesehen, wie anspruchsvoll es war zu

zeigen, dass sie hinreichend fiir die Existenz einer L?(r)-Spektralliicke des assozi-

ierten MO ist.

Korollar 4.2.3 Es gelte die Bedingung. Dann besitzt P eine L?(w)-Spektralliicke.

Beweis:
1
kn(A) = 7/])”3;,140 —7w(A°))w(dz) + 1
W) = o |04 = (A r(da)
o)
> 1-—— p™(x, A°) — w(A°)|n(dx
25 [ e a) = ) im(an)
> 1—205"2%, n > ng, ng hinreichend grof. (4.18)

Mit Lemma folgt dann

k, > i Vn € N.
2’110

Die Behauptung folgt jetzt mit Satz

a

Es ldsst sich jedoch aus dem vorherigen Satz leicht ein neues Kriterium fiir die
Existenz einer L?(m)-Spektralliicke herleiten:

Korollar 4.2.4 Es gelten die Voraussetzungen des Satzes[{.2.3. Angenommen, es
existiert ein € > 0, sodass

. 1 p"(x, A)
limsup  sup / | —1ln(dz) <1—e. (4.19)
n—oo Acrm(A)<t T(A°) Ja w(A)

Dann hat P eine L*(r)-Spektralliicke.
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Beweis:  Genau wie in Korollar zeight man

1 n C C
b)) 2 1= s /A " (2, A°) — (A | (dz)

1 pr(@A)
! w<A0>/A' n(d) T

> (4.20)

Die Behauptung folgt wieder mit Satz und Lemma [4.1.5

4.3 Konvergenzraten von k, und kp.npn

Wir wollen nun eine weitere Konstante einfiihren, die sich im Laufe der Arbeit als
sehr niitzlich erweisen wird. Sei im Folgenden

: . 1 *n n
kP*"P" = Iilélf]:lﬂp*npn(A) = égf}m/AP P lAcﬂ'(dm)

Lemma 4.3.1 Die Folge a,(A) := kp«npn(A) ist monoton wachsend in n (d.h.
an(A) < apt1(A)) und es gilt: a,(A) <1 fiir allen e N, A€ F.

Beweis:  Zuerst beweisen wir die zweite Aussage:
1 n
kpsn pn (A = —————— | P* P"l4e
pen pn(A) F(A)W(Ac)/A Aem(dr)
o
= — [ p"(z, A)p"(x, A%)w(dx
A L A A ()

1 1 . .
T AA) (DA | @ A4%)Pr(an)
.]en<sen 1 W(AC)

- = 1.
m(4)  w(A)
Die erste Behauptung ergibt sich aus
1 1
it pi(A) = - (2, A°))?
Bpost ps (4) T~ e L @A) ds)
A s [ PO" @ AP R(de) = k()
> — p"(x, m(dx) = kp«n pn .
m(A)  w(A)m(A°) Jo e
O
Proposition 3 Sei &1,&s,... eine MK mit Zustandsraum (2, F, ), wobei 7 ein

stationéres Startmafl der Kette sei. Sei P der assoziierte MO auf L?(w) und P* sein
adjungierter Operator. Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

1. P besitzt eine L?(r)-Spektralliicke.

2.
Ing € N: kp.no pny > 0.

Gilt[2, dann haben wir folgende Abschéitzung fiir das Spektrum:

1
K ™o
o(P—P)C K. (0),r= (1 /11— gk;*no Pno) . (4.21)
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Beweis:  Sei L3 (n) := {f € L*(7) : Ex(f) =0, Ex(f*) = 1}. Da P*" P" positiv
und selbstadjungiert ist, folgt fiir alle f € L§ ;(w) aus dem Theorem 2.1 von Lawler
und Sokal [48], dass

K n
— k2 e < inf < f,f — P P"f >9< kpen pn.
8PP T perz (m s JZas e

Dies ist jedoch dquivalent zu

KR
1= gk:;awpn > |P"flla > \/1 = kpwn pn, (4.22)

wobei wir wegen Lemma wissen, dass die rechte Seite dieser Ungleichung immer
definiert ist. Die Notwendigkeit von [2] fiir die Existenz einer Spektralliicke folgt
direkt aus der rechten Seite der obigen Ungleichung. Dass die Bedingung hinreichend

ist, folgt aus
non T n K
17 < 1Pl < (/1= 5K, )

wobei hier wieder P eingeschrénkt auf L%yl(w) betrachtet wird. Die Abschitzung
fiir das Spektrum bekommt man mit Hilfe der obigen Ungleichung, indem man auf
beiden Seiten die ngn-te Wurzel zieht. Damit ist der Satz bewiesen.

a

Die Ungleichung[f.22]liefert jedoch auch Aussagen iiber das asymptotische Verhalten
der kp«» pn, was nun gezeigt werden soll:

Lemma 4.3.2 Fir alle ng € N, n € N gilt:

n
(1 B gk?:*ﬂo Pno ) o

(1 - %k;*no Pno)

]. - kp*npn S (423)

Beweis:  Fiir P eingeschréinkt auf L§ () folgt wegen Ungleichung fiir alle
leN:

]._k nol

in n 1 K !
perot ot < P12 < [P0 < (1= 2k 0y ) - (4:24)

Pnol

Wegen der Monotonie von kp.» pn folgt daraus:

£1.2 -
L= kperpn < (1= Zhhm puy) 0] < (1(1_ _82”;1;)’ PP)) (4.25)
O
Satz 4.3.3 FEs sind folgende Aussagen dquivalent:
1. P besitzt eine L?(r)-Spektralliicke.
2. Es existieren C >0, § < 1, sodass
1—kpnpn < CO™. (4.26)

Beweis: Dass Bedingung [2] hinreichend ist, folgt direkt aus Proposition
Gelte nun [} Nach Proposition [3] existiert ng € N, sodass kp.no pn, > 0. Die

Behauptung folgt jetzt mit Lemma [4.3.2) wobei C' = % und 6 =
1
(1- gk%*no prg) "0 -
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d

Der soeben fiir 1 — kp«» pn gewonnene exponentielle Abfall im Falle der Existenz
einer L?(7)-Spektralliicke lisst sich auch fiir 1 — k,, zeigen. Hierfiir benotigen wir
die folgende Ungleichung:

Lemma 4.3.4 Es gilt:
1 —ky <V2y/1—Ekpenp. (4.27)

Beweis:  Wie schon zuvor kénnen wir ohne Einschrénkung der Allgemeinheit

m(A) < 1 annehmen. Einerseits haben wir dann:

1—kn(A) = 1ml4pn(vac)W(dx)
_ C(AS) — (. A))TE)
- [ e A
c.s &) _ (e A))2 7(dx) 2 1
$ ([ - anp G0 )
1
< ﬂ\/W(A)F(AC)/Q(W(A)—p (z, A°))2m(dz).  (4.28)
Andererseits gilt:
| hipen e (4) = 1—@ /Q p"(z, A)p" (x, A)r(dz)
1 1 n c\2
= 1- A +7r(A)7r(AC) /Qp (x, A%)*m(dz)
1 n c\2 —r c\2 w(dx
= e 0@ A~ m(a ()

1 n Y _ (A2 (da
= e A ). 420

Setzt man nun [£:29] in [£:2§] ein, so erhélt man
1= kn(A) < V2/1 = kpen pa(A). (4.30)

Nimmt man zuerst auf der rechten und anschliefend auf der linken Seite das Su-
premum, so folgt die Behauptung.

O
Satz 4.3.5 Es sind folgende Aussagen dquivalent:
1. P besitzt eine L*(7)-Spektralliicke.
2. Es existieren C >0, § < 1, sodass
1—k, <C™. (4.31)

Unter der Bedingung, dass inf sc .rx(a)>0 T(A) = 0, gilt dann wegen Lemma
L7

0<1—k, <Co" (4.32)
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Beweis:  Dass die Bedingung[2] hinreichend ist, folgt direkt aus Lemma[£.1.5 und
Satz 4.2.2)

Gelte also Bedingung [T} Satz [4:3:3] und Lemma [£.3.4] ergeben dann:

(1 — %k?g*no Pno ) 2n0

2
( - %kp*"() Pn0> ’

1—an\/§

(4.33)

wobei ng so gewéhlt ist, dass kp.no pn, > 0. Die Behauptung gilt also fiir C' =

und § = (1 — £k2

S
K peno png ) 710

V2
“ER2
1=5k 7m0 prg

4.4 L?-Spektralliicken fiir reversible Markov-Ketten

Wir haben im letzten Abschnitt eine hinreichende und notwendige Bedingung dafiir
gesehen, dass P auf L?(m) eine Spektralliicke besitzt. Da es in der Regel unméglich
ist, alle k,, zu berechnen, muss der néchste Schritt sein, ein Kriterium anzugeben,
aus dem die Existenz eines € mit k,, > € hergeleitet werden kann bzw. eine Bedin-
gung, die es nicht erfordert, alle k,, auszuwerten bzw. abzuschétzen. Man fragt sich
zunéchst, ob es nicht moglich ist, fiir grofere n k,, durch die vorherigen k;, i < n
abzuschétzen. Dass dies ohne weitere Voraussetzungen nicht moglich ist, kann man
sich leicht am folgenden Beispiel klar machen, wo der Ubergangskern p(-, ) gegeben
wird durch die folgende Matrix:

010
00 1 (4.34)
100

Um groflere k,, vernachlissigen zu kénnen, muss man Bedingungen stellen, welche
grofere Perioden verbieten. Eine solche Bedingung ist die der Reversibilitdt. Daher
betrachten wir in diesem Abschnitt ausschlielich reversible MK. Wir hatten schon
in Lemma gesehen, dass K := sup - k(A) < 2 eine notwendige Bedingung
fiir die Existenz einer L?(m)-Spektralliicke ist. Dass dies zusammen mit k& > 0 dann
auch tatséchlich hinreichend ist, soll in diesem Abschnitt gezeigt werden.

Satz 4.4.1 Sei &y, &, ... eine reversible MK mit stationdrem Wmafi 7, Ubergangs-
kern p(-,-) und P der assoziierte Markov-Operator auf Lo(m). Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

k= inf k(A) < sup k(A) < 2.
0<k= inf k( )_21611; (A) <

AC >0, g <1, sodass ||(P— P)"|]2a < Cq" VneN.

Bevor dieser Satz bewiesen wird, ben6tigen wir noch ein technisches Lemma:

Lemma 4.4.2 Sei &y, &9, ... eine reversible stationdre MK mit beliebigem Zustands-
raum (Q, F, ), wobei w das stationdre Wmaf bezeichne. Sei

ko := inf ko(A) := inf

1 9 .
AerF ' AG;W/AP (@, A%)m(dx).
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Dann gilt die folgende Abschdtzung:

[k K
ky > sup  min |—J, —(e1e2(1 — §) — 9),
d,€1,€62,6ER Y 16 "4

(e ) )

Beweis: Im Verlauf des Beweises werden wir sehr hiufig die Reversibilitdtsbedin-
gung 7(dx)p(z, dy) = w(dy)p(y, dx) benutzen, ohne dies dann explizit zu erwéihnen.
Es gilt:

ka(A) = ﬁ / (dz)p?(z, A°)

= ( p(x, dy)p(y, A°) +/A7r / (z,dy)p (yyAC))
_ ( p(x, dy)p +A7r / xdy)(A)>

- Aef% ;<><Ae>/ W)/ ot 41

und damit auch

V

1
ko > inf 7/ m(dx / x,d ,A9). 4.35
2 7A6f:7T(A)S% 7T(A)7T(A(') " ( ) Ap( y)p(y ) ( )
Daher kann im Folgenden immer 7(A) < % angenommen werden. Definiere nun
. k
Ap={y e A:ply, A) = 7}

Man kann zeigen, dass 7(A & ) > &7(A). Offensichtlich gilt:

/A (dx) /A p(z, dy)p(y, A°) > /A 7(dz) /A p(z,dy)p(y, A°) =

k
4

»Jk\??‘

| wtdomie. A,

(4.36)
Jetzt soll [, w(dx)p(x,Ag) abgeschiitzt werden. Dafiir definiere

C = A5 N A,

k

T
Angenommen, es existiert ein 6 > 0, s. d. 7(C) > d7(A4) und sei § maximal mit
dieser Eigenschaft. Dann gilt:

1 c
Ay J 7 O
1

W/Cp(xvz‘lg)ﬂ(dx)+/Cp(x,Ac)7r(dx)
1 o B
< () (CY) </AEP(£E,AIZ)W(dx) +en(CNASY) + 1 (C)>

< W/A‘p(x,/li)ﬂ(dx)—i-%—i-g.

o=
IN
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Mit der Wahl von € = % folgt dann

p(l‘,A%)ﬂ'(dI) >

|

ool

und damit
p(z, A
Ag
8

Dies eingesetzt in und eingesetzt in liefert dann

) (dx) > %W(C)?T(Cc) > Z(S’]T(A)’/T(AC).

k
1

k2
by > 760 (4.37)

Bis jetzt haben wir noch das Problem, dass 6 von A abhingt und es durchaus
moglich ist, dass fiir alle Folgen A,, mit k2(A,) — k2 die zugehorigen 6, (6, wie in
dem Beweis) gegen Null konvergieren.

Wir betrachten daher jetzt den Fall, dass 7(C) < d7(A) und 6 > 0 minimal mit
dieser Eigenschaft ist (wir lassen jetzt also den Fall 7(C') = 0 zu). Definiere

B, ={r €Ay :p(x,A°) <1-ea}.
Sei €5 > 0 maximal mit der Eigenschaft
m(Be,) > GQW(A%).

Dann folgt:

A = o [ e A0 2 o [ e a0

1

> kB 1
— 4A7n(A)m(Ac)

Dariiber hinaus gilt:

1.

/ w(dx)p(z, AL NA) = / w(dx)p(z, Be,) < m(A% NA) < om(A).
B, 4 AS NA 4

(4.39)

/B m(dx)p(x, A) > e1m(Be,) > 616271'(14%) > e162(1 — 0)m(A). (4.40)

€1

Subtrahiert man die erste von der zweiten Ungleichung, so erhélt man

/B F(dl’)p(l’,Ag) > (e261(1 — 0) — O)w(A).

€1

Dies wiederum eingesetzt in ergibt dann

ko (A) > 2(6261(1 —8) - 4). (4.41)
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Diese Abschéitzung geniigt dann fiir den Beweis der Aussage des Lemmas, wenn eine
Folge A, existiert mit ko(A,) — ko und wir eine von Null weg beschriinkte Folge
egn) finden kénnen, sodass die zugehérige Folge 6(2n) auch von Null weg beschriinkt
bleibt.

Als Letztes wollen wir den Fall untersuchen, bei dem gilt:

m(C) <dn(A); 7(Be,) < egﬂ(A%).

Als erstes beobachten wir, dass fiir sehr kleine €y, €2, das zugehorige 7(A) von 1

2
weg beschrankt ist. Dies sieht man z.B. so:

[ Ao a) = [ waopea) 2 r{dr)p(, 4%
A Ag A%OBSI
> (1- el)w(Ag NBf)>(1—e)(l— 62)7’(’(14%)
> (1—€e)1—e)1—-05)nA).
Damit folgt:
(I —€1)(1—e2)(1—09)
> .
=
Andererseits gilt nach Definition von K:
k(A) < K,

unabhéingig vom gewihlten A. Aus den letzten beiden Ungleichungen folgt dann

(1—€)(1—e2)(1—0)
% .

T(A%) > (4.42)

Mit Hilfe dieser Ungleichung soll nun ks(A) weiter abgeschiitzt werden. Definiere
dazu
H.:={ye A°:p(y, A®) > €}.

Offensichtlich gilt dann:

ka(A)

v vV
Al A
=ox
AT A
NN
S =
:>\ :>\

A A

QL QU

& &
— —

= 0=

& 8

s £

s =

S

S

==

> em/f‘w(dx)p(x,Hﬁ). (4.43)

L

Um L geeignet abzuschétzen, betrachte den Fluss aus der Menge AU H¢:

1
s m(AUHE)m(He) /AquW(dx)p(LHe)

1
= CAUHIRE) (/Aﬁ(dx)p(x,He)+/}ngnAc7r(dac)p(at,He)>
m(A)m(A°) L4 m(HE N A°)

T(AUHr(H) " 7(AUH)r(H,)"

1 m(H N A)
777(H€) (L + 777(14) ) . (4.44)

IN

IA
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Hieraus ergibt sich dann:

L>n(H)k — WE. (4.45)

Jetzt schitze die Terme 7(H,) und % weiter ab. Es gilt:

m(A) > /A7r(d$)p(x7Hf NnA°) = /HCOAC m(dx)p(z, A) > (1 —e)m(HS N A).

Hieraus ergibt sich zum einen:

W(HECHAC)< 1
m(A) T 1-€

(4.46)

Zum anderen folgt aus m(HNA°) < tL-m(A) durch Addition von 7(H,) auf beiden
Seiten

1
m(A°) < 1 m(A) 4+ w(H,)
—€
und damit ) )
—€
> ¢ — .
m(He) = m(A )1—6 1—c¢

Setzen wir nun die fiir 7(A€) in erhaltene Abschétzung ein, dann folgt:

(I—e)(1—e)(1—0)2—¢ 1

H > . .
m(He 2 K 1-¢ 1-c¢
Setzt man dies und in ein, so erhilt man:
2-al-e)(l-e)1-06) 1 c
L>k — — . 4.47
- ( (1-e)(K) 1—e¢ 1—ce¢ (447)

Setzt man dies wiederum in [4.43] ein, so bekommt man schlie8lich:

ka(A) > € (k <<2 —qa (_161)6()1(;()62)(1 =9 _ - i 6) -1 - 6) . (448)

Wir haben somit insgesamt 3 unterschiedliche Ungleichungen fiir ko (A) hergeleitet.
Sie sollen der Ubersichtlichkeit halber hier noch einmal aufgefiihrt werden:

1.
ko(A) > %5 fiir m(C) > dn(A).
2.
ka(A) > g (e1€2(1 — 6) — 0) fiir m(C) < 07(A), w(B,) > egw(A%).
3.

bl > (k ((26)(1 (16_1)6()1(1()62)(1 —9) _ 1;) R )

fiir 7(C) < dn(A), 7(B,) < 6277(14%).
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Als unmittelbare Folgerung hieraus ergibt sich:

ky > su min k—Q(S ﬁ(66(1—(5)—5)
2 = 6,61,62,136R+ 16 1 1€2 s

<k ((2 — (16_1>6()1(K)€2)(1 =2 - 1 : 6) - 6) e] . (4.50)

Damit ist das Lemma bewiesen.

Lemma 4.4.3 Sei &1,&o, ... eine reversible stationdre MK, fir die gilt:
0<k=inf k(A) < kE(A) =K < 2.
<k= inf k(4) < Sup (A) <
Dann folgt:
ko > 0.
Beweis:  Wiihle ¢; und € so, dass €1e2(1 — §) = 2§ ist (withle z.B. ¢ = e =

v/ %). Wahlt man nun € und ¢ hinreichend klein, dann sind der zweite und dritte

Term grofer Null und somit von Null weg beschréinkt. Damit ist das Lemma
bewiesen.

a

Nun zum Beweis des Satzes .41t
Beweis:  Lawler und Sokal [48] konnten zeigen, dass

o(P—Py) C[-1,1— ng].
Da mit P — P; auch (P — P;)? selbstadjungiert und zudem positiv ist, gilt:
o(P = P)?) € [0.1- Zh3)
Nach dem Spektralabbildungssatz (vgl. [72], S. 350) haben wir
o((P—P1)*) = (o(P — P))*.
Dies zusammen ergibt:

o(P—P)C [—\/1 - gkg\/l - gkg] .

Damit ist der Satz bewiesen.

a

Da viele Modelle mit nicht reversiblen MK arbeiten, sollte man als néchstes versu-
chen, die Annahme der Reversibilitidt abzuschwichen. Reversibilitit der Kette hat
zur Folge, dass sich das betrachtete System im Zeitablauf durchmischt. Eine Unter-
bindung der Determiniertheit ist zweifellos notwendig, vermutlich jedoch nicht in
so starker Form. Vielmehr konnte sich die Forderung nach einer strikten Zunahme
der Entropie, d.h.

H(P"f)) = — /Q P" f(2) log(P" fm(dz) > — /Q P () log(P" f)m(da)

=H(P"f)Vf>0:Pf=1

auf einen noch niaher zu bestimmenden Funktionenraum als sinnvoll erweisen. Dass
dies tatséichlich in einigen Féllen so ist, soll im folgenden Abschnitt gezeigt werden.



Kapitel 5

Spektralliicken und Entropie

Dieses Kapitel fiihrt zundchst die Definition der Gibbs-Entropie ein (vgl. Abschnitt
. Der sich hieraus entwickelte Begriff des additiven, gleichméfigen Entropiezu-
wachses (L,, > 0) auf einer vorgegebenen Funktionenklasse G wird als notwendi-
ge, aber nicht hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer L?(7)-Spektralliicke
erkannt, da sich die isoperimetrischen Konstanten kp.» p» nach oben durch L,
abschétzen lassen. Umgekehrt liefert die Existenz einer Spektralliicke die gleichméfi-
ge exponentielle Konvergenz des Entropiezuwachses, wobei die Gleichméfigkeit sich
hier nur noch auf die Teilklasse G. C G bezieht (vgl. Abschnitt[5.2)). Hat die betrach-
tete MK eine Sprungliicke, dann impliziert L, > 0 bereits eine Spektralliicke des
assoziierten Operators P (vgl. Abschnitt . Im Fall eines gleichméfBigen, multipli-
kativen Entropiezuwachses lassen sich die isoperimetrischen Konstanten k,, von Null
weg beschrinken (vgl. Abschnitt . Dies stellt somit eine hinreichende Bedingung
fiir die Existenz einer L?(m)-Spektralliicke dar. SchlieBlich wird im letzten Abschnitt
unter der Annahme der schwachen Reversibilitéit der additive Entropiezuwachs L,,
mittels der isoperimetrischen Konstanten K, und k,, nach unten abgeschétzt. For-
dert man dariiber hinaus die Existenz einer Sprungliicke, dann zeigt sich, dass die
schon aus dem reversiblen Fall bekannte Bedingung 0 < k < K < 2 dquivalent zur
Existenz einer L?(r)-Spektralliicke ist.

5.1 Gibbs-Entropie

Die hier gegebene Definition der Gibbs-Entropie und die folgenden Eigenschaften
derselben sind dem Buch von Lasota, Mackey [47] entnommen.

Definition 5.1.1 Sei fiir > 0 n(z) := —zlog(x), n(0) = 0 und M = {f : f >
0,n(f) € L1(m)}. Dann bezeichnen wir fiir f € M

H(f) = /Q n(f (2))n(de) (5.1)

als Entropie von f.

Eine wichtige Eigenschaft von 7 ist die Konvexitéit ihres Graphen (n” < 0). Die
Bedeutung dieser Eigenschaft wird durch folgenden Satz unterstrichen (vgl. [47]):

Satz 5.1.2 (Jensens Ungleichung) Sein(u),u > 0 eine Funktion mit der Figen-
schaft " <0, P: LP — LP, 1 < p < oo ein linearer Operator mit der Eigenschaft
P1=1, Pf >0 fir alle f > 0, dann gilt fir alle f € L?, f > 0:

n(Pf) > Pn(f), falls Pn(f) existiert. (5.2)

49
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Aus dieser Eigenschaft folgt unmittelbar (vgl. [47]):

Satz 5.1.3 Sei (Q,F,m) ein Wahrscheinlichkeitsraum, p(-,-) der Ubergangskern
und 7w ein invariantes Wmaf einer MK &£1,&5, ... und P der assoziierte MO. Dann
gilt

H(Pf) > H(f) Vf > 0,f € L. (5.3)

Zuziiglich dieser Sétze benttigen wir noch folgendes Lemma:

Lemma 5.1.4 1
n(x) > n(l —x) Vo € [0, 5] (5.4)

Beweis:  Nachrechnen.
O

Sei im Folgenden G := {g4 := —*1a: A€ F,0 < w(A) <

=) }. Offensichtlich gilt
GgcM.

1
2

5.2 Entropiezuwachs und isoperimetrische Konstan-
ten

Nach diesen Vorbereitungen soll nun ein Satz formuliert werden, aus dem eine not-
wendige Bedingung fiir die Existenz einer Spektralliicke gefolgert wird.

Satz 5.2.1 Sei &1,&o, ... eine stationdre MK mit Zustandsraum (Q,F,7), P der
assoziierte MO und 7 ein invariantes Startmaf der MK. Dann gilt:

1

o pn(A) < 1—e Lol .
kP P ( )_ﬂ'(AC)( € )7 (55)
und damit insbesondere
Epen pn < 2(1 — e~ Em), (5.6)
wobei
L, := inf L,(A):= inf (H(P"ga)— H(ga))
A:0<m(A)< % ga€g
den (additiven) Entropiezuwachs bezeichne.
Beweis:  Sei m4(B) := ﬂ(:zgf)). Dann gilt:
La(4) o |7 ) losp (@, A)(ao)
n = AN ) ) ™
m(A4) Ja

- /Q La(x)P*" logp™(x, A°)ma(dw)

Jensen n
=7 - [ toa(P” L) maie)
A
Jensen n
=7 tog( [ (1= PP L) mada)
A

= —log(l = w(A%)kp-n pn(A)). (5.7)

Umstellen nach kp«» pn liefert dann die Behauptung der ersten Aussage. Die zweite
Behauptung folgt, wenn man in (5.5) eine Folge A, € F mit L, (Ax) — L, fir
k — oo wihlt, da liminfy oo kpen pn(Ag) = kpen pn.
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d

Bemerkung 5.2.2 FEine vergleichbare Abschétzung wie ist fiir k,, nicht unmit-
telbar zu erwarten. Dies kann man sich leicht am folgenden Beispiel klar machen:

0 % 3 0
L g ¢ 1L 1111
0=11,2,3,4} A= 2,3,P: s =\5ry %y %20 5
{1,2,3,4},A={2,3} Foof[m=Gosy
3 00 3

Man sieht nun schnell, dass in diesem Fall gilt:
L1 =0, k>0.
Korollar 5.2.3 FEine notwendige Bedingung fiir P, eine Spektralliicke zu haben, ist
gegeben durch
1
Jng €N: Ly, =  inf - / (2, A) log p™ (2, A)r(dz) > 0. (5.8)
AcFo<r(a<t m(A) Jq

Beweis:  Dies folgt direkt aus dem obigen Satz zusammen mit der Propo-
sition [3

a
Sei G, := {ga = ﬁlA : A€ F, e <m(A) <1} Der folgende Satz beschreibt das

Verhalten der Entropie von H(P™-) angewandt auf die Funktionen des Raums G..

Satz 5.2.4 Sei 1,8, ... eine MK mit Zustandsraum (Q, F, ), stationdrem Wmaf
7, Ubergangskern p(-,-) und zugehérigem MO P. Angenommen, P habe eine L?(r)-
Spektralliicke. Dann existiert ein C > 0, 6 < 1, sodass

-C
—0" < inf H(P" <0. 5.9
O i HUPg) < 69

Beweis:  Aus Satz und (5.5) folgt die Existenz eines C' > 0, ¢ < 1 mit der

Eigenschaft
1
1 _ _Ln(A) .
(A% ( N )

e L) < w(A) 4 Com.

1-0C6" <

Umformen ergibt dann:

Logarithmieren liefert nun:

log(m(A) 4+ Co™) — log(w(A))

SL.4) < o) €6 + log(m(4))
= log'(x)’n O™ +log(m(A)), wobein € [r(A),7(A) + C"]
< ﬁC’d” +log(n(A)) < %C’d” + log(m(A)).

Damit folgt:

Lu(4) = ~log(x(4)) ~ Co".

Hiermit bekommen wir schliefflich
C
H(P"ga) = log(m(A)) + Ln(4) > = —3".

Die rechte Seite héngt nicht mehr von A ab, sodass die Ungleichung gilt, wenn wir
zum Infimum {ibergehen. Hiermit folgt die Behauptung.
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d

Hier stellt sich die Frage, ob die Bedingung in auch hinreichend fiir die Existenz
einer Spektralliicke ist. Die Antwort auf diese Frage ist nein. Wir werden in Kapitel
[6] ein Gegenbeispiel angeben (siehe Beispiel 3). Ohne weitere Annahmen an die MK
ist es unmoglich, eine Ungleichung der Form

kn,>c, Ly, ¢cp, >c>0,neN (5.10)
herzuleiten. Das Problem dabei ist, dass man eine solche Ungleichung nicht iiber
kn(A) > ¢p Lp(A), ¢ >¢c>0,n €N (5.11)

erreichen kann. Dies sieht man leicht am Beispiel einer MK mit Ubergangskern
p(x,-) = m, d.h. eine MK induziert durch u.i.v. ZVen. Fiir diese gilt nimlich

L, (A) = —In(m(A)). Dies konvergiert gegen unendlich fiir 7(A) — 0; die linke Seite
der Ungleichung ist jedoch beschrénkt durch 2 (vgl. Lemma. Betrachtet
man dagegen %, so kann man dies tatséichlich gegen k,,(A) abschiitzen, wie
nun gezeigt werden soll:

Satz 5.2.5 Sei £1,&o, ... eine stationdre MK mit Zustandsraum (Q,F,w), P der
assoziierte MO und w ein invariantes Startmaj der Kette. Dann ist die folgende Be-
dingung (im Folgenden auch multiplikativer Entropiezuwachs genannt) hinreichend
fiir die Existenz einer Spektralliicke:

H(pmo
dnp € Nye > 0: sup w
ga€g H(gA)

<1-—e (5.12)
In diesem Fall bekommen wir die Abschditzung

1
b > min(g -, 7%), (5.13)

wobei x. die kleinste positive Nullstelle der Funktion

3
ge(z) == 21ngn(fv) +x—€
bezeichne.
Beweis:
Wegen

H(P"ga) S H(P"g,)

> fir allen € N
H(ga) H(ga)
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gilt fiir alle n > ng:

—€ L(PRQA) = ot "(x m(dx
| > A - s [ )
1 1 .
— U o o [, 1 e Ae(da)
1 1

CET v (w(lm /Apn(x’A)W(de

+10g(71(A)) Z((ic))n <7r(ilc) /A pn(a?,A)W(dx))
- 14 m (n(l — (A (A)) + Z(g))"(”(A)kn(A)O
= 1022’7(1 — m(A%)ka(4)) - W(AC)kn(ﬁ;iig(f)n)(A)”(A))
> 1- 10;277(1 — 7 A%k, (A)) — @n(kn(A)) (),

Somit erhalt man:

1

g (101 = ey + 222D g ) 2 e

Fiir k,(A) < 3 (fiir k,(A) > 1 ist m trivialerweise erfiillt) erhiilt man hieraus
insbesondere:

3
2log 2

N(kn(A)) + kn(A) —e> 0.

Die Funktion g(z) := ﬁn(:ﬂ) + ist im Intervall [0, 3] monoton wachsend. Sei z.
die Nullstelle von g.(z) := g(z) — € in [0, 1]. Dann folgt:

ky > x..
Wegen Lemma gilt dann:

k, > Z€ fiir alle n € N.
no

Die Behauptung folgt jetzt mit Satz

Korollar 5.2.6 Unter den Voraussetzungen des Satzes[5.2.5] gilt:

PRI S FRONE VA Peownt oyt ey w7t )
o(P—P1) C K,(0), 7o = (1—1—6mln(2—no,n—:J 2 eos(1= 16 (min( gy g oG ™)

)

(5.14)
wobei K, (0) den Kreis mit Radius r und Mittelpunkt 0 bezeichne und wir den Bild-
bereich des arccos auf [0, 7] einschrinken.

Beweis:  Folgt direkt aus Satz zusammen mit Satz

d

Bemerkung 5.2.7 Die Bedingung (5.12) aus Satz ist nicht notwendig fiir
die Existenz einer L?(r)-Spektralliicke. Dies kann man leicht an folgendem Beispiel
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nachpriifen: )
Der Zustandsraum ) sei 2 := N|J{0}, der Ubergangskern p(-,-) gegeben durch

p(l,]) = Oé(sovj + (1 — 05)51,]‘_1‘, O<a<l.

Das eindeutig bestimmte invariante Wmaf © berechnet sich zu

(i) = a(l — a)’, i € N|_J{0}.

Die MK ist offensichtlich gleichgradig konvergent in Totalvariation (sie erfiillt die
Bedingung ) und hat somit eine L?(r)-Spektralliicke. Andererseits kann man
nachpriifen, dass fiir alle ng € N gilt:

H(P"
sup LP™g4) _

gAEG H(QA)

5.3 Markov-Ketten mit Sprungliicken

Es wurde von uns schon festgestellt, dass L,, > 0 nicht hinreichend ist fiir die
Existenz einer L?(r)-Spektralliicke. Stellt man an die MK jedoch zusitzliche Be-
dingungen, so zeigt sich, dass es tatsdchlich moglich ist, eine dhnliche Ungleichung
wie [5.10] herzuleiten. Hierfiir ben6tigen wir zunéchst folgende Definition:

Definition 5.3.1 Wir sagen, der n-te Ubergangskern p”(-,-) einer MK &, &, . ..
besitzt eine Sprungliicke der Gréfe € bei 0, wenn

p"(x,A)=0 V p(x,A) > eV e A F. (5.15)

Lemma 5.3.2 Angenommen, der Ubergangskern p(-, ) der MK &, &a, . .. besitzt ei-

ne Sprungliicke der Grifie e. Dann besitzt der n-te Ubergangskern p™ (-, -) mindestens
eine Sprungliicke der Grifle €™.

Beweis:  Einfache Induktion.

a

Satz 5.3.3 Sei &1, &2, ... eine stationdre MK mit invariantem Startmaf m, deren
n-ter Ubergangskern eine Sprungliicke der Griofie € besitze. Sei € < e% Dann gilt:

1 L, (A)'F, (5.16)

kn(A) > ———L,
(4) 2 (—8log €)1+

und damit

4 1+6

Hier ist § die eindeutig bestimmte Lésung von
O (—loge)tto =1, (5.18)

und damit

loglog L
=— ¢ - 5.19
log £ —loglog £ (5.19)
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Beweis:  Seien B, = B(A) :={xr € Q:e<p(z,A) <1—¢€} und H = H(A) :=
{z € Q:p(z,A) < 3}. Offensichtlich gilt dann nach Voraussetzung: H N BE = 0.
Sei g (A) = 2n(A)m(A°)k,(A). Mit diesen Definitionen folgt:

gn(4) = /Ap"(x,Ac)w(dx)Jr/cp"(:E,A)w(da:)
> [ minG" (o, 45" o, A)r(d)
= [ e [ e am s [ e A
1 n n C
[ e A+ e [ e A a)

—loge

#1074 )

—loge

1
—loge

1446
+m(BSNH®) </BgmHC n(p”(%&)%) :

Hieraus folgt:

/B n(p"™(z, A))r(dx)

i T GG

1496
m(BEN He) n m(dx)
" A (A) </B§ﬂHC 1" (@ 4)) m(BEN HC)) '

Man kann zeigen, dass 7(BSNH®) < @. Da die linke Seite der obigen Ungleichung
nicht groBer als eins ist (vgl. Lemma [4.1.2)), und die Terme auf der rechten Seite
positiv sind, wird der Ausdruck kleiner, wenn der erste Summand auf der rechten
Seite mit 1 + § potenziert wird. Somit erhélt man:

fn(4) 1 1 . 1+6
2 = (Cdlogait <7T(A) /B n(p (:v,A))w(dx)>
(1-¢° 1 N 146
i 4 (W(A) /Bean 0 (x’A))ﬂ-(dw))
2 1 1 . 146
(—4loge)+o (2 (W(A) /B n(p (w,A))w(dx)>

c3(zm n(p”(x,A»w(dx))M)

Jensen 2 1 146
° (—4loge)l+o 2140 La(A)"

Hiermit erhilt man schliefflich:

1 L, (A)'F0. (5.20)

kn(A) > ———L,
(4) 2 (—8log €)1+

Bilden des Infimums auf beiden Seiten liefert die Behauptung.
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Korollar 5.3.4 Sei&1,&o, . .. eine stationdre MK mit invariantem Startmaf$ 7, de-
ren n-ter Ubergangskern p(-,-) eine Sprungliicke besitze. Dann sind folgende Aussa-
gen dquivalent:

1. P hat eine Spektralliicke.
2. IngeN: L,, >0.

Beweis:  Die Notwendigkeit von Bedingung [2] folgt aus Korollar [5.2:3] Wegen

Satz und Satz zusammen mit Lemma ist die Bedingung jedoch
auch hinreichend.

5.4 Schwache Reversibilitit

Wir sind also in der Lage, im Fall der Existenz einer Sprungliicke des Ubergangs-
kerns die Grofie der Spektralliicke iiber den Entropiezuwachs abzuschitzen. Wir
wollen jetzt versuchen, die Grofle der Spektralliicke mit Hilfe der Konstanten & und
K abzuschétzen, wie dies schon fiir reversible MKen gelungen ist. Dafiir werden wir
wieder die Existenz einer Sprungliicke voraussetzen und benutzen, dass der Entro-
piezuwachs L,, monoton wachsend in n ist. Haben wir also L,, > 0 fiir irgendein
ng € N, dann folgt automatisch L,, > Ly, > 0 fiir alle n > ng. Wir haben jedoch das
Problem, dass die Grofle der Sprungliicke € von n abhéngt und fiir nicht endliche
Zustandsrdume 2 nicht fiir alle n € N von Null weg beschrankt werden kann. Es
gibt jedoch einen Ausweg fiir dieses Problem. Wir haben in Proposition [3| ein hin-
reichendes und notwendiges Kriterium fiir die Existenz einer L?(r)-Spektralliicke
kennen gelernt, das wir nun benutzen wollen. Um Proposition [3| direkt anzuwenden,
miissen Operatoren der Form P*" P™ berechnet werden. Da es in der Regel sehr
schwierig, oft auch unmoglich ist, diese Operatoren explizit auszurechnen, umgehen
wir dieses Problem, indem wir folgende Abschwéchung des Reversibilitéitsbegriffs
einfithren:

Definition 5.4.1 Sei &1,&s, ... eine stationdre MK mit Zustandsraum (Q,F, ),
p(+,-) der zugehorige Ubergangskern und m ein invariantes Startmafl. Wir nennen
diese Kette schwach reversibel, falls C € (1,00) und ng € N existieren, sodass

1 dz)p™(z,d
C ~ 7(dy)p™(y,dx)

Ist ng minimal mit dieser Eigenschaft, dann nennen wir die Kette schwach reversibel
von der Ordnung ng. Die zugehdrige Konstante C' = C,,, nennen wir Reversibilitéts-
konstante zur Ordnung ny.

Die Einfiihrung der obigen Definition bietet noch einen weiteren Vorteil: Unter der
Bedingung schwacher Reversibilitéit lasst sich ein einfach zu priifendes Kriterium
fiir die Abschétzung der Entropie angeben.

Satz 5.4.2 Sei £1,&s,... eine stationdre, schwach reversible MK der Ordnung n
mit zugehérigem Reversibilititskoeffizienten C,,, Zustandsraum (2, F, ) und inva-
riantem Startmaf$ w. Dann gilt:

(1= B2 (1 - (1 B2l
L, = inf (H(P"g4)— H > = 2 2 6
glAneg( (P"ga) (9a)) > 6C.

. (5.22)
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Beweis:  Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir n = 1 annehmen.
Fir £k = 0 und K = 2 ist die Abschétzung trivialerweise erfiillt. Daher kann im
Folgenden k # 0 und K # 2 angenommen werden. Seien

Bei={xecA°:e<p(zx,A) <1—¢€}, AL, :={z € A°:p(z,A) > 1—¢€},
und
AL i={re A% p(x, A°) <¢}, AL i={r € A% :p(x,A) <1 —¢},

wobei 0 < e < %
Es sollen nun zwei Ungleichungen bewiesen werden:

1 1
I4) = -5 /qu,A)logp(x,A)w(dx)z—m /B e, 4) log pl, A)r(d)
> (1= log(1 — ().

Dies liefert die erste Ungleichung:

(B _ 1 1

m(A) T (1—¢)log 1= T E)L(A)- (5.23)

Die andere Ungleichung erhalten wir aus

HA) = [ ple ) ogp(e. Ayr(a)
1 B C C
—ﬂ_(A)/A%Ep(x,A ) log p(x, A®)m(dx)
1
> ——sli-a [ , lou(t =l i)
> —ﬁ(l —¢) /26 —(p(z, A) + %p(m, A)? + %p(% A3+ .. )r(dx)
1
2 -

W(A)(l —e)/c p(z, A)n(dx).

<e

Dies liefert ) )
) /A plw, A)r(de) < T——L(A). (5.24)

c
<e

Wir brauchen im Folgenden noch eine untere Schranke von m(A%, ), die nun be-
stimmt werden soll:

(I —e)m(AS )
VD) / Pl A)mlde) 2 e e

>1—e€

Damit ergibt sich
n(AL, ) K
m(Ac) T 2(1—¢)

und somit

K
2(1—¢)

K

F(AZ) ) = w4~ AL, _) 2 (A1 - 07—

) >
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Sei im Folgenden € < ;—%2~. Dann gilt:
2

(S A7) = %(1 g)? (5.25)
Hiermit folgt:
1 C
k < T(AUAS, (ACS1—€) /AUA;I e plz, AL, )m(dx)
1
= e </AUA;1 Pl Bom(d)
+ plz, AL ) (dx)>
AU
1
I GO /Aap e
- /A>1 € x A<6 (dx)>
B-235 24575 2 1 1 9 .
- O@L(A)(n(l—eﬁl—eH(l Ky21—e
3C 3
S U W aTEee (5.:26)

Wahlt man nun € = (1 - 7) £ (offensichtlich ist mit dieser Wahl von e auch die

obige Bedingung € < .—%>~ erfullt) so folgt:

6C
Su—%wm—a—%%>

Umstellen nach L(A) liefert dann die Behauptung.

L(A). (5.27)

a

Der nun folgende Satz, der mit Hilfe der zuvor entwickelten Theorie bewiesen wird,
ist fiir die Anwendungen von besonderer Bedeutung, da er zum einen eine in vie-
len Féllen leicht nachzupriifende hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer
L?(r)-Spektralliicke darstellt, zum anderen sich mit ihm die Gréfe der Spektralliicke
abschétzen 1483t.

Satz 5.4.3 Sei &1,&2,... eine schwach reversible MK der Ordnung" ng und Ch,
der zugehorige Reversibilititskoeffizient. Wir nehmen an, der ni-te Ubergangskern
p"t(-,-) habe eine Sprungliicke der Grifie €. Dann gilt:

P 4 (%a—%w%u—u—@%>
P* pnon1 03371 (—16n0 log 6)1+6
(5.28)
wobei § wiederum die eindeutig bestimmte Losung von (¢270)°(—2nglog(e))' 0 =1
set und sich damit ergibt zu

log log

62710

B 2ng log 1 < —loglog 62%0
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Um diesen Satz zu beweisen, benttigen wir folgendes Lemma:

Lemma 5.4.4 Sei £1,&s, ... eine schwach reversible MK der Ordnung ng mit zu-
gehorigem Reversibilititskoeffizient Cy,. Dann gilt fir alle | € N:

1
Chokangt > K ponot pugt > G kanat: (5.29)
no

Beweis:  Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann ng = 1 angenommen wer-
den. Wir zeigen nur die eine Ungleichung, da die andere genauso bewiesen wird.

(A r(Ak pt o (A) = /A P P11y (2)(d)
[ At 4%

_ /Q</Q.../Ap(:c1,dx2)-...-p(xl,xl+1))'

pl(xl, A®)m(dxy)

> Cil/g/ﬂﬂ(d@)l?(xzadxl)
. ((/Q ) ../Ap(.’L'27d$3) . ...~p($117d$l)) Pl(mlaAc)>
> .
> C{{Aw(dwl+1)/§2.../§2p($l+17ml)'u-'P(iEz,dﬂUl)'
_ a9, e
= T k4.
' (5.30)

Nimmt man nun das Infimum auf beiden Seiten, dann folgt die Behauptung.

Wir kommen nun zu dem Beweis des Satzes [£.4.3
Beweis: Es gilt:

Lemma 544 1
kp*nonl Pnon1 Z ﬁkp2nonl
ng

Satz mLemma @ 1 4
> R 8 & o)
= Cht (—8log 62n0)1+5 2non1

Satz 1 4

>

Ct (—16mg log €)1+

1+6
by (1= 552%n(1 = (1 - 5)%)
6Ch, '

O
Korollar 5.4.5 Sei&y,&s, ... eine stationdre schwach reversible MK der Ordnung 1
mit Zustandsraum (2, F, ), wobei w ein invariantes Mafs der Kette sei. Angenom-

men, der Ubergangskern p(+, ) habe eine Sprungliicke der Grifie €. Es gelte zudem

0<k<K<2 (5.31)
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Dann hat P eine L*(r)-Spektralliicke und es gilt:

o(P—P)C K.(0), r= 12C’<

1496
k(1= 5)%n(1 - (1-%5)%F)
—182C log e ’

wobei C' der zugehorige Reversibilititskoeffizient ist.
Beweis:  Die Behauptung folgt direkt aus Satz [5.4:3] und Proposition [3]

d

Korollar 5.4.6 Sei £1,&s,... eine stationdre schwach reversible MK der Ordnung
1 mit Zustandsraum (Q, F, ), wobei w ein invariantes Mafl der Kette sei. Ange-
nommen, es gelte:

0<k, 0<ks.

Dann hat P eine L?(r)-Spektralliicke.

Beweis: Die Notwendigkeit der Bedingung folgt aus Satz[4.2.2] Dass die Bedin-
gung auch hinreichend ist, ergibt sich unmittelbar aus Lemma/|5.4.4fund Proposition

Bl

O

Bemerkung 5.4.7 Es ist nicht klar, ob in Satz[5.4.3die Existenz einer Sprungliicke
notwendig fiir die Existenz einer Spektralliicke ist. Das Korollar ldsst jedoch
vermuten, dass die Existenz einer Sprungliicke nicht notwendig ist. Wegen Lemma
wissen wir, dass ko > 0 auch K < 2 impliziert. Es ist bis jetzt jedoch noch
nicht gelungen zu zeigen, dass schwach reversibel + k > 0 + K < 2 auch ko > 0
impliziert. Dies ist jedoch genau das, was wir zeigen miissen, um obige Vermutung
zu bestétigen.



Kapitel 6

Spektralliicken und
geometrische Ergodizitat

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit dem Zusammenhang von geometrischer Ergo-
dizitdt und der Existenz einer L?(7)-Spektralliicke des Markov-Operators P. Die
Eigenschaft der geometrischen Ergodizitit einer MK wird unter anderem wegen
ihrer Bedeutung fiir Markov Chain Monte Carlo (MCMC) Methoden (siehe z.B.
[29], [65]) in der Literatur umfassend diskutiert (siehe z.B. [69], [67], [51]). Mehrere
zur geometrischen Ergodizitdt dquivalente Bedingungen werden in dem Buch von
Meyn und Tweedie [5I] angegeben. Die Frage, wann geometrische Ergodizitit die
Existenz einer L?(7)-Spektralliicke des assoziierten Markov-Operators P impliziert
und ob die Umkehrung gilt, ist in der Literatur noch nicht abschlieflend geklart.
Roberts und Tweedie zeigten die Aquivalenz der beiden Bedingungen fiir reversible
MK (siehe [58]). Chen [8], [9] erzielt in einigen Spezialfillen fiir nicht reversible
MKen hinreichende Bedingungen fiir die Existenz einer Spektralliicke und zeigt
dariiber hinaus, dass fiir MKen mit abzéhlbarem Zustandsraum aus der Existenz
einer L?(m)-Spektralliicke die geometrische Ergodizitiit folgt.

Fiir den allgemeinen Fall (beliebiger Zustandsraum) ist jedoch keine der beiden
Implikationen bewiesen. In Abschnitt wird zun#chst eine hinreichende Bedin-
gung fiir die Existenz einer L?(r)-Spektralliicke bewiesen. Fiir den Beweis werden
LP-L49-Ungleichungen und der Spektralsatz fiir normale Operatoren verwendet. In
Abschnitt gelingt die Implikation ' L2-Spektralliicke = geometrische Ergodizitiit’
im allgemeinen Fall unter der Hinzunahme einer technischen Bedingung. Dabei wird
der exponentielle Abfall von 1—kp.n pn gegen Null genutzt. In Abschnitt [6.3| werden
drei Beispiele gegeben, in denen einige der in den Kapiteln [4] und [5| entwickelten
Werkzeuge benutzt werden. In dem ersten Beispiel wird mit Hilfe der in Kapi-
tel 4 hergeleiteten Theorie die Existenz einer L?(m)-Spektralliicke nachgewiesen.
Das zweite Beispiel zeigt eine geometrisch-ergodische MK, die jedoch keine L?(7)-
Spektralliicke besitzt, da eine in Kapitel [ bewiesene notwendige Bedingung verletzt
ist. Das letzte Beispiel zeigt, dass auf die in Korollar geforderte Existenz einer
Sprungliicke nicht verzichtet werden kann, wenn sonst keine weiteren Bedingungen
an die MK gestellt werden.

61



62KAPITEL 6. SPEKTRALLUCKEN UND GEOMETRISCHE ERGODIZITAT

6.1 Eine hinreichende Bedingung fiir eine Spek-
tralliicke

Wir sind in unserer Arbeit schon intensiv auf die Doeblin-Bedingung eingegangen
und haben gesehen, dass diese zusammen mit der Forderung nach Aperiodizitét
der Kette &1, &9, ... dquivalent ist zur gleichgradigen Konvergenz in Totalvariation.
Diese hat sich als hinreichend fiir die Existenz einer L?(m)-Spektralliicke von P
erwiesen (vgl. Proposition . Wir wollen nun von der gleichgradigen Konvergenz
in Totalvariation abriicken, sodass P immer noch eine L?(7)-Spektralliicke besitzt.
Dies kann in folgender Art und Weise geschehen:

Satz 6.1.1 Sei&y, o, ... eine stationdre MK mit beliebigem Zustandsraum (2, F, ),
F eine abzihlbar erzeugte o-Algebra, © das invariante Startmaf der MK, p(-,-) der
Ubergangskern und P der assoziierte Markov-Operator auf L?(m). Dann ist folgende
Bedingung hinreichend fiir die Existenz einer Spektralliicke von P:

< 1,C>0: [[p"(z,) — ()|l < Cod™ 7 — fus.,

und
||P*"P" — (P*P)"|[s < Kq", K>0,q<1, (6.1)

Bemerkung 6.1.2 Die erste Bedingung wird auch fast sichere geometrische Ergo-
dizitdt genannt. Die zweite Eigenschaft konnte man als exponentiell asymptotische
Normalitdt des Operators P bezeichnen. Der nun folgende Beweis dhnelt dem von
Chen [10], der die Aussage unter den zusétzlichen Bedingungen der Reversibilitét
der MK und der absoluten Stetigkeit der Mafie p(z,-) beziiglich m bewelist.

Um den Satz zu beweisen, benttigen wir einen Satz, welcher zuerst von E. Nummelin
und P. Tuominen (vgl. [56] [55], Theorem 6.14 (iii)) bewiesen wurde.

Satz 6.1.3 Sei &1,&,. .. eine ergodische MK. Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

1.
3, < 1,C >0 |p™(z,:) —7()|lv < Cpd"™ 7 — f.s. (6.2)
36 < 1,C >0, sodass || ||p"(-,-) = 7||lv |1 < Co™. (6.3)

Fiir den Beweis des Satzes [6.1.1] brauchen wir noch die folgenden beiden Lemmata:

Lemma 6.1.4 FEs gilt folgende Ungleichung:
" () = 7llvih = ([P = Prllso—- (6.4)

Beweis:  Nun gilt fiir f mit ||f||eo = 1:

1P = POflL = /\ ~P)flr(dz) < sup /\ ~ Py)gln(de)
g:llgllee <1
= sup |(P™ — Py)g|n(dx)
g:lg|<1JQ
< [ sup (P Pugln(d)
Q g:|g|<1

™G ) = v [l (6.5)
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Bei der vorletzten Gleichheit wurde 7(dx)p™(z,dy) << w(dy) m — f.s. ausgenutzt,
wobei diese Bezichung unmittelbar aus der Stationaritéit von 7 folgt und = (dy) als
MaB auf Q x Q aufgefasst wird, sodass 7(A x B) = n(B).

Lemma 6.1.5 1
H-Pn _P1||oo~>1 > §|‘Pn _P1||oo~>2~

Beweis: Fiir f € L™(n) gilt:

1P~ PSR = / (P" — Py) ) (o) Pr(de) < 2 flloe / (P — Py)f)(@)|n(dz)

< 2lfI5IIP" = Pilloc—1-
O
Aus Lemma und Lemma folgt dann
IP" = Pilloc—2 < 2| |Ip"(,) = 7llv|l1- (6.6)
Nach Voraussetzung folgt hieraus jedoch fiir alle f € L°°(7):
(P = P1) flloomz < 2C|fllocq™- (6.7)
Wir kommen jetzt zum Beweis des Satzes
Beweis:
Sei im Folgenden zunéchst f € Lg°(w) := {f € L*°(x) : P, f = 0}. Dann gilt:
IP"fI[} = <P P"f.f>=<(P"P"=(P'P)")f.f >+ < (P"P)"f,f (638)
(6.9)

Umformen der obigen Gleichung liefert:
<(P*P)"f. f > 1P fll5= < (P*"P" = (P*P)")f, f >

(2C|1£110")* + K[| ]l 04"

e
< max((2C]f]|w)? K fl]oc) max(8%, )", (6.10)

Um die storende || f||o-Abhéingigkeit der rechten Seite zu eliminieren, benutzen wir
nun eine auf Rockner und Wang (vgl. [62], [70]) zuriickgehende Methode, welche
den Spektralsatz fiir stetige, symmetrische lineare Operatoren benutzt (vgl. [27], S.
600). Sei im Folgenden n € kN fiir irgendein k£ € N.

1
<(PPYff> = /0 ME < dELf, f >

Jensen 1 k ®
> </ N <dENf, f >)
0

= < (PP)fff>%.
Dies zusammen mit [6.10] liefert dann:
(PP SS< (PP > < max((20]1f]]o)? K1 f]]o) ™ max(8%, g)".
Bilden des Grenzwertes fiir n — oo ergibt:

< (P*P)*f, f >< max(62, ¢)*. (6.11)
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Da dies fiir alle f € L (n) gilt und L () dicht in L3(r) liegt, gilt diese Behauptung
auch fiir alle f € LZ(7). Setzt man daher in [6.8] ein, so ergibt dies auf L?(r):

||[PF— P2, < K¢ +max(6? ¢)* < 2K max(6?, ¢)". (6.12)

Damit folgt die Behauptung.

Bemerkung 6.1.6 Der soeben bewiesene Satz ist in einer Richtung eine Verall-
gemeinerung des von Roberts and Tweedie 2001 bewiesenen Satzes iiber die Aqui-
valenz von geometrischer Ergodizitit und die Existenz einer L?(m)-Spektralliicke
im Falle reversibler MKen (vgl. [58]). Die Bedingung[6.1] ist z.B. trivialerweise fiir
normale Operatoren P erfiillt und wir vermuten, dass sich die Bedingung [6.1] nicht
wesentlich verbessern ldsst.

6.2 Eine hinreichende Bedingung fiir geometrische
Ergodizitit

Wir wollen nun die in den vorherigen Kapiteln hergeleiteten Formalismen benutzen,
um den Zusammenhang zwischen L?(7)-Spektralliicken und geometrischer Ergodi-
zitdt ndher zu erklédren.

Satz 6.2.1 Sei &1,&o, ... eine stationire MK mit Zustandsraum (Q,F, ), invari-
antem Startmaf 7, Ubergangskern p(+,+) und F eine abzihlbar erzeugte o-Algebra.
Angenommen, P besitze eine L?(w)-Spektralliicke. Emistiert dariiber hinaus eine
Funktion ¢ : N — N und fir alle n € N eine Zerlegung (A} )ic(1,..6(n)} von Q

mit Y2 AT = Q und A7 N A} =0 Vi # j, sodass

> limsup (¢(n)(1 — k?P*"P"))%L

n—oo

lim inf
n— 00

1
fQ Z¢(n) |pn x An) _ 7T(A”)|7T(dx)
™ () = vl
(6.13)
Dann ist die MK w-f.s. geometrisch ergodisch. Die Ergodizititsrate wird dann be-
schrankt durch

1
n

limsup,, o (¢(n)(1 = kp=pn))™

1
¢<n) nY (AT |
liminf, oo (fnZ lp" (@, A7) —m(AD)] <dx>>

inf
¢:N—N

(6.14)

[l ¢ ) =mllv [l

Beweis:  Wir setzen nun die Rechnung von Gleichung fort und erhalten so
1
1—kpnpn(Ad) = ——-— "z, AC) — w(A9))*n(d
pope(d) =~ [ (07 A) = m(4) ()
1 / 9
= ——— [ (p"(z,A) — 7(A))*n(dz
e [0 A) ) (ae)

7(A) /Q (pir(a;“ - 1>27r(d3c). (6.15)

v
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Wegen der nach Voraussetzung existierenden Zerlegung (A?)ie{l,..wn)}’ ergibt sich:

o)1~ kpenp) > fﬁww) / (’Wl)zwux)
_ / %) (A™) <x A)n) 1)27r(da:)
6(n) ?

Jensen
2 [ S A~ w )| wldo)
& \i=1

(n) 2

Tegen / S | (e, A7) — (AT (de)

i=1

(Jo S5 17 A7) — w(ADw(d)) )
B () — v ]2 Np"C, ) = wllvilT

Hiermit folgt:

HIp"™ ()=

1

5 (0 ko oyt L") =l
b (W N R o ) S~ e, A7) — (A ()

(6.16)
Aus Satz [6.1.3] folgt, dass die Kette geometrisch ergodisch ist, wenn die rechte Seite
der obigen Gleichung schliellich kleiner ist als eins und von eins weg beschrénkt
bleibt. Dies wiederum ist genau dann erfiillt, wenn gilt. Damit folgt der
erste Teil des Satzes. Die zweite Aussage des Satzes ist offensichtlich. Somit ist die
Behauptung bewiesen.

d

Bemerkung 6.2.2 Hat P keine Spektralliicke, dann existiert keine Folge ¢(n) mit
Werten in den natiirlichen Zahlen, die der Bedingung in geniigt, da in diesem
Fall ein € > 0 existiert mit der Eigenschaft, dass 1 — kp«npn > € > 0 fiir alle
n € N (ansonsten ergéibe sich ein Widerspruch zu der in Kapitel |4 hergeleiteten
Monotonitéit und Konvergenz gegen eins von kp«n pn ).

6.3 Beispiele

Es sollen nun einige Beispiele angegeben werden, die die Niitzlichkeit der zuvor
entwickelten Begriffe und Resultate verdeutlichen.

6.3.1 Beispiel 1

Sei @ =NU {0} und 7 = (3,1, 5, ..) das stationire Wmaf zum Ubergangskern P
gegeben durch

(6.17)

O O O e
o O~ One
o~ O Ow-
— o o oh-
o o o oy
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Wir zeigen nun:
1. Die Kette ist geometrisch ergodisch.
2. Die Kette besitzt eine L?(r)-Spektralliicke.

Da nach Satz die zweite Aussage die erste impliziert, geniigt es, [2| zu zeigen.
Dies machen wir, indem wir folgende, in Korollar hergeleitete, hinreichende
Bedingung verifizieren:

) 1 p(x, A)
limsup  sup / | —1jm(dr) <1—¢€, €>0. (6.18)
n—oo Acrin(A)<t T(A°) Ja  w(A)

Zunéchst beobachten wir Folgendes:

p”(z’,A):{ 11“(1';(3 ziz . (6.19)

Seien im Folgenden A,, :== AN{n,n+1,n+2,...}, B, :={x € A: \%—H <1}
Dann gilt:

L s L )
w<A6>/A' R =y Ty /A w(d) )
< W(AnﬂBn)Jr/A . <1A7(TSEA)71)1) m(dz)

gL x —n)r(dx
< 2 +7T(A)/AHOB;A( yr(dz).  (6.20)

Sei nun z¢ € A,, N BS minimal mit der Eigenschaft, dass 14(x¢—n) = 1, dann folgt:

1 p"(z, A) - 1 -
— 1jm(d < 274 ——=2.27%
ﬂAc)/A| Ry T = 2 e

= 3.27", (6.21)

Damit ist die hinreichende Bedingung aus Korollar [£:2.4] gezeigt und die Behauptung
bewiesen. Aus dem zuvor Dargestellten ergibt sich zudem:

k(A) =

N |

Zusammen mit Satz folgt dann jedoch, dass das L?(r)-Spektrum von P —

Py enthalten ist in K,(0) mit r = (1 — 6—14)1/(1"’[arccos<2+1/64>]) < 0,9997. Diese
Abschitzung ist dann schlecht (d.h. es wird viel verschenkt), wenn x >> 1, wobei
K gegeben ist durch . Da der exakte Wert fiir x bis heute vollig unbekannt ist,
kann auf diesem Weg keine Verbesserung der Abschétzung erwartet werden.

6.3.2 Beispiel 2

Wir wollen nun zeigen, dass aus der geometrischen Ergodizitit einer MK im All-
gemeinen nicht die Existenz einer L?(r)-Spektralliicke des assoziierten Operators
P gefolgert werden kann. Dafiir betrachten wir das Folgende von Higgstrom [35]
vorgeschlagene Beispiel, der dieses benutzt, um zu zeigen, dass geometrische - im
Gegensatz zur gleichgradigen Ergodizitét einer stationdren MK &1, &s, . .. zuziiglich
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der Endlichkeit der Varianz von ¢ beziiglich des stationdren Mafles 7 nicht hinrei-
chend ist fiir die Giiltigkeit des Zentralen Grenzwertsatzes fiir die Summe

T
% 1221 ¢o&.
Der Zustandsraum €2 der MK &1, &, ... sei gegeben durch
Q={0}uU{(a,b):a>1,0€{1,2,...,a}}.
Die Dynamik der Kette sei gegeben durch den folgenden Ubergangskern:
p((a,b), (a,b—1)) =1, fird>2, p((a,1),0)=1,

p(0,0) = 1 und
2=(atl) . 4=}

po. o) ={ 2

sonst

Das invariante Startmaf dieser Kette berechnet sich zu m(0) = & und 7((a,b)) =
2792 fiir b € {1,2,...,a}. Anschaulich beschreibt diese Kette das folgende Ver-
halten. Ausgehend vom Punkt Null (Boden) springt man mit Wahrscheinlichkeit
2-(@+1) aquf eine Leiter der Hohe a, geht diese Leiter dann Stufe fiir Stufe herun-
ter bis der Boden erreicht ist und wiederholt dann den Prozess. Higgstrom [35]
zeigte mit Hilfe eines raffinierten Coupling-Arguments, dass diese MK geometrisch
ergodisch mit der Konvergenzrate 6 = % ist. Wir wollen nun zeigen, dass diese MK
keine L?(7)-Spektralliicke haben kann. Wegen Lemma reicht es zu zeigen, dass
k = 0 gilt. Dies sieht man jedoch so:

Sei Ay = {(n,n),(n,n—1),...,(n,1)} und A, 1 := {(n,1)}. Dann gilt nach dem

zuvor Gesagten:

1 1 l
Bos k(Ana) = n-2-(n+2) 1 —p.2-(n+2) /A P (@, A )7(d)

2 2

Mit dem Bilden des Limes fiir n — oo folgt die Behauptung.

Um zu sehen, dass die obige Kette keine L?(m)-Spektralliicke hat, kann auch Satz
[:2:3] benutzt werden. Nach diesem Satz ist es hinreichend zu zeigen, dass L, = 0
fiir alle n € N. Dies sieht man jedoch mit der Wahl von A,, := {(3n,2n — 1)}, da
offensichtlich L, (4,) = 0 gilt.

6.3.3 Beispiel 3

Wir wollen nun ein Beispiel dafiir geben, dass fiir eine MK mit einem endlichen
invarianten Startmafl m die Bedingung

dneN:L,>0

(siehe Kapitel [5) nicht hinreichend fiir die Existenz einer L?(r)-Spektralliicke ist.
Folglich kann die in Korollar geforderte Existenz einer Sprungliicke nicht weg-
gelassen werden.

Wir haben wieder den gleichen Zustandsraum wie im vorherigen Beispiel, d.h.

Q={0}uU{(a,b):a>1,be{1,2,...,a}}.
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Der Ubergangskern p(-,-) sei jetzt gegeben durch

0.0 = 2 50y = (1) L0 .30 = ol 0,0) =
= — n.t)) = — — n,t n = n,1 =
p ) 27 p ) ) 2 n7 p ) ) 7.] p ) ) n + 1’
fiir alle ¢,5 € {1,...,n}. Hieraus errechnet sich das invariante Startmafl = zu
2 1 2
7(0) = £, 7((n,) = ”: 272 i <,

Um zu sehen, dass die Kette keine Spektralliicke hat, betrachte A, := {(n,n),...,(n,1)}.
Nachrechnen liefert

2
k(An)SEHOfﬁrnHoo.

Damit folgt: k£ = 0.
Sei Ay = {0}. Dann ergibt sich fiir den Entropiezuwachs L;(A) einer beliebigen
Teilmenge A C

L) = ——p / Pl ) og(o, 4))(d) > ~— 5900, 4) og(p(0, 4))7(0)
25 ()" Mt o, ()" )
-5 22570 ((n+1) (4)"F 450l
g2y n ()" s
=y ) (1)n+1 A, mA|
> 1052. (6.23)

Da dies fiir alle A C Q gilt, folgt Ly > 0.



Kapitel 7

Anwendungen

In diesem Kapitel werden zwei Anwendungen fiir die in den vorherigen Kapiteln
hergeleitete Theorie gegeben. In Abschnitt wird das zentrale Ergebnis dieses
Kapitels, ndmlich eine Verallgemeinerung eines von Nagaev im Jahre 1957 bewiese-
nen globalen Grenzwertsatzes (siehe Kapitel , bewiesen. Dafiir wird die Methode
der charakteristischen Funktionen verwendet. Wir betrachten eine Folge von ZVen
¢ o &,i € N, generiert durch die MK &7,&5,.... Es zeigt sich, dass insbesondere
die von uns geforderten Bedingungen erfiillt sind, falls der assoziierte MO P eine
Spektralliicke auf B(€2, F, ||-||s) (siehe Abschnitt hat. In Abschnitt [7.2] werden
kurz die Anwendungen von Spektralliicken von P im Hinblick auf die Giiltigkeit von
zentralen Grenzwertséitzen im Fall der Existenz der zweiten Momente diskutiert.

7.1 Ein globaler Grenzwertsatz

Wir hatten Abschnitt von Kapitel [T gesehen, dass sich die charakteristische
Funktion f,, der Zufallsvariablen S,, = S, — A,, wobei S,, = Z?:l ¢ o&;, darstellen
lasst als _

fn(0) = e~ 4 P ()P 1(A)1. (7.1)
Dieser Zusammenhang legt nahe, den Operator P(Bin)" niher zu betrachten. Schrei-
be dafiir

0 0 0 0

P(BT) = (PI(E)+(P(E)_P1(E)))
0 0 0 0 0
= P (=-)" Pi(5)(P(=) =P (5 )P ()"
)"+ XA PG~ ARG
Es folgt:
0 0 0 0 0 0

P(=)"=P(=)"=) P(=)(P(5)—Pi(=5))Pi(=)"" .. (72

(5"~ A" = X PG (P ~ Pl IR ™ e (12)
Es soll gezeigt werden, dass unter noch zu spezifizierenden Bedingungen

0 0 ., 0 .,
P1(E)(P(§n) _Pl(Fn) ) (7.3)

gegen Null konvergiert. Fiir die Erreichung des Ziels ist die folgende Beobachtung
entscheidend:
0 0 0 0 0 0
Pl(i)(P(Bi) - Pl(B*)) = (H(g) - P1)(P(§) - P1(§))- (7.4)

B n n n n n n

69



70 KAPITEL 7. ANWENDUNGEN

Dies folgt unmittelbar aus der wegen der Stationaritit giiltigen Beziehung P, P =
Py. Es folgen einige Lemmata, die den Beweis von Proposition [4] vorbereiten. Mit
Hilfe dieser Proposition kann die Bedeutung der in gemachten Beobachtung
verstanden werden. Fiir den Beweis der nun folgenden Lemmata wiederholen wir
folgenden zuerst von Karamata [42] bewiesenen Satz (vgl. [41]):

Satz 7.1.1 (Karamata) Eine iiber endliche Intervalle integrierbare, langsam vari-
ierend Funktion h(x) kann dargestellt werden als

h(z) = e(z)eap ( /b " ew) du) , (7.5)

14+u

wobei limy o0 c(x) = ¢ # 0, limy o0 €(z) =0 und b > 0.

Lemma 7.1.2 Sei f eine periodische, punktsymmetrische (d.h. f(—x) = —f(x)),
beschrinkte und Lebesgue-integrierbare Funktion, h(x) eine langsam variierende
Funktion fir © — oo und o € (0,1). Dann gilt:

[ 10" = owi). (7.6)
0

Beweis:

/Ooo f(x)hié)dx:/0“9(')‘1””/:(')dwf/:(')dx*/:(')dx’ (7.7)
—_— L ,

Ay Ag As Ay

wobei a, § und C Konstanten in Ry sind, die im Folgenden sorgfaltig gewéhlt
werden. Da h(%) auf [0,af] durch eine Konstante K, beschrankt werden kann,
bekommen wir:

ab 1
A1 S ||f||ooKa/ Edl‘ = O(Ql—a). (78)
0

Aus Karamatas Satz folgt, dass auf dem Intervall [af, d] fiir groe a (wir verlangen,
dass af < ¢, d.h. grofl gewéhlte a implizieren kleine 6) gilt:

£ @ < (146 (@),
(7.9)

wobei wir durch Vergroflerung von a €;(a) und e(a) beliebig klein (insbesondere
kleiner als 1 — «) wihlen kénnen. Dies liefert:

>
8

< (L+ea(e) exple(a)log 1) = (1L+aal@) (G 1)

>
=

5
Ar < h(G) [ e = O(R(Z)) (7.10)
Aus Karamatas Satz folgt wiederum auf [§, C] gleichmiifig in x:
n5) — 1 for § — 0.
h(3)
Hieraus folgt:
Ay = O(h(é)). (7.11)

Wihlen wir nun C hinreichend grof}, so folgt aus Karamatas Satz fiir alle § < 1 und
x € [0, 0) die Giiltigkeit der folgenden Ungleichung:

h(%)
h(g)

< zf. (7.12)
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Hiermit bekommen wir:

176 dz. (7.13)

i) [ s

1-0(
Da f periodisch und punktsymmetrisch ist, ist das Integral iiber eine ganze Periode
Null. Daher kann das Integral auf der rechten Seite abgeschétzt werden durch eine

alternierende Summe, wobei der Betrag der Koeffizienten gegen Null konvergiert.
Folglich ist das Integral endlich und das Lemma bewiesen.

O
Lemma 7.1.3 Sei f eine beschrinkte Funktion mit der Eigenschaft f(z) = O(x?)

fiir x — 0. Sei h(x) eine langsam variierende Funktion fir x — oo. Dann gilt fir
a€(1,2]:

/Ooo ) M8 gy O(B(é)) fiir 6 — 0, (7.14)

(Ea
wobei h ebenfalls eine langsam variierende Funktion ist.

Beweis: Der Beweis dhnelt sehr stark dem des Lemmas und soll daher nur
skizziert werden.

/Ooo f(x)h:ig)dx:/0a9(-)dx+/2(-)dx+/(SC(.)dx—&—/COO(.)dm. (7.15)

Sei ||f]loc = Q@ und limsup, ., 2% = L. Da h auf [0,a] durch eine Konstante K,

2
beschriankt werden kann, gilt fiir af hinreichend klein:

af
A <Q K4 (L+ 61)/ 2?27%x < Q- Ko(L + €1)0a. (7.16)
0

Um die anderen Integrale abzuschétzen, benutzte die gleichen Rechnungen wie fiir
den Beweis von Lemma [Z.1.2] Dies liefert dann:

)
A2 < QU+ e)h(p) [ a7 e = Oh(Z), (7.17)
C
A< QU+ () [ rdz = O(z). (7.18)
Ay < Qh(%) /: 2 ¢dg = O(h(%)). (7.19)

Mit h = max(h, @ - K,(L + €1)0a) folgt dann die Behauptung des Lemmas.

Lemma 7.1.4 FEs gilt:

sin(x) 5
li (1—cos(ac))% f \/5
11m 3 = -

z—0 T 8

(7.20)
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Beweis:

(( sin(x) _\/§>1 _ sin(x) — v2(1 — cos(z)) 1

1 — cos(z))2 z? (1 — cos(x))? a?
W (21— cos(@)? 1
= (1—0023(w))% x2
1
2 4 2 4 2
1_%+%_..._<1_2L'+2L|_...)2
= 1
2=
4

2 2
Taylor _% + % + O(CC

Bildet man nun den Grenzwert fiir z — 0, dann folgt die Behauptung.

Proposition 4 Sei ¢ im Anziehungsbereich einer a-stabilen Verteilung und o €
(0,2] ~ {1}. Dann haben wir fiir § — 0 das folgende asymptotische Verhalten:

Ex (e — 1)) = { o% ) (7.21)

Beweis:  Definiere G1(x) := 1 — F(z), G2(z) = F(—x), wobei F die Verteilungs-
funktion zum Bildmafl 74 sei. Zuerst betrachten wir den Fall 0 < a < 1. Dann
liefert partielle Integration:

Nl

/Q 109 _ 1|n(dx) = \/5/_00 (1 — cos(6z))2my(dx)

= V2 (/000(1—cos(ex))%al(dx)+/Ow(1—cos(9:v)>%02(dw>)

- ) x)dx *_ sin(dz) 2Vda
- \/59 </0 (1—COS(9$))%G1( ) +/0 (1—c0s(0x))%G2( )d>

_ aa% (/0“ - _slr;(il)); h;(ais)dﬁ/ow . _Sicf;ﬁl))éhz(f)dx).

Mit Lemma folgt die Behauptung des ersten Teils. Sei jetzt 1 < o < 2.

Fiir a € (1,2] kann nicht unmittelbar in gleicher Weise vorgegangen werden. Da
jedoch fiir @ > 1 der Erwartungswert von ¢ existiert, kénnen zusétzliche Terme in
das Integral hinzugefiigt werden, die es dann ermdoglichen, wieder den Trick mit der
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partiellen Integration zu benutzen. Es gilt:

N

B -1) = V3 ([T o)

0

Gr(dz) + /0 (1- cos(@x))?Gg(dx)>
= —ﬁ/ ((1 — cos(0z))? —%9 )G (dz) —9/ 2G4 (dz)
V2

_ /OO ( 1 Sl;:”;l))é - \/§> G (2)dz + O(6)
)

- f/ ((1 — cos(—0z))% — L )Ga(dz) —9/ 2Gy(dz)

+ / (2t - ) oo
_ (11; é—\/i)h;(z)da:+0(0)
© 35, (e~ 7) e oo

= 0@ h(e) )+ 0(0).
(7.23)

Dabei wurde in der letzten Zeile Korollar [[.1.4 und Lemma [T.1.3] benutzt. Damit
ist die Proposition bewiesen.

Bemerkung 7.1.5 Wir vermuten sehr, dass sich dieser Zusammenhang in o« = 1
in der Weise fortsetzen ldsst, dass dann immer noch gilt:

Ex(|e% — 1)) = 0(6h(5)). (7.24)

Der Beweis hierfiir ist aber noch nicht gelungen. Die Proposition [4 zeigt uns, dass
die Konvergenzgeschwindigkeit von E(|e?? — 1|) fiir & — 0 bis o = 1 zunimmt
und ab o = 1 in gewisser Hinsicht stagniert. Diese Tatsache ist fiir den Beweis des
globalen Grenzwertsatzes von entscheidender Bedeutung.

Aus der soeben bewiesenen Proposition ergibt sich:

Korollar 7.1.6 Sei ¢ im Anziehungsbereich einer a-stabilen Verteilung und o €
(0,2] ~ {1}. Dann gilt fiir festes 0:

O(—L—=) : a€(0,1)
||P1<;><P<;>—P1<;>>||Woo={ O(/Q’;E;) Cac(Ly - (1)

wobei ;L(n) die dem B, zugeordnete langsam variierende Funktion ist (vgl. )
und h(n) sich aus dem folgenden Beweis ergibt:
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Beweis:
1P (P() = Prl e
= P = POP) — Pl lleoe
< P — P 1P () = Pl

nl/”: n
Propoiition@ O( :0 h(%)) Doace (07 1)

nh(n) )
’I’Ll/o‘;b(n)) oae(l,2?]

(7.26)

Man kann nun zeigen, dass

eine langsam variierende Funktion bei unendlich ist, falls A und h diese Eigenschaft
haben. Damit ist das Korollar bewiesen.

a

Wir wollen jetzt auf ((7.2) zuriickkommen. Dort hatten wir gesehen, dass

P)" = Pi(5)" = 3 P (Pl) — B DR (.27

wobei durch ”...” die weiteren Summen angekiindigt sind. In den nun folgenden
Lemmata werden die Summanden auf der rechten Seite von in solche Gruppen
zusammengefasst, deren Elemente die gleiche Asymptotik haben. Die Angabe der
Michtigkeit dieser Gruppen ermoglicht dann, die Asymptotik der ganzen Gruppe
abzuschétzen. Wegen Korollar scheint es sinnvoll, solche Elemente zu einer
Gruppe zusammenzufassen, fiir die gleich hiufig Terme der Form

0 0 0
P ) Pl5) = Pug0)
vorkommen. Dies soll nun prézisiert werden. Wir zihlen die Anzahl der Liicken,
wobei wir immer dann von einer Lucke sprechen wenn zwischen zwei aufemander—
folgenden Operatoren der Form (P(-- —)— P; (%)) mindestens ein Operator P; (1~ —)
liegt. Im Folgenden definiere a(n,l, z) = |Gny ﬂ wobei G, ;,; die Gruppe der Ope—
ratoren der Lénge n (d.h. wir betrachten die Komposition von n-Operatoren der
beiden obigen Formen) mit [ Liicken und gesamter Liickengrofie i. Die gesamte
Liickengrofle sei dabei die Anzahl der Terme (P(Bin) — Pl(Bi")) in einem String
minus (/4 1). Um das soeben Formuherte zu verdeutlichen, soll nun ein kleines Bei-
spiel gegeben werden: Sei A := Py (£~ —)und B := (P(Bi;) —Pl(Bin)). Wir betrachten
jetzt den String
AABABBAAABBABBBBAAABBAB.

Die Lénge n des Strings ist 23, I = 5 und ¢ = 6. Zu Gegebenem (n,l,) soll im
folgenden Lemma die Méchtigkeit der zugehérigen Gruppe, also a(n,l,7) bestimmt
werden.

Lemma 7.1.7 Es gilt:

a(n,1,i) = <” ;Jrl . Z> <l j Z> (7.28)
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Beweis:  Seien eine feste Struktur (d.h. die Linge der Intervalle aufeineinderfol-
gender A’s und B's) mlt I-Liicken und gesamter Liickengroﬁe i Vorgegeben. Dann
haben wir auf [ + 1 (P(£ -) — P (£ —)) ’s i weitere (P(£- -) — Pi(£-)) s zu vertei-
len. Die Anzahl der Moghchkelten ist gleich der Anzahl i Bille auf I+ 1 Urnen zu
verteilen. Die Losung hierfiir ist (H") (vgl. [45]). Dies erklirt den zweiten Term in
[[28 Jetzt muss noch die Anzahl dieser festen Strukturen bestimmt werden. Sind
n, | und i gegeben, dann zdhlen wir in einem String (I + 1 + 7)-mal den Operator
(P(4) — Pi(5-)) und (n — 1 — 1 — i)-mal den Operator Pi(5-). Die (I + 1+ i)-
mal auftretenden Operatoren separieren den n-String in [ + 2 Gebiete, in die die
iibrigen (n — 1 — 1 — i)- Operatoren hineingelegt werden, sodass in allen bis auf
den Randgebieten mindestens ein Operator Pl( ) vorhanden ist (sonst hitten wir
keine Liicken). In der Sprache der Urnen bedeutet dies, dass mann —[ —1—1¢ —1
Murmeln auf [ + 2 Urnen zu verteilen hat. Dies ist jedoch genau auf ("} +ll - Art
und Weisen moglich. Damit ist das Lemma bewiesen.

O
Sei go() = (P(9) — PA(6))1(x)-

Wir sind jetzt in der Lage, das zentrale Ergebnis dieses Abschnitts zu formulieren:

Satz 7.1.8 Sei &,&s,... eine stationire MK mit Zustandsraum (Q,F) und ein-
deutig bestimmtem invarianten Wmafl . Sei ¢ eine reellwertige ZV auf (Q, F,7),
welche im Anziehungsbereich einer a-stabilen Verteilung V,, liegt, d.h. es existieren

u.i.v. ZVen Y1,Ys,... mit Yq L ¢ o0&, Konstanten A, und B, sodass

Y — A,) = V. (7.29)
Z

i=1
Dariiber hinaus seien die beiden folgenden Bedingungen erfillt:

1.

6 6 a-1
Fe> 0:{[(P(5-) = Pzl = O(n” max(EE 0, (7.30)
2.
6 6 .
3C > 0,6 < 1, sodass ||(P(=) — P1(=))* g ||DQ_>OO <C§*. (7.31)

B, B,

Dann gilt fiir ¢ o&; der globale Grenzwertsatz mit den gleichen Konstanten A, und

B,, wie in , d.h. es gilt
1 n
E(§¢Ogi_A”) = V. (7.32)
Beweis:  Aus (7.30)), (7.31) und Korollar folgt, dass jedes Element aus der

Gruppe G, i, vor dem wir den Operator P1() vorschalten, abgeschétzt werden

kann durch
C 1+1 )
(n1+5> 0" (7.33)

Summiert man nun iiber alle Elemente aus der Gruppe Gy, ;; und dann iiber alle
moglichen (I,4), so bekommt man

|P1<Bin><P<Bin>" — Pi(g)1)

[25%] 211 . . 1+1
o [+1 l nlte

(7.34)
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Um zu zeigen, dass hier die rechte Seite gegen Null konvergiert, betrachten wir die
einzelnen Summanden n#her. Dafiir wird im Folgenden die Stirling-Approximation
der Binomialkoeffizienten verwendet. Seien jetzt [ > 0,7 > 0. Dann gilt:

. . 41
by 1 = n—1—1\[/l+1 C 5
" 1+1 l nlte

(TL S Z‘)nflfi (l 4 Z)(l+1) C +1 62
(n —1-92]— i)(n—l—Ql—i)(z + 1)l+1 1Lt nlte

m—=1—-0)+)1+ey)
Vin—1-21—i) 1+ 1)l27

n—1-21—i U AS 1+1 N i
I oL ¢ 1+ (148 &
n—1-—-20—1 n ne l )
141 Ny
et <C) ol (1 + ;) 5
nE
O o2\ N
14+-) & .
(n) (+Z) (7.35)

Wir unterscheiden jetzt zwei Félle:

IA

IN

1. Fall: ¢ <2
In diesem Fall erhalten wir die Abschétzung:
30 o\ I+1 )
boti < ( c ) 5. (7.36)
nE
2. Fall: ¢ > 2]

In diesem Fall bekommen wir:

o L+l N
buis < (Ce> ! <Z> 5
” ne l

o I+l

=
Setzen wir ((7.36]) und (7.37)) in (|7.34)) ein, so erhalten wir

nE

(i+1)(i+2)...(+1)5

IN
2
S
.
Jr
s
\gt
I
@ |
A
~—
w
3|Q
[\v)
~_
+
[
<2

< O ) +0(n )+ lz:; lll (T)lﬂ (11x>(l) |
< O(n )+ [jzj;] (2?%62)““1 (1 i 5)l = 0(n™). (7.38)

Damit ist Konvergenz von (|7.34) gegen Null gezeigt und der Satz bewiesen.
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Bemerkung 7.1.9 Der soeben durchgefiihrte Beweis liefert noch ein wenig mehr,
nédmlich die Rate O(n~¢), mit der sich die Konvergenz der MK von der der assoziier-
ten unabhingigen ZVen gegen die stabile Grenzverteilung unterscheidet. Aus dem
Beweis wird ersichtlich, dass sich diese Rate bei den gegebenen Voraussetzungen
auch nicht verbessern lésst.

Es soll nun auf die Bedingungen [I] und [2] eingegangen werden. Dafiir betrachten wir
zunéichst Bedingung [T} Offensichtlich gilt:

PG = Pl = I [ @39 — (o, dy) + 1= Bo(e7) o

n

IN

. i 20—
I [ (€0 1)p(a,dy)lloc + 11 = Bl o

Andererseits gilt jedoch auch

P50 = Pl > |1 f (€350 — el = 1 (e o

n

Hieraus folgt, dass die Bedingung[I]genau dann erfiillt ist, wenn die beiden folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

Je> 01 [|1 = Ep(eB0%)||og = O(n~ max(*5:0)=¢), (7.39)

II/ B W)~ )p(z, dy)||oc = O(n™ =T 07), (7.40)

Aus (1.9) folgt jedoch, dass

, O(=%—) : ac(0,1]
_ 1BL;L¢ _ nh(n)

11— Ex (e ?)||oo { Oy & ae(1? - (7.41)
Somit ist genau dann erfiillt, wenn o < 2 ist. Die Gleichheit in be-
deutet die gleichméflige Konvergenz der Familie von charakteristischen Funktionen
Ep(z,.)(ei%% gegen eins mit der Rate O(n~ max(%’o)“). Dabei ist interessant,
dass die Rate als Funktion von « bis a = 1 konstant bleibt und im Intervall (1, 2)
monoton wéchst.
Die Bedingung in kann jedoch auch iiber die Tails der durch p(z, -) induzierten
BildmaBe ¢(p(x,-)) verstanden werden, da gilt:

M,
/(eiB%My) _ 1)p($7dy)‘ < ‘/ (ezB%Mn — 1)y, (dz)
Q —M,

—M, Y
T / (€77~ 1)¢,, (dz)

’/ eBn — 1D)¢pp, (d2)
< | 1 4 2p(a 9] > M), (7.42)

Wahlt man hier M,, = = pa—c-max(0 ’QT4)7 wobei € > 0, dann folgt:

/(ei?n¢(y) _ 1)])(1’, dy)’ g O(n* max(o,%)*g) +p($, ¢ > néfefmax(o,%)).
Q
(7.43)
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Fiir o < 2 ist damit folgende Bedingung hinreichend fiir die Giiltigkeit von ((7.30):
Je> 0 |pla, ¢ > na MO || = O(n~ ™05 =), (7.44)

Es soll nun noch kurz auf die Bedingung 2] eingegangen werden. Sie ist offensichtlich
erfiillt, wenn

IP = Pif|ocmoo <5 < 1 (7.45)

erfiillt ist, da mit der Bezeichnung Sg : f +— €% f Folgendes gilt:

0 0
H(P(Bin)_Pl(Bin))kgBG;nHoo—wo < ||(P_P1)SB°;71H’;0~>00§||P_P1||§o~>oo
Die Forderung nach der Giiltigkeit von ist jedoch viel stéarker als die Bedin-
gung [2| da Letztere nur den gleichméBigen geometrischen Abfall der Supremums-
Norm einer ganz bestimmten Folge von Funktionen verlangt.
Es soll nun gezeigt werden, dass aus der gleichgradigen Konvergenz in Totalvariation
von p"(zx,-) gegen 7, welche geméf Korollar dquivalent ist zu

3C >0, <1:||P" = Pi||ec < C3",

ebenfalls die Bedingung |2| unter der Voraussetzung der Giiltigkeit der Bedingung
impliziert.

0

0
— ) — — \\ < _ n
IP(5) = P g I < 1P = PS )"l
< [P =P)(S e —1d)+ (P = P1))"||o-
(7.46)
Aus Bedingung [1] folgt nun, dass fiir a # 2 ein € > 0 existiert, sodass
1(P = P1)(S o — Id)|Joe < O(n~mx(537:007¢), (7.47)

Damit folgt dann jedoch fiir hinreichend grofie n:

||(P(Bi) - Pl(Bi))ngB%”OO Z (Z)(C)kén—Qk

nE
n n k=0

IA

- n c ksn—k c n n
< —_— = < .
< k_o(’f)(éne)é (o voy <

Damit folgt die Giiltigkeit der Bedingung 2}
Wir erhalten damit die beiden folgenden Korollare:

Korollar 7.1.10 Sei &1,&s,. .. eine stationdre MK mit Zustandsraum (2, F) und
eindeutig bestimmtem invarianten Wmaf 7. Sei ¢ eine reellwertige ZV auf (0, F, ),
welche im Anziehungsbereich einer a-stabilen Verteilung V,, (o # 2) liegt, d.h. es

ezistieren u.t.v. ZVen Yy,Ys, ... mit Y1 L ¢ o0&, Konstanten A,, und B,,, sodass
1 n
=0 Yi—An Va. 7.48
7 O Yi— ) = (7.43)

Angenommen, P habe auf B(Q,F,|| - ||o) eine Spektralliicke und es gelte (7.40).
Dann gilt:

1 n
E(E po& —Ay) = V. (7.49)
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Korollar 7.1.11 Sei &,&a, ... eine stationdre MK mit Zustandsraum (Q, F) und
eindeutig bestimmtem invarianten Wmaf 7. Sei ¢ eine reellwertige ZV auf (2, F,m),
welche im Anziehungsbereich einer a-stabilen Verteilung V,, (o # 2) liegt, d.h. es

existieren u.i.v. ZVen Y1,Ys, ... mit Yy L ¢ o0&y, Konstanten A,, und B, sodass
1 n
BTQ; Y, — Ap) = Va. (7.50)

Angenommen P habe auf B(Q, F,||-||oc) eine Spektralliicke und es gelte Dann
gilt:

1 n
E(;m& — Ay) = Vo (7.51)

Es bleibt die Frage, inwiefern die Bedingung [2| n6tig ist, d.h. ob hier tatséchlich der
geometrischen Abfall (6%) benstigt wird oder ob man vielleicht auch mit polyno-
mialer Konvergenz (k—?) fiir irgendein 3 auskommt. Allgemein kann die Frage hier
nicht beantwortet werden. Fiir den von uns durchgefithrten Beweis reicht die po-
lynomiale Konvergenz allerdings nicht aus, da die in definierten Terme by, ; ;
dann fiir ¢+ & § und [ ~ 7 fiir jedes vorgegebene (8 gegen unendlich konvergieren.
Da die von uns benutzte Abschiitzung jedoch zunéichst recht grob erscheint (es ist
nicht klar, ob sie es tatsiichlich ist), bedeutet dies jedoch nicht, dass polynomiale
Konvergenz in nicht hinreichend sein kann.

Wir wollen nun zeigen, dass die Bedingung |1| keine notwendige Bedingung fiir die
Giiltigkeit eines globalen Grenzwertsatzes fiir ZVen, generiert durch MKen, ist.
Dafiir betrachten wir folgendes Beispiel:

Sei £1,&s,... eine MK mit Zustandsraum ©Q := {0} JN, deren Ubergangswahr-
scheinlichkeiten gegeben sind durch

p(i,7) = (1 — a)d1 j—i + adjo. (7.52)
Das zugehorige stationdre Wmafl 7 ergibt sich zu
7(i) = a(l — ), i € {0} UN. (7.53)
Definiere nun auf dem Zustandsraum €2 die Funktion ¢ durch
o(n) =", (7.54)

wobei
6= (1—a)" 0+, (7.55)

Fiir die Tails von ¢ bekommt man
{p>n}) = 7({i:6>n})=n{i:(1—a) 9> n})

. Inn ;
— W({z:z>—m}):l>_ > a(l —a)

[T

~ (1—a) W=D =p~ T, (7.56)
Hieraus folgt (vgl. [41]), dass fiir € € (f%, 00) ¢ beziiglich 7 im Anziehungsbereich
einer a-stabilen Verteilung (« # 2) liegt. Wir withlen nun € > 0 beliebig, sodass ¢

im Anziehungsbereich einer a-stabilen Verteilung mit 0 < o < 1 liegt. Wir wollen
jetzt zeigen, dass Konstanten A,, B,, existieren, sodass fiir

1 n
Fﬂ(;¢°§i —Ay)
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ein globaler Grenzwertsatz gilt. Definiere 7,.(i) := inf{n : 337_, 1, 0 §; = i} die i-te
Riickkehrzeit in den Zustand r und definiere
Tr(i+1)—1
X, (i) = Z $og;.
3=7+(3)

Aus der starken Markov-Eigenschaft folgt die Unabhéngigkeit der X, (7). Wir fi-
xieren nun r = 0. Damit der globale Grenzwertsatz gilt, geniigt es zu zeigen, dass
Xo(1) im Anziehungsbereich einer a-stabilen Verteilung liegt (vgl. [43]). Dafiir wird
nun das Tailverhalten von X((1) bestimmt. Bezeichne Py das Mafl der MK auf dem
Produktraum zum Startmaf g, das heifit das Maf fiir die in 0 startende MK und
sei 9 = 7o(1).

Po(Xo(l) > n) = Po(zo(bogi > TL) = Po(zo (SZ > n)

In(n(6 —1)+1)

= Py >n(0—1)+1) = Py(ro > —1).

Ind
Andererseits gilt:
Py(ro>n))=(1—a)".
Hiermit folgt:
B PR LICIC S ES P 1 hl(n((s — 1) + 1) _
Py(Xo(1)>n) = (1—a) w3 =15 &XP ( 3 In(1 - a)
1 In(n(d —1)+1) 1 o
= _— = —1 1 1+e
1a“p( 1+ GO
1
o 1 + € 1 _(1+E) TIte __1
= - ((1 Tte e) 1 n- THe, (7.57)

Mit Theorem 2.6.1 Ibragimov-Linnik [41] folgt, dass die Voraussetzungen des Theo-
rems 3 von Kimbleton [43] erfiillt sind. Damit ist die Giiltigkeit des globalen Grenz-
wertsatzes gezeigt. Andererseits ist Bedingung [1| nicht erfiillt, da Bedingung
offensichtlich verletzt ist.

Wir sehen jedoch in diesem Beispiel, dass wegen der unterschiedlichen Tails in [7.56
und die stabilen Grenzverteilungen bei gleicher Normierung im unabhéingi-
gen (Y;) und im abhingigen Fall (¢ o &;) zwar vom gleichen Typ (die gleichen «),
jedoch nicht identisch sind. Dies war aber in Satz der Fall und es ist ein of-
fenes Problem, ob Bedingung [I] notwendig ist, wenn bei gleicher Normierung die
Grenzverteilungen iibereinstimmen sollen.

Bemerkung 7.1.12 Der oben zitierte Satz von Kimbleton gilt nur fiir MKen mit
abzéhlbarem Zustandsraum, da sonst die Technik mit der Doeblin-Zerlegung der
Summanden zunéchst nicht méglich ist. Es wére dennoch interessant zu versuchen,
dieses Argument auf beliebige Zustandsrdume auszuweiten. Dabei geht jedoch zwin-
gend die Unabhingigkeit fiir die in der Doeblin-Zerlegung vorkommenden X 4(i)
verloren, da man nicht auf einzelne Zusténde bedingen kann (diese haben in der
Regel die Wahrscheinlichkeit 0 und werden somit nicht in endlicher Zeit erreicht),
sondern nur auf Mengen A mit w(A) > 0. Das auf A induzierte System ist dann
unter zu spezifizierenden Annahmen schwach abhéingig und mdglicherweise somit
auf den unabhéngigen Fall zuriickzufiihren.

In unserem obigen Beispiel war es tatséchlich méglich, die Tails von Xo(1) explizit
auszurechnen. Dies ist jedoch in den meisten Féllen nicht der Fall. Somit ist es oft
unmdglich, die Voraussetzungen aus Kimbletons Satz zu iiberpriifen.
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7.2 Zentrale Grenzwertsitze und Spektralliicken

Es soll hervorgehoben werden, dass alle die in dieser Arbeit formulierten hinreichen-
den Bedingungen fiir L?(7)-Spektralliicken unmittelbar die Giiltigkeit des Zentralen
Grenzwertsatzes der Form

TZ¢ & — Er¢) = N(0,02) (7.58)

implizieren, falls ¢ endliche zweite Momente hat. Dabei ist 02 < oo und gegeben

durch
) 1 n
0% = lim [(Z[gp 0&) - E,ra;])

i=1

Diese Aussage ist bekannt und kann z.B. in [60] nachgelesen werden.
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