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Kapitel 1

Einfiihrung

Probleme zu 16sen, die eine Beschreibung der Reaktion von physikalischen Systemen
auf eine Wirkung von Aussen erfordern, war lange Zeit die vorrangige Aufgabe der
mathematischen Physik. Der Umfang des auf diesem Gebiet angesammelten Wis-
sens war zu Beginn der 1970er Jahre ausreichend, damit die Wissenschaft mit der
Untersuchung einer neuen Klasse von Problemen anfangen konnte: Aus der Kenntnis
der Reaktion eines Systems auf dessen Parameter zu schliessen. Die Fragestellungen
dieser Art nennt man inverse Probleme, wodurch hervorgehoben wird, dafi deren
Formulierungen die Kenntnis der Losung des entsprechenden direkten, i.d.R. einfa-
cheren bzw. bereits untersuchten Problems voraussetzt.

Ein solches inverses Problem wird auch in der vorliegenden Arbeit behandelt: Das
mit dem duBeren Dirichlet Problem zur Stokes-Gleichung (dem direkten Problem)
verbundene inverse Streuproblem erfordert die Rekonstruktion der Form eines unbe-
kannten Objekts aus den Messungen des Ansprechverhaltens der Geschwindigkeits-
felder bei auf einer das Objekt umliegenden Kurve gesetzten Quellen und Mefstellen.
Dieses Problem fallt in die Klasse der inversen Streuprobleme.

Die Stokes-Gleichung fiir das Geschwindigkeit-Druck-Paar (u, p)

—Au+gradp =20

(1.1)
divu=0

gibt eine adidquate Beschreibung von Stromungen inkompressibler Newtonscher Fliis-
sigkeiten bei sehr niedrigen Reynoldszahlen, die wegen der typisch duflerst klei-
nen Geschwindigkeiten allgemein Kriechstromungen genannt werden. Sie bildet das
Hauptmodell zur Beschreibung der Bewegung von Mikroorganismen (s.g. micro-
swimmers), der geophysikalischen Strémungen oder aber auch der Sedimentation von
Partikeln. Zu der linearen Stokes-Gleichung fithrt, aus mathematischer Sicht, die
Vernachléssigung des konvektiven Terms in den allgemeinen Navier-Stokes-Gleichungen



und die Annahme, dafl die Fliissigkeitsdichte bei einem stationdren Flufl verschwin-

det (s. z. B. [POZ]).

Das direkte Problem ist in der Literatur recht gut untersucht. Wie bei vielen Rand-
wertaufgaben der mathematischen Physik bilden die Integralgleichungsmethoden
auch hierbei ein bedeutendes Hilfsmittel. Eine state-of-the-art-Behandlung der mit
verbundenen Randwertprobleme mit der Randintegralgleichungsmethode findet
man in [Power/Wrobel|.

Unser Zugang zu dem inversen Problem basiert auf der Faktorisierungsmethode,
die 1998 von A. Kirsch als Modifikation der linear sampling Methode vorgeschlagen
wurde, um unterschiedliche Typen von inversen Streuproblemen bei der Helmholtz
Gleichung zu behandeln (siehe z.B. [Kirschl]). Wihrend die meisten klassischen Al-
gorithmen zur Gebietsrekonstruktion entweder einen iterativen Charakter haben (die
Methoden Newtonschen oder Landweberschen Typs) und wiederholtes Losen der di-
rekten Probleme erfordern, oder den sogenannten Problemdekompositionszugang be-
nutzen (dual-space-method, die Technik von Kirsch-Kre$, die Punktquellenmethode),
gehort die Faktorisierungsmethode zu einer relativ neuen Klasse von bildgebenden
Singularitdtsmethoden, deren Ziel die punktweise Rekonstruktion des zu visualisie-
renden Streuobjekts ist. Fiir weitere Methoden dieser Klasse sei hier stellvertretend
auf die Publikationen [Ikehata’98|, [Potthast’01], |[Luke/Potthast| verwiesen.

Bezogen auf den dreidimensionalen Fall des von uns behandelten inversen Problems
148t sich die Faktorisierungsmethode wie folgt beschreiben:

Fiir ein beschrinktes Gebiet D in R?® mit zusammenhingendem C®-Rand 0D und
ein D enthaltendes C*-glattes beschrinktes Gebiet B sind die Losungen u(z) der
dufleren Dirichlet Probleme zu mit den Randdaten

u; = —\Ilér’c)(- —z)-e; auf 9D

fiir alle x,2 € OB bekannt, wobei mit e;,7 = 1,...,3 die Einheitsvektoren in R?
bezeichnet sind und \Ilér’c) die Fundamentallosung der Stokesgleichung ist (s. Kapitel
2). Fafit man diese Losungen zu einer Antwortsmatriz w(x,y) zusammen, so zeigt
die Untersuchung des Mefoperators Fs : (L*(0B))* — (L*(0B))3, definiert als

(Fag)(a) = - / w(z,y)g(y)ds(y) = € OB,

OB
dafl er kompakt, selbstadjungiert und positiv semi-definit ist und somit eine eindeutig
1
definierte Quadratwurzel Fy besitzt. Ordnet man jedem Punkt z € B die Funktion
fo(z) == V) (z — 2)a, x € OB mit einem a = const € R*,a # 0 zu, so liBt sich
beweisen, dafl z dann und nur dann in D liegt, wenn die Gleichung



eine Losung in (L?(0B))* besitzt. Die Entscheidung, ob die Lésung von in
(L?(0B))? liegt, ist der Konvergenzuntersuchung fiir ihre Fourier-Reihe (der Ent-
scheidungsreihe) nach der hergeleiteten Basis gleichzusetzen.

Der Hauptvorteil der Methode von Kirsch gegeniiber den iterativen Techniken be-
steht im Allgemeinen darin, dafl keine a priori Information iiber die Form des Ob-
jekts und die Zahl seiner Komponenten benétigt wird, und nicht einmal die Kennt-
nis des Typs der Randbedingung erforderlich ist. Dabei zeichnet sich die Fakto-
risierungsmethode durch eine hohe numerische Effizienz aus: die Behandlung eines
nichtlinearen Problems wird anhand der Eigenschaften eines linearen Operators vor-
genommen, wobei kein numerischer Linearisierungsvorgang stattfindet.

Nicht erstaunlich ist also, dal die Anwendbarkeit dieser Methode und ihrer Varianten
bei verschiedenen physikalischen Gegebenheiten derzeit aktiv iiberpriift wird, vor
allem im Bereich der inversen Streuprobleme. Uns sind bereits folgende Resultate in
diesem Bezug bekannt:

o fiir die skalare zweidimensionale Helmholzgleichung bei Fernfelddaten im gan-
zen Raum ([Kirsch3]) und im geschichteten Medium (|Coyle]), bei Nahfeldda-
ten fiir Freiraum und Halbraum ([Kirsch3|, [CCM]) sowie fiir unbeschrénkte
periodische Streuobjekte (|Arens/Kirsch]);

e fiir einige Vektorfeldformulierungen [CHM]|,[HMO] (elektromagnetische Wel-
len, Maxwellgleichungen), [Kress3] (harmonische Vektorfelder);

e bei der Laplace-Gleichung fiir das inverse Dirichlet Problem in R? ([H&hnerT])
und in R? ([Kressl], [Kress2]), fiir das inverse Neumann Problem in R? ([KK])
sowie fiir das impedanztomographische Problem ([Briihl], [BRHI).

e Eine Erweiterung der Faktorisierungsmethode auf inverse Streuprobleme fiir
elastische Wellen wurde von Alves und Kress (J[AK]) sowie von Arens ([Arens|)
durchgefiihrt.

In diese (bestimmt nicht vollstdndige) Liste fiigt sich auch die vorliegende Arbeit.
Wir geben eine theoretische Begriindung der Anwendbarkeit der Faktorisierungs-
methode auf den Fall der Stokes Gleichung und illustrieren sie anhand numerischer
Beispiele. Die Motivation zu dieser Untersuchung beinhaltet zwei Aspekte: 1° Das
direkte Problem ist vektoriell, 2° die Faktorisierungsmethode wurde bisher auf kein
inverses Streuproblem der Hydrodynamik angewendet.

Im Kapitel 2 sind, vor allem aus vorhandener Literatur zusammengestellt, Ergebnisse
der klassischen Ldosbarkeitstheorie fiir die mit der Stokesgleichung verbundenen
Randwertprobleme vorgestellt, soweit diese fiir die Behandlung unseres inversen Pro-
blems relevant sind. Zuséatzlich werden zwei neue Aussagen bewiesen.



Zunéchst wird ein Uberblick iiber den potentialtheoretischen Zugang zur Behand-
lung des Ausseren Dirichlet Problems (ADP) gegeben, wobei als erstes die grund-
legenden Fragen von Existenz und Eindeutigkeit klassischer Losungen beantwortet
werden. Im Hinblick auf das inverse Problem ist uns vor allem der zum Existenznach-
weis benutzte Apparat von Interesse. Als néchstes iiberzeugen wir uns, dafl dieser
auch bei quadratsummierbaren Randdaten verwendbar bleibt. Dabei beweisen wir
ein Resultat iiber die Eindeutigkeit der Losung des AuBeren Dirichlet Problems bei
L?-Randdaten und untersuchen die Sprungbeziechungen fiir die Stokes-Potentiale bei
Dichten in L2

Am Ende des Kapitels wird das numerisches Losungsverfahren (das Nystrom Ver-
fahren) fiir das ADP beschrieben, das uns die synthetischen Ausgangsdaten fiir das
inverse Problem liefert. Durch mehrere Beispiele demonstrieren wir die Effizienz die-
ses Verfahrens beim numerischen Losen des Vorwértsstreuproblems.

Das Kapitel 3 ist der theoretischen Begriindung der Faktorisierungsmethode fiir das
inverse Problem gewidmet. Nach der mathematischen Formulierung des Problems
wird als erstes der dreidimensionale Fall untersucht. Dies erfolgt in zwei Schritten:

1° Fiir den MeBoperator wird eine faktorisierte Form F3 = GSG* mit einem Hilfs-
operator G und den direkten Werten des Einfachschichtpotentials S hergeleitet, aus
welcher seine Abblidungseigenschaften durch Untersuchung der Faktoren ersichtlich
werden. Auf diesem Wege wird u.a. die positive Definitheit von Fj gezeigt und sein
Nullraum beschrieben.

2° Anhand der festgestellten Eigenschaften des Mefloperators und seiner Eigenfunk-
tionen wird eine vollstdndige orthonormale Basis des Raumes

L?,(0B) == {p € (L*(0B))’ : < ¢, v|os >r298)= 0}

konstruiert (hier steht v|gp fiir die dulere Einheitsnormale zu 0B).

Mit dieser Basis beweisen wir die Hauptaussage des Abschnitts 3.1 — ein Kriterium
fiir die Zugehorigkeit eines Punktes zum gesuchten Objekt im Sinne der Losbarkeit
der Gleichung [1.2]in L% (0B).

Der etwas kompliziertere zweidimensionale Fall ist im Abschnitt 3.2 behandelt. We-
gen des logarithmischen Verhaltens der Grundlosung im Unendlichen mufl der Ein-
fachschichtpotentialansatz zur Darstellung beschréankter Losungen des Vorwértspro-
blems modifiziert werden (vgl. Bemerkung . Die zur Untersuchung des zweidi-
mensionalen MeBoperators (s. Teilabschnitt 3.2.1) notwendige Faktorisierung ver-
andert sich entsprechend. Nach deren Herleitung konnten wir zeigen, dafi auch der
zweidimensionale Meoperator kompakt, selbstadjungiert und positiv semi-definit
mit dreidimensionalem Nullraum ist.



Nach dem Nachweis der Losbarkeit des beschrankten &ufleren Dirichlet Problems mit
Hilfe des abgeénderten Einfachschichtpotentialansatzes ist im Teilabschnitt 3.2.2 das
dem dreidimensionalen Fall analoge Entscheidungskriterium bewiesen.

Im Kapitel 4 ist die numerische Umsetzung des inversen Verfahrens beschrieben.
Der sich aus der Theorie ergebende Algorithmus wird mit zwei verschiedenen An-
sdtzen implementiert. Der Vorstellung der numerisch erzielten Ergebnisse bei der
eher intuitiven Rekonstruktion durch Reihenwertvergleich folgen Beispiele, welche
das erwartete exponentielle Abklingen der Eigenwerte des Meloperators zur Kon-
vergenzuntersuchung der Entscheidungsreihe benutzen.



Kapitel 2

Direktes Problem

2.1 Grundlagen zur Stokes Gleichung

2.1.1 Die Fundamentall6sung und der Greensche Satz

Der Fundamentaltensor U = (W,,); x=1,...m+1 des Stokes-Systems im R™,m > 2,
das sogenannte Stokeslet[l] lautet

. lnﬁ (m=2)
T:T ,
Wi = 5— | Cgk=1,.,m (2.1)
wm | 7] o2 (m > 3)
m—2 —
Tk

\I’m+l,k = \I[k,m+1 = k = 17 ., m, ‘Pm+1,m+1 = 6(%)

wWin|z[™
mit der Diracschen Distribution § und der Oberfliche R™ w,, = 272/I'(%Z) der
(m — 1)-dimensionalen Sphére im R™. Fiir die Herleitung des Fundamentaltensors
s. z.B. [Lad].

Mit W9 wird in dieser Arbeit die fithrende Hauptmatrix (die Geschwindigkeits-
komponente) von ¥ bezeichnet. Das Symbol r bedeutet hier ,ohne letzte Zeile,
¢ - ,ohne letzte Spalte“. Desweiteren verwenden wir folgende Notationen: fiir ein
Funktionenpaar (u,p), u — vektorwertig, p — skalar, seien

u u —Au+ Vp
82(1’)—)817::( Vu >

der formelle Stokes-Operator,

!Physikalisch entspricht das Stokeslet dem von einer Punktquelle erzeugtem Fluss.
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1
Du = §(Vu + V7Tu)
der Deformationstensor und

T:() =Ty = —pl,+2Du (2.2)

p

der dem Fluss (u, p) entsprechende Spannungstensor.

Mit diesen Bezeichnungen lésst sich das hydrodynamische Analogon des ersten Green-
schen Satzes wie folgt formulieren:

Satz 2.1
Fiir ausreichend glatte, divergenzfreie Vektorfelder u,v und skalare Funktionen p,q
in einem beschrinkten Gebiet D € R™ mit D € C* gilt (s. [Lad])

/D (Sy) - (5)dy = —/8D(T;‘u) v ds(y) + 2/DDu : Dv dy. (2.3)

Dabei steht v fiir die dussere (bzgl. D) Einheitsnormale zu 9D und die Operation
7" fir zwei n x n-Matrizen A = (4;;), B = (B;;) ist erklért als

ij=1
Ist (u,p) ein Stokes-Fluss, d.h. es gilt S = 0 in D, so folgt aus 1} sofort die
niitzliche Beziehung

/8D(T;fu) cu ds(y) = Q/DDu : Du dy, (2.4)

welche das Energieerhaltungsgesetz zum Ausdruck bringt: die rechte Seite dieser
Gleichung entspricht dem Verlust der mechanischen Energie im Kontrolvolumen D
und die linke Seite beschreibt die Arbeit der Oberflichenkraft auf D (s. [POZ]).

2.1.2 Die hydrodynamischen Potentiale

Die Singularitéten in der Grundlésung der Stokes-Gleichung und in den von ihr durch
Anwenden des Spannungsoperators ableitbaren Tensoren sind dieselben, wie bei den
entsprechenden Ausdriicken der klassischen Potentialtheorie der Laplace Gleichung;
viele Aussagen iiber die Regulariétseigenschaften der hydrodynamischen Potentia-
le lassen sich dementsprechend dhnlich dem klassischen Fall der Laplace-Gleichung
machen. Die Beweise zu den in diesem Abschnitt ohne Beweis formulierten Sétze
kann man z. B. in [Lad] nachschlagen.
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Eine kleine Bemerkung zu den in dieser Arbeit verwendeten Bezeichungen: anstelle
der etwas umstéindlichen Raumbezeichnungen (L?(D))?, (C(D))? u.d. wird einfach
L3(D), C(D) usw. geschrieben, solange die gemeinte Bedeutung aus dem Kontext
eindeutig hervorgeht.

Sei 0D Rand eines beschrankten zusammenhédngenden Gebiets D. Das FEinfach-
schichtpotential (ESP) einer Dichte ¢ € H™2(9D) , gegeben fiir z € R™\dD durch
das Integral

(Syp) () := / V(@ — y)p(y)ds(y).

oD

entspricht einem Fluf}; der durch auf der Fliche 0D geméf ¢ verteilte Punktkréfte
erzeugt wird. Es 16st die Stokes-Gleichung fiir alle Punkte in R™\dD.

Zwar wird der Kern des Einfachschichtpotentials singulér fiir Punkte der Fléche 0D,
aber die entsprechenden Integrale existieren als uneigentliche, wobei gilt:

Satz 2.2
Ist 0D eine Lyapunov-Fliche und die Dichte ¢ stetig, so ist das Geschwindigkeitsfeld
des Finfachschichtpotentials, gegeben durch

(Sn)a) = [ #9a—y)p(p)ds(y). @€ R
D
im ganzen R™ stetig.

Unter dem Doppelschichtpotential (DSP) einer Dichte ¢ € C(9D) bzw. L*(0D)
versteht man das m + 1-dimensionale Vektorfeld

(Kp)@) = [ bnlea)eu)sty) = € R™\0D,
mit dem (m + 1) x m Kern
bn(e,9) = (T¥(e = )55 ()

welcher fir i,/ =1, ..., m,m > 2 durch

m zziz - v(y)
W, |Z‘m+2 !

i3, 4) = —— (ZZ ) _ Vi(y)) (2.6)

W \ [z 2

km;li<x7y) = -

mit z := x — y explizit gegeben ist.
Auch das Doppelschichtpotential 16st die Stokes-Gleichung in R™\9D.
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Das Vektorfeld K,,¢, gegeben durch
(Kmp) () = /8 kK (@, 9)p(y)ds(y), @€ R™aD, (2.7)
D

entspricht der Geschwindigkeitskomponente des DSP.

Desweiteren ist die normale Spannung —7'(S,,,¢)v des Einfachschichtpotentials von
Interesse. Ist fiir die Flidche 0D die Konstruktion von Parallelfliichen moglich, so ist
diese bei stetigen Dichten ¢ in einer Umgebung U von 0D durch

(K!0)(z) = — / T, (V9 (z — y)p(y)) v(F) ds(y)

oD

= aDH(l",y)SO(y) ds(y), © & oD (2.8)

gegeben, wobei mit Z die eindeutig bestimmte Projektion von z € U\JD auf 0D
bezeichnet ist.

Die Integrale und existieren auch fiir € dD (s. [Lad]); fiir die dadurch
definierte Direktwerte von K, und K/, ¢ auf 0D verwenden wir die Bezeichnungen
(K@) @p) und (K'¢)@py. Da fiir die Matrix H in 2.8 die Beziehung

H(z,y) = (kD (x,9))" =k (y,2), x,y € dD

gilt (vgl. [Varnhorn], S. 18), sind die Randintegraloperatoren Ksp) und Ky, be-
ziiglich des Dualsystems

<pzi= [ povis
oD
zueinander adjungiert.

Fiir die Vektorfelder (K,,¢) und (K], ) gelten dem potentialtheoretischen Fall dhn-
liche Sprungrelationen:

Satz 2.3
Ist 0D eine Lyapunov-Fliche, so sind die Vektorfelder K,, und K/ bei Dichten
p € C(OD) stetig in D und in R™\ D, wobei fir ihre Grenzwerte an 0D gilt

(Kp)s = :F%SD + (K ¢)wop) (2.9)

und

1
(K'p)x = £50+ (K'¢)@n). (2.10)
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Anmerkung
Ist das Paar (u,p) das Einfachschichtpotential einer stetigen Belegung ¢, so kann
man die Sprungbeziehung [2.10|in der Form

1
(T3v)e = F59 + (V) on) (2.11)

schreiben.

Klar von den Potentialen selbst sind die folgenden Randintegraloperatoren zu un-
terscheiden, die wir hier fiir das Weitere einfiihren:

(Se)om (@) = /ww(m(x—y)w(y)ds(y), reaD, (2.12)
(Ko)om)(z) = LDkg><x,y>w<y>ds<y>, reaD, (2.13)
(K'o)ony(x) = — /aDTm(qux_W(y))V@)ds(y), redD.  (214)

Um im weiteren die Losbarkeitstheorie fir das Aussere Dirichlet Problem bei L2-
Randdaten zu entwickeln, brauchen wir die Erweiterung der Aussagen der Sétze
und fiir quadratsummierbare Dichten. Aussagen dieser Art wurden fiir die
Potentiale bei der Helmholtz-Gleichung von H. Kersten ([Kersten|) gezeigt. Die Idee
seines Beweises kann ohne weiteres auf die Stokes-Potentiale {ibertragen werden; da
dies in der Literatur noch nicht explizit gemacht worden ist, erscheint es uns ratsam,
hier einen Beweis zu geben.

Lemma 2.4
Ist 9D C?-glatt und ¢ € L*(0D), so gilt

Jim [y |(S9)w & sv(2)) = (S9)on) ()| ds(w) — 0 (2.15)
Jm o fo (K@) sv(2) — (Kp)op)(@) + gww ds(z) =0 (2.16)
Jim - fo, |(K'9) (@ s0(2)) ~ (K'p)o)(x) F %mn? ds(z) =0 (2.17)

Beweis: Fiir s > 0 betrachte man Systeme Sy, K, K. von aus L*(0D) nach C(9D)
wirkenden Operatoren, gegeben durch

(Ssp)(x) = (Sp)(z + sv(x)),
(Ksp)(@) = (Kp)(z +sv(x)),
(Kep)(x) = (K'¢)(x + sv(z)).

Als Operatoren mit stetigen, bei s = 0 ggf. schwach singuldren Kernen sind S, K
und K fiir alle s > 0 stetig beziiglich der L?>-Norm, eingeschrinkt auf C(9D) auch
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beziiglich der Maximumnorm.

Fiihrt man nun fiir s > 0 die Operatoren

Ss,o = Sis — So,

1
KS,O = Kiy— Ko+ 517
1
K,y = K'+ts—-K,F 5]

ein, so konnen die Aussagen der Sitze 2.2 und [2.3] folgendermafien zusammengefasst
werden: fiir ¢ € C(9D) gilt

lim [[Ss0plloc = lim [ Ksoplloo = lim [|K gl = 0. (2.18)
5—04 5—04 s—04

Das gleiche gilt auch fiir die L*-adjungierten Operatoren S}, K7, K ;To : da diese sich
durch das formale Vertauschen der Argumente der jeweiligen Integralkerne ergeben,
erfolgt die Herleitung der Beziehungen

lim (15202l = lim 1K gl = lim [[K el = 0 (219)
s—04 s—04 s—04
bei ¢ € C(0D) analog zu [2.18]

Sei (T)o<s<s, irgend eines der Operatorensysteme Ss, K, K. In der schwécheren
L2-Norm gilt also fiir ¢ € C(9D)

lim ||TS()0HL2(8D) = lim HTS*QDHLQ(QD) = O, (220)
s—04 5—04

und es bietet sich an, den Satz von Banach-Steinhaus anzuwenden, um [2.20] auch fiir
¢ € L*(0D) zu folgern. Dafiir muf} die gleichmé#Bige Beschrinktheit der Operatoren
(Ty)o<s<s, in L2(OD) gezeigt werden.

Aus und folgt, daB fiir jedes ¢ € C(0D) eine Konstante ¢, mit | T5¢|o0 < ¢y
und || 77|l < ¢, fiir alle s existiert. Das Prinzip der gleichméfligen Beschrinktheit,
angewandt im Banachraum (C(0D), || - ||o), sichert nun die Existenz einer Konstan-

ten C mit ||T5|C(0D)||oc < C und [|T¥|C(0D)|| < C fiir alle s.

Fiir die selbstadjungierten und in (C(9D), || - ||) stetigen Operatoren T:7T; liefert
nun der Satz von Lax

1T Tell 20y < ([TST|C(OD) oo,

woraus mit der Identitét ||75/|725p) = 17517200 = 117575l L2op) und der obigen
Konstanten C folgt

| Tl 200y = |1 T5 || L20m) < C, Vs € (0, s0)
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und die Aussage des Lemmas folgt mit Anwendung des Satzes von Banach-Steinhaus.

O
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2.2 Ausseres Dirichlet Problem bei C'-Randdaten

Sei D C R™, m = 2,3 ein beschrénktes zusammenhéngendes Gebiet mit geschlosse-
nem C?-Rand dD. Wir betrachten zuniichst das #ussere Dirichlet Problem fiir das
Stokessche System in dessen klassischer Formulierung. Diese besteht in der Aufgabe,
ein Losungspaar (u, p) mit

u € (C*(DTYNCHDT))? pe CH(DY)nC (DY) (2.21)
zu
—Au+gradp =20
in DT, (2.22)
divu =20
zu finden, wobei u, eingeschriinkt auf den Rand des Gebiets, mit einem vorgegebenen

Vektorfeld f € C1(AD) iibereinstimmt und im Unendlichen folgendes Verhalten
aufweist:

Viu(r) = O(z)™"), k=0,1, (2.23)
plz) = O(jz["™™). (2.24)

Mit D+ wird hier, wie iiblich, das unbeschrinkte Gebiet D+ := R™ \ D bezeichnet.

Der Nachweis der Eindeutigkeit fiir dieses Problem stellt wegen der Anwendbarkeit
der Greenschen Formel keine Schwierigkeit dar; es gilt (siehe [Varnhorn], Lemma
1.1):

Satz 2.5
Das ADP hat fiir beliebige Randaten f € C*(OD) hdchstens eine Lisung.
Ist ein as, € R? vorgegeben, kann die Bedingung mm Fallm =2,k=0 zu

u(r) — as In|z| = O(1)
ohne Beeintrichtigung der Eindeutigkeit abgeschwdicht werden.

Das innere Dirichlet Problem, dessen Formulierung auf natiirliche Weise aus der
obigen Definition durch das Ersetzen von D' mit D und die Wegnahme der Asym-
ptotikanforderung hervorgeht, steht nicht im Mittelpunkt unserer Untersuchungen;
fiir technische Zwecke brauchen wir jedoch seine Eindeutigkeit. Zugleich zeigt die
folgende Aussage einen anderen Weg zum Eindeutigkeitsbeweis sowie eine leichte
Abschwichung der Regularitétsanforderungen des Satzes [2.5

Satz 2.6
Das innere Dirichlet Problem fiir Randdaten f € Hz(9D) mit

f-rvds=0

oD
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und das dupere Dirichlet Problem fiir Randdaten f € H2(0D) sind in H'(D) bzw.

WHD') = {u: ﬁ € L*(DF), 2~ € L*(D*), i =1,...,m} eindeutig lisbar.
+|x|2 L

Beweis: Wir skizzieren hier den in |[Dautray/Lions| gegebenen Beweis. Nach [Lad]

existiert zu den Randdaten f eine Erweiterungsabbildung Rf € H'(D) beziehungs-
weise Rf € W(D*) mit

Rflop = f und

div (Rf) =0 in D bzw. D*.

Mit der Bezeichung Hj (D) fiir den Abschlufl von C§°(D) in H'(D) sowie W3 (D)
fiir den Abschlu von C§°(D*) in W' (D) kann man nun das innere und das duflere
Dirichlet Problem in folgende Variationsformulierungen fiir die Unbekannte v :=

uw— Rf, f € H2(dD) iiberfithren:

/ Dv:Dwdx = —/ D(Rf) : Dwdx, (2.25)
D bzw. D+ D bzw. D+
dive = 0, (2.26)

v e Hy(D) bzw. € Wi (D")

fiir alle w € Hy(D) bzw. w € W3 (D) mit divw = 0.

Diese Probleme lassen sich mit dem Satz von Lax-Milgram behandeln. Die Koerzi-
vitét der Bilinearform der linken Seite in fiir das innere Problem folgt aus der
Ungleichung von Poincaré, die fiir die linke Seite beim dufleren Problem aus einer
geeigneten Darstellung der Norm in W, (D™) (s. [Dautray/Lions]). O

Die Ezistenz von Losungen zum Problem [2.21}2.24] kann auf verschiedenen Wegen ge-
zeigt werden. Zum Einen besteht die Moglichkeit, den Einfachschichtpotentialansatz
anzuwenden, der zur Losung einer Integralgleichung erster Art mit dem kompakten
Operator Syp fiihrt, was mit klaren numerischen Nachteilen verbunden ist. Sucht
man im zweidimensionalen Fall die beschrinkte Losung des ADP, muf der Einfach-
schichtpotentialansatz wegen des logarithmischen Verhaltens der Grundlésung im
Unendlichen zusétzlich modifiziert werden (vgl. [Kressl], S. 118f).

Der Wunsch, zur konstruktiver Losung der Dirichlet Probleme zum Stokesschen
System Integralgleichungen zweiter Art zu erhalten, fithrt zum Gebrauch des Dop-
pelschichtpotentials im Ansatz. Da dieses allein nicht ausreicht, um beliebige Stokes-
Fliisse darzustellen (wie der folgende Satz es zeigt), wurden in der Literatur einige
Abénderungen des Doppelschichtpotentialansatzes vorgeschlagen. Wir benutzen sie
sowohl fiir die numerische Behandlung des Vorwiértsproblems, als auch fiir die Theo-
rie des inversen Problems.
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Satz 2.7
Die Nullrdume der Operatoren %I + K und %I + K’ sind eindimensional und sind
gegeben durch

1 1

N(§[ + K) = span{yo}, N(§I + K') = span{v} (2.27)
mit einem g, fir das gilt
o -vds # 0. (2.28)
oD

Die Nullrdume der Operatoren %I—K and %[—K’ haben Dimension 6 1m rdumlichen
und 3 im zweidimensionalen Fall.

Beweis:  Siehe z.B. [Power/Wrobel]. Von Odqvist (1938) wurde gezeigt, daf die
homogene Integralgleichung %go — K'¢p = 0 im R™ genau sechs (m = 3) bzw. drei
(m = 2) linear unabhingige Losungen besitzt, ndmlich die Vektoren der Starrkor-
perbewegungen im R™. Diese sind im Zweidimensionalen durch ¢; = €;,7 = 1,2 (die
Einheitsvektoren) und ¢3 = (29, —x1) gegeben (wir nehmen 0.B.d.A. an, daf§ der
Koordinatenanfang im Gebiet D liegt). OJ

Der Idee, das Spektrum von Kyp durch zusétzliche Terme zu stéren, um diese Sin-
gularitéit seiner Resolvente zu beseitigen, ist die Methode des gemischten Doppel-
und Einfachschichtpotentialansatzes entsprungen. Sie wurde eingefiihrt fiir den Fall
m = 2 in (|Hsiao/Kress|), wo man das folgende Ergebnis findet:

Satz 2.8
Fiir jedes as € R? und f € C(0D) ist die Integralgleichung
47 1
f+ —‘aDl&aoo = (—51 + Kap) = nSp) (I = M) — aloD|M)e, (2.29)

mit dem Oberflichenmittelwert M

1
Mo

=10D] Jop e(y) ds, (2.30)

und einem Parameterpaar n > 0, a # 0 eindeutig losbar.
Ist ¢ € C(OD) Lésung von so st die Liosung des dufleren Stokes Problems
durch

() (2) = —m(szaoo)(l’) + (Kap)(x)

— p(Sa(l - My)p)(x) —a /

oD

()ds  (2.31)

gegeben. Durch geeignete Wahl der Parameter o, n lifit sich die Konditionszahl ent-
sprechender Integraloperatoren mininieren.
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Anmerkung 2.1

Auf diesem Ansatz basiert die von uns verwendete numerische Methode zur Be-
handlung des dufleren Dirichlet Problems. Man beachte die Modifikation des Ein-
fachschichtpotentials, die im Ansatz verwendet ist: wegen des erwéhnten logarith-
mischen Verhaltens der Grundlosung im Unendlichen ist sie notwendig, um den Fall
(s = 0 nicht auszuschliessen. O

Die Erweiterung der Methode der gemischten Potentiale auf den dreidimensionalen
Fall findet man in [Hebeker]:

Satz 2.9
Der Operator —%I + Kopy — Sop) : C(0D) — C(0D) ist injektiv.
Der Ansatz

(1) (2) = (K30)(2) = (Ss) (), (2.32)

liefert die Losung des Problems falls die Funktion ¢ die Randintegralglei-
chung

1
f= (—51 + K(op) — S(op))¥- (2.33)

erfillt.

In einem nachfolgendem Abschnitt geben wir eine kurze Beschreibung des Nystrom-
Verfahrens zur numerischen Behandlung der Integralgleichung [2.29 Dabei werden
wir sehen, daB die Voraussetzung eines C%-glatten Randes auch fiir die Numerik we-
sentlich ist: die Approximation der hier vorkommenden Integrale erfordert wegen der
Singularitéit im Kern des Einfachschichtpotententials eine Taylorentwicklung des In-
tegranden in einer Umgebung des singuléren Punktes, wobei Terme zweiter Ordnung
vorkommen.

Vor allem, um dieses zu umgehen, haben Power and Miranda ([Power/Miranda])
gezeigt, dafl man die Liicke im Wertebereich des Doppelschichtpotentials schliessen
kann, indem das Einfachschichtpotential in durch eine Konstante und ein Paar
sich im Gebiet befindenden Singularitdten, ndmlich durch eine Kombination eines
Stokelets gegebener Stéarke und eines Stokesschen Rotlets mit Druck gleich Null und
einer unbekannter Stirke, ersetzt werden kannf]

Diese Methode, in der Literatur als the completed double layer boundary integral
method bekannt, wurde in ([Power|) auf den zweidimensionalen Fall iibertragen. Fiir
unsere Anwendungen, nédmlich fiir die theoretische Behandlung des inversen Pro-
blems im Zweidimensionalen, ist die damit verbundene Losungsdarstellung insofern

2Das Stokessche Rotlet konstanter Stiirke w ist definiert als die singulire Losung der inhomo-
genen Stokes-Gleichung mit Vzwd(z) in der rechten Seite.
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interessant, daf sie das im Unendlichen im Allgemeinen nicht abklingende Einfach-
schichtpotential nicht beinhaltet.

Entsprechend der Formulierung in [Power| sucht man das Geschwindigkeitsfeld in
der Form

u(w) = ¥ (@)as + (Kap)(z) +
+ ﬁ (;?) /w p(y) - (_y;l) ds(y) — %Mso (2.34)

mit gewisser Dichtefunktion ¢ € C(0D).

Das zweidimensionale Rotlet der Starke w hat die Gestalt

Eijkwj(()o)wk
|2

(Rip)(z) = 1=1,2; 5,k=1,2,3, (2.35)
wobel x als dreidimensionaler Vektor & = (x1, x5, 0) definiert ist und €, den alter-

nierenden Einheitstensor bezeichnet. Der Term

o) =g () [ e () st

im Ansatz stellt also ein Rotlet mit

1 —x
wy = wy = 0, w3:% 5 Sﬁ@)( 2>ds(x)
D

dar; man merke, dal (x5, —x1) eine der Festkorperbewegungen der zweidimensiona-
len Fliissigkeit darstellt. Der Term My ist in seinen Komponenten linear von den
beiden anderen Festkorperbewegungen (1,0) und (0, 1) abhéngig. Dadurch 148t sich
die Liicke im Wertebereich des Doppelschichtpotentialoperators kompensieren. Es
gilt ([Power])

Satz 2.10
Die dem Ansatz|2.34] entsprechende Randintegralgleichung
1 oD
f — ‘II(T’C)CLOO = —590 + KQ(P + LQO — %MQD (236)
7

ist in C(0OD) eindeutig losbar. Ist das Vektorfeld ¢ Losung dieser Gleichung, so

liefert der Ansatz die eindeutige Losung des ADP .
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2.3 Ausseres Dirichlet Problem bei L2-Randdaten

In diesem Abschnitt wollen wir die fiir die Behandlung des inversen Problems not-
wendigen Resultate der Losungstheorie auf den Fall quadratsummierbarer Rand-
daten erweitern. Vor allem soll die Eindeutigkeit des ADP auch bei schwicherer
Randregularitdt von u nachgewiesen werden.

Unsere Vorgehensweise beim Eindeutigkeitsnachweis ist von [Hahner2| inspiriert; die
Grundidee der Verwendung von Parallelflichen zur Feststellung der Eindeutigkeit
eines Randwertproblems bei L?-Randdaten stammt von Calderén (vgl. [Calderdnl).

Satz 2.11
Seiu € C*(D") die Geschwindigkeitskomponente einer Losung der Stokes-Gleichung
in DY, die die homogene Randbedingung

/8 e+ hv()g(o)ds(a) = 0,1 =0 (2.37)

fiir alle g € L*(OD) erfillt und sich im Unendlichen gemdf3[2.25 verhilt.
Ist D C3-reguldr, so gilt: w=0 in D*.

Beweis:
Fiir hinreichend kleine A seien Parallelflachen

0Dy, :={2€R*: z=a+hv(z), x € D}

definiert. Uber diese ist Folgendes bekannt:

Ist fiir 2 € OD H(z) die mittlere Kriimmung und K () die GauBsche Kriimmung der
Fléche 0D bei z, so ist das infinitesimale Flidchenelement von 0Dy, um z = z+ hv(z)
mit dem Fléchenelement von 0D im Punkt x durch die Relation

ds(z) = (1 — 2H(x)h + K (2)h?)ds(z)
verbunden. Da uns hier nur dussere Parallelflichen interessieren, sei h > 0 im Wei-

teren immer vorausgesetzt.

Fiir jedes h > 0 betrachte man das Dirichlet Problem im Gebiet D} mit den Rand-
daten ulsp, . Die Eindeutigkeit und die Existenz jeweiliger Losungen vy, sind durch
die Satze und gesichert, somit gilt einerseits u| D = Uh und andererseits die

Darstellbarkeit von vy, als Potential (vgl. [2.32)
un(x) = (Kop, #n)(x) = 1(Sap,Pn) (@), (2.38)

einer Belegung ¢, € C*(0Dy,), welche als die eindeutige Losung der Integralglei-
chung

— 580(@) + (Kop, 1) () — 0(Som, 1) 2) = u(d), € ODy (2.39)
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ermittelbar ist.
Fiihrt man nun den Homéomorphismus «y, : C(0D) — C(9D},) mit

(anf)(z + hv(z)) == f(x), x € 0D

ein, so erhélt man dquivalent zu [2.39 die Gleichung
1
(—51 + Kh — nSh)(Ph = oz,jl(u]aDh) (240)

mit ¢y, := a1y, wobei die Operatoren Kj und Sy, fiir ¢ € C'(0D),x € D durch

(np)ia) = — /a wa@)(l LA+ Rk ds(y) ik =1,2,3

Ar |2[m+2

mit z :=x —y + h(rv(z) — v(y) und

(Su)a) = [ 0t hola),y+ b)) = 2k + K@) dsty)
D

gegeben sind.

Nun iiberzeugen wir uns, dafi die Losungen der Integralgleichung bei h — 0

schwach gegen Null konvergieren.

Die Kerne k(x,y, h) und s(z,y, h) der Operatoren K, und S}, sind in = und y stetig
fiir x # y und schwach singulér. Dariiber hinaus folgt direkt aus dem Mittelwertsatz,
daB fiir [z —y| > J bei jedem festen 0 die Elemente der Funktionalmatrizen k(z,y, h)
und s(x,y, h) gleichméBig gegen die entsprechenden Elemente von k(z,y,0) bzw.
s(z,y,0) konvergieren. Somit sind die Bedingungen des Hilfsatzes Al in [Hahner2]
erfiillt und es gilt:

||Kh — ’I]Sh — (K — 778)||L2(8D) — 0, h — 0.
Fiir hinreichend kleine A liefert nun die Neumannsche Reihe

1 1
[(=5 T+ Kn=nS0) ™" = (=51 + K =18) " lzzop) = 0, h — 0.

Die Voraussetzung [2.37| garantiert die schwache Konvergenz von (o 'u|sp, ) gegen 0
im L?—Sinne, somit gibt es fiir alle h € (0, hy), ho ausreichend klein, eine Konstante
C mit [[(o 'ulop, )| r29p) < C. Insgesamt erhalten wir:

1
On = (—51 + Ky —nSy) "o ulap,)

1 1
= {51+ Kn— 180" = (=51 + K = 18) " Ha  ulon,)

1
+ (=5l + K =n8)" (o ulop,)-
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Da fiir die Summanden dieser Geleichung

1 _ 1 _ _
(=5 + K = S0) ™ = (=51 + K = 18) " Ha ulan, )|

1 1
< C||{(—§I + K, —nSp) " — (—51 + K —nS) "} z20p) — 0,

und
1
(—51 + K —nS) (o  ulsp,) =0, h — 0,h > 0.

gilt, erhélt man ¢, — 0, h — 0 und demzufolge ¢, — 0, h — 0.
Fiir einen beliebigen Punkt 2 € D konvergieren folglich die Werte der Ansatzfunk-
tion vy, mit h — 0 gegen 0, d.h. es gilt u(x) = 0 fiir alle z € D™ O

Anmerkung 2.2

Die Voraussetzung eines C®-glatten Randes ist im obigen Satz wesentlich. Dadurch
wird gesichert, daf§ die Parallelflichen mindestens C?-glatt sind, was die glittende
Eigenschaft des Operators Kpp, sichert und somit die Giiltigkeit der klassischen
Losungstheorie garantiert. Auch der Nachweis der Kompaktheit des Operators Kyp,
als Abbildung von C%*(dD;,) nach C**(dDy,), welcher die Abschwiichung der C3-
Voraussetzung wohl erméglichen wiirde (vgl. [Hahner2], S. 24), kann sich nicht auf
die Direktwertdarstellungen des Gradientes des Doppelschichtpotentials (vgl. Satz
2.23 in |Colton/Kress|) stiitzen: weder existieren sie in der Literatur, noch ist uns
deren Herleitung gelungen. OJ

Fiir die Ezistenz von Losungen bei L2-Randdaten und fiir die Giiltigkeit der im
letzen Abschnitt beschriebenen Ansitze sorgt das folgende Lemma.

Lemma 2.12
Die Operatoren
1
—5 3 + KB,((’)D) - SS,(@D) . (L2)3(8D) — <L2)3(8D)
und
1 oD
_512 + Ko opy + L — ‘2—7T|M . (L*)?(0D) — (L*)*(0D)

sind injektiv und beschrdnkt invertierbar.

Beweis: Man betrachte den dreidimensionalen Fall. Da die Operatoren K3 5p) —
Ss,op) und K 9p) + L — a in L* kompakt sind, reicht es, aus (—%13 + K3,0p) —
Ssop))¢ = 0 bzw. (=31 + Ky op) + L — o) mit ¢ € (L?)? bzw. ¢ € (L?)? auf
@ = 0 zu schliefen.
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Mit dem beziiglich des Dualsystems < L*(0D),C(9D) > mit < f,g >= [, fgds
zu —%13 + K3 5p) — S3,(0p) adjungierten Operator —%Ig + K:;,((?D) — S3,ap) liefert
die Fredholmtheorie und schliellich die eindeutige Losbarkeit der Integralgleichung

2.33) (Satz B9):
. 1 - 1
dim N((—éfg —+ K3,(6D) — S3,(8D))‘L2(8D)) = dim N((—§[3 + Ké},(@D) — S3,(8D))|C(8D))
_ 1
= dim N((—513 + K3,0p) — S3,00m))lcop)) = 0.

Auf dieselbe Weise behandelt man den zweidimensionalen Fall. Die im Beweis von
diesem Lemma verwendete Idee, zwei verschiedene Dualsysteme zu benutzen, geht
auf Hahner ([H&hner2|) zuriick. Der direkte Beweis der Aussage des Satzes ist auch
moglich (vgl. [Varnhornl).

O
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2.4 Numerische Behandlung des ADP im R?

Zur numerischen Priifung der Rekonstruktionsgiite des inversen Algorithmus benoti-
gen wir synthetische Daten. Um diese zu gewinnen, miissen wir das duflere Dirichlet
Problem approximativ 16sen konnen.

Wir geben hier der Vollsténdigkeit halber eine kurze Beschreibung des von uns zur
Losung der Integralgleichung verwendeten Nystrom Verfahrens, wobei auf eine
detailliertere Darstellung in [Evans| verwiesen wird. Eine allgemeine Beschreibung
des Nystrom Verfahrens fiir Integralgleichungen bei stetigen bzw. schwach singula-
ren Integralkernen sowie weiterfithrende Literaturangaben findet man in [Kress1].
Da unser Zugang zum inversen Problem nicht auf wiederholtem Rechnen der di-
rekten Probleme basiert, wird hier auch auf die Untersuchung der Konvergenz des
Vorwértslosers verzichtet; diese kann aber auf iiblichem Weg gefiihrt werden (vgl.
[Kressl], Kapitel 12).

2.4.1 Das Nystrom-Verfahren

Fiir den Gebietsrand 0D sei die Existenz einer 27-periodischen zweimal stetig dif-
ferenzierbaren reguléren (2/(t) # 0,Vt € [0, 27]) Parametrisierung

0D = {z(t),0 <t <2m}
angenommen. Das unmittelbare Einsetzen der Parametrisierung in die Kerne des
Einfach- und Doppelschichtpotentials liefert

_F (@)l 1 (2(t) — (7)) (2(t) — 2(7))"

At, 7)== 2079 (2(t) — (1)) (In I+

27 r(t, T) (L 7)?
und
B(t,r) = 2k(2(1), 2())
- %((z(t) o)) - (), =2y - B = Z<;2(j§? o)

mit r(¢,7) := |2(t) — z(7)| fiir alle t # 7.

Waihrend die Singularitdt in B bei t = 7 hebbar ist, erfordert die Integration der
logarithmischen Singularitit im Kern A etwas Sorgfalt.

Wir stellen den singulédren Term in der Form

1 2[sin 57 1 t—
In =In [sin 75 |——1n(45in2 —T)
r(t,T) r(t,T) 2 2

sin £=T . . cl. .
dar, wobei der Term In Qli(t T§ | keine Singularitat aufweist.
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Insgesamt erhalten wir fiir den Kern des Einfachschichtpotentials

Alt,r) = —|Z;l(;)|1n(4sin2t_7—)~l+fl(t,7)
. _ (@)l 2lsin 5T (2(t) — (7)) (2(t) — 2(7))T
mit  A(t,7) = 5 <ln ) I+ RTRSE )
Fiir 7 — t erhalt man fiir A und B
: I O] P S U R
At = S I T omE )

und  B(tt) = %(z;(t)z{(t)—Zi(t)zz(f))‘W

Setzt man jetzt

47T 2
2T 1. Ny g
Jo 12 (s)lds Jo

so nimmt die Integralgleichung [2.29 nach der Parametrisierung die folgende Gestalt
an:

g(t) == -2 (f(z(t) + A(t,T)aoodT> ,

o0 =vi)+ [ (B +

[2'(7)] o no,
0 (A(t,r) AR /0 At s) ds> + ) (T)u} p(r)dr. (241)

o |7(s)

Zur numerischen Approximation der hier vorkommenden Integrale wéhlen wir auf
[0,27) dquidistante Stiitzstellen ¢; := %, j = 0,...,2m — 1 und benutzen die
Quadraturformeln

2m g t—=T m
/0 In(4sin® — =) f(7)dr ~ S RM)f(t) 0<t<2n
mit den Gewichten

m m . .
Rg» )(t) = — cosk(t —t;) — ﬁcosm(t —t;) fir j7=0,..,2m—1

und die zusammengesetzte Trapezregel

2m—1

| s = 2N s



2.4 Numerische Behandlung des ADP im R? 25

Die Nystrom Approximation zu lautet

NEIOESS {%[(t,tj)+n</1( lfi i: (™ At) - R<m><t>|z’£k>r‘ D)

J=0

gesetzt ist.

D1e Vollstandlge Diskretisierung beziiglich ¢ an den 2m Stiitzstellen fithrt nun mit

w =M (t;) fiir i = 0, ...,2m — 1 zum folgenden linearen Gleichungssystem:
2m—1 ’ 2m—1 /
m m i |2 ()] T m |12 ()|
DR {5 [B(ti,m +1 (A(tz-,m — S 2 (AL h) — R D)
=0 k=0
no, m |Zl(t)| m
+o-lz ()] 1] - ‘(Z_)Jl 4; I ¢§ "= g(t;)
mit
m—1 .
m) _ pmyy 2T~ L kjm (=lm
R = R;/7(0) = - 2 Feos =g fir j=0,..,2m— 1.

Dieses lineare Gleichungssystem besteht aus 4m Gleichungen mit 4m Unbekannten,
da ¥ und g zweidimensionale Vektorfelder darstellen. Setzen wir nun ¢\ := {™(¢,)
und 5™ = ™ (t;), so ergeben sich zwei Systeme

2m—1

2m— m ! t
oL +Z{ {Bn tz,t>+n(An<W oAt ) R'(i—)’ﬂ'|ziwk)|)>
7’]0{ ’ m z
+ —Z(tj)|] —WRu )]|| i )|}1/11]

2
2m— 2m—1
t;)] (m)
Z Bus(ti, ;) Aua(ti, t5) ZAm tisty) | pts;
7=0
= oi(t;)

§|>1
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und
T 2m—1 _ 7T|Z/(t‘>| 2m—1 ~
wé:n) + m ZO {B2l(tiatj) +n (Agl(ti,tj) — mD(Vj”) kzo AZl(ti,tk)> }wi;n)
]: —
2ol / 2m—1 ,
T ~ 12 (t5)] T -~ (m) 12 ()]
N JZ_; {E {322(151-,@) T (A”(ti’tj) T D) kzg (EAM(tiytk) — R\z‘—k;| - )

no, (m) |z’(tj)
+ or? <t1>|1 _77R|z'—j| A

N
S

= ga(ts)

firt=0,...,2m — 1.

Nach Losung dieser linearen Gleichungssysteme kennen wir also fiir 1/157”) und 1[)2m)
jeweils 2m Werte.

Um «(™ zu berechnen, parametrisieren wir und diskretisieren wieder an den
2m Punkten ¢; := %j, 7=0,....2m — 1.

Damit ergibt sich die Ndherung an u folgendermaflen:

ul™ (z) =
o el 1 (v — 2(t) (@ — 2(t)"
= Do Jz_; 12 (2)] (1“ PR I P o )a“
3 (G~ 2(6) = ) — () )
n = 1 (v —2(t;) (@ = 2(t)"\ m)
" am JZO 2 (t;) (“1 FEEC) I P )wj
S (L @)@ = )RS

* 4m?2D(m) jz:; {| (t)l (1 |z — z(t;)] I+ |z — 2(t;)|? > kz:% 2 )19 }

- B Y

fiir alle z € DT.

2.4.2 Numerische Beispiele

Einige numerischen Beispiele sollen nun die Qualitét des im vorhergehenden Ab-
schnitt beschriebenen Verfahrens illustrieren.
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Beispiel 2.1
Als Gebiet fiir den ersten Test wurde die Ellipse E mit dem Rand

OE = {z(t) = (2cost,sint), t € [0,27]}

gewihlt. Als Randbedingung auf OE geben wir die Werte des im Punkt (0.3,0) (also
innerhalb der Ellipse) plazierten Stokeslets der Stérke (1,2) vor.
Das Verfahren wurde in den Punkten x; = (—5,10) und z = (5 * 10%,5 % 10%) bei

a =1, n = 2 getestet, wobei folgende Ergebnisse erzielt wurden:

n

AF,[uq (1))

AF,[ua(z1)]

AF,[uy (z2)]

AF, [ua(x2)]

4
8
16
32
64

8.5349870379¢-03
1.8792408390e-04
2.0070175299e-08
1.3322676296e-15
2.2204460493e-15

1.6893113158e-02
3.6889977810e-04
3.6349095733e-08
1.3322676296e-15
2.2204460493e-15

3.4851970802¢-03
1.6636721972e-04
2.0559205893e-08
1.0658141036e-14
3.5527136788e-15

8.4889935558e-03
4.0431221250e-04
4.5513132818e-08
2.1316282073e-14
1.4210854715e-14

Tabelle 2.1: Ergebnisse zu Beispiel 2.1

Mit AF,[u;(x;)], 4,j = 1,2 ist hier der absolute Fehler in der i-ten Komponente der
Loésung im Punkt x; bezeichet; n steht fiir die Zahl der fiir das Verfahren gewéhlten
Stiitzpunkte.

Dieses Beispiel demonstriert eine mindestens exponentielle, schnell eingreifende Kon-
vergenz der numerischen Methode. Im Falle analytischer rechter Seiten des zu 16-
senden Integralgleichungssystems und bei einer analytischen Parametrisierung des
Gebietsrandes ist zu erwarten, dafl auch die Losung der Gleichung analytisch ist. Da
die Konvergenzstirke des Nystromverfahrens von der Giite der Quadraturformeln
direkt abhéngig ist (und bei der trigonometrischen Interpolation analytischer pe-
riodischer Funktionen verschwindet der Fehler exponentiell, S.[Kressl|, Satz 11.7),
mufl man mit einem exponentiellen Abklingen des Fehlers des numerischen Ergeb-
nisses rechnen.

Die Anderung der Kopplungsparameter bei der Ellipse verdndert die Konvergenzge-
schwindigkeit kaum:

n | AF,[uq(z1)] AF, [us ()] AF, [us(x1)] AF,[ug(x2)]

4 | 1.1473597236e-02 | 3.2888513862¢-01 || 1.8265892017e-06 | 3.0560895681e-06
8 | 1.2719126993e-04 | 1.2613809834e-03 || 1.0316357079e-04 | 1.2373954937¢e-03
16 | 2.0070032303e-08 | 3.6346330834e-08 || 2.0559205893e-08 | 4.5513083080e-08
32 | 3.9968028887e-15 | 2.0872192863e-14 || 1.0658141036e-14 | 4.2632564146e-14
64 | 0.0000000000e+00 | 1.8207657604e-14 || 0.0000000000e+00 | 2.1316282073¢-14

Tabelle 2.2: Beispiel 2.1 mit n = a = 0.001
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Beispiel 2.2
Nun lésen wir das ADP auf dem Gebiet D der Gestalt

mit dem Rand

Abbildung 2.1: Das Gebiet D

0D = z(t) = (cost + 0.65cos(2t) — 0.65, 1.5sint), ¢ € [0, 27].

Die sonstigen Parameter wurden aus dem ersten Beispiel iibernommen.

Aus den nachstehenden Tabellen wird wieder das exponentielle Konvergenzverhalten
des Nystromverfahrens ersichtlich; im Vergleich zur Ellipse klingt der Approxima-
tionsfehler bei wachsendem n jedoch langsamer ab. Deutlicher zeigt sich auch die
Abhéngigkeit der Ergebnisqualitdt von der Wahl der Kopplungsparameter.

n

AFn[Ul(SL’1>]

AFn[UQ(Il)]

AFn [u1 (Ig)]

AFR[U,Q ($2)]

4
8
16
32
64

3.3320525646e-02
2.7166147022e-03
1.6778921381e-06
6.0930815948e-10
0.0000000000e+-00

6.0632272294e-02
9.9733810727e-03
6.7832735215e-05
7.6532824522e-10
1.3322676296¢-15

3.0991555853e-02
1.8922424503e-03
5.3497321062e-07
4.5701042950e-10
1.0658141036¢e-14

7.4792271141e-02
8.6767506788e-03
5.5733044682¢-05
5.6071769450e-10

1.4210854715e-14

Tabelle 2.3: Ergebnisse zu Beispiel 2.2 bein =2,a =1

3

AF, [uy(x1)]

AF, [ua(x1)]

AF, [uq (x2)]

AF, [ua(x2)]

o

32
64

1.4608389637¢e-01
2.3403585925e-01
9.4359681154¢-03
4.2732144045e-07
1.2878587086e-14

1.8621094486e-03
1.6834774459e-01
5.9161722190e-03
1.3979335600e-07
2.6645352591e-15

4.5398407487e-06
1.4571635301e-05
2.3278338759¢-06
3.4730192056e-09
3.9079850467e-14

6.5748373146e-07
2.2723967857e-04
9.6597003075¢-04
3.7509266804e-07
1.4210854715e-14

Tabelle 2.4: Ergebnisse zu Beispiel 2.2 bei n = a = 0.001




Kapitel 3

Inverses Problem

Seien D und B beschrinkte C3-glatte Gebiete ohne Locher in R™ mit m = 2, 3; das
Gebiet D sei samt Rand in B vollsténdig enthalten mit 0D N 9B = (.

Unter dem inversen Problem verstehen wir die Aufgabe der Rekonstruktion des
Gebiets D aus der Kenntnis von Losungen u;(x, z),i = 1, ..., m der &uleren Dirichlet
Probleme zu der Stokes-Gleichung mit den Randbedingungen

;= -0 —2).¢; auf 9D (3.1)
fiir alle z, 2z € 0B, wobei mit e;,7 = 1,...,m die Einheitsvektoren in R™ bezeichnet
sind.

Im zweidimensionalen Fall gehen wir davon aus, dafl die Losungen im Unendlichen
beschréankt und deren asymptotischen Werte u; o(2) bekannt sind.

Die Linearitét der Stokes-Gleichung erlaubt es, die Ausgangsinformation fiir das in-
verse Problem auf folgende Weise zusammenzufassen :

Fiir alle x € 0B ist die durch z € 9B parametrisierte Familie von Funktio-
nalmatrizen w(x, z) bekannt mit der Eigenschaft: Die Funktionen w(z, 2) - a sind
Geschwindigkeitskomponenten von beschrinkten Losungen des ADP zu den Rand-
daten —U59(- 2) - a,a € R™,

Im zweidimensionalen Fall sind auch die Werte der Losungen im Unendlichen, also
die Matrix ws(z), bekannt.

Eine zentrale Rolle in diesem Kapitel spielt der Operator F,, : L?*(0B) — L*(0B),
gegeben fiir m = 3 durch

(Fag)(w) =~ [ we.g)gly)ds(y) « €08 32)

0B
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und fir m = 2 durch

(Fog)(z) = —/ [w(z,y) — weo(y)lg(y)ds(y), =€ IB. (3.3)
oB

Unsere Aufgabe ist zu zeigen, wie die Kenntnis der Eigenwerte und der Eigenvektoren

des ,,Mefloperators® F,, eine Charakterisierung des Gebietes D ermoglicht.

3.1 Der dreidimensionale Fall

3.1.1 Faktorisierung des Mefloperators

Wir untersuchen als erstes den Ope-
rator G : f — ulgp, welcher die auf
0D gegebenen Randdaten f in die 0B-
Spur der Lésung u des ADP mit die-
sen Randdaten abbildet.Die eindeutige
Losbarkeit des ADP bei L?-Randdaten
und die Darstellung der Losung
ermoglichen uns den Beweis folgender
Aussage:

Satz 3.1
Der Operator G : L*(OD) — L*(0B) ist kompakt und injektiv und sein adjungierter
Operator G* : L*(0B) — L*(0D) ebenfalls.

Beweis:

Fiir den Operator G ergibt sich aus und die Darstellung
1
G = U(—§] + K(ap) — S(@D))_l (3.4)

mit dem Operator

Uele) = [ (@) = W) e(w)ds(y). @ € OB,
Der Kern des Integraloperators U ist stetig, nach Lemma ist die Injektivitat
und die Beschrénktheit des Operators (—31 + Kopy — Seopy) ™ : L*(0D) — L*(0D)
bereits bekannt. Daher ist G kompakt.

Wir zeigen jetzt, dafi aus Up = 0 mit einem ¢ € L*(0D) stets ¢ = 0 folgt. Dazu
definiere man fiir x € D die Funktion u(z) := (K¢ — Sp)(x). GeméB der Vor-
aussetzung gilt u|sp = Uy = 0. Nun sorgt die Eindeutigkeit des ADP im gesamten
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Analyzititdtbereich von w, d.h. in DT, fiir u = 0. Die L2-Sprungbeziehungen liefern
—%gp + Kopyp — Spye = 0 auf 9D und die Injektivitiat von (—%[ + Kop) — Sp))
besagt ¢ = 0.

Der Operator G* : L*(0B) — L*(0D) ist als
1
G* = (—51 + K/(ap) — S((«)D))flU* (3.5)
mit
U'p = [(K' = S)¢llop

darstellbar, wobei mit S und K’ das Einfachschichtpotential einer auf 9B definierten
Dichte sowie seine Normalspannung bezeichnet sind.
Da der Operator P := (—%I—i—f(éaB) — S(om)) " injektiv ist (wegen [2.12mit OB statt
0D und der Fredholmtheorie), folgt die Injektivitat von G* aus der von U*; diese ist
unschwer zu sehen: Die Gleichung [(K” — S)¢]|sp = 0 impliziert, wegen der eindeuti-
gen Losbarkeit des inneren sowie des dufleren Dirichletproblems zu den homogenen
Daten auf 9D, daB (K’ — S)¢ = 0 iiberall in B gilt. Die Sprungbeziehungen fiir S
und K’ sowie wiederum die Injektivitit von P liefern nun die Injektivitit von U*.

0

Der Zusammenhang zwischen den Operatoren F3 und G wird aus der folgenden
faktorisierten Form von Fj ersichtlich:

Satz 3.2
Fiir den Operator Fy gilt die Darstellung

F; = GSG". (3.6)
Bewers:

Mit der Definition von G und der Randbedingung folgt fiir alle y € 0B
—w(y)lop = G- —y)lap, Vy € IB.

Man multipliziere dies mit einem g € L?*(9B) und integriere iiber 9B. Aus der
Eindeutigkeit des ADP und der Stetigkeit von G folgert man

Py =G [ W~ y)gly) ds(y). = € OB, (.7
oB
Mit dem Hilfsoperator A : L?(0B) — L*(dD) :

(g)(w)i= | Wa = y)gly) dsty), = 0D
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schreiben wir 3.7 als
F3=GA.
Andererseits kann der Adjungierte von A, A* : L?(0D) — L*(0B):

(A%0)(x) = / Vs = y)ply) ds(y), 7 € OB

nach der Definition von A, G und S als A* = G'S dargestellt werden. Es gilt folglich
A = SG*. Dies, kombiniert mit [3.8 ergibt die gewiinschte Faktorisierung 3.6, O

Die Faktorisierung besagt mehr iiber die Eigenschaften des Operators Fj als
seine Integralform; der Operator Ssp) enthélt alleine schon, und expliziter als F3,
die Information iiber die Fliche D, denn das AuBere Dirichlet Problem mit der
Randbedingung ist auch mittels Einfachschichtpotentialansatz losbar (vgl. das
nachstehende Lemma). Fiir das Weitere fassen wir die Eigenschaften des Operators
S(ap) zusammen.

Lemma 3.3
Der kompakte und selbsadjungierte Randintegraloperator Spy : L*(0D) — L*(0D)
ist positiv semi-definit. Sein Nullraum ist gegeben durch

N(Swp)) = span{vap}.
Als Operator von H | 2(0D) nach HZ,(0D) ist Spy bijektiv.

Beweis:
Mit einem ¢ € C(9D) bilde man das vollsténdige Einfachschichtpotential (u,p) =
(U, Dy) := S3p. Die Greensche Formel , angewandt auf (u,p), ergibt

/ T;V-u_ds:Q/Du:Dudy
oD D

in D und
/ Tt v uy ds = =2 Du : Du dy
oD D+
in D*. Mit der Stetigkeit von u (Satz und der Sprungbeziehung folgt also
/ pSp ds = 2/ |Dul* dy > 0. (3.8)
oD R3
Somit ist die Einschrankung von S auf C'(0D) positiv semi-definit. Da aber der

Raum C(0D) in L*(0D) dicht ist und der Operator S stetig, ist S auch in L?(9D)
positiv semi-definit.
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Im Falle (¢, S¢) = 0 tritt in mit einem ¢ € L?(9D) die Gleichheit ein und die
Deformationsmatrix Du,, verschwindet, was zusammen mit dem Abklingverhalten
(2.23)) des Einfachschichtpotentials das Verschwinden von w zunéchst in D, dann
nach Stetigkeit von u in D+ und schlieBlich wegen der Eindeutigkeit des inneren
Dirichlet-Problems (s. Satz auch in D sichert. Also ist u = 0 in R3.

Die Stokes-Gleichung besagt jetzt grad p = 0 in R?. In D gilt also p = const und in

Dt wegen [2.24]) p = 0.

Aus den Sprungbeziehungen in ihrer L?-Form schlieflen wir auf ¢ = cvpp mit

einer Konstante c.

Den Beweis der letzten Aussage des Satzes findet man z.B. in [Dautray/Lions];
1

der Beweis der Stetigkeit des Operators S~ : H2 (OD) — H, 2(9D) erfolgt mit
Hilfe der Anwendung des Satzes vom Lax-Milgram auf die variationelle Form der
Gleichung S¢ = f.

O

Satz 3.4
Der Operator Fs3 ist kompakt und positiv semi-definit. Sein Nullraum ist gegeben
durch

N(F3) = span{vsp}.

Beweis:

Aus [3.6] sieht man, dafl F3 kompakt und selbstadjungiert ist.

Der Operator G ist nach Satz injektiv und Spp ist nach Lemma positiv
semi-definit. Damit folgt aus

(F39,9) = (SG*9,G"g), (3.9)
da} F3 positiv-semidefinit ist mit
N(F3;) = N(SG*) = N(A).

Da der Operator A eine Einschriankung des Einfachschichtpotentialoperators ist,
folgt

N(A) = span{vsp}
nach dem Lemma [3.3] O
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3.1.2 Charakterisierung des Gebiets

Die in dem Satz festgestellten Eigenschaften des Operators F3 erlauben die An-
wendung des Satzes iiber das Spektrum selbstadjungierter kompakter Operatoren
auf F3. Somit erhalten wir, daf§ die orthonormierten Eigenfunktionen

g; € L*(0B), j €N (3.10)
des Operators F3 eine vollstdndige orthonormale Basis in
L3,(0B) :={p € L*(B) : < ¢,v|op >12(08)= 0} (3.11)

darstellen, wobei die entsprechenden Eigenwerte eine Folge von positiven reellen
Zahlen

/\12)\22...>0.

bilden.

Da der Operator S : L3, (0D) — L3 ,(90D) kompakt und positiv definit ist, besitzt
er eine ebenfalls kompakte und in L3 (9D) positiv definite Wurzel S 2; diese ist
eindeutig definiert.

Mit dieser Definition seien die Funktionen
1

Op 1= \/}\_nSéG*gn, n=1,.. (3.12)
deklariert.
Lemma 3.5
Die Funktionen p,, n = 1,... bilden eine vollstindige orthonormale Basis von
L? (0D).
Beweis:

Die Orthogonalitét des Systems ¢,,, n =1, ... folgt aus der Orthogonalitit von g,:

1 1 1 1
i P5) = 52G*g;,52G"gj) = ——= < Fgi, g; >= ;.
(90 @]) \/m( g g]) )\Z)\J 9i> 95 »J
Fiir ein ¢ € L3, mit (¢, p,) =0 fiir alle n = 1, ... gilt

1 1 1
0=(p,0i) = —=(p,S2G"g;) = (GS2p,9;), i =1,2,3...
(0, 1) \/X'(SO 9:) = (GS2¢, 1)
Die Vollstéandigkeit von g, erfordert also, daf3 die homogene Gleichung GS %<p =0
erfiillt ist; wegen der Injektivitdt von G.S 2 auf L% folgt » = 0 und die Vollstéindig-
keit von ¢,, n =1, ... ist bewiesen. O

Diese Basis erlaubt uns, mit Hilfe der Eigenfunktionen von F3 den Wertebereich des
1
Operators (GS2 zu beschreiben:
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Lemma 3.6
Eine Funktion f € L2 (0B) liegt in GS2(L2 (0D)) dann und nur dann, wenn die
Reihe

Zl /9. (3.13)
=1 Z
konvergiert.

Beweis: Der folgende Beweis ist formal identisch mit dem des Lemmas 5 in [Hihner]]
mit L2 hier statt L? dort.
Man schreibe ein f = GSzp mit ¢ € L% (OD), o =72 ap; als

= i aiGS%goi.
i=1

Mit der Definition [3.12] von ¢; und der Faktorisierung des Operators F3 erhilt
man

= Z o \//\_igi
i=1

f=2 >
= VA
(f,94)

und somit gilt a; = e Die Konvergenz der Reihe |3.13| ergibt sich aus der Parse-
valschen Gleichung.
Umgekehrt, sei die Konvergenz von [3.13] vorausgesetzt. Fiir die Funktion

= (f> gl) = 2
= Y P = aiv/Nig; € L7, (0D

erhalten wir mit die Beziehung G S %cp = f.
OJ

Zu jedem Punkt z € B definiere man nun eine Funktion f,(z) := U9 (x — 2)a,
x € OB mit einem a = const € R3,a # 0.

Diese Funktionen ermoglichen uns, fiir jeweiliges z € B anhand von Spektraldaten
von Fj die Entscheidung zu treffen, ob z in D liegt oder nicht; dies zeigt der néchste
Satz.

Satz 3.7
Fiir z € B sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

1)zeD

2) i % < o0 (3.14)

j=1
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Beweis:

Sei zundchst z € D. Die Funktion W) (. —2)a ist analytisch in D* und verschwindet
im Unendlichen. Dariiber hinaus gilt [, v(z) - V"9 (z — 2)a ds(z) = 0, denn fiir
eine ausreichend grofle Kugel Br D B mit Zentrum in z folgt mit dem Gaufischen
Satz, mit der Divergenzfreiheit von W (. — 2)a in Br \ B und der Definition von
\I/(T’C)

v(z) - Oz — 2)a ds(x) = v(z) - Oz — 2)a ds(x
[ e w0 = ads(@) = [ o) e 2 dsa)

1 1
=c v(iz)  —ads(z) + c/ viz)  —z x-ads(x
S, v gads) + e @) g adsto

203/ v(z)-ads(zr) = 03/ diva=0
8BR BR

1
mit gewissen Konstanten ¢y, ¢a, c3. Die Funktion f, liegt somit in H} (9D).
Wegen der eindeutigen Losbarkeit des ADP mit den Randdaten

1
VOO~ 2)alap € HE,(0D)
gilt f=G(U"I(-— z)alap).
1
Nach Lemma |3.3| existiert genau eine Funktion ¢ € H | ?(0D) mit

WA — 2)alop = Sp = 53(5%¢) € S3(L1, (D).
Also ist

fo = QU — 2)|op = GS3(S3)
und die Reihe konvergiert nach Lemma [3.6] .

Sei jetzt z € OD. Die Funktion W) (. — 2)a ist die einzige, die in D* analytisch
ist, im Unendlichen verschwindet und auf 0B mit f, zusammenfillt. Wegen der
Singularitit von U(™)g im Punkt z gilt aber ¥("9|5p ¢ L?(0D), somit

U9|yp & S2(L2(0D)) C LA(9D).

Demzufolge gilt f. ¢ G:S2(L2(OD)) und die Reihe divergiert.
Auf analoge Weise stellt man auch im Falle z € D* N B fest, daf [3.14] nicht konver-
gieren kann. 0



3.2 Der zweidimensionale Fall 37

3.2 Der zweidimensionale Fall

Die im letzten Abschnitt beschriebene Vorgehensweise zur Behandlung des inversen
Problems soll auf den zweidimensionalen Fall {ibertragen werden. Da die Losungen
des ADP in R? im Unendlichen i. A. nicht abklingen, ist die Greensche Formel
fiir unbeschrinkte Gebiete nicht immer anwendbar. Dadurch kann insbesondere der
Beweis der positiven Definitheit des Einfachschichtpotentialoperators nicht fiir alle
Dichten wie im rdumlichen Fall (vgl. Lemma gefiihrt werden.

Bei dem analogen inversen Problem zu der Laplace Gleichung, wo ein &hnliches
Problem auftritt, wurde diese Schwierigkeit in [Kress2] elegant umgangen; wir zeigen,
daB} die dort vorgeschlagenen Modifikationen auch im hydrodynamischen Fall eine
Gebietscharakterisierung ermoglichen. Die Idee dieser Modifikationen basiert auf der
Tatsache, daf fiir das Einfachschichtpotential einer Dichte ¢ mit [, ¢(z) ds(x) = 0
gilt
1 1 (z—y)-¥(y)
suw) = - [ (ot + S y)is)

x

r—y

= — In
47 oD

\w<y>ds<y>+o<1>=o<1>, o0 (315

und somit ist die Greensche Formel im unbeschrinkten Gebiet Dt auf S anwend-
bar.

3.2.1 Faktorisierung des Mefloperators

Wie im dreidimensionalen Fall sei der Operator Gy : f — ulgp als Abbildung der
L?>-Randdaten auf die 9B-Einschrinkung der Losung des zweidimensionalen ADP
eingefiihrt.

Aus und gewinnt man fiir G, die Darstellung

op|

1
Gy =Us(—=1 + K, L— -1 3.16
2 2( 5 + K op) + or ) ( )
mit dem Operator
dD|
(Uyp)(x) == (Ko + L — ’2—7TM)|aB.

Zusétzlich betrachten wir die folgende Modifizierung des Operators G5: der Operator

Gy : L*(0D) — L*(0B) sei gegeben durch
Gof = Caf — s,

d.h. von der auf 0B gemessenen Losung wird deren Wert im Unendlichen abgezogen.
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Aus dem Ausdruck fiir G leiten wir fiir G5 die folgende Darstellung ab:

~ 1 oD
G2 UQ(—§]+K(8D)+L_’2—7T’ )

mit
(Uap)(x) := (K2 + L>‘BB'
Fiir den adjungierten Operator G* L?(0B) — L*(0D) gilt entsprechend

o~ 1 ! * |0D|

M)~'U;.
Dabei hat der zu U adjungierter Operator (72* die Gestalt (72* =K'+ Lyp , wobei K’
fiir den Operator K’ mit dD ersetzt durch B steht und L}y : L*(0B) — L*(0D)

gegeben ist durch

1

(Lip)a) = 5 oa=)” [ o) Py, e oD
Satz 3.8

Der lineare Operator Go : L*(0D) — L*(0B) ist beschrinkt und injektiv.
Der Nullraum des Operators G ist gegeben durch

N(Gy) = span{er, ez} (3.17)

Bewezs:
Den Beweis der ersten Aussage fithren wir analog zum dreidimensionalen Fall (vgl.
Satz . Unter Beriicksichtigung der Injektivitat des Operators

1 9D1,
——I+ K L———

(=51 + Ken) + o M

erhélt man aus der Darstellung von Ga, dafl N(Gsy) = N(Us) gilt.
Nun erfiille ein Vektorfeld ¢ € L?*(0D) die Gleichung U = 0. Fiir die Funktion

0D

u(x) = (K+L— o

M)y, xe€ DT

gilt nach Voraussetzung ulop = Usp = 0 und damit wegen der Eindeutigkeit des
ADP auch v = 0 in D*. Die Anwendung der L2-Sprungbeziehung fiir das Doppel-
schichtpotential fiihrt jetzt zu

|9D1, ,

21

1
(—§]+K(3D)+L )(p—O,

was nur fiir ¢ = 0 moglich ist.
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Gilt G f=Gyf —us =0 fiir ein f € L?*(0D),s0 erhélt man nach der Eindeutigkeit
des ADP und der Linearitit von Gy die Gleichung Go(f — us) = 0, woraus mit
der Injektivitdt von Gy die Beziehung f = u,, = const folgt. Damit ist die zweite
Aussage des Satzes bewiesen.

0J
Satz 3.9
Der Operator Fy : L*(O0B) — L*(OB) besitzt die Darstellung
Fy, = GS,G* (3.18)
mat
So:= (I — M)S(I — M)+ M (3.19)

und ist kompakt. Dariber hinaus ist Fy positiv semi-definit. Als Abbildung von
H~2(0B) hat Fy den Nullraum

N(Fy) = span{vop, 1,12}
mit den durch 1; = Syje;, j = 1,2 gegebenen Vektorfeldern i)y, 1y € H_%(GB).

Beweis: Fir alle y € 0B gilt

—w (- y)|on + weo(y) = GO (- — y)|op.

Dieses, multipliziert mit einem g € L?*(0B) und integriert iiber 9B, liefert wegen
der guten Gestelltheit des AuBeren Dirichlet Probems und der Beschrénktheit des
linearen Operators GG

Fy=GA=G( — M)A, (3.20)

denn es gilt GM = 0. Hierbei ist der Hilfsoperator A : L2(OB) — L2(0D) gegeben
durch

(Ag)(z) = / WO = y)gly) dsly). @ € 0D,

Wegen M (I — M)p = 0 verschwindet das Einfachschichtpotential mit der Dichte
(I — M)y im Unendlichen, es folgt also (mit Beriicksichtigung von |3.17))

A*(I — M) = GoS(I — M) = Gao|(I — M)S(I — M) + M)
und damit

(I — M)A = S,Gs.
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Jetzt iiberzeugen wir uns, daf§ der Operator Sy in (3.19)) positiv definit ist. Definiert
man fiir ¢ € C(0D) das Einfachschichtpotential (v, p) der Dichte (I — M)y, so gilt

(Sop, ) = /aD((I—M)w-S(I—M)¢+¢-Ms0)ds
- /aDU' (T2v)_ = (T¥v),)ds + |9D|| M|’

= 2| Dv:Duvdx+ |0D||Me]* > 0.
RQ
Mit dem iiblichen Dichtheitsargument folgt (Spe,p) > 0 fiir alle p € L*(dD).
Dabei bedeutet (Spp, @) = 0, dal die ersten Ableitungen von v im ganzen Raum
verschwinden und es gilt My = 0, woher wegen der Sprungbeziehungen ¢ = 0 folgt;
also ist Sy injektiv.
Aus

(Fag,9) = (SoG*9,G"g) (3.21)

folgt jetzt, dal Fy positiv semi-definit ist.

Mit einem g € N(F3), fiir das wegen [3.20 und Ag = const auf 0D gilt, definiere
man das Einfachschichtpotential w.

Da ulgp = const = cie1 + caeq gilt, folgt uw = const in D und wegen der Analyzitét
auch in B. Somit erhalten wir Sypg = const. Wiahlt man ein b € R, so daBl die
Funktion ¢ = g — cv|pp in L2(OB) liegt, besagt das Lemma , daf die Integral-
gleichung Sg = const in H _%(83) eindeutig l6sbar ist. Fiir die Dichte g gilt also
g = S"tconst + bv|sp = S crer) + ST (cze2) + br|op, d.h.

N(Fy) € span{t1, 2, v|op}

mit wl = S_l(ei),i = 1, 2.
Die Inklusion span{t, s, v|op} C N(F) folgt aus [3.20}

Satz 3.10
Es gilt N(G3) = N(Fy).

Bewezs:

Aus der Faktorisierung des Operators F' folgt N(G%) C N(Fz). Die umgekehr-
te Inklusion ergibt sich aus [3.21] unter Beriicksichtigung der im Beweis des obigen
Satzes gezeigten Injektivitdat von Sy. U
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3.2.2 Charakterisierung des Gebiets

Aus der Kompaktheit und der positiven Semidefinitheit des Operators Fy folgt, dafl
seine orthonormierten Eigenfunktionen

g; € L*(0B), j €N (3.22)
eine vollstdndige orthonormale Basis im Raum
L%(0B) :={p € L*(0B) : (¢,von)r208) = (¢, ¥1)12008) = (9, ¥2)12(0m) = 0}

darstellen, wobei die entsprechenden Eigenwerte eine Folge von positiven reellen
Zahlen

A > > >0

bilden.
Mit der gleichen Argumentation wie im Lemma folgert man fiir die Funktionen

1 1~
O = \/TSOQ G gn, n=1,.., (3.23)

daB sie eine vollstéindige orthonormale Basis von L% (D) darstellen.
Fiir den Wertebereich des Operators 6305 gilt ferner:

Lemma 3.11 .
Eine Funktion [ € L%(0B) liegt in GSZ(L%4(0D)) dann und nur dann, wenn die
Reihe

konverguiert.

Beweis: Man folge den einzelnen Schritten des Beweises von Lemma (3.6} O

Jedem Punkt z € B sei nun das Vektorfeld

fo(z) = (grad (T (z — 2)e1))ey, = € R\ {2} (3.25)
zugeordnet. Diese Felder sind divergenzfrei und geniigen der Kompatibilitdtsbedin-
gung

(f2sV)r20m) = 0.

Dariiber hinaus verschwinden sie im Unendlichen und sind dadurch zuléssige Stokes-
Geschwindigkeitsfelder im Ausseren jeder Umgebung des jeweiligen Punktes z. Be-
trachtet man den Operator Gr, definiert wie G aus dem vorhergehenden Abschnitt
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mit 9D ersetzt durch irgendeine geschlossene Kurve I' C B, die z in ihrem Inneren
enthilt, so stellt man f,(z)|sp € G(L*(T")) fest. Daher erhilt man aus

Gr(L2(T)) = [N(Gr))* = L2(9B),

daB gilt f.(z)|op € L2(OB), d.h. f.(x)|sp sind mit Fourier-Reihen nach den Eigen-
funktionen von F5 darstellbar.

Um eine dem Satz entsprechende Charakterisierung des unbekannten Gebiets D
anhand von Spektraldaten von Fy herzuleiten, brauchen wir nur noch die folgende
Aussage iiber den Operator Sy.

Satz 3.12
Der Operator Sy : C%*(0D) — CY*(0D) ist bijektiv und seine Inverse ist be-
schrankt.

Beweis: Die Differenz zwischen dem injektiven Operator Sy und dem Operator

So:=SI—M)+M (3.26)
ist kompakt, somit folgt die Aussage des Satzes aus der Riesz-Theorie, wenn wir
zeigen, dafl Sy : C%*(0D) — C1*(0D) bijektiv mit beschriinkter Inverser ist. Dies
beweisen wir analog zum Satz 7.30 in [Kress1].

Lost eine Funktion ¢ = (Z ) € C*(0D) die Gleichung

1
2

Sov = f (3.27)
mit f € CH*(dD), so 16st sie offensichtlich auch die Gleichung

d ~ ~ d,

— S0 + MSpyp = 4 + Mf. (3.28)

ds ds

Diese beiden Gleichungen sind sogar dquivalent, denn man kann sich leicht iiberzeu-
gen, daB der Differentiationsoperator 4 + M : Ct*(0D) — C**(9D) injektiv ist,
indem man die Gleichung % + M f = 0 integriert.

Mit den bekannten Sprungbeziehungen der ersten Ableitungen des logarithmischen
Einfachschichtpotentials (s. [Kressl], Theorem 7.28) 148t sich die Differentiation un-
ter dem Integral in %SO@/J durchfiithren. Auf diesem Wege erhélt man dquivalent zu

die Gleichung

K 0\ (tn 1d [ SM 0 @bl 5o
(0 ) Q) e (9 sl ) () #2050 -
_df

o+ M. (3.29)
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Dabei bezeichnet I den Operator

(Ko)(2) = 1/ Mgo(c’) ds(¢), z € OD

Cdn op C—2

mit dem Kern

0 1
V35 e

der Operator M besitzt die Gestalt

k(z,()=(C-=

(M) (2) =
L[ OSSR 0 S “)
4 d ,

TN\ S ds(Q) O hry [ as0) Sy )

und Sj,, steht fiir den logarithmischen Einfachschichtpotentialoperator

(S#)(:) = 5= | plQ)n iz ds(0). = € 0.

Die Operatoren M, £S5, M, M S, sind als Abbildungen C%*(9D) — C%*(9D)
kompakt: %SZOQM und M 5’0 sind beschrinkt und haben endlichdimensionale Wer-
tebereiche, wahrend M eine Superposition eines beschrankten und eines kompakten
Operators darstellt.

Ferner gilt k € C%1(0D x 0D) (s. [Kressl], S.119), also stellt der linken Seite der
Gleichung [3.29| entsprechender Operator eine kompakt gestorte Superposition eines
Cauchy-Integraloperators und der zweidimensionalen Identitdtsmatrix dar. Somit
ist die Noethersche Theorie (s. [Kressl], Abschnitt 7.4) fiir die singuléren Integral-
operatoren erster Art mit Cauchy-Kern auf die Gleichung [3.29] anwendbar. Da der
Index einer Operatorgleichung erster Art gleich Null ist, mufl nur noch die Injekti-
vitédt des Operators Sy gezeigt werden, damit auf seine Bijektivitit und beschréankte
Invertierbarkeit geschlossen werden kann.

Sei ¢ _eine Losung der homogenen Form der Gleichung [3.29( und damit eine Losung
von Spyp = 0. Ein mit dieser Dichte gebildetes Einfachschichtpotential

u(z) = /a D\p(m) (z —y)(I — M)Y(y)ds(y) + My, =€ R*\ D (3.30)
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16st entsprechend das innere sowie das d&uflere Dirichlet-Probleme bei Null-Randdaten,
woher wegen der eindeutigen Losbarkeit der beiden Probleme v = 0 in R?\ 9D folgt.
Aus u(o0) = 0 folgt M = 0, und die Sprungbeziehungen fiir das Einfachschichtpo-
tential liefern ¢ = 0 auf 0D. 0

Anmerkung 3.1

Im letzen Satz haben wir unter anderem gezeigt, dafl man die beschrinkte Losung
des dufleren Dirichlet Problems mit dem modifizierten Einfachschichtpotentialansatz
der Gestalt 3.30] finden kann. Nach unserer Kenntnis wurde auf dieseTatsache in der
Literatur bisher nicht explizit hingewiesen. U

Jetzt sind wir in der Lage, die Hauptaussage dieses Abschnitts zu beweisen.

Satz 3.13
Fiir z € B sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

1)ze D

2) i —’(fzfjw < 0o (3.31)

Beweis: Liegt z in D, so ist die Funktion f, die Losung des dufleren Dirichlet
Problems zu den Randdaten f,|sp. Da sie im Unendlichen verschwindet, gilt

Gsz‘(?D = é\;fz‘ﬁD = fz‘@B-

Der Satz garantiert die Existenz einer Funktion ¢ € C(9D) mit Sop = f.|ap,
und wir folgern

—~ ~ 1 1
f:lop = Gaf:lop = G2Sg Sg ¢
mit dem fiir den kompakten und positiv-definiten Sy wohldefinierten Wurzeloperator

50% : L2(OD) — L?*(0D). Nach Lemma [3.11| folgt die Konvergenz der Reihe |3.31]

Umgekehrt: Konvergiert die Reihe [3.31] so ist durch
1
Z )\_z f F2) gz
=1

ein Lo (0D)-Vektorfeld gegeben. Aus (3.23)) und [3.25( folgt, daf fiir ¢ die Beziehung

—~ 1 .

G2S¢p = [.|op gilt. Nach Satz erhalten wir wegen der Eindeutigkeit des ADP

fir BT und der Analyzitit seiner Losung, dafl die Funktion f, bis auf eine additive
1

Konstante die Losung des ADP in D* bei den Randdaten SZ ¢ darstellt. Sie ist also
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in D% nicht singulér, folglich liegt 2z in D. Den Fall z € 9D schlieBt man aber mit
dem gleichen Argument wie im Satz aus: wegen der Singularitit von f, im Punkt
1

z gilt f.lap ¢ L*(0D), somit insbesondere f.|op ¢ SE(L*(0D)). Demzufolge erhlt

man f, ¢ GS2(L2(OD)), was nach Lemma
der Reihe [3.31] steht.

3.11

im Widerspruch mit der Konvergenz

OJ



Kapitel 4

Numerische Umsetzung

In diesem Abschnitt soll die praktische Anwendbarkeit der im letzten Kapitel ent-
wickelten Theorie anhand numerischer Beispiele belegt werden.

Nach Satz bietet sich fiir die approximative Losung des inversen Problems so-
fort folgender Algorithmus an:

(1) Lose das Eigenwertproblem fiir F5 anhand der Mefdaten.

(2) Untersuche die Konvergenz der Reihe fiir alle Punkte eines ausreichend
feinen Gitters in B

(3) Nehme alle Punkte, in welchen die Konvergenz vorliegt, in das Bildergebnis
auf.

Fiir unsere Beispiele verwendete Mefldaten haben die folgende Struktur: zu M aqui-
distanten, auf ganz OB verteilten Punkten z;,¢ = 1,..., M l6sen wir, wie im 3.
Kapitel beschrieben, die ADP mit den Randdaten —\Ifg’c)(-, zj)-ex k = 1,2. Von den
erhaltenen Losungen u®) (- z;) wird deren Wert im Punkt (10'#,10*) abgezogen.
Die Komponenten von agf) = u® (2, ;) —u® (10, 10)7T, 2;) werden zusammen-

gefasst zur 2M x 2M-Matrix

(1) (1) (1) (1)

Uipgp o Uiprn Wi o Uipgo
~(1) ~(1) ~(1) ~(1)
Uprir - Upmma UYUniio 0 Upmpe
W — (4.1)
~(2) ~(2) ~(2) ~(2)
Uprin - Wimn Uanne o Uinge
~(2) ~(2) ~(2) ~(2)
Uppma - Ymma Unvime - Upime

Diese diskreten Mefldataten erlauben natiirlich nur eine approximative Berechnung
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von den Spektraldaten von Fy. Ist z(t) eine reguldre Parametrisierung von 0B, so
ersetzen wir die Aufgabe der Ermittlung der Paare (g,, A,),n € N mit

(Fagn)(2(t) = —/0W[w(z(t),Z(T))—woo(Z(T))]gn(Z(T))\Z'(T)\dT
= Augn(z(t)), t € (0, 27|

durch das Losen der Eigenwertaufgabe

e [W(2i, 25) — Woo(2))]Gn (212 ()] = MaGin(2i), Gm =1,..., M. (4.2)

j=1
Durch die Umformung von [4.2] zu

_QMW < [w(2;, 2) — Woo (25)]0/ 2" (E) |2 ()| Gn(25)7/ |2 (2;)]

= MGn (V]2 ()], in=1,..., M

erhdlt man das einfach zu l6sende (z. B. mit dem QR-Verfahren mit Shifts) Eigen-
wertproblem zur symmetrischen Matrix mit den Eintrdgen

=~ 2
Wiy = Wl @) E)] 0,5 =1,...2M

(man beriicksichtige ¢y, = t; und |2/(¢;)| > 0, i=1,...,M).

Die Konvergenz der Eigenwerte «,, der Matrix (W)i,jzl ,,,,, om gegen die Eigenwerte
des Operators F; bei M — oo ist durch die Theorie der kollektiv kompakten Ope-
ratoren gesichert (s. [ANS], S. 65-66).

4.1 Rekonstruktion durch Reihenwertvergleich

Der zweite Algorithmusschritt erfordert es, numerisch zu entscheiden, ob die Reihe
konvergiert. Dafiir stehen uns die endlichen Summen

2

Ra(0)i= 3o = (257 Jel:) - b))+ N =1

zur Verfiigung, welche sich nach der Anwendung der Trapezregel fiir die Auswer-
tung des Skalarprodukts in ergeben. Die Stetigkeitserwédgungen legen es nahe,
die Entscheidung iiber die Konvergenz von fiir jeden Punkt ¢ € B aus dem
Vergleich des Wertes der Summe Ry (¢) mit deren Werten in allen anderen Punkten
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x = 2.0 cos(t), y = sin(t)

Rekonstruktion einer Ellipse. 64 Mef3-
stellen, N = 40. Um die Visualisierung
zu ermoglichen, mufiten wir eine globa-
le obere Schranke fiir die Werte der Rei-
he setzen: hier wurden alle Werte iiber
50 auf 50 gesetzt.

Abbildung 4.1: Ellipse, N = 40

X = 2.0 cos(t)+2.0, y = sin(t)} 1.5

Eine dezentrierte Ellipse. 64 Mefstel-
len, N = 50.

Abbildung 4.2: Dezentrierte Ellipse, N = 50

zu ziehen: diese sollen innerhalb des zu rekonstruierenden Gebiets vergleichsweise
,klein“, auflerhalb des Gebiets vergleichsweise ,,groff“ sein. Nach der intuitiven Wahl
einer oberen Wertschranke S > 0 kénnen dann die Gitterpunkte z; mit Ry (¢;) < S
dem gesuchten Gebiet zugeordnet werden.

Alternativ kénnen diese Verhiltnisse durch die Farbkodierung der Werte der end-
lichen Reihe in den Auswertungspunkten visualisiert werden. Offensichtlich bedeu-
ten weder die relativ kleinen Werte des endlichen Reihenabschnitts automatisch die
Konvergenz der Reihe, noch die grofien Werte ihre Divergenz. Brauchbare Ergebnisse
lassen sich trotzdem erzielen, wie die Abbildungen zeigen. Als Mefkurve fiir
alle numerischen Tests in diesem Kapitel wurde der Kreis mit Radius 5 genommen.

Die Zahl N = 40 wurde im néchsten Beispiel aus folgendem Grund genommen: sind
0D und 9B analytisch, so fallen die Eigenwerte des Integraloperators F, mindestens
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X = cos(t) + 0.65 cos(21)- 0.65,y = 1.5 sinft)

Die Rekonstruktion der konkaven Seite
des durch die diinne Linie angedeute-
ten Objektes (,,Luftdrachens”) ist nicht
optimal. N = 40. 200 MeBstellen.

Abbildung 4.3: Luftdrachen, N=40

exponentiell ab, da sein Kern analytisch ist (s. Satz 15.20 in [Kress1]). Fiir das letzte
Beispiel wurde folgende Approximation der Eigenwerte von F, erhalten (hier zum
Logarithmus genommen):

Man sieht, dafl sich nur die ersten 40
Eigenwerte gemifl des erwarteten ex-
ponentiellen Abklingens verhalten; die
restlichen Werte sind unzuverléssig,
wohl wegen des Rundungsfehlers.

Abbildung 4.4: Luftdrachen, Eigenwerte

Die Eigenwerte fiir die dezentrierte El-
lipse (s. Abb. fallen weniger schnell
ab als beim Drachen. Wir konnen daher
mehr Eigenwerte fiir die Rekonstrukti-
on heranziehen.

40 50

Abbildung 4.5: Dezentrierte Ellipse, Eigenwerte
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X = cos(t) + 0.65 cos(21)- 0.65,y = 1.5 _sin(t)

Nimmt man weniger Eigenwerte fiir die
Summenbildung, wird die Rekonstruk-
tion grober: der Unterschied zwischen
den ,groflen* und den ,kleinen* Wer-
ten bildet sich nicht ausreichend deut-
lich aus (fiir dieses Bild wurde N = 20
gewihlt).

Im letzten Beispiel zeigt sich ein leichter Nachteil der benutzten Methode: man
kann a priori nicht wissen, wie klein die Reihenwerte sein miissen, um die Reihe als
konvergent anzunehmen. Dies erschwert z. B. eine automatisierte Bilderkennung.

4.2 Das exponentielle Abklingen der Eigenwerte

Jetzt wollen wir anhand von Beispielen einen anderen Zugang zur numerischen Ent-
scheidung iiber die Konvergenz der Reihe demonstrieren. Dabei benutzen wir
[BRH] zufolge das erwihnte exponentielle Abklingen der Eigenwerte, indem wir die
Abklingraten der Zihler und der Nenner der Reihe vergleichen. Ist diese Rate fiir
den Zéhler gréfer, als beim Nenner, liegt offenbar eine konvergente Reihe vor.

Dieser Vergleich 148t sich durchfiihren, indem man die Steigungen der Regressions-
geraden zu den logarithmierten Eigenwerten bzw. Fourierkoeffizienten betrachtet.
Diese Vorgehensweise offnet eine Moglichkeit, die zu erwartende Qualitdt der Re-
konstruktion statistisch zu charakterisieren: anhand der quantitativ bekannten Emp-
findlichkeit der linearen Regression gegeniiber Datenstérungen soll es moglich sein,
die Zugehorigkeit der Punkte zum unbekannten Objekt als Hypothese zu iiberpriifen.
Auf jedem Fall hingt der Grad der schlechten Gestelltheit des inversen Problems
direkt mit dem exponentiellen Abklingverhalten der Eigenwerte des Operator F,
zusammen; das Verwenden der linearen Regression verleiht dem Verfahren gewisse
Stabilitét.

Das aus den Abbildungen und ersichtliche Verhalten der Eigenwerte 148t ver-
muten, daf ihr Auftreten paarweise bei allen zur Ellipse homeomorphen Geometrien
des gesuchten Objekts zu erwarten ist. Vor allem im Falle der mit einem zufélligen
Fehler gestorten Mefidaten kann man diese Tatsache zu einer weiteren Stabilisierung
des Verfahrens gut nutzen, indem man die Werte durch die arithmetische Mittelung
paarweise zusammenfasst und erst fiir diese Daten die Ausgleichsgerade konstruiert.
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Fiir alle Beispiele dieses Abschnitts wurde auf dem dufleren Quadrat des Kreises mit
Radius 5 (die MeBkurve) ein quadratisches 100 x 100-Gitter gelegt. Die Auswertung
der Reihe erfolgt in dessen Knoten.

A kite-shaped domain 200 Points 50 EV used

e T

y . 5

: / N\
, / \ 10
i / 15
B \ 25
\ / 30

\ /,,/
-4 \\\ ) yd 35

-40
0

Die linke Abbildung zeigt, welche Qualitit der Rekonstruktion auf beschriebenem
Wege moglich ist; auch die konkave Seite des Objektes ist korrekt erkennbar. Die
Abbildung rechts veranschaulicht das Verhalten der Eigenwerte (blau markiert) und
der Zéhler der Reihe in den Punkten (0.5, 0.5) (griin) und (3, 3) (rot).

Das folgende Beispiel illustriert die hohe graphische Auflésung des Algorithmus:

A little domain 150 Points 30 EV used

i s or

Die rechte Abbildung zeigt das Verhalten der Eigenwerte (blau markiert) und der
Zahler der Reihe in den Punkten (-1, 1.2) (griin) und (3, 3) (rot).
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x = 5.0 cos(t), y = 5.0 sint)

Rekonstruktion einer dezentrierten El-
lipse aus gestorten Daten fiir 64 MeB3-
punkte. Die Werte der Matrix sind
um einen standardverteilten Fehler von
maximal 0.1% variiert worden. Natiir-
lich sind bei gestorten Daten weder die
Symmetrie der Matrix .Inoch ihre po-
sitive Definitheit zu erwarten; fiir dieses
Beispiel konnten wir nur die ersten 20
Eigenwerte benutzen, denn die weiteren
waren nicht reell.

Abbildung 4.6: Ellipse, 20 Eigenwerte, gestorte Daten

Bohne 64 Messwerte/50 EW

Dieses abschliessende Bespiel macht
deutlich, dafl die Qualitat der Rekon-
struktion lokal von der Geometrie des
Objektes abhéngt. Das Bild links zeigt
das Ergebnis der Rekonstruktion von
einem asymmetrischen Gebiet (64 Mef3-
punkte, 50 Eigenwerte) aus ungestorten
Daten, die Bilder unten - zwei Rekon-
struktionsversuche aus gestorten Daten
(24 Eigenwerte, Storung wie im obigen
Beispiel).

Abbildung 4.7: Ein asymmetrisches Gebiet

Bohne 64 Messpunkte / 24 EW / gestoerte Daten

Bohne 64 Messpurkte / 24 EW Igestoerte Daten

Abbildung 4.8: Ein asymmetrisches Gebiet: Datenstérung
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