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Einleitung

In vielen modernen Anwendungsbereichen werden sehr grofie Datensitze produziert,
welche es aufzubereiten, zu speichern und weiterzuverarbeiten gilt. Derartige Datensétze
kénnen in zweierlei Hinsicht ,,grofl“ sein - beziiglich ihrer Kardinalitéit, d.h. der Anzahl
anfallender Datenpunkte, und beziiglich ihrer Dimension, d.h. der Anzahl der Merkmale,
welche jeder Datenpunkt aufweist. Es ist zu beachten, dass Datensétze in der Praxis im
Allgemeinen nicht perfekt sind, sondern Stérungen aufweisen kénnen, welche etwa durch
Ubertragungsfehler oder durch Fehler und Ungenauigkeiten bei Messungen entstehen.
Diese Dissertationsschrift beschéftigt sich mit zwei der wesentlichen Herausforderungen
bei der Behandlung von Datensétzen, der Dimensionsreduktion und der Entstorung.

Kapitel [1| liefert eine Zusammenfassung iiber das Thema Dimensionsreduktion. Ziel der
Dimensionsreduktion ist eine sinnvolle niedrigdimensionale Darstellung eines vorliegen-
den hochdimensionalen Datensatzes zur effektiveren Weiterbehandlung oder zur besse-
ren Visualisierung der Daten. Insbesondere werden in Kapitel || bewéhrte Methoden
des Manifold-Learning diskutiert und verglichen. Die zentrale Annahme des Manifold-
Learning ist, dass der hochdimensionale Datensatz (approximativ) auf einer niedrigdi-
mensionalen Mannigfaltigkeit liegt. Wir stellen hierbei die sogenannten globalen Spek-
tralmethoden, lokalen Spektralmethoden und Nicht-Spektralmethoden gegeniiber und
gehen auf ihre Vor- und Nachteile ein.

In Kapitel [2] stellen wir eine neue Entstorungsmethode fiir hochdimensionale Daten
vor (siehe auch [66]). Ziel ist die Entwicklung einer Multiskalenmethode, genauer ei-
ner Wavelet-Shrinkage-Methode, fiir die Glattung verrauschter Abtastwerte einer zu-
grundeliegenden multivariaten, reellwertigen und stiickweise stetigen Funktion. Die Ab-
tastpunkte kénnen dabei hochdimensional und gestreut sein. Sie liegen nicht notwendig
auf einem reguléren Gitter. Dieses Ziel wird durch eine Verallgemeinerung und Weiter-
entwicklung der fiir die Bildkompression eingefiihrten ,, Easy Path Wavelet Transform*
(EPWT) [I0I] erreicht. Grundlage der Entstérungsmethode ist eine eindimensionale
Wavelet-Transformation entlang (adaptiv) zu konstruierender Pfade durch die Abtast-
punkte. Kapitel 2| fasst zunéchst die wesentlichen Konzepte der Wavelet-Transformation,
des Wavelet-Shrinkage-Ansatzes und des Cycle-Spinnings [31] zusammen. AnschlieBend
wird das Hauptresultat der Arbeit, der Algorithmus zur Entstorung mittels Wavelets
entlang von Pfaden (Algorithmus , beschrieben. Da dabei fiir eine erfolgreiche Da-
tenentstorung die Wahl geeigneter Pfade, welche sich an Glattheitsstrukturen des vor-
liegenden Datensatzes anpassen, wesentlich ist, legen wir unser besonderes Augenmerk
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auf verschiedene neue adaptive Pfadkonstruktionen. Wir diskutieren kurz theoretische
Eigenschaften von Wavelets entlang von Pfaden. Weiterhin gehen wir auf Details der Im-
plementierung des Entstorungsalgorithmus ein und prisentieren numerische Resultate,
welche wir zum Nachweis der Funktionalitidt der Methode in Relation zu einigen ver-
gleichbaren Entstorungsmethoden setzen. Schliefllich betrachten wir einige Modifikatio-
nen des Entstorungsalgorithmus, welche sich zur weiteren Verbesserung der Entstérung
oder zur Beschleunigung des Algorithmus in Betracht ziehen lassen.
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1 Dimensionsreduktion

Die folgende Zusammenfassung tiber Dimensionsreduktion und Manifold-Learning be-
ruht hauptséchlich auf den beiden Ubersichtsarbeiten von van der Maaten et al. [91] und
Cayton [28] sowie dem Buch [84] von Lee und Verleysen.

1.1 Einfiihrung

1.1.1 Dimensionsreduktion und Manifold-Learning

In vielen technischen Anwendungen der heutigen Zeit fallen grofle Datensétze von hoher
Dimension auf (vgl. [91]), wie z.B. Sprachsignale, Datensétze in der Bildverarbeitung,
bei der funktionellen Magnetresonanztomographie oder Daten, welche in virtuellen sozia-
len Netzwerken angesammelt werden. Hochdimensionale Datensétze sind aufgrund ihrer
GroBe (hohe Anzahl von Datenpunkten mit hoher Anzahl von Merkmalen) problema-
tisch und &uflerst schwierig auszuwerten. Es wirkt der sogenannte Fluch der Dimension
(engl. curse of dimensionality). Der Begriff des Fluches der Dimension wurde von Bell-
man [I5] gepriagt. Die Anzahl der Abtastwerte, um einen Datensatz gut abzudecken,
wéchst exponentiell mit der Zahl der Dimension. Man denke an den Einheitswiirfel in
R” versehen mit einem kartesischen Gitter mit Maschenweite 1/10 resultierend in 10”
Gitterpunkten (vgl. [84], S.6). Weiterhin sind Intuitionen, die im 2D- oder 3D-Fall mit
Hilfe einer passenden Visualisierung erhalten werden konnen, fiir héhere Dimensionen
nicht mehr ohne Weiteres iibertragbar (vgl. [84], S.4).

Fiir eine effektive Behandlung eines hochdimensionalen Datensatzes - im Rahmen von
Klassifizierung, Merkmalsextraktion, Datenkompression oder Visualisierung - ist daher
oft eine Dimensionsreduktion, d.h. eine sinnvolle niedrigdimensionale Darstellung der
Daten, notwendig (vgl. [2§]).

Ein wesentlicher Ansatz zur Dimensionsreduktion ist das sogenannte Manifold-Learning.
Die meisten Datensétze hoher Dimension besitzen eine viel niedrigere intrinsische Di-
mension. Jeder Datenpunkt des hochdimensionalen Datensatz besteht aus unzéhligen
Merkmalen, von denen oft nur wenige ausreichen, um den kompletten Datensatz appro-
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ximativ gut zu charakterisieren. Dies kann z.B. der Fall sein, wenn es sich bei den Merk-
malen um verschiedene Messungen handelt, die auf einer gemeinsamen Ursache beruhen
(vgl. [28]). Ziel ist es, die wesentlichen Informationen zu extrahieren. Manifold-Learning
nimmt dazu an, dass die hochdimensionalen Daten tatséchlich oder zumindest approxi-
mativ auf einer niedrigdimensionalen Mannigfaltigkeit liegen. Wir halten zunéchst die
folgende Definition gemés [28] fest.

Definition 1.1 FEs seien d,D € N mit d < D.

1. Eine Abbildung f : RP — R? heifit Homéomorhpismus, wenn sie bijektiv und stetig
mat ebenfalls stetiger Umkehrfunktion ist.

2. Fine d-dimensionale Mannigfaltigkeit M C RP ist eine Menge, die lokal homéo-
morph zur offenen Einheitskugel BE(0) in R? ist. D.h., fiir jedes © € M existiert
eine offene Nachbarschaft N(z) und ein Homéomorphismus f, : N(z) — B(0).
Die Nachbarschaften N(x) werden als Flicken (engl. coordinate patches), die Ab-
bildungen f, als Karten (engl. coordinate charts) bezeichnet. Das Bild der Karten
nennt man Parameterraum.

Beispiel 1.2 1. Die Erdoberfliche ist modellhaft eine zweidimensionale Mannigfal-
tigkeit in einem dreidimensionalen Raum. Das Vorgehen, die Erdoberfliche in
Form von Landkarten zweidimensional abzubilden, spiegelt sich in den Bezeich-
nungen aus obiger Definition wider.

2. FEine Schweizer Rolle (engl. Swiss roll) wie in Abbz’ldung ist eine einfache zwei-
dimensionale Mannigfaltigkeit eingebettet in R®. Es handelt sich anschaulich, um
einen Ausschnitt einer zweidimensionalen Ebene, welcher eingerollt wurde (engl.
curled plane). Manifold-Learning wird gewissermaflen auf eine ,Entfaltung® bzw.
ein ,Entrollen® (engl. unfolding) dieser Mannigfaltigkeit abzielen (vgl. [84)], S.14
und [28,191)]).

3. Ein prazisnahes Beispiel findet sich [129]. Der hochdimensionale Datensatz bestehe
aus 1000 Grauwert-Bildern mit je 28 X 28 Pixeln, welche handgeschriebene Versio-
nen der Ziffer ,2¢ zeigen. Die Dimension des Datensatzes ist offenbar 28-28 = 784.
Die Bilder unterscheiden sich im Wesentlichen jedoch nur in der Ausprdgung des
Bogens am oberen Ende der ,2“ und der Ausprigung einer Schleife am unteren
Ende der ,,2%. Die intrinsische Dimension des Datensatz lisst sich daher mit den
Variablen ,Ausprigung der unteren Schleife” und ,,Ausprigung des oberen Bogens
als 2 angeben.

Wir formulieren nun das Problem des Manifold-Learning (vgl. [28]).
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Abbildung 1.1: Mittels der Toolbox [89] erstellte Variante einer Schweizer Rolle.

Problem 1.3 Gegeben seien Punkte x1, ...z, € M C RP, wobei M eine d-dimensio-
nale Mannigfaltigkeit (d < D) ist, die sich mittels einer einzigen (a priori unbekannten)
Karte f: M — R® beschreiben lisst. Gesucht sind nun die Punkte vy, ..., y, € R mit

yi = flzy), i=1,... n.

Im Allgemeinen wollen bzw. miissen wir uns also damit begniigen, die niedrigdimen-
sionalen Punkte y; als Pendants der gegebenen hochdimensionalen Punkte z; zu be-
stimmen. Wir beschrinken uns daher auf eine diskrete Anschauung. Der (nicht lineare)
Homoomorphismus f verbleibt im Allgemeinen unbekannt und ist durch zy, ..., z, und
Y1, - - -, Y nicht eindeutig bestimmt. Die Bestimmung der niedrigdimensionalen Darstel-
lungen zusatzlicher hochdimensionaler Punkte auf der Mannigfaltgikeit, eine sogenannte
Out-of-sample-Erweiterung (engl. out-of-sample extension), ist somit in der Regel nicht
trivial.

Das Problem ist ein schlecht gestelltes inverses Problem. Wir bendtigen zusétzliche
Annahmen, die sicherstellen, dass die erhaltenen Punkte y; = f(z;) eine sinnvolle nied-
rigdimensionale Darstellung der gegebenen hochdimensionalen Daten z; liefern. Unter-
schiedliche Ansétze fiir diese zusétzlichen Annahmen fithren zu den diversen Methoden
des Manifold-Learning, von denen wir die wichtigsten hier vorstellen wollen.

Die Zieldimension (intrinsische Dimension) d ist im Allgemeinen nicht bekannt, wird
jedoch als Eingabeparameter benttigt. Einige der im Folgenden beschriebenen Algorith-
men des Manifold-Learning liefern als Nebenprodukt Anhaltspunkte zur Bestimmung
der Zieldimension. Die Qualitdt dieser Anhaltspunkte leidet jedoch, falls der Datensatz
mit Rauschen belegt ist. In diesem Fall muss d wie etwa in Kapitel 3 des Buches von
Lee und Verleysen [84] beschrieben passend geschétzt werden. Eine einfache, jedoch auf-
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grund des Aufwandes unbefriedigende, Methode ist natiirlich die Schiatzung von d mittels
Probieren.

Zu hinterfragen ist, ob die zentrale Annahme, dass die gegebenen Daten (approximativ)
auf einer Mannigfaltigkeit liegen, fiir natiirliche Datensétze haltbar ist. Der Zusatz ,,ap-
proximativ*® ist besonders relevant, falls die Daten Storungen enthalten. Ob die Annahme
allgemein in jedem Fall sinnvoll ist, verbleibt offen. Fiir einige Typen von Datensétzen
wie Video- und Bild-Daten konnte sie jedoch bestétigt werden (vgl. [28]).

Fiir den Rest dieses Kapitels legen wir einige Notationen fest.

Notation 1.4 1. Die gegebenen hochdimensionalen Datenpunkte seien xy,...,x, €
RP  (Spaltenvektoren). Die Matriz X = (x1,...,2,)7 € R™P bestehe aus den
Zeilen T, ... xT.

2. Die miedrig-dimensionalen Zielpunkte, die Pmblem (approzimativ) losen, seien

Y1, ..., Yn € R? (Spaltenvektoren). Die Matriz Y = (y1,...,yn)" € R™*¢ bestehe
aus den Zeilen yT ... yr.

3. Die Nachbarschaft eines Punktes x; im Sinne des folgenden Unterabschnittes[1.1.5
sei durch N(xz;) bezeichnet.

Bevor wir uns der Vorstellung der wichtigsten Methoden des Manifold-Learning widmen,
gehen wir noch auf zwei wichtige Aspekte, Vektorquantisierung und Nachbarschaften von
Datenpunkten, ein, welche bei einigen Methoden spéter eine Rolle spielen werden.

1.1.2 Vektorquantisierung

Ist die Anzahl n der Datenpunkte sehr hoch, so kann eine Vektorquantisierung des Daten-
satzes niitzlich sein. Vektorquantisierung (engl. vector quantization) (siehe [84], Anhang
D) stellt ein eigenes Forschungsfeld dar und findet z.B. auch fiir Zwecke des Clusterings
oder der verlustbehafteten Datenkompression Verwendung. Ziel der Vektorquantisierung
ist eine Verringerung der Anzahl der Beobachtungen, d.h. der Anzahl der Datenpunk-
te z;. Hierzu ersetzt man die urspriinglich gegebenen Datenpunkte x4, ..., z, durch zu
bestimmende sogenannte Prototypen cy, ..., ¢, fiir ein zuvor festgelegtes m < n. Vek-
torquantisierung reduziert die Grofle eines Datensatzes damit iiber eine Verringerung der
Anzahl der Datenpunkte statt iiber eine Verringerung der Dimension der Datenpunkte
und verhélt sich folglich gewissermafien komplementéir zur Dimensionsreduktion (siehe
[84], S.263).
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Wir definieren
cod(z;) := argmin ||z; — ¢|.
1<j<m

Alle Punkte x; mit cod(z;) = jo werden dann als Resultat der Vektorquantisierung
ersetzt bzw. reprasentiert durch den néchstgelegenen Prototypen cj,. Man beachte, dass
jeder Prototyp ¢y, ..., ¢, unterschiedlich viele der Punkte x4, ..., x, repriasentieren kann.
Fasst man alle Punkte z;, welche durch c¢; représentiert werden, in einer Menge V; =
{z; : cod(z;) = j} zusammen, so bilden diese sogenannten Voronoi-Regionen Vi, ... V,,
eine Zerlegung des D-dimensionalen Datensatzes (siehe [84], S.265), d.h.

Vi NV, =0
fiir Juje=1,...,m, 5 7&]2 und

U Vi={x,..., 2.}

7j=1,....m

Fiir eine moglichst représentative Festlegung der Prototypen minimiert man die Verzer-
rung (engl. distortion) der Vektorquantisierung

1 n
_ Z H$7, - Ccod(aci)
n =1

Die Verzerrung der Vektorquantisierung mittelt also die Absténde der urspriinglichen
Datenpunkte zum jeweils ndchsten Prototypen, d.h. zum jeweiligen Reprasentanten (vgl.

[84], S.263).

2
2-

Klassische Techniken zur Minimierung der Verzerrung der Quantisierung umfassen den
LBG-Algorithmus (Linde-Buzo-Gray-Algorithmus) [85], ISODATA [9] und K-means [50,
92]. Dariiber hinaus existieren Techniken, die dem kompetitiven Lernen (engl. compe-
titive learning) zuzuordnen sind. Diese nutzen ein stochastisches Gradientenverfahren
(siehe [84], Anhang D).

1.1.3 Nachbarschaften

Wir unterscheiden hier drei Definitionen einer Nachbarschaft N(x;) eines Punktes z; €
RP: k-Nachbarschaft, e-Nachbarschaft und 7-Nachbarschaft, benannt nach dem jeweils
charakterischen Parameter k € N bzw. ¢ € Ry bzw. 7 € R>; (vgl. [84], Anhang E).
Weitere dhnliche Nachbarschaftsdefinitionen sind denkbar.
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k-Nachbarschaft

Die einfachste Variante ist die k-Nachbarschaft. Hier enthdlt N (z;) die k Punkte z;, j €
{1,...,n} \ {i}, welche den geringsten Abstand zu x; haben. Dabei betrachtet man
iiblicherweise die euklidischen Abstédnde.

Definition 1.5 Fir einen festen Punkt x; und k € N nennen wir

N(z;) =A{xi, .., 2} C {z1, o xn ) \{z})
eine k-Nachbarschaft von x;, wenn
lz; — i, |l2 < [lzi — 252

firallel =1,... k und fir alle j € {1,...,n} \ {i,i1,..., 1} gilt.

Die k-Nachbarschaft N(z;) des Punktes x; ist folglich nicht notwendig eindeutig be-
stimmt, wenn mehrere Punkte gleich weit von z; entfernt liegen. In diesem Falle wéhlen
wir beliebig unter den moglichen k-Nachbarschaften.

Jeder Punkt hat nach dieser Nachbarschaftsdefinition genau k& Nachbarn. Es gibt jedoch
keine obere Schranke fiir die Distanz zweier Nachbarn. Weiterhin ist zu beachten, dass
diese Nachbarschaftsrelation nicht symmetrisch ist. Wenn z; in der k-Nachbarschaft von
x; ist, ist z; nicht notwendig in der k-Nachbarschaft von z;. Dieses Phdnomen kann

insbesondere auftreten, wenn z; beispielsweise ein Ausreiler im Datensatz ist (vgl. [84],
S.270 f.).

Die in vielen hier vorgestellten Dimensionsreduktionsmethoden verwendeten Nachbar-
schaftsgraphen, in denen zwei Punkte mit einer Kante verbunden werden, wenn sie
Nachbarn sind, sind jedoch auch bei Verwendung der k-Nachbarschaft nicht gerichtet.
Es findet dann eine Symmetrisierung der Nachbarschaftsrelationen statt, indem zwei
Punkte z; und x; mit einer Kante verbunden werden, wenn z; in der k-Nachbarschaft
von x; oder x; in der k-Nachbarschaft von z; liegt. Ein Punkt kann folglich im Nach-
barschaftsgraphen mit mehr als k£ anderen Punkten eine Kante teilen.

e-Nachbarschaft

Die Nachbarn eines Punktes x; geméfl der e-Definition einer Nachbarschaft sind die
Punkte innerhalb der abgeschlossenen e-Kugel um z;.
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Definition 1.6 Es sei x; ein fester Punkt und € > 0. Dann heifst
N(xi) ={z;: o —wjll2 < e, j#4}

die e-Nachbarschaft von x;.

In diesem Fall ist die Nachbarschaftsrelation symmetrisch und es existiert eine obere
Schranke fiir die Distanz zweier Nachbarn. Allerdings kann die Kardinalitédt der Nach-
barschaften variieren und Nachbarschaften konnen leer sein. Die Wahl eines passen-
den Parameters ist daher fiir die e-Nachbarschaft schwieriger. Fiir die Approximation
geoditischer Distanzen innerhalb einer Mannigfaltigkeit mit Hilfe eines Nachbarschafts-
graphen erzielt man mit der e-Nachabrschaft jedoch bessere Ergebnisse als mit der k-
Nachbarschaft (siehe [84], S.271).

7-Nachbarschaft

Eine Weiterentwicklung der e-Nachbarschaft ist in Form der 7-Nachbarschaft gegeben
(siche [84], S.271 f.).

Definition 1.7 Fliir einen Datenpunkt x; sei

d; == min ||z; — x|2.
=1,....,n
Zwei Datenpunkte x; und x; sind dann Nachbarn gemdfs der T-Nachbarschaft, wenn die
Ahnlichkeitsbedingung

diSde VAN djSle-

und die Nachbarschaftsbedingung
|z; — 2| < 7di V|2 — 25| < 7d;

erfullt sind.

Die 7-Nachbarschaft ist &hnlich einer e-Nachbarschaft. Der Radius der entsprechenden
Kugeln ist jedoch adaptiert an die lokale Verteilung des Datensatzes, kleiner in dicht
besiedelten Teilen und grofler in diinn besiedelten Teilen. Die 7-Nachbarschaft ist somit
aussagekriftiger betreffend der lokalen Struktur der zugrundeliegenden Mannigfaltigkeit,
aber auch aufwéndiger zu implementieren (vgl. [84], S.271 f.).
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1.2 Dimensionsreduktionsmethoden

Es existiert eine Vielzahl von Dimensionsreduktionsmethoden und es gibt unterschied-
liche Moglichkeiten, sie zu klassifizieren. In dieser Arbeit unterscheiden wir Spektral-
methoden (siehe Unterabschnitte [1.2.1] und [1.2.2)) und Nicht-Spektralmethoden (siehe
Unterabschnitte [I.2.3] und [1.2.4). In Unterabschnitt diskutieren wir noch Metho-
den, welche sich nicht klar in eine der genannten Kategorien einordnen lassen. Selbst-
verstindlich ist die Auswahl der hier vorgestellten und erwéihnten Dimensionsredukti-
onsmethoden nicht erschépfend. Es wurden unzihlige Varianten dieser Methoden sowie
weitere Ansétze vorgeschlagen. Wir beschréanken uns auf die grundlegendsten Methoden.

Die Spektralmethoden losen spezifisch gestellte Optimierungsprobleme mittels Spekt-
ralzerlegung (bzw. Singuldrwertzerlegung) einer entsprechenden Matrix. Globale Spek-
tralmethoden (Unterabschnitt berticksichtigen Beziehungen (wie Abstédnde oder
Winkel) zwischen allen Datenpunkten zur Auffindung der niedrigdimensionalen Punk-
te y;. Im Gegensatz dazu nutzen lokale Spektralmethoden (Unterabschnitt nur
die Beziehungen zwischen Datenpunkten innerhalb lokaler Nachbarschaften. Dabei ent-
spricht die Unterscheidung zwischen ,,global® und ,lokal“ auch der Unterscheidung, ob
eine Spektralzerlegung einer voll- oder einer diinnbesetzen Matrix - mit entsprechenden
Auswirkungen auf den numerischen Aufwand - erfolgt (siehe [91]). Nicht-Spektralme-
thoden nutzen andere Optimierungstechniken. Hier differenzieren wir zwischen abstand-
serhaltenden (Unterabschnitt und Topologie erhaltenden (Unterabschnitt
Nicht-Spektralmethoden.

1.2.1 Globale Spektralmethoden
Hauptkomponentenanalyse (PCA)

Die Hauptkomponentenanalyse (engl. Principal Component Analysis, PCA) ist die ein-
fachste und am weitesten verbreitete Methode zum Manifold-Learning. Die PCA wurde
1901 von Pearson [98] eingefiithrt und von Hotelling [72] weiterentwickelt. Unabhéngig
davon wurde das Verfahren von Karhunen [74] beschrieben und von Loeve [86] verall-
gemeinert. Daher ist die PCA auch unter den Namen Hotelling-Transformation oder
(diskrete) Karhunen-Loeve-Transformation bekannt (vgl. [84], S.24).

Die PCA ist eine lineare Methode mit der zugrundeliegenden Annahme, dass die hoch-
dimensionalen Daten approximativ in einem linearen Unterraum niedrigerer Dimension,
d.h. einer linearen Mannigfaltigkeit, liegen. Dieser lineare Unterraum wird von den Rich-
tungen, entlang derer die Daten maximale Varianz aufzeigen, aufgespannt.

10



1.2 Dimensionsreduktionsmethoden

Als einfaches Beispiel (vgl. [28]) stelle man sich vor, dass die Punkte x; in einer Ebene,
d.h. einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit, in R?® liegen. In diesem Fall liefert die
PCA zwei orthogonale Vektoren vi,v, € R?, die die Ebene aufspannen, sowie einen
dritten Vektor v3 € R, der orthogonal zu der Ebene steht. Offensichtlich geniigen v; und
vy zur Beschreibung der Mannigfaltigkeit.

Die folgende Herleitung der PCA findet sich vergleichbar in [91]. Formal beschrieben
sucht die PCA die Losung des folgenden Problems.

Problem 1.8 Finde bei gegebener Matriz X = (z4,...,x,)" € R™P die lineare Abbil-
dung M = (m4, ..., mg) € RP*4 mit

trace(cov(XM)) — max
Im;ll3=1 Vji=1,...,d.

Dabei ist cov(X M) die Kovarianzmatrix von X M. Fiir einen d-dimensionalen Zufalls-
vektor z = (21,...,2¢9) sind die Eintriige der Kovarianzmatrix cov(z) definitionsgeméfl

die Kovarianzen der Komponenten von z, d.h.

d

cov(z) = (COV(Zi7Zj))i,j:1‘

Die Matrix XM € R™ lasst sich interpretieren als Menge von n Realisierungen eines d-
dimensionalen diskreten Zufallsvektors. In diesem Sinne ist die Schreibweise cov(X M) zu
verstehen. Die Spur trace(cov(X M)) der Kovarianzmatrix summiert dann die Varianzen
der d Merkmale der transformierten Daten X M auf.

Man kann zeigen, dass sich Problem [T.8| durch eine Spektralzerlegung 16sen lisst.

Satz 1.9 Die Lisung des Optimierungsproblems |1.8 ist durch die D x d-Matrix M,
deren Spalten myq, ..., mg die Figenvektoren zu den d gréfsten Figenwerten Ai,...,Aq
von cov(X) darstellen, gegeben.

Beweis. Allgemein gilt
cov(XM) = M7 cov(X)M

fir X € R™P und M € RP*¢ Die Hauptdiagonale von cov(XM) ist dann gegeben

durch
d

(ij cov(X)mj)jzl.

Damit ist Problem [1.§ d4quivalent zu

d
Zm]T cov(X)m; — max (1.1)
j=1

11



1 Dimensionsreduktion

mit der Nebenbedingung
T .
m;m; =1 Vj=1,...,d.
Dieses Problem ist unter Zuhilfenahme Lagrangescher Multiplikatoren Ay, ..., Ag dqui-
valent zum unrestringierten Optimierungsproblem
d

Z(mJT cov(X)m; + A;(1 —m]m;)) — max. (1.2)

j=1
Ableitung von beziiglich m; fiir festgelegtes j = 1,...,d ergibt
2cov(X)m; — 2\;m;.
Stationdre Punkte ergeben sich daher als Losungen des Eigenwertproblems
cov(X)m; = A\jm;

fir j =1...,d. Sind my, ..., mp Eigenvektoren zu den Eigenwerten \; > ... > Ap der
Matrix cov(X) € RP*P | so erhilt man wegen

m] cov(X)m; = \ym}m;

das globale Maximum des restringierten Problems (1.1)), wenn man die Spalten von
M € RP*% als Eigenvektoren zu den d gréften Eigenwerten von cov(X) wihlt. m

Bemerkung 1.10 Die Spalten mq,...,mp der Matriz M sind orthonormal. Die Or-
thogonalitdt ergibt sich, da m; Eigenvektoren der symmetrischen Matrixz cov(X) € RP*P
sind. Die Normalisierung ergibt sich durch die Nebenbedingung des restringierten Opti-

mierungsproblems 1.8,

Die PCA lisst sich noch auf andere Weise herleiten (siche [84], S.26 ff.). Diesen Zugang
wihlte Pearson [98] urspriinglich. Man betrachte eine Kodierungsabbildung cod und eine
Dekodierungsabbildung dec geméfl

cod : RP” = RY 2+ y=cod(z) = Mz,
dec: R* - R”, gy 2 = dec(y) = My

mit der Pseudo-Inversen MT = (MTM)=*M7T der nicht quadratischen Matrix M €
RDXd.

Bemerkung 1.11 1. Nach Konstruktion der Pseudo-Inversen gilt
MM = (M"M)™ (M"M) = I1xq,

wobei Iy € R die Einheitsmatriz bezeichnet. Andersherum ist jedoch im All-
gemeinen MM # Ipyp.

12
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2. Sind die Spalten von M normiert und paarweise orthogonal, so ist

Mt =M"T.
Wir formulieren nun folgendes Problem und zeigen die Aquivalenz zu Problem .

Problem 1.12 Gesucht ist die lineare Abbildung M € RP*® mit orthonormalen Spalten,
welche den tiber x € {xq,...,xN} mittleren quadratischen Fehler

Eeodec = E[||x — dec(cod(z))||3]

minimiert. Dabei bezeichnet E[] den Erwartungswert-Operator.

Satz 1.13 Ist der Erwartungsvektor E[X]| des Datensatzes X = (z1,...,x,)" der Null-
vektor, d.h.

1 n
E[X] = szi =0 € RP,
=1

so sind die Probleme[1.13 und[I.§ dquivalent.

Beweis. Es gilt
Ecodec :E[HSU - MMTLEH%]
=E[(x — MM"2)" (x — MM"2)]
=E[x’z — 22" MMz + 2" M MM M 7]
I
—Ldxd

=E[z"2] — Elz" MM"z].

Da E(zTz) konstant ist, ist die Minimierung von Eyq. folglich dquivalent mit der Ma-
xXimierung von

] — 1 — 1
Elz" MMz = - TayrpT e, = = XM,;(MTXT), ==t XMMTXT.
MM ) = 03 e MM i = 0 5 (XMy(MTXT); = tracel )

Fiir die Kovarianzmatrix eines d-dimensionalen Zufallsvektors z gilt allgemein
cov(z) = E[z2"] — E[2](E[2])",

wobei die Erwartungswerte E[z27] € R™ bzw. E[z] € R? in diesem Zusammenhang
komponentenweise zu verstehen sind. Wegen E[X| = 0 ist die Kovarianzmatrix cov(X)
folglich gegeben durch

1 1
cov(X) = — g vl = —XTX,
n n
i=1

13
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d.h.
1 1
cov(XM) = —(XM)"(XM)=-M"XTXM.
n n

Dann ist die Maximierung von
1 T T
— trace(XMM* X"),
n

und damit die Minimierung von E.,4.., offensichtlich gleichbedeutend mit dem Optimie-
rungsproblem [1.8] da trace(AB) = trace(BA) allgemein fiir Matrizen A € R™" und
B e R gilt. m

Statt der Spektralzerlegung von X7 X (d.h. von cov(X), wenn E[X] = 0) lisst sich fiir
die PCA alternativ die Singuldrwertzerlegung von X verwenden. Die Berechnung der
niedrigdimensionalen Darstellung Y = (y1,...,y,) € R gemiB der PCA ist dann im
folgenden Algorithmus zusammengefasst (siehe [84], S.31 f.).

Algorithmus 1.14 1. Sei 0.B.d.A. der Erwartungsvektor E[X]| = 23" 2, =0 €

T on

RP. Ansonsten subtrahiere E[X] von jeder Zeile x; von X.

2. Fiihre eine Singulirwertzerlequng X = WYXVT von X mit orthogonalen Matrizen
W e R™ und V€ RP*P und einer Diagonalmatriz ¥ € R™P, welche die
Singuldrwerte von X in absteigender Reihenfolge als Fintrdge besitzt, durch.

3. Restringiere die Matrix V' durch Streichung der n — d untersten Zeilen: VIpyg

4. Berechne'Y durch Transformation von X:Y = XV Ipyq.

Bemerkung 1.15 1. In Algorithmus[I.1]] nutzt man eine Singulirwertzerlegung von
X anstelle der von uns anfangs hergeleiteten Eigenwertzerlegung von cov(X), da
erstere numerisch robuster ist. Andererseits ist die Singuldrwertzerlegung insbeson-
dere fir eine grofle Matriz X numerisch aufwindiger (siehe [84], S.32). In diesem
Fall kann der Weg dber die Figenwertzerleqgung von cov(X) ginstiger sein. Ist die
Anzahl der Datenpunkte n kleiner als die Ausgangdimension D, so kann es ratsam
sein, die Eigenwerte und Eigenvektoren von X X1 statt derer von cov(X) = %XTX
zu berechnen. Hierzu sei auf die Ausfihrungen zur nédchsten beschriebenen Metho-
de, der Multidimensionalen Skalierung, verwiesen.

2. Man beachte, dass V' eine orthogonale Matrix ist. Die zugehdrige Transformation
stellt folglich eine Drehung der Koordinatenachsen dar.

3. Die Verteilung der Singuldrwerte gibt einen Anhaltspunkt fiir die Zieldimension d.
Liegen xy,...,x, perfekt in einem d-dimensionalen linearen Unterraum, so sind

14
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die d grofiten Singuldrwerte ungleich Null und die restlichen gleich Null. Auflerhalb
dieses perfekten Szenarios ist oft zumindest eine deutliche Liicke zwischen den d
grofiten Singuldrwerten und den restlichen sichtbar (vgl. [84)], S.30).

4. Die arithmetische Komplexitit der PCA wird durch die Singuldrwertzerlequng der
n x D-Matriz X dominiert und ist somit von der Grifienordnung O(D?). Der
Speicherplatzbedarf liegt in der Gréfenordnung O(D?) (siehe [91]).

5. Ein weiterer interessanter Aspekt bei der Dimensionsreduktion ist die Mdoglichkeit
einer sogenannten Out-of-sample-Erweiterung (siche [91)]). Ziel hierbei ist eine
Verallgemeinerung der Finbettung in Form einer nachtrdglichen Integration von
Punkten der hochdimensionalen Mannigfaltigkeit in die gefundene niedrigdimen-
stonale Darstellung. Fir die PCA stellt dies kein Problem dar, sofern die Daten-
punkte fehlerfrei in der Mannigfaltigkeit liegen. Man muss lediglich die bestimmte
Abbildung auf die zusditzlichen Datenpunkte anwenden. Dieses direkte Vorgehen ist
fiir die meisten anderen Dimensionsreduktionsmethoden nicht mdglich.

Der grofite Nachteil der PCA ist ihre Linearitédt. Die Methode ist nicht in der Lage, die
Struktur einer nicht linearen Mannigfaltigkeit vollstdndig zu erkennen. Fiir Datensétze
sehr hoher Dimension (etwa D > 50) ist jedoch eine bewéhrte Methode, die PCA als
Vorbehandlung zur sogenannten , harten“ Dimensionsreduktion einzusetzen, bevor man
eine der hier spéter vorgestellten nicht linearen Dimensionsreduktionsmethoden anwen-

det (siehe [84], S.52 f.).

Abbildung zeigt exemplarisch eine mittels PCA erhaltene niedrigdimensionale Dar-
stellung der Schweizer Rolle aus Abbildung [1.2, Es verbleiben Uberlagerungen, da die
PCA die Rollenstruktur nicht komplett ,entfalten* kann.

Bemerkung 1.16 Die PCA ist gewissermajfen verwandt mit der vornehmlich zur Blind-
Source-Separation eingesetzten Analyse unabhdngiger Komponenten (engl. Independant
Component Analysis, ICA) [1])]. Fir die hierbei extrahierten Komponenten wird jedoch
statistische Unabhdngigkeit statt Orthogonalitit angenommen. Die ICA ldsst sich dem-
nach auch als Weiterentwicklung bzw. Verallgemeinerung der PCA auffassen. Weiter-
hin besteht eine Nihe der PCA zur sogenannten Faktor-Analyse (engl. Factor Analysis

[123]).

Multidimensionale Skalierung (MDS)

Die Multidimensionale Skalierung (engl. Multidimensional Scaling, MDS) geht auf die
Arbeiten von Young und Householder [143] bzw. Torgerson [I33] zuriick. Die MDS ver-
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1 Dimensionsreduktion

Abbildung 1.2: Mittels der Toolbox [89] erstellte Variante einer Schweizer Rolle mit 5000
verrauschten Abtastpunkten.
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Abbildung 1.3: Mittels der Toolbox [89] erhaltene zweidimensionale Darstellung der
Schweizer Rolle geméfl PCA.
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sucht die paarweisen Abstédnde der gegebenen hochdimensionalen Punkte in der niedrig-
dimensionalen Einbettung beizubehalten. Man sucht eine Einbettung derart, dass

oY) = (lei —25llp — llyi — yslla)”

Z‘?j

minimal wird.

Bei der klassischen metrischen MDS wihlt man fiir beide Normen || - || und || - ||p den
euklidischen Abstand in R? bzw. R”. Fiir die Norm ||-|| p sind prinzipiell unterschiedliche
Wahlen denkbar. Hier sei z.B. auf die spéter vorgestellte Methode Isomap verwiesen.

Das Minimierungsproblem ldsst sich mittels Spektralzerlegung der Matrix der paarweisen
Absténde © = (||o; — x;{|p)};—, € R"*" lésen. Theoretische Grundlage dafiir ist der an
die nachfolgende Definition anschliefende Satz (siche [2§]).

Definition 1.17 1. Es sei H = I — 2117 € R™™ mit 1 = (1,...,1)T € R" die
sogenannte Zentrierungsmatriz.

2. Eine Matriz © € R™" heifst euklidische Distanzmatriz, falls Punkte 1, ..., x, €

RP derart existieren, dass ® = (||a; — zjll2)f =1 gilt.

Satz 1.18 Fine nicht negative, symmetrische Matriz ® € R™"™ mit Nullen auf der
Hauptdiagonalen ist eine euklidische Distanzmatriz genau dann, wenn B = —%H@H
positiv semi-definit ist. In diesem Fall ist B die Gramsche Matriz einer um thren Er-
wartungsvektor zentrierten Konfiguration von Punkten, innerhalb derer die gegenseitigen
Abstinde durch die Matriz ® gegeben sind.

Die Matrix B lasst sich folglich als die Gramsche Matrix unserer gesuchten Punktmenge

Y1, ...,y auffassen, d.h. B = YY”?. Un nun Y zu bestimmen, gehen wir wie im folgenden
Algorithmus beschrieben vor (siehe [2§]).

Algorithmus 1.19 1. Setze B := —%H@H.

2. Berechne die Spektralzerlequng B = UAUT der symmetrischen Matriz B mit einer
orthogonalen Matriz U und der Diagonalmatriz A, die die Figenwerte von B in
absteigender Reihenfolge als Eintrage enthdlt.

3. Definiere Ay mittels [A4];; = max{[A];;,0}.

4. Berechne UA}F/2 und bestimme Y durch Streichung der n — d untersten Zeilen:
Y = UN*Iea.
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Bemerkung 1.20 1. Die Griffenordnung der durch die Spektralzerlegung dominier-

ten arithmetischen Komplexitit des Algorithmus betrigt O(n?), die Grifienordnung
des Speicherplatzbedarfs O(n?) (siehe [91))).

. Schritt[3 des obigen Algorithmus ist nur fiir den Fall relevant, in dem die Einga-

bematrix ® etwa durch Rauschen bedingt keine euklidische Distanzmatrixz ist. In
diesem Fall ist © nach Satz[1.1§ nicht positiv semi-definit und wird mittels Schritt
[ auf den Kegel der positiv semi-definiten Matrizen projiziert (siehe [28]).

. In der Tat ist das Ergebnis der MDS fiir zentrierte Datensdtze mit dem Ergeb-

nis der zuvor vorgestellten Methode der PCA identisch. Die Eigenvektoren v; der
Matriz XTX und die Eigenvektoren u; der Gramschen Matrix X X7 erfiillen die

Beziehung

(siche [91]). Dabei haben XTX und X X1 dieselben Eigenwerte \;. Nun entspricht
die linke Seite von gerade dem Resultat der MDS (sieche Algorithmus
Schm’tt und die rechte Seite dem der PCA (siehe Algorithmus Schm’tt.
Wie die PCA ist die klassische metrische MDS eine lineare Dimensionsreduktions-
methode.

. Beziiglich einer Verallgemeinerung der gefundenen niedrigdimensionalen Darstel-

lung auf neue Testpunkte (Out-of-sample-Erweiterung) ist bei der MDS zu unter-
scheiden, wie die Datenpunkte gegeben sind. Liegen sie in Form von Koordinaten
vor, so ldasst sich wie bei der zur MDS dquivalenten PCA ohne Weiteres die be-
stimmte lineare Abbildung auf die zusdtzlichen Testpunkte anwenden. Sind uns
hingegen nur die paarweisen Abstinde oder paarweisen Skalarprodukte der Da-
tenpunkte gegeben, so ist ein auf der Nystrom-Formel [8] beruhendes Vorgehen
notwendig (siehe [84], S.78 f. und [16]).

In Abbildung findet man beispielhaft eine mit der MDS gefundene niedrigdimen-
sionale Darstellung der Schweizer Rolle aus Abbildung Das Ergebnis ist wie zuvor
theoretisch begriindet dquivalent mit dem Ergebnis der PCA (siehe Abbildung .

Bemerkung 1.21 1. Varianten der metrischen MDS minimieren ein modifiziertes

18

Fehlerfunktional der Form

1 ¢ 2
oY) =3 > wij (s — 24l — lly: — yslla)*,
ij=1
wobei w;; > 0 Gewichte sind, mittels derer gewisse Abstinde stirker beriicksichtigt
werden als andere. Die populdrste dieser Varianten ist die sogenannte Sammon-
Abbildung (engl. Sammon Mapping), welche in dieser Arbeit noch diskutiert wird

(vgl. [84)], S.80 f.).
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Abbildung 1.4: Mittels der Toolbox [89] erhaltene zweidimensionale Darstellung der
Schweizer Rolle geméfl MDS.

2. Fine weitere Verallgemeinerung, die sogenannte nicht metrische MDS, geht auf
Shepard [121] und Kruskal [77] zuriick. Hierbei sind keine Abstinde der Datenpunk-
te x1,...,x, gegeben, sondern nur Werte §(x;,x;), die die Ahnlichkeit des Paares
(zi,7;) messen. Dieses Ahnlichkeitsmaf wird mittels einer monotonen Transfor-
mation p mit p(0(z;,x;)) = ||z; — z;||p in Abstinde tbersetzt. Anschlieflend mini-
maert man ein Fehlerfunktional der Form

n 2
Zi,jzl Wij |p(5(xz7x])) - ||y2 - yJHdl

> e Wigllwi = x5llp

¢(Y) =

(siehe [84)], S.81).

Isometrische Merkmalsabbildung (Isomap)

Der euklidische Abstand zweier hochdimensionaler Punkte z;,z; € M C RP auf einer
d-dimensionalen Mannigfaltigkeit M kann unzureichend sein, um ihre Lage in Bezug
auf die Mannigfaltigkeit zu charakterisieren, da er entlang der Geraden zwischen z; und
xj im RP gemessen wird. Man kann stattdessen Abstéinde entlang der Mannigfaltig-
keit messen, die sogenannten geodatischen Distanzen. Die geodétische Distanz ist das
Minimum der Integrale der Norm der Jacobi-Matrix der Parametrisierung von M {iber
allen Pfaden in M, die x; und z; verbinden. Man beachte, dass die Mannigfaltigkeit,
die wir rekonstruieren wollen, bekannt sein miisste, um den exakten geodétischen Ab-
stand zweier Punkte zu berechnen. Doch selbst, wenn uns die Mannigfaltigkeit gegeben
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wére, verbleibt die Berechnung der geodétischen Distanz zweier Punkte aufwandig bzw.
unmoglich (vgl. [84], S.99 ff.).

Die isometrische Merkmalsabbildung (engl. Isometric Feature Mapping, kurz Isomap)
wurde von Tenenbaun et al. in [128] 129] eingefiihrt und stellt eine Variante der MDS
dar, bei der die Norm ||z; — z;||p durch eine Approximation der geodétischen Distanz
von z; und z; ersetzt wird. Isomap besteht aus zwei Schritten.

1. Schétze die geodétischen Distanzen der hochdimensionalen Punkte x; mittels so-
genannter Graph-Distanzen.

2. Fiihre eine MDS mit den bestimmten Graph-Distanzen durch. Man finde also nied-
rigdimensionale Punkte y; € R?, deren euklidische Abstéinde den Graph-Distanzen
der Punkte z; € R” moglichst gut entsprechen.

Da die Berechnung der Graph-Distanzen O(n?logn) Operationen benétigt (siehe [84],
S.107), ist die arithmetische Komplexitit von Isomap von der GroBe O(n?). Die Gro-
Benordnung des Speicherplatzbedarfs betrigt O(n?) (siehe [91]).

Zur Bestimmung der Graph-Distanzen als Approximation der geodétischen Distanzen
geht man wie folgt vor:

1. Erstelle einen gewichteten Graph G, dessen Ecken die Punkte x4, ..., z, représen-
tieren. Jeder Punkt x; erhélt Kanten zu seinen Nachbarpunkten, die geméfl Unter-
abschnitt [L.1.3 berechnet werden. Das Gewicht einer Kante zwischen benachbarten
Knoten z; und x; wird jeweils durch den euklidischen Abstand ||z; —x ;|| festgelegt.

2. Wende den Algorithmus von Dijkstra [45] auf den Graph G an, um den kiirzesten
Pfad zwischen zwei Punkten x; und z; zu finden. Die Lange d(4, j) dieses kiirzesten
Pfades, d.h. die Summe der Gewichte der Kanten entlang des Pfades im Graphen
G, ist die Graph-Distanz von z; und z;, d.h. die Schétzung fiir die geodétische
Distanz.

Zu beachten ist, dass Isomap trotz der Nutzung lokaler Nachbarschaften eine globale Di-
mensionsreduktionsmethode ist. Die Nachbarschaften werden nur zur Approximation der
geoditischen Distanzen bendtigt. Fiir die Berechnung der niedrigdimensionalen Darstel-
lung des Datensatzes werden dann die paarweisen Absténde aller Punkte beriicksichtigt.
Die Berechnung einer niedrigdimensionalen Darstellung mittels Isomap kann recht lang-
sam werden, wenn viele Datenpunkte vorhanden sind.

Isomap besitzt eine (asymptotische) Optimalitdtsgarantie, die absichert, dass unter ge-

wissen Bedingungen an die Mannigfaltigkeit die Parametrisierung der Mannigfaltigkeit
erkannt wird (siehe [28]). Grundlage dafiir ist, dass Bernstein et al. in [17] zeigen konnen,
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1.2 Dimensionsreduktionsmethoden

dass fiir eine isometrisch eingebettete, kompakte Mannigfaltigkeit in R” mit konvexem
Parameterraum, die geniigend gut abgetastet ist, die Graph-Distanzen dg asymptotisch
gegen die tatsichliche geodétische Distanz konvergieren. In der Praxis hingt es vom
vorliegenden Datensatz einerseits und von der Wahl des Parameters k bzw. ¢ fiir die
Nachbarschaftsdefinition andererseits ab, wie gut die Graph-Distanten die geodétischen
Distanzen approximieren (vgl. [84], S.102). Umgekehrt sei erwéhnt, dass das Manifold-
Learning mittels Isomap fehlschlagen kann, falls die Mannigfaltigkeit nicht konvex ist
(siehe [91]).

Als eine MDS unter Verwendung von Graph-Distanzen stellt Isomap eine relativ einfache
Technik dar. Im Gegensatz zur klassischen metrischen MDS handelt es sich bei Isomap je-
doch um eine nicht lineare Dimensionsreduktionsmethode. Es konnen also grundsétzlich
auch nicht lineare Mannigfaltigkeiten erkannt werden. Isomap verfiigt nicht {iber eine
eingebaute Moglichkeit einer Verallgemeinerung der niedrigdimensionalen Darstellung
auf zusitzliche Datenpunkte. Eine solche Out-of-sample-Erweiterung kann jedoch iiber
die Nystrom-Formel erhalten werden (siehe [84], S.108 und [16]).

Ein Nachteil von Isomap ist die topologische Instabilitdt. Bei der Konstruktion der
Graph-Distanzen konnen fehlerhafte Verbindungen, sogenannte ,, Kurzschliisse“ (engl.
short circuits), auftreten, insbesondere wenn der Datensatz Rauschen oder Ausreifler
(engl. outliers) enthélt oder die Mannigfaltigkeit nicht konvex ist. Eine fehlerhafte Ver-
bindung im Nachbarschaftsgraphen kann verheerende Auswirkungen auf die Giite der
Approximation der geodétischen Distanz haben. Im Falle einer Mannigfaltigkeit mit
Lochern kann man dem entgegenwirken, indem man die Mannigfaltigkeit unterteilt und
sie stiickweise behandelt (siehe [91]). Kritisch fiir die Approximation der geodétischen
Distanz ist weiter, wie dicht die Mannigfaltigkeit abgetastet ist (vgl. [84], S.103). Hier
wirkt auch der Fluch der Dimension (engl. curse of dimensionality). Die Anzahl der zu
hinreichender Charakterisierung der Mannigfaltigkeit benttigten Abstastpunkte wéchst
exponentiell mit der intrinsischen Dimension. Weiterhin ist Isomap eine globale Methode
des Manifold-Learning. Durch die Verwendung der MDS werden bevorzugt grofie paar-
weise Graph-Distanzen erhalten, wodurch lokale Strukturen nicht immer optimal erfasst
werden konnen (vgl. [91]).

Abbildung zeigt eine mittels Isomap erhaltene niedrigdimensionale Darstellung der
Schweizer Rolle aus Abbildung [I.2] Fiir die Nachbarschaftsdefinition wurden die k& = 12

néchsten Nachbarn betrachtet. Isomap legt die Struktur als Ebene nahezu perfekt offen.
Etwas storend sind dabei die kleineren Locher, welche die Darstellung aufweist.

Hauptkomponentenanalyse mit Kernen (KPCA)

Wie der Name suggeriert, stellt die Hauptkomponentenanalyse mit Kernen (engl. Ker-
nel PCA, KPCA) [I18] eine Verallgemeinerung der PCA dar. Sie beruht auf dem so-
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Abbildung 1.5: Mittels der Toolbox [89] erhaltene zweidimensionale Darstellung der
Schweizer Rolle geméafl Isomap.

genannten , Kern-Trick“ (engl. kernel trick) und benutzt die Spektralzerlegung einer
Kern-Matrix anstelle der Spektralzerlegung der Kovarianzmatrix bei der PCA. Genau-
er wird bei der KPCA eine PCA in einem hochdimensionalen Raum durchgefiihrt, der
durch eine gegebene Kern-Funktion x konstruiert wird (vgl. [91]).

Anders als den meisten iibrigen vorgestellten Methoden liegt der KPCA keine direkte
geometrische Motivation zugrunde. Ziel ist es, die Mannigfaltigkeit M zu linearisieren.
Dabei wird die Mannigfaltigkeit mittels einer Abbildung ¢ : M — R? in einen durch
einen Kern induzierten (hochdimensionalen) Merkmalsraum transformiert, in dem eine
(lineare) PCA besser durchfiihrbar ist. Dabei kann durchaus @) > D sein (siehe [84],
S.120). Hierdurch wird die KPCA zu einer nicht linearen Dimensionsreduktionsmethode.
Eine explizite Form der Abbildung ¢ ist im Allgemeinen nicht bekannt. Wir nehmen
jedoch an, dass die Skalarprodukte (¢(z;), ¢(x;)) durch

k(@i ;) = (d(x:), ¢(z;))
gegeben sind.

Dabei kann & eine beliebige Kern-Funktion  : R? x R” — R mit der Eigenschaft sein,
dass die Kern-Matrix K = (ki;);;—; mit

kij = Ii(l’,;, Ij)

positiv semi-definit ist. Der Wert k;; ist das innere Produkt von x; mit z; in dem durch die
Kern-Funktion « konstruierten hochdimensionalen Vektorraum. Ublich sind polynomiale
Kern-Funktionen

k(@i ;) = (@3, 25)",
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1.2 Dimensionsreduktionsmethoden

wobei p € N und (-, -) das Standardskalarprodukt in RP ist, oder ein GauB-Kern

T; — X5 2
k() = exp (——H 202]H2)

mit einem Parameter o > 0. W&hlt man eine lineare Kern-Funktion, d.h. eine poly-
nomiale Kern-Funktion mit p = 1, so ist die Kern-Matrix die Gramsche Matrix von
{z1,...,2,} und die KPCA ist identisch mit der (linearen) PCA (siehe [91]). Die Wahl
einer passenden Kern-Funktion mitsamt ihrer Parameter fiir den jeweiligen Datensatz
ist wesentlich fiir den Erfolg der KPCA (vgl. [84], S.124 f.).

Bei der KPCA wird die Matrix K zunéchst zentriert geméaf

]’%ij:__<lj__zkll__2k'jl+ Zklm>

I,m=1

und es werden die groBten d Eigenwerte A; und zugehorigen Eigenvektoren v; der zen-
trierten Matrix K = (ICZJ)Z’F1 errechnet. Die Eigenvektoren a; = (al(-J )) _, der Kovari-
anzmatrix der Daten im durch s konstruierten Merkmalsraum erhélt man dann durch
Normierung der Eigenvektoren v; als

1
0

Fiir die niedrigdimensionale Darstellung Y projiziert man schliefllich die Ausgangsdaten
auf die errechneten Eigenvektoren a; der Kovarianzmatrix im Merkmalsraum, d.h.

n T

_ (4)

= Eal k(xj, z;), . Ea r(xj, ;)
j=1

a; = X’Ui.

(siehe [91]).

Bemerkung 1.22 1. Die Grifie der Kern-Matriz hingt nicht von der Ausgangsdi-
mension D des Raumes, sondern von der Anzahl n der betrachteten Punkte x; ab.
Die arithmetische Komplezitit der KPCA liegt in der Grifenordnung O(n?), der
Speicherplatzbedarf ist von der Grife O(n?) (siehe [91]).

2. Es sei noch angemerkt, dass sich die bereits vorgestellte Methode Isomap sowie die
in dieser Arbeit noch folgenden Methoden der lokal linearen Einbettung (LLE) und
der Laplacesche Eigenabbildungen als eine KPCA mit einem speziellen Kern inter-
pretieren lassen (siehe [62]). Man nennt nicht lineare Algorithmen zum Manifold-
Learning dieser Art daher mitunter auch Kern-Methoden.

3. FEine Verallgemeinerung der durch eine KPCA gefundenen niedrigdimensionalen

Darstellung auf neue Punkte (Out-of-sample-Erweiterung) lasst sich durch Modi-
fikation des Vorgehens fir die MDS erhalten (siehe [84)], S.124).
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Abbildung 1.6: Mittels der Toolbox [89] erhaltene zweidimensionale Darstellung der
Schweizer Rolle geméfl KPCA.

Trotz des theoretisch vielversprechenden Ansatzes hat die KPCA nur in wenigen An-
wendungen zufriedenstellende Ergebnisse geliefert. Die Auswahl des passenden Kerns
erweist sich als aufwéindig und es fehlt die nétige geometrische Interpretation (siehe [91]
und [84], S.124 f.). Lee und Verleysen (siche [84], S.125) sehen die KPCA daher eher als
einen theoretischen Rahmen und empfehlen, diese Methode in der Praxis nicht direkt
zur Dimensionsreduktion zu verwenden.

Eine durch die KPCA erhaltene niedrigdimensionale Darstellung der Schweizer Rolle aus
Abbildungﬁndet man in Abbildung Die Darstellung weist starke Uberlagerungen
auf und kann daher kaum iiberzeugen. Als Kern-Funktion wurde der Gauf-Kern mit
Parameter 0 = 10 benutzt. Die Wahl des Parameters ¢ nimmt in diesem Beispiel sehr
groflen Einfluss auf die Form der Darstellung und ist daher kritisch.

Entfaltung mit maximaler Varianz (MVU)

Die Entfaltung mit maximaler Varianz (engl. Maximum Variance Unfolding, MVU)
[140] ist eine Dimensionsreduktionsmethode, die versucht, die Absténde zwischen be-
nachbarten Punkten z; bestmoglich zu erhalten, gleichzeitig jedoch auch die restlichen
paarweisen Absténde zu maximieren. Dadurch wird die Mannigfaltigkeit gewissermafien
sentfaltet“ (engl. unfolded), wobei die lokale Geometrie der Mannigfaltigkeit moglichst
gut erhalten bleiben soll (vgl. [28]).
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1.2 Dimensionsreduktionsmethoden

Zunéchst konstruiert man bei der MVU einen Nachbarschaftsgraphen G mit den Knoten
x1,...,T,, wobel jeder Knoten mit seinen Nachbarn verbunden wird. Fiir die MV U ist
nun folgendes Optimierungsproblem zu l6sen.

Problem 1.23 Finde vy, ..., y,, sodass

n
> llyi — y5ll3 — max,

1,j=1

lyi = willz = llzi — =53, falls (i, j) € G,

Z yi = 0.
=1

Dabei bedeutet (i, j) € G, dass zwischen den Knoten z; und z; eine Kante im Graphen
G existiert. Die zweite Nebenbedingung wird benétigt, um eine Invarianz der Losung
Y1, - .., Yn beziiglich Translation zu beseitigen (siehe [84], S.127).

Dieses Optimierungsproblem lésst sich in ein sogenanntes semi-definites Programm (eng]l.
Semi Definite Program, SDP) iibersetzen, weshalb die MVU auch unter dem Namen
semi-definite Einbettung (engl. Semi Definite Embedding, SDE) bekannt ist. Fiir Details
zu semi-definiten Programmen sei etwa auf [135] verwiesen. Mit der Matrix K = (k)7 -,
der inneren Produkte k;; = (y;,y;) der niedrigdimensionalen Darstellung Y ist

Ny — yill3 = Wi vi) + Wi y5) — 2, i) = Kis + kjj — 2ki;.

Damit gelten die Gleichheiten

1,5=1 i=1 3,5=1 1,5=1
lyi = yjlI* = ks + Ky — 2k

D k= () = vn > )

1,5=1 1,5=1 1=1 j=1

Als Folge ist das Problem ((1.23) dquivalent zu folgendem semi-definiten Programm.
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Problem 1.24 Finde K = (k;;)i;=; € R™™", sodass

trace K — max,
ki + ki — 2ki; = ||lai — 24112, falls (i, ) € G,

ij=1
K symmetrisch und positiv semi-definit.

Die MVU lernt also eine passende Kern-Matrix K, welche bei der zuvor diskutierten
KPCA explizit vorgegeben werden muss, aus den konkret vorliegenden Daten. Aus der
Losung K = Y7TY des semi-definiten Programms ldsst sich Y mittels Spektralzerlegung
analog zum Vorgehen bei der MDS bestimmen.

Bemerkung 1.25 1. Die MVU ist gemdfs des zu losenden Maximierungsproblems
gewissermafen eine Mischform aus lokaler und globaler Methode und verhdlt sich
sogar etwas mehr wie eine lokale Methode (siehe [28]). Wir ordnen die MV U hier
dennoch den globalen Methoden zu, da im letzten Schritt des Algorithmus die Spek-
tralzerlegung einer vollbesetzten Matrix erfolgt.

2. Wie bei Isomap kann das Ergebnis des Manifold-Learning unter fehlerhaften Ver-
bindungen, den ,Kurzschlissen®, im Nachbarschaftsgraphen leiden, vor allem wenn
im Datensatz Rauschen oder Ausreifler vorkommen. Die hierdurch entstehenden
fehlerhaften Nebenbedingungen behindern die semi-definite Programmierung (siehe

[97)).

3. Der griofite Nachteil der MVU ist jedoch, dass die Methode aufgrund des Auf-
wands der semi-definiten Programmierung langsam bzw. fiir grofie Datensdtze nicht
durchfihrbar ist (vgl. [84], S.131). Die arithmetische Komplexitit und der Spei-
cherplatzbedarf sind von der Ordnung O(k*n®) (siehe [91]), wobei der Parameter
k die Grofle der Nachbarschaften angibt. Fine effizientere Variante stellt die MV U
mit sogenannten Landmarken (engl. landmarks) [139] dar. Hierbei werden nicht
alle paarweisen Abstinde benutzt, sondern nur Abstinde zu festgelegten Landmar-
ken. Das Problem wird auf diese Weise approzimativ geldst.

4. Eine Verallgemeinerung der gefundenen niedrigdimensionalen Darstellung auf neue
Punkte (Out-of-sample-Erweiterung) ist im Gegensatz zu den meisten anderen
Spektralmethoden nicht iber die Nystrom-Formel mdéglich, da die von der MVU ge-
lernte Kern-Funktion im Allgemeinen nicht explizit bekannt ist (siehe [84)], S.130).
Hier sind andere approximative Ansdtze nétig (siehe [91]).

Abbildung zeigt eine mittels MVU berechnete niedrigdimensionale Darstellung der
Schweizer Rolle aus Abbildung [I.2] Es wurde der Nachbarschaftsparameter k& = 12
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1.2 Dimensionsreduktionsmethoden

Abbildung 1.7: Mittels der Toolbox [89] erhaltene zweidimensionale Darstellung der
Schweizer Rolle geméafd MV U.

gewihlt. Bis auf den Streifen am rechten Ende, in den offenbar iibermafig viele Punkte
abgebildet wurden, wird die intrinsische Struktur der Rolle hier gut ,entfaltet“. Es sei
darauf hingewiesen, dass die MVU aus numerischen Kostengriinden in der verwendeten
Matlab-Toolbox [89] als Erweiterung der Methode der lokal linearen Einbettung (LLE)
implementiert ist.

Diffusionsabbildungen (Diffusion Maps)

Die Diffusionsabbildungen (engl. Diffusion Maps) [32] [33], B0] basieren auf der Theorie
dynamischer Systeme. Diese Methode sucht eine isometrische Einbettung unter Beibe-
haltung bestimmter paarweiser Abstéinde, den sogenannten Diffusionsdistanzen (engl.
diffusion distances), der Punkte. Dieser Abstandsdefinition liegen die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten einer Markovschen Zufallshewegung (engl. random walk) durch die Da-
tenpunkte zugrunde (siehe [91]).

Wir widmen uns zunichst der Definition der Diffusionsdistanz. Man erstelle zunéchst
einen vollstdndigen Graph G, dessen Knoten die Punkte x4, ..., z, sind. Die Kantenge-
wichte w;; setzt man mittels eines Gau-Kerns mit Varianz o? als

vy = (= 21E)

fest. Durch Normalisierung definieren wir

W
g n :
! Zkzl Wik
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Dies lésst sich interpretieren als die Ubergangswahrscheinlichkeit vom Punkt z; zum
Punkt z; in einem Zeitschritt ¢ = 1 in einem dynamischen Prozess. Punkte z; und z;,
die bezogen auf ihren euklidischen Abstand nah beieinander liegen, besitzen eine hohe

Ubergangswahrscheinlichkeit pfj und weiter voneinander entfernte Punkte eine geringere
(siehe [91]).

Die zugehorige Matrix P = (pl(jl))z ;=1 lésst sich als Markov-Matrix auffassen. Die

Ubergangswahrscheinlichkeit p( ) von x; zu xj nach t Zeitschritten ist dann der Eintrag

an der Stelle (7, j) der Matrix P( ) ;= (PW). Die Anzahl der betrachteten Zeitschritte ¢
ist als Parameter im Vorhinein festzusetzen.

Setzt man noch 9 (z;)® : = s s, wobei m; 1= 30 pg) der Grad eines Knotens z; im

Graph G ist, so lasst sich die lefusmnsdlstanz D (x;, x;) zwischen z; und x; definieren
als

DOz = |3 P

Der Ausdruck 9(z;)® im Nenner sorgt dafiir, dass Teile des Datensatzes mit hoher
Dichte fir die Diffusionsdistanz stéarker gewichtet werden (siehe [91]). Die Diffusions-
distanz D®(x;, ;) ist demnach klein fiir Punkte x; und x; mit hoher Ubergangswahi-
scheinlichkeit. Die Diffusionsdistanz gilt als robuster gegeniiber Stérungen als etwa die
geoditische Distanz. Den bei der Approximation der geodétischen Distanz in Isomap
moglichen ,, Kurzschliissen“ wird entgegengewirkt, da die Diffusionsdistanz auf vielen
unterschiedlichen Pfaden zwischen x; und z; beruht (siehe [91]).

Es ldsst sich zeigen (siehe Satz|1.26]), dass die euklidische niedrigdimensionale Darstellung
Y, welche die Diffusionsdistanz nahezu erhalt, durch

Y=, mm)" = (N0, Mg ar),s

gegeben ist, wobei A5, ..., A, die d grofiten, nicht trivialen Eigenwerte der Matrix
P® und vy, ..., vgq die zugehorlgen Eigenvektoren sind (vgl. [91]). Bezeichnet vl(i) fiir
1=1,...,nund [ = 2,...,d+ 1 die i-te Komponente des Eigenvektors v;, so wihlt man
demnach '

(AQUQ s AU dZH)T. (1.4)

Gibt man eine Genauigkeit 6 > 0 vor und definiert
d:=d(5,t) := max{l € N : [\|" > 5| A"},

so erhdlt man eine Schéitzung fiir die intrinsische Dimension d des Datensatzes. Die
Isometrie im folgenden Satz m (vgl. [33]) rechtfertigt die Wahl der Einbettung gemé&s

)
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Abbildung 1.8: Mittels der Toolbox [89] erhaltene zweidimensionale Darstellung der
Schweizer Rolle geméf der Diffusionsabbildungen.

Satz 1.26 Mit der Zieldimension d = d(6,t) und y; wie in (1.4) gilt firi,j=1,...,n

ly: — yjllga = DV (2, ;)

bis auf relative Genauigkeit 5 > 0.

Bemerkung 1.27 1. Die Diffusionsabbildungen erfordern eine Spektralzerlegung der
Matriz P . Damit betrigt die Grofienordnung der arithmetischen Komplexitit der
Diffusionsabbildungen O(n?) und die des Speicherplatzbedarfs O(n?) (siehe [91))).

2. Der Fokus der Diffusionsabbildungen liegt wie bei allen globalen Methoden auf der
Erhaltung grofier Abstinde (hier in Form der Diffusionsdistanzen), wohingegen
lokale Strukturen eine untergeordnete Rolle spielen.

Eine exemplarische niedrigdimensionale Darstellung der Schweizer Rolle aus Abbildung
gemif der Diffusionsabbildungen findet man in Abbildung[1.8] Dabei wurden die Pa-
rameter t = 1 und o = 1 gewahlt. Die Darstellung erinnert in diesem Fall an die mittels
PCA (siehe Abbildung gefundene und enthélt noch Artefakte der Rollenstruktur.
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1.2.2 Lokale Spektralmethoden
Lokal lineare Einbettung (LLE)

Ziel der lokal linearen Einbettung (engl. Locally Linear Embedding, LLE) [114} 117] ist
eine Dimensionsreduktion unter Bewahrung der lokalen Geometrie, d.h. der Winkel und
Nachbarschaften, der gegebenen hochdimensionalen Punkte. Gesucht ist demnach eine
konforme, d.h. eine (lokal) winkeltreue, Abbildung der hochdimensionalen Punkte in den
niedrigdimensionalen Raum. Dabei geht man in zwei Schritten vor:

1. Approximiere jeden Punkt z; durch eine Linearkombination seiner Nachbarn mit
sogenannten Rekonstruktionsgewichten w;;, d.h.

n
T; = E Wi X5
j=1

mit w;; = 0, falls z; ¢ N(;), und der Normalisierung > 7, w;; = 1 fiir alle
i =1,...,n. Es handelt sich also um eine Affinkombination der Nachbarn, jedoch
im Allgemeinen nicht um eine Konvexkombination, da nicht notwendigerweise 0 <
wi; <1 fiir alle ¢,7 =1,...,n gilt.

2. Finde eine Einbettung, d.h. Punkte y1,...,y, € R? die die Rekonstruktionsge-
wichte w;; entsprechender Nachbarn optimal erhalten.

Dem Wunsch, jeden Datenpunkt im ersten Schritt durch seine k néchsten Nachbarn dar-
stellen zu konnen, liegt die Annahme zugrunde, dass die Mannigfaltigkeit lokal linear ist
(vgl. [84], S.152). Dies ist im Allgemeinen nur approximativ der Fall. Zur Konstruktion

der Matrix W = (wy;)7;—; der Rekonstruktionsgewichte ist daher das folgende restrin-

gierte Minimierungsproblem zu losen.
Problem 1.28 Finde W = (wy;)};=; € R"™", sodass
n n
e(W) =) [lzs = Y wya;|l; — min,
i=1 j=1

wy=1 Vi=1...,n,
j=1

wy; =0,  falls z; ¢ N(z;).

Man beachte, dass die erhaltenen Rekonstruktionsgewichte invariant unter Skalierung,
Translation und Rotation sind (siehe [91]). Wenn x;,, ..., z;, die Nachbarn von z; sind
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und w; = (wy;y, - . ., wy;,, ) der Vektor der zugehorigen Gewichte ist, ldsst sich das Fehler-

funktional € umschreiben zu
n

(W) = Z ei(w;)
mit

k
ei(w;) = [|z; — Zwiiﬂij”g
= szuj T xz] ||2

k k
= E § wujwzzl 7 xz y Ly — xil>
j=1 I=1 v,
=:g;1(%4)
k k
= E E wzzjwmg]l xz
j=1 Il=1

Dabei folgt die zweite Gleichheit wegen Zle w;;; = 1. Die Matrix &(x;) = (gjl)?,lﬂ =
((zi — 4, 05 — 951‘1))?,1:1 stellt eine Art lokale Gram-Matrix dar. Wenn &(z;) invertierbar

ist, lasst sich zeigen, dass ¢;(w;) unter der Nebenbedingung Z?Zl w;; = 1 genau ein

Minimum mit )
> h(:)

>t i (1)

hat, wobei &~ (x;) = (hum(2:))f =, die Inverse von &(z;) sei. Der Fall, dass &(z;) nicht
invertierbar ist, wird in der Numerik durch eine passende Regularisierung umgangen
(siehe [117]).

ny; T

Zur Bestimmung der Einbettung im zweiten Schritt der LLE betrachtet man die folgende
restringierte Optimierungsaufgabe.

Problem 1.29 Finde Y € R™?, sodass

n n
= llyi = Y wijy;ll5 — min,
- —
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Dabei bezeichne I € R¥? die Einheitsmatrix. Grund fiir die Einfithrung der Neben-
bedingungen ist die erwéhnte Invarianz der Rekonstruktionsgewichte unter Skalierung,
Translation und Rotation. Die erste Nebenbedingung beseitigt die Translationsinvarianz
der Konfiguration Y = (yi,...,y.)?, die zweite Nebenbedingung die Skalierungsinvari-

anz bis auf Vorzeichen. Weiterhin unterdriickt die zweite Nebenbedingung die triviale
Losung Y = 0 (vgl. [91]).

Man kann zeigen, dass die Losung des Problems im zweiten Schritt der LLE durch die
Eigenvektoren vy, ..., v411 zu den d kleinsten von Null verschiedenen Eigenwerten der
Matrix (I —W)T (I — W) gegeben ist. Fiir die gesuchte niedrigdimensionale Darstellung
Y = (y1,...,yn)" wihlen wir demnach

Y = (’UQ, c. ,Ud+1>.

Der kleinste Eigenwert von (I — W)T(I — W) ist Null mit zugehorigem Eigenvektor
vy = (1,...,1) € R? und wird somit fiir die niedrigdimensionale Darstellung der Daten
nicht verwendet (siehe [117]).

Bemerkung 1.30 1. Man beachte, dass hier im Gegensatz zu den globalen Spek-
tralmethoden die Spektralzerleqgung einer diinnbesetzten Matrix erfolgt. Ist p das
Verhdaltnis von Eintrdgen ungleich Null zur Gesamtzahl der Eintrige der Matriz
(I —W)T(I —W), so liegen die arithmetische Komplezitit und der Speicherplatz-
bedarf der LLE in der Grifienordnung O(pn?) (siehe [91]).

2. Da die LLE nur lokale Figenschaften der zu lernenden Mannigfaltigkeit nutzt, lei-
det sie weniger unter Problemen wie den ,,Kurzschliissen® bei Isomap. Im Gegenzug
werden globale Eigenschaften zum Teil unzureichend in der niedrigdimensionalen
Darstellung widergespiegelt (vgl. [91)]).

3. Kritisch ist die Feinabstimmung der freien Parameter. Die passende Wahl des
Nachbarschaftsparameters k sowie eines Regularisierungsparameters, welcher bei
der numerischen Bestimmung der Rekonstruktionsgewichte bendtigt wird, beein-
flusst die resultierende Einbettung mafgeblich (vgl. [84)], S.157).

4. Fine Verallgemeinerung einer mit der LLE bestimmten niedrigdimensionalen Dar-
stellung (Out-of-sample-Erweiterung) lisst sich auf verschiedene Wege erhalten
(siehe [84], S.156 f.). Der erste, in [117] beschriebene, Weg fihrt diber eine lokal
lineare Interpolation. Der zweite, ebenso in [117] vorgeschlagene, Weg lernt ein
kiinstliches neuronales Netz auf die niedrigdimensionale Darstellung gemdfs der
LLE ein. Auf diese Weise erhdlt man ein parametrisches Modell und kann neue
Punkte einbetten. Finen dritten Weg, der iiber die Nystrom-Formel und die Inter-
pretation der LLE als Kern-Methode fiihrt, findet man in [16].
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Abbildung 1.9: Mittels der Toolbox [89] erhaltene zweidimensionale Darstellung der
Schweizer Rolle geméfl LLE.

In Abbildung sieht man eine niedrigdimensionale Darstellung der Schweizer Rolle
aus Abbildung geméf der LLE. Fiir die Nachbarschaftsdefinition wurden die k = 12
néchsten Nachbarn betrachtet. Die LLE erkennt die intrinsische Geometrie der Schweizer
Rolle gut. Negativ ist, dass ein relativ grofler Teil der Datenpunkte auf einen relativ
schmalen Streifen am oberen Ende abgebildet wird.

Laplacesche Eigenabbildungen (Laplacian Eigenmaps)

Die Laplaceschen Eigenabbildungen (engl. Laplacian Eigenmaps) [12, [I3] nutzen aus,
dass die Eigenwerte und Eigenvektoren des Graph-Laplace-Operators (engl. graph La-
placian) Aufschluss {iber Eigenschaften des zugehorigen Graphen, d.h. hier iiber lokale
Informationen der Mannigfaltigkeit, geben (vgl. [84], S.159 und [28]).

Die Methode der Laplaceschen Eigenabbildungen beruht auf der Konstruktion eines
nicht gerichteten, gewichteten Nachbarschaftsgraphen G der Daten X = (x1,...,,)7,
in dem jeder Punkt x; mit seinen k néchsten Nachbarn verbunden ist. Fiir die Kanten-

gewichte w;; benutzt man etwa einen Gaufl-Kern, d.h.

i = 513

w;; = exp ( f) fir (i,7) € G

mit einem Parameter ¢ > 0. Dies lésst sich als Warmeleitungskern mit Temperaturpara-
meter t interpretieren (siche [84], S.160). Kanten von nah zusammenliegenden Punk-
ten erhalten demnach relativ grofie Gewichte (nahe 1), Kanten von weit auseinan-
derliegenden Punkten relativ kleine Gewichte (nahe 0). Durch die Gewichte ist ein
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Ahnlichkeitsma8 fiir die Datenpunkte gegeben. Als Grenzfall t = oo ist auch eine triviale
Gewichtsfunktion mit

W;; = 1 fiir (Z,]) e

denkbar. Man kann den Nachbarschaftsgraphen auch als vollstdndigen Graphen (d.h.,
alle Punkte sind untereinander mit Kanten verbunden), in dem die Kantengewichte
zwischen nicht benachbarten Punkten Null sind, definieren.

Um die niedrigdimensionale Darstellung Y = (y1,...,9,)" zu erhalten minimieren wir
nun das Funktional

OY) = Y llyi — yjll3ws. (1.5)

,j=1

Offenbar findet man triviale Losungen, indem man alle y; identisch wéhlt, z.B. Y = 0. Zur
Vermeidung dieser unerwiinschten Losungen fiigen wir spéter noch eine Nebenbedingung
hinzu. Die Gewichtung der Abstandsquadrate ||y; — y;||* in sorgt dafiir, dass zwei
Punkte y; und y; in der niedrigdimensionalen Darstellung moglichst nahe zusammen
liegen, wenn die entsprechenden Punkte z; und z; der gegeben hochdimensionalen Daten
nahe zusammen liegen. Diese Minimierung der lokalen Absténde soll die Nachbarschaften
und somit die Topologie der Mannigfaltigkeit erhalten (vgl. [84], S.160).

Die Losung des obigen Minimierungsproblem steht in engem Zusammenhang mit dem
Graph-Laplace-Operator. Der Graph-Laplace-Operator L ist mit W = (w;;)i;_;, m; =

2?21 w;; und M = diag(my, ..., m,) definiert als
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Damit gilt nun (vgl. [84], S.161), wenn yi(p) fir p=1,...,d die p-te Komponente von y;
bezeichnet,

n

OY) =Y llyi — ysl5wy

7,7=1
d n

= > W =y wy

d n n n n n
=S w0 w2yl
j=1 j=1 i=1

p=1 | i=1 ij=1
=my; =my;
d n n
SO SULLED S
p=1 i=1 ij=1
—_——
:(YTMY)I’I’ :(YTWY)pP
= 2trace(Y (M — W)Y)
= 2trace(YTLY).
Nun fiihrt man die Nebenbedingung Y7MY = I ein, um die erwihnten trivialen

Losungen zu unterdriicken. Die Laplaceschen Eigenabbildungen lésen dann folgendes
restringierte Optimierungsproblem (siche [91]).

Problem 1.31

trace(Y T LY') — min
YI'MY =1

Es lisst sich zeigen (siehe [12]), dass die Losung dieser restringierten Minimierungsauf-
gabe den d Eigenvektoren v; zu den d kleinsten von 0 verschiedenen Eigenwerten \; des
verallgemeinerten Eigenwertproblems

entspricht. Die Matrix L ist symmetrisch und positiv semi-definit. Die Eigenwerte sind
folglich reell und nicht negativ. Weiterhin verschwindet der kleinste Eigenwert A, mit
zugehorigem Eigenvektor v, = (1,...,1) € R" (siehe [12]).

Bemerkung 1.32 1. Wie bei der LLE liegen die arithmetische Komplexitit und
der Speicherplatzbedarf der Laplacesche Eigenabbildungen in der Griffenordnung
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O(pn?), wobei p das Verhdltnis von Eintrigen ungleich Null zur Gesamtzahl der
FEintrige der Matriz L ist (siehe [91)).

2. Interpretiert man den erstellten Graphen als diskrete Darstellung der Mannig-
faltigkeit, so entspricht der Graph-Laplace-Operator einer diskreten Version des
Laplace-Beltrami-Operators der Mannigfaltigkeit. Die errechneten Eigenvektoren
als Losungen von kann man dann als diskrete Approximationen der Eigen-
funktionen des Laplace-Beltrami-Operators auffassen (siehe [84)], S.162).

3. In [13] wird gezeigt, dass die Laplaceschen Eigenabbildungen unter gewissen Vor-
aussetzungen dquivalent mit der LLE sind. Weiterhin sind die Laplaceschen FEi-
genabbildungen mit den Diffusionsabbildungen verwandt, welche denselben Wir-
meleitungskern nutzen.

4. Fine Mdglichkeit, gemdfs der Laplaceschen Eigenabbildungen gefundene niedrig-
dimensionalen Darstellungen mit Hilfe der Nystrom-Formel auf neue Punkte zu
verallgemeinern (Out-of-sample-Erweiterung), wird in [16] erwdihnt.

In der Praxis zeigen die Laplaceschen Eigenabbildungen leider oft unzureichende Re-
sultate bei der Einbettung hochdimensionaler Daten. Zudem hat die Wahl der Parame-
ter und der Gewichtsfunktion dramatischen Einfluss auf die Form der Einbettung (vgl.
[84], S.163 f.). Die Laplaceschen Eigenabbildungen werden auch auerhalb der Dimen-
sionsreduktion als Clustering-Methode [13] oder zur Partitionierung von Graphen [122]
verwendet. Lee und Verleysen schlussfolgern (siche [84], S.164), dass die Laplaceschen
Eigenabbildungen besser fiir letztere Zwecke als zur Dimensionsreduktion geeignet sind.

In Abbildung ist eine niedrigdimensionale Darstellung der Schweizer Rolle aus Ab-
bildung geméf der Laplaceschen Eigenabbildungen dargestellt. Es wurde mit den

= 12 néchsten Nachbarn gearbeitet. Die ,Entfaltung® der Rolle kann nicht als gelun-
gen bewertet werden, da die Daten auf einen schmalen gekriimmten Streifen komprimiert
werden.

Auf der Hesse-Matrix basierende lokal lineare Einbettung (HLLE)

Eine Abwandlung der LLE stellt die von Donoho und Grimes vorgeschlagene auf der
Hesse-Matrix basierende lokal lineare Einbettung (engl. Hessian-based Locally Linear
Embedding, HLLE) [46] dar. Wie die Laplaceschen Eigenabbildungen beruht die HLLE
auf der Analyse eines Differentialoperators. Wihrend die Laplaceschen Eigenabbildun-
gen den Laplace-Beltrami-Operator betrachten, nutzt die HLLE die Hesse-Matrix (vgl.
[91]). Donoho und Grimes formulieren den theoretischen Rahmen der HLLE im konti-
nuierlichen Fall und betrachten glatte Riemannsche Mannigfaltigkeiten M.
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Abbildung 1.10: Mittels der Toolbox [89] erhaltene zweidimensionale Darstellung der
Schweizer Rolle geméfl der Laplaceschen Eigenabbildungen.

Fiir die niedrigdimensionale Einbettung wird eine Minimierung der Kriimmung der Man-
nigfaltigkeit unter der Annahme, dass der Parameterraum lokal isometrisch zur hochdi-
mensionalen Mannigfaltigkeit ist, angestrebt (siche [91]). Dies erreicht man mittels einer
Analyse des fiir Funktionen f : M — R definierten Operators

H(f) = /M V5 ()|,

der die quadrierte Frobenius-Norm der Hesse-Matrix Hy(m) tiber die Mannigfaltigkeit
M integriert. Dabei ist dm ein passendes Wahrscheinlichkeitsmafl mit positiver Dichte
im Inneren von M. Die Hesse-Matrix Hy(m) wird beziiglich orthogonaler Koordinaten
im lokalen Tangentialraum von m € M dargestellt, wobei f in einer Umgebung von m
zweimal stetig differenzierbar sei.

Donoho und Grimes beweisen, dass man den offenen, zusammenhéngenden Parame-
terraum © C R? einer Mannigfaltigkeit M = 1)(0©), wobei ¢ : © — RP eine lokal
isometrische Einbettung darstellt, bis auf Rotation und Translation durch eine passende
Basis des Nullraumes des Operators H bestimmen kann (siehe [46]). Diese theoretische
Optimalitédtsgarantie ist, da Konvexitéat der Mannigfaltigkeit hierfiir nicht notwendig ist,
gewissermaflen stirker als die von Isomap (siehe [28]).

Im diskreten Fall bestimmt man zunéchst die £ néchsten Nachbarn beziiglich euklidi-
scher Distanz jedes Datenpunktes x;, ¢ = 1,...,n, und errechnet eine Basis des lokalen
Tangentialraumes an z; mittels einer auf die Menge der k néchsten Nachbarn des Da-
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tenpunktes z; angewandten PCA (vgl. [91]). Die Matrix $ = (;m),,—; als diskrete
Version des Operators H ist dann durch

n

(Dim = > (H3)ju(Hi) jum

4,j=1

gegeben. Dabei sind H; Matrizen, welche sich als diskrete Approximationen der Hesse-
Matrizen an x; in Koordinaten des lokalen Tangentialraumes auffassen lassen. Durch die
Eigenvektoren zu den d + 1 kleinsten Eigenwerten von $) ist eine Approximation des
Nullraumes von ‘H gegeben. Die gesuchte niedrigdimensionale Darstellung der Mannig-
faltigkeit erhélt man als die Basisvektoren einer passenden Basis des Untervektorraumes,
der von den Eigenvektoren, die zu den d kleinsten von Null verschiedenen Eigenwerten
von $) gehoren, aufgespannt wird (siehe [46]).

Damit ergibt sich fiir die HLLE analog zur LLE und den Laplaceschen Eigenabbildungen
eine GroBenordnung der arithmetischen Komplexitit und des Speicherplatzbedarfs von
O(pn?), wobei p das Verhiiltnis von Eintriigen ungleich Null zur Gesamtzahl der Eintrige
der Matrix $) bezeichnet (siehe [91]).

Aufgrund der Ndhe der HLLE zur LLE und den Laplaceschen Eigenabbildungen, hat
die HLLE mit &hnlichen Schwéchen wie diese zwei Methoden zu kdmpfen (siehe [91]).
Donoho und Grimes geben in [46] auch zu bedenken, dass Approximationen zweiter
Ableitungen von Funktionen (innerhalb der Hesse-Matrix) in sehr hohen Dimensionen
schwierig und storanfillig sein kénnen.

Abbildung stellt eine durch die HLLE berechnete niedrigdimensionale Darstellung
der Schweizer Rolle aus Abbildung[I.2]dar. Als Nachbarn eines Punktes wurden die k =
12 néchsten Punkte angesehen. In diesem Beispiel ermittelt die HLLE die intrinsische
Struktur der Mannigfaltigkeit sehr gut.

Bemerkung 1.33 Ein anderer Ansatz einer lokalen Spektralmethode zur Dimensions-
reduktion, welche lokale Eigenschaften des hochdimensionalen Datensatzes wie die HLLE
mit Hilfe der lokalen Tangentialrdume erfasst (vgl. [91)]), ist die Anpassung lokaler Tan-
gentialraume (engl. Local Tangent Space Alignment, LTSA) [1]4)], auf die wir hier aber
nicht genauer eingehen mdachten.

1.2.3 Abstandserhaltende Nicht-Spektralmethoden

Im Folgenden werden Dimensionsreduktionsmethoden vorgestellt, welche auf eine Ab-
standserhaltung durch Minimierung gewisser Kostenfunktionale abzielen. Die entste-
henden Optimierungsprobleme sind im Allgemeinen nicht konvex und lassen sich im
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Abbildung 1.11: Mittels der Toolbox [89] erhaltene zweidimensionale Darstellung der
Schweizer Rolle geméfl HLLE.

Gegensatz zu den bisher vorgestellten Methoden nicht mittels der Spektralzerlegung
einer Matrix 16sen. Stattdessen werden spezielle Optimierungstechniken benétigt.

Sammon-Abbildung (Sammon Mapping)

Die Sammon-Abbildung (engl. Sammon mapping) wurde von Sammon [I16] vorgeschla-
gen und in der Folge weiterentwickelt, z.B. in [99]. Die Methode stellt eine Variante der
MDS dar. Ziel ist eine Erhaltung der (euklidischen) Distanzen in der zu bestimmenden
niedrigdimensionalen Darstellung. Statt des bei der MDS verwendeten Kostenfunktio-
nals minimiert man jedoch das Sammon-Kostenfunktional

n

1 (s — 2ill2 = llys — yill2)”
oY) = == J .
>ijet 1T — g2 ; |z — 2|2
it

Durch das Sammon-Kostenfunktional werden bevorzugt die paarweisen Abstinde der
hochdimensionalen Punkte zq,...,z, € R” in der niedrigdimensionalen Darstellung
Y1, ..., Yn € R? beibehalten, die urspriinglich klein sind. Durch diese Gewichtung soll die
lokale Geometrie besser erfasst werden als bei der MDS, die bevorzugt grofie Absténde
erhélt (siche [01]). Die Sammon-Abbildung kann daher auch nicht lineare Mannigfaltig-
keiten erkennen, sofern sie nicht zu stark verformt sind (siche [84], S.86). Die Distanzen
||z; — 2|2 im Nenner der Summe des Sammon-Kostenfunktionals kénnen jedoch auch
problematisch sein, falls unter ihnen sehr kleine Werte vorkommen (vgl. [91]).

39



1 Dimensionsreduktion

Das zu losende Minimierungsproblem ist nicht konvex. Es existiert keine Losung in
geschlossener Form. Zur Bestimmung einer Losung verwendet man eine Quasi-Newton-
Methode. Hierbei ist Vorsicht geboten, da der Algorithmus in einem lokalen Minimum
stoppen kann. Weiterhin kann die Konvergenz gegen das Minimum fiir bestimmte Da-
tensédtze langsam sein. Werden 7T Iterationen der Quasi-Newton-Methode durchgefiihrt,
so liegt die arithmetische Komplexitit der Sammon-Abbildung in der Groflenordnung
O(Tn?). Der Speicherplatzbedarf ist von der Griéle O(n?) (siehe [01]).

Fiir ein Beispiel einer niedrigdimensionalen Darstellung der Schweizer Rolle aus Abbil-
dung [1.2] gemif der Sammon-Abbildung sei auf Abbildung verwiesen. Hier gelingt
die ,Entfaltung® nur bedingt und die Rollenstruktur lisst sich aufgrund von Uberlage-
rungen noch erahnen.

Bemerkung 1.34 1. Die Sammon-Abbildung ist eine oft angewandte Methode, auch
weil einige Varianten, die die aus der Nichtkonvezitit des Kostenfunktionals und
der Verwendung der vollen Distanzmatrix resultierenden Nachteile reduzieren, ein-
gefihrt wurden (vgl. [84], S.86 f.), z.B. die Sammon-Abbildung in Verbindung
mit kiinstlichen neuronalen Netzen (engl. Sammon artificial neural networks, SA-
MANN) [I11)] oder die Triangulierungsansdtze in [99).

2. Weiterhin existieren auch unter dem Kirzel GNLM (engl. geodesic nonlinear map-
ping) bekannte Abwandlungen der Sammon-Abbildung, die wie Isomap Graph-
Distanzen als Approximationen der geodditischen Distanzen anstelle der euklidi-
schen Abstande ||x;—x,||2 nutzen (siehe etwa [100,(142]). Diese Varianten erzeugen
fiir starker gekrimmte Mannigfaltigkeiten bessere niedrigdimensionale Darstellun-
gen als die Sammon-Abbildung auf Grundlage euklidischer Distanzen (siehe [87)],
S.113 f.).

Kurvilinearkomponentenanalyse (CCA)

Die Kurvilinearkomponentenanalyse (engl. Curvilinear Component Analysis, CCA) wur-
de von Demartines und Hérault [42] [43] als eine Erweiterung der Selbstorganisierenden
Abbildungen (SOM) von Kohonen, die wir in Unterabschnitt noch thematisieren,
vorgeschlagen. Wie bei den SOM greift man bei der CCA auf Optimierungstechniken aus
dem Gebiet der kiinstlichen neuronalen Netzwerke zuriick und kombiniert Vektorquanti-
sierung (siche Unterabschnitt und Dimensionsreduktion. Die Vektorquantisierung
ist in den aktuellen Versionen der CCA jedoch nur noch optional. Vorgéngerversionen der
CCA enthielten eine Vektorquantisierung noch als festen Bestandteil und waren daher
auch unter dem Namen , Vektorquantisierung und Projektion® (engl. Vector Quantiza-
tion and Projection, VPQ) [41] bekannt. Die CCA ist eine abstandserhaltende, nicht li-
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Abbildung 1.12: Mittels der Toolbox [89] erhaltene zweidimensionale Darstellung der
Schweizer Rolle geméf der Sammon-Abbildung.

neare Dimensionsreduktionsmethode, welche Parallelen zur zuvor vorgestellten Sammon-

Abbildung zeigt (siche [84], S.88).

Die CCA minimiert das Fehlerfunktional
EY) = % > (e = z5llp — v = yilla)*Fa(llys — w5l p)
ij=1

mit einer positiven, monoton fallenden Funktion F), : R — R mit einem Parameter
A > 0. Dieses Fehlerfunktional weist groBe Ahnlichkeit zum bei der Sammon-Abbildung
verwendeten Funktional auf. Durch die Gewichtung mit F)(|ly; — y;||p) werden kur-
ze Abstande bevorzugt gegeniiber langeren erhalten, um einerseits die globale Form der
Mannigfaltigkeit zu ,entfalten und andererseits lokale Strukturen zu erhalten (vgl. [84],
S.89). Man beachte, dass die Gewichtung im Gegensatz zur Sammon-Abbildung jedoch
nicht von den a priori bekannten hochdimensionalen paarweisen Abstédnden abhéngt,
sondern von den zu bestimmenden niedrigdimensionalen, welche innerhalb eines iterati-

ven Algorithmus von Iteration zu Iteration verdnderlich sind (vgl. [84], S.89).

Die Minimierung von E(Y') erfolgt mittels eines Gradientenverfahrens. Da ein iibliches
Gradientenverfahren in diesem Fall zu langsam konvergiert, haben Demartines und
Hérault eine Modifikation entworfen, bei der das Fehlerfunktional in E(Y) = Y7 | EY(Y)
mit

n

1

E'(Y) =3 D s = z5llo = s = willa) Fallly: — yillo)

j=1
aufgeteilt wird und die einzelnen Summanden E'(Y),..., E"(Y') separat gemif Gradi-
entenverfahren iterativ optimiert werden (siche [84], S.90).
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Fiir ein festes ¢ lasst sich die Aktualisierungsvorschrift

Yi —Yj

YT (1.7)
lyi — y;lla

Yi Yy — Oéviji =y; — aB(i, j)

fir j € {1,...,n} \ {i} mit einer sogenannten Lernrate av > 0 ableiten (vgl. [84], S.90).
Dabei ist

B(i, 3) = [da(i, §) = dy (i, NI2EN(dy (4, 7)) = (de(i, ) — dy (i, 5)) FX(dy (7, )]
mit den Bezeichnungen d,(i,j) = ||z; — z;||p und dy(¢,5) = ||y; — y;llq. Fir die Ab-

standserhaltung ist wiinschenswert, dass y; und y; durch die Aktualisierung néher zu-
sammenriicken, wenn d, (4, j) — d, (¢, j) < 0 ist. Folglich sollte

2By 3,7)) > (du(i, 1) — dy(3, 7)) Fi(dy i,7)) (1.8)
gelten (siehe [84], S.90).

Ein Schritt des iterativen Algorithmus wird Epoche genannt. In jeder Epoche wird ein
Punkt y;, miti; € {1,...,n} fixiert und die restlichen Punkte y; fiir j € {1,...,n}\{i1}
werden geméf (|1.7)) aktualisiert. Dann wird ein Punkt y;, mit io € {1,...,n}\{i2} fixiert
und wiederum werden die restlichen Punkte y; fiir j € {1,...,n}\ {iz} aktualisiert. Dies
wird fortgefiihrt, bis jeder Punkt vy, ..., ¥y, genau einmal fixiert war. Danach geht man
mit reduzierten Werten fiir die Parameter o und A zur néchsten Epoche iiber, sofern

noch keine Konvergenz vorliegt.

Der Algorithmus der CCA ldsst sich nun wie folgt zusammenfassen (vgl. [84], S.93).

Algorithmus 1.35 1. Vektorquantisierung (optional)
2. Berechne alle paarweisen Abstinde ||x; — x;||p firi,j=1,...,n.
3. Initialisiere die d-dimensionalen Punkte yy,...,y, und Epochennummer q = 1.
4. Lege die Parameter o und X fiir die Epoche q fest.

5. Fiziere einen Punkty; und aktualisiere die ibrigen Punkte y; furj € {1,...,n}\{:}

gemdfs (L.7).
6. Wiederhole Schritt 5, bis alle y; genau einmal fixiert wurden.

7. Falls noch keine Konvergenz (im Sinne hinreichend kleiner Aktualisierungen der
Punkte) vorliegt, setze ¢ — q + 1 und gehe zu Schritt 4.

42



1.2 Dimensionsreduktionsmethoden

Bemerkung 1.36 1. Die Initialisierung der d-dimensionalen Punkte vy; in Schritt 3
erfolgt entweder zufdllig oder durch eine PCA.

2. Die Wahl der Funktion F)\ ist wesentlich. Eine naheliegende Wahl ist z.B.

F\(u) = exp (—%) .

Die Festleqgung von A, sodass (L.8)) erfillt ist, ist in diesem Fall jedoch schwierig
(siehe [84], S.91 f.). Alternativ kann man F\(u) = H(\ — u) mit der Heaviside-
Funktion H : R — {0, 1},

Hiu) = 0, fallsu <0
) falls w >0

verwenden. Bei diesem Ansatz werden nur Abstinde berticksichtigt, welche kleiner
als \ sind. Der Parameter X ldisst sich somit als Nachbarschaftsweite interpretieren

(siehe [84)], S.92).

3. Das stochastische Gradientenverfahren konvergiert allgemein schneller als das bei
der Sammon-Abbildung verwendete Quasi-Newton- Verfahren, kann jedoch ebenfalls
in einem lokalen Minimum stoppen (siehe [84], S.95). Die Ordnung der arithme-
tischen Komplezitit der CCA st durch O(m?d) und die des Speicherplatzbedarfs
durch O(m?) gegeben (siehe [8]], S.92), wobei m die Anzahl der aus der Vektor-
quantisierung resultierenden Prototypen (siehe Untembschmtt bezeichnet.

4. Fir Zwecke einer Out-of-sample-Erweiterung ist die CCA in [[3] mit einer gut
funktionierenden Interpolationsprozedur ausgestattet, deren Erfolg jedoch unter ei-

ner zu hohen Ausgangsdimensionen oder dem FEinfluss von Rauschen leiden kann
(siehe [84)], S.93).

Fiir ein Beispiel einer per CCA erstellten niedrigdimensionalen Darstellung einer Schwei-
zer Rolle sei etwa auf [84](S.94) verwiesen. Die CCA deckt hier die intrinsische Geometrie
der Rolle bei kaum vorhandenen Uberlagerungen auf. Einige Nachbarschaftsbeziehungen
von Datenpunkten werden jedoch félschlich abgebildet.

Bemerkung 1.37 1. In [67]] wird von Hérault et al. eine Erweiterung der CCA vor-
geschlagen, die insbesondere auch fiir verrauschte Datensdtze nitzlich ist (siehe
[84], S.95 ff.). Hierbei wird das Verfahren in zwei simultane Teile zerlegt, globale
SEntfaltung® der Mannigfaltigkeit einerseits und Projektion der gestorten Daten
auf die zugrundeliegende Mannigfaltigkeit andererseits. Dies sind gewissermafien
konkurrierende Ziele, da ersteres eine Verlingerung und letzteres eine Verkiirzung
paarweiser Abstande erfordert (siehe [84)], S.95).
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2. Venna und Kaski fihren in [137] eine Art Kombination aus der CCA und der
Sammon-Abbildung ein, indem sie die Funktion Fy : R* — R,

nutzen. Dabei ist p € [0,1] ein Parameter und H bezeichnet die zuvor definierte
Heaviside-Funktion.

3. Eine bedeutende Weiterentwicklung der CCA stellt die Kurvilineardistanzenanaly-
se (Curvilinear Distance(s) Analysis, CDA) [82,[83] dar. Im Wesentlichen verhdlt
sich die CDA zur CCA wie Isomap zur MDS. Fiir eine bessere Erfassung der Struk-
tur der betreffenden Mannigfaltigkeit werden sogenannte Graph-Distanzen anstel-
le euklidischer Distanzen fir die paarweisen Abstinde d,(i,j) im Fehlerfunktio-
nal betrachtet. Die Graph-Distanzen werden wie in Isomap als Approzimation der
geoditischen Distanzen mittels des Algorithmus von Digkstra [{J] berechnet. Ein
weitere Modifikation der CDA gegeniiber der CCA betrifft die Gewichtungsfunkti-
on F\. Der fiir die CCA 1ibliche Ansatz einer einheitlichen Nachbarschaftsbreite A
fiihrt zu unterschiedlich mdachtigen Nachbarschaften der Punkte vy;. Bei der CDA
gibt man statt der Nachbarschaftsbreite A eine Nachbarschaftsproportion p € [0, 1]
an, welche angibt, wieviel Prozent der n Datenpunkte in der Nachbarschaft eines
jeden Punktes y; enthalten sein sollen. Es handelt sich demnach gewissermafien um
eine k-Nachbarschaft mit k ~ |pn]. Fir jeden Datenpunkt y; wird nun eine Nach-
barschaftsbreite \; bestimmt, sodass die Kugel um y; mit Radius \; ungefihr |pn|
Punkte enthdlt. Diese modifizierte Funktion F\ macht die CDA robuster gegeniiber
Ausreiffern als die CCA (siehe [84], S.114 ff.).

Bemerkung 1.38 Die Kurvilinearkomponentenanalyse (engl. Curvilinear Component
Analysis, CCA) ist nicht zu verwechseln mit der grundverschiedenen Methode der kon-
formen Eigenabbildungen (engl. Conformal Eigenmaps) [120], welche zuweilen auch mit
L,CCA“ (fiir engl. Conformal Component Analysis) abgekiirzt wird. Die konformen Ei-
genabbildungen stellen eine Erweiterung der lokal linearen Einbettung (LLE) oder der
Laplaceschen Eigenabbildungen dar, wobei eine niedrigdimensionale Darstellung unter
bestmdaglicher Erhaltung der Winkel innerhalb der gegebenen hochdimensionalen Daten
angestrebt wird.

1.2.4 Topologie erhaltende Nicht-Spektralmethoden

Im folgenden Unterabschnitt werden zwei Methoden zur Dimensionsreduktion darge-
stellt, welche wie die Methoden des vorherigen Unterabschnittes nicht auf Spek-
traltechniken zuriickgreifen. Im Unterschied zu den abstandserhaltenden Methoden in
Unterabschnitt liegt der Fokus bei den folgenden Methoden auf der Erhaltung der
Topologie, d.h. der Erhaltung lokaler Strukturen wie Nachbarschaften von Datenpunk-
ten.
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Selbstorganisierende Abbildungen (SOM)

Einen gegeniiber den bisher betrachteten Methoden véllig anderen Ansatz zur Dimensi-
onsreduktion stellen die selbstorganisierenden Abbildungen (engl. Self-Organizing Maps,
SOM) dar. Diese gehen auf von der Malsburg [95] zuriick und wurden spéter durch die
Weiterentwicklung in Kohonens Arbeit [75] populédr. Sie sind daher auch unter dem
Namen Kohonens selbstorganisierende Abbildungen (engl. Kohonen’s Self-Organizing
Maps, KSOM) bekannt (vgl. [84], S.135).

Die SOM fiihren eine besondere Form der Vektorquantisierung (siehe Unterabschnitt
[1.1.2), bei der die Menge der Datenpunkte durch eine kleinere Menge von Représentanten,
den sogenannten Prototypen, ersetzt wird, durch und verkniipfen dies mit einer Dimen-
sionsreduktion. Bei den SOM wird ein d-dimensionales Gitter in Form von Punkten, den
Prototypen, welche iiber Kanten mit ihren Nachbarn verbunden sind, vordefiniert. Die-
se Verbindungen der Prototypen innerhalb des Gitters sind fest, sodass die Prototypen
im Unterschied zu iiblichen Vektorquantisierungen nur gemeinsam mit ihren Nachbarn
bewegt werden konnen. Ziel ist es nun, die D-dimensionale Darstellung der zu lernen-
den Mannigfaltigkeit mit dem Gitter wie mit einem elastischen Fischernetz abzudecken
(siehe [84], S.136 f.).

Die m Prototypen (m < n), d.h. die Punkte des Gitters, haben sowohl d-dimensionale
Darstellungen g, € R? als auch D-dimensionale Darstellungen ¢, € R” fir r =1,...,m.
Die Punkte g, werden als d-dimensionales Gitter im Vorhinein festgelegt. In der Regel
verteilt man die Punkte dquidistant. Weiterhin ist die Form der Nachbarschaften vorzu-
geben. Im Fall d = 2 wihlt man iiblicherweise quadratische (d.h. 8 Nachbarn) oder hexa-
gonale (d.h. 6 Nachbarn) Nachbarschaften. In hoheren Dimensionen sind Nachbarschaf-
ten in Form von Hyperwiirfeln gebrduchlich. Damit ergibt sich fiir die globale Form des
Gitters meist ein Rechteck oder Hexagon (fiir d = 2) bzw. allgemeiner ein Parallelepiped
(fiir d > 2) (siehe [84], S.138). Die Punkte ¢, sind zunéchst unbekannt und werden durch
die SOM bestimmt. Dies mag paradox erscheinen, da wir bei den bisher diskutierten Me-
thoden immer die niedrigdimensionalen Punkte zu bestimmen hatten (vgl. [84], S.137).
Die globale niedrigdimensionale Darstellung ist somit unabhéngig von der Mannigfaltig-
keit fixiert. Innerhalb dieser festen Form werden jedoch die Nachbarschaftsbeziehungen
der hochdimensionalen Datenpunkte erhalten. Dies ldsst sich schon nachvollziehen, wenn
man die Datenpunkte einer gewissen ,,Region® der zu lernenden Mannigfaltigkeit unter-
schiedlich féarbt oder mit gewissen Labels versieht (vgl. [84], S.140).

Nach der Berechnung der ¢, € R® fiir r = 1, ..., m wihlt man den niedrigdimensionalen
Punkt y; als den d-dimensionalen Gitterpunkt g,, dessen zugehoriger D-dimensionaler
Prototyp ¢, am néchsten an x; liegt, d.h.

Yi = Gr,
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wobei

r = argmin ||x; — c|2.
s=1,....m

Diese Berechnung der Punkte y; ist natiirlich recht grob, sodass relativ viele y; iden-
tisch sein werden (vgl. [84], S.139). In [57] werden daher stattdessen interpolatorische
Methoden fiir eine feinere Darstellung vorgeschlagen.

Die Bestimmung der Prototypen ¢, erfolgt nach einer passenden Initialisierung iterativ
in mehreren Schritten, sogenannten Epochen, wie im folgenden Algorithmus, der eine
Art Robbins-Munro-Prozedur [I13] darstellt, festgehalten ist.

Algorithmus 1.39 Fiir jede Epoche:
Fiir jeden Punkt z;, d.h. firi=1,...,n:

1. Bestimme den Index r des zu x; ndchsten Prototypen, d.h.
r = argmin ||x; — ¢l|o-
s=1,....m
2. Aktualisiere alle Prototypen, indem man c, durch
cs +avy(r, s)(x; — cs)

ersetzt. Dabei ist a € [0, 1] die sogenannte Lernrate und vy eine sogenannte Nach-
barschaftsfunktion.

Bemerkung 1.40 1. Es werden soviele Epochen durchlaufen, bis Konvergenz (im
Sinne hinreichend kleiner Aktualisierungen der Prototypen) eintritt.

2. Fiir die Nachbarschaftsfunktion vy wird z.B.

v (T 5) . 07 falls ng‘ _gSH > A
MUV, falls (lge— gell < A

gewdhlt. Daber wdhlt man den Parameter A\ wie auch die Lernrate o monoton
fallend von Epoche zu Epoche (vgl. [8])], S.138).

3. Man beachte, dass die Aktualisierungsvorschrift empirisch induziert ist. Fs ist im
Allgemeinen keine explizite Zielfunktion bekannt, welche die SOM optimieren (sie-
he [8])], S.159).

4. Fir die arithmetische Komplexitat der SOM ergibt sich eine Groflenordnung von
O(nmD) pro Epoche des Lernschemas (siehe [84], S.139), wobei m die Anzahl der
verwendeten Prototypen ist.
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Die SOM stellen einen relativ einfachen, robusten Algorithmus dar und gelten als Refe-
renzmethode fiir die 2D-Visualisierung von Daten (siche [84], S.141). Dass die Form der
niedrigdimensionalen Einbettung als das Gitter quasi vorgegeben wird, ist jedoch nicht
fiir jede Anwendung sinnvoll. Topologie erhaltende Methoden wie die LLE, die Laplace-
schen Eigenabbildungen (beide in Unterabschnitt vorgestellt) oder Isotop (folgt in
diesem Unterabschnitt), welche ein dateninduziertes Gitter (statt eines vorgegebenen)
nutzen, konnen hier im Vorteil sein (vgl. [84], S.187). Weiterhin kann problematisch sein,
dass sich viele Implementierungen der SOM auf den Fall d = 1 bzw. d = 2 beschrianken
(siehe [84], S.141).

Die durch Anwendung der SOM beispielhaft gelieferte niedrigdimensionale Darstellung
einer Schweizer Rolle findet man etwa in [84](S.140). Es sei nochmals darauf hingewiesen,
dass sich das Vorgehen der SOM stark von den anderen in dieser Arbeit diskutierten Me-
thoden unterscheidet. Nach Konstruktion entspricht die niedrigdimensionale Darstellung
unabhéngig von den vorliegenden hochdimensionalen Daten dem vordefinierten Gitter.
Die Aussagekraft der Darstellung liegt in der Platzierung der den Punkten zugeordneten
Labels (vgl. [84], S.140).

Bemerkung 1.41 1. FEs existieren zahlreiche Modifikationen der SOM, darunter z.B.
die wachsende Zellstruktur (engl. Growing Cell Structure, GCS) [51] und das wach-
sende Gitter (engl. Growing Grid, GG) [52] sowie die wachsenden SOM (engl. Gro-
wing SOM, GSOM) [11]. Bei diesen Varianten wichst die Anzahl der Prototypen
automatisch mit der Komplexitit des Problems (vgl. [84)], S.142).

2. Gewissermajlen stellt die von Bishop et al. entwickelte generative topographische
Abbildung (engl. Generative Topographic Mapping, GTM) [19, (20, [125], welche
auf dem Konzept Bayesschen Lernens und dem EM-Algorithmus (engl. expectation
mazximization algorithm) basiert, eine probabilistische Erweiterung der SOM dar

(vgl. [84), S.142 f.).

Isotop

Isotop - von Lee et al. in [81] vorgeschlagen - ist eine Methode, die dhnlich zu den SOM
ist, aber die Vektorquantisierung und Dimensionsreduktion trennt. Dadurch ergibt sich
bei der Form der niedrigdimensionalen Darstellung im Gegensatz zu den SOM, wo die
Darstellung im Vorhinein durch ein Gitter definiert wird, mehr Freiheit (vgl. [84], S.165).
Isotop besteht aus drei separaten Schritten:

1. Vektorquantisierung (optional)

2. Konstruktion eines Nachbarschaftsgraphen
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3. Berechnung der niedrigdimensionalen Darstellung .

Schritt [1}, die Vektorquantisierung, ist optional und muss nur durchgefiihrt werden, wenn
der Datensatz sehr grof3 ist.

In Schritt [2 wird der Datensatz in einen gewichteten Graphen iibersetzt, der die Topolo-
gie der zugrundeliegenden Mannigfaltigkeit erfassen soll. Die Knoten des Graphen sind
die gegebenen Datenpunkte x;. Zwei Knoten werden mit einer Kante verbunden, wenn
die zugehorigen Datenpunkte Nachbarn sind, und die Kante wird mit dem euklidischen
Abstand der betreffenden Punkte gewichtet. Wie bei der Methode Isomap berechnet
man nun fiir je zwei Punkte z; und z; mittels des Algorithmus von Dijkstra [45] die
Graph-Distanz dg (i, j), d.h. die Lénge des kiirzesten Pfades zwischen den entsprechen-
den Knoten im Graphen G, als Approximation der geodétischen Distanz zwischen x;
und z;.

Die Berechnung der niedrigdimensionalen Darstellung in Schritt |3| von Isotop entspricht
nun einer Riicktransformation der Informationen des Graphen in eine d-dimensionale
Punktkonfiguration (siehe [84], S.166). Dabei ersetzt man die Knoten des Graphen bzw.
die D-dimensionalen Datenpunkte z; durch d-dimensionale Punkte y;. Alle Punkte y;
werden zunéchst als Nullvektor initialisiert und in der Folge durch eine dhnliche Lern-
prozedur wie bei den SOM iterativ aktualisiert. Dazu definiert man d-dimensionale Nor-
malverteilungen N (y;, ) mit Zentrum in y; und der Einheitsmatrix I € R™“ als Kova-
rianzmatrix. Man verwendet nun den folgenden Algorithmus (vgl. [84], S.167), wobei m
die Anzahl der Prototypen bei angewandter Vektorquantisierung sei.

Algorithmus 1.42 Fir jeden Punkt y;, i =1,...,m:
1. Ziehe zufillig einen Punkt z aus der Normalverteilung N (y;, I).

2. Bestimme den Index jo des zu z néichsten Punktes y;,:
Jo = argmin Iz = will2-
=1,....m
3. Aktualisiere alle Punkte y;, 1 € {1,...,m}\ {jo} durch

yr + ava(l, jo)(z — 1)

mit einer Lernrate 0 < o < 1 und einer Nachbarschaftsfunktion vy mit Nachbar-
schaftsweite A > 0.

Bemerkung 1.43 1. Wie bei den SOM und der CCA nennt man einen Durchlauf
des Aktualisierungsalgorithmus Epoche. Man durchlduft so viele Epochen, bis Kon-
vergenz (im Sinne hinreichend kleiner Aktualisierungen der Punkte y;) eintritt.
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2. Fiir die Nachbarschaftsfunktion vy wdhit man etwa
. 1 dg(i,5)
(7, j) = exp (—§W

mit

. 1 |
Deld) = o € O {h:(%):eG}dG(ha])-

Dabei bedeutet (h,j) € G, dass die Knoten mit Index h und j im Nachbarschafts-
graphen G durch eine Kante verbunden sind. Der Term im Argument der Nach-
barschaftsfunktion ist somit eine Art relative Distanz der Knoten mit Index i und
7, welche verhindert, dass in dichter abgetasteten Teilen der zugrundeliegenden
Mannigfaltigkeit kleinere Abstinde gemessen werden (siehe [8])], S.167).

3. Sinn des Aktualisierungsschrittes mittels der Nachbarschaftsfunktion vy ist es, die
Topologie der Mannigfaltigkeit in Form der paarweisen Nachbarschaften in der
niedrigdimensionalen Darstellung zu erhalten (vgl. [84)], S.168).

4. Wie bei den SOM wurde die Aktualisierungsvorschrift empirisch bedingt aufgestellt
und eine konkrete Zielfunktion, welche Isotop optimiert, ist bisher unbekannt (siehe

89, S.171).

5. Ist m die Anzahl der betrachteten Prototypen, so erfordert die Berechnung der
Graph-Distanzen O(m?logm) Operationen. Die arithmetische Komplexitit der
Lernphase ist von der Ordnung O(m?) pro Epoche (siehe [8])], S.168).

Fiir ein Beispiel einer niedrigdimensionalen Darstellung einer Schweizer Rolle sei auf
[84](S.170) verwiesen. Auch wenn die Darstellung kleinere , Wellen* aufweist, erkennt
Isotop in diesem Fall sehr gut die zugrundeliegende Struktur.

Bemerkung 1.44 Die Dimensionsreduktionsmethode der stochastischen Nachbarschaft-
seinbettung (engl. Stochastic Neighbor Embedding, SNE) [70] kann als eine probabilis-
tische Variante von Isotop verstanden werden (siehe [8]|], S.171). Die SNE setzt im
hoch- und im niedrigdimensionalen Raum Gauf-Verteilungen fir die (bedingte) Wahr-
scheinlichkeit, dass Punkte Nachbarn sind, an und ermittelt die niedrigdimensionale
Darstellung derart, dass die beiden Wahrscheinlichkeitsverteilungen bestmdglich zuein-
anderpassen. Hierzu minimiert man ein Kostenfunktional, welches aus einer Summe von
Kullback-Leibler- Divergenzen besteht, mittels eines Gradientenverfahrens. Eine Weiter-
entwicklung der SNE wurde in Form der stochastischen Nachbarschaftseinbettung mait
Student-t- Verteilung (engl. t-Distributed Stochastic Neighbor Embedding, t-SNE) [90]
vorgeschlagen. Gegeniiber der urspriinglichen SNE werden bei der t-SNE symmetrisier-
te Wahrscheinlichkeiten sowie im niedrigdimensionalen Raum eine Student-t-Verteilung
mit einem Freiheitsgrad statt der Gauf3-Verteilung benutzt.

49



1 Dimensionsreduktion

1.2.5 Sonstige Methoden

In diesem Unterabschnitt betrachten wir noch zwei Dimensionsreduktionsmethoden, wel-
che sich nicht in die Gliederung der restlichen Methoden einfiigen lassen. Die Methode
der lokal linearen Koordination (LLC) weist einen Hybridcharakter auf und verbindet
lokale und globale Dimensionsreduktion. Die Methode der mehrschichtigen Autoencoder
ist der Welt der kiinstlichen neuronalen Netze zuzuordnen, nutzt jedoch keine direkte
geometrische Motivation wie die CCA, die SOM oder Isotop.

Lokal lineare Koordination (LLC)

Die lokal lineare Koordination (engl. Locally Linear Coordination, LLC) [127] ordnet
unterschiedliche lokal lineare Modelle global zu einer niedrigdimensionalen Darstellung
der gegeben Daten an (vgl. [91]).

Zunéchst bestimmt die LLC eine Mischung von m lokal linearen Modellen geméf einer
Faktor-Analyse [123] (engl. mixture of factor analyzers) mittels des EM-Algorithmus
(engl. expectation maximization algorithm). Anstelle der Faktor-Analyse lassen sich
auch eine probabilistische PCA (engl. mixture of probabilistic PCA) (siehe [I31]) oder
fiir mehr Robustheit gegeniiber Ausreilern Student-t-verteilte Unterraum-Modelle (engl.
mixture of t-distributed subspaces) (siche [I112]) verwenden. Grundsitzlich ist jede Mi-
schung von lokalen Dimensionsreduktionsmethoden denkbar (siehe [127]).

Man erhélt zu jedem Datenpunkt z; und jedem j € {1,...,m} Darstellungen z;; und
zugehorige Gewichte (engl. responsibilities) 7;; mit r;; > 0 und z;nzl rij = 1, welche
quantifizieren, inwieweit das m-te Modell x; darstellt. Man setze

Uij = Tij=ij

und speichere diese gewichteten Darstellungen wu;; in einer n x mD-Blockmatrix U.

In einem zweiten Schritt werden die lokalen Modelle nun mittels der konvexen Kosten-
funktion der LLE koordiniert. Man bestimmt wie bei der LLE fiir jeden Datenpunkt x;
Rekonstruktionsgewichte, die eine optimale Affinkombination beziiglich seiner Nachbarn
bilden, und speichert diese in der Matrix W. Anschliefend setzt man

A=U"T-wW)H(1-wW)U,
B lutu
n

Mittels der zu den d kleinsten von Null verschiedenen Eigenwerten zugehorigen Eigen-
vektoren des verallgemeinerten Eigenwertproblems

Av = A\Bv
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1.2 Dimensionsreduktionsmethoden

definiert man eine Abbildungsmatrix L = (vy,...,v4). Die lineare Abbildung L wird
schliefllich auf die Matrix U der gewichteten (lokalen) Darstellungen angewendet, um
die (globale) niedrigdimensionale Darstellung der Daten zu erhalten, d.h.

Y =UL.

Bemerkung 1.45 1. Man beachte, dass die Abbildung der gewichteten lokalen Dar-
stellungen u;; auf y; somit linear, die Abbildung der hochdimensionalen Daten-
punkte x; auf y; durch die Kombination vieler lokaler Modelle jedoch nicht linear

ist (vgl. [127]).

2. Obwohl die LLC in ihrem zweiten Schritt ein konvexes Problem mittels Spektral-
technik lost, ist sie aufgrund ihres ersten Schrittes als nicht konvere Methode zu
klassifizieren. Der im ersten Schritt durchgefiihrte EM-Algorithmus zur Berech-
nung der lokalen Modelle erweist sich als kritischste Stelle der LLC, da er in einem
lokalen Mazimum stoppen kann (siehe [91)]).

3. Die totale arithmetische Komplexitit der LLC ergibt sich zu einer Grifle von
O(Tmd?) und der Speicherplatzbedarf zu einer Grifie von O(nmd) (siche [91]).
Dabei ist m die Anzahl der betrachteten lokalen Modelle und T die Anzahl der
Iterationen des EM-Algorithmus.

4. Da die LLC eine konkrete Abbildungsvorschrift der hoch- auf die niedrigdimen-
sionalen Datenpunkte bestimmt, ist eine Verallgemeinerung der niedrigdimensio-

nalen Darstellung auf zusdtzliche Punkte (Out-of-sample-Erweiterung) problemlos
maglich (vgl. [91)]).

In Abbildung [1.3] findet sich eine gemif LLC berechnete niedrigdimensionalen Darstel-
lung der Schweizer Rolle aus Abbildung [1.2] Die Darstellung wei in diesem Beispiel
iiberhaupt nicht zu iiberzeugen. Es wurden m = 20 lokale Modelle betrachtet und im
LLE-Schritt wurde der Nachbarschaftsparameter k = 12 gewéhlt.

Bemerkung 1.46 Eine der LLC sehr dhnliche Dimensionsreduktionsmethode stellt die
Mannigfaltigkeitskartierung (engl. Manifold Charting) [22] dar. Wie bei der LLC' erfolgt
bei der Mannigfaltigkeitskartierung eine globale Koordination lokaler Modelle, welche aus
einer Faktor-Analyse oder einer probabilistischen PCA resultieren. Die Bestimmung der
linearen Abbildung von den gewichteten lokalen Darstellungen auf die globalen Koor-
dinaten erfolgt jedoch durch Minimierung eines anderen Kostenfunktionals, wobei die
optimale Liosung wieder durch Spektraltechniken gefunden werden kann (siehe [91)]).
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Abbildung 1.13: Mittels der Toolbox [89] erhaltene zweidimensionale Darstellung der
Schweizer Rolle geméfd LLC.

Mehrschichtige Autoencoder (Multilayer Autoencoders)

Die Methode der mehrschichtigen Autoencoder (engl. Multilayer Autoencoder) [44, [71]
entstammt dem Gebiet kiinstlicher neuronaler Netze (engl. artificial neural networks)
und lésst sich fiir eine Form nicht geometrisch motivierter Dimensionsreduktion nutzen.

Wir gehen von einem kiinstlichen neuronalen Netz mit einer Eingabeschicht (engl. in-
put layer) und einer Ausgabeschicht (engl. output layer) mit jeweils D Knoten, den
kiinstliche Neuronen, aus. Zwischen Eingabe- und Ausgabeschicht befindet sich eine un-
gerade Anzahl von verdeckten Schichten (engl. hidden layers). Die mittlere verdeckte
Schicht hat d Knoten (siehe [91]).

Die Knoten einer Schicht sind iiber gewichtete Kanten mit den Knoten der folgenden
Schicht verbunden. Wir gehen von vorwérts gespeisten neuronalen Netzen (engl. feed-
forward neural networks) aus, d.h., dass Kanten nur vorwérts gerichtet sind. Der einem
Knoten zugewiesene Wert ergibt sich im Wesentlichen durch Anwendung einer Akti-
vierungsfunktion auf die gewichtete Summe der Werte der Knoten in der vorherigen
Schicht. Fiir die Aktivierungsfunktionen wéhlt man mit Ausnahme der mittleren ver-
deckten Schicht, wo man lineare Aktivierungsfunktionen verwendet, iiblicherweise Sig-
moidfunktionen, um nicht lineare Zusammenhénge erfassen zu konnen (vgl. [91]). Eine
Sigmoidfunktion ist dabei eine reellwertige, beschrankte und differenzierbare Funktion
mit {iberall positiver (oder iiberall negativer) erster Ableitung (siehe etwa [64]), z.B.
die sogenannte logistische Funktion ¢ : R — R, ¢(t) = # Ein neuronales Netz
dieser Form wird auch mehrschichtiges Perzeptron (engl. multilayer perceptron, MLP)
genannt. Fiir eine genauere Beschreibung kiinstlicher neuronaler Netze sei etwa auf [18]
verwiesen.
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Das Voranschreiten im neuronalen Netz von der Eingabeschicht bis zur mittleren ver-
deckten Schicht entspricht einer ,Kodierung® der Eingabedaten (Encoder), das Voran-
schreiten von der mittleren verdeckten Schicht zur Ausgabeschicht einer Rekonstruktion
der Eingabedaten aus der gefundenen ,,Kodierung®“ (Decoder) (vgl. [T1]). Man setzt fiir
die Knoten der Eingabeschicht die gegebenen hochdimensionalen Datenpunkte x; an und
trainiert das neuronale Netz so, dass der mittlere quadratische Fehler zwischen Eingabe
und Ausgabe moglichst gering wird. Die Werte der d Knoten der mittleren verdeckten

Schicht lassen sich dann als die gesuchten niedrigdimensionalen Datenpunkte y; auffassen
(siehe [91]).

Das Training eines neuronalen Netzwerkes erfolgt iiblicherweise iiber Riickpropagierung
(engl. backpropagation). Diese Ansétze konvergieren jedoch nur langsam und sind anfillig
dafiir, in lokalen Minima zu stoppen (siehe [91]). In [69] wird stattdessen ein dreisch-
rittiger Lernprozess vorgeschlagen. Zunéchst werden die Encoder-Schichten nacheinan-
der durch das Trainieren sogenannter eingeschrankter Boltzmann-Maschinen (engl. Re-
stricted Boltzmann Machine, RBM) mittels einer in [68] beschriebenen Lernprozedur
eingelernt. Zweitens erhélt man durch Invertierung der Encoder-Schichten die Decoder-
Schichten. Im dritten Schritt erfolgt eine Feinabstimmung der Gewichte durch einen
Riickpropagierungsansatz (vgl. [01]).

Bemerkung 1.47 1. Die Gréfienordnung der arithmetischen Komplexitit der ge-
samten Methode betrigt O(Tnw), wobei T die Anzahl der Iterationen des Optimie-
rungsalgorithmus und w die Anzahl der Gewichte darstellt. Der Speicherplatzdarf
liegt in der Ordnung O(w) (siehe [91)]).

2. Man beachte, dass bei der Methode der mehrschichtigen Autoencoder ein parame-
trischer Zusammenhang zwischen hoch- und niedrigdimensionalen Datenpunkten
konstruiert wird. Dadurch erhdlt man ohne weiteren Aufwand eine Verallgemeine-
rung der niedrigdimensionalen Darstellung auf zusdtzliche Datenpunkte (Out-of-
sample-Erweiterung) (siehe [91]).

Vorteilhaft ist die tiefgehende Struktur neuronaler Netze. Die Methode der mehrschich-
tigen Autoencoder konstruiert die niedrigdimensionalen Darstellungen y; aus den gege-
benen hochdimensionalen Punkten z; iiber mehrere Zwischenschritte, die Schichten des
neuronalen Netzes, und beriicksichtigt somit mehrfach nicht lineare Zusammenhénge.
Die zuvor vorgestellten Spektralmethoden sind dagegen gewissermafien einschichtige Me-
thoden, da sie nur einen einfachen nicht linearen Zusammenhang zwischen den hoch- und
niedrigdimensionalen Punkten betrachten (vgl. [91]).

Die Methode der mehrschichtigen Autoencoder ist nicht praktikabel fiir Datensétze zu

hoher Dimension, da man in diesem Fall eine zu hohe Anzahl von Gewichten benotigt.
Eine Vorbehandlung der Daten mittels einer PCA, um die Dimension des Datensatzes
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) I I I I I I I I I ]
-2.8 -26 -2.4 -22 -2 -1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8

Abbildung 1.14: Mittels der Toolbox [89] erhaltene zweidimensionale Darstellung der
Schweizer Rolle geméfl mehrschichtiger Autoencoder.

vorab zu verringern, konnte hier als Gegenmittel dienen (vgl. [91]). Man beachte auch,
dass eine ausreichende Menge von Datenpunkten erforderlich ist, damit das Training des
neuronalen Netzwerkes zufriedenstellende Ergebnisse liefert (siehe [91]).

Abbildung illustriert eine enttduschende Leistung mehrschichtiger Autoencoder bei
der niedrigdimensionalen Darstellung der Schweizer Rolle aus Abbildung [I.2] Die Da-
ten kollabieren in diesem Beispiel auf eine Gerade. Es geht somit eine Dimension des
Datensatzes verloren. Es sei jedoch auf iiberzeugende Ergebnisse der mehrschichtigen
Autoencoder fiir einige natiirliche Datenséitze hingewiesen (siche [91]).

1.2.6 Fazit

Wir schlieflen dieses Kapitel mit einem Fazit, welches globale und lokale Spektralmetho-
den bzw. Spektral- und Nicht-Spektralmethoden gegeniiberstellt. Wir orientieren uns
dabei insbesondere an den Ausfithrungen in [91] und [84](S.238 ff.).

Globale gegen lokale Spektralmethoden

Aufgrund ihrer Konstruktion erhalten lokale Spektralmethoden im Gegensatz zu den
globalen Spektralmethoden lokale Eigenschaften einer Mannigfaltigkeit besser. Nach-
barschaften aus den hochdimensionalen Daten werden in die niedrigdimensionale Dar-
stellung iibernommen. Dieser Vorteil zeigt sich insbesondere bei stark gekriimmten Man-
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1.2 Dimensionsreduktionsmethoden

nigfaltigkeiten (vgl. [28]). Die Trenunng zwischen ,global“ und ,lokal“ entspricht hier
auch einer Abgrenzung von abstandserhaltenden und Topologie erhaltenden Spektral-
methoden des Manifold-Learning.

Weiterhin ist zu beachten, dass bei lokalen Spektralmethoden die Spektralzerlegung einer
diinnbesetzten und bei globalen Spektralmethoden die einer vollbesetzten Matrix erfolgt
(vegl. [28,[91]). Durch die Verwendung von Arnoldi- oder Jacobi-Davidson-Methoden [6,
49 lasst sich die Spektralzerlegung fiir diinnbesetze Matrizen wesentlich beschleunigen.

Dennoch enttduschen lokale Methoden bei der Dimensionsreduktion vieler Datensétze
aus praktischen Anwendungen (siehe [91]). Grund dafiir sind einige der konzeptionellen
bzw. praktischen Nachteile der lokalen Methoden.

Die LLE, die Laplaceschen Eigenabbildungen und die HLLE leiden unter der Existenz
trivialer Losungen Y des jeweiligen Optimierungsproblems. Die aufgrund dessen ein-
gefithrten Nebenbedingungen fiir die Kovarianzmatrix von Y sind nicht immer aus-
reichend, um die ungewiinschten trivialen Losungen zu unterdriicken. Es besteht die
Tendenz, Losungen zu produzieren, die grofle Teile der Daten auf den Ursprung abbil-
den und einzelne austretende Strahlen zur Erfiillung der Nebenbedingungen aufweisen
(siche [91]). Auch kénnen die Nebenbedingungen zu unerwiinschten Skalierungen des
Datensatzes fithren (siehe [55]).

Mannigfaltigkeiten mit Unstetigkeiten oder nicht zusammenhéngende Mannigfaltigkei-
ten konnen den lokalen Methoden Probleme bereiten, weil diese Phdnomene nicht mit
der impliziten Annahme lokaler Linearitdt zu vereinbaren sind. Dies ist vor allem in
der praktischen Anwendung kritisch, da natiirliche Datensétze oft unstetig oder nicht
zusammenhéngend sind (siehe [91]).

Alle lokalen Spektralmethoden benotigen die Bestimmung von Nachbarschaften von Da-
tenpunkten. Diese kann Schwierigkeiten bereiten, wenn die Abtastung der Mannigfal-
tigkeit nicht dicht genug ist, was vor allem in sehr hoher Dimension kritisch ist (Fluch
der Dimension). Die Problematik, den Nachbarschaftsparameter passend zu wéhlen, ist
besonders relevant, wenn Rauschen oder Ausreifler im Datensatz vorliegen. Daraus re-
sultierende moglicherweise unpassende Nachbarschaftsbeziehungen kénnen Erkenntnisse
beziiglich der globalen Struktur der Mannigfaltigkeit verfilschen (vgl. [91]).

Ein weiteres Problem tritt bei der Losung der Eigenwertprobleme auf. Das Spektrum der
betrachteten Matrizen ist iiblicherweise sehr breit. Die kleinsten Eigenwerte kénnen etwa
von der GréfSenordnung 1077 sein und die groten Eigenwerten von der GréBenordnung
10% (siehe [91]). Das Losen derartiger Eigenwertprobleme ist instabil. Die lokalen Me-
thoden benoétigen die d kleinsten Eigenwerte des jeweiligen Eigenwertproblems, welche
unter Umsténden nicht korrekt erkannt werden, da sie nicht von den trivialen Null-
Eigenwerten zu unterscheiden sind. Die globalen Spektralmethoden verwenden hingegen
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1 Dimensionsreduktion

die groBiten Eigenwerte der betreffenden Eigenwertprobleme und sind somit weniger von
den Instabilitdten betroffen (vgl. [91]).

Spektralmethoden gegen Nicht-Spektralmethoden

Spektralmethoden zur Dimensionsreduktion sind gleichermafien einfach und theoretisch
fundiert (siehe [84], S.240). Die zugehorigen Optimierungsprobleme lassen sich, auch
wenn die im vorangegangenen Unterabschnitt dieses Fazits angesprochenen Probleme
zu beachten sind, exakt mittels der iiblichen effizienten Algorithmen fiir Eigenwertpro-
bleme losen (vgl. [91]). Die Optimierungsprobleme der Nicht-Spektralmethoden sind
aufwéandiger zu losen. Hierzu sind iterative Techniken wie Quasi-Newton-Verfahren oder
stochastische Gradientenverfahren notwendig, welche unter Umstédnden langsam oder
nur gegen lokale Extrema konvergieren (vgl. [91]). Bei den SOM und Isotop ist die zu
optimierende Zielfunktion nicht einmal bekannt (siehe [84], S.141, S.171).

Nicht-Spektraltechniken bieten jedoch mehr Flexibilitét als Spektraltechniken (siehe [84],
S.241). Spektraltechniken gehen zur Dimensionsreduktion gewissermafien in zwei Schrit-
ten vor. Im nicht linearen ersten Schritt wird der Datensatz implizit in einen hochdi-
mensionalen Merkmalsraum abgebildet (vgl. die Ausfiihrungen zur Methode KPCA).
Die eigentliche Dimensionsreduktion erfolgt in einem zweiten linearen Schritt, z.B. in
Form einer Abstandserhaltung. Die Abbildung im zweiten Schritt wird optimiert aus-
gewahlt. Die Auswahl des Kerns im ersten Schritt wird hingegen nicht optimiert und
ist somit ein Stiick weit willkiirlich (siehe [84], S.239). Eine Ausnahme bildet die MVU,
wo auch im ersten Schritt eine optimierte Auswahl des Kerns erfolgt, was jedoch mit
einem enormen rechnerischen Aufwand bezahlt wird. Bei den Nicht-Spektralmethoden
gibt der Verzicht auf Konvexitiat der Zielfunktion mehr Spielraum, die typischen Nach-
teile der konvexen Zielfunktionen (siehe vorangegangenen Unterabschnitt dieses Fazits)
zu vermeiden (siehe [91]).

Ein Vorteil der Spektralmethoden ist, dass sie sogenannte inkrementelle niedrigdimen-
sionale Darstellungen zulassen. Fiihrt man die jeweilige Spektralzerlegung vollstdndig
durch, so erhélt man niedrigdimensionale Darstellungen fiir alle Zieldimension d =
1,..., D, indem entsprechend viele Eigenwerte und Eigenvektoren beriicksichtigt bzw.
nicht beriicksichtigt werden. Dies ist besonders praktisch, wenn man sich vorab unsicher
hinsichtlich der korrekten Zieldimension d ist. Inkrementelle Einbettungen sind bei den
Nicht-Spektralmethoden nicht moglich. Hier muss fiir jede vorgegebene Zieldimension
eine niedrigdimensionale Darstellung von Grund auf neu berechnet werden. Dies kann
jedoch auch als Vorteil gesehen werden, da die niedrigdimensionale Darstellung fiir die
betreffende Zieldimension spezifischer bestimmt wird (vgl. [84], S.42).
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2 Wavelets entlang von Pfaden zur
Entstorung gestreuter Daten

2.1 Einleitung und verwandte Arbeiten

Entstorung ist ein wesentlicher Bestandteil der Verarbeitung von Daten. In vielen An-
wendungen sind moglichst storungsfreie Daten Voraussetzung fiir eine erfolgreiche Wei-
terverarbeitung, z.B. mit Dimensionsreduktionsmethoden wie in Kapitel [1| beschrieben.
Wavelet-Shrinkage-Methoden haben sich zur Entstorung von Signalen oder Bildern, d.h.
im ein- oder zweidimensionalen Fall, bewéhrt [31]. Mittels der Wavelet-Transformation
erfolgt eine Trennung des Signals bzw. Bildes in hohe und tiefe Frequenzen. Stérungen
werden als hochfrequent angenommen und folglich durch ein Shrinkage (Thresholding)
der entsprechenden Hochpass-Koeffizienten eliminiert. Im Falle eines Bildes liegen die
Daten auf einem dquidistanten Gitter, den Bildpixeln, vor. Fiir nicht dquidistante Daten-
punkte ist jedoch die iibliche Tensorprodukt-Wavelet-Transformation nicht anwendbar.

Es existieren diverse Wavelet-Konstruktionen fiir den nicht dquidistanten Fall. Dabei
erfolgt entweder wie in [5], 25] 611, [76] zunéchst eine Approximation mit dem Ziel, auf den
aquidistanten Fall zuriickzukommen, oder die Konstruktion beruht auf Wavelets zweiter
Generation (engl. second generation wavelets) [126] mittels des Lifting-Schemas [10, 40,
73|, 136]. Alle diese Methoden biifien jedoch einen Teil der Effizienz und Einfachheit der
iiblichen Wavelet-Transformation ein.

In diesem Kapitel wird eine von uns in [66] neu eingefiihrte adaptive Wavelet-Shrinkage-
Methode zur Entstorung von Funktionswerten, welche auf hochdimensionalen gestreuten
Datenpunkten gegeben sind, diskutiert und weiterentwickelt. Die Methode stellt eine
Verallgemeinerung der EPWT (,,Easy Path Wavelet Transform*) dar. Eine Zusammen-
fassung des Rahmenkonzeptes der EPWT und der neuen Entstorungsmethode findet sich
in [58]. Die EPWT wurde von Plonka in [I0I] zur Bildkompression vorgeschlagen und
lasst sich - dhnlich wie in [103, [104] fiir Daten auf der Sphére geschehen - auf den Fall
gestreuter Punkte z; € R? mit zugeordneten Funktionswerten f (z;) € R iibertragen.
Grundlage ist eine eindimensionale Wavelet-Transformation entlang von sinnvoll zu kon-
struierenden Pfaden. In Anwesenheit von Rauschen miissen wir jedoch die Pfadkonstruk-
tion der EPWT modifizieren. Weiterhin verwenden wir eine Durchschnittsbildung iiber
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2 Wavelets entlang von Pfaden zur Entstorung gestreuter Daten

mehrere mittels unterschiedlicher Pfade erhaltene entstorte Versionen des Datensatzes,
um das Entstorungsergebnis durch Ausnutzung von Redundanz zu verbessern. Dieses
Vorgehen ist angelehnt an die von Coifman und Donoho vorgeschlagene translations-
invariante Entstorung (engl. translation-invariant de-noising) [31], auch Cycle-Spinning
genannt.

Die EPWT teilt gewissermafien die Grundidee der geometrischen Grouplets [94], bei de-
nen nach einer Gruppierung der vorliegenden Punkte durch sogenannte Assoziationsfel-
der (engl. association fields) eine gewichtete Haar-Wavelet-Transformation durchgefiihrt
wird. Weiterhin zeigt die GTBWT (Generalized Tree-based Wavelet Transform) von
Ram et al. [I0§], eine Wavelet-Konstruktion fiir gestreute Daten oder Daten auf Gra-
phen, Parallelen zur EPWT bzw. zur neu eingefiihrte Entstérungsmethode. Die dort
verwendeten Baume (engl. trees) entsprechen dem Konzept der Pfade des im Folgenden
in dieser Arbeit diskutierten Entstorungsansatzes. Die GTBWT stellt eine Verallgemei-
nerung der Haar-dhnlichen Wavelet-Transformation in [53] dar. Ram et al. schlagen
zudem in [I09] mit der RTBWT (Redundant Tree-based Wavelet Transform) eine Modi-
fikation der GTBW'T vor, welche auf einer redundanten Wavelet-Filterbank beruht. Des
Weiteren ist hier das Schema derselben Autoren aus [I10] fir Zwecke der Bildentstorung
oder des Inpaintings zu nennen, welches auf einer Umordnung der Blocke des Bildes
und anschlieBender Anwendung spezieller Filter basiert. Letztgenanntes Schema weist
wiederum auch gréfere Ahnlichkeiten zum von Dabov et al. eingefithrten BM3D-Algo-
rithmus [36] zur Bildentstoérung auf, dessen Grundidee in Abschnitt kurz diskutiert
wird. SchlieBlich besteht eine lose Verwandtschaft der in [38] von Dekel und Leviatan
und in [39] von Dekel und Nemirovksy diskutierten sogenannten geometrischen Wavelets
(engl. geometric wavelets) zu unserem Entstorungsalgorithmus. Bei den geometrischen
Wavelets handelt es sich um ein spezielles adaptives Wavelet-Konzept, welches auf einer
bindren Raumpartitionierung (engl. binary space partition) beruht und in [39] mit der
Idee sogenannter , Zufallswilder” (engl. random forests) verbunden wird.

Eine weitere spezielle Multiskalenanalyse auf Mannigfaltigkeiten und Graphen konstru-
ieren Coifman und Maggioni in [34] in Form der sogenannten Diffusionswavelets (engl.
diffusion wavelets). Wesentlich ist hier die Verwendung gewisser Diffusionsoperatoren
fiir die Konstruktion orthogonaler Basen statt des Dilatationsoperators bei klassischen
Wavelets. Die Diffusionswavelets sind demselben Rahmenkonzept wie die Diffusions-
abbildungen und Laplaceschen Eigenabbildungen (siehe auch Kapitel zuzuordnen.
In &hnlicher Weise werden in [63] Wavelets auf gewichteten Graphen konstruiert. Die
Skalierung erfolgt dabei im Spektralbereich des Graph-Laplace-Operators des vorlie-
genden Graphen. In diesem Zusammenhang ist auch das Vorgehen der Autoren in [48]
zur Approximation von Funktionswerten auf hochdimensionalen unstrukturierten Daten
zu nennen. Hierbei erfolgt gewissermaflen eine Verkniipfung von Manifold-Learning und
Approximation unter Zuhilfenahme der sogenannten Diffusionspolynome (engl. diffusion
polynomials).
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Fiir den Spezialfall der Entstorung von Bildern sind weitere auf der Konstruktion und
Manipulation bildspezifischer Graphen beruhende Entstérungsmethoden wie z.B. [7], 97]
bekannt, die jedoch nicht mit Wavelets arbeiten. Die Knoten dieser Graphen stellen die
Bildpixel dar, wobei benachbarte Pixel mit Kanten verbunden werden. Diese Graphen
zeigen somit Beriithrungspunkte zu den Pfadkonstruktionen, welche bei der in dieser
Arbeit vorgestellten Entstorungsmethode benutzt werden. In [7] wird die Konstrukti-
on spezieller sogenannter charakteristischer Graphen mit einem Regularisierungsansatz
wie im klassischen ROF-Modell [IT5] verkniipft. Die Autoren von [97] verwenden eine
sogenannte Gitterglattung (engl. grid smoothing) bei der die Gitterpunkte, d.h. die Pi-
xel, unter der Annahme, dass Bildbereiche mit kleiner Varianz weniger représentierende
Gitterpunkte benotigen, modifiziert werden.

Es sei weiter auf Ansitze wie [65, B0, 138, 134] zur Entstorung von Mannigfaltigkei-
ten hingewiesen. Im Unterschied zur in dieser Arbeit thematisierten Problemstellung
sind in diesen Arbeiten keine Funktionswerte auf den hochdimensionalen gestreuten Da-
ten gegeben. Stattdessen sollen hier Storungen der hochdimensionalen gestreuten Da-
tenpunkte selbst beseitigt werden. Die hierzu vorgeschlagenen Techniken sind oft an
Methoden des Manifold-Learning, wie in Kapitel (1| beschrieben, angelehnt. In [65] wer-
den Diffusionsmethoden mit dem Graph-Laplace-Operator betrachtet. Die Autoren von
[56] bzw. [138] nutzen lokal lineare Entstorung (engl. Locally Linear Denoising, LLD)
bzw. Sparse-Subspace-Denoising genannte Methoden, welche auf Ideen der Hauptkom-
ponentenanalyse, lokal linearer Einbettung (LLE) und lokal linearer Koordination (LLC)
beruhen. Der Ansatz in [134] stiitzt sich wie einige Methoden des Manifold-Learning auf
die Annahme, dass lokale Nachbarschaften von Punkten der Mannigfaltigkeit zu linearen
Unterrdumen gehoren, und greift auf eine Maximum-Likelihood-Methode zuriick.

Ausblick Im Folgenden werden wir in Abschnitt zunéchst eine allgemeine Einfiih-
rung in Wavelet-Filterbdnke liefern. Anschlielend beschreiben wir in Abschnitt den
vorgeschlagenen Entstorungsalgorithmus mittels Wavelets entlang von Pfaden, bevor wir
uns in Abschnitt [2.4] einem wesentlichen Bestandteil des Algorithmus, der Konstruktion
geeigneter Pfade durch den vorliegenden Datensatz, widmen. In Abschnitt werden
wir einige theoretische Eigenschaften des Algorithmus untersuchen, wiahrend Abschnitt
Details iiber die Implementierung des Entstorungsalgorithmus und Abschnitt nu-
merische Resultate préasentieren werden. AbschlieBend werden in Abschnitt mogliche
Modifikationen des eingefiihrten Entstorungsalgorithmus diskutiert.

2.2 Wavelet-Filterbanke und Wavelet-Shrinkage

Als wirksames Werkzeug zur Zeit-Frequenz-Analyse wird die Wavelet-Transformation
zur Entstorung und Kompression in der Signal- und Bildverarbeitung gerne genutzt.
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2 Wavelets entlang von Pfaden zur Entstorung gestreuter Daten

Dabei zeichnet sich die Wavelet-Transformation gegeniiber der verwandten Fourier-
Transformation durch eine verbesserte Lokalisierung im Zeitbereich aus. Weiterhin profi-
tiert die (diskrete) Wavelet-Transformation von der Existenz effizienter Algorithmen zur
,schnellen Wavelet-Transformation®. Dieser Abschnitt soll in aller Kiirze das allgemei-
ne Prinzip einer Wavelet-Filterbank einfithren. Wir beschrédnken uns auf eine Betrach-
tung der diskreten Wavelet-Transformation. Fiir weitere Ausfithrungen zur Wavelet-
Transformation in der Signal- und Bildverarbeitung sei etwa auf die Biicher von Mallat
[93] und Daubechies [37] verwiesen.

Einfiihrende Definitionen

Wir halten zunéchst den Begriff der Riesz-Basis sowie eine Notation fiir die Dilatation
bzw. Translation einer Funktion fest, um anschlieBend Wavelets zu definieren.

Definition 2.48 o Sei H ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (-,-). Fin System
{Vr tver C H mit einer hichstens abzihlbaren Indexmenge I heifit Riesz-Basis von
H, wenn die folgenden Bedingungen gelten.

1. Die lineare Hiille von {y}rer liegt dicht in H.

2. Es ezistieren Konstanten 0 < A < B < 00, sodass fiir jede Folge ¢ = (¢ )ger €
(1)
Allellzgy < 1 el < Blleliay
kel
erfillt ist.

o Wir nennen {z/;k}kel die duale Riesz-Basis zur Riesz-Basis {{ }rer, falls {z/;k}kel
eine Riesz-Basis von H mit
1 firk=F

0 sonst

(py Vi) = Opopr = {

15t.

Bemerkung 2.49 1. Jede Riesz-Basis besitzt eine eindeutig bestimmte duale Riesz-
Basis.

2. Riesz-Basen weichen das Konzept der Orthonormalbasen auf. Nach Eigenschaft
ist eine Riesz-Basis ein vollstindiges Erzeugendensystem von H. FEigenschaft [
stellt eine Verallgemeinerung der Parsevalschen Ungleichung fiir Orthonormalba-
sen dar. Die Biorthogonalitit der Elemente einer Riesz-Basis zu den Elementen
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2.2 Wavelet-Filterbianke und Wavelet-Shrinkage

der zugehorigen dualen Riesz-Basis verallgemeinert die Orthonormalitit der Ele-
mente einer Orthonormalbasis.

Notation 2.50 Fiiry € L*(R) und j, k € Z sei im Folgenden

W = 272p(20 - — k).

Definition 2.51 Eine Funktion ) € L*(R) heifst Wavelet (im Sinn der diskreten Wavelet-
Transformation) genau dann, wenn

o {1} : 4,k €Z} eine Riesz-Basis von L*(R) bildet, und

e cine Funktion 1& € L*(R) existiert, sodass {@]k : Jyk € Z} die zugehdrige duale
Riesz-Basis von L*(R) darstellt.

Bei den Funktionen ¢ und QZJ spricht man auch von biorthogonalen Wavelets. Fallen 1
und Y zusammen, nennt man 1 = 1) ein orthogonales Wavelet.

Bemerkung 2.52 Mit gegebenen biorthogonalen Wavelets 1 und 1 lisst sich eine Funk-
tion f € L*(R) in

F=> (Fimtie= > (f )t

J,kEZ j,kEZ

entwickeln.

Filterbanke perfekter Rekonstruktion

Wir gehen im Folgenden auf den Zusammenhang zwischen Wavelets und Filterbanken
ein, welcher die Grundlage fiir die schnelle Wavelet-Transformation darstellt. Dazu erldutern
wir zunédchst, was wir unter einer Filterbank verstehen.

Abbildung [2.1] zeigt eine Zweikanal-Filterbank. Gegeben sei ein digitales Signal ¢ €
[>°(Z) sowie die Filter h, g, h, g € I*(Z). Dabei bezeichnen [*°(Z) und [*(Z) die iiblichen
Folgenrdaume, d.h.

I°(Z) := {c = (cx)rez : sup [cx| < oo}
keZ

P(Z) = {h = (h)rez : Y ||* < o0}

kEZ
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2 Wavelets entlang von Pfaden zur Entstorung gestreuter Daten

Abbildung 2.1: Eine Zweikanal-Filterbank.

Wir definieren die zugehérigen Symbole H, G, H, G der Filter durch

H(w) = Z e~k
keZ

G(w) == Z gre "k
keZ

H(w) = Z hye ™k
kEZ

Gw) := Z gre "k,

kEZ

Es ist ebenso iiblich, die Symbole H, G, H,G als Filter zu bezeichnen und die Folgen
h, g, h, g als Filterfolgen. Wir beschranken uns auf den Fall, in dem h, g, h, g sogenannte
FIR-Filter geméf folgender Definition sind.

Definition 2.53 FEine Folge h = (hy)rez € I2(Z) heifit Filter mit endlicher Impulsant-
wort, kurz FIR-Filter (engl. finite impulse response filter), wenn nur endlich viele der
Komponenten hy, von Null verschieden sind.

Bemerkung 2.54 Bei Termen wie )y, , hi handelt es sich im Folgenden daher ei-
gentlich um endliche Summen, sodass sich die Frage nach Konvergenz dieser formal
unendlichen Reihen nicht stellt.

Zerlegungsseite einer Filterbank (Analyse) In der Zweikanal-Filterbank wird das
Eingangssignal ¢ zunichst mit dem Filter (h_g)rez bzw. (§_1)rez in Form einer Fol-
genfaltung gefiltert. Die Verwendung der komplex konjugierten Filter erfolgt dabei aus
formalen Griinden. Man beachte, dass die Folgenfaltung einer Multiplikation im Sym-

bolbereich entspricht. Auf die Resultate wird weiterhin der Downsampling-Operator
12:0°(Z) = 1°°(Z) mit

b 2((cr)rez) = (cor)rez
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2.2 Wavelet-Filterbianke und Wavelet-Shrinkage

fiir (cx)rez € [°(Z) angewendet. Somit erhélt man Folgen ¢!, d' € [°°(Z) mit

' = (Z Ckﬁkun)nEZ

keZ

d" = (D cxGr—2n)nez-

kEZ

In der Anwendung werden die Filter so gewahlt, dass die Filterung eine Trennung des
Signals in Hoch- und Tiefpassanteil bewirkt. Das Downsampling bewirkt ein Loschen
jeder zweiten Komponente der Hoch- bzw. Tiefpasskoeffizienten.

Rekonstruktionsseite einer Filterbank (Synthese) Soweit wurde die Zerlegungsseite
einer Filterbank beschrieben. Es folgt die Rekonstruktionsseite. Zunéchst wendet man
den Upsampling-Operator 1 2 : 1°°(Z) — [°°(Z) mit

¢, falls k gerade

T 2((cr)rez) = {

0  falls £ ungerade

fiir (cx)rez € 1°(Z) auf die Tiefpasskoeffizienten ¢' bzw. die Hochpasskoeffizienten d'
an. Danach erfolgt eine Filterung mit dem Filter h bzw. g. Die resultierenden Folgen
werden addiert, um eine Folge ¢ € [*°(Z) zu erhalten, d.h.

c= (Z Chhin—ar, + Z 3. G2k )nez-

kEZ keZ

Dieses Signal ¢ stellt eine - moglicherweise fehlerbehaftete - Rekonstruktion des Aus-
gangssignals ¢ dar. Wir interessieren uns fiir sogenannte Filterbéanke perfekter Rekon-
struktion, welche eine fehlerlose Rekonstruktion, die sich bei speziellen Konstellationen
der Filter ergibt, liefern.

Definition 2.55 Fine Filterbank, wie bisher beschrieben, heifst Filterbank perfekter Re-
konstruktion, falls
c==¢

fiir jedes Fingangssignal ¢ € I°°(Z) gilt.

Iterative Filterbdanke und Zusammenhang mit Wavelets Die bisherige Betrachtung
umfasst nur ein einziges Zerlegungslevel. Ublicherweise verwendete man mehrere Zerle-
gungslevel, welche man durch iterative Anwendung der Filterbank auf die Folgen der

63
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H
C[
G

Abbildung 2.2: Eine iterative Filterbank mit zwei Zerlegungsleveln.

Tiefpass-Koeffizienten erreicht. Abbildung illustriert eine iterative Filterbank mit
zwei Zerlegungsleveln.

Es besteht ein direkter Zusammenhang zwischen Filterbanken perfekter Rekonstruktion
und Wavelets geméfl des folgenden von Cohen et al. bewiesenen Satzes (vgl. [30]).

Satz 2.56 Gegeben sei eine aus FIR-Filtern H,G, H, G mit der Normierung

Y= =2

keZ keZ

bestehende Filterbank perfekter Rekonstruktion. Zusdtzlich seien die beiden folgenden
Bedingungen 1 und 2 erfillt.

1. Es gebe strikt positive trigonometrische Polynome P und P, sodass

\H (g) 2p (f) +|H (f + 7r> 2P(Y 1 1) =2P(w)

2 2 2
1 (VP (D) 418 (2 4 x) PR 1 m) -
A (5) PP (5) + 18 (5 +7) PP +m) =2P(w)
fir alle w € [—m, ) gilt.
2. Es gelte
inf |H(w)| >0

Es existieren dann sogenannte Skalierungsfunktionen ¢, ¢ € L3*(R), deren Fourier-Trans-
formierte den Funktionalgleichungen
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2.2 Wavelet-Filterbianke und Wavelet-Shrinkage

gendigen. Weiterhin sind die gemdfs
it 5 (2)6(3)
2 1 -~ 2
w0 =750(3)4(3)

definierten Funktionen 1,1 € L*(R) biorthogonale Wavelets.

Beispiel 2.57 Wir betrachten drei Beispiele fiir Wavelet-Filterbinke. Die angegebenen
Filterkoeffizienten weisen dabei jeweils die Normierung ., hi, = V2 auf.

1. Das einfachste und dlteste Beispiel fir ein Wavelet, stellt das von Haar [60] ein-
gefiihrte Haar-Wavelet dar. Das Haar- Wavelet ist ein orthogonales Wavelet. Filte-
rung eines Signals mit dem Haar-Tiefpass-Filter liefert (bis auf Vorfaktor) arith-
metische Mittelwerte zweier aufeinanderfolgender Signalwerte. Filterung mit dem
Haar-Hochpass-Filter liefert (bis auf Vorfaktor) Differenzen zweier aufeinanderfol-
gender Signalwerte. Die Skalierungsfunktion ¢ des Haar-Wavelets ist die Indika-
torfunktion des Einheitsintervalls [0,1), d.h.

gb(x):{l falls0 <z <1

bl

0 sonst
und die zugehorige Wavelet-Funktion 1 ist die stiickweise konstante Funktion

1 fallsO§x<%
Y(x) =9 -1 falls i <z<1.

0 sonst
Die zugehérigen Filter h = h und g = § sind in Tabelle gegeben.

2. Sehr bewdhrt fir die Anwendung in der Bildentstorung haben sich die symme-
trischen, biorthogonalen Cohen-Daubechies-Feauveau-9/7-Filter (CDF-9/7-Filter)
[30] mit Filterlingen 9 bzw. 7. Numerische Werte fiir die Filterkoeffizienten sind
in Tabelle aufgelistet.

3. Ein weiteres Beispiel fiir in der Bildverarbeitung verbreitete Filter sind die nicht
symmetrischen, orthogonalen Daubechies-Wavelets [37], z.B. die Dj-Filter. Hier
verstehen wir unter ,D4“ die Daubechies-Filter der Linge 4. In Bezugnahme dar-
auf, dass der Hochpass-Filter zwei verschwindende Momente besitzt, werden diese
Filter zuweilen auch unter dem Namen ,D2% gefihrt. Tabelle[2.3 fihrt die Koeffi-
zienten der Filter h = h und g = g auf.
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Tabelle 2.2: Numerische Werte fiir die Koeffizienten der CDF-9/7-Filter (siehe [30]).
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Tabelle 2.1: Koeffizienten der Haar-Filter.

k| V2hy | V20
<0 0 0
0 1 1
1 1 —1
>1 0 0

k hi/ V2 gr/ V2 hi/ V2 g/ V2

<-4 0 0 0 0

-4 0 0.026748757411 | 0.026748757411 0

-3 | -0.045635881557 | -0.016864118443 | 0.016864118443 | 0.045635881557
-2 | -0.028771763114 | -0.078223266529 | -0.078223266529 | -0.028771763114
-1 0.295635881557 | 0.266864118443 | -0.266864118443 | -0.295635881557
0 | 0.557543526229 | 0.602949018236 | 0.602949018236 | 0.557543526229
1 0.295635881557 | 0.266864118443 | -0.266864118443 | -0.295635881557
2 1-0.028771763114 | -0.078223266529 | -0.078223266529 | -0.028771763114
3 | -0.045635881557 | -0.016864118443 | 0.016864118443 | 0.045635881557
4 0 0.026748757411 | 0.026748757411 0

>4 0 0 0 0

k| 4vV2hy, | 4V2g,
<2 0 0
-2 0 1—3
-1 0 —3+3
0 |1+v3| 3++V3
1 [34+V3]-1-V3
2 [3-v3 0
3 |11-+/3 0
>2 0 0

Tabelle 2.3: Koeffizienten der D4-Filter (siche etwa [119]).
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Bemerkung 2.58 1. In der Anwendung arbeiten wir mit endlichen Signalen (Vekto-
ren) c € RN, N € N, statt mit unendlichen Signalen (Folgen) ¢ € 1°(Z). Es erfolgt
in diesem Fall eine Zerlequng von ¢ in einen Tiefpassanteil ¢t € RY? und einen
Hochpassanteil d* € RN?. Wir nutzen zur Vereinfachung trotzdem Schreibweisen
wie

. _
Cp = E ckhi—on

kEZ

dh =" crGiom

kEZ

firn =1,...,N/2 mit geeigneten Konventionen (Randbedingungen) fiir die Werte
von ¢ fir k ¢ {1,...,N}.

2. Unter Verwendung sogenannter periodischer Filter lisst sich fiir ein Eingangssignal
¢ € RY ein Filterbank-Schritt mittels einer Transformationsmatric W € RV*N

auch in Matrizschreibweise X
schreiben.

Wavelet-Shrinkage

Die Grundidee, Entstérung eines Signals mittels einer Wavelet-Transformation zu er-
reichen, liegt in der Annahme begriindet, dass Storungen hochfrequent sind und sich
somit in betragsmifig kleinen Hochpass-Koeffizienten &uflern. Nach der Zerlegung des Si-
gnals werden daher betragsméfig kleine Hochpass-Koeffizienten mittels eines Shrinkage-
Operators zu Null gesetzt. AnschlieBend wird das Signal aus den (unverénderten) Tief-
passkoeffizienten und den (modifizierten) Hochpasskoeffizienten rekonstruiert (siehe auch
Abbildung 2.3)). Als Shrinkage-Operator nutzt man etwa den Hard-Shrinkage-Operator
Sp 2 1°(Z) — 1°°(Z) mit

dp falls |dg| > 6

Se(d))k =
(So(d) {0 falls |dy| < 0

fir d € 1°°(Z) und einem fixierten Shrinkage-Parameter § > 0. Der Parameter # muss
dabei fiir das jeweils vorliegende Signal und Rauschen sorgfiltig gewahlt werden, sodass
Storungen moglichst gut eliminiert werden, ohne zu viele Signaldetails zu verlieren.

Wavelet-Shrinkage arbeitet sehr gut bei der Beseitigung von additivem Gauflschen Rau-

schen. Fiir davon abweichende Arten von Rauschen sind andere Entstérungsansétze
erforderlich.
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Il
Abbildung 2.3: Eine Filterbank mit Shrinkage-Operator.

Zweidimensionale Wavelet-Transformation

Bisher haben wir nur eindimensionale Wavelets betrachtet. Die einfachste Variante, ei-
ne Wavelet-Transformation fiir Bilder (d.h. zweidimensionale Signale) einzufiihren, be-
nutzt Tensorprodukte eindimensionaler Wavelets und Skalierungsfunktionen. Seien dafiir
V0 € L*(R) eindimensionale biorthogonale Wavelets mit zugehorigen Skalierungsfunk-
tionen ¢, ¢ € L2(R). Mit den Tensorprodukten

PHzy) = d@)(y) DM, y) = o(x)d(y)
Va,y) = v(@)sy)  P(zy) =d(2)d(y)
Va,y) = v@)wly)  (,y) = Y()d(y)

konstruieren wir die zweidimensionalen Tensorprodukt-Wavelets

VY ko (@) = 207 (2 — oy, 27y — ky)
() = 207 (20 — iy, 2y — ko)

fijf v = 1,2,3, j, ki,ky € Z. Es lidsst sich zeigen, dass {¢Zk1,k2}ue{1,2,3},j,k1,kz€Z und
{05 by ko ve{1,2,3).5.k1 koez biorthogonale Riesz-Basen von L*(R?) sind.

Bei der diskreten zweidimensionalen Wavelet-Transformation erfolgt eine Zerlegung des
Eingangsbildes ¢ € RV*M2 in den Tiefpassanteil ¢; € RM/2*V2/2 ynd drei Hochpassan-
teile db, d2, d3 € R¥/2*N2/2_ Eine schnelle Wavelet-Transformation mittels des Konzepts
der Filterbanke erhélt man wie folgt: In einem ersten Schritt wendet man die entspre-
chenden Filter der zugehorigen eindimensionalen Wavelet-Filterbank auf die Spalten
des Eingangsbildes an. Anschliefend wendet man die entsprechenden eindimensionalen
Filter auf die Zeilen des Resultats des ersten Schrittes an.

Cycle-Spinning

Eine Methode, translationsinvariante Entstorung oder Cycle-Spinning genannt, mit der
man u.a. die Bildentstorung mittels Wavelets durch Ausnutzung von Redundanz we-
sentlich verbessern kann, findet sich in der Arbeit [31] von Coifman und Donoho. Die

68
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Funktionsweise des Cycle-Spinnings im Rahmen der Entstorung eines gestorten Bildes
Y =Y + Z € RYVVN nit additivem GauBschen Rauschen Z ist im folgenden Algo-
rithmus dargelegt.

Algorithmus 2.59 Zweidimensionale Tensorprodukt-Wavelet-Transformation
mit Cycle-Spinning
Seien S1,S5 € {0,..., \/N}

L4 Fﬁ’I"Sl :0,...,51 UTLdSQ :0,...,32.'
— Verschiebe die Pizel des Bildes Y zyklisch um den Vektor (sy, s2).
— Fiihre eine Wavelet-Shrinkage-Prozedur am ,verschobenen® Bild durch.

— Mache die Verschiebung riickgingig, um ein entstortes Bild 57(51782) zu erhal-
ten.

e Die finale Rekonstruktion Y des entstirten Bildes erqibt sich durch Durchschnitts-
bildung, d.h.

1 2

A

Y =

(s1,82)"

51 =0 s9=0

Bemerkung 2.60 Ublicherweise setzt man S; = Sy = 7, sodass am Ende der Dur-
schnitt iber 64 entstorte Bilder betrachtet wird.

2.3 Ein Algorithmus zur Entstorung mittels Wavelets
entlang von Pfaden

Wir gehen von einer Menge
I'= {l‘l,...,l’N}

gestreuter Punkte z; € R? mit d € N>, aus. Dabei sei I' in einer Menge Q C R?
enthalten, welche sich als Vereinigung endlich vieler beschrankter, zusammenhéngender
Teilmengen des R? schreiben lisst. Weiterhin sind uns fiir j = 1,..., N die gestorten
Abtastwerte

fa;) = flx)) + 2
gegeben. Dabei seien f : 2 — R eine stiickweise stetige Funktion und z; unabhéngige
normalverteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert 0 und unbekannter Varianz 2. Die
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2 Wavelets entlang von Pfaden zur Entstorung gestreuter Daten

abgetasteten Funktionswerte sind demnach mit additivem Gauflschen Rauschen belegt.
Ziel ist eine Entstorung der Daten, d.h. eine moglichst gute Rekonstruktion der originalen
Abtastwerte f(z;) fir j=1,...,N.

Wir nehmen an, dass I' quasi-uniform gemé8 der folgenden Definition (siehe [10]) ist.

Definition 2.61 Erfillen die mazimale Dichte (engl. mazimal density)

)= i -
§(I') := max min ||z — x5

und der minimale Abstand (engl. minimal spacing)

() == min [ja; — x|
zj,zkEF,
J#k

die Beziehung
oI) < C- ()

mit einer a priori fivierten Konstanten C' passender Grife (siehe auch Bemerkung ,
so heifit T' quasi-uniform in €.

Bemerkung 2.62 1. Die Quasi-Uniformitdt stellt sicher, dass die Menge ) tiberall
sgentigend dicht® mit Abtastpunkten x; € ' abgedeckt ist. Die maximale Dichte
O(T") gibt den mazximalen Fehler an, den man bei der Bestapproximation eines
Punktes x € Q durch einen der Abtastpunkte x; € I' begeht.

2. Betrachten wir im Fall /N € N etwa den d-dimensionalen Wiirfel Q = [1, v/ N]?
und versehen thn mit einem reguliren Gitter, d.h. T = {(t1,...,ta)" i t1,...,tq €

{1,...,V/N}}, so gilt p(T') =1, §(T') = v/d/2 und folglich

5(T) = @mr)-

3. Die Autoren in [10] verwenden C' = 2 unabhingig von der Raumdimension d in
der Definition der Quasi-Uniformatat. In diesem Fall ist ein uniformes Gitter fiir
d > 16 per Definition nicht mehr quasi-uniform (siehe vorherigen Punkt dieser
Bemerkung). Hier sei daher C > \/8/2 Es kann sinnvoll sein, auch fir d < 16
Werte fiir C' zuzulassen, die etwas grofier als 2 sind.

Der im Folgenden diskutierte und von uns in [66] neu vorgeschlagene Entstorungsalgo-
rithmus bedient sich einer klassischen Wavelet-Shrinkage-Prozedur, wobei die Wavelet-
Transformation entlang zu konstruierender Pfade erfolgt, und stellt somit eine Verall-
gemeinerung der EPWT [I01] dar. In Anlehnung an das Cycle-Spinning [31] verwenden
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wir eine Durchschnittsbildung iiber mehrere mittels unterschiedlicher Pfade entstorte
Datensétze, um das Resultat der Entstorung zu verbessern.

Zusammenfassen lisst sich unser neuer Entstorungsalgorithmus wie folgt (vgl. [66]).

Algorithmus 2.63 Entstorung mittels Wavelets entlang von Pfaden

Gegeben: I' = {z,...,ay} = {2%,...,2%} = T° C RY, f(z;) = firj=1,...,N,
wober N = 2! fiir ein t € N und eine biorthogonale Wavelet-Filterbank mit Zerlequngs-
filtern h, g und Rekonstruktionsfiltern h, § mit Y okez i = V2 sowie ein Tiefpass-Filter

Y mit Y pen vk = 1.
Zerlegung: Fihre die folgenden vier Schritte firl =0,1,..., L —1 mit L <t durch:

1. Konstruiere einen geeigneten Pfadvektor p' € ]RN/Zl d.h. eine Permutation von
{1,. N/QZ} welche eine Reihenfolge der Punkte ! o) und der zugeordneten Wer-

te ¢t G darstellt

2. Wende den (periodischen) Tiefpass-Filter (h_y)rez bzw. den (periodischen) Hoch-

zl(j));yz/fl an und erhalte nach Downsampling

die Tiefpass-Koeffizienten (c ZH)jV/fH bzw. die Hochpass-Koeffizienten (dz+1)§\7/fl+1
mat

I+1 _ A
¢ = E :Cpl(k)h’f—%ﬂ

keZ

I+1 _ [
d; —g Cpt (k) Jk—2j+1-
keZ

pass-Filter (§_g)rez auf den Vektor (¢

3. Wende den Tiefpass-Filter (Y_i)rez auf den Vektor ('t (]))J 1 (sepamt fiir jede
der d Komponenten) an und erhalte nach Downsamplmg neue gestreute Punkte

N/2l+1 i
(a:é“)] /1 mit
H—l 2 :
Ve—2j+1Tpi(
kez
41 . [ 41 £
Setze 't = {a7", N/2,+1}

4. Fiihre ein Hard- Shrmkage mit einem Parameter § > 0 an den Hochpass-Koeffizi-
enten (d”l)jv/f resultierend in
g J & fallsdiT > 6
! 0 falls|d™| <6

durch.
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Rekonstruktion: Initialisiere (5L)N,/2L = (CJL)NPL und fiihre die folgenden drei Schritte
firl=L,L—1,...,1 durch:

Ausgabe: Den gestreuten Punkten x; € I' zugeordnete geglittete Funktionswerte (¢ )

J/3=1 J=1

5. Wende Upsampling und anschliefend den Tiefpass-Filter h auf (éé)jvz/fl an.

6. Wende Upsampling und anschliefsend den Hochpass-Filter g auf (czé)j\f:/fl an.

7. Addiere die Ergebnisse von Schritt 5 und 6, um

N/2i-1
- N 2l 1
(C;)l 11(] / <§ Ck j— 2k+1+ § dkg] 2k+1)

keZ keZ j=1

zu erhalten. Invertiere die Permutation mit dem Resultat (ég’l)jy:/fl_l.

N
j=1-

Iteration: Wiederhole die Schritte 1 bis 7 (unter Verwendung neuer Pfadvektoren) T -

mal (2.B. T = 64) und bilde den Durchschnitt der Ausgaben (&)1

j=1

Bemerkung 2.64 1. Die Konstruktion geeigneter Pfade ist wesentlich fiir den Er-
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folg des Algorithmus. Wir werden im ndchsten Abschnitt erldutern, wie wir
die Pfade festlegen. Man beachte, dass wir in jedem Zerleqgungslevel einen neuen
Pfad bestimmen. Dadurch ist die im obigen Entstorungsalgorithmus verwendete
Transformation nicht echt eindimensional.

. Schritt 3 des Algorithmus aktualisiert in jedem Zerlequngslevel die zugrundeliegen-

de Punktmenge T durch T'*'. Durch das Downsampling findet eine Ausdiinnung
i Form einer Halbierung der Kardinalitit der Punkmenge statt, d.h.
N

1
|1‘\l+1| — _|Fl| — ﬁ

Die Wahl v = \%h ist naheliegend, aber andere Tiefpass-Filter sind moglich. Man

beachte, dass, wenn T = T° C Q C R? ist, fir | > 1 trotz der Normierung
Y okez Ve = 1 nicht notwendigerweise I C Q folgt. Fiir die numerischen Resul-
tate in Abschnitt hat es sich als ausreichend erwiesen, fir die Filterung der
Punktmenge I' .= {2}, ... ’xéwgl} ein reines Downsampling entlang des Pfades zu
verwenden. Den zugehdrigen trivialen ,Filter® bezeichnet man zuweilen auch als
Lazy-Filter”.

. Man beachte, dass wir im Gegensatz zur urspringlichen EPWT in jedem Zerle-

gungslevel mit gestreuten Punkten xé e RY arbeiten. Die ,Punkte®, entlang derer
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Pfade konstruiert werden, sind bei der EPWT in [101)] ab dem zweiten Zerlegungs-
level sogenannte Indexmengen, welche sich als Vereinigung zweier im Pfad des
vorherigen Level aufeinanderfolgender Punkte bzw. Indexmengen ergeben. In [130)]
wird von Tenorth auch eine sogenannte ,Mittelpunkt-EPWT* diskutiert, bei der
eine Indexmenge durch thren Mittelpunkt identifiziert wird. Dieses Vorgehen ent-
spricht Algorithmus [2.65 unter Verwendung eines entsprechend normierten Haar-
Filters fiir die Aktualisierung der Punktmenge T'".

. Fiir das Thresholding in Schritt [f] sind andere Shrinkage-Funktionen wie Soft-,
Firm- oder Garrote-Shrinkage (siehe etwa [90]) denkbar. Die Wahl des Shrinkage-
Parameters 0 hat entscheidenden FEinfluss auf das Resultat der Entstorung und
muss daher sorqfiltig erfolgen.

. Die einzelnen Iterationen des Algorithmus sind vollkommen unabhdingig voneinan-
der. Der Gesamtaufwand des Algorithmus steigt folglich linear mit der Anzahl der
verwendeten Iterationen. Andererseits ermdglicht die Unabhdngigkeit der Iteratio-
nen eine Parallelisierung. Damait kann der zeitliche Aufwand bet der Durchfiihrung
des Algorithmus erheblich reduziert werden.

. Der Algorithmus ist grundsdtzlich fiir beliebige Dimension d € N>y anwend-
bar. Aufler der Voraussetzung, dass die Punktmenge I' quasi-uniform (siehe De-
finition in einer Menge 2, welche sich als Vereinigung endlich vieler be-
schrinkter, zusammenhdingender Teilmengen des RY schreiben lisst, ist, bestehen
weiterhin fir die Anwendbarkeit von Algorithmus keinerlei Finschrankungen
an die Form und Verteilung der Punkitmenge. Insbesondere sind wir nicht auf
zweidimensionale, regqulire und rechteckige Gitter angewiesen. Der Pfad (im Sin-
ne eines Polygonzuges von x;l(l) nach xél(N/Ql)) muss, wenn 2 etwa nicht zusam-
menhdngend oder nicht konvex ist, im Allgemeinen nicht vollstindig in 0 enthalten
sein, was fiir die Durchfiihrung des Algorithmus|2.65 grundsdtzlich jedoch nicht von
Bedeutung ust.

. Algorithmus[2.63 lisst sich wie in Abbildung[2.4 als modifizierte Wavelet- Filterbank
interpretieren. Dabeir wird vor der Anwendung der Zerlequngsfilter ein Permu-
l)N/Ql

tationsoperator P, eingefiigt, welcher die Tiefpass-Daten (cj j21 #u einer Folge

(c;l(j));v:/fl entlang des konstruierten Pfades p' umordnet. Analog wird nach der
Rekonstruktion der Tiefpass-Werte der zugehorige inverse Permuationsoperator
(P)~! erginzt. Man beachte, dass bei der Darstellung in Abbildungjedoch die
Adaptivitdt der Permutationsoperatoren nicht deutlich wird. Weiterhin sind die im
Hintergrund ablaufenden Aktualisierungen der Punktmengen I'' nicht dargestellt.
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Abbildung 2.4: Algorithmus als modifizierte Filterbank (vgl. Abbildungen in [I0§]).

2.4 Adaptive Pfadkonstruktionen

Entscheidend fiir den Erfolg des Entstorungsalgorithmus ist die Konstruktion pas-
sender Pfade auf dem Datensatz. Die Pfade sollen gewissen Strukturen innerhalb des
Datensatzes folgen und sind daher adaptiv zu wéhlen. Die fiir die Bildapproximation
eingefithrte EPWT [I01] nutzt die Korrelation von Bildwerten benachbarter Bildpunk-
te. Die Pfade fiir die EPWT werden rekursiv konstruiert. Ein neuer Punkt wird bei
der urspriinglichen, sogenannten rigorosen (engl. rigorous), EPWT als derjenige Nach-
barpunkt des aktuellen Punktes gewéhlt, dessen Bildwert die geringste Differenz zum
Bildwert des aktuellen Punktes aufweist. Im Falle verrauschter Daten sind die Korrelatio-
nen der Funktionswerte jedoch beeintréchtigt. Folglich miissen wir die Pfadkonstruktion
modifizieren.

Man beachte, dass die zu konstruierenden Pfade jeden Punkt 2! in I' genau einmal be-
suchen. Wir kénnen die Pfade daher mit Pfadvektoren (p'(1),...,p'(N/2")), d.h. Permu-
tationen der Indizes 1, ..., N/2! der Punkte 2!, ... ,xév sl identifizieren. Wir bezeichnen
daher im Folgenden &quivalent die Punkte als auch die zugehdrigen Indizes als Bestand-
teile des Pfades.

In den folgenden zwei Unterabschnitten schlagen wir jeweils eine Pfadkonstruktion vor,
welche wir adaptiv deterministisch (engl. adaptive deterministic) bzw. adaptiv zufillig
(engl. adaptive random) (siehe [66]) nennen werden.

2.4.1 Adaptiv deterministische Pfadkonstruktion

Wir konstruieren von einem beliebigen Startpunkt aus rekursiv einen Pfad durch die
Menge der Punkte I = {z},... ,xlN/Ql} C R? des I-ten Level, wobei 0 < 1 < L — 1
sei (siehe Algorithmus . Dabei sollen sich aufeinanderfolgende Punkte des Pfades
dhnlich sein. Wir messen die Ahnlichkeit einerseits mittels des spatialen Abstandes der
Punkte und andererseits mittels der Differenz der zugeordneten Funktionswerte (bzw.
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2.4 Adaptive Pfadkonstruktionen

der zugeordneten Tiefpass-Werte in héheren Leveln). Dazu definieren wir zunéchst die
(spatiale) Nachbarschaft eines Punkte 2} € T' C R? gemif

Ncl(xé-) = {xi, ert: Hxé - xﬁCHQ <oy, g # k} (2.1)

mit einer Konstanten C; > 0. Der Faktor 2//¢ wurde eingefiigt, da sich die Anzahl der
Punkte von Level zu Level halbiert und sich somit die Distanzen zwischen den Punkten
vergrofiern.

Bemerkung 2.65 Ein alternatives Konzept, welches fiir eine fizierte natiirliche Zahl
n < N/2! die Nachbarschaft eines Referenzpunktes als die Menge der n Punkte mit dem
geringsten spatialen Abstand zum Referenzpunkt festlegt, ist denkbar (vgl. auch Kapi-
tel Untembschmtt. Insbesondere bei der Anwendung auf Bilder mit auf einem
requldren Rechteckgitter verteilten Pixeln kann die Nutzung einer klassischen Achter-
Nachbarschaft (Moore-Nachbarschaft), bei der die Nachbarn eines Pizels als die 8 um-
liegenden Pizel definiert sind, in I' = T'° sinnvoll sein. Wir greifen jedoch im weiteren
Verlauf ausschliefSlich auf eine Nachbarschaftsdefinition gemdys zuriick, da selbst fiir
den Fuall eines reguldren Startgitters ab dem folgenden Zerlegungslevel der Konstruktion
die Punkte z\,. .. ,xlN/2l im Allgemeinen nicht mehr requldr verteilt sind.

Beschreibt nun (p'(1),...,p'(k)) den bisher konstruierten Pfad, so definieren wir die
eingeschrinkte Nachbarschaft

Ney () = {25 € Ney (@) :m & {0'(1), -, p'(k)} ), (2.2)
welche nur die Nachbarn enthélt, die noch nicht auf dem Pfad gewihlt wurden. Die
Menge N¢, (x; 1(ry) 18sst sich weiter einschréinken zu

NCIﬁ('IiJl(k)) = {z}. € Ng, (95;!(14)) : |C;l(k) —d| <0}, (2.3)

indem man die Punkte ausschlie8t, deren Tiefpass-Wert um mehr als eine Konstante
6 > 0 vom Tiefpass-Wert des aktuellen Punktes x; '(k) abweicht. Weiterhin bezeichne

Neai={al € T v ¢ (1), (0)}} (2.4)

die Menge aller verbleibenden, d.h. noch nicht auf dem Pfad gewidhlten, Punkte. Streicht
man aus NV; wiederum alle Punkte mit um mehr als § abweichenden Tiefpass-Wert
beziiglich des aktuellen Punktes x;l(k), so erhéilt man die Menge

Nk,l,& = {.lef, € Nk,l : ‘C;l(k) — CH < 0} (25)

Bemerkung 2.66 Die Konstante 0 kann levelabhingig gewdhlt werden, da sich der
Wertebereich der Tiefpass-Werte cl. wegen Yowez b = V2 von Level zu Level um den

Faktor /2 vergrifert. In der Prazis hat sich jedoch ein konstantes 0 fir alle Level als
ausreichend erwiesen.
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2 Wavelets entlang von Pfaden zur Entstorung gestreuter Daten

Wir schlagen nun folgenden Algorithmus zur Bestimmung eines Pfadvektors vor
(siehe [66]).

Algorithmus 2.67 Adaptiv deterministische Pfadkonstruktion

Gegeben: I'! = {a4,... 2} } C RY, (cé)jvz/fl

1. Wiihle den ersten Index des Pfades p'(1) zuféillig aus {1,..., N/2'} unter der An-
nahme, dass alle Indizes die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen, gewdhlt zu wer-
den.

2. Firk=1,...,N/2" — 1 durchlaufe folgende Schritte:

a) Berechne N¢, (xé),]vcl (:vi)l(k)) und NChg(iIfél(k)) gemdf (2.1)-(2.3)).

b) Wihle den néichsten Index p'(k + 1) des Pfades wie folgt:

o Falls Nohg(l‘;l(k)) nicht die leere Menge ist, wéihle p'(k + 1), sodass

(ot =t 1l — o)
2 —  argmax pl(k—1) pl(k)’ Pl (k) 7
e T 21y — gl - I2higy = al
2eNey o2t ) Ipl(k—1) 7 Lpi(y 1127 I10p k) 2

(2.6)

1
pt(k)

fir k> 1. Fiir k = 1 wihle p'(k+1) zufillig unter den Indizes der Punkte
n Ncl,g(x;l(k)) unter der Annahme einer Gleichverteilung.

o Falls Ncl,g(a:;l(k)) leer ist, wihle p'(k + 1) zufillig unter den Indizes der

Punkte in Ncl(x;l(k)) unter der Annahme einer Gleichverteilung.

o Falls Ncl(x;l(k)) leer ist, wihle p'(k + 1) zuféllig unter den Indizes der
Punkte in Nkw (siehe (22.5]) ) unter der Annahme einer Gleichverteilung.

° Fallis Nk,l’,g leer ist, wdahle pl(k: + 1) zufdllig unter den Indizes der Punkte
in Ny, (siehe (2.4) ) unter der Annahme einer Gleichverteilung.

Ausgabe: Pfadvektor pt = (pl(k))i\[ﬁl

Bemerkung 2.68 1. Man beachte, dass die adaptiv deterministische Pfadkonstruk-
tion in Algorithmus [2.67 entgegen ihrer Benennung nicht vollstindig determinis-
tisch ist, sondern Zufallsanteile beinhaltet. Dies ist durchaus gewiinscht, um fiir
die Durchschnittsbildung in Algorithmus|2.65 verschiedene Pfade zu erhalten.
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2.4 Adaptive Pfadkonstruktionen

2. Fine effiziente Bestimmung der Nachbarschaftsmengen ist notwendig fiir den Al-
gorithmus.

3. Sollte das Mazimum von (2.6|) in mehreren Punkten angenommen werden, so wdihle

man beliebig einen dieser Punkte als ndchsten Pfadpunkt x;l(kﬂ).

4. Die Wahl des ndchsten Punktes xll(k+1) gemdays - manimiert den Winkel zwi-

schen den Vektoren a:ll(k L :L‘ll( und x* Pl (k1) sodass eine eingeschlagene
Richtung des Pfades nach Moglzchkezt bezbegalten wzrd Dies entspricht einer Ver-
allgemeinerung des Prinzips der relazierten EPWT (engl. relaxed EPWT) [101)] in
der Bildkompression.

5. Alternativ zu (2.6) kann man xél(kﬂ) fiir k > 1 derart wdhlen, dass

$§;l(k+1) = argmm ‘Hxél(k—l) - x;l(k)‘b - H'T;)l(k) — 2|2 (2.7)
:EGNCl ( l(k))

Fiir k =1 setzen wir zy0) = Tpiy (d-h. [|[2p0) — Tpyllz = 0 ) oder wir wihlen
p(k + 1) wieder zufillig unter den Indizes der Punkte in Nclﬁ(x;l(k)) unter der
Annahme einer Gleichverteilung. In diesem Fulle erhalten wir einen Pfad, auf
dem die Abstinde aufeinanderfolgender Paare von Punkten dhnlich sind, d.h. eine
moglichst dquidistante Folge von Punkten. Eine Kombination der Bedingungen

(2.6) und (2.7) ist denkbar.

6. Eine Konstruktion des Pfades unter Beriicksichtigung von bzw. st sinn-
voll, da sich Figenschaften der Wawvelet-Filter - wie in Abschnitt diskutiert -
am besten fiir Funktionen, die dquidistant entlang von Geraden abgetastet wurden,
ausnutzen lassen.

7. Anstatt den nichsten Punkt ! Pl (k1) wie im zweiten, dritten und vierten Fall in
Algorithmus [2.67 beschrieben, zufillig gemdfs einer Glezchvertezlung aus der jewei-
ligen Kandzdatenmenge zu wdhlen, ist auch eine Wahl, sodass (2.6 mazimal, .
minimal, |cll(k) p e 1| minimal oder ||x )~ x;l(k_l)ﬂg mmimal wird, denkbar,

jedoch mit hoherem Aufwand verbunden.

8. In der Regel wird die Konstruktion gemdf Algorithmus keinen wollstindig
durchgingigen Pfad ohne ,Spriinge durch die Punktmenge I liefern, da bei einer
Wahl des néichsten Punktes $§)z(k+1) gemdfs der letzten zwei Fille tm zweiten Schritt
x;l(kﬂ) € Ncl(l';z(k)) nicht mehr gegeben ist. Der nichste Punkt x;l(kﬂ) liegt dann
nicht mehr in der spatialen Nachbarschaft des aktuellen Punktes xél(k). Der Pfad

macht gewissermaflen einen ,Sprung®. In [101] und den Nachfolgearbeiten zur
EPWT wird dies als ,,Unterbrechung® (engl. interruption) des Pfades bezeichnet.
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2 Wavelets entlang von Pfaden zur Entstorung gestreuter Daten

2.4.2 Adaptiv zufillige Pfadkonstruktion

Die zweite von uns vorgeschlagene Konstruktion eines Pfades auf dem Datensatz beruht
wesentlich stérker auf Zufall als die Konstruktion geméf Algorithmus[2.67] Dies rechtfer-
tigt die Namensgebungen ,,adaptiv deterministisch® und ,,adaptiv zufdllig*. Der nichste
Punkt des Pfades soll nun stets zufillig unter den noch nicht gewéhlten Punkten be-
stimmt werden. Dabei versehen wir jedoch nicht jeden Punkt mit derselben Wahrschein-
lichkeit. Punkte mit geringer spatialer Distanz zum aktuellen Pfadpunkt und geringer
Differenz der zugeordneten Funktionswerte erhalten hohe Wahrscheinlichkeiten und wer-
den somit bevorzugt als nichster Punkt des Pfades gewéhlt.

Wir betrachten die Datenpunkte des [-ten Level

= ()7 )T € R

fiir j = 1,..., N/2! und erstellen eine symmetrische Gewichtsmatrix
N l
W= (wyh v

mit Gewichten der Form

w(yt, y) = wi(af, 5) walcl, ¢)).

Fiir die Teilgewichte, d.h. fiir die Faktoren wy (2}, 2) und w,(c}, ¢}), sind unterschiedliche

Ansitze denkbar. Wir verwenden in der Regel exponentielle Gewichtsfunktionen und

setzen
l 112 l 112
oI\ _Hxi_xjHQ _|C¢_Cj|
w(ymy]) - eXp ( 22[/61,’71 eXp 2l7]2 (28)

mit Parametern 7y, 7, > 0. Derartige Gewichtsfunktionen werden u.a. bei den bilateralen
Filtern in der Bildentstorung [132] oder auch im Clustering und in der Dimensionsreduk-
tion (vgl. [29]) betrachtet. Man beachte auch die Ausfithrungen iiber die Laplaceschen
Eigenabbildungen und die Diffusionsabbildungen in Kapitel [I] dieser Arbeit.

Die Normalisierung mit 22% in der Definition von w; erfolgt, da sich die Anzahl der
Datenpunkte von Level zu Level halbiert und sich die paarweisen Absténde somit ver-
groflern. Die Definition von ws enthélt die Normalisierung mit %, da die Grofle des
Wertebereichs der Tiefpass-Koeffizienten unter der Verwendung eines Tiefpass-Filters,

der Y ez hy = V2 erfiillt, von Level zu Level um den Faktor V2 wiichst.

Aus Griinden der numerischen Effizienz greifen wir nicht auf die vollbesetzte Gewichts-
matrix W! zuriick, welche aus einer Festsetzung der Gewichte gemi8 (2.8) hervorgeht.
Stattdessen schneiden wir die Gewichte ab einer gewissen spatialen Distanz ab, indem
wir mit einer Konstante D; > 0
112
L {exp (_||xi :0;||2) fiir ||xi _ xéH2 < 2l/ch1

wl@m%) =

220/dy,

(2.9)
0 fiir |2} — ab||y > 24Dy
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2.4 Adaptive Pfadkonstruktionen

definieren. Auf diese Weise erhilt man eine diinnbesetzte Gewichtsmatrix W'. Alternativ
kann man die Gewichte ab einer gewissen Differenz der zugeordneten Tiefpass-Werte
durch entsprechende Definition von w, abschneiden.

Wir schlagen nun folgenden Algorithmus [2.69] zur adaptiv zufilligen Pfadkonstruktion
vor (siehe [66]).

Algorithmus 2.69 Adaptiv zufillige Pfadkonstruktion
Gegeben: y! = ((z))", )" fir j=1,...,N/2".

N/2!

1. Berechne die Gewichtsmatric W' = (w(y;, y%)); )=, -

2. Wihle den ersten Index des Pfades p'(1) zufillig aus {1,..., N/2'} gemdf einer
Gleichverteilung.

3. Durchlaufe folgende Iteration firk =1,... N/2' —1:
Nach der Konstruktion von p'(1),...,p'(k) im Pfadvektor betrachten wir die Teil-
matriz W}_,, welche man durch Streichung der p'(1)-ten,.. ., p'(k — 1)-ten Zeilen
und Spalten von W' erhilt, und berechnen

N2t
Spl(k) = Z w(y]lgl(k)a yé)

j=1

Je{pt(1),pt ()}
Bestimme die Ubergangswahrscheinlichkeiten Py, vom aktuellen Index p (k) 2u
Index r vermdége

! )
w(ypl(k)7yT)

Py = e falls v € {1,...,N/2"\ {p'(1),...,p'(k)} und Spl (k) #0

0 sonst

und wdihle p'(k+1) zufillig gemdp der eingefiihrten Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Ausgabe: Pfadvektor p' = (pl(k))fcvﬁl

Bemerkung 2.70 1. Arbeitet man mit abgeschnittenen Gewichten wie in , S0
kann die Situation auftreten, dass alle Ubergangswahrscheinlichkeiten Py » ver-
schwinden - ndimlich dann, wenn alle entsprechenden spatialen Nachbarn des aktu-
ellen Pfadpunktes bereits besucht wurden. In diesem Fall wdhlen wir den ndchsten
Pfadpunkt zufillig gemdfs einer Gleichverteilung unter allen noch nicht besuchten
Punkten, d.h. den Punkten x' mit v € {1,... N/2'}\ {p'(1),...,p'(k)}. In die-
sem Szenario miissen wir den Wunsch nach spatialer Nihe aufeinanderfolgender

Punkte aufgeben und wie auch bei der adaptiv deterministischen Pfadkonstruktion
(siehe @ m Bemerkung Lopringe” des Pfades erlauben.
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2 Wavelets entlang von Pfaden zur Entstorung gestreuter Daten

2. Die Definition der Gewichte nach (2.8) bzw. (2.9) liefert hohe Ubergangswahr-

scheinlichkeiten zwischen Punkten, die sich sowohl beziiglich ihrer spatialen Distanz
als auch beziiglich der absoluten Differenz der zugeordneten Tiefpass-Werte nah
sind. Die adaptiv zufillige Pfadkonstruktion fordert somit ein dhnliches Aussehen
der Pfade wie die adaptiv deterministische Pfadkonstruktion (Algorithmus ,
bei der dies tber die Definition der eingeschrdinkten Nachbarschaft gemdf
erreicht wird. Gegeniiber der adaptiv deterministischen Pfadkonstruktion fehlt der
adaptiv zufilligen Pfadkonstruktion jedoch die Bevorzugung der Einhaltung einer
eingeschlagenen Richtung des Pfades (Bedingung ) oder die Bevorzugung von
Aquidistanz der Pfadpunkte (Bedingung ).

. Man beachte, dass sowohl die adaptiv deterministische als auch die adaptiv zufillige

Pfadkonstruktion die gegebenen verrauschten Funktionswerte c? = f(z;) bzw. in
héheren Leveln die Tiefpass-Werte cé einbeziehen. Die Pfadkonstruktionen sind
somit adaptiv. Nicht adaptive Pfadkonstruktionen, die nur auf die spatialen Ko-
ordinaten der Punkte zuriickgreifen, sind denkbar (siehe Untembschmtt. In
diesem Fualle ist eine Vorberechnung der Pfade mdglich, was den rechnerischen
Aufwand stark verringert. Die Entstorungsergebnisse sind jedoch deutlich weniger
tiberzeugend.

. In den Arbeiten zur EPW'T, welche fiir Zwecke der Approximation und Kompri-

mierung konzipiert wurde, wird viel Aufmerksamkeit auf die Verringerung der Ad-
aptivitatskosten durch Hybridverfahren [106, [107], die relaxierte EPWT [101] so-
wie eine maoglichst giinstige Speicherung der Pfadvektoren (vgl. [88]) gelegt. Fir
die hier verfolgten Entstorungszwecke spielen die Speicherkosten der Pfadvektoren
hingegen keine wesentliche Rolle.

2.5 Eigenschaften der Wavelet-Transformation entlang

von Pfaden

Der Erfolg von Wavelet-Shrinkage-Methoden, die das vorliegende Signal in Tiefpass-
und Hochpass-Koeffizienten separieren und anschlieend einen Shrinkage-Operator auf
letztere anwenden, fiir Zwecke der Kompression und Entstérung beruht auf gewissen
theoretischen Eigenschaften von Wavelet-Filtern, ndmlich
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2.5 Eigenschaften der Wavelet-'Transformation entlang von Pfaden

Wir untersuchen nun kurz, inwieweit sich diese klassischen Eigenschaften auf den Fall der
geméB Algorithmus [2.63] vorgeschlagenen Wavelet-Transformation entlang von Pfaden
fiir gestreute Punkte zy, ..., 2y € R? iibertragen lassen (vgl. [66]).

Reproduktion von Polynomen

Wir konnen folgenden Satz (siehe [66]) beziiglich der Reproduktion von Polynomen
festhalten.

Satz 2.71 Sei h = (hy)rez der Tiefpass-Filter des Zerlegungsteiles einer Wavelet-Fil-
terbank perfekter Rekonstruktion mit ., ., hy = 1. Weiterhin sei p° = (p°(j));L, der
Pfadvektor zur Umordnung der Datenpunkte. Wir betrachten ein d-variates lineares
Polynom f(z) = a"2 + b mit a € R* und b € R. Dann reproduziert die Folge der

Tiefpass-Koeffizienten (cjl)jv:/f, welche man durch Anwendung von (h_j)rez auf die Fol-

ge (f(zw;)y erhilt, das Polynom f in den Punkten x} := ", ;) he_oji1%p0(k), d.h.

firj=1,...,N/2.

Beweis. Wir wenden den Filter (h_;)rez auf die Folge der Funktionswerte entlang des
Pfades p° an, was uns

C} = Z }_lk72j+1f(mp0(k)>

keZ
= gz ) = " (O hisajazpom) 0> hioji
keZ keZ kel
= aT(Z hi—2j41%p0(0) + b= a’z; + b= f(})
keZ

liefert. m

Im Gegensatz zur iiblichen Wavelet-Transformation kann dieses Ergebnis nicht auf Po-
lynome hoherer Ordnung verallgemeinert werden. Limitierend ist hier, dass die konstru-
ierten Pfade in spatialer Hinsicht stiickweise linear sind.

81



2 Wavelets entlang von Pfaden zur Entstorung gestreuter Daten

Verschwindende Momente

Wir diskutieren die Eigenschaft verschwindender Momente. Man nehme an, dass der
Wavelet-Filter g = (gx)rez des Zerlegungsteiles der Wavelet-Filterbank den Bedingungen

ngzo

und

}Z:kgkIZZO

keZ

geniigt. Betrachten wir eine konstante Funktion f(x) = ¢ mit ¢ € R, so folgt fiir die
Wavelet-Koeffizienten d;, welche wir durch die Anwendung von (g_x)kez entlang des
Pfadvektors p° und Downsampling erhalten

djl- = ng72j+1f(xp0(k:)) = ngkﬂjﬂ =0.

keZ keZ

Fiir ein lineares Polynom f(z) = a2 + b mit a € R? and b € R gilt

d]l = aT(Z Tk—2j+1%po(k)) + b Z k—2j+1 = GT<Z Tr—2j41550(k))-

keZ keZ keZ

Die Wavelet-Koeffizienten d} verschwinden in diesem Fall demnach, wenn die Folge
(2po(k) )kez kollinear und dquidistant ist. Die Pfadvektoren p° sollten folglich lokal so
gewihlt werden, dass die Punkte 0.y dquidistant auf einer Geraden liegen. Die Bedin-
gungen bzw. in Algorithmus sollen dieses Verhalten des Pfades gewihr-

leisten.

Abklingverhalten der Hochpass-Koeffizienten

Das Abklingverhalten der Hochpass-Koeffizienten der Wavelet-Transformation entlang
von Pfaden ist aufwéndig zu untersuchen, insbesondere da die Konstrukion nach Al-
gorithmus oder Algorithmus einen Zufallsanteil aufweist. Wir konnen jedoch
die in [I05] von Plonka et al. im bivariaten Fall fiir die EPWT bewiesenen Resultate
als Indiz fiir ein schnelles Abklingen der Hochpass-Koeffizienten fiir gewisse stiickweise
glatte Funktionen nehmen.

Man betrachte eine endliche Menge von paarweise disjunkten Teilmengen {€2; }1<;<x von

[0,1)2, fiir die Q := U, Q; = [0,1)? gilt. Des Weiteren sei f : © — R eine bivariate
Funktion, welche auf jeder Menge €2; eine Holder-Bedingung erfiillt, d.h.

lf(x) — f(2)] < Cllz — 7|5 fir alle z, 7 € Q; (2.10)

82
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mit von 4 unabhiingigen Konstanten a € (0,1] und C' > 0. Diese Funktion f sei
gleichmiBig abgetastet in 2, sodass die Funktionswerte f(2y, 2) fiir ji,j> = 0,...27 —1,
wobei N = 227 ist, gegeben sind. Derartige stiickweise Holder-stetige Bilder werden auch

als ,,Cartoon-dhnlich* bezeichnet.

In [1I05] weisen Plonka et al. nach, dass die resultierenden EPWT-Wavelet-Koeffizienten
d'. des I-ten Level der Abschiitzung

|d§€| < 302042(2Jl)(a+1)/2

mit einer Konstanten C5 > 0 geniigen, wenn die sogenannte Durchmesserbedingung
(engl. diameter condition) und die sogenannte Regionenbedingung (engl. region condi-
tion) erfiillt sind. Zusétzlich liefert die EPWT nach [105] unter diesen Voraussetzungen
eine asymptotisch optimale M-Term-Approximation fj; von f (die Approximation von
f mit nur den M betragsméaBig grofiten EPWT-Wavelet-Koeffizienten). Denn mit einer
Konstanten C3 > 0 gilt

If = farllZogq) S CsN ™2

Die Durchmesserbedingung (vgl. [I05]) misst gewissermafien, wie gleichméfig verteilt die
Menge der gestreuten Punkte in Level [ ist. Die Regionenbedingung (vgl. [105]) fordert,
dass, wenn x;l ) € Q; ist, nach Moglichkeit auch der ndchste Punkt x; b+ 1) des Pfades
in €2; liegt. Der Pfad soll also zunéchst alle Punkte innerhalb eines Glattheitsgebietes
ablaufen, bevor er in ein anderes iibergeht.

Auch wenn wir fiir unsere neue Entstorungsmethode die Durchmesser- und Regionen-
bedingung nicht garantieren kénnen, werden sie in den von uns verwendeten Pfadkon-
struktionen gemif Algorithmus und Algorithmus beriicksichtigt. Bei der ad-
aptiv deterministischen Pfadkonstruktion spiegelt sich die Durchmesserbedingung in der
Definition der spatialen Nachbarschaften N, (x; ) (k)) (siche (2.2))) und die Regionenbe-

dingung in der Definition der eingeschrankten Nachbarschaften Nchg(x;l(k ) (siehe (2.3))
wider. Bei der adaptiv zufilligen Pfadkonstruktion wird die Erfiillung der beiden Be-
dingungen gefordert, da wir Punkte mit geringem spatialen Abstand Hwé )~ x; et) |2
und geringer Differenz |c; k) — c;l (k +1)’ der zugeordneten Tiefpass-Werte mit hoherer
Wahrscheinlichkeit als néchsten Punkt des Pfades wéhlen.

Bemerkung 2.72 In [102] erfolgt unter zusdtzlichen Annahmen eine Verallgemeine-
rung der Ergebnisse aus [105] auf den Fall stiickweise Hélder-glatter bivariater Funktio-
nen mit beliebigen Holder-Ezponenten o > 0, wobei die Bedingung (2.10) durch

FO (@) — fO@) < Cllz— 257" fiir alle x,5 € Q;
2

fiir alle Ableitungen f® mit |B| = |a| ersetzt wird.
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2 Wavelets entlang von Pfaden zur Entstorung gestreuter Daten

2.6 Implementierung des Algorithmus [2.63]

Dieser Abschnitt beschreibt, wie wir Algorithmus in MATLAB implementiert haben
(siehe [3]).

Hauptprogramm

Wir gehen von einer N X (d + 2)-Matrix © aus, welche die N Datenpunkte mit ihren
zugehorigen gestorten Funktionswerten darstellt. Die erste Spalte enthélt die Indizes
1,..., N der Datenpunkte. In den folgenden d Spalten sind die Koordinaten der Punkte
T1,...,xy eingetragen. Die gestorten Funktionswerte f(zy),...,f(zy) stehen in der
letzten Spalte. Die Matrix ® wird im Folgenden schrittweise manipuliert. Wir speichern
die ersten d + 1 Spalten der urspriinglichen Matrix ® separat ab, da wir sie am Ende
des Algorithmus benotigen.

Zerlegung Wir beginnen mit der Pfadkonstruktion, auf deren Implementierung wir
spater noch eingehen, und erhalten den Pfadvektor, d.h. eine Permutation der Indizes
1,..., N. Wir sortieren die Zeilen der Matrix ® geméfl dieser Permutation und speichern
den Pfadvektor im Hintergrund. AnschlieBend wenden wir die jeweiligen eindimensiona-
len Wavelet-Zerlegungsfilter mit nachfolgendem Downsampling auf die Vektoren, die die
zweite bis letzte Spalte der umsortierten Matrix darstellen, an. Hierzu verwenden wir
die Implementierung der Wavelet-Transformation von Getreuer [54]. Wir l6schen jede
zweite Zeile der Matrix (Downsampling) und iiberschreiben anschliefend die zweite bis
letzte Spalte mit den erhaltenen Tiefpass-Werten nach Downsampling (Aktualisierung
der Punkte bzw. Funktionswerte). Die erhaltenen Hochpass-Werte fiir die letzte Spalte
werden nach Anwendung des Shrinkage-Operators abgespeichert. Die aus der zweiten
bis vorletzten Spalte (Koordinaten der Punkte) resultierenden Hochpass-Werte werden
nicht benotigt und miissen daher nicht berechnet werden.

Das erste Zerlegungslevel ergibt also eine modifizierte N/2 x (d + 2)-Matrix sowie die
abgespeicherten Hochpass-Werte und den abgespeicherten Pfadvektor. Wir iterieren das
obige Vorgehen mit der modifizierten Matrix fiir weitere Zerlegungslevel.

Rekonstruktion Die Rekonstruktion der Funktionswerte verlduft ebenso levelweise ite-
rativ. Wir initialisieren einen Vektor c¢ als letzte Spalte der zuvor nach dem letzten
Zerlegungslevel erhaltenen Matrix. Der Vektor c enthéilt folglich die Tiefpass-Werte des
letzten Zerlegungslevel. Wir fiigen die entsprechend separat gespeicherten Hochpass-
Werte zu ¢ hinzu und wenden nach vorherigem Upsampling die entsprechenden Wavelet-
Rekonstruktionsfilter an, um die geglatteten Tiefpass-Werte des néichsten Level zu er-
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halten. Diese sortieren wir anschlieBend mittels der durch den gespeicherten Pfadvektor
induzierten inversen Permutation des zugehdrigen Level um. Man beachte, dass eine
Rekonstruktion der spatialen Koordinaten der Punkte nicht notwendig ist.

Wir wiederholen dieses Vorgehen, bis wir im ,nullten Level anlangen, sodass c¢ die
gegliatteten Funktionswerte darstellt. Abschlieffend fiigen wir den Vektor ¢ und die zu
Beginn gespeicherten ersten d + 1 Spalten der originalen Matrix ® zu einer Matrix
zusammen, die die N Datenpunkte mit ihren zugehorigen entstérten Funktionswerten
beschreibt.

Adaptiv deterministische Pfadkonstruktion

Wir beschreiben kurz die Grundlagen der Implementierung der Pfadkonstruktionen. Wir
setzen voraus, dass wir die (spatialen) Nachbarschaften der Datenpunkte vorab berechnet
haben. Auf diesen Aspekt gehen wir im Anschluss noch ein.

Wir versehen den Vektor (xé)jvz/fl der N/2! Punkte mit einem Label 1 bzw. 0 an der
Stelle j, wenn der betreffende Punkt xz bei der Pfadkonstruktion noch nicht besucht
bzw. bereits besucht wurde.

Der Pfadvektor, der aus den Indizes der Pfadpunkte in der Reihenfolge ihres Besuches
besteht, wird rekursiv konstruiert. Die sukzessive Einschrankung der betrachteten Nach-
barschaften wird iiber logische Indizierung geregelt.

Adaptiv zufdllige Pfadkonstruktion

Unsere Implementierung der adaptiv zufélligen Pfadkonstruktion hat die gleiche Grund-
struktur wie die Implementierung der adaptiv deterministischen Pfadkonstruktion. Man
beachte hierzu, dass sich das ,,Abschneiden* der Wahrscheinlichkeiten geméaf3 auch
derart interpretieren lasst, dass wir als nachsten Pfadpunkt nur entsprechende spatiale
Nachbarn zulassen.

Als Zufallsgenerator nutzen wir die interne MATLAB-Funktion ,rand“, welche eine
Pseudo-Zufallszahl ( zwischen 0 und 1 geméaf einer Gleichverteilung liefert. Sind nun
xé k) der aktuelle Pfadpunkt und 2! fiir i = 1,..., R mit R < N/2! die Kandidaten

Ti

fiir den néichsten Pfadpunkt z!, mit zugehorigen Wahrscheinlichkeiten Py ,., S0
p!(k+1) pt(k).r;
betrachten wir die Intervalle I, = [F,,_1, F},) mit

i

o 0 firi =0
e Z;‘:l Py,  sonst '
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2 Wavelets entlang von Pfaden zur Entstorung gestreuter Daten

Wir wahlen azfn genau dann als néchsten Pfadpunkt, wenn die Zufallszahl ¢ im Intervall
I, liegt.

Berechnung der Nachbarschaften

Wir diskutieren im Folgenden die Berechnung der Nachbarschaften
NCl(:L‘é) = {xi € Fl : ”xi - xch? < 21/d017i 7£ k}v

welche den grofften Aufwand bei der Pfadkonstruktion darstellt. Zu beachten ist, dass
wir die Nachbarschaften Ng,(x!) fiir jeden Punkt z! fiir i = 1,..., N/2' bendtigen.
Bei einem naiven Ansatz wiirden viele Abgleiche paarweiser Distanzen daher mehrfach
erfolgen. Wir greifen auf eine Mdoglichkeit fiir ein effizienteres Vorgehen zuriick. Dabei
sei im Folgenden

g = ZZ/dCl.

Wir nutzen zwei Ideen, welche von meinem Kollegen Florian Bomann stammen, um
die Nachbarschaftsbestimmung effizienter zu machen. Ein dhnlicher Ansatz findet sich
auch in [78]. Die erste Idee verwendet den Schétzer

da(i,k) = [l|zill2 = [l ]|
fiir die euklidischen Absténde
d(i, k) = [l — /|2,
welcher sich aus der umgekehrten Dreiecksungleichung
llatllz = llakllzl < l2f = a2

ergibt. Dabei lassen sich die Werte da (i, k) relativ schnell bestimmen, wenn wir die
quadrierten euklidischen Normen

p(k) = ||zil3
aller Punkte z! vorberechnen. Wir grenzen dann zunichst die Menge
Nac(i):i={k € {1,... N/2"I\ {i} : da(i, k) < €}
ein, bevor wir unter diesen Kandidatenindizes die Menge der Indizes
N(i) == {k € Na(i) : d(i, k) < e}

der Nachbarschaft geméafi der exakten euklidischen Abstédnde d(i, k) = (p(i) + p(k) —
2(zk, 21 ))1/? bestimmen. Wir ersparen uns auf diese Weise eine Berechnung der euklidi-
schen Absténde d(i, k) fiir alle i,k =1,..., N.
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Die zweite Idee nutzt aus, dass die e-Nachbarschaft eines Punktes xé in der 2e-Nachbar-
schaft des Punktes x} enthalten ist, wenn ! in der e-Nachbarschaft von ! liegt. Wir be-
stimmen daher bei der Berechnung der e-Nachbarschaft von x! auch die 2e-Nachbarschaft
von z!. Im direkten Anschluss untersuchen wir zunichst die Punkte der e-Nachbarschaft
von z} auf e-Nachbarn, wobei wir unsere Suche auf die 2e-Nachbarschaft von x! be-
schranken konnen. Auf diese Weise reduzieren wir die Anzahl der nétigen Abgleiche
paarweiser Abstinde gegen den Parameter €.

Durch Kombination der beiden Ideen erhilt man Algorithmus[2.73|[21] als Vorschlag fiir
eine effiziente Berechnung der Nachbarschaften aller Punkte.

Algorithmus 2.73 Berechnung der Nachbarschaften
Eingabe: Punkte o firi=1,..., N/2" und Nachbarschaftsgrofie ¢ = 2120}

e Berechne p(i) = |23 fir alle i = 1,...,N/2" und initialisiere die Menge der
Indizes, deren Nachbarschaften bereits bestimmt wurden: T = ().

o Firi=1,...,N/2\
Fulls i € T ist, fahre mit i + 1 fort. Andernfalls aktualisiere Z durch Hinzufiigung
von i, d.h. T — T U{i}, und fiihre die folgenden Schritte durch.

1. Bestimme die Menge Nao-(i) = {k € {1,..., N/2"}\ {3} : da(i, k) < 2e}, um

die Kandidaten fiir die Indizes der 2¢-Nachbarschaft von x' durch Verwendung
des Schitzers dp einzugrenzen.

2. Berechne die exakten euklidischen Abstinde d(i, k) = (p(i)+p(k)—2(xt, x))1/?
fir k € Nao:(i) und bestimme durch Suche in N (1) die Indizes der 2e-
Nachbarschaft No: (1) = {k € Nao:(i) : d(i, k) < 2¢}.

3. Bestimme die Indizes der e-Nachbarschaft N.(i) = {k € Nac(4) : d(i, k) < e}
durch Suche in Na(i).

4. Setze J = N.(i) \ T und durchlaufe fiir j € J die folgenden Schritte:
a) Fige j zur Menge der betrachteten Indizes hinzu, d.h. T — T U {j}.

b) Berechne d(j,k) fir k € Na:(i) und bestimme die Indexmenge N.(j) =
{k € Noc(i) : d(j, k) < e} durch Suche in No.(i).

Ausgabe: Indexmengen N_(i) der Nachbarschaften der Punkte ot fiiri=1,... N/2!.

Man beachte, dass wir Algorithmus fiir jede Punktmenge I'" und jede Iteration des
Algorithmus [2.63] d.h. bei Betrachtung von T' Iterationen und L Zerlegungsleveln T L-
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mal, durchfiihren miissen. Hierbei werden die Nachbarschaften vieler Punkte mehrfach
aufs Neue bestimmt. Es ergibt sich somit weiteres Einsparungspotenzial hinsichtlich der
Kosten der Nachbarschaftsbestimmung. Dies betrifft insbesondere den in Bemerkung
beschriebenen Fall, in dem zur Aktualisierung der Punktmenge I' ein reines Down-
sampling verwendet wird. In diesem Fall entstehen keine neuen Punkte in I'', die nicht
schon in I' = I'° enthalten sind.

2.7 Numerische Resultate

Dieser Abschnitt prisentiert Ergebnisse der Anwendung unserer MATLAB-Implementie-
rung geméf Abschnitt [2.6] der vorgestellten Entstorungsmethode nach Algorithmus [2.63]
fiir verrauschte Bilder. Zur Einordnung der erreichten Resultate stellen wir auch die Ent-
storungsergebnisse mittels einiger vergleichbarer Methoden gegeniiber. Diese Methoden
sind in Tabelle 2.4] aufgelistet.

1. Shrinkage der zweidimensionalen Tensorprodukt-Wavelet-Transforma-
tion ohne Cycle-Spinning [93]
2. Shrinkage der zweidimensionalen Tensorprodukt-Wavelet-Transforma-

tion mit Cycle-Spinning (64 Verschiebungen) [31]

Vier-Pixel-Schema [141]

Curvelet-Shrinkage [124]

Shearlet-Shrinkage [47]

BM3D [36]

Algorithmus [2.63] mit 64 Iterationen und adaptiv deterministischer
Pfadkonstruktion

8. Algorithmus [2.63| mit 64 Iterationen und adaptiv zufélliger Pfadkon-
struktion

N S| G

Tabelle 2.4: Verglichene Methoden.

Man beachte, dass die Methoden 1 und 3-5 aus Tabelle[2.4] keine mit dem Cycle-Spinning
vergleichbare Durchschnittsbildung enthalten. Allerdings handelt es sich bei Curvelets
und Shearlets um Systeme mit von Natur aus hoherer Redundanz.

Wir weisen darauf hin, dass wir uns fiir den Vergleich auf Daten auf einem zweidimensio-
nalen regulidren Gitter (Bilder) beschrianken. Die Entstorungsmethoden 1-6 aus Tabelle
2.4] sind in dieser Form nur fiir diese spezielle Klasse von Datensiitzen anwendbar. Es
existieren theoretische Erweiterungen der Curvelets (sieche z.B. [26]) und Shearlets (sie-
he z.B. [59]) auf beliebige Raumdimensionen sowie dreidimensionale Erweiterungen des
BM3D-Algorithmus zur Entstorung von Videos (siehe z.B. [35]). Diese Erweiterungen
benotigen jedoch ein reguldres Gitter.
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Zur Erlauterung der Methoden 1 und 2 sei auf Abschnitt und Algoritmus [2.59| ver-
wiesen. Fiir die zweidimensionalen Wavelet-Transformationen verwenden wir erneut die
Implementierung von Getreuer [54]. Dabei wihlen wir - wie auch fiir die eindimensiona-
le Wavelet-Transformation bei der Entstorung mittels Algorithmus - biorthogonale
CDF-9/7-Filter.

Wir beschreiben noch kurz die Grundideen der verbleibenden Methoden.

Vier-Pixel-Schema

Das Vier-Pixel-Schema (engl. Four-Pixel Scheme) [I41] ist ein spezielles numerisches
Schema fiir die Bildentstorung mittels partieller Differentialgleichungen. Filterung eines
Bildes geméf der iterativen Losung einer diskretisierten partiellen Differentialgleichung,
welche einen nicht linearen Diffusionsprozess mit dem verrauschten Bild als Anfangs-
bedingung beschreibt, stellt eine verbreitete Methode zur Bildentstérung dar. Dabei
werden vermehrt unbeschriankte Diffusivitdtsfunktionen mit einer Singularitit im Null-
punkt betrachtet, was in Implementierungen resultiert, die unter langsamer Konvergenz
oder numerischen Instabilitdten leiden. Diesem begegnet man haufig mit einer Regula-
risierung, die zu einer beschrankten Diffusivitdtsfunktion fithrt. Durch diese Regulari-
sierung verliert man einige der theoretischen Eigenschaften der unbeschrénkten Diffusi-
vitatsfunktionen und erhélt oft Artefakte bei der Bildentstorung (vgl. [I41]). Statt einer
Regularisierung schlagen Welk et al. daher das Vier-Pixel-Schema vor, welches leicht
zu implementieren und stabil ist. Das Schema beruht auf analytischen Losungen der
betrachteten partiellen Differentialgleichung fiir 2 x 2-Bilder, welche mittels einer Art
additiven Operator-Splittings (AOS) kombiniert werden.

Curvelets und Shearlets

Wavelets konnen im Allgemeinen im zweidimensionalen Fall gerichtete Unstetigkeiten,
etwa Unstetigkeiten entlang von Kurven, nicht optimal behandeln. Dies war eines der
Hauptmotive fiir die Einfithrung der adaptiven EPWT zur Bildkompression. Bei der
Curvelet-Transformation und der Shearlet-Transformation handelt es sich um nicht ad-
aptive mit der Wavelet-Transformation verwandte Konzepte, die die Erfassung gerich-
teter Strukturen verbessern.

Bei den Curvelets [27] verwendet man Funktionensysteme
{Gjhs -k €Z?1€{0,...,N; —1}}

mit

Git = bjo00(Ro,, (x — b))
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2 Wavelets entlang von Pfaden zur Entstorung gestreuter Daten

fiir N; := 4 -209/21 und j € Np. Dabei ist Ry,, mit 0;; = w eine Rotationsma-
trix, b = b{}jm) = R, 1l (&, Q'J%)T eine Verschiebung und ¢; 0 das sogenannte Basis-
Curvelet nach Dilatation (engl. dilated basic curvelet), fiir dessen Fourier-Transformierte

in Polarkoordinaten
Gi00(r,w) = 27394W (2797 Uy, (w)

mit passenden Fensterfunktionen W und VNJ, gilt. Man erhélt das Funktionensystem
{¢jr1:7 € No,k € Z*1 € {0,...,N; — 1}} aus einer Mutterfunktion ¢ folglich durch
Dilatation und Translation wie bei den Wavelets und zusétzlich durch Rotation. Das
System induziert ein sogenanntes Tiling des zweidimensionalen Frequenz-Raumes. Die
Anzahl der Keile (engl. wedges) dieses Tilings in Skalierungslevel 277 betriigt dabei NN,

(vgl. [87]).
Fiir die Shearlets [79] nutzt man zur Analyse den Shearlet-Frame

{ijn 1,7 €L,k € 7%},

wobei
Yign = |det A|/2p(BIA" - —k)
mit
2 0
A (O ﬁ)
und

o3 )

definiert ist. Man erhélt die Frame-Elemente aus einer Mutterfunktion ¢ also durch
Translation und Dilatation (Matrix A) wie bei den Wavelets und zusétzlich durch Sche-
rung (Matrix B). Man beachte weiterhin, dass die Dilatation im Gegensatz zu den Wa-
velets anisotrop ist.

Die Entstorung durch Curvelet-Shrinkage bzw. Shearlet-Shrinkage wurde mittels der
Software CurveLab [I] bzw. ShearLab (Version 1.0) [4] getestet. Es sei darauf hingewie-
sen, dass in [47] mittels der Shearlet Transformation ohne Subsampling (engl. Nonsub-
sampled Shearlet Transform, NSST) bessere Entstorungsergebnisse als die hier spéter
vorgestellten erreicht wurden.

BM3D

Bei der Bildentstorung mittels Abgleich von Blocken und dreidimensionaler Filterung
(engl. block-matching and 3D filtering, BM3D) [36] kombinieren Dabov et al. mehrere
Ideen zu einem hervorragend funktionierendem Entstérungsschema.
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Die Entstorung mit BM3D verlauft grundsétzlich in zwei Schritten. Der erste Schritt, ge-
wissermaflen eine Vorentstérung, arbeitet wie folgt: Es werden iiberlappende Bildblocke
einer festgelegten Grofle betrachtet. Man fixiert nacheinander je einen Referenzblock
und sucht andere Blocke mit hoher Korrelation zu diesem Referenzblock. Als Maf fiir
die Korrelation dient hierbei der Frobenius-Abstand der z.B. mit einer zweidimensiona-
len diskreten Kosinus-Transformation mit anschlieBendem Hard-Shrinkage behandelten
Blocke. Dieses Korrelationsmafl ordnet Blocken mit hoher Korrelation kleine positive
Werte zu. Blocke, fiir die das Korrelationsmafl einen Parameter m,atcn > 0 unterschrei-
tet, werden folglich zu einem ,Stapel“ zusammengefasst (engl. ,stacked to form a 3D
array“). Dieser Abgleich von Blocken (engl. block-matching) liefert dreidimensionale
y,otapel, auf die man eine dreidimensionale unitére Transformation mit Hard-Shrinkage
zur Beseitigung des Rauschens anwendet. Durch anschlieBende Anwendung der inversen
dreidimensionalen Transformation erhélt man eine Rekonstruktion des dreidimensiona-
len , Stapels“, welche mit einem Gewicht in Abhéngigkeit von der Varianz des ,,Stapels*
versehen wird. Dieses Vorgehen wird wiederholt, bis jeder Bildblock als fixierter Re-
ferenzblock fungiert hat. Letztlich setzt man in einem Aggregationsschritt die Blocke
wieder zu einem Bild zusammen. Dabei bildet man einen gewichteten Durchschnitt, der

e Uberlappungen von Blscken,

e Vorkommen von Blécken in unterschiedlich vielen ,,Stapeln® und

e die Gewichtungen der , Stapel®
beriicksichtigt. Das Resultat ist ein (vor-)entstortes Bild.
Der zweite Schritt des BM3D-Algorithmus funktioniert nach dem gleichen Schema wie
der erste Schritt. Als Korrelationsmafl beim Abgleich der gestorten Blocke dient diesmal
jedoch der Frobenius-Abstand der um ihren Erwartungswert zentrierten Blocke des aus
dem ersten Schritt resultierenden vorentstorten Bildes. Weiterhin verwendet man zur
Eliminierung des Rauschens mittels der dreidimensionalen Transformation der ,,Stapel
statt des Hard-Shrinkage einen Wiener-Filter, der sich aus dem vorentstorten Bild ergibt.

Das Resultat des zweiten Schrittes stellt dann die finale Rekonstruktion des Bildes dar.

Fiir eine duflerst effiziente Implementierung des BM3D-Algorithmus sei auf [2] verwiesen.

Resultate

Wir entstoren exemplarisch die Grauwert-Bilder ,,Cameraman® und ,, Peppers* der Grofie
256 x 256 Pixel mit synthetisch eingefiigtem additiven Gaufischen Rauschen, wobei die
Standardabweichung der zugehorigen Normalverteilung o = 0.1 bzw. ¢ = 0.15 betra-
ge (siehe Abbildung [2.5). Die Grauwerte seien im Intervall [0, 1] kodiert. Wir haben
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versucht, die jeweiligen freien Parameter der Entstorungsmethoden aus Tabelle ex-
perimentell optimal zu bestimmen. Die fiir die hier prasentierten Ergebnisse verwendeten
Parameter sind in Tabelle aufgefithrt. Dabei bezeichnet 6 den jeweiligen Threshold-
Parameter, 7 die Schrittweite beim Vier-Pixel-Schema und C; bzw. D; den Nachbar-
schaftsparameter fiir unsere Pfadkonstruktion (siehe bzw. (2.9)). Die Parameter
m1,m2 werden fiir die Gewichte bei der adaptiv zufilligen Pfadkonstruktion (siehe (2.8))
benotigt.

Als Qualitdtsmafl der Entstorung verwenden wir das geméaf3

1
L (f () = f(z)))?

in Dezibel (dB) definierte Spitzen-Signal-Rausch-Verhiltnis (engl. Peak Signal-to-Noise
Ratio, PSNR), wobei f € RY das rauschfreie Original und f € RY das verrauschte Bild
seien. Die 1 im Zahler des Argumentes des Logarithmus stellt den quadrierten maximalen
Bildwert dar.

PSNR(f. f) = 101og,,

Bemerkung 2.74 Man beachte, dass der Zufall Einfluss auf das Ergebnis von Algorith-
mus(2.63 hat. Eine zweimalige Anwendung von Algorithmus|2.63 auf dasselbe verrauschte
Bild wird somit im Allgemeinen zwei unterschiedliche Ergebnisse liefern. In der Praxis
lagen die Abweichungen der erreichten PSNR-Werte dabei allerdings im Bereich von
Hundertsteln eines Dezibels.

Die Resultate der numerischen Experimente sind in den Abbildungen [2.6 und Ta-
belle dargestellt. Man erkennt in allen vier Beispielen, dass die Entstorung mittels
unseres Algorithmus [2.63] mit adaptiv deterministischer Pfadkonstruktion - mit Aus-
nahme des BM3D-Algorithmus, welcher den neuesten Stand der Technik reprasentiert
- den besten PSNR-Wert liefert. Insbesondere liefert die adaptiv deterministische Pfad-
konstruktion bessere Resultate als die adaptiv zuféllige Pfadkonstruktion. Der Grund
hierfiir diirfte sein, dass wir bei der adaptiv zufilligen Pfadkonstruktion im Gegensatz
zur adaptiv deterministischen Pfadkonstruktion die Beibehaltung eingeschlagener Rich-
tungen des Pfades nicht férdern.

Abbildung zeigt die Verteilung der aktualisierten Mengen I'* der gestreuten Punkte
in unterschiedlichen Leveln exemplarisch fiir die Anwendung unseres Entstorungsalgo-
rithmus mit der adapativ deterministischen Pfadkonstruktion auf das ,,Cameraman®-
Bild. Man sieht, dass die fiir die Pfadkonstruktion des folgenden Level verwendeten
Punktmengen (annidhernd) quasi-uniform (siche Definition im urspriinglichen De-
finitionsbereich [1,256] sind, sodass der gesamte Bereich gut mit Informationen in Form
der den Punkten a:é € I'" zugeordneten Tiefpass-Werte cé abgedeckt ist. Weiterhin wird
deutlich, dass Algorithmus [2.63] auch fiir nicht dquidistante Punkte funktioniert, denn
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, Peppers®, o = 0.1

, Peppers”, o = 0.15

Tensorprodukt-Wavelet

4 Level, 8 = 0.29

2 Level, 6§ = 0.55

Tensorprodukt-Wavelet
mit Cycle-Spinning

4 Level, 8 = 0.29

3 Level, 8 = 0.45

Vier-Pixel-Schema

76 Iterationen, 7 = 0.001

124 Tterationen, 7 = 0.001

Curvelet 0 =0.31 0 =041
Shearlet 6 = 0.001 6 = 0.0015
BM3D BlockgroBe 8 X 8, Taten = 3000 (1. Schritt) bzw.

Tmateh = 400 (2. Schritt)

Algorithmus [2.63] adaptiv
deterministisch

6 Level, C; = 1.3, 0 =
0.35

6 Level, C7 =
0.50

1.1, 0 =

Algorithmus [2.63] adaptiv
zufallig

4 Level, Dy = 5, 0 =
028, =12 = 0.2

4 Level, Dy = 5, 0 =
0.50, 1 =mny =0.2

,Cameraman*, o = 0.1

,Cameraman®, o = 0.15

Tensorprodukt-Wavelet

2 Level 6 = 0.30

3 Level, # = 0.52

Tensorprodukt-Wavelet
mit Cycle-Spinning

4 Level 0 = 0.30

3 Level, 8 = 0.45

Vier-Pixel-Schema

73 Iterationen, 7 = 0.001

122 Iterationen, 7 = 0.001

Curvelet 6 =0.31 0 =0.41
Shearlet f = 0.001 f# = 0.0015
BM3D BlockgroBle 8 X 8, Tmateh 3000 (1. Schritt) bzw.

zufallig

Algorithmus [2.63] adaptiv | 6 Level, C; = 1.3, § = |8 Level, C; = 14, 6 =
deterministisch 0.35 0.54
Algorithmus [2.63] adaptiv | 8 Level, Dy = 5, 0 = |8 Level, Dy = 5, 0 =

0.30, 1 =10 = 0.2

0.50, 1 = 1o = 0.2

Tabelle 2.5: Verwendete Parameter fiir die Entstérung mittels der jeweiligen Methoden.
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2 Wavelets entlang von Pfaden zur Entstorung gestreuter Daten

Abbildung 2.5: , Peppers“-Bild (links) und ,Cameraman“-Bild (rechts); obere Reihe:
Originale; mittlere Reihe: mit GauBschem Rauschen (o = 0.1) belegt;
untere Reihe: mit Gaufischem Rauschen (o = 0.15) belegt.
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2.7 Numerische Resultate

S .

Abbildung 2.6: Entstorung des ,Peppers“-Bildes (¢ = 0.1) mittels Tensorprodukt-
Wavelets ohne (oben links) und mit Cycle-Spinning (oben rechts), Vier-
Pixel-Schema (unten links) und Curvelets (unten rechts).
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2 Wavelets entlang von Pfaden zur Entstorung gestreuter Daten

Abbildung 2.7: Entstorung des ,Peppers“-Bildes (¢ = 0.1) mittels Shearlets (oben
links), BM3D (oben rechts), Algorithmus mit adaptiv determi-
nistischer (unten links) und adaptiv zufélliger Pfadkonstruktion (unten
rechts).
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2.7 Numerische Resultate

Abbildung 2.8: Entstorung des ,,Peppers“-Bildes (¢ = 0.15) mittels Tensorprodukt-
Wavelets ohne (oben links) und mit Cycle-Spinning (oben rechts), Vier-
Pixel-Schema (unten links) und Curvelets (unten rechts).
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2 Wavelets entlang von Pfaden zur Entstérung gestreuter Daten

Abbildung 2.9: Entstorung des , Peppers“-Bildes (0 = 0.15) mittels Shearlets (oben
links), BM3D (oben rechts), Algorithmus mit adaptiv determi-
nistischer (unten links) und adaptiv zufélliger Pfadkonstruktion (unten
rechts).
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2.7 Numerische Resultate

Abbildung 2.10: Entstorung des ,, Cameraman“-Bildes (o = 0.1) mittels Tensorprodukt-
Wavelets ohne (oben links) und mit Cycle-Spinning (oben rechts), Vier-
Pixel-Schema (unten links) und Curvelets (unten rechts).
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2 Wavelets entlang von Pfaden zur Entstérung gestreuter Daten

Abbildung 2.11: Entstorung des ,,Cameraman“-Bildes (0 = 0.1) mittels Shearlets (oben
links), BM3D (oben rechts), Algorithmus mit adaptiv determinis-
tischer (unten links) und adaptiv zufélliger Pfadkonstruktion (unten
rechts).
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2.7 Numerische Resultate

Abbildung 2.12: Entstoérung des ,,Cameraman“-Bildes (¢ = 0.15) mittels Tensorpro-
dukt-Wavelets ohne (oben links) und mit Cycle-Spinning (oben rechts),
Vier-Pixel-Schema (unten links) und Curvelets (unten rechts).
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2 Wavelets entlang von Pfaden zur Entstérung gestreuter Daten

Abbildung 2.13: Entstorung des ,,Cameraman®-Bildes (¢ = 0.15) mittels Shearlets
(oben links), BM3D (oben rechts), Algorithmus mit adaptiv de-
terministischer (unten links) und adaptiv zufélliger Pfadkonstruktion
(unten rechts).
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2.7 Numerische Resultate

,Peppers“ | , Peppers” | ,,Cameraman® | ,Cameraman‘
gestort 19.97 16.45 19.97 16.45
Tensorprodukt-Wavelet 24.91 23.20 24.74 22.86
Tensorprodukt-Wavelet 28.11 25.85 27.19 25.14
mit Cycle-Spinning
Vier-Pixel-Schema 28.26 26.13 27.64 25.73
Curvelet 26.36 23.95 25.48 23.73
Shearlet 26.82 25.04 26.07 24.23
BM3D 30.22 28.18 29.36 27.49
Algorithmus [2.63] adaptiv 29.01 26.44 28.28 26.15
deterministische Pfade
Algorithmus [2.63] adaptiv 27.96 25.69 27.44 24.85
zuféllige Pfade

Tabelle 2.6: Vergleich der PSNR-Werte bei der Entstorung mittels der jeweiligen
Methoden.
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Abbildung 2.14: Aktualisierte gestreute Punktmengen I'? (links), I'® (Mitte) und
I'® (rechts) des ,Cameraman“-Bildes bei adaptiv deterministischer
Pfadkonstruktion.
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2 Wavelets entlang von Pfaden zur Entstorung gestreuter Daten

Abbildung 2.15: L-formiger Ausschnitt des ,,Cameraman“-Bildes: Mit Gauflschem Rau-
schen (¢ = 0.1) belegte (links, PSNR = 19.96) und mittels Algorithmus
[2.63| mit adaptiv deterministischer Pfadkonstruktion entrauschte Versi-
on (rechts, PSNR = 27.77).

auch bei den hier betrachteten Bildern (d.h. dquidistante Punkte im ,nullten“ Level)
ergeben sich in héheren Leveln nicht dquidistante Punktkonfigurationen.

Man beachte, dass sich der Einsatz der vorgeschlagenen Entstorungsmethode mittels
Wavelets entlang von Pfaden nicht auf rechteckige Mengen beschréinkt. Sie ldsst sich
zur Entstorung von auf nahezu beliebig geformten Mengen gegebenen Funktionswerten
verwenden. Die Abbildungen [2.15 illustrieren die Entstorung eines L-formigen und
eines dreieckigen Ausschnitts des ,,Cameraman®“-Bildes sowie die Entstérung des ,,Ca-
meraman “-Bildes mit einem rautenférmig ausgestanzten Loch. Dabei wurde die adaptiv
deterministische Pfadkonstruktion mit denselben Parametern wie in Tabelle 2.5 verwen-
det. Die angegebenen PSNR-Werte beziehen sich dabei auf die verringerte Anzahl an
Pixeln.

Aufgrund der einfachen Visualisierung decken die hier vorgestellten numerischen Resul-
tate nur den Fall zweidimensionaler Punktmengen ab. Grundsétzlich ist die Entstorungs-
methode auch fiir Punktmengen in héheren Dimensionen nutzbar, wobei der numerische
Aufwand mit der Dimension (wie auch mit der Anzahl der Datenpunkte) wéchst.
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2.7 Numerische Resultate

Abbildung 2.16: Dreieckiger Ausschnitt des ,,Cameraman®-Bildes: Mit Gaufischem Rau-
schen (o = 0.1) belegte (links, PSNR = 19.98) und mittels Algorithmus
[2.63| mit adaptiv deterministischer Pfadkonstruktion entrauschte Versi-
on (rechts, PSNR = 26.31).

Abbildung 2.17: ,Cameraman“-Bild mit Loch: Mit Gauischem Rauschen (o = 0.1) be-
legte (links, PSNR = 19.96) und mittels Algorithmus mit ad-
aptiv deterministischer Pfadkonstruktion entrauschte Version (rechts,
PSNR = 28.71).
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2 Wavelets entlang von Pfaden zur Entstorung gestreuter Daten

2.8 Modifikationen des Entst6rungsalgorithmus [2.63]

Wir widmen uns abschliefend noch méglichen Modifikationen des Entstérungsalgorith-
mus[2.63 In den Unterabschnitten [2.8.TJund [2.8.2) werden wir Vereinfachungen vorstellen,
welche den numerischen Aufwand reduzieren, jedoch nicht die Entstorungsqualitéit des
urspriinglichen Algorithmus [2.63|erreichen. Der Ansatz in Unterabschnitt sorgt fiir
eine hohere Effizienz der Methode bei Erhaltung der Entstérungsgiite. Ziel der in den Un-
terabschnitten [2.8.4]und [2.8.5] diskutierten Modifikationen war eine weitere Verbesserung
der Entstorungsergebnisse. Auch die in Unterabschnitt beschriebene Modifikation
zielte vorrangig auf eine Erhohung der Entstorungsgiite ab.

2.8.1 Einmalige Pfadkonstruktion

Der Entstérungsalgorithmus zeichnet sich u.a. dadurch aus, dass in jedem Zer-
legungslevel ein neuer Pfad (auf dem aktualisierten Datensatz) konstruiert wird. Der
numerische Aufwand ldsst sich daher wesentlich reduzieren, wenn wir nur einmalig im
ersten Level einen Pfad durch die gegebenen gestreuten Punkte x4, ..., zy konstruieren.
Fiir die weiteren Level verwenden wir die durch den Pfad des ersten Level induzierte
Umordnung. Eine entsprechende Vereinfachung der EPWT fiir die Bildkompression wird
in [130] von Tenorth unter dem Namen , Einfach-EPWT* erwéhnt.

Algorithmus 2.75 Entstérung mit einmaliger Pfadkonstruktion

Gegeben: z; € R f(z;) firj = 1,...,N, wobei N = 2 fiir ein t € N, und eine
biorthogonale Wavelet-Filterbank mit Zerlegungsfiltern h,g und Rekonstruktionsfiltern
h,g.

Fiihre die folgenden zwei Schritte durch:

1. Konstruiere einen geeigneten Pfadvektor p € RY, d.h. eine Permutation der Indi-
zes {1,..., N}, welche eine Reihenfolge der Punkte x,;) und zugeordneten Funk-

tionswerte f(xp(j)) darstellt.

2. Wende die aus aus den Filtern h, g, h, g bestehende iterative Wavelet-Filterbank mit

Shrinkage und L < t Transformationsleveln auf das Fingangssignal (f(xp(j))jyzl an.

Ausgabe: Den gestreuten Punkten x; zugeordnete geglittete Funktionswerte.
Iteration: Wiederhole die Schritte 1 und 2 (unter Verwendung eines neuen Pfadvektors)
T-mal (z.B. T = 64) und bilde den Durchschnitt der Ausgaben.

106



2.8 Modifikationen des Entstorungsalgorithmus

Bei diesem modifizierten Vorgehen sind sowohl der Multiskalencharakter als auch die
Adaptivitat der urspriinglichen Methode nur abgeschwécht vorhanden. Durch die Bei-
behaltung des Pfades fiir jedes Level wird die EPWT auf eine echt eindimensionale
Transformation (entlang dieses Pfades) reduziert und kann daher Datenkorrelationen
nur in Richtung dieses Pfades ausnutzen. Erwartungsgeméf sinkt der numerische Auf-
wand, aber auch die Qualitéit der Entstorung wie sich exemplarisch an der Entstorung des
»,Cameraman“-Bildes (siche Abbildung und Tabelle ablesen lasst. Fiir dieses
Beispiel wurde die adaptiv deterministische Pfadkonstruktion mit 6 Zerlegungsleveln,
Threshold-Parameter 6§ = 0.35 sowie Nachbarschaftsparameter C; = /2 (siche (2:2))
gewihlt. Die Laufzeit des Algorithmus kann gegeniiber der standardméfligen Verwen-
dung von Algorithmus [2.63| auf weniger als ein Sechstel verringert werden.

2.8.2 Nicht adaptive Pfadkonstruktion

Weiterhin denkbar ist eine Verwendung des urspriinglichen Algorithmus [2.63 unter Ver-
wendung einer nicht adaptiven Pfadkonstruktion anstelle der adaptiven Konstruktionen
gemifB der Algorithmen [2.67] oder [2.69 Dabei beriicksichtigen wir nur die spatialen
Abstédnde der Datenpunkte xé», j=1,...,N/2! im jeweiligen Zerlegungslevel, jedoch
nicht die zugehorigen Funktions- bzw. Tiefpass-Werte cé».

Eine nicht adaptive Version der deterministischen Pfadkonstruktion nach Algorithmus
2.67im l-ten Level sieht man im folgenden Algorithmus.

Algorithmus 2.76 Nicht adaptiv deterministische Pfadkonstruktion
Gegeben: I'' = {2 ... ,xév/y} c R%
1. Wiihle den ersten Index des Pfades p'(1) zuféillig aus {1,..., N/2!} unter der An-
nahme, dass alle Indizes die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen, gewdhlt zu wer-

den.

2. Firk=1,...,N/2' — 1 durchlaufe folgende Schritte:
a) Berechne Ne, (z}) und Ne, (x;l(k)) gemdf (2.1) und (2.2]).
b) Wiihle den néchsten Index p'(k + 1) des Pfades wie folgt:

e Fulls N¢, (xfnl(k)) nicht die leere Menge ist, wéihle p'(k + 1), sodass

[ l l
(1) = Ty Ty = @)

x;l(kﬂ) = argmax (2.11)

- il . l _
a:eNcl(xlpl(k>) prl(k:—l) 'Ipl(k)HQ Hmpz(k) 33H2
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2 Wavelets entlang von Pfaden zur Entstorung gestreuter Daten

fiir k > 1. Fiir k = 1 wéhle p'(k+1) zuféillig unter den Indizes der Punkte
mn Ncl(xé,(k)) unter der Annahme einer Gleichverteilung.

e Falls N, (x;l(k)) leer ist, wihle p'(k + 1) zuféillig unter den Indizes der
Punkte in Ny, (siche [2.4) ) unter der Annahme einer Gleichverteilung.

3. Ausgabe: Pfadvektor p' = (pl(k:))]kvﬁl

Bemerkung 2.77 Die Bedingung (2.11)) sichert erneut, dass der Pfad eine eingeschla-
gene Richtung beibehdlt, solange dies mdglich ist. Der Algorithmus fiihrt somit in
der Regel zu ,schneckenformigen” Pfaden.

Fiir eine nicht adaptive Abwandlung der zufilligen Pfadkonstruktion kénnen wir Al-
gorithmus itbernehmen und miissen lediglich die Definition der Ubergangswahr-
scheinlichkeiten abéndern, indem wir nur die spatialen Informationen beriicksichtigen.
Statt der Gewichte w(y!, yé) wie in ([2.8)), welche durch entsprechende Normalisierung die

Ubergangswahrscheinlichkeiten darstellen, verwenden wir dann rein spatiale Gewichte

— |2} — 513
w(xh,7h) = w'(af, ) = exp (Tdmj :

Der Verzicht auf Adaptivitdt der Pfadkonstruktion verschlechtert die Entstérungsergeb-
nisse (siehe Abbildung und Tabelle , beschleunigt aber die Prozedur, da eine
Vorberechnung der Pfade moglich wird . Die eigentliche Entstorungsprozedur lduft dann
ahnlich schnell wie eine iibliche Wavelet-Transformation. Fiir das erwéhnte numerische
Beispiel wurden der Threshold-Parameter § = 0.35 und der Nachbarschaftsparameter
Ci = 2 (siehe (2.2)) sowie 4 Zerlegungslevel verwendet.

Es sei jedoch angemerkt, dass die Laufzeit der nicht adaptiv deterministischen Pfadkon-
struktion (Algorithmus selbst verglichen mit der adaptiv deterministischen Pfad-
konstruktion (Algorithmus nur minimal geringer ist. Die Verringerung der Laufzeit
der Entstorungsprozedur ergibt sich nur, wenn man die Md6glichkeit der Vorberechnung
der Pfade ausnutzt. Wir erwédhnen hier eine weitere nicht adaptive Pfadkonstruktion,
welche noch weniger komplex ist.

Algorithmus 2.78 Primitive Pfadkonstruktion
Gegeben: I'' = {2, ... 7755\7/21} c R%.

1. Wiihle den ersten Index des Pfades p'(1) zufdillig aus {1,..., N/2'} unter der An-
nahme, dass alle Indizes die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen, gewdhit zu wer-
den.
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2.8 Modifikationen des Entstorungsalgorithmus

2. Firk=1,...,N/2" — 1 durchlaufe folgende Schritte:
a) Berechne N¢, (z}) und Ne, (mél(k)) gemdf (2.1) und (2.2]).
b) Wiihle den néchsten Index p'(k + 1) des Pfades wie folgt:

e Fulls N, (x;l(k)) nicht die leere Menge ist, wéihle p'(k + 1) zufillig unter

den Indizes der Punkte in N¢, (%l(k)) unter der Annahme einer Gleich-
verteilung.

e Fulls N, (a:;l(k)) leer ist, wihle p'(k + 1) zuféillig unter den Indizes der
Punkte in Ny, (siche ([2.4)) unter der Annahme einer Gleichverteilung.

3. Ausgabe: Pfadvektor p' = (pl(k))]kvﬁl

Die primitive Pfadkonstruktion gleicht der nicht adaptiv deterministischen Pfadkon-
struktion, verzichtet aber auf die Bedingung , welche fordert, dass aufeinander-
folgende Pfadpunkte moglichst auf einer Geraden liegen. Stattdessen wird der néchste
Pfadpunkt zufillig geméf einer Gleichverteilung unter den spatialen Nachbarn des ak-
tuellen Punktes festgelegt. In der Praxis reduziert sich die Laufzeit gegeniiber der ad-
aptiv deterministischen Pfadkonstruktion auf fast die Halfte, wohingegen die Giite der
Entstorung noch etwas geringer als bei der Verwendung der nicht adaptiv deterministi-
schen Pfadkonstruktion ist.

2.8.3 Zerlegung des Datensatzes

Die fiir die Pfadkonstruktion gemafi Algorithmus [2.67] oder benotigte Rechenzeit
wachst stark mit der Anzahl N der Punkte des vorliegenden Datensatzes. Fiir groflere
Datensitze wird der Entstérungsalgorithmus [2.63]somit sehr zeitintensiv. Als Gegenmit-
tel ldsst sich die Menge der Abtastpunkte I' C R? zerlegen und die Entstérung geméaf
Algorithmus [2.63| nacheinander auf den Teilmengen der Zerlegung durchfithren. Hier-
durch dédmpft man das Wachstum der Rechenzeit bei steigender Anzahl N der Punkte
ab.

Es sei wieder {zy,...,zx} = ' C Q, wobei Q sich als Vereinigung endlich vieler be-

schrinkter, zusammenhiingender Teilmengen des R? schreiben ldsst. Wir wihlen nun
eine Zerlegung von 2 in paarweise disjunkte Teilmengen €2,, s =1,...,5, mit

Us Q=0
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2 Wavelets entlang von Pfaden zur Entstorung gestreuter Daten

fiir ein S € N. Wir definieren dann
Iy:={zel:zeQ}

und wenden den Entstérungsalgorithmus [2.63| nacheinander auf I'y, ..., ' an.

Bemerkung 2.79 1. Derartige Ansdtze, bei denen man die betrachtete Definitions-
menge in kleinere Teilmengen zerlegt und den gewdhiten Algorithmus auf diesen
Teilmengen anwendet, sind in unterschiedlichsten Richtungen der Mathematik zur
Beschleunigung von Algorithmen verbreitet. Exemplarisch sei hier erwdhnt, dass
Dekel und Leviatan [38] bzw. Dekel und Nemirosky [39] bei der Anwendung der
von thnen propagierten geometrischen Wavelets einen solchen Zerlequngsansatz
vorschlagen.

2. Fsist zweckmdflig, die Zerlegung so zu bilden, dass die Teilmengen Iy alle dhnliche
Kardinalitit besitzen. Fiir die Anwendung auf ein Bild mit 256 x 256 Pixeln ist
etwa eine Zerleqgung in 16 Blicke mit je 64 x 64 Pixeln denkbar.

3. Die Teilmengen Uy der Zerlequng diirfen natiirlich nicht zu klein gewdhlt werden,
da sich die Strukturen innerhalb des Datensatzes, denen die konstruierten Pfa-
de folgen, sonst nicht mehr ausnutzen lassen, was zu einer Verschlechterung der
Entstorungsergebnisse fiihrt. Weiterhin steigt die Rechenzeit des Gesamtalgorith-
mus bei zu kleinen (und damit zu zahlreichen) Teilmengen wieder an.

4. Fine weitere Verkiirzung der Rechenzeit kann erreicht werden, wenn man die Ent-
storung der Teilmengen parallel statt nacheinander laufen ldsst.

5. Fiir die mogliche Ubertragung auf die EPWT fiir Kompressionszwecke sei bemerkt,
dass der Ansatz mit der Zerlegung des Datensatzes zu einer Erhohung des Spei-
cheraufwandes fiir die Pfade fithren kann.

In numerischen Tests verringert sich die Rechenzeit gegeniiber dem Vorgehen ohne Zer-
legung auf fast ein Drittel und gleichzeitig wird ein etwa gleichwertiger PSNR-Wert
erreicht (siche Abbildung und Tabelle 2.§). Fiir dieses Resultat haben wir die ad-
aptiv deterministische Pfadkonstruktion genutzt und die freien Parameter wurden wie
in Tabelle gesetzt.

Bemerkung 2.80 Der beschriebene Zerlegungsansatz besticht durch seine Finfachheit.
Man kann komplezere Weiterentwicklungen in folgende Richtungen in Betracht ziehen:

1. FEs lassen sich unterschiedliche Zerleqgungen fiir die unterschiedlichen Iterationen

des Algorithmus|2.65 wihlen. Fiir ein Bild sind beispielsweise neben der angespro-
chenen Zerlegung in Blocke Zerlegungen in wvertikale und horizontale ,Streifen
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2.8 Modifikationen des Entstorungsalgorithmus

denkbar (vgl. [39]). Dadurch, dass sich Teilmengen der unterschiedlichen Zerlegun-
gen tiberlappen, wird der Ansatz bei der Durchschnittsbildung robuster und mdgliche
Artefakte an den Rdndern der Teilmengen werden vermindert.

2. Der Zerlegungsansatz kann levelweise befolgt werden. Man beachte, dass sich die
Kardinalitit der aktualisierten Punktmengen T in Algorithmus von Level zu
Level halbiert. Wenn man benachbarte Teilmengen der Zerleqgung im ndchsthéheren
Level vereinigt, so bleibt die durchschnittliche Kardinalitit der Teilmengen folg-
lich von Level zu Level gleich. Dieses Vorgehen wirkt ebenfalls Artefakten an den
Réndern der Teilmengen entgegen.

3. Wir betrachten bisher nur nicht adaptive Zerlegungen, welche die den Punkten
zugeordneten Funktionswerte nicht bericksichtigen. Optimal wéren adaptive Zerle-
gungen, die sich nach den Glattheitsstrukturen im Datensatz richten. Der Aufwand
zur Bestimmung passender derartiger Zerlegungen ist jedoch hoch.

2.8.4 Pfade mit redundanten Punkten

Einen moglichen Nachteil beim vorgeschlagenen Entstorungsalgorithmus [2.63| stellen die
,Spriinge“ bei der Pfadkonstruktion (siehe Bemerkung bzw. dar, da hier die
Bedingung, dass aufeinanderfolgende Pfadpunkte spatial benachbart sein sollen, fallen-
gelassen wird. Ein denkbarer Ansatz, das Auftreten dieser , Spriinge* bei der Pfadkon-
struktion zu minimieren, besteht darin, den néchsten Punkt stets unter den spatialen
Nachbarn des aktuellen Punktes zu wéhlen, auch wenn bereits alle Nachbarn vom Pfad
besucht wurden. Man ldsst ein mehrfaches Vorkommen von Punkten auf dem Pfad zu.

Wir beschreiben zunéchst einen Zerlegungsschritt von Level [ zu Level [+1. Wie erwahnt
verzichten wir auf die Bedingung, dass jeder Punkt :cé genau einmal durch den Pfad be-
sucht wird. Noch nicht besuchte Punkte der Nachbarschaft des aktuellen Pfadpunktes
sollen bevorzugt als néachster Punkt des Pfades gewahlt werden, doch mehrfaches Auf-
treten eines Punktes ist erlaubt. Andererseits kann es somit vorkommen, dass Punkte
iiberhaupt nicht besucht werden.

Wir konstruieren einen Pfad der Lénge 2N. Hierdurch wird zusétzliche Redundanz ein-
gefiihrt, welche im Hinblick auf Entstorung hilfreich sein kann, und die Wahrscheinlich-
keit reduziert, dass Punkte gar nicht im Pfad auftreten. Jeder Punkt xé verfiigt demnach
nach der Pfadkonstruktion iiber eine Vielfachheit le» € {0,1,...,2N}.

Wir wenden die Zerlegungsfilter einer gegebenen Wavelet-Filterbank mit anschlieflen-
dem Downsampling auf die Tiefpass-Werte cé entlang des Pfades, d.h. auf den Vektor

(ci7 l(j))?:vl, an. Weiterhin wenden wir einen Tiefpass-Filter mit anschlieBendem Down-
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2 Wavelets entlang von Pfaden zur Entstorung gestreuter Daten

sampling komponentenweise auf die Punkte x entlang des Pfades, d.h. auf (2!, (j))?fl,

I+1

an. Wir ordnen die resultierenden Tiefpass-Werte (c )N den resultierenden Punk-

€
3“)] ; zu und erhalten so einen aktualisierten Datensatz. Man beachte, dass
wir im Hintergrund neben den Hochpass-Koeffizienten diesmal auch die urspriinglichen
Tiefpass-Koeffizienten cé, die den Indizes zugeordnet werden, welche nicht Teil des Pfades

p' sind, speichern miissen.

ten (z

Bei der Rekonstruktion von Level [ aus Level [ 4 1 ergeben sich folglich V;- Rekonstruk-
tionen fiir den dem Punkt xé zugeordneten Tiefpass-Wert. Fiir I/]l~ > 1 verwenden wir das
arithmetische Mittel dieser Rekonstruktionswerte. Fiir I/]l- = 0 greifen wir auf die unbe-
handelten Tiefpass-Werte zuriick, welche wir zuvor im Hintergrund gespeichert hatten.
Algorithmus fasst die Idee zusammen.

Algorithmus 2.81 Entstorung mit redundanten Pfadpunkten

Gegeben: I' = {z,..., 2y} = {29,..., 2%} = T° C R?, f(z;) = ) firj=1,...,N,
wobei N = 2! fiir ein t € N, und eine biorthogonale Wavelet-Filterbank mit Zerlequngs-
filtern h, g und Rekonstruktionsfiltern ﬁ,g mit Y ey b = V2 sowie ein Tiefpass-Filter

v mit Y ek = 1.
Zerlegung: Fiihre die folgenden vier Schritte firl =0,1,..., L —1 mit L <t durch:

1. Konstruiere einen geeigneten Pfadvektor p' = (p'(j))3%, mit redundanten Indizes
p'(j) mit den Vielfachheiten I/Jl-. Speichere die Tiefpass-Koeffizienten cé- fiir Indizes
j mit v = 0.

2. Wende den (periodischen) Tiefpass-Filter (h_p)rez bzw. den (periodischen) Hoch-
pass-Filter (G—k)rez auf den Vektor (cll( ))§N1 an und erhalte nach Downsampling

die Tiefpass-Koeffizienten (c l“)N bzw. die Hochpass-Koeffizienten (dl“)] .

3. Wende den Tiefpass-Filter (Y_g)rez auf den Vektor (x " ) 1 (separat fiir jede der

d Komponenten) an und erhalte nach Downsampling dze aktualzszen‘en gestreuten
Punkte (xé“)j-vzl. Setze T = {atT . 2lHY

4. Fiihre ein Hard-Shrinkage mit einem Parameter @ > 0 an den Hochpass-Koeffizi-
enten (dl“)] | resultierend in

g _ J &t falls 5T >0
! 0 falls|d'| <6
durch.

Rekonstruktion: Initialisiere (¢7), == (c}),

furl=L,L—1,...,1 durch:

und fithre die folgenden vier Schritte
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2.8 Modifikationen des Entstorungsalgorithmus

5. Wende Upsampling und anschliefend den Tiefpass-Filter h auf (Eé)évzl an.

6. Wende Upsampling und anschlieffend den Hochpass-Filter g auf (Jg);vzl an.

7. Addiere die Ergebnisse von Schritt § und 6, um den Vektor (&}, = )N 2u
pt 1(1)#1_ i=1

erhalten. Dieser Vektor enthdlt die jeweils le-_l Rekonstruktionswerte fir jeden
Tiefpass- Wert cé-_l. Dabei gibt

= =1 ) = P Y

an, wie oft der Indexr p'~*(i) vom ersten bis zum i-ten Bestandteil des Pfades
vorkommt (siehe auch Punkt[5 in Bemerkung[2.83).

8. Beriicksichtige die Vielfachheiten I/]l-_l und setze

-1
1 Vi o oAl-1 .o 1-1
ot = ) ot > G, firvi >0
/N '
cé- ! fiur vy =

Ausgabe: Den gestreuten Punkten x; € I' zugeordnete gegldttete Funktionswerte (é?)évzl

Iteration: Wiederhole die Schritte 1 bis 8 (unter Verwendung neuer Pfadvektoren) T -
mal (2.B. T = 64) und bilde den Durchschnitt der Ausgaben (&)

j=1-

Bemerkung 2.82 1. Fiirl > 1 ist I als Multimenge zu verstehen. Es kénnen also
mehrere Punkte mit identischen spatialen Koordinaten, d.h. x' = xé fir i # 7,
existieren. Insbesondere wird dieser Fuall offensichtlich regelmdf$ig auftreten, wenn
man die Aktualisierung der Punkte in Schritt 3 auf ein reines Downsampling be-
schrdankt.

2. Man beachte, dass im Gegensatz zur urspringlichen Idee in Algorithmus [2.65 mit
Voranschreiten der Zerlequngslevel keine Ausdiinnung der Punktmenge I'' erfolgt.
Es gilt |TY|=N fiir allel =0, ..., L —1. Hierdurch geht ein Teil der arithmetischen
Effizienz der Wavelet-Transformation verloren. Weiterhin bleibt der Aufwand fiir
die Pfadkonstruktion von Level zu Level gleich, wodurch sich der Aufwand fiir den
gesamten Algorithmus stark erhdht. Aus diesem Grund kann es sinnvoll sein, fiir
Algom'thmus weniger komplexe (z.B. nicht adaptive) Pfadkonstruktionen (sie-
he Algorithmus oder eine Zerlequng des Datensatzes (siehe Unterabschnitt
in Betracht zu ziehen.

3. Fine Ausdimnung des Datensatzes ldsst sich erreichen, indem man im ndchsten
Level fiir mehrfach vorkommende Indizes das arithmetische Mittel der entsprechen-
den Tiefpass-Werte ansetzt. Es ist zu beachten, dass wir hierbei eine zusdtzliche
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Fehlerquelle bei der Rekonstruktion erhalten, da das Mitteln nicht invertierbar ist.
Weiterhin ist nicht mehr gewdhrleistet, dass |T| eine Zweier-Potenz bleibt. Auf-
grund dieser Komplikationen verfolgen wir diesen Ansatz nicht weiter.

4. Grundsdatzlich erlaubt die Idee, Pfade mit einer Linge pN (mit p € Nuy) zu be-
trachten. Durch die hohere Redundanz steigt das Entstorungspotenzial der Methode.
Die angesprochenen Nachteile kommen jedoch noch stdrker zum Tragen, da sich
die Kardinalitit von T'" mit wachsendem Level | sogar vergrofiert. In numerischen
Experimenten ergab die Wahl p = 3 oder p = 4 bei Betrachtung des Durchschnit-
tes tiber T' = 64 Iterationen gegeniiber der Wahl p = 2 zudem keine besseren
Entstorungsergebnisse.

5. Der in Schritt 7 erhaltene Vektor (5;;11(1,) Ml_,l)fivl ist, wenn beispielsweise der Index
j€{l,...,N} dreimal im Pfad p'=! vorkommt, von der Form

(.3 dnt . ddt ).

Eine mogliche Konstruktion eines adaptiv zufilligen Pfadvektors mit redundanten Punk-
ten fiir Schritt 1 in Algorithmus [2.81| ist mit Algorithmus [2.83] gegeben.

Algorithmus 2.83 Adaptiv zufillige Pfadkonstruktion mit redundanten Punk-
ten

Gegeben: ¢! = ((z!)7, )T e R fir j=1,...,N.

1. Berechne die Gewichtsmatriz W' = (w(y!,y}))N;—, nach [2.8), wobei Gewichte fiir
nicht spatial benachbarte Paare gemdfs (2.9) zu Null gesetzt werden.

2. Wihle den ersten Index des Pfades p'(1) zufillig aus {1,...,N} gemdif einer
Gleichverteilung.

3. Durchlaufe folgende Iteration firk=1,...,2N — 1:
Nach der Konstruktion von p'(1),...,p (k) im Pfadvektor berechnen wir

N
Spl(k) = Z w(y;)l(k)v yé')

j=1
igUk_ (01 G)}

und bestimmen die Ubergangswahrscheinlichkeiten Poy,» vom aktuellen Index pl(k)
zu Index r vermdge

l !
w(ypl(k)’y’")

k 1/ -
Py im 4 i Jolls € L NINUL (PG} und sy #0.

0 sonst
(2.12)
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a) Ist Pyuwy, # 0 fiir mindestens ein v € {1,..., N}, so wihle Pk + 1) zufillig
gemaﬁ der eingefiihrten Wahrscheznlzchkeztsvertez’lung.

b) Ist Py, = 0 fir alle r € {1,...,N}, so wdihle Pk + 1) zufillig gemdf
einer Gleichverteilung unter den spatialen Nachbarn des aktuellen Index p'(k),
d.h. unter den Indizes r € {1,..., N} mit ||xi)l(k) — by < 2Y4Dy fiir einen
Parameter D; > 0.

Ausgabe: Pfadvektor p' = (p'(k))2Y,.

Bemerkung 2.84 1. Aufgrund der Bestimmung der Gewichte gemdyfs im ersten
Schritt kinnen nur spatial benachbarte Punkte eine positive Ubergangswahrschein-
lichkeit erhalten. Durch die vorliufige Zuweisung der Ubergangswahrscheinlichkeit
Null fiir bereits verwendete Punkte in (2.12|) werden noch nicht verwendete Nach-
barpunkte gemdfs dem Vorgehen in Schm'tt in jedem Fall vor der erneuten Wahl
eines bereits verwendeten Nachbarpunktes gewdhlt. Andererseits sorgt das Vorge-
hen gemdys Schm’tt dafiir, dass, wenn alle Nachbarpunkte bereits einmal gewdhlt
wurden, einer der Nachbarpunkte ein zweites Mal gewdhlt wird und wir nicht zu
einem Punkt auflerhalb der Nachbarschaft springen.

2. Der Nachbarschaftsparameter Dy > 0 sollte so gewdhlt werden, dass jeder Punkt
mindestens einen Nachbarpunkt besitzt. Ist dies nicht erfullt, so wdhlen wir den
ndchsten Punkt des Pfades zufillig gemdfs einer Gleichverteilung unter allen noch
nicht verwendeten Punkten (sofern existent) bzw. unter allen Punkten (sofern je-
der Punkt bereits verwendet wurde). In diesem Fall wird die spatiale Entfernung
der Punkte nicht beriicksichtigt. Auflerhalb dieses Sonderfalls, d.h. bei geeigneter
Festsetzung des Parameters Dy, ist der ndchste Pfadpunkt x;l(kﬂ) jedoch stets ein

Nachbarpunkt des aktuellen Pfadpunktes x}lol(k).

3. Statt die Ubergangswahrsch.einlichkez’t fiir bereits verwendete Punkte in (2.12) Null
zu setzen, lassen sich die Ubergangswahrscheinlichkeiten auch vermdge

@ Yr .
M falls Spl(k) 7é 0

Ppl(k’),r = Spl(k)
0 sonst
mit z l
Wy, Yh)
~ ] N . pl (k) Ir
w(ypl(k)’ y'r) T Bﬂl(k7T)
und

yp (k) y]

I|M2
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definieren. Dabei gebe pl(k,r) = |{j = 1,...,k : p'(j) = r}| an, wie oft der Index r
bisher durch den Pfad besucht wurde, und B > 1 sei ein Parameter. Die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten zu Index v werden bei dieser Definition mit jedem Besuch des
Pfades durch Division durch B reduziert.

4. FEine Pfadkonstruktion mit redundanten Punkten, die nicht wie Algorithmus[2.8
an die adaptiv zufillige Pfadkonstruktion (Algorithmus , sondern an die ad-
aptiv deterministische Pfadkonstruktion (Algorithmus angelehnt ist, ist denk-

bar.
Wir schlagen noch eine weniger komplexe, nicht adaptive Pfadkonstruktion vor.

Algorithmus 2.85 Nicht adaptive Pfadkonstruktion mit redundanten Punk-
ten
Gegeben: T' = {z},... 24} Cc R%.

1. Wiihle den ersten Indexr des Pfades p'(1) zufillig aus {1,...,N} gemdf$ einer
Gleichverteilung.

2. Durchlaufe folgende Iteration firk =1,...,2N —1:
Nach der Konstruktion von p'(1),...,p'(k) im Pfadvektor setzen wir

1 . ) 1/d
— ur ||zt — b, < 24D
w(zl, zh) = {BMW) R T 1 (2.13)

0 fiir ||zt — x§||2 > oldp,”’

wobei Dy > 0, B > 1 Parameter sind und der Ezponent p'(k,r) ={j=1,... k:
p'(j) = r}| wieder angibt, wie oft der Index r bisher durch den Pfad besucht wurde.

Wir berechnen
N

Spl(k) = Z (T, 25)

j=1

und bestimmen die Ubergangswahrscheinlichkeiten Pyiy,» vom aktuellen Index (k)
zu Index r vermdge
w(zl l )

pl(k) T 1
B Lk)r = Spl (k) fCL 5 Spl(k) 7£ 0 .

0 sonst

(2.14)

a) Ist Py, # 0 fir mindestens ein v € {1,..., N}, so wihle p'(k + 1) zufillig
gemdf$ der eingefiihrten Wahrscheinlichkeitsverteilung.

b) Ist Py, = 0 fir alle r € {1,...,N}, so wdihle Pk + 1) zufillig gemdf
einer Gleichverteilung unter den moch nicht verwendeten Indizes, d.h. aus
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{1,..., N} \ U {p'(4)}. Fulls bereits alle Indizes gewdhlt wurden, d.h. falls
{1,...,N}\ Ule{pl(j)} =0, so wihle p'(k + 1) zufillig gemifs einer Gleich-
verteilung unter allen Indizes {1,... N}.

Ausgabe: Pfadvektor p' = (p'(k))2Y,.

Bemerkung 2.86 1. Algorithmus beriicksichtigt bei der Pfadkonstruktion die
Tiefpasswerte cé- nicht und ist in diesem Sinne nicht adaptiv.

2. Ein nachfolgender Punkt auf dem Pfad wird nach (2.13)) im Wesentlichen gemdfs
einer Gleichverteilung unter den spatialen Nachbarn des aktuellen Punktes x; (k)
gewdhlt, wobei die Wahrscheinlichkeit fiir bereits besuchte Punkte heruntergesetzt
wird.

3. Der erwihnte Fall, dass Py, fir aller € {1,..., N} verschwindet, tritt hier nur
auf, wenn der aktuelle Punkt :B; (k) keine spatialen Nachbarn besitzt. Durch passen-
de Wahl des Parameters Dy sollte diese Situation mdglichst vermieden werden.

In der Praxis konnten wir durch die Anwendung des Entstorungsalgorithmus mit red-
undanten Punkten (Algorithmus trotz des erhohten Aufwandes keine Verbesse-
rung, sondern nur eine Verschlechterung der Entstorungsergebnisse des urspriinglichen
Entstorungsalgorithmus (Algorithmus realisieren. Man betrachte hierzu das Bei-
spiel der Entstorung des ,,Cameraman*“-Bildes (siche Abbildung und Tabelle .
Die fiir dieses Beispiel gewihlten Parameter sind in Tabelle abzulesen. Dass einige
Punkte bei der Pfadkonstruktion gegebenenfalls {iberhaupt nicht besucht werden, ist
vermutlich der Hauptgrund, warum die Entstorung mittels des Ansatzes mit redundan-
ten Punkten nicht leistungsfihiger ist. Aufféllig ist, dass die weniger komplexe, nicht
adaptive Pfadkonstruktion nach Algorithmus [2.85 sogar zu einem besseren Resultat als
die adaptiv zufillige Pfadkonstruktion nach Algorithmus fithrt. Es sei bemerkt, dass
die erreichten PSNR-Werte und benétigten Laufzeiten bei mehrmaliger Anwendung des
Algorithmus [2.81| mit redundanten Punkten stérker variieren als beim standardméfigen
Algorithmus In diesem Sinne ist Algorithmus [2.81] weniger stabil als Algorithmus
2.63] Ein Erkldrungsansatz hierfiir ist, dass die Anzahl der Punkte, die gar nicht vom
Pfad besucht werden, bei den unterschiedlichen Realisierungen der Pfadkonstruktion
schwanken konnen.

Es sei noch auf die Moglichkeit, die Idee der Pfade mit redundanten Punkten mit dem
Ansatz der einmaligen Pfadkonstruktion aus Unterabschnitt [2.8.1]zu kombinieren, hinge-
wiesen. Man konstruiere hierzu einmalig einen Pfad (p(k))2Y, mit redundanten Punkten
und wendet anschlieend eine Wavelet-Filterbank mit mehreren Zerlegungsleveln auf
den Vektor f (zp))2Y, der verrauschten Funktionswerte entlang des Pfades an. Bei der

Rekonstruktion verwende man analog zum Vorgehen in Algorithmus fiir Punkte mit
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nicht adaptive Pfadkonstruktion 4 Level, D; =1.3, § =0.30, B =100

adaptiv zufallige Pfadkonstruktion 4 Level, D; =2, 6 =0.30, ny =ny =
0.2

einmalige, nicht adaptive Pfadkonstruk- | 8 Level, D; = 1.3, § = 0.28

tion

einmalige, adaptiv zufillige Pfadkon- | 6 Level, D; = 2.5, 6 = 0.28, n, =1y =

struktion 0.1

Tabelle 2.7: Verwendete Parameter fiir die Entstorung des ,,Cameraman“-Bildes (o =
0.1) mittels Pfaden mit redundanten Punkten.

einer Vielfachheit grofler als Eins das arithmetische Mittel der rekonstruierten Funkti-
onswerte und fiir Punkte mit der Vielfachheit Null den urspriinglichen, ungeglitteten
Funktionswert. Auf diese Weise verringert sich der Mehraufwand des Ansatzes mit red-
undanten Pfadpunkten. Im numerischen Test (sieche Abbildung und Tabelle
ergaben sich bessere Ergebnisse als bei der Entstorung mit nicht redundanter, einmali-
ger Pfadkonstruktion (Algorithmus und {iberraschend auch etwas bessere Ergeb-
nisse gegeniiber der Entstorung mit redundanter Pfadkonstruktion in jedem Level (Al-
gorithmus . Fiir dieses Beispiel wurden die Parameter wie in Tabelle angegeben
gesetzt.

2.8.5 Verfahren mit Datenvorentstérung

Unsere Konstruktionen aus Abschnitt 2.4 zielen darauf ab, dass sich die Pfade an Struk-
turen innerhalb des Datensatzes anpassen. Durch die Storungen, mit denen die Funk-
tionswerte f(x;) belegt sind, kann es dabei jedoch zu Fehlschliissen kommen. Um die
Adaption der Pfade an die Strukturen des Datensatzes robuster zu machen, haben wir
- neben der an das Cycle-Spinning angelehnten Durchschnittsbildung {iber mehrere Ite-
rationen - die Pfadkonstruktion der urspriinglichen EPWT modifiziert. Bei der adaptiv
deterministischen Pfadkonstruktion (Algorithmus haben wir hierzu &hnlich der
relaxierten EPWT einen Toleranzbereich fiir die Differenz aufeinanderfolgender Funkti-
onswerte, innerhalb dessen eine eingeschlagene Richtung des Pfades beibehalten wird,
eingefiihrt. Die adaptiv zufillige Pfadkonstruktion (Algorithmus wird durch die
Einfiihrung von Zufall robuster.

Moglicherweise sind diese Mafinahmen jedoch nicht weitgreifend genug. Die Idee ist
nun, nach der Durchfithrung einer Vorentstérung verbesserte Pfade finden zu konnen.
Man vergleiche das zweischrittige Vorgehen des BM3D-Algorithmus [36] (Grundidee
in Abschnitt beschrieben) zur Bildentstorung. Wir schlagen drei Varianten eines
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Verfahrens mit Datenvorentstorung vor, wobei weitere dhnliche Anséitze denkbar sind.
Um die Notation etwas zu verkiirzen, bezeichne im Folgenden

F = (f(a)), € RY
den Vektor der gestorten Eingangsfunktionswerte und
F=(f(z;)}l e RY

die entsprechende Rekonstruktion der entstérten Funktionswerte.

Variante 1

Wir beginnen mit der einfachsten Variante eines Verfahrens mit Datenvorentstérung.

Algorithmus 2.87 1. Wende Algorithmus zur Vorentstorung auf F an. Bilde
dabei den Durchschnitt der Rekonstruktionen aus z.B. 16 Iterationen, um vor-
entstorte Funktionswerte F° zu erhalten.

2. Wende Algorithmus Aauf F an, wobei zur Pfadkonstruktion im ersten Level
die vorentstorten Werte F° verwendet werden. Bilde dabei den Durchschnitt der
Rekonstruktionen aus z.B. 48 Iterationen, um die finale Rekonstruktion F' zu er-
halten.

Bemerkung 2.88 1. Fir den Spezialfall regulirer Bilddaten ldsst sich im ersten
Teilschritt natirlich auch ein anderer Entstorungsalgorithmus (z.B. Shrinkage der
zwesdimensionalen Tensorprodukt-Wavelet- Transformation mit Cycle-Spinning, sie-
he Algorithmus zur Vorentstorung verwenden.

2. Man beachte, dass im zweiten Teilschritt die Werte FO nur zur Pfadkonstruktion
und nur im ersten Level verwendet werden. Die Wavelel-Filter werden dann auf die
urspringlichen gestorten Daten F entlang des konstruierten Pfades angewendet.

3. Die Anzahl der Iterationen der zwei Teilschritte wurde hier so vorgeschlagen, dass

ihre Summe der Anzahl der Iterationen, welche wir bei der Anwendung des Algo-
rithmus |2.65] tiblicherweise wdhlen, entspricht.

Variante 2

Offensichtlicher Nachteil von Variante 1 ist, dass wir nur fiir das erste Level eine Ver-
besserung der Pfadkonstruktion durch die Verwendung der vorentstorten Daten erhoffen
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konnen. Diesem Nachteil konnen wir begegnen, indem wir den Entstorungsalgorithmus
auch mit den vorentstorten Werten F° durchlaufen und die resultierenden Tiefpass-
Werte zur Pfadkonstruktion in den héheren Leveln nutzen.

Algorithmus 2.89 1. Wende Algorithmus zur Vorentstirung auf F an. Bil-
de dabei den DurchschmttA der Rekonstruktionen aus z.B. 8 Iterationen, um vor-
entstirte Funktionswerte F° zu erhalten.

2. Fiihre Algorithmus[2.63 parallel fiir die gestorten und vorentstorten Funktionswerte
F und F° durch. Nutze zur Pfadkonstruktion in beiden Fillen F° (bzw. in hoheren
Leveln die aus F° entstehenden Tiefpass- Werte). Bilde dabei den Durchschnitt der
Rekonstruktionen aus z.B. 56 Iterationen. Die Ausgabe fiir die Behandlung von F
stellt die finale Rekonstruktion F' der entstorten Funktionswerte dar.

Variante 3

Es ergibt sich die Frage, ob eine Unterteilung der Entstérung in genau zwei Schritte wie
in Variante 1 und 2 optimal ist. Statt des zweischrittigen Vorgehens ist auch ein flieSendes
mehrschrittiges Vorgehen - wie im folgenden Algorithmus dargelegt - denkbar. Hierbei
werden iterativ verbesserte Daten (in Form des Durchschnitts der bisherigen Iterationen
als Zwischenergebnis) zur Pfadkonstruktion herangezogen.

Algorithmus 2.90 1. Initialisiere F° = F
2. Firt=1,...,64:
o Wende Algorithmus mit einer Iteration auf F an, wobei zur Pfadkon-
struktion im ersten Level F° verwendet wird, um entstérte Daten ' zu er-

halten.

o Aktualisiere F° als Durchschnitt der bisherigen Iterationen
1 t
0 _ s
F= >
s=1
3. Setze F' = F° als die finale Rekonstruktion.

Bemerkung 2.91 1. Méglich ist, bei der Aktualisierung von FO nur den Durch-
schnitt der letzten z.B. 16 Entstorungsergebnisse - in der Hoffnung, dass diese
aussagekraftiger sind - zu bertcksichtigen.
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2. Weiterhin ist denkbar, wie in Variante 2 in hoheren Leveln fur die Pfadkonstruk-
tion die aus F° entstehenden Tiefpass- Werte in Betracht zu ziehen.

In der Praxis konnte leider keine der drei in diesem Unterabschnitt vorgestellten Va-
rianten von Verfahren mit Datenvorentstorung eine wesentliche Verbesserung der Ent-
stérungsergebnisse erbringen (siehe Abbildung und Tabelle 2.§). Interessanterweise
erzielten wir mit der Variante 1 ein besseres Resultat als mit der Variante 2. Fiir die
dargestellten beispielhaften Resultate wurde die adaptiv deterministische Pfadkonstruk-
tion verwendet. Die freien Parameter wurden mit Ausnahme des Threshold-Parameters
6 bei Variante 2, welcher 6 = 0.30 gesetzt wurde, wie in Tabelle gewihlt.

2.8.6 Zufillig reduzierte Datensdtze

Wir gehen noch auf einen Ansatz ein, welcher auf der Idee der Wavelet-Zerlegungen
von Zufallswéldern (engl. wavelet decompositions of random forests) von Dekel und
Nemirovsky fiir die in [39] diskutierten geometrischen Wavelets beruht. Die Grundidee
hierzu stammt aus dem maschinellen Lernen und wird auch als ,,bagging“ (kurz fiir
,bootstrap aggregating®) [23], 24] bezeichnet.

Wir adaptieren diesen Ansatz fiir unsere Methode, indem wir vor jeder Iteration des Ent-
storungsalgorithmus zufillig einen gewissen Anteil der Datenpunkte (z;, f(z;))"
ausschlieBen und den Algorithmus nur auf den zufillig reduzierten Datensatz anwen-
den. Hierdurch wird Zufall auf eine andere Art als bisher betrachtet in die Entstérung
eingefiihrt. Die Durchschnittsbildung aus den Rekonstruktionen mehrerer Iterationen
soll dabei wieder die Entstérungsgiite erhohen. Nebenbei verringert sich der numerische
Aufwand aufgrund des reduzierten Datensatzes leicht.

Fiir die abschlieBende Durchschnittsbildung der Ergebnisse der T' Iterationen ergeben
sich zwei Vorgehensweisen. Entweder bilden wir einen einfachen Durchschnitt, wobei
wir einem Punkt fiir eine Iteration, in der er ausgeschlossen war, den originalen, un-
geglitteten Funktionswert zuordnen, oder einen gewichteten Durchschnitt, bei dem wir
beriicksichtigen, in wie vielen Iterationen ein Punkt nicht ausgeschlossen war. In beiden
Féllen, insbesondere im Fall der gewichteten Durchschnittsbildung, sollte die Anzahl T’
der Iterationen ausreichend hoch gewé&hlt werden, sodass die Wahrscheinlichkeit, dass
ein Punkt in jeder Iteration ausgeschlossen wird, moglichst gering ist.

Die Idee der zufillig reduzierten Datensitze hat sich fiir Entstorungsalgorithmus [2.63]
in der Praxis als unzureichend erwiesen, wie sich beispielhaft in Abbildung und
Tabelle erkennen ldsst. Hierbei wurden vor jeder Iteration ca. 12.1% der Daten-
punkte zuféllig ausgeschlossen. Es wurde die adaptiv deterministische Pfadkonstruktion
mit den Parametern C; = 2 und # = 0.35 sowie 6 Zerlegungsleveln fiir die Variante
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gestortes Bild 19.97

Algorithmus |2.63| (adaptiv deterministische Pfadkonstruktion) 28.28
einmalige Pfadkonstruktion 26.54

nicht adaptiv deterministische Pfadkonstruktion 26.86

Zerlegung des Datensatzes 28.26

redundante Punkte (nicht adaptive Pfadkonstruktion) 27.38
redundante Punkte (adaptiv zufillige Pfadkonstruktion) 27.24
einmalige, nicht adaptive Pfadkonstruktion mit redundanten Punkten | 27.47
einmalige, adaptiv zufillige Pfadkonstruktion mit redundanten Punkten | 27.43
Verfahren mit Datenvorentstorung, Variante 1 28.29

Verfahren mit Datenvorentstorung, Variante 2 28.09

Verfahren mit Datenvorentstorung, Variante 3 28.30

zufillig reduzierte Datensétze (einfacher Durchschnitt) 27.49
zufillig reduzierte Datensétze (gewichteter Durchschnitt) 27.79

Tabelle 2.8: Mittels der Modifikationen aus Abschnitt [2.8] erreichte PSNR-Werte bei der

Entstorung des ,,Cameraman“-Bildes (¢ = 0.1).

mit einfachem Durchschnitt bzw. 8 Zerlegungsleveln fiir die Variante mit gewichtetem
Durchschnitt verwendet. Die Entstorungsqualitidt nédherte sich in Experimenten der des
unmodifizierten Algorithmus [2.63] von unten an, je weniger man den Datensatz reduzier-
te. Der mit der Reduktion des Datensatzes einhergehende Informationsverlust lésst sich

offensichtlich nicht kompensieren.
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2.8 Modifikationen des Entstérungsa]gorithmus

Abbildung 2.18: Entstorung des ,, Cameraman“-Bildes (o = 0.1) mittels der Modifikatio-
nen aus Abschnitt 2.8} obere Reihe: einmalige (links) und nicht adaptive
(rechts) Pfadkonstruktion; mittlere Reihe: Zerlegung des Datensatzes
(links) und Verfahren mit Datenvorentstérung, Variante 1 (rechts); un-

tere Reihe: Verfahren mit Datenvorentstérung, Variante 2 (links) und
3 (rechts).
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2 Wavelets entlang von Pfaden zur Entstérung gestreuter Daten

Abbildung 2.19: Entstorung des ,,Cameraman®-Bildes (¢ = 0.1) mittels der Modifikatio-
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nen aus Abschnitt obere Reihe: redundante Punkte mit nicht adap-
tiver (links) und adaptiv zufilliger (rechts) Pfadkonstruktion; mittlere
Reihe: Kombination von redundanten Punkten mit einmaliger, nicht
adaptiver (links) und adaptiv zufélliger (rechts) Pfadkonstruktion; un-
tere Reihe: zufiillig reduzierte Datensitze mit einfachem (links) und
gewichtetem (rechts) Durchschnitt.
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