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1 Einleitung

Die Magnetohydrodynamik als wichtiges Teilgebiet der Physik behandelt das Verhalten
elektrisch leitender Fluide, welche durch ein Magnetfeld beeinflusst werden. Aus mathe-
matischer Sicht fiithrt dies zu einer Kopplung zwischen den Navier-Stokes-Gleichungen der
Hydrodynamik und den Maxwell-Gleichungen des Elektromagnetismus. Einige wichtige
Anwendungen finden sich im naturwissenschaftlichen Bereich in der Geodynamik oder im
ingenieurwissenschaftlichen Bereich zur Strémungsbeeinflussung zum Beispiel in Fusions-
reaktoren. Die numerische Simulation solcher Prozesse kann als Ergdnzung zu Experimen-
ten angesehen werden oder diese, sofern jene nicht durchgefiihrt werden konnen, ersetzen,
um Riickschliisse iiber die Riickwirkung zwischen Magnetfeld und Fluid zu gewinnen. Der
mathematischen Modellierung und numerischen Umsetzung kommt dabei eine tragende
Rolle zu, um solche Rechnungen qualitativ und quantitativ moglichst exakt durchzufiih-
ren.

Aus den Beispielen [28| Beispiele 5.64 + 5.65] fiir Konvektionsprobleme und Grenzschicht-
probleme ist bekannt, dass eine naive Implementation der zugrundeliegenden schwachen
Formulierung der zugehoérigen partiellen Differentialgleichung zu grofien Oszillationen an
den Gebietsgrenzen oder in den Grenzschichten fiithrt. Anhand dieser Problematiken und
deren Behebung durch zusétzliche Stabilisierungen erkennen wir, warum es notwendig sein
kann, die Diskretisierung der partiellen Differentialgleichungen in Anwendungsfillen um
passende Stabilisierungsterme zu ergénzen.

Das Ziel dieser Arbeit ist eine mathematische Untersuchung einer knotenbasierten stabili-
sierten Finite-Elemente-Methode, um die Kopplung zwischen den Navier-Stokes-Gleichun-
gen und den Maxwell-Gleichungen zu realisieren. Schrittweise werden dafiir die stationdren
Grundgleichungen des Elektromagnetismus in einer stabilisierten Variante analysiert, um
die zeitabhdngige magnetische Induktionsgleichung der Maxwell-Gleichungen um einen
Kopplungsterm zwischen einem vorgeschriebenen Geschwindigkeitsfeld und dem unbe-
kannten Magnetfeld zu erweitern. Als Letztes wird schliefSlich das gesamte gekoppelte
Magnetohydrodynamikmodell mit unbekanntem Magnetfeld und unbekanntem Geschwin-
digkeitsfeld im stationédren Falle analysiert.

Der Standardansatz in der Magnetohydrodynamik ist wegen der Maxwell-Gleichungen
die Verwendung rotationskonformer Finite-Element-Methoden, wozu sich eine Ubersicht
in [37] findet. Durch die Arbeiten [19] und [20] fand eine Rehabilitation knotenbasierter
Finite-Elemente-Methoden statt, welche nach [33] erfolgreich fir die Losung der Navier-
Stokes-Gleichungen eingesetzt werden. Eine Losung des gekoppelten Magnetohydrodyna-
mikmodelles mittels knotenbasierter Finite-Elemente-Methoden scheint daher wegen des
bedeutenden Einsatzes in der Fluiddynamik von groffem Interesse. Insbesondere wurde
deshalb in [7] eine residual-basierte Stabilisierung fiir den Einsatz knotenbasierter Finite-
Elemente-Methoden in der Magnetohydrodynamik vorgeschlagen. Diese Methode wird in
dieser Arbeit aufgegriffen und durch eine symmetrische Projektionsstabiliserung statt einer
residualen Stabilisierung {iberarbeitet. Somit reduziert sich die Zahl der Stabilisierungs-
terme von 31 auf maximal 7, womit eine mogliche problematische Fehlerquelle in der



Implementierung verringert werden kann.
Die Arbeit gliedert sich dabei in die folgenden Abschnitte.

Kapitel [2] liefert die notwendigen Grundlagen {iber gemischte Probleme, um die statio-
ndren Probleme auf ihre Wohlgestelltheit zu analysieren. Ferner werden Grundbegriffe
der Finite-Elemente-Methode erldutert und der fiir die spatere Analysis bendtigte Scott-
Zhang-Operator mit seinen Eigenschaften wird vorgestellt.

Das anschlieflende Kapitel 3] beschéftigt sich mit den kontinuierlichen magnetischen Induk-
tionsproblemen der Maxwell-Gleichungen. Zunéchst wird die Grundgleichung motiviert
und anschlieBend die Wohlgestelltheit dieser Differentialgleichung nachgewiesen. Daran
schlieBt sich eine Erweiterung um eine Kopplung mit einem vorgeschriebenen Geschwin-
digkeitsfeld an, sodass sich die sogenannte erweiterte Induktionsgleichung ergibt. Deren
Wohlgestelltheit wird im zeitabhingigen Kontext ebenfalls untersucht.

Im Kapitel [] werden die im vorangegangenen Abschnitt vorgestellten kontinuierlichen
Probleme im Ort semidiskretisiert und stabilisiert. Dazu wird die Divergenznebenbedin-
gung stabilisiert und um einen zusédtzlichen Lagrange-Multiplikator erweitert. Im Falle
der Induktionsgleichung der Maxwell-Gleichungen wird in dieser Arbeit im Vergleich zur
bisherigen Literatur nach Artikel [6] die Skalierung der Stabilisierungsparameter nur aus
einer Stabilitdtsanalysis gewonnen. Dies geschieht mithilfe einer natiirlichen Norm auf den
jeweiligen Funktionenrdumen und mittels des eingefithrten Scott-Zhang-Operators. Eine
Wohlgestelltheitsanalysis und Konvergenzanalysis im Falle glatter und nichtglatter Losun-
gen des Magnetfeldes werden in dieser Arbeit vorgestellt, wobei die Konvergenzanalysis
im nichtglatten Falle sich auf die Arbeit |6] von Santiago Badia und Ramon Codina stiitzt.
Desweiteren wird die zeitabhéngige magnetische Induktionsgleichung untersucht, was nach
gegenwéartigem Kenntnisstand in dieser Form erstmalig in einer gemeinsamen Arbeit [45]
des Autors mit Utku Kaya und Gert Lube untersucht worden ist. Im Vergleich zu die-
sem Artikel wird die Stabilisierung wie im Falle der Induktionsgleichung vorgenommen
und schlielich um eine zusétzliche lokale Projektion des Kopplungstermes ergidnzt. Ab-
schlieffend werden die Stabilitdt und die Konvergenz im Falle eines glatten Magnetfeldes
diskutiert.

Der folgende Abschnitt |5 gibt einen kurzen Uberblick iiber die Navier-Stokes-Gleichungen.
Anschlieflend wird das stationdre Magnetohydrodynamikmodell motiviert, dessen Wohl-
gestelltheit im kontinuierlichen Falle nachgewiesen wird.

Das Hauptkapitel [6] befasst sich mit der Semidiskretisierung des stationéren Magnetohy-
drodynamikproblems in den Ortskoordinaten. Grundlage der stabilisierten Formulierung
ist die Arbeit [8] von Santiago Badia, Ramon Codina und Ramon Planas ihrer residual-
basierten Stabilisierungsmethode zur Losung dieses Problems. Im Gegensatz zu ihrer Ar-
beit wird hier allerdings eine symmetrische Stabilisierung auf der Basis lokaler Projek-
tionen vorgeschlagen, welche mit maximal 7 Stabilisierungstermen statt der im residual-
basierten Falle 31 Terme auskommt. Die vorgeschlagene lokale Projektionsmethode mit
Divergenzstabilisierungen und Lagrange-Multiplikator-Nebenbedingung fiir die Divergenz-
nebenbedingung des Magnetfeldes wird auf Stabilitdt und Konvergenz analysiert. Wah-



rend in [8] der Fall einer Equal-Order-Approximation, was gleichen Polynomansatzgrad
fiir insbesondere Geschwindigkeitsfeld und zugehdrigem kinematischen Druck bedeutet,
herausgestellt wird, werden im Kapitel [6] auch die klassischen Taylor-Hood-Elemente be-
trachtet. Hierbei unterscheiden sich der Ansatzgrad zwischen dem Geschwindigkeitsfeld
und dem kinematischen Druck um eine Ordnung. Ahnliches wird fiir das Magnetfeld und
den zusétzlichen Lagrange-Multiplikator, magnetischer Pseudodruck genannt, untersucht.
Nach bestem Kenntnisstand des Autors ist dies bisher in der Literatur erstmalig im ge-
meinsamen Preprint [64] mit Daniel Arndt und Gert Lube untersucht worden.

Im folgenden Kapitel [7] wird der Algorithmus zur Lésung des zeitabhéngigen erweiterten
Induktionsproblems und des zeitabhidngigen Magnetohydrodynamikmodells vorgestellt.
Anschlieflend werden fiir alle drei untersuchten stabilisierten Modelle Beispiele angefiihrt,
wobei die meisten dieser Probleme zur Bestatigung des theoretischen Konvergenzverhal-
tens dienen sollen.

Zum Abschluss dieser Arbeit werden die Ergebnisse im Kapitel [§ zusammengefasst und
es erfolgt ein Ausblick, in welche Richtung die gewonnenen Resultate dieser Dissertation
weiterentwickelt werden konnen.

Im Anhang findet sich schliellich eine Zusammenfassung {iber funktionalanalytische Grund-
lagen, welche einige Grundbegriffe fiir den Leser bereitstellen sollen. Es werden wesentliche
Funktionenrdume und Notationen erldutert, welche in den vorherigen Kapiteln dieser Aus-
arbeitung verwendet werden. Es empfiehlt sich, dieses Anhangskapitel als Grundlage zu
lesen.






2 Grundlagen

Dieses Kapitel dient der Einfithrung der Theorie stationdrer gemischter Probleme und von
Interpolationsmethoden, wobei die in dieser Arbeit benutzte Finite-Elemente-Methode im
Speziellen angerissen wird. Ferner wird der fiir diese Dissertation wesentliche Scott-Zhang-
Interpolationsoperator vorgestellt.

2.1 Gemischte Probleme

In diesem Abschnitt sollen grundlegende Ergebnisse der Theorie der gemischten Proble-
me angegeben werden. Dafiir wird zunéchst die Fragestellung der gemischten Probleme
prézisiert, um anschliefend Bedingungen fiir die Wohlgestelltheit solcher Formulierungen
anzugeben. Wesentlich wird dabei auf die Arbeit [62] des Autors im Wortlaut zuriickge-
griffen, die auf dem Buch [28] beruht.

2.1.1 Erliauterung der Fragestellung

Es seien X und M zwei reelle Hilbertraume mit den Normen ||-||x und ||-||as und den
Skalarprodukten (-,-)y,y und (-,-),;a- Weiterhin seien X’ und M’ die zugehorigen
Dualrdume mit den Normen [|-||xs und ||-||az. Mit (-, ) notieren wir die duale Paarung
zwischen den Raumen X’ und X oder M’ und M derart, dass diese als Abbildungen

<'a'>X’><X: X'xX —R

und
<'7'>M’><M: M xM —R
aufgefasst werden koénnen.

Wir fithren zwei stetige Bilinearformen auf diesen Hilbertraumen ein, welche durch
a(,): X xX —R

und
b(,): X xM—R

gegeben sind. Die zugehorigen Normen werden durch

a(u,v)
lall = sup B
woexngop TallxTollx

und b( )
U?
bl = sup
vex\foy [[vllxIpllar
peM\{0}
definiert.



Wir betrachten nun das gemischte Variationsproblem, welches wir ab sofort mit (Q) be-
zeichnen wollen:

»Gegeben seienl € X' und x € M'. Zu ihnen soll ein Tupel (u,\) € X x M derart gefunden
werden, dass die Beziehungen
a(u,v)+b(w,\) = (l,v)xxx YveEX, (2.1)
blu,p) = O6mmrxm Ve M
gelten.”

Das gemischte Variationsproblem (Q) lasst sich in eine dquivalente Operatorgleichung
tiberfithren. Dazu bringen wir die beiden Bilinearformen a (-,-) und b(-,-) mit den bei-
den Operatoren A € L£(X,X’') und B € L(X,M’) dergestalt in Verbindung, dass die
Beziehungen
(Au,v)xxx = a(u,v) Yu,v € X, (2.3)
<Bv7:U’>M’><M = b(’U,/L) VUGX,\V//LGM (24)

gelten. Aulerdem sei B’ € L (M, X') der zu B duale Operator, was

(B'1,v) x1xx = (B, p)arsu = b (v, 1) (2.5)

fiir alle v € X und fiir alle 4 € M bedeutet.

Die eingefiihrten Notationen geben uns die Moglichkeit, das Problem (Q) auch in folgender
aquivalenter Weise darzustellen, was wir als Problem (Q’) bezeichnen wollen:

wFinde ein Tupel (u,\) € X x M derart, dass die Beziehungen

Au+B'XN = le X/, (2.6)
Bu = yeM (2.7)

erfillt sind.*
Wir fithren den linearen Operator ® € £ (X x M, X’ x M') ein, welcher durch

® (v, u) = (Av + B'p, Bo) (2.8)

definiert ist. Die Einfithrung dieses Operators ist insbesondere durch das Problem (Q’)
motiviert.

Das Problem (Q) ist wohlgestellt, womit in diesem Falle eindeutig lésbar gemeint ist, wenn
® ein Isomorphismus von X x M nach X’ x M’ ist. Unser Ziel wird es sein, notwendige und
hinreichende Bedingungen dafiir zu finden, dass das Problem (Q) wohlgestellt ist. Dazu
definieren wir

V=V (0)=ker(B) C X (2.9)

und
V(x)={veX|b(v,n) = mmxmu Y€ M} CX, (2.10)



wobei (2.9) erst durch (2.10)) einen Sinn erhilt. Die Stetigkeit des Operators B liefert uns,
dass V ein abgeschlossener Unterraum von X ist.

Mit diesen Definitionen betrachten wir das folgende Problem (P):

wFinde uw € V (x) derart, dass
a(u,v) = (I, v)x/xx (2.11)
fir alle v eV gilt.«

Falls (u,\) € X x M eine Losung des Problems (Q) darstellt, ist u € V (x) wegen der
Beziehungen und und deshalb 16st u ebenso das Problem (P). Wir méchten
notwendige und hinreichende Bedingungen finden, die uns sicherstellen, dass auch die
Umkehrung dieser Aussage gilt.

Zu diesem Zwecke definieren wir die beiden folgenden Mengen.

Definition 2.1. Die polare Menge V° von V wird durch
V0i={ge X'|(g,v)x'xx =0Vw eV} cC X’

definiert. Das orthogonale Komplement V1 von V wird mittels
VEi={z e X[ (2,0)x,x =0V eV} CX

definiert.

Die Stetigkeit des Skalarproduktes auf dem Hilbertraum X gibt uns die Abgeschlossenheit
des Unterraumes V+ von X.

2.1.2 Ein erster Zugang zur Beantwortung der Fragestellung
Satz 2.2. Die drei folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Es existiert eine positive reelle Konstante 3 > 0 derart, dass

BELAS LY (2.12)
HEM\{0} pex\ {0y [lvllx[leell s

gilt.
(ii) Der Operator B' ist ein Isomorphismus von M nach V° und es gilt mit einem posi-
tiven >0
1B ullx = Bllll v (2.13)
fir alle p € M.
(iii) Der Operator B ist ein Isomorphismus von V- nach M' und es gilt mit einem
positiven >0
[ Bullar = Bllvllx (2.14)
fiir alle v € VL.



Beweis. Der Beweis ist bei |62, Satz 2.3] nachzulesen. O

Bemerkung 2.3. Die Bedingung (2.12)) stammt von Babuska und Brezzi. Diese inf-sup-
Bedingung wird daher haufig auch als Babuska-Brezzi- Bedingung bezeichnet.

Um das Hauptresultat dieses Abschnittes zu formulieren, fithren wir den linearen, stetigen
Operator m: X' — V' vermoge

(ml,v)xrxx = (L v)xrxx (2.15)

fir alle [ € X’ und alle v € V ein. Somit ist 7 ein orthogonaler Projektionsoperator und
wir erhalten, dass

Iwtllv: < Il e vnlitlixe < [12lxe
gilt.

Theorem 2.4. Das Problem (Q) ist wohlgestellt, d.h. ®: X x M — X' x M’ ist ein
Isomorphismus genau dann, wenn die folgenden zwei Bedingungen gelten:

(i) Der Operator wA ist ein Isomorphismus von V nach V';

(ii) Die Bilinearform b(-,-) erfillt die inf-sup-Bedingung .

Beweis. Vergleiche |62, Theorem 3.5]. O

2.1.3 Ein alternativer Zugang zur Problemstellung

In diesem Unterabschnitt werden wir einen alternativen Zugang zur Fragestellung der
gemischten Probleme vorstellen. Die grundlegende Fragestellung bleibt dieselbe wie zuvor,
wobei wir insbesondere an die wesentliche Kernfrage (Q)

»Gegeben seienl € X' und x € M'. Zu ihnen soll ein Tupel (u,\) € X x M derart gefunden
werden, dass die Beziehungen
a(ua U) +b(’U,)\) = <lav>X’><X Vv € Xa
b(u,p) = (X Wmrxm Yp € M

gelten.”,
die wegen des Rieszschen Darstellungssatzes dquivalente Operatorformulierung (Q’)

wFinde ein Tupel (u,\) € X x M derart, dass die Beziehungen

Au+ B\ = le X/,
Bu = yeM

erfillt sind.“



und den Operator w, welcher direkt nach Bemerkung eingefiihrt wird, erinnern méoch-
ten. Mit ker (B) bezeichnen wir den Kern des Operators B und ferner definieren wir mit
dem erwihnten Operator 7 den folgenden Operator 7A: ker (B) — (ker (B))’ mittels der
Zuweisung

<7TAU, U>X’><X = <AU, U)X’XX

fir alle u,v € ker (B). Aufgrund des bereits bewiesenen Theorems wissen wir dement-
sprechend, wann das Problem (Q) und damit auch die Operatorformulierung (Q’) wohl-
gestellt sind.

Eine andere Sichtweise auf das Problem (Q) wére es, einen Produktraum W = X x M
mit der Bilinearform

c((u,A), (v, 1)) = a(u,v) +b (v, A) + b (u, 1)
und einer Linearform
k (Ua :u) = <l’ U>X’><X + <X7 /J’>M/><M
einzufithren. Dementsprechend kénnen wir jetzt die Problemstellung

wFinde ein Tupel (u,\) € W dergestalt, dass

c((u, A) s (v, ) =k (v, ) (2.16)
fir alle (v, u) € W erfillt ist.“

betrachten. Mit der bekannten Problemstellung und dem vorgestellten Operator mA ge-
lingt es uns zunéchst, die folgende Erkenntnis nach |28, Theorem 2.34] von Alexandre Ern
und Jean-Luc Guermond zu gewinnen.

Theorem 2.5. Unter den gemachten Annahmen aus Unterabschnitt|2.1.1] ist das gemisch-
te Variationsproblem (Q) genau dann wohlgestellt, wenn

Ja >0, inf sup %2@,
ucker(B)\{0} yeker(B)\{0} " '~ ¥ (2.17)
Vv eker(B), (Vu€ker(B)\ {0} : a(u,v) =0) = (v=0),
und )
3850, mf  sup WM S (2.18)

peM\{0} yex\{o} lvllx - [l ar

gelten. Ferner ergeben sich die a-priori-Abschdtzungen

< . l / . /
{nunx_cl [+ 2 Il 019

[Allar < es - lEllxe + ca - lixllar

mit den Konstanten c; = ™', co = 871 (1+ a7t -||al|), es = ca und der letzten Kon-
stanten ¢y = B2 - ||a|| - (L + a7 - ||al]).

Beweis. Ein Beweis ist bei |62, Theorem 2.8] zu finden. O



Als wichtiges Resultat méchten wir das nachfolgende Theorem aus dem Werk |28, Theorem
2.36] von Alexandre Ern und Jean-Luc Guermond anfiihren:

Theorem 2.6. Wir versehen den Produktraum W = X x M mit der Norm
[, Mlw = [ullx + [Allar-
Dann erfillt die Bilinearform
c((u,A), (v,p) = a(u,v) +b(v,\) +b(u,p)

die Bedingungen

Ja>0: inf c((u, ), (v, 1))

sup >
@NEWN{(0,00} () e\ {(0,0)} I Mllw - [[(v, w)[lw

(2.20)

D

und
V(v,p) e We (¥ (u,\) e We e((u,\), (v,1)) =0) = ((v, 1) = (0,0)) (2.21)

dann und nur dann, wenn die Bedingungen

Ja>0: inf sup W >«
ueker(B)\{0} yeker(B)\{0} " X X (2.22)
Vv eker(B) : (Vu€ker(B) : a(u,v) =0) = (v=0)
und o
38 >0: inf sup L >p (2.23)
AeM\{0} wex\{oy llvllx - (Al
gelten.
Beweis. Vergleiche [62, Theorem 2.10]. O

2.2 Interpolation und Interpolationsoperatoren im Rahmen der Finite-
Elemente-Methode

In diesem Unterabschnitt besprechen wir grundlegende Definitionen und Beispiele Fini-
ter Elemente. Dabei folgen wir im Wesentlichen dem Vorlesungsskriptum [47]. Finite-
Elemente-Methoden sind dadurch gekennzeichnet, dass das Losungsgebiet in moglichst
einfache geometrische Teilgebiete zerlegt wird, die Ansatzfunktionen iiber diesen Teilgebie-
ten lokal definiert sind und globale Figenschaften durch Vorgabe bestimmter Bedingungen
an die Ansatzfunktionen eingehalten werden. Weitere Details zu Finiten Elementen finden
sich in den Werken [15], |16], [28]. Ferner werden wir einige grundlegende Aspekte der
Interpolation von nichtglatten Funktionen mittels des Scott-Zhang-Operators nach [62]
besprechen, wobei weiterfithrende Details in der Originalliteratur |58 zu finden sind.
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2.2.1 Finite Elemente

Sei © € R? mit d € {1,2,3} ein beschrinktes, polyedrisches Gebiet. Benutzt werde eine
nichtiiberlappende Zerlegung 7, = {Kl}f\i , des Gebietes 2 in M konvexe polyedrische
Teilgebiete K; mit den Eigenschaften

Q= Uj:lfjv K;n Kj = @, i # j, h; = diam (Kl) , h = z:rilaXM h;. (2.24)

Da wir die Zuldssigkeit eines Gebietes fordern wollen, definieren wir sie.

Definition 2.7. Eine Zerlegung 7T, = {Kl}f\i , des Gebietes €2 wird zuldssig genannt, falls
jeweils zwei Teilgebiete K; und K entweder

e genau eine vollstandige gemeinsame Fléche (im Falle d = 3),
e genau eine vollstandige gemeinsame Kante (im Falle d > 2),

e genau einen Punkt gemeinsam (d > 1) haben

oder paarweise disjunkt sind. Eine Zerlegung wird quasiuniform oder isotrop genannt, falls
ein k > 0 derart existiert, dass alle K € 7}, einen Kreis vom Radius gox mit

diam (K)

0K = 2K

enthalten. Mit diam wird dabei der Durchmesser eines Teilgebietes K bezeichnet. Eine
Zerlegung Tp nennen wir uniform, falls es ein ¢ > 0 gibt, sodass jedes Element K € Tj
einen Kreis mit Radius gx > % enthalt.

Wir definieren jetzt den Begriff eines Finiten Elements.

Definition 2.8. Ein Finites Element ist ein Tupel (K,P,Y) mit den folgenden Eigen-
schaften:

e K C R%ist ein konvexes, polyedrisches Gebiet und die Teile des Randes 0K, welche
auf einer Hyperfliche liegen, heiflen Seiten.

e Der Raum der Formfunktionen P ist ein auf K definierter endlichdimensionaler
linearer Funktionenraum mit der Dimension [ € N.

e Die Menge der Freiheitsgrade X besteht aus [ linear unabhéngigen Funktionalen iiber
P. Jede Funktion p € P wird durch die Werte der ! Funktionale aus ¥ eindeutig
festgelegt.

Werden nur vorgegebene Funktionswerte verwendet, sprechen wir beim zugehérigen Fini-
ten Element von einem Lagrangeschen Finiten Element.

11



Eine alternative Charakterisierung lisst sich iiber den algebraischen Dualraum P’ von P
vornehmen. Dann kann eine Menge { Ny, ..., N;} aus P’, die Menge der Knotenvariablen,
mit Y identifiziert werden.

Definition 2.9. Sei (K, P, X) ein Finites Element. Eine Basis {¢1, ..., ¢} von P mit der
Eigenschaft N; (goj) = 0;5 fir 1 <4, j <1 wird nodale Basis von P genannt.

Wir definieren den lokalen Interpolanten.

Definition 2.10. Seien (K, P, X) ein Finites Element und {¢1,...,¢;} eine nodale Basis
von P. Sei v eine Funktion, fiir welche alle NV; € X,4 € {1,...,1} definiert sind. Als lokalen
Interpolanten bezeichnen wir eine Funktion Ilxv € P, welche

l
vi— llgv = Z N; (Q}) ©i (225)
=1

erfullt.

Hiermit sind wir in der Lage, den globalen Interpolanten zu definieren.

Definition 2.11. Sei das beschriinkte, polyedrische Gebiet Q € RY, d € {1,2,3} mittels
einer zuléssige Triangulation 7, = {Kz}i\i , exakt trianguliert. Zu jedem Gebiet seien
ein Finites Element (K;,P;,%;) und eine nodale Basis in P; erklart. Ferner sei k € Ny
die hochste in der nodalen Basis vorkommende Ordnung partieller Ableitungen. Fiir v €

ck (ﬁ) wird durch
(T7.0) ., = T, (vlie,) (2.26)

ein globaler Interpolant Il7; v fiir alle K; € T}, definiert.

Praktisch wird ein Gitter von einer Referenzzelle K und einer geometrischen Transforma-
tion T : K — K mit K € Ty erzeugt. Dabei wird Tk in der Regel durch ein Lagran-
gesches Finites Element (K , P, E) spezifiziert. Sei lge, := card (E), seien {Nl, . ,ngeo}

die Knoten, assoziiert mit i, und {@1, ey @gco} die Ansatzfunktionen.
Zur Erzeugung eines Gitters wird eine Menge {N{", o IV [;O}K u bendtigt, wobei es
m

sich hier um die Menge der geometrischen Knoten des m-ten Teilgebietes handelt. Fiir
1 <m < M definieren wir die geometrische Transformation durch

lgeo

T K — Ky, @ Ty () = Y N3 () (2.27)

i
=1

und hierbei gelten T, (N) = N™, 1< < lyoo und Ky = Ty (ff)

Wir geben zwei Beispiele Finiter Elemente, welche in dieser Ausarbeitung benutzt werden.
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Sei x € R? und definiere den Raum

P, :=<p(x) = Z ail...idflf . ..xff , 0yiy, €ER (2.28)
0<it, .., ig<r
14 +ig<r

der simplizialen Elemente und den Raum

Q, = {q(x) = Z ailmidx? ...:Cff , Qg € R} (2.29)

0<i1+...+i4<r

der Quader-Elemente mit r € N. Mittels Einfiihrung dieser baryzentrischer Koordinaten
kann man nachweisen, dass fiir ein polyedrisches Gebiet K C R¢ unter der Wahl P €
{P,,Q,} Finite Elemente definiert werden kénnen. Fiir einen Beweis verweisen wir auf |28,
Proposition 1.34, Proposition 1.35].

Als Letztes fithren wir nach [28] niitzliche inverse Ungleichungen an. Beginnen wollen wir
mit einer lokalen Variante.

Lemma 2.12. Se: {f(\, ]3, f]} ein finites Element. Sei 1 > 0 derart, dass P c Whee (f(\)

Sei {T,} eine quasiuniforme oder isotrope Zerlequng nach Definition wobet als geo-
metrische Transformation Tk auf das Referenzelement K affin-lineare Transformationen
benutzt werden. Sei 0 < m < I mit m,l € Ng und 1 < p,q < oo. Dann existiert eine
Konstante ¢, welche unabhdngig von h, K, p und q ist, sodass

m—I+d(p~t—q¢g~ 1!
lollweri < bl 0 T D olmar (2.30)

fir alle v € Py = {ﬁo Tgl ;P E ]3} gilt, wobei d € N die Raumdimension des Gebietes
Q C R? ist, tiber welchem interpoliert wird.
Beweis. Der Beweis dieser Aussage steht in |28, Lemma 1.138]. O
Es verbleibt, die globale Variante anzugeben.
Lemma 2.13. Seien die Voraussetzungen aus Lemma erfullt. Setze

Wy i={vn : VK €Ty : vy o Tk € P}

Dann existiert eine Konstante c, welche unabhdngig von h, K, p und q ist, sodass fir alle
0 <m <1 mit m,l € Ng und alle v, € Wy, die globale Ungleichung

-1 -1

p q
m—l+min “lg71
S lonlpagey | < chlmtomin{odem =)y vahn‘avm,q(m) (2.31)
KeTy KeTy,

erfillt wird, wobei d € N die Raumdimension des Gebietes Q@ C R? ist, tiber welchem
interpoliert wird.

Beweis. Dieser Beweis findet sich in |28, Lemma 1.141]. O

13



2.2.2 Scott-Zhang-Operator

In diesem Unterabschnitt mdéchten wir den Scott-Zhang-Operator SZ, welcher von Scott
und Zhang [58| eingefiihrt worden ist, vorstellen. Wir folgen den Ideen aus diesem Artikel
und dem dritten Kapitel aus [2].

Wir bezeichnen mit ¢; € Vj, ¢ € I aus einer Indexmenge I, die nodalen Formfunktionen
eines Finite-Elemente-Raumes V}, und definieren

SZ (u) = Zai - Qi (2.32)
il
wobei die a; € R noch zu charakterisieren sind. Mit X werden im Folgenden die Kno-
tenpunkte benannt.

Um nichtglatte Funktionen zu behandeln, betrachten wir Teilgebiete o; C € unseres Aus-

gangsgebietes und wahlen
a; = (H u) (X(i)> , (2.33)

wobei []: L? (0;) — Pro; den L2-Projektionsoperator darstellt, wobei ferner Pr,o; €in
o
Polynomansatzraum, deren Polynome Grad < k haben und auf o; eingeschréankt sind, ist.

Die Teilgebiete o; lassen sich nach den folgenden Kriterien auswahlen:

e Falls der Knoten X ein innerer Punkt eines Elementes K € 7}, ist, so setzen wir
g; = K.

Falls andererseits X ein Randpunkt eines oder mehrerer Elemente K € 7;, darstellt, so
wird o; als die (d — 1)-dimensionale Flache oder Kante ( eines der folgenden Elemente
gewéihlt:

e Falls es eine Fliche oder Kante ¢ gibt, sodass X () ein innerer Punkt von ¢ ist, dann
wird o; eindeutig durch o; := ( festgelegt.

e Falls dies nicht zutrifft, so nehmen wir o; als eine Kante oder Fliche, fiir die X® e ¢
gilt. Diese Wahl beschrénken wir dadurch, dass wir im Falle X() € 9Q dement-
sprechend o; € 0f) fordern.

Wir geben eine weitere dquivalente Definition von SZ an. Die L? (¢;)-Projektion

Hu € Pro, = Vi lo,
o
wird mittels

=TTl = min = vl (2.34)
gj )
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charakterisiert. Eine explizite Realisierung von (H u) ( ) kann mittels der Einfithrung
der Funktion ¢; € V}, |5, mit
o5

fir alle j € I erreicht werden. Wir sehen somit ein, dass

_ (H ) (xO) = [u- e (2:36)

ek

gilt. Mittels der schon bekannten Definition des Scott-Zhang-Operators erkennen wir, dass
sich hiermit

u):Zai-w:Z(/u-@bidm)-% (2.37)

i€l iel \g,

ergibt, sodass [] fiir u € L2 (0;) definiert ist. Dieser Ansatz kann wegen des endlichen

Integralwertes, da v; € L™ (o;) als Polynom ist, auf Funktionen v € L' (0;) ausgedehnt
werden.

Dies bedeutet, dass SZ: WhP () — Vj, fiir [ > 1 bei p = 1 und anderenfalls fiir [ > p~!
definiert wird.

Nach Artikel [58] erhalten wir auch das nachfolgende Approximationsresultat.

Satz 2.14. Wir betrachten eine isotrope Zerlegung. Ferner sei | > 1 bei p = 1 und
anderenfalls | > p~' erfillt. Seiv € WP (Q). Dann gelten mit einer Konstanten Csz > 0

lo = SZ (v)lwmr () < Cozhle™ - [Vl (2.38)
und
(m—I g
( > WD o = SZ (0) R, ) < [l oy (2.39)
KeTy,

fir0 < m <Il<r+1, wobeir der Grad des Polynomansatzraumes ist.

Beweis. Vergleiche [58, Theorem 4.1]. O
Bemerkung 2.15. Mit h = max diam (K') kénnen wir Satz [2.14] zu
€/n
1
p
Yo o= SZW)ymagey | SPT™ ollwiegy (2.40)
KeTh

fir 0 < m <1 <r+ 1 vereinfachen, was auch nach [58] moglich ist.

15



16



3 Kontinuierliches magnetisches Induktionsproblem

Dieses Kapitel dient der Darstellung des kontinuierlichen magnetischen Induktionspro-
blems aus den Maxwell-Gleichungen, um hierauf aufbauend spéter die stabilisierte La-
grange Finite-Elemente-Methode zu motivieren. Die Présentation dieses Abschnittes greift
tiberwiegend auf die Arbeit [62], welche auf Grundlage des Artikels [6] verfasst worden ist,
zuriick. Es werden die wesentlichen Resultate zitiert.

Zunachst wird eine Motivation der kontinuierlichen magnetischen Induktionsgleichung
der Maxwell-Gleichungen auf der Basis des Vorlesungsskriptes [57] gegeben. Alternati-
ve Zuginge iiber das Aufstellen eines Lagrange-Funktionals finden sich in den Arbei-
ten [6], [46], [49] und [62].

Anschlielend werden geeignete Funktionenrdume und Randbedingungen vorgestellt, unter
deren Voraussetzungen sich die Wohlgestelltheit der vorgestellten partiellen Differential-
gleichung beweisen ldsst. Dies geschieht insbesondere auf den Ideen der Arbeiten [6] und
[62] fiir homogene Medien. Erweiterungen der Ergebnisse auf inhomogene Medien und
spater deren Diskretisierung mit ebenfalls knotenbasierten Finite-Elemente-Methoden sind
in den Arbeiten |12] und [13] nachzulesen.

Im Folgenden werden Skalarprodukte (-,-) und Dualprodukte (-,-) immer im L2-Sinne
verwendet. Sofern sich diese auf das ganze Gebiet © C R¢ beziehen, bleibt das jeweilige
Skalarprodukt oder Dualprodukt ohne Index. Im Falle eines Teilgebietes K C 2 schreiben
wir (-, ) beziehungsweise (-, ). Dies gilt fiir die restlichen Hauptkapitel ebenso.

3.1 Motivation

Wir definieren zuerst die folgenden physikalischen FeldgréBen mit ihren physikalischen
Einheiten im SI-System

Symbol | Einheit Feldgrofie
b Ve Magnetische Fludichte
d IX—S Verschiebungsstromdichte
e v Elektrische Feldstarke
h § Magnetische Feldstérke
j A Elektrische Stromdichte
0 % Ladungsdichte
und beginnen mit den Maxwell-Gleichungen
db
E + Vxe = fb, (31)
od
Vxh = —4], 3.2
x 5 T (3.2)
V-d = o (3.3)
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Vb = 0 (3.4)

als Ausgangspunkt, wobei f}, zusédtzliche externe Wirkungen zusammenfasst. Desweiteren
bezeichnen

Symbol ‘ Materialparameter
€ Permittivitat
7 Permeabilitat

o Elektrische Leitfahigkeit

Materialparatemer, mit denen die linearen Materialgesetze

b = uh, (3.5)
d = ce,
j = oe (3.7)

formuliert werden konnen.

Bemerkung 3.1. Gleichung besagt, dass bei Vertauschung der Divergenz und der
Zeitableitung die Divergenz von b zeitlich konstant fiir divergenzfreies f}, ist, sodass die
Divergenznebenbedingung nur fiir das Setzen der Anfangsbedingung benétigt wird.
Eine analoge Argumentation zeigt diese Aussage fiir die Ladungsdichte g, welche sich
zeitlich entsprechend zu V - j verhalten muss.

Setzen wir die linearen Materialgesetze (3.7)), (3.5) und (3.2)) in (3.1)) ein, ergibt sich

@D ob
f, = 87f—i—VXe
b 1o,
ot o
@2 ob 1 od
BE) Ob 1 od
= 8t+ VxVxb ant

Eine Vernachlissigung des Verschiebungsstromes liefert bei Multiplikation mit der La-
dungsdichte p, der Interpretation von fi, als Kraftterm und dem Setzen von \ := é das
magnetische Induktionsproblem der Maxwell-Gleichungen

b
05 AV XV xb = fp, (3.8)
V-b = 0, (3.9)

wobei diese partielle Differentialgleichung mit der Divergenznebenbedingung im Folgenden
verknappt als Maxwell-Gleichung bezeichnet wird.
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3.2 Problemformulierung und Wohlgestelltheit

Nachdem wir im vorangegangenen Unterabschnitt mit - das magnetische In-
duktionsproblem der Maxwell-Gleichungen motiviert haben, méchten wir jetzt auf der
Grundlage der Arbeiten [6] und [62] die Problemformulierung mithilfe geeigneter Funktio-
nenrdume konkretisieren. Die wesentlichen Ergebnisse werden aus [62] zitiert.

Sei Q € R% mit d € {2, 3} ein im Allgemeinen nichtkonvexes, polyedrisches Lipschitzgebiet.
Ferner verwenden wir die Funktionenrdume

Hy (@) = {beH' ()b =0auf 90}, (3.10)
H(div;Q) = {beL?(@)!|V-b:=div(b) € L*(Q)}, (3.11)

H (rot;2) = {beL?(Q)*|V xb:=rot(b) € L* ()}, (3.12)
H(div0;Q) = {beH(div;Q)|V-b=01in Q}, (3.13)
Hp (rot;©2) = (b€ H (rot;Q) |n x b =0 auf 9Q) , (3.14)

wobei n die nach auflen zeigende Einheitsnormale des Gebietes ) bezeichnet. Fiir die
zweidimensionale Rotation betten wir den R? einfach in den R? ein, wobei die letzte Kom-
ponente eines zweidimensionalen Vektors einfach identisch verschwindet. Dazu mdchten
wir Folgendes nach [37, Abschnitt 1] bemerken.

Bemerkung 3.2. Im Zweidimensionalen wird der Rotationsoperator V x auf einem zwei-
dimensionalen Vektor b = (by, by)” mittels

V xb:= 8$b2 — 8ybl
operieren. Die Rotation eines Skalars r ist durch
V x 1= (0yr, —0,r)

bestimmt. Fiir zwei zweidimensionale Vektoren u = (uy,u2)” und b = (b1, by)” wird das
Kreuzprodukt durch
uxb:= ule — ’U,le

gegeben.

Die Motivation aus [62] iiber das Lagrange-Funktional mit der Randbedingung n x b =0
auf 0 fithrt zur Aufgabenstellung mit homogenen Randbedingungen:

,Finde ein Tupel (b,r) € Hy (rot; Q) x H} (Q), welches eine Lésung von

AV x (V x b) + Vr =1y, (3.15a)
V- b=0 (3.15b)

unter den Nebenbedingungen nx u= 0 und r = 0 auf 0Q mit f, € H (div0; Q) darstellt.”
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Der zusétzliche Lagrangeparameter r, welcher aus der Motivation gewonnen wird und
magnetischer Pseudodruck genannt wird, dient als Bestrafungsparameter, um die Diver-
genzfreiheit des Magnetfeldes b sicherzustellen.

Wir wollen uns jetzt der Variationsformulierung dieses Problems widmen. Die angegebenen
Funktionenrdume liefern die folgende Rotationsformulierung;:

»Finde (b,7) € Hy (rot; Q) x H () derart, dass
(AV x b,V x ¢)+ (Vr,e) = (fp, ¢ Ve € Hy (rot; Q) (3.16a)
—(Vs,b) =0 Vs e Hi(Q) (3.16b)
gilt, wobei angenommen wird, dass fy € H (div0; Q) erfillt ist.“
Bemerkung 3.3. Wir sehen in dieser schwachen Formulierung ein, dass r = 0 gilt. Da
r € H} (Q) ist, gilt V x Vr = 0, sodass Vr € Hy (rot; Q). Ferner gilt V-, = 0 fast iiberall
in Q. Daher gilt bei Wahl ¢ = Vr folglich mit partieller Integration der rechten Seite
—(Vr,Vr) = A(Vxb,VxVr)—(Vr,Vr)
= (£, Vr)
= —(V-fp,7)
=0
und mit » = 0 auf 992 folgt mit der Ungleichung nach Poincaré r = 0 fast iiberall in (2.

Um unser Ziel der Formulierung eines Sattelpunktproblemes zu erreichen, fithren wir die
Bilinearformen

a: Hy (rot; Q) x Hy (rot; Q) — R, (b,c) — A(V xb,V xc),
b: Hy (rot; Q) x HY (Q) — R, (c,7) — (Vr,c)
und
c((b,7);(c,s)) =a(b,c)+b(c,r) —b(b,s) (3.17)
ein. Dartiber hinaus definieren wir abkiirzend die Hilbert-Réaume C := Hj (rot; ) und
S = H} (Q), welche mit den Normen
2
lelle = o lell 2yt + VAIV X €ll 2y (3.18)
und ) I
0
Islls = 7 I8l z2 () + \f)\HVSHp(Q)d (3.19)
ausgestattet sind, wobei Ly = Lo () eine Konstante mit der Dimension einer Lénge

darstellt, damit die Normen von den Dimensionen der physikalischen Einheiten iiberein-
stimmen. Die Norm, welche zum Produktraum C x S gehort, wird mittels

||(C> S)HGal7 Maxw = ||C||C + ||8||5 (320)
gegeben. Es soll die Wohlgestelltheit des Problemes (3.16]) untersucht werden.
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Satz 3.4. Die inf-sup-Bedingung

b .
38> 0: inf sup c((b,7);(c,s)) >B>0
(b,r)€CxS\{(0.0)} (¢,5)e0x5\{(0,0)} [|(D:7) [ Gal, Maxw - [|(€; ) || Gal, Maxw
(3.21)
ist erfillt und deswegen ist das Problem wohlgestellt.

Beweis. Der Beweis findet sich bei [62, Satz 3.1]. O

Wir definieren )

L
sy (rys) = 70 : /VT -Vsdz (3.22)

Q

als Regularisierungsterm der Formulierung (3.16)) und erhalten das regularisierte Variati-
onsproblem:

wFinde (b,r) € C x S dergestalt, dass

a(b,v)+b(e,r)=(fy,c) Ve e C, (3.23a)
—b(b,s) + s, (r,s) =0 Vse S (3.23b)

erfillt wird.”

Satz 3.5. Formulierung ist wohlgestellt und die Losung (b,r) € C' x S ist dieselbe
wie diejenige des Problemes in Formulierung .

Beweis. Die Aussage findet sich bewiesen in [62, Satz 3.3]. O

3.3 Erweitertes magnetisches Induktionsproblem

Betrachten wir erneut das Modell (3.8) - (3.9) und ergénzen dieses um eine wirkende
Kraft, die sich ergibt, falls ein elektrisch leitendes Fluid betrachtet wird, welches mit ei-
ner bekannten Geschwindigkeit u € L™ ((), T; L (Q)d) stromt. Dieser zusétzliche Induk-

tionsterm V x (u x pb) wird aus dem Kraftterm f}, abgespalten, sodass sich das erweiterte
magnetische Induktionsproblem mittels

00:b + AV x (V xb) + Vr —V x (u x gb) = fy, (3.24a)

V-b=0 (3.24Db)

beschreiben ldsst. Hierbei haben wir erneut den Lagrangeschen Multiplikator r des ma-
gnetischen Pseudo-Druckes benutzt.

Um nachzuweisen, dass das kontinuierliche Problem wohlgestellt ist, folgen wir dem Ab-
schnitt tiber das kontinuierliche erweiterte Induktionsproblem der Arbeit [45] des Autors
mit Utku Kaya und Gert Lube, welcher auf Basis des Artikels [65] des Autors mit Gert
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Lube entstanden ist. Der Nachweis beruht im Wesentlichen auf dem Hauptsatz tiber para-
bolische Probleme von J.-L. Lions. Wir nutzen die Funktionenrdaume aus Unterabschnitt
und die zeitabhingigen Ridume L? (tg,t1; X) und L™ (to,#1; X) mit Funktionenraum
X aus Unterabschnitt des Anhangs. Sei zusitzlich f;, € L2(0,T; L?(2)¢N H (div 0;Q)).
Es ergibt sich nach partieller Integration die Variationsformulierung:

wFinde b: [0,T] — C und r: [0,T] — S dergestalt, dass

(00¢b,c) + (AV x b,V x ¢) + (Vr,e) — (ux gb,V x ¢) = (fp,¢) VeeC, (3.25a)
—(Vs,b) =0 VseS (3.25b)
fast diberall in [0,T] mit fy, € L(0,T; L?(Q)% N H (div 0;Q)) erfiillt wird.“
Wir definieren die Bilinearformen a: C x C — R und b: S x C — R mittels
a(b,c) = (AVxb,Vxc)—(uxgb,Vxc),
b(c,r) = (Vr,c)

und schliefllich ¢ ((b,7), (c,s)) == a(b,c) +b(c,r) —b(b,s). Damit liest sich die variatio-
nelle Formulierung in folgender Gestalt:

wFinde b€ L?(0,T;C) und r € L*(0,T;S) derart, dass
(00:b, ¢) +c((b,7),(c,9)) = (fp, €) (3.26)
fiir alle (¢,s) € C x S fast diberall in [0,T] mit f, € L*(0,T; L2(Q)¢ N H (div 0; Q)) gilt.*

Lemma 3.6. Sei u € L™ (O,T; L™ (Q)d). Die Bilinearform a : C x C' — R erfillt die
Garding-Ungleichung. Das bedeutet, dass Konstanten v > 0 und x > 0 derart existierten,

dass
a (b, b) > [|blIE — l|bl|72(g)a (3.27)

fiir alle b € C gilt. Desweiteren ist die Bilinearform beschrinkt, das heifit, es gibt eine
Konstante M > 0 so, dass
|a (b, c)| < M|[bl|c|lcllc

fiir alle b, c € C giiltig ist.

Beweis. 1) Zuerst beweisen wir (3.27). Es gilt unter Anwendung der Youngschen Unglei-
chung und mittels quadratischer Erganzung

a(b,b) = (AV xb,V xb)— (ux b,V xb)
M|V % bl Z2(qya — [[ux obl| 20|V X bl|z2q)a

Vv

v

AV bl 2aye — ellull e gy 1Bl 22 |7 % bl 2

QHuHLoo(Q)dLOQ
A Lo

AV x b2z 000 — bl 2y VANV x bl 20
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A\

A A A 2
IV > blixqe + 5= Bl7e@) = 57 IIbllZz()

2
1 (ellullz~@lo i||b||2
2 ) L

S 1 bli2 1 1 ollall Lo (ya Lo 2\ A b2
2 ZH ||C—§ L S S f%|| 172()a-

Mit den Konstanten
2
1 1 ollul| o (@yaLo A
= =—11 _—
vy 1 und 2 ( + ( h L%

a(b,b) > b2 = k[[b|Zs(s
fiir alle b € C, was (3.27) beweist.
2) Die Beschrianktheit der Bilinearform folgt aus

erhalten wir

la(b,c)| < AV xb|r20)allV x ¢ 12(0a
+ollu x obl[2(q)allV X €|l 20

< {VAIV x bllaye } {VAIV % ell 2y }
+ollull oo ()allbll L2()a IV X €l L2y
Lo VA
< Ibllcliele +{ =2l oy } {Loubumd} {VAIV x el }
Ly
< Iblcllelle + {Q)\HUHLOO(Q)d Ibllcllclle
<

Lo
2max {1, 02 ul sy  [Blclelc

mittels der Setzung
Lo
M = 2max {1, Q)\|u||Loo(Q)d} ,

womit dementsprechend

la (b, c)| < M|[bllc[lc|c
fiir alle b, c € C erfiillt wird.

Wir erhalten das nachfolgende Theorem.
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Theorem 3.7. Mit der obigen Wahl der Funktionenrdume gilt die folgende Abschdtzung

t
ollb®) 32+ 27 [ €57 b (r)|2 dr
0

3.28
e3§(t—7) ( )

t
< 05 1B0) gy + | iy ()22 e i
0

an die Formulierung fiir £, € L2(0,T; L2(Q)? N H (div0;Q)) und b(0) € L?(9)%.

Beweis. Fiir fixiertes t € (0,7] wéhlen wir ¢ = b und s = r. Wir erhalten

od

(00¢b,b) = 2dt (b,b) = th”bHL?(Q

Jetzt impliziert Lemma zusammen mit den Ungleichungen von Cauchy-Schwarz und
Young

2 bl ape + bl — sl1bl320ys + (Vr, b) — (b, V)

b 22 ()2 Pl 22 ()

IA

1 K
< %HfbH%?(Q)d + §HbH%2(Q)d

Multiplikation mit 230" gibt

—3E¢
_3b5¢ d 3E¢ 3k t e @
oe "¢ —|[b||72(q)a + 27e e |[blIE = 3we ™ e |[b|72(g)a < - 1672 0y

Wegen der Produktregel gilt

d o35t _3n4d 3¢
(00 B bl agaye) = 005 (b1 aaye) — 3505 ]

und somit folgt

d —3 “t _3k¢ e_3gt
= (05 IblI32 ya) + 2765 B < T |[folI3 (e

Wegen der Identitét

d _3kg _3k
[ 2 (e Ib(3) 32 ) ds = 0~ *5IB(0) (e — lIBO) 0y
0

fiir beliebiges ¢ € [0, T] ergibt sich bei Integration tiber (0,¢) dementsprechend
[ d
—3 rid
[ 2= (e Ib (Dli2a(q) dr+ 27/ 7 dr
0
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t
-3 —3&7
= 0 S b(0) 3agay — oDz + 27 [ €I (7)]2 dr
0

_3E,

t
e "o
< [ (Dl dr
0

K

und damit gilt

t 38(t—7)

t
K(t—r 3 e e
ol|b(t) 172 (a+27 / e*e b (r)12 dr < 0¢’ ' ||b(0)[32qa+ / ————llfp (N)[72(ya AT,
0 0

was die Behauptung zeigt. d
Bemerkung 3.8. Seien V := C'N H(div 0;2) und H := H(div 0;(2). Da
b(c,s) =—(Vs,c)=(s,V-¢c)=0

fir alle ¢ € V, ist das Problem (3.26]) d4quivalent zur nachfolgenden Aufgabenstellung:
»Gesucht ist b : [0,T] — V derart, dass

(00ib, ¢) + a(b,c) = (fp, ) VeeV (3.29)

fast iiberall in [0, T fiir gegebene by == b(0) € H und £, € L?(0,T; V' N H (div 0;Q)) gilt.”

Ferner bildet V.C H = H' C V'’ ein Gelfand-Tripel. Dies sehen wir folgendermafien.
{V,]llc} und {H, ||'HL2(Q)d} sind Hilbertraume. Fiir jedes b € V gibt es eine Konstante
Cr dergestalt, dass

[bll 22y < Cr|bllc (3.30)

gilt. Diese Aussage stammt aus [52, Korollar 3.49]. Deshalb bettet V stetig in H ein. Das
Dichtheitsargument ist klar, da eine Teilmenge M eines Banachraumes M dicht in M
genau dann liegt, wenn jedes Element von M’, welches auf M verschwindet, ebenfalls auf
M verschwindet. Diese Aussage findet sich bei [33] (2.14)].

Wir geben nun ein allgemeines Theorem von J. - L. Lions (1961) iiber die Existenz und Ein-
deutigkeit von Evolutionsproblemen an. Fiir einen Beweis mittels Galerkin-Approximation
verweisen wir auf [66, Theorem 23.A].

Theorem 3.9. Sei V C H C V' ein Gelfand-Tripel. Falls die Bilinearforma : VxV — R
gleichmdfig stetig ist und die Garding-Ungleichung erfiillt, so hat folgendes Problem eine
eindeutige Lésung:

Finde u € W(0,T;V) := {u€ L*0,T;V) : 3u' € L*(0,T;V')} derart, dass
(' (t), ’U),H +a(u,v) = (f(t),v)y Yovey (3.31)

fast diberall in t € [0,T) fiir gegebene ug = u(0) € H und f€ L*(0,T;V’). Es bezeichnet
' die zeitliche Ableitung.
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Es sei zu diesem Theorem noch Folgendes bemerkt.

Bemerkung 3.10. Eigentlich setzt [66, Theorem 23.A] eine Posivitdtsbedingung an den
betrachteten Operator voraus. In [66, Bemerkung 23.25] wird allerdings bewiesen, dass die
Garding-Ungleichung als abgeschwéchte Voraussetzung geniigt, da sich das urspriingliche
Problem mittels einer Exponentialtransformation in der Zeit in einen positiven Operator
iberfiihren lasst. Die benétigte Exponentialfunktion in der Zeit, mit welcher das zeit-
abhingige, erweiterte Induktionsproblem transformiert werden muss, lautet 2e 32t aus
Theorem B.7

Korollar 3.11. Die Formulierung besitzt eine eindeutige Losung b € W(0,T; V).

Beweis. Wir betrachten das Gelfand-Tripel V. € H C V’. Nach Lemma erfillt die
Bilinearform a : C' x C' — R die Garding-Ungleichung und ist gleichméfig stetig auf C,
also gleichfalls auf dem Unterraum V von C. Nutzen wir jetzt Theorem kénnen wir
schlussfolgern, dass eine eindeutige Losung b € W(0,T; V) besitzt. O

Wir sind in der Lage, hier nachzuweisen, dass die variationelle Formulierung (3.25)) ein-
deutig losbar ist. Unser Beweis modifiziert |38, Theorem 2.2.11], welches das zeitabhéngige
Stokes-Problem behandelt.

Theorem 3.12. Fir f;, € L*(0,T; L*(Q)¢ N H (div0;Q)) und by = b(0) € H(div 0;2)
besitzt eine eindeutige Losung (b, 7) € W(0,T;C) x L*(0,T;5S).

Beweis. 1) Zuerst zeigen wir unter der Annahme der Existenz einer Losung, dass diese
eindeutig ist. Sei also (b,r) € W(0,T;C) x L?>(0,T;S) eine Losung. Aus b(b,s) = 0
erhalten wir V- b = 0 in L?(f2). Dieses Resultat und die Annahme b € L?(0,T;C)
liefern b € L?(0,T;V). Wir bemerken, dass C' C V' gilt. Aus b’ € L?(0,T;C") folgt
b’ € L2(0,T;V'). Deshalb erhalten wir b € W(0,T; V).

Da fiir beliebiges ¢ € V auch b(c,r) = 0 gilt, folgt, dass
(00tb,c) +a(b,c) = (fp,c) VeeV (3.32)

ist. Wir sehen ein, dass b eine Losung von (3.29) ist. Schlieflich sichert Korollar die
Eindeutigkeit.

2) Jetzt untersuchen wir die Existenz einer Losung b € W(0,T;C'). Sei b eine eindeutige
Losung von , welche durch Korollar existiert. Wegen der Divergenzfreiheit von
b gilt die Divergenznebenbedingung in angegebener Form nach partieller Integration. Fer-
ner haben wir b’ € L?(0,7;V'). Unter Ausnutzung der Annahme, dass der Kraftterm die
Bedingung fi, € L2(0,T; L2(Q)% N H (div 0; Q)) erfiillt, folgt mit der Stetigkeit der Biline-
arform a : C' x C' — R nach Lemma die Moglichkeit, dass wir die Gleichung aus (3.32))
durch

fp,c) —a(b,c
ledbllo = sup 29— albi0)
ceC\{0} lclle
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< sw Ifbllcrllcllc + M|bllclicllc
ceC\ {0} lellc

= sup |fpller + M|blc < o0
Cc\{0}

ce

abschitzen konnen. Daher gilt b’ € L2(0,T;C’). Darum sehen wir ein, dass eine Losung
b € W(0,T; C) existiert.

3) Ferner wollen wir zeigen, dass die Bilinearform b: C' x S — R die inf-sup-Bedingung
erfiillt. Wir wissen, dass Vr € C gilt. Daher existiert fiir jedes r € S dementsprechend
genau ein Magnetfeld ¢, = —Vr € C mit ||c,||c = 1 derart, dass

b(cy,r) =b(=Vr,r)=(Vr,Vr) > ﬁr||1"||§

mit einer Konstanten (5, > 0 erfiillt wird, sodass wir r mittels des Gradienten durch die
Poincare-Ungleichung kontrollieren. Dies sichert insbesondere die Existenz von 5, > 0 mit

b(c,s)

in sup ———— > Gr > 0. 3.33
seS\{0} cecrqoy llellellslls (33%)

Aus der Theorie der gemischten Problem wissen wir, dass die inf-sup-Bedingung ((3.33))
die Wohlgestelltheit des stationdren Problems sichert. Da die inf-sup-Bedingung erfiillt
ist, konnen wir folgern, dass dementsprechend das zeitabhéngige Problem eine eindeutige

Losung (b, 7) € W(0,T;C) x L%*(0,T; S) besitzt. O
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4 Stabilisierte diskrete magnetische Induktionsprobleme

In diesem Abschnitt widmen wir uns der Diskretisierung der kontinuierlichen magnetischen
Induktionsprobleme der Maxwell-Gleichungen aus dem vorherigen Kapitel [3| Ublicherwei-
se wird das entstehende gemischte Problem beispielsweise mittels rotationskonformer Ele-
mente [43], Randelementemethoden [54] oder unstetiger Elemente [44] gelost. Dies liegt
insbesondere an der Eigenschaft, dass die angefiihrten Vorgehen die diskrete Variante der
kontinuierlichen inf-sup-Bedingung erfiillen.

Die Arbeiten [19] und [20] fithrten zu einer verstarkten Rehabilitation der knotenbasierten
Lagrangeschen Finiten Elemente fiir das magnetische Induktionsproblem. Die wesentliche
Idee der Artikel besteht in der Einfithrung eines gewichteten Stabilisierungstermes be-
ziglich der nichtkonvexen Ecken des Rechengebietes. Hier besteht die Schwierigkeit, dass
bereits vor Start einer Rechnung jeweilige Singularitdten identifiziert werden und die Ge-
wichtungsfunktionen fiir die Stabilisierungen definiert werden miissen, was eine einfache
Berechnung verkompliziert.

Aus diesem Grund folgen wir hier dem Ansatz der Arbeit [6], bei der einerseits die Ein-
fiihrung eines Lagrange-Parameters und andererseits die Divergenznebenbedingung des
kontinuierlichen magnetisches Induktionsproblems zur Stabilisierung verwendet werden.
Es wird zuerst das stabilisierte diskrete Problem vorgestellt, dessen Wohlgestelltheit an-
schlieBend bewiesen wird. Danach wird fiir glatte Losungen eine Konvergenzanalysis durch-
gefiihrt. AbschlieBend werden in der Konvergenzanalysis noch Voraussetzungen angege-
ben, unter denen sogar fiir nichtglatte Losungen des Magnetfeldes b € H” (Q)d N C mit
% <1 < 1 Aussagen getroffen werden konnen.

4.1 Stabilisiertes magnetisches Induktionsproblem

Wir betrachten in diesem Abschnitt die stabilisierte Diskretisierung des kontinuierlichen
Problems aus Abschnitt [3.2] Dabei wird zunéichst die diskrete stabilisierte Problemformu-
lierung eingefithrt, um anschlieend deren Wohlgestelltheit nachzuweisen. Aufbauend folgt
eine Fehleranalysis fiir glatte und nichtglatte Losungen des Problems.

4.1.1 Finite-Elemente-Raume

Wir verwenden den Raum P, der simplizialen Elemente der polynomialen Ordnung r €
N oder den Raum Q, der Quader-Elemente oder Hexaeder-Elemente der polynomialen
Ordnung r € N nach Abschnitt der Grundlagen. Insbesondere werden wir fiir das
Funktionenraumpaar Cj x Sj entweder Equal-Order-Radume der Gestalt P, x P, oder
Qr x Q, mit r € N oder Taylor-Hood-Réume der Form P, x P, oder Q,41 x Q, benutzen.
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4.1.2 Problemformulierung

Sei Q € R? mit d € {2,3} ein im Allgemeinen nichtkonvexes, polyedrisches Gebiet. Seien
die Funktionenrdume C := Hy (rot; Q) und S = H} (Q) wie in und aus dem
vorangegangenen Kapitel [3] Wir betrachten konforme Methoden, d.h. Cj, x S, C C'x S. Sei
Tn eine zuléssige und fiir die Analysis quasiuniforme Zerlegung von €2 in Elemente K € 7y,.
Wir untersuchen erneut die unstabilisierte kontinuierliche Formulierung mit der
zugehorigen kontinuierlichen Gesamtnorm aus , sodass die kontinuierliche Bedingung
erfillt ist. Ferner verwenden wir die dortigen Notationen. Die Problemstellung lautet
somit bei Ergdnzung der Stabilisierungen:

wFinde (by, 1) € Cp, x Sy, derart, dass

A (V X by, V X Ch) - (vrha ch) + Z Tdiv (V bp, V- ch)K = (fb’ Ch) Vep € Chv (413‘)
KeTy,

— (Vsh, bh) + Z Tgrad (V’I“h, VSh)K =0Vsy, €5, (4.1b)
KeTy,

gilt, wobei angenommen wird, dass fy, € H (div0; Q) erfillt ist.“

Hierbei stellen 74;y und 7gaq nichtnegative Stabilisierungsparameter dar, deren Skalie-
rungsverhalten im Vergleich zum Artikel [6] nach bestem Kenntnisstand des Autors erst-
malig aus der Stabilitdtsanalysis gewonnen wird. Diese Stabilisierungsparameter sind von
problemabhéngigen Groflien wie der magnetischen Diffusivitiat A, der Langenskala Ly und
der Gitterweite hx abhingig. Wir erinnern daran, dass der magnetische Pseudodruck r
im Kontinuierlichen nach Bemerkung [3.3] verschwindet.

4.1.3 Wohlgestelltheit

Um die Wohlgestelltheit der Problemformulierung (4.1) zu beweisen, definieren wir die
gitterabhangige Norm

D=

[(eh: ) Inmd = VAV % epll 2 + ( > TV ChH%Q(K))

KeTy
1
2
D Teradl VPRl 2y
KeTy
und die stabilisierte Bilinearform
Cs ((bh,Th) , (Ch, Sh)) = A (V X by, V x Ch) + (Vrh, Ch) — (Vsh, bh)

+ Z Taiv (V- bp, V-cp) i + Z Torad (V7h, VSh) ¢ - (4.3)
KeTh KeTh

Im Gegensatz zur Gesamtnorm ([3.20)) haben wir in der Norm (4.2)) nur Kontrolle iiber die
Rotation des Magnetfeldes. Allerdings gewinnen wir durch die Stabilisierungen Kontrolle
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iiber die Divergenz des Magnetfeldes und den Gradienten des magnetischen Pseudodrucks,
sodass sich volle Kontrolle {iber Letzteren mittels der Idee eines Argumentes nach der Un-
gleichung von Poincaré gewinnen lasst. Dass wir ferner auch Kontrolle iiber das Magnetfeld
erhalten, wollen wir im Folgenden zeigen. Wir benétigen dazu folgendes Hilfsresultat.

Lemma 4.1. Seien a,b,c € R. Dann gilt
2 212, 2
(a+b+0)* <3(a+b+¢). (4.4)
Beweis. Dies ist eine einfache Folgerung aus der Youngschen Ungleichung. O

Damit erhalten wir eine Koerzivitdtsaussage fiir (4.3) beztiglich (4.2).

Lemma 4.2. Die Bilinearform cs : (Cp, x Sp) x (Cp x Sp) — R aus ist beztiglich
der gitterabhdngigen Norm koerziv. Genauer gilt

1

gH(bhvrh)Hﬁ, md < s ((brmh) ; (br,71)) (4.5)
fiir alle (by,ry) € Cp X S,
Beweis. Es gilt mit der Ungleichung (4.4) aus Lemma

cs ((brs7n) s (Brsh)) = AV X ball72gpe + D Taivl|V - ball72 k)
KeTy

+ Z Tgradeth%z(K)d
KeTh

v

1
1 2
3 VIV 5 bl pa@ya + | D 7awllV - balfai
KeT,

1
2
+ ( § : TgradHVThH%?(K)d)

KeTy
1
= gH(Chﬂ"h)Hﬁ,Ind

fir alle (by,ry) € Cp X Sh. d

Aus Lemma lasst sich mit folgender Hilfsaussage auch die Koerzivitit beziiglich der
stetigen Norm auf C' x S beweisen.

Lemma 4.3. Seify, € C'. Eine beliebige Losung (by,rp) € Cp, x Sy, des diskreten Problems

cs ((bn,7n) s (en, sn)) = (fb, cn) (4.6)
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fiir alle (ep, sp) € Cp x Sy erfillt die Ungleichung
(b, 1)l Gat, Maxw = [[bnllc + [|7alls < Dill(bp, ra)|ln,ma (4.7)

mit der Konstanten

D : 1 {1+max (LO >+Clmax<hKﬁ>

- Bind KeTn \ v/ )\Tgrad KeTn \ v/ TdivLo (4 8)
Oy ma [ Y Emad)
KeTy, LO

und der Konstanten Pinq aus der kontinuierlichen inf-sup-Bedingung und mit einer weite-
ren Konstanten

1
TdivL?) < Tgrad A ) :
Dy = 1 4.
2 <6{ +§?3ﬁ<h@>+§?§7’i L2 (49)
gilt
1(bn, 7r) I, ima < D2 {[|brllc + |Iralls} =: Dal|(bn, 7n) || Gal, Maxw (4.10)

ebenfalls fir alle (ep,sp) € Cp X Sh,.

Beweis. Aus der kontinuierlichen Bedingung (3.21)) folgt wegen Cp x S, € C x S und
somit der Konformitiat der Methode, dass ein (¢,5) € C' x S mit ||€||c + ||5||s = 1 existiert
und somit auch eine Konstante Fr,q > 0, sodass

c((bp,r1),(€,3)) = A(V x by, V x€) +(Vry,€) — (V5,by)
> Pmaflbrllc + lIrallst

gilt. Desweiteren haben wir somit

Bma {[[brllc + llrnlls} < e((br,r4),(€,5))
= A (V X bp, V x E) + (V?"h,é) - (V§7 bh)
< VAV X byl 20 VAV % €| 20y + [(V5, by)]

2
Lo VA
+ Torad | V7hl|F2(pya | max <> — el z2(q)a
(K;rh : BT ] KeTn \ VM graa ) Lo “

Ly
14+ max | —— by, r nd + | (VS,by)|.
( Ken(\/m)) (b 7)[|n,ma + [(V5, br)|
Wir verwenden den Scott-Zhang-Operator SZ (-), wie 1990 in [58] oder in Unterabschnitt
[2:2.2 eingefiihrt. Mit den Eigenschaften des Scott-Zhang-Operators und der inversen Un-
gleichung auf einer zuléssigen und quasiuniformen Zerlegung des Gebietes €2 nach Unterab-
schnitt gilt wegen der Divergenznebenbedingung aus (4.1b)) und partieller Integration

1

IN

(Vs bn)| < [(V8=VSZ(5),bp)| + [(VSZ (5) , ba)
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= |=8ZG),V by +| > Terad (Vrn, VSZ(3)) g

KeTy,
_ v Tdiv
< O Y hklIVE[l 20 Y ==V - ball 2
Keﬁl 7-diV
.Y VT
+ Z Tarad|| Va2 (c)a Z Tgradmuvsz L2y
KeTy, KeTy, 0
1
L() _ hK\/X 2 i
< = iv b
< ClﬁHVSHB(Q)dglEa%L <\/TCTVL0> (K%Td IV - brllz2(x)
1
Ly _ \/Tgrad)\ 2 ’
+WHVSZ (S)HLQ(Q)CI }(néi%i ( Lo > (Kgﬂb Tgraderh”[ﬂ(K)d
hiVA
< b \
< Cimax (W%) (b 74) |1, 1nd

v Tgrad A

+Cy [rpea%(l ( Lo > ||(bha7"h)Hh7Ind

und dies fithrt insgesamt zu

Bma {lbrllc + llrnlls} < c((bn,rn),(€,3))

||(by, 7n) ||n,Ind

IA
/-~
[

+
g
A

e YR
>
a -
S
Q.

: )) (b, 78) [|b,ina + [(VS, by)|

IA
VR
—_

+
=
]
kS

[ (br, 74)Ih,nd

| (br, 1)

h,Ind;

wobei wir mit der Setzung

D, = 1+max< Lo >+C’1max ( hKﬁ)
KETh VTaivLo

+C5 max ( Y Tgrad/\>

KeTy, LO
also 3
Bma {[[brllc + [Iralls} < Dil[(br, ra)In,ma (4.11)
erhalten. Die Setzung D; := % liefert aus (4.11) dementsprechend ||
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Ferner folgt mit der inversen Ungleichung fiir eine zuléssige und quasiuniforme Zerlegung
des Gebietes Q nach Unterabschnitt [2.2.1] und Lemma [4.T] dass wir

H(Chvsh)Hﬁ,Ind < 3A|V x Ch|’%2(n)d+3 Z TdivHV‘ChH%%K)
KeTy,

+3 Z Tgrad”VShH%?(K)d
KeTy,

IN

2 Tdi L(Q) A 2
BAIV % enll7z () +3II?37}% ( h%‘;)\ ) L—%HchHLQ(Q)d

Tgrad A

L 2
o (U537) 19

< 6{1+ max Taiv LG + max (TgmdA) {lenllc + lIsnlls}
- KeT;, h%()\ KeT,, L% hilc hilS

fiir alle (cp, sp) € Cp x Sp bekommen. Die Setzung

1
Wl A 2
Dy :=16<1+ max le2v 91 + max <Tgra§ )
KeTn \ hi A KeT, Lj

liefert somit (4.10)). O

Wir halten somit Folgendes fiir die Parameterwahl aus dem Beweis des Lemma [£.3] fest.

Bemerkung 4.4. Aus den somit erhaltenen Konstanten Dy und Ds mit der Forderung,
dass D1, Dy = O (1) gilt und somit die Konstanten D; und D9 unabhéngig von A, hx und
Ly sein sollen, sehen wir daher, dass es nichtnegative reelle Zahlen ey, F1, f1, F} € R mit
e1 < Fqpund fi < Fp gibt, sodass wir

\h? Ah2.

K
e < Ty, < E

und
2 2

L L
flTO < Tgrad < FITO

erhalten. Somit halten wir das Skalierungsverhalten

Ah3, Lj
Tdiv ™~ Lé( und Tgrad ™ 70 (412)

fiir die Stabilisierungsparameter 7q;, und 7graq fest.

Wir beweisen die Stetigkeit der stabilisierten Bilinearform ¢ : (Cy, X Sp)x(Cp, x Sp) — R
aus (4.3) beziiglich der kontinuierlichen Norm.

Lemma 4.5. Die stabilisierte Bilinearform cs : Cp x Sy, x Cp x S, — R aus ist
bezuglich der kontinuierlichen Norm ||ep|lc + ||snlls stetig.
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Beweis. Fiir beliebige (bp, 1), (ch, sn) € Cp x Sp, gilt nach Lemma dass sich

|CS ((bh,rh),(Ch,Sh)ﬂ
< MV x by, V xep)| + [(Vrp, ep)| + [(Vsy, br)|

+ Y Taiw[(V-bp, Veen)l + Y Torad [(Vra, V)|
KeT, KeTs

LO \/X LO \/X
< brlicllenllc + ﬁ”vrh"L2(Q)dfo||ch‘|L2(Q)d + ﬁHvsh||L2(Q)4L70||bh||L2(Q)d

+2||(bp, 1) ||, mndll (Sh, Sk) || h,Ind
< {3 + 2D§} {Ibrlle + lIralls} {llenllc + lIsulls}

A

ergibt. O

Somit lasst sich jetzt die Wohlgestelltheit der Formulierung (4.1]) beweisen.
Theorem 4.6. Die Problemformulierung ist wohlgestellt.

Beweis. Nach den Lemmata [£.3] und [£.5] gilt
(brlic + lIralls)* < DIl (D, 1)If 1ma

= D%cS ((bp, 1), (br, 7))

und somit liegt Koerzivitat vor, womit (4.1)) in kompakter Darstellung ein lineares System
mit positiv definiter Matrix darstellt, was die eindeutige Existenz einer Losung beweist.

Andererseits folgt mittels der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der Young-Ungleichung

(Ibnlle +1Irnlls)® < Dics((ba,rn), (bay7s))

= Di(fy,bp)
< Di|fplclbrlc

D} 1 9
< 71||fb\\20/+§(\\bh!\c+ Irnlls)” s

womit sich
(Iballc =+ lImnlls)® < DY[[f|E

ergibt und somit die Wohlgestelltheit des Problems nachweist. O

4.1.4 Konvergenzanalysis fiir glatte Losungen

Dieser Unterabschnitt dient dazu, eine Fehleranalysis fiir glatte Losungen des stationéren
magnetischen Induktionsproblems herzuleiten. Wir erinnern daran, dass dieses Problem
im Kontinuierlichen durch gegeben wird, wahrend die stabilisierte diskrete For-
mulierung herangezogen wird. Die Gesamtbilinearform des kontinuierlichen und des
stabilisierten diskreten Problems sind durch und gegeben.
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Seien (b,r) € C' x S und (bp,r,) € Cp, x Sp die Losungen des kontinuierlichen bzw. des
stabilisierten diskreten Problems. Wegen der Konformitét der Methode ist die Bilinearform

cs: (Cx89)x(CxS)—R
wohldefiniert und es gilt somit

Cs ((b - bhv r—= Th) ) (Cha Sh))
:)\(v X (b_bh)av X Ch)+(V(T—Th),Ch) - (b_bhvvsh)
+ Y T (V-(b=bp), Veer) g+ > Torad (V(r —14), Vsp) (4.13)
KeT;, KeTy,
=0

fir alle (cp, sp) € Cp, X Sh,.

Seien jP: C' — O und j": S —» S, entsprechende Interpolationsoperatoren. Wir zerle-
gen die Fehler mittels

b— b, = (b - jbb) T (jbb - bh) — e+ ep (4.14)

und
r—rp=0—73"r)+ G r—ry) =c+er (4.15)

in Interpolations- und Approximationsfehler. Setzen wir ¢, = ep, und s, = e, so folgt aus
(4.13)) mit der Bilinearitdt von ¢, also

((b—=Dbp, 7 —1h),(ep,er))

= ¢s((eb +ep,er +er), (e, er))
((eb,€r), (en,er)) +cs ((ebser) , (b, er))
((eb,er), (eb,€r)) +c((ebser) (e, er))

+ > Tawv (Veen,Veep)g+ > Terad (Ver, Ver)
KeTy KeTy

I
)
[

=0
und wegen €, = r — j'r = 0 ergibt sich somit

cs((eb,er), (ebser) = —c((ebser) , (ebrer)) — D Taiw (Vb V-ep)g.  (4.16)
KeT,

Wir definieren
I :=—c ((€b, 57‘) y (eb7 67"))

und

Il = — Z Tdiv(v~€b,V'eb)K.
KeTy
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Eine Abschétzung von I liefert mit der gitterabhédngigen Norm aus (4.2)) und der bekannten
Beziehung ¢, = r — j7r = 0 mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folglich

1] < [AV X b,V xep)| +[(Ver, ep)| + [(Ver, ep)]|

< (\/X”V X €b”L2(Q)d) (\/XHV X ebHLQ(Q)d>
) 2 2
+ ( Z THEbH%%K)d) ( Z Tgrad”verH%?(K)d)
KeT;, 'erad KeTy
. 2
< VAV X ebll 2 + ( > ’7'H€b||%2(K)d) I(eb, €r)||n,ma-

Ker]*h grad

Fiir IT bekommen wir ebenfalls mit der Norm aus (4.2])

11| < [|(ebs &r)ln,mall(€b, €r)
Dies bedeutet, dass wir zusammenfassend in (4.16))

l¢s (e, er) , (b, er))]|

= AV x ebH%2(Q)d + ) V- eb”%?([() + ) Tgraduver‘@?(md
KeTh KeTh

< |1 +|11]

1
VAV X bl L2y + ( > — d|!€b||%2(K)d> + [I(ebs &r)
gra

KeTy,

(4.17)

=

IN

x ||(eb; er)

erhalten. Mit der Youngschen Ungleichung und e, = r — j”r = 0 sehen wir, dass

|Cs ((eb; er) ) (ebv 67‘))|
= MV x eblZope + Y TawlV-enllizgy + D Tamdl Ver|Za (g
Ke’]’h KE?;L

1
37’ €b, €r HhInd

M\w

{MVX&?bHLz i llEwen)lima+ D - dﬂﬁb\@a(x)d}
KeT;, '8™@
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gilt. Mit der Definition der gitterabhingigen Norm aus (4.2)) ergibt sich dementsprechend

‘Cs ((eb7 e?”) ) (eb7 eT‘))‘

{AHVX%H%WH > ranll V- evliag + Tgrad”v‘””%w}

KeTh KeTh
||5bH%2(K)d}

<

N |

1

3
+ 5 VAV X bz +3 30 maillV - enllTae + 3o
KeT, KeT;, grad

und hieraus
’cs ((eb7 67“) ) (eb7 67“))|
= )\HV X eb||%2(ﬂ)d + Z TdiVHv : eb”%Q(K) + Z Tgrad||ver||%2(K)d
KeT;, KeTy, (4.18)

1
< 12)\HV X Eb”%Q(Q)d +9 Z TdiVHv : gb”%Q(K) +3 Z
KeT,, KeT;, grad

el 72 sc)-

Wir fassen dieses Ergebnis im folgenden Theorem zusammen.

Theorem 4.7. Seien b € H™(Q)" N C und r € H™ 1 (Q) NS mit I,m € Ny. Die
Stabilisierungsparameter werden entsprechend gewdhlt. Dann folgt mit Konstanten
C1,C2 >0
|cs ((eba 67”) ) (eb7 67‘))’
= AV x ebH2L2(Q)d + Z Taiv||V - ebH%2(K) + Z Tgrad||ver||%2(1()d
KeT;, KeTy,

~ h2
< X i a2 b, (419
KeT, Tgrad

~ h2
S CQ Z h%)\{l—i_Q[/};} ‘b‘IQ_IH-l(wK)
KeTy, 0

fiir eine Umgebung wg der Nachbarzellen einer Zelle K.

Beweis. Die Interpolationseigenschaften der Finite-Elemente-Rdume geben die obige Be-
hauptung. O

Bemerkung 4.8. Nach Lemmata und gilt

1
o; Ulewlie+ llerl

1 4.20
< 2@, ) 1ua (420)

<cs((ebser), (ep,er)),

womit sogar der Fehler beziiglich der vollen Normen in den Rdumen C und .S nach Theorem
[4.7 abgeschétzt werden kann.
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4.1.5 Konvergenzanalysis fiir nichtglatte Losungen

Um eine Fehleranalysis fiir nichtglatte Losungen durchzufiihren, wird etwas Vorarbeit
benoétigt. Die entsprechenden Resultate werden aus [6] entnommen und zitiert. Wir geben
einige Bemerkungen an. Als Erstes nutzen wir folgendes Resultat.

Lemma 4.9. Falls b € C N H (div;Q) ist, gilt b € H" (Q)? fir ein reelles r > 3 und es
gilt
L5 8l iyt < C {19 % Bl e + IV - Bllzzgoy (421)

mit einer Konstanten C > 0.
Beweis. Der Beweis findet sich |1, Proposition 3.7]. O

Mithilfe eines Spursatzes fiir gebrochenrationale Sobolevraume nach |23 Theorem 1] er-
halten wir folgendes Korollar.

Korollar 4.10. Jedes ¢ € C N H (div; Q) gehdrt fiir beliebiges K € Ty, zu L? (OK).

Beweis. Wegen des vorherigen Lemmas gilt c € H” (Q)d fiir ein reelles r > % Nach
zitierem Theorem [23, Theorem 1] gilt c € H T3 (0K), was die Behauptung beweist. [

Desweiteren benotigen wir das kommende Lemma aus [19].

Lemma 4.11. Sei b€ C'N H (div; Q) die Losung des kontinuierlichen Mazwell-Problems
aus . Dann gilt eine Zerlegung in

b= b() + VQO (4.22)
mit by € H* (Q)% N Hy (rot; Q) und ¢ € HE (Q) N HY" (Q) fiir ein reelles r > 1.
Beweis. Ein Beweis findet sich in [19] oder [20, Kapitel 6]. O

Um Fehlerabschdtzungen fir nichtglatte Losungen zu beweisen, wird eine Annahme an
den Finite-Elemente-Raum C}, getroffen.

Annahme 4.12. Es existiere iiber der Gebietszerlegung 7}, ein Finite-Elemente-Raum Gy,
dergestalt, dass fiir jedes ¢, € G, dann V¢, € C}, gilt. Ferner erfiille dieser Raum G}, die
Approximationseigenschaft

inf ¢ — onllgs(r) < Chi *[|0] e xe) (4.23)
Pn€GH

mit einer Konstanten C' > 0 fiir jedes K € Ty, fiir beliebiges ¢ € H' (K) fiir 0 < s <t <
k + 1 fir die polynomiale Ansatzordnung k € N.
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Bevor wir unter dieser Annahme das Hauptresultat zitieren, machen wir folgende Bemer-
kung.

Bemerkung 4.13. Unter der Zerlegung aus Lemma sehen wir fiir den singuléren
Anteil ¢ in der Divergenzstabilisierung, dass sich unter partieller Integration

> i [ (V-V) (V@) do
K

KeTy,
= — Z Tdiv/(Vgo) (VV -cp) dz
KeTy, K
+ Y [ (Von(Veen) do
Ke€Tn oK

ergibt, was notig ist, um den Ausdruck V - V¢ zu vermeiden, welcher eine zu grofie Regu-
laritdt an den singuldren Anteil des Magnetfeldes b fordert.

Definiere den Fehlerausdruck

2

. T _ Tdiv I
En(br)= _ inf  [[(b=Br—7)lca, maw + | > 7ol = DBlaar | (4:24)
(b,F)EChXSh KeT, K

mit der Norm (3.20f), der sich aus der vorherigen Bemerkung unter der Anwendung der
inversen Ungleichung auf die Testfunktion ergibt.

Wir erhalten somit nachfolgendes Theorem.

Theorem 4.14. Die diskrete Losung (by,ry) € Cp, x Sy, des diskreten Mazwell-Problems
erfillt zur kontinuierlichen Lésung (b,r) € C x S des kontinuierlichen Mazwell-
Problems die Fehlerungleichung

H(b - bh7 r—= Th)HGal, Maxw < éEh (ba 7") (425)

mit einer Konstanten C > 0.
Beweis. Der Beweis ldsst sich bei [6, Theorem 3.9] finden. O

Hiermit lasst sich jetzt das Haupttheorem aus [6] formulieren.

Theorem 4.15. Es gelte Annahme[].13 und es gelte eine Zerlegung der Form b = by+V¢
wie aus Lemma |4.11, Dann erfillt die diskrete Losung (by,ry) € Cp x Sy des diskreten
Mazxwell-Problems die Fehlerabschdtzung

N VA,
|(b— by, r— Th)”Gal, Maxw < C Z {ﬁhtKHboHHHt(Q)d + = h'}(su(p”HHt(Q)d
KeTy 0
(4.26)

mit einer Konstanten C > 0 fiir jedes ¢ € (0, t— %) und t == min {r, k}.
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Beweis. Dieser Beweis findet sich bei |6, Theorem 3.12] O

Es stellt sich natiirlich die Frage fiir hinreichende Bedingungen an Annahme Dazu
mochten wir eine Bemerkung angeben.

Bemerkung 4.16. Nach [6, Abschnitt 3.4] ist diese Bedingung fiir die Raumdimension
d = 2 fir alle Polynomansatzraume mit Polynomgrad k& > 4 ohne weitere Annahmen
erfiillt. In einem solchen Falle kann der Raum G} im Dreiecksfall vom Argyris-Dreieck
konstruiert werden. Fir k > 2 lasst sich G}, vom Bogner-Fox-Schmidt-Dreieck konstruie-
ren.

Eine Konstruktion fiir £ > 1 fiir beide Raumdimensionen d € {2,3} gibt der Powell-
Sabin-Interpolator, welcher im Artikel [17] besprochen wird. Ferner stellen S. Badia und R.
Codina in [6] numerisch fest, dass auch das sogenannte Crossbox-Element die theoretischen
Konvergenzraten erfiillt. Allerdings ist bis heute nicht theoretisch nachgewiesen, dass es
die obige Annahme erfiillt.

Desweiteren geben M. Costabel und M. Dauge in ihren Arbeiten [19] und [20] einige spe-
zielle Grundgittertopologien an. Bestimmte kartesische Gitter erfiillen zum Beispiel in
numerischen Rechnungen fiir die Dreieckselemente Py, fiir k£ > 2 die theoretischen Konver-
genzraten fiir singuldre Losungen. Allerdings bleibt die Beantwortung der Frage, ob diese
speziellen kartesischen Grundgitterstrukturen die Annahme erfiillen, offen. O

4.2 Stabilisiertes erweitertes magnetisches Induktionsproblem

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der Diskretisierung des erweiterten magnetischen In-
duktionsproblems, welches wir auf kontinuierlicher Ebene bereits in Abschnitt betrach-
tet haben. Insbesondere erweitert dieses Teilkapitel Ergebnisse der Arbeit [45] des Autors
mit Utku Kaya und Gert Lube um die Stabilisierung des Induktionsterm —(V x (u x gb)).
Um dieses durchfithren zu kénnen, verwenden wir die lokale Projektionsmethode, welche
im Folgenden eingefithrt wird. Fiir wesentliche Ideen dieser Stabilisierungsart verweisen
wir auf die Arbeit [50] oder den Ubersichtsartikel [14], die diese am Beispiel der Oseen-
Gleichung erldutern. Aufbauend wird die diskrete stabilisierte Problemformulierung ein-
gefiihrt, um deren Wohlgestelltheit mittels der Theorie parabolischer Probleme zu zeigen.
Letztlich folgt eine Fehleranalysis dieses Problems.

4.2.1 Finite-Elemente-Raume und lokale Projektion

Wir verwenden den Raum P, der simplizialen Elemente der polynomialen Ordnung r €
N oder den Raum Q, der Quader-Elemente oder Hexaeder-Elemente der polynomialen
Ordnung r» € N nach Abschnitt der Grundlagen. Insbesondere werden wir fiir das
Funktionenraumpaar Cj x Sj entweder Equal-Order-Rdume der Gestalt P, x P, oder
Qr xQ, mit r € N oder Taylor-Hood-Raume der Form P, 1 X P,. oder Q,+1 x Q, benutzen.
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Wir betrachten konforme Finite-Elemente-Raume
Cp xS, CCxS.

{7}y sei eine Familie von quasiuniformen Gebietszerlegungen von Q C R?. Fiir einen
Simplex T" € 7T;, oder Quader/Hexaeder T' € R? sei T der Referenzeinheitssimplex oder
der Einheitswiirfel (—1,1)%. Die bijektive Referenzabbildung Fr : T — T ist fiir Simplizes
affin-linear und multilinear fiir Quader/Hexaeder. P; beziehungsweise Q; mit [ € Ny sind
die Raume der Polynome vom Grad <[ beziehungsweise der Polynome vom Grad <[ in
jeder Variablen und es sei

R (T) . Pl(T) auf Simplizes T'
: o QZ(T) auf Quadern/Hexaedern T.

Die Referenzabbildung gibt eine Transformation von der Referenzzelle auf eine beliebige
Zelle der Zerlegung 7T;. Die Referenzzelle bietet den Vorteil, dass alle Basisfunktionen und
numerische Integrationsformeln nur dort benotigt werden. Wir definieren daher Y;, _; :=

A

{cp, € L?(Q) : cp|r o Pr € Ry(T) VT € T} und Yy =Y, NCoder Y, :=Y, ;N
w2 (Q)d fiir die glatte Fehleranalysis und nehmen die folgende inverse Ungleichung und
die Approximationseigenschaften an.

(A.1): Der Finite-Elemente-Raum Y}, j, erfille die lokale inverse Ungleichung
HVChHLQ(T)d < Ch;lHCh”LQ(T)d Vey € Yig, VT € Th.

(A.2): Es gibt einen Interpolationsoperator j, : WhH2(Q)* — Y1 derart, dass fiir alle
T € Ty und fiir alle ¢ € Wh2 (Q) mit 1 <1<k +1

llc _j10||L2(T)d + hr||V (c _jlc)||L2(T)d < CthHCHHl(T)d
gilt.

Analoge Eigenschaften gelten fiir die skalarwertige Version fiir den Finite-Elemente-Raum,
der S}, approximiert. Im Falle, dass das Makrogitter M}, betrachtet wird, wird in (A.2)
in der rechten Seite der Ungleichung 7' durch eine Umgebung wys; der Nachbarzellen der
Zelle M ersetzt.

Zur Vereinfachung schreiben wir C), = Ry, anstatt C = [Yh’k]d NC und S;, = Ri_1 anstatt
Sp=Ypr1NS, k>2.

Zum Vergleich betrachten wir auch Equal-Order-Interpolation mit C, wie oben fiir £ > 1
und Sy, = Yh,k: ns, k>1.

Wir fiihren fir die Stabilisierung ein Makrogitter Mj, = {M} mit M;, = T}, im Ein-Level-
Fall oder M}, = T35, mi Zwei-Level-Fall ein. Im letzten Fall wird die Zerlegung T, von My,
durch baryzentrische Verfeinerung von d-Simplizes oder reguldrer dyadischer Verfeinerung
von Quadern oder Hexaedern realisiert.

Auf M € M,, definieren wir den lokalen Finite-Elemente-Raum

Dy = {ve[LX(M)%: vy €Rs}, s€{0,...,k}. (4.27)
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Die lokale orthogonale L2-Projektion ist durch 75, : [L2(M)]¢ — D3, gegeben. Ferner
bezeichnen wir mit 3, := id — 73, den sogenannten Fluktuationsoperator.

A.3): Der FlUk‘tUCLt’L'OHSOp@?"CLtO’I K5 besitzt abhangz von D3 und s € 0, .. .,k die
M g M
Approximationseigenschait

1530wl 2yt < COAIWl uapyes ¥ € IWH2(Q)), M € My, 1=0,...,5.  (4.28)

Eine hinreichende Bedingung fiir (A.3) ist Rs_; C D%,. Aulerdem sichert diese Annahme
die Konsistenz unserer Methode fiir h — 0. Im Folgenden werden wir auf die Indizes am
Fluktuationsoperator iibersichtshalber verzichten.

4.2.2 Problemformulierung

Sei © € R? mit d € {2,3} ein im Allgemeinen nichtkonvexes, polyedrisches Gebiet. Sei-
en die Funktionenriume C = Hy (rot; Q) und S := H{ (Q) wie in und aus
dem vorangegangenen Kapitel [3] wobei wir konforme Methoden, d.h. Cj, x S, € C' x S,
betrachten. Sei 7}, eine zuldssige und quasiuniforme Zerlegung von ) in Elemente K € T,
und M), das entsprechende Makrogitter nach vorherigem Unterabschnitt [£.2.1] Wir stabi-
lisieren erneut die unstabilisierte kontinuierliche Formulierung mit der zugehorigen
kontinuierlichen Gesamtnorm aus . Ferner verwenden wir die dortigen Notationen.
Die Problemstellung lautet somit bei Erginzung der Stabilisierungen:

wFinde (by,r,) € L?(0,T;Cy,) x L?(0,T;Sy,) derart, dass
0 (Otbp, en) + A (V X by, V x ¢p) + (Vrp, cp)
—(V x (ux obp), ep) + Z Tdiv,EInd (V - by, V - €p)

KeTy,
+ Y Tema (£ (V x (wx 0by)), 5 (V x (ux ocy))) i = (o, cn) Ven € G, (4.29)
MeMy,
— (VS}L, bh) + Z Tgrad,EInd (Vrh, Vsh)K = OVSh € Sh (4.29b)
KeTy,

gilt, wobei angenommen wird, dass f, € L? (O,T; L? (Q)d N H (div O;Q)> erfillt ist und
das Geschwindigkeitsfeld u € L>° (0, T;Whee (Q)d) vorgeschrieben wird.“
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4.2.3 Wohlgestelltheit

Um die Wohlgestelltheit der Problemformulierung (4.29)) zu beweisen, definieren wir die
schwache gitterabhéngige Norm

| (ch, sh)||h,End,w

1 1
L 3
= V|V x chll izt + | Do TaivEmdllV o enlfagy |+ D Terad bl VsnllZagga
KeT, KeTh

1
2
+ ( > Temalls (V x (ux Qch))H%Q(M)d) )

MeMy,
(4.30)

welche die schwache gitterabhingige Norm (4.2)) um den Stabilisierungsterm des Terms
—V x (u x gby) erweitert, und die starke gitterabhdngige Norm

H (Ch> Sh) h,EInd,s

1

2 2
= llenlle + lIsalls + | Y mavmmdllV-eallizgy | + | D TeradpmdlVsnlia gy
KeTy, KeTy

3
+ ( > Temalls(V x (ux Qch))H%?(M)d)

MeMy,
(4.31)
auf C), x S}, sowie die stabilisierte Bilinearform
cs ((bny7n) , (cn, 1))
=\ (V X by, V x Ch) + (Vrh,ch) — (Vsh,bh) — <V X (u X Qbh) ,Ch>
+ > Taivemd (V-bu, V-ch)g + Y TeradBind (V7h, Vsn) g (4.32)
KeTy, KeTy
=+ Z Temd (K (V X (u X gby)), £ (V x (u X ocp))) -
MeMy,

Es wird die Stetigkeit der stabilisierten Bilinearform cy: (Cp x Sp) x (C, x Sp) — R

aus (4.32]) beziiglich der gitterabhéngigen Norm ||(-,-)||nEmds aus (4.31)) fir beliebiges
t € [0,T] nachgewiesen.

Lemma 4.17. Die stabilisierte Bilinearform cs: (Cp X Sp) x (Cp, x Sp) — R aus
ist beziiglich der gitterabhdngigen Norm ||(-,-)|ln Emd,s aus stetig. Das bedeutet, dass
eine Konstante C' > 0 derart existiert, dass

[es ((bns78) » (ens 50))] < Cll(bns 1) I Etndsll (€ns 58) I Bima.s (4.33)

fiir alle (by,ry), (en,sn) € Cp x Sy gilt.
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Beweis. Aufgrund der Definition der gitterabhidngigen Norm aus (4.31)) folgt

lcs (b, 7h), (s, sn))| < 4]|(bh, 7h)|Ih,Emdsl (Ch, Sk)|[hEds + [(V7h, )]

(4.34)
+ ’<V X (u X Qbh) ,Ch>‘ + ’(V . bh,Sh)’ .
Desweiteren gilt
1
2 1 2
[(Vr,en) < | D0 Tgrad,EInd||vth%2(K)d > ”Ch||%2(K)d
KeT, KeT, Tgrad,EInd
Lo 4.35
< ||(bp,r max [ ———— | ||c (4.35)
< [|(by, h)Hh,EInd,SKGTh < Tgrad,EInd\F)\> lenlle
Lo
< max | ——————= | [[(ba, 74)|InEmdsll (€hs $1) b, Emd,s-
KET, (mﬁ> ) )
Ferner erhalten wir mit partieller Integration
[(V x (ux gbp),cpn)
= [{(u x gby),V x cp)|
[l oo @yaLo
< o Ibilcllenllc (4.36)
[ull oo ()a Lo
< Q+ |(ba, 75) |In,Emd,s | (€h, 57) |n,EInd,s-
Ferner erhalten wir analog zu (4.35|)
’(Vé‘h, bh)|
L (4.37)
< max [ ———"——— | [|(bn, 7) I Emdsll (€, 51) I Ema.s.
KeTn \/Tgmd,EInd\/X

Einsetzen von (4.35)(4.37)) in (4.34)) gibt

‘CS ((bh7 Th) ) (chv Sh))‘
< 4||(bx, )| In,Emd,s|l(€hs Sh) [|h,Emad,s + [(V7h, ch)]
+[(V x (ux gbp),cu)| + (V- bp,sp)|

[l oo ()2 Lo L
<94+ Q# 2 max | —————— | b ||(bp, 1) h,EInd,s||(Chs Sh)||h,EInd,s
A KeTn \ / Tgrad,EInd \F)\
(4.38)

und mit der Setzung

~ || zooya L L

C = {4 + Qiu I ()70 + 2 max (O )}

A KeTn \ / Tgrad,EInd\/X

zeigt dies die Behauptung. O
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Dieses Ergebnis ldsst mit den Ergebnissen aus Abschnitt folgende Bemerkung zur
Parameterwahl zu.

Bemerkung 4.18. Da Abschnitt [4.1] den Fall u = 0 und ;b = 0 behandelt, kann, um
den Spezialfall des stationdren Induktionsproblems einzuschlielen, die Parameterwahl

h2-\ L?
Tdiv,EInd ~ % und Tgrad,Elnd ~ 70 (4.39)
0

tibernommen werden, da die Stabilisierungsparameter 7qiv Eind Und Tgrad Eind in Abschnitt
aus der Stabilitatsanalysis beziiglich der kontinuierlichen Norm ||-||c + [|-||s hergeleitet
worden sind. Diese Anteile sind Bestandteil der gitterabhingigen Norm (4.31)).

Als Néchstes muss die Gardingsche Ungleichung nachgewiesen werden.

Lemma 4.19. Mit den Setzungen

|
VEInd = (4.40)
" 2. o 3
_ A o 170 0)e L0
KEInd = 212 {1 T (4.41)

sehen wir ein, dass mit der stabilisierten Bilinearform cs: (Cp x Sp) x (Cp, X Sp) — R
aus die Gardingsche Ungleichung

cs ((bn,7h)  (bry Th)) > YEInallbnl|E — HEIndehH%Q(Q)d

+ ) TdivEmal|V - bh”%Q(K)
KeTy,

+ Z Tgrad,Elnd Hvthiz(K)d
KeTn

+ > Temallr(V x (ux Qbh))Hiz(M)d
MeMy,

(4.42)

fir alle (by,rp) € Cp x Sy, erfillt wird.

Beweis. Es gilt mit partieller Integration und der Youngschen Ungleichung

cs (bn,rn) s (br,7a)) = AV % bp[F2iqya — (V x (u x gbp) , by)]
+ > TaivEmdl|V - ballfeg + Y Tgrad,EInde""hHig(K)d

KeTy, KeTy,
+ > Temdlls (V x (ux Qbh))”iz(M)d
MeMy

v

AV % bll72qp = ollull L yallball 2 (@) IV X ball L2y

+ Z Tdiv,EInde'bhH%?(K)‘F Z Tgrad,EInd||vrh||iQ(K)d
KeT, KeT,
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Y

v

fur alle (bh,rh) e Cy, xSy

+ Z Temd |5 (V X (u x Qbh))”ig(M)d

MeMy,
2 2
1 107 [[ull7 o gya
SV < brlaage — 5 bl gy
+ Z Tdiv,EIndHV'bhH%?(K) + Z Tgrad,EInd||vrh”2L2(K)d
KeTy, KeTy
+ Z Temd ||k (V X (u x Qbh))H%;(M)d
MeMy,

1 1A
5)\”V X bhH%Z(Q)d + §fg‘|bhH%2(Q)d

1A 9 1 QZHuH%OO(Q)d 9
_if%thHLZ(Q)d - ifnbhHL?(Q)d
+ > TaivEnd[V o brlfago + D Terad Bindl[Vrall7s oy
KeTy, KeTy
+ Z Temdl[k (V X (u X Qbh))HiQ(M)d
MeMy,

2lbale = 572 {1 + 57— bl

2L2 pe
+ Z Tdiv,EInd||v'bh||%2(K)+ Z Tgrad,EInderh”2L2(K)d
KeTy KeTy
£ Toallf (7 x (0 gb1)) 25y
MeMy,

Yemal[brl|E — RElndehHiz(Q)d

+ Z Tdiv,EIndHV'bhH%?(K) + Z Tgrad,EInderh”2L2(K)d

KeTy KeTy
3 Tonmalls (V% (% 0b))2,
MeMy,

Damit beweisen wir folgende Energieungleichung.
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Theorem 4.20. Mit der obigen Wahl der Funktionenraume gilt die folgende Abschdtzung
t

ol (8) 23 s + 27m0a [ €T by () 2
0

t
(
w2 [t {Z el ¥ - b (D E200) + 3 Teraderna IV (72

0 KeTh KeTy,

+ > 7emalls (V x (u(r) x oby, (T»)Hi?(md} v

MeMy,

3KEmd S 2 i N 2
< pe”"*Bind ”bh(O)||L2(Q)d + / I{iufb (7—)”L2(Q)d dr
2 EInd
(4.43)
an die Formulierung fiir £, € L2(0,T; L2(Q)? N H (div0;Q)) und b(0) € L?(Q)%.

Beweis. Fiir fixiertes t € (0,7 wéhlen wir c; = by, und sp = r,. Wir erhalten
od
(00ibp, by) = 2 5 (brabr) =3 dt”bhHLQ(Q)d

Jetzt impliziert Lemma [£.19) zusammen mit den Ungleichungen von Cauchy-Schwarz und
Young

thth”Lz(Q)d+’YEIndeth—HEIndehHLz ot Y TaivEmd|V - ballfe

KeTy,
+ Z Tgrad,EIndHV?”hHiz(K)d + Z TEIndH’{(v X (u X Qbh))”iz(M)d
KeTy, MeMy,

< thHbHLz a+Cs ((b]hrh)abh:rh)
< |foll2@elrll 20

1 ﬁEInd
< £y, ||2 b
= 2/€E1nd” bHL2(Q)d+ H hHL2

mit der Konstanten kgmg > 0 aus ). Multiplikation mit 2e —3hEind g gibt

. td - -
oe 3KzEInd ||bh||L2 )d+2'YEInde 3K EIndg”bHC 3KEInde 3"5E1nd9||b”L2(Q

_ 1
+2e7 ¢S Taiv |V - balfage + D Terad Bmd | Vil e
KeT, KeT

+ Z 7'EIndHFL(V X (11 X Qbh))”i2(M)d
MeMy,
_3HEIndé )

< —||f; .

< o e
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Wegen der Produktregel gilt

t
—3KEInd 5

d —3KEInd & d —3KEInd &
% (Qe QthH%Q(Q)f’O = pe RET dga (”bhHQLQ(Q)d) — 3KEnde KET dg”bhH%Q(Q)d

und somit folgt
d 3k L _ t
o (e 12 by a0 ) + 2mmmae™ "% b7

_ 1
4 Qe 3FEInd { Z Tdiv,EInde'bhH%z(K) + Z Tgrad,EInd||V?“h|!2Lg(K)d

KeTy KeTy

+ Y meEmallr (V x (ux @bh))lliQ(M)d
MeMy,

—3KEnd %

e o

< R0
KEInd ol Z2 e

Wegen der Identitét

t

d —3KEInd > —3KEng &
[ (oo o (5) e ) ds = 051045 [ (1) 32y — olIbn (0) 32y
0

fir beliebiges t € [0, T ergibt sich bei Integration iiber (0,t) dementsprechend

t t
d _3k T -3k z
/E (Qe 3 EIndgth (T)H%Q(Q)OO dT+27EInd/e 3 EIndgth (7')”%(17‘
0 0

t
+2/e*3’§EIndg {
0

+ > 7emdlls (V x (u(7) x by (T)))Hi?(M)d} v
MeM,,

> TaivEmal V- bu (D7) + D Teraamal Vrn (7)1 72 )0
KeT, KeTh

t
3k t 3k T
= 0 |byy (£)]12qpa — 0lbR(0)]1 720y +27E1nd/e S| |by, (7)2 dr
0

t
+2/e_3HEIndg {
0

+ Y Tl (V x (u () x oby, <T>>>\|22(M)d} dr
MeM,,

> 7aivEmdl|V - bu (D720 + Y Tarad B[ Vs (T)HiQ(K)d
KeTy KeTy

—3KEInd g
< [l (Dl dr
B KEInd L@

49



und damit gilt

t
3 EInd (t—

olIbn (D32 e + 25100 [ @ by ()2 dr
0
f (t—=7)
t—71
4—2/e3"““““d 0 > Tdivemd||V - by (T)Hiz(K) + Y Torad,EmallVra (T)Hig(K)d
0 KeTy KeTh

+ Y memalls (V x (u(r) x oby, (7)))Ili2(M)d} dr

MeMy,
3kmmat 2 [ b 5 2
< 0e” e by (0) |72 + £ (T) 1|72 (e A7
KEInd
was die Behauptung zeigt. O

Es verbleibt, die Wohlgestelltheit der Problemformulierung (4.29) nachzuweisen.

Theorem 4.21. Seien f, € L%(0,T; L*(Q)? N H (div0;Q)) und b(0) € L*(Q)?. Unter
den Voraussetzungen der Lemmata [{.17 — und des Theorems [{.20 ergibt sich die
Wohlgestelltheit der Problemformulierung .

Beweis. Die zweite Gleichung der Problemformulierung (4.29) mit s, = 7 liefert

(V’I“h, bh Z Tgrad, EIndethLz (K)d-
KeTy,

Unter den obigen Voraussetzungen existiert ein 79 > 0 derart, dass

min T, >10>0
KeT, grad,EInd = 70

gilt und die Definition der Norm ||-||¢ liefert

LovA

Vr b < b
IVrall L2y < \FfL [bn 22 () \F\FH nlle
und mittels Poincaré-Ungleichung folgt
min {1, 4
' T
{2 P}ﬁ||rhlls < [Ibrllc- (4.44)

Dies liefert die Existenz eines invertierbaren linearen Operators Gj: Cy, — S), mit der
Eigenschaft r, = Gby,.
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Mit der Setzung (cp, sp) = (bp,ry) und r, = Gpby, folgt aus Theorem

t
2 3KEma L= 2
ollbr()I72 (e + 27Ema | € o |Ibp (1)l d7
0

t
(t—1)
4—2/e3"ﬂ"m"cl e > Tdivemd|V - by (7')”%2(;() + ) Terad,Emal|VGiby, (T)Hiz(K)d
0 KeTy KeTh

+ > 7emdlls (V x (u(r) x by (T)))’i2(M)d} v
MeMy,

3KEInd (t_QT)

3KEmd 5 2 € 2
< ge ¢[[br(0)lI72(0ya + / Tnfb (T2 (0a A7
0

d

und das verallgemeinerte Theorem von Cauchy-Lipschitz liefert somit die eindeutige Exis-
tenz eines Magnetfeldes by: [0,7] — C}, womit wegen (4.44) die eindeutige Existenz
eines magnetischen Pseudo-Druckes r,: [0,7] — S}, gesichert ist. O

4.2.4 Konvergenzanalysis fiir glatte Losungen

Dieser Unterabschnitt dient dazu, eine Fehleranalysis fiir glatte Losungen des erweiterten
magnetischen Induktionsproblems herzuleiten. Wir erinnern daran, dass dieses Problem
im Kontinuierlichen durch gegeben wird, wihrend die stabilisierte diskrete Formu-
lierung herangezogen wird. Die Gesamtbilinearform des kontinuierlichen ¢ und des
stabilisierten diskreten Problems ¢ sind durch und gegeben. Wir verwenden

die gitterabhingige Norm (4.30)).

Seien (b,r) € C x S und (bp,ry) € C, x Sy die Losungen des kontinuierlichen bzw.
des stabilisierten diskreten Problems. Wegen der Konformitit der Methode gilt somit bei
Subtraktion des stabilisierten diskreten vom kontinuierlichen Problem

Y% (875 (b — bh) ,Ch) +c ((b, T) y (Ch, Sh)) — Cg ((bh, Th) y (Ch, Sh)) =0 (4.45)

fir alle (cp,sp) € Cp x S, € C x S. Es folgt in dquivalenter Weise wegen Vr = 0 und
V:-b=0

2 (9 (b —bn),cn) +cs ((b=Dn), (r=ra)), (ch, sn))

= Y Temd (5 (V x (ux b)),k (V x (ux gcp)))y, (4.46)
MeMy,

fir alle (cp, sp) € Cp x SR C C x S.

Seien j®: ¢ — €}, und j: S — S}, entsprechende Interpolationsoperatoren. Wir zerle-
gen die Fehler mittels

b—by=(b-i’h)+ (b —by) =1+ ey (4.47)
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und
r—rp=0—3"r)+ G r—rn) = +er (4.48)
in Interpolations- und Approximationsfehler. Setzen wir ¢, = ep, und s, = e, so folgt aus
(4.46)) mit der Bilinearitdt von ¢, also
0(0¢(ep +ep),ep) +cs(((ep +epb),(er+er)),(ep,er))

= > Temd (k(V x (ux gb)),x (V x (ux gep)))y
MeM,,

und dementsprechend ergibt sich
od
2dt
= —0(0ep, en) — c((eb,er) s (b, €r))
— > TgadEmd (Ver, Ver) g — Y Taivemd (V- eb, V- €p)

e llenlZaays + s ((enser) . (ener)

KeTy, KEeT,, (4.49)
> Temd (£ (V x (ux 0ep)), £ (V X (ux gep)))
MeMy,
+ Y memd (8 (VX (wx b)), 5 (V x (ux gep)))y
MeM;,

Wegen des zusétzlich auftretenden Termes werden wir ein ahnliches Vorgehen wie in [21]
Abschnitt 4.1] verwenden. Wir werden zunéchst die Terme auf der rechten Seite von (4.49)
nach oben abschétzen. Es ergibt sich mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[0 (Oren, en)| < ol|Osen|| L2 yellen | L2 (4.50)

fiir den ersten Term. Ebenfalls mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, partieller Integrati-
on, wegen Vr = 0, wegen j"r = 0 und der Definition aus (4.30) folgt damit

c((eb,er), (eb, er))]
<AV X ep, V X ep)| + [(Ver, ep)]
+[(Ver,ep)| +[(V x (u x gep) , ep)]

< (VAIV % ebllzz@e) (VAIV % ebllz(a)
1

2
1
+ ( > ”5b||%2(K)d> [I(eb, €r)lnBind,w

Tgrad,EInd
KETy 8% (4.51)

Q||UHL<><>(Q
T” ebll2()e | (ebs €r)|In Bind,w

u||z,co
< (VI x ol + LU=

) 3
HEb”%g(K)d) [(eb, er) [|h, Eind,w

s

KeT;, Tgrad,EInd
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fiir den zweiten Term. Desweiteren liefert die Cauchy-Schwarz-Ungleichung mit der Defi-

nition aus (4.30)

> Tgademd (Ver, Ver) g + Y Tdivemd (V- &b, V- ep) g
KeTy KeTy

(4.52)
4 Z TEInd (/@ (V X (u X Q&b)) ,Ii(v X (u X er)))M
MeMy

< 3l(ews &r)

h,Eind,w||€b; €7 ||, Eind,w

fiir die Summe der Stabilisierungsterme. Ferner bekommen wir mit der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung

Z Temd (£ (V X (ux ¢b)), £ (V x (u x gep)))
MeMy,

. (4.53)
2
< ( Z 7—EIndH"’{(V X (u X Qb))H%Q(M)d) ||(eb7eT)||h,EInd,W

MEeT;,

fiir den verbliebenen Term, sodass sich aus (4.49) mit (4.50) - (4.53]) zusammenfassend
od

2dt

< ol|lOenl| L2y llenll L2 ()a

u|| 7,
R e

lenl|F2(qya + ¢s ((enser) s (en, €r))

1 (4.54)

2

1
H%H%z(;{)d> + 3||(eb, r)||h,Eind,w

qp>

KeTs Tgrad,EInd

1
2
+( )3 TEIndnm(vX<uxgb>>||iQ(M)d> I (ebs )l Brnd

MeMy

ergibt. Mit der Definition der stabilisierten Bilinearform ¢, aus (4.32)), partieller Integra-
tion, der Definition der gitterabhéngigen Norm aus (4.30) und der Youngschen Ungleichung
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folgt
Cs ((eb7 6,«) s (eba 67“))
=XV xep, V xep)+ (Ver,ep)
— (Ver,ep) = (V x (u x gep) , ep)
+ Y Teradgmd (Ver, Ver) e + > Tdivemd (V- ep, V- ep) g

KeTy KeTy
+ Z Temnd (K (V X (u x gep)), £ (V x (u x gep))) s
MeMy,
1 ) (4.55)
> ZH(eba er)”h,Emd,w - QHUHLOO(Q)dHebHLQ(Q)d”V X ebHL2(Q)d
1 1
> ZH(ebveT)leyEind,w - g)\HV X eb”%2(g)d
02||u||200(9)d 9
- Qf\\eb”m(md
2|42
1 *llull7 o gya
> gl el pimaw = 2= llen 2 gy

als Abschétzung nach unten fiir die diskrete stabilisierte Bilinearform. Mithilfe der Unglei-
chung aus (4.55)) lasst sich folglich in der Ungleichung (4.54) erneut mit der Youngschen
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Ungleichung einsehen, dass wir

1 9 Q2Hu||%oo(g)d
2 ewlaqaps + gl @b er) Rmina — 2 ey 25

< 0l|Oeb |2 (qyallen | L2 ()
Q”uHLoo(Q)d I

+ {\/X”V X 5b||L2(Q)d + \/X

5bHL2(Q)d

KeT;, Tgrad,EInd

1
2
1
+ ( > ||€b||%z(K)d) + 3||(ebs &r) |0, Eind,w

1

2

+1 D Temallr (V x (wx 0b))[[72(a I(en, er)
MeMy,

2

Q 1

—Hat&?bHLz it s Heb”L2 o+ =ll(eb, €)1} Brndw
@7 16

[\

ollull e (o)

4 {\FAHV X el L2(qye + TnebHL?(Q)d

1

2
||€b||%z(K)d) + 3|[(eb, &) ||n,Bind,w
Tgrad,EInd
KeT gra

2

( Y TEmdllw (V x (ux ob))|[72y )
MeM,

Q 1
< E”aﬁbHLz at 3 Heb||L2(Q)d + 16||(eba€r)||}21,EInd,w

0 H HLooQ
+20{)\||V  eullaage 2,

+ epl|? + 9| (ew, &) |17 g5
P e lenlaqe et

£ el (9 % (0 % 0b)) 2230
MEMh

Q
< EHatEme )d +5 Heb”L2(Q)d + 16||(eb7€7")||}21,EInd,w
17

0*|lu
+20{10”(5bv€7”)”}21,Eind,w+ S — H5b||%2(§z)d
+ Z |€bHL2 )d + Z Temd ||k (V x (1 x Qb)>||L2 (M)d
KeT, Tgrad,EInd MeM,,
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erhalten, was in dquivalenterweise zu

A

2 2 2 Q2HuH2°°(Q)d 2
<8p ||at5bHL2(Q)d + 320 1 10]|(eb, €)1 Bind,w f”ngL?(Q)d (4.57)
+ > ————llenllZax

KeT, Tgrad,EInd

d 2 2 QQHHHz""(Q)d 2
S0-cllen 22 e + (e, en) g — 8 ( 1+ 40— ) ey |2,

MeMy,

2
C = (1 + 4w> (4.58)

und multiplizieren wir die Ungleichung

ya t Z TEmd ||k (V X (% Qb))HLQ(M }

fihrt. Setzen wir

4.57) mit dem Faktor %exp (—%t), so gibt dies

_cyd
oe gt*HebHQm(Q ~Ce o “llenll2q

1
d+8e Q ||(eb7eT)||hE1ndW
c, 0 HUH%OO Q)d
< g2~ 5" Quep 2 e + 4067 {wn(sb,a)nﬁmndw T lewlFae (4,50
+ 3

. ————lenll Tz + D TEmallR (V x (wx 0b) |72y
KeT, grad,EInd MeM,,

Wegen der Produktregel gilt

d & &, d - P
G g “llell7a(qa ) = 0o e *Ileblle o — Ce ¢ [lep|72 (o (4.60)
und somit folgt in (4.59)
d/ _g, 1.3,
5 (75 ewlBagaye) + 5ol ebsen) B pina
&, d _ g, 1 g,
=pe ¢ &HebH%g(Q)d—Ce ¢ Hebuiz(g)d"‘ge 2'|(eb, er) |17 Bindw
~ 2 2
o’ lullf o (4.61)
< g 5 Ol 2oy + 406 {10|r<ab,ar>uﬁ,m,w+A”Habuiz(md

Y el Zapge S mrmalln (V% (u x gb))]Zayy
KeTy, Tgrad,EInd MeM,,

Wenn wir die Integration iiber (0,¢) mit einem beliebigem ¢ € [0, 7] durchfiihren, liefert
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dies mit der Annahme by, (0) = j®b (0) und dementsprechend ey, (0) = 0 also

c 2 2 L[ S
oo " llen (632 — llen O)3zgaye + 5 [ €57l (@b () er (DI pin e ds
0

[[(en (s),e

— 0™ leb (l3xeye + 5 [ IR i
0
(4.62)

t -~
_Cy
< [{e5 {100 (e + 10 {1000 (5) 0 (5)) R i
0

HL2 ) + Z —|len (3)||%2(K)d

llen (
KeT;, Tgrad,EInd

A
3 Tomdll (V x (u(s) x gb(s»)u%zw}}} ds

MeMy,
Bei Multiplikation mit dem Exponentialterm sehen wir ein, dass

—_

t
Q s
ollen (13 + 5 [ €% e (5). er (5)) I pina e ds
0

t ~
C(t—s
< / { 2L o uen (5) 320y + 40 {1001 (ew (5) 21 (9)IIE Eindw
(4.63)

2 2

[ u (8)[12 0 e
D len ()2agqpe + Y. ———llew ()12
KET;, Tgrad,EInd

+ 3 Tomdlle(V x (u(s) x ob <s>>>||%2(M)d}}} ds

MeMy,
gilt. Nehmen wir desweiteren b € L2 (O,T; HF+1 (Q)d> und 9;b € L? (0,T; H1(Q) )
an, erhalten wir aufgrund der Interpolationseigenschaften mit einer passenden Umgebung
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wys C Q um die Zelle M € M, des Makrogitters My, schliefSlich wegen ¢, =0

t
1 Q s
ellen (13 + 5 [ €5 len (5). er (5)) I pima e ds
0

t ~
S/CI{ { Z h ‘815 |Hk+1(wM)

MeM,, (464)
{ Hk+1(w ) ()\ + Tdiv.Endd” + TEmao?|| Vu (S)H%w(M)d
MEMh
L0 Jlu ) Too Q)dh2 h2, \
+ TEIn Vu(s)||? . ds
Tgrad,EInd EInd Q || ( )HL (M)d

und eine Kalibrierung der Stabilisierungsparameter aus (4.64) bestatigt die Wahl aus Be-

merkung mittels
h3,\ L3
TdivElnd ~ ~ o und Tgrad,Eind ~ Y (4.65)
0

wegen der Kalibrierung
2
Tdiv,EInd Tgrad,Eind ~ Ry
Auflerdem sehen wir, dass die Forderung
2 2
TEInd @ HVI-IHLOO(M)d ~ 0 (1)
zum Parameterbereich

C

PIValZ

fiihrt, sofern wir einen nichtverschwindenden Geschwindigkeitsgradienten voraussetzen.
Ferner erhalten wir aus (4.64])
VA

ollull oo ()
als Gitterweitenbeschrankung. Wir erhalten das folgende Theorem als Zusammenfassung
unserer Betrachtung.

0 < 7TEmd < (4.66)

hy < C (4.67)

Theorem 4.22. Seien b € L? (O,T; HF+1 (Q)d> und Oyb € L? (O,T; H1 (). Ferner

sei by, (0) = j°b(0). Wihle die StabilisieTungspammeter wie in und und es
gelte die Gitterweitenbeschrinkung aus . Dann gilt

/ Eiae I(es (s),er (s ))HhEdedS
0

OO\’i

olles (t)H%Q(Q)
(4.68)

/CQeQ e MZ/:V( th (|8t |Hk+1 (war) + ’b( )’%k"'l(wM)) ds
ceMp

mit einer Konstanten Cy > 0.
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Beweis. Der Beweis folgt aus Unterabschnitt O

Wir méchten an dieser Stelle folgende Bemerkung anbringen.

Bemerkung 4.23. Sollte neben den angegebenen Bedingungen dieses Unterabschnitts
zur Fehleranalysis glatter Losungen noch eine Kompatibilitdtsbedingung der Gestalt

(c—jbc,nh> =0,VceC, Vg, € Dy

fir den lokalen Projektionsstabilisierungsterm gelten, vergleiche dazu |15, Theorem I11.4.9]
oder [31] in der Originalliteratur, so lasst sich eine verbesserte Abschétzung fiir den Fehler
des Induktionsterms (V x (u x gb)) vornehmen. Detaillierter wird diese Problematik im
Kapitel [6] behandelt. Ebenso werden wir den Fall nichtglatter Losungen fiir das Magneto-
hydrodynamikmodell in Kapitel [6] anschneiden.
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5 Kontinuierliches Magnetohydrodynamikproblem

In diesem Kapitel motivieren wir das kontinuierliche Magnetohydrodynamikproblem, wo-
bei wir insbesondere den Darstellungen in [7] und [64] folgen werden. Hierbei handelt es sich
um eine Kopplung zwischen der bereits dargestellten Induktionsgleichung der Maxwell-
Gleichungen und der Momentengleichung der Navier-Stokes-Gleichungen, wobei durch die
Interaktion zwischen dem Magnetfeld und dem Fluid zusétzliche nichtlineare Kraftterme
relevant werden.

Zunichst werden die Navier-Stokes-Gleichungen angerissen. Fiir eine detaillierte Darstel-
lung der theoretischen Grundlagen verweisen wir auf die Werke [30] und [60]. Wir be-
schréanken uns im Wesentlichen auf eine Wiedergabe des kontinuierlichen inkompressiblen
Problems.

Daran schliefit sich eine Diskussion des inkompressiblen zeitabhéingigen Magnetohydrody-
namikproblemes an. Fiir eine schone Herleitung und Diskussion aus den beiden Teilpro-
blemen bieten sich die Werke von P. A. Davidson [22] und H. Goedbloed mit S. Poedts [35]
an. Eine mathematischere Betrachtung findet sich in |32].

Aus der zeitabhingigen Fragestellung wird schliefflich das stationdre Problem motiviert,
dessen Wohlgestelltheit in schwacher Formulierung untersucht wird.

5.1 Navier-Stokes-Gleichungen

Wir definieren die folgenden physikalischen Feldgréfen mit ihren physikalischen Einheiten
im SI-System

Symbol ‘ Einheit ‘ Feldgrofie
u 5 Geschwindigkeitsfeld
D T—; kinematischer Druck

und hierbei stellt der eigentliche Druck p bei Division durch die konstante Dichte aufgrund
der Inkompressibilitédt den kinematischen Druck dar. Ferner bendtigen wir die kinematische
Viskositét v, welche die Einheit %2 besitzt, und eine duflere Kraft f,,, die einheitentechnisch
auch um den Faktor einer Dichte dividiert wird. Somit ldsst sich die Momentengleichung
der Navier-Stokes-Gleichung durch

aaltl+(u-V)u—uAu+Vp = fu, (5.1)

V-u = 0, (5.2)
mit der Divergenznebenbedingung fiir die Inkompressibilitdt ausdriicken.

Wie in der Einleitung erwéhnt, lassen sich theoretische Details zu Existenz und Eindeutig-
keit in den Werken [30] und [60] nachlesen. Wir fithren einige Begrifflichkeiten ein, um zwei
Resultate aus [61] zur Existenz und Eindeutigkeit anzugeben. Dieser Abschnitt stammt
aus |63, Kapitel 2.1].
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Sei @ C R? mit d € {2,3} ein offenes, beschriinktes, zusammenhingendes Gebiet mit
Lipschitz-Rand 0€2. Unser Modell fiir instationére, inkompressible Stromungen wird durch
das System der Navier-Stokes-Gleichungen

ou

5 Y Au+Vp+ (u-V)u==£,in Q x (0,7) (5.3a)
div(u) =01in Q x (0,7 (5.3b)
u =0 auf 90 x (0,7) (5.3¢)
u(-,0) =ug in Q (5.3d)

beschrieben. Wir betrachten die beiden Funktionenraume
V= {ue H ()" |div (u) =0} (5.4)

und

H = {ue L2(@)" |div(u) = 0in O, u-n =0 auf 90} . (5.5)

Mittels (-, -) bezeichnen wir das L2-Skalarprodukt. Desweiteren fiihren wir die Bilinearfor-
men

a(u,v) = /Vu : Vvdz (5.6)
und
b(v,p) =— /p -div (v) dz (5.7)
Q

ein, welche zusétzlich um die Trilinearform

(u,v,w) = / -wdzx (5.8)
Q
ergénzt werden. Diese ist bekanntermaflen schiefsymmetrisch. Es sei im Weiteren (X, |||/ x)
ein Banachraum und X’ der zugehorige Dualraum, sodass wir
LP(0,7;X) = {¢: (0,T) — X messbar |t — |l¢ (-, t)||x in L” (0,T;R)} (5.9)
und
Ck(0,T;X) = {f: (0,T) — X |fbesitzt stetige Ableitungen bis zur Ordnungk }
(5.10)

nach Unterabschnitt definieren konnen. Die Ableitung ist in diesem Falle im Fréchet-
Sinne zu verstehen. Fir 1 < p < oo ist LP (0,7; X) ein Banachraum mit der Norm

1
Il zooizsx) = {/n@ D% dt} (511
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und fiir p = oo ist L*> (0,7"; X) ein Banachraum mit der Norm

[l Lo 0,7:) = esssuplle (-, 1) x. (5.12)
te(0,T)

)

Jetzt konnen wir den Begriff der schwachen Stetigkeit einfiihren, welcher uns zum Be-
griff der schwachen Losung der instationdren, inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
bringt.

Definition 5.1. Sei ¢: (0,7) — X. ¢ heifit schwach stetig in to, wenn fiir jede Folge
{tm}mEN C (O’T) mit
lim ¢, =ty
m—0o0
und jedes ¥ € X' gilt

lim (¢ (-, tm), V) xxx = (@ (- t0) s V) x xx7-

m—0o0

Nun erlaubt uns diese Definition, einen geeigneten schwachen Losungsbegriff fiir die insta-
tiondren, inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen anzugeben.

Definition 5.2. Seien T > 0, ug € H, f, € L? (0,T; V') und
ueL? (O,T; L2 (Q)") NL2(0,T;V").
Dann nennen wir u eine schwache Losung von ([5.3a)), wenn fiir alle

vec (0,1 L2(2)") ne® (0,73 V)

mit v(-,7)=0
T T
/( )dt+u/a(uvdt+/NuuV)dt
0 . (5.13)
= [ (€av) dt+ (0, v (0))
0
gilt.

Diese Definition motiviert sich aus (5.3a)) durch Multiplikation mit einer Testfunktion v,
Integration iiber Q, Integration iiber [0,7] und partieller Integration der beiden ersten
Integrale der linken Seite. Dies ergibt somit schliefSlich die Variationsformulierung

T o T T
_/( 8t> dt+v- / (u,v) dt+/N(u,u,v) dt
0 0 0

(fu,v) dt + (ug, v (-,0)).

Fiir die Existenz schwacher Losungen zu ((5.3a)) finden wir das nachfolgende Resultat.
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Satz 5.3. Seien f, und uy wie in der Definition[5.9 der schwachen Losung. Dann besitzt
mindestens eine schwache Losung u. AufSerdem gilt % e LY (0, T;V").

Beweis. Dieser Beweis findet sich bei [61, IV Satz 1.3] oder |63, Satz 2.3]. O

Zur Frage der Eindeutigkeit ergibt sich folgender Satz.

Satz 5.4. 1.) Sei d = 2. Dann besitzt genau eine schwache Lésung w. Auflerdem

gilt % cL?(0,T;V"), ue C(0,T; H) und u(-,t) — ug in H fiirt — 0.

2.) Sei d = 3. Dann gilt fir jede schwache Lésung von (5.3ad) u € L3 (0,T; L4 (Q)?’) und

%—;‘ €Ls (0,T;V"). Es gibt hichstens eine schwache Losung in L* (0, T; V)N L>® (0,T; H).
FEine solche Losung ist automatisch in C (0,T; H) und erfilt den Grenzwertprozess u(-,t) —
ug in H firt — 0.

Beweis. Dieser Beweis findet sich bei |61, IV Satz 1.5] oder |63, Satz 2.5]. O

5.2 Motivation des Magnetohydrodynamikproblems

Aus den Gleichungen (3.8), (3.9), (5.1) und (5.2)) gewinnen wir mit der Modifikation des
magnetischen Pseudo-Drucks als Lagrange-Multiplikator das zeitabhéngige Magnetohy-

drodynamikproblem, indem wir die zusétzlichen Kraftterme (V x b) x gb aus f, und
V x (u x gb) aus dem divergenzfreien f}, beriicksichtigt, ohne dabei spezielle relativisti-
sche oder quantenmechanische Effekte zu beachten. Somit erhalten wir

ou—vAu+ (u-V)u+Vp— (Vxb)x(gb) = f, (5.14)
V-u = 0, (5.15)

00b + AV XV xb+Vr—Vx(ux(gb)) = f, (5.16)
Vb = 0 (5.17)

fiir das zeitabhéngige inkompressible Magnetohydrodynamikmodell. Zu Fragen der Exis-
tenz und Eindeutigkeit des zeitabhangigen Magnetohydrodynamikmodells verweisen wir
auf die Arbeiten [25] von G. Duvaut und J.L. Lions und [59] von M. Sermange und R.
Temam, wiahrend die Frage der Wohlgestelltheit fiir das stationdre Magnetohydrodyna-
mikmodell im Folgenden erlautert wird.

5.3 Stationire Problemformulierung und Wohlgestelltheit

Zuerst werden wir uns damit beschéftigen, die Fragestellung ([5.14)-(5.17)) zu linearisieren.
Wir folgen dabei einem Zeitdiskretisierungsansatz und einer Linearisierungsidee in [7]. Sei
0 € [0,1] und setze



ut? = gu"tt 4 (1-h)u",
bn+1 —_ b"

At ’
bn+9 — 9bn+1 + (1 o 9) b".

l')nJrl

Bezeichnen wir mit @” und b” Zeitextrapolationen an u”*? und b"*?  so erhalten wir in

Analogie zu (5.14)-(5.17)

a" -y AU (@ V)urt? £ vptt — (V x b)) x (o) = f, (5.18)
V-u"t? =, (5.19)

ob" T+ AV x V x b 4 vrn v x (u" x (gb")) = £, (5.20)

V- -b"t? = . (5.21)

Setzen wir zur Motivation 8 = 1 und schieben wir bekannte Terme auf die rechte Seite der
Gleichungen, so erhalten wir

n+1 R R
B AW (@ D) T (F xb) (B — i,
V-u'tl =0,

n+1 . R
vl AV x V x b 4 vt 7 o (u™ x (b)) = fy,

V-b"tl=0

mit modifizierten rechten Seiten £, und fy,. Die Terme % und Q% konnen als Reakti-
onsterme interpretiert werden und geben zusitzliche L?-Kontrolle iiber u und b in jedem
Zeitschritt. Wir werden in diesem Unterabschnitt und in Kapitel [6] sehen, dass wir selbst
ohne diese zusétzliche Kontrolle Wohlgestelltheit des kontinuierlichen und des diskreten,
stabilisierten Problems im stationdren Falle erhalten konnen. Mittels der Untersuchung
des stationdren Gleichgewichtszustandes eines thermodynamischen Systems in -
5.21)) durch u”*! = 0 und b"*! = 0 kénnen wir mittels (a,d) = (ﬁ", gB”) linearisieren.

Definieren wir schlieBlich u = u”*?, b = b"*t?, p = p"*? und r = r"*?, bekommen wir
hieraus

—vAu+(a-V)u+Vp—(Vxb)xd = f,, (5.22)
V-u = 0, (5.23)

AV x (Vxb)+Vr—Vx(uxd) = fp, (5.24)
(5.25)

V:b = 0.
Um Randbedingungen fiir diese Problemstellung anzugeben, zerlegen wir den Rand I" =

09 des beschriankten, polygonalen, im Allgemeinen nichtkonvexen Gebietes Q € R¢ mit
d € {2,3} in zwei disjunkte Partitionen mittels

I' = Ff,wUFf,n, (526)
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I' = I'nwUlnn, (5.27)

wobei der erste Buchstabe das Fluidteilproblem oder das Magnetfeldteilproblem beschreibt,
wohingegen der zweite Buchstabe angibt, ob es sich um wesentliche oder natiirliche Rand-
bedingungen handelt. Das Geschwindigkeitsfeldproblem wird mit den Randbedingungen

u=ur auf 'y, (5.28)
und
—pn+vn-Vu=o,sauf s, (5.29)

versehen, wobei ur eine wesentliche vorgeschriebene Randbedingung und o, y die rechte
Seite der Robinrandbedingung wiedergeben. Es stellt n die d&uflere Einheitsnormale des
Gebietes (2 dar. Fiir das Magnetfeldproblem werden die wesentlichen Randbedingungen

n xb=nxbr auf I, (5.30)
fiir das Magnetfeld und
r=0aufI',,, (5.31)

fiir den magnetischen Pseudodruck gegeben. Die natiirlichen Randbedingungen werden
mittels
n-b=n-braufl,,, (5.32)

und
nx (Vxb)=Jpauf Iy, (5.33)
beschrieben.

Aus den obigen Randbedingungen lisst sich eine variationelle Formulierung gewinnen.
Zur Vereinfachung der Darstellung werden homogene Randbedingungen angenommen und
daher wird I'y,, = 0 und Ty, , = 0 gesetzt. Somit konnen die Funktionenrdume

Vo= {v € [Hl (Q)]d cv=0 aufaQ}, (5.34)

Q0 - Lg(Q)_{qu(Q) /qu_o}, (5.35)
Q

C = {ceH(rot;Q) : nxc=0 aufdN}, (5.36)

S = H} () (5.37)

betrachtet werden. V' entspricht der Wahl des Geschwindigkeitsraumes, () der Wahl des
Funktionenraumes fiir den kinematischen Druck, C' dem Magnetfeldraum und S erfiillt
die Bedingungen an den magnetischen Pseudodruck.

Mit geeigneten Skalarprodukten und Dualprodukten, Multiplikation mit Testfunktionen
aus den obigen Funktionenrdumen, partieller Integration und der sich damit ergebenen
Walhl fiir die Bilinearform und die Linearform mittels

A (U, V) = v(Vu,Vv)+(a-Vu,v) — (p,V-v) = ((V xb) xd,v)
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+(V-u,q) = (b,Vs) (5.38)
+A(Vxb,Vxc)+ (Vr,c)—(Vx(uxd),c),
Fa (V) = (fu,v) + (b, ) (5.39)

lasst sich die Variationsformulierung des stationéren inkompressiblen Magnetohydrodyna-
mikproblems ([5.22))-(5.25)) in folgender Weise formulieren:

HFinde U := (u,b,p,r) € V x C x Q x S dergestalt, dass
Ac (U, V) = F¢ (V) (5.40)

fir alle V= (v,c,q,s) € VxCxQ xS gilt.“
Es gelten nach [8] die Bedingungen

36 >0 : inf sup (¢, V-v) > B¢ (5.41)
€@ vev [lall L2 1Vl )
und -
3By > 0 : inf sup (Vs,c) > B, (5.42)

s€S ceC ” ”Hl dHCHH(rot;Q)

wobei in den Infima und Suprema offensichtliche Divisionen durch Null aufgrund der
Definitionen der Rdume nicht gestattet sind. Ferner gelten nach [52, Korollar 3.51] die
Friedrichs-Ungleichungen

und

HCHH(rot;Q) <C {Hv X CHL2(Q)d + Hv ’ C”LQ(Q)} Vecedl. (5'44>

Diese Aussagen sind die Hilfsmittel, um das folgende Wohlgestellheitstheorem nach [8|
Theorem 1] zu beweisen. Dafiir werden auf den Funktionenrdumen V, C, @ und S aus

- - ) die Normen

Vv = 3 Il + vV 19 (5.45)
felle = 22 elyaqape + VA 17 x ellz (5.46)
ldlo = <= el (5.47)
lslls = = lslla + < - [ Vsl (5.48)

definiert. Die gesamte Norm wird mittels

1(v: €, ¢58)llgar = IVIlv + [lelle + llallq + lIslls (5.49)

gegeben.
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Theorem 5.5. Es gilt die Bedingung

A 7b7 ) M M ) b
38 >0: inf sup a((wbpr),(v¢45) >
(W,b,p,r)EVXCXQXS (v.c,q,5)EVXCXxQx S ”(u7 b, p, "")HGal ) H(/Uv ¢q, S)HGal

(5.50)
und somit ist die Problemformulierung wohlgestellt.

Beweis. Die Beweisidee ergibt sich wie folgt: Ag ((u,b,0,0),(v,c,0,0)) ist offensichtlich
bilinear, stetig und bei Einschrankung auf V' N H (div0; Q) x C N H (div0; Q) aus
koerziv, was eine Folge partieller Integration, der Divergenzfreiheit und der Ungleichungen
(5.43) und ([5.44) ist. Dieses Resultat zusammen mit und ist nach Theorem
notwendig und hinreichend zum Beweis der Bedingung . Dies ist nach Theorem
notwendig und hinreichend fiir die Wohlgestelltheit von . O
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6 Stabilisiertes diskretes Magnetohydrodynamikproblem

In diesem Abschnitt widmen wir uns der stabilisierten diskreten Formulierung des kon-
tinuerlichen Magnetohydrodynamikproblems aus Kapitel [f] Die Ausgangsformulierung
aus - des kontinuierlichen Problems mit den Raumen aus - ,
den einzelnen Normen - und der Gesamtnorm aus auf dem Produk-
traum V x C x Q x S bleibt bestehen. Ahnlich zum Vorgehen der Arbeiten [7] - [10]
werden wir eine konforme knotenbasierte Finite-Elemente-Methode vorschlagen, sodass
Vi x Cp x Qpx S, CV x(Cx@Q xS gilt.

Im Gegensatz zu den angegebenen Arbeiten, die eine residual-basierte Stabilisierungstech-
nik formulieren, welche in einem solchen Falle theoretisch 31 einzelne Stabilisierungsterme
fiir die Implementation notwendig macht, werden wir uns an Ideen aus [14] orientieren,
sodass eine symmetrische Stabilisierung mit insgesamt maximal 7 einzelnen Stabilisie-
rungstermen vorgenommen wird. Dazu werden Grundlagen der lokalen Projektionsmetho-
de vorgestellt, um anschliefend die Stabilitdt des vorgeschlagenen stabilisierten diskreten
Magnetohydrodynamikproblems zu untersuchen. Hierfir wird bereits in der Problemfor-
mulierung in der Wahl zwischen Equal-Order-Approximation in den Ansatzraumen Vj, x Qp
und Cp, x Sy, und derjenigen der sogenannten inf-sup-stabilen Approximationsraume unter-
schieden. Diese Unterscheidung wird uns durch die Stabilitdtsanalysis und die Fehlerana-
lysis begleiten. Hierbei erfiillen Equal-Order-Approximationen keine inf-sup-Bedingungen
zwischen den Rdumen Vj x @p beziehungsweise Cj, x Sj,.

6.1 Finite-Elemente-Raume und lokale Projektion

Wir betrachten konforme Finite-Elemente-Raume

VixQrCVxQ,Chx8S,CCxS.

Es gelten alle Voraussetzungen und Annahmen, die in Unterabschnitt getroffen wor-
den sind. Insbesondere bleiben also die Annahmen (A.1) - (A.3) aus Unterabschnitt
fiir die Paare Vj, x Qp, beziehungsweise C}, x Sy, giiltig, womit wir neben der Zerlegung 7y
auch wieder ein Makrogitter M}, bendtigen.

Eines unserer Ziele ist die Anwendung inf-sup-stabiler Finite-Elemente-Raumpaare V}, x Qp,
mit der diskreten Eigenschaft

(A.4): (Diskrete inf-sup Bedingung)

V - vp,
BABR) S0 s VB g Ve e Qu (6)
v eVR\{0} vah||L2(Q)d><d

Diese Eigenschaft muss fiir das Finite-Element-Paar C}, x S;, wegen der Stabilitdtsanalysis
aus Kapitel [4] nicht gefordert werden, wie wir auch in der kommenden Stabilitdtsanalysis
aufgrund der vollen Stabilisierung des magnetischen Pseudo-Drucks, die notwendig ist,
sehen werden.
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Zur Vereinfachung schreiben wir V},, C, = R}, anstatt V}, = [Y;Lk]d NV, C, = [Y;Lk]d nc
und @y, , S, = Ri_1 anstatt @y, = Yhykfl NQ, S, = Yh,kfl ns, k>2.

Zum Vergleich betrachten wir auch Equal-Order-Interpolation mit C}, wie oben fiir £ > 1
und S, = Yy, 1. NS, k> 1. Analoges gilt fiir Vj, und 5j,.

6.2 Problemformulierung

Wir werden die Problemformulierung fiir den Ansatz der Equal-Order-Approximation und

der inf-sup-stabilen Approximation in diesem Unterabschnitt vorstellen.

6.2.1 Equal-Order Problemformulierung

Die Formulierung des kontinuierlichen Problems aus ((5.22)) - (5.25) wird um zugehorige
Stabilisierungsterme erweitert und mit geeigneten Testfunktionen multipliziert. Gesucht
wird dann ein Tupel Uy, = (up, bp, pr,7h) € Vi X Ch X Qp, x Sp, derart, dass

(a . VUh,Vh> +v (Vuh,vh) — (p, V- Vh) - <(V X bh) X d,Vh> (6.2)
+ Z T (k(a-Vu),k(a-Vvy)),y + Z T2 (V-up, V-vp)
MeM,, KeTy
+ > mE(Vxxd),s(Vx(vypxd)y, = (Ffuva),
MeMy,
(V-un,qn)+ > 7 (Vpn,Van)x = 0, (6.3)
KEeT,
A (V X by, V X Ch> + (Vrh,ch) — <V X (uh X d) ,Ch> (6.4)
+ > m(E((Vxby) xd),k((Vxep) xd)y+ Y 75(Vebp,Veey), = (focn),
MeMy, KeTy
—(bp, Vsn) + > 76 (Vra, Vsp)g = 0 (6.5)
KeTy,

fir alle Vi, := (vp, ¢, qn, sp) € Vi X Cp X Qp, x S, gilt.
Wir erinnern daran, dass in Kapitel [5 die Bilinearform Ag in (5.38) und die Linearform
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Fe in (5.39) eingefiithrt worden sind. Ergénzend definieren wir

St (Up, Vi) == Y 7i(k(a- V), k(a Vvy))y,

MeMy,

+ Z 7 (V-up, V-vp) g
KeTy,

+ ) m(e(Vx(uyxd)), & (VX (vpxd)))y
MeMy,

+ Y m(k((Vxbp) xd),&((Vxcp) xd))y, (6.6)
MeMy,

+ Z 75 (V-bp, V-cp)
KeTy,

+ Z 76 (Vrh, Vi) i
KeTy

+ Y 7 (Von Van) g
KeTy,

fur Uy, Vy, € Vi, X Cy X Qp, X Sp,. Damit lasst sich das Problem kompakt in der Gestalt,
dass ein Uy € Vi, x Cp x Qp x Sy, gesucht wird, sodass

AEC, (U, V) = Ag (Uy, Vi) + SESS (UL, Vi) = Fo (Vi) (6.7)

fir alle Vi, € Vi, x Cp X Qp X S, gilt, schreiben.

6.2.2 Inf-sup-stabile Problemformulierung

Die Formulierung des Problems aus (6.2) - (6.5) bleibt erhalten, aufler dass die volle
Stabilisierung des Druckgradienten mittels

> 7 (Y, Van) g
KeT,

durch eine lokale Projektion mittels

Y (5 (Vpn) sk (Van)ar
MeM,,

ersetzt wird. Fiir einen Approximationsvergleich im Falle der Oseen-Gleichungen verweisen
auf die Arbeit [48]. Damit liest sich der Stabilisierungsterm im Falle der inf-sup-stabilen
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Approximation

S5 (Un, Vi)=Y mi(s(a-Vuy),k(a-Vvi))y

MeMy,

+ ) m(Vow, Vv
KeTy

+ > RV x(ayxd)), k(Y x (v xd)))y,
MeMy,

+ > 1k ((Vxby) xd),k((Vx en) x d))y (6.8)
MeMy,

+ D> (Vb Voen)g
KeTy

+ Z T6 (VT’h,VSh)K
KeTy,

+ Y 7 (k(Von), 5 (Van)
MeMy,

fir Uy, Vy € V, X Cp X @Qp X Sp. Damit lasst sich das Problem kompakt in der Gestalt,
dass ein Uy € V), x C), x Qp, x Sp, gesucht wird, sodass

Ao (Up, Vi) = Ag (U, Vi) + SLES (U, Vi) = Fa (Vi) (6.9)

fiir alle Vi, € Vj, x Cp, x Qp x Sy, gilt, schreiben.

6.3 Stabilitatsanalysis

In diesem Abschnitt wenden wir uns der Stabilitdtsanalysis der Problemformulierungen
und zu. Im Wesentlichen folgen wir der Argumentation aus [8, Kapitel 4],
wobei wir einerseits statt der 31 Stabilisierungsterme nur maximal 7 Stabilisierungsterme
verwenden und andererseits zusétzlich die Stabilitdtsanalysis fiir den Fall inf-sup-stabiler
Elemente modifiziert werden muss. Hierfiir werden wir zuerst den Fall der Equal-Order-
Approximation untersuchen und schliefflich die Unterschiede im inf-sup-stabilen Falle fur
das Geschwindigkeitsfeld und den kinematischen Druck herausarbeiten.
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6.3.1 Stabilitat im Fall der Equal-Order-Approximation

Ausgangspunkt unserer Untersuchungen ist die Problemformulierung (6.7]). Wir definieren
fir Vi, .= (vp, Chy qn, Sn) € Vi X Cp X Qp x Sp, mittels

[Vilstab, B0, w = VVI V'Vl r2(@yaxa + VAV X el 20y

_l’_

+

1

2
> TlH/‘é(a'VVh)H%%M)d)

MeM,,

1
2
> TQHV'VhH%?(K))

KeTy

(ST

Yo 7wl (V x (v x d))\\%z(M)d)

MeM,,

N|=

(6.10)
S nlle((V xen) x d>||iz(M)d)

MeMy,

1
2
> T5HV'ChH%2(K)>

KeTy

Z T6||vsh‘|%2(K)d)

KeTh

Z T7||VQhH%2(K)d>

KeTy

D=

N

eine schwache Stabilisierungsnorm, beziiglich welcher zunéchst die Koerzivitdat der stabi-
lisierten diskreten Bilinearform Agtoab gezeigt werden soll.

Lemma 6.1. Sei a € L™ () NV mit V- a = 0. Sei desweiteren d € W1 (Q)% N

H (rot, Q). Dann gilt

1
§H U’hH%tab7 EO, w < ’Agtoab ( Uh, Uh)

(6.11)

fiir alle Uy, == (uh, bh,ph,Th) eV x Cy xQp xSp.

Beweis. Partielle Integration liefert fiir a € L™ (Q)d NV mit V -a = 0 zunéchst

(a-Vup,up) = —%((V ca)up,up) =0

und fiir d € L (Q)? N H (rot, Q)

(Vxbp) xd,up) = —(V x (u, xd),by)
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nach [8, Lemma 1]. Mit diesen Beziehungen folgt bei symmetrischem Testen in der stabi-
lisierten diskreten Bilinearform AZY,

Ay (Up, Up) = Ag (U, Uy) + SEBs (Uy, Uy,)
= (V X by, V x bh) + v (Vuh, Vuh) + SLEIQS (Uh, Uh) (6.12)
1
> §||UhH%tab, EO, w
was die Behauptung beweist. O

Bemerkung 6.2. Wir bemerken an dieser Stelle, dass wir im Lemma tatséchlich nur
verwendet haben, dass fiir die partielle Integration d € H (rot, ) benotigt wird. Allerdings
kénnen wir bei Finite-Elemente-Funktionen auch davon ausgehen, dass diese und deren
Gradient essentiell beschrénkt sind.

Wir zeigen eine schwache inf-sup-Bedingung fiir die kontinuierliche Bilinearform Ag be-
ziiglich der Norm ([6.10f), wobei wir die Gesamtnorm

1(v:e,q,8)llcar = [IVIlv + llello + llalle + llslls

nach (5.49) mit den Einzelraumnormen ([5.45)) - ([5.48|) verwenden.

Lemma 6.3. Sei a € L°(Q)?NV mit V-a=0. Sei d e W ()0 H (rot, Q). Dann
gilt mit einer Konstanten C > 0

Aq (Up, (v, 0,0, s
Bl Unllcar — C1l| Unllstab, BO, w < € sup G (Un, (vn n)
(vh7sh)€VhXSh H('Uh, 07075h)HGa1

(6.13)

mit der Konstanten 5 > 0 aus der kontinuierlichen Bedingung fiir ein beliebiges
Ui = (up, by, pp,rr) € Vi, X Cp X Qp X Sp mit der Konstanten Cy aus .

Beweis. Um die Bedingung zu beweisen, benutzen wir die kontinuierliche Bedingung
und die Konformitéit der Methode. Die Bedingung lésst sich derart umformu-
lieren, dass fiir ein beliebiges Element der Form Uy, := (uy, by, pr, 1) € Vi, X Cp X Qp X S,
ein eindeutiges V := (v,c,q,s) € V x C x @ x S mit der Eigenschaft

[Vlgar =1 (6.14)

existiert, sodass
BlUklgal < Ag (Up, V) (6.15)
gilt. Analog zu Lemma benutzen wir den Scott-Zhang-Operator SZ (-) und erhalten
Ac (Up, V) = Ag (U, (v—-5SZ(v),c,q,s — SZ(s)))
+ Ag (U, (SZ (v),0,0,5Z (s))) (6.16)
=1+11I.
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Mittels der Dreiecksungleichung, Cauchy-Schwarz-Ungleichung, der Poincaré-Ungleichung,
partiellen Integrationen, der Eigenschaften des Scott-Zhang-Operators nach Satz[2.14] und
der schwachen Norm aus ((6.10)) folgt

I

<

IN

IN

v (Vug, V(v —=SZ (v))| +(a-Vuy, v —=SZ (V)| + [(pr, V - (v = SZ (v)))|
+[((V xbp) xd,v—=SZ(v))[+[(V-unq)|

+IA(V x by, V x c)| + [(Vrp, c)|

FUV x (ap x d), €)| +|(bn, V (s — SZ (5)))]
CszVV||Vupl| 2 )ixa vV |V V| L2 (qyaxa

+Csz max (W) VNVl 2 axa VIV V| 2 (i

KeTy

1 1
2 2
h2
+Csz ( > T7HvPhH%2(K)d> ( > T;ZVHVVH%%KWM)

KeTy, KeT;
+Csz max Idllzeqerhsc VIV % byl 20y VIl V| 2 (i
KeTy VU

2
ﬁ) 1
+ TV-uh2 max | —— | —=|q|| 12
(;%% o m;uq) Keﬁl<vﬁ2 VAL
+\/XHV X bh”[@(g)d\/XHV X C”LQ(Q)d

1 1
2
L )
%Z%W%WJ(Z$BWWJ
0

KeTy, KeTy,

N =

]l oo ()
+IT{HEE% <\/ﬁ ﬁHuhHL?(Q)dxd\r)\HV x ¢ 2 (g

1
2
VAhi\ Lo
2
+CSZ ( Z T5Hv . bhHLQ(K)> 11}163‘7}% (\/7_—5[4) THVSHLZ(Q)d

KeTy,
Csz||Up|lstab, B0, wll Vcal

||aHL°°(K)dhK

—}—Csz 11?6&7}_2 ( ) ||IJhHStab7 EO, WHVHGal

14
+Cgz ma e ULl VI
max W
sz x| = 7 hlStab, EO, Gal
[l oo (ryehre
C ——— | ||U Vv

+ gzlrglé’:%i< m || h||Stab, EO,wH ||Ga1

Vv

A 1 ) A%
+11g1€a%(1 <\/5 |Un|stab, £O, wllV|Gal

+|Usl|stab, £O, wl|Vlcal
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IV
+ max (\F\F> U llstab, £O, wllVllcal
Cplld[ Lo (k)
—— | ||U Vv
+;{n€fi7>i< ~ |Un|Istab, B0, wll V] Gal

h
+Csz max (\ﬁf) | Unllstab, 50, wll VGl
lall oo (ryelrc hi
< - -
: {CSZ B ( v = AW

||d||Loo(K)dhK ﬁ
+C e m 1
57 II?ea;}fz ( m + K Ea 7}2 \/7'72 T KInEa;}fz \/> f
C'P||dHL°<>(K)d Vg
+m ———F—— | +Cszm U "
Keaffi < VU 5z 27—}2 \/EEO H h”stab7 EO,

= C1]|Up]|stab, EO, w

mit

all oo (xya b hK
Cr = {1 +Csz +Csz max <y + Csz max

d|| o0 (52l
+Csz max M + max Vv + max Lo (6.17)
KeTy, VA KeTn \ T2 )  KeTuw \ \/T6VA

CPHd”Loo(K)d NON %
+11g1é’:1«7}_;11 (m + Csz max

als Konstanten. Zusammenfassend gilt also
I < C1]|Up||stab, EO, w (6.18)

fiir die Abschétzung des ersten Terms. Wir sehen ferner mit einer Konstanten C' > 0 ein,
dass
II = Ac (Uhv(SZ(V)707075Z(S)))
< C sup AG (Uha (Vh,0,0,Sh))
(vism)eVixsn  I1(Vhy 0,0, 8p)[[Gal

gilt, womit sich als Zusammenfassung

Ac (Up, (v4,0,0,53))

I1<cC sup (6.19)
(Vh Sh)EVhXSh ||(Vh703075h)”Ga1
ergibt. Setzen wir und in ein, so folgt
Ag (Up, (vy,0,0, s
BIUkllcar — C1l|Unllstab, EO, w < C sup G (Un, (v ) (6.20)
nsn) VxS, 1V 0,0, 8p)Gal
und dies beendet den Beweis. O
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Die Kombination von Lemma [6.1] und Lemma liefert das folgende Korollar, welches
eine abgeschwéchte Kontrolle {iber die Gesamtnorm der Losung des stabilisierten diskreten
Problems aus (6.7) gewéhrleistet.

Korollar 6.4. Seien die Voraussetzungen von Lemma [6.1 und Lemma erfillt. Dann
gilt

[SIE

A U? (Y 707078
Bl Uhllgar < C sup ¢ (Un, (v h)

+ 3C4 AEC
(vp,SR)EVR XS ”('Uhv 0,0, Sh) HGal ( Smb)

(Un, Uy) (6.21)

fiir beliebiges Uy = (up, by, pp,rr) € Vi X Cp X Qp X Sh.

Beweis. Hierbei handelt es sich um eine direkte Konsequenz aus Lemma [6.1] und Lemma
6.3] O

Wir bemerken aus Lemma und der Konstanten C; aus (6.17)) noch Folgendes.

Bemerkung 6.5. Wegen Lemma und der Konstanten C; aus (6.17) sehen wir ein,
dass wir als untere Schranken fiir die Stabilisierungsparameter 7; mit j € {2,5,6,7}

To > cv,
)\h%(
Ts 2 C75,
LO
2
T6 > c@
6 = )\a
h2
7 c—K
v

mit unterschiedlichen Konstanten ¢ > 0 fiir die einzelnen Stabilisierungsparameter erhal-
ten.

Wir definieren schlielich fir Vy, = (va, ch, qn, sp) € Vi, X Cp, X Qp X Sy, mittels

v 1
[ Villstab, £O, s = || Vhllstab, EO, w + g”vh”LQ(Q)d + WHQ}LHLQ(Q) (6.22)

eine starke Stabilisierungsnorm, wobei die schwache Stabilisierungsnorm aus ((6.10]) benutzt
wird. Offensichtlich gilt mit der Definition der Norm aus (j5.49))

Vv 1
IVhllsiab, ro, s = [Vallsuv, o, w + T HValz@ys + Slanllizey g o0
< [ Vhlstab, 20, w + [[ Vil Gar

fiir beliebiges V, € Vi, X Cp x Qp, X Sh. Dies fithrt zusammenfassend zum folgenden Korollar.
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Korollar 6.6. Secien die Voraussetzungen von Lemma und Lemma erfillt. Dann
gilt

C .A U , (U 1070,8
| Unl|stab, EO, s < E( sup ¢ (Up, (vn )

Uh,sh)EVhXSh H('Uh, 07 O? Sh)HGal (624)

C 1
+3(1+ ) (482)" (v )
B
fiir beliebiges Uy, :== (up, by, pp,rh) € Vi X Cp X Qp X Sh.

Beweis. Nach ([6.23)), Lemma und Korollar ergibt sich

A

|Unllstab, B0, s < ||Unllstab, £O, w + || UnllGal

1 c A (U, (v4,0,0, s1))
< 3(A§0)° (Up,Up)+—  sup 0.0, 5,
( Stab) (Vh,Sh)EVR X Sh 1tv#, 0,0, 1) |Gl

301 EO %
5 (A52)° (U, U

Ag (Uy, (v4,0,0,51))

C
= — sup
/8 (Vh,sh)GVhXSh H(vh707078h)HGal
C 1
+3 (1 + 1) (A52)7 (UL, U,
g
was die Behauptung zeigt. d

Wir zeigen nun, dass die Losung Uy € Vi x Cp x Qp, x Sy, des Problems (6.7) stetig
von den Daten abhéngt. Zunéchst wird dies beziiglich der schwachen Stabilisierungsnorm

I|-||stab, BEO, w aus (6.10) nachgewiesen.
Lemma 6.7. Seien a € L*(Q)NV,V-a=0,dec Wh-®(Q)YN H (rot,Q). Dann gilt

V
|| Un||stab, EO, w < 9 VhthXSéleQthh || VIthib,};})O, - (6.25)
fir die Lésung Up € Vi, X Cp X Qp X Sy, von .
Beweis. Es gilt nach Lemma [6.1
U, B0, w < 94Stab (Un, Un) . (6.26)

Falls ||Up||stab, E0, w = 0 sein sollte, ist die Ungleichung (6.25) automatisch erfiillt. Gelte
folglich ||Uy||stab, £O, w > 0. Dann folgt aus Lemma

Aggb (Uh7 Uh)
|Un||stab, EO, w

U |Istab, 5O, w < 9
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9 sup Agt?ib (Uh7 Vh)

V€V xChxQn xSy | Villstab, EO, w
Fa (V

_ 9 sup a (Vn) 7

V€V xChxQn xS, || Villstab, EO, w

IN

was den Beweis abschlief3t. O

Das vorangegangene Lemma [6.7] ermoglicht es uns, die stetige Abhéngigkeit der diskreten
Losung Uy, € Vj, x Cp, x Qp X Sy, des Problems (/6.7)) von den Daten beziiglich der starken
Stabilisierungsnorm ||-||stab, EO, s aus (6.22)) zu beweisen.

Theorem 6.8. Seien ac€ L®¥(Q)?NV,V-a=0,dcW"* Q)N H (rot, Q). Dann gilt

C CD
| Unllsta, 50,5 < (9 4ol ) | Unllstab, 50, w
b b 6.27
CE “FG (vhv 0,0,Sh)’ ( ' )
sup

B (onsmyevixsy | (Ohs 0,0, 55)|Isab, BO, s

fir die Lésung Up, € Vi, X Cp X Qp X Sy, von mit den Konstanten 8 > 0 aus ,
C1 aus , C aus Korollar und den Konstanten D und E, welche durch

Tllall ;o
D::{1+C’ max <M>+Cmax (\/?2)

MeM,, N4 KeT, \ /v
(T+d) (1|l 00/ vnd + Lol|VA|l ;oo npydxd T3
+C max ( )(‘ - (M) Ve, () )\/> (6.28)
MeMy \/;
€ max (ﬁﬁ)}
KeTy, LO

und

T lall ;o
E = {4+C max <M>+Cmax <ﬁ>

MeM,, NI KeTy, v
(1+d) (1dll oo (aryt + Lol VAl oo (apy2xa ) /T3
+C max ( ( L (M) L@ )\/> (6.29)
MeMy, \/D
+O max (vTM)}
KeTy, LO

definiert werden.

Beweis. Zum Beweis des Theorems dient Korollar wonach

C U 0.0
IUnlisin. 50.s < & sup A6 Un(¥4.0,0,50))
B (Vh,Sh)EVE XSh H(Vh70707 Sh)HGal
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C 1
+3 (14 21) (452)" (Un L)
B
= IT+1I
gilt. Fiir IT beobachten wir, dass
ASiar (Un, Un) = v|[Vun|3, g0 + AV X brl7, g + SERs (Un, Up)

2
< 9/ Unl8tan, £O, w
ist und sehen somit ein, dass sich

C 3 C

11| = '3 (1 + 51> (Ag,gb) 2 (Up, Up)|[ <9 (1 + 5) | UlIstab, EO, w (6.30)

ergibt. Fiir eine Abschidtzung mit einem beliebigem Element (vj,0,0,s,) € Vj x Cp X
Qn x Sy, betrachten wir die Gleichung

Ac (Up, (v, 0,0,54))
= Fa ((vh,0,0,51)) — Y 7i(k(a-Vuy),k(a-Vvy))y,

MeM,,
- Z T (V-up, V-vy) g — Z 76 (V7h, Vi) i (6.31)
KeTh KeTy,
_ Z 73 (k (V x (up x d)), & (V x (vy, xd))),,

MeMy,

und somit die Abschéitzung

Ac (Up, (v4,0,0,51))
< |Ag (Up, (v, 0,0,55))
< |Fa ((vh,0,0, 1)) + 4][(vh, 0,0, sp)lstab, £O, wl|Un||stab, EO, w-
Desweiteren erhalten wir mit der Vektorformel

VX(ZlXZQ):ZQ‘VZ1—ZQ(V‘Zl)—Zl‘VZ2+Z1(V'Z2)

und der Approximationseigenschaft des Fluktuationsoperators mit unterschiedlichen Kon-
stanten C' in den Summanden

|(Vh, 0,0, 51)||stab, EO, w

1
2
= \/;HVVhHLQ(Q)dXd + ( E Tl”/i(a . vvh)HiQ(M)d>

MeMy,

1
2
+( > 7'2||V'Vh|%2(K))

KeTh
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D=

+ ( Z 7’3||KJ(V X (Vh 2 d))”%z(M)d)

MeMy,

1
2
+ ( Z TﬁHVShHiz(K)d>

KeTy
\/ﬁ”aHLoo(M)d \/5
< B A Sk
= {HCMH?}‘\’L( S +C§1§7§(ﬁ>
(1 + ) (1141l o ygy2 + Lol VAl o pyiea) /75
+C' ma, (M) (M)
X
MeMy, \/D
JTeVA
+C ;(nea%i ( [Ejo > } H(th 0707 Sh)”Gal-

Definieren wir die Konstante D wie in (6.28)), so gilt

H(Vh7 07 07 Sh)HStab, EO, w S DH(Vha 07 07 Sh)H@ah

was zusammenfassend

Ac (Up, (v, 0,0, 5p))
< |Ag (Uy, (v, 0,0, 5))|
< |Fa ((vh,0,0,51))] + 4[[(V#; 0,0, s1)Istab, EO, wl|Unllstab, £O, w
< |Fa ((vh,0,0,s,))| +4D|(vh, 0,0, 51) || catl|Un||stab, £O, w

gibt. Da das Element (v, 0,0, sp) € V3, x C, X Qp, X Sy, beliebig gewéhlt worden ist, folgt

Ag (Up, (v, 0,0, 1)) |Fc (v, 0,0,55))
sup < sup
(Vh,8h)EVR XS H(Vh,0,0, Sh)”Gal (Vh,8h)EVR X Sh ||(Vh,07075h)||Ga1 (632)

+4D||Up||stab, O, w-

Analog zur Abschitzung

H(vha Oa Oa Sh)HStab, EO, w S DH(V}U 07 07 Sh)”Gal

sehen wir mit der Konstanten E wie in (6.29)) ein, dass sich

H (Vh, 07 07 Sh) ||Stab7 EO, s < EH (Vh7 07 Oa Sh) ”Gal
ergibt. Dies liefert

Ac (Up, (v4,0,0, 1))
sup

<E S | G (( hy VY, ash))|
(Vh,sh)GVhXSh ”(‘h’ D?C?‘Sh)HGal

(Vs EVi XS |(Vh, 0,0, 54)||stab, EO, s (6.33)
+4D||Up||stab, EO, w-
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Die Abschétzungen von I und I7 aus ((6.33)) fiihren uns wegen der Ungleichung vom Anfang
dieses Theorems zu

C CD
U |lstab, BO, s < (9 + 931 + 5 ) U |Istab, EO, w
CFE ’fG (Vh,0,0,Sh)’
-— sup

B (vism)evixsy |(Vh; 0,0, 54)|Stab, EO, s~

was das Theorem beweist. O

6.3.2 Stabilitat im Fall der inf-sup-stabilen Approximation

Ausgangspunkt unserer Untersuchungen ist die Problemformulierung . Wir definieren
fur Vy, = (Vh,ch,qh, Sh) € Vi, x Cy, X Qp X Sy, mittels

[Vilstab, 188, w = VZIVVall r2(@yaxa + VAV X el 20y

1

1
2 2
[ X e Vil | | X IV il
MeMy, KeTy

1

3
+1 D mls(V x (vi x d))”i%M)d)

MeMy,

1
2
| X nle (v xen) x d>||%2(M>d)

MeMy,

[N
N

+ ( > T6\|V3hH%2(K)d>

KeTy

+{ > TSHV‘ChH%Q(K)>

KeTy

KeM,,

1
3
+ D T7||“(V(]h)|%2(M)d)
(6.34)

eine schwache Stabilisierungsnorm, beziiglich welcher zunéchst die Koerzivitdat der stabi-

lisierten diskreten Bilinearform A{gfg;) gezeigt werden soll.

Lemma 6.9. Sei a € L™ () NV mit V- a = 0. Sei desweiteren d € W1 (Q) N
H (rot,2). Dann gilt

1
§H Uh”%tab, 1SS, w = Al (U, Uy) (6.35)

fir alle Uy, == (uh, bh,ph,Th) eV x C xQp xS

Beweis. Der Beweis verlauft ahnlich zu Lemma O
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Analog zu Bemerkung kénnen die Bedingungen abgeschwécht werden. Wir wollen
folgendes Hilfsresultat beweisen.

Lemma 6.10. Sei a € L® (Q) NV mit V- a = 0. Sei desweiteren d € W ()% N
H (rot, Q). Dann gilt mit Konstanten Cy > 0 aus und C3 > 0 aus

||ph||Q < (Cy- sup Ag (Uha (vh, 0,0, Sh))
(onssn)eVixSn  1(Vhy 0,0, 8p)[|Gal

+ Cs]| Ullstab, 188, w (6.36)

fiir den kinematischen Druck py € Qp in Abhangigkeit von der vollen Magnetohydrodyna-
mik-Losung Uy € Vi X Cp X Qp X Sh,.

Beweis. Analog zu [48, Lemma 3.2] existiert zu pp € Qp nach der diskreten inf-sup-
Bedingung des Fluid-Teils aus Unterabschnitt in (6.1) genau ein vy € V derart, dass

V-vp=—pn (6.37)

und mit einer Konstanten g > 0

VYAl 2()axa < F\Iph\le (6.38)

gelten. Definiere C'y = ﬁiﬂ und schreibe
IVVallL2yaxa < Callpallreq)- (6.39)

Betrachte Gleichung ((6.2), welche

<fua Vh> = (AG + Si%SS) (Uha (Vha Oa Oa 0))
= —(pn,V-vp)+(a-Vuy,vp)+v(Vuy, Vvy)

—((V x bp) xd,vp) + Z 1 (k(a-Vuy),k(@a-Vvy))y,
MeMy,

+ > n(Voup, Vevp) g+ > m(R(Vx(up xd)), 65 (V x (v, xd))) g
KeTy, MeMy,

liefert. Mit (6.37), (6.39), der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, der Poincaré-Ungleichung,
der Definition aus (|6.34), der Approximationseigenschaft des Fluktuationsoperators und
der Vektorformel

V x (Zl XZZ):ZQ'VZ1—ZQ(V‘Zl)—Zl‘vz2+21(V'Zg)
wie im Equal-Order-Fall folgt daher

||ph||%2(g) < Cpllfullz2()ell VVallL2(qyaxa
all oo )eCp

\/» fHVuhHLz d><dHVVh||L2(Q)d><d
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+V||VlthL2(Q)d><dHVVh||L2(Q)d><d

[l oo ()eCP
p = @TEE NV x ball 22 @)a IV Vhl 2 (9)axa

VA
1 1
2 2
+ Z Tl”"i( vuh)HLQ(M Z TlH’K:( vvh)HL2 M)d
MeMy, MeMy

1 1
2 2
+ Y 72||V'uh||%2(1<)) (Z 7-2”V'Vh||%,2(K))

KeTy, KeTy

N

= T3IIH<V><<uhxd>>HL2<M>) '

MeMy,

D=

x| mle (VX (v d))lliz(M)d)

MeMy,
Jall o () Cp
< Cplfull @l VValayens + 25— [Unlsua, 15, V¥l 2(ayons
[d]l < (0)eCr
+VV|[Unllstab, 188, wll VRl L2(0)axa + %!\Uhﬂ&ab, 1SS, w X

<IVVnllL2@axa + [[Unllstab, 158, w max (\/TTHaIILOo ) IV VA L2 qixa
+{|Unllstab, 188, w max (y/72d) vahHLz(Q)dxd
+[|Unllstab, 188, wll VVall 2(qyixa X

X i (v7s (14 d) (1dl] e gy + max (1, Lo) (V]| ooyt )

IN

P
Vvl sy { Collfullzops + [0t 15, { “Elll e

o+ ey + g (VAT ) + e (V720)

+ mas (V75 (1 + d) (J1dl] oy + max (1, Lo) |de||Lw(M)dxd))}}

Cp
< Callollogey { Crlflaioys + [Unllsia, 1. { Tl

VPt fndum oy + mae (Vi gy ) + max (v7ad)

g (V7 (14 ) (1 e pyo + % (1, L0) [ 9l e ypy006) ) } |

Me
was zZu
inllo = [Prl £2(0)a
Pril@Q 7\0
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CA Cp
f {CPHf 22(0)e + [[Unllstab, 158, w {\/;HaHLOO(Q)d + v

IN

fHdHLoo oy + mas (vl gaye) + max (v72d)

e (V7 (L4 ) (Il ey max (1,Z0) [ 9l e gpy0e0) ) | |

CaC C
= "‘f”uf lizgo + CallUnlsan, 155, w { =2 all ey + 1

ja + max (ﬁHaHLOO(M)d) + max (ﬁd>

ff MeMy, \/; €Th \/;
T3
+ (Vﬁ (14 d) (] e gy + max (L, Lo) [V e g0
fihrt. Definieren wir die Konstanten
CsCp
= 4
Cs N (6.40)

und

, Cp N
C3:=0Ca {UHaHLOC(Q)d + 1+ f\[HdHLw Q¢+ max (ﬁ|a”Loo(M)d>

+ max <ﬁd> + max (\F (14 d) ([l o gy + mex (1, Lo) ||Vd|Lw(M)dxd))} ,

KeTn \ Vv MeM, \ /v
(6.41)
so gelangen wir zu
AG Uh7 Vh, 07 07 Sh
Ipnllg < Ca sup (U ( ) + C3]|Up||stab, 18, w> (6.42)
(Vh,sh)GVhXSh H(Vh707073h)HGal
was die Behauptung beweist. O

Wir zeigen jetzt eine schwache inf-sup-Bedingung fiir die kontinuierliche Bilinearform Ag

beziiglich der Norm ([6.34]).

Lemma 6.11. Sei a € L®(Q)NV mit V-a=0. Sei d € W () N H (rot, Q). Dann
gilt mit Konstanten Cs > 0 und Cg > 0 aus (0.47) und (6.48)

A Uy, (vp, 0,0, s
Bl Unllgar — Cé || Un||stab, 158, w < Cs sup c (U, (op h))

(6.43)
(vR,sn)EVE X Sh H(vha 070a5h)”Ga1

mit der Konstanten 5 > 0 aus der kontinuierlichen Bedingung fiir ein beliebiges
Up, = (up, bp, pp,mn) € Vi X Cp X Qp X Sp.
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Beweis. Der Beweis verlauft analog zu Lemma [0 abgesehen von dem Umstand, dass der
Term (pp, V - (v — SZ (v))) nach vorherigem Lemma mit der Konstanten

Cy = Ir{nea%i (1, hg) (6.44)

durch die Eigenschaften des Scott-Zhang-Operators mittels

”ph”L 2(Q)d
V- (v—8ZV))| < —r—"t
I ( (V)| N
< CuvvllpnllQ
S C2C4\/; Sup AG (Uh7 (Vh7 O, 0, Sh))
(thsh)EVhXSh ”(th07 O, Sh)HGal

+ C3C4V/v||Up ||stab, 188, w
abgeschétzt wird. In unserem jetzigen Falle muss die Konstante Cy aus (6.17]) durch

~ all L2 (xyahi 14l 2 (x)yahi
Ci = {1 + ;{nea%cl (hx)+ Csz [rglea%i (V + Csz max | ——— =

fC' ||VVHL2 ydxd

(6.45)

€'/h VI
Cplld|| ;e
tmax (Y2 4 m Lo ) 4 oy (P19l (6.46)
KeT, \ /T2 KeTh VTV A KeTh VA
Vg
C
Oz X (ﬁLo
modifiziert werden. Setzen wir also die Konstanten
Cs =C+ 0204\5 (6.47)
und .
Ce:=C1+ 0304\/;, (6.48)
so folgt
Aq (U, (vy,0,0, s
BllUnllGal — Co[Unllstan, 155, w < G5 sup G On (v 0.0:50)) = )
vmsn)eVaxSn (VA 0,0, 8p)][Gal
was den Beweis abschlief3t. ]

Die Kombination von Lemma [6.9] und Lemma liefert das folgende Korollar, welches
eine abgeschwéchte Kontrolle {iber die Gesamtnorm der Losung des stabilisierten diskreten
Problems aus gewahrleistet.

Korollar 6.12. Seien die Voraussetzungen von Lemma[6.9 und Lemmal6.1]] erfillt. Dann
gilt

A (Uy, (vh, 0,0, s
Bl Unllca < Cs sup ¢ (Un; (vn h))

1
+ 3C% .A o ? Uy, Uy, 6.50
(vn,sn)EVRLXSH H(vha 07 O’ Sh)”Gal ( 5t b) ( ) ( )

fiir beliebiges Uy, :== (up, by, pr,rn) € Vi X Cp X Qp X Sh.
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Beweis. Hierbei handelt es sich um eine direkte Konsequenz aus Lemma und Lemma
6.11] ]

Wir definieren schlielich fir Vy, = (va, ch, qn, sp) € Vi, X Cp, X Qp X Sy, mittels

v 1
[ Villstan, 188, s = [ Vhllstab, 158, w + \LfOHVhHLZ(Q)d + WHQhHL?(Q) (6.51)

eine starke Stabilisierungsnorm, wobei die schwache Stabilisierungsnorm aus ((6.34]) benutzt
wird. Offensichtlich gilt mit der Definition der Norm aus (j5.49))

Vv 1
W v +
[ Villstab, 158, s = [V llstan, 185, Lo | h”L2(Q)d WHQ}LHL?(Q) (6.52)

< ||Vhllstab, 188, w + | Vil Gal
fiir beliebiges V, € Vi, X Cp x Qp, X Sh. Dies fithrt zusammenfassend zum folgenden Korollar.

Korollar 6.13. Seien die Voraussetzungen von Lemma[6.9 und Lemma erfillt. Dann
gilt mit Korollar[6.19

| Unllstan, 155, s < Cs sup Ac (U, (vp, 0,0, 5))
B (onsmevaxsn (Vs 0,0, 51) ]| gal

c ) (6.53)
+3 (1 + 6) (A%5)7 (Un, Un)
B
fiir beliebiges Uy, :== (up, by, pr,rn) € Vi X Cp, X Qp X Sh.
Beweis. Der Beweis verlauft nach demselben Muster wie Korollar [6.6] O

Wir zeigen jetzt, dass die Losung Uy € Vi, x C, x Qp x S, des Problems stetig
von den Daten abhéngt. Zundchst wird dies beziiglich der schwachen Stabilisierungsnorm

[|-||stab, 188, w aus (6.34]) nachgewiesen.
Lemma 6.14. Seien a € L®(Q)?NV,V-a=0, dc W' (Q)?N H (rot, ). Dann gilt

Fa (V)

| Unllstab, 188, w < 9 sup (6.54)
Vi, €V xChxQnxSu || Villstab, 188, w
fir die Lésung Up € Vi, X Cp X Qp X Sy, von .
Beweis. Der Beweis ist eine Adaption von Lemma O

Das vorherige Lemma, ermoglicht es uns, die stetige Abhingigkeit der Losung Uj, €
Vi, x Cy, x Qp, x Sy, des Problems von den Daten beziglich der starken Stabilisie-
rungsnorm ||-||stab, 188, s aus (6.51)) zu beweisen.

87



Theorem 6.15. Seien a € L®(Q)?NV, V-a=0, dec Wh-*(Q)?N H (rot, Q). Dann gilt

9C, CsD
| Un|lstab, 188, s < (9 + 76 + ;) || Un||stab, 188, w

C5E |FG ((’Uh, 0)0) 8h))|
B (on.sn)eVixSy |(Vhs 0,0, 85)|Istab, 158, s

(6.55)

fir die Lésung Uy, € Vi, X Cp X Qp X Sy, von mit den Konstanten 8 > 0 aus ,
Cs aus Korollar[6.13, Cs aus Korollar[6-13 und den Konstanten D und E, welche durch
16.28) und (6.29) gegeben sind.

Beweis. Der Beweis ist eine Modifikation des Theorems [6.8] O

Wir schlieflen die Stabilitdtsanalysis des stationéren linearisierten Magnetohydrodynamik-
modells mit der folgenden Bemerkung ab.

Bemerkung 6.16. In den Theoremen und haben wir Schranken fiir gewisse
Galerkinterme und zusétzliche Stabilitdtsterme gewonnen. Allerdings kann fir feste Git-
ter die Kontrolle iiber ||p|[12(q) und |[b||z2(q) entsprechend einbrechen, sofern bestimmte
Grenzwerte in den physikalischen Parametern v — 0, A — 0 betrachtet werden. Dies
steht im Einklang mit einer Bemerkung aus [8, Bemerkung 4.2]. Dieses Phidnomen tritt
allerdings bereits bei der Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen mit stabilisier-
ten Lagrangeschen Finiten-Elementen in [5| oder [18] auf. Ferner beobachten wir diesen
Umstand numerisch auch in der stabilisierten Approximation der Maxwell-Gleichung mit
Lagrangeschen Finiten-Elementen in [64] anhand des Beispiels der singuldren Losung in
einem nichtkonvexen Gebiet.

Desweiteren erhalten wir, wie zum Beispiel in Bemerkung [6.5] gesehen, gewisse Schranken
an die Stabilisierungsparameter, welche nicht lokal projiziert werden. ]

6.4 Konvergenzanalysis fiir glatte Losungen

In diesem Unterabschnitt beschiftigen wir uns mit der Konvergenzanalysis fiir glatte Lo-
sungen filir das stationére, linearisierte, stabilisierte, diskrete Magnetohydrodynamikmo-
dell. Dies bedeutet, dass b € H'(2)?, I € N angenommen wird. Hierbei werden die Fille
der Equal-Order-Approximation und der inf-sup-stabilen Approximation unterschieden.
Schliellich wird noch auf der Annahme einer orthogonalen LPS-Kompatibilitdtsbedingung
fiir die LPS-Terme wie zum Beispiel beim Magnetfeld

(c—jbc,nh> =0,VceC,Vn, € Dy

eine Fehleranalysis fiir glatte Losungen durchgefiihrt.
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6.4.1 Vorbereitungen ohne LPS-Kompatibilitit

Zuallererst wollen wir eine approximative Galerkin-Orthogonalitdt nachweisen.

Lemma 6.17. Sei U := (u,b,p,r) € V x C x Q x S die Losung des kontinuierlichen
linearisierten Magnetohydrodynamikproblems aus . Sei Uy, € Vi, x Cp X Qp, X Sy, die
Losung des diskreten, linearisierten, stabilisierten Magnetohydrodynamikmodells aus
beziehungsweise . Dann gilt

(Ac + SLpd"%) (U= U, Vi) = S0 (U, W) (6.56)
fir alle Vi, € Vi x Cp X Qp X Sh,.
Beweis. Subtrahieren wir beziehungsweise von , so gibt dies
A (U= U Vi) = SEp5"°% (Ui, Vi) = 0,

was mit Addition von SLEF%ISS (U, V}) die Behauptung zeigt. O

Seien U = (u,b,p,r) € V x C x Q x S die Losung des kontinuierlichen linearisierten
Magnetohydrodynamikproblems aus (5.40) und Uy € V,, x C), x Qp x Sy die Losung
des diskreten, linearisierten, stabilisierten Magnetohydrodynamikmodells aus bezie-

hungsweise (6.9). Dann impliziert Lemma
(Ac +S7p5"%) (U = Un, Vi) = S7p5"% (U, V) (6.57)

fir alle V, € Vj, x C), x Qp, X Sp. Sei J = (j“,jb,jp,j’") mit

j* V — V3,
jb . C — Oy,
ir o Q— Qp,
J" S — Sy

ein Interpolationsoperator. Dann zerlegen wir den Fehler U — U, mittels
U-U,=(U-JU)+(JU-Up)=E-E,; (6.58)

mit dem Interpolationsfehler £ = (ey,é€p,ep, &) und dem Approximationsfehler Ej =
(e, €eb, €p, €7). Setzen wir Vj, = Ej, in Gleichung (6.57) und nutzen (6.58]), so erhalten wir

(Ac + SR ) (U -0 B = (Ac+SPL%) (€~ B, Ba)
= Sips 7 (UBy)

und dies fithrt uns zu

(AG + SLEJ%ISS) (EnEn) = ~Sppt > (UEy) + Ac (€, Ep) + Sppk °% (€.En).
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Daraus folgt dementsprechend

(Ac + SEp5™2) (B, En) < SRS (U By) — Ag (€,8) — T8 > (€, By)|

(6.59)
= |+ II+11I|,

wobei unser Ziel darin besteht, die einzelnen Terme I, I und III abzuschitzen. Da-
bei nutzen wir die Dreiecksungleichung, um anschlieflend fiir die Terme obere Schranken
anzugeben. Es ergibt sich zuerst mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

EO/ISS
1] = |Sp6™ (U, By
EO/ISS 3 [ cEO/ISS 2 (6.60)
< (Stps™ (U, U))? (SErs™ (B BR))*
Mit dhnlicher Argumentation folgt
EO/ISS
111] = | S7R5" (€, B)| .
6.61

1 1
EO/ISS 2 EO/ISS 2
S (SLP,S/' (5,5)> ’ (SLPS/ (En, Eh)) ’
fir |[111|. Fuar 11 sehen wir mit der Definition von Ag aus (5.38)), dass

|—11| < V|| Veul 2 (@yaxa vVl Veul| p2ayixa + VAV X ebll2(@)a VAV X ep]l12(q)e
+ [{(a- Vey,eu) — ((V xep) xd,eq) — (V x (eq xd),ep)
—(ep, V- eu) + (V- cuyep) + (Ver,ep) — (Ver, ep)|
= V|| Veullp2@yaxav¥| Veul raiyaxa + VIV X epll12(0)a VAIIV X epll 20y
V]
(6.62)

gilt. Nun miissen wir die nichtsymmetrischen Terme in I'V abschétzen. Partielle Integration
und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung geben

(a-Vey,eq) = —(a-Vey,cy)

D=

[
< | X =kl | VEIVeullpz gy
MeMy

[NIE

1
1 2
—(ep,V-eu) < Z - ||€p”%2(K)) (Z TQHV‘euH%%K)) )

KeT, "2 KeTh

IS
=

( ) Tenwrniw) ,

KeTh

1
NS SR> Tﬁnebuiw)

KeTh
—(Vx(euxd),ep) = (eu,(Vxep)xd
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1
Iz ans, o ’ 2
< Z f”guHm(M)d \/XHvxebHH(Q)d

MeMy,

fiir die vier angegebenen Terme. Im Equal-Order-Falle gilt mit partieller Integration und
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

- (e;m V- 811) = (vepa Eu)

3 2
1
(Z TvHVep!iz(md) (Z THEu”%Q(K)d) :

KeTy KeTy,

IN

Im Falle der inf-sup-stabilen Approximation gilt, dass der kritische Term
—(ep,V-eu) =0

bei der Wahl eines stetigen Druckraumes @y, € {Px_1, Qx—1} verschwindet. Siehe dazu [3].
Falls ein unstetiger Druckapproximationsraum gewahlt wird, wird in [3] auch gezeigt,
dass dieser mit einem zusétzlichen Sprungstabilisierungsterm {iber die Kanten behandelt
werden kann.

Wegen
r=j3r=0

verschwindet (Ve,, e, ). Verwenden wir partielle Integration, die Cauchy-Schwarz-Ungleichung,
die Ungleichung nach Poincaré und die Vektorformel

V X (z1 X 29) =29-Vz; —23(V-21) —21-Vze+ 2 (V- 29),
so ergibt sich

—{((V x ep) x d,ey)
(ep, V X (ey x d))

< >0 lebllzznallV x (ew x )|l 2(arye

MeMy,
< Y llewllzeane 1+ d) {lleallzzanel Vall o aryaxa + lldll o arye | Veull 2garyxa |

MeMy,
< Y lenllzaqane (14 d) {ldll e arya + CplI VA e aryaxa } [ Veull gz (araxa

MeMy,

2 3
(1+d) {[ldll g arye + ColIVAlloaana}

< lebllz2ana | %

MeMy, v

X\/;”VGUHL%Q)dW

fiir den letzten der sieben nichtsymmetrischen Terme. Somit gilt zusammenfassend mit
der Youngschen Ungleichung fiir den Equal-Order-Fall

(AG + 55195) (En,Ep) < (S{EO)2 T (SQEO)2 (6.63)
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mit

= VV[|Veul r2gyaxa + VAV X epllp2(a)a

1 1
N : e )
T DL AN RIS B B i B
MeM,, MeM, (6.64)

1
2

2
(14 d)? {lldl oo (arye + CrlIVl| oo aryaa }

v

+

lenllZ2(ara
MeMy

und

b } ! ’
SEO .~ (SLPS (&5)) (SLPS (UjU)) + ( Z T||5p|!%2(K))

KeTy

) ) (6.65)
1 2 ’ 1 2 ’
+ > 76HSbHL2(K)d +1 > ;|’5u"L2(K)d :
KeTy KeTy,
Im inf-sup-stabilen Falle gilt analog zu (6.63|)
2
(Ac + SE) (BA, By) < (SISS) (835) (6.66)
mit
5158 = gFO (6.67)
nach (6.64]) und
) :
595 = (S13%(€,))* + (st (U, )
. 3 . 3 (6.68)
+ ( > 7_2”517’%2(1()) + ( > THEbH%Q(K)d)
KeT KeT
ahnlich zu (6.65)).

6.4.2 Equal-Order-Fall ohne LPS-Kompatibilitat

d d d d
Sei die Losung U € [H*1(Q)]" x [HF1(0)]" x [H1(Q)] " x [H541(02)]" des kontinuierli-
chen Problems ((5.40)) von entsprechender Glattheit. Mit den Eigenschaften des lokalen L2-
Projektors und den Interpolationseigenschaften der Finiten-Elemente, zum Beispiel [34],
folgt fiir den Term aus (6.64) mit einer Umgebung der Nachbarzellen wy; um die Zelle
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M e M,

lall? o apabde Al o npah?
GEO 2% (M)4"K (M)d""M 2
( ) <c Y ¥ {( ; + . 31,

MeMy,
2 (6.69)
, {1l arye + ColIVAl| oo (aryaa }
>‘+hM U |b‘Hk+1(wM)d
und
(EO> <C Z h% 7‘4—i |u| + T+@ |b|2
MeM,, 77 HEH () * T HY (wrn)?
2(s— 2
1) (e g + 7 (Il + CollTllzeayone} ) s o
2(s 2(s—k) 2 2 h2
0T Bl oy P Tl e iy 101y g0 + 2 s o

(6.70)

fiir den Term aus ([6.65]). Definiere die lokale Fluid-Reynoldszahl und die lokale Magnet-
Reynoldszahl mittels
- HaHLOO(M)th

Reg = » (6.71)
e Il aryeh
Ry = M (6.72)

Analog werden die globalen Zahlen definiert, wobei M C € durch das Rechengebiet Q ¢ R?
ersetzt wird. Eine Aquilibrierung der Terme aus gibt uns

all?. h? d||% h?

v+ H H (M)d M 1 H HL (Md M 17
v A

2

| o (aye + ColIVl| oo (aryaa }

1%

N

A+h§w{ 1.

~

Dies liefert uns zusammen mit (6.71)) und (6.72) die Gitterweitenbeschrankungen

VVResy < C (6.73)
und
VARepr < C (6.74)
mit gegebenenfalls unterschiedlichen Konstanten C. Eine Aquilibrierung der Terme aus
(670) ergibt
2
T2 + — ,S 17
T7
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h2

S L
T6
2
h7M<1
™

und
2 2(k—s
TillalZoe arye + 73 {11l e (arys + CPlIVAllpoeqaryixa} + 7alldl 2 apya + 71 S PR,

wobei insbesondere die interessanten Félle s € {k — 1, k} betrachtet werden. Aufgrund der
ersten Gleichung folgt die Beziehung

ToTr < h%\/[
und somit erhalten wir

cv <1 < Cvmax{l,Resqn},

h2
T7 o~ 7M.
T2
Aus
2
T6
folgt also
T5T6 ~~ h?\47
was die Parameterwahl
2
s h MQ)\7
L
L3
6 ~ —
6 )

aus Bemerkung mit einem Aquilibrierungszeichen bestiitigt. Mit s € {k — 1, k} lassen
sich wegen 79 ~ v nach obiger Betrachtung die Wahlen

2(k—s)
0<mn < C%,
0<m < C TQh?\fIk—S)
2
{l1dll 2= (ana + Crl V| o (aryaxa }
2(k—s)
0<m < o2

rechtfertigen. Fassen wir also die Parameterwahl in

T2h2(kfs)
0<n 5 C—FH—, (6.75)
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cv <1y S Crmax{l,Resq}, (6.76)
7_2h2(k—s)
0<m < C M o (6.77)
{1l g arye + CPIVAl| oo aryaa }
h2(k—s)
0<m < C%, (6.78)
h2,\
T5 N~ s (679)
L
L
~ =20 6.80
76 2\ ( )
h2
o~ M (6.81)
T2

zusammen, so folgt mit Lemma [6.1] folgendes Konvergenzresultat beziiglich der schwachen
Stabilisierungsnorm aus ((6.10)).

d
Theorem 6.18. Seien a € L>=(Q)INV, d € WH>(Q)4NH (rot, Q) und U € {HkH(Q)} X

d d d
{HkH(Q)} X [Hk“(Q)} X [Hk“(Q) die Losung des kontinuierlichen linearisierten Ma-
gnetohydrodynamikproblems aus . Seit Up € Vi, x Cp X Qp X Sy, die Losung des dis-
kreten, linearisierten, stabilisierten Magnetohydrodynamikmodells aus . Dann gilt mit

der Gitterweitenbeschrinkung aus (6.75)- und der Parameterwahl aus (6.75)-

H U- Uh”%tab, EO, w < é Z h?\? (|u|§{k+1(wM)d + |b|§{k+1(wM)d + ’p|j2ﬁlk+1(wM)> (6'82)
MeMy

mit einer Konstanten C > 0.

Beweis. Der Beweis ist eine Folgerung aus den vorherigen Betrachtungen aus Unterab-

schnitt [6.4.2] O

Betrachten wir den Galerkin-Term Ag (Ep, V) fiir beliebiges Vi, € Vi, x Cp x Qp X Sp
aus Korollar so gilt

Ac (Ep, V)

ol @aLo
SIWM%mMm{V%V%Mmmw+;)Vﬂv%hmww

1 1Al Lo ()4 Lo
1 D lenlioge | + = VAIV X ebll 120
(KGTh T o VAV

+\/;||V€u||L2(Q)d><d + \/XHV X ebHLz(Q)d

1
1| oo (ye Lo /vCp 76 L 2 ’
+ WG T IVeullz2@yaxa + | D IV -enliza

KeTy
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und mittels Theorem folgt folgendes Konvergenzresultat unter Beachtung, dass mog-
licherweise in bestimmten asympotischen Grenzwerten des kontinuierlichen Problems fiir
V5, = (vp,0,0, s) Kontrolle iber ||b — by ||c und ||p — pp||g verlorengehen.

. oo (ONd 100 /O d k+1 d
Theorem 6.19. Seien a € L*(Q)*NV, d € WH*(Q)*NH (rot,Q) und U e [H* ™ (Q)| X

d d d
{HkH(Q)} X [HHI(Q)} X [Hk+1(Q) die Losung des kontinuierlichen linearisierten Ma-
gnetohydrodynamikproblems aus . Set Uy € Vi, x Cp X Qp X Sy, die Losung des dis-
kreten, linearisierten, stabilisierten Magnetohydrodynamikmodells aus . Dann gilt mit

der Gitterweitenbeschrinkung aus (6.75)- und der Parameterwahl aus (6.75)-

~ 2 2 2
H U- UhH%tab, EO, s <C Z h%\fl (‘u’HkJrl(wM)d + ‘b‘Hk+1(wM)d + ’p‘Hk+1(wM)) (6~83)
MeMy,

mit einer Konstanten C > 0.

Beweis. Der Beweis ist eine Folgerung aus den vorherigen Betrachtungen aus Unterab-

schnitt [6.4.2] O

Wir halten noch Folgendes fest.

Bemerkung 6.20. Sofern wir v < hyr und A < hjps in GroBenordnungen ohne physi-
kalische Einheiten annehmen, kénnen wir im Falle der Equal-Order-Approximation auch
Methoden mit der Ordnung k + % erhalten. Vergleiche dazu |64, Theorem 5.5]. Leider
ergeben sich schérfere Gitterweitenbeschrinkungen als in den vorangegangenen Fallen.

6.4.3 Inf-sup-stabiler Fall ohne LPS-Kompatibilitit

d d d
Betrachte hinreichend glatte Losungen U € {HkH(Q)} X {HkH(Q)} X {Hk(Q)} X

d
{Hk(Q)} des kontinuierlichen Problems (5.40). Mit den Eigenschaften des lokalen L2-

Projektors und den Interpolationseigenschaften der Finiten-Elemente, z.B. [34], folgt fiir
den Term aus mit einer Umgebung der Nachbarzellen wy; um die Zelle K € My,

2 Iall7 s apyalie 1A apyahiis
(%) <c % hﬁﬁ{(w =+ S ) e oy
MeMy,
2 (6.84)
{1l g (arys + CpIIVAl| o (aryia }
A+ h3 b}
M v HFH1 (wp)?
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und

2 hi
(Séss) <C Y by {7'2 \U|§1k+1(wM)d * <T5 i M) |b‘§{k“(wzv1)d
MeMy, o

2(s—Fk) 2
+h20 (n||a||§oo(M)d +73{||d|\LN(M)d + Cp|| V| oo (aryaxa } )|u|§ls+l(wM)d

2(s—k—1)

+hyg 7 |p’H3(wM) + hM HdHLoo M)d ’bﬁ{erl( Wit o ‘p|H’“(wM)}

(6.85)

fiir den Term aus (6.68)). Es gelten die lokalen Definitionen (6.71)) und (6.72). Eine Aqui-
librierung der Terme aus gibt uns
(N F IS
v A
2
{ldll g (ana + Cpl| V| o (aryaxa }

1%

1,

AN

A+ h3; < L

Dies liefert uns zusammen mit (6.71) und (6.72)) die Gitterweitenbeschrankungen (6.73)
und (6.74)). Eine Aquilibrierung der Terme aus (6.85]) ergibt

T2 S 1,

h2
T5+7M 5 ]-a

T6

2

Ry < 1

™

und

T s
T1||a||%oo(M)d + 73 {Hd”Loo(M)d + CPHvdHLoo(M)dXd} + 7-4||dHLOC ) + h2 < B2k )’

wobei insbesondere die interessanten Fille s € {k — 1, k} betrachtet werden. Aufgrund der
ersten Gleichung folgt mit den Ergebnissen der Stabilitdtsanalysis die Beziehung

cv < 1 < Cvmax {1,Resn}

und ferner erhalten wir

2(k—s-+1)
Ty ~ by p
Aus )
T5 + }2'6 <1
folgt also
576 S M
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was die Parameterwahl

h2,\
75 T2 >
L
L
T6 ~~ 7

aus Bemerkung|6.5|bestiitigt. Mit s € {k — 1, k} lassen sich wegen cv < 75 < Cvmax {1, Rej o}
die Wahlen

2(k—s)
0<n < o2
0<m < C TQh?\y‘?—S)
27
{l1dll 2= (ana + Cpl V| o (aryaxa }
2(k—s)
0<m < C%

rechtfertigen. Fassen wir also die Parameterwahl in

TQhQ(kfs)
0<m < C=2M (6.86)
HaHLoo(M)d
cv <1 < Cvmax{l,Resq}, (6.87)
T2h2(k—s)
0<m < C M o (6.88)
{1l g (arye + CIVAl| o aryaxa }
2(k—s)
Toh
0<n < Oﬁ#ﬁ——, (6.89)
oo(M)d
h3,
T5 o~ ﬁ%g (6.90)
0
L2
6 ~ i% (6.91)
h2(kfs+1)
T~ Jig—f (6.92)

zusammen, so folgt mit Lemma folgendes Konvergenzresultat beziiglich der schwachen

Stabilisierungsnorm aus (6.10]).
d
Theorem 6.21. Seien a € L¥(Q)?, d € L=(Q)? N H (rot, Q) und U € [HkH(Q)} X

k41 d k d k d . . Lo . ..
{H (Q)} X [H (Q)} X {H (Q)| die Losung des kontinuierlichen linearisierten Magne-
tohydrodynamikproblems aus . Seit Uy, € Vi, x Cp X Qp X Sy, die Losung des diskre-
ten, linearisierten, stabilisierten Magnetohydrodynamikmodells aus . Dann gilt mit
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der Gitterweitenbeschrinkung aus - und der Parameterwahl aus -

U - UhH%tab, 1SS, w = C Z h?\’/? (‘uﬁ{kﬂ(wM)d + ’b’ZkJrl(wM)d + |p’§{k(wM)> (6.93)
MeMy,

mit einer Konstanten C > 0.

Beweis. Der Beweis ist eine Folgerung aus den vorherigen Betrachtungen aus Unterab-

schnitt [6.4.2] O

Analog lasst sich mit der Argumentation nach Theorem folgendes Ergebnis gewinnen.
d
Theorem 6.22. Seien a € L>(Q)¢, d € L>°(Q)¢ N H (rot,Q) und U € [Hk“'l(Q)} X

k41 d k d k d . . Lo . ..
{H (Q)} X [H (Q)] X {H (Q)| die Losung des kontinuierlichen linearisierten Magne-
tohydrodynamikproblems aus . Sei Up € Vi, x Cp, x Qp x Sy, die Losung des diskre-
ten, linearisierten, stabilisierten Magnetohydrodynamikmodells aus . Dann gilt mit

der Gitterweitenbeschrinkung aus — und der Parameterwahl aus —

| U~ UhH%mb, 1SS, s = C Z h?\ﬁ[ <|u|§1k+1(wM)d + |b‘§{k+l(wM)d + |p@{k(wM)> (6.94)
MeTy,

mit einer Konstanten C > 0.

Beweis. Der Beweis ist eine Folgerung aus den vorherigen Betrachtungen aus Unterab-

schnitt [6.4.2 O

6.4.4 Vorbereitungen mit LPS-Kompatibilitat

Wir nehmen hier als Vereinfachung elementweise konstante Felder a|y; = ap und d|p; =
dm an. Hierbei handelt es sich um eine technische Annahme fiir den stationdren Fall, um
bestimmte L?-Terme zu kontrollieren. Im zeitabhingigen Fall des Navier-Stokes-Problem
lasst sich diese Annahme mit der Anwendung des Gronwall-Lemmas umgehen. Siehe dazu
[3] oder [21].

Wir nehmen die folgende LPS-Kompatibilititsbedingung zwischen den Projektionsraumen
D3, und dem Finite—Elemente—Raum[Yh,k]d an. Setze Y, (M) = {wy, € [Yh,k]d P W =
0in Q\ M}.

(A.5): Es existiert eine Konstante v > 0 derart, dass

. (Wh, Vi) M
inf sup
VhEDY wy €Y, 1 (M) ”Vh”L2(M)d ”WhHL2(M)d

>~ Yh>0, VM € M, (6.95)

Folgen wir Theorem 2.2 in [50], so kénnen wir die Existenz von Interpolationsoperatoren
UV =V, P C = O, gP: Q — Qp, zeigen, welche die Orthogonalititsbedingungen

(v—=j"vi¢n) = 0 VveV und V¢, € Dy, (6.96)
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(c —jbc,nh) = 0 VeeC und Vn, € Dy, (6.97)
(p—3"p,pn) = 0 VYpeQ und Vp, € Dy (6.98)

erfillen.

Ferner werden die Interpolationsbedingungen aus (A.2) fir die Interpolationsoperatoren
im Falle glatter Losungen erhalten.

Hinreichende Bedingungen an die Zerlegungen Ty, M}, die Finite-Elemente-Rdume und
die Projektionsrédume fiir (6.96)-(6.98) konnen in [21] oder [50] gefunden werden. Fiir
den Einlevel-Fall 7;, = M}, muss beispielsweise der Geschwindigkeitsraum durch lokale
Blasenfunktion - vergleiche [50] - angereichert werden.

Es gilt im Allgemeinen j%u ¢ V%, daher muss der gemischte Term (e,, V - £4) betrachtet
werden. Eine sorgféaltige Wahl des Druckraumes @y, wird benétigt. Die kritischen gemisch-
ten Terme verschwinden fiir stetigen Druckraum @), = P;_1. Das Fehlersplitting ist analog
zu den Vorbereitungen aus Unterabschnitt [6.4.1] Wie in Abschnitt [6.1] erwéhnt, lassen wir
Indizes am Fluktuationsoperator aus Griinden der Ubersicht weg.

1} erlauben wegen der Annahme konstanter Approximationen ay; und djs an
die Felder a und d auf allen M € M}, eine Modifikation der Abschétzungen der Terme

(a-Vey,ey) = —((a -Vey) ,5u>
= M;/Ih —(/@ (apr - Vey) ,SU)M

IN

1 3
( > ;ng”iz(M)d) IEn stab,£0/155 05
MeMy, 1

—((Vxep)xd,ey) = (eb, (V X (eq x d)))
= Y (e n(Vx (euxdu))

MeM

1 3
< ( > ;’\5b||3,2,M) I Enlstab, 20155,
MeMy, 4

—(Vx(egxd),ep) = (eu,((Vxep)xd))

= Z (eu, k ((V x ep) x dum))
MeM,,

1 3
(X —leullBonr) *I1Bullstasmosmss.e-
MeMy, 3

IN
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6.4.5 Equal-Order-Fall mit LPS-Kompatibilitit

Wir erhalten

EO 2k h2 h2

MeM,,

und

h2
( EO) <C Z hii { T2 + TM) |u|§1k+1(wM)d
MeMy, 7

2(s—k
+hag ™ (rullanal} s anya + Tall Al e o) [0 e

) 2
+7‘h(5

2(s
h2e 7'3HdM|’L°°(M)d‘b|HS+1(wM)d}

Wir haben die Aquilibrierungen

h%\([ 2 d 2 h%\/[ h’?\i
v+ Tl +7'1HaM”Loo(M)d +T4H MHLOO(M)d + T3 + 10 + T7
hZ
7'7+7M

T2

oY oY 2
A =5+ 716+ == + mslldmll 7o 4y
T4 75

mit s = k. Dies fiihrt auf die Parameterwahlen

ho

———min{l, Refr},
HaMHLoo(M)d

71

ra ~ max {v, haglanell e

h
T3 o~ —Mmin{l,ReﬁM},
Al zoo (arye
h
Ty o~ —Mmin{l,Rem,M},
Al Loo (ar)a
Lj
T5 ~~ 77
Ah3,
T6 ~~ )
L§

T7 ~ max {1/, hMHaM”Loo(M)d}

h? hi,
|p|§—15 w]u) + 7M‘p|%1k+1(w1\4) + (7_6 + 7)|b|Hk+1

~

~

GATE
T4 ’ ’HkH(wM)d

(6.99)

(6.100)

(wn)?

v+ harllan || Lo (aryas
v+ harllane] poo (aryes

A+ harlldar | oo (mr

(6.101)
(6.102)

(6.103)

(6.104)

(6.105)

(6.106)

(6.107)

und ohne Gitterweitenbeschrankungen auf folgendes Theorem dhnlich zu Theorem [6.18]
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d
Theorem 6.23. Seien a € L(Q)INV, d € W(Q)INH (rot, Q) und U € [H*1(Q)]"x

d d d
{Hk""l(Q)} X [HkH(Q)} X [Hk+1(Q) die Losung des kontinuierlichen linearisierten Ma-
gnetohydrodynamikproblems aus . Sei Uy € V), x Cp, x Qp, x Sy, die Losung des dis-
kreten, linearisierten, stabilisierten Magnetohydrodynamikmodells aus . Dann gilt mit

der Parameterwahl aus (6.101)-

~ 2 2 2
H U- (JhH%tab7 EO, w < C Z Uh?\? (|u|H’“+1(wM)d + |b|Hk+1(w1\/1)d + ‘p|Hk+1(wM)> (6'108)
MeMy

mit einer Konstanten C > 0 und 0 == v + A+ hyy (HaMHLoo(M)d + HdMHLoo(M)d).

Analog zu Theorem folgt das nachfolgende Resultat ohne Gitterweitenbeschrankung.

d
Theorem 6.24. Seien a € L>=(Q)NV, d € WH(Q)NH (rot, Q) und U € {HkH(Q)} X

d d d
{HkH(Q)} X [HkH(Q)} X [HkH(Q) die Losung des kontinuierlichen linearisierten Ma-
gnetohydrodynamikproblems aus . Sei Uy, € Vi, x Oy x Qp, x Sy, die Losung des dis-
kreten, linearisierten, stabilisierten Magnetohydrodynamikmodells aus . Dann gilt mit

der Parameterwahl aus (6.101)-
~ 2 2
1U= Uil 50,0 < C 3 b3 (1ulis e+ 1001y + 1800 0)

MeMy
(6.109)

mit einer Konstanten C > 0 und 0 = v+ X+ hyy (HaMHLOO(M)d + ||dMHL<x>(M)d).
6.4.6 Inf-sup-stabiler Fall mit LPS-Kompatibilitat

Wir erhalten
(515" < (o 3 Yl (3 W] 0110

und es gilt weiter

2(s—k
$3 < OZh%[mmW i R EllanlF e e+ TalldnalF o arya) [l

1 h3, 2
Pl o) + (5 ) Bl g0 + 00 TN o Bl

2
+hiy " Ip\?{s(wm] (6.111)

Eine Aquilibrierung der Terme gibt
hQ(k—s)
ch?\/l <n < CM27, cv < 1y < Cvmax{l,Rerqn} (6.112)
HaMHLoo(M)d
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und

h2(k—s)
Chi; <mm<C—2 (6.113)
HdM”Loo(M)d
und abschlieffend
h2(k—s)
s~ L3N, 16 ~RANLE, T~ MT2 : (6.114)

Das fithrt ohne Gitterweitenbeschrinkung auf das folgende Theorem &hnlich zum gefun-
denen Theorem [6.21]

d
Theorem 6.25. Seien a € L>(Q)4, d € L>°(Q)? N H (rot,Q) und U € [HRH(Q)} X

[ k41 d k d k 14, .. L, . ..

H (Q)} X [H (Q)] X [H (Q)| die Losung des kontinuierlichen linearisierten Ma-
gnetohydrodynamikproblems aus (5.40). Sei Uy, € Vi, x Cp X Qp % Sy die Losung des
diskreten, linearisierten, stabilisierten Magnetohydrodynamikmodells aus . Dann gilt

mit der Parameterwahl aus -(6.114

1 U= Unldia, 155, < C Y oh35 ([ulips oy, 0 + [l + Pk ) (6:115)
MeMy,

mit einer Konstanten C > 0 und 0 = v+ X+ hy (HaMHLoo(M)d + ||dMHLoo(M)d).

Ahnlich zu Theorem erhalten wir ohne Gitterweitenbeschriankung das nachfolgende
Theorem als Resultat.

d
Theorem 6.26. Seien a € L>(Q)?, d € L=()? N H (rot,Q) und U € [Hk‘H(Q)} X

{ k41 d k d k d . .. Lo . . ..
H (Q)} X [H (Q)] X [H (Q)| die Losung des kontinuierlichen linearisierten Ma-
gnetohydrodynamikproblems aus . Sei Uy, € Vi x Cp X Q X Sy die Losung des
diskreten, linearisierten, stabilisierten Magnetohydrodynamikmodells aus . Dann gilt

mit der Parameterwahl aus -(0.11/

~ 2 2 2
U - UhH%tab, Iss, s < C Z Jh?\fl (’u’HkJrl(wM)d + ‘b’HkJrl(wM)d + ‘p’Hk(wM)) (6.116)
MeTy,

mit einer Konstanten C > 0 und 0 == v + A+ hyy (HaMHLoo(M)d + HdMHLoo(M)d).

6.5 Konvergenzanalysis fiir nichtglatte Losungen

Unter einer nichtglatten Losungen verstehen wir ein Magnetfeld, fiir welches b & H'! (Q)d

liegt. Dieser Umstand tritt beispielsweise dann auf, wenn das Rechengebiet nichtkonvex ist
und eine einspringende Ecke vorliegt. Beispiele fiir solche Gegebenheiten finden sich in [6]
oder [19]. Im Folgenden seien die bekannten Felder a € L (Q)?NV und d € W (Q)?nC.
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In diesem Unterabschnitt wollen wir die Ideen aus Unterkapitel auf das stationire
linearisierte Magnetohydrodynamikmodell tibertragen. Wesentlich wird die Annahme [£.12]
sein. Ferner beno6tigen wir den Umstand, dass

hm Z 7'5/ n(V-cy) de=0
TURET gk

gilt. Da die LPS-Kompatibilitdt eine bestimmte Glattheit an die Argumente im Fluktua-
tionsoperator voraussetzt, wird die Fehleranalysis nur fiir den Fall ohne diese Orthogona-
litdtsbedingung durchgefiihrt.

Startpunkt, um die Fehleranalysis fiir dieses Problem zu skizzieren, ist die Zerlegung aus
Theorem welches uns
b =Dbg+ Vo (6.117)

mit by € H'*" (Q)? N Hy (rot; Q) und ¢ € HY () N H™" (Q) fiir ein reelles r > 3 liefert.
Wegen V x Vi = 0 gilt somit offenbar beispielsweise
(V X b,V XCh) = (V Xbo,v X Ch)

fiir eine beliebige Testfunktion ¢, € C}. Somit ist erneut der einzige Term in der Feh-
leranalysis, der Probleme bereitet, die Divergenzstabilisierung des Magnetfeldes. Analog
zum Unterabschnitt [£.1.5] sehen wir mit partieller Integration fir den singuldren Anteil ¢
ein, dass sich

Z T5/(V-V¢)(V~ch) dz

KeTy, K
= - ) 75/ )(VV -¢p) dz
KeTy, K
+ Z T5/ (V Ch) dx
KeTn oK

ergibt. Wir benotigen die folgende Approximationseigenschaft aus Unterkapitel

Annahme 6.27. Ex existiere iiber der Gebietszerlegung 7, ein Finite-Elemente-Raum
G, dergestalt, dass fiir jedes ¢y, € G}, dann V¢, € C), gilt. Ferner erfiille dieser Raum G},
die Approximationseigenschaft

f s <Cht5 ¢ 6.118
¢12G |6 — Onll sk ol e ( )

mit einer Konstanten C' > 0 fiir jedes K € 7Ty, fiir beliebiges ¢ € H' (K) fiir 0 < s <t <
k + 1 fir die polynomiale Ansatzordnung k € N.

Mit Unterabschnitt [£.1.5] und den Vorbereitungen aus Unterabschnitt [6.4.1] ergeben sich
dann mit der nichtbeschriankenden Annahme, dass hys < 1 ist, die folgenden Resultate im
Falle der Equal-Order-Approximation:
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d
Theorem 6.28. Seien a € L(Q)INV, d € W(Q)INH (rot, Q) und U € [H*1(Q)]"x

d d
[H" ()] x {Hk“'l(Q)} X {Hk"'l(Q) die Losung des kontinuierlichen linearisierten Ma-

gnetohydrodynamikproblems aus mit % <r <1 Sei U, € Vi x Cp x Qp x Sy,
die Losung des diskreten, linearisierten, stabilisierten Magnetohydrodynamikmodells aus

. Dann gilt mit der Gitterweitenbeschrinkung aus — , der Parameterwahl
aus (6.75)- und der Annahme

~ 2 2 2
|U— UhH%tab, Eo, w < C Z h?‘z (’u‘H’““(wM)d . |b0’Ht+l(wM)d + |p‘Hk+l(“’M))
MeM;,

A 2(t—e), 2
+ L3725 hM ‘90|Ht+1(wM)d

(6.119)
mit einer Konstanten C > 0 fiir t :== min {r, k} fiir jedes e € (0, t— %)

Dies lésst sich dhnlich zum vorherigen Vorgehen im glatten Fall auf die starke Norm
erweitern.

d
Theorem 6.29. Seien a € L>=(Q)INV, d € WH(Q)NH (rot, Q) und U € {HkH(Q)} X

d d
[HT(Q)]d X {HkH(Q)} X {HkH(Q) die Losung des kontinuierlichen linearisierten Ma-
gnetohydrodynamikproblems aus mit % <r <1 Sei Uy, € Vi x Cp, x Qp x S,
die Losung des diskreten, linearisierten, stabilisierten Magnetohydrodynamikmodells aus

. Dann gilt mit der Gitterweitenbeschrinkung aus — , der Parameterwahl
aus ([6.75)- und der Annahme

~ 2 2 2
1T = Ohllgeas, 50, < € 3= I ([l 0+ 100050010y 00 + 1BlErss o))
MeMy,

A
Lg—QS

(6.120)

2(t— 2
+ hl\g ) “P’HtJrl(wM)d

mit einer Konstanten C > 0 fiir t :== min {r, k} fiir jedes e € (0, t— %)

Analoge Resultate erhdlt man mit den entsprechenden Parameterwahlen ohne LPS-Kompati-
bilitdt fiir die inf-sup-stabilen Approximationen.

Bemerkung 6.30. Wesentliches Resultat der Fehleranalysis aus den Abschnitten
und [6.5]ist die zwingende Notwendigkeit der Stabilisierungen, welche nicht lokal projiziert
werden. Dies zeigte sich auch bereits in der Stabilitdtsanalysis. Fur die lokalen Projektions-
stabilisierungen ergibt sich ein grofler Parameterbereich, der auch deren Nichteinschalten
einschlief3t.
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7 Numerische Beispiele

In diesem Kapitel werden wir zunéchst die Algorithmen fiir das zeitabhéngige erweiterte
Induktionsproblem und fiir das zeitabhéngige Magnetohydrodynamikmodell vorstellen.

Anschlielend wird zuerst zum Induktionsproblem ein zweidimensionales Beispiel ange-
fiihrt, welches wegen der Nichtkonvexitit des Rechengebietes eine singuldre Magnetfeld-
l6sung besitzt. Dieses Beispiel dient dazu, die Konvergenzanalysis im Falle nichtglatter
Losungen zu unterstreichen. Dieses Beispiel findet sich auch in den Arbeiten [64] und [45].

Aufbauend folgen zwei Beispiele zum erweiterten magnetischen Induktionsproblem. Hier-
bei treten im ersten Beispiel scharfe innere Grenzschichten in zwei Dimensionen auf, die
trotzdem iiberraschenderweise auf einem feinen Gitter ohne Stabilisierung gut approxi-
miert werden. Im Anschluss wird das dreidimensionale Problem von Shercliff vorgestellt,
welches ein Randgrenzschichtphdnomen vorstellt. Bei kleinerer magnetischer Diffusivitét
A zeigt sich, dass grenzschichtangepasste Gitter die Qualitdt der Losung wesentlich ver-
bessern. Diese beiden Beispiele finden sich auch in [45].

Als Letztes werden noch zwei analytische Beispiele fiir das volle Magnetohydrodynamik-
modell vorgestellt, die [64] entstammen. Es handelt es sich um ein analytisches Beispiel,
um die theoretischen Konvergenzraten im Falle glatter Losungen und das Parameterde-
sign fiir die vollen Stabilisierungen zu unterstreichen. Desweiteren wird eine klassische
Kanalstromung nach dem Beispiel von Hartmann beschrieben und numerische Ergebnisse
prasentiert.

7.1 Algorithmen fiir das zeitabhingige erweiterte Induktionsproblem
und fiir das zeitabhingige Magnetohydrodynamikmodell

In diesem Unterabschnitt werden die Algorithmen fiir das zeitabhédngige erweiterte Induk-

tionsproblem und fiir das zeitabhingige Magnetohydrodynamikmodell vorgestellt. Wir
benutzen in beiden Féllen als Zeitdiskretisierungsschema das BDF(2)-Schema.

7.1.1 Algorithmus fiir das zeitabhingige erweiterte Induktionsproblem

Wir behandeln zuerst den magnetischen Pseudodruck explizit. Finde by, € C}, fiir vorge-
schriebenes Geschwindigkeitsfeld u € L (0, T, Whee (Q)d> aus

—1 -2
3bp —4by + by
2At

+ Z (TEInd ("‘Q‘JS\/[(V X (u X bﬁt))? K?M(V X (u X Ch)))M (71)
M

+7div,End (V - by, V- cen) ) + (V x (u x byt ), cn)
= (£, cn) — (Vrfy ! cn)

,Ch> +A(V x by, V X cp)
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fir alle ¢, € C},. Finde anschlieflend ry, € S}, aus

- (bﬁta vsh) + Z Tgrad,EInd (VTZt, vSh)]\/[ =0 (72)
M

fiir alle s, € Sp,.

7.1.2 Algorithmus fiir das zeitabhingige Magnetohydrodynamikmodell

Die rotationale Inkrement-Version des Druckkorrekturschemas aus |39] wird fiir den kine-
matischen Druck angewendet. Das bedeutet, dass wir einen Geschwindigkeitszwischenvek-
tor einfithren und die Geschwindigkeitsgleichung mit expliziter Behandlung des Druckes
l6sen. Das Problem liest sich dann in folgender Gestalt: Finde ein uj, € Vj, aus

2At

+ 2 (11 (3@l - V)ER) s (@l V)ve)y + 72 (V85 Veovi)y (73
M

+73 (K (V x (Ugg x diy)), £3(V X (v x dfy)))ar)
= (f]',vn) — (Vp}; ' vh) = (V x biy) X by, vp)

3uy, — dufy !+ upy? 5 a i
( ht ht ht ,Vh | + V(Vuﬁta VVh) + ((uﬁt . V)uﬁta Vh)

fir alle vy, € V3, wobei by, := 2bﬁt_1 — by 2 cine Extrapolation ist. Hierbei sind a’y, eine
konstante Approximation an die Lésung uy, und d’j; eine konstante Approximation an by, .

Danach wird die Losung in den Raum der schwach-divergenzfreien Funktionen projiziert.
Das Problem liest sich dann: Finde (uyy, ¢7,) € (V4 x Q) derart, dass fiir alle ¢, € Qp

<3uﬁt — 3uyp,

VR V) =

(V- ugg, gn) =0

(7.4)

gilt, wobei f/vh sich von V}, durch die Randbedingung v-n|sq = 0 fiir alle v € f/; unterschei-
det. Wegen der diskreten inf-sup-Bedingung fiir Taylor-Hood-Elemente, die wir verwenden,
benotigen wir keine explizite Druckstabilisierung. Dann setze den neuen Druck zu

n __ . n n—1 ~n
Pht = Oht +Ppe - — V'V - Up.

Fir das Magnetfeld benutzen wir die folgende Implementation. Wir 16sen zuerst die Ma-
gnetfeldgleichung und behandeln den magnetischen Pseudodruck r explizit. Das heifit:
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Finde b}, € Cj, aus

2At

3 (7 (30 ((7 < Bf) x df). w3y ((V x en) x diy)y 5
M

+75 (V- bit, V - €n) )
= (£ en) = (Vrjy " sen) + (V< (8 x bie) scn)

b? _4bn—1 bn—2
<3 bt bt D ,ch>+)\(V><bﬂt,V><ch)

fiir alle ¢y, € C},. SchlieBlich 16sen wir nach dem magnetischen Pseudodruck: Finde 77, € S},
derart, dass fiir alle s, € S},

— (b, Vsn) + 376 (Vi Vi) = 0 (7.6)
M

gilt.

7.2 Beispiel fiir das magnetische Induktionsproblem

In diesem Unterkapitel wollen wir uns mit einem nichtkonvexen Rechengebiet beschéaftigen,
sodass bei der magnetischen Induktionsgleichung eine singuldre Losung entsteht. Dies
bedeutet, dass das Magnetfeld b ¢ H” () mit r > 1. Dieses Beispiel findet sich in [6]
und die Ergebnisse entstammen der Publikation [64] des Autors mit Daniel Arndt und
Gert Lube.

Wir betrachten das Gebiet = (—1,1)%\ {[0,1] x [—1, 0]}, wobei die exakte Losung des

Magnetfeldes und des magnetischen Pseudodruckes in Polarkoordinaten (z, ¢) mittels

2
b(z, ) = 23 sin (;0) , 7 (z,0) =0.

gegeben sind. Die magnetische Diffusivitit ist durch A = 1 gegeben. Es gilt fy, = 0. Ferner
2
ist in diesem Falle wegen der analytischen Losung bekannt, dass b € {W%Q (Q)} gilt

und wir somit nicht b € [Wh?2 (Q)]2 haben. Die Dirichlet-Randbedingungen fiir den ma-
gnetischen Pseudodruck werden mittels 7 = 0 auf 92 gesetzt und die Randbedingungen
fiir das Magnetfeld lauten n x b = n x bp, wobei bp der exakten Losung b auf 02
entspricht. Dieses Problem wird mittels eines stationdren Losers rechnerisch umgesetzt,
welcher in FreeFEM++ [40] geschrieben ist. Die benutzen Finite-Elemente-Raume lau-
ten [P1]? /P; im Falle der Equal-Order-Interpolation und [Ps)? /P; im Taylor-Hood-Falle
fiir das Magnetfeld und den magnetischen Pseudruck. Wir untersuchen zunéchst die theo-

retischen Konvergenzraten aus Kapitel [4] auf verschiedenen Gitter, welche in Abbildung
[C1] zu sehen sind.

Wir erhalten dabei die folgenden Ergebnisse, wobei die Konvergenzraten in Klammern
stehen.
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Abbildung 7.1: Gitter fir die Berechnungen: (Links oben) Crossbox, (Rechts oben) Py
Standardgitter, (Links unten) P; rechts-modifiziertes Gitter, (Rechts unten) P; links-
modifiziertes Gitter

Crossbox, Equal-order

h 24 270 276 2~ 7
IIb — bnllo 1.71E -1 | 1.09E — 1 (0.65) | 6.91FE — 2 (0.66) | 4.36E — 2 (0.66)
IV x (b—Dby)l|lo || 1.93E —2 | 7.66E — 3 (1.33) | 3.04FE — 3 (1.33) | 1.23F — 3 (1.31)
llr = rnllo 794FE —3 | 346F — 3 (1.20) | 1.45F — 3 (1.25) | 5.96E — 4 (1.28)
IV (r —rp)llo 391F —2 | 249F — 2 (0.65) | 1.57E — 2 (0.66) | 9.92F — 3 (0.66)
IV - (b—Dbn)lo 3.65 4.57 (—0.32) 5.75 (—0.33) 7.23 (—0.33)
H Crossbox, Taylor-Hood
h 24 27° 270 2~7
|Ib — bnllo 1.60E —1 | 1.02E — 1 (0.65) | 6.45FE — 2 (0.66) | 4.07E — 2 (0.66)
|V x (b—=Dbn)lo || 1.55F —2 | 6.13E —3 (1.34) | 2.42F — 3 (1.34) | 9.61E — 4 (1.33)
llr — rnllo 6.25F —3 | 2.74FE —3 (1.19) | 1.15E — 3 (1.25) | 4.71E — 4 (1.29)
IV (r — 7)o 3.04E —2 | 1.94FE — 2 (0.65) | 1.23E — 2 (0.66) | 7.74E — 3 (0.67)
IV - (b —bn)lo 3.52 4.41 (—0.33) 5.54 (—0.33) 6.98 (—0.33)

Tabelle 7.1: Fehler zwischen kontinuierlicher und approximierter Losung auf dem Cross-
boxgitter des Beispiels aus Unterabschnitt mit Konvergenzraten in Klammern
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H Py Standardgitter, Equal-order

h 271 27° 270 27"
b — bno 362E —1 | 2.86E — 1 (0.34) | 2.23E — 1 (0.36) | 1.74E — 1 (0.36)
IV x(b—=bn)lo | 1.19E —1 | 7.98E — 2 (0.58) | 5.68FE — 2 (0.49) | 4.19E — 2 (0.44)
llr — rnllo 233E —2 | 1.46E —2 (0.67) | 8.83E —3 (0.73) | 5.30E — 3 (0.74)
IV (r — 7)o 798E —2 | 6.39F — 2 (0.32) | 5.07E — 2 (0.33) | 4.00E — 2 (0.34)
V- (b—bn)o 3.06 3.94 (—0.36) 5.24 (—0.41) 712 (—0.44)
H P, Standardgitter, Taylor-Hood
h 271 275 276 277
IIb — bnllo 219FE —1 | 1.41E —1 (0.64) | 8.98E — 2 (0.65) | 5.68E — 2 (0.66)
[V x (b—bpn)llo || 2.87E —2 | 1.16E — 2 (1.31) | 4.72E — 3 (1.30) | 1.92E — 3 (1.30)
7 = rnllo 1.00E —2 | 4.58E — 3 (1.13) | 1.96E — 3 (1.22) | 8.13E — 4 (1.27)
IV (r—rn)llo 3.81E —2 | 2.46FE —2 (0.63) | 1.56 E — 2 (0.66) | 9.89EF — 3 (0.66)
IV - (b—Dbn)lo 3.18 3.99 (—0.33) 5.02 (—0.33) 6.32 (—0.33)

Tabelle 7.2: Fehler zwischen kontinuierlicher und approximierter Losung auf dem Stan-
dardgitter des Beispiels aus Unterabschnitt mit Konvergenzraten in Klammern

H P; rechts-modifiziertes Gitter, Equal-order

h 24 27° 270 277
b — bl 361E —1 | 2.83E — 1 (0.35) | 2.20F — 1 (0.36) | 1.71E — 1 (0.36)
[V x (b—by)[lo | LI8E —1 | 7.91E — 2 (0.58) | 5.66E — 2 (0.48) | 4.20E — 2 (0.43)
Ilr — rnllo 229F —2 | 1.43E —2 (0.68) | 8.56FE — 3 (0.74) | 5.11F — 3 (0.74)
IV (r — 7)o 813E —2 | 6.4TE —2 (0.33) | 5.10E — 2 (0.34) | 4.02E — 2 (0.34)
IV - (b —bn)lo 3.17 4.08 (—0.36) 5.37 (—0.40) 7.20 (—0.42)
H Py rechts-modifiziertes Gitter, Taylor-Hood
h 24 270 276 277
IIb — bnllo 221E—1 | 1.42E —1 (0.64) | 9.05E — 2 (0.65) | 5.72E — 2 (0.66)
IV x (b—Dby)l|o || 294F —2 | 1.14E — 2 (1.37) | 448F — 3 (1.35) | 1.78E — 3 (1.33)
7 = rnllo 1.02E —2 | 4.66E — 3 (1.13) | 1.99E — 3 (1.23) | 8.25E — 4 (1.27)
IV (r—ru)lo || 4.03E —2 | 2.60E — 2 (0.63) | 1.65E — 2 (0.66) | 1.04E — 2 (0.67)
IV - (b —by)lo 3.21 4.02 (—0.32) 5.05 (—0.33) 6.36 (—0.33)

Tabelle 7.3: Fehler zwischen kontinuierlicher und approximierter Losung auf dem rechts-
modifizierten Gitter des Beispiels aus Unterabschnitt mit Konvergenzraten in Klam-
mern

Aus unseren Berechnungen beobachten wir in den Tabellen -[7.4] dass das Crossbox-
Element in Ubereinstimmung mit einer Bemerkung aus [6] sowohl im Falle der Equal-
Order-Interpolation als auch der Taylor-Hood-Interpolation die asymptotisch richtigen
Konvergenzraten liefert. Wir sehen auflerdem iiberraschenderweise, dass die Taylor-Hood-
Approximation in [Ps]? /P; ebenfalls auf allen anderen Gitter im Vergleich zur Equal-
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H P; links-modifiziertes Gitter, Equal-order

h 24 27° 270 2~7
b= bullo 330E —1 | 2.60E — 1 (0.34) | 2.04E — 1 (0.35) | 1.59E — 1 (0.36)
IV x (b—=Dbyn)lo || 1.09E —1 | 7.30E — 2 (0.58) | 5.20FE — 2 (0.49) | 3.85E — 2 (0.43)
llr — rnllo 204FE —2 | 1.25E —2 (0.71) | 7.50E — 3 (0.74) | 4.49E — 3 (0.74)
IV (r — 7)o 7.39E —2 | 5.93F — 2 (0.32) | 4.72FE — 2 (0.33) | 3.75E — 2 (0.33)
IV - (b —bn)lo 3.00 3.82 (—0.35) 4.97 (—0.38) 6.57 (—0.40)
H Py links-modifiziertes Gitter, Taylor-Hood
h 274 275 276 277
IIb — bnllo 211EF -1 | 1.36E — 1 (0.63) | 8.62E — 2 (0.66) | 5.45E — 2 (0.66)
[V x (b—bpn)lo || 2.73E —2 | 1.08E — 2 (1.34) | 4.27E — 3 (1.34) | 1.71E — 3 (1.32)
7 = rnllo 982F — 3 | 4.46E — 3 (1.14) | 1.91E — 3 (1.22) | 7.89E — 4 (1.28)
IV (r — 7)o 3.75E —2 | 242FE — 2 (0.63) | 1.54E — 2 (0.65) | 9.73E — 3 (0.66)
IV - (b —by)lo 3.16 3.96 (—0.33) 4.97 (—0.33) 6.26 (—0.33)

Tabelle 7.4: Fehler zwischen kontinuierlicher und approximierter Losung auf dem links-
modifizierten Gitter des Beispiels aus Unterabschnitt mit Konvergenzraten in Klam-
mern

Order-Approximation die theoretischen Konvergenzraten erzeugt. Dies konnte an der spe-
ziellen kartesischen Struktur der Gitter liegen und wiirde daher mit den Bemerkungen
aus [19] und [20] iibereinstimmen, welche sich auch in Bemerkung finden lassen.

Wir untersuchen jetzt den Einfluss der Langenskala Lg. Wir verwenden das P; Standard-
gitter dafiir. Desweiteren benutzen wir das Taylor-Hood-Finite-Element-Paar [Py]? /Py fiir
unsere Berechnungen. Sei A = 1 die magnetische Diffusivitét.

h [ 2 27° | 276
b — bnlo 7T69E—1] 6.63E—1(021) | -
IV x (b —bn)llo 1.04 0.90 (0.21) -
[ —rallo 387E—1| 385E—1(0.01) | -
IV (r —ra)llo 1.46 2.05 (—0.49) -
[V-(b—bp)llo | 3.34E—1[887E—1 (-141) | -

Tabelle 7.5: Fehler zwischen kontinuierlicher und approximierter Losung auf dem Stan-
dardgitter des Beispiels aus Unterabschnitt mit Konvergenzraten in Klammern fiir
Ly=10""

Wir sehen anhand dieser Ergebnisse in den Tabellen - dass die Langenskala einen
wesentlichen Einfluss auf die Grofie der Fehler besitzt. Auflerdem beobachten wir, dass
sowohl bei sehr kleinen als auch sehr groflen Lingenskalen die korrekten Konvergenzra-
ten nicht mehr erreicht werden. Dies konnte daran liegen, dass mit den Skalierung der
Stabilisierungsparametern durch die Ladngenskalen bestimmte Nebenbedingungen wie die
Divergenznebenbedingung oder das Verschwinden des magnetischen Pseudodruckes nicht
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h 24 270 26
b — bylo 2.19FE —1 | 1.41E — 1 (0.64) | 8.98E — 2 (0.65)
IV x (b—by)|lo || 2.87E —2 | 1.16E — 2 (1.31) | 4.72E — 3 (1.30)
7 — rullo 1.00E — 2 | 4.58FE — 3 (1.13) | 1.96E — 3 (1.22)
IV (r—71)llo 3.81E —2 | 2.46E —2 (0.63) | 1.56E — 2 (0.66)
[V - (b—by)llo 3.18 3.99 (—0.33) 5.02 (—0.33)

Tabelle 7.6: Fehler zwischen kontinuierlicher und approximierter Losung auf dem Stan-
dardgitter des Beispiels aus Unterabschnitt mit Konvergenzraten in Klammern fiir
Lo=1

h 24 27° 26
b — buylo 2.25F —1 | 1.43E — 1 (0.65) | 9.02E — 2 (0.66)
[V x (b—by)|lo [ 1.30E —3 | 5.29E — 4 (1.30) | 2.18E — 4 (1.28)
7 — rullo 4.15FE —4 | 1.86E — 4 (1.16) | 7.89E — 5 (1.24)
IV (r — 7)o 1.58E — 3 | 9.97TE — 4 (0.66) | 6.29E — 4 (0.66)
[V - (b—Dby)lo 3.28 4.04 (—0.30) 5.05 (—0.32)

Tabelle 7.7: Fehler zwischen kontinuierlicher und approximierter Losung auf dem Stan-
dardgitter des Beispiels aus Unterabschnitt mit Konvergenzraten in Klammern fiir
Lo =10

h 21 270 26
b — bylo 225FE —1 | 1.43E —1 (0.65) | 9.02E — 2 (0.66)
[V x (b—by)|lo || 1.32E—-9 | 5.37F — 10 (1.30) | 2.22E — 10 (1.27)
7 — rullo 4.16FE — 10 | 1.86E — 10 (1.16) | 7.89E — 11 (1.24)
IV (r— 7)o 1.58E —9 | 9.98E — 10 (0.66) | 6.29E — 10 (0.67)
[V - (b—buy)llo 3.28 4.04 (—0.30) 5.05 (—0.32)

Tabelle 7.8: Fehler zwischen kontinuierlicher und approximierter Losung auf dem Stan-
dardgitter des Beispiels aus Unterabschnitt mit Konvergenzraten in Klammern fiir
Lo =10*

mehr gewahrleistet werden.

7.3 Beispiele fiir das erweiterte magnetische Induktionsproblem

Die Ergebnisse dieses Abschnittes entstammen einer Preprint-Version des gemeinsamen
Artikels [45] des Autors mit Utku Kaya und Gert Lube. Es wird zunéchst eine Ana-
logie zwischen der erweiterten magnetischen Induktionsgleichung und der Konvektions-
Diffusions-Gleichung gezogen. Es werden danach das Beispiel der Flussverdréngung durch
das Magnetfeld aus [22, Kapitel 4] und das Beispiel von Shercliff aus [10] untersucht. Al-
le Rechnungen werden mit FreeFem-++ [40] mit dem Taylor-Hood-Elementen [Po]? /P,
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h 24 270 26
b — bylo 225FE —1 | 1.43E —1 (0.65) | 9.08E —2 (0.66)
[V x (b—by)|lo || 1.33E — 11 | 4.97F — 12 (1.42) | 1.96E — 12 (1.34)
7 — rullo 4.14F — 12 | 1.87E — 12 (1.15) | 8.10E — 13 (1.21)
IV (r— 7)o 1.58F — 11 | 1.00E — 11 (0.66) | 6.39E — 12 (0.65)
[V - (b—by)llo 3.28 4.03 (—0.30) 5.11 (—0.34)

Tabelle 7.9: Fehler zwischen kontinuierlicher und approximierter Losung auf dem Stan-
dardgitter des Beispiels aus Unterabschnitt mit Konvergenzraten in Klammern fiir

Lo = 10°
h 21 275 26
b —bnllo 2.26FE —1 | 1.43E —1 (0.65) | 1.04E —1 (0.46)
[V x (b—by)|lo || 3.19E — 12 | 1.27F — 12 (1.33) | 1.25E — 12 (0.02)
7 — rullo 1.04F — 12 | 4.62E — 13 (1.17) | 2.81E — 13 (0.72)
IV (r — 7)o 3.95F — 12 | 2.49F — 12 (0.67) | 1.99E — 12 (0.32)
[V - (b—by)lo 3.28 4.07 (—0.31) 5.41 (—0.41)

Tabelle 7.10: Fehler zwischen kontinuierlicher und approximierter Losung auf dem Stan-
dardgitter des Beispiels aus Unterabschnitt mit Konvergenzraten in Klammern fiir
Ly=2-10°

durchgefiihrt.

7.3.1 Analogie zur Konvektions-Diffusions-Gleichung

Beginnen wir mit der erweiterten magnetischen Induktionsgleichung (3.24]), konnen wir
ein analoges Modell mit dem magnetischen Vektorpotential ¢ mit V x { = b ableiten.

Dann kann mittels
V x [gg—ux(VxCH—)\Vx(VxC)} =0
ausgedriickt werden und daher gilt
%—UX(VXC)—G—)\VX(VXC):V@ (7.7)

mit einer beliebigen skalaren Funktion ¢. Da ¢ keinen Einfluss auf b besitzt, besteht eine
Moglichkeit, um ¢ zu spezifieren, in der Nutzung der Coulomb-Gauge-Transformation

V - ¢ =0, sodass sich sich (7.7]) zu

g—f—ux(VxC)—i—)\Vx(VxC):O

vereinfacht. Fiir zweidimensionale Analogien haben wir dementsprechend ¢ = {(z,y,t)e,

(7.8)

oder b = (%7 _%’ O) mit der Flussfunktion ((z,y). Dann stimmen die Konturlinien ¢ in
der z — y-Ebene mit den magnetischen Feldlinien iiberein.
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In dhnlicher Weise kann die Stromung eines inkompressiblen Fluids mittels eines Vektor-
potentials 1 reprasentiert werden, welches durch u = V x 4 gegeben ist und V -9 = 0
erfiillt. Fiir zweidimensionale Geschwindigkeitsfelder haben wir die Stromungsfunktion v,
fiir welche

oY Oy

v (@’_%’ )

gilt. Dann nimmt ([7.8) im zweidimensionale Fall die Gestalt einer linearen Konvektions-
Diffusions-Gleichung mittels

9%
ot
an. Das Problem ([7.9)) wird im Ort mit der Standard-Galerkin-Finiten-Elemente-Methode

ohne Stabilisierung mit Po-Elementen auf demselben Gitter wie das erweiterte Indukti-
onsproblem gelost. Das BDF(2)-Zeitdiskretisierungsschema wird hierbei verwendet.

+u-V(—-AV( =0 (7.9)

7.3.2 Das anschauliche Beispiel der Flussverdringung

Hier betrachten wir das Flussverdrangungsphidnomen als anschauliches Beispiel, durch
welches der Einfluss des zusétzlichen Kraftterms in der erweiterten magnetischen Indukti-
onsgleichung illustriert werden soll. Wir beschrianken uns auf ein Problem mit stationérer
Losung.

Sei Q := (—0.5,0.5)2 mit Rand 09 := [';, U Ty, Das gegebene Geschwindigkeitsfeld u

wird durch
u=(-y, z, 0), r<R; u=(0,0,0), R<r

beschrieben, ist achsensymmetrisch zur z-Achse und hat kreisféormige Strémungslinien.
Die Winkelgeschwindigkeit ist durch @ = &(r) = 4(V x u) = 1 gegeben. Betrachte einen
unendlich-ausgedehnten Zylinder mit Radius R. Ein Magnetfeld b = bpe, wirkt auf ein
elektrisch leitendes Fluid, welches sich im Zylinder bewegt. Der gesamte Rand wird leitend
angenommen. Die exakte Losung dieses Problem ist in Polarkoordinaten nach [51] durch

¢ = Re[f(r)exp(i0)]
gegeben mit

f(r)=Dji(pr), 0<r < R; f(r)y==Bor+C/r, R<r

2 C = R(2j1(pR)—pRjo(pR))

und den Konstanten D = —=— . Hier bezeichnet j,(z) die n-te

pjo(pR)> ~ I{jo (pR)

i : N i .
Bessel-Funktionen erster Ordnung und p o) Von der exakten Losung ergeben sich
mit der magnetischen Reynolds-Zahl

wR?
R —
" A



die Grenzwerte

2
lim (=0, 0<r<R, lim (= —By(r— R—)cose, R <r
r

Ry —00 Ryp—00

Als Erstes losen wir die Konvektions-Diffusions-Gleichung. Fiir gegebenes ((0; x, y) suchen
wir das magnetische Potential ((¢;x,y) nach (7.9) mit Dirichlet-Daten, die sich aus der
analytischen Losung berechnen.

Danach iibersetzen wir diese gefundene Konfiguration auf die stationdre magnetische er-
weiterte Induktionsgleichung und lésen diese mit den Randbedingungen

n x b =mn X beyact, r =0 on 0f).

B Magnitude B Magnitude
1.12-

1.5

w

£

©
o
4]

o
~
w

0.329-

B Magnitude B Magnitude

1.914

L
o
~

3.8e-005-

Abbildung 7.3: Magnetfelder fur R, € {100,1000} fiir das Beispiel aus Unterabschnitt
(0.2

Die berechneten Magnetfelder b werden in den Abbildungen dargestellt. In diesen
Abbildungen ist das Magnetfeld aus der stabilisierten erweiterten magnetischen Indukti-
onsgleichung mit 7grq = 0 ermittelt worden, wiahrend die Konturlinien der Flussfunktion
¢ durch die unstabilisierte Konvektions-Diffusions-Gleichung ermittelt worden sind.
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Die Ergebnisse in den Abbildungen koénnen in folgender Art interpretiert werden.
Mit Vergréflerung von R, wird die Verwirbelung von b grofler. Das Magnetfeld b wird
vom rotierenden Fluid nach aulen verdringt durch die Verwirbelung der Magnetfeldlinien
und durch die Wirbelstrémungsdiffusion. Bei dominierender Konvektion sehen wir also die
Ausbildung von inneren Grenzschichten.

7.3.3 Das Beispiel nach Shercliff

In der Magnetohydrodynamik werden analytische Lésungen nach Hunt oder Shercliff un-
tersucht, um die Giite von numerischen Methoden zu untersuchen. Wir betrachten das
Shercliff-Beispiel fiir vorgeschriebenes Geschwindigkeitsfeld.

Sei © := (—1,1)% x (—0.01,0.01) ein dreidimensionales, diinnes Rechengebiet. Fiir 1ok =
1

(£ Az 4+ (A4 402)2) und oy, = (k + 3)7 wird das Geschwindigkeitsfeld durch u =
(0,0,u.)" gegeben, wobei

u, = V(1 —0.825)\71 — x%)_lA%

mit - N
2(—1)*cos(ayx
Vg =y XDy,
k=0 Y
und
1 — e~ 2r2k o~ r1k(1-y) + e—Tie(1+y) 1 — e~ 2rik p—T2k(1—y) 4 e—T2ke(1+y)

Va (x,y) = 2 1 — e2(rptra) Vs (2,y) = 2 1 — e—2(rip+trax)
gilt.

Das gesuchte Magnetfeld hat die analytische Losung b = (0, 1, bz)T mit

1 1y 1 >, 2(—1)*cos(ay)
b (w,y) = H (2,9) (1-0.825A71 =A"2) ,  H(a,y) = o (Hy— Hy),
= lag,
wobei
1 — e 2r2k o T1k(1=y) _ o=T1k(14y) 1 — e~ 2k p—T2u(1-y) _ o—r2r(1+y)
Hy (z,y) = 2 1 — e—2(rig+rar) Hy (w,y) = 2 1 — e—2(rixtrax)

gilt. Wéahrend an den Ausstromrindern und dem Einstromrandern periodische Randbe-
dingungen gesetzt werden, sind die Randbedingungen an den Wéanden durch

n X b =mn X beyact, r=20

gegeben. In Abbildung [7.4] sehen wir die Gitter mit den zugehorigen Losungen fiir A = 1
(links) und A = 10~* (rechts) im Hoéhenquerschnitt z = 0. Im letzten Falle wurde das
Gitter an die Grenzschichten angepasst. Dies wird mittels der Transformation T : 2 —
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Abbildung 7.4: Gitter mit Losungen fiir A € {1, 1074} fiir das Beispiel aus Unterabschnitt
(5.0l

realisiert, welche durch T'(x,y, z) (tf‘;fh(éﬁ), t:;n}il((%) ,z) definiert wird. Erneut wird keine

Stabilisierung des zusétzlichen Krafttermes vorgenommen.

Es folgen drei Tabellen. In den beiden ersten Tabellen werden Fehler mit Konvergenzraten
in Klammern fiir A = 1 und A\ = 10~ auf einem regelmaBig verfeinerten Gitter prisentiert,
wahrend in Letzterer mit obiger Transformation ein grenzschichtangepasstes Gitter fiir
A = 107% benutzt wird, um die extremen Gradienten auflésen zu kénnen.

hay | he_| el | [V xes] | ller | | Vel
272 || 20 2.07E-4 (-) 3.06E-3 (-) 2.71E-8 () 1.05E-7 (-)
273 271 [ 2.69E-5 (2.94) | 8.32E-4 (1.88) | 8.35E-9 (1.70) | 3.56E-8 (1.55)
271 1272 || 3.41E-6 (2.98) | 2.14E-4 (1.96) | 1.93E-9 (2.12) | 9.23E-9 (1.95)

Tabelle 7.11: Numerische Fehler fiir by, und r;, mit A = 1 fiir das Beispiel aus Unterab-
schnitt [7.3-3]mit Konvergenzraten in Klammern

hay || R ]| len | IVxep| | llerl | Vel
272 [[ 20 1.49E+0 (-) 1.23E+1 (-) 1.66E-8 (-) 6.85E-8 (-)
273 | 271 [ 1.95E+0 (-0.39) | 1.89E+1 (-0.62) | 3.05E-8 (-0.87) | 1.50E-7 (-1.13)
274 [ 272 7.80E-1 (1.32) | 1.58e+1 (0.26) | 2.05E-8 (0.58) | 1.34E-7 (0.17)

Tabelle 7.12: Numerische Fehler fiir by, und 7, mit A = 10~* fir das Beispiel aus Unter-
abschnitt [7:3:3]mit Konvergenzraten in Klammern

hay [ he | llenl | [Vxesl | [ler| | Vel
272 | 20 2.26E+0 (-) 1.97E+1 (-) 7.78E-8 (-) 3.55E-7 (-)
273 [ 271 [ 5.19E-1 (2.12) | 1.14E+1 (0.79) | 2.94E-8 (1.40) | 1.84E-7 (0.95)
271 || 272 | 8.65E-2 (2.58) | 3.92E+0 (1.54) | 3.20E-9 (3.20) | 4.70E-8 (1.97)

Tabelle 7.13: Numerische Fehler fiir by, und r;, mit A = 10~* auf angepasstem Gitter fiir
das Beispiel aus Unterabschnitt [7.3.3]mit Konvergenzraten in Klammern

Die Konvergenzergebnisse fiir A = 1 und A = 10~ sind in den Tabellen angege-
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ben. Fiir den gutartigen Fall A = 1 sehen wir in Tabelle dass eine Gitterverfeinerung
auf isotropem Gitter keine Probleme bereitet. Anders gestaltet sich dies im Falle A = 10~*
auf isotropem Gitter, wie wir Tabelle entnehmen. Dort erkennen wir, dass hier insbe-
sondere der steile Gradient Probleme bereitet. Nutzen wir dahingegen ein Gitter, welches
an diese Grenzschicht angepasst ist, so entnehmen wir Tabelle dass sich die absoluten
Fehler der einzelnen Normen tatsdchlich deutlich verbessern. Hier korrespondiert Ay , mit
der Gitterweite, welche durch die obige Transformation T bei festgehaltener Anzahl von
Freiheitsgraden gegeben wird.
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7.4 Beispiele fiir das Magnetohydrodynamikmodell

In diesem Abschnitt betrachten wir zwei Beispiele fiir das stabilisierte Magnetohydrody-
namikmodell aus Kapitel [6] Dabei handelt es sich zuerst um eine zweidimensionale analy-
tische Losung des zeitabhédngigen Problems. Dieses Beispiel ist aus [10] adaptiert und die
Ergebnisse stammen aus [64]. Danach befassen wir uns mit einer zweidimensionalen Kanal-
stromung, deren analytische Losung ebenfalls bekannt ist. Dieses Beispiel entstammt [37].
Eine schone physikalische Motivation der Hartmann-Kanalstromung, wie dieses Problem
auch bezeichnet wird, ist in [53| Kapitel 4.1] gegeben. Die numerischen Ergebnisse sind
Resultate aus [64] und der Loser ist mit deal.IT [11] geschrieben worden.

7.4.1 Zweidimensionales analytisches Problem

Das zweidimensionale analytische Problem wird auf dem Gebiet Q = (—1,1) x (—1,1)
gelost, wobei die Losung durch

. t t
ug (t,2,y) = by (t,,y) = a'sin (10) exp (25) ,
. Tt t
uy (t,z,y) =by (t,x,y) = —4az3y sin (10) exp (25) ,
plzy) = 2>+
r(z,y) = 0

gegeben wird und nicht von den physikalischen Parametern der magnetischen Diffusivitét
A und der Viskositdt v abhéngt. Die Kraftterme f, und f};, werden durch Auswertung des
partiellen Differentialgleichungssystems in starker Form berechnet. Die Randbedingungen
fiir das Geschwindigkeitsfeld werden durch die analytische Losung fiir den gesamten Rand
vorgeschrieben, wohingegen die Randbedingungen fiir das Magnetfeld durch n x b =
n x bp fir gesamten Rand gesetzt werden, wobei bp der analytischen Lésung fiir das
Magnetfeld entspricht. Die Anfangsbedingungen fiir alle Unbekannten werden ebenfalls
durch die analytischen Losungen vorgeschrieben.

Wir verwenden das Zeitintervall [0,0.1] mit der Zeitschrittweite At = 10~%, um Ordnungs-
reduktionseffekte fiir die rdumlichen Konvergenzraten durch eine grobere Zeitschritte fiir
feinere Gitter zu verhindern.

Die Koeffizienten des physikalischen Problems sind durch v = 107% und A = 1076 in
den kommenden Bildern gegeben. Das Finite-Elemente-Paar [Q]2 /Q wird fiir V3,/Qp, und

Ch/Sy, als bekanntes Taylor-Hood-Element verwendet. Die benutzen Stabilisierungspa-
2

rameter sind ™ = 1, 75 = % und 74 = %, wobei wir Ly = 2 als Langenskala des
0

physikalischen Problems verwenden. Dies entspricht der Gebietsbreite.

Wir sehen in der Abbildung dass wir die gewiinschten quasi-optimalen Fehlerraten

erhalten, welche sich aus unserer Konvergenzanalysis ergeben. Dies zeigt sich auch im

Falle kleinerer Viskositét v und kleinerer magnetischer Diffusivitdt A, wodurch eine gewisse

Robustheit der verwendeten Stabilisierungsparameter numerisch unterstiitzt wird.
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Abbildung 7.5: Die Fehler zwischen der kontinuierlichen Lésung und der Approximation
des zweidimensionalen analytischen Problems aus Unterabschnitt
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7.4.2 Zweidimensionale Hartmannkanalstromung

Die zweidimensionale Hartmannkanalstromung wird auf dem Gebiet 2 = (0,10) x (—1,1)
gelost, wobei die stationdre Losung durch

N &)0.5 y>

T 5 = 10Re 1.0 — - (( i ’
ug (2, 7) (%y)_s tanh ((P}\e)()ﬁ) cosh ((p;\e>0.5)
uy (z,y) = 0,

’ sinh ((?)0.5 y)

b, (x, y) = 10 0.5 vl

sinh ((Pie) ‘ )
by (z,y) = 1.0,
0.5 2
| 10 sinh ((Pf\e) y>
p(@y) = —10z——- sinh ((?)05) )
r(z,y) = 0

gegeben wird und von der magnetischen Diffusivitdt A und der Viskositdt v abhéngt.

Die Kraftterme sind durch f, = 0 und f;, = 0 gegeben und die physikalischen Parameter
des Problems werden geméfl v = 0.5 und A = 0.5 gesetzt. Die Randbedingungen fiir das
Geschwindigkeitsfeld sind durch die analytische Losung fiir den gesamten Rand vorge-
schrieben, wohingegen die Randbedingungen fiir das Magnetfeld zu n x b = n x bp fur
den ganzen Rand gesetzt werden, wobei bp der analytischen Losung fiir das Magnetfeld
entspricht.

Die Anfangsbedingungen sind durch ug = 0, bg = 0, pyp = 0 und 9 = 0 gegeben.

Wir nutzen das Zeitintervall [0,10] mit der Zeitschrittweite At = 0.1, um hinreichend
weit gegen den stationdren Zustand zu rechnen. Als Finite-Elemente-Raum nutzen wir
[Q]2 /Q fir V;,/Qp, und C} /Sy, als die bekannten Taylor-Hood-Elemente. Die benutzten

e . . 2 L2 .
Stabilisierungsparameter sind mittels » = 1, 75 = }2—2)‘ und 7¢ = 2 gegeben, wobei wir

Ly = 1 als charakterische Langenskala verwenden. DiesO entspricht der halben Kanalbreite.

Somit entspricht die Fluid-Reynolds-Zahl also Re = 2 und die Hartmann-Zahl Ha =

Re __
Re _ o

Wir sehen in Abbildung dass wir die gewiinschten quasi-optimalen Fehlerraten in die-
sem Falle, wie durch die Konvergenzanalysis vorhergesagt, fiir die meisten Gitter erhalten.
Die Konvergenzrateneinbriiche auf feineren Gittern rithren sehr wahrscheinlich von der zu
groben Zeitschrittweite.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Das letzte Hauptkapitel dieser Ausarbeitung befasst sich mit einer Zusammenfassung der
erzielten Resultate und zeigt mogliche Richtungen, in denen die Ergebnisse dieser Arbeit
fortgefithrt oder ergénzt werden kénnen, auf.

8.1 Zusammenfassung

Das wesentliche Ziel dieser Dissertationsschrift war es, verschiedene partielle Differential-
gleichungen aus dem Elektromagnetismus und der inkompressiblen Magnetohydrodynamik
zu untersuchen, um anschlieend stabilisierte knotenbasierte Finite-Elemente-Methoden
vorzuschlagen, damit mittels der Diskretisierungen approximative Losungen bestimmt
werden konnen. Wesentliche Ansétze dafir lieferten die Arbeiten [6] tber die Indukti-
onsgleichung der Maxwell-Gleichungen und [§] fiir das inkompressible Magnetohydrody-
namikmodell.

Nach der Einleitung in Kapitel |1} welche die wesentliche Motivation, die Ziele und den
Aufbau dieser Schrift motivierte, sind in Kapitel 2]die Grundlagen iiber gemischte Problem
und die Finite-Elemente-Methode, die in dieser Arbeit verwendet wurden, gelegt worden.

Darauf aufbauend, ergab sich das Kapitel 3| welche die Induktionsgleichung der Maxwell-
Gleichung auf kontinuierlicher Ebene skizzierte und im stationidren Falle dessen Wohl-
gestelltheit beantwortete. Eine Erweiterung des Krafttermes um die Wirkung eines vor-
geschriebenen Geschwindigkeitsfeldes motivierte die stetige Formulierung der erweiterten
magnetischen Induktionsgleichung, deren Wohlgestelltheit im instationdren Kontext be-
handelt wurde. Das folgende Kapitel [4] befasste sich mit der Formulierung der stabilisierten
Problemstellungen im Diskreten, wobei insbesondere im Vergleich zur bisherigen Literatur
im Falle der Induktionsgleichung der Maxwell-Gleichungen die Stabilisierungsparameter
wegen der gegebenen Funktionenrdume alleine aus der Stabilitdtsanalysis hergeleitet wer-
den konnten. Eine Konvergenzanalysis auf Grundlage der Ergebnisse aus [6] wurde ebenso
durchgefithrt. Ferner wurde aus mathematischer Sicht im Falle der erweiterten Induk-
tionsgleichung im Vergleich zum bisherigen Stand der Forschung die Stabilisierung um
einen lokalen Projektionsstabilisierungsterm des hinzukommenden Kraftterms durch das
vorgeschriebene Geschwindigkeitsfeld ergénzt und deren Stabilitdtanalysis sowie eine Kon-
vergenzanalysis im Falle glatter Magnetfeldlésungen angegeben.

Diese beiden einzelnen Problemstellungen wurden in Kapitel [5| schliefSlich mit der Navier-
Stokes-Gleichung nach dem Vorbild in [8] oder [32] gekoppelt, um somit die Wohlgestellt-
heit des inkompressiblen, stationdren Magnetohydrodynamikmodells im Kontinuierlichen
mittels der Theorie gemischter Probleme aus |2 oder [28] nachzuweisen. Damit folgte das
Schwerpunktkapitel [6] iiber die stabilisierte Finite-Elemente-Approximation dieses Pro-
blems. Im Unterschied zur residual-basierten Methode aus [8] wurde eine lokale Projekti-
onsstabilisierungsmethode vorgeschlagen, welche um die Stabilisierungen der Divergenzne-
benbedingungen und des magnetischen Pseudodruckes erginzt wurde. Desweiteren wurde
im Unterschied zum Artikel [8] nicht nur die Equal-Order-Approximation betrachtet, son-
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dern diese auch um die bekannten Taylor-Hood-Approximationen zum Vergleich erweitert.
Es folgten eine Stabilitits- und Konvergenzanalysis fiir diese Problemstellungen.

Im folgenden Kapitel [7] wurden numerische Beispiele fiir alle drei Modelle angegeben, um
insbesondere die Wahl des Stabilisierungsparameterdesigns zu testen. Diese Beispiele bein-
halteten einerseits ein nichtkonvexes Rechengebiet, um im Falle der Induktionsgleichung
der Maxwell-Gleichungen die theoretischen Konvergenzraten im Falle nichtglatter Losun-
gen herauszustellen. Anschlieflend folgten klassische Beispiele von Shercliff und Hartmann,
welche die Konvergenzraten fiir den glatten Fall unterstrichen. Desweiteren sehen wir al-
lerdings fiir kleinen physikalischen Parameter A, dass es gelegentlich auch hilfreich sein
kann, grenzschichtangepasste Gitter zu verwenden, um bessere Ergebnisse zu erzielen.

In allen Beispielen zeigt sich, dass die Stabilisierung des magnetischen Pseudodruckes und
die Stabilisierung der Divergenznebenbedingungen zur Massenerhaltung einen entschei-
denden Beitrag fiir die Giite der diskreten Losungen liefern. Alle Beispiele zeigen auch,
dass ohne Stabilisierung mit Konvergenzratenverlust gerechnet werden muss und in vielen
Fallen die Algorithmen nicht stabil laufen. Bei den gerechneten Beispielen mit moderaten
v und A als physikalische Parameter zeigt sich aulerdem, dass wir ohne die Anwendung
der Stabilisierung der Fluktuationsterme im Falle inf-sup-stabiler Elemente auskommen.
Dies deckt sich auch mit Beobachtungen im Falle laminarer Strémungen in [3] und [21].

8.2 Ausblick

In natiirlicher Weise stellt sich die Frage, wie die Resultate dieser Ausarbeitung geeignet
fortgesetzt werden konnten.

Aus theoretischer Sicht wurde das inkompressible Magnetohydrodynamikmodell stationér
behandelt. Ein erster Schritt kénnte in einfacher Weise daraus bestehen, den Transfer
zum instationdren Falle durchzufiihren, wie es bereits im Kapitel [d] mit der erweiterten
magnetischen Induktionsgleichung im Diskreten durchgefiihrt worden ist. Ferner wurde das
Problem hier im isothermen Falle behandelt. Es wéire dementsprechend durchaus denkbar,
das Magnetohydrodynamikproblem um die Kopplung mit der Warmeleitungsgleichung
zu erganzen. Desweiteren stellt sich insbesondere auch in der Astrophysik die Frage der
Auswirkung der Rotation eines Planeten um seine Rotationsachse, sodass zum Beispiel
in der Navier-Stokes-Gleichung noch ein sogenannter Coriolis-Kraftterm hinzugenommen
werden konnte, um eine Stabilisierung vorzuschlagen. Fiir diesen letzten Fall sei auf die
Arbeit [4] verwiesen.

Weiterhin kénnte an der Schnittstelle zwischen theoretischen und praktischen Aspekten
dieser Ausarbeitung die Einfliisse der Prékonditionierung dieses Sattelpunktproblemes,
welches wir mit einem Projektionsalgorithmus in Kapitel [7] entkoppelt hatten, untersucht
werden. Mogliche Ansétze, um diese Problematik zu bearbeiten, finden sich in dem Artikel
[9] fiir das Magnetohydrodynamikproblem, dem Buch [26] fiir Navier-Stokes-Loser oder der
Dissertation [42] fur Navier-Stokes-Loser.

Praktisch betrachtet, ware es sicherlich interessant, weiterreichende Beispiele mit der vor-
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geschlagenen lokalen Projektionsstabilisierungsmethode durchzurechnen. Erste Anlaufstel-
len wéren die Werke [22], [32], [35] oder [36]. Desweiteren bleibt die Frage weiterer Parame-
terstudien offen, um zu klaren, wann die lokalen Projektionsstabilisierung benotigt werden.
Ferner miissen wir uns der Problematik der Turbulenz fiir groffle Fluid-Reynolds-Zahlen
oder fiir grofle Magnet-Reynolds-Zahlen stellen, ob die hier analysierten Stabilisierungen
ausreichen oder wie im Falle der Navier-Stokes-Gleichungen Turbulenzmodelle eingesetzt
werden miissen.

Eine weitere Moglichkeit bestdnde darin, anstatt der stetigen in dieser Arbeit vorgeschla-
genen Lagrangeschen Finite-Elemente-Methoden die unstetigen Galerkin-Finite-Elemente-
Methoden nach [24] auf das Magnetohydrodynamikmodell anzuwenden, da M. Hedwig und
P.W. Schroeder in dem Artikel [41] solche Methoden mit einer zusétzlichen Divergenz-
stabilisierung erfolgreich zur besseren Erfiilllung der Divergenznebenbedingung in einer
numerischen Simulation des Schmelzens von Galliums verwendet haben.
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A Grundlagen der klassischen Vektoranalysis

Dieses Kapitel ist dem Anhang der Bachelorarbeit [62] des Autors wortwortlich entnom-
men. Es dient dazu, wesentliche Grundlagen der Vektoranalysis vorzustellen. Da diese
Thematik in den Anfédngervorlesungen meist nur oberflichlich behandelt wird, soll ihr
hier mehr Aufmerksamkeit gewidmet werden. Im Falle des R™ verstdndigen wir uns dar-
auf, dass n € {2,3} gilt. Diese Einschrankung wird allerdings erst bei der Definition der
Rotation eines Vektorfeldes benétigt. Vom Aufbau folgen wir in diesem Abschnitt [55].

A.1 Wichtige Definitionen

Beginnen mdéchten wir mit der Definition eines Skalarfeldes.

Definition A.1. Sei Q2 C R" ein Gebiet und ®: 2 — R. Dann sagen wir, dass die
skalarwertige Funktion ® ein Skalarfeld definiert.

Vom physikalischen Standpunkt sollten die Werte ® () mit & € R™ unabhéngig von der
Wahl des Koordinatensystems sein. Dies bedeutet, dass die Werte ® (¥) unter geeigneten
Koordinatentransformationen unveréndert bleiben. Dann bezeichnen wir ein Skalarfeld
auch als invariant unter diesen Transformationen.

Wichtige Beispiele fiir solche Koordinatentransformationen stellen Rotationen oder Trans-
lationen dar.

Definition A.2. Die Flache F' C R"”, auf welcher
® (F') = const
gilt, nennen wir Niveaufldche.

Desweiteren sind wir auch an vektorwertigen Funktionen interessiert.

Definition A.3. Sei Q C R” ein Gebiet, Z € Q und V: @ —» R" eine Abbildung mit der
Eigenschaft, dass
Zr— (V1 (Z),..., Vo (D))

mit skalarwertigen Funktionen Vi,...,V,, und n € N gilt. Dann wird V als Vektorfunktion
bezeichnet und wir schreiben auch, dass V' auf 2 ein Vektorfeld definiert.

Ein wichtiges Beispiel aus der Physik ldsst sich zum Beispiel durch ein Geschwindigkeitsfeld
7 (x,y,z) im R? einer stromenden Fliissigkeit geben.

Ebenso wie bei einem Skalarfeld definieren wir die Invarianz solcher Vektorfelder ‘7, falls
diese bei den schon angesprochenen Transformationen in ihrer Gestalt nicht verédndert
werden.
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A.2 Gradient eines Skalarfeldes

Sei Q2 C R™ ein Gebiet und ®: 2 — R ein stetig differenzierbares Skalarfeld. Wir notieren
kiirzer, dass @ (-) € C* (§; R) ist.

Versuchen wir die Frage nach der Anderung der Funktionswerte A® in benachbarten
Punkten von # € €2 zu kléren, so ergibt sich das totale Differential

" 09
dd = z_: %jd:cj
7=1

als gute Ndherung. Gelegentlich definieren wir diese Gleichung auch als Skalarprodukt
zweier Vektoren. Dabei schreiben wir verkiirzend, dass

dr = (dml, NN ,da:n)

gilt, und die folgende Definition liefert uns den zweiten Vektor, um die angesprochene
Gleichung als Sklarprodukt zu formulieren.

Definition A.4. Sei Q C R” ein Gebiet, ¥ € Q und ® (-) € C! (Q;R), dann definieren wir

den Vektor 5 9%
grad (& (7)) = V (@ (7)) := <83:1 @ o g (g:«'))

als den Gradienten von ®.

Der Gradient stellt tatsdchlich ein Vektorfeld auf €2 C R"™ dar, denn er erfiillt alle Ei-
genschaften eines Vektors und insbesondere sind seine Komponenten translationsinvariant
und transformieren sich unter Drehung des Koordinatensystems in Vektoren.

Wir wollen zunéchst einige Rechenregeln betrachten.

Satz A.5. Set Q CR"™, £ € Q und &: Q) —> R ein stetig differenzierbares Skalarfeld.

1) Sei c € R eine Konstante, so gilt
grad (¢ @ (%)) = ¢ - grad (P (7))

oder

V(e @ (@) = eV (8 (2))
in dquivalenter Schreibweise.
2) Sei U: Q — R ein weiteres stetig differenzierbares Skalarfeld, so ergibt sich
grad (¢ () + ¥ (%)) = grad (@ (Z)) + grad (¥ (Z))

oder
V(@ (@) + V(7)) =V (2(F))+ V(¥(F))

in dquivalenter Schreibweise.
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3) Sei W: Q — R ein weiteres stetig differenzierbares Skalarfeld, so haben wir fir das
Produkt ® - U, dass

grad (¢ (Z) - ¥ (Z)) = @ () - grad (¥ (%)) + ¥ (Z) - grad (P (¥))

oder
V(®(Z)- V(7)) =2 (D) V(¥ (F)+ V(@) V()

in dquivalenter Schreibweise gilt.
Beweis. Dies folgt sofort aus den Definitionen. O

Hieran anschlieflend, stellen wir Folgendes fest.

Bemerkung A.6. Wir bemerken nach diesem Satz insbesondere, dass grad folglich eine
lineare Operation darstellt. Dies ergibt sich aus den beiden ersten Formeln.

A.3 Divergenz eines Vektorfeldes

Es soll die Divergenz eines Vektorfeldes definiert werden.

Definition A.7. Sei ) C R" ein Gebiet und Z € 2. Wir definieren eine Abbildung

Vi (Z)

V:Q—R", T—> .
Vo (2)

mit den Eigenschaften, dass n € N, V (-) € C'(Q,R") und V; (-) € C'(,R) fir alle
k €{1,...,n}. Dann bezeichnet

AT () =TT () e
div (V (x)) =V -V(Z): ]Ezl —axj (7)
die Divergenz von V.

Physikalisch kénnen wir div (17) als die Quellstirke pro Volumenelement bezeichnen.
Definition A.8. Gilt fiir ein Vektorfeld V: Q — R"”, dass

div (V (P)) =0
fir alle P € Q) erfiillt ist, so wird dieses Vektorfeld quellenfrei in €2 genannt.

Wie zuvor beim Gradienten geschehen, werden die wichtigsten Rechenregeln fiir die Di-
vergenz zusammengetragen.

131



Satz A.9. Sei Q C R" ein Gebiet, T € Q und V (-) € C* (Q,R") ein Vektorfeld.
1) Seic € R eine Konstante, dann gilt
div (c -V (50')) = c-div (‘7 (f))

oder

<u

V-(c-V(f)):c'(V-

in dquivalenter Schreibweise.

(7))

2) Seien Vi = (Vi1,...,Vin) und Vo = (Vay, ..., Vay) zwei Vektorfelder mit der Eigen-
schaft, dass V1 (-),Va (-) € C1 (Q,R™) gilt. Damit ergibt sich, dass

div (Vi (#) + V5 (#)) = div (V4 (&) + div (V5 ())
oder
V- (Vi@ + V@) =V-Vi (@) + V- Th(@)
in dquivalenter Schreibweise folgt.

3) Sei ® € C' (Q,R) ein stetig differenzierbares Skalarfeld. Dann haben wir, dass sich
div (@ (7) - V (7)) = @ (7) - div (V (#)) + V () - grad (& ())

oder

V(@@ V(@) =2@ (V-V@)+ V@ V(@)

in dquivalenter Schreibweise ergibt.
Beweis. Dies folgt sofort aus den Definitionen. O

Wir notieren im Anschluss an diese Zusammenfassung noch die nachfolgende Anmerkung.

Bemerkung A.10. Aus den ersten beiden Tatsachen folgt sofort, dass div eine lineare
Operation ist.

A.4 Rotation eines Vektorfeldes

Diesen Unterabschnitt méchten wir mit der Definition der Rotation eines Vektorfeldes
beginnen. Hier wird die Einschénkung, dass wir uns im R™ mit der Dimension n € {2, 3}
bewegen, wirklich gebraucht. Dabei werden wir uns insbesondere mit dem Fall n = 3
befassen. In diesem Abschnitt notieren wir verkiirzend, dass

Wy o
B @=ve, D@ =1y, D@ =,
fiir j € {1,2,3}, & = (x,y,2) € R? und ein Vektorfeld V (-) € C* (R3,R3) gilt.
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Definition A.11. Sei Q C R3, # = (z,y,2) € Q und
B Vi()
V()= ]ec (R,
Vs (+)

Dann definieren wir durch
T T

rot (V (&) =V x V(@) = | Viz (&) — Vo (3)

T

die Rotation des Vektorfeldes V.

Auflerdem interessieren wir uns dafiir, wann die Rotation eines Vektorfeldes auf einem
bestimmten Gebiet 2 C R? identisch verschwindet.

Definition A.12. Sei Q@ C R3, # = (z,y,2) € Q und
B Vi ()
V() =|n@|ec (R
Vs ()

Falls rot (17 (f)) = 0 fiir alle 7 € Q gilt, so nennen wir das Vektorfeld V wirbelfrei in Q.

Die wichtigsten Rechenregeln fiir die Rotation eines Vektorfeldes sollen ebenfalls in dieser
Arbeit vorgestellt werden.

Satz A.13. Sei Q CR3, ¥ = (z,y,2) € Q und

Vi)
Viy=[wno|ec! (Q,R3>.
Va ()

1) Seic € R eine Konstante, dann gilt
rot (c Vv (:E')) =c-rot (17 (:E'))

oder
V(e V(@) =c (VxV@)
in dquivalenter Schreibweise.

2) Seien
Vi) =1 (),Viz (1), Vas () e C* <Q>R3)

und

() = (Var (), Ve (), Vs () € C* (U R?)
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3)

4)

9)

6)

zwei stetig differenzierbare Vektorfelder. Dann ergibt sich, dass
rot (‘71 (%) + Va (f)) = rot (171 (f)) + rot (172 (f))
oder
Y x (Vi (@) + Va () = V x Vi (7) +V x Va (#)
in dquivalenter Schreibweise gilt.

Sei @ () € CH(,R) ein stetig differenzierbares Skalarfeld, so erhalten wir

—

ot (® (&) - V (&) = ® (&) - vot (V (#)) = V (&) x grad (& (#))
oder . .
Vo (®@) V(@) =@ (VxV @)~V @ x V(@)
in dquivalenter Schreibweise.
Sei ® () € C%(,R) ein zweimal stetig differenzierbares Skalarfeld. Dann gilt
rot (grad (® (¥))) =0
oder
Vx(V(®(Z))=0

in dquivalenter Schreibweise. Das bedeutet insbesondere, dass Gradientenfelder stets
wirbelfrei sind, wobei ein Vektorfeld V' mit der Eigenschaft V (¥) = grad (® (%))
Gradientenfeld genannt wird.

Sei V (-) € C% (Q,R3). Dann haben wir
div (rot (17 (f))) =0

oder

i dquivalenter Schreibweise.

Seien
Vi (+)
Vi()=|Vie ()| ec? (Q,R3)
Viz (+)
und
Va1 (¢)
Va()=|Var () | €C? (Q,R3)
Vas (+)

zwei stetig differenzierbare Vektorfelder. Dann kénnen wir

div (Vs (&) x V5 (&) = Vo (&) - ot (Vi (8)) — Vi (@) - vot (V5 (7))
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oder
V- (V@) x Vo (@) =Va (@) (Vx V(@) = Vi (@) (V x Vo ()
in dquivalenter Schreibweise folgern.

Beweis. Dies folgt sofort aus den Definitionen. O

Nach der Présentation der vorangegangenen Aussagen mochten wir uns an dieser Stelle
kurz der Situation widmen, wenn die Dimension des betrachteten Raumes R™ entsprechend
n = 2 gewéhlt wird.

Lemma A.14. Sei Q CR2, je Q und W (-) = (Wi (), Wa (-)) e C* (Q,R2). Dann gilt

5, oy . o0Vi )
VW) =+ - —
x W (#) ( o W)~ 5, W
fir § = (z,y).
Beweis. Dies folgt sofort aus den Definitionen, wenn R? in R3 eingebettet wird. O
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B Funktionalanalytische Grundlagen und partielle Integra-
tion

Dieser Abschnitt dient der Einfiihrung der wesentlichen Funktionenrdume, welche in die-
ser Dissertation bendtigt werden. Ferner werden wesentliche partielle Integrationen, welche
zur schwachen Formulierung der partiellen Differentialgleichungen in den Kapiteln [3] - [6]
verwendet werden, im Rahmen der Theorie der Funktionenrdume vorgestellt. Diese Ausar-
beitung stammt tiberwiegend im direkten Wortlaut aus der Bachelorarbeit |62, Kapitel 1]
des Autors. Desweiteren wird die Ausarbeitung um Funktionenrdume fiir Evolutionspro-
bleme nach |27, Kapitel 7] und [56, Kapitel 2| ergénzt. Die klassische Young-Ungleichung,
die klassische Cauchy-Schwarz-Ungleichung in Hilbertrdumen und sonstige funktionalana-
lytische Begriffe werden als bekannt vorausgesetzt.

B.1 Sobolevraume

Da die Theorie der Maxwell-Gleichungen und der Navier-Stokes-Gleichungen auf Sobo-
levraumen von skalarwertigen beziehungsweise vektorwertigen Funktionen beruht, moch-
ten wir hier einige grundlegende Notationen und Ergebnisse dieser Theorie wiedergeben.
Insgesamt ist anzumerken, dass wir fiir den Rest dieses gesamten Kapitels im Wesentlichen
dem dritten Kapitel des Werkes [52] folgen werden.

Wir definieren zunéchst einige schon bekannte Funktionenrdume fiir eine beliebige offene
Menge @ C RV, N € {1,2,3}, 1 < p < co. Mit C* (Q) bezeichnen wir die Menge der k-
fach stetig differenzierbaren Funktionen auf Q. Ferner notieren wir mit C}§ (©2) die Menge
der Funktionen aus C* mit kompaktem Triger in Q. Weiter stellt C* (ﬁ) die Menge der

Funktionen aus C*, welche beschrinkte und gleichméBig stetige Ableitungen bis zur k-ten
Ordnung auf € besitzen, dar. Zuletzt fihren wir mit LP () den Raum der Funktionen ¢
auf € ein, in welchem die Funktionen mit der Eigenschaft

/W dz < oo (B.1)
Q

fiir 1 < p < oo liegen. Fiir ¢ € L*° (2) muss

esssup |¢ (x)] < 0o (B.2)
e

gelten.

Desweiteren erinnern wir an die Multiindexschreibweise fiir Ableitungen. Falls
a= (a1, - ,ay)" € (NU{O}Y

ist, setzen wir

N
af, = Z (%
j=1
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fiir die Lénge des Multiindex und wir definieren fiir o € Cl*h (Q)

9% dlehip
Oz Ozt 02\

Der Raum der Distributionen C§° (2)" ist der Dualraum von CS° (£2). Dies ist dergestalt
zu verstehen, dass ein lineares Funktional

T:C () — C

Element von C§° ()" ist, falls fiir jedes Kompaktum K C €2 ein C' > 0 und ein k € NU {0}
derart existieren, dass

T ()] <C- Y sup DY (B.3)

jaf <k K2
fir alle ¢ € Cg° () erfiillt ist.

Die Ableitung 0% € C&° (f2) einer Funktion ¢ € C5° (©2)' im distributionalen Sinne ist
jene eindeutige Distribution, welche

(Zjﬁ@ _ (~1)leh. (SO’ gﬁ) (B.4)

fir alle ¢ € C§° () erfillt.

Ein Gebiet im RY, N € {1,2,3} wird als offene und zusammenhiingende Menge verstan-
den.

Mit dem Standardsobolevraum bezeichnen wir WP (§2), wobei s € NU {0}, 1 < p < o0
und Q € RV ein Gebiet sind. Dieser Raum wird durch
WP (Q) ={p e LP ()| 0% € L? () V |af; < s} (B.5)

charakterisiert. Weiterhin haben wir die Norm

-1

P
loll-siey = ( > [lorew@r av <m>) (B.6)
laf;<s O
und die zugehorige Seminorm
p1
Pleay = ( > [lere@rav <x>) , (8.7
lely=s

die spéter in der Interpolationsaufgabe mittels Finiter-Elemente-Methoden noch eine Rolle
spielen wird. Im Falle p = oo wird W () durch die Norm

[@llwso(qy = > esssup |y (B.8)

‘Oz|1§8 zeN
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ein Banachraum.

Wir definieren ferner, dass W (Q) der Abschluss von C§° (2) in der Norm ist. Der
Fall p = 2 liefert uns
Hg (Q) = W5 (Q)

interessante Hilbertrdume fiir unsere Betrachtungen. Insbesondere wird fir s = 0 der
Lebesgue-Raum der quadratintegrablen Funktionen gegeben, dessen Skalarprodukt (-, -)q,
in den Hauptkapiteln haufig Verwendung findet. Dieses wird auch im folgenden Unterab-
schnitt benutzt. Sofern das gesamte Gebiet {2 gemeint ist, wird dieser Index am Skalar-
produkt weggelassen. Die hier angegebenen Riéumen lassen sich mithilfe einer Anmerkung
des néchsten Unterabschnitt auch auf den vektorwertigen Fall verallgemeinern.

Wir werden die folgende Poincaré-Ungleichung haufiger verwenden.

Theorem B.1. Sei Q C RY ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet. Dann gilt mit einer Kon-
stanten Cp > 0, die nur vom Gebiet abhdngt, dass

HUHLQ(Q)N < CP”VUHLQ(Q)NXN (B.Q)
fir alle we H} (V.

Beweis. Vergleiche [29, Theorem 3, Seite 265]. O

B.2 Vektorfunktionen mit wohldefinierter Rotation oder Divergenz

Das L? ()-Skalarprodukt lisst sich auf Vektorfunktionen erweitern. Seien dementspre-
chend u = (uq,...,uy)’ € (L2 (Q))N und v = (vy,...,o5)" € (L2 (Q))N mit N € N.
Dann definiert uns

N
(u,v) = / > uj-vjdw (B.10)
o J=t
das (L? (Q))N—Skalarprodukt. Entsprechend konnen dann die vektorwertigen LP-Raume

mittels (B.10]) definiert werden.

Im Folgenden beschranken wir uns auf dreidimensionale Vektorfelder. Allerdings ldsst sich
nach Bemerkung die Rotation und das Kreuzprodukt auf den zweidimensionalen Fall
iibertragen und somit machen die partiellen Integrationen und Raumdefinitionen auch
im Zweidimensionalen Sinn. Zunéchst definieren wir die Rotation und die Divergenz im
distributionalen Sinne. Der Rotationsoperator, angewendet auf eine dreidimensionale Vek-
torfunktion v € (C3° (Q)) mit v = (v, va, v3)", wird mittels

T
VXV:<%_%%_’O‘%%_%> (B.11)

8%2 61’3 ’ 8$3 83}1 ’ 6$1 8.%‘2

definiert, wobei die Ableitungen, wie schon erwéhnt, im Distributionensinne zu verstehen
sind. Ferner schreiben wir manchmal verkiirzend

Vxv= (U3,$2 — V2,23, V1,23 — U3 x1,U2,21 — ’1)173;2) .
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Wenden wir (B.4]) auf jede Komponente der Rotation an, so sehen wir, dass fiir beliebig
gewihltes w € (C5° (Q))?

(V xv,w)

= /{(U&SEQ - UQ,IS) “wr A+ (Ul,ws - U3,11) “w2 + (027901 - ULIQ) wi?)} dzx
Q

(8.4 -
= {—v3 Wiz, + V2 Wigy — V1 - Wagy + V3 Wag, — V2 Wz, + V1 Wi, do
Q

/{Ul (W35 — Waws) + V2 (Wigg — Wzy) + 03+ (Wag — Wiay)} do
Q
= (v,Vxw)

gilt, also uns

(Vxv,w)=(v,V xw) (B.12)
fitr alle w € (C5° () liefert.

3
Sei v e (C3°(Q)") . Dann wird der Divergenzoperator durch
0

3
0v;

Vevi=>y 2 (B.13)
= Ox;j

charakterisiert.

Erneutes Anwenden von (B.4)) gibt uns fir ¢ € C3° (), dass

(V ©V, ¢) = / {'Ul,:m ’ 6 + V2.4, - 5 + V3 24 5} dx
Q
/{—Ul‘(ﬁixl—’vz'(ﬁi@—vg‘(ﬁiﬁ}dm
Q
= - (Va v¢)
gilt, also zu
(V-v,0) =—(v,V9) (B.14)

fiihrt.
Sei jetzt p € C° (). Dann sehen wir ein, dass mit v = Vp in (B.12))

(V x Vp,w) = (Vp,V x w)

fiir alle w € (C3° (2))? erfiillt ist, was wegen der distributionalen Definition des Gradienten
auf

(VxVp,w)=(Vp,Vxw)=—(p,V-(Vxw))=0
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fithrt, da fiir w € (C§° (Q))* im klassischen Sinne
V- (Vxw)=0

gilt, also insgesamt
Vx(Vp) =0 (B.15)

fiir beliebiges p € (C§° ()’ zeigt.
3
Sei v € ((C(‘]’O (Q))/) beliebig. Wir betrachten fiir ¢ € C5° (2)

(V- (Vxv),0) = — (Vxv,vg) =2 — (v, v x (vg)) = 0,
da im klassischen Sinne
Vx(Vg)=0
erfiillt ist, was also
(V- (Vxv)=0 (B.16)

beweist.

Wir erinnern uns an einige Integralzusammenhénge fiir vektorwertige Funktionen.

Theorem B.2. Sei Q C R? ein beschrinktes Lipschitzgebiet mit Rand 02 und duferer
FEinheitsnormalen n. Sei desweiteren F: R3 — R3 ein Vektorfeld mit der Figenschaft,

—\\3

dass F € (Cl (Q)) gilt. Dann ergibt sich, dass
/V Fde = /F nds (B.17)
Q o0

18t.
Beweis. Vergleiche |52, Theorem 3.19]. O

Aus diesem Ergebnis kénnen wir das nachfolgende Korollar gewinnen.

Korollar B.3. Sei Q C R3 ein beschrinktes Lipschitzgebiet mit Rand 02 und duferer
FEinheitsnormalen n.

(1) Falls ¢ € C* (ﬁ) und u € (Cl (ﬁ))S sind, erhalten wir, dass sich
(Viu) - (dz=—[u-V(()dz+ [ n-(u-()dS (B.18)
/ [ ]

ergibt.
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(2) Falls ¢ € C* (ﬁ) und p € C? (ﬁ) sind, so gilt, dass wir

O —0

Q@) cle=-[(VE)- (V@) de+ [ ocas (B9)
o0N

Q

bekommen.

(3) Falls ¢ € C? (ﬁ) und p € C? (ﬁ) sind, so folgt

AP -pAQ) dr= [ (L.c-2% ) as (B.20)
Q/ /(871 on

o0

(4) Seien u,v € (Cl (ﬁ))g Dann ist

/(qu)-vdx:/u-(Vxv)dx+/(n><u)-vd5. (B.21)
Q Q o9
Beweis. Vergleiche [52, Korollar 3.20]. O

Wir méchten einige Eigenschaften des Raumes H (div; §2) anfiihren, da dieser im Verlaufe
dieser Arbeit benétigt wird. Diese Aussagen werden ohne Beweis angegeben. Fiir eine
ausfithrlichere Darstellung verweisen wir auf das dritte Kapitel des Werkes [52].

Der Raum der quadratintegrablen Divergenzen wird durch
. 2 3 2
H (div; Q) == {u € (L (Q)) ‘V uel (Q)}

gegeben, wobei die zugehorige Graphennorm

1

all g aivi0) = (”uH?LQ(Q))B +[|V- U||%2(Q)) ’ (B.22)

lautet. Hieraus erkennen wir auch, dass der Raum H (div; Q) mit dem natiirlichen Skalar-
produkt zu einem Hilbertraum wird.

Theorem B.4. Sei Q ein beschrinktes Lipschitzgebiet im R3. Dann stellt der Raum
—\\3
H (div; Q) den Abschluss von (C°° (Q)) in der H (div;Q)-Norm dar.

Beweis. Vergleiche |52, Theorem 3.22]. O

—\\3
Fiir ein v € <C°° (Q)) definieren wir den Normalenspuroperator -, mittels

Y (V) = V’ag -1, (B.23)

wobei n die duflere Einheitsnormale ist.
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Theorem B.5. SeiQ C R? ein beschrinktes Lipschitzgebiet mit Guferer Einheitsnormalen
n.

—\\3
(1) Die Abbildung vy, welche in (B.25) definiert worden ist, kann von (C‘X’ (Q)) durch
Stetigkeit zu einer stetigen linearen Abbildung

~vi H (div; Q) — H™2 (Q)
fortgesetzt werden.
(2) Fiir ve H (div; Q) und ¢ € H* (Q) gilt
(v, V(9)) + (V- v,9) = (¢, (v))o0- (B.24)
Beweis. Vergleiche [52, Theorem 3.24]. O

Um Problemstellungen, in denen die Normalenkomponente eines Vektorfeldes auf 02 vor-
gegeben ist, bendtigen wir den Unterraum von H (div; ), auf welchem +,, verschwindet.

Wir definieren H (div 0; Q) als den Abschluss von (C$° (Q))? in der H (div; Q)-Norm.

Theorem B.6. Sei Q C R3 ein beschrinktes Lipschitzgebiet. Dann gilt
H (div0;Q) = {v € H (div; 2) |v-n|,5 =0}
Beweis. Vergleiche |52, Theorem 3.26]. O

Ferner interessieren wir uns fiir den Raum der Funktionen, deren Rotationen messbar sind.
Diesen definieren wir mittels

3 3
H (rot; Q) == {v e (12(@) ‘v «ve (L) }
wobei die zugehorige Graphennorm durch

1
IVlaoney = (Vg2 + IV X Vlizay?)? (B.25)

gegeben ist.

Ferner definieren wir fir s > 0

H? (rot; Q) = {v e (H* (Q))°

Vxve (H* (Q))3} .

Weiterhin nutzen wir den Raum Hy (rot; ), welcher den Abschluss von (C3° (€2))? in der
H (rot; ©2)-Norm darstellen soll.
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Theorem B.7. Sei Q C R3 ein beschrinktes Lipschitzgebiet. Dann ist der Abschluss von
—\\3
(Cgo (Q)) in der H (rot; 2)-Norm gerade H (rot; ().

Beweis. Vergleiche [52, Theorem 3.26]. O

Desweiteren ergibt sich das nachfolgende Lemma.

Lemma B.8. Sei Q C R3 ein beschrinktes Lipschitzgebiet und u € H (rot; Q) sei derart,
dass fiir w e (COO <§))3

(Vxuw —(u,Vxw =0 (B.26)
erfillt wird, so ist u € Hy (rot; ().

Beweis. Vergleiche [52, Lemma 3.27]. O

Als letztes Ergebnis dieses Abschnittes méchten wir eine Charakterisierung des Raumes
Hj (rot; Q) angeben.

Theorem B.9. Sei Q C R3 ein beschrinktes Lipschitzgebiet. Dann gilt

Hy (rot; Q) = {ue H (rot; Q) ’ (u,Vxw) =(Vxuw Vwe (C°° (Q))g}

Beweis. Vergleiche [52, Theorem 3.33]. O

Wir bemerken, dass sich durch Dichtheitsargumente die Aussagen auf die entsprechenden
Funktionenrdume fiir die schwachen Formulierungen in den Kapiteln [3] - [6] iibertragen
lassen.

B.3 Funktionenraume fiir die Differentiation in Banachraumen

Im Wesentlichen verweisen wir fiir die Begrifflichkeiten des Bochner-Integrals auf [56,
Kapitel 2] und fiur gewisse Eigenschaften der hier eingefithrten Funktionenrdume auf [27,
Kapitel 7].

Sei Q C RN mit N € N ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet, X ein Banachraum von Funk-
tionen auf Q mit zugehoriger Norm ||-||x und (¢o,¢1) C R ein nichtleeres Intervall. Eine
Funktion v: (tg,t1) x @ — X gehort zum Raum LP (to,¢1; X) fiir 1 < p < oo, sofern

—1

t1 p
st = ( [Iv @ dt) <o (B.27)
to

im Falle 1 < p < oo oder

1Vl oo (19,115 = esssup||v]x < oo (B.28)
te(to,tl)
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im Falle p = oo gilt.

Nach [27, Satz 7.1.23 (i)] ist LP (to,t1; X) fiir 1 < p < oo unser diesen Voraussetzungen
ein Banachraum. Falls X zusétzlich ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-)y, y ist, so
ist auch L? (tg,t1; X) mit dem Skalarprodukt

t1

(09) 1) = [ (0¥ (0) e (.29

to

nach [27, Satz 7.1.23 (vii)] ein Hilbertraum.
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