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Abstract

In this dissertation we study the lp-cohomology of discrete groups of
type FPn. We give a duality statement and prove some vanishing results,
in particular for groups with an infinite center. As an application we intro-
duce certain types of acyclicity to prove a Künneth formula. Furthermore
we introduce the notion of lp-Quasibetti numbers. These lead to an inte-
resting example for a significant difference between l2-cohomology and
lp-cohomology for general p. Finally, we give a new approach to prove
the vanishing of lp-cohomology of amenable groups.
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Einleitung

Das Konzept der L2-Kohomologie stammt aus der Mitte des 20. Jahr-
hunderts. Die erste Veröffentlichung – ohne einen Anspruch auf Voll-
ständigkeit zu erheben –, die den Begriff L2-Kohomologie im Titel trägt,
stammt aus dem Jahr 1971 [43]. Dieses weite und reiche Feld zog und zieht
viele interessierte Forscher an. Einen guten Überblick über den Wissens-
stand von 2002 gibt das Buch von Lück [32].

Lp-Kohomologie für allgemeine p hingegen wurde erst Anfang der
1980er Jahre von Gromov und Pansu eingeführt und die erste so bezeich-
nete Veröffentlichung stammt aus dem Jahr 1987 [19]. Weiterhin ist das
allgemeine Interesse eher gering, bis heute sind bei MathSciNet nur circa
30 Arbeiten mit einem Titel, der auf Lp-Kohomologie verweist, auffind-
bar. Noch 1993 schreibt Zucker [65]: „The case of L2-cohomology is the
easiest one, as L2 is a Hilbert space, its own dual by means of the inner
product; it is the most important. The level of importance of p 6= 2 is
not clear at this time.“ Während der erste Teil ohne Zweifel wahr ist und
sich so schnell an dem zweiten nichts ändern wird, ist es mit ein Anliegen
dieser Arbeit, den letzten Satz zu ändern.

Lp-Kohomologie wurde nach Gol’dstein, Kuz’minov und Shvedov
[19, 20], die sich mit dem de-Rham-Isomorphismus beschäftigten, aus-
gebaut durch Gromov [23] und Pansu [39, 41, 42]. Während Letzterer
hauptsächlich homogene Riemannsche Mannigfaltigkeiten studierte, wie
auch Elek in [16], interessierte sich Ersterer für diskrete metrische Räume
und Gruppen. Viele Ideen und Ansätze, die in dieser Arbeit verwendet
werden, tauchen bei Gromov in [23, Chapter 8] auf. Doch leider sind
die Beweise im Normalfall nur angedeutet, wenn sie überhaupt erwähnt
werden. Ein weiteres Ziel dieser Arbeit ist es, zumindest einen Teil dieser
Ideen umzusetzen und die Beweise auf ein tragfähiges Fundament zu stel-
len. Da wir uns in dieser Arbeit auch wie Gromov auf diskrete Gruppen
beschränken, ist die Bezeichnung lp-Kohomologie statt Lp-Kohomologie
gewählt worden, um diese Einschränkung deutlich zu machen.

Die meisten Autoren in jüngerer Zeit sind hauptsächlich an der ers-
ten reduzierten Kohomologie interessiert, da hierfür – als sehr spezielle
Eigenschaft der 1-Kozykel – die Theorie der harmonischen Funktionen
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2 EINLEITUNG

genutzt werden kann. In diesem Zusammenhang wurden eine Reihe in-
teressanter Resultate erzielt. Beispielsweise seien hier [6], [7] und [33] er-
wähnt. In diesem Zusammenhang soll auch nicht die Arbeit von Puls [49]
unerwähnt bleiben. Er zeigt, dass Gruppen mit einem Zentrumselement
unendlicher Ordnung verschwindende reduzierte lp-Kohomologie haben.
In seinem Beweis ist allerdings eine Lücke, die wir hier auf eine andere Art
und Weise schließen als in [33].

Das erste Kapitel dieser Arbeit legt das Fundament für die folgen-
den Abschnitte. Es werden die für diese Zwecke wichtigsten Sätze der
Gruppenkohomologie zitiert. Auch wird noch an den Zusammenhang
zwischen Gruppenkohomologie und der simplizialen Kohomologie von
CW-Komplexen erinnert. Abschließend werden noch einige Endlichkeits-
bedingungen erwähnt. Alles in diesem Kapitel sind gut bekannte Resul-
tate, die man in den meisten Büchern über Gruppenkohomologie findet,
zum Beispiel [9] und [17].

Im zweiten Kapitel wird lp-Kohomologie definiert, die Dualität zwi-
schen lp-Homologie und lq-Kohomologie für 1

p
+ 1

q
= 1 gezeigt und die

Beweislücke von [49] geschlossen. Aufbauend auf unserem Hauptsatz 2.24
lassen sich recht leicht noch eine Reihe weiterer Verallgemeinerungen be-
weisen.

Kapitel 3 stellt nun einige Anwendungsbeispiele vor. Das lp-Azyklizi-
tätskonzept von Gromov wird ausgebaut und dazu genutzt eine Künnet-
hformel für reduzierte lp-Kohomologie zu beweisen (Satz 3.16). Weiter-
hin sind wir interessiert an einem neuen Konzept für lp-Bettizahlen. Eine
Idee in [23] nutzend, geben wir eine Definition für lp-Quasibettizahlen
an. Exakte und numerische Berechnungen geben uns einen signifikanten
Unterschied zwischen lp-Kohomologie und l2-Kohomologie, zumindest
im Falle p = 1 (Satz 3.33).

Das letzte Kapitel ist dem Versuch gewidmet, Vermutung A.21 zu be-
weisen. Diese stammt ebenfalls grundsätzlich von Gromov [23], ist aber
noch immer unbewiesen. Einen Erfolg für die erste reduzierte Kohomolo-
giegruppe gibt es in [62] für alle Gruppen, die die Eigenschaft (CF) haben.



KAPITEL 1

Grundlagen

Das Ziel dieses Kapitels ist es, das – hauptsächlich algebraische – Fun-
dament für die nachfolgenden Kapitel zu legen. Die Ausführungen folgen
im Wesentlichen dem Buch von Brown über Gruppenhomologie [9]. Sie
sind aber nicht sonderlich außergewöhnlich und können auch in den meis-
ten anderen Büchern über dieses Thema gefunden werden, zum Beispiel
bei Lang [28], bei Weiss [63] oder auch im ersten Teil von Neukirch [36].
Aus dem gleichen Grund wird auch auf die Beweise zu diesen Aussagen
verzichtet. Basiswissen über Kettenkomplexe wird vorausgesetzt, ansons-
ten vergleiche [8], [26] oder [60].

1.1. Gruppenkohomologie

Dieser Abschnitt ist der Gruppenkohomologie als dem algebraischen
Hilfsmittel für diese Arbeit schlechthin gewidmet.

1.1.1. Auflösungen. In diesem Unterabschnitt werden die grundle-
genden algebraischen Objekte dieser Arbeit eingeführt, wie zum Beispiel
Auflösungen, Gruppenringe oder das Erweiterungsideal.

Definition 1.1. SeiR ein Ring (kommutativ, unital) undM ein linker
R-Modul. Eine Auflösung von M ist eine exakte Sequenz von R-Moduln

· · · → F2
∂2−→ F1

∂1−→ F0
ε−→M → 0.

Ist jeder dieser R-Moduln Fi frei, so wird diese exakte Sequenz als freie
Auflösung bezeichnet.

Bemerkung 1.2. Freie Auflösungen existieren für alle ModulnM . Sie
können einfach schrittweise erzeugt werden, indem man – rechts begin-
nend – immer einen freien Modul und eine Surjektion in den Kern der
rechts folgenden Abbildung frei wählt.

Das Anfangssegment F1 → F0 → M → 0 einer freien Auflösung ist
die Präsentation von M durch Erzeuger und Relationen.

Definition 1.3. Den erweiterten Kettenkomplex assoziert zu einer Auf-
lösung erhält man, indem man die Auflösung an sich als Kettenkomplex
interpretiert. Hierbei wird M als F−1 interpretiert.
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4 1. GRUNDLAGEN

Die zweite Methode, aus einer Auflösung einen Kettenkomplex zu
erhalten, besteht darin, den nichtnegativen Kettenkomplex

F = (Fi,∂i)i≥0

zu betrachten und ε : F → M als Kettenabbildung zu interpretieren,
wobei M ein in Dimension 0 konzentrierter Kettenkomplex ist.

Definition 1.4. Sei G eine multiplikativ geschriebene Gruppe. Sei
Z[G] der durch G erzeugte freie Z-Modul. Das heißt, ein Element in Z[G]
wird eindeutig repräsentiert durch

∑
g∈G

a(g)g mit a(g) ∈ Z und a(g) = 0

für fast alle g ∈ G. Die Multiplikation in G macht aus Z[G] einen Ring,
den ganzzahligen Gruppenring von G.

Bemerkung 1.5. G ist eine Untergruppe in (Z[G])∗, den Einheiten in
Z[G]. Weiterhin hat man die universelle Abbildungseigenschaft:

Seien ein assoziativer Ring R mit Eins und ein Gruppenhomomor-
phismus f : G → R∗ gegeben. Dann existiert eine und nur eine Erweite-
rung von f zu einem Ringhomomorphismus von Z[G] → R. Das heißt,
es gilt:

Hom(Ring)(Z[G],R) ∼= Hom(Gruppe)(G,R
∗)

Die universelle Abbildungseigenschaft ist erfüllt, da G eine Basis für Z[G]
bildet und man einen Homomorphismus durch seine Wirkung auf die
Basis beschreiben kann.

Definition 1.6. Für jede Gruppe G ist die Augmentation ein Ring-
homomorphismus ε : Z[G] → Z, der alle Gruppenelemente auf 1 abbil-
det.

Der Kern von ε wird als Augmentationsideal IG bezeichnet.

Definition 1.7. Ein linker Z[G]-Modul, oder auch G-Modul, ist eine
abelsche Gruppe A zusammen mit einem Ringhomomorphismus von
Z[G] in den Ring der Endomorphismen von A. Nach der Bemerkung 1.5
korrespondiert ein solcher Ringhomomorphismus mit einem Gruppen-
homomorphismus von G nach A. Von daher lässt sich ein G-Modul auch
beschreiben als eine abelsche Gruppe A zusammen mit einer Operation
von G auf A.

Sei X eine G-Menge, also eine Menge, auf der G operiert. Dann lässt
sich die freie abelsche Gruppe Z[X] bilden und die Gruppenoperation
von G auf X zu einer Z-linearen Operation von G auf Z[X] erweitern.
Der G-Modul, der hieraus resultiert, wird Permutationsmodul genannt.

Proposition 1.8. Sei X eine freie G-Menge und sei E eine Menge von
Repräsentanten der G-Orbits in X . Dann ist Z[X] ein freier G-Modul mit
Basis E.



1.1. GRUPPENKOHOMOLOGIE 5

1.1.2. Projektive Moduln. Dieser Unterabschnitt ist dem Beweis der
Eindeutigkeit der Auflösung bis auf Homotopieäquivalenz gewidmet.

Definition 1.9. EinR-Modul P heißt projektiv, wenn HomR(P,−) als
Funktor exakt ist, beziehungsweise, wenn im Diagramm

P

ψ

��

φ

��

0

��?
??

??
??

??
?

M ′
i

// M
j

// M ′′

mit jφ = 0 für jede exakte Reihe ein ψ : P →M ′ so existiert, dass iψ = φ
gilt.

Bemerkung 1.10. Diese Definition lässt sich auch in folgender Form
formulieren: Ein R-Modul P heißt projektiv, wenn für jede Surjektion
π : M ′ → M und jede Abbildung φ : P → M eine weitere Abbildung
ψ : P →M ′ so existiert, dass φ = πψ.

P
ψ

��
φ

��
M ′

π
// M

Bemerkung 1.11. Analog heißt ein Modul I injektiv, wenn der Funk-
tor HomR(−,I) exakt ist.

Lemma 1.12. Freie Moduln sind projektiv.

Lemma 1.13. Sei P ein projektiver Modul und

a) sei ein Diagramm

P

g

��

d // Q

f

��
M ′

d1

// M
d2

// M ′′

gegeben mit d2fd = 0 und exakter unterer Reihe. Dann existiert
ein g mit d1g = fd.



6 1. GRUNDLAGEN

b) sei ein Diagramm

P

k

��

f

��

d // Q

h
����

��
��

��
��

M ′
d1

// M
d2

// M ′′

gegeben mit d2hd = d2f und exakter unterer Reihe. Dann existiert
ein k mit d1k + hd = f .

Lemma 1.14. Seien (C,∂) und (C ′,∂′) Kettenkomplexe und sei r ∈ Z.
Sei (fi : Ci → C ′

i)i≤r eine solche Familie von Abbildungen, dass
∂′ifi = fi−1∂i

für i ≤ r. Sei Ci projektiv für i > r und die Homologiegruppen
Hi(C

′) := ker ∂′i/ im ∂′i+1 = 0

für i ≥ r, dann lässt sich (fi)i≤r erweitern zu einer Kettenabbildung
f : C → C ′ und f ist eindeutig bis auf Homotopie.

Genauer gesagt: Je zwei Erweiterungen sind homotop über eine Homoto-
pie h und für dieses h gilt hi = 0 für i ≤ r.

Definition 1.15. Eine Kettenabbildung f zwischen zwei projektiven
Auflösungen ε : F → M und ε′ : F ′ → M heißt augmentationserhaltend,
wenn ε′f = ε gilt.

Theorem 1.16. Seien F und F ′ projektive Auflösungen eines ModulsM ,
dann existiert eine augmentationserhaltende Kettenabbildung f : F → F ′,
die bis auf Homotopie eindeutig ist, und f ist eine Homotopieäquivalenz.

Korollar 1.17. Sei ε : F → Z eine freie Auflösung von Z als Z-Modul.
Dann ist ε eine Homotopieäquivalenz.

Zum Schluss dieses Abschnittes sollen noch drei Aussagen über Ket-
tenkomplexe projektiver Moduln zitiert werden. Sie gehören zum Stan-
dardrepertoire der homologischen Algebra.

Satz 1.18. Sei f : P ′ → P eine schwache Äquivalenz zwischen nicht-
negativen Komplexen von projektiven Moduln, dann ist f eine Homotopie-
äquivalenz.

Satz 1.19. Sei f : C ′ → C eine schwache Äquivalenz zwischen beliebigen
Komplexen. Sei P ein nichtnegativer Komplex projektiver Moduln, dann ist

HomR(P,f) : HomR(P,C ′) → HomR(P,C)

eine schwache Äquivalenz.
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Satz 1.20. Sei f : C ′ → C eine schwache Äquivalenz zwischen Komple-
xen rechter R-Moduln. Sei P ein nichtnegativer Komplex projektiver linker
R-Moduln, dann ist

f ⊗R P : C ′ ⊗R P → C ⊗R P

eine schwache Äquivalenz.

Bemerkung 1.21. Ein Modul F heißt flach, wenn der Funktor
−⊗R F

exakt ist. Da freie Moduln flach sind und projektive Moduln direkte Sum-
manden freier Moduln sind, sind auch projektive Moduln flach.

Die Aussage, dass projektive Moduln direkte Summanden freier Mo-
duln sind, lässt sich beweisen, indem man eine kurze exakte Sequenz
0 → M ′ → F → P → 0 wählt mit F frei und P projektiv. Aus der Pro-
jektivität folgt, dass sich die Identität auf P zu einer Abbildung P → F
liften lässt. Somit spaltet die Sequenz.

Satz 1.22. Sei P ein endlich erzeugter projektiver linker R-Modul, dann
i) ist P ∗, der Dualraum von P , ein endlich erzeugter projektiver rech-

ter R-Modul,
ii) existiert für jeden linken R-Modul M ein Isomorphismus

ϕ : P ∗ ⊗RM → HomR(P,M)

von abelschen Gruppen, gegeben durch ϕ(u⊗m)(x) = u(x) ·m für
alle u ∈ P ∗, m ∈M , x ∈ P ,

iii) existiert für jeden rechten R-Modul M ein Isomorphismus
ϕ′ : M ⊗R P → HomR(P ∗,M),

gegeben durch ϕ′(m ⊗ x)(u) = m · u(x) für alle m ∈ M , x ∈ P ,
u ∈ P ∗,

iv) existiert ein Isomorphismus ϕ′′ : P → P ∗∗ von linken R-Moduln,
gegeben durch ϕ′′(x)(u) = u(x) für x ∈ P, u ∈ P ∗.

1.1.3. Homologie von Gruppen. Jetzt ist man endlich in der Lage,
mit Hilfe von projektiven Auflösungen von Z über Z[G] die Homologie
einer Gruppe einzuführen.

Definition 1.23. Sei G eine Gruppe und M ein G-Modul. Dann wird
mit MG = {m ∈ M | gm = m ∀g ∈ G} die Fixgruppe beziehungsweise
die Gruppe der Invarianten von M bezeichnet.

Definition 1.24. Sei G eine Gruppe und M ein G-Modul. Dann wird
mit MG die Gruppe der Koinvarianten von M bezeichnet. Diese Gruppe
ist definiert als der Quotient M modulo der von Elementen der Form
mg −m erzeugten Untergruppe.
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Bemerkung 1.25. Man kannMG auf zwei weitere Arten beschreiben,
zum einen alsM = M/IM , wobei IM die Menge aller endlichen Summen∑
aibi mit ai ∈ IG und bi ∈M bezeichnet.
Die zweite Möglichkeit, MG zu beschreiben, ist

MG
∼= Z⊗Z[G] M.

Hierbei wird Z als rechter Z[G]-Modul interpretiert. Dass dies stimmt,
folgt aus folgender Konstruktion.

Durch die Identität 1 ⊗ gm = 1 · g ⊗ m = 1 ⊗ m in Z ⊗Z[G] M
existiert eine Abbildung MG → Z ⊗Z[G] M , die gegeben wird durch
m 7→ 1⊗m, wobei m das Bild von m ∈M in MG ist. Die hierzu inverse
Umkehrabbildung Z⊗Z[G] M →MG wird gegeben durch a⊗m 7→ am.

Die Standardeigenschaften des Tensorprodukts liefern uns für den
Funktor −G

a) Sei M ′ → M → M ′′ → 0 eine exakte Sequenz von G-Moduln,
dann ist auch die induzierte Sequenz M ′

G →MG →M ′′
G exakt.

b) Wenn F ein freier Z[G]-Modul mit Basis (ei) ist, dann ist FG ein
freier Z-Modul mit Basis (ēi).

Definition 1.26. Sei G eine Gruppe und ε : F → Z eine projektive
Auflösung von Z über Z[G]. Die Homologiegruppen von G sind definiert
durch

Hi(G) = Hi(FG).

Hierbei ist die rechte Seite bis auf Isomorphie unabhängig von der Wahl
der Auflösung (vgl. Theorem 1.16).

Lemma 1.27. Sei Fn → · · · → F0 → Z → 0 eine exakte Sequenz von
Z[G]-Moduln und sei jedes der Fi projektiv. Dann ist

Hi(G) ∼= Hi(FG)

für i < n und es existiert eine exakte Sequenz

0 → Hn+1(G) → (HnF )G → Hn(FG) → Hn(G) → 0.

1.1.4. Homologie und Kohomologie mit Koeffizienten. Dieser
Unterabschnitt schließt die Grundlagen der Gruppenkohomologie mit
der Einführung von Koeffizienten ab.

Bemerkung 1.28. Das Tensorprodukt M ⊗Z[G] N ist definiert, wenn
M ein rechter Z[G]-Modul und N ein linker Z[G]-Modul ist. Über den
Antiautomorphismus g 7→ g−1 kann man aber jeden linken G-Modul
M zu einem rechten G-Modul machen, und daher macht es Sinn, das
Tensorprodukt M ⊗Z[G] N zweier linker G-Moduln zu betrachten. Dies
wird im Folgenden mit M ⊗G N bezeichnet.
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SeiM⊗N die Kurzschreibweise fürM⊗ZN , dann erhält manM⊗GN
durch Einführen der Relation g−1m⊗ n = m⊗ gn. Folglich erhält man

M ⊗G N = (M ⊗N)G,

wobeiG diagonal aufM⊗N operiert: g(m⊗n) = gm⊗gn. Die Gleichung
gilt, da man obige Relation auch zu m ⊗ n = gm ⊗ gn umformulieren
kann. Mit dieser Gleichung folgt, dass −⊗G − kommutativ ist.

Bemerkung 1.29. Analog zu Bemerkung 1.28 kann man auch G dia-
gonal operieren lassen auf Hom(M,N) := HomZ(M,N) durch die Glei-
chung

(gu)(m) = g · u(g−1m)

für g ∈ G,u ∈ Hom(M,N) und m ∈M .
Es gilt gu = u genau dann, wenn u mit der Operation von g kommu-

tiert. Folglich gilt:

HomG(M,N) = Hom(M,N)G.

Definition 1.30. Sei G eine Gruppe und ε : F → Z eine projekti-
ve Auflösung. Dann wird die Homologie von G mit Koeffizienten in M
definiert als

H∗(G,M) := H∗(F ⊗GM).

Die Kohomologie mit Koeffizienten in M ist
H∗(G,M) := H∗(HomG(F,M)).

Bemerkung 1.31. Es gilt
H0(G,M) = MG

und
H0(G,M) = MG.

Bemerkung 1.32. Wenn man Z für M einsetzt, so erhält man
H∗(G,Z) = H∗(G).

Der Vollständigkeit halber werden nun noch zum Ende dieses Ab-
schnittes zwei Verallgemeinerungen der zwei Funktoren H∗(G,−) und
H∗(G,−) angegeben.

Definition 1.33. Sei R ein Ring und seien F →M und P → N zwei
projektive Auflösungen beliebiger R-Moduln M und N . Dann ist

TorR∗ (M,N) := H∗(F ⊗R N) = H∗(F ⊗R P ) = H∗(M ⊗R P )

und
Ext∗R(M,N) := H∗(HomR(F,N)).

Speziell ist H∗(G,−) = TorZ[G]
∗ (Z,−) und H∗(G,−) = Ext∗Z[G](Z,−).
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Bemerkung 1.34. Die Aussagen dieses Kapitels über die Kohomolo-
gie von G ändern sich nicht, wenn man Hom(A,B) nicht als die linearen
Abbildungen, sondern als die beschränkten linearen Abbildungen von A
nach B auffasst. Da aber in dem Rest dieser Arbeit die topologische Dua-
lität von lp(G) zu lq(G) mit 1

p
+ 1

q
= 1 ausgenutzt werden soll, die algebra-

isch nicht gegeben ist, bezeichnet Hom(A,B) ab sofort die beschränkten
linearen Abbildungen auf.

Bemerkung 1.35. [17, S. 3] Sei ε : F → Z eine projektive Auflö-
sung von Z über Z[G]. Da ein projektiver Z[G]-Modul Z-frei ist, kann
man diese Auflösung auch aus kurzen exakten, spaltenden Sequenzen zu-
sammenspleißen. Wenn man nun mit einem Körper k über Z tensoriert,
bleibt die Eigenschaft zu spalten erhalten. Mit k⊗Z[G] = k[G] folgt, dass
k ⊗ F → k eine Auflösung von k über k[G] liefert. Insbesondere heißt
dies, dass im Folgenden immer eine Auflösung von Z über Z[G] durch
eine Auflösung von C über C[G] ersetzt werden kann, solange die Koeffi-
zienten projektive Moduln über C[G] sind. Diese Bedingung wird erfüllt
sein, da als Koeffizienten nur lp(G) von Interesse ist.

1.2. CW-Komplexe und Gruppen

Die Aufgabe dieses Abschnittes ist es, zu zeigen, dass unter bestimm-
ten Voraussetzungen die (Ko-)Homologie einer Gruppe G mit der ei-
nes CW-Komplexes X übereinstimmt. Dass dies nicht für beliebige CW-
Komplexe gelten kann, ist selbstverständlich. Daher müssen zuerst ein-
mal in den beiden folgenden Unterabschnitten Einschränkungen erarbei-
tet werden.

1.2.1. G-Komplex und Standardauflösung. Zu Anfang soll hier die
sogenannte Standardauflösung eingeführt werden.

Definition 1.36. Ein G-Komplex ist ein CW-Komplex X zusammen
mit einer G-Operation auf X , die nur die Zellen permutiert. Also existiert
für alle g ∈ G ein Homöomorphismus x 7→ gx von X so, dass für jede
Zelle σ von X das Bild gσ wiederum eine Zelle von X ist. Zum Beispiel
ist ein Simplizialkomplex X mit einer simplizialen G-Operation ein G-
Komplex.

X ist ein freier G-Komplex, wenn die G-Operation die Zellen frei per-
mutiert, also gσ 6= σ für alle σ und g 6= 1. In diesem Fall hat jeder
Kettenmodul eine Z-Basis, die frei von G permutiert wird. Nach Propo-
sition 1.8 ist Cn(X) ein freier Z[G]-Modul mit einem Basiselement für
jeden G-Orbit von Zellen.

Proposition 1.37. Sei X ein zusammenziehbarer freier G-Komplex.
Dann ist der erweiterte Kettenkomplex eine freie Auflösung von Z über Z[G].
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Definition 1.38. Sei X ein simplizialer Komplex, auf dem G frei ope-
riert. Dann istC ′

∗(X), der gerichtete Kettenkomplex zuX , so definiert, dass
C ′
∗(X) eine Basis aus gerichteten (n + 1)-Tupeln (ν0, . . . ,νn) von Ecken

von X derart hat, dass {ν0, . . . ,νn} ein Simplex von X ist. Da G frei auf
diesen (n + 1)-Tupeln operiert, erhält man eine freie Auflösung von Z
über Z[G].

Definition 1.39. Sei X das „Simplex“, welches von G aufgespannt
wird, seien also die Ecken vonX die Elemente vonG und sei jede endliche
Teilmenge von G ein Simplex von X . Die hierzu korrespondierende freie
Auflösung F∗ = C ′

∗(X) wird als die Standardauflösung von Z über Z[G]
bezeichnet.

Explizit sind die Fn freie Z-Moduln, die von den (n + 1)-Tupeln
(g0, . . . ,gn) von Elementen von G erzeugt werden. G operiert hierauf
durch

g · (g0, . . . ,gn) = (g · g0, . . . ,g · gn).
Der Randoperator ∂ : Fn → Fn−1 wird gegeben durch

∂ =
n∑
i=0

(−1)idi

mit
di(g0, . . . ,gn) = (g0, . . . ,ĝi, . . . ,gn).

Die Augmentation ε : F0 → Z wird gegeben durch

ε(g0) = 1.

Noch einen Schritt expliziter seien die (n+1)-Tupel mit erstem Eintrag 1
die Basis von Fn als freiem Z[G]-Modul. Diese bilden eine Basis, da sie die
Bahnen unter G-Operation repräsentieren. Manchmal ist es angenehmer,
die (n + 1)-Tupel in der Form (1,g1,g1g2, . . . ,g1 · · · gn) zu schreiben. Für
diese kann man folgende Notation einführen: [g1| . . . |gn]. Mit dieser Z[G]-
Basis kann man die di schreiben als

(1.1) di [g1| . . . |gn] =

 g1 [g2| . . . |gn] i = 0
[g1| . . . |gi−1|gigi+1|gi+2| . . . |gn] 0 < i < n
[g1| . . . |gn−1] i = n.

Es sei erinnert an Definition 1.26. Hier kann man für jede Gruppe G
als Auflösung F die Standardauflösung nehmen. In diesem Fall schreibt
man C∗(G) für den Kettenkomplex FG.

Hierbei kann man C∗(G) explizit wie folgt beschreiben. Zuerst de-
finiert man sich die Äquivalenzrelation (g0, . . . ,gn) ∼ (gg0, . . . ,ggn) auf
den (n + 1)-Tupeln (g0, . . . ,gn) mit gi ∈ G. Es bezeichne [g0, . . . ,gn] die
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Äquivalenzklasse von (g0, . . . ,gn). Dann hat Cn(G) eine Z-Basis beste-
hend aus diesen Äquivalenzklassen, und die Randabbildung

∂ : Cn(G) → Cn−1(G)

ist gegeben durch ∂ =
n∑
i=0

(−1)idi mit

di[g0, . . . ,gn] = [g0, . . . ,ĝi, . . . ,gn]

Diese Beschreibung von C∗(G) wird als der homogene Kettenkomplex be-
zeichnet.

Die inhomogene Beschreibung von C∗(G) wird durch

di [g1| . . . |gn] =

 g1 [g2| . . . |gn] i = 0
[g1| . . . |gi−1|gigi+1|gi+2| . . . |gn] 0 < i < n
[g1| . . . |gn−1] i = n

analog zur Formel 1.1 gegeben. Hierbei sind aber die [g1| . . . |gn] die Bilder
in Cn(G) = (Fn)G der [g1| . . . |gn] aus 1.1. Sie bilden eine Z-Basis, aber
keine Z[G]-Basis.

1.2.2. K(G,1)-Komplexe. Dies sind diejenigen CW-Komplexe, de-
ren (Ko-)Homologie mit derjenigen der Gruppe G übereinstimmt.

Definition 1.40. Der CW-KomplexX ist ein Eilenberg-MacLane-Kom-
plex vom Typ (G,1) oder einfacher ein K(G,1)-Komplex, wenn X die fol-
genden drei Bedingungen erfüllt:

i) X ist zusammenhängend,
ii) π1X = G und

iii) die universelle Überlagerung X̃ von X ist zusammenziehbar.

Bemerkung 1.41. Die letzte Bedingung kann ersetzt werden durch
eine der beiden folgenden Bedingungen:

iii’) HiX̃ = 0 für i ≥ 2 oder
iii”) πiX = 0 für i ≥ 2.

Proposition 1.42. Wenn X ein K(G,1)-Komplex ist, dann ist der er-
weiterte zelluläre Kettenkomplex der universellen Überlagerung von X eine
freie Auflösung von Z über Z[G].

Satz 1.43. Für jede Gruppe G existiert ein K(G,1)-Komplex, und die
Standardauflösung von G entspricht dem zum K(G,1)-Komplex gehörenden
Kettenkomplex.

Bemerkung 1.44. Die Umkehrung dieser Aussage gilt ebenfalls. Man
setzt einfach G = π1X .
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Folgende Aussage ist ein Korollar zu Theorem 1.16.

Korollar 1.45. Wenn F ein nicht-negativer azyklischer1 Kettenkomplex
von projektiven Moduln über einem beliebigen RingR ist, dann ist F zusam-
menziehbar2.

Proposition 1.46. Sei X ein freier G-Komplex. Dann gilt

C∗(X/G) ∼= C∗(X)G,

wobei X/G der Orbitraum von G über X ist. Dieser ist durch die Konstruk-
tion wiederum ein G-Komplex.

Satz 1.47. Sei X ein K(G,1)-Komplex. Dann ist H∗(G) = H∗(X).

1.2.3. Satz von Hopf. Das Theorem 1.48 ist eine Folgerung aus dem
Satz von Hopf 1.51, wobei 1.51 in unserem Zusammenhang die inter-
essantere Beschreibung ist. Insbesondere ist Satz 1.51 einer der zentra-
len Ausgangspunkte für die Entwicklung der Gruppenkohomologie (vgl.
[9, Introduction]).

Theorem 1.48. Für jeden zusammenhängenden CW-Komplex X exis-
tiert eine kanonische Abbildung ψ : H∗X → H∗G mit G = π1X . Wenn es
ein n ≥ 2 gibt mit πiX = 0 für 1 < i < n, dann ist ψ ein Isomorphismus
HiX

∼=−→ HiG für i < n und die Sequenz

πnX
h−→ HnX

ψ−→ HnG→ 0

ist exakt. Hierbei ist h : πnX → HnX die Hurewiczabbildung.

Definition 1.49. Ein kombinatorischer Pfad in einem CW -Komplex
ist eine Sequenz von orientierten 1-Zellen e1, . . . ,en, bei denen die An-
fangsecke von ei+1 gleich der Endecke von ei ist (für i = 1, . . . ,n− 1).

Bemerkung 1.50. Sei G = 〈S〉 die freie Gruppe erzeugt durch die
Menge S. Sei X ein Bukett von Kreisen mit Indexmenge S, das heißt
X =

∨
s∈S S

1
s . Dann ist X ein 1-dimensionaler CW-Komplex mit genau

einer Ecke und einer 1-Zelle für jedes Element in S. Das heißt,

π1(X) ∼= G.

Weiterhin ist X ein K(G,1)-Komplex. Als Basispunkt in X̃ ist eine Ecke
ṽ zu wählen. Diese repräsentatiert dann eindeutig den G-Orbit der Ecken
von X̃ und erzeugt damit den freien Z[G]-Modul C0(x̃). Als Basis von
C1(X̃) nimmt man für jedes s ∈ S eine orientierte 1-Zelle es von X̃ ,

1H(F ) = 0
2homotopieäquivalent zum Nullkomplex
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die über S1
s liegt. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei der Anfangs-

punkt von jeder dieser 1-Zellen ṽ. Der Endpunkt ist daher sṽ. Es folgt
∂es = sṽ − ṽ = (s− 1)ṽ. Man erhält also eine freie Auflösung

0 → Z[G](S) ∂−→ Z[G]
ε−→ Z → 0,

mit Z[G](S) als dem freien Z[G]-Modul mit Basis (es)s∈S , ∂es = s− 1 und
ε(g) = 1 für alle g ∈ G.

Satz 1.51. (Satz von Hopf) Sei G ∼= F/R, wobei F frei und eine Ein-
bettung vonR nach F gegeben ist, die gerade die Isomorphie vonG und F/R
erfüllt. Dann gilt

H2(G) ∼= R ∩ [F,F ]/[F,R].

Korollar 1.52. Sei G = F/R wie oben mit F =< S >, dann existiert
eine exakte Sequenz

0 → Rab
θ−→ Z[G](S) ∂−→ Z[G]

ε−→ Z → 0

von G-Modulen, wobei Z[G](S) frei ist, mit Basis (es)s∈S und ∂es = s− 1.

1.2.4. Lokale Koeffizientensysteme. Dieser Unterabschnitt ist dem
Beweis des folgenden Satzes inklusive der darin auftauchenden Definiti-
on eines lokalen Koeffizientensystems gewidmet. Im Wesentlichen folgen
diese Ausführungen Spanier [58], sie können aber zum Beispiel auch bei
Cohen [12], Switzer [61] oder Whitehead [64] gefunden werden. Die ers-
ten Ausführungen über lokale Koeffizienten stammen von Steenrod [59]
und Eilenberg [15].

Satz 1.53. Sei G eine Gruppe und M ein G-Modul. Dann gilt
i) H∗(G,M) = H∗(K(G,1);M)

ii) H∗(G,M) = H∗(K(G,1);M)

Hierbei ist M das lokale Koeffizientensystem auf K(G,1) assoziert zum G-
Modul M .

Definition 1.54. [56] Ein Gruppoid ist ein Kategorie, in der jeder Mor-
phismus ein Isomorphismus ist.

Satz 1.55. [58] Für jeden topologischen Raum X existiert eine Kategorie
P(X), deren Objekte die Punkte von X und deren Morphismen von a nach
b die Homotopieklassen der Wege mit Endpunkt a und Anfangspunkt b sind.
Die Verknüpfung der Morphismen ist das Produkt der Homotopieklassen der
Wege. Diese Kategorie ist ein Gruppoid.

Definition 1.56. [58] Die Kategorie P(X) wird als das fundamentale
Gruppoid oder als die Kategorie der Wegklassen bezeichnet.
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Definition 1.57. [58] Ein lokales System auf einem Raum X ist ein
kovarianter Funktor vom fundamentalen Gruppoid in eine beliebige Ka-
tegorie. Für jede Kategorie C existiert eine Kategorie der lokalen Systeme
auf X mit Werten in C. Zwei lokale Systeme heißen äquivalent, wenn sie
äquivalente Objekte in dieser Kategorie sind.

Definition 1.58. [58] Sei q ≥ 1, sei σ : ∆q → X ein singuläres q-
Simplex von X und sei ωσ der Weg in X , den man erhält, indem man
den linearen Weg von v0 nach v1 in ∆q mit σ verknüpft. Sei weiterhin ein
lokales System Γ von R-Moduln auf X gegeben.

Dann setzt man ∆q(X,Γ) als den R-Modul der endlichen, nichtver-
schwindenden formalen Summen

∑
ασσ, in denen σ über der Menge der

singulären q-Simplizes von X variiert und in denen die ασ ∈ Γ(σ(v0))
für fast alle σ verschwinden. Weiterhin definiert man für q > 0 einen
Homomorphismus ∂ : ∆q(X,Γ) → ∆q−1(X,Γ) durch

∂(ασ) =
∑

0<i≤q

(−1)iασ(i) + Γ(ωσ)(α)σ(0).

Unter diesen Bedingungen ist ∆(X,Γ) ein Kettenkomplex mit Rand-
abbildung ∂. Wenn Γ ein lokales System von freien R-Modulen ist, dann
ist auch ∆(X,Γ) frei. Für A ⊂ X ist ∆(A,Γ|A) ein Unterkomplex von
∆(X,Γ).

H∗(X,A,Γ), die Homologie von (X,A) mit lokalen Koeffizienten, ist
definiert als der Homologiemodul von

∆(X,A,Γ) = ∆(X,Γ)/∆(A,Γ|A).

Definition 1.59. [58] Sei Γ ein lokales System von R-Moduln auf X .
Dann ist ∆q(X,Γ) der Modul der Funktionen φ, die jedes singuläre q-
Simplex σ von X auf ein Element ϕ(σ) ∈ Γ(σ(v0)) abbilden. Man defi-
niert einen Homomorphismus δ : ∆q(X,Γ) → ∆q+1(X,Γ) durch

(δϕ)(σ) =
∑

0<i≤q+1

(−1)iϕ(σ(i)) + Γ(ω−1
σ )(ϕ(σ(0))).

Unter diesen Bedingungen ist ∆∗(X,Γ) = {∆q(X,Γ),δ} ein Koketten-
komplex und für A ⊂ X ist die Einschränkung

∆∗(X,Γ) → ∆∗(A,Γ|A)

ein Epimorphismus.
H∗(X,A,Γ), die Kohomologie von (X,A) mit lokalen Koeffizienten, ist

definiert als der Kohomologiemodul von

∆∗(X,A,Γ) = ker[∆∗(X,Γ) → ∆∗(A,Γ|A)].
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Theorem 1.60. [15] Die Homologiegruppe Hq(X,Γ) eines Raumes X
mit lokalem Koeffizientensystem Γ ist isomorph zu der äquivarianten Homo-
logiegruppe He

q (X̃,A) der universellen Überlagerung X̃ von X . Hierbei ist
A = Γx0 .

Analog gilt Hq(X,Γ) ∼= Hq
e (X̃,A).

Satz 1.61. [15] Sei X ein azyklischer topologischer Raum. Sei W eine
Gruppe, die fixpunktfrei auf X operiert. Dann gilt

i) He
q (X,A) ∼= Hq(W,A),

ii) Hq
e (X,A) ∼= Hq(W,A).

1.3. Endlichkeitsbedingungen

Um mit den im ersten Abschnitt erarbeiteten Grundlagen arbeiten zu
können, benötigt man häufig einschränkende Endlichkeitsbedingungen.
Diejenigen, welche in den nachfolgenden Kapiteln genutzt werden, sollen
nun im Folgenden dargestellt werden.

1.3.1. Die kohomologische Dimension. Die erste Endlichkeitsbe-
dingung, die betrachtet werden soll, beschränkt die Länge der Auflösung.

Definition 1.62. Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Die projektive
Dimension pdR(M) von M ist das Infimum aller ganzen Zahlen n, für die
M eine projektive Auflösung 0 → Pn → · · · → P0 → M → 0 der Länge
n hat.

Lemma 1.63. Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Dann sind die fol-
genden Aussagen äquivalent:

i) pdR(M) ≤ n.
ii) ExtiR(M,−) = 0 für i > n.

iii) Extn+i
R (M,−) = 0.

iv) Sei 0 → K → Pn−1 → · · · → P0 → M → 0 eine beliebige exakte
Sequenz von R-Moduln, mit Pi projektiv, dann ist K projektiv.

Definition 1.64. Die kohomologische Dimension von G, bezeichnet
mit cd(G), ist die kleinste ganze Zahl n, die die Bedingungen in Lemma
1.63 für R = Z[G] und M = Z erfüllt. Falls ein solches n nicht existiert,
wird cd(G) = ∞ gesetzt. Das heißt:

cd(G) = pdZ[G] Z
= inf{n : Z hat eine projektive Auflösung der Länge n}
= inf{n : H i(G,−) = 0 für i > n}
= sup{n : Hn(G,M) 6= 0 für einen G-Modul M}
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Bemerkung 1.65. Die geometrische Dimension von G, bezeichnet mit
gd(G), ist definiert als die minimale Dimension einesK(G,1)-Komplexes.
Da der zelluläre Kettenkomplex der universellen Überlagerung eines
K(G,1)-Komplexes Y eine freie Auflösung von Z über Z[G] (mit einer
Länge gleich der Dimension von Y ) liefert, gilt:

cd(G) ≤ gd(G)

Lemma 1.66. (Eilenberg-Trick) Sei P ein projektiver Modul über ei-
nem beliebigen Ring R. Dann existiert ein freier Modul F so, dass

P ⊕ F ∼= F.

Satz 1.67. Für jede Gruppe G existiert eine freie Auflösung von Z über
Z[G] der Länge cd(G).

1.3.2. Gruppen vom Typ FPn. Die zweite Endlichkeitsbedingung
betrachtet nur die Dimension der in der Auflösung auftauchenden Mo-
duln.

Definition 1.68. Eine (Teil-)Auflösung F ist von endlichem Typ, wenn
alle Fi endlich erzeugt sind.

Ein Modul M ist vom Typ FPn, mit n ≥ 0, falls es eine partielle Auf-
lösung Fn → · · · → F0 → M von M gibt so, dass die einzelnen Fi
projektiv und endlich erzeugt sind.

Lemma 1.69. (Schanuels Lemma) Seien P und P ′ projektiv und seien
0 → K → P → M → 0 und 0 → K ′ → P ′ → M → 0 exakt. Dann gilt
P ⊕K ′ ∼= P ′ ⊕K.

Lemma 1.70. Seien 0 → Fn → · · · → F0 → M → 0 sowie
0 → F ′

n → · · · → F ′
0 → M → 0 exakte Sequenzen mit Fi und F ′

i pro-
jektiv für i ≤ n− 1. Dann gilt:

F0 ⊕ F ′
1 ⊕ F2 ⊕ . . . ∼= F ′

0 ⊕ F1 ⊕ F ′
2 ⊕ . . .

Das heißt, wenn die Fi und die F ′
i endlich erzeugt sind für i ≤ n − 1, dann

ist Fn endlich erzeugt genau dann, wenn auch F ′
n endlich erzeugt ist.

Satz 1.71. Sei M ein Modul und n ≥ 0. Dann sind die folgenden Aussa-
gen äquivalent:

i) Es gibt eine Teilauflösung Fn → · · · → F0 → M → 0, wobei die
Fi alle frei und endlich erzeugt sind.

ii) M ist vom Typ FPn.
iii) M ist endlich erzeugt und für jede projektive Teilauflösung

Pk → · · · → P0 →M → 0

von endlichem Typ mit k < n ist ker{Pk → Pk−1} endlich erzeugt.
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Korollar 1.72. Sei M ein Modul und n ≥ 0. Dann sind die folgenden
Aussagen äquivalent:

i) M besitzt eine freie Auflösung endlichen Typs.
ii) M besitzt eine projektive Auflösung endlichen Typs.

iii) M ist vom Typ FPn für alle n ≥ 0.

Bemerkung 1.73. Wenn die Bedingungen des Korollars erfüllt sind,
nennt man M vom Typ FP∞.

Definition 1.74. Eine Gruppe G ist vom Typ FPn, wenn Z als Z[G]-
Modul vom Typ FPn ist.

Satz 1.75. Sei H ⊂ G eine Untergruppe von endlichem Index. Dann ist
G vom Typ FPn genau dann, wenn H vom Typ FPn ist.

1.3.3. Die Typen FP und FL. Im Folgenden werden nun die beiden
obigen Endlichkeitsbedingungen zusammengeführt, um aus ihnen zwei
weitere zu gewinnen, die tiefergehende topologische Aussagen zulassen.

Definition 1.76. Eine Gruppe G ist vom Typ FP, wenn Z eine endli-
che projektive Auflösung von endlichem Typ über Z[G] zulässt.

Satz 1.77. G ist vom Typ FP genau dann, wenn cd(G) < ∞ und G
vom Typ FP∞ ist.

Bemerkung 1.78. Die projektive Teilauflösung, die im Beweis des Sat-
zes gewählt wurde, hätte auch frei gewählt werden können, so dass man
am Ende eine Auflösung

0 → P → Fn−1 → · · · → F0 → Z → 0

mit Fi frei erhalten hätten. Leider gibt es keinen Grund, warum auch P
dann frei sein sollte. Dies führt uns zur Definition 1.79. Allerdings ist bis
heute noch kein Gegenbeispiel bekannt, in dem eine Gruppe vom Typ
FP ist und Z keine endliche freie Auflösung von endlichem Typ über
Z[G] zulässt (vgl. [9, S. 201]).

Definition 1.79. Eine Gruppe G ist vom Typ FL, wenn Z eine endli-
che freie Auflösung von endlichem Typ über Z[G] zulässt.

1.3.4. Induktion und Koinduktion. Die Induktion ist ein wichtiges
Hilfsmittel, da sie die Homologie einer Gruppe zu der Homologie einer
Untergruppe in Beziehung setzt.

Definition 1.80. Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G.
Dann ist die Induktion von H nach G

IndGH(M) := Z[G]⊗Z[H] M



1.3. ENDLICHKEITSBEDINGUNGEN 19

und die Koinduktion von H nach G
CoindGH(M) := HomZ[H](Z[G],M).

Hierbei ist M ein H -Modul. Ein Modul der Form IndG1 (M) wird als
induzierter Modul bezeichnet. Ein Modul der Form CoindG1 (M) heißt ko-
induzierter Modul.

Bemerkung 1.81. Alle freien Moduln sind induziert.
Lemma 1.82. [5] SeiB ein rechterG-Modul undA ein induzierter linker

G-Modul, dann ist auch B ⊗ A (mit diagonaler G-Operation) induziert.
Satz 1.83. Sei G eine Gruppe und seien M,M ′,M ′′ beliebige Z[G]-Mo-

duln.
i) H0(G,M) ∼= MG.

ii) H0(G,M) ∼= MG.
iii) Sei 0 → M ′ i−→ M

j−→ M ′′ → 0 eine exakte Sequenz und n eine be-
liebige ganze Zahl, dann existiert ein natürlicher Homomorphismus
∂ : Hn(G,M

′′) → Hn−1(G,M
′) so, dass die Sequenz

· · · → H1(G,M) → H1(G,M
′′)

∂−→ H0(G,M
′)

→ H0(G,M) → H0(G,M
′′) → 0

exakt ist.
iv) Sei 0 → M ′ i−→ M

j−→ M ′′ → 0 eine exakte Sequenz und n eine be-
liebige ganze Zahl, dann existiert ein natürlicher Homomorphismus
δ : Hn(G,M ′′) → Hn+1(G,M ′) so, dass die Sequenz
0 → H0(G,M ′) → H0(G,M) → H0(G,M ′′)

δ−→ H1(G,M ′) → H1(G,M) → · · ·
exakt ist.

v) Wenn P ein projektiver Z[G]-Modul ist, dann ist Hn(G,P ) = 0 für
n > 0.

vi) Wenn Q ein injektiver Z[G]-Modul ist, dann ist Hn(G,Q) = 0 für
n > 0.

Satz 1.84. (Shapiros Lemma) Sei H ⊂ G und M ein H -Modul, dann
gilt

H∗(H,M) ∼= H∗(G, IndGH(M))

und
H∗(H,M) ∼= H∗(G,CoindGH(M)).

Lemma 1.85. Sei G eine Gruppe, H eine Untergruppe von endlichem
Index k und M ein H -Modul. Dann gilt IndGHM = CoindGHM .
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1.3.5. Dualitätsgruppen. Schlussendlich wird hier noch ein letzter
Typus von Gruppen eingeführt, die Dualitätsgruppen, um unter gewissen
Voraussetzungen die Poincaré-Dualität ausnutzen zu können.

Theorem 1.86. [5] Sei G eine Gruppe vom Typ FP. Dann sind die fol-
genden Aussagen äquivalent:

i) Es gibt ein n ∈ N und einen G-Modul D so, dass
H i(G,M) ∼= Hn−i(G,D ⊗M)

für alle G-Moduln M und alle i ∈ N.
ii) Es existiert ein n ∈ N so, dass H i(G,Z[G] ⊗ A) = 0 für alle i 6= n

und alle abelschen Gruppen A.
iii) Es existiert ein n ∈ N so, dass H i(G,Z[G]) = 0 für alle i 6= n, und

Hn(G,Z[G]) ist torsionsfrei.
iv) Es gibt natürliche Isomorphismen

H i(G,−) ∼= Hn−i(G,D ⊗−),

mit n = cd(G) und D = Hn(G,Z[G]), die kompatibel sind mit
den Verknüpfungshomomorphismen sowohl in der langen Homolo-
giesequenz als auch in der langen Kohomologiesequenz assoziert zu
einer kurzen exakten Sequenz von Moduln.

Definition 1.87. Eine Gruppe G, die die Bedingungen in Theorem
1.86 erfüllt, wird als Dualitätsgruppe bezeichnet.

Wenn zusätzlich das auftauchende D als abelsche Gruppe unendlich
zyklisch ist, nennt man G eine Poincaré-Dualitätsgruppe. In diesem Fall
heißt G orientierbar, wenn G trivial auf D operiert, und ansonsten nicht-
orientierbar.

Bemerkung 1.88. WennG eine orientierbare Poincaré-Dualitätsgrup-
pe ist, so nimmt iv) aus Theorem 1.86 die bekannte Form

H i(G,M) ∼= Hn−i(G,M)

an.
Die in Theorem 1.86 auftauchenden Dualitätsisomorphismen werden

gegeben durch das Cap-Produkt

∩z : H i(G,M)
∼=−→ Hn−i(G,D ⊗M)

mit einem festen Element z aus Hn(G,D).



KAPITEL 2

lp-Kohomologie

Nach diesen Vorarbeiten wird es nun langsam Zeit, sich mit dem ei-
gentlichen Thema dieser Arbeit zu beschäftigen.

2.1. Definition

Am Anfang dieses Kapitels stehen zwei Definitionen, die sich sofort
aus den Vorarbeiten und ein wenig Banachraumtheorie ableiten.

Definition 2.1. Sei F(G) die Menge der komplexwertigen Funktio-
nen auf einer Gruppe G. Dann lässt sich jedes f ∈ F als formale Sum-
me

∑
g∈G

fgg repräsentieren mit fg ∈ C und f(g) = fg. Für jede reelle

Zahl p ≥ 1 besteht lp(G) aus den formalen Summen f =
∑
g∈G

fgg in

F(G), in denen nur abzählbar viele Einträge ungleich null sind und für
die

∑
g∈G

|fg|p = (|f |p)p <∞ gilt. Entsprechend besteht l∞(G) aus den for-

malen Summen mit nur abzählbar vielen Einträgen ungleich null, für die
supg∈G(fg) = |f |∞ <∞ gilt. lp(G) ist mit den angegebenen Normen ein
Banachraum.

Nach Definition 1.7 ist lp(G) ein G-Modul, da G von rechts auf lp(G)
operiert. Somit lassen sich die Ergebnisse aus den letzten Kapiteln auf
diesen Fall übertragen.

Nach Huppert [27] lässt sich bis auf Isomorphie die lp-Kohomologie
über die Standardauflösung von Z über Z[G] definieren.

Definition 2.2. Sei C0
(p)(G) := lp(G) und für n ≥ 1 sei Cn

(p)(G) die
Menge aller Homomorphismen von dem n-fachen direkten Produkt von
G nach lp(G). Die Addition sei jeweils punktweise definiert.

Dann definiert man δn ∈ HomZ(Cn
(p)(G),Cn+1

(p) (G)) durch

(δ0f)(g) := f − fg

für f ∈ C0
(p)(G) und

(δnf)(g1, . . . ,gn+1) := f(g2, . . . ,gn+1)

21
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+
n∑
i=1

(−1)if(g1, . . . ,gi−1,gi+1, . . . ,gn+1)

+(−1)n+1f(g1, . . . ,gn)gn+1

für f ∈ Cn
(p)(G).

Man setzt nun Zn
(p)(G) := ker(δn) für n ≥ 0, B0

(p)(G) := 0 und
Bn

(p)(G) := im(δn−1) für n ≥ 1. Die Elemente von Cn
(p)(G) heißen n-

Koketten, die von Zn
(p)(G) n-Kozykeln und die von Bn

(p)(G) n-Koränder.

Die Standardauflösung ist aber in unserem Kontext normalerweise
kein sinnvolles Arbeitsmittel, deshalb definiert man mit Verweis auf De-
finition 1.30:

Definition 2.3. Sei G eine Gruppe und

· · · → F2
∂2−→ F1

∂1−→ F0
∂0−→ Z → 0

eine projektive Auflösung von Z über Z[G]. Dann ist die lp-Homologie
von G definiert als

H(p)
n (G) := Hn(G,l

p(G)) = ker(∂n ⊗ 1)/ im(∂n+1 ⊗ 1)

und die lp-Kohomologie von G als

Hn
(p)(G) := Hn(G,lp(G)) = ker(∂∗n+1)/ im(∂∗n).

Die reduzierte lp-Homologie von G ist definiert als

H
(p)
n (G) := ker(∂n ⊗ 1)/im(∂n+1 ⊗ 1),

und die reduzierte lp-Kohomologie von G als

Hn
(p)(G) := ker(∂∗n+1)/im(∂∗n).

Hierbei ist ∂∗i die duale Abbildung zu ∂i definiert durch ∂∗i (ϕ) := ϕ ◦ ∂i.

Bemerkung 2.4. Diese ausführliche Wiederholung ist notwendig, da
die unreduzierte Kohomologie erst einmal nur ein Objekt der Algebra ist.
Um die Eigenschaften der lp-Räume als Banachräume nutzen zu können,
ist es sinnvoll zu erwarten, dass auch die Homologiegruppen Banachräu-
me sind. Der Kern einer Randabbildung ist ein Banachraum mit der von
lp(G) transportierten Norm. Das Bild hingegen ist im Allgemeinen nicht
vollständig, sondern trägt erst einmal nur die Norm des großen Raumes.
Damit der Quotient ein Banachraum ist, muss das Bild abgeschlossen sein
(vgl. [34, Kapitel 1.7]).

In diesem Zusammenhang ist es sinnvoll, ein paar Bemerkungen über
die Normen, die genutzt werden, zu verlieren. Üblicherweise beschäftigt
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man sich im Folgenden mit Gruppen vom Typ FPn, daher sind die be-
handelten Moduln jeweils endlich viele Kopien von lp(G). Es ist klar,
dass die „innere“ Norm innerhalb der einzelnen Komponenten dieselbe
ist wie in lp(G). Da man sich aber mit endlich vielen Kopien beschäfti-
gen, ist es prinzipiell egal, welche „äußere“ Norm auf dem Gesamtraum
genutzt wird, da sie alle äquivalent zueinander sind. Normalerweise wird
aus Gründen der Einfacheit im Folgenden die 1-Norm als äußere Norm
nutzen.

Aus Satz 1.53 ergibt sich als direkte Folgerung aus der Definition:

Satz 2.5. Sei G eine Gruppe und X ein K(G,1)-Komplex. Dann gilt:

H
(p)
∗ (G) = H∗(X; lp(G)) und

H∗
(p)(G) = H∗(X; lp(G)).

Lemma 2.6. Sei n ∈ N undG eine Gruppe vom Typ FPn, dann existiert
eine projektive Teilauflösung

· · · → P
∂n+1−−−→ Fn

∂n−→ . . .
∂2−→ F1

∂1−→ Z[G] → Z → 0

so, dass die Fi freie, endlich erzeugte Z[G]-Moduln und die Randabbildungen
∂i ⊗ 1 des dazugehörenden, mit lp(G) tensorierten Komplexes für i ≤ n + 1
beschränkte lineare Operatoren sind.

BEWEIS. Satz 1.71 liefert uns eine solche Auflösung, nur dass die Rand-
abbildungen noch nicht notwendigerweise beschränkt sind.

Die 0-te Randabbildung im tensorierten Komplex ist die Nullabbil-
dung und somit beschränkt.

Die Randabbildungen ∂i für 1 ≤ i ≤ n lassen sich beschreiben durch
die Multiplikation mit einer Matrix Ai ∈ Mdi−1×di

(Z[G]), wobei di die
Dimension von Fi ist. Das heißt, dass die Abbildungen ∂i ⊗ 1 weiterhin
als Multiplikation mit der Matrix Ai aufzufassen ist, nur dass diese Multi-
plikation nicht mehr mit Elementen in Z[G]di passiert, sondern mit Ele-
menten in lp(G)di . Das heißt, mit ‖x‖ =

∑di

n=1 ‖xi‖p für alle x ∈ lp(G)di

gilt

‖Aix‖ ≤

(
di−1∑
k=1

di∑
l=1

|akl|

)
‖x‖ .

Folglich sind diese Randabbilungen des tensorierten Komplexes ebenfalls
beschränkte lineare Operatoren.

Die letzte zu betrachtende Randabbildung ∂n+1⊗1 ist als beschränkter
linearer Operator frei wählbar. Das einzige, worauf man achten muss, ist,
dass sich der Definitionsbereich schreiben lässt als beliebiger projektiver
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Z[G]-Modul P tensoriert mit lp(G). Zum Beispiel lässt sich dieser fol-
gendermaßen konstruieren: ker(∂n) ist ein abgeschlossener Unterraum,
folglich kann man diesen durch eine – nicht notwendigerweise endliche
– Menge von Erzeugern beschreiben. Als P wählt man nun einen freien
Modul mit einer Dimension pro Erzeuger. Der Randoperator bildet dann
Erzeuger auf Erzeuger ab, ist dementsprechend beschränkt. Dieses Ver-
fahren lässt sich natürlich auch für höhere Randoperatoren durchführen,
was aber weniger interessant wird, da dann die zugehörigen Moduln nicht
mehr endlich erzeugt sind. �

2.2. Dualität von Homologie und Kohomologie

Bevor man sich den interessanteren Fragestellungen widmet, müssen
noch einige funktionalanalytische Grundlagen zitiert werden.

Definition 2.7. Sei X ein normierter Raum und seien A und B Teil-
mengen von X beziehungsweise des topologischen Dualraums X∗. Dann
sind die Annihilatoren A⊥ und ⊥B definiert als

A⊥ := {x∗ : x∗ ∈ X∗, x∗x = 0 ∀ x ∈ A}
⊥B := {x : x ∈ X, x∗x = 0 ∀ x∗ ∈ B}.

Proposition 2.8. [34] Sei X ein normierter Raum und seien A und B
Teilmengen von X bzw. X∗. Dann sind A⊥ und ⊥B abgeschlossene Unter-
räume von X∗ bzw. X . Weiterhin gilt ⊥(A⊥) = A, falls A ein Unterraum
von X ist.

Theorem 2.9. [34] Sei M ein Unterraum eines normierten Raumes X .
Dann gibt es einen isometrischen Isomorphismus, der M∗ mit X∗/M⊥ iden-
tifiziert.

Wenn M abgeschlossen ist, dann gibt es einen isometrischen Isomorphis-
mus, der (X/M)∗ mit M⊥ identifiziert.

Lemma 2.10. [34] Seien X , Y normierte Räume und sei T ∈ B(X,Y ).
Dann gilt ker(T ) =⊥(T ∗(Y ∗)) und ker(T ∗) = (T (X))⊥.

Satz 2.11. Sei 1 < p ∈ R, n ∈ N und G eine Gruppe vom Typ FPn.
Dann ist H i

(p)(G) dual zu H(q)
i (G) mit 1

p
+ 1

q
= 1 für i ≤ n.

BEWEIS. Da die einzelnen Fi endlich erzeugt und projektiv sind für
i ≤ n, sind die Räume Fi⊗G l

p(G) und HomG(Fi,l
q(G)) dual zueinander:

(Fi ⊗G l
p(G))∗ ∼= F ∗

i ⊗G l
p(G)∗

∼= HomG(F ∗∗
i ,l

p(G)∗)
∼= HomG(Fi,l

q(G)).
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Die jeweiligen Randabbildungen sind zueinander dual, da −⊗G l
p(G) ein

kovarianter Funktor und HomG(−,lq(G)) ein kontravarianter Funktor ist
(vgl. [9, Kapitel III.1]).

Aus Gründen der klareren Darstellung sei hier die Kurzschreibweise
Ci := Fi ⊗G l

p(G) mit der Randabbildung ϕi : Ci+1 → Ci und entspre-
chend C∗

i := HomG(Fi,l
q(G)) mit der entsprechenden Randabbildung

ϕ∗i : C∗
i → C∗

i+1 genutzt.
Die Sequenz

0 → {f ∈ C∗
i : f |ker(ϕi−1) ≡ 0} → C∗

i → ker(ϕi−1)
∗ → 0

ist exakt, da C∗
i die direkte Summe der beiden anderen Räume ist. Wenn

man diese Sequenz einschränkt auf {f ∈ C∗
i : f |im(ϕi)

≡ 0}, ergibt sich
die Exaktheit von

0 → {f ∈ C∗
i : f |ker(ϕi−1) ≡ 0} → {f ∈ C∗

i : f |im(ϕi)
≡ 0}

→ {f ∈ ker(ϕi−1)
∗ : f |im(ϕi)

≡ 0} → 0.

Nun gilt nach Lemma 2.10 aber

ker(ϕ∗i ) = im(ϕi)
⊥

= {f ∈ C∗
i : f |im(ϕi) ≡ 0}

= {f ∈ C∗
i : f |im(ϕi)

≡ 0}.

Die letzte Gleichung gilt wegen der Stetigkeit von f . Mit Lemma 2.10 und
Proposition 2.8 erhält man

im(ϕ∗i−1) = (⊥im(ϕ∗i−1))
⊥

= ker(ϕi−1)
⊥

= {f ∈ C∗
i : f |ker(ϕi−1) ≡ 0}.

Weiterhin folgt
(
(ker(ϕi−1)/ im(ϕi)

)∗
= {f ∈ ker(ϕi−1)

∗ : f |im(ϕi)
≡ 0}

aus Theorem 2.9. Somit gilt(
ker(ϕi−1)/ im(ϕi)

)∗
= ker(ϕ∗i )/im(ϕ∗i−1).

�

Bemerkung 2.12. Der Beweis dieses Satzes beinhaltet, dass durch jede
Bilinearform auf den Komplexen eine Bilinearform auf den (Ko-)Homo-
logiegruppen induziert wird. Insbesondere gilt dies für die Auswertungs-
paarung.
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2.3. Beispiele

Beispiel 2.13. Sei p ≥ 1 und sei G die triviale Gruppe. Dann ist
H

(p)
i (G) = 0 für i > 0 und H(p)

0 (G) = C.

BEWEIS. Die triviale Gruppe hat als Auflösung 0 → Z id−→ Z → 0,
die lp-Funktionen auf G sind isomorph zu C, also ergibt das Tensorieren
der Auflösung mit den lp-Funktionen auf G den Komplex 0 → C → 0.
Dieser hat an der Stelle 0 die Homologiegruppe C.

Beispiel 2.14. Sei p ≥ 1 und G eine endliche Gruppe. Dann gilt

H
(p)
i (G) = 0

für i > 0 und H(p)
0 (G) = C.

BEWEIS. Dies lässt sich auf zweierlei Arten beweisen. Zum einen mit
Satz 2.16 und Beispiel 2.13 oder direkt: Jede endliche Gruppe hat die tri-
viale Gruppe als Untergruppe von endlichem Index, ist also insbeson-
dere nach Satz 1.75 vom Typ FP∞. Die lp-Funktionen auf G sind iso-
morph zum komplexen Gruppenring C[G]. Das Tensorieren mit C[G]
macht aus den Z[G]-linearen Randabbildungen C[G]-lineare Randabbil-
dungen, gleichzeitig werden aus den freien Z[G]-Moduln C[G]-Moduln.
Die Exaktheit der Auflösung außer an der 0-ten Stelle (der Modul Z wird
abgeschnitten) bleibt also gewahrt.

Bemerkung 2.15. Im Gegensatz zu der normalen Gruppenhomolo-
gie (vgl. [1]) kann lp-Homologie also keine Unterschiede zwischen endli-
chen Gruppen entdecken.

Satz 2.16. Sei H ⊂ G eine Untergruppe von G von endlichem Index.
Dann gilt H(p)

i (G) = H
(p)
i (H) und H i

(p)(G) = H i
(p)(H) für alle i ∈ N0 und

p ≥ 1.
Weiterhin gilt H(p)

i (G) = H
(p)
i (H) und H i

(p)(G) = H i
(p)(H) für alle i ∈ N0

und 1 < p ∈ R.
BEWEIS. Die erste Aussage ist eine direkte Folgerung aus Satz 1.84,

Lemma 1.85 und der Tatsache IndGH(lp(H)) = Z[G]⊗Z[H] l
p(H) ∼= lp(G).

Die zweite Aussage folgt aus dem Beweis von Shapiros Lemma bei Brown
[9, S. 73], der Tatsache, dass Z[G] ⊗Z[H] l

p(H) isometrisch isomorph zu
lp(G) ist, falls H in G endlichen Index hat, der Stetigkeit der Randabbil-
dungen (Lemma 2.6) und aus dem Dualitätssatz 2.11.

Lemma 2.17. Sei 1 < p <∞ und sei G eine unendliche Gruppe. Dann
gilt

H
(p)
0 (G) = H0

(p)(G) = 0.
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BEWEIS. Mit Bemerkung 1.31 und der Dualität aus Satz 2.11 reicht es
zu zeigen, dass lp(G)G verschwindet. Das einzige Element m aus lp(G)
das gm = m für alle g ∈ G erfüllt, ist aber die Null. �

Bemerkung 2.18. Es gilt H(∞)
0 (G) = C, da l∞(G)G aus den auf G

konstanten Funktionen besteht.

Lemma 2.19. Sei 1 < p < ∞. Dann ist H(p)
i (Z) = H i

(p)(Z) = 0 für

i > 1, H(p)
1 (Z) = H0

(p)(Z) = 0 und H(p)
i (Z) = H i

(p)(Z) = 0 für alle i.

BEWEIS. Zuerst schreibt man Z als unendliche zyklische Gruppe G
mit Erzeuger t. In diesem Fall erhält man als Auflösung

0 → Z[G]
t−1−−→ Z[G] → Z → 0.

Folglich ist H(p)
∗ (G) die Homologie und H∗

(p)(G) die Kohomologie von

0 → lp(G)
t−1−−→ lp(G) → 0.

Die Aussage folgt dann aus Lemma 2.17 und dem dazugehörigen Beweis.
�

Bemerkung 2.20. Lemma 2.19 gibt ein gutes Beispiel für den Unter-
schied zwischen reduzierter und unreduzierter Homologie und Kohomo-
logie. Das Bild von t − 1 ist nämlich nicht gleich lp(G). Zum Beispiel ist
das Element t selbst nicht im Bild dieser Abbildung. Nur der Abschluss
des Bildes repariert dieses Problem.

2.4. Ein erster Verschwindungssatz

Lemma 2.21. Sei G eine Gruppe und h ∈ Z(G) ein Element aus dem
Zentrum der Gruppe. Sei weiterhin ε : F → Z eine projektive Auflösung
von Z über Z[G]. Dann ist h, die Multiplikation mit dem Element h, ket-
tenhomotop zur Identität auf F ∗ := HomG(F,lp(G)). Weiterhin ist h eine
Homotopieäquivalenz.

BEWEIS. Der Beweis läuft in drei Schritten ab. Erstens ist zu zeigen,
dass h eine Kettenabbildung und Homotopieäquivalenz ist, zweitens, dass
für die Standardauflösung die Aussage des Lemmas gilt, und zu guter
Letzt, dass man die Eigenschaft von der Standardauflösung übertragen
kann auf eine beliebige andere projektive Auflösung.

Schritt 1: h ist beschränkt, da |ϕ|p = |hϕ|p = |h(ϕ)|p gilt. Da h
ein Element aus dem Zentrum der Gruppe G ist, bleibt die Gleichheit
ϕ(x) = (aϕ)(a−1x) auch bei Multiplikation mit h erhalten. Da die Fi und
damit auch HomG(Fi,l

p(G)) insbesondere Z[G]-Moduln sind, ist die Mul-
tiplikation mit einem Element aus G ein Z[G]-Modulhomomorphismus.
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Schlussendlich sind auch die Randabbildungen Z[G]-Homomorphismen,
vertauschen also mit der Multiplikation mit einem Element aus Z[G].
Folglich ist h eine Kettenabbildung. Die gesuchte Umkehrabbildung h−1

ist die Multiplikation mit h−1.
Schritt 2: Sei nun ζ : C → Z die Standardauflösung (vgl. 1.39) von Z

über Z[G]. Das heißt, die Randabbildung ∂ ist definiert als

∂ϕ(x0, . . . ,xn) =
n∑
i=0

(−1)iϕ(x0, . . . ,xi−1,x̂i,xi+1, . . . ,xn),

wobei „̂ “ wie üblich das Weglassen des ausgezeichneten Terms bedeutet.
Sei nun j : Fn → Fn+1

1 definiert als

jϕ(x0, . . . ,xn) =
n∑
k=0

(−1)k+1ϕ(x0, . . . ,xk,h(xk), . . . ,h(xn)),

dann ist j erneut ein Z[G]-Modulhomomorphismus und beschränkt.
Folglich gilt

(∂j + j∂)(ϕ(x))

=
n∑
k=0

k∑
i=0

(−1)i+k+1ϕ(x0, . . . ,x̂i, . . . ,xk,h(xk), . . . ,h(xn))

+
n∑
k=0

n∑
i=k

(−1)i+k+2ϕ(x0, . . . ,xk,h(xk), . . . ,ĥ(xi), . . . ,h(xn))

+
n∑
i=0

i−1∑
k=0

(−1)i+k+1ϕ(x0, . . . ,xk,h(xk), . . . ,ĥ(xi), . . . ,h(xn))

+
n∑
i=0

n∑
k=i+1

(−1)i+kϕ(x0, . . . ,x̂i, . . . ,xk,h(xk), . . . ,h(xn))

=
n∑
k=0

k∑
i=0

(−1)i+k+1ϕ(x0, . . . ,x̂i, . . . ,xk,h(xk), . . . ,h(xn))

+
n∑
k=0

k−1∑
i=0

(−1)i+kϕ(x0, . . . ,x̂i, . . . ,xk,h(xk), . . . ,h(xn))

+
n∑
k=0

n∑
i=k

(−1)i+k+2ϕ(x0, . . . ,xk,h(xk), . . . ,ĥ(xi), . . . ,h(xn))

1Die Grundidee für diese Kettenhomotopie stammt in einem anderen Kontext
aus [53].
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+
n∑
k=0

n∑
i=k+1

(−1)i+k+1ϕ(x0, . . . ,xk,h(xk), . . . ,ĥ(xi), . . . ,h(xn))

= −
n∑
k=0

ϕ(x0, . . . ,xk−1,h(xk), . . . ,h(xn))

+
n∑
k=0

ϕ(x0, . . . ,xk,h(xk+1), . . . ,h(xn))

= ϕ(x)− h(ϕ(x)),

mit x = (x0, . . . ,xn). Somit ist j eine Kettenhomotopie zwischen der
Identität und h.

Schritt 3: Sei nun ε : F → Z eine weitere projektive Auflösung von
Z über Z[G]. Nach Theorem 1.16 existiert eine Homotopieäquivalenz
f ∗ : C∗ → F ∗ mit inverser Homotopieäquivalenz g∗ : F ∗ → C∗ so, dass
f ◦g ' idC∗ und g◦f ' idF ∗ . Das heißt, man erhält folgendes Diagramm:

C∗

h

����

F ∗

h

����

foo

C∗
g

//

id

OO

F ∗

id

OO

Die Pfeile auf der rechten Seite des Diagramms sind erst einmal so ge-
wählt, dass das Diagramm kommutiert. Da aber die beiden Homotopie-
äquivalenzen jeweils Z[G]-Modulhomomorphismen sind und daher mit h
vertauschen, gilt:

f ◦ g ◦ h = f ◦ h ◦ g = h ◦ f ◦ g ' h ◦ id = h

Folglich sind die auf der rechten Seite des Diagramms eingetragenen Ab-
bildungen zumindest in derselben Homotopieklasse wie die induzierten
Abbildungen. Nach Definition einer Homotopieäquivalenz sind durch
die Kettenhomotopie zwischen id und h auf der linken Seite des Diagram-
mes auch je ein Vertreter der beiden Homotopieklassen auf der rechten
Seite homotop zueinander. �

Bemerkung 2.22. Der Beweis der Aussage des Lemmas 2.21 lässt sich
fast eins zu eins übertragen auf den Fall h ∈ Z[G]×∩Z(Z[G]). Eine Ände-
rung wird nur nötig, um zu zeigen, dass die neue Abbildung h beschränkt
ist. Dies folgt aber sofort aus der Hölder-Ungleichung.

Bemerkung 2.23. Das Lemma lässt sich analog formulieren und ge-
nauso beweisen für F∗ = F ⊗G l

p(G).
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Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung einer Aussage von Mar-
tin und Valette [33] auf höhere (Ko-)Homologiegruppen. Die hier gewähl-
te Beweismethode ist deutlich elementarer und stärker.

Satz 2.24. Sei 1 < p ∈ R, n ∈ N und G eine Gruppe vom Typ FPn mit
unendlich vielen Elementen im Zentrum der Gruppe. Dann gilt

H
(p)
i (G) = H i

(p)(G) = 0

für i ≤ n.

BEWEIS. Nach Satz 1.71 gibt es eine Teilauflösung von Z über Z[G] aus
freien, endlich erzeugten Moduln Fi. Das heisst, Fi⊗G l

p(G) ist isomorph
zu lp(G)mi und entsprechend HomG(Fi,l

q(G)) zu lq(G)mi , wobei mi die
Dimension von Fi ist.

Sei b nun die induzierte Bilinearform nach Bemerkung 2.12. Diese
ist wohldefiniert, da die Bilder der Randabbildungen Z[G]-Untermoduln
sind.

Angenommen, es gäbe nun ein x ∈ H
(p)
i (G) ungleich null, beliebig,

vertreten durch

x =

(∑
h∈G

ξ1,hh, . . . ,
∑
h∈G

ξmi,hh

)
.

Aufgrund der Dualität, vgl. Satz 2.11, existiert auch ein y ∈ H i
(q)(G) ver-

treten durch

y =

(∑
h∈G

ζ1,hh, . . . ,
∑
h∈G

ζmi,hh

)
so gewählt, dass b(y,x) 6= 0. Insbesondere sind nur abzählbar viele ζi und
ξi ungleich 0. Dann ist die induzierte Auswertungspaarung von x und y
gegeben durch

b(y,x) =

mi∑
j=1

∑
h∈G

ζj,hξj,h,

Diese Summe konvergiert als endliche Summe absolut konvergierender
Reihen absolut.

Sei nun D eine unendliche abzählbare Teilmenge von Z(G) so, dass
1 ∈ D, gi ∈ D ⇒ g−1

i ∈ D und gi,gj ∈ D ⇒ gigj ∈ D. Seien die
Elemente in D so indiziert, dass 1 = g0. Dann konvergiert entsprechend

b(y,gkx) =

mi∑
j=1

∑
h∈G

ζj,hξj,g−1
k h
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für alle k ∈ N.
Sei nun ε > 0. Dann gibt es endliche Indexmengen A und B in G

und eine Teilmenge I von {1, . . . ,mi}, so dass ‖x‖pp −
∑

a∈I×A
|ξa|p < ε

und ‖y‖qq −
∑

b∈I×B
|ζb|q < ε. Das heißt, es gibt abzählbare Indexmengen

A′ = {cgk|c ∈ A, k ∈ Z} und B′ = {dgk|d ∈ B, k ∈ Z}, die die Ele-
mente der verallgemeinerten Bahnen xD von Elementen aus A respektive
B enthalten (vgl. [27]). Mit der Kurzschreibweise Ã = Gmi\(I × A′) und
B̃ = Gmi\(I ×B′) gilt dementsprechend

b(y,x) =

mi∑
j=1

∑
h∈G

ζj,hξj,h

=
∑
c∈Ã,
d∈B̃

ζdξc +
∑
c∈Ã,

d∈(I×B′)

ζdξc +
∑

c∈(I×A′),
d∈B̃

ζdξc +
∑

c∈(I×A′),
d∈(I×B′)

ζdξc,

wobei die Paare c = (i,c′) und d = (i,d′) im selben Summanden immer
den gleichen ersten Tupeleintrag haben. Indem man die Norm nimmt und
die Hölderungleichung nutzt, sieht man, dass die ersten drei Summanden
beschränkt sind durch ε(ε + ‖x‖p + ‖y‖p). Translation mit gi ändert die
ersten drei Summanden nicht. Von Interesse ist also nur noch der letzte
Summand. Dieser lässt sich umformen zu∑

i∈I

∑
a∈Ā,
b∈B̄

∞∑
r=−∞

ζi,bgrξi,agr ,(2.1)

wobei Ā (repektive B̄) eine Teilmenge von A′ (resp. B′) ist, die nur noch
einen Vertreter für jede Bahn in A′ (resp. B′) enthält.

Auf diesen Term nun die Translation mit gk angewandt, ergibt:

∑
i∈I

∑
a∈Ā,
b∈B̄

∞∑
r=−∞

ζi,grbξi,g−1
i gra

.

Nun kann man ein ähnliches Abschneideargument auf jeden Orbit
anwenden, da D unendlich viele Elemente enthält. Um genau zu sein:
Man erhält eine endliche Teilmenge R ⊂ Z mit

∑
i∈I

∞∑
r=−∞

|ξi,gra|p −
∑
i∈I

∑
r∈R

|ξi,gra|p < ε
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für alle a ∈ Ā und eine endliche Teilmenge S ⊂ Z mit

∑
i∈I

∞∑
r=−∞

|ζi,grb|q −
∑
i∈I

∑
r∈S

|ζi,grb|q < ε

für alle b ∈ B̄. Sei T = R ∪ S. Nun spaltet man die Summe in Gleichung
2.1 erneut auf und erhält∑

i∈I

∑
a∈Ā,
b∈B̄

∞∑
r=−∞

ζi,bgrξi,agr =
∑
i∈I

∑
a∈Ā,
b∈B̄

∑
r/∈T

ζi,bgrξi,agr

+
∑
i∈I

∑
a∈Ā,
b∈B̄

∑
r∈T

ζi,bgrξi,agr

Nimmt man nun wie oben die Norm, so ist der erste Term bei Translation
mit gk beschränkt durch ε ‖x‖p. Wählt man jetzt i so, dass für gj = g−1

i gr
der Index j nicht in T ist für alle r ∈ T , erhält man für alle ε > 0 ein
iε ∈ Z mit b(y,giε) < W · ε und W konstant.

Somit existiert im Widerspruch zur Annahme für jedes x, welches
x ∈ H(p)

i (G) repräsentiert, und jedes y, das y ∈ H i
(q)(G) repräsentiert, ein

Netz2 {giε} mit lim b(y,gix) = 0, wobei die Multiplikation mit gi nach
Lemma 2.21 eine Homotopieäquivalenz ist. �

Als Korollar erhält man sofort die folgende Aussage, die auch bei Puls
[49] steht und ursprünglich von Gromov [23, S. 221] stammt. Während
Gromov einen Beweis aber nur andeutet, ist im Beweis von Puls eine
Lücke, die hier auf eine andere Art und Weise als bei Martin und Valette
[33] geschlossen wurde.

Korollar 2.25. Sei 1 < p ∈ R, n ∈ N und sei G eine Gruppe vom Typ
FPn mit einem zentralen Element unendlicher Ordnung. Dann ist

H
(p)
i (G) = H i

(p)(G) = 0

für i ≤ n.

2Ein Netz in einer Menge X ist eine Abbildung von einer geordneten Menge I in
die Menge X . Hierbei ist eine geordnete Menge eine Menge mit einer Relation „�“, die
reflexiv und transitiv ist und für die gilt, dass man für jedes Pärchen α und β ein γ findet
mit α � γ und β � γ.
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2.5. Verallgemeinerungen des ersten Verschwindungssatzes

Korollar 2.26. Sei 1 < p ∈ R, n ∈ N und sei G eine unendliche Grup-
pe vom Typ FPn und diese Gruppe sei FCC, das heißt, alle Konjugierten-
klassen enthalten nur endlich viele Elemente. Dann gilt H(p)

i (G) = 0 und
H i

(p)(G) = 0 für i ≤ n.

BEWEIS. Sei g ein Element in G und <g> die Konjugiertenklasse von
g in G. Weiterhin sei Z(g) der Zentralisator von g und erneut Z(G) das
Zentrum der Gruppe. Dann gilt

|<g>| = |G/Z(g)| .

Da G vom Typ FPn ist, ist G insbesondere endlich erzeugt. Sei nun
{g1, . . . ,gk} ein endliches Erzeugendensystem von G. Somit ist

Z(G) =
k⋂
i=1

Z(gi).

Daraus folgt, dass

|G/Z(G)| ≤
k∏
i=1

|G/Z(gi)| <∞.

Das heißt, das Zentrum der Gruppe ist eine Untergruppe von endlichem
Index. Entweder enthält das Zentrum nun unendlich viele Elemente oder
die Gruppe ist endlich im Widerspruch zur Annahme. Damit folgt die
Behauptung aus Satz 2.24. �

Bevor man sich der nächsten Verallgemeinerung zugewenden kann,
muss zuerst ein Blick auf die Struktur des Gruppenringes Z[G] geworfen
werden. Sei nun k eine endliche Konjugiertenklasse und k̂ die Summe der
Elemente in k als Element in Z[G].

Lemma 2.27. [45, 46] Das Zentrum Z(Z[G]) des Gruppenringes Z[G]
hat als Z-Basis die Menge

{k̂ : k ist endliche Konjugiertenklasse in G}

aller endlichen Konjugiertensummen.

BEWEIS. Sei α =
∑
x∈G

axx ∈ Z[G]. Dann gilt α ∈ Z(Z[G]) genau dann,

wenn g−1αg = α für alle g ∈ G. Da nun

g−1αg =
∑
x∈G

ax(g
−1xg) =

∑
y∈G

agyg−1y
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gilt, ist α genau dann zentral, wenn die Koeffizienten ax konstant sind
auf den Konjugationsklassen von G. α hat endlichen Träger, also können
hier nur die endlichen Konjugationsklassen auftreten, womit die endli-
chen Konjugiertensummen ein Erzeugendensystem bilden. Gleichzeitig
haben sie aber disjunkte Träger, sind also linear unabhängig. �

Lemma 2.28. Sei G eine Gruppe und sei h ∈ Z(Z[G]) \ {0} ein Ele-
ment ungleich null im Zentrum des Gruppenringes. Sei ε : F → Z eine
projektive Auflösung von Z über Z[G]. Dann ist h, die Multiplikation mit h,
eine Homotopieäquivalenz auf F ∗ := HomG(F,lp(G)) kettenhomotop zur
Identität.

BEWEIS. Sei k eine Konjugiertenklasse mit nk Elementen. Nach Lem-
ma 2.27 ist dann bk =

∑
g∈k g ein Element in der Basis des Zentrums des

Gruppenringes. Sei ϕ ein Element in F i, dann ist∑
g∈k

g · ϕ(x) = (bk · ϕ)(x) = ϕ(bk · x) =
∑
g∈k

ϕ(g · x).

Das heißt, dass die Multiplikation mit bk von links bis auf eine etwaige
Permutation innerhalb der endlichen Summe gleich der Multiplikation
von rechts ist. Folglich kann man dasselbe Argument wie in Lemma 2.21
anwenden und hat somit gezeigt, dass diese Multiplikation kettenhomo-
top zu nk · id und somit kettenhomotop zur Identität ist.

Die bk bilden eine Basis des Zentrums des Gruppenringes, daher lässt
sich jedes Element h ∈ Z(Z[G])\{0} schreiben als

∑
λkbk mit mindestens

einem λk ungleich null. Folglich ist die Abbildung h kettenhomotop zu∑
|λk| · id. Aber dies ist wiederum kettenhomotop zur Identität. �

Theorem 2.29. Sei 1 < p ∈ R, n ∈ N undG eine Gruppe vom Typ FPn

mit unendlich vielen endlichen Konjugiertenklassen. Dann gilt H(p)
i (G) = 0

und H i
(p)(G) = 0 für i ≤ n.

BEWEIS. Nach Lemma 2.27 hat das Zentrum des Gruppenringes un-
endlich viele Basiselemente. Folglich muss nur gezeigt werden, dass im
Beweis von Satz 2.24 ein Element aus dem Zentrum der Gruppe durch
eines aus dem Zentrum des Gruppenringes ersetzt werden kann.

Die verallgemeinerte Definition eines Orbits (vgl. [27]) lässt sich er-
neut erweitern, indem man die Orbits einer Menge von Ringelementen
betrachtet. Sei

S =

{
hr =

nr∑
j=1

(αr)gj
gj

∣∣∣∣∣hr ∈ Z(Z[G])

}
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eine unendliche, abzählbare Teilmenge der Basis des Zentrums des Grup-
penringes nach Lemma 2.27. Insbesondere bedeutet dies, dass die αr nur
die Werte 0 oder 1 annehmen. Weiterhin kann jedes Gruppenelement gj
den Koeffizienten 1 nur in maximal einem hr haben. Somit kann man oh-
ne Einschränkung der Allgemeinheit jedes hr schreiben als hr =

nr∑
j=1

grj .

Um nun einen Orbit ähnlich zu dem in Satz 2.24 zu erhalten, benötigt
man ein multiplikativ Inverses für jedes zentrale Element im Gruppen-
ring. Mit Lemma 2.28 kann man nun eine Funktion gr finden so, dass
grhr ' hrgr ' id gilt. Dies in Betracht ziehend und den Beweis von Satz
2.24 erneut durchgehend, stellt man fest, dass sich bis zur Gleichung 2.1
nicht ändert bis auf ein Ausufern der Indizes. Man erhält∑

i∈I

∑
a∈Ā,
b∈B̄

∞∑
r=1

nr∑
j=1

ζi,grj b
ξi,grja

.

Das heißt, dass in diesem Fall anstelle von einem jetzt zwei weitere Ab-
schneideargumente benötigt werden. Das erste von diesen wählt das Maxi-
mum der relevanten j für alle r, so dass die innere Summe nur bis zu die-
sem Maximum geht und der Endwert der Reihe unabhängig von r wird.
Genauer: Es gibt nur endlich viele Indizes u,v mit ‖y‖pp −

∑
ζu < ε und

‖x‖pp−
∑
ξv < ε. Man setzt nun n als das Maximum der auftauchenden j.

Für den Fall, dass es ein r gibt mit nr < n, wählt man für alle nr < j < n
solche grj , dass ζi,grj

und ξi,grj
klein genug sind. Folglich kann man die

inneren beiden Summationszeichen vertauschen.
Das zweite Abschneideargument ist nun analog zum letzten Abschnei-

deargument im Beweis von Satz 2.24. Zusammen mit Lemma 2.28 ist der
Satz somit bewiesen. �

Definition 2.30. Eine Gruppe G heißt nilpotent, wenn sie eine Zen-
tralreihe besitzt. Das heißt, es existiert eine Inklusionsreihe von Normal-
teilern

G = Gn . Gn−1 . · · · . G1 . G0 = 1

so, dass Gi+1/Gi im Zentrum von G/Gi liegt für alle i. Die Länge der
kürzesten Zentralreihe von G ist die Nilpotenzklasse von G.

Satz 2.31. Sei 1 < p ∈ R, n ∈ N und sei G eine unendliche nilpotente
Gruppe vom Typ FPn. Dann gilt H(p)

i (G) = 0 und H i
(p)(G) = 0 für i ≤ n.

BEWEIS. Wenn G ein unendliches Zentrum hat, folgt die Behauptung
aus Satz 2.24. Im anderen Fall findet man eine Zentralreihe und ein k ∈ N
so, dass Gk unendlich viele Elemente hat und Gk−1 nur endlich viele.
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Nach der Definition einer nilpotenten Gruppe liegt Gk/Gk−1 im Zen-
trum von G/Gk−1. Das heißt, mit g ∈ G und gk ∈ Gk gilt

g−1gkg = g−1ggk = gk

modulo Gk−1. Folglich ist die Konjugiertenklasse von gk in der Neben-
klasse gkGk−1 enthalten. Da Gk−1 nur endlich viele Elemente hat, ist die
Konjugiertenklasse endlich. Da gk beliebig in Gk gewählt war, hat man
unendlich viele Elemente mit endlicher Konjugiertenklasse in G gefun-
den. Mit Theorem 2.29 folgt die Behauptung. �

Für eine tiefergehende Behandlung von nilpotenten Gruppen sei ver-
wiesen auf [52].

Definition 2.32. Eine lokalkompakte Gruppe G hat polynomiales
Wachstum, wenn für alle kompakten Umgebungen C der Identität ein
Polynom p so existiert, dass für alle n ≥ 1 das Maß von Cn kleiner ist als
p(n). In unserem diskreten Fall ist C eine endliche Teilmenge von G, die
die Identität beinhaltet, und das Maß ist das zählende Maß.

Korollar 2.33. Sei 1 < p ∈ R, n ∈ N und sei G eine Gruppe vom Typ
FPn mit polynomialem Wachstum. Dann gilt H(p)

i (G) = H i
(p)(G) = 0 für

i ≤ n.

BEWEIS. Nach Gromov [22] enthält jede Gruppe mit polynomialem
Wachstum eine nilpotente Untergruppe von endlichem Index. Zusammen
mit Satz 2.16 ergibt Satz 2.31 die Behauptung. �



KAPITEL 3

Anwendungen

Nachdem im letzten Kapitel der Fokus auf Verschwindungssätzen für
lp-Kohomologie lag, sollen jetzt als Motivation für eine weitergehende Be-
schäftigung mit diesem Thema drei Anwendungsgebiete dargestellt wer-
den. Das erste – lpAzyklizität – ist mehr eine Umformulierung des Ver-
schwindens der lp-Kohomologie, deren Nutzen gleich im zweiten Ge-
biet, den Künnethformeln, gezeigt wird. Den größten Teil dieses Kapitels
nimmt dann der Abschnitt über lp-Bettizahlen ein.

3.1. Azyklizität

In dieser Arbeit ist hauptsächlich das Verschwinden der (un-)reduzier-
ten lp-Kohomologie von Interesse. Daher ist es sinnvoll, weitere Bedin-
gungen einzuführen, aus der dieses Verschwinden folgt.

Definition 3.1. Sei G eine Gruppe und ε : F → Z eine projektive
Auflösung von Z[G] über Z. G heißt

i) lp-azyklisch, falls es einen beschränkten Operator h vom Grad
−1 des lp-Kokettenkomplexes gibt, der eine Kettenkontraktion
ist, das heißt, es gilt ∂h+ h∂ = id.

ii) schwach lp-azyklisch, falls es eine Familie beschränkter Operato-
ren ht vom Grad −1 des lp-Kokettenkomplexes gibt so, dass
(ht∂ + ∂ht)(c) für t → ∞ in der q-Norm gegen c konvergiert
für alle lp-Koketten1 c.

iii) lp-paarungsazyklisch. falls es für alle lp-Koketten c und alle lp-
Ketten d eine Familie beschränkter Operatoren ht vom Grad −1
des lp-Kokettenkomplexes gibt, so dass

b((ht∂ + ∂ht − id)(c),d)
t→∞−−−→ 0.

Gilt für die Grade i = 0, . . . ,k eine dieser Azyklizitäten im lp-Koketten-
komplex, so bezeichnet man G als azyklisch in den Graden i = 0, . . . ,k.

Bemerkung 3.2. Wegen Satz 2.11 kann man die Definition auch für
lp-Kettenkomplexe nutzen, jeweils mit Operatoren vom Grad +1.

1Die lp-Koketten sind natürlich lq-Funktionen auf der Gruppe G. Dieses Notations-
problem taucht noch häufiger im Abschnitt über Bettizahlen auf.

37
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Lemma 3.3. Sei n ∈ N, sei i ≤ n und sei G eine Gruppe vom Typ FPn.
G ist genau dann lp-paarungsazyklisch im Grad i, wenn H i

(p)(G) = 0.

BEWEIS. Das aus lp-paarungsazyklisch das Verschwinden der reduzier-
ten Kohomologie folgt, liegt daran, dass für jeden Vertreter in H i

(p)(G)

und jeden Vertreter in H(p)
i (G) asymptotisch eine Kettenhomotopie zwi-

schen der Identität und der Nullabbildung gefunden wird.
Zum Beweis der Rückrichtung sei G nicht lp-paarungsazyklisch. Das

heißt, es gibt ein c in den i-ten Koketten und ein d in den i-ten Ketten, so
dass für alles Familien (ht) beschränkter Operatoren vom Grad −1

b((ht∂ + ∂ht − id)(c),d)
t→∞−−−→ kht

mit kht 6= 0. Sei ht der Nulloperator, dann folgt

b((ht∂ + ∂ht − id)(c),d) = −b(c,d) = −b(c,d) = k0.

Insbesondere gibt es eine Kohomologieklasse und eine Homologieklasse
so, dass die induzierte Bilinearform aus Bemerkung 2.12 nicht verschwin-
det. Also ist H i

(p)(G) 6= 0. �

Bemerkung 3.4. Die ersten beiden Eigenschaften in Definition 3.1
stammen von Gromov [23, S. 247]. Es ist klar, dass aus lp-azyklisch
schwach lp-azyklisch folgt und dass aus schwach lp-azyklisch lp-paarungs-
azyklisch folgt. Weiterhin ist es klar, dass aus lp-azyklisch das Verschwin-
den der unreduzierten lp-Kohomologie folgt. Genauso, wie aus dem Ver-
schwinden der unreduzierten lp-Kohomologie das Verschwinden der re-
duzierten lp-Kohomologie folgt. Gromov hat seine allgemeinen Betrach-
tungen zur lp-Azyklizität mit der Beobachtung abgeschlossen, dass aus
schwach lp-azyklisch das Verschwinden der reduzierten lp-Kohomologie
folgt und dass sich keine Aussagen über die Umkehrung der Folgepfeile
treffen lässt. Dementsprechend liegt der Vorteil von lp-paarungsazyklisch
gegenüber schwach lp-azyklisch darin begründet, dass es äquivalent zum
Verschwinden der reduzierten lp-Kohomologie ist. Der Beweis von Satz
2.24 basiert genau auf dieser Grundidee.

3.2. Kreuzprodukt

Die Künnethformeln sind der nächste Schritt nach Satz 2.16, um ein
Verständnis für das Verhalten der lp-Kohomologie von Gruppen zu ent-
wickeln.

Satz 3.5. [9] Seien ε : F → Z und ε′ : F ′ → Z projektive Auflösungen
von Z über Z[G] bzw. Z[G′]. Dann ist ε⊗ ε′ : F ⊗ F ′ → Z eine projektive
Auflösung von Z über Z[G×G′].
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BEWEIS. Seien G und G′ Gruppen, sei M ein Z[G]-Modul und sei M ′

ein Z[G′]-Modul. Dann ist M ⊗ M ′ ein Z[G × G′]-Modul mit der Ver-
knüpfung

(g,g′) · (m⊗m′) = gm⊗ g′m′.

WennM undM ′ jeweils projektiv sind, so ist auchM⊗M ′ ein projektiver
Modul. Dies folgt sofort aus dem Isomorphismus

Z[G]⊗ Z[G′] ∼= Z[G×G′].

Folglich ist der Komplex F ⊗ F ′ ein Komplex projektiver Z[G × G′]-
Moduln mit Augmentation ε⊗ ε′. Dies folgt aus Korollar 1.17. �

Lemma 3.6. Seien G,G′ Gruppen und ε : F → Z bzw. ε′ : F ′ → Z
Auflösungen von Z über Z[G] bzw. Z[G′]. Dann ist für jeden Z[G]-ModulM
und jeden Z[G′]-Modul M ′ die Abbildung

(F ⊗GM)⊗ (F ′ ⊗G′ M
′) → (F ⊗ F ′)⊗G×G′ (M ⊗M ′),

gegeben durch (x⊗m)⊗(x′⊗m′) 7→ (x⊗x′)⊗(m⊗m′), ein Isomorphismus.

BEWEIS. Dies folgt durch

(F ⊗GM)⊗ (F ′ ⊗G′ M
′) = (F ⊗M)G ⊗ (F ′ ⊗M ′)G′

= (F ⊗M ⊗ F ′ ⊗M ′)G×G′

= (F ⊗ F ′ ⊗M ⊗M ′)G×G′

= (F ⊗ F ′)⊗G×G′ (M ⊗M ′).

�

Bemerkung 3.7. Das Bild von z⊗z′ unter dieser Abbildung wird mit
z × z′ bezeichnet, für z ∈ F ⊗GM und z′ ∈ F ′ ⊗G′ M

′. Also hat man

∂(z × z′) = ∂z × z′ + (−1)sz × ∂z′,

wobei s = deg(z) ist. Folglich ist das Produkt zweier Zykel wieder ein
Zykel und die Homologieklasse dieses Zykels hängt nur von den Klassen
der gegeben Zykeln ab.

Definition 3.8. Das Homologiekreuzprodukt ist das hiervon induzier-
te Produkt

Hi(G,M)⊗Hj(G
′,M ′) → Hi+j(G×G′,M ⊗M ′).

Analog definiert man das Kohomologiekreuzprodukt

H i(G,M)⊗Hj(G′,M ′) → H i+j(G×G′,M ⊗M ′).
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3.2.1. Normen auf Tensorprodukten. Im Gegensatz zum algebra-
ischen Fall ist man jetzt an einem Tensorprodukt interessiert, das in ge-
wisser Hinsicht die Norm der Faktoren trägt. Während dies für Hilber-
träume leicht zu erreichen ist, trägt das Produkt zweier Banachräume eine
Vielzahl von verschiedenen Normen. Für weitergehende Fragen sei auf
[13], [30] und [54] verwiesen.

Definition 3.9. Die p-nukleare Norm αp auf dem algebraischen Ten-
sorprodukt zweier lp-Räume ist gegeben durch

αp(z) = inf


(

n∑
i=1

‖xi‖pp

) 1
p

µq(y1, . . . ,yn)

∣∣∣∣∣∣ z =
n∑
i=1

xi ⊗ yi

 .

Hierbei wird das Infimum über alle Darstellungen von z genommen.
Das in der Definition auftauchende µq ist gegeben durch

µq(y1, . . . ,yn) = sup


(

n∑
i=1

|ψ(yi)|q
) 1

q

∣∣∣∣∣∣ψ ∈ lq(G′), ‖ψ‖q = 1

 .

Hierbei ist zu beachten, dass q natürlich durch die Gleichung 1
p

+ 1
q

= 1

festgelegt ist.

Bemerkung 3.10. Die p-nukleare Norm stimmt im Hilbertraumfall
mit der Standardnorm auf dem Tensorprodukt für Hilberträume überein.

Theorem 3.11. [30, Corollary 1.52] Sei 1 < p < ∞ und seien G und
G′ zwei Gruppen. Dann gilt

lp(G)⊗αp l
p(G′) = lp(G×G′).

Hierbei ist X ⊗α Y die Komplettierung von X ⊗ Y bezüglich der Norm α.

Bemerkung 3.12. Zur Vereinfachung der Notation wird auch wei-
terhin die Komplettierung von X ⊗ Y bezüglich der Norm α für zwei
Banachräume X und Y mit X ⊗α Y bezeichnet.

Satz 3.13. [3, 13] Seien G1, G2 Gruppen, sei 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞ und
seien T : lq(G1) → lp(G1) und S : lq(G2) → lp(G2) beschränkte lineare
Operatoren2. Dann ist∥∥T ⊗ S : lq(G1)⊗αq l

q(G2) → lp(G1)⊗αp l
p(G2)

∥∥ = ‖T‖ ‖S‖

2Ein beschränkter lineare Operator T von X nach Y ist eine lineare Abbildung,
deren Operatornorm beschränkt ist. Letztere ist definiert als

‖T‖ = sup{‖Tx‖ | ‖x‖ = 1}
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3.2.2. Künnethformeln. Man hätte gerne folgende Aussage, vorläu-
fig lässt sich aber nur die Version in Satz 3.16 beweisen. Letztere basiert
auf einer Idee von Gromov [23, S. 252]. Während Gromov die Aussage
zwar für (schwach) lp-azyklische Gruppen beweist, kann er nicht auf die
reduzierten Homologiegruppen schließen.

Vermutung 3.14. (Künnethformeln) Sei 1 < p ∈ R, 1
p

+ 1
q

= 1 und
n ∈ N. Weiterhin seien G und G′ Gruppen vom Typ FPn. Dann existieren
natürliche Isomorphismen

Kn :
⊕
i+j=k

H
(p)
i (G)⊗αp H

(p)
j (G′) → H

(p)
k (G×G′)

und

Kn :
⊕
i+j=k

H i
(p)(G)⊗αq H

j
(p)(G

′) → Hk
(p)(G×G′)

für 0 ≤ k ≤ n. Hierbei ist ⊗αp die durch die p-nukleare Norm induzierte
Norm auf dem Kreuzprodukt der Homologiegruppen.

Bemerkung 3.15. Ein Ansatz zu einem Beweis ergibt sich aus Satz
3.11. Sei i die Einbettung von lp(G) ⊗ lp(G′), dem algebraischen Tensor-
produkt, in das topologische Tensorprodukt mit der p-nuklearen Norm
αp. Letzteres ist mit Satz 3.11 isometrisch isomorph zu lp(G×G′).

Satz 3.16. Sei n ∈ N, sei 1 < p <∞ und sei i ∈ {1,2}. Weiterhin seien
Gi Gruppen vom Typ FPn, die (schwach) lp-(paarungs-)azyklisch sind bis zum
Grad di, mit di ≤ n. Dann ist G1 × G2 eine Gruppe vom Typ FPn und
(schwach) lp-(paarungs-)azyklisch bis zum Grad min{n,d1 + d2 + 1}.

BEWEIS. Der erste Teil, dass G1 × G2 eine Gruppe vom Typ FPn ist,
folgt sofort aus Satz 3.5 und der Tatsache, dass man in einer freien, endlich
erzeugten Teilauflösung die Dimension eines Moduls um endlich viele
Schritte erhöhen kann. Somit kann man die Auflösung von G1 und G2 so
wählen, dass sie in jedem Grad die gleiche Dimension haben.

Sei nun ∂′i die Randabbildung in der, wie oben angepassten, freien und
endlich erzeugten Auflösung der Gruppe Gi. Nach Bemerkung 3.7 ist die
Randabbildung ∂ in der Auflösung vonG1×G2 gegeben durch ∂ = ∂1+∂2

mit ∂1 = ∂′1 ⊗ id und ∂2 = (−1)s id⊗∂′2, wobei s der Grad des Zykels in
der ersten Komponente ist. Es gilt

∂1∂2 = −∂2∂1.

In dem Fall, dass die Aussage für lp-azyklisch bewiesen werden soll,
sei hti die beschränkten Operatoren mit hti∂′i + ∂′ih

t
i − id = 0. Bei der
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Betrachtung von schwach lp-azyklisch seien dementsprechend hti die Fa-
milien beschränkter Operatoren mit ‖(hti∂′i + ∂′ih

t
i − id)(c)‖ t→∞−−−→ 0 für

alle lp-Koketten c und schliesslich seien bei der Betrachtung von lp-paar-
ungsazyklisch hti Familien von beschränkten Operatoren mit

bi((∂
′
ih
t
i + hti∂

′
i − id)(c),d) → 0

für alle Koketten c und Ketten d in den jeweiligen Komplexen.
hti kann man als Operatoren im Bikomplex von G1 × G2 interpretie-

ren, indem man ht1 ⊗ id und id⊗ht2 betrachtet. Es gilt

∂2h
t
1(a× b) = (id⊗∂′2) ◦ (ht1 ⊗ id)(a× b)

= (id⊗∂′2)(ht1(a)× b)

= (−1)deg(a)±1ht1(a)× ∂′2(b)

= (−1)(−1)deg(a)ht1(a)× ∂′2(b)

= −(ht1 ⊗ id)((−1)deg(a)a× ∂′2(b)

= −(ht1 ⊗ id) ◦ (id⊗∂′2)(a× b)

= −ht1∂2(a× b).

Analog gilt

∂1h
t
2(a⊗ b) = −ht2∂1(a× b),

wobei zu beachten ist, dass ht2 und ∂1 antikommutieren. Dies folgt aus der
Tatsache [8]

(f ⊗ g)(a× b) = (−1)deg(g) deg(a)f(a)× g(b).

Das heißt

∂hti + hti∂ = ∂ih
t
i + hti∂i.

Setzt man jetzt ht = ht1 + ht2(1− ∂ht1 − ht1∂) (vgl. [23]), so erhält man

∂ht + ht∂ − id = ∂1h
t
1 + ht1∂1 − id +∂2h

t
2 + ht2∂2

−∂ht2∂ht1 − ∂ht2h
t
1∂ − ht2∂h

t
1∂ − ht2h

t
1∂∂

= ∂1h
t
1 + ht1∂1 − id +∂2h

t
2 + ht2∂2

−∂1h
t
2∂1h

t
1 − ∂1h

t
2∂2h

t
1 − ∂2h

t
2∂1h

t
1 − ∂2h

t
2∂2h

t
1

−∂1h
t
2h

t
1∂1 − ∂1h

t
2h

t
1∂2 − ∂2h

t
2h

t
1∂1 − ∂2h

t
2h

t
1∂2

−ht2∂1h
t
1∂1 − ht2∂1h

t
1∂2 − ht2∂2h

t
1∂1 − ht2∂2h

t
1∂2

= ∂1h
t
1 + ht1∂1 − id +∂2h

t
2 + ht2∂2

−ht2∂2∂1h
t
1 − ht2∂2h

t
1∂1

−∂2h
t
2∂1h

t
1 − ∂2h

t
2h

t
1∂1

= −(∂1h
t
1 + ht1∂1 − id)(∂2h

t
2 + ht2∂2 − id).
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Folglich gilt die Aussage des Satzes für lp-azyklische Gruppen, da das Pro-
dukt verschwindet, wenn einer der beiden Faktoren verschwindet. Bei der
Betrachtung von schwach lp-azyklisch muss noch die q-Norm genommen
werden. Da die hti beschränkte lineare Abbildungen sind, reicht es zum
Beweis der Aussage, wenn einer der beiden Faktoren in Norm gegen 0
geht.

Bei der Betrachtung lp-paarungsazyklischer Gruppen sei zuerst daran
erinnert, dass jede Bilinearform b : V ×W → K zu einer linearen Ab-
bildung b′ : V → W ∗ korrespondiert. In dem Fall, dass V = lq(G) und
W = lp(G) mit 1 < p <∞ gilt und b die Auswertungspaarung ist, ist die
korrespondierende lineare Abbildung ein beschränkter linearer Operator.
Sei nun b die Paarung auf dem Produktraum und bi die Paarungen für die
zu Gi gehörenden Teilräumen. Dann entspricht

b : lq(G1 ×G2)× lp(G1 ×G2) → C

einer Abbildung b′ : lq(G1 × G2) → lq(G1 × G2). Mit Theorem 3.11
entspricht dies

b′ : lq(G1)⊗αq l
q(G2) → lq(G1)⊗αq l

q(G2).

Letzteres lässt sich umschreiben zu

b′1 ⊗ b′2 : lq(G1)⊗αq l
q(G2) → lq(G1)⊗αq l

q(G2).

Mit Satz 3.13 folgt, dass b(ct1⊗ ct2,d1⊗ d2) genau dann gegen 0 läuft, wenn
b1(c

t
1,d1) oder b2(ct2,d2) gegen 0 laufen. �

Mit Bemerkung 3.4 folgt

Korollar 3.17. Sei n ∈ N, sei 1 < p < ∞ und sei i ∈ {1,2}. Weiterhin
seien Gi Gruppen vom Typ FPn mit H(p)

ji
(Gi) = 0 für ji ≤ di mit di ≤ n.

Dann ist G1 × G2 eine Gruppe vom Typ FPn mit H(p)
j (G1 ×G2) = 0 für

j ≤ min{n,d1 + d2 + 1}.

3.3. lp-Bettizahlen

Für den Fall p = 2 sind Bettizahlen ein Standardkonzept (vgl. [32]).
Im Folgenden soll versucht werden, einen ähnlichen Begriff für den allge-
meinen Fall einzuführen. Das Problem liegt hierbei darin, dass man mit
Hilfskonstruktionen arbeiten muss, da sich keine „echten“ Bettizahlen
konstruieren lassen, wie weiter unten gezeigt werden wird. Zuerst einmal
werden in der Sprache dieser Arbeit l2-Bettizahlen eingeführt.
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3.3.1. l2-Bettizahlen. Sei im Folgenden G immer eine Gruppe vom
Typ FPn mit der projektiven Teilauflösung

Fn
∂n−→ Fn−1

∂n−1−−−→ . . .
∂2−→ F1

∂1−→ F0 → Z.

Bemerkung 3.18. Nach Satz 1.71 kann man die Fi so wählen, dass
sie frei sind. In dem Rest dieses Kapitels wird davon ausgegangen, dass die
Fi isomorph zu Z[G]ni sind. Man kann zwar die folgenden Definitionen
auch für projektive Auflösungen oder auch für Gruppen, die nicht vom
Typ FPn sind, umformulieren. Da dies aber mehr Aufwand erfordert und
die Ergebnisse sich allesamt auf Teilauflösungen aus endlich erzeugten,
freien Moduln beziehen, wird darauf verzichtet.

Sei weiterhin Si eine Z-Basis des freien Z[G]-Moduls Fi. Insbesondere
ist jedes Element σ in Si ein Tupel der Länge ni mit Einträgen in Z[G].
Nun bezeichne cσ diejenige Kokette, die an σ den Wert 1 annimmt und
ansonsten verschwindet, sprich die Indikatorfunktion auf σ.

Da man sich in diesem Abschnitt nur mit l2-Kohomologie beschäf-
tigt, kann das orthogonale Komplement von Bi

(2)(G) in Zi
(2)(G) gebildet

werden. Man setzt

Hi
(2)(G) := Zi

(2)(G)	Bi
(2)(G).

Hierbei sind i ≤ n und p = 2 und, wie in Definition 2.2, Ci
(2)(G) die i-

ten Koketten, Zi
(2)(G) die i-ten Kozykel und Bi

(2)(G) die i-ten Koränder.
Dann ist nach Definition Hi

(2)(G) isomorph zu H i
(2)(G).

Sei nun Πi
H (x) die orthogonale Projektion von den i-ten Koketten

aufHi
(2)(G). Schliesslich sei BH eine orthonormale Hilbertraumbasis von

Hi
(2)(G). Dann lässt sich die Projektion beschreiben durch

Πi
H (cσ) (σ′) =

∑
τ∈BH

〈cτ ,cσ〉 cτ (σ′).

Nun setzt man tri(2)(σ) = 〈cσ,cσ〉. Diese Spur3 ist invariant4 unter der
Operation von G auf der Menge Si.

Endlich sei σ der G-Orbit von σ und Si die Menge der G-Orbits von
Basiselementen. Die oben definierte Funktion tri(2) ist G-invariant und

3Die Bezeichnung „Spur“ stammt von Gromov [23] und wird hier aus historischen
Gründen weitergenutzt, obwohl diese lineare Abbildung nicht die Spureigenschaft hat,
mangels einer Multiplikation auf Si.

4Dies folgt aus 3.21 und 3.23.
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daher auch auf dieser Menge definiert. Die l2-Bettizahlen werden jetzt de-
finiert als

b
(2)
i (G) :=

∑
σ∈Si

tri(2)(σ)

und sind wegen obiger G-Invarianz der „Spur“ unabhängig von der Wahl
der Repräsentanten. Insbesondere hat die Summe nur endlich viele Sum-
manden.

Bemerkung 3.19. Sei Ti diejenige Basis von l2(G)ni , die nur aus Tu-
peln besteht, die in einer Komponente den Wert g ∈ G annehmen und
ansonsten null sind. Dann ist die Definition der l2-Bettizahlen unabhän-
gig von der Wahl der Basis Si, solange Si das Bild von Ti eines mit der G-
Operation verträglichen isometrischen Isomorphismus von l2(G)ni nach
Fi⊗ l2(G) ist. Da auch im Folgenden immer Fi⊗ lp(G) gleich als lp(G)ni

interpretiert wird, ist dementsprechend die kanonische Wahl Si als Ti zu
setzen.

Ab jetzt sei also immer Si so gewählt wie in dieser Bemerkung und
ein Simplex sei ein Tupel (0, . . . ,0,g,0, . . . ,0) mit g ∈ G.

3.3.2. Quasibettizahlen.

Definition 3.20. Sei 1 ≤ p < ∞ und sei erneut G eine Gruppe vom
Typ FPn mit obiger freier Auflösung. Weiterhin sei wiederum σ ein Sim-
plex aus Si wie in Bemerkung 3.19 und cσ diejenige Einheitskokette mit
Träger σ und σ der G-Orbit von σ. Sei nun

d(σ) := inf
c∈Zi

(p)
(G)
‖c− cσ‖q und D(σ) := inf

c∈Bi
(p)

(G)
‖c− cσ‖q ,

mit dem üblichen q. Man beachte, dass D(σ) ≥ d(σ). Nun setzt man
tri(p)(σ) := D(σ)q − d(σ)q

und hat somit erneut eine „Spur“. Diese summiert man genau so wie im
Fall p = 2 und erhält die lp-Quasibettizahlen auf Kohomologiebasis

bi(p)(G) :=
∑
σ∈Si

tri(p)(σ)

Bemerkung 3.21. Die „Spur“ ist G-invariant. Dies folgt aus der Tat-
sache, dass sowohl die Ränder als auch die Zykel G-invariant sind. Als
Beispiel seien im Folgenden die Ränder und die Abbildung D betrachtet:

D(gσ) = inf
c∈Bi

(p)
(G)
‖c− cgσ‖q

= inf
c∈Bi

(p)
(G)
‖g · c− cgσ‖q
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= inf
c∈Bi

(p)
(G)
‖c− cσ‖q ‖g‖q

= inf
c∈Bi

(p)
(G)
‖c− cσ‖q = D(σ).

Bemerkung 3.22. Mit obiger Projektionsschreibweise ergibt sich
d(σ) = ‖σ − Πi

Z(σ)‖2 beziehungsweise D(σ) = ‖σ − Πi
B(σ)‖2 für p = 2.

Lemma 3.23. Im Fall p = 2 stimmen die Quasibettizahlen mit den l2-
Bettizahlen überein.

BEWEIS. Im Fall p = 2 befindet man sich in einem Hilbertraum und
findet daher Orthonormalbasen BC , BZ , BB von Ci

(2)(G), Zi
(2)(G) und

Bi
(2)(G) mit BC ⊃ BZ ⊃ BB und BZ \BB = BH. Das heißt, ein Element

y ∈ Ci
(2)(G) lässt sich schreiben als

y :=
∑
x∈BC

〈x,y〉x.

Das heißt

D(y)2 − d(y)2 =
∥∥y − Πi

Z(y)
∥∥2

2
−
∥∥y − Πi

B(y)
∥∥2

2

=

∥∥∥∥∥∥
∑

x∈BC\BZ

〈x,y〉x

∥∥∥∥∥∥
2

2

−

∥∥∥∥∥∥
∑

x∈BC\BB

〈x,y〉x

∥∥∥∥∥∥
2

2

=
∑

x∈BC\BZ

〈x,y〉2 −
∑

x∈BC\BB

〈x,y〉2

=
∑
x∈BH

〈x,y〉2 .

Der letzte Term ist nun gleich der „Spur“ zu den l2-Bettizahlen. Dies gilt,
da er für y /∈ Hi

(2)(G) verschwindet und da im Falle

y =
∑
x∈BH

〈x,y〉x ∈ Hi
(2)(G)

Folgendes gilt:

〈y,y〉 =

〈∑
x∈BH

〈x,y〉x,
∑
x∈BH

〈x,y〉x

〉
=

∑
x∈BH

〈x,y〉2 .

�
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Bemerkung 3.24. Analog zu oben lassen sich auch die lp-Quasibetti-
zahlen auf Homologiebasis definieren. Hierzu setzt man

tr
(p)
i (σ) := D′(σ)p − d′(σ)p

mit

d′(σ) := inf
c∈Z(p)

i (G)

‖c− cσ‖p und D′(σ) := inf
c∈B(p)

i (G)

‖c− cσ‖p

und summiert wie oben, um b
(p)
i (G) zu erhalten.

3.3.3. Homotopieinvarianz. Die erste interessante Frage, die sich im
Zusammenhang mit den lp-Quasibettizahlen stellt, ist die nach ihrer Ho-
motopieinvarianz. Für p = 2 wurde dies positiv von Dodziuk [14] beant-
wortet (vgl. auch Pansu [40]).

Für allgemeine p ist die Frage wiederum nicht so leicht zu beantwor-
ten. Mit dem folgenden Lemma gilt die Homotopieinvarianz für Grup-
pen, deren reduzierte (Ko-)Homologie verschwindet.

Lemma 3.25. Sei G eine Gruppe vom Typ FPn mit H i
(p)(G) = 0. Dann

gilt

b
(p)
i (G) = bi(p)(G) = 0.

BEWEIS. Aus H i
(p)(G) = 0 folgt, dass Bi

(p) dicht ist in Zi
(p). Das heißt

inf
c∈Zi

(p)
(G)
‖c− cσ‖p = inf

c∈Bi
(p)

(G)
‖c− cσ‖p .

Somit verschwindet die „Spur“ für alle Simplizes. Analoges gilt für die
Homologie. �

Aller Voraussicht nach sollte die Umkehrung ebenfalls gelten. Leider
lässt sich dies im Augenblick nicht beweisen.

Bemerkung 3.26. Homotopieinvarianz lässt sich im Falle p = 2 recht
leicht über Projektionen beweisen. Es gibt zwar so etwas wie eine Projek-
tion auf Unterräume für alle 1 < p < ∞, diese ist aber für p 6= 2 nicht
orthogonal, so dass für eine Projektion P1 auf einen Unterraum und ei-
ne Projektion P2 auf einen Unterraum des Unterraumes im Allgemeinen
nicht P1 ◦P2 = P2 ◦P1 gilt. Folglich ist P1−P2 keine Projektion. Hieraus
resultieren die bislang ungelösten Probleme, folgende Aussage von Lück
für allgemeine p zu zeigen.

Bemerkung 3.27. Nach Lück [32, Theorem 1.35 (1)] sind die l2-Betti-
zahlen invariant unter der Wahl der Auflösung.
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Da die Homotopieinvarianz nicht bewiesen ist, sollte man eigentlich
dementsprechend die Notation der Bettizahlen und der „Spuren“ ändern.
Da aber im Folgenden jeweils die Aussagen entweder für alle Auflösungen
gelten oder die Wahl der Auflösung offensichtlich ist, wird auf diese wei-
teren Indizes verzichtet.

3.3.4. Dualität der Quasibettizahlen. Man sollte erwarten, dass für
1 < p ∈ R und 1

p
+ 1

q
= 1 auch b

(p)
i (G) = bi(q)(G) gilt. Im Falle p = 2

stimmt dies auch, wie folgendes Lemma zeigt.

Lemma 3.28. Sei G eine Gruppe vom Typ FPn, dann gilt

b
(2)
i (G) = bi(2)(G).

BEWEIS. Es reicht zu zeigen, dass für jedes Simplex die beiden „Spu-
ren“ übereinstimmen. Seien ϕi und ϕ∗i die zu betrachtenden Randab-
bildungen. Der Beweis von Satz 2.11 zeigt, dass ker(ϕ∗i+1) = im(ϕi+1)

⊥

und im(ϕ∗i ) = ker(ϕi)
⊥ gilt. Da kerϕi orthogonal zu ker(ϕi)

⊥ ist, ist die
Summe der Quadrate der minimalen Abstände von cσ zu diesen beiden
Unterräumen gleich 1, der Norm von cσ. Gleiches gilt für das Bild und
dessen orthogonales Komplement. Sei AU das Quadrat des Abstandes des
Simplexes σ von dem Unterraum U . Dann hat man

Aker(ϕi) + Aker(ϕi)⊥ = 1

Aim(ϕi+1) + Aim(ϕi+1)⊥ = 1

Sei Aker(ϕi) − Aim(ϕi+1) = a, dann folgt Aim(ϕi+1)⊥ − Aker(ϕi)⊥ = a. Somit
sind die beiden „Spuren“ gleich. �

Lemma 3.29. Sei 1 < p < ∞. Dann verschwinden die lp-Bettizahlen
für unendliche Gruppen und für eine Gruppe G mit |G| <∞ gilt

b0(p)(G) = 1− |G| − 1(
1 + q−1

√
|G| − 1

)q−1

und

b
(p)
0 (G) =

1

|G|p−1

mit dem üblichen 1
p

+ 1
q

= 1.

BEWEIS. In dem Fall, dass G eine unendliche Gruppe ist, folgt die Be-
hauptung aus Lemma 2.17 und Lemma 3.25.
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Sei jetzt |G| < ∞ und sei · · · → Z[G]n1
∂1−→ Z[G]

ε−→ Z eine freie
Auflösung von Z über Z[G]. Dann ist

C[G]
∂̃1−→ C[G]n1 → . . .

der zu betrachtende Kokettenkomplex. Dementsprechend besteht B0
(p)

nur aus der Nullabbildung, also ist D(σ) = 1 für alle Simplizes σ. Ent-
sprechend gilt mit Bemerkung 1.31

C[G]G = H
(p)
0 (G) = ker(∂1).

Ergo ist

b0(p)(G) = 1− d (e)q = 1−

 inf
0<α<1

∥∥∥∥∥1−∑
g∈G

α · g

∥∥∥∥∥
q

q

,

wobei e das neutrale Element in G ist. Setzt man

f(α) :=

∥∥∥∥∥1−∑
g∈G

α · g

∥∥∥∥∥
q

q

= |1− α|q + (|G| − 1)αq,

für 0 < α < 1, so erhält man

f ′(α) = −q · (1− α)q−1 + q(|G| − 1) · αq−1.

Man beachte, dass q > 1 ist. f ′ verschwindet für

α =
1

1 + q−1
√
|G| − 1

.

Wenn man dieses α, welches ein Minimum ist, in f einsetzt, erhält man
die gewünschte Aussage.

Analog lässt sich die Aussage auch auf Homologiebasis beweisen. Hier-
bei betrachtet man

· · · → C[G]n1
∂1−→ C[G].

Entsprechend ist Z(p)
0 = C[G] und somit d′(σ) = 0. B(p)

o besteht nach
dem Beweis von Satz 2.11 aus der Menge ⊥{

∑
g∈G α · g | α ∈ C}. Diese

wird erzeugt von den Elementen 1 · e− 1 · g in C[G]. Folglich gilt

b
(p)
0 (G) = D′ (e)p

=

 inf
0<α<1

∥∥∥∥∥∥∥∥(1− (|G| − 1)α) · e+
∑
g∈G,
g 6=e

α · g

∥∥∥∥∥∥∥∥
p


p
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= inf
0<α<1

{(1− (|G| − 1)α)p + (|G| − 1)αp}

Setzt man dieses Mal f := (1− (|G| − 1)α)p + (|G| − 1)αp, so ist

f ′(α) = −p(|G| − 1)(1− (|G| − 1)α)p−1 + p(|G| − 1)αp−1.

Letzteres verschwindet für α = 1
|G| , welches erneut ein Minimum ist.

Einsetzen von diesem α in f ergibt das gewünschte Ergebnis. �

Bemerkung 3.30. Für p = 2 und G endlich ergibt sich das aus Lück
[32] bekannte Ergebnis b(2)0 (G) = b0(2)(G) = 1

|G| .

Insgesamt heißt dies aber auch, dass die erhoffte Dualität schon im
Grad 0 für endliche Gruppen im Allgemeinen nicht gilt.

3.4. lp-Quasibettizahlen freier Gruppen

Zu guter Letzt soll noch ein Beispiel gegeben werden für unterschied-
liche Ergebnisse in Abhängigkeit von der gewählten Norm.

Wenn G = Fn eine freie Gruppe mit n Erzeugern ist, dann hat man
mit Bemerkung 1.50 eine Auflösung

0 → Z[G]n
∂−→ Z[G] → Z → 0

mit ∂(εi) = xi − 1, wobei εi die Standardbasisvektoren von Z[G]n als
Z[G]-Modul und xi die Erzeuger der Gruppe sind.

Bemerkung 3.31. Die εi sind auch gleich ein Vertretersystem für die
G-Klassen der Simplizes. Sei (αt) eine Folge in Z1

(p)(Fn) mit

lim
t→∞

‖αt − cεi
‖g = d(εi).

Eine Beschreibung der αt ist dann gegeben durch
∑

g∈G a
t
g · g. Wenn man

die g als vollständig gekürzte Worte in den Erzeugern von Fn und deren
Inversen schreibt, gibt eine Vertauschung von xi mit xj und x−1

i mit x−1
j

in dieser Beschreibung eine Folge (α′t) in Z1
(p)(Fn) mit

lim
t→∞

∥∥αt − cεj

∥∥
g

= d(εj).

Dass diese α′t in Z1
(p)(Fn) sind, liegt an der symmetrischen Definition der

Randabbildung ∂.
Analoge Aussagen gelten für die Koränder, Zykel und Ränder, wo-

durch man tr
(p)
1 (εi) = tr

(p)
1 (εj) und tr1

(p)(εi) = tr1
(p)(εj) erhält. Somit ist

b
(p)
1 (Fn) = n · tr(p)

1 (ε1) und b1(p)(Fn) = n · tr1
(p)(ε1).
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Im folgenden Lemma ist man eigentlich an b1∞(Fn) interessiert. Dafür
müsste man sich aber mit dem Dualraum von l∞(G) auseinandersetzen,
was nicht der Zielrichtung dieser Arbeit entspricht. Stattdessen wird Fol-
gendes versucht. Sei c0 ein Prädual5 von l1(G). Dann lässt sich auf Koket-
tenniveau analog zum Anfang dieses Abschnittes auch hierfür eine „Spur“
definieren, die mit tr1

(0)(σ) bezeichnet werden soll. Diese „Spur “ hat den
Vorteil, dass die involvierte Norm die 1-Norm ist.

Lemma 3.32. Sei G = Fn die freie Gruppe mit n Erzeugern. Dann gilt

b1(0)(G) = n

für alle σ, wobei b1(0)(G) die Quasibettizahl auf Kohomologiebasis von c0,
einem Prädual von l1(G), bezeichnet.

BEWEIS. Es reicht zu zeigen, dass tr1
(0)(ε1) = 1.

In dem Fall G = Fn hat man den folgenden Kettenkomplex zu be-
trachten:

0 → l1(G)
∂̃−→ l1(G)n → 0

Hierbei ist ∂̃ gegeben durch

∂̃(α) = ((x1 − 1)α, . . . ,(xn − 1)α),

wobei die xi die Erzeuger der Gruppe G = Fn sind. Die letzte Abbil-
dung ist die Nullabbildung, also ist Z1

(c0)(G) = l1(G)n. Die „Spur“ für ein
Simplex ε1 = (e,0, . . . ,0) ist also gegeben durch

tr1
(c0)(ε1) = inf

c∈B1
(c0)

(G)
‖cε1 − c‖1 = inf

α∈l1(G)

∥∥∥cε1 − ∂̃(α)
∥∥∥

1
.

Für α = 0 ist dies gerade gleich 1. Es reicht also zu zeigen, dass

‖1 · e− (x1 − 1)α‖1 ≥ 1

Sei α =
∑

g∈G αg · g ein Element in l1(G). Dann gilt

‖1 · e− (x1 − 1)α‖1 =

∥∥∥∥∥1 · e− (x1 − 1)

(∑
g∈G

αg · g

)∥∥∥∥∥
1

=

∥∥∥∥∥1 · e−∑
g∈G

(αx−1
1 g − αg) · g

∥∥∥∥∥
1

5Sei X ein Banachraum, dann ist Y ein Prädual von X , wenn X = Y ∗. Dieser Raum
ist im Allgemeinen nicht eindeutig. In unserem Beispiel sind die Räume der konvergen-
ten Folgen und der konvergenten Nullfolgen prädual zu l1(G) (vgl. [55]).
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≥

∥∥∥∥∥1 · e−
∞∑
k=0

(α(x−1
1 )k+1 − α(x−1

1 )k) · (x−1
1 )k

∥∥∥∥∥
1

+

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

(αxk−1
1

− αxk
1
) · xk1

∥∥∥∥∥
1

=
∣∣∣1− αx−1

1
+ αe

∣∣∣
+

∞∑
k=1

∣∣∣α(x−1
1 )k+1 − α(x−1

1 )k

∣∣∣
+

∞∑
k=1

∣∣∣αxk−1
1

− αxk
1

∣∣∣
≥ 1−

∣∣∣αx−1
1

∣∣∣− |αe|
−

∞∑
k=1

∣∣∣α(x−1
1 )k+1

∣∣∣+ ∞∑
k=1

∣∣∣α(x−1
1 )k

∣∣∣
+

∞∑
k=1

∣∣∣αxk−1
1

∣∣∣− ∞∑
k=1

∣∣∣αxk
1

∣∣∣
≥ 1−

∣∣∣αx−1
1

∣∣∣− |αe|+ ∣∣∣αx−1
1

∣∣∣+ |αe|
= 1

Die vorletzte Umformung gilt, da α ein Element in l1(G) ist und somit
sowohl

∣∣∣αxk
i

∣∣∣ k→∞−−−→ 0 als auch
∣∣∣α(x−1

i )k

∣∣∣ k→∞−−−→ 0 gilt. �

Satz 3.33. Sei G = Fn die freie Gruppe mit n Erzeugern. Dann gilt

H1
(1)(G) = 0 und b1(1)(G) = 0.

BEWEIS. Es reicht zu zeigen, dass die „Spur“ tr1
(1)(ε1) für das Simplex

ε1 verschwindet. Da die Simplizes eine Basis der 1-Koketten bilden, folgt
daraus, dass die 1-Koränder dicht in den 1-Kozykeln liegen und somit die
Kohomologie verschwindet. Hierbei umgeht man auch die Problematik
der noch nicht bewiesenen Homotopieinvarianz für Quasibettizahlen, in-
dem man die Homotopieinvarianz der Kohomologie nutzt.

In dem zu untersuchenden Fall betrachtet man den folgenden Ketten-
komplex:

0 → l∞(G)
∂̃−→ l∞(G)n → 0.
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Hierbei ist ∂̃ erneut gegeben durch

∂̃(α) = (x1 − 1, . . . ,xn − 1) · α,

wobei die xi die Erzeuger der Gruppe G = Fn sind. Die letzte Abbil-
dung ist die Nullabbildung, also ist Z1

(1)(G) = l∞(G)n. Die „Spur“ für das
Simplex ε1 = (e,0, . . . ,0) ist demnach gegeben durch

tr1
(1)(ε1) = inf

c∈B1
(1)

(G)
‖cε1 − c‖∞ = inf

α∈l∞(G)

∥∥∥cε1 − ∂̃(α)
∥∥∥
∞
.

Es reicht also, eine Funktion α ∈ l∞(G) so zu finden, dass

‖1 · e− (x1 − 1) · α‖∞ = 0

und

‖(xi − 1) · α‖∞ = 0

für alle i 6= 1 gilt. Ein Element α ∈ l∞(Fn) lässt sich interpretieren als
ein gewichteter Caleygraph der freien Gruppe Fn mit beschränkten Ge-
wichten. Sei α =

∑
g∈G agg mit ag = 0 für alle g ∈ G, deren vollständig

gekürzte Wortdarstellung im Alphabet {xi,x−1
i | 1 ≤ i ≤ n} mit x−1

1 an-
fängt, und ag = −1 sonst. Dieses α ist in l∞(G). Da hier der Caleygraph
einer freien Gruppe betrachtet wird und es in einem solchen keine Krei-
se gibt, reicht es, die Aussage auf den einzelnen Geraden im Graphen zu
verifizieren. Es bleibt somit zu zeigen, dass auf den Geraden im Caleygra-
phen, die nicht in x1-Richtung durch e laufen, (xi − 1)α = 0 ist und dass
auf der Geraden, die durch e in x1-Richtung läuft, 1 · e− (x1 − 1) · α = 0
gilt.

Für die erste Aussage sind zwei Teilfälle zu betrachten. Entweder sind
die Gewichte für α auf der gesamten Geraden gleich 0 oder gleich −1. Zu
betrachten ist also nur der zweite Teilfall. Eingeschränkt auf die fragliche
Gerade lässt sich α schreiben als

α = −
∞∑

r=−∞

1 · xrih

für ein beliebiges h auf der zu untersuchenden Geraden. Somit gilt

(xi − 1)α = (xi − 1)

(
−

∞∑
r=−∞

xrih

)

= −
∞∑

r=−∞

xr+1
i h+

∞∑
r=−∞

xrih = 0.
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Eingeschränkt auf den zweiten Fall lässt sich α schreiben als

α =
∞∑
r=0

−1 · xr1.

Es gilt
1 · e− (xi − 1) · α = 1 · e− xiα+ α

= 1 · e+
∞∑
r=0

1 · xr+1
i −

∞∑
r=0

1 · xri

= 1 · e− 1 · e = 0.

�

Bis jetzt ist dies das einzige Beispiel für einen signifikanten Unter-
schied zwischen l2- und lp-Kohomologie für p 6= 2, denn für p = 2 hat
man:

Satz 3.34. [32] Sei G = Fn die freie Gruppe mit n Erzeugern. Dann gilt

b1(2)(G) = n− 1.

Insbesondere verschwindet die l2-Kohomologie nicht. Weiterhin ver-
gleiche man dieses Ergebnis mit dem Satz von Pansu [41].

Satz 3.35. [41, Théorème H] Sei M eine homogene, nicht kompakte
Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann verschwindet für p > 1 die erste re-
duzierte Lp-Kohomologie genau dann, wenn M im Unendlichen beschränkt
oder negativ gekrümmt ist.

3.4.1. Numerische Berechnungen. Zusätzlich zu diesen leicht be-
rechenbaren Bettizahlen sind einige numerische Experimente durchge-
führt worden, um lp-Quasibettizahlen auf Kohomologiebasis zu berech-
nen. Diese basieren darauf, dass analog zum Beweis von Lemma 3.32

tr1
(p)(σ) = D(σ)q

ist. D(σ) wiederum ist
D(σ) = inf

α∈lp(G)
‖cσ − (x1 − 1, . . . ,xn − 1)α‖ .(3.1)

Die „Spur“ ist beschränkt nach oben durch 1 und nach unten durch 0. Mit
Bemerkung 3.31 ergibt sich

b1(p)(Fn) = n · tr1
(p)(ε1).

Somit ist die eigentliche Aufgabe das Infimum in 3.1 zu finden. Dazu
wird numerisch das Minimum über alle α approximiert, deren Träger
Gruppenelemente mit Wortlänge kleiner gleich w sind.
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Hierbei tauchen einige Probleme auf. Zum einen ist es wichtig, sich
im Gegensatz zu Bemerkung 2.4 Gedanken über die Norm auf den Kom-
ponenten eines Tupels zu machen, da man sich jetzt für genaue Werte
interessiert und nicht nur für die Frage nach dem Verschwinden oder
Nichtverschwinden der Homologiegruppen. Am natürlichsten ist es hier,
dieselbe Norm zu nutzen wie auch innerhalb der Komponenten, also die
lp-Norm. Für p = 2 ergeben die Rechnungen dann auch recht genau obi-
ges Ergebnis von Lück.

Dazu kommen noch einige numerische Probleme. So lässt sich die
„Spur“ als Infimum über alle Elemente in lq(G) aus zweierlei Gründen
nur grob numerisch annähern. Zum einen können nur für explizite
α ∈ lp(G) gefundene Werte miteinander verglichen werden und zum
anderen muss man sich bezüglich der Wortlänge w der Elemente g im
Träger von α beschränken. Beides führt zu einer Überschätzung der Bet-
tizahlen. Die unten aufgeführten Ergebnisse sind somit allesamt als obere
Schranken zu verstehen. Die Rechenzeit auf einem Opteronprozessor be-
schränkt die maximale Wortlänge w, für die man α betrachtet. Bei n = 2
ist sinnvollerweise Schluss bei Wortlänge w = 8 und für n = 3 bei w = 5.
Für Gruppen höherer Ordnung lassen sich somit keine guten Näherungs-
werte mehr berechnen.

Die Tabellen fassen die numerischen Ergebnisse getrennt für n = 2
und n = 3 zusammen. Angegeben sind jeweils die Werte für die „Spur“
von ε1.

n = 2

p\w 1 2 3 4 5 6 7 8
4
3

0,205956 0,042413 0,020050 0,013409 0,011001 0,010405 0,010230 0,010181

3
2

0,401924 0,161543 0,110095 0,090868 0,081993 0,077861 0,076292 0,075830

5
3

0,554980 0,308003 0,247783 0,225517 0,216581 0,213508 0,212622 0,212362

9
5

0,647831 0,419684 0,363505 0,344050 0,336452 0,333407 0,332172 0,331681

2 0,750000 0,562500 0,519231 0,506250 0,502067 0,500688 0,500238 0,500096

9
4

0,834761 0,696825 0,669546 0,663012 0,661380 0,660968 0,660864 0,660838

5
2

0,889283 0,790824 0,774861 0,771885 0,771310 0,771201 0,771180 0,771180

3 0,948862 0,900000 0,895041 0,894495 0,894435 0,894428 0,894427 0,894427

4 0,987510 0,976046 0,975616 0,975601 0,975600 0,975600 0,975600 0,975600
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n = 3

p\w 1 2 3 4 5
4
3

0,251232 0,063117 0,035121 0,026302 0,023627

3
2

0,477458 0,227966 0,175969 0,158382 0,151897

5
3

0,643241 0,413759 0,365015 0,350504 0,345760

9
5

0,737411 0,543775 0,505769 0,496113 0,493506

2 0,833334 0,694444 0,672043 0,667736 0,666889

9
4

0,904455 0,818038 0,807857 0,806517 0,806338

5
2

0,944490 0,892060 0,887720 0,887334 0,887300

3 0,980581 0,961538 0,960800 0,960770 0,960769

4 0,997347 0,994702 0,994681 0,994681 0,994681

Für p = 3 und p = 4 wurden noch einige genauere Rechnungen
durchgeführt. Insgesamt ergeben sich damit für die lp-Quasibettizahlen
auf Kohomologiebasis folgende Extrapolationen, wobei die unterschied-
liche Konvergenz schon mit eingerechnet sind. Extrapoliert wurde, in-
dem die Veränderung der Differenz aufeinanderfolgender oberer Schran-
ken durch einen Faktor tp nach oben abgeschätzt und dann die Differenz
in einer geometrischen Reihe fortentwickelt wurde. Dementsprechend ist
der angegebenen Fehler nach oben die Differenz der Extrapolation und
der kleinsten berechneten oberen Schranke. Die untere Abschätzung ist
ungenau. Hierbei wird davon ausgegangen, dass tp sich auch für größere
Wortlängen nicht wesentlich anderes verhält als in den beobachteten Fäl-
le und dass tp auch langfristig um nicht mehr als einen Faktor λ = 2

1+tp

unterschätzt worden ist. Da das größte angesetzte tp für p = 3
2

den Wert
0,48 hat, liegt in diesem Fall der angenommene Faktor λ bei 1.35. Für
kleinere tp ist die Sicherheitsmarge deutlich größer. Zu Betonen ist aber,
dass die untere Schranke nicht theoretisch begründet ist.

lp-Quasibettizahlen auf Kohomologiebasis
p\n 2 3

4
3 0,02031 ±5 · 10−5 0,067 ±3 · 10−3

3
2 0,1508 ±8 · 10−4 0,44 ±1 · 10−2

5
3 0,4245 ±3 · 10−4 1,030 ±6 · 10−3

9
5 0,6627 ±7 · 10−4 1,477 ±3 · 10−3

2 1,0000 ±1 · 10−4 2,0000 ±6 · 10−4

9
4 1,32166 ±2 · 10−5 2,41893 ±5 · 10−5

5
2 1,542360 ±5 · 10−6 2,661891 ±9 · 10−6

3 1,788854 ±1 · 10−6 2,882307 ±2 · 10−6

4 1,951199912 ±1 · 10−9 2,98404225 ±1 · 10−8

Bei der Interpretation dieser Daten fallen einige Punkte auf. Zum
einen wachsen die Werte schon für die „Spur“ mit wachsendem p und
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wachsendem n. Beides war zu erwarten. Interessanter ist, dass die Werte
für große p deutlich schneller konvergieren und dass die Konvergenz für
p = 4

3
besser als erwartet ist. Gerade Letzteres ist nicht erklärbar. Zu be-

merken ist weiterhin, dass für p = 2 das Ergebnis von Lück bestätigt wird,
was ein gutes Indiz, wenn auch nicht mehr, für die Qualität der restlichen
Ergebnisse ist. Graphisch ergibt sich für n = 2

und für n = 3

Insgesamt lässt sich folgende Vermutung aufstellen.

Vermutung 3.36. Sei G = F2 und 1 < p <∞. Dann gilt

b1(p)(G) = 2 · p−
1

(p−1)c(p) ,

mit 1 < c(p) für alle p.

Betrachtet man diese Funktion, indem man p von rechts gegen 1 lau-
fen lässt, dann ergibt sich das Ergebnis aus Satz 3.33. Für p gegen unend-
lich ergibt sich das, was sich aus Lemma 3.32 vermuten lässt.





ANHANG A

Mittelbare Gruppen

Das Konzept der mittelbaren oder amenablen Gruppen wurde von
John von Neumann 1929 [37] eingeführt. Daraus entwickelte sich ein
weites und fruchtbares Forschungsgebiet. Mittelbare Gruppen gehören
zu den am besten verstandenen unendlichen Gruppen überhaupt. Einen
guten Überblick geben die Bücher von Paterson [47] und Pier [48].

Aus verschiedenen Gründen liegt es nahe, zu vermuten, dass die Ver-
schwindungssätze aus Kapitel 2, die allesamt mittelbare Gruppen betref-
fen, allgemein für alle mittelbaren Gruppen gelten. Dieses Kapitel soll aus
einer Vielzahl von Ansätzen zwei altbekannte Teilerfolge und eine neue
Beweisidee aufgreifen. Im Ganzen waren die Bemühungen um einen Be-
weis von Vermutung A.21 leider ohne Erfolg.

A.1. Definitionen und Beispiele

A.1.1. Mittelbarkeit. Bevor mittelbare Gruppen definiert werden
können, müssen erst einige Basiskenntnisse aus der Funktionalanalysis
wiederholt werden. Sei im Folgenden G eine lokalkompakte Gruppe1,
dann existiert ein linkes Haarmaß2 λ auf G und L1(G) = L1(G,λ), der
Raum der komplexwertigen, integrierbaren Funktionen auf G, ist ein Ba-
nachraum mit der Norm ‖f‖1 =

∫
G
|f |dλ. Der Dualraum L1(G)∗ =

L∞(G) ist der Raum der beschränkten, λ-messbaren, komplexwertigen
Funktionen φ auf G mit der essentiellen Supremumsnorm. Die Dualität
wird gegeben durch f 7→

∫
φfdλ für alle f ∈ L1(G).

Sei weiterhin M(G) die Familie der λ-messbaren Teilmengen von G.
Sei µ ein positives, endlich additives Maß auf M(G) mit µ(G) = 1, das
auf lokalen Nullmengen verschwindet, dann korrespondiert µ zu einem
m ∈ L∞(G)∗ folgendermaßen: Auf A = span{χE : E ∈ M(G)} ist m
definiert durch

m

(
n∑
i=1

αiχEi

)
=

n∑
i=1

αiµ(Ei)

1jeder Punkt in G hat eine kompakte Umgebung
2positiv und invariant unter Linkstranslation

59
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mit αi ∈ C und Ei ∈ M(G). Da A in der Norm dicht in L∞(G) und m
stetig auf A ist, lässt sich m auf ganz L∞(G) ausdehnen. Umgekehrt ist
µ(E) := m(χE).

Definition A.1. Insgesamt ist
i) das Funktional m ein Mittel auf L∞(G), das heißt m ∈ L∞(G)∗

so, dass m(1) = 1 und ‖m‖ = 1,
ii) M(G) die Menge der Mittel auf L∞(G),

iii) P (G) := {f ∈ L1(G) | f̂ ∈ M(G)}, mit f̂(φ) = φ(f), und
iv) Pp(G) := {f ∈ Lp(G) | f ≥ 1, ‖f‖p = 1}.

Grundlegend für den Gebrauch von Mitteln ist der folgende Satz, der
hier nur zitiert werden soll.

Satz A.2. [47] Es gilt:
i) n ∈ L∞(G)∗ ist genau dann ein Mittel, wenn für alle ϕ ∈ L∞(G)

mit ϕ ≥ 0 gilt, dass n(ϕ) ≥ 0 und n(1) = 1.
Weiterhin gilt für n ∈ M(G) und ϕ ∈ L∞(G) reellwertig, dass

ess inf
x∈G

ϕ(x) ≤ n(ϕ) ≤ ess sup
x∈G

ϕ(x).

ii) M(G) ist eine schwach∗-kompakte, konvexe Teilmenge, die L∞(G)∗

aufspannt.
iii) P (G) = {f ∈ L1(G) | f ≥ 0,

∫
fdλ = 1} und P (G)∧ ist dicht in

M bezüglich der Schwach∗-Topologie.3

Bemerkung A.3. G lässt sich in L1(G) einbetten durch x 7→ χ{x} für
alle x ∈ G.

L∞(G) ist eine rechte G-Menge unter der Transformation ϕ 7→ ϕx
für alle ϕ ∈ L∞(G), x ∈ G. Hierbei ist ϕx(y) = ϕ(xy). Weiterhin ist jede
Abbildung ϕ 7→ ϕx eine Isometrie auf B(L∞(G)), der Banachalgebra der
beschränkten linearen Operatoren.

Definition A.4. Eine lokalkompakte Gruppe heißt mittelbar oder
auch amenabel, wenn ein linksinvariantes Mittel auf G existiert.

Die Menge der linksinvarianten Mittel auf G wird mit L(G) bezeich-
net. Sie ist eine schwach∗-kompakte, konvexe Teilmenge von M(G).

Bemerkung A.5. Für x ∈ G und f ∈ L1(G) ist die Faltung x ∗ f
definiert durch x ∗ f(y) = f(x−1y). Für ϕ ∈ L∞(G) ergibt sich

(ϕ,x ∗ f) =

∫
f(x−1y)ϕ(y)dλ(y) =

∫
f(y)ϕ(xy)dλ(y) = (ϕx,f).

In L∞(G)∗ bedeutet dies: xf̂ = (x ∗ f)∧

3P (G)∧ ist der Bidual von P (G).
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Im Spezialfall f = χK

λ(K)
folgt:

‖x ∗ f − f‖1 =
1

λ(K)

∫
|χK(x−1y)− χK(y)|dλ(y) =

λ(xK 4K)

λ(K)

mit A4B = A \B ∪B \ A.
Für f,g ∈ L1(G) und x ∈ G, vgl. [47, S. 8], ist die Faltung gegeben

durch

f ∗ g(x) =

∫
G

f(t)g(t−1x)dλ(t).

Definition A.6. Ein Mittel auf L∞(G) heißt topologisch linksinvari-
ant, falls fm = m für alle f ∈ P (G) beziehungsweise m(ϕ ∗ f) = m(ϕ)
für alle ϕ ∈ L∞(G) und f ∈ P (G).

Die Menge der topologisch linksinvarianten Mittel wird mit Lt(G) be-
zeichnet. Es ist eine schwach∗-kompakte, konvexe Teilmenge von M(G)
und Lt(G) ⊂ L(G). Letzteres gilt, da für alle m ∈ Lt(G), x ∈ G und
f ∈ P (G) gilt:

xm = x ∗ (f ∗m) = (x ∗ f) ∗m = m.

Die folgende Aussage ist grundlegend für die Behandlung mittelbarer
Gruppen. Für den Beweis der Aussage sei unter anderem verwiesen auf
[47].

Proposition A.7. (Eigenschaft Pp oder Reiterkriterium) Die folgen-
den drei Aussagen sind äquivalent:

i) Die Gruppe G ist mittelbar.
ii) Sei C ein Kompaktum in G und ε > 0. Dann existiert ein f in
Pp(G) so, dass ‖x ∗ f − f‖p < ε für alle x ∈ C.

iii) Es existiert ein Netz {fδ} in Pp(G) so, dass ‖µ ∗ fδ − fδ‖p → 0 für
alle µ ∈ P (G).

Skudlarek hat in [57] eine zweiseitige Formulierung der Reiterbedin-
gung bewiesen.

Für diskrete Gruppen, und nur solche sind im Fokus dieser Arbeit,
lässt sich die Definition vereinfachen zu:

Definition A.8. [2] Eine diskrete Gruppe G ist mittelbar, wenn sie
ein Maß µ ∈ [0,1]G trägt so, dass

µ(G) = 1 und µ(A tB) = µ(A) + µ(B) und µ(Ag) = µ(A)

für alle g ∈ G und disjunkte A,B ⊆ G.

Die wohl wichtigste Charakterisierung mittelbarer Gruppen, die hier
nur für diskrete Gruppen formuliert werden soll, basiert auf den Følner-
Mengen



62 A. MITTELBARE GRUPPEN

Lemma A.9. [32, Lemma 6.35] Eine Gruppe G ist genau dann mit-
telbar, wenn sie die Følner-Bedingung erfüllt. Das heißt, dass für jede endliche
Menge S ⊂ Gmit s ∈ S ⇒ s−1 ∈ S und jedes ε > 0 eine nicht-leere endliche
Teilmenge A ⊂ G so existiert, dass für ∂SA = {a ∈ A | ∃s ∈ s : a · s /∈ A},
dem S-Rand von A, gilt

|∂SA| ≤ ε · |A| .
Die Formulierung mit Følner-Mengen folgt leicht aus der Reiterbe-

dingung. Dementsprechend lässt sich auch das Lemma A.17 mit Hilfe von
Følner-Mengen umformulieren.

A.1.2. Beispiele.
Beispiel A.10. Jede kompakte Gruppe ist mittelbar, denn die Abbil-

dung ϕ 7→
∫
ϕdλ ist ein Element von L(G).

Beispiel A.11. Z ist mittelbar.

BEWEIS. Sei fn = 1
2n+1

n∑
r=−n

δr. Sei weiterhin ϕ ∈ L∞(Z) und s ≥ 0,

dann gilt:

|f̂n(ϕs)− f̂n(ϕ)| =

∣∣∣∣∣ 1

2n+ 1

(
n∑

r=−n

(ϕ(r + s)− ϕ(r))

)∣∣∣∣∣
=

1

2n+ 1

∣∣∣∣∣−
−n+s−1∑
r=−n

ϕ(r) +
n+s∑
r=n+1

ϕ(r)

∣∣∣∣∣
≤ 2s ‖ϕ‖

2n+ 1
−−−→
n→∞

0.

Dieses gilt auch für s < 0, das heißt jeder Schwach*-Häufungspunkt
von {f̂n} in M(Z) ist ein linksinvariantes Mittel. �

Bemerkung A.12. Mit fn =
χ[−n,n]

2n
folgt analog, dass R mittelbar ist.

Beispiel A.13. Für n > 1 ist Fn, die freie Gruppe mit n Erzeugern,
nicht mittelbar.

BEWEIS. Seien ui die Erzeuger von Fn. Für x ∈ {ui,u−1
i } sei Ex die

Menge der Elemente von Fn, die als vollständig reduzierte Worte mit x
beginnen.

Angenommen, es gebe nun ein linksinvariantes Mittel m. Dann gilt

m({e}) +
∑
x

m(Ex) = m(Fn) = 1.

Weiterhin gilt aber auch 1 = m(Fn) = m(Ex) + m(xEx−1), was zum
Widerspruch führt. �
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Satz A.14. Jede lokal kompakte Gruppe von polynomialem Wachstum
ist mittelbar.

BEWEIS. Seien x1, . . . ,xr ∈ G und c ∈ Ce(G) so, dass xi,x−1
i ∈ C.

Sei an = λ(Cn). Dann gibt es ein Polynom p so, dass 0 ≤ an ≤ p(n).
Sei p(n) ≤ Knr für K > 0 und r ∈ N. Es gilt an ≤ an+1, da Cn+1 die
Linkstranslation von Cn enthält und λ linksinvariant ist.

Jetzt gilt 0 < λ(C)
1
n ≤ an

1
n ≤ K

1
n (n

1
n )r, das heißt n

√
an → 1, woraus

folgt: lim inf
n→∞

(an+1

an
) = 1. Sei nun ε > 0. Dann existiert ein N ∈ N mit

λ(CN+1)
λ(CN )

< 1 + ε
2
. Folglich gilt λ(CN+14CN )

λ(CN )
= λ(CN+1)−λ(CN )

λ(CN )
< ε

2
. Das

heißt

λ(xiC
N \ CN) <

ε

2
λ(CN)

und

λ(CN \ xiCN) = λ(xi
−1CN \ CN) <

ε

2
λ(CN).

Folglich gilt λ(xiC
N4CN )

λ(CN )
< ε. Es folgt sofort mit Bemerkung A.5, dass

‖xi ∗ f − f‖1 < ε für f =
χ

CN

λ(CN )
gilt. Proposition A.7 schließt dann den

Beweis dieses Satzes ab. �

Bis hierhin hat man mit Korollar 2.33, welches Gruppen von polyno-
mialem Wachstum behandelt, und Abschnitt 3.4, in dem freie Gruppen
betrachtet werden, die lp-Kohomologie einiger Beispiele für mittelbare
Gruppen und nicht-mittelbare Gruppen untersucht. Die lp-Kohomologie
verschwand für alle Beispiele mittelbarer Gruppen und war ungleich null
für nicht-mittelbare Gruppen und 1 < p <∞.

A.1.3. Inneramenabelität.

Definition A.15. Eine lokalkompakte Gruppe G heißt inneramena-
bel, wenn es ein nichttriviales Mittel m auf L∞(G) gibt so, dass

m(π(a)f) = m(f)

für alle a ∈ G und f ∈ L∞(G). Hierbei ist

(π(a)f)(x) = f(a−1xa)

für x ∈ G.

Vermutung A.16. Sei G eine lokalkompakte Gruppe und sei V eine
kompakte Umgebung der Identität mit x−1V x = V für alle x ∈ G. Sei wei-
terhin P V

p (G) = {f ∈ Pp(G) |
∫
V
f(x)dx = 0}. Dann sind die folgenden

Aussagen äquivalent:
i) G ist inneramenabel.
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ii) Sei C ein Kompaktum in G und ε > 0. Dann existiert ein f in
P V
p (G) so, dass ‖π(x)f − f‖p < ε für alle x ∈ C.

iii) Es existiert ein Netz {hδ} in P V
p so, dass ‖π(x)hα − hα‖p → 0 für

alle x ∈ G.

Im Falle p = 2 ist diese Vermutung bewiesen für diskrete Gruppen
und V = {e} in [44]. Ebenfalls für den Fall p = 2 ist die Aussage bewie-
sen in [29], allerdings mit der Einschränkung, dass die Rückrichtung der
ersten Äquivalenz fehlt. Wenn man diese Vermutung vergleicht mit der
Eigenschaft Pp von mittelbaren Gruppen, so sollte es relativ einfach sein,
von p = 2 auf ein beliebiges p ≥ 1 zu verallgemeinern.

Lemma A.17. Sei G eine lokal kompakte mittelbare Gruppe und sei C
ein Kompaktum in G und ε > 0. Dann existiert ein f ∈ Pp(G) so, dass
‖π(x)f − f‖p < ε für alle x ∈ C.

BEWEIS. Dies ist eine einfache Verallgemeinerung des Theorems 3 von
Losert und Rindler [31]. �

Bemerkung A.18. Nach [47] ist eine Gruppe mittelbar genau dann,
wenn ein Mittel existiert, welches sowohl rechts- als auch linksinvariant
ist. Dieses invariante Mittel liefert uns folgende leicht abgewandelte Form
der Reitereigenschaft.

Lemma A.19. Sei G eine mittelbare Gruppe, C eine kompakte Teilmen-
ge vonG und ε > 0. Dann existiert ein f ∈ Pp(G) so, dass ‖x ∗ f − f‖p < ε

und ‖f − f ∗ x‖p < ε für alle x ∈ C.

BEWEIS. Der Beweis der Reitereigenschaft lässt sich für diesen Fall eins
zu eins übertragen. �

Lemma A.20. [29] Sei G eine lokalkompakte mittelbare Gruppe. Dann
ist G auch inneramenabel.

BEWEIS. Mit Lemma A.19 folgt
‖π(x)f − f‖p = ‖x ∗ f − f ∗ x‖p

≤ ‖x ∗ f − f‖p + ‖f ∗ x− f‖p < 2ε.

�

Die folgende Vermutung, die so ähnlich zuerst von Gromov [23] for-
muliert wurde, entzieht sich immer noch trotz intensiver Versuche jegli-
chen Beweises. Weder kann die Beweismethode von Martin und Valette
[33] (s. Abschnitt A.2) noch die von Lück [32] (s. Abschnitt A.3) verallge-
meinert werden, da sie fundamental auf den speziellen Eigenschaften von
H1

(p) beziehungweise von l2-Funktionen basieren. Auch andere Ansätze
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über den direkten Weg oder über Azyklizität (s. Abschnitt A.4) haben bis
jetzt nicht gefruchtet. Betont werden soll, dass die Vermutung sich auf alle
inneramenablen Gruppen bezieht und nicht nur auf amenble Gruppen.

Vermutung A.21. Sei G eine unendliche, inneramenable Gruppe vom
Typ FPn. Dann ist H(p)

i (G) = 0 für i ≤ n und 1 < p <∞.

Falls diese Vermutung nicht stimmen sollte, wäre wegen Korollar 2.33
die erste Grigorchuk-Gruppe [21] ein erster Kandidat für ein Gegenbei-
spiel. Eine gute Darstellung dieser Gruppe gibt es in [25].

A.2. Ergebnisse für H1
(p)(G)

Dieser Abschnitt beinhaltet drei Teilerfolge von Guichardet, Bour-
don, Martin, Tessera und Valette. Der erste ist ein interessanter Vergleich
von reduzierter und unreduzierter Kohomologie. Die Aussage A.23 von
Martin und Valette [33] ist ein einfaches Korollar des folgenden Satzes von
Guichardet [24, Théorème 1], der hier ohne Beweis angeführt wird.

Theorem A.22. [24] Sei G eine lokal kompakte Gruppe mit einer ab-
zählbaren Basis ihrer Topologie. Sei weiterhin V ein Banachmodul so, dass
V G = 0. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

i) H1(G,V ) = H1(G,V ).
ii) V hat keine fast invarianten Vektoren.

Sei λG für 1 ≤ p <∞ die linke reguläre Darstellung vonG auf Lp(G).
Dann hat λG fast invariante Vektoren genau dann, wenn G mittelbar ist
[18]. Also gilt

Korollar A.23. [33] Sei 1 ≤ p < ∞ und sei G eine lokalkompakte,
nicht kompakte Gruppe mit abzählbarer Basis ihrer Topologie. Dann ist G
nicht mittelbar genau dann, wenn H(p)

1 (G) = H
(p)
1 (G).

Korollar A.23 gibt einen weiteren Beweis für die Aussage von Bemer-
kung 2.20.

Hierauf aufbauend waren Bourdon, Martin und Valette in der Lage,
folgenden Satz zu zeigen.

Theorem A.24. [7] Sei N ⊂ H ⊂ G eine Kette von Gruppen mit H,G
endlich erzeugt und N unendlich und normal in G und H nicht-mittelbar.
Dann gilt

H1
(p)(H) = 0 ⇒ H1

(p)(G) = 0.

Bemerkung A.25. Es ist nicht klar, ob die Bedingung H nicht-ame-
nabel notwendig ist.
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Tessera [62] schließlich war in der Lage, für eine bestimmte Klasse von
mittelbaren Gruppen, sie nennt sie kontrolliert Følner (CF), zu zeigen,
dass die erste reduzierte lp-Kohomologie verschwindet.

Bemerkung A.26. Die eigentliche Problematik zur Verallgemeiner-
ung dieser Ergebnisse liegt in der Tatsache begründet, dass die Beweise
allesamt auf dem ersten Schritt der Standardauflösung fußen. In diesem
Fall ist ein 1-Kozykel eine Abbildung α von G nach lp(G) mit

α(g · h) = (α(h))g + α(g),

für g,h ∈ G, und ein 1-Korand ist ein 1-Kozykel der Form α(g) = xg− x
für ein x ∈ lp(G) und alle g ∈ G. Insbesondere der Satz von Guichar-
det basiert hierauf und damit auch der Rest dieses Abschnittes. Mit dieser
greifbaren Definition der ersten Kohomologiegruppe lassen sich Aussa-
gen über lp-Kohomologie zurückziehen auf Aussagen über harmonische
Funktionen und insbesondere über die Menge

Dp(G) = {β ∈ F | β ∗ (g − 1) ∈ Lp(G) für alle g ∈ S},
wobei S die symmetrische Menge der Erzeuger von G ist, F die Menge
der komplexwertigen Funktionen auf G und β ∗ α für α ∈ C[G] und
β ∈ F definiert ist durch

β ∗ α =
∑
x,y∈G

bxayxy =
∑
x∈G

(∑
y∈G

bxy−1ay

)
x

mit α =
∑

x∈G axx und β =
∑

y∈G byy. Für die Methodik vergleiche
Arbeiten von Bourdon, Martin und Valette [7], Martin und Valette [33],
Narkawicz [35] sowie Puls [49, 50, 51].

A.3. Das Verschwinden von H1
(2)(G)

Der folgende Satz stammt ursprünglich von Cheeger und Gromov
[11]. Wesentliche Vorarbeiten haben diese beiden Autoren in [10] geleis-
tet.

Theorem A.27. [11] Sei G eine unendliche, mittelbare Gruppe. Dann
ist

b
(2)
i (G) = 0

für alle i ≥ 0.

Einen alternativen Beweis hat Lück in [32, Corollary 6.75] gegeben.
Letzterer Beweis basiert auf einer Aussage [32, Theorem 6.37] über die
Dimensionsflachheit der Gruppen-von-Neumann-Algebra N (G) für eine
Gruppe G über dem Gruppenring C[G] für mittelbare Gruppen.
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Beiden Ansätzen liegen fundamentale Aussagen über orthogonale
Projektionen zu Grunde. Für p 6= 1,∞ lassen sich zwar eindeutig Pro-
jektionen definieren, indem man um einen Punkt x, der nicht in einem
gegebenen Unterraum U liegt, lp-Bälle legt. Dann gibt es einen eindeu-
tigen Radius r so, dass der lp-Ball mit Radius r exakt einen Punkt xU
enthält, der in U liegt. Diesen kann man als Projektion von x auf U in-
terpretieren. Allerdings haben die so definierten Projektionen nicht die
Eigenschaften, die man von der orthogonalen Projektion im Falle p = 2
kennt (vgl. Bemerkung 3.26). Solange sich dies nicht irgendwie beheben
lässt, kann man auch diesen Ansatz nicht zum Beweis von Vermutung
A.21 heranziehen.

A.4. Der azyklische Ansatz

Zu guter Letzt soll hier noch ein vielversprechender Ansatz dargestellt
werden. Er basiert auf der Idee, die Eigenschaft lp-paarungsazyklisch zum
Beweis von Vermutung A.21 heranzuziehen. Auch hier stößt man auf
einige Hindernisse, sie scheinen aber weniger schwerwiegend zu sein.

Sei G also eine inneramenable Gruppe, sei K eine Ausschöpfung der
Gruppe G durch Følnermengen nach Lemma A.17 und sei ε : F → Z die
Standardauflösung von Z über Z[G]. Dann lässt sich der Kettenkomplex
beschreiben als

C(p)
n = Z[G]n+1 ⊗Z[G] E

und der duale Kokettenkomplex als

Cn
(q) = HomZ[G]

(
Z[G]n+1,E ′)

mit E = lp(G) und E ′ = lq(G). Die Randabbildung auf dem Kettenkom-
plex ist mit Definition 1.39 gegeben durch

∂((x0, . . . ,xn)⊗ r) =
n∑
i=0

(−1)i(x0, . . . ,xi−1,x̂i,xi+1, . . . ,xn)⊗ r.

Sei mg die Linksmultiplikation mit einem Element g ∈ G. Dann ist zu
zeigen, dass eine Famile von Operatoren ht vom Grad +1 so existiert, dass
sie für alle t eine Kettenhomotopie von mx0gx

−1
0

zur Identität ist und in
der Auswertungspaarung aus Bemerkung 2.12 für alle α ∈ C

(p)
n und alle

β ∈ Cn
(q) kettenkontrahierend wirkt für t→∞. Sei nun hg : C

(p)
∗ → C

(p)
∗+1

definiert durch

hg(x0, . . . ,xn) =
n∑
k=0

(−1)k+1(x0, . . . ,xk,x0gx
−1
0 xk, . . . ,x0gx

−1
0 xn).
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Mit dem zweiten Teil des Beweises von Lemma 2.21 gilt

∂hg + hg∂ = id−mx0gx
−1
0
.

Setzt man jetzt

hK =
1

|K|
∑
g∈K

hg

für K ⊂ G. Sei X =
∑s

j=1(1,x
j
1, . . . ,x

j
n)⊗ rj ein Element aus C(p)

n . Dann
gilt

∂hK(X) = ∂

[
1

|K|
∑
g∈K

s∑
j=1

hg(1,x
j
1, . . . ,x

j
n)⊗ rj

]

=
1

|K|
∑
g∈K

s∑
j=1

∂hg(1,x
j
1, . . . ,x

j
n)⊗ rj

= − 1

|K|
∑
g∈K

s∑
j=1

hg∂(1,xj1, . . . ,x
j
n)⊗ rj

+
1

|K|
∑
g∈K

s∑
j=1

(1,xj1, . . . ,x
j
n)⊗ rj

− 1

|K|
∑
g∈K

s∑
j=1

mx0gx
−1
0

(1,xj1, . . . ,x
j
n)⊗ rj

+
1

|K|
∑
g∈K

s∑
j=1

mg(1,x
j
1, . . . ,x

j
n)⊗ rj

− 1

|K|
∑
g∈K

s∑
j=1

mg(1,x
j
1, . . . ,x

j
n)⊗ rj

= X − hK∂(X)

− 1

|K|
∑
g∈K

s∑
j=1

mg(1,x
j
1, . . . ,x

j
n)⊗ rj

+
1

|K|

s∑
j=1

∑
g∈K4xj

0Kx
j
0

−1

mg(1,x
j
1, . . . ,x

j
n)⊗ rj

= X − hK∂(X)

− 1

|K|
∑

g∈K∩xj
0Kx

j
0

−1

s∑
j=1

mg(1,x
j
1, . . . ,x

j
n)⊗ rj



A.4. DER AZYKLISCHE ANSATZ 69

Das heißt− 1
|K|
∑

g∈K∩xj
0Kx

j
0

−1 mg(X) ist kettenhomotop zur Identität für

alleK. Das Element g ist aber aufK∩xj0Kx
j
0

−1
asymptotisch zentral, d.h.

asymptotisch könnte man jetzt den Beweis von Satz 2.24 nutzen. Um dies
zu tun, fehlen aber noch einige wichtige, ungelöste Zwischenschritte.

Sei β ∈ Cn+1
(q) , beschrieben durch β : Gn → lq(G). Dann wäre es zum

Beispiel wichtig, dass β beschränkt wäre. Leider ist aber die Aussage, dass
jeder Zykel β kohomolog zu einem beschränkten β̃ ist, falsch.

Insgesamt entzieht sich somit Vermutung A.21 leider immer noch jeg-
lichen Versuchen, sie zu beweisen.
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