Ein Gebietszerlegungsverfahren fiir parabolische
Probleme im Zusammenhang mit
Finite-Volumen-Diskretisierung

Dissertation
zur Erlangung des Doktorgrades
der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultédten
der Georg-August-Universitit zu Gottingen

vorgelegt von
Joachim Thadd&us Held

aus Gottingen

Gottingen 2006



D7

Referent: Prof. Dr. G. Lube
Korreferent: Prof. Dr. R. Schaback

Tag der miindlichen Priifung: 21.12.2006



Inhaltsverzeichnis

Einleituné

‘I Finite-Volumen-Verfahren‘

1 Zeitabhingige Konvektions-Diffusions-Probleme

1.1 Kontinuierliches Problem . . . . . . . . . . . . . .

1.2  Semidiskretes Problem . . . . . . . . . ..

‘2 Finite-Volumen-Verfahren

2.1 Ausgangstriangulierung . . . . . .. ... Lo L

2.2 Finite-Volumen-Raume . . . . . . . . . . . ..

2.3 Finite-Volumen-Diskretisierung . . . . . . . . . . ... oL

2.4 Gleichgewichts- und Regularitéitsbedingungen . . . . . . . .. ... ... ...

2.5 Konstruktion von Donald-Netzen . . . . . . . . . . . . .. ... ... ...

3 Fehlerabschitzung zum Finite-Volumen-Verfahren

3.1 Konsistenzfehlerabschétzung . . . . . . . . .. ... oL Lo

3.2 Eindeutige Losbarkeit und Stabilitdtsabschdtzungen . . . . . . . . . . .. ..

3.3 A-priori-Fehlerabschitzungen zum semidiskreten Problem‘ ...........

3.4 A-priori-Fehlerabschétzungen zum volldiskreten Problem . . . . . . . .. . ..

‘4 Stabilisierte Finite-Volumen-Verfahren
4.1 Upwind—Modiﬁkationj ................................
4.2 Stabilitdt . . . . . . e

4.3 Konsistenzfehlerabschétzung . . . . . . . . . .. ... L L L

11

13
13
20

23
23
25
27
29
31

35
35
39
41
50



2 Inhaltsverzeichnis

4.4 A-priori-Fehlerabschitzung . . . . . . . . . . . e 69

II Gebietszerlegungsverfahren 71

‘5 Gebietszerlegungsverfahren fiir parabolische Probleme 73
5.1 Zweigebietsformulierung . . . . . . . ... L L oo 73
5.2 Ein Dirichlet—Robin—Algorithmus‘ ......................... 7
6 Konvergenzanalyse eines Dirichlet-Robin-Verfahrens 85
6.1 Fehlergleichungen . . . . . . . . . . .. L Lo 85
6.2 Steklov-Poincaré-Operatoren fiir parabolische Probleme . .. ... ...... 88
6.3 Ein Konvergenzresultat . . . . . . . . .. ... ... o L. 91
‘7 Gebietszerlegung und Finite-Volumen-Diskretisierung 99
7.1 Finite-Volumen-Approximation . . . . . . .. . .. ... ... .. ....... 99
7.2 Der Dirichlet-Robin-Algorithmus fiir das semidiskretisierte Problem . . . . . 103
7.3 Konvergenzanalyse im semidiskretisierten Fall . . . . . . . ... .. ... ... 106
7.4 Numerische Ergebnisse . . . . . .. .. ... oL 110
8 Optimale Austauschrandbedingungen 125
8.1 Untersuchung des Dirichlet-Robin-Algorithmus im eindimensionalen Fall . . . 125
8.2 Untersuchung des Dirichlet-Robin-Algorithmus im zweidimensionalen Fall . . 131
8.3 Numerische Ergebnisse . . . . . . . . . .. .. . o oo 133
84 Ausblick . . . ... 142
/A Anhang 145
AL NOtAION .« . o 145
A.2 Funktionenrdume ortsabhéngiger Funktionen . . . . . ... ... . ... ... 146
A.3 Funktionenrdume zeitabhéngiger Funktionen . . . . .. ... ... ... ... 151

‘Literaturverzeichnis 155



J. S. BACH, Sonata fiir Violine solo No. 2 a-moll, Fuga

Einleitung

Den Gegenstand dieser Arbeit bilden ein Finite-Volumen-Verfahren und ein iteratives Ge-
bietszerlegungsverfahren fiir instationédre Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen der
Form

ou —V - (AVu —bu) + cu = f.

In der Strémungsmechanik beschreiben Konvektions-Diffusions-Gleichungen die Verteilung
einer physikalischen Grofle (etwa Temperatur, Stoffkonzentration, Impuls) unter dem Ein-
fluB eines ortsabhéngigen Stromungsfeldes (Konvektion), mikroskopischer Teilchenbewegung
(Diffusion) und mdglicherweise vorhandener duflerer Quellen. Sie treten unter stark vereinfa-
chenden Annahmen als Teilprobleme der Navier-Stokes-Gleichungen auf (Modellgleichungen,
siche Kapitel 7 in [38]) und weisen im Fall sehr kleiner Diffusion gegeniiber der Stérke der
Konvektion typischerweise Grenzschichtphdnomene auf.

Die vorliegende Arbeit entstand wihrend meiner T#tigkeit am Institut fiir Aerodynamik und
Stromungstechnik des Deutschen Zentrums fiir Luft- und Raumfahrt. Dort wurden Finite-
Volumen-Verfahren zu hoher Anwendungsreife gebracht und bewéhren sich mit grofiem Er-
folg. Den Stréomungsproblemen liegen in der Regel sehr grofie Rechengebiete zugrunge, die
auf eine sehr grofie Zahl von Unbekannten fithren und die Regionen mit d&uflerst unterschied-
lichen Anforderungen an die Diskretisierung aufweisen. Vor diesem Hintergrund ergibt sich
die Themenstellung der Arbeit.

Finite-Volumen-Verfahren

Finite-Volumen-Verfahren bilden eine Klasse von Diskretisierungsschemata, die sich als sehr
geeignet erwiesen haben bei der numerischen Behandlung partieller Differentialgleichungen,
die in Divergenzform vorliegen oder zumindest einen Divergenzterm enthalten. Insbesondere
eignen sie sich zur Diskretisierung von physikalischen Erhaltungsséitzen

Ou—V - F(u) =0,

mit einem im allgemeinen nichtlinear von u abhéngigen Vektorfeld F'. Damit sind Finite-
Volumen-Verfahren in der numerischen Stromungsberechnung von besonderem Interesse und
wurden erstmals 1971 zur Losung der zeitabhéngigen zweidimensionalen Euler-Gleichungen
eingesetzt ([51,(50]).

Die Finite-Volumen-Diskretisierung baut auf einer Zerlegung des Rechengebietes in endlich
viele polygonal berandete, paarweise disjunkte Teilgebiete, die sogenannten Kontrollvolumina
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4 FEinleitung

oder Bozen, auf. Bei der Wahl der Kontrollvolumenform hat man dabei prinzipiell wenig Ein-
schrankungen, woraus sich eine hohe Flexibilitdt der Diskretisierung ergibt. Abhéngig von der
Lokalisierung der Unbekannten beziiglich der Kontrollvolumina spricht man von cell-centered-
und cell-vertex- Verfahren. Im ersten Fall werden die Unbekannten dem Kontrollvolumen zuge-
ordnet, im zweiten Fall werden sie in den Eckpunkten lokalisiert. Im néchsten Schritt werden
die Problemgleichungen iiber jedem dieser Kontrollvolumina integriert. Dies entspricht einer
Variationsformulierung mit beziiglich der Kontrollvolumina konstanten Testfunktionen. Die
Divergenzterme der Gleichung werden iiber jedem Kontrollvolumen in Oberflachenintegrale
tiiberfithrt, die dann auf sehr unterschiedliche Weise approximiert werden kénnen. Eine umfas-
sende Darstellung der Finite-Volumen-Technik bietet [21], eine detaillierte Untersuchung zur
Anwendung auf Konvektions-Diffusions-Gleichungen findet man in [41]. Verallgemeierungen
von Finite-Volumen-Methoden zu Verfahren hoherer Ordnung werden in [8] betrachtet. Zum
Einsatz von Finite-Volumen-Methoden speziell in der Stromungsmechanik siehe [38].

Fin enger Zusammenhang zwischen Finite-Volumen- und Finite-Element-Verfahren ergibt
sich, wenn man die Kontrollvolumina dual zu einer iiblichen Finite-Element-Triangulierung
bestimmt, indem man jedem Knoten der Triangulierung genau ein Kontrollvolumen zuord-
net. Das Mengesystem der Kontrollvolumina heifit dann duales oder auch sekunddres Bozx-
gitter. Der damit verbundene Isomorphismus zwischen den entsprechenden Ansatzfunktionen
erlaubt die Formulierung der Finite-Volumen-Diskretisierung als einen konformen verallge-
meinerten Galerkin-Ansatz, einer Galerkin-Methode also, bei dem sich Linear- und Bilinear-
formen der Diskretisierung von denen des kontinuierlichen Problems unterscheiden. Bei dieser
sogenannten Finite-Volumen-Finite-Element-Methode greift die Konvergenztheorie der klas-
sischen Finite-Volumen-Technik nicht (vergl. Abschnitt 3.4.3 in [21]). Jedoch steht durch die
Arbeiten [7,135,19] im Fall von stationéren Konvektions-Diffusions-Reaktions-Problemen eine
vollsténdige (spezifische) Konvergenztheorie zur Verfiigung. Wie die genannten Arbeiten dar-
legen, ergeben sich unter gewissen Gleichgewichtsbedingungen an die Kontrollvolumina im
wesentlichen die gleichen Fehlerabschitzungen wie bei einer Finite-Element-Diskretisierung
mit stiickweise affinen Ansatzfunktionen, fiir reine Diffusionsprobleme sogar identische Dis-
kretisierungen.

Neben der besonderen Eignung fiir die Diskretisierung von Erhaltungsproblemen zeichnet
Finite-Volumen-Verfahren ein weiterer Aspekt aus. Mit ihnen existieren eine ganze Reihe von
finite-volumen-spezifischen Upwind-Schemata zur Stabilisierung in konvektionsdominanten
Fallen (siehe etwa [3, 43]), darunter monotonieerhaltende Verfahren (die von erster Ordnung
sind). Diese Stabilisierungen beeinflussen die Losung hauptséchlich in Konvektionsrichtung
(Stromlinie), allerdings treten auch quer dazu Effekte auf, die die Losung ,verschmieren“.
In [5] wird ein Finite-Volumen-Upwind-Schema vorgestellt, bei dem diese Quereffekte re-
duziert werden. Man kann also die Finite-Volumen-Finite-Element-Methode als Moglichkeit
betrachten, Upwind-Techniken im Finite-Element-Kontext einzusetzen. Daneben lassen sich
Finite-Volumen-Verfahren auch mit Stromlinien-Diffusions-Methoden stabilisieren. Numeri-
sche Resultate, die auf diese Weise gewonnen werden, sind gleichwertig zu Resultaten, die
mit Finite-Element-Verfahren und derselben Stabilisierung produziert werden ([60]).

Ein Schwerpunkt dieser Arbeit ist, das erwéihnte, von einer Finite-Element-Triangulierung
ausgehende Finite-Volumen-Verfahren auf zeitabhéingige Konvektions-Diffusions-Reaktions-
Probleme zu erweitern. Vervollstéandigt wird dies durch die Konstruktion einer Upwind-
Modifikation. Dabei wird im dieser Arbeit die erwihnte Konvergenztheorie auf parabolische



Probleme, inklusive konvektionsdominierter Félle, ausgedehnt. Zudem wird damit die Voraus-
setzung fiir die Anwendung der Finite-Volumen-Diskretisierung im Zusammenhang mit einem
Gebietszerlegungsverfahren vom Waveform-Relaxation-Typ geschaffen, wie es im zweiten Teil
entwickelt wird.

Gebietszerlegungsverfahren

Das Prinzip von Gebietszerlegungsverfahren ist, das urspriingliche Rechengebiet eines
Randwert- oder Anfangsrandwertproblems vollstéindig in Teilgebiete aufzuteilen und die Pro-
blemgleichungen iiber jedem dieser Teilgebiete zu losen. Die Kopplung der so entstehenden
Teilprobleme geschieht dabei allein durch Transmissionsbedingungen an den inneren Teilge-
bietsrdndern, dem Austauschrand. Zwei Aspekte bei der Diskretisierung von partiellen Diffe-
rentialgleichungen machen den Einsatz von Gebietszerlegenungsverfahren wegen der Betrach-
tung lokaler Probleme im besonderen Mafle attraktiv. Zum einen kann eine sehr grofle Anzahl
von Unbekannten die Parallelisierung der Rechnung nétig machen oder eine Parallelisierung
wird angestrebt, um Performance-Gewinn zu erzielen. Zum anderen kénnen unterschiedliche
physikalische Bedingungen zu unterschiedlichen Problemgleichungen fithren oder den Bedarf
unterschiedlicher Diskretisierungsmethoden innerhalb eines Rechengebiets erzeugen.

Je nachdem, ob die Teilgebiete paarweise disjunkt sind oder nicht, spricht man von nicht tuber-
lappenden bzw. iberlappenden Verfahren. Die ersten Anwendungen von Gebietszerlegungsver-
fahren nutzten iiberlappende Teilgebiete sowie iterativ Dirichlet-Austauschrandbedingungen.
Sie gehen zuriick auf die Arbeit von H. A. Schwarz, der bereits 1869 diese Methode einsetz-
te, um zu einem Existenzresultat fiir das Poisson-Problem iiber Gebieten mit nicht glatten
Réndern zu gelangen. Es hat sich daher auch die Bezeichnung Schwarz-Methode durchgesetzt
(zur Geschichte der Gebietszerlegungsmethoden siehe [64]; eine umfassende Darstellung zu
etablierten Techniken findet man in den Monographien [58] und [62]). Vor allem jedoch, wenn
die Zerlegung des Rechengebietes durch unterschiedliche physikalische Bedingungen oder Dis-
kretisierungsanspriiche motiviert ist, sind disjunkte Teilgebiete im Vorteil. Verfahren, die ite-
rativ die Gleichungen iiber jedem Teilgebiet 16sen bei Vorgabe von Randbedingungen, die
sich aus den jeweils benachbarten Teilgebietslosungen des vorangegangenen Iterationsschrit-
tes ergeben, heiflen Teilgebiets-Iterationstechniken (in der Literatur iteration-by-subdomain
methods). Mit Hilfe von bestimmten Operatoren, die fiir Funktionen tiber dem Austauschrand
definiert sind, genannt Steklov-Poincaré-Operatoren, lassen sich isoliert Iterationsgleichungen
fiir die Randwerte der Teilgebietslosungen formulieren (Schur-Komplement-Gleichungen ge-
nannt). Diese Operatoren kénnen als wesentliches Mittel zur Konvergenzanalyse herangezogen
werden.

Bei der klassischen Anwendung von Gebietszerlegungsverfahren auf Evolutionsprobleme wird
in einem ersten Schritt implizit in der Zeit diskretisiert, um dann in jedem Zeitschritt einen
Gebietszerlegungsalgorithmus auf das entstandene stationére Problem anzuwenden. Beispiels-
weise findet man in [13] [14] die Anwendung klassischer Schwarz-Methoden, in [18] die An-
wendung eines Dirichlet-Neumann-Algorithmus. Ein Robin-Robin-Algorithmus wird in [46]
untersucht (bei Zeitdiskretisierung durch ein DG-Verfahren). Diese Reihenfolge von Zeitdis-
kretisierung und Gebietszerlegung bringt jedoch einen deutlichen Nachteil bei der Zeitdis-
kretisierung mit sich, denn allen Teilproblemen liegt dieselbe Zeitschrittweite zugrunde. Ein
weiterer Nachteil ergibt sich aus der Notwendigkeit, Randwerte am Austauschrand in jedem
Zeitschritt auszutauschen.
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In der voliegenden Arbeit wird ein anderer Weg eingeschlagen. Wir gehen im Sinne der
Waveform-Relaxation-Methode vor, ein Verfahren, das urspriinglich zur Losung extrem grofer
Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen in der Zeit Anwendung fand (siehe [44, [53]).
Man beginnt mit der Zerlegung des Rechengebiets und formuliert den Gebietszerlegungsalgo-
rithmus fiir das zeitkontinuierliche Problem. Uber jedem der Teilgebiete wird somit wiederum
ein Evolutionsproblem gelést. Ausgehend von einem Initialwert u§ entsteht fiir Probleme der
Form

O+ Lu = fin (0,T)xQ

mit einem rdumlichen Differentialoperator L sowie Anfangs- und Randbedingung auf (0, 7")x
0 im Fall eines iterativen Gebietszerlegungsalgorithmus hier vereinfachend fiir zwei Teilge-
biete €21, 2o das folgende, schematisch dargestellte Verfahren: Fiir £ = 1,2,... 16se

Opuk 4+ Luk = f in (0,T)xQy, ergéinzt durch
Anfangs- und Randbedingung auf (0,7) x 9, N dQ fiir uf sowie

Austauschrandbedingung @ (uf) = U (u¥ =1 u5~1) auf (0,7) x 9 N 9Ny,

dyub + Luk = f in (0,T)xQy, erginzt durch
Anfangs- und Randbedingung auf (0, T) x 99 N OQ fiir u} sowie

Austauschrandbedingung ®o(ub) = Uy (uf, us 1) auf (0, T) x9Q; N HQy.

Dabei reprisentieren die Randfunktionen ®; und ¥,;, ¢ = 1, 2, zu bestimmende Austauschrand-
bedingungen. Eine der wesentlichen M6glichkeiten der Gebietszerlegung, ndmlich die Teilge-
biete der Zerlegung numerisch unterschiedlich zu behandeln, wird auf diese Weise auch fiir
die Zeitdiskretisierung verwirklicht. Insbesondere im Zusammenhang mit expliziter Zeitdis-
kretisierung beh&lt man so die Freiheit, die Zeitschrittweiten von Teilgebiet zu Teilgebiet
unterschiedlich zu wéhlen. Durch geeignete Wahl der Austauschrandbedingungen wird ge-
wihrleistet, dafl das Verfahren eine Folge ((u’f, ul )) wen generiert, die komponentenweise iiber
dem entsprechenden Teilgebiet gegen die Losung des globalen Problems konvergiert. Die
Randfunktion ¥; kann von den Losungen beider Teilgebiete abhédngen.

Das oben schematisch angegebene Verfahren ist multiplikativ. Die Teilprobleme werden nach-
einander gelost, wobei zur Bildung der Randwerte fiir das zweite Teilproblem die Losung des
ersten Teilproblems aus dem aktuellen Iterationsschritt herangezogen wird. Daneben kann es
additiv formuliert werden. Dann werden sémtliche Teilprobleme simultan geltst ausschlie3-
lich mit Randwerten, die mit Hilfe von Losungen aus dem vorangegangenen Iterationsschritt
gebildet werden.

Die Anwendung der Waveform-Relaxation-Methode im Zusammenhang mit Gebietszerle-
gungsalgorithmen fiir Evolutionsprobleme ist in den letzten Jahren ausgiebig zum Gegen-
stand der Forschung geworden. In der klassischen Variante werden iiberlappende Teilgebie-
te genutzt und an den kiinstlichen Rédndern Dirichlet-Werte ausgetauscht (in der Literatur



Schwarz waveform relaxation method, siehe [40,125, 30,/31]). Fiir zeitabhéngige Konvektions-
Diffusions-Probleme ergeben sich dabei superlineare Konvergenzraten ([31]), was Resultaten
fiir die Anwendung von Waveform-Relaxation-Algorithmen auf Systeme gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen entspricht ([55], [10]). Es zeigt sich jedoch, dal der Austausch von aus-
schlieBllich Dirichlet-Werten in bestimmten Féllen den Informationsaustausch zwischen den
Teilgebieten hemmt und folglich die Konvergenzgeschwindigkeit verringert. Speziell fiir die
Wellengleichung und fiir Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen wird in der Arbeit
[26] demonstriert, wie im ersten Fall an kiinstlichen Réndern Wellen fiilschlich reflektiert und
im zweiten Fall die Konvektion und Diffusion von Information durch die kiinstlichen Rén-
der gehemmt wird. Die Konvergenzgeschwindigkeit kann deutlich gesteigert werden, indem
man die sogenannte optimierte Schwarz-Methode ([54, 39]), bei der absorbierende Randbe-
dingungen an den kiinstlichen Réndern genutzt werden, auf Evolutionsprobleme erweitert.
Man spricht dann von optimierten Schwarz-Waveform-Relazations-Methoden. Als besonders
effektiv hat sich die Approximation der absorbierenden Randbedingungen auf Grundlage ei-
ner Konvergenzratenoptimierung erwiesen, eingefiihrt ebenfalls in [26]. Weitere Anwendung
findet man etwa in [27] fiir die Wellengleichung und in [29, 48, 49, [28] fiir Konvektions-
Diffusions-Reaktions-Gleichungen.

Im Rahmen dieser Arbeit fithren wir in Anlehnung an Verfahren fiir stationéire Proble-
me (siehe [2]) ein nicht iiberlappendes Dirichlet-Robin-Iterationsverfahren vom Waveform-
Relaxation-Typ fiir zeitabhéngige Probleme ein. Die Untersuchung eines Dirichlet-Robin-
Verfahrens in diesem Kontext ist uns aus der Literatur nicht bekannt. Auch scheint uns in
diesem Zusammenhang die Nutzung von Finite-Volumen-Verfahren neu. Wir fithren die Be-
trachtung fiir zwei Teilgebiete, auf einem Teilgebiet werden somit Dirichlet-Randwerte und
auf dem anderen Robin-Randbedingungen vorgegeben. Das konstruierte Verfahren ist ein
relaxierter Algorithmus, bei dem uf = ®1(uf) = U (V1 ub™) = oub™ + (1 — o)ul™!
mit o € (0,1] auf dem Austauschrand gilt. Fiir das zweite Teilgebiet beschreibt ®5 in unse-
rem Fall eine Robin-Bedingung. Teil dieser Bedingung ist ein Term mit einer frei wahlbaren
Randfunktion ~, die generell die Konvergenz des Verfahrens sicherstellen soll. Entsprechende
Untersuchungen fiithren wir in dieser Arbeit. Dariiber hinaus beeinflufit v entscheidend die
Konvergenzrate. Untersuchungen dazu werden ebenfalls Inhalt dieser Arbeit sein. Bei den in
der Literatur priasenten Féllen wird die optimierte Schwarz-Methode stets fiir simtliche Teil-
gebiete herangezogen. In der vorliegenden Arbeit nutzen wir absorbierende Randbedingungen
jedoch nur fiir ein Teilgebiet, ndmlich um die Austauschrandfunktion v der Robin-Bedingung
optimal beziiglich der Konvergenzrate zu bestimmen. Optimierte Schwarz-Methoden bieten
sich dabei an, da die einfachste Approximation absorbierender Randbedingungen, bei der
nur konstante Glieder beriicksichtigt werden, gerade auf Robin-Bedingungen fiithren. Dieses
Vorgehen im Zusammenhang mit einem Dirichlet-Robin-Algorithmus und einem relaxierten
Verfahren erscheint uns neu, insbesondere die Beriicksichtigung des Relaxationsparameters
und der Groflenverhéhlnisse der Teilgebiete bei der Optimierung. Wie in den Arbeiten [48,/49]
iibertragen wir die Techniken aus [26] auf zweidimensionale Probleme.

Aufbau der Arbeit

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in zwei Teile, einem zu Finite-Volumen-Verfahren und
einem zu Gebietszerlegungstechniken unter Einbeziehung von Finite-Volumen-Verfahren. Die
Gliederung der beiden Teile in Kapitel ist wie folgt. Kapitel 1 dient der Darstellung der unter-
suchten Problemklasse von zeitabhingigen Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen,
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des verallgemeinerten mathematischen Kontextes, in dem diese behandelt werden, sowie der
entsprechenden semidiskreten Probleme bei zunéchst nur rdumlicher Diskretisierung.

In Kapitel 2 geben wir ein Finite-Volumen-Verfahren fiir zeitabhéingige Konvektions-
Diffusions-Reaktions-Probleme an, indem wir Finite-Volumen-R&ume auf Grundlage einer
Finite-Element-Ausgangstriangulierung konstruieren. Es werden Regularitéts- und Gleichge-
wichtsbedingungen an die Kontrollvolumina sowie abschlieflend die Konstruktion eines spe-
ziellen Boxgitter-Typs, des Donald-Diagramms, angegeben.

Wie bereits erwahnt, 148t sich die Finite-Volumen-Diskretisierung als ein konformer verall-
gemeinerter Galerkin-Ansatz formulieren. Wir nutzen in Kapitel 3 die bekannten Tech-
niken von Anwendungen auf elliptische Probleme zur Abschéitzung der Konsistenzfehler,
die aus den unterschiedlichen Linerar- und Bilinearformen resultieren. Wir leiten a-priori-
Fehlerabschéitzungen sowohl fiir die nur rdumlich diskretisierten Gleichungen (semidiskretes
Problem) als auch fiir die mit Hilfe des #-Schemas volldiskretisierten Gleichungen her. Dabei
konnen die aus der Literatur bekannten Ordnungen fiir Abschétzungen im Fall von Finite-
Element-Diskretisierung mit stiickweise affinen Ansatzfunktionen reproduziert werden.

Kapitel 4 schlieft mit einer Upwind-Modifikation des Verfahrens zur Stabilisierung in kon-
vektionsdominanten Féllen an. Die freie Wahl der Upwind-Funktion, die in diese Modifikation
eingeht, sorgt dabei fiir Kontrolle iiber das Maf} des ,,Upwindings“. Wir zeigen, daf} die Sta-
bilitdt des Verfahrens unabhéngig von der Stéarke der Diffusion gewéhrleistet ist, und leiten
analog zu Kapitel 3 a-priori-Fehlerabschiatzungen ab. Es ergibt sich eine Fehlerordnung von
O(h) beziiglich der L?-Norm.

In Kapitel 5 entwickeln wir ein Gebietszerlegungsverfahren vom Dirichlet-Robin-Typ be-
ziiglich nichtiiberlappender Gebiete fiir zeitabhéngige Probleme. Aus einer Formulierung von
Teilproblemen fiir zwei Teilgebiete, die durch Randbedingungen gerade so miteinander gekop-
pelt sind, daf sich Aquivalenz zum urspriinglichen Problem ergibt (Zweigebietsformulierung)
leiten wir den eigentlichen iterativen Gebietszerlegungsalgorithmus ab.

Kapitel 6 ist dann der Konvergenzanalyse des Verfahrens gewidmet. Wir geben Fehlerglei-
chungen auf dem Austauschrandrand in Bezug auf die Losung des Zweigebietsformulierung
des Ausgangsproblems an und konstruieren geeignete Steklov-Poincaré-Operatoren speziell
fiir den hier betrachteten zeitabhédngingen Fall. Mit Hilfe einer bekannten abstrakten Konver-
genzaussage kénnen wir so lineare Konvergenz ableiten, allerdings nicht ohne eine Annahme
beziiglich der Steklov-Poincaré-Operatoren, die sinnvoll erscheint, jedoch offen bleibt. Eine
Grundlage fiir eine beziiglich der Konvergenzrate optimierten Wahl der freien Austauschrand-
funktion v wird mit diesen Erbebnissen jedoch nicht gelegt.

Den Inhalt von Kapitel 7 bildet die Konvergenzanalyse auf diskretem Level. Zur Anwendung
kommt dabei die Finite-Volumen-Technik, wie sie im ersten Teil der Arbeit entwickelt wurde.
Bei der Ubertragung der Konvergenzuntersuchung des vorausgegangenen Kapitels auf den se-
midiskretisierten Fall kommen erneut die Konsistenzfehlerabschétzungen des Finite-Volumen-
Verfahrens zum Tragen. Numerische Ergebnisse schlieen das Kapitel ab und stiitzen das
unter einer Annahme erzielte theoretische Konvergenzresultat. Dabei wurden séamtliche nu-
merischen Beispiele (und auch die des niichsten Kapitels) jedoch mit Hilfe einer verifizier-
ten Finite-Element-Diskretisierung auf Grundlage der Programmpakete MATLAB/FEMLAB
statt einer Finite-Volumen-Diskretisierung berechnet.



In Kapitel 8 untersuchen wir eine Strategie zur optimierten Wahl von ~, zunéchst
fiir eindimensionale, anschliefend fiir zweidimensionale Probleme. Betrachtet werden dazu
Konvektions-Diffusions-Reaktions-Probleme mit konstanten Koeffizienten. Es lassen sich fiir
jeden Iterationsschritt exakte Losungen der Teilprobleme angeben und daraus ein optimaler
Randoperator ableiten, der jedoch einen nicht lokalen Operator darstellt. Durch Approxima-
tion dieses Operators gelangen wir mittels eines Min-max-Problems zu optimierten Robin-
Bedingungen, in Abhéngigkeit vom Relaxationsparameter des Gebietszerlegungsalgorithmus.
Abschlieflend vergleichen wir auf diese Weise bestimmte Austauschrandparameter v mit Er-
gebnissen aus numerischen Tests.
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Kapitel 1

Zeitabhiangige
Konvektions-Diffusions-Probleme

Im ersten Kapitel stellen wir zeitabhingige Konvektions-Diffusions-Reaktions-Probleme und
den mathematischen Kontext, in dem diese im verallgemeinerten Sinne behandelt werden kon-
nen, vor. Wir gehen auf charakteristische Eigenschaften der zugrunde liegenden Gleichungen
ein und zeichnen unser Vorgehen bei deren Diskretisierung vor.

1.1 Kontinuierliches Problem

Bereits fiir elliptische Probleme ist der klassische Losungsbegriff (Losung punktweise formu-
lierter Probleme) sehr restriktiv beziiglich der Voraussetzungen an die Problemdaten. Bei-
spielsweise versagt dieser fiir das Poisson-Problem mit unstetigem Quellterm oder unstetiger
Dirichletscher Randbedingung. Abhilfe schafft ein verallgemeinerter Losungsbegriff mit an-
gepassten Funktionenrdumen.

Auf parabolische Probleme in punktweiser Formulierung iibertragen sich die genannten Ein-
schriankungen. Hinzu treten Unzulénglichkeiten im Falle von unstetigen Anfangsbedingungen
oder unstetigem Ubergang zwischen Anfangs- und Randbedingung. Es ist also auch beziiglich
der Zeit eine Betrachtung im verallgemeinerten Sinne nétig.

Den verallgemeinerten Rahmen zur Behandlung zeitabhingiger Probleme stellen wir hier kurz
fiir Evolutionsgleichungen 1. Ordnung dar. Einzelheiten zu den betrachteten Funktionenriu-
men finden sich im Anhang (siehe A.2 und[A.3).

Es sei Q C R? ein beschriinktes Lipschitz-Gebiet und 7' € (0, c0). Unter den Voraussetzungen:

(E1) V ist ein Hilbertraum, stetig und dicht eingebettet in L?(12),

(E2) a ist eine stetige und koerzive Bilinearform auf V'xV, es gibt also Konstanten M, o > 0
mit

< > 2 i
)
la(u, v)| < Mlullv[[v]lv, a(v,v) = af|v][} fiir alle u, veV,

13



14 1. Zeitabhédngige Konvektions-Diffusions-Probleme

(E3) FeL(0,T;V*)

betrachten wir Evolutionsgleichungen 1. Ordnung der Form:

Finde u€ HY(0,T; V) mit

{ 4 (u(t),v) + a(u(t),v) = (F(t),v) fiir fast alle t€(0,7) und alle veV (1.1)

dt
w(0) = ugeL?(Q)

Die Anfangbedingung u(0) = ug ist sinnvoll wegen der stetigen Einbettung von H'(0,7;V)
in C([0,T); L*(Q)) (siehe [A.3.3). Der folgende Satz gibt Antwort auf die Frage nach der
Losbarkeit von (1.1) (vergl. [67], Theorem 23 A).

Satz 1.1.1 Sind die Voraussetzungen (E1) - (E3) erfiillt, so besitzt das Evolutionsproblem
(1.1) genau eine Losung u€ HY(0,T; V). Diese hingt stetig von den Daten ab, d. h.

lull 10,75 < C (lluollo + 1F | L2 0,m3v+)
mit einer Konstante C > 0.

Bemerkung 1.1.2 Verschirft man die Voraussetzung (E3) zu
(E3)>° FeL?0,t;V*) fiir alle t > 0,

und ist u dann Losung von (1.1), so 18t sich fiir jedes A €0, C%) die Abschitzung
CcrI

t t
g+ [ A0l ds<c(e”tuuon%+ | . ds)7 £>0

herleiten, wobei Co; die Konstante der in (E1) geforderten stetigen Einbettung bezeichnet.
Dies zeigt, dafl der Einflu} der Anfangsbedingung exponientiell abklingt, die Gldttungsei-
genschaft parabolischer Probleme. Sie wird bei den a-priori-Abschétzungen im Abschnitt [3.3
wieder hervortreten.

Insbesondere gilt fiir je zwei Losungen u, % zu identischem Quellterm F' und Anfangsbedin-
gung ug bzw. ug
lu(t) — a1 < Ce™?|lug — aol[3-
Dies macht man sich zunutze, wenn man die Losung u, eines elliptischen Problems
a(Uoo,v) = (F,v), fir alleveV,
FeV* durch Langzeitintegration des entsprechenden parabolischen Problems

4
dt

zu beliebiger Anfangsbedingung ug berechnet. Denn mit obiger Argumentation gilt dann

(u(t),v) + a(u(t),v) = (F,v), firalleveV

[u(t) = usollf < Ce™|luo — uso |l

&
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Als wesentliches Beispiel betrachten wir Konvektions-Diffusions-Reaktions-Probleme iiber
dem Raum V = H{(Q):

Finde uc H*(0,T;V), so daB

{ %(u(t),v) +a(u(t),v) = (f(t),v) fiir fast alle t€(0,7) und alle veV (1.2)
u(0) = wupelL?(Q)
mit
a(u,v) := /QVU - (AVu — ub) + cuv dzx (1.3)
und den Anforderungen an die Daten
aij, bj, V-b, ¢ € L®(Q) und f€ L*(Qr) sowie a;; = aj; fiir jedes i, j €d. (1.4)

Dabei bezeichnet ()7 den Raum-Zeit-Zylinder (0,7") x 2.

Fiir eine Losung u€ H'(0,T;V) von (1.2) gilt
/ Vv - (AVu — ub) dz = /(f — ' — cu)v dx fiir jedes ve CF°(Q)
Q Q
fast iiberall in (0, 7). Also ist f —u' — cu die schwache Divergenz von —AVu + ub fast iiberall
in (0,7, d. h.
Lu:= —V-(AVu—ub) +cu= f —u' in L2(0,T;V). (1.5)

Somit ist (1.2) — (1.4) eine verallgemeinerte Aufgabenstellung zum Anfangsrandwertproblem

u'(t) + Lu(t) = f(t) in Qp
u(t) =0 auf 0Q

u(0) = up in Q

mit Diffusionsmatrix A, Konvektionsvektor b und Reaktionskoeffizient c.
Ist € ein Teilgebiet von €2, so sei
1 1
agqy (u,v) = Vv - AVu + §V-b+c uvd:c+§ vb - Vu —ub- Vo dx (1.6)
Q/ /

fiir alle u, ve H*(Q'). Wegen (1.4) ergibt sich mit Produktregel und partieller Integration

1
/vV-(ub)d:U:—/qu-b—l—vb-Vu—ub-Vvdx
Q 2 Ja

fiir u, ve€ Hg(Q) und mithin die Darstellung

a(u,v) = aq(u,v). (1.7)
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Die Koerzivitdat der Bilinearform agqs, insbesondere also auch die von a, kénnen wir gewéhr-
leisten durch die zusétzlichen Bedingungen

y- Ay

e | yeRN{0}} > 0. (1.8)

1
(i) n:= essﬂinfq > 0 mit g := §V-b—|—c, (ii) € :== essg,)inf{

Wir erhalten das

Lemma 1.1.3 Es sei Q' C Q ein Gebiet. Unter den Voraussetzungen (1.4) und (1.8) geniigt
dann die Bilinearform agqy den Relationen

’(J,QI(U,'U)‘ < MQ/HUHLQ/HU 1,95 (J,Q/(U,U) = CYQ/H'UH%,Q/
fiir alle u, ve HY(Q') mit
My = max|laglloos + lalloog + [bllscr:
1,j€d

ag: = min{e, n}.

Bemerkung 1.1.4 Im Fall eines elliptischen Operators L bedeutet die Koerzivitatsforderung
aus (E2) an die Bilinearform a keine entscheidende Einschréinkung. Die Voraussetzungen (1.4)
und (L.8) (ii) sichern eine Garding-Ungleichung (schwache Koerzivitét)

a(v,v) + MNv||g = a|lv||3, A>0, a>0.

Denn es ist dann wegen a(u, v) = aq(u,v) und mit der Poincaré-Friedrich-Ungleichung (Satz

A.2.6)

1
a(v,v) = E\U‘%+/ (ﬁv-b—l-c) v? da
Q
£

> gl = lallollol:

Offensichtlich 16st u genau dann das Problem (1.2), wenn u) Losung ist von

{ L(up(t),v) + ax(u(t),v) = (e"Mf(t),v) fiir fast alle t€(0,7) und alle veV (1.9)

U)\(O) = UOELQ(Q)
mit uy(t) := e~ Mu(t) fast iiberall in (0,7) und ay(u,v) := a(u,v) + A(u,v). Wegen
a schwach koerziv <= a) koerziv

kann man sich daher stets auf ein Problem zuriickziehen, welches der Bedingung (E2)
geniigt. &

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden wir haufig eine problemangepafite Norm nutzen, die
den Einflul der Stédrke von Diffusion und Konvektion erkennen 148t. Dazu gelte die Voraus-
setzung (1.8). Zudem ist die Diffusionsmatrix A nach (1.4) symmetrisch. Mit der Bezeichnung
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HA%V'I}H&Q = /QVU~AV1)dx

gilt daher die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

/Vv-AVuda; < 1A} Vaullall A3 Volloo, (1.10)
Q
und durch

0] == (1.11)

wird eine Norm auf H!(Q) definiert. Wird aus dem Zusammenhang klar, welches Gebiet der
Norm zugrunde liegt, schreiben wir abkiirzend [|v]|. statt ||v]|| .

Wir passen zwei iibliche a-priori-Abschétzungen fiir Konvektions-Diffusions-Reaktions-
Probleme an diese Norm || - || an. Dies dient insbesondere als Vorbereitung zu den Feh-
lerabschéitzungen im spéteren Abschnitt 3.3.

Lemma 1.1.5 Es gelte (1.8). Dann genigt die Lisung u des Problems (1.2)-(1.4) firt €
(0,T) den a-priori-Abschitzungen

lu(t)|2 + /Hu )12 ds < Jluol 2 + /||f )12 ds (1.12)

und
147Vt |o+/ 1/ (s)1[6 ds < ||szu0||0+2/ 1£ ()15 ds
+ 4max{g, 5} (I1V - BI1% + 11b1l3 + llellze) /Ot [u(s)I[2 ds.
(1.13)
Beweis. Mit partieller Integration beziiglich der Zeit (Satz|A.3.4) erhélt man
5 (o)1 = 5 (), u(t)) = (1), u(t).

Daher folgt aus (1.2) mit der Wahl v = u sowie wegen a(u,u) = aq(u,u) und (1.8)

g O+ @I = (0,u0) < = Ololluo)]

< 5 (SO + ol?).

Integration iiber (0,t) liefert

t 1 t
lu(®)I5 — ||U0H3+/0 [lu(s)|2 ds < 5/0 1f(s)I[5 ds,
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und dies ist die erste Behauptung.

Fiir die zweite Abschétzung ziehen wir Proposition 11.1.1 in [57] und den zugehérigen Be-
weis heran. Mit partieller Integration beziiglich der Zeit ergibt sich (siehe Gl. (11.1.16) im
genannten Beweis)

W/ I3 + 5 143 Tu(e)3
<A@ lolle'@)llo + 17 - @B lolle' (®)lo + lello (e ol (2o

[NIES

Wegen V - b € L*(2) gilt mit der Produktregel sowie S = (||V-b||2, + [|b]|3)? und
Cep = max{%,%
IV (ub)llo < IV - blloollullo + [[bllofuly
1
171 1, 1 2
< (V- + ) (5 Ivaull + 214t vulg)
< B V Ca,n UHE
fast iiberall in (0,7"). Somit folgt unter Anwendung der Youngschen Ungleichung
[’ ()11 + 2dtHA2VU( Hlls < IF® ol ®)llo
+ (Boo /Cenllu®)llc + Nl lu®) o) I/
< FOlloll’ )0 + v/Cep (Boo + llelloo) lu®)l|<]lu’(®)]lo
< IF@IE+ ZHU ®llo
1
+ ey (Boo + llelloo)® [[u(®)]2 + 2l @11
Nach Integration iiber (0,¢) erhdlt man
iy 2 1 2 1 2
; [ (s)ll6 ds + (|42 Vu(@)ls — [|A> Vu(0)[|g
! 2 2 2 2 ! 2
2 ([ B ds + 20, (19 01+ [01E + el) [ a2 as)
also die Abschétzung (1.13]). a

Besondere Aufmerksambkeit verlangen solche Félle von (1.2) — (1.4), bei denen der Diffusions-
term klein gegeniiber dem Konvektionsterm wird, bei denen also ¢ < [|b]|« gilt. Es treten
schmale Regionen in {2 auf, in denen sich die Losung oder deren Gradient abrupt &ndert. Im
Grenzwert € — 0 entsteht ein hyperbolisches Problem 1. Ordnung, bei dem die urspriingliche
Randbedingung nur noch auf einer Teilmenge (0,7) xT", I' C 012, dem Einstromrand, erfiillt
werden kann.
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In solchen Fillen, bei denen abhéngig vom einem Parameter vollig unterschiedliche Charak-
tere der Problemgleichungen zu Tage treten, spricht man bekanntermaflen von singuldr ge-
storten Problemen. Durch Standard Galerkin-Verfahren wird hier im Gegensatz zu diffusions-
dominierten Problemen die Lésung nicht angemessen approximiert (vergl. [59], II.4 und IIL.3).

Abschlielend geben wir ein Beispiel, das sowohl die Glattungseigenschaft als auch das Grenz-

schichtverhalten illustriert.
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Beispiel 1.1.6 In diesem Beispiel sei = (0,1)2. « und @ seien die Lésungen von

u'(t) — eAu(t) — (1,2)T - Vu(t) 4+ u(t) = 20sin?(57t)zy in Qr
(1.14)
u(t) =0 auf 00

mit € = 107% zu den Anfangsbedingungen
uo(x,y) =0 bzw. tio(z,y) = 50(x — 22)(y — y?) in Q.

Die Abbildung/1.1]zeigt numerische Losung zu ug und g sowie den Abstand dieser Losungen
voneinander. Bereits bei ¢ = 1.0 ist der Unterschied im Einflu} der Anfangsbedingungen
abgeklungen. An den Réndern z = 1 und y = 1 zeigt sich deutlich eine Grenzschicht.

1.2 Semidiskretes Problem

Eine Moglichkeit, die Losung des Evolutionsproblems (1.1) zu approximieren, besteht darin,
durch zunéchst nur rdumliche Diskretisierung ein System gewdohnlicher Differentialgleichun-
gen aufzustellen. Dieser Weg, hiufig vertikale Linienmethode genannt, wird in dieser Arbeit
eingeschlagen.

Genauer, zu einem endlichdimensionalen Unterraum V;, C V und einer geeigneten Bilinear-
form ap, auf Vi, xV}, wird das sogenannte semidiskrete Problem zu (1.1) betrachtet:

Finde up € HY(0,T; V) = {u€ L*(0,T; V3) | v/ € L*(0,T; V;¥)} mit

{%wh(w,v)mh(uh(w,v) = (F@),v)  firfast alle t€(0,T) und alle ve Vi |

up(0) = wugp.

Dabei stellt ugj € V}, eine geeignete Approximation des Anfangswertes ug dar, etwa die
L2-Orthogonalprojektion von wug auf V;,

(uo,p —up,v) =0 fir alle veVy,

oder die Ritz-Projektion von ug auf V}, (siehe Lemma[3.3.1).

Die Wahl des Unterraums V}, und der Bilinearform a; bestimmt grundsétzlich die Art der
rdumlichen Diskretisierung. Im Fall von ap # a spricht man von einem verallgemeinerten
Galerkin- Verfahren.

In dieser Arbeit werden wir sowohl Finite-Element-Diskretisierungen als auch Finite-
Volumen-Diskretisierungen heranziehen. Der entsprechende Unterraum V), wird im ersten
Fall von global stetigen, elementweise polynomialen Funktionen eines bestimmten maximalen
Polynomgrades gebildet, speziell elementweise affinen Funktionen.

Im zweiten Fall liegen zunéchst beziiglich der Volumina der Diskretisierung stiickweise kon-
stante (global unstetige) Testfunktionen zugrunde. Jedoch kann auch dieser Fall auf den
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Raum der stetigen, elementweise affinen Funktionen zuriickgefiihrt werden, siehe nachfolgen-
des Kapitel. Somit kann auch die in dieser Arbeit verwendete Finite-Volumen-Diskretisierung
auf die Form (1.15]) gebracht werden mit einem V;, C V.

Das semidiskrete Problem (1.15)) ist gleichwertig zu einem System gewohnlicher Differential-
gleichungen in der Zeit. Denn ist {¢1,...,%n, } eine Basis von V4, so ist up € L*(0, T V},) mit

up(t) = Z ;i (t)1);

JENK

Losung von (1.15) zum Anfangswert ugj = ZjeNh %0, genau dann wenn X € ROT) mit
x(t) = (z; (t))j\[:h1 das System

{Mx’(t)—i—Ax(t) = F(t) (1.16)

x(0) = xg
l6st. Dabei ist
M = (g 0)ifors A= (an(y, 00y,
F(t) := (F (), vivi)ily, x0:= (20;)32-
Die Existenz einer eindeutig bestimmten Losung von (1.15) liefert der

Satz 1.2.1 Der Raum V erfiille Bedingung (E1), und es sei V}, ein endlich dimensionaler
Unterraum von V sowie F € L?(0,T;V*). Weiterhin sei aj, eine koerzive Biliniearform auf
Vi xVi,. Dann hat das semidiskrete Problem (1.15) genau eine Lisung u, € HY(0,T;V3,).

Beweis. Vergl. (I) im Beweis von Korollar 23.26 in [67]. O
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Kapitel 2

Finite-Volumen-Verfahren

In diesem Kapitel fiihren wir ein Finite-Volumen-Verfahren fiir Konvektions-Diffusions-
Reaktions-Probleme ein, indem wir Finite-Volumen-Rédume auf Grundlage einer (Finite-
Element-)Ausgangstriangulierung konstruieren und anschliefend unsere Finite-Volumen-
Diskretisierung fiir Probleme der Form (1.2) — (1.4) damit bilden.

Der Vorteil dieser Vorgehensweise ist, daf sich besonders enge Zusammenhénge zur Finite-
Element-Diskretisierung mit P;-Elementen herausstellen.

Im Rest des Kapitels nennen wir Regularitits- und Gleichgewichtsbedingungen an die Vo-
lumina der Diskretisierung zur Vorbereitung der Konsistenzfehlerabschitzung des n#chsten
Kapitels und schliefen mit der Konstruktion von Volumina eines speziellen Typs, des Donald-
Diagramms.

2.1 Ausgangstriangulierung

Die Finite-Volumen-Diskretisierung kann im Prinzip auf beliebigen endlichen Zerlegungen
aufbauen, also etwa auch auf den Volumina einer vorgegebenen Triangulierung. Grundlage
fiir das in dieser Arbeit verwendete Finite-Volumen-Verfahren sind jedoch Kontrollvolumina,
die ,dual“ zu einer Triangulierung definiert werden.

Die Terminologie zur Ausgangstriangulierung und einige Bedingungen an deren Triangulie-
rungsmengen werden an dieser Stelle besonders ausfiihrlich aufgefiihrt, weil sie unmittelbar
danach, ndmlich in den Abschnitten |2.4/und |2.5| benétigt werden.

Es sei  C R? ein polyedrisches Lipschitz-Gebiet. Im folgenden betrachten wir ausschlief-
lich simpliziale Triangulierungen von 2, d. h. jede Triangulierung auf € bestehe aus regu-
liren d-Simplizes. Dabei heifit eine Menge S C R¢ k-Simplez, falls sie die konvexe Hiille
CODV({l'gJ), e xgk)}) von k + 1 Punkten :L‘g)), e ,:L"(Sk) € R?, genannt Eckpunkte von S, ist
und k€d + 1 gilt. S heifit reguldr, falls die Menge {1‘g) - :1:(59) | j €d} linear unabhéngig ist.
Ein d-Simplex nennen wir kiirzer auch Simplez.

Ist R die konvexe Hiille von [ + 1 der Eckpunkte eines k-Simplex S, [ € k, so bezeichnen wir
R als ein [—Randsimplex oder einfach als ein Randsimpler von S. 1-Randsimplizes heiflen

23
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Kanten.

Ist § = conv({:xg)), . ,:Efgd)}) C R ein regulires Simplex, so existieren zu jedem Punkt z € R?
eindeutig bestimmte Zahlen A\g = Ag(x), ..., \g = A\g(z) mit

x = Z )\jxg), Z Aj=1,

jEd+1 jed+1

genannt die baryzentrische Koordinaten von x beziiglich S. Mit diesen gilt

xeS <= )\; >0 fiir jedes jed + 1.

Als Schwerpunkt von S bezeichnet man

1 .

jek+1

Unter den geometrischen Grofien eines Simplex T' kennzeichnen wir den Durchmesser von
T mit hy und das Supremum der Radien aller T' einbeschriebenen Kugeln mit pr. Jeder
Triangulierung 7 148t sich mit h := maxpc7 hr ein Parameter zuordnen. Man schreibt daher
auch 7;, statt 7.

Die Eckpunkte (0-Randsimplizes) der Elemente einer Triangulierung 7;, werden Knoten von
75, genannt, deren Anzahl sei N, . Abhingig von den Randbedingungen eines Randwertpro-
blems betrachtet man gegebenenfalls die Menge aller Knoten von 7, die im Innern von §2
liegen. Die Méchtigkeit dieser Menge werde mit V. ,? bezeichnet. Die Numerierung ¢ — a; der
Knoten {ai,...,an,} sei stets so gewéhlt, dal a; € Q° genau fiir iEN}? gilt.

Als weitere Bedingung an die Triangulierung setzen wir voraus, dafl der Schnitt je zweier
Triangulierungsmengen T, T' € 7;, entweder leer oder ein gemeinsames Randsimplex von T
und 7" ist. Geniigt eine Triangulierung dieser Bedingung, wird sie zuldssige Triangulierung
auf  genannt. Sogenannte ,hingende Knoten“ sind dann ausgeschlossen. Zudem sei die
Triangulierung exakt, also €2 die Vereinigung aller Triangulierungsmengen aus 7.

Auf 7, definieren wir die Finite-Element-Raume

PHT) = {ueC() | ul,.€ Py, fiir jedes T'€7},},
PYT,) = {ueP(T) | u=0auf 99},

wobei P, den Raum der Polynome iiber R maximal vom Grad k € Ny bezeichnet. Wegen
PY(T;) = RV: und PY(T;,) =2 RN ist N, = dimP(7;,) und Ny o = dimP2(T3). {¢1,. .., ¢n, }
mit ¢;(a;) = §;; bezeichnet die nodale Basis von P'(T},).

Eine Familie (73,)n~0 von Triangulierungen auf € heiit reguldr, falls ein p > 0 gibt, so daf§
hr

max — <
TeT, pPT sP

fir alle A > 0 gilt.

Schliefllich sammeln wir einige Voraussetzungen, auf die nachfolgend h&ufig zuriickgegriffen
wird, unter dem Kiirzel
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(TR) Es sei Q C RY ein polyedrisches Lipschitz-Gebiet und (7)n>0 eine reguldre Familie
zuléssiger Triangulierungen darauf, die durch affine Transformation von einem Referen-
zelement erzeugt wird.

2.2 Finite-Volumen-Riume

Die vorgelegte Triangulierung dient nun zur Konstruktion einer Zerlegung von ) durch ein
endliches ,,duales* Mengensystem. Dabei orientieren wir uns am Vorgehen in [9]. Dort wer-
den die dual festgelegten Volumina zunéchst allgemeiner gehalten als in [7], [35] und [15],
fiir Konsistenzfehlerabschitzungen nachtréglich freilich gewisse Regularitits- und Gleichge-
wichtsbedingungen gefordert.

Ein Mengensystem By, = {By,..., By, } C £(Q) heifit duales Bozgitter zu Ty, falls gilt
(V1) By ist eine Zerlegung von €2 in abgeschlossene Mengen,

(V2) Bj ist ein Lipschitz-Gebiet mit B; C B_; fiir jedes j € Np,

(V3) a; € B; fiir jedes j€ Ny,

(V4) B; C\UH{T €Ty, | aj T} fiir jedes je Np.

Ein Element aus By, heifit dann Kontrollvolumen, finites Volumen oder auch Boz. Abbildung
[2.1 zeigt schematisch ein duales Boxgitter.

Abbildung 2.1: Duales Boxgitter

Allgemein heifit eine Menge A, die Bedingung (V2) erfiillt, d. h. deren Inneres ein Lipschitz-
Gebiet und die im Abschluf} ihres Inneren enthalten ist, Lipschitz-Menge. Wegen A C A° gilt
fiir diese

0A=ANO\AC A NQ\A° = 0A°,

also A = QA°. Dies rechtfertigt den Namen und erlaubt partielle Integration.
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Ist B, = {Bi,...,Bn,} ein duales Boxgitter zu 7, so definieren wir die Finite-Volumen-
Raume

PO(By) = {veL*(Q) | v|,€Py(B) fiir jedes BE By},

PY(B,) = {veP’By) | v|g =0fliri=Npo+1,....,Np}.

Die charakteristischen Funktionen x; := xp, (genauer: deren Klassen in L?(f2)) bilden fiir
i=1,..., Ny, eine Basis von P%(B) und fiir i = 1,..., N eine Basis von P (B,), genannt
die charakteristische Basis von P°(By) bzw. PY(By,).

Bezeichnet {a1,...,an,} die Menge der Knoten der Triangulierung 7j, so ist die Restriktion
U= Lh‘Pl(Th) des Lumping-Operators

L [o@ - Py
" v o SV u(a)x

ein (Vektorraum-)Isomorphismus zwischen P(7;) und P%(B},) sowie ¥ | p1 7, ein Isomor-
0

)
phismus zwischen Py (7,) und P§(Bp) mit ¥(p;) = x;. Alternativ schreiben wir ¢ anstatt

U(v). Diese Abbildung ¥ wird es uns spéter erlauben, eine Finite-Volumen-Diskretisierung
als einen konformen verallgemeinerten Galerkin-Ansatz zu formulieren.

Fiir den Abstand eines Elements v € P1(7},) zu seinem Bild 9 € P°(By) in der L2-Norm gilt
(siehe [9], Lemma 4.2.15, und [35]):

Lemma 2.2.1 Es sei Q C R? ein polyedrisches Lipschitz-Gebiet mit zulissiger Triangulie-
rung Ty. Ist By, ein duales Boxgitter zu Ty, so gilt

[ = [lo < hlvhy

fiir jedes ve PY(Ty,).

Bei der spiteren Abschitzung der Konvektions-, Reaktions- und Quellterme in der Finiten-
Volumen-Diskretisierung gegen diese Terme in der Finiten-Element-Diskretisierung wird die
Differenz v — © wesentlich eingehen.

AuBerdem wird sich die folgende Abschétzung zwischen ||9|lop und ||v||o als niitzlich erwei-
sen, insbesondere bei den Abschéitzungen zum stabilisierten Finiten-Volumen-Verfahren im
Abschnitt |4.3.

Lemma 2.2.2 Es sei Q C R? ein polyedrisches Lipschitz-Gebiet und T;, eine zuldssige
Triangulierungen darauf, die durch affine Transformation wvon einem Referenzelement
erzeugt wird. Fiir jede Funktion v PY(Ty,) gilt dann

[2llo < v/ (d+ 1)(d + 2)[[v][o-
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Beweis. Es gilt einerseits

/@2dx= ST IBNTI= ) > IBNTI< Y Y T

@ i€Nno  TeT, TET), a; €T T€T, a,;€T
und andererseits
2
1

/QUQ = (d+1)(d+2) T%;h d MZG:T%Q " a%”i

fiir Funktionen v € P(7p,). O

2.3 Finite-Volumen-Diskretisierung

Ein duales Boxgitter zerlegt das betrachtete Gebiet €2 in endlich viele Volumina. Es zeigt sich,
dafl im kontinuierlichen Fall jede solche Zerlegung auf eine Formulierung fiihrt, die gleichwer-
tig zur schwachen Formulierung (1.2) ist. Aus dieser dquivalenten Formulierung leiten wir
schliefllich unsere eigentliche Finite-Volumen-Diskretisierung ab. Dabei orientieren wir uns
an der Technik fiir elliptische Probleme aus den Arbeiten [35, 9]. Fiir zeitabhéingige nichtli-
neare Konvektions-Diffusions-Probleme siehe auch 23].

Es sei B eine Zerlegung von €2 in endlich viele abgeschlossene Lipschitz-Mengen. Wegen der
Voraussetzungen (1.4) existiert laut Produktregel (Satz[A.2.1) fiir jedes ue V = H}(Q) und
B e B die schwache Divergenz V - (ub) in L?(B). Nach dem Spursatz[A.2.4 existiert somit

/ uvb - ds := (ntrpp ub, troyp v)
oB

fiir alle veV.

Analog ist die Existenz von

/ vAVu - ds = (ntrgp AVu,tryp v)
0B

gewahrleistet fiir
we HY (9 AV) = {ueV | AVu € H(div; Q)},
ve€V und B € B. Daher ist die Bilinearform

ag(u,v) == Z (/B Vv - (AVu — ub) + cuv dx — /8B v(AVu — ub) - ds) (2.1)

BeB
fiir alle (u,v) € H}(Q; AV) x V wohldefiniert. Das damit gebildete Variationsproblem:

Finde ue L*(0,T; H}(Q; AV)) mit o' € L2(0,T;V*) und

{ %(u(t),v) +ag(u(t),v) = (f(t),v) fir fast alle t€(0,7) und alle veV (2.2)

uw(0) = ugeL?(Q)
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heifit schwache Formulierung von (1.2) beziiglich B. Die Existenz einer eindeutig bestimmten
Losung wird durch die Aquivalenz zu (1.2) gewéhrleistet.

Lemma 2.3.1 Es sei Q C R ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet und B eine Zerlegung von
Q2 in endlich viele abgeschlossene Lipschitz-Mengen. Unter den Voraussetzungen (1.4) ist
u€ HY(0,T;V) genau dann eine Losung von (1.2), wenn u Element von L?(0,T; H}(€; AV))
ist und Losung von (2.2) ist.

Beweis. Siehe Satz 4.1.2 in [9]. 0

Wir werden nun noch die Konsistenzfehlerabschétzungen des néchsten Abschnitts durch eine
angepafite Bilinearform vorbereiten. Denn nutzt man die Bilinearform (2.1) zur rdumlichen
Finite-Volumen-Diskretisierung, so gelangt man zu Fehlerabschitzungen in der L2-Norm, die
um eine Ordnung schlechter sind als die bekannten Fehlerabschétzungen bei Finite-Element-
Diskretisierungen mit Pj-Elementen, siehe [9], Abschnitt 4.3.4. Gleichwertige Fehlerabschét-
zungen ergeben sich jedoch, wenn man den Diffusionsterm von (2.1) modifiziert (vergl. eben-
falls [9], die Abschétzungen dort basieren auf [35]). Dazu werden die Komponenten von A
durch ihre Mittelwerte beziiglich 7;, ersetzt.

Es sei v — 7 die orthogonale Projektion von L?(2) auf P%(7;,), d. h.
(v,w) = (T,w) fiir jedes we P°(Ty).
Dann gilt fiir jedes T €7,

1
T = = — dx.
UTO pT(U) VO](T) Av(x) £
Pr ist Projektionsoperator H(T) — Py(T), daher folgt fiir den Projektionsfehler (siehe etwa
[17])
lo—5l, < Cohleli,  veH(Q), pell,o. (23)

Nach diesen Anpassungen der Bilinearform lautet unsere Finite- Volumen-Diskretisierung zu
71, und By, schlief3lich:

Finde uy, € HY(0,T;V}), Vi, = P3(T3,), so daf

(2.4)

%(uh(t), v) 4+ ap(up(t),v) = (Fp(t),v) fir fast alle t€(0,7) und alle veV;,
up(0) = uon€Vy

mit Bilinearform

ap(u,v) == Z (/Bcuv d:L‘—/aB\69 VAV - ds +/8B uvb-ds) (2.5)

BeBy,

und Linearform
(Fu(t).0) = [ Fie)0da (2.6)
Q

fiir u,v € P(7},). Dabei ist © = ¥(v) und A = (@;;); jea-
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Es wird sich zeigen, dafi die Vj-Elliptizitdt und Stetigkeit von aj zumindest fiir hinreichend
kleine h > 0 aus der V-Elliptizitdt bzw. der Stetigkeit von a laut und der noch zu
zeigenden Konsistenzfehlerabschétzung folgt.

Bemerkung 2.3.2 Um den Zusammenhang mit der klassischen Finite-Volumen-Technik im
Fall von zweidimensionalen Problemen, also Q C R?, aufzuzeigen, betrachten wir zum einen
die Bilinearform (2.5) fiir die Basisfunktionen {xp | B € By} von P°(B;) (vergl. Abschnitt
2.2). Fiir jedes B € By, und © = xp reduziert sich die Bilinearform (2.5) auf ein Problem auf
B:

ap(u,v) :/ cu dm—/ AVu - ds —|—/ ub - ds, ue PYTy). (2.7)
B 9B\0Q OB
Ferner sei die Diffusionsmatrix von der Form A = (ed;5); jeq, und die Kontrollvolumina

polygonal berandet. Sind a; und a; zwei benachbarte Knoten, B; und B; die zugehorigen
Kontrollvolumina sowie K eine Kante des gemeinsamen Randes B; N Bj, so laft sich der
Diffusionsterm zum Kontrollvolumen B; durch

ou u(a;) — u(a;)
Vu - ds = d cR%) — )
E/K u-ds 6/Kani s~ T4

approximieren, wobei n; die d&uflere Normale an B; darstellt. &

2.4 Gleichgewichts- und Regularitidtsbedingungen

Weiterhin sei  C R? ein polyedrisches Lipschitz-Gebiet und 7, eine zuléssige, exakte Trian-
gulierung darauf. Ist T = conv({xé? ), e ,ngl ) }) ein reguldres Simplex aus 7, und ked + 1,

so bezeichne
Sk(T) = conv({z) | jed+1\{k}}),

also das dem Eckpunkt asgg ) gegeniiberliegende d — 1-Randsimplex von T'. Abbildung 2.2 zeigt

beispielhaft die Zuordnung von Randsimplizes und Eckpunkten.
(2)

T

Sl (T) SO(T)

Sa(T)

Abbildung 2.2: Die Randsimplizes Si(T") von T’
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Zu jedem Knoten a; €T gibt es genau einen Index i€d + 1 mit a; = argf). Diesen bezeichnen

wir mit (g, T"). Desweiteren sei

Sjﬁ(T) = Bj M Sk(T),
R;y(T) = Sj;m)(T)U(0B;NT°),

falls By, = {B, ..., Bn,} ein duales Boxgitter zu 7}, ist. In Abbildung2.3|sind diese Teilmen-
gen des Randes von B; N'T" exemplarisch dargestellt.

(2)
T

Abbildung 2.3: Der Rand von B; N T

Wir kommen nun zu den angekiindigten und durch obige Notation vorbereiteten
Gleichgewichts- und Regularitidtsbedingungen fiir ein duales Boxgitter By, zu 7p.

(G1) By, erfiillt die erste Gleichgewichtsbedingung, falls

vol(T')

VOl(Bj ﬂT) = d+1

fiir jedes j € N}, und jedes T'€ 7}, mit a; €T gilt.
(G2) By, ertiillt die zweite Gleichgewichtsbedingung , falls

1(S, (T
vol(B; N Si(T)) = w
fiir jedes j € Ny, jedes T'€7j, mit a; €T und jedes ked + 1\i(j,T) gilt.

(R1) By, erfiillt die erste Regularititsbedingung , wenn B; N1 eine Lipschitz-Menge ist fiir
jedes j € Nj, und jedes T'€7j, mit a; €T

(R2) By, erfiillt die zweite Regularititsbedingung , wenn
Rj (T) N Si(j,T) =0

fiir jedes j € N}, und jedes T'€7j, mit a; €T gilt.
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Die Bedingung (R2) fordert, dafl der Rand des Volumens B; um einen Knoten a; keine
der Kanten bzw. Randflichen schneidet, die in einer der a; umgebenden Simplizes diesem
Knoten gegeniiberliegen. Abgeschwicht kann man fordern, daf§ ein entsprechender Schnitt
vom (d — 1)-Maf} Null ist.

Die Gleichgewichtsbedingung (G1) hat fiir Funktionen v € P1(7}) die L2-Orthogonalitiit der
Differenz v — ¢ zu P°(T},) zur Folge:

Lemma 2.4.1 Erfillt By, die Gleichgewichtsbedingung (G1), so gilt fir je zwei Funktionen
u€ PY(T;,) und ve PY(Ty)

(u,v —0) =0. (2.8)
Beweis. Wir zeigen die Behauptung fiir eine beliebige nodale Basisfunktion ¢; von
PY(7}). Bezeichnet a; den zugehérigen Knoten der Triangulierung, also ¢j(a;) = &;;, so
gilt

vol(T))
wp; dr = ul / p; dr = ul ,
/, 2t f e de = 2 e
a; €T a; €T

J J

fiir jedes u€ P°(73,). Mit der ersten Gleichgewichtsbedingung (G1) erhilt man daher

up; de = ul.vol(B; NT) = / uda::/ uda::/ux-dav.
Jyrerte = ol = 52 o= [ wan= [

TET, J
ajET ajeT

Damit folgt die Behauptung fiir ¢; wegen ¢; = x;. O

Wie bereits erwéhnt, finden in der Literatur nur sehr spezielle Boxgitter Anwendung. Und in
der Tat, fordert man von einem Boxgitter mit polygonal berandeten Volumina die Erfiillung
von (G1), (G2), (R1) und (R2), so gelangt man gerade zu einem Donald-Netz (siehe 2.5).
Jedoch wird durch die Trennung der Definition des dualen Boxgitters von den Gleichgewichts-
und Regularititsbedingungen der Einflufl dieser Bedingungen auf die Konvergenzanalyse des
Finite-Volumen-Verfahrens besonders deutlich. Eine polygonale Berandung ist dabei nicht
entscheidend.

2.5 Konstruktion von Donald-Netzen

Die Abschitzungen des Abschnitts [3.1 werden auf Grundlage von Gleichgewichts- und Re-
gularitdtsanforderungen an das duale Boxgitter erzielt werden. An die Berandung der Kon-
trollvolumina wird dabei aufler der Lipschitz-Stetigkeit keine weitere Voraussetzung gestellt
werden. Fiir numerische Anwendungen jedoch méchte man moglichst einfach (d. h. polygonal)
berandete Boxen haben.

In diesem Abschnitt werden wir eine Konstruktion von dualen Boxgittern angeben, die gerade
durch Erfiillung jeder der genannten Anforderungen charakterisiert sind, also aus polygonal
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berandeten Boxen bestehen sowie den Bedingungen (G1), (G2), (R1) und (R3) geniigen.
Kurz gesprochen wird dazu jedem Knoten der Ausgangstriangulierung die Vereinigung der
konvexen Hiillen der Schwerpunkte aller umliegenden Simplizes und Randsimplizes als Kon-
trollvolumen zugeordnet.

Fiir jedes T' = conv({xgro ). ,:cgfl )}) €7y, einer zuldssigen Triangulierung 7, bezeichne
B;(T) := conv({o(S) | S =T oder S ist Randsimplex von 7" mit azg,f) eS}).

Die Abbildung zeigt ein solches Teilvolumen B;(T") und die Schwerpunkte, die dieses
bestimmen.

L)
LT e
T T
v (5 <Tﬂv vﬂskm) v
(i 20
T

20

20

Abbildung 2.4: Schwerpunkte des Simplex T und der Randsimplizes, die ng) enthalten (oben),
Teilvolumen B;(T") (unten)

Aus diesen ,, Teilvolumina“ werden die eigentlichen Kontrollvolumina dual zu 73 im Sinne von
(V1) — (V2) zusammengesetzt: Es sei BY = {B,..., By, } das Mengensystem mit

Bj = | {Bijr)(T) | T€T, mit a; €T},  jEN,.

B}? heifit dann Donald-Diagramm (oder auch Donald-Netz) zur Triangulierung 7;. Abbildung
2.5 zeigt ein Beispiel.

Abbildung 2.5: Donald Diagramm
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Fiir den Nachweis, da BY die Eigenschaften (G1), (G2), (R1) und (R2) triigt, erweist sich die
folgende Darstellung durch baryzentrische Koordinaten als besonders giinstig (zu Einzelheiten
siehe [9], Abschnitt 4.4):

B(T)={z=> na@ [ S N=1, A=A >0 fir jed+1}. (2.9)
jEd+1

B;(T) besteht also aus den Punkten z € RY, fiir die \; = \;(z) maxmimale baryzentrische
Koordinate beziiglich T ist.

In [59] wird fiir ein duales Boxgitter die Bezeichnung sekundéres Gitter benutzt. Die Bo-
xen eines Donald-Diagramms werden dort wegen der Darstellung (2.9) baryzentrische duale
Gebiete genannt.

Man beachte, dal die so konstruierten Kontrollvolumina im Gegensatz zu einigen anderen
gebrauchlichen dualen Boxen (etwa eines Voronoi-Diagramms, also mit Hilfe von Mittelsenk-
rechten konstruierten Boxen) im allgemeinen nicht konvex sind. Man kommt allerdings vollig
ohne Bedingungen an die Innenwinkel der Simplizes der Ausgangstriangulierung aus.

Schliellich bleiben fiir das Donald-Diagramm die gewiinschten Gleichgewichts- und Regula-
ritétsbedingungen nachzuweisen.

Satz 2.5.1 Es sei Q € RY ein polyedrisches Lipschitz-Gebiet und T, eine zulissige Trian-
gulierungen darauf. Dann ist das Donald-Diagramm ein duales Bozgitter zu Ty, welches die
Gleichgewichtsbedingungen (G1) und (G2) sowie die Regularititsbedingungen (R1) und (R2)
erfillt.

Beweis. Satz 4.4.7 und Satz 4.4.9 in [9]. O
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Kapitel 3

Fehlerabschitzung zum
Finite-Volumen-Verfahren

Gegenstand dieses Kapitels sind Stabilitéts- und a-priori-Fehlerabschétzungen fiir das im
vorausgegangenen Kapitel eingefiihrte Finite-Volumen-Verfahren. Es werden Abschétzungen
sowohl fiir den semidiskreten als auch fiir den volldiskretisierten Fall gezeigt.

Dabei gehen wir so vor, dafl wir im ersten Abschnitt eine Konsistenzfehlerabschéitzung des
Finite-Volumen-Verfahrens herleiten, die dann grundlegend in sémtliche Fehlerabschatzungen
einflieft. Die aus der Literatur bekannten Ordnungen fiir a-priori-Fehlerabschéitzungen im
Fall von Finite-Element-Diskretisierung mit P;-Elementen kénnen auf diesem Wege erreicht
werden.

3.1 Konsistenzfehlerabschitzung

Die im Abschnitt [2.3] eingefiihrte Finite-Volumen-Diskretisierung

Finde uj, € H'(0,T; V},) mit

{ %(uh(t),v)+ah(uh(t),v) = (Fy(t),v) fiir fast alle t€(0,7) und alle veV}, (3.1)

up(0) = wop€Va,

wobei Vj, = P1(T3),

ap(u,v) = Z ( cud dx — AV - ds + ubt - ds), (3.2)
B 9B\IQ OB

BeBy,

0.0 = [ @i (3.3)

35



36 3. Fehlerabschétzung zum Finite-Volumen-Verfahren

stellt dank des Isomorphismus ¥ : V}, = P3(7,) — PJ(Bp) (siche Abschnitt 2.2) einen kon-
formen verallgemeinerten Galerkin-Ansatz zum Problem (1.2) — (1.4) dar. Fiir die Differenz
ep = u — uy, zweier Losungen v und up, von (1.2) — (1.4) bzw. (3.1) — (3.3) 148t sich daher
die Fehlergleichung

(€n(t),v) + alen(t),v) = Fi(t,v) — Ap(t,v) (3.4)

fiir jedes v € V}, formulieren, wobei

Ah(tv v) = a(uh(t)vv) - ah(“h(t)vv)a
Fyp(t,v) = (f(),v) = (Fp(t),v) = (f(t),v — D).

Die Differenz der beiden zugehorigen Bilinearformen a und ay, 148t sich wegen V(@’ B) =0 fiir
jedes B € By, mit Hilfe der Greenschen Formel (siehe Folgerung|A.2.5) schreiben als

/ VAV - ds
8B\oQ

+/Q(v—@)v-(ub) d:z:—i—/gcu(v—@) dx, u,v€PYT}).

a(u,v) —ap(u,v) = /VU‘AV’U, dzr + Z
Q BeBy,

Um die Konsistenzfehler
la(u,v) —ap(u,v)]  und [(f(t),v — D)

abzuschétzen, greifen wir auf Abschétzungen der einzelnen auftretenden Terme zuriick, wie
sie in [9] gezeigt werden. Wir blicken zunéchst auf die Differenz der Diffusionsterme.

Lemma 3.1.1 Es sei Q C R? ein polyedrisches Lipschitz-Gebiet und Ty, eine zulissige Tri-
angulierung darauf. Ist By, ein duales Boxgitter zu Ty, das der Gleichgewichtsbedingung (G2)
sowie den Regularititsbedingungen (R1) und (R2) geniigt, so gilt

/Vv-AVudm—l—Z/ VAV -ds =0
Q Bep, J0B\0Q

fiir je zwei Funktionen u,v & PY(Ty,). Insbesondere gilt

/Vv-AVuda:+ Z/ 0AVu-ds =0
Q BeB OB
h

fiir je zwei Funktionen u,v € P (7).
Beweis. Vergl. Beweis zu Lemma 4.2.19 in [9]. O
Insbesondere zeigt dies, dafl fiir reine Diffusionsprobleme die Finite-Volumen-Diskretisierung

unter bestimmten Anforderungen an das duale Boxgitter mit der Finite-Element-
Diskretisierung mit P;-Elementen {ibereinstimmt.



3.1. Konsistenzfehlerabschatzung 37

In der obigen Differenz zwischen a und ay, verbleiben fiir Funktionen u,v € Pj(7}) also nur
die Beitriage der Konvektions- und Reaktionsterme. Mit V - be L>°(€2) folgt daher

a(u,v) — ap(u,v) = /Q(v —0)V - (ub) dz + / cu(v—10) dx

Q
= /(v—ﬁ)b-Vudx+/(V-b+c)u(v—6) dz, u,v € Py (Tp).
Q Q

Nun gilt aufgrund von Lemma [2.2.1

|(u, v = 0) < hljullofv]y

fiir beliebige Funktionen u € L%(Q), v € P}(T3,). Ist u zudem H'(Q)-regulir und geniigt das
duale Boxgitter By, der Gleichgewichtsbedingung (G1), so folgt wegen (2.8) und (2.3) sogar
die O(h?)-Ungleichung

|(u, v = 9)| < hllu —alo|vlr < Cph[uli|vl:.

Diese Abschiitzungen bilden die Grundlage fiir die Abschidtzungen der Konvektions-,
Reaktions- und Quellterme.

Lemma 3.1.2 Es sei Q C R? ein polyedrisches Lipschitz-Gebiet und Ty, eine zulissige Tri-
angulierung darauf sowie By ein duales Boxgitter zu Ty,. Fir Funktionen b € L>(Q)¢ mit
schwacher Divergenz V - b€ L>®(2), c€ L®(Q), f € L?(Q) gelten dann die Abschitzungen

/(v—@)leudx < h|b]|olul1]v]1,
Q

/(V-b—i—c)u(v—@)dw < BV b+ cllsollullolols,
Q

/Q fw—o)de| < Hllfllolels

fiir je zwei Funktionen u,v e PY(Ty,). Erfillt By, zudem die Gleichgewichtsbedingung (G1), so
erhdlt man fiir je zwei Funktionen u,v€ P(Ty,)

/Q(v—{))b-Vudx

< Cph2 I?glx ”bi||1,oo‘u|1‘v|1v
falls be H->°(Q)4,

< Cph?||V - b+ cll1eollulli v,

/(V-bJrc)u(v@)dm
Q

falls V -be HY°(Q) und c€ HY>®(Q),

/Qf(v—f)) dz

falls f € HY(Q). Dabei ist Cp > 0 eine Konstante, die weder von h noch von b, ¢ oder f
abhdngt.

< Cph?|| fll1|v)s,
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Beweis. Vergl. Beweise der Lemmata 4.2.21 — 4.2.23 in [9]. O

Zusammenfassend erhilt man fiir den Fehler beim Ubergang von der Bilinearform a zur
Bilinearform aj, die Abschitzung

|a(u, v) = an(u, V)] < A ([[bllccfulr + [V - b+ clool[ullo) [v]1 (3.5)

und unter den jeweiligen stidrkeren Bedingungen an b, ¢ und f sowie By,
ofu0) = an . 0)] < Coh (e b 7+l ) ol (3.6)

fiir je zwei Funktionen u,v € P1(73).

Im Abschnitt 1.1 wurde die Norm || - || mit
1
[vll2 = (142 Vol[§ + [1v/avl[§
fiir Funktionen v € H'(Q2) eingefiihrt, wobei

1
||A%VUH% = /QVU-AVvdx, q:= §V-b+c

gesetzt und (1.8) angenommen wurde. Als Resultate beziiglich dieser problemangepafiten
Norm halten wir fest

Lemma 3.1.3 Es seien die Voraussetzungen des Lemmas|3.1.1 erfullt. Fiir die Koeffizien-
ten der Bilinearform a gemdafs (1.3) gelte (1.4) und (1.8). Dann erhdlt man fir das Finite-
Volumen-Problem (3.1) — (3.3) die Konsistenzfehlerabschdtzungen

|a(u, v) — ap(u,v)| < hCk|[ulle||v]le (3.7)
mit der Konstante Cg 1= Hbg“’ + ”V'\b/g”“ sowie
(0,0 - o) < n 1o, (33)

fiir je zwei Funktionen u,v € PY(T},) und fast jedes t € (0,T). Sind zudem die verschdrften
Voraussetzungen von Lemmal3.1.2 erfillt, so gilt

|a(u, v) = ap(u,v)] < K*Crllulle]lv|- (3.9)

Cp

mit der Konstante Cr := <2 (maxeq [|bill1,00 + ||V - b+ c|l1,00) sowie

(F(t),0—0)| < hz%llf(t)\lllvlla. (3.10)
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Beweis. Die Abschétzung (3.5) 148t sich mit Blick auf (1.8) wie folgt weiterfithren

la(u,v) —an(u, v)] < A ([[bllocfuls + IV - b+ ¢llocllullo) [v]

1Bl IV -0+ cfloo 1
< 142 Vullo + vaullo | [[A>Vvllo
< Ve

< hCllull.]| A5 Voo,
Fiir |(f(t),v — 0)| erhélt man mit Lemma 3.1.2 und mit (I.8)

(F(®)0— 0)] < BIFBoloh < b ”ff}“OnA EVullo.

Analog ergeben sich unter den verschérften Voraussetzungen von Lemma [3.1.2 mit der Ab-
schétzung (3.6) die letzten beiden Ungleichungen des Lemmas. O

Bemerkung 3.1.4 Bisher wurden ausschliefflich Probleme mit homogenen Dirichlet-
Randbedingungen betrachtet. Randintegrale iiber Gebietsrandabschnitte I' C 9 spielten
daher keine Rolle. Es lassen sich jedoch die Abschéitzungen

/Fg(v —0)ds

< Cahllgll1,co,rlullr][v][1

3 N
< Cahd lgllurlvll, ‘/gu@—v) ds
r

und

< Cahllgllo.corllull1llollx

/Fg(u —a)(v—10)ds

zeigen fiir Funktionen u,v € P!(7},) und hinreichend glatte Funktion g auf ' (siehe [9], Ab-
schnitt 4.2.6). Dabei ist Cy eine Konstante, die von der Raumdimension d, nicht jedoch
von h abhéngt. Randintegrale der ersten Form treten beispielsweise bei Finite-Volumen-
Diskretisierungen entsprechend (3.1)—(3.3) mit inhomogenen Neumann-Randbedingungen
auf, etwa ntrr(AVu(t) — u(t)b) = g mit hinreichend glatter Funktion ¢ auf dem Randab-
schnitt I'. In solchen Fillen 148t sich bei KonsmtenzfehlerabschatZung analog zu denen dieses
Abschnitts daher teilweise nur die Ordnung O(h2) erzielen. &

3.2 Eindeutige Losbarkeit und Stabilitidtsabschitzungen

Wir sind jetzt in der Lage, Aussagen zur Losbarkeit des Problems (3.1) — (3.3) zu machen
und Stabilitdtsabschéitzungen fiir die Bilinearform a; anzugeben, jeweils in Abhéingigkeit von
der Bilinearform a geméf (1.3).

Bei gegebener Stetigkeit und Koerzivitit von a beziiglich H!(€) mit Konstanten M > 0 bzw.
a > 0 ergibt sich als Folgerung aus (3.5) sofort zum einen

|an(u, v)| < la(u, v)[ +[a(u, v) = ap(u, v)| < (M + Cooh)|[ull1]lv])x
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und zum anderen

an(v,v) = a(v,v) — |a(v,0) = ap(v,0)| > (@ = Cuch)||v]l]

fiir alle u,v € P'(7}), wobei abkiirzend Coo := ||b]|oo + ||V - b + ¢||so benutzt wurde. Die Bili-
nearform (3.2) der Finite-Volumen-Diskretisierung ist also stetig und zumindest fiir h < 7
auch P!(7},)-koerziv.

Damit ist Satz anwendbar, und man erhélt die folgende Aussage zur eindeutigen Los-
barkeit des Finite-Volumen-Problems.

Satz 3.2.1 Die durch (1.3) definierte Bilinearform erfiille (E2) mit V = H}(2), und fiir A,
b, ¢, f gelte (1.4). Zudem sei (TR) vorausgesetzt, und zu jeder Triangulierung Ty, h > 0, sei
By, ein duales Bozgitter, welches den Bedingungen (G2), (R1) und (R2) geniigt. Dann gibt
es ein hg > 0, so daf fir jedes h € (0, ho) das semidiskrete Problem (3.1)-(3.3) genau eine
Lésung up € HY(0,T; P3(Ty,)) besitzt.

Wir geben nun noch Abschéitzungen zur Stetigkeit und Koerzivitdt der Finite-Volumen-
Bilinearform ay, beziiglich der Norm || - || an. Dazu sei (1.8) vorausgesetzt.

Zunéchst gilt
1 1
a(u,v) :/ Vv - AVu + <§V-b—|—c> uvd:l:+§/ vb-Vu—ub-Vodz
Q Q
fiir u,ve€ H} () nach Gleichung (1.7). Daher ist die Koerzivitét von a, ndmlich

a(v,v) = |jv]|? fiir alle v € HJ (Q), (3.11)

unmittelbar ablesbar. Die Stetigkeit von a beziiglich der Norm || - ||z folgt unter Ausnutzung
von (1.10) und (1.8), denn es ist

la(u,v)| < /Vv-AVudm + /quvdw +1 /vb-Vud:L' +1 /ub~Vvd:r
Q Q 21Ja 21Ja
< 142 Vullol| A2 Vollo + [lv/zullollv/avlo
A (312)
< [1AZVullol|AZVollo + 1v/ullollv/vllo
+ 50 (Il A3Vl + | iulol 43 Vi)
< My, llullellvlle (3.13)

mit M), =1+ giﬂ% Fiir die Bilinearform ay, 148t sich daher mit Lemma[3.1.3 ableiten

ap(v,v) = a(v,v) — |a(v,v) —ap(v,v)| = (1 — C’Kh)Hng (3.14)

sowie
|an(u, v)| < fa(u, v)| + a(u,v) — ap(u, v)| < (M), + Cxh)[ulle||v]]e

fiir alle u, v € Py (7).

Wir fassen zusammen:
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Lemma 3.2.2 Unter den Voraussetzungen des Lemmas 3.1.1| sowie den Voraussetzungen
(1.4) und (1.8) geniigt die Finite-Volumen-Bilinearform (3.2) den Abschitzungen

|an(u, v)| < (M), + Crh)llull[[v]]s
und

an(v,v) = (1 - Cch)|[v]|2

fiir alle u,v € P(T) mit den Konstanten C = ”b!‘” + HV'\I}JF—CH‘X’ und M, =1+ [Plloe

en PN
Die Koerzivitét von ay beziiglich der Norm || - || ist bei diesem Vorgehen nur unterhalb von
-1
hgy := & = ”bg“’ + ”v'\b/Jg—;”“) gewdhrleistet, also in Abhéngigkeit von der Stérke der Dif-

fusion e. Im Kapitel [4 werden wir hingegen eine stabilisierte Finite-Volumen-Diskretisierung
einfithren, bei der die Koerzivitidt der zugehorigen Bilinearform unabhéngig von € gegeben
ist.

3.3 A-priori-Fehlerabschitzungen zum semidiskreten Pro-
blem

Die Existenz einer eindeutigen Losung zum finite-volumen-diskretisierten Problem (3.1) —
(3.3) wurde durch Satz [3.2.1] fiir hinreichend kleines h > 0 gezeigt. Da (3.1) — (3.3) eine
Diskretisierung nur im Raum darstellt, ist eine solche Losung kontinuierlich in der Zeit. Ziel
dieses Abschnitts ist der Nachweis, dafl diese Diskretisierung die Losung des Ausgangspro-
blems (1.2) — (1.4) bei geeignetem h stabil bzw. beliebig gut approximiert.

In den nachfolgenden Beweisen wird vom Ritz-Operator Gebrauch gemacht. Deshalb seien
hier einige grundlegende Eigenschaften aufgefiihrt (vergl. etwa [61] und [47]).

Lemma 3.3.1 Es seia eine Bilinearform gemdfl (1.3), deren Koeffizienten den Bedingungen
(1.4) und (1.8) geniigen. Zudem sei (Vi)p>o eine abzihlbare Familie endlich-dimensionaler
Unterrdume von V = H&(Q) Dann gibt es zu jedem uw €V und jedem h > 0 ein eindeutig
bestimmtes up € Vi, mit

a(up,v) = a(u,v)  fir jedes v Vj.

Fir die damit definierte Abbildung R : (h,u) — up, = Rpu, genannt Ritz-Operator, gilt:

- Zu jedem h > 0 ist R(h,-) = Ry, beziiglich || - || stetiger Projektionsoperator auf V', der
mit dem Zeitableitungsoperator % kommutiert.

- Es emistiert eine von h unabhdingige Konstante M > 0, so daf

|lu — Rpul|le < M inf |ju—v||
veEV)

fiir jedes ueV.
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Ist zudem fiir jedes r € L*(Q) die Losung u* des adjungierten Problems

a(v,u*) = (r,v), vevV, (3.15)
H?(Q)-regulér, und ist (TR) vorausgesetzt, so gilt mit Vi, = P*(T},)

lu — Rpullo + hllu — Ruulle < CrAF M |ulpyr fiir alle we H*1(Q) (3.16)

mit einer von h unabhdngigen Konstante Cr > 0.

Beweis. Aufgrund der Koerzivitidt und Stetigkeit von a beziiglich der Norm || - ||z (3.11)
bzw. (3.13) folgt

[Ruull? < a(Ryu, Ryw) = a(u, Ryu) < My || Rpulle||ull-,

also die Stetigkeit von Ry, beziiglich || - ||..

Desweiteren folgt aus der Ungleichung (3.12) die Beschranktheit von a beziiglich || - || in der
ersten und beziiglich || - ||; in der zweiten Komponente.

1
la(u, 0)] - < (|A>VulloCalvly + [[v/gullollv/dllsolv]lo

1 1 1 1
— 00 - A_ -
+ 5l (\/EHUHM 2Vullo + \/ﬁH\/C_IUHoMl)

1 3 1
< (||A2VU||3 + ”\/@H(Q)) * (Calvl + 1IVallsollvllf) >

D=

1
1 1, 1 1 2
#3100 (AR + 2 lvaulR) (ol + o)

< Mjullellvll

mit M = max{\/Ca, /[[\/ql[oo} + %HbHoomax{ﬁ, \/Lﬁ}, Ca = dmax; jeq ||aij]|oc- Daher ist
|lu — Rpul)? < a(u — Ryu,u — Ryu) = a(u — Ryu,u —v) < M||u — Ryulle||lu — v||1,

d. h. [Ju — Rpulls < M in‘ﬁ |lu — vl|; fir we V. Nun gilt fur jedes ueV, T €T,
veVh
inf [ju —v|l1 < Ch¥|ulpi fiir alle ue H*1(Q)
vEV),

mit einer Konstante C' > 0, die vom gewéhlten Refenrenzelement der Triangulierung und von
der Dimension d abhéingt, nicht jedoch von h (siehe etwa [47]). Damit erhélt man

lu — Rpulle < MCR¥|upgr fiir alle ue H*1(0Q).

Fiir die noch fehlende Abschétzung von ||u — Rpul|o siehe [57], Abschnitt 11.2. An diesem
Punkt wird die H?(2)-Regularitiit von u* benétigt. O

Desweiteren geben wir eine exponentiell gewichtete a-priori-Abschétzung fiir die Losung uyp,
zum Finite-Volumen-Problem (3.1) — und eine a-priori-Abschétzung fiir deren Zeitablei-
tung uj, an.
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Lemma 3.3.2 Es scien die Voraussetzungen der Lemmata|2.2.2 und[3.1.1 sowie (1.4) und
(1.8) erfiillt. Ferner gelte h < é Dann gendigt eine Losung u, € HY(0,T;V3) des Problems
(3.1) — (3.3) fiir fast alle t€(0,T) und alle \€[0,n(1 — Ckh)) den Abschitzungen

A e
Jun(®)F + (1~ Coch = ) /0 2260y, (5)]2 dis

C o
n(l—C,ih)_,\/O I f(s)IF ds (3.17)

< e P fluonllf +

und

1 t 1 t
||A2VUh(t)||%+/0 [[u ()15 ds < ||A2Vuo,h|\(2)+20d/0 1/ ()13 ds

11 t
+4max{g,5}0d(l\v-bllio+IIbHZo+||c||§o)/0 [[un(s)]2 ds.
(3.18)

mit Cq = (d+ 1)(d +2).

Beweis. Wir machen uns wie in der Bemerkung 1.1.4 ein transformiertes Problem zu
Nutze. Die Funktion uy, y mit up x(t) := e uy(t) 16st das Problem

M (Ey(t),v)  fiir fast alle t€ (0,T) und alle v Vj,

{d(uh)\() v) + apx(upa(t),v)

upA(0) = ugp,
(3.19)
wobei ap x(u,v) 1= ap(u,v) + A(u, v).
Nach Lemma 3.2.2 und (1.8) gilt
ap(v,0) = (1= Cxh)l[v]2 = N[v[|§ = (1~ Cxch — —)HUHg- (3.20)
Zudem erhélt man mit Lemma [2.2.2, und der Youngschen Ungleichung
. vCa
MEE) ) < MIF®olEllo < M2 £ @)ool
\/_
1 Cq
< 5 (SO + ool ) (3.21)

fiir jedes v €V}, = P1(7) und § > 0.

Seinun 0 < A < (1l —Ckh) und § =1 — Cgh — % Analog zum Beweis des Lemmas
ergibt sich dann mit der Wahl v = uy, ) in (3.19) sowie mit (3.20) und (3.21)

Cq
n(l—Ckh) — A

d A
Zluna@®g + (1 = Crch — ;)Huh,x(t)!l? < MO



44 3. Fehlerabschétzung zum Finite-Volumen-Verfahren

AnschlieBende Integration iiber (0,t) und Multiplikation mit e~2* vervollstindigen den Be-
weis der ersten Abschitzung.

Fiir die zweite Abschitzung beachte man, daf fiir die Bilinearform a;, wegen Lemma

ah(u,v):/QVv-AVudx—i— Z (/cu@dac—i—/a bu@-ds)
B B

BeBy,

gilt. Analog zu Lemma 1.1.5 ergibt sich

1d 1
/ 2 -2 5 2
b (0 + 5 S AFun ()3
< F@llollu, (D)o + IV - (un(&)b)llol[ug, (Do + llelloolun ()0, )]0
Mit Lemma 2.2.2 ist daher

1d 1
§£|\A2Vuh(t)Hg

< VCa(IF®llo + 11V - a®)B)llo + lellollun(®)lo) 41 o

[[ur (B)I[ +

Die weitere Argumentation verlauft wie in Lemma 1.1.5. a

Fir A = 0 lautet (3.17)

t t
Cq
up()||§+ (1 - C h/ up(s)|)? ds < |ju 2—1—7/ s)||2 ds,
[lun ()15 + ( Kkh) ; [|un(s)]] lluo,nllo D= O /s £

stellt also im Grenzwert h — 0 bis auf die Konstante C,; gerade die Abschétzung (1.12) dar.

Nach diesen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage, unser erstes a-priori-Resultat zu for-
mulieren unter Ausnutzung der Konsistenzfehlerabschitzung aus Abschnitt [3.1.

Satz 3.3.3 Es sei (TR) vorausgesetzt und uw € H'(0,T;V) Lésung von (1.2)-(1.4) sowie
up, € HY(0,T;Vy,) mit Vi, = P3(Ty,) Liosung der zugehdrigen Finite- Volumen-Diskretisierung
(3.1)-(5.3) zum Donald-Diagramm BP zu T. Ferner sei Bedingung (1.8) und die Regula-
rititsforderung aus Lemma [3.3.1 an das adjungierte Problem (3.15) erfiillt. Dann gilt fast
tberall in (0,T) die Abschdtzung

2

WC%(CIHUOJLH%

t
len (113 + /0 len ()12 ds < [len(O)|2 +
- — = | h d 3.22
# (2 ek ) o [l ds (3.22)
t t
R, / lu(s)[3 ds + 12 / I ()13 + i (3)]13 dis
0 0

mit Cy :=4M?, , Cy :=2C% <1 + M||2-||e)’ sofern h < & und u(t) H?(Y)-requldr ist fiir fast

Il

alle te(0,T).
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Beweis. Es sei u€ H'(0,T;V) Losung von (1.2) und uy, € L?(0,T;V},) Losung von (2.4).
Dann gilt die Fehlergleichung insbesondere fiir v = Rpep(t) fir fast jedes t€ (0,7). Mit
der Koerzivitidt und der Stetigkeit von a (siehe (3.11) bzw. (3.13)) sowie

Ty z=12
2dt Mo T 5

(Satz[A.3.4) folgt daher

en,en) = (€, en)

S llen 1+ len(dI2 < 3 flen ()3 + alen(r), enr)

(ch(0) en(t)) + alen), en(t)

— ((eh(t), Rnen(t)) + alen(t), Ruen(t)) + An(t, Ruen(t)) — Fi(t, Ryen(t))

= (Eh (1), (B — 1)u(t)) + alen(t), (B — u(t)) — An(t, Buen(t)) + Fu(t, Rucn()
lehOoll (B — D)l + My len (D) (B — Du(t).

+ [An(t, Ruen(t))| + [Fr(t, Ruen(?))]

N

mit den durch die Fehlergleichung (3.4) eingefithrten Groflen Ap(t,v) = a(up(t),v) —
ap(up(t),v) und Fy(t,v) = (f(t),v) — (Fp(t),v).

Wegen der Konsistenzfehlerabschitzungen (3.7) und (3.8) aus Lemmal3.1.3 gilt

An(t,0)] + |Fu(t,v)] < (c lun(®)] + ”fg”o)u e

7 bl

fiir jedes veV, dabei ist Cx = Hb”°° + | . Es ergibt sich

1d

5 g ler®IG + llen®Z < lleh@llol|(Rn = Du@)llo + My llen®llell (B = Du(®)]le

31y (o)l + L1 e

indem man ||Rpv|le < M) ||v]|e fiir Funktionen v €V ausnutzt (siehe Lemma|3.3.1).

Nutzt man zudem die H?2-Regularititsbedingung an das adjungierte Problem (3.15) und an
u(t) fur fast alle te(0,7), so liefern die Abschétzungen (3.16)

1d
—llen®Is + llen®2 - < Crb?llen®llollu®llz + M. Crbllen(®)l|<]lu(t)]|2

2dt
Mk (Cxuuh(twg ”fy”(’) len(®l-

Wir schéitzen die drei Terme auf der rechten Seite dieser Ungleichung mit Hilfe der Dreiecks-
ungleichung fiir ||e},(¢)||o und der Youngschen Ungleichung einzeln ab:

1 2
Crh?|len, () llollu()lla < C?ahQHu(t)ll%Zh2(Hu’(t)\loJrlluz(t)llo)

1
< CrR*u@)llz + 5h* (Il @15 + llurn @)115) -
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My Crhllen(®)|lellu(®)ll2 < M) CRRlu(®)l3 + —Heh(t)l\f,

Muﬁ(@mwwm+”§wﬂn (D)
< e (Cntln@lle + LAY ey
1

1/ ()13
< 2uaf (Chltno + L8 Y 4 ey o
Insgesamt erhélt man

1@

d
Gllen @I+ llenIE < n2(aMy BE250 4 ()8 + 205 (1 -+ M7y, ) lu(o]

+WMNM+%%MMAWWM)

und nach Integration iiber (0,¢) und Anwendung von Lemma [3.3.2 fiir A = 0 somit die
behauptete Abschéitzung. a

Bemerkung 3.3.4 Unter weiteren Voraussetzungen kann die folgende a-priori-
Abschitzungen Anwendung finden, um den Term f(f |u(s)||3 ds auf der rechten Seite
von (3.22) durch die Daten ug und f abzuschétzen.

Zumindest falls 9Q € C? oder  das Innere eines konvexen Polygons ist, gilt u(t) € H?(2) und
die Abschétzung

lu®)|I3 < C(I[Lu®)ll + llu®)]2)

fiir fast alle t € (0,T") (vergl. [42] im ersten, [33] im zweiten Fall). Gegebenenfalls folgt mit
Lu = f — v/ sowie den Ungleichungen (1.13) und (1.12)

[ s s < [N+ 1615 + o2 ds
<0fs [ 1R ds + 143 Vunlf
(40, (19 2+ 10+ eli) + 1) [ )12 s
< 0| (34 3Cun (17l + 01 + ) + >/Hf )2 ds
(400 (17l + bl + eli) +1) ol + 144 Vol

mit Ce,) 1= max{%,% . &
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Beziiglich der L?-Norm lifit sich — wie bei der Anwendung verallgemeinerter Galerkin-
Verfahren auf parabolische Probleme zu erwarten — eine Abschétzung herleiten, die zeigt,
dafl der Einflul der Anfangswerte exponentiell in der Zeit abklingt (vergl. Bemerkung [1.1.2]
zur Glattungseigenschaft parabolischer Probleme). Unter geeigneten Regularitétsanforderun-
gen ist diese sogar von der Ordnung O(h?), da fiir das Finite-Volumen-Verfahren ein Kon-
sistenzfehler dieser Giite vorliegt (siehe Abschnitt 3.1). Damit werden die bekannten Feh-
lerabschétzungen im Fall einer Finite-Element-Diskretisierung mit P;-Elementen qualitativ
erreicht.

Satz 3.3.5 Es sei (TR) wvorausgesetzt und uw € HY(0,T;V) Lésung von (1.2)-(1.4) sowie
up, € HY(0,T;Vy,) mit Vi, = Pg(T,) Liosung der zugehdrigen Finite- Volumen-Diskretisierung
(5.1)-(3.3) zum Donald-Diagramm BP 2u T, h < ﬁ Ferner sei Bedingung (1.8) und die
Regularititsforderung aus Lemma 3.3.11 an das adjungierte Problem (3.15) erfillt. Dann gilt
fast dberall in (0,T) die Abschditzung

Cre™m
fate) = unCo) < 4 uo ~ ol + 20 (2C%e M uol + 2 unal

2 t
+ Clu()|? + % / e M=)/ ()2 ds (3.23)
0

1 C,C s
+<g+m)/o et )Hf(S)HgCL?),

falls w' € L*(0,T; H' (), und die Abschitzung

C

_ _ e
a0) — un IR < 4™ — ol + 20 (2R~ lualf + % fuoal

C2 t, .
+ Chlu + 1 [ I (o) ds (3.24)
0

C? CiC, b .
+ <?P+m>/o et )Ilf(S)HﬁdS),

falls sogar u,u’ € L*(0,T; H*()) und die Daten den verschirften Regularititsbedingungen
aus Lemma 3.1.2 geniigen. Dabei ist Cy :=2C%, Cy := 2012{ und Cy :=2Ck.

Beweis. Wesentlich fiir den Beweis ist die Zerlegung e, = u — up = p+ o mit p:= (1 —
Rp)u, 0 := Rpu — uy. Fiir jedes v eV}, gilt dann mit der Fehlergleichung (3.4)

(0'(t),v) +alo(t),v) = ((Rau)'(t),v) + a(Rpu(t), v) = (up,(t),v) — alun(t), v)

(
((Rpu)'(t),v) + (€4 (1), v) + alen(t),v) — (u'(t),v)
(
|

(R = Du)'(t),v) — Ap(t,v) + Fa(t, v)

< NP’ ®llolvllo + [An(E, v)| + [Fu(t, v)]-

Insbesondere folgt, da o(t) € V},, mit der Koerzivitit (3.11) von a und partieller Integration
beziiglich der Zeit (Satz|A.3.4)

—Ale@IE + e @2 < 1o Ollollo®llo + [An(t, o (£)] + [Fn(t, o (t)].
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Im Beweis des Lemmas|3.1.3 wurden die Konsistenzfehlerabschitzungen

la(u,v) — an(u,v)] < ACx[lulldlAS Tl wnd  [f(v—0)| < 'ff”OHA Vol
mit Cx = ”bg“’ + ”V'\b/gn“’ hergeleitet, also ist
f
A3 (t,0)] + |Fi(t,0)] < (c fun(@)lle + Q0N ab gy,
NG
Mit Youngscher Ungleichung folgt deshalb fiir jedes 6 > 0
1d 1F Ol | 42
5 7 IeOI+ o2 < 12 @lollo@llo + (cKuuh<t>||€+ 7z ) 143 9e®lo
1 1 FOINR%
< SO +dllo@IF + ;7 <OKHuh<t>uE+7
+ 142 Va (1)
1 1 f@)3
< IO + ol + 52 (CRlun(ol + 1 O10)

+ 1142 Vo (1)5.
Nach ist
nlle@llo < lVao®)I? = llo ()] - |42 Vo (b)]3
Dies fiihrt zusammen mit der Wahl § = 7 in der vorausgegangenen Ungleichung auf
SHlo I+l 1F < @I + 12 (Cllntoz + LOIE).

Wegen g |[u(t)[I* = " (&lv()I[* +nllo(t)[*) ist damit

2
G otIR) < 1 = R I + e (Chfuncoz + 1),

denn Ry kommutiert mit dem Zeitableitungsoperator. Integration iiber (0,t) liefert

1 t
lo@)lls < e ™ lo(0)ll5 + 5/ e |1 = Ry)d/(5)|[§ ds
0
t h2 t
#Ck [ eI a2 ds+ [ e fo)lfd,
0 0



3.3. A-priori-Fehlerabschétzungen zum semidiskreten Problem 49

Mit der Dreiecksungleichung fiir ||p + ol|o = ||u — up||o ist folglich
lu(t) = un @15 < 2 ([le®ONIF + lo(®)1I7)
211 = Rayu(OIR + ¢ R — ol

t
41 / e )[(1— Ry (8)]2 ds

nJo
t
+R2C2 / 1)l (5)]2 ds

+—/ "I (s) H%ds)

Nach Voraussetzung ist % < 1— Ckh. Es kann daher in Lemma[3.3.2 A = I gewihlt werden,
womit man

fast tiberall in (0,7).

! 2" 2C, !
it 2 ds < 25 lugnll? 701/ ~n(t=9)|[ £(5) (12 d
/06 I fun(s)]I2 ds o oo+ T =500 /. € 1f(s)llo ds

erhalt. Nutzt man zudem

| Rruo — uoplld < 2 ([Juo — uonll§ + || (Rr — Duollg)

und aufgrund der Regularitdatsforderung an das adjungierte Problem (3.15) die Abschétzungen
(3.16) angewendet auf u,u’ € L?(0,T; H'(Q2)), ergibt sich somit (3.23).

Unter den verschérften Bedingungen an die Problemdaten,
be HY>®(Q)4, V-beHY™X(Q), ceHY™(Q), [feL*0,T;HY(Q)),
folgt mit (3.9) und (3.10)

An(t,0)] + | Fi(t,0)] < 12 (éKuAéwh(wno n \[Ilf( >||1> 143 Vo,

mithin ergibt sich analog zum ersten Teil des Beweises

. 1Y s
lo@®If < e ”tHU(O)II%ﬂLE/O e MI||(L = Ryl (s)|[5 ds

B t C 2 rt
+h'Ck /0 eI A2V (s) 6 ds + 1= /0 e £(s)|[7 ds.

Nimmt man zusitzlich die Losung u und deren Ableitung ' in L?(0,T; H?(2)) an, so erhiilt
die Fehlerabschitzung infolge der Abschétzung (3.16) fiir den Ritz-Operator mit & = 1 die
Gestalt (3.24). O

Die Terme e~ ||ug — ug 4|3 und e~ |ug|? zeigen die erwéihnte Glittungseigenschaft in Bezug
auf die Anfangswerte. Man beachte, daf§ der mit der Zeit exponentiell ddmpfende Faktor
e der hier und an weiteren Stellen in den Fehlerabschétzungen (3.23) und (3.24)) auftritt,
unabhéngig von der Kleinheit der Diffusion ¢ ist.
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3.4 A-priori-Fehlerabschitzungen zum volldiskreten Problem

In diesem Abschnitt gelangen wir zu einer vollstindigen Diskretisierung des kontinuierlichen
Problems (I.2), indem wir an dessen Finite-Volumen-Diskretisierung eine Zeitdiskretisierung
durch das #-Schema anschlielen. Das so entstehende Verfahren untersuchen wir auf Stabilitét
und Konvergenz.

Zu diesem Zweck betrachten wir Probleme mit einem Diffusionsterm der einfachen Form

Vv - AVu = eVv - Vu, € > 0, also mit Bilinearform

1 1
a(u,v)—/EVv-Vu—i- -V-b+c uvdw%——/vb-Vu—uthdw.
0 2 2 Ja
Wie zuvor gelte

1
n:i= essg,)infq > 0 mit ¢ := §V “b+ec. (3.25)

Bereits im Abschnitt 1.2 wurde darauf hingewiesen, das die Semidiskretisierung von Evoluti-
onsproblemen (I1.1) in Systeme der Form

Mx'(t) + Ax(t) = F(t)

mit entsprechenden Anfangsbedingungen miindet. Hieran kann ein geeignetes Verfahren zur
Losung von gewohnlichen Differentialgleichungssytemen anschlieen, um in der Zeit zu dis-
kretisieren, etwa ein Runge-Kutta- oder diskontinuierliches Galerkin-Verfahren.

Wir wihlen das #-Schema, da hier durch eine einfache Stabilitdts- und Konvergenzanalyse
der Gesamtdiskretisierungsfehler direkt angegeben werden kann. Im Allgemeinen kann eine
Abschitzung des Gesamtdiskretisierungsfehlers aus dem Fehler zwischen semidiskreter und
volldiskreter Losung sowie den im vorangegangenen Abschnitt bewiesenen Abschitzungen
zum semidiskreten Problem zusammengesetzt werden.

Das 6-Schema, 0 €10, 1], zur Approximation eines Anfangswertproblems

y,(t) = g(t7y(t))7 t€(07T)7
y(0) = o

und mit der Zeitschrittweite At lautet

to = 07 tn+1 =tp + Ata
Yntl = Yn T At(eg(thrlvynJrl) + (1 - G)Q(tn, yn))
Dies ist ein lineares Einschrittverfahren, das bekanntlich fiir § = 0 das explizite Euler-
Verfahren, fir 0 = % das Crank-Nicolson-Verfahren und fiir 8 = 1 das implizite Fuler-

Verfahren darstellt.

Es sei 0 €10,1], N €N sowie t,, := nAt fir n = 0,1,..., N mit Ate (0, %] Dann ergibt das
6-Schema angewendet auf das wvolldiskrete Problem:
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Zun=20,1,..., —1ﬁndeu eV, mit
Alt(uzJrl —up,v) + ah(HUZH +(1=0)up,v) = <9F;Z+1 + (1= 0)F,v) (3.26)
U?L = UO,h '

fiir alle ve Vj, = PE(7;,). Dabei sei (TR) vorausgesetzt, ay, die Bilinearform (3.2) zum Donald-
Diagramm B zu 7;, und (FJ,v) := (Fp(t,),v) gemif (3.3).

Dies entspricht in jedem Zeitschritt n — n + 1 der Loésung des elliptischen Problems
a@(uz+l7 ) = <Gn7v>

fiir alle v € V},, wobei

ag(u,v) = Oap(u,v)+ —(u,v),

At
1
(G"v) = <0F}TLL+1 + (1 —-0)F),v) + A—t(uz,v) — (1 = 0)ap(up,v).

Die Existenz einer eindeutig bestimmten Losung folgt daher mit dem Lax-Milgram-Satz aus
der Koerzivitét fiir hinreichend kleine h sowie der Stetigkeit von aj, (sieche Abschnitt [3.1).

Fiir 0 € [%, 1] ist das Verfahren (3.26), wie sich zeigen wird, unbedingt stabil. Die Stabilitét
und Konvergenz im Fall € [0, ) (insbesondere also fiir ein explizites Euler-Verfahren) sichern
wir durch die Annahmen

(01) (7n)n>o sei eine quasi-uniforme Familie von Triangulierungen, folglich gilt mit einer
Konstante C;r > 0 die inverse Ungleichung

C
v]1 < —]Hv||0 fiir jedes v €V, (3.27)

(02) fir At gelte die Zeitschrittweitenbeschréinkung

h? 1 9
A< —2  _mind —, LU 3.98
3(1—20)c2 " { 3¢ Sg} (3:28)
mit Sy = [[blloc + A (”qHOO V- b—i—c||oo>

Wir zeigen zuniichst die Stabilitét des Verfahrens. Abkiirzend schreiben wir v := gon+1 4
(1—6)"

Satz 3.4.1 Es gelte (TR) mit h < hg := m. Zudem sei 0 € [0, 1], und im Fall

0 < % seien (A1) und (62) vorausgesetzt. Dann gilt fiir eine Losung (uf)nen, ull € Vi, von

(3.26)
luplld < lluoullg + C (1 + h§)— ZIIHfJ“ ~0)f3,  n=1,...,N,
JjEN

mit einer Konstante C' > 0, die weder von h, von At noch von den Daten des Problems (3.26)
abhdngt.
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Beweis. Die Wahl v = u?fe in (3.26); ergibt

1, 5+ L, 1 i1 19 j+0 i+0 40
gl = gl + (0 5 ) Ik = B+ e (ol ") = A, )
j j+60 j j+60 ~j+0
= A (P70 = (7, - 3] )) (3.29)

fiir jedes m € N mit Ay = a — aj, auf Vi, xVj,. Mit der Poincaré-Friedrich-Ungleichung (A.2.6),
dem Lemma|2.2.1 und Youngscher Ungleichung folgt

. g 0 CPF i 0,2
(P00 ™) < VCrrll 7 lofup ™l < 2= 170 + glhay,”

Sl

sowie

2
i+ j+0  ~j+0 0 0 h . ive €, j+6
(S0 uy u, )‘ < Bl olug |1 <2?Hfj+ HgJFgWL 3.

Andererseits ist wegen (3.25) und

+0  j+0 0 j+0 1 0,2
i) = ) = (2 (bl 3190 ) ) ) 10
1 0
+ (= w3V ellc ) 113

40,2 j+-0
> o (el R + il 1R

fiir h < hg. Mit diesen Abschétzungen auf der linken und rechten Seite von (3.29) gelangt
man zu

+1 i1 g +0 2 i+ Crr+h* i
e = 3+ (20— 1) e, = B+t (S P+l ) < 428 =73,
(3.30)

Wir unterscheiden nun nach Werten fiir §. Im Fall § € [% 1] ist die linke Seite der vorstehenden

Ungleichung grofer als [[u], " [|2 — [« ||3. Tm Fall § € [0, 1) schiitzen wir |lu},"' —u]||2 ab. Nach

(3.26)1 gilt ndmlich

1 1 0 ; 0 ; .
W = ) + 0l 0) < (7 0) + [ And o) 4+ (7,0 - 9)

fiir alle v € V},. Eine Betrachtung der einzelnen Summanden von a und (3.27) liefern

j+6 j+6 j+6
—a(uy, ”,v) < €IUJ [1[vly + llgllsolluz, ™ llollvllo

+6
5 lblloe (1 hllvllo + [ olols )

Cr 0 1 0
< (5 (Nl + SO0l ) 1l ) el
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Mit (3.5) und Lemma [2.2.1|sowie wiederum (3.27) ist

‘A J+97v)‘+‘(fj+97,u_@)

+6 +6 j+6
Cr (IBlloc 111 + 119 -0+ ellooll,llo + 115710 vllo-

Wahlt man nun v = ufl - u{b, so gelangt man schliellich zu

. C? % ||
1 02 I ’
™ = w1 < 3(A8)> 5 [36%” 1+ (lblloo + 2 (lallocCT" + 1V + b+ €lloo)) [l IS

+Mu+0HPWﬂ%ﬂ,

wobei nach Voraussetzung h < ausgenutzt wurde. Da in diesem Fall die Zeitschrittwei-

£
2[[Bl[oo
tenbeschriankung (62) vorausgesetzt wurde, gilt zusammenfassend in beiden Féllen

. At
TEZ — (]2 < —(C1+ W)l

I
fiir jedes j € N mit C7 := 4Cpp und Cy := 4 bzw. Cy:= 4+ (1 + 0;1)2. Die Behauptung
folgt somit nach Summation iiber j =0,...,n — 1 und mit C' = max{C1, Cs}. O

Wie dem vorausgegangenen Beweis zu entnehmen ist, geht der Faktor 1+ h2 in der Stabili-
tatsabschétzung von Satz|3.4.1 auf die Verwendung der Konsistenzfehlerabschétzung fiir den
Term (f,v — 0) zuriick.

Bemerkung 3.4.2 Im Fall 6 > % kann man eine verschérfte Stabilitédtsabschitzung gewin-
nen, bei der die Terme mit Anfangsbedingung ug und Quellfunktion f mit einem déampfenden
Faktor gewichtet sind und die insofern als diskrete Entsprechung der Abschétzung (3.17) an-
gesehen werden kann.

Es gilt ndmlich
1+ (1-6)(20 —1)A

Cy = <1
o 1+6(20 — 1)
und
cp 1 j 02 , My j+0
a3+ +9;9 o (20— Dl =l + ¢ (Frad R + 1 *I7)
JEN
Cy AL .
2 0 4612
0+ — = 117l
= 2A(14+6(20 — 1)N)
sofern 0 < 2, wobei A 1= m. Fiir das Crank-Nicolson-Verfahren, d. h. fiir § = %, ist
0
jedoch Cy = 1 und damit die Dampfung aufgehoben. &

Im Rest des Abschnitts leiten wir eine Konvergenzaussage fiir das betrachtete Verfahren ab.
Es sei t€(0,T) und At = At(N) = £ zu jedem N €N, also ¢ = ¢y. Der néichste Satz zeigt
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dann die Konvergenz

N—
w275 ()

beziiglich der L%(2)-Norm, wobei u Losung von (3.26) fiir n = N — 1 und u Losung des
kontinuierlichen Problems (1.2) — (1.4) ist.

Satz 3.4.3 Es seien die Voraussetzungen von Satz|3.4.1 und die Regularititsforderung aus
Lemmal3.3.1 an das adjungierte Problem (3.15) erfillt. Ferner sei u eine Ldsung von (1.2)
~ (1.4) und (u})nen, up € Vi, eine Liosung von (3.26). Dann gilt fir jedes n € N die
Abschdtzung

l|u(tn )—UhHo < h2C |u0|%+|u |1+_Z||f3+0”2
e (3.31)

T
+CO=(1+hj) <h2 sup [u/(t)|7 + (At)* sup Hu”(ﬂH%) :
€ [0,7) [0,7]

falls w' € L>(0, T; HY()), u” € L*°(0,T; L*(RY)), und die Abschdtzung
. At .
[u(tn) = uplls < WO (Juol3 + u(tn)[3) + ?hzcz [Wihadl

JjEN

T
+C=(1+hj) (h”‘ sup [u/(£)[5 + (At)? sup Hu”(t)H%) :
€ [0,7) [0,7]

(3.32)

falls dariiber hinaus sogar u, v’ € L>(0,T; H*(Q2)). Dabei ist C > 0 eine Konstante, die weder
von h, von At noch von den Daten des Problems (3.26) abhdngt.

Beweis. Da die Losung u€ H*(0,T,V) von (1.2) in C(0,T;V) liegt, ist die Bezeichnung
uw = u(t;) sinnvoll. Wiederum zerlegen wir die Differenz der Losungen, hier in u? —uj = o+
o’ mit p? := (1 — Rp)w/, 07 := Ry — uj , um zunéchst eine Abschétzung fiir o7 herzuleiten.

Fiir jedes v € V gilt nach Definition von Ry, sowie mit (3.26); und (1.2);

é(aﬁl —odv) +a(c? v) = At(Rhuﬁl Ryl ,v) + a(@Rpuw? T + (1 — 0)Rpu? ,v)
Alt(ui+1 — u{t,v) — a(uf@, v) + Ap( J+'9,v)
= Alt(Rhu]Jrl Ry, v) + a(uw? 0 v) — (F719 v)
+4 (" 0) + (70— 0)
= (!, v) + A", 0) + (10,0 = 0), (3.33)

wobei Ay, := a — ap, auf V), xV;, und

(BT Ryad) — 0 — (1 - )Y

1 ) , Wt
_ _ Jj+1 _ _ J -7
AL ((Rh Du (Rp — D ) + Al

w! =

— (Y — (1 - 0) ().
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Mit der Wahl v = 0777 folgt dann wie im vorausgegangenen Beweis zur Stabilitéit
o = 1171 + (20 = 1)o7 = o7 |3 + At (elo? Ly + nllo? )
< 28t (W, 07*) + B 7 oloT*11)  (3.34)
aufgrund der Voraussetzung an h. Durch Taylor-Darstellungen (siehe (A.1)) der Summanden

von w’ und wegen der Eigenschaften des Ritz-Operators Ry, (siche Lemma [3.3.1) erhiilt man
fiir jedes veV},

. ) ti+1
(R, — D/t — (R, — D!, v) = (/ (R, — U (t) dt,v)
tj
ti+1 ,
< [T 1= DOl drlly
< A sup [|(Ry— D Ollollo (3.35)
[ty t5+1

sowie

, , , ti+1
<u3+1 W — At(u’)3+e,v> — (/ (0t + (1 — 0)tj1 — t)u" () dt, v)
t

J

tir1 ,

< Al / " @)lo dtlfollo
17

< (A2 sup [Ju ()] lo]lv]]o- (3.36)
tjti+1

Zieht man (3.35) und (3.36) die Poincaré-Friedrich-Ungleichung (A.2.6) sowie die Youngsche
Ungleichung fiir € heran, so gilt infolgedessen

28 ((w?, 07*) + B 7+ oo )1 )

2
At ;
< [hllf’+9|\o+CPF( sup [[(F = ' (B)lo + At sup Hu”(t)llo)]

[ty tj+1] [t5.tj+1]

At | o
+7€|0’J+ |1.

Zusammen mit (3.34) und der Abkiirzung Sj:=  supy, ., [[(Br — Du'()[jo +
Atsupy, .1 [[u”(t)lo ergibt sich daher

' , . , €, j
o713 = 0?13 + (20 = Dllo? = 07|13 + At (5107 L1 + llo?**]lo)
At : 2
<= [BllF o + Cprs;]
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Fiir den Fall 6 € [0, 3) schitzen wir |01 —o7||2 ab. Analog zum Beweis zur Stabilitéit gewinnt
man aus (3.33) sowie unter Beriicksichtigung von (3.35) und (3.36)

h2
h 2
J+0 .
(11l + -55) |

mit der Wahl v = ¢7*! — ¢J. Da laut Zeitschrittweitenbeschrinkung (2) At < W%
I

A . C : - 2167
o+ —ol|f < 3(A)? I{352\&”1%<\|b|\oo+h<uquoocf+|\v-b+cum>) lo”*113

gilt, folgt somit

. . At . 2 At : h 2
o115 071 < 45 [Bll 7+ + Conss]” + S [nl 57+ + -5,

Durch Summation iiber 7 = 0,...,n — 1 erhidhlt man wegen At < % zusammenfassend fiir

beide Falle

At o
lo™ < ||00|]3+C?h22|]f3+ [

JEN
At 9 " 2
+C=(1+12) [ D sup [[(Ry — D' @5+ D (A1 sup [[u"(8)]]3
€ icn [tysti+1] [t5ti+1]
jen "o JEN VRMY}
0112 At 46112
< lotllo+C—h SIS
JEN

T
+C=(1+h?) (sup (R, — 1)v/(t)|[5 + (At)? sup Hu”(ﬂl%)
€ 0,7 (0,7

mit einer Konstante, die weder von h, von At noch von den Daten des Problems (3.26)
abhingt. Anwendung der Dreieckungleichung auf u"™ —uj = p" + o™ fithrt auf die Ungleichung

l[u(tn) = uplls < C [ (Rr = Duollg + [|(Rh — Dultn)|I§ + —hQZ I1£3+0) 12
JjEN

+ Cg(l +h?) (Sup 1B = D' (D11 + (At)? sup HU”(t)||<2)> :

[0,T [0,T7

Der Beweis wird komplettiert durch Abschétzung der Terme, die Ry — 1 enthalten, mit Hilfe
von Lemma [3.3.1 unter Beriicksichtigung der Regularitédtsforderungen an das adjungierte
Problem (3.15) sowie an u, v’ und u”. O

Bemerkung 3.4.4 (i) Fiir das Crank-Nicolson-Verfahren, d. h. fiir § = 1, 148t sich eine Ab-
schiitzung der Gestalt (3.31) bzw. (3.32) beweisen, die statt des Terms (At)? Sup[o, 7] |lu" (t)]13
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den Term (At)* supjo,7) |[u"” (t)||3 aufweist bei entsprechender Regularitiit von u. Dies bedeu-
tet die Konvergenzordnung O((At)?) beziiglich der zeitlichen Diskretisierung.

(ii) Analog zu Bemerkung |3.4.2 gelangt man fiir 0 > % zu einer verbesserten, mit einem
ddampfenden Faktor gewichteten Konvergenzabschétzung. &
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Kapitel 4

Stabilisierte
Finite- Volumen-Verfahren

Bei der bisher vorgestellten Finite-Volumen-Diskretisierung, einer ,,unstabilisierten“ Methode,
treten fiir ¢ — 0 die im Abschnitt 1.1 im Zusammenhang mit singuldr gestorten Problemen
geschilderten Unzuldnglichkeiten auf. Dies ergibt sich schon aus dem Umstand, daf} sich die-
se Diskretisierung als verallgemeinertes Galerkin-Verfahren interpretieren 1a8t. Wir werden
deshalb in diesem Kapitel ein stabilisiertes Finite-Volumen-Verfahren beschreiben und unter-
suchen.

Nach der Konstruktion eines Upwind-Finite-Volumen-Verfahrens zu Beginn zeigen wir des-
sen Stabilitdt und zwar unabhéngig von der Stérke der Diffusion. Anschlieend untersuchen
wir den Konsistenzfehlers des Verfahrens und leiten daraus a-priori-Fehlerabschétzungen ab.
Dabei greifen wir auf Ergebnissen zuriick, die in Kapitel 3] erzielt wurden.

Der Einfachheit halber beschrinken wir uns in diesem Kapitel auf Probleme mit Q C R?,
simtliche Ergebnisse sind jedoch problemlos auf Fille im R? {ibertragbar. Als duale Volumina
der Diskretisierung werden die des Donald-Diagramms dienen.

4.1 Upwind-Modifikation

Zunéchst erinnern wir an die betrachtete Klasse von zeitabhéngigen Konvektions-Diffusions-
Reaktions-Problemen:

Finde u€ H*(0,T;V), V = HZ(9), mit

%(u(t),v) +a(u(t),v) = (f(t),v) fiir fast alle t€(0,7) und alle veV (4.1)
u(0) = wupeL?(Q), '
wobei die Bilinearform die Gestalt
a(u,v) = / Vv - (AVu — ub) + cuv dx (4.2)
Q

99
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hat und die Daten den Bedingungen

Qij, bj, c, V-be LOO(Q) und Qijj = Qjj; fir jedes ’i,jed, fEL2(QT) (43)
sowie
1 A
ni= essinfq > 0mit 1= SV bte, oi= essg%nf{y|y’2y | yeRN\{0}} > 0 (4.4)

geniigen.

Prinzipiell orientieren wir uns bei der Konstruktion eines upwind-stabilisierten Finite-
Volumen-Verfahrens und dessen Analyse am Vorgehen in [4] sowie in [41], Kapitel 6. Dazu
sei (7p)p>0 eine Familie von Triangulierungen auf 2 gem#f (TR) (sieche Abschnitt 2.1). So-
fern aus dem Kontext die Zugehorigkeit zu einer Triangulierung 7;, ersichtlich ist, bezeichnet
{ai,...,an,} die Knoten und B}? = {Bjy,..., By, } das Donald-Diagramm zu 7;. Wie im
Abschnitt [2.1 vereinbart, besteht {a1,...,an, ,} dann aus den inneren Knoten.

Die Bilinearform der daraus resultierenden Finite-Volumen-Diskretisierung (vergl. (2.4)-
(2.6)) besitzt die Darstellung

ah(uav) = dh(uﬂj) + Ch(uvv) + Th(uv U)> u,’UEPl('Th),

mit

dp(u,v) = — Z v(ai)/ AVu - ds,

ey 0B;\0
cp(u,v) = Z v(ai)/ bu - ds,
N, 0B
rp(u,v) = Z v(ai)/ cu dx.
i€ENp B

Zu i€ N, bezeichne I; die Menge der Indizes aller benachbarten Knoten

Sind a;, a; zwei benachbarte Knoten der Triangulierung 73, so sei I';; der gemeinsame Rand
der zugehorigen dualen Volumina, und fiir jeden Randknoten a; €I sei I'; der Randabschnitt
des zugehorigen dualen Volumens auf 052, also

Fz’j = B;N Bj, I'; .= B; N oSL.

Im Fall einer stetigen Funktion w verwenden wir aulerdem die abkiirzende Schreibweise w;
anstatt des Wertes w(a;) am Knoten a;.

Fiir den Konvektionsterm cp,(u, v) gilt mit den soeben eingefiihrten Bezeichnungen offensicht-
lich

cp(u,v) = ZUZ/ bu-ds = ZUZZ/ bu - ds + Z vi/ bu - ds.
OB, I I

€Ny €Ny jEI; i>Np 0

Zur upwind-Modifikation ersetzen wir v auf jedem Randstiick I';; durch eine Konvexkombina-
tion der Knotenwerte u; und ;. Die Koeffizienten werden dabei durch eine upwind-Funktion
bestimmt, d. h. durch eine Abbildung A : R — [0, 1], die die Eigenschaften
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(A1) AM(z)=1— A—x) fiir alle z > 0,
(A2) A(z) = 3 fiir alle x > 0

tragt. Beispiele, die in der Literatur Anwendung finden, und deren Bezeichnungen sind etwa

(siehe [41] und [59] sowie die dort zitierte Literatur)

1
AMzx) = Af(x) = E(Sign(x) +1) volles Upwinding
1
AMx) = As(x) = B <1 fw + 1> Samarskij Upwinding
1-1(1—--2-), fal 0,
@) = Ae(x) = ‘ ( ¢ 71) alls @ # exponentielles Upwinding
1, falls z = 0

Abbildung 4.1 zeigt die drei genannten Funktionen. Die Wahl der upwind-Funktion bietet
Kontrolle iiber die numerische Viskositét, die durch die Stédrke des Upwindings, also des
dominierenden Einflufy’ der Werte in stromaufwiirts liegen Punkten gegeniiber stromabwérts

liegenden, bestimmt wird.

Abbildung 4.1: Die upwind-Funktionen Ay, As und Ac

Daneben sei 3;; €R zu jedem Indexpaar (i, j) € N x Nj, mit B; N Bj # () eine Approximation
von [ b-ds derart, daB
ij

> (/ b-ds— @j) < Ch|Bi|,  i€Ny, (4.5)
jer; \'Ti
Bij + Bji =0 (4.6)
mit einer von h (und b) unabhéngigen Konstante C' > 0 erfiillt ist.
Wir ersetzen nun u|F__ durch Ajju; + (1 — Ajj)u; mit
ij

sowie u|., durch u; und gelangen insgesamt so zu
K2




62 4. Stabilisierte Finite-Volumen-Verfahren

e (u,v) == Z Uiz (uidij + (1 = Xij)uj) Bij + Z vzuz/ b-ds

i€EN}p, JjEel; Z>Nh 0
als upwind-Modifikation von cp,(u,v).

Man beachte, wegen der Bedingungen (A1) und (A2) folgt A(z) < 3 fiir alle < 0, beriick-
sichtigt man zudem (4.6), so folgt Aj; = 1 — A;;. Anhand dieser Eigenschaften von A bzw. \;;
und mit (4.6) zeigt man die folgende Abschétzung fiir ¢, (v, v), die wesentlich die Stabilitéit
des Verfahrens begriinden wird.

Lemma 4.1.1 Fiir jede Funktion v € PY(Ty,) gilt

Z Zv2@]+ Z ’Uzu,/ b-ds. (4.8)

1€Nh JjEel; i>Np 0

Beweis. Vergl. Beweis zu Lemma 6.12 in [41] und nutze (\jj — 1)8;; > O

Den Reaktionsterm 7, (u,v) &ndern wir ab zu

v) = Z ViUi Vi,

€Ny

d. h. die Ansatzfunktion u wird ebenfalls auf P°(7},) projeziert (mass lumping), wodurch
der Anteil der Reaktion an der Steifigkeitsmatrix ausschliefllich Diagonaleintrége liefert. Au-
Berdem wird jedes der Integrale |, g, ¢ dr durch ~; € R approximiert und zwar von der Giite

/ cdr —;
B;

mit einer von h (und ¢) unabhéngigen Konstante C' > 0.

< Ch|Bi|, i€N,. (4.9)

Auf diese Weise gelangt man schliefilich zu einem wupwind-stabilisierten Finite- Volumen-
Verfahren zum Problem (4.1)—(4.4) beziiglich der Triangulierung 7; und deren Donald-
Diagramms B}? :

Finde uj, € HY(0,T;V},), Vi, = P3(T3), so daf

{ j(uh( ), v) + ah Plup(t),v) = (Fp(t),v) fiir fast alle t€(0,7) und alle Uth(Zl.lO)

uh(O) = UOJZGV}L
mit der Bilinearform
a,’ (u,v) := dp(u,v) + ;" (u,v) + 7,7 (u,v) (4.11)
und der Linearform geméf (2.6)

v>:/Qf(t)17dw—ZEN (as / £ (4.12)
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Wir geben noch eine geeignete Realisierung der approximierenden Gréflen 3;; und v; an. Zu
diesem Zweck fithren wir einige weitere Bezeichnungen ein. Es sei ar,; der Mittelpunkt der
Kante zwischen zwei Knoten a;, a;j. Fiir jedes Element T € 7j, mit a;,a; € T' sei auflerdem
Fij (T) = Fij NT und

Bij(T) = conv({a;,ar,;,(T)}),

also das Dreieck mit den Eckpunkten a;, ar,, und o(7T'). Nach Konstruktion des Donald-
Diagramms ist ar,; € I';; und I';;(T") eine Kante von B;;(T).

Abbildung 4.2: Zur Definition von ar,,, I';;(T) und By;(T)

Ist c€ HY°(Q) und be H?>(1), so sind nach Satz A.2.2 ¢ und b stetig, und es kann ersetzt
werden

J

und

/cdm ~ %:/ Lycdx = ¢;| By
B; B;

(3

b-ds ~» ﬂij:/ b(ar,;) - ds

ij Dij

Offensichtlich ist dann 3;; = —f;;, und nach Lemma 3 in [4] gilt fiir T'€ 7}, mit a;,a; €T

/ b . dS — ﬂij
Ly (1)

mit einer von h und b unabhéngigen Konstante C' > 0. Dabei bezeichnet h By, (1) den Durch-
messer von B;;(T).

< O, oy 1bl2,00 (4.13)

Wegen der Regularitét der Triangulierungen gilt eine Minimalwinkelbedingung (siehe etwa
Abschnitt 3.4.1 in [41], beachte Q C R?). Eine solche gilt dann auch fiir die Teilwinkel, die
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beim Donald-Diagramm auftreten, also die Innenwinkel eines beliebigen B;; (T). Es sei Ysup
Supremum dieser Innenwinkel gleichmé&fig in h. Dann gilt

T3 (T)|hp,; (1) < 4cot Ysup| Bij (T)], (4.14)

also ist die Bedingung (4.5) erfiillt.

Ferner gilt nach Lemma 14 in [6]
||C - LhCHoo < Ch|c|1,oo (415)

mit einer von h und ¢ unabhingigen Konstante C' > 0. Somit folgt

/ c— Lycdx
B;

fiir jedes ¢ € Nj,, wodurch die Bedingung (4.9) befriedigt wird.

< e — Lthoo/ dx < Chlcli 00| Bil (4.16)

7

4.2 Stabilitat

Im Abschnitt[3.2lwurde die V},-Koerzivitit, Vi, = Pi(73,), von aj, nachgewiesen (beziiglich der
Norm || - ||c) fiir hinreichend kleine h > 0. Die Beschrankung fiir ~ hing jedoch ungiinstig von
¢ ab. Im Gegensatz dazu kann hier die Vj-Koerzivitét der Bilinearform a;” unterhalb eines
hp unabéngig von € nachgewiesen werden.

Weiterhin sei (7p)p~0 eine Familie von Triangulierungen auf € gemifi (TR) und B}? =
{Bi,..., By, } das Donald-Diagramm zu 7},. Zudem finden die im letzten Abschnitt eingefiihr-
ten Bezeichnungen Verwendung. Wir zitieren zunéchst das folgende Lemma, um anschliefend
die Koerzivitétsaussage zeigen kénnen.

Lemma 4.2.1 Es gibt eine von h unabhdngige Konstante Cy > 0, so daf

Z v} |Bi| = Col|v||3
iEN),

fiir jedes ve€ PY(Ty,) gilt.

Beweis. Vergl. Bemerkung 6.16 in [41]. O

Satz 4.2.2 Es seien die Bedingungen (4.3) sowie (4.4) vorausgesetzt. Fir (3;; und ~y; gelte
(4.5)-(4.6) bzw. (4.9). Ferner seien die Koeffizienten \;j laut (4.7) gewdhlt mit einer Funktion
A€ [0,1]R, die den Bedingungen (A1) und (\2) gendigt. Dann existiert eine von € unabhdngige
Konstante ho > 0, so daf$ fir alle he (0, ho] gilt

ayP (v,v) = agyp||v||? fiir jedes veVy, (4.17)

mit der Koerzivitdtskonstante cu,y, := min{l, m(}b}, die weder von h noch von € abhdngt.
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Beweis. Es sei v€V}. Dann ist (siehe Lemma/3.1.1)
1 2
dn(v,v) = [|A2 V][5,

und wegen (4.8), (4.4) sowie fBi Vibdr =3, fFij b - ds folgt

1
P w0) + 1) > 3 SO 0B+ Y vy

iENhyo Jjel; ’L'GNh’O

1 1
— 2 .
= Z v1;</B.§V-b+cda:—§Z</F”b~ds—ﬁw>
i€Nn,0 L jer; ij
—/ cdxr + v;
B;

S o7 1B - Z(

iENhyo Jjel;

WV

/b-ds—ﬂij —’/ cdx —;
Ty B;

]

Mit Hilfe von und (4.9) folgert man daraus
e (v,0) + 1y (v,0) > ) of|Bil (n— Ch)

’L'eNh’o

1
Z 3 > vilBil
iEN]L()

fiir h < hg = 5. Zieht man Lemmal4.2.1 heran, so ergibt sich daher mit dieser Beschrankung
an h

1 1 1 n
o2 (v.) > 4BVl + GnCollol} > 14E Vol + i Collvavl,
o

wobei wieder ¢ = %V - b+ c. Dies liefert mit o, := min{1l Co} die Behauptung. O

n
 2llgl[oo

Der Beweis kommt ohne Konsistenzfehlerabschatzung fiir ap — azp aus, die Gegenstand des
néchsten Abschnitts sein wird.

Bemerkung 4.2.3 Die zusitzliche Einschriankung an h durch ein hg geht auf die ,,Quadra-

turen® ;; und +y; zuriick und nicht auf die eigentliche upwind-Modifikation. Trivialerweise

erhélt man némlich mit der Wahl 3;; = ﬁ frij b-dsund v; = ITIH f B, C dx exakt die In-

tegrale [ b-ds bzw. [5 ¢dx zuriick. In diesem Fall gilt die Aussage von Satz[4.2.2 ohne
ij 7

Beschrénkung an A nach oben. &

Vollig analog zum Beweis von (3.17) in Lemma|3.3.2 zeigt man jetzt die folgende exponentiell
gewichtete a-priori-Abschétzung.
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Lemma 4.2.4 Es seien die Voraussetzungen von Lemmal2.2.2 und Satz|4.2.2 erfillt. Dann
geniigt eine Lésung up, € H*(0,T;V},) des Problems (4.10) — (4.12) fiir fast alle t€(0,T) und
alle A€ [0, nawyy) der Abschitzung

A e . Ci [ e
Jun ()14 @up=2) [ 0 (o) Bds < e P o+ L [P0 p(o) s
n 0 naup 0
(4.18)

mit Cq:= (d+1)(d +2).

Man beachte, dafl im Gegensatz zu Lemma[3.3.2 hier keine Beschrankung an h in Abhéngig-
keit von e benotigt wird.

4.3 Konsistenzfehlerabschitzung

Fiir das vorgestellte upwind-stabilisierte Finite-Volumen-Verfahren leiten wir nun eine Ab-
schitzung des Konsistenzfehlers her. Nach den Ergebnissen aus dem Abschnitt wird dazu
nur noch der Fehler, der durch die Stabilisierung entsteht, zu betrachten sein.

Das folgende Lemma liefert Abschétzungen fiir die Differenz der Konvektionsterme ¢y, (u, v)
und ¢;”(u, v) sowie der Reaktionsterme rp(u, v) und r,” (u, v). Sowohl in der Bilinearform des
Finite-Volumen-Verfahrens als auch in der des stabilisierten Verfahrens tritt die Testfunktion
ve PY(T;,) als Transformierte ¥ auf. Bei der Abschitzung der Differenzen wird daher die
Abschiitzung zwischen ||0]|p und [|v||o durch Lemma [2.2.2 niitzlich sein.

Lemma 4.3.1 Es sei Q C R? ein polyedrisches Lipschitz-Gebiet und Ty, eine zuldssige durch
affine Transformation von einem Referenzelement erzeugte Triangulierungen darauf sowie
B,’? das Donald-Diagramm zu Ty,. Fiir je zwei Funktionen u,ve PY(T},) gilt dann

|en(u, v) = & (u, )| < Ch([|ullol[vllo + [[bll1,0lul (J0]1 + Ilvllo))
falls be (HY>(2))? und
|7, v) = 13 (u,0) | < Ch([lelloolult + [el1.00]ullo) [[v]lo,

falls c € HY*°(Q), jeweils mit einer Konstante C > 0, die weder von h noch von b oder c
abdngt.

Beweis. Um auf die Fehlerabschétzungen aus [4] und [6] zuriickgreifen zu kénnen, zerlegen

wir ¢, zunéchst wie folgt.

ch(u, v) = Z viZ(l — Xij)(uj — u;)Bij + Z szuzﬁZ] + Z vz/ bu - ds

€Ny jEI- €Ny JEL; i>Np 0

_S(O)Jr ZUZZ u;)Bij + Zvlzmﬁ”+ Z vl/ bu-ds (4.19)

zGNh JjEI; €N, jel; i>Np o
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mit

SO =3 "y Z(% = Aij)(u = wi) Bij-

€N, jel;
Fiir die zweite Doppelsumme der rechten Seite von (4.19) ergibt sich dariiber hinaus

% > vy (uj —wi)By

i€Ny  JEI; €Ny JEI; Tij

I
“Q
-
|
]
s
N
£
£
s\
(wyl
&

+ > UZ-Z/FU(u—ui)b-ds

ie& j€el;
mit

0= LS 0 Sy —w) (8= [ beds).
51__2212(] 0(% /wad>

€Ny jEI i

Setzt man zudem

so erhdlt man wegen
Z/ (u—ui)b-dS:/ V-(ub)dw—/ bu-ds—uiZ/ b-ds
jel; 7 Vi B T jel; "l
insgesamt fiir ¢;” daher die Darstellung

o (u,v) = /Q@V - (ub) dx + Z U; Z

ie& JjEel;

(ﬁij—/ b-ds) +50 4+ 5 4 52
l_‘..

J

Fiir den Fehler beim Ubergang von cp,(u, v) zu ¢, (u, v) bedeutet dies

len(u,v) = P (u, )| < Juil[oil [ (ﬁij—/‘.b-d(S) +) 1sW.

€Ny jel; i kes3

Unter Ausnutzung von (4.5) und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgert man zum
einen

D lwillwil | <5ij —/F__b'd5> < Ch Y Juillvil|Bil

i€N), jEL; ij =

=
S

< Ch| Y Byl > vi|Bil

€Ny, i€Np
= Chllaflo]|o]]o-
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Zum anderen entnimmt man dem Beweis von Lemma 24 in [6] (siehe auch Beweis zu Lemma
7 in [4] im Fall eines Voronoi-Diagramms) zur Abschitzung der Summanden S, ke 3,

SO < Ch|b||1e0]ulifv]1,
SO < CRIV - bl|so|ul1]|9]]o,
ISP < Ch|bleoluli|vh

fiir je zwei Funktionen u, v € P'(7},), jeweils mit einer Konstante C' > 0, die weder von h
noch von b abhéngt. Zusammenfassend gilt also

|en(u, v) = i (u,v)| < Ch(l[allol|ollo + [[bll1,00lul1|vh + [V - blloo|ult|9]l0) - (4.20)

Als néichstes gehen wir auf die Differenz 7 (u, v) — 7" (u, v) ein. Es ist

/ cud dxr — Z c;Ui0; de = /
Q

é(u — )0 de + / (¢ — ¢)ud dx.
JEN @

Q

Mit Lemma 2.2.1 und (4.15)) folgt daher

| (u,v) = 7P (u,0)| < flelloollu = llo[|9llo + lle = éllool[ullol9]lo
< (Blleflooluly + Chlefioollullo) [19]]o-

Nach Lemma 2.2.2 ist
|19]lo < V12[v]lo

fiir Funktionen v € P'(7,). Damit liefern (4.20) und (4.21) die Behauptung. O

Mit Hilfe dieser Abschéitzungen lafit sich fiir das upwind-stabilisierte Finite-Volumen-
Verfahren ein Konsistenzfehler nachweisen, der im wesentlichen dem im Abschnitt 3.1 herge-
leiteten der Ordnung O(h) entspricht. Im einzelnen ergibt sich, wiederum mit der abkiirzenden
Schreibweise C. ;, := max{1, %}, sofort

U 1 1 1 1
en(u,v) — P, v)| < Chmax{L, [b]100) (;HAQWHOHAQW\WEumuommo)
1 1
b||loe ——=1|A2
19 bl 4 Tl ol

< Chmax{1,||b

1
. (c n ﬁ) llellole

und

L
NG

L
Vi

‘Th(ua U) - T,Zp(u’ ’U)‘

N

1 1
Chllellsoo (ﬁumwuo n Ivaoll
CEJ7

Vi

wau\o)

N

Chllef1,00

[[ullellvavllo-
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Fiir die Differenz zwischen ap(u, v) und a;”(u,v) bedeutet dies

|an(u,v) = ay” (u,v)] < CRCYE [Julle |||l (4.21)

NG T und einer Konstante C' > 0, die weder

von h noch von den Daten des Problems (4.1)-(4.4) abhéngt. Zieht man die Resultate aus
dem Abschnitt|2.3/heran, so ergibt sich schliefilich eine Schranke fiir den Konsistenzfehler des
stabilisierten Verfahrens (4.10)—(4.11):

mit Cjf = max{L, |[bll100} (o + o) + el o0 2

Lemma 4.3.2 Es seien a und a,” die Bilinearformen laut (4.2) bzw. (4.11), wobei b €
(HY>°(Q))? und c€ HY*°(Q) vorausgesetzt sei. Dann gilt fiir je zwei Funktionen u, v P(Ty,)

la(u, v) = a3 (u,0)] < W(Ck + CFO)ulle|lv]le (4.22)

mit einer Konstante C > 0, die weder von h noch von den Daten des Problems (4.1)-(4.4)
abhdngt.

Beweis. Wegen
|a(u,v) — @, (u,v)| < la(u, v) — an(u, v)| + |an(u,v) — @, (u, v)]
ergibt sich die Behauptung unmittelbar aus (3.7) und (4.21). a

Als Folgerung ergibt sich wie im Abschnitt 3.2 die Stetigkeit der Bilinearform a}:p beziiglich
der Norm || - || unter Ausnutzung der Stetigkeit der Bilinearform a geméf (3.13):

la” (u, )| < la(u, v)| + |a(u, v) = a3”(u, 0)| < (M. + ~(Ck + CFC)) |lull<lv]le

: _ (16l oo
mit MH'HE =1+ 2 /e

4.4 A-priori-Fehlerabschitzung

Abschlieflend iibertragen wir die a-priori-Fehlerabschétzung aus Satz 3.3.3 auf das Upwind-
Finite-Volumen-Verfahren. Die Beschriankung an h in Abhéngigkeit von ¢, die dort nétig war,
kann dabei fallen gelassen werden.

Satz 4.4.1 Es sei (TR) wvorausgesetzt und uw € HY(0,T;V) Lésung von (4.1)-(4.4) sowie
up € HY(0,T; P}(7)) Losung der zugehdrigen Finite- Volumen-Diskretisierung (4.10) — (4.12)
zum Donald-Diagramm BP 2u Ty,. Bedingung (4.3) sei verschirft durch b € (H“*°(Q))?,
c€ HY>®(Q). Ferner seien die Voraussetzungen aus Satz 4.2.2 und die Regularititsforderung
aus Lemma!3.3.1 an das adjungierte Problem (3.15) erfillt. Dann gilt fast iberall in (0,T)
die Abschdtzung

t h2 u
llen(®)I[3 +/0 llen(s)|[2 ds < [len(0)II5 + o (Cx+ CRC)Crluonllg

up
1 Crx +CYPoNC t

+<—+( RTK ) d) hQCl/ I1£(5)|I2 ds (4.23)
€ naup 0

t t
+h202/0 IIU(S)II§d~9+h2/O [/ ()13 + [l (s)I[5 ds
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mit Cq = 4M||2~Hs’ Cy:=2C% (1 + MH2.”5> , sofernu(t) H?(Q)-reguldr ist fiir fast allet € (0,T).

Dabei ist Cx + C'[u(pC' die Konstante aus Lemma |4.5.2.

Beweis. Es 1488t sich direkt der Beweis von Satz (3.3.3| heranziehen, wenn man die Fehl-
ergleichung (3.4) fiir

Ap(t,v) = a(un(t), v) = a;" (un(t),v)

aufstellt und die im genannten Beweis verwendete Abschétzung fiir Ay, (t,v) und Fp (¢, v) auf-
grund von Lemma ersetzt durch

An(t,0)| + | Fi(t.0)] < (<0K 0O un(®)]- + ”@2”0) ol

Zur Abschitzung von ||up(t)||c durch die Daten zieht man entsprechend Lemma 4.2.4 fiir
A =0, also

/tu ()12 ds < ——Jfuonlld + <2 /tHf( )2 d
up(s s < —||ug,n s s
0 : Qup 0 na%p 0 0

heran. O

Wir haben in diesem Kapitel eine Upwind-Modifikation des in dieser Arbeit betrachteten
Finite-Volumen-Verfahrens eingefithrt und untersucht. Damit steht dieses Verfahren auch fiir
konvektionsdominierte zeitabhéingige Konvektions-Diffusions-Reaktions-Probleme zur Verfii-
gung. Die Stabilitéit des Verfahrens zeigte sich dabei unabhéngig von der Stérke € der Diffu-
sion. Durch Satz[4.4.1 ergab sich (unter geeigneten Regularitidtvorderungen) analytisch eine
Fehlerordnung von O(h) beziiglich der L?-Norm. Eine Halbierung des Gitterparameters h
zieht hier also eine Halbierung des Fehlers nach sich.

Kritisch zu betrachten sind dabei die Koeffizienten, die reziprok von einer Potenz von e ab-
héngen. So treten in der Abschétzung (4.23) die Faktoren %, \/LE und max{%, %} auf. Prinzi-
piell dieselben Probleme treten jedoch auch im Fall von SUPG-stabilisierten Finite-Element-
Verfahren auf.

Mit diesem Kapitel schlieffen sich die Voraussetzung fiir die Formulierung der Finite-Volumen-
Diskretisierung im Zusammenhang mit einem Gebietszerlegungsverfahren, wie es im zweiten
Teil dieser Arbeit entwickelt wird.
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Kapitel 5

Gebietszerlegungsverfahren fiir
parabolische Probleme

In diesem Kapitel entwickeln wir ein Gebietszerlegungsverfahren beziiglich nichtiiberlappen-
der Gebiete fiir zeitabhingige Konvektions-Diffusions-Reaktions-Probleme. Zunéchst leiten
wir eine Zweigebietsformulierung fiir Evolutionsprobleme her, die gleichwertig ist zu der ur-
spriinglichen Problemstellung aus Kapitel 1.

Diese Zweigebietsformulierung ist dann Ausgangspunkt fiir das im Rest des Kapitels konstru-
ierte iterative Verfahren. Es handelt sich dabei um ein Verfahren mit einer Kopplung iiber die
Austauschrander vom Dirichlet-Robin-Typ und mit zeitkontinuierlichen Problemen in jedem
Teilgebiet und jedem Iterationsschritt.

5.1 Zweigebietsformulierung

In diesem Abschnitt geben wir eine Zweigebietsformulierung fiir die im Abschnitt [1.1]
vorgestellten Evolutionsprobleme 1. Ordnung

Finde u€ H'(0,T; V) mit

{ 4 (u(t),v) +a(u(t),v) = (F(t),v) fiir fast alle t€(0,T) und alle veV (5.1)

dt
uw(0) = wugeL?(Q)

an. Dazu sei V = H}(Q) und {1, Qs} eine Zerlegung von § in zwei Lipschitz-Gebiete, es
gelte also

Q_lUQ_QZQ und QN =0.

Die Teilgebiete besitzen einen gemeinsamen Rand I' := Q; N Qg, der kiinstlicher Rand oder
im Zusammenhang mit iterativen Gebietszerlegungsverfahren Austauschrand genannt wird.
Abbildung 5.1 zeigt schematisch zwei mogliche Zerlegungen.
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Iy

Abbildung 5.1: Zwei Zerlegungen des Gebiets 2 in Lipschitz-Gebiete 1, 9

Bezogen auf diese Zerlegung fithren wir die Rdume

Vii=Vig ={v]g, |veV}, Vip=Hg(Q) und W= trr[Vi]

ein. Dabei bezeichne trp; den Spuroperator auf H'(£;) beziiglich (siehe Satz [A.2.3 und
anschliefende Bemerkung). Das folgende Lemma erlaubt die Identifizierung von Funktionen
v € V mit Paaren von Funktionen iiber den Teilgebieten, die auf I' identische Randwerte
besitzen.

Lemma 5.1.1 Es sei {Q1,Qa} eine Zerlegung von Q) in zwei Lipschitz-Gebiete. Mit den oben
eingefithrten Bezeichnungen gilt dann

V = {(Ul,'LLQ)E‘/lXVQ | ul‘r = UQ|1_,}.

Q, fir

u€V. Die Gleichung u1 |, = uz|. ist als Gleichung in H 2 (I") anzusehen. O

Beweis. Nutze partielle Integration sowie u; = u|, € H(;) mit DY%; = (D)

Es folgt unmittelbar Wy = Wy =: W. Falls T und 0f2 disjunkt sind, ist W = H3 (T"), sonst

1
gilt W = H,(I"). Vereinfachend schreiben wir || - ||y fiir die jeweils zugehérige Norm (siehe
Anhang A .2).

Es seien a1, as Bilinearformen auf H!(Q1)x HY(Q4) bzw. H'(Q2) x HY () mit
a(u,v) = al(u|ﬂl, U|Ql) + ag(u|92,v|92) fir alle u,veV

sowie F; € L*(0,T; V), i = 1,2, mit
(F(t),v) = (F1(t), U’91> + <F2(t),v192> fiir alle ve V.

Die Zweigebietsformulierung zum Evolutionsproblem (5.1) beziiglich der Zerlegung {1, 2}
von {2 sowie der Bilinearformen a; und Linearformen F;, i = 1, 2, lautet:
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Finde (u,ug) € HY(0,T; V1) x HY(0,T; Va) mit

< (1), v)o, + as(us(t), ) = (Fi(1), )

fiir fast alle t€(0,7") und alle veV;p, i=1,2

ur(t)|p = u2(t)|,  fiir fast alle t€(0,7T)

d
Z 7 (i), riw)e, + ai(uq(t), riw) = Z(Fi(t% riw)
1€2 1€2
fiir fast alle t€(0,7") und alle we W

(5.2)

ui(0) = uolg, cL?(Q), i=1,2,

wobei r; fiir eine beliebige Rechtsinverse zu trr; steht (eine solche existiert nach |A.2.3).

Die beiden lokalen Probleme, aus denen sich (5.2) zusammensetzt, werden also durch die Aus-
tauschrandbedingungen (5.2); und (5.2)2 miteinander verkniipft. Die beiden Formulierungen
(5.1) und (5.2)) sind im folgenden Sinne dquivalent.

Lemma 5.1.2 Ist u€ H'(0,T;V) eine Losung von (5.1), so lost (u1,uz) mit u; 1= ul, das
Problem (5.2). Ist umgekehrt (u1,us) eine Lisung von (5.2), so ist die zusammengesetzte
Funktion v mit

o ui(t) in
u(t) 1= {UQ(t) in O (5.3)

eine Losung von (5.1).

Beweis. Es sei u eine Losung von (5.1) und v; € V; o. Dann ist die triviale Fortsetzung

° V; in Qz
v° =
0 in Q\Q
in V', nach Voraussetzung gilt daher

(Fi(t), vi) — %(uz‘(t),vi)m = (F(t),v") = —

Gleichung (5.2)5 gilt wegen Lemma

AuBerdem sei fiir jedes we W

riw in 4
rw = )
row in €.
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Wiederum mit Lemma 5.1.1 folgt rw eV, da le]F = r2w|F. Somit ist

d d
%2: E(uz'(t), riw)q, + ai(ui(t), riw) = E(U(t), rw)o + a(u(t), rw)
= (F(t),rw)
= D (Fi(t),riw).
i€2

Umgekehrt folgt u(t) € V' (mit u laut (5.3)) fast tiberall in (0,7") wegen (5.2)2 und Lemma
5.1.1, falls (u1,u2) das Zweigebietsproblem 16st. Fiir jedes veV ist

w = trr‘71(’l}|Ql) = trp72(v|Q2)€W und v|, —rwe Vi, i=1,2.

Daher folgt mit (5.2)3 und (5.2);

%(u(t), v)a + a(u(t),v) = Z@: %(ui(t), vlg, e, + ai(ui(t), v,
-3 L ().t — ), + as(ult). vl — riw)
+ ZE; %(Ui(t), riw)q, + ai(u(t), rw)
— SR, =)+ SR,

= (Fi(),t]g,) + (Falt).v]y) = (F(2),v)

fiir fast alle t€(0,7") und alle veV. 0

Offensichtlich kann die Gleichung (5.2)3 wegen der Ubereinstimmung (5.2)2 der Randwerte
ersetzt werden durch

Z [%(ui(t), riw)o, + a;i(ui(t), riw) | + (yua ()|, wyw = (yur ()|, wiw + Z<Fi(t)’ riw)
€2 i€2

fiir fast alle t€(0,7) und alle we W

fiir jedes Skalarprodukt (-, )y auf W und jede Funktion v € L*°(T"). Dies entspricht dem
Ubergang der Bilinearformen von a; zu a;, ¢ = 1,2, mit

a1 (u,v) = a1(u,v) — (yulp, v|)w, az(u,v) := az(u,v) + (Yu|p, v|p)w-

Diese Form gewinnt Bedeutung, wenn wir im néchsten Abschnitt iterative Gebietszerlegungs-
methoden betrachten und dabei auf einem Teilgebiet 2; ein Anfangs-Randwertproblem mit
Robin-Bedingung formulieren.
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Bemerkung 5.1.3 Es sei n; die duflere Normale an €2;, nr; ihre Restriktion auf I' und ntrp;
der Normalen-Spuroperator auf H!(€2;) beziiglich I' (siehe A.2.4). Im Falle eines Konvektions-
Diffusions-Reaktions-Problems, also

a;(u,v) = / Vv - AVu + oV - (ub) + cuv dz,
Q;

bezeichnet man

0uilt) _ Aus(t) - g = ntrr (AVus(0))
ony,

auch als Konormalen-Ableitung von u;(t). Die Bedingung (5.2)3 impliziert die ,,physikalische-
re“ Fluflbedingung
8’&1 (t) 78’&2 (t)

ony, - ony, (5-4)

auf dem Austauschrand I', denn fiir die Bilinearformen a1, a2 gilt nach der Greenschen Formel
(siehe|A.2.5) fiir ue H}(Q; AV) := {ueV | AVu € H(div;Q)}

ai(u,v) = / vLu dx + (ntrapg, (AVu), trag, v) u,veV;
Q;

mit Lu = =V - (AVu — bu) + cu wie in (1.5). Nach (5.2); gilt mit (Fj(t),v) = (f(t),v)q,

(), 000, = G (w(t) Vo, + ai(us(t).0) = Fu®o)a + [ vLu)de  veCH(E),

also uf(t) + Lu;(t) = f(t) in L?(€Y) fiir fast alle t€(0,7) . Mit (5.2)3 folgt weiter

0 = Z (i(ui(t),riw)gi + a;(ui(t), riw) — (f(t),riw)gi)

= dt
d
= Z<_(Ui(t)77’iw)9i+/ row L (t) d
i€2 dt Q

+ (ntrag, (AVu (1)), tron, raw) — (F(1), riw)Ql)

= Y (ntrr (AVu(t)), w)

1€2

fiir jedes w € W. Dies bedeutet gerade die Giiltigkeit von (5.4) in W* fiir fast alle t € (0,7).
¢

5.2 Ein Dirichlet-Robin-Algorithmus

Der im vorigen Abschnitt hergeleitete Zusammenhang zwischen globalem Problem und
Zweigebietsformulierung dient uns als Vorlage, um in diesem Abschnitt ein iteratives
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Gebietszerlegungsverfahren zu konstruieren fiir zeitabhéngige Konvektions-Diffusions-
Reaktions-Probleme der Form:

Finde u€ H'(0,T; V) mit

L (u(t),v) +a(u(t),v) = (f(t),v) fir fast alle t€ (0,T) und alle veV (5.5)
u(0) = wupeL?(Q) ’
mit
a(u,v) = / eVv-Vu+ oV - (ub) + cuv dx (5.6)
Q

und V = H}(Q).

Wir betrachten also speziell Probleme mit der Diffusionsmatrix A = (€d;5); jeq. AuBer den
Anforderungen

>0, bj, V-b, c€L™(Q), feL*Qr) (5.7)
an die Daten setzen wir
1
n:i= es%%nfq>0mitq:: EV-b—i—c (5.8)

voraus, um die V-Koerzivitit der Bilinearform a zu gewihrleisten. Nach (1.7) erhélt man
1 1
a(u,v) = / eVu - Vu+ (§V-b—|—c> uvdx+§/ vb-Vu —ub- Vo dz, (5.9)
Q Q

wodurch die Bilinearform a in einen symmetrischen und einen schiefsymmetrischen Anteil
zerlegt wird.

Nach Lemma 5.1.2 ist (5.5) gleichwertig zu der Zweigebietsformulierung

Finde (uy,ug) € HY(0,T; V1) x HY(0,T; Va) mit

(i), V)0, +ai(ui(0), ) = (F0), 0,

fir fast alle t€(0,7) und alle ve Vg, i=1,2

ur ()| = u2(t)|} fiir fast alle t€(0,7)
d (5.10)
S | G0, + et | + (a0 whw = (0w
i€2 1€2
+ (yur ()|, wyw fiir fast alle t€(0,7T) und alle we W

ui(0) = uolg €L* (%), =12,




5.2. Ein Dirichlet-Robin-Algorithmus 79

wobei v eine beliebige Funktion aus L>°(I") und (-, )y das Skalarprodukt auf W ist, r; wie-
derum eine beliebige Rechtsinverse zu trr; bezeichnet und die Bilinearformen a1, as definiert
sind durch

1 1
a;(u,v) ::/ eVu-Vu+ <§V-b+c) uvda:—i—§/ vb-Vu—ub-Vude, u,veV;. (5.11)

k3

Beide Bilinearformen sind nach Lemma [1.1.3 stetig und koerziv auf Vi xVj bzw. Vo x Va:
a;(u,v) < Mi||ull,0,|v|l1,0, a;(v,v) = a4l|vl1,0, fiir alle u,veV; (5.12)

mit den Stetigkeits- und Koerzivitdtskonstanten

M; = Mo, = €+ ||q]|oo,0: + ||b]loc,0; und a; = o, = min{e, n}, 1=1,2.

Der klassische Weg, parabolische Anfangs-Randwertprobleme mit Hilfe von Gebietszerle-
gungsmethoden zu 16sen, besteht darin, zunéchst in der Zeit implizit zu diskretisieren, um
dann in jedem Zeitschritt einen Gebietszerlegungsalgorithmus auf das entstandene stationére
(elliptische) Problem anzuwenden (siche etwa [13, 14, 18,[46]).

Im Gegensatz dazu soll hier ein iteratives Schema konstruiert werden, dem das (zeitkon-
tinuierliche) Problem (5.10) als Ausgangspunkt dient, so dafl eine Folge von parabolischen
Problemen, also Anfangsrandwertproblemen auf jedem Teilgebiet ensteht. Damit entsteht ein
Gebietszerlegungsverfahren vom Waveform-Relaxation-Typ.

Wir greifen dabei Techniken aus der Arbeit [2], in der allerdings ausschlielich stationére
Probleme betrachtet werden, auf und iibertragen diese auf zeitabhéngige Probleme. Dort
werden iterative Verfahren sowohl mit Dirichlet-Randbedingungen auf einem und Robin-
Randbedingungen auf dem anderen Teilgebiet (Dirichlet-Robin-Algorithmus) als auch sol-
che mit Robin-Randbedingungen auf beiden Teilgebieten (Robin-Robin-Algorithmus) fiir
Konvektions-Diffusions-Reaktions-Probleme betrachtet.

Durch Vorgabe nur einer Randbedingung der Art (5.10)2 oder (5.10)3 auf einem der Teil-
gebiete ist die Losung auf diesem Teilgebiet bereits eindeutig bestimmt (vergl. Ende des
Abschnitts). Die Erfiillung einer zweiten, von der ersten verschiedenen Randbedingung ist
also gleichbedeutend damit, die zugehérige Losung bereits zu kennen. Beim Ubergang zum
iterativen Schema wird daher pro Teilgebiet nur jeweils eine der Randbedingungen herange-
zogen.

Die Stetigkeitsforderung (5.10)2 wird ersetzt durch eine Relaxationsgleichung fiir die Rand-
werte von u; und ug, um in jedem Iterationsschritt eine Dirichlet-Bedingung auf dem einen
Teilgebiet vorzugeben. Zur Formulierung der entsprechenden Teilprobleme mit zeitabhéngi-
gen Dirichlet-Randwerten nutzen wir den Spurraum

Z = L2(0,T;W) N H1(0,T; L2(T)),

in den die nétige Regularitit in der Zeit einflieBt (siehe [A.3).

Die Gleichung (5.10)3 dient hingegen der Formulierung von Robin-Randbedingungen auf dem
komplementéren Teilgebiet. Die Einfithrung des zusétzlichen Parameters v wie in (5.10) stellt
die Konvergenz des Verfahrens prinzipiell auch im konvektionsdominanten Fall sicher.
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In Génze lautet der Dirichlet-Robin-Algorithmus mit Parameter € L>(T"):

Zu einem Initialwert ¢ € Z finde eine Folge von Funktionen (uf, u) € H(0,T;V1) x
H(0,T;V5) mit

S0k (), 0)a, + (1)) = (70), 0o,

fir fast alle t€(0,7) und alle veVy
(5.13)
ulf(t)]F Y () fiir fast alle t€(0,7)

ub(0) = u0|QleL2(Ql),

(1), v)o, + as(u(1),v) = (F(2), V),
fiir fast alle t€(0,7") und alle veVa
(WS (1), )i, + as(ulh(8), row) + (b)) whw = (£(1), raw)e,

+ (f(1), rw)a, — E(U’f(t%"f’lw)ﬂl — ay (uf (1), r1w) + (Y ()] w)w
fiir fast alle t€(0,7T) und alle we W

da
dt (5.14)

ug(O) = U,()|Q2 S LQ(QQ),

\
fiir jedes k > 1. Dabei ist
g* = (7u’2€|F +(1—0)gk? (5.15)

mit einem Relaxationsparameter o € (0, 1].

Eine solche Folge ((uf,u})) ey Dennen wir Losung des Iterationsschemas (5.13) - (5.15). Ziel
ist es, Werte der Parameter o und v zu bestimmen, so dal die Konvergenz der Folge gegen
das Losungspaar (uj,uz) zum Problem (5.10) gewéhrleistet ist. In diesem Fall werden die
urspriinglichen Randwerte dann im Grenzwert erfiillt.

Gleichung (5.15) ist die erwédhnte Relaxationsgleichung, die in jedem Iterationsschritt & die
beiden Randwerte ug_ und ulf_ aus dem vorausgegangenen Iterationsschritt konvex
mischt.

1 1
v I

Bemerkung 5.2.1 Als dynamische Variante der Relaxationsparameterwahl kann etwas all-
gemeiner auch zu jedem Iterationsschritt separat ein Relaxationsparameter o* bestimmt wer-

den. o

Bemerkung 5.2.2 Ist be (HLOO(Q))d, so gilt
1
a;(u,v) + §/uvb~n,~ ds = / eVou - Vu+ oV - (ub) + cuv dz, u,vEeV;,
T Q;

wobei das Randintegral als Integral iiber die Randwerte von u, v, b zu betrachten ist und n;
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die duere Normale an €; bezeichnet. Nach Bemerkung|5.1.3 erhélt man fiir (5.13) und (5.14)
dann die Darstellung

(Wh)'(t) + Lui(t) = f(t)  in
ub(t) =0 auf 90 NN
ub(t) = g* (1) auf I’
([ (ub)/(t) + Lub(t) = f(t)  inQ
uk(t) =0 auf 0 N O

ouk(t) 1 oo Ouk(t) 1 &
€ on §b'”—7 us(t) =€ o §b-n—7 uy (t) auf T,

n = n1, unter Verwendung des Differentialoperators
Lu:= —ecAu+V - (ub) + cu

und jeweils ergénzt durch die Anfangsbedingung (5.13)3 bzw. (5.14)3. Zudem bezeichnet 85—7(?
die verallgemeinerte Normalenableitung ntrr; Vo(t), v€v; (vergl. Bemerkungl5.1.3). &

Um die Wohlgestelltheit des Dirichlet-Robin-Algorithmus (5.13) — (5.15) zu zeigen, fithren wir
mit dem néchsten Lemma einen Fortsetzungsoperators fiir Randfunktionen aus Z ein. Auch
im weiteren Verlauf wird dieser Fortsetzungsoperator noch héufig zum Einsatz kommen. Fiir
Funktionen iiber den Teilgebieten, die auf dem dufleren Rand 0f) verschwinden, verwenden
wir die Bezeichnung

Vi = {ve H' () | Yoo, = 0F =12,
wobei Vfag = H'(Q;), falls 9Q N 09Q; eine Menge vom Mafl Null bildet.

Lemma 5.2.3 Zu jedem w € Z existiert eine eindeutig bestimmte Funktion E;w €
HY(0,T; V;%Q), 1€2, die das Dirichlet-Anfangsrandwertproblem

d

E(Eiw(t), v)q, + ai(EBw(t),v) =0 fir fast alle t€(0,T) und alle ve Vg
Eiw(t)|. = w(t) fir fast alle te(0,T) (5.16)
Ew(0) =0

erfiillt. Der dadurch definierte Operators E; : Z — H*(0,T; Vioag) ist linear und erfillt
1Eiw] oy, < Crillwllz

mit einer von £ abhdngigen Konstante Cg, = Cg,(€). Umgekehrt gibt es eine Konstante Cq,,

so daf8 jede Funktionen ve H'(0,T; Vioag) der Spurungleichung

10[pllz < Coullvllmio,rve (5.17)

z,aﬂ)

geniigt mit v|.(t) := v(t)|, insbesondere gilt v|.€ Z.
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Beweis. Vergleiche [45], Seite 83-84. O

Als erste Konsequenz aus der Existenz der Fortsetzung F;w fiir jede Randfunktion w € Z und
mit Lemmal5.1.1 folgt V;%Q C V;, somit die Gleichheit V; = V;OaQ. Abschlieffend beweisen wir
mit Hilfe von Lemma 5.16 den folgenden Satz.

Satz 5.2.4 In jedem Iterationsschritt k € N besitzen beide Teilprobleme (5.13) und (5.14)
eine eindeutige Losung in H'(0,T; V1) bzw. HY(0,T;V3), falls v = ~o > 0.

Beweis. Die Bilinearform a; ist laut (5.12) Vi-koerziv und stetig. Zu ¢*~' € Z, k € N,
sei u} := E1¢gF! die Fortsetzung auf ; gemif Lemma 5.2.3. Nach Satz [1.1.1] erfiillt ein
eindeutig bestimmtes u$ € H'(0,T; V1) das ,homogenisierte* Problem

L (1), v)e, +ar(u3(0), ) = (7). V), — (i (1), v)e, — a1 (i (1))

fiir fast alle £€(0,7") und alle ve Vi g (5.18)
ui(0) = uolg, -

Dann ist uf := u$ + u} Losung des Dirichlet-Schritts (5.13). Fiir den Nachweis der Eindeu-
tigkeit beachte man, daBl fiir jede weitere Losung w’f von (5.13) im Iterationsschritt k£ die
Differenz u¥ — w¥ in H*(0,T; V1) ist, der Gleichung

(1) — wh(0),v)a, + () — wh(5),0) =0

fiir fast alle t€ (0,7) und alle v €V o sowie uf(0) — w?(0) = 0 geniigt und somit uf —wf =0
nach Satz 1.1.1 folgt.

Wiederum mit (5.12) folgt
az (v, v) + (vl vl = asllvllf g,

fiir v = v9 > 0 sowie

‘M(u’ v) + <7U|p,v|p>w’ < Molullioullvll00 + V] Lo @y llu|pllw V]l w

fiir alle u, v € V5. Nach dem Spursatz existiert eine Konstante Cy,; > 0, so dafl
lo|pllw < Crrillvlle:

fiir alle veV;, i = 1, 2, gilt. Es ergibt sich also die Stetigkeitsaussage

a1, v) + (e, vl v | < (M + 11z () Ca) 10l

fiir alle u, v € V5. Beachtet man, daf

d

(b (1), )0, + a2(ub(2),0) + b O] ol = (F8), )0 + (B 0],

d
- E(u’f(t), riv| ey — ax(uf (1), rofp) + (v (1) o ow

fiir fast alle t€(0,7") und alle veV;
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die ersten beiden Gleichungen des Problems (5.14) gleichwertig ersetzt, so ist damit auch
(5.14) nach Satz[1.1.1 eindeutig losbar in V5. Schliefllich gilt ué]r € Z nach Lemma also
auch g* zaug‘r%-(l—o)gk_lGZ. 0
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Kapitel 6

Konvergenzanalyse eines
Dirichlet-Robin-Verfahrens

Ziel dieses Kapitels ist ein Konvergenzresultat fiir das in Kapitel [5 konstruierte Dirichlet-
Robin-Verfahren fiir zwei Teilgebiete. Dazu geben wir Iterationsvorschriften fiir den Fehler
zwischen einer Losung dieses Verfahrens und der Losung des Zweigebietproblems (5.10) auf
dem Austauschrand mittels geeigneter Operatoren an.

Im zweiten Abschnitt fithren wir Steklov-Poincaré-Operatoren fiir parabolische Probleme ein.
Der Zusammenhang zwischen diesen Operatoren und dem Dirichlet-Robin-Verfahren ermog-
licht den Nachweis linearer Konvergenz des Verfahres auf Grundlage einer bekannten ab-
strakten Konvergenzaussage im letzten Abschnitt. Allerdings kommen wir dabei nicht ohne
eine Hypothese beziiglich der Steklov-Poincaré-Operatoren aus, die sinnvoll erscheint, deren
Beweis jedoch offen bleibt.

6.1 Fehlergleichungen

Das iterative Schema ist so gewéhlt, dafl die konstante Folge ((u’f, ug))keN mit uf = u;, kEN,
Losung zum Startwert g0 := u1, ist (bei beliebigem Relaxationsparameter o), sofern (u1, uz)

dem Zweigebietsproblem (5.10) geniigt.

Fiir die Differenzenfolge ((af, ag))keN mit @¥ 1= u¥ —wu;, i = 1,2, einer Losung ((ulf, u’j))keN

von (5.13)) - (5.15) und einer Losung (ug, ug) von (5.10) mit identischen Anfangswerten gelten
die Fehlergleichungen

d

E(ﬂ]f(t)’ v)a, + ar(@f(t),v) =0 fiir alle ve Vi g (6.1)
und

d

_ _ _ d _
2 (@5(1), v), + ax(@5(), v) + (VO3 ()| vlpw = = (@ (1), rivf e,
—ar(aF(t), o) + <’y11]f(t)|r, vlpw fiir alle ve Vs

jeweils fiir fast alle t€(0,7T). Fiir die Anfangswerte der Differenzenfolge gilt

85
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Fiir die Konvergenzuntersuchung dieses Kapitels ersetzen wir die zweite Fehlergleichung (6.2)
durch eine schwichere Form mit erweitertem Austauschrandterm:

T T
/0 (@) (1), v (D) vysvs + a3 (1), v(1)) dt + (V5| o)) 7 = /O =@ ®) v ()

— ay (@ (), r1v|p(t)) dt + <'yﬂ]f|r, |z fiir alle ve H*(0,T; Va). 6.3

Dabei bezeichnet (-,-)z das Skalarprodukt auf Z = L%(0,T; W) N H%(O,T; L3(T)) (vergl.
A.3), also

T (ult) —u(7), v(t) — o(1)) 2(r)

It — 7|2

dr dt, u, Ve Z.

T
<u(t)>v(t)>z=/o (u(t),v(t)w dt+/0

Fiir u € Z und jede konstante Funktion v € Z mit v(t) = w fiir ein w € W fast iiberall in
(0,T) gilt offensichtlich (u,v)z = fg<u(t),w>w dt. Daher hat fiir jede konstante Funktion

UEVQ(O’T) C HY(0,T;V3) die Gleichung (6.3) die Gestalt

T
/0 (@) (t), v(t)) vy + az(@5(t), v(t)) + (v (8)]p, o] (8)w dt =

T
- /0 (@} (6), rvlp(O)viwn + ar (@5 (), r1o](6)) + (vas ()], vf(8)w dt,
was einer schwachen (integralen) Formulierung der punktweise geltenden Fehlergleichung (6.2)
entspricht.

Die oben gemachte Ersetzung der Fehlergleichung entspricht einer analogen Modifikation der
des Dirichlet-Robin-Alghorithmus (5.13) - (5.15), der Zweigebietsformulierung (5.10) sowie
der Bestimmungsgleichung (5.16) der Fortsetzungsoperatoren E;, i = 1, 2.

Die Fehlergleichung (6.3) motiviert die folgenden Definitionen der Operatoren K und K, die
wesentliche Hilfsmittel der Konvergenzanalyse dieses Abschnittes darstellen.

Mit K bezeichnen wir die Abbildung w — Kw auf Z, die durch
Kuw(t) := (1)
fiir fast jedes t € (0, T) definiert wird, wobei @y = @2(w) € H'(0,T; V») bestimmt ist durch

(

T
/0 (12 (), (D)) vyvy + az(iia(t), v(t)) dt + (o] v]y) 2 =

T
—/0 (Brw) (1), Bvolp(0)vias + an(Brw(t), Byl (1) dt+ (yw, o)z (64
fiir alle ve H(0,T; V5)

ii2(0) =0 in L(02)
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Mit Hilfe des Operators K definieren wir zu jedem o > 0

A Z
K, - (6.5)
w +— Kyw:=0cKw+ (1-o0)w.

Betrachtet man wie oben eine Differenzenfolge ((u’f,u2)) zum Relaxationsparameter

keN
o >0, so liefert der Operator K zur Spur von @} auf I' die Spur von @4 auf T' im Itera-

tionsschritt k€ N.

Entscheidend wird sein, dafl man mit Hilfe des Operators K, eine Iterationsvorschrift fiir die
Differenz a7 ‘F angeben kann:

~k+1 ~k
|r U |p:

Auflerdem reproduziert sich die Relaxationsgleichung (5.15) fiir ((af, d5)) Dies sind die

Aussagen des folgenden Lemmas.

keN”

Lemma 6.1.1 Es sei (uj,u2) eine Ldsung des Zweigebietsformulierung (5.10) und
((u’f,ug))keN eine Losung des Dim’chlet—Robm—Alghom'thmus (5.13) - (5.15) zu identischen

Anfangswerten. Dann gilt fiir die Differenzen @F :=uf —u;, i = 1,2, k€N,
~k+1|r = ouj pt (= U)ﬂlﬂr
ak
U2lp = Kul‘r (6.7)
~k+1|F = Jﬂﬂpv 1=1,2. (68)
Beweis. Nach Voraussetzung gilt @¥ = u¥ — u; € H(0,T;V;), k€N, somit folgt uk‘r

nach Lemma[5.2.3. Wegen der Randbedingungen (5.10)2 und (5.13)s sowie der Relaxations-
gleichung (5.15) erhélt man

~H1|r = U“§|r+ (1-0) ullc|r_u1‘r
= o(ub — ug)|p+ (1= o) (uf — ur)|p
= ous|. + (1 - o)af|,

(in Z), und dies ist die Gleichung (6.6).

Der Nachweis der Gleichung (6.7) beruht auf der Gleichung @} = Elﬂ]ﬂr nach Definition von
E;. Aufgrund der Fehlergleichung (6.3) folgt

T
| (Y @00 v, + xS0, 0(0) e+ o]z

T
N /o (Bt ]p)' (8), Brvlp(0)visas + ar (Bvif | (1), Bvolp(8)) dt + (yy|p, v]p) z
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fiir alle ve H(0,T,V5), nach Definition von K ist daher Kﬂ’f‘r = i} F.

Die Gleichung (6.8) folgt fiir ¢ = 1 nach Definition von K, unmittelbar aus den bereits
bewiesenen Gleichungen (6.6) und (6.7)). Fiir i = 2 schlieit man mit diesen sowie der Linearitit
von K

~k+1 — Ka/f—i-l‘r

= oKu5|. + (1 — o) K],

= oKi5|.+ (1 — o)us|. = K@

Ir

2|F'

Um die Konvergenz u’f |F — u1|F fiir k — oo zu zeigen, reicht es also aus, ein o anzugeben, so
dafl die Abbildung K, kontrahiert. Im weiteren Verlauf (siehe (i) des Beweises zu Satz[6.3.3)
wird sich herausstellen, daf die Konvergenz uf|. — us | auch die Konvergenz ub
nach sich zieht.

— uzp

v I

6.2 Steklov-Poincaré-Operatoren fiir parabolische Probleme

In Anlehnung an den Steklov-Poincaré-Operator fiir elliptische Probleme (siehe etwa [58])
definieren wir geeignete Operatoren fiir den vorliegenden zeitabhingigen Fall. Fiir jedes ve Z
sei S; : w — (S;v,w) der Operator aus Z* mit (siehe Lemmal6.2.1)

T
(Siv,w) = / (Ew)'(t), BEsaw())vesy, + ai( B (t), Byw(t)) dt,  i=1,2, (6.9)
0
und S der Summenoperator beider Operatoren, also
(Sv,wy = (S1v,w) + (Sav,w). (6.10)

Daran anschliefend definieren wir fiir jede Funktion v € L*°(T") die Operatoren Sp) und Sgy)
durch

(STv,w) = (Siv,w) — (yo,w)z, (6.11)
(Séw)v,uﬁ = (Sqv,w) + (yv,w)z. (6.12)
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S; 1aB8t sich dann — beziiglich des zweiten Arguments — mit beliebigem Fortsetzungsoperator
R;: Z — HY(0,T;V;) mit Ryw|. = w, R;(0) = 0 formulieren:

T
(Siv, w) = /0 (Bav) (6), Bw(t))yvowy, + as(Ero(t), Exw(t)) dt
T
- /0 (Bxv) (6), Rty + as(Ero(t), Rew(t)) dt
T
+ /0 (Exv) (8), Eaw(t) — Riw(t))voy, + ai(Bso(t), Exw(t) — Rew(t)) dt

T
= /0 ((Eiv)'(t), Riw(t»vi*xvi + ai(Ew(t), Riw(t)) dt,

da Eyw — Ryw €V fiir fat alle ¢ € (0,7T") und (E;w — R;w)(0) = 0 nach Definition von Ej,
i=1,2.

Fiir die Operatoren S;, i = 1,2, erhélt man mit (5.12) und dem Spursatz A.2.3
T14d )
(Sww) = [ ST o, +aiE(t). B () d
T

> |Ew(@)|Ro, + / ol | Evw ()| 2, dt
T

> BB, +aiCs / w3 dt
0

— BT R g, + aCorallw ez (6.13)

mit einer Konstante Cy,; = Cy;(€2;) > 0.

Wesentliche Eigenschaften der Operatoren Sp) und SSY) hélt das folgende Lemma fest.

Lemma 6.2.1 Sp) und Sév) sind lineare, stetige Abbildungen von Z nach Z*. Zudem ist
5’9) koerziv, sofern v =~y > 0.

Beweis. Zunichst wird die Existenz der Integrale durch E,w € L?(0,T;V;), (E;w) €
L*(0,T;V;*) und durch die Stetigkeit von a; gemif (5.12) gesichert. Fiir v, w € Z ist niimlich

T
[(Siv, w)| < /0 1(Ei0) O llvy | Esw(®)llv; + Mil| Evo(@)]v, || Eiw(®)]v; dt.

Zieht man die Holder-Ungleichung fiir Integrale heran, so ergibt sich daher

vl (/oT I(Biw) @Il dt)% (/OT | Ezw ()T, dt>%

+ M, (/OT B2, dt)é </OT |Ew(®)I3, dt)é (6.14)

= H(Eiv)/HLQ(O,T;Vi*)

Eiwl|r20,mv;)

+ Mi||Eiv|| 2 0,mv) |1 Biwll 2 0,77 -
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Zudem gilt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir (-,-)z

[(yv,wzl < [l myllv]zl|wllz- (6.15)
Zum Nachweis der Stetigkeit zieht man wiederum die Ungleichung (6.14) heran. Mit Hilfe
der Abschéitzungen aus Lemma 5.2.3

|1Eiwl[g10,7,v) < Crllwl|z, weZ,

folgert man

[(Siv, w)| < Eivl|g10,mv) |1 Eiwl g2 0.1v5) + Ml [Eiv[ 50,0 | Eswll 10,7507

(6.16)
(1+ M;)C |||l z||w]| 2

<
<

fiir i = 1,2. Dies liefert zusammen mit (6.15) und der Bezeichnung m, := (1 + MZ)C%l die
Stetigkeitsaussage

(70, w)| < (ma + Il ey ol 2wl 2 (6.17)
firi=1,2.
SchlieBlich folgt wegen (6.13)

(9w, w) > || Exw(T) [ g, + 02Crrallwl3ao mawry + lleol} > vollwlly (6.18)

also die Koerzitivitéit von Séy) fiir v > v9 > 0. 0

Fiir den Fall v > vy > 0 schafft Lemma|6.2.1 die Voraussetzungen zur Anwendung des Lax-
(

Milgram-Theorems, wonach SQV) bijektiv ist. Aus demselben Lemma folgt zudem, daff dann
durch

(v, w)g 1= % ((Sy)v,u& + <S§7)w,v))
ein Skalarprodukt auf Z definiert wird und daf} die induzierte Norm || - ||| mit

llwll := /(557w w) (6.19)
dquivalent zur Norm || - ||z ist, ndmlich per

V9ollwllz < llwlll < y/mi + vl Lo oy lwll - (6.20)

Den Zusammenhang zwischen den oben eingefiihrten Steklov-Poincaré-Operatoren Sp) und

SgY) sowie unserem Dirichlet-Robin-Algorithmus (5.13) — stellt das folgende Lemma

mit der Darstellung von K, durch Sp) und Sg/) her. Daraus ergibt sich die Bedeutung der
Steklov-Poincaré-Operatoren fiir die nachfolgende Konvergenzuntersuchung.
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Lemma 6.2.2 Fiir den Operator K,, o > 0, laut (6.5) gilt
K,=1-0(S{")"s

mit Sy) und S gemafS (6.12) bzw. (6.10).

Beweis. Es sei we Z. Dann gilt fiir die Losung @e = @2(w) von (6.4)

T
/0 (@ (1), Exv())vpa, + an(f(t), Exo(t)) dt + (4], 0) 7 =

T
- / (Brw) (t), Eyo())ves + a1 (Byw(®), Eyo(8)) dt + (vw(t),v) 2
0
fiir fast alle t€(0,7) und alle ve Z, (6.21)

T
| @0, + aa(a(t), o(0) de =0
0
fiir fast alle ¢ € (0, T) und alle ve H'(0,T; Vo).

\

Wegen o ergibt sich nach Definition des Operators Fo
ag = EQ'ELQ‘F = EQK’U}

In Verbindung mit (6.21) folgt daher fiir jedes z€ Z
() !
(S Kw,z) = / (B2 Kw)'(t), E22(t)) vysvy + a2(BaKw(t), Eaz(t)) dt
0
+ (yKw, z)z
T
= [ @00 BarO) v, + aa(ialt), Baz(®) dt + it 2)2
0

T
= / ((Erw)'(t), Ev2(t)) vy, + a1(Brw(t), Br2(t)) — (yw, 2) z dt
0
= _<S§’Y)wvz>7
was gleichwertig ist zu
(S (Kw —w), 2) = (8w, 2) — (57w, 2) = —(Sw, 2).

Da Sy) unter Annahme von (6.25) invertierbar ist, folgt cKw — ow = —U(Sy))_lSw fiir
jedes o €R, mithin die behauptete Darstellung. |

6.3 Ein Konvergenzresultat

Bezogen auf die soeben eingefithrten Operatoren Sp), Séw soll die folgende abstrakte Kon-

vergenzaussage aus [2] zur Anwendung kommen.
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Satz 6.3.1 Es sei X ein reeller Hilbert-Raum, (Q1, QQ2 seien lineare Operatoren X — X*,
und es gebe positive Konstanten l1, lo, so dafs

(Qv,w) <lillvl|xllwl[x  v,weX, (6.22)

fiir i =1,2 gilt, sowie positive Konstanten psa, K, so dafs

(Quw,w) > pollw]}  weX (6.23)
und
(Qow, Q3 'Qu) + (Qu,w) > kllw[[}  weX, (6.24)

gilt mit Q := Q1+Q2. Dann wird durch (v, w)q, := 1 ((Q2v, w) + (Q2w,v)) ein Skalarprodukt
auf X definiert, und die Abbildung

= (1-0Qy'Qu
ist fir jeden Parameter o, der

2
Waw)

0<o < ———"=
la(l1 +12)

gentigt, eine Kontraktion auf X beziiglich der durch (-,-)g, induzierten Norm.

Fiir die nachfolgende Anwendung von Satz[6.3.1 machen wir die Annahme, daf} es ein ag > 0
gibt mit

(Sw,w) z;/ (Bw)' iw(t)) vy, + ai(Biw(t), Biw(t)) dt > as||lw|% (6.25)

fiir alle w € Z, also die Annahme der Koerzivitit von S. Nach Definition von FE; ist E;w €
H(0,T;V;), und gem#fl [45], Seite 83-84, ist H'(0,T;V;) = Z. Dies legt nahe, dafl die
Annahme (6.25) sinnvoll ist. Vergleicht man andererseits die Annahme (6.25) mit der rechte
Seite der letzten Ungleichung in (6.13)), so fehlt, 148t man den Zeitableitungsterm aufler acht,
gerade der Term HwHHZ O.T:L2(D))’ Leider konnten wir ein entsprechendes Ergebnis weder
beweisen noch in der L1teratur finden, so dafl wir den Beweis der Annahme offen lassen
miissen.

Dank der Darstellung von K, gemifi Lemma [6.2.2 durch die Steklov-Poincaré-Operatoren

Sp) und S’y) sind wir in der Lage, auf der Grundlage von Annahme (6.25) mittels Satz[6.3.1
zu zeigen, dafl K, kontrahiert.

Lemma 6.3.2 Die Giiltigkeit von (6.25) sei angenommen. Dann lassen sich Konstanten
Y0 > 0 und o* €(0, 1] angeben, so dafi zu jedem o € (0,0*) eine Konstante C, < 1 existiert,
fiir die

IKocwll < Collwll  fir alle we Z (6.26)

gilt, sofern v€ L°(T") und v = ~y. Dabei ist ||| - || die durch v parametrisierte Norm (6.19).
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Beweis. Um Voraussetzung (6.24) mit Q; = Sim zu verifizieren, setzen wir
z = (ng))_lSw. Dann ist

(S5 w, (S7)71Sw) + (Sw,w) = 2Sw,w) + (S5 w, 2) — (Sw, w)
= 2(Sw,w) + <S§W)w,z> — <S§7)z,w>
> 2<5w,w>—]<s§”>w,z>—<s§7>z,w> . (6.27)

Die Abweichung ‘(Sg”w, z) — <S§7)z, w)‘ des Operators <S§Y)-, -) von der Symmetrie 148t sich

abschéatzen durch

T
(0w, 2) = (55z,w)| = /0<<E2w>’<t>,Ezz<t>>v;xvz+a2<E2w<t>vE22<f>>

(B3 (0 Bl — aaE2x(0), Eau(0) at

T
/0 (Baw)'(t), E2z(t)) vyxvy — ((B22)'(t), E2w(t)) vyxvs,

+/ b (Eyz(t)VEsw(t) — Eow(t)VE2z(t)) dx dt‘
Q

T
< /0 1(Baw)' (8)llvz [ E22(8)lvs + [|(E22)" (1) lv | Eaw (t)]vs

+202|| Baw(t)l|v, || B2z (1) |vs, dt

00792

1
mit der Bezeichnung fs := ||b]|oc,0, = (Zz‘ed ||b:]|? )2. Mittels der Holder-Ungleichung

sowie Lemma |5.2.3 kann man weiter abschétzen

T
/O 1(E2w)' ()l | E22(8)l v, + [1(E22) (0)lvz | E2w(t)] v, + 282 Eaw(t)|vs || E22(8)] v, dt

< </OT e dt) | </0T |Ea=(1)IF, dt>%
" (/OT I(E22) ()1 dt>% ( /OT ), dt>%
+ 20, </0T | Baw(t)||3, dt>% </0T — dt)é

<2(1+ B2)C, wll 22| 2
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Zu jedem g > 0 ergibt sich im Falle v > ~y wegen der Koerzivitdt von Séy) (siehe (6.18))
und der Stetigkeit von S und Ss (siehe (6.16)) sowie wegen der Wahl z = (SéV))*lSw

1 1
Izl < %<s§”z,z>=—<5w,z>

Yo
my + ma
< ——|lwlizll?llz,
o
also
m1 + ms
lzllz < T2 .

Damit folgt fiir v > ~v9 > 0

+
(Sy)w,z) — (Sév)z,w) <2(1+ 52)01%12%”“}”22'

Ferner ist unter Annahme von (6.25
(Sw,w) > ag||lwl|.

Mit mg := mj + mg, der Stetigkeitskonstante von S, gilt aufgrund der Ungleichung (6.27)
daher insgesamt
Dl

, so wird fiir jedes v > =y die abgeschwéchte

02
(Sév)w, (Sy))*lsm + (Sw,w) > 2<a5 — (14 ﬂg)mi L2
0

2
mSCE2
ag

Wéhlt man nun ein positives 79 > (14 f2)
Koerzivitatsbedingung (6.24) durch

02
o= (o) =2 a5 — (14 g ")
o

erfiillt.

Zudem sind die Stetigkeitsvoraussetzungen (6.22) wegen (6.17) mit l; := m; + ||7V|| oo (r) und
die Koerzivitatsvoraussetzung (6.23) wegen (6.18) mit po := v erfiillt. Die Behauptung folgt
daher mit

S 0T
Io(l1 + I2)
und Q; = 5 nach Satz6.3.1. 0

Aus dem vorausgegangenen Beweis wird eine entscheidende Wirkung des Parameters v deut-

lich. Mit diesem kann die Storung der Symmetrie von Sév) beziiglich zweier Elemente w und
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(Sév))*lSw hinreichend klein gehalten werden. In der Randbedingung (5.14)2 wéchst mit v
der Dirichlet-Anteil.

Wir sind nun in der Lage, unser abschlieendes Resultat zur Konvergenz der Losung des
Dirichlet-Robin-Algorithmus gegen die Losung des Zweigebietsproblems zu zeigen, nach wie
vor unter der Annahme (6.25).

Satz 6.3.3 Die Giiltigkeit von (6.25]) sei angenommen. Dann lassen sich Konstanten g > 0
und o* € (0,1] angeben, so daf8 die Lésung ((u}, ug))keN des Iterationsschemas (5.13) - (5.15)

fiir jedes v = vy und zu beliebigem Initialwert g° € Z gegen die Losung (uy,us) des Problems
(5.10) konvergiert, sofern der Relazationsparameter o aus (0,0*) ist.

Beuweis. (i) Wéhle 79 und o* gemifl Lemma [6.3.2. Dann folgt aus diesem und mit (6.8)
fiir jedes o€ (0, 0*) die Existenz einer Konstante C; < 1, so dafl

k+1

(| — il | = |HKJ(uf|F fiir alle keNp, @ =1,2.

Collluf | — il

[ = il uil) I <
Induktiv ergibt sich daher fiir alle k € Ny die Abschétzung
by — il < CEllg® — wafll, i = 1,2,

also die Konvergenz (ulﬂr,ué‘r) — (u1|p, u1]p) beziiglich der Norm || - .

(i) Die gewiinschte Konvergenz von ((uf, u})) ey ergibt sich als Konsequenz. Wir benutzen
wieder die Bezeichnung &f = uf —u;, ¢ = 1,2. Nach der Fehlergleichung (6.2) gilt

T
/ (@5 (£), v(8)) vpv, + a2 (@5 (t),v(t)) dt =0 fiir alle ve H(0,T; Va).
0
Nach Definition des Operators Es erhilt man daher @ = Egu2|F und folglich

ld
IM%W>A &\ Bt (1) 3 + an (] (1), Faii] (1)) dit

~k
+ 70”“2\p”%2(0,T;W)
(6.28)

T
>Acm&wkaMt

T
~ ~
= [ calldbolia, @t = aallg e

wegen 7 > 0 und der Koerzivitéit von as (siehe (5.12)).
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Wie fiir die Differenz @4 gilt nach (6.1) analog auch a¥ = Elﬂ]ﬂr. Zusammen mit der Bezie-
hung (6.2) liefert dies

T
(SO Tk = /0 (Ba], ) (8), Ba] ()vows
+ ag(E2u2|F E2U1|F ) dt + <7&§|F,ﬂ’f‘r)z
T
- /0 () (1), Bxh] (1) vy
+ a2(u2( ) E2u1|p dt+ <’7ﬁ]2€|pvﬂ]f‘p>z
r k k
- /0 (Y (1), By (1) vy
+a1(alf(t)’E1ﬂ]f‘F(t dt+ <r7 Uy Fv”l‘r)Z
=— 'l dllu N2+ ar (@b (t), @k (b)) dt + (yak| ., ab].)
- 0 th 1’F 0 1 1 s W1 Y 1’F’ 1|FZ

Wegen der Koerzivitdt von a; sowie der Stetigkeit von Sév) (siehe (5.12) bzw. (6.17)) ist
folglich

[ el @l @< [ 3 S0l + a0 @
~(Sy" | @) + (it @) 2
< (((ma + Il qry) 1] )12 (6.20)
eyl oz ) 1kl

1 - - -
< o ((ma o+ Il coy) NI+ e ) L

wobei fiir die letzte Abschiitzung die Aquivalenz (6.20) ausgenutzt wurde.

Insgesamt schliet man aus (6.28) und (6.29) sowie |||12'2€|FH| £ 0 und |Hu1‘F|H k=,
~ ~ k—»
Na§ 1 22,01y, 1351 £2(0,7:v8)) —— (0,0),
d. h. die Konvergenz (u}, u%) koo, (u1,u2) in L2(0,T; V1) x L2(0,T; Va). O

Im Beweis zu Satz[6.3.3|tritt — unter Annahme von (6.25) — die lineare Konvergenzeigenschaft
unseres Dirichlet-Robin-Algorithmus hervor. Im Abschnitt 7.4 werden wir diese Eigenschaft
durch eine Reihe von numerischen Beispielen illustrieren.

Lemma und dessen Beweis sind wegen der Unbestimmtheit der dort auftretenden Kon-
stanten nicht geeignet, eine untere Schranke fiir den Parameter « tatséchlich anzugeben. Es
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handelt sich lediglich um Existenzaussagen. Die Konvergenzgeschwindigkeit héngt jedoch in
der Regel sensibel von der Wahl des Parameters v ab. In der Praxis ist es daher nicht ausrei-
chend, irgendein hinreichend grofes v heranzuziehen. Vielmehr macht erst die Bestimmung
eines im bestimmten Sinne optimalen oder zumindest annéhernd optimalen v den Einsatz des
Dirichlet-Robin-Algorithmus attraktiv. Untersuchungen dazu werden Gegenstand von Kapi-
tel [8 sein.
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6. Konvergenzanalyse eines Dirichlet-Robin-Verfahrens




Kapitel 7

Gebietszerlegung und
Finite-Volumen-Diskretisierung

Bisher haben wir Zweigebietsformulierungen und einen Dirichlet-Robin-
Gebietszerlegungsalgorithmus ~ fiir ~ Konvektions-Diffusions-Reaktions-Probleme  iiber
unendlich-dimensionalen Sobolev-Réumen untersucht. In diesem Kapitel sollen diese
Untersuchungen auf diskretem Level gefithrt werden als Voraussetzung fiir eine numerische
Losung der Probleme.

Zur Anwendung kommt dabei die Finite-Volumen-Technik, wie sie in Kapitel |2 und |4 ent-
wickelt wurde. Ziel ist es, die Konvergenzuntersuchung des vorausgegangenen Kapitels auf
den semidiskretisierten Fall zu {ibertragen.

7.1 Finite-Volumen-Approximation

Da wir unser Gebietszerlegungsverfahren fiir zeitkontinuierliche Probleme entwickelt haben,
konnen wir uns bei der Diskretisierung an das im Abschnitt 1.2 skizzierte Vorgehen mittels
Linienmethode halten. Das Ausgangsproblem wird zunéchst rdumlich diskretisiert und fiir
das so entstandene semidiskrete Problem der Gebietszerlegungsalgorithmus formuliert. Auf
diese Weise entstehen semidiskretisierte Probleme iiber jedem der Teilgebiete.

Es sei  C R? ein polyedrisches Lipschitz-Gebiet und 7j, eine Triangulierung darauf, wie
im Abschnitt|2.1/beschrieben, mit Knoten {ay,...,an, }. Die Anzahl der inneren Knoten sei
N0, und B{? = {DBi,...,Bn,} bezeichne das Donald-Diagramm zu 7.

Wir wiederholen die stabilisierte Finite-Volumen-Diskretisierung des Konvektions-Diffusions-
Reaktions-Problems (5.5) — (5.8)):

Finde u, € HY((0,T); Vi), Vi, = P3(T3), so daf

{ I (up(t),v) + ayP (up(t),v) = (Fi(t),v) fiir fast alle t€(0,7) und alle veV, (71)

uh(O) = Ugnt€ Vi.

99
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mit Bilinearform
ah(u, ’U) = Z < — E’Uj/ Vu- ds—+ vy Z (Uj)\jk -+ (1 — )\]k)uk) /Bjk + ")/ju]"l)j> (7.2)
jEM aBj kGIj
und Linearform
B0 = Y o [ s (7.3
€N P

fur w,v€ V. Dabei ist uj = u(ay), vj(a;), Ii == {j € Nno\{i} | B; N Bj # 0}, und die Groflen
Bjks Vi > Ajk selen wie im Abschnitt [4.1 gewéhlt.

Dariiber hinaus geben wir eine Zerlegung von {2 in Gebiete 21, )y vor, die mit der Triangu-
lierung 7, im folgenden Sinne vertréglich ist. Fiir jedes T'€7;, und i €2 gilt

TN #0) = TCE.

Jedes Teilgebiet der Zerlegung ist also Vereinigung von Simplizes der Ausgangstriangulie-
rung, insbesondere ,,zerschneidet* der Austauschrand I' := Q; N Qy kein T € T;,. Auf beiden
Teilgebieten 1, Qo induziert 7, somit Triangulierungen 73 1 bzw. 7}, 9, die ebenfalls den Be-
dingungen aus dem Abschnitt 2.1 geniigen, sowie die zugehdrigen Donald-Diagramme B,?l

bzw. 8,132. Abbildung 7.1 zeigt dies schematisch.

Abbildung 7.1: Zerlegung {1, Q2 } von Q mit Triangulierung
und beispielhaft dargestellten Kontrollvolumina

Mit {agi), ce a/%)zh} bezeichnen wir die Knoten der Triangulierung 7y, ;, i €2, die in € liegen,

@

und mit BJ(-i) das Volumen aus B,? ; zum Knoten a;’. 71 und 7, o haben gerade die Knoten

(1) (2)

auf dem Austauschrand I' gemeinsam, deren Anzahl sei Np p, und es gelte a; ' =a;" €l fur
JENB-
Zur Formulierung der diskreten Probleme iiber den Teilgebieten nutzen wir die Rdume
Vin = {onlg- [ on€Va}, Vi = {on€Vip | vpfp. = 0}
und

W, = {Uh|F | v €Vp}.



7.1. Finite-Volumen-Approximation 101

Wiederum kénnen die globalen Funktionen aus V}, mit Paaren (uj p, ug ) € Vi x Vo, fiir die
Ui p ’F = u2:h‘r gilt, identifiziert werden, und es ist W), = trr1[Vi 4] = trr2[Va ). Daneben
bilden die Restriktionen {;
Basis von V; 5, i = 1,2.

‘Q—Z_ | a; € Q;} der nodalen Basisfunktionen {p1,...,¢n,} eine

Wir leiten die Bilinearformen der stabilisierten Finiten-Volumen-Formulierung iiber den Teil-
gebieten aus den lokalen Bilinearformen (5.11) des kontinuierlichen Falls ab. Fiir diese gilt

(sieche Bemerkung

1
a;(u,v) —/Q eVv-Vu+ oV - (ub) + cuv dx — §/Fuvb-ni ds, u,veH&(Q)bi.

Als entscheidend wird sich einmal mehr erweisen, dafl zur Ableitung dieser lokalen Bilinear-
formen die Form (5.9) zugrunde gelegt wird, die in einen symmetrischen und einen schief-
symmetrischen Anteil aufspaltet, und nicht (5.6) (beide Formen unterscheiden sich iiber V;
gerade durch den Randterm iiber dem Austauschrand I').

Die Bilinearform der entsprechenden Finiten-Volumen-Formulierung lautet (vergl. Abschnitt

2.3)

a;p(u,v) = Z <5/83\F@Vu-nids+/8Bu@b-nid5+/Bcu®d:c>

BeBp,

1
——/u@b-nids
2)r

= Z (—5%@/ , Vu-nids—i-v;i)/ vub-mds—i—vﬂ(i)/ . cuda:)
oB{\r oBY) B

jENi,h J

1 (i)/
- = V) ub - n; ds
92 Z i

JENB.L J

fiir Funktionen u,v€V; ;. Dabei ist vj@ = v(ag.i)) und I'; := B](.l) NI'= BJ(.Q) NT.

Analog zu den Bezeichnungen im Abschnitt [4.1 sei

1= (ke N\ | B 0B 20}, T3 =BV n B,

Wihlen wir approximierende Gréfien ﬁj(-i),’yj(-i) € R wie in (4.5) und (4.6) bzw. (4.9), also
By + 8 =0,

<ChBY|,  jENi, (T4)

i) (i) (i)
> (/(i)b.ds—ﬁjk> < Ch|B|, ‘/B@cdm—yj
J

(%) ik
kelj

sowie eine upwind-Funktion A : R — [0, 1] gem&f (A1) und (A2), so erhalten wir schliefilich
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die Bilinearform zur upwind-stabilisierten Diskretisierung tiber €;:

a%(u,v) = Z ( - 511](.1) /63(1_)\F Vu-n;ds+ vj(-z) Z (ugz)kgzk) + (1 - /\yk))u,(;)) ﬁj(z)
5

JEN; K kEI(-i)

—1-7]()u v; >+— Z uivz)/ b-n;ds

JENB K

3

mitug) = ul(a ()) und )\() = X(

Die Bilinearform des diskreten globalen Problems (7.1) — laBt sich in die Summe aus
alﬁ und a;";L zerlegen. Dazu setzen wir

By ﬁ(‘ mit a; = al(i), ay = affz), falls a; € \I" oder aj € 4 \T
ﬂ(l) + ﬂl(fn) mit a; = al(l) = al(Q), ap = otV = a,(n,zl), falls a;, ar €T
und
o fyl(i) mit a; = al(i), falls a; € Q;\I'
7 ’yl(l) + 71(2) mit a; = al(l) = al@), falls a; €.

Man beachte dabei, dafl a;, ay, € Q) fiir ein i € 2 gilt, sofern aj und aj benachbarte Knoten
sind. Wegen (7.4) erfiillen 3;, und ~; nach obiger Wahl (4.5) und (4.6) bzw. (4.9), und wegen
frjb-nlds—l—frjhngds:Ogilt

ahp(u v) = al i u|Q ,U‘Ql + agi(u|ﬂ—2,v|g—2).

Mittels a}¥, und ay’, kénnen wir analog zum Abschnitt [5.2 eine zum globalen Problem
gleichwertige Zweigebietsformulierung beziiglich der Zerlegung {€1, 2} angeben:

Finde (uy p,uap) € HY(0,T; V4 ) x HY(0,T; Vo p,) mit

(L (t), v)e, + @ (s (1), 0) = (1), v)o

dt
fiir fast alle £€(0,7") und alle ’UEVZ-?h, i=1,2

up b (8)|p = u2,n ()| fiir fast alle t€(0,7)

d up (7.5)

> Win (), rinw)a, + aff (1), ripw) | + (yua ()] whw = D (F(E),rinw)e,
ic2

+ (yuz p(t)| w)w fiir fast alle t€(0,7T) und alle we W

uin(0) = uoply, €L7(),  i=12
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wobei v eine beliebige Funktion aus L*°(T") und (-, ) das Skalarprodukt auf W ist. Als
Rechtsinverse 7; 5, zum Spuroperator trr; : V;, — Wj, nutzen wir die Abbildung, die durch

ripw(a; J

(z)) — w(agl)), falls a(l) el
J 0 sonst

gegeben ist.

Lemma 7.1.1 Ist uy € H(0,T;V},) eine Losung von (7.1), so lost (u|Q—1, u‘Q—2) das Problem
(7.5). Ist umgekehrt (u1,u2) eine Lisung von (7.5), so ist die Funktion up € V), mit

unt) i= {“m(t) in O

’U/Q,h (t) m QQ

eine Losung von (7.1).

Beweis. Der Beweis verlduft wie der Beweis von Lemmal5.1.2 unter Nutzung des diskreten
Fortsetzungsoperators r; , wie oben angegeben. d

7.2 Der Dirichlet-Robin-Algorithmus fiir das semidiskretisier-
te Problem

Wie fiir den kontinuierlichen Fall im Abschnitt [5.2 wird auf einem Teilgebiet die Randbe-
dingung (7.5)3, auf dem anderen Teilgebiet die Randbedingung (7.5)s fallengelassen, um ein
iteratives Gebietszerlegungsverfahren zu formulieren.

Der Dirichlet-Robin-Algorithmus zum Parameter v € L°(T') nach Finite-Volumen-
Diskretisierung lautet:

Zu einem Initialwert ¢° € Z;, finde eine Folge von Funktionen (u]fh, ug b)) € HY(0,T; Vi) X
H1(07 Ta VZ,h) mit

Lk (1), v)ay + a2k (1), 0) = (Fy (), 0)

dt
fiir fast alle £€(0,7") und alle ve V),

ulih(7§)|F = g5 (1) fiir fast alle t€(0,7")

u1,,(0) = ug p

Q7
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(d u N
E(ug,h(t)’ U)Q2 + a2%(u§,h(t)v U) = (f(t)a U)Q2
fiir fast alle t€(0,7) und alle ve quh
d

G0 )0, + a0, rap) + (Ol wh = (FanOrae)
d .
+ <F1,h(t)?r17hw> - %(u’f,h(t)?rlﬁw)Ql - a?ﬁz(ullg,h(t)v lehw)

+ (yut 5 ()] w)w fiir fast alle ¢ € (0,7 und alle we W,

ug,n(0) = o,

fiir jedes k£ > 1. Dabei ist
(Funtt).0) = [ ()0 da (7.8)
und

g" = oulpf+ (1= 0)g"! (7.9

mit einem Relaxationsparameter o € (0, 1].

Dabei nutzen wir den Spurraum
Zp, == L*(0,T; W) N H1(0,T; L2(T))

(vergl. |A.3]).

Um dem Vorgehen in Kapitel 6 folgen zu kénnen, setzen wir (zumindest fiir hinreichend kleine
h) die Existenz diskreter Fortsetzungsoperatoren E;, : Z, — HY0,T;V; ), i = 1,2, voraus,
die sich analog zu (5.16) tiber

d
@(Ei,hw(t% v)q, + aﬁﬁ(EMw(t), v)=0 fiir fast alle t€(0,T) und alle veV;

Ei pw(t)], = w(?) fiir fast alle t€(0,7)

E; pw(0) =0

definieren und die den Aussagen aus Lemma[5.2.3 geniigen:
1Eipwllar 07y < Ck,pllwllz, |lwllz < Co,l|Ei pw|| g1 (0,73v7) wE Zp, (7.10)

mit einer von € abhéngigen Konstante Cr,, = Cg,,(¢) > 0. An dieser Stelle miissen wir
den Beweis der angenommenen Existenz von Fj; j, offen lassen. Die Existenz entsprechender
diskreter Fortsetzungsoperatoren im elliptischen Fall (siehe [11]) legt jedoch die Sinnhaftigkeit
der Annahme nahe. Im vorliegenden zeitabh#ingigen Fall tritt die Forderung der zeitlichen
Regularitat hinzu und ist zu beriicksichtigen.
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Den Nachweis, dal die lokalen Bilinearformen aZ’;L, 1 = 1,2, die bendtigten Eigenschaften
Koerzivitdt und Stetigkeit tragen, fithren wir im n#chsten Lemma und gehen dabei wie in
den Abschnitten [4.2 und 4.3 vor. Zur Nutzung der Konsistenzfehlerabschitzungen aus den
Abschnitten 3.1 und 4.3 setzen wir

be (HY>®(Q))?, ce H>®(Q) (7.11)
voraus. Die Wohlgestelltheit der lokalen Probleme ergibt sich dann durch den

Satz 7.2.1 Es gibt ein hg > 0, so daf$ fir he (0, hg) die beiden Teilprobleme (7.6) und (7.7)
in jedem Iterationsschritt k €N eine eindeutige Lisung in H'(0,T; V4 ) bzw. H(0,T; Va,p)
besitzen, falls v = ~vo > 0.

Beweis. Wir ziehen Lemma 3.1.1 und [3.1.2 sowie aufgrund der Voraussetzung (7.11)
Lemma 4.3.1 und Bemerkung|3.1.4 heran und erhalten

up

|ai(u,v) — a;y (u, )| up

|a;(u,v) = a;p(u,v)| + |ain(u, v) — a;y (u,v)]
(7.12)

FRL S

u,v € Vip, mit Copj := C (1 + 116]1,00,0; + ll€l|1,00,0; + Hb’FHLOO,F)a ¢ = 1,2, und einer einer
sowohl von A als auch von Daten des Problems (5.5) — (5.8) unabhéngigen Konstante C' > 0.
Die Stetigkeit von a;% ergibt sich daher infolge von (5.12) und (7.12):

a?’;b(u v) < (M; + hCooi)l|ull1,0:]lv]1,0, fiir alle u,veV;y, (7.13)

mit M; = Ma, = £ + [lalloo., + [Bllooy: i = 1,2.

Um die Koerzivitit von a?‘z zu zeigen, folgert man mit Lemma [3.1.1lund [4.1.1 sowie mit

V. bdr = Z/ b nlds—i—/ b-n;ds

@
Bj' kel T

(fl—\jb'nidSZOfﬁrj>NB7h)

U 1 7 7 1 % %
aihw0) Zelolio 5 D0 D0 @8 +5 D0 () / bengds+ Y (o))

GENi e jENB A T GENin
— J

= colio + D (UJ(‘))2[/B@>§V btcdr—3 2 (/&)b‘ds—ﬁ]('k))

JENin kel
—/ v cdx—i—’yj(-l)
B

fiir alle ve V; . Vollig analog zum Beweis von Satz 4.2.2 ergibt sich dann wegen (5.8), (7.4)
und Lemma 4.2.1 mit einer von h unabhéngigen Konstante C;o > 0

ah(0,0) 2 elolf o, + (= Ch) Y (0 VIB] 2 eloli o, + SnCiollvlly o,
JEN;n
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fir h < ho = 55. Man beachte, daf gegeniiber Satz |4.2.2| hier Randterme iiber dem Aus-
tauschrand I" zu beriicksichtigen sind und daf in diesem Kapitel generell die Numerierung
der Knoten abweichend ist von der in Kapitel /4.

Schlieflich erhalt man
a%(v,v) 2 aup,i||vll0; ve Vi, (7.14)

mit ap,; = min{e, %7](]0}, i=1,2.

Damit 148t sich der Beweis wie der Beweis zu Satz|5.2.4 zu Ende fiihren. O

Hier und im weiteren Verlauf des Kapitels werden Aussagen unter der Bedingung gemacht,
dafl h hinreichend klein ist. Die obere Schranke hg geht dabei auf die Approximationen (7.4)
zuriick und héngt nur von der dort auftretenden Konstante C' sowie von 7 ab. Verwendet

(@) (%)

man fiir ﬂ]k und v; jeweils die exakten Integrale, so gelten die entsprechenden Aussagen

ohne Beschriankung an h (vergl. Bemerkung 4.2.3).

7.3 Konvergenzanalyse im semidiskretisierten Fall

Die Aussagen, die in Kapitel [6 zur Konvergenzanalyse des Dirichlet-Robin-Algorithmus im
kontinuierlichen Fall gemacht wurden, hingen von der Strukur des Gebietszerlegungsalgorith-
mus, der Wahl der Austauschrandfunktion - sowie den Eigenschaften der dort auftretenden
lokalen Bilinearformen, nicht jedoch — bis auf eine Ausnahme — von der konkreten Gestalt
der Bilinearformen ab.

Da sich die wesentlichen Eigenschaften, Koerzivitat und Stetigkeit, auf a1 » und agh J, Zumin-
dest fiir hinreichend kleine h iibertragen lieflen, kann das Vorgehen in Kapltel 6 direkt auf
den semidiskreten Fall dieses Kapitels iibertragen werden. Wir zeigen die einzelnen Schritte
auf, ohne erneut alle Details auszufiithren. Die oben erwidhnte Ausnahme tritt im Beweis von
Lemma 7.3.2 auf, auch dort kann man letztlich auf den kontinuierlichen Fall zuriickgreifen.

Wie im kontinuierlichen Fall betrachtet man zu einer Losung ((u'f7h,u’§7h)>keN von _
und einer Losung (uq p, u2,,) von (7.5) mit identischen Anfangswerten die Differenzenfol-
ge ((u1 > ug h)) mit ﬂﬁh = uﬁh —U;p, @ = 1,2, und erhélt die diskreten Fehlergleichungen

keN
d I
%(ﬂ]f,h(t)vv)m + alﬁl(ulih(t),v) =0 fiir alle vEth (7.15)
und
L (@ (), 0)0s + 28 (@51 (6),0) + (v ()]sl = — (G (8), )
gt \Y2.n\t), Vs T+ ag p(Ug p (1), U Y, (1) |ps V] w i ULk s TLAO|R) (7.16)
— alyh(ﬂlih(t), lehv‘r) + <7ﬂ'f7h(t)‘F, U‘F>W fir alle veVyy,

Auch zu den Operatoren K und K, laut Abschnitt 6.1 lassen sich (wiederum fiir hinreichend
kleine h) diskrete Entsprechungen K} bzw. K}, angeben, und Lemma 6.1.1 gilt {ibertra-
gungsgemas.
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Die Steklov-Poincaré-Operatoren haben hier die Gestalt

T
(Sipv, w) = / (Bipv)' (1), Eipw () ve, v, + aip (Bipv(t), Bpw(t)) dt, i =1,2,
A ,

Zudem sei Sy, := Sy + Sap-
Mit der Koerzivitit von a;%, (7.14), und dem Spursatz/A.2.3 folgt (vergl. (7.17))

T
1d
(Sipw,w) = / §£!|Ei,hw(t)”%,m+a2ﬁ(Ei,hw(t),Ei,hw(t))dt
0
T
> Bl g, + upCons [ ol dt,  i=12 (7.17)
0

Als semidiskrete Entsprechung zu Lemma|6.2.1]ergibt sich

Lemma 7.3.1 Es gibt ein hg > 0, so daf SYQ und Sgyfz lineare, stetige Abbildungen von Zj,

nach Z;; sind fir alle he (0, hy). Zudem ist Sév,z koerziv, sofern v = v9 > 0 und he (0, hy).
Beweis. Fiir v,we L%(0,T; W) gilt wegen (7.13)
T
[(Si,pv, w)| < / 1(Einv) (Ol | Eipw®)]lv; + (M + hCoo i) | Einv ()| v; | Es pw (t) | v; dt.
0

Daraus schlieffit man fiir hinreichend kleine h wie im Beweis von Lemma 6.2.1 die Existenz
der Steklov-Poincaré-Operatoren sowie vermoge (7.10) die Stetigkeitsaussagen

(im0, w)] < migllvllzlwlz (7.18)
und
[(s5v,w0)] < (map + Il eyl z el (7.19)
mit m; p, = (1 + M; + hcoo,i)cj%;i’h fir i = 1,2.
Wegen (S pw,w) > 0 fiir jedes w e Zj, geméf (7.17) folgt schlieflich
(S)w,w) > yollwll, (7.20)
™)

also die Koerzitivitdt von Sy, fiir v > 7o > 0. O

Wir erhalten also analog zu Abschnitt [6.2 mit Hilfe von Séﬂg ein Skalarprodukt — in diesem
Fall auf dem raumlich diskreten Raum Zj:
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1
(v, w)g 1= 5 ((Sé,zv w) + <S§7,3w v))
Dieses induziert die h-abhéngige Norm

]l = /(S )w,w),  weL*(0,T; W), (7.21)

die der Abschitzung

Vaolwllz < lwlln < /mip + [l o]z (7.22)

genigt.
Wie in Lemma 6.2.2 erh&lt man die Darstellung

Kpo=1- 0(557;2)*1(51# + Sa2,1)
und schafft damit die Voraussetzung, ebenfalls unter Anwendung von Satz(6.3.1 die Kontrak-
tionseigenschaft des Operators K}, , zu zeigen. Dabei sind wir entsprechend zu (6.25) auch

hier auf die Annahme angewiesen, dafl die Summe der Steklov-Poincaré-Operatoren koerziv
ist, es also ein w > 0 gibt mit

T
(Shw, w) = / (Binw)' (), Eipw())ve, v, + a;h (Bipw(t), Bypw(t) dt > wljwl%. (7.23)
0 :

Lemma 7.3.2 Die Gliltigkeit von (7.23) sei angenommen. Mit der Beschrdnkung an h aus
Satz[7.2.1 lassen sich dann Konstanten vo > 0 und o* € (0,1] angeben, so daff zu jedem
o€(0,0%) eine Konstante C, < 1 existiert, fir die

I Knowlln < Collwll — fir alle we L2(0,T; W) (7.24)

qgilt, sofern y€ L>°(T') und v > ~o. Dabei ist ||| - || die durch v parametrisierte Norm (7.21).

Beweis. Fiir die Abweichung des Operators (5’57,3-, -) von der Symmetrie ergibt sich in

diesem Fall
(Sihw, 2) = (Sy)zw ‘ = ‘/ (Bapnw) (), Banz(t) vysvs + aghy (Bapw(t), B p2(t))
(B (0 Bana(O) v, 5 Ban(t). Eaolt)
< | [ (B 0. BancDrps + oa(Basntt). Baact)
(B0 () Ba )3, — Bl Expen(t)

T
+ / (a2(Ea p2(0), Bao(t)) — a3 (Banz(t), Eapw(t))] d.
0
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Mit Hilfe der Konsistenzfehlerabschétzung (7.12) und B2 := ||b]|,0, erhélt man daher analog
zum Beweis von Lemma 6.3.2

(SS7w, (S5~ Spw) + (Spw, w)
2(Spw, w) — 2L+ By + hCoe2)CE, , IwllZ (ST S 2.

Zu jedem 7y > 0 ergibt sich im Falle v > 79 wegen der Koerzivitéit von SgY) (siehe (7.20))
und der Stetigkeit von S und Sa (siehe (7.18))

IS0 Sz < =2 iz

mit mg, = mqj + mgy. Daneben folgt unter Annahme von (7.23)
(Spw, w) > wljwl||.

Insgesamt gilt
2

mg, C'
(557w, (ST Spw) + (Spw, w) > 2<w* el +ﬂ2+h000,2)h7—EQ‘h>Hw|\QZ
0

fiir v = v9 > 0. Die Behauptung folgt nunmehr mit der Wahl eines

msy, 01%32 h
Yo > maX{O, (1 -+ ,82 —+ hcm’g)f’
w3}
wie im Beweis zu Lemma[6.3.2 unter Anwendung von Satz[6.3.1. a

Schlieffllich kénnen wir das Resultat aus Satz [6.3.3] iibertragen und so mit der Annahme
(7.23) die Konvergenz der Losung des Dirichlet-Robin-Algorithmus gegen die Losung des
Zweigebietsproblems im Fall einer Finite-Volumen-Diskretisierung zeigen.

Satz 7.3.3 Die Giltigkeit von (7.23) sei angenommen. Mit der Beschrinkung an h aus
Satz |7.2.1 lassen sich dann Konstanten vo > 0 und o* € (0,1] angeben, so dafi die Lo-
sung ((ulf,h, ul2€7h))keN des Iterationsschemas (7.6) - (7.9) fir jedes v = ~vo und zu beliebigem
Initialwert ¢° € Z;, gegen die Losung (ui p,uap) des Problems (7.5) konvergiert, sofern der
Relazationsparameter o aus (0,0*) ist.

Beweis. Vollig analog zum Beweis von Satz[6.3.3 ergibt sich mit Lemma |7.3.2 fiir jedes
o €(0,0%) die Existenz einer Konstante C, < 1, so daf§

|||uk+1

I — winlplln = 1Ko (uin]p = win| e < Collufply — wipllln  fir alle k€No.

Ebenfalls vollig analog erhélt man ﬂf = E@hﬂi h |F aufgrund der Fehlergleichungen (7.15)
und (7.16). Folglich ist

1d
~k
IS > [ 5 VBT I + 0 s 0, o | 1)

~k
+’>’0||U2,h\p||22

ks
= aup,?HUQ,hH%Q(O,T;Vz)
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wegen der Koerzivitéit von ay’ (siehe (7.14)) und

~
P2 ) 1 ]l

rllz + H’YHLO@(F)Ha’f,h

~k ~k
18l 0rwny < ( (man+ I llooe ) 11

wegen der Koerzivitit von a;?, sowie der Stetigkeit von Sy,z (siehe (7.14) bzw. (7.19)) mit
mop = (1 + Ms + hCoo,Q)C%Q’h-

Zieht man die Aquivalenz (7.22) heran, so folgt aus der vorausgegangenen Ungleichung

1 ~k
F20m17) < m( (man + [V L)) Nzl ln

I el

Qup,1] ‘ﬂ]f,h

+ 1yl ooy 5

Insgesamt erhilt man wegen |||} i 20 und || ak i 20 die Konvergenz
k— .
(u]f,h7u§,h) LARELN (uip,uzp) in L?(0,T; Vin) x L2(0,T; Vo). O

7.4 Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden Eigenschaften des vorgestellten Dirichlet-Robin-Algorithmus fiir
Konvektions-Diffusions-Reaktions-Probleme anhand numerischer Resultate untersucht. Ins-
besondere soll das lineare Konvergenzverhalten illustriert werden, das Gegenstand von Satz
7.3.3 bzw. [6.3.3]ist.

Allen Beispielen dieses Abschnitts liegen zweidimensionale Probleme der Form
' —eAu+ V- (ub) +cu=f in (0,1)x (7.25)

iiber © = (0,1)x (0, 1) mit homogenen Randbedingungen und Anfangsbedingungen (0, ) =
ug zugrunde. Uber die Problemdaten ¢, b, ¢, f, die Diskretisierungsparameter h, At und die
Zerlegung des Gebietes () wird jeweils nach untersuchtem Aspekt variiert.

Als Diskretisierung nutzen wir eine verifizierte Finite-Element-Diskretisierung auf Grund-
lage der Programmpakete MATLAB/FEMLAB statt einer Finite-Volumen-Diskretisierung
und verweisen auf den starken Zusammenhang zwischen beiden Diskretisierungen, wie er in
Kapitel 3] und Kapitel [4 herausgearbeitet wurde. In konvektionsdominierten Féllen nutzen
wir die SUPG-Stabilisierung (siehe etwa [37], zur SUPG-Stabilisierung bei Finite-Volumen-
Diskretisierung siehe [60]). Als Diskretisierung in der Zeit dient das #-Schema mit 6 = 1
(implizites Euler-Verfahren, vergl. [3.4).

Bei der Implementierung der zusétzlichen Austauschrandterme der Robin-Randbedingung
(vergl. Gleichung (5.14)) haben wir vereinfachend nicht das volle Skalarprodukt (-, )y son-
dern das L?-Skalarprodukt auf I" herangezogen. Die induzierten Normen beider Skalarpro-
dukte sind aufgrund der endlichen Dimension von W}, dquivalent.

Eine Ubersicht iiber die verwendeten Kombinationen von Konvektionsvektoren und Diffusi-
onskoeffizienten sowie die dazugehotrigen Abkiirzungen zeigt die folgende Tabelle.
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b= HELDT 00T (L0 ] (-1,07 | (—y2)T

e=1 Ay By C1 Dy Ey
g = 10_4 A10—4 BlO_4 010—4 D10—4 E10—4
g = 10_6 A10—6 Blo—G 010—6 D10—6 E10—6

Tabelle 7.1: Verwendete Kombinationen von Konvektionsvektoren und Diffusionskoeflizienten

Es werden beide Konvektionsrichtungen (1,0)” und (—1,0)7 betrachtet, da der Dirichlet-
Robin-Algorithmus prinzipiell unsymmetrisch beziiglich der Zerlegung von (2 ist.

Beispiel 7.4.1 (Quantitatives Konvergenzverhalten) Wir betrachten die Fille der
obenstehenden Tabelle, jeweils mit dem konstanten Reaktionskoeflizient ¢ = % und dem

Quellterm
_1
fotay) e 2 ((y—a)zy—y° +y).

Das Gebiet Q zerlegen wir durch Q; := (0,0.5)x(0, 1), Q5 := (0.5,1)x(0, 1). Uber ©; werden
die Dirichlet-Probleme, iiber 25 die Robin-Probleme gelGst.

Der Gitterparameter h betridgt in den Berechnungen sédmtlicher Fille fiir beide Teilgebiete
0.025 und die Zeitschrittweite At = 0.05.

Die Abbildung 7.2 zeigt abgetragen iiber der Anzahl der Iterationen im Dirichlet-Robin-
Algorithmus die Entwicklung der Fehler

k. k
eq = Z llug p, — ui,hH%Q(O,T;LQ(Qi)) '
i=1,2
k+1 k
U-: — U, 2 ;
eléor = max ] i,h % z,hHL (0,7;L°°(I)) (7.26)
’ i=1,2 Huz‘,hHLQ(O»T?LOO(F))
1
2
k._ koo 2 it ||v||2 ‘_Tt2dt
66 — Z ||Uz7h U'L,hHO,T,E,Qi mi ||UHO,T,E,Q7; -— 0 ||/U( )Hs,Qi 9
i=1,2

I|]le,; gemaB (1.11), beziiglich der Zweigebietslosung (u1 4, u2,p), d. h. beziiglich der Restrik-
tionen der globalen diskrete Losung wy, auf 21, Qs.

Die dargestellten Fehlerentwicklungen zeigen lineare Konvergenz bis unter den Wert 1014,
Die Iterierung bis zur Maschinengenauigkeit erfolgt hierbei aus analytischen Griinden. In
der Praxis ist es ausreichend, die Rechnungen bis zur Groéfle des Diskretisierungsfehlers zu
fiihren, also deutlich weniger Iterationen auszufiihren. Die jeweils verwendeten Relaxations-
parameter ¢ und konstanten Austauschrandparameter v € R sind unter den Diagrammen
angegeben. In den Féllen (A1) — (F1) konnte mit v = 0, also ohne zusétzlichen Term auf
dem Austauschrand gerechnet werden, wihrend in den konvektionsdominierten Féllen, ent-
sprechend den theoretischen Ergebnissen aus Abschnitt bzw.[7.3, die Wahl eines positiven
Austauschrandparameters Voraussetzung fiir die Konvergenz des Verfahrens war.
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Wie bereits in Abschnitt 6.3 erw#hnt, erfordert der sinnvolle Einsatz des Gebietszerlegungs-
verfahrens in Anwendungen die Wahl eines ausreichend ,,guten® ~. Uberlegungen zur opti-
mierten Wahl des Austauschrandparameter wurden hier noch nicht beriicksichtigt, dies wird
Gegenstand von Kapitel (8] sein.

Alle Ergebnisse dieses Beispiels (bei Groflengleichheit von ©; und €22) konnten wir mit der
Wahl ¢ = 0.6 oder ¢ = 0.7 erreichen. Die Sensibilitéit des Dirichlet-Robin-Algorithmus ge-
geniiber Anderungen von o stellt sich nach unserer Erfahrung geringer als die gegeniiber
Anderungen von v dar. Fiir Untersuchungen zur Wahl von o verweisen wir ebenfalls auf
Kapitel I8.

In den Fillen mit konstantem Konvektionsvektor, also (A.) — (D), ergibt sich fiir ¢ = 10~*
und € = 1079 ein im wesentlichen identisches Konvergenzverhalten unter Beibehaltung der
Paramter ¢ und ~. Dies ist ebenso in der Anwendung des Dirichlet-Robin-Algorithmus auf
elliptische Probleme zu beobachten (siehe [2]). Im Fall von nicht konstantem Konvektions-
vektor, (E.), ergibt sich jedoch eine deutliche Verlangsamung der Konvergenz mit kleiner
werdendem e.

Insgesamt zeigt sich, dafl in nicht konvektionsdominierten Féllen sowie in konvektionsdo-
minierten Féllen mit Konvektion durch den Austauschrand selbst mit konstantem ~ gute
Ergebnisse erzielt werden. Allerdings legen die Ergebnmisse fiir (Bjp-1) und (Bjg-s) sowie
die Ergebnisse fiir (Ep-4) und (F1g-¢) die Suche nach einer Strategie zur Wahl optimierter
Austauschrandbedingungen nahe.

Abschlieend greifen wir noch einige der Rechnungen dieses Beispiels heraus, um die zeitli-
che Entwicklung der Differenz zwischen den iterativen Teilgebietslosungen und der globalen
Losung fiir die ersten Iterationsschritte zu demonstrieren. Jeweils fiir die Falle (A1), (Ajp-4)
— (Cyg-1) zeigen die Abbildungen [7.3 —[7.6] die Differenz u}, (t) — u; 1 (t), i = 1,2, fiir die
ersten Iterationsschritte des Dirichlet-Robin-Algorithmus zu den Zeitpunkten ¢ = 0.1, 0.5,
1.0. Gegeniiber den biherigen Rechnungen in diesem Beispiel wurde nur der Gitterparameter
aus Darstellungsgriinden gedindert zu h = 0.04. Im ersten Fall (A;) tritt der Fehler in ©; und
Q9 gleichermaflen auf. Im den konvektionsdominierten Fillen ist der Fehler auf dem Gebiet
mit Dirichlet-Randbedingungen deutlich grofler.
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Abbildung 7.3: Differenz uf n(t)—uin(t), 1 =1,2,im Fall (A;) zu unterschiedlichen Zeitpunk-
ten fiir die Iterationsschritte 1,2,3,4 und 6.
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t=20.1 t=20.5 t=1.0
2
3
4
6

Abbildung 7.4: Differenz uf, (t) — u; 5(t), i = 1,2, im Fall (A}5-4) zu unterschiedlichen Zeit-
punkten fiir die Iterationsschritte 2,3,4 und 6.
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t=0.1 t=0.5 t=1.0

Abbildung 7.5: Differenz uf, (t) — u; 5(t), i = 1,2, im Fall (Bj-4) zu unterschiedlichen Zeit-
punkten fiir die Iterationsschritte 2,3,4 und 6.
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Abbildung 7.6: Differenz uﬁh(t) —u;p(t), i = 1,2, im Fall (Cg-4) zu unterschiedlichen Zeit-
punkten fiir die Iterationsschritte 2,3,4 und 6.

Beispiel 7.4.2 (Einflufl der Gitterweite auf die Konvergenz) In diesem Beispiel un-
tersuchen wir den Einflufl des Gitterparameters h auf die Konvergenz des Dirichlet-Robin-
Algorithmus anhand der Fille (A.), (B:) und (E.), e = 1,107%, gem#f Tabelle 7.1 mit dem
Reaktionskoeffizient ¢ = 0. Die Zerlegung von €2 erfolgt bei z = 0.5 wie im Beispiel [7.4.1, und
die Zeitschrittweite At betrigt wiederum 0.05.

Die Tabelle 7.2 gibt jeweils die Anzahl der Iterationen wieder, die nétig sind, um den Fehler
6’5 unter die Schranken 1074, 107%, 1078 und 107'° zu bringen. Dabei bedeutet ein Strich ,,—*,
daf} die jeweilige Fehlerschranke innerhalb von 120 Iterationen nicht unterschritten wurde.
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Die verwendeten Werte von o und « wurden aus Beispiel [7.4.1] iibernommen.

Anzahl Tterationen zur Erreichung elg <
Fall foo vl il qga g6 o8 g0
0.16 11 15 20 24
0.08 11 15 20 25
(A7) |0.7]0.0]0.04 11 15 20 24
0.02 11 15 20 24
0.01 11 15 20 24
0.16 11 15 20 25
0.08 12 16 20 25
(Ajg-4) [ 0.6 | 0.4 | 0.04 14 19 24 28
0.02 15 20 25 30
0.01 15 20 26 31
0.16 11 15 20 24
0.08 11 15 20 25
(By) |0.7]0.0]0.04 11 15 20 24
0.02 11 15 20 24
0.01 11 15 20 24
0.16 12 15 20 25
0.08 17 21 25 30
(Bip-4) | 0.6 | 0.2 | 0.04 25 33 39 45
0.02 39 50 60 69
0.01 54 — — —
0.16 11 15 20 24
0.08 11 15 20 25
(E1) |0.7]0.0]0.04 11 15 20 24
0.02 11 15 20 24
0.01 11 15 20 24
0.16 14 18 23 28
0.08 18 22 27 32
(E19-4) [ 0.6 | 0.2 | 0.04 23 32 40 47
0.02 29 39 49 59
0.01 32 43 53 64

Tabelle 7.2: Abhiingigkeit der Konvergenzgeschwindigkeit von der Gitterweite fiir die Fille
(A), (Be) und (E.), e =1,10"%

In den Fillen (A;), (B1) sowie (E;) ergibt sich die Unabhéngigkeit der Konvergenz vom
Gitterparameters h, und der Konvergenzverlauf ist in allen drei Féllen identisch (letzteres
war bereits im Beispiel 7.4.1 zu sehen).
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Dagegen &ndert sich in den konvektionsdominanten Féllen die Konvergenzrate mit h deut-
lich, besonders bei (Byg-4) und (Ejg-4). Mit kleiner werdendem h wéchst die entsprechende
Iterationszahl, teilweise auf mehr als das Doppelte innerhalb des Intervalls von A. In Kapitel
'8 werden wir jedoch bei optimal gewédhltem Austauschrandparameters v auch in konvekti-
onsdominanten Féllen Unabhéngigkeit von h erhalten (siehe Beispiel [8.3.2).

Beispiel 7.4.3 (Abhéingigkeit der Konvergenz vom Teilgebietsverhiltnis) Es soll
nun anhand derselben Félle wie im Beispiel [7.4.2 der Einflul des Groflenverhéltnisses der
beiden Teilgebiete dargestellt werden. Dazu werden die Zerlegungen

0y :=(0,1)x(0,1), Qg :=(1,1)x(0,1), 1=0.1,0.2,0.5,0.8,0.9
des Gebiets 2 herangezogen und iiber §2; die Dirichlet-Probleme, iiber €25 die Robin-Probleme

gelost, siehe Abbildung[7.7. Diskretisiert wird mit dem Gitterparameter h = 0.025 und der
Zeitschrittweite At = 0.05.

(Dir.) (Rob.)

Abbildung 7.7: Zerlegung des Einheitsquadrates in €1 = (0,1) x(0,1) und Q9 = ({,1) x(0,1)

Die Tabelle 7.3 listet fiir die angegebenen Werte von [ jeweils die Anzahl der Iterationen auf,
die notig sind, um den Fehler 6’5 unter die Schranken 1074, 1075, 1078 und 10~'° zu bringen.
Wiederum bedeutet ,,—“, dafl die jeweilige Fehlerschranke innerhalb von 120 Iterationen nicht
unterschritten wurde.

In den Fillen (A1), (B1) sowie (E7) &ndert sich mit Variation der Werte von [ die Konvergenz
erheblich. Diese ist hier um so schneller, je grofler das Dirichlet-Teilgebiet, 21, ist. Fiir { = 0.1
zeigt sich jeweils keine Konvergenz. Auch im Fall (E}j-41) besteht, wenngleich schwécher aus-
geprigt, dieser Einflu. In den Fillen (A;p-4) und (Bjp-1) ist die Konvergenzgeschwindigkeit
hingegen im wesentlichen gleich fiir alle Werte von I.

Im Fall konstanter Koeffizienten b und c¢ bleibt also die Konvergenz unbeinfluf3t, sofern Lﬂ

grof} gegeniiber [ ist. Diesen Zusammenhang zwischen der Wahl von [ und der Konvergenz
des Verfahrens werden die Untersuchungen zur Konvergenzratenfunktion in den Abschnitten
18.1 und (8.2 erhellen.
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Anzahl Iterationen zur Erreichung elg <

Fall 1oy by g6 408 10-10
01| - - - -
02| 37 49 60 70
(A1) |07]00]05| 11 15 20 24
08| 7 11 15 19
09| 5 9 13 17
01] 12 17 929 27
02| 12 17 99 27
(Ajp-1) |06 04|05 12 17 99 27
08| 10 15 20 25
09 9 14 20 25
01| — - - -
02| 37 49 60 70
(By) |0.7]00]05]| 11 15 20 24
08| 7 11 15 20
09| 5 9 13 17
01| 26 36 44 52
02| 24 33 42 49
(Byg-1) | 0.6 0.2] 05| 24 34 42 50
08| 24 34 43 50
09| 26 36 45 52
01| - — — —
02| 37 49 60 70
(E1) |07]00]05| 11 15 20 24
08| 7 11 15 20
09| 5 9 13 17
01] 30 46 58 69
02| 24 36 45 55
(Eyp-1) |06 ]02] 05| 21 33 44 54
08| 17 25 33 40
09| 15 21 28 33

Tabelle 7.3: Abhingigkeit der Konvergenzgeschwindigkeit vom Teilgebietsverhiltnis fiir die

Fille (A:), (B:) und (E.), ¢ = 1,104
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Kapitel 8

Optimale
Austauschrandbedingungen

Die numerischen Resultate des vorausgegangenen Abschnitts stehen im Einklang mit der Ana-
lyse des Dirichlet-Robin-Algorithmus aus Kapitel [6 bzw. Abschnitt[7.3. Jedoch treten beson-
ders in konvektionsdominanten Féllen mit Konvektionsrichtung parallel zum Austauschrand
oder nicht konstanter Konvektion unbefriedigende Konvergenzraten zu Tage. Daher untersu-
chen wir in diesem Kapitel eine Strategie zur beziiglich der Konvergenzrate optimierten Wahl
von .

Wir stellen eine solche Strategie erst fiir eindimensionale Probleme dar und iibertragen unser
Vorgehen dann auf zweidimensionale Probleme. Es handelt sich dabei um die Approximation
von Randoperatoren, Pseudo-Differentialoperatoren, wie sie auch als absorbierende Randbe-
dingungen genutzt werden, durch lokale Operatoren, deren Fourier-Transformierte Polynome
sind.

Abschlielend vergleichen wir auf diese Weise bestimmte Austauschrandparameter v mit Er-
gebnissen aus numerischen Tests mit dem Dirichlet-Robin-Algorithmus und betrachten die
Auswirkungen der optimierten Wahl von v auf das Gebietszerlegungsverfahren.

8.1 Untersuchung des Dirichlet-Robin-Algorithmus im eindi-
mensionalen Fall

Den Inhalt dieses Abschnitts bildet eine Analyse unseres Gebietszerlegungsverfahrens fiir
eindimensionale Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen. Wir orientieren uns an der
Arbeit [26], insbesondere den Untersuchungen dort zur Losung zeitabhéingiger, eindimensiona-
ler Probleme mit Hilfe der Schwarz-Waveform-Relaxation fiir nicht iiberlappende Teilgebiete.
Nach Fourier-Transformation der Problemgleichungen beziiglich der Zeit kann man, sofern
man sich auf Probleme mit konstanten Koeffizienten beschrankt, fiir jeden Iterationsschritt
eine exakte Losung angeben. Daraus 148t sich ein optimaler Randoperator ableiten, so dafl
das Gebietszerlegungsverfahren (bei zwei Teilgebieten) in zwei Schritten konvergiert.

125
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Wir iibertragen diese Vorgehen auf unseren Dirichlet-Robin-Algorithmus. Betrachtet wer-
den also Konvektions-Diffusions-Reaktions-Probleme mit konstanten Koeffizienten iiber dem
Einheitsintervall €2 := (0, 1), ndmlich

ou+ Lu = f in (0,7)xQ
u(t,0) = u(t,1) =0 (8.1)
u(0, ) = uo(),
wobei hier
Lu = —eug, + bug + cu

mit € > 0, b,¢ > 0. Die Zerlegung in zwei Teilintervalle geschieht durch ©; := (0,1) und
Oy := (1, 1) fiir ein 1 €. Den kiinstlichen Rand I' bildet also die Menge {l}, siehe Abbildung
8.1

0 Qs

Abbildung 8.1: Die Zerlegung des Einheitsintervalls in €, = (0,1) und Q9 = (I,1)

Der Dirichlet-Robin-Algorithmus (5.13) — (5.15) gewinnt dann die Form (siehe Bemerkung
5.2.2)

ok + Luk = in (0,7)x
uf(t,0) =0 (8.2)

ui(t,1) = g*1(t)

yuk + Luk = f in (0,7)x Q9
1 1
()~ (50 7) ) = etuble) - (0 ) ubed
mit den Anfangsbedingungen u?((), x) = U()’Q_(x), j=1,2, sowie
9" (t) = aus(t,1) + (1 = 0)g" ' (1). (8.4)

Analog zum Vorgehen in ersetzen wir in unserem iterativen Gebietszerlegungsverfahren
den 7-Term der Robin-Randbedingung durch einen allgemeineren (noch zu bestimmenden)
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linearen Randoperator A:
1 1
e(ub) o (t,1) — §bu§‘(t, D+ Aub(t,1) = e(uh),(t,1) — ibulf(t, )+ A(ul(t, 1))

Nach Lemma reproduziert sich die Relaxationsgleichung fiir die Differenzenfolge

((ﬁ’f,ﬁ’j))keN mit ﬁf = ué“ — u|Qj, j = 1,2. Setzt man gF—!:= af(-,1), k > 1, so ist da-

her
7" (t) = ou5(t, 1) + (1 = 0)g" (1) (8.5)

Desweiteren ergeben sich iiber den Teilgebieten homogene Gleichungen mit analogen Rand-
bedingungen am Austauschrand:

ok + Lk =0 in (0,T)xQ
(1,0 = 0 (50

(1) = g" ()

ok +Luk =0 in (0,T)xQy
as(t,1) =0 (8.7)

c(it)e (1,1) — ghi (e, 1) + A (1, 1)) = <(@)a(r, 1) — btk 1)+ AGak(s D)

mit jeweils verschwindenden Anfangswerten.

Wendet man die Fourier-Transformation F beziiglich der Zeit ¢t geméaf

Fu(s,z) = \/% /Re”tv(t,x) dt.

auf die Gleichungen in (8.5) — (8.7) fir T = oo an, so fithrt dies auf zwei gewohnliche
Differentialgleichungen (in x). Mit Hilfe der zugehérigen Losungen kann man einen optimalen
Randoperator A bestimmen.

Lemma 8.1.1 Der Algorithmus (8.2) — (8.4) mit T = oo generiert in zwei Iterationen die
globale Losung von (8.1), d. h. uf = u‘Ql und uf = “|92 fiir k > 2, falls A der lineare Operator
mit dem zugehorigen Fourier-Symbol

A=¢ep((1 —o)coth(p(l —1)) — o coth(pl))

1st, wobei

1
= = — 2 .
p=p(s) 5 V0?2 +4de(c+1s)
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Beweis. Um die Fourier-Transformation anwenden zu konnen, seien @¥, @} fiir t < 0
fortgesetzt durch @¥(t,r) = @5(t,x) = 0. Mit dem Differentationssatz fiir F folgt wegen
8.6)1 bzw. (8.7);

zsfﬂ?(s, x) = f((?tﬂf)(s, x)

= 8.7-"(&?)9533(8, x) — b}"(&?)x(s,x) — c}"ﬂ?(s,x)
= s(fﬂ?)m(s, x) — b(]—"&f)x(s,x) — c}"ﬂ?(s,x)

fir xey, j=1,2.
Man gelangt so zu den zwei gewohnlichen Differentialgleichungen

e(W) e — b(wh)y — (¢ + zs)wé-C =0, =12,

fiir w;?(s, x):=F ﬂ?(s, x) in z, die allgemein erfiillt werden durch

w.];(87 .I') = A?(S)e(w+p)x + B]’?(s)e(wfp)x

mit den Koeffizientenfunktionen A? , B;“ . Dabei nutzen wir abkiirzend

b p=p(s):= i\/ b2 + 4e(c + 15).

YT o 2
Aufgrund der Randbedingung bei x = 0 und x = 1 folgt

wh (s, z) = 2A4%(s) sinh(pz)e®?, wh (s, z) = 248 (s)e? sinh(p(z — 1))e**.

Zieht man die Randbedingungen am Austauschrand z = [ heran, so gelangt man durch
Fourier-Tranformation zum einen zu der Gleichung

F§1(s) = wh(s,1) = 245 (s) sinh(pl)e”,
die erfiillt wird durch Af(s) = 2 FgF~1(s)e “!sinh~'(pl). Somit erhilt w} die Gestalt

wh (s, ) = sinh ™ (pl) Fg" ! (s) sinh(pa) e~

Fiihrt man die Bezeichnung ®(v) := (v, — 3bv + A(v)) |,_; €in, so ergibt sich zum anderen

aus der Randbedingung (8.7)3

x=l
Fo(ih) = Fo(iy).
Ist nun A Operator zum Symbol A, also F (A(v)) = AFwv, so folgt
1
Fo(ay)(s) = e(wh)als,l) - <§b - A) wi (s,1) = F§* ' (s) (epcoth(pl) + X),

FO@) = lwh)a(od) - (50-A) (s

= 24K(s)erte! (epcosh(p(l — 1)) + Asinh(p(l — 1)))
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und somit

epcoth(pl) + A
epcosh(p(l — 1)) + Asinh(p(l — 1))

| . - w
Ah(s) = 5FGH s)e 0D

Fiir die Gestalt von w4 bedeutet dies

epcoth(pl) + A

sin T — ew(x—l).
epcosh(p(l — 1)) + Asinh(p(l — 1)) h(p( 1)

wh(s, ) = Fg*(s)

Es folgt fiir den Randwert von wh (s, ) am Austauschrand z = [

epcoth(pl) + A
epcoth(p(l —1)) + X’

wh(s,1) = Fg*1(s)

Mit der Relaxationsgleichung (8.5) erhélt man

Fg¥(s) = (1 —a(1+ C(s))) Fg"(s), (8.8)
wobei
_ epcoth(pl) + A
) = ol — 1) = &
Wegen

l—0

1-0(14+Cx(s))=0 = = Ci\(s)
<= A=¢p((1—0)coth(p(l —1)) — o coth(pl))

fiir alle s € R erfiillen ﬂ’f und 11’2“ fiur k£ > 2 die Probleme (8.6); bzw. (8.7); mit homogenen
Randbedingungen. Dies zeigt die Behauptung. O

Randoperatoren, ebenso konstruiert wie der Operator A aus Lemma 8.1.1, treten auch in
anderem Zusammenhang auf, namlich als absorbierende Randbedingungen bei Berechnungen
zu Problemen iiber unbeschrénkten Gebieten (siehe etwa [19] und [36] fiir hyperbolische Pro-
bleme bzw. Konvektions-Diffusions-Probleme). Andere Bezeichnungen sind kiinstliche, trans-
parente oder offene Randbedingungen.

Dieser Einsatz zur Beschrinkung des Rechengebietes kann als Vorlage fiir den Einsatz als
Randbedingung am Austauschrand bei Gebietszerlegungsverfahren angesehen werden. In
beiden Fillen wird der entsprechende Rand ,kiinstlich“ eingefiihrt, die Problemgleichungen
sind also iiber diesen kiinstlichen Rand hinweg giiltig. Die Randbedingungen sollten daher
moglichst durchléssig sein. Die Anwendung bei Gebietszerlegungsverfahren fiir stationére
Konvektions-Diffusions-Probleme wurde erstmals in [16] gezeigt.

In dem hier untersuchten Fall 1i83t sich zwar speziell bei gleichgewichteter Gebietsteilung und
Relaxation, also fiir [ = % und o = %, A explizit bestimmen. Fiir das Fourier-Symbol A aus
Lemma 8.1.1 erh&lt man dann ndmlich
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1
A= (1- 20)€pcoth(§p) =0.

Somit ist hier der Nulloperator optimaler Randoperator. Jedoch spiegelt sich dieses Verhalten
in den numerischen Test nicht wieder, siche Abschnitt 8.3. Wir betrachten daher Werte fiir
den Relaxationsparameter o iiber das gesamte Intervall (0, 1] verteilt.

Im allgemeinen ist A nicht polynomial in der Frequenz s. Daher stellt der Operator A mit
F (A(v)) = AFv einen nicht lokalen Operator dar, dessen explizite Form nicht bekannt ist und
dessen numerische Auswertung aufwendig ist (entsprechend dem Losen des Randproblems
selbst, siehe [20]). Eine geeignete Approximation von A durch lokale Operatoren erhilt man
jedoch durch polynomiale Approximation von A in s. Im Fall einer Approximation nullter
und erster Ordnung ersetzt man dazu A durch

Xoi=p bzw. A = p+igs (8.9)

mit noch zu bestimmenden Koeffizienten p, g€ R. Dies fiithrt auf die zugehorigen Randopera-
toren

Ap:=p bzw. A i=p+ q0;. (8.10)

FEine Approximation des Fourier-Symbols fiir kleine Frequenzen durch Taylor-Polynome wird
in [54] im Fall eines Dirichlet-Neumann-Algorithmus fiir stationére Konvektions-Diffusions-
Probleme betrachtet. Dies entspricht im wesentlichen einer Taylor-Approximation von p um
s=0:

Vb2 + 4dec 1
2

+ 15 + O(s2).
Vb2 + dec (")

b2 + de(c+1s8) =

In der zitierten Arbeit werden iiberlappende Teilgebiete genutzt. Dies sorgt in der Konver-
genzrate fiir einen Faktor, der grofle Frequenzen mit wachsener Uberlappungsbreite exponen-
tiell dampft.

Die Nutzung von Taylor-Polynomen fiir kleine Frequenzen wird in [26] fiir zeitabhéingige
Konvektions-Diffusions-Reaktions-Probleme iiber eindimesionalen Gebieten wieder aufgegrif-
fen, jedoch auch fiir nicht iiberlappende Teilgebiete untersucht. Zudem wird dort alternativ
die Wahl der Koeffizienten mit Hilfe einer Optimierungsrechnung fiir die Konvergenzraten-
funktion betrachtet, die sich insbesondere im Fall nicht {iberlappender Teilgebiete als iiber-
legen erweist. Die Koeffizienten p bzw. p und ¢ werden numerisch so bestimmt, dafl sie die
Konvergenzrate minimieren.

Ubertragen auf den hier untersuchten Dirichlet-Robin-Algorithmus mit Relaxationsparameter
o bedeutet das bei Approximation nullter Ordnung, den Koeffizienten p so zu wihlen, daf} er
das Problem

minmax |1 — o(1 + C),(s))| = min max
p s P s

— €PCOth(pl) +p
! <1 * epcoth(p(l —1)) _p> ’ (8.11)

16st. Dabei ist zu beriicksichtigen, daf3 durch die Diskretisierung des Problems nicht samtli-
che Frequenzen s € R aufgelost werden. Vielmehr ist 7 die minimale und £; die maximale
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Frequenz, die bei einem Zeitinvall [0,7"] und der Zeitschrittweite At représentiert wird. Bei

dem obigen Min-max-Problem ist also [7, X;] das fiir |s| relevante Intervall.

Die Untersuchungen dieses Abschnitts lassen sich mit geringem Aufwand auf den zweidimen-
sionalen Fall {ibertragen (vergl. [49]).

8.2 Untersuchung des Dirichlet-Robin-Algorithmus im zwei-
dimensionalen Fall

Ausgangspunkt der folgenden zweidimensionalen Analyse sind Konvektions-Diffusions-

Reaktions-Probleme iiber dem Einheitsquadrat €2 := (0,1)x (0, 1)
Ou+ Lu=f in (0,7)x€
u=0 auf (0,7)x 90 (8.12)
U<O, xz, y) = ’U,()(l', y)7

mit

Lu = —eugy — euyy + brug + bouy + cu
und konstanten Koeffizienten € > 0, b1,b9, ¢ > 0. Das Gebiet (2 wird zerlegt durch die zwei

Teilgebiete ©; := (0,1)x(0,1) und Qg := (1,1)x (0, 1) fiir ein [ €(0,1). Den kiinstlichen Rand
I" bildet also die Menge {l} x (0, 1), siche dazu auch Abbildung

Wiederum betrachten wir unseren Gebietszerlegungsalgorithmus (5.13) — (5.15) mit einem
allgemeinen linearen Randoperator A statt des v-Terms der Robin-Randbedingung:

ok + Luf = in (0,T)x

ufy =0 auf (0,T)x9Q NN (8.13)

uk(t,1y) = g" L (t,y)

ol + Luk = in (0,T)xQy
ub(t) =0 auf (0,T)x 92 N IN (8.14)

1 1
a(ug)m — §b1u’§ + A(ug) = a(u]f)m — §b1u’f + A(u’f) auf (0,T)xT

mit den Anfangsbedingungen uf (0,z,y) = uo|, (¥,¥), j = 1,2, und der Relaxationsgleichung

gF = UU§|F +(1—o0)g" L (8.15)

k

Auch hier bezeichne ((@f, @5 K

die Differenzenfolge mit ﬂf =u; —ul,,Jj=1,2 und es
J

) ken j

sei "t = af|, k> 1.
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Im vorliegenden zweidimensionalen Fall bezeichne F die Fourier-Transformation beziiglich
der Zeit t und der Raumvariablen y geméif

1
Fu(s,z,2z) = \/—Q_W/R/Re_z(“+yz)v(t,x,y) dy dt

Es ist s also die Fourier-Variable zu ¢, z die zu y. Um F auf ﬁ’f, 11’2“ anwenden zu kénnen, seien
diese sowohl fiir ¢ < 0 als auch fiir |y| > 1 fortgesetzt durch @¥(t, z, y) = @5(t, z, y) = 0. Analog
zum eindimensionalen Fall ergeben sich dann die zwei gewthnlichen Differentialgleichungen

e(Wf)ae — b1(wh)e — (c+u(s + be2))wf =0,  j=1,2,

fiir wf(s, x,z):=F ﬂ?(s, x,z) in z, die allgemein erfiillt werden durch

W (s,3,2) = AB(s, 2)e @0 4 B (s, 2)elop)e

mit den Koeffizientenfunktionen A?, Bf . Dabei ist

b 1
W= 2—1, p=p(s,z):= 2—\/17% +dec+ 4222 + 1de(s + baz).
5 5

Wie im Beweis von Lemma|8.1.1 zeigt man

Lemma 8.2.1 Der Algorithmus (8.13) — (8.15) mit T = oo generiert in zwei Iterationen
die globale Lisung von (8.12), d. h. u¥ = u|Ql und uf = u|92 fir k > 2, falls A der lineare
Operator mit dem zugehorigen Fourier-Symbol

A=¢p((1 —0o)coth(p(l —1)) — o coth(pl))

ist, wobei

1
p=p(sz)= 2—\/17% + dec + 4e222 4 1de(s + be2).
5

Analog zu (8.8) ergibt sich die Relaxationsgleichung fiir F§* zu
.7:§k(5, z) = (1 —o(1+ Ci(s, z)))ff]k_l(s, z),
mit

ep(s, z) coth(p(s, 2)l) + A

Cx(s,2) = ep(s,z) coth(p(s, 2)(1 — 1)) — A’

Eine polynomiale Approximation nullter und erster Ordnung von A der Form
Ao i=p bzw. A1 =D+ 1q(s + baz)

mit Koeffizient p € R und dem fiir ¢s und b2z gemeinsamen Koeffizient ¢ € R (vergl. [49])
fithrt auf die jeweiligen lokalen Randoperatoren

Ag:=p bzw. Ay = p + q0; + qb20y.
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Die Approximation nullter Ordnung und der zugehorige Randoperator Ag bedeutet am Aus-
tauschrand eine iibliche Robin-Randbedingung. Dies wird also durch die in Kapitel 6/ gefiihrte
Konvergenzanalyse abgedeckt. Um eine optimale Konvergenzrate bei Approximation nullter
Ordnung zu erreichen, wéahlen wir p = pi, als Losung des Min-max-Problems

o (o ) )|

minmax |1 — o(1 + C),(s, 2))| = minmax
P s p 82

(8.16)

Dabei sind die fiir die Frequenzen s und z relevanten Intervalle wiederum durch die minimal
und maximal auflésbaren Frequenzen bestimmt, also |s| € [%, £;] und |z| € [T, 7] (Vergl.
und nachfolgende Anmerkungen sowie [49]).

Wir haben in unsere Analyse die Teilgebietsweite [ (bzw. 1 — [) mit einbezogen, indem wir
beschriinkte Gebiete betrachten. Daraus resultieren die Faktoren coth(pl) und coth(p(1 —1)).
Solange g grof3 gegeniiber [ bleibt, spielt die Grofle von [, also das Verhéltnis von [ zu [ — 1
keine entscheidende Rolle fiir die Konvergenz. Dies war bereits an den numerischen Resultaten
aus Beispiel [7.4.3 zu beobachten.

Betrachtet man hingegen den Dirichlet-Robin-Algorithmus fiir die unbeschriankten Gebiete
01 =R<x(0,1), Q2 = R>?x(0,1) oder Q1 = R<xR, Q2 = R®YxR, so gelangt man durch
dhnliches Vorgehen wie in Lemma[8.1.1 bzw. Lemma |8.2.1 speziell im Fall ohne Relaxation
(0 =1) zu der Konvergenzratenfunktion

vV b? +45(C+'LS) + )\0/1
V b? +45(C+'LS) — )\0/1

im eindimensionalen Fall und

O ()] = ‘

SIS

5V} + dec + 46222 + 1de(s + bez) + Aoy

C)\ $,2)| =
[Coyn (5, 2)] 3V/0] +dec+4e222 +ade(s + baz) — Aop

im zweidimensionalen Fall. Interessanterweise stimmen diese mit den Konvergenzratenfunk-
tionen iiberein, die man erhélt, wenn man optimierte Randbedingungen fiir beide Teilgebiete
heranzieht (siehe [28], Abschnitt 5.2 fiir eindimensionale Probleme, [49], Abschnitt 8.1 fiir
zweidimensionale Probleme).

8.3 Numerische Ergebnisse

Nachdem wir durch die Analysis zu Konvektions-Diffusions-Reaktions-Problemen mit kon-
stanten Koeffizienten {iber rechteckigen Teilgebieten eine Moglichkeit vorliegen haben, die
Austauschrandbedingungen unseres Gebietszerlegungsverfahrens zu optimieren, sollen nun
die Auswirkungen dieser Optimierung numerisch dargestellt werden.

Wir beziehen uns auf dieselben zweidimensionalen Probleme, wie sie eingangs im Abschnitt
7.4 angegeben wurden und nutzen weiterhin die Bezeichnungen aus Tabelle [7.1. Auch bei
der raumlichen und zeitlichen Diskretiesierung gehen wir wie dort beschrieben vor. Auf die
Abhéngigkeit von den Diskretisierungsparametern h und At wird eingegangen.
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Beispiel 8.3.1 (Optimierte Randbedingungen) In diesem Beispiel betrachten wir die
Konvergenzgeschwindigkeit des Dirichlet-Robin-Algorithmus in Abhéngigkeit von der Wahl
von o sowie v und vergleichen eine Reihe von numerischen Ergebnissen mit Berechnungen zu
optimalen Austauschrandbedingungen auf der Grundlage des vorausgegangenen Abschnitts

8.2.

Dargestellt sind Ergebnisse fiir die Félle (A1), (A1g-4) und (Bjy-1) jeweils ohne Reaktionsterm

(¢ = 0) tiber dem Gebiet 2 := (0, 1)x(0, 1). Die Zerlegung von 2 durch zwei Teilgebiete erfolgt

mit [ = % wie im Abschnitt[8.2/angegeben. Die Diskretisierung geschieht fiir beide Teilgebiete

mit dem Gitterparameter h = 0.025 und der Zeitschrittweite At = 0.05.

Um die Auswirkungen durch Variation iiber die Anzahl der Zeitschritte bei der Berechnung
der diskreten Norm in der Zeit gering zu halten, betrachten wir den relativen Fehler

k—1 k 112 2
k. Z e _“i7h||L2(0,T;L2(ﬂi))

k 112
i=1,2 H“Lh“L?(o,T;L?(ﬂi))

Zu Beginn geben wir die Konvergenzgeschwindigkeit bei Variation des Relaxationsparameters
o global iiber das Intervall (0, 1] an. In Konturdiagrammen fiir die Fille (A;) (Abbildung8.2)
und (Ap-4) (Abbildung [8.3) sind zum einen die Anzahlen der Iterationen abgetragen, die
der Dirichlet-Robin-Algorithmus benétigt, um 7']5 < 107!2 zu erreichen. Im ersten Fall variiert
~v€R dabei iiber [0, 45], im zweiten Fall iiber [0, 3]. Zum anderen sind fiir (o, p) € (0, 1]x[0, 45]
bzw. (o,p) € (0,1] %[0, 3] die Maxima

m™ T
ma:ES’Z|1*U(1+C)\O(S,Z))|, |5|€[_a

dargestellt.

Fiir o > % liegen die Werte fiir v, die die Konvergenzratenfunktion bzw. die Iterationszahlen
des Dirichlet-Robin-Algorithmus minimieren, dicht beieinander. Dies bestétigt numerisch die
Eignung der Analysis aus Abschnitt [8.2] zur Bestimmung optimierter Randbedingungen. Die
Minima sind in jeweils beiden Konturdiagrammen mit einem + gekennzeichnet. Auch global
bildet das Konturdiagramm der Konvergenzratenfunktion 1 — (1 + C) (s, z)) das Konver-
genzverhalten des Algorithmus gut ab. Allerdings mufite im Fall (Ap-4) der Koeffizient p
mit dem Faktor 3 skaliert werden. Diese Diskrepanz zwischen dem optimalen v und p bedarf
als offene Frage noch weiterer Klarung.

Im Abschnitt|8.1 wurde bereits deutlich, daf fiir o = % der Nulloperator der (exakte) optimale
Randoperator ist. Entsprechend zeigen die Konturdiagramme der Konvergenzratenfunktion
das globale Minimum bei (%, 0). Dies wird jedoch durch die Rechnungen mit dem Dirichlet-
Robin-Algorithmus nicht wiedergegeben. Hier werden die minimalen Iterationszahlen fiir o >

% erreicht.
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Abbildung 8.2: Anzahl der Iterationen zur Erreichung 7§ < 1072 (oben) und Maxima der
Konvergenzratenfunktion |1 —o (14 C), (s, 2))| in Abhéngigkeit von ¢ und + fiir den Fall (A;).
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Abbildung 8.3: Anzahl der Iterationen zur Erreichung 7§ < 10712 (oben) und Maxima der
Konvergenzratenfunktion |1 — o(1 4+ C),(s,2))| in Abhéngigkeit von ¢ und v fiir den Fall

(A1g-4)

Zur detaillierten Betrachtung der Konvergenzverlaufe greifen wir als néchstes einzelne Werte
fiir o heraus, ndmlich o = 1,0.6,0.5. Die Abbildungen [8.4] zeigt fiir (A1) die Iterationszahlen,
die zur Unterschreitung der Fehlerschranke 10712 benétigt werden, in Abhingigkeit von
fiir die Zeitschrittweiten At = %, 2—10, %, ﬁ und stellt die entsprechenden Verldufe der Kon-
vergenzratenfunktion gegeniiber. Weiterhin ist h = 0.025. Abbildung [8.5] zeigt dasselbe fiir

(A10—4)'

Im Fall (A1g-4) ohne Relaxation (¢ = 1) erkennt man eine Aufsplittung nach den unterschied-
lichen Zeitschrittweiten, die Verschiebung des optimalen Randparameters und der minimalen
Iterationszahlen. Auch die Analysis zeigt ein solches Verhalten, jedoch viel schwécher ausge-
pragt, und die optimalen Werte fiir den Randparameter werden hier nicht exakt getroffen.

In allen anderen Fillen liegen die Resultate fiir simtliche Zeitschrittweiten iibereinander, zeigt
sich also keine At-Abhéngigkeit. Die kleinsten Iterationszahlen werden fiir ¢ = 0.6 erreicht.
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Hier werden die optimalen Werte fiir v durch die Analysis sehr gut prognostiziert. Wie bereits
erwihnt, findet sich die Optimalitédt des Nulloperators fiir ¢ = 0.5 nicht in den Rechnungen
mit dem Algorithmus. Es bildet sich vielmehr ein die Null einschlieBendes Intervall von ~-

Werten mit minimaler Iterationszahl.
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Abbildung 8.4: Mindestanzahl der DD-Iterationen, die nétig sind, um 7“12“ < 1072 zu erreichen,
und Maxima der Konvergenzratenfunktion |1 — o(1 + C),(s, 2))| in Abhéngigkeit der Wahl
von v bzw. p fiir unterschiedliche Zeitschrittweiten At, Fall (Ay).
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Abbildung 8.5: Mindestanzahl der DD-Iterationen, die nétig sind, um 7’12“ < 1072 zu erreichen,
und Maxima der Konvergenzratenfunktion |1 — o(1 + C),(s, 2))| in Abhéngigkeit der Wahl
von vy bzw. p fiir unterschiedliche Zeitschrittweiten At, Fall (A;p-4).
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Abbildung 8.6: Mindestanzahl der DD-Iterationen, die nétig sind, um 7‘5 < 10712 zu erreichen,
und Maxima der Konvergenzratenfunktion |1 — (1 + C),(s, 2))| in Abhéngigkeit der Wahl
von 7y bzw. p fiir unterschiedliche Zeitschrittweiten At, Fall (Byg-1).

Im Fall (Byg-4) bestiitigen sich die Ubereinstimmung von analytisch prognostizierten und
numerisch ermittelten minimalen Iterationszahlen fiir Werte o € (0.5,1) aufler in der Néhe
von o = 0.5, wo die Analysis die Optimalitit des Nulloperators erwarten liasst. Abbildungl8.6]
gibt die Kurven fiir ¢ = 0.6 und o = 0.5 wieder. Die geringste Iterationszahl wird wiederum
mit ¢ = 0.6 erreicht, hier stellt sich allerdings diese Iterationszahl auch mit ¢ = 0.5 ein.

Bei diesem deutlich kritischeren Verhéhltnis von Konvektionsrichtung zu Austauschrand (Par-
allelstromung) zeigt sich oberhalb des optimalen Wertes fiir v eine geringe At-Abhéngigkeit.

Beispiel 8.3.2 (Einflufl der Gitterweite auf die Konvergenz bei optimiertem ~)
Wir greifen nun Beispiel [7.4.2 wieder auf, und zeigen, da sich bei optimal gewéhltem
Austauschrandparameter v auch im konvektionsdominanten Fall Unabhéngigkeit der
Konvergenzgeschwindigkeit vom Gitterparameter h ergibt. Tabelle 8.1 belegt dies durch
numerische Ergebnisse fiir (A;g-4) und (Bjg-1), wihrend Tabelle 7.2 noch eine deutliche
Abhéngigkeit von h zeigte. Es liegen dieselben Rechnungen wie in Beispiel 7.4.2 zugrun-
de, jedoch mit Werten fiir ¢ und 7, wie sie im Beispiel 8.3.1 zur Erlangung minimaler
Iterationszahlen angegeben wurden.
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Anzahl Iterationen zur Erreichung e <

Fall ooy bl g g6 g8 10-10
016 9 14 19 24
008 | 11 15 19 24
(Ajg-1) | 0.610.25]0.04| 9 13 18 23
002 9 13 18 23
001] 10 15 20 25
016 | 11 17 23 29
0.08| 10 17 23 29
(Bjp-1) | 0.5]0.02]0.04| 10 16 99 29
002 9 16 99 29
001| 12 17 29 30

Tabelle 8.1: Abhiingigkeit der Konvergenzgeschwindigkeit von der Gitterweite fiir die Fille
(Ajp-1) und (Byg-4) bei optimal gewéhltem ~

Beispiel 8.3.3 (Einflufl des Austauschrand-Startwerts auf die Konvergenz)

Anhand der Fille (A4.), e = 1,107%,1075, zeigen wir, daB die Wahl des Startwertes ¢° auf
dem Austauschrand nicht von wesentlichem Einfluss auf den Konvergenzverlauf des Dirichlet-
Robin-Algorithmus ist. Wir fithren dieselben Rechnungen fiir unterschiedliche Gitterweiten
wie in den entsprechenden Fillen aus den Beispielen [7.4.2 und 8.3.2 durch. Wihrend

Anzahl Tterationen zur Erreichung e <

Fall oy bl g g6 18 10-10
0.16 | 10 15 20 24
0.08| 11 16 29 27
(A1) 0.7 00 [0.04| 10 16 29 28
0.02| 10 15 21 27
001| 10 15 21 27
016 9 14 19 24
008 9 14 20 25
(Ajg-1) | 0.6 10.25 | 0.04 | 10 13 18 23
0.02| 10 14 18 29
001 11 14 18 29
0.16 | 8 13 18 23
008 9 14 19 25
(Ajg-s) | 0.6 10.25 | 0.04 | 10 13 17 99
0.02| 10 14 18 29
001| 10 14 18 29

Tabelle 8.2: Abhingigkeit der Konvergenzgeschwindigkeit von der Gitterweite fiir die Fille
(A2), e = 1,107%, bei zufillig gewihltem Startwert g°
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jedoch dort durchweg mit dem Startwert ¢° = 0 gerechnet wurde, belegen wir in diesem
Beispiel fiir jede einzelne Rechnug ¢° in jedem Austauschrandpunkt mit zufillig gewihlten
Werten. Die Ergebnisse gibt die Tabelle [8.2 wieder.

Uber das Spektrum der Gitterweite h sowie im Vergleich zu den entsprechenden Ergebnissen
in Tabelle [7.2] bzw. Tabelle [8.1 zeigen die Konvergenzverliufe keine Abhingigkeit von der
Wahl von ¢°. Man beachte, dafl im Fall (A1) nicht mit optimierter Randbedingung gerechnet
wurde, um die Vergleichbarkeit zu den Daten in Beispiel 7.4.2 herzustellen.

Beispiel 8.3.4 (Nicht konstante Konvektion) Von besonderer Relevanz fiir Anwendun-
gen sind die Félle mit nicht konstantem Konvektionsvektor, die wir in diesem Beispiel un-
tersuchen. Wir kehren dazu zu Beispiel [7.4.1 zuriick und betrachten die Félle (E;p-4) und
(E1p-6), bei denen der Konvektionsvektor durch b = (—y, x)” gegeben ist, erneut. Dort wur-
den Rechnungen mit dem Dirichlet-Robin-Algorithmus présentiert, die mit konstantem v€R
durchgefiihrt wurden. Dabei zeigte sich eine sehr unbefriedigende Konvergenzgeschwindigkeit
und eine deutliche Abhéngigkeit von der Stéirke e der Diffusion.

Hier sollen die Ergebnisse aus den vorangegangenen Abschnitten zur optimalen Wahl von
~ im Fall von konstanten Koeffizienten auch auf Fille (E;j-4) und (E;-6) mit nicht kon-
stantem Konvektionsvektor angewendet werden. Sind b; := — y und by := x die Komponen-
ten der Konvektion in jedem Punkt (x,y) auf dem Austauschrand T', so erhalten wir mit
p= 2%\/1)% +dec+ 4222 + 1de(s + bez) (vergl. Lemma [8.2.1) eine Funktion v = yopt, die je-
dem (z,y) €I’ geméB des Min-max-Problems (8.16) einen optimierten Koeffizienten p = popt
zuordnet. Abbildung [8.7] zeigt b in einzelnen Punkten auf dem Austauschrand. Wir bringen
diese Funktion v = 7opt bei unserem Gebietszerlegungsalgorithmus (5.13) — (5.15) zum Ein-
satz. Ein solches Vorgehen wird durch die Konvergenzuntersuchungen aus Kapitel |6 bzw. |7
abgedeckt, da dort auf dem Austauschrand Funktionen v € L>°(I") zugelassen wurden.

. /////

NI

Abbildung 8.7: Konvektionsvektor b in einzelnen Punkten auf dem Austauschrand

Die Abbildung 8.8 zeigt abgetragen iiber der Anzahl der Iterationen im Dirichlet-Robin-
Algorithmus die Entwicklung der Fehler ef, e’go  und e¥ (vergl. (7.26)). Den Ergebnissen liegen
dieselben Rechnungen zugrunde, die auch in Beispiel |7.4.1] durchgefiihrt wurden. Allein die
Wahl des Austauschrandparameters v wurde wie oben beschrieben angepafit. Damit konnte
eine deutlich schnellere Konvergenz erreicht werden, und auch die Abhéingigkeit von der
Stérke der Diffusion ist verringert. Bei der Berechnung der optimierten Koeffizienten wurde

wie in Beispiel 8.3.1 mit dem Faktor 3 skaliert.
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Abbildung 8.8: Die Fehler eé’ , elg und elgo in Abh#ngigkeit von der Anzahl der DD-Iterationen
fiir die Fille (Ejp-1) und (F1g-6) bei punktweise optimiertem -.

8.4 Ausblick

Ein Blick in die Literatur der letzten Jahre zeigt, dafl Gebietszerlegungsalgorithmen fiir Evo-
lutionsprobleme auf Grundlage der Waveform-Relaxation-Methode zu einem sehr aktivem
Forschungfeld geworden sind. Insbesondere Verfahren, die mit Hilfe von optimierten Schwarz-
Methoden generierte, moglichst durchlissige Austausrandbedingungen nutzen, stehen im Zen-
trum des Interesses.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde ein Dirichlet-Robin-Gebietszerlegungsverfahren
vom Waveform-Relaxation-Typ eingefithrt und fiir den Fall von zwei nicht iiberlappenden
Teilgebieten untersucht. Zudem stellt diese Arbeit den Kontext fiir die Nutzung des Ge-
bietszerlegungsverfahres im Zusammenhang mit einer Finite-Volumen-Diskretisierung be-
reit. Durch die Untersuchungen aus den Abschnitten 8.1 und 8.2 liegt fiir den betrach-
teten Algorithmus eine Strategie zur beziiglich der Konvergenzrate optimierten Wahl der
Austauschrandbedingungen vor. Das Beispiel [8.3.4] demonstriert, wie sich die Strategie zur
Optimierung der Austauschrandbedingungen auch in dem fiir Anwendungen relevanten Fall
nicht konstanter Koeffizienten einsetzen 148t. Offen blieb die Frage nach der Ursache fiir den
Skalierungsfaktor, der abhéngig von der Stérke der Diffusion in unseren numerischen Resulta-
ten auftrat. Diese Abweichung zwischen theoretischer Prognose und numerischen Resultaten
bedarf weiterer Untersuchung.

Als ein Vorteil der Gebietszerlegungsverfahren vom Waveform-Relaxation-Typ (,,Gebietszer-
legung vor Zeitdiskretisierung®) wurde bereits die Moglichkeit erwihnt, von Teilgebiet zu
Teilgebiet unterschiedliche Zeitschrittweiten zu wéahlen. Diese Flexibilitat in der Zeitdiskreti-
sierung anhand von Testféllen zu demonstrieren, wird Gegenstand zukiinftiger Arbeiten sein,
auch vor dem Hintergrund nur weniger entsprechender Anwendungen in der Literatur.

Wir haben in dieser Arbeit ausschlielich polynomiale Approximationen des optimalen, glo-
balen Randoperators A von nullter Ordnung beriicksichtigt, da man auf diese Weise gerade
zu einer iibliche Robin-Randbedingung am Austauschrand gelangt. Dies geschah im Einklang
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mit der Formulierung unseres Dirichlet-Robin-Gebietszerlegungsverfahrens und den anschlie-
Benden Konvergenzuntersuchungen aus Kapitel [6] bzw. Kapitel 7. Die Konvergenzraten, die
in unseren numerischen Resultaten zu Tage traten, bleiben nicht hinter den Konvergenzraten
zuriick, die sich fiir zweidimensionale numerische Beispiele mit Approximation nullter Ord-
nung der optimalen Randbedingungen fiir beide Teilgebiete (also fiir Robin-Robin-Verfahren)
in der Literatur finden (vergl. [49]). Vielfach erreichen wir sogar bessere Konvergenzraten. Die
beziiglich der Konvergenzgeschwindigkeit {iberlegenen Verfahren fiir zweidimensionale Fille
werden in [49] stets mit einer Approximation von A erster Ordnung erzielt. Eine entsprechen-
de Erweiterung unseres Dirichlet-Robin-Verfahrens, also die Nutzung des Randoperators

A1 = p+ q0; + qb20,, p, ¢€ER,

(siehe Abschnitt[8.2) steht noch aus und erscheint uns vielversprechend.

Bei einem direkten Vergleich zwischen Dirichlet-Robin- und Robin-Robin-Algorithmen fiir
elliptische Probleme in der Arbeit [2] liefert der Dirichlet-Robin-Algorithmus sehr gute Er-
gebnisse, speziell ohne zusétzlichen Austauschrandterm (d. h. v = 0). Damit entféllt dort
eine Prozedur zur Optimierung der Austauschrandbedingungen ganz. Auch in unserem Fall
ergab sich aus der Theorie, daf fiir gleichgewichtete Gebietsteilung und Relaxation mit o = %
der Nulloperator optimaler Randoperator ist, somit explizit angegeben werden kann. Dieses
Verhalten spiegelte sich jedoch in den numerischen Test nicht wieder, stattdessen stellten
sich die besten Resultate fiir Werte von o etwas oberhalb von 1 ein. Hier sehen wir ebenfalls

2
weiteren Untersuchungsbedarf.

Insbesondere aus Sicht des Performance-Gewinns durch Parallelisierung der Rechnung er-
gibt sich der Bedarf nach einer Formulierung des Dirichlet-Robin-Algorithmus fiir mehr
als zwei Teilgebiete. Liegt eine Zerlegung {{1,...,$, des Rechengebiets {2 vor mit einer
Schwarz-Wei3-Einfarbung der Teilgebiete, so dal je zwei Teilgebiete {}; und ; mit einer
gemeinsamen Kante I';; von unterschiedlicher Farbung sind, so ergibt sich die Erweiterung
des Dirichlet-Robin-Algorithmus unmittelbar. Auf allen Teilgebieten einer Firbung werden
Dirichlet-, auf allen anderen Teilgebieten Robin-Probleme definiert. Liegt eine solche Schwarz-
WeiB-Einfarbung nicht vor, so kénnen Teilgebiete auftreten, auf deren Austauschrindern
abschnittsweise sowohl Dirichlet- als auch Robin-Bedingungen definiert werden. Der Algo-
rithmus mufl dann additiv formuliert werden. Von Interesse in diesem Zusammenhang ist
die Frage nach dem Einflufl der Anzahl der Teilgebiete auf das Konvergenzverhalten. Auch
dies betrifft zukiinftige Untersuchungen. Zum Vergleich siehe Abschnitt 6.3 in [28], dort sind
numerische Resultate fiir einen optimierten Robin-Robin-Algorithmus im Fall von mehr als
zwei Teilgebieten zu finden.
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Anhang

A.1 Notation

Es bezeichne Ny die Menge der natiirlichen Zahlen (einschliefllich der 0). Soll die 0 ausge-
schlossen sein, so wird dies durch N ausgedriickt. Jede natiirliche Zahl n wird auch als Menge
{0,...,n—1} aufgefait. Fiir Abz&hlungen die bei 1 statt bei 0 beginnen, ist die Bezeichnung
n = {1,...,n} niitzlich, dabei sei n = ) fiir n = 0. Dies erklirt kompakte Schreibweisen wie
1€n oder 1€n.

Ein System ) von Teilmengen einer Menge X C R¢ heifit eine Zerlequng von X, falls gilt:

(z1) Uy =X,

(72) Y, Z€Y, Y°NZ° 40 = Y = Z.

Fiir Mengen A, B C R? schreiben wir abkiirzend B € A, falls B prikompakt (d. h. be-
schriinkt) ist und B C A gilt. B4 steht fiir die Menge aller Abbildungen von einer Menge A
in eine Menge B.

Den Dualraum eines normierten Raumes X bezeichnen wir mit X*, das Dualitdtsprodukt
zwischen X™* und X mit (-, ) x=xx.

Dariiber hinaus erinnern wir an die gebréduchliche Multiindexschreibweise. Fiir jedes o € Ng
schreiben wir

olel , )
. %al b= 025 - 9250 D7 := D% mit o = (3ij)ied-

145
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A.2 Funktionenrdume ortsabhingiger Funktionen

Lebesgue-Raume

Es sei Q ein Gebiet in RY. Dann bezeichnen wir mit C/(2) die Menge aller stetigen reellwertigen

Funktionen auf Q und mit C'(2) die Menge aller dieser Funktionen, die gleichméifig stetig
sind auf 2. Zu jedem m €Ny definieren wir

C™(X) := {ueR¥ | VaeNd mit |a| < m: DucC(X)}

mit X = Q oder X = Q. Davon leiten wir die Bezeichnungen fiir glatte Funktionen und
Testfunktionen

C®(X):= ﬂ c"™(X), C5o(Q) :=={ueC>(Q) | supp(u) € 2}
meN

ab, wobei die Menge supp(u) := {x€ A | u(x) # 0} als Trdger einer reellwertigen Funktion u
auf einer Menge A bezeichnet wird.

Desweiteren geben wir die Standardriume Lebesgue-integrierbarer Funktionen wieder. Dazu
sei R? mit dem Lebesgue-Mafl versehen. Fiir p€ [1, o] sei dann

LP(Q) := {veR% | v ist meBbar mit ]| p (@) < oo}
wobei

1
vPdt)?, < 00,
follney = | Yoo @) - v
inf{supyco\n [v(2)| | N C Q ist eine Nullmenge}, p = oo.

Mit der Aquivalenzrelation u ~ v :< (u = v fast iiberall) wird die Quotientenmenge LP(£2)/ ~
versehen mit || - ||z»(q) zu einem Banach-Raum (siehe [1], Theorem 2.10). Man schreibt fiir
diesen wieder LP(€2). Speziell auf L?(§2) wird durch

(u,v)12(q) = /uv dx, u,v€ L*(R),
Q

ein Skalarprodukt definiert, so dal L?(£2) mit diesem versehen ein Hilbert-Raum ist. Hiufig
schreiben wir einfach (-, -)q oder (-,-). Schliefllich heien Funktionen aus dem Raum

L (Q) = {veR® | ve L}() fiir jedes Gebiet ' € Q}

lokal integrierbar iiber (2.

Schwach differenzierbare Funktionen

Die nachfolgende Definition der verallgemeinerten Ableitungen stellt eine Abschwichung des
klassischen Differenzierbarkeitsbegriffs dar. Eine Funktion v € L} () besitzt eine verallge-
meinerte (auch schwache) Ableitung zum Multiinder o € Ng, falls ein w € L} () existiert
mit
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/vD“cpdx—(—l)“'/wgoda:
Q Q

fiir alle p € C§°(2). Im Fall der Existenz ist w in L} () eindeutig bestimmt und wird mit
D®v bezeichnet. Es gilt D% = v. Als Sobolev-Riaume der Funktionen mit verallgemeinerten
Ableitungen definieren wir nun fiir £k €Ny und pe|[1, ]

H"P(Q) := {ve LP(Q) | Ya eNE mit |a| < k: D*ue LP(Q)}.

Versehen mit der Norm

=

(Cjater D701 gy dt) " p < o0,

max|q|<k | D0 Lo () p =00,

[0llkp.0 =

ist H*P(Q) ein Banach-Raum (siehe [1], Theorem 3.2), und speziell H*(Q) := H*2(Q) wird
daher mit dem Skalarprodukt

(w0)o = Y (D*w,D")q,  u,v€H"?(Q),

la|<k
zu einem Hilbert-Raum. Wir schreiben kiirzer ||v||rq:= |[v|]lk20. Wegen D% = v ist
lv]lo,p.2 = ||v]| (). Dariiber hinaus nutzen wir die Halbnormen
2
[v[k,0 = Z HDQUH%Q(Q) dt| ,ve H*Q),
la|=k

= DO& [o'e) .
[0]k,00.0 ﬁi}iu Lo ()

Im Kontext geben wir das zugrundeliegende Gebiet im Index nicht an, schreiben also

[ollep I0lles [vlk, [olle statt — [[ollepq, lVilkes [0lkos [[0]lL@)-

Schlieflich bezeichne HE()) den AbschluB von C$°(Q) beziiglich der Norm || - [|. Es ist
(HE(Q), || - |lx) ein Banach-Raum, da H(Q) ein abgeschlossener Unterraum von H¥(Q) ist.

Analog zu der verallgemeinerten Ableitung 148t sich die schwache Divergenz eines Vektorfel-
des einfiihren. Eine Funktion ve (L}OC(Q))d besitzt die schwache Divergenz we L}, (€2), falls

/U-Vgpdm:—/wg@da}
Q Q

fir alle p € C5°(2) gilt. Im Fall der Existenz schreiben wir V - v fiir w. Man beachte, da8
die schwache Divergenz V - v existieren kann, selbst wenn nicht alle partiellen schwachen Ab-
leitungen D'u, i € d, existieren. Als Sobolev-Raum der Funktionen mit schwacher Divergenz
definieren wir

H(div; Q) := {ve (L3(Q)? | V- ve X (Q)}.

Fiir Funktionen, deren schwache Divergenz sogar wesentlich beschrinkt bleibt, gilt die wver-
allgemeinerte Produktregel.
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Satz A.2.1 Sei u € H'(Q) und v € (L}OC(Q))d ein Vektorfeld mit schwacher Divergenz
V -veL*®(). Dann existiert auch V - (uwv) € H(div; Q) und es gilt

V-(w)=uV-v+v-Vu.

Beweis. Siehe [9], Lemma 1.1.40. O
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Unter einer ganzen Reihe von Einbettungssétzen zitieren wir

Satz A.2.2 Ist Q C R? ein polygonales Gebiet, so existiert die stetige Einbettung
HY(Q) — C(Q)

fiir p > 2.

Satz[A.2.2 1Bt sich allgemeiner formulieren fiir Gebiete Q C R?, die die sogenannte Kegelei-
genschaft besitzen (siehe [1], Theorem 5.4).

Randwerte, Spursitze

Unser niichstes Ziel ist es, Randwerte fiir Funktionen aus H'(2) und H (div; Q) zu definieren.
Dazu setzen wir voraus, dafl 2 einen Lipschitz-stetigen Rand besitzt. Es sei I" eine nicht leere,
relativ offene, zusammenhéngende Teilmenge von 0€). Wir definieren den Sobolev-Raum

H3(T) = {oe LX) | [lol 3 ) < o0}
mit ||v||2%(r) = <U,U>H%(F) und
(u, v>H%(F) = /Fuv ds + //FXF (u(z) = ufg)z(zg) —v(y) ds(z,y), u,veH%(F).

H3(T) bildet mit dem Skalarprodukt (-,) o

1.2.3). Wir greifen zudem auf einen Teilraum von H 2 (T") zuriick, ndmlich

einen Hilbert-Raum (siehe [56], Abschnitt

HE(T) = {ve L(T) | v° € H} (00)},

wobei w® fiir jede Funktion w auf I' deren Fortsetzung auf 92 durch Null darstellt. Durch
das Skalarprodukt

uv 3
(u,v) 1 ) = <U’U>H%(F) + /F W ds, u,v € Hy (),

Hg\(T
1
wird HZ(T) zum Hilbert-Raum mit der Norm |[ul|?> , = (v,0) 1, die dquivalent ist
H(T 00
00

zur Norm [[v°|| 1  (siehe [66], Abschnitt 4.1). In der Definition von (-,-) 1  bezeichne
H2(T) Ho(T)

00
dist(x,0I') den Abstand von z € I' zu 0I' (OI' Rand von I' beziiglich der Relativtopologie
auf 00Q) mit dist(z, () := oo. Falls T' eine Zusammenhangskomponente von 92 ist, so folgt
1
O = (), in diesem Falle stimmen die Rdume H %(I’) und Hg,y(T') iiberein.

Durch Fortsetzung des Spuroperators fiir stetige Funktionen werden nun Randwerte fiir Funk-
tionen aus H'(Q) erklirt.
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Satz A.2.3 Der Spuroperator

u—ul, ueC™(Q)
kann eindeutig fortgesetzt werden zu einem linearen und stetigen Operator

trp : HY(Q) — H2 (D),
ebenfalls Spuroperator genannt. Zu trr existiert eine lineare und stetige Rechtsinverse trr—,
d. h. trpotrp™ = idH%(F)'

Beweis. Siehe [52], Theorem 3.37. O

trp u wird als Randwerte von u (aufT') im Sinne der Spur bezeichnet. Gelegentlich schreiben
wir |, statt trp u auch fiir Funktionen u € HY(Q).

Das entsprechende Resultat fiir das Produkt einer Funktion u € H(div; ) mit der duferen
Normale (,,Flufl von v durch Berandung von Q) lautet

Satz A.2.4 Es sei § ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet. Dann kann der Normalen-
Spuroperator

U Uy, n,  Uu€ (Coo(ﬁ))d

zur duferen Normale n von 0 eindeutig fortgesetzt werden zu einem linearen und stetigen
Operator

ntrag : H(div;Q) — (H2(0Q))*
ebenfalls Normalen-Spuroperator genannt. ntryq besitzt eine lineare und stetige Rechtsinverse

ntrgn” .

Beweis. [32], Seite 27. O

Folgerung A.2.5 Es sei € ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet. Fir Funktionen
(u,v) € H(div; Q) x H*(Q) gilt die (verallgemeinerte) Greensche Formel

/vV-udw—{—/u'Vvdx:(ntr@Qu,tran>.
Q Q

Satz A.2.6 Es sei Q C R? ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet und T' eine nicht leere, relativ
offene, zusammenhdngende Teilmenge von 0Q. Dann gilt fiir alle ve HY(Q) mit trrv = 0 die
Ungleichung

[o]lo < Clvh

mit einer Konstante C', die allein von £ und I' abhdngt.

Beweis. Siehe [57], Theorem 1.3.3. O
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A.3 Funktionenrdume zeitabhingiger Funktionen

Lebesgue-Ridume vektorwertiger Funktionen

Zur Behandlung zeitabéngiger Probleme geben wir hier die géngige Verfahrensweise wieder,
bei der Funktionen iiber einem Raum-Zeit-Zylinder (0,7) x 2 aufgefait werden als vektor-
wertige Funktionen (0,7") — V mit einem geeigneten Banach-Raum (V.|| - ||v/). Der Orts-
und Zeitabhéngigkeit werden also unterschiedlich Rechnung getragen. In diesem Zusammen-
hang bedient man sich eines speziellen Integralbegriffs, des Bochner-Integrals f;v(t) dt fiir
mefbare Funktionen v € V(@ (fiir Details siehe [65], 24). Dessen Existenz liBt sich auf
die Existenz eines Lebesgue-Integrals zuriickfiihren, denn fiir meSbare Funktionen v € V(@)
existiert ff v(t) dt genau dann, wenn f; [lu(t)||v dt existiert.

Fiir p€[1, oo] definieren wir die Lebesgue-Riaume vektorwertiger Funktionen
LP(0,T;V) := {ve VD) | 4 ist meBbar mit ol e 0,731y < o0}
wobei

1
_ ) (i a) p< o,

HUHLP(O,T;V)
inf{C >0 | [|[v(t)||v < C fiir fast alle t€ (0,T7)}, p= co.

Identifiziert man Funktionen, die sich lediglich auf einer Menge vom Lebesgue-Mafl Null
unterscheiden, so wird LP(0, T; V) versehen mit ||-|| 1»(o,7,1) zum Banach-Raum. Ist (V; (-, -)v)
ein Hilbert-Raum, so wird speziell L2(0,T; V) mit dem Skalarprodukt

T
(u, ) r200,13v) = / (u(t),v(t))v dt,  uw,vel?(0,T;V),
0
ebenfalls zu einem Hilbert-Raum (siehe [67], Proposition 23.2).
Fiir den Dualraum von LP(0,T; V) ergibt sich der folgende Zusammenhang:

Lemma A.3.1 Es sei (V,||-]|) ein Banach-Raum. Dann gilt
LP(0,T5 V)" = L9(0, T; V™)

fir alle p,g€ (1, 00) mit % + % =1.

Beweis. Siehe [67], Proposition 23.7. O

Funktionen mit schwacher Zeitableitung

Die klassische partielle Integration fiir Funktionen ist Vorlage fiir den Begriff der verallge-
meinerten Zeitableitung. Sind V' und W Banach-Rédume und ist v € L*(0,7;V), so heifit
we LY (0, T; W) n-te verallgemeinerte (zeitliche) Ableitung von v, falls
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T T
/ o (B)o(t) dt = (~1)" / o(t)wlt) dt
0 0

fir alle ¢ € C§°(0,T). Fiir n = 1 bezeichnen wir gegebenenfalls w mit v'. Verallgemeinerte
Zeitbleitung lassen sich auch mit Hilfe von verktorwertigen Distributionen formulieren, denn
nach der obigen Definition ist w die Distributionsableitung von u (siehe [67], Remark 23.17).

Mit dem né#chsten Satz wird die Existenz und Eindeutigkeit von verallgemeinerten Zeita-
bleitungen im Fall von Evolutionsgleichungen sichergestellt. Es sei U ein reeller, separabler
Hilbert-Raum und V' ein reeller, reflexiver Banach-Raum, stetig und dicht in U eingebettet.
Dann bezeichnet man das Tripel (V,U, V™) als Evolutionstripel (auch Gelfand-Dreier). Fiir
die Abbildung ® : U > u +— f, mit f, : V3 v — (u,v)y gilt dann ®[U] C V*. Ferner ist
® injektiv, stetig und linear, daher identifiziert man U mit ®[U] und schreibt abkiirzend
VCUcCv:

Satz A.3.2 Es sei V. C U C V* ein Evolutionstripel, und es seien p, q € [1,00]. Fir jedes
u€eLP(0,T;V) ist dann u' € L1(0,T; V*) eindeutig bestimmt, und es gilt

d

— (), v)u = (W(), )y

fir fast alle t€(0,T) und alleveV.

Beweis. Siehe [67], Proposition 23.20. O

Fiir p, ¢€ (1, 00) mit }D + % = 1 definieren wir die Sobolev-Raume vektorwertiger Funktionen
WLP(0,T;V) = {veLP(0,T;V) | v € LY(0,T; V*)}.
Ist V C U C V* ein Evolutionstripel, dann bildet W1?(0,T; V) mit der Norm

HUHWLP(O,T;V) = HUHLP(O,T;V) + HUIHL‘I(O,T;V*)

einen Banach-Raum (siehe [67], Proposition 23.23). Speziell fiir p = 2 schreiben wir
HY0,T;V) :=WhH2(0,T;V).

Der nachfolgende Satz stellt klar, in welchem Sinne Anfangsbedingungen u(0) = ug fiir Funk-
tionen u€ WHP(0,T; V) zu verstehen sind.

Satz A.3.3 EsseiV C U C V* ein Evolutionstripel, und es seien p, q € (1,00) mit %4—% =1.
Dann ist WIP(0,T; V) stetig eingebettet in den Raum C([0,T);U) der stetigen Abbildungen
aus U, Es gibt also zu jedem uwe WYP(0,T; V) ein eindeutig bestimmtes v e C([0,T];U),
das fast dberall in [0,T] mit u dbereinstimmt.

Beweis. Siehe [67], Proposition 23.23. O

Fiir Funktionen mit verallgemeinerter Zeitableitung besteht die folgende Regel zur partiellen
Integration.
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Satz A.3.4 Es sei V. C U C V* ein Evolutionstripel, und es seien p, q € (1,00) mit
% —+ % = 1. Dann gilt fiir alle u,v€W'P(0,T;V) und 0 < s <t < T

(u(t),v(t))v = (u(s), u(s))v = / (W (7), v(T))v + (V(7), u(T)) v dr.

Beweis. Siehe [67], Proposition 23.23. O

Wie in der klassischen Analysis zeigt man damit und per Induktion eine Darstellung durch
Taylorpolynom und Integralrestglied fiir hinreichend differenzierbare Funktionen wu:
" ou®
ul (s -
t):Z#(t—s)z—i-

7! n!
i=0

o[- (A1)

Sobolev-Riaume gebrochener Ordnung

AbschlieBend fithren wir noch die folgenden Sobolev-Réume gebrochener Ordnung ein. Fiir
s€(0,1) sei

H*(0,T; LA(T)) := {oe L*(T) ™) | [[vllgs0,7:22(r)) < o0}

mit

1
r T {lo(t) = v(7)l[75 >
HUHHS(O,T;LQ(F)) = (/0 HUHLQ / / t — T’d—l—?s d dt)

(vergl. [12], Abschnitt 2.10). Man beachte, dal der Raum H*(0,T;L?(T")) auch per Inter-
polation [H™(0,T; L*(T)), H(0,T; L*(T"))]s, (1 — 6)m = s, definiert werden kann, wie dies
durchweg in [45] geschieht. Zur Gleichwertigkeit beider Definitionen siehe [63], Abschnitte
1.2.4 und 1.6.4.

Speziell greifen wir auf den Raum H i (0,T; L*(T")) zuriick und definieren
7= Z(0,T;T) := L*(0,T; Hz(T")) N H1(0,T; LX(T)).
Versehen mit dem Skalarprodukt

T {o(t) = v(r), w(t) — w(r)) L2(r)
It — 7|2

T
(v(t),w(t))z == /0 <v(t),w(t))H%(F)+/O drdt, v,weZ,

ist Z ein Hilbert-Raum, siehe [45], Seiten 6 und 8.
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