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Danksagung
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Einleitung

Markov-Ketten (MKen) und Markov-Prozesse spielen heute in vielen unterschiedli-
chen wissenschaftlichen Disziplinen eine bedeutende Rolle. In den Wirtschaftswis-
senschaften werden mit ihrer Hilfe Finanzmärkte modelliert, Biologen nutzen sie als
Erklärung für Molekularbewegungen, von Physikern werden sie in der Thermodyna-
mik und Quantenphysik verwendet und in der Informatik werden sie zum Kodieren
von Daten benutzt. Theoretische Ergebnisse über das Verhalten von MKen können
also in den unterschiedlichsten Bereichen genutzt werden, was nicht zuletzt die Mo-
tivation für diese Arbeit erklärt, dessen Ziel es ist, über den Begriff der Spektrallücke
das Konvergenzverhalten von MKen zu analysieren.
Im Folgenden werden ausschließlich MKen ξ1, ξ2, . . . mit beliebigen Zustandsräum-
en in diskreter Zeit betrachtet. Die Lehrbücher [32], [54], [14] und [37] geben hierfür
einen guten Einstieg, auch wenn in den drei erstgenannten Büchern nur MKen mit
abzählbarem Zustandsraum thematisiert werden.
Uns interessieren hauptsächlich die Spektraleigenschaften des der MK assoziierten
Markov-Operators (MO) P , der auf geeigneten Funktionenräumen wie folgt defi-
niert ist:

Pf(x) :=
∫

Ω

f(y)p(x, dy).

Insbesondere gehen wir der Frage nach, unter welchen Bedingungen der Operator
P auf einem geeigneten Raum eine Spektrallücke hat. Dabei sprechen wir von einer
Spektrallücke, falls das Spektrum σ(P ) von P enthalten ist in der Vereinigung eines
Kreises vom Radius kleiner als eins mit der Zahl eins, d.h.

σ(P ) ⊂ Kr(0) ∪ {1}, (1)

wobei Kr(0) := {x ∈ C : ||x||2 ≤ r}. Die Zahl µ := 1− r wird in diesem Zusammen-
hang Spektrallücke genannt, falls r mit der Eigenschaft (1) minimal gewählt wird.
Es zeigt sich, dass das Konvergenzverhalten einer MK für viele unterschiedliche Kon-
vergenzbegriffe maßgeblich von der Existenz einer Spektrallücke und deren Größe
bestimmt wird (vgl. [19], [20], [21]). Da die Größe dieser Lücke in den meisten Fällen
nicht exakt bestimmt werden kann, wird versucht, sie möglichst scharf abzuschätzen.
Solche Abschätzungen werden heutzutage erfolgreich angewendet, um Konvergenz-
eigenschaften von Markov Chain Monte Carlo (MCMC)-Methoden zu analysieren.
Die Idee von MCMC-Methoden ist, Stichproben einer Verteilung zu erzeugen, die in
einem gewissen Sinn nahe einer vorgegebenen Verteilung π sind. Hierfür wird hin-
reichend lange eine MK mit invariantem Maß π simuliert. Mittlerweile ist es üblich,
MCMC-Methoden zur Berechnung komplexer Wahrscheinlichkeitsmaße zugrunde-
liegender Integrale zu benutzen, wie sie unter anderem in der Statistischen Physik,
Computerphysik, Computerbiologie und Bayes-Statistik vorkommen. Für genauere
Informationen zu MCMC-Methoden verweisen wir auf die Bücher von Liu [49] und
Roberts [57].
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4 EINLEITUNG

Die Theorie der MKen hat ihren Ursprung zu Beginn des 20. Jahrhunderts. Ange-
fangen mit Arbeiten von Markov war es die von Doeblin (vgl. [22], [23]) verwendete
und nach ihm benannte Bedingung, die sich für die weitere Entwicklung der Theo-
rie als grundlegend zeigte und wegen ihrer großen Bedeutung im Folgenden kurz
angegeben werden soll.
Die Doeblin-Bedingung ist erfüllt, wenn auf einem Messraum (Ω,F) ein Wahr-
scheinlichkeitsmaß (Wmaß) φ existiert mit der Eigenschaft, dass m ∈ N, 0 < ε < 1
und δ > 0 existieren, sodass für alle A ∈ F mit φ(A) > ε folgt:

pm(x, A) ≥ δ ∀x ∈ Ω.

Doeblin konnte zeigen, dass der Übergangskern p(·, ·) einer aperiodischen MK, die
die Doeblin-Bedingung erfüllt, gleichgradig in Totalvariation gegen ein eindeutig
bestimmtes Wmaß π konvergiert, d.h. ∃C > 0, δ < 1 mit

sup
x∈Ω

||pn(x, ·)− π||V ≤ Cδn,

(vgl. [22], [23]).
Doob [24] erhält die gleiche Aussage in einem allgemeineren Zusammenhang unter
der Bedingung der Ergodizität zuzüglich einer weiteren Bedingung, die von ihm als
”Hypothese D” bezeichnet wird. Tatsächlich zeigt sich, dass Ergodizität zusammen
mit der ”Hypothese D” äquivalent ist zur Doeblin-Bedingung (vgl. Kapitel 2).

Nagaev [53] zeigte, dass dies äquivalent ist zu

||Pn − P1||∞ ≤ Cδn,

wobei P1f :=
∫
Ω

f(y)π(dy) und P und P1 auf dem Raum B(Ω,F , || · ||∞) der be-
schränkten messbaren Funktionen mit Supremums-Norm definiert sind. Da P den
Raum der konstanten Funktionen und den Raum der Funktionen f mit der Ei-
genschaft P1f = 0 invariant lässt, ist die obige Bedingung gleichbedeutend mit der
Existenz einer Spektrallücke. Vermutlich war Nagaev der erste, der die für Operato-
ren mit Spektrallücke entwickelte Theorie (vgl. [25]) benutzte, um damit klassische
Sätze in der Wahrscheinlichkeitstheorie zu beweisen. So zeigte er in mit ihrer Hilfe
die Gültigkeit eines zentralen Grenzwertsatzes für Summen der Form

1
Bn

(
n∑

i=1

φ ◦ ξi −An

)
, (2)

falls φ endliche zweite Momente hat und An und Bn richtig gewählt werden (vgl.
[53]). Für den Fall, dass φ im Anziehungsbereich einer α-stabilen Verteilungsfunk-
tion liegt (α 6= 2), konnte Nagaev Bedingungen für den Übergangskern angeben,
sodass die Grenzverteilung in (2) die gleiche ist wie für die assoziierten unabhängigen
Zufallsvariablen (ZVen) bei gleicher Wahl der Konstanten An und Bn (siehe Kapitel
1). Während die auf Gordin [30] zurückgehende Methode der Martingalapproxima-
tion den Beweis eines zentralen Grenzwertsatzes unter wesentlich schwächeren Vor-
aussetzungen ermöglichte (vgl. z.B. [50], [16], [60]), sind die Ergebnisse von Nagaev
bezüglich der α-stabilen Grenzverteilungen (α 6= 2) immer noch aktuell.
Die Verallgemeinerung dieses Satzes ist das zentrale Ergebnis des Kapitels 7. Dabei
erscheint sowohl der Beweis als auch die verwendete Beweismethode neu. Wir zei-
gen, dass die Voraussetzung der Existenz einer B(Ω,F , || · ||∞)-Spektrallücke nicht
notwendig ist und geben eine hinreichende Bedingung für die Gültigkeit des globa-
len Grenzwertsatzes an. Insbesondere zeigt sich, dass die von Nagaev [53] geforderte
Spektrallücke die Gültigkeit unserer Forderung impliziert. Obwohl für den Beweis
des Satzes ebenfalls die Methode der charakteristischen Funktionen verwendet wird,
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ist die Vorgehensweise deutlich von der von Nagaev [53] zu unterscheiden und birgt
den Vorteil, aufgrund der Stabilität der geschaffenen Struktur in gewisser Hinsicht
sehr flexibel zu sein. Aufgrund dieser Flexibilität sind wir überzeugt, dass durch das
Verwenden unterschiedlicher Normen und Räume auf die ähnliche Art und Weise
weitere globale Grenzwertsätze für MKen bewiesen werden können.

Entsprechend den vorherigen Aussagen bedarf es für den Beweis von globalen Grenz-
wertsätzen nicht der Existenz einer Spektrallücke. Ob dies auch für den Beweis eines
lokalen Grenzwertsatzes der Form

BnPπ(Sn − kn ∈ I) → |I|g(κ),

wobei Sn =
∑n

i=1 φ ◦ ξi, An, Bn ∈ R mit Bn →∞, kn−An

Bn
→ κ gilt, ist unklar. Als

erstes bewies Kolmogorov lokale Grenzwertsätze für irreduzible und aperiodische
MKen mit endlichem Zustandsraum (in diesem Fall ist der assoziierte MO sowohl
auf L2(π) als auch auf B(Ω,F , || · ||∞) kompakt und hat wegen der geforderten Ape-
riodizität auf beiden Räumen eine Spektrallücke). Verallgemeinert wurde dieses Re-
sultat im normalen Fall (α = 2) von Nagaev [53] für abzählbare Zustandsräume und
im nicht normalen Fall (α 6= 2) von Aleškjavičene [3] für beliebige Zustandsräume.
Die beiden letztgenannten Autoren setzten dabei die folgende Bedingung voraus:

sup
ω,ω̃,A

|p(ω, A)− p(ω̃, A)| < 1.

Diese Bedingung impliziert insbesondere eine Spektrallücke von P auf dem Raum
B(Ω,F , || · ||∞) (vgl. Kapitel 2) und damit auch eine L2(π)-Spektrallücke (vgl. Ka-
pitel 3). Tatsächlich kann man zeigen, dass die Existenz einer L2(π)-Spektrallücke
zuzüglich einer technischen Bedingung hinreichend ist für die Gültigkeit des lokalen
Grenzwertsatzes für MKen mit beliebigem Zustandsraum im nicht-normalen Fall.
Für ZVen erzeugt durch dynamische Systeme, d.h. Xn := f ◦ Tn mit T : Ω → Ω
eine maßtreue Abbildung des Wahrscheinlichkeitsraums (Wraums) Ω in sich und
f : Ω → R, wurden lokale Grenzwertsätze für solche Abbildungen T bewiesen, die
in gewisser Hinsicht dem Markov-Shift ähneln. Hier sind die Arbeiten von Aaronson
und Denker [2], Rousseau-Egele [64], Guivarc’h und Hardy [33] und Gouëzel [31] zu
nennen, wobei die drei erstgenannten Arbeiten mit Hilfe des Satzes von Ionescu-
Tulcea und Marinescu [39] für den assoziierten Transfer-Operator PT die Existenz
einer Spektrallücke auf einem geeigneten Raum beweisen und hierauf aufbauend
die jeweiligen lokalen Grenzwertsätze. In der Arbeit von Gouëzel hat der Transfer-
Operator PT selbst keine Spektrallücke. Dennoch wird durch die Betrachtung eines
induzierten Systems mit Hilfe einer Stoppzeit τ auch hier für den Beweis des lokalen
Grenzwertsatzes ein Spektrallückenargument für den induzierten Transfer-Operator
PTτ verwendet.
Die obigen Ausführungen zeigen, dass es in vielerlei Hinsicht wünschenswert ist,
das Spektrum eines Markov-Operators näher zu untersuchen, um ausgehend von
den Spektraleigenschaften andere Sätze der Wahrscheinlichkeitstheorie zu bewei-
sen. Für MKen mit beliebigen Zustandsräumen erscheint die Methode von Ionescu-
Tulcea und Marinescu [39] zur Bestimmung von Spektrallücken nicht optimal, da sie
von dem zugrundeliegenden Wraum (Ω,F , π) in gewissem Sinn mehr Struktur for-
dert. Zwar ist es für MKen mit abzählbarem Zustandsraum Ω immer noch möglich,
mit Hilfe dieser Methode Bedingungen anzugeben, die eine Spektrallücke implizie-
ren (vgl. [2]), es zeigt sich jedoch, dass unter diesen Bedingungen der assoziierte
MO P kompakt auf B(Ω,F , || · ||∞) ist und der zugehörige Übergangskern damit
insbesondere die Doeblin-Bedingung erfüllt.
Auf dem Raum L2(π) hat sich für die Analyse der Spektraleigenschaften von P
bisher der Weg über die Poincaré-Ungleichung durchgesetzt. Diese gilt, wenn eine
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Konstante 0 < C < ∞ existiert, sodass für alle f ∈ L2(π) gilt:

V ar(f) ≤ CE(f, f), (3)

wobei

V ar(f) :=
∫

Ω

f2(x)π(dx)−
(∫

Ω

f(x)π(dx)
)2

=:< f, f >π − < f, 1 >2
π

und
E(f, f) :=< (Id− P )f, f >π .

Die Konstante

λ := inf
f∈L2(π)

{
E(f, f)
V ar(f)

, V ar(f) 6= 0
}

(4)

wird in der Literatur auch als Spektrallücke bezeichnet (vgl. [20]). Diese Definition
von Spektrallücke (wir wollen sie im Folgenden zur Unterscheidung Spektrallücke bei
eins nennen) unterscheidet sich dabei von der in dieser Arbeit (siehe 1) benutzten.
Falls die MK reversibel, d.h., falls

π(dx)p(x, dy) = π(dy)p(y, dx)

und damit der assoziierte Operator P selbstadjungiert ist, und P darüber hinaus
positiv ist, kann man zeigen, dass die sich aus den beiden unterschiedlichen Defini-
tionen ergebenen Werte für die Spektrallücke übereinstimmen (vgl. [38]). Ein guter
Überblick für weitere Anwendungsmöglichkeiten von L2(π)-Spektrallücken im Falle
endlicher MKen wird in der Arbeit von Diaconis und Saloff-Coste [20] gegeben. Für
reversible MKen mit endlichem Zustandsraum gelingt es Diaconis und Stroock [18],
über die Poincaré-Ungleichung (3) mit Hilfe geometrischer Begriffe die Größe der
Spektrallücke bei 1 nach unten zu beschränken. Die Abschätzungen erweisen sich
dabei in einigen Fällen als in einem gewissen Sinne scharf. Resultate für nicht rever-
sible MKen mit endlichem Zustandsraum können bei Fill [28] nachgelesen werden.
Die in diesen Arbeiten verwendeten Methoden können im Allgemeinen jedoch nicht
auf MKen mit beliebigen Zustandsräumen übertragen werden. Daher wird in dieser
Arbeit ein anderer, auf Cheeger [6] zurückgehender und von Lawler und Sokal [48]
auf MKen angewandter Ansatz gewählt. In ihrer Arbeit aus dem Jahre 1988 zeigen
Lawler und Sokal für reversible MKen mit beliebigem Zustandsraum unter Verwen-
dung der Poincaré-Ungleichung, dass die Spektrallücke bei eins in folgender Weise
abgeschätzt werden kann:

k ≥ λ ≥ κ

8
k2, (5)

wobei κ ≥ 1 (siehe Kapitel 4) und

k := inf
A∈F

k(A) :=
1

π(A)π(Ac)

∫
A

p(x,Ac)π(dx). (6)

Für nicht reversible MKen erhält man immer noch für den Realteil der Spektrallücke
bei eins die Abschätzung

<(λ) ≥ κ

8
k2. (7)

Das Resultat von Lawler und Sokal ist jedoch allgemeiner und liefert auch ein Re-
sultat für MKen mit beschränkten Sprungraten in stetiger Zeit (vgl. [48]). Dieses
Resultat wurde von Chen und Wang [12] für unbeschränkte Sprungprozesse verall-
gemeinert und die Abschätzung der Konstanten in (5) noch verbessert. Die in (6)
definierte Konstante k wird isoperimetrische Konstante genannt und spielt in dieser
Arbeit eine fundamentale Rolle, wie wir sehen werden.
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Die nun folgenden Definitionen und Resultate werden in Kapitel 4 beschrieben und
finden, soweit uns bekannt ist, in der Literatur keine Entsprechung. Wir definieren
entspechend der Definition von k

kn := inf
A∈F

kn(A), kn(A) :=
1

π(A)π(Ac)

∫
A

pn(x,Ac)π(dx), (8)

die dem n-ten Übergangskern zuzuordnende isoperimetrische Konstante. Mit Hilfe
dieser Familie (kn)n∈N von isoperimetrischen Konstanten lässt sich eine hinreichende
und notwendige Bedingung für die Existenz einer L2(π)-Spektrallücke formulieren.
Tatsächlich zeigen wir, dass P genau dann eine L2(π)-Spektrallücke hat, wenn

M :=
{

ε > 0 : kn > ε∀n ≤
[

2π

arccos(1− κ
16ε2)

]
+ 1
}
6= ∅. (9)

Es zeigt sich, dass sich die Größe der Spektrallücke dann nach unten abschätzen
lässt durch

1− inf
ε∈M

(1− κ

16
ε2)

1/([ 2π
arccos(1− κ

16 ε2)
]+1)

. (10)

Damit lässt sich der Nachweis für eine Spektrallücke durch das Prüfen von endlich
vielen kn > ε erbringen.
Als Folgerungen aus diesem Satz ergeben sich zum einen die bekannte Tatsache, dass
die Doeblin-Bedingung für aperiodische MKen eine L2(π)-Spektrallücke impliziert,
zum anderen erhalten wir, dass

∃ε > 0 : lim sup
n→∞

sup
A∈F :π(A)≤ 1

2

1
π(Ac)

∫
A

∣∣∣∣pn(x,A)
π(A)

− 1
∣∣∣∣π(dx) ≤ 1− ε (11)

hinreichend für die Existenz einer L2(π)-Spektrallücke ist.
Um detailliertere Aussagen über das Verhalten der kn machen zu können, werden
die isoperimetrischen Konstanten

kP∗n P n := inf
A∈F

kP∗n P n(A),

wobei

kP∗n P n(A) :=
1

π(A)π(Ac)

∫
A

P ∗n

Pn1Acπ(dx) =
∫

Ω

pn(x,A)pn(x,Ac)π(dx)

ist, definiert. Die Folge (kP∗n P n)n∈N erweist sich als monoton wachsend in n und dies
wird benutzt, um zu zeigen, dass die Existenz einer L2(π)-Spektrallücke äquivalent
ist zur Bedingung

∃C ≥ 0, δ < 1 : 1− kP∗n P n ≤ Cδn.

Diese exponentielle Konvergenz der kP∗n P n gegen eins lässt sich mit Hilfe einer
Ungleichung, die in gewisser Hinsicht die Abhängigkeiten von kn und kP∗n P n be-
schreibt, auch für kn zeigen (vgl. Abschnitt 4.3). Diese beiden Resultate erweisen
sich als zentral, da sie für viele Beweise der noch folgenden Sätze benutzt werden.
In dem abschließenden Abschnitt 4.4 dieses Kapitels betrachten wir reversible MKen.
Hierfür hatten wir in (5) eine Abschätzung der L2(π)-Spektrallücke bei 1 gesehen.
Lawler und Sokal [48] untersuchen nicht die Größe der Spektrallücke bei −1, was
erforderlich ist, um eine Abschätzung nach unten für die Größe der Spektrallücke
im Sinne dieser Arbeit zu bekommen. Tatsächlich reicht es, diese beiden Lücken
zu betrachten, da der assoziierte MO selbstadjungiert ist und daher reellwertiges
Spektrum hat. Um jedoch eine Spektrallücke bei −1 zu bekommen, müssen Pe-
riodizitäten der Kette ausgeschlossen werden. Zu diesem Zweck definieren wir die
Konstante

K := sup
A∈F

1
π(A)π(Ac)

∫
A

p(x, Ac)π(dx),



8 EINLEITUNG

bzw. die Konstanten

Kn := sup
A∈F

1
π(A)π(Ac)

∫
A

pn(x,Ac)π(dx).

Für K (und genauso für Kn) kann man nun zeigen, dass allgemein (auch im nicht
reversiblen Fall)

0 ≤ K ≤ 2

gilt. Tatsächlich zeigt sich nun, dass die Forderung

0 < k ≤ K < 2 (12)

für reversible MKen äquivalent ist zur Existenz einer L2(π)-Spektrallücke. Darüber
hinaus erhalten wir für die Größe der Spektrallücke folgende Abschätzung nach
unten:

µ ≥ 1−
√

1− κ

8
k2
2, (13)

wobei k2 abgeschätzt werden kann durch

k2 ≥ sup
δ,ε1,ε2,ε∈R+

min
[
k2

16
δ,

k

4
(ε1ε2(1− δ)− δ),(

k

(
(2− ε)(1− ε1)(1− ε2)(1− δ)

(1− ε)K
− 1

1− ε

)
− ε

1− ε

)
ε

]
. (14)

Es zeigt sich, dass (14) genau dann von Null weg beschränkt ist, wenn K < 2 gilt.

Haben sich die isoperimetrischen Konstanten in Kapitel 4 als nützlich für die Fra-
ge nach der Existenz von L2(π)-Spektrallücken erwiesen, so liefern sie auch den
Brückenschlag zwischen der Verbindung von dem, was wir additiven bzw. multipli-
kativen Entropiezuwachs nennen, und der Existenz von L2(π)-Spektrallücken.
Der von uns definierte Begriff des additiven Entropiezuwachses scheint dabei erst-
mals für die Analyse von L2(π)-Spektrallücken benutzt zu werden. Folglich haben
alle von uns diesbezüglich erzielten Ergebnisse keine Entsprechung in der Literatur.
Der Begriff des multiplikativen Entropiezuwachses entspricht im Wesentlichen dem,
was in den Arbeiten von [20], [52], [74] und [11] zur Analyse der Zusammenhänge von
L2(π)-Spektrallücken und dem Entropieverhalten verwendet wird. Die dort benutz-
ten Methoden unterscheiden sich jedoch von unseren (alle oben genannten Arbeiten
verwenden Log-Sobolev-Ungleichungen) und die erzielte Resultate lassen sich daher
kaum miteinander vergleichen, zumal die Ausgangsstrukturen (keine der obigen Ar-
beiten betrachtet zeitdiskrete MKen mit beliebigen Zustandsräumen) differieren.
Die Gibbs-Entropie einer positiven Funktion g (g ≥ 0) zum Wmaß π wird gegeben
durch

H(g) :=
∫

Ω

η(g(x))π(dx),

wobei η(x) := −x log(x), η(0) := 0. Auf dem Raum G := {gA := 1
π(A)1A : A ∈

F , 0 < π(A) ≤ 1
2} wird der additive Entropiezuwachs definiert als

Ln := inf
g∈G

(H(Png)−H(g)). (15)

Wir zeigen, dass die isoperimetrische Konstante kP∗n P n durch Ln auf folgende Art
und Weise nach oben abgeschätzt werden kann:

kP∗n P n ≤ 2(1− e−Ln). (16)
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Dies liefert unmittelbar
∃n : Ln > 0 (17)

als notwendiges Kriterium für die Existenz einer L2(π)-Spektrallücke. Dass dies
jedoch nicht hinreichend ist, wird an einem Gegenbeispiel (vgl. Kapitel 6 Abschnitt
6.3.3) gezeigt. Stellt man jedoch die zusätzliche Bedingung, dass die betrachtete
MK eine Sprunglücke hat, d.h. ein ε > 0 existiert, sodass

pn(x, A) = 0 ∨ pn(x,A) ≥ ε ∀x ∈ Ω, A ∈ F ,

zeigt sich, dass (17) tatsächlich äquivalent zur Existenz einer L2(π)-Spektrallücke
ist. Die Behauptung dieser Aussage ergibt sich aus der folgenden Ungleichung:

kn ≥
4

(−8 log ε)1+δ
L1+δ

n , (18)

wobei

δ =
log log 1

ε

log 1
ε − log log 1

ε

. (19)

Wir haben gesehen, dass die Existenz einer L2(π)-Spektrallücke die Existenz eines
n ∈ N : Ln > 0 impliziert. Diese Aussage lässt sich noch verfeinern. Tatsächlich ge-
lingt es, auf dem Raum Gε := {gA := 1

π(A)1A : A ∈ F , ε ≤ π(A) ≤ 1
2} gleichgradige

exponentielle Konvergenz der Entropie H(Pn·) gegen Null zu zeigen, d.h.

−C

ε
δn ≤ inf

gA∈Gε

H(PngA) ≤ 0. (20)

Damit sind die wesentlichen Zusammenhänge zwischen additivem Entropiezuwachs
und der Existenz einer L2(π)-Spektrallücke geklärt. Eine positiven additiven Entro-
piezuwachs (∃n ∈ N) implizierende Bedingung ist die des positiven multiplikativen
Entropiezuwachses, der definiert ist als

∃n0 ∈ N, ε > 0 : sup
gA∈G

H(Pn0gA)
H(gA)

≤ 1− ε. (21)

Wir zeigen, dass die Bedingung (21) hinreichend, jedoch nicht notwendig für die
Existenz einer L2(π)-Spektrallücke ist. Auch hier beruht der Beweis darauf, dass kn

unter der Bedingung (21) von Null weg beschränkt werden kann. Auf diesem Weg
erhalten wir wieder eine Abschätzung für die Größe der Spektrallücke.
Im letzten Abschnitt des Kapitels 5 werden die in dem vorherigen Kapitel 4 für
reversible MKen erzielten Ergebnisse verallgemeinert. Zu diesem Zweck führen wir
den Begriff der schwachen Reversibilität der Ordnung n0 ein. Dieser verlangt die
Existenz eines n0 ∈ N und eines Cn0 > 0, sodass

1
Cn0

≤ π(dx)pn0(x, dy)
π(dy)pn0(y, dx)

≤ Cn0 . (22)

Unter diesen Voraussetzungen können wir zeigen, dass P genau dann eine Spek-
trallücke hat, wenn

kn0 > 0, k2n0 > 0.

Für schwach reversible Ketten der Ordnung 1 ist die Existenz einer Spektrallücke
damit äquivalent zu

k > 0, k2 > 0.

Es wird vermutet, dass für schwach reversible MKen der Ordnung eins auch die
schwächere, aus dem reversiblen Fall bekannte Bedingung 0 < k ≤ K < 2 äquivalent
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zur Existenz einer L2(π)-Spektrallücke ist. Beschränken wir uns allerdings auf MKen
mit Sprunglücken der Größe ε, so kann tatsächlich die Äquivalenz gezeigt werden.
Als untere Schranke für die Spektrallücke erhalten wir in dem Fall

1−

√√√√1− κ

2C

(
k(1− K

2 )2η(1− (1− K
2 )2 k

6 )
−182C log ε

)1+δ

, (23)

wobei δ wieder gegeben ist durch (19).
Die Schwierigkeit bei dem Beweis besteht darin, dass die für reversible MKen ver-
wendete Methode nicht der neuen Situation angepasst werden kann und daher der
Umweg über die Entropie gegangen werden muss. Die Beweisidee hierfür soll jetzt
kurz erklärt werden.
Ziel ist es, kP∗P durch eine positive Funktion f ≥ 0 mit den Parametern k und K
abzuschätzen, für die f(k,K) > 0 für alle 0 < k ≤ K < 2. Dies geschieht, indem
die sich aus der Reversibilität ergebene Ungleichung

kP∗P ≥ q k2, q > 0

weiter mit (18) (an dieser Stelle geht die Voraussetzung der Existenz der Sprunglücke
ein) abgeschätzt wird. Mit der folgenden, von uns bewiesenen Ungleichung des ad-
ditiven Entropiezuwachses Ln, nämlich

Ln = inf
gA∈G

(H(PngA)−H(gA)) ≥
kn(1− Kn

2 )2η(1− (1− Kn

2 )2 kn

6 )
6Cn

, (24)

folgt dann das Gewünschte.
In Kapitel 6 wird die Frage nach der Existenz einer L2(π)-Spektrallücke nochmal
von einer anderen Seite, nämlich der der geometrischen Ergodizität, betrachtet.
Dabei heißt eine MK π-f.s. geometrisch ergodisch, falls gilt:

∃δ < 1, Cx > 0 : ||pn(x, ·)− π(·)||V ≤ Cxδn π − f.s.,

wobei Cx > 0 und δ < 1. Erste detaillierte Untersuchungen für π-f.s. geometrisch
ergodische MK mit abzählbarem Zustandsraum wurden von Vere-Jones [69] durch-
geführt. In den darauf folgenden Jahrzehnten entwickelte sich eine eigenständige
Theorie für diese Klasse von MKen. Zahlreiche zur π-f.s. geometrischen Ergodizität
äquivalente Bedingungen können in den Büchern von Meyn und Tweedie [51], Num-
melin [55], bzw. in dem Artikel von Roberts und Rosenthal [59] nachgelesen werden.
Roberts und Tweedie [58] konnten im Jahr 2001 für reversible MKen die Äquiva-
lenz von π-f.s. geometrischer Ergodizität und der Existenz einer L2(π)-Spektrallücke
nachweisen und darüber hinaus zeigen, dass in diesem Fall der L2(π)-Spektralradius
von P − P1 der geometrischen Ergodizitätsrate δ entspricht.
Für zeitdiskrete MKen mit abzählbarem Zustandsraum zeigte Chen [9], dass die
Existenz einer L2(π)-Spektrallücke die π-f.s. geometrische Ergodizität impliziert.
Für nicht reversible MKen in diskreter Zeit mit allgemeinen Zustandsräumen schei-
nen keine weiteren Ergebnisse über die Beziehungen zwischen der Existenz von
L2(π)-Spektrallücken einerseits und der geometrischen Ergodizität andererseits in
der Literatur vorzuliegen.
Wir zeigen für π-f.s. geometrisch ergodische MKen, die auf einem Wraum leben,
dessen σ-Algebra abzählbar erzeugt wird, dass die folgende Bedingung hinreichend
für die Existenz einer L2(π)-Spektrallücke ist:

||P ∗nPn − (P ∗P )n||2 ≤ K qn, K > 0, q < 1.

Diese Bedingung erscheint neu und ist wesentlich schwächer als die Forderung nach
Selbstadjungiertheit von P . Die Bedingung verlangt einen gewissen Grad an Kom-
mutativität der Operatoren P und P ∗ und ist für normale und damit insbesondere
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für selbstadjungierte Operatoren trivialerweise erfüllt.
Hat umgekehrt die MK eine L2(π)-Spektrallücke und ist die zugehörige σ-Algebra
endlich erzeugt, dann ist die folgende Bedingung hinreichend für die π-f.s. geome-
trische Ergodizität:
Es existiert eine Funktion φ : N → N und für alle n ∈ N eine Zerlegung (An

i )i∈{1,...φ(n)}

von Ω mit
⋃φ(n)

i=1 An
i = Ω und An

i ∩An
j = ∅ ∀i 6= j, sodass

lim inf
n→∞

(∫
Ω

∑φ(n)
i=1 |pn(x, An

i )− π(An
i )|π(dx)

|| ||pn(·, ·)− π||V ||1

) 1
n

> lim sup
n→∞

(φ(n)(1− kP∗n P n))
1
n .

(25)
Es ist nicht klar, ob die Bedingung (25) wirklich nötig ist oder ob die Existenz ei-
ner L2(π)-Spektrallücke bereits die π-f.s. geometrische Ergodizität impliziert. Um-
gekehrt zeigen wir jedoch, dass geometrische Ergodizität nicht die Existenz einer
L2(π)-Spektrallücke impliziert. Hierfür wird in Abschnitt 6.3.2 ein Beispiel angege-
ben.
Das Kapitel schließt mit einigen Beispielen, an denen die Nützlichkeit der zuvor
hergeleiteten hinreichenden und notwendigen Kriterien für die Existenz einer L2(π)-
Spektrallücke gezeigt wird.
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Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel sollen kurz die für die Arbeit relevanten Definitionen und Sätze
dargestellt werden. Grundlegende Begriffe wie Markov-Kette (MK) werden kurz
erklärt und einige in Hinblick auf diese Arbeit wesentliche Eigenschaften heraus-
gestellt (Abschnitt 1.1). Darüberhinaus wird das notwendige funktionalanalytische
Werkzeug bereitgestellt. Dabei wird insbesondere auf die Spektraltheorie selbst-
adjungierter Operatoren, analytischer Funktionen von Operatoren und gestörter
Operatoren eingegangen (Abschnitte 1.2 und 1.3).

1.1 Markov-Ketten

Die hier vorgestellten Definitionen und Eigenschaften von MKen können z.B. in
[51], [5], [37] oder [61] nachgelesen werden.
Eine Abbildung p : Ω×F → [0, 1] wird Markov-Kern oder Übergangskern genannt,
falls gilt:

1. p(·, A) ist F-messbar für alle A ∈ F .

2. p(x, ·) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaß (Wmaß) für alle x ∈ Ω.

Gibt man nun ein Wmaß λ auf (Ω,F) vor, dann induziert dies zusammen mit dem
Übergangskern p(·, ·) ein eindeutig bestimmtes Wmaß Pλ auf dem Raum (Ω∞,F∞),
wobei Ω∞ := Ω×Ω×. . .. Die endlichdimensionalen Verteilungen sind dabei gegeben
durch

Pλ(A1, A2, . . . , Ak,Ω,Ω, . . .) =
∫

A1

∫
A2

. . .

∫
Ak−1

λ(dx1)p(x1, dx2) . . . p(xk−1, Ak).

(1.1)
Die Projektion ξi(ω) = ωi, wobei ω = (ω1, ω2, . . .) ∈ Ω∞, definiert für alle i ∈ N
eine messbare Abbildung von (Ω∞,F∞, Pλ) nach (Ω,F , λ). Man sagt, ξ1, ξ2, . . .
ist die zum Startmaß λ und Übergangskern p(·, ·) assoziierte, kanonische MK mit
Zustandsraum Ω. In gewisser Hinsicht ausgezeichnet unter den Startmaßen π sind
jene, für die gilt: ∫

Ω

π(dx)p(x,A) = π(A). (1.2)

Man schreibt dies auch kurz als πP = π. Gleichung 1.2 impliziert die Verteilungs-
gleichheit von (ξ1, ξ2, . . .) und (ξk, ξk+1, . . .) ∀k ∈ N. MKen ξ1, ξ2, . . . mit der Ei-
genschaft 1.2 werden deshalb stationär genannt. Die Fragen nach Existenz und
Eindeutigkeit solcher Wahrscheinlichkeitsmaße sind für viele Anwendungen von er-
heblichem Interesse. Eine umfassende Antwort auf diese und andere Probleme liefern

13
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die Bücher von Meyn and Tweedie [51] und Nummelin [55], wobei sich die nun fol-
gende Darstellung an Tierney [67] orientiert.
Die Totalvariation eines beschränkten signierten Maßes λ auf (Ω,F) ist definiert als

||λ||V := sup
A∈F

λ(A)− inf
A∈F

λ(A).

Der Abstand zweier Maße λ1, λ2 in Totalvariation ist dann ||λ1 − λ2||V .
Sei Ω ein beliebiger Zustandsraum. Wir nennen eine MK φ-irreduzibel, falls ein
σ-endliches Maß φ auf (Ω,F), φ(Ω) > 0 mit der Eigenschaft existiert, dass es für
jedes x ∈ Ω und A ∈ F mit φ(A) > 0 ein n = n(x,A) gibt, sodass pn(x, A) > 0.
Auf diskreten Zustandsräumen entspricht dies dem üblichen Irreduzibilitätsbegriff,
wenn man φ als Zählmaß wählt.
Eine φ-irreduzible MK heißt periodisch, falls eine natürliche Zahl d ≥ 2 und nicht
leere Mengen E0, E1, E2, . . . , Ed−1 existieren mit Ei ∈ F , Ei∩Ej = ∅ ∀i 6= j, sodass
∀ x ∈ Ei gilt:

p(x,Ej) = 1 für j = i + 1 (mod d).

Andernfalls wird die Kette aperiodisch genannt.
Wir nennen eine π-irreduzible MK ξ1, ξ2, . . . mit invariantem Startmaß π rekurrent,
falls für alle B ∈ F mit π(B) > 0 gilt:

1.
Px(ξn ∈ B unendlich oft (u.o.)) > 0.

2.
Px(ξn ∈ B u.o.) = 1 π-f.s.,

wobei Px das Maß aus (1.1) mit δx (Dirac-Maß) als Startmaß ist. Die Kette heißt
Harris rekurrent, falls

Px(ξn ∈ B u.o.) = 1 ∀x ∈ Ω.

Eine MK heißt positiv rekurrent, falls ein stationäres Maß π mit π(Ω) < ∞ exis-
tiert. Falls π(Ω) = ∞, dann heißt die Kette null-rekurrent.

Angenommen ξ1, ξ2, . . . ist eine π-irreduzible MK, wobei πP = π. Dann ist ξ1, ξ2, . . .
positiv rekurrent und π das eindeutig bestimmte invariante Wmaß. Falls die MK
darüberhinaus aperiodisch ist, dann gilt:

||pn(x, ·)− π||V → 0 π − f.s.

Existiert umgekehrt ein Wmaß π, sodass

||pn(x, ·)− π||V → 0 ∀x ∈ Ω,

dann ist die MK π-irreduzibel, aperiodisch, positiv Harris rekurrent und π ist das
eindeutig bestimmte invariante Wmaß.

1.2 Induzierte Markov-Operatoren und Spektral-
theorie

Der Übergangskern p(·, ·) induziert einen Markov-Operator (MO) P , der auf den
Lp-Räumen, p ∈ [1,∞] und auf dem Raum B(Ω,F , || · ||∞) der beschränkten, F-
messbaren komplexwertigen Funktionen wie folgt operiert:

Pf(x) :=
∫

Ω

f(y)p(x, dy) ∀x ∈ Ω. (1.3)



1.2. INDUZIERTE MARKOV-OPERATOREN UND SPEKTRALTHEORIE 15

Mit Hilfe dieses Operators lässt sich Harris-Rekurrenz einer MK wie folgt aus-
drücken:

Sei ξ1, ξ2, . . . eine rekurrente MK. Sie ist genau dann Harris rekurrent, falls für
f ∈ B(Ω,F , || · ||∞) aus Pf = f folgt, dass f = c und c eine Konstante ist.
Im Folgenden sei ξ1, ξ2, . . . eine MK mit eindeutig bestimmtem stationären Wmaß
π. Für den in 1.3 definierten Operator gilt dann sowohl auf Lp(π), p ∈ [1,∞], als
auch auf B(Ω,F , || · ||∞):

1.
||Pf || ≤ ||f ||.

2.
Pf ≥ 0 ∀ f ≥ 0.

Die Gültigkeit von 1 ergibt sich dabei aus der Jensenschen Ungleichung.
Das stationäre Wmaß π induziert selbst auch einen Operator auf den oben genann-
ten Räumen auf folgende Art und Weise:

P1f :=
∫

Ω

f(y)π(dy).

Dieser wird auch Erwartungswertoperator genannt. Das Spektrum σ(P ) des Ope-
rators P ist wegen Ungleichung 1 enthalten in K1(0) := {x ∈ C : ||x||2 ≤ 1}.
Offensichtlich sind die konstanten Funktionen Eigenvektoren zum Eigenwert 1 und
damit 1 ∈ σ(P ). Man kann zeigen, dass für eine stationäre MK ξ1, ξ2, . . . die Zahl
1 genau dann ein einfacher Eigenwert ist, falls die MK π-irreduzibel ist. Falls
σ(P ) ⊂ Kr(0) ∪ {1}, wobei r < 1 sei, sagen wir, dass P eine Spektrallücke (bei
1) hat. Dies ist äquivalent zur Existenz eines C ≥ 0, δ < 1, sodass

||Pn − P1|| ≤ Cδn.

Operatoren mit dieser Eigenschaft werden auch quasi-kompakt genannt (vgl. [36],
[45]). Notwendig für die Quasi-Kompaktheit von P ist die Aperiodizität der assozi-
ierten MK. Ob P eine Spektrallücke hat, ist dabei sowohl von π und p(·, ·) als auch
von dem Raum, auf dem P operiert, abhängig. Für die für diese Arbeit relevanten
Räume B(Ω,F , ||·||∞) und L2(π) zeigt sich (siehe Kapitel 3), dass eine Spektrallücke
von P auf B(Ω,F , || · ||∞) eine Spektrallücke auf L2(π) impliziert. Anders ausge-
drückt bedeutet dies, dass auf L2(π) schwächere Bedingungen an π und p(·, ·) als
auf B(Ω,F , || · ||∞) gestellt werden können, ohne dabei die Eigenschaft der Exis-
tenz einer Spektrallücke aufgeben zu müssen. Für die Frage nach der Existenz einer
Spektrallücke erweist es sich als hilfreich, zunächst selbstadjungierte Operatoren P
zu betrachten, da hierfür die in der Funktionalanalysis entwickelte Spektraltheorie
selbstadjungierter Operatoren genutzt werden kann. P lässt sich dann darstellen als

P =
∫ 1

−1

λdEλ, (1.4)

wobei Eλ die zugehörigen orthogonalen Projektoren sind (vgl. [27]). Der adjungierte
Operator P ∗ von P auf L2(π) repräsentiert den zeitlich umgekehrten Prozess der
zu p(·, ·), π assoziierten MK. Im Falle der Selbstadjungiertheit von P bedeutet dies,
dass der zeitlich vorwärts laufende Prozess in Verteilung die gleiche Dynamik wie
der zeitlich rücklaufende Prozess hat. Folgende einfach zu überprüfende Bedingung
ist äquivalent zur Selbstadjungiertheit von P :

π(dx)p(x, dy) = π(dy)p(y, dx). (1.5)
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Eine MK ξ1, ξ2, . . . wird reversibel genannt, falls 1.5 gilt. Reversiblen MKen zuge-
ordnete MO P sind demnach selbstadjungiert.
Im nicht reversiblen Fall ist es in der Regel schwieriger, Aussagen über das Spektrum
σ(P ) zu gewinnen. Weiß man allerdings etwas über das Spektrum von fi(P ), wobei
fi, i ∈ N analytische Funktionen (in dieser Arbeit Polynome endlichen Grades) sei-
en, dann kann man mit Hilfe des analytischen Funktionalkalküls häufig Rückschlüsse
auf σ(P ) ziehen. Der hierfür entscheidende Satz lautet (vgl. [72]):

Satz 1.2.1 Sei P ein linearer stetiger Operator auf einem Banach-Raum und es
definiere f(z) =

∑∞
n=0 anzn eine Potenzreihe mit Konvergenzradius > σ(P ). Dann

gilt der Spektralabbildungssatz, d.h.

σ(f(P )) = f(σ(P )).

Die hier angegebenen Hilfsmittel ermöglichen es uns im Laufe der Arbeit, einige
Aussagen über die Existenz von Spektrallücken bei MOen zu machen. Hat man je-
doch erst einmal die Existenz einer Spektrallücke von P sichergestellt, lassen sich in
einigen Fällen damit klassische Sätze aus der Wahrscheinlichkeitstheorie beweisen.
Dies soll im folgenden Abschnitt dargestellt werden.

1.3 Grenzwertsätze und gestörte Operatoren

In diesem Abschnitt werden die für das Kapitel 7 relevanten Grundlagen dargestellt.
Gegeben sei eine Folge φ◦ξ1, φ◦ξ2, . . . von ZVen, generiert durch eine π-irreduzible,
stationäre MK ξ1, ξ2, . . . mit invariantem Startmaß π, sodass φ im Anziehungsbe-
reich einer stabilen Verteilung liegt, d.h. es existieren Folgen (An)n∈N ⊂ RN,
(Bn)n∈N ⊂ RN

+, sodass
1

Bn
(

n∑
i=1

Yi −An) D=⇒ F, (1.6)

wobei Y1, Y2, . . . eine Folge u.i.v. reellwertiger ZVen mit Yi
D= φ ◦ ξ1 und F eine

stabile Verteilung ist. Dabei heißen Verteilungen F stabil, falls für alle a1, a2 > 0,
b1, b2 ∈ R Konstanten a > 0, b ∈ R existieren, sodass gilt:

F (a1x + b1) ∗ F (a2x + b2) = F (ax + b).

Es ist bekannt (vgl. [13], [41]), dass die linke Seite in (1.6) in Verteilung nur gegen
stabile Verteilungen konvergieren kann und andererseits alle stabilen Verteilungen
Grenzwerte von Summen der Form (1.6) sind. Für die Bn aus (1.6) gilt dann:

Bn = h(n)n1/α, 0 < α ≤ 2, (1.7)

wobei h(n) eine langsam variierende Funktion im Sinne von Karamata ist (vgl.
[41]). Man kann zeigen, dass eine Verteilung F genau dann stabil ist, falls sich der
Logarithmus ihrer charakteristischen Funktion f(θ) :=

∫
R eiθxF (dx) schreiben lässt

als (vgl. [41])

log f(θ) = iγθ − c|θ|α
(

1− iβ
θ

|θ|
ω(θ, α)

)
, (1.8)

wobei α, β, γ, c Konstanten sind, und zwar γ ∈ R, |β| ≤ 1,
0 < α ≤ 2, c ≤ 0 und

ω(θ, α) =
{

tan(π
2 α), α 6= 1,

2
π log |θ|, α = 1.
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Bei bekanntem α spricht man daher auch von α-stabilen Verteilungen und schreibt
statt F auch Vα, was hier ab jetzt auch gemacht wird. Linnik ([41]) konnte für α 6= 1
zeigen, dass sich die charakteristische Funktion φ̂ einer sich im Anziehungsbereich
einer α-stabilen Verteilung Vα befindenden Funktion φ in gewissem Sinne nur wenig
von der charakteristischen Funktion vα (von Vα) unterscheidet. Es gilt dann nämlich

log φ̂(θ) = iγ̃θ − c|θ|αh̃(θ)
(

1− iβ
θ

|θ|
tan(

π

2
α)
)

, (1.9)

wobei α (6= 2) , β, c die gleichen Konstanten sind wie in 1.8 und h̃(θ) eine langsam
variierende Funktion für θ → 0 ist. Die Darstellung der charakteristischen Funktion
wurde für den Fall α = 1 erst 1998 im allgemeinsten Fall von Aaronson und Denker
[1] angegeben. Da wir den Fall α = 1 in dieser Arbeit nicht untersuchen, wird auf
die Darstellung verzichtet. Wegen der Stetigkeit der charakteristischen Funktionen
vα α-stabiler Verteilungen impliziert der Stetigkeitssatz (vgl. [4]) die Äquivalenz
von

1
Bn

(
n∑

i=1

φ ◦ ξi −An) D=⇒ Vα, (1.10)

und
fn(

θ

Bn
) := Eπ

(
eiθ 1

Bn
(Sn−An)

)
→ vα(θ), n →∞, (1.11)

wobei Sn =
∑n

i=1 φ◦ξi und die Konvergenz in (1.11) gleichmäßig in θ auf kompakten
Mengen ist.
Die entscheidende Beobachtung ist nun die, dass fn(θ) sich schreiben lässt als (vgl.
[53])

fn(θ) = e−iθAnP1(θ)Pn−1(θ)1, (1.12)

wobei die Operatoren P (θ) und P1(θ) jeweils auf den beiden Räumen L2(π) und
B(Ω,F , || · ||∞) operieren durch

P (θ)f(x) :=
∫

Ω

eiθyf(y)p(x, dy), (1.13)

P1(θ)f(x) :=
∫

Ω

eiθyf(y)π(dy). (1.14)

Dies gibt uns die Möglichkeit, die Folge der charakteristischen Funktionen fn( θ
Bn

)
mit Hilfe der Operatoren P ( θ

Bn
) zu studieren. Falls P (θ) stetig in θ (in der dem je-

weiligen Raum zugeordneten starken Operatornorm) ist, kann man wegen P (0) = P
für kleine θ P (θ) als Störung von P auffassen. Auf diese Art und Weise kann für
kleine θ aus der Existenz einer Spektrallücke von P auf die Existenz einer Spek-
trallücke bei P (θ) (die jedoch nicht bei 1, sondern in einer nahen Umgebung von
1 liegt) geschlossen werden (vgl. [25]), was nun formal ausgeführt werden soll. Die
jetzt folgende Darstellung ist der Arbeit von Nagaev [53] entnommen.
Angenommen P besitze eine Spektrallücke bei 1 und P (θ) sei stetig in θ. Seien im
Folgenden R(z) := 1

z−1P1 +
∑∞

i=0(P
i−P1)z−i−1 und R(z, θ) :=

∑∞
i=0 R(z)[(P (θ)−

P )R(z)]i die Resolventen von P bzw. P (θ). Dann existiert ein ε > 0, δ > 0, sodass
für alle θ mit ||P (θ)− P || ≤ ε gilt:

Pn(θ) = λn(θ)Q1(θ) + O(δn). (1.15)

Q1(θ) ist dabei definiert als

Q1(θ) =
1

2πi

∫
I1

R(z, θ)dz,
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wobei I1 ein hinreichend kleiner Kreis um 1 ist, sodass keine Werte des Spektrums
von P (θ) in I1 liegen.
λ(θ) ist hier der Eigenwert von P (θ) zum Eigenvektor, der den eindimensionalen
Bildraum des Projektors Q1(θ) erzeugt, und lässt sich darstellen als

λ(θ) =
P1P (θ)Q1(θ)1

P1Q1(θ)1
.

Explizites Ausrechnen der rechten Seite obiger Gleichung liefert:

λ(θ) =
∫

Ω

eiθφ(y)π(dy) (1.16)

+
∞∑

k=0

(∫
Ω

eiθφ(y)π(dy)
∫

Ω

eiθφ(y)pk(x, dy)−
(∫

Ω

eiθφ(y)π(dy)
)2
)

+ W (θ).

Die in 1.10 und 1.11 skizzierte Methode im Zusammenspiel mit den in (1.12) und
(1.16) dargestellten Relationen bilden das Gerüst für den Beweis der beiden folgen-
den Sätze. Für diese wird die Gültigkeit der folgenden Bedingung, auf die in Kapitel
2 noch sehr detailliert eingegangen wird, vorausgesetzt.

∃n ∈ N, α > 0 : sup
x∈Ω,x̃∈Ω,A∈F

|pn(x,A)− pn(x̃, A)| ≤ 1− α. (1.17)

Satz 1.3.1 Sei ξ1, ξ2, . . . eine stationäre MK mit Zustandsraum (Ω,F), invarianter
Startverteilung π, Übergangskern p(·, ·) und φ eine reellwertige ZV auf (Ω,F) mit
endlicher Varianz, d.h. ∫

Ω

φ(y)2π(dy) < ∞.

Angenommen, es gilt die Bedingung 1.17 und darüber hinaus

lim
n→∞

E

[
1√
n

n∑
k=1

(
φ ◦ ξk −

∫
Ω

φ(y)π(dy)
)]2

= σ2 > 0.

Dann gilt unabhängig von der gewählten Startverteilung λ:

lim
n→∞

Pλ

(
1√
n

n∑
k=1

(
φ ◦ ξk −

∫
Ω

φ(y)π(dy)
)
≤ x

)
=

1
σ
√

2π

∫ x

−∞
e−y2/2σ2

dy.

(1.18)

Satz 1.3.2 Sei ξ1, ξ2, . . . eine MK mit Zustandsraum (Ω,F) und stationärem Start-
maß π. Angenommen, φ sei eine reellwertige ZVe, sodass φ◦ξ1 im Anziehungsbereich
einer α-stabilen Verteilung liegt, d.h. es existieren eine Folge Y1, Y2, . . . von u.i.v.
reellwertigen ZVen mit Y1

D= φ ◦ ξ1, (An)n∈N ⊂ RN, (Bn)n∈N ⊂ RN
+, sodass

1
Bn

(
n∑

k=1

Yk −An) D=⇒ Vα.

Angenommen, es gilt die Bedingung (1.17) und es existieren außerdem ν mit 0 <
ν ≤ 1, ε mit 0 < ε < α und τ > 0, sodass

lim
n→∞

nB−ν−min(1,α−ε)
n sup

x∈Ω

∫
|φ|<Bnτ

|φ(y)|νp(x, dy) = 0. (1.19)

Dann gilt für alle möglichen Startverteilungen λ:

lim
n→∞

Pλ

(
1

Bn
(

n∑
i=1

φ ◦ ξi −An) < x

)
= Vα(x). (1.20)
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Bemerkung 1.3.3 Satz 1.3.1 wurde nochmal in einem allgemeineren Zusammen-
hang im Jahr 1972 von Cogburn [15] über die Mixing-Eigenschaften von ZVen, gene-
riert durch MKen, welche die Bedingung 1.17 erfüllen, bewiesen. Diese Bedingung
ist natürlich nicht notwendig für die Gültigkeit eines zentralen Grenzwertsatzes.
Schwächt man die Annahmen an p(·, ·) ab, dann müssen zusätzliche Bedingungen
an φ gestellt werden. Ist z.B. p(·, ·) geometrisch ergodisch, dann benötigt man die
Existenz der (2 + ε)-ten Momente von φ (vgl. [60], [35]). Für andere bezüglich der
Gültigkeit eines zentralen Grenzwertsatzes hinreichende Bedingungen an p(·, ·) und
φ verweisen wir an dieser Stelle auf die Arbeiten von Maxwell und Woodroofe [50],
Derriennic und Lin [16], Tierney [67] und Roberts und Rosenthal [60], wobei die
beiden letztgenannten Arbeiten einen kleinen Überblick über die schon bekannten
Resultate geben.
Globale Grenzwertsätze für ZVen generiert durch MKen im Falle stabiler Grenz-
verteilungen mit α 6= 2 sind in der Literatur wenig behandelt. Für einen abzähl-
baren Zustandsraum Ω zeigte Kimbleton [43] unter anderem im Falle einer positiv-
rekurrenten MK ξ1, ξ2, . . . mit stationärem Startmaß π die Gültigkeit eines globalen
Grenzwertsatzes für Summen der Form

n∑
i=1

φ ◦ ξi, (1.21)

falls die in der Doeblin-Zerlegung von (1.21) auftretenden u.i.v.-en ZVen Yi im
Anziehungsbereich einer α-stabilen Verteilung Vα liegen. Die Grenzverteilung Vα

der normierten Summen der Yi sind dann vom gleichen Typ wie die normierten
Summen der φ◦ξi. Für MKen mit allgemeinen Zustandsräumen gibt es jedoch keine
vergleichbaren Resultate. Unter diesem Gesichtspunkt ist der Satz 1.3.2 immer noch
aktuell. Für globale Grenzwertsätze im Falle mischender Prozesse verweisen wir an
dieser Stelle auf die Arbeiten von Denker und Jakubowski [17] und Jakubowski [40].
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Kapitel 2

Die Doeblin-Bedingung

Nachdem viele Theoreme in der Wahrscheinlichkeitstheorie (z.B. zentrale und lo-
kale Grenzwertsätze) für unabhängige, identisch verteilte (u.i.v.) ZVen bewiesen
worden waren, wurde die Annahme der Unabhängigkeit auf verschiedene Weisen
abgeschwächt. Es entwickelten sich verschiedene Begriffe und Definitionen (allem
voran die unterschiedlichen Mischungs-Begriffe, vgl. z.B. [41], [63]), mit deren Hilfe
sich viele für u.i.v.-verteilte ZVen gültige Sätze auf schwach abhängige ZV über-
tragen ließen. Im Falle von ZVen generiert durch MKen, d.h. Xi := X̃ ◦ ξi, wobei
ξ1, ξ2, . . . eine MK mit Zustandsraum (Ω,F , π) und X̃ eine reellwertige ZVe auf dem
Zustandsraum ist, geschah dies wirkungsvoll durch eine auf Doeblin zurückgehende
Bedingung ([22], [23]), die heute unter dem Namen Doeblin-Bedingung bekannt ist.
Unter einer leichten Verschärfung dieser Bedingung gelang es schließlich, zentrale
und lokale Grenzwertsätze im Fall α-stabiler Grenzverteilungen zu beweisen (vgl.
[53], [3]). Da diese Bedingung und deren Abschwächung auch in dieser Arbeit eine
wichtige Rolle spielen werden, sollen kurz die Wesentlichen auf dieser Bedingung
beruhenden Eigenschaften dargestellt werden. Bedeutsam dabei sind die Spektral-
eigenschaften des durch die Kette induzierten Markov-Operators (MO) P . Einige
der hier aufgeführten Resultate sind vermutlich bekannt. Dort, wo keine Literatur-
quellen gefunden wurden, werden die Beweise durchgeführt.

2.1 Doeblins Bedingung, Hypothese D und Kon-
vergenz in Totalvariation

Im Folgenden werden drei grundlegende Definitionen gegeben.

Definition 2.1.1 Wir sagen, der Kern p(·, ·) erfüllt die Doeblin-Bedingung, wenn
ein Wahrscheinlichkeitsmaß φ existiert, sodass für irgendwelche m ∈ N, ε < 1, δ > 0
gilt:

φ(A) > ε =⇒ Pm(x,A) ≥ δ ∀x ∈ Ω, A ∈ F . (2.1)

Definition 2.1.2 Eine MK ξ1, ξ2, . . . heißt gleichgradig konvergent in Totalvaria-
tion (gegen π), falls

sup
x∈Ω

||pn(x, ·)− π||V → 0 für n →∞, (2.2)

wobei π ein stationäres Startmaß der MK sei.

Bemerkung 2.1.3 Das invariante Startmaß π ist unter obiger Bedingung eindeutig
bestimmt, vgl. [24], [51].

21
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Definition 2.1.4 Wir sagen, die MK ξ1, ξ2, . . . erfüllt die Hypothese D, wenn ein
endliches Maß φ mit φ(Ω) > 0, ein m ∈ N, und ein ε > 0 existiert, sodass ∀x ∈ Ω
gilt:

pm(x,A) ≤ 1− ε, falls φ(A) ≤ ε. (2.3)

Die Doeblin-Bedingung geht auf Doeblin (vgl. [22], [23]) zurück. Die Hypothese (D)
ist eine auf Doob [24] zurückgehende Forderung und sie ist, wie wir nun sehen wer-
den, eine weitere Abschwächung der Doeblin-Bedingung. Die Beziehung zwischen
der Doeblin-Bedingung und der gleichgradigen Konvergenz in Totalvariation wird
durch folgendes Theorem (vgl. Meyn and Tweedie [51]) dargestellt:

Satz 2.1.5 Sei ξ1, ξ2, . . . eine stationäre MK und π ein invariantes Startmaß. Dann
sind folgende Bedingungen äquivalent:

1. Die MK ξ1, ξ2, . . . ist gleichgradig konvergent in Totalvariation.

2. Die MK ξ1, ξ2, . . . ist aperiodisch und erfüllt die Doeblin-Bedingung.

Wir sind noch an einer weiteren äquivalenten Formulierung der gleichgradigen Kon-
vergenz in Totalvariation interessiert, welche uns durch die direkte Betrachtung der
Übergangskerne ermöglichen soll zu entscheiden, ob eine MK gleichgradig konver-
gent in Totalvariation ist. Da uns hierfür kein Beweis bekannt ist, soll an dieser
Stelle einer erbracht werden.

Satz 2.1.6 Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

1. Die MK ξ1, ξ2, . . . ist gleichgradig konvergent in Totalvariation.

2. ∃n0 ∈ N, α > 0, so dass

sup
ω,ω̃,A

|pn0(ω, A)− pn0(ω̃, A)| ≤ 1− α, (2.4)

wobei ω, ω̃ ∈ Ω, A ∈ F .

Beweis: Es gelte ||pn(x, ·)− π||V → 0. Dann gilt:

|pn0(ω, A)− pn0(ω̃, A)| ≤ |pn0(ω, A)− π(A)|+ |pn0(ω̃, A)− π(A)|
≤ ||pn0(ω, ·)− π||V + ||pn0(ω̃, ·)− π||V → 0. (2.5)

Nimmt man zunächst auf der rechten Seite das Supremum über alle ω, ω̃ und dann
auf der linken Seite das Supremum über alle ω, ω̃, A, dann folgt 2.
Die andere Richtung ist ungleich schwieriger zu beweisen. Gelte nun 2. Hieraus folgt,
dass für das Maß φ = pn0(ω, ·), wobei ω ∈ Ω beliebig ist, die Hypothese (D) für alle
ε < α

2 erfüllt ist. In [73] wurde gezeigt, dass aus (2.4) die Ergodizität und Aperiodi-
zität der MK folgt. Doob [24] konnte zeigen, dass die Potenzen der Übergangsker-
ne ergodischer und gleichzeitig aperiodischer MKen, die zudem die Hypothese (D)
erfüllen, gleichgradig in Totalvariation gegen ein eindeutig bestimmtes stationäres
Wmaß π konvergieren. Damit folgt die Behauptung.

2

Korollar 2.1.7 Die beiden folgenden Aussagen sind äquivalent:

1. Die Hypothese (D) ist erfüllt und die MK ist ergodisch.

2. Es gilt die Doeblin-Bedingung.

Beweis: Doob [24] zeigte, dass Hypothese (D) + Aperiodizität + Ergodizität
äquivalent ist zur gleichgradigen Konvergenz in Totalvariation. Die Behauptung
folgt jetzt mit Satz 2.1.5.

2
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2.2 Spektrallücke und Doeblin-Bedingung

Wie in der Einleitung beschrieben wurde, induzieren die Übergangskerne p(·, ·) MO
auf den Lp(π)-Räumen, p ∈ [1,∞]. Wir suchen nun nach einen Funktionenraum,
auf dem die gleichgradige Konvergenz in Totalvariation äquivalent ist zur Existenz
einer Spektrallücke, um dann im weiteren Verlauf der Arbeit in der Lage zu sein,
funktionalanalytische Methoden zu benutzen. Seien nun P , P1 die auf dem Banach-
raum B(Ω,F , ||·||∞) der beschränkten messbaren Funktionen mit Supremums-Norm
definierten Operatoren.

Proposition 1 Es gilt:

sup
x∈Ω

||pn+1(x, ·)− π||V ≤ ||(P − P1)n||∞ ≤ sup
x∈Ω

||pn(x, ·)− π||V . (2.6)

Beweis: Es ist bekannt, dass B(Ω,F , ||·||∞)∗ = (ba(Ω,F), ||·||V ), wobei (ba(Ω,Σ), ||·
||V ) der Raum der beschränkten signierten Maße auf (Ω,F) ist. Daher wissen wir:

||(P − P1)n||∞ = ||(Pn − P1)∗||V = sup
µ:||µ||V =1

||µ(pn(·, ·)− π)||V .

Für µ-integrierbare Funktionen f gilt allgemein (vgl. [72], S.470):

|
∫

fdµ| ≤
∫
|f |d||µ||V .

Dies liefert uns

||µ(pn(·, ·)− π)||V = sup
φ:|φ|≤1

∫
Ω

∫
Ω

µ(dx)(pn(x, dy)− π(dy))φ(y)

≤
∫

Ω

||µ||V (dx) sup
φ:|φ|≤1

sup
x∈Ω

∫
Ω

(pn(x, dy)− π(dy))φ(y)

= ||µ||V sup
x∈Ω

||pn(x, ·)− π||V .

Dividieren durch ||µ||V und Bilden des Supremums auf beiden Seiten ergibt dann

||(P − P1)n||∞ ≤ sup
x∈Ω

||pn(x, ·)− π||V .

Dies liefert die eine Ungleichung. Die andere Ungleichung ergibt sich aus

||Pn − P1||∞ = ||(Pn − P1)∗||V ≥ ||p(x, ·)(pn(·, ·)− π)||V = ||pn+1(x, ·)− π||V

für alle x ∈ Ω. Nimmt man nun wieder das Supremum, so folgt die Behauptung.

2

Aus der obigen Proposition folgt unmittelbar:

Korollar 2.2.1 Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

1. Die MK ist gleichgradig konvergent in Totalvariation.

2. Es existieren C > 0, 0 < δ < 1, sodass

||(P − P1)n||∞ ≤ Cδn ∀n ∈ N. (2.7)

Korollar 2.2.2 Die Folgen (an)n∈N, (bn)n∈N mit an := supx∈Ω ||pn(x, ·)−π||V und
bn := ||(P − P1)n||∞ sind monoton fallend.
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Seien nun

B0(Ω) := {f ∈ B(Ω) : P1f = 0}, K := {f ∈ B(Ω) : f = c, c ∈ R}.

Aufgrund der Stationarität von π sind die Unterräume F ,K ⊂ B(Ω) invariant unter
P und P1. Daher gilt:

σ(P ) = σ(P1) ∪ σ(P − P1).

Wegen des obigen Satzes sieht man daher, dass das Spektrum von P auf
B(Ω, || · ||∞) enthalten ist in {1} ∪Kδ(0). Somit ist die gleichgradige Konvergenz in
Totalvariation von ξ1, ξ2, . . . äquivalent zur Existenz einer Spektrallücke des assozi-
ierten MO P auf B(Ω, || · ||∞). Diese Eigenschaft von P wird in der Literatur häufig
auch quasi-kompakt genannt (vgl. z.B. [46], [36]).



Kapitel 3

L2-Spektraltheorie für
Markov-Ketten

Nachdem im letzten Kapitel die gleichgradige Konvergenz in Totalvariation im
Zusammenhang mit den Spektraleigenschaften des Operators P auf dem Raum
B(Ω,F , || · ||∞) diskutiert worden ist, soll nun die Wirkung von P auf dem Raum
L2(π) in den Vordergrund gerückt werden. Dieser Zusammenhang wird über den
Interpolationssatz von Riesz-Thorin vermittelt. Mit Hilfe des nun folgenden Satzes
lassen sich jedoch noch stärkere Aussagen ableiten. So ergibt sich, dass der Operator
P̃ , definiert auf dem nicht linearen Raum der σ(ξi, ξj)-messbaren L2(P̃ )-Funktionen,
wobei

P̃ : σ(ξi, ξj) 3 f(ξi, ξj) → E(f(ξi, ξj)|ξi−1, ξj+1), i ≤ j, i, j ∈ Z,

strikt kontrahierend ist (vgl. Satz 3.2.3).

3.1 Coupling und L2-Spektrallücken

Proposition 2 Sei ξ1, ξ2, . . . eine stationäre MK mit invariantem Wmaß π, die
gleichgradig konvergent in Totalvariation ist. Dann besitzt der assoziierte MO P
eine L2-Spektrallücke.

Beweis: Aus dem Interpolationssatz von Riesz-Thorin (vgl. [72]) folgt:

||(P − P1)n||2→2 ≤ ||(P − P1)n||
1
2
1→1||(P − P1)n||

1
2∞→∞. (3.1)

Die Behauptung folgt dann mit Korollar 2.2.1.

2

Wir kommen nun zum wichtigsten Satz dieses Kapitels:

Satz 3.1.1 Sei ξ1, ξ2, . . . eine stationäre MK mit beliebigem Zustandsraum (Ω,F , π).
Angenommen, ∃α > 0, sodass

sup
ω,ω̃,A

|p(ω, A)− p(ω̃, A)| ≤ 1− α. (3.2)

Sei zudem X eine σ(ξ2)-messbare ZVe mit Werten in C und
V (|X|) < ∞. Dann gilt:

E(V (X| ξ1, ξ3)) ≥
1

16 + 4α
α2 · V (X). (3.3)

25
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Dabei steht die linke Seite der Gleichung für den Erwartungswert der bedingten
Varianz von X gegeben ξ1 und ξ3. Die bedingte Varianz von X ist dabei definiert
als die Varianz von X bezüglich des bedingten Wmaßes P (·|ξ1, ξ3) (vgl. [5], S. 77).

Bemerkung : Die hier für die Abschätzung verwendete Technik geht im Wesent-
lichen auf Statulevičius [66] zurück, der diesen Satz für abzählbares Ω beweist. Für
die Verallgemeinerung des Beweises auf beliebige Zustandsräume sind noch ein paar
maßtheoretische Argumente nötig. Der ziemlich technische Beweis soll hier erbracht
werden, da sich zum einen interessante Folgerungen aus diesem Satz ergeben. Zum
anderen ist die Vorgehensweise in gewisser Hinsicht stabil, sodass sie für den Beweis
eines weiteren Satzes benutzt werden kann, wie wir gleich sehen werden. Interessant
dabei ist, dass die verwendete Methode des ”maximal coupling” [68] bzw. ”basic
coupling” [10] in der Literatur häufig Wassertein [71] zugeschrieben wird.

Beweis: Der Beweis erfolgt im Wesentlichen in zwei Schritten. Wir zeigen für
reellwertige ZVen die Gültigkeit der Ungleichungen

E(V (X| ξ1, ξ3)) ≥
1
4

α E(V (X| ξ1)) (3.4)

und

E(V (X| ξ1)) ≥
1

4 + α
α V (X). (3.5)

3.5 eingesetzt in 3.4 liefert dann die Behauptung des Satzes für reellwertige ZVen.
Die Verallgemeinerung auf komplexwertige ZVen folgt dann aus der Gleichheit

V (X) = V (Re(X)) + V (Im(X)).

Nach den Voraussetzungen ist X σ(ξ2)-messbar. Nach dem Faktorisierungssatz (vgl.
[34]) gilt:

X = X̃ ◦ ξ2,

wobei X̃ eine (Ω,F)− (R,B)-messbare Funktion ist.
Seien im folgenden m1 ein Median der ZVe X̃ bezüglich des Maßes p(ω1, ·), d.h.

p(ω1, {X̃ ≤ m1}) ≥ 1
2
≤ p(ω1, {X̃ ≥ m1}),

A1 := {ξ1 = ω1}, M13 := E(X|A1 ∩A3),

H1 ⊆ {ω ∈ Ω : X̃(ω) ≤ m1}, (3.6)

wobei H1 ohne Einschränkung der Allgemeinheit so gewählt werden kann, dass
p(ω1,H

1) = 1
2 (ansonsten erweitert man den zugrundeliegenden Wraum). Sei π

die auf (Ω,F) definierte stationäre Startverteilung und pω1 das auf dem Maßraum
(Ω∞,F∞, P̃ ) eindeutig bestimmte Wmaß mit pω1(A) = P̃ (A| ξ1 = ω1). Dann ist

ξ2(pω1) = p(ω1, ·) (3.7)

das Bildmaß von pω1 unter ξ2. Es gilt:

E((V (X| ξ1, ξ3))
Fubini= Eπ(Epω1

(V (X|A1, ξ3))). (3.8)
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Um den letzten Ausdruck abzuschätzen, betrachten wir zunächst folgenden Term:

V (X|A1)
Trafo

=
∫
Ω

X̃(ω2)−
∫
Ω

X̃(ω2)p(ω1, dω2)

2

p(ω1, dω2) (3.9)

= Ep(ω1, ·)

((
X̃ − Ep(ω1, ·)(X̃)

)2
)
≤ Ep(ω1, ·)

(
(X̃ −m1)2

)
= Ep(ω1, ·)

(
1H1 · (X̃ −m1)2

)
+ Ep(ω1, ·)

(
1(H1)c · (X̃ −m1)2

)
.

Wir zerlegen nun Ω3 in Ω3 = {ω3 : M13 ≥ m1}︸ ︷︷ ︸
Lω1

∪{ω3 : M13 < m1}︸ ︷︷ ︸
(Lω1 )c

Wegen 3.8 gilt:

2Epω1
(V (X|A1, ξ3))

≥
∫

H1

∫
Lω1

(M13 −m1)2p(ω1, dω2)p(ω2, dω3)

+
∫

H1

∫
Lω1

(X̃(ω2)−m1)2p(ω1, dω2)p(ω2, dω3)

+ 2
∫

H1c

∫
Lω1

(X̃(ω2)−M13)2p(ω1, dω2)p(ω2, dω3)

+ 2
∫

H1

∫
Lω1

c

(X̃(ω2)−M13)2p(ω1, dω2)p(ω2, dω3)

+
∫

H1c

∫
Lω1

c

(m1 −M13)2p(ω1, dω2)p(ω2, dω3)

+
∫

H1c

∫
Lω1

c

(X̃(ω2)−m1)2p(ω1, dω2)p(ω2, dω3)

≥
∫

Lω1

(M13 −m1)2
∫

H1

p(ω1, dω2)p(ω2, dω3)
p(ω1,H1)︸ ︷︷ ︸

QH1 (ω1,dω3)

p(ω1,H
1c

)

+
∫

H1c

∫
Lω1

(X̃(ω2)−M13)2p(ω1, dω2)p(ω2, dω3)

+
∫

H1c

∫
Lω1

c

(X̃(ω2)−m1)2p(ω1, dω2)p(ω2, dω3)

+
∫

Lω1
c

(m1 −M13)2
∫

H1c

p(ω1, dω2)p(ω2, dω3)
p(ω1,H1c)︸ ︷︷ ︸

QH1c (ω1,dω3)

p(ω1,H
1)

+
∫

H1

∫
Lω1

c

(X̃(ω2)−M13)2p(ω1, dω2)p(ω2, dω3)

+
∫

H1

∫
Lω1

(X̃(ω2)−m1)2p(ω1, dω2)p(ω2, dω3).

(3.10)
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Im Folgenden soll der Ausdruck 3.10 geeignet abgeschätzt werden. Hierzu wird der
Hahnsche Zerlegungssatz benötigt, der in fast jedem Standardwerk über Maßtheorie
nachgelesen werden kann (vgl. z.B. Elstrodt [26]). Die letzte Zeile von 3.10 ist vom
Typ ∫

Ω

f dµ +
∫
Ω

g dϑ,

mit Wmaßen µ und ϑ auf dem Maßraum (Ω,F) und integrierbaren Funktionen f
und g mit f ≥ 0, g ≥ 0. Für solche Integrale soll nun gezeigt werden, dass gilt:∫

Ω

f dµ +
∫
Ω

g dϑ ≥
∫

Ω

(f + g) dµ ∧ ϑ, (3.11)

wobei jetzt noch zu klären ist, wie µ ∧ ϑ definiert ist.
Sei η = µ− ϑ. Dann ist η ein signiertes Maß, worauf der Hahnsche Zerlegungssatz
anwendbar ist, d.h. Ω läßt sich bezüglich η in eine messbare positive Menge A und
eine negative Menge Ac zerlegen, sodass gilt:

η(B) = η(A ∩B)︸ ︷︷ ︸
≥0

+ η(Ac ∩B)︸ ︷︷ ︸
≤0

für alle B ∈ F .

Damit ist µ|A ≥ ϑ|A und µ|Ac ≤ ϑ|Ac . Wir definieren daher:

µ ∧ ϑ(B) := ϑ(A ∩B) + µ(Ac ∩B).

Man rechnet leicht nach, dass das so definierte µ∧ϑ tatsächlich ein Maß ist und dass
dieses Maß die Ungleichung 3.11 erfüllt (man zerlege Ω in A und Ac und benutze die
Definition von µ∧ϑ). Wenden wir uns mit der Bezeichnung ZH1(ω1, ω2) = p(ω2, ·)∧
QH1(ω1, ·) wieder der letzten Zeile aus 3.10 zu und benutzen die Ungleichung

a2 + b2 ≥ 1
2
(a + b)2, (3.12)

dann folgt:

2Epω1
(V (X|A1, ξ3))

≥
∫

H1c

∫
Lω1

1
2
(X̃(ω2)−m1)2dZH1(ω1, ω2)p(ω1, dω2)

+
∫

H1c

∫
Lc

ω1

(X̃(ω2)−m1)2p(ω1, dω2)p(ω2, dω3)

+
∫

H1

∫
Lc

ω1

1
2
(X̃(ω2)−m1)2dZH1c(ω1, ω2)p(ω1, dω2)

+
∫

H1

∫
Lω1

(X̃(ω2)−m1)2p(ω1, dω2)p(ω2, dω3).

(3.13)

Von hier ausgehend bekommen wir

2Epω1
(V (X|A1, ξ3))

≥
∫

H1c

∫
Ω3

1
2
(X̃(ω2)−m1)2dZH1(ω1, ω2)p(ω1, dω2)

+
∫

H1

∫
Ω3

1
2
(X̃(ω2)−m1)2dZH1c(ω1, ω2)p(ω1, dω2).

(3.14)
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Mit Hilfe des Hahnschen Zerlegungssatzes bekommen wir jedoch∫
Ω3

ZH1(ω1, ω2)(dω3) =
∫
Ω3

p(ω2, dω3) ∧QH1(ω1, dω3)

=
∫

A
ω2
ω1

QH1(ω1, dω3) +
∫

(A
ω2
ω1 )c

p(ω2, dω3) = QH1(ω1, A
ω2
ω1

) + p(ω2, (Aω2
ω1

)c)

3.10=
1

p(ω1,H1)

∫
H1

p(ω1, dω)p(ω, Aω2
ω1

) + p(ω2, (Aω2
ω1

)c)

≥ 1
p(ω1,H1)

· inf
ω̃

∫
H1

p(ω1, dω)p(ω̃, Aω2
ω1

) + p(ω2, (Aω2
ω1

)c)

= inf
ω̃

p(ω̃, Aω2
ω1

) + p(ω2, (Aω2
ω1

)c) ≥ inf
ω̃,ω,A

(p(ω̃, A) + p(ω, Ac))

= 1− sup
ω̃,ω,A

| (p(ω̃, A)− p(ω, A)) | = α. (3.15)

Die Rechnung für
∫
Ω3

ZH1c(ω1, ω2)(dω3) ist die gleiche und damit erhalten wir unter

Berücksichtigung von 3.9, dass

Epω1
(V (X|A1, ξ3)) ≥

1
4
αEV (X|A1). (3.16)

Da die Rechnung für beliebige ω1 gilt, folgt:

EV (X|ξ1, ξ3) ≥
1
4
αEV (X|ξ1). (3.17)

Damit ist 3.4 bewiesen. Der nun folgende Beweis für 3.5 benutzt im
Wesentlichen die gleiche Technik wie der obige Beweis. Er soll hier jedoch der
Vollständigkeit halber erbracht werden. Sei im Folgenden m ein Median der Zu-
fallsvariablen E(X| ξ1), also gelte

p({ω ∈ Ω1 : E(X| ξ1 = ω) ≤ m}) ≥ 1
2
≤ p({ω ∈ Ω1 : E(X| ξ1 = ω) ≥ m}) (3.18)

und sei

Mω := E(X| ξ1 = ω), H ⊆ {ω ∈ Ω : Mω ≤ m, } sodass π(H) =
1
2
. (3.19)

Hier setzen wir ohne Einschränkung der Allgemeinheit einen nicht-atomaren Wraum
voraus (andernfalls kann der Wraum zu einem solchen erweitert werden). Es gilt:

V (E(X| ξ1)) = E((E(X| ξ1)− E(X))2)

≤ E((E(X| ξ1)−m)2) =
∫
Ω

(Mω −m)2 π(dω).

Um 3.5 zu zeigen, muss

E(V (X| ξ1)) =
∫
Ω1

V (X| ξ1 = ω1) π(dω1)

vgl. 3.9
=

∫
Ω2

∫
Ω1

(X̃(ω2)−Mω1)2π(dω1)p(ω1, dω2) (3.20)



30 KAPITEL 3. L2-SPEKTRALTHEORIE FÜR MARKOV-KETTEN

noch geeignet abgeschätzt werden. Dafür spalten wir die Integration über Ω2 in eine
Integration über {X̃ ≥ m} und eine über {X̃ < m} auf. Dies ergibt:∫

{X̃≥m}

∫
Ω1

(Mω1 − X̃(ω2))2π(dω1)p(ω1, dω2)

3.19
≥

∫
{X̃≥m}

∫
Hc

(Mω1 − X̃(ω2))2π(dω1)p(ω1, dω2)

+
∫

{X̃≥m}

(X̃(ω2)−m)2 · 1
π(H)

∫
H

π(dω1)p(ω1, dω2)

︸ ︷︷ ︸
K(dω2)

· π(H)︸ ︷︷ ︸
=π(Hc)

3.12 u. 3.11
≥ 1

2

∫
Hc

(Mω1 −m)2π(dω1) ·
∫
{X̃≥m}

Zω1(dω2). (3.21)

Dabei ist Zω1(A) := (K ∧ p(ω1, ·))(A). Die Integration über {X̃ < m} liefert un-
mittelbar: ∫

{X̃<m}

∫
Ω1

(Mω1 − X̃(ω2))2π(dω1)p(ω1, dω2)

≥ 1
2

∫
Hc

(Mω1 −m)2π(dω1) ·
∫
{X̃<m}

Zω1(dω2). (3.22)

Damit folgt jedoch wie schon beim ersten Teil der Abschätzung:

EV (X|ξ1) ≥
1
2
α

∫
Hc

(Mω1 −m)2π(dω1). (3.23)

Andererseits liefert uns die Abschätzung∫
{X̃<m}

∫
Ω1

(Mω1 − X̃(ω2))2π(dω1)p(ω1, dω2)

≥
∫

{X̃<m}

∫
H

(Mω1 − X̃(ω2))2π(dω1)p(ω1, dω2)

+
∫

{X̃<m}

(X̃(ω2)−m)2
∫

Hc

p(ω1, dω2)
π(Hc)

π(dω1)

︸ ︷︷ ︸
K̃(dω2)

π(H)

3.12 u. 3.11
≥ 1

2

∫
H

(Mω1 −m)2π(dω1) ·
∫
{X̃<m}

Z̃ω1(dω2), (3.24)

wobei Z̃ω1(A) := (K̃ ∧ p(ω1, ·))(A), zusammen mit der Abschätzung∫
{X̃≥m}

∫
Ω1

(Mω1 − X̃(ω2))2π(dω1)p(ω1, dω2)

3.19
≥

∫
{X̃≥m}

∫
H

(Mω1 −m)2π(dω1)p(ω1, dω2)

≥ 1
2

∫
H

(Mω1 −m)2π(dω1) ·
∫
{X̃≥m}

Z̃ω1(dω2), (3.25)
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dass
EV (X|ξ1) ≥

1
2
α

∫
H

(Mω1 −m)2π(dω1).

Dies zusammen mit 3.23 liefert dann:

EV (X|ξ1) ≥
1
4
α

∫
Ω

(Mω1 −m)2π(dω1)
3.20
≥ 1

4
αV E(X|ξ1). (3.26)

Mit Hilfe einer kurzen Rechnung erhält man:

V (E(X| ξ1, )) = V (X)− E(V (X| ξ1)).

Dies eingesetzt in 3.26 und aufgelöst nach V (E(X| ξ1)) liefert 3.5 und damit die
Behauptung des Theorems.

2

3.2 Folgerungen

Korollar 3.2.1 Unter den Voraussetzungen des Satzes 3.1.1 gilt:

V (E(X|ξ1, ξ3)) ≤ (1− α2

16 + 4α
)V (X). (3.27)

Beweis: Addiert man in der Ungleichung 3.3 auf beiden Seiten V (E(X|ξ1, ξ3))
und benutzt wieder

V (E(X| ξ1, ξ3)) = V (X)− E(V (X| ξ1, ξ3)),

so erhält man:

V (X) ≥ α2

16 + 4α
V (X) + V (E(X|ξ1, ξ3)).

Umformen nach V (X) gibt das Gewünschte.

2

Das nächste Lemma hilft uns, weitere Schlussfolgerungen zu ziehen:

Lemma 3.2.2

V (E(X| ξj)) ≤ V (E(X| ξ1, ξ3)), j ∈ {1, 3}.

Beweis: Mit den Rechenregeln für bedingte Erwartungen und Benutzen der
Jensenschen Ungleichung für bedingte Erwartungen bekommen wir:

V (E(X| ξj)) = E(E(E(X|ξ1, ξ3)|ξj)2)− (EX)2

≤ E(E(E(X|ξ1, ξ3)2|ξj))− (EX)2

= V (E(X| ξ1, ξ3)). (3.28)

2

Dies zusammen mit 3.27 liefert dann:

V (E(X| ξj)) ≤ (1− α2

16 + 4α
)V (X).
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Benutzt man nun die Operatorschreibweise aus dem vorherigen Kapitel, so folgt

||Pf − P1f ||22 ≤ (1− α∗
2

16 + 4α
)||f − P1f ||22,

bzw.

||P ∗f − P1f ||22 ≤ (1− α2

16 + 4α
)||f − P1f ||22.

Dies ist äquivalent zu

||P |L2
0
||2 ≤

√
1− α2

16 + 4α
,

bzw.

||P ∗|L2
0
||2 ≤

√
1− α2

16 + 4α
,

wobei L2
0 := {f ∈ L2 : P1f = 0}. Dies wiederum bedeutet, dass sowohl P als auch

P ∗ echte Kontraktionen auf L2
0 sind. Diese Aussage ist stärker als die bekannte

Aussage, dass mit P quasi-kompakt automatisch P ∗ quasi-kompakt folgt, was aus
den bekannten Sätzen über die Spektren adjungierter Operatoren folgt (vgl. z.B.
[72]).
Um den Satz, welcher dieses Kapitel abschließen soll, zu formulieren, werden nun
die dafür notwendigen Definitionen eingeführt.
Sei L :=

⋃
i,j∈Z σ(ξi, ξj) der Raum aller σ(ξi, ξj)-messbaren Funktionen, i, j ∈ Z.

Sei Pπ das schon zu Beginn dieses Kapitels erwähnte eindeutig bestimmte Wmaß
auf (Ω∞,F∞) mit

Pπ(A1 ×A2 ×A3 × Ω× · · · ) =
∫

A1

π(dx1)
∫

A2

p(x1, dx2)p(x2, A3).

Der auf L lebende Operator P̃ sei nun wie folgt definiert:

P̃ : σ(ξi, ξj) 3 f(ξi, ξj) → E(f(ξi, ξj)|ξi−1, ξj+1), i ≤ j, i, j ∈ Z.

Sei L2
0(Pπ) := {f ∈ L2(Pπ) : EPπ

f = 0}. Dann gilt folgender Satz:

Satz 3.2.3 Es gelten die obigen Bezeichnungen. Für P̃ eingeschränkt auf L2
0(Pπ)

gilt dann:

||P̃ ||2 ≤
√

1− α2

16 + 4α
.

Beweis: Der Beweis von Satz 3.1.1 ist stabil unter den hier gemachten Bedin-
gungen und kann daher bei Anpassung der Notation übernommen werden.

2



Kapitel 4

Isoperimetrische Konstanten
und Spektrallücken

In diesem Kapitel wird der Zusammenhang zwischen L2-Spektrallücken und der im
Folgenden definierten isoperimetrischen Konstanten kn dargestellt. Die isoperime-
trische Konstante k (Definition siehe Abschnitt 4.1) wurde von Lawler und Sokal
[48] im Fall reversibler MKen verwendet, um die Größe von L2-Spektrallücken ab-
zuschätzen. In Abschnitt 4.1 werden einige Eigenschaften der den iterierten MOen
Pn zugeordneten kn beschrieben und eine weitere Konstante K eingeführt, um peri-
odisches Verhalten sachgemäß beschreiben zu können. Aufbauend auf den grundle-
genden Eigenschaften der isoperimetrischen Konstanten und der Arbeit von Lawler
und Sokal [48] wird dann eine Bedingung hergeleitet, deren wesentliche Aussage
es ist, dass P genau dann eine L2(π)-Spektrallücke hat, wenn die den iterierten
Operatoren Pn zugeordneten Konstanten kn von Null weg beschränkt bleiben. In
Abhängigkeit der Größe dieser Lücke bei 0 kann dann die Größe der Spektrallücke
abgeschätzt werden (siehe Abschnitt 4.2). Als Anwendungsbeispiel für diesen Satz
wird gezeigt, dass aus gleichgradiger Konvergenz in Totalvariation die Existenz einer
L2-Spektrallücke folgt. Darüber hinaus lässt sich mit seiner Hilfe eine neue hinrei-
chende Bedingung für die Existenz einer L2-Spektrallücke herleiten, die in Kapitel
6 im Zusammenhang mit der geometrischen Ergodizität noch näher diskutiert wird.
In einigen Fällen ist es jedoch einfacher, mit einer anderen Folge isoperimetrischer
Konstanten, nämlich kP∗nP n , zu arbeiten, da diese Folge sich als monoton in n er-
weist, die assoziierten Operatoren P ∗n

Pn selbstadjungiert sind und damit die von
Lawler und Sokal entwickelte Theorie anwendbar ist. Auf diese Weise zeigt sich, dass
die Existenz einer L2-Spektrallücke äquivalent ist zur exponentiellen Konvergenz
der isoperimetrischen Konstanten kn und kP∗n P n gegen 1 (vgl. 4.3). Das Kapitel
schließt ab mit der Betrachtung reversibler MKen. Es zeigt sich, dass in diesem Fall
die Existenz einer Spektrallücke äquivalent ist zu der Bedingung 0 < k ≤ K < 2
(vgl. Abschnitt 4.4), wobei die Bedingung K < 2 periodisches Verhalten der Kette
verbietet.

4.1 Definition und Eigenschaften isoperimetrischer
Konstanten

Sei im Folgenden ξ1, ξ2, . . . eine MK mit stationärem Wmaß π und zugehörigem
Übergangskern p(·, ·). Soweit nichts anderes angegeben ist, sind dies die Vorausset-
zungen für die nächsten Lemmata und Sätze. Wir definieren nun eine für unsere

33
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Zwecke wichtige Konstante (vgl. Lawler und Sokal [48]):

k(A) :=
1

π(A)π(Ac)

∫
A

p(x, Ac)π(dx).

Diese Größe wird auch isoperimetrische Konstante genannt [48]. Für diese Konstan-
te werden nun mehrere Lemmata bewiesen:

Lemma 4.1.1 Unter den oben gemachten Voraussetzungen gilt:

k(A) = k(Ac).

Beweis: ∫
A

p(x,Ac)π(dx) =
∫

Ω

p(x,Ac)π(dx)−
∫

Ac

p(x, Ac)π(dx)

= π(Ac)− (π(Ac)−
∫

Ac

p(x, A)π(dx))

=
∫

Ac

p(x, A)π(dx).

2

Lemma 4.1.2 Unter den obigen Voraussetzungen gilt:

0 ≤ k(A) ≤ 2. (4.1)

Beweis: Die linke Seite dieser Ungleichung ist klar. Nun zur rechten Seite: An-
genommen, die Ungleichung ist nicht wahr. Dann existiert ein A ∈ F mit k(A) > 2
und damit ∫

A

p(x, Ac)π(dx) > 2π(A)π(Ac).

Da p(x,Ac) nur Werte zwischen 0 und 1 annimmt, existiert ein α mit 0 ≤ α ≤ 1,
sodass ∫

A

p(x,Ac)π(dx) = απ(A). (4.2)

Zusammen mit der obigen Ungleichung folgt daraus sofort:

α > 2π(Ac). (4.3)

Aus dem vorherigen Lemma folgt genauso:∫
Ac

p(x,A)π(dx) > 2π(A)π(Ac).

Wie schon zuvor existiert auch hier ein β mit 0 ≤ β ≤ 1, sodass∫
Ac

p(x,A)π(dx) = βπ(Ac)

und damit
β > 2π(A). (4.4)

Zusammen mit dem Vorherigen folgt dann:

2 ≥ α + β > 2π(A) + 2π(Ac) = 2. (4.5)

Daher ist die Annahme falsch und somit die Behauptung bewiesen.
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2

Korollar 4.1.3 Falls K := supA∈F k(A) = 2, dann gilt für jede Folge An mit der
Eigenschaft k(An) → 2, dass π(An) → 1

2 .

Beweis: Den Mengen An und Ac
n können entsprechend (4.2) αn und βn zuge-

ordnet werden. Wegen (4.5) folgt dann aus k(An) → 2 sowohl αn → 1 als auch
βn → 1. Hieraus lässt sich dann mit Hilfe von (4.3) und (4.4) π(An) → 1

2 schließen.

2

Lemma 4.1.4 Falls
k := inf

A∈F
k(A) = 0,

dann folgt:
kn := inf

A∈F
kn(A) = 0 ∀n ∈ N,

wobei kn(A) := 1
π(A)π(Ac)

∫
A

pn(x,Ac)π(dx).

Beweis:

π(A)π(Ac)kn(A) =
∫

A

pn(x,Ac)π(dx) =
∫

A

∫
A

p(x, dy)pn−1(y, Ac)π(dx)

+
∫

A

π(dx)
∫

Ac

p(x, dy)pn−1(y, Ac)

≤ (kn−1(A) + k(A))π(A)π(Ac) ≤ . . . ≤ n k(A)π(A)π(Ac).

2

Lemma 4.1.5 Angenommen, es existiert n0 ∈ N, ε > 0, sodass kn ≥ ε∀n ≥ n0.
Dann gilt:

ki ≥
ε

n0
∀i ∈ N.

Beweis: Für k1 folgt die Abschätzung direkt aus dem Beweis des vorherigen
Lemmas. Für die übrigen ki, i ∈ {2, . . . , n0 − 1} kann man das so sehen:∫

A

pi(x, Ac) ≥ 1
2

∫
A

p2i(x, Ac) ≥ . . . ≥ 1
2[log2 n0]

∫
A

pi2[log2 n0]
(x,Ac).

Da
i2[log2 n0] ≥ n0 ∀i ∈ {2, . . . , n0 − 1}

und
2[log2 n0] ≤ n0,

folgt die Behauptung.

2

Lemma 4.1.6 Es gelten wieder die zu Beginn des Abschnitts 4.1 gemachten Be-
dingungen. Es gelte zudem K = 2. Dann folgt: k2 = 0.



36KAPITEL 4. ISOPERIMETRISCHE KONSTANTEN UND SPEKTRALLÜCKEN

Beweis: Wähle eine Folge An mit k(An) → 2. Wegen Korollar 4.1.3 wissen wir,
dass dann π(An) → 1

2 folgt. Dies liefert:

π(An)π(Ac
n)k2(An) =

∫
An

∫
An

π(dx)p(x, dy)p(y, Ac
n)

+
∫

An

∫
Ac

n

π(dx)p(x, dy)p(y, Ac
n)

≤
∫

An

π(dx)p(x, An) +
∫

Ac
n

π(dx)p(x,Ac
n)

= π(An)−
∫

Ac
n

π(dx)p(x,An) + π(Ac
n)

−
∫

An

π(dx)p(x, Ac
n)

= 1− 2
∫

An

π(dx)p(x,Ac
n).

Hieraus ergibt sich sofort mit dem zuvor Gezeigten:

k2(An) ≤ 1
π(An)π(Ac

n)
− 2k(An) → 0.

2

Lemma 4.1.7 Es gelten wieder die zu Beginn des Abschnitts 4.1 gemachten Bedin-
gungen. Sei darüber hinaus (Ω,F , π) ein Maßraum, sodass infA∈F :π(A)>0 π(A) = 0.
Dann gilt:

k ≤ 1.

Beweis: Nach Voraussetzung existiert eine Folge An ∈ F mit π(An) → 0. Dann
gilt offensichtlich:

k(An) =
1

π(Ac
n)

∫
An

p(x,Ac
n)

π(dx)
π(An)

≤ 1
π(Ac

n)
.

Limesbildung liefert die Behauptung.

2

4.2 Existenz von L2-Spektrallücken im allgemei-
nen Fall

Es soll zunächst eine notwendige Bedingung für eine L2(π)-Spektrallücke für Markov-
Operatoren P induziert durch obige MKen hergeleitet werden.

Lemma 4.2.1 Sei ξ1, ξ2, . . . eine stationäre MK mit stationärem Wmaß π, Über-
gangskern p(·, ·) und Zustandsraum (Ω,F). Dann ist dafür, dass der durch diese
Kette induzierte Markov-Operator P eine Spektrallücke in dem Sinne besitzt, dass

∃n0 ∈ N : ||(P − P1)n0 ||2 < 1,

folgende Bedingung notwendig:

0 < inf
n∈N

kn = inf
n∈N

inf
A∈F

kn(A). (4.6)
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Beweis: Wir betrachten die folgende Funktion:

f =
√

π(A)π(Ac)(
1

π(A)
1A −

1
π(Ac)

1Ac), A ∈ F . (4.7)

Man rechnet sofort nach, dass gilt:

Eπf = 0, ||f ||2 = 1.

||Pf ||22 = π(A)π(Ac)
∫

Ω

(
p(x,A)
π(A)

− p(x,Ac)
π(Ac)

)2

π(dx)

= π(A)π(Ac)
(

1
π(A)2

∫
Ω

p(x,A)2π(dx) +
1

π(Ac)2

∫
Ω

p(x,Ac)2π(dx)

−2
1

π(A)π(Ac)

∫
Ω

p(x,A)p(x,Ac)π(dx)
)

. (4.8)

Nun gilt:

1
π(A)2

∫
Ω

p(x,A)2π(dx) =
1

π(A)2

(∫
A

p(x, A)2π(dx) +
∫

Ac

p(x, A)2π(dx)
)

=
1

π(A)2

(∫
A

(1− p(x,Ac))2π(dx) +
∫

Ac

p(x,A)2π(dx)
)

≥ 1
π(A)2

(π(A)− 2π(A)π(Ac)k(A))

=
1

π(A)
(1− 2π(Ac)k(A)). (4.9)

Aus Symmetriegründen gilt dann wegen k(A) = k(Ac):

1
π(Ac)2

∫
Ω

p(x,Ac)2π(dx) ≥ 1
π(Ac)

(1− 2π(A)k(A)). (4.10)

Zudem gilt:
1

π(A)π(Ac)

∫
Ω

p(x,A)p(x,Ac)π(dx) ≤ 2k(A). (4.11)

Setzt man die letzten drei Ungleichungen in 4.8 ein, dann erhält man:

||Pf ||22 ≥ π(A)π(Ac)
(

1− 2π(Ac)k(A)
π(A)

+
1− 2π(A)k(A)

π(Ac)
− 4k(A)

)
= π(Ac)− 2π(Ac)2k(A) + π(A)− 2π(A)2k(A)− 4π(A)π(Ac)k(A)
≥ 1− k(A)

(
2π(Ac)2 + 2π(A)2 + 4π(A)π(Ac)

)
= 1− 2k(A)(π(A) + π(Ac))2 = 1− 2k(A). (4.12)

Damit folgt dann
||P − P1||2 ≥

√
1− 2k.

Genauso folgt auch
||Pn − P1||2 ≥

√
1− 2kn.

Dies liefert die Behauptung.

2
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Wir haben soeben eine notwendige Bedingung dafür gesehen, dass P auf L2(π)
eine Spektrallücke besitzt. Damit stellt sich natürlich die Frage, ob die Bedingung
auch hinreichend ist und tatsächlich zeigt sich, dass sie es ist. Um dies zu zeigen,
greifen wir auf ein Resultat von Lawler und Sokal [48] zurück. Dabei lautet die für
uns wesentliche Aussage für den Fall eines diskreten Markov-Prozesses (vgl. [48],
Theorem 2.3):

<(σ(Id− (P − P1))) ≥
κ

8
k2, (4.13)

wobei κ gegeben ist durch

κ = inf
D

sup
c∈R

E
(
|(X + c)2 − (Y + c)2|

)
E((X + c)2)

(4.14)

und D die Menge aller möglichen Verteilungen von u.i.v. ZVen (X, Y ), welche die
Varianz 1 haben, ist. In der gleichen Arbeit wurde gezeigt, dass κ ≥ 1 gilt. Wen-
det man auf 4.13 den Spektralabbildungssatz (siehe Kapitel 1, Satz 1.2.1) mit der
Funktion f = 1− z an, dann folgt hieraus unmittelbar:

<(σ(P − P1)) ≤ 1− κ

8
k2.

Damit folgt dann auch:

<(σ(Pn − P1)) ≤ 1− κ

8
k2

n.

Nach dieser Vorbereitung kommen wir zum zentralen Satz dieses Abschnittes:

Satz 4.2.2 Sei ξ1, ξ2, . . . eine MK mit Zustandsraum (Ω,F , π), wobei π ein statio-
näres Startmaß der Kette sei. Sei P der assoziierte MO auf L2(π). Dann sind die
beiden folgenden Aussagen äquivalent:

1. P hat eine Spektrallücke.

2.

M :=
{

ε > 0 : kn > ε ∀n ≤
[

2π

arccos(1− κ
16ε2)

]
+ 1
}
6= ∅.

Ist Bedingung 2 erfüllt, so gilt:

σ(P − P1) ⊂ Kr0(0), r0 := inf
ε∈M

(1− κ

16
ε2)

1/([ 2π
arccos(1− κ

16 ε2)
]+1)

, (4.15)

wobei Kr(0) den Kreis mit Radius r und Mittelpunkt 0 bezeichne und wir den Bild-
bereich des arccos auf [0, π] einschränken.

Beweis: In Lemma 4.2.1 wurde die Notwendigkeit einer Bedingung gezeigt, die
die Bedingung 2 impliziert. Bleibt also nur noch zu zeigen, dass die zweite Bedingung
auch hinreichend ist.
Nach Voraussetzung existiert ε > 0, sodass

<(σ(Pn − P1)) ≤ 1− κ

8
ε2 ∀n ≤

[
2π

arccos(1− κ
16ε2)

]
+ 1. (4.16)

Andererseits gilt wegen des Spektralabbildungssatzes

σ(Pn − P1) = (σ(P − P1))n. (4.17)
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Sei nun z ∈ σ(P − P1). Schreibe z in Polarkoordinaten:

z = reiφ = r cos(φ) + ir sin(φ), r ∈ [0, 1], φ ∈ [−π, π).

Schreibe im Folgenden auch z = (r, φ). Dann folgt aus 4.16 und 4.17:

rn cos nφ ≤ 1− κ

8
ε2.

Dann wähle φ1 = arccos(1 − κ
16ε2) ∩ (0, π), sodass für alle φ ∈ (−φ1, φ1) und

(r, φ) ∈ σ(P − P1) gilt: r ≤ 1 − κ
16ε2. Für die anderen z = (r, φ) ∈ σ(P − P1) mit

φ 6∈ (−φ1, φ1) existiert jedoch n = n(φ) ≤ n0(φ1) :=
[

2π
φ1

]
+ 1, sodass nφ[mod2π] ∈

(−φ1, φ1). Zusammen mit 4.17 folgt dann:

r ≤ (1− κ

16
ε2)

1/([ 2π
arccos(1− κ

16 ε2)
]+1)

.

Damit ist der Satz bewiesen.

2

Die Nützlichkeit dieses Satzes soll kurz am Beispiel der Doeblin-Bedingung (zuzüglich
Aperiodizität) gezeigt werden. Diese Bedingung wurde schon in den vorangehenden
Kapiteln ausführlich diskutiert und wir haben gesehen, wie anspruchsvoll es war zu
zeigen, dass sie hinreichend für die Existenz einer L2(π)-Spektrallücke des assozi-
ierten MO ist.

Korollar 4.2.3 Es gelte die Bedingung 2.2. Dann besitzt P eine L2(π)-Spektrallücke.

Beweis:

kn(A) =
1

π(A)π(Ac)

∫
A

(pn(x,Ac)− π(Ac))π(dx) + 1

≥ 1− 2
π(A)

∫
A

|pn(x, Ac)− π(Ac)|π(dx)

≥ 1− 2Cδn ≥ 1
2
, n ≥ n0, n0 hinreichend groß. (4.18)

Mit Lemma 4.1.5 folgt dann

kn ≥
1

2n0
∀n ∈ N.

Die Behauptung folgt jetzt mit Satz 4.2.2.

2

Es lässt sich jedoch aus dem vorherigen Satz leicht ein neues Kriterium für die
Existenz einer L2(π)-Spektrallücke herleiten:

Korollar 4.2.4 Es gelten die Voraussetzungen des Satzes 4.2.2. Angenommen, es
existiert ein ε > 0, sodass

lim sup
n→∞

sup
A∈F :π(A)≤ 1

2

1
π(Ac)

∫
A

|p
n(x, A)
π(A)

− 1|π(dx) ≤ 1− ε. (4.19)

Dann hat P eine L2(π)-Spektrallücke.
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Beweis: Genau wie in Korollar 4.2.3 zeigt man

kn(A) ≥ 1− 1
π(A)π(Ac)

∫
A

|pn(x, Ac)− π(Ac)|π(dx)

= 1− 1
π(Ac)

∫
A

|p
n(x,A)
π(A)

− 1|π(dx)

≥ ε

2
. (4.20)

Die Behauptung folgt wieder mit Satz 4.2.2 und Lemma 4.1.5.

2

4.3 Konvergenzraten von kn und kP ∗nPn

Wir wollen nun eine weitere Konstante einführen, die sich im Laufe der Arbeit als
sehr nützlich erweisen wird. Sei im Folgenden

kP∗n P n := inf
A∈F

kP∗n P n(A) := inf
A∈F

1
π(A)π(Ac)

∫
A

P ∗n

Pn1Acπ(dx).

Lemma 4.3.1 Die Folge an(A) := kP∗n P n(A) ist monoton wachsend in n (d.h.
an(A) ≤ an+1(A)) und es gilt: an(A) ≤ 1 für alle n ∈ N, A ∈ F .

Beweis: Zuerst beweisen wir die zweite Aussage:

kP∗n P n(A) =
1

π(A)π(Ac)

∫
A

P ∗n

Pn1Acπ(dx)

=
1

π(A)π(Ac)

∫
Ω

pn(x,A)pn(x,Ac)π(dx)

=
1

π(A)
− 1

π(A)π(Ac)

∫
Ω

(pn(x,Ac))2π(dx)

Jensen
≤ 1

π(A)
− π(Ac)

π(A)
= 1.

Die erste Behauptung ergibt sich aus

kP∗n+1P n+1(A) =
1

π(A)
− 1

π(A)π(Ac)

∫
Ω

(pn+1(x,Ac))2π(dx)

P MO
≥ 1

π(A)
− 1

π(A)π(Ac)

∫
Ω

P (pn(x,Ac))2π(dx) = kP∗n P n(A).

2

Proposition 3 Sei ξ1, ξ2, . . . eine MK mit Zustandsraum (Ω,F , π), wobei π ein
stationäres Startmaß der Kette sei. Sei P der assoziierte MO auf L2(π) und P ∗ sein
adjungierter Operator. Dann sind die beiden folgenden Aussagen äquivalent:

1. P besitzt eine L2(π)-Spektrallücke.

2.
∃n0 ∈ N : kP∗

n0 P n0 > 0.

Gilt 2, dann haben wir folgende Abschätzung für das Spektrum:

σ(P − P1) ⊂ Kr(0), r =
(√

1− κ

8
k2

P∗
n0 P n0

) 1
n0

. (4.21)
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Beweis: Sei L2
0,1(π) := {f ∈ L2(π) : Eπ(f) = 0, Eπ(f2) = 1}. Da P ∗n

Pn positiv
und selbstadjungiert ist, folgt für alle f ∈ L2

0,1(π) aus dem Theorem 2.1 von Lawler
und Sokal [48], dass

κ

8
k2

P∗n P n ≤ inf
f∈L2

0,1(π)
< f, f − P ∗n

Pnf >2≤ kP∗n P n .

Dies ist jedoch äquivalent zu√
1− κ

8
k2

P∗n P n ≥ ||Pnf ||2 ≥
√

1− kP∗n P n , (4.22)

wobei wir wegen Lemma 4.3.1 wissen, dass die rechte Seite dieser Ungleichung immer
definiert ist. Die Notwendigkeit von 2 für die Existenz einer Spektrallücke folgt
direkt aus der rechten Seite der obigen Ungleichung. Dass die Bedingung hinreichend
ist, folgt aus

||Pn0n||2 ≤ ||Pn0 ||n2 ≤
(√

1− κ

8
k2

P∗
n0 P n0

)n

,

wobei hier wieder P eingeschränkt auf L2
0,1(π) betrachtet wird. Die Abschätzung

für das Spektrum bekommt man mit Hilfe der obigen Ungleichung, indem man auf
beiden Seiten die n0n-te Wurzel zieht. Damit ist der Satz bewiesen.

2

Die Ungleichung 4.22 liefert jedoch auch Aussagen über das asymptotische Verhalten
der kP∗n P n , was nun gezeigt werden soll:

Lemma 4.3.2 Für alle n0 ∈ N, n ∈ N gilt:

1− kP∗n P n ≤
(1− κ

8 k2
P∗

n0 P n0
)

n
n0

(1− κ
8 k2

P∗
n0 P n0

)
. (4.23)

Beweis: Für P eingeschränkt auf L2
0,1(π) folgt wegen Ungleichung 4.22 für alle

l ∈ N:

1− k
P∗

n0l
P n0l ≤ ||P ln0 ||2 ≤ ||Pn0 ||2l ≤

(
1− κ

8
k2

P∗
n0 P n0

)l

. (4.24)

Wegen der Monotonie von kP∗n P n folgt daraus:

1− kP∗nP n ≤ (1− κ

8
k2

P∗
n0 P n0 )

h
n

n0

i
≤

(1− κ
8 k2

P∗
n0 P n0

)
n

n0

(1− κ
8 k2

P∗
n0 P n0

)
. (4.25)

2

Satz 4.3.3 Es sind folgende Aussagen äquivalent:

1. P besitzt eine L2(π)-Spektrallücke.

2. Es existieren C > 0, δ < 1, sodass

1− kP∗n P n ≤ Cδn. (4.26)

Beweis: Dass Bedingung 2 hinreichend ist, folgt direkt aus Proposition 3.
Gelte nun 1. Nach Proposition 3 existiert n0 ∈ N, sodass kP∗

n0 P n0 > 0. Die
Behauptung folgt jetzt mit Lemma 4.3.2, wobei C = 1

(1−κ
8 k2

P∗
n0 P n0

)
und δ =

(1− κ
8 k2

P∗
n0 P n0

)
1

n0 .
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2

Der soeben für 1 − kP∗n P n gewonnene exponentielle Abfall im Falle der Existenz
einer L2(π)-Spektrallücke lässt sich auch für 1 − kn zeigen. Hierfür benötigen wir
die folgende Ungleichung:

Lemma 4.3.4 Es gilt:

1− kn ≤
√

2
√

1− kP∗nP n . (4.27)

Beweis: Wie schon zuvor können wir ohne Einschränkung der Allgemeinheit
π(A) ≤ 1

2 annehmen. Einerseits haben wir dann:

1− kn(A) = 1− 1
π(A)π(Ac)

∫
A

pn(x, Ac)π(dx)

=
∫

A

(π(Ac)− pn(x,A))
π(dx)

π(A)π(Ac)

C.S.
≤

(∫
A

(π(Ac)− pn(x, Ac))2
π(dx)

π(A)π(Ac)

) 1
2 1√

π(Ac)

≤
√

2

√
1

π(A)π(Ac)

∫
Ω

(π(Ac)− pn(x,Ac))2π(dx). (4.28)

Andererseits gilt:

1− kP∗n P n(A) = 1− 1
π(A)π(Ac)

∫
Ω

pn(x,A)pn(x,Ac)π(dx)

= 1− 1
π(A)

+
1

π(A)π(Ac)

∫
Ω

pn(x, Ac)2π(dx)

=
1

π(A)π(Ac)

∫
Ω

(pn(x,Ac)2 − π(Ac)2)π(dx)

=
1

π(A)π(Ac)

∫
Ω

(pn(x,Ac)− π(Ac))2π(dx). (4.29)

Setzt man nun 4.29 in 4.28 ein, so erhält man

1− kn(A) ≤
√

2
√

1− kP∗nP n(A). (4.30)

Nimmt man zuerst auf der rechten und anschließend auf der linken Seite das Su-
premum, so folgt die Behauptung.

2

Satz 4.3.5 Es sind folgende Aussagen äquivalent:

1. P besitzt eine L2(π)-Spektrallücke.

2. Es existieren C > 0, δ < 1, sodass

1− kn ≤ Cδn. (4.31)

Unter der Bedingung, dass infA∈F :π(A)>0 π(A) = 0, gilt dann wegen Lemma
4.1.7:

0 ≤ 1− kn ≤ Cδn. (4.32)



4.4. L2-SPEKTRALLÜCKEN FÜR REVERSIBLE MARKOV-KETTEN 43

Beweis: Dass die Bedingung 2 hinreichend ist, folgt direkt aus Lemma 4.1.5 und
Satz 4.2.2.
Gelte also Bedingung 1. Satz 4.3.3 und Lemma 4.3.4 ergeben dann:

1− kn ≤
√

2
(1− κ

8 k2
P∗

n0 P n0
)

n
2n0

(1− κ
8 k2

P∗
n0 P n0

)
, (4.33)

wobei n0 so gewählt ist, dass kP∗
n0 P n0 > 0. Die Behauptung gilt also für C =

√
2

1−κ
8 k2

P∗
n0 P n0

und δ = (1− κ
8 k2

P∗
n0 P n0

)
1

2n0 .

2

4.4 L2-Spektrallücken für reversible Markov-Ketten

Wir haben im letzten Abschnitt eine hinreichende und notwendige Bedingung dafür
gesehen, dass P auf L2(π) eine Spektrallücke besitzt. Da es in der Regel unmöglich
ist, alle kn zu berechnen, muss der nächste Schritt sein, ein Kriterium anzugeben,
aus dem die Existenz eines ε mit kn > ε hergeleitet werden kann bzw. eine Bedin-
gung, die es nicht erfordert, alle kn auszuwerten bzw. abzuschätzen. Man fragt sich
zunächst, ob es nicht möglich ist, für größere n kn durch die vorherigen ki, i < n
abzuschätzen. Dass dies ohne weitere Voraussetzungen nicht möglich ist, kann man
sich leicht am folgenden Beispiel klar machen, wo der Übergangskern p(·, ·) gegeben
wird durch die folgende Matrix:  0 1 0

0 0 1
1 0 0

 (4.34)

Um größere kn vernachlässigen zu können, muss man Bedingungen stellen, welche
größere Perioden verbieten. Eine solche Bedingung ist die der Reversibilität. Daher
betrachten wir in diesem Abschnitt ausschließlich reversible MK. Wir hatten schon
in Lemma 4.1.6 gesehen, dass K := supA∈F k(A) < 2 eine notwendige Bedingung
für die Existenz einer L2(π)-Spektrallücke ist. Dass dies zusammen mit k > 0 dann
auch tatsächlich hinreichend ist, soll in diesem Abschnitt gezeigt werden.

Satz 4.4.1 Sei ξ1, ξ2, . . . eine reversible MK mit stationärem Wmaß π, Übergangs-
kern p(·, ·) und P der assoziierte Markov-Operator auf L2(π). Dann sind folgende
Aussagen äquivalent:

•
0 < k = inf

A∈F
k(A) ≤ sup

A∈F
k(A) < 2.

•
∃C > 0, q < 1, sodass ||(P − P1)n||2 ≤ C qn ∀n ∈ N.

Bevor dieser Satz bewiesen wird, benötigen wir noch ein technisches Lemma:

Lemma 4.4.2 Sei ξ1, ξ2, . . . eine reversible stationäre MK mit beliebigem Zustands-
raum (Ω,F , π), wobei π das stationäre Wmaß bezeichne. Sei

k2 := inf
A∈F

k2(A) := inf
A∈F

1
π(A)π(Ac)

∫
A

p2(x,Ac)π(dx).
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Dann gilt die folgende Abschätzung:

k2 ≥ sup
δ,ε1,ε2,ε∈R+

min
[
k2

16
δ,

k

4
(ε1ε2(1− δ)− δ),(

k

(
(2− ε)(1− ε1)(1− ε2)(1− δ)

(1− ε)K
− 1

1− ε

)
− ε

1− ε

)
ε

]
.

Beweis: Im Verlauf des Beweises werden wir sehr häufig die Reversibilitätsbedin-
gung π(dx)p(x, dy) = π(dy)p(y, dx) benutzen, ohne dies dann explizit zu erwähnen.
Es gilt:

k2(A) =
1

π(A)π(Ac)

∫
A

π(dx)p2(x,Ac)

=
1

π(A)π(Ac)

(∫
A

π(dx)
∫

A

p(x, dy)p(y, Ac) +
∫

A

π(dx)
∫

Ac

p(x, dy)p(y, Ac)
)

=
1

π(A)π(Ac)

(∫
A

π(dx)
∫

A

p(x, dy)p(y, Ac) +
∫

Ac

π(dx)
∫

Ac

p(x, dy)p(y, A)
)

≥ inf
A∈F :π(A)≤ 1

2

1
π(A)π(Ac)

∫
A

π(dx)
∫

A

p(x, dy)p(y, Ac)

und damit auch

k2 ≥ inf
A∈F :π(A)≤ 1

2

1
π(A)π(Ac)

∫
A

π(dx)
∫

A

p(x, dy)p(y, Ac). (4.35)

Daher kann im Folgenden immer π(A) ≤ 1
2 angenommen werden. Definiere nun

A k
4

:= {y ∈ A : p(y, Ac) ≥ k

4
}.

Man kann zeigen, dass π(A k
4
) ≥ k

4π(A). Offensichtlich gilt:∫
A

π(dx)
∫

A

p(x, dy)p(y, Ac) ≥
∫

A

π(dx)
∫

A k
4

p(x, dy)p(y, Ac) ≥ k

4

∫
A

π(dx)p(x,A k
4
).

(4.36)
Jetzt soll

∫
A

π(dx)p(x, A k
4
) abgeschätzt werden. Dafür definiere

C := Ac
k
4
∩A,

Ãε := {x ∈ C : p(x,A k
4
) ≥ ε}.

Angenommen, es existiert ein δ > 0, s. d. π(C) ≥ δπ(A) und sei δ maximal mit
dieser Eigenschaft. Dann gilt:

k ≤ 1
π(C)π(Cc)

∫
C

p(x, Cc)π(dx)

=
1

π(C)π(Cc)

∫
C

p(x, A k
4
)π(dx) +

∫
C

p(x, Ac)π(dx)

≤ 1
π(C)π(Cc)

(∫
Ãε

p(x,A k
4
)π(dx) + επ(C ∩ Ãc

ε) +
k

4
π(C)

)
≤ 1

π(C)π(Cc)

∫
Ãε

p(x, A k
4
)π(dx) + 2ε +

k

2
.
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Mit der Wahl von ε = k
8 folgt dann

1
π(C)π(Cc)

∫
Ã k

8

p(x, A k
4
)π(dx) ≥ k

4

und damit ∫
Ã k

8

p(x,A k
4
)π(dx) ≥ k

4
π(C)π(Cc) ≥ k

4
δπ(A)π(Ac).

Dies eingesetzt in 4.36 und 4.36 eingesetzt in 4.35 liefert dann

k2 ≥
k2

16
δ. (4.37)

Bis jetzt haben wir noch das Problem, dass δ von A abhängt und es durchaus
möglich ist, dass für alle Folgen An mit k2(An) → k2 die zugehörigen δn (δn wie in
dem Beweis) gegen Null konvergieren.
Wir betrachten daher jetzt den Fall, dass π(C) < δπ(A) und δ > 0 minimal mit
dieser Eigenschaft ist (wir lassen jetzt also den Fall π(C) = 0 zu). Definiere

Bε1 := {x ∈ A k
4

: p(x,Ac) < 1− ε1}.

Sei ε2 ≥ 0 maximal mit der Eigenschaft

π(Bε1) ≥ ε2π(A k
4
).

Dann folgt:

k2(A) =
1

π(A)π(Ac)

∫
A

π(dx)p2(x, Ac) ≥ 1
π(A)π(Ac)

∫
A k

4

π(dx)p2(x, Ac)

=
1

π(A)π(Ac)

∫
A k

4

π(dx)
∫

Bε1

p(x, dy)p(y, Ac) +
∫

A k
4

π(dx)
∫

Bc
ε1

p(x, dy)p(y, Ac)


≥ k

4
1

π(A)π(Ac)

∫
A k

4

π(dx)p(x, Bε1) =
k

4
1

π(A)π(Ac)

∫
Bε1

π(dx)p(x,A k
4
). (4.38)

Darüber hinaus gilt:

1. ∫
Bε1

π(dx)p(x, Ac
k
4
∩A) =

∫
Ac

k
4
∩A

π(dx)p(x,Bε1) ≤ π(Ac
k
4
∩A) ≤ δπ(A).

(4.39)

2. ∫
Bε1

π(dx)p(x,A) ≥ ε1π(Bε1) ≥ ε1ε2π(A k
4
) ≥ ε1ε2(1− δ)π(A). (4.40)

Subtrahiert man die erste von der zweiten Ungleichung, so erhält man∫
Bε1

π(dx)p(x, A k
4
) ≥ (ε2ε1(1− δ)− δ)π(A).

Dies wiederum eingesetzt in 4.38 ergibt dann

k2(A) ≥ k

4
(ε2ε1(1− δ)− δ). (4.41)
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Diese Abschätzung genügt dann für den Beweis der Aussage des Lemmas, wenn eine
Folge An existiert mit k2(An) → k2 und wir eine von Null weg beschränkte Folge
ε
(n)
1 finden können, sodass die zugehörige Folge ε

(n)
2 auch von Null weg beschränkt

bleibt.
Als Letztes wollen wir den Fall untersuchen, bei dem gilt:

π(C) ≤ δπ(A); π(Bε1) ≤ ε2π(A k
4
).

Als erstes beobachten wir, dass für sehr kleine ε1, ε2, δ das zugehörige π(A) von 1
2

weg beschränkt ist. Dies sieht man z.B. so:∫
A

π(dx)p(x,Ac) ≥
∫

A k
4

π(dx)p(x, Ac) ≥
∫

A k
4
∩Bc

ε1

π(dx)p(x,Ac)

≥ (1− ε1)π(A k
4
∩Bc

ε1) ≥ (1− ε1)(1− ε2)π(A k
4
)

≥ (1− ε1)(1− ε2)(1− δ)π(A).

Damit folgt:

k(A) ≥ (1− ε1)(1− ε2)(1− δ)
π(Ac)

.

Andererseits gilt nach Definition von K:

k(A) ≤ K,

unabhängig vom gewählten A. Aus den letzten beiden Ungleichungen folgt dann

π(Ac) ≥ (1− ε1)(1− ε2)(1− δ)
K

. (4.42)

Mit Hilfe dieser Ungleichung soll nun k2(A) weiter abgeschätzt werden. Definiere
dazu

Hε := {y ∈ Ac : p(y, Ac) ≥ ε}.

Offensichtlich gilt dann:

k2(A) ≥ 1
π(A)π(Ac)

∫
A

π(dx)
∫

Ac

p(x, dy)p(y, Ac)

≥ 1
π(A)π(Ac)

∫
A

π(dx)
∫

Hε

p(x, dy)p(y, Ac)

≥ ε
1

π(A)π(Ac)

∫
A

π(dx)p(x, Hε)︸ ︷︷ ︸
L

. (4.43)

Um L geeignet abzuschätzen, betrachte den Fluss aus der Menge A ∪Hc
ε :

k ≤ 1
π(A ∪Hc

ε )π(Hε)

∫
A∪Hc

ε

π(dx)p(x,Hε)

=
1

π(A ∪Hc
ε )π(Hε)

(∫
A

π(dx)p(x,Hε) +
∫

Hc
ε∩Ac

π(dx)p(x,Hε)

)

≤ π(A)π(Ac)
π(A ∪Hc

ε )π(Hε)
L +

π(Hc
ε ∩Ac)

π(A ∪Hc
ε )π(Hε)

ε

≤ 1
π(Hε)

(
L +

π(Hc
ε ∩Ac)

π(A)
ε

)
. (4.44)
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Hieraus ergibt sich dann:

L ≥ π(Hε)k −
π(Hc

ε ∩Ac)
π(A)

ε. (4.45)

Jetzt schätze die Terme π(Hε) und π(Hc
ε∩Ac)

π(A) weiter ab. Es gilt:

π(A) ≥
∫

A

π(dx)p(x,Hc
ε ∩Ac) =

∫
Hc

ε∩Ac

π(dx)p(x, A) ≥ (1− ε)π(Hc
ε ∩Ac).

Hieraus ergibt sich zum einen:

π(Hc
ε ∩Ac)

π(A)
≤ 1

1− ε
. (4.46)

Zum anderen folgt aus π(Hc
ε ∩Ac) ≤ 1

1−επ(A) durch Addition von π(Hε) auf beiden
Seiten

π(Ac) ≤ 1
1− ε

π(A) + π(Hε)

und damit

π(Hε) ≥ π(Ac)
2− ε

1− ε
− 1

1− ε
.

Setzen wir nun die für π(Ac) in 4.42 erhaltene Abschätzung ein, dann folgt:

π(Hε ≥
(1− ε1)(1− ε2)(1− δ)

K

2− ε

1− ε
− 1

1− ε
.

Setzt man dies und 4.46 in 4.45 ein, so erhält man:

L ≥ k

(
(2− ε)(1− ε1)(1− ε2)(1− δ)

(1− ε)(K)
− 1

1− ε

)
− ε

1− ε
. (4.47)

Setzt man dies wiederum in 4.43 ein, so bekommt man schließlich:

k2(A) ≥ ε

(
k

(
(2− ε)(1− ε1)(1− ε2)(1− δ)

(1− ε)(K)
− 1

1− ε

)
− ε

1− ε

)
. (4.48)

Wir haben somit insgesamt 3 unterschiedliche Ungleichungen für k2(A) hergeleitet.
Sie sollen der Übersichtlichkeit halber hier noch einmal aufgeführt werden:

1.

k2(A) ≥ k2

16
δ für π(C) ≥ δπ(A).

2.

k2(A) ≥ k

4
(ε1ε2(1− δ)− δ) für π(C) ≤ δπ(A), π(Bε1) ≥ ε2π(A k

4
).

3.

k2(A) ≥ ε

(
k

(
(2− ε)(1− ε1)(1− ε2)(1− δ)

(1− ε)(K)
− 1

1− ε

)
− ε

1− ε

)
für π(C) ≤ δπ(A), π(Bε1) ≤ ε2π(A k

4
).

(4.49)
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Als unmittelbare Folgerung hieraus ergibt sich:

k2 ≥ sup
δ,ε1,ε2,ε∈R+

min
[
k2

16
δ,

k

4
(ε1ε2(1− δ)− δ),(

k

(
(2− ε)(1− ε1)(1− ε2)(1− δ)

(1− ε)(K)
− 1

1− ε

)
− ε

1− ε

)
ε

]
. (4.50)

Damit ist das Lemma bewiesen.

2

Lemma 4.4.3 Sei ξ1, ξ2, . . . eine reversible stationäre MK, für die gilt:

0 < k = inf
A∈F

k(A) ≤ sup
A∈F

k(A) := K < 2.

Dann folgt:
k2 > 0.

Beweis: Wähle ε1 und ε2 so, dass ε1ε2(1 − δ) = 2δ ist (wähle z.B. ε1 = ε2 =√
2δ

1−δ ). Wählt man nun ε und δ hinreichend klein, dann sind der zweite und dritte
Term größer Null und somit 4.35 von Null weg beschränkt. Damit ist das Lemma
bewiesen.

2

Nun zum Beweis des Satzes 4.4.1:
Beweis: Lawler und Sokal [48] konnten zeigen, dass

σ(P − P1) ⊂ [−1, 1− κ

8
k2].

Da mit P − P1 auch (P − P1)2 selbstadjungiert und zudem positiv ist, gilt:

σ((P − P1)2) ⊂ [0, 1− κ

8
k2
2].

Nach dem Spektralabbildungssatz (vgl. [72], S. 350) haben wir

σ((P − P1)2) = (σ(P − P1))2.

Dies zusammen ergibt:

σ(P − P1) ⊂
[
−
√

1− κ

8
k2
2,

√
1− κ

8
k2
2

]
.

Damit ist der Satz bewiesen.

2

Da viele Modelle mit nicht reversiblen MK arbeiten, sollte man als nächstes versu-
chen, die Annahme der Reversibilität abzuschwächen. Reversibilität der Kette hat
zur Folge, dass sich das betrachtete System im Zeitablauf durchmischt. Eine Unter-
bindung der Determiniertheit ist zweifellos notwendig, vermutlich jedoch nicht in
so starker Form. Vielmehr könnte sich die Forderung nach einer strikten Zunahme
der Entropie, d.h.

H(Pnf)) := −
∫

Ω

Pnf(x) log(Pnf)π(dx) > −
∫

Ω

Pn−1f(x) log(Pn−1f)π(dx)

= H(Pn−1f) ∀f ≥ 0 : P1f = 1

auf einen noch näher zu bestimmenden Funktionenraum als sinnvoll erweisen. Dass
dies tatsächlich in einigen Fällen so ist, soll im folgenden Abschnitt gezeigt werden.



Kapitel 5

Spektrallücken und Entropie

Dieses Kapitel führt zunächst die Definition der Gibbs-Entropie ein (vgl. Abschnitt
5.1). Der sich hieraus entwickelte Begriff des additiven, gleichmäßigen Entropiezu-
wachses (Ln > 0) auf einer vorgegebenen Funktionenklasse G wird als notwendi-
ge, aber nicht hinreichende Bedingung für die Existenz einer L2(π)-Spektrallücke
erkannt, da sich die isoperimetrischen Konstanten kP∗nP n nach oben durch Ln

abschätzen lassen. Umgekehrt liefert die Existenz einer Spektrallücke die gleichmäßi-
ge exponentielle Konvergenz des Entropiezuwachses, wobei die Gleichmäßigkeit sich
hier nur noch auf die Teilklasse Gε ⊂ G bezieht (vgl. Abschnitt 5.2). Hat die betrach-
tete MK eine Sprunglücke, dann impliziert Ln > 0 bereits eine Spektrallücke des
assoziierten Operators P (vgl. Abschnitt 5.3). Im Fall eines gleichmäßigen, multipli-
kativen Entropiezuwachses lassen sich die isoperimetrischen Konstanten kn von Null
weg beschränken (vgl. Abschnitt 5.2). Dies stellt somit eine hinreichende Bedingung
für die Existenz einer L2(π)-Spektrallücke dar. Schließlich wird im letzten Abschnitt
unter der Annahme der schwachen Reversibilität der additive Entropiezuwachs Ln

mittels der isoperimetrischen Konstanten Kn und kn nach unten abgeschätzt. For-
dert man darüber hinaus die Existenz einer Sprunglücke, dann zeigt sich, dass die
schon aus dem reversiblen Fall bekannte Bedingung 0 < k ≤ K < 2 äquivalent zur
Existenz einer L2(π)-Spektrallücke ist.

5.1 Gibbs-Entropie

Die hier gegebene Definition der Gibbs-Entropie und die folgenden Eigenschaften
derselben sind dem Buch von Lasota, Mackey [47] entnommen.

Definition 5.1.1 Sei für x > 0 η(x) := −x log(x), η(0) = 0 und M := {f : f ≥
0, η(f) ∈ L1(π)}. Dann bezeichnen wir für f ∈M

H(f) =
∫

Ω

η(f(x))π(dx) (5.1)

als Entropie von f .

Eine wichtige Eigenschaft von η ist die Konvexität ihres Graphen (η′′ ≤ 0). Die
Bedeutung dieser Eigenschaft wird durch folgenden Satz unterstrichen (vgl. [47]):

Satz 5.1.2 (Jensens Ungleichung) Sei η(u), u ≥ 0 eine Funktion mit der Eigen-
schaft η′′ ≤ 0, P : Lp → Lp, 1 ≤ p ≤ ∞ ein linearer Operator mit der Eigenschaft
P1 = 1, Pf ≥ 0 für alle f ≥ 0, dann gilt für alle f ∈ Lp, f ≥ 0:

η(Pf) ≥ Pη(f), falls Pη(f) existiert. (5.2)

49
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Aus dieser Eigenschaft folgt unmittelbar (vgl. [47]):

Satz 5.1.3 Sei (Ω,F , π) ein Wahrscheinlichkeitsraum, p(·, ·) der Übergangskern
und π ein invariantes Wmaß einer MK ξ1, ξ2, . . . und P der assoziierte MO. Dann
gilt

H(Pf) ≥ H(f) ∀f ≥ 0, f ∈ L1. (5.3)

Zuzüglich dieser Sätze benötigen wir noch folgendes Lemma:

Lemma 5.1.4
η(x) ≥ η(1− x) ∀x ∈ [0,

1
2
]. (5.4)

Beweis: Nachrechnen.

2

Sei im Folgenden G := {gA := 1
π(A)1A : A ∈ F , 0 < π(A) ≤ 1

2}. Offensichtlich gilt
G ⊂M.

5.2 Entropiezuwachs und isoperimetrische Konstan-
ten

Nach diesen Vorbereitungen soll nun ein Satz formuliert werden, aus dem eine not-
wendige Bedingung für die Existenz einer Spektrallücke gefolgert wird.

Satz 5.2.1 Sei ξ1, ξ2, . . . eine stationäre MK mit Zustandsraum (Ω,F , π), P der
assoziierte MO und π ein invariantes Startmaß der MK. Dann gilt:

kP∗n P n(A) ≤ 1
π(Ac)

(1− e−Ln(A)), (5.5)

und damit insbesondere
kP∗n P n ≤ 2(1− e−Ln), (5.6)

wobei
Ln := inf

A:0<π(A)< 1
2

Ln(A) := inf
gA∈G

(H(PngA)−H(gA))

den (additiven) Entropiezuwachs bezeichne.

Beweis: Sei πA(B) := π(A∩B)
π(A) . Dann gilt:

Ln(A) = − 1
π(A)

∫
Ω

pn(x,A) log pn(x,A)π(dx)

= −
∫

Ω

1A(x)P ∗n

log pn(x,Ac)πA(dx)

Jensen
≥ −

∫
A

log(P ∗n

Pn1A(x))πA(dx)

Jensen
≥ log(

∫
A

(1− P ∗n

Pn1Ac(x))πA(dx))

= − log(1− π(Ac)kP∗n P n(A)). (5.7)

Umstellen nach kP∗n P n liefert dann die Behauptung der ersten Aussage. Die zweite
Behauptung folgt, wenn man in (5.5) eine Folge Ak ∈ F mit Ln(Ak) → Ln für
k →∞ wählt, da lim infk→∞ kP∗nP n(Ak) ≥ kP∗n P n .
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2

Bemerkung 5.2.2 Eine vergleichbare Abschätzung wie 5.5 ist für kn nicht unmit-
telbar zu erwarten. Dies kann man sich leicht am folgenden Beispiel klar machen:

Ω = {1, 2, 3, 4}, A = {2, 3}, P =


0 1

2
1
2 0

1
2 0 0 1

2
1
2 0 0 1

2
1
2 0 0 1

2

 , π = (
1
3
,
1
6
,
1
6
,
1
3
)

Man sieht nun schnell, dass in diesem Fall gilt:

L1 = 0, k > 0.

Korollar 5.2.3 Eine notwendige Bedingung für P , eine Spektrallücke zu haben, ist
gegeben durch

∃n0 ∈ N : Ln0 = inf
A∈F :0<π(A)≤ 1

2

− 1
π(A)

∫
Ω

pn0(x, A) log pn0(x,A)π(dx) > 0. (5.8)

Beweis: Dies folgt direkt aus dem obigen Satz 5.2.1 zusammen mit der Propo-
sition 3.

2

Sei Gε := {gA := 1
π(A)1A : A ∈ F , ε ≤ π(A) ≤ 1

2}. Der folgende Satz beschreibt das
Verhalten der Entropie von H(Pn·) angewandt auf die Funktionen des Raums Gε.

Satz 5.2.4 Sei ξ1, ξ2, . . . eine MK mit Zustandsraum (Ω,F , π), stationärem Wmaß
π, Übergangskern p(·, ·) und zugehörigem MO P . Angenommen, P habe eine L2(π)-
Spektrallücke. Dann existiert ein C > 0, δ < 1, sodass

−C

ε
δn ≤ inf

gA∈Gε

H(PngA) ≤ 0. (5.9)

Beweis: Aus Satz 4.3.3 und (5.5) folgt die Existenz eines C > 0, δ < 1 mit der
Eigenschaft

1− Cδn ≤ 1
π(Ac)

(
1− e−Ln(A)

)
.

Umformen ergibt dann:
e−Ln(A) ≤ π(A) + Cδn.

Logarithmieren liefert nun:

− Ln(A) ≤ log(π(A) + Cδn)− log(π(A))
Cδn

Cδn + log(π(A))

= log′(x)
∣∣
η
Cδn + log(π(A)), wobei η ∈ [π(A), π(A) + Cδn]

≤ 1
π(A)

Cδn + log(π(A)) ≤ 1
ε
Cδn + log(π(A)).

Damit folgt:

Ln(A) ≥ − log(π(A))− C

ε
δn.

Hiermit bekommen wir schließlich

H(PngA) = log(π(A)) + Ln(A) ≥ −C

ε
δn.

Die rechte Seite hängt nicht mehr von A ab, sodass die Ungleichung gilt, wenn wir
zum Infimum übergehen. Hiermit folgt die Behauptung.



52 KAPITEL 5. SPEKTRALLÜCKEN UND ENTROPIE

2

Hier stellt sich die Frage, ob die Bedingung in (5.8) auch hinreichend für die Existenz
einer Spektrallücke ist. Die Antwort auf diese Frage ist nein. Wir werden in Kapitel
6 ein Gegenbeispiel angeben (siehe Beispiel 3). Ohne weitere Annahmen an die MK
ist es unmöglich, eine Ungleichung der Form

kn ≥ cn Ln, cn ≥ c > 0, n ∈ N (5.10)

herzuleiten. Das Problem dabei ist, dass man eine solche Ungleichung nicht über

kn(A) ≥ cn Ln(A), cn ≥ c > 0, n ∈ N (5.11)

erreichen kann. Dies sieht man leicht am Beispiel einer MK mit Übergangskern
p(x, ·) = π, d.h. eine MK induziert durch u.i.v. ZVen. Für diese gilt nämlich
Ln(A) = − ln(π(A)). Dies konvergiert gegen unendlich für π(A) → 0; die linke Seite
der Ungleichung 5.11 ist jedoch beschränkt durch 2 (vgl. Lemma 4.1.2). Betrachtet
man dagegen Ln(A)

− ln(π(A)) , so kann man dies tatsächlich gegen kn(A) abschätzen, wie
nun gezeigt werden soll:

Satz 5.2.5 Sei ξ1, ξ2, . . . eine stationäre MK mit Zustandsraum (Ω,F , π), P der
assoziierte MO und π ein invariantes Startmaß der Kette. Dann ist die folgende Be-
dingung (im Folgenden auch multiplikativer Entropiezuwachs genannt) hinreichend
für die Existenz einer Spektrallücke:

∃n0 ∈ N, ε > 0 : sup
gA∈G

H(Pn0gA)
H(gA)

≤ 1− ε. (5.12)

In diesem Fall bekommen wir die Abschätzung

kn ≥ min(
1

2n0
,
xε

n0
), (5.13)

wobei xε die kleinste positive Nullstelle der Funktion

gε(x) :=
3

2 log 2
η(x) + x− ε

bezeichne.

Beweis:
Wegen

H(PngA)
H(gA)

≥ H(Pn+1gA)
H(gA)

für alle n ∈ N
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gilt für alle n ≥ n0:

1− ε ≥ H(PngA)
H(gA)

= 1− 1
η(π(A))

∫
Ω

η(pn(x,A))π(dx)

= 1 +
1

log(π(A))
1

π(A)

∫
A

η(pn(x, A))π(dx)

+
1

log(π(A))
1

π(A)

∫
Ac

η(pn(x, A))π(dx)

Jensen
≥ 1 +

1
log(π(A))

η

(
1

π(A)

∫
A

pn(x,A)π(dx)
)

+
1

log(π(A))
π(Ac)
π(A)

η

(
1

π(Ac)

∫
Ac

pn(x, A)π(dx)
)

= 1 +
1

log(π(A))

(
η(1− π(Ac)kn(A)) +

π(Ac)
π(A)

η(π(A)kn(A))
)

≥ 1− 1
log 2

η(1− π(Ac)kn(A))− π(Ac)kn(A) log(kn(A)π(A))
log(π(A))

≥ 1− 1
log 2

η(1− π(Ac)kn(A))− 1
2 log 2

η(kn(A))− kn(A).

Somit erhält man:

1
log 2

(
η(1− π(Ac)kn(A)) +

η(kn(A))
2

)
+ kn(A) ≥ ε.

Für kn(A) ≤ 1
2 (für kn(A) ≥ 1

2 ist 5.13 trivialerweise erfüllt) erhält man hieraus
insbesondere:

3
2 log 2

η(kn(A)) + kn(A)− ε ≥ 0.

Die Funktion g(x) := 3
2 log 2η(x)+x ist im Intervall [0, 1

2 ] monoton wachsend. Sei xε

die Nullstelle von gε(x) := g(x)− ε in [0, 1
2 ]. Dann folgt:

kn ≥ xε.

Wegen Lemma 4.1.5 gilt dann:

kn ≥
xε

n0
für alle n ∈ N.

Die Behauptung folgt jetzt mit Satz 4.2.2.

Korollar 5.2.6 Unter den Voraussetzungen des Satzes 5.2.5 gilt:

σ(P − P1) ⊂ Kr0(0), r0 = (1− κ

16
min(

1
2n0

,
xε

n0
)2)

1/([ 2π

arccos(1− κ
16 (min( 1

2n0
,

xε
n0

)2)
]+1)

,

(5.14)
wobei Kr(0) den Kreis mit Radius r und Mittelpunkt 0 bezeichne und wir den Bild-
bereich des arccos auf [0, π] einschränken.

Beweis: Folgt direkt aus Satz 5.2.5 zusammen mit Satz 4.2.2.

2

Bemerkung 5.2.7 Die Bedingung (5.12) aus Satz 5.2.5 ist nicht notwendig für
die Existenz einer L2(π)-Spektrallücke. Dies kann man leicht an folgendem Beispiel
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nachprüfen:
Der Zustandsraum Ω sei Ω := N

⋃
{0}, der Übergangskern p(·, ·) gegeben durch

p(i, j) := αδ0,j + (1− α)δ1,j−i, 0 < α < 1.

Das eindeutig bestimmte invariante Wmaß π berechnet sich zu

π(i) = α(1− α)i, i ∈ N
⋃
{0}.

Die MK ist offensichtlich gleichgradig konvergent in Totalvariation (sie erfüllt die
Bedingung (2.4)) und hat somit eine L2(π)-Spektrallücke. Andererseits kann man
nachprüfen, dass für alle n0 ∈ N gilt:

sup
gA∈G

H(Pn0gA)
H(gA)

= 1.

5.3 Markov-Ketten mit Sprunglücken

Es wurde von uns schon festgestellt, dass Ln > 0 nicht hinreichend ist für die
Existenz einer L2(π)-Spektrallücke. Stellt man an die MK jedoch zusätzliche Be-
dingungen, so zeigt sich, dass es tatsächlich möglich ist, eine ähnliche Ungleichung
wie 5.10 herzuleiten. Hierfür benötigen wir zunächst folgende Definition:

Definition 5.3.1 Wir sagen, der n-te Übergangskern pn(·, ·) einer MK ξ1, ξ2, . . .
besitzt eine Sprunglücke der Größe ε bei 0, wenn

pn(x,A) = 0 ∨ pn(x,A) ≥ ε ∀x ∈ Ω, A ∈ F . (5.15)

Lemma 5.3.2 Angenommen, der Übergangskern p(·, ·) der MK ξ1, ξ2, . . . besitzt ei-
ne Sprunglücke der Größe ε. Dann besitzt der n-te Übergangskern pn(·, ·) mindestens
eine Sprunglücke der Größe εn.

Beweis: Einfache Induktion.

2

Satz 5.3.3 Sei ξ1, ξ2, . . . eine stationäre MK mit invariantem Startmaß π, deren
n-ter Übergangskern eine Sprunglücke der Größe ε besitze. Sei ε < 1

e2 . Dann gilt:

kn(A) ≥ 4
(−8 log ε)1+δ

Ln(A)1+δ, (5.16)

und damit

kn ≥
4

(−8 log ε)1+δ
L1+δ

n . (5.17)

Hier ist δ die eindeutig bestimmte Lösung von

εδ(− log ε)1+δ = 1, (5.18)

und damit

δ =
log log 1

ε

log 1
ε − log log 1

ε

. (5.19)
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Beweis: Seien Bε = Bε(A) := {x ∈ Ω : ε ≤ p(x, A) ≤ 1 − ε} und H = H(A) :=
{x ∈ Ω : p(x, A) ≤ 1

2}. Offensichtlich gilt dann nach Voraussetzung: H ∩ Bc
ε = ∅.

Sei qn(A) := 2π(A)π(Ac)kn(A). Mit diesen Definitionen folgt:

qn(A) =
∫

A

pn(x,Ac)π(dx) +
∫

Ac

pn(x,A)π(dx)

≥
∫

Ω

min(pn(x,Ac), pn(x, A))π(dx)

=
∫

Bε∩H

pn(x, A)π(dx) +
∫

Bε∩Hc

pn(x,Ac)π(dx) +
∫

Bc
ε∩Hc

pn(x,Ac)π(dx)

≥ 1
− log ε

∫
Bε∩H

η(pn(x,A))π(dx) +
1

− log ε

∫
Bε∩Hc

η(pn(x,Ac))π(dx)

+
∫

Bc
ε∩Hc

η(pn(x, Ac))1+δπ(dx)

≥ 1
− log ε

∫
Bε

η(pn(x,A))π(dx)

+π(Bc
ε ∩Hc)

(∫
Bc

ε∩Hc

η(pn(x,A))
π(dx)

π(Bc
ε ∩Hc)

)1+δ

.

Hieraus folgt:

kn(A)
2

≥ 1
−4 log ε

1
π(A)

∫
Bε

η(pn(x, A))π(dx)

+
π(Bc

ε ∩Hc)
4π(A)

(∫
Bc

ε∩Hc

η(pn(x, A))
π(dx)

π(Bc
ε ∩Hc)

)1+δ

.

Man kann zeigen, dass π(Bc
ε∩Hc) ≤ π(A)

1−ε . Da die linke Seite der obigen Ungleichung
nicht größer als eins ist (vgl. Lemma 4.1.2), und die Terme auf der rechten Seite
positiv sind, wird der Ausdruck kleiner, wenn der erste Summand auf der rechten
Seite mit 1 + δ potenziert wird. Somit erhält man:

kn(A)
2

≥ 1
(−4 log ε)1+δ

(
1

π(A)

∫
Bε

η(pn(x, A))π(dx)
)1+δ

+
(1− ε)δ

4

(
1

π(A)

∫
Bε∩Hc

η(pn(x,A))π(dx)
)1+δ

≥ 2
(−4 log ε)1+δ

(
1
2

(
1

π(A)

∫
Bε

η(pn(x, A))π(dx)
)1+δ

+
1
2

(
1

π(A)

∫
Bε∩Hc

η(pn(x,A))π(dx)
)1+δ

)
Jensen
≥ 2

(−4 log ε)1+δ

1
21+δ

Ln(A)1+δ.

Hiermit erhält man schließlich:

kn(A) ≥ 4
(−8 log ε)1+δ

Ln(A)1+δ. (5.20)

Bilden des Infimums auf beiden Seiten liefert die Behauptung.

2
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Korollar 5.3.4 Sei ξ1, ξ2, . . . eine stationäre MK mit invariantem Startmaß π, de-
ren n-ter Übergangskern p(·, ·) eine Sprunglücke besitze. Dann sind folgende Aussa-
gen äquivalent:

1. P hat eine Spektrallücke.

2. ∃n0 ∈ N : Ln0 > 0.

Beweis: Die Notwendigkeit von Bedingung 2 folgt aus Korollar 5.2.3. Wegen
Satz 5.3.3 und Satz 4.2.2 zusammen mit Lemma 4.1.5 ist die Bedingung jedoch
auch hinreichend.

2

5.4 Schwache Reversibilität

Wir sind also in der Lage, im Fall der Existenz einer Sprunglücke des Übergangs-
kerns die Größe der Spektrallücke über den Entropiezuwachs abzuschätzen. Wir
wollen jetzt versuchen, die Größe der Spektrallücke mit Hilfe der Konstanten k und
K abzuschätzen, wie dies schon für reversible MKen gelungen ist. Dafür werden wir
wieder die Existenz einer Sprunglücke voraussetzen und benutzen, dass der Entro-
piezuwachs Ln monoton wachsend in n ist. Haben wir also Ln0 > 0 für irgendein
n0 ∈ N, dann folgt automatisch Ln ≥ Ln0 > 0 für alle n ≥ n0. Wir haben jedoch das
Problem, dass die Größe der Sprunglücke ε von n abhängt und für nicht endliche
Zustandsräume Ω nicht für alle n ∈ N von Null weg beschränkt werden kann. Es
gibt jedoch einen Ausweg für dieses Problem. Wir haben in Proposition 3 ein hin-
reichendes und notwendiges Kriterium für die Existenz einer L2(π)-Spektrallücke
kennen gelernt, das wir nun benutzen wollen. Um Proposition 3 direkt anzuwenden,
müssen Operatoren der Form P ∗n

Pn berechnet werden. Da es in der Regel sehr
schwierig, oft auch unmöglich ist, diese Operatoren explizit auszurechnen, umgehen
wir dieses Problem, indem wir folgende Abschwächung des Reversibilitätsbegriffs
einführen:

Definition 5.4.1 Sei ξ1, ξ2, . . . eine stationäre MK mit Zustandsraum (Ω,F , π),
p(·, ·) der zugehörige Übergangskern und π ein invariantes Startmaß. Wir nennen
diese Kette schwach reversibel, falls C ∈ (1,∞) und n0 ∈ N existieren, sodass

1
C
≤ π(dx)pn0(x, dy)

π(dy)pn0(y, dx)
≤ C. (5.21)

.
Ist n0 minimal mit dieser Eigenschaft, dann nennen wir die Kette schwach reversibel
von der Ordnung n0. Die zugehörige Konstante C = Cn0 nennen wir Reversibilitäts-
konstante zur Ordnung n0.

Die Einführung der obigen Definition bietet noch einen weiteren Vorteil: Unter der
Bedingung schwacher Reversibilität lässt sich ein einfach zu prüfendes Kriterium
für die Abschätzung der Entropie angeben.

Satz 5.4.2 Sei ξ1, ξ2, . . . eine stationäre, schwach reversible MK der Ordnung n
mit zugehörigem Reversibilitätskoeffizienten Cn, Zustandsraum (Ω,F , π) und inva-
riantem Startmaß π. Dann gilt:

Ln = inf
gA∈G

(H(PngA)−H(gA)) ≥
kn(1− Kn

2 )2η(1− (1− Kn

2 )2 kn

6 )
6Cn

. (5.22)
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Beweis: Ohne Einschränkung der Allgemeinheit können wir n = 1 annehmen.
Für k = 0 und K = 2 ist die Abschätzung trivialerweise erfüllt. Daher kann im
Folgenden k 6= 0 und K 6= 2 angenommen werden. Seien

Bε := {x ∈ Ac : ε < p(x,A) ≤ 1− ε}, Ac
>1−ε := {x ∈ Ac : p(x, A) ≥ 1− ε},

und

Ac
≤ε := {x ∈ Ac : p(x,Ac) ≤ ε}, Ac

≤1−ε := {x ∈ Ac : p(x,A) ≤ 1− ε},

wobei 0 ≤ ε ≤ 1
2 .

Es sollen nun zwei Ungleichungen bewiesen werden:

L(A) = − 1
π(A)

∫
Ω

p(x, A) log p(x, A)π(dx) ≥ − 1
π(A)

∫
Bε

p(x,A) log p(x,A)π(dx)

≥ − 1
π(A)

(1− ε) log(1− ε)π(Bε).

Dies liefert die erste Ungleichung:

π(Bε)
π(A)

≤ 1
(1− ε) log 1

1−ε

L(A) =
1

η(1− ε)
L(A). (5.23)

Die andere Ungleichung erhalten wir aus

L(A) ≥ − 1
π(A)

∫
Ac
≤ε

p(x,A) log p(x, A)π(dx)

≥ − 1
π(A)

∫
Ac
≤ε

p(x,Ac) log p(x,Ac)π(dx)

≥ − 1
π(A)

(1− ε)
∫

Ac
≤ε

log(1− p(x,A))π(dx)

≥ − 1
π(A)

(1− ε)
∫

Ac
≤ε

−(p(x,A) +
1
2
p(x, A)2 +

1
3
p(x, A)3 + . . .)π(dx)

≥ 1
π(A)

(1− ε)
∫

Ac
≤ε

p(x,A)π(dx).

Dies liefert
1

π(A)

∫
Ac
≤ε

p(x,A)π(dx) ≤ 1
1− ε

L(A). (5.24)

Wir brauchen im Folgenden noch eine untere Schranke von π(Ac
≤1−ε), die nun be-

stimmt werden soll:

K ≥ 1
π(A)π(Ac)

∫
Ac

>1−ε

p(x,A)π(dx) ≥
(1− ε)π(Ac

>1−ε)
π(A)π(Ac)

.

Damit ergibt sich
π(Ac

>1−ε)
π(Ac)

≤ K

2(1− ε)

und somit

π(Ac
≤1−ε) = π(Ac)− π(Ac

>1−ε) ≥ π(Ac)(1− K

2(1− ε)
) ≥ 1

2
(1− K

2(1− ε)
).
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Sei im Folgenden ε ≤ 1−K
2

1−K
2 +1

. Dann gilt:

π(≤ Ac
1−ε) ≥

1
2
(1− K

2
)2. (5.25)

Hiermit folgt:

k ≤ 1
π(A ∪Ac

>1−ε)π(Ac
≤1−ε)

∫
A∪Ac

>1−ε

p(x,Ac
≤1−ε)π(dx)

=
1

π(A)π(Ac
≤1−ε)

(∫
A∪Ac

>1−ε

p(x,Bε)π(dx)

+
∫

A∪Ac
>1−ε

p(x, Ac
≤ε)π(dx)

)

≤ 1
π(A)π(Ac

≤1−ε)

(
Cπ(Bε) + C

∫
Ac
≤ε

p(x,A)π(dx)

+
∫

Ac
>1−ε

p(x,Ac
≤ε)π(dx)

)
5.23,5.24,5.25

≤ C
2

(1− K
2 )2

L(A)(
1

η(1− ε)
+

1
1− ε

) +
2

(1− K
2 )2

ε

1− ε

≤ 3C

(1− K
2 )2η(1− ε)

L(A) +
3

(1− K
2 )2

ε. (5.26)

Wählt man nun ε = (1 − K
2 )2 k

6 (offensichtlich ist mit dieser Wahl von ε auch die

obige Bedingung ε ≤ 1−K
2

1−K
2 +1

erfüllt), so folgt:

k ≤ 6C

(1− K
2 )2η(1− (1− K

2 )2 k
6 )

L(A). (5.27)

Umstellen nach L(A) liefert dann die Behauptung.

2

Der nun folgende Satz, der mit Hilfe der zuvor entwickelten Theorie bewiesen wird,
ist für die Anwendungen von besonderer Bedeutung, da er zum einen eine in vie-
len Fällen leicht nachzuprüfende hinreichende Bedingung für die Existenz einer
L2(π)-Spektrallücke darstellt, zum anderen sich mit ihm die Größe der Spektrallücke
abschätzen läßt.

Satz 5.4.3 Sei ξ1, ξ2, . . . eine schwach reversible MK der Ordnung n0 und Cn0

der zugehörige Reversibilitätskoeffizient. Wir nehmen an, der n1-te Übergangskern
pn1(·, ·) habe eine Sprunglücke der Größe ε. Dann gilt:

kP∗
n0n1 P n0n1 ≥

1
Cn1−1

n0

4
(−16n0 log ε)1+δ

(
kn0(1−

Kn0
2 )2η(1− (1− K

2 )2 k
6 )

6Cn0

)1+δ

,

(5.28)
wobei δ wiederum die eindeutig bestimmte Lösung von (ε2n0)δ(−2n0 log(ε))1+δ = 1
sei und sich damit ergibt zu

δ =
log log 1

ε2n0

2n0 log 1
ε − log log 1

ε2n0

.
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Um diesen Satz zu beweisen, benötigen wir folgendes Lemma:

Lemma 5.4.4 Sei ξ1, ξ2, . . . eine schwach reversible MK der Ordnung n0 mit zu-
gehörigem Reversibilitätskoeffizient Cn0 . Dann gilt für alle l ∈ N:

Cl
n0

k2n0l ≥ k
P∗

n0l
P n0l ≥

1
Cl

n0

k2n0l. (5.29)

Beweis: Ohne Einschränkung der Allgemeinheit kann n0 = 1 angenommen wer-
den. Wir zeigen nur die eine Ungleichung, da die andere genauso bewiesen wird.

π(A)π(Ac)kP∗l P l(A) =
∫

A

P ∗l

P l1Ac(x)π(dx)

=
∫

Ω

pl(x1, A)pl(x1, A
c)

=
∫

Ω

(∫
Ω

. . .

∫
A

p(x1, dx2) · . . . · p(xl, xl+1)
)
·

pl(x1, A
c)π(dx1)

≥ 1
C1

∫
Ω

∫
Ω

π(dx2)p(x2, dx1)

·
((∫

Ω

. . .

∫
A

p(x2, dx3) · . . . · p(xl−1, dxl)
)

pl(x1, A
c)
)

≥ . . .

≥ 1
Cl

1

∫
A

π(dxl+1)
∫

Ω

. . .

∫
Ω

p(xl+1, xl) · . . . · p(x2, dx1) ·

pl(x1, A
c)

=
π(A)π(Ac)

Cl
1

k2l(A).

(5.30)

Nimmt man nun das Infimum auf beiden Seiten, dann folgt die Behauptung.

2

Wir kommen nun zu dem Beweis des Satzes 5.4.3.
Beweis: Es gilt:

kP∗
n0n1 P n0n1

Lemma 5.4.4
≥ 1

Cn1
n0

kP 2n0n1

Satz 5.3.3,Lemma 5.3.2

≥ 1
Cn1

n0

4
(−8 log ε2n0)1+δ

L1+δ
2n0n1

Satz 5.4.2
≥ 1

Cn1
n0

4
(−16n0 log ε)1+δ

·(
kn0(1−

Kn0
2 )2η(1− (1− K

2 )2 k
6 )

6Cn0

)1+δ

.

2

Korollar 5.4.5 Sei ξ1, ξ2, . . . eine stationäre schwach reversible MK der Ordnung 1
mit Zustandsraum (Ω,F , π), wobei π ein invariantes Maß der Kette sei. Angenom-
men, der Übergangskern p(·, ·) habe eine Sprunglücke der Größe ε. Es gelte zudem

0 < k ≤ K < 2. (5.31)
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Dann hat P eine L2(π)-Spektrallücke und es gilt:

σ(P − P1) ⊂ Kr(0), r =

√√√√1− κ

2C

(
k(1− K

2 )2η(1− (1− K
2 )2 k

6 )
−182C log ε

)1+δ

,

wobei C der zugehörige Reversibilitätskoeffizient ist.

Beweis: Die Behauptung folgt direkt aus Satz 5.4.3 und Proposition 3.

2

Korollar 5.4.6 Sei ξ1, ξ2, . . . eine stationäre schwach reversible MK der Ordnung
1 mit Zustandsraum (Ω,F , π), wobei π ein invariantes Maß der Kette sei. Ange-
nommen, es gelte:

0 < k, 0 < k2.

Dann hat P eine L2(π)-Spektrallücke.

Beweis: Die Notwendigkeit der Bedingung folgt aus Satz 4.2.2. Dass die Bedin-
gung auch hinreichend ist, ergibt sich unmittelbar aus Lemma 5.4.4 und Proposition
3.

2

Bemerkung 5.4.7 Es ist nicht klar, ob in Satz 5.4.3 die Existenz einer Sprunglücke
notwendig für die Existenz einer Spektrallücke ist. Das Korollar 5.4.6 lässt jedoch
vermuten, dass die Existenz einer Sprunglücke nicht notwendig ist. Wegen Lemma
4.1.6 wissen wir, dass k2 > 0 auch K < 2 impliziert. Es ist bis jetzt jedoch noch
nicht gelungen zu zeigen, dass schwach reversibel + k > 0 + K < 2 auch k2 > 0
impliziert. Dies ist jedoch genau das, was wir zeigen müssen, um obige Vermutung
zu bestätigen.



Kapitel 6

Spektrallücken und
geometrische Ergodizität

Dieses Kapitel beschäftigt sich mit dem Zusammenhang von geometrischer Ergo-
dizität und der Existenz einer L2(π)-Spektrallücke des Markov-Operators P . Die
Eigenschaft der geometrischen Ergodizität einer MK wird unter anderem wegen
ihrer Bedeutung für Markov Chain Monte Carlo (MCMC) Methoden (siehe z.B.
[29], [65]) in der Literatur umfassend diskutiert (siehe z.B. [69], [67], [51]). Mehrere
zur geometrischen Ergodizität äquivalente Bedingungen werden in dem Buch von
Meyn und Tweedie [51] angegeben. Die Frage, wann geometrische Ergodizität die
Existenz einer L2(π)-Spektrallücke des assoziierten Markov-Operators P impliziert
und ob die Umkehrung gilt, ist in der Literatur noch nicht abschließend geklärt.
Roberts und Tweedie zeigten die Äquivalenz der beiden Bedingungen für reversible
MK (siehe [58]). Chen [8], [9] erzielt in einigen Spezialfällen für nicht reversible
MKen hinreichende Bedingungen für die Existenz einer Spektrallücke und zeigt
darüber hinaus, dass für MKen mit abzählbarem Zustandsraum aus der Existenz
einer L2(π)-Spektrallücke die geometrische Ergodizität folgt.
Für den allgemeinen Fall (beliebiger Zustandsraum) ist jedoch keine der beiden
Implikationen bewiesen. In Abschnitt 6.1 wird zunächst eine hinreichende Bedin-
gung für die Existenz einer L2(π)-Spektrallücke bewiesen. Für den Beweis werden
Lp-Lq-Ungleichungen und der Spektralsatz für normale Operatoren verwendet. In
Abschnitt 6.2 gelingt die Implikation ’L2-Spektrallücke⇒ geometrische Ergodizität’
im allgemeinen Fall unter der Hinzunahme einer technischen Bedingung. Dabei wird
der exponentielle Abfall von 1−kP∗n P n gegen Null genutzt. In Abschnitt 6.3 werden
drei Beispiele gegeben, in denen einige der in den Kapiteln 4 und 5 entwickelten
Werkzeuge benutzt werden. In dem ersten Beispiel wird mit Hilfe der in Kapi-
tel 4 hergeleiteten Theorie die Existenz einer L2(π)-Spektrallücke nachgewiesen.
Das zweite Beispiel zeigt eine geometrisch-ergodische MK, die jedoch keine L2(π)-
Spektrallücke besitzt, da eine in Kapitel 4 bewiesene notwendige Bedingung verletzt
ist. Das letzte Beispiel zeigt, dass auf die in Korollar 5.3.4 geforderte Existenz einer
Sprunglücke nicht verzichtet werden kann, wenn sonst keine weiteren Bedingungen
an die MK gestellt werden.
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6.1 Eine hinreichende Bedingung für eine Spek-
trallücke

Wir sind in unserer Arbeit schon intensiv auf die Doeblin-Bedingung eingegangen
und haben gesehen, dass diese zusammen mit der Forderung nach Aperiodizität
der Kette ξ1, ξ2, . . . äquivalent ist zur gleichgradigen Konvergenz in Totalvariation.
Diese hat sich als hinreichend für die Existenz einer L2(π)-Spektrallücke von P
erwiesen (vgl. Proposition 2). Wir wollen nun von der gleichgradigen Konvergenz
in Totalvariation abrücken, sodass P immer noch eine L2(π)-Spektrallücke besitzt.
Dies kann in folgender Art und Weise geschehen:

Satz 6.1.1 Sei ξ1, ξ2, . . . eine stationäre MK mit beliebigem Zustandsraum (Ω,F , π),
F eine abzählbar erzeugte σ-Algebra, π das invariante Startmaß der MK, p(·, ·) der
Übergangskern und P der assoziierte Markov-Operator auf L2(π). Dann ist folgende
Bedingung hinreichend für die Existenz einer Spektrallücke von P :

∃δ < 1, Cx > 0 : ||pn(x, ·)− π(·)||V ≤ Cxδn π − f.s.,

und
||P ∗nPn − (P ∗P )n||2 ≤ K qn, K > 0, q < 1, (6.1)

Bemerkung 6.1.2 Die erste Bedingung wird auch fast sichere geometrische Ergo-
dizität genannt. Die zweite Eigenschaft könnte man als exponentiell asymptotische
Normalität des Operators P bezeichnen. Der nun folgende Beweis ähnelt dem von
Chen [10], der die Aussage unter den zusätzlichen Bedingungen der Reversibilität
der MK und der absoluten Stetigkeit der Maße p(x, ·) bezüglich π beweist.

Um den Satz zu beweisen, benötigen wir einen Satz, welcher zuerst von E. Nummelin
und P. Tuominen (vgl. [56] [55], Theorem 6.14 (iii)) bewiesen wurde.

Satz 6.1.3 Sei ξ1, ξ2, . . . eine ergodische MK. Dann sind die folgenden Aussagen
äquivalent:

1.
∃δx < 1, Cx > 0 : ||pn(x, ·)− π(·)||V ≤ Cxδn π − f.s. (6.2)

2.
∃δ < 1, C > 0, sodass || ||pn(·, ·)− π||V ||1 ≤ Cδn. (6.3)

Für den Beweis des Satzes 6.1.1 brauchen wir noch die folgenden beiden Lemmata:

Lemma 6.1.4 Es gilt folgende Ungleichung:

|| ||pn(·, ·)− π||V ||1 ≥ ||Pn − P1||∞→1. (6.4)

Beweis: Nun gilt für f mit ||f ||∞ = 1:

||(Pn − P1)f ||1 =
∫

Ω

|(Pn − P1)f |π(dx) ≤ sup
g:||g||∞≤1

∫
Ω

|(Pn − P1)g|π(dx)

= sup
g:|g|≤1

∫
Ω

|(Pn − P1)g|π(dx)

≤
∫

Ω

sup
g:|g|≤1

|(Pn − P1)g|π(dx)

= || ||pn(·, ·)− π||V ||1. (6.5)
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Bei der vorletzten Gleichheit wurde π(dx)pn(x, dy) << π(dy) π − f.s. ausgenutzt,
wobei diese Beziehung unmittelbar aus der Stationarität von π folgt und π(dy) als
Maß auf Ω× Ω aufgefasst wird, sodass π(A×B) = π(B).

2

Lemma 6.1.5
||Pn − P1||∞→1 ≥

1
2
||Pn − P1||∞→2.

Beweis: Für f ∈ L∞(π) gilt:

||(Pn − P1)f ||22 =
∫

Ω

|((Pn − P1)f)(x)|2π(dx) ≤ 2||f ||∞
∫

Ω

|((Pn − P1)f)(x)|π(dx)

≤ 2||f ||2∞||Pn − P1||∞→1.

2

Aus Lemma 6.1.4 und Lemma 6.1.5 folgt dann

||Pn − P1||∞→2 ≤ 2|| ||pn(·, ·)− π||V ||1. (6.6)

Nach Voraussetzung folgt hieraus jedoch für alle f ∈ L∞(π):

||(Pn − P1)f ||∞→2 ≤ 2C||f ||∞qn. (6.7)

Wir kommen jetzt zum Beweis des Satzes 6.1.1
Beweis:
Sei im Folgenden zunächst f ∈ L∞0 (π) := {f ∈ L∞(π) : P1f = 0}. Dann gilt:

||Pnf ||22 = < P ∗n

Pnf, f >=< (P ∗n

Pn − (P ∗P )n)f, f > + < (P ∗P )nf, f > .(6.8)
(6.9)

Umformen der obigen Gleichung liefert:

< (P ∗P )nf, f > = ||Pnf ||22− < (P ∗n

Pn − (P ∗P )n)f, f >
6.6,2

≤ (2C||f ||∞δn)2 + K||f ||∞qn

≤ max((2C||f ||∞)2,K||f ||∞) max(δ2, q)n. (6.10)

Um die störende ||f ||∞-Abhängigkeit der rechten Seite zu eliminieren, benutzen wir
nun eine auf Röckner und Wang (vgl. [62], [70]) zurückgehende Methode, welche
den Spektralsatz für stetige, symmetrische lineare Operatoren benutzt (vgl. [27], S.
600). Sei im Folgenden n ∈ kN für irgendein k ∈ N.

< (P ∗P )nf, f > =
∫ 1

0

λk n
k < dEλf, f >

Jensen
≥

(∫ 1

0

λk < dEλf, f >

)n
k

= < (P ∗P )kf, f >
n
k .

Dies zusammen mit 6.10 liefert dann:

< (P ∗P )kf, f >≤< (P ∗P )nf, f >
k
n ≤ max((2C||f ||∞)2,K||f ||∞)

k
n max(δ2, q)k.

Bilden des Grenzwertes für n →∞ ergibt:

< (P ∗P )kf, f >≤ max(δ2, q)k. (6.11)
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Da dies für alle f ∈ L∞0 (π) gilt und L∞0 (π) dicht in L2
0(π) liegt, gilt diese Behauptung

auch für alle f ∈ L2
0(π). Setzt man daher 6.11 in 6.8 ein, so ergibt dies auf L2(π):

||P k − P1||22→2 ≤ Kqk + max(δ2, q)k ≤ 2K max(δ2, q)k. (6.12)

Damit folgt die Behauptung.

2

Bemerkung 6.1.6 Der soeben bewiesene Satz ist in einer Richtung eine Verall-
gemeinerung des von Roberts and Tweedie 2001 bewiesenen Satzes über die Äqui-
valenz von geometrischer Ergodizität und die Existenz einer L2(π)-Spektrallücke
im Falle reversibler MKen (vgl. [58]). Die Bedingung 6.1 ist z.B. trivialerweise für
normale Operatoren P erfüllt und wir vermuten, dass sich die Bedingung 6.1 nicht
wesentlich verbessern lässt.

6.2 Eine hinreichende Bedingung für geometrische
Ergodizität

Wir wollen nun die in den vorherigen Kapiteln hergeleiteten Formalismen benutzen,
um den Zusammenhang zwischen L2(π)-Spektrallücken und geometrischer Ergodi-
zität näher zu erklären.

Satz 6.2.1 Sei ξ1, ξ2, . . . eine stationäre MK mit Zustandsraum (Ω,F , π), invari-
antem Startmaß π, Übergangskern p(·, ·) und F eine abzählbar erzeugte σ-Algebra.
Angenommen, P besitze eine L2(π)-Spektrallücke. Existiert darüber hinaus eine
Funktion φ : N → N und für alle n ∈ N eine Zerlegung (An

i )i∈{1,...φ(n)} von Ω
mit

⋃φ(n)
i=1 An

i = Ω und An
i ∩An

j = ∅ ∀i 6= j, sodass

lim inf
n→∞

(∫
Ω

∑φ(n)
i=1 |pn(x, An

i )− π(An
i )|π(dx)

|| ||pn(·, ·)− π||V ||1

) 1
n

> lim sup
n→∞

(φ(n)(1− kP∗nP n))
1
n .

(6.13)
Dann ist die MK π-f.s. geometrisch ergodisch. Die Ergodizitätsrate wird dann be-
schränkt durch

inf
φ:N→N

lim supn→∞ (φ(n)(1− kP∗nP n))
1
n

lim infn→∞

( R
Ω

Pφ(n)
i=1 |pn(x,An

i )−π(An
i )|π(dx)

|| ||pn(·,·)−π||V ||1

) 1
n

. (6.14)

Beweis: Wir setzen nun die Rechnung von Gleichung 4.29 fort und erhalten so

1− kP∗n P n(A) =
1

π(A)π(Ac)

∫
Ω

(pn(x,Ac)− π(Ac))2π(dx)

=
1

π(A)π(Ac)

∫
Ω

(pn(x,A)− π(A))2π(dx)

≥ π(A)
∫

Ω

(
pn(x, A)

π(A)
− 1
)2

π(dx). (6.15)
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Wegen der nach Voraussetzung existierenden Zerlegung (An
i )i∈{1,...φ(n)}, ergibt sich:

φ(n)(1− kP∗n P n) ≥
φ(n)∑
i=1

π(An
i )
∫

Ω

(
pn(x, An

i )
π(An

i )
− 1
)2

π(dx)

=
∫

Ω

φ(n)∑
i=1

π(An
i )
(

pn(x, An
i )

π(An
i )

− 1
)2

π(dx)

Jensen
≥

∫
Ω

φ(n)∑
i=1

|pn(x,An
i )− π(An

i )|

2

π(dx)

Jensen
≥

∫
Ω

φ(n)∑
i=1

|pn(x,An
i )− π(An

i )|π(dx)

2

=

(∫
Ω

∑φ(n)
i=1 |pn(x,An

i )− π(An
i )|π(dx)

)2

|| ||pn(·, ·)− π||V ||21
|| ||pn(·, ·)− π||V ||21

Hiermit folgt:

|| ||pn(·, ·)−π||V ||
1
n
1 ≤

(
(φ(n)(1− kP∗n P n))

1
2

|| ||pn(·, ·)− π||V ||1∫
Ω

∑φ(n)
i=1 |pn(x, An

i )− π(An
i )|π(dx)

) 1
n

(6.16)
Aus Satz 6.1.3 folgt, dass die Kette geometrisch ergodisch ist, wenn die rechte Seite
der obigen Gleichung schließlich kleiner ist als eins und von eins weg beschränkt
bleibt. Dies wiederum ist genau dann erfüllt, wenn (6.13) gilt. Damit folgt der
erste Teil des Satzes. Die zweite Aussage des Satzes ist offensichtlich. Somit ist die
Behauptung bewiesen.

2

Bemerkung 6.2.2 Hat P keine Spektrallücke, dann existiert keine Folge φ(n) mit
Werten in den natürlichen Zahlen, die der Bedingung in (6.13) genügt, da in diesem
Fall ein ε > 0 existiert mit der Eigenschaft, dass 1 − kP∗n P n ≥ ε > 0 für alle
n ∈ N (ansonsten ergäbe sich ein Widerspruch zu der in Kapitel 4 hergeleiteten
Monotonität und Konvergenz gegen eins von kP∗nP n).

6.3 Beispiele

Es sollen nun einige Beispiele angegeben werden, die die Nützlichkeit der zuvor
entwickelten Begriffe und Resultate verdeutlichen.

6.3.1 Beispiel 1

Sei Ω = N ∪ {0} und π = (1
2 , 1

4 , 1
8 , . . .) das stationäre Wmaß zum Übergangskern P

gegeben durch

P =



1
2

1
4

1
8

1
16

1
32 . . .

1 0 0 0 0 . . .
0 1 0 0 0 . . .
0 0 1 0 0 . . .
0 0 0 1 0 . . .
...

...
...

...
...

. . .


. (6.17)
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Wir zeigen nun:

1. Die Kette ist geometrisch ergodisch.

2. Die Kette besitzt eine L2(π)-Spektrallücke.

Da nach Satz 6.2.1 die zweite Aussage die erste impliziert, genügt es, 2. zu zeigen.
Dies machen wir, indem wir folgende, in Korollar 4.2.4 hergeleitete, hinreichende
Bedingung verifizieren:

lim sup
n→∞

sup
A∈F :π(A)≤ 1

2

1
π(Ac)

∫
A

|p
n(x, A)
π(A)

− 1|π(dx) ≤ 1− ε, ε > 0. (6.18)

Zunächst beobachten wir Folgendes:

pn(i, A) =
{

1A(i− n) : i ≥ n
π(A) : i < n

. (6.19)

Seien im Folgenden An := A∩{n, n+1, n+2, . . .}, Bn := {x ∈ A : |p
n(x,A)
π(A) −1| ≤ 1}.

Dann gilt:

1
π(Ac)

∫
A

|p
n(x, A)
π(A)

− 1|π(dx) =
1

π(Ac)

∫
An

|p
n(x, A)
π(A)

− 1|π(dx)

≤ π(An ∩Bn) +
∫

An∩Bc
n

(
1A(x− n)

π(A)
− 1
)

π(dx)

≤ 2−n +
1

π(A)

∫
An∩Bc

n

1A(x− n)π(dx). (6.20)

Sei nun x0 ∈ An∩Bc
n minimal mit der Eigenschaft, dass 1A(x0−n) = 1, dann folgt:

1
π(Ac)

∫
A

|p
n(x, A)
π(A)

− 1|π(dx) ≤ 2−n +
1

2−(x0−n)
2 · 2−x0

= 3 · 2−n. (6.21)

Damit ist die hinreichende Bedingung aus Korollar 4.2.4 gezeigt und die Behauptung
bewiesen. Aus dem zuvor Dargestellten ergibt sich zudem:

k(A) ≥ 1
2
.

Zusammen mit Satz 4.2.2 folgt dann jedoch, dass das L2(π)-Spektrum von P −
P1 enthalten ist in Kr(0) mit r = (1 − 1

64 )1/(1+[ 2π
arccos(1−1/64) ]) < 0, 9997. Diese

Abschätzung ist dann schlecht (d.h. es wird viel verschenkt), wenn κ >> 1, wobei
κ gegeben ist durch (4.14). Da der exakte Wert für κ bis heute völlig unbekannt ist,
kann auf diesem Weg keine Verbesserung der Abschätzung erwartet werden.

6.3.2 Beispiel 2

Wir wollen nun zeigen, dass aus der geometrischen Ergodizität einer MK im All-
gemeinen nicht die Existenz einer L2(π)-Spektrallücke des assoziierten Operators
P gefolgert werden kann. Dafür betrachten wir das Folgende von Häggström [35]
vorgeschlagene Beispiel, der dieses benutzt, um zu zeigen, dass geometrische - im
Gegensatz zur gleichgradigen Ergodizität einer stationären MK ξ1, ξ2, . . . zuzüglich
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der Endlichkeit der Varianz von φ bezüglich des stationären Maßes π nicht hinrei-
chend ist für die Gültigkeit des Zentralen Grenzwertsatzes für die Summe

1√
n

n∑
i=1

φ ◦ ξi.

Der Zustandsraum Ω der MK ξ1, ξ2, . . . sei gegeben durch

Ω = {0} ∪ {(a, b) : a ≥ 1, b ∈ {1, 2, . . . , a}}.

Die Dynamik der Kette sei gegeben durch den folgenden Übergangskern:

p((a, b), (a, b− 1)) = 1, für b ≥ 2, p((a, 1), 0) = 1,

p(0, 0) = 1
2 und

p(0, (a, b)) =
{

2−(a+1) : a = b
0 : sonst

.

Das invariante Startmaß dieser Kette berechnet sich zu π(0) = 1
2 und π((a, b)) =

2−a+2 für b ∈ {1, 2, . . . , a}. Anschaulich beschreibt diese Kette das folgende Ver-
halten. Ausgehend vom Punkt Null (Boden) springt man mit Wahrscheinlichkeit
2−(a+1) auf eine Leiter der Höhe a, geht diese Leiter dann Stufe für Stufe herun-
ter bis der Boden erreicht ist und wiederholt dann den Prozess. Häggström [35]
zeigte mit Hilfe eines raffinierten Coupling-Arguments, dass diese MK geometrisch
ergodisch mit der Konvergenzrate δ = 1

2 ist. Wir wollen nun zeigen, dass diese MK
keine L2(π)-Spektrallücke haben kann. Wegen Lemma 4.2.1 reicht es zu zeigen, dass
k = 0 gilt. Dies sieht man jedoch so:
Sei An,n := {(n, n), (n, n− 1), . . . , (n, 1)} und An,1 := {(n, 1)}. Dann gilt nach dem
zuvor Gesagten:

k ≤ k(An,n) =
1

n · 2−(n+2)

1
1− n · 2−(n+2)

∫
An,n

pl(x,Ac
n,n)π(dx)

≤ 2
n · 2−(n+2)

∫
An,1

1π(dx) =
2
n

. (6.22)

Mit dem Bilden des Limes für n →∞ folgt die Behauptung.

Um zu sehen, dass die obige Kette keine L2(π)-Spektrallücke hat, kann auch Satz
5.2.1 benutzt werden. Nach diesem Satz ist es hinreichend zu zeigen, dass Ln = 0
für alle n ∈ N. Dies sieht man jedoch mit der Wahl von An := {(3n, 2n − 1)}, da
offensichtlich Ln(An) = 0 gilt.

6.3.3 Beispiel 3

Wir wollen nun ein Beispiel dafür geben, dass für eine MK mit einem endlichen
invarianten Startmaß π die Bedingung

∃n ∈ N : Ln > 0

(siehe Kapitel 5) nicht hinreichend für die Existenz einer L2(π)-Spektrallücke ist.
Folglich kann die in Korollar 5.3.4 geforderte Existenz einer Sprunglücke nicht weg-
gelassen werden.
Wir haben wieder den gleichen Zustandsraum wie im vorherigen Beispiel, d.h.

Ω = {0} ∪ {(a, b) : a ≥ 1, b ∈ {1, 2, . . . , a}}.
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Der Übergangskern p(·, ·) sei jetzt gegeben durch

p(0, 0) =
1
2
, p(0, (n, i)) =

(
1
2

)n+1 1
n

, p((n, i), (n, j)) = p((n, i), 0) =
1

n + 1
,

für alle i, j ∈ {1, . . . , n}. Hieraus errechnet sich das invariante Startmaß π zu

π(0) =
2
5
, π((n, i)) =

n + 1
n

2−(n+1) 2
5
∀i ≤ n.

Um zu sehen, dass die Kette keine Spektrallücke hat, betrachte An := {(n, n), . . . , (n, 1)}.
Nachrechnen liefert

k(An) ≤ 2
n
→ 0 für n →∞.

Damit folgt: k = 0.
Sei A0 = {0}. Dann ergibt sich für den Entropiezuwachs L1(A) einer beliebigen
Teilmenge A ⊂ Ω:

L1(A) = − 1
π(A)

∫
Ω

p(x,A) log(p(x,A))π(dx) ≥ − 1
π(A)

p(0, A) log(p(0, A))π(0)

≥ 2
5

∑∞
n=0

(
1
2

)n+1 |An∩A|
|An| (− log(

∑∞
n=0

(
1
2

)n+1 |An∩A|
|An| ))

2 2
5

∑∞
n=0(n + 1)

(
1
2

)n+1 |An∩A|
|An|

≥
log 2

∑∞
n=0 n

(
1
2

)n+1 |An∩A|
|An|

2
∑∞

n=0(n + 1)
(

1
2

)n+1 |An∩A|
|An|

≥ log 2
4

. (6.23)

Da dies für alle A ⊂ Ω gilt, folgt L1 > 0.



Kapitel 7

Anwendungen

In diesem Kapitel werden zwei Anwendungen für die in den vorherigen Kapiteln
hergeleitete Theorie gegeben. In Abschnitt 7.1 wird das zentrale Ergebnis dieses
Kapitels, nämlich eine Verallgemeinerung eines von Nagaev im Jahre 1957 bewiese-
nen globalen Grenzwertsatzes (siehe Kapitel 1), bewiesen. Dafür wird die Methode
der charakteristischen Funktionen verwendet. Wir betrachten eine Folge von ZVen
φ ◦ ξi, i ∈ N, generiert durch die MK ξ1, ξ2, . . .. Es zeigt sich, dass insbesondere
die von uns geforderten Bedingungen erfüllt sind, falls der assoziierte MO P eine
Spektrallücke auf B(Ω,F , || · ||∞) (siehe Abschnitt 7.1) hat. In Abschnitt 7.2 werden
kurz die Anwendungen von Spektrallücken von P im Hinblick auf die Gültigkeit von
zentralen Grenzwertsätzen im Fall der Existenz der zweiten Momente diskutiert.

7.1 Ein globaler Grenzwertsatz

Wir hatten Abschnitt 1.3 von Kapitel 1 gesehen, dass sich die charakteristische
Funktion fn der Zufallsvariablen S̃n = Sn −An, wobei Sn =

∑n
i=1 φ ◦ ξi, darstellen

lässt als
fn(θ) = e−iθAnP1(θ)Pn−1(θ)1. (7.1)

Dieser Zusammenhang legt nahe, den Operator P ( θ
Bn

)n näher zu betrachten. Schrei-
be dafür

P (
θ

Bn
)n = (P1(

θ

Bn
) + (P (

θ

Bn
)− P1(

θ

Bn
)))n

= P1(
θ

Bn
)n +

n−1∑
l=0

P1(
θ

Bn
)l(P (

θ

Bn
)− P1(

θ

Bn
))P1(

θ

Bn
)n−l−1 + . . . .

Es folgt:

P (
θ

Bn
)n − P1(

θ

Bn
)n =

n−1∑
l=0

P1(
θ

Bn
)l(P (

θ

Bn
)− P1(

θ

Bn
))P1(

θ

Bn
)n−l−1 + . . . . (7.2)

Es soll gezeigt werden, dass unter noch zu spezifizierenden Bedingungen

P1(
θ

Bn
)(P (

θ

Bn
)n − P1(

θ

Bn
)n) (7.3)

gegen Null konvergiert. Für die Erreichung des Ziels ist die folgende Beobachtung
entscheidend:

P1(
θ

Bn
)(P (

θ

Bn
)− P1(

θ

Bn
)) = (P1(

θ

Bn
)− P1)(P (

θ

Bn
)− P1(

θ

Bn
)). (7.4)

69
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Dies folgt unmittelbar aus der wegen der Stationarität gültigen Beziehung P1P =
P1. Es folgen einige Lemmata, die den Beweis von Proposition 4 vorbereiten. Mit
Hilfe dieser Proposition kann die Bedeutung der in (7.4) gemachten Beobachtung
verstanden werden. Für den Beweis der nun folgenden Lemmata wiederholen wir
folgenden zuerst von Karamata [42] bewiesenen Satz (vgl. [41]):

Satz 7.1.1 (Karamata) Eine über endliche Intervalle integrierbare, langsam vari-
ierend Funktion h(x) kann dargestellt werden als

h(x) = c(x)exp

(∫ x

b

ε(u)
1 + u

du

)
, (7.5)

wobei limx→∞ c(x) = c 6= 0, limx→∞ ε(x) = 0 und b > 0.

Lemma 7.1.2 Sei f eine periodische, punktsymmetrische (d.h. f(−x) = −f(x)),
beschränkte und Lebesgue-integrierbare Funktion, h(x) eine langsam variierende
Funktion für x →∞ und α ∈ (0, 1). Dann gilt:∫ ∞

0

f(x)
h(x

θ )
xα

= O(h(
1
θ
)). (7.6)

Beweis: ∫ ∞

0

f(x)
h(x

θ )
xα

dx =
∫ aθ

0

(·)dx︸ ︷︷ ︸
A1

+
∫ δ

aθ

(·)dx︸ ︷︷ ︸
A2

+
∫ C

δ

(·)dx︸ ︷︷ ︸
A3

+
∫ ∞

C

(·)dx︸ ︷︷ ︸
A4

, (7.7)

wobei a, δ und C Konstanten in R+ sind, die im Folgenden sorgfältig gewählt
werden. Da h(x

θ ) auf [0, aθ] durch eine Konstante Ka beschränkt werden kann,
bekommen wir:

A1 ≤ ||f ||∞Ka

∫ aθ

0

1
xα

dx = O(θ1−α). (7.8)

Aus Karamatas Satz folgt, dass auf dem Intervall [aθ, δ] für große a (wir verlangen,
dass aθ ≤ δ, d.h. groß gewählte a implizieren kleine θ) gilt:

h(x
θ )

h( 1
θ )
≤ (1+ε1(a)) exp(ε(a) log

1 + 1
θ

1 + x
θ

) = (1+ε1(a))(
θ + 1
θ + x

)ε(a) ≤ 2(1+ε1(a))x−ε(a),

(7.9)
wobei wir durch Vergrößerung von a ε1(a) und ε(a) beliebig klein (insbesondere
kleiner als 1− α) wählen können. Dies liefert:

A2 ≤ ||f ||∞h(
1
θ
)
∫ δ

aθ

1
xα+ε

dx = O(h(
1
θ
)). (7.10)

Aus Karamatas Satz folgt wiederum auf [δ, C] gleichmäßig in x:

h(x
θ )

h( 1
θ )
→ 1 for θ → 0.

Hieraus folgt:

A3 = O(h(
1
θ
)). (7.11)

Wählen wir nun C hinreichend groß, so folgt aus Karamatas Satz für alle θ ≤ 1 und
x ∈ [C,∞) die Gültigkeit der folgenden Ungleichung:

h(x
θ )

h( 1
θ )
≤ xε. (7.12)
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Hiermit bekommen wir:

A4 ≤ h(
1
θ
)
∫ ∞

C

f(x)
1

xα−ε
dx. (7.13)

Da f periodisch und punktsymmetrisch ist, ist das Integral über eine ganze Periode
Null. Daher kann das Integral auf der rechten Seite abgeschätzt werden durch eine
alternierende Summe, wobei der Betrag der Koeffizienten gegen Null konvergiert.
Folglich ist das Integral endlich und das Lemma bewiesen.

2

Lemma 7.1.3 Sei f eine beschränkte Funktion mit der Eigenschaft f(x) = O(x2)
für x → 0. Sei h(x) eine langsam variierende Funktion für x → ∞. Dann gilt für
α ∈ (1, 2]: ∫ ∞

0

f(x)
h(x

θ )
xα

dx = O(h̃(
1
θ
)) für θ → 0, (7.14)

wobei h̃ ebenfalls eine langsam variierende Funktion ist.

Beweis: Der Beweis ähnelt sehr stark dem des Lemmas 7.1.2 und soll daher nur
skizziert werden.∫ ∞

0

f(x)
h(x

θ )
xα

dx =
∫ aθ

0

(·)dx︸ ︷︷ ︸
A1

+
∫ δ

aθ

(·)dx︸ ︷︷ ︸
A2

+
∫ C

δ

(·)dx︸ ︷︷ ︸
A3

+
∫ ∞

C

(·)dx︸ ︷︷ ︸
A4

. (7.15)

Sei ||f ||∞ = Q und lim supx→0
f(x)
x2 = L. Da h auf [0, a] durch eine Konstante Ka

beschränkt werden kann, gilt für aθ hinreichend klein:

A1 ≤ Q ·Ka(L + ε1)
∫ aθ

0

x2−αdx ≤ Q ·Ka(L + ε1)θa. (7.16)

Um die anderen Integrale abzuschätzen, benutzte die gleichen Rechnungen wie für
den Beweis von Lemma 7.1.2. Dies liefert dann:

A2 ≤ Q(L + ε1)h(
1
θ
)
∫ δ

aθ

x2−α−εdx = O(h(
1
θ
)). (7.17)

A3 ≤ Q(1 + ε2)h(
1
θ
)
∫ C

δ

1
xα

dx = O(h(
1
θ
)). (7.18)

A4 ≤ Qh(
1
θ
)
∫ ∞

C

xα−εdx = O(h(
1
θ
)). (7.19)

Mit h̃ = max(h, Q ·Ka(L + ε1)θa) folgt dann die Behauptung des Lemmas.

2

Lemma 7.1.4 Es gilt:

lim
x→0

sin(x)

(1−cos(x))
1
2
−
√

2

x2
= −

√
2

8
. (7.20)
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Beweis:

(
sin(x)

(1− cos(x))
1
2
−
√

2
)

1
x2

=
sin(x)−

√
2(1− cos(x))

1
2

(1− cos(x))
1
2

1
x2

=
sin(x)

x − ( 2
x2 (1− cos(x)))

1
2

( 1−cos(x)
x2 )

1
2

1
x2

=
1− x2

3! + x4

5! − · · · −
(
1− 2x2

4! + 2x4

6! − · · ·
) 1

2

x2
(

1
2 −

x2

4! + · · ·
) 1

2

Taylor
=

−x2

3! + x2

4! + O(x4)

x2
(

1
2 −

x2

4! + · · ·
) 1

2
.

Bildet man nun den Grenzwert für x → 0, dann folgt die Behauptung.

2

Proposition 4 Sei φ im Anziehungsbereich einer α-stabilen Verteilung und α ∈
(0, 2] r {1}. Dann haben wir für θ → 0 das folgende asymptotische Verhalten:

Eπ(|eiθφ − 1|) =
{

O(θαh( 1
θ )) : α ∈ (0, 1)

O(θ) : α ∈ (1, 2] . (7.21)

Beweis: Definiere G1(x) := 1−F (x), G2(x) = F (−x), wobei F die Verteilungs-
funktion zum Bildmaß πφ sei. Zuerst betrachten wir den Fall 0 < α < 1. Dann
liefert partielle Integration:

∫
Ω

|eiθφ(x) − 1|π(dx) =
√

2
∫ ∞

−∞
(1− cos(θx))

1
2 πφ(dx)

= −
√

2
(∫ ∞

0

(1− cos(θx))
1
2 G1(dx) +

∫ ∞

0

(1− cos(θx))
1
2 G2(dx)

)
=

1√
2
θ

(∫ ∞

0

sin(θx)
(1− cos(θx))

1
2
G1(x)dx +

∫ ∞

0

sin(θx)
(1− cos(θx))

1
2
G2(x)dx

)
= θα 1√

2

(∫ ∞

0

sin(x)
(1− cos(x))

1
2

h1(x
θ )

xα
dx +

∫ ∞

0

sin(x)
(1− cos(x))

1
2

h2(x
θ )

xα
dx

)
.

(7.22)

Mit Lemma 7.1.2 folgt die Behauptung des ersten Teils. Sei jetzt 1 < α ≤ 2.

Für α ∈ (1, 2] kann nicht unmittelbar in gleicher Weise vorgegangen werden. Da
jedoch für α > 1 der Erwartungswert von φ existiert, können zusätzliche Terme in
das Integral hinzugefügt werden, die es dann ermöglichen, wieder den Trick mit der
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partiellen Integration zu benutzen. Es gilt:

Eπ(|eiθφ − 1|) = −
√

2
(∫ ∞

0

(1− cos(θx))
1
2 G1(dx) +

∫ ∞

0

(1− cos(θx))
1
2 G2(dx)

)
= −

√
2
∫ ∞

0

((1− cos(θx))
1
2 − 1√

2
θx)G1(dx)− θ

∫ ∞

0

xG1(dx)

−
√

2
∫ ∞

0

((1− cos(−θx))
1
2 − 1√

2
θx)G2(dx)− θ

∫ ∞

0

xG2(dx)

=
1√
2
θ

∫ ∞

0

(
sin(θx)

(1− cos(θx))
1
2
−
√

2
)

G1(x)dx + O(θ)

+
1√
2
θ

∫ ∞

0

(
sin(θx)

(1− cos(θx))
1
2
−
√

2
)

G2(x)dx + O(θ).

=
1√
2
θα

∫ ∞

0

(
sin(x)

(1− cos(x))
1
2
−
√

2
)

h1(x
θ )

xα
dx + O(θ)

+
1√
2
θα

∫ ∞

0

(
sin(x)

(1− cos(x))
1
2
−
√

2
)

h2(x
θ )

xα
dx + O(θ)

= O(θαh̃(
1
θ
)) + O(θ).

(7.23)

Dabei wurde in der letzten Zeile Korollar 7.1.4 und Lemma 7.1.3 benutzt. Damit
ist die Proposition bewiesen.

2

Bemerkung 7.1.5 Wir vermuten sehr, dass sich dieser Zusammenhang in α = 1
in der Weise fortsetzen lässt, dass dann immer noch gilt:

Eπ(|eiθφ − 1|) = O(θh(
1
θ
)). (7.24)

Der Beweis hierfür ist aber noch nicht gelungen. Die Proposition 4 zeigt uns, dass
die Konvergenzgeschwindigkeit von Eπ(|eiθφ − 1|) für θ → 0 bis α = 1 zunimmt
und ab α = 1 in gewisser Hinsicht stagniert. Diese Tatsache ist für den Beweis des
globalen Grenzwertsatzes von entscheidender Bedeutung.

Aus der soeben bewiesenen Proposition ergibt sich:

Korollar 7.1.6 Sei φ im Anziehungsbereich einer α-stabilen Verteilung und α ∈
(0, 2] r {1}. Dann gilt für festes θ:

||P1(
θ

Bn
)(P (

θ

Bn
)− P1(

θ

Bn
))||∞→∞ =

{
O( θ

n·h̃(n)
) : α ∈ (0, 1)

O( θ

n1/α ˜̃
h(n)

) : α ∈ (1, 2] , (7.25)

wobei ˜̃
h(n) die dem Bn zugeordnete langsam variierende Funktion ist (vgl. (1.7))

und h̃(n) sich aus dem folgenden Beweis ergibt:
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Beweis:

||P1(
θ

Bn
)(P (

θ

Bn
)− P1(

θ

Bn
))||∞→∞

= ||(P1(
θ

Bn
)− P1)(P (

θ

Bn
)− P1(

θ

Bn
))||∞→∞

≤ ||(P (
θ

Bn
)− P1(

θ

Bn
))||∞→∞||(P1(

θ

Bn
)− P1)||∞→∞

Proposition 4
=

 O( θ

n
˜̃
h(n)

h(n1/α ˜̃
h(n)

θ )) : α ∈ (0, 1)

O( θ

n1/α ˜̃
h(n)

) : α ∈ (1, 2]
. (7.26)

Man kann nun zeigen, dass

h̃(n) :=
h(n1/α ˜̃

h(n)
θ )

˜̃
h(n)

eine langsam variierende Funktion bei unendlich ist, falls h und ˜̃
h diese Eigenschaft

haben. Damit ist das Korollar bewiesen.

2

Wir wollen jetzt auf (7.2) zurückkommen. Dort hatten wir gesehen, dass

P (
θ

Bn
)n −P1(

θ

Bn
)n =

n−1∑
l=0

P1(
θ

Bn
)l(P (

θ

Bn
)−P1(

θ

Bn
))P1(

θ

Bn
)n−l−1 + . . . , (7.27)

wobei durch ”. . .” die weiteren Summen angekündigt sind. In den nun folgenden
Lemmata werden die Summanden auf der rechten Seite von (7.2) in solche Gruppen
zusammengefasst, deren Elemente die gleiche Asymptotik haben. Die Angabe der
Mächtigkeit dieser Gruppen ermöglicht dann, die Asymptotik der ganzen Gruppe
abzuschätzen. Wegen Korollar 7.1.6 scheint es sinnvoll, solche Elemente zu einer
Gruppe zusammenzufassen, für die gleich häufig Terme der Form

P1(
θ

Bn
)(P (

θ

Bn
)− P1(

θ

Bn
))

vorkommen. Dies soll nun präzisiert werden. Wir zählen die Anzahl der Lücken,
wobei wir immer dann von einer Lücke sprechen, wenn zwischen zwei aufeinander-
folgenden Operatoren der Form (P ( θ

Bn
)−P1( θ

Bn
)) mindestens ein Operator P1( θ

Bn
)

liegt. Im Folgenden definiere a(n, l, i) := |Gn,l,i|, wobei Gn,l,i die Gruppe der Ope-
ratoren der Länge n (d.h. wir betrachten die Komposition von n-Operatoren der
beiden obigen Formen) mit l Lücken und gesamter Lückengröße i. Die gesamte
Lückengröße sei dabei die Anzahl der Terme (P ( θ

Bn
) − P1( θ

Bn
)) in einem String

minus (l+1). Um das soeben Formulierte zu verdeutlichen, soll nun ein kleines Bei-
spiel gegeben werden: Sei A := P1( θ

Bn
) und B := (P ( θ

Bn
)−P1( θ

Bn
)). Wir betrachten

jetzt den String
AABABBAAABBABBBBAAABBAB.

Die Länge n des Strings ist 23, l = 5 und i = 6. Zu Gegebenem (n, l, i) soll im
folgenden Lemma die Mächtigkeit der zugehörigen Gruppe, also a(n, l, i) bestimmt
werden.

Lemma 7.1.7 Es gilt:

a(n, l, i) =
(

n− l − i

l + 1

)(
l + i

l

)
. (7.28)
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Beweis: Seien eine feste Struktur (d.h. die Länge der Intervalle aufeineinderfol-
gender A′s und B′s) mit l-Lücken und gesamter Lückengröße i vorgegeben. Dann
haben wir auf l + 1 (P ( θ

Bn
) − P1( θ

Bn
)) ’s i weitere (P ( θ

Bn
) − P1( θ

Bn
)) ’s zu vertei-

len. Die Anzahl der Möglichkeiten ist gleich der Anzahl, i Bälle auf l + 1 Urnen zu
verteilen. Die Lösung hierfür ist

(
l+i
l

)
(vgl. [45]). Dies erklärt den zweiten Term in

7.28. Jetzt muss noch die Anzahl dieser festen Strukturen bestimmt werden. Sind
n, l und i gegeben, dann zählen wir in einem String (l + 1 + i)-mal den Operator
(P ( θ

Bn
) − P1( θ

Bn
)) und (n − l − 1 − i)-mal den Operator P1( θ

Bn
). Die (l + 1 + i)-

mal auftretenden Operatoren separieren den n-String in l + 2 Gebiete, in die die
übrigen (n − l − 1 − i)- Operatoren hineingelegt werden, sodass in allen bis auf
den Randgebieten mindestens ein Operator P1( θ

Bn
) vorhanden ist (sonst hätten wir

keine Lücken). In der Sprache der Urnen bedeutet dies, dass man n− l − 1− i− l
Murmeln auf l + 2 Urnen zu verteilen hat. Dies ist jedoch genau auf

(
n−l−i

l+1

)
- Art

und Weisen möglich. Damit ist das Lemma bewiesen.

2

Sei gθ(x) = (P (θ)− P1(θ))1(x).
Wir sind jetzt in der Lage, das zentrale Ergebnis dieses Abschnitts zu formulieren:

Satz 7.1.8 Sei ξ1, ξ2, . . . eine stationäre MK mit Zustandsraum (Ω,F) und ein-
deutig bestimmtem invarianten Wmaß π. Sei φ eine reellwertige ZV auf (Ω,F , π),
welche im Anziehungsbereich einer α-stabilen Verteilung Vα liegt, d.h. es existieren
u.i.v. ZVen Y1, Y2, . . . mit Y1

D= φ ◦ ξ1, Konstanten An und Bn, sodass

1
Bn

(
n∑

i=1

Yi −An) =⇒ Vα. (7.29)

Darüber hinaus seien die beiden folgenden Bedingungen erfüllt:

1.
∃ε > 0 : ||(P (

θ

Bn
)− P1(

θ

Bn
))1||∞ = O(n−max( α−1

α ,0)−ε). (7.30)

2.

∃C > 0, δ < 1, sodass ||(P (
θ

Bn
)− P1(

θ

Bn
))kg θ

Bn
||∞→∞ ≤ Cδk. (7.31)

Dann gilt für φ ◦ ξi der globale Grenzwertsatz mit den gleichen Konstanten An und
Bn wie in (7.29), d.h. es gilt

1
Bn

(
n∑

i=1

φ ◦ ξi −An) =⇒ Vα. (7.32)

Beweis: Aus (7.30), (7.31) und Korollar 7.1.6 folgt, dass jedes Element aus der
Gruppe Gn,l,i, vor dem wir den Operator P1( θ

Bn
) vorschalten, abgeschätzt werden

kann durch (
C

n1+ε

)l+1

δi. (7.33)

Summiert man nun über alle Elemente aus der Gruppe Gn,l,i und dann über alle
möglichen (l, i), so bekommt man

|P1(
θ

Bn
)(P (

θ

Bn
)n − P1(

θ

Bn
)n)1(x)|

≤
[n−1

2 ]∑
l=0

n−2l−1∑
i=0

(
n− l − i

l + 1

)(
l + i

l

)(
C

n1+ε

)l+1

δi.

(7.34)
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Um zu zeigen, dass hier die rechte Seite gegen Null konvergiert, betrachten wir die
einzelnen Summanden näher. Dafür wird im Folgenden die Stirling-Approximation
der Binomialkoeffizienten verwendet. Seien jetzt l > 0, i > 0. Dann gilt:

bn,l,i :=
(

n− l − i

l + 1

)(
l + i

l

)(
C

n1+ε

)l+1

δi

=
(n− l − i)n−l−i

(n− 1− 2l − i)(n−1−2l−i)(l + 1)l+1

(l + i)(l+i)

llii

(
C

n1+ε

)l+1

δi ·√
(n− l − i)(l + i)(1 + εl,i)√
(n− 1− 2l − i)(l + 1)l i2π

≤
(

1 +
l + 1

n− 1− 2l − i

)n−1−2l−i(
1− l + i

n

)l+1(
C

nε

)l+1(
1 +

i

l

)l (
1 +

l

i

)i

δi

≤ el+1

(
C

nε

)l+1

el

(
1 +

i

l

)l

δi

≤
(

C e2

nε

)l+1(
1 +

i

l

)l

δi. (7.35)

Wir unterscheiden jetzt zwei Fälle:
1. Fall: i ≤ 2l
In diesem Fall erhalten wir die Abschätzung:

bn,l,i ≤
(

3C e2

nε

)l+1

δi. (7.36)

2. Fall: i > 2l
In diesem Fall bekommen wir:

bn,l,i ≤
(

C e2

nε

)l+1

2l

(
i

l

)l

δi

≤ 1
ll

(
2C e2

nε

)l+1

(i + 1)(i + 2) . . . (i + l)δi. (7.37)

Setzen wir (7.36) und (7.37) in (7.34) ein, so erhalten wir

|P1(
θ

Bn
)(P (

θ

Bn
)n − P1(

θ

Bn
)n)1(x)|

≤ O(n−ε) +
[n−1

2 ]∑
l=0

n−2l−1∑
i=0

(
3C e2

nε

)l+1

δi

+
[n−1

2 ]∑
l=1

n−2l−1∑
i=0

1
ll

(
2C e2

nε

)l+1

(i + 1)(i + 2) . . . (i + l)δi

≤ O(n−ε) + O(n−ε) +
[n−1

2 ]∑
l=1

1
ll

(
2C e2

nε

)l+1 ( 1
1− x

)(l)
∣∣∣∣∣
δ

≤ O(n−ε) +
[n−1

2 ]∑
l=1

(
2C e2

nε

)l+1( 1
1− δ

)l

= O(n−ε). (7.38)

Damit ist Konvergenz von (7.34) gegen Null gezeigt und der Satz bewiesen.

2
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Bemerkung 7.1.9 Der soeben durchgeführte Beweis liefert noch ein wenig mehr,
nämlich die Rate O(n−ε), mit der sich die Konvergenz der MK von der der assoziier-
ten unabhängigen ZVen gegen die stabile Grenzverteilung unterscheidet. Aus dem
Beweis wird ersichtlich, dass sich diese Rate bei den gegebenen Voraussetzungen
auch nicht verbessern lässt.

Es soll nun auf die Bedingungen 1 und 2 eingegangen werden. Dafür betrachten wir
zunächst Bedingung 1. Offensichtlich gilt:

||(P (
θ

Bn
)− P1(

θ

Bn
))1||∞ = ||

∫
Ω

(ei θ
Bn

φ(y) − 1)p(x, dy) + 1− Eπ(ei θ
Bn

φ)||∞

≤ ||
∫

Ω

(ei θ
Bn

φ(y) − 1)p(x, dy)||∞ + ||1− Eπ(ei θ
Bn

φ)||∞

Andererseits gilt jedoch auch

||(P (
θ

Bn
)− P1(

θ

Bn
))1||∞ ≥

∣∣∣∣ ||∫
Ω

(ei θ
Bn

φ(y) − 1)p(x, dy)||∞ − ||1− Eπ(ei θ
Bn

φ)||∞
∣∣∣∣

Hieraus folgt, dass die Bedingung 1 genau dann erfüllt ist, wenn die beiden folgenden
Bedingungen erfüllt sind:

•
∃ε > 0 : ||1− Eπ(ei θ

Bn
φ)||∞ = O(n−max( α−1

α ,0)−ε). (7.39)

•
||
∫

Ω

(ei θ
Bn

φ(y) − 1)p(x, dy)||∞ = O(n−max( α−1
α ,0)−ε). (7.40)

Aus (1.9) folgt jedoch, dass

||1− Eπ(ei θ
Bn

φ)||∞ =

{
O( θ

nh̃(n)
) : α ∈ (0, 1]

O( θ
n1/αh̃(n)

) : α ∈ (1, 2]
. (7.41)

Somit ist (7.39) genau dann erfüllt, wenn α < 2 ist. Die Gleichheit in (7.40) be-
deutet die gleichmäßige Konvergenz der Familie von charakteristischen Funktionen
Ep(x,·)(e

i θ
Bn

φ) gegen eins mit der Rate O(n−max( α−1
α ,0)+ε). Dabei ist interessant,

dass die Rate als Funktion von α bis α = 1 konstant bleibt und im Intervall (1, 2)
monoton wächst.
Die Bedingung in (7.40) kann jedoch auch über die Tails der durch p(x, ·) induzierten
Bildmaße φ(p(x, ·)) verstanden werden, da gilt:∣∣∣∣∫

Ω

(ei θ
Bn

φ(y) − 1)p(x, dy)
∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣
∫ Mn

−Mn

(ei θ
Bn

Mn − 1)φpx
(dz)

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫ −Mn

−∞
(ei θ

Bn
z − 1)φpx

(dz)

∣∣∣∣∣
+
∣∣∣∣∫ ∞

Mn

(ei θ
Bn

z − 1)φpx
(dz)

∣∣∣∣
≤ |ei θ

Bn
Mn − 1|+ 2 p(x, |φ| > Mn). (7.42)

Wählt man hier Mn = n
1
α−ε−max(0, α−1

α ), wobei ε > 0, dann folgt:∣∣∣∣∫
Ω

(ei θ
Bn

φ(y) − 1)p(x, dy)
∣∣∣∣ ≤ O(n−max(0, α−1

α )− ε
2 ) + p(x, φ > n

1
α−ε−max(0, α−1

α )).

(7.43)
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Für α < 2 ist damit folgende Bedingung hinreichend für die Gültigkeit von (7.30):

∃ε > 0 : ||p(x, φ > n
1
α−ε−max(0, α−1

α ))||∞ = O(n−max(0, α−1
α )−ε). (7.44)

Es soll nun noch kurz auf die Bedingung 2 eingegangen werden. Sie ist offensichtlich
erfüllt, wenn

||P − P1||∞→∞ ≤ δ < 1 (7.45)

erfüllt ist, da mit der Bezeichnung Sθ : f 7→ eiθφf Folgendes gilt:

||(P (
θ

Bn
)− P1(

θ

Bn
))kg θ

Bn
||∞→∞ ≤ ||(P − P1)S θ

Bn
||k∞→∞ ≤ ||P − P1||k∞→∞.

Die Forderung nach der Gültigkeit von (7.45) ist jedoch viel stärker als die Bedin-
gung 2, da Letztere nur den gleichmäßigen geometrischen Abfall der Supremums-
Norm einer ganz bestimmten Folge von Funktionen verlangt.
Es soll nun gezeigt werden, dass aus der gleichgradigen Konvergenz in Totalvariation
von pn(x, ·) gegen π, welche gemäß Korollar 2.2.1 äquivalent ist zu

∃C > 0, δ < 1 : ||Pn − P1||∞ ≤ Cδn,

ebenfalls die Bedingung 2 unter der Voraussetzung der Gültigkeit der Bedingung 1
impliziert.

||(P (
θ

Bn
)− P1(

θ

Bn
))ng θ

Bn
||∞ ≤ ||((P − P1)S θ

Bn
)n||∞

≤ ||((P − P1)(S θ
Bn

− Id) + (P − P1))n||∞.

(7.46)

Aus Bedingung 1 folgt nun, dass für α 6= 2 ein ε > 0 existiert, sodass

||(P − P1)(S θ
Bn

− Id)||∞ ≤ O(n−max( α−1
2 ,0)−ε). (7.47)

Damit folgt dann jedoch für hinreichend große n:

||(P (
θ

Bn
)− P1(

θ

Bn
))ng θ

Bn
||∞ ≤

n∑
k=0

(
n

k

)
(
C

nε
)kδn−2k

≤
n∑

k=0

(
n

k

)
(

C

δnε
)kδn−k = (

C

δnε
+ δ)n ≤ δ̃n.

Damit folgt die Gültigkeit der Bedingung 2.
Wir erhalten damit die beiden folgenden Korollare:

Korollar 7.1.10 Sei ξ1, ξ2, . . . eine stationäre MK mit Zustandsraum (Ω,F) und
eindeutig bestimmtem invarianten Wmaß π. Sei φ eine reellwertige ZV auf (Ω,F , π),
welche im Anziehungsbereich einer α-stabilen Verteilung Vα (α 6= 2) liegt, d.h. es
existieren u.i.v. ZVen Y1, Y2, . . . mit Y1

D= φ ◦ ξ1, Konstanten An und Bn, sodass

1
Bn

(
n∑

i=1

Yi −An) =⇒ Vα. (7.48)

Angenommen, P habe auf B(Ω,F , || · ||∞) eine Spektrallücke und es gelte (7.40).
Dann gilt:

1
Bn

(
n∑

i=1

φ ◦ ξi −An) =⇒ Vα. (7.49)
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Korollar 7.1.11 Sei ξ1, ξ2, . . . eine stationäre MK mit Zustandsraum (Ω,F) und
eindeutig bestimmtem invarianten Wmaß π. Sei φ eine reellwertige ZV auf (Ω,F , π),
welche im Anziehungsbereich einer α-stabilen Verteilung Vα (α 6= 2) liegt, d.h. es
existieren u.i.v. ZVen Y1, Y2, . . . mit Y1

D= φ ◦ ξ1, Konstanten An und Bn, sodass

1
Bn

(
n∑

i=1

Yi −An) =⇒ Vα. (7.50)

Angenommen P habe auf B(Ω,F , ||·||∞) eine Spektrallücke und es gelte (7.44) Dann
gilt:

1
Bn

(
n∑

i=1

φ ◦ ξi −An) =⇒ Vα. (7.51)

Es bleibt die Frage, inwiefern die Bedingung 2 nötig ist, d.h. ob hier tatsächlich der
geometrischen Abfall (δk) benötigt wird oder ob man vielleicht auch mit polyno-
mialer Konvergenz (k−β) für irgendein β auskommt. Allgemein kann die Frage hier
nicht beantwortet werden. Für den von uns durchgeführten Beweis reicht die po-
lynomiale Konvergenz allerdings nicht aus, da die in (7.35) definierten Terme bn,l,i

dann für i ≈ n
2 und l ≈ n

4 für jedes vorgegebene β gegen unendlich konvergieren.
Da die von uns benutzte Abschätzung jedoch zunächst recht grob erscheint (es ist
nicht klar, ob sie es tatsächlich ist), bedeutet dies jedoch nicht, dass polynomiale
Konvergenz in (7.35) nicht hinreichend sein kann.
Wir wollen nun zeigen, dass die Bedingung 1 keine notwendige Bedingung für die
Gültigkeit eines globalen Grenzwertsatzes für ZVen, generiert durch MKen, ist.
Dafür betrachten wir folgendes Beispiel:

Sei ξ1, ξ2, . . . eine MK mit Zustandsraum Ω := {0}
⋃

N, deren Übergangswahr-
scheinlichkeiten gegeben sind durch

p(i, j) = (1− α)δ1,j−i + αδj,0. (7.52)

Das zugehörige stationäre Wmaß π ergibt sich zu

π(i) = α(1− α)i, i ∈ {0} ∪ N. (7.53)

Definiere nun auf dem Zustandsraum Ω die Funktion φ durch

φ(n) = δn, (7.54)

wobei
δ = (1− α)−(1+ε). (7.55)

Für die Tails von φ bekommt man

π({φ > n}) = π({i : δi > n}) = π({i : (1− α)−(1+ε)i > n})

= π({i : i > − lnn

(1 + ε) ln(1− α)
}) =

∑
i>− ln n

(1+ε) ln(1−α)

α(1− α)i

≈ (1− α)−
ln n

(1+ε) ln(1−α) = n−
1

1+ε . (7.56)

Hieraus folgt (vgl. [41]), dass für ε ∈ (− 1
2 ,∞) φ bezüglich π im Anziehungsbereich

einer α-stabilen Verteilung (α 6= 2) liegt. Wir wählen nun ε > 0 beliebig, sodass φ
im Anziehungsbereich einer α-stabilen Verteilung mit 0 < α < 1 liegt. Wir wollen
jetzt zeigen, dass Konstanten An, Bn existieren, sodass für

1
Bn

(
n∑

i=1

φ ◦ ξi −An)
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ein globaler Grenzwertsatz gilt. Definiere τr(i) := inf{n :
∑n

j=1 1r ◦ ξj = i} die i-te
Rückkehrzeit in den Zustand r und definiere

Xr(i) :=
τr(i+1)−1∑

j=τr(i)

φ ◦ ξj .

Aus der starken Markov-Eigenschaft folgt die Unabhängigkeit der Xr(i). Wir fi-
xieren nun r = 0. Damit der globale Grenzwertsatz gilt, genügt es zu zeigen, dass
X0(1) im Anziehungsbereich einer α-stabilen Verteilung liegt (vgl. [43]). Dafür wird
nun das Tailverhalten von X0(1) bestimmt. Bezeichne P0 das Maß der MK auf dem
Produktraum zum Startmaß δ0, das heißt das Maß für die in 0 startende MK und
sei τ0 = τ0(1).

P0(X0(1) > n) = P0(
τ0∑

i=1

φ ◦ ξi > n) = P0(
τ0∑

i=1

δi > n)

= P0(δτ0+1 > n(δ − 1) + 1) = P0(τ0 >
ln(n(δ − 1) + 1)

ln δ
− 1).

Andererseits gilt:
P0(τ0 > n)) = (1− α)n.

Hiermit folgt:

P0(X0(1) > n) = (1− α)
ln(n(δ−1)+1)

ln δ −1 =
1

1− α
exp

(
ln(n(δ − 1) + 1)

ln δ
ln(1− α)

)
=

1
1− α

exp
(

ln(n(δ − 1) + 1)
−(1 + ε)

)
=

1
1− α

(n(δ − 1) + 1)−
1

1+ε

≈ 1
1− α

(δ − 1)−
1

1+ε n−
1

1+ε

=
1 + ε

ε

(
(1− 1

1 + ε
)−(1+ε) − 1

)− 1
1+ε

n−
1

1+ε . (7.57)

Mit Theorem 2.6.1 Ibragimov-Linnik [41] folgt, dass die Voraussetzungen des Theo-
rems 3 von Kimbleton [43] erfüllt sind. Damit ist die Gültigkeit des globalen Grenz-
wertsatzes gezeigt. Andererseits ist Bedingung 1 nicht erfüllt, da Bedingung (7.40)
offensichtlich verletzt ist.
Wir sehen jedoch in diesem Beispiel, dass wegen der unterschiedlichen Tails in 7.56
und 7.57 die stabilen Grenzverteilungen bei gleicher Normierung im unabhängi-
gen (Yi) und im abhängigen Fall (φ ◦ ξi) zwar vom gleichen Typ (die gleichen α),
jedoch nicht identisch sind. Dies war aber in Satz 7.1.8 der Fall und es ist ein of-
fenes Problem, ob Bedingung 1 notwendig ist, wenn bei gleicher Normierung die
Grenzverteilungen übereinstimmen sollen.

Bemerkung 7.1.12 Der oben zitierte Satz von Kimbleton gilt nur für MKen mit
abzählbarem Zustandsraum, da sonst die Technik mit der Doeblin-Zerlegung der
Summanden zunächst nicht möglich ist. Es wäre dennoch interessant zu versuchen,
dieses Argument auf beliebige Zustandsräume auszuweiten. Dabei geht jedoch zwin-
gend die Unabhängigkeit für die in der Doeblin-Zerlegung vorkommenden XA(i)
verloren, da man nicht auf einzelne Zustände bedingen kann (diese haben in der
Regel die Wahrscheinlichkeit 0 und werden somit nicht in endlicher Zeit erreicht),
sondern nur auf Mengen A mit π(A) ≥ 0. Das auf A induzierte System ist dann
unter zu spezifizierenden Annahmen schwach abhängig und möglicherweise somit
auf den unabhängigen Fall zurückzuführen.
In unserem obigen Beispiel war es tatsächlich möglich, die Tails von X0(1) explizit
auszurechnen. Dies ist jedoch in den meisten Fällen nicht der Fall. Somit ist es oft
unmöglich, die Voraussetzungen aus Kimbletons Satz zu überprüfen.
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7.2 Zentrale Grenzwertsätze und Spektrallücken

Es soll hervorgehoben werden, dass alle die in dieser Arbeit formulierten hinreichen-
den Bedingungen für L2(π)-Spektrallücken unmittelbar die Gültigkeit des Zentralen
Grenzwertsatzes der Form

1√
n

n∑
i=1

(φ ◦ ξi − Eπφ) =⇒ N(0, σ2) (7.58)

implizieren, falls φ endliche zweite Momente hat. Dabei ist σ2 < ∞ und gegeben
durch

σ2 = lim
n→∞

1
n

[(
n∑

i=1

[φ ◦ ξi)− Eπφ]

)]
.

Diese Aussage ist bekannt und kann z.B. in [60] nachgelesen werden.



82 KAPITEL 7. ANWENDUNGEN



Literaturverzeichnis

[1] Aaronson, J. / Denker, M.: Characteristic functions of random variables at-
tracted to 1-stable laws. Ann. Probab., 26:399-415, 1998.

[2] Aaronson, J. / Denker, M.: Local limit theorems for partial sums of stationary
sequences generated by Gibbs-Markov maps. Stoch. Dyn., 1:193-237, 2001.
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[38] Horn, P. / Johnson, C.: Topics in Matrix Analysis. Cambridge Univ. Press,
1990.

[39] Ionescu-Tulcea, C. T. / Marinescu, G.: Théorie ergodique pour des classes
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