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Vorwort

Schon Mitte der sechziger Jahre des 20. Jahrhunderts hatte Kac [Kac63] eine neue
Klasse (,Ringgruppen®) von mathematischen Objekten zur Analyse der Pontryagin-
dualitat eingefuhrt, die spater unter dem Begriff ,Quantengruppen” klassifiziert wur-
de.

Etwa zwanzig Jahre spater beschéaftigte sich Woronowicz [War87] [Wor88] mit ,Pseu-
dogruppen®, als er eine wichtige Familie von Matrixquantengruppen einfihrte. Sie
lieferte neuartige Deformationen der zuvor noch als rigide eingestuften Liegruppe
SU(2). Diese QuanterU (2)-Gruppen lieferten wichtige Beispiele fur die Quanten-
physik, in derSU (2) beispielsweise als Isospingruppe in der schwachen Wechselwir-
kung auftritt.

Woronowicz erkléarte dabei die Quantéitf(2)-Gruppen Uber die Charaktere einer
axiomatisch vorgegebenen Hopfalgebra. Entsprechend stellen die Q@dn(en-
Gruppen Beispiele fur RAume in der nicht-kommutativen Geometrie von Cannes [Con85]
dar. Diese Konstruktionen entsprechen denen von Dririfeld [Dri86] und Jimbo [Jim85]
(vgl. [Ros87]).

Spater, im Jahr 1995, definierten Wahg [Wan95] und Van Daele [VDW96] die orthogo-
nalen und die unitaren freien Quantengruppen. Diese stellten sich als universell heraus,
in dem Sinn, dass jede kompakte Matrixquantengruppe isomorph ist zu einem direk-
ten Produkt von Unteralgebren der freien Quantengruppe. Dieses Paper zeichnet sich
durch einen sehr konkreten, direkten Zugang zu Quantengruppen aus. Meine Arbeit
bezieht sich auf Wangs Beschreibung von freien Quantengruppen.

Entsprechend der Universalitat von Wang und Van Daeles Konstruktion ist die Homo-
logie der beiden freien Quantengruppen von besonderem Interesse. Unter der Voraus-
setzung, dass eine bestimmte Sequenz exakt ist, haben Collins und THom in [TCO6]
Schlusse Uber die Homologien der orthogonalen und der unitéren freien Quantengrup-
pen gezogen, mit dem Ziel, in-Bettizahlen zu bestimmen. Eine Ubersicht zu or-
thogonalen Quantengruppen findet sich bei Collins und Bahica [BC07a].

Das wesentliche Problem, auf das Collins und Thom in ihrer Arbeit sto3en, ist, dass sie
zwar explizit Erzeuger und Relationen der freien Quantengruppe, jedoch keine Basis
kennen. In dieser Arbeit wird der Formalismus von Reduktionssystemen genutzt, um
exemplarisch eine solche Basis zu berechnen und die Exaktheit von Collins und Thoms
projektiver Auflosung zu beweisen.

Reduktionssysteme (synonym Grdbnerbasen oder Standardbasen) wurden 1964 und
1965 von Buchberger [Buc06], Hironaka [Hii64] sowie Knuth und Bendix [KB70]
unabh&ngig voneinander beschrieben. 1978 zeigte Beraman [Ber78a], dass auch Grob-
nerbasen bezuglich Moduln berechnet werden kénnen.

Reduktionssysteme entwickelten sich zu einem wichtigen Werkzeug in der theoreti-



schen Informatik, fir Theorembeweise und funktionale Programmierung. Es gibt in-
zwischen sehr gute Software zur Berechnung von Reduktionssystemen im Kontext
kommutativer Algebren (z.B. SINGULAR [GPS05]), und auch in der Literatur werden
vornehmlich kommutative Algebren behandelt. Auch fur nicht-kommutative Algebren
gibt es Software (z.B. PLURALL[GLS03], MAGMA [BCP97], GAP [GAPO06]), aller-
dings beschrénkt diese sich auf Spezialfélle. Zur Berechnung werden Vervollstandi-
gungsalgorithmen (siehie [Bud76] und [KB70]) benutzt. Die mir bekannten Implemen-
tierungen reduzieren in jedem Schritt alle bekannten Regeln vollstédndig und nutzen
Symmetrien nicht aus, daher terminieren sie fiir die freien Quantengruppen nur fir
n < 10.

In Kapitel 1 trage ich die Ergebnisse fur nicht-kommutative Algebren zusammen und
formuliere sie direkt unter Verwendung des Diamantenlemmas. Inshesondere wird ge-
zeigt, dass sich die Verifizierung eines Reduktionssystems fir den Kern eines Mo-
dulhomomorphismus vereinfachen lasst, falls flr eine Algebra ein Reduktionssystem
bekannt ist.

Im zweiten Kapitel wird ein vollstandiges Reduktionssystem bezlglich der freien or-
thogonalen Quantengruppen an und verifiziert. Fir densFaHl 2 sind es nur sehr
wenige Regeln und es kann ein endlicher Automat angegeben werden, der sdmtliche
Basiselemente darstellt:

ai,1 a2,2

In Kapitel 3 werden die Ergebnisse aus Kapitel 1 und 2 genutzt, um eine Basis fur die
Kerne einer freien Auflosung der freien Quantengruppe als Bimodul zu beweisen.
Insbesondere im Fall von Collins und Thoms Sequenz liefert diese Methode die kor-
rekten Kerne.

Abschlie3end wird im letzten Kapitel mit der nun verifizierten Auflésung die Homo-
logie der orthogonalen freien Quantengruppen explizit berechnet.

Bedanken méchte ich mich beim Graduiertenkolleg ,,Gruppen und Geometrie* fur die
finanzielle Unterstiitzung meiner Promotion. Anselm Knebusch danke ich fur seine
Bereitschaft, bei meinen Rechnungen Hilfestellung zu leisten. Besonders méchte ich
mich bei Andreas Lochmann fiir seine Unterstiitzung mit seinem Wissen zu Ordnun-
gen bedanken. Ivan Yudin schulde ich tiefen Dank fir seinen Beistand wahrend des
gesamten Zeitraumes und seine hilfreichen Ratschlage.
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Kapitel 1

Reduktionssysteme

Zum Rechnen in durch Gleichungen definierten Strukturen kénnen Reduktionssysteme
genutzt werden. Beispiele fur solche Strukturen, die in dieser Arbeit betrachtet werden,
sind Halbgruppen, Gruppen, Ringe, Algebren und Moduln. In den folgenden Kapiteln
werden fur Worter Uber einem festen Alphabet Reduktionssysteme, man spricht auch
von Wortersetzungssystemen oder Semi-Thue-Systemen, genutzt, um Grdébnerbasen
zu ldealen zu berechnen.

Weitere Anwendungsbereiche fur Reduktionssysteme, die hier nicht weiter betrachtet

werden, sind Termersetzungssysteme fir das Rechnen in logischen Strukturen. Sie
finden Anwendung bei effizienten Verfahren zum automatischen Theorem-Beweisen

in der Pradikatenlogik und zur Beschreibung von abstrakten Datentypen, insbesondere
fur Korrektheitsbeweise flr Programme in einer hohen Programmiersprache.

Das Problem in durch Gleichungen definierten Strukturen ist, dass Gleichungen in bei-
de Richtungen angewendet werden kénnen und dass dadurch der Suchraum auch fir
eine Computer gestitzte Berechnung zu grof3 wird. Der Trick bei Reduktionssystemen
besteht darin die Gleichungen nur in eine Richtung anzuwenden. Der Suchraum wird
dadurch stark eingeschrankt und man erhalt eine machtige Simplifikation.

Ein Beispiel dafiir ist das Wortproblem. S2eine Menge und sei eine Aquivalenz-
relation auff. Seienv, w € £. Die Frage, oy undw aquivalent, alsa ~ w, sind,
heil3t Wortproblem.

Das Problem ist schon firr sehr einfache Gruppen nicht auf den ersten Blick losbar.

Beispiel 1.0.1
Betrachten wir die Grupp& =< a, b | aba, b*> >. Gilt hier a® ~ b7}

Um das Wortproblem zu |6sen wahlt man zunéchst eine wohldefinierte Partialordnung
»>" und Reduktionsrelationer- auf&, so dass gilt:

» Reduktion: Jede Relation verkleinert, alé@,ws € £ mit w; — ws Qilt:
w1 ~ we Uundwy > ws.

Yab ~ ababa ~ ba, also isth ~ baba ~ bbaa ~ a?.
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» Konvergenz: Zu jedem Element gibt es genau eine Normalform, also fir jede
Aquivalenzklasséw] existiert ein Elementy € [w], so dass es fur jedes € [w]
eine Folge von Relationen gibt mit — ... — .

Die Reduktionsrelationen erhalt man, indem man die Aquivalenzrelationen durch ein
Gleichungssystem beschreibt und dann die Relationen nimmt, die man durch Anwen-
den der Gleichungen von rechts nach links erhélt. Dann startet man die Vervollstandi-
gung nach Knuth-Bendix[([KB70]). Dieser Algorithmus versucht zu einem gerichteten
Gleichungssystem ein &quivalentes konfluentes Reduktionssystem zu finden.

Dieses aus drei Abschnitten bestehende Kapitel basiert auf [Ave95], [New42], [Gre03]
und [Ber78b]. Zunachst werden abstrakte Reduktionssysteme vorgestellt, danach Er-
setzungssysteme flr Algebren und Moduln. Im letzten Abschnitt wird insbesondere
eine effiziente Methode zur Berechnung des Kerns einer A-Modul Abbildung vorge-
stellt.

1.1 Abstrakte Reduktionssysteme

In diesem Abschnitt werden die fir Reduktionssysteme notigen Begriffe definiert und
es wird ein Beweis fur das Diamantenlemma angegeben.

Damit man leicht mit einem Reduktionssystem arbeiten kann, muss es die so genannte
Church-Rosser Eigenschaft erfullen. Der Nachweis dieser Eigenschaft ist sehr mih-
sam. Leichter ist Konfluenz und noch leichter lokale Konfluenz zu beweisen. Am En-
de dieses Abschnittes werden wir mit dem Diamantenlemma zeigen, dass diese drei
Eigenschaften unter gewissen Voraussetzungen gleich sind.

1.1.1 Definitionen

Zunachst definieren wir fir eine beliebige Merfjein ReduktionssysterR.

Definition 1.1.1 (Reduktionssystem)
Eine Teilmenge&R C £ x & heil3t Reduktionssystem afif
Ein Element(z, y) € R hei3t Reduktionsregel und wir schreiben dann:

r — .

R

Wir sagen: g wird zu y reduziert”. Wenn eindeutig ist, welches Reduktionssystem
gemeint ist, schreiben wir statt —= Y oftnurr —— .

Trotz der Schreibweise ist ein Reduktionssystem keine Abbildung zwischen Mengen.
Es ist durchaus erlaubt, dasgu zwei verschiedenen , y» reduziert werden kann.
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Definition 1.1.2 (Unreduzierbar)
Ein Elementz € £ heildt unreduzierbar, falls es keine Reduktionsregel gibt, bet der
auf der linken Seite steht, also:

Vw € € gilt: (z,w) ¢ R.
Definition 1.1.3 (Reduktionsweqg ... )
R

Ein Reduktionsweg ist eine Folge von Reduktionsredelny;);cr € R, so dass fur
allei € I gilt:
Yi = Ti+1-

Es gibt also einen Graphen:

1 Ryl R Ryn R

Wir schreiben einen endlichen Reduktionswegaalsrrrr72 yn. Wenn eindeutig ist,
welches Reduktionssystem gemeint ist, schreiben wir:statt Y oftnurx > y.
Ein Reduktionsweg kann leer, endlich oder unendlich sein.

Zu einem Element gibt es Reduktionswege, die von ihm ausgehen. Manche dieser
Wege enden in einem unreduzierbaren Element. Dies motiviert folgende Definition.

Definition 1.1.4 (Normalform)

Eine Normalform eines Elemenise ¢ ist ein unreduzierbares Elemekt(z) € &,
so dass es einen endlichen (oder leeren) Reduktionsweg gibt, ddyeiginnt und in
N (z) endet, also :

Bemerkung 1.1.5 (Normalform)

Eine Normalform istim Allgemeinen nicht eindeutig. In einem abstrakten Reduktions-
system kann es fir ein Element verschiedene Reduktionswege geben, die in verschie-
denen unreduzierbaren Elementen enden.

Definition 1.1.6 (Church-Rosser-aquivalent)

Zwei Elementeyy, y,, heiRen Church-Rosser-aquivalent bezughgHalls sie tber un-
gerichtete Reduktionsregeln aitsmiteinander verbunden sind; es also eine endliche
Folge (v, ¥i+1)i=1..n—1 Qibt, wobei(y;, yi11) € R oder(yiy1,y:) € R.

Fur zwei Church-Rosser-aquivalente Elemente schreiben witx <> T

1.1.2 Konfluenz

Ziel ist es moglichst einfach zu erkennen, ob die Normalformen eindeutig sind. Dazu
definieren wir einige Eigenschaften flir Reduktionssysteme.
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Definition 1.1.7 (noethersch)
Ein ReduktionssysterR heil3t noethersch oder terminierend, wenn jeder Reduktions-
weg endlich ist.

Bemerkung 1.1.8 (Normalform)
FallsR noethersch ist, dann hat jedes Element wenigstens eine Normalform.

Definition 1.1.9 (lokal konfluent)

Ein Reduktionssyster® heif3t lokal konfluent, falls es fir je zwei Reduktionsregeln
(z,vy1), (x,41), die vom selben Elementstarten, zwei endliche Wed®;, yi+1)i=1..n,

(U5, Uj+1)j=1...n Qibt, die mity; bzw.y; beginnen und im selben Elemenenden, also

Zu jedem:
/ x \
y

existiert: Yy Yy

Y

Definition 1.1.10 (total konfluent)

Ein ReduktionssysterR heil3t total konfluent, falls es zu je zwei endlichen Wegen, die
vom selben Element starten, zwei endliche Wege gibt, die diese Wege so fortsetzen,
dass sie im selben Elemenenden, also zu jedem:

existiert: Y Yy

Rz
V4

Definition 1.1.11 (Church-Rosser Eigenschaft)
Ein ReduktionssysterfR erfiillt die Church-Rosser Eigenschaft, falls sich je zwei
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Church-Rosser-aquivalente Elementg tber jeweils nur absteigende Kanten zusam-
menflihren lassen, also zu jedem:

existiert: v Yy

Definition 1.1.12 (Konvergenz)
Ein Reduktionssysteri® heil3t konvergent, wenn es noethersch ist und es zu jedem
x € £ genau eine Normalform gibt.

In der Literatur findet man anstelle von Konvergenz auch die Begriffe kanonisch oder
vollstandig. Wir werden den Begriff ,vollstandig” fur einen Spezialfall von Konver-
genz gebrauchen.

Bemerkung 1.1.13 (totale Konfluenz# lokale Konfluenz)
Aus totaler Konfluenz folgt lokale Konfluenz, die Umkehrung gilt allerdings im All-
gemeinen nicht. Dazu betrachten wir folgendes Gegenbeispiel:

Beispiel 1.1.14
Seien folgende Reduktionsregeln gegeben:

*rT —> 21
*r1T —> T2
¢ Ty —> I1
¢ T2 —> 22
Das zugehorige Reduktionssystem kdnnen wir darstellen durch:
rN ——21
M
Z9 <—%%2¢

Von keinem Element aus gibt es zwei Reduktionsregeln, die pablaw. z; reduzie-
ren; alle anderen Paare von zwei Elementen kénnen wir sogar auf die gleiche Normal-
form reduzieren. Also ist dieses Reduktionssystem lokal konfluent.

1 T2 21 22
T —> 21 — 21 — 21 — 29
T2 —> 21 —> 21 —> 21 — 29
21| —= 21| — 21 — nicht reduzierba
29 | —= 21| — 2z | nichtreduzierbar — 29
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Die Elementez; und z, sind unreduzierbar, aber es gibtain startende Reduktions-
wege, die nachy; und z; reduzieren. Also ist dieses Reduktionssystem nicht total
konfluent.

Da es einen unendlich langen Redukionsweg gibt, namlich

Il T il ey
ist dieses Reduktionssystem nicht noethersch.

Lemma 1.1.15 (total konfluents Church-Rosser Eigenscharft)
Ein Reduktionssystem erflllt genau dann die Church-Rosser Eigenschaft, wenn es to-
tal konfluent ist.

Beweis:[Lemma 1.1.1p]

p =

Sei fur ein Reduktionssystem die Church-Rosser Eigenschaft erfillt, dann sind alle
Paare, die Uber ungerichtete Regeln miteinander verbunden sind, Gber ausschlief3lich
absteigende Kanten zusammenfuhrbar. Also ist das Reduktionssystem total konfluent.
w =

Fir die Umkehrung wollen wir zeigen, dass sich in einem total konfluenten Reduk-
tionssystem, je zwei Elemente, die Uber ungerichtete Regeln miteinander verbunden
sind, auf das gleiche Element reduzieren lassen. Fir den Beweis nutzen wir eine voll-
standige Induktion:

Seienx; undz, Ubern Church-Rosser-aquivalent.

* Induktionsbeginm = 0: Fir den Weg der Langegilt 21 = x-.

 Induktionsannahme: Alle Elemente, die Ubarngerichtete Regeln miteinander
verbunden sind, lassen sich auf das gleiche Element reduzieren.

* Induktionsschritt, = n + 1: Dann gibt es eiry mit:

n

/ Y=< > T3 oder 1
T Y <o LCR > T9.
Nach Induktionsannahme lassen sicluind x5 Uber einen Weg _ _ . zuz
reduzieren.
Im ersten Fall gibt es wegen totaler Konfluenzazuund = Wege ... .. , die

sich inz’ wieder zusammenfihren lassen. Der Weg ¥gmachz lasst sich mit
dem Weg: nachz’ fortsetzen.
Im zweiten Fall I&sst sich der Weg van nachy durch den Weg nachz fort-

setzen.
n
Y oo > T oder T
AN 7/

AN 7/

AN 7/
N 4 n
Il z Y < R > T9
AN /

. AN /s

N /

Ak \ s
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Soistin beiden Fallen die Church-Rosser Eigenschaftfiimdz, und deshalb
auch fur Wege der Lange+ 1 erfillt.

Beispiel 1.1.16

Folgendes ist ein noethersches Reduktionssysterd asth dass es zu eineme &
unendlich viele Church-Rosser-aquivalente Elemente gibt:

Sei

E = {$1 ‘Z’EN}U{Zi ‘Z’EIN()} undR := {(%Z,Zz) |Z‘EN}U{(ZCZ‘,ZZ;1 |iEN},

dannist gz <.z, furjedes:i € N, da:

SN NS

Wenn wir zusatzlich nocky = zy = - - - = z, = ... setzen, ist das Reduktionssystem
sogar konvergent.

1.1.3 Diamantenlemma

Im Allgemeinen sind totale Konfluenz und die Church-Rosser Eigenschaft sehr schwer
nachzuweisen. In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass fur noethersche Redukti-
onssysteme diese beiden Eigenschaften und lokale Konfluenz &quivalent sind.

Den folgenden Satz findet man in seiner Grundformi_in [New42]. Sein Name kommt

daher, dass sich die Definitionen von lokaler Konfluenz, totaler Konfluenz und der

Church-Rosser Eigenschaft leicht an einem Diamanten veranschaulichen lassen. Lo-
kale Konfluenz bedeutet, dass je zwei Ecken, die von der Spitze Uber eine Kante er-
reichbar sind, Uber jeweils nur absteigende Kanten wieder verbunden werden kénnen.
Totale Konfluenz bedeutet, dass zwei beliebige Ecken, die Uber absteigenden Kanten
von der Spitze erreichbar sind, Uber jeweils nur absteigende Kanten wieder verbunden
werden kénnen. Die Church-Rosser Eigenschaft bedeutet, dass zwei beliebige Ecken
auf einem Diamanten Uber jeweils nur absteigende Kanten wieder verbunden werden
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kdénnen.

z

Satz 1.1.17 (Newmans Diamantenlemma)
SeiR noethersch, dann ist &quivalent:

1. Zu jedemr € £ gibt es genau eine Normalform.
2. Das ReduktionssysteRiist total konfluent.
3. Das ReduktionssysteRiist lokal konfluent.

4. Das ReduktionssysteRi erfullt die Church-Rosser Eigenschaft.

Beweis: [Satz[1.1.1]/] Nehmen wir also an, daBsnoethersch ist, dann gibt es zu
jedem Element auS wenigstens eine Normalform.

* 1 = 2: Seidie Normalform eindeutig. Wir betrachten zwei Reduktionswege,
die im selben: beginnen und zy bzw. y reduzieren:

y© Ny
; y
N(y) N ()

Da das Reduktionssystem noethersch ist, hgherdy eine Normalform. Diese
Normalformen sind auch Normalformen fidlrDa die Normalform eindeutig ist,
gilt M(y) = N (). Also ist das Reduktionssystem total konfluent.
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* 2 = 3 : Zu zeigen: Aus total konfluent folgt lokal konfluent. Da Wege der
Lange eins gerade Reduktionsregeln sind, ist jedes total konfluente auch ein
lokal konfluentes Reduktionssystem.

* 3 = 1 : SeiR lokal konfluent. Wir werden mit einem Widerspruchsbeweis
zeigen, dass die Normalform eindeutig ist. Nehmen wir also an, dass es zwei
unterschiedliche Normalformey, undy,, zu einemz gibt.

N

v 4

Yn Ym

DaR lokal konfluent ist, lassen sici undy; zu demselben Element redu-
zieren. DaR noethersch ist, gibt es eine Normalfork(z;). Da sichy,, und
Um unterscheiden, gil\'(z1) # y, oderN (z1) # Um. OBdA seiN (z1) # yn.
Dann hat aucly; zwei unterschiedliche Normalformen, namlighund A/ (21).

y 4
Yn N (Z 1 ) Ym

Nun nennen wity; in z; um. Dann gilt.z —— x4, insbesondereg # z; und
1 hat zwei Normalformen. Genauso wie fiifinden wir zuz, einzo, fir wel-
ches gilt:x; —, T2, insbesondere; # x5 undzx, hat zwei Normalformen.

Durch Wiederholung erhalten wir einen unendlich langen Reduktionsweg:

T I i) N In ey
der ein Widerspruch zu noethersch ist.

* 3 & 4 : Mit Lemma[1.1.15 folgt die Behauptung.

Bemerkung 1.1.18 (Konvergenz)
Ein ReduktionssysterR heifl3t konvergent, wenn es noethersch ist und eine (und damit
alle) der folgenden Bedingungen erfillt:
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Zu jedemz € & gibt es genau eine Normalform.

Das ReduktionssystefR ist total konfluent.

Das ReduktionssystefR ist lokal konfluent.

Das Reduktionssystef® erfullt die Church-Rosser Eigenschaft.

1.2 Reduktionssystem beziiglich einer Algebra

In diesem Kapitel wollen wir eine Algebra als Quotient einer freien Algebr&
auffassen. So konnen wir jedes A als Aquivalenzklasse i betrachten. Wir wer-
denR so wahlen, dasg;, fo € F genau dann in derselben Aquivalenzklasse liegen,
wenn sie dieselbe Normalform haben. Die lokale Konfluenz dieses Reduktionssystems
werden wir mittels minimaler Uberschneidungen von Silben beweisen.

Die in dieser Arbeit betrachteten Spezialfalle von Reduktionssystemen nennt man auch
Wortersetzungssysteme.

1.2.1 Definitionen
SeiK ein Korper. Seid ein Alphabet.

Definition 1.2.1 (Terme7T)
Ein (endliches) Produkt aus Elementerc A und einem Koeffizieni € K heil3t
Term. Die Menge der Terme bezeichnen wir fhitalso:

T .= {)\al---an ‘al,...,anGA,)\GlK*,nEIN}.

Definition 1.2.2 (MonomeM)
Terme ohne Koeffizient auk heillen Monome oder Worte. Die Menge der Monome
bezeichnen wir mitM, also:

M = {a1~-an ’al,...,anEA}.
Es ist auch das leere Monom zugelassen.

Vereinbarung 1.2.3
Im Folgenden werden wir nur noch Reduktionssysteme auf Meéfidestrachten, die
7T enthalten.

McCTCE,

wobei wir £ spater genauer festlegen werden.

Definition 1.2.4 (Wortersetzungssystem)
Ein Reduktionssystem, in dem bei jeder Reduktionsregel auf der linken Seite ein
Monom steht, heil3t Wortersetzungssystem, also:

rc MxE&.
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Definition 1.2.5 (Algebra A)
Ein K-VektorraumA mit einerK-bilinearen Verknipfung

AxA— A,
fur die zusatzlich gilt:
* Assoziativitatia * (b*c) = (a*xb) xc Va,b,c € A,
e Einsitdle A:1xa=ax1=a Vac A,
heil3t AlgebraA.

Definition 1.2.6 (freie AlgebraF)
Sei A ein Alphabet und seM die Menge von Monomen Ubet. Wir bezeichnen als
freie AlgebraF den Ring:

#{Am #0} < 0
F = > Ammm Am €K
m e M mGM

Fir einf € F bezeichnen wir mitupp { f} die Menge von Monomen, deren Koeffi-
zientin f ungleich Null ist.

Also sind die Monome Uber dem Alphabgdt eine lineare Basis fufr. Manchmal
schreiben wir fur eine freie Algebr&, um deutlich zu machen, dass es sich um die
freie Algebra tber einem Alphabet mitBuchstaben handelt.

Aus einem Wortersetzungssystent M x F lasst sich ein grof3eres Reduktionssys-
tem auf der freien Algebra definieren.

Definition 1.2.7 (induziertes Reduktionssysteni)
Seir C M x F ein Wortersetzungssystem, dann definieren wir:

Ae K

(z,y) €r
p,s €M

q € F mitpzs ¢ supp {q}

R := ¢ (Apxs + ¢, \p(y)s + q)

Wir sagen,R ist das durch- auf F induzierte Reduktionssystem. Um deutlich zu
machen, dasgein Polynom und nicht nur ein Monom wieist, setzen wir Klammern.

In keinem Summanden, der invorkommt, darfpzs als Wort vorkommen, da sonst
dieser Summand mitpzs zusammengefasst werden kdnnte. Fir Beweise ist es um-
standlich jeweilsprs ¢ supp{q} zu formulieren (vergl.[[Ber78b]). Im Folgenden
Ubertragen wir daheR in ein gro3eres Reduktionssystéf das auf einer groReren
Menge definiert ist, in der mit- nicht zusammengefasst werden kann. Das Reduk-
tionssysteniR soll so gewahlt werden, dass sich die Menge der unreduzierbaren Ele-
mente nicht veréndert. Es sollen alle Regeln&uenthalten sein, also missen wir zu-
satzlich Regeln finden, die dem Zusammenfassen von Summandearitsprechen.

Es verlangern sich die Reduktionswege, wodurch die Argumente deutlicher werden.
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Definition 1.2.8 (RigR)
Ein Rig ist eine MengdR, die mit zwei Verkniipfungen Additios” und Multiplikation
- versehen ist, so dass gilt:

* (R, +') ist ein kommutativer Monoid mit neutralem Element O:

(a+'b)+ c=a+ (b+ ¢, (1.2)
0+ a=a+"0=aq, (1.2)
a+'b=0b+ a. (1.3)

* (R,-) ist ein Monoid mit neutralem Element 1:

(a-b)-c=a-(b-c), (1.4)
l-a=a-1=a. (1.5)
* Distributiv:
a-(b+'¢c)=(a-b)+ (a-c), (1.6)
(@a+'b)-c=(a-c)+ (b-c). (1.7)
* Nullist ein Annulator:
0-a=a-0=0. (1.8)

Wir wollen im Folgenden einen speziellen Rig betrachten. Dieser Rig soll die freie
AlgebraF enthalten. Dazu betrachten wir zunachst folgendes Beispiel.

Beispiel 1.2.9
Sei (M, 1,-) ein Monoid und seiH (M), 0,+') ein freier kommutativer durct/
erzeugter Monoid. Also ist{ (1) die Menge von formalen Summen

my 4+ mg 4" -+ my,
von Elementen aus/.
Die Menge(H (M), 1,0,+’,-) hat die Struktur eines Rigs, wobei die Multiplikation
ausM auf H (M) erweitert wird:

k l
(ml _.I_/ mo +/ _1_/ mk)(nl +/ no _1_/ _|_, nl) = Z / Z ,mlnj

i=1 j=1

Beispiel 1.2.10
Sei H wie in Beispiel 1.2.p definiert. Die Menge von Term&n= {\,w | w € M}
ist Uber

)\w’UJ . )\w’lf) = ()\w)\ﬂ,)wﬁ)

ein Monoid, daher ist{ (7)) ein Rig.
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Definition 1.2.11 (Rig.F)
Sei7 die Menge von Termen Uber einem AlphabetWir definieren den Rig tGibed
durch:

F:=H(T),
wobei H wie in Beispie[ 1.2.P definiert ist. Im Folgenden sprechen wir auch von dem
Rig F, wenn eindeutig ist, welched gemeint ist.

Wir kdnnen den Rigf auch auffassen als:

) #{k # 0} < o0
F:=X > "> "hw Aw,i € K*
weM i=1 w E M

Ein Elementfe F ist eine Menge von Famili@ﬂber/\/l mit Elementen ifK*. Also

ist f ein Ausdruck von Summen mit Termen, die mi’s anstelle von #+* verkniipft

sind. Im Gegensatz zur Summe in der freien Algebra konnen die Koeffizienten vor
gleichen Monomen nicht zusammengefasst werden. Es ist also zu beachten, dass diese
Summe nicht distributiv mit der Multiplikation des Kdrpers ist, also:

w4 pw # (X 4 p)w.
Zwei Ausdriicke sind dann gleich, wenn sie die gleichen Summanden in héchstens
unterschiedlicher Reihenfolge besitzen.

Vereinbarung 1.2.12
Wir betrachtenF C F in folgender Weise:

kw
Seif= > ayweFdannistf = > 'Y owe F,
w e M weM =1
0 fira,=0
1 sonst
den Algebra-Verknipfungen nicht vertraglich ist.

wobeik,, = . Bei dieser Einbettung ist zu beachten, dass sie mit

Wir wollen nun ein grofReres Reduktionssystem definierenfdasthalt.

Definition 1.2.13 (induziertes Reduktionssysterﬂ?)
SeirM x F ein Wortersetzungssystem und sei:

A e K*
Rel:={ (A\pazs +' ¢, Ap(y)s +'q) p,qs:%\/t ’ (1.9)
(z,y) €7
- A€ K*
Rel:= ¢ (\w + pw+' ¢, A+ pw+'q) | weM, 5. (1.10)
qeF

Das durch N .
R := RelURel

definierte Reduktionssystem heif3t das dureluf F induzierte.

2In einer Familie kann ein Element mehrmals vorkommen.
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1.2.2 Konfluenz

SeiR bzw. R das durch auf F bzw. F induzierte Reduktionssystem. In diesem Ab-
schnitt zeigen wir, dass die Mengen von unreduzierbaren Elementét ang ausk
Ubereinstimmen und dass sich Konfluenz #®machR Ubertragt, fallsk noethersch
ist.

Satz 1.2.14§ = N) _
Sei N die Menge von unreduzierbaren ElementerFirbeziglichR und seiN die

Menge der unreduzierbaren ElementefirbeztglichR. Es gilt:
NCF

und
N=N.

Beweis:[Sat] Sef € N.In f konnen keine zwei Terme mit gleichen Mono-
men vorkommen, da diese mit Regeln &ed reduziert werden konnten. Das bedeutet,
dassf in F liegt.
Fur den zweiten Teil des Satzes bemerken wir zunachst,.das§” genau dann gilt,
wennz ein Polynom in ist, in dem kein Summand eine Silbe enthalt, die sich mit
einer Regel aus reduzieren lasst. Mt 1.2.12 konnen wirals ein Element aug
auffassen, fur welches keine zwei Terme mit gleichen Monomen vorkommen. Es kann
also keine Regel auk angewendet werden. Also istauch inF ein unreduzierbares
Element.
Far die umgekehrte Richtung seie N. Das ist genau dann der Fall, wenn weder
eine Regel auRel noch aus Rel angewendet werden kann. Da keine Regé&telus
angewendet werden kann, kdnnerxikeine zwei Terme mit gleichen Monomen vor-
kommen, wir kbnnery also auch als Element ifi auffassen. Da nach Voraussetzung
auch keine Regel aus Rel angewendet werden kann, kdnnen wir auch keine Regel aus
R anwenden, also gilt € V.

<

Ein Reduktionsweg iR, der inF beginnt und endet, impliziert jedoch keinen ent-
sprechenden Reduktionsw®&y Dazu betrachten wir folgendes Beispiel.

Beispiel 1.2.15
Seir ein Wortersetzungssystem, das nur aus folgenden zwei Regeln besteht:

r ——= z+yundy — Z.
Dann gibt es einen Reduktionswegfh
e+ (=) == Y+ (=y) —= =+ 2) + (),

der inF beginnt und endet; aber es gibt keinen entsprechenden ReduktionsReg in
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da es furz — y in ‘R nur folgende Reduktionswege gibt:

Z+y—y==z

x72—722+y—2*722+272:z.
Die umgekehrte Richtung gilt jedoch. Dazu betrachten wir folgendes Lemma.

Lemma1.2.16 (-, C o)
R

Zu jedem Reduktionswegh gibt es einen Reduktionswegﬁl

Beweis:[Lemmg1.2.16] Direkt aus der Definitipn 1.2]13 folgt, dass jede RegeRaus
sich durch eine Regel aus Rel und mehrere RegeliRalschreiben lasst. Also lasst
sich auch jeder Weg iR in einen (eventuell langeren) WegR Uibersetzen. o

Satz 1.2.17 (Konvergenz)

SeiR konvergent, dann ist aucR konvergent .

Beweis:[SatZ 1.2.1]7]

SeiR noethersch. Wegen Lem.16 lasst sich jede Reduktionsregahiine
Reduktionsregel aus Rel und mehrere ReduktionsregeliRau8bersetzen. Ein Re-
duktionsweg -~ 3 in 7 kann demnach in einen langeren Reduktionswegrr?é in

F uberfuhrt werden. Wenn dieser langere Reduktionsweg endlich ist, dann ist es auch
der in F. Also istR noethersch. Daraus folgt: Jedgs F hat wenigstens eine Nor-
malform bezuglichR.

Fir die Konfluenz betrachten wir folgenden Widerspruchsbeweis:

Sei nunR nicht konfluent, dann gibt es ejfi € F mit zwei verschiedenen Normal-
formenz; und z, beziglichR. Es gibt also zwei Reduktionswegﬁ:rrrrrri2 z1 und

f e 2o, Zu diesen Reduktionswegen® koénnen wir mif 1.2.16 Reduktionswe-

ge inR finden. Nun sinc; und 2; nach 1.2.14 unreduzierbar bezigligh Dies ist
ein Widerspruch zur Konfluenz vadR.

o

Bemerkung 1.2.18 (Induzierter Reduktionsweg) N
Seig; > g9 ein Reduktionsweg ik fir Elemente aus dem Rig, dann ist auch
R

agib+'q = agb+'q
R
ein Reduktionsweg, wobei b, ¢ beliebige Elemente aus dem m@sein konnen.

1.2.3 Uberschneidungen

Im letzten Abschnitt hatten wir gesehen, dass es reicht die Konvergeriﬁ voreei-
gen um die Konvergenz voR zu beweisen. Jedoch ist es viel Arbeit alle méoglichen
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Reduktionswege von jedem Element igu Uberprifen. Daher wollen wir nun zei-

gen, dass es fur den Beweis der Konfluenz ausreicht sich auf eine Teilmenge zu be-
schréanken. Wie auch in den vorhergehenden Abschnitten giend R durch ein
Wortersetzungssysteminduziert.

Definition 1.2.19 (Uberschneidungw, V, V)) N
Eine Uberschneidungw, V, V') ist ein Monomw € F, zusammen mit zwei unter-

schiedlichen Reduzierungsregéin= (z,y),V = (z,y) € r,sodass es,p,s,5 €
MundA, A € K* undg, § € F gibt mit:

w = \prs +' ¢ = \pz5 +' q.

Bemerkung 1.2.20 (leeres Monom)
Die Préfixep, p und die Suffixes, s kbnnen auch das leere Wort sein.

Manche Uberschneidungen lassen sich durch kiirzere ersetzen. Betrachtet man zum
Beispiel die Uberschneidung: = pz, dann beginnen die Monome p gleich, sie

lassen sich also zerlegenjin= ¢ - p; undp = ¢ - p1, wobeip; oderp; leer ist.
Ahnliches gilt fiir Suffixe. Daher ist folgende Definition nahe liegend.

Definition 1.2.21 (minimale Uberschneidung, kritisches Paar)
Eine minimale Uberschneidun@o, V, V) ist ein Monomw € M, zusammen mit
zwei unterschiedlichen Reduzierungsreggln= (z,y),V = (z,%) € r, so dass es
p, s € M gibt mit:
w=pr=2xs oder w=prs=1=z.
Eine minimale Uberschneidung besteht also maximal aus einem Prafix und einem Suf-
fix. Manchmal sagen wir zu einer minimalen Uberschneidung auch kritisches Paar.

Definition 1.2.22 (zusammenfuhrbar, behebbar)
Eine minimale Uberschneidurig, V1, V1) heiRt zusammenfiihrbar oder behebbar be-

zliglich R bzw. R, wenn es einz € F bzw. € F zusammen mit zwei endlichen
Reduktionswegef\V;);—1.., und (V;);=1..» in R bzw. R gibt, die im selben Element
z enden und es somit Wege gibt, die die beiden Regeln wieder zusammenfiihren.

Definition 1.2.23 (vollstandig) N
Ein Ersetzungssystem heil3t vollstandig bezlglicik bzw. R, falls jede minimale

Uberschneidung mit Reduktionsregeln a&ibzw. R behebbar ist.

Satz 1.2.24« vollstandig=- R lokal konfluent)
SeiR noethersch. Falls vollstandig bezuglictR ist, dann gilt:

R ist lokal konfluent.

Beweis:[Satz] 1.2.24] Seien alle minimalen Uberschneidungen-aiehebbar.
Es muss gezeigt werden, dass es zu jeder F, zu dem es irk zwei verschiedene

—>=_ 32 g2 - .. -
Reduktionsregelp, Rg gibt, zwei Reduktionswege R R
> g2

g2 - .. -
R R

gibt, die im gleicherx enden.
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Die Reihenfolge der Summanden spielt keine Rolle. Deshalb schreiben wir die zu
betrachtenden Summanden immer an den Anfang.xSej eine Reduktionsregel aus
r. FUr die Reduktionsregel in Rel schreiben wir dann:

prs+'q — p(y)s +'q.

Sei(z, y) eine weitere Reduktionsregel aus
Wir miissen folgende Arten von Uberschneidungen betrachten:

« Beginnend mit Reduktionsregeln jeweils &R
Eine Reduktionsregel algel Uberfuhrt eint’ in die bliche Addition. Die Rei-
henfolge, in der Reduktionsregeln a&rel angewendet werden, spielt also keine
Rolle.

» Beginnend mit einer Reduktionsregel &l und einer aus Rel:
Wir weisen fir die unterschiedlichen Félle nach, dass sie zum gleichen Element
reduziert werden kénnen.

Fall ,Getrennt“: Seig; = \pxs +' pz +' uz +' q.
Hier betrachten wir:
—= Apxs +' (u+ p)T + q
Apzxs + uz + az + € 1.11
P a a e = Ap(y)s +' pz +' gz + q. (1.11)

Diese Elemente lassen sich mit Regeln aus Rel Rl weiter reduzieren zu
jeweils \p(y)s +' (n+ @)z +' ¢.

Fall ,Inverses®: Seiy; = \pxs +' (=\pxs) + q .

Hier betrachten wir:

— q
Rel

Aprs +' (=Apzs) +' q (1.12)

2 AP()s +' (=Aps) +' q.

Der untere Teil lasst sich mit Regeln aus Rel weiter reduzierehpzy)s +’
(—Ap(y)s) +' g und dann mit Regeln awRel zuq reduzieren.

Fall ,Uberlagert*: Seig; = A\pxs +' upxs +'q.
Hier betrachten wir:

—=, (A +p)pzs +' q
Apzs + pprs + q € (1.13)
— % PW)s + pprs +q,
da qilt:
Wtz
A+ ) (y) (1.14)
/\ +/ . (
(y) +' w() S

und wegen Bemerkung 1.2]18 Iasst sich diese Uberschneidung zum selben Ele-
ment zusammenfihren.
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» Beginnend mit zwei Reduktionsregeln aus Rel:

Fall ,Getrennt": Seig; = A\pxs +' upzs +' q.
Hier betrachten wir:

! o)
2ol P(Y)s + uprs +'q

A\pxs + pupzs + q ) —rne (1.15)
—=, Apzs+ up(y)s + g,
da gilt:
My)+ s ox
;oo A+ () (1.16)
R

und wegen Bemerkung 1.2]18 Iasst sich diese Uberschneidung zum selben Ele-
ment zusammenfihren.

Fall: ,Uberschneidung®: Sej; = Apzszs +' q.
Hier betrachten wir:

N— —zy ApY)ss+'q 17
prSTS+ q =, zs(y)s+'q, (.17
da gilt:
(y)st  —=
Rl ys(y) (1.18)

zs(7) Zel

und wegen Bemerkurg 1.2]18 Iasst sich diese Uberschneidung zum selben Ele-
ment zusammenfiihren.

Dies waren die Falle, die unabhangig davon sind, ob die minimalen Uberschneidungen
in r behebbar sind. Sei nun jede minimale Uberschneidung misRegeln ausk be-
hebbar. Mit Sat6 gibt es dann auch einen Reduktionswegder die minimale
Uberschneidung behebt. Sei, y), (z, 7) € r. Wir betrachten noch folgende Félle:

* minimale Teiliberschneidung: Sgi= px = Zs.
Hier betrachten wir:

—= Ap(y)b+'q

/ Rel
Apzb + ¢ Xa(§)sb+' g, (1.19)
Rel
da nach Voraussetzung
f o W) behebbar ist (1.20)
_ ehebbar is :
—=, A@)s

Rel

und wegen Bemerkung 1.2]18 Iasst sich diese Uberschneidung zum selben Ele-
ment zusammenfihren.
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* minimale Totaliberschneidung: S pzs = .
Hier betrachten wir:

dapusb+'q " A 1.21
el
da nach Voraussetzung:
—=, p(y)s _
f behebbar ist (1.22)

—zg )

und wegen Bemerkurg 1.2]18 Iasst sich diese Uberschneidung zum selben Ele-
ment zusammenfihren.

Wir haben nun nachgewiesen, dass sich das Element fiir alle Uberschneidungen, egal
mit welcher Regel begonnen wird, auf dasselbe Element reduzieren lasst.
<

1.2.4 Ordnungen

Im vorhergehenden Kapitel haben wir gesehen, wie wir lokale Konfluenz nachweisen
koénnen. Als nachstes wollen wir eine Methode entwickeln, wie wir noethersch nach-
weisen kdnnen.

Dazu werden wir fiir den RigF eine Ordnung definieren. Die Kunst besteht darin eine
geeignete Ordnung auszuwdahlen, damit die Konvergenzi/tﬂicht Zu beweisen ist.

Definitionen

Definition 1.2.25 (Striktordnung)

Eine strikte Teilordnung, oder kurz Striktordnung, ist eine Relatiauf einer Menge
M, die irreflexiv @ £ o fur allea € M) und transitiv ¢ < bundb < ¢, danna < ¢
furallea,b,c € M) ist.

Definition 1.2.26 (Quasiordnung)
Eine Quasiordnung ist eine Relatien auf einer Mengel/, die reflexiv ¢ < a fur
allea € M) und transitiv ist.

Es ist stets moglich, aus einer Quasiordnung eine Aquivalenzrelation zu extrahieren,
mittels:

a=~b:<a<bundd < a. (2.23)
Der verbleibende, strikte Anteil ist dann definiert durch:
a < b:=a < bundnichth < a. (1.24)

Aquivalenzrelation und strikter Anteil geben gemeinsam die Quasiordnung vollstandig
wieder. Offensichtlich ist eine Quasiordnung genau dann eine Teilordnung, wenn ihre
Aquivalenzrelation die Gleichheit ist.
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Definition 1.2.27 (Wohlordnung)
Eine Striktordnung< auf M heil3t (strikte) Wohlordnung, falls folgende Bedingungen
erfillt sind:

* Strikte Totalordnung: Fir jedes Paar € M ist entwedewl = b odera < b
oderb < a.

« Noethersch: Es gibt keine unendliche, strikt absteigende Foly£ ikquivalent
dazu: Jede absteigende Folge wird stationar, d.h.

(aj)je]N cM mitaj < aji1 VieN=IN e NV >N: aj = an-.
(1.25)

Eine Quasiordnung heil3t noethersch, wenn ihr strikter Anteil noethersch ist.

Definition 1.2.28 (Multiplikativitat)
Eine Quasiordnung; auf einer Halbgruppé/ (bspw. die Menge der Monome uber
einem Alphabet) heil3t multiplikativ, wenn fir allea, b, s € M gilt:

a < b=pa < pb (Prafix-Invarianz) (1.26)
a ~ b= pa ~pb (1.27)
und a < b=as < bs (1.28)
a ~ b=as ~bs (Suffix-Invarianz) (1.29)

Definition 1.2.29 (kombinierte Ordnung)
Seieng ; und< 5 zwei Quasiordnungen auf . Dann definieren wir di@ombinierte
Ordnung < 12 durch:

a <12b:<a <1 b oder (a1 b unda <20b) (1.30)

In der kombinierten Ordnung; 1 2 wird zuerst nach der Ordnung ; sortiert. Erst
wenn zwei Elemente bezlglich ; nicht angeordnet sind, wirg > zu Rate gezogen
(s.a. [Ave95], Kapitel 1.3). Zwei Elemente sind bezlglich » aquivalent, wenn sie
sowohl in; als auch iney aquivalent sind.

Satz 1.2.30 (kombinierte Ordnung)
Die kombinierte Ordnung; 1 2 ist eine Quasiordnung.

Beweis:[SatZ1.2.3D] Reflexivitat: Folgt aus der Reflexivitat van und < ».
Transitivitat: Sein < 120 < 1,2¢Mita,b, c € M. Dann gibt es vier Falle:

ca<i1b<ic a<pcfolgtdirekt.
s armp b<yc Esdilta < ¢ abernichte ~; ¢, alsoa <; c.
e a<i b=y WieFall (2).

s a~1 b=y Esgilta =1 cunda < oc.
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&
Sind< 1 und < 2 noethersch, so ist es aughy »:
Sei(aj) C Aeineing 1 strikt absteigende Folge. Es kann nur eine endliche Unter-
folge geben, die auch ig ; strikt abfallt. Alle darauffolgenden Folgenglieder miissen
in < 5 eine absteigende Folge bilden. Diese muss stationar werden; di@ethersch
ist.

Satz 1.2.31 (multiplikativ )
Sind< 1 und < o multiplikativ , so ist es auckr 1 ».

Beweis:[Sat41.2.3]1]

Seip € M. Fur die Préfix-Invarianz mussen wir die folgenden Falle betrachten:

*a<y1p2 b
Fallsa <; b, dann folgtpa <; pb. Also gilt pa <; 2 pb.
Fallsa ~1 bunda <5 b, dann istpa ~; pb und pa <o pb, folglich gilt
pa <12 pbd.
* a =12 b, dannista ~; bunda =9 b.
Es folgt, daspa ~1 pb undpa =2 pb. Also gilt pa ~1 2 pb.
Die Suffix-Invarianz beweist man analog. o
Sei nun( A, <) eine partiell geordnete Menge.

Definition 1.2.32 (protolexikografische Ordnung)
Die protolexikografische Ordnung auf den Monomen tbeA ist definiert durch:

ai...an <plex a...a, (2.31)
a; < aj
-n = m und ggg: = ay, 6y < a (1.32)
oder a3 =ady, ..., an_1 = a,_q, a, < a,

fir beliebigea;,a’; € A,j=1...n.

Diese Ordnung ist nur eine strikte Teilordnung, da Worte verschiedener Lange nicht
verglichen werden konnen. Sie ist multiplikativ nach Definition. Allerdings<igibx

eine Totalordnung, wenn man sich auf Monome fester Lange beschrankt, und das Al-
phabetA total geordnet ist.

Ist A noethersch (z.B. weil endlich ist), so ist auckpiex Noethersch: Da wir nur
Worter gleicher und endlicher Lange vergleichen, muss jede absteigende Folge letzt-
lich auf eine absteigende Folge von Buchstaben. A einer stationdren Stelle in

den Wortern hinauslaufen.

Definition 1.2.33 (lexikografische Ordnung)

Die lexikografische Ordnung erhélt man aus der protolexikografischen, indem man
A. = AU {e} setzt, mit einem neuen kleinsten Element « fir allea € A. Die
lexikografische Ordnung auf ist dann

a <jex @ oael?| <plex a’e‘“l, (2.33)

wobei <piex die protolexikografische Ordnung auf, ist. D.h., es werden lediglich
genugend viele an die Enden der Monome angehéngt, um ihre L&ngen anzugleichen.
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Falls A total geordnet ist, ist auch die lexikografische Ordnung eine totale Ordnung,
aber nicht noethersch: Ein Gegenbeispiel ist die Fblgeab > aab > aaab > ...
mit a < b. Sie ist auch nicht multiplikativ: Mit. < b ist zwara < aa, aberab > aab.

Definition 1.2.34 (Knuth-Bendix-Ordnung)
Die Knuth-Bendix-Ordnung auf den Monomen lbed zu einer Gewichtsfunktion
g : A — N, ist definiert durch:

a < d :=Ga) < G(d), (1.34)
wobeiG(a ...an) == > " g(a;).

Die Knuth-Bendix-Ordnung ist eine Quasiordnung (mit reell-positiven Koeffizienten
ist sie genau dann eine strikte Totalordnung, wenn die Menge der GeWiGkig)

a; € A} linear unabhéangig be ist). Sie ist offensichtlich multiplikativ, und auch
noethersch, da die natiirliche Ordnung alf noethersch ist.

Definition 1.2.35 (Langenordnung)
Die Langenordnung < Lange auf den Monomen ubed ist gegeben durch die Knuth-
Bendix-Ordnung zur Gewichtsfunktiahi(a) = 1Va € A.

Die Langenordnung zahlt nur die Zahl der Buchstaben in einem Monom. Wie die allge-
meine Knuth-Bendix-Ordnung ist auch die Langenordnung im nicht-trivialen Fall ei-

ne strikte Teilordnung, multiplikativ und noethersch. In der LAngenordnung sind zwei
Monome genau dann aquivalent, wenn sie die gleiche Lange besitzen.

Definition 1.2.36 (kanonische Ordnung)
Die kanonische Ordnungoderentgegengesetzt lexikographische Ordnung; kan
auf den Monomen Uber einer total geordneten MeAdst < | ange, plex

Die kanonische Ordnung ist eine Teilordnung: Zwei Monome sind in ihr &quivalent,
wenn sie gleiche Lange haben und aus den gleichen Buchstaben bestehen. Also ist
~kan die Gleichheit. Sie ist sogar eine Totalordnung (wehfitotal geordnet ist), da

<plex €ine Totalordnung auf den Mengen gleich langer Monome ist.

Sie ist zudem multiplikativ und fiir noetherschésuch noethersch, da sie eine Kom-
bination von kirzbar-multiplikativen und noetherschen Ordnungen ist. Sie lasst sich
auch analog zur lexikographischen Ordnung schreiben als

a <gan @ & elv'lq <plex elala/, (1.35)

da kurzere Monome hier automatisch als kleiner eingeordnet werden. Sofern nicht
anders vereinbart, wird auf den Monomen liber einem gegebenen geordneten Alphabet
stets die kanonische Ordnung angenommen.

Definition 1.2.37 (Silbenordnung)
Seien nunM, <s) und (N, <) strikt total geordnete Mengen (beispielsweise Mo-
nome Uber einem Alphabet mit einer der obigen Ordnungen), und

M(M, N) :={p1v1piova . . . inVnpiny1 : pj € M,v; € Nyn € No} (1.36)
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die Menge der Worte mit Silben abwechselnd afisind N. Auf dieser Menge sind
die Striktordnungen

FAVL <t M7 VL - By 59 R2 - fnt <kan(M) S - - i
(1.37)

PAVL < a1 <N7 AV <ol 2 Ve Uy <kan(N) ViVa .-V, (1.38)

durch die Projektionen voM (M, N) auf die Monome Ubel und N definiert. Be-
steht NV nur aus einem Element<c A, und istM seinerseits die Menge der Mono-
me UberA \ {c} mit kanonischer Ordnung, so nennen wir die kombinierte Ordnung
<nv,pr auf der MengeM (M, N') der Monome (iber Silbenordnung zum Trenn-
buchstabenc. Allgemein, wennN = B C A mit induzierter Ordnung von! ist, und

M die Menge der Monome Ubet \ B mit kanonischer Ordnung, dann nennen wir
<nv,m Silbenordnung zu den Trennbuchstabens.

Bei der Silbenordnung ist zu beachten, dass die kanonische Ordnung auf zwei getrenn-
ten Ebenen stattfindet, die folgenden Beispiele mdgen dies erlautern:

Beispiel 1.2.38
SeiA = {ai1,a2,a3,b1,b2} Mita; < az < az undb; < by. Dann gilt fir Monome
UberA in kanonischer Ordnung:

as < ajas, da das linke Monom kiirzer ist, (1.39)
aias < asai, da an der ersten Unterscheidungsstelle gilt< as. (1.40)

Ist B = {b1,be} C Adie Menge der Trennbuchstaben, dann gilt fur die Silbenordnung
zu den Trennbuchstabéh

a3b1a3 < aibsaias , dab1 < by,
asbiaszajasaiasazaias < asbiby , dab; < biby,
arbraiagbs < a3b2a1a2b1 , dab1b2 < bobq,
agasay < by , daf < by,
a1b1a3 < arbrasaq , daag < asgaz,
a2b1a3a2 < a1a3b1 , daaz < aias.

Im letzten Beispiel ist zu beachten, ddlsgurchaus ein Monom (bet ist und damit

der linke wie der rechte Ausdruck je zwei Silben enthélt, der limkeind asas, der
rechtea;as und(). Nach Langenordnung auf Ebene der Monome von Monomen sind
sie gleich, alsd(az)(asa2)| = |(a1a3)(0)] = 2, und es entscheiden die ersten Silben
as undaqag, die ihrerseits Monome Ubet sind. Auf dieser unteren Ebene ist dann
as < ajas wie Ublich.

Satz 1.2.39 (Silbenordnung)
SeiA noethersch (z.B. endlich) uelC A. Dann ist die Silbenordnung zu den Trenn-
buchstaber8 auf der MengeM 4 der Monome tibe noethersch und multiplikativ.

Beweis: [Satz[1.2.3p] Wir brauchen nur zu zeigen, dass die Projektionsordnungen
<y und <y mit M = A\ Bund N = B noethersch und multiplikativ sind, dann
folgt die Behauptung aus den Eigenschaften der kombinierten Ordnung.
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Noethersch Jede in<,, strikt abfallende Folgg¢a;) C M 4 induziert eine strikt ab-
steigende Folgéa);) C M, in den Monomen tibed/. Die kanonische Ordnung auf
M, ist aber noethersch, da sie von der kanonischen Ordnuntyfauinduziert wird.
Folglich gibt es keine strikt absteigende FolgeMfy,, und damit ist<; noethersch.
Analog gilt das fir< .

Multiplikativitat : Da <yan multiplikativ ist, gilt fura € M.

[V - fing1 <M HAV] - - o (1.41)
Aad [ - - g1 <kan 4] - - -/L;n-s-l (1.42)
= M1 1@ <kan ,ull - '/‘;n-s-la (1.43)
SV 1@ <M PV - G (1.44)

Ist « dagegen inV, so bleibt die Projektion nach1,; unveréndert, und es gilt nach

wie vor pi vy . .. ftma1a <pr JAV1 - - - 10
Analog gilt das fur Linksmultiplikation unek . o

1.2.5 Konstruktion vonr

Sei A eine endlich erzeugte Algebra gegeben durch die Erzeuger. a,,, und die
Relationen{sl, e Sng, } Dann existiert eine exakte Sequenz von Vektorrdumen:

0—=1a—Fn, »A—0,

wobeil 4, das durch{sl, R } erzeugte ldeal ist.

Sei auf dem Alphabe#l = {as,...a,} eine Totalordnung gegeben und sgi, die
kanonische Ordnung auf den Monomen UdeAls Partialordnung auf wahlen wir
die folgende:

Definition 1.2.40 (Ordnung aufF)

Solange die Terme, in denen das jeweils gré3te Monom vorkommt, fur beide zu ver-
gleichenden Elemente Ubereinstimmen, ignorieren wir diese Terme.

Wenn die grof3ten Monome sich unterscheiden, dann vergleichen wir nach der kanoni-
schen Ordnung oy.

Beispiel 1.2.41
Seienwy, wo, w3 € M mit wy <aq wa <aq w3 UNA A1, Ao, A3, Xg € K mit A3 #* 5\3,
dann gilt beziglich der Ordnung adt

o Mwi + dws < Asws, dawy < ws.
o Mwy + A3ws > A3ws, daw; > 0.
o Nwi + Awsz < dawsg + Azws, daw; < wa.

« Aber: A\jw; +' Azws und Aaws +' A\3ws sind unvergleichbar, da die groRten
Monome gleich sind, sich die Koeffizienten aber unterscheiden.
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Wir schreiben jede Relation= 0 der Algebra so um, dass das jeweils gro3ste Monom

w auf der linken Seite und der Rest, eine Summe von Termen, auf der rechten Seite
des Gleichheitszeichens steht. Die Gleichung von links nach rechts gelesen ergibt dann
eine Ersetzungsregel. Sie ist von der Form:

n
w — E )\iwi.
i=1

Jede Reduktionsregel hat also die Eigenschaft, dass jedes Monom auf der rechten Seite
kleiner ist als das auf der linken.

Die Menge dieser Reduktionsregeln bezeichnen wirirBie induzieren eine Menge

von Reduktionsregeln auf bzw. 7, die wir mit R bzw. R (siehe| 1.2J7 bzw. 1.2.1.3)
bezeichnen.

Definition 1.2.42 (Grébnerbasis)
Fallsr vollstandig ist, nennen wir die MengaEagl, e S”IA} eine Grobnerbasis von

I 4 beziglich< .

Bemerkung 1.2.43 (lineare Basis)
Falls » vollstéandig ist, dann bilden die Worter ifi die sich nicht reduzieren lassen
eine lineare Basis fuA.

Da F eine Rig ist, induzieren die Verknupfungen fur jede Ersetzungsregel eine Viel-
zahl an weiteren Regeln:

p-w-s+'q —= > pdwi s+ g,
1=1

wobei p, w,w;s € M undgq € F. Da wir die Ordnung geeignet gewahlt haben,
verkleinert auch jede so erzeugte Regel.

Bemerkung 1.2.44 (Wahl vonS)

Wir wollen hier noch einmal besonders darauf hinweisen, dass es zu einer Algebra
verschiedene Mengen von Relationen gibt, die sie definieren. Von der Wahl der Rela-
tionen hangt es ab, ob das induzierte Reduktionssystem vollstandig ist oder nicht.

1.2.6 Noethersch

Satz 1.2.45 (Noethersch) N

Die Ordnung autF ist noethersch, und fur jed€s, y) € R gilt = > y, insbesondere
ist R noethersch.

Beweis:[] Da die Ordnung<,, noethersch und multiplikativ ist, ist es auch die in-
duzierte Ordnung auf-. Dass jede Reduktionsregel verkleinert, folgt direkt aus der

Definition (1.2.13B).

o

Satz 1.2.46 (Vollstandig)
Falls die Ordnung auf Monome# » noethersch und multiplikativ ist und falisvoll-
standig ist, dann gilt:
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1. Die induzierten Reduktionssysteaind R auf F bzw.F sind konvergent.

2. Zwei Elemente au$ haben genau dann dieselbe Normalform, wenn sie durch
die kanonische Projektion4 : 7 — A auf dasselbe Element abgebildet wer-
den.

Beweis:[]

Zu 1.: Da die Ordnung multiplikativ ist, gilt na5, dass a@moethersch ist.
Dar vollstandig ist, folgt auf 1.2.24, daglokal konfluent ist. Mif 1.1.17 isR total
konfluent und nach 1.2.17 ist aughtotal konfluent.

Zu?2.:“="Seienf, f € F mit derselben Normalform. Zuerst iiberlegen wir uns, dass
= N(f) € 1a qilt: Sei (f, f1) eine beliebige Reduktionsregel R, die mit f

beginnt. Ses = 0 die Relation, die die Reduktionsredet , > A\;w) in r erzeugt, die

(f, f1) induziert. Dann ist
f—h :p(w—Z)\iw)s € 14.

Durch mehrfaches Anwenden sehen wir, dass gueh\V (f) € 14.
Fir die Differenz vonf und f gilt dann also:

F=F=f=-NN+WN() - )€ la;

somit werden sie auf dasselbe Elemendimprojiziert.

“<"Seima(f) =ma(f), dann gilt:

f—-fe€la=f—f= ixkskyk (1.45)
= f undfs’?:i Church-Rosser-aquivalent beztigtieh (1.46)

LA (f) = N(F). (1.47)

o

1.3 Reduktionssystem beziiglich eines Moduls

Reduktionssysteme kann man auch fiir Moduln und fiir Modulabbildungen nutzen, vgl.
[Ber78b]. Wir wollen in diesem Kapitel aber keine neue Theorie entwickeln, sondern
einen Modul als Teilmenge einer Algebra beschreiben. Genauer, wir beschidiben
als eine Untermenge der freien Algelsfa , | ., , damit wir die i 1.2 beschriebenen
Methoden fir ein Reduktionssystem fiir Algebren nutzen kénnen.
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1.3.1 P-Volistandigkeit

In[I.2.24 hatten wir gesehen, dass wir Konfluenz nachweisen kdénnen, indem wir die
minimalen Uberschneidungen untersuchen. Nun werden wir zeigen, dass wir nicht alle
minimalen Uberschneidungen betrachten missen.

Definition 1.3.1 (R-Pradikat P)
SeiP : F — {wabhr, falsch} ein Pradikat, das folgende Bedingung erfullt:

* Falls(z,y) € R undP(z) = wahr, dann ist auchP(y) = wahr.
Ein solches Pradikat nennen Wir-Pradikat.

Definition 1.3.2 (Rp)
Fir einR-PradikatP bezeichnen wir die Regeln a® die mit einemz mit P(z) =
wahr beginnen, milRp, also

Rp = {(;U,y) ER } P(x) = Wahr} .
Die Untermenge i€, die Urbild vonwahr unter?P ist, bezeichnen wir mi€p, also
Ep={zc&|P(x)=wahr}.

Bemerkung 1.3.3 (Folgerung)
Sei P ein R-Pradikat. Folgende Eigenschaften ergeben sicHi¥grdirekt aus der
Definition:

» Esqilt:
Rp = {(z,y) € R | P(z) = wahr undP(y) = wahr } .
* Seiy; S, Un ein Reduktionsweg ik und seiP(y;) = wahr, dann gilt fur
jedesi=1...n:
P(y;) = wabhr.
» Seiy; - > Un ein Reduktionsweg ik und seiP(y,,) = falsch, dann gilt fur

jedesi =1...n:
P(y;) = falsch.

* Ist R konvergent, dann ist auch die Teilmen®8g auf £p ein konvergentes
Reduktionssystem.

Definition 1.3.4 (Silbenvertraglichkeit)
Ein PradikatP : 7 — {wahr, falsch} heil3t silbenvertraglich, falls fur jedess € M
folgende zwei Axiome erfullt sind:

» Summandenvertraglichkeit:

P(p+'s) = wahr & P(p) = wahr = P(s).



36 Reduktionssystem bezuglich eines Moduls

» Faktorenvertraglichkeit:
P(ps) = wahr = P(p) = wahr = P(s).

Bemerkung 1.3.5 (Alternative Definition)
Alternativ konnten wir Silbenvertréaglichkeit auch definieren durch das Axiom.

Ny
Seig:= > ' Y 'A\yw, dann gilt:

w e M i=1
P(q) = wahr = P(w) = wahr fur allew mit N, > 0.
Satz1.3.6 (——= C -z )
Rp Rp
SeiP ein siIbenvertraglicheﬁ—Pradikat, dann induziert jede Regel alis> einen
Weg iNRp.
Beweis:[SatZ1.3.5]

Sei(g1,92) € Rp, dann gibt ez, y) € r mit:
g1 = Apzs + qundgs = Ap(y)s + q.
Mit Lemmal1.2.16 lasst sicty;, g») als Weg inR schreiben:

Apas +1q = Ap(y)s +g.

Nach Voraussetzung i?(Apzs +' ¢) = wahr und mit Bemerkung 1.3/3 liegt dann
der gesamte Weg iR p.
&

Satz 1.3.7 (Konvergenz) _
SeiP ein silbenvertragliche®k -Pradikat. SeiR » konvergent, dann ist aucRp» kon-
vergent.

Beweis: [Satz[1.3.F] Durch mehrfaches Anwenden von $aiz [1.3.6 folgt, dass alle

Wege auskp einen Weg inﬁPNbiIden. Nun ist dieser Beweis nach Ersetzung von
F,F,R,RdurchFp, Fp, Rp, Rp identisch mit dem fr Saﬂl?. o

Definition 1.3.8 (P-minimale Uberschneidung)
Sei P ein silbenvertragliche®-Pradikat. Eine minimale Uberschneidufg, V, V)
mit P(w) = wahr, heiRtP-minimale Uberschneidung.

Definition 1.3.9 (P-vollstandig)
Ein WortersetzungssystemheitP-vollstandig, falls jede?-minimale Uberschnei-

dung behebbar bezuglidR ist.

Satz 1.3.10P-vollstdndig=- Konfluenz) L

Seir ein P-vollstandiges Wortersetzungssystem, dan(#st, Rp) ein lokal konflu-
entes Reduktionssystem.

Beweis:[SatZ1.3.1)] N N

Seif € Fpund(f,g1),(f,92) € Rp, dann gilt auch(f,g1),(f,¢2) € R. Falls
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(f,q1), (f,g92) ¢ Rel gilt, dann liegt wenigstens einer von beiderRel. Der Beweis

ist nun genauso wie der fiir Satz 1.2.24, nur dass wir anstelle von Bemgrkung 1.2.18
den Satz 1.316 nutzen.

Falls(f,q1), (f,92) € Rel gilt, dann lassen sicfiundg; schreiben als:

f=XMimzis1 + ¢ = Xapawass + qo, (1.48)
gi = \ipi(vi)si + i, (1.49)
wobei); € K* und(z;, y;) € r, sowiep;, s; € M undg; € F.
Fallsq; # g2, dann muss = Agpoxose Undge = Aip1x1s1 sein. In diesem Fall
lassen sicly; undgs zu A1 p1z151 + Aapaxasse reduzieren.
Sei alsog; = go.

Falls\ip1z1s1 = A2paxase, dann ist der Beweis genauso wie der fur $atz 1]2.24.
Falls\ip1z151 # Aopoxose, dann gibt es folgende Mdglichkeiten:

1. getrennte Silben: Es gibt etn € M mit:

P1X181 = P1T1WT252 = P2X2S52.

2. getrennte Silben vertauscht: Es gibt @nc M mit:

P1X181 = P2r2WI1S1 = P2X252.

3. volle Uberschneidung: Es gibi;, wo € M mit:

T1 = W1x2W2.

4. volle Uberschneidung vertauscht: Es gibt, ws € M mit:

wi1r1w = I2.

5. Teil-Uberschneidung: Es gibib,, w, € M mit:

w11 = T2Ws2.

6. Teil-Uberschneidung vertauscht: Es gibt, ws € M mit:

T1W2 = W1X2.



38 Reduktionssystem bezuglich eines Moduls

Die Falle[1 und R kdnnen wir wieder wie in Saiz 1.2.24 behandeln.

Die Falle[3 und 4 sind symmetrisch, wir zeidgn 3:

Hier gilt P(f) = wahr. Da f = p1z151 + ¢ gilt, ist wegen der Silbenvertraglichkeit

von P auchP(pix1s1) = wahr, also ist auchP(x;) = wabhr.

Demnach ist die minimale Uberschneidung = wizews , (z1,v1), (z2,%2)) €ine
P-minimale Uberschneidung. Nach Voraussetzung lasst sie sich beheben. Es gibt also
Reduktionswege:

Y1 —_— ... —=

Rp Rp

Z.
Wi1Y2w2 —_—= ... —=
Rp Rp

Wegen Satf 1.3)6 gibt es dann auch Reduktionswege:

g —= ... —=

Rp Rp .
z.
g2 R R

Die Fallgl5 und b sind symmetrisch, wir zeiggn 5:

Hier istw, ein Teilwort ausp; undP(f) = wahr, also ist auchP (p;z1s1) = wahr

und auchP (wyx;) = wabhr.

Demnach ist die minimale Uberschneiduagy 71 = zows , (v1,v1) , (z2,32)) eine
P-minimale Uberschneidung. Nach Voraussetzung lasst sie sich beheben. Es gibt also
Reduktionswege:

w1yl —_— ... ——

Rp Rp

Z.
pwrw2 ——m= ... —=
Rp Rp

Wegen Satf 1.3]6 gibt es dann auch Reduktionswege:

gl —_— —_—

IR 2,
Z.

= ... —

9 Rp Rp

Es lassen sich also alle Uberschneidungen beheben, somip iltkal konfluent.

1.3.2 A® A°’-Moduln

Wie in den vorhergehenden Abschnitten.daias Alphabet mit den Buchstaben . . ., an,
und seiM die Menge der Monome ubet, weiter seiA eine Algebra undF,,, die
freie Algebra mit Erzeugern aué. BeziglichA seir 4 ein vollstandiges Reduktions-
system.

Nun seiM ein durchey, ..., en,, endlich erzeugteA ® A°”’-Modul. Mit M 4 pr
bezeichnen wir die Menge der Monome lber dem Alphabet mit den Buchsthben

A

{€1,...,€ny, }. S€IFp,1n,, die freie Algebra tbemM 4 ps mit der Silbenordnung
zu den Trennungsbuchstabgn, . . ., €, }-
Nehmen wir an, dass es;; € N undS := {é,... ,énﬁ} gibt, so dass folgende

Sequenz exakt ist:

0— M (A® AP)™ 3 M — 0,
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wobei M der durch durch S erzeugtk ® A°’-Modul ist.
Ein Element € (A ® A°P)™™ schreiben wir als

N

c= Z Do€i, 5o, WObEID,, s, € A unde;, Erzeuger vonM sind.

o=1

DaM — (A ® A°)™M injektiv ist, konnen wir jeden Erzeugé; von M mit sei-
nem Bild identifizieren. Es gibt alsg € {1...nas} undp,, 5, € A, so dass

Ty
€, = Z D€y So-
oc=1

Fir jedeg,, 5, wahlen wir ein Urbild unter der kanonischen Projektion : F,,, —
A und erhalten so ein Element (tF,,, ® Frn,)™ C Fratna:

e, = Z ﬁaeLago-
o=1
Aus den Erzeugern voM werden wir nun ein Reduktionssystemy; C Ma X
Fna+ny, Konstruieren. Dazu stellen wir die obige Summe so um, dass der grofdte
Summand, wir bezeichnen ihn mit, ohne seinen KoeffizienteN, auf der linken
Seite steht:

T O= {(xL, x, — A 1é,) ‘L:I...nﬁ}.

Um zu verdeutlichen, dass dieses Wortersetzungssystem vom ErzeugerSydesm
Moduls M abhangt, nennen wiry; auch das durcl induzierte Reduktionssystem.
Die Reduktionsregeln inps beginnen jeweils mit einem Wort, in dem genau ein Er-
zeuger des Moduls vorkommt.

Bemerkung 1.3.11 (Wahl des Erzeugersystems)

Wenn man das Erzeugersysteirfur M geeignet gewahlt hat, wird das induzierte
Reduktionssystem 4 o vollstandig. Diese Wahl ist oft jedoch sehr schwer. Es gibt
Algorithmen, die aus einem gegebenen Erzeugersystem ein neues ErzeugefSystem
konstruieren, so dass das induzierte Wortersetzungssystem vollstandig ist. Leider ter-
minieren diese Algorithmen nicht in jedem Fall.

Zur Erinnerung, in den vorhergehenden Kapiteln haben wir ein Wortersetzungssystem
r 4 bezlglich einer Algebrad konstruiert. Wir habem 4 aus einem Erzeugersystem
S 4 fur das Ideall 4 konstruiert, wobel 4 definiert war durch:

0—1Ip—F,—>»A—0.
Seirps wie oben konstruiert, dann setzen wir:
ramM =ralUrn.

Wir wollen nun ein Pradikat auf,, , +,, definieren, mit dem wir die Elemente des
Moduls markieren kbnnen. Dazu betrachten wir zunachst folgende Definition.
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Definition 1.3.12 (F(0), F(1))
Die Menge der Elemente aus, , +n,,, deren Summanden keinen bzw. genau einen
Erzeuger vonM enthalten, bezeichnen wir nift(0) bzw. F(1).

Lemma 1.3.13£(1))
Die kanonische Projektionps : F(1) — M ist surjektiv.

Beweis:[Lemma[1.3.1B | Sei € M, dann gibtes, € {1...nas} undp,, s, € A

mit:
N
Cc = Z Pis€igSigy-

o=1

Da die kanonische Projektiary : F,,, — A surjektiv ist, kbnnen wir fur jedes;, s;
ein Urbild p;, §; € F,,, wahlen. Dann gilt:

N
™ E Di, €, Siy | = C.

oc=1

Bemerkung 1.3.14 fips = wpar 0 wa)
Mit (Fn, @ Fn,)™ C F(1) C Fryiny kOnnen wir die kanonische Projektion
7w : F(1) — M als Verknipfung der folgenden Abbildungen schreiben:

wa:F(1) - (A® AP)™™ und (1.50)
wn (AR APY™ — M. (1.52)

Lemma 1.3.15 (Zerlegung voKern(w 4))
Seil :=Kern(ra : Fn, — A), dann lasst siclikern(w 4) wie folgt zerlegen:

nnr nnr
Kemn(wa) =Y IeFn, + Y Fra6il.
=1 =1

Beweis:[Lemma[1.3.1p] Wir zeigen zun&chsb;:
Alle Summanden liegen schon im Kern, da

wA(leFn,) =wa(l)€iwa(Fn,) =0
und auch
@A (Fra€il) = wa (Fn,)eiwa(l) =0.

Als nachstes zeigen wirG":
Sei

nNp My

f = Z Z )\i7jp,~,jeisi7j S Kern(wA) C f(l),

i=1 j=1

Wobei)\m ceK Undpz‘,j, Sij € M.
Es gilt also:

0=wal(f) = Z Z /\i,jWA(pi,j>5i7rA(3i,j)-

i=1 j=1
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Nun ist{ey,...,en,, } €ine Basis des freied-Bimoduls(A @ A°?)™™  also ist fir
jedesi = 1,...nps:

m;

0= malpi;) ® Ta(si;).

j=1
Anders gesagt, ist

my

> (pig) ® (siy) EKEM(TARTA: Frp @ Fry = A A).

ji=1
Fur diesen Kern gilt jedoch:
Kermn(ma®@ma:Fn, @Fn, = ARA)=1QFn, +Fn, @ 1.

Also ist

np

wa(f) C Z(Ieian + Fnq6l).
=1

Satz 1.3.16 (Normalform) )
Seir 4, pr Wie oben konstruiert und s& durchr 4 as induziert. Seiery, f € F(1),
dann sind die Aussagen

1 mm(f) = ma(f)
2. f <> f

aquivalent. Also stimmen, fall® noethersch ist, die Menge der Normalformen und
das Bild vonmr s Uberein.

Beweis:[Sat41.3.1p]

1=2: _

Seina(f) = mar(f), alsoistras(f — f) = 0undwa(f — f) € Kern(wpg) = M.
Esgibtalsa, € {1...nar} undp,, 5, € A, so dass

wA(f - f) = Z Do€rySo-

o=1

Fur jede%,, 5, wahlen wir ein Urbild unter der kanonischen Projektiog : Fy,, —
A und erhalten so ein Urbild untes 4:

n n
§ Po€,50 = WA § Po€.,So

o=1 oc=1

Nun gilt mit Lemmg 1.3.15:

f—r- § Do€iySo = g1 + g2
o=1
- € IeiFn, 2 Fnyel
cKern(w, )




42 Reduktionssystem bezuglich eines Moduls

Der Anteil in I fur jeden Summanden aygs und g, lasst sich schreiben gigz — y)s,
wobeip,s € Fn, und(z,y) € ra; @hnlich gilte; = (x4, yi) Mit (x;,y:;) € T
Zusammen sehen wir, dags< e f.

2 = 1: Seigy <> Gn» dann gibt es eine endliche Folgg, g;+1), wobei(g;, gi+1) €

R oder(g;+1,9:) € R. Fur die Behauptung reicht es also zu zeigen: Wenhe R
ist, dann gilt auchrps(g) = mar(9).

Eine Regel g, g) € R) lasst sich schreiben als:
(Aprs +q, A\pys + q),

wobeip,s € Ma pm, q € Frying UNd(z,y) € A Urpg.
Also gilt: g — g = p(z — y)s und somit auch

walg —g) =walp(z — y)s) = walp)wa(z — y)wals).
Wir betrachten folgende zwei Félle:
 Falls(x,y) € ra, dann gilteoa(z — y) = 0. Dann ist schonro o(g — g) = 0.

* Falls (2,y) € rar, dann giltz — y = A~'€, wobeié wie zu Beginn des Ab-
schnitts aus einem Erzeugevon M konstruiertist. Es folgtoa(z —y) =€ €
M, alsowps(€) = 0.

Damas = was o wa4, folgt in beiden Fallenras(g) = maz(9).

Definition 1.3.17 (Modul Pradikat Pxy)
SeiR das Reduktionssystem a#f, , +r,,, das durch

ram: =raUrny

induziert ist. Das Modul Pradika®y ist folgendermalen definiert. Se€ 7, , 15,
dann gilt:
Purr(c) =wahr < ¢ € F(0) U F(1).

Satz 1.3.18 (Konvergenz)
Sei die Ordnung auf den Monomgrt 4 ns SO gewahlt, dass sie noethersch und multi-
plikativ ist und seir 4, pr €in Pps-vollstandiges Reduktionssystem, dann gilt:

1. Die Reduktionssysteri@p,, undRp,, auf Fp,, bzw.Fp,, sind konvergent.

2. Zwei Elemente aus (1) C Fp,, haben genau dann dieselbe Normalform, wenn
sie durch die kanonische Projektiony : (1) — M auf dasselbe Element
abgebildet werden.

Beweis:[SatZ1.3.18] Zul.: Da die Ordnung multiplikativ ist, folgt aus Satz 1.2.45,
dassRp,, C R auch noethersch ist. Daa nr Pas-vollstandig ist, folgt aus Satz
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1.3.10, dass aucRp,, lokal konfluent ist. Mit Satf 1.1.17 istp,, total konfluent
und nach Safz 1.3.110 ist audp,, total konfluent.
Zu?2.:

=
Seienf, f € F(1) mit derselben Normalform, dann gilt augh< g f und mit Satz

[1.3.16 gilt

n(f) = (f).

.=
Sein(f) = =(f), dann gilt nach Saf{z 1.3.16 augh<-. > f. DaR nachl. konver-

gent ist, stimmen nach Satz 1.1.17 die Normalformen fond f tberein.

Definition 1.3.19 (Grébnerbasis)
Seir 4, pr Wie oben konstruiert. Fallsa as ein Pas-vollstandiges Reduktionssystem
ist,dann heil¥fé, . . ., &n,, } Grobnerbasis von dem Untermodul C (A @ A°P)"M,

Um zu zeigen, dasR konvergent ist, brauchen wir also nur nachzuweisen, dass die
minimalen Uberschneidungenin Urps mit hochstens einem Modulerzeuger beheb-
bar sind.

1.3.3 Kern einesA ® A°’-Homomorphismus

SeiA = }“/I eine Algebra und-4, C M x F ein Reduktionssystem fuf. Wir

wollen nun eine Methode angeben, wie wir den Kern einer Abbildung zwischen freien
A ® A°P-Moduln berechnen kénnen.

Seip: (A® AP)" — (A ® A°P)"? ein A ® A°’-Homomorphismus. Den Graphen
der Abbildung bezeichnen wir mit

I(¢) :={(¢(9),9) |g€ (A AP)" }.

Seing := ni + ng. Mit (A ® AP)" @ (A® AP)" = (A® AP)"? ist ['(¢)
Untermodul eines freien Moduls. Wir setzen:

Q= (A® A7) [T(9)
und erhalten &hnlich wie im Abschrlitt 1.B.2 eine exakte Sequenz:

0—Q — (AR AP)"? - Q — 0,

wobei@Q = I'(¢). Sei die Ordnung auf;, , 1, die Silbenordnung zu den Trennungs-
buchstaberf, < ... f, < e <--- < ey, Wobeif,,..., f, die Erzeuger des
Urbildmoduls unce;, . . ., e,, die Erzeuger des Bildmoduls sind.

Wie in Abschnit{ 1.3.p konstruieren wir aus einem Erzeugersyster® féin Reduk-
tionssystenrg.

Bemerkung 1.3.20 (Wahl des Erzeugersystems)
Von der Wahl des Erzeugersystems lihéangt es ab, ob das induziertg geeignet

ist (vgl.[1.3.11).
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Lemma 1.3.21 (Erzeugersystem)
Seienf, ..., f,, die Erzeuger des Urbildmoduls , dann ist

{QZ)(fz)vf'L }Z':l...nl}

ein Erzeugersystem filit(¢) = Q.
Beweis:[Lemma 1.3.2[l] Sej € (A ® A°)"*, dann lasst es sich schreiben als:

N
g = Z bo-in_CO"
o=1

wobeib,, c, € A ® A? undi, € {1,...,n1}. Da¢ein A ® A°’-Homomorphismus
ist, gilt:

N
$(9) =Y _bod(fi,)co.
o=1

Also lasst sich jede§p(g), g) € T'(¢) durch(o(f;), f;) erzeugen. o
Die Reduktionsregeln ing lassen sich wegen Bemerking 1}3.2 zerlegen in:
ryi= {(az,y) €Erg ’ ie{l,...,n1},p,s € Mmitx :pfis} und (1.52)
Te i= {(:c,y) €Erg ‘ ie{l,...,no},p,s € Mmitx :peis}. (1.53)
Bemerkung 1.3.22 (Ordnung)
Nach der gewahlten Ordnung ist jeder Erzeuger des Urbild-Moduls kleiner als ein

Erzeuger des Bild-Moduls. Da eine Regel y) < r; verkleinert, enthalt auch jeder
Summand, der iy vorkommt, jeweils genau einen Erzeuger des Urbild-Moduls.

Sei im FoIgenderﬁA,Q das durchr4 o auf jf“nﬁn@ induzierte Reduktionssystem,
WObEinQ = n1 + na.

Bemerkung 1.3.23 Rel) N
Eine Reduktionsreggl, g) € R a,¢ ist von genau einer der folgenden Formen:

Name: g — g mit

Rel:  Mw+ w4+ q¢ — (AM+A)w+ g

Relya : Awzw + ¢ — Iw(y)w+ ¢ (r,y) €ETa
Rely : Axs+'q — Ap(y)s+'q (z,y) €1y
Rel : Apxs+'q — Ap(y)s+'q (z,y) € 7e

Dabei sei\, \ € K*, sowiep, s € M undw, @ € Magundg € Fr,ing-
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Ahnlich wie w 4 im Abschnitf 1.3.2 nutzen wir im Folgenden oft die beiden Projek-
tionen

7m0 :F(0) — A, (1.54)
T F(1) —» (A A%P)"e (1.55)

wobei F(0) bzw. F(1) die Teilmengen au?nAJrnQ bezeichnen, deren Elemente nur
Summanden, mit keinem bzw. genau einem Erzeuger enthalten.

Die Menge der Elemente alfé(l), deren Summanden genau einen Erzeuger aus dem
Urbildmodul enthalten, bezeichnen wir ri(1 ;).

Sei¢ : Jf"nAJFnQ — ~nA+nQ der Homomaorphismus, der dadurch definiert ist, dass er
die Erzeuger des Urbildmoduj% auf Null abbildet und fur alle anderen Erzeuger die
Identitat ist.

Bemerkung 1.3.24 Kern(¢)) N
Jeder Summand eines Elements #i{$ ;) enthélt einen Erzeuger des Urbildmoduls,

also gilt F(1;) c Kem(¢).

Wir zerIegerﬂiAQ in die Teilmengen:

Re:={(9.9) € Raq | £9) = £(9) undz € F(1) |, (1.56)
Rz :=Raq— Re. (1.57)

Wir wollen uns zunéachst Gberlegen, wie die Regel®Rinaussehen.

Bemerkung 1.3.25 (Regeln ink;)
Sei(g, g) € Re, dann gilt mit den Bezeichnungen aus BemerKung 113.23:

« Falls(g,g) € Rel, dannistw € F(1;).

« Falls(g,g) € Rela, dann istwzw € F(1).

Die Regel(g, g) liegt nicht in Rel.
* Falls(g, g) € Rels, dannistpas, pys € flf.

Es wird also niemals eine Regel ayggenutzt, aber es kann jeweils vorkommen, dass
g einen Erzeugee; des Bildmoduls hat.

Definition 1.3.26 (induzierter Modul L)
Seiwa : F(1) — (A ® A°)"? wie im Abschnit{ 1.3.R konstruiert. S&i der Unter-
modul des Urbildmoduls, der folgendermal3en definiert ist:

L= (m(z) —my) | (z,y) €ry) .

Wir nennenL auch den durch induzierten Modul.
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Lemma 1.3.27 (Modul))

Seiengy, g, € F(1) mitg < 5> dn dann gilt:
¢

m1(g) — m1(gn) € L.

Beweis:[Lemmg 1.3.2]] Sej; < =7 s dann gibt es eine endliche Folgg, g;+1),
3

wobei(g;, gi+1) € Re oder(gi+1,9:) € Re. Fir die Behauptung reicht es also zu zei-
gen: Wenn(g, g) € R¢, dann auchr(g) — m1(g) € L.

Sei(g,g9) € R¢. Mit den Bezeichnern aus Bemerkung 1.3.23 unterscheiden wir fol-
gende Falle:

* Falls(g,9) € Rel, dann gilt:

m1(9) =m(Mw + Aaw +' q) = M1 (w) + domy (w) + 71(q) (1.58)
=m1((A\1 + A)w) + 71(q) = 71 (M1 + A)w + q) (1.59)
=71(g)- (1.60)

Also gilt 1 (g) — m1(g) =0 € L.

« Falls(g,5) € Relya, dann liegt entwedew oderw in F(1). Seiw € F(1). Es
istmo(z) = mo(y), da(x,y) € r4, und daher gilt:

m1(g) =m (Awzw +" q) = Mro(w)mo(x)m1 (@) + m1(q) (1.61)
=Amo(w)mo(y)m (@) + m1(q) = m (Awyw + q) (1.62)
=m1(9). (1.63)

Also gilt 7, (g) — 71(§) = 0 € L. Den Fallw € F(1) behandeln wir analog.

* Falls(g, g) € Relg, dann gilt:

m1(g) =mi(Apzs +' q) = Amo(p)mi(x)mo(s) + m1(q), (1.64)
m1(g) =m1(Apys +' q) = Amo(p)m1(y)mo(s) + m1(q). (1.65)
Also gilt wegenr (x) — w1 (y) € L auchm(g) — m1(g) € L.

Sei im FolgendefiF] := ]f'nAJrnQ/ < > undsei
3

Rac) = {(lg).19) € [F] x [F] | (9.9) € Rag undlg] # [g) }

Lemma 1.3.28 (Aquivalenzklassen sind vertraglich mﬁtlf))
Seig € F(1y), dann gilt das auch fiir jeden Reprasentantefyin

Beweis:[Lemma 1.3.28] Sej f(lf) und seig,, € [g], dannisty = g; < R

also gibt es eine endliche Folgg, g;+1), wobei(g;, gi+1) € Re oder(giy1, i) € Re.

Fir die Behauptung reicht es also zu zeigen: Wenp) € R undg oderg € F(1y),
dann liegen beide itF (1;).

Sei(g,g) € R¢. Mit den Bezeichnern aus Bemerkung 1.3.23 unterscheiden wir fol-
gende Falle:
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* Falls(g,9) € Rel, dann fiihrt die Regel nur zwei Terme mit gleichen Monomen
zusammen; es kommen gndie gleichen Monome wie ip vor.
Alsogiltg € F(1¢) & g € F(1y).

« Falls(g,g) € Rela, dannistz,y € F(0). Da entweder gily oderg € F(1;),
mussqg € F(1) und entwedew oderw € F (1) sein.
Alsogiltg € F(1y) & g € F(1y).

* Falls(g, g) € Relg, dann betrachten wir die folgenden zwei Falle:

— Seig € F(1;), dann sind auchzs, ¢ € F(17). Mit Bemerkung 1.3.22 ist
y € F(1y)unddap, s € M, gilt auchpys € F(1y).

— Seig € F(1;), dannist aucly € F(15). Da(z,y) € ry, istz € F(1y)
und dap, s € M, giltauchpzs € F(1y).

Lemma 1.3.29 (Reduktionsregeln sind vertraglich rﬁivl(lf))
Sei(g,9) € Ra,g mitg € F(1y), dann gilt:

1. (g,g) c Rg.

2.7 Eﬁ(lf).

Beweis:[Lemma[1.3.2p] Zu 1.:
Sei(g,5) € Rag undg € F(1;). Mit den Bezeichnern aus Bemerkung 1.3.23
unterscheiden wir folgende Félle:

* Falls(g,9) € Rel, dann fiihrt die Regel nur zwei Terme mit gleichen Monomen
zusammen; es kommen gndie gleichen Monome wie ip vor.
Also folgt ausg € F(1¢) auchg € F(1) und deshalb gil§(g) = 0 = £(g).

« Falls(g,g) € Rela, dannistz,y € F(0). Da entweder gily oderg € F(1;),
muss entwedew oderw € F(1y) sein.
Also folgt g € F (1) und auchy € F(1¢) und deshalb gilE(g) = 0 = £(9).

« Falls(g, 3) € Relf, dann folgt aus Bemerkung 1.3|22, dass agiehF (1)

Zu?2.:

Mit 1. folgt aus(g, 3) € Ra.g, SO dass giltjg] = [3]. Mit Lemma]1.3.2B folgt dann

die Behauptung.
<

Satz 1.3.30 (Kern)
Sei[R a,¢| konvergent, dann gilt:

(m(z —y) [ (z,y) € ry) = Kem(e) .

Beweis:[SatZ1.3.3]]

,CH
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Sei(z,y) € ry, dann ist wegen Bemerkuhg 1.3.@2 (2 — y)) € Q = I'(¢). Also
istg(mi(z —y)) = 0.

-

Seih € Kern(¢), dannist(0, h) € I'(¢). Wegen Satz 1.3.16 gilb, 1) <

> (0,0).
A,Q

Da wir jede Regel auR auch als einen Weg iR schreiben konnen (vgl. 1.2[16), gilt:

(0, h) <> (0,0) und
A.Q

[(0, )] = [(0,0)].

Nun ist [ﬁA,Q] konvergent, es gibt also Wege:

[(0, )] —=[(v1)] —— .. [(vn)]

[(0,0)] — [(ua)] —— .. [(um)]

und wir erhalten folgendes Diagramm:

(0,h) = v <> v) —= V] < =) —=v)< >0 — > ——]
£ Ra,Q RE Ra,q RE Ra,q 'RA,QR
Re '
v
(0,0) =+ <y = uf —=th < =1 —= < v —= - —u,
Re Raq e Raq e Ra,q Ra,q

wobeiv!, v, € [v;] unduf, u} € [u;].

Nach Lemma 1.3.29 und Lemrpa 1.3.28 liegen aflev;, v, uj € F(1). Nach Lem-
ma|1.3.29 giltm; (v}) = mi(vi,) undm (i) = mi(ui, ;). ZUsammen mit Lemma

[1.3.27 folgt:

/ " "
i

w1 () — m(of), m () — m () € Lo
&

Um ein Erzeugersystem flir den Kern zu erhalten, reicht es also ein konvergentes
[Ra,ql] zu kennen. WenrR 4 o konvergent ist, dann ist es au¢R 4 ¢]. Um die
Konvergenz vorR 4 ¢ nachzuweisen kann man zeigen, dass@Hainimalen Uber-
schneidungen behebbar sind (Ygl. 1.8.18). Wir wollen nun zeigen, dass wir nicht alle
diese Uberschneidungen tiberpriifen miissen.

Zunachst werden wir zeigen, dass die Regelnfaumit denen auf= kommutieren.

Dazu betrachten wir folgendes Lemma.

Lemma 1.3.31R= kommutiert mitR) B
* Sei(g1,92) € Re und (g2, ha) € Rz, dann gibt es eirh; € F(1), so dass
(gl, hl) € R= und (hl, hg) S Rg, also

g1 *>92i>h2

Re R= )
Re 1
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* Sei(g1,92) € Re und (g1,h1) € Rz, dann gibt es eirhy € F(1), so dass
(h1,h2) € Re und (g2, ho) € Rz, also

1<;914>92
<

* Sei(g1,h1) € Rz und sei g2 <->91, dann gibt es eim;, ¢ F(1) mit
3

(92, h2) € Rz und hy <> h, also
¢

h1 <~—— (g1 < 'R>g2

NVE /g
Re > ho

Beweis:LLemm ] Ein Element € F(1) kénnen wir zerlegen in einen Anteil
in g¢ € (1) und einen Anteily=, der nur Monome mit jeweils einem Erzeugsr
des Bildmoduls enthalt:

9 = (9=, 9¢)
Sei((g=,9¢) — g) € Re eine Regel, die miy beginnt; sie verandert nur die zweite
Stelle, alsq = (g=, g¢)-

DaRAQ durchr 4 as induziert ist, gibt es fur jedes € F(1) die Regel((v, g¢) —
(v, ¢,)) € Re.

Sei((g=,9¢) — h) € Rz eine Regel, die miy beginnt; sie veranderj nicht, al-
soisth = (hz, he + ge).

DaR aq durchr 4 as induziert ist, gibt es fir jedes € F(1) die Regel((g=, v) —

(h=, hg -+ v)) € R=.

Also ,kommutiert” jede Regel au&= mit jeder ausk,, weshalb die beiden ersten
Punkte gelten. Den letzten Punkt zeigt man durch mehrfaches Anwenden der ersten
beiden. o

Definition 1.3.32 (schwach vollstandig)
Seira,g = ra Urg und seiPy das Modulprédikat. Falls jedB,-minimale Uber-

schneidunqw, 7, 7) mit 7,7 € ra U r. mit Regeln ausﬁAQ behebbar ist, dann
nennen wirr 4 ¢ schwach vollstandig.

Satz 1.3.33 (Hauptsatz)
Seir 4, o schwach vollstéandig, dann ist

[ﬁA’Q] C F(1) x F(1) lokal konfluent.

Beweis:[SatZ 1.3.3B] Seta o schwach vollstandig und seiéfy], [%]), ([g], [1]) zwei
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Reduzierungsregeln, die njj] beginnen, dann existieren, g> € [g] undhy € [h]

sowiehy € [h] mit:
/ - - 2\

h < >h1 R R h<>
51AQ AQQ,Rgh.

Nun gilt [g] € F(1) und damit auctyy, g2, k1, h, hi,h € F(1). Da (g, [li]) €
[Raq), ist[g:] # [hi], also liegen(g;, h;) in R= . Mit Lemma| 1.3.3[L vereinfacht sich
das Diagramm zu:

/\

<——————>h <—————> R= <>
h w2 M %, ha Re h.

Da (g2, ha), (g2, ha) € Rz, sind sie von einer Regel aug U r. induziert, nach Vor-
aussetzung und &hnlich wie Sgtz 1.3.10 kdnnen wir zeigen, dass esiWege > =

undh > zgibt. Diese Wege sind auf den Aquivalenzklassen von folgender Form:
/ . \
[h] = [h1] = [he] [h2] = []
£
[].
<

Wir erhalten also ein Erzeugersystem fur den Kern, indem wir nachweisen, dass alle
minimalen Uberschneidungeniin as, die hochstens einen Erzeuger des Bildmoduls
enthalten, bezlglic® 4  behebbar sind.



Kapitel 2

Konvergentes Reduktionssystem
far A(n)
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In diesem Kapitel werden wir fiir die orthogonale freie Quantengruppe ein vollstandi-
ges Reduktionssystem angeben.

2.1 Definition A(n)

Definition 2.1.1 (A(n))
SeiA(n) die K-Algebra, die voru; j, wobeii, j € {1,...,n}, und den Relationen

n
) aipajp =i
p=1

n
E :ap,i%,j = 0;
p=1

erzeugt wird. Es gilt alsol(n) = fnz/[A(n), wobei

n n
Lagy = <Zai,pa1}p —di 4, Zap,iap,j =0;li,j=1... n> .
p=1

p=1
Wir nennenA(n) die orthogonale freie Quantengruppe mitErzeuger.

Bemerkung 2.1.2
Schreibt man die Erzeuger als Matrix:

A= (ai,j)

ij>
dann lassen sich die Relationen schreiben als:

AAY =id,

AlA =id,
wobei id die Identitatsmatrix und’ die transponierte Matrix vod ist.

Satz 2.1.3 (vollstandiges Reduktionssysten,))
Seira(n) =\ Zpg> Spa> Zp.ars Spar | T =1, 7”}- wobei

Zpq = (apraq1, — 3 ;5 apiagi+0pg),
~Sp7q = (@119, — D ig Qiplig + Opg)
%p,qn“ = (ap,1aq2ar2 , —p1 D i g qilri + ap,10qr — (= 2o Gp,idq,i + Opg) ar1)
Spar = (a1pa2,402,r , —A1p D13 Aigir + 01,00 — (— D210 GipQig + Opg) a1,r) ,

dann istr 4(,) mit der kanonischen Ordnung ein vollstandiges Wortersetzungssystem
fur A(n).

Bemerkung 2.1.4 (Spezialfalle: = 1 und n = 2)
Fallsn = 1, gibt es nur einen Erzeugey ; und nur eine Relatio(ui1 , 1).

Fallsn = 2, falltin Z,,, und S, .. auf der rechten Seite jeweils die erste Summe
weg.



53

Vereinbarung 2.1.5
Um die Lesbarkeit zu erhdhen, setzen wir:

Zpg = — Z?:2 p,iGq,i + Op.g;

Spq = = D2 AipQiq + Opg
Zpgr = —ap, Z?:s Aq,iGr;i + Ap,10g,r,
Spagr = —lp D g Qigiy + a1,p04,r-

Die Regeln inF 4, verkirzen sich dann zu:

ap1ag1 |———> Zpg,

a1,p01,q | > Sp.gs

p7q7r
" _
ap,1ag2ar2 | Zp.gr — Lp,glr,1,

Sp7q7r
_ _
a1,paz,qa2,r | Sp.ar — Sp,gli,r-

Bevor wir den Satf 2.1]3 beweisen, bemerken wir noch, dass wegeh Satz 1.2.46 und
der Definitior{ 1.2.40, das durety,, induzierte Reduktionssystem konvergent ist.

Beweis:[SatZ2.1.B ] Es sind zwei Dinge zu zeigen:

1. Esqilt: <l’ -y ’ (:U, y) S T.A(n)> = I_A(n)-
2. Das Ersetzungssystem,,, ist vollstandig.

Zul.
Es gilt: Nach Definition ist

IA(”) = <_<2P7‘1 — ap1aq,1), _(gp,q —apiaq1) |p,g=1,... ,n> .

Also gilt: T 4,y C 7 4(n)-
Andererseits sehen wir, da&§ ; -, Sp g C L4»)0ilt durch folgende Gleichungen:

ZpqQr, = Qp10Gq,10r, = ap,1Zg,r, (2.1)

Sp,qal,'r' = a1,pa1,q01r :al,psq,'r- (22)

Zu 2.

Um Vollstandigkeit zu zeigen miissen alle minimalen Uberschneidungen behebbar
sein. In der folgenden Tabelle sind alle minimalen Uberschneidungen aufgefiihrt. Ein
Eintrag in der Tabelle besteht aus drei Teilen: der Lange der Uberschneidung, dem
Monom, flr das es zwei Reduzierungsregeln (Zeidleindp - Spalte) gibt, und einer
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Seitenangabe, auf der die Uberschneidung behoben wird.

_ T
_ Y xWly
Z‘Z.7y_a1'71ay71

Zp,q 1: Gp,10q,10y,1 2.2.2 1: Up 101,101y 2.2.4
2 : beide gleich 2:a1,1a1,1 2.2.6
Spa 1:a1pa110y1 (225 1:a1pa1 401, (2.2.3)
2:a11a1,1 2.2.6 2 : beide gleich
Zpar | 1:nicht méglich 1:apiag2a10a1, (2.2.13
2 : nicht mogllch 2: ap,101,201 2 2.2.15
gp,q,r 1: a1,pa2,qa2,10y,1 2.2.14 1: n?Cht mOglICh
2: a1 paz 102, 2.2.16 2 : nicht méglich

Zx,y,z = Qg 10y 20z 2 Sar,y7z = Q1,202,402 ~
Zp,q 1:apiagiay20az2 (2.2.7) 1:aprariasyaz. (2.2.9
2 : nicht mogllch 2: 11,102,102 > 2.2.11
§p,q 1: a17pa1’1ay’2az72 2.2.10 1: a.l,pal,lag,y-azz 228
2:a1,101,20,2 2.2.12 2 : nicht méglich
7 1 : nicht mdglich 1:apragzar2a2ya2 . (2.2.17
P 2 : nicht mogllch 2: ap 101,202 209 2.2.19
3 : beide gleICh 3: 1,102,202 2 2.2.21
5 1:a1pagqaziay20.2 (2.2.18 1 : nicht mdglich
BT 2 a1pa2,1022a; 2 2.2.20 2 : nicht méglich
3: a1,1a2 2022 2.2.21 3 : beide g|EICh

2.2 Behebung der minimalen Uberschneidungen

In den folgenden Rechnungen stéht, immer flr das Kroneckersymbol,

5. _ 1 furz=y
Y10 sonst
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Bemerkung 2.2.1 (Symmetrie)
Durch Vertauschen der Indizes adg, erhalt manS, ,, und durch Vertauschen der
Indizes ausZ, , , erhalt manS, , ., weshalb einige der Rechnungen symmetrisch sind.

2.2.1 Rechenregeln

Satz 2.2.2 (Rechenregel)
In der freien Algebrafr,,. qilt:

1.
n
E :Zp,jajy E apiSiy + (O1y — 0p1) apy
j=2 1=2
2.
n n
> Zp1jaj. =Y ap1Siiz— (1= 0612 — 6az)apia;
3.
n
Zpjj = E ap,1Sii + ap,1
j=2 =3
4.
n n n n
Y Zpiaiaa5. =Y apiSin: — 012 Y Gpiaii+0p1 Y 4105,
=3 i—2 i—2 =3
5.
Zpg E :ayyaﬁ Oy, —ap1§ :aql Siy,2H0g,1ap,1 E :aayam — 0y,
=3 7=3
6.

n
§ :an,jajyy = § :apﬂaqvisi,y + dy1ap,1aq,1 + Oy 2ap,1aq,2 — 0g,10p 101y
j=2 =3

Beweis:[SatZ2.2.P]
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Zul.:
n
> Zyjajy 2.3)
=2
n n
== (Z p,iGji — 5p,j> @y (2.4)
j=2 \i=2
n n n n n
= - pi0j ity + | D apidiy— D apidiy | + Y pja5,  (2.5)
i=2 j=2 i=2 i=2 =2
=ap,y(1=01,y) =(1=6bp,1)ap,y
n
= Z ap,iSiy + (01, — Op1) apy (2.6)
=2
Zu2..
n
> Zpajai (2.7)
j=3
n n
7=3 =3
n n
- Z Z ap,101,i0j,ij 2 (2.9)
i=3 j=3
n n
== Z ap,1 | A1, Z aj itz — a1,0i > + a1,:0; (2.10)
=3 j=3
n n
= Z ap,1Siiz — Z ap,101,i0i 2 (2.11)
=3 =3
n
= Z ap,lsi,i,z - (1 - 51,2 - 52,7;)@;2,1@1,2 (212)
i=3
Zu 3.:
n
Zp.j.j (2.13)
=2

- Z (anl Z @j,iji — ap,15j,j> (2.14)
=2 i=3

n n
- Z Ap,1 Z ajitji — 0ii | +ap1 (2.15)
=3 j=2
n
= p1Sii+ ap (2.16)

=3
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Zu4.:
n
> Zprajaa;. (2.17)
j=3
n n
=- Z (Z p,i01 i — 5p,1> ;10 (2.18)
:—ZZamal ia;, 1a]Z+Z5 105,105 - (2.19)
=2 j=3
n n n
= Z Gpi | A1, Z aj1aj,; —a1,01,; +a1,01; | + Z dprajiaj.  (2.20)
i=2 j=3 =
n n n
= apiSin: — Y apia1ibiz+ Y 6pia510. (2.21)
i=2 i=2 j=3
Zub.:
Zpq,1 2:‘%yajz_'yz (2.22)
n n
= <—%,1 > agian + ap,15q,1> > ajyaz — by (2.23)
i=3 j=3
n
= —ap, Z Qqi | A1y Z AjyQjz — a1,i0yz | + dg1ap1 Z Ajyajz — Oy,
7=3
(2.24)
n n
=p1 Y giSiyz+0g10p1 | Y ajyaj. — 0y (2.25)

i=3 j=3
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ZU6.:
n
Z Zp,q,j %,y (2.26)
n n
- (ap,l > agiaj - ap,15q,j> jy (2.27)
j=2 i=3
n n
= — Z Ap,1Qq, Z @iy — Oiy + (5%,) + Z ap,10q,jCjy (2.28)
i=3 j=2
n n n
= _ZapalalLi Zay}iaj,y — iy ap,104q,i0iy + Zap 10q,jj,y
i=3 = i=3 =2
(2.29)

n
= Z ap,10q,iSiy — (1 = 0y,1 — 6y .2)ap1aqy + (1 — dg1)ap,1aqy (2.30)
i=3

n
1=3
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2.2.2 Reduktionswege fliw, 1a,1a, 1

Beginnend mit (ap 1aq,1ay,1 , Zpqay1):

Zp,q
Ap,10q,10y,1 |———> Zpqay,1 (2.32)
Beginnend mit (ap, 1aq,1ay,1 , ap1Z4,y):

Zq,y "
Up10g 10y 1 [——> ap1Zgy = ap1 | — Y agiayi+ Sqy (2.33)

i=2
= —0p10g,20y2 + Zp gy (2.34)

Zpqy

| > — Zpay t Zpqly1 + Zpagy (2.35)
= Zpqay,1 (2.36)

Bemerkung 2.2.3 (Symmetrie)
Diese Rechnungen sind nach Vertauschen der Indizes identisch mit depen in (2.2.3) .
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2.2.3 Reduktionswege fliw; ya; 4a1 ,

Beginnend mit (a1 pai a1y , Spqeai,y):

Sp.q
a1,pa1,401y |——> Spqaiy (2.37)
Beginnend mit (a1 01,401,y , a1,p5y):

gq,y n
a1,p01,401,y | > a1pSqy = 1p | — Z i Uiy + Oqy (2.38)

i=2
= —Q1,pa2,402,y + Spgy (2.39)

Sp.ay

| > — Spay T Spqiy + Spay (2.40)
= Pp,qlly (2.41)

Bemerkung 2.2.4 (Symmetrie)
Diese Rechnungen sind nach Vertauschen der Indizes identisch mit depen in (2.2.2) .
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2.2.4 Reduktionswege fliw, a1 1a1,
Beginnend mit (ap71a171a1’y , Zp,lalyy):
Zpa
apa1101, | Z apiar; + 0p1 | ary (2.42)
=- Z p,i01,i01,y + Op,1a1y (2.43)
=2
Siy
’ ’ Zap zSzy + 0. 101y (244)
=2
n n
= api | Y ajiaiy — iy | + Sprary (2.45)
i=2 j=2
n n
= Z Z Ap,i@,ijy — (1 = 01y)apy + 0p1a1y (2.46)
i=2 j=2
= Z Z Ap,iQj,iGjy — Apy + 01,yap1 + Op 101y (2.47)
i=2 j=2
Beginnend mit (a,,1a1,101,y , ap,151,y):
Sl,y n
ap101, 1a1’y |—> — Qp,1 Z CLJ 1CL] y 51,y (248)
7j=2
== Z Ap,10451 a5,y + ap,101y (2.49)
j=2
Zp.j
| > = Z Zpjajy + ap101y (2.50)
j=2
= Z <Z QpiQji — ) Qjy + ap71<517y (2.51)
o
:Zzam% iy — (1= 0p1)apy + ap1dry (2.52)
o
= Z p,i@jiGjy — Apy + Op,1a1,y + 01yap1 (2.53)
J=2 =2
Bemerkung 2.2.5 (Symmetrie)
Diese Rechnungen sind nach Vertauschen der Indizes identisch mit depen in (2.2.5) .
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2.2.5 Reduktionswege fl, ,a 10,

Beginnend mit (a1 pai,1ay,1 , Spi1ay,1):

n
p,1
a1,pa110y1 |[——> Spiay1 = (- ) " aipain +5p,1> ay1
=2

n
= - E 4 pi1Gy1 + 01 pay 1

=2
Ziy n
|—— — E QipZiy + 01,pay,1
=2
n n
= aip | Y aijay; — iy | + 010y
i=2 =2
n n n
=D aipaigay; — Y aipliy +0150y
1=2 j:2 =2
—_——
=(1-dy,1)a1,p
Beginnend mit (a1 pai1ay,1 , a1p21,y):
Zl,y n
a1pa110y ) |——> @121y = —a1p [ D arjay; — Oy
=2
n
==Y 15010y + 01,01
=2
Sp.j n
|—— — E Sp,jay,j + a1,p0y1
j=2
n n
= § E :ai,pai,j —Op,j | ay,j + a1,p0y1
j=2 \i=2
n n n
=33 aiptijay; — > Opjay; +a1ply1
j=2 i=2 7j=2
———
=(1=6p,1)ay,1

Bemerkung 2.2.6 (Symmetrie)

Diese Rechnungen sind nach Vertauschen der Indizes identisch mit de

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

nenin (2.2.4) .
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2.2.6 Reduktionswege fl, ja;
Beginnend mit (CL171(Z171 s Zl,l):
21,1 n
ajja1,) |—> — Z aiia1,; + 01,1 (2.64)
i=2
S‘ii’i n n
—— > D ajiazi—6ii | +1 (2.65)
i=2 \j=2
Beginnend mit (a1 1a1,1, S1,1):
§1,1 n
ajia1,) [——— — Zaj,lajJ + 61,1 (2.66)
j=2
Zj7j n n
|—— Z Zaj,iaj,i -0 | +1 (2.67)

j=2 \i=2
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2.2.7 Reduktionswege fliw, 1a,1a, 20 2

Beginnend mit (ap71aq,1ay,2az72 s Zp7qay,2az72):

Zpg
ap,10q,10y,20%2 | —> Zp,qly,20: 2

Beginnend mit (ap,1aq,1ay,2a22 , ap1 (Zgy,: — Zgyaz,1)):

Z,

@,y,7
T _
Ap1Gq,10y20; 2 | ap1 (Zg,y,z — Zgyaz1)

n
= —0ap1 | Gq,1 E :ay,iazn' — ag,10y,2

=3

n
+apa (E :aq,iay,i - 5q,y> az,1
i=2
n
= —0p,10q,1 E :ay,iaz,i —Oy.z
i=3

+ (ap,laq,?ayQ - Zp,q,y) az1

Zp7q7 Zp,%y

n
[ —Zp E :ay,iaz,i — Oy,z
i=3

+ (Zpay — Zpqy) — Zp,qy) @21

n
= —Zpgq (E :ay,iaz,i — Oy,z + ay,laz,l)
i=3

Zy7z

n
|—— =7y, (E Gy — Oy + Zy,Z)
=3

= —Zpq(—a2ya2 ;)

Bemerkung 2.2.7 (Symmetrie)
Diese Rechnungen sind nach Vertauschen der Indizes identisch mit de

(2.68)

(2.69)

(2.70)

2.71)

(2.72)
(2.73)
(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

(2.78)

nenin (2.2.8) .
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2.2.8 Reduktionswege fl, ,a, 4a2 a2 -
Beginnend mit (CLLpCLanQ’yCLQ’Z , Sp7qa2,ya272):
Sp,q
a1,p01,qa2,y32,2 |——— Spqazya2. (2.79)
Beginnend mit (a1 a1 4424022 , a1,y (Sqy,> — Sqya1,2)):
SnyaZ
al,pal,qGQ,yaQ,Z |—> aLp (S(Ly,z - Sq,yaLz) (280)
=—aiyp <a17q Z @iy, — a17q(5y,z> (2.81)
i=3
+ai, (Z g iy — 5q,y> ai. (2.82)
=2
= — a1 01 (Z iy iz — 5y,z> (2.83)
1=3
+ (al,paqgag@ — Spyq,y> a1,z (284)
gp,qa gp,q,y n
‘—) - Sp,q <Z Q5 yQj 2 — 5y,z> (2.85)
=3
+ (Spiay = Spay,1 — Spay) 01,2 (2.86)
=— Sp7q <Z Q3 yQs 2 — (Sy7z + ay71a17z> (2.87)
i=3
Sy n
[ == Spq | D iyaiz— Oyz+ Sy (2.88)
=3
= — Sp’q ( —agyyagz) (289)
Bemerkung 2.2.8 (Symmetrie)
Diese Rechnungen sind nach Vertauschen der Indizes identisch mit depen in (2.2.7) .
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2.2.9 Reduktionswege flw, a1 102 a2, .

Bemerkung 2.2.9 (Symmetrie)
Diese Rechnungen sind nach Vertauschen der Indizes identisch mit denen in 2.2.10.

Beginnend mit (ap71a171a27ya27z , Zp71a27ya27z):

Zpa n
aparazyaz, [ | = apiari+ 01 | azyaz; (2.90)
=2
n
= — ) 43010209, + Op 109,03 - (2.91)
=2
§i,y,z n
‘ o Z p,i (S’i,y,z - Si7ya172') + 5p,1a2,ya2,z (292)
=2
n n
= Z Qpig | A1,4 Z AjoyQj > — a17i5y’z (293)
1=2 j=3
n
+ Z ap,isi,yal,z +4 ,102,402 2 (2.94)
=2
n o n n
- Z Z Ap,i01,ij,yQjz — Z a’p,’ial,iéy,z (295)
1=2 j=3 i=2
n
+ Z ap,isi,yal,z +4 , 102 4Q2 (296)
=2
n n
=D apiaritjyajs + (Zpy = 6p1) 8y (2.97)
i—2 j=3
n
+ Z ap,iSiyai z + 0p1a24a2 - (2.98)
=2
n n
=D > apian ity + Zpadye (2.99)
i=2 j=3

+ Z ap,iSivyaLz — (5p71 ((5y72 — a27ya27z) (2.100)
=2
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Beginnend mit (a, 161,102 ya2.2 , ap1 (S1,y,2 — S1,4a1.2)):
0p101,102,y 2,2 (2.101)
gl,y,z n
——— —apa1 | 011 ay05- — 110y (2.102)
=3
n
tapy [ D ajaa5y — 01y | a1 (2.103)
=2
n
= G111 Z jyljz = Oy, z (2.104)
j=3
n
+ Z Ap,105105y01,2z — ap,ldl,yal,z (2105)
j=2
2p717 ZPJ n n
| (Z Ap,i1,; — (5p71> Z AjyQjz — Oy - (2.106)
i=2 j=3
n
+ Z ZPJaJ,yaLZ - a’p»l(sl,yal,z (2-107)
j=2
n n n
=N N 4pi01405,405: — Op1 > 50z + Zp1y. (2.108)
i=2 j=3 =3
n
+ (Z ap,iSiy + (01,5 — 0p,1) ap,y) a1,z — ap1diyar. (2.109)
i=2
n n n
= Z apﬂal:za/.]:ya]vz + Zpylcsyvz + Z ap7ZSZ7ya17Z (2'110)
i=2 j=3 i—2
n
—Op1 [ D ajyaj. + a1y01 . (2.111)
j=3
gy P n o n n
‘4> Z Z Qpi01 054052 + Zp,15y7z + Z ap’iSLyaLz (2.112)
1=2 j=3 i=2
n n
— Ot | D iyie — | Y iy — Oy (2.113)
j=3 =2
n n n
- Z Z Ap,iQ1,i0j @z + Zp10y,2 + Z ap,iSiyal, (2.114)
1=2 j=3 i=2
— 0p,1 (0y,2 — azyas.z) (2.115)



68 Behebung der minimalen Uberschneidungen

2.2.10 Reduktionswege fur, ,a, 10,20, 2

Bemerkung 2.2.10 (Symmetrie)
Diese Rechnungen sind nach Vertauschen der Indizes identisch mit denenlin 2.2.9.

Beginnend mit (a17pa171ay72az72 R Sp71ay72a272):

Sp1 n
01,p01,10y,20z,2 ‘ —> — Z Q;pQ41 + 5p71 Gy 207 2 (2.116)
=2
n
== D Gipi10y 20z + G 10y 20 3 (2.117)
i=2
1,Y,2 n
[ - Z Aip (Ziyz — Ziyaz1) + Oprayzazo  (2.118)
=2
n n
- Z Gip | i1 Z Qy,j0z5 — Gi10y,2 (2.119)
=2 j=3
n
+ Z QipZiyaz1 + Op1ay,20z 2 (2.120)
1=2
n n n
- Z Z @ipQi, 10y Az, — Z i pQ;i 10y, (2.121)
=2 j=3 =2
n
+ D aipZiyaz + 0p1ay0: (2.122)
1=2
n n
- Z Z Qi pQi 1y jazj + (Sp1 —0p1) 6y (2.123)
i=2 j=3
n
+ Z i pZiyQz1 + Op 10y 20 2 (2.124)
1=2
n n
=" aipainayjaz;+ Spidy (2.125)
i=2 j=3

+ Z ai7pZ¢7yaZ71 - 51,71 ((5y72 - ay,ga,m) (2126)
=2



2.2.10 Reduktionswege fle; ,a1,10y 20,2 69
Beginnend mit (a1 pa1,1ay2022 , a1p(Z1,y,: — Z14021)):
a1,p01,10y,202,2 (2.127)
le P n
|4> —a1p | ain Z ay,Jam al 1(5y 2z (2128)
7j=3
+aip Z a1y — 01y | az1 (2.129)
=2
n
= — a1 | Y yjas; — Oy (2.130)
j=3
n
+ Z a1pai jay jaz1 — a1p01,yaz1 (2.131)
=2
§p71’
. Z i pai1 = Z Gy 0z = Oy (2.132)
+ Z Sp,jly,j0z1 — a1,p01,yaz 1 (2.133)
=2
n n n
= Z Z Qi pQi 10y Az 5 — p,l Z Qy.j0z 5 + S. 71(Sy7z (2134)
=2 j j=3
<Z aipZiy + (01 — Op1) aym) a1 — a1,p01,y0a.1 (2.135)
1=2
n n n
=) D aipaiiay az; + Spady: + Y aipZiyaz, (2.136)
i=2 j=3 i—2
D ayjas; +ayiaz, (2.137)
j=3
Zy,z L n
[ DD aipinay az; + Spidy. + Y aipZiyaz, (2.138)
i=2 j=3 i=2
n n
—0pa Z Oy,j0z5 — Z Qy,j0zj — Oy, (2.139)
—ZZawallawa”+Sp15yz+2azp iy 02,1 (2.140)
1=2 j=3
— Op1 (0y,z — ay2a:2) (2.141)



70 Behebung der minimalen Uberschneidungen

2.2.11 Reduktionswege fur, jasas

Beginnend mit (a171a271a27z R Zlvgaz’z):

AR n
aiiazias, |—> =|— g aiia2; + 012 | as.
i—2

n
=— E 140202 »
i=2

gz’,z‘,z n
|——— — Z (Siiz — Siia1z)
=2

Beginnend mit (a171a271a17z R Sl»LZ — Sl,lalyz):

a1,1a42,101,2
Si1,2 n n
|——— | —a1a E a;10;; +a101; | + E ajiraj1 — o011 | aiz
=3 =2
Zj.j n
——— = a1a105. +a1101
j=3
n n
D D wjiaii =6 | e —ais
i—2 \j=2
Zl,j n n
|—— a1;aj; — 01 | aj .+ a1,101;
=3 \i=2
n n
D ajiazi—6ii | a1, — a1z
i—2 \j=2
n n
= a1,i0;;0j. + a1,101 2
=2 j=3
n n
+ E Siia1,, — | a1,101,2 + E a1,i0; -
=2 =2
n
=— (Siiz— Siianz)
=2

Bemerkung 2.2.11 (Symmetrie)

(2.142)

(2.143)

(2.144)

(2.145)

(2.146)

(2.147)

(2.148)

(2.149)

(2.150)

(2.151)

(2.152)

(2.153)

Diese Rechnungen sind nach Vertauschen der Indizes identisch mit de

nenin (2.2.12) .




2.2.12 Reduktionswege fle; 1a1 20 2 71
2.2.12 Reduktionswege fur, ;a4 2a. o
Beginnend mit (a1 1a1,2a.2 , S12a22):
§1,2 n
a11012a;2 ——> =|— Z%lai,? + 012 ) az2 (2.154)
i=2
n
=— Z 43105905 2 (2.155)
~l 7 32
‘4> Z 10,2 zzaz 1) (2156)
Beginnend mit (a1 1612021, Z11,: — Z1,1021):
1,101,201 (2.157)
~1,1,z n n
|——— | —a11 Zal,iaz,i +ar101,; | + Z aijai; — o011 | a1 (2.158)
i=3 =2
3.3 n
——— =) 1101 0.5+ a1101 (2.159)
j=3
n
Z Z Qi,jQi,5 — z1 — Gz (2.160)
=2
Sui &L
|4’ Z Z A105,5 — 51,3 azj;+ai 161 2 (2161)
7=3 \i=2
n
Z Zaz‘,jam‘ =0 | az1 = az1 (2.162)
= =2
n
= Z a;10;j0z 5 + a1,101 2 (2.163)
i=2 j=3
n n
+> Zigazn - (au&l,z +3 az,lai,Z) (2.164)
i=2 i=2
n
=- Z (Zisiyz — Zii02,1) (2.165)

Bemerkung 2.2.12 (Symmetrie)

Diese Rechnungen sind nach Vertauschen der Indizes identisch mit de

nenin (2.2.11) .




72 Behebung der minimalen Uberschneidungen

2.2.13 Reduktionswege flir, ;a4 201 201 4

Beginnend mit (ap, 144,201,201,y 5 (Zpg,1 — Zp,qa1,1) a1y):

p,194,201,201,y (2.166)
p.q,1 n
[ | —ap1 D agiari + apidea | ary — Zpgaraany (2.167)
=3
§17y n
[ —ap1 ) agiariary + apadgrary — ZpgSiy (2.168)
=3
gi,y n n
|— Z Ap,10q,i Z ajitjy — iy | +ap1dgra1y — ZpgSiy (2.169)
i=3 j=2
n n
=D p1agitjitjy — ZpgSiy (2.170)
1=3 1=2
n
- Z ap,104,i0i,y + ap,10g,1a1,y (2.171)
1=3
n n
=D paagiajitjy — ZpgSiy (2.172)
1=3 =2
— (1= (01y + 2y))apragy + ap1dgia1y (2.173)
n n
- Z Z Up,104q,i05,i %y — Zp,gSiy (2.174)
1=3 1=2

— Qp,1Gq,y + 01,yAp10g,1 + 02 yAp10g.2 + p 104,101y (2.175)



2.2.13 Reduktionswege flk, 1a42a1 201 4 73
Beginnend mit (ap71aq72a172a17y s CLpJCLq,QSQ,y):
(p,10q,201,201 y (2.176)
§2,y n
| > T ap1aq2 Z aj2ajy — 02y (2.177)
j=2
n
= ZMCLM + ap1aq,202,y (2.178)
j=2
Zp,q,j n
| > - Z (Zp,qd - Zp,qaj,l) ajy + ap1ag,202,y (2.179)
j=2
n n n
= (ap,l Z Qq,iQji — ap,l(sqa’) ajy + Zpg Z aj,1G5.y (2.180)
j=2 =3 j=2
+ ap,10q,202,y (2.181)
n n
= (ap,l Z aq,iaj’i — ap,15q1j> ajyy — Zp7q51’y (2.182)
j=2 i=3
+ Zp,g01,y + ap1ag202,y (2.183)
n n
= Z Ap104q,i05i05y — ZpqSiy (2.184)
i=3 j=2
n
- Z ap,10q,jQjy +2Zp,g01y + p,1ag,202y (2.185)
j=2
(1-01,q)ap,1aq,y
n n
- Z Z ap,10q,i05,i%y — Zp,gS1y (2.186)
i=3 j=2
— Ap,10q,y + 01,90p, 101,y + ZpgO1y + ap10g,202, (2.187)

Bemerkung 2.2.13 (Symmetrie)

Diese Rechnungen sind nach Vertauschen der Indizes identisch mit dé

2nen in 2.2.14.




74 Behebung der minimalen Uberschneidungen

2.2.14 Reduktionswege fur, ,as qas 10,1

Beginnend mit (a1 ,a2,4a2,1ay,1 5 (Sp,g,1 — Sp,g@1,1) ay,1):

al’/paquag,lay,l (2188)
p.q,1 n
——— | —a1p Y igai1 + 1041 | ay1 — Spea11ay, (2.189)
i=3
Sty n
[——— —a1y E :ai,qai,lay,l + a1,p0q,1ay1 — Sp,qZ1y (2.190)
i=3

§i y n n
|— E a1,piq E :a@jaw' — iy | +aipdgray1 — SpqZiy (2.191)
i=3 j=2

n n

- Z Z a1,pQiqQij0y; = Sp.qZ1y (2.192)
=3 i=2
n
- Z a1,p;q0;y + a1,p0¢,10y,1 (2.193)
i=3
n n
- Z Z a1,pQi,qQi 0y, — SpqgZ1y (2.194)
i=3 i=2
— (1= (81 + 02y))a1,pyq + a1,pdg10y,1 (2.195)
n n
- Z Z a1,p0i,qQi,j0y,j = SpgZ1y (2.196)
=3 i=2

— Q1,pGy,q + 01,41 pa1,g + 02 41 pA2 g + A1 p0g,10y,1 (2.197)



2.2.14 Reduktionswege fle; a2 4a2,1a0y,1 75
Beginnend mit (alprLQ’an,lay’l , a17pa27qZ27y):
a1,pA2,942,10y,1 (2.198)
52,31 n
[ —a1pa2, ZGZ,jay,j — 02,y (2.199)
=2
n
== D a1p02,4020y + a1p02,402 (2.200)
j=2
Zpq.j "
| > = Z (Sp,q,j - Sp,qal,j) ay.j + a1,pas 402,y (2.201)
j=2
n n n
= (al,p Z QAi,qQi,j — a17p5q,j> ay,j + Spg Z a1jay;  (2.202)
j=2 i=3 =2
+ a1,p02,402,y (2.203)
n n
= (al’p Z az"qa@j - a17p5q7j> ay’j — Sp’qZLy (2.204)
j=2 i=3
+ Spg01y + a1,p02,402,y (2.205)
n n
= a1,pQi,qQi,jQy,; — SpqZiy (2.206)
i=3 j=2
n
- Z a1,p0q,jy,j +Sp,g01,y + a1,pa2,g02,y (2.207)
j=2
(1-61,9)a1,pay,q
n n
= a1,pi qQi,j0y,j — Spqliy (2.208)
i=3 j=2
= Q1,p0y,q + 01,001,p0y,1 + Spg01y + 1,902,402,y (2.209)

Bemerkung 2.2.14 (Symmetrie)

Diese Rechnungen sind nach Vertauschen der Indizes identisch mit dé

2nen in 2.2.13.




76 Behebung der minimalen Uberschn

eidungen

2.2.15 Reduktionswege fur, a1 2a4 2

Beginnend mit (CLPJCLLQCLLQ , Zp,l,l — ZpJaLl):

ap,101,201,2
Zp
|———— —ap1 g a1,;a1; + ap101,1 + g ap,ia1,ia1,1 — Op 1011
i—3 i—2
Siir Si

| > _ap1§ Szz+ap1+§ Qp.g 21 p,lall
=—ap, E Sii+ E apiSi1+ (1 —dp1)ap
1=3 =2

Beginnend mit (ap71a172a1,2 , ap,15272):

52 2
ap,101,201,2 |—> E ap 152052 + Gp 1022
Jj=2
Zp.jj n
—
| E (Zpjij — Zpjaja) + ap,

<.
Il
)

Jj=2
n n
=ap,1 ) " ajiaz; —6ii | — apa
=3 \Jj=2
n n n
=Y api Y (ajia50 = 0)+ Y dpja1 +apa
i=2 =2 =2
—_——
=(1-dp,1)ap,1

ap,lzszz+zap, 21+ 5 )apl

(2.210)

(2.211)

(2.212)

(2.213)

(2.214)

(2.215)

(2.216)

(2.217)

(2.218)

(2.219)

(2.220)

Bemerkung 2.2.15 (Symmetrie)

Diese Rechnungen sind nach Vertauschen der Indizes identisch mit de

rnen in 2.2.16.




2.2.16 Reduktionswege fle; a2 1021 77
2.2.16 Reduktionswege fur, ,as 102
Beginnend mit (CLLpQQJCLQ’l , Sp,l,l — Sp,lalyl):
a1,p02,102,1 (2.221)
gp,l,l
|———— —ai, Z a;10i1 + a1 pdi + Z Qipaiia1,1 — Oprarn  (2.222)
1=3 1=2
Ziiy Zi
|—’ - al,pzzzz +a1p +Zaz,p i,1 — p,lal 1 (2.223)
= —ay, Z Zii + Z aipZia + (1= 8p1)a1, (2.224)
i=3 i=2
Beginnend mit (a17pa271a2,1 , aLpZQ’Q):
22,2 n
a1pa2102,1 |[——> — Z a1,paz ;a2 j + aip022 (2.225)
j=2
7]7]
— Z pid — Spgarg) + aip (2.226)
n
( Lp Z @45 — al,p5j,j> (2.227)
i=3
- <Z i plij — 5p7j> a1+ aip (2.228)
=2 \i=2
n n
=a1p ¥ Y aijai; —dii | — a1y (2.229)
i=3 \ j=2
n n
— Z Qi p (ai7ja1 J )+ Z 5pja1 4 taip (2.230)
i=2 =2 =2
N——
=(1-6p,1)a1,p
al,pz Zii+ Zalp i+ (1—6,1)a,  (2.231)

Bemerkung 2.2.16 (Symmetrie)

Diese Rechnungen sind nach Vertauschen der Indizes identisch mit de

rnen in 2.2.15.




78 Behebung der minimalen Uberschneidungen

2.2.17 Reduktionswege fur, ;a,2a1 202 a2 .

Beginnend mit (a,,1aq,2a1,2a2,ya2,2 , (Zp,g1 — Zp,qa1,1) a2,4a2,2):

ap,10q,201,202,y02,> (2.232)
gp,q,l n
——— = (a1 ) agiar; — apide | azyaz: — Zpgai1a2y02,.  (2.233)
=3
gl,y,z n
[ - Z Up,10q,i01,i42,y02 > + Ap,10q,102,402 - (2.234)
=3
— Zpq (S1y,z — S1y01,2) (2.235)
gi,yz n
——— = ap1agi (Siy: — Siyar:) + ap1dg1a2,0s . (2.236)
=3
— Zpq (S1y,: — S1,401,2) (2.237)

Beginnend mit (ay,1a¢,2a1,202,ya2> ; ap 162 (S22 — S2401,2)):

(p,10g,201,202,y 02,2 (2.238)
S22 n
——— —apiaga | 012 ) ajya;. —a120, (2.239)
=3
n
+ap1ag:2 E @20y — 024y | 1.z (2.240)
=2
n
=~ Up10g2a12 | Y Giyiz — Oy (2.241)
j=3
n
T Zw%yalw — Qp,104,202,01 2 (2.242)
j=2
ZP#]J’ ZP,(IJ n
‘ - (Zp,q,l - vaqal,l) E AjyQj~ — 5y,z (2243)
=3

n
+ Z (Zp.aj — Zp,g@j1) Qjya1,z — Ap,10g,202,401 2 (2.244)
j=2



2.2.17 Reduktionswege fl, 164201 202 402 - 79
n n
= — | %21 Z Gq,iSiy,z + 0g,10p,1 Z jyQjz — Oyz
i=3 j=3
(2.245)
n
— ZpqS1y, + (Z Ap,10q,iSiy + (5y71ap71aq,1. (2.246)
i=3
+ 0y 20p,1042 — 5q,1ap,1a1,y> a1,z
(2.247)
- Z Zp7qaj71aj7ya17z — ap71aq72527ya17z (2248)
j—2
= Z ap1aq,i (Siy,z — Siyar,z) (2.249)
0g,1ap,1 Z Ajyajz — Oy | — dgrap1a1,yarz (2.250)
+ 5y,1ap71aq’1 — Z ZI,,qaj,laj,y a1,z — Zp7q81’y7z (2.251)
Z P> ~p q
| Z ap1aq,i (Siy,z — Siya1,2) (2.252)
0g,10p,1 Z Ujy@jz = Oyz | — 0g,10p15p,q (2.253)
n
+ | 0y,12p,q — Z Zp,qlj,105,y = Zp,gS1y,z (2.254)
=2
= — Z ap,10q, , ,y , — 5 i,y01,z —I— Qp, 1(5(1 102 402 » (2.255)
Zpq (S1y,: — S1ya1,.z) (2.256)

Bemerkung 2.2.17 (Symmetrie)

Diese Rechnungen sind nach Vertauschen der Indizes identisch mit d¢

2nen in 2.2.18.




80 Behebung der minimalen Uberschneidungen

2.2.18 Reduktionswege fur, ,as 4as 10y 20, 2

Beginnend mit (a1 pas,qa2,1ay,2a22 , (Sp.g1 — Sp,g@1,1) Gy2az2):

1,p02,402,10y,20z2 (2.257)
Zp,q,l n
[——— — {a1p ) aigain — a1pbe | ay2az2 — Spearnayazz  (2.258)
1=3
gl,z,uz n
| > = Z a1,pQi,qQ;,10y,202 2 + a1,p0q,10y,20z 2 (2.259)
=3
— Spq (Z1y,z — Z1y021) (2.260)
§i,y,z n
| > = Z a1,piq (Ziy,z — Ziyaz1) + a1,p0q,10y,205 2 (2.261)
=3
— Spg (Z1y,2 — Z1,yaz1) (2.262)

Beginnend mit (aLpanag’lay,Qazg , A1,p02.q (ZQ’yyz — ZZ,yaz,l)):

@1,02,402,10.205,2 (2.263)
S22 n
| > T A1,p024 | 02,1 E Ay jQzj — 2,10y, (2.264)
Jj=3
n
+ a1,p02.q E a2 0y j — 52,y az1 (2265)
Jj=2
n
= —a1p02021 | D ayiazi— Oy (2.266)
Jj=3
n
+ E a1,p02,¢A2,j0y,j0z1 — alypa27q(52,yaz71 (2267)
Jj=2
Zp:q)17 ZIMLJ n
| — (Spg1 = Spqarr) | Y ayjaz; — 6y (2.268)
Jj=3

n
+ Z (Sp.a.j — Spqai,j) Ay jaz1 — a1,paz,02,yaz 1 (2.269)
j=2



2.2.18 Reduktionswege fle; a2 4a2,1ay 20 2 81
n n
= T |9y Z Wi, Ziy,z + 0g,101p Z Qy,j0z5 — Oy,
i=3 j=3
(2.270)
n
i=3
+ Oy,0ap,1aq9,2 — 5q,lap,lal,y) az1
(2.272)
=2
n
== a1p8iq (Ziy: — Ziyaz1) (2.274)
- 6Q71a17p Z ay:JaZJ - 6?/72 - 5(1,1a1»17ay;1a271 (2'275)
n
+ (5y,1a1’pa17q — Z Sp7qa17jay’j az1 — Sp,qzl,y,z (2.276)
j=2
Zp.q> Opag n
| " a1paiq (Ziy: — Ziyas ) 2.277)
0g,101p Z Qy,j0zj = Oy,z 0¢,101,pZp,q (2.278)
+ | 06,1854 — Z Sp g1 jay — 8071y,  (2.279)
7j=2
== Z 1,p0i g (Ziyz = Ziyaz1) + a1,p0q,10y,202 2 (2.280)
= Spq (Z1y,2: — Z1yaz1) (2.281)

Bemerkung 2.2.18 (Symmetrie)

Diese Rechnungen sind nach Vertauschen der Indizes identisch mit d¢

2nen in 2.2.17.




82 Behebung der minimalen Uberschneidungen

2.2.19 Reduktionswege fuir, ;a1 202202 .

Beginnend mit (ap71a172a2,2a27z R (Zp7172 — Zp71a271) a27z):

p71 2

ap 101202202 5 |[——> — | ap1 Z a1,ia2; — Gp101,2 | az,- (2.282)
+ (Z (p,i@1,i — ) 2,102z (2.283)
=- Z Qp, 101,02 02 » (2.284)

i=3
+ Z Gp,i01,i02,102,2 — 0p,102,102 - (2.285)

i=2

5171,27 S,

| Z ap1 (2 — Siianz) (2.286)

+ Z api (Si1 — Siia1z) —dp1ag1a2, (2.287)

Beginnend mit (amal,gag’gag,z y Gp1 (52’2,2 — S2,2a1,z)):

ap,141,202,202,2 (2.288)
So 2.2 n
‘—’ —ap a12Z% 20, — 1202, (2.289)
7=3
n
tapy [ D aj2a50— 622 | ar (2.290)
=2

n

== D Gp10120;205: + p 101 202 (2.291)
=3

n

+ D 0p10j205201; — ap0 (2.292)

Jj=2



2.2.19 Reduktionswege fl, 1a1 202202 . 83

Zp’lzj’ szjz.j n
| > Zprj = Zpaaja) aj. — (1= b2z)aprar,.  (2:293)
j=3

+ Z (Zpjj — Zp,jaj1) a1,z (2.294)
=2

- (Z ap,18iiz — (1 =61, — 52,z)ap71a172> (2.295)
=3

n n n
+ Z apiSi1,z — Z ap;ia1,:01,2 + Z 0p, 105,105,
i—2 i—2 =3
(2.296)

- (1 - 52,2)0410,1a1,z + (Z apJSi,i + ap,l) a1,z (2297)
=3

n
- (Z apiSi1 + (01,1 — dp1) ap,l) aiz (2.298)
i=2

n n
=— Z ap1 (Siiz — Siqa1z) + Z ap;i (Si1,z — Sinaiz)
=3 =2

(2.299)

n
—0p1a2,1a2, — 01,2 (Z Qp;a1; + CLp,lal,1> (2.300)

i=2
+ 46 1 Z ;1052 + Q1,101 2 (2301)
j=2
Zp,l» Zvl,z n n
| > - Z ap,1 (Si,i,z - Si,ial,z) + Z Qp.i (S@Lz - Si,lal,z)
1=3 i=2
(2.302)
— 0p,102,102,2 — 01, (Z Gp,ia1,; + Zp,1> (2.303)
i=2
01 [ D ajuas.+ 21 (2.304)
j=2
=- Z apa (Siiz — Siia1,z) (2.305)
i=3
+ Z api (Si1,2 — Sijia1z) — dp1az102 (2.306)
i=2

Bemerkung 2.2.19 (Symmetrie)
Diese Rechnungen sind nach Vertauschen der Indizes identisch mit dénen in 2.2.20.
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2.2.20 Reduktionswege flir, a2 10220, 2

Beginnend mit (CLLpCIQ’lCLQ,ZGZ’Q s (Sp7172 — Sp,lal,Q) az,Z):

p,l 2
a1,pa2,10220; 2 |——> — [ aip Z a;10;2 — 01012 | Gz (2.307)
n
+{ D aipain - 5p,1> 1,202 (2.308)
i=2
n
=- Z a1,p0; 10,2022 (2.309)
i=3
n
+ Z ,pA;,101,20z,2 — 0p,101,20z,2 (2.310)
i=2
;S’Viziyz’ Nzalzz
| Zal,p i,z T Lii0z 1) (2.311)

+ Z a; p z 1,z — z 10z 1) 5p71a1,26lz,2 (2312)

Beginnend mit (a1 pas 1a22a.2 , a1p (2222 — Z22a21)):

1,p02,102,20z,2 (2.313)
52 2,2 n
——— —a1,y |21 azj0.; — a6 (2.314)
7=3
n
tary | azja; — 0z | azn (2.315)
=2

n

== D @1p02102,0z 5 + 12102 2 (2.316)
=3

n

+ D a1902,/02,j0z 1 — 01,0z 1 (2.317)

Jj=2
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ZP:Lj’ Zp’jaj n
| > — Z (SP,LJ — Sp,lalyj) azyj — (1 — 527z)a1,pa2,1 (2318)
=3
+ 2 (Sp,j’j - SPJal,j) Gz 1 (2319)
=2
- <Z a1p %5 — (1= 61, — 5272)a17pa271> (2.320)
i=3
+ AipZilz — Z i pai 101,z + Z Op,1a1 50z j
i=2 i=2 j=3
(2.321)
_ (1 — 527Z)a17paz71 + (Z alypZm' + (117p> Qz,1 (2.322)
i=3
_ (Z ai,pZm + ((51’1 — 5p,1) a17p> az1 (2323)
i=2
=- Z a1p (Ziiz — Ziiaz1) + Z aip(Zins— Zinaz)
i=3 i=2
(2.324)
—0p1a1,2a22 — 61, (Z @ip@in + al,pal,l) (2.325)
i=2
+ 6 1 Z a1,j0z,5 +a1,10;1 (2326)
=2
gp,ly §1,z n n
|————— — Z a1p (Zii»— Zijaz1) + Z aip(Zinz— Zinaz1)
i=3 i=2
(2.327)
— 0p,101,2052 — 012 (Z a;pa;1 + S, ,1> (2.328)
i=2
+6 1 Z a1,j0z5 + Sl,z (2329)
j=2
= — Z al,p (ZM}Z — Zi’ia371> (2330)
i=3
+ Z @ip(Zin,z — Zinaz1) — 6p1a12a;2 (2.331)
i=2

Bemerkung 2.2.20 (Symmetrie)
Diese Rechnungen sind nach Vertauschen der Indizes identisch mit dénen in 2.2.19.
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2.2.21 Reduktionswege fur, jas2as 9

Beginnend mit (a171a272a272 , Zl’272 — Z1,2a2’1):

01,102,202,2 (2.332)
Zi22
|———— Zi22 — Z120a2,1 (2.333)
n
= - <a1,1 Z a2,;02,; — a1,152,2> (2.334)
i=3
n
+ <Z ay;ag; — 51,2) as (2.335)
i—2
n n
=) anianas +ain — ) a1a2ia2,1 (2.336)
i=3 i=2
S1iis Sii1 n n
| — > " (Sig — Stgarg) +an — Y (Siig — Sigara) (2.337)
1=3 i=2
n n
=- GL1§:a¢ﬂU¢—%hJ5m (2.338)
i=3 =3
n n
- Z aj1a;; — 01 | a1 +ai; (2.339)
i=3 \j=2
n n
- a1, Z ajiaj1 — ai,i0;1 (2.340)
1=2 7=3
n n
+ > ajiazi—dii | aia (2.341)
i=2 \j=2
n n n n
=- ai1 Z ajiaj; —a110; | — Z Z aj1a;i01
=3 Jj=3 i=3 j=2
(2.342)
n n
+ap— Z Z G1,iQ;5,i04,1 (2.343)
i=2 j=3
n n
+ Z Z ajitji — 0ii | a1 (2.344)

i=2 \ j=2
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Beginnend mit (a1, 1a22a22 , S1,2,2 — S1,201,2):

1,102,202 2 (2.345)
S122
|———> Si22 — S12012 (2.346)
n
=—| a1 Z aj2aj2 — a1,102,2 (2.347)
=3
n
Z ajiaje — 01,2 | a2 (2.348)
n n
=) @110j0052 T a1+ Y 65105001 (2.349)
Jj=3 j=2
Z134: Zjja "
- Z (2155 — Z15a51) + a1 + Z G40 — Z4jja11)
Jj=3 7j=2
(2.350)
n
- 214 Z (Z a1,;Q55 — 51,;) (2.351)
=3 =3
n n
TED 91 (1) SURNERRA B oL Py
=2 i—3 =2
(2.352)
n n n n
== | @) ajiagi—aiidii | =D ajiajian
=3 j=3 i=3 j=2
(2.353)
n n
+a11 — Z Z a1,;0;54051 (2.354)
=2 j=3
+ Z Za] iQji — zz ai,1 (2.355)
=2 \j=2
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2.3 Lineare Basis fur.A(2)

In diesem Abschnitt werden wir fir den Fall(2) einen Automaten angeben, der pruft,
ob ein Wort ein Basiselement ist. Nach Bemerkung 1]2.43 bilden die Worter, die sich
nicht reduzieren lassen, eine Basis.

Dazu betrachten wir zunachst die folgende Tabelle. Sie enthélt die linke Seite aller Re-
duzierungsregeln aus,(,,) aus Sat@:% fir = 2, also die Teilworter, die reduziert
werden kdnnen.

Zp,q gp,q Zp,q,r gp,q,r

Gp,10q,1 a1,p01,q Up,10q, 2072 a1,pAa2,qA2,r
p=1lg=1r=1]| ai1a11 | a1qa11 | a1,1012012 | a1,1021021
p=1lLqg=2,r=1 a1,1a42,1 | @1,1G1,2 | A1,1A22012 | a1,102202 1
p=2,q=1,r=1| azia11 | a12a1,1 | a21012a12 | 01202102,
p=2,q=2,r=1 21021 | @12a01,2 | A210a22012 | a1,2022021
p=1lg=1r=2 a1,101,2022 | 01,102,1022
p=lLq=2,r=2 a1,10a2,2022 | (1,102,202 2
p=2q=1r=2 (21012022 | (12021022
p=2,q=2,1r=2 (2,102,202 | 012022022

Um zu prifen ob ein Worty unreduzierbar ist, kann man wie folgt vorgehen. Zuerst
Uberpruft man, ob es eine Regel in der obigen Tabelle gibt, die mit dem ersten Buchsta-
ben vonw beginnt. Da die Regeln hdchstens Worter aus drei Buchstaben reduzieren,
reicht es, nur die ndchsten zwei Buchstaben zu betrachten. Falls es keine entsprechen-
de Regel gibt, wiederholt man das Verfahren vom néchsten Buchstaben aus, solange
bis man am Wortende angelangt ist.

Man kann auch andersherum vorgehen. Dazu schreiben wir alle unreduzierbaren Teil-
worter, die aus drei Buchstaben bestehen, in eine neue Tabelle. Sie erhalt man aus obi-
ger Tabelle indem man in jede Spalte die Worter schreibt, die mit dem entsprechenden
Buchstaben beginnen, und nicht in der obigen Tabelle vorkommen.
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Tabelle der unreduzierbaren Worter

ai,1 a2 a1 az 2
ai1 a2,201,102,2
a2201 2021
a1,2 a2,101,202,1

22012022

a220210a1,2

az,1 1,202,101,2
2,202, 102,2

a2202 2041 ,1
a1,2a220a1,1 | 42,1G2201,1 | 422022012
a1,202201,2 | G2102202,1 | 0422022021
2202202 2

az2 a1,102,201,1

Um festzustellen, ob ein Wort unreduzierbar ist, kénnen wir nun vom ersten Buch-
staben aus die nachsten zwei Buchstaben betrachten und Uberprifen, ob das entspre-
chende Teilwort in der neuen Tabelle vorkommt. Falls es vorkommt wiederholen wir
das Verfahren vom nachsten Buchstaben aus, solange bis wir am Wortende angelangt
sind.

Bemerkung 2.3.1 2 2)

Es gibtin der ersten Tabelle kein Wort, das mit beginnt. Es konnen also am Beginn
eines unreduzierbaren Wortes beliebig viele stehen. Daher konnen wir die letzte
Spalte in der neuen Tabelle ignorieren.

Wir wollen nun diese Verfahren durch einen endlichen Automaten abbilden.

Fir ein Wort beginnt man in einem Startknoten und wandert jeweils entsprechend des
nachsten Buchstaben tber Pfeile zu einem neuen Knoten. Falls dieser Knoten nicht der
Knoten ,reduzierbar” ist, so ist das Wort unreduzierbar.
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Konstruktion

Wir starten mit einem Startknotefiund einem Knoten ,reduzierbar”, sowie mit einem
Knoten fir jedes nicht leere Feld der Tabelle, benannt nach der Spalte und der Zeile.
AuBerdem fligen wir Knoten fiir jeden Buchstaben hinzu, sowie entsprechende Pfeile
vom Startknoten ausgehend.

Wegen Bemerkunlg 2.3.1 kénnen wir jeweils folgende Knoten zusammenfassen:

s ,a22" ,az2a22“und S
* ,ar1“und ,az92a1,1",
* ,ai2"und ,az2a1 2",
e ,az1*und ,as2a0 1"

Fur jeden Knoten, der einem Feld in der Tabelle entspricht, flgen wir fir jeden Eintrag
einen Pfeil, benannt nach dem fett gedrucken Buchstaben, zum Knoten der letzten
zwei Buchstaben des Eintrages ein. Als nachstes fligen wir von jedem Knoten fir alle
fehlenden Buchstaben Pfeile zum Knoten ,unreduzierbar” hinzu.

Sei beispielsweise der erste Buchstabeagin, dann gibt es gemal der Tabelle der

unreduzierbaren Worter nur zwei weiterfihrende Knoten,,, falls ein as 2 folgt
und ,reduzierbar” sonst.

s

ai,1

ai,1,a1,2,a21 .
a1 reduzierbar

Alle Pfeile aus dem Knoten ,reduzierbar” fihren wieder in diesen Knoten zuriick.

Da wir uns nur fiir die unreduzierbaren Worter interessieren, lassen wir den Knoten
.reduzierbar* und die zu ihm fihrenden Pfeile im Folgenden weg und interpretieren
fehlende Pfeile als Pfeile zu diesem Knoten.

So erhalten wir aus der Tabelle der unreduzierbaren Worter den auf folgender Seite
stehenden endlichen Automaten.
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Lineare Basis fiir.A(2)




Kapitel 3

Projektive Auflosungen
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3.1 Aufldsung vonA(n) als Bimodul

In diesem Kapitel konstruieren wir fiir > 3 eine projektive Auflésung fur die ortho-
gonale freie Quantengruppé(n) als.A(n) ® A° (n)-Modul.

Dazu seid®(n) := A(n) ®x A°%(n), wobei A°?(n) die Algebra mit vertauschter
Multiplikation ist. Die Elemente ind®(n) sind erzeugt von Elementen der Foar® b,
wobeia, b € A(n). Um zu verdeutlichen, dass wit¢(n) als.A(n)-Bimodul betrach-
ten, schreiben wir anstelle ven® b oft auchaeb, wobeie der Erzeuger des Moduls
sein soll. Im Folgenden schreiben wir die Erzeuger der Moduln stets fett gedruckt.

Wir wollen nun zeigen, dass die folgende Sequenz exakt ist:

0
A(n) f
) I
(Ae(n))"2 = 2 ifironi+ >0 Fi Tra
i k=1 i=1
(Ae(n))"2 €p,q ; (ap,i€qi + €p.iaqi)
A¢(n) Qp,q€ — €apq a®b
%o I
A(n) ab
0

Die Abbildung®, ist die Ubliche Multiplikationsabbildung. Midy(a ® 1) = a sehen
wir, dass sie surjektiv ist. In [Pie82] wird gezeigt, dass fur jede Algebrd hétr Kern
der Multiplikationsabbildung von ® 1 — 1 ® a aufgespannt wird, wobei Uber die
gesamte Algebra lauft. In Abschnitt 10.2. in [Pie82] wird sogar gezeigt, dass

Kem(®p) = Y  (a®1-1®a)x A%(n).
acErzeuger

Somit ist auch die Exaktheit an der zweiten Stelle bewiesen. Im Folgenden betrachten
wir nur die anderen Stellen.
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Wenn wir die Erzeuger der Moduln und der Algebdén) als generische Matrizen
E = (epq)pg=1.ns F := (fp g)pq=1..n UNd A := (ap q)p¢=1..n SChreiben, kdnnen
wir die Abbildungen durch folgende Matrizen beschreiben:

0
A(n) f
. I
(Ae(n))" — tr(AtF A) + tr(F) F
&, l
(A°(n))™ E AE' + EA!
A (n) Ae —eA
®o
A(n)
0

Wir werden fiir jede Abbildung mit der jn 1.3.3 vorgestellten Methode fiir den Kern
ein Erzeugersystekema,) berechnen, das mit dem Bild der Erzeuger unter der Ab-
bildung @, ; Ubereinstimmt. Dazu wahlen wir auf®(n) die Silbenordnung zu den
Trennungsbuchstaben

€nn > "> €p1 > €n_1p > > €11 (31)
bzw. fn,n>"'>fn,1>.fn—1,n>"'>f1,1' (32)
Seira = 1y wie in Abschnitt@ definiert. Um ein Erzeugersystem fiir den

Kern(®) zu erhalten mussen wir ein Erzeugersysters Se U Ses U Skem(a) U Sfs

fur den Graphed'(®) angeben, so dass das induzierte Wortersetzungssys{em,
schwach vollstandig ist (vdl. 1.3.3).

Fur jede Abbildung betrachten wir zunachst eine Ubersichtstabelle, aus der hervorgeht,
welche einzelnen Beweisschritte gemacht werden mussen. Die Tabelle ist wie folgt
aufgebaut:

1. Zeile: Die Abbildung in Matrixschreibweise.
2. Zeile: Die Abbildung in Komponentenschreibweise.

3. Zeile: Die Regelmrg. Sie erhalt man, indem man die Abbildung so umstellt, dass
das grofl3te Monom auf der linken Seite steht. Schreibt man sie als Gleichung, so
erhalt manSs.

4. Zeile: Die Regelnr.,. Fallsr.s nicht bendtigt wird, lassen wir die Zeile leer.
Schreibt man sie als Gleichung, so erhalt nfap Zusammen mit¢ sind es
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die einzigen Regeln, die ein Monom mit einem Erzeuger des Bildmoduls redu-
zieren, also ist, := r¢ U res. Auf der dahinter angegebenen Seite findet sich
ein Beweis, dasS§.; C< S¢ >.

5. Zeile: Die Regelmer¢)- Schreibt man sie als Gleichung, so erhalt riaghy ¢ -
Auf der dahinter angegebenen Seite findet sich ein Beweis, $j@gss) C<
So U Ses >.

6. Zeile: Die Regelny,. Fallsr., nicht benotigt wird, lassen wir die Zeile leer.
Zusammen Mitryeryg) Sind es die einzigen Regeln die Monome mit einem
Erzeuger des Urbildmoduls reduzieren, alsojst= ryems) U rrs. Nach Satz
[1.3.30 und 1.3.33 istri (v — y) | (z,y) € ry) = Kern(®), fallsrq Ury Ur,
schwach vollstandig ist. Schreibt man sie als Gleichung, so erhaltSmauf
der dahinter angegebenen Seite findet sich ein Beweis,Sgass< Sp U Ses >
und ein Beweis, dass gilt:

(m(z —y) | (x,y) € ry5) C (M2 —y) | (2,9) € Tkern(a)) -
Also ist Skem(e) €in Erzeugersystem fur den Kern.

7. Zeile: Eine Tabelle mit allen minimalen UberschneidunggmreUrf, indenen
genau ein Erzeuger des Bildmoduls vorkommt. Um $atz 1].3.33 nutzen zu kon-
nen miissen alle minimalen Uberschneidungen, die hochstens einen Erzeuger
des Bildmoduls enthalten, betrachtet werden. Die Uberschneidungen, in denen
kein Erzeuger vorkommt, wurden jedoch schon in Abschniit 2.2 tberprift. Ein
Eintragw in der Tabelle ist als Wort einer Uberschneiduyag Zeile, Spaltg zu
verstehen.

Bemerkung 3.1.1 (Computerunterstiitzung)

Die Regelnr.s, rkem(e) Undr s wurden mit Computerunterstiitzung geraten. Benutzt
wurden neben viel selbst geschriebener Software die Programme: Plural [GLS03],
GAP [GAP06] und Magmé& [BCP97].
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3.2 P

3.2.1 Ubersichtstabelle fiird,

Dy 0 A(n)" — A%(n)

Matrix E+— Ae —ceA
Komponenten | e, , — ap e — €ay q
T®, Vpg = (apqe , eapq+epq)
— n—1 n
TKern(®;) Kpg=|apneqn, — X api€qi— Y. €piag 3.2.2
1=1 i=1
~ n—1 n
T'fs KI’W = | anpeng, — Do Giplig— D €ipdig 3.2.3
1=1 =1
Vi
Zp,q Gp 10q,1€ 3.2.5
Konflikte Spq | a1pa1qe 3.2.6

ap71aq72ar7ge 3.2.7

Sp.gr | a1,pazqaz,-e 3.2.8
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3.2.2 rKern(Ql)

Wir werden zeigen, dasSgems,) C (Se,). Dazu schreiben wiSy, in Matrizen-
schreibweise:
E — (Ae—eA).

Wenn wir von rechts mitd? multiplizieren, erhalten wir wegehA? = id:
EA' — AeA® +e.

Wenn wir zunéchst transponieren und dann von links Aninultiplizieren, erhalten
wir wegenA’A = id:
AE! — e + AeAl.

Durch Addieren erhalten WiEA* — AE® C (S, ).
DaEA! — AE? genauSkerm(a,) IN Matrixschreibweise ist, folgt die Behauptung.

3.23 1y,

Wir werden zeigen, dasSy, C <SKem(¢l)>. Zusammen mit dem vorhergehenden
Abschnitt folgt dann auclh’s, C (Ss,).
Dazu schreiben wifyems,) in Matrizenschreibweise:

EA' — AE.
Wenn wir von links mitA? und von rechts mitd multiplizieren, erhalten wir:
A'E — E'A,

was S, in Matrizenschreibweise entspricht; also.$§t, C <SKem(q>1)>.
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3.2.4 Rechenregeln
Satz 3.2.1 (Rechenregeln)
Es qilt:
1. Zpgel—> ...[—> eZpq+eprag1 +api€qn (3.3)
2. Spgel—> ...|—> eSpqteipaigt+aiperg (3.4)
3. Zp,q,re‘—’ . ’—> eZpyq’T +ep1 (Zq’r + aqgaﬁg) + ap,1€q,10r1 (35)
T ap1€q2ar2 + Zp g€r1 + ap1ag 262 (3.6)
4 Spgrel—> ...[—> €Spgr +e1p (Sgr + azqa2,) + a1p€1401,  (3.7)
+ a17pe2’qa/27T + Sp:qel’T + al’pa2’q62’7~ (3'8)
(3.9)
Beweis:[] Zu 1.
Zpqge = — Z p,i0q,i€ + Opg€ (3.10)
=2
Vo "
|—— — Z (apzeaq i+ api€q ) +dpq€ (3.12)
1=2
[— - Z (eap,itq,i + €piaqi + api€qi) + Opqe (3.12)
=2
n n—1
=eZpq— Z €p,ilqi — Z Ap,i€qi — Apn€q,n (3.13)
i=2 =2
Kpq

|—> eZyq — Z €pilqi — Z ap.i€q,i + Z ap,i€q,i + Z epiaq; (3.14)

=2 i=1

=eZpqt+epiag1+apieq

(3.15)
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Zu 2.: Diese Rechnung ist nach Vertauschen der Indizes identisch zu der vorhergehen-
den:

Spq€ = — Z @i pliq€ + Opq€ (3.16)
1=2
~i7q -
| N Z <Mam + ai@eiﬂ) + 0pqe (3.17)
=2
Vi n
|—— — Z (€ paiq + €;paiq + a; p€;q) + Opqe (3.18)
=2
Z €; pal,q Z a; pel,q (7% pen q (319)
=2

7!
P
|—— eSpq — Z €iplig — Z a; p€iq + Z a; p€iq + Z eiptiq (3.20)

=2 =1

=eSpq + €114+ a1p€1,4 (3.21)
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Zu 3.:
n
Zpgre=— E , ap,10q,ir,i€ + Og,rap 1€ (3.22)
i =3
Vi, Vpa n n
———— =) apiagieari — > apiagieri+ Oqr (€ap1 + €p1)
=3 i =3
(3.23)
|———— — E ap1€0q,i0r; — E ap1€q,iGr; (3.24)
1=3 i =3
n—1
- E :ap,laq,iem — Qp,10gn€rn + Ogreap1 + g re€p1 (3.25)
i=3
‘/p717 var " " "
|—’ - § €0y 10q,i0r5; — § €p1Qq,iQri — Ap 1 § €q,ilr, (3.26)
1 =3 7 =3 7 =3
n—1 n—1 n
- g Qp,10qi€r; + Ap 1 § Qg i€r; + E €q,i0r (327)
=3 i=1 i=1
+ eap,10q,r + €p10g,r (3.28)

= eZpgr+ep1 (Zgr +ag2ar2) +ap1(€giar1 + €g2ar2) (3.29)
+ ap,1Gg,1€r1 + Ap,1Gq,2€72 (3.30)

an
‘ > €Zpgr +ep1 (Zgr +ag2ar2) +ap1(€g1ar1 + €g2ar2) (3.31)

+ Zp’qer71 + ap71QQ72er72 (3'32)
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Zu4..
Diese Rechnung ist nach Vertauschen der Indizes identisch zu der vorhergehenden:

n
Spqre =— E a1,pQi,qQire + 0gra1pe (3.33)
i=3
Wa”" ‘/7171) i "
————— = ) aiptigeais — Y a1paig€ir + Sqr (€01, + €1,)
i=3 i=3
(3.34)
‘Z,q " "
|—— — E a1 pea; qQiy — E a1p€iqQir (3.35)
i=3 i=3
n—1
- E :al,pai,qei,r — @1,plng€n,r 1 Og,r€a1p + Ogre1p (3.36)
=3
17 !
‘/17177 Kq,r " n n
|4’ - § €al pli qQir — § €1,p05,q0i,r — Al,p g €; qUir (337)
i=3 i=3 i=3
n—1 n—1 n
- E a1,pGiq€ir + A1 p E Qi q€ir + E €iqQir (338)
1=3 i=1 =1
+ ealvpcsqu + elvpcsq’,r (3'39)

= eSpgr + €1p (Sqr + a2,402,) + a1p (€1401, + €2,402,)  (3.40)
+ a17pa17qelvr + CLl,paQ,quﬂn (3'41)

Zpq
[——— eSpqr te1p (Syr+a2qa2,) + a1y (€101, + e24a2,) (3.42)

+ Sp7q€17r + ay pas q€2 (3.43)
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3.2.5 Reduktionswege fliw, 1a,1€
Beginnend mit (ap, 1a4,1€ , Zp q€):
Zpﬂ
ap,10g,1€ | — Zpge (3.44)
[———— eZpq+eprag1 +apieq (3.45)
Beginnend mit (ap, 1aq,1€ , ap1Vy1):
‘,\//;171
Qp,10Gq,1€ |—> Qp,1€0q1 + Gp 1€41 (346)
Vit
|——> eap1aq,1 + €epiaq1 +apieq1 (3.47)
Zp,q
|——— eZpq+epiag1 +apieqn (3.48)
Bemerkung 3.2.2 (Symmetrie)
Diese Rechnungen sind nach Vertauschen der Indizes identisch mit denenlin 3.2.6.
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3.2.6 Reduktionswege fliw; ya; e
Beginnend mit (a; pai e , Spqe):
Sp,q
a1,p1,q€ | — Spq€ (3.49)
[———> eSpqteparg taperyg (3.50)
Beginnend mit (a1 pai qe , a1pV1q):
‘,\//]Wq
a1,p01,q€ |—> a1,p€0a1,4 + a1 peiq (351)
."\/-;]ﬂp
|4> €ay pal g + e1pa14 + a1p€1,4 (3.52)
Sp,q
|——> eSpqterpaig+aiperg (3.53)
Bemerkung 3.2.3 (Symmetrie)
Diese Rechnungen sind nach Vertauschen der Indizes identisch mit denen|in 3.2.5.
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3.2.7 Reduktionswege fli, ;a4 2a,2€
Beginnend mit (ay,1aq2ar2€ , (Zpgr — Zpgar1)e€):
p,14q,20r,2€ (3.54)
Zp7q7,r
| > Zpqre — Zpgir1€ (3.55)
3.2.4, Vi1
| > €Zpgr +ep1 (Zgr + ag2ar2) +ap1(€g1ar1 + €g2ar2) (3.56)
+ Zp7qer71 + ap71aq726’r72 - vaqear71 - szqerzl (3'57)
| > eZpgr + €pi (Zq,r + ag2ar2) + api (eqylar,l + eq,2ar,2) (3.58)
+ ap1ag2€r2 — (€Zpq + €p1ag1 + ap1eq1) ary (3.59)
= - eZpagr+ ept (Zyr = Gga0r1 + a42002) + apreg20ms (3.60)
+ ap71aq72erv2 - evaqar71 (3'61)
Zar
| > €Zpqr tep1 (Zgr — Zgr + aq20r2) + ap1€q2ar2 (3.62)
+ ap71aq72eT72 - evaqar71 (3'63)
Beginnend mit (ap, 1aq2a,2€ , ap1a42V72):
(p,10q,20r,2€ (3.64)
Vi2
| apvlaq72ear52 + apvlaq72er72 (3'65)
Vq72
|——— ap1eag2ar2 + ap1€q2ar2 + ap1Gg 262 (3.66)
Vb
|—) ea'pzlaq72aﬂr‘72 + epalaq72aT72 + apvleq72aT72 + apvlaq72eT72 (3'67)
Zpar
| eZpgr — €Zpqr1 + €p10g20r2 + Ap1€42012 + ap10g2€r2 (3.68)

Bemerkung 3.2.4 (Symmetrie)
Diese Rechnungen sind nach Vertauschen der Indizes identisch mit d¢

enen

in 3.2.8.
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3.2.8 Reduktionswege fiiw, ,as 4a2 €
Beginnend mit (a1 pas qazre , (Spgr — Spgair)e):
a1,p02,q4a2 € (3.69)
Sp?q7,r
| > Spgr€ = Spqtire (3.70)

|—— > €Spqr + e1p (Sqr + azqas,) +a1p (€14a1, + €24a2,) (3.71)

+ Spg€1,r + a1,pa2,4€2, — Spg€aiy — Spe€ir

(3.72)

|———— eSpqr t €1, (Sgr +a2qa2,) + a1y (€140, + e24a2,) (3.73)

+ a1paz €2 — (€Spq + €1,pa1,4 + a1pe1,4) a1,
= -eSpqrteip (Sq,r — Q1,41 + az,q@zr) + a1pe2,qa2,r

+ a1,paz,q€2,; — €Spqair

Sq’r
[———> eSpqr + €1p (Sqr — Sgr + a2,4a2,) + a1,p€2,4a2,

+ a1paz €2y — €Sy qa1,r

Beginnend mit (aLpag,qagme , aljpaz,qVQ,ﬁ:

a1,pa2,qd2,re

[———> a1paz4€az; + a1 paz €2,
[———> a1 peasqaz; + a1 pesqaz, + a1,pa2 €2,

[———> ea1pa2,4a2,; + €102 402, + a1,p€2 4A2,r + a1,pa2,0€2,;

(3.74)
(3.75)
(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)

[——— €Spqr — €Spqa1r + €1pa2,402,r + A1p€2, 402, + a1p024€2, (3.83)

Bemerkung 3.2.5 (Symmetrie)

Diese Rechnungen sind nach Vertauschen der Indizes identisch mit dé

2nenlin 3.2.7.
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3.3 P

3.3.1 Ubersichtstabelle furd,

2 2
Oy 0 A%(n)" — A(n)"
Matrix F+— AE' + EA?
Kompo- n
— QApi€qi + €pilq;
nenten Ipag Z;( p,i€q,i p,illg,i)
~ n—1 n
T'®y Voa = | @Gpn€qn, — D api€qi— Y €pidg;+ fp,q
i=1 i=1
. n—1 n
W= <an,pen,q7 — D jp€ig— D €jpljg
i=1 i=1
Tes "
+ Z aj,pfj7kak7q 3.3.2
k,j=1
K - <a’n,1fn7nan,l 9 - Z aj,ifj)kak,i
i k=1
T'Kern(®z) (6,4,k) # (1,n,n)
n
+ > f2> 3.3.3
=1
Vpg : Gpn€qn Whaq  anpenyg
Zpo: . .
P4 keine Konflikte Gy 105,.1€ 3.3.7
Soo . .
P a1 pQin€qn [3.3.5 keine Konflikte
a1,pA1,q
Konflikte
Zpar . .
par keine Konflikte ap,10q,20n2€nr [3.3.8
p,10q,20r,2
Spar: . .
par a1,p02,402 n€qn [3.3.6 keine Konflikte
a1,p2,qa2,r
W, :
P nnenn [3.3.9
Qn,p€n,q
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3.3.2 71

Wir werden zeigen, dasS.s C (Ss,). Dazu schreiben wifg, in Matrizenschreib-

weise:
F — (AE'+ EA").

Wenn wir von links mitA? und von rechts mitl multiplizieren, erhalten wir, da’A =
id:
A'FA—FE'A— A'E.
AlsoistA'FA — E'A — A'E C (Ss,).
DaA'FA — E'A — A'E geradeS,, in Matrixschreibweise ist, folgt die Behauptung.
3.3.3 T'Kern(®3)

Wir werden zeigen, dasSgems,) C (Se,). Dazu schreiben wiy, in Matrizen-
schreibweise:
F — (AE'+ EA").

Wenn wir die Spur bilden, erhalten wir:
tr(F) — tr(AE") — tr(EA").

Also isttr(F) — tr(AE") — tr(EAY) C (Ss,).
Da Skem(a,) In Matizenschreibweise gerade

tr(F) — tr (A'FA)

ist, folgt die Behauptung mit folgender Gleichung:

n

- Z Z (aijei + €ijaij) (3.85)
- Z ((EtA)j,j + (AtE)jJ‘) (3.86)

i=7

=tr (A'AE'A+ A'EA'A)  =tr (A'FA). (3.87)
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3.3.4 Rechenregeln

Satz 3.3.1 (Rechenregeln)
Seim € {1...n}, dann gilt: 1.:

n
§ p,ilg,i — Opg

i=1

und 2.:
n
: : ajzpa.]yneqfn = ... =
j=m
n n—1 m —1 n
- E E 0.0 i€qi + E : E 45 p€ilg,i + €qp
ji=m i=1 ji=1 i=1
m — 1
j=1
und 3.:
n
E QpiQni€ng > ...
1 =m
n n—1 m — 1 n
- E : E  Apiajiejq+ E E . 0p,i€)iGg + €pg
i=m j=1 i=1 j=1
n n n
- E : fp,jaj,q"‘ E , E : ap,iaj,ifj,lcak,q
j=1 i=m k,j=1
Beweis:Zu 1.:
n n
E Ap,iQq,i =0p,10q,1 + E , Ap,iQq,i
i1 =1 =2
an i "
— - E , p,itg,i + Opg + E , Ap,ilq,i
i =2 i=2

:5p,q

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)



3.3.4 Rechenregeln 111

Zu?2.:
n
j=m
‘/}7(] n n—1 n
——— > i | =) ajieqi— Y €jiagi+ fj, (3.99)
n n—1 n
=- E E ajpQji€q,i + E ajpfiq (3.100)
i=m 1=1 j=m
n—1 n—1
- E ajp€;j,ilqi — E aj,p€jnlgn (3.101)
i,j=1 j=1
n—1 m — 1 n
- E (n,p€n,ilq,i + E , E Qj.p€j,itqi — On,p€nnlqn
i=1 j=1 i=1
(3.102)
W2, W2pp n n-—1 n
| > = )Y ajpajieqi+ Y aipfi, (3.103)
ji=m 1=1 j=m
n—1 n—1
- E ajp€;j,ilqi — E aj,p€jnlgn (3.104)
ij=1 j=1
n—1 n—1 n n
- E - E ajp€ji — E € ptji+ E i f Ok | g,
i=1 j=1 j=1 k,j=1
(3.105)
m — 1 n
+ E : E 4 p€;iq,i (3.106)
j=1 i=1
n—1 n n
e E : ajp€jn — E , €jpjn + E : aj,p.fj,kak,n Qq,n
j=1 j=1 k,j=1
(3.107)
n n—1 m — 1 n
== E : E ajpQji€q,i + E E @jp€;,ilq,i (3.108)
j=m i1=1 j=1 i=1
n n n
+ ) eiptjitgit Y aipfig— Y ipfjrhitq,
i,j=1 j=m ik, j=1

(3.109)
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n m — 1
’—’ Z Zay pQji€q,i t Z Z a;jp€;,iQq,i + Z €jp0jq
j=m i=1 j=1 i=1 j=1
(3.110)
+ Z a’J,P-qu Z aj,p.fj7k6k,q (3111)
j=m k,j=1
n m — 1
- Z Zaa,paﬂ»ze% + Z Z j,p€j,iGqi (3.112)
j=m i=1 j=1 i1=1
m — 1
tegp— > aipfj, (3.113)
i=1
Zu 3.:
D pinieng (3.114)
‘//172'-7/(] n n—1
| Z pyi | = Z aj,i€j,qg — Z €5,ilj,q + Z ajif jkhk,g
i=m j=1 j=1 =1
(3.115)
n n—1 n—1
- Z Z p,i3,i€j.q — Z Z (p,i€j,ilj,q (3.116)
t=m j=1 i=m j=1
=D Gpn€inGigt D, Y pitjifjrang (3.117)
j=1 i=m k,j=1
‘7;}; n—1 n—1 n
| > Z Z Ap,ij,i€5,q — Z Z Qp,i€5i0j q (3.118)
t=m j=1 i=m j=1
- Z ( Zameaz Zepzagz + fpj> (3.119)
j=1
+ Z Z apviajaifj,kak,q (3.120)

i=m k,j=1
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n—1 m—1
= Z Z ap,i0ji€jq + Z Z Qp,i€;i0jq + Zen Z Qji0j.q
i=m =1 i=1 =1 =1
J J RRCETt
o Z Fpj%a+ Z Z ap,iajif KOk, (3.122)
=1 i=m k,j=1
B34 j nol Jm—l
— — Z > apiajiejgt+ Y Z apﬂemajq—i—Zepz g (3.123)
t=m j=1 i=1 j=1
o Z Fp.j@iq + Z Z ap,i@i f jkk.q (3.124)
j=1 i=m k,j=1
n—1 m — 1
=— Z Z ap,i0ji€jq + Z Z ap,i€;,iljq+ €pq (3.125)
i=m j=1 i=1 j=1
o Z fp,jajvq + Z Z ap,z‘aj,ifj,kak,q (3.126)

j=1 i=m k,j=1
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3.3.5 Reduktionswege fliw, ya; e,

Beginnend mit (a1 pai neqn , Spn€qn):

a1,p@1,n€qn (3.127)
gp,n i
| - Z ajpajn€qn + Opn€qn (3.128)
j=2
m n n—1 n

| > Z Z ajpQj,i€q,i — Z a1,p€1,i0q,; — €q,p (3.129)
j=211=1 i=1
+ a1pf1,4+ Opnegn (3.130)

Beginnend mit (a1 ,a1 n€qn , a1,pViq):

a1 paA1.n€qn (3131)
‘71 q n—1 n
——— =) apaniegi — Y a1periaq + aipfiy, (3.132)
i=1 =1

Sp,i n—1 n n
——— = = D aipai +0pi | €qi — > arperiagi +aipfi,
=1

i=2 =1
(3.133)
n—1 n n
= Z Z ajpajieqi — (1 —dpn)eqp — Z a1pelidei +a1pfig
i=1 j =2 i=1

(3.134)
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3.3.6 Reduktionswege flw, ,as ja2 €/,

Beginnend mit (a1 pas qa2ne€rn , (Spgn — Sp.qtin) €rn):

a1,pa2,qA2n€rn (3135)
Q n n
p?q?n
|— > —aip E jq@jn€rn + a1,p0gn€rn + E , ajpajq — Opg | A1n€rn
j=3 j=2
(3.136)

3.3.4 Vi, nonel > 2
[ —ap | = DD gt Y Y jg€iitri T erg— > ajqf;,

j=31=1 j=11i=1 j=1
(3.137)
+ a1,p0¢n€rn (3.138)
n n_1 n
+ Z @jpljq = Opg (‘ Z a1,i€r;i — Z €1,ilri + fl,r)
ji=2 i=1 i=1
(3.139)

n—1 n n
=D | D 010054050 — Y ajpaigari + Opga1s | €ri  (3.140)
=1

j=3 j=2
n
— ) a1p02,4€2,i0ri — 01p€rq + 010202, + g1 pern

=1

(3.141)

n n n
- E | jpQjq€1,ilr; + E 4 pajqf1r+ Opg E €1,ilr,i — Op,qf1,r
=1

i,j=1 j=1
(3.142)
Bz =l :
—— D | D arpajgazi — D aipajq01i+ pga1i | €
=1 j=3 j=2
(3.143)

n

— ) a1p02,4€2i00i — a1 p€rg + a1pa2,qf 2, + Sqnaipern
1=1

(3.144)

- Z 5p,qel,ia7‘,i + 5p,qf1,7" + 5p,q Z €1,i0r; — 5p,qf1,r (3.145)

i=1 =1



116 o)

Beginnend mit (a1 ,a2,4a2 n€rrn , 41pa2,4Vnq):

a1,p02,q32n€rn (3.146)
Vaq n
| > A1,p02,49 | — § a2,i€r; — g €2iq; + fng (3.147)
n—1 n
== ) d1pUz02i€; — ) A1p2,4€2,i04,; + A1p024 24 (3.148)
i=1 i—1

‘4’ E E , 1,pjq0ji + a1,p0gi + E : aj,p,q31,i — Op,q@Li | Ersi

j=3 j=2

(3.149)

n
- E :alapa27q627ia7‘,i + al,pQQ,qu,r (3150)
=1
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3.3.7 Reduktionswege flw, 1a,, 1€, 4
Beginnend mit (ap 1an,1€n, s Zpn€ng):
p,10n,1€n.,q (3.151)
Zp,n "
|————— — Z Ap,iQn i€n,q + Opneng (3.152)
i =2
. n—1 n
\—> + Z Z Ap,iQji€jq — Z ap1€5105,g — €pgq (3.153)
1=2 j=1 j=1
+ 3 Fpitia— . > piajifipakg + 0pneng  (3.154)
j=1 i=2 k,j=1
Beginnend mit (ap 1an1€n,q , ap1Wi4):
ap71an7len7q (3155)
Wl,q n—1 n
| > Z ap,10;,1€5,q — Z Up,1€5,10j,q (3.156)
j=1 ji=1
+ D apaai1frang (3.157)
k,j=1
Z n—1 n n—1 n
7.77 7.7
‘ Z Z Gp,iQji€j,q — Z Op,j€j.q — Z ap1€j1a54  (3.158)
j=1 i=2 j=1 j=1
Z Z ap,iji f j kg + Z Op,j S j kg (3.159)
k,j=1 i=2 k,j=1
n—1
= Z Z ap,itji€jq — (1 = Opn)epg — Z ap,1€j1a;4 (3.160)
j=1 i=2 j=1
Z Z ap,iaj’ifﬁkak,q + Z fpvkak,q (3.161)

k,j=1 i=2 k=1
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3.3.8 Reduktionswege fliw, a4 2a, 265,

Beginnend mit (annenn , Zpgn€nr — Zp,gin,1€n,r):

@p,194,20n,2€En,r (3.162)
- n )
p7q7n
———— —apa E Qg,in i€n,r + ap10gn€nr + E p,ig,i — Opg | An1€nr
i=3 i=2
(3.163)
Wi, ool "
[~ | = D D agiajieji+ Y agiejias, (3.164)
i=3 j=1 j=1
n n n n
+ D agreiae teqr — D Foiirt Y Y aqitsifjrany
i=1 ji=1 i=3 k,j=1
(3.165)
n n—1
+ ap,10gnenr + § p,iq,i — Opg - § , aj1€j,r
1= j=
(3.166)
n n
- E €105, + E aj 1 fj @k, (3.167)
j=1 k,j=1
n n—1 n
- Z Z (p,10q,i0j,i€jr — Z Ap,10q,1€5,1Gjr (3.168)
i=3 j=1 i=1

n

n
— D p1ag2€j205, — apreqr + Y apifyajs (3.169)

j=1 j=1
n n
_ Z E ap1aq,i@iif j pkr + ap10gn€ny (3.170)
i=3 k,j=1
n n—1 n n
=Y D apiagiaieiy — Y Y apiagiejag,  (3.171)
1=2 j=1 i=2 j=1
n n
+ Z E : p,iQq,i@j1 f 1k (3.172)
i=2 k,j=1
n—1 n n
O | D aja€ir+ Y €juaie— > ajifipn,
i=1 i=1 k,j=1

(3.173)
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Zp q n n—1
[ > D waagiajiejs (3.174)
i=3 j=1
n n n
+ Z § :ap,iaq,iej,laj# - § 5p,qej,1aj,r (3.175)
j=1i=2 =1
n n
- : : apﬂla‘J726j72aj7r - ap,leq,r + E ap71fq7jaj7r (3176)
j=1 j=1
n n
- Z E : ap,10q,i5i f j Ok, + ap,10gnen,r (3.177)

i=3 k,j=1

n n—1

n n
=D D @piagiajaeir — Y Y apidgiejiag,  (3.178)

i=2 j=1 i=2 j=1
+ Z Z p,iQq,i@j1 S KOk (3.179)
i=2 kj=1
n—1 n n
+ 0p.q Z aj1€;r + Z €105 — Z aj,lfﬁkak?r
j=1 i=1 k,j=1
(3.180)
n n—1
= Z Z ap,10q,i0j,i€jr — ap,l(l - 5q,n)eq,r (3181)
i=3 j=1
n n—1 n
- Z Z (ap,iaqi — 0pq) ajiejr — Z Qp,10q,2€5,205,r
i=2 j=1 i=1
(3.182)
+ Y apafea (3.183)
j=1
- Z Z ap,10q,i Q5 f j 1Ok, (3.184)
i=3 k,j=1
+ Z Z (ap,iaqi — Op,q) aj1 fjpan,r (3.185)
1=2 k,j=1
n—1 n—1
== Z Zp7q7jej7T + Z Zp,qaj7lej,7’ (3.186)
j=1 j=1
- Z (p,10q,2€5,20j,r (3.187)
i=1
+ D Zpaifinthr = D Zpqtinf g (3.188)

k,jg=1 k,j=1
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Beginnend mit (a, 1a42an.2€n , ap1ag2Wa,):

(p,10q,20n,2€n,r (3.189)
W2,r n-1 n n
| T Z Up,10q,245,2€j,r — Z p,10q,2€5,205,r + Z ap,10q,2052f j kO,
j=1 j=1 k,j=1
(3.190)
n—1 n—1
= : : Zp’q’jej’r + : : Zpyqajyle.]ﬂ" (3'191)
j=1 j=1
- E : (p,10q,2€5,205,r (3.192)
j=1
+ E : Zp,a,i ¥ jk0kr — Z Zp i1 fj 0k, (3.193)

k,j=1 k,j=1
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3.3.9 Reduktionswege flw,, ,e,,

Beginnend mit (a, nenn , Win):

Unn€nn

W n—1
’ > E a]ne]n_ 5 ejna]n+ E a]nf]kakn

j=1 j=1 k,j=1

.. —1
Vij i

n—1 n
—— =D (=D ajieii— Y ejiazi+ £
i=1 =1

j=1

n n
—E €jnjn + E ajnfjrakn

j=1 k,j=1

n—1 n—1 n—1

= Y i€t Y €iaji—ennann —  f

i, =1 i, =1 j=1

n
+ E aj,nfj,kak,n

k,j=1

(3.194)

(3.195)

(3.196)

(3.197)

(3.198)

(3.199)

(3.200)



122 Dy
Beginnend mit (a,, nenn , Van):
(n,n€nn (3.201)
‘771 n n—1 n
| o ZM - Z €n,iln,i + fn,n (3202)
i=1 i=1
/VI\ZL' i n—1 n—1 n n
| > =3 | =D wiei— Y et Y ajifjeani | (3.203)
i=1 j=1 i=1 k,j=1
n
— > enitnit fun (3.204)
=1
n—1 n—1
= Z aj i€ + Z €;i0ji — €nnlnn + fn,n (3205)
i,j=1 i, =1
n—1 n n
=D > aifikani— Y aiifjkan (3.206)
i=2 k,j=1 k,j=1
(k,3) # (n,n)
— ap1 fpnln (3.207)
IA(/' n—1 n—1
—— > ajiejit D €jiaji— enntnm + Fop (3.208)
i,j=1 i, =1
n—1 n n
=0 Y wafsani— Y, aufjan (3.209)
i=2 k,j=1 k,j=1
(k,3) # (n,n)
" n
+ Y agfiraki— ) fi (3.210)
QG k=1 i=1
(4,4, k) # (1,n,n)
n—1 n—1 n—1
= Z aji€ji + Z €;i0ji — €nnlnn — Z fi,i (3211)
i,j=1 i,j=1 i=1
n
+ D @ik jkhn (3.212)

k,j=1
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3.4 @

3.4.1 Ubersichtstabelle furd®,

Um die Lesbarkeit zu erhdhen setzen wir:

Q= Z Z ajifjraki — Z fii— T

i=3 j k=1

=1

D3 : A%(n) — A°(n)"’
Matrix fr —tr(A'FA) + tr(F)
Kompo- n n
Fo= > aiifjraei+ D Fis
nenten il =
T, Vi=\lanifppont, Q- > ajafjronz— X ajifjpary
k=1 k=1
! (4, fz) # (n,n)
Vo= | apranafnnanz,  — > Zpifjrak
g k=1
—ap1 | Q+ X ajofjpake
k=1
(J'JJC) # (n,n)
Tes — n
Wp=1| anifrnntn2ap2, —anifnn| 2 aniapi—0onp
=3
+ > @Sk Zey
k=1
(G, k) # (n,m)
+ (Q + > aj,ij,kam) ap,1
Gk=1
T'kern
Konflikte siehe Tabell
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3.4.2 r.

Wir werden zeigen, dasss C (Se,). Dazu betrachten wis,:

n

n
an1 fnnany — | —Q — E ajof ka2 — E aj1fjpak1
J k=1 k=1
Gy ) # (n,m)

Wenn wir von links mita,, ; multiplizieren, erhalten wir:

n n

ap,lan,l,fn,nan,l +aP,1Q+ap,1 Z aj,ij,k(le + Z ap,laj,lfj,kak,l (3.213)
k=1 k=1
(4, k) # (n,n)

n

n
=ap,1an,2fp nan,2 +ap,1Q + ap,1 > ajofjrara+ D Zp;ifirae- (3.219)
Jyk=1 J k=1
(4, k) # (n,n)

Das entspricht genau dem Teil vég,, der vom7p induziert ist.
Wenn wir von rechts mit,, ; multiplizieren, erhalten wir:

n n

an,1 Frnn1ap1 +Qapi+ > ajof;ak a1 + > aj1f; kak10p1  (3.215)
gk=1 gk =1
(4, k) # (n,n)

=3

n
:an,lfn,nan,QapQ + an,lfn,n ( Z An, 10p ] + 6n,p> (3-216)

n n
- <Q+ Z aj,2fj,kak,2> ap,1 — Z aj 1 fj 1 Zk,p- (3.217)

k=1 k=1
(4, k) # (n,n)

Das entspricht genau dem Teil véh;, der vonI/IN/p induziert ist.

Zusammen folgtS,s C (S, ).

3.4.3 Konflikte:

Wir wollen nun eine Tabelle aller mdglichen Konflikte betrachten. Dazu Uberlegen
wir uns zunachst, dass es keine Konflikte innerhalb ;0gibt. Dazu misste es eine
Uberschneidung geben, so dass der Erzeuger des Mgglyls dem Wort nur einmal
vorkommt. Dies ist aber durch die festgesetzten Indizes nicht mdglich.

Zwischen den Regeln autg und denen aus. kann es Uberschneidungen geben. An-
ders als in den vorhergehenden Féllen kdnnen die Regelm as®gar rechts von
denen aus, vorkommen. Es kommen Uberschneidungen mit einem oder mit zwei
Buchstaben vor, in den meisten Fallen ist jedoch durch die festgesetzten Indizes keine
Uberschneidung maoglich. In der folgenden Tabelle stehen alle minimalen Uberschnei-
dungen, wobei oberhalb des Striches die Regeln-augon links und unterhalb von
rechts angewendet werden. Wenn es Uberschneidungen mit mehr als einem Buchsta-
ben gibt, stehen beide Falle tGibereinander.
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3.4.3 Konflikte:

aPYIuoY| BuISY
ZUye “epbepeipgiupi £y aP|I[Juoy| aulsy apjI[Juoy] aulsy b epdTp
APYIUOY BuISH aPYIUOY BUIdY SPYIUOY| BUISH . bd
NS mn:dzi.\.mé@ﬁm@@nmsgﬁ@ ’ \,M
aPYIuOY| BuISY
SPYIJUOY BUIBY SPHIUON BUIBY | 9'p'e TpEiolnt M T |
aPYIUOY| BUISY aPYIUOY BUIdH aPYIUOY BUISH . wpdy,
aPYIUOY| BUISH ~
aPYIUOY| SIS
ITpe PIneipsupt f1up OPI|JUOY BUISY OPI|JUOY BUISY B ipdip
aPYIUOY| SIS aPYIUOY| BUIBY APYIUOY BUIdH . bd,
67¢ mi@ii%mi@ﬁﬁd%ﬂd : m
APYIUOY| SIS
APjI|JuOM duIdN APIUOY BUIdH gyg Vdplup'tfriup 1bpTdp
Lye ChoguptifTuptidp ENTTIONENEN pye Tt ruptdp . bid
Fe mﬁ@:é.ﬁmé@ﬁw@ﬂ&@ ’ m
md@mi&ﬁﬁu@ﬁzs . &\S mi@:ﬁ:uﬁmh:@ﬁi\u : mw\» ﬁ:@:ﬁ%ﬁ:@ A

1524 NUPuBBUNPIBUYISIBQN UsfewluIW Jap a|jageL
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3.4.4 Reduktionswege fUmpvlan,lfnﬁnan,l

Beginnend mit (ay 1an,1 £, n0n,1 , ap1V):

Up,10n,1 fn’nan,l (3218)
~ . .
= — 1@ — Z ap,1aj2fj kar2 — Z ap1a;1 f jak
J k=1 g k=1
(4, k) # (n,n)
(3.219)
Zp,j " n
| > —ap1Q — Z ap1a;2fjrak2 — Z Zpifirara  (3.220)
J k=1 j, k=1
(. k) # (n,n)

n

=—ap1Q— Y apiaiafjiaer — apranafaaana  (3.221)

k=1
(G, k) # (n,m)
n
- Y Zpifirarn (3.222)
k=1
G ) # (nm)
v, n
| > —ap1Q — Z ap1aj2f;pak2 (3.223)
J, k=1
G ) # (nm)

n

n
|- > Zifjpana—apn | Q+ D> ajaf;pake

J, k=1 jyk=1
(4, k) # (n,n)
(3.224)
- Z Zpif j (3.225)
k=1
(4, k) # (n,n)
= Zpnfnntn,1 (3.226)

Beginnend mit (ap 10,1 f, n0n1 5 Zp,nfmnan,l):

Zp’n
ap71an71fn’nan71 |—> vanfmnan’l (3227)
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3.4.5 Reduktionswege flw,, 1 f,, ,,an,104,1

Beginnend mit (a1 f,, ,an,1a¢1 , Vag1):

U1 finn 1001 (3.228)
‘7 n n
| — Qagy — Z aj2fjkar20q1 — Z a1 S j xOk,10q,1
J k=1 j k=1
(G k) # (n,m)
(3.229)
Z}aq n n
——— = Qag1— > ajafjpakaq— Y a1y (3.230)
J k=1 j k=1
(G k) # (n,m)

Beginnend mit(an,lfn’namlaq,l s a1 fon (Zn,q)):

an,lfn,nan,laq,l (3231)
Zn7q
[——— an1fnnZng (3.232)
= — an 1 Fonn2002 — Y An1FrnOniGai + Ongnifn,  (3.233)
1=3
Wq n n
| > an,lfn,n Z Qn Qg1 — 5n,q - Z (Ij,lfﬁka’q (3234)
e G % (o)
@+ > aafjranz | aga (3.235)
j k=1
- Z an,1 fn,namiaq,i + 5n,qan,1fn7n (3236)
i=3
- Z aj1fjZrg — Qagr — Z ajaf;rak2aq1 (3.237)
Jik=1 i k=1

(3, k) # (n,n)
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3.4.6 Reduktionswege flw,, 1 f,, ,,an,104,20: 2

Beginnend mit (a1 £, ,an,10420r2 , Vagaar2):

an1 Sy Gn,10g,20r 2 (3.238)
.‘7 n
| > — Qagpary — Z aj2f j 1k k20g,20r,2 (3.239)
G k=1
D DS YR (3.240)
J.k=1
(4, k) # (n,n)
Zk: r n
— -Q f (3.241)
| - aq72ar,2 - Z (lj,Q jykak72aq72ar72 .
k=1
n
— > wuf i rgr = Zigan) (3.242)
k=1
(4, k) # (n,n)
(3.243)

Beginnend mit (a1 f,, n0n10q20r2 5 an1fp o, (Zngr — Zngtr1)):

an,1 fn,nan,laq,2ar,2 (3244)
Zn7q7r
’—) — Qn 1.fn n Z Qq,iQri — q r (3.245)
1=3
+ an1 fn,n Z n,iGgi — Onyg | Qr1 (3.246)
i=2
Vv n
—— @+ D wafinane (3.247)
Jk=1
+ Z aj1 f j k@, Z agiar) — 0gr | (3.248)
Ji k=1 1=3
(4, k) # (n,n)

+ an 1 Fron@n 2002001 + a1 Frp | D Gnitgi — Ong | ara
7=23

(3.249)
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W, n
——— | Q+ D ajaf;rans (3.250)
Jik=1
+ > agfisar | | D aguan =8 | (3:251)
k=1 =3
(G, k) # (n,m)
—an1fpn | D anitqr —ng | ara (3.252)
1=3
+ ) S pZrgan (3.253)
k=1
G k) # (n,m)
+{Q+ D ajofjrans | agiary (3.254)
J. k=1
+ an,lfn,n Z AniQqi — Ong | Qr1 (3.255)
i=3
Zqﬂ" i n
| > Q@+ D ajafipans | | D agiars — 5gr (3.256)
j k=1 =3
+ Z aj,lfj,]gak,l Z Qg 10| — 5q,r (3257)
Jk=1 1=3
(4, k) # (n,n)
+ Y 4t kg0 (3.258)
k=1
G k) # (n,m)
+|l@+ Z aj2firar2 | Zor (3.259)
k=1
k=1
- Z aj1 £k (Zgr — Zkqar) (3.261)

g k=1
(G, k) # (n,m)



130 Py
3.4.7 Reduktionswege fli,, 16,1 £, ,0n,204,2
Beginnend mit (ay 1an,1f,, ,0n,20q,2 5 ap1Wy):
Up,10n,1 fn,nan,Qan (3262)
W, n
——— —apianifun | D Gnitgr — Ong (3.263)
1=3
D apaaafiiZig (3.264)
. k=1
(G k) # (n,m)
+ap1 | @+ Z ajof;rak2 | agi (3.265)
J k=1
ZP?”’ szj "
| - Zp,nfn,n Z Un Qg1 — 5n,q (3266)
1=3
+ Z ZpifikZrg (3.267)
6% ()
tapa | QY ajafikaka | ag (3.268)
GBS mm)
+ ap,1an2f 1 nn,209,1 (3.269)
17p n
[+ Y ZpifixZuat ZpnFnnan2agz (3.270)
k=1
tapa |QF Y ajafikake | ag (3.271)
GBS o)
— Y Zpif a0k 1001 (3.272)
jk=1
—ap1 | Q+ Y ajafipakn | ag (3.273)

J k=1
(4, k) # (n,n)
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Zkq i
| >+ D ZpifkZhgt ZpnSnntnzagz (3.274)
k=1
- Z Zpif jxZrq (3.275)
J, k=1
= Zpnfnnn20q2 (3.276)

Beginnend mit (ap, 160,11 10n,200,2 s Zpnfrntn20q2):

Z,

p?n

p1an1 Fron@n,20q2 > Zppnfr nn20q2 (3.277)
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3.4.8 Reduktionswege fli,, 1aq,10n2 £, ;0.2
Beginnend mit (ay 1aq,1an2f, n0n2 5 ap1Vy):
(p,10g,10n,2f 5 nn,2 (3.278)
‘A//;l n
—— = > @1 Zg;fkann (3.279)
J k=1
—apag | @+ Z aj2f j k2 (3.280)
G ()
Zpgq i
[ - Z ap,1 Zq,5 ¥ jk0k1 (3.281)
J, k=1
~Zpg | Q+ D). ajafjrone (3.282)
G, % (o)
- (M - ZMJ’) fjran (3.283)
i k=1
—Zpg @+ D ajafirans (3.284)
G, % (o)
Zp,q,j i
| ’ Z (Zpaj = Zpait = Zp.aj) £jraka (3.285)
G k=1
—Zpg | Q@+ Z aj2f j k.2 (3.286)
G ()
= Zpa | @ Funtna + YL @ finae (3.287)
G % ()
+Q+ > ajafjpans (3.288)

k=1
(4, k) # (n,n)
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n

V n
—— Zpo | Q= Y ajafjpaz— Y. ajifjran (3:289)

k=1 jk=1
(G, k) # (n,m)
+ Y apfigpen+Q+ Y, ajafjgara | (3:290)
g k=1 j k=1
(4, k) # (n,n) (4, k) # (n,n)
=Zp.qn2fnnn2 (3.291)

Beginnend mit (ay 1041002 n0n2 5 Zpqan2Fn nan2):

Ap,10q,10n,2f 1, 0n 2 (3.292)

vaq
‘—) Zp,qan,anmanQ (3293)
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3.4.9 Reduktionswege fUmLpaLlan,gfn?naw
Beginnend mit(a]_’pCLLlCLn’an’nan’Q , a1 pV1):
1,p01,10n,2 f 1 0n 2 (3.294)
7 n
—— = > aZifnan (3.295)
g k=1
—a1pa1n [ Q+ Z a2 f j a2 (3.296)
6.5 %
§p71 " n n
| > Z Z a1,p01,151 f j kar,1 — Z a1,p01,5 f j k1 (3.297)
k=1 1=2 Gk =1
—Sp1 | Q@+ Z aj2f j k2 (3.298)
0.5 % )
gp,l " " n
| > > D Spaaufikary — Y @101 F ka1 (3.299)
k=1 1=2 k=1
~Sp1 | Q+ D ajofjraks (3.300)
G )
n n
=N D wpZiy + (050 G1p) ajp | Fixara (3.301)
g k=1 =2
- Z arpfipaen —Spa | Q@+ Z ajof;kak2 (3.302)
k=1 J k=1
(4, k) # (n,n)
- Z Z aLpZ1,; F a1 — Z 01,51 j £ Ok,1 (3.303)
k=1 1=2 k=1
(6. k) # (nm)
= O1pn1 Fronn1 (3.304)
—Sp1 [ Q@+ Z aj2f j k2 (3.305)

k=1
@G, k) # (n,n)
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n

‘7 n n
— Z Z apZi; f Rk — Z 01,51 f j £ Ok1 (3.306)
Jok=1 1=2 ik=1
(4, k) # (n,n)

n

+01p [ Q@+ Z aj2f;jrak2 + Z aj1f;kak1 (3.307)

k=1 g k=1
(4, k) # (n,n)
—Sp1 | Q4+ D ajafjiks (3.308)
k=1
(3, k) # (n,n)

= > D apZiifipan +01, (Q+ Y ajafsan;

Gik=11=2 j k=1
(3.309)
S | Q4+ D ajafjsn (3.310)
GBS
Beginnend mit (a1 pa1,1an2f,, n0n2 5 Sp1an2fpn0n2):
a1,pa1,10n,2J 5 0n,2 (3.311)
gp,l "
[ - Z arpar1an 2y pan2 + 0p1an2fp an2 (3.312)
=2
e
—— + >y Y Ziifjkaka (3.313)
=2 J k=1
+ Y apan [ Q+ Y ajaf;ans (3.314)
=2 g k=1
(G k) # (n,n)
+ 6p11an,2fn,nan,2 (3315)
=t Z alp Z 2158 jran (3.316)
1=2 G k=1
= (Sp1—0p1) | @+ Z ajof;kak2 (3.317)
6B % )

+ Opran2fpnan2 (3.318)
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3.4.10 Reduktionswege fUanaQ’an?l(ln’Q‘fnman’Q

Beginnend mit (a17pa27qa2,1anygfn?namg ,a17pa27qV'2 ):

01,p2,002,10n 2 . n0n,2 (3.319)
‘72 "
—— = ) 1502472,k (3.320)
J. k=1
—aiptagaz1 | Q+ D ajafjgans (3.321)
G ()
§p7q71 " "
[ > D a1p02402:05F 1 (3.322)
k=1 i=2
— > a1pa2,g02i Fjpak (3.323)
k=1
— (Spg1 = Spga11) | @ + Z ajof;kak2 (3.324)
6.5 % )
gp,q,i " i
| > Z Z Sp.gij,i f jkak,1 (3.325)
Jyk=1 i=2
- Z Z Sp.q1,i05i ] 1ak,1 (3.326)
g k=1 i=2
- Z a1,pa2,qf 2 x Ak 1 (3.327)
k=1
— (Sp,g1 — Spgarn) | @+ Z aj,2fj7kak72 (3.328)
jk=1

Gy k) # (nym)
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= > Spaitiifiann (3.329)
k=1 i=2
+ D SpaZuifiparn = ) Spadiifsan (3.330)
k=1 J k=1
— > a1p02F ka1 (3.331)
k=1
— (Spa1 = Spqar) | @+ D ajofjpans (3.332)
G B ()
== Z Z a1,pi,qZij + 0j,101,p01,g (3.333)
k=1 i=3
+0,201,p02,9 = 0¢,101 paj1 > Jjrar (3.334)
+ > SpaZuifinana — Y, Spafipr (3.335)
J k=1 k=1
— > a1p09F0 a1 (3.336)
k=1
— (Spg1 = Spqar1) | @ + Z ajof;kak2 (3.337)
G % ()
§ n n n
p,q
——— > > a1paigZiifigari+ > Spafixar (3.338)
s k=1 i=3 E=1
—bg1a1p | D @1 F ka1 + i Fantn (3.339)
G % (o)
+ Z Sp.aZ1,5f k1 — Z Spaf1k0k1 (3.340)
Jik=1 k=1
— (Spg1 — Spgarn) | @+ Z ajofjrak2 (3.341)
k=1

(3, k) # (n,n)
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‘7 n n
| > Z Zalmai,qzi,jfj,kak,l (3.342)

k=1 i=3

n

n
~0g101p Z ajifjrary — Q= Z aj2f j kak,2

J k=1 j k=1
(s k) # (n,n)
(3.343)
- Z aj1fpak1 (3.344)
k=1

(4, k) # (n,n)

+ Z SpaZ15 ¥ j ka1 (3.345)
J.k=1
— (Spa1 = Spgmr1) | @+ D ajaf;pars (3.346)
k=1

(3, k) # (n,n)

= > > apaigZiifisana+ Y SpaZiifikaky  (3.347)

k=1 1i=3 k=1
+0g101p | @+ Z aj2f jrak,2 (3.348)
k=1
— (Spg1 — Spga11) | @ + Z aj2f;rak2 (3.349)
k=1

(4, k) # (n,n)
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Beginnend mit(a1,pa2,qa2,1an,zfn,nang . (Spg1 — Spgal,l)an,gfn’nang):

a1,p02,402,10n,2 f 1, An,2 (3.350)
Sp.q,1 "
- - 17p 7‘7(1 271 n72 n 3 3 P s ; )
’ a1 piqai1an2f nan,2 + 5(1 141,p0n 2fn,nan 2 (3 351)
i1=3
= Spq1,10n2 1, 5002 (3.352)
‘/Th ‘/1 n n
|— Z Z a1,p@i,qZi i f j k1 (3.353)

k=1 1=3

+ Y aptigain | QF D ajafsann (3.354)
e G B )
+ 0g,101,pn 2 f 1, 1 On,2 (3.355)
+ Z Sp.aZ15 ¥ jkak1 (3.356)
k=1
+Spqarn | Q+ D ajof; ok (3.357)
6,1 % ()

= > > apaigZiifirann + > SpaZifirary  (3.358)

j k=1 i=3 k=1

(3.359)

+dgra1p [ @+ Z aj2f;rak2 (3.360)
J k=1

+ (Spqa1,1 — Spg1) | @+ Z ajof ka2 (3.361)

d k=1
(4, k) # (n,n)



140 D4

3.4.11 Reduktionswege fUnn,lfman,Qaman

Beginnend mit (a1 f,, ,an201201,4 , an1fp 002 (S2,4)):

an,1 [ nn201,201,4 (3.362)
5241 "
| - anvlfn,nanﬂ Z Qi 20i,q — 52,q (3363)
=2
- Z an,lfn7nan,2ai72ai7q + an,lfn,nan,Q(sQ,q (3364)
=2
‘ - Z _a’nalfn,n Z Qp A4 — 5n7z' (3365)
i=2 1=3
+ Y gt | QF Y ajafirare | ain | aig
J, k=1 g k=1
(G.k) # (n,m)
(3.366)
+ an,lfn7nan,252,q (3367)
=Y anifon | D anitis | aig— D anifnn, (Gni)aig  (3.368)
1=2 1=3 i=2
= D ainFin Y Zritig (3.369)
J, k=1 i =2
(k) # (n,m)
— Q@+ D wafjrara | Y. ainig+anif, ,an202, (3.370)
J k=1 i=2
. -
= Z an,lfn,naml Z A 1Q5,q — an,lfn’nan,q (3371)
1 =3 i=2
= > aiaFin | D wkiSig+ (Bg — k1) kg (3.372)
Jik=1 i=2
(G, k) # (n,m)

T Q + Z aj’ij)kakQ (SLq - 61761) + a‘n,lfn,nan7252,q (3373)

Jk=1
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- Z an,lfn,nan,l (Sl,q - 5l,q) - an,lfn,nan,q (3374)
1=3
- Z a1 f jk Z ak,iSiq + (01, — Ok,1) Qhyg (3.375)
G B% () e
T Q + Z aj,Q.f%kakQ (Slvq - 51711) + an,lfn,namQ(SQ,q (3376)
k=1
- Z an,1f pn0n,i (Stq) (3.377)
1=3
- Z a1 fjn Z a,iSi,q — Ok,10k,q (3.378)
J, k=1 i=2
(k) # (n,m)
@+ D ajafjpanz | (Sig) (3.379)
k=1
+ Z (Mulfn,nan,l (517(]) - an,lfn,nan,q (3380)
1=3
= Y aufik (Grear) (3.381)
k=1
(o k) # (n,m)
+1Q+ D ajafirane | (<01g) + anifrnan2d2, (3.382)
k=1
- Z n,1 fnn@n 15 (3.383)
1=3
- Z a1 fjn Z a,iSi,q — Ok,10k,q (3.384)
J, k=1 i=2
(k) # (n,m)
@+ D ajafjpanz | (Sig) (3.385)
j k=1
=01 | an1fpntn (3.386)
+ Z aj,lfj,kak,l + 1 Q@+ Z aj,2fj7kak;72 (3.387)
Jyk=1 G k=1
(k) # (n,m)

(3.388)
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V n
—— =) a1 fnnaniSig (3.389)
=3
o Z aj’l‘fjvk Z ak7isiyq - 6l€,1ak’,q (3390)
Jk=1 i=2
(4, k) # (n,n)
Q@+ D asafjkane | (Sig) (3.391)
k=1

n

—Oug |~ [ Q@+ D wafipaat D ke

J k=1 J k=1
(4, k) # (n,n)
(3.392)
+ Y apfaant [ Q@+ D ajafiiars (3.393)
J, k=1 g k=1
(4, k) # (n,n)
==Y an1fnnniSig (3.394)
=3
- Z aj1fjx Z ak,iSig — Ok 10k.q (3.395)
gy k=1 i=2
(4, k) # (n,n)
@+ D aafjrane | (Sig) (3.396)

Jk=1
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Beginnend mit (a1 f,, ,an 2012014, Wiai4):
an1 [ nn201201,4 (3.397)
Wl n
|—— —an1fnn Z an101, — Op1 | Q14 (3.398)
1=3
+ Z aji fjxZr101,q (3.399)
7, k=1
(i, k) # (n,n)
+ Q@+ Z ajof;rak2 | a1,101,4 (3.400)
J, k=1
== anylfn,n Z an,lm (3401)
1=3
- Y ki | D araiang — draar, | (3.402)
Jj, k=1 i=2
(. k) # (nyn)
s % Z ajofjrare | 11014 (3.403)
J k=1
gl,q? gi,q? g14;{ "
| T an,lfn,n Z an,lsl,q (3404)
1=3
- Z a;1 f jk Z ag,iSi,q — Ok,101,4 (3.405)
J, k=1 i=2
(i, k) # (n,n)
K% Z ajof;rak2 | Siq (3.406)

J k=1
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3.4.12 Reduktionswege funmlfn7nan72a172a27qa27r

Um die Lesbarkeit zu erhdhen setzen wir;

X == an1fpnni (Sigr — Sig01r) (3.407)
1=3
— Y apafaZea | Y aigtir —0qp (3.408)
Jik=1 i=3
(4, k) # (n,n)
1@+ Z ajﬁfj,kak,? (St,qr — S1,q01,) - (3.409)
k=1

Beginnend mit (amlfmnan,galgag,qag’,, , anjlfnvnang (527q77« — Sg7qa17,ﬂ))2

an1 [ n0n,201,202 402 ¢ (3.410)
§27q77’ i
[——— = a1 funtn2a12 | Y aigair — Oqp (3.411)
1=3
=+ Z an1 [0 On,20020i g1 (3.412)
=2
— an1 fpn0n,202,401 (3.413)
WI’ WZ n
———— | anifun | D aniari—ona (3.414)
1=3
- > e (3.415)
G k=1
(G k) # (n,m)

n n
- Q+ E aj,2fj7kak72 ai,1 E ai,qai,r—éqﬂ.

J, k=1 i=3

(3.416)
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- Z anylfn,n Z A, 1Q5] — 677,,7,' Qj,qA1,r (3417)
1=2 1=3
+ Z Z aj71fj:ka1iai7qa1ar (3418)
i=2 k=1
(4, k) # (n,n)
+ Z Q-+ Z ajof ka2 | Gi1aiqa1, (3.419)
=2 Jy k=1
— an71fn7nan,252,qa17,, (3.420)
== an1funniSigr (3.421)
1=3
— Y apnFiZea | D aigais — 0gr (3.422)
gk =1 i=3
(4, k) # (n,n)
+Q+ Y ajafjkans | Sigr (3.423)
Jok=1
B a"’l‘f"»” Z Gn,l Z 1i,q | O1,r (3.424)
1=3 i=2
+ Z an,lfn,n (671,1) QjqA1,r (3425)
i=2
t Z Z ajvl-fﬁkzk,ia@qalﬂ" (3.426)
i=2 k=1
(4, k) # (n,n)
+Q+ D ajafipane | | D ainaig | ary (3.427)
Jik =1 i=2
—Gn1 fn,nan,262,qa1,r (3428)
:X o Z an,lfn7nan715l7qal77‘ - an71fn7nan,2527qa177‘ (3429)
1=3
+ D anifrp (On) digary (3.430)
i=2
+ Z aj1fjn Z Zk,iiq01,r (3.431)
Jyk=1 i=2
(G, k) # (n,m)
@+ D ajafjpanz | (Org)ar, (3.432)

Jhk=1
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222
=X + 5q,1an,1fn,nan,1al,r (3433)

n

+ Y aifi | D] akiSig+ (014 — k1)akg | ary

Jk=1 i=2
(G, k) # (n,m)
(3.434)
+014 | Q@+ Z ajof;rak2 | a1,y (3.435)
J, k=1
VvV n
| > X —0g1 | @+ Z aj2f j kak,2 (3.436)
Gk=1
+ Z aj1fjraky | a1y (3.437)
k=1
(G k) # (n,n)
+ Z ajifjn Z ak,iSi,q01,r — Ok,101,401 (3.438)
6B % ) e
+ 01,4 Z aj1f ka1 (3.439)
6,1 % ()
+Q + Z ajof;rak2 | a1,y (3.440)
j k=1

n

Zgr i
|4> X + Z aj,lfﬁk Z ak7,~SZ-7qa1,r — 5k,1Zq,r (3.441)
j k=1 i=2
(4, k) # (n,n)
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Beginnend mit (ay, 1 f,, ,an 201,202 402, , ):
On,1 fn,nan,2a1,2a27qa27r (3.442)
WI n
|—) - an,lfn,n Z An 1G1] — 5n,1 a2 qa2.r (3443)
1=3
+ Y afidenasgn, (3.444)
(4, Zt’)k;ﬁ:(;, n)
e+ X wafimome | aiaga, (3.445)
J k=1
gl,qﬂ“ "
[ —aafan ) aniaiiazgn, (3.446)
1=3
+ Z a1 FjkZk,102,402, (3.447)
6.5 % o)
e+ Z aj2fjror2 | (S1gr — S1q01,r) (3.448)
k=1
gl,q,r n
‘ - an’lfn7n Z an7l (Squvr - Sl,qalﬂ“) (3449)
=3
D GafuZeatage, (3.450)
6.8 % )
+(Q+ Y aefjrae | (Sigr — Siqa1r) (3.451)
k=1
-
= a1 fun Y ani (Sigr — Sigais) (3.452)
1=3
+ Z a1k Z Z Ak,iQ1,301,401r + Zg10q,  (3.453)
J, k=1 i=2 1=3
(G: k) # (n,m)
+ Z ak,iSiqa1,r — Ok1 (Ogr — G2,402,r) (3.454)
=2
+Q+ D ajafjpany | (Sigr — Siga1s) (3.455)

k=1
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=—an1fun O ani(Sigr — Siqa1s) (3.456)

1=3

n

+ Z aj1fjr Z Z k01,01 g0y + Z10q,  (3.457)

gk =1 i=21=3
Gy k) # (n,n)
+ Y ariSiga1s — Ok (50 — 2,402, (3.458)
=2
+ Q + Z a]72szkak72 (Slv(Lr - Sl,qal,r) (3.459)
J, k=1
= anylfn,n Z Gn, ] (Sl,q,r - Sl,qal,r) (3460)
1=3
+(Q+ Y aafjraz | (Sigr — Siq010) (3.461)
g k=1
— > apf | D0 (Zka —0k1) angaiy — Ziadyy
Jk=1 1=3
(G, k) # (n,n)
(3.462)
+ Z ajifjn Z k15,01, (3.463)
Jk=1 1=2
(G, k) # (n,n)
- Z aj1 f;ix0k1 (0gr — a2,4a2,r) (3.464)
k=1
(G k) # (n,m)
=X+ Y auftea | D agary — (Ogr — azgaz,)
k=1 1=3
G k) # (n,)
(3.465)
+ Z ajfjn Z ki Si,q@1,r (3.466)
gk =1 i=2
(G, k) # (n,m)
=X~ Y aufp | kaZer — D ariSigars (3.467)

Jk=1 i=2
(4, k) # (n,n)



Kapitel 4

(Ko)-Homologie

Wir wollen im Folgenden 1-dimensionale Moduln tiber der orthogonalen freien Quan-
tengruppeA betrachten.

Sei A(n) die in Abschnit{ 2.l definierte freie Quantengruppe. Zur Erinnerung: Wir
konnen die Erzeuger vad schreiben als, x n-Matrix A := (ap4)pg=1,....n Und die
Relationen alsiA? = A'A = id.

Definition 4.0.1 (1-dimensionaler4-Modul K,)
Ein .4-Modul, zu dem es eine 1-dimensionale Darstellung gibt, die gegeben ist durch
einen Algebra-Homomorphismus :

A — K

aji = Ajiy
heif3t 1-dimensionaler Modul. Die Modulstruktur ist gegeben durch:

AxK — K

Ajiy T = )‘j,i - Z.

Diesen Modul bezeichnen wir miK . Da die Multiplikation inIK kommutiert, ist
jeder 1-dimensionale Modul immer auch ein Bimodul.

Die Bilder der Erzeuger schreiben wir wieder als Mateix:= (A, )p.g=1,...n- FUr
diese Matrix geltenéhnliche Relationen wie fur die Erzeuger-Matrix

AAL = APA = id:

sie ist also orthogonal.
Umgekehrt entspricht jede orthogonale Matfik einem 1-dimensionalesl-Modul
Kas.
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4.0.13 Spezialfallh =1

Fallsn = 1, dann hat die Algebral(1) nur einen Erzeuger; ; und nur eine Relation
a11a11 = 1. Diese Algebra istisomorph zu der Algeldikdz] /(22 — 1).

Wir wollen uns zunéchst Uiberlegen, warum diese Algebra halbeinfach ist/fali§K) #
2.

Seiene; = % undey = Zgl, dann sinct; unde, orthogonale ldempotenten, so dass
e1 +e =1.

Insbesondere

AN 2K <e >K <ey >.

Wir bemerken weiterhin, dass es zU(1) nur zwei eindimensionale Moduln gibt:
Einen ModulK; zue; und einen ModulK, zu e,. Diese Moduln sind beide projektiv

als direkte Summanden des freien Moddl&l).

Da sie projektiv sind, verschwinden alle héheren Ext- und Torgruppen zwischen ihnen.

Falls char(IK) = 2, dann gibt es nur einen eindimensionalen Moiylder durch
folgende eindimensionale Darstellung gegeben ist:

¢ K/ -1) —K
z — 1
1 — 1.

Dieser Modul hat eine unendliche freie Auflésung
O<_K(_A(1)(_...(_A(1)(_...7

wobei jedes Differential durch Multiplikation mit 4+ 1 gegeben ist.
Far die Tor- und Extgruppen gilt also:

Ezth(K,K) =~ K fur alle k > 0, (4.1)
Tor(K,K) = K fur allek > 0. (4.2)
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4.0.14 Auflésung firn > 3

Als Reduktionssystemy fiir die AlgebraA(n) nehmen wir das in Safz 2.1.3 definier-
te:

%Lq = (ap1ag1, — Do Apilg,i + Opg)
~Sp,q = (a1pa1,, = Doils Aiplig + Opg)
%p,q,r = (ap10g2ar2 , —Ap1 D ;3 aqilr; + ap10qr — (= Dio ApiGq,i + Opg) ar1)
Spar = (a1pa2,402,r ; —A1p D i3 Aiqir + 01,0, — (= D210 Aiplig + Opg) a1,r) -

Alle Moduln in der Bimodulauflésung in Abschrijitt 3.1 sind fredeModuln. Wenn wir
also die Bimodulaufldsung von rechts miy K, multiplizieren, ist die resultierende
Sequenz wieder exakt. Mid ® 4 K = K, erhalten wir die folgende Sequenz, bzw.
die Auflésung voriK y:

0
A I
*3 I
2 . S
(A)" = 2 il ikt >0 Fi Fra
i,j,k=1 =1
¢2 J
n
(A)n2 €p.q = (ap,i€qi + €pirg.i)
1=
é1 l
A ap,q€ — €Apg .
$o I
Ka Ap,g
0

Die fett geschriebenen Buchstaber,, ,, f, , und f stehen fur die Erzeuger der Mo-
duln. Die Elemente au& , kommutieren mit denen au$, daher kbnnen wir sie vor-
ziehen.

Zur besseren Ubersicht schreiben wir die Auflésung auch in Matrizen-Schreibweise.
Mit den Buchstabe® und F' bezeichnen wir die Matrizen der entsprechenden Erzeu-
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ger, alsaE := (ep,q)p,g=1,...n UNAF := (f}, )pg=1,..n-

Koeffizienten vorne Koeffizienten hinten

¢3: f— —tr(AA'F) +tr(F) | ¢3: f— —tr(A'FA) + tr(F)

¢2: F s AE' + (AE")" ¢o: F— AE' + EN!
o1 E—(A-A)e ¢1: E— Ae — el
G0 :a;jer— A G0 a;jer— A

Hierbei beachten wir, dass das Transponieren nicht wie tblich mit der Multiplikation
vertraglich ist:

(AB)), Z aq,ibip aber (B'A") Z by ply.i-

=1

Im SpezialfallA = id erhalten wir, dass die in [TCD6] vorgestellte Sequenz exakt ist:

0 Kig A A A A
n
Op,g < Opg Zl ap,i€q,i T €pgq L f
1=
n
ap,q — Op,g <~———E€pg - kz ajkfin+ 21 fii<—Ff
Jh=1 i=

Um die Dimension der Homologie bzw. Kohomologie zu berechnen betrachten wir die
Aufldsung vonK 5, ohne die erste nicht triviale Stelle unter dem FunKigr, ® 4 o)

bzw. dem Funktor HOM (e, Kg). Mit anderen Worten, wir berechn@or* (Kq, K )

bzw. Ezt 4 (Kq, Ky).
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4.1 Tor

In diesem Kapitel wollen wir die Dimensionen der Homologie Uber die Tor-Gruppen
berechnen.

Satz 4.1.1 (Tor)
SeiHH; die Homologie des eindimensionalen Modidg, wobeii = 1,2, 3. Dann
gelten fir die Dimensionen folgende Werte:

Q=A|Q=-A sonst

Dim (HHo) | 1 0 0

Dim (HH;) | "5 | 25022 | gy 4 kp —1 |

Dim (HHQ) n22—n nQ—FTnJ k_1+ k‘/\ —1

Dim (HH3) | 1 0 0

mitk_y = #{i |ri=—1} undkp := #{(i,j) |i>j,rer; =1}, wobeir; die
Vielfachheit der Nullstellen des Charakteristischenpolynoms¥dhsind.

Den Komplex erhalten wir durch Anwenden des Funkfdts, © 4 e) auf die in 4.0.14
gegebene Auflésung. Sie sieht weden ® 4 A = K wie folgt aus:

0 — K & Kgn® £22 gn? &3 K

¢1*:E»—>(Q—A)e

Goy 1 F — QF! + (AEt)t

b34 1 F = —tr(AQUF) + tr(F)

Die Homologie bekommen wir aus dem Komplex durch:
HH; = Kern(<I>Z-*) /Blld (q)iJrl*) .
Wir berechnen die Dimensionen Uber:

Dim (Kern ((I)l*) /Blld (¢1+1*)) = Dim (Kern ((1)1*)) — Rang (q)i+1*)



154 Tor

411 &, : FE— Qe— Ae

Dim (Kern(®1.)) | Rang (®1.)

Q=A| sonst | Q=A|sonst

n? ‘nz—l 0 ‘ 1

Sei zunachsf) = A, dann ist Bild(®,,) = 0 und der Kern(®;,) ist das gesamte
Urbild, also istRang (®1.) = 0 und Dim (Kern(®1.)) = n.

FallsQ # A, dann existiert wenigstens €ip, ¢) mitw,, ; # A, 4. Dannist® . (e, ,) #
0, also giltRang (®1.) > 0. Dader Bildraum nur eindimensional ist, gitting (®1.) =
1 und mit Dim (Kern(®1,)) = Dim (Urbild) — Dim (Bild) = n? — 1.
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412 @, :F — QFE' + (AE)'

Dim (Kern(®s,)) Rang (Pay)

Q=A|Q=-A| sonst | Q=A[Q=—-A| sonst
2 2

i N I s l Y

Mit k_y := #{i |ri=—1} undkp := #{(i,j) | i > j,rir; = 1}, die Vielfach-
heit der Nullstellen des CharakteristischenpolynomsQa# sind.

Wir werden nund,.alsn? x n?-Matrix schreiben. Da wir von links multiplizieren,
steht in der Zeildp — 1)n + ¢ das Bild vonf, , bezuglich der Basis des Bildraumes:

n

Do (fp,q) = Z (wp,i€q,i + Agi€pi) -

i=1

Um uns Schreibarbeit zu sparen schreiben dir bzw. w,. fir den Zeilenvektor
(Ap1sAp,2, -3 Apm) DZW. (wp 1, wp2,. .., wpn). Den Nullvektor schreiben wir als
0, := (0,...,0).

N——

n
Die Matrix A kdnnen wir dann schreiben als:

A1,
A= /\27.
Die Matrix ®, ist dann:
f171 ’ wi,.+ )\17. ‘
PV | | e ee—
fl,n )\n,- w1,
fo1 wa,. | AL |
b f2:,2 wa,.+ :)\2,. )
f2,n )\n,- w3, ,
fn,l ’ Wn,. ‘ )\17.
fn, fv:,Q Wn,- . . )\27.

fn,n Wn,.+ )‘7%‘

6171...61771‘ ‘6271...62,n‘ ‘elm...en,n‘
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wobei die leeren Stellen jeweils mit Nullen gefullt sein sollen. Alternativ lasst sich die

Matrix schreiben als:
wi,id,, 2

wo, . id,, 2

(I)Q* - ) +

=:L =:Dq

Da A mit At invertierbar, ist die MatrixL, mit L. invertierbar. Das Multiplizieren
mit einer invertierbaren Matrix &ndert den Rang einer Matrix nicht, daher kénnen wir
anstelle vonb,, auch folgende Matrix betrachten:

(I)Q*LAt =id+ DQLAt =id + DQAt,
da fUr das Produkt aus den Matriz&x, und L 5 gilt:
DqoLpt = Dape.

413 1l.FallK=Rundn=2
Dann sindA und$2 Drehmatrizen oder Spiegelungsmatrizen. Also gibt eg/einit:

[ cosyp —siny _ [ cosyp  siny
QAt_(SinLZJ cos > OderQAt_(sinzZJ —cosdJ)'

Die Matrix id + Dq ¢ ist dann:

costp+1 —sinyy 0O 0 costp+1 siny 0 0
0 1 costY  —sing oder 0 1 cos Y sin 1)
siny cos Y 1 0 sin vy —cos Y 1 0
0 0 siny cosy +1 0 0 siny —cosy+1

Fir den Spezialfakkos ¢y = —1 vereinfacht sich die Matrix zu:

0 0 0 O 00 0 O
0 1 -1 0 oder 01 -1 0
0 -1 1 0 01 1 0
0 O 0 0 0 2

Der Rang ist alsa oder3. Dieser Spezialfall (fif2A? ist eine Drehmatrix) tritt genau
dann ein, wenm\ = —(.

Fallscosy # —1, kann man die Matrizen mittels des Gaussalgorithmus in folgende
Form bringen:

. 1 2 . 1 2
sing) - — ci‘s“wf 1 0 0 sin ¢ cils“ﬁl 0 0
8 é COS P = sgn P oder 0 1 cc?s P :111{1211/;
sin? 1 . 0 0 sing cosy+1
0 0 cosgil  SinY 0 0 0 0

Der Rang ist als@.
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Fall QA? ist eine Drehmatrix:

. sin2 . in2 o
Sln?/) 7025 wfl 0 0 Sll’l¢ _czs P+1 0 0
0 1 costY  —sing R 0 1 . cosy  —siny
sing - cosy 1 0 0 cosy+ Sty 1 0
0 0 siny  cosy +1 0 0 siny cosvy + 1
i in?¢ _ cos®ytcosytsin®y _
mit cos w + czlsnd;-i-l = == cocsoz—i-l = =1
sing —SnL 0 sing —Srro g 0
0 1 cosyy —sing - 0 1 cos Y —sinvy
0 1 1 0 0 0 1—costy siny
5in v 02 .
0 0 C;S P+1 1 0 0 czlsndzfl sin w
. ia2 in2 ol 1— 2
mit czlsnwﬁ — (L —cosy) == wcos(zpflos Y=o
v s 0 o
. 0 1 cos?y —siny
0 0 0 0
in2 1 .
0 0 = oo sin P
Fall QA! ist eine Spiegelungsmatrix:
cosy+1  singp 0 0 sing AL 0
0 1 cos Y sin¢ - 0 1 cos Y sin v
sin ¢ —cos 1 0 siny —cosvy 1 0
0 0 sing —cosy +1 0 0 siny —cosvy +1
T
0 1 cos Y sin ¥
- sin? ¢
0 — COS 'lp — m 1 0
0 0 siny —cosy +1
mit — cosy — ALY, = e urempan’y _ g
: sin? ¢ : sin? ¢
sin cos 011 0 0 sin cos gt 0 0
. 0 1 cos Y sin 1) . 0 1 cos Y sin ¢
0 -1 1 0 0 0 1+ cosy sin
0 0 siny —cosy+1 0 0 sin ¢ —cosyp + 1
. ‘in2 i 2. 1— 2
mit chwffl — (1 —cosyp) === Qpcos(zb—&-clos 2 =0
. in?
singy S 0 0
0 1 cos sin
- 0 0 . w Sin;zf
smd) cos +1

0 0 0 0
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4.1.4 2.Fal:QQ = A, alsoQA! =id

Die Matrix id + Djq ist in diesem Fall:

12,0,...,0]
1 1,0,...,0
1 1,0,...,0
0,1,...,0] 1
0,2,...,0
1 0,1,...,0
0,...,0,1] 1
0,...,0,1 1
0,...,0,2

Die Zeilen zu den Basisvektorefy , und f, , stimmen fur jedes Padp, ¢) Uberein.

Alle anderen Zeilen sind linear unabhangig. Der Rang ist dgheri =

1=1

n2

+n
2
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4.15 3.Fall:QQ = —A, alsoQA! = —id

Die Matrix id + D_jq ist in diesem Fall:

10,0,...,0 |
1 -1,0,...,0
1 —~1,0,...,0
0,-1,...,0] 1
0,0,...,0
1 0,—1,...,0
0,...,0,—1] ' 1
0,...,0,—1 1
0,...,0,0

Die Zeilen zu den Basisvektoregf); bestehen fur jedesnur aus Nullen. Die Zeilen zu
den Basisvektorerf, , und f, , stimmen fiir jedes Padp, ¢) bis auf das Vorzeichen

Uberein. Alle anderen Zeilen sind linear unabhéangig. Der Rang ist daher — n =

i=1

n-——n

2
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4.1.6 Allgemeiner Fall

In diesem Abschnitt wollen wir den Rang vortidDg,: flir eine beliebige orthogonale
Matrix QA berechnen.

Zuerst stellen wir fest, dass wir den Rang vorntdDg s+ Uber die Vielfachheit der
Nullstellen des Charakteristischen Polynoms an der Stellberechnen kdnnen:

Rang ((I)idJrDQAt*) =n? — NS_{(Det (zid — Dgpt)).

Wir werden nun das Charakteristische Polynom infir eine beliebige orthogonale
Matrix U berechnen.

Dazu wollen wir uns uberlegen, warum wir annehmen kénnen, dass die Matrix
Jordanform vorliegt.

FallsKK nicht algebraisch abgeschlossen ist, verandert sich das Charakteristische Poly-
nom vonDy Uber einem Abschluss vdK nicht. Wir kbnnen also ohne Beschrankung

der Allgemeinheit annehmen, daksalgebraisch abgeschlossen ist.

Fir eine MatrixV gibt es in einem algebraisch abgeschlossenen K@pgne Jordan-

form. Es gibt also eine Matri® und eine Jordan-MatriXy, so dass giltv N = N Jy.

Lemma 4.1.2 (Konjugieren ist vertraglich mib)
SeienM, N und X quadratische Matrizen, dig&/ X = X N erfillen. Dann gilt:

Dy(X®X)=(X®X)Dy.

Beweis:[Lemma4.1.D ]

Um Schreibarbeit zu sparen bezeichnen wirdie Zeile der Matrix)/ bzw. N mit
myp,. bzw. n, . und diep-te Spalte entsprechend. , bzw. n.,. Die Voraussetzung
MX = X N lasst sich dann schreiben als:

n n
=1 7 =1

oder alternativ:

(M., T.q) = (Tp., n.g) Y(p,q).

Die Matrix (X ® X) ist definiert durch:

x171 an

Fir einen? x n2-Matrix Y bezeichnen wir die Spalten und Zeilen wie zuvor nach den
zugehorigen Basisvektoren. An der Stéllg, ¢), (7, 7)), also imp-ten Zeilenblock im
i-ten Spaltenblock an de€u, j)-Stelle, steht der Anteil deg, j)-ten Basisvektor des

(X®X):=
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Bildes zum Basisvektar,, ,.

1 ... i-ter Spaltenblock .on
Jjo... \
1
p-ter Block . o y(P.#I):(iJ)
n

Da in jeder Zeile vonD,,; nur einn-Tupel steht, l&sst sich das Produkj, (X ® X)
leicht berechnen:

(Dm(X @ X)) p.0).(i.5) = (M5 Tig®5) Y((Ps ), (i, ))-

In jeder Zeile vonD y stehen wiederum nur wenige Eintrage, namlich ein Spaltenvek-
tor auf verschiedene Blocke verteilt. Daher gilt:

(X @ X)DN)(p.g).(i.g) = (@p, i » mej) Y((P50) (i, ))-

Mit der Voraussetzungm,,. , z.4) = (zp., n.q) V(p,q) erhalten wir fur jedes
(P, q), (i, 4):

(X ® X)DN) p.q),(i.j) = (Tp,Tig » T-5) (4.3)
=T q (Tp. , N.j) (4.4)

=Tiq (Mp,. , T.j) (4.5)

=(my,. , Tiqx.;) (4.6)

=Dy (X @ X)) (p.g), (i) 4.7)

o

Als Folgerung daraus erhalten wir, dass das Charakteristische Polynoiiyonit
dem Charakteristischen Polynom vBly,, tbereinstimmt.

Satz 4.1.3 (Charakteristisches Polynom vary)
SeiJ eine Jordan-Matrix, dann gilt fiir das Charakteristische Polynom:

Xp, (&) = xs(x) - xp2 4 (2°).

Beweis:[Sat44.1.8]
Sei
Lo €l

Tn—1 €n—1
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wobei die leeren Stellen mit Nullen gefillt sein sollen. Dann ist die Mdixjxein En-
domorphismus auf einem?-dimensionalen Vektorraum. Sie ist von folgender Form:

el ’ T1,€1,5... ‘
6172 ’ r1,€15... ‘

€e1..

€1n ’7”1,61,...

€21 0, T9,€9,... ‘
€2,2 ] 0,79, €9, . .. ‘

€9.

€2.n ’ 07T27627"'

€n,1 0, 0, ’I“n‘

10, ... 0, 7|

€n,.-
€n,n—1

€n,n ’O,... 0, Tn‘

‘61,1,6172,... ‘ ‘6271,6272,... ‘ ‘enyl,eng,... ‘

In den Beispielep 4.114 und 4.1.5 haben wir gesehen, dass die Zeilen zu den Basisvek-
torene,, ,,, e, 4 Unde, , €ine besondere Rolle spielen. Daher sortieren wir die Basisvek-
torene, , nach der Summe aysund ¢ um. Falls die Summe gleich ist, sortieren wir
nach dem zweiten Index. Auf diese Weise folgen die Paggeunde, , aufeinander,
gefolgt vone,, ;,.

€1,1 r1 €1

62,1 T2

€1,2 1 €1

€3,1 T3

€1,3 1

€22 ’ () ‘ e

En.n
‘61,1| |€2,1 31,2‘ ’63,1 61,3| |€2,2‘ |€n,n|

In der Zeile zum Basisvektat, , kommen nurr, unde, vor, wobeie, weiter links
steht. Die MatrixD ; sieht fast wie eine obere Dreiecksmatrix aus. Auf der Diagonalen
stehenl x 1-und2 x 2-Bldocke und in der oberen rechten Ecke steht an einigen Stellen
eine.
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Das Charakteristische Polynom berechnen wir Uberr (zid — D), also:

r—1"T —€1
xT —T9
—T1 X —€1

Det

-7 X

’x—rg‘

Fur die Determinante von Matrizen, die sich in Blockmatrizen zerlegen lassen, wobei

der untere Block leer ist, ist die Determinante gleich dem Produkt der Determinanten
auf der Diagonalen:

Det(wid—DJ):(x—rl)Det< v _T2>Det< v ""3)(x—r2)---(x—rn).

—T1 X —T1 X

X - .. . .
Da Det . :Ep = 2?2 — 1,71y, kOnNnen wir das Charakteristische Polynom von
g

D schreiben als:

X, (z) = (H(:n - n’)) [1@* =riry)

i=1 i>j
Dies entspricht gerade der Behauptugg;, (x) = x.(z) -X/\gJ(xQ). o

Zusammen mit den Vorlberlegungen erhalten wir, dassg (®4,,.) nur von Eigen-
wertenr; der MatrixQA? abhangt. Sei dazu

k_1:=# {z ‘ r; = —1} (4.8)

kp=#{(i,§) |i>jrarj=1}. (4.9)
Der Rang ist dann:

Rang (®p,,+) = n® — (k-1 + kp)

und der Kern:
Kern(®z.) = (k—1 + kp).
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417 @i, f s — tr(AQUF) + tr(F)

Dim (Kern(®s.)) |  Rang (Ps.)

Q=A|sonst | Q=A|sonst

1 ] o 0 [ 1

Sei zunachsf2 = A, dann istA'2 = id und der Kerr{®3.) das gesamte Urbild. Da

der Urbildraum eindimensional ist, gitang (®3.) = 0 und Dim (Kern(®s,)) = 1.

Falls # A, dann existiert wenigstens &fp, ¢) mit Y Ay ;wpi + 6p 4 7 0; also gilt
1=1

Rang (®3,) > 0. Da der Urbildraum nur eindimensional ist, gilang (®3.) = 1

und mit Dim (Kern(®1.)) = Dim (Urbild) — Dim (Bild) =1 -1 = 0.

4.2 Ext

Die Extgruppen sind isomorph zu den Torgruppen. Hier erhélt man die selben Matri-
zen, nur transponiert.

Wir betrachten, ahnlich wie in Kapitel 4.1, die induzierte, an der ersten Stelle nicht
exakte, Sequenz:

0—AZ A" &2 A" E 4
Wir untersuchen zunéchst den Vektorraum Isomorphismus HOMI", Kq) = K".

Seiey, ..., e, eine Basis des Moduld™, danniseéy, ..., €; eine Basisvon HOM (A", Kq)
mit &;(e;) = d; ;. Lineares Fortsetzen liefert fiag € A:

€; Z a;e; | = aj.
1=1
So erhalten wir aus der induzierten Sequenz unter dem kontravarianten Funktog HQK4 ):
05 Ko 3K ZR® A K 0.
Seie der Basisvektor voiK(,, dann sind die Abbildungen folgendermafen definiert:

« ¢} : e — (Q—A)E, wobei E := (e;;) die Matrix der Basisvektoren des
Bildraumes ist. Die Abbildung erhalten wir durch:

_ (o3} e
e (epyq = (ap,g — Apg) € = Wpg — Ap,q) )

Diese Abbildung stimmt mit,, Uberein.
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— — -\t — —
« 95 B (QtF)tJr(AtFt) ,wobeiF' := (f, ;) die Matrix der Basisvektoren
des Bildraumes ist. Die Abbildung erhalten wir durch:

€pq— | oy Z (azi€y,i + Ay,i€z,i)

also:

n n

Z (Wa,i0p,y0g,i + Ay,i0p,e0q,i) | +

i=1 i=1

Do

g

=wz,¢0p,y+Ay,q0p,z

n

€pq Z (Wa,q0py + Ayg0p.a) J_cw,y = Z “J%q}x,p + Z )‘y’qu,y‘

°¢§:I_7’

z,y=1 r=1 y=1

— ((AQt)t + id) f, wobei f der Basisvektor des Bildraumes ist. Die

Abbildung erhalten wir durch:

also:

@[ n n } ’ n n
£ D Meaagafie+ D> Fai B0 MeiwiibpyOk + Y 0pidg

i,j, k=1 i=1 i,j, k=1 i=1

n
= 2 AqiWp,it0p,q
i=1

fp,q = Z Aq,iWp,i T Opyg I

=1

Betrachten wir als Nachstes den Rang dieser Abbildungen.

421 ¢ e

H(Q—A)E

Die Abbildung¢} hat hdchstens Rarig da der Urbildraum eindimensional ist. Sie hat
Rang0, wenn das Bild nur di@ ist. Dies ist der Fall wenn:

also qilt:

Q- A=0,

Rang (%) :{ ofurQ =A

1 sonst
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_ _ -\t
422 ¢3: B (UF) + (MF)
Hier beobachten wir, dags, = ¢}, :
6 B (QF) + (WFY) = (F) + (AFY) =6,

Wir betrachten die Abbildung in Matrizenschreibweise, wozu wir das Bild des Basis-
vektorse,, , in der Basisf, ,, untersuchen:

€(p,q) (2,Y) = Opywa,g + Opatyq (4.10)
- Z Z (Opywa,g + Opaty.q) €pg (4.11)
p=1qg=1
= > wogergt D Ayglog (4.12)
q=1 p=1
= P2s. (4.13)

Also gilt :
Rang (®2.) = Rang (®3)

423 ¢t F o ((AQt)t + id) ¥
Die Abbildung¢s; hat héchstens Rang da der Bildraum eindimensional ist. Sie hat
Rang0, wenn das Bild nur di@ ist. Dies ist nur dann der Fall, wenn:
(AQY)" = —id,
also gilt:

Rang (®7) =

ofirQ=A
1 sonst
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