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1 Einleitung

“The octonions are the crazy old uncle nobody lets out of the attic.”
(John C. Baez)

Oktonionen oder auch Oktaven bilden eine Kompositionsalgebra hochst-
moglicher Dimension. Sie kénnen aus einer Quaternionenalgebra &hnlich
konstruiert werden wie die Quaternionenalgebra selbst aus den komplexen
Zahlen. Was die Oktaven gewohnungsbediirftig macht, ist die Eigenschaft,
dass ihre Multiplikation nicht mehr assoziativ ist. Dennoch oder gerade des-
wegen bieten sie eine reichhaltige Grundlage fiir mathematische Untersu-
chungen.

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der zerfallenden Oktaven-Algebra
und mit deren Automorphismengruppe G.

In der Hauptsache ist das Ziel der Arbeit, Untersuchungen von Behrend,
Harder und Stuhler fiir den konkreten Fall der Gruppe G zu beleuchten, die
eine Lie-Gruppe vom Typ Gs ist.

Behrend hat in [Beh95] das Konzept der Komplementérpolyeder eingefiihrt,
um Instabilitdtsphinomene von reduktiven Gruppenschemata tiiber einer
glatten, vollstdndigen algebraischen Kurve zu beschreiben. In einem Preprint
[HSO3] haben Harder und Stuhler dieses Verfahren auf beliebige reduktive
algebraische Gruppen iiber einem beliebigen globalen Korper verallgemei-
nert. Zur Beschreibung der Systeme der verschiedenen Bewertungen werden
dabei symmetrische Rdume fiir die unendlichen Primstellen sowie Bruhat-
Tits-Gebaude fiir die endlichen Primstellen herangezogen.

Nimmt man konkret die Automorphismengruppe der Oktaven, so gewinnt
man bei Strukturuntersuchungen den Vorteil, dass hinter der Gruppenstruk-
tur noch die Algebrenstruktur der Oktaven steht. Das legt insbesondere na-
he, gruppentheoretische Beschreibungen durch algebrentheoretische zu er-
setzen oder zu erginzen. Zu einem guten Teil ist dies in dieser Arbeit gelun-
gen: Die Beschreibung der Komplementirpolyeder zu Bewertungen im je-
weiligen Standardapartment konnte auf die Grade der beiden ersten Riaume
in der invarianten Flagge zuriickgefiihrt werden, die zu der Operation der
zugehorigen Borelgruppe auf den Oktaven gehort. Fiir das Fernziel einer
kompletten algebraischen Beschreibung der Komplementérpolyeder zu be-
liebigen kohédrenten Bewertungen besteht die Hoffnung, dass mit den Ergeb-
nissen dieser Arbeit eine gute Grundlage fiir weitergehende Untersuchungen
gelegt wurde.

Zum Aufbau der Arbeit: In den Kapiteln [2] bis ] werden Grundlagen iiber
Kompositionsalgebren, affine Gruppenschemata und Arakelov-Biindel wie-
derholt. In Kapitel |p| wird neben der Beschreibung von Wurzelsystemen
und Gewichten auch der Begriff des Komplementérpolyeders eingefiihrt. Es
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schliefft sich in Kapitel [6] eine eingehende Beschreibung der Automorphis-
mengruppe der Oktaven mit ihrer Struktur als reduktive Gruppe an.
Kapitel |[7] und [8| beschreiben die Gebdudestruktur des Systems der Klassen
von Bewertungen. Dabei wird auch darauf eingegangen, welche Schnittmen-
ge zwei durch gewisse Elemente konjugierte Apartments haben.

Die in Kapitel [9 beschriebene Cartan-Killing-Form liefert eine méogliche Be-
schreibung des symmetrischen Raumes der archimedischen Bewertungen.
Der Vorbereitung der schon erwéhnten algebraischen Beschreibung der Kom-
plementérpolyeder dient Kapitel Ein bemerkenswertes Ergebnis ist hier
die Feststellung, dass es auf den Oktaven Flaggen von Unteralgebren gibt,
die unter einer gegebenen Borelgruppe invariant sind und Rdume fast jeder
Dimension besitzen — einzig Dimension 7 fehlt. Auflerdem ergibt sich aus
den Betrachtungen eine sehr pragnante Beschreibung des zu G gehérenden
Gebédudes.

Im letzten Kapitel wird schliefSlich gezeigt, dass fiir Bewertungen auf den
jeweiligen Standardapartments das Komplementérpolyeder zu einem Punkt
degradiert. Als algebraische Beschreibung wird die Lage dieses Punktes aus
der invarianten Flagge heraus beschrieben und festgestellt, unter welchen
Bedingungen Semistabilitéit im Sinne von Behrend erreicht wird.

Gottingen, den 14. Januar 2011 Karsten Roeseler
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2 Kompositionsalgebren — Oktaven

Grundlage fiir die Untersuchungen dieser Arbeit sind die 1843 zuerst von
John T. Graves in einem Brief an Hamilton beschriebenen Oktaven. Aus-
gangspunkt war dessen Beschéiftigung mit den Quaternionen. Die erste Pu-
blikation zu den Oktaven legte jedoch Arthur Cayley 1845 mit einer von ihm
selbst gefundenen Beschreibung dieser Algebra vor, so dass die Oktaven auch
als Cayley-Zahlen bezeichnet werden. Mehr zur Geschichte der Konstruk-
tion der Oktaven findet sich beispielsweise in der lesenswerten Einfithrung
bei Baez [Bae02]. — Im Englischen scheint die Bezeichnung ,,octonions* weit
verbreiteter als ,,octaves® zu sein; im Deutschen scheint umgekehrt ,, Okta-
ven“ den Vorzug vor ,,Oktonionen* zu genieflen, und so wird es auch in der
vorliegenden Arbeit gehandhabt.

In diesem Kapitel werden nun die Grundbegriffe fiir die Einfithrung der
Oktaven behandelt. Fiir Beweise sei auf das Skript [Spr63, erster Abschnitt]
von Springer bzw. das daraus weiterentwickelte Buch [SV00, Kapitel 1] von
Springer und Veldkamp verwiesen.

Bei Springer (und Veldkamp) wird der Begriff der Kompositionsalgebra nur
iiber Korpern entwickelt. Eine gewisse Erweiterung der Definition auf Ringe
mit Eins ist jedoch méglich und wird im Abschnitt 2.2 behandelt.

2.1 Definition einer Kompositionsalgebra

Im Folgenden bezeichne R immer einen kommutativen Ring mit Eins. Der
Fall der Charakteristik 2 wird hier mit betrachtet, er erfordert wie an so
mancher anderer Stelle einige Detailbetrachtungen.

Definition 2.1 Eine quadratische Form auf einem R-Modul M ist eine Ab-
bildung N : M — R mit den Eigenschaften

I.VAERzeEM: N(\z)=\N(2)
2. Die Abbildung (-,-) : M x M — R, die durch
(z,y) = N(z+y) — N(z) - N(y)
flir z,y € M gegeben ist, ist bilinear.

(+,-) ist die zu N assoziierte Bilinearform. Offensichtlich ist sie symmetrisch.
Die Bilinearform — bzw. auch die zugehorige quadratische Form — heif3t nicht-
ausgeartet, wenn fiir jedes x € M gilt:

Vye M: (z,y) =0) =z =0.

Verallgemeinernd heiflt ein Untermodul L von M nichtsinguldr, wenn die
Einschrankung der Bilinearform auf L nichtausgeartet ist.
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Die Definition, wann eine quadratische Form nichtausgeartet ist, gilt hier
auch im Fall der Charakteristik 2. Manche Autoren fordern abweichend da-
von in diesem Spezialfall eine weitere Bedingung fiir die Implikation, na-
mentlich: (N(z) =0und Yy € M: (z,y) = 0) = = = 0. Fiir char(R) # 2
sind beide Forderungen dquivalent.

Die hier nach Springer gewihlte und zum Beispiel auch bei Kneser [Kne(2]
angewandte Definition z&hlt mehr Formen als ausgeartet.

Eine Kompositionsalgebra wird zunéchst nur iiber Koérpern definiert:

Definition 2.2 Eine Kompositionsalgebra C iiber einem Korper k ist eine
nicht notwendigerweise assoziative k-Algebra mit Einselement e, auf der es
eine nichtausgeartete quadratische Form N gibt, die Komposition erlaubt,
das heift, fiir beliebige z,y € C' gilt

N(zy) = N(z)N(y).

Die quadratische Form N wird dabei oft als Norm auf C bezeichnet. Deren
zugehorige Bilinearform (-, -) heiit das innere Produkt auf C.

Unter einer Kompositions-Unteralgebra versteht man einen nichtausgearte-
ten Unterraum, der beziiglich der Multiplikation abgeschlossen ist und die
FEins enthalt.

Definition und Bemerkung 2.3 FEine wichtige Operation in einer Kom-
positionsalgebra ist die Konjugation. Sie ist eine Abbildung ~ : C — C,
definiert durch

z = (z,e)e — .

Die wichtigsten Rechenregeln fiir die Konjugation entsprechen denen der
Konjugation bei den komplexen Zahlen. Insbesondere rechnet man leicht
nach, dass die Konjugation eine Involution ist und dass gilt: Vx,y € C :
Ty = yz.

Diese Ubereinstimmung der Rechenregeln ist insofern kein Zufall, als die
komplexen Zahlen eine Kompositionsalgebra tiber den reellen Zahlen dar-
stellen und die beiden Begriffe der Konjugation dann tibereinstimmen.

So natiirlich die Forderung nach Komposition auch erscheinen mag, so hat
sie doch erhebliche Konsequenzen fiir die moglichen Strukturen einer Kom-
positionsalgebra. Zum einen #uflert sich das darin, dass es beziiglich der
Norm auf einer Kompositionsalgebra keine Wahlméglichkeiten mehr gibt —
ganz offensichtlich muss beispielsweise N(e) = 1 sein, und viel schirfer gilt:

Lemma 2.4 Die Norm N auf einer Kompositionsalgebra ist durch die Al-
gebrenstruktur eindeutig bestimmit.

Zum anderen ergibt die systematische Strukturuntersuchung, dass Komposi-
tionsalgebren nicht nur von endlicher Dimension iiber k sein miissen, sondern
dass noch spezieller nur ganz bestimmte Dimensionen mdoglich sind:
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Satz 2.5 FEine Kompositionsalgebra C' iber einem Korper k kann nur fol-
gende Dimensionen tiber k haben: 1, 2, 4 und 8. Dabei kann im Fall der
Charakteristik 2 die Dimension 1 nicht auftreten.

Kompositionsalgebren der Dimensionen 1 oder 2 sind kommutativ und asso-
ziativ, solche mit Dimension 4 assoziativ, aber in keinem Fall mehr kommu-
tativ, und solche mit Dimension 8 sind weder kommutativ noch assoziativ.

Die Erkenntnis dieses Satzes steht in direkter Verbindung mit einem Verfah-
ren, das der Konstruktion von Kompositionsalgebren dient und im Abschnitt
erklért wird.

2.2 Kompositionsalgebren iiber Ringen

Definition 2.6 Als eine Kompositionsalgebra C iiber einem Ring R sei eine
nicht notwendigerweise assoziative R-Algebra mit Einselement e definiert,
auf der es eine nichtausgeartete quadratische Form N gibt, die Komposition
erlaubt, das heifit, fiir beliebige z,y € C' gilt

N(zy) = N(2)N(y);

zusétzlich sei C als R-Modul projektiv und endlich erzeugt, und fiir jedes
maximale Ideal m wird gefordert, dass die Korper-Algebra, die durch Re-
duktion modulo m entsteht, eine Kompositionsalgebra von gleichem Rang
ist.

Die Begriffe Norm, inneres Produkt und Unteralgebra ibertragen sich analog
aus dem Korperfall.

Wegen der geforderten guten Reduktion gilt auch bei Kompositionsalgebren
iiber Ringen das Klassifikationsergebnis:

Satz 2.7 FEine Kompositionsalgebra C tber einem Ring R kann nur folgen-
de Ringe iiber R haben: 1, 2, 4 und 8. Dabei kann im Fall der Charakteristik
2 der Rang 1 nicht auftreten.

Kompositionsalgebren vom Rang 1 oder 2 sind kommutativ und assoziativ,
solche vom Rang 4 assoziativ, aber in keinem Fall mehr kommutativ, und
solche vom Rang 8 sind weder kommutativ noch assoziativ.

2.3 Konstruktion von Kompositionsalgebren

Kompositionsalgebren konnen schrittweise konstruiert werden. Aufler im
Fall der Charakteristik 2 wird dabei mit dem Grundring begonnen. In jedem
Schritt der Konstruktion wird der Rang des Moduls verdoppelt; das Ver-
fahren heifit dementsprechend Verdopplungsverfahren beziehungsweise nach
seinen Erfindern Cayley-Dickson-Verfahren.
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Satz 2.8 Sei D eine Kompositionsalgebra und sei A € R*. Auf C =D ® D
set iber
(x,y)(u,v) = (zu + Aoy, vx + yu), ,y,u,v € D

ein Produkt erklart und eine Norm durch
N((z,y)) = N(z) = AN(y), =z,y€D

definiert.

Das so erhaltene C ist genau dann eine Kompositionsalgebra, wenn D asso-
ziativ ist. AufSerdem ist C' genau dann assoziativ, wenn D kommutativ und
assoziativ ist.

Bemerkung 2.9 Fir das Konjugieren gilt dann

(l’,y) = (jv _y)'

Umgekehrt kann auch jede Kompositionsalgebra durch ein solches Verfahren
konstruiert werden:

Bemerkung 2.10 Innerhalb einer gegebenen Kompositionsalgebra C' ldsst
sich ein Verdopplungsverfahren durchfiihren, indem zu einer echten Kompo-
sitionsunteralgebra D ein Element a aus D+ mit \ .= —N(a) # 0 gewdbhlit
wird — dann ist

Dy:=D & Da

eine Kompositionsunteralgebra. Fir die Verkniipfungen gelten entsprechende
Formeln wie in Satz[2.8.

Es sei noch erwihnt, dass jedes Element x einer Kompositionsalgebra fol-
gender quadratischer Gleichung gentigt:

22 = (z,e)z — N(z)e. (2.1)

Wie man an Satz bereits erkennen kann, ist ein Ring genau dann bereits
fiir sich genommen eine Kompositionsalgebra (mit der identischen Abbil-
dung als Norm), wenn nicht Charakteristik 2 vorliegt. Dies liegt an der
gewihlten Definition von Nichtausgeartetheit: Uber einem Ring der Cha-
rakteristik 2 verschwindet das innere Produkt. Man kann aber leicht Kom-
positionsunteralgebren vom Rang 2 finden bzw. analog konstruieren: Whlt
man ein Element a € C' mit (e, a) # 0, so ist Re® R a eine zweidimensionale
Kompositions(unter)algebra.

Kompositionsalgebren vom Rang 2 iiber einem Korper £ sind entweder eine
Korpererweiterung vom Grad 2 iiber k oder isomorph zur direkten Summe
k @ k. Letzteres ist genau dann der Fall, wenn p = /A € k ist; dann ist
mit e — (1,1) und a — (p, —p) (mit @ und A wie in Bemerkung [2.10)) ein
Isomorphismus gegeben. Dass im Fall vA ¢ k wieder ein Korper vorliegt,
erkennt man daran, dass die Norm nicht verschwinden kann und man somit

Inverse ﬁ:ﬁ hat.
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Definition 2.11 Eine Kompositionsalgebra vom Rang 4 {iber dem Grund-
ring heiflit Quaternionenalgebra, ihre Elemente sind die Quaternionen. Eine
Kompositionsalgebra vom Rang 8 heifit Oktav- oder Oktonionen-Algebra,
die Elemente entsprechend Oktaven oder Oktonionen.

Bei diesen hoherrangigen Kompositionsalgebren ist die Klassifikation im All-
gemeinen aufwendiger, es sei dafiir weitgehend auf die Literatur verwie-
sen — bei Springer ([Spr63]/[SV00]) ist dies fiir einige spezielle Klassen von
Korpern zu finden.

Einfacher wird es im Konkreten, wenn die Algebra Nullteiler besitzt, gleich-
bedeutend damit, dass es y ungleich null mit N (y) = 0 gibt. Die quadratische
Form N ist dann also isotrop, und die Kompositionsalgebra heifit zerfallend.
Es gilt in diesem Zusammenhang folgender Satz:

Satz 2.12 Fiir jede der Dimensionen 2, 4 und 8 gibt es bei gegebenem
Korper k bis auf Isomorphie genau eine zerfallende Kompositionsalgebra.

In der Dimension 4 ist das jeweils die Algebra der 2 x 2-Matrizen iiber k.
Die Determinante stellt die Norm der Algebra dar, die Konjugation ist die
Abbildung (¢5) — (_472).

Hiervon ausgehend kann man iiber das Verdopplungsverfahren die zerfal-
lende Kompositionsalgebra vom Rang 8 konstruieren. Da alle zerfallenden

Algebren isomorph sind, kann man A in Satz beliebig wihlen.

Etwas abstrakter betrachtet sind Kompositionsalgebren vom Grad 4 iiber ei-
nem Korper k zentrale einfache Algebren und damit Azumaya-Algebren. So-
mit kann man auch auf die mit diesen Algebren verbundene Darstellungswei-
se zuriickgreifen (fiir Kérper der Charakteristik ungleich 2): Seien 7, s € k*,
und i, j seien linear unabhingige Unbestimmte. Dann ist jeweils eine Kom-
positionsalgebra vom Rang 4 {iber k diejenige Algebra, die von ¢ und j und
den folgenden Relationen erzeugt wird: i2 = r, j2 = s, ij = —ji. (Vergleiche
hierzu zum Beispiel [Str02] oder [GS06].)

Wé&hlt man in der eben beschriebenen Darstellung » = s = —1 bzw. dqui-
valent im Verdopplungsverfahren zweimal A = —1 und £ = R, so erhilt
man den historischen Ausgangspunkt der Betrachtung solcher Algebren, die
HAMILTONSCHEN QUATERNIONEN. Fortfithrend nach Dimension 8 bekommt
man die sogenannten CAYLEYSCHEN ZAHLENindexCayley-Zahlen im enge-
ren Sinne. Diese sind nicht zerfallend und besitzen eine Basis aus der Eins
und sieben weiteren Elementen, deren Quadrat —1 ist. Siehe hierzu zum
Beispiel [Bae02], Kap. 1.

Naher an der Betrachtung von quadratischen Formen ist die folgende Dar-
stellung einer Kompositionsalgebra:
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Lemma 2.13 Jede Oktav-Algebra diber einem Korper k mit char(k) # 2 hat
eine Orthogonalbasis der Form e, a, b, ab, ¢, ac, bc, (ab)c mit

N(a)N(b)N(c) # 0.

Fiir die Kompositionsalgebren von kleinerem Rang ¢ibt es entsprechende Ba-
sen.

2.4 Beschreibung der zerfallenden Oktav-Algebra

Um schlieSlich einmal konkret die Rechnungen in einer zerfallenden Oktav-
Algebra zu verdeutlichen, sei noch einmal zusammengefasst und im Detail
ausgerechnet:

Bemerkung 2.14 Identifiziert man eine zerfallende Quaternionenalgebra
mit einer 2 x 2-Matrizenalgebra, so ist die Konjugierte einer Matrix A gleich

det(A) - A=Y, also:
a 0\ [ d —b
c d) \—c a)’

Die Norm auf dieser Algebra ist die Determinante.
Die Multiplikation in der daraus konstruierten Oktav-Algebra C mit A = 1
stellt sich also wie folgt dar:

a b e f N n o\\ _
c d)’\g h I m)’\p q))
aj + bl +qge —og ak +bm +qf —oh

cj+dl—pe+ng ck+dm—pf+nh)’

na+oc+em— fl nb+od—ek+ fj
pa—+qc+gm—hl pb+qd— gk + hj )

Die Konjugation in der Oktav-Algebra ist die Abbildung
a b e f d —b —e —f
(oG ) - () 3)
Die Norm einer Oktave (A, B) ist
N((A, B)) = det(A) — det(B).

Definition 2.15 Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird immer auf diese
Darstellung der Oktaven C' Bezug genommen. Es sei dafiir

=((0) 7))
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11

festgelegt, also

(0 Ga)=C (e

Mit dem Buchstaben C' wird im Folgenden nur noch eine Oktav-Algebra
iiber einem Ring R bezeichnet. Es ist also

C = Maz(R) ® M2(R)a.
Bemerkung 2.16 Wegen det(A+E) = det(A)+Spur(A)+1 fir eine 2 x 2-

Matriz A mit Finheitsmatriz E stellt sich die quadratische Gleichung
fiir eine Oktave x = (A, B) in dieser Form dar:

2% = Spur(A)z — N(z)e. (2.2)
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3 Affine Gruppenschemata

Affine Gruppenschemata sind bestimmte gruppenwertige Funktoren auf Rin-
gen. Von solch einem Funktor wird verlangt, dass er darstellbar ist — siehe
dazu in Satz[31

Sehr prominente Beispiele sind die Matrizgruppen GLy,(R) oder SL,,(R), die
tiber einem Ring R gebildet werden.

Mit 7 sei in diesem Kapitel ein Grundring von Konstanten bezeichnet, iiber
dem die behandelten Objekte definiert sein sollen. Weiterhin werden mit
R kommutative Ringe mit Fins bezeichnet, die ebenfalls iiber r definiert
sein sollen und somit als 7-Algebren aufgefasst werden kénnen. (Injektivitét
der Abbildung r — R wird im Allgemeinen nicht gefordert.) Sei r-ALG die
Kategorie der r-Algebren, GRP die der Gruppen.

Affine Gruppenschemata sind anschaulich beschrieben aus Ringen R gebil-
dete Gruppen, die durch Gleichungen bestimmt werden. Weil diese Beschrei-
bung in direkter Form jedoch schwer zu fassen ist, wird oftmals auf die zu
den Gruppen dualen Algebren iibergegangen.

Satz 3.1 (nach [Wat79], Abschnitt 1.2) Sei F' ein Funktor von r-ALG nach
Grp. Wenn die Elemente von F(R) mit den in R liegenden Losungen einer
Familie von Gleichungen korrespondieren, dann gibt es eine r-Algebra A
mit einer natirlichen Entsprechung zwischen F(R) und Hom,(A, R). Die
Umkehrung gilt ebenfalls.

Definition 3.2 Ein Funktor F', der die Bedingung aus dem vorigen Satz
erfiillt, heifit darstellbar, und man sagt, dass F' von A dargestellt wird.

Bei Gruppen wie SLy, (R) oder O, (R) ist klar, dass die entsprechenden Funk-
toren darstellbar sind, da die Definition auf ein Gleichungssystem in den
Matrixeintrigen fiithrt.

Invertierbarkeitsbedingungen wie bei GL,,(R) kénnen ebenfalls zu einer Glei-
chung gemacht werden, indem man einen zusétzlichen Parameter z einfiihrt
und fordert, dass das Produkt aus dem zu Invertierenden und z gleich 1
wird.

Eine ganz allgemeine Losung einer Familie von Gleichungen erhélt man, in-
dem man die Unbestimmten der Gleichungen als Unbestimmte in einem Po-
lynomring iiber r heranzieht und die gegebenen Gleichungen als Relationen
herausteilt; fiir die SL,(R) ergibt dies beispielsweise den Ring
A= T[Xll,X12,X21,X22]/(X11X22 - X12X21 - 1). Jede spezielle L('jsung
der Gleichungsfamilie entspricht dann einem Homomorphismus des konstru-
ierten Quotientenrings in den Ring R — das ist die in Satz genannte
Entsprechung von F(R) und Hom, (A4, R).

Definition 3.3 Ein affines Gruppenschema iiber r ist ein darstellbarer
Funktor von r-ALG nach GRP.
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Bemerkung 3.4 Die in der algebraischen Geometrie betrachteten Schema-
ta sind Verallgemeinerungen des hier definierten Begriffs. Der Zusatz ,affin“
driickt aus, dass die Mengen mit Losungen von Polynomen in Zusammen-
hang stehen.

Diesem Zusammenhang zur algebraischen Geometrie entsprechend hat man
auf den r-Algebren, die die Funktoren im obigen Sinne darstellen, eine
Kostruktur.

Seien FE und F' zwei darstellbare Funktoren, die durch A bzw. B dargestellt
werden. Der Produktfunktor

(Ex F)(R)={(e, f) | ec E(R), fe€F(R)}

wird dann durch A ®, B dargestellt, denn die Homomorphismen von A ® B
nach R entsprechen genau den Paaren von Homomorphismen von A und B
nach R.

Der Funktor, der jede r-Algebra R auf die einelementige Gruppe abbildet,
wird durch r dargestellt.

Zur Ubersetzung der Strukturen — Gruppenstruktur auf der einen Seite,
Kostruktur auf der Algebren-Seite — ist das folgende Yoneda-Lemma hilf-
reich (zitiert nach [Wat79], Abschnitt 1.3). Dazu wird definiert, dass eine
Abbildung zwischen Funktoren F und F natirlich heifit, wenn fiir jeden
Morphismus ¢ : R — S das Diagramm

E(R) — F(R)

|
E(S) —— F(S)

kommutiert.

Lemma 3.5 (Yoneda) Seien E und F' Funktoren, die durch die r-Algebren
A bzw. B dargestellt werden. Die natiirlichen Abbildungen E — F' entspre-
chen dann den r-Algebrenhomomorphismen B — A.

Zunéchst wird noch eine kategorientheoretische Beschreibung einer Gruppe
bendtigt.
Eine Gruppe ist eine Menge I' zusammen mit Abbildungen

mult: I'xI' =T
unit : {e} - T
nv : I —-T
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und der Eigenschaft, dass die folgenden Diagramme kommutieren:

id X mult

I'xI'x ' ——TI'xT

J/multXid lmult (Assoziativitét)
IxT mult r
{e} xT LI I'xT

1R lmult (linkes Einselement,)

r = r

inv, id

r— 9

J/ lmult (Linksinverses)

fep—mit 1

Wenn G ein Gruppenfunktor und R — S ein Algebrenhomomorphismus ist,
dann ist die induzierte Abbildung G(R) — G(S) ein Homomorphismus; das
heifit, dass das Diagramm

G(R) x G(R) —=tt G(R)
G(S) x G(S) 2. (8)

kommutiert. Dies wiederum besagt nichts anderes, als dass die Abbildung
mult eine natiirliche Abbildung ist. Auf dhnliche Weise kann man zeigen,
dass auch unit und inv natiirliche Abbildungen sind.

Nun kann auf diese Abbildungen das Yoneda-Lemma angewandt werden.
Man erhélt daraus die dualen Abbildungen

A:A —AQA Komultiplikation,
€A —r Koeins bzw. Vergriflerung,
S:A —A Koinverses (Antipode)

und die Kommutativitdt der folgenden Diagramme in der dualen Kategorie:



15

ARAR A AR A

T A®id T A (Koassoziativitét)

A® A 2 A

re A e®id Ao A
I T A (linkes Ko-Einselement)
A = A

(S, id)

A<=—ARA
T T A (Ko-Linksinverses)
r £ A

Eine r-Algebra mit der Angabe von Abbildungen A, £ und S, die diese
Bedingungen erfiillen, heifit Hopf-Algebra.

Satz 3.6 Affine Gruppenschemata tiber v korrespondieren zu Hopf-Algebren
tiber r.

In dieser Arbeit wird als affines Gruppenschema vor allem die Automorphis-
mengruppe der in Kapitel 2 definierten Oktaven betrachtet. Die Darstellbar-
keit des entsprechenden Funktors soll hier kurz gezeigt werden.

Dazu seien C die iiber r definierten zerfallenden Oktaven und R eine r-
Algebra. Man betrachte die Konstruktion von C' ®, R nach dem Verdopp-
lungsverfahren als Ma(r) ®, R & Ma(r) ®, R. Mit der Wahl A = 1 ergibt
sich wie schon in Abschnitt beschrieben die Multiplikationsvorschrift
(z,y)(u,v) = (zu + vy,vx + yu). Das Dualisieren z +— Z einer Matrix ge-
schieht hierbei durch (‘Cl Z) — (7? *2), und fiir invertierbare z ist also
zz = det(z).

C®, R ist ein 8-dimensionaler freier R-Modul, seine Automorphismengruppe
daher eine Untergruppe der GLg(R) = GLg(r) ®, R. Die Forderung, dass
ein Automorphismus o € Aut(C' ® R) mit der Multiplikation vertriglich ist,
fithrt {iber den Koeffizientenvergleich auf polynomiale Gleichungen in den
Eintrdgen der Matrix o € GLg(r) ® R, ebenso gilt dies fiir die Forderung
nach Vertréglichkeit mit der Dualisierung.

Korollar 3.7 Damit ist R — Autr(C ® R) ein darstellbarer Funktor und
somit ein affines Gruppenschema.
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4 Arakelov-Biindel

Der Inhalt dieses Kapitels folgt dem ersten Kapitel der Arbeit [HS03] von
Harder und Stuhler. Dort finden sich auch Angaben zu den nicht aufgefiihr-
ten Beweisen.

Grundlegende Notationen und Definitionen. Im Folgenden sei mit
K immer ein globaler Korper bezeichnet, das heifit ein Zahlkorper oder
ein Korper algebraischer Funktionen von Transzendenzgrad 1 iiber einem
endlichen Korper von Konstanten.

X bezeichne die Menge der Aquivalenzklassen von Betriigen auf K. Dar-
in eingeschlossen sei im Fall eines Zahlkorpers die endliche Menge X, an
archimedischen Betréigen.

Die Elemente von X werden iiblicherweise mit | - |, bzw. vereinfachend v
oder | - | bezeichnet.

Fiir beliebiges v € X sei K, eine Vervollstdndigung von K an der Stelle v. In
dem Fall, dass v eine nicht-archimedische Primstelle ist, wird der zugehérige
diskrete Bewertungsring mit O, = {\ € K, | ||, < 1} bezeichnet.

Die moglichen Normierungen der Betrége v € X seien so gewéhlt, dass die
Produktformel

I Ae=1 (4.1)

veX
fur alle A € K, X\ # 0 gilt.

Definition 4.1 Ein normierter K,-Vektorraum (V|| - ||) ist ein endlich-
dimensionaler K,-Vektorraum zusammen mit einer reellwertigen Norm

-1V =R, a—all,
die die folgenden Bedingungen erfiillt:
1. VaeV: |la]| >0 und ||a|| =0« a =0,
2. VA€ Ky, a €V [[Aal| = [Allall,

3. (a) Falls v € X(®) := X \ X, d.h. eine nicht-archimedische Prim-
stelle ist, gelte fiir alle a1, a9 € V:

|lar + az|| < max{][aa]], [[az[[}-

(b) Falls v € X, also eine archimedische Primstelle ist, gelte fiir alle
ai,a € Vv
llar + az|| < flaa]| + [laz]l.

Zur eindeutigen Unterscheidung wird gegebenenfalls die Norm mit || - ||,
bezeichnet.
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Definition 4.2 Sei v € X(°) eine nicht-archimedische Primstelle, sei V ein
K,-Vektorraum und F C V ein O,-Gitter in V', das heifit, E ist ein freier
O,-Modul von endlichem Rang so, dass K, - E =V ist.

Dann wird fiir a € V, a # 0 definiert:

lall = inf{|Al, | A € K3, A'a € B},

zudem selbstversténdlich [|0]] := 0.
Auf diese Weise erhilt man eine Norm auf V, die so gewéhlt ist, dass E
gleich der Einheitskugel

{faeV||lal] <1}

von V ist.

Bemerkungen 4.3
o Fir K =Q, V = K" und den iblichen Absolutbetrag | - |, beziglich
einer Primzahl p ist

llallp = Il(a1; a2, ... an)llp = max |ail, .
i=1,...,n
o Im Full, dass v € X, eine archimedische Primstelle ist, folgt aus
den Bedingungen [3 und[3 von Definition insbesondere, dass die
FEinheitskugel {a € V': ||a|| < 1} eine konvexe Teilmenge von V ist.

e Normen zu archimedischen Primstellen werden im spdteren Verlauf
dieser Arbeit meist durch ein reellles oder hermitesches Skalarprodukt
(+,+) so gegeben, dass ||a|| = (a,a)2 fira €V ist.
Definition 4.4 Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem glo-
balen Kérper K. Eine Menge von Normen

{]"lv: Kz®rV =R |ve X}

heiBe kohdrent, wenn es eine ko-endliche Teilmenge X’ C X (%) einen freien
Modul E iiber dem Ring der ganzen Zahlen O(X') = {\ € K | |\, <
1 Vv € X'} und einen K-Vektorraum-Isomorphismus ¢: K ®oxn E SV
so gibt, dass die Normen || - ||, fiir v € X’ durch die Gitter

O, ®O(X’) FE—>V, =K,V

gegeben sind, wobei die Einbettungen durch die von ¢ induzierten Isomor-
phismen
ide R p: K, ®O(X’) ES Vo =K, @V

gegeben sind.
Bemerkung 4.5 Selbstverstindlich ist X' durch die obigen Bedingungen

nicht eindeutig definiert, es kann zum Beispiel durch eine kleinere ko-endli-
che Menge X" C X' ersetzt werden.
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Definition 4.6 Ein Arakelov-Biindel E = (V|| - ||, fiir v € X) vom Rang
d iiber K besteht aus einem d-dimensionalen K-Vektorraum V und einer
kohdrenten Menge von Normen {|| - ||, | v € X} auf den K,-Vektorrdumen
K, ®k V, wobei zusitzlich angenommen wird, dass fiir jedes v € X, die
Norm || - ||, durch ein Skalarprodukt (-, ), auf V,, gegeben ist.

Bemerkungen 4.7
1. Falls X' € X(®) ko-endlich ist, O(X') = {\ € K | M, < 1Vov €
X'} gilt und M ein freier oder noch allgemeiner projektiver Modul
vom Rang d iber O(X') ist, ist ein Arakelov-Biindel tiber K bereits
charakterisiert durch die Daten (M;|| - ||, firv e X\ X'), wobei || -],
Normen auf Ky ®o(xn M sind.

2. Fir ein gegebenes Arakelov-Biindel E = (V|| - ||, fiir v € X) sei als
E, =V die generische Faser, also die Faser des Arakelov-Biindels E
an der generischen Primstelle bezeichnet.

Definition 4.8 Ein Homomorphismus ¢: By — Ey zwischen Arakelov-
Biindeln E; = (Vi;|| - || fir v € X), i = 1, 2 ist eine K-lineare Abbil-
dung ¢, : Vi — Vs, die fiir alle v € X, a € V1, der Ungleichung

Iidx, ®x ey)(@)]|F < [lall( (4.2)
genugt.

Bemerkung 4.9 Sofern das eben definierte ¢, ein Isomorphismus ist und
die @, = idg, @k @, normerhaltend sind — das heifst, dass bei Gleich-
heit gilt —, dann ist @ ein Isomorphismus in der Kategorie der Arakelov-
Biindel.

Beweis. ¢, Uinduziert einen Umkehrmorphismus. g

Bemerkung 4.10 Wenn die Arakelov-Biindel E; durch (M;; || - \|§f) firv e
S), i =1, 2 im Sinne von Teil 1 der Bemerk‘ungen gegeben sind, kann
ein Homomorphismus ¢: E1 — FEo durch einen O-Modul-Homomorphismus
w: My — My gegeben werden, der die Kontraktionseigenschaft von Definiti-

on[{.8 fiir v e S erfiillt.

Definition 4.11
1. Ein Arakelov-Biindel E = (V|| - ||, fiir v € X)) von Rang 1, das heifit
mit dimg (V) = 1, wird auch Arakelov-Geradenbiindel genannt.

2. Angenommen, es sei d = rang(F) = dimg (V). Dann heifit die d-te
duBlere Potenz

AYE) = (AYV); AY(]| - ||) fiir v € X)

das Determinanten-Geradenbiindel von E. Es ist ein Arakelov-Gera-
denbiindel, das oft als det(F) bezeichnet wird.
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Bemerkung 4.12 Auf dhnliche Weise hat man die tiblichen Tensor-Kon-
struktionen in der Kategorie der Arakelov-Biindel, insbesondere das Tensor-
produkt Fy ® Ey und das Hom-Biindel Hom(E, E»).

Definition und Satz 4.13

1. Wenn E = (V|| - ||y fiir v e X) ein Arakelov-Biindel ist, hat man fir
jeden K -linearen Unterraum Vi C V' das Unterbiindel

Vi [l olr,ow fiir ve X).

Die Inklusionsabbildung ©v: Vi — V induziert einen Homomorphismus
von Arakelov-Biindeln.

2. Dual betrachtet erhdlt der Quotientenvektorraum Va := V/Vy Normen
auf K, @ Vo fiir v € X wie folgt: Es seia = a+ Vi € V/Vy, dann
definiert man:

al|?) = inf{|la + arllv | a1 € Vi,}
E/Ey = (V/Vis || |9 fir v € X).

Damit ist dann E/E; ein Arakelov-Biindel, das das Quotientenbiindel
von E durch Ey genannt wird. Die Projektion p: V. — V/V1 induziert
einen Homomorphismus p: E — E/FEy = Ey von Arakelov-Biindeln.

Der Beweis ist klar.

Definition und Bemerkung 4.14 Man betrachte
0—FE —F—FEy=FE/E, —0

als eine exakte Sequenz in der Kategorie von Arakelov-Biindeln. Jede Se-
quenz, die isomorph zu dieser Sequenz ist, wird exakt genannt. Anders als
im Funktionenkorperfall ist die Kategorie der Arakelov-Biindel im Allgemei-
nen jedoch nicht mehr additiv.

Definition 4.15 Wie schon erwéhnt seien die Betragsfunktionen |- |,, v €
X so gewdhlt, dass die Produktbeziehung [], .y [A[, = 1 fiir jedes von null
verschiedene Element \ € K gilt.

1. Es sei L = (V]| - ||v fir v € X)) ein Arakelov-Geradenbiindel auf X.
Wenn a € V ein beliebiges von null verschiedenes Element von V ist,
wird der Grad von L definiert als

deg(L) = — " log]lall.
veX

er ist also im Allgemeinen eine reelle Zahl. Der Wert des Grades ist
dabei unabhéngig von der Wahl von a.
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2. Fiir ein Arakelov-Biindel F von beliebigem Rang definiert man

deg(F) := deg(det(F)).

Die folgenden Sétze werden in dieser Arbeit nicht bené6tigt, werden aber
mit hichster Wahrscheinlichkeit bei sich anschlielenden Untersuchungen von
Bedeutung sein. Denn bei den Gittern in den Gebduden der Normen, die
auBerhalb des Standardgitters liegen, miissen die komplizierteren Strukturen
beachtet werden.

Satz 4.16

1. Seien L1 und Lo Arakelov-Geradenbiindel. Dann gilt:

deg(Ly ® L2) = deg(L1) + deg(L2).
2. Sei
0—-F  —FE—FEy—0

eine exakte Sequenz von Arakelov-Biindeln. Dann gibt es eine kanoni-
sche Isomorphie

det(E1) ® det(Ey) = det(E)

von Geradenbiindeln.

Insbesondere gilt:

deg(E) = deg(E1) + deg(E»).

Definition 4.17 Sei E ein nichttriviales Arakelov-Biindel. Dann definiert
man als

deg(E)
E)=—""*%
HE) rang(E)

die Steigung des Arakelov-Biindels E.

Definition 4.18 Ein Arakelov-Biindel FE heifit stabil (semistabil), wenn fir
alle von Null verschiedenen Unterbiindel £ C E die Ungleichung

p(Er) < p(E)  (bzw. p(Er) < p(E))
gilt.

Satz 4.19 Fin Arakelov-Biindel E hat eine eindeutige Flagge von Unter-
biindeln
0=FECE1C...CFE.=F,

die die folgenden Figenschaften erfiillt:



21

1. E;/E;_ ist fir jedes i semistabil.
2. Es qgilt p(Ei/Ei—1) > w(Eix1/E;) fiir jedes i.

Diese Flagge heifit Harder-Narasimhan-Filtration, abgekiirzt HN-Filtration.
Die Filtration erfillt zudem Folgendes:

3. E;/E;_1 ist das grifite Unterbiindel von E/FE;_1 mit der Eigenschaft,
dass

W(Ei/Ei—1) = pmax(E/Ei—1)

gilt. Dabei sei mit pmax(E/Fi—1) der grifite vorkommende Wert von
w fir alle Unterbiindel von E/E;_1 bezeichnet.

4. Ei|E;_q ist das kleinste Quotientenbiindel von E; mit der Figenschaft,
dass

,u(EZ'/Eifl) = Hmin(Ei)

gilt. Dabei sei mit pmin(E;) der kleinste vorkommende Wert von p fiir
alle Quotienten von E; bezeichnet.

Satz 4.20 Sei E' C E ein Unterbiindel eines Arakelov-Biindels E. Sei zu-
dem E} C ... C E| die HN-Filtration von E' und

E\/E'C...C Es1/FE
die HN-Filtration des Biindels E/E'. Schliefilich sei noch die Giiltigkeit von
fimax (E/E") < fimin(E')
vorausgesetzt. Dann ist die HN-Filtration von E die Flagge
0OCEiC...CE._CECEC...CE;,1CE.

Insbesondere ist E' ein Teil der kanonischen Filtration von E.
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5 Wurzelsysteme und Komplementirpolyeder

5.1 Waurzelsysteme

Der Text dieses Abschnitts folgt in weiten Teilen den Einfiihrungen von
[HS03, Abschnitt 2] und [Beh95, Abschnitt 1], erginzt durch eigene Zusitze.
Nicht ausgefiihrte Beweise finden sich in der angegebenen Literatur.

Definition 5.1 Sei V ein reeller Vektorraum und V* sein Dualraum. Ein
Wurzelsystem @ ist eine Teilmenge von V — die Elemente von @ heiflen
Wurzeln — mit den folgenden Eigenschaften:

1. Die Menge @ ist endlich und erzeugt V.

2. Fir jede Wurzel a € & gibt es ein eindeutig bestimmtes Element
& € V* derart, dass mit der kanonischen Paarung (-,-) von V und
seinem Dualraum die Gleichheit

(o, ) =2
gilt und dass fiir die zu a gehorige Spiegelung
Sa: V=V, x— sq4(x) =2 — (z,d)a
die Beziehung s,(®) = ® gilt.
3. Fiir jede Wurzel a € ® ist (P, a) C Z.

Ein Wurzelsystem ® heifit reduziert, wenn auflerdem gilt:

4. Fiir alle o € ® ist 2a ¢ ®.

Die Menge der Kowurzeln & wird analog mit ®" bezeichnet. Sie ist ein
Wurzelsystem in V*.

Definition 5.2 Fiir a € ® definiert man die Hyperebene
H(a) ={zx €V |{(z,a)=0}.
Die Menge {H(a) | a € ®} liefert die bekannte Zerlegung von V in Facet-

ten: in Formeln ausgedriickt liegen zwei Elemente x,y € V genau dann in
derselben Facette, wenn fiir alle o € ¢ gilt:

N

(x,0)=0 <= <y,02>§0. (5.1)

Die Facetten maximaler Dimension sind dabei offene Teilmengen von V' und
heiflen Zimmer.
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Beispielhaft sei das zweidimensionale Wurzelsystem vom Typ A mit seinem
Kowurzelsystem gezeichnet. Die gestrichelten Geraden stellen die H(«) dar,
auf deren Beschriftung der Ubersichtlichkeit halber verzichtet wurde.

Die Skalierung der Léngen der Vektoren ist dabei fiir einen der Rdume be-
liebig; hier wurden die Wurzeln so gewihlt, dass sie die euklidische Linge
1 darstellen sollen, daher mussten die Kowurzeln entsprechend doppelt so
lang gewihlt werden.

Die strikte Trennung von Vektor- und Dualraum macht es moglich, die Ba-
siswurzeln a; und a orthogonal beziiglich des standard-euklidischen Skalar-
produkts zu wihlen. Dabei wird deutlich, dass der Dualraum wirklich etwas
anderes ist, denn die Kowurzeln bieten dann ein erkennbar anderes Bild als
die Wurzeln:

Allerdings ist hierbei zu bemerken, dass jeder der beiden R&dume ein inne-
res Skalarprodukt besitzt, das invariant unter der Weylgruppe ist. Die sich
daraus ergebende Metrik wird in dieser Darstellung missachtet.
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Fiir den in dieser Arbeit besonders interessierenden Fall des Wurzelsystems
Gg sehen die Abbildungen folgendermaflen aus:

I
A\ ! / A\ !
\ ! / \ ! /
N ! ’ N ! ’
v Son gk 2an @1 h3ds 1 2ay+ 3ds
\ / < <
~ , - ~ aq + 2¢v -
2ay+az - ~ -
, P

/
/
Q
=
+-
o
©

Man beachte, dass die Kowurzelbildung nicht mit der Addition vertriglich

ist und zum Beispiel fiir Gy die Beziehungen (a1 + a2)Y = &1 + 3do,
(20&1 + a2>\/ = 2d1 + 3ao, (3041—!—042)\/ = 1 +cé9 und (3a1+2a2)v = &1+209
gelten.

Auf der Menge der Facetten kann man iiber F; < Fy = F} C [ (diese
Definition ist nach [HSO03| zitiert, sie ist anders als in [Beh95]) eine Par-
tialordnung definieren. Mit F(V, ®) werde die entsprechend teilgeordnete
Menge der Facetten bezeichnet, und C = C(V, ®) bezeichne die Menge der
Zimmer.

Die Wurzeln sind Teilmenge des Gitters der Gewichte
A={NeV]|(\a)eZfiralle ac '}
ebenso gehoren die Kowurzeln zum Kogewichtegitter

AV = {\eV*| (o, \) € Z fiir alle o € ®}.
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Eine Wurzelbasis oder Basis {ai,...,a,} = A eines Wurzelsystems @ ist
eine Basis des Gewichtegitters mit der Eigenschaft, dass es eine disjunkte
Zerlegung

O=0, UD_

in die Menge

n
o, = {aE‘I)\Oé:ZTz‘Oéi, r; > 0 fiir alle i}
i=1

der positiven Wurzeln und diejenige der negativen Wurzeln

o ={aecd|a= Zriai, ri <0 fir alle i}
i=1

gibt.
Auch hierzu gibt es selbstverstéindlich die dualen Begriffe ®Y und ®Y zu
AY = {d&q,...,d,}

Zu jedem Zimmer C' gibt es eine Wurzelbasis {aq,...,an} so, dass C im
positiven Halbraum beziiglich jedes Basiselements liegt:

VoeeCVi: (z,05) > 0. (5.2)

Dadurch ist eine Bijektion zwischen den Zimmern und den Wurzelbasen
gegeben.

Mit Bezug auf eine gegebene Wurzelbasis {aq,...,ay,} heifit ein Gewicht
A € A dominant, wenn (A, &;) > 0 fiir alle 7 gilt.
Eine Menge

{)\1,...,)\71} CA

von Gewichten wird als System fundamental dominanter Gewichte zu einer
gegebenen Wurzelbasis {ov,. .., oy} bezeichnet, wenn (\;, ;) = d;; gilt.
Mit der im vorhergenden Absatz bezeichneten Bijektion kann man ein Sys-
tem fundamental dominanter Gewichte auch eineindeutig einem bestimmten
Zimmer zuordnen.

Schlieflich heifit ein Gewicht A € A fundamental, wenn es eine Wurzelbasis
gibt, beziiglich der es fundamental dominant ist.

Zu einem fundamentalen Gewicht A gibt es auf natiirliche Weise ein duales
fundamentales Gewicht \: Wenn fiir ein i und eine beliebige Wurzelbasis
{ad,...,a,} die Beziehung (), &;) = ;5 gilt, dann ist A durch (a;, \) = 3
gegeben.

Die zu einer gegebenen Facette F' duale Facette 'V ergibt sich analog iiber
die Zuordnung

0 <= (o, FY)

Vae®: ((Fa) 0). (5.3)

VIIA
VIIA
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Zur Ergéinzung der Beschreibung seien die fundamentalen Gewichte zum
Wurzelsystem Ay angegeben:

o

Die fundamentalen Gewichte zum Wurzelsystem Gy entsprechen hingegen
genau den Wurzeln, daher eriibrigt sich eine weitere Abbildung.

5.2 Ecken von Facetten

Definition und Bemerkung 5.3 Sei F' eine Facette von (V,®). Ein fun-
damental dominantes Gewicht X\ € A heif$t genau dann eine Fcke der Facette
F, wenn es im Abschluss F' der Facette in V enthalten ist. Die Menge aller
Ecken von F' sei mit vert(F') bezeichnet.

Sie sind auch in der Menge

vert/(F) ={A€ A |3C €C: C D F,\ € vert(C)},
enthalten. Fir Facetten F1 < Fy gilt:

vert(F1) C vert(Fy) und
vert'(F1) 2 vert'(Fy).

Bemerkung 5.4 Geometrisch gesehen ist ein Zimmer ein von Hyperebe-
nen begrenzter offener Kegel bzw. sein Abschluss ist ein simplizialer Kegel.
Als ,Ecken® eines solchen Zimmers kann man die Schnittstrahlen von je
n — 1 Hyperebenen des Kegelrands interpretieren. Aus der Definition eines
fundamental dominanten Gewichts heraus ist zu erkennen, dass es zu jeder
solchen ,Ecke” eines Zimmers genau eine Ecke im Sinne der obigen Defini-
tion gibt und dass es keine weiteren Ecken in ihrem Sinne geben kann; der
Eckenvektor erzeugt den Schnittstrahl.

Da der Abschluss eines Zimmers ein simplizialer Kegel ist, ist zudem klar,
dass fir jedes A € vert(F') die Menge vert(F)\{\} ebenfalls die Eckenmenge
ewner Facette ist.



5.3 REDUKTION UND PROJEKTION VON WURZELSYSTEMEN

27

Umgekehrt besteht vert' (F) genau aus den X\ € A, fiir die es eine Facette F’
mit vert(F') = vert(F) U {\} gibt.

Lemma 5.5
1. Sei F eine Facette. Dann ist vert(F') eine endliche Menge linear un-
abhdingiger Vektoren.

2. Seivert(F) = {A1,..., A}
Dannist F={x €V |3ay,...,a >0: x = Zleai/\i}.

5.3 Reduktion und Projektion von Wurzelsystemen

Lemma 5.6 Sei F' € F(V,®) eine Facette. Dann erhdlt man folgende Zer-
leqgungen in direkte Summen:

V=(F)®F")"*
V*=(FV)o Ft.

Die spitzen Klammern stehen hier fiir den aufgespannten Vektorraum und
()t fiir das orthogonale Komplement im Dualraum.

Die strikte Trennung in Raum und Dualraum ldsst hier einen Beweis geboten
erscheinen:

(FV) ist per Definition das orthogonale Komplement zu der Menge der Wur-
zeln, deren Kowurzeln zu F orthogonal sind: Voo € ®: ((F,a¢) = 0 <
(o, FV) = 0). Daher wird (FV)* genau von OR(F) = {a € ® | (F,a) =0}
aufgespannt. Der Schnitt von (F) und (FY)t = (FY)! ist somit genau
dann trivial, wenn kein Element von OR(F) zu ORY(F) = {a € ®" | a €
OR(F)} orthogonal ist. Das wiederum ist genau dann der Fall, wenn die bi-
lineare Paarung von OR(F') und ORY(F') nicht ausartet. Insbesondere gilt
dies also fiir jedes endliche Wurzelsystem, worauf sich die Betrachtungen
hier bekanntlich beschrianken. g

Es sei Vp = (FY)*, Vi = F! definiert. Damit ist ®p = ® N Vp ein
Wurzelsystem in Vg, genannt die Reduktion des Wurzelsystems ® auf die
Facette F. Man kann ®Y. := ®¥ NV} als das duale Wurzelsystem beziiglich
der Identifikation des Dualraums von Vg mit V3 auffassen.

Lemma 5.7 Die Projektion
pr: V — Vg,

die sich aus der direkten Summenzerlegung V = (F) @ (FV)t = (F) @ Vg
ergibt, induziert eine Bijektion

pr: {FeFV,®): F'>F}— F(Vp, ®p),
F’ —  pr(F’).
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Dabei gilt: dimpr(F’) = dim(F’) — dim(F'). Insbesondere erhdilt man eine
Bijektion der Mengen der Zimmer, die ebenso mit pr bezeichnet wird:

pr: {CeC(V,®): C > F} - C(Vp,®p).
Mit Ap sei die Menge der fundamentalen Gewichte in Vg bezeichnet.
Lemma 5.8 Die Projektion pr induziert eine Bijektion

pr: vert'(F) —vert(F) — Ap
A — pr(A).

5.4 Komplementirpolyeder

Definition 5.9 Sei (V, ®) ein Wurzelsystem. Ein Komplementdirpolyeder zu
(V,®) ist eine Abbildung d: C(V,®) — V* C — d(C), die die folgenden
beiden Bedingungen erfiillt:

1. Seien C, D € C(V,®) Zimmer und A € vert(C) Nvert(D) eine gemein-
same Ecke, dann gilt

(A, d(C)) = (A d(D)).

2. Fiir je zwei benachbarte Zimmer C, D € C(V,®) (das heifit, dass der
Schnitt ihrer jeweiligen Abschliisse Kodimension 1 hat) und eine Wur-
zel a € ® mit den Eigenschaften ¢|c > 0 und &|p < 0 gilt:

(@, d(C)) < (a,d(D)).

Definition 5.10 Das duale Polyeder d(F') zu einer Facette F' € F(V,®) in
Bezug auf ein gegebenes Komplementérpolyeder d: C — V* ist definiert als

d(F) = konvexe Hiille{d(C) | C D F}.
Insbesondere ist also
d({0}) = konvexe Hillle{d(C) | C € C(V,®)}
das vollsténdige Polyeder im geometrischen Sinne.

Bemerkung 5.11 In geometrischer Umschreibung bedeuten die beiden For-
derungen an ein Komplementdrpolyeder:

1. Die Bildpunkte aller Zimmer mit einer gemeinsamen FEcke X liegen in
einer Ebene, die orthogonal zu A ist.

Dies rechtfertigt, speziell fir das duale Polyeder, die Benutzung des Begriffs
Polyeder.

2. Die zweite Bedingung fiziert die Orientierung des Komplementdrpolyeders
bzw. des dualen Polyeders. Quasi durch eine Punktspiegelung wird die Orien-
tierung im Vergleich zur Anordnung der Ecken in V umgedreht (wenn man
gedanklich V' und V* tbereinanderlegt und eine Darstellung gewdhlt hat, in
der die Wurzeln und ihre Kowurzeln dann in dieselbe Richtung weisen).
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Beispielhaft sei ein Komplementérpolyeder zum Wurzelsystem As gezeigt:
Die Zimmer zum Wurzelsystem sind mit A bis F bezeichnet, im rechten
Teil ist ein Komplementérpolyeder von in gewisser Weise kanonischer Ge-
stalt (wegen der gleichen Lingen seiner Seiten) zusammen mit seiner konve-
xen Hiille angegeben. Gestrichelt ist eine weitere Moglichkeit fiir eine konve-
xe Hiille eines Komplementérpolyeders gezeigt. Die Figuren kénnen jeweils
beliebig in V* verschoben werden.

5.5 Stabilitdt und spezielle Facetten

Definition 5.12 Sei (V, ®) ein Wurzelsystem und F' € F(V, ®) eine Facet-
te. Es sei definiert:

R(F):={a € ®|{a,\) >0 fiir alle X € vert(F)}

U(F) = {a € R(F)| 3\ vert(F) : {a,\) > 0}.

Sei ferner d: C — V* ein Komplementérpolyeder. Dann wird der Grad von
F definiert als

deg(F) = ) (a.d(C))

a€cU(F)

= 3 {a,d(C)),

a€ER(F)

wobei C' € C(V, ®) beliebig unter der Voraussetzung C' D F gewihlt werden
kann.

Beispiel: Fiir das Wurzelsystem As mit dem oben genannten Komplemen-
tarpolyeder in kanonischer Gestalt hat jedes Zimmer den Grad —4 und jede
Ecke den Grad —3.
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Lemma 5.13 Die folgenden Figenschaften sind zueinander dquivalent:
1. Fir jede Facette F € F(V,®) gilt deg(F) < 0.
2. Fir jede Facette F' € F(V,®) mit dim(F) = 1 gilt deg(F') < 0.

3. Esist 0 € d(F).

Zum Beweis siehe [HS03, Lemma 3.2].

Definition 5.14 Ein Komplementéirpolyeder, das die (iquivalenten) Bedin-
gungen aus Lemma erfiillt, heif3t semistabil.

Der Begriff der Stabilitit von Komplementdirpolyedern wird in [Beh95] und
[HS03] genutzt, um Stabilititseigenschaften auf reduktiven Gruppen zu un-
tersuchen. In der vorliegenden Arbeit wird der weitere Schwerpunkt auf die
konkrete Betrachtung der Komplementdirpolyeder gelegt. Natiirlich auch in
der Hoffnung, dass daraus spdter bessere Erkenntnisse tiber Stabilitdtseigen-
schaften gewonnen werden kinnen.



31

6 Die Automorphismengruppe der Oktaven

6.1 Die Weyl-Gruppe

In diesem Kapitel soll die Struktur der Automorphismengruppe als eine
reduktive Gruppe im Konkreten untersucht werden. Zu den Grundbegriffen
fiir reduktive Gruppen siehe beispielweise bei [Bor91] oder [Ker(07].

Als Oktaven werden hier weiterhin die zerfallenden Oktaven behandelt, und
zwar in der Darstellung C' = D @& Da, wie sie sich aus dem in Abschnitt
2.3 vorgestellten Verdopplungsverfahren ergibt. Dabei ist D die Algebra der
reellen (2x2)-Matrizen, a wurde in Definition[2.15]eingefiihrt. Als Parameter
im Verdopplungsverfahren wurde A = 1 gewéhlt.

Mit e;; werde die (2 x 2)-Matrix mit genau einem Eintrag ungleich null, und
zwar einer Eins in der Zeile ¢ in der j-ten Spalte, bezeichnet. Die Automor-
phismengruppe der Oktaven werde G genannt.

Als Erstes wird ein Torus als Standard-Torus in G ausgewéhlt. Springer und
Veldkamp beschreiben eine mogliche Wahl in [SV00, Lemma 2.3.1] als die
Gruppe T' = {t., | K, € R*} aller Automorphismen

t'+ar—>ﬁo n*10+u0 /fl()a
o LY 0 « 1)\ o0 « O,u_lyOﬁ'

Die Gewichte, also die Charaktere 7" — R auf dem Torus, sowie die zu-

gehorigen Gewichtsraume zu 7T sind:
1, ‘ it ‘ p k!
€22a

Gewicht ‘ 1 ‘ K2 ‘ K2 ‘ puk—t ‘ uwo
Gewichtsraum
aufgespannt von

€11,€22 | €12 | €21 €11 a €12a €21Qa

Man kann die Automorphismen offensichtlicherweise auch als eine Unter-
gruppe der GLg auffassen. Hiufig ist das Rechnen in dieser Gruppe einfacher
nachzuvollziehen.

Fir die Matrixdarstellung wird dann hier die folgende Reihenfolge der Ba-
siselemente gewahlt:

{611, €22, €12, €21,€11Q, €220, €120, €2] a}.
Als ein Element der GLg ldsst sich ¢, , schreiben als
. 2 -2, -1 -1 -1,-1
tfi,,u :dlag(l,l,l{, KRR S R UR [ R )

Zur Erinnerung — vergleiche Satz wobei ja A = 1 gewéhlt wurde —: Die
Multiplikationsvorschrift in D lautet

(r+ya)(u+va) =zu+ vy + (vr + yu)a, (6.1)

und die Norm ist
N(x +ya) = det(x) — det(y).
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Aus der Multiplikationsvorschrift — alternativ kann man die Darstellung aus
Bemerkung nutzen — ergibt sich die folgende Multiplikationstabelle fiir
die Standardbasis (mit L = linker bzw. R = rechter Faktor):

R €11 €22 €12 €21 €11a €220a €12a €21a
L
€11 €11 0 €12 0 €11a 0 0 €21a
€292 0 €929 0 €21 0 €22Qa €12a 0
€12 0 €12 0 €11 €e12a 0 0 €220a
€921 €921 0 €99 0 0 €21 a era 0
e1la 0 €11a | —€12a 0 0 €11 0 —€21
€22Qa €22Qa 0 0 —€21a €99 0 —e€12 0
e12a e12a 0 0 —€11a 0 €12 0 —E€929
€21a 0 €21a | —€xna 0 €21 0 —€11 0

Zum Beispiel mit Hilfe der Multiplikationstabelle liefert eine systematische
Untersuchung (siehe unten) diejenigen Automorphismen der Oktaven, die
die vom Torus gegebene Gewichtsraumstruktur respektieren, sprich: im Nor-
malisator des Torus liegen. Damit erhélt man — nach Herausteilen des Zen-
tralisators, der hier gleich dem Torus selbst ist — die in der folgenden Tabelle
angegebenen Représentanten. Sie bilden zusammen die Weylgruppe zum To-
rus 7T'.

| enn| exn| enn | e | enal| epal| epna| enal
T (Def.) €11 €292 €12 €21 €21a | —e12a €2oa | —e11a
g (Def.) €929 €11 €220a e11a €12a | —€eg1a | —€e12 €921
o? €11 €22 | —€21Q €12a | —€12 —e21 —€220 €11a
o’ €22 €11 | —€21 —€12 —€22a | —€11Q €210 €12a
ol €11 €22 | —€11a@ | —€220 €21 | —€120 €21 —€12
o” €22 €11 | —€12a €210 €21 €12 €11a | —€22Q
TO €22 €11 | —€12a €210 €220 €11a | —€12 €21
70 €11 €22 €110 €220 | —€12 —€21 €12a €210
T0? €22 €11 | —€21 —€12 €120 | —€21a | —€110 €220
o' €11 €22 | —€210 €124 | —€11a | —€220 €21 —€12
T0° €22 €11 | —€22a | —€11Q €21 €12 €210 €120

Zwar lasst sich noch 7 als Abbildung
‘rtyar— T+ 0 -l a
T: Y YL

darstellen, fiir die meisten anderen Elemente ist eine vergleichbare Darstel-
lung jedoch nicht SinnvollEl Daher werden die Elemente in ihrer Wirkung in

!Da sich durch Konjugation mit Elementarmatrizen aus einer gegebenen Matrix ein-
zelne Eintrédge ,extrahieren® lassen, ist eine Darstellung unter Verwendung von x und y
grundsétzlich moglich, die Terme wiren jedoch viel zu uniibersichtlich.
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Tabellenform présentiert.

Man kann weiter nachpriifen, dass ¢® = id ist und dass 72 auf D die Identitét
und auf Da die Multiplikation mit —1 ist. Da dieser Automorphismus aber
in T liegt, hat 7 in der Weylgruppe Ordnung 2. Somit gilt

W= (5,7 |6%=id = 72,7671 = &°).
Die Weylgruppe ist daher isomorph zur Diedergruppe Dg mit 12 Elementen.

Dass die Weylgruppe der Automorphismengruppe G der Oktaven isomorph
zur Diedergruppe Dy ist, lidsst sich natiirlich auch der Literatur entnehmen,
in der festgestellt wird, dass G eine reduktive Gruppe vom Typ Gg ist. (Zum
Beispiel bei [SV00, Abschnitt 2.3].) Hier geht es aber auch um eine ganz
konkrete Beschreibung der in diesem Zusammenhang auftretenden Objekte.

Zur Herleitung der Automorphismen -y, die den Torus respektieren: Als
Idempotentes muss e11 auf ein Idempotentes abgebildet werden, sein Bild
kann daher nur ei11 oder egs oder ej1 + eso sein. Da aber auflerdem die
Norm erhalten bleiben muss, bleiben nur ey; und ess als mdgliche Bilder.
Damit steht auch das Bild von eqs = e — eq1 fest.

Fiir e1o gilt die Gleichung eq1 - ejo = e1s. Daher kann im Fall ve11 = eqq
das Bild von e1a nur ein Vielfaches von e1a, e11a oder esya sein. Aus der
Gleichung e1o - ea1 = e11 ergibt sich dann zwingend das Bild von es1. Ei-
ne andere mdgliche Argumentation wdire die, dass man beobachtet, dass die
Charaktere, die als Gewichtsrdume die von e1s und es1 aufgespannten Rdume
liefern, zueinander inverse Werte liefern, das muss auch fiir die Bilder der
beiden Elementarmatrizen gelten.

Fir e;1a und es1a erkennt man aus der Struktur der Multiplikationsta-
belle, dass eine ganz analoge Argumentation fir die beiden anderen Paare
{e11a,e22a} und {e12a,ea1a} gilt. Die noch nicht festgelegten Koeffizien-
ten fiir die Bilder von eis, ej1a und ejsa haben nur zwei Wahlfreiheiten,
sie stehen ndamlich tiber e11a - e1o0 = —ejoa in Beziehung zueinander; daher
gehen sie im Torus auf, wenn dieser am Ende herausgeteilt wird.

Ein mdoglicher solcher Automorphismus als Element der Weylgruppe lisst
sich somit eindeutig beschreiben durch eine Permutation der drei Paare
{e12,€21}, {e11a,exa} und {e12a,e21a} sowie durch die Angabe des Bil-
des von e11, das gleichzeitig die genaue Verteilung der Bilder innerhalb der
Paare festlegt. Damit gibt es hochstens 12 Elemente in der Weylgruppe mit
der Folge, dass die Liste oben vollstindig ist.

6.2 Bestimmung der Wurzelunterguppen

Es sollen nun die Wurzelunterguppen bestimmt werden, das heifit diejenigen
einparametrigen Untergruppen, bei denen die Konjugation mit einem Torus-
element der Multiplikation des Parameters mit dem Bild des Toruselements
bei der Anwendung eines Charakters (Gewichtes) entspricht.



34

6 DIE AUTOMORPHISMENGRUPPE DER OKTAVEN

Aus gruppentheoretischer Sicht bietet sich bei dieser Bestimmung der Zu-
gang iiber die GLg an. Wie weiter oben bereits festgestellt wurde, stellen
sich Toruselemente in folgender Form (natiirlich in Diagonalgestalt) dar:

trg = diag(1, 1, %, k7% 5, wp ™ty 7).

Der Charakter X, fiir den X (t ) = x? gilt, sei bei leichtem Missbrauch der
Notation in Kurzform mit X** bezeichnet, die anderen Charaktere entspre-
chend.

Es sei nun die Wurzelunterguppe zu X w2 gesucht. Die Konjugation mit # ,
ergibt, dass nur an den mit * bezeichneten Stellen eines Elements (in Matrix-
schreibweise) der Wurzelunterguppe U ~ die Eintrdge weder verschwinden
noch 1 sein miissen; genauer miissen sie linear bzw. quadratisch (bei **) vom
Parameter n von U K abhingen. Die Diagonaleintréige miissen konstant, also
eins sein, da ja eine Untergruppe der GLg vorliegt.

1 00 = 0 O0O0O0
01 0 = 0O0O0O0
* x 1 %« 0 0 0 O
000 1 0O0O0OTPO
000 O 10O0O0
000 O 01 0 =«
000 0 = 010
000 O O0O0O0OT1

Man rechnet relativ leicht nach, dass die Gruppe

100 n 000 0
010 -5 000 0
-nn 1 —n» 000 O

- 000 1 000 0

vt 000 0 100 ofl"EGa
000 0 010 —p
000 0 -5 01 0
000 0 000 1

kanonisch isomorph zur additiven Gruppe G, ist und zudem eine Gruppe
von Automorphismen der Oktaven ist, denn sie ldsst sich ebenso als Gruppe

K2 1 n 1 —n 10 1 —n
R N R

darstellen. Mit Hilfe dieser Darstellung kann man die Automorphismeneigen-
schaft leicht verifizieren.

Die weiteren Wurzeluntergruppen kann man zum Beispiel sukzessive iiber
Konjugation mit dem Weylgruppenelement & ausrechnen: Es ist
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100 0000 —p
010 0000 7
001 00n0 0

B} 000 1000 0

Ut = 000 -y100 ofl7€Cs
000 0010 0
-7 n 0 000 1 n?
000 0000 1

\

Auf diese Art wurden erst sechs Wurzeluntergruppen gefunden. Nun werden
die anderen sechs bestimmt, denn aus der Theorie ist bekannt, dass es genau
zwolf Wurzeluntergruppen gibt.

Weitere Wurzeluntergruppen miissen zu anderen Wurzeln als den bisher
gefundenen gehoren. Daher hilft nun ein Blick auf die Wirkung von T durch
Konjugation auf GLg. Das Element

17 K, K_1M_1>

tn,,u = diag(la 1, '%21 5_27 H_llua K
verindert die Eintréige einer 8 x 8-Matrix M zu t, , Mt}

u durch folgende
Faktoren (in offensichtlicher Notation):

2 -1 -1 -1,,-1 1

1 1 K2 K KU K1 K KL

1 1 K2 K2 k™t kT kTt K

K2 K2 1 K k3t KL kK3

o2 o2 o4 1 P T e VR I B )
Kl Kl K3u K 1 K22 o2 12

pop ! pul kTl Bl k22 1 2 12

KL KU K K31 K2 2 1 K2 p?
el kit k3l k! 12 K2 k22 1]

FEine mogliche weitere Wurzel ist also beispielsweise der Charakter X mit
X(tepu) = w3 1. Eine zugehorige Wurzeluntergruppe U =1 darf folglich — als
unipotente Gruppe, die einparametrisch mit Parameter 7 dergestalt ist, dass
t,@#unt;}l = UX(t,,)n = Us3uy 8ilt — auber Einsen auf der Hauptdiagonalen
allenfalls Eintrége an zwei weiteren Stellen haben (Positionen (3,8) und
(7,4)), die zudem linear von 1 abhéngen miissen.

Sei wy, € GLg ein Element, das durch die dementsprechend gebildete Matrix

1000 0O0O0O
01 00O0O0O0O
001 0O0O0O0n
000 10O0O0O0
00001O0O0O
000 0O01O0O0
000 7n 0010
000 0O0O0O01
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dargestellt wird, wobei 7 fiir ein Vielfaches von 7 steht. Seine Wirkung auf
ein Element x + ya € C' lésst sich in Termen von z und y auch wie folgt
beschreiben:

0 _(0
wy(z +ya) =z +7 (0 y81> +(y +17 (0 I§1>)a
=z + nejoyers + (y + nerazern) a.

Zum Nachweis, dass auch w, € Aut(C) gilt, muss die Vertraglichkeit mit
der Multiplikation (6.1)) in C' iiberpriift werden. Es ist

wy(z +ya) - wy(u+va)

_ 0y (0 x21
=(eeno ) rwraly 3)e)
0 vy _ (0 ug
‘<u+77<0 O)—l—(v—i—n(o O))a)
_ 0 z11v21 Y21U21  Yo21U22
= aut " (0 $21’021> T U < 0 0

_ _ [ —Y21u21 —Y22u21 (0 x21v29
TUyA < 0 0 > 0 <O —x21v21>

_ [ T21u21  T22U21 0 yo1v11
—|—<vm~|—77< 0 0 >+77<O y21v21>

_ 0 —ynva ~ [ —x21u21 T21U11
+ yu + + a
v (0 —y211121> K ( 0 0 >>
AuBlerdem ist

wy(zu + vy + (vr + yu)a)

= zu+ Ty +1 (0 V21211 T+ V22021 + Y2rtizz — yzml)
0 0
+ <(vx +yu + 1 (8 T21U11 + T2U21 0— Yy11v21 + y211)11>> a

Ein Koeffizientenvergleich ergibt, dass Vertréglichkeit mit der Multiplikation
genau dann gegeben ist, wenn 7 = 7 ist. In diesem Fall erkennt man auch
leicht, dass genauso Vertraglichkeit mit der Konjugation in C' erreicht ist.
Damit ist

Ut = |n € Ga

S OO+ OO OoOo
SO O OO o oo
O OO OO oo
—_ O OO o3 OO

OO OO oo o
[N elelNeoNBeoNol e
[elelelalall ol
O3 O o= O OO
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die Wurzeluntergruppe zum Charakter X mit X (¢, ,) = 3.
Weitere Wurzeluntergruppen kam man wieder iiber die Operation der Weyl-
Gruppe erhalten.

Bei solchermafien spérlich besetzten Matrizen ist zum Nachvollziehen der
Rechnungen vielleicht eine andere Notation fiir das Weylgruppenelement &
sinnvoll, dessen Repréisentant o als Matrix die Form

01000 O 00O
10000 O 00O
000O0O0O O-10
000O0O0O O 01
00010 0 00
00100 O OO
00001 0 00O
0000O0-1 00

hat: es entspricht der Permutation (1 2)(4 5 7—3 6 —8), und zwar von links
auf die Zeilen bezogen und als Inverses von rechts auf die Spalten bezogen.
Dabei wird an den durch ein Minuszeichen verbundenen Stellen zusétzlich
das Vorzeichen gewechselt.

Auf diese Weise bekommt man fiinf weitere Wurzeluntergruppen zu den

Charakteren mit Werten x3p~1, =2, k3p~!, k3p und p?:
1000 O0O0OODO )
01 00 0O0O0ODO
001 0 - O0O00O0
KWt _ 0001 0O0O0TDO
u 0000 100 0fl"C
000n 0100
0000 0O0O0T1O0
0000 O0O0OO0OT1 )
1000 0O 0O
0100 OO 00O
0010 0O 00O
p? _ 0001 00 00O
v 0000 10 oo "G
0000 O1 —-moO0
0000 OO0 10
0000 —n 0 01 )
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(/10 0000 00
01 0000 00
00 1000 00
wo_Jloo 0100 —5 o0
v 00 0010 0o "6
00 0001 00
00 0000 10
(\o 0o -p 000 01 ,
10000 000
01000 000
00100 000

won _Jlo0 010 =500

U "=3loono01 00 ofl"€Cs
00000 100
00000 010
(\oooo0oo0o o001
10000000
0100000 0
00100000
00010000

n?

v 0000100 qy|!"EC
000007100
000007 10
0000000 1

Teilweise doppelt auftretende Vorzeichen wurden beibehalten, um die Rech-
nungen nachvollziehbarer zu machen.

Damit sind wie angekiindigt sechs weitere Wurzeluntergruppen gefunden,
insgesamt also die erwarteten zwolf zu einer Gruppe vom Typ Go.
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7 Apartments und Normen

Die zu einer nicht-archimedischen Primstelle geh6renden Normen auf den
Oktaven stehen in enger Verbindung zum Bruhat-Tits-Gebéude iiber G. Die
genaue Untersuchung dieser Verbindung ist der Gegenstand dieses Kapitels.

7.1 Allgemeine Konstruktion eines Apartments

Gegeben sei eine zusammenhéngende, reduktive Gruppe G iiber einem Kor-
per K, der abgeschlossen beziiglich einer nichttrivialen diskreten Bewertung
w ist; der zugehorige diskrete Bewertungsring sei O. Dann ist zu G nach
Tits [Tit79] (siehe auch bei Landvogt [Lan96]) das sogenannte Bruhat-Tits-
Gebédude definiert. In diesem Gebdude gehort dabei zu jedem maximalen
Torus S in G ein Apartment. Wesentliches Element zum Aufbau dieses
Apartments ist der Raum der Ko-Charaktere des Torus:

V= X*(S) ®7 R.

Sei Z(K) die Gruppe der K-rationalen Elemente des Zentralisators von S
(jene Gruppe ist hier gleich dem Torus S selbst) sowie N(K) die Gruppe
der K-rationalen Elemente des Normalisators von S. Es gibt einen eindeutig
bestimmten Gruppenhomomorphismus

v: Z(K) -V
derart, dass
(0 v(2)) = —w(x(2)) fir alle x € Xj(2)

ist. (Es ist dabei (-,-) die kanonische perfekte Paarung von X*(Z) mit
X (2).)

Das ,leere Apartment“ A ist der eindeutig bestimmte affine V-Raum mit
der Eigenschaft, dass es einen eindeutigen Gruppenhomomorphismus

v: N(K) — Aff(A)

in die affinen Bijektionen von A in sich gibt, der die oben genannte Abbil-
dung v: Z(K) — V C Aff(A) fortsetzt.

Ein maximaler Torus der Automorphismen der Oktaven wurde bereits be-
ziiglich der im Abschnitt [6.1] genannten Basis

{611, €22, €12, €21, €11Q,€220,€12a, €21 a}

gegeben. Allerdings hat der Torus dort auch Eintrige, die rein quadra-
tisch sind. Da in dieser Arbeit nicht iiber einem algebraisch abgeschlossenen
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Korper gearbeitet wird, wird mit dieser Parametrisierung nicht der ganze
Torus in einer allgemeinen Parametrisierung erreicht. Fiir die Bestimmung
der Wurzeluntergruppen hatte dies noch keine Auswirkung; fiir den weiteren
Verlauf ist es jedoch besser, den Torus in der Form

{tyo=diag(L 1 f, f 19,97, f9,.(f9)"") | f.g € K*}
zu betrachten.
Eine Basis von V' besteht aus den Elementen
a’: f — ty1 und
bvi g = t179 .
Die duale Basis ist dann

b:tygr—g.

Fiir y = k-a+£-bist x(trg) = f¥-¢°, auBerdem w(x(ts,)) = k-w(f)+C-w(g).
Daher muss

vitpg e —w(f) a’ —w(g)- b’
gelten.

Weil im Weiteren nur der Grad der Parameter des Torus beziiglich der Be-
wertung von Interesse ist, seien zur Erleichterung der Notation die Aquiva-
lenzklassen

tAr,s = {tf,g €S | w(f) =T, w(g) = S}

eingefithrt. Damit kann v wohldefiniert als

geschrieben werden.

Zur Bestimmung der Fortsetzung von v auf N(K) wird die Wirkung der
Erzeuger & und 7 der Weylgruppe auf dem Torus untersucht. Diese Elemente
werden reprisentiert durch

01 0 0O 0 0 0 1 0 0 0O 0 0 0
1 0 00O 0 0 0 01 0 00 00 0
000 0O 0 -1 0 001 00 0 0 0
o — 0 0 0 0O 0 0 1 o 000 10 0 0 0
00 010 0 0 0 00 0 0O 0 0 -1
0 01 0O 0 0 0 00 0 0O 01 0
0 0 0 0 1 0 0 0 000 O0O0O —-10 0
0 000 0 -1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
(7.1)
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Es ist

PO
otrs0  =trts—r,

die Drehung v(o) bildet somit —a" auf —a¥ +bY und —b" auf —a" ab. Nun
hat ¢ die Ordnung 6, und weiter ist

P R ]
TtrsT = =1l —r—s;

somit bildet v(7) ebenfalls —a" auf —a¥ + 0", aber —b" auf b" ab. Damit
ist die Abbildung v eindeutig identifiziert.

In der folgenden ersten Abbildung sind im linken Teil die Fixhyperebenen
zu den Spiegelungselementen der Weylgruppe sowie die Punkte des von a"
und bY ganzzahlig aufgespannten Gitters eingezeichnet. Im rechten Teil ist
der Dualraum so gezeichnet, dass Orthogonalitit beziiglich der kanonischen
Paarung in offensichtlicher Weise entscheidbar ist. Wahlt man im Dualraum
« = 2a+bund B := —a, so hat man mit o, o+ 3, 2a+ 306, a+ 28, a+ 306
und [ sowie ihren Negativen als den zwolf Normalvektoren zu den H_ i das
bekannte Wurzelsystem vom Typ Gs.

H__a H.

TO

705

In der ndchsten Abbildung ist ein Ausschnitt des vollstindigen Systems der
Spiegelungshyperebenen der affinen Weylgruppe dargestellt. Dieses ergibt
sich aus der Translation der Hyperebenen durch den Nullpunkt mittels der
Verschiebung durch die Toruselemente. Nach Konstruktion ist es auch das
System aller Hyperebenen H, bei denen es eine Wurzel 6 aus dem obigen
Wurzelsystem gibt, fiir die w(f(H)) = const. € Z gilt.
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Es ist sofort einsichtig, dass der Abschluss eines jeden kleinen Dreiecks (das
im Ubrigen die Winkelgrofien 30°, 60° und 90° besitzt) einen Fundamental-
bereich fiir die Operation von N (S)/Se darstellt.

7.2 Die Verbindung Normen — Apartments

Von besonderem Interesse in dieser Arbeit sind die Normen auf den Oktaven,
die sich in Verbindung mit einem festen Apartment ergeben.

Eine Norm kann dadurch beschrieben werden, dass man die durch sie defi-
nierte — oder zu definierende — Einheitskugel angibt, hier zunéchst verbunden
mit der Mafigabe, dass von der zur Norm gehorenden diskreten Bewertung
nur ganzzahlige Werte angenommen werden. Bei den Oktaven bietet sich
fiir eine erste solche Norm die Maximalordnung

g (0 0), (00
—\o o o 0)®
an.

Die Operation von Z(S) auf der Maximalordnung verdndert entsprechend
die Normen, die damit auf den von Z(S) erreichbaren Gitterpunkten fest-
gelegt sind.

Beispielhaft sei berechnet:

. 0O a0 0O a0
fLo($) = <7T—1o 0) - <n—10 0) @
V

diese Einheitskugel gehort nach Definition von v somit zum Punkt —a".
Entsprechend gehort

- O 0 7O O
foa() = (o 0) " (w—lo w—l(o) ¢

zum Punkt —bY und

) 0 70 10 0
f,-1(02) = <7r—1(9 WO) + (Wo w(9> a



7 APARTMENTS UND NORMEN

zum Punkt —aV + bV.

Zur Verdeutlichung der Lagen der jeweiligen Normen/Einheitskugeln sind
in der folgenden Abbildung einige Einheitskugeln zu Punkten im Standard-
apartment gezeigt, also in dem Apartment zum Standardtorus.

o w20 (T o rto
20 O =~lo rlo)?

710 720
=0 o )®

o o 0o o
~o o))"t a

el (@}

o rlo Mo 20 o o Mo #lo o o\, (o o 0 20\, (70 'O
o o0 )T s20 =i0)° o o)t\s10 =10)° so o )Tlo =10)t||\s0 o )t \so »10)®

Die so ausgezeichneten Punkte, die auch als diejenigen Punkte beschrie-
ben werden konnen, durch die von jeder Parallelitdtsklasse von Spiege-
lungshyperebenen ein Exemplar hindurchgeht, heiflen spezielle Punkte. Nach
[GY03l Kap. 7] sind die zugehorigen Normen genau die Normen mit ganz-
zahligen Werten.

Die Normen koénnen auf dem Apartment linear interpoliert werden, da die
gewihlte Basis eine zerfallende Basis (,splitting basis® — siehe dazu [GY03|,
Abschnitt 2] beziehungsweise Definition [8.2| hier) fiir alle Normen ist.

Ilustriert sei dies an einem Beispiel: In der Abbildung auf Seite [45|sind die
Bewertungen von ejs an verschiedenen Stellen des Apartments angegeben.

Dargestellt wurden in diesem Abschnitt die Normen, die mit dem Stan-
dardtorus in Beziehung stehen. Beim Wechsel in ein anderes Apartment —
algebraisch zum Beispiel durch Konjugation mit einem Nicht-Toruselement
beschrieben — wird die Darstellung der Einheitskugeln beziiglich der Stan-
dardbasis komplizierter; fiir eine Basis, die dem Apartment angepasst ist,
verhélt sich das System der Normen auf diesem Apartment aber genau wie
im Beispiel.
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7.3 Transfer der Wurzeluntergruppen

Sei U eine Wurzeluntergruppe. Die Stabilisatoruntergruppe fiir {2 von U sei
mit U*? bezeichnet. Offensichtlich ist

U? = U N Mgyg(O).

Die Stabilisatoruntergruppe fiir eine andere Maximalordnung €', die mittels
der Translation durch ein Toruselement f,«vs von {2 aus erreicht wird, ist
offensichtlich U = tAmU Qt}j ; Aus der Struktur von fr,s ergibt sich die
folgende allgemeine Beziehung: Es ist U Y =yUn Ay s mit der Matrix A, ¢ =

O

O
7" O
O
)
70
O
T "0

O

9]
O
O
750
0
O

O
O

O
@)
7r—T+SO
"0
7O

Pl 71'72T730

@] 750 70 "0 a0
O 70 70 "0 O
7T27>O x5O 7rr+sO 50 7r27’+so
[9) T80 7r7r+so 7[_*27'*80 0
ﬂ_'r+sO O 71_250 O 7TT+250
"0 7250 O 720 O
7r2r+50 o) ﬂ.r+2so O 7r2r+250
T80 120 7TO T30 o
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8 Weitere Strukturuntersuchungen im Normen-
Gebidude

Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K. Zu K gehore eine
p-adische Bewertung v, kurz: v.

Definition 8.1 Eine Bewertung auf dem Vektorraum V ist eine Abbildung
w: V — RU{oo} mit den Eigenschaften:

e w(z+y) > min{w(z),w(y)} fir alle z,y € V.
e w(Az) =v(\) 4 w(x) fir € Kund z € V.
e w(x) = oo genau dann, wenn = = 0.

Eine Norm auf V entsteht wie bei p-adischer Betrachtung iiblich parallel
zu der Bewertung iiber die Beziehung ||z||, = p~**), die noch um einen
konstanten Faktor abgeéndert werden darf.

Definition 8.2 Eine Basis {b1,...,b,} von V heifit spaltende Basis zu w,

wenn gilt:

(Diese beiden Definitionen sind nach [GY03] formuliert.)

In diesem Abschnitt wird betrachtet, welche Basen der Oktaven fiir eine
gegebene p-adische Bewertung spalten.

Da Apartments im Gebdude durch Angabe einer — zu einem Torus gehéren-
den — Basis definiert sind, ndmlich indem ein Apartment alle Punkte bzw.
Bewertungen enthélt, zu denen die Basis spaltet [GY03, Prop. 8.1], ist diese
Untersuchung gleichbedeutend mit der Frage, in welchen Apartments ein
gegebener Punkt liegt.

Es wird das Gebiude fiir eine feste Primstelle p > 0 betrachtet, auflerdem
als Grundlage ein Apartment zu einer Basis B = {b1,...,b,}.

Ohne Einschriankung sei der betrachtete Punkt O im Geb&dude bzw. Apart-
ment zu derjenigen Bewertung gehorend, die den Basiselementen die Be-
wertung 0 zuordnet. Punkte und Bewertungen seien der Einfachheit halber
sprachlich gleichgestellt.

Sei B' = {b},...,b,} eine andere Basis, die beziiglich O spaltet. Die Ele-
mente von B’ seien dabei — auch dies natiirlich ohne Einschrinkung — so
skaliert, dass ihre Bewertung im Punkt O ebenfalls den Wert 0 hat. Dann
ist wegen der Spaltungseigenschaft jedes b; als O-Linearkombination der b;
darstellbar, und umgekehrt ist auch jedes b; als O-Linearkombination der
b; darstellbar. Daraus ergibt sich, dass die Basiswechselmatrix zwischen B
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und B’ Eintriige aus O besitzt und ihre Determinante die Bewertung 0 hat,
die Matrix also in O invertierbar ist.
Diese notwendige Eigenschaft ist aber auch hinreichend:

Lemma 8.3 Sei O der Punkt in einem Apartment zu einer Basis B, an dem
alle Basiselemente die Bewertung 0 haben, wie oben beschrieben. Dann liegt
O genau dann im Apartment zu einer Basis B', wenn es eine Skalierung
threr Basiselemente so gibt, dass der Basiswechsel durch ein Element aus
GL,,(O) beschrieben werden kann.

Beweis. Zu zeigen bleibt noch, dass es hinreichend fiir ein Enthaltensein im
Apartment zu B’ ist, dass der Basiswechsel durch ein Element aus GL,,(O)
beschrieben werden kann. Sei eine solche Basis B’ gegeben. Der Beweis des
Lemmas ist erbracht, wenn gezeigt wird, dass B’ beziiglich O spaltet.

Sei Y N, = > A\ib; ein beliebiges Element des Raumes. Es gilt mit ge-

1
eigneten 7;x, pr; € O, die nach Voraussetzung iiber die Beschreibung des

Basiswechsels sédmtlich nichtnegative Bewertungen haben:

mkinv(/\k) =w (Z )\kbk>

:
()
()
= minw (Z Agmkbk>
= minv (Z A;mk>

Z

> minv(\))

(2

= miinv (Z Akﬂk‘i)
k

> mljnv()\k).

Damit muss Gleichheit herrschen, insbesondere gilt
w <Z A;bg) = minv(\;) = minw(\.b})

wegen w(b;) = 0, und somit spaltet B’ beziiglich O. O



48

8 STRUKTUREN IM NORMEN-GEBAUDE

Korollar 8.4 In Verallgemeinerung von Lemma (8.3 gilt: Zwei Apartments
zu Basen B und B’ haben genau dann einen Schnittbereich, der einen spezi-
ellen Punkt enthdlt, wenn es Skalierungen der Basiselemente beider Basen
so gibt, dass der Basiswechsel durch ein Element aus GL,(O) beschrieben
werden kann.

Beispiel 8.5 Hier und bei den nachfolgenden grofien Matrizen sind die Nul-
len durch Punkte ersetzt, um die Ubersichtlichkeit zu erhohen. — Es werde
wieder konkret die Automorphismengruppe der Oktaven betrachtet. Konju-
gation des Standardtorus

T = {diag(1,1,f. f ', 9,97 " fa.(fg)™") | f.g € K*}

mit der Matrix

1 .
1 .
1 - b
1 .
A= 1.
. 1
b 1 -
1
liefert den Torus
(/1 . . ) S ) \
1 .
1
f : b(y5 = f)
T ' c K*
. 1
L g
b(5 — fg) - fg :
1
L\ . . +

Dieser hat zur Basis
!
By :={e11, ez, ei2, e21 +b-ej2a, e1a, exna, epa, ezja+b-en}

Diagonalgestalt (denn A kann als Basiswechselmatrix aufgefasst werden).

Ein Basiswechsel von der Standardbasis zu einer geeigneten Skalierung von
Bj ist genau dann in O machbar, wenn A € GLg(O) ist. Dies ist offensicht-
lich genau dann der Fall, wenn v(b) > 0 gilt. Genau dann ist folglich das
Standardgitter Element des Apartments zu Bj.
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Ein beliebiger anderer Punkt des Standardapartments ist allein durch die
Bewertungen r = v(f) und s = v(g) der Parameter des dorthin transfe-
rierenden Toruselements gekennzeichnet. Alle Uberlegungen im Folgenden
betrachten dementsprechend auch nur die Bewertungen der Koeflizienten
bzw. Matrixeintrage. Noch mogliche Faktoren aus O/7O werden ignoriert,
wobei 7 ein uniformisierendes Element von O sei.

Von der Basis
r —r S —S T+ —r—s
{e11, ez, me1, ™ "ea1, Tenna, 7 ‘exa, ' Cena, ™ es1a}

ist ein tiber O definierter Wechsel zu einer geeigneten Skalierung der Basis
Bj wegen der speziellen Struktur von A nur zur Basis

- -
By :={ei11, ez, ez, m "(e21 +b-e12a),

mle1ra, ™ ‘exna, T

‘erza, ™ "F(b-e12 +e21a)}
moglich, denn die Determinante von A ist gleich dem Produkt der Diagonal-
eintrége, daher miissen bei dem zu bestimmenden Basiswechsel dort Einsen
stehen. Moglich ist ein solcher Wechsel daher genau dann, wenn

—r+uov(b) > (r+s)

_l’_

(damit der Koeffizient von 7" ¥ej9a in der Darstellung des 4. Elements von

B} aus O ist) und
—r—s+uv(b) >r

(damit der Koeffizient von 7"e12 in der Darstellung des 8. Elements von Bl’)
aus O ist) gilt.
Beide Bedingungen sind dquivalent zu

2r + s < v(b).

Damit ergibt sich, dass sich die Apartments zu B und Bj genau in einer
Halbebene schneiden.

Zur Verdeutlichung sei der Schnittbereich der Apartments zur Standardbasis
und zur Basis B,rz dargestellt. Es wurde also b = 72 gewihlt. Die angege-
benen Koordinaten sind die oben angefithrten Bewertungen r = v(f) und
s = v(g). Sie sind im Durchschnittsbereich fiir beide Apartments gleich.
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An dieser Stelle sei fiir Charaktere eine iibersichtliche Kurznotation ein-
gefithrt. Der Charakter, der t;, auf f"g" abbildet, kann additiv als die
Abbildung

trs > KT+ us

geschrieben werden. Hierfiir stehe noch kiirzer das Symbol
(kT + ps] .

Bemerkung 8.6 Dass das eben betrachtete A ein Element der Wurzelun-
tergruppe zum Charakter [2r + s| ist und gleichzeitig der Schnittbereich der
beiden Apartments durch die Bedingung 2r + s < v(b) oder auch in Wur-
zelschreibweise: durch w(a(tyy)) < v(b) bzw. (a,v(tyg)) > —v(b) gegeben
ist, ist kein Zufall. Ein Element der Wurzeluntergruppe zu einem Charakter
[k + us| darf auflerhalb der Diagonalen nur dort Eintrige haben, wo sich
beim Konjugieren mit einem Toruselement die Fxponenten von f und g zu k
bzw. p (oder zu Vielfachen mit demselben ganzzahlig-positiven Faktor) addie-
ren. Diese Exponenten ergeben sich an der Position (i,j) aus der Differenz
der Exponenten des i-ten und des j-ten Diagonaleintrags des Toruselements.
(Der zweite Fintrag wird negativ gezihlt, weil er iber das Inverse wirkt.)

Bei einer neuen Skalierung der Basis werden die Basiselemente modulo O
mit dem Toruselement diag(1,1, 7", 7", %, m =5, 7"t 77"=5) multipliziert.
FEin Nicht-Diagonaleintrag mit Parameter b an der Position (i,7) in der Ma-
triz, die die Basis des zweiten Apartments darstellt, sorgt dafiir, dass der
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j-te Basisvektor des zweiten Apartments eine echte Linearkombination aus
der Basis des ersten darstellt. In dem an der neuen Position im Apartment
zu untersuchenden Basiswechsel ist der i-te Basisvektor des ersten Apart-
ments mit dem zugehorigen i-ten Faktor des Toruselements skaliert worden.
In der Linearkombination wurde dieser Term jedoch mit dem Faktor zum
j-ten Basisvektor skaliert. Daher muss v(b) mindestens so groff wie die Dif-
ferenz der Bewertungen der Skalierungsfaktoren zum i-ten und zum j-ten
Basisvektor sein. Genau diese Differenz ist (zumindest als Formel) die oben
bereits bestimmte.

Die eben geschilderte Beobachtung erleichtert die Bestimmung der weite-
ren Schnittbereiche. Wie im ersten Beispiel wird der Standardtorus mit ei-
nem Element einer Wurzeluntergruppe konjugiert. Die Konjugation kann
direkt tiberpriift werden oder {iber folgende Rechnung: Sei U, (b) ein Ele-
ment einer Wurzeluntergruppe zum Charakter x und mit Parameterwert
b, try =diag(1,1, f, f1,9,97, fg,(fg)™") ein Element des Standardtorus.
Zu berechnen ist

Ux(b)tﬁgU;l(b) Ux(b)tf,gUx(—b)tf,;tf,g
Ux(b)Ux(X(tf,g) ) (_b))tf,g
Uy

(- (1 =x(trg))  trg

Im ersten Beispiel ist die Wurzel y = «, das heifit es ist x(tr,) = f2g, der
neue Torus wird daher beschrieben durch U, (b- (1 — f2g)) - T.

Damit kann man nun die Rechnungen durchfithren, mit deren Hilfe sich
die weiteren Schnittbeschreibungen ergeben. Wegen ihrer Linge sind sie in

Anhang zu finden.

Bildlich kann man sich die gerade beschriebene Operation eines Wurzelgrup-
penelements durch Konjugation auf einem gegebenen Torus so vorstellen,
dass das Apartment zum neu entstehenden Torus durch Zur-Seite-Falten an
einer geeigneten Geraden aus dem Apartment zum gegebenen Torus ent-
steht. Diese Gerade ist orthogonal zu der Wurzel, die zu der Wurzelunter-
gruppe gehort, und der gemeinsame Bereich der beiden Apartments liegt in
positiver Richtung beziiglich der Wurzel.

Beim Hintereinanderausfithren mehrerer solcher ,, Faltungen“ kann man sich
leicht bei der Reihenfolge bzw. bei der Betrachtungsweise vertun — daher sei
hier als Regel angefiihrt: Konjugationen von auflen fiithren die Faltung (als
neue/letzte) am Standardapartment durch. Eine neu eingefiigte Konjugati-
on um die Torusmatrix in der Mitte herum sorgt fiir eine Faltung aus der
Sicht des bereits verdnderten Apartments. (In vielen Fillen sind die Aus-
wirkungen auf das interessierende Teilergebnis sicherlich zu vernachléssigen.
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Im Beispiel unten ist jedoch erkennbar, dass die Reihenfolge der beiden Fal-
tungen korrekt gewéhlt werden muss.)

Es seien A’ und A” zwei Apartments, die aus dem Standardapartment durch
Falten beziiglich derselben Wurzel entstehen, und zwar mit Parametern o
und b” (in der Beschreibung wie beim Beispiel so, dass v(b') = v(b")
ist. Daraus ergibt sich zum einen, dass A’ und A” den gleichen Schnitt mit
dem Standardapartment besitzen. Weiter gewinnt man A” aus A’ durch eine
Faltung derselben Art, und der Parameter hierfiir ist b’ — b’. Das bedeutet:
A’ und A” laufen unmittelbar an der ,Faltkante“ beziiglich des Standard-
apartments genau dann noch gemeinsam weiter, wenn v(b” — ') > v(¥)
gilt.

Beispiel 8.7 Um das Prinzip vorzufiihren, sei hier einmal ausgerechnet,
welche Basis sich beim nacheinander ausgefiihrten ,,Falten“ beziiglich —«
mit Parameter ¢ und oBdA v(c) = 0 (das ist also ein Falten genau auf H 4,
vgl. Zeichnung auf Seite und beziiglich o mit Parameter b ergibt. Das
Falten sei dabei jeweils vom Bildapartment aus beschrieben. Man berechnet
mit ¢, = diag(1,1, f, f~1 9,97, fg,(fg)~') (die Rechnung ist in Anhang

ausgefiihrt):
U_a(¢) - Ua(b) - trq- Ut (b) - UZp(c) =
1 - . .
(1—bc)f+}§—§ : - : (75— 1)
: e tpbefg - - —e(l=be)(fg—$)
) g - )
o1

bA—fg) - - (I-bfgtte
—c(l—bc)(f—ﬁ - .
Da Gebéude zusammenziehbar sind, kann nach den obigen Uberlegungen
zum Abbildungsverhalten fiir v(b) < 0 der Schnitt des zum neu gebildeten
Torus gehdrenden Apartments mit dem Standardapartment nur leer sein.
Dementsprechend ist von keinem Punkt des Standardapartments ein iiber
O definierter Basiswechsel zu einem Punkt des Apartments zu der Basis
moglich, die durch die folgende Matrix dargestellt wird. Sie stellt die Situa-
tion fiir b = 7 und ¢ =1 dar.

1

1—be
e T bef

a-mitg - - " - 1)
: Htafg - - —(1=m)(fg—7) :

w(b-f9) - - (1-mfg+]

~1-m(f - ot

Fiir v(b) > 0 bekommt man hingegen einen streifenférmigen Schnittbereich.
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Fiir v(b) = 0 ist der Schnittbereich mindestens die Gerade H,,4 oder sogar
ein groferer Bereich in Richtung a. Fiir bc = 1 ergibt sich beispielsweise als
Darstellung des Apartments:

R

Man erkennt somit, dass hier als Schnittbereich genau die Halbebene rechts
der Normalen zu a vorliegt und dass, wie auch nicht anders zu erwarten
war, das zweimal umgefaltete Apartment anders parametrisiert ist als das
Standardapartment.

Fiir 0 < v(bc—1) < oo ergibt sich entsprechend ein streifenformiger Schnitt-
bereich.

Durch Hintereinanderausfithren mehrerer Faltungen in verschiedenen Rich-
tungen erhélt man leicht ein Apartment, das einen endlichen Schnittbe-
reich mit dem Standardapartment besitzt. Solange eine neue Faltung so aus-
gefithrt wird, dass wenigstens ein Teil des bisherigen Schnittbereichs erhalten
bleibt, ist klar, dass dieser nicht wieder gréfler werden kann, da Schnitte von
Apartments konvex sind.

Auch hier sei ein Beispiel gegeben: Die Konjugation des Torus T mit dem
Produkt

Ua(7®) - Uat2p(m) - U—za—35(1) - U-a-35(m%)

liefert ein Apartment, das den in der Abbildung gezeigten Schnittbereich
mit dem Standardapartment hat:
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9 Cartan-Killing-Form und symmetrischer Raum

9.1 Die Cartan-Killing-Form

Fiir die archimedische Norm ist die Beschreibung des Raums der mdoglichen
Normen etwas anders als fiir eine nicht-archimedische Norm. Eine mdogliche
Beschreibung geht von der Cartan-Killing-Form auf der Lie-Algebra g zur
Automorphismengruppe G der Oktaven aus.

Aus der Gestalt der Wurzeluntergruppen, die in Kapitel bestimmt wur-
den, ergibt sich sofort eine Basis fiir die Lie-Algebra g:

. 1 . .
Q7a72ﬂ = . . . . . . . . Qfafﬁ '7 . .
1 -1 . —1
A 1 1 -1
. 1 . —1 .
N e N T ~1
QB — . . . . . . 1 . Qa+25 — 1 -1 . .
1 . .
1 . .
1 . 1 .
1 -1 1 . .
Upisg=| = = = U_g=| . f
. . . . —1
—1 1 —1 .
Sy B
U= - U_ o 3= S
. 1
1 .
=—2a—308 " . . . . . . . . ZL—a . . . . . . .
. -1
1 ‘ -1
Qa+3ﬂ T . . 1 . . . . . Q2a+3ﬂ '7 . . . . . . . 1

Es wird leicht das Folgende berechnelﬂ:

[Qaaga] =0 [Q ;Qa] — _Qa+ﬁ

2Auch ohne Kenntnis der Struktur einer Lie-Algebra vom Typ Gz kann der Rechen-
aufwand minimiert werden, wenn man Formel (9.1)) und die entsprechende Formel fiir die
Spiegelung 7 benutzt — dann verbleiben 9 wesentliche Rechnungen.
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Ua Qfa 3g] = Up U o35l =U_n 25
[UnsU_9a- 35] U_,_33 Up,U_9q-38] =0
[ _o) = diag(0,0,—-1,1,0,0,—1,1) [UB’U o) =0
Ua a+35] ~Usatsp [Us: Untspl =0
[Uou U2a+3ﬂ] [Uﬁa Q2a+3ﬂ] =0
Ua,Upl = Uasp [Ug,Ugl =0
[Ua,Uayos]l =0 [Up: Unyopl = =3Uqy3s
U, Uatpl =0 Us, Unypl = —2Un 495
[Un,U_5] =0 [Ug, U_p] = diag(0,0,2,-2,-1,1,1,-1)
Wa U_n951=0 Up,U_q—2pl =2U_,_5
[QQ,Q_Q_,B] = —Q_ﬁ [QB,Q_ ] =3U_,

Die Berechnungen der anderen Lie-Klammern ergeben sich aus der offen-
sichtlichen Formel

[UiQCO'_i, UiQnO'_i] = Ji[QC, Qn]a_i, (9.1)

dabei ist o die auf Seite [38| definierte Drehung aus der Weylgruppe.
Die Cartan-Unteralgebra, also die Lie-Algebra h = Lie(7T) zum maximalen
Torus, wird erzeugt von

hLO = dlag(ov 07 17 _L Oa 07 17 _1) und
hy, = diag(0,0,0, 0,1,-1,1,-1).

Weiterfiihren der Berechnungen liefert mit der Bezeichnung E = [Q LU ]:

_ H, =diag(0,0,-1,1,0,0,~1,1) _ Hg = diag(0,0,2, -2, 1,1,1,—1)
#—a—‘Sﬁ = diag(0,0,-1,1,1, — 100) ﬁg“ﬁ = diag(0, 0,1,— -1,1)
H_ 5 35 :diag(()O()O,l, 1,1,—1) H,. = diag(0,0,—1,1,— 1,1, 2,2)

H_, =diag(0,0,1,— 100,1, 1) H_; =diag(0,0,-2,2,1,~1,-1,1)
Hgoy5 = diag(0,0,1,-1,-1,1,0,0) H_o 55 =diag(0,0,-1,1,2,-2,1,—1)
Hyo i35 :diag(oooo 1,1, 1,1) H_, 5 =diag(0, 0,1, 1,1,-1,2,-2)

Eventuell bemerkenswert ist, dass fiir beide Blocke (links als Indizes die
sechs langen Wurzeln, rechts die sechs kurzen Wurzeln) gilt: Falls ¢,n und
¢ +n Wurzeln sind, gilt q ¢t a n= H ¢+ Fiir eine Addition von Elementen
von beiden Blécken gemischt gilt dies jedoch nicht, obwohl immerhin jeweils
ein H, mit einer anderen Wurzel 6 das Ergebnis der Addition ist.

Fiir die weiteren Schritte bendtigt man fiir jede Wurzel eine Unter-Lie-
Algebra mit Basis, die isomorph zur sls mit ihrer Standardbasis ist. Das
heifit, dass zu jeder Wurzel ¢ Elemente X, X_ und H; gesucht sind mit
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o [X¢, X-¢]=H,

o [H,X¢] =((H)X, fiir H aus der Cartan-Unteralgebra b, wobei ( als
Linearform auf § wirkt, insbesondere muss fiir die Isomorphie zur sls
die Beziehung [H¢, X¢] = 2X gelten.

Selbstverstandlich soll weiterhin die Graduierung beriicksichtigt werden, also
gelten:

o Falls (,n,( +n € ®, dann ist [X¢, X;| = c¢yX¢qy mit Strukturkon-
stanten c¢ , aus dem Grundkérper.

Die U, und die i ¢ erfiillen diese Bedingungen fast vollsténdig (wobei die
Wirkung einer Wurzel auf ein Element der Cartan-Unteralgebra implizit
iiber die zweite Bedingung definiert wird), einzig ¢(H ¢) ist nicht 2, sondern
—2. Daher muss bei jedem Paar von Wurzeln ein Basisvektor noch mit dem
Faktor —1 multipliziert werden. Welchen der beiden man jeweils auswéhlt,
ist im Moment nicht von besonderer Bedeutung. Es seien hier jeweils die
Basisvektoren zu negativen Wurzeln abgeéndert.

Demnach sei

X¢= U, fir positive ¢, d.h. {( =ia+ j8 mit i,j > 0,
X¢=—-U, fiir negative ¢, d.h. ( = ka + 18 mit k,l <0,
H = _EC fiir alle (.

Zur leichteren Nachvollziehbarkeit der weiteren Rechnungen seien hier bei-
spielhaft die Zahlenwerte bei der Auswertung von « bzw. § auf §h genannt:

Es ist a = 2h] ( + hg | sowie 3 = —hj ; und damit
a(Hy) = 2 a(Hg) = -3
a(H-o-35) = 1 a(Hatap) = 0
a(H_2q-35) = —1 a(Hayp) = 3
a(H_,) = -2 a(H_g)= 3 (9.2)
a(Haqsp) = -1 a(H_q-23) = 0
a(Haatsp) = 1 a(H_q-p) =3
B(Ha) = -1 p(Hg) = 2
B(H-o-38) = —1 B(Hat2s) = 1
B(H 20-33) = 0 B(Hatp) = —1
BH-o)= 1 B(H-g) = =2 (9.3)
B(Hatsp) = 1 B(H_q—2p) = —1
B(Hza+3p) = 0 BH-a-p) = 1
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Die Werte fiir die anderen Wurzeln ergeben sich mit dem gleichen Argument
wie oben analog.

Definition 9.1 Fiir ein solches System von X, n € ®, und b definiert man
die

Standard-Involution ©:g — g
wie folgt:

e O(H)=-H fiir H €W,
e O(X,) =—-X_, firne®.

Diese Definition setzt sich zu einem involutiven Lie-Algebren-Automorphis-
mus von g fort.

Auf g hat man die Cartan-Killing-Form
(X,Y) := Spur(ad(X)ad(Y)).
Sie ist nvariant in dem Sinne, dass fiir X,Y, Z € g gilt:
(12, X],Y)+ (X,[2,Y]) = 0.

In Verbindung mit der Standard-Involution erhilt man (iiber R) eine sym-
metrische Bilinearform

(X, Y)o == —(X,0(Y))
auf g.

Im hier behandelten konkreten Fall respektiert die Lie-Klammer die Gradu-
ierung durch die Wurzelbasis. Daher ist klar, dass die Spur von ad(X¢)ad(X,)
mindestens dann verschwindet, wenn ( # —n ist. Aus den obigen Berech-
nungen ist umgekehrt Folgendes zu erkennen:

[Xa, [Xfow X2a+3ﬁ“ = [Qa’ [_Q—a’Q2a+3ﬁH = X2a+3[3
[(Xa, [X—a; Xatsll = [Ua, [_Qfa,QaJrﬁH = Xatp
[Xa, [X-a, Xo]l = [Ua, [FU_a, Uyl = 2Xa
[Xo [Xo, Xp]] = [Ugs [FU 0, =U_p]] = X
[Xo [Xoa Xoaapl] = U, [FU a0, =U_q-35ll = X-a-3p
[(Xa, [X—a,Hal] = Uy, [Ha, U_,]] = 2Ha

Weitere Beitridge zur Spur werden nicht geliefert. Damit ist

(XCaXC)O = (XOX—C) =38
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fiir alle langen Wurzeln (.

Analog berechnet man

(X, [X—pg, X—a—2p]] = [Up, [-U_p, ~U_n_9pl] =3X_a-25
[Xﬂv [X—B’X—a BH = [Q,B, [_Qfm _Q—afﬂ” = 4X—a—6
[(Xp, [X—p, X-ol] = [Up, [-U_p,-U_,]] =3X—a
(X, [X—p, Xpl] = [Ug, [-U_p,Ugll = 2Xp
[Xﬂ’ [X—ﬁ’on+3ﬁH = [Qﬂ?[ Q_,B, U +3,6'H = 3Xa+38
[Xp, (X5, Xarogl] = [Up, [-U_3,Upr95]] = 4Xaqr2p
(X5, [X-p, Xatgll = [Up, [=U_p,Upnygll = 3Xats
(X, [X_p, Hgl] = [Ug, [Hp, U _4]] = 2Hp,

und es ergibt sich fiir alle kurzen Wurzeln n:
(X, Xy)o = (X, Xop) = 24.

Fiir die H ergibt sich

(He, He)o = —(He, Ho¢) = (He, He) = Y n(H);
ned

damit errechnet sich aus und

(H¢y He)o =16
fiir alle langen Wurzeln ¢ und

(He, He)o = 48

fiir alle kurzen Wurzeln (.
Dieses Ergebnis ist selbstverstdndlich in Einklang mit der Formel

1
(X¢, X)o = 5 (He: He)o

aus [HSt], Proposition 4.8.

Weiterhin berechnet man

(Ho Hp)o = (Ha, Hg) = Y _n(a) —24.
ned
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9.2 Eigenschaften der Cartan-Killing-Form
Lemma 9.2 Beziiglich der Cartan-Killing-Form ist die Zerlegung

g=Lie(T) & P (ac S 9-¢)
CeEDPy

orthogonal.
Beziiglich der Form (-,-)q ist die Zerlegung

g =Lie(T) © P ac

Ced

orthogonal.
Dabei bezeichne g¢ den von X aufgespannten Raum.

Beweis. Sei X € g¢, Y € g, und H € h. Da die Cartan-Killing-Form
invariant ist, gilt

([H,X],Y)+ (X,[H,Y]) =0.

Dies kann man aber auch als

schreiben.
Wenn ¢ +n # 0 ist, kann man H so wihlen, dass ((H) + n(H) # 0 ist,
woraus (X,Y’) = 0 folgt. Damit sind g¢ und g, zueinander orthogonal.

Die bereits gezeigte Orthogonalitét der Cartan-Killing-Form iibertrégt sich
auf die Form (-, -)o. Dass beziiglich dieser Form auch g, und g_, orthogonal
sind, ergibt sich sofort aus (g¢, g¢) = 0. O
Aus der Cartan-Killing-Form ergibt sich durch Konjugation der Standard-
Involution eine Familie von archimedischen Normen, die in Bijektion zu den
maximal kompakten Untergruppen von G steht. Der Raum dieser Normen
heifit symmetrischer Raum.

9.3 Skalarprodukte

Die aus der Cartan-Killing-Form gewonnene symmetrische Bilinearform
(+,)o liefert in natiirlicher Weise eine Norm auf g.

Gan und Yu konstruieren in ihrer Arbeit [GY03] ein Skalarprodukt auf den
Oktaven. Im Folgenden soll untersucht werden, inwieweit dieses Skalarpro-
dukt mit dem sich aus der Cartan-Killing-Form ergebenden Skalarprodukt
zusammenhéngt.

Das Skalarprodukt von Gan und Yu ergibt sich in deren Modell der Okta-
ven schlicht als Diagonalform; in das in dieser Arbeit verwendete Modell der
Oktaven iibersetzt es sich ebenfalls in die iibliche Diagonalform, ndmlich mit
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der Indexmenge I = {11,22,12,21,11a,22a,12a,21a} und der abkiirzen-
den Notation ejrq = €jra zu

O Gei > wie) =) &
iel jel i€l

Durch die Wahl einer Basis ergibt sich als ein naheliegendes Skalarprodukt
fiir die Gruppe der Endomorphismen eines Vektorraums die Diagonalform
iiber den zugehorigen Elementarmatrizen. Dieses Skalarprodukt {ibertragt
sich unmittelbar auf die zugehorige Lie-Algebra; es sei mit (-, -)y bezeichnet,
das zugehorige Norm-Quadrat mit N (-).

Aus der gezeigten Darstellung der Basis der Lie-Algebra (siche Seite
ergibt sich

N(Qn) =6 fiir alle kurzen Wurzeln n € ® und
N(Qn) =2 fiir alle langen Wurzeln n € ®.

Das iiber die Cartan-Killing-Form erhaltene Skalarprodukt ist damit bis auf
einen Faktor 4 identisch mit demjenigen, das iiber das Skalarprodukt auf
den Oktaven gewonnen wurde.

9.4 Renormalisierung

Um die von Harder und Stuhler gewiinschte Konstruktion durchfiithren zu
konnen, werden die Metriken renormalisiert. In [HS03| heifit es im Abschnitt
nach 4.8 (eigene Ubersetzung — es sei daran erinnert, dass (H¢, Hc)o =
(He, He) gilt): Die Metrik auf einem Subquotienten uc, induziert von (-, ),
soll mit dem Faktor 2(HC=HC)61 multipliziert werden, notiert als hy|y. =
2(He, He)g ' (- )|, - Insbesondere erhalten wir mit Bezug auf die Standard-
Borelgruppe By, die durch die obige Chevalley-Struktur {X¢, He: ¢ € @}
und © = Oq gegeben ist: Es ist

ho(X¢, X¢) =2 (He, He) ™1 (X¢, Xo)o = 1,

so dass hg, eingeschrdnkt auf rad, (By), die Standardform (symmetrisch bi-
linear bzw. hermitesch) Locqpt (1) ist.

Bemerkung 9.3 Mit Hinsicht auf die auf zwei Arten mdogliche Konstruk-
tion des Skalarproduktes stellt sich die Frage, ob die Renormalisierung auch
i gewisser Weise auf der Ebene der Oktaven beschrieben werden kann, das
heifst, ob das Skalarprodukt fiir die Oktaven derart verdndert werden kann,
dass mit einer dhnlichen Zuordnung wie im vorigen Abschnitt beschrieben
das renormalisierte Skalarprodukt erhalten wird.

Dies ist tatsdchlich méglich, wobet die Frage der genauen Bedeutung dessen
hier nicht geklirt werden soll. — Man skaliere die Basiselemente der Oktaven
wie folgt:
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e ¢e11 und eso mit einem Faktor r,
e ¢ei2, e11a und esya mit einem Faktor s und
® e91, ex0a und ejoa mit einem Faktor t.

Zu dieser Umskalierung werde das zuvor in Diagonalform erhaltene Skalar-
produkt auf den Endomorphismen derart umskaliert, dass das Skalarprodukt
an der Stelle der Elementarmatriz E;; mit den beiden zum i-ten und zum
j-ten Basiselement der Oktaven zugehdrigen Foktoren multipliziert wird.
Bei Betrachtung der Verteilung der jeweiligen Eintrdge in den Matrizen der
U, erkennt man, dass fir eine lange Wurzel ¢ je genau ein Eintrag mit s2,
der andere mit t* skaliert wird. Fiir kurze Wurzeln C gilt, dass zwei der vier
Eintrdge in den ersten beiden Zeilen oder Spalten mit rs, die anderen beiden
mit vt und die beiden FEintrdge in der rechten unteren 6 x 6-Untermatriz
mit dem Faktor st skaliert werden. Fiir s # t gilt s> +t> > 2st. Daher
kann man r, s und t so wdhlen, dass s*> + 1% = 2st + 2r(s +t) ist, sogar
so, dass beide Terme gleich 1 sind, zum Beispiel mit den Wahlen s = 0,6,
t =0,8, r =1/70. Damit ergibt sich mit dem abgewandelten Skalarprodukt
N*(U,) =1 fiir alle ¢ € ®.

9.5 Ein Zusammenhang zwischen den Normen und den Ein-
bettungen der Hamiltonschen Quaternionen

Die archimedischen Normen entsprechen eineindeutig den maximal kompak-
ten Untergruppen der Automorphismengruppe G der Oktaven C. Es gibt
fiir G noch eine weitere eineindeutige Beschreibung fiir deren maximal kom-
pakte Untergruppen, wie in diesem Abschnitt gezeigt werden soll.

Satz 9.4 Seien H die Hamiltonschen Quaternionen, das heifit sei H die
von i und j mit den Relationen i> = j2 = —1 und ij = —ji erzeugte
nicht zerfallende reelle Quaternionenalgebra. Dann gibt es eine kanonische
Bijektion

{Einbettungen HH — C} —  {maz. kompakte Untergruppen von G}.

Zum Beweis des Satzes reicht es zu zeigen, dass die Stabilisatorgruppe einer
Einbettung von H in C' eine kompakte 6-dimensionale Untergruppe von G
ist, denn dann ist sie nach dem Satz von Skolem—Noether konjugiert zur
standard-maximal-kompakten Untergruppe Ky von G.

Zunéchst ist festzustellen, dass es iiberhaupt eine Einbettung von H in C
gibt. Dazu betrachte man die in Abschnitt eingefithrte Konstruktion
mittels des Verdopplungsverfahrens. Die Oktaven werden damit aus einer
zerfallenden Quaternionenalgebra D konstruiert. D enthélt aber immerhin
als Unteralgebra F' eine Einbettung der komplexen Zahlen, da es eine solche
in den reellen 2 x 2-Matrizen gibt. Das Verdopplungsverfahren auf D liefert
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auch ein Verdopplungsverfahren auf jeder Unteralgebra, sofern a-a = A-1in
der Unteralgebra liegt, was keine Einschrankung ist. So entsteht aus F' eine
Quaternionenalgebra; bei geeigneter Wahl des Parameters A entstehen die
Hamiltonschen Quaternionen. Dieses A kann aber auch ohne Einschrankung
bei der Konstruktion der Oktaven verwendet werden, da die zerfallenden Ok-
taven bis auf Isomorphie eindeutig sind, und damit ist in C eine Einbettung
von H enthalten.

Es ist auch leicht mdoglich, eine Einbettung konkret anzugeben, die zudem
eine sehr kanonische Form hat. Dazu bilde man die Erzeugenden wie folgt

ab:
eeH — C

10 0 0
1 — 1—(0 1>+ (0 O)a,
e (0 (09
-1 0 0 0/
)
00 0o -1/ 7
N D
00 10

Man rechnet leicht nach (vgl. die Multiplikationsvorschrift auf Seite ,
dass dies eine Einbettung ist.

Nun ist
;. (1 0 0 0 n
a' = <0 _1> + <O 0) ace(H)".

Nach Bemerkung ist damit C als direkte Summe
C ~Ho Ha'

darstellbar. Leicht nachzurechnen ist dabei auch die Gestalt von Ha': Es
sind alle Elemente der Form (_y ~%) + (=2 %) mit rellen z,y, z und w.

Springer und Veldkamp beschreiben [SV00, Abschnitt 2.1] zu einer aus Ver-
dopplung einer Quaternionenalgebra gewonnenen Oktav-Algebra diejenigen
Automorphismen, die die Quaternionenalgebra fixieren: Sie haben in der

hier genutzten Notation die Form
z+ya' — u(@)+ (pu(y))a’ (z,y € H), (9.4)

und dabei ist u ein Automorphismus von H und p € H mit N(p) = 1. Die
Zuordnung der Automorphismen zu den Paaren (u, p) ist eine Bijektion. Nun
ist sowohl die Automorphismengruppe von H eine zur SO3 isomorphe, also
dreidimensionale Gruppe als auch die Menge der Quaternionen mit Norm 1
ein dreidimensionaler Raum. Daher ist die Stabilisatorgruppe Gy von (H)
in C sechsdimensional. Aus der Kompaktheit von SO3 und der Kompaktheit
der Menge der Quaternionen mit Norm 1 folgt die Kompaktheit von Gy.
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Weil in G die maximal kompakten Untergruppen die Dimension 6 haben,
ist somit Gy eine solche Gruppe. U

Man kann die Stabilisatorgruppe sogar von Hand ausrechnen. Dazu nutzt
man aus, dass es in der standard-maximal-kompakten Gruppe Ko zu je-
dem Paar 4+n von positiver und negativer Wurzel eine zur SO, isomorphe
Untergruppe SO,, gibt. Diese kann man konkret bestimmen, wobei nur die
wesentlichen Ergebnisse angegeben werden sollen. Es ist

1 a\ (1 0\ (1 a\_ (1+ab 2a+a®
0 1 b 1) \0o 1)\ b l4+ab )
Mit der Wahl
—2a

T 1+a?

( 1—a? 2a )
14+a? 1+a?
—2a 1—a? ’
14+a? 1+a?

die im reell zweidimensionalen Raum eine Rechtsdrehung um den Winkel
2 arctan(a) beschreibt.
Nun kann man entsprechend die Produkte

ergibt sich die Matrix

Vi(a) = Un(a) - U (&) Ua(a)

und

Va(a) i= Us(a) - U_g (1 i) Us(a)
berechnen und erhélt so Elemente aus Ky. (Der Vorzeichenwechsel beim
Argument zur jeweiligen negativen Wurzel erklért sich aus der negativen
Parametrisierung bei diesen Wurzeluntergruppen.) Sie haben die folgende
Gestalt — wegen der schoneren Form mit Bezug auf die in Abschnitt [I0.1]
passend zur Flagge eingefiihrten Basis Bpy.

1
1—a? 2a
1+a?2 1+a?
—2a 1-a®> |
1+a2 1+a?
. . 1 -
Val(a) = 1
1—a? 2a
1+a2 1+4a?
—2a 1—a?

1+a2 1+4a?
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und
1—a? 2a
14+a2 1+4a?
—2a 1—a? X
14+a2 1+4a?
(1—a?)? —2a4+2a®  2a—2a3 —4a?
(1+a2)2 (1+a2)2 (1+a2)2 (1+a2)2
. . 2a—2a3 (1—a?)? 4a2 2a—2a3
_ (14+a?)? (14+a?)? (14+a?)? (1+a?)?
Vﬁ(a) - —2a+2ad3 4a? (1-a?)? —2442483
(1+a2)? (1+a?)? (1+a?)2  (1+a?)?
—4a? —2a4+2a®  2a—2a3 (1—a?)?
(1+a2)2 (1+a2)2 (1+a2)2 (1+a2)2
X . . . 1—a? 2a
14a2 1+4a?
—2a 1—a?
14a2 14a?

Man kann nachrechnen, dass diese Abbildungen ¢(H) als Menge fixieren;
damit miissen sie aber auch ¢(H) als Algebra invariant lassen.

Bemerkung 9.5 Konkret setzt beispielsweise Vg(a) den inneren Automor-
phismus von H, der durch die Konjugation mit 1 — ai gegeben wird, fort.

{c, B} ist eine Wurzelbasis, daher erzeugen V,, und V3 zusammen K. Somit
ist der Stabilisator von e(H) tatsdchlich die standard-maximal-kompakte
Untergruppe von GG, was allerdings wegen der kanonischen Gestalt der Ein-
bettung sicherlich nahelag.

Bemerkung 9.6 Mit der Darstellung wird im Ubrigen die Angabe einer
Parametrisierung der standard-mazimal-kompakten Untergruppe erleichtert.
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10 Weitere Strukturuntersuchungen mit der Bo-
relgruppe

10.1 Die Filtration zur Standard-Borelgruppe

Zu den Oktaven iiber R wird hier die Filtrationseigenschaft zur Standard-
Borelgruppe untersucht.

Die Standard-Borelgruppe wird erzeugt von den beiden folgenden Gruppen
U, und Ug sowie vom Torus

T ={diag(1, 1, f, f g, 7, fa. (fg)™") | f,g eR*}.

Die Matrizen sind zur Basis {e11, €22, €12, €21, €11a, €22a, e12a,e21a} darge-
stellt; wie schon vorher stehen Punkte als Matrixeintrige wegen der besseren
Lesbarkeit anstelle von Nullen.

( 1 . . . . . . . )
1 .
1 - t
Ua = ) ) . 1. ) | IteR
1 .
t 1 -
1 J
1 - t
1 —t
1
-t ot =t 1 -
Ug— 1 ‘ " ’tE]R
1 .
. 1 .
t -1 )

Zunéchst sei nur das Verhalten unter der Wirkung von U, und Up betrach-
tet. Die Eins der Oktaven C, darstellbar als 1 = eq1 + eg, wird selbst-
verstédndlich von beiden Gruppen fixiert. Gleichzeitig sei sie zunéchst aus
der Betrachtung herausgenommen, weil sie eine Sonderrolle einnimmt. Das
orthogonale Komplement der Eins in der von ej; und eoy aufgespannten
Ebene ist (e11 — e22).

Es wird daher nun die Flagge in dem von {ej; — eg9, €12, €21, e11a, exa,
e12a, ez1a} aufgespannten Raum C(7) bestimmt; dieser ist gleichzeitig das
orthogonale Komplement der Eins in C.

Die Gerade (ej;a) wird von den beiden Wurzeluntergruppen elementweise
fixiert.
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Weitere Fixelemente gibt es nicht (da zum einen ej; — egg nicht fixiert wird;
und weiter in den Spalten 3, 4 und 6 bis 8 jeweils in einer der beiden Matrizen
ein ¢ steht, zu dem es in derselben Zeile kein zweites gibt).

Der einzige zweidimensionale Raum in C|7y, der fixiert wird, ist der von e11a
und ej2a erzeugte Raum, wie man mit analoger Argumentation erkennt.

Im dritten Schritt der Flaggenbildung kommt es; als Erzeuger hinzu. Dann
folgt e11 — e9s und schliellich folgen der Reihe nach noch ejs, e21a und exsa.

Der Torus T fixiert offenbar alle so gebildeten Raume ebenfalls.

Damit stellt sich eine von der Borelgruppe fixierte Flagge in C(7) wie folgt
dar:

{O} C <611a> (- <611a,612a> C <€11&,€12a,€21> C
(611 — 6227611a7€12a,€21> - (611 — 6227611a7€12a,€217€12> -

(611 - 62276110761207621,612,€2la> cC.

Da der von der Eins aufgespannte Raum fixiert wird und die Flagge in
einem direkten Summanden fiir die Eins gebildet wurde, kann man die Eins
an beliebiger Stelle zuordnen und auch noch kleine Verinderungen in dem
Raum, zu dem sie zugefiigt wird, vornehmen. Man kann auf diese Weise eine
von der Borelgruppe fixierte Flagge in C' erhalten, die direkt zur Basis zum
Standardtorus passt:

{0} C (e11a) C (e11a,e12a) C (e11a,e12a,e2) C
(e11a,e12a,e21,e11) C (e11a,e12a, €21, €11, €22) C
(e11a,e12a, €21, €11, €22, €12) C
(e11@,€12a, €91, €11, €22,€12,€21a) C C. (10.1)

Diese Flagge hat die hiibsche Eigenschaft, dass jeweils der k-dimensionale
Raum das orthogonale Komplement des (8 — k)-dimensionalen Raumes ist.
Sie sei als Standardflagge bezeichnet.

Beziiglich der eben bestimmten Flagge hat die Borelgruppe nun Dreiecksge-
stalt. Als Basis fiir die weiteren Betrachtungen in diesem Kapitel wird daher
definiert:

By = {611% €12a, €21, €11, €22, €12, €214, 622‘1}~
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Die Matrizen von U, haben dann die Form

1 .
1 t
1 .
1 .
1 .
1 t
1 .
1
und die von Ug die Form
1 t
1 -t t —t?
1 . t
1 —t
1 .
1 t

Die Gesamtheit aller Matrizen der U,, mit positiver Wurzel lisst sich platz-
sparend in einer oberen Dreiecksmatrix darstellen: Dabei steht [n] fiir die
Stelle, an der in der Matrix Uy (t) der Parameter ¢ steht; ein etwaiges Minus-
zeichen ist davorgesetzt. Bei doppelten eckigen Klammern steht das Quadrat
von t. Die so beschreibende Matrix ist

L[ =le+p] [a+20] —la+28]  [a+30] [Ra+3p] —a+20]
-1 [ —le+pl  la+8] —la+28] [la+8] [2a+3p]
: 1 -5 (5] -8 —le+28] —[a+30]
: 1 ' (8] —la+p0  —la+20]
1 -5l [a + 5] [ + 23]

' 1 [o] [ + ]

1 lE]

Der Torus in der Parametrisierung durch f und g, der vorher die Form
T =diag(1, 1, f, f~% g, g7%, fg, (fg)~!) hatte, hat zur neuen Basis die
Form

Tr = diag(g, fg, 7% 1, 1, f, (fg)™, g7 h).

10.2 Invariante Unterrdume

Betrachtet man die Multiplikationsvorschrift der Oktaven

(0 G )G )G )=
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aj +bl+eq—go ak-+bm+ fqg— ho
cj+dl—ep+gn ck+dm— fp+hn)’

an+co+em — fl bn+do—ek—+ fj
ap+cqg+gm—nhl bp+dq—gk+hj))’

so erkennt man:

e Der eindimensionale invariante Unterraum der Standardflagge ist so-
gar eine Unteralgebra; dabei ist jedes Produkt null.

e Ebenso ist der zweidimensionale Raum der Standardflagge eine Unter-
algebra mit trivialer Multiplikation.

e Der dreidimensionale Raum ist ebenfalls eine Unteralgebra, in der je-
doch die Multiplikation nicht mehr trivial ist. Die Einschrankung der
Multiplikationsvorschrift ergibt:

(D)6 )-
(C)-C279)

Genauso ergeben die vier- bis sechsdimensionalen Unterrdume Unteralge-
bren, wie man an den jeweiligen Einschriankungen der Multiplikationsvor-
schrift sieht:

e Die Einschrinkung fiir den vierdimensionalen Raum ist:

(D)6 D))

<<a]: ) (an+co—fl fj))
Cj . ) . . ’
e fiir den fiinfdimensionalen Raum:

c d)’\- - I m)’ \- -

aj : an+co+em— fl do+ fj
cj+d dm)’ . . ’

e und fiir den sechsdimensionalen:

(o) D) (G ) ()
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aj +bl ak+bm
cj+dl ck+dm)’

(an+co+emfl bn+d06k+fj>)

e Der siebendimensionale Raum ergibt keine Unteralgebra.

Damit ist im Speziellen der dreidimensionale Raum isomorph zum Raum
der Matrizen der Form

und somit eine assoziative, nicht kommutative Algebra. Jedes Produkt aus
drei oder mehr Faktoren ergibt null.

Es wire durch Hinzunahme der Eins noch moéglich, diese Algebra zu einer
vierdimensionalen assoziativen Algebra zu erweitern. Der vierdimensionale
Raum in der Standardflagge ist hingegen nicht mehr assoziativ: im Eintrag
zu e11a — und nur dort — treten Verdnderungen beim Umklammern auf.

10.3 Versuch einer Deutung

Beziiglich der neuen Basis BFI = {6110,, €i2a, €21, €11, €22, €12, €214, 622(1}
haben die benannten Erzeuger (Reprisentanten) o und 7 der Weylgruppe
die Form

OBpy —
Fl . . 1

und

TBr = I |
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Abkiirzend soll dies in Erweiterung der Notation von Permutationen um
die Darstellung von Vorzeichenwechseln als 0 = (12 —6 8 — 7 3)(4 5) und
7 =(17-1)(2 8 —2) notiert werden.

Da o eine Permutation der sechs ,entscheidenden® (also in der alten Basis:
dritter bis achter Basisvektor) Basisvektoren ist, gibt es zu jedem der sechs
Basisvektoren eine Borelgruppe, beziiglich der dieser Vektor ein Fixelement
ist. (Natiirlich sind es je genau zwei Borelgruppen, wenn man noch 7, also
die gesamte Weylgruppe mit betrachtet.)

Es ist folglich kein Eintrag in den Matrizen bei den Oktaven ausgezeichnet,
abgesehen von den beiden die Eins formenden Eintrigen.

Beispielhaft sei die Borelgruppe bzw. seien die Gruppen U, einmal mit o
konjugiert. Dies ergibt als Ubersichtsdarstellung;:

1 © e+ g [ +28] —[a+27] : [2a+30]  —[la+20]]
-6 1 [o] —[a+ ] [@+3] —la+28] [la+p6]] [2a+30]
. . 1 . . . ,[a + 2[3] .
(3] 1 : : —la+8] —la+28]
: S ] ~ 1 [+ 3] [ +20]
~[~a=36] - —[[-08]] —[-8] (5] 1 [a] [+ 3]
[—a —30] - : : —[-p] 1

(Es sind entfallen: Ug und Uq 33, dafiir sind U_g und U_,_33 hinzugekom-
men. )

Zur umgeordneten Basis B’ := {e12a, €12, e11a, e, €11, €xa, €21, €1a}
— diese Umsortierung entspricht bis auf Vorzeichen genau der Umkehrung
der Konjugation mit o — ergibt sich wieder eine obere Dreiecksform:

1 —[a+28  —[-4] [a+3] —[a+0] [2a + 30] [o] [[a+ 3]
- 1 —[-a —30] (3] —[-0] la+p6]  ~[[-4l [o]
~ 1 —la+28]  [a+28] —[la+28]] —[a+p8] [2a+3F]
~ 1 ~ [a 4 20] (3] [+ 3]
~ 1 —[ar+ 20 (-3 —[a+ 4]
: 1 [~a—-38] —[-f]
1 —[la+20]

1

Fiithrte man die Permutation mit Vorzeichenwechseln aus, ergébe sich zum
Vergleich die folgende Gestalt. Das Muster der Vorzeichen ist dann automa-
tisch dasselbe wie bei den Wurzeluntergruppen beziiglich der kanonischen
Basis, dies aber um den Preis von Vorzeichen in der verédnderten Basis.

1 Ja+26] —[-4] @+ 3] —le+B]  [2a+30] o] —[ler+ 3]
: 1 [~a=36]  —[-5] (-8 —[o+ /] (=4Il (o]
. 1 —la+28]  [a+20] —[la+20]] —-[a+5 —[2a+ 35
: 1 : [a+28]  —[-7] —[a+ 4]
: 1 —le+26]  [-4] [+ 5]
: 1 [—a —3/] (5]

1 [ + 24]
: 1

Die Eintriige in einer Flagge (egal auf welche der errechneten bezogen) sind
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tatséichlich in einer gewissen Reihenfolge geordnet. Zur Beschreibung dieser
Ordnung beachte man zunéchst, dass man den Basisvektoren iiber den Torus
auf kanonische Weise eine Wurzel zuordnen kann: Jeder Basisvektor gehort
vermoge seiner Position zu einem Eintrag im Torus; dieser Eintrag steht
gleichzeitig fiir einen Charakter, der wiederum einer Wurzel zugeordnet ist.
Identifiziert man so die Basisvektoren mit Wurzeln, wobei e11 und eso keiner
Wurzel beziehungsweise dem Nullvektor im Wurzelraum zugeordnet werden,
so sind die Basiselemente in ihrer Reihenfolge des Auftretens in der Flagge
genau absteigend nach ihrer Héhe als Wurzel geordnet.

Sie gehoren der Reihe nach zu den Wurzeln

Oé+26, Oé—i_/67 ﬂ7 (07) (07) _ﬂa —Oé—ﬂllnd —a—2ﬂ

Wohlgemerkt sind dies samtliche kurze Wurzeln.

Leicht zu verifizieren ist dann die Beobachtung, dass die Basisvektoren —
auler e;; und ezs — ebenso in der Reihenfolge fiir die Flagge durchlaufen
werden, wenn man, beginnend bei der Wurzel grofiter Hohe, abwechselnd
mit den Spiegelungen sz und s, operiert.

10.4 Algebraische Beschreibung der Flagge

Satz 10.1 FEine von einer Borelgruppe fizierte Flagge in der Form
(siehe Seite @) ist eineindeutig durch Anmgabe ihrer ersten beiden Rdume
gegeben. Zudem kénnen diese ersten beiden Rdume eineindeutig auf die fol-
gende Art charakterisiert werden:

1. Man wdhle einen eindimensionalen Unterraum V in der Oktavalgebra,
fir den' V-V = {0} gilt.

2. Man wdahle einen zweidimensionalen Unterraum W DOV in der Oktav-

algebra, fir den W - W = {0} gilt.

Beweis. Leicht nachzupriifen ist, dass der von e1a und ejsa aufgespannte
Raum nur triviale Produkte hat. Damit erfiillt die Flagge die genannte
Beschreibung, und es reicht fiir die Charakterisierung zu zeigen, dass jede
Wahl von Rdumen wie im Satz mit einem Oktaven-Isomorphismus in die
Form iiberfithrt werden kann.

Das Quadrat eines Oktaven-Elements z = (y+za) berechnet sich nach
wie folgt:

2? = (y +za)? = Spur(y) - — N(x) - 1. (10.2)

Im Folgenden seien Koordinatendarstellungen von Elementen der Oktaven
weiterhin immer beziiglich der (Standardflaggen-)Basis

Br = {61107 €12a, €21, €11, €22, €12, €214, 6’22a}
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gegeben.

Sei V von v = (v1, ...,vs)! aufgespannt. Anhand der Rechenregeln ist sofort
zu erkennen, dass in dem von ej; und egs aufgespannten Raum kein Quadrat
verschwindet. Daher darf, ggf. nach Operation mit einer geeigneten Potenz
des Weylgruppenelements o (das im Wesentlichen eine Permutation der an-
deren sechs Basiselemente darstellt) angenommen werden, dass v; # 0 gilt,
und damit auch, dass v; = 1 gilt.

Aus der Voraussetzung v? = 0 ergibt sich nun mit , dass die Spur der
ersten Matrix in der iiblichen Darstellung von v verschwinden und somit
vg + v5 = 0 sein muss. Weiter kann man aus (10.2) nur die ohnehin nétige
Bedingung 0 = N(v) = vqv5 — v3v6 — v10s + vavy folgern.

Damit ist aber zu erkennen, dass v in der Bahn von ej;a unter der Au-
tomorphismengruppe liegt, denn durch Multiplikation von Elementen der
Wurzeluntergruppen zu den Wurzeln —f3, —a — 8, —a — 23, —a — 36 und
—2a — 30 lasst sich ein Automorphismus generieren, bei dem in der Ma-
trixdarstellung in der ersten Spalte der zweite, dritte, vierte, sechste und
siebte Eintrag frei wihlbar sind (ndmlich direkt iiber die Parameter in den
Wurzeluntergruppen). Der fiinfte Eintrag ist durch die Spurbedingung fest-
gelegt und der achte Eintrag ohnehin durch die Bedingung, dass die Norm
des Bildes von ej1a verschwinden muss.

Hierzu das Ergebnis der konkreten Rechnung zur Verdeutlichung:

U_p(p) - U—a—p(q) - U—a—25(r) - U—a—35(s) - U—2a—35(t) = (10.3)
1
—p 1
q : 1
pg—r q p 1
—pq+r —q -p : 1
—pPq+2pr — s —2pg +r —p° —p » o
—2qr —t q2 r q —q . 1

2pqr —r®+qs+pt —p* —qr—t —pr+s —pg+r pg—r —q —p 1
Die Rechnung ist im Anhang ausgefiihrt.

Damit kann ohne Einschrankung angenommen werden, dass v = ej1a ist.
Aus der Multiplikationsvorschrift ist zu erkennen, dass die Menge aller Ok-
tavenelemente, deren Produkt mit e1; @ zu beiden Seiten verschwindet, der
von ejja, ejoa und eo; aufgespannte Raum ist.

AuBerdem ist oo™t = (23 —2)(6 7 — 6) (vgl. Seite . Daher kann ggf.
nach Operation mit o70~! angenommen werden, dass es in W ein Element
w = (wy, ..., ws)! mit we = 1 gibt. Dann ist es moglich, w aus ejsa durch
Multiplikation mit einem geeigneten Produkt aus Elementen der Wurzel-
untergruppen zu —a und [ dhnlich wie oben zu erzeugen. Damit ist die
Eindeutigkeit der Charakterisierung der beiden ersten Rdume gezeigt.
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Es bleibt zu zeigen, dass die restlichen Rdume der Flagge bereits durch
die ersten beiden eindeutig bestimmt sind. Dies geht am elegantesten auf
algebraischem Wege.

Der dreidimensionale Raum W3 der Flagge ist, wie schon indirekt oben an-
gemerkt, genau der Raum aller Oktavenelemente, deren Produkt mit dem
eindimensionalen Raum V' zu beiden Seiten verschwindet.

Der vierdimensionale Raum der Flagge lasst sich eindeutig beschreiben als
der Raum aller Oktavenelemente z mit V' - z = {0}.

Der fiinfdimensionale Raum W5 ist der Raum aller Oktavenelemente z mit
z-V CV bzw. dquivalent V - 2 C V.

Der sechsdimensionale Raum ist der Raum aller Oktavenelemente z mit
z-W C W bzw. dquivalent W -z C W.

Der siebendimensionale Raum der Flagge ist schliellich der Raum aller Ok-
tavenelemente z mit z- W5 C W5 bzw. dquivalent W -z C Wj bzw. dquivalent
W3 4 Q W5.

Alle diese Beschreibungen lassen sich leicht anhand der Multiplikationstabel-
le in der Form auf Seite [32] verifizieren.

Damit ist der Satz bewiesen. O

Bemerkung 10.2 Dass bei der Beschreibung des vierdimensionalen Rau-
mes eine asymmetrische Bedingung verwendet wurde, liegt an der Dualitit
von e11 und esx: Genau bei den Basiselementen ungleich ej1 und ez, zu
denen e11 eine Rechtseins ist, ist eaa eine Linkseins und umgekehrt. e;1 und
e sind als Erzeuger beziiglich der Standardbasis in der Flagge problemlos
vertauschbar. Wahit man das umgekehrte Produkt in der Bedingung fir den
vierdimensionalen Raum, also z -V = {0}, so erhdlt man ez als vierten
FErzeuger anstelle von eq;.

Bemerkung 10.3 Die fiinf- bis siebendimensionalen Raume der Flagge be-
sitzen eine weitere eindeutige Charakterisierung. Sie sind die zum drei- bis
eindimensionalen Raum orthogonalen Rdume. Dies ergibt sich aus der Anti-
Diagonalgestalt der Bilinearform, wie man leicht nachrechnet. Zudem ist der
vierdimensionale Raum zu sich selbst orthogonal.

10.5 Zerfillung des Torus

Ahnlich wie bei der algebraischen Beschreibung der Flagge kann man einen
zerfallenden maximalen Torus {iber algebraische Bedingungen beschreiben.
Als ersten Raum in der Zerfillung nehme man einen (eindimensionalen)
Raum V mit V -V = {0}. Wie schon oben gezeigt, lisst sich jeder sol-
che Raum per Automorphismus in den Raum V; = V = (ej1a) aus der
Standardflagge tiberfiihren.

Als zweiten Raum wihle man einen Raum Vo mit Vo - Vi = Vi - Vo = {0}.
Aus dem Beweis oben folgt, dass V5 von einem Vektor v aus W5 erzeugt
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werden muss und dass dieser mit einem Automorphismus in ejsa iiberfiihrt
werden kann. Man kann daher V, = (e12a) annehmen.

Als dritten Raum wéihle man einen weiteren Raum 173 mit ‘73 =W 173 =
{0}, der nicht in dem von V; und V5 aufgespannten Raum liegt. (Alternativ
zur letzten Bedingung kénnte man Vs Vo =W fordern.) In gleicher Weise
wie oben lésst sich dieser Raum mit Hilfe der Wurzeluntergruppen zu a und
a+ [ in (e91) = V3 iiberfiihren.

Als vierten Raum wiéhle man einen von V; verschiedenen Raum ‘74 mit 174 .
Vo = {0} und V;- V3 = {0}. (Statt V} # V; zu fordern, kénnte man auch Vj -
Vi = Vi oder 174 . ‘74 = ‘74 als Bedingung stellen.) Dies bestimmt 174 eindeutig
bis auf einen Vi-Anteil. Durch Operation mit der Wurzeluntergruppe zu
a + 20 kann auch dieser Raum in Vj = (e11) iiberfithrt werden, ohne dass
sich — wie vorher auch entsprechend — an V; bis V3 etwas dndert.

Als fiinften Raum wihle man Vs mit V5 - V4 = V- V5 = {0}. (Dadurch ist
Vs bereits eindeutig als (e22) bestimmt.)

Als sechsten Raum withle man Vg mit Vg - Vo = {0} und Vi - V4 = {0}.
Dies bestimmt wiederum f/@ nur eindeutig bis auf einen Vi-Anteil. Durch
Operation mit der Wurzeluntergruppe zu « + 38 kann dieser Raum ohne
Verénderung der anderen Rdume in Vg = (e12) tiberfiihrt werden.

Der siebte Raum V4 ist bis auf einen V;-Anteil eindeutig durch die Bedin-
gungen V- V3 = {0} und V7 - V4 = {0} bestimmt. Hier fiihrt eine Operation
mit der Wurzeluntergruppe zu 2+ 33 zum kanonischen Raum V7 = (es1a).
Der achte Raum Vg = (ea2a) schlieBlich ist beispielsweise durch die Bedin-
gungen Vg - Vg = {0} und Vg - V3 = V7 eindeutig bestimmt.

Damit ist gezeigt, dass in jedem Fall eine gleichgeartete, vollstandige Zerfil-
lung des Torus vorgenommen werden kann.

Bemerkung 10.4 Anders als es der Aufbau der Flagge vermuten ldsst, ist
es nicht moglich, den vierten Raum in der Zerfillung ohne Bezug auf den
zweiten zu definieren, denn in dem von ey, es1 und ejya aufgespannten
Raum lassen sich e11 und zum Beispiel e11 + eo1 beziiglich ihres Verhaltens
bei der Multiplikation nicht voneinander unterscheiden, und es gibt auch
keinen Automorphismus, der einen esi-Anteil entfernen kann, ohne einen
vorher festgelegten Raum zu verdndern. Analoges gilt auch fiir die magliche
Alternative eas und den von ess, ea1 und ey a aufgespannten Raum.
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11 Das Komplementarpolyeder fiir Bewertungen
aus den Standardapartments

Als Abschluss dieser Arbeit soll das Komplementérpolyeder zur Automor-
phismengruppe G der zerfallenden Oktaven C' iiber R fiir die Fille beleuch-
tet werden, in denen sdmtliche Normen zum jeweiligen Standardapartment
gehoren.

Es sei B eine Borelgruppe, {aq, ..., ay,} eine dazu passende Wurzelbasis und
{5\1, cee 5\n} das zugehorige System fundamental dominanter Gewichte.
Harder und Stuhler definieren fiir die Bildung des Komplementérpolyeders
([HSO03,, Definition 5.12]):

d(C) = deg(u, )Ai € Xi(T) @z R;
=1

dabei sind die «; die Wurzeln zu den Wénden eines Zimmers C', und u, ist
das Arakelov-Biindel der Lie-Algebra der Wurzeluntergruppe. Der Grad ei-
nes Arakelov-Biindels L wurde als deg(L) := — ), x log ||al|, in Definition
festgelegt; dabei ist a ein beliebiges Element aus L.

Eine ganze Struktur auf den Arakelov-Biindeln entsteht aus einer ganzen
Struktur auf den Oktaven, indem in der Automorphismengruppe die (ein-
deutig bestimmte) ganze Struktur gew#hlt wird, die mit der ganzen Struktur
auf den Oktaven vertriglich ist, und diese ganze Struktur wird dann auf die
Lie-Algebren iibertragen.

In der Beschreibung durch Normen wird eine ganze Struktur als Einheits-
kugel zu der betreffenden Norm beschrieben.

Fiir eine nicht-archimedische Stelle p ist die standard-ganze Struktur auf
den Oktaven als die Oktav-Algebra mit p-ganzen Eintrégen C(O)) gegeben.
Im Fall der archimedischen Stelle wird C' als 8-dimensionaler reeller Vektor-
raum mit kanonischem Skalarprodukt aufgefasst. Die zugehorige Einheits-
kugel stellt die standard-ganze Struktur dar.

Genau das kanonische Skalarprodukt bleibt unter der Operation der stan-
dard-maximal-kompakten Untergruppe von G invariant: Dass dieses Skalar-
produkt eine selbst-duale Algebra-Norm auf den Oktaven darstellt, geht aus
[GY03 Abschnitt 14.2] hervor. Korollar 14.5 dort bringt die Bijektion der
Normen zu den maximal kompakten Untergruppen. Die maximal kompakte
Untergruppe Ko C G zur Standard-Norm entsteht als Schnitt von G mit der
Og, denn K kann natiirlich auch nur Elemente enthalten, deren Eigenwerte
sdmtlich dem Betrage nach 1 sind; die Inklusion in der anderen Richtung ist
offensichtlich.

Die Standard-Involution, die auf Seite definiert wurde, lasst erkennbar
genau den Schnitt von g mit der Lie-Algebra sog invariant. Daher decken
sich beide Beschreibungen; durch die Renormalisierung wurde also einzig
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dafiir gesorgt, dass auch die Zahlenwerte der Normen auf der Lie-Algebra
iibereinstimmen.

Eine Einheitskugel o zu einem beliebigen speziellen Punkt (vgl. Seite im
Gebédude ist durch Multiplikation der Standard-Einheitskugel mit einem Ele-
ment von G bestimmt, das dem ausgewéhlten speziellen Punkt im Geb&dude
zugeordnet ist, in dem Sinne, dass seine Operation den Transfer vom Null-
punkt zum ausgewéhlten Punkt beschreibt.

Fiir das Standardapartment wird dieser Transport durch ein Element ¢y,
des Standardtorus dargestellt. Die Einheitskugel zum Punkt (f, ¢) im Stan-
dardapartment der Normen ist daher fiir eine beliebige Norm v aus X

tfgOu-

Auf die Lie-Algebren-Ebene iibertragen ist festzuhalten: Konjugation ei-
nes Elementes xz; aus U, mit ¢y, entspricht der Multiplikation von
mit 7(tsy). Da die Einheitskugel fiir eine abgeénderte Bewertung auf Lie-
Algebren-Ebene durch Konjugation entsteht, kann die Anderung der Bewer-
tung durch Konjugation mit dem Inversen beschrieben werden. Die Norm
von z, beziiglich der Stelle v dndert sich daher um den Faktor

1

TG S

im Vergleich zum Zahlenwert der Standardnorm.

Fiir die Darstellung einer Wurzel n = ), §;a; mit Bezug auf die Wurzelbasis
{oa, .. o} gilt n(trg) = D, &aultyy). Daher reicht es aus, die Wirkung
des Toruselements auf der Wurzelbasis zu kennen.

Auf dem Standardapartment gilt nun sogar, dass bei Betrachtung eines fes-
ten ts 4, also eines festen Punktes in jedem p-Apartment, der p-Anteil an
d(C) fiir jedes der Zimmer gleich ist. Dies ergibt sich aus dem folgenden
Lemma. Dabei bezeichne ac; die Wurzel o; zum Zimmer C, und in leicht
missbrauchlicher Notation stehe Hgac ZHU fiir die Norm eines beliebigen Ele-

mentes aus dem Arakelov-Biindel u,

3

Lemma 11.1 Sei v eine beliebige Stelle, C' ein Zimmer und C' := o j,(C')
etn benachbartes Zimmer. Dann gilt:

n n
_ Z IOg Hgac iHUXCJ = — Z log Hgac, _H’UXC’,i'
i=1 ’ i=1 *

Beweis. Sei ohne Einschrankung k = 1. Fiir die fundamentalen Wurzeln zu
den beiden Zimmern gilt: acr; = sac; (@), ebenso gilt Acv i = sac; (Acyi)-
Damit ergibt sich:
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n
- > logll, | [lAer
=1 )1
n
= — z; log ||gsac,1(ac,i)”vsac‘,1 ()\C,Z)
P
=—logllu_,, [l(ecr = (e Aca)ag,)

It ) (Aci — {ac, Acy) odiy)
e

=ac,1

n
= > (1ol 1o (acs ats) log | u
=2
= log||u C,luv(xc,l —aly)

Z <log lu,, woill — (ac,i, ad)log ||ga01||v) Ac,i
= - Z logl[u, . IluAc. +2logllu, . [lhc —logllu,  [lvad:s
+Z acsal)loglu, nyqi.

Wegen {(aci, Ao j) = d;; und (ac 1, aéﬁ =2 gilt

(acy, 2log |lu,  llwAcr —loglu,  llvad, +
n

> laciadi)logllu,  [lvhci) = 0.
=2

fiir jedes j. Damit ist

n n
= logllu, | [lAcri =~ logllu,  llhe.
i=1 ’ i=1

wie behauptet. U

Daraus folgt auflerdem:

Korollar 11.2 Sei (C;|| - ||y : v € X) eine ganze Struktur auf g, bei der
samtliche Normen aus dem jeweiligen Standardapartment stammen. Dann
entartet das Komplementdrpolyeder zu einem Punkt.

Satz 11.3 Sei (C;|| ||lv : v € X) eine ganze Struktur auf g, bei der samitli-
che Normen aus dem jeweiligen Standardapartment stammen. Wenn es ein
Toruselement gibt, das jede der verwendeten Normen beschreibt, das heifst
also, wenn das Arakelov-Biindel vollstindig kohdrente Normen hat, dann
liegt das (zum Punkt entartete) Komplementdirpolyeder auf dem Nullpunkt.
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Beweis. Der Satz ergibt sich sofort aus dem zuvor Hergeleiteten sowie der
Produktformel (4.1)). O

Nun stellt sich die Frage, fiir welche Verschiebung des Komplementérpoly-
eder-Punktes das Abéndern einer einzigen Norm zu einer Stelle v sorgt. Nach
Korollar kann man ohne Einschrénkung die Verschiebung von d(C) fiir
das Zimmer zu den Wurzeln « und 3 betrachten.

Betrachtet man die Situation im nicht-archimedischen Fall von der Bewer-
tungsseite her, ist das Verschieben additiv. Daher geniigt es, die Wirkung
von ¢, fiir (r,s) = (1,0) und (r,s) = (0, 1) zu kennen. Man berechnet unter

Beachtung von ([11.1):

— log ||£1_,(1)ga£170||v5\a — log Hfl_,(l)g/gfl,OHv}‘ﬁ

und

— log Hﬁ;&gaﬂll”v;\a + log Hi(;,igﬁf(),l"vj‘ﬁ
= v(a(to1))Aa + v(B(t0,1))As

=Ao =0,
(Man vergleiche mit den Abbildungen auf Seite ) Die Rechnungen ver-
laufen fiir die archimedische Bewertung ganz entsprechend. Insbesondere ist
also die Bahn der Verschiebung fiir jeden einzelnen Parameter eine Gerade,
unabhéngig von der Primstelle.

Wegen dieses gut kontrollierbaren Verhaltens der Torusoperation ist es mog-
lich, die Verschiebung auch in Termen der Grade von V und W aus der
invarianten Flagge zur Borelgruppe zu beschreiben (siehe Seite 67| und Satz
10.1)). Beim Standardzimmer bewirkt die Multiplikation von V' = (ej1a)
mit f; ! eine Anderung der Bewertung des Grades um —s, bei W/V =
(e11a,e12a)/(e11a) eine Anderung um —r — s. Daher kann man das Ver-
schieben des Komplementérpolyeders auch durch eine geeignete Linearkom-
bination der Verinderungen der Grade von V und W darstellen. Und weil
sich die Wirkungen der Torusoperation auf den Flaggenrdumen beim Wech-
sel zu einem anderen Zimmer in gleicher Weise verédndern wie die Wirkungen
auf den Wurzeln, die die Zimmer definieren, gilt diese Aussage fiir alle Zim-
mer. Fiir das Standardzimmer C berechnet man:

d(t,,1C) = (deg(t, 3 V) — deg(t, (W/V)))a" — deg(, ;V )b
= (deg(f 4 V) — deg(f, s (W/V)) — 2deg(t,4V))a — deg(f,} V)3
= (—deg(f, s (W/V)) — deg(t;,} V))& — deg(t, 1 V).
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Damit folgt allgemein der

Satz 11.4 Sei Z ein Zimmer im endlichen Apartment von Typ Go zu G,
und sei B die Borelgruppe zu Z. Sei vy die lange und 6 die kurze Wurzel in
der Wurzelbasis zu Z. Sei t ein Element des Standardtorus. Sei schliefslich
0 C V C W der charakterisierende Teil der Flagge zu B gemdfs Satz[10.1]
Dann gilt:

d(tZ) = (—deg(t(W/V)) — deg(tV))cx — deg(tV)[.

In gewisser Weise mag das Resultat, dass die Komplementérpolyeder ent-
arten, nicht besonders spannend erscheinen, es ist jedoch in einem groéfleren
Zusammenhang insofern gut zu erkléren, als die zu den Normen gehtrenden
Gitter, solange man sich mit den Normen nur im Standardapartment be-
wegt, orthogonale Basen besitzen. Daraus ergibt sich, dass die Normen auf
den Wurzeluntergruppen linear in Bezug auf den Raum der Wurzeln sind.

Deswegen konnen sich keine besonderen Formen als Komplementérpolyeder
bilden.

Es besteht die Hoffnung, dass die viele Einzelheiten beleuchtenden Un-
tersuchungen in dieser Arbeit bei weiteren Forschungen zum allgemeinen
Verstédndnis der Gestalt der Komplementérpolyeder im gesamten Gebaude
beitragen koénnen.
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A Anhang

Auch im Anhang sind in den groflen Matrizen die Nullen durch Punkte
ersetzt.

A.1 Berechnung der weiteren Schnittbedingungen aus Ka-
pitel

e Zur Wurzel —a — 3 bzw. zum Charakter [r — s]: Konjugation des Stan-
dardtorus mit

1 .
1 )
1 - =b
1 )
. 1
b 1 .
1 .
1
liefert den Torus
1 .
1 .
f : —b(g — f)
! g . . |1 fige KT
I
. fg .
\ fg Y,

Dieser hat zur Basis
{e11, e22, €12, €21 +b-exna, ej1a —b-e2, exna, ena, ea}

Diagonalgestalt.

Der Schnittbereich des zugehérigen Apartments ergibt sich aus der Bedin-
gung 7 — s < v(b).

o Zur Wurzel —2a — 33 bzw. zum Charakter [—r — 2s]: Konjugation des
Standardtorus mit
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liefert den Torus

(/1

B L

| f,g € K*

Dieser hat zur Basis
{e11, e2, €12, e21, e11a —b-ez1a, exna, ena —b-exna, ez al

Diagonalgestalt.
Der Schnittbereich des zugehorigen Apartments ergibt sich aus der Bedin-
gung —r —2s <wv(b) & r+2s>—v(b).

e Zur Wurzel —a bzw. zum Charakter [—2r — s]: Konjugation des Standard-

torus mit
1

liefert den Torus

1

“b(fg— 1)

C e

| f,g € K*

Qe .

\

Dieser hat zur Basis
{e11, ez2, e12 —b-e21a, €1, er1a, exna, ejpa —b-ez, ea}

Diagonalgestalt.
Der Schnittbereich des zugehorigen Apartments ergibt sich aus der Bedin-
gung —2r —s <wv(b) & 2r+s>—uv(b).
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e Zur Wurzel a + 33 bzw. zum Charakter [—r + s]: Konjugation des Stan-
dardtorus mit

1 .
1 .
1 .
. 1 —b
b 1 .
1 .
1 .
1
liefert den Torus
( 1 .
1 .
o D
R
f g f *
,0g € K
b(f—g) - g 1 [ £.9
. : )
. fg .
. 1
\ fg V,

Dieser hat zur Basis
{e11, e22, e12+0b-ena, e, er1a, exxa —b- ez, e2a, ea}

Diagonalgestalt.

Der Schnittbereich des zugehtrigen Apartments ergibt sich aus der Bedin-
gung —r+s<wvb) < r—s>-uv(b).

o Zur Wurzel 2a + 35 bzw. zum Charakter [r + 2s]: Konjugation des Stan-
dardtorus mit
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liefert den Torus

1

BN

g . S opLog) | freeK

Dieser hat zur Basis
{611, €22, €12, €21, €11@, ex2a +b-ena, ena, €2la+b'€11a}

Diagonalgestalt.
Der Schnittbereich des zugehorigen Apartments ergibt sich aus der Bedin-
gung r + 2s < v(b).

Auch bei den Wurzeluntergruppen zu den anderen sechs Wurzeln zéhlen die-
selben Argumente (insbesondere ist modulo O auch hier der Basiswechsel
an der verschobenen Stelle eindeutig festgelegt, falls iiberhaupt moglich, da
die Determinante der Basiswechselmatrix wiederum nur durch die Diagonal-
eintrige bestimmt wird).

o Zur Wurzel —a — 20 bzw. zum Charakter [—s|: Konjugation des Standard-

torus mit
1 . . R, A
1 . . b .
1 . b
1 .
. . ) . 1 )
b b - - = 1
. 1
b 1
liefert den Torus aller Elemente
1 b(g—1)
1 b(g—1) .
/ : : b(fg— 1)
7
) . . i g )
B1-1) —b1-1) . L bg-2+Y) 1 :
G

fir f,g € K*. Dieser hat zur Basis
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{e11 +b-exa, e —b-exna, ez, €21 +b-e2a,
2
erna—b-ein+b-exn—b"-exna, exna, eina+b-ea, enal
Diagonalgestalt.

Der Schnittbereich des zugehtrigen Apartments ergibt sich aus der Bedin-
gung —s <wv(b) < s> —v(b).

e Zur Wurzel —a — 3 bzw. zum Charakter [—r — s]: Konjugation des Stan-
dardtorus mit

1 b
- —b
1 .
1 b
: 1
b 1 .
1
b —b ¥ o1

b(l—7) —b(1—4) ' " " - V(fg-2+ 7)1
fiir f,g € K*. Dieser hat zur Basis
{e11 +b-e21a, exn —b-ea1a, era —b-exna, e,
e11a+b-ea1, exa, epa+b-ejp —b-ex+b%-ega, eral
Diagonalgestalt.

Der Schnittbereich des zugehérigen Apartments ergibt sich aus der Bedin-
gung —r —s <wv(b) & r+4+s>-—v(b).

e Zur Wurzel 8 bzw. zum Charakter [—r]: Konjugation des Standardtorus
mit

1 - b
1 —b
. . 1 .
b b b 1 :
1 - b
1 .
1
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liefert den Torus aller Elemente

1 b(f—1)
1 —b(f—1)
f
“b(1—-3) b(1—73) “b(f-2+7%) 3 :
g : b(fg—9)
: fg
b(5 = 75) : 75

fir f,g € K*. Dieser hat zur Basis

2
{e11 —b-ea1, eaa+b-ea1, e12+b-e11 —b-exw — b ea, €2,
ena, exa+b-ea, e;a+b-eia, eal
Diagonalgestalt.

Der Schnittbereich des zugehotrigen Apartments ergibt sich aus der Bedin-
gung —r <wv(b) < r>-—v(b).

o Zur Wurzel a+ 2 bzw. zum Charakter [s]: Konjugation des Standardtorus

mit
1 . ) . . b
1 ) . . b
1 .
1 . —b
b —-b J
. 1
b 1 .
1
liefert den Torus aller Elemente
1 —b(: 1)
1 : ol 1)
J.c l . _b(g _ ;)
7 - TR
b(1l—g) —b(1-g) g (g *12+g)
=b(f—-rfg9) - : ; fg :
) ) ) ) ) L

fiir f,g € K*. Dieser hat zur Basis

{e11+b-er1a, eza —b-e11a, e12—b-epna, e,

2
ena, exa —b-ej;+b-ex—b"-ej1a, ena, esja—>b-en}

Diagonalgestalt.
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Der Schnittbereich des zugehorigen Apartments ergibt sich aus der Bedin-
gung s < v(b).

e Zur Wurzel a + 3 bzw. zum Charakter [r + s|: Konjugation des Standard-
torus mit

1 . . . . . . —p
1 . . . . . b
1 . b
1
—b 1 .
-b b . . . . 1 b?
1

liefert den Torus aller Elemente

Q= -

—b(1—fg) b(1—fg) - : : : fg V(75 -2+ f9)
fiir f,g € K*. Dieser hat zur Basis

{e11 — b-e12a, e +b-e12a, e12, €21 —b-eq1a,

2
ena, exa-+b-e, ena, ez1a—b-ejp +b-ex+b°-epnal

Diagonalgestalt.
Der Schnittbereich des zugehtrigen Apartments ergibt sich aus der Bedin-
gung 7 + s < v(b).

e Zur Wurzel —f bzw. zum Charakter [r|: Konjugation des Standardtorus
mit

1 b
1 - —=b
-b b 1 b
1 .

1 .

. 1 —b

-} 1 .

1

liefert den Torus aller Elemente
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Q=
|
o
~
by
I
Q=
—

fir f,g € K*. Dieser hat zur Basis

2
{e11 —b-e12, €22 +b-e12, €12, €21 +b-e11 —b- ez — b -eqa,

ej1a —b-ejpa, exna, epa, ezja —b-exna}
Diagonalgestalt.

Der Schnittbereich des zugehorigen Apartments ergibt sich aus der Bedin-
gung r < v(b).

A.2 Berechnung fiir Beispiel

U—a(c)  Ua(b) - trg Uy ' (b) - U-a(c)

1 . 1
1 . 1 -
1 . . 1 b
1 —c |
= 1 . L. 1 “trg
1 .. . 1
1 - . b 1
—c 1 . 1
1 - 1
1 . -1
-1 —b 1 -
1 . 1 c
1 - -1
1 - 1
—b -1 . 1
. 1 c 1
1 .
1 .
b
L PR
_ F 7Cfg )
g - .
.1 .
g
% - fg
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1 .
.1 . .
- 1—bc . —-b
. 1 - c .
.1 . .
| .
—b - 1—bc .
c . . 1
1
(1—bc)f+ﬁ—§ . b(ﬁ— )
: 5t befg —c(1 = be)(fg— %) :
. g - )
. S 1 .
g
: b(5 = f9) (1—b)fg+ %
—c(l—bc)(f—ﬁ) . . 1;7gbc—|—bcf
A.3 Berechnung der Gleichung ((10.3])
U_g(p) - U_a—p(q) - U_a—2s(r) - U_a—3s(s) - U_2a—38(t) =
1 . . .
—p 1 .
. 1 .
D 1 :
—p 1 .
2
D p p 1 :
. . 1
]_ .
1
q 1 :
. q 1 .
—q 1 .
. . 1
¢ ¢ —q 1
. . _q 1
U—a—28(1)  U_a—35(8) - U—2a-35(t)
1 .
—p 1 .
q 1
Pq q P 1 :
—pq —q -p 1
-p*¢ -2p¢ -p* —-p p 1
' : g —q 1
—pq? -pq  pqg —q —p
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1 .
1 .
1 .
—r 1 .
, .. “U_a-35(5) - U-2a-35(t)
r 1 .
. r 1 .
—r2 r o —r 1
1 .
—p 1 .
q 1 :
_ pg—r q P 1 :
—pq+r —q —p 1 .
—p*q+2pr —2pq+r —p*  —p P -
—2qr q> r q —q 1 .
2pqr —r®  —pg* —qr  —pr  —pg+r pg—r —q —p 1
1 .
1 .
1 .
! .. U_2a-35(t)
—s 1 .
1 .
S 1
1 .
—p 1 .
q 1 :
_ pg—r q p 1 :
—pq+r —q -p 1 .
—p*q+2pr—s  —2pg+r —p? —p p -
—2qr ¢ r q —q -
2pqr —1° +qs —pg® —qr —pr+s -pg+r pg—r —q —p 1
1 .
1 .
1 .
1 .
1 .
. 1 .
—t . 1 .
¢ 1
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1 .
—p 1

q : 1
pq—r q p 1 :
—pq+r —q P : 1
—pq+2pr —s —2pq +r —p? —p P 1 -
—2qr —1 q° r q —q . 1

2pqr —r* +qs+pt —pg* —qr—t —pr+s —pg+r pg—r —q —p 1
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