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1 Einleitung

In dieser Arbeit entwickeln wir im Rahmen des Cox-Proportional-Hazards-Modells ein
semiparametrisches statistisches Verfahren, um eine 3-armige Nichtunterlegenheitsstudie
im Bereich der Uberlebenszeitanalyse zu planen und auszuwerten. Konkret geht es um
die Einfiithrung eines neuen Medikamentes, wenn bereits ein Standardmedikament auf dem
Markt existiert gegen das getestet und die Wirksamkeit beider Praparate im direkten

Vergleich mit einem Placebo gezeigt werden soll.

1.1 Motivation

Selbst wenn ein etabliertes Standardmedikament () existiert, ist die Entwicklung von
Alternativpriparaten wiinschenswert. So besitzen manche Medikamente starke Nebenwir-
kungen. Hier wére ein neues Medikament (N, Novum) mit weniger Nebenwirkungen wiin-
schenswert. Finige Patienten reagieren allergisch auf gewisse Inhaltsstoffe oder sind resis-
tent dagegen. Auch hier ist ein Alternativpriaparat unverzichtbar. Ein anderer Vorteil einer
neuen Therapie kann darin bestehen, dass sie kostengiinstiger als die existierende ist. Fiir
neue Wirkstoffe, die einen der oben genannten Vorteile besitzen, erwartet man in der Regel
bezogen auf die eigentliche Krankheit nur geringe Behandlungsunterschiede gegeniiber der
bereits existierenden Therapie. Wiirde in dieser Situation eine Uberlegenheitsstudie durch-
gefiihrt werden, so wiren immens hohe Fallzahlen erforderlich, um die Uberlegenheit des
neuen Medikamentes gegeniiber Standard zeigen zu konnen. Dies fiithrt zu sogenannten me-
ga trials, in denen zehntausende an Personen rekrutiert werden miissen. Die Durchfithrung
solch einer Studie verursacht zum einen extrem hohe Kosten und zum anderen dauern die

Studien iiber mehrere Jahre. Eine Alternative stellt die Durchfithrung einer Nichtunterle-
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genheitsstudie dar. In diesem Fall wird das neue Medikament als vollwertige Alternative zu
dem Standardmedikament angesehen, selbst wenn es dem Standardmedikament bezogen
auf die eigentliche Krankheit geringfiigig unterlegen ist. Die erlaubte Nichtunterlegenheit
wird durch eine Nichtunterlegenheitsgrenze quantifiziert, die den Unterschied zwischen No-
vum und Standard angibt, der gerade noch als klinisch tolerabel angesehen werden kann.
Uber die Wirksamkeit der beiden Therapien sind allerdings nur Aussagen moglich, wenn
zusétzlich zu Standard und Novum ein Placebo (P) mit getestet, also eine 3-armige Studie
durchgefiihrt wird. Solch eine Studie heifst eine Studie im Gold Standard Design (vgl. Koch
and Rohmel [2004]). Aus ethischen Griinden ist ein 3-armiges Studiendesign allerdings nicht
bei allen Krankheiten geeignet, insbesondere wenn die Schwere der Krankheit den Einsatz
von Placebo ausschliefst. Jedoch wird es fiir einige Indikationen wie z.B. die Behandlung
von Depression besonders empfohlen (vgl. Rohmel et al. [2005]). Um zu demonstrieren,
dass die Studie die Fahigkeit besitzt zwischen wirksamen und unwirksamen Therapien zu
unterscheiden (diese Eigenschaft wird assay sensitivity genannt, vgl. beispielsweise Snapinn
[2004]), muss im Rahmen der Auswertung der klinischen Studie vorab getestet werden, ob
entweder Standard oder Novum besser als Placebo wirkt. Wenn diese Uberlegenheit al-
lerdings nicht gezeigt werden kann, darf anschliefend nicht mehr auf Nichtunterlegenheit
getestet werden, bzw. ist das Testergebnis irrelevant und das neue Medikament diirfte nicht

auf dem Mark eingefiihrt werden.

Sowohl aus ethischer Sicht (ethische Grundsétze fiir die medizinische Forschung an Men-
schen sind durch die Declaration of Helsinki, WNMA [2008] festgelegt) und Kostengriinden
als auch aus statistischer Sicht ist die Anzahl der an der Studie teilnehmenden Patien-
ten und deren optimale Aufteilung auf die Behandlungsgruppen besonders sorgféltig zu
planen. Einerseits sollen aus den ersten beiden Griinden die Fallzahlen mdoglichst gering
gehalten werden, andererseits sind sie aus dem letzten Grund hinreichend grof festzulegen.
Diese Berechnung erfolgt tiber die asymptotische Giite des zugrundeliegenden Nichtunterle-
genheitstests unter Berticksichtigung von moglichen zuféllig und /oder fest rechtszensierten
Beobachtungen (vgl. Collett [1996], Kapitel 9).

Parametrische Ansétze sind hierzu bereits in der Literatur zu finden. So konnen fiir Studien
unter der Annahme von exponential- (Mielke et al. [2008a]), normal- (Pigeot et al. [2003],
Hasler et al. [2008]), binomial- (Kieser and Friede [2007], Mielke and Munk) oder Poisson-
verteilten (Mielke and Munk) Uberlebenszeiten die erforderlichen Stichprobenumfinge und
deren optimale Aufteilung in die Behandlungsgruppen geplant werden. Kann aber z.B. auf-

grund der Datenlage nicht angenommen werden, dass die unterstellte Verteilungsannahme
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gerechtfertigt ist, diirfen diese Methoden zur Auswertung der Studie nicht herangezogen
werden. Aber auch wenn nach der Datenlage eine gewisse Verteilung wahrscheinlich ist, ist
letztlich nicht bekannt, welche Verteilung tatsachlich zugrunde liegt.

Dieses motiviert uns einen allgemeineren semiparametrischen Ansatz zu entwickeln. Da-
bei stellen wir einen Test im Rahmen des Cox-Proportional-Hazards-Modells (nach Cox
[1972]) vor, der lediglich zueinander proportionale Hazardfunktionen zur Annahme hat
und keine Verteilungsannahme erfordert. Eine Hazardfunktion gibt das Risiko fiir ein Er-
eignis zu einem Zeitpunkt ¢ im Verlauf der Studie an, gegeben, dass die Person bis kurz
vor t noch an der Studie teilnimmt und das Ereignis bis dahin noch nicht eingetreten ist.
Die Bestimmung der erforderlichen Fallzahlen héngt unmittelbar von der erwarteten Lage
der Ereigniszeitpunkte ab. Hier sind im Vorfeld entsprechende Annahmen iiber die Lage
der Ereigniszeitpunkte zu treffen. Einerseits besteht der Anspruch, eine mdoglichst flexible
Verteilung zu wéhlen, mit der wachsende, konstante und auch fallende Hazardfunktionen
dargestellt werden konnen, andererseits ist die Proportionalitdt der Hazardfunktionen zu
gewahrleisten. Die Weibull-Verteilung erfiillt diese Eigenschaften. Insbesondere ist die Ex-
ponentialverteilung ein Spezialfall der Weibull-Verteilung (Form-Parameter 1), die lediglich

konstante Hazardfunktionen abdeckt.

Zur Veranschaulichung der Methoden greifen wir immer wieder auf einen Datensatz einer
Studie der Firma Lilly Deutschland GmbH zuriick, in der der Verlauf einer Depression bei
depressiven Patienten untersucht wurde. Dort wurde ein Medikament mit einem am Markt
befindlichen Standardmedikament und einem Placebo in einer doppelblinden, randomisier-

ten Studie verglichen.

1.2 Inhaltsangabe

Die Arbeit ist in 9 Kapitel aufgeteilt. In Kapitel 2 geben wir die wesentlichen Grundlagen
aus der Uberlebenszeitanalyse an. Mittels Hazardfunktionen im Cox-Proportional-Hazards-
Modell untersuchen wir den Einfluss zwischen den Behandlungen und der Zeit, die vergeht,
bis das Zielereignis eintritt. Die Hazardfunktionen fiir jede Behandlungsgruppe sind gege-
ben durch

t) fiir Patienten aus der Placebogruppe,
) p(t) - efs  fiir Patienten aus der Standardgruppe,

=h
hy(t):= hp(t) - e~ fiir Patienten aus der Novumgruppe,
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wobei fg, By die unbekannten zu schitzenden Regressionskoeffizienten sind, die den Ein-
fluss der Behandlungsgruppen auf die Ereigniszeit reprasentieren.

Kapitel 3 behandelt, wie die Modellparameter (s, Sy aus den Daten geschéitzt werden,
ohne dass die Form der Baseline-Hazardfunktion hp bekannt ist. Da keine spezielle Form
fiir hp gewédhlt wird, kann nicht die Maximum-Likelihood-Methode zur Schétzung von
Bs und [y verwendet werden. Als Schatzmethode wird deshalb die Partial-Maximum-
Likelihood-Methode verwendet, die sich allerdings aus der Maximum-Likelihood-Methode
ableiten lasst. Wir werden sehen, dass der Partial-Maximum-Likelihood-Schétzer in unse-
rem Modell konsistent und unter geeigneten Regularitiatsbedingungen asymptotisch nor-
malverteilt ist. Insbesondere geben wir die asymptotische Kovarianzmatrix des Partial-
Maximum-Likelihood-Schétzers an. Die einzelnen Elemente dieser Matrix kénnen jedoch
nicht explizit berechnet werden, so dass wir fiir hinreichend groffe Stichprobenumfinge
hierfiir eine Approximation angeben. Diese Approximation spielt im weiteren Verlauf der
Arbeit eine zentrale Rolle, da sie eine Grundlage fiir die Fallzahlplanung darstellt. Bevor
wir uns mit der Fallzahlplanung beschéftigen, muss zunéchst ein Testverfahren entwickelt
werden.

In Kapitel 4 stellen wir ein semiparametrisches Testverfahren vor, das aus einem Uberlegen-
heits- und einem Nichtunterlegenheitstest besteht und auf der Partial-Maximum-Likelihood-
Methode beruht. Das erste Testverfahren ist bereits aus der Literatur bekannt (vgl. bei-
spielsweise Bernardo and Harrington [2001]) und dient dazu, die assay sensitivity der Stu-
die zu demonstrieren. Fiir das zweite Testproblem entwickeln wir eine Teststatistik, die auf
der Partial-Maximum-Likelihood-Methode beruht und zeigen, dass sie asymptotisch nor-
malverteilt ist. Aukerdem untersuchen wir durch Monte-Carlo-Simulationen, ab welchem
endlichen Stichprobenumfang bereits eine Normalverteilung angenommen werden kann.

Insgesamt betrachten wir dann die folgende Hypothese
Ho: HY U HY" = {B8; <0} U {8y < A - s}

mit wahlweise entweder 7 = S oder j = N; welche Hypothese dabei konkret gew#hlt
wird, ist a priori festzulegen. In der Nichtunterlegenheitsgrenze A € (0, 1) ist die klinisch
irrelevante Unterlegenheit zwischen N und S quantifiziert. Aufgrund der hierarchischen
Struktur dieses Testproblems wird Hy zum Niveau a abgelehnt, falls sowohl Hg i als
auch H" zum Niveau a abgelehnt werden kénnen.

In Kapitel 5 und 6 behandeln wir die Fallzahlplanung. Zunéchst stellen wir in Kapitel 5
das allgemeine Vorgehen vor. Die Fallzahlplanung geschieht in dem Sinn, dass bei vorgege-
benen Parameterwahlen fiir das Niveau, die Nichtunterlegenheitsgrenze, Annahmen iiber

die Wirkung der Medikamente zueinander und Annahmen {iber die Anteile an zensierten
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Beobachtungen, der Stichprobenumfang gerade so gewihlt wird, dass unter der Alternative
Bs = By # 0 eine gewiinschte Giite des Nichtunterlegenheitstests erreicht wird.

In Kapitel 6 wird schliefslich ein Algorithmus entwickelt, der es ermdoglicht, fiir unser Modell
mit Berticksichtigung von moglichen zensierten Beobachtungen und unter Einbeziehung
der Ergebnisse der vorangegangenen Kapitel, geeignete Fallzahlen insgesamt und deren
optimale Aufteilung in die Behandlungsgruppen numerisch zu bestimmen. Simulationen
bestétigen, dass unter dieser Alternative die simulierte Giite des Tests fiir Hy nur unwe-
sentlich kleiner ist als die fiir H)'*. Somit reicht es aus, die Fallzahlplanung basierend auf
dem Nichtunterlegenheitstest durchzufiihren. Auferdem untersuchen wir die Robustheit
des Nichtunterlegenheitstests in Bezug auf das Einhalten des Niveaus und das Erreichen
der Giite, wenn die Annahme der proportionalen Hazardfunktionen verletzt ist.

Wie sich unser Modell zu einem bestehenden parametrischen Modell verhélt, wird in Kapi-
tel 7 untersucht. Dazu wird das Verfahren von Mielke et al. [2008a], das fiir exponentialver-
teilte Uberlebenszeiten entwickelt wurde, also auch von proportionalen Hazardfunktionen
ausgeht, gewadhlt. Zunéchst vergleichen wir unter der Annahme von exponentialverteil-
ten Daten die Fallzahlen beider Methoden und werden sehen, dass die ermittelten Zahlen
kaum voneinander abweichen. Theoretische Berechnungen der relativen asymptotischen
Effizienz des semiparametrischen beziiglich des parametrischen Schétzers haben gezeigt,
dass diese nahe 1 ist. Anschliefend untersuchen wir, wie sich das parametrische Verfahren
verhélt, wenn die Daten Weibull-verteilt sind mit Form-Parameter 19 # 1. Dort werden
wir feststellen, dass das parametrische Verfahren nicht robust beziiglich der Verletzung
der Verteilungsannahme ist, wihrend unsere Methode weiterhin das Niveau hélt und die
gewiinschte Giite gut erzielt und das sogar, obwohl wir die Fallzahlen von Mielke et al.
[2008a] zugrunde gelegt haben.

In Kapitel 8 geben wir Hinweise auf moglichen Modellerweiterungen. Konkret betrachten
wir variable Nachbeobachtungszeiten der Patienten und berticksichtigen zuséatzliche Kova-
riablen.

Abschliefsend folgt in Kapitel 9 eine Zusammenfassung und Diskussion der Ergebnisse dieser

Arbeit.
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2 Modell

2.1 Einfiihrung in die Uberlebenszeitanalyse

Um die Wirkung eines neuen Medikamentes zu testen, soll dieses mit der Wirkung eines
bereits am Markt befindlichen Standardmedikamentes sowie eines Placebos im Rahmen
einer klinischen Studie verglichen werden. Vor der Durchfiithrung der Studie sind die Dauer
der Studie und die Anzahl der an ihr teilnehmenden Patienten pro Gruppe festzulegen.
Weil die Personenanzahl grofen Einfluss auf die Aussagekraft der Studie und die mit der
Studie verbundenen Kosten besitzt, ist ihre sorgfiltige Planung von grofter Bedeutung.
Doch nicht nur aus Kostengriinden, sondern auch aus ethischer Sicht ist ein unnotig grofser
Stichprobenumfang zu vermeiden. Werden hingegen zu wenig Patienten betrachtet, so kann
es sein, dass zu wenig Informationen in den Daten enthalten sind, um ein signifikantes
Ergebnis zu erhalten. Dadurch kann es passieren, dass das Studienziel nicht erreicht wird.
Aus diesem Interessenkonflikt ergibt sich in Bezug auf die Fallzahlen also die Fragestellung:
Wie viele Patienten miissen in welcher Behandlungsgruppe insgesamt beobachtet werden,

um mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit ein signifikantes Ergebnis nachzuweisen?

B: sei der Beobachtungszeitraum, in dem die Personen in der Studie beobachtet werden.
Die maximale Verweildauer jedes Patienten in der Studie betragt b € R~o Zeitein-
heiten, also gilt B := [0, b].

n: sei die Anzahl der Personen, die insgesamt an der Studie teilnehmen. Die Personen

seien voneinander unabhangig.
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Ebenfalls vor der Durchfiihrung der Studie teilen wir die Patienten in drei Gruppen ein,
die sich durch die jeweils verabreichte Medikation unterscheiden: Personen aus Gruppe 1
bekommen das Standardmedikament (5), aus Gruppe 2 das Novum (N) - die neu entwi-
ckelte Therapie - und aus Gruppe 3 das Placebo (P). Die Gruppengrofen bezeichnen wir
wie folgt:

ny: sei die Anzahl der Personen in Gruppe k, wobei k = S, N, P.

Es gilt also n = ng + ny + np, wobei die n; verschieden sein kénnen.

wg: = "/n € (0,1) bezeichne den Anteil der Personen aus Gruppe k = S, N, P an der

gesamten Personenanzahl.

Als Kriterium zur Beurteilung der Wirksamkeit einer Medikation werten wir Zeiten bis
zum Auftreten eines Zielereignisses aus. Die dafiir notwendige Notation stellen wir nun
vor. Im Folgenden sei stets i € {1,...,n}, k=S, N, P und t € B.

T;: sei eine stetige, nichtnegative Zufallsvariable, die die Uberlebenszeit von Person i
beschreibt. Fiir diese Zufallsvariable fordern wir P(7; > b) > 0. Auferdem seien die
Zufallsvariablen T, ..., T, unabhangig.

L: sei die Anzahl der Personen, bei denen im Verlauf der Studie das Zielereignis eintritt.
Es gilt L < n.

Ty sei die I-te Ordnungsstatistik der Stichprobe {7;}. Wir nehmen an, dass pro Zeit-
punkt stets nur ein Ereignis eintritt. In diesem Fall sagt man, dass keine Bindungen

vorliegen.
t;: sei fiir [ € {1,..., L} die Realisierung der Zufallsvariable 7{;).

Fy: sei die Verteilungsfunktion der Uberlebenszeit einer beliebigen Person aus Gruppe k.
Wir nehmen an, dass die Verteilung der Uberlebenszeit innerhalb jeder Behandlungs-

gruppe gleich ist.

fu: sei die Dichtefunktion der Uberlebenszeit einer beliebigen Person aus Gruppe k. Es
gelte fr(t) > 0 fiir alle t € B.

Da in der Regel wahrend der Studie nicht bei allen Patienten das Zielereignis beobachtet
wird, ist die exakte Uberlebenszeit oft unbekannt. Man spricht in diesem Fall von einer
zensierten Uberlebenszeit (vgl. z.B. Klein and Moeschberger [2005], Kapitel 3). Speziell

spricht man von einer zufdlligen Rechtszensierung, wenn die Beobachtung eines Patienten
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innerhalb des Beobachtungszeitraumes aus einem Grund abgebrochen wird, den der Be-
obachtende nicht beeinflussen kann. Griinde dafiir sind zum Beispiel, dass der Patient in
eine andere Stadt zieht, die weitere Teilnahme verweigert oder durch einen Unfall verstirbt,
wobei der Grund des Ausscheidens nicht mit der Therapie in Zusammenhang zu bringen
ist. Ein anderer Spezialfall der Rechtszensierung ist die feste Rechtszensierung: Da der
Beobachtungszeitraum in der Praxis begrenzt ist, kann es sein, dass das Zielereignis einer
Person erst nach dem Ende des Beobachtungszeitraumes eintritt. Fiir diese Personen ist der
Endzeitpunkt das Studienende. Da die beobachteten zensierten Uberlebenszeiten ebenfalls

Informationen beisteuern, sollen sie auch in unserem Modell mit beriicksichtigt werden.

U;: sei eine stetige, nichtnegative Zufallsvariable, die die zufdllige Rechtszensierungszeit
von Person i beschreibt. Es gelte P(U; > b) > 0. Die Zufallsvariablen Uy, ..., U, seien

unabhéngig. Fiir festes ¢ seien 7T; und U; unabhéingig.

Fy,: sei die Verteilungsfunktion der zufilligen Rechtszensierungszeit. Wir nehmen an, dass

die Verteilung dieser Zensierungszeiten aller Personen gleich ist.

Die Wahrscheinlichkeit fiir eine fest bzw. zufillig rechtszensierte Beobachtung sei fiir jede

Gruppe folgendermafen bezeichnet:

P = P(b < Ty,b < Uy) € (0,1) sei die Wahrscheinlichkeit fiir eine fest rechtszensierte

Beobachtung einer Person aus Gruppe k.

pbr = P(U, < Ty, Uy < b) € (0,1) sei die Wahrscheinlichkeit fiir eine zufillig rechtszen-

sierte Beobachtung einer Person aus Gruppe k.

U;: = min{U;, b} sei die Zensierungszeit von Person i.

1: bei Person i tritt wihrend der Studie das Zielereignis ein

5@': =1 T.<UY —
{Ti<Ui} 0 : Person i ist zensiert

bezeichnet den Zensierungsindikator von Person 1.

Die beobachteten Daten bestehen fiir jede Person i aus dem Paar (min{T}, U;},d;).
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Nachdem wir nun die grundlegende Notation eingefiihrt haben, fithren wir zwei wichtige
Groken aus der Uberlebenszeitanalyse ein, mit Hilfe derer Aussagen iiber die Wirkung der
Therapien getroffen werden kénnen. Weitere Grundlagen aus der Uberlebenszeitanalyse

sind beispielsweise in Therneau and Grambsch [2001] zu finden.

Um den Einfluss von Behandlungsmethoden auf die Zeit, die vergeht, bis das Zielereignis
eintritt zu untersuchen, betrachten wir das Risiko fiir das Eintreten eines Ereignisses zum
Zeitpunkt ¢, gegeben, dass die Person bis kurz vor ¢ noch an der Studie teilnimmt und
das Ereignis bis dahin noch nicht eingetreten ist. Dies kann mittels der Hazardfunktion

ausgedriickt werden.

Definition 2.1 (Hazardfunktion, Hazard Quotient)

Die Funktion, die fiir jeden Zeitpunkt ¢ des Beobachtungszeitraumes fiir den beobachteten
Patienten 7 das momentane Ereignisrisiko angibt, gegeben, dass die Person bis zur Zeit
t iiberlebt hat, wird Hazardfunktion beziiglich der Uberlebenszeit T; genannt und mit E

bezeichnet. In Formeln:

~ P(T, T >
() = lim (T; € [t,t + db)|T; > t)
dtlo dt

Unterscheiden sich zwei Hazardfunktionen im gesamten Zeitverlauf nur durch einen kon-
stanten Faktor, ist ihr Quotient also konstant, so nennt man sie proportionale Hazardfunk-
tionen; ihr konstanter Quotient heift Hazard Quotient (—:HQ).

Ein konstanter Hazard Quotient bedeutet, dass das Verhéltnis der Therapieeffekte, ge-
messen mittels Hazardfunktionen, gleichméfig tiber die Zeit besteht. In unserem Modell
wollen wir hiervon ausgehen und den Einfluss der Behandlungen mittels Hazard Quotienten
ausdriicken.

Rothmann et al. [2001] nennen Griinde, die den Ansatz unterstiitzen Testverfahren basie-

rend auf Hazard Quotienten zu entwickeln:
e _a hazard ratio seems to be less population dependent than the absolute difference”,

e .in the case of oncology, the hazard ratio is the usual way of comparing treatments

with respect to time to event (time to progression in survival)®,

e the proportional hazards assumption is regarded as reasonable (approximately hold-

ing)“.
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Wir betrachten die Hazardfunktionen im Cox-Proportional-Hazards-Modell (kurz Cox-Mo-
dell, vgl. Cox [1972] und Cox [1975]). Dieses Modell berticksichtigt die Annahme, dass der
Quotient zweier Hazardfunktionen iiber die komplette Studiendauer konstant ist und auch
Informationen aus zensierten Beobachtungen nicht verloren gehen. Bei dem Cox-Modell
handelt es sich um ein Regressionsmodell fiir zensierte Daten, bei dem angenommen wird,
dass die Hazardfunktion beziiglich der Uberlebenszeit T; von Person ¢ mit der Kovariablen

Z; von folgender Form ist:

P(T; T >t Z

— . B Zi
i - ho(t) - P2, (2.1)

Mit Hilfe des Cox-Modells lasst sich der Einfluss von erkldrenden Variablen Z; auf die

Uberlebenszeit untersuchen, wobei die auftretenden Variablen wie folgt definiert sind:

Ziw = (Zis, Z; N)T sei der Kovariablenvektor, der die Information welcher Therapiegruppe

der jeweilige Patient ¢ angehort, beinhaltet:

1 : Person ¢ nimmt S 1 : Person 7 nimmt N
Zig 1= ZiN = (22)
0 : sonst 0 : sonst.

Somit lautet der Kovariablenvektor

(1, O)T : falls Person ¢ aus der Standardgruppe stammt,
Zi =1 (0, 1)T : falls Person ¢ aus der Novumgruppe stammt und,
(0, O)T . falls Person i aus der Placebogruppe stammt.

Der Wert des Kovariablenvektors ist also fiir jeden Patienten wahrend der gesamten

Studiendauer konstant.

B: = (Bs, Bn) € R? sei der unbekannte und zu schiitzende Vektor der Regressionskoeffi-

zienten, der den Einfluss des Kovariablenvektors Z; auf die Ereigniszeit reprasentiert.

ho: bezeichne die Hazardfunktion der Personen aus der Referenzgruppe. Sie wird Baseline-
Hazardfunktion genannt. In unserem Fall entspricht die Baseline-Hazardfunktion der
Hazardfunktion unter Placebo und wird mit hp bezeichnet. Da wir den Quotienten
von Hazardfunktionen betrachten, konnen wir somit (wie wir spéter sehen werden)
ho unspezifiziert lassen. In diesem Fall sprechen wir von einem semiparametrischen

Ansatz.
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Im Cox-Modell haben unsere Hazardfunktionen fiir jede Person ¢ die folgende Form:
hi(t) = hp(t) - ePsZisthn-Zin (2.3)

Die Hazardfunktionen fiir jede Behandlungsgruppe sind speziell fiir unser Setting gegeben

durch

hp(t) fiir Patienten aus der Placebogruppe,
hs(t):= hp(t) - €’s fiir Patienten aus der Standardgruppe und
hy(t):= hp(t) - e~ fiir Patienten aus der Novumgruppe.

Im Regressionsvektor [ ist die Information iiber das Therapieverhéltnis enthalten, denn

Bs = log (hS(t>> & HQ(S,P):= hs (t) =ePs,

hP(t) hp(t)
(2.4)
Bn = log (ZZ—EQ) & HQ(N,P):= ZZ((Q — Py

Der Wert von Sy kann folgendermafen interpretiert werden (analoges gilt fiir fg):

e Ist By =0, also Z’; ((2)) = 1, so unterscheiden sich das neue Medikament und Placebo

nicht in ihrer Wirkung in Hinblick auf das Zielereignis.

e Ist By <0, also ZIIZ ((g < 1, so ist das momentane Ereignisrisiko unter Novum kleiner

als unter Placebo.

hn (t)
hp(t)
als unter Placebo.

e Ist By > 0, also > 1, so ist das momentane Ereignisrisiko unter Novum grofser

Ist das Ereignis z.B. der Tod, so soll die Zeit bis zum Eintritt des Ereignisses moglichst
lang sein, d.h. je kleiner die Werte der Hazardfunktion sind, desto besser ist die Therapie.
Hier wére also Sy < 0 wiinschenswert.

Ist das Ereignis z.B. das Nachlassen eines Schmerzes oder der Riickgang einer Depression,
so soll die Zeit bis zum Eintritt dieses Ereignisses moglichst kurz sein, d.h. je grofser die
Werte der Hazardfunktion sind, desto besser ist die Therapie. Hier wéare also Sy > 0

winschenswert.
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Die folgende Funktion stellt eine wichtige Gréfe in der Uberlebenszeitanalyse dar, die in

direkter Beziehung zur Hazardfunktion steht.

Bemerkung 2.2 (Uberlebenszeitfunktion)
Die Funktion S;(t) := S(t|Z;) := 1 — Fy(t) = P(T} > t|Z;) € [0, 1] heifst Uberlebenszeitfunk-

tion von Person ¢. Sie gibt die Wahrscheinlichkeit an, bis ¢ oder ldnger als ¢ zu iiberleben.

S; ist eine monoton fallende Funktion mit S;(0) = 1 und lim, ., S;(x) = 0.

Es gilt folgende Beziehung:

Sit) = e Bmtn s, = 20,

Die Uberlebenszeitfunktion kann durch die Kaplan-Meier Kurve geschétzt werden. Hierbei

handelt es sich um ein nichtparametrisches Verfahren.

Definition 2.3 (Kaplan-Meier Schitzer)

Seien t() <ty < ... < ) die r < L beobachteten unterschiedlichen nach der Gréfe
geordneten Ereigniszeitpunkte. Auferdem sei t() der Zeitpunkt des Studienanfangs und
tir41) = b der Zeitpunkt des Studienendes. Fiir j € {1,...,r} sei mit d; die Anzahl der
Ereignisse zum Zeitpunkt ;) und mit e; die Anzahl der Patienten, von denen bekannt
ist, dass bei ihnen bis kurz vor dem Zeitpunkt ¢(;) das Zielereignis noch nicht eingetreten
ist, bezeichnet. Der Kaplan-Meier Schitzer der Uberlebenszeitfunktion ist folgendermafen
definiert:

Hk ej_jdj it e [t(k),t(k+1)) mit 1 <k <r
1 < t(l)
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Depressionsstudie

Uns liegt ein Datensatz einer Studie der Firma Lilly vor, in der der Verlauf einer De-
pression bei depressiven Patienten untersucht wurde. Typischerweise setzt die Wirkung
eines Antidepressivums erst zwei Wochen nach der ersten Einnahme ein. Bis die Wirkung
einsetzt, bleiben die Patienten also weiterhin depressiv. Das primére Ziel der vorliegen-
den Studie war, den Zeitpunkt der antidepressiven Wirkung von einem Novum mit einem
Standardpréparat und einem Placebo innerhalb der ersten beiden Wochen nach Einnahme
miteinander zu vergleichen. Sekundére Ziele waren Aussagen iiber die Wirkung der The-
rapien basierend auf dem Fragebogen Hamilton Depression Rating Scale (17 Item Version,
kurz HAMD,7) wiahrend der gesamten 10-wochigen Studienzeit zu treffen. Um diesen Wert,
der ein Mak fiir die Schwere der Depression darstellt, zu erhalten, beantwortete jeder Pati-
ent wihrend der Studie zu 9 verschiedenen Zeitpunkten 17 Fragen (dies geschah die ersten
7 mal im Abstand von einer Woche, dann 2 mal im zwei wochentlichen Abstand). Falls der
HAMD;;-Wert unter 7 ist, wird die Person als nicht depressiv eingestuft (hierbei handelt
es sich um einen klinisch relevanten Endpunkt, vgl. Montgomery [1994]). Wir wollen fiir
unsere Analyse alle uns zur Verfiigung stehenden Daten verwenden und betrachten somit
das sekundére Studienziel.

Wir werden diese Depressionsstudie an dieser und auch spéateren Stellen immer wieder zur
Veranschaulichung der Methoden heranziehen. Dann haben wir es mit Depressionsstudie
(Fortsetzung) bezeichnet.

Insgesamt liegen Daten von 664 Patienten vor. Davon erhielten 267 Patienten Standard,
262 Patienten Novum und 135 Patienten Placebo. Nach den 10 Wochen ist davon bei
311 Patienten das Zielereignis (Remission) eingetreten. Bei den anderen Personen handelt
es sich um rechtszensierte Beobachtungen. Der Zensierungsanteil in der Gruppe, die das
Standard eingenommen hat, betragt 54%, in der die Novum nahm 49% und in der Place-

bogruppe 59%.

Um die vorhandenen Daten graphisch zu veranschaulichen, haben wir in Abbildung 2.1 fiir
jede Behandlungsgruppe die nach der Kaplan-Meier Methode geschitzten Uberlebenszeit-

funktionen gezeichnet. Die Zensierungszeitpunkte sind durch Kreuze markiert.
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Abbildung 2.1: Nach der Kaplan-Meier Methode geschiitzte Uberlebenszeitfunktionen der

drei Medikamentengruppen aus der Depressionsstudie.

Man sieht, dass die geschiitzte Uberlebenszeitfunktion der Novumgruppe ab Tag 14 stets
unterhalb der geschiitzten Uberlebenszeitfunktion der Standard- und der Placebogruppe
verlauft. Konnen wir annehmen, dass das neue Medikament eine Alternative zum Stan-
dardmedikament darstellt, oder ist die Abweichung rein zufélliger Natur und lasst keine
signifikante Aussage zu? Dies wollen wir im weiteren Verlauf der Arbeit untersuchen und

hierauf eine Antwort geben.
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2.2 Uberlebenszeitanalyse bei Weibull-verteilten

Uberlebenszeiten

Die Lage der Ereigniszeitpunkte soll durch eine mdoglichst allgemein gefasste Familie von
Verteilungsfunktionen beschrieben werden, deren Hazardfunktionen proportional zueinan-
der sind. Wir zeigen, dass die Familie der Weibull-Verteilungen diese Eigenschaft fiir uns
in geeigneter Weise erfiillt. Weibull-Verteilungen werden durch einen Skalen-Parameter
A € R.p und einen Form-Parameter ¥ € R.o charakterisiert; z.B. ergibt der Form-

Parameter 1 die Exponentialverteilung.

Die Dichte, Verteilungs- und Hazardfunktion von T; ~ Wb(\;, ;) sind gegeben durch:
filt) = N0ttt e N
Fi(t) = 1—e",

hi(t) = N0tV

Folgen die Uberlebenszeiten von Patienten jeder Therapiegruppe einer Weibull-Verteilung
mit jeweils gleichem Form-Parameter 9; = 9 fiir alle 7 und beliebigem Skalen-Parameter \;,
so sind die Hazardfunktionen von Personen aus verschiedenen Therapiegruppen proportio-
nal zueinander. Betrachten wir ndmlich den Quotienten zweier Hazardfunktionen A; und
h; mit i,5 € {1,...,n} und i # j, so sieht man die Proportionalitét der Hazardfunktionen
leicht:

hi(t)  XNot'=t N

h](t) N )\jﬂtﬂfl N )\_]

Um einen Eindruck iber den Formenreichtum von Hazardfunktionen bei Weibull-verteilten
Uberlebenszeiten zu bekommen, sind in Abbildung 2.2 Hazardfunktionen fiir verschiedene

Skalen- und Form-Parameter abgebildet.
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Abbildung 2.2: Hazardfunktionen bei Weibull-verteilten Uberlebenszeiten mit Skalen-
Parameter A € {1, 1,25, 1.5, 3} fiir verschiedene Form-Parameter.

In jeder der fiinf Abbildungen sind die Form-Parameter jeweils geméf Uberschrift gleich
gewahlt, so dass die Hazardfunktionen pro Abbildung proportional zueinander sind. Fiir
einen festen Form-Parameter gilt fiir festes ¢ folgendes: je kleiner der Skalen-Parameter
ist, desto geringer ist das momentane Ereignisrisiko. Wir stellen fest, dass durch geeignete
Wahl der Form-Parameter viele Typen von Hazardfunktionen dargestellt werden kénnen,

namlich:

1. Streng monoton fallende Hazardfunktion (vgl. Abbildung 2.2 Form-Parameter 0,5)
Wird der Form-Parameter aus dem Intervall (0, 1) gewahlt, so fillt das momentane Ereig-
nisrisiko mit zunehmendem ¢ zunéchst schnell und dann immer langsamer. Beispielsweise
konnte so der Verlauf des Todesrisikos bei Personen nach einer Operation aussehen. Da das
Risiko an den Folgen einer Operation zu versterben gewochnlicherweise geringer wird, je lan-
ger die Operation zuriickliegt, wird hier mit einer immer schwécher fallenden Ereignisrate
gerechnet (nach Kleinbaum [1999], Kapitel 1).
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2. Konstante Hazardfunktion (vgl. Abbildung 2.2 Form-Parameter 1)
Betridgt der Form-Parameter 1, so ist das Ereignisrisiko wiahrend der Studiendauer kon-
stant. Beispielsweise konnen hierdurch Risikoverlaufe bei Krankheiten modelliert werden,

bei denen das Ereignis zu jedem Zeitpunkt mit der gleichen Intensitit eintritt.

3. Streng monoton wachsende Hazardfunktion

Hier unterteilen wir in drei Typen:

e Fiir einen Form-Parameter zwischen 1 und 2 wichst das Ereignisrisiko im Studienver-
lauf zunéchst schnell und dann immer langsamer (vgl. Abbildung 2.2 Form-Parameter
1,5).

e Wihlt man 2 als Form-Parameter, so sind die resultierenden Hazardfunktionen linear
(vgl. Abbildung 2.2 Form-Parameter 2).

e Ist der Form-Parameter groffer als 2, wichst das Ereignisrisiko im Studienverlauf
zunéchst langsam und dann immer schneller (vgl. Abbildung 2.2 Form-Parameter
2,5).

Soll die Zeit bis zum Eintreten des Todes untersucht werden, so wére beispielsweise ein
wachsendes Ereignisrisiko bei an Krebs erkrankten Patienten zu erwarten, die kaum oder
gar nicht auf die Behandlung ansprechen. Hier steigt aufgrund der fortschreitenden Krank-

heit das Todesfallrisiko im Laufe der Zeit immer weiter an (nach Kleinbaum [1999], Kapitel

1).

Somit kénnen durch die Weibull-Verteilung in der Tat viele mogliche Fallgestaltungen
abgedeckt werden, bei stets proportionalen Hazardfunktionen. Im Folgenden werden wir
die drei Haupttypen von Hazardfunktionen untersuchen und dazu die Form-Parameter

¥ €{0,5;1;1,5} betrachten.

Depressionsstudie (Fortsetzung)

Fiir unseren Datensatz wollen wir nun iiberpriifen, ob die Daten der Gruppen als Weibull-
verteilt mit einem gemeinsamen Form-Parameter angenommen werden kénnen und so-
mit proportionale Hazardfunktionen vorliegen. Dafiir passen wir an die Daten Weibull-
Verteilungen mit verschiedenen Form-Parametern pro Gruppe (Modell 1) bzw. mit demsel-
ben Form-Parameter fiir alle Gruppen (Modell 2) an. Die Parameter der Weibull-Verteilun-
gen schitzen wir mit der Maximum-Likelihood-Methode. Schliefslich vergleichen wir beide

Modelle miteinander.
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Modell 1: Zunéchst passen wir an die Daten jeder Behandlungsgruppe eine Weibull-

Verteilung an und erhalten folgende Schétzer fiir die Parameter der Weibull-Verteilungen:
A1 =0,00361, gy = 1312,
Avi=0,00515, Uy =1279,
Ap1=0,00543,  9p; =1,189.

Modell 2: Jetzt passen wir Weibull-Verteilungen an die Daten an, diesmal aber unter
der Annahme, dass die Form-Parameter der Behandlungsgruppen tibereinstimmen. Die aus

den Daten geschatzten Parameter lauten nun:
As2 = 0,00418, Ayo = 0,00525, Apy = 0,00391 und U, = 1,2743.

Um die Giite der Anpassung an die Daten beurteilen zu konnen, betrachten wir P-Plots.
Dabei gehoren die griinen Kreuze zu Modell 1 und die roten Kreise zu Modell 2. In Abbil-
dung 2.3 ist fiir die Novumgruppe der P-Plot gezeichnet.

Novum

0.6 — ®
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0.4 —

0:2— @g ﬁ
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b

I T T T T T I
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Theoretische Wahrscheinlichkeit

0.0

Empirische Wahrscheinlichkeit

Abbildung 2.3: P-Plot fiir Modell 1 griine Kreuze, Modell 2 rote Kreise

Die roten Kreise liegen ziemlich genau auf den griinen Kreuzen. Die Anpassungen beider
Modelle sind hier somit gleich gut. Insgesamt weichen die Kreuze und Kreise nur schwach
von der Ursprungsgeraden mit Steigung 1 ab. Daher kénnen wir die Daten der Novum-

gruppe jeweils als Weibull-verteilt mit den oben angegebenen Parametern annehmen. In
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Abbildung 2.4 sind fiir die Standard- und Placebogruppe die P-Plots gezeichnet.
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Abbildung 2.4: P-Plots fiir Modell 1 griine Kreuze, Modell 2 rote Kreise

Kreuze und Kreise liegen auch hier jeweils nah beieinander. Fiir die Standardgruppe lie-
gen die Kreise etwas ndher an der Ursprungsgeraden mit Steigung 1 als die Kreuze. Fiir
die Placebogruppe sind die grofsten Abweichungen zwischen Kreuzen zu Kreisen zu beob-
achten. Hier liegen mal die Kreuze und mal die Kreise ndher an der Ursprungsgeraden.
Allerdings weichen die Kreise und Kreuze jeweils nur schwach von der Ursprungsgeraden
mit Steigung 1 ab. Daher konnen wir die Daten in allen Féllen als Weibull-verteilt mit den
oben angegebenen Parametern annehmen. Dies lasst bereits vermuten, dass beide Modelle

gleichwertig sind und wird nun noch mit einem Test untersucht.

Vergleich der beiden Modelle mittels Likelihood-Quotienten-Test

Sei © := {(As, An, Ap, Us, On, Up) : Ag, An, Ap, s, On,Up € Rog} der Parameterraum und
O :={(As, An, Ap, Vs, N, Up) : A, An, Ap,Us = Oy = Ip € Rog} der Hypothesenraum.
Mit Zj sei der maximale Wert der Likelihoodfunktion von Modell j bezeichnet, j = 1, 2.
Die beiden Modelle kénnen nun im Rahmen des Likelihood-Quotienten-Tests anhand ihrer
Werte von Zj miteinander verglichen werden. Als Niveau wahlen wir 5%.

Um die Hypothese Hj : 6§ € Oq zu testen, verwenden wir die Teststatistik

T:= —QIOgE =2 (log Zl —log E2> L X?lim@—dim@o = X%-
n—oo
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Da in Modell 1 mehr Parameter enthalten sind als in Modell 2, ist Zl grofer als Zg. Wir
wollen nun untersuchen, ob es ausreicht Modell 2 mit der geringeren Anzahl an Parame-
tern zu verwenden. Fiir den Datensatz ist T = 0,5. Der zu diesem Wert der Teststatistik
gehorende p-Wert betriagt 77,9%. Daher kann die Hypothese zum 5% Niveau nicht verwor-
fen werden. Insgesamt konnen wir also die beiden Modelle als gleichwertig ansehen und
ziehen das Modell 2 dem Modell 1 vor. Somit ist die Annahme gerechtfertigt, dass die an
die Daten angepassten Weibull-Verteilungen denselben Form-Parameter besitzen und die

resultierenden Hazardfunktionen proportional zueinander sind.

In Abbildung 2.5 sind die Kaplan-Meier Kurven zusammen mit Uberlebenszeitkurven von
Weibull-Verteilungen mit den oben angegebenen geschatzten Parametern aus Modell 2

eingetragen.
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Abbildung 2.5: Aus den Daten geschitzte Kaplan-Meier Kurven (Treppenfunktionen) und
mit Modell 2 angepasste Weibull-Verteilungen (——).

—

Die aus den Daten geschétzten Hazard Quotienten lauten: HQ(S, P) = §S—2 = 1,07 und
P,2

HQ(N,P) = §N*2 = 1,34.

P2
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2.3 Zihlprozesse in der Uberlebenszeitanalyse

Die theoretische Grundlage fiir das Cox-Modell basiert auf dem Konzept der Zahlprozesse.
Dies ist naheliegend, da Modelle in der Uberlebenszeitanalyse typischerweise fiir Daten
entwickelt werden, die die Anzahl von verschiedenen Ereignissen zéhlen. Die Grundlagen
hierfiir stellen wir im néchsten Abschnitt vor. Im Folgenden fiihren wir die wesentlichen
Begriffe ein, so dass wir unser Modell mit Hilfe von stochastischen Prozessen formulieren
konnen. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung verweisen wir auf Andersen et al. [1993] oder

auch Fleming and Harrington [2005].

Unerléasslich ist dabei zunéchst der Begriff der Filtration, um die zu verschiedenen Zeit-

punkten verfiighare Information darzustellen.

Definition 2.4 (Filtration) [vgl. Def. 1.2.4 Fleming and Harrington, 2005, S.17|

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {JF; : t € B} eine Familie von o-Unteralge-
bren der o-Algebra F. {F, : t € B} heilst Filtration, falls 3 C F; fiir alle s, € B mit s <t
gilt. Sei Ty == 0{(,=0 Tt4n}- Eine Filtration {J; : t € B} heifit rechtsstetig, falls Ty = Ty,
fiir alle t € B gilt.

Definition 2.5 (adaptiert) [vgl. Def. 1.2.5 Fleming and Harrington, 2005, S.18]

Ein stochastischer Prozess {X(t) : t € B} heikt adaptiert an die Filtration {J; : t € B},
falls X (¢) fiir alle t € B ein F;—messbarer Prozess ist.

Gilt F; = 0{X(s);0 < s < t} fiir jedes ¢t € B, so heift {F; : t € B} die von X erzeugte

Filtration.

Offenbar ist ein stochastischer Prozess stets an seine erzeugte Filtration adaptiert. Die
erzeugte Filtration ist die ,kleinste* Filtration, an die ein Prozess adaptiert ist (bei jeder

anderen Filtration besitzen die o-Algebren mehr Elemente).

Als néchstes fiihren wir den Begriff des Zahlprozesses ein und zeigen, dass der folgende

stochastische Prozess ein Zahlprozess ist.

N) 1:T; <t (bei Person i trat Ereignis bis Zeitpunkt ¢ ein)

=1, . ~ —
T;,U; }<t,6;=
fmind Jro=t) 0 : sonst

(2.5)

ist eine Treppenfunktion, die zu dem Zeitpunkt ¢, an dem bei Person ¢ das Zielereignis

eintritt, vom Funktionswert 0 auf 1 springt.



2.3. ZAHLPROZESSE IN DER UBERLEBENSZEITANALYSE 23

Definition 2.6 (Zdhlprozess) [vgl. Def. 1.2.6 Fleming and Harrington, 2005, S.18|

Ein Zdihlprozess ist ein stochastischer Prozess {X (t) : t € B}, der adaptiert an die Filtra-
tion {JF; : t € B} ist, fiir den X(0) = 0 und X(¢) < oo f.s. gilt und dessen Pfade mit
Wahrscheinlichkeit 1 rechtsstetig sowie stiickweise konstant mit Spriingen der Grofe 1 an

den Unstetigkeitsstellen sind.

Nun fiihren wir einen weiteren Prozess ein, um schlieflich alle in der Studie relevanten
Informationen mittels stochastischer Prozesse ausdriicken zu konnen.

Yit) = Lnmogsn

1 : Person ¢ steht kurz vor dem Zeitpunkt ¢ unter Risiko (2.6)
0 : sonst '

In (N;, Y, Z;) sind fiir jede Person i alle relevanten Informationen erfasst (Z; wie in (2.2) de-
finiert). Die durch diese Prozesse erzeugte Filtration sei mit §; bezeichnet und hat folgende

Form:

G¢: Sei G = o{N;(u),Yi(ut),Z; : 0 < uw <t} und sei G, : oflJ;, Gi} die kleinste o-
Algebra, die alle G enthélt fiir 7 € {1,...,n}. Die so definierte Familie {G; : ¢t € B}
ist eine rechtsstetige Filtration [vgl. Theorem 4.2.3 Fleming and Harrington, 2005,

S.135] und sei von nun an fixiert.

Der stochastische Prozess {N;(t) : t € B} ist ein Zahlprozess, denn N; ist adaptiert beziig-
lich G, N;(0) = 0, N;(t) < oo und die Pfade sind rechtsstetig sowie stiickweise konstant
mit Spriingen der Grofe 1 an den Unstetigkeitsstellen.

Durch die Formulierung mittels Zahlprozessen kann das Paar von Zufallsvariablen
(min{7;, [71}, 9;) durch das Tripel (N;,Y;, Z;) ersetzt werden.

Mit diesen Grundlagen sind wir nun in der Lage in Kapitel 3 eine Methode vorzustellen,
mit der die Modell-Parameter [ aus (2.1) geschitzt werden konnen und Aussagen iiber

ihre asymptotischen Eigenschaften anzugeben.






3 Schatzer ftiur die Modell-Parameter
und ihre asymptotischen

Eigenschaften

3.1 Schatzung der Modell-Parameter

Der Regressionsparameter  der Hazardfunktion aus (2.1) ist unter Berticksichtigung aller
bisher getroffener Annahmen aus zensierten Daten zu schétzen, ohne dass die Form der
Baseline-Hazardfunktion hp bekannt ist. Als Schiatzmethode verwenden wir ein Verfahren,

das sich folgendermafsen aus der Maximum-Likelihood-Methode ableiten lasst:

Die Likelihoodfunktion kann in unserem Fall als Produkt zweier Faktoren so umgeformt
werden, dass der erste Faktor alle wesentlichen Informationen, insbesondere den interes-
sierenden Parameter § enthédlt und nicht von hp abhéngt. Der zweite Faktor hingegen
hangt von hp ab und liefert keine substantiellen Informationen zur Schitzung von £ und
wird weggelassen. Die so reduzierte Likelihoodfunktion wird Partial-Likelihoodfunktion ge-
nannt. Die Idee dieser Schéitzmethode wurde von Cox entwickelt (vgl. Cox [1972] und
Cox [1975]). Einzelheiten dazu sind im Anhang A.1 zu finden. In unserem Fall lautet die
Partial-Likelihoodfunktion:

L B2

Lp) = [le——x (3.1)

BZm’
=1 ZWEth e

Ry: = Ry, = {i € {1,...,n} : min{T}, U} > Ty} seifir I € {1,..., L} die Menge aller

Personen, die bis kurz vor Ty unter Risiko stehen.

Die gesuchte Losung B heiflt Partial-Mazximum-Likelihood-Schdtzer, maximiert die log-

Partial-Likelihoodfunktion, kann mittels der Newton-Raphson Iteration ermittelt werden

25
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und ist in Standardsoftware wie R und SAS implementiert.

Im néchsten Abschnitt werden wir Regularitdtsbedingungen angeben, unter denen die
Wahrscheinlichkeit, dass B die eindeutige Losung des Gleichungssystems 9logL(8)/gg = 0
ist, gegen 1 strebt [vgl. Theorem VII.2.1. Andersen et al., 1993, S.497]. Mit Hilfe von
Zahlprozessen und Methoden aus der Martingal-Theorie ist es moglich, asymptotische Ei-
genschaften des Schéitzers des Modellparameters S zu beweisen. Die Grundlage fiir diesen
Ansatz stellt Aalen [1978] bereit. Speziell sehen wir, dass der Partial-Maximum-Likelihood-

Schétzer konsistent und asymptotisch normalverteilt ist.

3.2 Asymptotische Eigenschaften des Schatzers des

Modell-Parameters

Bevor wir Aussagen iiber die Konsistenz und die asymptotische Normalitéit des Partial-
Maximum-Likelihood-Schétzers angeben, fithren wir zunéchst die dafiir notwendigen No-

tationen und Regularitdtsbedingungen ein.

Notation 3.1

-----

.....

t € B setze

1 & .
SO (B,t) = ﬁZm(t)eﬁzz7
=1

I 22 1 _ Z; _
SU(B1) = ) ZiYilt) = gZ( S)Yi(m 2
i=1

=1
AR R (R
st )
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Regularitidtsbedingungen 3.2 [vgl. Fleming and Harrington, 2005, S.289)
(R1) Es existiert b > 0, so dass fob hp(t)dt < oc.

(R2) Weiter sei B eine kompakte Umgebung um ° und s\ fiir j = 0, 1, 2 seien Funktionen,
die auf B x B definiert sind und folgende Eigenschaft besitzen:

sup [|SY)(8,1) — s9 (B, 1) —— 0 fiir j =0,1,2,
telB,BeB n—00

d.h., dass die Folge (S,(Lj )> gleichmifig gegen s\9) konvergiert fiir j = 0, 1, 2.
nelN

(R3) Die Funktionen s fiir j = 0,1,2 seien beschrinkt und es gebe eine Umgebung U
um 0, so dass fiir alle t € U und 8 € B gilt, s(O(3,t) # 0. Die Funktionen s (-, )
fiir j = 0,1, 2 seien fiir t € B gleichgradig stetig in 3°.

(R4) Die wie folgt definierte Matrix sei positiv definit

o [M]5P0%  [sOE 0] sV om0
5000 = | [s@)(ﬁo,t)_ Lw)(m,t)] L«»(@O,w} ]'S()w 1) he(E)dt

Eine Diskussion und Erlduterungen zur Bedeutung dieser Regularitiatsbedingungen geben
Andersen and Gill [1982].

Konsistenz

Satz 3.3 |vgl. Theorem 8.3.1 Fleming and Harrington, 2005, S.297]
Sei 3 € B der Parameter im Cox-Modell und 8° der wahre Wert von 3. Sei B der Partial-
Maximum-Likelihood-Schétzer von 8. Dann ist 3 konsistent, d.h.

B 80

n—o0

Asymptotische Normalitat

Satz 3.4 [vgl. Theorem 8.3.2 Fleming and Harrington, 2005, S.299|

Sei 3 € B der Parameter im Cox-Modell und 8° der wahre Wert von 3. Sei B der Partial-
Maximum-Likelihood-Schétzer von 3. Sei $(8°, ) die in (R4) definierte Matrix und seien
(R1)-(R4) erfiillt. Dann gilt:

Vi (B=8) =2 (0, [2(3% )] ).
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Die bisherigen Aussagen dieses Abschnittes wollen wir nun fiir unseren Fall verwenden.
Wir geben die Form der Matrix ¥(%, b) in unserem Modell an. Um zu zeigen, dass sie den

Regularitatsbedingungen 3.2 geniigt, benutzen wir den folgenden Satz:

Satz 3.5 [Andersen and Gill, 1982, nach Theorem 4.1|

Sei § € B der Parameter im Cox—Modell und 3% der wahre Wert von /3. Sei E der Partial-
Maximum-Likelihood-Schétzer von . Seien die Tripel (N;,Y;, Z;) fir i € {1,...,n} un-
abhéngig und identisch verteilt und {G,; : ¢ € B} eine rechtsstetige Filtration, die die bis
zur Zeit t zur Verfiigung stehende Information darstellt. Dabei sei N; wie in (2.5), Y; wie
n (2.6), Z; wie in (2.2) und G; wie auf Seite 23 definiert. Sei h; die Hazardfunktion im
Cox-Modell aus (2.1) und sei t € B = [0, ).

Dann sind die Regularitdtsbedingungen 3.2 erfiillt, falls

fO ]'Lp dt < 00,
(ii) Y; linksstetige Prozesse mit P(Y;(¢) = 1) > 0 sind und
(iii) X(B°,b) positiv definit ist, wobei s (3,t) = E [S,sj) (5,1‘)} fir j =0,1,2. O

Behauptung 3.6

Unter den in Kapitel 2 angegebenen Bezeichnungen und Annahmen erfiillt folgende Matrix

(8) = (% g) (3.2)

o b P(U, > 1) f3(t)
mit a = / (U1 > t)fS dt - ws/ fs w5‘|‘fN(t)wN +fp(t)wp dt

= P(UL > ) fs(t) [n ()
b= WN/ Fs@ws + Fx(Own + fr@up

- Cw P(U, > t)fx(t)
‘T /o Pl 2 1) fu(t)dt N/ fs(t)ws + fn(t)wy + fp(t)wp o

die Bedingungen aus Satz 3.5

Dabei hiingen die Dichten von 3° ab, da

hp(t) e Si(t) fir k=S N

fi(t) = hy(t) Si(t) = hp(t) Si(t) flir k = P.
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Beweis:
Dass die Tripel (V;,Y;, Z;) unabhéngige und identisch verteilt sind, folgt direkt aus der

Definition von 7; und U;. Im Folgenden weisen wir die Voraussetzungen (i)-(iii) nach.
zu (i): fob hp(t)dt < oo, denn aus

0 < P(T;>0b)-P(U;>b)=P(T;>bU; > b)

= E[P(T;>b|Z)-P(U; >b| )

_ 5 [e—exp(ﬁzi)fob hp(udu | p (U; >0 ZZ)]

Y []l o~ exP(BZ:) [ hp(u)du PU >0 Zz)}

{ei EXP(BZi) f(’)J hp(u)du >0}

o~ xP(8Z:) [) hp(w)du | p (U; >0 Z@)}

/

+ E |:]1{e_ exp(ﬂzi) fob hp(u)duzo}

g

=0

b
folgt P (e’e"p(ﬁzi)f(? hp(udu O) > (0 und somit / hp(u) du < .
0

zu (ii): Dass Y; linksstetige Prozesse sind, folgt aus Kapitel 2.3. Den zweiten Teil der

Aussage sieht man wie folgt

PYit)=1) =" P(Lmin{r,v 0213 = 1)
= P(T>4U >t,b>1)
— P(Gz0)-PU ) PO21)
S}

zu (iii): Per Definition gilt (nach (R4) und Notation 3.1)

S(3.0) = /Oi(ﬁo,t)-hp(t)dt

s(19) (0 ¢ 2 $(19) (80 1) s(1LN) (0 4
N 0 (30,0 = LEDGR)? s
mit N(8°,t) == 7 ’ . |
_s(l,s)(ﬁo,t)s(l,zv)(ﬁqt) S(1LN) (50 t) — (sM)(8°,1))
s(0) (89 1) ’ s0(89,1)
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md 508, %@” (Fs () ws+ f (£) wn + fo () wp)
SR (B, 1) = P(]Z;(f)” fol) we  firk=S N

(vgl. Behauptung A.1).
Um zu zeigen, dass X(%,b) positiv definit ist, zeigen wir, dass alle Hauptabschnittsdeter-
minanten grofser 0 sind und nutzen aus, dass das Integral {iber positive Funktionen stets

positiv ist.

' b s(1.9) (50 1))
1) Zeige, dass [, [5(1,5) (B°,t) — %

} hp(t)dt > 0.

Da 0 < (0% (8 1) < 50 (89 ¢) fiir alle ¢t € B gilt, ist

b 5(1,S) (50775) 2 b (1,S) (B0, ¢
/0 [3(1,5) (8°,¢) — ( =0 (50715)) ] hp(t)dt :/O 5(1,9) (6°,¢) {1 - Ss(T(ﬁO,t))} hp(t)dt > 0.

2) Zeige, dass

b s(1S) (B0, 2 b N (V) (50 2
/0 [8(1,5) (50775) o ( o ((6507;)) ] hp(t)dt'/(; [S(’ )(5 ,t) _ ( N0 (gj):))) ] hp(t)dt

b (1,5) (8, ¢) S(LN) (8°, ) 2
_ [ /0 N hp(t)dt} > 0,

Da 0 < 589 (80 1) 4+ sV (89 1) < s (B, ¢) fiir alle ¢t € B gilt, kann der linke Teil der

obigen Ungleichung umgeformt und abgeschétzt werden zu

b 8(1,5) (50775) [8(0) (ﬁo,t) _ 8(1,5) (B(]?t)}
/ SO (3,1 S
b (L,N) (ﬁo,t) [3(0) (ﬁo,t) _ 5L (ﬁo,t)}
. /0 @D h(t)dt

{ / S5 (50, 1) s (7, 1)
0

FONER hp@e)dt]

2 2

TG EEI R P T _

s (50.1) s (80,t)
Somit ist $(3°, b) positiv definit. O
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Da also 3(°,b) positiv definit ist, konnen wir die Matrix invertieren.

Die Matrix aus (3.2) kann im Allgemeinen nicht explizit berechnet werden, denn die Inte-
grale konnen weder berechnet noch nach wg, wy und wp aufgelést werden, was allerdings
fiir die Fallzahlplanung wiinschenswert wére. Deshalb geben wir im néchsten Abschnitt
eine alternative Methode an, um die entsprechenden Eintrige der Matrix ndherungsweise

zu erhalten. Hierbei orientieren wir uns an Bernardo and Harrington [2001].

3.3 Schatzer der Kovarianzmatrix

Definition 3.7 (Beobachtete Informationsmatrix) [nach Casella and Berger, 1990,
Kapitel 7.4]

Sei 3 € B der Parameter im Cox-Modell und 3° der wahre Wert von 3. Sei E der Partial-
Maximum-Likelihood-Schétzer von (3. Sei L die Partial-Likelihoodfunktion aus (3.1). Dann
heift

~ 02

J(B,b) = 5 (=log [L (8)]) (3-3)

852 -~

die beobachtete Informationsmatriz.

Satz 3.8 [vgl. Theorem 8.2.1 (2) Fleming and Harrington, 2005, S.290]
Unter den Bedingungen aus Satz 3.5 gilt fiir die Matrizen (3.2) und (3.3)

1~
sup |1 93,0) - 206, )| 20
tcB n n—oo

Somit haben wir mit /» J(B ,t) eine Matrix, mit der wir fiir hinreichend grofe n die Matrix

¥ (BY,t) approximieren kénnen.

Satz 3.9

Mit den in Kapitel 2 angegebenen Bezeichnungen ist

L SYS@w (sﬁ}vs)(atl))Z S 88V @Ba) sV (B
=1 s G sV B.4) = EXEk

J(B,b) =

L 8B SN B L SN (B <S$E’N><B,m>2
= EEk =10 B SO Ba)
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Die Inverse existiert und lautet

~ -1 1 popl 1A£) _Ef=1/5(tl)
[3(57 b)} : Zl:la(tl)‘ZZL:15(tl)_ <Zl[;1/l;(tl>)2 ( Zl 1 b(t) lLZla(tl) )

Cov(Bs, Bx)  Var(Bw)

mit
lia@o - ZS tf‘(f?ﬁiﬁ)y
oo - -2onans
S = 3o ()
Beweis:

Zunéchst berechnen wir die Ableitungen der Partial-Likelihoodfunktion

% <_ [% log [L (5)1}) = % U (8)],

dabei ist U(B) := ag_(ﬂm der score Vektor. Fiir ihn gilt folgendes:

U == W/ Y T —1 BZm
() 03 a7 ;B @) — log ; e
— meRy,
Zm n i _
B P TRREL C  v SY i TR
& ZmGRtl eﬁZm ®

1N Z; _
—1 nzizl e’ ]l{min{Ti,Ui}ztl}
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Insgesamt erhalten wir nun fiir J (53, )

<1S)(ﬂt) (15)( )

~ s0sy) s< " 5Oy
U (8) _ <~ 9 50 (gn) | T Xim e
= 9P Sn7 (B 1) S()i(ﬁtz) 6s()i()
i Sn” (1)
Zl 1 l Zl 1 BN :
S<1 ) 5 t ) S”(ll,S)(’ﬁ:t ) 2 I 57(11,3)(37,5 ) 57(11,N)(37t )
3(3 b) Beh.A 2 © (B¢,

Sk e A D I S CI)) > SN By (SS’N)(B,Q)>2
= [Sa(io)(g,tz)]z = s @) S (Bot)

Um zu zeigen, dass die Matrix invertiert werden kann, zeigen wir, dass ihre Determinante

ungleich 0 ist. Diese Rechnungen erfolgen analog zu 2) auf Seite 30 und sind hier deshalb
nicht aufgefiihrt. O

Die Matrix J(B\, b) aus Satz 3.9 lasst sich weiter vereinfachen, indem wir S0 (B,1), SeS) (B8,1),
M (8,t) durch deren Erwartungswerte E [57(10) (8, t)}, E [57(11,3) (B, t)], E [S’S’N) (8, t)}
ersetzen. Simulationen zeigen, dass hierdurch in der Tat schon fiir die uns interessierenden

Stichprobenumfinge die Abweichungen vernachlissigbar klein sind.

Somit erhalten wir zusammen mit Behauptung A.1:

. . Siiyalt) Y b(h)
J(B,b) = I(B,b) := S o) L e (3.4)
mit
B[st9Gw]  (B[sMOGw]\
TG  \ B[P
T e e~ (T )
o) B [5,2173)(3, tl)} E [5,97N>(g, t,)} - Fslt)) - ws - fn(t) - wny

<E [57(L0)(B’ tl)D2 [fs(tr) - ws + fx(t) - wy + fe(t) - wp]’
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L [szl’N)(B\, tz)] E [5(1 M8, tl)} 2
c(ty) == — -
E [s9(3,1)] (E[Sf(ﬁin] )

In(ty) - wy B ( In(t) - wn >2
fs(t) -ws + fn(ty) - wn + fp(t) -wp fs(ti) -ws + fn(t) -wy + fr(t) '

Satz 3.10

Die Inverse der Matrix (3.4) existiert und lautet:

5.p)] L SEoe(t)  — S8, bh)
J(ﬁvb) = 2.( lLl Ll 1 )
[ } ZILZI a(tr) - Zlel c(t)) — (ZZL:I b<tl)> =1 0(t) >0 alt)

, ( V) ConlFa, ) )
Cov(Bs, Bn)  Var(By)
wobei a(t;), b(t;), c(t;) wie in (3.4) definiert.

Beweis:

Um zu zeigen, dass die Matrix (3.4) invertiert werden kann, zeigen wir, dass ihre Determi-

nante ungleich 0 ist.

L L L 2
det (5(37 b>> = Za t) ZC t) — (Z b<tl)>
=1 =1 1=1
_ ¢ ) - ws - fy(t) - wy
N 121 fS tl s Wg —f- fN(tl) Wy + fP(tl) . wp)2
: [1 _ fs(tws + fn(t)wn ]
fS(tl) - wg + fN(tl) -wy + fP(tl) Swp

+ XL: f5<tl>'w5'fN(tm)'wN [1_5]

l,m=1;l#m d d
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mit
d = [fs(t) - ws+ fn(ty) -wn + fp(t) - wp] [fs(tm) - ws + [n(tm) - wn + fp(tm) - wp)
e = fs(ti) ws[fs(tm) ws+ fn(tm) - wy + fp(tm) - wp]

+fn () - wn [fs(tm) - ws + fn(tm) - wn + fp(tm) - wp].

Damit haben wir im Rahmen unseres Modells eine berechenbare Form fir die Varianzen

und Kovarianz der Partial-Maximum-Likelihood-Schétzer gefunden.

Depressionsstudie (Fortsetzung)

Die aus dem Datensatz mit der Partial-Maximum-Likelihood-Methode geschétzten Koeffi-
zienten des Cox-Modells lauten B; = 0,058 und Bz\v = 0,264. Daraus ergeben sich folgende
Schiitzwerte fiir die Hazard Quotienten HQ(S, P) = 1,060 und HQ(N, P) = 1,303 sowie

— —

folgende geschétzte Varianzen der Schatzer Var(B;) = 0,0264 und Var(g]\\;) = 0,0257. Als
Schétzwert fiir die Kovarianz der Schétzer ergibt sich COV(B;, /é]\\[) = 0,0182.

Losgelost von dem Weibull-Modell in dem Datenbeispiel auf Seite 18 ff. {iberpriifen wir
hier direkt, ob bei der Depressionsstudie die Annahme proportionaler Hazardfunktionen
gerechtfertigt ist. Hierzu gibt es in der Literatur zahlreiche Verfahren (vgl. etwa Marubini
and Valesecchi [1995], Kapitel 7). Wir stellen sowohl eine Methode basierend auf dem
Likelihood-Quotienten-Test als auch eine graphische vor.

Im Cox-Modell haben unsere Hazardfunktionen nach (2.3) fiir jede Person i € {1,...,n}
und t € B die folgende Form:

hi<t> = hp(t) . ePs ZistBN-Zin

Um die Annahme der proportionalen Hazardfunktionen im Cox-Modell zu iiberpriifen,
nehmen wir zeitabhéangige Variablen in das Modell mit auf. Die Hazardfunktionen haben

dann folgende Form

hi(t) — hp(t) X e/BS‘ZiS“FBN‘ZiN+5S,z'ZiS‘t‘f'/BN,z'ZiN't. (3‘5)

Somit geniigt das Modell aus (3.5) im Allgemeinen nicht der Annahme der proportionalen
Hazardfunktionen. Nur in dem Fall, wenn g, = Oy, = 0, sind HQ(S, P) und HQ(N, P)
im Zeitverlauf konstant. Ein Test, der die Hypothese Hy: 8s. = Bn. = 0 testet, ist ein
Test auf proportionale Hazardfunktionen. Mit 2(2,3) und mit 2(3,5) sei der maximale Wert
der Partial-Likelihoodfunktion von Modell (2.3) bzw. (3.5) bezeichnet. Die beiden Modelle
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konnen nun im Rahmen des Likelihood-Quotienten-Tests anhand ihrer Werte der Partial-
Likelihoodfunktionen miteinander verglichen werden. Als Niveau wahlen wir 5%. Um die

Hypothese Hy zu testen, verwenden wir die Teststatistik
~ ~ ~ D

Der zum Wert —2 log E(Zg) + 2log 2(3.5) = 0,23 der Teststatistik gehérende p-Wert betragt
89%. Daher kann die Hypothese zum 5% Niveau nicht verworfen werden. Insgesamt kénnen
wir also die beiden Modelle als gleichwertig ansehen und zichen das Modell (2.3) dem Mo-
dell (3.5) vor. Graphisch kann die Annahme proportionaler Hazardfunktionen gepriift wer-
den, indem die mit der Kaplan-Meier Methode geschitzten log-log-Uberlebenszeitkurven
log(— log gk(t)) der drei Medikamentengruppen k = S, N, P gegen log(t) abgetragen wer-
den. Ist die Annahme proportionaler Hazardfunktionen erfiillt, so verlaufen die Kurven

parallel zueinander. In Abbildung 3.1 sind die entsprechenden Kurven gezeichnet.

A

log(-log(Sk()))

—— Standard
—— Novum
54 — —— Placebo

T T T T T
2.0 25 3.0 35 4.0

log(t)

Abbildung 3.1: Graphischer Ansatz zur Priifung der Annahme proportionaler Hazardfunk-
tionen in der Depressionsstudie. Mit §k seien die nach der Kaplan-Meier
Mehode geschiitzte Uberlebenszeitkuven bezeichnet fiir k = S, N, P.
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Insgesamt konnen wir somit in der Depressionsstudie annehmen, dass die Hazardfunktionen
proportional zueinander sind. Zu demselben Ergebnis waren wir auch in dem Weibull-
Modell auf Seite 18 ff. gekommen.

Unter Ausnutzung dieser Resultate beziiglich der Verteilung von B leiten wir im néchsten
Kapitel ein semiparametrisches Testverfahren her, mit dem eine Nichtunterlegenheitsstudie

im Gold Standard Design (vgl. Koch and Rohmel [2004]) ausgewertet werden kann.






4 Semiparametrisches Testvertfahren

Sobald gegen eine Krankheit ein wirksames Medikament zugelassen ist, wird es in der Regel
schwieriger ein noch wirksameres Priaparat zu entwickeln. Ein Test, der rein eine bessere
Wirkung von Novum untersucht, wiirde aufgrund der geringen Wirkungsunterschiede im-
mens hohe Fallzahlen verlangen, was zu sogenannten mega trials fiihrt. Wiinschenswert
ist aber nicht nur die Entwicklung rein auf die Krankheit bezogen besserer Medikamente,
sondern auch die Entwicklung solcher, die &hnliche oder sogar klinisch nicht relevant un-
terlegene Wirkungserfolge aufweisen, dafiir aber andere Vorziige besitzen. Solche Vorteile
koénnen sein, dass sie weniger Nebenwirkungen aufweisen, besser vertraglich sind, bei Pati-
enten wirken, die gegen das Standardmedikament resistent sind, einfacher zu verabreichen
sind oder weniger kosten.

Um assay sensitivity in einer Studie zu demonstrieren (d.h. zwischen wirksamen und un-
wirksamen Therapien unterscheiden zu kénnen, vgl. etwa Temple and Ellenberg [2000],
Snapinn [2004]), muss im Rahmen der Auswertung der klinischen Studie vorab getestet
werden, ob Standard besser als Placebo wirkt. Alternativ kann zum Nachweis der assay
sensitivity auch auf Uberlegenheit des neuen Medikamentes iiber Placebo getestet werden.

In diesem Kapitel stellen wir ein entsprechendes semiparametrisches Testverfahren vor.

Im Folgenden gehen wir ohne Einschrankung davon aus, dass eine Therapie um so besser
wirkt, je hoher der Wert der Hazardfunktion ist. Dies ist wiinschenswert, wenn Heilung
das Zielereignis ist. Der Fall, dass eine Therapie um so besser wirkt, je niedriger der Wert
der Hazardfunktion ist (dies ist wiinschenswert, wenn die Zeit bis zum Eintreten des Todes
untersucht wird) kann analog behandelt werden. Um den therapeutischen Effekt zwischen
zwei Medikamentengruppen zu quantifizieren, untersuchen wir die Therapieeffekte gemaéfs
(2.4). Wir betrachten also den Hazard Quotienten auf der log-Skala.

39
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4.1 Konzept der Uberlegenheit (Vortest)

Vorab ist ein Uberlegenheitstest durchzufiihren, um zu gewihrleisten, dass nur Medika-
mente im Markt eingefiihrt werden, die tatséchlich eine gewisse Wirkung aufweisen. Dieser

Vortest untersucht die folgende Hypothese:
HY 5. <0 mit j = S oder j = N.

Welche Hypothese verwendet werden soll, muss a priori definiert werden. Fiir die Wahl von
HY wird in der Literatur sowohl Hy “*° : fg < 0 (vgl. Kieser and Friede [2007], Pigeot
et al. [2003], Hasler et al. [2008]) als auch HOUEb’N : Bn < 0 (vgl. Hauschke and Pigeot
[2005]) vorgeschlagen. Allerdings weist [Koch [2005] darauf hin, dass gegen die Verwendung
der ersten Hypothese folgendes spricht: Kann nicht gezeigt werden, dass das Standardme-
dikament dem Placebo iiberlegen ist, wird Hg 5 nicht abgelehnt. In diesem Fall wiirde
das neue Medikament wegen der Unwirksamkeit des Standardmedikamentes nicht auf dem
Markt zugelassen, obwohl es wirksam sein kann.

Auch wir ziehen die Hypothese Hé] N der Hypothese Hé] 05 vor. Schlieflich wird in diesem
Fall Novum nicht durch die Unwirksamkeit des Standardmedikamentes ,bestraft, vielmehr
hat es das neue Medikament ,selbst in der Hand* die geforderte Uberlegenheit gegeniiber
Placebo zu zeigen, die Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit des Nichtunterlegenheitstests
ist. Aufserdem ist es moglich, dass die Wirkung des Standardmedikamentes, die bei seiner
Zulassung festgestellt wurde, heute gar nicht mehr genauso beobachtet worden wére und
somit eine nicht nachweisbare Uberlegenheit in diesem Fall gar nicht auf fehlende assay
sensitivity hinweisen muss. Da in der Literatur allerdings beide Hypothesen wahlweise ver-
wendet werden, wollen wir hier der Vollstandigkeit halber beide betrachten. Im Folgenden
sei daher entweder j = S oder j = N.

Als Teststatistik verwenden wir

~

Uebj . B; _ 05
Te].— Y = n]—f—np 0_7
J

Var(BAj)

Die asymptotische Verteilung von TV folgt aus der asymptotischen Normalitit von BJ
und dem Satz von Slutzky (vgl. beispielsweise Ferguson [1996], Kapitel 6). In Kapitel 4.2
werden wir die asymptotische Verteilung einer anderen Teststatistik bestimmen. Da die

Verteilung von 7Y%/ analog dazu ermittelt werden kann, gehen wir an dieser Stelle nicht
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naher darauf ein und stellen nur das Ergebnis vor:

o B
n;j+np—00 / var(B\])

Also wird Hé] bJ yerworfen, falls V"7 > uy_, ist. Dabei bezeichnet u;_, das (1 — a)-
Quantil der Standardnormalverteilung. Ein Test dieser Bauart wird beispielsweise in Ber-
nardo and Harrington [2001] betrachtet.

TUeb,j 1

4.2 Konzept der Nichtunterlegenheit

Nichtunterlegenheit des neuen Medikamentes ist dann gezeigt, wenn ein bestimmter Anteil
des Effekts des Standardmedikamentes gegeniiber Placebo von dem neuen Medikament bei-
behalten wird. Die Unterlegenheit des neuen Medikamentes, die gerade noch als klinisch
tolerabel angesehen werden kann, wird durch eine Nichtunterlegenheitsgrenze A quan-
tifiziert. Sie muss vor Beginn der Studie festgelegt werden. Die Wahl von A hat einen
grofsen Einfluss auf das Ergebnis der Auswertung. Beziiglich der Grofenordnung dieser
Grenze beschrénken sich Empfehlungen und behérdliche Richtlinien auf meist nur wenig
konkrete Aussagen (vgl. hierzu beispielsweise den Entwurf der ,Guidance for Industry on
Non-Inferiority Clinical Trials* der FDA [2010] oder die ,Guideline on the choice of the
non-inferiority margin“, CHMP [2005]).

Nichtunterlegenheitstest

Formulierung der Hypothese und ihrer Alternative

Wir erhalten folgendes Testproblem:

Hy'™ : log (hN(t)> < A-log <h5(t))

he(t) he(t)

Nu hN(t) h (t)
Hi™ :log <hp(t)) > A-log hi(t))
———— ———

Der Term log (hs(®)/hp(t)) wird log-control-effect und log (h~(®)/hp(t)) wird log-treatment-effect

genannt. Prinzipiell kann A aus dem Intervall [0, o) gewéhlt werden.
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e Wihlen wir A = 0, so testen wir ausschlieflich, ob N dem P iiberlegen ist,
e withlen wir A = 1, so testen wir ausschlieklich auf Uberlegenheit von N beziiglich S,

e wihlen wir A > 1, so testen wir auf sehr grofe Uberlegenheit von N beziiglich S

gemessen relativ zu Placebo.

Da wir eine 3-armige Nichtunterlegenheitsstudie betrachten, ergibt sich A € (0, 1). Ubliche
Werte fiir A liegen nach Lange and Freitag [2005] oder auch Hung et al. [2005] im Bereich
zwischen 0,5 und 0,8. Wir wollen untersuchen, ob Novum mindestens A-fach wirksamer ist
als Standard (gemessen relativ zu Placebo und auf der log-Skala), d.h. mindestens 100- A%
des log-control-effects beibehélt (aus diesem Grund wird obige Hypothese im Englischen
wretention of effect hypothesis® genannt). Abbildung 4.1 stellt den Zusammenhang zwischen
der Wahl von A und dem daraus resultierenden Bereich der Alternative dar. Die Linien
entsprechen jeweils dem Rand der Hypothese, d.h. dort ist Sy = A - Bs. Je kleiner A

gewdhlt wird, desto mehr Unterlegenheit des neuen Medikamentes wird erlaubt.

3.0
2.5
& .
£ 20 -
o
I
1.5 -
HNU
0
1.0 -
I I I I I
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
HQ(S,P)

Abbildung 4.1: Bereich von Hypothese und Alternative fiir verschiedene Nichtunterlegen-
heitsgrenzen A € {0,5,0,65,0,8}, wobei HQ(j, P) wie in (2.4) definiert
ist fiir j = S, V.
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Wahl der Teststatistik

Nun wollen wir eine Teststatistik entwickeln, um bei dem Hypothesentest die Entscheidung
iiber Ablehnen oder Nichtablehnen der Hypothese treffen zu kénnen. Um diese herzuleiten,

schreiben wir die Nichtunterlegenheitshypothese um in
Hy'™: By — A~ Bs < 0.

Wir schiatzen Sy — A - Bg durch B\N - A 35, wobei B\N und Bg die Partial-Maximum-
Likelihood-Schétzer von [y, g sind. Die Varianz von Sy — A - g,

Var(gj\v —A- Z?;) = Var(gj\v) —2-A- COV(B;, B]\V) + A?. Var(gg),

kann geschétzt werden durch

— —_—

Var(By — A - Bs) = n(Var(By) — 2- A - Cov(Bs, Bx) + A% - Var(Bs)).

Somit erhalten wir folgende Teststatistik

TNu _ \/ﬁ /B:N/_\AB\SA
\/Var(BN —A-fBs)
By — A - Bs

VVar(By) — 2+ A - Var(Fs, i) + A2 - Var(3s)

deren asymptotische Verteilung mit Resultaten aus Kapitel 3 bestimmt werden kann, wie

wir im nédchsten Abschnitt zeigen werden.

Bestimmung des Verwerfungsbereichs

Als néchstes untersuchen wir, wann unsere Hypothese abgelehnt werden kann und bestim-
men dazu den kritischen Bereich. Der kritische Bereich besteht ndmlich aus den Werten der
Teststatistik, die unter der Nullhypothese nur mit geringer Wahrscheinlichkeit auftreten.
Hier sind unter der Hypothese kleine Werte fiir 7" zu erwarten. Die Bestimmung dieses
Bereichs hiangt sowohl von der Verteilung der Teststatistik als auch dem Signifikanzniveau
a ab. Je nach Art der zu behandelnden Krankheit und Lebensbedrohlichkeit wird hierfiir

im Allgemeinen o = 2,5% oder oo = 5% erlaubt.
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Satz 4.1
Fiir die Verteilung der Teststatistik TV gilt:

\/ Var(By) — 2- A Cov(Bs, By) + A2 - Var(Bs)

0 _ A .RO
L} N BN A ﬁS ’1
n—oo

V/ Var(By) —2- A+ Cov(Bs, Bn) + A2 - Var(Fs)

Die asymptotische Verteilung der Teststatistik bestimmen wir mit Hilfe der im folgenden
Satz vorgestellten d-Methode:

Satz 4.2 (6-Methode) [vgl. Theorem 3.1 van der Vaart, 1998, S.26]
Sei T, Schitzer von © und ¥ : RY — R™ differenzierbar in ©. Weiterhin gelte
vn (T, —©) 2Ny (, V1), Dann gilt folgendes:

n—oo

oV (x
ox

=0

~—

Vi (U(T,) — T (0) —25 N, (qf’eﬂ, VAT (%)T> , wobei W, =

n—o0

Beweis: (von Satz 4.1) O

Nun wollen wir die d-Methode in unserem Modell anwenden und setzen dafiir

= = (s, 0w),
= ﬁo = <5g7ﬁ%)7
= 3(8°b),
0,0)",

~—— = = o 3
I

\D(xl
i)

und bemerken, dass nach Satz 3.4

= —A-z;+ 2y mit \IJ%(,(% ) =(—A1)

T2

V(B = 8% o No(0, [B(5°,0)] ) gl

Zunachst stellen wir die einzelnen Ausdriicke des Satzes 4.2 in unserer Notation dar.

-~

o VI (U(T,) ~ W(O)) = VA(¥(B) - W(8) = v/in |(By — A~ Fs) — (8% — A~ 5Y)]
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o ULVL(U)T = Var(By) —2-A- Cov(Bs, By) + A2 Var(By).

Zusammen gilt also nach Satz 4.2:
Vi |(By = A Bs) = (8% — A - 5Y)

—2 5 N(0, Var(By) — 2+ A Cov(Bs, By) + A2 Var(Bs)),

n—oo

was umgeformt zu folgendem Resultat fiihrt

Ja (B = A-Bs) — (By — A - B3) D
\ Var(By) —2- A~ Cov(Bs, Bx) + A% Var(Fy) "

» N(0,1).

Mit dem Satz von Slutzky (vgl. beispielsweise Ferguson [1996], Kapitel 6) folgt die Be-
hauptung. O

Im néchsten Abschnitt simulieren wir den tatséchlichen Fehler 1. Art, um zu untersuchen,
ab welchem Stichprobenumfang bereits eine Normalverteilung der Teststatistik angenom-

men werden kann.

Simulation des tatsachlichen Fehlers 1. Art

Ausgehend von Weibull-verteilten Uberlebenszeiten untersuchen wir anhand von Simula-
tionen das Verhalten des Tests fiir endliche Stichprobenumfinge und verschiedene Auf-
teilungen der Personen auf die Behandlungsgruppen. Als gesamten Stichprobenumfang
beginnen wir mit n = 30 und verdoppeln die Gruppengrofen bis zu n = 1.920. Fiir die
jeweiligen Patientenzahlen wurden verschiedene Verhéltnisse fiir die Aufteilungen in die
einzelnen Gruppen gewahlt. Neben den Standardverhéltnissen ng:ny:np =1:1:1 und 2:2:1
haben wir auch Verhéltnisse untersucht, die von der Nichtunterlegenheitsgrenze A € (0, 1)
abhéngen. Wiahlt man A nahe 1, so testet man schwerpunktméfig N gegen S, d.h. in
diesem Fall ist zu erwarten, dass ein Verhiltnis, das bezogen auf N weniger Gewicht auf
P und mehr auf S legt, das geeignete ist. Ist umgekehrt A klein, testet man starker N
gegen P, so dass bezogen auf N mehr Gewicht auf P und weniger auf S liegt. Daher wur-
de auch fiir verschiedene A Gruppenaufteilungen nach A:1:(1 — A) untersucht: 1:2:1 (fiir
A =0,5), 13:20:7 (fiir A = 0,65) und 4:5:1 (fiir A = 0,8). Wir betrachten auch verschie-
dene Hazard Quotienten und zwar HQ(S, P) € {1,25;1,5;3}. Den Skalen-Parameter \p

setzen wir ohne Einschrankung auf A\p = 1 und wéhlen Ay gerade so, dass Sy = A - s
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gilt. Der Form-Parameter J € {0,5;1;1,5} wird (wie bereits in Kapitel 2.2 beschrieben)
fiir alle drei Uberlebenszeitverteilungen gleich gewihlt, um die Annahme proportionaler
Hazardfunktionen zu gewahrleisten. Als Niveau erlauben wir o = 2,5% bzw. a = 5%. Fir

jede Parameterkonstellation wurden jeweils 10.000 Simulationen durchgefiihrt.

Um zu untersuchen, wie sich die Haufigkeitsverteilung der simulierten Werte der Teststa-
tistik bei endlichem Stichprobenumfang verhélt, haben wir in Abbildung 4.2 fiir einige

Parameterwahlen die tailprobabilities dargestellt.

Aufteilung 1:1:1 Aufteilung 13:20:7

0.10 0.10

0.08 — 0.08 —

2 1]

0.06 - \|— 0.06 —

4]

0.04 —

0.02 - 0.02 ;
~ ﬁ:
~ -~ r
0.00 = 0.00
[ [ [ [ [ [ [ [
2.0 2.5 3.0 3.5 2.0 2.5 3.0 3.5

0.04 —

relative Haufigkeit
P
relative Haufigkeit

-

2

Abbildung 4.2: Tails der Histogramme der simulierten Werte der Teststatistik bei n € {30,
120, 180} und Dichte der Standardnormalverteilung (- - -) (Parameter-
wahl: HQ = 1,5, 9 = 0,5 und A = 0,65).

Hier sieht man, wie sich die tailprobabilities fiir grofer werdendes n bzw. A-abhéngiger
Aufteilung der Patienten in die Gruppen denen der Standardnormalverteilung gut anné-

hern.

Als ni#ichstes untersuchen wir, inwieweit sich die Wahl der Parameter der Uberlebenszeit-
verteilungen auf die Einhaltung des Niveaus des Tests auswirkt. Die Nichtunterlegenheits-
grenze lassen wir fest, hier A = 0,65. Der Ubersicht halber haben wir die Ergebnisse fiir
a = 5% nur fir n € {120;180;480} angegeben.
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9 =05 9 =1 ¥ =15
HQ(S,P) || 1,25 15 3 125 15 3 1,25 1,5 3
n Nng:NN:Np
30 1:1:1 341 367 332 | 348 332 341 | 380 354 320
2:2:1 318 339 303 | 312 342 3,12 | 3,19 324 3,00
13:20:7 257 259 260 | 2,60 284 261 | 269 268 2,64
60 1:1:1 321 3,11 326 | 3,18 326 286 | 308 303 323
2:2:1 2,95 291 261 | 3,06 256 289 | 2,65 299 274
13:20:7 250 2,88 247 | 297 248 255 | 281 228 250
120 1:1:1 300 289 266 | 252 275 274 | 260 280 285
(553)  (548) (5,59) | (5,88) (5,52) (5,22) | (5,36) (545) (5,23)
2:2:1 252 273 273 | 269 271 262 | 265 277 2,62
(5,30)  (5,17)  (5,14) | (5,39) (5,20) (5,33) | (5,22) (5,08) (5,05)
13:20:7 245 247 228 | 244 233 248 | 259 270 2,76
(4,92)  (4,72)  (4,81) | (5,15) (4,93) (4,91) | (4,59)  (4,60)  (4,77)
180 1:1:1 282 259 241 | 2,66 255 263 | 2,69 242 277
(528) (515) (5,25) | (5,30) (5,75) (5.48) | (5,32) (5.29) (5,44)
2:2:1 2,62 254 242 | 256 235 263 | 257 250 2,58
(5,19)  (4,51)  (5,55) | (5,14) (547) (5,35) | (5,10) (4,79)  (5,12)
13:20:7 257 242 252 | 249 246 250 | 246 215 2,71
(4,68)  (4,92) (5,15) | (4,89) (522) (5,01) | (4,72) (4,98) (5,04)
240 1:1:1 2,76 2,90 2,65 | 253 2,59 246 | 243 253 2,61
(5,15)  (5,41)  (4,99) | (5,02) (549) (4,94) | (5,32) (5,14) (547)
2:2:1 245 255 253 | 251 2,62 252 | 257 250 243
(5,38)  (5.27)  (5,08) | (5,12) (525) (5,13) | (5,59) (549) (5.27)
13:20:7 2,34 252 242 | 2,67 249 249 | 245 265 257
(4,78)  (4,99)  (4,42) | (4,59) (4,94) (5,10) | (5,08) (4,84)  (4,80)
480 1:1:1 2,68 2,83 236 | 240 252 243 | 257 257 2,79
2:2:1 246 2,60 235 | 271 2,62 236 | 259 245 220
13:20:7 248 242 254 | 235 245 228 | 259 266 248
960 1:1:1 257 242 267 | 256 2,59 282 | 245 259 261
2:2:1 2,67 2,60 246 | 248 252 255 | 273 231 2,62
13:20:7 243 240 255 | 253 270 248 | 241 243 240
1.920 1:1:1 2,50 247 256 | 245 226 253 | 241 260 231
2:2:1 2,60 2,36 238 | 246 251 246 | 229 245 271
13:20:7 253 270 232 | 250 238 263 | 239 268 237

Tabelle 4.1: Simulierter tatsachlicher Fehler 1. Art in % zum nominalen Niveau von o =
2,5% bzw. a = 5% (Werte in Klammern) bei A = 0,65.
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Fiir kleine Stichprobenumfiange neigt der Test fiir alle Parameterkonstellationen dazu, sich
anti-konservativ zu verhalten. Eine Abhéingigkeit der Parameter der Uberlebenszeitvertei-
lungen auf die Niveaueinhaltung kénnen wir nicht feststellen. Fiir n > 180 halt der Test
fiir alle betrachteten Personenverhéltnisse das Niveau zufriedenstellend ein.

Als néchstes untersuchen wir, inwieweit sich verschiedene Wahlen fiir A bei endlichen
Stichprobenumféngen auf das Verhalten des Tests auswirken. Die Ergebnisse sind in Tabelle
4.2 abgebildet.

n nsmymnp | A=05 | A=065 | A-08
30 1:1:1 3,63 3,67 3,36
2:2:1 3,06 3,39 3,37
Ail:(1—A) || 2,67 2,59 2,89
60 1:1:1 3,22 3,11 3,23
2:2:1 2,92 2,91 2,58
A:1:(1—A) || 2,64 2,49 2,79
120 1:1:1 2,74 549 | 2,89 548 | 3,05 5,63
2:2:1 2,85 4,86 | 2,73 5,17 | 2,96 5,18
AL:(1—A) || 201 4,90 | 2,40 4,72 | 242 4,63
180 1:1:1 2,50 5,30 | 2,59 5,15 | 2,93 5,23
2:2:1 2,72 520 | 2,54 4,51 | 256 5,32
AL:(1—A) || 250 4,99 | 242 4,92 | 244 548
240 1:1:1 2,74 4,80 | 2,90 541 | 252 5,14
2:2:1 2,66 523|248 527|239 528
AL:(1—A) || 2,61 4,64 | 252 4,99 | 251 5,01
960 1:1:1 2,50 2,42 2,58
2:2:1 2,43 2,60 2,23
AL:(1—A) || 2,44 2,40 2,16
1.920 1:1:1 2,39 2,47 2,62
2:2:1 2,63 2,36 2,70
AL:(1—A) || 2,44 2,70 2,36

Tabelle 4.2: Simulierter tatsichlicher Fehler 1. Art in % zum nominalen Niveau von
a = 2,5% (links) und a = 5% (rechts) fiir HQ(S, P) = 1,5 und v = 0,5.

Auch hier halt der Test ab n = 180 fiir alle Parameterkonstellationen das Niveau zufrie-
denstellend ein. Eine Abhéngigkeit dieser Ergebnisse von A scheint nicht gegeben zu sein.
Zusammenfassend stellen wir fest, dass fiir alle Parameterkonstellationen ab n = 180 der
Test das nominale Niveau zufriedenstellend einhélt. Fiir an A angepasste Aufteilungen der

Personen sind hierfiir bereits n = 120 Beobachtungen ausreichend.
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Beinhaltet die Studie zusétzlich auch zensierte Beobachtungen, so sind die Fallzahlen ent-
sprechend zu erhohen, damit auch dann der Test das nominale Niveau zufriedenstellend
einhalt.

4.3 Auswertung der Depressionsstudie

Da die Voraussetzung der proportionalen Hazardfunktionen angenommen werden kann
(vgl. Ergebnisse auf Seite 35 ff.), konnen wir das Testverfahren schlieflich anwenden. Ins-

gesamt ist also folgende Hypothese zu betrachten:
Hy: HY U HY" = {8; <0} U{By < A - Bs} fiir j = S oder j = N.

Wie bereits beschrieben, wird Hy abgelehnt, falls sowohl Héj 3 als auch H}'™ abgelehnt
werden konnen. Aufgrund der hierarchischen Struktur dieses Testproblems wird Hy zum
Niveau a abgelehnt, falls Hé] 3 und HJ* jeweils zum Niveau o abgelehnt werden konnen.

Der zugehorige Test heifst Intersection-Union-Test.

Ueb,S . ], . , .
Hy “"”: Zunéchst schitzen wir den Parameter des Cox-Modells und seine Varianz aus den

Daten und erhalten folgende Ergebnisse:

—

Bs=0,054 mit  Var(Bs) = 0,026.

Als nichstes testen wir die Uberlegenheitshypothese und erhalten den p-Wert
37,09%.

Hé] bl Analoges Vorgehen wie oben ergibt

—
~ —

By = 0,261 mit Var(fx) = 0,026
und einen p-Wert von 5,17%.

Weder zum Niveau von 5% noch zum 2,5% Niveau konnte also basierend auf diesem Test-
ergebnis gezeigt werden, dass das Standardmedikament besser als Placebo wirkt. Auch fiir
das neue Medikament konnte dies anhand der uns zugrunde liegenden Daten weder zum
Niveau von 5% noch zum 2,5% Niveau gezeigt werden. Deshalb miissen wir das Testver-
fahren an dieser Stelle abbrechen unabhéngig davon, welcher Vortest ausgewéhlt worden

ware.






5 Konzept der Fallzahlplanung

Wie bereits in Kapitel 2 erlautert, ist vor der Durchfiihrung einer klinischen Studie die
Anzahl der teilnehmenden Personen, ihre Aufteilung in die Gruppen und die Dauer der
Studie, d.h. die Anzahl der Beobachtungsperioden festzulegen. Beziiglich der Planung des
Stichprobenumfangs ist darauf zu achten, dass aus ethischer Sicht und aus Kostengriinden
ein unnotig grofser Stichprobenumfang zu vermeiden ist. Jedoch diirfen die Fallzahlen nicht
zu klein gewahlt werden, da die Daten dann moglicherweise zu wenig Informationen bein-
halten, um einen klinisch relevanten Unterschied zwischen den Behandlungen nachweisen

zu konnen.

Die erforderliche Anzahl an Ereignissen bestimmen wir deshalb gerade so, dass der Nicht-
unterlegenheitstest zum Niveau a eine tatsichliche Abweichung von der Hypothese HV*
mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit v (der sogenannten Giite) aufdeckt. Typische
Werte sind o = 2,5% (bzw. a = 5%) und v = 80%. Danach wird daraus die Anzahl an
Personen insgesamt bestimmt. Dieses zweistufige Verfahren ist erforderlich, da die Giite

von der Anzahl der Ereignisse abhéngt anstatt von der gesamten Personenanzahl.

Da die Giite des Intersection-Union Tests kleiner oder gleich der Giite des Nichtunterle-
genheitstests ist, miissten wir unsere Berechnungen eigentlich basierend auf der Giite des
Intersection-Union Tests durchfithren. Diese Giite ist im Allgemeinen jedoch nicht analy-
tisch zu berechnen. Unser Vorgehen liefert auch fiir den Intersection-Union Test passende
Fallzahlen, denn in Kapitel 6 kénnen wir folgendes zeigen: planen wir die Fallzahlen unter
der iiblicherweise verwendeten Alternative Sg = [x # 0 so, dass wir beim Nichtunterlegen-
heitstest eine Giite von 80% erreichen, fiithrt dies beim Intersection-Union Tests zu einer
nur unwesentlich geringeren Giite, da die Giite des Uberlegenheitstests in diesem Fall nahe
1 ist.

o1
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5.1 Berechnung der insgesamt erforderlichen Ereignisse

Die fiir die Fallzahlplanung relevante asymptotische Giite ist nach Satz 4.1 und Abschnitt
3.3 gegeben durch

vo= P(TN">u_y,) (5.1)

Bn —A-Bs

P S

\/Var(éj\v) —2-A- COV(B;, B-]\V) + AZ. Var(@)

wobei @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung und o, das stochastische

= 1- (I) Ul—q — + OP(]'>7

Landau-Symbol (vgl. beispielsweise van der Vaart [1998], Kapitel 2.2) ist. Umformungen

liefern die Gleichung, mit der wir im Folgenden arbeiten werden:

P e NI

2
<M> ~ Var(An) - 2-A-Cov(Bs, Bn) + A2 - Var(Bs).  (5.2)
Ul—y — Ul—q

Fiir die Planung der Fallzahlen werden Parameter gewéhlt, die zur Alternative gehoren.
Da wir von ungefahr gleicher Wirkung der zu testenden Medikamente ausgehen, kénnen
wir vereinfachen und fs = By # 0 setzen. Wire ein Medikament deutlich besser als
das andere, wire eine Uberlegenheitsstudie das geeignete Verfahren. Wird allerdings ein
vernachlassigbarer Wirkungseffekt zwischen den Medikamenten erwartet, bietet sich eine
Uberlegenheitsstudie nicht an, da hier sehr hohe Fallzahlen benétigt werden, was zu so-
genannten mega trials fithrt. Unter dieser Annahme gilt dann fiir die Hazardfunktionen
hg = hy =: h, fiir die Uberlebenszeitfunktionen Sg = Sy =: S und fiir die Dichten
fs = fnv =: f. Mit dieser Vereinfachung erhalten wir

—_— P e g

Var(By) — 2+ A - Cov(Bs, By) + A% - Var(Bs) = g(6,0p,w, L, ) (5.3)
mit
9(070P7w7L7t) (54)

twn [£ tws+ 7 (t)we)
Nenner

I f'g(tz)ws[fe(tl)wNJrf]iP(tz)wp] B QA[fG(tl)]wawN n A2f9(

=1 Nenner Nenner

=1 Nenner =1 Nenner Nenner

L f9(tz)ws[f9(tz)w1v+f16;~P(t1)wp]1|: L fe(tl)wN[fe(tl)ws+f}iP(tl)wp]:| |:EL [f9(tz)]2wsz 2
- =1
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wobei
0 der Parameter der Dichte f,
Op der Parameter der Dichte fp,
w = (wg, wy,wp),
t = (t1,...,tr) und
Nenner := [f(t;) (wg + wy) + fp(t)wp]® sei.

Die Approximation fiir die asymptotischen Varianzen und die asymptotische Kovarianz
der Partial-Maximum-Likelihood-Schétzer héngt also von den in der Studie beobachteten
Ereigniszeitpunkten ¢1,...,¢; ab. Um die Grofe des erforderlichen Stichprobenumfanges
planen zu konnen, sind also vorab Annahmen iiber die Lage der Ereigniszeitpunkte zu
treffen. Anschliefsend kann dann die Anzahl der insgesamt benotigten Ereignisse L in Ab-

héngigkeit von wg, wy,wp und den Dichten f, fp berechnet werden.

5.2 Berechnung der insgesamt erforderlichen Personen

Erwarten wir keine zensierten Beobachtungen, so entspricht die Anzahl der Ereignisse
L dem insgesamt bendtigten Stichprobenumfang n. Nun stellen wir den Zusammenhang
zwischen L und n vor, wenn zusétzlich zensierte Beobachtungen beriicksichtigt werden

sollen. Es gilt
L=mn-1, (5.5)
wobei
=P (Ts <bTs <Up)ws+ P (Ty <bTny <U)wy+P(Tp<bTp<U)wp
die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis im Verlauf der Studie ist.
Mit diesen Ergebnissen konnen wir nun einen Algorithmus zur Bestimmung der Fallzahl

aufstellen. Wegen der Bedeutung und des Umfangs haben wir hierfiir ein neues Kapitel

vorgesehen.






6 Algorithmen zur Bestimmung der
Fallzahl

In diesem Kapitel werden Algorithmen entwickelt, die es ermdglichen, fiir unser Modell
unter Einbeziehung der Ergebnisse der vorangegangenen Kapitel, geeignete Fallzahlen pro
Patientengruppe numerisch zu bestimmen. Wie wir bereits in Kapitel 5 gesehen haben,
geschieht dies indem - bei vorgegebenen Parameterwahlen fiir das Niveau, die Nichtunter-
legenheitsgrenze, die Wirkung der Medikamente zueinander und die Anteile an zensierten
Beobachtungen - der Stichprobenumfang gerade so gewéhlt wird, dass eine gewiinschte Gii-
te erreicht wird. Dabei wollen wir die Anzahl der Personen pro Behandlungsgruppe gerade
so wihlen, dass so wenig Personen wie moglich an der Studie teilnehmen miissen.

Um fiir die Algorithmen einen guten Startwert wéhlen zu kénnen und auferdem einen
Einblick in die Verhéltnisse der Gruppengrofsen zueinander zu erhalten, interessiert uns
zunachst nicht, zu welchen Zeitpunkten wéihrend der Studie genau die Ereignisse eintre-
ten, sondern nur, ob die Ereignisse eintreten oder nicht (bindre Endpunkte). Vereinfachend
nehmen wir an, dass alle Ereignisse an demselben Zeitpunkt eintreten. Nach diesen Vor-
iiberlegungen kehren wir schliefslich zu unserem Modell zuriick und bestimmen konkrete
Fallzahlen. Schliefslich untersuchen wir die Giite fiir die in Kapitel 4 vorgestellten Testver-
fahren mittels Simulationen beziiglich der mit den Algorithmen berechneten Stichproben-
umfingen und diskutieren die Robustheit des Nichtunterlegenheitstests bei Abweichungen

von der Annahme proportionaler Hazardfunktionen.

95
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6.1 Berechnung der Lage der Ereigniszeitpunkte und

ihre insgesamt erforderliche Anzahl

Die Lage der Ereigniszeitpunkte ¢; ergibt sich aus der jeweiligen Weibull-Verteilung. Un-
ter dieser Annahme bestimmen wir nun fiir Gruppe k die Lage der L, nach der Grofe

geordneten Ereigniszeitpunkte t§ folgendermaRen: ¢ ist die Losung der Gleichung

inx firl =1,...,L, — 1 und k = S, N, P. Umgeformt nach ¢/ kénnen wir die Ereignis-

zeitpunkte mittels folgender Formel berechnen

1 l
th = 1\9/—)\—k-10g (1—L_k)' (6.1)

Den letzten Ereigniszeitpunkt in jeder Gruppe konnen wir mit dieser Methode nicht bestim-
men, da Ly - P (T; > x) = 0 keine reelle Losung hat (der Bildbereich von Ty ~ Wb(Ay, )
ist namlich R~). Deshalb setzen wir den letzten Ereigniszeitpunkt auf das Studienende,
also t§ =bfir k=S ,N,P.

Es ist darauf zu achten, dass tF fiir alle [ € {1,..., L, — 1} und k = S, N, P im Beobach-
tungszeitraum B = [0, b] liegt. Falls max{tf : { € {1,..., Ly — 1}} > b, so fiigen wir j € N

zusétzliche Ereigniszeitpunkte hinzu und bestimmen die Lage der Ly + j — 1 Ereigniszeiten
nach der oben vorgestellten Methode. Dabei wird j genau so gewéhlt, dass bei insgesamt
Ly + j — 2 Ereignissen fiir die Ereigniszeit tlzk_l > b aber bei insgesamt L; + j — 1 Ereig-
nissen tlqu < b gilt. Fiir unsere Berechnungen betrachten wir dann diese ersten L; — 1

Ereigniszeitpunkte.

Falls keine zensierten Beobachtungen berticksichtigt werden sollen ist n, = L. Wenn
zusatzlich auch zensierte Beobachtungen erwartet werden, stehen diese beiden Groéfsen nach

Formel (5.5) in folgendem Zusammenhang

Neben der Verteilung der Uberlebenszeiten nehmen wir auch eine Verteilung fiir die Zen-

sierungszeiten an.
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Wahl der Zensierungsverteilung und ihrer Parameter

Beziiglich der Wahl der Zensierungsverteilung ist folgendes zu beachten: Nehmen wir an,
dass die Zensierungszeiten im Verlauf der Studie alle mit derselben Rate eintreten, ist eine
Exponentialverteilung (Weibull-Verteilung mit Form-Parameter 1) als Zensierungsvertei-
lung zu wihlen (vgl. Anhang A.3). Wird hingegen vermutet, dass die Zensierungszeiten mit
einer wachsenden oder fallenden Rate eintreten, wire eine Weibull-Verteilung mit Form-
Parameter ungleich 1 die geeignete Wahl. Hierbei ist der Form-Parameter grofser als 1 zu
wahlen, wenn eine wachsende Rate angenommen wird, fiir eine fallende ist er kleiner als 1
zu wahlen. Wie bereits erwahnt, nehmen wir an, dass die Verteilung der Zensierungszeiten
aller Personen gleich ist. Aukerdem wihlen wir den Form-Parameter der Uberlebenszeit-

verteilungen und der Zensierungsverteilung gleich. Somit ist

Ts, T ~ Wb(AD),
Tp ~ Wb()\p,??) und

U ~ Wb(u,?) firie {1,...,n}.

Der Skalen-Parameter u der Zensierungsverteilung wird so gewahlt, dass die Wahrschein-
lichkeit fiir eine zuféllig zensierte Beobachtung einer Person aus der Standardgruppe einen

bestimmten Wert annimmt, dieser sei mit pJ bezeichnet.

P(Uy < Ts,Uy < b) = /RfUl ()P ( < min{Ts,b}) dz — /0 fo(2)P (Ts > z) da

e—bﬁ()\-i-u) -1

= p? (6.3)

b
_ _ 9 9

= wdz? e e A dy = —uy

0 )\+U

Diese Wahrscheinlichkeit héngt also von der Studiendauer b ab. Die Dauer wiederum héngt
von der Wahrscheinlichkeit einer fest zensierten Beobachtung in der Standardgruppe ab,

die wir mit p}? bezeichnen:
P(b<Ts,b<U) = Pb<Ts)P(b<U)=e "0 = ps

Nach der Studiendauer aufgelost, erhalten wir daraus

1/19
log(p?) g
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In Abbildung 6.1 ist die Abhéngigkeit zwischen Studiendauer b und Anteil der fest zensier-
ten Patienten aus der Standardgruppe p? nach (6.4) fiir verschiedene Wahlen der Skalen-
und Form-Parameter und Anteile von zufillig zensierten Beobachtungen in der Standard-
gruppe p? dargestellt. Je nachdem ob die Beobachtungen tiiglich, wéchentlich oder monat-
lich durchgefiihrt werden, betragen die Zeiteinheiten Tage, Wochen oder Monate.

Form-Parameter 0,5 Form—-Parameter 1 Form—Parameter 1,5

Studiendauer
= N w

l l l
Studiendauer
[ N w N
| | | |

Studiendauer
[ N w N
l l l l

0_I T T T T T 0_I T T T T T 0_I T T T T T
00 01 02 0.3 04 05 00 01 02 03 04 05 00 01 02 03 04 05
S S S
pf pf pf
Form-Parameter 0,5 Form—-Parameter 1 Form—-Parameter 1,5

Studiendauer
= N w

l l l
Studiendauer
= N w

| | |

Studiendauer
= N w

l l l

T T T T T T T T T T T T T T T
00 01 0.2 03 04 05 00 01 02 03 04 05 00 01 02 03 04 05
S

P pfS p;'s

Abbildung 6.1: Abhéngigkeit zwischen Studiendauer und Anteil der fest zensierten Pa-
tienten aus der Standardgruppe p? nach (6.4), fir verschiedene Skalen-
Parameter A € {1, 1,25, 1,5, 3} und Anteile von zufillig zensierten
Beobachtungen in der Standardgruppe p? = 1072°% (obere Reihe) und
p? = 25% (untere Reihe).



6.1. BERECHNUNG DER LAGE DER EREIGNISZEITPUNKTE UND IHRE INSGESAMT
ERFORDERLICHE ANZAHL 59

Setzen wir nun Gleichung (6.4) in Gleichung (6.3) ein, so erhalten wir nach Umformung

und Beachtung, dass p7 + pS # 1 (sonst wiren alle Personen zensiert)

po A

U= ——"7-=.
1—pf —p}

(6.5)
Nach diesen Voriiberlegungen haben wir eine Darstellung des Skalen-Parameters u der Zen-
sierungsverteilung gefunden. Daraus ergeben sich folgende Verteilungen fiir die Uberlebens-

bzw. Zensierungszeiten:
Ts ~ Wb (A D),
Ty ~Wb(\1),

Tp ~Wb(Ap,?),

ps A
U ~Wb| —2——=, 0 firie {1,...,n}.
(1 —ps — 1} )

Wir wihlen den Anteil an zufilligen und festen Zensierungen basierend auf der Standard-
gruppe. Nun werden wir diskutieren welche Zensierungsanteile in den anderen beiden Grup-
pen zu erwarten sind. Da wir annehmen, dass die Verteilungen der Uberlebenszeiten in der
Standard- und der Novumgruppe gleich sind, erwarten wir in der Novumgruppe denselben
Anteil an zensierten Beobachtungen wie in der Standardgruppe. Erwarten wir fiir Personen
aus der Placebogruppe ein geringeres momentanes Ereignisrisiko als fiir Personen aus der
Standard- bzw. Novumgruppe, ist der Anteil an fest zensierten Beobachtungen in der Place-
bogruppe grofer als pf; . Nun vergleichen wir die Anteile der zufélligen Zensierungen in den
Behandlungsgruppen miteinander. In Abbildung 6.2 sind Dichten der Weibull-Verteilung
der Zufallsvariablen Tg ~ Wb (3;9), Tp ~ Wb (1;9) und U; ~ Wb(0,33; ) fiir verschiede-
ne Form-Parameter ¢ abgetragen. Die Wahl eines Skalen-Parameters u = 0,33 entspricht
einem Anteil von zuféllig zensierten Beobachtungen von 10% in der Standardgruppe, wenn
der Anteil der fest zensierten Beobachtungen in der Standardgruppe geradezu 0% (hier
10~20% gesetzt) betrigt.
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Form-Parameter 0,5 Form—-Parameter 1 Form—Parameter 1,5
2.0 2.0 2.0
1.5 1.5 1.5
X 1.0 1 X 1.0 X 101
0.5 0.5 0.5
0.0 0.0 0.0
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0O 1 2 3 4 5 6 0o 1 2 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
X X X

Abbildung 6.2: Dichten der Weibull-Verteilung mit Skalen-Parameter 0,33, 1 und 3 fiir

verschiedene Form-Parameter.

Die Dichte der Uberlebenszeiten von Personen aus der Standard- bzw. Novumgruppe
schneidet jeweils die Dichte der Uberlebenszeiten von Personen aus der Placebogruppe.
Betrachten wir alle Ereignis- und Zensierungszeiten die bis zu diesem Schnittpunkt ein-
getreten sind, ist der Anteil der zuféllig zensierten Personen in der Placebogruppe héher
als in der Standard- bzw. Novumgruppe. Werden hingegen die Daten der gesamten Studi-
endauer betrachtet, ist der Anteil der zensierten Beobachtungen in der Placebogruppe oft
hoher, da die Dichte der Standard- bzw. Novumgruppe teilweise wesentlich iiber der der
Placebogruppe verlauft. Je mehr zensierte Beobachtungen wir erwarten, desto wesentlich
mehr Fallzahlen werden benétigt. Da bei der zufilligen Zensierung die Zeitpunkte der Zen-
sierungen iiber den gesamten Beobachtungszeitraum verstreut sind und somit kleiner als
die Zeitpunkte der fest zensierten Beobachtungen sind, beeinflusst die zuféllige Zensierung
die Hohe der Fallzahlen stéarker als die feste. Mit diesen Ergebnissen konnen wir Gleichung

(6.2) unter Ausnutzung von (6.4) und (6.5) schreiben als

11— p?
Ak 4 PEA 1 pS —pS

L= |n-wg A - (6.6)
Die Anzahl der Ereignisse lésst sich fiir jede Gruppe nach (6.6) und ihre Lage nach (6.1)
bestimmen. Dies kann nun in die Funktion g aus Formel (5.4) eingesetzt werden. Dafiir
teilen wir jede Summe in drei Teilsummen auf, wobei in jeder Summe tiber die Ereignisse
einer Behandlungsgruppe summiert wird

91(0,0p,w, L, 1)
92(0,0p,w, L, 1)

9(876P7w7L7t) = (67)
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mit

und

g2(0,0p,w, L,t) := Z

L FO(H) ws [ £9(8) w4+ 11 (2F) we

P
k=S,N,P I=1 [fe(tl) (ws + wy) + foF (tl)wp}

[£(th)] wswy
|:f0<tl) (UJS -+ U)N> -+ flegp(tﬂwp}

— 2A

£ wx [ £0(2F) ws + £ (tF) wo

[fe(tz) (ws +wn) + f;aap(tz)wp] :

+ A2

L fO(tF) ws | () w + £ (tF) we

k=S,N,P |=1 [f(’(tl) (ws +wy) + fgp (tl)wP} 2

L fO(tF) wy | fO(tF) ws + f3F () wp
ZZ[+}

k=S,N,P 1=1 [f (1) (w5+wN)+f193P(tl)wp]2

Ly

- X 1)) wswy

k=S,N,P I=1 [fe(tl) (ws + wy) + foF (tl)wp} i

Da sich die Funktion g nicht explizit nach L auflésen lasst, kann die erforderliche Anzahl an

Ereignissen nicht direkt berechnet werden. Im néchsten Abschnitt entwickeln wir deshalb

Algorithmen, mit denen der benétigte Stichprobenumfang pro Gruppe berechnet werden

kann.
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6.2 Algorithmen

6.2.1 Berechnung der Fallzahlen bei festen

Randomisierungsverhialtnissen in die Gruppen

Zunéchst sind wir daran interessiert wie grofs der gesamte Stichprobenumfang gewéhlt

werden muss, wenn ein festes Verhéltnis der Personen pro Gruppe zueinander gegeben ist.

Algorithmus zur Bestimmung der Fallzahlen insgesamt bei festen Randomi-

sierungsverhiltnissen in die Gruppen

Input: 0 = (\,9),0p = (Ap, V) ,wg,wN,wp,p?,pf, a,v, A
Toleranzwert: € > 0

Startwert: n

1) berechne L = [n SWp A i —‘ fir k = S, N, P (nach (6.6))

)\k+(z7§~)\)/(1fp§7p]§)

undL:Lg+LN+Lp

2) bestimme die Lage der Ereigniszeitpunkte #f,... t} fir k=S, N, P
(nach (6.1))

3) bestimme ¢(0,0p,w, L,t) (nach (6.7))

2
9(0,0p,w, L,t) — (M) .

Ul—y—Ul—

4) solange

Ul—y —Ul—

A 2
e verringere n falls g(0,0p,w, L, t) — (M) S ¢

2
e crhohe n falls —g(0,0p,w, L, t) + <M> S ¢

Ul—y—Ul—

gehe zu Schritt 1)

5) falls

9(8,0p,w, L, ) — (M)Q <e

Ul—y—Ul—x

Abbruch: die erforderliche gesamte Personenanzahl n ist gefunden.

Output: insgesamt erfoderlicher Stichprobenumfang nf,, und
Studiendauer b
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Im néchsten Abschnitt geben wir an, wie wir einen geeigneten Startwert fiir den insgesam-

ten Stichprobenumfang n wéhlen kénnen.

Startwert fiir den Algorithmus

Die Wahl des Startwertes fiir den insgesamten Stichprobenumfang n beeinflusst die Rechen-
zeit des Algorithmus. Um einen geeigneten Startwert zu finden, interessiert uns zunéchst
nicht, zu welchen Zeitpunkten im Studienverlauf genau die Ereignisse eintreten sondern
nur, ob sie eintreten. In diesem Fall spricht man von bindren Endpunkten (parametrische
Verfahren fiir bindre Endpunkte wurden in der Literatur von Kicser and Friede [2007] oder
auch Miclke and Munk betrachtet). Vereinfachend nehmen wir an, dass alle Ereigniszeit-
punkte an demselben Zeitpunkt eintreten, d.h. ¢, = ¢ fiir [ € {1,..., L}. Wir werden zeigen,
dass sich die Funktion g aus Gleichung (5.4) in diesem Fall zu 4/L vereinfacht und geben
schlieflich eine Formel an, nach der die optimale Personenanzahl insgesamt und deren op-
timale Aufteilung berechnet werden kann. Gleichzeitig erhalten wir so einen Einblick in die

Gruppenverhéltnisse zueinander.

Die L Summanden in den Summen aus Funktion g in (5.4) hédngen nun nicht mehr vom

Summationsindex ab und sind somit alle identisch. Aus Gleichung (5.2)-(5.4) ergibt sich:

(wy + kwp) wg — 2 A wg wy + A% wy (kwp + wg)

L =
2 ( wh w wy (wy+rwp)ws (K wp+ws)>
\(wN + K wp + ws) < (wn+r wp+tws)® + (wn+k wptws)? ’
¢=§(1;;w1v)
u u 2
1-y = Yl—«
B it St i 6.8

wobei /P0)/ft) = k und wp = 1 — wg — wy.
Wir wollen nun wg und wy gerade so wahlen, dass wir fiir die gegebenen Parameterwerte
die minimal erforderliche Anzahl an Ereignissen L benétigen. Dafiir untersuchen wir die
Funktion

g:W =R, mit W:={(ws,wy) € (0,1)*: wg +wy € (0,1)}

auf Minima.



64 KAPITEL 6. ALGORITHMEN ZUR BESTIMMUNG DER FALLZAHL

Satz 6.1

Angenommen alle Ereignisse treten zum selben Zeitpunkt ein, also ¢, = ¢ fir [ € {1,..., L}
gilt, dann sind die folgenden Anzahlen an Personen pro Patientengruppe in folgendem
Sinn optimal: Sie stellen die kleinstmdglichen Stichprobenumféinge dar, die zu einer vorge-
gebenen Giite von + fiihren, bei einem Niveau von «, einer Nichtunterlegenheitsgrenze A,
Hazard Quotienten B¢ bzw. Sy unter der Alternative g = Sy # 0:

* Ul—y — Ul—qa ? 1 Afp(t)/f(t)
ng = 4. —) " - R
By —A-fs

o O+ A) +1-A

o~ — 4 (ul—'y - ul—a)2 i fp(t)/f(t)

N By — A - Bs P fPOfr(14+A)+1-A
ny, = 4. (—ul_”/_ul_“>2.i. 1-A

L By — A - Bg v PO/r(1+A)+1— A

mit

W =P (Tg < b,Ts < U wh+ P (Ty < b, Ty < Up)why + P (Tp < b, Tp < Uy) wh,

wobei
ws = Awy
. K
I
N k(1+A)+1-A
w}; = 1- wg o w?\ﬁ

f die Dichte der Uberlebenszeiten von Personen aus der Standard- und Novumgruppe und
fp Dichte der Uberlebenszeiten von Personen aus der Placebogruppe, £ = fr(®)/f) und
U1 das (1 — a)-Quantil der Standardnormalverteilung bezeichnet. Insgesamt betragt der

bendtigte Stichprobenumfang dann:
Ul — Up 2 1
n*=ns+ny+np=4- u) C— 6.9
S N P (,BN . A . BS 1/}* ( )

Beweis: Um den Satz zu beweisen, gehen wir folgendermafsen vor:
1) Zunéchst zeigen wir, dass g : W — R strikt konvex ist.

2) Dann minimieren wir g : W — R.
a) Als erstes ermitteln wir alle Extrema von g und werden feststellen, dass ein Ex-
tremum in W liegt.

b) Als zweites zeigen wir, dass es sich hierbei tatséchlich um ein Minimum handelt.
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zu 1) Um zu zeigen, dass ¢ strikt konvex ist, benutzen wir die Aussage des folgenden

Satzes:

Satz 6.2

Eine Funktion h : R — R, h € C? ist genau dann strikt konvex, wenn Hess(h) positiv de-
finit ist, d.h. 27 Hess(h)x > 0 fiir alle 2 € R?, wobei 2 # 0. O

Damit ergibt sich in unserem Fall fiir (wg,wy) € W:

0% 0%g
ow? OwsOwn a; a
~ S 1 2
Hess(g) = o n =:
9%g 0%g as Qg
JwynOwg Bw%\,

und somit
(w57 wN)THGSS(g) (w57 U)N)

2 2
= wga; + wyas + wswy (az + as)

(1— A)2 wswy (wg + wN)2 + (1 —ws — wN)3 k2 (ws + Awy)

rwswy (1 — wg — wN)3

=2
> 0.

zu 2a) Zunéchst bestimmen wir die partiellen Ableitungen von g:

g —28wnwE + wE (wy + K (wy +ws — 1)° — K2 (wy + wg — 1)°)

dws rwyw? (=1 + wg + wy)?

Awy (w? + K2 (wy — 1) (wy + ws — 1)° — kwy (wy +ws — 1)°)

rwyw? (=1 + wg + wy)?

g —2Awiws + Ak (ws + & (ws + wy — 1)? — k% (ws + wy — 1)2)

own lwaw?g(—l + wg +wN)2

wg (W} + K2 (ws — 1) (ws + wy — 1)* — kwg (wg + wy — 1)2)

rwyw? (=1 + wg + wy)?
Nun ermitteln wir alle Paare (wg, wy), bei denen beide Ableitungen gleich sind, d.h.:

dq dg  (Awy —ws) (Awy + ws) (—Kk — Wy + KWy — Wg + Kws) 0

aw S 8’LU N wjz\f wg’
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Dies ist der Fall, wenn
(i) Awy = wg oder
(il) —Awx = wg oder

(iii) —k —wy + Kwy — ws + Kwg = 0 & wg = L5 —wy.

Jetzt setzen wir diese Losungen in die Ableitungen ein, bestimmen wg gerade so, dass beide

Ableitungen 0 sind und {iberpriifen, welche der Losungen in W liegt.

(i) Awy = wg
Losung 1: (ws = Awy,wy = m> e W, da

wN>0,w5>0,w5+wN:%>Oundw5+wN<1.

Losung 2: (ws = Awy,wy = m) ¢ W, da
14+A
Al

somit positiv.

wg + Wy = < 1 nur falls k < 0, aber k ist ein Quotient zweier Dichten und

(ii) AwN = —Wg
Losung 3: <ws = —Awyn,wy = —m> ¢w
Losung 4: (ws = —Awy,wy = m) ¢w

(111) wg = ﬁ — WN

Lésung 5: (U]S = n_il — WN,WN = —m> §é W, da
UJN:WK(H_U>O,HUI'faHSH>1
wg = ﬁ > 0, nur falls K < 1. Es kann also kein gemeinsames r gefunden

werden so dass sowohl wy > 0 als auch wg > 0 gilt.

Die einzige Losung, die in W liegt, ist Losung 1, also w* = (K (1+2§+17A’ ~ (1+§)+1—A>‘

zu 2b) Da Hess(g) in ganz W positiv definit ist und w* € W, ist Hess(g) an der Stelle w*
positiv definit. Auf dem Rand von W kann es keine Punkte mit kleinerem Funktionswert

geben.
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Somit haben wir mit w* das globale Minimum von g in W gefunden. Die optimalen Grup-

penaufteilungen lauten somit:

wy = Awy

wy = "

N k(1+A)+1-A
wp = 1—ws—wy.

Fiir sie gilt das Verhéltnis

xR Lk . f<t) _
wg Wy Wp = A'l'fp(t)(l A).

Nun bestimmen wir die Anzahl der benétigten Ereignisse. Da die Funktion g fiir die opti-

male Gruppenaufteilung den Wert 4 annimmt, erhalten wir fiir Gleichung (6.8)

2
Up—y — Ul—q
L~ (—) .
Bn — A Bs
Unter der Annahme, dass es keine zensierten Beobachtungen geben wird, entspricht dies
dem insgesamt benotigten Stichprobenumfang n*.

Jetzt berticksichtigen wir zuséatzlich noch zensierte Personen wie in Kapitel 5.2 beschrieben

und erhalten (da L* = ni/w; - ¢* gilt) fiir die optimale Personenanzahl pro Gruppe:

= 4. Ul—y — Ul—q 2.i. Ak
S By — A - Bg v K(1+A)+1-A

v g (w1 u
Mo By —A-Bs) o K(I+A) F1-A

o= 4. Ul—y — Ul—q Q‘L‘ 1-—A
L By — A - Bg v k(1+A)+1-A

mit
w*:P(Ts<b,TS<U1)w§+P(TN<b,TN<U1)w7V+P(Tp<b,Tp<U1)w;.

Insgesamt betragt der benotigte Stichprobenumfang dann:

2
Uy — Ul—g 1
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Aus diesen Formeln ldsst sich nun leicht der erforderliche Stichprobenumfang pro Grup-
pe berechnen, der als Startwert fiir den insgesamten Stichprobenumfang n fiir unseren

Algorithmus benutzt werden kann.

Ergebnisse des Algorithmus zur Bestimmung der Fallzahlen

insgesamt bei festen Randomisierungsverhiltnissen in die Gruppen

Den zu Beginn dieses Abschnittes vorgestellten Algorithmus wollen wir nun anwenden:

Ublicherweise werden in der Literatur Aufteilungen der Personen im Verhéltnis ng:ny:mnp
von 1:1:1, 2:2:1, 1:2:1 und 2:3:1 betrachtet. Zusatzlich betrachten wir auch wieder von der
Nichtunterlegenheitsgrenze A abhéngige Aufteilungen A:1:(1—A) fiir A € {0,5;0,65;0,8}.
Fir A = 0,8 ergibt sich dann die Aufteilung 4:5:1, fiir A = 0,65 ist es 13:20:7 und bei
A = 0,5 erhalten wir 1:2:1. Da die Aufteilung 2:3:1 sehr dhnlich zu 13:20:7 ist, beschran-
ken wir uns aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf die Aufteilung 2:3:1. Fiir verschiedene
Parameterwahlen fiir HQ € [1,25;3] und ¢ € {0,5;1;1,5} haben wir unter der Alternative
Bg = By basierend auf Weibull-verteilten Uberlebens- und Zensierungszeiten fiir die oben
angegebenen Personenverhéltnisse die bendtigten gesamten Fallzahlen beziiglich eines no-
minalen Niveaus von o = 2,5% bzw. a = 5% berechnet um eine gewiinschte Giite von
~v = 80% zu erreichen. Den Parameter \p setzen wir auf A\p = 1. Wir berticksichtigen keine
zensierten Beobachtungen. Wie die Studiendauer b bei den verschiedenen Parameterkon-
stellationen zu wéhlen ist, ist Abbildung 6.1 zu entnehmen. Als Toleranzwert haben wir
e = (6 *ABS>/<“1—7—"1—a>)2/100 gewahlt. Die wesentlichen Ergebnisse sind in Abbildung 6.3
dargestellt. Da die Wahl des Form-Parameters der Weibull-Verteilungen v die Hohe der

Fallzahlen kaum beeinflusst, haben wir die Berechnungen nur fiir ¢ = 0,5 angegeben.
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Delta 0,5 Delta 0,65 Delta 0,8
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Abbildung 6.3: Fallzahlen nf,, fiir verschiedene Aufteilungen der Personen auf die Gruppen
nach ng:nymp von 1:1:1, 1:2:1, 2:2:1, 2:3:1 und 4:5:1 in Abhéngigkeit
des Hazard Quotienten (H (). Die Berechnungen erfolgten unter der Alter-
native g = Sy beziiglich ¥ = 0,5, eines Niveaus von 2,5% (——) bzw. 5%

(—) und einer gewiinschten Giite von 80%.

Es wird deutlich, dass die Anzahl der bené6tigten Personen von A abhéngt. Bei den betrach-
teten Personenverhéltnissen féllt auf, dass die gesamte Anzahl an Personen fiir A = 0,5
bei dem Verhéltnis 1:2:1 am geringsten ist, fir A = 0,65 bei der Aufteilung 2:3:1 und fiir
A = 0,8 bei 4:5:1.

6.2.2 Berechnung der Fallzahlen mit optimaler Aufteilung in die
Gruppen
Nun wollen wir untersuchen, ob die Anzahl der insgesamt benétigten Personen durch op-

timale Aufteilung der Personen in die Behandlungsgruppen noch verringert werden kann.

Aus (5.1) wird deutlich, dass die asymptotische Giite um so grofser ist, je kleiner folgender
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Ausdruck ist

—— —_—~ e~

Var(By) — 2 - A - Cov(Bs, By ) + A2 - Var(Bs) E ¢(0,0p,w, L, 1).

Wir wollen als néchstes die Aufteilung ermitteln, bei der wir die grofite Giite erwarten. Dazu
ist die Funktion g aus (6.7) in w = (wg, wy, wp) zu minimieren (bei fester Wahl der anderen
Parameter) unter den Nebenbedingungen wg + wy + wp = 1 und wg, wy,wp € (0,1).
Aufgrund der komplexen Struktur der Funktion ¢ sowie der vorhandenen Nebenbedin-
gungen, kann das gesuchte Minimum nicht analytisch bestimmt werden. Wir verwenden
daher einen numerischen Algorithmus, der das gesuchte Minimum unter Beachtung der
Nebenbedingungen findet. Der Nelder-Mead Algorithmus ist ein Minimierungs-Verfahren
fiir nichtlineare und nicht notwendig differenzierbare von mehreren Parametern abhéngige
Funktionen ohne Nebenbedingungen. Er ist ein sehr héufig verwendetes Verfahren. Die
Nebenbedingungen der Funktion g beriicksichtigen wir, indem wir wp = 1 — wg — wy set-
zen und den Funktionswert von g bei verletzten Nebenbedingungen auf einen sehr hohen
Wert setzen (d.h. fir wg ¢ (0,1) und/oder wy ¢ (0,1) und/oder wg + wy ¢ (0,1)). Fiir
gegebene 6, 0p, L, t definieren wir g, , , , R? — R durch

9(0,0p, (ws,wyn,1 —ws —wy), L, t) : fir wg,wy,ws +wy € (0,1)

Yo.0p.1t (w57 wN) = -
10 . sonst.

Diese auf ganz R? definierte Funktion ist nicht differenzierbar.

Wie der Nelder-Mead Algorithmus funktioniert, ist in Conn et al. [2009] beschrieben und
wird nun kurz fiir unser Minimierungsproblem skizziert.

Die Idee des Verfahrens besteht darin, ein Dreieck, dessen Eckpunkte nicht auf einer Ge-
raden liegen (hierbei handelt es sich um einen speziellen Simplex), zu erzeugen. In einem
Iterationsschritt wird fiir jeden Eckpunkt der Wert der Zielfunktion Go0p.0 berechnet. Un-
ter den 3 Punkten wird der beste und der schlechteste ermittelt. Der schlechteste wird
dann entweder durch einen neuen ersetzt (so dass das Dreieck beziiglich des neuen Punk-
tes um eine Seite kippt, sich streckt oder zusammenzieht) oder das Dreieck zieht sich um
den bisher besten Punkt zusammen. So verlagern sich die Simplexe schlieklich in Richtung
des Minimums und ziehen sich um dieses zusammen.

Anhand vieler Parameterkonstellationen haben wir den Graphen der Funktion (der es nahe
legt, dass es sich bei der Funktion g um eine konvexe handelt) betrachtet und mit dem

vorgestellten Verfahren jeweils das gesuchte Minimum gefunden.
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Algorithmus zur Bestimmung der Fallzahlen mit optimaler Aufteilung in
die Gruppen

Input: 0 = (A, 9),0p = (Ap, V) ,p?,pf,&,’y,A

Toleranzwert: € > 0

Startwert: n, wg, wy, wp

1) bestimme die Anzahl der Ereignisse in Abhéngigkeit von wy, also

1-p7 .

Ly (wg) = {n CWg - A - m—‘ fir k = S, N, P (nach (6.6))

2) bestimme die Lage der Ereigniszeitpunkte t%,. .. ,t’zk(wk) fir k= S,N, P
(nach 6.1)

3) bestimme ¢(0,0p,w, L(w),t) (nach (6.7)) und ermittle mit der Simplexmethode
nach Nelder-Mead (wie auf Seite 70 beschrieben) die Aufteilung

w* = (w§, wy,wp), fir die g minimal ist

4) solange

2
00,00, 0", L(w), 1) — (22222 ’ .

Ul—y —Ul—

A 2
e verringere n falls (0, 0p, w*, L(w*),t) — <M> > €

Ul—y—Ul—

2
e crhohe n falls —g(0, 0p, w*, L(w*),t) + ( Bn—ABs > S €

Ul—y—Ul—

gehe zu Schritt 1)

2
5) falls |g(0,0p, w*, L(w*),t) _( By—ABs ) ¢

Ul—y—Ul—

Abbruch, die erforderliche gesamte Personenanzahl n* und

deren beste Aufteilung in Gruppen w* = (wg, wy, w}p) ist gefunden

*

Output: insgesamt erfoderlicher Stichprobenumfang ng,,;,,

dessen Aufteilung in die Gruppen (w%, wj, wp) und

Studiendauer b

Der Startwert fiir n kann z.B. aus Formel (6.9) bestimmt werden. Als Startwert fiir wg,
wy, wp kann beispielsweise wy = /2, wg = Awy = 22 und wp = 1 — wy — wg = (1-8)/2

verwendet werden.
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Ergebnisse des Algorithmus zur Bestimmung der Fallzahlen mit

optimaler Aufteilung in die Gruppen

Wir werden nun die erforderlichen Fallzahlen nj,, fiir die iiblicherweise verwendeten fes-

*
semip

zu berechnen wir den benétigten Stichprobenumfang fiir die Nichtunterlegenheitsgrenzen
A € {0,5;0,65;0,8}, die Form-Parameter ¢ € {0,5;1;1,5} und die Hazard Quotienten

HQ € [1,25;3]. Den Skalen-Parameter A\p setzen wir auf Ap = 1 den Toleranzwert e auf

ten Aufteilungen mit n aus dem eben vorgestellten Algorithmus vergleichen. Da-

€= ((/BN*Ms)/(ulﬂ—ulfa>)2/100, fiir das Niveau erlauben wir o = 2,5% und fiir die gewiinschte
Giite v = 80% unter der Alternative Sg = [y. Unsere Berechnungen fithren wir einmal
mit dem Verfahren aus Abschnitt 6.2.1 und aufferdem mit dem Verfahren aus Abschnitt
6.2.2 fiir die festen Aufteilungen 1:1:1, 2:2:1, 2:3:1, 3:3:1 und A:1:(1 — A) durch.

In Abbildungen 6.4 und 6.5 ist die prozentuale Abweichung der Fallzahlen nj bei fes-

*

femip D€l optimaler Aufteilung dargestellt. In anderen

ter Aufteilung von den Fallzahlen n
Worten: auf der y-Achse ist ("fest/nz,,;, — 1) - 100% abgetragen. Hier wurden keine zen-
sierten Beobachtungen beriicksichtigt, da wir fiir verschiedene Grade an zufillig und fest
zensierten Beobachtungen dieselben Aussagen erhalten. Da verschiedene Wahlen fiir den
Form-Parameter ¢ kaum Einfluss auf die Hohe der Fallzahlen haben, betrachten wir nur

9 = 0,5.
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Abbildung 6.4:
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Prozentsatz, um den die Fallzahlen nf, beziiglich ng,;  fiir verschiedene
Hazard Quotienten (H (@) anwachsen. Als feste Aufteilungen fiir ng:ny:np
betrachten wir 1:1:1, 1:2:1, 2:2:1, 2:3:1, 3:3:1, 4:5:1 und 13:20:7. Fiir
Parameterwahlen ¢ = 0,5, ein Niveau von 2,5%, einer Giite von 80% unter
der Alternative fs = .
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30 30 -
X X
£ 20 £ 20
o)) o))
c cC _—____—_——’\_\_\’_—
2 2
g BA— T S 15 o
[0) [0)
= =
< <
5 s 5
e i A 4 —————
0 - B A ST O 0 -
I I I I I I I I
15 2.0 25 3.0 1.5 2.0 2.5 3.0
HQ HQ

*

temip fUr verschiedene

Abbildung 6.5: Prozentsatz, um den die Fallzahlen ng,  beziiglich n
Hazard Quotienten (H(@)) anwachsen. Als feste Aufteilungen fiir ng:ny:np
betrachten wir 1:1:1, 1:2:1, 2:2:1, 2:3:1, 3:3:1, 4:5:1 und 13:20:7. Fiir
Parameterwahlen ¢ = 0,5, ein Niveau von 2,5%, einer Giite von 80% unter

der Alternative Ss = .
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In der Tat hat die Aufteilung der Patienten auf die Gruppen eine erhebliche Auswirkung
auf die Gesamtfallzahl. Auch sieht man, dass es keine feste Aufteilung gibt, die in allen dar-
gestellten Féllen optimal ist, so dass grundséatzlich der variablen Aufteilung aus Abschnitt
6.2.2 der Vorzug zu geben ist. Hier bestétigt sich unsere Intuition aus Kapitel 4.2, denn die
Kurven zu dem festen Personenverhéltnis ng:ny:mnp = A:1:(1 — A) fiir das jeweils betrach-
tete A verlaufen nahe der Nulllinie und kommen somit dem benétigten Stichprobenumfang

bei Verwendung unseres Verfahrens sehr nahe.

Depressionsstudie (Fortsetzung)
In unserer Depressionsstudie sind die Personen im Verhéltnis ng:ny:np=2:2:1 aufgeteilt.
Wird solch eine Aufteilung der Personen auf die Gruppen gewahlt, weichen die Fallzahlen
bei den eben betrachteten Parameterwahlen um etwa 4% bis 11% von unserem Verfahren
aus Abschnitt 6.2.2 nach oben ab, je nachdem wie die Nichtunterlegenheitsgrenze A gewéhlt
wird (vgl. Abbildungen 6.4 und 6.5).

6.3 Untersuchung der Testverfahren mittels

Simulationen

Simulationen der Giite

Nun untersuchen wir fiir die mit unserem Algorithmus aus Abschnitt 6.2.2 berechneten Fall-
zahlen die Giite fiir die in Kapitel 4 vorgestellten Tests. Wir haben die Stichprobenumfange
Wiemip Unter der Alternative g = By fiir verschiedene Hazard Quotienten HQ € {1,25; 3},
Form-Parameter ¥ € {0,5;1;1,5} und Nichtunterlegenheitsgrenzen A € {0,5;0,65;0,8}
berechnet. Dabei setzen wir den Skalen-Parameter Ap ohne Einschriankung auf A\p = 1,
erlauben ein Niveau von a = 2,5% und wéihlen eine gewiinschte Giite von v = 80%. Als
Toleranzwert im Algorithmus haben wir € = ((’8N*ABS)/(Ulfv_“17a>)2/100 benutzt. Wir fiih-
ren unsere Simulationen und Berechnungen sowohl ohne als auch mit Beriicksichtigung
von zensierten Beobachtungen durch. Fiir die Simulationen bei zensierten Beobachtungen
wahlen wir den Parameter der Zensierungsverteilung und die Studiendauer gerade so, dass
p? = p¥ = 25%, d.h. wir erwarten einen Anteil von 25% an fest und einen Anteil von
25% an zufillig zensierten Beobachtungen in der Standardgruppe. Die Stichprobenumfin-
ge nj.,;, teilen wir auch im Verhiltnis 1:1:1, 2:2:1 und A:1:(1 — A) auf und simulieren
die Giite. Dadurch koénnen wir untersuchen, wie viel an Giite bei diesen festen Auftei-
lungen im Gegensatz zu der variablen verloren geht. Insgesamt haben wir jeweils 10.000

Wiederholungen durchgefiihrt. In Tabelle 6.1 sind die wesentlichen Ergebnisse dargestellt.
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p}? =p A HQ Niemip TSNP H Héjw’s Héjeb’N H} Héjeb’s U HY ngb,N U HY
10-2% 05 125 2523  optimal 97.60 9956 79,41 74l 7941
1:1:1 99.38 9940 74,54 74,05 74,54
2:2:1 9833 9807 7573 74,79 7571
AL(1—A) || 97,72 9951 79,40 77,58 79,40
3 113 optimal 97,87 99,37 79,99 78,43 79,99
1:1:1 9951  99.75 76,68 76,32 76,68
2:2:1 97.06 9801 76,36 75,87 76,85
A:(1—A) || 9740 9931 80,17 78,31 80,17
0,8 1,25 15.764 optimal 100 100 79,48 79,48 79,48
1:1:1 100 100 70,57 70,57 70,57
2:2:1 100 100 77,91 77.91 77.91
AL:(1-A) || 100 100 79,63 79,63 79,63
3 660 optimal 100 100 79,99 79,99 79,99
1:1:1 100 100 71,02 71,02 71,02
2:9:1 100 100 77,10 77,10 77,10
AL(1-A) | 100 100 79,19 79,19 79,19
25% 0,5 1,25 5.212 optimal 97,43 99,54 79,64 77,52 79,63
1:1:1 99,47 99,46 75,09 74,72 75,09
2:2:1 98,08 9900 78,37 77,66 78,37
AL(1—A) || 97,32 9954 79,86 77,60 79,86
3 258 optimal 97,12 99,09 79,79 77,57 79,79
1:1:1 98,50 98,80 76,64 75,54 76,64
2:2:1 9574 9553 74,59 72,39 74,59
A:l:(1 - A) 94,96 98,45 78,90 75,13 78,90
0,8 1,25 31.927 optimal 100 100 79,30 79,30 79,30
1:1:1 100 100 70,30 70,30 70,30
2:9:1 100 100 76,64 76,64 76,64
AL(1-A) | 100 100 79,67 79,67 79,67
3 1420 optimal 100 100 80,11 80,11 80,11
1:1:1 100 100 7248 72,48 72,48
2:2:1 100 100 78,78 78,78 78,78
AL:(1-A) | 100 100 79,27 79,27 79,27

Tabelle 6.1: Simulierte Giite in % der Tests basierend auf n,;, (ermittelt unter der Al-

ternative Sg = By bei einem nominalen Niveau von o = 2,5% und fiir eine
gewiinschte Giite von 80% fiir den Nichtunterlegenheitstest). Die Fallzahlen
Nemip Wurden fir ng:ny:np nach dem optimalen Verhéltnis und nach 1:1:1,
2:2:1 und A:1:(1-A) aufgeteilt.
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Wir stellen fest, dass der Nichtunterlegenheitstest sowohl fiir die variable Aufteilung aus
6.2.2 als auch fiir die Aufteilung A:1:(1—A) die gewtiinschte Giite von 80% zufriedenstellend
erreicht. Fiir die festen Aufteilungen 1:1:1 und 2:2:1 ist die simulierte Giite kleiner als die
gewiinschte; bei Parameterkonstellationen mit 1:1:1 und A = 0,8 sogar um mehr als 10%.
Die Giite des Tests fiir HY “*® ist fiir alle betrachteten Parameterkonstellationen meistens
kleiner oder gleich der Giite des Tests fiir Hé] &N - Aukerdem ist eine Abhingigkeit der
Giite der Uberlegenheitstests von A zu erkennen: je groker A, desto grofer die Giite. Dies
liegt daran, dass bei gleichen Parameterwerten aber groferem A mehr Fallzahlen notig
sind um bei dem Nichtunterlegenheitstest eine bestimmte Giite zu erreichen und dass die
Uberlegenheitshypothesen nicht von A abhiingen.

Insgesamt ist die Giite der Uberlegenheitstests wesentlich hoher als die Giite des Nichtun-
terlegenheitstests und oft nahe 100%. Wegen dieser Tatsache stimmt die Giite des Nicht-
unterlegenheitstests gut mit der des Intersection-Union Tests tiberein.

Die simulierte Giite der Intersection-Union Tests fiir die festen Aufteilungen 1:1:1 und 2:2:1
ist 2% bis 11% geringer als die bei der variablen Aufteilung; fiir die A-abhéngige Aufteilung
hingegen ist die simulierte Giite nur bis zu 3% geringer und oft sogar fast identisch zu der
bei der variablen Aufteilung.

Insgesamt halten wir also fest, dass es ausreicht, die Fallzahlplanung unter der Alternative
Bs = Py # 0 basierend auf dem Nichtunterlegenheitstest durchzufithren. Dabei spielt es

keine Rolle, welcher der Uberlegenheitstests verwendet wird.

Robustheit des Nichtunterlegenheitstests

Nun wollen wir anhand zweier Beispiele untersuchen, wie robust der Nichtunterlegenheits-
test beziiglich des Erreichens der Giite und Einhalten des Niveaus ist, wenn die Uberle-
benszeiten in den Gruppen Weibull-verteilt mit unterschiedlichen Form-Parametern sind.
Dabei wahlen wir einmal, bezogen auf den Skalen-Parameter Ap = 1 einen kleinen Skalen-
Parameter von A\¢ = Ay = 1,25 und das andere mal einen grofsen von A\g = Ay = 3.

Ansonsten verwenden wir in beiden Féllen dieselben Parameter, ndmlich: Den gesamten

*
semip

dem eben vorgestellten Algorithmus aus Abschnitt 6.2.2. Als Toleranzwert haben wir je-

Stichprobenumfang n und dessen beste Aufteilung in die Gruppen ermitteln wir mit
weils € = ((/BN7ABS)/(“177_“17<1))2/100 benutzt. Den Form-Parameter setzen wir auf J = 1,
die Nichtunterlegenheitsgrenze auf A = 0,65, das nominale Niveau auf o = 2,5% und die
gewiinschte Giite auf v = 80%.

Basierend auf diesen Stichprobenumfingen erzeugen wir uns einen Datensatz mit Uberle-

benszeiten, die in jeder Gruppe folgenden Weibull-Verteilungen folgen: Ts ~ Wb(Ag, ¥s),
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Ty ~ Wb(An,9n) und Tp ~ Wb(Ap,Jp). Nun simulieren wir die tatsachliche Fehlerwahr-
scheinlichkeit 1. Art und Giite unseres Nichtunterlegenheitstests fiir verschiedene Wahlen
der Form-Parameter g = ¥ und ¥p. Insgesamt haben wir 10.000 Wiederholungen durch-
gefiihrt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.2 dargestellt.

As=Ay Vs =9y || tF.1 Giite

1,25 0,8 0,20 47,34
0,9 0,72 64,74
1 2,33 79,90
1,1 7,02 90,04
1,2 16,88 96,05
3 0,8 1,85 80,99
0,9 2,43 79,43
1 2,48 79,52
1,1 2,79 78,86
1,2 2,98 78,09

Tabelle 6.2: Simulierte tatséchliche Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art (t.F.1) in % zum nomi-
nalen Niveau von o = 2,5% und simulierte Giite in % bei einer gewiinschten
Giite von 80% fiir den Nichtunterlegenheitstest bei A = 0,65, Ap = 1 und
Ip = 1.

Wir betrachten zunéchst die Ergebnisse fiir A\¢ = Ay = 1,25. Fiir 9 = dy = 0,8; 0,9 <
¥p = 1 wird das Niveau nicht voll ausgeschopft, dafiir sinkt die Giite teilweise sogar
drastisch ab. Hingegen wird fiir Jg = Jy = 1,1; 1,2 > ¥p = 1 das Niveau oft sogar
erheblich iiberschritten. Fiir A¢ = Ay = 1,25 ist dieses Verhalten wesentlich extremer als
bei A\s = Ay = 3. Schon anhand dieser Beispiele sehen wir, dass je nach Wahl der Form-
Parameter der Nichtunterlegenheitstest sehr robust, aber auch sehr empfindlich sein kann.
Vor diesem Hintergrund ist auf jeden Fall ein Test auf proportionale Hazardfunktionen
unverzichtbar, bevor mit der Auswertung eines Datensatzes begonnen wird (hierfiir kénnen
beispielsweise die auf Seite 35 ff. vorgestellten Methoden verwendet werden). Um einen
Einblick zu bekommen, wie stark die Annahme proportionaler Hazardfunktionen in der
eben vorgestellten Simulationsstudie verletzt sein kann, haben wir in Abbildung 6.6 die

theoretischen log-log-Uberlebenszeitfunktionen abgebildet.
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Skalen—Parameter 1,25 Skalen—Parameter 3
3 — /
/
V4
2 ’
—~~ ~ ,
§ @ 1~ /,
< 2 ’
g g o- ’
L L /
g 2 -1 %
- = /
-2 - /
/
-3 /

log(t) log(t)

Abbildung 6.6: log-log-Uberlebenszeitfunktionen der Weibull-Verteilung fiir die Form-
Parameter 0.8, 0,9, 1, 1,1 und 1,2 bei verschiedenen Skalen-Parametern
(—). In jeder Abbildung ist auferdem die entsprechende Funktion fiir

Skalen-Parameter 1 und Form-Parameter 1 (- - -) abgebildet.

Wenn die Annahme proportionaler Hazardfunktionen erfillt ist, dann erwartet man, dass
die log-log-Uberlebenszeitkurve der Standard- und Novumgruppe (durchgezogene Linien)
parallel zur log-log-Uberlebenszeitkurve der Placebogruppe (gestrichelte Linie) verlauft. In
der linken Graphik sehen wir deutlich, dass sich die gestrichelte mit jeder der durchgezo-
genen Linien schneidet. In der rechten Graphik schneiden die durchgezogenen Linien die

gestrichelte nicht und verlaufen teilweise recht parallel zu ihr.

Damit haben wir in Kapitel 2 bis 6 eine semiparametrische Methode zur Planung und
Auswertung von Nichtunterlegenheitsstudien entwickelt. Wie sich dieses Modell zu einem
bestehenden parametrischen Modell unter der Annahme von exponentialverteilten Uberle-

benszeiten verhalt, wird im néchsten Kapitel untersucht.






7 Vergleich mit einem

parametrischen Verfahren

Wie in der Einleitung bereits erwahnt, gibt es in der Literatur Testverfahren fiir klinische
Studien im Gold Standard Design, die auf einer bestimmten Verteilung der Uberlebens-
zeiten basieren. Insbesondere wird in Mielke et al. [2008a] ein Nichtunterlegenheitstest fiir
exponentialverteilte (entspricht einer Weibull-Verteilung mit Form-Parameter 1) Uberle-
benszeiten entwickelt. Hier wird also auch von proportionalen Hazardfunktionen ausge-
gangen. Auferdem wird dort eine Formel hergeleitet, mit der die optimale Anzahl der zu
beobachtenden Personen und deren optimale Aufteilung in die Gruppen berechnet wer-
den kann. Planen wir mit unserem Verfahren die Stichprobenumfinge fiir Weibull-verteilte
Uberlebenszeiten mit Form-Parameter 1, so gehen wir von derselben Verteilung der Uber-
lebenszeiten wie Mielke et al. [2008a] aus.

Zunéchst vergleichen wir die Fallzahlen beider Methoden unter der Annahme exponenti-
alverteilter Uberlebenszeiten und werden sehen, dass die ermittelten Zahlen kaum vonein-
ander abweichen. Die relative asymptotische Effizienz des semiparametrischen Schétzers
beziiglich des parametrischen ist nahe 1. Anschliekend untersuchen wir, wie sich das pa-
rametrische Verfahren verhélt, wenn die Daten Weibull-verteilt sind mit Form-Parameter
¥ # 1. Dort werden wir feststellen, dass das parametrische Verfahren nicht robust beziig-
lich der Verletzung der Verteilungsannahme ist, wihrend unsere Methode, obwohl wir die
Fallzahlen von Mieclke et al. [2008a] zugrunde gelegt haben, weiterhin das Niveau hélt und

die gewiinschte Giite gut erzielt.

Schliefslich greifen wir die Depressionsstudie auf und vergleichen auch hier beide Methoden
miteinander. Wir erhalten verschiedene Ergebnisse, allerdings scheint der Stichprobenum-

fang zu gering fiir eine qualifizierte Aussage.

81
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7.1 Parametrisches Verfahren

Wir stellen nun das parametrische Verfahren aus Mielke et al. [2008a] kurz vor und geben
Formeln an, mit denen der gesamte Stichprobenumfang und dessen Aufteilung berechnet

werden kann. Die Uberlebenszeiten seien folgendermafen verteilt:
Ts ~ Ezxp(ig) = Wb(As, 1),
Ty ~ Exp(Ay)=Wb(An,1),
Tp ~ FEzxp(Ap) = Wb(Ap,1).
Die Hazardfunktionen haben in diesem Fall folgende Form:
hi(t) = Ag fir k=S, N, P.
Das Nichtunterlegenheits-Testproblem lautet:
HY P - log Ay — Alog Mg + (1 — A)log Ap <0
HY" P log Ay — Alog Ag + (1 — A)log A\p > 0

mit der Teststatistik:

o~

TNu,ea:p — n

Yo
Dabei ist n := logAy — AlogAs + (A — 1)log Ap und 7 ist der Maximum-Likelihood-
Schétzer von n, wobei /):k := Li/x®, L; die Anzahl der Ereignisse und X® die Summe
der Uberlebens- und Zensierungszeiten aller Personen aus Gruppe k ist. Auf dem Rand
der Hypothese (d.h. = 0) ist TV asymptotisch standardnormalverteilt. Die Hypo-
these Hy ““? wird verworfen, falls TN“¢ > ;_,, wobei uj_o das (1 — a)-Quantil der

Standardnormalverteilung bezeichnet. Die optimale Personenanzahl betragt:

nt -:2.(é+i+1_A).<M>2
oo bs PN pp n ’

wobei py, == P(T), < Uy, T}, < b).
Die optimale Aufteilung ist:

wh — A/ps
o Alps + Ypx + 1-8/pp
v s

A/IDS + 1/pN + 1_A/pP

* o * *
wp = 1—wy—wy.
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Es gilt also:

nGinkinh =AM 11— A)EY

ps pp
Um einen Eindruck iiber die Grofe des bendtigten Stichprobenumfanges zu erhalten, ist in
Abbildung 7.1 fiir spezielle Parameterwahlen die insgesamt benotigte Anzahl an Personen

dargestellt (ohne Berticksichtigung von zensierten Beobachtungen).

1000 —

800 —

exp

600 —

*
c

400 —

200 —

1.5 2.0 2.5 3.0
HQ

Abbildung 7.1: Insgesamt bendtigter Stichprobenumfang n,, fiir verschiedene Hazard

Quotienten (HQ@). Fir A = 0,5 (=), A = 0,65 (——), A = 0,8 (---),
mit Ap = 1, unter der Alternative A\¢ = Ay, bei einem nominalen Niveau

von o = 2,5% bzw. a = 5% und einer gewiinschten Giite von 80%.
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7.2 Gegeniiberstellung des parametrischen und

semiparametrischen Verfahrens

7.2.1 Exponentialverteilte Uberlebenszeiten

In diesem Abschnitt untersuchen wir, welche Stichprobenumfinge insgesamt bei dem pa-
rametrischen und dem semiparametrischen Verfahren notwendig sind, wenn eine Studie
unter der Annahme von exponentialverteilten Uberlebenszeiten geplant wird. Auferdem
untersuchen wir, wie viel man an Giite verliert, wenn man den Stichprobenumfang mit dem
parametrischen Verfahren plant, aber mit dem semiparametrischen auswertet. Schliefslich
gehen wir auf die asymptotische relative Effizienz (nach van der Vaart [1998], Kapitel 8)

beider Schatzer ein.

Optimale Anzahl der insgesamt bendtigten Patienten fiir beide Verfahren

Zunéchst vergleichen wir die optimale Anzahl der insgesamt bendtigten Patienten basie-

*

+zp) Mit denen basierend auf dem semipara-

rend auf dem parametrischen Verfahren (n
metrischen (n},,,;,) bei Benutzung des Algorithmus aus Abschnitt 6.2.2. Wir haben mit
beiden Methoden den erforderlichen Stichprobenumfang unter der Alternative s = Sy fiir
verschiedene Hazard Quotienten HQ € [1,25; 3], verschiedene Nichtunterlegenheitsgrenzen
A € {0,5;0,65; 0,8}, jeweils sowohl ohne Beriicksichtigung von zensierten Beobachtungen
(in diesem Fall ist p;? ,pY = 1072%) als auch mit verschiedenen Anteilen an zufillig bzw.
fest rechtszensierten Beobachtungen, beziiglich eines Niveaus von a = 2,5% bzw. a = 5%
und einer Giite von v = 80% berechnet. In Abbildung 7.2 sind die wesentlichen Ergebnisse
beziiglich der relativen Abweichungen der beiden Stichprobenumfénge dargestellt.

Werden keine zensierten oder nur zuféllig zensierte Beobachtungen bei der Fallzahlplanung
beriicksichtigt (vgl. Plots in der linken Spalte in Abbildung 7.2), so ist nf,,., héher als n, .

beziiglich n* ~ab, je hoher der Anteil der

exp

*

Allerdings nehmen die Abweichungen von Msemip

zufillig zensierten Beobachtungen gewéhlt wird. Flieft in die Berechnung der Stichproben-

umfinge mit ein, dass fest zensierte Beobachtungen erwartet werden, so ist ny,,,,, kleiner
als n},, (vgl. Plots in der rechten Spalte in Abbildung 7.2). Dieses unterschiedliche Ver-

halten der Stichprobenumfiange zueinander resultiert daraus, dass die optimale Aufteilung
der Personen in den Gruppen bei beiden Methoden nicht identisch ist. Folglich sind die
Wabhrscheinlichkeiten fiir ein Ereignis im Verlauf der Studie (vgl. dazu Abschnitt 5.2) von-
einander verschieden. Obwohl die Anzahl der erforderlichen Ereignisse bei dem parametri-

schen Verfahren gleich oder minimal geringer als die bei dem semiparametrischen ist, kann

*
exp

*

semip 18t. Jedoch nimmt in allen be-

es also auftreten, dass n’, kleiner oder grofer als n
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trachteten Féllen der Unterschied zwischen den beiden Stichprobenumfingen ab, je kleiner
der Hazard Quotient und je grofer A gewahlt wird. Absolut gesehen unterscheiden sich die
bei den betrachteten Parameterwahlen erforderlichen Stichprobenumfinge beider Verfah-
ren allerdings nur unwesentlich (vgl. dazu Tabelle 7.1). In Tabelle 7.1 ist auferdem jeweils
die simulierte Giite angegeben, die in allen betrachteten Fiéllen zufriedenstellend erreicht

wird. Dies zeigt, dass die berechneten Stichprobenumfiange jeweils ausreichend sind.

py=p>=10"2"% p;=10%,p5=10""%

1.00 1.06

1.05

1.01

0.92 — 1.00

15 2.0 25 3.0
HQ

py=10"2"%%,p3=10%

1.00 1.06

1.05

1.01

0.92 1.00 = °

1.5 2.0 2.5 3.0 1.5 2.0 2.5 3.0
HQ HQ

Abbildung 7.2: Abweichungen von n?,, und ng,,,, fiir verschiedene Nichtunterlegenheits-
grenzen A = 0,5 (=), A =0,65 (—), A =0,8 (---) und einem nominalen
Niveau von o = 2,5% bzw. a = 5% in Abhéngigkeit des Hazard Quotienten

(HQ).
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Pf =D= o A HQ H Neap Niemip  Meemip — Meap

10729% 2,5% 0,5 1,25 2.523 2.523 0
(79,35%)  (79,76%)

3 105 113 8
(78,94%)  (79,78%)

0,8 1,25 15.764 15.764 0
(80,13%)  (79,33%)

3 651 660 9
(79,87%)  (79,64%)

5% 0,5 1,25 1.987 1.987 0
(80,68%) (79,60%)

3 82 89 7
(77,92%)  (79,57%)

0,8 1,25 12.417 12.417 0
(79,80%)  (79,69%)

3 513 520 7
(79,76%)  (78,68%)

10% 2,5% 05 1,25 3.223 3.219 -4
(79,74%)  (80,25%)

3 157 149 -8
(80,58%)  (78,73%)

0,8 1,25 19.880 19.867 -13
(80,84%)  (80,23%)

3 879 858 221
(80,01%)  (79,84%)

5% 0,5 1,25 2.539 2.536 -3
(79,71%)  (79,20%)

3 124 117 -7
(79,74%)  (79,34%)

0,8 1,25 15.659 15.649 -10
(80,24%)  (80,39%)

3 693 675 -18
(80,40%)  (80,16%)

Tabelle 7.1: Absolute Abweichung von n}, und n} Die Werte in Klammern stellen die

exp semip*

jeweils simulierte Giite dar (bei eine gewiinschte Giite von 80%).
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Die Fallzahlen, die mit dem parametrischen Verfahren ermittelt wurden, sind also gleich-

wertig zu denen, die mit dem semiparametrischen Verfahren berechnet wurden.

Vergleich von tatsdchlichem Niveau und Giite beider Nichtunterlegenheitstests

*
exp

basierend auf dem Stichprobenumfang n

Nun untersuchen wir, wie sich beide Tests in Hinblick auf die Einhaltung des Niveaus
und das Erreichen der Giite verhalten. Die Stichprobenumfinge haben wir mit dem pa-
rametrischen Verfahren berechnet. Diese Fallzahlen und deren fiir das parametrische Ver-
fahren optimale Aufteilung benutzen wir auch fiir den semiparametrischen Test. So kon-
nen wir einen direkten Vergleich beider Nichtunterlegenheitstests durch Gegeniiberstel-
lung von simuliertem tatséchlichen Fehler 1. Art und Giite durchfiihren. Wir betrach-
ten folgende Parameterwahlen: HQ(S, P) € {1,25;1,5;3}, Nichtunterlegenheitsgrenzen
A € {0,5;0,65;0,8}, verschiedene Anteile von zufilligen und fest rechtszensierten Beob-
achtungen p? ,pS € {10729%;10%} und Skalen-Parameter \p = 1. Das nominale Niveau
betragt 2,5% und die gewiinschte Giite 80%. Fiir die Levelsimulationen haben wir Ay
gerade so bestimmt, dass Sy = A (g gilt, wir uns also auf dem Rand der Hypothese befin-
den. Bei den Untersuchungen der Giite wurde Sy = s gewéhlt. Wir haben jeweils 10.000
Wiederholungen durchgefiihrt. Die wesentlichen Ergebnisse sind in Tabelle 7.2 dargestellt.

p}? =10"20% p}? =10%
exp. semip. exp. semip.
pS 9 HQ | n}, |tF1 Gite tF.1 Giite| nf,, |tF.1 Gite tF.1 Giite

10720% 1 1,25 || 5.148 | 2,77 80,46 2,74 80,29 | 5.789 | 2,43 78,96 2,39 78,91
1,5 || 1.559 | 2,52 79,55 245 79,13 | 1.777 | 2,39 7957 241 79,46
3 213 | 2,52 79,32 254 7790 | 264 | 2,39 80,36 2,34 79,95

10% 1 1,25 5.745 | 248 80,24 2,49 80,02 | 6.535 | 2,64 79,39 2,64 79,28
1,5 || 1.748 | 2,40 79,46 246 7928 | 2.012 | 2,54 80,00 247 79,96
3 245 | 2,42 79,72 247 7844 | 303 | 2,68 80,79 2,59 80,48

Tabelle 7.2: Simulierter tatséchlicher Fehler 1. Art (t.F.1) und Giite in % fiir den expo-
nential Nichtunterlegenheitstest und den semiparametrischen Nichtunterlegen-

heitstest zum nominalen Niveau von 2,5%, einer gewiinschten Giite von 80%
und A = 0,65.
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Wir sehen, dass beide Testverfahren das Niveau zufriedenstellend einhalten und die Giite
erreichen. Allerdings ist die Giite bei dem parametrischen Verfahren geringfiigig hoher.
Dies ist zu erwarten, da der Stichprobenumfang und dessen Aufteilung basierend auf dem

parametrischen Verfahren optimal geplant wurde.

Asymptotische relative Effizienz

Aus Abschnitt 3.2 wissen wir, dass gilt

(5o 85) (3 )] 2 X0

mit
o2 = Ay —2AB + A?Ag
semip ASAN — B2
A = \owg /b ot u+2X0) gy _ )‘iwi /b o—t(u+2)r) B
0 o WsAge St + wyAye N+ wpApe APt
b e~ tutAs+An)
B = /\s)\Nwsz/o weAge st + wyAye Wt + wppe— Pt dt.

und aus Theorem A.1 in Mielke et al. [2008b] ist bekannt, dass
vn [(log/)\\N — AlogAs + (A—1) logxp) - (log)\N — Alog As + (A —1)log )\p)]

2 N(0,02,),

n—00 exrp
mit
> _ (u—Ag) A? u— Ay (w— Ap) (A —1)?
exp wsAs [e7?Astu) — 1] wyAy [e?Ovte) — 1] wplp [e-tOrtu) — 1]

gilt. Strebt der Stichprobenumfang gegen unendlich, so konvergieren beide zentrierten
Schéatzer mit jeweils derselben Rate gegen eine asymptotische Normalverteilung mit jeweils
Erwartungswert 0 und fester, aber unterschiedlicher Varianz. Als néchstes vergleichen wir
deshalb die asymptotischen Varianzen beider Schétzer unter der Annahme von exponen-
tialverteilten Daten. Dazu betrachten wir die asymptotische relative Effizienz ARE (nach
van der Vaart [1998], Kapitel 8), d.h.
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Fiir viele verschiedene Parameterkonstellationen fiir Ag, Ay, Ap, u, A, p? ,pY haben wir ARE
ausgerechnet. Der Ubersichtlichkeit halber haben wir die einzelnen Tabellen nicht jeweils
aufgefiihrt. Die Berechnungen haben ergeben, dass sich ARE dem Wert 1 annéhert, je
naher A\g und Ay beieinander liegen, oder je ndher A\g und Ay an Ap liegen, oder je grofer
A gewihlt wird oder je mehr zensierte Beobachtungen erwartet werden (siehe beispielhaft
erste Zeile von Tabelle 7.3). Selbst wenn die Ay nicht eng beieinander liegen, zusétzlich
A Kklein ist und wenig zensierte Beobachtungen vorliegen, ergeben sich in diesen extremen

Situationen noch tolerierbare Werte (siehe beispielsweise zweite Zeile in Tabelle 7.3).

As An Ap A pf = p? ARE 1/ARE
11 1,1 1 08 25%  0,999995 1,000005
6 6 1 05 10720% 0,787040 1,270583

Tabelle 7.3: ARE fiir wg:wy:wp = A:1:(1 — A) und bei wy = 0,5.

Zusammenfassend lasst sich feststellen, dass beide Verfahren gleichwertig sind, wenn die

Daten Weibull-verteilt mit Form-Parameter ¥ = 1 sind.

7.2.2 Weibull-verteilte Uberlebenszeiten (Form-Parameter 1 # 1)

Nun untersuchen wir, wie sich beide Testverfahren verhalten, wenn Weibull-verteilte Daten
mit Form-Parameter 9 # 1 vorliegen, die Planung der Studie aber mit dem parametrischen
Verfahren erfolgte. Dazu simulieren wir Niveau und Giite und stellen sie einander gegen-
iiber. Um zu untersuchen wie robust der parametrische Nichtunterlegenheitstest in diesem
Fall ist, lassen wir das Ergebnis eines vorgeschalteten Tests, der die Daten auf Exponential-
verteilung priift, aufter Acht und betrachten auch stark von 1 abweichende Form-Parameter.
Wir berechnen n},, basierend auf folgenden Parameterwahlen: HQ(S, P) € {1,25;1,5; 3},
Nichtunterlegenheitsgrenzen A € {0,5;0,65; 0,8}, verschiedene Anteile von zufélligen und
fest rechtszensierten Beobachtungen p;? ,pY € {10729%:10%} und Skalen-Parameter \p =
1. Das nominale Niveau betriagt 2,5% und die gewiinschte Giite 80%. Fiir die Levelsimu-
lationen haben wir Ay gerade so bestimmt, dass Sy = A Bs gilt, wir uns also auf dem
Rand der Hypothese befinden. Bei den Untersuchungen der Giite wurde Sy = s gewahlt.
Wir haben jeweils 10.000 Wiederholungen durchgefiihrt. Die wesentlichen Ergebnisse sind

in Tabelle 7.4 und in Abbildung 7.3 dargestellt.



90 KAPITEL 7. VERGLEICH MIT EINEM PARAMETRISCHEN VERFAHREN

P} =10"2% p} =10%
exp. semip. exp. semip.
p 9  HQ || n}, | tF.1 Gite t.F.1 Giite| n},, |tF.1 Gite tF.1 Giite

10720% 0,5 1,25 || 5.148 | 17,21 94,90 2,59 80,10 | 5.789 | 6,00 86,73 2,35 75,98
1,5 || 1.559 | 16,89 94,52 245 79,41 | 1.777 | 6,01 87,56 247 77,38

3 213 | 14,65 93,60 2,60 78,40 | 264 | 5,14 87,94 2,54 81,08

1,5 1,25 || 5.148 | 0,24 44,11 2,26 79,83 | 5.789 | 0,66 61,45 2,70 82,81

1,5 || 1.559 | 0,21 44,80 243 78382 | 1.777 | 0,52 63,39 2,38 81,30

3 213 | 0,22 42,94 2,70 7851 | 264 | 1,65 69,96 2,54 77,42

10% 05 1,25 5745 | 16,29 93,86 2,35 79.44 | 6.535 | 6,32 87,31 245 77,37
1,5 || 1.748 | 16,13 93,85 2,38 79,85 | 2.012 | 5,86 87,50 2,36 77,99

3 245 | 13,22 92,35 2,63 78,56 | 303 | 5,28 87.67 2,62 81,68

15 1255745 | 039 50,16 248 79,67 | 6.535 | 0,84 65,86 2,49 82,18

15 || 1.748 | 028 50,67 229 7883|2012 091 67,43 2,33 80,92

3 245 | 0,50 54,15 241 79,18 | 303 | 1,81 70,89 2,54 77,05

Tabelle 7.4: Simulierte tatsichliche Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art (t.F.1) und Giite in %
fiir den parametrischen und den semiparametrischen Nichtunterlegenheitstest;
zum nominalen Niveau von 2,5%, einer gewiinschten Giite von 80% und
A = 0,65.

Fir ¥ < 1 wird bei dem parametrischen Verfahren das Niveau erheblich iiberschritten,
aber eine hohere Giite erreicht. Genau umgekehrt wird fiir ¥ > 1 das Niveau nicht voll
ausgeschopft, dafiir sinkt die Giite drastisch ab. In Abbildung 7.3 ist dies mit roten Stri-
chen auf den blauen Kurven markiert. Das semiparametrische Verfahren hingegen erreicht
selbst basierend auf den nach Miclke et al. [2008a] ermittelten Fallzahlen bei allen hier
betrachteten Verteilungen und fiir alle Parameterwahlen das Niveau und die gewiinschte

Giite zufriedenstellend, auch fiir sehr grofse Form-Parameter (vgl. Abbildung 7.4).

Ermittelt man hingegen die Fallzahlen innerhalb unseres Modells mit dem in Abschnitt
6.2.2 vorgestellten Algorithmus, erhalten wir hier bei einem Hazard Quotienten von 1,25
geradezu identische Fallzahlen in den einzelnen Gruppen und auch insgesamt. Bei einem
Hazard Quotienten von 3 bendétigen wir hingegen fiir unser Verfahren knapp 5% hohere
Fallzahlen insgesamt als bei dem parametrischen (vgl. dazu auch Graphik links oben in
Abbildung 7.2); auch gibt es eine leichte Verschiebung innerhalb der Gruppen. Mit diesen

Fallzahlen wird dann eine Giite von 80% erreicht.



7.2. GEGENUBERSTELLUNG DES PARAMETRISCHEN UND SEMIPARAMETRISCHEN

VERFAHRENS 91
HQ 1,25 HQ 3

100 — 100 —
X S
e OT= = c 8
<@ Q
£ £
~ 60 — - 60 —
(O] [J]
c c
L Q
S 40 - S 40
(O] ]
=z =z
= =
c 20 c 20

=  —— = —
T T T T T T T T T T
05 10 15 20 25 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
Form-Parameter Form-Parameter

Abbildung 7.3: Simulierte tatséchliche Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art und simulierte Gii-
te des parametrischen (starke Abweichungen zu nominalen Werten)
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Abbildung 7.4: Simulierte Giite des semiparametrischen und den parametrsichen
Nichtunterlegenheitstests fir HQ=1,5 (—) und HQ=3 (——).
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Um einen Einblick zu bekommen, wie sich die Form der Dichtefunktionen der Weibull-
Verteilung bei unterschiedlichen Form-Parametern veréndert, haben wir in Abbildung 7.5

verschiedene Dichtefunktionen abgebildet.

Skalen—Parameter 1,25 Skalen—-Parameter 3

2.0 2.0
1.5 7 1.5 -
X 1.0 /\ £ 104
e § o

0.0 0.0 i

I I I I I I I I

0.0 0.5 1.0 1.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Abbildung 7.5: Dichtefunktionen der Weibull-Verteilung fiir verschiedene Form-Parameter
¥ e{0,5,1,1,5, 2, 2,5, 3},

Zusammenfassend lasst sich feststellen, dass in diesem Vergleich das parametrische Ver-
fahren versagt, wenn die Verteilung der Daten bereits geringfiigig von einer Exponential-
verteilung abweicht. Unser semiparametrisches Verfahren hingegen ist hier unempfindlich

und liefert weiterhin zuverldssige Aussagen.

7.2.3 Auswertung der Depressionsstudie

Die Depressionsstudie wurde ebenfalls von Mielke et al. [2008a] untersucht, so dass wir
anhand dieses Datensatzes beide Verfahren noch einmal konkret vergleichen kénnen.
Modell 3: Hier werden Weibull-Verteilungen mit Form-Parameter ¢y = 1 an die Daten an-
gepasst. Die aus den Daten mit der Maximum-Likelihood-Methode geschatzten Parameter
lauten:

Ags =0,01193, Ays=0,01476 und Aps = 0,01113
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und das Testen der verschiedenen Hypothesen fiihrt zu den p-Werten in Tabelle 7.5 bzw.
Tabelle 7.6. Dabei haben wir die p-Werte unseres semiparametrischen Ansatzes als rechte
Spalte angefiigt.

Hypothesen H exp. semip.

HY 33,34% 37,09%
HJN 3,88%  5,17%

Tabelle 7.5: P-Werte der Uberlegenheitstests.

Wie den p-Werten in der zweiten Zeile von Tabelle 7.5 zu entnehmen ist, kann die Hypothe-
se Hé{ € zum 5% Niveau bei dem parametrischen Verfahren abgelehnt werden, withrend dies
bei dem semiparametrischen Verfahren nicht der Fall ist. Die beiden Auswertungsmethoden
fithren also zu unterschiedlichen Ergebnissen.

Fiir das parametrische Verfahren fithren wir nun den Nichtunterlegenheitstest durch. Aus
Vergleichszwecken tabellieren wir auch hier die entsprechenden p-Werte fiir das semipa-
rametrische Verfahren, obwohl diese Ergebnisse irrelevant fiir die Zulassung des neuen
Medikamentes sind, da weder die Uberlegenheit von Novum noch von Standard gegeniiber
Placebo zum 5% Niveau angenommen werden kann. Die Ergebnisse sind in Tabelle 7.6

zusammengefasst.

Hypothesen H exp.  semip.
HY* A =05 1,83%  2,39%
HY* A =065 1,91% 2,44%
HY* A =038 2,51%  3,04%

Tabelle 7.6: P-Werte der Nichtunterlegenheitstests fiir verschiedene Nichtunterlegenheits-
grenzen A.

Hier sehen wir, dass bei beiden Verfahren zum 5% Niveau alle Nichtunterlegenheitshypo-
thesen fiir die betrachteten Nichtunterlegenheitsgrenzen ablehnt werden kénnen. Basierend
auf dem parametrischen Verfahren diirfte das neue Medikament also auf dem Markt zuge-
lassen werden, wenn als Uberlegenheitshypothese Hé] eb,N ausgewahlt worden wire.

Beide Verfahren gehen von proportionalen Hazardfunktionen aus; das Verfahren von Mieclke
ot al. [2008a] basiert zusétzlich auf der Exponentialverteilung.

Um zu entscheiden, ob einem Modell der Vorzug gegeben werden kann, kommen wir auf

unser Modell 2 von Seite 19 ff. zuriick. Dort hatten wir Weibull-Verteilungen mit demselben
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Form-Parameter an die Daten angepasst und erhielten folgende Ergebnisse:

Ag2 = 0,00418, Ayo =0,00525, Apy = 0,00391 und U, = 1,2743.

Anhand von P-Plots soll in Abbildung 7.6 die Anpassung der empirischen Verteilungen an

die mit obigen ng, /)\\N,g und A p3 ermittelten Exponentialverteilungen bzw. den Ergebnissen

aus Modell 2 beurteilt werden.
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Abbildung 7.6: P-Plots fiir Modell 2 rote Kreise, Modell 3 blaue Kreuze
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Die P-Plots lassen keine Schliisse zu, ob die Kreuze oder die Kreise ndher an der Ur-
sprungsgeraden liegen. Deshalb vergleichen wir die beiden Modelle mittels des Likelihood-
Quotienten-Tests. Sei © := {0 = (As, An, Ap,¥) : As, An, Ap, ¥ € Rso} der Parameterraum
und Og := {0 = (A\s, An, Ap, V) : Ag, Ay, Ap € Rog, ¥ = 1} der Hypothesenraum. Mit Zj sei
der maximale Wert der log-Likelihoodfunktion von Modell j bezeichnet, 7 = 2, 3. Die beiden
Modelle kénnen nun anhand ihrer Werte von —2 log Ej miteinander verglichen werden. Als
Niveau wahlen wir 5%. Dazu betrachten wir die Teststatistik —2 log L=2 log EQ —2log Eg.
Unter Hy : 0 € Oy ist —2log L %) Xiim©—dime, = Xi-

Fiir den Datensatz ist —2(log Lo —log Zg) = 21,76. Da der p-Wert 3,1-1074% betriigt, kann
die Hypothese zum 5% Niveau verworfen werden. Das Modell 2 beschreibt die Daten also
signifikant besser als das Modell 3. Von daher wére unserem semiparametrischen Modell

gegeniiber dem parametrischen der Vorzug zu geben.

Abschlieflend betrachten wir Simulationen der Giite fiir die gleichen Stichprobenumfinge
und deren Aufteilungen der Personen in die Gruppen, gleiche Zensierungsanteile und die
gleiche Studiendauer wie in der Depressionsstudie. Einmal fiihren wir die Simulationen in
Modell 2 durch unter Auswertung mit dem semiparametrischen Verfahren und auch in
Modell 3 unter Auswertung mit dem parametrischen Ansatz; jeweils sowohl zum 2,5% als

auch zum 5% Niveau. Die Ergebnisse sind in Tabelle 7.7 dargestellt.

2.5% Niveau 5% Niveau

Hypothesen exp. semip. exp. semip.

HY* A=05 | 50,74% 5597% | 63,91% 67,99%
HY" A =0,65 || 49,44% 56,16% | 62,47% 68,10%
HY*, A =08 | 4727% 52,94% | 58,12% 64,04%

Tabelle 7.7: Simulierte Giite des parametrischen und semiparametrischen Nichtunterlegen-
heitstests fiir verschiedene Nichtunterlegenheitsgrenzen A beziiglich des 2,5%

bzw. 5% Niveaus.

Hier ist auffallig, dass die Giite deutlich kleiner ist als die sonst von uns gewiinschten 80%.
Somit sind die Fallzahlen zu gering um eine falsche Nullhypothese mit der {iblicherweise
gewlinschten Wahrscheinlichkeit von 80% zu verwerfen. Jedoch ist die Giite bei dem se-
miparametrischen Modell stets hoher als bei dem parametrischen. Also ist ein Verwerfen

einer falschen Hypothese bei dem semiparametrischen Verfahren wahrscheinlicher.






8 Erweiterungen des Modells

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir ein neues statistisches Verfahren vorgestellt.
Oft ergeben sich in der Praxis konkrete Frage-/Problemstellungen, die eine Anpassung
unseres Modells erfordern. In den folgenden beiden Abschnitten mochten wir Anregungen
geben, wie unser Verfahren fiir zwei Fragestellungen modifiziert werden kann. Zum einen
betrachten wir variable Nachbeobachtungszeiten der Patienten und zum anderen wollen

wir zusétzliche Kovariablen beriicksichtigen.

8.1 Variable Nachbeobachtungszeit

In unserem Modell war die maximale Verweildauer fiir alle Patienten gleich lang gewéhlt.
Dies hat zur Folge, dass es kein festes Studienenddatum fiir alle Patienten gibt, da im Allge-
meinen die Patienten nicht alle zum gleichen Zeitpunkt in die Studie eintreten. Oft besteht
das Interesse, dass die Studie zu einem festen Zeitpunkt beendet werden soll. Wenn wei-
terhin nicht alle Patienten zu einem festen Zeitpunkt eintreten, hat dies zur Folge, dass die
maximalen Verweildauern vom Eintrittszeitpunkt in die Studie abhéngen. In diesem Fall
modifizieren wir unser Modell so, dass wir weiterhin von einem festen gemeinsamen Stu-
dienbeginn ausgehen, jetzt aber ein anderer fester Zensierungsmechanismus zu verwenden
ist. D.h. die unterschiedlichen Eintritte ,yorne* berticksichtigen wir durch unterschiedliche
feste Zensierungen ,hinten‘.

Wir nehmen ohne Einschrinkung an, dass die Aufnahmephase die Lange a - b hat, mit
a € (0,1] und b die Zeit vom Beginn der Aufnahmephase bis zum Studienendzeitpunkt. Je
kleiner a gewéhlt wird, desto kiirzer ist die Aufnahmephase, im Fall a = 1 werden iiber den

gesamten Zeitraum Patienten rekrutiert. Somit betrégt die maximale Verweildauer ab dem
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Eintrittszeitpunkt ¢ € [0, a - b] noch b — g. Wir nehmen an, dass die Patienten wéhrend
der Aufnahmephase gleichverteilt in die Studie eintreten und zwar sowohl bezogen auf
die Eintrittszeitpunkte als auch beziiglich der Zuteilung zu den einzelnen Gruppen unter
Berticksichtigung der Verhéltnisse. Letzteres kann durch Blockrandomisierung wie z.B. in
Schulz and Grimes [2002] beschrieben, erreicht werden.

In Kapitel 2-6 bestanden die beobachteten Daten fiir jede Person ¢ € {1,...,n} aus dem
Paar (min{7;, U;, b}, ;) (vgl. Seite 9). Jetzt bestehen sie fiir jede Person i aus dem Paar
(min{T;, U;, G}, 5;) Dabei sei G; := b — A;, wobei A; ~ U[0, a - b], also gleichverteilt ist.

Die Verteilungsfunktion von G; lautet

0 t<b—a-b
Fo(t)=1-Fa(b—t)=q1-%L :teb—a-b, b
1 tt>b

und der Zensierungsindikator

~ 1: bei Person ¢ tritt wihrend der Studie das Zielereignis ein
0; := Ly, cmin{u,, 05}y =
{Ti<min{U;,Gi}} .. .
0 : Person ¢ ist zensiert.
In Tabelle 8.1 haben wir in dem Modell aus den Kapiteln 2-6 mit den in Kapitel 6 vor-
gestellten Algorithmen die Fallzahlen insgesamt berechnet und die simulierte Giite des

Nichtunterlegenheitstests aufgelistet.

Aufteilung H ng ny np n Gitein %
optimal 213 423 233 869 79,69

1:1:1 323 323 323 969 80,06
1:2:1 218 436 218 872 80,01

Tabelle 8.1: Optimale Fallzahlen bei HQ = 1,5, A\p = 1, ¥ = 0,5, A = 0,5, einem Anteil
von fest und zufillig zensierten Beobachtungen in der Standardgruppe von
5%, b = 3,6 unter der Alternative g = [y, beziiglich eines nominalen Ni-
veaus von 2,5%, einer gewiinschten Giite von 80% und simulierte Giite des

Nichtunterlegenheitstests.

In einem Studiendesign mit variabler maximaler Verweildauer erwarten wir mehr zensierte
Beobachtungen. Deshalb sind hier entweder die Stichprobenumfinge aus Tabelle 8.1 zu

erhohen, wenn bei gleichen Parameterwahlen die gewiinschte Giite weiterhin 80% betragen
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soll, oder die Giite verringert sich bei Verwendung der Stichprobenumfinge aus Tabelle 8.1.
Beziiglich der optimalen Aufteilung der Patienten in die Behandlungsgruppen erwarten
wir im Allgemeinen dieselben Verhéltnisse wie in dem Design mit gleich langer maximaler
Verweildauer fiir alle Patienten, wenn die Patienten gleichverteilt in die Studie eintreten.
Basierend auf den Fallzahlen aus Tabelle 8.1 simulieren wir dazu fiir verschieden lange
Aufnahmephasen die Giite des Nichtunterlegenheitstests. Die Ergebnisse sind in Tabelle
8.2 aufgelistet.

Aufteilung H a=0,2 a=0,b a=0,8
optimal 79,21 78,19 76,76
1:1:1 79,04 7783 76,25
1:2:1 79,17 78,71 76,36

Tabelle 8.2: Simulierte Giite des Nichtunterlegenheitstests in % bei gleichverteiltem Stu-
dieneintritt in der Aufnahmephase [0; a - 3,6].

Wie zu erwarten, sinkt die Giite fiir langer gewéhlte Aufnahmephasen. Da sich allerdings
die Giite fiir verschieden lange Aufnahmephasen ,gleichméafig* bei allen Aufteilungen ver-
ringert, konnen wir davon ausgehen, dass die optimale Aufteilung in dem neuen Setting

beibehalten werden kann.

8.2 Kovariablen

Im Allgemeinen gibt es neben den verschiedenen Medikamenten als primére Variable noch
andere Grofen, die die Zielvariable einer klinischen Studie beeinflussen. In der ICH-Guide-
line E9 ICH [1998] und den ,Points to consider on adjustment for baseline covariates®,
CPMP [2003] wird deshalb empfohlen, die wichtigsten Kovariablen, die einen Einfluss auf
die Zielvariable haben, bereits im Vorfeld zu identifizieren und im Studienprotokoll zu er-
fassen. Insbesondere ist hierbei der Einfluss des Baseline-Wertes der Zielvariable (in der
vorliegenden Depressionsstudie der HAMD;,-Wert zu Beginn der Studie) oder auch bei
Studien, die in verschiedenen Kliniken durchgefiihrt werden, der Einfluss der verschiedenen
Kliniken zu beachten. Bereits bei der Randomisierung konnen die einzelnen Auspragungen
der Kovariablen gleichméfig auf die Medikamentengruppen aufgeteilt werden (stratifizierte
Randomisierung, vgl. etwa Schulz and Grimes [2002]). Im Allgemeinen wird fiir die Fall-
zahlplanung nur die primére Variable berticksichtigt (vgl. ICH-Guideline E9 [CH [1998]).

Bei der Auswertung der Studie wird der Behandlungseffekt iiblicherweise um Kovariablen
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adjustiert. Das Cox-Modell kann auch eingesetzt werden, wenn mehrere Kovariablen be-
riicksichtigt werden sollen. Die Hazardfunktion fiir Person ¢ € {1,...,n} im Cox-Modell

sind dann beispielsweise gegeben durch
hl(t) — ho(t)eﬁzi-l—aKKH-aHHi’
bei j verschiedenen Kliniken sei K; := (Ky,..., K;_1;)" mit

1 : Person 7 ist in Klinik [
K =

)

0 : sonst,

fir i € {1,...,7 — 1} und ax € R/ der Vektor der Regressionskoeffizienten. Mit H;
sei der HAMD7-Wert zu Beginn der Studie und mit ay € R der Regressionskoeffizient
bezeichnet.

Alternativ kann das stratifizierte Cox-Modell benutzt werden. Hier werden die Personen
entsprechend ihrer Zugehorigkeit zu den verschiedenen Auspragungen der Kovariablen in
disjunkte Gruppen aufgeteilt. Die disjunkten Gruppen stellen dann die Strata dar. In die-
sem Modell sind die Regressionskoeffizienten § in jedem Stratum dieselben, jedoch kénnen
die Baseline-Hazardfunktionen jeweils verschieden sein. Bei M Strata lauten die Hazard-

funktionen fiir Person i € {1,...,n} dann:
hm,i(t) = h[)’m(t)eﬁzi

fir m € {1,...,M} und B, Z; wie auf Seite 11 bzw. in (2.2) definiert. Der Regressions-
koeffizient § wird geschétzt, indem eine allgemeinere Partial-Likelihoodfunktion als die in

(3.1) verwendet wird:

L(B) =[] Lm(®)

m=1

Dabei ist jeder Faktor L,,(5) = Hlel % eine Partial-Likelihoodfunktion wie in
re 1y

(3.1), wobei jeweils nur Daten von Personen [ € {1,...,n} aus Stratum m € {1,..., M}

eingehen.



O Zusammenfassung und Diskussion

3-armige Nichtunterlegenheitsstudien haben in den letzten Jahren zunehmend an Bedeu-
tung gewonnen. Vor diesem Hintergrund wurde der Entwurf einer ,Guidance for Industry
on Non-Inferiority Clinical Trials* der FDA [2010] oder auch die ,Guideline on the choice
of the non-inferiority margin“, CHMP [2005] entwickelt (vgl. Brown et al. [2000]).

Parametrische Ansétze fiir die Planung und Auswertung von 3-armigen Nichtunterlegen-
heitsstudien sind bereits in der Literatur zu finden. So kénnen fiir Studien unter der An-
nahme von exponential- (Mielke et al. [2008a]), normal- (Pigeot et al. [2003], Hasler et al.
[2008]), binomial- (Kieser and Friede [2007], Mielke and Munk) oder Poisson-verteilten
(Mielke and Munk) Uberlebenszeiten die erforderlichen Stichprobenumfinge und deren

optimale Aufteilung in die Behandlungsgruppen geplant werden.

Vor diesem Hintergrund wird in dieser Arbeit ein allgemeiner semiparametrischer Ansatz
entwickelt. Dabei gehen wir davon aus, dass die Hazardfunktionen fiir die 3 Behandlungs-
gruppen proportional zueinander sind. Dies stellt die zentrale Annahme in unserem An-
satz dar und ermoglicht die Anwendung des Cox-Regressions-Modells. Die interessierenden
Regressionskoeffizienten der Hazardfunktionen werden dabei mit der Partial-Maximum-
Likelihood-Methode geschétzt. Basierend auf dieser Methode entwickeln wir ein Testver-
fahren und stellen einen Algorithmus vor, mit dem der insgesamt erforderliche Stichpro-
benumfang, dessen optimale Aufteilung in die Behandlungsgruppen und die Studiendauer
berechnet werden kann. Hierbei kdnnen sogar verschiedene erwartete Anteile an zufallig und
fest rechtszensierten Beobachtungen bei der Berechnung der Stichprobenumfiange beriick-
sichtigt werden. Die Berechnung der Fallzahlen fiihrt ungefahr zu einer von der Nichtun-
terlegenheitsgrenze A abhéngigen Aufteilung ng:ny:np=A:1:(1-A), allerdings kann diese

Aufteilung in Bezug auf den insgesamt erforderlichen Stichprobenumfang mit unserem Al-
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gorithmus noch optimiert werden, mit dem Ergebnis, dass weniger Fallzahlen ausreichend
sind. Auch vergleichen wir unser Verfahren mit dem vorhandenen auf der Exponential-
verteilung beruhenden von Mielke et al. [2008a]. Planen wir fiir beide Modelle unter der
Annahme von exponentialverteilten Uberlebenszeiten, so erhalten wir in etwa dieselben
Fallzahlen. Anschliefsend untersuchen wir, wie sich das parametrische Verfahren verhélt,
wenn die Daten Weibull-verteilt sind mit Form-Parameter ¢ # 1. Dort stellen wir fest,
dass das parametrische Verfahren nicht robust beziiglich der Verletzung der Verteilungsan-
nahme ist, wihrend unsere Methode weiterhin das Niveau hélt und die gewiinschte Giite
gut erzielt und das sogar, obwohl wir die Fallzahlen von Miclke et al. [2008a] zugrunde
gelegt haben. Schlieflich zeigen wir an zwei Beispielen, wie unser Verfahren an speziel-
le Frage/Problemstellungen der Praxis angepasst werden kann. Die Proportionalitéit der
Hazardfunktionen bedeutet, dass die Therapieeffekte iiber die Zeit hinweg konstant sind.
Zeichnet sich das neue Medikament dadurch aus, dass es z.B. nur sehr frith (oder spét) in
der Zeit Vorteile gegeniiber dem Standardmedikament besitzt, also nicht gleichméfig {iber
die Zeit hinweg, kann auch unser Modell fiir die gesamte Studiendauer nicht angewendet
werden. Gegebenenfalls kénnte die Proportionalitat aber fiir einen gewissen Beobachtungs-
zeitraum gelten, fiir den dann unser Modell wieder anwendbar wére.

Die Fallzahlplanung und das Testverfahren zur Auswertung der Studie basieren auf asym-
ptotischen Resultaten. Simulationen haben jedoch gezeigt, dass die asymptotischen Ergeb-
nisse bereits fiir bei uns relevante Patientenzahlen herangezogen werden konnen.

Der allgemeiner gewihlte Modellansatz hat zur Folge, dass (im Gegensatz zu dem auf
der Exponentialverteilung basierendem Verfahren) die Berechnung der Fallzahlen wesent-
lich komplexer ist und formelmafig nicht angegeben werden kann. Da die mit unserem
Algorithmus berechneten Stichprobenumfinge nur unwesentlich von der Wahl des Form-
Parameters abhéngen wére an dieser Stelle eine Vereinfachung dahingehend denkbar, dass
fiir die Planung der Stichprobenumfinge die im parametrischen Fall vorgestellten Formeln
(aus Abschnitt 7.1) verwendet und schlieflich die Daten mit dem semiparametrischen Test-
verfahren ausgewertet werden. Da jedoch die Computer stets leistungsfihiger werden, sind
komplexe Berechnungen ohne Weiteres bei akzeptablen Rechenzeiten durchfiihrbar und
stellen gegeniiber direkt ausrechenbarer Formeln keine wesentliche Schwéche des semipa-

rametrischen Verfahrens dar.



A Anhang

A.1 Herleitung der Partial-Likelihoodfunktion

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit dem Schétzverfahren fiir den Modell-Parameter des
Cox-Modells. Wir zeigen, wie die Likelihoodfunktion in ein Produkt aus zwei Faktoren
umgeformt wird, so dass ein Faktor alle wesentlichen Informationen enthélt, der andere
Faktor hingegen keine substantiellen Informationen fiir die Schitzung von g beisteuert.

Zunachst fiihren wir dazu notige Notation ein.

Ty sei die [-te Ordnungsstatistik der Stichprobe {7;}. Wir setzen T(g) := 0 und 7141y :=

Ty 1= 0.

Zy: bezeichnet die Kovariable fiir Person 7, bei der zum Zeitpunkt 7{;) das Ereignis ein-
tritt.

my: sei fir [ € {0,..., L} die Anzahl der Personen, deren Zensierungszeitpunkt im Inter-
vall [T(l)7T(l+1)) liegt.

TP € [Ty, Tusry) selen fiir L € {0,...,L} und j € {1,...,m} die nach der Gréke geord-
neten Zufallsvariablen, die die Zensierungszeitpunkte der in dem Intervall [T(;), T(;41))
zensierten Personen beschreiben. Person (I, 7) ist diejenige, die als j-te Person im In-
tervall [T}y, T(+1)) zensiert wird. Es gilt: T < ... < T .

tfj: sei fiir 1 € {0,...,L} und j € {1,...,m;} die Realisierung der Zufallsvariable Tf?
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ANHANG A. ANHANG

Um die Likelihoodfunktion aufzustellen, fithren wir Zufallsvektoren W, und V, ein, die

angeben, bei welcher Person das Ereignis zu welcher Zeit eintritt, bzw. wann sie zensiert

wird. Genauer:

Wis1,Viga: Jeweils auf Z(;) bedingt, definiere die Zufallsvariablen Wi, und V;4; folgen-

B

i

qr:

dermafien:

Wiy gebe fiir [ € {0,..., L} an,
e bei welcher Person zum Zeitpunkt T{;,) das Ereignis eintritt.
Die Realisation von W,y sei (I + 1) =: w41, mit (L+1) =n+ 1.

Viy1 gebe fiir 1 € {0,..., L} an,

e wann bei Person (I + 1) das Ereignis eintritt,

e wann Personen ([, j) zensiert werden j € {1,...,m;},

e welche Personen zu den Zeitpunkten Tﬁ-, Jj€{1,...,my} zensiert werden.
Die Realisation von V;,; sei der Vektor (¢;41, t%, o ,tfml, (0,1),...,(l,my)) =:
Vi41-

P :={0} und P, := Wy, V4,..., W, Viq) firl € {2,..., L+ 1}
P, enthélt also fir alle [ € {2,..., L+ 1}:

e bei wem in [T{y), T{;—1)] das Ereignis eintritt,

e alle Zeitpunkte T(y),...,T{;—1), an denen ein Ereignis eintritt,

e alle Zeitpunkte in [T(g), T(;—1)) an denen zensiert wird,

o wer in [T{g), T(;—1)) zensiert wird.

sei die Realisation von P,

csel Q@ :=Viund Q; := (Wi, Va,..., W1, Vi1, V) fir l € {2,..., L}

@, beschreibt also fiir alle [ € {2,..., L + 1}:

e bei wem in [T{q), T(;_1)] das Ereignis eintritt,

e alle Zeitpunkte T(y),...,T{;—1), an denen ein Ereignis eintritt,
e alle Zeitpunkte in [T{g), T(;—1y) an denen zensiert wird,

o wer in [T{g), T(;—1)) zensiert wird.

Und zusétzlich zu BP:

e den Zeitpunkt T,

e alle Zeitpunkte in [T{;_1y, 7)) an denen zensiert wird,

o wer in [T{;_1), T(;)) zensiert wird.

sei die Realisation von Q)
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Nach diesen Vorbetrachtungen geben wir nun die gemeinsame Dichte der beobachteten
Werte an (Likelihoodfunktion).

le,Vl,...,WL,VL,VLH(wla Uiy, WL, VL, VL5 B, hP)
L L+1

= ][ fwua. (wilas 8, hP)] ' [H fvie (vilpi; B, hP)] :
I=1 =1

Wir betrachten den ersten Faktor: fiy, g, (wi|q; B, hp) ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei
Person (1) = w; zum Zeitpunkt ¢; das Ereignis eintritt, gegeben der zum Zeitpunkt ¢; unter
Risiko stehenden Personen und der Tatsache, dass zum Zeitpunkt ¢; ein Ereignis eintritt.

Dies kann umgeformt werden zu

eBZw

fwiq (wila; B, hp) =
e ZmGRtl

Dieser Ausdruck hangt nur noch von S und nicht mehr von hp ab.

Eine Betrachtung des zweiten Faktors ergibt, dass dieser keine substantielle Information zur

Schatzung von [ beitrigt und damit weggelassen werden kann, denn falls der zweite Faktor

fiir die Schatzung von ( nicht beriicksichtigt wird, wird die bedingte Wahrscheinlichkeit

fir

kein Ereignis in (T(;_1y, T(1)),

ein Ereignis in T,

Zensierungszeiten in [T(l_l),T(l)) und

welche Personen in [7] (1—1), 1 (1)) zensiert werden
gegeben
e der in T{;_;) unter Risiko stehenden Personen
e dass bei Person (I — 1) zum Zeitpunkt 7(;_1y das Ereignis eintritt

fur [ € {1,..., L+1} nicht beachtet. Da Zensierungszeiten und Kovariablen von zensierten
Personen keine oder nur wenig Informationen iiber den Einfluss der Kovariablen auf die
Uberlebenszeit liefern, konnen die Informationen iiber 3, die in dem zweiten Faktor der Li-

kelihoodfunktion enthalten sind, nicht von grofser Bedeutung sein. Vor diesem Hintergrund



106 ANHANG A. ANHANG

wird nicht mehr die volle Likelihoodfunktion zur Schitzung von § betrachtet, sondern nur

noch der erste Faktor (Partial-Likelihoodfunktion) untersucht, ndmlich
L BZ

el
L) =1]

BZm
=1 ZmeRtl e

Insbesondere kann gezeigt werden, dass der hieraus resultierende Schétzer konsistent und

asymptotisch standardnormalverteilt ist (vgl. Kapitel 3.2).

A.2 Berechnung von Erwartungswerten und

Ableitungen der Funktionen Sl (6 t) fuir j =S, N, P

Behauptung A.1
Fiir S (B,1), S (8,t) und S (8,t) wie in Notation 3.1 definiert gilt:

E[S’("LO)(ﬁ’t)]) = Pl =1) (f{i—((tt)) ws+£i—§2wzv+£l;—((gwp>,

B[S (8,1)] = P(U >1t) fS((té wg,
fx (1)

E [57(11,N) (B,t)] = P(U, >t e (1) Wy

Beweis:
30 =B [ 5.0)
E [Yi(t)e?]
[E 0]

|:Y1 (t)- P (Z1s =1, Z1y = O)T} 1(z,5=1,2,x=0}

[Yl (t) - P2 (215 =0, Zyy = 1)T] 1¢z,5=0,2:xy=1}

[Yl (t)- P2 (Z1g =0, Zyn = O)T] 142, 6=0,21y=0}]
B[P (Yi(1)
ol

)=
P(Yi(t)=1|(Z1s=0,Zix = 0)") - Lz,520.2,n=0]
(

| (Z1s =1,Ziy =0) T) €’ 17,421,210}

|(Z1s=0,Z1n = T) "N 1 z,5-0,215—1)

P <Y1 t)=1|(Zis = 1, Ziy = 0)T> P(Zis=1,Zy =0)



A2. 107

+efv.p (Y1(t) =1[(Z1s=0,Z1y = 1>T> P (Z15=0,Z1y = 1)
+P (Yl(t) 1| (Z1s = 0, Zin = 0)T> P (Zis =0, Ziy = 0)

=efs . P <T1 >t,U; >t (Zis = 1, Zin :O)T> P (Z1s=1,Z1ny =0)
+efv.p <T1 >t,Ur 2 t|(Z15=0,Z1y = 1)T> P (Z15s=0,218 = 1)
e <T1 > .Uy > t| (Zis = 0, Zuy = 0)T> P (Zis =0, Ziy = 0)

— fBs . p <T1 >t (Zis =1, Zin :O)T> -P(Zis=1,Z1y=0)-P(Uy > t)

Chg®) N ~ d

“hp®) =Ss(t) -
+ v op <T1 >t (Zis=0,Z1n = 1)T> P (Z1s=0,Zixy=1)-P (U, > 1)
_hy() N ~ g —wN
hp () =Sn(t)

+ P (T2t (Zis = 0, Ziy = 0)") - P (Zis = 0, Zix = 0)-P (Uy = )

~

=Sp(t)

=wp

>

:hig -Ss(t)-wS'P(Ulzt)—i‘

+Sp(t)'wp'P(U1 Z t)

fs(t) 0 fp(t)
hi(t) ST ) N T ety “’P}

~—

hy (1)
hp(t)

~—

=P (U, > 1) {

sE9(B,8) =B [ (8,1)]
Z

[
=E [E [le Yq (t) - P71 (le,ZW)TH
=E[E [le Y1 () " (Zhs = 1, Zhy = O)T] Ltz 6=1,2,y=0}
+F [215 Yy (t) - P (Zis =0, Z1y = 1)T} 1¢z,5=0,2,n=1}
T B [le Y1 (1)) (Z1s =0, Ziy = O)T} Lz, 5=0,2,y=0}]
—¢b P<T1>t Uy >t (Zis = 1, ZlN_O)T> P (Zis=1,Z1y = 0)
P (

Zis = 1, Zin = 0)-P(Uy 2 1)

_wS

= &2 P (Tt (Zs =1.2ix = 0)7)

hg(t) N
hp (D) =Ss(t)

fs(t)
0

.wS



108 ANHANG A. ANHANG

analog dazu ergibt sich

fn(t)
0

S(l,N)(ﬁvt) .y [S7(11,N) (5775)] =P(U, >t)- SWN

Behauptung A.2
Fiir SV (8,1), S (8,t) und SN (8,t) wie in Notation 3.1 definiert gilt:

555 (1)

2
0 ) S (1) (Sﬁfﬁ) w,t))

0Ps SV (B,1) SV (B,1)
R R)) 5N (,t)
O s _ e _ S8 S (8,1
8BN 655 [57(10) (5 t)} 2 7

SN (8,8)

2
Poen _ SV BY (SSW) <5,t>>

By S0 SV (B,t)




Beweis:

S5 (B,0)

oo 0 w2 Zise (1)
0Bs  0Bs XL, PAY(t)

(% 2?:1 Z?Seﬁzin(t)) (% Z?:l eﬁz%(ﬂ) - (% Z?:l ZiSeBZiYi@)) (% Z?:l ZiSeBZiYi@))
(2320 ePZYy(1))°
LY Zise" Vi) ( S Ziseﬂzimt))? s (sfﬁs) <5,t>>2

w imy PAYi(D) i PAY(D) SO, \ S (8,0)
S (B
O 6 0y ZisePPY()
Oy OBn LT ePAY(1)

(2 20y ZisZine™Yi(1)) (i iy 77Yi()) — (5 D051 Zise”Yi(1)) (5 2oity Zine™Yilt))

(% D it @BZ"Yi(t)) ’

n n Sﬁtl’N)(ﬂvt)
o (% D el Zz'seﬂziﬁ(t)) (% Do Zz-NeﬁZiYi(t)) B 9 PG _57(115) (B,1) S(LN) (8,1)
o n ) 2 - - 3
(3 i 2 Yi(0)) s |5 (8,0)]
S'Szl,N)(ﬁyt) .
sPGy  _ 0 73 Zine®PYi(t)
Ofn OBNn 3 2o eP4Y(t)

(5 2oimy Zine™Yi(1)) (5, i, €77Yi(t) — (5 2oy ZineP2Yi(t)) (5 2oy ZinePYi(t))
(220, es%Yi(t))*
LS Zwe i) (A Zwe YN SV (8 (S8 8.0
TS0 PSRN ) T 50\ SV s

TV

601
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A3

Satz A.3
Eine Hazardfunktion ist genau dann konstant, wenn eine Exponentialverteilung zugrunde
liegt.

Beweis:

Sei ¢; € R eine Konstante, dann gilt

Bem22 f(1)  —#W/ar  dlog(S(t))

= = = fir allet € B=10,b
o] S® SO o tir alle ¢ € [0, 0]
< log(S(t)) = —art + ¢ fiir alle t € B mit ¢5 € R
& S(t) =e atte fir alle t € B.

Da S(0) =1 =e2,ist S(t) = e " und F(t) = 1 — e ", welche die Verteilungsfunktion

der Exponentialverteilung ist. O
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