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Zusammenfassung

Das Thema dieser Arbeit ist die Anwendung der Nachste—Nachbar—Suche in Verfahren der
nichtlinearen Zeitreihenanalyse (NLZ).

Unter dem Begriff der Nachsten—Nachbarn—Suche in einem metrischen Raum versteht man
die Bestimmung derjenigen Punkte eines Datensatzes, die zu einem gegebenen Anfragepunkt,
der oft dem gleichen Datensatz entnommen ist, einen minimalen Abstand aufweisen. Da
die meisten Abstandsmafe (Metriken) dienlichkeitzweier Punkte in Hinblick auf gewisse
Kriterien bewerten, spricht man bei der Nachsten—Nachbar—Suche auch von der Suche nach
ahnlichen Punkten bzw. im Rahmen der NLZ auch von ahnlichen Zustanden.

Ein Haupteinsatzgebiet der Nachsten—Nachbar—Suche in der NLZ ist die Modellierung und
Vorhersage nichtlinearer dynamischer Systeme. Dazu werden meist skalare Zeitreihen dieser
Systeme durch die Technik der Zeitverzégerungsrekonstruktion in einen mehrdimensionalen
Zustandsraum eingebettet. Diese Verfahren werden im zweiten Teil der Arbeit zusammen mit
einer Methode zur Validierung der so gewonnenen Modelle vorgestellt, ohne daf’ dort darauf
eingegangen wird, wie die verwendeten Nachsten—Nachbarn effizient numerisch bestimmt
werden kénnen.

Als ein zentrales Ergebnis dieser Arbeit wird daher im dritten Teil ein effizienter Algorithmus
zur Nachsten—Nachbar—Suche, der sogenannte ATRIA (Advanced Triangle Inequality Algo-
rithm), vorgestellt. Dieser zeichnet sich sowohl durch flexible Wahl der zur Distanzberech-
nung verwendeten Metrik als auch durch die Mdglichkeit aus, die Laufzeit des Algorithmus
durch eine abgeschwéchte Variante der Suche, bei der sogenannte approximative Nachste—
Nachbarn bestimmt werden, weiter zu verringern.



Im vierten Teil der Arbeit werden verschiedene Methoden der Bestimmung des Spektrums der

fraktalen Dimensionen eines dynamischer Systems vorgestellt und verglichen. Abgeschlossen
wird das Kapitel von numerischen Untersuchungen zur Ermittlung des Zusammenhangs zwi-

schen Laufzeit des ATRIA und der fraktalen Dimension des Datensatzes, in dem die Nachbar-

suche stattfindet.

Im funften Teil der Arbeit wird ein Verfahren zur lokalen Modellierung raum—zeitlicher dy-
namischer Systeme vorgestellt. Dieses Verfahren, bei dem Nachste—Nachbarn in einem ver-
gleichsweise hochdimensionalen Raum bestimmt werden mussen, profitiert deutlich von der
Verwendung eines Algorithmus, dessen Laufzeit wie die des im dritten Kapitel eingefiihrten
ATRIA nur unkritisch von der formalen Dimension des Datensatzes abhéngt.

Der sechste Teil der Arbeit geht kurz auf das Programmpaket TSTOOL ein, das verschiedene
Methoden der nichtlinearen Zeitreihenanalyse unter einer einheitlichen Bedienoberflache ver-
eint. Alle numerischen Experimente dieser Arbeit wurden mit Hilfe dieses Programmpaketes

durchgefihrt.
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1. Einleitung

Technische Zeitreihenanalyse

Haufig liefern Messungen bei wissenschaftlichen Experimenten oder bei der Datenerfassung
an technischen Systemen irregular oszillierende Zeitreihen, die analysiert oder in ihrem wei-
teren Verlauf vorhergesagt werden sollen. Neben stochastischen Einfliissen sind Nichtlineari-
taten eine mogliche Ursache flr aperiodisches Verhalten und kénnen auch bei Systemen mit
wenigen Freiheitsgraden zu grof3er Empfindlichkeit gegentber kleinen Stérungen fuhren. Die
Methoden der linearen Zeitreihenanalyse, obwohl sehr ausgereift und vielseitig einsetzbar,
bieten oft keine adaquate Beschreibung solcher Systeme. Aus diesem Grund wurden speziell
fur Zeitreihen, denen eine derartige deterministische chaotische Dynamik zugrunde liegt, in
den letzten Jahren zahlreiche Analysemethoden entwickelt, die in entsprechend modifizierter
Form auch zur Auswertung technisch-industrieller Daten geeignet sind.

Dort hat sich in vielen Fallen eine Kombination linearer und nichtlinearer Konzepte als vor-
teilhaft erwiesen. Die linearen Methoden Ubernehmen in diesem Zusammenhang haufig die
Rolle einer Vorverarbeitung (z.B. Filterung), wahrend die nachgeschalteten nichtlinearen Aus-
wertungsverfahren die eigentliche Merkmalsextraktion liefern. Dabei handelt es sich bei ir-
reguléaren technischen Daten, die z.B. an (defekten) Maschinen aufgenommen werden, in der
Regel nicht um chaotische Signale im Sinne der nichtlinearen Dynamik. Trotzdem kdnnen die
zunachst fur diese Systeme entwickelten Methoden hier angewandt werden, wenn die Inter-
pretation der Ergebnisse den neuen Voraussetzungen angepal3t wird.

So war es moglich, mit dem im Rahmen des vom Bundesministerium fur Bildung und For-

schung (BMBF) geforderten Projektes ,Analyse von Maschinen— und Prozel3zustdnden mit
Methoden der Nichtlinearen Dynamik” (Férdernummer 13N7038/9) erstellten Programmpa-

ket namend’ STOOL(vgl. Kapitel 6) zur nichtlinearen Zeitreihenanalyse, das verschiedene
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Methoden des Arbeitsgebietes unter einer einheitlichen Bedienoberflache zur Verfigung stel-
len und somit die Erprobung und den Einsatz dieser neuen Methoden wirksam unterstitzen
soll, ein Problem der Qualitatssicherung bei der Produktion von Liftermotoren zu l6sen, bei
dem anhand des Laufgerausches eines Luftermotors automatisch eine Klassifizierung in defekt
bzw. nicht defekt vorzunehmen war.

Bei der Konzeption des TSTOOL Programmpaketes wurde die bestehende Literatur kritisch
durchsucht, um eine Auswahl erprobter, relevanter oder praxisnaher Methoden zu finden, die
dann implementiert wurden. Schnell zeigte sich dabei, daf} ein Grof3teil der bislang vorge-
schlagenen Methoden lokal in einem z.B. durch Zeitverzégerungskoordinaten erzeugten Zu-
standsraum operieren, weshalb in Kapiedine Darstellung der Techniken zur lokalen Mo-
dellierung der Dynamik nichtlinearer Systeme im Zustandsraum anhand skalarer Zeitreihen
gegeben wird.

Effiziente Algorithmen

Obwohl sich lokal im Zustandsraum operierende Methoden meist durch eine vergleichs-
weise einfache mathematische Formulierung auszeichnen, kann die notwendige Suche der
Nachsten—Nachbarn in grof3en Datensatzen bei naiver Implementation einen enormen nume-
rischen Aufwand darstellen. Die Bereitstellung eines effizienten Algorithmus zur Nachste—
Nachbarn—Suche erwies sich als essentiell fir die Praxistauglichkeit und Verwendbarkeit des
oben vorgestellten Programmpaketes. Daher wurde ein bereits zuvor zur Vorhersage skala-
rer Zeitreihen verwendeter Algorithmus implementiert und weiterentwickelt. Dieser Algo-
rithmus, der sich in seiner jetzigen Version sowohl durch gute Effizienz als auch durch die
Fahigkeit, mit beliebigen Metriken zu arbeiten, auszeichnet, wird im Kapielgestellt. Im
Anhang wird zusatzlich eine Beispielimplementation des Algorithmus in der Programmier-
sprache C++ gegeben, die durch Verwendung moderner hochsprachlicher Abstraktionsmég-
lichkeiten (u.a. Templates) hohe Portabilitdt und leichte Adaption fur spezifische Anwen-
dungsfalle ermdglicht.

Aber auch bei Methoden, die nicht direkt auf der Berechnung der Nachsten—Nachbarn be-
ruhen, wurde besonderes Augenmerk auf die Verwendghgellerbzw. effizienterAlgo-
rithmen gelegt. So wird z.B. in Kapitdl die Datenstruktur deterndren Baumegur Imple-
mentation vorBox—Countingviethoden vorgestellt, deren Speicheraufwand im schlechtesten
Fall lediglich linear mit der Anzahl der Punkte eines Datensatzes wéachst und die dennoch ein
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schnelles Auffinden einzelner Partitionen ermdglicht. Im gleichen Kapitel werden auch an-
dere Methoden zur Berechnung des Spektrums der fraktalen Dimensionen vorgestellt. Dabei
wird der enge Zusammenhang von fraktaler Dimension und der Effizienz des Algorithmus zur
Nachsten—Nachbar—Suche aufgezeigt.

Raum-zeitliche Systeme

Die Modellierung und Vorhersage von Zeitreihen raum—zeitlicher Systeme bringt, speziell bei
globalen Ansétzen, einen oft prohibitiv hohen numerischen Aufwand mit sich. Daher wird

in Kapitel 5 die Methode der Rekonstruktion lokaler Zustéande fur raum—zeitliche Zeitreihen
vorgestellt. Diese erschliel3t die in Kapiteleingefiihrten lokalen Modellierungsverfahren

fur die Analyse und Vorhersage der Dynamik raum—zeitlicher Systeme. In Verbindung mit
der Fahigkeit des vorgestellten Algorithmus zur Nachsten—Nachbar—Suche, unter bestimmten
Voraussetzungen auch in formal hochdimensionalen Datenraumen schnell arbeiten zu kdnnen,
erlaubt dies die effiziente numerische Behandlung der Aufgabenstellung.



2. Modellierung dynamischer
Systeme

2.1. Grundbegriffe

2.1.1. Dynamische Systeme

Gemeinhin wird unter einem dynamischen System ein deterministisches System unter zeitli-
cher Entwicklung verstanden. Im weiteren Verlauf dieses Kapitels stehen Systeme im Vorder-
grund, deren Zustand eindeutig und vollstandig durch einen BuakR< in einem endlichdi-
mensionalen reellen Vektorraum, dem sog. Zustandsraum, dargestellt werden kann. Im kon-
tinuierlichen Fall wird die Zeitentwicklung eines solchen dynamischen Systems meist durch
einen Satz gewohnlicher Differentialgleichungen beschrieben:

y = Fly), (2.1)
dabei soll in einem Gebigt c R? gelten
F e CYG),

wodurch fur alley € G die Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung von Gleiching
gesichertist??].

Die zeitliche Entwicklung eines Punktgg(¢) nennt man didrajektorie oder Bahnkurve von
yo. Die Gesamtheit aller Trajektorien nennt man das Phasenbild des Systems.

Im zeitdiskreten Fall wird ein dynamisches System durch Differenzengleichungen beschrie-
ben:

yn = f<Yn71)7 (22)
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wobei f € C*(G) gelten soll.

Beide Falle definieren eindfluRim Phasenraum, der im allgemeinen durch eine stetig diffe-
renzierbare Abbildung gegeben wird:

p:RIXK — R?
(v, t) — oy, t) (2.3)

mit den Eigenschaften

oy, t=0) =y
ele(y,t),u) = ¢(y,u+t) VtueK VyeR% (2.9)

Fir kontinuierliche dynamische Systemelist= R, fur diskrete Systeme giK = Z, wobei
der Flul? durch die Abbildung.2selbst gegeben ist.

Den Zusammenhang zwischen Flissen und Differentialgleichungen erhalt man, indem man
©(t,yo) als Lésung von Gleichun@(1) interpretiert, die zur Zeit = 0 durch den Punky,

geht. Auf diese Weise korrespondiert jeder Flu3 mit einer Differentialgleichung, allerdings
gilt die die Umkehrung im allgemeinen nich][

Ein System nennt madhissipatiy falls sich dasl-dimensionale Volumen eines gegebenen Pha-
senraumgebietes unter Einwirkung des Flusses im zeitlichen Mittel kontrahiert. Als Folgerung
aus dem Liouvilleschen Satz der klassischen Mechanik ergibt sich somit

divF(y) < 0
als Bedingung fur Dissipation.[ 7].

Von besonderem Interesse sind dabei Gebiete des Phasenraumes, die unter der Wirkung des
Flusses invariant bleiben. Auf ihnen spielt sich das Langzeitverhalten eines dissipativen
Systems ab, nachdem die Transienten abgeklungenzihd [

Im folgenden seie/ und V' zwei offene Mengen des Phasenraums. Eine Mehge R?
nennt manAttraktor' mit derfundamentalen Nachbarschdft wenn folgende Bedingungen
erfallt sind:

L Fir diesen fundamentalen Begriff gibt es leider keine allgemein anerkannte Definition, in diesem Fall ist die
von D. Ruelle vorgeschlagene Version verwendet wor@éh [
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A ist eine kompakte Menge

Aist invariant bzgl. des Flusses

VieR @ p(At)=A

A ist eineanziehende Menge

YVWDOA FHeR : pUt)CV

Die MengeA la3t sich nicht in zwei nichtleere invariante Mengen zerlegen

DasBassin des Attraktors4 wird durch alle Punkte des Phasenraumes definiert, firddie
eine anziehende Menge ist].

2.1.2. Rekonstruktion des Attraktors

Fuhrt man an einem dynamischen System eine Messung durch, so mif3t man normalerweise
eine einzige SystemgréRe durch zeitdiskrete Abtastung (im Englissdrapling mit einer
konstanten AbtastzeihT'. Die erhaltene Liste der MeRBwer{e’} ¢ € Z nennt man eine
Zeitreihedes Systems. Die Einbettungstheoreme von Takéfjsuhd von Sauer et al.3[]

zeigen eine Maoglichkeit auf, den Attraktor eines Systems aus einer gemessenen Zeitreihe zu
rekonstruieren. Beide Theoreme sind Verallgemeinerungen des Whitneyschen Einbettungs-
satzes der Differentialtopologie, der besagt, dal3 sich jedinensionale differenzierbare
Mannigfaltigkeit abgeschlossen in dBA**! einbetten laRt10].

Sei ¢ der FluB3 eines dynamischen Systems auf der Mannigfaltigkeitnd = € R. Die
Messung einer Systemgrol3e soll durch eine stetig differenzierbare Furmktioh/ — R
beschrieben werden:

s' = h(p(y, tAT))

Die Idee bei der Einfiihrung sog. Delay-Koordinaten (auch Zeitverzégerungskoordinaten
genannt) ist die Konstruktion eines Vektors aus jeweilsuzeitverschobenen Werten der
Zeitreihe. In der Praxis muf3 dazu natirlickein ganzzahliges Vielfachels der Abtastzeit
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AT sein, prinzipiell kann die Abtastzeit jedoch beliebig klein gewahlt werden, um eine gute
Feineinstellung der Delay—Zeit zu erméglichen. Dledimensionale Delay—Koordinaten—
Abbildung Z (h, ¢, 7) : M — RP mit der Delay—Zeit- wird dann definiert durch

Z(h, o, m)(y) = (hy), h(e(y, =7)), ..., h(e(y, =(D = 1)7)))

x = (s%s7F ... ,3_(D_1)L)

Die Delay—Koordinaten—Abbildung wird nacheinander auf alle Abtastwegeangewandt,
wodurch man einen Satz von Zeitverzégerungsvektoren erhalt:

xt = (sh,s7L, 5PV ey

=

Delay—-Koordinate
h ‘ ‘ ‘
5 Mﬁm

2000 2050 2100 2150

Abbildung 2.1.:.Schema der Delay-Einbettung

Die Verwendung der Systemvergangenheit zur Beschreibung des aktuellen Zustandes ge-
schieht in Anlehnung an da&indowingder linearen Zeitreihenanalyse, wo sich dieses Ver-
fahren seit langem bewéahrt hat].

Sauer et al. 38) konnten die Ergebnisse von Takens verallgemeinern. Sie zeigten, dafd auch
unter weniger starken Voraussetzungen als beim Einbettungstheorem von Takens die Delay-
Rekonstruktion des Attraktors diffeomorph zum Original-Attraktor im Phasenraum ist.
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Fir eine offene Meng& C M und eine kompakteg-invariante) Menged C U mit der
Kapazitatsdimensiodimg (A) = d, in dery(y,t) keine periodischen Orbits der Periode

und 27, nur endlich viele Fixpunkte und periodische Orbits der Perikddr, . .., n7 besitzt

und ferner die Linearisierung des Flusses entlang der periodischen Orbits verschiedene Eigen-
werte hat, ist fir fast jede stetig differenzierbare Funktion/ — R die Delay-Koordinaten-
AbbildungZ(h, ¢, 7) : U — RP eine eindeutig umkehrbare Abbildung und fir jede kompakte
Teilmenge einer i enthaltenen glatten Mannigfaltigkeit auch eine Einbettung, falls 2d

gilt.

Die Moglichkeit, ein diffeomorphes Abbild der Dynamik im Phasenraum durch Messung ei-
ner (oder weniger) SystemgrofRen zu erhalten, erlaubt insbesondere die Bestimmung wichti-
gerC*-Invarianten des Systems (z.B. Rényi—Dimensionen, Lyapunovexponenten, Entropien).
DarlUberhinaus bietet dieses Verfahren auch die Mdglichkeit der Visualisierung verschiedener
Attraktoren aus gemessenen Zeitreihen.

2.2. Modellierung nichtlinearer deterministischer
Systeme

Oftmals werden Systeme beobachtet, fir die noch keine konsistente Theorie vorliegt, die Auf-
schlul® Uber die inneren Zusammenhange der beobachtbaren Gréf3en liefern konnte, oder die
so komplex sind, daf? sie keine Reduktion auf ,Laborbedingungen® erlauben (6konomische
Daten oder medizinische Mel3reihen, wie z.B. EKG).

Seit der erfolgreichen Einfiihrung von nichtlinearen deterministischen Modellen (Farmer und
Sidorovich (1987) 1€], Crutchfield und McNamara (1987) §] und Casdagli (1989)1[3])
vermutete man in vielen Systemen mit irregularem Zeitverhalten ,deterministisches Chaos”
auf niedrigdimensionalen Attraktoren, wobei sich die Hoffnung, einen strengen Determinis-
mus zu finden, oft als triigerisch erwies.

In vielen Féllen erhebt sich die Frage, ob eine gemessene Zeitreihe Uberhaupt von einem de-
terministischen System stammt, oder ob dem zugrundeliegenden Determinismus noch eine
stochastische Komponente Uberlagert ist (z.B. Mel3fehler oder Rauschen). Verschiedene stati-
stische Verfahren wurden daher vorgeschlagen, um nichtlineare deterministische Systeme von
stochastischen Systemen zu trennen. Bei der von Theiler et al. vorgeschlagenen Methode der
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Surrogatdaten/[d], die in das Programmpaket TSTOOL integriert wurde, formuliert man eine
Hypothese tber den moéglichen Ursprung des beobachteten Prozesses (z.B.: ,Es handelt sich
um weil3es Rauschen®) und generiert nun mehrere, im Hinblick auf die Hypothese gleichwer-
tige Datensatze, die sogenannten Surrogatdaten (in diesem Beispiel also Zeitreihen mit dem
Mittelwert und der Varianz der gemessenen Daten). Dann berechnet man fur die verschie-
denen Datensétze einige charakteristische Grof3en, z.B. Lyapunovexponenten, Korrelations-
dimension, Vorhersagefehler eines lokal linearen Modells usw., und vergleicht die jeweiligen
Werte der Surrogatdaten mit denen der Originaldaten. Treten dabei signifikante Abweichun-
gen zwischen den Surrogatdaten und den Originaldaten auf, so kann man die Hypothese auf
einem vorgegebenen Signifikanzniveau verwerfen.

2.2.1. Lokale Modellierung im Rekonstruktionsraum

Von einemlokalen Modellspricht man, wenn nur Zustande in einem begrenzten Gebiet des
Rekonstruktionsraums zur Approximation des Flusgdserangezogen werden. Die ersten
lokalen Modelle in Zusammenhang mit der nichtlinearen Zeitreihenanalyse wurden 1987 von
Farmer und Sidorovichl[j] vorgeschlagen, bei dem Versuch die Zeitreihen niedrigdimen-
sionaler chaotischer Systeme (Rayleigh-Bénard-Konvektion und Taylor-Couette-Stromung)
vorherzusagen.

Voraussetzung fur diese Art der Modellierung ist die Stetigkeit des Flusses, aus der folgt, dal3
sich die Entwicklung eines Systemzustandes fur einen kleinen Zeitraum nicht wesentlich von

der Entwicklung eng benachbarter Zustadnde im Phasenraum (und somit auch im Rekonstruk-
tionsraum) unterscheidet. Man versucht deshalb eine Abbildung zu finden, die den Fluf3 in der
Nachbarschaft eines Zustandeapproximiert, um mit Hilfe dieser Abbildung die zukunfti-

gen Systemzustandg,,;, i = 1,2,...vorauszusagen.

Man unterscheidet dabei zwischen deektenVorhersage, bei der, ausgehend von einem be-
kannten Systemzustand der FluBy(x,iAT) fur ¢ = 1,2,... approximiert wird, und der
iterierten Ein—Schritt—\orhersage, bei der lediglichix, AT") modelliert wird und die Préa-
diktion dann iterativ ausgefiihrt wird (siehe Abschi2itf.?. In beiden Fallen werden dazu

.....

.....

2 Diese Abbildung wird bei M. Casdagliocal predictor* genannt, und die Approximation des Flusses setzt
sich dann aus diesen lokalen Funktionen zusamrén [
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sesy (x4, iAT) hervorgegangen sind, zur Berechnung der (unbekannten) Zeitentwicklung
von x herangezogen. Die Approximation des gesamten Flusses setzt sich somit jeweils aus
vielen einzelnen lokalen Approximationen zusammen. Dies macht es unmaéglich, die Appro-
ximationen in einer ,geschlossenen Form" anzugeben.

In der Literatur wurden die Vor- und Nachteil beider Verfahren kontrovers diskutiert. Ein Pro-
blem der direkten Vorhersage ist, daf3 der zu approximierende Fluf3 mit zunehmender Schritt-
weite gerade bei chaotischen Systemen immer komplizierter wird. Auch muf3 fur jede Schritt-
weite prinzipiell ein neues Modell konstruiert bzw. optimiert werden. Andererseits akkumu-
liert sich bei der iterativen Methode der Fehler der einzelnen Ein—Schritt—Vorhersagen, ohne
daf3 dies im Verfahren explizit berticksichtigt wird. Dartberhinaus muf3 bei der iterativen Vor-
hersage bei jedem Iterationsschritt ein neuer Satz Nachster—Nachbarn bestimmt werden, was
bei langen Zeitreihen und naiver Implementierung der Nachbarsuche zu einem hohen Rechen-
aufwand fuhrt. In Verbindung mit dem im Kapitgvorgestellten Algorithmus zur effizienten
Nachsten—Nachbar Suche stellt die lokale Modellierung mit iterierter Ein—Schritt—\Vorhersage
jedoch ein machtiges Werkzeug zur Pradiktion von Zeitreihen nichtlinearer deterministischer
Systeme dar (vgklZ] sowie [29]).

Dabei ist zu beobachten, dal3 bei Verwendung langerer Zeitreihen eine bessere Approximation
des Flusses erreicht wird, da sich bei Hinzunahme neuer Datenpunkte im Mittel die Abstande
der Punkte im Rekonstruktionsraum verringert, was einen kleineren Fehler in der Vorhersage
des nachsten Systemzustandes zur FolgelkhtAllerdings bedeutet dies jedoch umgekehrt,
daR lokale Modelle bei sehr kurzen Zeitreihen ihre Vorhersagefahigkeit einbtiRen k6nnen

2.2.2. lterierte Vorhersage

Die Problemstellung der Approximation des Flusgés, AT') im Rekonstruktionsraum lafRt
sich auf das Problem der Approximation der skalaren Funkfio : R — R, x +— 3§
zurUckfihren:

D(x,AT) = %1 = (5, sH-L St—l—l—(D—l)L)
= (f(x),sTE L s (2.5)
S S = ) = (PR,

3Auch die Vorhersagefahigkeit globaler Modelle profitiert von langen Trainingszeitreihen.
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2. Modellierung dynamischer Systeme

Beginnt man mit der Vorhersage bei dem zeitlich neuesten Rekonstruktionsxéktkann
der pradizierte Zeitreinenwest'*! zur Fortsetzung der gemessenen Zeitrdides?, . .. sV}
verwendet werden, was wiederum die Konstruktion des- 1sten Rekonstruktionsvektors
xN*+1 und somit eine iterative Vorhersage der Zeitreihe erlaubt.

Allerdings fuhrt die schon beschriebene Akkumulation der Ein—Schritt—Vorhersagefehler nach
Uberschreiten eines gewissen Pradiktionshorizontes dazu, daR schon der in den néchsten Itera-
tionsschritt eingehende préadizierte Zustand keine giltige Rekonstruktion des wahren System-
zustandes zu diesem Zeitpunkt mehr darstellt.

Der bei diesem Verfahren auftretende Pradiktionshorizont I&R3t sich jedoch nicht nur auf man-
gelnde Modellgenauigkeit oder gar Unzulénglichkeit des verwendeten Verfahrens zurtckfth-
ren, sondern auch auf das Vorhandensein eines oder mehrerer positiver Lyapunovexponenten,
die bei Zeitreihen chaotischer Systeme bengitszipiell die Vorhersageféahigkeit begrenzen.

2.2.3. Funktionsapproximation mit lokal konstantem Modell

Zur Approximation der skalaren Funktigiix) wird in dieser Arbeit durchgehend eine lokal
konstante Modellierung, basierend auf deachsten—Nachbawsd™i, j = 1,..., k eines Zu-
standes’, verwendet. Bei desbsolutenMittelung wird dazu ein evtl. gewichteter Mittelwert
der Zeitentwicklung der Nachbarn gebildet:

k
N 1
gt—i-l _ f(Xt) =— ij Snnj-H (26)
D1 W j=1
Ein Problem lokal konstanter Modelle, die mangelhafte Fahigkeit zur Extrapolation aul3erhalb
des von den Nachbarn eingeschlossenen Gebietes, kann durch Verwendung detesog.
grierten Mittelung gemildert werden. Dazu wird nicht der absolute Wert des zukiinftigen
Zeitreihenwertes'*! vorhergesagt, sondern nur dessen Anderung (siehe Abbil2i@hgm

Vergleich zum aktuellen Wes':
1 k
g — f(Xt) — s+ - w; (Snnj-l-l _ Snnj) (2.7)
Zj:l wj ;

Ein grundsatzliches Problem beider Ansatze ist die Diskontinuitat der lokalen Modellierung
(vgl. McNames P€]). Kleine Anderung des Eingangszustands kénnen dazu fuihren, daR

11
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Abbildung 2.2.:Integrierte versus absolute Mittelung. Drei Trajektorien des Systems kommen
jeweils von rechts oben, wobei die Zeitentwicklung des Zustang@dauer
ausgefullter Kreis) vorausgesagt werden soll. Wahrend bei absoluter Mitte-
lung der pradizierte Wett (unteres blaues Quadrat) aus der Linearkombinati-
on der Zeitentwicklungen (griine ausgefullte Kreise) der Nachsten—Nachbarn
(schwarze ausgeflllte Kreise) gewonnenen wird und somit keine Extrapola-
tion erlaubt, kann die integrierte Mittelung die tatsachliche Zeitentwicklung
(gepunktete Linie) in diesem Beispiel deutlich besser vorhersagen.

sich die Reihenfolge der gefundenen Nachbarn &ndert oder sogar andere Nachbarn gefunden
werden, wodurch sich ein durchaus unterschiedliches Modell ergeben kann. Daher erlau-
ben sowohl direkte als auch integrierte Mittelung die Benutzung distanzabhangiger Gewichte
w; = w(r;),j = 1,...,k zur Berechnung des FunktionsweresUm der unterschiedlichen

Dichte der Nachbarn um einen Referenzpuxkje nach dessen Position auf dem Attraktor
gerecht zu werden, geht nicht der absolute Abstgne: d(x’,x"") des;j-ten Nachbarn ein,

sondern nur der relative Abstangd:= d:’il in die Berechnunyder Gewichtev; = w(r;) ein.

Obwohl prinzipiell eine fast unbegrenzte Anzahl mdglicher Gewichtsfunktiangn ver-
wendet werden kann, beschrénken wir uns in dieser Arbeit auf Gewichtsfunktionen des Typs

4Daher werden bei der gewichteten Mittelung auch, wenn nontirfghchbarn angegeben sind, tatsachlich
k + 1 Nachbarn zu jedem Anfragepunkt bestimmt, auch wennkderiste Nachbar nur zur Normierung
der Distanzen der anderen herangezogen wird. Die implizite Sortierung der Nachbarn in Reihenfolge zuneh-
mender Distanz zum Anfragepunkt und die Positivitat der Distanz garantiert, daf} $iclhy = 1,...,kim
Intervall [0, 1] bewegt.
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w™(r) = (1—-r")",n = 0,1, 2,3, die sich durch Robustheit und einfache Berechenbarkeit aus-
zeichnen. Furn = 0 ergibt sich eine konstante Gewichtung, flr alle anderen Falle:féllt)

vonw™(0) = 1 stetig aufw™(1) = 0 ab, wobei jede Funktion — 1 mal stetig differenzierbar
ist° (siehe Abbildung?.3).

1
§0.5—
% 02 04 o06 08 1 0O 02 04 06 08 1
(a) Konstante Wichtung (b) Linear abfallende Wichtung
1 1
§0.5— 1 05)
% 02 04 o06 08 1 % 02 04 06 o08 1
r r
(c) Biquadratische Wichtung (d) Trikubische Wichtung

Abbildung 2.3.:Zur Glattung der zur Funktionsapproximation verwendeten lokalen Mittelung
wird eine Auswahl von distanzabhéangigen Gewichtsfunktionen verwendet.
Um die Modellierung unabhangig von der absoluten Skala der verwendeten
Metrik zu machen, werden statt der absoluten Distanzentddachsten—

Nachbarn die auf den Abstand des- 1sten Nachbarn normierten relativen
Distanzen- benutzt.

2.3. Modellvalidierung

Nahezu alle nichtlinearen Modellierungsverfahren, seien sie lokal oder global, habe freie Pa-
rameter, die vor oder wahrend der Konstruktion des Modelles gewahlt werden mussen. Eines
der grundsatzlichen Probleme bei der Modellbildung ist daher die Validierung des konstruier-

SDie Fallen = 2 undn = 3 werden auch albiquadratischerespektiverikubischeWichtung bezeichnet.
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ten Modells bzw. dessen Parameter. Idealerweise werden diese freien Parameter so bestimmt,
dal} sie ein bestimmtes Mal3 fir die Genauigkeit des Modells maximieren. Doch selbst ange-
sichts der standig ansteigenden verfiigbaren Rechenleistung ist eine globale Optimierung aller
Modellparameter so gut wie nie moglich. Das Mittel der Wabhl, die nichtlineare Optimierung,
kann zwar oft dazu benutzt werden, einen Teil der Parameter zu bestimmen, aber auch in Fal-
len, in denen das verwendete Fehlermald konvex in einigen der Modellparametern ist, tut sich
immer noch das Problem lokaler (Neben—)Maxima auf.

Trotzdem gibt es oft Methoden, die es erlauben, giinstige Werte oder zumindest Werteberei-
ché fir einen Teil der Parameter anzugeben. Bei einer pragmatischen Vorgehensweise wird
daher oft versucht, durch Hinzuziehen aller verfigbaren Information Uber das System eine
Vorauswahl von mdéglichen Parametereinstellungen zu gewinnen und fur diese dann die Ge-
nauigkeit des Modells zu ermitteln. Limitiert wird ein solcher Ansatz naturlich von der zur
Verfiigung stehenden Rechenleistung und Geduld des Experimentators.

2.3.1. Cross—Validation

Ein Modell sollte allerdings nicht nur die Daten, anhand derer man das Modell konstruiert
bzw. trainiert hat, mdglichst gut beschreibesondern auch Datensatze gleichen Ursprungs,

die aber zum Zeitpunkt der Konstruktion des Modells noch nicht bekannt waren oder vorlagen,
vorhersagen kdnnen, also die Fahigkeit zur Generalisierung besitzen. In der Praxis sind dies
oft zwei gegenlaufige Forderungen an das Modell, so dafl3 ein genaues Abwagen seitens des
Experimentators erforderlich ist.

Eine Methode, sowohl Genauigkeit als auch Generalisierungsvermégen eines Modells zu te-
sten, wenn nur ein Datensatz des zu modellierenden Systems vorliegt, ist di€s$—
Validatior?. Bei diesem Verfahren wird der Datensatz in zwei Teile aufgeteilt:

1. Einen Trainingsdatensatz, auf dessen Grundlage das Modell erstellt bzw. trainiert wird.

8So lassen sich z.B. hinreichend gute Werte fiir die Einbettungsdimension bei der Methode der Zeitverzo-
gerungskoordinaten mittels Verfahren wialse—Nearest—Neighbofs?] oder dem Grassberger—Procaccia
Algorithmus zur Dimensionsschatzung (vgl Abschdi®.2 bestimmen.

"Dies wére im Extremfall gleichbedeutend mit eik@dierungder Eingangsdaten, was zwar eine perfekte Re-
konstruktion dieser zuliel3e, aber einem solchem Modell jegliches Generalisierungsvermdgen nehmen wiirde.

8In der Statistik werden derartige Verfahren Blsotstrap-Methodebezeichnet]4].
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2. Einen Testdatensatz, an welchem man den Vorhersagefehler unter Verwendung ver-
schiedener Parametereinstellungen bestimmt bzw. minimiert.

Die (zufallige) Einteilung des gesamten Datensatzes in zwei Teile wird normalerweise wieder-
holt ausgefuhrt und der Fehler gemittelt, um aussagekréftige Ergebnisse zu erhalten. Obwohl
prinzipiell ein beliebiges Fehlermal? verwendet werden kann, finden hauptsachlich mittler-
er quadratischer Fehler oder absoluter Fehler Verwendung. Wesentlich bei der Methode der
Cross—Validation ist, keinerlei Information tGiber den Testdatensatz in die Modellbildung ein-
gehen zu lassen, um zu verhindern, daf3 auch dieser in das Modell kodiert wird und somit das
Ziel der Bestimmung des Generalisierungsvermogens unterminiert.

2.3.2. Leave-One-Out Cross—Validation fur lokale Modelle

Eine ,extreme" Variante der Cross—Validation ist die sog. Leave—One—Out Cross—Validation.
Dabei wird ein Datensatz der Grofdé wiederholt in einen Trainingsdatensatz der GroR3e

N — 1 und einen Testdatensatz der Grdlufgeteilt und der Fehlenfie—step ahead cross—
validation error, kurz OSCV) bei der Vorhersage des ausgelassenen Punktes bzw. dessen
Nachfolgers mittels des aus dem Trainingsdatensatz konstruierten Modelles bestimmit.

Wahrend die Leave—One—Out Cross—Validation bei umfangreichen Datensétzen flir globale
Modelle zu enorm hohem Rechenaufwand flihren kann, bietet sie sich fur Validierung lokaler
Modelle an, wo sie einfach durch Vernachlassigen des auszulassenden Punkteskibei der
Nachsten—Nachbarsuche realisiert wird. Diese Tatsache a3t diese Art der Modellvalidierung
auch fur die im Kapiteb vorgestellte Anwendung besonders geeignet erscheinen.

Der OSCV bei Verwendung des mittleren quadratischen Fehlers ergibt sich zu:

MSE, = \Tlref\ Z (st+1 _f;(xt)> 7 (2.8)

A

wobei fff(xt) die gemaR Gleichun@.6 bzw. Gleichung2.7 konstruierte Ein—Schritt—
Vohersagefunktion ist, bei der alle Rekonstruktionsvektoren mit Zeitindex vors ¢, (je-

weils einschliel3lich) von der Nachbarsuche ausgeschlossenBindezeichnet eine hinrei-
chend groR3e, zufallig gewahlte Stichprobe mdglicher Zeitindizes, an denen die Vorhersage
validiert wirc®.

%Dies entspricht der typischen Vorgehensweise in der Praxis, wo die Cross—Validierung bei umfangreichen Da-
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Wird der OSCV nach Gleichung.8fiir sehr fein abgetastete Zeitreinen berecthéitt das
Problem auf, daR zeitlich eng benachtbarte Zustandex’—2, x!~!, x!*! x!*2 .. .) des aus-
gelassenen Zustandg$ u.U. dichter anx’ liegen als Zusténde, die nicht auf dem gleichen
Trajektoriensegment liegen (siehe Abbilduhg, nicht ausgefullter Kreis rechts oberhalb des
Zustandes;). Da diese zeitlich eng benachtbarten Zustande wenig zur Vorhersage beitragen,
bietet es sich an, statt nur den aktuellen Zustédnbn der Nachbarsuche auszuschlieRen, ein

ganzes Trajektoriensegment (¢, ..., x!, ..., x'") bei der Suche zu ignorieren:
1 - 2
MSE = - (st“ _ et ) . 2.9
1 |T;ef| tEZTref t ( ) ( )

Ein Vorteil der Verwendung des OSCV zur Validierung ist dessen vergleichsweise kleiner
Rechenaufwand. So muf3 fur jeden Zeitindex nur eine (rechenintensive) Suchet+der
Nachsten—Nachbarn ausgefihrt werden, dieses Ergebnis la3t sich dann sowohl fiir Modelle
mit kleinerer Anzahl Nachbarn als auch fur alle beschriebenen Varianten der Funktionsappro-
ximation verwenden.

2.3.3. Erweiterungen der Leave—One—Out Cross—Validation

Ein Nachteil bei der Verwendung des OSCYV ist die fehlende Beriicksichtigung der Empfind-
lichkeit des Modells im Bezug auf die akkumulierten Fehler im Eingangsvektor bei iterierter
Pradiktion. Ein Parametersatz, der den OSCV optimiert, muf3 nicht zwangslaufig auch optimal
bei der iterierten Vorhersage der Langsein, was jedoch das Ziel der Validierung ist. Dies
lant die Verwendung desulti—step ahead cross—validation erfMSCV), der den mittleren
Fehler bei der iterierten Vorhersage ubpe3chritte erfal3t, als besser geeignet erscheinen. Bei
Verwendung der mittleren quadratischen Abweichung als Fehlermal3 ergibt sich der MSCV
zu:

1 _ 2
MSE — <8t+1 _ ftrext )
1,p p|,-rref| tGZTref ( t ( )

-1
53 (s - Nfif*f(i“l‘)f) , (2.10)
=1

tensétzen meistens nicht fur alle méglichen Zeitindizes ausgefuhrt wird, um Rechenzeit zu sparen. Prinzipiell
kann diese Auswabhl naturlich alle Zeitindizes umfassen.

10 Die Verwendung fein abgetasteter Zeitreihen bzw. die artifizielle Interpolation gemessener Zeitreihen auf ein
Mehrfaches der Nyquist-Frequenz wird u.A. von McNames empfohlen, um die Vorhersagegenauigkeit zu
steigern pd].
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wobei die iterierte Pradiktion nach Einsetzen eines anfanglich bekannten Rekonstruktionsvek-
torsx’ nur noch auf den vorhergesagten Zustangden weiterlauft.

Leider ist die numerische Berechnung des MSCV deutlich aufwendiger als die Berechnung
des OSCV, da hier die Nachbarsuche fir jede Modellvariante (in Anzahl der Nachbarn und
Methode der Funktionsapproximation) erneut ausgefiihrt werden muf3. Zwar sind Nachbarn
des aus der Trainingszeitreine gewonnenen Zustakidiés alle Varianten gleich, doch wer-

den nach dem ersten Pradiktionsschritt dann Nachbarn der rekonstruierten Zostamye

sucht, die sich i.A. von Variante zu Variante unterscheiden werden.

Die Anzahl der Iterationsschritte darf nicht zu hoch gewahlt werden, da bei Uberschreiten
des systembedingten Pradiktionshorizontes kein aussagekréftiges Minimum in der Fehlerland-
schaft des MSCV aufzufinden ist.

2.4. Beispiele lokaler Modellierung zur Vorhersage
skalarer Zeitreihen niedrigdimensionaler
dynamischer Systeme

Die bereits diskutierten Methoden zur Cross—Validierung wurden auf vier Zeitreihen verschie-
dener in der Literatur beschriebener chaotischer Systeme angewandt. Mit den daraus gewon-
nenen optimalen Parametersatzen wurde anschlieRend eine iterierte Vorhersage der Zeitent-
wicklung des Systems Uber das Ende der Trainingszeitreihe hinaus vorgenommen (siehe Ab-
bildungen2.4). In den folgenden Abschnitten wird die genaue Vorgehensweise beschrieben:

2.4.1. Untersuchte Systeme

Zeitreihen zu je 10000 Abtastwerten wurden durch numerische Integration der folgenden Sy-
steme gewdhnlicher Differentialgleichungssysteme (DGLS) generiert:

(a) Baier—Sahle DGLS:
Dabei handelt es sich um eine hyperchaotische Verallgemeinerung des Rdssler—
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(©)

2. Modellierung dynamischer Systeme

Systems, die von Baier und Sahle eingefuhrt wurde [

T = —Ty+an
jfi = Tj—1 — Tj+1 222,,M—1
i‘M = €+b£CM(l'M,1—d)

mit den Parameteran = 0.28, b = 4, d = 2, ¢ = 0.1. Zwei Datenséatze mid/ = 3

sowie mit M = 5 wurden erzeugt. Die Systeme wurden jeweils vdi = 0 bis

T = 4000 integriert, wobei ihr Zustand all&T" = 0.2 abgetastet wurde. Die ersten
10000 Sample wurden als transient verworfen. Die folgenden 10000 Werte der ersten
Variablez; wurden dann als skalare Zeitreihe aufgefal3t. Die Informationsdimension der
Systeme wurde mit der in Abschnitt2.3vorgestellten Methode fur den Fall = 3 zu

D, = 2.01, furden FallM = 5 zu D; = 4.26. ermittelt.

Chua Oszillator:

i’l = Oz(fL‘g — h(l’l))
.TQ = I — o+ T3
T3 = —[xy

h(y) = ymg+0.5(ma2 —m1)(|ly + co| — |y — col)

mit den Parametera = 9, § = 14.286, m; = —%, my = 2 sowiec, = 1. Das System
wurde vonT = 0 bisT = 2000 integriert, wobei der Zustand alla7 = 0.1 abge-

tastet wurde. Die ersten 10000 Sample wurden als transient verworfen. Die folgenden
10000 Werte der ersten Variable wurden dann als skalare Zeitreihe aufgefal3t. Als
Informationsdimension ergab sich ein Wert vbn = 2.30.

Lorenz DGLS:

1 = oz — x9)
i‘g = T — T2 — X113
Zt'g = T1T9 — bfL‘g

Anm.: Die Systemdimension/ darf nur ungeradzahlige Werte annehmen. Da das System ersf fiir 3
hyperchaotisch wird, ist 5 die kleinste Systemdimension, ab der von einem hyperchaotischen System gespro-
chen werden kann.
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mit den Parametersn = —10, b = § sowier = 28. Das System wurde vah = 0 bis

T = 600 integriert, wobei der Zustand alle7 = 0.03 abgetastet wurde. Die ersten
10000 Sample wurden als transient verworfen. Die folgenden 10000 Werte der ersten
Variable x; wurden dann als skalare Zeitreihe aufgefal3t. Als Informationsdimension
ergab sich ein Wert vo,; = 2.15.

(d) Rossler DGLS:

Ty = —Iy— I3
ii‘z = 1+ axrs
x'g = b+ 563(151 — C)

mit den Parametera = 0.45, b = 2 sowiec = 4. Das System wurde voh = 0 bis

T = 4000 integriert, wobei der Zustand alla7” = 0.2 abgetastet wurde. Die ersten
10000 Sample wurden als transient verworfen. Die folgenden 10000 Werte der ersten
Variable x; wurden dann als skalare Zeitreihe aufgefal3t. Als Informationsdimension
ergab sich ein Wert vow,; = 1.97.

2.4.2. \Verwendete Metrik

Zur Berechnung der Distanzen im Rekonstruktionsraum wurde eine exponentiell gewichtete
euklidische Metrik verwender[]:

D

d(xy) = | D AN w — i)

=1

bzw. im Fall der Time—Delay—Vektoren

D-1
d)\<Xt1,Xt2) _ Z Ni(shi—il — gt=iL)2,
i=0

Die fur 0 < A < 1 exponentiell abfallende Gewichtung betont die aktuellen Zeitreihenwer-
te starker als die weiter in der Vergangenheit liegenden, um deren abklingendem Einfluf3 auf
den aktuellen Zustand Rechnung zu tragen. Die exponentiell gewichtete euklidische Metrik
schlief3t fir den Falk = 1 die gewo6hnliche euklidische Metrik ein, kann somit die Modellge-
nauigkeit hochstens verbessern.
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2.4.3. Verwendetes Fehlermal3

Zur besseren Vergleichbarkeit der Ergebnisse wurde als Mal3 des Fehlers der iterierten Vor-
hersage eine mit der mittleren quadratischen Abweichung der Zeitreihe normierte Version des
bereits vorgestellten MSE (vgl. Gleichung2.10 verwendet:

N N 2
NMSE;, = s — fite(xt
prTrefrziL(st—ng(( i)

tE€Tref

p! o N2
£ (s = ) ) (2.11)
=1

2.4.4. Parametervorgaben

Zur Wahl des Parametersder den Ausschluld zeitlich benachtbarter Zustande des vorherzu-
sagenden Punktes steuert, wird hiermigétlere Wiederkehrzedes Systems verwendet. Dazu
wird die Entwicklung des Abstandes = d(x",x" +i),7 = 0,1, ... zwischen zufallig ge-
wahlten Referenzpunkted und deren zeitlichen Nachfolgern mit wachsenddpetrachtet.
Anfangs wirdd; zunehmen. Der erste Zeitpunkt zu demd;, < d;,—; gilt, wird als halbe
Wiederkehrzeit gewertet.

Statt nun Rekonstruktionsdimensiénund DelayL unabh&ngig voneinander als freie Para-
meter aufzufassen, wurde konstant zu 1 gewahlt. In diesem Fall unterscheiden sich zwei
zeitlich aufeinanderfolgende Zeitverzogerungsvektoraindx‘*! lediglich durch einen neu
hinzugekommenen Zeitreihenweft! (sowie die Stellung der anderen Elemente)

x = (st s ,st*(Dfl))

Xt — (St+1 togt=1 t—(D—Z))

wodurch Gleichun@.5besonders einfach wird:

Die vergleichsweise hohen Dimensionen des Rekonstruktionsraums, in dem die Nachbarsu-
che stattfindet, erhoht die Laufzeit der Validierung nur unwesentlich, da die Effizienz des
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2. Modellierung dynamischer Systeme

System | p| D] k| A|n|Modus| NMSE; , | fcmmes
Baier-Sahle)M =3 (80| 12| 6| 1.0| 1| Int. 0.007919| 49.9
Baier-SahleM =5 (40|40 8| 1.0| 1| Int. 0.050045| 27.9
Chua 50(30|5(1.0| 3] Int. 0.053058| 14.6
Lorenz 50(40|1(05| 0] Int. 0.084055 5.2
Rossler 80|40|1|0.7| 0| Abs. 0.005964| 20.7

Tabelle 2.1.Ergebnisse der Crossvalidierung. Jede Zeile der Tabelle zeigt den Parameter-
satz fur das jeweilige System, der das verwendete Fehlermal} (vorletzte Spalte)
minimiert. Die letzte Spalte zeigt das Verhaltnis des Fehlers des schlechtesten
Parametersatzes (der hier nicht angegeben ist) zum optimalen.

hier verwendeten ATRIA Algorithmus wesentlich empfindlicher von der in diesen Fallen ver-
gleichsweise niedrigen fraktalen Dimensionen des Datensatzes als von der ,formalen* Rekon-
struktionsdimensio® abhangt (siehe Abschnit3).

Bei der Validierung wurde der NMSE (siehe Tabelle.1) fur alle Kombinationen aus fol-
genden Parametervorgaben bzw. Approximationsmethoden ermittelt:

Rekonstruktionsdimensiob € {4, 8,12, 16, 20, 25, 30, 40}

Exponent der gewichteten Metrike {0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1.0}

Anzahl verwendeter Nachbatne {1,...,8}

Konstante, linear abfallende, biquadratische oder trikubische Wichtting € {1, ...,8}

Absolute oder intergrierte Mittelung

Insgesamt wurde dabei jede Zeitreihe 1000 mal zufallig in Test- und Trainingsdatensatz auf-
geteilt.

2.4.5. Vorhersagen

Abbildung2.4zeigt die Ergebnisse der freilaufenden, iterierten Vorhersage fur die generierten
Zeitreihen. Fur die Modellierung jeder Zeitreihe wurde der bei der Crossvalidierung ermittelte
optimale Parametersatz verwendet. Zur Beurteilung der Gute der Vorhersage wurde jeweils
der weitere Verlauf der Originalzeitreihe als gestrichelte Linie mit dargestellt, dieser ist weder
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2. Modellierung dynamischer Systeme

in die Crossvalidierung noch in den Trainingsdatensatz der Pradiktion eingegangen. Die Lan-
ge der Vorhersage betragt jeweils das Vierfache der Anzdhl zur Bestimmung des Fehlers
NMSE;] , verwendeten Iterationen (siehe Tabelld).

Der Vergleich der Gite der Modellierung anhand der dargestellten Vorhersagen gestaltet sich
als schwierig. Zwar laf3t sich ein gewisser Zusammenhang zwischen der Lange des uber-
einstimmenden Verlaufes von Vorhersage und Original und dem Fehler der Crossvalidierung
ausmachen, doch erlaubt dieser keine definitive Aussage Uber den zu erwartenden Pradikti-
onshorizont im Einzelfall, da dieser selbst bei Zeitreihen des gleichen Systems nicht invariant
beziglich des Startzeitpunktes der Vorhersage ist. So scheint die besonders gute Vorhersa-
ge des Rdossler Systems, die erst am Rande des in AbbiRid(g)wiedergebenen Bereiches

von dem tatsachlichen Verlauf der Originalzeitreihe abzuweichen beginnt, zu einem besonders
gunstigen Startzeitpunkt begonnen zu haben.

2.5. Zusammenfassung

Die vorgestellte Methode der Zeitverzégerungsrekonstruktion zusammen mit der Verwendung
lokaler Modellierung zur Funktionsapproximation stellt ein machtiges Werkzeug zur iterierten
Vorhersage von Zeitreihen deterministischer nichtlinearer Systeme dar. Zugleich erlaubt die
lokale Funktionsapproximation unter Verwendung benachbarter Zustande die effiziente Vali-
dierung der gewonnenen Modelle mit der Technik der Cross—Validation, bei der ein einziger
Datensatz wiederholt in Test- und Trainingsdatensatz eingeteilt wird. Eine Erweiterung fur
den Fall der iterierten Pradiktion stellt der MSCV (multi—step ahead cross—validation error)
dar, der zur Ermittlung der optimalen Modellparameter fur die untersuchten Zeitreihen be-
nutzt wird. Die damit erzeugten Vorhersagen kdnnen zwar die Zeitentwicklung auf kurzen
Zeitskalen reproduzieren, doch stol3en auch diese Verfahren an die prinzipiellen Grenzen der
Vorhersagbarkeit chaotischer Systeme.

Bislang wurde noch nicht darauf eingegangen, wie die Nachste—Nachbar-Suche, die als Kern-
komponente der lokalen Modellierungsverfahren gerade im Hinblick auf deren numerische
Praktikabilitdt von Bedeutung ist, effizient ausgefihrt werden kann. Dies geschieht im folgen-
den Kapitel.
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Abbildung 2.4.:Freilaufende Vorhersagen basierend auf den Ergebnissen der Crossvalidie-
rung fur Zeitreihen verschiedener niedrigdimensionaler dynamischer Syste-
me. Von jedem System wurden je 10000 Zeitreihenwerte als Trainingsda-
tensatz verwendet. Die gestrichelte Linie gibt den Verlauf der urspriingli-
chen Zeitreihe an. Die durchgezogene Linie gibt den Verlauf der ab Sample
10001 freilaufenden, iterierten Vorhersage basierend auf dem Trainingsdaten-
satz und den wéahrend der Crossvalidierung gefundenen optimalen Parameter-
einstellungen an. Zur besseren Visualisierung wurde ein Teil der Trainings-
zeitreine mit dargestellt. Der Beginn der freilaufenden Pradiktion ist jeweils
mit einer gestrichelten vertikalen Linie gekennzeichnet. Die verwendeten Pa-
rametereinstellungen sind in TabelBd aufgefuhrt.
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3. Effiziente Nachste-Nachbar Suche

Der im diesem Kapitel vorgestellte Algorithmus zur Nachsten—Nachbar Suche ist ein Kern-
teil der vorgelegten Arbeit. Um diesen herum gruppieren sich die in den anderen Kapiteln
dargestellten Anwendungen. Eine Beispielimplementation in C++ ist im AnRashgd. zu
finden.

3.1. Einfihrung

3.1.1. Begriffsbildungen

3.1.1.1. Metrischer Raum

Definition 1 des metrischen Raums
Eine MengeY von Elementen;, y, ... heil3t metrischer Raum, wenn jedem Elementenpaar
x,y € Y eine reelle Zahli(z, y) mit folgenden Eigenschaften zugeordnet ist:

(1) d(x,y) > 0, wobeid(z,y) = 0 genau dann, wenn = y

(2) d(z,y) = d(y, )

(3) Fur drei beliebige Elemente,y,z € M gilt die Dreiecksungleichungi(z,z) <
d(z,y) + d(y, z)

Man nenntd(z, y) denAbstandzwischen: undy. Die Elemente voiY heien auch Punkte.

Die Punkte eines metrischen Raumes mussen nicht notwendigerweise aus einem Vektorraum
stammen. Hier sind, speziell im Bereich der Informatik, auch Datenstrukturen oder Daten-
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3. Effiziente Ndchste-Nachbar Suche

bankeintrage denkbar. Entsprechend weit gefal3t ist auch der Begriff der Metrik oder Ab-

standsfunktion, der Uber die haufig verwendete euklidische Metrik oder die Maximumsmetrik

hinausgeht, auch wenn in dieser Arbeit letztendlich meistens auf diese zuriickgegriffen wird.
Trotzdem muf3 betont werden, dal3 der hier vorgestellte Algorithmus zur Nachbarsuche so-
wohl theoretisch als auch in der Realisierung als Programmcode mit jeder Metrik, die den

oben genannten Bedingungen geniigt, einsetzbar ist.

3.1.1.2. Nachste—Nachbarn

Definition 2 Definition derk—N&achsten—Nachbarn:

SeiY ein metrischer Raum mit Abstandsfunktiéiz, y). X sei eine endliche Teilmenge von
Y mit Mé&chtigkeit|X| = N (endlicher Datensatz). Weiter sgiein Punkt ausy, der nicht
notwendigerweise auch Element vEnsein mu3 (Anfragepunkt). Die Punktt € X i =
1,...,k nennt man dig—N&achsten—Nachbarn zum Anfragepunkdlls gilt:

0<d(ni,q) <d(nj,,q) i=1,... k-1 (3.1)
d(ny, q) < d(z,q)Vz € X\{n],...,n}} (3.2)

Die k—Nachsten—Nachbarn sind eindeutig bis auf Permutationen innerhalb von Gruppen von
Nachbarn mit gleicher Distanz zum Anfragepunkt. Speziell kann die Menge-éi&ichsten—
Nachbarn nicht eindeutig sein, falls es mehrere PunkteX gibt, deren Abstand zggleich
d(n?,q) ist. Falls erforderlich, laRt sich die Eindeutigkeit wieder herstellen, indem man die
Punkte inX durchnummeriert (indiziert) und fordert, bei Gruppen von Nachbarn gleicher
Distanz diese in Reihenfolge aufsteigender Indizes anzuordnen.

3.1.1.3. Approximative Nachste—Nachbarn

Die zur Bezeichnung der Nachsten—Nachbarn verwendete Notatiomit hochgestellter O
soll auf die anschlielend eingefiihrte Unterscheidung zwisekektenund approximativen
Nachsten—Nachbarn vorbereite#].[ Der in Definition 2 vorgestellte klassische Nachbar—
Begriff entspricht dabei den exakten Nachsten—Nachbarn.
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3. Effiziente Ndchste-Nachbar Suche

Definition 3 Definition dere—approximativerk—Nachsten—Nachbarn:

Ausgehend von den in D&fbeschriebeneh—Nachsten—Nachbarn, nennt man jeden Pufkt
einer in Reihenfolge zunehmender Distanz zum Anfragepsiktierten Teilmengel C X,
A={nfe X i=1,...,k} e-approximativen Nachbar, wenn gilt:

d(nt,q) < (1+€)d(n?,q) i=1,...,k (3.3)

Damit erfullen die exakterk—Nachsten—Nachbarn fir jedes > 0 die Definition der
e—approximativen k—Nachsten—Nachbarn.  Generell darf ein Algorithmus bei der

approximativen Suche jedoch Punkte des Datensatzes als Ergebnis zuriickliefern, die eine bis
zu (1 4+ e)mal grol3ere Distanz zgaufweisen als der jeweils entsprechende exakte Nachste—
Nachbat. Damit schwachen approximative Nachste—Nachbarn die Forderungen des exakten
Problems in einer Weise ab, die bei nur minimaler Erweiterung des Algorithmus eine deutliche

Verringerung des Rechenaufwandes zulaf3t (sethet.d.

3.2. ATRIA - Ein auf der Dreiecksungleichung
basierender Algorithmus

Der ATRIA (AdvancedTrianglel nequalityAlgorithm) arbeitet in zwei getrennten Phasen:

Vorverarbeitungsphase Wahrend dieser Phase wird eine Datenstruktur angelegt, die das
Lokalisieren von benachbarten Punkten beschleunigt. Dabei wird der Datensatz in einer

Art divide and conquelerfahren rekursiv in sogCluster zerlegt, die jeweils einen

Teil der Punkte des Datensatzes reprasentieren. Die Cluster bilden eine hierarchische

Folge von Uberdeckungen des Datenraumes (siehe AbbilBldhgnd werden daher zu

einem (Such)Baum angeordnet. Diese Phase des Algorithmus hat eine durchschnittliche

Zeit—Komplexitat vonO(N log V) und einen Speicherbedarf ven V).

Suchphase Wahrend der Suchphase werden die in der Vorverarbeitungsphase angelegten

Datenstrukturen benutzt, um eine beliebige Anzahl von Suchanfragguestsoder

Daher wird im folgenden auch von einem relativen Fehler der zuriickgelieferten Distanzei gspuiochen.

Dies darf nicht so verstanden werden, daR tatsachlich ein Fehler bei der Berechnung des numerischen Wertes
der Distanz gemacht wird. Vielmehr liefert der Algorithmus bei der Suche nach approximativen Nachbarn
einen Satz an Punkten zurlck, die nicht notwendigerweise identisch zu den tatsachlichen Nachsten—Nachbarn

sind.
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3. Effiziente Ndchste-Nachbar Suche

querieg zu beantworten. Da die Komplexitat einer einzelnen Suchanftage: V)
betréagt, amortisiert sich der Aufwand der Vorverarbeitung erst 1&c¥) Suchanfra-
gen.

Die in der Vorverarbeitungsphase angelegten Datenstrukturen sind unabhé&ngig von der Art der
Anfragen (exakte Nachste—Nachbarn, approximative Nachste—Nachbarn oder Bereichssuche),
die wahrend der Suchphase gestellt werden, und missen daher nur einmal flr einen Datensatz
ausgefiihrt werden. Lediglich bei Anderung der zur Distanzberechnung verwendeten Metrik
oder Einfligen bzw. Entfernen von Punkten in bzw. aus dem Datensatz muf3 eine erneute
Vorverarbeitung erfolgen.

3.3. Vorverarbeitung

3.3.1. Hierarchische Uberdeckung

Die im ATRIA verwendete Datenstruktur des Clusters dient der geometrischen Charakterisie-
rung einer Teilmenge der Punkte des Datensatzes. Dazu beinhaltet ein Cluster neben einer
Liste der zu ihm gehdrenden Punkte auch noch Informationen tiber deren Anordnung in Be-
zug zu einem ausgezeichneten Punkt des Clusters, demlsrgkteristischen PunkDieser

wird sowohl bei der Division eines Clusters in dessen Abkémmlinge als auch bei der Bear-
beitung einer Suchanfrage benutzt. Obwohl im folgenden bei der Beschreibung eines Cluster
von charakteristischem Punktund Radiugk gesprochen wird, darf man sich die Punkte eines
Clusters weder unbedingt besonders dicht noch kugelférmig lienum gruppiert vorstellen,
vielmehr bestimmen Metrik und Zuordungsstrategie (si@i3e? die tatsachliche Geometrie

der Punkte des Clusters.

Ausgehend vonRootcluster der alle Punkte des Datensatzes umfal3t, wird ein bindrer Baum
aufgebaut, dessen Knoten Cluster sind. Folgende Eigenschaften kennzeichnen die hierarchi-
sche Zerlegung des Datenraumes in Cluster:

e Die Cluster einer Ebene des Baumes enthalten zusammen alle Punkte des Dafensatzes

2Es wurden auch Varianten des Algorithmus implementiert, in der die charakteristischen Punkte nicht weiter in
die Rekursion eingingen. Dies hat den Vortelil, daf? ein Punkt des Datensatzes héchstens einmal als charakte-
ristischer Punkt verwendet werden kann und somit keine redundanten Distanzberechnungen stattfinden. Die
empirischen Laufzeiten beider Varianten unterscheiden sich allerdings nur unwesentlich.
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e Die Cluster einer Ebene des Baumes sind paarweise disjunkt.

e Die Abkdmmlinge eines Clusters enthalten zusammen alle Punkte ihres Elternclusters.

3.3.2. Zuordungsstrategie

Im diesem Abschnitt wird die rekursive Einteilung des Datensatzes als Pseudo—
Programmablauf dargestellt:

e Wahle zwei Punkte des aktuellen Clusters aus. Diese Punkte werden jeweils zum cha-
rakteristischen Punkt des linken und des rechten Abkdmmlings des aktuellen Clusters.
Obwohl verschiedene Auswahlistrategien denkbar sind, wird im ATRIA-Algorithmus
eine vergleichsweise einfache verwendet:

— Falls es sich beim aktuellen Cluster um den Rootcluster handelt, wahle zuerst einen
beliebigen Punkt aus. Ansonsten setzagleich dem charakteristischen Punkt des
aktuellen Clusters.

— Bestimme denjenigen Punkt des aktuellen Clusters, der die grof3tmdgliche Ent-
fernung zua hat. Dieser wird der charakteristische Punkt des ersten (réghten
Abkémmlings.

— Der charakteristische Punktdes zweiten (linken) Abkdmmlings wird nun derje-
nige Punkt, der den gréf3ten Abstandcizaufweist.

e Ordne jeden Punkt des aktuellen Clusters einem der beiden Abkémmlinge zu. Als Kri-
terium wird die Distanz zu den beiden charakteristischen Punkten verwendet: Die Zu-
weisung erfolgt jeweils zu dem Cluster mit dem néaheren charakteristischen Punkt.

e Berechne und speichere die maximale Dist&wom charakteristischen Punkt zu den
zugeordeneten Punkten fir jeden Abkémmling.

3Der Einfachheit halber werden hier zur Unterscheidung der beiden Abkémmlinge eines Knotens des Bau-
mes die Begriffdinks und rechtsverwendet, ohne dal3 diese einen direkten Bezug zur Lage der durch sie
reprasentierten Punkte hatten.
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e Die beschriebenen Schritte werden rekursiv auf die entstandenen Abkommlinge ange-
wandt, sofern diese noch mehr dlsPunkte enthalteni( ~ 30, ..., 200)*. Ansonsten
wird der Abkdmmling ein endstandiger Clusteles Baumes. Fir einen endstandigen
Knoten werden die Distanzen vom charakteristischen Punkt zu allen Punkten des Clu-
sters berechnet und gespeichert.

3.3.3. Implementation der Datenstrukturen und Verwaltung der
Punkte

3.3.3.1. Verwaltung der Punkte des Datensatzes

Die Punkte eines Datensatzes werden Uber Indizes von/X biddressiert. Der Algorithmus

legt zur Verwaltung der Punkte ein lineares Arcaynit LAngeN an, das zu jedem Zeitpunkt

der Vorverarbeitungsphase eine Permutation der Indizes enthalt. Zu Beginmwmdl 1

...V initialisiert. Die Indizes der Punkte, die zu gleichen Cluster gehdren, sind in einem zu-
sammenhangenden Abschnitt vdreu finden. Dies erlaubt die Anwendung eiregide and
conquerSchemas bei der rekursiven Einteilung der Punkte in Cluster, bei dem zur weiteren
Unterteilung eines Clusters in Abkdmmlinge lediglich Permutationen innerhalb des Abschnit-
tes ausgefuhrt werden, auf dem sich die Indizes der Punkte des aktuellen Clusters befinden
(siehe AbbildungB.2).

4Die genaue Wahl dieses Parametérsst im Hinblick auf die gesamte Rechenzeit des Algorithmus nicht
besonders kritisch. Zwar sinkt die durchschnittliche Anzahl der Distanzberechnungen pro Anfrage, doch wird
dies durch eine langere Vorverabeitungszeit und einen erhéhten Aufwand fiir die Durchquerung des Baumes
bei der Suche wieder kompensiert. Die Lage des Optimums hangt dabei sowohl von der voraussichtlichen
Anzahl der Suchanfragen sowie Anzahl und Verteilung der Daten- und Anfragepunkte ab.

SEin endstandiger Knoten wird auch als Blatt bezeichnet.
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-+ [17] 18] 21] 34] 12] 6 [ 19] 35| 42] 8| 9] 48] 45] 31 2| 3] 16]20] 22] 33 48] -+

Indizes vor der Zuordnung

Zuordnung

Beginn des Ende des
aktuellen Abschnitts aktuellen Abschnitts

Linker Subcluster ~ Rechter Subcluster
Beginn Ende Beginn Ende

AR VAN

w+ [17]22] 21]34] 3] 2] 19] 35] 0 | 8 [42] 43[ 45] 31] 6 |12] 16] 20| 18] 33] 4] -+~

Abbildung 3.2.:Unterteilung des aktuellen Clusters in dessen Abkdmmlinge (Subcluster). Die
Grenzen des Abschnittes adf in dem die Indizes der zum aktuellen Cluster
gehorenden Punkte abgelegt sind, bleiben wahrend der Einteilung unveran-
dert. Die Indizes werden nur innerhalb dieses Abschnittes vertauscht, um die
zum charakteristischen Punkt jeweils des linken bzw. rechten Abkommlings
gehorenden Punkte voneinander zu separieren.

Diese Permutationen kénnen auf elegante Weise mittels eines Quicksort—ahniichAf [
gorithmus vorgenommen werden (siehe Abbild®ag).
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vertausche
Indizes
A

-wer [17]22] 21] 34| 3] 6] 19] 35] 42] 8 | 0] 43| 45] 31] 2 [12] 16| 20[ 18] 33] 48] -
bereits sortierter . . bereits sortierter
Bereich ' . Bereich

Abbildung 3.3.:Vertauschen der Indizes der Punkte. Diejenigen Punkte, die (geometrisch)
naher zum charakteristischen Punkt des linken bzw. rechten Abkémmlings
des aktuellen Clusters liegen, werden durch Vertauschen in den linken bzw.
rechten Rand des aktuellen Abschnittes verschoben. Wahrend dieses Sortier-
vorgangs laufen zwei Zeiger,und j, jeweils vom linken und rechten Rand
des Abschnittes aus zur Mitte hin, wobei jeweils Punktpaare ermittelt wer-
den, deren Indizes vertauscht werden mussen. Die Stelle, an derwsich
j Uberkreuzen, legt den rechten bzw. linken Rand der beiden neu erzeugten
Abkommlinge (Subcluster oder auch Untercluster) fest. Dieses Verfahren hat
den Vorteil, daf3 Separation der Indizes beider Subcluster und Festlegen der
neuen Abschnittsgrenzen in einem einzigen Lauf ohne Anlegen eines Zwi-
schenspeichers ausgefihrt werden kénnen.

Zusammen mit den Indizes der zu einem endstandigen Cluster gehérenden Punkte wird auch
deren Distanz zum charakteristischen Punkt des Clusters gespeichert. Auch dazu genigt ein
Array der LangeN, dessen Eintrage sinnvollerweise in der gleichen Reihenfolge wie die
Indizes im ArrayA abgelegt sind. Es bietet sich daher an, von vornherein ein einziges Array
zu verwenden, dessen Eintrage Tupel, bestehend aus Index und Distanz, sind. Wahrend der
Konstruktion des Baumes lafit sich dieses Array dazu einsetzen, Uberflissige Berechnungen
bereits bekannter Distanzen zu vermeiden (siehe QueHidx1).

3.3.3.2. Reprasentation eines Clusters

Zur Reprasentation eines Clustérsvird folgende Datenstruktur verwendet:

¢ Index des charakteristischen Punkt des Clusters.

R Die maximale Distanz vom charakteristischen Punkt zu einem beliebigen Punkt des Clu-
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sters.
R = maxd(c, z)

zeC

g Wahrend der Zuordnung der Punkte zu einem der beiden Abkémmlinge eines Clusters wer-
den die Distanzen zu beiden charakteristischen Punkten berechnet. Da die Zuordnung
zu dem Cluster mit dem naheren charakteristischen Punkt erfolgt, sind fur die Punkte
eines Abkdmmlings die Distanzen zum charakteristischen Punkt seines Geschwister-
clusters immer grof3er oder gleich den Distanzen zum eigenen charakteristischen Punkt.
Das Minimum der Differenzen aus beiden Distanzen kann im Zuge der Zuordnung ohne
zusatzliche Distanzberechnungen ermittelt und in die Datenstruktur eingetragen werden.

g = glelél d(csistera ilf) - d(C, 1})

start Der Beginn des Abschnittes adf in dem die Indizes der Punkte dieses Clusters abge-
legt sind.

end Die Lange des Abschnittes adf in dem die Indizes der Punkte dieses Clusters abgelegt
sind.

left, right Verweise pointer) auf den linken und rechten Abkdmmling (nicht bei endstandi-
gen Knoten).

3.4. Suchphase

3.4.1. Eingrenzung des Suchraums

Das Lokalisieren eines oder mehrerer nachster Nachbarn innerhalb einer endlichen¥enge
|X| = N kann trivialerweise mit einer Komplexitat vad(N) durchgefuhrt werdef. Um

diese Komplexitat zu reduzieren, muf3 eine Suchstrategie gefunden werden, die nur jene Teile
des Suchbaums durchforstet, in denen Uberhaupt Nachbarn vorkommen kénnnen.

Ein Ansatz zur Realisierung einer solchen Suchstrategie erfordert die Bereitstellung einer nach
Distanzen geordneten Tabelle der vorlaufigen Nachbarn .. m,. Im Verlauf der Suche

5Bei der Suche nach mehreren Nachbarn ergibt sich ein zusatzlicher Aufwand fiir das Verwalten einer geordne-
ten Tabelle der vorlaufigen Kandidaten, der aber von dem verwendeten Komplexitatsmalf3 nicht berticksichtigt
wird (siehe4.3.1) und auch in der Praxis bei im Vergleich zur Datensatzgrof3e kleinen Nachbarzahlen nicht
ins Gewicht fallt.
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3. Effiziente Ndchste-Nachbar Suche

werden diese vorlaufigen Nachbarn solange bei Bedarf durch bessere (d.h. ndhere) Kandidaten
ersetzt, bis feststeht, dal’ keine besseren Nachbarn mehr gefunden werden kénnnen und der
Algorithmus die Tabelle als Ergebnis zuriickgeben kann.

Sobaldkt Kandidaten in die Tabelle eingetragen wurden, ist die Distanz zum k—ten vorlaufigen
Nachbarni(my, q), die eine obere Schranke fur die Distanz des tatséchlichen k—ten Nachbarn
bildet, bekannt und kann zur Eingrenzung des Suchraums verwendet werden.

Im Rahmen des vorgestellten Algorithmus findétn,., ¢) Verwendung in drei Regeln zur
Reduzierung des Suchaufwandes:

(1) SchlieRe Clusteivon der Suche aus, falls

A

wobei d,,.;,,(7) eine untere Schranke fiir die Distanzen vom Anfragepyrii jedem
Punkt im Cluster darstellt (siehe Abschnig.4.2.

(2) Falls Clusteri ein Blatt des Suchbaumes ist, schliel3e jeden Puwligses Clusters von
der Suche aus, falls

d(myg, q) < |d(c;,q) — d(c;, )|

Die Berechnung der Distanzef{c;, =) erfolgte wahrend der Vorverarbeitungsphase
(siehe AbschnitB.3.3und Appendix, Beweid).

(3) Partielle Distanzberechnung:

Um einen Punkt: als mdglichen néachsten Nachbarn zu qualifizieren, muf3 seine Di-
stanzd(x, q) zum Anfragepunkt kleiner als der momentane Schwellwerty, ¢) sein,
ansonsten ist der genaue Weé(t:, ¢) nicht relevant. Dies erlaubt es, die Berechnung
vond(z, q) dann abzubrechen, sobald die partielle Distanz (Details variieren mit der Art
der verwendeten Metrik) den Schwellwé(tn, ¢) Uberschreitet]4].

Sorgféltig implementiert, kann partielle Distanzberechnung problemlos in den Algo-
rithmus integriert werden und die Rechenzeit merklich verkirzen, obwonhl dies in die
hier verwendete Komplexitatsnotation nicht eingeht. Wie in der zuvor erwahnten Regel
wird die partielle Distanzberechnung nur wéhrend des Durchsuchens eines endstandi-
gen Knotens des Baumes angewendet.
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A

3.4.2. Berechnung von d,,;,

Um wahrend einer Suche festzustellen, ob der Inhalt eines Clustkirchsucht werden muf3,
bendétigt der Algorithmus eine Abschétzuﬁgm(z‘) fur die (unbekannte) minimale Distanz
dpmin (i) = mingec, d(z, ¢) vom Anfragepunkt zu einem beliebigen Punkt &jsso dal) <
i (1) < i (7).

Drei untere Schranken fit,,;, konnen aus der wahrend der Vorverarbeitungsphase angeleg-
ten Datenstruktur und Informationen, die im bisherigen Verlauf der Suche angefallen sind,
berechnet werden:

Hier bezeichnet(c;, q) die Distanz zwischen dem Anfragepunkund dem charakte-
ristischen Punkt von C;, wahrendR; dessen Radius angibt (siehe Appendix, Beweis
2).

(2) %(d(q, Q) - d(Qa Csister) + gz>
wobei d(q, csisier) die Distanz vom Anfragepunkt zum charakteristischen Punkt vom
Geschwistercluster zdi; darstellt (siehe Appendix, Bewes.

(3) Aus der rekursiven Einteilung des Datensatzes in Cluster folgt, daf’3 das Miniipym
eines Clusterg’; nicht kleiner sein kann als die Abschatzuf;,gn seines Elternclusters.

Da alle drei Werte untere Schranken fiir den tatsdchliche Minimalabstand darstellen, wird ihr
Maximum als Schétzwetimm(z') verwendet.

Es kann kaum tberbetont werden, daf? eine genaue Abschéatzudgyaines der Kernpro-

bleme dieses und anderer Nachbar-Algorithmen darstellt. Hatte man eine Berechnungsvor-
schrift zur exakten Bestimmung vah,;,, konnten selektiv nur jene terminalen Cluster des
Baumes ausgewahlt werden, die tatséchlich auch einen oder mehrere nachste Nachbarn ent-
hielten (insgesamt maximalStick). Unglucklicherweise scheint es, dal3 es nicht méglich ist,
d.in €Xakt zu berechnen, ohne explizit alle DistanZén ¢) Vz eines gegebenen Clusters
auszurechnen. Dann allerdingsdst;,, wertlos, da der Rechenaufwand, den es eigentlich zu
vermeiden galt, bereits aufgebracht wurde.
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3.4.3. Prioritatswarteschlangen kontrollierte Suchreihenfolge

Die Reihenfolge, in der die Knoten des Baumes durchsucht werden, spielt eine entscheidende
Rolle bei der Minimierung der Anzahl der Distanzberechnungen. Um den Suchraum effektiv
gemal Gleichun@.4 eingrenzen zu kdnnen, ist es zusatzlich zur moglichst guten Abschét-
zung vond,,.;, hotwendig, auch maoglichst frith im Verlauf der Suche dem spéateren Endwert
von d(my, q) (vgl. 3.4.1) nahe zu kommen. Dazu wird im ATRIA statt einer Tiefensuche

(im Engl. depth firs} eine Prioritdtswarteschlange benutzt (vgl. auch Berchtdgd Die
Prioritatswarteschlangé ] enthalt als Eintrage die noch zu durchsuchenden Cluster, geord-
net nachimm, und ermdglicht, jeweils den Eintrag mit dem aktuell kleinsfgbml effizient zu
extrahieren. Dies bringt mehrere Vorteile mit sich:

(1) Cluster mit kleinemi,,,;,, enthalten mit hoher Trefferrate nachste Nachbarn. Schon nach
vergleichsweise wenigen durchsuchten Clusternibat,, ¢) fast den endgultigen Wert
erreicht (vgl. Abbildung3.4).

(2) Cluster mit hohend,,;,, werden, wenn (iberhaupt, erst sehr spat durchsucht.

3.4.4. Bearbeitung einer Suchanfrage

Die drei folgenden Abschnitte skizzieren den Ablauf einer Suche sowie die Abbruchbedin-
gungen fur exakte und approximative Suchanfragen. Dazu wird zuerst die Kernschleife des
Suchalgorithmus dargestellt:

(1) Initialisiere eine leere Tabelle der vorlaufigen Nachbarn.

(2) Fuge den Rootcluster in die Prioritatswarteschlange (PW) ein.

(3) Ilteriere:

e Extrahiere den Clusterf mit kIeinstemem aus der PW.
e FallsC ein endstandiger Knoten ist:

— Berechne unter Berlcksichtigung von Regeixplizit die Distanzen zu allen
Punkten des Clusters.
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— Falls Distanzen kleinef(m, ¢) gefunden werden, ist die Tabelle der vorlau-
figen Nachbarn entsprechend zu aktualisieren.

Ansonsten fuge die Abkdmmlinge vanin die PW ein.

3.4.4.1. Exakte Suchen

Sobald alle Cluster, die folgende Bedingung

~

erfullen, durchsucht wurden, kann kein Punkt gefunden werden, der naher am Anfragepunkt
liegt als der momentane k—te vorlaufige Nachbar Damit steht fest, dal3 die in der Tabelle
vorhandenen vorlaufigen Nachbarn die gesuchten exakten sind. Der Algorithmus kann die
Hauptschleife abbrechen und die Tabelle als Resultat der Suche zurickliefern.

Exemplarisch wird dies in Abbildung.4 illustriert, in der der dynamische Verlauf sowohl

der Distanzi(my, ¢) zum k—ten vorlaufigen Nachbarn als auch der der Abschatzyngler
Mindestentfernung zu den Punkten des jeweiligen Clusters dargestellt ist. Die Suche termi-
niert sobaldi(my, q) unterd,,;, fallt.

1.5 k
d(m,.q)
1t |
N
c
s
R N
O o5} d i ]
0

0 100 200 300 400 500 600 700
Durchsuchte Cluster

Abbildung 3.4.:Typischer Verlauf voni(my, ¢) und d..., fir eine exakte Suche. Der Baum
bestand aus mehr als 2300 Knoten (Cluster). Die Abbruchbedingung wird
erreicht, sobald/(my, q) unterd,,;, fallt. Der lange flache Teil ded(my, q)
Graphen zeigt, dal3 nach dem 147. Cluster keine weiteren Nachbarn mehr ge-
funden werden, obwohl das Abbruchkriterium erst beim 679. Cluster erreicht
wird. Dies ist eine Konsequenz der Unfahigkéit,,, exakt abzuschatzen.
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3. Effiziente Ndchste-Nachbar Suche
3.4.4.2. Approximative Suchen

Approximative Suchen stellen eine Abschwéachung des exakten Suchproblems dar. Statt vom
Algorithmus zu fordern, die exakten Nachsten—Nachbarn eines Anfragepyritelgefern,

gibt man sich damit zufrieden, daf3 der Algorithmus Nachbarn zurickliefert, die im Hinblick
auf ihre Distanz zy einen vorgegebenen relativen Fehdgregentber den exakten Nachbarn
nicht Gberschreiteny] (siehe Def.3.3). Fire — 0 geht eine approximative in die entspre-
chende exakte Suche tber.

Im ATRIA werden approximative Suchen durch die vorzeitige Beendigung der Hauptschleife
gemal folgendem Abbruchkriterium realisiert:

7 ) d<m/€7Q)

mn 1+ 6 .
Dieses Kriterium hat zur Folge, dal3 nicht alle Cluster durchsucht werden, die exakte nachste
Nachbarn enthalten kénnten, wodurch der Suchaufwand reduziert wird.

(3.6)

Folgender Beweis zeigt, dal3 der Algorithmus bei Verwendung dieses Kriteritins
approximative Nachbarn liefert:

Beweis 1Seienn) € X i =1,...,k diek exakten Nachsten—Nachbarn zum Anfragepunkt
g So daf3:

0<d(nf,q) <d(nfi,q) i=1,....k—1
d(n),q) < d(z,q)Vx € X\{nl,... ,nd}
Daher gilt fiir jede nach Distanzen geordnete Auswahl an vorlaufigen Nachtyarj q):

d(n®,q) < d(mi,q) i=1,...k

Wenn der Suchalgorithmus bei Erreichen folgenden Kriteriums

1+e

terminiert, wissen wir, daB alle vorlaufigen Nachbarn rfitn;, ¢) < d(my, q)/(1 + €) sogar
exakte sind und es auch keine weiteren exakten Nachbarn geben kann, deren Abgtand zu
kleiner als dieser Schwellwert ist, da alle in Frage kommenden Cluster erschépfend durchsucht
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wurden. Sej der hochste Index, fur den obige Bedingung zutrifft, anderenfalls setzgrewir
0. Furi = 1,...,7 gilt nY = m; und damit ist Gleichun@.6 fur diese trivialerweise erfillt.
Weiter ist aus der Anordnung der vorlaufigen Nachbarn bekannt dal3:

d(mkaq)
1+4+¢
Aus dem Argument des erschopfenden Durchsuchens und der Anordnung der exakten
Nachsten—Nachbarn folgt analog:

d(mk7Q)
1+e < d(n?+17q) < d(“?—i—ZaQ) <. < d(mk7Q)
= d(mg,q) < (1+€)d(nf,,q) < (1+€)d(nf,y,q) (3.8)

Kombiniert mar3.7 und 3.8, so erhalt man:
d(mjz1,q) < d(mjie,q) < -+ < d(mg,q) < (1+€)d(nd,y,q)

Damit erfullen die vorlaufigen Nachbarn auch filr= j + 1,... &k die Bedingung3.3 fur
approximative Nachbarn.

3.4.4.3. Bereichssuche

Auch eine weitere Variante des Nachste—Nachbarn Problems, die sog. Bereichssuche (im
Englischenrange search &Rt sich ohne aufwendige Modifikationen mit dem beschriebenen
Algorithmus behandeln. Bei der Problemstellung der Bereichssuche wird nicht nach einer
festen Anzahl Nachbarn zu einem Anfragepupgesuchtfixed mass approaghstatt dessen

sollen alle Punkte mit Abstandd(z, q) < r (fixed size approaqgtals Ergebnis zuruckgeliefert
werden (siehd.2.9.

Folgende Modifikationen sind erforderlich:

e Das dynamische Abbruchkriteriufi5 kann durch folgendes statisches Kriterium er-
setzt werden:

e Durch die Verwendung des statischen Kriteriums bringt es keine Vorteile, die Cluster ge-
ordnet nachimm zu durchsuchen. Daher kann die Prioritatswarteschlange durch einen

einfachen Stapekfack mit geringerem Verwaltungsaufwand ersetzt werden.
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3.5. Verringerung der Rechenzeit bei approximativen
Suchen mit verschiedenem ¢

Zur Bestimmung der Beschleunigung der Suche und der damit einhergehenden Fehler in den
Distanzen der gefundenen Nachbarn bei der approximativen Suche wurden Suchlaufe mit
zunehmendem auf Datensatzen mit je 50000 Punkten durchgefuhrt. Die Datensatze wurden
durch Iteration eineD—dimensionalen Verallgemeinerung der Hénon Abbildufjgéneriert

(T1)n41 =a — (ﬂfol)i —b(zp)n

(xl')nJrl = (xl-,l)n 1= 2, ey D

mit a« = 1.76, b = 0.1 sowie D = 8. Ausgehend von zufélligen Anfangswerten im Intervall
[0...0.01], wurden die ersten 5000 Iterationen verworfen und die nachfolgenden 200000 als
eigentlicher Datensatz genutzt. Die Aufgabenstellung jedes Suchlaufs war es, acht Nachste—
Nachbarn zu je 10000 zufallig aus dem Datensatz gewdahlten Anfragepunkten zu finden, wobei
Selbsttreffer ausgeschlossen wurden.

Wahrend die durchgezogene Linie in Abbildudg die mittlere Beschleunigung der appro-
ximativen gegenuber der exakten Suche fiir zunehmendesiergibt, stellt die gestrichelte

Linie den relativen Fehler in den Distanzen der gefundenen Nachbarn dar, gemittelt tber alle
Nachbarn und Anfragepunkte. Die Beschleunigung ergibt sich dabei aus dem Verhéltnis der
zur Bestimmung der exakten Nachbarn benétigten Zeit zu der Ausfiihrungzeit der entspre-
chenden approximativen Suéhdie gepunktete Linie zeigt den maximalen relativen Fehler
der Nachbardistanzen.

Der mittlere relative Fehler in den Nachbardistanzen tberschreitet 10 Prozent selbst fur die
hohe Wahl vorx = 7 nicht. Dies ist vergleichsweise wenig, erlaubt dech 7 einen relativen

Fehler von bis zu 700 Prozent. Wieder scheint diese Diskrepanz eine Folge des Unvermdgens
Zu seind,,;, exakt zu schatzen.

" Fure — 0 geht die approximative Suche in die entsprechende exakte iiber.
8Da die Vorverarbeitung unabh&ngig von der Art der Suchanfrage ist, muRte sie nur einmal fur den verwendeten
Datensatz ausgefiihrt werden. Diese Zeit ging nicht in die dargestellten Messungen ein.
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3.6. Anwendung von Kernfunktionen zur Berechnung
von Distanzen in hochdimensionalen
Merkmalsraumen

Der vorgestellte Algorithmus zur Berechnung der Nachsten—Nachbarn bezieht Informationen
Uber die Geometrie des Datensatzes sowohl wahrend der Vorverabeitungs- als auch wéahrend
der Suchphase ausschliel3lich aus den im Datensatz auftretenden Interpunkt—Distanzen so-
wie aus Distanzen zwischen dem Anfragepunkhd ausgewdahlten Punkten des Datensatzes.
Dies erlaubt die Anwendung des Algorithmus auch auf Problemstellungen, die tUber die ge-
wohnliche Darstellung von Punkten als Vektoren Bésind L., bzw. L, Metrik hinausgehen.
Beispiele solcher weitergehenden Problemstellungen sind u.a. die Suche in einer Datenbank
von Automodellen oder die Bestimmung von Nachbarn in einer Menge von Strings variabler
Lange®.

Eine andere Moglichkeit, die sich im Zusammenhang damit bietet, ist es, Vektoren aus einem
niedrigdimensionalen Ausgangsraungim Englischeninput spacg tber eine (nichtlineare)
Funktion ® in einen héherdimensionalen Merkmalsraufn(im Englischenfeature spacke
abzubilden und Nachbarn in diesem Raum zu suchen. Sinnvollerweise beschrankt man sich
dabei auf Abbildunge®, die es erlauben, das Skalarprodukt zweier BilerY = &(x) -

d(y) Uber eine sog. Kernfunktiok(x, y) der Urbilderx, y € R? effizient auszurechnen:

e : I — F
x — Ox)=X

P(x) - P(y) = k(x,y) (3.10)

Zur Distanzberechnung if' wird die gewdhnliche euklidische Metrik verwendet:

dx,y) = (X-Y)-(X-Y))?

= (X-X—QX-Y+Y~Y)
(®(x) - B(x) — 2B(x) - B(y) + D(y) - B(y))

—  (k(x,x) — 2k(x,y) + k(y,y))® (3.11)

9Zur Distanzberechnung zwischen Strings ungleicher Lange kann dabei beispielsweise die Editier—Distanz ein-
gesetzt werden. Ahnlich der Berechnung der Hamming—Distanz, wird dabei die Anzahl elementarer Editier—
Operationen (Léschen, Austauschen und Einfligen), evtl. gewichtet, aufsummiert.

[T

[NIES
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Eine mogliche Kernfunktion, die dem Skalarprodukt im Raum aller Monome aus den einzel-
nen Komponenten der Inputvektoren entspricht, soll hier als Beispiel erwahnt werden:

d d
Fx,y) = (x-y +1)" = (Z TiYi + 1) (3.12)

Der Zusammenhang zwischen mdglichen Kernfunktion, Abbildéngnd Merkmalsraum
wird durch das Theorem von Mercer gegebéi |

3.7. Zusammenfassung

Der vorgestellte effiziente Algorithmus zur Nachste—Nachbar-Suche zeichnet sich sowohl
durch die Mdglichkeit der flexiblen Wahl der Metrik als auch durch eine gute Anpassung
der wéhrend der Vorverabeitungsphase angelegten Baumstruktur an die Geometrie des Da-
tensatzes aus. Letztere Eigenschaft erlaubt besonders dann eine schnelle Bearbeitung der
Suchanfrage, wenn die Punkte eines Datensatzes in einem niedrigdimensionalen, aber nicht
notwendigerweise linearenen Unterraum des Datenraumes liegen. Nicht—adaptive Verfahren
wie die Box—Assisted Nachste—Nachbar—Sucti $ind hier im Nachteil, der allerdings bei
einfachen Problemstellungen durch die schnellere Vorverabeitung dieser Verfahren wieder
kompensiert werden kann. Vergleiche der Laufzeit des ATRIA mit anderen Algorithmen zur
Nachbarsuche finden sich inq).

Die Moglichkeit, statt der exakten approximative Nachste—Nachbarn zu suchen, bietet den
Vorteil einer zusatzlichen deutlichen Verringerung der Rechenzeit. Allerdings findet diese
Option in der nichtlinearen Zeitreihenanalyse wenig Verwendungsmaglichkeit, interessieren
hier doch meist nur die exakten Nachsten—Nachbarn.

Der Einflu3 der Verteilung der Punkte des Datensatzes auf das Laufzeitverhalten von Algo-
rithmen zur N&chsten—Nachbar—Suche wurde bislang bis auf wenige Ausnahmerg]jz.B. [
nur ungentgend untersucht. Wichtig in diesem Zusammenhang ist die Verwendung geeig-
neter GroRen zur Charakterisierung der Verteilung der Punkte. Dazu werden im folgenden
Kapitel verschiedene Dimensionsbegriffe und Methoden zu deren numerischen Berechnung
vorgestellt.
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(a) 2. Stufe der Uberdeckung (b) 3. Stufe der Uberdeckung

(c) 4. Stufe der Uberdeckung (d) Vollstandige Zerlegung fiE = 128

Abbildung 3.1.:In der Vorverarbeitungsphase angelegte Segmentierung eines Datensatzes,
bestehend aus 15000 Punkten, der durch Projektion der Trajektorie eines
Lorenz—Systems auf 2 Dimensionen erzeugt wurde. Eingezeichnet sind je-
weils die Polygone der konvexen Hulle der Punkte eines Clusters. Die Lini-
enstarke nimmt mit zunehmender Tiefe des Baumes ab. Deutlich zu erkennen
sind die beiden direkten Abkémmlinge des Rootclusters, der selbst nicht ein-
gezeichnet ist. Endstandige Cluster sind daran zu erkennen, dal3 sie keine
weiteren Polygone enthalten. In der tiefsten Stufe der Segmentierung (Bild
d) mit Parametel. = 128 befinden sich im Mittel rund 79 Punkte in jedem
der 191 endstandigen Cluster, minimal sind es 5, maximal 128, was die Ober-
grenze der Punktzahl darstellt, bei der ein Cluster nicht weiter unterteilt wird.
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Beschleunigung
Relativer Fehler in den Distanzen

Abbildung 3.5.:Verringerung der Suchzeit und des relativen Fehlers in den Nachbardistanzen,
aufgetragen gegen den Toleranzparametér einen Datensatz, der von ei-
ner D = 8—dimensionalen Verallgemeinerung der Hénon Abbildung erzeugt
wurde mit Informationsdimensio®; ~ 5.9. Die durchgezogene Linie gibt
das Verhaltnis der Suchzeiten exakt zu approximativ an. Die gestrichelte Li-
nie zeigt den durchschnittlichen relativen Fehler in den Distanzen an. Der
maximal aufgetretene Fehler ist als gepunktete Linie dargestellt.
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4.1. Begriffsbildungen

4.1.1. Verallgemeinerte Dimensionen

Der klassische Dimensionsbegriff hat seinen Ursprung in der euklidischen Geometrie und
deren Weiterentwicklung zur analytischen Geometrie mit der Einfliihrung eines Koordinaten-
systems durch René Descartes (1596-1650). Die erste Verallgemeinerung der auf diese Weise
geschaffenen Objekte fiihrt zum Begriff des Vektorraums. Unter der Dimens&ines Vek-
torraums versteht man die Machtigkeit seiner Basis.

Die von Brouwer entdeckte Invarianz der Dimension unter homéomorphen Abbildungen er-
laubte eine Verallgemeinerung des Dimensionsbegriffes flr beliebige, zum euklidischen Raum
lokal homdomorphe Mengen. Um jedoch die zerkliftete (fraktale) Struktur bestimmter At-
traktoren quantitativ zu beschreiben, wurden dem klassischen Dimensionsbegriff Konzepte
verallgemeinerter Dimensionen beiseitegestellt, die invariant gegeniber stetig differenzierba-
ren, invertierbaren Koordinatentransformationen sind.

4.1.2. Das invariante Mal}

Ein wichtiges Hilfsmittel bei der Untersuchung chaotischer Systeme ishdassante natirli-

che Mal3 Wenn langfristige Vorhersagen des Systemverhaltens nicht mehr méglich sind, kann
man mit Hilfe des invarianten Maf3es immerhin statistische Aussagen tiber den moéglichen Zu-
stand des Systems machen. Allerdings kann das invariante Mal3 selten explizit angegeben
werden, und man ist auf Naherungsverfahren angewiesgfi ).

Wenn nach dem Abklingen der Einschwingvorgdnge die Bewegung des Systems im Pha-
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senraum auf dem Attraktod verlauft, gibt es ein Wahrscheinlichkeitsmaffauf demd-
dimensionalen Borelschen MeRrauRr, B¢) mit den Eigenschaften

Ay = 1 (4.1)
VBC A; Vt>0 :u(B) = ulp(B,—t)). 4.2)

Ein solches Mal3 heif3t-invariantes Mafd und die Existenz folgt aus der Kompaktheit des
Tragers und der Stetigkeit des Flussé&q |

Da es fiur ein System mehrere invariante Mal3e geben kann, ist es tblich, das von Kolmogorov
vorgeschlageneatirliche invarianteMald zu betrachten. Dieses ist das letzte invariante Mal3,
das ubrig bleibt, wenn das System gestort wird] [

Ein invariantes Mal3 heif#rgodisch wenn sich der Phasenraum des Systems nicht in zwei
disjunkte, mef3bare und jeweils fluRinvariante Teilmengen mit positivem Mal} zerlegen laft
[3]. Systeme mit einem ergodischen Mal3 werdegodische Systengenannt. In ergodischen
Systemen kann man das Zeitmittel einer Funktion durch das Phasenraummittel ersetzen.
Seig : R" — R eineu-mel3bare Funktion. Dann wird d&&eitmittelvon g definiert durch
1 T
(@) = Jim 1 [ elelyo, ) (4.9

und dasPhasenraummittetlurch

(@) = / a(y) du(y). (4.4)

In einem ergodischen System gilt dann fir fast alle Startwegtes A (d.h. bis auf eine
Nullmenge bzgly)

(2 = (2w (4.5)

Fur einige diskrete dynamische Systeme, wie z.B. die Zeltabbildifjgl@l3t sich Ergodizitat
explizit nachweisen. In den meisten Fallen bleibt die Ergodizitdt des Systems jedoch eine
unbewiesene Hypothese.

4.1.3. Die Hausdorffdimension

Hausdorff untersuchte im Jahre 1919 die Cantormenge im Hinblick auf das 1914 von Cara-
théodory eingefiihrte &uRere Maf und fand fir diese Menge einen nicht-ganzzahligen Wert
des aulieren Mal3es]].
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4. Dimensionen

Seitdem ist Hausdorffs Name mit diesem Maf3 und dem weiterfihrenden Dimensionsbegriff
verbunden, der spater von Mandelbrot als fraktale Dimension bezeichnet waAifdeAls
Jraktale Mengen* (auch kurz ,Fraktale®) bezeichnet Mandelbrot dabei solche Mengen mit
gebrochener Hausdorffdimension.

Fur eine Mengé/ C R mit U # () ist der Durchmesser vaii definiert als

d(U) = sup{|lz — y[| mitz,y € U}.

SeiA C U U; und0 < d(U;) < r fur alled, dann heiR{U;}; r-Uberdeckung vom.

Als auReresi-HausdorffmaR einer Mengé C R, o > 0 bezeichnet man nun den Grenzwert
H®(A) := lim inf {Zd ) | d(U;) < rund{U;}; r-Uberdeckung vom }

und alsHausdorffdimensiomon A den eindeutigen Wert

Dy (A) :=inf{a|H*(A) = 0} = sup{a|H*(A) = o0} .

4.1.4. Die Kapazitatsdimension

Sei N(r, A) die Anzahl der offenen Kugeln mit dem Radinusdie bendtigt wird, um die
MengeA zu Uberdecken. DiKapazitatsdimensiodim g (A) wird dann definiert durch

_ log(N(r, A))
Di(A) = l% sup log(L/r)
Fur die klassischen Objekte der euklidischen Geometrie (z.B. die platonischen Kdrper) neh-

men Hausdorffdimension und Kapazitatsdimension nur ganzzahlige Werte an, d.h., sie stim-
men mit der oben erwahnten klassischen Dimension Gberejn [

(4.6)

4.1.5. Die Rényi—-Dimensionen

Dieser Dimensionsbegriff wurde von Rényi in die Informationstheorie eingeftfit [
Sei{U;}; einer-Uberdeckung vom undp; = u(U;) die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des
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Systems in der MengE; des AttraktorsA. Dann definiert man dal3 Maf3ter Ordnung der
Information als

1
IL(r,p) = 1_qlogg<2pﬁ> geR (4.7)

und die verallgemeinerteényi—Dimension g-ter Ordnurads den Grenzwert

o . [!J(T? :U')
Dy(A,p) o= i log,(1/1) (4.8)

1 1 7
— lim 0g,(2_pi)
r—0qg—1 logyr

Die Verwendung des Logarithmus zur Ba8ianstelle des naturlichen Logarithmus ist in der
Informationstheorie Ublich. Die verallgemeinerte Rényi-Dimension g-ter Ordnung ist jedoch
von der Wahl der Basis des Logarithmus unabhangig. Der Grenzibergang dient dazu,

das Skalierungsverhalten der GrdBe,(>_ p!) gegenlog, r auf solchen Skalen zu ermitteln,

bei denen die Grobstruktur des Attraktors keinen Einfluld mehr ayf;diat. Numerisch ist

dieser Grenzlubergang jedoch aufgrund der finiten Gro3e der Datensatze nicht maglich, daher
wird in der Praxis die Grol3e

1 d(logy(3-p)))
g—1 d(logyr)

aus der Steigung der doppeltlogarithmischen Auftragungasf gegenr in einem Bereich
linearer Skalierung bestimmt.

Im Grenzfallg — 0 erhalt man die Kapazitatsdimension. Fir— 1 entspricht 4.7) der
Shannon-Informationd?] I, (r, ) = — > p;log,(p;), daher nennt man die zugehorige ver-
allgemeinerte Dimension audhformationsdimensidat]. Darlberhinaus wird), fir den
Fall ¢ = 2 oft mit derKorrelationsdimensiogleichgesetzt (vgl. Abschni#t.2.2, obwohl die
Gleichheit beider Grol3en nicht im strengen Sinne bewiesen ist.

Allgemein erflillt das Spektrum der Rényi-Dimensionen folgendende Ungleichung

Dy(A, i) < Dp(A,p)  fir ¢>p. (4.9)
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4.2. Numerische Berechnung der verallgemeinerten
Dimensionen

Zur numerischen Berechnung der verallgemeinerten Dimensionen wurden in den vergangenen
Jahren eine Vielzahl unterschiedlicher Ansatze und Verfahrensweisen, die teilweise aufeinan-
der aufbauen, vorgeschlagen. Diese lassen sich in mehrere Klassen einteilen:

(1) Ansétze basierend auf der Einteilung des Phasenraums in Hyberkuben und Auszéhlung
der in diese fallenden Punkte. Im Englischen werden diese Verfahren aubbxals
countingVerfahren bezeichnet.

(2) Korrelationssummenbasierte Verfahren. Die Korrelationssudime zahit die relative
Anzahl Punktpaare des Datensatzes innerhalb eines gegebenen AbstaAdesder
doppeltlogarithmischen Auftragung v@r(r) gegen den Abstandl&aRit sichD, néhe-
rungsweise bestimmen.

(3) Verfahren, die auf den Momenten der Nachsten—Nachbar—Distanzen innerhalb des Da-
tensatzes beruhen. Diese erlauben es, das Spekiumeinem relativen grof3en Be-
reich vong zu bestimmen.

Diese Klassen sollen in den folgenden Abschnitten im Einzelnen n&her erlautert werden.

4.2.1. Box—Counting basierte Ansatze

Bei den Box—Counting basierten Ansatzen wird, in Anlehnung an die Definition der Rényi—
Information @.7), der Phasenraum in Hyberkuben eingeteilt und die relative Haufigkeit
durch Auszahlen der in diete Box fallenden Punkte bestimmt. Aus dem Skalierungsverhal-
ten der auf diese Weise gewonnenen Schéatzung der Rényi—Informator©Ordnung gegen

die Abmessungen(z.B. Kantenlange) der Partitionen in logarithmischer Auftragung laf3t sich
D, naherungsweise bestimmen.

Eine naive Implementation der Box—Counting basierten Verfahren, bei dér dimensiona-

les Array im Speicher angelegt wird, wobei jede Zelle des Arrays einer Partition bzw. einem
Hyperkubus des Phasenraums entspricht, scheitert sehr schnell bei Zunahme deb Aarahl
Unterteilungen pro Dimension aufgrund des enormen Speicheraufwaxitiés

48



4. Dimensionen

Ein sehr effizienter Algorithmus basiert auf der Datenstrukturtdegiren Suchbaumedie
ursprunglich von R. Sedgewick[] zur schnellen Sortierung von Strings variabler Lange kon-
zipiert wurde. Der ternére Baum erweitert den binaren Baum, mit dem man effizient eindimen-
sionale Punkte (also Skalare) sortieren kann, dahingehend, dal? jeder Knoten dieses Baumes
neben den Zeigern auf den Abkdmmling mit kleinerem Schltsselwert bzw. Abkdmmling mit
grolRerem Schlusselwert noch einen dritten Abkémmling hat, der die Wurzel eines Unterbau-
mes darstellt, dessen Schlisselwerte aus der jeweils ndchsten Koordinate der zu kodierenden
Punkte gewonnen werden. Die Schlisselwerte des ersten Baumes werden durch Einteilung
der jeweils ersten Koordinate der zu sortierenden Vektoren in diskrete Unterteilungen

erzeugt, entsprechendes gilt fur die weiteren Koordinaten (siehe Abbitddng

Ein Knoten eines ternaren Baumes enthalt folgende Eintrage:

level Dimension € 1,..., D), aus deren Koordinate der aktuelle Schltisselwert gewonnen
wurde.

key Aktueller Schlusselwert dieses Knotens. Dieser wird durch Einteilunggdekten Ko-
ordinate des Punktes auf die diskrete Unterteilund (. . ., b) gewonnen.

lokid Verweis auf den Abkémmling mit kleinerem Schlisselwertkag.
hikid Verweis auf den Abkdmmling mit gréRerem Schlisselwerkels

egkid Verweis auf den Wurzelknoten des Unterbaumes, dessen Schliusselwerte aus der Di-
mensioneveH-1 gewonnen werden.

count Anzahl der Punkte des Datensatzes, die von diesem Knoten kodiert werden.

Knoten mitlevel = D enthalten zwar keinegkid—Verweise, deregount Eintrag entspricht
jedoch der Anzahl der Punkte des Datensatzes, die in die durch die Schlisselwerte des zu
diesem Knoten fuhrenden Pfades adressierte Partition fallen wirden. Die Gesamtzahl der
Knoten kann das Produkt aus Datensatzgrdlidend Dimension des Datenraumgsnicht
Ubersteigen. Trotzdem laRt sich eine Partition (mithin ein Knotenlew#l = D) durch

D binare Suchehauf den Unterbaumen der Level 1 bixeffizient lokalisieren. Nach der

ILeider sind die jeweiligen Unterbaume bei zufalligem Einfiigen von Knoten nicht notwendigerweise balan-
ciert, so daf3 im schlimmsten Falle der Zeitaufwand der bin&dren Suche linear in der Gréf3e des Unterbaums
wachsen kann. Bei Anwendung auf reale Daten tritt dies glicklicherweise in den seltensten Féllen auf. Der
Algorithmus konnte jedoch dahingehend erweitert werden, daf? Knoten randomisiert eingefiigt werden oder
daf die einzelnen Unterbaume dynamisch balanciert werden.
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Konstruktion des Baumes lassen sich alle Knoten eines Levels leicht auffinden und auf diese
Weise die Summation in Gleichung.) leicht ausfuhren.

5151 Node

level
‘ ki
1 ' i count

1 | lokid | hikid

eqkid§

>
f i
3
2 |
uEI .
? 3
e
3 ‘ 3
17 51
3
BT
3
1T

Abbildung 4.1.:Beispiel eines terndren Baums, in dem die folgenden Pufide3,2),
(1,4,1), (5,3,2), (2,2,3), (5,3,5), (1,4,1), (2,2,3), (2,2,1), (2,2,3)} in
der angegebenen Reihenfolge eingefligt wurden.

Leider stellt die Bestimmung der verallgemeinerten Dimensionen mittels Box—Counting ba-
sierten Methoden, auch wenn diese effizient implementiert sind, fur statistisch haltbare Aus-
sagen ubeD,, besonders flg < 0 bzw. ¢ > 1, enorm hohe Anforderungen an die GroRe

der verwendeten Datensatze. Da diese oft nicht gegeben sind, stellen Box—Counting basier-
te Methoden eine schlechte Wahl zur Berechnung der verallgemeinerten Dimensionen dar.
Nichtsdestotrotz findet sich ein auf ternaren Suchbaumen basierender Algorithmus im Modul
boxcount des Programmpaketes TSTOOL, der die Schatzun@®yoh; sowie D, erlaubt.
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4.2.2. Korrelationssummen basierte Anséatze

Eine deutliche Verbesserung sowohl im Hinblick auf die Fahigkeit, mit kleineren Datensatzen
brauchbare Schatzungen zu erreichen, als auch in deren Genauigkeit bringt die Verwendung
derKorrelationssumme

1 N N

Cr) = &E&m;j%ﬂ@w—d@w», (4.10)

wobei©O(r) die Heaviside-sche Sprungfunktion darstellt:

0 : r<o0
@(T):{l : T;O

Der von Grassberger vorgeschlagene Algorithmi(§ grlaubt die Berechnung der Korre-
lationsdimension durch Bestimmung der Steigung der doppeltlogarithmischen Auftragung
der Korrelationssumme gegen die Skalengréf3end ist in der Literatur als klassischer
Grassberger—Procaccia—Algorithmus bekannt.

\on den vielen verschiedenen Korrekturen zur Verbesserung der Abschéatzuhyg fiarspe-

zielle Systeme oder bei kurzen Zeitreihen soll hier nur der von Theilgnforgeschlagene
Ausschlul3 zeitlich zum jeweiligen Referenzpunkt dicht benachbarter Vorganger bzw. Nach-
folgerpunkte erwéhnt werden:

N

N
> e(r—d' ), (4.11)

i=1 j=1(li—j|>c)

1
) = Jm g

pairs

der Gleichungd.10fur den Fallc = 0 mit einschlief3t. N, gibt hier die Anzahl insgesamt
betrachteter Punktpaare an.

Die Berechnung der Korrelationssumi@iér) profitiert von der Verwendung eines effizienten
Nachsten—Nachbar—Algorithmus, wobei jedoch statt /dedéachsten—Nachbarn alle Punk-

te innerhalb eines gegebenen Radius gesucht werden (Bereichssuche&.4/gl3. Der

im vorhergehenden Kapitel vorgestellte ATRIA Algorithmus stellt eine solche Bereichssuch-
funktion zur Verfiigung, die auf der gleichen Vorverarbeitungsstruktur basiert wie die eigent-
liche Nachste—Nachbar Suche.

Neben der Verwendung eines effizienten Algorithmus zur Bereichssuche kann der Rechenauf-
wand durch die Beschrankung der Auswertung der Korrelationssumme nur an zuféllig aus dem
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Datensatz gewahlten Referenzpunkten reduziert werden, wobei eine zu starke Reduzierung der
Anzahl der Referenzpunkte zu einer schlechten Statistik fiihrt und den Skalierungsbereich der
Korrelationssumme stark einschrankt. Da die Korrelationssumme in der numerischen Praxis
nur fir eine Reihe, meist exponentiell angeordneter Skalena r,l* ausgewertet wird, und
gerade die im Vergleich zum Attraktordurchmesser bereits grof3en Skalen, bedingt durch die
hohe Anzahl von Nachbarn, die dabei gefunden werden, einen hohen Rechenaufwand verursa-
chen, sollte in einem weiteren Schritt die Anzahl der Referenzpunkte fir jede:Sleataeln

gewahlt werden. Bei grol3en Skalerdie durch die hohe Anzahl Treffer meist schon bei Ver-
wendung nur weniger Referenzpunkte bereits eine gute Statistik aufweisen, kann daher die
Anzahl der Referenzpunkte deutlich kleiner als bei den kleinsten Skalen gewahlt werden. Bei
der Implementation der Korrelationssummenberechnung im Programmpaket TSTOOL wurde
daher ein Algorithmus eingesetzt, der die Anzahl Referenzpunkte fir jede ;Skaterhalb
gegebener Unter- und Obergrenze so wahlt, dal3, wenn méglich, eine spezifizierte Minde-
stanzahl von Punktpaaren, die die Bedinguiig’, z/) < r; erfillen, gefunden wird (vgl.
QuelltextA.4.4).

4.2.3. Nachste—Nachbar basierte Ansatze

Bei beiden bisher betrachteten Methoden zur Berechnung der Dimensionen wurden Korrela-
tion oder empirische Haufigkeiten in Abhéngigkeit eines Abstandes oder einer charakteristi-
schen Abmessungbetrachtet. Da dieser Abstand bei der Berechnung fest vorgegeben wird,
werden solche Methoden im Englischen aucHiaksd—sizeé/erfahren bezeichnet. Diese Ver-
fahren sind fir niedrigdimensionale Systeme, vorausgesetzt es stehen geniigend MelRwerte
zur Verfigung, ausreichend brauchbar. Fur hochdimensionale Systeme ergibt sich jedoch die
Schwierigkeit, dal? die Verteilung der Interpunktdistanzen generell immer schmalevjird [

(vgl. Abbildung 4.3, die Korrelationssumme variiert um mehr als den Faki§y wahrend

die r lediglich um den FaktoR® variiert.). Dies macht das Bestimmen eines Bereiches, in
dem z.B. die Korrelationssumme in der doppeltlogarithmischen Auftragung linear skaliert, oft
recht schwierig.

Alternativ wurden daher Ansatze entwickelt, die die Skalierung der mittleren Absténde der
Néachste—Nachbarn in Abhangigkeit der Nachbarordnubhgtrachten. Badii und Politi 1984
sowie Somorjai 1986 nutzen zuerst und unabhangig voneinander Information tber die Vertei-
lung der Nachbardistanzen zur Schatzung der fraktalen Dimensionen.
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Schram und van de Watet ] leiten unter Verwendung des multifraktalen Formalismus und
der Annahme, dal3 die Wahrscheinlichkeit, mehrere Punkte in einer Partition zu finden, auf
kleinen Skalen einer Poisson—Verteilung genigt (sikl®, als Resultat einen Zusammen-
hang zwischen den Momenten der Nachbardistanzgn») und dem Spektrum der fraktalen
Dimensionen her:

5 (k,n) = <n>i~n‘v/1<v>( (4.12)

1
G D’v(v))> ' .
Die neu eingefuhrte GroRB’(y) steht mit den Rényi-DimensioR, in folgendem Zusam-
menhang:

D/(”Y =(1-qD,) = D, (4.13)

Fir den Fally = 0 ergibt sich folgende Formulierung, die die direkte Bestimmung der Infor-
mationsdimensio®); ermdglicht:
1 1 dInT'(k)
(k,n) = ) o Dy oDy dk (4.14)

Auch wenn Gleichungt.12und 4.14 prinzipiell die Bestimmung vorD’ aus der Skalierung

der Nachbardistanzen mit zunehmender Nachbarordhwagr mit zunehmender Datensatz-
gréRen oder beidem erlaubt, wurde im Verlauf dieser Arbeit nur die Skalierung inénutzt,

da diese Methode bei Verwendung des bereits beschriebenen ATRIA zur Nachbarsuche ohne
erneute Vorverabeitung ausgefihrt werden kann.

Praktisch geschieht die Bestimmung vbBhdurch Anfitten des theoretischen Ausdrucks

(k) = <w> bzw. (4.15)

1 dlnT(k)
2(k,0) = eDi dk

gegen die numerisch bestimmten Momente der Nachbardistanzen

1 R
0 (k,n) ~m(k,v) = <|N | Z d(],nnk(j)ﬁ) bzw.
ref JENref
1
‘Nref’

> In(d(j, nni(4)))

6°(k,n) ~m(k,0) = JENret

?
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die aus dem Datensatz der vollen Graf3durch Suche det,., Nachsten Nachbarn zu einer
Menge zufallig gewahlter Referenzpunktg, bestimmt werden.

Anschlie3end wird folgende Fehlerfunktion mittels eines tblichen mehrdimensionalen Opti-
mierungsverfahren minimiert:

E(D o) = Z In(1+e3) mit
keK
~ z(k) —am(k)
€y = —z(k:) )
wobei lediglich die Lage des Minimums bezugliéh interessiert, die absolute GroRenskala
« wird verworfen. Dies hat den Vorteil, dal3 die Berechnung von GleicRubg§durch Aus-
nutzen der Funktionalgleichung der Gammafunktion (vgl. Gleichiiregin AbschnittA.2)

zu einer effizient zu berechnenden Rekursion vereinfacht werden kann:

1
z(k,y) = u(k,v)”
u(ly) = 1
k+ =2
uk+1,7) = U(k‘,v)TDm

Die Verwendung einer logarithmischen Fehlerfunktion dient einer robusten Schatzung, bei der
einzelne, stark abweichende Ausreil3er das Ergebnis nicht zu stark beeinflussen kénnen.

Die Auswahl des Bereichs der Nachbarordnungiea: {k.., . . ., kn) €rfordert einige Uber-
legungen, die jedoch tUber den Rahmen dieser Arbeit hinausgehen. Daher sei an dieser Stelle
auf den Artikel von Schram und van de Watér] verwiesen.

Nachteilig bei diesem Nachbar—basierten Ansatz ist lediglich, daf3 es nicht mdglich ist, die
Dimensionen fiir ein vorgegebengdirekt zu berechneénda der Zusammenhang zwischen
und~ leider die vor der Berechnung noch unbekannte GrbR&einhaltet (vgl. Gleichung
4.13. Diesem Problem kann auf zwei Arten begegnet werden:

(1) Die Berechnung wird wiederholt ausgefihrt, wobei das anfanglich gewakitiejeder
neuen lteration so eingestellt wird, dal? das effektiv berechpete 1 — DLM gegen das

2Mit Ausnahme vory = 1, das durch die Wahl von = 0 direkt berechnet werden kann (vgl. Gleichuh@4).
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vorgegebene, konvergiert. Diese Methode hat allerdings den Nachteil, daf3 zur Bestim-
mung der Rényi—Dimensionen zu einem vorgegebepenehrere Optimierungslaufe
ausgefuhrt werden mussen.

(2) Die Optimierung wird fur einen vorgegebenen Satz weistutzstellen ausgefihrt, an-
schlieRend wird aus dem daraus gewonnenen Verlaufi¥a auf ein vorgegebenes
qo interpolierf (siehe Abbildungt.?). Dies hat neben dem geringeren Rechenaufwand
noch den Vorteil, dald man von vornherein zu stark negative oder zu stark pasitive
Werte ausschliel3en kann, da deren verlaldliche Schatzung enorm grof3e Datenséatze vor-
aussetzen wurde.

4.2.4. Numerische Bestimmung des Dimensionsspektrums
dynamischer Systeme aus deren Zeitreihen

Zur verlalichen Schatzung des Dimensionsspektrums dynamischer Systeme ist es neben der
Verwendung einer ausreichend groRen Datennfewightig, den systematischen Fehler, be-

dingt durch Autokorrelationseffekte der Zeitreihe, auszuschalten. Diese fuhren zur Unter-
schatzung der tatsachlichen Dimension. Gerade bei sehr fein abgetasteten Zeitreihen ,sehen”
die meisten Methoden auf kleinen Skalen bzw. bei kleinen Nachbarordnungen die Dimension
der Trajektorie, auf der sich der Systemzustand entwickelt.

Zwei Ansétze existieren zur Lésung des Problems:

(1) Ausschlul aller Punkte mit Indizes;, — ¢ < t; < t + ¢,c > 0 um den jeweiligen
Referenzpunkt,,. Diese urspriinglich von Theile#}] vorgeschlagene Methode findet
in ahnlicher Form bereits bei der Modellierung und Vorhersage dynamischer Systeme
Anwendung (vgl. Abschnit?.3.2. Diese Methode ist allerdings bei den box—counting
basierten Ansétzen nicht anwendbar, da dort keine Referenzpunkte verwendet werden.

(2) Wenn genlgend Datensatzpunkte zur Verfigung stehen, kann daraus eine zuféllige
Stichprobe mit deutlich kleinerer Stlickzahl gezogen werden. Diese Methode ist u.a.
dann anwendbar, wenn die Datenséatze numerisch generiert werden und in kurzer Zeit

3Dies ist allerdings nur moglich, sofern das Intervall, aus demyd#tiitzstellen anfanglich gewahlt wurden,
grofl3 genug war.

4Leider schwanken die Angaben zur Mindestanzahl der Punkte, die zur Schatzung einer gewissen Dimension
erforderlich ist, von Autor zu Autor teilweise betrachtlich.
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grol3e Datenmengen produziert werden kénnen. Bei diesem Ansatz missen dann sowohl
bei den korrelationssummenbasierten Ansétzen als auch bei den Ansatzen basierend auf
der Skalierung der Momente der Nachste—Nachbardistanzen lediglich Selbsttreffer bei
der Bereichssuche bzw. der Nachbarsuche ausgeschlossen wetd®h (Diese Me-

thode wurde dann auch fur die nachfolgend beschriebenen Berechnungen verwendet.

Zur Generierung der Testdatensatze wurde das bereits in Abscéhditt vorgestellte
Baier—Sahle Differentialgleichungssystem mit den angegebenen Parameterwerten sowie Sy-
stemdimension\/ = 5 verwendet. Gemal3 des zweiten Ansatzes wurde das System 100 mal
vonT = 0 bisT = 26000 mit Schrittweite AT = 0.5 integriert, die ersten 2000 Sample
wurden jeweils als transient verworfen. Aus den verbleibenden 50000 Samplen wurden dann
je 2000 zuféllig gezogen und dem ersten Testdatensatz zugefigt.

Der zweite Testdatensatz wurde durch Normierung jeder der finf Komponenten des ersten
Datensatzes auf den Wertebereich der ersten Komponente gewonnen.

Zur Generierung des dritten Testdatensatzes wurde eine Zeitverzogerungsrekonstruktion der
Werte der ersten Komponente der originalen Zustandsvektoren mit Rekonstruktionsdimension
D = 10 und Versatzzeil. = 5 durchgefuhrt. Die Versatzzeit wurde aus dem ersten Nulldurch-
gang der Autokorrelationsfunktion bestimmt. Die Rekonstruktionsdimension ergab sich aus
der Tatsache, daf} eine Einbettung fast sicher moglich ist, fallgoRer als die zweifache
Kapazitatsdimension, die hier zwar nicht bekannt ist, aber nach oben durch die Systemdimen-
sion M = 5 abgeschatzt werden kann, gewahlt wird (vgl. Abschhiit?. Daruberhinaus
konnte nach der Methode von Cad’] eine minimale Rekonstruktionsdimension zwischen 8

und 9 ermittelt werden, was sich nachtraglich als konsistent mit den berechneten Dimensions-
spektren herausstellen wird. Auch von diesen Zeitverzégerungsvektoren wurden dann jeweils
2000 Stuck zufallig ausgewahlt und dem Testdatensatz zugefligt. Alle Datensatze bestanden
somit aus 200000 Punkten.

Die Ergebnisse der Dimensionsbestimmung fur die rekonstruierten Zustandsvektoren unter-
scheiden sich nur unwesentlich beztglich der verwendeten Metrik. Auch der theoretisch ge-
forderte monoton fallende Verlauf ist gegeben (siehe Abbildu@g Deutlicher fallt dagegen

der Unterschied zu den aus den Originalzustadnden geschatzten Dimensionsspektren aus. Diese
zeigen nicht nur Abweichungen zu denen des rekonstruierten Datensatzes, sondern differie-
ren auch fi < 1 zwischenL, und L..—Norm sowie zwischen normiert und nicht—normiert
deutlich. Zudem weisen alle aus den Originalzustanden geschéatzten Spektren nicht das theo-
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retisch geforderte monotone Abfallen mit zunehmendesmf. Allerdings stimmen die zum
Vergleich in Tabelle4.1 aufgefuhrten Werte der Korrelationsdimension jeweils mit den aus
den N&achsten—Nachbardistanzen geschatzten Wertdnm, fierhaltnismafig gut tberein.

4t S
DU
3_ |
2_ o |
-4 2

Abbildung 4.2.:Ergebnisse der Dimensionsbestimmung mittels des in Abschiait8 be-
schriebenen Verfahrens basierend auf den Verteilungen der Nachsten—
Nachbardistanzen fir die in Abschniti2.4beschriebenen Datensatze. Das
rote Linienpaar gibt das geschéatzte Spektrum der Rényi—Dimensionen fir den
mittels Zeitverzogerungsrekonstruktion erzeugten Datensatz an. Das blaue
Linienpaar gibtD, fur den Datensatz der originalen Zustandsvektoren an.
Das griine Linienpaar gibb, fir den Datensatz der normierten Zustands-
vektoren an. Die durchgezogene Linie steht jeweils furdieMetrik, die
gestrichelte fur...—Metrik.

4.3. Einflu? des Dimensionsspektrums auf die
Effizienz der Nachsten—Nachbar Suche

Zur empirischen Bestimmung des Einflusses des Spektrums der fraktalen Dimensionen auf
die Effizienz und damit Laufzeit des im Kapitglvorgestellten Algorithmus zur Nachsten—
Nachbar—Suche werden im folgenden Abschnitt die Ergebnisse einiger numerischer Experi-
mente dargestellt. Alle Messungen wurden auf einem Arbeitsplatzrechner vom Typ Silicon
Graphics Indigo2 unter dem Betriebssystem IRIX 6.5 (eine Unix—Variante) ausgefuhrt. Der
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Abbildung 4.3.:.Doppeltlogarithmische Auftragungen der in Abschdit®.2 beschriebenen
Korrelationssumm&(r) gegen den Radiusfir die in Abschnitt4.2.4be-
schriebenen Datensétze. Das blaue Linienpaardibt) fir den Datensatz
der originalen Zustandsvektoren an. Das griine Linienpaaript) fir den
Datensatz der normierten Zustandsvektoren an. Das untere Linienpaar gibt
C°(r) fur den mittels Zeitverzogerungsrekonstruktion erzeugten Datensatz
an. Die durchgezogene Linie steht jeweils fir die-Metrik, die gestrichelte
fur L.—Metrik. Die zugehdrigen Steigungen sind in Tabdll#angegeben.

Rechner war mit einer 175 MHz R10000 CPU, 256 MB Hauptspeicher sowie 1 MB Secon-
dary Level Cache ausgestattet. Es wurde stets darauf geachtet, die Hintergrundauslastung des
Systems wéahrend der Tests so konstant und minimal zu halten, wie auf einem Mehrbenut-
zersystem maglich. Wenn nicht anders angegeben, wurden Distanzen in euklidischer Metrik
berechnet. Die fur die Tests benutzten Datensatze entstammen zwei verschiedenen dynami-

schen Systemen:

Datenséatze des Tygs wurden durch Iteration der bereits in Abschidith vorgestelltenD—
dimensionalen Verallgemeinerung der Hénon Abbildung generiprt [

Datensatze des Ty wurden durch Integration des in Abschriitd.1vorgestellten hyper-
chaotischen Baier—Sahle Systems mit den Parametesn0.28, b = 4, d = 2 und
e = 0.1 erzeugt. Die Integration voiti' = 0 bis T = 21200 wurde mit zufalligen
Anfangsbedingungen aus dem Intervall .. 0.01] gestartet, wobei der Systemzustand
alle AT = 0.1 abgetastet wurde. Die ersten 10000 Abtastwerte wurden wieder als
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| Typ | Metrik | D |
Original L 3.82
Original Lo 3.81
Original normiert| L., 3.86
Original normiert| L, 3.92
Rekonstruiert L 3.96
Rekonstruiert Lo 4.00

Tabelle 4.1.Ergebnisse der Bestimmung der Korrelationsdimension mittels Auswertung der
Steigung der Korrelationssumme in der doppeltlogarithmischen Auftragung (sie-
he Abbildung4.3) fur die in Abschnitt4.2.4beschriebenen Datensatze.

transient verworfen. Dann wurdeg zur Verzégerungskoordinatenrekonstruktion mit
Einbettungsdimensio® = 24 und Delayl = 9AT benutzt. Die Datenséatze wurden
jeweils auf 200000 Rekonstruktionsvektoren gekurzt.

4.3.1. Einflufd der fraktalen Dimension auf die Selektivitat der
Nachbarsuche

Als maschinenunabhangiges Mal} der Effektivitat eines Nachsten—Nachbar—Algorithmus wird
im folgenden das Verhaltnig, aus der Anzahl Distanzberechnungen, die notwendig sind,

um k£ Nachste—Nachbarn zu finden, zu der Anzahl der Punkte im Datensatz verwendet. Da
dieser Wert vom jeweiligen Anfragepuniktabhangt, wirdf, immer durch Mittelung tber

eine groRe Anzahl verschiedener Anfragepunkte gewonnen. Da die Anfragepunkte in den
nachfolgenden Rechnungen aus dem Datensatz selbst stammen, ist ihre Verteilung prinzipiell
identisch zu der des Datensatzes. Dies macht es allerdings notwendig, Selbsttreffer bei der
Suche auszuschliel3en, da das Lokalisieren eines im Datensatz vorkommendes Punktes mit fast
konstantem Aufwand unabhangig von Datensatzdimension und fraktaler Dimension erledigt
werden kann wie in Abbildung.4 dargestellt.
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Abbildung 4.4.:Relative Anzahl der zur Lokalisierung eines Punktes notwendigen Distanz-
berechnungen aufgetragen gegen die Informationsdimeisioer Graph
stellt f; fur Datensatze vom Typ A mibD zwischen 2 und 12 dar. Fur dieses
System wachst die Informationsdimensiéh monoton mit zunehmendem
D an. Jeder Datensatz bestand aus 200000 Punkten, aus denen die Anfrage-
punkte zuféllig ausgewahlt wurden. Selbsttreffer waren ausdrucklich erlaubt.

Werden die Nachsten—Nachbarn durch vollstandiges Durchsuchen des Datensatzes ermittelt
(im Englischen auclbrute force methodderexhaustive searghist f;. identischl. Ein ef-
fizienter Algorithmus sollte jedoch, zumindest fiir< IV, durch selektives Auswéhlen von
Clustern, die mit hoher Wahrscheinlichkeit Nachbarn enthalten, wesentlich kleinere Werte
erreichen.

Abbildung4.5 zeigt f; und f125 jeweils fur Datenséatze des Typs A und des Typs B. Wahrend
fur erstere die formale Dimensidn des Datenraumes zwischen 2 und 12 variiert, viirélr

die Datensatze des Typs B konstant bei 24 gehalten, dafir aber die Systemdinignision
Zweierschritten von 3 auf 11 erhoht, um verschiedene Werte der fraktalen Dimdngszn
erzielen. Dabei wird, mit allem Vorbehalt, die Informationsdimendigrals Reprasentant fir
die fraktale Dimension verwendéi]].

Aufgabe der Experimente war es, die 128 exakten Nachsten—Nachbarn fir jeweils 5000 zu-
fallig aus dem jeweiligen Datensatz ausgewéhlte Anfragepunkte zu finden. Man beachte die
logarithmische Auftragung def, Achse! Die Anzahl der Distanzberechnungen wachst an-
fanglich fast exponentiell mit der Informationsdimensiby. Bei hoheren Werten vow,

macht sich eine Art Sattigung bemerkbar, da sich die Anzahl Distanzberechnungen der Zahl
der Punkte im Datensatz annahert. Spatestens dann allerdings Ubersteigt die Rechenzeit des
vorgestellten Algorithmus aufgrund des zusatzlichen Verwaltungsaufwands die einer naiven
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Abbildung 4.5.:Relative Anzahl der Distanzberechnungen aufgetragen gegen die Informati-
onsdimensionD; des Datensatzes. Der durchgezogene Graph Zeifjir
Datenséatze vom Typ A mib zwischen 2 und 12, die gestrichelte Kurve gibt
f128 Wieder. Fir dieses System wachst die InformationsdimenSiomono-
ton mit D an. Der gepunktete bzw. der gestrichelt—gepunktete Graph stellen
f1 bzw. fi95 fir Datensétze vom Typ B mit konstanter Einbettungsdimension
D = 24 dar. Fur diese wird der Systemparaméetéin Zweierschritten von 3
auf 11 erhoht. Alle verwendeten Datensatze bestanden aus 200000 Punkten.

Implementation, die den Datensatz einfach vollstéandig durchsucht.

Trotz der deutlich unterschiedlichen formalen Dimensiorder Datenrdume von A und B
zeigen die jeweiligen Graphefa sowie f5 fur beide Typen Datensatze einen ahnlichen Ver-

lauf. Dennoch betragt beispielsweise die formale Dimengiates Datensatzes A am ersten
Schnittpunkt beiderf; Graphen, an dem sowohl Effizienz der Suche als auch Informations-
dimensionD; beider Datenséatze nahezu Ubereinstimmen, 3, wahrend die des anderen Daten-
satzes 24 ist. Dies zeigt deutlich, daf3 die Dimension des Datenraumes fur die Selektivitat des
Suchalgorithmus kaum von Bedeutung ist. Wesentlich entscheidender ist dagegen die fraktale
Dimension des Datensatzes, in dem die Nachsten—Nachbarn gesucht werden. Diese determi-
niert stark die Selektivitdt des Suchverfahrens, wodurch auch in formal hochdimensionalen
R&umen bei niedriger fraktaler Dimension der Daten eine gute Selektivitat erreicht werden
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kann. Allerdings nimmt die tatsachliche Laufzeit der Suche selbst bei konstanter Selektivitat
schon allein deshalb mit der formalen Dimension zu, da die Anzahl der zur Berechnung einer
Distanz notwendigen Rechenschritte zunimmt.

Die Verwendung der Informationsdimensidn, zur Charakterisierung der Verteilung der
Punkte eines Datensatzes ist sicherlich eine willkirliche Entscheidung und wurde hauptsach-
lich durch den Vorteil der einfachen und robusten Berechenbarkeit motiviert @glL3.

Dabei mul3 erwéahnt werden, ddR die Verteilung der Punkte des Datensatzes auf keinen
Fall vollstandig beschreibt und dieser Wert daher nur grobe Aussagen tber die zu erwartende
Effizienz des vorgestellten Algorithmus zur Berechnung der Nachsten—Nachbarn geben kann.

4.4. Zusammenfassung

Die Entwicklung des Dimensionsbegriffes von den klassischen, ganzzahligen Dimension der
euklidischen Geometrie bis zu dem Dimensionsbegriff von Rényi zeigt eine zunehmende Ver-
feinerung des Konzeptes des von einer Menge von Punkten abgedeckten Raumes. Wird aus
dieser Punktmenge nur eine endliche Stichprobe gezogen (z.B. in Form eines numerisch ge-
nerierten Datensatzes), bedarf es spezieller numerischer Verfahren, daraus eine Teilmenge des
Dimensionensspektrums zu schétzen. Drei Klassen solcher Verfahren wurden vorgestellt:

e Box—Counting basierte Verfahren.
e Korrelationssummen basierte Verfahren

e Nachste—Nachbar basierte Verfahren

Wahrend der Zusammenhang der beiden zuletzt genannten mit der Bestimmung der
Nachsten—Nachbarn bzw. der Bereichssuche sofort einsichtig ist, fallt die enge Verwand-
schaft des ersten zu den Box—Assissted Verfahren zur Nachbarsttkeest auf den zweiten

Blick auf. Dieses ist auch das am wenigsten geeignete Verfahren zur verla3lichen Bestimmung
fraktaler Dimensionen aus kleinen Datenséatzen und wurde daher nicht weiter betrachtet.

Die Anwendung der anderen Verfahren auf einen Datensatz eines hyperchaotischen Systems
zeigt die Einsatzgebiete und Grenzen dieser Ansatze. Die unbefriedigenden Resultate bei
der Bestimmung des Spektrums der Rényi—Dimensionen fiir negedive den Originaldaten
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des untersuchten Systems machen es wiinschenswert, Verfahren zu entwickeln, die zusatzlich
Fehlergrenzen zurlckliefern.

Die Untersuchungen tber den Zusammenhang zwischen Effizienz des ATRIA und der frak-
talen Dimension des Datensatzes zeigen, dal3 die Rechenzeit des Algorithmus zwar kritisch
von der fraktalen Dimension abhangt, nicht jedoch vonfdenalenDimension des Raumes,

in dem die Datenpunkte liegen. Dies macht den Algorithmus gut geeignet fir den Einsatz in
der nichtlinearen Zeitreihenanalyse, da die fraktale Dimension vieler Datenséatze, speziell die
der durch Zeitverzogerungsrekonstruktion erzeugten, oft deutlich geringer als deren formale
ist.
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5. Lokale Modellierung
raum-—zeitlicher dynamischer
Systeme

5.1. Motivation

Der Ausgangspunkt fur viele Analysemethoden, die im Rahmen der nichtlinearen Zeitreihen-
analyse angewendet werden, ist die Messung einer einzelnen, skalaren Observablen des zu
untersuchenden Systems. Dagegen sind viele interessante dynamische Systeme vom Auf-
bau her raumlich ausgedehnt, wodurch deren Beschreibung lediglich anhand einiger weniger
globalen Observablen das System nicht komplett beschreiben kann. Andererseits sind heut-
zutage Vorrichtungen zur Aufnahme, Speicherung und Auswertung gréf3erer raum-zeitlicher
Datensatzein vielen Fallen problemlos verfiigbar. Dies erlaubt es, die aus dem Bereich der
Zeitreihenanalyse skalarer Observablen bekannten datengetriebenen Modellierung— und Vor-
hersageverfahren auf raumlich ausgedehnte Systeme auszuweiten.

Inspiriert von der Tatsache, daf’ die Dynamik vieler physikalischer, technischer und chemi-
scher Systeme durch lokal formulierte Gleichungen beschrieben werden kann, wird in dieser
Arbeit ein Ansatz zur datengetrieben Modellierung raum—zeitlicher Dynamik propagiert, bei
dem analog zur Zustandsrekonstruktion in der skalaren Zeitreihenanalyse eine Rekonstruktion
des Zustandes des dynamischen Systems erzeugt wird, der allerdings nur fir ein vergleichs-
weise eng umschriebenes Gebiet des rdumlich ausgedehnten Systems Aussagekraft hat. Das
vorgestellte Rekonstruktionsverfahren bedient sich hierbei der Information aus der zeitlichen
und raumlichen Umgebung (Nachbarschaft) des Gebietes der Zeitreihe, dessen Zustand re-
konstruiert werden soll. Allerdings konnen dabei die rAumlichen Dimensionen (wovon es eine

1U.a. in Form von CCD—Kameras nebst Bildwandlerkarte und angeschlossenem Rechner.
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oder mehrere geben kann) und die zeitliche aus Griinden der Kausalitat nicht gleich behandelt
werden, analog zum skalaren Fall gehen nur Information Uber gegenwartige und vergangene
Mel3punkte in die Rekonstruktion ein.

Als Voraussetzung fur das Verfahren wird eine homogene Dynamik an verschiedenen Punkten
(ausgenommen Gebiete am Rand) des Systems angenommen. Diese Annahme ist sicherlich
in der Realitat nie ganz zu erfillen, mag aber in guter N&herung in vielen Fallen gegeben sein.
Eine Erweiterung auf Systeme mit nicht—homogener Dynamik ist allerdings méglich und wird

im Abschnitt5.3.1kurz skizziert.

5.2. \Vorarbeiten

Prinzipiell kann die Rekonstruktion solchkrkalen Zustande auf verschiedene Weisen be-
werkstelligt werden. Die grundsatzliche Idee wurde nach bestem Wissen des Autors von K.
Kaneko 3] 1989 vorgeschlagen. Spater wurde von Rubi# in ahnlicher Ansatz zur Cha-
rakterisierung dynamischer und statischer Muster verwendet. Orstavik und Sipoehutz-

ten raum—zeitliche Einbettungstechniken zur Kreuzvorhersage gekoppelter Abbildungsgitter
(coupled map lattices). Dabei betrachteten sie den zu untersuchenden raumlich lokalen Aus-
schnitt als ein niedrigdimensionales System, das mit dem gesamten Gitter nur Uber den Rand
interagiert. In dieser Sichtweise ist das hochdimensionale Gesamtsystem ein stochastischer
Antrieb des niedrigdimensionalen lokalen Systems und akzeptable Vorhersagen kdnnen nur
dann gemacht werden, wenn die Starke der Kopplung und damit die stochastische Kompo-
nente klein ist.

Im Gegensatz dazu wird bei der im folgenden beschriebenen Vorgehensweise davon ausge-
gangen, dal3 ein lokaler Zustand in einem eindeutigen und deterministischen Sinne existiert,
der zumindest prinzipiell exakte Vorhersagen erlauben wirde (Vgl). [ Vorhersagefehler

lassen sich in dieser Sichtweise also nur auf unzureichende Modellierungstechniken, nicht
jedoch auf eine stochastische Komponente der Systemdynamik zurtckfihren.

Dieser spekulative Ansatz wird durch die Klasse der gekoppelten Abbildungsgitter motiviert,
bei der die gemachten Annahmen leicht verifiziert werden kdnnen. Numerische Experimente
mit gekoppelten Oszillatoren sowie Systemen von partiellen Differentialgleichungen (PDE)
weisen jedoch darauf hin, daf3 die Annahmen auch bei anderen Klassen von Systemen zutref-
fen kbnnten. Es mul3 betont werden, dal} letzteres eine notwendige Bedingung daftr darstellt,
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dalR3 die im folgenden Anschnitt genauer beschriebene Rekonstruktionstechnik auch auf Da-
tensatze von technischen oder nattrlichen Systemen erfolgreich angewendet werden kann, bei
denen von vornherein nicht unbedingt feststeht, zu welcher Klasse von Systemen sie gehéren.

5.3. Rekonstruktion lokaler Zustande

Im folgenden Abschnitt wird die Rekonstruktion lokaler Zustande anhand einer raumlich ein-
dimensionalen Zeitreihe diskutiert. Die Erweiterung des Verfahrens auf mehrere raumliche
Dimensionen ist problemlos maglich.

Die gesamte raum—zeitliche Zeitreihe (im Englisclspatio-temporaltime series was die
AbkurzungSTTSmotiviert), sei alsN x M-Matrix S, wie in Abbildung5.1 dargestellt, ge-

geben. Der lokale Zustand des Systems an raumlicher Positiaom Zeitpunktn wird

analog zur Methode der Zeitverzogerungskoordinaten ZvgP) aus dem aktuellen Sample

sr nebst raumlich benachbarten Werten zu beiden Seiten des zentralen Elements sowie den
korrespondierenden Samples aus der zeitlichen Vergangenheit gebildet. Zusammen formen
diese Abtastwerte den sogenanni@alen Zustandsvektor

n o __ n n n
Xy = (S K S ST
n—L n—L n—L
L Y oY iy 70 [N
n—JL n—JL n—JL
So Ticre s Sm ,...,smHK) (5.1)

wobeil die Anzahl raumlicher Nachbard,die Anzahl vergangener Wert&, die raumliche
Verzogerung und. die aus der Zeitverzogerungsrekonstruktion skalarer Zeitreihen bekannte
zeitliche Verzogerung darstellt. Das Rekonstruktionsschema #érl, J = 3, K = 2 und

L = 2 ist exemplarisch in Abbildung.1 skizziert. Die Dimension/ des Zustandsvektors

x" € R4istdurchd = (J + 1)(1 + 2I) gegeben.

5.3.1. Randbedingungen

Bei dem im vorigen Abschnitt vorgestellten Verfahren treten zwei Effekte bei der Rekon-
struktion lokaler Zustande am (rdumlichen) Rand der Zeitreihe auf, die besondere Beachtung
verdienen:
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(1) Am Rande des Gebietes, von dem die MelRapparatur Daten aufgenommenen hat, kommt
es zu Problemen bei der Konstruktion der lokalen Zustande, da schlicht und einfach
MelRwerte fehlen, um den lokalen Zustandsvektor zu formen. Dieses Problem laf3t sich
durch Anfiigen kunstlicher MeRBwertec, —2¢, —3¢, ...am linken und:, 2¢, 3¢ am
rechten Rand der Zeitreihe begegnen. Die Konstanted dabei deutlich groRRer als
das Maximum der Absolutwerte aller Zeitreihnenwerte gewahlt. Durch dieses Vorgehen
befinden sich alle randnahen Zustdnde mit gleicher Entfernung zum Rand in jeweils
separaten Unterrdumen des globalen Rekonstruktionsrafifhead werden dement-
sprechend auch bei nachfolgenden Verarbeitungsschritten seperat gehandhabt.

Da sich die effektive Dimension der rekonstruierten Zustande am Rand von der im nicht
von Rand beeinflu3ten Teil befindlichen unterscheidet, konnte fir diese prinzipiell ein

+1
Vorhergesager Wet§ Lokaler Zustandsvektor x
-2c| —C ' ,/ c | 2c
-2¢ —C s b |sm S, c|2c
-2c| —C c| 2c
-2¢ —¢C s | 2 c|2c
-2c| —C E VVVVVVVV c| 2c
-2¢| —¢ Sl B -l i c|2c
-2c| —C c| 2c
-2¢ —C i B o c|2c
-2c| —C c| 2c
/ Raum /
Linker Rand der STTS Rechter Rand der STTS

Abbildung 5.1.:Rekonstruktion lokaler Zustande aus den MelRwerten einer raum-—zeitlichen
ZeitreiheS = {S"m}zzl’;::f%. Die Konstanten-2c, —c, ... auf der linken so-
wie ¢, 2¢, .. .auf der rechten Seite der Abbildung weisen auf die in Abschnitt
5.3.1beschriebene Erweiterung der Zeitreihe Uber deren eigentliche Begren-

zung hinaus hin.
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anderer Satz Parametgr/, K und L verwendet werden, was jedoch aufgrund der un-
terschiedlichen Dimension der Rekonstruktionsvektoren Schwierigkeiten bei der nach-
folgend beschriebenen lokalen Modellierung bereiten wiirde.

(2) Dem Einfluf der physikalischen Randbedingungen des Systems kann man begegnen,
indem man, statt die Zeitreihe an den Randern zu erweitern, die lokalen Zustandsvek-
toren mit einer weitere Komponente bzw. Koordinate versieht, der sogendperen
alty-Komponentep(r). Diese ist eine Funktion des rAumlichen Ortesles lokalen
Zustandes:

p(m) = am® (5.2)

wobei—1 < m < 1 die ausm gewonnene normalisierte Position des Zustandes dar-
stellt. Die Parametess € R™ undb € N dienen zur Feinabstimmung der Penalty—
Komponente (siehe Abbildung.2). Die Motivation dahinter ist die Annahme, daf}
lokale Zustande mit gleicher Position bezuglich der Rander des Systems der gleichen
Dynamik unterliegen. Durch die Penalty—Komponente wird daher Information tber die
Position des lokalen Zustandes in diesen eingebracht. Gleichzeitig erlaubt diese Erwei-
terung des Zustandsvektors auch den Umgang mit Inhomogenitaten der Dynamik, die
nicht nur am Rand des Systems in Erscheinung treten.

Natirlich kénnen der Rand des von der Mel3apparatur aufgenommenen Gebietes und der phy-
sikalische Rand des Systems auch Ubereinstimmen. Bei den in den folgenden Abschnitten
verwendeten numerisch generierten Zeitreihen ist dies der Fall. Daher kommen zur Rekon-

struktion der lokalen Zustandsvektoren im folgenden beide Methoden zum Einsatz:

n o __ n n n
$m — (Sm—IK7"'7Sm7"‘7Sm+[K

A U e s%jr"ﬁ(,p(rh)) (5.3)
5.4. Lokale Modellierung der Dynamik lokaler
Zustande

Die in den Abschnitter2.2.1 bis 2.4.5bereits diskutierten Methoden zur Modellierung, Va-
lidierung und Vorhersage kdnnen ohne groRere Modifikationen in Verbindung mit der vorge-
stellten Rekonstruktion lokaler Zustande angewandt werden, um die Dynamik raum-—zeitlicher
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Abbildung 5.2.:Verlauf der Penalty—Funktiop(m) fir verschiedene ExponenténDer Pa-
rametera wurde konstant zu 1 gesetzt. Durch Wahl geradzahliger bzw. un-
geradzahliger Exponenténlaldt sich symmetrischer bzw. asymmetrischer
Verlauf der Penalty—Komponente einstellen.

Systeme zu modellieren. Einzig die Behandlung der zeitlichen und raumlichen Indizes erfor-
dert genauere Betrachtung. Wahrend im skalaren Fall die zeitlichen Indizes der Punkte zur
Identifizierung eines Zustandsvektors ausreichen, laf3t sich in diesem Fall ein Zustandsvektor
erst durch einen Zeitindex und einen Raumindei lokalisieren. Dies erfordert eine Modi-
fikationen des Nachsten—Nachbar—Algorithmus, der zu jedem gefundenen Nachbarn sowohl
dessen Zeitindexn als auch dessen Raumindex;* zurtickliefern muR

5.4.1. Iterierte Vorhersage mit lokalen Zustadnden

Die iterierte Vorhersage raum-—zeitlicher Zeitreihe kann prinzipiell analog zur Vorhersage ska-
larer Zeitreihen (vgl. 2.2.2 betrieben werden. Allerdings missen jetzt zunachst die Ein—
Schritt-Vorhersageft! = f(z7) fir alle raumlichen Positionem = 1,... M berechnet
werden, bevor zum néchsten Zeitschritt- 1 Ubergegangen werden kann, da erst dann die

2Dies laRt sich natirlich schon dadurch erreichen, daR fidi@al M/ Punkte des Datensatzes ein neuer,
eindeutiger IndexX = n * M + m bzw. ¢ = n + m = N zur Addressierung verwendet wird, so daf3 der
eigentliche Nachbar—Algorithmus auf diesem linearen Indaxbeiten kann. Danach werden die Indizes
nn; der gefundenen Nachbarn wieder in raumlichery" und zeitlichen Partn? umgerechnet.
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alle lokalen Zustand&™ ™ gebildet werden kénnen.

Wieder kann sowohl absolute Mittelung:

S = fa) = ﬁ > usnt” (5.4)
oder integrierte Mittelung:
s+l Foom n 1 - nni+l o nng
st = f(xh) =sh + m ;wj (sm;n - snn;n) (5.5)

zum Einsatz kommen.

5.4.2. Validierung

Die bereits in den Abschnitte?.3 bis 2.3.3eingefihrten Methoden der Validierung kénnen
dank ihrer Generalitat gut auf die Problemstellung der Modellierung raum—zeitlicher Zeitrei-
hen Ubertragen werden. Dabei kommt die normierte Variante des MSCV (vgl. Gleichung
2.1

M
NM
NMSE; = e - ((smt=
P p|ﬂ6f’ Znél,mzl (8% - 8)2 n;\f:refmz_:l
p—1
~t+c(xn)>2 I Z <8n+i+1 _ ~t+?+c(in+i))2> (5.6)
t—c \"'m m t+i—c \*'m : '
i=1

in einer angepassten Formulierung zum Einsatz. Lediglich das Auslassen einzelner Zustands-
vektoren des Trainingsdatensatzes bei der Nachbarsuche2(@g® erfordert genauere Be-
trachtung. So werden bei der Berechnung der Approxim@ﬁp@,’;) nicht nur alle lokalen

Zustandsvektoren!':, ... z'2 mit gleichemm von der Suche ausgeschlossen, sondern auch
diejenigen mit beliebigem = 1, ..., M, um keine Information aus dem Testdatensatz in das

Ergebnis der Vorhersage (und damit das Ergebnis der Validierung) mit eingehen zu lassen.
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5.5. Beispiele lokaler Modellierung zur Vorhersage
raum-—zeitlicher Zeitreihen

5.5.1. Untersuchte Systeme

Die in den numerischen Experimenten benutzten STTS stammen von zwei verschiedenen Sy-
stemen:

(a) Der erste Datensatz wurde durch Integration der Kuramoto—Sivashinsky partiellen Dif-
ferentialgleichung (PDE)]/]:

U = —2UUy — Upy — Upgra (5.7)

im Intervall [0, L] mit den Randbedingungen = u, = 0 am linkenz = 0 und am
rechten Rand: = L = 200 erzeugt. Die raum—zeitliche Dynamik des Systems wird
von einem hyperchaotischen Attraktor mit einer Lyapunov—Dimension/¥pn~ 43
bestimmt. Die raumliche Abtastrate betragt 2, so daf’ insgesamt400 Abtastwerte
pro Zeitschritt zur Verfligung stehen. 500 Zeitschritte gehen in die Validierung ein.

(b) Dieser Datensatz wurde durch die Iteration einer Kette von gekoppelte logistischen Ab-
bildungen

sptt = f(0.5s 4+ 0.25(sk, ;4 s,q))  mit (5.8)
f@) = az(l-2)

generiert, wobei der Parameteafu 4 gesetzt wurde, weiter wurden feste Randbedin-
gungernz? = 0.5 fur alle Zeitschritten = 1, ..., 200 angenommen.

5.5.2. Parametervorgaben

Wie bereits in Abschnit.3 diskutiert, erfordert es meist das Geschick oder die Erfahrung
des Experimentators, um eine geeignete Vorauswahl der Parameter zu treffen, die einerseits
generell genug ist, um das globale Optimum des eingesetzten Modellierungsverfahrens ein-
zuschlieRen, andererseits aber den Rechenaufwand der Validierung in realistischen Grenzen
halt. Oft versucht man daher, zuséatzliche Information tGber das untersuchte System in die
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5. Lokale Modellierung raum-zeitlicher dynamischer Systeme

Entscheidungsfindung einzubeziehen. So wurde hier fur beide Systeme versucht, die Anzahl
zeitlich vergangener Werté im Vorfeld abzuschéatzen. Dabei zeigte sich, daf? die Hinzunah-
me vergangener Werte nicht zur Verbesserung der Vorhersage fuhrte, daher wurden sie von
vornherein weggelassen.

Zur Validierung wurde der NMSE, (siehe Tabellé.1) fur alle Kombination aus folgenden
Parametervorgaben bzw. Approximationsmethoden ermittelt:

e Die Anzahl der rAumlichen Nachbarwertevurde fir den KS—Datensatz aus der Menge
{4,5,6,7,8,9,10,12} gewahlt, fur den Datensatz der gekoppelten logistischen Abbil-
dungen aug1,2,3}. Die Anzahl der zeitlichen Nachbarwerte wurde auf 0 geséfzt,
sowie L auf 1.

e Furden Datensatz der gekoppelten logistischen Abbildungen wurde zur Behandlung der
Randbedingungen lediglichauf 2 gesetzt, es wurde hier keine Penalty—Komponente
verwendet. Dagegen kamen bei dem KS—Datensatz beide Methoden der Behandlung
von Randbedingungen zum Einsatz mit Parametesnl.0, b = 7 undc = 7.43.

e Anzahl verwendeter Nachbatne {1,....5}
e Konstante, linear abfallende, biquadratische oder trikubische Wichtung

e Absolute oder intergrierte Mittelung

Insgesamt wurde dabei jede Zeitreihe 100 mal zufallig in Test- und Trainingsdatensatz aufge-
teilt. Die Nachbarsuche profitiert aufgrund der vergleichsweise hohen Dimension der lokalen
Zustandsvektoren deutlich von der Verwendung der partiellen Distanzberechnung (vgl. Ab-
schnitt3.4.1). Zur Berechnung der Distanzen im Rekonstruktionsraum wurde die euklidische
Metrik verwendet.

5.5.3. Vorhersagen

Abbildungen5.3 und 5.4 zeigen die Ergebnisse der freilaufenden, iterierten Vorhersage fur
beide raum—zeitliche Datenséatze. Fur die Modellierung beider Zeitreihe wurde der bei der
Crossvalidierung ermittelte optimale Parametersatz verwendet. Zum Vergleich der Gite der
Modellierung wurde jeweils der Absolutwert der Differenz zwischen Originalzeitreihe und
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| System [

Logistische Abbildungen
Kuramoto-Sivashinsky

| 1| k] n|Modus| NMSE; | tvetmes

NMSEmin
1151 Abs. | 0.0026 122
9/5|1 Int. | 0.0701 7.5

oo M

Tabelle 5.1.Ergebnisse der Validierung der STTS—Datensatze. Jede Zeile der Tabelle zeigt
den Parametersatz fur das jeweilige System, der das verwendete Fehlermal} (vor-
letzte Spalte) minimiert. Die letzte Spalte zeigt das Verhéltnis des Fehlers des
schlechtesten Parametersatzes (der hier nicht angegeben ist) zum optimalen.

Vorhersage dargestellt, wobei der vorherzusagende Teil der Originalzeitreihe nicht in den Trai-
ningsdatensatz der Pradiktion einging. Die Lange der Vorhersage betragt fur beide Systeme
25 Zeitschritte.

Das an sich triviale Beispiel der gekoppelten logistischen Abbildungen zeigt, dal? die Crossva-
lidierung die zur Beschaffenheit der Systemgleichungen richtigen Parameter niit-aur

einem raumlichen Nachbarn findet. Trotzdem zeigt die Vorhersage nur auf den ersten 10 Zeit-
schritten eine befriedigende Ubereinstimmung mit der Originalzeitreihe. Interessant ist der
raumlich variierende Pradiktionshorizont, der sich in dem eher periodischen Segment in der
raumlichen Mitte der Zeitreihe Uber alle Zeitschritte der Vorhersage erstreckt.

Wahrend die optimalen Parameter zur Rekonstruktion lokaler Zustédnde im ersten Beispiel
offensichtlich sind, kdnnen sie im Fall der Kuramoto—Sivashinsky PDE nicht direkt der Sy-
stemgleichung entnommen werden. Trotzdem ist auch hier eine Vorhersage tUber mindestens
10 Zeitschritte hinweg mdoglich. Interessant ist hier, dal3 die qualitative Struktur der Dyna-
mik erstaunlich gut reproduziert wird, es jedoch schwierig ist, den rdumlichen Verlauf einer
Stoérung Uber langere Zeit prazise vorherzusagen.
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(d) Absolutwerte der Differenz zwischen Original und Vorhersage

Abbildung 5.3..Vorhersage des Datensatzes der gekoppelten logistischen Abbildungen unter
Verwendung des wahrend der Crossvalidierung ermittelten optimalen Para-
metersatzes (vgl. Tabellel). Unterabbildung (a) zeigt den Trainingsdaten-
satz mit 150 Zeitschritten, der von den 25 Zeitschritten des vorherzusagenden
Testdatensatzes (b) fortgesetzt wird. Unterabbildung (c) stellt die Vorhersage
mittels des in Abschnit.4.1beschriebenen Verfahrens dar. Der Absolutwert
der Differenz zwischen Vorhersage und Testdatensatz ist in (d) wiedergege-
ben.
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(d) Absolutwerte der Differenz zwischen Original und Vorhersage

Abbildung 5.4.:Vorhersage des Kuramoto—Sivashinsky Datensatzes unter Verwendung des
wahrend der Crossvalidierung ermittelten optimalen Parametersatzes (vgl.
Tabelle5.1). Unterabbildung (a) zeigt den Trainingsdatensatz mit 450 Zeit-
schritten, der von den 25 Zeitschritten des vorherzusagenden Testdatensatzes
(b) fortgesetzt wird. Unterabbildung (c) stellt die Vorhersage mittels des in
Abschnitt5.4.1beschriebenen Verfahrens dar. Der Absolutwert der Differenz
zwischen Vorhersage und Testdatensatz ist in (d) wiedergegeben.



6.

Das Programmpaket TSTOOL

TSTOOL ist ein Programmpaket zur nichtlinearen Zeitreihenanalyse. Die Implementation er-
folgte hauptsachlich in Matldballerdings wurden einige zeitkritische Methoden in der Pro-
grammiersprache C++ realisiert, diese stellen sich jedoch dem Anwender in gleicher Weise
dar wie die rein in Matlab implementierten.

Das Aufbau des Programmpaketes laf3t sich in drei Schichten einteilen:

1)

(2)

3)

Die Ebene der grafischen Benutzeroberflache (GUI). Diese bietet dem Benutzer die ein-
fache Anwendung der bereitgestellten Methoden sowie komfortable Ein- und Ausga-
be der Daten, Visualisierung derselben und die Méglichkeit, wiederholte Arbeitsfolgen
mittels Macros zu automatisieren. Die Benutzeroberflache selbst ist ein direkter Aufsatz
auf die zweite Ebene:

Die objekt—orientierte implementierte Ebene der Signalverarbeitung. Auf dieser wird
die Programmierumgebung Matlab um den Datentyp des Signals erweitgn@l),

der ein physikalisches Signal nebst beschreibender Information modelliert. Diese Ebene
ist direkt von der Matlab—Kommandozeile aus zugéanglich und I3t sich daher in eigene
Matlab—Programme oder Skripte einbinden. Obwohl die meisten Analysemethoden des
TSTOOL in einer klassen—spezifischen Version fur die Signal-Klasse zur Verfiigung
stehen (siehe Tabel1), rufen diese doch immer die entsprechenden Funktionen der
dritten Ebene auf:

Die Ebene der numerischen Verfahren. Nur auf dieser Ebene finden sich neben den rein
in Matlab implemetierten Methoden auch in der Programmiersprache C++ realisierte

IMatlab ist eine kommerzielle, mathematische Programmierumgebung, die eine umfangreiche Sammlung ma-
thematischer Routinen auf Skalaren, Vektoren und Matrizen sowie vielféltige Visualisierungsmaoglichkeiten
beinhaltet.
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6. Das Programmpaket TSTOOL

acf
amutual

boxdim
cao
corrdim
corrsum
corrsumz2

embed
fracdims

infodim
infodim?2
largelyap
localdensity
nearneigh
pca
poincare
predict
predict2
rang

return_time

surrogate*

takens_estimator

upsample

Berechnung der normierten Autokorrelationsfunkt]
Berechnung der Mutual-Information einer Zeitre

gegen ihr zeitverschobenes Selbst

Berechnung der Kapazitatsdimensibp mittels ei-
nes Box—counting Verfahrens

on
ihe

Berechnung der Mutual-Information einer Zeitreihe

gegen ihr zeitverschobenes Selbst
Berechnung der Korrelationsdimensionmittels ei-
nes Box—counting Verfahrens

Berechnung der Korrelationssumme mit vorgegebe-

ner Anzahl Referenzpunkte

Berechnung der Korrelationssumme mit adaptiver

Wahl der Referenzpunkte
Rekonstruktion mit Vlerzogerungskoordinaten

Schatzung des Spektrums der Rényi—Dimensionen

aus der Skalierung der Nachbardistanzen
Berechnung der Informationsdimensidn mittels
eines Box—counting Verfahrens
Berechnung der Informationsdimensiéh aus der
Skalierung der Nachbardistanzen
Bestimmung des gréf3ten Lyapunovexponenten
Bestimmung der lokalen Dichte
N&achste—Nachbar Statistik

Hauptachsentransformation fir vektorielle Zeitreihen

Poincareschnitt

Lokale Modellierung und Vorhersage fur multivariate

Zeitreihen

Lokale Modellierung und Vorhersage fiur skalare

Zeitreihen

Transformation einer skalaren Zeitreihe auf Rangzah-

len

Bestimmung des Histogrammes der Wiederkehrzei-

ten fUr multivariate Zeitreihen
Erzeugen von Surrogatdaten
Takens’s Schatzer der Korrelationsdimension
Erhéhung der Abtastrate durch Interpolation
Zeitreihe

der

Tabelle 6.1. Auswahl der Methoden der Signal-Klasse des TSTOOL
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(siehe Tabell®.2). Die Methoden dieser Ebene lassen sich bei Bedarf auch unabhangig
von den dariiberliegenden Ebenen verwenden. Ubereinstimmende Eintrage in den Ta-
bellen6.1und6.2sind darauf zurtickzufiihren, dal3 eine Methode der zweiten Ebene die
Daten eines Signal-Objektes zur numerischen Bearbeitung meist an die entsprechende
Methode der dritten Ebene weiterreicht. Auf diese Weise soll eine systematische Tren-
nung der eher verwaltenden Funktionalitdt der Signal—Klasse von der Implementation
der numerischen Algorithmen erreicht werden.
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akimaspline
amutual

baker
boxcount

cao
chaosys
corrsum
corrsumz2
fnearneigh
gendimest
henon
largelyap
nn_prepare
nn_search

predict

predict2

range_search

return_time

takens_estimator

tentmap

Interpolation mittels Akima-Splines

Berechnung der Mutual-Information einer Zeitreihe

gegen ihr zeitverschobenes Selbst
Berechnung der iterierten Baker—Abbildung

Berechnung voP,, D; und D, mittels eines Box—

counting Verfahrens

Bestimmung der minimalen Einbettungsdimens

mittels der Methode von Cao

ODE-Loser fur einige haufig verwendete chaoti
Systeme, u.A. Lorenz, Chua, Réssler etc.

Berechnung der Korrelationssumifi¢r) fur eine
vorgegebene Menge von Referenzpunkten

Berechnung der Korrelationssumi{e) mit adapti-
ver Auswahl der Referenzpunkten

Berechnung déi—Nachsten—Nachbarn mittels d
ATRIA-Algorithmus

Schatzung des Spektrums der Rényi—-Dimensi
aus den Distanzen der Nachsten—Nachbarn
Berechnung der iterierten Henon—Abbildung
Bestimmung des gréf3ten Lyapunovexponenten

on

sche

Ausgabe der Vorverarbeitungstruktur des ATRIA—

Algorithmus

Berechnung derN&achsten—Nachbarn, benétigt die

von nn_prepare erzeugte Vorverarbeitungstruktur
Lokale Modellierung und Vorhersage fir Zustan
vektoren
Lokale Modellierung und Vorhersage fur skal
Zeitreihen mittels Methode der Zeitverzégerungs
ordinaten

are
ko-

Bereichssuche, bendtigt die von nn_prepare erzeugte

Vorverarbeitungstruktur
Bestimmung des Histogrammes der Wiederkeh
ten flr Zustandsvektoren
Takens’s Schatzer der Korrelationsdimension
Berechnung der iterierten Zeltabbildung

rzei-

Tabelle 6.2.1n C++ implementierte Methoden des TSTOOL
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Nachste—Nachbar basierte Methoden zeigen ein erstaunlich vielfaltiges Anwendungsspektrum
in der nichtlinearen Zeitreihenanalyse. Dort dienen sie zum einen zum Lernen eines in Form
gemessener Daten gegebenen Urbild-Bild Zusammenhangs, zum anderen zur Bestimmung
charakterischer Gro3en der zugrundeliegenden dynamischen Systeme wie z.B. Lyapunov—
Exponenteni”] oder, wie in dieser Arbeit vorgestellt, dem Spektrum der fraktalen Dimen-
sionen.

Lokale Modellierung

Die lokale Modellierung unter Verwendung der Nachsten—Nachbarn bietet dabei noch weite-
ren Raum fur Verbesserungen. Zu kann z.B. eine Vorauswahl der Komponenten der Zustands-
vektoren mit dem Ziel erfolgen, nur diejenigen Komponenten zu selektieren, die zu einer
Verbesserung des Vorhersagefehlers beitragen. Auch ein Auswahlverfahren, das ein Mal3 der
gegenseitigen Information zwischen Bild und Komponente des Urbildes optimiert, ist denk-
bar. Weiter kann sowohl die Anzahl der Nachbarn als auch die verwendete Metrik an die
jeweilige Aufgabenstellung angepalit werden.

Lokale Modellierung ist nicht auf die Verwendung lokal konstanter Modelle angewiesen.
Lokal lineare Modelle erfordern nur geringfligig héheren Rechenaufwand. Aufwendiger,
aber vielversprechend ist eine Verbindung der lokalen Modellierung mit Support—\Vector—
Methoden.

N&achste—Nachbar-Suche

Obwohl der vorgestellte ATRIA durchaus gute Ergebnisse beim Einsatz in der NLZ zeigt, sind
weitere Verbesserungen z.B. dadurch moglich, daR Nachste—Nachbar—Algorithmen speziell
fur den Einsatz mit einer vorgegebenen Metrik entworfen werden. Auf diese Weise kdnnen
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dichtere untere Schranken der Distanz berechnet werden, so dal3 solche Algorithmen Nachbarn
mit geringerem Suchaufwand bestimmen kdnnen.

Modellierung raum—zeitlicher dynamischer Systeme

Die Ergebnisse des Abschnittes tiber die Modellierung raum—zeitlicher dynamischer Systeme
zeigen, dal’ die vorgestellte Methode der Rekonstruktion lokaler Zustande einen vielverspre-
chenden Ansatz zur Modellierung raum—zeitlicher Systeme darstellt, mit dem die Dynamik
raum-—zeitlicher System auf kurzen Zeitskalen durchaus zufriedenstellend vorhergesagt wer-
den kann. Dabei ist die Methode nicht auf die Verwendung der Nachsten—Nachbarn zur Mo-
dellierung der Dynamik festgelegt, auch wenn diese Art der Funktionsapproximation gerade
im Hinblick auf die Modellvalidierung Vorteile aufweist. So kénnte die Modellierung auch
mit Hilfe von Polynommodellen, radialen Basisfunktionen oder neuronalen Netzwerken er-
folgen.

Eine Verallgemeinerung des besprochenen Verfahrens kann in verschiedene Richtungen erfol-
gen. So kann zur weiteren Verringerung des Rechenaufwandes die Dimension der rekonstru-
ierten Zustande weiter reduziert werden, falls die STTS von einem System stammt, von dem
bekannt ist, dal’3 es zusatzliche raumliche Symmetrien aufweist. Im eindimensionalen Fall
kann dies z.B. bei Systemen, deren Dynamik invariant bezuglich raumlicher Spiegelung ist,
ausgenutzt werden. Auch kann fir raum-zeitliche Systeme mit mehreren raumlichen Dimen-
sion, die einer inhomogenen Dynamik unterliegen, die Anzahl der Penalty—-Komponente an
die Zahl raumlicher Dimensionen angeglichen werden. Allerdings erhoht sich dabei gleich-
zeitig auch die benotigte Anzahl Trainingsdatenpunkte. Weiter muf3 die Region, aus der die
Komponenten der lokalen Zustéande gebildet werden, nicht unbedingt ein rechteckiges Gitter
bilden. Motiviert durch die endliche Geschwindigkeit der Informationsausbreitung, kann ei-
ne spezifische Auswahl der Komponenten der STTS derart erfolgen, dal3 nur solche in den
Zustandsvektor aufgenommen werden, die einen deterministischen Einflul3 auf den vorher-
zusagenden Wert aufweisen. Dabei kdnnte der Vorhersagefehler, ahnlich zu der Préadiktion
der skalaren Zeitreihen in Abschnit4.2 durch Wahl einer angepassten Metrik noch weiter
reduziert werden.

Obwohl eine rigorose theoretische Fundierung des Verfahrens zur Rekonstruktion lokaler Zu-
stande noch aussteht, kann die vorgestellte Methode als Ausgangspunkt fur eine weiterrei-
chende mathematische Behandlung solcher Systeme dienen.
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A.1l. Beweise

A.1.1. Ausschlul3regel

Vorlaufiger Nachster Nachbe

Charakteristischer Punkt \ n

“ d(g ,q)

Anfragepunkt

Abbildung A.1.:lllustration fir Beweis?

Beweis 2 Aus der Konstruktion ist bekannt, d&f des aktuellen ClustelS; (siehe AbbA.1)
gilt:
d(ci,z) < R;

Aus der Dreiecksungleichung folgt:
d(q7 Ci) S d(ci; ZU) + d(q7 .CU)
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A

A.1.2. Abschatzung von d,,;,

d(c; . x) X'/ : d(Cqgters X)

Abbildung A.2.:lllustration fir Beweis3

Beweis 3 Aus der Konstruktion des Baumes ist bekannt, daltles aktuellen Clusters§;;

(siehe AbbA.2) gilt:
d(Ci, iIZ') +g < d<csist€7“7 x)

Aus der Dreiecksungleichung folgt:

d<csister7 .T) S d(Qa Csister) + d(Q? .T)
d(cia Q> S d(cia I) + d(q7 :E)

(Al) + (AQ) = d(ci, ZL‘) + g; < d(Qa Csister) + d(Q>$)

(A3) = d(ci, q) —d(q,z) < d(c;,x)

(A4) + (A5) = d(ci, q) — d(q, Csister) + i < 2d(q, x)
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Vorlaufiger
Nachster Nachbar

Charakteristischer
Punkt

Anfragepunkt

Abbildung A.3.:lllustration fur Beweis4

A.1.3. Ausschlu3regel fur Punkte innerhalb eines endstandigen
Knotens

Beweis 4 Aus der Dreiecksungleichung ist bekannt, dafides aktuellen Clusters; (siehe
Abb.A.3) gilt:
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A.1.4. Maximale Interpunktdistanz in einer endlichen
Punktmenge

Sei X eine nicht-leere Menge von Punkten. Fir einen bestimmten Ruskk sei bekannt :
d(a,x) < R Vz € X. Dann folgt daraus in jedem metrischen Raum, daR fur zwei beliebige
Punkteb, c € X gilt: d(b,c) < 2R.

Beweis 5

Aus der Dreiecksungleichung folgt :

d(a,b) +d(a,c) > d(b,c)
—~ R+ R>d(b,c)

A.2. Die Gammafunktion

Die Gammafunktiord” : (0,c0) — R zahlt zu den wichtigeren der héheren Funktionen. Sie
ist wie folgt definiert:

[(x) := /OO e il dt
0
Aus derFunktionalgleichungler Gammafunktion
[(x+1)=al(z) fur z>0, (A.6)
folgt mit I'(1) = [;" e "dt = 1firallen € N:

I'n+1)=nl'(n)=n(n—1)TI'n—-1)=n!T'(l) =n!

A.3. Die Poissonverteilung

Definition 4 Eine Zufallsgréf3e heil3t poissonverteilt mit dem Paramgtevenn sie abzahl-
bar unendlich vielen mégliche Werke= 0, 1, 2, ... mit den Wahrscheinlichkeiten

)\k

k!
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annimmt.

Es gilt:

iPk()\) =1
ikPk()\) = A

Der Parametek, der gleichzeitig den Erwartungswert der Verteilung darstellt (vgl. Gleichung
A.7), kann als Produkt einer gro3en Anzahlon (gleichartigen) Zufallsexperimenten mit
kleiner Erfolgswahrscheinlichkeji aufgefal3t werden:A = np. In diesem Fall kann die
Poissonverteilung als gute N&herung der Binomialverteilung

n
P.(A=np) = (k)pk(l—p)”_k k=0,1,...,n

benutzt werden.
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A.4. Quelltexte

Obwohl das Einfugen von Quelltexten in eine wissenschaftliche Arbeit oft als LickenbuRRer
dient und daher manchmal mit entsprechendem Vorbehalt betrachtet wird, ist es in diesem Fall
doch fur das Nachvollziehen des im KapiBddeschriebenen Algorithmus von groRem Nutzen,
l&aRt doch die Beschreibung eines Algorithmus in Worten unterschiedliche Implementation zu,
die sich leider in den tatsachlichen Laufzeiten deutlich unterscheiden kénnen. Die wiederge-
gebenen Quelltexte wurden dem Softwarepaket TSTOOL (siehe K&pgetnommen, wobei

dem Verstandnis Uberflissige oder ablenkende, eher technisch motivierte Passagen (z.B. Feh-
lerbehandlung, Objektpersistenz, Profiling etc.) entfernt wurden. Nichtsdestotrotz lassen sich
die Quelltexte in der angegebenen Form mit einem ANSI-C++ konformen Compiler (z.B. gcc
2.95.2) Ubersetzen und bieten die volle Funktionalitat der im Text beschriebenen Algorithmen
an. Obowhl der Nachste—Nachbar Algorithmus an einer Vielzahl verschiedenster Datenséat-
ze bei Verwendung unterschiedlicher Metriken getestet wurde, kann hier keine Garantie fir
Vollstandigkeit oder Korrektheit der dargestellten Implementation geleistet werden.

A.4.1. Beispielimplementation des ATRIA

#include <math.h>
#include <iostream .h>
#include <stack.h>
#include <vector.h>
#include <algo.h>

/1 INFINITY is needed as an upper bound for every

/1 distance that might be encountered during search

!/l So be carefull : if the data set has a very unusual scaling,
/1 actual distances might exceed this value, which would lead
/1l to wrong results.

#define INFINITY DBL_MAX

Il This header file defines templated function objects (functors) for distance
Il calculations . They work on any reasonable container class by using forward
Il iterators . For good performance, no bound checking is done, so it's the

Il programmer’s resposibility to have everything properly allocated.

11

I/l To support PARTIAL DISTANCE CALCULATION during the search phase (not the

Il preprocessing phase!), operator() is overloaded. operator () with three arguments is
/!l the standard distance calculation and returns the exact distance. operator () with

Il four arguments is the tresholded distance calculation with terminates as soon as the
Il partial distance exceeds the given threshold value (but otherwise returns the exact
/1 distance). Carefull implementation can speed up the search considerably. When

Il threshold is exceeded, INFINITY is returned to prevent the search functions from

I/l considering this value as an exact distance.

#define PARTIAL_SEARCH

I/l Parameters for the ATRIA nearest neighbor search:

Il A cluster will not be further subdivided if it contains

/1 less than ATRIAMINPOINTS points. A smaller value might

Il accelerate search time, but increase preprocessing time.
#define ATRIAMINPOINTS 64

class euclidian_distance {

public:
euclidian_distance () {};
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template <class Forwardlteratorl,class Forwardlterator2>

double operator() (Forwardlteratorl firstl, Forwardlteratorl lastl,

Forwardlterator2 first2 )const

{
const doubley = (xfirstl — xfirst2);
double dist = yxy;
for (++firstl, ++first2 ; firstl != lastl; ++firstl, ++first2) {
const double x = (x firstl — xfirst2);
dist += x x Xx;
}
return sqrt(dist);
}
/!l support partial search : if partial distance exceeds thresh,

/] stop computing of distance
template <class Forwardlteratorl,class Forwardlterator2>

double operator() (Forwardlteratorl firstl, Forwardlteratorl lastl,

Forwardlterator2 first2 ,const double thresh) const
{
const double t = thresh x thresh;
const doubley = (xfirstl — xfirst2);
double dist = yxy;

if (dist > t)
return INFINITY;

for (++firstl, ++first2 ; firstl != lastl; ++firstl, ++first2) {
const double x = (= firstl — xfirst2);
dist += x * X;
if (dist > t)
return INFINITY;

return sqrt(dist);

class maximum_distance {

h
11

11
11

{

public:
maximum_distance () {};
template <class Forwardlteratorl,hclass Forwardlterator2>
double operator() (Forwardlteratorl firstl, Forwardlteratorl lastl,
Forwardlterator2 first2 )const

double dist = fabséfirstl — xfirst2);
for (++firstl, ++first2 ; firstl != lastl; ++firstl, ++first2) {
const double x = fabs(firstl — xfirst2);
if (x > dist) dist = x;

}

}

Il support partial search

template <class Forwardlteratorl,class Forwardlterator2>

double operator() (Forwardlteratorl firstl, Forwardlteratorl lastl,
Forwardlterator2 first2 ,const double thresh) const

{

double dist = fabséfirstl — xfirst2);
if (dist > thresh) {
return INFINITY;

return dist;

for (++firstl, ++first2 ; firstl != lastl; ++firstl, ++first2) {
const double x = fabs(firstl — xfirst2);
if (x > dist) {
if (x > thresh) {
return INFINITY;

return dist;

class interleaved_pointer : a smart pointer that iterates with an
of #inc elements over an array

interleave

May be used to iterate over rows or columns of a dense matrix of type T
template<class T>
class interleaved_pointer

private :

const T ptr;

const long increment;
public :

typedef interleaved_pointer self;
interleaved_pointer¢onst T+ const p, const long inc)
ptr(p), increment(inc) {};
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T operator=() const { return =*ptr; }
self& operator++() {
ptr+=increment;
return xthis;

}

self& operator——() {
ptr—=increment;
return *this;

}

bool operator const interleaved_pointer& x) {
return ptr == x.ptr;

}

bool operator!=(const interleaved_pointer& x) {
return ptr !'= x.ptr;

}

I/ The next class models a set of points. Points can be accessed by an

/1 index, ranging from zero to N1. The implementation of the points is not important
I/l as long as the class provides the possibility to calculate distances between two
Il points of the point set and the distance between a point from the data set and an
/1l externally given point. Class point_set is parametrized by the METRIC that is used
!/l to compute distances. METRIC must be a class having an operator (). For possible
!/l implementations of a METRIC, see above. This point_set implementation is the

/1l standard tstool way of handling matlab matrix data

/1l The particular implementation can be used for use with Matlab -nfiekes , where

I/l a point set is given as a Fortran style matrix (column major). The coordinates of
I/l a point is represented by one row of this matrix

template <class METRIC>

class point_set {

protected:
const long N; /!l number of points
const long D; /! formal dimension of points

/!l points are stored as row vectors of a N by D fortran style matrix
const doublex const matrix_ptr;

/1 a function object that calculates distances
const METRIC Distance;

public:
typedef METRIC Metric; // export metric type

point_set(onst long n, const long d, const doublex mat)
: N(n), D(d), matrix_ptr(mat), Distance () {};

point_set(onst long n, const long d, const doublex mat, const METRIC& metr)
: N(n), D(d), matrix_ptr(mat), Distance(metr) {};

~point_set () {};
long dimension () const { return D; }
long size () const { return N; }

/l a smart pointer that iterates over the elements of one point
/1 in this point_set (points are row vectors)
typedef interleaved_pointerdouble> row_iterator;

row_iterator point_begin¢onst long n) const {
return row_iterator(matrix_ptr + n, N);

}

row_iterator point_end¢onst long n) const {
return row_iterator(matrix_ptr + n + KD, N);
} /1 STL like past-the—end iterator

/! indices may vary between 0 and-NL, or 0 and B-1
/!l vec2 must be a double vector of length D, vecl[0] ... veci[D
double coordinate Const long n, const long d) const {

return matrix_ptr[n + Ned];

}

template<class Forwardlterator>
double distance Const long index1l, Forwardlterator vec2onst
{
return Distance(point_begin(indexl), point_end(indexl), vec2);

}

#ifdef PARTIAL_SEARCH
template<class Forwardlterator>
double distance Const long indexl, Forwardlterator vec2 const double thresh) const
{
return Distance (point_begin(index1l), point_end(index1), vec2, thresh);

}
#endif

double distance Const long index1, const long index2) const
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return Distance (point_begin(indexl), point_end(index1),
point_begin(index2));

Il A "neighbor" is described by its index (into the point set) and

I/l a distance value. This class is also used for the permutation table
/1 of class ATRIA, where it does not exactly specify a neighbor, so

/1l the name "neighbor" may be a little bit misleading.

class neighbor

{
protected:
long i; /1 index of neighbor (relative to point set)
double d; /1 distance
public:
neighbor () {};
neighbor(const long |, const doubleD) : i(l), d(D) {};
long index () const { return i; };
double dist () const { return d; };
long& index () { return i; }
double& dist () { return d; }
bool operator< (const neighbor& x) const { return d < x.d; }
h

/1 function object to sort neighbors by distance
class neighborCompare :public binary_function<neighbor, neighborbool> {
public:
bool operator()(const neighbor& x, const neighbor&y) const {
return x.dist() < y.dist();
}
I

// The next class models the table of preliminary neighbors m_1,

m_k
class SortedNeighborTable {

protected:
long K; /1 number of neighbors to be searched
double hd; /1 cache highest distance

priority_queue<neighbor, vector<neighbor> , neighborCompare > pq;

public:
SortedNeighborTable () : K(1), hd(INFINITY) {};
SortedNeighborTabledonst long k) : K(k), hd(INFINITY) {};
~SortedNeighborTable () {};

double highdist () const { return hd; };
void insert(const neighboré& x);

void init_search const long k) { K = k; hd = INFINITY; }
long finish_search(vector<neighbor>&v);

h

class cluster {
public:
long charac_point; // index of characteristic point for this cluster
Il (points direcly into the point set)

double Rmax; /!l Rmax is by definition >= 0. So we use its
/I sign as a flag to indicate whether we have
// a terminal node or not. If Rmax <= 0 we have
// a terminal node. See member functions
/1 is_terminal () and R_max() below

double g_min;

union {
clusterx left; // used in case of a neserminal node
long start; /1 used in case of a terminal node, points

/1l into the permutation_table

h

union {
clusterx right; /1 used in case of a netterminal node
long length; /1 used in case of a terminal node

h

cluster ()

charac_point (0), Rmax(INFINITY), g_min(0), start(0), length (0) {};
cluster (const long c)
: charac_point(c), Rmax(INFINITY), g_min(0), start(0), length(0) {};
cluster (const long s, const long I, const long ¢ = 0)
charac_point(c), Rmax(INFINITY), g_min(0), start(s), length(l) {};

~cluster () {};
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int is_terminal () const { return (Rmax <= 0); };
double R_max () const { return fabs(Rmax); };

/1l During k-nearest neighbor search, clusters are inserted in form of "searchitems"

/! into the priority queue or stack.
class searchitem {

protected:
const clusterx c; !l pointer to cluster object
double d; /! distance from query point to the cluster’s charac_point

double dbrother; // distance from query point to brother cluster’s charac_point

double dmin; /! estimate of miniumum distance from query point
/! to any point inside cluster ¢ (\hat{d}_{min})

double dmax; /1 estimate of maximal distance from query point to
/l any point nside cluster
public:
searchitem () {};

searchitem ¢onst clusterx C, const double D)
c(C), d(D), dbrother (INFINITY), dmin(D— C—>R_max()), dmax(D+&>R_max()) {};

searchitem ¢onst clusterx C, const double D, const double Dbrother,
const searchitem& parent)
c(C), d(D), dbrother(Dbrother),
dmin(max(max (0.0, 0.5 (D-Dbrother+e—>g_min)), max(D— C—>R_max (), parent.dmin))),
dmax(min(parent.dmax, D +-©R_max())) {};

const clusterx clusterp () const { return c; };
double dist () const { return d; };
double dist_brother () const { return dbrother; };

double d_min () const { return dmin; };
double d_max () const { return dmax; };

h

/1 function object to sort searchitems by dmin
class searchitemCompare public binary_function<searchitem, searchitembool> {
public:
bool operator()(const searchitem& x, const searchitem&y)const {
if (x.d_min() == y.d_min())
return x.d_max() > y.d_max();
else
return x.d_min() > y.d_min();
h
I

I/l base class for the nearest neihbor search which defines a common interface
template<class POINT_SET>
class nearneigh_searcher {

protected :
const POINT_SET& points;
const long Nused; /1 number of points of the data set actually used

SortedNeighborTable table;

template<class Forwardlterator>
void test(const long index, Forwardlterator qp.,const double thresh) {
#ifdef PARTIAL_SEARCH
const double d = points.distance (index, qp, thresh);
#else
const double d = points.distance (index, qp);
#endif
if (d < thresh)
table.insert(neighbor(index,d));
}

public :
typedef POINT_SET point_set; // export type

Il prepare searching for a point set points

Il excl gives the number of points that should be

Il excluded from searching (from the end of the point set)
nearneigh_searchecpnst POINT_SET& p, const long excl = 0);
~nearneigh_searcher () {};

b

/1 ATRIA : A class that implements an advanced triangle inequality algorithm.
template<class POINT_SET>
class ATRIA : public nearneigh_searcher<POINT_SET> {
protected :
const long MINPOINTS;
cluster root;
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neighbor« const permutation_table; // this table contains the indices
/1 of all points in POINT_SET, as well
/1 as distances the charac_point of the
Il cluster where each point falls into

typedef typename POINT_SET:: Metric METRIC;
typedef searchitem Searchitem;

priority_queue<Searchltem, vector<Searchltem>, searchitemCompare> search_queue;
stack<Searchltem, vector<Searchltem> > SearchStack;

void create_tree ();
void destroy_tree ();

pair<long, long> find_child_cluster_charac_pointsfnst clusterx const c,
neighborx const Section, const long c_length);

long assign_points_to_charac_points(neighkoconst Section, const long c_length,
pair<clusterx, cluster«> childs);

template<class T>

static void swap(T+ a, const long i, const long j) {
T tmp = a[i]; a[i] = a[j]; a[j] = tmp;
}
public:
ATRIA( const POINT_SET& p, const long excl = 0, const long minpts = ATRIAMINPOINTS);
~ATRIA () ;

Il Search for k nearest neighbors of the point query_point,

/1 excluding all points with indices between first and last from the search.

/!l Returns number of nearest neighbor found and a sorted vector of neighbors

/1 (by reference). An error in search_k_neighbors () will not result

11 in an errorstate for the searcher ( see geterr() )

template<class Forwardlterator>

long search(vector<neighbor>& v const long k, Forwardlterator query_point,
const long first = —1, const long last = —1, const double epsilon = 0);

Il search (and count) number of points within distance ’'radius’ from the

/1 query point. An unsorted vector v of neigbors is returned.

template<class Forwardlterator>

long search_range (vector<neighbor>& vconst double radius, Forwardlterator query_point,
const long first = —1, const long last = —1);

e

long SortedNeighborTable:: finish_search(vector<neighbor>&v)

{

v.reserve (pq.size ());

while (!pg.empty()) {
v.push_back(pg.top ());
pg.pop ();

reverse (v.begin(),v.end());
return v.size ();

}
void SortedNeighborTable::insertnst neighbor& x)
{

pq.push(x);

while (pg.size () > K) {
pg.pop ();

if (pg.size() < K) {
hd = INFINITY;
}

else {
hd = pqg.top (). dist();
}

}
template<class POINT_SET>
nearneigh_searcher<POINT_SET>::nearneigh_searchen$t POINT_SET& p, const long excl)
points(p), Nused(points.size () excl)
if ((Nused < 1) || (excl < 0))
{

cerr << "Wrong,parametersfor_nearestneighbour,search” << endl;
return ;
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template<class POINT_SET>

ATRIA<POINT_SET>::ATRIA(const POINT_SET& p, const long excl, const long minpts)
nearneigh_searcher<POINT_SET>(p, excl), root(1,Nusdd, MINPOINTS(minpts),
permutation_tablefew neighbor[Nused])

create_tree ();

}

template<class POINT_SET>
ATRIA<POINT_SET>::~ATRIA()
{

destroy_tree ();

delete[] permutation_table;

}

template<class POINT_SET>
pair<long, long> ATRIA<POINT_SET>::find_child_cluster_charac_pointeqnst clusterx const c,
neighborx const Section, const long length)

{
pair<long, long> charac_points{1, —1);
if (c—>Rmax == 0) { /1 if all data points seem to be identical, indicate
return charac_points; /1 that there’s no need to further divide this data set
}

long index = 0;
long charac_point_right = Section[index].index ();
double dist = Section[index]. dist();

/!l Compute right charac_point, the point that is farthest away from thecharac_point

for (long i=1; i
const double d
if (d>dist) {

dist = d;
charac_point_right = Section[i].index();
index = i;

}

< length; i++) {
= Section[i].dist();

}
charac_points.second = charac_point_right;

I/l move this charac_point the the last (rightmost) element of this Section
swap(Section, index, lengthl);

I/l next compute left charac_point, the point that is farthest away
/1 from the charac_point_right

index = 0;

long charac_point_left = Section[index].index ();

dist = points.distance(charac_point_right, Section[index].index());
Section[index]. dist() = dist;

for (long i=1; i < length—1; i++) {
const double d = points.distance(charac_point_right, Section[i].index());
Section[i].dist() = d;
if (d > dist) {
dist = d;
charac_point_left = Section[i].index ();
index = i;
}
}

/1l move this charac_point the the first (leftmost) element of this Section
swap(Section, index, 0);

charac_points. first = charac_point_left;

return charac_points;

}

template<class POINT_SET>
void ATRIA<POINT_SET>::create_tree () {
stack<cluster, vector< clustem > > Stack;

permutation_table [0] = neighbor(root.charac_point = 0, 0);

root.Rmax = 0;
for (long k=1; k < Nused; k++) {
const double d = points.distance (k, root.charac_point);
permutation_table[k] = neighbor(k, d);
if (d > root.Rmax)
root.Rmax = d;
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/!l assign each point to the nearest charac_point,

Il now create the tree

Stack .push(&root);

/1 push root cluster on Stack

while (! Stack.empty ())

{

}

clusterx const ¢ = Stack.top();

const long c_start =
const long c_length =

neighborx const Section =

if (c—>length > MINPOINTS) {

else {

}

Stack .pop ();

e>start;
e>length;

permutation_table + c_start;

Il Further

pair<long, long> new_child_charac_points = find_child
Section, c_length);
if ((new_child_charac_points.first ==1) || (new_chil

Anhang

divide this cluster ?

_cluster_charac_pointsof(st clusterx) c,

d_charac_points.second ==1)) {

Il cluster could not be divided further and has already been

/1 marked as terminal
continue;
}
c—>left = new cluster(new_child_charac_points. first);
c—>right = new cluster(new_child_charac_points.secon

cluster/node (see find_child

Il create two subclusters and set properties

const long j = assign_points_to_charac_points(Sectio
pair<clusterx, clusterx>(c—>left,c—>right));

c—>left—>start = 11

c—>left—>length =

c_start+1;
=1

leave charac_points

c—>right—>start =
c—>right—>length =

c_start + j;
c_length— j — 1;

Il process new subclusters
Stack .push (e>right);
Stack .push (e>left);

Il this is going to be a terminal node
c—>Rmax = — c—>Rmax; // a Rmax value <= 0 marks this

template<class POINT_SET>
long ATRIA<POINT_SET>::assign_points_to_charac_points(neighkaonst Section, const long c_length,

{

pair<clusterx, clusterx> childs)

const long charac_point_left = childs.first>charac_point
long i = 0;
long j = c_length—1;

using a kind of quicksort

_cluster_charac_points())

d);

n, c_length,

out

node of the search

cluster as a terminal

like sorting procedure

/1 maximal distance fron one cluster’s charac_point to points belonging to this cluster
double Rmax_left = 0;
double Rmax_right = 0;

Il minimal gap

in distances to both cluster

double g_min_left = INFINITY;
double g_min_right = INFINITY;
while (1) {

short i_belongs_to_left = 1;

short j_belongs_to_right = 1;

while (i+1 < j) {

i++;
const double dl =
const double dr =

points.distance(charac_point_left,
Section[i].dist();

if (dl > dr) {
/1 point belongs to the right corner
const double diff = dl — dr;

Section[i].dist() = dr;
i_belongs_to_left = 0;

g_min_right = min(g_min_right, diff);
Rmax_right = max(Rmax_right, dr);
break;

}

/1 point belongs to the left corner

charac_points

Section[i].index());
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const double diff = dr — dI;
Section[i].dist() = dI;

g_min_left = min(g_min_left, diff);
Rmax_left = max(Rmax_left, dl);

}

while(j—1>1i) { [// either we reached the start of the array
/ or this element was already checked by the i loop
—is

const double dr
const double dl

Section[j]. dist();
points.distance(charac_point_left, Section[j].index());

if (dr >=dl) {
/1 point belongs to the left corner
const double diff = dr — dl;

Section[j].dist() = dI;
j_belongs_to_right = 0;

g_min_left = min(g_min_left, diff);
Rmax_left = max(Rmax_left, dl);
break;

}

/! point belongs to the right corner
const double diff = dl — dr;

Section[j].dist() = dr;

g_min_right = min(g_min_right, diff);
Rmax_right = max(Rmax_right, dr);

}
it (i==j-1){
if ((‘i_belongs_to_left) && (!j_belongs_to_right)) {
swap(Section, i,j);

} else if (li_belongs_to_left) {
e

} else if (!j_belongs_to_right) {
i++; j++;

}

break; // finished walking through the array
} else{

swap(Section, i,j);

}

childs . first—>g_min = g_min_left;
childs . first—>Rmax = Rmax_left;

childs .second>g_min = g_min_right;
childs .second>Rmax = Rmax_right;

return j;

}

template<class POINT_SET>
void ATRIA<POINT_SET>::destroy_tree ()

stack<cluster, vector< cluster > > Stack;

if ('root.is_terminal()) {
Stack.push(root. left);
Stack.push(root.right);
}

while (!Stack.empty()) {
clusterx ¢ = Stack.top(); Stack.pop();

if (c!=0){
if (lc—>is_terminal()) {
Stack.push (e>left);
Stack .push(e>right);

delete c;
}
}
}

template<class POINT_SET>

template<class Forwardlterator>
long ATRIA<POINT_SET>::search(vector<neighbor>& vgonst long k, Forwardlterator query_point,
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const long first, const long last, const double epsilon)
const double root_dist = points.distance(root.charac_point, query_point);
table.init_search (k);

Il clear search queue
while (! search_queue .empty ()) search_queue.pop();

I/l push root cluster as search item into the queue
search_queue.push(Searchitem(&root, root_dist));

while (! search_queue .empty ())

const Searchltem si

= search_queue.top (); search_queue.pop();
const clusterx const ¢ =

si.clusterp();

if ((table.highdist() > si.dist()) &&
((c—>charac_point < first) || (e>charac_point > last)))
table.insert(neighbor(e>charac_point, si.dist()));

if (table.highdist() >= si.d_min()x (1.0 + epsilon)) {
if (c—>is_terminal()) {
const neighborx const Section = permutation_table +—estart;

if (c—>Rmax == 0.0) {
for (long i=0; i < c—>length; i++) {
const long j = Section[i].index ();

if (table.highdist() <= si.dist())
break;

if ((j < first) || (j > last))
table.insert(neighbor(j,si.dist()));

} else{
for (long i=0; i < c—>length; i++) {
const long j = Section[i].index ();

it ((j < first) || (j > last)) {
if (table.highdist() > fabs(si.dist(} Section[i].dist()))
test(j, query_point, table.highdist());

}
}
}
}
else { /! this is an internal node
const double dl = points.distance (€>left—>charac_point, query_point);
const double dr = points.distance (e>right—>charac_point, query_point);
/1 create child cluster search items
Searchltem si_left = Searchltem{eleft, dl, dr, si);
Searchltem si_right = Searchltem{eright, dr, dl, si);
/1 priority queue based search
search_queue.push(si_right);
search_queue.push(si_left);
}

}
}

!l append table items to v, v should be empty, afterwards table is empty
return table.finish_search(v);

}

template<class POINT_SET>template<class Forwardlterator>
long ATRIA<POINT_SET>::search_range (vector<neighbor>& wwonst double radius,
Forwardlterator query_point const long first, const long last)
{
long count = 0; /1 number of points found
while (! SearchStack.empty()) SearchStack.pop(); /1 make shure stack is empty
SearchStack.push(Searchltem(&root, points.distance(root.charac_point, query_point)));

while (!SearchStack.empty())

const Searchltem si = SearchStack.top();
SearchStack.pop();

if (radius >= si.d_min()) {
const clusterx const ¢ = si.clusterp();

if (((c—>charac_point < first) || («e>charac_point > last))
&& (si.dist() <= radius)) {
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v.push_back(neighbortecharac_point, si.dist()));
count++;
}

if (c—>is_terminal()) { // this is a terminal node
const neighborx const Section = permutation_table +—estart;

if (c—>Rmax == 0.0) {
Il cluster has zero radius, so all points inside will have the
/! same distance to q
if (radius >= si.dist()) {
for (long i=0; i < c—>length; i++) {
const long j = Section[i].index ();

if ((j < first) || (j > last)){
v.push_back(neighbor(j,si.dist()));
count++;
}
}

} else{
for (long i=0; i < c—>length; i++) {
const long j = Section[i].index();

if (((j < first) || (j > last)) &&
(radius >= fabs(si.dist()}~ Section[i].dist())) )

{
#ifdef PARTIAL_SEARCH
const double d = points.distance(j, query_point, radius);

#else
const double d = points.distance(j, query_point);
#endif
if (d <= radius) {
v.push_back(neighbor(j,d));
count++;
}
}
}
}
}
else { /! this is an internal node
const double dl = points.distance (e>left—>charac_point, query_point);
const double dr = points.distance (e>right—>charac_point, query_point);
const Searchltem x = Searchltem{eleft, dl, dr, si);
const Searchltem y = Searchltem{eright, dr, dl, si);
SearchStack . push(x);
SearchStack.push(y);
}
}
}

return count;

}

A.4.2. Implementation einer k—Nachsten—Nachbar—Suche in
Lo—Metrik

/1l Sample driver routine to demonstrate

Il usage of the searcher class. Reads

!/l data set points and query points from

/1 stdin, then searches for k nearest neighbors
/! using Euclidian metric.

11

/!l Compile with: g++ nnsearch.cppo nnsearch-02—Im

#define PARTIAL_SEARCH
#include "atria.h"
int main(int argc, charxx argv)
if (argc < 5) {
cerr << "Arguments:N_D_R_k" << endl;
return —1;
}
const long N atol (argv[1]);

const long D = atol(argv([2]);
const long R = atol(argv[3]);
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const long k = atol(argv[4]);

doublex const p = new double[N«D];
doublex const query_p =new double[R«D];

for (long n=0; n < N; n++) {
for (long d=0; d < D; d++) {
cin >> p[n + &N]; // points are read from stdin
}
}
for (long r=0; r < R; r++) {
for (long d=0; d < D; d++) {
cin >> query_p[r + &R]; // query points are also read from stdin
}
}

point_set<euclidian_distance> points(N, D, p);
ATRIA<point_set <euclidian_distance > > searcher(points);
point_set<euclidian_distance> query_points(R, D, query_p);

for (long r=0; r < R; r++) {
vector<neighbor> v;

searcher.search(v, k, query_points.point_begin(r1, —1, 0);

for (vector<neighbor>::iterator i=v.begin(); i < v.end(); ++i) {
cout << (xi).index()+1 << " " << (xi).dist() << "__";
}
cout << endl;
}
delete[] query_p;
delete[] p;
return 0;

A.4.3. Implementation einer k—Nachsten—Nachbar Suche in
L..—Metrik, wobei die Anfragepunkte aus dem Datensatz
selbst stammen

/!l Sample driver routine to demonstrate

/1l usage of the searcher class. Reads

!/l data set points from stdin and searches for

/!l the k nearest neighbors to each data point

/! using maximum distance. Selft matches are

/1 excluded.

/11

// Compile with: g++ nnsearch2.cppo nnsearch2-02—Im

#define PARTIAL_SEARCH
#include "atria.h"

int main(int argc, charxx argv)

{
if (argec < 4) {
cerr << "Arguments:N_D_k" << endl;
return —1;
}

const long N = atol(argv[1l]);
const long D = atol(argv([2]);
const long k = atol(argv[3]);

doublex const p = new double[NxD];

for (long n=0; n < N; n++) {
for (long d=0; d < D; d++) {
cin >> p[n + d&N]; // points are read from stdin
}
}

point_set<maximum_distance> points(N, D, p);
ATRIA<point_set <maximum_distance> > searcher(points);

for (long r=0; r < N; r++){
vector<neighbor> v;

searcher.search(v, k, points.point_begin(r), r, r, 0);

for (vector<neighbor>::iterator i=v.begin(); i < v.end(); ++i) {
cout << (xi).index()+1 << " " << (xi).dist() << "__";
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}

cout << endl;

}

delete[] p;
return 0;

A.4.4. Beispielimplementation der schnellen
Korrelationssummenberechnung in L. —Metrik

/] Data set points are read from stdin
11
/I Compile with: g++—1. corrsum.cpp—o corrsum—02—Im

#define PARTIAL_SEARCH

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include "atria.h"

inline long Imax(const long a, const long b) { return a >= b ? a b;}
inline long Imin(const long a, const long b) { return a<=b ? a : b;}

long random_permutationlpng* ref, const long length, const long pos) {
const long index = (long) floor ((((double)rand ())/(RAND MAX+1))«(length—pos));
const long r = ref[pos+index];
ref[pos+index] = ref[pos]; // swap elements
ref[pos] = r;
return r;

}
int main(int argc, charxx argv)
long bins = 32; /1 number of bins

if (argec < 9) {
cerr << "Arguments:N_D_Npairs_Nref_min_Nref_max eps_mineps_maxpast bins_opt_flag" << endl;
return —1;

}

const long N = atol(argv([1l]);

const long D = atol(argv([2]);

const long Npairs = atol(argv[3]); // number of pairs
long Nref_min = atol(argv[4]);

long Nref_max = atol(argv[5]);
const double eps_min = atof(argv([6
const double eps_max = atof(argv[7
const long past = atol(argv([8]);

1);
D

if (argc > 9)
bins = atol(argv([9]);

if (Nref_min < 1) Nref_min = 1;
if (Nref_max > N) Nref_max = N;

doublex const p = new double[N«D];

for (long n=0; n < N; n++) {
for (long d=0; d < D; d++) {
cin >> p[n + &N]; // points are read from stdin
}
}

point_set<maximum_distance> points (N,D, p);
ATRIA< point_set<maximum_distance> > searcher(points);

double scale_factor = pow(eps_max/eps_min, 1.0/( bins));

printf ("Number_ of_data_ set points_ . .. .......n2d\n", N);
printf ("Number_of_pairs_to_find 2 %d\n", Npairs);

printf ("Miniumum_number,of_reference points___: %d\n", Nref_min);
printf ("Maximum_number, of _reference points___._: %d\n", Nref_max);
printf ("Number_of_partitions_used . . oooooooo%d\n", bins);
printf ("Time_window_to_exclude from_search, _._: %d\n", past);

printf ("Minimal_length_scale . . cccocooooooo f\n", eps_min);
printf("Starting_at_maximal length_scale, . . : %f\n", eps_max);

long* const ref = new long[N]; /I needed to create random reference indices

long* const total_pairs =new long[bins]; // number of total pairs is not equal for all bins
long* const pairs_found =new long[bins]; // number of pairs found within distance dist
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doublex const dists =new double[bins];
double x = eps_min;

Il initialize vectors
Il pairs_found[i] counts the number of points/distances (real) smaller than dists[i]
for (long bin=0; bin < bins; bin++) {

pairs_found[bin] = 0;

total_pairs[bin] = 0;

dists[bin] = x;

x x= scale_factor;

}
for (long r=0; r < N; r++)
ref[r] = r;
long R = 0; /! number of reference points actually used
long bin = bins—1; // the current highest bin (and length scale) that needs to be filled over Npairs

while (((R < Nref_min) || (pairs_found[bin] < Npairs)) && (R < Nref_max)) {
vector<neighbor> v;

/1 all points with indices i so that first <= i <= last are excluded(!) from search
long first, last;
long pairs = 0;

/1 choose random index from 0..-Nl, without reoccurences
const long actual = random_permutation(ref, N, R++);

if (past >=0)

first = actualpast;
else

first = actual;

last = N;
pairs = Imin(first,last); // don’'t search points from [actuglast .. N-1]

if (pairs <=0) {
continue;

}
searcher.search_range(v, dists[bin], points.point_begin(actual), first, last);

if (v.size() > 0) {
for (vector<neighbor>::iterator i = v.begin(); i <v.end(); i++){ // v is unsorted (!!!)
const doubled = (xi).dist();

for (long n = bin; n >= 0; n——){
if (d > dists[n])
break;

}

for (long n = 0; n <= bin; n++) {
total_pairs[n] += pairs;

}

I/l see if we can reduce length scale

int bins_changed = 0;

while ((pairs_found[bin] >= Npairs) && (bin > 0) && (R >= Nref_min)) {
bin—,;
bins_changed = 1;

}
if (bins_changed) {
printf ("Reference points_used so_far_ . . .. ....%d\n", R);
printf ("Switching_to_length_scale_ . . . . ..........%f\n", dists[bin]);
}
}

printf ("Number_of_reference points_used, . . ...%d\n", R);

for (long bin=0; bin < bins; bin++) {

cout << dists[bin] << ¥ "

<< ((double) pairs_found[bin])/((double) total_pairs[bin]) << endl;
}

delete[] p;

delete[] total_pairs;
delete[] pairs_found;
delete[] ref;
delete[] dists;

100



A. Anhang

A.4.5. Beispielimplementation eines terndren Suchbaumes fir
Box—Counting Verfahren

/1 Box counting for a data set of points (row vectors) for

/1l different partition sizes (2, 3, 4, ...), (equidistant partitioning)

11

/1l Every value of input point set must be scaled to be within [0,1]

/!l Returns boxcounting, information and correlation dimension (I1_0, I_1 and I_2) (using log2)
11

Il A fast algorithm based on ternary search trees to store nonempty boxes is used
/1 g++ boxcount.cpp-o boxcount—0O2—Im

#include <math.h>
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <iostream.h>

#define TST_BUFFERS 128 // number of buffers
#define TST_BUFSIZE 512 // inital buffer size

template<class KEY>
struct Tnode {
KEY splitkey;
int level; I+ level of tree x/
unsigned long long count; /x count how often the key leading to this node exis&d

Tnodex lokid;

Tnodex eqkid;

Tnodex hikid;
h

Il class ternary_search_tree stores multikeata with fixed key length

template<class KEY, class Evaluater>
class ternary_search_tree

protected:
typedef Tnode<KEY>« Tptr;

Il these four variables are used to accelerate allocation of Tnode objects

Tptr buf; /! pointer to current buffer

long next_buf_size; // size of the buffer that will be allocated next
long bufn; /1 number of next buffer

long freen; I/ number of free nodes in current buffer

Tptr freearr [TST_BUFFERS];

const long len; /1 key length
Tptr root; /! tree root node
public:

ternary_search_treeconst long keylength);

~ternary_search_tree ();

int insert(const KEY* const key); Il insert key vector

long total_nodes ()const { return (long) (TST_BUFSIZE = (pow (2.0, (double) bufn) — 1) — freen); }

void traverse (Evaluater& eval);

It

template<class KEY, class Evaluater>
ternary_search_tree<KEY, Evaluater>::ternary_search_toommét long keylength) : bufn(0), freen(0),
root (0), next_buf_size (TST_BUFSIZE), len(keylength) {}

// return 0 on SUCCESS
template<class KEY, class Evaluater>
int ternary_search_tree<KEY, Evaluater>::insecbnst KEY* const key)

{
KEY d;
Tptr pp;
Tptrx p = &root;
long level = 0; Il level goes up to lenl
while (pp = xp) { /!l as long as we encounter already exisiting nodes, we stay inside this while loop

if ((d = key[level] — pp—>splitkey) == 0) { I/l go to next tree level
pp—>count++;
p = &(pp—>eqkid);
if ((++level) == len) return O; /1 SUCCESS
} else if (d <0) {
p = &(pp—>lokid); /% move left in the current levelx/
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else {
p = &(pp—>hikid); /% move right in the current level/
}
}
for (;;) { /* once we find a node that is not allocated (==0), we must create every next rdde
if (freen—— ==0){

if (bufn == TST_BUFFERS) {
/I mexErrMsgTxt("Ran out of available buffers for tree nodes");
return —1; /1 FAILURE

}

buf = new Tnode<KEY>[next_buf_size];

freearr[bufn++] = buf;

freen = next_buf_size1;

next_buf_sizex= 2; Il double size of the next buffer (this keeps overall number of allocations small)

*p = buf++;
pp = *p;
pp—>splitkey = key[level];
pp—>count = 1; /1 this node is newly created, so count is set to one

pp—>level = level;
pp—>lokid = pp—>eqkid = pp->hikid = 0;
if ((++level) == len) return O;

p = &(pp—>eqkid);
}

/] traverse tree in an arbitrary order,
template<class KEY, class Evaluater>

void ternary_search_tree<KEY, Evaluater>::traverse (Evaluater& eval)

{

execute the given function object on every node that is not empty

long buf_size = TST_BUFSIZE; Il the actual size of the buffer is doubling each iteration
/1 traverse through all buffers that are completely filled
for (long i = 0; i < bufn; i++) {

long number_nodes = buf_size;

const Tptr b = (Tptr) freearr[i];

if (i == bufn — 1) Il last buffer may not be completely filled
number_nodes = buf_sizdreen;

buf_size x= 2;

for (long j = 0; j < number_nodes; j++) {
const Tptr p = b + j;
eval (p—>count, p—>level);
}
}
}

template<class KEY, class Evaluater>
ternary_search_tree<KEY, Evaluater>::~ternary_search_tree ()
{
for (long i = 0; i < bufn; i++)
delete[] freearr[i];

}

#define PARTITIONMAX 16384

#define MY_EPS le-6

#define LOGARITHM_OF_ 2 0.69314718055995
#define MAXDIM 512

inline double log_2(const double x) { return (log(x)/LOGARITHM_OF 2); }
inline double max(double a,double b) {return ((a >=b) ? a : b);
inline double min(double a,double b) {return ((a <=b) ? a : b);}

class dim_estimator {

protected:
long* boxes; k scaling of number of boxes for dimensions from 1 to dinl
doublex in; I+ scaling of information for dimensions from 1 to dim/
doublex co; /+ scaling of correlation for dimensions from 1 to dim/

const long dim;
const long N;
long total_points;

public:
dim_estimator €onst long n, const long Dim) : N(n), dim(Dim), total_points (0),
boxes (0), in(0), co(0) {
boxes =new long[dim];
in = new double[dim];
co = new double[dim];

for (long d=0; d < dim; d++) { // initialize arrays to zero
boxes[d] = 0;

102



A. Anhang

in[d] = co[d] = 0;
}
}
~dim_estimator () {
delete[] co;
delete[] in;
delete[] boxes;

b

void operator()(const long mass, const int level) {
I/l mass is the absolute frequency of points falling into that box at level level of the tree

const double p_i = (((double)mass) / (double)N); Il relative frequency

total_points += mass; /I Check we got all points
boxes[level]++; // DO = Boxen zaehlen (capacity dimension)
in[level] += (p_i = log_2(p_i)); /1 D1 information dimension
co[level] += p_i x p_i; // D2 correlation dimension

}

long get_total_points ()const { return total_points; }

double boxd(const long d) const { return —log_2((double) boxes[d]); }

double infod (const long d) const { return in[d]; }
double corrd(const long d) const { return log_2(co[d]); }

int main(int argc, charxx argv)

if (argc < 3) {
cerr << "Arguments:N_D_Npartitions" << endl;
return —1;

}

const long N = atol(argv[1]);
const long dim = atol(argv([2]);
const long Npartitions = atol(argv[3]); // number of partitions

if (N<1){
cerr << "Data,set_must,consist of_at_least two_points_(row_vectors)" << endl;
return —1;

}

if (dim < 1) {
cerr << "Data,points_must be_at_least of_dimensionone" << endl;
return —1;

}

if (dim > MAXDIM) {
cerr << "Maximal dimension exceeded" << endl;
return —1;

}
doublex const p = new double[Nxdim];
for (long n=0; n < N; n++) {

for (long d=0; d < dim; d++) {
cin >> p[n + &N]; // points are read from stdin

}
}
double minimum = p[0];
double maximum = p[0];

for (long i=1; i < N *x dim; i++) {
if (minimum > p[i])
minimum = p[i];
if (maximum < p[i])
maximum = p[i];
}

printf ("Minimum_and_maximum,of_input_data_ : %If_and%If _\n", minimum, maximum);

if (minimum == maximum) {
printf("Data_values.,are_indentical, nothing_ to_compute\n");
return —1;

} else{
int key[MAXDIM];

dim_estimator estimator (N, dim);
ternary_search_treent, dim_estimator> tree (dim);

const double

a ((double) Npartitions)}MY_EPS) / (maximum— minimum);
const double b

a * minimum;

printf ("Number of partitions_per_axis__ : %d\n", Npartitions);
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Il Tree fuellen
for (long index=0; index < N; index++) {
for (long d=0; d < dim; d++) {

I/ const int x = floor((partitionsMY_EPS) %= (p[index + oN] — minimum) / ( maximum- minimum));

const int x = (int) floor(axp[index + dN] — b);

if ((x <0) || (x>= Npartitions)) {
cerr << "Data values seem not_to_be_in_range_[0,1]" << endl;
return —1;

}
key[d] = x;

if (tree.insert(key)) {
cerr << "Ran,out_of_memory" << endl;
return —1;
}
}

/1 Now that the tree is constructed, compute the output
tree.traverse (estimator);

printf("Total_nodes,allocated, _: %d\n", tree.total_nodes());
printf("Total_memory,allocated,_ : %d_bytes\n", tree.total_nodes (¥} sizeof(Tnode<nt >));

if (estimator.get_total_points () != dim N) {
cerr << "Internal,error, tree_did_not_contain all_points" << endl;
return —1;

}

for (long d=0; d < dim; d++) {
printf ("%ld _: %If _%If _%If\n", (d+1), estimator.boxd(d), estimator.infod(d), estimator

}
}

return 0;
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