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Zusammenfassung

Das Thema dieser Arbeit ist die Anwendung der Nächste–Nachbar–Suche in Verfahren der

nichtlinearen Zeitreihenanalyse (NLZ).

Unter dem Begriff der Nächsten–Nachbarn–Suche in einem metrischen Raum versteht man

die Bestimmung derjenigen Punkte eines Datensatzes, die zu einem gegebenen Anfragepunkt,

der oft dem gleichen Datensatz entnommen ist, einen minimalen Abstand aufweisen. Da

die meisten Abstandsmaße (Metriken) dieÄhnlichkeitzweier Punkte in Hinblick auf gewisse

Kriterien bewerten, spricht man bei der Nächsten–Nachbar–Suche auch von der Suche nach

ähnlichen Punkten bzw. im Rahmen der NLZ auch von ähnlichen Zuständen.

Ein Haupteinsatzgebiet der Nächsten–Nachbar–Suche in der NLZ ist die Modellierung und

Vorhersage nichtlinearer dynamischer Systeme. Dazu werden meist skalare Zeitreihen dieser

Systeme durch die Technik der Zeitverzögerungsrekonstruktion in einen mehrdimensionalen

Zustandsraum eingebettet. Diese Verfahren werden im zweiten Teil der Arbeit zusammen mit

einer Methode zur Validierung der so gewonnenen Modelle vorgestellt, ohne daß dort darauf

eingegangen wird, wie die verwendeten Nächsten–Nachbarn effizient numerisch bestimmt

werden können.

Als ein zentrales Ergebnis dieser Arbeit wird daher im dritten Teil ein effizienter Algorithmus

zur Nächsten–Nachbar–Suche, der sogenannte ATRIA (Advanced Triangle Inequality Algo-

rithm), vorgestellt. Dieser zeichnet sich sowohl durch flexible Wahl der zur Distanzberech-

nung verwendeten Metrik als auch durch die Möglichkeit aus, die Laufzeit des Algorithmus

durch eine abgeschwächte Variante der Suche, bei der sogenannte approximative Nächste–

Nachbarn bestimmt werden, weiter zu verringern.



Im vierten Teil der Arbeit werden verschiedene Methoden der Bestimmung des Spektrums der

fraktalen Dimensionen eines dynamischer Systems vorgestellt und verglichen. Abgeschlossen

wird das Kapitel von numerischen Untersuchungen zur Ermittlung des Zusammenhangs zwi-

schen Laufzeit des ATRIA und der fraktalen Dimension des Datensatzes, in dem die Nachbar-

suche stattfindet.

Im fünften Teil der Arbeit wird ein Verfahren zur lokalen Modellierung raum–zeitlicher dy-

namischer Systeme vorgestellt. Dieses Verfahren, bei dem Nächste–Nachbarn in einem ver-

gleichsweise hochdimensionalen Raum bestimmt werden müssen, profitiert deutlich von der

Verwendung eines Algorithmus, dessen Laufzeit wie die des im dritten Kapitel eingeführten

ATRIA nur unkritisch von der formalen Dimension des Datensatzes abhängt.

Der sechste Teil der Arbeit geht kurz auf das Programmpaket TSTOOL ein, das verschiedene

Methoden der nichtlinearen Zeitreihenanalyse unter einer einheitlichen Bedienoberfläche ver-

eint. Alle numerischen Experimente dieser Arbeit wurden mit Hilfe dieses Programmpaketes

durchgeführt.
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1. Einleitung

Technische Zeitreihenanalyse

Häufig liefern Messungen bei wissenschaftlichen Experimenten oder bei der Datenerfassung

an technischen Systemen irregulär oszillierende Zeitreihen, die analysiert oder in ihrem wei-

teren Verlauf vorhergesagt werden sollen. Neben stochastischen Einflüssen sind Nichtlineari-

täten eine mögliche Ursache für aperiodisches Verhalten und können auch bei Systemen mit

wenigen Freiheitsgraden zu großer Empfindlichkeit gegenüber kleinen Störungen führen. Die

Methoden der linearen Zeitreihenanalyse, obwohl sehr ausgereift und vielseitig einsetzbar,

bieten oft keine adäquate Beschreibung solcher Systeme. Aus diesem Grund wurden speziell

für Zeitreihen, denen eine derartige deterministische chaotische Dynamik zugrunde liegt, in

den letzten Jahren zahlreiche Analysemethoden entwickelt, die in entsprechend modifizierter

Form auch zur Auswertung technisch-industrieller Daten geeignet sind.

Dort hat sich in vielen Fällen eine Kombination linearer und nichtlinearer Konzepte als vor-

teilhaft erwiesen. Die linearen Methoden übernehmen in diesem Zusammenhang häufig die

Rolle einer Vorverarbeitung (z.B. Filterung), während die nachgeschalteten nichtlinearen Aus-

wertungsverfahren die eigentliche Merkmalsextraktion liefern. Dabei handelt es sich bei ir-

regulären technischen Daten, die z.B. an (defekten) Maschinen aufgenommen werden, in der

Regel nicht um chaotische Signale im Sinne der nichtlinearen Dynamik. Trotzdem können die

zunächst für diese Systeme entwickelten Methoden hier angewandt werden, wenn die Inter-

pretation der Ergebnisse den neuen Voraussetzungen angepaßt wird.

So war es möglich, mit dem im Rahmen des vom Bundesministerium für Bildung und For-

schung (BMBF) geförderten Projektes „Analyse von Maschinen– und Prozeßzuständen mit

Methoden der Nichtlinearen Dynamik“ (Fördernummer 13N7038/9) erstellten Programmpa-

ket namensTSTOOL(vgl. Kapitel 6) zur nichtlinearen Zeitreihenanalyse, das verschiedene

1



1. Einleitung

Methoden des Arbeitsgebietes unter einer einheitlichen Bedienoberfläche zur Verfügung stel-

len und somit die Erprobung und den Einsatz dieser neuen Methoden wirksam unterstützen

soll, ein Problem der Qualitätssicherung bei der Produktion von Lüftermotoren zu lösen, bei

dem anhand des Laufgeräusches eines Lüftermotors automatisch eine Klassifizierung in defekt

bzw. nicht defekt vorzunehmen war.

Bei der Konzeption des TSTOOL Programmpaketes wurde die bestehende Literatur kritisch

durchsucht, um eine Auswahl erprobter, relevanter oder praxisnaher Methoden zu finden, die

dann implementiert wurden. Schnell zeigte sich dabei, daß ein Großteil der bislang vorge-

schlagenen Methoden lokal in einem z.B. durch Zeitverzögerungskoordinaten erzeugten Zu-

standsraum operieren, weshalb in Kapitel2 eine Darstellung der Techniken zur lokalen Mo-

dellierung der Dynamik nichtlinearer Systeme im Zustandsraum anhand skalarer Zeitreihen

gegeben wird.

Effiziente Algorithmen

Obwohl sich lokal im Zustandsraum operierende Methoden meist durch eine vergleichs-

weise einfache mathematische Formulierung auszeichnen, kann die notwendige Suche der

Nächsten–Nachbarn in großen Datensätzen bei naiver Implementation einen enormen nume-

rischen Aufwand darstellen. Die Bereitstellung eines effizienten Algorithmus zur Nächste–

Nachbarn–Suche erwies sich als essentiell für die Praxistauglichkeit und Verwendbarkeit des

oben vorgestellten Programmpaketes. Daher wurde ein bereits zuvor zur Vorhersage skala-

rer Zeitreihen verwendeter Algorithmus implementiert und weiterentwickelt. Dieser Algo-

rithmus, der sich in seiner jetzigen Version sowohl durch gute Effizienz als auch durch die

Fähigkeit, mit beliebigen Metriken zu arbeiten, auszeichnet, wird im Kapitel3 vorgestellt. Im

Anhang wird zusätzlich eine Beispielimplementation des Algorithmus in der Programmier-

sprache C++ gegeben, die durch Verwendung moderner hochsprachlicher Abstraktionsmög-

lichkeiten (u.a. Templates) hohe Portabilität und leichte Adaption für spezifische Anwen-

dungsfälle ermöglicht.

Aber auch bei Methoden, die nicht direkt auf der Berechnung der Nächsten–Nachbarn be-

ruhen, wurde besonderes Augenmerk auf die Verwendungschnellerbzw. effizienterAlgo-

rithmen gelegt. So wird z.B. in Kapitel4 die Datenstruktur desternären Baumeszur Imple-

mentation vonBox–CountingMethoden vorgestellt, deren Speicheraufwand im schlechtesten

Fall lediglich linear mit der Anzahl der Punkte eines Datensatzes wächst und die dennoch ein

2



1. Einleitung

schnelles Auffinden einzelner Partitionen ermöglicht. Im gleichen Kapitel werden auch an-

dere Methoden zur Berechnung des Spektrums der fraktalen Dimensionen vorgestellt. Dabei

wird der enge Zusammenhang von fraktaler Dimension und der Effizienz des Algorithmus zur

Nächsten–Nachbar–Suche aufgezeigt.

Raum–zeitliche Systeme

Die Modellierung und Vorhersage von Zeitreihen raum–zeitlicher Systeme bringt, speziell bei

globalen Ansätzen, einen oft prohibitiv hohen numerischen Aufwand mit sich. Daher wird

in Kapitel 5 die Methode der Rekonstruktion lokaler Zustände für raum–zeitliche Zeitreihen

vorgestellt. Diese erschließt die in Kapitel2 eingeführten lokalen Modellierungsverfahren

für die Analyse und Vorhersage der Dynamik raum–zeitlicher Systeme. In Verbindung mit

der Fähigkeit des vorgestellten Algorithmus zur Nächsten–Nachbar–Suche, unter bestimmten

Voraussetzungen auch in formal hochdimensionalen Datenräumen schnell arbeiten zu können,

erlaubt dies die effiziente numerische Behandlung der Aufgabenstellung.

3



2. Modellierung dynamischer
Systeme

2.1. Grundbegriffe

2.1.1. Dynamische Systeme

Gemeinhin wird unter einem dynamischen System ein deterministisches System unter zeitli-

cher Entwicklung verstanden. Im weiteren Verlauf dieses Kapitels stehen Systeme im Vorder-

grund, deren Zustand eindeutig und vollständig durch einen Punkty ∈ Rd in einem endlichdi-

mensionalen reellen Vektorraum, dem sog. Zustandsraum, dargestellt werden kann. Im kon-

tinuierlichen Fall wird die Zeitentwicklung eines solchen dynamischen Systems meist durch

einen Satz gewöhnlicher Differentialgleichungen beschrieben:

ẏ = F (y), (2.1)

dabei soll in einem GebietG ⊂ Rd gelten

F ∈ C1(G),

wodurch für alley ∈ G die Existenz und Eindeutigkeit einer Lösung von Gleichung2.1

gesichert ist [22].

Die zeitliche Entwicklung eines Punktesy0(t) nennt man dieTrajektorie oder Bahnkurve von

y0. Die Gesamtheit aller Trajektorien nennt man das Phasenbild des Systems.

Im zeitdiskreten Fall wird ein dynamisches System durch Differenzengleichungen beschrie-

ben:

yn = f(yn−1), (2.2)

4



2. Modellierung dynamischer Systeme

wobeif ∈ C1(G) gelten soll.

Beide Fälle definieren einenFluß im Phasenraum, der im allgemeinen durch eine stetig diffe-

renzierbare Abbildung gegeben wird:

ϕ : Rd ×K → Rd

(y, t) 7→ ϕ(y, t) (2.3)

mit den Eigenschaften

ϕ(y, t = 0) = y

ϕ(ϕ(y, t), u) = ϕ(y, u + t) ∀t, u ∈ K ∀y ∈ Rd. (2.4)

Für kontinuierliche dynamische Systeme istK = R, für diskrete Systeme giltK = Z, wobei

der Fluß durch die Abbildung2.2selbst gegeben ist.

Den Zusammenhang zwischen Flüssen und Differentialgleichungen erhält man, indem man

ϕ(t,y0) als Lösung von Gleichung (2.1) interpretiert, die zur Zeitt = 0 durch den Punkty0

geht. Auf diese Weise korrespondiert jeder Fluß mit einer Differentialgleichung, allerdings

gilt die die Umkehrung im allgemeinen nicht [4].

Ein System nennt mandissipativ, falls sich dasd-dimensionale Volumen eines gegebenen Pha-

senraumgebietes unter Einwirkung des Flusses im zeitlichen Mittel kontrahiert. Als Folgerung

aus dem Liouvilleschen Satz der klassischen Mechanik ergibt sich somit

divF (y) < 0

als Bedingung für Dissipation [1, 2].

Von besonderem Interesse sind dabei Gebiete des Phasenraumes, die unter der Wirkung des

Flusses invariant bleiben. Auf ihnen spielt sich das Langzeitverhalten eines dissipativen

Systems ab, nachdem die Transienten abgeklungen sind [25].

Im folgenden seienU und V zwei offene Mengen des Phasenraums. Eine MengeA ⊂ Rd

nennt manAttraktor1 mit der fundamentalen NachbarschaftU , wenn folgende Bedingungen

erfüllt sind:
1 Für diesen fundamentalen Begriff gibt es leider keine allgemein anerkannte Definition, in diesem Fall ist die

von D. Ruelle vorgeschlagene Version verwendet worden [37].
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2. Modellierung dynamischer Systeme

• A ist eine kompakte Menge

• A ist invariant bzgl. des Flusses

∀t ∈ R : ϕ(A, t) = A

• A ist eineanziehende Menge

∀V ⊃ A ∃t ∈ R : ϕ(U, t) ⊂ V

• Die MengeA läßt sich nicht in zwei nichtleere invariante Mengen zerlegen

DasBassin des AttraktorsA wird durch alle Punkte des Phasenraumes definiert, für dieA

eine anziehende Menge ist [37].

2.1.2. Rekonstruktion des Attraktors

Führt man an einem dynamischen System eine Messung durch, so mißt man normalerweise

eine einzige Systemgröße durch zeitdiskrete Abtastung (im Englischensampling) mit einer

konstanten Abtastzeit4T . Die erhaltene Liste der Meßwerte{st} t ∈ Z nennt man eine

Zeitreihedes Systems. Die Einbettungstheoreme von Takens [44] und von Sauer et al. [38]

zeigen eine Möglichkeit auf, den Attraktor eines Systems aus einer gemessenen Zeitreihe zu

rekonstruieren. Beide Theoreme sind Verallgemeinerungen des Whitneyschen Einbettungs-

satzes der Differentialtopologie, der besagt, daß sich jeded-dimensionale differenzierbare

Mannigfaltigkeit abgeschlossen in denR2d+1 einbetten läßt [10].

Sei ϕ der Fluß eines dynamischen Systems auf der MannigfaltigkeitM und τ ∈ R. Die

Messung einer Systemgröße soll durch eine stetig differenzierbare Funktionh : M → R
beschrieben werden:

st = h (ϕ(y, t4T ))

Die Idee bei der Einführung sog. Delay-Koordinaten (auch Zeitverzögerungskoordinaten

genannt) ist die Konstruktion eines Vektors aus jeweils umτ zeitverschobenen Werten der

Zeitreihe. In der Praxis muß dazu natürlichτ ein ganzzahliges VielfachesL der Abtastzeit
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2. Modellierung dynamischer Systeme

4T sein, prinzipiell kann die Abtastzeit jedoch beliebig klein gewählt werden, um eine gute

Feineinstellung der Delay–Zeit zu ermöglichen. DieD-dimensionale Delay–Koordinaten–

AbbildungZ(h, ϕ, τ) : M → RD mit der Delay–Zeitτ wird dann definiert durch

Z(h, ϕ, τ)(y) = (h(y), h(ϕ(y,−τ)), . . . , h(ϕ(y,−(D − 1)τ)))

x = (s0, s−L, . . . , s−(D−1)L)

Die Delay–Koordinaten–AbbildungZ wird nacheinander auf alle Abtastwertest angewandt,

wodurch man einen Satz von Zeitverzögerungsvektoren erhält:

xt = (st, st−L, . . . , st−(D−1)L) t ∈ Z

2000 2050 2100 2150

−5

0

5

Z

h

Delay−Koordinaten

Abbildung 2.1.:Schema der Delay-Einbettung

Die Verwendung der Systemvergangenheit zur Beschreibung des aktuellen Zustandes ge-

schieht in Anlehnung an dasWindowingder linearen Zeitreihenanalyse, wo sich dieses Ver-

fahren seit langem bewährt hat [11].

Sauer et al. [38] konnten die Ergebnisse von Takens verallgemeinern. Sie zeigten, daß auch

unter weniger starken Voraussetzungen als beim Einbettungstheorem von Takens die Delay-

Rekonstruktion des Attraktors diffeomorph zum Original-Attraktor im Phasenraum ist.
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2. Modellierung dynamischer Systeme

Für eine offene MengeU ⊂ M und eine kompakte (ϕ-invariante) MengeA ⊂ U mit der

KapazitätsdimensiondimK(A) = d, in derϕ(y, t) keine periodischen Orbits der Periodeτ

und2τ , nur endlich viele Fixpunkte und periodische Orbits der Periode3τ, 4τ, . . . , nτ besitzt

und ferner die Linearisierung des Flusses entlang der periodischen Orbits verschiedene Eigen-

werte hat, ist für fast jede stetig differenzierbare Funktionh : U → R die Delay-Koordinaten-

AbbildungZ(h, ϕ, τ) : U → RD eine eindeutig umkehrbare Abbildung und für jede kompakte

Teilmenge einer inA enthaltenen glatten Mannigfaltigkeit auch eine Einbettung, fallsD > 2d

gilt.

Die Möglichkeit, ein diffeomorphes Abbild der Dynamik im Phasenraum durch Messung ei-

ner (oder weniger) Systemgrößen zu erhalten, erlaubt insbesondere die Bestimmung wichti-

gerC1-Invarianten des Systems (z.B. Rényi–Dimensionen, Lyapunovexponenten, Entropien).

Darüberhinaus bietet dieses Verfahren auch die Möglichkeit der Visualisierung verschiedener

Attraktoren aus gemessenen Zeitreihen.

2.2. Modellierung nichtlinearer deterministischer
Systeme

Oftmals werden Systeme beobachtet, für die noch keine konsistente Theorie vorliegt, die Auf-

schluß über die inneren Zusammenhänge der beobachtbaren Größen liefern könnte, oder die

so komplex sind, daß sie keine Reduktion auf „Laborbedingungen“ erlauben (ökonomische

Daten oder medizinische Meßreihen, wie z.B. EKG).

Seit der erfolgreichen Einführung von nichtlinearen deterministischen Modellen (Farmer und

Sidorovich (1987) [18], Crutchfield und McNamara (1987) [15] und Casdagli (1989) [13])

vermutete man in vielen Systemen mit irregulärem Zeitverhalten „deterministisches Chaos“

auf niedrigdimensionalen Attraktoren, wobei sich die Hoffnung, einen strengen Determinis-

mus zu finden, oft als trügerisch erwies.

In vielen Fällen erhebt sich die Frage, ob eine gemessene Zeitreihe überhaupt von einem de-

terministischen System stammt, oder ob dem zugrundeliegenden Determinismus noch eine

stochastische Komponente überlagert ist (z.B. Meßfehler oder Rauschen). Verschiedene stati-

stische Verfahren wurden daher vorgeschlagen, um nichtlineare deterministische Systeme von

stochastischen Systemen zu trennen. Bei der von Theiler et al. vorgeschlagenen Methode der

8



2. Modellierung dynamischer Systeme

Surrogatdaten [46], die in das Programmpaket TSTOOL integriert wurde, formuliert man eine

Hypothese über den möglichen Ursprung des beobachteten Prozesses (z.B.: „Es handelt sich

um weißes Rauschen“) und generiert nun mehrere, im Hinblick auf die Hypothese gleichwer-

tige Datensätze, die sogenannten Surrogatdaten (in diesem Beispiel also Zeitreihen mit dem

Mittelwert und der Varianz der gemessenen Daten). Dann berechnet man für die verschie-

denen Datensätze einige charakteristische Größen, z.B. Lyapunovexponenten, Korrelations-

dimension, Vorhersagefehler eines lokal linearen Modells usw., und vergleicht die jeweiligen

Werte der Surrogatdaten mit denen der Originaldaten. Treten dabei signifikante Abweichun-

gen zwischen den Surrogatdaten und den Originaldaten auf, so kann man die Hypothese auf

einem vorgegebenen Signifikanzniveau verwerfen.

2.2.1. Lokale Modellierung im Rekonstruktionsraum

Von einemlokalen Modellspricht man, wenn nur Zustände in einem begrenzten Gebiet des

Rekonstruktionsraums zur Approximation des Flussesψ herangezogen werden. Die ersten

lokalen Modelle in Zusammenhang mit der nichtlinearen Zeitreihenanalyse wurden 1987 von

Farmer und Sidorovich [18] vorgeschlagen, bei dem Versuch die Zeitreihen niedrigdimen-

sionaler chaotischer Systeme (Rayleigh-Bénard-Konvektion und Taylor-Couette-Strömung)

vorherzusagen.

Voraussetzung für diese Art der Modellierung ist die Stetigkeit des Flusses, aus der folgt, daß

sich die Entwicklung eines Systemzustandes für einen kleinen Zeitraum nicht wesentlich von

der Entwicklung eng benachbarter Zustände im Phasenraum (und somit auch im Rekonstruk-

tionsraum) unterscheidet. Man versucht deshalb eine Abbildung zu finden, die den Fluß in der

Nachbarschaft eines Zustandesx approximiert2, um mit Hilfe dieser Abbildung die zukünfti-

gen Systemzuständẽxn+i, i = 1, 2, . . . vorauszusagen.

Man unterscheidet dabei zwischen derdirektenVorhersage, bei der, ausgehend von einem be-

kannten Systemzustandx, der Flußψ(x, i4T ) für i = 1, 2, . . . approximiert wird, und der

iterierten Ein–Schritt–Vorhersage, bei der lediglichψ(x,4T ) modelliert wird und die Prä-

diktion dann iterativ ausgeführt wird (siehe Abschnitt2.2.2). In beiden Fällen werden dazu

die k Nächsten–Nachbarn{xnnj}j=1,...,k des Zustandesx bezüglich einer geeigneten Metrik

bestimmt und deren (bekannte) Bilder{xnnj+i}j=1,...,k, die aus diesen unter Wirkung des Flus-
2 Diese Abbildung wird bei M. Casdagli„local predictor“ genannt, und die Approximation des Flusses setzt

sich dann aus diesen lokalen Funktionen zusammen [13].
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2. Modellierung dynamischer Systeme

sesψ(xnnj , i4T ) hervorgegangen sind, zur Berechnung der (unbekannten) Zeitentwicklung

von x herangezogen. Die Approximation des gesamten Flusses setzt sich somit jeweils aus

vielen einzelnen lokalen Approximationen zusammen. Dies macht es unmöglich, die Appro-

ximationen in einer „geschlossenen Form“ anzugeben.

In der Literatur wurden die Vor- und Nachteil beider Verfahren kontrovers diskutiert. Ein Pro-

blem der direkten Vorhersage ist, daß der zu approximierende Fluß mit zunehmender Schritt-

weite gerade bei chaotischen Systemen immer komplizierter wird. Auch muß für jede Schritt-

weite prinzipiell ein neues Modell konstruiert bzw. optimiert werden. Andererseits akkumu-

liert sich bei der iterativen Methode der Fehler der einzelnen Ein–Schritt–Vorhersagen, ohne

daß dies im Verfahren explizit berücksichtigt wird. Darüberhinaus muß bei der iterativen Vor-

hersage bei jedem Iterationsschritt ein neuer Satz Nächster–Nachbarn bestimmt werden, was

bei langen Zeitreihen und naiver Implementierung der Nachbarsuche zu einem hohen Rechen-

aufwand führt. In Verbindung mit dem im Kapitel3 vorgestellten Algorithmus zur effizienten

Nächsten–Nachbar Suche stellt die lokale Modellierung mit iterierter Ein–Schritt–Vorhersage

jedoch ein mächtiges Werkzeug zur Prädiktion von Zeitreihen nichtlinearer deterministischer

Systeme dar (vgl.[43] sowie [28]).

Dabei ist zu beobachten, daß bei Verwendung längerer Zeitreihen eine bessere Approximation

des Flusses erreicht wird, da sich bei Hinzunahme neuer Datenpunkte im Mittel die Abstände

der Punkte im Rekonstruktionsraum verringert, was einen kleineren Fehler in der Vorhersage

des nächsten Systemzustandes zur Folge hat [18]. Allerdings bedeutet dies jedoch umgekehrt,

daß lokale Modelle bei sehr kurzen Zeitreihen ihre Vorhersagefähigkeit einbüßen können3.

2.2.2. Iterierte Vorhersage

Die Problemstellung der Approximation des Flussesψ(x,4T ) im Rekonstruktionsraum läßt

sich auf das Problem der Approximation der skalaren Funktionf(x) : RD → R,x 7→ s̃

zurückführen:

ψ̃(xt,4T ) = x̃t+1 = (s̃t+1, st+1−L, . . . , st+1−(D−1)L)

= (f(xt), st+1−L, . . . , st+1−(D−1)L) (2.5)

⇒ s̃t+1 = f(xt) = f((st, st−L, . . . , st−(D−1)L)).

3Auch die Vorhersagefähigkeit globaler Modelle profitiert von langen Trainingszeitreihen.
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2. Modellierung dynamischer Systeme

Beginnt man mit der Vorhersage bei dem zeitlich neuesten RekonstruktionsvektorxN , kann

der prädizierte Zeitreihenwerts̃N+1 zur Fortsetzung der gemessenen Zeitreihe{s1, s2, . . . sN}
verwendet werden, was wiederum die Konstruktion desN + 1sten Rekonstruktionsvektors

x̃N+1 und somit eine iterative Vorhersage der Zeitreihe erlaubt.

Allerdings führt die schon beschriebene Akkumulation der Ein–Schritt–Vorhersagefehler nach

Überschreiten eines gewissen Prädiktionshorizontes dazu, daß schon der in den nächsten Itera-

tionsschritt eingehende prädizierte Zustand keine gültige Rekonstruktion des wahren System-

zustandes zu diesem Zeitpunkt mehr darstellt.

Der bei diesem Verfahren auftretende Prädiktionshorizont läßt sich jedoch nicht nur auf man-

gelnde Modellgenauigkeit oder gar Unzulänglichkeit des verwendeten Verfahrens zurückfüh-

ren, sondern auch auf das Vorhandensein eines oder mehrerer positiver Lyapunovexponenten,

die bei Zeitreihen chaotischer Systeme bereitsprinzipiell die Vorhersagefähigkeit begrenzen.

2.2.3. Funktionsapproximation mit lokal konstantem Modell

Zur Approximation der skalaren Funktionf(x) wird in dieser Arbeit durchgehend eine lokal

konstante Modellierung, basierend auf denk Nächsten–Nachbarnxnnj , j = 1, . . . , k eines Zu-

standesxt, verwendet. Bei derabsolutenMittelung wird dazu ein evtl. gewichteter Mittelwert

der Zeitentwicklung der Nachbarn gebildet:

s̃t+1 = f̃(xt) =
1∑k

j=1 wj

k∑
j=1

wj snnj+1 (2.6)

Ein Problem lokal konstanter Modelle, die mangelhafte Fähigkeit zur Extrapolation außerhalb

des von den Nachbarn eingeschlossenen Gebietes, kann durch Verwendung der sog.inte-

grierten Mittelung gemildert werden. Dazu wird nicht der absolute Wert des zukünftigen

Zeitreihenwertes̃st+1 vorhergesagt, sondern nur dessen Änderung (siehe Abbildung2.2) im

Vergleich zum aktuellen Wertst:

s̃t+1 = f̃(xt) = st +
1∑k

j=1 wj

k∑
j=1

wj (snnj+1 − snnj) (2.7)

Ein grundsätzliches Problem beider Ansätze ist die Diskontinuität der lokalen Modellierung

(vgl. McNames [28]). Kleine Änderung des Eingangszustands können dazu führen, daß
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2. Modellierung dynamischer Systeme

tx

x t+1
~

Abbildung 2.2.:Integrierte versus absolute Mittelung. Drei Trajektorien des Systems kommen
jeweils von rechts oben, wobei die Zeitentwicklung des Zustandesxt (blauer
ausgefüllter Kreis) vorausgesagt werden soll. Während bei absoluter Mitte-
lung der prädizierte Wert̃x (unteres blaues Quadrat) aus der Linearkombinati-
on der Zeitentwicklungen (grüne ausgefüllte Kreise) der Nächsten–Nachbarn
(schwarze ausgefüllte Kreise) gewonnenen wird und somit keine Extrapola-
tion erlaubt, kann die integrierte Mittelung die tatsächliche Zeitentwicklung
(gepunktete Linie) in diesem Beispiel deutlich besser vorhersagen.

sich die Reihenfolge der gefundenen Nachbarn ändert oder sogar andere Nachbarn gefunden

werden, wodurch sich ein durchaus unterschiedliches Modell ergeben kann. Daher erlau-

ben sowohl direkte als auch integrierte Mittelung die Benutzung distanzabhängiger Gewichte

wj = w(rj), j = 1, . . . , k zur Berechnung des Funktionswertesf̃ . Um der unterschiedlichen

Dichte der Nachbarn um einen Referenzpunktxt je nach dessen Position auf dem Attraktor

gerecht zu werden, geht nicht der absolute Abstanddj := d(xt,xnnj) desj-ten Nachbarn ein,

sondern nur der relative Abstandrj :=
dj

dk+1
in die Berechnung4 der Gewichtewj = w(rj) ein.

Obwohl prinzipiell eine fast unbegrenzte Anzahl möglicher Gewichtsfunktionenw(r) ver-

wendet werden kann, beschränken wir uns in dieser Arbeit auf Gewichtsfunktionen des Typs
4Daher werden bei der gewichteten Mittelung auch, wenn nominalk Nachbarn angegeben sind, tatsächlich

k + 1 Nachbarn zu jedem Anfragepunkt bestimmt, auch wenn derk + 1ste Nachbar nur zur Normierung
der Distanzen der anderen herangezogen wird. Die implizite Sortierung der Nachbarn in Reihenfolge zuneh-
mender Distanz zum Anfragepunkt und die Positivität der Distanz garantiert, daß sichrj für j = 1, . . . , k im
Intervall [0, 1] bewegt.
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2. Modellierung dynamischer Systeme

wn(r) = (1−rn)n, n = 0, 1, 2, 3, die sich durch Robustheit und einfache Berechenbarkeit aus-

zeichnen. Fürn = 0 ergibt sich eine konstante Gewichtung, für alle anderen Fälle fälltwn(r)

vonwn(0) = 1 stetig aufwn(1) = 0 ab, wobei jede Funktionn− 1 mal stetig differenzierbar

ist5 (siehe Abbildung2.3).
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1

w
(r

)

(a) Konstante Wichtung

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0
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(b) Linear abfallende Wichtung
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0
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(c) Biquadratische Wichtung

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

r

(d) Trikubische Wichtung

Abbildung 2.3.:Zur Glättung der zur Funktionsapproximation verwendeten lokalen Mittelung
wird eine Auswahl von distanzabhängigen Gewichtsfunktionen verwendet.
Um die Modellierung unabhängig von der absoluten Skala der verwendeten
Metrik zu machen, werden statt der absoluten Distanzen derk Nächsten–
Nachbarn die auf den Abstand desk + 1sten Nachbarn normierten relativen
Distanzenr benutzt.

2.3. Modellvalidierung

Nahezu alle nichtlinearen Modellierungsverfahren, seien sie lokal oder global, habe freie Pa-

rameter, die vor oder während der Konstruktion des Modelles gewählt werden müssen. Eines

der grundsätzlichen Probleme bei der Modellbildung ist daher die Validierung des konstruier-
5Die Fällen = 2 undn = 3 werden auch alsbiquadratischerespektivetrikubischeWichtung bezeichnet.
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2. Modellierung dynamischer Systeme

ten Modells bzw. dessen Parameter. Idealerweise werden diese freien Parameter so bestimmt,

daß sie ein bestimmtes Maß für die Genauigkeit des Modells maximieren. Doch selbst ange-

sichts der ständig ansteigenden verfügbaren Rechenleistung ist eine globale Optimierung aller

Modellparameter so gut wie nie möglich. Das Mittel der Wahl, die nichtlineare Optimierung,

kann zwar oft dazu benutzt werden, einen Teil der Parameter zu bestimmen, aber auch in Fäl-

len, in denen das verwendete Fehlermaß konvex in einigen der Modellparametern ist, tut sich

immer noch das Problem lokaler (Neben–)Maxima auf.

Trotzdem gibt es oft Methoden, die es erlauben, günstige Werte oder zumindest Werteberei-

che6 für einen Teil der Parameter anzugeben. Bei einer pragmatischen Vorgehensweise wird

daher oft versucht, durch Hinzuziehen aller verfügbaren Information über das System eine

Vorauswahl von möglichen Parametereinstellungen zu gewinnen und für diese dann die Ge-

nauigkeit des Modells zu ermitteln. Limitiert wird ein solcher Ansatz natürlich von der zur

Verfügung stehenden Rechenleistung und Geduld des Experimentators.

2.3.1. Cross–Validation

Ein Modell sollte allerdings nicht nur die Daten, anhand derer man das Modell konstruiert

bzw. trainiert hat, möglichst gut beschreiben7, sondern auch Datensätze gleichen Ursprungs,

die aber zum Zeitpunkt der Konstruktion des Modells noch nicht bekannt waren oder vorlagen,

vorhersagen können, also die Fähigkeit zur Generalisierung besitzen. In der Praxis sind dies

oft zwei gegenläufige Forderungen an das Modell, so daß ein genaues Abwägen seitens des

Experimentators erforderlich ist.

Eine Methode, sowohl Genauigkeit als auch Generalisierungsvermögen eines Modells zu te-

sten, wenn nur ein Datensatz des zu modellierenden Systems vorliegt, ist die sog.Cross–

Validation8. Bei diesem Verfahren wird der Datensatz in zwei Teile aufgeteilt:

1. Einen Trainingsdatensatz, auf dessen Grundlage das Modell erstellt bzw. trainiert wird.
6So lassen sich z.B. hinreichend gute Werte für die Einbettungsdimension bei der Methode der Zeitverzö-

gerungskoordinaten mittels Verfahren wieFalse–Nearest–Neighbors[12] oder dem Grassberger–Procaccia
Algorithmus zur Dimensionsschätzung (vgl Abschnitt4.2.2) bestimmen.

7Dies wäre im Extremfall gleichbedeutend mit einerKodierungder Eingangsdaten, was zwar eine perfekte Re-
konstruktion dieser zuließe, aber einem solchem Modell jegliches Generalisierungsvermögen nehmen würde.

8In der Statistik werden derartige Verfahren alsBootstrap-Methodenbezeichnet [24].
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2. Einen Testdatensatz, an welchem man den Vorhersagefehler unter Verwendung ver-

schiedener Parametereinstellungen bestimmt bzw. minimiert.

Die (zufällige) Einteilung des gesamten Datensatzes in zwei Teile wird normalerweise wieder-

holt ausgeführt und der Fehler gemittelt, um aussagekräftige Ergebnisse zu erhalten. Obwohl

prinzipiell ein beliebiges Fehlermaß verwendet werden kann, finden hauptsächlich mittler-

er quadratischer Fehler oder absoluter Fehler Verwendung. Wesentlich bei der Methode der

Cross–Validation ist, keinerlei Information über den Testdatensatz in die Modellbildung ein-

gehen zu lassen, um zu verhindern, daß auch dieser in das Modell kodiert wird und somit das

Ziel der Bestimmung des Generalisierungsvermögens unterminiert.

2.3.2. Leave–One–Out Cross–Validation für lokale Modelle

Eine „extreme“ Variante der Cross–Validation ist die sog. Leave–One–Out Cross–Validation.

Dabei wird ein Datensatz der GrößeN wiederholt in einen Trainingsdatensatz der Größe

N − 1 und einen Testdatensatz der Größe1 aufgeteilt und der Fehler (one–step ahead cross–

validation error, kurz OSCV) bei der Vorhersage des ausgelassenen Punktes bzw. dessen

Nachfolgers mittels des aus dem Trainingsdatensatz konstruierten Modelles bestimmt.

Während die Leave–One–Out Cross–Validation bei umfangreichen Datensätzen für globale

Modelle zu enorm hohem Rechenaufwand führen kann, bietet sie sich für Validierung lokaler

Modelle an, wo sie einfach durch Vernächlässigen des auszulassenden Punktes bei derk–

Nächsten–Nachbarsuche realisiert wird. Diese Tatsache läßt diese Art der Modellvalidierung

auch für die im Kapitel5 vorgestellte Anwendung besonders geeignet erscheinen.

Der OSCV bei Verwendung des mittleren quadratischen Fehlers ergibt sich zu:

MSE1 =
1

|Tref|
∑
t∈Tref

(
st+1 − f̃ t

t (x
t)

)2

, (2.8)

wobei f̃ t2
t1 (xt) die gemäß Gleichung2.6 bzw. Gleichung2.7 konstruierte Ein–Schritt–

Vohersagefunktion ist, bei der alle Rekonstruktionsvektoren mit Zeitindex vont1 bis t2 (je-

weils einschließlich) von der Nachbarsuche ausgeschlossen sind.Tref bezeichnet eine hinrei-

chend große, zufällig gewählte Stichprobe möglicher Zeitindizes, an denen die Vorhersage

validiert wird9.
9Dies entspricht der typischen Vorgehensweise in der Praxis, wo die Cross–Validierung bei umfangreichen Da-
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Wird der OSCV nach Gleichung2.8 für sehr fein abgetastete Zeitreihen berechnet10, tritt das

Problem auf, daß zeitlich eng benachtbarte Zustände (. . . ,xt−2,xt−1,xt+1,xt+2, . . . ) des aus-

gelassenen Zustandesxt u.U. dichter anxt liegen als Zustände, die nicht auf dem gleichen

Trajektoriensegment liegen (siehe Abbildung2.2, nicht ausgefüllter Kreis rechts oberhalb des

Zustandesxt). Da diese zeitlich eng benachtbarten Zustände wenig zur Vorhersage beitragen,

bietet es sich an, statt nur den aktuellen Zustandxt von der Nachbarsuche auszuschließen, ein

ganzes Trajektoriensegment (xt−c, . . . ,xt, . . . ,xt+c) bei der Suche zu ignorieren:

MSEc
1 =

1

|Tref|
∑
t∈Tref

(
st+1 − f̃ t+c

t−c (x
t)

)2

. (2.9)

Ein Vorteil der Verwendung des OSCV zur Validierung ist dessen vergleichsweise kleiner

Rechenaufwand. So muß für jeden Zeitindex nur eine (rechenintensive) Suche derk + 1

Nächsten–Nachbarn ausgeführt werden, dieses Ergebnis läßt sich dann sowohl für Modelle

mit kleinerer Anzahl Nachbarn als auch für alle beschriebenen Varianten der Funktionsappro-

ximation verwenden.

2.3.3. Erweiterungen der Leave–One–Out Cross–Validation

Ein Nachteil bei der Verwendung des OSCV ist die fehlende Berücksichtigung der Empfind-

lichkeit des Modells im Bezug auf die akkumulierten Fehler im Eingangsvektor bei iterierter

Prädiktion. Ein Parametersatz, der den OSCV optimiert, muß nicht zwangsläufig auch optimal

bei der iterierten Vorhersage der Längep sein, was jedoch das Ziel der Validierung ist. Dies

läßt die Verwendung desmulti–step ahead cross–validation error(MSCV), der den mittleren

Fehler bei der iterierten Vorhersage überp Schritte erfaßt, als besser geeignet erscheinen. Bei

Verwendung der mittleren quadratischen Abweichung als Fehlermaß ergibt sich der MSCV

zu:

MSEc
1,p =

1

p|Tref|
∑
t∈Tref

((
st+1 − f̃ t+c

t−c (x
t)

)2

+

p−1∑
i=1

(
st+i+1 − f̃ t+i+c

t+i−c (x̃
t+i)

)2
)

, (2.10)

tensätzen meistens nicht für alle möglichen Zeitindizes ausgeführt wird, um Rechenzeit zu sparen. Prinzipiell
kann diese Auswahl natürlich alle Zeitindizes umfassen.

10 Die Verwendung fein abgetasteter Zeitreihen bzw. die artifizielle Interpolation gemessener Zeitreihen auf ein
Mehrfaches der Nyquist–Frequenz wird u.A. von McNames empfohlen, um die Vorhersagegenauigkeit zu
steigern [28].
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wobei die iterierte Prädiktion nach Einsetzen eines anfänglich bekannten Rekonstruktionsvek-

torsxt nur noch auf den vorhergesagten Zuständenx̃t+i weiterläuft.

Leider ist die numerische Berechnung des MSCV deutlich aufwendiger als die Berechnung

des OSCV, da hier die Nachbarsuche für jede Modellvariante (in Anzahl der Nachbarn und

Methode der Funktionsapproximation) erneut ausgeführt werden muß. Zwar sind Nachbarn

des aus der Trainingszeitreihe gewonnenen Zustandesxt für alle Varianten gleich, doch wer-

den nach dem ersten Prädiktionsschritt dann Nachbarn der rekonstruierten Zuständex̃t+i ge-

sucht, die sich i.A. von Variante zu Variante unterscheiden werden.

Die Anzahl der Iterationsschrittep darf nicht zu hoch gewählt werden, da bei Überschreiten

des systembedingten Prädiktionshorizontes kein aussagekräftiges Minimum in der Fehlerland-

schaft des MSCV aufzufinden ist.

2.4. Beispiele lokaler Modellierung zur Vorhersage
skalarer Zeitreihen niedrigdimensionaler
dynamischer Systeme

Die bereits diskutierten Methoden zur Cross–Validierung wurden auf vier Zeitreihen verschie-

dener in der Literatur beschriebener chaotischer Systeme angewandt. Mit den daraus gewon-

nenen optimalen Parametersätzen wurde anschließend eine iterierte Vorhersage der Zeitent-

wicklung des Systems über das Ende der Trainingszeitreihe hinaus vorgenommen (siehe Ab-

bildungen2.4). In den folgenden Abschnitten wird die genaue Vorgehensweise beschrieben:

2.4.1. Untersuchte Systeme

Zeitreihen zu je 10000 Abtastwerten wurden durch numerische Integration der folgenden Sy-

steme gewöhnlicher Differentialgleichungssysteme (DGLS) generiert:

(a) Baier–Sahle DGLS:

Dabei handelt es sich um eine hyperchaotische Verallgemeinerung des Rössler–

17



2. Modellierung dynamischer Systeme

Systems, die von Baier und Sahle eingeführt wurde [7]:

ẋ1 = −x2 + ax1

ẋi = xi−1 − xi+1 i = 2, . . . , M − 1

ẋM = ε + bxM(xM−1 − d)

mit den Parameterna = 0.28, b = 4, d = 2, ε = 0.1. Zwei Datensätze mitM = 3

sowie mit M = 5 wurden erzeugt11. Die Systeme wurden jeweils vonT = 0 bis

T = 4000 integriert, wobei ihr Zustand alle4T = 0.2 abgetastet wurde. Die ersten

10000 Sample wurden als transient verworfen. Die folgenden 10000 Werte der ersten

Variablex1 wurden dann als skalare Zeitreihe aufgefaßt. Die Informationsdimension der

Systeme wurde mit der in Abschnitt4.2.3vorgestellten Methode für den FallM = 3 zu

D1 = 2.01, für den FallM = 5 zuD1 = 4.26. ermittelt.

(b) Chua Oszillator:

ẋ1 = α(x2 − h(x1))

ẋ2 = x1 − x2 + x3

ẋ3 = −βx2

h(y) = ym2 + 0.5(m2 −m1)(|y + c0| − |y − c0|)

mit den Parameternα = 9, β = 14.286, m1 = −1
7
, m2 = 2

7
sowiec0 = 1. Das System

wurde vonT = 0 bis T = 2000 integriert, wobei der Zustand alle4T = 0.1 abge-

tastet wurde. Die ersten 10000 Sample wurden als transient verworfen. Die folgenden

10000 Werte der ersten Variablex1 wurden dann als skalare Zeitreihe aufgefaßt. Als

Informationsdimension ergab sich ein Wert vonD1 = 2.30.

(c) Lorenz DGLS:

ẋ1 = σ(x1 − x2)

ẋ2 = rx1 − x2 − x1x3

ẋ3 = x1x2 − bx3

11Anm.: Die SystemdimensionM darf nur ungeradzahlige Werte annehmen. Da das System erst fürM > 3
hyperchaotisch wird, ist 5 die kleinste Systemdimension, ab der von einem hyperchaotischen System gespro-
chen werden kann.
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2. Modellierung dynamischer Systeme

mit den Parameternσ = −10, b = 8
3

sowier = 28. Das System wurde vonT = 0 bis

T = 600 integriert, wobei der Zustand alle4T = 0.03 abgetastet wurde. Die ersten

10000 Sample wurden als transient verworfen. Die folgenden 10000 Werte der ersten

Variablex1 wurden dann als skalare Zeitreihe aufgefaßt. Als Informationsdimension

ergab sich ein Wert vonD1 = 2.15.

(d) Rössler DGLS:

ẋ1 = −x2 − x3

ẋ2 = x1 + ax2

ẋ3 = b + x3(x1 − c)

mit den Parameterna = 0.45, b = 2 sowiec = 4. Das System wurde vonT = 0 bis

T = 4000 integriert, wobei der Zustand alle4T = 0.2 abgetastet wurde. Die ersten

10000 Sample wurden als transient verworfen. Die folgenden 10000 Werte der ersten

Variablex1 wurden dann als skalare Zeitreihe aufgefaßt. Als Informationsdimension

ergab sich ein Wert vonD1 = 1.97.

2.4.2. Verwendete Metrik

Zur Berechnung der Distanzen im Rekonstruktionsraum wurde eine exponentiell gewichtete

euklidische Metrik verwendet [28]:

dλ(x,y) =

√√√√
D∑

i=1

λi−1(xi − yi)2

bzw. im Fall der Time–Delay–Vektoren

dλ(x
t1 ,xt2) =

√√√√
D−1∑
i=0

λi(st1−iL − st2−iL)2.

Die für 0 < λ ≤ 1 exponentiell abfallende Gewichtung betont die aktuellen Zeitreihenwer-

te stärker als die weiter in der Vergangenheit liegenden, um deren abklingendem Einfluß auf

den aktuellen Zustand Rechnung zu tragen. Die exponentiell gewichtete euklidische Metrik

schließt für den Fallλ = 1 die gewöhnliche euklidische Metrik ein, kann somit die Modellge-

nauigkeit höchstens verbessern.
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2. Modellierung dynamischer Systeme

2.4.3. Verwendetes Fehlermaß

Zur besseren Vergleichbarkeit der Ergebnisse wurde als Maß des Fehlers der iterierten Vor-

hersage eine mit der mittleren quadratischen Abweichung der Zeitreihe normierte Version des

bereits vorgestellten MSEc1,p (vgl. Gleichung2.10) verwendet:

NMSEc
1,p =

N

p|Tref|
∑N

t=1 (st − s̄)2

∑
t∈Tref

((
st+1 − f̃ t+c

t−c (x
t)

)2

+

p−1∑
i=1

(
st+i+1 − f̃ t+i+c

t+i−c (x̃
t+i)

)2
)

. (2.11)

2.4.4. Parametervorgaben

Zur Wahl des Parametersc, der den Ausschluß zeitlich benachtbarter Zustände des vorherzu-

sagenden Punktes steuert, wird hier diemittlere Wiederkehrzeitdes Systems verwendet. Dazu

wird die Entwicklung des Abstandesdi = d(xr,xr + i), i = 0, 1, . . . zwischen zufällig ge-

wählten Referenzpunktenxr und deren zeitlichen Nachfolgern mit wachsendemi betrachtet.

Anfangs wirddi zunehmen. Der erste Zeitpunktiu, zu demdiu < diu−1 gilt, wird als halbe

Wiederkehrzeit gewertet.

Statt nun RekonstruktionsdimensionD und DelayL unabhängig voneinander als freie Para-

meter aufzufassen, wurdeL konstant zu 1 gewählt. In diesem Fall unterscheiden sich zwei

zeitlich aufeinanderfolgende Zeitverzögerungsvektorenxt undxt+1 lediglich durch einen neu

hinzugekommenen Zeitreihenwertst+1 (sowie die Stellung der anderen Elemente)

xt = (st, st−1, . . . , st−(D−1))

xt+1 = (s t+1, st, st−1, . . . , st−(D−2)),

wodurch Gleichung2.5besonders einfach wird:

ψ̃(xt,4T ) = x̃t+1 = (s̃t+1, st, st−1, . . . , st−(D−2))

= (f(xt), st, st−1, . . . , st−(D−2))

s̃t+1 = f(xt) = f((st, st−1, . . . , st−(D−1))).

Die vergleichsweise hohen Dimensionen des Rekonstruktionsraums, in dem die Nachbarsu-

che stattfindet, erhöht die Laufzeit der Validierung nur unwesentlich, da die Effizienz des

20
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System p D k λ n Modus NMSEc
1,p

NMSEmax
NMSEmin

Baier–Sahle,M = 3 80 12 6 1.0 1 Int. 0.007919 49.9
Baier–Sahle,M = 5 40 40 8 1.0 1 Int. 0.050045 27.9
Chua 50 30 5 1.0 3 Int. 0.053058 14.6
Lorenz 50 40 1 0.5 0 Int. 0.084055 5.2
Rössler 80 40 1 0.7 0 Abs. 0.005964 20.7

Tabelle 2.1.:Ergebnisse der Crossvalidierung. Jede Zeile der Tabelle zeigt den Parameter-
satz für das jeweilige System, der das verwendete Fehlermaß (vorletzte Spalte)
minimiert. Die letzte Spalte zeigt das Verhältnis des Fehlers des schlechtesten
Parametersatzes (der hier nicht angegeben ist) zum optimalen.

hier verwendeten ATRIA Algorithmus wesentlich empfindlicher von der in diesen Fällen ver-

gleichsweise niedrigen fraktalen Dimensionen des Datensatzes als von der „formalen“ Rekon-

struktionsdimensionD abhängt (siehe Abschnitt4.3).

Bei der Validierung wurde der NMSEc1,p (siehe Tabelle2.1) für alle Kombinationen aus fol-

genden Parametervorgaben bzw. Approximationsmethoden ermittelt:

• RekonstruktionsdimensionD ∈ {4, 8, 12, 16, 20, 25, 30, 40}

• Exponent der gewichteten Metrikλ ∈ {0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.0}

• Anzahl verwendeter Nachbarnk ∈ {1, . . . , 8}

• Konstante, linear abfallende, biquadratische oder trikubische Wichtungwn, n ∈ {1, . . . , 8}

• Absolute oder intergrierte Mittelung

Insgesamt wurde dabei jede Zeitreihe 1000 mal zufällig in Test- und Trainingsdatensatz auf-

geteilt.

2.4.5. Vorhersagen

Abbildung2.4zeigt die Ergebnisse der freilaufenden, iterierten Vorhersage für die generierten

Zeitreihen. Für die Modellierung jeder Zeitreihe wurde der bei der Crossvalidierung ermittelte

optimale Parametersatz verwendet. Zur Beurteilung der Güte der Vorhersage wurde jeweils

der weitere Verlauf der Originalzeitreihe als gestrichelte Linie mit dargestellt, dieser ist weder
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2. Modellierung dynamischer Systeme

in die Crossvalidierung noch in den Trainingsdatensatz der Prädiktion eingegangen. Die Län-

ge der Vorhersage beträgt jeweils das Vierfache der Anzahlp der zur Bestimmung des Fehlers

NMSEc
1,p verwendeten Iterationen (siehe Tabelle2.1).

Der Vergleich der Güte der Modellierung anhand der dargestellten Vorhersagen gestaltet sich

als schwierig. Zwar läßt sich ein gewisser Zusammenhang zwischen der Länge des über-

einstimmenden Verlaufes von Vorhersage und Original und dem Fehler der Crossvalidierung

ausmachen, doch erlaubt dieser keine definitive Aussage über den zu erwartenden Prädikti-

onshorizont im Einzelfall, da dieser selbst bei Zeitreihen des gleichen Systems nicht invariant

bezüglich des Startzeitpunktes der Vorhersage ist. So scheint die besonders gute Vorhersa-

ge des Rössler Systems, die erst am Rande des in Abbildung2.4(e)wiedergebenen Bereiches

von dem tatsächlichen Verlauf der Originalzeitreihe abzuweichen beginnt, zu einem besonders

günstigen Startzeitpunkt begonnen zu haben.

2.5. Zusammenfassung

Die vorgestellte Methode der Zeitverzögerungsrekonstruktion zusammen mit der Verwendung

lokaler Modellierung zur Funktionsapproximation stellt ein mächtiges Werkzeug zur iterierten

Vorhersage von Zeitreihen deterministischer nichtlinearer Systeme dar. Zugleich erlaubt die

lokale Funktionsapproximation unter Verwendung benachbarter Zustände die effiziente Vali-

dierung der gewonnenen Modelle mit der Technik der Cross–Validation, bei der ein einziger

Datensatz wiederholt in Test- und Trainingsdatensatz eingeteilt wird. Eine Erweiterung für

den Fall der iterierten Prädiktion stellt der MSCV (multi–step ahead cross–validation error)

dar, der zur Ermittlung der optimalen Modellparameter für die untersuchten Zeitreihen be-

nutzt wird. Die damit erzeugten Vorhersagen können zwar die Zeitentwicklung auf kurzen

Zeitskalen reproduzieren, doch stoßen auch diese Verfahren an die prinzipiellen Grenzen der

Vorhersagbarkeit chaotischer Systeme.

Bislang wurde noch nicht darauf eingegangen, wie die Nächste–Nachbar–Suche, die als Kern-

komponente der lokalen Modellierungsverfahren gerade im Hinblick auf deren numerische

Praktikabilität von Bedeutung ist, effizient ausgeführt werden kann. Dies geschieht im folgen-

den Kapitel.
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Abbildung 2.4.:Freilaufende Vorhersagen basierend auf den Ergebnissen der Crossvalidie-
rung für Zeitreihen verschiedener niedrigdimensionaler dynamischer Syste-
me. Von jedem System wurden je 10000 Zeitreihenwerte als Trainingsda-
tensatz verwendet. Die gestrichelte Linie gibt den Verlauf der ursprüngli-
chen Zeitreihe an. Die durchgezogene Linie gibt den Verlauf der ab Sample
10001 freilaufenden, iterierten Vorhersage basierend auf dem Trainingsdaten-
satz und den während der Crossvalidierung gefundenen optimalen Parameter-
einstellungen an. Zur besseren Visualisierung wurde ein Teil der Trainings-
zeitreihe mit dargestellt. Der Beginn der freilaufenden Prädiktion ist jeweils
mit einer gestrichelten vertikalen Linie gekennzeichnet. Die verwendeten Pa-
rametereinstellungen sind in Tabelle2.1aufgeführt.
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3. Effiziente Nächste-Nachbar Suche

Der im diesem Kapitel vorgestellte Algorithmus zur Nächsten–Nachbar Suche ist ein Kern-

teil der vorgelegten Arbeit. Um diesen herum gruppieren sich die in den anderen Kapiteln

dargestellten Anwendungen. Eine Beispielimplementation in C++ ist im AnhangA.4.1 zu

finden.

3.1. Einführung

3.1.1. Begriffsbildungen

3.1.1.1. Metrischer Raum

Definition 1 des metrischen Raums

Eine MengeY von Elementenx, y, ... heißt metrischer Raum, wenn jedem Elementenpaar

x, y ∈ Y eine reelle Zahld(x, y) mit folgenden Eigenschaften zugeordnet ist:

(1) d(x, y) ≥ 0, wobeid(x, y) = 0 genau dann, wennx = y

(2) d(x, y) = d(y, x)

(3) Für drei beliebige Elementex, y, z ∈ M gilt die Dreiecksungleichungd(x, z) ≤
d(x, y) + d(y, z)

Man nenntd(x, y) denAbstandzwischenx undy. Die Elemente vonY heißen auch Punkte.

Die Punkte eines metrischen Raumes müssen nicht notwendigerweise aus einem Vektorraum

stammen. Hier sind, speziell im Bereich der Informatik, auch Datenstrukturen oder Daten-
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bankeinträge denkbar. Entsprechend weit gefaßt ist auch der Begriff der Metrik oder Ab-

standsfunktion, der über die häufig verwendete euklidische Metrik oder die Maximumsmetrik

hinausgeht, auch wenn in dieser Arbeit letztendlich meistens auf diese zurückgegriffen wird.

Trotzdem muß betont werden, daß der hier vorgestellte Algorithmus zur Nachbarsuche so-

wohl theoretisch als auch in der Realisierung als Programmcode mit jeder Metrik, die den

oben genannten Bedingungen genügt, einsetzbar ist.

3.1.1.2. Nächste–Nachbarn

Definition 2 Definition derk–Nächsten–Nachbarn:

SeiY ein metrischer Raum mit Abstandsfunktiond(x, y). X sei eine endliche Teilmenge von

Y mit Mächtigkeit|X| = N (endlicher Datensatz). Weiter seiq ein Punkt ausY, der nicht

notwendigerweise auch Element vonX sein muß (Anfragepunkt). Die Punkten0
i ∈ X i =

1, . . . , k nennt man diek–Nächsten–Nachbarn zum Anfragepunktq falls gilt:

0 ≤ d(n0
i , q) ≤ d(n0

i+1, q) i = 1, . . . , k − 1 (3.1)

d(n0
k, q) ≤ d(x, q) ∀x ∈ X\{n0

1, . . . , n
0
k} (3.2)

Die k–Nächsten–Nachbarn sind eindeutig bis auf Permutationen innerhalb von Gruppen von

Nachbarn mit gleicher Distanz zum Anfragepunkt. Speziell kann die Menge derk–Nächsten–

Nachbarn nicht eindeutig sein, falls es mehrere Punktex ∈ X gibt, deren Abstand zuq gleich

d(n0
k, q) ist. Falls erforderlich, läßt sich die Eindeutigkeit wieder herstellen, indem man die

Punkte inX durchnummeriert (indiziert) und fordert, bei Gruppen von Nachbarn gleicher

Distanz diese in Reihenfolge aufsteigender Indizes anzuordnen.

3.1.1.3. Approximative Nächste–Nachbarn

Die zur Bezeichnung der Nächsten–Nachbarn verwendete Notationn0
i mit hochgestellter 0

soll auf die anschließend eingeführte Unterscheidung zwischenexaktenund approximativen

Nächsten–Nachbarn vorbereiten [5]. Der in Definition 2 vorgestellte klassische Nachbar–

Begriff entspricht dabei den exakten Nächsten–Nachbarn.
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Definition 3 Definition derε–approximativenk–Nächsten–Nachbarn:

Ausgehend von den in Def.2 beschriebenenk–Nächsten–Nachbarn, nennt man jeden Punktnε
i

einer in Reihenfolge zunehmender Distanz zum Anfragepunktq sortierten TeilmengeA ⊂ X,

A = {nε
i ∈ X i = 1, . . . , k} ε-approximativen Nachbar, wenn gilt:

d(nε
i , q) ≤ (1 + ε) d(n0

i , q) i = 1, . . . , k (3.3)

Damit erfüllen die exaktenk–Nächsten–Nachbarn für jedesε ≥ 0 die Definition der

ε–approximativenk–Nächsten–Nachbarn. Generell darf ein Algorithmus bei derε–

approximativen Suche jedoch Punkte des Datensatzes als Ergebnis zurückliefern, die eine bis

zu (1 + ε)mal größere Distanz zuq aufweisen als der jeweils entsprechende exakte Nächste–

Nachbar1. Damit schwächen approximative Nächste–Nachbarn die Forderungen des exakten

Problems in einer Weise ab, die bei nur minimaler Erweiterung des Algorithmus eine deutliche

Verringerung des Rechenaufwandes zuläßt (siehe3.4.4.2).

3.2. ATRIA - Ein auf der Dreiecksungleichung
basierender Algorithmus

Der ATRIA (AdvancedTr iangleInequalityAlgorithm) arbeitet in zwei getrennten Phasen:

Vorverarbeitungsphase Während dieser Phase wird eine Datenstruktur angelegt, die das

Lokalisieren von benachbarten Punkten beschleunigt. Dabei wird der Datensatz in einer

Art divide and conquerVerfahren rekursiv in sog.Cluster zerlegt, die jeweils einen

Teil der Punkte des Datensatzes repräsentieren. Die Cluster bilden eine hierarchische

Folge von Überdeckungen des Datenraumes (siehe Abbildung3.1) und werden daher zu

einem (Such)Baum angeordnet. Diese Phase des Algorithmus hat eine durchschnittliche

Zeit–Komplexität vonO(N log N) und einen Speicherbedarf vonO(N).

Suchphase Während der Suchphase werden die in der Vorverarbeitungsphase angelegten

Datenstrukturen benutzt, um eine beliebige Anzahl von Suchanfragen (requestsoder
1Daher wird im folgenden auch von einem relativen Fehler der zurückgelieferten Distanzen bis zuε gesprochen.

Dies darf nicht so verstanden werden, daß tatsächlich ein Fehler bei der Berechnung des numerischen Wertes
der Distanz gemacht wird. Vielmehr liefert der Algorithmus bei der Suche nach approximativen Nachbarn
einen Satz an Punkten zurück, die nicht notwendigerweise identisch zu den tatsächlichen Nächsten–Nachbarn
sind.
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queries) zu beantworten. Da die Komplexität einer einzelnen SuchanfrageO(log N)

beträgt, amortisiert sich der Aufwand der Vorverarbeitung erst nachO(N) Suchanfra-

gen.

Die in der Vorverarbeitungsphase angelegten Datenstrukturen sind unabhängig von der Art der

Anfragen (exakte Nächste–Nachbarn, approximative Nächste–Nachbarn oder Bereichssuche),

die während der Suchphase gestellt werden, und müssen daher nur einmal für einen Datensatz

ausgeführt werden. Lediglich bei Änderung der zur Distanzberechnung verwendeten Metrik

oder Einfügen bzw. Entfernen von Punkten in bzw. aus dem Datensatz muß eine erneute

Vorverarbeitung erfolgen.

3.3. Vorverarbeitung

3.3.1. Hierarchische Überdeckung

Die im ATRIA verwendete Datenstruktur des Clusters dient der geometrischen Charakterisie-

rung einer Teilmenge der Punkte des Datensatzes. Dazu beinhaltet ein Cluster neben einer

Liste der zu ihm gehörenden Punkte auch noch Informationen über deren Anordnung in Be-

zug zu einem ausgezeichneten Punkt des Clusters, dem sog.charakteristischen Punkt. Dieser

wird sowohl bei der Division eines Clusters in dessen Abkömmlinge als auch bei der Bear-

beitung einer Suchanfrage benutzt. Obwohl im folgenden bei der Beschreibung eines Cluster

von charakteristischem Punktc und RadiusR gesprochen wird, darf man sich die Punkte eines

Clusters weder unbedingt besonders dicht noch kugelförmig umc herum gruppiert vorstellen,

vielmehr bestimmen Metrik und Zuordungsstrategie (siehe3.3.2) die tatsächliche Geometrie

der Punkte des Clusters.

Ausgehend vomRootcluster, der alle Punkte des Datensatzes umfaßt, wird ein binärer Baum

aufgebaut, dessen Knoten Cluster sind. Folgende Eigenschaften kennzeichnen die hierarchi-

sche Zerlegung des Datenraumes in Cluster:

• Die Cluster einer Ebene des Baumes enthalten zusammen alle Punkte des Datensatzes2.
2Es wurden auch Varianten des Algorithmus implementiert, in der die charakteristischen Punkte nicht weiter in

die Rekursion eingingen. Dies hat den Vorteil, daß ein Punkt des Datensatzes höchstens einmal als charakte-
ristischer Punkt verwendet werden kann und somit keine redundanten Distanzberechnungen stattfinden. Die
empirischen Laufzeiten beider Varianten unterscheiden sich allerdings nur unwesentlich.
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• Die Cluster einer Ebene des Baumes sind paarweise disjunkt.

• Die Abkömmlinge eines Clusters enthalten zusammen alle Punkte ihres Elternclusters.

3.3.2. Zuordungsstrategie

Im diesem Abschnitt wird die rekursive Einteilung des Datensatzes als Pseudo–

Programmablauf dargestellt:

• Wähle zwei Punkte des aktuellen Clusters aus. Diese Punkte werden jeweils zum cha-

rakteristischen Punkt des linken und des rechten Abkömmlings des aktuellen Clusters.

Obwohl verschiedene Auswahlstrategien denkbar sind, wird im ATRIA–Algorithmus

eine vergleichsweise einfache verwendet:

– Falls es sich beim aktuellen Cluster um den Rootcluster handelt, wähle zuerst einen

beliebigen Punkta aus. Ansonsten setzea gleich dem charakteristischen Punkt des

aktuellen Clusters.

– Bestimme denjenigen Punktcr des aktuellen Clusters, der die größtmögliche Ent-

fernung zua hat. Dieser wird der charakteristische Punkt des ersten (rechten3)

Abkömmlings.

– Der charakteristische Punktcl des zweiten (linken) Abkömmlings wird nun derje-

nige Punkt, der den größten Abstand zucr aufweist.

• Ordne jeden Punkt des aktuellen Clusters einem der beiden Abkömmlinge zu. Als Kri-

terium wird die Distanz zu den beiden charakteristischen Punkten verwendet: Die Zu-

weisung erfolgt jeweils zu dem Cluster mit dem näheren charakteristischen Punkt.

• Berechne und speichere die maximale DistanzR vom charakteristischen Punkt zu den

zugeordeneten Punkten für jeden Abkömmling.
3Der Einfachheit halber werden hier zur Unterscheidung der beiden Abkömmlinge eines Knotens des Bau-

mes die Begriffelinks und rechtsverwendet, ohne daß diese einen direkten Bezug zur Lage der durch sie
repräsentierten Punkte hätten.
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• Die beschriebenen Schritte werden rekursiv auf die entstandenen Abkömmlinge ange-

wandt, sofern diese noch mehr alsL Punkte enthalten (L ≈ 30, ..., 200)4. Ansonsten

wird der Abkömmling ein endständiger Cluster5 des Baumes. Für einen endständigen

Knoten werden die Distanzen vom charakteristischen Punkt zu allen Punkten des Clu-

sters berechnet und gespeichert.

3.3.3. Implementation der Datenstrukturen und Verwaltung der
Punkte

3.3.3.1. Verwaltung der Punkte des Datensatzes

Die Punkte eines Datensatzes werden über Indizes von 1 bisN addressiert. Der Algorithmus

legt zur Verwaltung der Punkte ein lineares ArrayA mit LängeN an, das zu jedem Zeitpunkt

der Vorverarbeitungsphase eine Permutation der Indizes enthält. Zu Beginn wirdA mit 1

. . .N initialisiert. Die Indizes der Punkte, die zu gleichen Cluster gehören, sind in einem zu-

sammenhängenden Abschnitt vonA zu finden. Dies erlaubt die Anwendung einesdivide and

conquerSchemas bei der rekursiven Einteilung der Punkte in Cluster, bei dem zur weiteren

Unterteilung eines Clusters in Abkömmlinge lediglich Permutationen innerhalb des Abschnit-

tes ausgeführt werden, auf dem sich die Indizes der Punkte des aktuellen Clusters befinden

(siehe Abbildung3.2).
4Die genaue Wahl dieses ParametersL ist im Hinblick auf die gesamte Rechenzeit des Algorithmus nicht

besonders kritisch. Zwar sinkt die durchschnittliche Anzahl der Distanzberechnungen pro Anfrage, doch wird
dies durch eine längere Vorverabeitungszeit und einen erhöhten Aufwand für die Durchquerung des Baumes
bei der Suche wieder kompensiert. Die Lage des Optimums hängt dabei sowohl von der voraussichtlichen
Anzahl der Suchanfragen sowie Anzahl und Verteilung der Daten- und Anfragepunkte ab.

5Ein endständiger Knoten wird auch als Blatt bezeichnet.
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.... ....482117 34 19 35 8 43 45 31 16 20 3322 183 122 69 42

Indizes vor der Zuordnung

Zuordnung

Ende desBeginn des
aktuellen Abschnitts aktuellen Abschnitts

Abbildung 3.2.:Unterteilung des aktuellen Clusters in dessen Abkömmlinge (Subcluster). Die
Grenzen des Abschnittes aufA, in dem die Indizes der zum aktuellen Cluster
gehörenden Punkte abgelegt sind, bleiben während der Einteilung unverän-
dert. Die Indizes werden nur innerhalb dieses Abschnittes vertauscht, um die
zum charakteristischen Punkt jeweils des linken bzw. rechten Abkömmlings
gehörenden Punkte voneinander zu separieren.

Diese Permutationen können auf elegante Weise mittels eines Quicksort–ähnlichen [41] Al-

gorithmus vorgenommen werden (siehe Abbildung3.3).
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i Bereich
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Abbildung 3.3.:Vertauschen der Indizes der Punkte. Diejenigen Punkte, die (geometrisch)
näher zum charakteristischen Punkt des linken bzw. rechten Abkömmlings
des aktuellen Clusters liegen, werden durch Vertauschen in den linken bzw.
rechten Rand des aktuellen Abschnittes verschoben. Während dieses Sortier-
vorgangs laufen zwei Zeiger,i und j, jeweils vom linken und rechten Rand
des Abschnittes aus zur Mitte hin, wobei jeweils Punktpaare ermittelt wer-
den, deren Indizes vertauscht werden müssen. Die Stelle, an der sichi und
j überkreuzen, legt den rechten bzw. linken Rand der beiden neu erzeugten
Abkömmlinge (Subcluster oder auch Untercluster) fest. Dieses Verfahren hat
den Vorteil, daß Separation der Indizes beider Subcluster und Festlegen der
neuen Abschnittsgrenzen in einem einzigen Lauf ohne Anlegen eines Zwi-
schenspeichers ausgeführt werden können.

Zusammen mit den Indizes der zu einem endständigen Cluster gehörenden Punkte wird auch

deren Distanz zum charakteristischen Punkt des Clusters gespeichert. Auch dazu genügt ein

Array der LängeN , dessen Einträge sinnvollerweise in der gleichen Reihenfolge wie die

Indizes im ArrayA abgelegt sind. Es bietet sich daher an, von vornherein ein einziges Array

zu verwenden, dessen Einträge Tupel, bestehend aus Index und Distanz, sind. Während der

Konstruktion des Baumes läßt sich dieses Array dazu einsetzen, überflüssige Berechnungen

bereits bekannter Distanzen zu vermeiden (siehe QuelltextA.4.1).

3.3.3.2. Repräsentation eines Clusters

Zur Repräsentation eines ClustersC wird folgende Datenstruktur verwendet:

c Index des charakteristischen Punkt des Clusters.

R Die maximale Distanz vom charakteristischen Punkt zu einem beliebigen Punkt des Clu-
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sters.

R = max
x∈C

d(c, x)

g Während der Zuordnung der Punkte zu einem der beiden Abkömmlinge eines Clusters wer-

den die Distanzen zu beiden charakteristischen Punkten berechnet. Da die Zuordnung

zu dem Cluster mit dem näheren charakteristischen Punkt erfolgt, sind für die Punkte

eines Abkömmlings die Distanzen zum charakteristischen Punkt seines Geschwister-

clusters immer größer oder gleich den Distanzen zum eigenen charakteristischen Punkt.

Das Minimum der Differenzen aus beiden Distanzen kann im Zuge der Zuordnung ohne

zusätzliche Distanzberechnungen ermittelt und in die Datenstruktur eingetragen werden.

g = min
x∈C

d(csister, x)− d(c, x)

start Der Beginn des Abschnittes aufA, in dem die Indizes der Punkte dieses Clusters abge-

legt sind.

end Die Länge des Abschnittes aufA, in dem die Indizes der Punkte dieses Clusters abgelegt

sind.

left, right Verweise (pointer) auf den linken und rechten Abkömmling (nicht bei endständi-

gen Knoten).

3.4. Suchphase

3.4.1. Eingrenzung des Suchraums

Das Lokalisieren eines oder mehrerer nächster Nachbarn innerhalb einer endlichen MengeX,

|X| = N kann trivialerweise mit einer Komplexität vonO(N) durchgeführt werden6. Um

diese Komplexität zu reduzieren, muß eine Suchstrategie gefunden werden, die nur jene Teile

des Suchbaums durchforstet, in denen überhaupt Nachbarn vorkommen könnnen.

Ein Ansatz zur Realisierung einer solchen Suchstrategie erfordert die Bereitstellung einer nach

Distanzen geordneten Tabelle der vorläufigen Nachbarnm1, . . .mk. Im Verlauf der Suche
6Bei der Suche nach mehreren Nachbarn ergibt sich ein zusätzlicher Aufwand für das Verwalten einer geordne-

ten Tabelle der vorläufigen Kandidaten, der aber von dem verwendeten Komplexitätsmaß nicht berücksichtigt
wird (siehe4.3.1) und auch in der Praxis bei im Vergleich zur Datensatzgröße kleinen Nachbarzahlen nicht
ins Gewicht fällt.
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werden diese vorläufigen Nachbarn solange bei Bedarf durch bessere (d.h. nähere) Kandidaten

ersetzt, bis feststeht, daß keine besseren Nachbarn mehr gefunden werden könnnen und der

Algorithmus die Tabelle als Ergebnis zurückgeben kann.

Sobaldk Kandidaten in die Tabelle eingetragen wurden, ist die Distanz zum k–ten vorläufigen

Nachbarnd(mk, q), die eine obere Schranke für die Distanz des tatsächlichen k–ten Nachbarn

bildet, bekannt und kann zur Eingrenzung des Suchraums verwendet werden.

Im Rahmen des vorgestellten Algorithmus findetd(mk, q) Verwendung in drei Regeln zur

Reduzierung des Suchaufwandes:

(1) Schließe Clusteri von der Suche aus, falls

d(mk, q) < d̂min(i), (3.4)

wobei d̂min(i) eine untere Schranke für die Distanzen vom Anfragepunktq zu jedem

Punkt im Clusteri darstellt (siehe Abschnitt3.4.2).

(2) Falls Clusteri ein Blatt des Suchbaumes ist, schließe jeden Punktx dieses Clusters von

der Suche aus, falls

d(mk, q) < |d(ci, q)− d(ci, x)|.

Die Berechnung der Distanzend(ci, x) erfolgte während der Vorverarbeitungsphase

(siehe Abschnitt3.3.3und Appendix, Beweis4).

(3) Partielle Distanzberechnung:

Um einen Punktx als möglichen nächsten Nachbarn zu qualifizieren, muß seine Di-

stanzd(x, q) zum Anfragepunkt kleiner als der momentane Schwellwertd(mk, q) sein,

ansonsten ist der genaue Wertd(x, q) nicht relevant. Dies erlaubt es, die Berechnung

vond(x, q) dann abzubrechen, sobald die partielle Distanz (Details variieren mit der Art

der verwendeten Metrik) den Schwellwertd(mk, q) überschreitet [14].

Sorgfältig implementiert, kann partielle Distanzberechnung problemlos in den Algo-

rithmus integriert werden und die Rechenzeit merklich verkürzen, obwohl dies in die

hier verwendete Komplexitätsnotation nicht eingeht. Wie in der zuvor erwähnten Regel

wird die partielle Distanzberechnung nur während des Durchsuchens eines endständi-

gen Knotens des Baumes angewendet.
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3.4.2. Berechnung von d̂min

Um während einer Suche festzustellen, ob der Inhalt eines ClusterCi durchsucht werden muß,

benötigt der Algorithmus eine Abschätzunĝdmin(i) für die (unbekannte) minimale Distanz

dmin(i) = minx∈Ci
d(x, q) vom Anfragepunkt zu einem beliebigen Punkt ausCi so daß0 ≤

d̂min(i) ≤ dmin(i).

Drei untere Schranken fürdmin können aus der während der Vorverarbeitungsphase angeleg-

ten Datenstruktur und Informationen, die im bisherigen Verlauf der Suche angefallen sind,

berechnet werden:

(1) d(ci, q)−Ri

Hier bezeichnetd(ci, q) die Distanz zwischen dem Anfragepunktq und dem charakte-

ristischen Punktc von Ci, währendRi dessen Radius angibt (siehe Appendix, Beweis

2).

(2) 1
2
(d(ci, q)− d(q, csister) + gi)

wobei d(q, csister) die Distanz vom Anfragepunkt zum charakteristischen Punkt vom

Geschwistercluster zuCi darstellt (siehe Appendix, Beweis3).

(3) Aus der rekursiven Einteilung des Datensatzes in Cluster folgt, daß das Minimumdmin

eines ClustersCi nicht kleiner sein kann als die Abschätzungd̂min seines Elternclusters.

Da alle drei Werte untere Schranken für den tatsächliche Minimalabstand darstellen, wird ihr

Maximum als Schätzwert̂dmin(i) verwendet.

Es kann kaum überbetont werden, daß eine genaue Abschätzung vondmin eines der Kernpro-

bleme dieses und anderer Nachbar-Algorithmen darstellt. Hätte man eine Berechnungsvor-

schrift zur exakten Bestimmung vondmin, könnten selektiv nur jene terminalen Cluster des

Baumes ausgewählt werden, die tatsächlich auch einen oder mehrere nächste Nachbarn ent-

hielten (insgesamt maximalk Stück). Unglücklicherweise scheint es, daß es nicht möglich ist,

dmin exakt zu berechnen, ohne explizit alle Distanzend(x, q)∀x eines gegebenen ClustersC

auszurechnen. Dann allerdings istdmin wertlos, da der Rechenaufwand, den es eigentlich zu

vermeiden galt, bereits aufgebracht wurde.
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3.4.3. Prioritätswarteschlangen kontrollierte Suchreihenfolge

Die Reihenfolge, in der die Knoten des Baumes durchsucht werden, spielt eine entscheidende

Rolle bei der Minimierung der Anzahl der Distanzberechnungen. Um den Suchraum effektiv

gemäß Gleichung3.4 eingrenzen zu können, ist es zusätzlich zur möglichst guten Abschät-

zung vondmin notwendig, auch möglichst früh im Verlauf der Suche dem späteren Endwert

von d(mk, q) (vgl. 3.4.1) nahe zu kommen. Dazu wird im ATRIA statt einer Tiefensuche

(im Engl. depth first) eine Prioritätswarteschlange benutzt (vgl. auch Berchtold [9]). Die

Prioritätswarteschlange [41] enthält als Einträge die noch zu durchsuchenden Cluster, geord-

net nachd̂min, und ermöglicht, jeweils den Eintrag mit dem aktuell kleinstend̂min effizient zu

extrahieren. Dies bringt mehrere Vorteile mit sich:

(1) Cluster mit kleinemd̂min enthalten mit hoher Trefferrate nächste Nachbarn. Schon nach

vergleichsweise wenigen durchsuchten Clustern hatd(mk, q) fast den endgültigen Wert

erreicht (vgl. Abbildung3.4).

(2) Cluster mit hohem̂dmin werden, wenn überhaupt, erst sehr spät durchsucht.

3.4.4. Bearbeitung einer Suchanfrage

Die drei folgenden Abschnitte skizzieren den Ablauf einer Suche sowie die Abbruchbedin-

gungen für exakte und approximative Suchanfragen. Dazu wird zuerst die Kernschleife des

Suchalgorithmus dargestellt:

(1) Initialisiere eine leere Tabelle der vorläufigen Nachbarn.

(2) Füge den Rootcluster in die Prioritätswarteschlange (PW) ein.

(3) Iteriere:

• Extrahiere den ClusternC mit kleinstemd̂min aus der PW.

• FallsC ein endständiger Knoten ist:

– Berechne unter Berücksichtigung von Regel2 explizit die Distanzen zu allen

Punkten des Clusters.
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– Falls Distanzen kleinerd(mk, q) gefunden werden, ist die Tabelle der vorläu-

figen Nachbarn entsprechend zu aktualisieren.

Ansonsten füge die Abkömmlinge vonC in die PW ein.

3.4.4.1. Exakte Suchen

Sobald alle Cluster, die folgende Bedingung

d̂min ≤ d(mk, q) (3.5)

erfüllen, durchsucht wurden, kann kein Punkt gefunden werden, der näher am Anfragepunktq

liegt als der momentane k–te vorläufige Nachbarmk. Damit steht fest, daß die in der Tabelle

vorhandenen vorläufigen Nachbarn die gesuchten exakten sind. Der Algorithmus kann die

Hauptschleife abbrechen und die Tabelle als Resultat der Suche zurückliefern.

Exemplarisch wird dies in Abbildung3.4 illustriert, in der der dynamische Verlauf sowohl

der Distanzd(mk, q) zum k–ten vorläufigen Nachbarn als auch der der Abschätzungd̂min der

Mindestentfernung zu den Punkten des jeweiligen Clusters dargestellt ist. Die Suche termi-

niert sobaldd(mk, q) unterd̂min fällt.
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Abbildung 3.4.:Typischer Verlauf vond(mk, q) und d̂min für eine exakte Suche. Der Baum
bestand aus mehr als 2300 Knoten (Cluster). Die Abbruchbedingung wird
erreicht, sobaldd(mk, q) unterd̂min fällt. Der lange flache Teil desd(mk, q)
Graphen zeigt, daß nach dem 147. Cluster keine weiteren Nachbarn mehr ge-
funden werden, obwohl das Abbruchkriterium erst beim 679. Cluster erreicht
wird. Dies ist eine Konsequenz der Unfähigkeit,dmin exakt abzuschätzen.
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3.4.4.2. Approximative Suchen

Approximative Suchen stellen eine Abschwächung des exakten Suchproblems dar. Statt vom

Algorithmus zu fordern, die exakten Nächsten–Nachbarn eines Anfragepunktesq zu liefern,

gibt man sich damit zufrieden, daß der Algorithmus Nachbarn zurückliefert, die im Hinblick

auf ihre Distanz zuq einen vorgegebenen relativen Fehlerε gegenüber den exakten Nachbarn

nicht überschreiten [5] (siehe Def.3.3). Für ε → 0 geht eine approximative in die entspre-

chende exakte Suche über.

Im ATRIA werden approximative Suchen durch die vorzeitige Beendigung der Hauptschleife

gemäß folgendem Abbruchkriterium realisiert:

d̂min >
d(mk, q)

1 + ε
. (3.6)

Dieses Kriterium hat zur Folge, daß nicht alle Cluster durchsucht werden, die exakte nächste

Nachbarn enthalten könnten, wodurch der Suchaufwand reduziert wird.

Folgender Beweis zeigt, daß der Algorithmus bei Verwendung dieses Kriteriumsε–

approximative Nachbarn liefert:

Beweis 1 Seienn0
i ∈ X i = 1, . . . , k die k exakten Nächsten–Nachbarn zum Anfragepunkt

q so daß:

0 ≤ d(n0
i , q) ≤ d(n0

i+1, q) i = 1, . . . , k − 1

d(n0
k, q) ≤ d(x, q) ∀x ∈ X\{n0

1, . . . , n
0
k}

Daher gilt für jede nach Distanzen geordnete Auswahl an vorläufigen Nachbarnd(mi, q):

d(n0
i , q) ≤ d(mi, q) i = 1, . . . , k

Wenn der Suchalgorithmus bei Erreichen folgenden Kriteriums

d̂min >
d(mk, q)

1 + ε

terminiert, wissen wir, daß alle vorläufigen Nachbarn mitd(mi, q) ≤ d(mk, q)/(1 + ε) sogar

exakte sind und es auch keine weiteren exakten Nachbarn geben kann, deren Abstand zuq

kleiner als dieser Schwellwert ist, da alle in Frage kommenden Cluster erschöpfend durchsucht
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wurden. Seij der höchste Index, für den obige Bedingung zutrifft, anderenfalls setzen wirj zu

0. Für i = 1, . . . , j gilt n0
i = mi und damit ist Gleichung3.6 für diese trivialerweise erfüllt.

Weiter ist aus der Anordnung der vorläufigen Nachbarn bekannt daß:

d(mk, q)

1 + ε
≤ d(mj+1, q) ≤ d(mj+2, q) ≤ · · · ≤ d(mk, q) (3.7)

Aus dem Argument des erschöpfenden Durchsuchens und der Anordnung der exakten

Nächsten–Nachbarn folgt analog:

d(mk, q)

1 + ε
≤ d(n0

j+1, q) ≤ d(n0
j+2, q) ≤ · · · ≤ d(mk, q)

⇒ d(mk, q) ≤ (1 + ε)d(n0
j+1, q) ≤ (1 + ε)d(n0

j+2, q) (3.8)

Kombiniert man3.7und3.8, so erhält man:

d(mj+1, q) ≤ d(mj+2, q) ≤ · · · ≤ d(mk, q) ≤ (1 + ε)d(n0
j+1, q)

Damit erfüllen die vorläufigen Nachbarn auch füri = j + 1, . . . , k die Bedingung3.3 für

approximative Nachbarn.

3.4.4.3. Bereichssuche

Auch eine weitere Variante des Nächste–Nachbarn Problems, die sog. Bereichssuche (im

Englischenrange search), läßt sich ohne aufwendige Modifikationen mit dem beschriebenen

Algorithmus behandeln. Bei der Problemstellung der Bereichssuche wird nicht nach einer

festen Anzahl Nachbarn zu einem Anfragepunktq gesucht (fixed mass approach), statt dessen

sollen alle Punktex mit Abstandd(x, q) ≤ r (fixed size approach) als Ergebnis zurückgeliefert

werden (siehe4.2.2).

Folgende Modifikationen sind erforderlich:

• Das dynamische Abbruchkriterium3.5 kann durch folgendes statisches Kriterium er-

setzt werden:

d̂min ≤ r (3.9)

• Durch die Verwendung des statischen Kriteriums bringt es keine Vorteile, die Cluster ge-

ordnet nacĥdmin zu durchsuchen. Daher kann die Prioritätswarteschlange durch einen

einfachen Stapel (stack) mit geringerem Verwaltungsaufwand ersetzt werden.
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3.5. Verringerung der Rechenzeit bei approximativen
Suchen mit verschiedenem ε

Zur Bestimmung der Beschleunigung der Suche und der damit einhergehenden Fehler in den

Distanzen der gefundenen Nachbarn bei der approximativen Suche wurden Suchläufe mit

zunehmendemε auf Datensätzen mit je 50000 Punkten durchgeführt. Die Datensätze wurden

durch Iteration einerD–dimensionalen Verallgemeinerung der Hénon Abbildung [6] generiert

(x1)n+1 = a− (xD−1)
2
n − b(xD)n

(xi)n+1 = (xi−1)n i = 2, . . . , D

mit a = 1.76, b = 0.1 sowieD = 8. Ausgehend von zufälligen Anfangswerten im Intervall

[0 . . . 0.01], wurden die ersten 5000 Iterationen verworfen und die nachfolgenden 200000 als

eigentlicher Datensatz genutzt. Die Aufgabenstellung jedes Suchlaufs war es, acht Nächste–

Nachbarn zu je 10000 zufällig aus dem Datensatz gewählten Anfragepunkten zu finden, wobei

Selbsttreffer ausgeschlossen wurden.

Während die durchgezogene Linie in Abbildung3.5 die mittlere Beschleunigung der appro-

ximativen gegenüber der exakten Suche für zunehmendesε wiedergibt7, stellt die gestrichelte

Linie den relativen Fehler in den Distanzen der gefundenen Nachbarn dar, gemittelt über alle

Nachbarn und Anfragepunkte. Die Beschleunigung ergibt sich dabei aus dem Verhältnis der

zur Bestimmung der exakten Nachbarn benötigten Zeit zu der Ausführungzeit der entspre-

chenden approximativen Suche8. Die gepunktete Linie zeigt den maximalen relativen Fehler

der Nachbardistanzen.

Der mittlere relative Fehler in den Nachbardistanzen überschreitet 10 Prozent selbst für die

hohe Wahl vonε = 7 nicht. Dies ist vergleichsweise wenig, erlaubt dochε = 7 einen relativen

Fehler von bis zu 700 Prozent. Wieder scheint diese Diskrepanz eine Folge des Unvermögens

zu sein,dmin exakt zu schätzen.
7 Für ε → 0 geht die approximative Suche in die entsprechende exakte über.
8Da die Vorverarbeitung unabhängig von der Art der Suchanfrage ist, mußte sie nur einmal für den verwendeten

Datensatz ausgeführt werden. Diese Zeit ging nicht in die dargestellten Messungen ein.
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3.6. Anwendung von Kernfunktionen zur Berechnung
von Distanzen in hochdimensionalen
Merkmalsräumen

Der vorgestellte Algorithmus zur Berechnung der Nächsten–Nachbarn bezieht Informationen

über die Geometrie des Datensatzes sowohl während der Vorverabeitungs- als auch während

der Suchphase ausschließlich aus den im Datensatz auftretenden Interpunkt–Distanzen so-

wie aus Distanzen zwischen dem Anfragepunktq und ausgewählten Punkten des Datensatzes.

Dies erlaubt die Anwendung des Algorithmus auch auf Problemstellungen, die über die ge-

wöhnliche Darstellung von Punkten als Vektoren desRd undL∞ bzw. L2 Metrik hinausgehen.

Beispiele solcher weitergehenden Problemstellungen sind u.a. die Suche in einer Datenbank

von Automodellen oder die Bestimmung von Nachbarn in einer Menge von Strings variabler

Länge9.

Eine andere Möglichkeit, die sich im Zusammenhang damit bietet, ist es, Vektoren aus einem

niedrigdimensionalen AusgangsraumI (im Englischeninput space) über eine (nichtlineare)

Funktion Φ in einen höherdimensionalen MerkmalsraumF (im Englischenfeature space)

abzubilden und Nachbarn in diesem Raum zu suchen. Sinnvollerweise beschränkt man sich

dabei auf AbbildungenΦ, die es erlauben, das Skalarprodukt zweier BilderX ·Y = Φ(x) ·
Φ(y) über eine sog. Kernfunktionk(x,y) der Urbilderx,y ∈ Rd effizient auszurechnen:

Φ : I −→ F

x −→ Φ(x) = X

Φ(x) · Φ(y) = k(x,y) (3.10)

Zur Distanzberechnung inF wird die gewöhnliche euklidische Metrik verwendet:

d(x,y) = ((X−Y) · (X−Y))
1
2

= (X ·X− 2X ·Y + Y ·Y)
1
2

= (Φ(x) · Φ(x)− 2Φ(x) · Φ(y) + Φ(y) · Φ(y))
1
2

= (k(x,x)− 2k(x,y) + k(y,y))
1
2 (3.11)

9Zur Distanzberechnung zwischen Strings ungleicher Länge kann dabei beispielsweise die Editier–Distanz ein-
gesetzt werden. Ähnlich der Berechnung der Hamming–Distanz, wird dabei die Anzahl elementarer Editier–
Operationen (Löschen, Austauschen und Einfügen), evtl. gewichtet, aufsummiert.
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3. Effiziente Nächste-Nachbar Suche

Eine mögliche Kernfunktion, die dem Skalarprodukt im Raum aller Monome aus den einzel-

nen Komponenten der Inputvektoren entspricht, soll hier als Beispiel erwähnt werden:

k(x,y) = (x · y + 1)d =

(
d∑

i=1

xiyi + 1

)d

(3.12)

Der Zusammenhang zwischen möglichen Kernfunktion, AbbildungΦ und Merkmalsraum

wird durch das Theorem von Mercer gegeben [48].

3.7. Zusammenfassung

Der vorgestellte effiziente Algorithmus zur Nächste–Nachbar–Suche zeichnet sich sowohl

durch die Möglichkeit der flexiblen Wahl der Metrik als auch durch eine gute Anpassung

der während der Vorverabeitungsphase angelegten Baumstruktur an die Geometrie des Da-

tensatzes aus. Letztere Eigenschaft erlaubt besonders dann eine schnelle Bearbeitung der

Suchanfrage, wenn die Punkte eines Datensatzes in einem niedrigdimensionalen, aber nicht

notwendigerweise linearenen Unterraum des Datenraumes liegen. Nicht–adaptive Verfahren

wie die Box–Assisted Nächste–Nachbar–Suche [39] sind hier im Nachteil, der allerdings bei

einfachen Problemstellungen durch die schnellere Vorverabeitung dieser Verfahren wieder

kompensiert werden kann. Vergleiche der Laufzeit des ATRIA mit anderen Algorithmen zur

Nachbarsuche finden sich in [29].

Die Möglichkeit, statt der exakten approximative Nächste–Nachbarn zu suchen, bietet den

Vorteil einer zusätzlichen deutlichen Verringerung der Rechenzeit. Allerdings findet diese

Option in der nichtlinearen Zeitreihenanalyse wenig Verwendungsmöglichkeit, interessieren

hier doch meist nur die exakten Nächsten–Nachbarn.

Der Einfluß der Verteilung der Punkte des Datensatzes auf das Laufzeitverhalten von Algo-

rithmen zur Nächsten–Nachbar–Suche wurde bislang bis auf wenige Ausnahmen (z.B. [8])

nur ungenügend untersucht. Wichtig in diesem Zusammenhang ist die Verwendung geeig-

neter Größen zur Charakterisierung der Verteilung der Punkte. Dazu werden im folgenden

Kapitel verschiedene Dimensionsbegriffe und Methoden zu deren numerischen Berechnung

vorgestellt.
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3. Effiziente Nächste-Nachbar Suche

(a) 2. Stufe der Überdeckung (b) 3. Stufe der Überdeckung

(c) 4. Stufe der Überdeckung (d) Vollständige Zerlegung fürL = 128

Abbildung 3.1.:In der Vorverarbeitungsphase angelegte Segmentierung eines Datensatzes,
bestehend aus 15000 Punkten, der durch Projektion der Trajektorie eines
Lorenz–Systems auf 2 Dimensionen erzeugt wurde. Eingezeichnet sind je-
weils die Polygone der konvexen Hülle der Punkte eines Clusters. Die Lini-
enstärke nimmt mit zunehmender Tiefe des Baumes ab. Deutlich zu erkennen
sind die beiden direkten Abkömmlinge des Rootclusters, der selbst nicht ein-
gezeichnet ist. Endständige Cluster sind daran zu erkennen, daß sie keine
weiteren Polygone enthalten. In der tiefsten Stufe der Segmentierung (Bild
d) mit ParameterL = 128 befinden sich im Mittel rund 79 Punkte in jedem
der 191 endständigen Cluster, minimal sind es 5, maximal 128, was die Ober-
grenze der Punktzahl darstellt, bei der ein Cluster nicht weiter unterteilt wird.
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Abbildung 3.5.:Verringerung der Suchzeit und des relativen Fehlers in den Nachbardistanzen,
aufgetragen gegen den Toleranzparameterε für einen Datensatz, der von ei-
nerD = 8–dimensionalen Verallgemeinerung der Hénon Abbildung erzeugt
wurde mit InformationsdimensionD1 ≈ 5.9. Die durchgezogene Linie gibt
das Verhältnis der Suchzeiten exakt zu approximativ an. Die gestrichelte Li-
nie zeigt den durchschnittlichen relativen Fehler in den Distanzen an. Der
maximal aufgetretene Fehler ist als gepunktete Linie dargestellt.
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4. Dimensionen

4.1. Begriffsbildungen

4.1.1. Verallgemeinerte Dimensionen

Der klassische Dimensionsbegriff hat seinen Ursprung in der euklidischen Geometrie und

deren Weiterentwicklung zur analytischen Geometrie mit der Einführung eines Koordinaten-

systems durch René Descartes (1596-1650). Die erste Verallgemeinerung der auf diese Weise

geschaffenen Objekte führt zum Begriff des Vektorraums. Unter der DimensionD eines Vek-

torraums versteht man die Mächtigkeit seiner Basis.

Die von Brouwer entdeckte Invarianz der Dimension unter homöomorphen Abbildungen er-

laubte eine Verallgemeinerung des Dimensionsbegriffes für beliebige, zum euklidischen Raum

lokal homöomorphe Mengen. Um jedoch die zerklüftete (fraktale) Struktur bestimmter At-

traktoren quantitativ zu beschreiben, wurden dem klassischen Dimensionsbegriff Konzepte

verallgemeinerter Dimensionen beiseitegestellt, die invariant gegenüber stetig differenzierba-

ren, invertierbaren Koordinatentransformationen sind.

4.1.2. Das invariante Maß

Ein wichtiges Hilfsmittel bei der Untersuchung chaotischer Systeme ist dasinvariante natürli-

che Maß. Wenn langfristige Vorhersagen des Systemverhaltens nicht mehr möglich sind, kann

man mit Hilfe des invarianten Maßes immerhin statistische Aussagen über den möglichen Zu-

stand des Systems machen. Allerdings kann das invariante Maß selten explizit angegeben

werden, und man ist auf Näherungsverfahren angewiesen [19, 31].

Wenn nach dem Abklingen der Einschwingvorgänge die Bewegung des Systems im Pha-
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senraum auf dem AttraktorA verläuft, gibt es ein Wahrscheinlichkeitsmaßµ auf demd-

dimensionalen Borelschen Meßraum(Rd,Bd) mit den Eigenschaften

µ(A) = 1 (4.1)

∀B ⊆ A; ∀t > 0 : µ(B) = µ(ϕ(B,−t)). (4.2)

Ein solches Maß heißtϕ-invariantes Maß, und die Existenz folgt aus der Kompaktheit des

Trägers und der Stetigkeit des Flusses [49].

Da es für ein System mehrere invariante Maße geben kann, ist es üblich, das von Kolmogorov

vorgeschlagenenatürliche invarianteMaß zu betrachten. Dieses ist das letzte invariante Maß,

das übrig bleibt, wenn das System gestört wird [16].

Ein invariantes Maß heißtergodisch, wenn sich der Phasenraum des Systems nicht in zwei

disjunkte, meßbare und jeweils flußinvariante Teilmengen mit positivem Maß zerlegen läßt

[3]. Systeme mit einem ergodischen Maß werdenergodische Systemegenannt. In ergodischen

Systemen kann man das Zeitmittel einer Funktion durch das Phasenraummittel ersetzen.

Seig : Rn → R eineµ-meßbare Funktion. Dann wird dasZeitmittelvon g definiert durch

〈g〉t = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

g(ϕ(y0, t)) dt (4.3)

und dasPhasenraummitteldurch

〈g〉µ =

∫

A

g(y) dµ(y). (4.4)

In einem ergodischen System gilt dann für fast alle Startwertey0 ∈ A (d.h. bis auf eine

Nullmenge bzgl.µ)

〈g〉t = 〈g〉µ. (4.5)

Für einige diskrete dynamische Systeme, wie z.B. die Zeltabbildung [40], läßt sich Ergodizität

explizit nachweisen. In den meisten Fällen bleibt die Ergodizität des Systems jedoch eine

unbewiesene Hypothese.

4.1.3. Die Hausdorffdimension

Hausdorff untersuchte im Jahre 1919 die Cantormenge im Hinblick auf das 1914 von Cara-

théodory eingeführte äußere Maß und fand für diese Menge einen nicht-ganzzahligen Wert

des äußeren Maßes [17].
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Seitdem ist Hausdorffs Name mit diesem Maß und dem weiterführenden Dimensionsbegriff

verbunden, der später von Mandelbrot als fraktale Dimension bezeichnet wurde [26]. Als

„fraktale Mengen“ (auch kurz „Fraktale“) bezeichnet Mandelbrot dabei solche Mengen mit

gebrochener Hausdorffdimension.

Für eine MengeU ⊆ Rd mit U 6= ∅ ist der Durchmesser vonU definiert als

d(U) := sup{‖x− y‖ mit x, y ∈ U}.

SeiA ⊂ ⋃
i

Ui und0 < d(Ui) ≤ r für alle i, dann heißt{Ui}i r-Überdeckung vonA.

Als äußeresα-Hausdorffmaß einer MengeA ⊆ Rd, α ≥ 0 bezeichnet man nun den Grenzwert

Hα(A) := lim
r→0

inf

{∑
i

d(Ui)
α | d(Ui) ≤ r und{Ui}i r-Überdeckung vonA

}

und alsHausdorffdimensionvonA den eindeutigen Wert

DH(A) := inf{α|Hα(A) = 0} = sup{α|Hα(A) = ∞} .

4.1.4. Die Kapazitätsdimension

Sei N(r, A) die Anzahl der offenen Kugeln mit dem Radiusr, die benötigt wird, um die

MengeA zu überdecken. DieKapazitätsdimensiondimK(A) wird dann definiert durch

DK(A) := lim
r→0

sup
log(N(r, A))

log(1/r)
. (4.6)

Für die klassischen Objekte der euklidischen Geometrie (z.B. die platonischen Körper) neh-

men Hausdorffdimension und Kapazitätsdimension nur ganzzahlige Werte an, d.h., sie stim-

men mit der oben erwähnten klassischen Dimension überein [17].

4.1.5. Die Rényi–Dimensionen

Dieser Dimensionsbegriff wurde von Rényi in die Informationstheorie eingeführt [35].

Sei{Ui}i einer-Überdeckung vonA undpi = µ(Ui) die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des
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Systems in der MengeUi des AttraktorsA. Dann definiert man daß Maßq-ter Ordnung der

Information als

Iq(r, µ) :=
1

1− q
log2(

∑
i

pq
i ) q ∈ R (4.7)

und die verallgemeinerteRényi–Dimension q-ter Ordnungals den Grenzwert

Dq(A, µ) := lim
r→0

Iq(r, µ)

log2(1/r)
(4.8)

= lim
r→0

1

q − 1

log2(
∑

pq
i )

log2 r
.

Die Verwendung des Logarithmus zur Basis2 anstelle des natürlichen Logarithmus ist in der

Informationstheorie üblich. Die verallgemeinerte Rényi-Dimension q-ter Ordnung ist jedoch

von der Wahl der Basis des Logarithmus unabhängig. Der Grenzübergangr → 0 dient dazu,

das Skalierungsverhalten der Größelog2(
∑

pq
i ) gegenlog2 r auf solchen Skalen zu ermitteln,

bei denen die Grobstruktur des Attraktors keinen Einfluß mehr auf diepi hat. Numerisch ist

dieser Grenzübergang jedoch aufgrund der finiten Größe der Datensätze nicht möglich, daher

wird in der Praxis die Größe

1

q − 1

d (log2(
∑

pq
i ))

d (log2 r)

aus der Steigung der doppeltlogarithmischen Auftragung von
∑

pq
i gegenr in einem Bereich

linearer Skalierung bestimmt.

Im Grenzfall q → 0 erhält man die Kapazitätsdimension. Fürq → 1 entspricht (4.7) der

Shannon-Information [42] I1(r, µ) = −∑
pi log2(pi), daher nennt man die zugehörige ver-

allgemeinerte Dimension auchInformationsdimension[25]. Darüberhinaus wirdDq für den

Fall q = 2 oft mit derKorrelationsdimensiongleichgesetzt (vgl. Abschnitt4.2.2), obwohl die

Gleichheit beider Größen nicht im strengen Sinne bewiesen ist.

Allgemein erfüllt das Spektrum der Rényi-Dimensionen folgendende Ungleichung

Dq(A, µ) ≤ Dp(A, µ) für q > p . (4.9)
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4.2. Numerische Berechnung der verallgemeinerten
Dimensionen

Zur numerischen Berechnung der verallgemeinerten Dimensionen wurden in den vergangenen

Jahren eine Vielzahl unterschiedlicher Ansätze und Verfahrensweisen, die teilweise aufeinan-

der aufbauen, vorgeschlagen. Diese lassen sich in mehrere Klassen einteilen:

(1) Ansätze basierend auf der Einteilung des Phasenraums in Hyberkuben und Auszählung

der in diese fallenden Punkte. Im Englischen werden diese Verfahren auch alsbox–

countingVerfahren bezeichnet.

(2) Korrelationssummenbasierte Verfahren. Die KorrelationssummeC(r) zählt die relative

Anzahl Punktpaare des Datensatzes innerhalb eines gegebenen Abstandesr. Aus der

doppeltlogarithmischen Auftragung vonC(r) gegen den Abstandr läßt sichD2 nähe-

rungsweise bestimmen.

(3) Verfahren, die auf den Momenten der Nächsten–Nachbar–Distanzen innerhalb des Da-

tensatzes beruhen. Diese erlauben es, das SpektrumDq in einem relativen großen Be-

reich vonq zu bestimmen.

Diese Klassen sollen in den folgenden Abschnitten im Einzelnen näher erläutert werden.

4.2.1. Box–Counting basierte Ansätze

Bei den Box–Counting basierten Ansätzen wird, in Anlehnung an die Definition der Rényi–

Information (4.7), der Phasenraum in Hyberkuben eingeteilt und die relative Häufigkeitpi

durch Auszählen der in diei-te Box fallenden Punkte bestimmt. Aus dem Skalierungsverhal-

ten der auf diese Weise gewonnenen Schätzung der Rényi–Informationq-ter Ordnung gegen

die Abmessungenr (z.B. Kantenlänge) der Partitionen in logarithmischer Auftragung läßt sich

Dq näherungsweise bestimmen.

Eine naive Implementation der Box–Counting basierten Verfahren, bei der einD dimensiona-

les Array im Speicher angelegt wird, wobei jede Zelle des Arrays einer Partition bzw. einem

Hyperkubus des Phasenraums entspricht, scheitert sehr schnell bei Zunahme der Anzahlb der

Unterteilungen pro Dimension aufgrund des enormen SpeicheraufwandesO(bD).
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Ein sehr effizienter Algorithmus basiert auf der Datenstruktur desternären Suchbaumes, die

ursprünglich von R. Sedgewick [41] zur schnellen Sortierung von Strings variabler Länge kon-

zipiert wurde. Der ternäre Baum erweitert den binären Baum, mit dem man effizient eindimen-

sionale Punkte (also Skalare) sortieren kann, dahingehend, daß jeder Knoten dieses Baumes

neben den Zeigern auf den Abkömmling mit kleinerem Schlüsselwert bzw. Abkömmling mit

größerem Schlüsselwert noch einen dritten Abkömmling hat, der die Wurzel eines Unterbau-

mes darstellt, dessen Schlüsselwerte aus der jeweils nächsten Koordinate der zu kodierenden

Punkte gewonnen werden. Die Schlüsselwerte des ersten Baumes werden durch Einteilung

der jeweils ersten Koordinate der zu sortierenden Vektoren in diskrete Unterteilungen1, . . . , b

erzeugt, entsprechendes gilt für die weiteren Koordinaten (siehe Abbildung4.1).

Ein Knoten eines ternären Baumes enthält folgende Einträge:

level Dimension (∈ 1, . . . , D), aus deren Koordinate der aktuelle Schlüsselwert gewonnen

wurde.

key Aktueller Schlüsselwert dieses Knotens. Dieser wird durch Einteilung derlevel–ten Ko-

ordinate des Punktes auf die diskrete Unterteilung (∈ 1, . . . , b) gewonnen.

lokid Verweis auf den Abkömmling mit kleinerem Schlüsselwert alskey.

hikid Verweis auf den Abkömmling mit größerem Schlüsselwert alskey.

eqkid Verweis auf den Wurzelknoten des Unterbaumes, dessen Schlüsselwerte aus der Di-

mensionlevel+1 gewonnen werden.

count Anzahl der Punkte des Datensatzes, die von diesem Knoten kodiert werden.

Knoten mitlevel = D enthalten zwar keineeqkid–Verweise, derencount Eintrag entspricht

jedoch der Anzahl der Punkte des Datensatzes, die in die durch die Schlüsselwerte des zu

diesem Knoten führenden Pfades adressierte Partition fallen würden. Die Gesamtzahl der

Knoten kann das Produkt aus DatensatzgrößeN und Dimension des DatenraumesD nicht

übersteigen. Trotzdem läßt sich eine Partition (mithin ein Knoten mitlevel = D) durch

D binäre Suchen1 auf den Unterbäumen der Level 1 bisD effizient lokalisieren. Nach der
1Leider sind die jeweiligen Unterbäume bei zufälligem Einfügen von Knoten nicht notwendigerweise balan-

ciert, so daß im schlimmsten Falle der Zeitaufwand der binären Suche linear in der Größe des Unterbaums
wachsen kann. Bei Anwendung auf reale Daten tritt dies glücklicherweise in den seltensten Fällen auf. Der
Algorithmus könnte jedoch dahingehend erweitert werden, daß Knoten randomisiert eingefügt werden oder
daß die einzelnen Unterbäume dynamisch balanciert werden.
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Konstruktion des Baumes lassen sich alle Knoten eines Levels leicht auffinden und auf diese

Weise die Summation in Gleichung (4.7) leicht ausführen.
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Abbildung 4.1.:Beispiel eines ternären Baums, in dem die folgenden Punkte{(5, 3, 2) ,
(1, 4, 1), (5, 3, 2), (2, 2, 3), (5, 3, 5), (1, 4, 1), (2, 2, 3), (2, 2, 1), (2, 2, 3)} in
der angegebenen Reihenfolge eingefügt wurden.

Leider stellt die Bestimmung der verallgemeinerten Dimensionen mittels Box–Counting ba-

sierten Methoden, auch wenn diese effizient implementiert sind, für statistisch haltbare Aus-

sagen überDq, besonders fürq < 0 bzw. q > 1, enorm hohe Anforderungen an die Größe

der verwendeten Datensätze. Da diese oft nicht gegeben sind, stellen Box–Counting basier-

te Methoden eine schlechte Wahl zur Berechnung der verallgemeinerten Dimensionen dar.

Nichtsdestotrotz findet sich ein auf ternären Suchbäumen basierender Algorithmus im Modul

boxcount des Programmpaketes TSTOOL, der die Schätzung vonD0, D1 sowieD2 erlaubt.
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4.2.2. Korrelationssummen basierte Ansätze

Eine deutliche Verbesserung sowohl im Hinblick auf die Fähigkeit, mit kleineren Datensätzen

brauchbare Schätzungen zu erreichen, als auch in deren Genauigkeit bringt die Verwendung

derKorrelationssumme:

C(r) = lim
N→∞

1

N(N − 1)

N∑
i=1

N∑

j=1(i6=j)

Θ(r − d(xi, xj)), (4.10)

wobeiΘ(r) die Heaviside-sche Sprungfunktion darstellt:

Θ(r) =

{
0 : r ≤ 0
1 : r > 0

Der von Grassberger vorgeschlagene Algorithmus [20] erlaubt die Berechnung der Korre-

lationsdimension durch Bestimmung der Steigung der doppeltlogarithmischen Auftragung

der Korrelationssumme gegen die Skalengrößer und ist in der Literatur als klassischer

Grassberger–Procaccia–Algorithmus bekannt.

Von den vielen verschiedenen Korrekturen zur Verbesserung der Abschätzung vonD2 für spe-

zielle Systeme oder bei kurzen Zeitreihen soll hier nur der von Theiler [45] vorgeschlagene

Ausschluß zeitlich zum jeweiligen Referenzpunkt dicht benachbarter Vorgänger bzw. Nach-

folgerpunkte erwähnt werden:

Cc(r) = lim
N→∞

1

Npairs

N∑
i=1

N∑

j=1(|i−j|>c)

Θ(r − d(xi, xj)), (4.11)

der Gleichung4.10für den Fallc = 0 mit einschließt.Npairs gibt hier die Anzahl insgesamt

betrachteter Punktpaare an.

Die Berechnung der KorrelationssummeC(r) profitiert von der Verwendung eines effizienten

Nächsten–Nachbar–Algorithmus, wobei jedoch statt derk–Nächsten–Nachbarn alle Punk-

te innerhalb eines gegebenen Radius gesucht werden (Bereichssuche, vgl.3.4.4.3). Der

im vorhergehenden Kapitel vorgestellte ATRIA Algorithmus stellt eine solche Bereichssuch-

funktion zur Verfügung, die auf der gleichen Vorverarbeitungsstruktur basiert wie die eigent-

liche Nächste–Nachbar Suche.

Neben der Verwendung eines effizienten Algorithmus zur Bereichssuche kann der Rechenauf-

wand durch die Beschränkung der Auswertung der Korrelationssumme nur an zufällig aus dem
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Datensatz gewählten Referenzpunkten reduziert werden, wobei eine zu starke Reduzierung der

Anzahl der Referenzpunkte zu einer schlechten Statistik führt und den Skalierungsbereich der

Korrelationssumme stark einschränkt. Da die Korrelationssumme in der numerischen Praxis

nur für eine Reihe, meist exponentiell angeordneter Skalenri = r0l
i ausgewertet wird, und

gerade die im Vergleich zum Attraktordurchmesser bereits großen Skalen, bedingt durch die

hohe Anzahl von Nachbarn, die dabei gefunden werden, einen hohen Rechenaufwand verursa-

chen, sollte in einem weiteren Schritt die Anzahl der Referenzpunkte für jede Skalari einzeln

gewählt werden. Bei großen Skalenr, die durch die hohe Anzahl Treffer meist schon bei Ver-

wendung nur weniger Referenzpunkte bereits eine gute Statistik aufweisen, kann daher die

Anzahl der Referenzpunkte deutlich kleiner als bei den kleinsten Skalen gewählt werden. Bei

der Implementation der Korrelationssummenberechnung im Programmpaket TSTOOL wurde

daher ein Algorithmus eingesetzt, der die Anzahl Referenzpunkte für jede Skalari innerhalb

gegebener Unter- und Obergrenze so wählt, daß, wenn möglich, eine spezifizierte Minde-

stanzahl von Punktpaaren, die die Bedingungd(xi, xj) < ri erfüllen, gefunden wird (vgl.

QuelltextA.4.4).

4.2.3. Nächste–Nachbar basierte Ansätze

Bei beiden bisher betrachteten Methoden zur Berechnung der Dimensionen wurden Korrela-

tion oder empirische Häufigkeiten in Abhängigkeit eines Abstandes oder einer charakteristi-

schen Abmessungr betrachtet. Da dieser Abstand bei der Berechnung fest vorgegeben wird,

werden solche Methoden im Englischen auch alsfixed–sizeVerfahren bezeichnet. Diese Ver-

fahren sind für niedrigdimensionale Systeme, vorausgesetzt es stehen genügend Meßwerte

zur Verfügung, ausreichend brauchbar. Für hochdimensionale Systeme ergibt sich jedoch die

Schwierigkeit, daß die Verteilung der Interpunktdistanzen generell immer schmaler wird [34]

(vgl. Abbildung 4.3, die Korrelationssumme variiert um mehr als den Faktor230, während

die r lediglich um den Faktor28 variiert.). Dies macht das Bestimmen eines Bereiches, in

dem z.B. die Korrelationssumme in der doppeltlogarithmischen Auftragung linear skaliert, oft

recht schwierig.

Alternativ wurden daher Ansätze entwickelt, die die Skalierung der mittleren Abstände der

Nächste–Nachbarn in Abhängigkeit der Nachbarordnungk betrachten. Badii und Politi 1984

sowie Somorjai 1986 nutzen zuerst und unabhängig voneinander Information über die Vertei-

lung der Nachbardistanzen zur Schätzung der fraktalen Dimensionen.
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Schram und van de Water [47] leiten unter Verwendung des multifraktalen Formalismus und

der Annahme, daß die Wahrscheinlichkeit, mehrere Punkte in einer Partition zu finden, auf

kleinen Skalen einer Poisson–Verteilung genügt (sieheA.3), als Resultat einen Zusammen-

hang zwischen den Momenten der Nachbardistanzenδγ(k, n) und dem Spektrum der fraktalen

Dimensionen her:

δγ(k, n) = 〈lγ〉 1
γ ∼ n

− 1
D′(γ)

(
Γ(k + γ

D′(γ)
)

Γ(k)

) 1
γ

. (4.12)

Die neu eingeführte GrößeD′(γ) steht mit den Rényi–DimensionDq in folgendem Zusam-

menhang:

D′(γ = (1− q)Dq) = Dq. (4.13)

Für den Fallγ = 0 ergibt sich folgende Formulierung, die die direkte Bestimmung der Infor-

mationsdimensionD1 ermöglicht:

δ0(k, n) = e〈ln l〉 ∼ n
− 1

D1 e

1

D1

d ln Γ(k)

dk . (4.14)

Auch wenn Gleichung4.12und4.14prinzipiell die Bestimmung vonD′ aus der Skalierung

der Nachbardistanzen mit zunehmender Nachbarordnungk oder mit zunehmender Datensatz-

größen oder beidem erlaubt, wurde im Verlauf dieser Arbeit nur die Skalierung mitk benutzt,

da diese Methode bei Verwendung des bereits beschriebenen ATRIA zur Nachbarsuche ohne

erneute Vorverabeitung ausgeführt werden kann.

Praktisch geschieht die Bestimmung vonD′ durch Anfitten des theoretischen Ausdrucks

z(k, γ) =

(
Γ(k + γ

D′(γ)
)

Γ(k)

) 1
γ

bzw. (4.15)

z(k, 0) = e

1

D1

d ln Γ(k)

dk

gegen die numerisch bestimmten Momente der Nachbardistanzen

δγ(k, n) ≈ m(k, γ) =

(
1

|Nref|
∑

j∈Nref

d(j, nnk(j))
γ

) 1
γ

bzw.

δ0(k, n) ≈ m(k, 0) = e

1

|Nref|
∑

j∈Nref

ln(d(j, nnk(j)))

,
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die aus dem Datensatz der vollen Größen durch Suche derkmax Nächsten Nachbarn zu einer

Menge zufällig gewählter ReferenzpunkteNref bestimmt werden.

Anschließend wird folgende Fehlerfunktion mittels eines üblichen mehrdimensionalen Opti-

mierungsverfahren minimiert:

E(D′, α) =
∑

k∈K

ln(1 + e2
k) mit

ek =
z(k)− αm(k)

z(k)
,

wobei lediglich die Lage des Minimums bezüglichD′ interessiert, die absolute Größenskala

α wird verworfen. Dies hat den Vorteil, daß die Berechnung von Gleichung4.15durch Aus-

nutzen der Funktionalgleichung der Gammafunktion (vgl. GleichungA.6 in AbschnittA.2)

zu einer effizient zu berechnenden Rekursion vereinfacht werden kann:

z(k, γ) = u(k, γ)
1
γ

u(1, γ) = 1

u(k + 1, γ) = u(k, γ)
k + γ

D′(γ)

k

Die Verwendung einer logarithmischen Fehlerfunktion dient einer robusten Schätzung, bei der

einzelne, stark abweichende Ausreißer das Ergebnis nicht zu stark beeinflussen können.

Die Auswahl des Bereichs der NachbarordnungenK = {kmin, . . . , kmax} erfordert einige Über-

legungen, die jedoch über den Rahmen dieser Arbeit hinausgehen. Daher sei an dieser Stelle

auf den Artikel von Schram und van de Water [47] verwiesen.

Nachteilig bei diesem Nachbar–basierten Ansatz ist lediglich, daß es nicht möglich ist, die

Dimensionen für ein vorgegebenesq direkt zu berechnen2, da der Zusammenhang zwischenq

undγ leider die vor der Berechnung noch unbekannte GrößeDq beinhaltet (vgl. Gleichung

4.13). Diesem Problem kann auf zwei Arten begegnet werden:

(1) Die Berechnung wird wiederholt ausgeführt, wobei das anfänglich gewählteγ vor jeder

neuen Iteration so eingestellt wird, daß das effektiv berechneteqeff = 1− γ
D′(γ)

gegen das
2Mit Ausnahme vonq = 1, das durch die Wahl vonγ = 0 direkt berechnet werden kann (vgl. Gleichung4.14).
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vorgegebeneq0 konvergiert. Diese Methode hat allerdings den Nachteil, daß zur Bestim-

mung der Rényi–Dimensionen zu einem vorgegebenenq0 mehrere Optimierungsläufe

ausgeführt werden müssen.

(2) Die Optimierung wird für einen vorgegebenen Satz vonγ–Stützstellen ausgeführt, an-

schließend wird aus dem daraus gewonnenen Verlauf vonD(q) auf ein vorgegebenes

q0 interpoliert3 (siehe Abbildung4.2). Dies hat neben dem geringeren Rechenaufwand

noch den Vorteil, daß man von vornherein zu stark negative oder zu stark positiveγ–

Werte ausschließen kann, da deren verläßliche Schätzung enorm große Datensätze vor-

aussetzen würde.

4.2.4. Numerische Bestimmung des Dimensionsspektrums
dynamischer Systeme aus deren Zeitreihen

Zur verläßlichen Schätzung des Dimensionsspektrums dynamischer Systeme ist es neben der

Verwendung einer ausreichend großen Datenmenge4 wichtig, den systematischen Fehler, be-

dingt durch Autokorrelationseffekte der Zeitreihe, auszuschalten. Diese führen zur Unter-

schätzung der tatsächlichen Dimension. Gerade bei sehr fein abgetasteten Zeitreihen „sehen“

die meisten Methoden auf kleinen Skalen bzw. bei kleinen Nachbarordnungen die Dimension

der Trajektorie, auf der sich der Systemzustand entwickelt.

Zwei Ansätze existieren zur Lösung des Problems:

(1) Ausschluß aller Punkte mit Indizestref − c ≤ ti ≤ tref + c, c > 0 um den jeweiligen

Referenzpunkttref. Diese ursprünglich von Theiler [45] vorgeschlagene Methode findet

in ähnlicher Form bereits bei der Modellierung und Vorhersage dynamischer Systeme

Anwendung (vgl. Abschnitt2.3.2). Diese Methode ist allerdings bei den box–counting

basierten Ansätzen nicht anwendbar, da dort keine Referenzpunkte verwendet werden.

(2) Wenn genügend Datensatzpunkte zur Verfügung stehen, kann daraus eine zufällige

Stichprobe mit deutlich kleinerer Stückzahl gezogen werden. Diese Methode ist u.a.

dann anwendbar, wenn die Datensätze numerisch generiert werden und in kurzer Zeit
3Dies ist allerdings nur möglich, sofern das Intervall, aus dem dieγ–Stützstellen anfänglich gewählt wurden,

groß genug war.
4Leider schwanken die Angaben zur Mindestanzahl der Punkte, die zur Schätzung einer gewissen Dimension

erforderlich ist, von Autor zu Autor teilweise beträchtlich.
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große Datenmengen produziert werden können. Bei diesem Ansatz müssen dann sowohl

bei den korrelationssummenbasierten Ansätzen als auch bei den Ansätzen basierend auf

der Skalierung der Momente der Nächste–Nachbardistanzen lediglich Selbsttreffer bei

der Bereichssuche bzw. der Nachbarsuche ausgeschlossen werden (c = 0). Diese Me-

thode wurde dann auch für die nachfolgend beschriebenen Berechnungen verwendet.

Zur Generierung der Testdatensätze wurde das bereits in Abschnitt2.4.1 vorgestellte

Baier–Sahle Differentialgleichungssystem mit den angegebenen Parameterwerten sowie Sy-

stemdimensionM = 5 verwendet. Gemäß des zweiten Ansatzes wurde das System 100 mal

von T = 0 bis T = 26000 mit Schrittweite4T = 0.5 integriert, die ersten 2000 Sample

wurden jeweils als transient verworfen. Aus den verbleibenden 50000 Samplen wurden dann

je 2000 zufällig gezogen und dem ersten Testdatensatz zugefügt.

Der zweite Testdatensatz wurde durch Normierung jeder der fünf Komponenten des ersten

Datensatzes auf den Wertebereich der ersten Komponente gewonnen.

Zur Generierung des dritten Testdatensatzes wurde eine Zeitverzögerungsrekonstruktion der

Werte der ersten Komponente der originalen Zustandsvektoren mit Rekonstruktionsdimension

D = 10 und VersatzzeitL = 5 durchgeführt. Die Versatzzeit wurde aus dem ersten Nulldurch-

gang der Autokorrelationsfunktion bestimmt. Die Rekonstruktionsdimension ergab sich aus

der Tatsache, daß eine Einbettung fast sicher möglich ist, fallsD größer als die zweifache

Kapazitätsdimension, die hier zwar nicht bekannt ist, aber nach oben durch die Systemdimen-

sionM = 5 abgeschätzt werden kann, gewählt wird (vgl. Abschnitt2.1.2). Darüberhinaus

konnte nach der Methode von Cao [12] eine minimale Rekonstruktionsdimension zwischen 8

und 9 ermittelt werden, was sich nachträglich als konsistent mit den berechneten Dimensions-

spektren herausstellen wird. Auch von diesen Zeitverzögerungsvektoren wurden dann jeweils

2000 Stück zufällig ausgewählt und dem Testdatensatz zugefügt. Alle Datensätze bestanden

somit aus 200000 Punkten.

Die Ergebnisse der Dimensionsbestimmung für die rekonstruierten Zustandsvektoren unter-

scheiden sich nur unwesentlich bezüglich der verwendeten Metrik. Auch der theoretisch ge-

forderte monoton fallende Verlauf ist gegeben (siehe Abbildung4.2). Deutlicher fällt dagegen

der Unterschied zu den aus den Originalzuständen geschätzten Dimensionsspektren aus. Diese

zeigen nicht nur Abweichungen zu denen des rekonstruierten Datensatzes, sondern differie-

ren auch fürq < 1 zwischenL2 undL∞–Norm sowie zwischen normiert und nicht–normiert

deutlich. Zudem weisen alle aus den Originalzuständen geschätzten Spektren nicht das theo-
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retisch geforderte monotone Abfallen mit zunehmendemq auf. Allerdings stimmen die zum

Vergleich in Tabelle4.1 aufgeführten Werte der Korrelationsdimension jeweils mit den aus

den Nächsten–Nachbardistanzen geschätzten Werten fürD2 verhältnismäßig gut überein.

−4 −2 0 2

2

3

4

q

D
q

Abbildung 4.2.:Ergebnisse der Dimensionsbestimmung mittels des in Abschnitt4.2.3 be-
schriebenen Verfahrens basierend auf den Verteilungen der Nächsten–
Nachbardistanzen für die in Abschnitt4.2.4beschriebenen Datensätze. Das
rote Linienpaar gibt das geschätzte Spektrum der Rényi–Dimensionen für den
mittels Zeitverzögerungsrekonstruktion erzeugten Datensatz an. Das blaue
Linienpaar gibtDq für den Datensatz der originalen Zustandsvektoren an.
Das grüne Linienpaar gibtDq für den Datensatz der normierten Zustands-
vektoren an. Die durchgezogene Linie steht jeweils für dieL2–Metrik, die
gestrichelte fürL∞–Metrik.

4.3. Einfluß des Dimensionsspektrums auf die
Effizienz der Nächsten–Nachbar Suche

Zur empirischen Bestimmung des Einflusses des Spektrums der fraktalen Dimensionen auf

die Effizienz und damit Laufzeit des im Kapitel3 vorgestellten Algorithmus zur Nächsten–

Nachbar–Suche werden im folgenden Abschnitt die Ergebnisse einiger numerischer Experi-

mente dargestellt. Alle Messungen wurden auf einem Arbeitsplatzrechner vom Typ Silicon

Graphics Indigo2 unter dem Betriebssystem IRIX 6.5 (eine Unix–Variante) ausgeführt. Der

57



4. Dimensionen

−6 −4 −2 0

−30

−20

−10

log
2
 r

lo
g 2 C

(r
)

Abbildung 4.3.:Doppeltlogarithmische Auftragungen der in Abschnitt4.2.2 beschriebenen
KorrelationssummeC0(r) gegen den Radiusr für die in Abschnitt4.2.4be-
schriebenen Datensätze. Das blaue Linienpaar gibtC0(r) für den Datensatz
der originalen Zustandsvektoren an. Das grüne Linienpaar gibtC0(r) für den
Datensatz der normierten Zustandsvektoren an. Das untere Linienpaar gibt
C0(r) für den mittels Zeitverzögerungsrekonstruktion erzeugten Datensatz
an. Die durchgezogene Linie steht jeweils für dieL2–Metrik, die gestrichelte
für L∞–Metrik. Die zugehörigen Steigungen sind in Tabelle4.1angegeben.

Rechner war mit einer 175 MHz R10000 CPU, 256 MB Hauptspeicher sowie 1 MB Secon-

dary Level Cache ausgestattet. Es wurde stets darauf geachtet, die Hintergrundauslastung des

Systems während der Tests so konstant und minimal zu halten, wie auf einem Mehrbenut-

zersystem möglich. Wenn nicht anders angegeben, wurden Distanzen in euklidischer Metrik

berechnet. Die für die Tests benutzten Datensätze entstammen zwei verschiedenen dynami-

schen Systemen:

Datensätze des TypsA wurden durch Iteration der bereits in Abschnitt3.5vorgestelltenD–

dimensionalen Verallgemeinerung der Hénon Abbildung generiert [6].

Datensätze des TypsB wurden durch Integration des in Abschnitt2.4.1vorgestellten hyper-

chaotischen Baier–Sahle Systems mit den Parameterna = 0.28, b = 4, d = 2 und

ε = 0.1 erzeugt. Die Integration vonT = 0 bis T = 21200 wurde mit zufälligen

Anfangsbedingungen aus dem Intervall[0 . . . 0.01] gestartet, wobei der Systemzustand

alle 4T = 0.1 abgetastet wurde. Die ersten 10000 Abtastwerte wurden wieder als
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Typ Metrik D2

Original L∞ 3.82
Original L2 3.81
Original normiert L∞ 3.86
Original normiert L2 3.92
Rekonstruiert L∞ 3.96
Rekonstruiert L2 4.00

Tabelle 4.1.:Ergebnisse der Bestimmung der Korrelationsdimension mittels Auswertung der
Steigung der Korrelationssumme in der doppeltlogarithmischen Auftragung (sie-
he Abbildung4.3) für die in Abschnitt4.2.4beschriebenen Datensätze.

transient verworfen. Dann wurdex1 zur Verzögerungskoordinatenrekonstruktion mit

EinbettungsdimensionD = 24 und DelayL = 94T benutzt. Die Datensätze wurden

jeweils auf 200000 Rekonstruktionsvektoren gekürzt.

4.3.1. Einfluß der fraktalen Dimension auf die Selektivität der
Nachbarsuche

Als maschinenunabhängiges Maß der Effektivität eines Nächsten–Nachbar–Algorithmus wird

im folgenden das Verhältnisfk aus der Anzahl Distanzberechnungen, die notwendig sind,

um k Nächste–Nachbarn zu finden, zu der Anzahl der Punkte im Datensatz verwendet. Da

dieser Wert vom jeweiligen Anfragepunktq abhängt, wirdfk immer durch Mittelung über

eine große Anzahl verschiedener Anfragepunkte gewonnen. Da die Anfragepunkte in den

nachfolgenden Rechnungen aus dem Datensatz selbst stammen, ist ihre Verteilung prinzipiell

identisch zu der des Datensatzes. Dies macht es allerdings notwendig, Selbsttreffer bei der

Suche auszuschließen, da das Lokalisieren eines im Datensatz vorkommendes Punktes mit fast

konstantem Aufwand unabhängig von Datensatzdimension und fraktaler Dimension erledigt

werden kann wie in Abbildung4.4dargestellt.
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Abbildung 4.4.:Relative Anzahl der zur Lokalisierung eines Punktes notwendigen Distanz-
berechnungen aufgetragen gegen die InformationsdimensionD1. Der Graph
stellt f1 für Datensätze vom Typ A mitD zwischen 2 und 12 dar. Für dieses
System wächst die InformationsdimensionD1 monoton mit zunehmendem
D an. Jeder Datensatz bestand aus 200000 Punkten, aus denen die Anfrage-
punkte zufällig ausgewählt wurden. Selbsttreffer waren ausdrücklich erlaubt.

Werden die Nächsten–Nachbarn durch vollständiges Durchsuchen des Datensatzes ermittelt

(im Englischen auchbrute force methododerexhaustive search), ist fk identisch1. Ein ef-

fizienter Algorithmus sollte jedoch, zumindest fürk ¿ N , durch selektives Auswählen von

Clustern, die mit hoher Wahrscheinlichkeit Nachbarn enthalten, wesentlich kleinere Werte

erreichen.

Abbildung4.5zeigtf1 undf128 jeweils für Datensätze des Typs A und des Typs B. Während

für erstere die formale DimensionD des Datenraumes zwischen 2 und 12 variiert, wirdD für

die Datensätze des Typs B konstant bei 24 gehalten, dafür aber die SystemdimensionM in

Zweierschritten von 3 auf 11 erhöht, um verschiedene Werte der fraktalen DimensionDq zu

erzielen. Dabei wird, mit allem Vorbehalt, die InformationsdimensionD1 als Repräsentant für

die fraktale Dimension verwendet [21].

Aufgabe der Experimente war es, die 128 exakten Nächsten–Nachbarn für jeweils 5000 zu-

fällig aus dem jeweiligen Datensatz ausgewählte Anfragepunkte zu finden. Man beachte die

logarithmische Auftragung derfk Achse! Die Anzahl der Distanzberechnungen wächst an-

fänglich fast exponentiell mit der InformationsdimensionD1. Bei höheren Werten vonD1

macht sich eine Art Sättigung bemerkbar, da sich die Anzahl Distanzberechnungen der Zahl

der Punkte im Datensatz annähert. Spätestens dann allerdings übersteigt die Rechenzeit des

vorgestellten Algorithmus aufgrund des zusätzlichen Verwaltungsaufwands die einer naiven
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Abbildung 4.5.:Relative Anzahl der Distanzberechnungen aufgetragen gegen die Informati-
onsdimensionD1 des Datensatzes. Der durchgezogene Graph zeigtf1 für
Datensätze vom Typ A mitD zwischen 2 und 12, die gestrichelte Kurve gibt
f128 wieder. Für dieses System wächst die InformationsdimensionD1 mono-
ton mit D an. Der gepunktete bzw. der gestrichelt–gepunktete Graph stellen
f1 bzw. f128 für Datensätze vom Typ B mit konstanter Einbettungsdimension
D = 24 dar. Für diese wird der SystemparameterM in Zweierschritten von 3
auf 11 erhöht. Alle verwendeten Datensätze bestanden aus 200000 Punkten.

Implementation, die den Datensatz einfach vollständig durchsucht.

Trotz der deutlich unterschiedlichen formalen DimensionD der Datenräume von A und B

zeigen die jeweiligen Graphenf1 sowief128 für beide Typen Datensätze einen ähnlichen Ver-

lauf. Dennoch beträgt beispielsweise die formale DimensionD des Datensatzes A am ersten

Schnittpunkt beiderf1 Graphen, an dem sowohl Effizienz der Suche als auch Informations-

dimensionD1 beider Datensätze nahezu übereinstimmen, 3, während die des anderen Daten-

satzes 24 ist. Dies zeigt deutlich, daß die Dimension des Datenraumes für die Selektivität des

Suchalgorithmus kaum von Bedeutung ist. Wesentlich entscheidender ist dagegen die fraktale

Dimension des Datensatzes, in dem die Nächsten–Nachbarn gesucht werden. Diese determi-

niert stark die Selektivität des Suchverfahrens, wodurch auch in formal hochdimensionalen

Räumen bei niedriger fraktaler Dimension der Daten eine gute Selektivität erreicht werden
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kann. Allerdings nimmt die tatsächliche Laufzeit der Suche selbst bei konstanter Selektivität

schon allein deshalb mit der formalen Dimension zu, da die Anzahl der zur Berechnung einer

Distanz notwendigen Rechenschritte zunimmt.

Die Verwendung der InformationsdimensionD1 zur Charakterisierung der Verteilung der

Punkte eines Datensatzes ist sicherlich eine willkürliche Entscheidung und wurde hauptsäch-

lich durch den Vorteil der einfachen und robusten Berechenbarkeit motiviert (vgl.4.2.3).

Dabei muß erwähnt werden, daßD1 die Verteilung der Punkte des Datensatzes auf keinen

Fall vollständig beschreibt und dieser Wert daher nur grobe Aussagen über die zu erwartende

Effizienz des vorgestellten Algorithmus zur Berechnung der Nächsten–Nachbarn geben kann.

4.4. Zusammenfassung

Die Entwicklung des Dimensionsbegriffes von den klassischen, ganzzahligen Dimension der

euklidischen Geometrie bis zu dem Dimensionsbegriff von Rényi zeigt eine zunehmende Ver-

feinerung des Konzeptes des von einer Menge von Punkten abgedeckten Raumes. Wird aus

dieser Punktmenge nur eine endliche Stichprobe gezogen (z.B. in Form eines numerisch ge-

nerierten Datensatzes), bedarf es spezieller numerischer Verfahren, daraus eine Teilmenge des

Dimensionensspektrums zu schätzen. Drei Klassen solcher Verfahren wurden vorgestellt:

• Box–Counting basierte Verfahren.

• Korrelationssummen basierte Verfahren

• Nächste–Nachbar basierte Verfahren

Während der Zusammenhang der beiden zuletzt genannten mit der Bestimmung der

Nächsten–Nachbarn bzw. der Bereichssuche sofort einsichtig ist, fällt die enge Verwand-

schaft des ersten zu den Box–Assissted Verfahren zur Nachbarsuche [39] erst auf den zweiten

Blick auf. Dieses ist auch das am wenigsten geeignete Verfahren zur verläßlichen Bestimmung

fraktaler Dimensionen aus kleinen Datensätzen und wurde daher nicht weiter betrachtet.

Die Anwendung der anderen Verfahren auf einen Datensatz eines hyperchaotischen Systems

zeigt die Einsatzgebiete und Grenzen dieser Ansätze. Die unbefriedigenden Resultate bei

der Bestimmung des Spektrums der Rényi–Dimensionen für negativeq aus den Originaldaten
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des untersuchten Systems machen es wünschenswert, Verfahren zu entwickeln, die zusätzlich

Fehlergrenzen zurückliefern.

Die Untersuchungen über den Zusammenhang zwischen Effizienz des ATRIA und der frak-

talen Dimension des Datensatzes zeigen, daß die Rechenzeit des Algorithmus zwar kritisch

von der fraktalen Dimension abhängt, nicht jedoch von derformalenDimension des Raumes,

in dem die Datenpunkte liegen. Dies macht den Algorithmus gut geeignet für den Einsatz in

der nichtlinearen Zeitreihenanalyse, da die fraktale Dimension vieler Datensätze, speziell die

der durch Zeitverzögerungsrekonstruktion erzeugten, oft deutlich geringer als deren formale

ist.
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5. Lokale Modellierung
raum–zeitlicher dynamischer
Systeme

5.1. Motivation

Der Ausgangspunkt für viele Analysemethoden, die im Rahmen der nichtlinearen Zeitreihen-

analyse angewendet werden, ist die Messung einer einzelnen, skalaren Observablen des zu

untersuchenden Systems. Dagegen sind viele interessante dynamische Systeme vom Auf-

bau her räumlich ausgedehnt, wodurch deren Beschreibung lediglich anhand einiger weniger

globalen Observablen das System nicht komplett beschreiben kann. Andererseits sind heut-

zutage Vorrichtungen zur Aufnahme, Speicherung und Auswertung größerer raum–zeitlicher

Datensätze1 in vielen Fällen problemlos verfügbar. Dies erlaubt es, die aus dem Bereich der

Zeitreihenanalyse skalarer Observablen bekannten datengetriebenen Modellierung– und Vor-

hersageverfahren auf räumlich ausgedehnte Systeme auszuweiten.

Inspiriert von der Tatsache, daß die Dynamik vieler physikalischer, technischer und chemi-

scher Systeme durch lokal formulierte Gleichungen beschrieben werden kann, wird in dieser

Arbeit ein Ansatz zur datengetrieben Modellierung raum–zeitlicher Dynamik propagiert, bei

dem analog zur Zustandsrekonstruktion in der skalaren Zeitreihenanalyse eine Rekonstruktion

des Zustandes des dynamischen Systems erzeugt wird, der allerdings nur für ein vergleichs-

weise eng umschriebenes Gebiet des räumlich ausgedehnten Systems Aussagekraft hat. Das

vorgestellte Rekonstruktionsverfahren bedient sich hierbei der Information aus der zeitlichen

und räumlichen Umgebung (Nachbarschaft) des Gebietes der Zeitreihe, dessen Zustand re-

konstruiert werden soll. Allerdings können dabei die räumlichen Dimensionen (wovon es eine
1U.a. in Form von CCD–Kameras nebst Bildwandlerkarte und angeschlossenem Rechner.
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5. Lokale Modellierung raum–zeitlicher dynamischer Systeme

oder mehrere geben kann) und die zeitliche aus Gründen der Kausalität nicht gleich behandelt

werden, analog zum skalaren Fall gehen nur Information über gegenwärtige und vergangene

Meßpunkte in die Rekonstruktion ein.

Als Voraussetzung für das Verfahren wird eine homogene Dynamik an verschiedenen Punkten

(ausgenommen Gebiete am Rand) des Systems angenommen. Diese Annahme ist sicherlich

in der Realität nie ganz zu erfüllen, mag aber in guter Näherung in vielen Fällen gegeben sein.

Eine Erweiterung auf Systeme mit nicht–homogener Dynamik ist allerdings möglich und wird

im Abschnitt5.3.1kurz skizziert.

5.2. Vorarbeiten

Prinzipiell kann die Rekonstruktion solcherlokalen Zustände auf verschiedene Weisen be-

werkstelligt werden. Die grundsätzliche Idee wurde nach bestem Wissen des Autors von K.

Kaneko [23] 1989 vorgeschlagen. Später wurde von Rubin [36] ein ähnlicher Ansatz zur Cha-

rakterisierung dynamischer und statischer Muster verwendet. Orstavik und Stark [30] benutz-

ten raum–zeitliche Einbettungstechniken zur Kreuzvorhersage gekoppelter Abbildungsgitter

(coupled map lattices). Dabei betrachteten sie den zu untersuchenden räumlich lokalen Aus-

schnitt als ein niedrigdimensionales System, das mit dem gesamten Gitter nur über den Rand

interagiert. In dieser Sichtweise ist das hochdimensionale Gesamtsystem ein stochastischer

Antrieb des niedrigdimensionalen lokalen Systems und akzeptable Vorhersagen können nur

dann gemacht werden, wenn die Stärke der Kopplung und damit die stochastische Kompo-

nente klein ist.

Im Gegensatz dazu wird bei der im folgenden beschriebenen Vorgehensweise davon ausge-

gangen, daß ein lokaler Zustand in einem eindeutigen und deterministischen Sinne existiert,

der zumindest prinzipiell exakte Vorhersagen erlauben würde (vgl. [33]). Vorhersagefehler

lassen sich in dieser Sichtweise also nur auf unzureichende Modellierungstechniken, nicht

jedoch auf eine stochastische Komponente der Systemdynamik zurückführen.

Dieser spekulative Ansatz wird durch die Klasse der gekoppelten Abbildungsgitter motiviert,

bei der die gemachten Annahmen leicht verifiziert werden können. Numerische Experimente

mit gekoppelten Oszillatoren sowie Systemen von partiellen Differentialgleichungen (PDE)

weisen jedoch darauf hin, daß die Annahmen auch bei anderen Klassen von Systemen zutref-

fen könnten. Es muß betont werden, daß letzteres eine notwendige Bedingung dafür darstellt,
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5. Lokale Modellierung raum–zeitlicher dynamischer Systeme

daß die im folgenden Anschnitt genauer beschriebene Rekonstruktionstechnik auch auf Da-

tensätze von technischen oder natürlichen Systemen erfolgreich angewendet werden kann, bei

denen von vornherein nicht unbedingt feststeht, zu welcher Klasse von Systemen sie gehören.

5.3. Rekonstruktion lokaler Zustände

Im folgenden Abschnitt wird die Rekonstruktion lokaler Zustände anhand einer räumlich ein-

dimensionalen Zeitreihe diskutiert. Die Erweiterung des Verfahrens auf mehrere räumliche

Dimensionen ist problemlos möglich.

Die gesamte raum–zeitliche Zeitreihe (im Englischenspatio–temporaltime series, was die

AbkürzungSTTSmotiviert), sei alsN × M -Matrix S, wie in Abbildung5.1 dargestellt, ge-

geben. Der lokale Zustand des Systems an räumlicher Positionm zum Zeitpunktn wird

analog zur Methode der Zeitverzögerungskoordinaten (vgl2.1.2) aus dem aktuellen Sample

sn
m nebst räumlich benachbarten Werten zu beiden Seiten des zentralen Elements sowie den

korrespondierenden Samples aus der zeitlichen Vergangenheit gebildet. Zusammen formen

diese Abtastwerte den sogenanntenlokalen Zustandsvektor:

xn
m = (sn

m−IK , . . . , sn
m, . . . , sn

m+IK

sn−L
m−IK , . . . , sn−L

m , . . . , sn−L
m+IK), . . . ,

sn−JL
m−IK , . . . , sn−JL

m , . . . , sn−JL
m+IK) (5.1)

wobeiI die Anzahl räumlicher Nachbarn,J die Anzahl vergangener Werte,K die räumliche

Verzögerung undL die aus der Zeitverzögerungsrekonstruktion skalarer Zeitreihen bekannte

zeitliche Verzögerung darstellt. Das Rekonstruktionsschema fürI = 1, J = 3, K = 2 und

L = 2 ist exemplarisch in Abbildung5.1 skizziert. Die Dimensiond des Zustandsvektors

xn
m ∈ Rd ist durchd = (J + 1)(1 + 2I) gegeben.

5.3.1. Randbedingungen

Bei dem im vorigen Abschnitt vorgestellten Verfahren treten zwei Effekte bei der Rekon-

struktion lokaler Zustände am (räumlichen) Rand der Zeitreihe auf, die besondere Beachtung

verdienen:
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5. Lokale Modellierung raum–zeitlicher dynamischer Systeme

(1) Am Rande des Gebietes, von dem die Meßapparatur Daten aufgenommenen hat, kommt

es zu Problemen bei der Konstruktion der lokalen Zustände, da schlicht und einfach

Meßwerte fehlen, um den lokalen Zustandsvektor zu formen. Dieses Problem läßt sich

durch Anfügen künstlicher Meßwerte−c, −2c, −3c, . . . am linken undc, 2c, 3c am

rechten Rand der Zeitreihe begegnen. Die Konstantec wird dabei deutlich größer als

das Maximum der Absolutwerte aller Zeitreihenwerte gewählt. Durch dieses Vorgehen

befinden sich alle randnahen Zustände mit gleicher Entfernung zum Rand in jeweils

separaten Unterräumen des globalen RekonstruktionsraumesRd und werden dement-

sprechend auch bei nachfolgenden Verarbeitungsschritten seperat gehandhabt.

Da sich die effektive Dimension der rekonstruierten Zustände am Rand von der im nicht

von Rand beeinflußten Teil befindlichen unterscheidet, könnte für diese prinzipiell ein

Z
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Abbildung 5.1.:Rekonstruktion lokaler Zustände aus den Meßwerten einer raum–zeitlichen
ZeitreiheS = {sn

m}n=1,...,N
m=1,...,M . Die Konstanten−2c, −c, . . . auf der linken so-

wie c, 2c, . . . auf der rechten Seite der Abbildung weisen auf die in Abschnitt
5.3.1beschriebene Erweiterung der Zeitreihe über deren eigentliche Begren-
zung hinaus hin.
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anderer Satz ParameterI, J , K undL verwendet werden, was jedoch aufgrund der un-

terschiedlichen Dimension der Rekonstruktionsvektoren Schwierigkeiten bei der nach-

folgend beschriebenen lokalen Modellierung bereiten würde.

(2) Dem Einfluß der physikalischen Randbedingungen des Systems kann man begegnen,

indem man, statt die Zeitreihe an den Rändern zu erweitern, die lokalen Zustandsvek-

toren mit einer weitere Komponente bzw. Koordinate versieht, der sogenanntenPen-

alty–Komponentep(m̃). Diese ist eine Funktion des räumlichen Ortesm des lokalen

Zustandes:

p(m̃) = am̃b (5.2)

wobei−1 ≤ m̃ ≤ 1 die ausm gewonnene normalisierte Position des Zustandes dar-

stellt. Die Parametera ∈ R+ und b ∈ N dienen zur Feinabstimmung der Penalty–

Komponente (siehe Abbildung5.2). Die Motivation dahinter ist die Annahme, daß

lokale Zustände mit gleicher Position bezüglich der Ränder des Systems der gleichen

Dynamik unterliegen. Durch die Penalty–Komponente wird daher Information über die

Position des lokalen Zustandes in diesen eingebracht. Gleichzeitig erlaubt diese Erwei-

terung des Zustandsvektors auch den Umgang mit Inhomogenitäten der Dynamik, die

nicht nur am Rand des Systems in Erscheinung treten.

Natürlich können der Rand des von der Meßapparatur aufgenommenen Gebietes und der phy-

sikalische Rand des Systems auch übereinstimmen. Bei den in den folgenden Abschnitten

verwendeten numerisch generierten Zeitreihen ist dies der Fall. Daher kommen zur Rekon-

struktion der lokalen Zustandsvektoren im folgenden beide Methoden zum Einsatz:

xn
m =

(
sn

m−IK , . . . , sn
m, . . . , sn

m+IK

sn−JL
m−IK , . . . , sn−JL

m , . . . , sn−JL
m+IK , p(m̃)

)
(5.3)

5.4. Lokale Modellierung der Dynamik lokaler
Zustände

Die in den Abschnitten2.2.1bis 2.4.5bereits diskutierten Methoden zur Modellierung, Va-

lidierung und Vorhersage können ohne größere Modifikationen in Verbindung mit der vorge-

stellten Rekonstruktion lokaler Zustände angewandt werden, um die Dynamik raum–zeitlicher
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Abbildung 5.2.:Verlauf der Penalty–Funktionp(m̃) für verschiedene Exponentenb. Der Pa-
rametera wurde konstant zu 1 gesetzt. Durch Wahl geradzahliger bzw. un-
geradzahliger Exponentenb läßt sich symmetrischer bzw. asymmetrischer
Verlauf der Penalty–Komponente einstellen.

Systeme zu modellieren. Einzig die Behandlung der zeitlichen und räumlichen Indizes erfor-

dert genauere Betrachtung. Während im skalaren Fall die zeitlichen Indizes der Punkte zur

Identifizierung eines Zustandsvektors ausreichen, läßt sich in diesem Fall ein Zustandsvektor

erst durch einen Zeitindexn und einen Raumindexm lokalisieren. Dies erfordert eine Modi-

fikationen des Nächsten–Nachbar–Algorithmus, der zu jedem gefundenen Nachbarn sowohl

dessen Zeitindexnnn
j als auch dessen Raumindexnnm

j zurückliefern muß2.

5.4.1. Iterierte Vorhersage mit lokalen Zuständen

Die iterierte Vorhersage raum–zeitlicher Zeitreihe kann prinzipiell analog zur Vorhersage ska-

larer Zeitreihen (vgl. 2.2.2) betrieben werden. Allerdings müssen jetzt zunächst die Ein–

Schritt–Vorhersageñsn+1
m = f̃(xn

m) für alle räumlichen Positionenm = 1, . . . , M berechnet

werden, bevor zum nächsten Zeitschrittn + 1 übergegangen werden kann, da erst dann die
2Dies läßt sich natürlich schon dadurch erreichen, daß für dieN mal M Punkte des Datensatzes ein neuer,

eindeutiger Indexi = n ∗ M + m bzw. i = n + m ∗ N zur Addressierung verwendet wird, so daß der
eigentliche Nachbar–Algorithmus auf diesem linearen Indexi arbeiten kann. Danach werden die Indizes
nnj der gefundenen Nachbarn wieder in räumlichennnm

j und zeitlichen Partnnn
j umgerechnet.

69



5. Lokale Modellierung raum–zeitlicher dynamischer Systeme

alle lokalen Zuständẽxn+1
m gebildet werden können.

Wieder kann sowohl absolute Mittelung:

s̃n+1
m = f̃(xn

m) =
1∑k

j=1 wj

k∑
j=1

wj s
nnn

j +1

nnm
j

(5.4)

oder integrierte Mittelung:

s̃n+1
m = f̃(xn

m) = sn
m +

1∑k
j=1 wj

k∑
j=1

wj (s
nnn

j +1

nnm
j

− s
nnn

j

nnm
j
) (5.5)

zum Einsatz kommen.

5.4.2. Validierung

Die bereits in den Abschnitten2.3 bis 2.3.3eingeführten Methoden der Validierung können

dank ihrer Generalität gut auf die Problemstellung der Modellierung raum–zeitlicher Zeitrei-

hen übertragen werden. Dabei kommt die normierte Variante des MSCV (vgl. Gleichung

2.11)

NMSEc
1,p =

NM

p|Tref|
∑N,M

n=1,m=1 (sn
m − s̄)2

∑
n∈Nref

M∑
m=1

((
sn+1

m −

f̃ t+c
t−c (x

n
m)

)2

+

p−1∑
i=1

(
sn+i+1

m − f̃ t+i+c
t+i−c (x̃

n+i
m )

)2
)

. (5.6)

in einer angepassten Formulierung zum Einsatz. Lediglich das Auslassen einzelner Zustands-

vektoren des Trainingsdatensatzes bei der Nachbarsuche (vgl.2.3.2) erfordert genauere Be-

trachtung. So werden bei der Berechnung der Approximationf̃ t2
t1 (xn

m) nicht nur alle lokalen

Zustandsvektorenx t1
m , . . . , x t2

m mit gleichemm von der Suche ausgeschlossen, sondern auch

diejenigen mit beliebigenm = 1, . . . , M , um keine Information aus dem Testdatensatz in das

Ergebnis der Vorhersage (und damit das Ergebnis der Validierung) mit eingehen zu lassen.
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5.5. Beispiele lokaler Modellierung zur Vorhersage
raum–zeitlicher Zeitreihen

5.5.1. Untersuchte Systeme

Die in den numerischen Experimenten benutzten STTS stammen von zwei verschiedenen Sy-

stemen:

(a) Der erste Datensatz wurde durch Integration der Kuramoto–Sivashinsky partiellen Dif-

ferentialgleichung (PDE) [27]:

ut = −2uux − uxx − uxxxx (5.7)

im Intervall [0, L] mit den Randbedingungenu = ux = 0 am linkenx = 0 und am

rechten Randx = L = 200 erzeugt. Die raum–zeitliche Dynamik des Systems wird

von einem hyperchaotischen Attraktor mit einer Lyapunov–Dimension vonDL ≈ 43

bestimmt. Die räumliche Abtastrate beträgt 2, so daß insgesamtM = 400 Abtastwerte

pro Zeitschritt zur Verfügung stehen. 500 Zeitschritte gehen in die Validierung ein.

(b) Dieser Datensatz wurde durch die Iteration einer Kette von gekoppelte logistischen Ab-

bildungen

sn+1
m = f

(
0.5sn

m + 0.25(sn
m−1 + sn

m+1)
)

mit (5.8)

f(x) = ax(1− x)

generiert, wobei der Parametera afu 4 gesetzt wurde, weiter wurden feste Randbedin-

gungenxn
1 = 0.5 für alle Zeitschritten = 1, . . . , 200 angenommen.

5.5.2. Parametervorgaben

Wie bereits in Abschnitt2.3 diskutiert, erfordert es meist das Geschick oder die Erfahrung

des Experimentators, um eine geeignete Vorauswahl der Parameter zu treffen, die einerseits

generell genug ist, um das globale Optimum des eingesetzten Modellierungsverfahrens ein-

zuschließen, andererseits aber den Rechenaufwand der Validierung in realistischen Grenzen

hält. Oft versucht man daher, zusätzliche Information über das untersuchte System in die
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Entscheidungsfindung einzubeziehen. So wurde hier für beide Systeme versucht, die Anzahl

zeitlich vergangener WerteJ im Vorfeld abzuschätzen. Dabei zeigte sich, daß die Hinzunah-

me vergangener Werte nicht zur Verbesserung der Vorhersage führte, daher wurden sie von

vornherein weggelassen.

Zur Validierung wurde der NMSEc1,p (siehe Tabelle5.1) für alle Kombination aus folgenden

Parametervorgaben bzw. Approximationsmethoden ermittelt:

• Die Anzahl der räumlichen NachbarwerteI wurde für den KS–Datensatz aus der Menge

{4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12} gewählt, für den Datensatz der gekoppelten logistischen Abbil-

dungen aus{1, 2, 3}. Die Anzahl der zeitlichen Nachbarwerte wurde auf 0 gesetzt,K

sowieL auf 1.

• Für den Datensatz der gekoppelten logistischen Abbildungen wurde zur Behandlung der

Randbedingungen lediglichc auf 2 gesetzt, es wurde hier keine Penalty–Komponente

verwendet. Dagegen kamen bei dem KS–Datensatz beide Methoden der Behandlung

von Randbedingungen zum Einsatz mit Parameterna = 1.0, b = 7 undc = 7.43.

• Anzahl verwendeter Nachbarnk ∈ {1, . . . , 5}

• Konstante, linear abfallende, biquadratische oder trikubische Wichtung

• Absolute oder intergrierte Mittelung

Insgesamt wurde dabei jede Zeitreihe 100 mal zufällig in Test- und Trainingsdatensatz aufge-

teilt. Die Nachbarsuche profitiert aufgrund der vergleichsweise hohen Dimension der lokalen

Zustandsvektoren deutlich von der Verwendung der partiellen Distanzberechnung (vgl. Ab-

schnitt3.4.1). Zur Berechnung der Distanzen im Rekonstruktionsraum wurde die euklidische

Metrik verwendet.

5.5.3. Vorhersagen

Abbildungen5.3 und 5.4 zeigen die Ergebnisse der freilaufenden, iterierten Vorhersage für

beide raum–zeitliche Datensätze. Für die Modellierung beider Zeitreihe wurde der bei der

Crossvalidierung ermittelte optimale Parametersatz verwendet. Zum Vergleich der Güte der

Modellierung wurde jeweils der Absolutwert der Differenz zwischen Originalzeitreihe und
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System p I k n Modus NMSEc
1,p

NMSEmax
NMSEmin

Logistische Abbildungen 4 1 5 1 Abs. 0.0026 122
Kuramoto–Sivashinsky 8 9 5 1 Int. 0.0701 7.5

Tabelle 5.1.:Ergebnisse der Validierung der STTS–Datensätze. Jede Zeile der Tabelle zeigt
den Parametersatz für das jeweilige System, der das verwendete Fehlermaß (vor-
letzte Spalte) minimiert. Die letzte Spalte zeigt das Verhältnis des Fehlers des
schlechtesten Parametersatzes (der hier nicht angegeben ist) zum optimalen.

Vorhersage dargestellt, wobei der vorherzusagende Teil der Originalzeitreihe nicht in den Trai-

ningsdatensatz der Prädiktion einging. Die Länge der Vorhersage beträgt für beide Systeme

25 Zeitschritte.

Das an sich triviale Beispiel der gekoppelten logistischen Abbildungen zeigt, daß die Crossva-

lidierung die zur Beschaffenheit der Systemgleichungen richtigen Parameter mit nurI = 1

einem räumlichen Nachbarn findet. Trotzdem zeigt die Vorhersage nur auf den ersten 10 Zeit-

schritten eine befriedigende Übereinstimmung mit der Originalzeitreihe. Interessant ist der

räumlich variierende Prädiktionshorizont, der sich in dem eher periodischen Segment in der

räumlichen Mitte der Zeitreihe über alle Zeitschritte der Vorhersage erstreckt.

Während die optimalen Parameter zur Rekonstruktion lokaler Zustände im ersten Beispiel

offensichtlich sind, können sie im Fall der Kuramoto–Sivashinsky PDE nicht direkt der Sy-

stemgleichung entnommen werden. Trotzdem ist auch hier eine Vorhersage über mindestens

10 Zeitschritte hinweg möglich. Interessant ist hier, daß die qualitative Struktur der Dyna-

mik erstaunlich gut reproduziert wird, es jedoch schwierig ist, den räumlichen Verlauf einer

Störung über längere Zeit präzise vorherzusagen.
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(a) Trainingsdatensatz der Länge 175

(b) Vorherzusagende Originalzeitreihe der Länge 25

(c) Vorhersage

(d) Absolutwerte der Differenz zwischen Original und Vorhersage

Abbildung 5.3.:Vorhersage des Datensatzes der gekoppelten logistischen Abbildungen unter
Verwendung des während der Crossvalidierung ermittelten optimalen Para-
metersatzes (vgl. Tabelle5.1). Unterabbildung (a) zeigt den Trainingsdaten-
satz mit 150 Zeitschritten, der von den 25 Zeitschritten des vorherzusagenden
Testdatensatzes (b) fortgesetzt wird. Unterabbildung (c) stellt die Vorhersage
mittels des in Abschnitt5.4.1beschriebenen Verfahrens dar. Der Absolutwert
der Differenz zwischen Vorhersage und Testdatensatz ist in (d) wiedergege-
ben.



(a) Trainingsdatensatz der Länge 450

(b) Vorherzusagende Originalzeitreihe der Länge 25

(c) Vorhersage

(d) Absolutwerte der Differenz zwischen Original und Vorhersage

Abbildung 5.4.:Vorhersage des Kuramoto–Sivashinsky Datensatzes unter Verwendung des
während der Crossvalidierung ermittelten optimalen Parametersatzes (vgl.
Tabelle5.1). Unterabbildung (a) zeigt den Trainingsdatensatz mit 450 Zeit-
schritten, der von den 25 Zeitschritten des vorherzusagenden Testdatensatzes
(b) fortgesetzt wird. Unterabbildung (c) stellt die Vorhersage mittels des in
Abschnitt5.4.1beschriebenen Verfahrens dar. Der Absolutwert der Differenz
zwischen Vorhersage und Testdatensatz ist in (d) wiedergegeben.



6. Das Programmpaket TSTOOL

TSTOOL ist ein Programmpaket zur nichtlinearen Zeitreihenanalyse. Die Implementation er-

folgte hauptsächlich in Matlab1, allerdings wurden einige zeitkritische Methoden in der Pro-

grammiersprache C++ realisiert, diese stellen sich jedoch dem Anwender in gleicher Weise

dar wie die rein in Matlab implementierten.

Das Aufbau des Programmpaketes läßt sich in drei Schichten einteilen:

(1) Die Ebene der grafischen Benutzeroberfläche (GUI). Diese bietet dem Benutzer die ein-

fache Anwendung der bereitgestellten Methoden sowie komfortable Ein- und Ausga-

be der Daten, Visualisierung derselben und die Möglichkeit, wiederholte Arbeitsfolgen

mittels Macros zu automatisieren. Die Benutzeroberfläche selbst ist ein direkter Aufsatz

auf die zweite Ebene:

(2) Die objekt–orientierte implementierte Ebene der Signalverarbeitung. Auf dieser wird

die Programmierumgebung Matlab um den Datentyp des Signals erweitert (@signal),

der ein physikalisches Signal nebst beschreibender Information modelliert. Diese Ebene

ist direkt von der Matlab–Kommandozeile aus zugänglich und läßt sich daher in eigene

Matlab–Programme oder Skripte einbinden. Obwohl die meisten Analysemethoden des

TSTOOL in einer klassen–spezifischen Version für die Signal–Klasse zur Verfügung

stehen (siehe Tabelle6.1), rufen diese doch immer die entsprechenden Funktionen der

dritten Ebene auf:

(3) Die Ebene der numerischen Verfahren. Nur auf dieser Ebene finden sich neben den rein

in Matlab implemetierten Methoden auch in der Programmiersprache C++ realisierte
1Matlab ist eine kommerzielle, mathematische Programmierumgebung, die eine umfangreiche Sammlung ma-

thematischer Routinen auf Skalaren, Vektoren und Matrizen sowie vielfältige Visualisierungsmöglichkeiten
beinhaltet.
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acf Berechnung der normierten Autokorrelationsfunktion
amutual Berechnung der Mutual–Information einer Zeitreihe

gegen ihr zeitverschobenes Selbst
boxdim Berechnung der KapazitätsdimensionD0 mittels ei-

nes Box–counting Verfahrens
cao Berechnung der Mutual–Information einer Zeitreihe

gegen ihr zeitverschobenes Selbst
corrdim Berechnung der KorrelationsdimensionD2 mittels ei-

nes Box–counting Verfahrens
corrsum Berechnung der Korrelationssumme mit vorgegebe-

ner Anzahl Referenzpunkte
corrsum2 Berechnung der Korrelationssumme mit adaptiver

Wahl der Referenzpunkte
embed Rekonstruktion mit Verzögerungskoordinaten
fracdims Schätzung des Spektrums der Rényi–Dimensionen

aus der Skalierung der Nachbardistanzen
infodim Berechnung der InformationsdimensionD1 mittels

eines Box–counting Verfahrens
infodim2 Berechnung der InformationsdimensionD1 aus der

Skalierung der Nachbardistanzen
largelyap Bestimmung des größten Lyapunovexponenten
localdensity Bestimmung der lokalen Dichte
nearneigh Nächste–Nachbar Statistik
pca Hauptachsentransformation für vektorielle Zeitreihen
poincare Poincareschnitt
predict Lokale Modellierung und Vorhersage für multivariate

Zeitreihen
predict2 Lokale Modellierung und Vorhersage für skalare

Zeitreihen
rang Transformation einer skalaren Zeitreihe auf Rangzah-

len
return_time Bestimmung des Histogrammes der Wiederkehrzei-

ten für multivariate Zeitreihen
surrogate* Erzeugen von Surrogatdaten
takens_estimator Takens’s Schätzer der KorrelationsdimensionD2

upsample Erhöhung der Abtastrate durch Interpolation der
Zeitreihe

Tabelle 6.1.:Auswahl der Methoden der Signal–Klasse des TSTOOL
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(siehe Tabelle6.2). Die Methoden dieser Ebene lassen sich bei Bedarf auch unabhängig

von den darüberliegenden Ebenen verwenden. Übereinstimmende Einträge in den Ta-

bellen6.1und6.2sind darauf zurückzuführen, daß eine Methode der zweiten Ebene die

Daten eines Signal–Objektes zur numerischen Bearbeitung meist an die entsprechende

Methode der dritten Ebene weiterreicht. Auf diese Weise soll eine systematische Tren-

nung der eher verwaltenden Funktionalität der Signal–Klasse von der Implementation

der numerischen Algorithmen erreicht werden.
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akimaspline Interpolation mittels Akima-Splines
amutual Berechnung der Mutual–Information einer Zeitreihe

gegen ihr zeitverschobenes Selbst
baker Berechnung der iterierten Baker–Abbildung
boxcount Berechnung vonD0, D1 und D2 mittels eines Box–

counting Verfahrens
cao Bestimmung der minimalen Einbettungsdimension

mittels der Methode von Cao
chaosys ODE–Löser für einige häufig verwendete chaotische

Systeme, u.A. Lorenz, Chua, Rössler etc.
corrsum Berechnung der KorrelationssummeC(r) für eine

vorgegebene Menge von Referenzpunkten
corrsum2 Berechnung der KorrelationssummeC(r) mit adapti-

ver Auswahl der Referenzpunkten
fnearneigh Berechnung derk–Nächsten–Nachbarn mittels des

ATRIA–Algorithmus
gendimest Schätzung des Spektrums der Rényi–Dimensionen

aus den Distanzen der Nächsten–Nachbarn
henon Berechnung der iterierten Henon–Abbildung
largelyap Bestimmung des größten Lyapunovexponenten
nn_prepare Ausgabe der Vorverarbeitungstruktur des ATRIA–

Algorithmus
nn_search Berechnung derk–Nächsten–Nachbarn, benötigt die

von nn_prepare erzeugte Vorverarbeitungstruktur
predict Lokale Modellierung und Vorhersage für Zustands-

vektoren
predict2 Lokale Modellierung und Vorhersage für skalare

Zeitreihen mittels Methode der Zeitverzögerungsko-
ordinaten

range_search Bereichssuche, benötigt die von nn_prepare erzeugte
Vorverarbeitungstruktur

return_time Bestimmung des Histogrammes der Wiederkehrzei-
ten für Zustandsvektoren

takens_estimator Takens’s Schätzer der KorrelationsdimensionD2

tentmap Berechnung der iterierten Zeltabbildung

Tabelle 6.2.:In C++ implementierte Methoden des TSTOOL
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Nächste–Nachbar basierte Methoden zeigen ein erstaunlich vielfältiges Anwendungsspektrum

in der nichtlinearen Zeitreihenanalyse. Dort dienen sie zum einen zum Lernen eines in Form

gemessener Daten gegebenen Urbild–Bild Zusammenhangs, zum anderen zur Bestimmung

charakterischer Größen der zugrundeliegenden dynamischen Systeme wie z.B. Lyapunov–

Exponenten [32] oder, wie in dieser Arbeit vorgestellt, dem Spektrum der fraktalen Dimen-

sionen.

Lokale Modellierung

Die lokale Modellierung unter Verwendung der Nächsten–Nachbarn bietet dabei noch weite-

ren Raum für Verbesserungen. Zu kann z.B. eine Vorauswahl der Komponenten der Zustands-

vektoren mit dem Ziel erfolgen, nur diejenigen Komponenten zu selektieren, die zu einer

Verbesserung des Vorhersagefehlers beitragen. Auch ein Auswahlverfahren, das ein Maß der

gegenseitigen Information zwischen Bild und Komponente des Urbildes optimiert, ist denk-

bar. Weiter kann sowohl die Anzahl der Nachbarn als auch die verwendete Metrik an die

jeweilige Aufgabenstellung angepaßt werden.

Lokale Modellierung ist nicht auf die Verwendung lokal konstanter Modelle angewiesen.

Lokal lineare Modelle erfordern nur geringfügig höheren Rechenaufwand. Aufwendiger,

aber vielversprechend ist eine Verbindung der lokalen Modellierung mit Support–Vector–

Methoden.

Nächste–Nachbar–Suche

Obwohl der vorgestellte ATRIA durchaus gute Ergebnisse beim Einsatz in der NLZ zeigt, sind

weitere Verbesserungen z.B. dadurch möglich, daß Nächste–Nachbar–Algorithmen speziell

für den Einsatz mit einer vorgegebenen Metrik entworfen werden. Auf diese Weise können
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dichtere untere Schranken der Distanz berechnet werden, so daß solche Algorithmen Nachbarn

mit geringerem Suchaufwand bestimmen können.

Modellierung raum–zeitlicher dynamischer Systeme

Die Ergebnisse des Abschnittes über die Modellierung raum–zeitlicher dynamischer Systeme

zeigen, daß die vorgestellte Methode der Rekonstruktion lokaler Zustände einen vielverspre-

chenden Ansatz zur Modellierung raum–zeitlicher Systeme darstellt, mit dem die Dynamik

raum–zeitlicher System auf kurzen Zeitskalen durchaus zufriedenstellend vorhergesagt wer-

den kann. Dabei ist die Methode nicht auf die Verwendung der Nächsten–Nachbarn zur Mo-

dellierung der Dynamik festgelegt, auch wenn diese Art der Funktionsapproximation gerade

im Hinblick auf die Modellvalidierung Vorteile aufweist. So könnte die Modellierung auch

mit Hilfe von Polynommodellen, radialen Basisfunktionen oder neuronalen Netzwerken er-

folgen.

Eine Verallgemeinerung des besprochenen Verfahrens kann in verschiedene Richtungen erfol-

gen. So kann zur weiteren Verringerung des Rechenaufwandes die Dimension der rekonstru-

ierten Zustände weiter reduziert werden, falls die STTS von einem System stammt, von dem

bekannt ist, daß es zusätzliche räumliche Symmetrien aufweist. Im eindimensionalen Fall

kann dies z.B. bei Systemen, deren Dynamik invariant bezüglich räumlicher Spiegelung ist,

ausgenutzt werden. Auch kann für raum–zeitliche Systeme mit mehreren räumlichen Dimen-

sion, die einer inhomogenen Dynamik unterliegen, die Anzahl der Penalty–Komponente an

die Zahl räumlicher Dimensionen angeglichen werden. Allerdings erhöht sich dabei gleich-

zeitig auch die benötigte Anzahl Trainingsdatenpunkte. Weiter muß die Region, aus der die

Komponenten der lokalen Zustände gebildet werden, nicht unbedingt ein rechteckiges Gitter

bilden. Motiviert durch die endliche Geschwindigkeit der Informationsausbreitung, kann ei-

ne spezifische Auswahl der Komponenten der STTS derart erfolgen, daß nur solche in den

Zustandsvektor aufgenommen werden, die einen deterministischen Einfluß auf den vorher-

zusagenden Wert aufweisen. Dabei könnte der Vorhersagefehler, ähnlich zu der Prädiktion

der skalaren Zeitreihen in Abschnitt2.4.2, durch Wahl einer angepassten Metrik noch weiter

reduziert werden.

Obwohl eine rigorose theoretische Fundierung des Verfahrens zur Rekonstruktion lokaler Zu-

stände noch aussteht, kann die vorgestellte Methode als Ausgangspunkt für eine weiterrei-

chende mathematische Behandlung solcher Systeme dienen.
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A.1. Beweise

A.1.1. Ausschlußregel

d(n,q)

d(c ,q)i

c i

ri q

nCharakteristischer Punkt 

Anfragepunkt

Vorläufiger Nächster Nachbar

Abbildung A.1.:Illustration für Beweis2

Beweis 2 Aus der Konstruktion ist bekannt, daß∀x des aktuellen ClustersCi (siehe Abb.A.1)

gilt:

d(ci, x) ≤ Ri

Aus der Dreiecksungleichung folgt:

d(q, ci) ≤ d(ci, x) + d(q, x)

d(q, ci) ≤ Ri + d(q, x) ⇒ d(q, ci)−Ri ≤ d(q, x)
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A.1.2. Abschätzung von d̂min

c

x

q

csisteri

d(c  , q)

d(q, x)

d(c  , x)i

i

sisterd(c       , x)

sisterd(c       , q)

Abbildung A.2.:Illustration für Beweis3

Beweis 3 Aus der Konstruktion des Baumes ist bekannt, daß∀x des aktuellen ClustersCi

(siehe Abb.A.2) gilt:

d(ci, x) + gi ≤ d(csister, x) (A.1)

Aus der Dreiecksungleichung folgt:

d(csister, x) ≤ d(q, csister) + d(q, x) (A.2)

d(ci, q) ≤ d(ci, x) + d(q, x) (A.3)

(A.1) + (A.2) ⇒ d(ci, x) + gi ≤ d(q, csister) + d(q, x) (A.4)

(A.3) ⇒ d(ci, q)− d(q, x) ≤ d(ci, x) (A.5)

(A.4) + (A.5) ⇒ d(ci, q)− d(q, csister) + gi ≤ 2d(q, x)
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d(n,q)d(c ,q)i

q

n

d(c ,x)

x

c i

i

Charakteristischer
Punkt

Anfragepunkt

Nächster Nachbar
Vorläufiger

Abbildung A.3.:Illustration für Beweis4

A.1.3. Ausschlußregel für Punkte innerhalb eines endständigen
Knotens

Beweis 4 Aus der Dreiecksungleichung ist bekannt, daß∀x des aktuellen ClustersCi (siehe

Abb.A.3) gilt:

d(ci, x) ≤ d(ci, q) + d(q, x)

d(ci, q) ≤ d(ci, x) + d(q, x)

⇒ |d(ci, q)− d(ci, x)| ≤ d(q, x)
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A.1.4. Maximale Interpunktdistanz in einer endlichen
Punktmenge

SeiX eine nicht-leere Menge von Punkten. Für einen bestimmten Punkta ∈ X sei bekannt :

d(a, x) ≤ R ∀x ∈ X. Dann folgt daraus in jedem metrischen Raum, daß für zwei beliebige

Punkteb, c ∈ X gilt : d(b, c) ≤ 2R.

Beweis 5

b ∈ X ⇒ d(a, b) ≤ R

c ∈ X ⇒ d(a, c) ≤ R

Aus der Dreiecksungleichung folgt :

d(a, b) + d(a, c) ≥ d(b, c)

⇒ R + R ≥ d(b, c)

A.2. Die Gammafunktion

Die GammafunktionΓ : (0,∞) → R zählt zu den wichtigeren der höheren Funktionen. Sie

ist wie folgt definiert:

Γ(x) :=

∫ ∞

0

e−ttx−1 dt

Aus derFunktionalgleichungder Gammafunktion

Γ(x + 1) = xΓ(x) für x > 0, (A.6)

folgt mit Γ(1) =
∫∞

0
e−t dt = 1 für allen ∈ N:

Γ(n + 1) = n Γ(n) = n(n− 1) Γ(n− 1) = n! Γ(1) = n!

A.3. Die Poissonverteilung

Definition 4 Eine Zufallsgröße heißt poissonverteilt mit dem Parameterλ, wenn sie abzähl-

bar unendlich vielen mögliche Wertek = 0, 1, 2, . . . mit den Wahrscheinlichkeiten

Pk(λ) =
λk

k!
e−k
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annimmt.

Es gilt:

∞∑

k=0

Pk(λ) = 1

∞∑

k=0

kPk(λ) = λ

Der Parameterλ, der gleichzeitig den Erwartungswert der Verteilung darstellt (vgl. Gleichung

A.7), kann als Produkt einer großen Anzahln von (gleichartigen) Zufallsexperimenten mit

kleiner Erfolgswahrscheinlichkeitp aufgefaßt werden:λ = np. In diesem Fall kann die

Poissonverteilung als gute Näherung der Binomialverteilung

Pk(λ = np) ≈
(

n

k

)
pk(1− p)n−k k = 0, 1, . . . , n

benutzt werden.
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A.4. Quelltexte

Obwohl das Einfügen von Quelltexten in eine wissenschaftliche Arbeit oft als Lückenbüßer

dient und daher manchmal mit entsprechendem Vorbehalt betrachtet wird, ist es in diesem Fall

doch für das Nachvollziehen des im Kapitel3 beschriebenen Algorithmus von großem Nutzen,

läßt doch die Beschreibung eines Algorithmus in Worten unterschiedliche Implementation zu,

die sich leider in den tatsächlichen Laufzeiten deutlich unterscheiden können. Die wiederge-

gebenen Quelltexte wurden dem Softwarepaket TSTOOL (siehe Kapitel6) entnommen, wobei

dem Verständnis überflüssige oder ablenkende, eher technisch motivierte Passagen (z.B. Feh-

lerbehandlung, Objektpersistenz, Profiling etc.) entfernt wurden. Nichtsdestotrotz lassen sich

die Quelltexte in der angegebenen Form mit einem ANSI–C++ konformen Compiler (z.B. gcc

2.95.2) übersetzen und bieten die volle Funktionalität der im Text beschriebenen Algorithmen

an. Obowhl der Nächste–Nachbar Algorithmus an einer Vielzahl verschiedenster Datensät-

ze bei Verwendung unterschiedlicher Metriken getestet wurde, kann hier keine Garantie für

Vollständigkeit oder Korrektheit der dargestellten Implementation geleistet werden.

A.4.1. Beispielimplementation des ATRIA

# inc lude < math . h>
# inc lude < i o s t r e a m . h>
# inc lude < s t a c k . h>
# inc lude < v e c t o r . h>
# inc lude < a lgo . h>

/ / INFINITY i s needed as an upper bound f o r eve ry
/ / d i s t a n c e t h a t might be e n c o u n t e r e d d u r i n g s e a r c h
/ / So be c a r e f u l l : i f t h e d a t a s e t has a very unusua l s c a l i n g ,
/ / a c t u a l d i s t a n c e s might exceed t h i s v a l u e , which would l e a d
/ / t o wrong r e s u l t s .

# d e f i n e INFINITY DBL_MAX

/ / Th is heade r f i l e d e f i n e s t e m p l a t e d f u n c t i o n o b j e c t s ( f u n c t o r s ) f o r d i s t a n c e
/ / c a l c u l a t i o n s . They work on any r e a s o n a b l e c o n t a i n e r c l a s s by u s i n g fo rward
/ / i t e r a t o r s . For good per fo rmance , no bound check ing i s done , so i t ’ s t h e
/ / programmer ’ s r e s p o s i b i l i t y t o have e v e r y t h i n g p r o p e r l y a l l o c a t e d .
/ /
/ / To s u p p o r t PARTIAL DISTANCE CALCULATION d u r i n g t h e s e a r c h phase ( no t t h e
/ / p r e p r o c e s s i n g phase ! ) , o p e r a t o r ( ) i s o v e r l o a d e d . o p e r a t o r ( ) w i th t h r e e arguments i s
/ / t h e s t a n d a r d d i s t a n c e c a l c u l a t i o n and r e t u r n s t h e e x a c t d i s t a n c e . o p e r a t o r ( ) w i th
/ / f o u r a rguments i s t h e t r e s h o l d e d d i s t a n c e c a l c u l a t i o n wi th t e r m i n a t e s as soon as t h e
/ / p a r t i a l d i s t a n c e exceeds t h e g iven t h r e s h o l d v a l u e ( bu t o t h e r w i s e r e t u r n s t h e e x a c t
/ / d i s t a n c e ) . C a r e f u l l i m p l e m e n t a t i o n can speed up t h e s e a r c h c o n s i d e r a b l y . When
/ / t h r e s h o l d i s exceeded , INFINITY i s r e t u r n e d t o p r e v e n t t h e s e a r c h f u n c t i o n s from
/ / c o n s i d e r i n g t h i s v a l u e as an e x a c t d i s t a n c e .

# d e f i n e PARTIAL_SEARCH

/ / P a r a m e t e r s f o r t h e ATRIA n e a r e s t n e ig hbo r s e a r c h :
/ / A c l u s t e r w i l l no t be f u r t h e r s u b d i v i d e d i f i t c o n t a i n s
/ / l e s s than ATRIAMINPOINTS p o i n t s . A s m a l l e r v a l u e might
/ / a c c e l e r a t e s e a r c h t ime , bu t i n c r e a s e p r e p r o c e s s i n g t ime .

# d e f i n e ATRIAMINPOINTS 64

c l a s s e u c l i d i a n _ d i s t a n c e {
pub l i c :

e u c l i d i a n _ d i s t a n c e ( ) { } ;
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templa te < c l a s s F o r w a r d I t e r a t o r 1 , c l a s s F o r w a r d I t e r a t o r 2 >
double opera tor ( ) ( F o r w a r d I t e r a t o r 1 f i r s t 1 , F o r w a r d I t e r a t o r 1 l a s t 1 ,

F o r w a r d I t e r a t o r 2 f i r s t 2 ) cons t
{

cons t double y = (∗ f i r s t 1 − ∗ f i r s t 2 ) ;
double d i s t = y∗y ;

f o r ( ++ f i r s t 1 , + + f i r s t 2 ; f i r s t 1 ! = l a s t 1 ; + + f i r s t 1 , + + f i r s t 2 ) {
cons t double x = (∗ f i r s t 1 − ∗ f i r s t 2 ) ;
d i s t + = x ∗ x ;

}
re turn s q r t ( d i s t ) ;

}

/ / s u p p o r t p a r t i a l s e a r c h : i f p a r t i a l d i s t a n c e exceeds t h r e s h ,
/ / s t o p comput ing o f d i s t a n c e
templa te < c l a s s F o r w a r d I t e r a t o r 1 , c l a s s F o r w a r d I t e r a t o r 2 >
double opera tor ( ) ( F o r w a r d I t e r a t o r 1 f i r s t 1 , F o r w a r d I t e r a t o r 1 l a s t 1 ,

F o r w a r d I t e r a t o r 2 f i r s t 2 , cons t double t h r e s h ) cons t
{

cons t double t = t h r e s h ∗ t h r e s h ;
cons t double y = (∗ f i r s t 1 − ∗ f i r s t 2 ) ;
double d i s t = y∗y ;

i f ( d i s t > t )
re turn INFINITY ;

f o r ( ++ f i r s t 1 , + + f i r s t 2 ; f i r s t 1 ! = l a s t 1 ; + + f i r s t 1 , + + f i r s t 2 ) {
cons t double x = (∗ f i r s t 1 − ∗ f i r s t 2 ) ;
d i s t + = x ∗ x ;
i f ( d i s t > t )

re turn INFINITY ;
}

re turn s q r t ( d i s t ) ;
}

} ;

c l a s s maximum_distance {
pub l i c :

maximum_distance ( ) { } ;
templa te < c l a s s F o r w a r d I t e r a t o r 1 , c l a s s F o r w a r d I t e r a t o r 2 >
double opera tor ( ) ( F o r w a r d I t e r a t o r 1 f i r s t 1 , F o r w a r d I t e r a t o r 1 l a s t 1 ,

F o r w a r d I t e r a t o r 2 f i r s t 2 ) cons t
{

double d i s t = f a b s (∗ f i r s t 1 − ∗ f i r s t 2 ) ;
f o r ( ++ f i r s t 1 , + + f i r s t 2 ; f i r s t 1 ! = l a s t 1 ; + + f i r s t 1 , + + f i r s t 2 ) {
cons t double x = f a b s (∗ f i r s t 1 − ∗ f i r s t 2 ) ;
i f ( x > d i s t ) d i s t = x ;

}
re turn d i s t ;

}
/ / s u p p o r t p a r t i a l s e a r c h
templa te < c l a s s F o r w a r d I t e r a t o r 1 , c l a s s F o r w a r d I t e r a t o r 2 >
double opera tor ( ) ( F o r w a r d I t e r a t o r 1 f i r s t 1 , F o r w a r d I t e r a t o r 1 l a s t 1 ,

F o r w a r d I t e r a t o r 2 f i r s t 2 , cons t double t h r e s h ) cons t
{

double d i s t = f a b s (∗ f i r s t 1 − ∗ f i r s t 2 ) ;
i f ( d i s t > t h r e s h ) {

re turn INFINITY ;
}

f o r ( ++ f i r s t 1 , + + f i r s t 2 ; f i r s t 1 ! = l a s t 1 ; + + f i r s t 1 , + + f i r s t 2 ) {
cons t double x = f a b s (∗ f i r s t 1 − ∗ f i r s t 2 ) ;
i f ( x > d i s t ) {

i f ( x > t h r e s h ) {
re turn INFINITY ;

}
d i s t = x ;

}
}

re turn d i s t ;
}

} ;

/ / c l a s s i n t e r l e a v e d _ p o i n t e r : a smar t p o i n t e r t h a t i t e r a t e s w i th an i n t e r l e a v e
/ / o f # i n c e l eme n t s over an a r r a y
/ / May be used t o i t e r a t e over rows or columns of a dense m a t r i x o f t ype T
templa te< c l a s s T>
c l a s s i n t e r l e a v e d _ p o i n t e r
{

p r i v a t e :
cons t T∗ p t r ;
cons t long i n c r e m e n t ;

pub l i c :
t ypede f i n t e r l e a v e d _ p o i n t e r s e l f ;
i n t e r l e a v e d _ p o i n t e r (cons t T∗ cons t p , cons t long i n c )

: p t r ( p ) , i n c r e m e n t ( i n c ) { } ;
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T opera tor ∗ ( ) cons t { re turn ∗ p t r ; }
s e l f & opera tor + + ( ) {

p t r += i n c r e m e n t ;
re turn ∗ t h i s ;

}
s e l f & opera tor−−() {

p t r−=i n c r e m e n t ;
re turn ∗ t h i s ;

}
bool opera tor ==( cons t i n t e r l e a v e d _ p o i n t e r & x ) {

re turn p t r = = x . p t r ;
}
bool opera tor ! = ( cons t i n t e r l e a v e d _ p o i n t e r & x ) {

re turn p t r ! = x . p t r ;
}

} ;

/ / The nex t c l a s s models a s e t o f p o i n t s . P o i n t s can be a c c e s s e d by an
/ / i ndex , r a n g i n g from ze ro t o N−1. The i m p l e m e n t a t i o n o f t h e p o i n t s i s no t i m p o r t a n t
/ / as long as t h e c l a s s p r o v i d e s t h e p o s s i b i l i t y t o c a l c u l a t e d i s t a n c e s between two
/ / p o i n t s o f t h e p o i n t s e t and t h e d i s t a n c e between a p o i n t from t h e d a t a s e t and an
/ / e x t e r n a l l y g i ven p o i n t . C la s s p o i n t _ s e t i s p a r a m e t r i z e d by t h e METRIC t h a t i s used
/ / t o compute d i s t a n c e s . METRIC must be a c l a s s hav ing an o p e r a t o r ( ) . For p o s s i b l e
/ / i m p l e m e n t a t i o n s o f a METRIC , see above . Th is p o i n t _ s e t i m p l e m e n t a t i o n i s t h e
/ / s t a n d a r d t s t o o l way o f h a n d l i n g mat lab m a t r i x d a t a
/ / The p a r t i c u l a r i m p l e m e n t a t i o n can be used f o r use wi th Mat lab mex−f i l e s , where
/ / a p o i n t s e t i s g i ven as a F o r t r a n s t y l e m a t r i x ( column major ) . The c o o r d i n a t e s o f
/ / a p o i n t i s r e p r e s e n t e d by one row of t h i s m a t r i x
templa te < c l a s s METRIC>
c l a s s p o i n t _ s e t {

p ro tec ted :
cons t long N; / / number o f p o i n t s
cons t long D; / / f o rma l d imens ion o f p o i n t s

/ / p o i n t s a r e s t o r e d as row v e c t o r s o f a N by D f o r t r a n s t y l e m a t r i x
cons t double∗ cons t m a t r i x _ p t r ;

/ / a f u n c t i o n o b j e c t t h a t c a l c u l a t e s d i s t a n c e s
cons t METRIC D i s t a n c e ;

pub l i c :
t ypede f METRIC Met r i c ; / / e x p o r t m e t r i c t ype

p o i n t _ s e t (cons t long n , cons t long d , cons t double∗ mat )
: N( n ) , D( d ) , m a t r i x _ p t r ( mat ) , D i s t a n c e ( ) { } ;

p o i n t _ s e t (cons t long n , cons t long d , cons t double∗ mat , cons t METRIC& metr )
: N( n ) , D( d ) , m a t r i x _ p t r ( mat ) , D i s t a n c e ( metr ) { } ;

~ p o i n t _ s e t ( ) { } ;
long d imens ion ( ) cons t { re turn D; }
long s i z e ( ) cons t { re turn N; }

/ / a smar t p o i n t e r t h a t i t e r a t e s over t h e e lem en t s o f one p o i n t
/ / i n t h i s p o i n t _ s e t ( p o i n t s a r e row v e c t o r s )
t ypede f i n t e r l e a v e d _ p o i n t e r <double> r o w _ i t e r a t o r ;

r o w _ i t e r a t o r p o i n t _ b e g i n (cons t long n ) cons t {
re turn r o w _ i t e r a t o r ( m a t r i x _ p t r + n , N ) ;

}

r o w _ i t e r a t o r p o i n t _ e n d (cons t long n ) cons t {
re turn r o w _ i t e r a t o r ( m a t r i x _ p t r + n + N∗D , N) ;

} / / STL l i k e p a s t−t h e−end i t e r a t o r

/ / i n d i c e s may vary between 0 and N−1, o r 0 and D−1
/ / vec2 must be a doub le v e c t o r o f l e n g t h D , vec1 [ 0 ] . . . vec1 [D−1]
double c o o r d i n a t e (cons t long n , cons t long d ) cons t {

re turn m a t r i x _ p t r [ n + N∗d ] ;
}

templa te< c l a s s F o r w a r d I t e r a t o r >
double d i s t a n c e (cons t long i ndex1 , F o r w a r d I t e r a t o r vec2 )cons t
{

re turn D i s t a n c e ( p o i n t _ b e g i n ( index1 ) , p o i n t _ e n d ( index1 ) , vec2 ) ;
}

# i f d e f PARTIAL_SEARCH
templa te< c l a s s F o r w a r d I t e r a t o r >
double d i s t a n c e (cons t long i ndex1 , F o r w a r d I t e r a t o r vec2 ,cons t double t h r e s h ) cons t
{

re turn D i s t a n c e ( p o i n t _ b e g i n ( index1 ) , p o i n t _ e n d ( index1 ) , vec2 , t h r e s h ) ;
}

# e n d i f

double d i s t a n c e (cons t long i ndex1 , cons t long i ndex2 ) cons t
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{
re turn D i s t a n c e ( p o i n t _ b e g i n ( index1 ) , p o i n t _ e n d ( index1 ) ,

p o i n t _ b e g i n ( index2 ) ) ;
}

} ;

/ / A " ne igh bo r " i s d e s c r i b e d by i t s index ( i n t o t h e p o i n t s e t ) and
/ / a d i s t a n c e v a l u e . Th is c l a s s i s a l s o used f o r t h e p e r m u t a t i o n t a b l e
/ / o f c l a s s ATRIA , where i t does no t e x a c t l y s p e c i f y a ne i ghb o r , so
/ / t h e name " ne igh bo r " may be a l i t t l e b i t m i s l e a d i n g .
c l a s s ne ig hbo r
{

p ro tec ted :
long i ; / / i ndex o f n e ig hbo r ( r e l a t i v e t o p o i n t s e t )
double d ; / / d i s t a n c e

pub l i c :
ne i g hbo r ( ) { } ;
ne i g hbo r (cons t long I , cons t double D ) : i ( I ) , d (D ) { } ;
long i ndex ( ) cons t { re turn i ; } ;
double d i s t ( ) cons t { re turn d ; } ;
long& index ( ) { re turn i ; }
double& d i s t ( ) { re turn d ; }
bool opera tor < ( cons t ne i ghb o r & x ) cons t { re turn d < x . d ; }

} ;

/ / f u n c t i o n o b j e c t t o s o r t n e i g h b o r s by d i s t a n c e
c l a s s neighborCompare :pub l i c b i n a r y _ f u n c t i o n < n e ig hbo r , n e ig hb o r ,bool > {

pub l i c :
bool opera tor ( ) ( cons t ne igh bo r & x , cons t ne ig hbo r & y ) cons t {
re turn x . d i s t ( ) < y . d i s t ( ) ;

}
} ;

/ / The nex t c l a s s models t h e t a b l e o f p r e l i m i n a r y n e i g h b o r s m_1 , . . . , m_k
c l a s s Sor tedNe ighbo rTab le {

p ro tec ted :
long K; / / number o f n e i g h b o r s t o be s e a r c h e d
double hd ; / / cache h i g h e s t d i s t a n c e

p r i o r i t y _ q u e u e < ne igh bo r , v e c t o r < ne igh bo r > , ne ighborCompare > pq ;

pub l i c :
So r tedNe ighbo rTab le ( ) : K ( 1 ) , hd ( INFINITY ) { } ;
So r tedNe ighbo rTab le (cons t long k ) : K( k ) , hd ( INFINITY ) { } ;
~ So r tedNe ighbo rTab le ( ) { } ;

double h i g h d i s t ( ) cons t { re turn hd ; } ;
vo id i n s e r t (cons t ne ig hbo r & x ) ;

vo id i n i t _ s e a r c h (cons t long k ) { K = k ; hd = INFINITY ; }
long f i n i s h _ s e a r c h ( v e c t o r < n e ig hbo r >& v ) ;

} ;

c l a s s c l u s t e r {
pub l i c :

long c h a r a c _ p o i n t ; / / i ndex o f c h a r a c t e r i s t i c p o i n t f o r t h i s c l u s t e r
/ / ( p o i n t s d i r e c l y i n t o t h e p o i n t s e t )

double Rmax ; / / Rmax i s by d e f i n i t i o n > = 0 . So we use i t s
/ / s i g n as a f l a g t o i n d i c a t e whether we have
/ / a t e r m i n a l node or no t . I f Rmax < = 0 we have
/ / a t e r m i n a l node . See member f u n c t i o n s
/ / i s _ t e r m i n a l ( ) and R_max ( ) below

double g_min ;

union {
c l u s t e r∗ l e f t ; / / used i n case of a non−t e r m i n a l node
long s t a r t ; / / used i n case of a t e r m i n a l node , p o i n t s

/ / i n t o t h e p e r m u t a t i o n _ t a b l e
} ;
union {

c l u s t e r∗ r i g h t ; / / used i n case of a non−t e r m i n a l node
long l e n g t h ; / / used i n case of a t e r m i n a l node

} ;

c l u s t e r ( )
: c h a r a c _ p o i n t ( 0 ) , Rmax ( INFINITY ) , g_min ( 0 ) , s t a r t ( 0 ) , l e n g t h ( 0 ) { } ;

c l u s t e r (cons t long c )
: c h a r a c _ p o i n t ( c ) , Rmax ( INFINITY ) , g_min ( 0 ) , s t a r t ( 0 ) , l e n g t h ( 0 ) { } ;

c l u s t e r (cons t long s , cons t long l , cons t long c = 0 )
: c h a r a c _ p o i n t ( c ) , Rmax ( INFINITY ) , g_min ( 0 ) , s t a r t ( s ) , l e n g t h ( l ) { } ;

~ c l u s t e r ( ) { } ;
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i n t i s _ t e r m i n a l ( ) cons t { re turn ( Rmax < = 0 ) ; } ;
double R_max ( ) cons t { re turn f a b s (Rmax ) ; } ;

} ;

/ / Dur ing k−n e a r e s t ne i ghb o r s e a r c h , c l u s t e r s a r e i n s e r t e d i n form of " s e a r c h i t e m s "
/ / i n t o t h e p r i o r i t y queue or s t a c k .
c l a s s s e a r c h i t e m {

p ro tec ted :
cons t c l u s t e r∗ c ; / / p o i n t e r t o c l u s t e r o b j e c t
double d ; / / d i s t a n c e from query p o i n t t o t h e c l u s t e r ’ s c h a r a c _ p o i n t
double d b r o t h e r ; / / d i s t a n c e from query p o i n t t o b r o t h e r c l u s t e r ’ s c h a r a c _ p o i n t

double dmin ; / / e s t i m a t e o f miniumum d i s t a n c e from query p o i n t
/ / t o any p o i n t i n s i d e c l u s t e r c ( \ h a t {d}_{min } )

double dmax ; / / e s t i m a t e o f maximal d i s t a n c e from query p o i n t t o
/ / any p o i n t n s i d e c l u s t e r

pub l i c :
s e a r c h i t e m ( ) { } ;

s e a r c h i t e m (cons t c l u s t e r∗ C , cons t double D)
: c (C ) , d (D ) , d b r o t h e r ( INFINITY ) , dmin (D− C−>R_max ( ) ) , dmax (D+C−>R_max ( ) ) { } ;

s e a r c h i t e m (cons t c l u s t e r∗ C , cons t double D , cons t double Dbro the r ,
cons t s e a r c h i t e m & p a r e n t )

: c (C ) , d (D ) , d b r o t h e r ( Dbro the r ) ,
dmin ( max ( max ( 0 . 0 , 0 . 5∗ (D−Dbro the r +c−>g_min ) ) , max (D− C−>R_max ( ) , p a r e n t . dmin ) ) ) ,
dmax ( min ( p a r e n t . dmax , D + C−>R_max ( ) ) ) { } ;

cons t c l u s t e r∗ c l u s t e r p ( ) cons t { re turn c ; } ;
double d i s t ( ) cons t { re turn d ; } ;
double d i s t _ b r o t h e r ( ) cons t { re turn d b r o t h e r ; } ;

double d_min ( ) cons t { re turn dmin ; } ;
double d_max ( ) cons t { re turn dmax ; } ;

} ;

/ / f u n c t i o n o b j e c t t o s o r t s e a r c h i t e m s by dmin
c l a s s search i temCompare :pub l i c b i n a r y _ f u n c t i o n < s e a r c h i t e m , s e a r c h i t e m ,bool > {

pub l i c :
bool opera tor ( ) ( cons t s e a r c h i t e m & x , cons t s e a r c h i t e m & y ) cons t {

i f ( x . d_min ( ) = = y . d_min ( ) )
re turn x . d_max ( ) > y . d_max ( ) ;

e l s e
re turn x . d_min ( ) > y . d_min ( ) ;

} ;
} ;

/ / base c l a s s f o r t h e n e a r e s t n e i h b o r s e a r c h which d e f i n e s a common i n t e r f a c e
templa te< c l a s s POINT_SET>
c l a s s n e a r n e i g h _ s e a r c h e r {

p ro tec ted :
cons t POINT_SET& p o i n t s ;
cons t long Nused ; / / number o f p o i n t s o f t h e d a t a s e t a c t u a l l y used

So r tedNe ighbo rTab le t a b l e ;

templa te< c l a s s F o r w a r d I t e r a t o r >
vo id t e s t (cons t long i ndex , F o r w a r d I t e r a t o r qp ,cons t double t h r e s h ) {

# i f d e f PARTIAL_SEARCH
cons t double d = p o i n t s . d i s t a n c e ( index , qp , t h r e s h ) ;

# e l s e
cons t double d = p o i n t s . d i s t a n c e ( index , qp ) ;

# e n d i f
i f ( d < t h r e s h )

t a b l e . i n s e r t ( n e i g hbo r ( index , d ) ) ;
}

pub l i c :
t ypede f POINT_SET p o i n t _ s e t ; / / e x p o r t t ype

/ / p r e p a r e s e a r c h i n g f o r a p o i n t s e t p o i n t s
/ / e x c l g i v e s t h e number o f p o i n t s t h a t shou ld be
/ / exc luded from s e a r c h i n g ( from t h e end of t h e p o i n t s e t )
n e a r n e i g h _ s e a r c h e r (cons t POINT_SET& p , cons t long e x c l = 0 ) ;
~ n e a r n e i g h _ s e a r c h e r ( ) { } ;

} ;

/ / ATRIA : A c l a s s t h a t imp lements an advanced t r i a n g l e i n e q u a l i t y a l g o r i t h m .
templa te< c l a s s POINT_SET>
c l a s s ATRIA : pub l i c n e a r n e i g h _ s e a r c h e r <POINT_SET > {

p ro tec ted :
cons t long MINPOINTS ;
c l u s t e r r o o t ;
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ne ig hbo r∗ cons t p e r m u t a t i o n _ t a b l e ; / / t h i s t a b l e c o n t a i n s t h e i n d i c e s
/ / o f a l l p o i n t s i n POINT_SET , as we l l
/ / as d i s t a n c e s t h e c h a r a c _ p o i n t o f t h e
/ / c l u s t e r where each p o i n t f a l l s i n t o

t ypede f typename POINT_SET : : Me t r i c METRIC ;
t ypede f s e a r c h i t e m Search I tem ;

p r i o r i t y _ q u e u e < Search I tem , v e c t o r < Search I tem > , search i temCompare > sea rch_queue ;
s t a c k < Search I tem , v e c t o r < Search I tem > > Sea rch S tack ;

vo id c r e a t e _ t r e e ( ) ;
vo id d e s t r o y _ t r e e ( ) ;

p a i r <long , long > f i n d _ c h i l d _ c l u s t e r _ c h a r a c _ p o i n t s (cons t c l u s t e r∗ cons t c ,
ne igh bo r∗ cons t S e c t i o n , cons t long c _ l e n g t h ) ;

long a s s i g n _ p o i n t s _ t o _ c h a r a c _ p o i n t s ( ne igh bo r∗ cons t S e c t i o n , cons t long c _ l e n g t h ,
p a i r < c l u s t e r∗ , c l u s t e r∗> c h i l d s ) ;

templa te< c l a s s T>
s t a t i c vo id swap (T∗ a , cons t long i , cons t long j ) {

T tmp = a [ i ] ; a [ i ] = a [ j ] ; a [ j ] = tmp ;
}

pub l i c :
ATRIA( cons t POINT_SET& p , cons t long e x c l = 0 , cons t long minp ts = ATRIAMINPOINTS ) ;
~ATRIA ( ) ;

/ / Search f o r k n e a r e s t n e i g h b o r s o f t h e p o i n t q u e r y _ p o i n t ,
/ / e x c l u d i n g a l l p o i n t s w i th i n d i c e s between f i r s t and l a s t from t h e s e a r c h .
/ / Re tu rns number o f n e a r e s t ne igh bo r found and a s o r t e d v e c t o r o f n e i g h b o r s
/ / ( by r e f e r e n c e ) . An e r r o r i n s e a r c h _ k _ n e i g h b o r s ( ) w i l l no t r e s u l t
/ / i n an e r r o r s t a t e f o r t h e s e a r c h e r ( see g e t e r r ( ) )
templa te< c l a s s F o r w a r d I t e r a t o r >
long s e a r c h ( v e c t o r < ne igh bo r >& v ,cons t long k , F o r w a r d I t e r a t o r q u e r y _ p o i n t ,

cons t long f i r s t = −1 , cons t long l a s t = −1 , cons t double e p s i l o n = 0 ) ;

/ / s e a r c h ( and coun t ) number o f p o i n t s w i t h i n d i s t a n c e ’ r a d i u s ’ from t h e
/ / query p o i n t . An u n s o r t e d v e c t o r v o f n e i g b o r s i s r e t u r n e d .
templa te< c l a s s F o r w a r d I t e r a t o r >
long s e a r c h _ r a n g e ( v e c t o r < ne i ghb o r >& v ,cons t double r a d i u s , F o r w a r d I t e r a t o r q u e r y _ p o i n t ,

cons t long f i r s t = −1 , cons t long l a s t = −1) ;
} ;

long Sor tedNe ighbo rTab le : : f i n i s h _ s e a r c h ( v e c t o r < n e ig hbo r >& v )
{

v . r e s e r v e ( pq . s i z e ( ) ) ;

whi le ( ! pq . empty ( ) ) {
v . push_back ( pq . top ( ) ) ;
pq . pop ( ) ;

}

r e v e r s e ( v . beg in ( ) , v . end ( ) ) ;
re turn v . s i z e ( ) ;

}

vo id Sor tedNe ighbo rTab le : : i n s e r t (cons t ne igh bo r & x )
{

pq . push ( x ) ;

whi le ( pq . s i z e ( ) > K) {
pq . pop ( ) ;

}

i f ( pq . s i z e ( ) < K) {
hd = INFINITY ;

}
e l s e {

hd = pq . top ( ) . d i s t ( ) ;
}

}

templa te< c l a s s POINT_SET>
n e a r n e i g h _ s e a r c h e r <POINT_SET > : : n e a r n e i g h _ s e a r c h e r (cons t POINT_SET& p , cons t long e x c l )

: p o i n t s ( p ) , Nused ( p o i n t s . s i z e ( )− e x c l )
{

i f ( ( Nused < 1 ) | | ( e x c l < 0 ) )
{

c e r r < < "Wrong p a r a m e t e r s f o r n e a r e s t ne ighbou r s e a r c h " << end l ;
re turn ;

}
}
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templa te< c l a s s POINT_SET>
ATRIA<POINT_SET > : : ATRIA(cons t POINT_SET& p , cons t long e x c l , cons t long minp ts )

: n e a r n e i g h _ s e a r c h e r <POINT_SET>( p , e x c l ) , r o o t ( 1 , Nused−1) , MINPOINTS( minp ts ) ,
p e r m u t a t i o n _ t a b l e (new ne i ghb o r [ Nused ] )

{
c r e a t e _ t r e e ( ) ;

}

templa te< c l a s s POINT_SET>
ATRIA<POINT_SET > : : ~ATRIA ( )
{

d e s t r o y _ t r e e ( ) ;
d e l e t e [ ] p e r m u t a t i o n _ t a b l e ;

}

templa te< c l a s s POINT_SET>
p a i r <long , long > ATRIA<POINT_SET > : : f i n d _ c h i l d _ c l u s t e r _ c h a r a c _ p o i n t s (cons t c l u s t e r∗ cons t c ,

ne i gh bo r∗ cons t S e c t i o n , cons t long l e n g t h )
{

p a i r <long , long > c h a r a c _ p o i n t s (−1, −1);

i f ( c−>Rmax = = 0 ) { / / i f a l l d a t a p o i n t s seem t o be i d e n t i c a l , i n d i c a t e
re turn c h a r a c _ p o i n t s ; / / t h a t t h e r e ’ s no need t o f u r t h e r d i v i d e t h i s d a t a s e t

}

long i ndex = 0 ;
long c h a r a c _ p o i n t _ r i g h t = S e c t i o n [ i ndex ] . i ndex ( ) ;
double d i s t = S e c t i o n [ i ndex ] . d i s t ( ) ;

/ / Compute r i g h t c h a r a c _ p o i n t , t h e p o i n t t h a t i s f a r t h e s t away from t h e c−>c h a r a c _ p o i n t

f o r ( long i = 1 ; i < l e n g t h ; i ++ ) {
cons t double d = S e c t i o n [ i ] . d i s t ( ) ;
i f ( d> d i s t ) {

d i s t = d ;
c h a r a c _ p o i n t _ r i g h t = S e c t i o n [ i ] . i ndex ( ) ;
i ndex = i ;

}
}

c h a r a c _ p o i n t s . second = c h a r a c _ p o i n t _ r i g h t ;

/ / move t h i s c h a r a c _ p o i n t t h e t h e l a s t ( r i g h t m o s t ) e lemen t o f t h i s S e c t i o n
swap ( S e c t i o n , index , l e n g t h−1);

/ / nex t compute l e f t c h a r a c _ p o i n t , t h e p o i n t t h a t i s f a r t h e s t away
/ / from t h e c h a r a c _ p o i n t _ r i g h t

i ndex = 0 ;
long c h a r a c _ p o i n t _ l e f t = S e c t i o n [ index ] . i ndex ( ) ;
d i s t = p o i n t s . d i s t a n c e ( c h a r a c _ p o i n t _ r i g h t , S e c t i o n [ i ndex ] . i ndex ( ) ) ;
S e c t i o n [ index ] . d i s t ( ) = d i s t ;

f o r ( long i = 1 ; i < l e n g t h−1; i ++ ) {
cons t double d = p o i n t s . d i s t a n c e ( c h a r a c _ p o i n t _ r i g h t , S e c t i o n [ i ] . i ndex ( ) ) ;
S e c t i o n [ i ] . d i s t ( ) = d ;
i f ( d > d i s t ) {

d i s t = d ;
c h a r a c _ p o i n t _ l e f t = S e c t i o n [ i ] . i ndex ( ) ;
i ndex = i ;

}
}

/ / move t h i s c h a r a c _ p o i n t t h e t h e f i r s t ( l e f t m o s t ) e lemen t o f t h i s S e c t i o n
swap ( S e c t i o n , index , 0 ) ;

c h a r a c _ p o i n t s . f i r s t = c h a r a c _ p o i n t _ l e f t ;

re turn c h a r a c _ p o i n t s ;
}

templa te< c l a s s POINT_SET>
vo id ATRIA<POINT_SET > : : c r e a t e _ t r e e ( ) {

s t a c k < c l u s t e r∗ , v e c t o r < c l u s t e r∗ > > Stack ;

p e r m u t a t i o n _ t a b l e [ 0 ] = ne i gh bo r ( r o o t . c h a r a c _ p o i n t = 0 , 0 ) ;

r o o t . Rmax = 0 ;
f o r ( long k = 1 ; k < Nused ; k ++ ) {

cons t double d = p o i n t s . d i s t a n c e ( k , r o o t . c h a r a c _ p o i n t ) ;
p e r m u t a t i o n _ t a b l e [ k ] = ne igh bo r ( k , d ) ;
i f ( d > r o o t . Rmax )

r o o t . Rmax = d ;
}
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/ / now c r e a t e t h e t r e e

S tack . push (& r o o t ) ; / / push r o o t c l u s t e r on Stack

whi le ( ! S tack . empty ( ) )
{

c l u s t e r∗ cons t c = Stack . top ( ) ; S tack . pop ( ) ;

cons t long c _ s t a r t = c−>s t a r t ;
cons t long c _ l e n g t h = c−>l e n g t h ;

ne ig hbo r∗ cons t S e c t i o n = p e r m u t a t i o n _ t a b l e + c _ s t a r t ;

i f ( c−>l e n g t h > MINPOINTS ) { / / F u r t h e r d i v i d e t h i s c l u s t e r ?
p a i r <long , long > n e w _ c h i l d _ c h a r a c _ p o i n t s = f i n d _ c h i l d _ c l u s t e r _ c h a r a c _ p o i n t s ( (cons t c l u s t e r∗ ) c ,

S e c t i o n , c _ l e n g t h ) ;

i f ( ( n e w _ c h i l d _ c h a r a c _ p o i n t s . f i r s t = =− 1 ) | | ( n e w _ c h i l d _ c h a r a c _ p o i n t s . second ==−1 ) ) {
/ / c l u s t e r cou ld no t be d i v i d e d f u r t h e r and has a l r e a d y been
/ / marked as t e r m i n a l c l u s t e r / node ( see f i n d _ c h i l d _ c l u s t e r _ c h a r a c _ p o i n t s ( ) )
con t inue ;

}
c−>l e f t = new c l u s t e r ( n e w _ c h i l d _ c h a r a c _ p o i n t s . f i r s t ) ;
c−>r i g h t = new c l u s t e r ( n e w _ c h i l d _ c h a r a c _ p o i n t s . second ) ;

/ / c r e a t e two s u b c l u s t e r s and s e t p r o p e r t i e s
cons t long j = a s s i g n _ p o i n t s _ t o _ c h a r a c _ p o i n t s ( S e c t i o n , c _ l e n g t h ,

p a i r < c l u s t e r∗ , c l u s t e r∗>( c−>l e f t , c−>r i g h t ) ) ;

c−>l e f t−>s t a r t = c _ s t a r t + 1 ; / / l e a v e c h a r a c _ p o i n t s ou t
c−>l e f t−>l e n g t h = j−1;

c−>r i g h t−>s t a r t = c _ s t a r t + j ;
c−>r i g h t−>l e n g t h = c _ l e n g t h− j − 1 ;

/ / p r o c e s s new s u b c l u s t e r s
S tack . push ( c−>r i g h t ) ;
S tack . push ( c−>l e f t ) ;

}
e l s e { / / t h i s i s go ing t o be a t e r m i n a l node

c−>Rmax =− c−>Rmax ; / / a Rmax v a l u e < = 0 marks t h i s c l u s t e r as a t e r m i n a l node of t h e s e a r c h t r e e
}

}
}

/ / a s s i g n each p o i n t t o t h e n e a r e s t c h a r a c _ p o i n t , u s i ng a k ind o f q u i c k s o r t l i k e s o r t i n g p r o c e d u r e
templa te< c l a s s POINT_SET>
long ATRIA<POINT_SET > : : a s s i g n _ p o i n t s _ t o _ c h a r a c _ p o i n t s ( ne igh bo r∗ cons t S e c t i o n , cons t long c _ l e n g t h ,

p a i r < c l u s t e r∗ , c l u s t e r∗> c h i l d s )
{

cons t long c h a r a c _ p o i n t _ l e f t = c h i l d s . f i r s t−>c h a r a c _ p o i n t ;

long i = 0 ;
long j = c _ l e n g t h−1;

/ / maximal d i s t a n c e f r o n one c l u s t e r ’ s c h a r a c _ p o i n t t o p o i n t s b e l o n g i n g t o t h i s c l u s t e r
double Rmax_le f t = 0 ;
double Rmax_r ight = 0 ;

/ / min imal gap i n d i s t a n c e s t o bo th c l u s t e r c h a r a c _ p o i n t s
double g _ m i n _ l e f t = INFINITY ;
double g_m in_ r i gh t = INFINITY ;

whi le ( 1 ) {
shor t i _ b e l o n g s _ t o _ l e f t = 1 ;
shor t j _ b e l o n g s _ t o _ r i g h t = 1 ;

whi le ( i + 1 < j ) {
i ++;
cons t double d l = p o i n t s . d i s t a n c e ( c h a r a c _ p o i n t _ l e f t , S e c t i o n [ i ] . i ndex ( ) ) ;
cons t double dr = S e c t i o n [ i ] . d i s t ( ) ;

i f ( d l > dr ) {
/ / p o i n t be longs t o t h e r i g h t c o r n e r
cons t double d i f f = d l − dr ;

S e c t i o n [ i ] . d i s t ( ) = dr ;
i _ b e l o n g s _ t o _ l e f t = 0 ;

g_m in_ r i gh t = min ( g_m in_ r i gh t , d i f f ) ;
Rmax_r ight = max ( Rmax_r ight , d r ) ;
break ;

}

/ / p o i n t be longs t o t h e l e f t c o r n e r
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cons t double d i f f = dr − d l ;

S e c t i o n [ i ] . d i s t ( ) = d l ;

g _ m i n _ l e f t = min ( g _ m i n _ l e f t , d i f f ) ;
Rmax_ le f t = max ( Rmax_ le f t , d l ) ;

}

whi le ( j −1 > i ) { / / e i t h e r we reached t h e s t a r t o f t h e a r r a y
/ / o r t h i s e lemen t was a l r e a d y checked by t h e i loop

−−j ;

cons t double dr = S e c t i o n [ j ] . d i s t ( ) ;
cons t double d l = p o i n t s . d i s t a n c e ( c h a r a c _ p o i n t _ l e f t , S e c t i o n [ j ] . i ndex ( ) ) ;

i f ( d r > = d l ) {
/ / p o i n t be longs t o t h e l e f t c o r n e r
cons t double d i f f = dr − d l ;

S e c t i o n [ j ] . d i s t ( ) = d l ;
j _ b e l o n g s _ t o _ r i g h t = 0 ;

g _ m i n _ l e f t = min ( g _ m i n _ l e f t , d i f f ) ;
Rmax_ le f t = max ( Rmax_le f t , d l ) ;
break ;

}

/ / p o i n t be longs t o t h e r i g h t c o r n e r
cons t double d i f f = d l − dr ;

S e c t i o n [ j ] . d i s t ( ) = dr ;

g_m in_ r i gh t = min ( g_m in_ r i gh t , d i f f ) ;
Rmax_r ight = max ( Rmax_r ight , d r ) ;

}

i f ( i = = j −1) {
i f ( ( ! i _ b e l o n g s _ t o _ l e f t ) & & ( ! j _ b e l o n g s _ t o _ r i g h t ) ) {

swap ( S e c t i o n , i , j ) ;
} e l s e i f ( ! i _ b e l o n g s _ t o _ l e f t ) {

i−−; j−−;
} e l s e i f ( ! j _ b e l o n g s _ t o _ r i g h t ) {

i + + ; j ++;
}
break ; / / f i n i s h e d walk ing th rough t h e a r r a y

} e l s e {
swap ( S e c t i o n , i , j ) ;

}
}

c h i l d s . f i r s t−>g_min = g _ m i n _ l e f t ;
c h i l d s . f i r s t−>Rmax = Rmax_le f t ;

c h i l d s . second−>g_min = g_m in_ r i gh t ;
c h i l d s . second−>Rmax = Rmax_r ight ;

re turn j ;
}

templa te< c l a s s POINT_SET>
vo id ATRIA<POINT_SET > : : d e s t r o y _ t r e e ( )
{

s t a c k < c l u s t e r∗ , v e c t o r < c l u s t e r∗ > > Stack ;

i f ( ! r o o t . i s _ t e r m i n a l ( ) ) {
S tack . push ( r o o t . l e f t ) ;
S tack . push ( r o o t . r i g h t ) ;

}

whi le ( ! S tack . empty ( ) ) {
c l u s t e r∗ c = Stack . top ( ) ; S tack . pop ( ) ;

i f ( c ! = 0 ) {
i f ( ! c−>i s _ t e r m i n a l ( ) ) {

S tack . push ( c−>l e f t ) ;
S tack . push ( c−>r i g h t ) ;

}
d e l e t e c ;

}
}

}

templa te< c l a s s POINT_SET>
templa te< c l a s s F o r w a r d I t e r a t o r >
long ATRIA<POINT_SET > : : s e a r c h ( v e c t o r < ne i ghb o r >& v ,cons t long k , F o r w a r d I t e r a t o r q u e r y _ p o i n t ,
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cons t long f i r s t , cons t long l a s t , cons t double e p s i l o n )
{

cons t double r o o t _ d i s t = p o i n t s . d i s t a n c e ( r o o t . c h a r a c _ p o i n t , q u e r y _ p o i n t ) ;

t a b l e . i n i t _ s e a r c h ( k ) ;

/ / c l e a r s e a r c h queue
whi le ( ! sea rch_queue . empty ( ) ) sea rch_queue . pop ( ) ;

/ / push r o o t c l u s t e r as s e a r c h i tem i n t o t h e queue
sea rch_queue . push ( Search I tem (& r o o t , r o o t _ d i s t ) ) ;

whi le ( ! sea rch_queue . empty ( ) )
{

cons t Search I tem s i = sea rch_queue . top ( ) ; sea rch_queue . pop ( ) ;
cons t c l u s t e r∗ cons t c = s i . c l u s t e r p ( ) ;

i f ( ( t a b l e . h i g h d i s t ( ) > s i . d i s t ( ) ) &&
( ( c−>c h a r a c _ p o i n t < f i r s t ) | | ( c−>c h a r a c _ p o i n t > l a s t ) ) )
t a b l e . i n s e r t ( ne i ghb o r ( c−>c h a r a c _ p o i n t , s i . d i s t ( ) ) ) ;

i f ( t a b l e . h i g h d i s t ( ) > = s i . d_min ( )∗ ( 1 . 0 + e p s i l o n ) ) {
i f ( c−>i s _ t e r m i n a l ( ) ) {

cons t ne ig hbo r∗ cons t S e c t i o n = p e r m u t a t i o n _ t a b l e + c−>s t a r t ;

i f ( c−>Rmax = = 0 . 0 ) {
f o r ( long i = 0 ; i < c−>l e n g t h ; i ++ ) {

cons t long j = S e c t i o n [ i ] . i ndex ( ) ;

i f ( t a b l e . h i g h d i s t ( ) < = s i . d i s t ( ) )
break ;

i f ( ( j < f i r s t ) | | ( j > l a s t ) )
t a b l e . i n s e r t ( ne i gh bo r ( j , s i . d i s t ( ) ) ) ;

}
} e l s e {

f o r ( long i = 0 ; i < c−>l e n g t h ; i ++ ) {
cons t long j = S e c t i o n [ i ] . i ndex ( ) ;

i f ( ( j < f i r s t ) | | ( j > l a s t ) ) {
i f ( t a b l e . h i g h d i s t ( ) > f a b s ( s i . d i s t ( )− S e c t i o n [ i ] . d i s t ( ) ) )

t e s t ( j , q u e r y _ p o i n t , t a b l e . h i g h d i s t ( ) ) ;
}

}
}

}
e l s e { / / t h i s i s an i n t e r n a l node

cons t double d l = p o i n t s . d i s t a n c e ( c−>l e f t−>c h a r a c _ p o i n t , q u e r y _ p o i n t ) ;
cons t double dr = p o i n t s . d i s t a n c e ( c−>r i g h t−>c h a r a c _ p o i n t , q u e r y _ p o i n t ) ;

/ / c r e a t e c h i l d c l u s t e r s e a r c h i t e ms
Search I tem s i _ l e f t = Search I tem ( c−>l e f t , d l , d r , s i ) ;
Sea rch I tem s i _ r i g h t = Search I tem ( c−>r i g h t , d r , d l , s i ) ;

/ / p r i o r i t y queue based s e a r c h
sea rch_queue . push ( s i _ r i g h t ) ;
sea rch_queue . push ( s i _ l e f t ) ;

}
}

}

/ / append t a b l e i t e m s t o v , v shou ld be empty , a f t e r w a r d s t a b l e i s empty
re turn t a b l e . f i n i s h _ s e a r c h ( v ) ;

}

templa te< c l a s s POINT_SET > templa te< c l a s s F o r w a r d I t e r a t o r >
long ATRIA<POINT_SET > : : s e a r c h _ r a n g e ( v e c t o r < ne i gh bo r >& v ,cons t double r a d i u s ,

F o r w a r d I t e r a t o r q u e r y _ p o i n t ,cons t long f i r s t , cons t long l a s t )
{

long coun t = 0 ; / / number o f p o i n t s found

whi le ( ! Sea r chS tack . empty ( ) ) S ea rchS tack . pop ( ) ; / / make s h u r e s t a c k i s empty

Sea rchS ta ck . push ( Search I tem (& r o o t , p o i n t s . d i s t a n c e ( r o o t . c h a r a c _ p o i n t , q u e r y _ p o i n t ) ) ) ;

whi le ( ! Sea r chS tack . empty ( ) )
{

cons t Search I tem s i = Se a rchS tack . top ( ) ;
Sea rchS tack . pop ( ) ;

i f ( r a d i u s > = s i . d_min ( ) ) {
cons t c l u s t e r∗ cons t c = s i . c l u s t e r p ( ) ;

i f ( ( ( c−>c h a r a c _ p o i n t < f i r s t ) | | ( c−>c h a r a c _ p o i n t > l a s t ) )
&& ( s i . d i s t ( ) < = r a d i u s ) ) {
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v . push_back ( n e ig hbo r ( c−>c h a r a c _ p o i n t , s i . d i s t ( ) ) ) ;
coun t ++;

}

i f ( c−>i s _ t e r m i n a l ( ) ) { / / t h i s i s a t e r m i n a l node
cons t ne ig hbo r∗ cons t S e c t i o n = p e r m u t a t i o n _ t a b l e + c−>s t a r t ;

i f ( c−>Rmax = = 0 . 0 ) {
/ / c l u s t e r has ze ro r a d i u s , so a l l p o i n t s i n s i d e w i l l have t h e
/ / same d i s t a n c e t o q
i f ( r a d i u s > = s i . d i s t ( ) ) {

f o r ( long i = 0 ; i < c−>l e n g t h ; i ++ ) {
cons t long j = S e c t i o n [ i ] . i ndex ( ) ;

i f ( ( j < f i r s t ) | | ( j > l a s t ) ) {
v . push_back ( n e ig hb o r ( j , s i . d i s t ( ) ) ) ;
coun t ++;

}
}

}
} e l s e {

f o r ( long i = 0 ; i < c−>l e n g t h ; i ++ ) {
cons t long j = S e c t i o n [ i ] . i ndex ( ) ;

i f ( ( ( j < f i r s t ) | | ( j > l a s t )) &&
( r a d i u s > = f a b s ( s i . d i s t ( )− S e c t i o n [ i ] . d i s t ( ) ) ) )

{
# i f d e f PARTIAL_SEARCH

cons t double d = p o i n t s . d i s t a n c e ( j , q u e r y _ p o i n t , r a d i u s ) ;
# e l s e

cons t double d = p o i n t s . d i s t a n c e ( j , q u e r y _ p o i n t ) ;
# e n d i f

i f ( d < = r a d i u s ) {
v . push_back ( n e ig hb o r ( j , d ) ) ;
coun t ++;

}
}

}
}

}
e l s e { / / t h i s i s an i n t e r n a l node

cons t double d l = p o i n t s . d i s t a n c e ( c−>l e f t−>c h a r a c _ p o i n t , q u e r y _ p o i n t ) ;
cons t double dr = p o i n t s . d i s t a n c e ( c−>r i g h t−>c h a r a c _ p o i n t , q u e r y _ p o i n t ) ;

cons t Search I tem x = Search I tem ( c−>l e f t , d l , d r , s i ) ;
cons t Search I tem y = Search I tem ( c−>r i g h t , d r , d l , s i ) ;

Sea rchS tack . push ( x ) ;
Sea rchS tack . push ( y ) ;

}
}

}

re turn coun t ;
}

A.4.2. Implementation einer k–Nächsten–Nachbar–Suche in
L2–Metrik

/ / Sample d r i v e r r o u t i n e t o d e m o n s t r a t e
/ / usage of t h e s e a r c h e r c l a s s . Reads
/ / d a t a s e t p o i n t s and query p o i n t s from
/ / s t d i n , t hen s e a r c h e s f o r k n e a r e s t n e i g h b o r s
/ / us i n g E u c l i d i a n m e t r i c .
/ /
/ / Compile w i th : g ++ n ns ea rc h . cpp−o nns ea rc h−O2−lm

# d e f i n e PARTIAL_SEARCH

# inc lude " a t r i a . h "

i n t main ( i n t a rgc , char∗∗ argv )
{

i f ( a rgc < 5 ) {
c e r r < < " Arguments : N D R k " << end l ;
re turn −1;

}

cons t long N = a t o l ( a rgv [ 1 ] ) ;
cons t long D = a t o l ( a rgv [ 2 ] ) ;
cons t long R = a t o l ( a rgv [ 3 ] ) ;
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cons t long k = a t o l ( a rgv [ 4 ] ) ;

double∗ cons t p = new double[N∗D] ;
double∗ cons t query_p = new double[R∗D] ;

f o r ( long n = 0 ; n < N ; n ++ ) {
f o r ( long d = 0 ; d < D ; d ++) {

c i n > > p [ n + d∗N] ; / / p o i n t s a r e read from s t d i n
}

}
f o r ( long r = 0 ; r < R ; r ++ ) {

f o r ( long d = 0 ; d < D ; d ++) {
c i n > > query_p [ r + d∗R ] ; / / query p o i n t s a r e a l s o read from s t d i n

}
}

p o i n t _ s e t < e u c l i d i a n _ d i s t a n c e > p o i n t s (N , D , p ) ;
ATRIA< p o i n t _ s e t < e u c l i d i a n _ d i s t a n c e > > s e a r c h e r ( p o i n t s ) ;
p o i n t _ s e t < e u c l i d i a n _ d i s t a n c e > q u e r y _ p o i n t s (R , D , query_p ) ;

f o r ( long r = 0 ; r < R ; r ++ ) {
v e c t o r < ne igh bo r > v ;

s e a r c h e r . s e a r c h ( v , k , q u e r y _ p o i n t s . p o i n t _ b e g i n ( r ) ,− 1 , − 1 , 0 ) ;
f o r ( v e c t o r < ne i ghb o r > : : i t e r a t o r i =v . beg in ( ) ; i < v . end ( ) ; + + i ) {

cou t < < (∗ i ) . i ndex ( ) + 1 < < " " << (∗ i ) . d i s t ( ) < < " " ;
}
cou t < < end l ;

}

d e l e t e [ ] query_p ;
d e l e t e [ ] p ;
re turn 0 ;

}

A.4.3. Implementation einer k–Nächsten–Nachbar Suche in
L∞–Metrik, wobei die Anfragepunkte aus dem Datensatz
selbst stammen

/ / Sample d r i v e r r o u t i n e t o d e m o n s t r a t e
/ / usage of t h e s e a r c h e r c l a s s . Reads
/ / d a t a s e t p o i n t s from s t d i n and s e a r c h e s f o r
/ / t h e k n e a r e s t n e i g h b o r s t o each d a t a p o i n t
/ / us i n g maximum d i s t a n c e . S e l f t matches a r e
/ / exc luded .
/ /
/ / Compile w i th : g ++ nnsea rch2 . cpp−o nnsea rch2−O2−lm

# d e f i n e PARTIAL_SEARCH

# inc lude " a t r i a . h "

i n t main ( i n t a rgc , char∗∗ argv )
{

i f ( a rgc < 4 ) {
c e r r < < " Arguments : N D k " << end l ;
re turn −1;

}

cons t long N = a t o l ( a rgv [ 1 ] ) ;
cons t long D = a t o l ( a rgv [ 2 ] ) ;
cons t long k = a t o l ( a rgv [ 3 ] ) ;

double∗ cons t p = new double[N∗D] ;

f o r ( long n = 0 ; n < N ; n ++ ) {
f o r ( long d = 0 ; d < D ; d ++) {

c i n > > p [ n + d∗N] ; / / p o i n t s a r e read from s t d i n
}

}

p o i n t _ s e t <maximum_distance > p o i n t s (N , D , p ) ;
ATRIA< p o i n t _ s e t < maximum_distance > > s e a r c h e r ( p o i n t s ) ;

f o r ( long r = 0 ; r < N ; r ++ ) {
v e c t o r < ne igh bo r > v ;

s e a r c h e r . s e a r c h ( v , k , p o i n t s . p o i n t _ b e g i n ( r ) , r , r , 0 ) ;
f o r ( v e c t o r < ne i ghb o r > : : i t e r a t o r i =v . beg in ( ) ; i < v . end ( ) ; + + i ) {

cou t < < (∗ i ) . i ndex ( ) + 1 < < " " << (∗ i ) . d i s t ( ) < < " " ;

98



A. Anhang

}
cou t < < end l ;

}

d e l e t e [ ] p ;
re turn 0 ;

}

A.4.4. Beispielimplementation der schnellen
Korrelationssummenberechnung in L∞–Metrik

/ / Data s e t p o i n t s a r e read from s t d i n
/ /
/ / Compile w i th : g++− I . cor rsum . cpp−o corrsum−O2−lm

# d e f i n e PARTIAL_SEARCH

# inc lude < s t d i o . h>
# inc lude < math . h>
# inc lude " a t r i a . h "

i n l i n e long lmax ( cons t long a , cons t long b ) { re turn a > = b ? a : b ; }
i n l i n e long lm in ( cons t long a , cons t long b ) { re turn a < = b ? a : b ; }

long random_permuta t ion (long∗ r e f , cons t long l e n g t h , cons t long pos ) {
cons t long i ndex = ( long ) f l o o r ( ( ( ( double ) rand ( ) ) / (RAND_MAX+1) )∗ ( l e n g t h−pos ) ) ;
cons t long r = r e f [ pos+ index ] ;
r e f [ pos+ index ] = r e f [ pos ] ; / / swap e l eme n ts
r e f [ pos ] = r ;
re turn r ;

}

i n t main ( i n t a rgc , char∗∗ argv )
{

long b i n s = 3 2 ; / / number o f b i n s

i f ( a rgc < 9 ) {
c e r r < < " Arguments : N D Npa i r s Nref_min Nref_max eps_min eps_max p a s t b i n s o p t _ f l a g " << end l ;
re turn −1;

}

cons t long N = a t o l ( a rgv [ 1 ] ) ;
cons t long D = a t o l ( a rgv [ 2 ] ) ;
cons t long Npa i r s = a t o l ( a rgv [ 3 ] ) ; / / number o f p a i r s
long Nref_min = a t o l ( a rgv [ 4 ] ) ;
long Nref_max = a t o l ( a rgv [ 5 ] ) ;
cons t double eps_min = a t o f ( a rgv [ 6 ] ) ;
cons t double eps_max = a t o f ( a rgv [ 7 ] ) ;
cons t long p a s t = a t o l ( a rgv [ 8 ] ) ;

i f ( a rgc > 9 )
b i n s = a t o l ( a rgv [ 9 ] ) ;

i f ( Nref_min < 1 ) Nref_min = 1 ;
i f ( Nref_max > N ) Nref_max = N;

double∗ cons t p = new double[N∗D] ;

f o r ( long n = 0 ; n < N ; n ++ ) {
f o r ( long d = 0 ; d < D ; d ++) {

c i n > > p [ n + d∗N] ; / / p o i n t s a r e read from s t d i n
}

}

p o i n t _ s e t <maximum_distance > p o i n t s (N,D , p ) ;
ATRIA< p o i n t _ s e t <maximum_distance > > s e a r c h e r ( p o i n t s ) ;

double s c a l e _ f a c t o r = pow ( eps_max / eps_min , 1 . 0 / ( b i n s−1));

p r i n t f ( " Number o f d a t a s e t p o i n t s : %d \ n " , N ) ;
p r i n t f ( " Number o f p a i r s t o f i n d : %d \ n " , Npa i r s ) ;
p r i n t f ( "Miniumum number o f r e f e r e n c e p o i n t s : %d \ n " , Nref_min ) ;
p r i n t f ( "Maximum number o f r e f e r e n c e p o i n t s : %d \ n " , Nref_max ) ;
p r i n t f ( " Number o f p a r t i t i o n s used : %d \ n " , b i n s ) ;
p r i n t f ( " Time window t o exc lude from s e a r c h : %d \ n " , p a s t ) ;
p r i n t f ( " Minimal l e n g t h s c a l e : % f \ n " , eps_min ) ;
p r i n t f ( " S t a r t i n g a t maximal l e n g t h s c a l e : % f \ n " , eps_max ) ;

long∗ cons t r e f = new long[N ] ; / / needed t o c r e a t e random r e f e r e n c e i n d i c e s
long∗ cons t t o t a l _ p a i r s = new long[ b i n s ] ; / / number o f t o t a l p a i r s i s no t e q u a l f o r a l l b i n s
long∗ cons t p a i r s _ f o u n d = new long[ b i n s ] ; / / number o f p a i r s found w i t h i n d i s t a n c e d i s t

99



A. Anhang

double∗ cons t d i s t s = new double[ b i n s ] ;

double x = eps_min ;

/ / i n i t i a l i z e v e c t o r s
/ / p a i r s _ f o u n d [ i ] c o u n t s t h e number o f p o i n t s / d i s t a n c e s ( r e a l ) s m a l l e r t han d i s t s [ i ]
f o r ( long b in = 0 ; b in < b i n s ; b in ++ ) {

p a i r s _ f o u n d [ b in ] = 0 ;
t o t a l _ p a i r s [ b in ] = 0 ;
d i s t s [ b in ] = x ;
x ∗= s c a l e _ f a c t o r ;

}

f o r ( long r = 0 ; r < N ; r ++)
r e f [ r ] = r ;

long R = 0 ; / / number o f r e f e r e n c e p o i n t s a c t u a l l y used
long b in = b i n s−1; / / t h e c u r r e n t h i g h e s t b in ( and l e n g t h s c a l e ) t h a t needs t o be f i l l e d over Npa i r s

whi le ( ( ( R < Nref_min ) | | ( p a i r s _ f o u n d [ b in ] < Npa i r s ) ) & & (R < Nref_max ) ) {
v e c t o r < ne igh bo r > v ;

/ / a l l p o i n t s w i th i n d i c e s i so t h a t f i r s t < = i < = l a s t a r e exc luded ( ! ) from s e a r c h
long f i r s t , l a s t ;
long p a i r s = 0 ;

/ / choose random index from 0 . . . N−1, w i t h o u t r e o c c u r e n c e s
cons t long a c t u a l = random_permuta t ion ( r e f , N , R++) ;

i f ( p a s t > = 0 )
f i r s t = a c t u a l−p a s t ;

e l s e
f i r s t = a c t u a l ;

l a s t = N;
p a i r s = lmin ( f i r s t , l a s t ) ; / / don ’ t s e a r c h p o i n t s from [ a c t u a l−p a s t . . N−1]

i f ( p a i r s < = 0 ) {
con t inue ;

}

s e a r c h e r . s e a r c h _ r a n g e ( v , d i s t s [ b in ] , p o i n t s . p o i n t _ b e g i n ( a c t u a l ) , f i r s t , l a s t ) ;

i f ( v . s i z e ( ) > 0 ) {
f o r ( v e c t o r < ne i gh bo r > : : i t e r a t o r i = v . beg in ( ) ; i < v . end ( ) ; i + + ) { / / v i s u n s o r t e d ( ! ! ! )

cons t double d = (∗ i ) . d i s t ( ) ;

f o r ( long n = b in ; n > = 0 ; n−−) {
i f ( d > d i s t s [ n ] )

break ;
}

}
f o r ( long n = 0 ; n < = b in ; n ++ ) {

t o t a l _ p a i r s [ n ] + = p a i r s ;
}

/ / see i f we can reduce l e n g t h s c a l e
i n t b ins_changed = 0 ;
whi le ( ( p a i r s _ f o u n d [ b in ] > = Npa i r s ) && ( b in > 0 ) & & (R > = Nref_min ) ) {

b in−−;
b ins_changed = 1 ;

}
i f ( b ins_changed ) {

p r i n t f ( " Re fe rence p o i n t s used so f a r : %d \ n " , R ) ;
p r i n t f ( " Sw i t ch ing t o l e n g t h s c a l e : % f \ n " , d i s t s [ b in ] ) ;

}
}

p r i n t f ( " Number o f r e f e r e n c e p o i n t s used : %d \ n " , R ) ;

f o r ( long b in = 0 ; b in < b i n s ; b in ++ ) {
cou t < < d i s t s [ b in ] < < " "
< < ( ( double ) p a i r s _ f o u n d [ b in ] ) / ( (double ) t o t a l _ p a i r s [ b in ] ) < < end l ;

}

d e l e t e [ ] p ;
d e l e t e [ ] t o t a l _ p a i r s ;
d e l e t e [ ] p a i r s _ f o u n d ;
d e l e t e [ ] r e f ;
d e l e t e [ ] d i s t s ;

}

100



A. Anhang

A.4.5. Beispielimplementation eines ternären Suchbaumes für
Box–Counting Verfahren

/ / Box c o u n t i n g f o r a d a t a s e t o f p o i n t s ( row v e c t o r s ) f o r
/ / d i f f e r e n t p a r t i t i o n s i z e s ( 2 , 3 , 4 , . . . ) , ( e q u i d i s t a n t p a r t i t i o n i n g )
/ /
/ / Every v a l u e o f i n p u t p o i n t s e t must be s c a l e d t o be w i t h i n [ 0 , 1 ]
/ / Re tu rns boxcoun t i ng , i n f o r m a t i o n and c o r r e l a t i o n d imens ion ( I_0 , I_1 and I_2 ) ( u s i n g log2 )
/ /
/ / A f a s t a l g o r i t h m based on t e r n a r y s e a r c h t r e e s t o s t o r e nonempty boxes i s used

/ / g ++ boxcount . cpp−o boxcount−O2−lm

# inc lude < math . h>
# inc lude < s t d i o . h>
# inc lude < s t d l i b . h>
# inc lude < i o s t r e a m . h>

# d e f i n e TST_BUFFERS 128 / / number o f b u f f e r s
# d e f i n e TST_BUFSIZE 512 / / i n i t a l b u f f e r s i z e

templa te< c l a s s KEY>
s t r u c t Tnode {

KEY s p l i t k e y ;
i n t l e v e l ; /∗ l e v e l o f t r e e ∗ /
unsigned long long coun t ; /∗ coun t how o f t e n t h e key l e a d i n g t o t h i s node e x i s t s∗ /

Tnode∗ l o k i d ;
Tnode∗ eqk id ;
Tnode∗ h i k i d ;

} ;

/ / c l a s s t e r n a r y _ s e a r c h _ t r e e s t o r e s m u l t i k ey−d a t a w i th f i x e d key l e n g t h

templa te< c l a s s KEY , c l a s s E v a l u a t e r >
c l a s s t e r n a r y _ s e a r c h _ t r e e
{

p ro tec ted :
t ypede f Tnode<KEY>∗ Tp t r ;

/ / t h e s e f o u r v a r i a b l e s a r e used t o a c c e l e r a t e a l l o c a t i o n o f Tnode o b j e c t s

Tp t r buf ; / / p o i n t e r t o c u r r e n t b u f f e r
long n e x t _ b u f _ s i z e ; / / s i z e o f t h e b u f f e r t h a t w i l l be a l l o c a t e d nex t
long bufn ; / / number o f nex t b u f f e r
long f r e e n ; / / number o f f r e e nodes i n c u r r e n t b u f f e r

Tp t r f r e e a r r [TST_BUFFERS ] ;

cons t long l e n ; / / key l e n g t h
Tp t r r o o t ; / / t r e e r o o t node

pub l i c :
t e r n a r y _ s e a r c h _ t r e e (cons t long k e y l e n g t h ) ;
~ t e r n a r y _ s e a r c h _ t r e e ( ) ;
i n t i n s e r t (cons t KEY∗ cons t key ) ; / / i n s e r t key v e c t o r
long t o t a l _ n o d e s ( ) cons t { re turn ( long ) ( TST_BUFSIZE ∗ ( pow ( 2 . 0 , (double ) bufn ) − 1) − f r e e n ) ; }

vo id t r a v e r s e ( E v a l u a t e r & e v a l ) ;
} ;

templa te< c l a s s KEY , c l a s s E v a l u a t e r >
t e r n a r y _ s e a r c h _ t r e e <KEY , E v a l u a t e r > : : t e r n a r y _ s e a r c h _ t r e e (cons t long k e y l e n g t h ) : bufn ( 0 ) , f r e e n ( 0 ) ,

r o o t ( 0 ) , n e x t _ b u f _ s i z e ( TST_BUFSIZE ) , l e n ( k e y l e n g t h ) { }

/ / r e t u r n 0 on SUCCESS
templa te< c l a s s KEY , c l a s s E v a l u a t e r >
i n t t e r n a r y _ s e a r c h _ t r e e <KEY , E v a l u a t e r > : : i n s e r t (cons t KEY∗ cons t key )
{

KEY d ;
Tp t r pp ;

Tp t r∗ p = & r o o t ;
long l e v e l = 0 ; / / l e v e l goes up t o l e n−1

whi le ( pp = ∗ p ) { / / as long as we e n c o u n t e r a l r e a d y e x i s i t i n g nodes , we s t a y i n s i d e t h i s wh i le loop
i f ( ( d = key [ l e v e l ] − pp−>s p l i t k e y ) = = 0 ) { / / go t o nex t t r e e l e v e l

pp−>coun t ++;
p = &( pp−>eqk id ) ;

i f ( ( + + l e v e l ) = = l e n ) re turn 0 ; / / SUCCESS
} e l s e i f ( d < 0 ) {

p = &( pp−>l o k i d ) ; /∗ move l e f t i n t h e c u r r e n t l e v e l∗ /
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}
e l s e {

p = &( pp−>h i k i d ) ; /∗ move r i g h t i n t h e c u r r e n t l e v e l∗ /
}
}
f o r ( ; ; ) { / ∗ once we f i n d a node t h a t i s no t a l l o c a t e d ( = = 0 ) , we must c r e a t e eve ry nex t node∗ /
i f ( f r e e n−− == 0) {

i f ( bufn = = TST_BUFFERS ) {
/ / mexErrMsgTxt ( " Ran ou t o f a v a i l a b l e b u f f e r s f o r t r e e nodes " ) ;
re turn −1; / / FAILURE

}
buf = new Tnode<KEY>[ n e x t _ b u f _ s i z e ] ;
f r e e a r r [ bufn + + ] = buf ;
f r e e n = n e x t _ b u f _ s i z e−1;
n e x t _ b u f _ s i z e ∗ = 2 ; / / doub le s i z e o f t h e nex t b u f f e r ( t h i s keeps o v e r a l l number o f a l l o c a t i o n s s m a l l )

}
∗p = buf ++;

pp = ∗ p ;
pp−>s p l i t k e y = key [ l e v e l ] ;

pp−>coun t = 1 ; / / t h i s node i s newly c r e a t e d , so coun t i s s e t t o one
pp−>l e v e l = l e v e l ;

pp−>l o k i d = pp−>eqk id = pp−>h i k i d = 0 ;
i f ( ( + + l e v e l ) = = l e n ) re turn 0 ;
p = &( pp−>eqk id ) ;

}
}

/ / t r a v e r s e t r e e i n an a r b i t r a r y o r d e r , e x e c u t e t h e g iven f u n c t i o n o b j e c t on every node t h a t i s no t empty
templa te< c l a s s KEY , c l a s s E v a l u a t e r >
vo id t e r n a r y _ s e a r c h _ t r e e <KEY , E v a l u a t e r > : : t r a v e r s e ( E v a l u a t e r & e v a l )
{

long b u f _ s i z e = TST_BUFSIZE ; / / t h e a c t u a l s i z e o f t h e b u f f e r i s doub l i ng each i t e r a t i o n

/ / t r a v e r s e th rough a l l b u f f e r s t h a t a r e c o m p l e t e l y f i l l e d
f o r ( long i = 0 ; i < bufn ; i ++ ) {

long number_nodes = b u f _ s i z e ;
cons t Tp t r b = ( Tp t r ) f r e e a r r [ i ] ;

i f ( i = = bufn − 1) / / l a s t b u f f e r may no t be c o m p l e t e l y f i l l e d
number_nodes = b u f _ s i z e−f r e e n ;

b u f _ s i z e ∗= 2 ;

f o r ( long j = 0 ; j < number_nodes ; j ++ ) {
cons t Tp t r p = b + j ;
e v a l ( p−>coun t , p−>l e v e l ) ;

}
}

}

templa te< c l a s s KEY , c l a s s E v a l u a t e r >
t e r n a r y _ s e a r c h _ t r e e <KEY , E v a l u a t e r > : : ~ t e r n a r y _ s e a r c h _ t r e e ( )
{

f o r ( long i = 0 ; i < bufn ; i ++)
d e l e t e [ ] f r e e a r r [ i ] ;

}

# d e f i n e PARTITIONMAX 16384
# d e f i n e MY_EPS 1 e−6
# d e f i n e LOGARITHM_OF_2 0.69314718055995
# d e f i n e MAXDIM 512

i n l i n e double l og_2 (cons t double x ) { re turn ( l og ( x ) / LOGARITHM_OF_2 ) ; }
i n l i n e double max (double a ,double b ) { re turn ( ( a > = b ) ? a : b ) ; }
i n l i n e double min ( double a ,double b ) { re turn ( ( a < = b ) ? a : b ) ; }

c l a s s d i m _ e s t i m a t o r {
p ro tec ted :

long∗ boxes ; /∗ s c a l i n g o f number o f boxes f o r d imens ions from 1 t o dim∗ /
double∗ i n ; /∗ s c a l i n g o f i n f o r m a t i o n f o r d imens ions from 1 t o dim∗ /
double∗ co ; /∗ s c a l i n g o f c o r r e l a t i o n f o r d imens ions from 1 t o dim∗ /

cons t long dim ;
cons t long N;
long t o t a l _ p o i n t s ;

pub l i c :
d i m _ e s t i m a t o r (cons t long n , cons t long Dim ) : N( n ) , dim ( Dim ) , t o t a l _ p o i n t s ( 0 ) ,

boxes ( 0 ) , i n ( 0 ) , co ( 0 ) {
boxes = new long[ dim ] ;
i n = new double[ dim ] ;
co = new double[ dim ] ;

f o r ( long d = 0 ; d < dim ; d ++ ) { / / i n i t i a l i z e a r r a y s t o ze ro
boxes [ d ] = 0 ;
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i n [ d ] = co [ d ] = 0 ;
}

}
~ d i m _ e s t i m a t o r ( ) {

d e l e t e [ ] co ;
d e l e t e [ ] i n ;
d e l e t e [ ] boxes ;

} ;

vo id opera tor ( ) ( cons t long mass , cons t i n t l e v e l ) {
/ / mass i s t h e a b s o l u t e f r e q u e n c y o f p o i n t s f a l l i n g i n t o t h a t box a t l e v e l l e v e l o f t h e t r e e

cons t double p_ i = ( ( ( double ) mass ) / (double )N ) ; / / r e l a t i v e f r e q u e n c y

t o t a l _ p o i n t s + = mass ; / / Check we go t a l l p o i n t s
boxes [ l e v e l ]++ ; / / D0 = Boxen z a e h l e n ( c a p a c i t y d imens ion )
i n [ l e v e l ] + = ( p_ i ∗ l og_2 ( p_ i ) ) ; / / D1 i n f o r m a t i o n d imens ion
co [ l e v e l ] + = p_ i ∗ p_ i ; / / D2 c o r r e l a t i o n d imens ion

}

long g e t _ t o t a l _ p o i n t s ( ) cons t { re turn t o t a l _ p o i n t s ; }
double boxd (cons t long d ) cons t { re turn −l og_2 ( (double ) boxes [ d ] ) ; }
double i n f o d ( cons t long d ) cons t { re turn i n [ d ] ; }
double c o r r d (cons t long d ) cons t { re turn l og_2 ( co [ d ] ) ; }

} ;

i n t main ( i n t a rgc , char∗∗ argv )
{

i f ( a rgc < 3 ) {
c e r r < < " Arguments : N D N p a r t i t i o n s " << end l ;
re turn −1;

}

cons t long N = a t o l ( a rgv [ 1 ] ) ;
cons t long dim = a t o l ( a rgv [ 2 ] ) ;
cons t long N p a r t i t i o n s = a t o l ( a rgv [ 3 ] ) ; / / number o f p a r t i t i o n s

i f ( N < 1 ) {
c e r r < < " Data s e t must c o n s i s t o f a t l e a s t two p o i n t s ( row v e c t o r s ) " << end l ;
re turn −1;

}
i f ( dim < 1 ) {

c e r r < < " Data p o i n t s must be a t l e a s t o f d imens ion one " << end l ;
re turn −1;

}
i f ( dim > MAXDIM) {

c e r r < < " Maximal d imens ion exceeded " << end l ;
re turn −1;

}

double∗ cons t p = new double[N∗dim ] ;

f o r ( long n = 0 ; n < N ; n ++ ) {
f o r ( long d = 0 ; d < dim ; d ++ ) {

c i n > > p [ n + d∗N] ; / / p o i n t s a r e read from s t d i n
}

}

double minimum = p [ 0 ] ;
double maximum = p [ 0 ] ;

f o r ( long i = 1 ; i < N ∗ dim ; i ++ ) {
i f ( minimum > p [ i ] )

minimum = p [ i ] ;
i f ( maximum < p [ i ] )

maximum = p [ i ] ;
}

p r i n t f ( "Minimum and maximum of i n p u t d a t a : % l f and %l f \ n " , minimum , maximum ) ;

i f ( minimum = = maximum ) {
p r i n t f ( " Data v a l u e s a r e i n d e n t i c a l , n o t h i n g t o compute \ n " ) ;
re turn −1;

} e l s e {
i n t key [MAXDIM] ;

d i m _ e s t i m a t o r e s t i m a t o r (N , dim ) ;
t e r n a r y _ s e a r c h _ t r e e <i n t , d i m _ e s t i m a t o r > t r e e ( dim ) ;

cons t double a = ( ( ( double ) N p a r t i t i o n s )−MY_EPS ) / ( maximum− minimum ) ;
cons t double b = a ∗ minimum ;

p r i n t f ( " Number o f p a r t i t i o n s pe r a x i s : %d \ n " , N p a r t i t i o n s ) ;
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/ / Tree f u e l l e n
f o r ( long i ndex = 0 ; index < N ; index ++ ) {

f o r ( long d = 0 ; d < dim ; d ++ ) {
/ / c o n s t i n t x = f l o o r ( ( p a r t i t i o n s−MY_EPS ) ∗ ( p [ i ndex + d∗N] − minimum ) / ( maximum− minimum ) ) ;
cons t i n t x = ( i n t ) f l o o r ( a∗p [ index + d∗N] − b ) ;

i f ( ( x < 0 ) | | ( x > = N p a r t i t i o n s ) ) {
c e r r < < " Data v a l u e s seem no t t o be i n range [ 0 , 1 ] " << end l ;
re turn −1;

}

key [ d ] = x ;
}
i f ( t r e e . i n s e r t ( key ) ) {

c e r r < < " Ran ou t o f memory " << end l ;
re turn −1;

}
}

/ / Now t h a t t h e t r e e i s c o n s t r u c t e d , compute t h e o u t p u t
t r e e . t r a v e r s e ( e s t i m a t o r ) ;

p r i n t f ( " T o t a l nodes a l l o c a t e d : %d \ n " , t r e e . t o t a l _ n o d e s ( ) ) ;
p r i n t f ( " T o t a l memory a l l o c a t e d : %d b y t e s \ n " , t r e e . t o t a l _ n o d e s ( )∗ s i z e o f( Tnode<i n t > ) ) ;

i f ( e s t i m a t o r . g e t _ t o t a l _ p o i n t s ( ) ! = dim∗ N) {
c e r r < < " I n t e r n a l e r r o r , t r e e d id no t c o n t a i n a l l p o i n t s " << end l ;
re turn −1;

}

f o r ( long d = 0 ; d < dim ; d ++ ) {
p r i n t f ( "% l d : % l f %l f %l f \ n " , ( d + 1 ) , e s t i m a t o r . boxd ( d ) , e s t i m a t o r . i n f o d ( d ) , e s t i m a t o r . c o r r d ( d ) ) ;

}
}

re turn 0 ;
}
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