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ZUSAMMENFASSUNG 1

Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden Fragen behandelt, die fiir das Versténdnis des solaren Dy-
namos wesentlich sind. Insbesondere kommt der Speicherung und Erzeugung starker
Magnetfelder in einer Schicht iiberschiefender Konvektion (Overshoot-Region) am
Boden der solaren Konvektionszone eine entscheidende Bedeutung zu. Eine ganze
Reihe von Arbeiten deutet darauf hin, dass die Stdarke des Magnetfeldes dort von
der GroBenordnung 10T (10° G) ist. Die wesentlichen Ergebnisse der vorliegenden
Arbeit sind:

Mechanische Gleichgewichte magnetischer Flussrohren in der Overshoot-
Region werden durch radiative Heizung signifikant gestort. Die notwendige
Speicherung magnetischer Flussréhren iiber einen Zeitraum von mehreren Jah-
ren ist nur moglich wenn fiir die Superadiabatizitéit (Abweichung von der isen-
tropen Temperaturschichtung) der Overshoot-Region § = V — V4 < —1074
gilt.

Fiir das Gleichgewicht einer magnetischen Flussrohre in der Overshoot-Region
spielt der Einfluss einer meridionalen Zirkulation nur eine Rolle, wenn der in
ihr enthaltene magnetische Fluss mehr als zwei Groflenordnungen unter dem
einer typischen bipolaren Sonnenfleckengruppe liegt.

Die Unterdriickung der Konvektion innerhalb einer in der solaren Overshoot-
Region gespeicherten magnetischen Schicht fithrt zu Anderungen des Tempe-
raturverlaufs, welche die Superadiabatizitét erniedrigen. Der Effekt der radia-
tiven Heizung kann dadurch kompensiert werden.

Das mechanische Gleichgewicht einer magnetischen Schicht in der Overshoot-
Region hat die gleichen Eigenschaften wie Flussrohrengleichgewichte (Balance
zwischen magnetischer Kriimmungskraft und Corioliskraft). Das mechanische
Gleichgewicht einer magnetischen Schicht im radiativen Kern unterscheidet
sich hiervon wesentlich (Balance zwischen magnetischer Kriimmungskraft und
Druckgradient).

Die Umwandlung potentieller Energie in magnetische Energie durch die ,,Ex-
plosion“ magnetischer Flussrohren liefert einen Prozess, der Magnetfelder auf
mehr als die Aquipartionsfeldstirke (magnetische Energiedichte = kinetische
Energiedichte der Stromungen) verstérken kann. Die Skalierung der Ergebnisse
numerischer Simulationen auf solare Parameter fiihrt zu einer Feldverstiarkung
auf bis zu 10 T innerhalb einer Zeitspanne von weniger als 6 Monaten.






Kapitel 1

Einleitung

Die Sonne zeigt einen Zyklus ihrer magnetischen Aktivitat mit einer mittleren Peri-
ode von ca. 11 Jahren, der sich in der Beobachtung am deutlichsten in der Variation
der Zahl von Sonnenflecken (Ausbriiche von magnetischem Fluss an der sichtba-
ren Oberfliche) manifestiert. Dem scheinbar irreguldren Muster der Verteilung von
Magnetfeldern auf der Sonne unterliegt ein hoher Grad an Ordnung, der sich in
erster Linie in den sogenannten Polaritéitsregeln und der Wanderung der Erschei-
nungsgebiete neu entstehender Sonnenflecken in heliographischer Breite zeigt. Die
Breitenwanderung wurde von G. Sporer im 19. Jh. genauer erforscht und wird da-
her auch als ,Sporers Gesetz“ bezeichnet. Die ersten Flecken eines neuen solaren
Zyklus erscheinen in ca. 30° — 35° Breite, wihrend die letzten Flecken eines Zyklus
nahe am Aquator erscheinen. Die Auftragung der Erscheinungsorte der Flecken iiber
der Zeitachse ergibt das berithmte Schmetterlingsdiagramm ( , ). Die
Polaritatsregeln wurden von ( ) formuliert, der auch als erster Mag-
netfelder in Sonnenflecken gemessen hatte. Diese Regeln machen drei wesentliche
Aussagen:

1. Bei bipolaren Sonnenfleckengruppen haben der (in Bezug auf die Sonnenrota-
tion) vorausgehende und nachfolgende Fleck unterschiedliche magnetische Po-
laritdat. Diese Polaritétsreihenfolge bleibt fiir alle Fleckengruppen iiber einen
11-Jahreszyklus erhalten.

2. Bipolare Gruppen auf der Nord- und Siidhalbkugel der Sonne haben unter-
schiedliche magnetische Orientierung.

3. Die magnetische Orientierung bipolarer Gruppen kehrt sich von Zyklus zu
Zyklus um.

Nur wenige Ausnahmen von dieser Regel werden beobachtet.. Eine weitere Eigen-
schaft bipolarer Gruppen, die ebenfalls einen hohen Grad an Ordnung nahelegt, ist
die systematische Variation des Neigungswinkels bipolarer Gruppen (Winkel zwi-
schen der Verbindungslinie der beiden Flecken und einem Breitenkreis). Der vor-
ausgehende Fleck liegt stets dichter am Aquator als der nachfolgende Fleck. Dieser
Winkel variiert mit zunehmender heliographischer Breite der Sonnenfleckengruppe
zwischen 3° — 10°.
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Der hohe Grad an Ordnung des grofiskaligen solaren Magnetismus sowie die
regelméBigen Umpolungen des Magnetfeldes konnen nicht durch ein fossiles Mag-
netfeld erklart werden, welches im Inneren der Sonne infolge der hohen elektrischen
Leitfdhigkeit seit der Entstehung der Sonne existieren konnte (im stabil geschich-
teten radiativen Kern der Sonne betridgt die Abklingzeit ca. 10 Milliarden Jahre).
Die theoretische Beschreibung des Sonnenzyklus basiert im Wesentlichen auf dem
Konzept eines selbsterregten Dynamos (siehe z.B. , ). Es handelt sich
hierbei um den vermuteten Grundprozess fiir die Erzeugung von Magnetfeldern in
Planeten, Sternen, Akkretionsscheiben und Galaxien.

Die Vorstellung vom solaren Dynamo hat sich im Laufe der letzten 30 Jahre
wesentlich verdndert. Bis in die 80er Jahre wurde der ,turbulente Dynamo* in der
Konvektionszone betrachtet, bei dem die Dynamowirkung auf dem Zusammenwir-
ken von differentieller Rotation, vor allem der Variation der Winkelgeschwindigkeit
mit der Tiefe, und den Induktionseffekten turbulenter Stromungen mit einem be-
vorzugten Schraubensinn, dem sog. ,,a-Effekt”, in der Konvektionszone der Sonne
beruht (af2-Dynamo). Diese Modelle (siche z.B. , ;

, ; , ) waren bei geeigneter Wahl der freien Parameter in der
Lage, wesentliche Eigenschaften des grofiskaligen solaren Magnetfeldes (dominan-
ter periodischer Dipolmode, Breitenwanderung der aktiven Gebiete, Phase zwischen
radialem und toroidalem Feld) zu erkliren, jedoch wurden sie durch nachfolgende
Entwicklungen immer mehr in Frage gestellt:

e Mit Hilfe der Helioseismologie ist es moglich, die differentielle Rotation Q(r, 0)
im Inneren der Sonne zu messen. Es ergibt sich eine sehr geringe radiale diffe-
rentielle Rotation innerhalb der Konvektionszone, aber eine Scherschicht mit
grofler differentieller Rotation an ihrem Boden und in den &ufleren Schichten
des radiativen Kerns ( , : , : , ).

e Stabilitdtsanalysen von Magnetfeldern in Form von Flussrohren zeigen, dass
die Speicherung des magnetischen Flusses iiber eine mit der Zyklusdauer ver-
gleichbare Zeit nur in einer subadiabatischen Temperaturschichtung moglich
ist, wie sie in einer Schicht iiberschiefender Konvektion (,,Overshoot-Region®)
am Boden der Konvektionszone vorliegt ( , ;

, 1993, 1995).

e Numerische Simulationen der Instabilitit und des Aufstiegs magnetischer
Flussrohren auf Basis der Nédherung diinner Flussrohren kénnen wesentli-
che FEigenschaften von Sonnenfleckengruppen erkldren. Dies setzt allerdings
voraus, dass die Flussrohre am Boden der Konvektionszone eine anféngliche
Feldstiirke von ca. 10T (10°G) besitzt ( , ; :

I bl ? I I ) Y )'

Die Entstehung magnetischer Flussréhren am Boden der Konvektionszone kann

durch Fragmentation einer magnetischen Schicht ( , ; , )
oder durch Konzentration von magnetischem Fluss durch konvektive Stromungen
( , ) verstanden werden. 2D- und 3D-Simulationen aufsteigen-

der magnetischer Flussrohren erweitern die Rechnungen fiir diinne Flussréhren und



zeigen insbesonders die Bedeutung einer Verdrehung des Magnetfeldes fiir den Zu-
sammenhalt der Flussrohre wiahrend ihres Aufstiegs durch die Konvektionszone
( 7 ; : ; , 1998).

Die durch die Flussréhrenrechnungen nahegelegte Feldstérke von 10T entspricht
etwa der 10-fachen Aquipartionsfeldstirke am Boden der Konvektionszone, d.h. die
magnetische Energiedichte iibersteigt die kinetische Energiedichte der turbulenten
Konvektionsbewegung um einen Faktor 100. Solch starke Felder unterdriicken die
Konvektionsbewegungen und entziehen so dem a-Effekt die Basis. Dariiber hin-
aus ist es sehr fraglich, ob differentielle Rotation im gemessenen Ausmafl so hohe
Feldstarken erzeugen kann, da das Feld iiber die Lorentzkraft auf die Scherstromung
zuriickwirkt. Vergleiche zwischen der in der Scherung enthaltenen kinetischen Ener-
gie und der wihrend eines Zyklus generierten magnetischen Energie liefern wieder
etwa die Aquipartionsfeldstirke von ca. 1T (siehe Abschnitt 5.1.1).

Die Probleme fiir den turbulenten Dynamo in der Konvektionszone legen ein Mo-
dell nahe, bei dem die Speicherung und Feldverstarkung in der Overshoot-Region der
Sonne stattfinden, weil dort eine stabile Speicherung starker Magnetfelder moglich
und differentielle Rotation vorhanden ist. Es gibt gegenwiartig zwei Ansétze fiir einen
solchen Dynamo:

e Der Dynamo operiert vollstéindig in der Overshoot-Region. Der fiir die Dyna-
mowirkung erforderliche a-Effekt wird durch Auftriebsinstabilitdten erzeugt
und bleibt auch fiir sehr starke Felder wirksam ( , ;

) I Y 7)'

e Der turbulente a-Effekt ist in der Konvektionszone lokalisiert und wirkt auf
schwache Felder. Fiir den a-Effekt werden dabei zwei verschiedene Mechanis-
men vorgeschlagen: 1. ,zyklonische“, d.h. durch Rotation beeinflusste, Kon-
vektion in der unteren Halfte der Konvektionszone ( , ;

: ), oder 2. der Einfluss der Corioliskraft auf aufstei-
gende magnetische Flussrohren( ; , ). Die
Verstiarkung der Magnetfelder zu grofien Feldstarken findet in der Overshoot-
Region statt. Der Feldtransport zwischen beiden Gebieten erfolgt durch tur-
bulenten Transport schwacher Felder in die Overshoot-Region ( ,

), turbulente Diffusion und meridionale Zirkulation ( ,

; , 1995).
Diese Erkenntnisse iiber die Arbeitsbedingungen eines Dynamos in der Sonne werfen
eine Reihe neuer Fragen auf:

e Die differentielle Rotation zeigt die stérkste radiale Variation in Polnéhe, wo-
durch sich in Dynamomodellen die stéarksten toroidalen Felder ebenfalls dort
ergeben. Weiterhin fithrt das Vorzeichen von 0§2/0r zu der falschen Wande-
rungsrichtung der Dynamowellen in Aquatornihe. Es gibt zwar Griinde, einen
a-Effekt mit umgekehrtem Vorzeichen in der tiefen Konvektionszone zu ver-
muten, wodurch die Ausbreitungsrichtung wieder richtig wiére, aber dadurch
kédme die Phasenlage des poloidalen und toroidalen Feldes in Widerspruch zur
Beobachtung ( : ). Einen alternativen Ansatz stellt
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der aquatorwérts gerichtete Transport des toroidalen Feldes durch eine me-
ridionale Zirkulation dar. Die Schmetterlingsdiagramme sind dann eine Folge
der Zirkulation und nicht der wandernden Dynamowelle ( ,

; ; )-

e Die Probleme mit dem Vorhandensein starker toroidaler Magnetfelder lassen
sich zwar durch die oben genannten Ansétze etwas entscharfen (der a-Effekt
operiert nur mit schwachem Feld in der Konvektionszone, bzw. wird durch die
gerade bei starken Feldern wirksamen Parker-Instabilitdten erzeugt), aber die
starke Riickwirkung der toroidalen Magnetfelder auf die differentielle Rotation
besteht weiterhin. Nur wenn ein starker Energieeintrag in die Scherschicht
stattfindet, kann damit die Feldverstarkung bis 10T verstanden werden.

e Neuere Erkenntnisse iiber die radiative Heizung in der Overshoot-Region und
unteren Konvektionszone ( , ), sowie die Ergebnisse der Helio-
seismologie fiir die Dicke der Overshoot-Region ( ,

), verlangen nach einer erneuten Diskussion des Problems der Speicherung
magnetischer Felder in der unteren Konvektionszone.

Die theoretischen Modelle, die den oben erwdhnten Arbeiten zugrunde liegen,
lassen sich grob in zwei Klassen einteilen:

1. Globale Dynamomodelle im Rahmen der Magnetohydrodynamik mittlerer Fel-
der

2. Lokale numerische Simulationen und analytische Modelle zur Beschreibung
einzelner Prozesse

Die Stdrke der ersten Beschreibungsebene liegt in ihrem globalen Charakter. Es ist
moglich, mit Hilfe dieser Dynamomodelle Aussagen iiber die groffiraumige Struktur
der Magnetfelder, iiber die Ausbreitungsrichtung von Dynamowellen und die zeitli-
che Entwicklung iiber zahlreiche Dynamoperioden hinweg zu gewinnen. Der Nachteil
dieser Modelle ist, dass viele wichtige Prozesse wie z.B. a-Effekt, turbulente Diffu-
sion oder Magnetfelderuptionen infolge von Auftriebsinstabilititen parametrisiert
werden miissen. Die Riickwirkung des Magnetfeldes auf turbulente Stromungen und
die Rotation wird in der Regel ebenfalls parametrisiert und die Behandlung der
hydrodynamischen Bewegungsgleichung vermieden.

In der zweiten Beschreibungsebene geht es um einzelne Prozesse, die in der ersten
Beschreibungsebene parametrisiert werden miissen. Es handelt sich hierbei z.B. um
MHD-Simulationen zyklonischer Konvektion unter idealisierten Bedingungen, um
den a-Effekt explizit zu berechnen, oder um Simulationen, welche die Stabilitat von
magnetischen Schichten und die Bildung magnetischer Flussrohren betrachten. Eine
weitere Klasse von Modellen, die in diese Beschreibungsebene fallen, sind die bereits
erwahnten Simulationen aufsteigender Flussrohren oder auch analytische Rechnun-
gen, welche die Stabilitdt von Gleichgewichten in der Overshoot-Region behandeln.
Solche Modelle konnen dazu beitragen, die Parametrisierungen fiir die globalen Dy-
namomodelle zu verbessern.



Es ist bis heute nicht moglich, eine globale Dynamosimulation fiir die Sonne
auf Basis der vollen MHD-Gleichungen durchzufiihren. Dies liegt an den unter-
schiedlichen zeitlichen und rdumlichen Skalen, die in das solare Dynamoproblem
eingehen. Wihrend die zeitliche Entwicklung des grofiskaligen Magnetfeldes auf der
globalen Diffusionszeitskala oder der Zirkulationszeitskala einer meridionalen Zir-
kulation erfolgt (ca. 10 Jahre), spielt bei Auftriebsinstabilitéten, die fiir den Auf-
stieg magnetischer Flussrohren verantwortlich sind, die lokale Alfvénzeitskala (ca.
1 Monat) die wesentliche Rolle. Die Einstellung der Hydrostatik erfolgt dagegen in
weniger als einer Stunde. Wihrend das globale solare Magnetfeld eine Léngenskala
hat, die vergleichbar mit dem Sonnenradius von 7 - 108m ist, haben Flussréhren,
die an der Sonnenoberflache zu der Bildung von Sonnenflecken fiithren, am Boden
der Konvektionszone einen Radius von ca. 1000 km. Beriicksichtigt man noch die
grofien (hydrodynamischen und magnetischen) Reynoldszahlen in der Gréfenord-
nung 10'°, so liegen die Lingenskalen der Turbulenz in der solaren Konvektionszone
weit jenseits der heute moglichen numerischen Auflésungen. Weil die fiir das Dy-
namoproblem relevanten Zeit- und Léngenskalen folglich mehrere Groflenordnungen
umfassen, konnen sie nicht in einem numerischen Modell gleichzeitig behandelt wer-
den (in einer 3D-Simulation steigt der numerische Aufwand mit der 4. Potenz der
erforderlichen Ortsauflosung).

Als Folge existieren fiir die verschiedenen Léngen- und Zeitskalen unterschiedli-
che Modelle, welche Teilaspekte des solaren Dynamos erfolgreich beschreiben, aber
nur schwer zu einem einheitlichen Bild zusammengefiigt werden kénnen. Auf der
einen Seite stehen die Simulationen aufsteigender magnetischer Flussrohren, welche
die Bildung der Sonnenflecken ausgehend vom toroidalen Fluss am Boden der Kon-
vektionszone beschreiben, aber den Ursprung und die Struktur des Magnetfeldes
am Boden der Konvektionszone offen lassen. Diese Simulationen starten mit to-
roidalem Magnetfeld in Form einzelner Flussringe und fithren auf Feldstarken von
10 T. Auf der anderen Seite stehen Dynamosimulationen, die unter Zuhilfenahme des
Feldtransports durch eine meridionale Stromung das zeitliche Verhalten des grofiska-
ligen solaren Magnetfeldes gut beschreiben, aber nicht erkldren kénnen, wie sich aus
dem berechneten mittleren Magnetfeld einzelne Sonnenfleckengruppen bilden. Die
Stéarke der mittleren Magnetfelder liegt deutlich unter dem von den Flussréhrenrech-
nungen geforderten Wert von ca. 10 T. Es ist unklar, ob das Magnetfeld in Form ein-
zelner Flussrohren gespeichert und verstéarkt wird, oder ob der Dynamo Magnetfeld
in Form einer mehr oder weniger homogenen Schicht erzeugt, deren Instabilitit erst
die Flussrohren liefert, die zur Oberflache der Sonne aufsteigen. Fiir das Versténdnis
des solaren Dynamos ist daher die Beantwortung von zwei Kernfragen erforderlich:

e Welcher Natur ist das Gleichgewicht des gespeicherten Magnetfeldes am Boden
der Konvektionszone?

e Welcher Mechanismus erzeugt die starken Felder?

Diese beiden Fragen werden in dieser Arbeit mit Hilfe von lokalen Modellen unter-
sucht. Die folgenden zwei Kapitel beschéftigen sich dabei mit dem Einfluss ther-
mischer Storungen auf mechanische Gleichgewichte magnetischer Felder. In Kapitel
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2 wird der Einfluss der von ( ) gefundenen radiativen Heizung
auf Gleichgewichte magnetischer Flussrohren in der Overshoot-Region betrachtet.
Diese Untersuchungen basieren auf dem von ( ) verwende-

ten Modell axialsymmetrischer Flussréhren, welches erweitert wird, um den Einfluss
der radiativen Heizung und einer meridionalen Stromung auf die Gleichgewichte zu
berticksichtigen.

In Kapitel 3 wird der Einfluss der radiativen Heizung auf magnetische Schichten
in der Overshoot-Region betrachtet. Dabei muss die Riickwirkung des Magnetfeldes
auf die Konvektion in der Overshoot-Region beriicksichtigt werden, wodurch die
Schichtung in der gesamten Overshoot-Region in dem Sinne modifiziert wird, dass
die Speicherung des Feldes erleichtert wird.

Kapitel 4 behandelt die mechanischen Eigenschaften von Gleichgewichten mag-
netischer Schichten in Kugelgeometrie. Mit Hilfe analytischer Losungen und nume-
rischer Simulationen werden Gleichgewichte bestimmt und die Bedingungen unter-
sucht, unter denen sich diese Gleichgewichte einstellen kénnen.

In Kapitel 5 wird das Problem der Verstdrkung eines magnetischen Feldes auf
Werte oberhalb der Aquipartionsfeldstirke aufgegriffen. Hierzu wird die von

( ) gefundene ,, Explosion* magnetischer Flussrohren betrachtet, die
eine Moglichkeit liefert, potentielle Energie der superadiabatischen Schichtung der
Konvektionszone direkt in magnetische Energie umzuwandeln. Mit Hilfe numerischer
Simulationen wird dieser Prozess im Detail untersucht.



Kapitel 2

Heizung magnetischer Flussréhren

2.1 Einleitung

In der Overshoot-Region und der unteren Konvektionszone der Sonne findet der
Ubergang vom radiativen Energietransport zum konvektiv dominierten Energie-
transport statt. Weil sich in diesem Bereich der Sonne keine Energiequellen befinden,
ist der Gesamtenergiefluss der Sonne divergenzfrei, wiahrend der radiative und kon-
vektive Fluss jeweils fiir sich genommen diese Bedingung nicht erfiillen. Nach den
gingigen Sonnenmodellen mit Overshoot ist der Ubergang vom radiativen Kern in
die Overshoot-Region (r ~ 0.7Ry) auf eine Schicht von einigen hundert Kilome-
tern beschrinkt. Der radiative Energiefluss {ibersteigt in der Overshoot-Region den
Gesamtfluss, weil die Konvektion hier Energie nach innen transportiert, fallt aber
monoton nach aufien stirker als 1/r? ab. Ab r ~ 0.9R, wird die Energie fast aus-
schlieflich durch Konvektion transportiert. Das Verhéltnis vom radiativen Energief-
luss zu Gesamtenergiefluss ist fiir ein nichtlokales Mischungswegmodell der solaren
Konvektionszone in Abb. 2.1 gezeigt (M. Kiefer und M. Stix, private Mitteilung).

Der starke Abfall nach auflen bedingt eine negative Divergenz des Strahlungs-
stroms, die geméaf

Hrad - _diVF;rad (21)

einer Heizung entspricht. In der Overshoot-Region und der unteren Konvektionszone
betrigt die Heizrate ca. 3Wm ™. Weil jedoch der konvektive Energiestrom eine
positive Divergenz mit gleichem Betrag besitzt, fithrt dies zu keiner Erwéarmung des
Plasmas. Die Situation dndert sich grundlegend, wenn in diesem Bereich der Sonne
Magnetfelder in Form von Flussréhren vorhanden sind. Bei einer hinreichend grofien
Feldstéarke ist im Bereich der Flussrohre die Konvektion unterdriickt, wodurch das
Gleichgewicht zwischen radiativer Heizung und konvektiver Kiihlung gestort wird.
Die Anwesenheit der Flussrohre fiihrt im externen Medium durch die Behinderung
der Konvektion zu der Ausbildung thermischer Schatten, wahrend der innere Teil
der Flussrohre nur das externe Temperaturfeld wahrnimmt. Infolge der sehr grofien
konvektiven Wirmeleitfahigkeit sind die Anderungen im externen Temperaturfeld
allerdings relativ gering. Eine Berechnung der Temperaturstérungen im externen
Medium befindet sich in Anhang B.
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Frod/FG

Abbildung 2.1: Verhéltnis von radiativen Energiefluss zu Gesamtenergiefluss in einem
nichtlokalen Mischungswegmodell der solaren Konvektionszone. Dort wo der radiative
Energiestrom den Gesamtenergiestrom iibersteigt, transportiert die iiberschieBende Kon-
vektion Energie nach innen.

In bisherigen Betrachtungen von Flussréhren in der Overshootregion und
Konvektionszone der Sonne wurde der Wéarmeaustausch mit der Umgebung nur
iiber einen thermischen Relaxationsterm beriicksichtigt. Bei den magnetischen
Flussrohren, die nach ihrem Aufstieg zu der Sonnenoberfliche Sonnenflecken bil-
den, spielt dieser Austauschterm keine wesentliche Rolle ( , ).

Die hier betrachtete zusétzliche radiative Heizung fiihrt zu erheblichen Proble-
men bei der Speicherung von magnetischen Flussrohren in der solaren Overshoot-
Region, wie es zuerst von ( ) erkannt wurde. Durch die Heizung
wird die fiir die Speicherung erforderliche Auftriebsneutralitéit verletzt und es kommt
zu einer Aufwéartsbewegung der Flussrohre, die in relativ kurzer Zeit zu einem Verlas-
sen der Overshoot-Region fiihrt. In diesem Kapitel soll zunéchst der genaue Einfluss
auf die Speicherung magnetischer Flussrohren untersucht werden. In Kapitel 3 wird
ein moglicher Ausweg aus dem Problem diskutiert.

2.2 Strahlungsdiffusion

In der Ndherung diinner magnetischer Flussrohren ist es ausreichend, das Tempe-
raturprofil bis zur 2. Ordnung im Flussrohrenradius zu berechnen. Damit l&sst sich
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eine Heizrate 0. Ordnung bestimmen. Die externe Temperatur in der Umgebung der
Flussrohre sei gegeben durch (z beschreibt die Variation mit der Héhe)

T.(2) =T+ Qz+ P2 (2.2)
und die radiative Temperaturleitfahigkeit sei gegeben durch
k=ro(l+Nz2), (2.3)

wobei z = 0 die Lage des Flussrohrenmittelpunktes ist und P, @ und N Konstanten
sind. Diese Approximationen sind zulédssig, weil der Flussrohrenradius klein im Ver-
gleich mit der Druckskalenhéhe ist. Bei einem magnetischen Fluss von ® ~ 10'* Wb
(typischer Wert fiir Sonnenflecken) ergibt sich bei einer Feldstéirke von 10 T ein Ra-
dius von ca. 2000 km. Die Druckskalenhthe am Boden der Konvektionszone betragt
dagegen ca. 60000 km. Die Divergenz des externen Strahlungsstroms bei z = 0 ist
gegeben durch

d

- T,
divF, = — <—/<ad =

dz

— ):—mmNQ+2P) (2.4)

Fiir die weitere Rechnung ist es vorteilhaft, Zylinderkoordinaten einzufithren. Dabei
wird der Querschnitt der Flussrohre als kreisférmig angenommen. Der Radius r be-
zeichnet den Abstand vom Flussrohrenmittelpunkt und ¢ den Winkel zur Vertikalen.
Mit z = r cos ¢ folgt

P P
Te(r,¢) = Teo + ) r? +Qr cosg+ 3 r? cos(2¢) . (2.5)
Entwickelt man die interne Temperatur auch bis zur 2. Ordnung in 7, so erhélt man
To—-Ty P P
T(r,¢) =Ty + (% + 5) 2+ Qr cosd+ 3 r? cos(2¢) , (2.6)

wobei neben der Stetigkeit der Temperatur am Flussrohrenrand (r = R) noch die
Symmetrie des Problems ausgenutzt und eine nicht-singulidre Divergenz des Strah-
lungsstroms gefordert wurde. Fiir die Heizrate im Flussrohreninneren ergibt sich in
0. Ordnung

TeO - TO

~ RPN Q). (2.7)

Die fiir den Auftrieb einer diinnen Flussrohre relevante Grofe ist der Mittelwert der
Temperatur iiber den Flussrohrenquerschnitt. Mittelung der Gleichungen (2.5) und
(2.6) liefert

Hyaq = div(—k gradT') = 4 kg

P R?
(Te) = Teot = (2.8)
To+Ty, PR?
T) = 25—+~ (2.9)

und damit

Too—To =2 ((Te) = (1)) . (2.10)
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Damit erhélt die Heizung die Form

T.) — (T
H@d:8melﬁng+nd2P+JVQy (2.11)
Der zweite Term auf der rechten Seite ist gerade die Divergenz des externen Strah-
lungsstroms. Im Strahlungsgleichgewicht herrscht in der Flussrohre die mittlere
Temperatur

2P+ NQ

<TBQ> = <Te> + 3

(2.12)
Die Heizrate besteht aus einem Temperaturrelaxationsterm, der bestrebt ist, Tem-
peraturunterschiede zwischen Flussrohre und dem externen Plasma auszugleichen,
und einem durch das externe Strahlungsfeld bestimmten Heizungsterm. Der Vorfak-
tor 8 des ersten Terms ergibt sich infolge der Approximation der Temperatur bis
zur zweiten Ordnung. Ein genauerer Ansatz {iber Besselfunktionen liefert hier den
Faktor 5.8. Der zweite Term, der hier vor allem wichtig ist, ist dagegen von den An-
nahmen iiber das Temperaturprofil in der Flussrohre unabhéngig. Ein alternativer
Ansatz zur Berechnung dieser Heizrate wird in Kapitel 3 gegeben.

2.3 Bestimmung von N,P und Q

Nach den im Anhang A aufgelisteten Gleichungen ergibt sich aus den Ableitungen
der Temperaturschichtung fiir » = ro (r ist hier der Abstand vom Sonnenmittel-
punkt)

oV
= — 2.13
? Hy (2.13)
1 O'Tov
P = — . 2.14
2 Hporo ( )

Dabei sind T und Hpy die Temperatur bzw. Druckskalenhthe am Boden der Kon-
vektionszone und o parametrisiert die Ortsabhéingigkeit der Gravitation g ~ r°.
WEeil die Superadiabatizitit 6 = V — V,q in der Overshoot-Region sehr klein ist,
(O(1079)) kann hier V = V,q = 0.4 verwendet werden. Die Gréfie N lisst sich aus
einem Ansatz fiir x in der Form

K~ 0 2T (2.15)

(Kramers-Opazitét, siche z.B. ( )) abschétzen:

(2.16)

dInk dlnp dinT\ dlnp
N = = (-2 .
dz ( dlnp+65dlnp) dr

2 1
= —[65Vygy——| —.
( ¢ V)Hp



2.4. AUFSTIEGSZEITEN IN DER OVERSHOOT-REGION 13

Die numerische Auswertung auf Basis eines numerischen Modells fiir den inneren
Aufbau der Sonne (typische Werte sind in Anhang A angegeben) liefert

~ —1.0- - m .
1.5-102Km™* 2.17
P =~ 28-100"Km™2
N ~ —-23-10%m™!
und
2P+ NQ~4-107""Km™2. (2.18)

Mit k ~ 8- 10 WK m~! erhilt man
Hipq ~3.2Wm™ | (2.19)

Nach Gleichung (2.12) ergibt sich damit

R 2
(T.y) = (1I.) + 50K (m) . (2.20)
Um die Bedeutung des neuen Heizungsterms zu verdeutlichen, sollen hier die
beiden Terme in Gl (2.11) abgeschétzt werden. Bei einer Flussrohre mit § =
2u9p/B?* = 1.5 - 10° (entspricht 10T Feldstéirke) ergibt sich bei Auftriebsneutra-
litit (T.) — (T') = To/B ~ 15K. Dies liefert fiir den thermischen Austauschterm
bei einem Flussrohrenradius von 2000km einen Wert von ca. 0.2 Wm ™, womit der
neue Heizungsterm mehr als ein Faktor 10 grofer ist. Die Temperaturdifferenz im
Strahlungsgleichgewicht betrdgt (Tt,) — (T.) ~ 200K. Diese Temperaturdifferenz
ist nur ein kleiner Bruchteil der Temperaturvariation in der Hintergrundschichtung
iiber den Flussrohrenquerschnitt 2 |Q| R ~ 60000 K. Jedoch geniigen bereits kleine
Temperaturstorungen, um die Auftriebsneutralitéit zu verletzen.

2.4 Aufstiegszeiten in der Overshoot-Region

Die Heizung der Flussrohre fithrt zu einer Anderung der Dichte im Inneren und da-
mit zu einem Auftrieb. Unter der Voraussetzung kleiner Dichtedifferenzen zwischen
der Massendichte in der Flussrohre p und der Massendichte im externen Plasma o,
(Ao=0—0., Ap/o. < 1) liasst sich die Aufstiegsgeschwindigkeit im axialsymme-

trischen Fall abschéitzen durch ( , )
Vaa Hyo [ (2 1) 1}1
v, = Hual-6+=—-=)= , 2.21
p ¢ v v/ B 221

mit der Superadiabatizitit § = V — V,q und 3 = 2u p/ B%. Diese Formel gibt die
Aufstiegsgeschwindigkeit an, bei der ein Gleichgewicht zwischen radiativer Aufhei-
zung und der Abkiihlung relativ zur Umgebung infolge der Aufwértsbewegung in
einer subadiabatischen Schichtung herrscht. Fiir 5[] > 0.1 ist der zweite Term in
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der eckigen Klammer vernachlissighbar und es ergibt sich fiir v, mit Zahlenwerten
entsprechend Anhang A

10_6 1

v, >~ 10 ms . (2.22)
9]

Die Aufstiegszeit fiir 10000 km radiale Distanz (dies entspricht ungefahr der Dicke
der solaren Overshoot-Region) betréigt damit

T~ 11 1|05_‘6Tage . (2.23)
Fiir den Betrag der Superadiabatizitéit [§| wurde als Referenz 107% verwendet, weil
die Superadiabatizititen solarer Overshootmodelle typischer Weise zwischen —1076
und —107° liegen. Diese grobe Abschiitzung zeigt bereits, dass eine stark subadiaba-
tische Schichtung § ~ —10~* erforderlich ist, um die Speicherung des magnetischen
Flusses fiir einige Jahre zu ermdglichen. Wie numerische Rechnungen zeigen, liefert
diese Abschéitzung relativ gute Werte, auch wenn der Aufstieg in Wirklichkeit stark
von Ostzillationen mit der magnetischen Brunt-Viiséla-Frequenz geprégt ist. Fiir den
Fall 50| < 0.1 sind weitaus grofere Aufstiegszeiten moglich, jedoch fithren bei den
dafiir erforderlichen Magnetfeldstédrken nicht-axialsymmetrische instabile Moden fiir
einen raschen Ausbruch des Magnetfeldes aus der Overshoot-Region (

, 1993, 1995).

2.5 Numerische Simulationen

2.5.1 Grundgleichungen

Der oben beschriebene Heizungsterm wurde in ein numerisches Programm einge-
baut, das die Bewegung axialsymmetrischer Flussrohren in der Overshoot-Region

und Konvektionszone der Sonne simuliert ( , ). Es arbeitet
auf der Basis der Naherung diinner magnetischer Flussrohren, die hier kurz erlautert
werden soll ( : ).

Fiir ein Biindel magnetischer Feldlinien kénnen die MHD-Gleichungen auf ei-
ne quasi eindimensionale Beschreibung reduziert werden, sofern alle Langenskalen
entlang der Feldlinien (Druckskalenhohe, Kriimmungsradius usw.) deutlich grofler
als der Durchmesser der Flussrohre sind. In diesem Fall kann die Dynamik durch
ein Gleichungssystem dargestellt werden, dass die Bewegung eines eindimensiona-
len Flussfadens im dreidimensionalen Raum beschreibt. Die Bewegungsgleichung fiir
das Plasma innerhalb des Flussfadens ist (in einem mit  starr rotierenden Bezugs-
system) gegeben durch

di B2 B - orad)B -
G (pi N _) L (Bregad)B ) 55 (2.24)
dt 2110 Ho

+ Q(ﬁ—ﬁx(ﬁxf)) :
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Die Kopplung zwischen dieser Gleichung und dem externen Plasma ergibt sich iiber
das laterale Druckgleichgewicht

Pe =Di + —. (225)

Eine Riickwirkung der Flussrohre auf das externe Plasma wird vernachlissigt, so
dass sich fiir den externen Druck ein stationéres hydrostatisches Gleichgewicht er-
gibt:

grad p. = 0, (g— Q, x (. x F)) : (2.26)

Hierbei ist €2, die Rotation der Sonne. Wie ( ) bereits
gezeigt haben, ist der Einfluss der differentiellen Rotation auf die Rechnungen sehr
klein, so dass hier im Folgenden mit einer starren Rotation gerechnet wird. Eine
weitere mogliche Kopplung zwischen Flussrohre und Umgebung erfolgt iiber den
Stromungswiderstand. Die Kraft pro Volumen fiir eine zylindrische Flussréhre mit
Radius R ist gegeben durch

fo= 22R Qe\m\w ; (2.27)

TR
wobei ¥, die Relativgeschwindigkeit zwischen Flussrohre und externen Plasma senk-
recht zu der Flussrohrenachse und ¢,, der Widerstandsbeiwert ist. Im Folgenden wird
stets ¢, = 1 verwendet.

Fiir eine vollstéindige Beschreibung muss dieses Gleichungssystem noch ergénzt
werden durch eine Energie-, Zustands-, Induktions- und Kontinuititsgleichung (in
der Regel kombiniert in Form der Waléngleichung) und eine Gleichung, welche die
Anderung der Geometrie der Flussréhre (begleitendes Dreibein) infolge der Bewe-
gung beschreibt. Weil in den folgenden Rechnungen nur die axialsymmetrischen
Flussrohrengleichungen in Kugelgeometrie benotigt werden, bei denen sich die Be-
wegungsgleichungen auf ein System gewohnlicher Differentialgleichungen reduzieren,
wird hier nicht auf diese allgemeine Beschreibung weiter im Detail eingegangen. Fiir
die Beschreibung der Flussrohre in der solaren Overshoot-Region werden Kugel-
koordinaten mit der radialen Distanz r bezogen auf den Sonnenmittelpunkt, der
Poldistanz 6 und der Linge ¢ verwendet. Aus Gl. (2.24, 2.25 und 2.26) ergibt sich
in Kugelkoordinaten:

i = (92 +sin206 ) Jr (2.28)
rf = —276+7sinfcosf ¢’ +f9 (2.29)
rsinfé = —2¢<f sin9+récos€>+& (2.30)
0
mit den Kréften:
B2
fr = ——Ap (g Q27 sin 9)—1—29@7“ sin? 6 ¢ (2.31)

HoT
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. Q2—Q2 29_0_711 6—» .
Q( 2 )rsm —R°© |0 | vy
2

B .
fo = ——— cot@+AoQ27 sind cosh +2Qor sinf cosd ¢ (2.32)
o T

—0 (22— Q?) rsinG cosd — —= g, |
Q( 2 )rsm cos ’NRQ|"UJ_|UJ_9
fo = —2Qopr (7" sin@—{—r@cos@) ) (2.33)
Die Geschwindigkeit v} setzt sich zusammen aus der Eigenbewegung der Flussrohre

und einer meridionalen Zirkulation v™:

7 — vy
o= ro—op | . (2.34)
0

Die Dichtedifferenz Ap = p — g, ist gegeben durch

Ao ( 1)1/7 (As)
—=1—-(14+=) exp|—]), 2.35
. 3 p - (2.35)

mit der Entropiedifferenz As = s — s.. Wahrend die externe Entropie s, vorgegeben
ist, dndert sich die Entropie in der Flussrohre geméafl

ds
T— =H.\yq . 2.36
L d (2.36)

Als Anfangsbedingungen werden Flussrohren im mechanischen Gleichgewicht be-
trachtet. Im Fall o™ = 0 ist das Gleichgewicht definiert durch die Bedingungen
r=0=¢=0und f, = fo = f3 = 0. Dies ist erfiillt, falls:

Ag = 0 (2.37)
BQ
Q = Qe\/1+ : (2.38)

po 072 sin? 0 Q2

Gl (2.38) definiert dabei das rotierende Bezugssystem, in dem die Flussrohren-
gleichungen gelost werden (alternativ kénnte man auch ©Q = Q. setzen und dafiir
gﬁ entsprechend wéhlen, wodurch die fiir das Gleichgewicht wichtige toroidale
Stromung deutlicher hervortritt). Dieses Gleichgewicht ist charakterisiert durch Auf-
triebsneutralitéit und die gegenseitige Kompensation von magnetischer Kriitmmungs-
kraft und Corioliskraft. Im Fall 7™ # 0 wird mit dem gleichen Anfangszustand ge-
startet, jedoch findet dann ein meridionaler Transport statt, siehe Abschnitt 2.5.3.

2.5.2 FErgebnisse

Im Folgenden soll die Abhéngigkeit der Aufstiegszeiten fiir eine Strecke von
10000 km in der Overshoot-Region als Funktion des Flussrohrenradius R, der
Feldstéirke B, der Superadiabatizitit ¢ und der Poldistanz 6 diskutiert werden. Die
Strecke von 10000 km entspricht grob der Dicke der solaren Overshoot-Region, wie
sie von nichtlokalen Mischungswegtheorien geliefert wird.
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80 ~ ~ T 7T 77771 Abbildung 2.2: Aufstiegszeiten
L als Funktion des Flussrohrenra-
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o (punktiert) und B=10 T (gestri-
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Der Flussrohrenradius beeinflusst die Aufstiegszeit iiber den Stromungswider-
stand (Gl. (2.27)) und iiber den ersten Heizungsterm in Gl. (2.11). Der Stromungs-
widerstand hat dabei die Tendenz, die Aufstiegszeiten vor allem bei kleinen Radien
zu verlangern, wiahrend der schnellere Strahlungsaustausch bei kleineren Radien die
Aufstiegszeiten verkiirzt. Welcher Beitrag tiberwiegt, hangt hauptséchlich von der
Feldstirke ab, wie es in Abb. 2.2 fiir # = 70°, § = —3-107% und ¢, = 1 darge-
stellt ist. Der verwendete Wert der Superadiabatizitdt entspricht einem mittleren
Wert in der solaren Overshoot-Region. Der magnetische Fluss einer Flussrohre mit
10T und einem Radius von 1000 km — 2000 km entspricht ungefahr dem Fluss ei-
nes typischen Sonnenflecks. Fiir Radien grofier als 1000 km (der genaue Wert hiangt
von den Vorfaktor in Gl. (2.11) und ¢, ab) sind die Aufstiegszeiten nur geringfiigig
von der Feldstéarke abhingig, wihrend fiir kleinere Radien Flussrohren mit niedrigen
Feldstéarken deutlich langsamer aufsteigen. Die Form dieses Diagrammes ist weitge-
hend unabhéngig von ¢, wenn man von der Veranderung der Aufstiegszeiten absieht.
Die Lage des Kreuzungspunktes ist dagegen stark abhéngig von der Poldistanz. Die-
ser Effekt ist in Abb. 2.3 zu sehen, wo die Variation der Aufstiegszeit als Funktion der
Poldistanz 6 gezeigt ist. Als Superadiabatizitit wurde wieder § = —3-107¢ gewiihlt,
der Flussrohrenradius betragt 1000 km. Im Bereich 8 = 30° — 70° liegt der Kreu-
zungspunkt unterhalb von 1000 km, auflerhalb dieses Bereichs bei gréfleren Radien.
Deutlich ist die Zunahme der Aufstiegszeit in Aquatornihe. Sie wird verursacht
durch das Zusammenwirken der Corioliskraft und der magnetischen Kriimmungs-
kraft. Im Anfangsgleichgewicht kompensieren sich beide Krifte gegenseitig, jedoch
fithrt der durch die Auftriebskraft getriebene radiale Aufstieg der Flussrohre iiber die
Drehimpulserhaltung zu einer Verringerung der toroidalen Strémung innerhalb der
Flussrohre und damit auch zu einer Verringerung der Corioliskraft. Die nicht mehr
vollstandig kompensierte magnetische Kriimmungskraft wirkt dann dem radialen
Aufstieg entgegen. Dieser Effekt zeigt eine deutliche Breitenabhéngigkeit, weil die
radial wirkende Auftriebskraft in Aquatornéhe stérkere Abweichungen vom Aufstieg
auf Zylindern r sin § = const. verlangt als in Polnéhe.

In der folgenden Rechnung wird das Zusammenspiel der magnetischen
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Abbildung 2.3: Aufstiegszeiten
als Funktion der Poldistanz 0
| fiir die Magnetfeldstirken B =
| 1T (durchgezogen) und B=10T
1 (gestrichelt). Die Superadiabati-
zitét ist wieder § =—3-1075.
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Kriimmungskraft und der Corioliskraft im Detail betrachtet. In der Startsituation
ist das Gleichgewicht in radialer Richtung gegeben durch

By

0=— — 00 (22 — Q%) o sin 0, . (2.39)
Ko To
Sei im Folgenden
x:=rsinf/(rosinbp) . (2.40)

Im Limes > 1 ist die Verstéirkung des Magnetfeldes einer Flussrohre proportional
zu der Streckung der Flussrohre. Nach einer Bewegung in die Position (r, ) folgt
aus dieser Beziehung und der Drehimpulserhaltung

rsin 6

B = B =B 2.41
Orosineo 0 ( )

. ro sin fy 2 1
= 0 -1 =Ql—=-1) . 2.42
¢ [( r sin @ ) ] (x2 ) (242)
Die Bewegungsgleichung fiir die radiale Richtung (2.28), (2.31) lautet zusammen
mit GL (2.39), (2.41) und (2.42)

B2 /1 1 A
Po= —0(———) ot — =2 (g — Q2r sin®0) (2.43)
HoT \ Qo 0 0
]- w e |- 4
+Prsin?f | — —1 —i—c—g—lvl]er—l—r@Q.
x4 TR o

Weil die Flussrohren fiir nicht zu starke Feldstdarken die Tendenz haben, auf Zylin-
dern mit r sin # = const. aufzusteigen, liegt der Wert von = nahe bei 1. Aus diesem
Grund ist der erste Term in Gl. (2.43) kaum von 6 abhéngig. Im dritten Term erhélt
man dagegen eine starke f-Abhingigkeit, weil neben sin?6 auch 1/z* — 1 von @
abhingt. Wihrend dieser Term an den Polen verschwindet, erreicht er am Aquator
sein Maximum mit x ~ 1.02 (ergibt sich aus dem Aufstieg um 10000 km).
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In Abb. 2.4 ist die Aufstiegszeit fiir eine Strecke von 10000km in der Over-
shoot-Region als Funktion der Superadiabatizitdt 6 dargestellt. Die Poldistanz ist
6 = 70°, der Flussréhrenradius R = 1000km. Der Einfluss der Magnetfeldstéarke
auf die Aufstiegszeiten ist in diesem Fall sehr gering, weil der Radius nahe dem
Kreuzungspunkt in Abb. 2.2 gewdhlt wurde. Es ist zu erkennen, dass der lineare
Zusammenhang von Gl. (2.23) gut bestétigt wird.

2.5.3 Einfluss einer meridionalen Zirkulation

Beobachtungen der Sonne zeigen an der Sonnenoberfliche eine vom Aquator zum
Pol gerichtete Stromung, die sich in der Konvektionszone durch eine entsprechende
Umkehrstromung zu einer Zirkulationsstromung schlieen muss. Theoretische Mo-
delle der solaren Rotation zeigen, dass sich eine solche meridionale Zirkulation als
Begleiterscheinung der differentiellen Rotation ergibt ( , ). Die
Stromungsgeschwindigkeit dieser Zirkulation betrigt ca. 10ms™—! —20ms~!.

Der wesentliche Einfluss einer meridionalen Zirkulation lasst sich anhand von Gl.
(2.43) erklédren. Bei einer Zirkulation, die im Bereich der unteren Konvektionszone
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vom Pol zum Aquator verlauft, fithrt der Transport der Flussrohren in Richtung
Aquator zu einer VergréBerung von . Nach Gl. (2.43) ergibt sich hierdurch eine
zusitzliche Kraft, welche die Auftriebskraft teilweise kompensieren kann. Um den
Einfluss der Zirkulation auf die Aufstiegszeiten zu untersuchen, wurde fiir die meri-
dionale Geschwindigkeit der Ansatz

vp'(r,0) = vg sin(20) (2.44)

verwendet. Eine mogliche r-Abhéngigkeit wird spéter diskutiert.

Die hier vorliegende Situation ist vergleichbar mit der in Abb. 2.2 beschriebe-
nen. Der wesentliche Unterschied ist das zusétzliche externe Geschwindigkeitsfeld. In
Abb. 2.5 ist die Aufstiegszeit als Funktion des Radius fiir die Parameter § = —3-1075,
6 = 70° und vy = 20ms~ ! dargestellt. Bei grofien Flussrohrenradien fiihrt die meri-
dionale Zirkulation zu einer Vergroflerung der Aufstiegszeiten um ca. 25%, die weit-
gehend unabhéngig von der Feldstérke ist. Bei kleineren Radien sind die Ergebnisse
stark abhéngig von der Feldstérke. Fiir niedrige Feldstérken ist es moglich, dass sich
ein Gleichgewicht einstellt, bei dem sich die Flussréhre im Strahlungsgleichgewicht
befindet und die resultierende Auftriebskraft durch Corioliskraft und Stromungswi-
derstand kompensiert wird (siche néchster Abschnitt). Bei groBen Feldstérken fithrt
dagegen der radiative Strahlungsaustausch bedingt durch den ersten Term in GI.
(2.11) zu einem schnelleren Aufstieg.

2.5.4 Gleichgewichtszustéinde

Fiir nicht zu grofle Feldstdrken und Flussrohrenradien sind neue Gleichgewichts-
zustande moglich, die sich von selbst aus dem meridionalen Transport und der Dre-
himpulserhaltung ergeben. Der meridionale Transport des Magnetfeldes in Richtung
Aquator vergrofert den Abstand zu der Rotationsachse der Sonne, so dass die to-
roidale Stromung (relativ zu der Hintergrundrotation) in der Flussrohre schwécher
wird oder sogar ihr Vorzeichen umdreht. Dadurch wird das anféngliche Gleichge-
wicht zwischen magnetischer Kriimmungskraft und Corioliskraft gestort. Als Folge
ergibt die Summe von Kriimmungskraft und Corioliskraft eine Nettokraft, deren
r-Komponente die Auftriebskraft und deren #-Komponente die Stromungswider-
standskraft kompensieren kann. Die Rahmenbedingungen unter denen diese Gleich-
gewichte existieren, lassen sich aus Gl. (2.43) abschétzen.

Weil die meridionale Zirkulation in dem hier verwendeten Modell am Boden
der Konvektionszone nur eine §-Komponente besitzt und im Gleichgewichtszustand
7 = 0 gilt, verschwindet v, , und damit die Stromungswiderstandskraft in Gl. (2.43).
Das Gleiche gilt auch fiir den Triigheitsterm 762, weil im Gleichgewicht auch 6 = 0
gelten muss. Damit ergibt sich fiir den maximal stabilisierbaren Dichtekontrast

2 2 2
%:—Qrsmg(i—1>+ B <i—1). (2.45)

0 g xt pogr \oo 0

Bei solaren Verhiltnissen ist abgesehen von der Polregion der zweite Term auf der
rechten Seite sehr viel kleiner als der erste Term. Fiir 6 = 70° und B = 5T, sowie
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0/ 00 ~ 0.8, was einer radialen Distanz Ar ~ 20000 km entspricht, folgt

Q?rsin’ ~ 3.107° (2.46)
2
By L 3-107°, (2.47)
HoT \Qo O

d.h. fiir  ~ 1.03 ist der erste Term in Gl. (2.45) bereits um einen Faktor 10 grofler
als der zweite Term. In der Regel ist Ar kleiner als oben angenommen und x gréfer.
Weil der Einfluss der solaren Rotation auf die effektive Gravitationsbeschleunigung
sehr klein ist, kann auch g.s durch g angendhert werden. Zusammen mit

(2.48)

erhalt man fiir die Feldstarke

027 sin0 1 AT

Im Strahlungsgleichgewicht gilt nach Gl. (2.12)

AT 2P+ NQ

= %7 R (2.50)

Bisher wurde nur die r-Komponente der Bewegungsgleichung betrachtet,
wihrend die meridionale Zirkulation in der #-Komponente die wesentliche Rolle
spielt. Gleichgewichte kénnen sich nur einstellen, wenn vy hinreichend grofl oder R
hinreichend klein ist, damit der Strémungswiderstand ausreichend wirksam ist. Die
Gleichgewichtsbedingung in #-Richtung ergibt sich, wenn man Gl. (2.39), (2.41) und
(2.42) in GL (2.29), (2.32) einsetzt:

B? (1 1 A
0 = —(———)Cotg——gﬂzrsinecosﬁ (2.51)
HoT \0Qo 0 0
1 w e
+Q2 7 sinf cos (E — 1) —1—%% (v)? .

Der erste Term und zweite Term auf der rechten Seite kénnen gegeniiber dem dritten
Term vernachléssigt werden (dies ergibt sich aus Gl. (2.46), (2.47) und Ap/p <
|1/2* — 1]). Zusammen mit Gl. (2.44) ergibt sich dann:

1 2 ¢,
¥ TO2rR

sin(26) . (2.52)

Weil in den hier betrachteten Fillen stets z > 1 gilt, sind Gleichgewichte nur méglich
fiir

2
R> R = 22" 6in(26) . (2.53)

™ O2r
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Flussrohren mit kleineren Radien werden von der Stromung praktisch ungehindert
Richtung Aquator transportiert. Es ist hier zu beachten, dass R, tiber Gl. (2.38)
vom Magnetfeld abhéngig ist. Einsetzen von Gl. (2.52) in Gl. (2.49) liefert schlielich

2 ¢,y v sin 05111(20) 2P+ NQ
B=/2 ¢ R?) . 2.54
\/uop( u . (254

Folglich sind Gleichgewichte nur moglich, falls

16 T ¢,y v} sin® fsin(26) ) Ve (2.55)

R<Rmax: -
(7? g(2P+ NQ)

Flussrohren mit grofleren Radien kénnen von der Stromung nicht mehr im Gleich-
gewicht gehalten werden. In der Abb. 2.6 ist der Verlauf von Magnetfeld und mag-
netischen Fluss im Intervall Ry, < R < Rpax fir vo = 10ms™! bzw. vy = 20ms—!
und 6 = 70° dargestellt. Die Variable x lésst sich berechnen aus

Rmin i/
xr= (1 - ) : (2.56)

Dabei liegen die Gleichgewichte mit einem groflien Wert fiir x links in den Abbildun-
gen. Die Startwerte fiir die Flussrohre folgen aus

By = Bjx (2.57)
Ry = Rz (2.58)
0y = arcsin (sin(70°)/z) , (2.59)

wobei die letzte Beziehung i. Allg nur naherungsweise erfiillt ist, da in  neben der
Anderung von 0 auch noch die Anderung von r eingeht. Letztere ist jedoch sehr
klein (maximal Dicke der Overshoot-Region).

Mit Hilfe von Abb. 2.6 ldsst nun sich die Zunahme der Aufstiegszeiten in Abb.
2.5 fiir B = 1T leicht erkliiren, da sich fiir diese Feldstirke und vy = 20ms~! ein
Gleichgewicht fiir Radien unterhalb von 250 km einstellen kann. Die magnetischen
Fliisse, die in diesen Gleichgewichten gespeichert werden koénnen, sind jedoch ca.
zwei Grofenordnungen kleiner als die Fliisse eines typischen Sonnenflecks (10** Wh).
Insofern spielen diese Gleichgewichte keine grofie Rolle fiir die Speicherung magne-
tischer Flussrohren, die nach ihrem Aufstieg durch die solare Konvektionszone an
der Oberflache zu der Bildung einer bipolaren Fleckengruppe fiihren.

Die hier beschriebenen Gleichgewichte konnen sich fiir ein gegebenes vy und 6
nur einstellen, wenn die Feldstérke B und der Radius R zusammenpassen. Wenn dies
nicht erfiillt ist, so wird sich das Gleichgewicht eventuell bei einem anderen Wert fiir
f oder gar nicht einstellen. Weiter ist noch zu beachten, dass vy in der Sonne selbst
mit r variiert. Um dies zu beriicksichtigen, wurde in den numerischen Rechnungen
ein leicht modifiziertes Geschwindigkeitsfeld verwendet, welches die folgende Gestalt
hat:

vg'(r,0) = vy sin(206) [1 —exp (—a(r —r9)*)] , (2.60)



2.5. NUMERISCHE SIMULATIONEN 23

12F
10 F
8L
Eo6L
m B
4 -
2 F
O:
0 50 100 150
R [km]
12F ' ' ' ' 10.40
10F ]
i 40.30 —
8 .=
2 6F 10.20%
m C 3 —
4 ] -
: 40.10 &
2
0t 10.00
0 50 100 150 200 250

R [km]

Abbildung 2.6: Gleichgewichte einer magnetischen Flussréhre unter Beriicksichtigung
einer dquatorwdérts gerichteten meridionalen Stromung mit einer Strémungsgeschwindig-
keit von vg = 10ms~! (oben) bzw. vy = 20 ms~! (unten). Gezeigt ist die Magnetfeldstérke
(durchgezogen, linke Skala) und der magnetische Fluss (gestrichelt, rechte Skala) fiir ein
Gleichgewicht bei einer Poldistanz von 6 = 70° (20° heliographische Breite).
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mit a > 0 und fiir 7 > ry. Bei diesem Geschwindigkeitsfeld verschwindet die meri-
dionale Zirkulation fiir r = ry (z.B. am Boden der Overshoot-Region), wobei « die
Stiarke des Abfalls festlegt. Bei diesem Geschwindigkeitsfeld kénnen 2 Félle auftre-
ten:

1) Die Anfangsfeldstiarke und der Anfangsradius sind so gewéhlt, dass kein Gleich-
gewicht fiir v < vy moglich ist. In diesem Fall steigt die Flussrohre auf bis zur
Oberfléche.

2) Die Anfangsfeldstéirke und der Anfangsradius sind so gewéahlt, dass ein Gleich-
gewicht fiir v < vy bei einem geeigneten Winkel 6 moglich ist. In diesem Fall
sinkt die Flussrohre solange ab, bis sie in eine Tiefe gelangt, bei der das pas-
sende v vorliegt.

Die in Abb. 2.6 gezeigten Funktionen B(R) sind Grenzkurven, die die Trennlinie
zwischen diesen beiden Féllen markieren. Liegen die Anfangsfeldstérke und der An-
fangsradius oberhalb der Grenzkurven, so tritt Fall 1 ein, ansonsten Fall 2.

Die Einstellung eines solchen Gleichgewichtes ist in Abb. 2.7 dargestellt. Die ver-
wendete meridionale Zirkulation besitzt eine Maximalgeschwindigkeit von 15ms~!
und nimmt mit der Tiefe ab. In der Gleichgewichtsposition betrigt die Geschwin-
digkeit vy = 10ms~!. Die Flussrohre steigt zunichst infolge des durch die Heizung
erzeugten Auftriebs auf. Dabei wird sie dquatorwiérts transportiert, wodurch eine to-
roidale Stromung in der Flussrohre entsteht, die durch die Corioliskraft den Auftrieb
kompensieren kann und schlieflich den Aufstieg beendet. Da in der entsprechenden
Hohe die meridionale Stromungsgeschwindigkeit grofler ist als die Geschwindigkeit,
die fiir die Einstellung des Gleichgewichtes erforderlich ist, sinkt die Flussréhre ab
bis sie in eine Hohe mit der passenden Geschwindigkeit kommt.

Es ist noch zu bemerken, dass die hier beschriebenen Gleichgewichte unabhéngig
vom Wert der Superadiabatizitit ¢ existieren und daher grundsétzlich auch in der
Konvektionszone moglich sind. Die Superadiabatizitét spielt lediglich eine Rolle bei
der Einstellung der Gleichgewichte, da sie die Auf- und Abstiegsgeschwindigkeiten
und damit auch die fiir die Einstellung des Gleichgewichts benétigte Zeit beein-
flussen kann. Allerdings kénnen in der superadiabatischen Konvektionszone nicht-
axialsymmetrische Instabilitdten auftreten, die hier nicht betrachtet wurden.

2.6 Schlussfolgerung

In diesem Kapitel wurde der Einfluss der radiativen Heizung auf Gleichgewichtskon-
figurationen von diinnen Flussréhren in der solaren Overshoot-Region untersucht.
Die Heizung verursacht eine Aufwértsbewegung der Flussrohre, die zu einem Ver-
lassen der Overshoot-Region in weniger als 100 Tagen fiihrt. Diese Zeitspanne ist
zu kurz fiir eine Verstarkung des Magnetfeldes auf die benotigten Werte von 10 T.
Lediglich fiir Superadiabatizititen von § < —10~* erhélt man Verweildauern, die
einige Jahre betragen und damit ausreichend lang sind fiir die Erzeugung starker
Magnetfelder. Diese Werte fiir 6 werden jedoch von keinem géngigen Overshoot-
Modell der Sonne geliefert. Im néchsten Kapitel wird gezeigt, dass derartige Werte
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Abbildung 2.7: FEinstellung eines Gleichgewichtes fiir den Fall By = 37T und Ry =
100 km. Gezeigt sind als Funktion der Zeit radialer Abstand und Poldistanz (oben), me-
ridionale Geschwindigkeit (Mitte) und toroidale Geschwindigkeit (unten links), sowie die
Bahnkurve der Flussrohre (unten rechts). Die meridionale Strémungsgeschwindigkeit be-

trégt in der Endposition ca. 10ms™!.

fiir 6 moglich sind, wenn das Magnetfeld in der Overshoot-Region die Konvektion
hinreichend stark unterdriickt.

Beriicksichtigt man eine meridionale Zirkulation, die im unteren Bereich der Kon-
vektionszone dquatorwérts gerichtet ist, so sind Gleichgewichte trotz der Heizung
moglich. Die speicherbaren Fliisse sind jedoch wenigstens zwei Groflenordnungen
kleiner als die Fliisse, die man fiir eine typische Sonnenfleckengruppe oder bipolare
aktive Region benotigt. Die Griinde hierfiir sind, dass zum einen nur Flussrohren
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mit kleinen Radien von einer externen Stromung hinreichend stark beeinflusst wer-
den konnen und zum anderen der Temperaturiiberschuss im Strahlungsgleichgewicht
geméB Gl. (2.20) quadratisch mit dem Radius ansteigt.



Kapitel 3

Radiative Heizung planparalleler
magnetischer Schichten

3.1 Einleitung

In Kapitel 2 wurde der Einfluss der radiativen Heizung auf Magnetfelder in Form ein-
zelner Flussrohren behandelt. Dabei wurde die Riickwirkung der Flussrohre auf das
die Flussrohre umgebende Plasma vernachléssigt. Im Fall einiger weniger isolier-
ter Flussrohren ist diese Approximation gerechtfertigt, aber bei einer hinreichend
groflen Flussrohrendichte ist eine Behinderung des konvektiven Energietransports
in der Overshoot-Region zu erwarten. Zusétzlich zu den Heizungseffekten, die im
vorherigen Kapitel behandelt wurden, miissen dann globale Anderungen der Schich-
tung beriicksichtigt werden. In diesem Kapitel sollen die Grole der zu erwartenden
Storungen und die Zeitskala der Einstellung eines neuen Gleichgewichtes durch einen
einfachen Ansatz fiir den radiativen und konvektiven Energietransport abgeschétzt
werden.

3.2 Grundgleichungen

Fiir die Beschreibung eines Overshoot-Prozesses im Rahmen der Mischungswegtheo-
rie fiir den konvektiven Energietransport muss ein nichtlokaler Ansatz verwendet
werden, bei dem sich die fiir den Energiefluss relevanten Temperaturstorungen und
konvektiven Geschwindigkeiten durch Integration entlang des Weges eines Fluidele-
ments ergeben ( , : , ). Durch diesen Ansatz
ist ein UberschieBen der Konvektion in stabil geschichtete Bereiche moglich. Fiir
die Storungsrechnung, die hier benttigt wird, ist es allerdings ausreichend, einen
lokalen Ansatz zu wéhlen, bei dem die Konvektion in erster Naherung als ein tur-
bulenter diffusiver Energietransport behandelt wird ( : ). Der konvektive
Fluss ist in dieser ,,Diffusionsapproximation“ proportional zur Differenz des wahren
und adiabatischen Temperaturgradienten.

Der radiative und konvektive Energiefluss wird durch folgenden Ansatz beschrie-

27
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ben:
F=—k,gradT — , (grad T — grad T'aq) - (3.1)

Im Fall der Mischungswegtheorie ergibt sich beim letzten Term ein Exponent von
3/2, weil die konvektive Geschwindigkeit selbst proportional zur Quadratwurzel der
Differenz der Temperaturgradienten ist. Im Fall einer Overshoot-Region werden da-
gegen die Geschwindigkeiten von der iiberschieenden Konvektion aus der dariiber
liegenden Konvektionszone angetrieben und in der subadiabatischen Schichtung der
Overshoot-Region abgebremst, so dass dieser Zusammenhang fiir die Konvektions-
geschwindigkeit nicht zutrifft. In der hier verwendeten Approximation werden die
turbulenten Geschwindigkeiten als gegeben betrachtet und ihr Einfluss auf Tem-
peraturstorungen in der Overshoot-Region berechnet. Dabei werden Stérungen der
Konvektion, die ihre Ursache in dem in der Overshoot-Region gespeicherten Magnet-
feld haben, zugelassen. Eine vollkommen konsistente Behandlung der Wechselwir-
kung zwischen Konvektion und Magnetfeld sowie der Riickwirkung der Superadia-
batizitdt auf die Konvektionsgeschwindigkeit wiirde den Rahmen dieses einfachen
Modells sprengen.

Die Temperatur 7" und die Transportkoeffizienten k, und k. werden zerlegt in
die ungestorten Grofien Ty, 2, kY und die gestorten GroBen Ty, Ky, .. Dies fiihrt
zu der Darstellung

F = Fy— (k + ko) grad Ty — k! grad T, (3.2)
—k! (grad Ty — grad T'|aq)

mit ]3@ = —krYgrad Ty — k¥ (grad Ty — grad T'|,q). Unter Benutzung des relativen
Anteils des Strahlungstransports am solaren Gesamtfluss

a=F,/F, (3.3)

(Fy = | Fs|) lisst sich dies vereinfachen zu

S o - Kl K
F=F, —kgradTy + F aﬁ—9+(1—a) w0l (3.4)

wobei k = K, + k.. Bei Verwendung des Kramers-Ansatzes fiir die radiative Diffusi-
vitit in der Form k, ~ 0=2 1% folgt:
! T

g5l oo (3.5)

oy To 0
Weil die Abweichungen von der Hintergrundschichtung (wie sich weiter hinten her-
ausstellt) klein sind (< O(107%)), kann die relative Stérung von &, gegeniiber der
relativen Storung von k. in Gl (3.4) vernachlissigt werden. Fiir die Heizungsrate
H = —divF folgt damit

1
H = div (kgrad T}) — F, grad {(1 —a) &] , (3.6)

0
Ke
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wobei die Divergenzfreiheit des ungestorten solaren Energieflusses verwendet wurde
(divF, = 0). Die Zeitentwicklung ergibt sich aus

T
Qcp(?_tl =H. (3.7)

In diese Gleichung geht das Magnetfeld indirekt iiber k! ein. Weil jedoch der genaue
Zusammenhang zwischen Magnetfeld und der Unterdriickung der Konvektion nicht
bekannt ist, ist es sinnvoll, die Lésungen dieser Gleichung in Abhiingigkeit von r!
zu diskutieren.

Die Heizrate besteht aus einem diffusiven Anteil aufgrund der Tempera-
turstorung T}

Haig = div (k grad T1) (3.8)

und einem Anteil, der sich aus der Unterdriickung der Konvektion ergibt:

1
H..q = —F - grad {(1 —a) H—g} : (3.9)

KC
Im Grenzfall der vollstéindigen Unterdriickung der Konvektion (k! = —£?) liefert GI.

(3.9) eine durch die nicht verschwindende Divergenz des radiativen Energieflusses
bedingte Heizung

da
H.q = —F@% ) (3.10)

Hierbei handelt es sich genau um den Heizungsterm, der bereits im vorherigen Kapi-
tel im Fall diinner Flussrohren diskutiert wurde. In Bereichen mit stark variierendem
k. (Rinder der magnetischen Schicht) ergibt sich ein Beitrag

1

Hypg = —Fs (1—a) % <%) , (3.11)
der die Ausbildung von thermischen Schatten beschreibt.

Um die Anderung der Superadiabatizitit zu bestimmen, ist es erforderlich, die
Auswirkungen der Temperaturstérung auf die Druckschichtung zu berechnen. Weil
die Zeitskala fiir die Einstellung des hydrostatischen Gleichgewichtes viel kiirzer als
die Zeitskala der zu erwartenden Temperaturdnderungen ist, kann man von einer
instantanen Hydrostatik ausgehen. In der Hydrostatik wird der Einfluss des mag-
netischen Drucks p,, = B?/240 mit beriicksichtigt. Die Hydrostatik liefert fiir den
Gesamtdruck piot = p1 + Pm

dpyot
dr

= —019 - (3.12)

Dies ergibt zusammen mit

o1 = 0o (]ﬂ - 5) (3.13)

Po Ty
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fiir die Druckstorung die Gleichung

dptot Ptot Tl Pm
= — — 4+ — 3.14
dr HpO + Q9 TO T Po ( )

mit der Druckskalenhohe H,o = po/(00¢). Als Randbedingung wird p; = 0 im
radiativen Kern unterhalb der magnetischen Schicht verwendet. Die Stérung der
Superadiabatizitit ergibt sich aus Druck- und Dichtestérung zu

1d 1 d d d
=t (L L _ade pd)

R} 3.15
oo dr  po dr 03 dr  p? dr (3.15)

Sofern der Einfluss des magnetischen Drucks auf die Hydrostatik hinreichend klein
ist, kann die Anderung von ¢ auch direkt aus der Temperaturstérung berechnet
werden:

H, dT,

01 = T, dr (3.16)
Fiir einen typischen Verlauf von «, wie er in Abb. 3.1 gezeigt ist, ergibt sich am
Boden der Overshoot-Region eine Kiihlung und in der Overshoot-Region sowie der
unteren Konvektionszone eine Heizung von ca. 3Wm™3. An den Réndern der mag-
netischen Schicht spielt auch der Gradient von r! selbst eine wichtige Rolle und
kann hier je nach Vorzeichen zu einer Kiihlung oder Heizung fithren. Weil hier das
Vorzeichen von 1 — « eingeht, héngt es von der genauen Lage des Magnetfeldes ab,
an welchem Rand die Kiihlung und an welchem die Heizung auftritt (fir o > 1 wird
der untere Rand gekiihlt und der obere geheizt, fiir & < 1 umgekehrt). Weil sich
diese Heizrate als Divergenz eines Flusses ergibt und ! aufierhalb der Schicht ver-
schwindet, muss die Heizrate integriert iiber das Schichtvolumen stets verschwinden.
Dass es dennoch effektiv zu einer Aufheizung im Inneren der Schicht kommen kann,
héngt mit der sehr geringen thermischen Diffusivitét innerhalb der Schicht zusam-
men, die einen schnellen Energieaustausch und damit einen Ausgleich der Kiihlungs-
und Heizungsbereiche verhindert.

3.3 Magnetische Schicht

Fiir eine magnetische Schicht, deren horizontale Ausdehnung weitaus grofier ist als
die vertikale, spielt die horizontale Ablenkung des konvektiven Energiestromes kaum
eine Rolle. In diesem Fall ist eine eindimensionale Beschreibung, die nur den radialen
Energiestrom beriicksichtigt, ausreichend. Fiir den Verlauf von a und s werden
analytische Ausdriicke verwendet, die den Verlauf der Groflen in der Overshoot-
Region der Sonne gut approximieren.

r<ryg : a=1 (3.17)
a = - I :
r>ry : a=1+ —I—E-(T—(;“)o/)(jldl [(1 + ap) exp (d—2°> — 1}

O r<ry : k.=0
N r>ry 1 ke=cy/(r/rg)?—1

[N o]

(3.18)

o
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Abbildung 3.1: Links: Verlauf von oo = F,./F,. Der starke Anstieg von o markiert den
unteren Rand der Overshoot-Region. In dem Bereich mit o > 1 transportiert die Kon-
vektion infolge der subadiabatischen Schichtung Energie nach unten (Overshoot-Region).
Rechts: Verlauf von k0 (punktiert) sowie den Verlauf .. fiir um den Faktor 100 (durchgezo-
gen) und 10000 (gestrichelt) unterdriickte Konvektion im Bereich der Overshoot-Region.

wobei aq die Stirke des Overshoots, d; die Breite der Ubergangsregion am Boden
der Overshoot-Region und dy den Abfall von « in der Overshoot-Region und Kon-
vektionszone parametrisieren. ¢ bestimmt die Grofle des konvektiven Transportko-
effizienten. Typische Verlidufe fiir & und «? sind in Abb. 3.1 gezeigt. Fiir den Verlauf
der Magnetfeldstiarke innerhalb der Schicht wird der folgende Ausdruck verwendet:

B(r) = B‘& {1 + tanh (T ;;Blﬂ {1 — tanh (T ;3232)} , (3.19)

wobei By die Maximalfeldstirke und die Parameter rgq, dgi, 7p2 und dpo die Form
der magnetischen Schicht festlegen (sieche Abb. 3.2). Die gestorte konvektive Diffu-
sivitdt wird durch

nczmco/ {1+(§ )] (3.20)

eq

parametrisiert. In den folgenden Rechnungen wird die Reaktion der Temperatur auf
eine Unterdriickung der Konvektion um einen Faktor 100 (By = 10T, Beq = 1T, e =
2) bzw. 10000 (By = 10T, By = 1T, € = 4) diskutiert. Mit £° ~ 10 WK 'm~!
bedeutet dies fiir die verbleibende konvektive Diffusivitit k. ~ 103k, bzw. k. =~
10 k,.. Die damit verbundene Diffusionszeitskala

d?oc,

Taiff = (3.21)

K
betrigt 2, bzw. 200 Jahre (d = 10*km). Die aus der Unterdriickung der Konvek-
tion resultierende radiative Heizung H..q zeigt neben der Heizung innerhalb der
Overshoot-Region und unteren Konvektionszone eine starke Kiihlung in der Uber-
gangsregion zum radiativen Kern (Abb. 3.2).
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Abbildung 3.2: Links: Verlauf der Magnetfeldstérke, die in den folgenden Rechnungen
zugrunde gelegt wird. Rechts: Radiative Heizung, die sich aus einer um den Faktor 100 un-
terdriickten Konvektion ergibt. Zu erkennen sind am Boden der Overshoot-Region die aus
dem a-Gradienten folgende Kiihlung (die maximale Kiihlrate betrigt hier —250 Wm™3)
und in der Overshoot-Region eine Heizung von ca. 3 Wm™3.

Die Stiirke dieser Kiihlung héngt empfindlich von der Breite der Ubergangsregi-
on am Boden der Overshoot-Region ab, was jedoch nicht fiir die sich einstellende
Temperaturstorung zutrifft. Dies liegt an der Tatsache, dass die volumenintegrierte
Kiihlrate nur von der Grofie des Sprunges von « abhéngt. Der Gradient bestimmt
lediglich, auf welches Gebiet die Kiihlung verteilt ist. Dagegen sind die Ergebnis-
se empfindlich von der Stédrke der Unterdriickung der Konvektion abhéngig. Diese
Abhéngigkeit geht in erster Linie iiber den Diffusionsterm GI. (3.8) ein und weniger
iiber den Heizungsterm (3.9), der nur die relative Stérung x!/k? enthilt. Bei ei-
ner Unterdriickung der Konvektion um einen Faktor 100 verhindert die immer noch
sehr grofle thermische Diffusion die Ausbildung starker Temperaturstorungen. Sie
sorgt auflerdem fiir einen Ausgleich zwischen den Gebieten mit Kiihlung und Hei-
zung, was zu einer effektiven Temperaturerniedrigung zwischen r = 5 - 10%m und
r =5.1- 108 m fiithrt (siche Abb. 3.3). Die Heizung im Inneren der Schicht wird hier
weitgehend kompensiert und die Schichtung in der Overshoot-Region wird deutlich
subadiabatisch § ~ —107%. Ist die Konvektion dagegen stark unterdriickt (Faktor
10000), so kann dieser Ausgleich nur noch auf einer Zeitskala von einigen 100 Jahren
stattfinden. Das Temperaturprofil nach 5 Jahren simulierter Zeit zeigt in diesem Fall
einen Verlauf, der in etwa dem von H,,q entspricht.

Wihrend am Boden der Overshoot-Region eine deutliche Abkiihlung stattfindet,
wird der obere Teil infolge der dort vorherrschenden Heizung deutlich erwérmt.
Bei Beriicksichtigung der Bewegungsgleichungen wiirde das Magnetfeld im oberen
Bereich in die Konvektionszone aufsteigen. Die asymptotische Losung zeigt hier
einen #dhnlichen Verlauf wie im Fall der nur teilweise unterdriickten Konvektion
(Abb. 3.3), jedoch ist die fiir die Einstellung des neuen Gleichgewichtes erforderliche
Zeit von der Groflenordnung einiger 100 Jahre. Fiir die Speicherung von Magnetfeld
auf Zeitskalen des solaren Zyklus ist dieser Fall somit nicht von Bedeutung.
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Abbildung 3.3: Zeitliche Entwicklung der Temperaturstérung (links) und Superadiaba-
tizitdt (rechts) fiir den Fall einer Reduktion des konvektiven Energietransports um einen
Faktor 100. Gezeigt sind die Zeitschritte t = 1 Monat (gepunktet), t = 6 Monate (durch-
gezogen) und und t = 5 Jahre (gestrichelt). Im Bereich v > 5-10®m hat sich nach 5
Jahren ein weitgehend stationédrer Zustand eingestellt, wihrend sich die Kiihlungsfront
fiir r < 5-10%® m weiter in den Kern bewegt.

3.4 Vergleich mit analytischer L6sung

Fiir den Spezialfall stiickweise konstanter Diffusionskoeffizienten, der Approximation
von H,q durch eine konstante Heizung hy innerhalb des Bereiches unterdriickter
Konvektion (vergleiche Abb. 3.2 im Bereich 5 - 10°m < r < 5.15-10°m) und der
Vernachlissigung der geometrischen Faktoren ~ r? in dem Laplace-Operator (die
Schichtdicke ist klein gegeniiber dem Sonnenradius) l4sst sich leicht eine analytische
Losung angeben.

Fiir den Verlauf von x nehmen wir an:

r<ry : K=FK
k=< ro<r<r; : K=Kk (3.22)
r>r o k=K

mit k, < & <K kY. Fiir 7 < ry stellt sich auf den hier relevanten Zeitskalen kein
stationéres Gleichgewicht ein, weil die radiative Diffusionszeitskala sehr grof} ist. Die
Losung der Diffusionsgleichung hat in diesem Bereich die Form einer fortschreitenden
Kiihlungsfront

Ti(r,t) =T) 1 —2®(x)] (3.23)
mit

Ky

0Cp

B(z) — #/Oxexp (-y;> dy |

r = (7“0—7’)/ 2—1t (3.24)
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Abbildung 3.4: Zeitliche Entwicklung der Temperaturstérung (links) und Superadiaba-
tizitdt (rechts) fiir den Fall einer Reduktion des konvektiven Energietransports um einen
Faktor 10 000. Gezeigt sind die Zeitschrittet = 1 Monat (gepunktet), t = 6 Monate (durch-
gezogen) und und t = 5 Jahre (gestrichelt). Im Vergleich zu der Situation in Abb. 3.3 sind
die Storungen hier deutlich groBer. Infolge der geringeren thermischen Diffusivitdt kommt
es hier jedoch im oberen Bereich der Overshoot-Region zu einer deutlichen Aufheizung.

Zwischen ry und ry stellt sich im Fall & > &, sehr schnell eine stationédre Losung fiir
T ein. Aufgrund der als konstant angenommenen Heizung im Bereich ry < r <
handelt es sich hierbei um ein parabolisches Temperaturprofil:

1h
Ty =T +a(r—rg) — 570 (r—ro)?. (3.25)

K
Die freien Koeflizienten a und b ergeben sich aus den Stetigkeitsbedingungen fiir
Temperatur und Wéarmefluss bei ry und r;. Die Stetigkeit des Wérmeflusses bei

r = 1o verlangt

~ dTl dTl
= k| =Fa, 3.26
" |: d,r ‘| To+ " |: d,r ‘| To— N ao ( )

wobei ag der Sprung von o« am Boden der Overshoot-Region ist. Mit der Lésung Gl.
(3.23) folgt fiir den radiativen Fluss aus dem Bereich r < rg:

dTy 0C, K
R =T —2—. 3.27
" {drh_ ! Tt ( )

Fiir hinreichend grofle Zeiten im Bereich
0Cp bir

2oz (1) =20 (T [K)"s (3.28)

>

kann dieser Beitrag des radiativen Flusses aus dem Kern vernachléssigt werden.
Obwohl die Losung im Kern weiterhin zeitabhéngig ist, wird die Riickwirkung auf
den Bereich r > ry so gering, dass dort eine statische Losung eine gute Naherung
ist. Fiir den Temperaturgradienten a ergibt sich dann:
o a
a=-—2= (3.29)

K
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Fiir » > r; verhindert die ungestorte Konvektion grofie Temperaturstérungen, so
dass als obere Randbedingung

Tl(’f’ = 7’1) =0 (330)
folgt. Damit ergibt sich die Temperaturstorung am Boden der Konvektionszone zu

Fr o 1h
I = === (o) 5 (=) (3.31)

Die Stetigkeit des Warmeflusses liefert den Temperaturgradienten fiir r» > r;

K2 {%} y — i {%} N =Fo(1—a(r)). (3.32)

Der Temperaturgradient fiir 7 > r; ist von der GréSenordnung F /0 ~ 107" Km ™.

Der Gradient der Temperaturstorung in der Overshoot-Region ist positiv, solange
(siche GL. (3.25))

F
r< g+ 220 (3.33)
ho
Losungen mit grofleren Werten von r sind physikalisch nicht sinnvoll, weil der dann
negative Gradient destabilisierend auf die Schichtung wirkt. Daher ist der Wertebe-
reich fir ry auf

F@ Q)

ho

ro <11 < 1o+ (3.34)
einzuschranken.

Fiir r1 = ro + F ap/ho ergeben sich am Boden der Overshoot-Region die maxi-
malen Storungen der Temperatur und Superadiabatizitét:

1 F2a?
Ti(ro) = —3 k@hoo (3.35)
5, = —dh  HpFoar (3.36)

B TO dr TO R

Mit typischen Werten fiir die Overshoot-Region von F = 1.2 - 108 Wm ™2, ay = 0.4
und hy = 3Wm™? sowie & = 102 WK 'm~! (dies entspricht ungefihr der in Abb.
3.3 dargestellten Situation) folgt:

rn—ro = 16Mm (3.37)
T1<7"0> = —40K
Si1(ro) = —1.4-107*.

Der Einfluss der Storung des Warmestroms aus dem Sonneninneren Gl. (3.27) kann
in diesem Fall fiir £ > 3 - 10*s vernachlissigt werden.
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3.5 Diskussion

Die Rechnungen in diesem Kapitel haben gezeigt, dass es einen deutlichen Unter-
schied zwischen der Speicherung einiger weniger Flussrohren und der Speicherung
einer magnetischen Schicht mit starker Behinderung der Konvektion in der Over-
shoot-Region gibt. Der Grund hierfiir ist der Verlauf der Divergenz des radiativen
Energieflusses. Mit Ausnahme des Bodens der Overshoot-Region, wo eine starke
radiative Kiihlung vorherrscht, ergibt sich in der Overshoot-Region eine Heizung
von ca. 3Wm™3. Wihrend einzelne Flussrohren, welche die Konvektion in ihrer
Umgebung nicht wesentlich behindern, nur diese Heizung spiiren (siehe Kapitel 2),
erzwingt die Behinderung der Konvektion durch eine magnetische Schicht eine Ande-
rung des Temperaturverlaufs in der Overshoot-Region, wodurch auch die Bedin-
gungen fiir die Speicherung des Magnetfeldes beeinflusst werden. Diese Anderung
fithrt zu einer Senkung der Temperatur in der Overshoot-Region, vor allem hervor-
gerufen von der starken radiativen Kiihlung am Boden. Wéhrend diese Tempera-
turstorung den radiativen Energiefluss, der sich am Temperaturgradienten orientiert,
kaum beeinflusst, wird durch die Zunahme der Subadiabatizitit der urspriingliche
konvektive Energiefluss (F, ~ k.0) wiederhergestellt. Diese Einstellung eines neuen
Gleichgewichtes erfolgt in der Overshoot-Region mit der konvektiven Zeitskala, die
bei k. ~ 103k, (Abschwiichung der Konvektion um einen Faktor 100) ca. 2 Jahre
betréigt. Es handelt sich hierbei um kein globales Gleichgewicht, weil sich eine ra-
diative Kiihlungsfront weiter vom Boden der Overshoot-Region in das Sonneninnere
ausbreitet. Die Riickwirkung auf die Overshoot-Region ist jedoch vernachléssigbar
klein. Ein globales Gleichgewicht kann sich nur auf der Kelvin-Helmholtz-Zeitskala
fiir die gesamte Sonne (~ 10° Jahre) einstellen.

Welche Konsequenzen ergeben sich nun hieraus fiir die Speicherung von mag-
netischen Feld in der Overshoot-Region? Da fiir die hier angestellten Uberlegun-
gen wichtig ist, dass die Konvektion nur teilweise unterdriickt ist (bei vollstandi-
ger Unterdriickung betrédgt die Zeit fiir die Einstellung des Gleichgewichts einige
1000 Jahre), sollte das Magnetfeld nur in stark fragmentierter Form vorliegen (hohe
Flussrohrendichte), so dass die Konvektion in den unmagnetischen Gebieten zwi-
schen den Flussrohren in abgeschwéchter Form weiter vorhanden ist. Jedes Flussele-
ment wird in diesem Fall durch die radiative Heizung aufgeheizt, wie es in Kapitel
2 beschrieben wurde (die Temperaturdnderungen beeinflussen die radiative Heizung
kaum). Jedoch fiihrt die Unterdriickung der Konvektion zu einer Zunahme der Sub-
adiabatizitat, wodurch die Aufstiegszeiten (siehe GIl. (2.23)) erheblich verlédngert
werden. Eine Unterdriickung der Konvektion um einen Faktor 100 fithrt bereits zu
Superadiabatizititen von § ~ —107%, was die Aufstiegszeiten bereits auf einige Jah-
re verlingert. Uber die Riickwirkung des Magnetfeldes auf die Konvektion ist es
moglich, dass sich mit steigender Feldstédrke und steigender Flussrohrendichte die
Bedingungen fiir die Speicherung das Magnetfeldes verbessern. Wird das Magnet-
feld allerdings zu stark, so verldngert sich die thermische Diffusionszeitskala und es
ergeben sich Losungen wie sie in Abb. 3.4 gezeigt sind. Der instabile Temperatur-
gradient im oberen Bereich der Schicht kann zu Ausbriichen magnetischen Flusses
in die Konvektionszone fiihren.



Kapitel 4

Speicherung toroidaler
Magnetfelder am Boden der
Konvektionszone

4.1 Einleitung

Simulationen ausbrechender Flussrohren in der Naherung diinner magnetischer
Flussrohren liefern Ergebnisse in Ubereinstimmung mit Beobachtungen von Son-
nenfleckengruppen (Tiltwinkel, Breite des Ausbruchs) nur, wenn die Feldstérke der
Flussrohre vor dem Ausbruch am Boden der Konvektionszone ungefahr 10 T betrigt
( , 1987; , 1992; , 1993;

, : , : , , ). Magnetfeld dieser
Stérke kann nur in einer subadiabatischen Schichtung (unterhalb der eigentlichen
Konvektionszone) gespeichert werden, wo Auftriebsinstabilitdten von der stabilen
Schichtung unterdriickt werden kénnen. Fiir die Speicherung gibt es einerseits die
Moglichkeit, dass das Feld bereits fragmentiert in Form von Flussrohren vorliegt,
oder dass es andererseits eine Schicht toroidalen Magnetfeldes unterhalb der Kon-
vektionszone bildet. Unabhéngig von der Form des Feldes erfordert ein Gleichgewicht
in Kugelgeometrie neben der Auftriebsneutralitdt die Kompensation der polwérts
gerichteten Komponente der magnetischen Kriimmungskraft. Gleichgewichte von
Flussréhren in Kugelgeometrie sowie die Einstellung dieser Gleichgewichte ausge-
hend von einem Nichtgleichgewichtszustand wurden ausfiihrlich von

( ) behandelt. Eine dquivalente Behandlung fiir magnetische Schichten wur-
de bisher nicht durchgefiithrt. Bisher wurde dieses Problem unter vereinfachenden
Bedingungen in kartesischer Geometrie ( , ; , )
oder unter Beriicksichtigung der Kriimmungskrifte in Zylindergeometrie ( ,

) betrachtet, was nur die Aquatorebene der Sonne richtig widerspiegelt.

( ) beriicksichtigen zwar sphérische Geometrie in Breite, aber lassen die
radiale Abhéangigkeit unberiicksichtigt. Die meisten dieser Betrachtungen haben die
Untersuchung von magnetischen Instabilitdten zum Ziel, wihrend hier das Augen-
merk auf dem Gleichgewicht einer magnetischen Schicht in sphérischer Geometrie
liegt.

37
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Im Folgenden werden zunéchst Gleichgewichte fiir Schichten anhand eines semi-
analytischen Ansatzes diskutiert, bei dem sich die partiellen Differentialgleichungen
der Magnetohydrostatik auf leicht losbare gewohnliche Differentialgleichungen re-
duzieren. Diese Gleichgewichte sind jedoch nur dann physikalisch relevant, wenn sie
sich dhnlich wie bei den Flussrohrengleichgewichten aus einen Nichtgleichgewicht
von selbst einstellen konnen. Mit Hilfe von MHD-Simulationen wird die Einstellung
dieser Gleichgewichte verfolgt und das Resultat mit den analytischen Ergebnissen
verglichen.

4.2 Modellannahmen

In den folgenden Kapiteln werden die grundlegenden Eigenschaften von Gleichge-
wichtskonfigurationen fiir starke (10T) Magnetfelder am Boden der Konvektions-
zone sowie die Prozesse, die zur Gleichgewichtseinstellung fiithren, diskutiert. Dabei
soll nicht behandelt werden, wie eine magnetische Schicht durch die dynamischen
Effekte der differentiellen Rotation und konvektiven Strémungen entsteht. Den hier
verwendeten Modellen liegen daher einige vereinfachende Annahmen zugrunde.

Es werden axialsymmetrische Gleichgewichtskonfigurationen von toroidalem Feld
betrachtet, weil die magnetische Kriimmungskraft die Tendenz hat, Variationen in
azimutaler Richtung zu unterdriicken. Nicht-axialsymmetrische Storungen sind von
grofer Bedeutung fiir Instabilitdten, die zu einem Ausbruch des Feldes in die Konvek-
tionszone fithren, aber in diesem Kapitel sollen nur die Gleichgewichtseigenschaften
behandelt werden.

Im radiativen Inneren der Sonne unterhalb der Konvektionszone sind der elektri-
sche Widerstand und die Viskositét hinreichend klein, um die Verwendung idealer
MHD zu rechtfertigen. Infolge der stark subadiabatischen Schichtung spielen hier
auch turbulente Transportkoeffizienten keine Rolle. In der Konvektionszone und der
Overshoot- Region miissen dagegen grundsétzlich turbulente Transportkoeffizienten
beriicksichtigt werden, jedoch sind die hier betrachteten Feldstédrken weitaus grofler
als die Aquipartionsfeldstéirke (d.h. derjenigen Feldstirke bei der die magnetische
Energiedichte gleich der kinetischen Energiedichte ist), so dass konvektive Stromun-
gen innerhalb der magnetischen Schicht stark unterdriickt sind. Es ist grundsétz-
lich denkbar, dass eine magnetische Schicht in der Overshoot-Region durch starke
Abwiértsstromungen aus der Konvektionszone fragmentiert wird. Diese Stromungen
fithren jedoch zu keiner effektiven Mischung von magnetisiertem und unmagneti-
siertem Plasma. Sie sind vermutlich in der Lage, die Schicht zu durchstoflen (die
dazu erforderliche Seitwértsverschiebung des Magnetfeldes erfordert nicht viel Ener-
gie), aber eine turbulente Mischung wird von der hohen Feldstérke unterbunden. Sie
konnen daher nicht Temperaturstorungen oder toroidale Stromungen, die sich in-
nerhalb des magnetisierten Plasmas befinden beeinflussen. Daher kénnen auch hier
turbulente Diffusion des Magnetfeldes, turbulente Viskositat und Warmeleitfahigkeit
vernachléssigt werden. Dies trifft nicht auf die Konvektionszone auflerhalb der mag-
netischen Schicht zu, jedoch zeigen die numerischen Rechnungen, dass die Gleichge-
wichtsmodelle keine wesentlichen Temperaturfluktuationen aufferhalb der magneti-
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schen Schicht aufweisen, die von der turbulenten Diffusion verwischt werden konnten.
Aus diesem Grund kann der turbulente Energietransport auch auflerhalb der magne-
tischen Schicht vernachléssigt werden. Der radiative Energietransport spielt hier nur
eine untergeordnete Rolle, weil die radiative Diffusionszeitskala 7y.q = d? 0Cp/Frad
fiir eine Schichtdicke d = 10*km ca. 1000 Jahre betrigt und damit weitaus grofSer
ist als die relevanten Zeitskalen des hier betrachteten Problems (~ Monate fiir die
Einstellung eines mechanischen Gleichgewichts, < 11 Jahre fiir die Speicherung des
magnetischen Flusses).

In den hier diskutierten Modellen wird in der Regel keine differentielle Hinter-
grundrotation beriicksichtigt. Der Einfluss ist relativ gering und wird in Abschnitt
4.7 diskutiert.

Die in Kapitel 2 und 3 behandelte radiative Heizung wird in dieser Betrachtung
ausgespart. Fiir Magnetfelder im radiativen Kern der Sonne verschwindet dieser Hei-
zungseffekt, weil dort der radiative Energiestrom gleich dem Gesamtenergiestrom ist
und daher divergenzfrei sein muss. Fiir Gleichgewichte in der Overshoot-Region muss
dieser Heizungseffekt grundsétzlich betrachtet werden. Weil jedoch die Riickwirkung
des Magnetfeldes auf die Konvektion und auch die Struktur der Overshoot-Region
nicht genau bekannt sind, ist eine detaillierte numerische Simulation, die alle diese
Effekte beriicksichtigt, zum gegenwértigen Zeitpunkt noch nicht sinnvoll. Es werden
hier daher nur die mechanischen Gleichgewichte ohne Beriicksichtigung der radia-
tiven Heizung betrachtet. Bei der Diskussion der Bedeutung dieser Gleichgewichte
fiir die Sonne sollten aber stets die Aussagen von Kapitel 3 beriicksichtigt werden.

4.3 Stationidre Gleichgewichte fiir magnetische
Schichten in sphéirischer (Geometrie

4.3.1 Grundgleichungen

Fiir die im Folgenden durchgefiihrten Rechnungen wird die Annahme der Axi-
alsymmetrie gemacht. Das Magnet- und Geschwindigkeitsfeld haben nur eine ¢-
Komponente und das Gravitationsfeld ist radialsymmetrisch:

B = B(r0)é, (4.1)
7 = wv(r,0)e, (4.2)
p = p(r0) (4.3)
o = o(r0) (4.4)
g = —gr)e (4.5)
Die Bedingung fiir das stationére Gleichgewicht lautet:
Q(U-grad)ﬁz—gradp+irot§x§+gg7. (4.6)

Ho
Mit
2 2
(V- grad)v = —07 € — 1)7 cot 6 ey (4.7)
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rot Bx B = (B-grad)B — grad (7> (4.8)
B? B? B?
= ——¢,— — cotféy — grad <—)
r r 2

erhélt man schliellich das Gleichungssystem

0 B? v? — 03

5 <p+—2u0) = o——" 09 (4.9)
9 B

%<p+2—uo) = o (v* —v}) cotd, (4.10)

mit v4 = B?/(ug 0). Bei einem gegebenen Magnet- und Geschwindigkeitsfeld wer-
den durch das Gleichungssystem Gl. (4.9,4.10) Druck und Dichte und damit auch
die Temperaturschichtung eindeutig festgelegt. Mit Hilfe der Vertauschbarkeit der
partiellen Ableitungen

0 0

—(4.10) = — (4. 4.11
= (4.10) = (4.9 (111)
erhélt man eine Differentialgleichung fiir die Dichte:

do 1 0 9 9 cotf 0 5 9

£ — 2 - - — - : 4.12

o0 grdo [Q (v UA)} g Or [Q (U UA)] ( )

Aus darstellungstechnischen Griinden ist es sinnvoll, den Einfluss einer starren Ro-
tation von den Ergebnissen abzuziehen, da diese nur zu einer Verformung der Aqui-
potentialflichen zu Ellipsoiden fiihrt, die jedoch bei der Sonne sehr klein ist. Dies
erreicht man, indem man in den Gl. (4.10), (4.12) die Substitution v* — v*—v2 mit
vg = 1 sin @ durchfithrt. Weil die Korrekturen py, ¢; zur Hintergrundschichtung

Ipo
—_— T — 4.1
T %9 (4.13)

sehr klein sind, kann man auf den rechten Seiten der Differentialgleichungen die
ungestorte radialsymmetrische Schichtung Gl. (4.13) verwenden. Ausgehend von 6 =
0 lassen sich dann die Korrekturen in Druck und Dichte durch die Losung von zwei
gewoOhnlichen Differentialgleichungen berechnen:

8}91 . 2 2 32 8 B2
50 = |:QO (v* —v3) o cot AT (4.14)
0@1 . 1 0 2 2\ B2
00 — grof {QO (v =) Lo
cotf 0 s o B?
o [ == ]

Fiir die Hintergrundschichtung (po, 09) wird eine polytrope Schichtung gem#f An-
hang A verwendet. Das Magnetfeld, fiir das eine Gleichgewichtskonfiguration be-
rechnet werden soll, wird durch eine geeignete Funktion explizit vorgeschrieben.
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4.3.2 Lo6sen der Gleichungen

Bei einem gegebenen Magnetfeld ergeben sich fiir die Losung des Gleichungssystems
noch die folgenden Freiheitsgrade:

e Vorgabe einer toroidalen Stromung v(r, 6)

e Vorgabe der Druckstérung p;(r, 0y) als Funktion von r fiir eine beliebige Pol-
distanz 6.

Die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen Gl. (4.14) erfordern bei einem
Startwinkel 6y Anfangswerte fiir jedes r. Diese Anfangswerte miissen dabei die li-
nearisierte Gleichung (4.9) erfiillen:

8 B? v?2 — 02 — 02

Als Anfangswert kann daher eine Funktion p;(r,6y) vorgegeben werden, weil sich
dann g; nach Gl. (4.15) bei gegebenen v und B automatisch ergibt. Die Funkti-
on py(r,0y) ist zunéchst frei wiahlbar, weil die Symmetriebedingungen an Pol und
Aquator (9p/08 = 0) fiir am Pol hinreichend schnell abfallende Magnetfelder nach
Gl (4.10) automatisch erfiillt sind. Diese Freiheit resultiert aus der Tatsache, dass
bisher keine Einschrinkung an die Zustandsgleichung gemacht wurde und die Masse-
nerhaltung (das Integral iiber die Dichtestérung muss verschwinden) ebenfalls nicht
beriicksichtigt wurde. Rechnet man mit einer polytropen Zustandsgleichung (z.B. in
der Konvektionszone), die fiir die linearisierten Gleichungen einfach durch p; ~ o,
gegeben ist, so sieht man leicht, dass i. Allg. keine Losungen fiir beliebige v und
B moglich sind. Ist man zundchst grundsétzlich interessiert an Losungen der Ma-
gnetohydrostatik, so ist es sinnvoll, diese Einschriankung wegfallen zu lassen, wo-
durch sich infolge der Freiheitsgrade in der Wahl der Anfangsbedingungen mehrere
mogliche Gleichgewichtskonfigurationen ergeben. Welche der mdoglichen Gleichge-
wichtslosungen physikalisch relevant sind, ldsst sich nur entscheiden, wenn man die
Prozesse betrachtet, die zu einem Gleichgewicht fithren. Dies geschieht spéter mit
Hilfe numerischer Simulationen, welche die Energiegleichung beriicksichtigen und
die Massenerhaltung garantieren.

4.3.3 Ergebnisse

Fiir die hier diskutierten Losungen wird zunéchst eine starre Rotation verwendet.
Die zusétzlichen Effekte einer differentiellen Rotation werden in Abschnitt 4.7 dis-
kutiert.

Die moglichen Losungen der Gleichungen (4.14) lassen sich in zwei Typen ein-
teilen:

e Losungen, die vorwiegend durch die toroidale Strémung bestimmt sind

e Losungen, die vorwiegend durch einen Druckgradienten #-Richtung bestimmt
sind.
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Die einfachste Losung des ersten Typs lédsst sich analytisch angeben durch die Be-
dingungen
BQ

o= ——, 4.17
! 2/,L0 ( )

vo= G Jud 4y, (4.18)

Es handelt sich hierbei um eine Losung, die vollkommen analog zu den
Flussrohrengleichgewichten ist, wie sie von ( ) diskutiert
wurden. Die magnetische Kriitmmungskraft wird in diesem Fall durch die von der
toroidalen Stromung hervorgerufene Corioliskraft kompensiert. Wie im Fall von
Flussrohren bedingt die Auftriebsneutralitit (o = 0) hier zusammen mit dem
Druckgleichgewicht eine niedrigere Temperatur innerhalb der magnetischen Schicht.
Die Temperaturstérung ist von der GroBenordnung 1/4 und betrégt fiir ein Mag-
netfeld von 10 T Starke ca. 10 K.

Die Stérung der Rotationsgeschwindigkeit infolge der fiir das Gleichgewicht er-
forderlichen toroidalen Stromung lésst sich abschétzen durch

1 B B\?
— VR —————— ~ 2| — ! 4.19
v 2 oo orsin (1T> e (4.19)

(2 =26-10"C%s"1 r=5-108m, o = 200 kg/m? und 0 = 45°). Fiir ein Magnetfeld
von 10T Stérke sind die erforderlichen Geschwindigkeitsstérungen vergleichbar mit
den radialen Geschwindigkeitsdifferenzen der differentiellen Rotation, die im Bereich
von 100 — 200 ms~! liegen (siehe z.B. , : , ).

Der zweite Losungstyp ergibt sich aus den Gleichungen unter Verwendung von
v = vg. Als Beispiel berechnen wir die Gleichgewichtskonfiguration fiir ein Mag-
netfeld mit einer Maximalfeldstérke von 10T bei 6 = 65° (25° Breite). Als An-
fangsbedingung wird p; = —B?/(2 o) fiir = 60° verwendet, was sich als in guter
Ubereinstimmung mit den spiter gezeigten numerischen Simulationen erweist. In
Abbildung 4.1 sind die Stérungen von Druck und Dichte der Gleichgewichtskonfigu-
ration gezeigt.

Die magnetischen Kriimmungskréfte fithren zur Ausbildung eines mit 6 variie-
renden Druckverlaufs, wobei sich der maximale Druck am Pol einstellt. Die Hydro-
statik in radialer Richtung erfordert eine Storung der Dichte, die proportional zum
radialen Gradienten der Druckstérung ist. Entsprechend ergeben sich eine Abnah-
me der Dichte unterhalb und eine Zunahme der Dichte oberhalb eines Gebietes mit
erhohtem Druck (am Aquator, wo der Druck niedriger wird, ist der Dichteverlauf
entsprechend umgekehrt). Wihrend die Druckstorung proportional zu 1/ ist (fiir
sehr stark am Pol konzentrierte Felder kann der Term ~ cotf in Gl. (4.14) auch
deutlich stérkere Storungen erzwingen), geht in die Dichtestérung noch der radiale
Gradient des Magnetfeldes ein. Aus Gl. (4.14) erhélt man unter Vernachlissigung
der Terme ~ cot#, was fiir nicht zu stark am Pol konzentrierte Magnetfelder ge-
rechtfertigt ist, die Abschétzungen:

1
ppo 1 (4.20)

p B
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B[T], o= 1
5.20F 3 s.20¢
£ 510¢ ] Esropin
" 5.00F 3 B 5.00F
T 4.90F 3 T 4.90F 7
4.80F 3 4s0p 3
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
Breite [ °] Breite [ °]

p, [10° Pa], A= 6

5.20F i 5.20f
c 5.10F £ 5I0F
%, 5.00 % 5.00F
T 4.90F- | T 4.90¢
4.80F i as80f 3
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
Breite [ °] Breite [ °]

Abbildung 4.1: Links: Isolinien der magnetischen Feldstérke (B) und der Stérung des
Drucks (p1) fiir ein Gleichgewicht ohne toroidale Strémung. Gezeigt ist ein Ausschnitt
der r-0-Ebene. Die Ausdehnung der Schicht in Breite entspricht etwa dem 50 fachen ih-
rer Dicke. A bezeichnet den Abstand der Konturlinien in den jeweiligen Einheiten, die
in den eckigen Klammern gegeben sind. Rechts: Isolinien der Stérung des Gesamtdrucks
(P1+Pmag) und der Dichtestérung (o1). Die -Komponente der magnetischen Kriimmungs-
kraft wird durch den Gradienten der Gesamtdruckstorung in 0-Richtung kompensiert. Das
hydrostatische Gleichgewicht in radialer Richtung verlangt eine Dichtestérung proportio-
nal zum radialen Gradienten des Gesamtdrucks.

a o Bl

o  Arg’
wobei A7 ein Ma8 fiir die Dicke des Abfalls des Magnetfeldes ist (0B/0r ~ B/Ar).
Die Druckstorung setzt sich dabei zusammen aus der vom magnetischen Druck verur-
sachten Stérung und dem Druckprofil, welches zur Kompensation der Kriimmungs-
kraft erforderlich ist. Beide Beitrige sind von der GroBenordnung 1/3. Weil fiir die
Speicherschicht am Boden der Konvektionszone stets H, > Ar gilt, ist die relative
Dichtestorung erheblich gréfler als die relative Druckstérung, so dass die relative
Temperaturstérung

(4.21)

i pp oo o (4.22)
To po o Qo

im Wesentlichen der negativen relativen Dichtestorung entspricht. Die grundlegen-
den Eigenschaften der Gleichgewichte sind nicht abhéngig von der detaillierten Feld-
verteilung. Auch die Hintergrundschichtung hat nur einen geringen Einfluss auf die
Gleichgewichte. Die Variation von Druck und Dichte auf der Skala H, ist gering
innerhalb der magnetischen Schicht (H, > Ar). Ein weitaus wichtigerer Einfluss
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geht von der Superadiabatizitit 0 = V — V,q aus, die jedoch nur iiber die Ener-
giegleichung in das Problem eingeht. Sie ist deshalb nur bei dynamischen Prozessen
wie der Einstellung eines Gleichgewichtes von Bedeutung. Wie die Rechnungen der
folgenden Abschnitte zeigen, bestimmt in der Tat §, welche der méglichen Gleichge-
wichtskonfigurationen ausgebildet werden.

4.4 MHD-Simulationen zur Einstellung der
Gleichgewichte

Die Diskussion im vorangehenden Abschnitt hat gezeigt, dass fiir ein gegebenes
Magnetfeld keine eindeutig bestimmte Gleichgewichtskonfiguration existiert, wenn
man nur die Magnetohydrostatik betrachtet. Eindeutig wird die Situation erst dann,
wenn man die vollen MHD-Gleichungen 16st und die Einstellung eines Gleichgewich-
tes betrachtet. Auf der Sonne werden Magnetfelder auf Zeitskalen von einigen Jahren
verstéirkt, und wéhrend dieser Verstarkung befindet sich das Magnetfeld quasista-
tisch in einer Gleichgewichtskonfiguration (wie die im Folgenden diskutierten Rech-
nungen zeigen, ist die Zeitskala fiir die Einstellung der Gleichgewichte erheblich
kiirzer als die Zeitskala der Feldverstarkung). Im Rahmen einer MHD-Simulation
ist es jedoch nicht moéglich, den gesamten Prozess der Feldverstirkung zu beriick-
sichtigen, weil hier infolge des hohen Rechenaufwands héchstens eine Zeitspanne von
ca. 1 Monat simuliert werden kann. Es ist auch nicht moglich, die Rechnung durch
starkere Magnetfelder zu beschleunigen, weil in diesem Fall die Superadiabatizitét
der Schichtung geméfl 36 = const. angepasst werden miisste, um eine dquivalente
Situation zu erhalten. Diese Anpassung ist mdéglich in der Overshoot-Region mit
§ ~ —107°, aber nicht im radiativen Kern mit § ~ —0.2, wo eine deutliche Ernied-
rigung von 0 eine nach innen abfallende Temperatur verlangen wiirde. Aus diesem
Grund wird die Einstellung moglicher Gleichgewichte getrennt von den Prozessen
betrachtet, die das Magnetfeld generieren. Zu diesem Zweck wird mit einem bereits
starken Anfangsfeld (10 T) gestartet, welches sich nicht in einem Gleichgewicht be-
findet. Um eine asymptotische Anndherung an ein Gleichgewicht zu bekommen, wird
dem System durch Viskositédt oder eine geeignete Dédmpfung in der Impulsgleichung
kinetische Energie entzogen. Die wesentlichen Fragen, die mit den Simulationen be-
antwortet werden sollen, sind:

e Unter welchen Bedingungen (Superadiabatizitit der Hintergrundschichtung,
Rotation) kénnen sich Gleichgewichte einstellen ?

e Welche physikalischen Prozesse sind daran beteiligt ?

e Welcher Typ eines Gleichgewichtes (toroidale Stromung <« Druckgradient)
stellt sich ein ?

o Auf welcher Zeitskala stellen sich Gleichgewichte ein ?

Die im letzten Punkt erwahnte Zeitskala ist von Interesse, weil sie bestimmt, wie grof3
erwartete Abweichungen von einem Gleichgewicht sein konnen. Ist diese Zeitskala
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kurz (verglichen mit der Zeitskala der Prozesse, die das Magnetfeld erzeugen), so
bleibt das System stets sehr nahe am Gleichgewicht.

4.4.1 Numerische Verfahren

Gelost werden die axialsymmetrischen MHD-Gleichungen in Kugelgeometrie, wobei
nur eine toroidale (¢-) Komponente des Magnetfeldes betrachtet wird. Hierzu wird
der Versatile Advection Code ( , ) verwendet, der jedoch fiir dieses spezielle
Problem erheblich modifiziert werden muss.

Weil der Code keine sphérischen Polarkoordinaten verwendet, werden Zylinder-
koordinaten benutzt und zusétzliche geometrische Quellterme addiert. Diese Erwei-
terung der Zylinderkoordinaten soll exemplarisch am Beispiel der Kontinuitétsglei-
chung diskutiert werden. In Kugelgeometrie (r, 6, ¢) lautet die Kontinuitétsgleichung
unter Annahme von Axialsymmetrie:

do 10 ,, 1 0

— + == " — (sinf =0. 4.23

ot i r2Or (" ovr) + r sin 6 06 (sin guo) (4.23)
Durch eine Einbeziehung des geometrischen Faktors rsinf in die Dichte (0=
orsin@) erhélt man die Gleichung:

do 10 10

5 T g (o) + o os(0ve) =0 (4.24)

Diese Gleichung hat die Gestalt einer Erhaltungsgleichung in Zylinderkoordinaten
(R, ¢, z), wenn man die Identifikation r < R, 6 < ¢ und ¢ < z vornimmt. Eine al-
ternative, jedoch nicht konservative Behandlung ergibt die Umformung

do 10 10 B
a7 ;E(TQ%) +;%(909) =

—% (ov, + cot Bouy) . (4.25)
Diese Gleichung kann in Zylindergeometrie als Erhaltungsgleichung mit Quellterm
behandelt werden.

Infolge der sehr groflen Werte fiir f am Boden der Konvektionszone ergeben
sich in der Simulation Stromungen mit sehr kleinen Machzahlen (typischer Weise
107*—1073). Es ist daher erforderlich ein numerisches Verfahren zu verwenden, wel-
ches eine sehr geringe numerische Viskositét besitzt. Fiir dieses Problem, welches
keine groflen Gradienten aufweist, hat sich das MacCormack-Verfahren als geeignet
erwiesen (siehe Anhang D). Dieses Verfahren ist von zweiter Ordnung in Orts- und
Zeitkoordinaten. Um numerische Storeinfliisse zu vermeiden, wird in den Gleichun-
gen die hydrostatische Hintergrundschichtung unter Beriicksichtigung einer starren
Rotation abgezogen:

0 po Qo Uio
9P _ : 4.26
ar r g ( )
1dpo 20 V50
-—— = —Fcotf 4.2
r 00 r o (4.27)

mit v,0 = o7 sin 6.
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Ein besonderes Problem stellt die numerisch korrekte Beschreibung kleiner
Superadiabatizitdten dar. In ihrer konservativen Standardform wird in den MHD-
Gleichungen die Gesamtenergiedichte (innere + kinetische + magnetische Energie-
dichte) verwendet, so dass die Superadiabatizitét der Schichtung nur indirekt iiber
die Gradienten von Druck und Dichte in die Gleichungen eingeht. Damit ist die
Superadiabatizitdt nur im Rahmen der numerischen Genauigkeit von Ableitungen
beschrieben. Tests haben gezeigt, dass Werte von || < 1073 auf diese Weise nicht
mehr korrekt dargestellt werden konnen. Dieses Problem lésst sich 16sen durch Ver-
wendung einer geeignet formulierten Entropiegleichung. Die spezifische Entropie

s=c,In (%) (4.28)

0

(¢p: Warmekapazitét bei konstantem Volumen) erfiillt die Gleichung

ds  Os

dt ot
wobei ¥ infolge der Axialsymmetrie nur die meridionalen Komponenten (r,6) der
Geschwindigkeit bezeichnet. Durch Zerlegung der Entropie in einen zeitunabhéngi-
gen Wert der Hintergrundschichtung (so) und in eine zeitabhéngige Entropiestorung
(s1) erhalt man

s

3_151 +v-grads; = —v- grad sy . (4.30)
Bei der solaren Rotationsrate ist die Hintergrundschichtung in guter Naherung ku-
gelsymmetrisch, so dass der Gradient von sy nur eine radiale Komponente besitzt,
die direkt mit Hilfe der Superadiabatizitéit ¢ in der Form

dso cp0

20 4.31

dr H ( )

p

+v-grads =0, (4.29)

ausgedriickt werden kann, wobei ¢, die Warmekapazitét bei konstantem Druck ist.
Nach einer Transformation in die Erhaltungsform folgt schliellich fiir die Entropie-
gleichung;:

cp0

0 s
5 (os1) +div (U ps1) = 0V - (4.32)

p

In dieser Gleichung sind die Effekte einer nicht-adiabatischen Schichtung separiert
im Quellterm auf der rechten Seite, wobei die Superadiabatizitit ¢ explizit eingeht.
Dadurch ist eine korrekte Beschreibung auch kleiner Werte fiir § gewéhrleistet. Das
komplette hier geloste Gleichungssystem befindet sich in Anhang C.

Das Rechengebiet ist ein Meridionalschnitt durch eine Kugelschale mit einer
Breitenausdehnung vom Pol zum Aquator. Die verwendeten GittergroBen liegen im
Bereich von 80 bis 160 Gitterzellen in radialer Richtung und 40 bis 80 Gitterzellen
in Breite. Um eine hinreichende Auflésung der magnetischen Schicht zu gewéhrlei-
sten, wird ein in radialer Richtung ungleichméfiges Gitter mit kleineren Gitterzel-
len innerhalb der magnetischen Schicht verwendet. Die Auflésung richtet sich dabei
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nach der Schichtdicke sowie den Gradienten von Magnetfeld und Superadiabati-
zitit (scharfer Ubergang zwischen radiativen Kern und Overshoot-Region). Es wer-
den geschlossene Rénder verwendet (Geschwindigkeiten senkrecht zu den Réndern
verschwinden, ebenso die Normalableitung der Geschwindigkeiten parallel zu den
Réndern). Auch die Normalableitungen der Stérung von Dichte und Entropie, das
Magnetfeld am Pol und Aquator sowie die Normalableitung des Magnetfeldes am
unteren und oberen Rand verschwinden. Wahrend die Randbedingungen am Pol
und Aquator der Axialsymmetrie bzw. der Symmetrie des Problems in Bezug auf
die Aquatorebene entsprechen, sind die Randbedingungen am unteren und oberen
etwas willkiirlich. Thr Einfluss ist jedoch gering, weil der untere Rand im radiati-
ven Kern liegt, wo die stark subadiabatische Schichtung radiale Bewegungen unter-
driickt, und der obere Rand hinreichend weit entfernt von der magnetischen Schicht
gelegt werden kann.

4.4.2 Anfangsbedingungen

Fiir die Simulationen werden alternativ drei verschiedene Anfangsbedingungen ver-
wendet:

o Temperaturgleichgewicht (TEQ): Die Temperatur in der magnetischen Schicht
ist gleich der Temperatur in der ungestorten Hintergrundschichtung.

e Radiales Kriftegleichgewicht (REQ): Die Temperatur in der magnetischen
Schicht ist so gewéhlt, dass die Auftriebskraft die radiale Komponente der
magnetischen Kriimmungskraft kompensiert.

e Latitudinales Kriftegleichgewicht (LEQ): Die Temperatur wird gewihlt wie
in TEQ. Die magnetische Kriimmungskraft wird durch die Corioliskraft einer
toroidalen Strémung innerhalb der Schicht kompensiert.

Die Anfangsbedingungen REQ und LEQ ermoglichen eine Trennung der Prozesse,
die zur Gleichgewichtseinstellung in radialer und latitudinaler Richtung fithren, was
fiir das grundlegende Versténdnis der Abldufe von Vorteil ist. Im Fall von TEQ
wirken alle an der Gleichgewichtseinstellung beteiligten Prozesse simultan. Alle An-
fangszustdnde zeichnen sich zudem durch Druckgleichgewicht zwischen magneti-
schen Druck und Gasdruck aus (die Summe der Stérung des Gasdrucks und des
magnetischen Drucks verschwindet), weil sich dieses Gleichgewicht am schnellsten
einstellt (auf der Zeitskala einer magneto-akustischen Welle).

4.5 Ergebnisse

Die Rechnungen werden mit einer starren Hintergrundrotation durchgefiihrt. Die
Abweichungen, die infolge einer solaren differentiellen Rotation zu erwarten sind,
werden in Abschnitt 4.7 separat diskutiert. Die Prozesse, die zu einer Einstellung
des latitudinalen und radialen Gleichgewichts fiihren, werden zunéchst mit Hilfe der
Anfangsbedingungen LEQ und REQ getrennt betrachtet. Die anféingliche Magnet-
feldkonfiguration ist die gleiche wie in Abb. 4.1.
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4.5.1 Bedeutung der Kugelgeometrie

Zunéchst soll anhand eines Beispiels gezeigt werden, dass die Beriicksichtigung der
Kugelgeometrie fiir Magnetfelder mit 10T Feldstérke am Boden der Konvektions-
zone von entscheidender Bedeutung ist. ( ) haben bereits
fiir den Fall diinner Flussrohren gezeigt, dass eine nicht kompensierte magnetische
Kriimmungskraft zu einer signifikanten Polwértsdrift des magnetischen Flusses in-
nerhalb eines Monats fithrt. In Abb. 4.2 ist das Ergebnis einer Simulation gezeigt, bei
der die Anfangsbedingung REQ verwendet wurde. Die Rechnung beriicksichtigt eine
dynamische Viskositdt von v = 7 - 10% m? s entsprechend einer turbulenten Vis-
kositét, wie sie durch Mischungswegmodelle der solaren Konvektionszone geliefert
wird. Die magnetische Schicht befindet sich zu Beginn am Boden einer adiabatisch
geschichteten Konvektionszone, wodurch die Einstellung eines Gleichgewichts mit
Druckgradienten ausgeschlossen ist, weil sich die hierfiir erforderlichen Tempera-
turstorungen nicht ausbilden konnen. Weil auflerdem noch die Rotation der Hin-
tergrundschichtung ausgeschaltet ist, gibt es keinen Prozess, der ein Gleichgewicht
in latitudinaler Richtung erzeugen kann. Als Folge treibt die nicht kompensierte
polwirts gerichtete Komponente der magnetischen Kriimmungskraft eine Zirkulati-
onsstromung, die innerhalb der Schicht polwérts und im oberen Bereich der Kon-
vektionszone dquatorwérts gerichtet ist. Im Bereich zwischen 40° und 60° ergibt sich
entsprechend eine radiale Aufwartsstromung, die magnetischen Fluss in die Konvek-
tionszone hinein transportiert. Nach einem Monat simulierter Zeit ist etwa die Hélfte
des magnetischen Flusses oberhalb von r = 5.2-10® m angelangt. Im Gegensatz zum
Fall einer einzelnen Flussrohre kommt es hier auch zu einem deutlichen radialen
Transport des Magnetfeldes. Dieses Ergebnis zeigt, dass die Bedingung der Auf-
triebsneutralitit fiir Gleichgewichte toroidalen Magnetfeldes in Kugelgeometrie bei
weitem nicht ausreichend ist. Der Kompensation magnetischer Kriimmungskréfte
kommt eine entscheidende Rolle zu.

4.5.2 Einstellung des Gleichgewichtes in latitudinaler Rich-
tung

In Abb. 4.3 ist das meridionale Geschwindigkeitsfeld gezeigt, wie es sich in einer
Simulation mit REQ als Anfangsbedingung ergibt. Im Gegensatz zum vorherigen
Beispiel wird nunmehr die Rotation beriicksichtigt. Die magnetische Kriimmungs-
kraft erzeugt ein Stromungsmuster, das aus zwei Stromungszellen mit einer polwérts
gerichteten Stromung innerhalb der magnetischen Schicht besteht. Fiir den in Abb.
4.3 gezeigten Fall ist eine stark subadiabatische Hintergrundschichtung verwendet
worden (0 = —0.1), welche radiale Bewegungen stark behindert. Daher sind die
dquatorwérts gerichteten Riickstromungen in zwei Bindern nahe der magnetischen
Schicht konzentriert. Die entsprechenden radialen Geschwindigkeiten zeigen starke
Aufwirts- und Abwirtsstromungen nahe dem Aquator und bei ca. 50° Breite. Fiir
die Einstellung eines Gleichgewichtes sind hier zwei Prozesse von Bedeutung:

e Der Transport von Drehimpuls durch die meridionale Stromung fiihrt zu ei-
ner toroidalen Stromung (relativ zur Hintergrundrotation), die iiber die Co-
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Abbildung 4.2: Drift einer magnetischen Schicht, verursacht durch die polwérts gerichte-
te Komponente der magnetischen Kriimmungskraft ohne Beriicksichtigung von Rotation.
Die Simulation erfolgte mit einer adiabatischen Hintergrundschichtung und REQ als An-
fangsbedingung. Gezeigt sind die Isolinien der Feldstérke zu Beginn (oben) und nach einem
Monat simulierter Zeit (unten). Fast die Hilfte des magnetischen Flusses wurde in den
Bereich r > 5.2 - 108 m transportiert.
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Abbildung 4.3: Isolinien der meridionalen Geschwindigkeitskomponenten nach 2 - 10*s
simulierter Zeit. Die Rechnung erfolgt fiir das Magnetfeld aus Abb. 4.1 mit einem radia-
len Kriftegleichgewicht (REQ) als Anfangsbedingung und einer stark subadiabatischen
Schichtung (§ = —0.1). Die magnetische Kriimmungskraft treibt ein Stromungsmuster mit
zwei Stromungszellen. Die radialen Stromungsgeschwindigkeiten sind oben gezeigt (durch-
gezogenen Linien entsprechen Aufwértsstromungen), die §-Komponente ist unten gezeigt
(durchgezogenen Linien entsprechen dquatorwiérts gerichteten Stréomungen.
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rioliskraft der magnetischen Kriimmungskraft entgegenwirkt. Die zugehorige
Zeitskala entspricht ungefihr der Rotationsperiode.

e Radiale Stromungen in einer subadiabatischen Schichtung fithren zu Tempera-
turfluktuationen (das Gas ist kiihler in einer Aufwértsstromung und wérmer in
einer Abwiértsstromung), die zu Druckunterschieden zwischen Pol und Aqua-
tor fithren. Die Zeitskala dieses Prozesses ist proportional zu |6|~*/2 und somit
stark abhéngig von der Superadiabatizitdt der Hintergrundschichtung (siehe
Gl. 4.37).

Die starke Abhéngigkeit des zweiten Prozesses von § ergibt sich aus der Tatsache,
dass die von vertikalen Bewegungen hervorgerufenen Temperaturstorungen direkt
proportional zu der Superadiabatizitéit sind. In einer stark subadiabatischen Schich-
tung konnen daher die fiir ein Gleichgewicht erforderlichen Temperaturstérungen
schneller erzeugt werden. In den ersten Prozess geht dagegen ¢ nicht ein. Diese bei-
den Prozesse fithren auf die in Abschnitt 4.3.3 diskutierten Gleichgewichte. Im ersten
Fall wird die magnetische Kriimmungskraft von der Corioliskraft kompensiert, und
lediglich kleine Stérungen der Schichtung sind erforderlich, um die vom magneti-
schen Druck erzeugten Stérungen auszugleichen. Der zweite Prozess bewirkt dage-
gen groflere Storungen der Schichtung und fithrt schlieSlich auf ein Gleichgewicht der
Art, wie es in Abb. 4.1 gezeigt ist. Welches der beiden méglichen Gleichgewichte sich
einstellt, wird hauptséichlich durch die Superadiabatizitét der Hintergrundschichtung
bestimmt:

e ) ~ —0.1 (radiativer Kern): Die magnetische Kriimmungskraft wird durch
einen Druckgradienten kompensiert, toroidale Stromungen sind vernachléssig-
bar. Das Gleichgewicht stellt sich in ca. 10°s ein.

e § ~ —1073: Der Einfluss der toroidalen Stréomung und des Druckgradienten
sind vergleichbar. Das Gleichgewicht stellt sich in ca. 10°s ein.

e 0 > —107® (Overshoot-Region, Konvektionszone): Das Gleichgewicht ist be-
stimmt durch die toroidale Strémung.

Die Zeitskala 7 fiir die Einstellung des Gleichgewichts sowie ihre Abhéngigkeit von
der Superadiabatizitéit lassen sich aus den MHD-Gleichungen abschétzen, indem

man Ableitungen durch die Quotienten der charakteristischen Groflen ersetzt.

Stark subadiabatische Schichtung (radiativer Kern)

Das mechanische Gleichgewicht ist hier bestimmt durch die Balance zwischen der
f-Komponente von Druckgradient und magnetischer Kriimmungskraft. Nach GI.
(4.21) und Gl. (4.22) verlangt dieses Gleichgewicht Temperaturstorungen der Grofie

T, H, B
Ty d 2uep

(4.33)
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Diese Temperaturstérungen werden durch radiale Verschiebungen in der subadiaba-
tischen Schichtung hervorgerufen. Aus Gl. (4.32) ergibt sich mit s, ~ ¢, T1/Tj:

T1 (Y
= = 0]

-
T 4.34

Fiir die mittlere Stromungsgeschwindigkeit in Richtung Pol folgt aus der 6-
Komponente der Impulsgleichung:

1 B2
~ — T
2 poor

(4.35)

Vo

Mit Hilfe der Kontinuitétsgleichung ergibt sich hieraus eine Abschéitzung fiir die
radiale Geschwindigkeitskomponente:

d
Uy 2V :
971'/27‘

(4.36)

Unter Vernachlidssigung numerischer Faktoren von O(1) ergibt sich schliellich die
Zeitskala 7, fiir die Einstellung eines Gleichgewichts mit Druckgradienten:

H2 7»2 0
~og [ 4.
i (437

Einsetzen typischer Werte fiir eine magnetische Schicht am Boden der Konvektions-
zone (H, =6-10"m, 7 =5-10%m, o = 200kgm™3, p = 6 - 10"? Pa, § = —0.1 und
d ~ 10" m) liefert 7, ~ 5-10%s, was in guter Ubereinstimmung mit dem Resultat
der numerischen Simulation ist.

Schwach subadiabatische Schichtung (Overshoot-Region)

Das Gleichgewicht ist hier bestimmt durch eine Balance zwischen magnetischer
Kriimmungskraft und Corioliskraft. Die dafiir erforderliche toroidale Stromung er-
gibt sich aus der Polwértsdrift der magnetischen Schicht
B2
rAQ ~ voT ~ %, (4.38)
2po0 T

die wiederum infolge der Drehimpulserhaltung
Vg0 To Sin by = (vgo + vg1) o sin(dp + A6) (4.39)

eine Storung der toroidalen Geschwindigkeit bewirkt (cot 6y ~ 1):

2

B
Vg1 = Vg0 AG ~ Vo ZMOQTQ 7'2 . (440)

Das Gleichgewicht zwischen Coriolis- und Kriimmungskraft verlangt

B?

B? ~ 24150 vg0v41 Uioﬁ T (4.41)
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Bis auf Faktoren von O(1) ergibt sich hierheraus die Zeitskala 7, fiir Gleichgewichte
mit einer toroidalen Stromung
Lo L

T o (4.42)
Die Zeitskalen 7, und 7, sind unabhéngig von der Magnetfeldstérke, weil sowohl die
erforderlichen Storungen der Schichtung bzw. der toroidalen Stromung als auch die
Geschwindigkeiten bei der Gleichgewichtseinstellung mit B? skalieren.

Gleichsetzen von Gl. (4.42) und Gl. (4.37) liefert einen Wert fiir |0], bei dem
beide Zeitskalen vergleichbar sind:

H?r? o
pd?
Einsetzen der oben angegebenen Werte fiir den Boden der Konvektionszone sowie
der solaren Rotationsrate von Q = 2.7-107%s™! ergibt || ~ 1073, wie es auch aus
den numerischen Rechnungen folgt. Dieses Ergebnis ist unabhéngig vom Einfluss

viskoser Spannungen, weil diese beide Zeitskalen gleichermaflen verldngern.

Alternativ kann man auch betrachten, wie grof die Polwéartswanderung A#f einer
magnetischen Schicht sein muss, bis ein Gleichgewicht erreicht ist. Fiir die Einstel-
lung eines Gleichgewichtes mit Druckgradienten ergibt sich

16| ~ 02 (4.43)

A6 Hg ! 4.44
T A
und fiir die Einstellung eines Gleichgewichtes mit toroidaler Stromung
2
Ag, ~ A (4.45)

V3
Es stellt sich stets das Gleichgewicht ein, welches die kleinere Polwértswanderung
erfordert und somit zuerst erreicht wird. Gleichsetzen beider Bedingungen fiihrt wie-
der auf das obige Ergebnis fiir |§|. Im Gegensatz zu der oben abgeschétzten Zeitskala
ist die Grole der Polwartswanderung der Schicht abhéngig von der Feldstérke. Fiir
ein 10 T Magnetfeld ergibt sich bei § = —0.1 ein Wert von Af ~ 0.1°. Fiir § > —1073
folgt A ~ 10° fiir die Gleichgewichte mit toroidaler Stromung.

Nahe dem Aquator bedingt die in den obigen Abschiitzungen vernachlissigte
cot 8-Abhéngigkeit etwas grofiere Zeiten fiir die Gleichgewichtseinstellung.

Die hier diskutierte Einstellung der Gleichgewichte ist nur geringfiigig abhéngig
von der Lage der magnetischen Schicht zwischen Pol und Aquator. Auch magnetische
Schichten mit einer geringen Ausdehnung in Breite kénnen die hier beschriebenen
Gleichgewichte erreichen. Im Fall der Gleichgewichtseinstellung im radiativen Kern
kommt es zunéchst nur zu Temperaturstorungen in unmittelbarer Ndahe der Schicht.
Da diese Storungen jedoch so gerichtet sind, dass sie die radialen Strémungen, von
denen sie erzeugt werden, unterdriicken, kommt es zu einer Abdrangung der radialen
Stromungen. Als Folge weitet sich auch die von den Stromungen hervorgerufene
Temperaturstorung aus, bis ein Gleichgewicht erreicht ist (sieche Abb. 4.4). Auch fiir
die Gleichgewichte mit toroidalen Stréomungen spielen die Ausdehnung und Form
der Schicht keine Rolle. Dort wirkt der Prozess ja sogar fiir stark lokalisiertes Feld,
wie z.B. isolierte Flussrohren.
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Abbildung 4.4: Zeitliche Entwicklung der Temperaturstoérung bei der Einstellung eines
Gleichgewichts im radiativen Kern. Gezeigt sind von oben nach unten die Zeitschritte
t=0s,t=25-10%s,t =5-10%s, t = 7.5-10*s und t = 10°s. Die Temperaturstérun-
gen bilden sich zunichst in Aquatornihe und bei ca. 50° Breite aus, wo die radialen
Strémungen in Abb. 4.3 lokalisiert sind. Weil die Temperaturfluktuationen die radialen
Stromungen unterdriicken, aber die Schicht weiter in Richtung Pol wandert, miissen die
radialen Strémungen polwiérts ausweichen, wodurch es auch dort zu Temperaturfluktua-
tionen kommt.
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4.5.3 Einstellung des Gleichgewichtes in radialer Richtung

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse von Simulationen gezeigt, die mit der
Anfangsbedingung LEQ starten. Sie haben die Einstellung eines Gleichgewichts in
radialer Richtung zum Ziel. Im Fall einer einzelnen magnetischen Flussréhre ergibt
sich die Kompensation der Auftriebskraft wie folgt ( ):
Der Aufstieg in einer subadiabatischen Schichtung fithrt zu einer Abkuhlung der
Flussrohre relativ zu ihrer Umgebung und damit zum Verlust ihres anfinglichen
Auftriebs. Es stellt sich dabei eine Schwingung um den Gleichgewichtszustand ein,
der durch die Gleichheit der Dichte in der Flussrohre und im umgebenden Plasma
bestimmt ist. Die Zeitskala dieses Prozesses ist gegeben durch die Brunt-Vaiisala-
Periode:

N 4.46
o=\ (1.46)

Im Fall einer magnetischen Schicht ist die Situation wegen der relativ groffen Aus-
dehnung in Breite komplizierter. Wahrend bei einer Flussrohre die Riickwirkung
auf das umgebende Plasma vernachléssigbar ist, fiihrt der Aufstieg der magneti-
schen Schicht auch zu Stérungen der Schichtung im nicht-magnetisierten Plasma.
Das von der Auftriebskraft getriebene Stromungsfeld ist in Abb. 4.5 gezeigt. Neben
der Aufwirtsstromung bei ca. 25° Breite entwickelt sich eine Abwértsstromung na-
he Aquator und 45° Breite. Die Abkiihlung des Plasmas in der Aufwértsstromung
und die Erwédrmung des Plasmas in der Abwértsstromung (jeweils relativ zur un-
gestorten Schichtung) fithren dabei auf ein Temperaturprofil, wie es in Abb. 4.6
gezeigt ist. Dieses Gleichgewicht zeichnet sich dadurch aus, dass der magnetische
Auftrieb im zentralen Bereich der Schicht und der thermische Auftrieb in den Re-
gionen mit schwachen Feld gleich grof3 sind. Die zugehorige Dichtestorung zeigt keine
Variation mit Breite, so dass sie durch einen radialen Druckgradienten im Gleichge-
wicht gehalten werden kann. Die Zeit fiir die Einstellung dieses Gleichgewichtes ist
ungefdhr 100 75y. Allerdings ist die von der anfianglichen Auftriebskraft getriebene
Aufwirtsstromung bereits nach 5 — 10 75y deutlich reduziert. Mit H, = 6 - 10" m
und g = 500m s~ 2 liefert Gl. (4.46) Werte von 75y ~ 10%s fiir 6 = —0.1 (radiati-
ver Kern) und 75y ~ 10°s fiir § = —107° (Overshoot-Region). Im radiativen Kern
ist die Zeitskala fiir die Kompensation der Auftriebskraft erheblich kleiner als die
Zeitskala fiir die Kompensation der polwérts gerichteten Krifte, wahrend in der
Overshoot-Region beide Zeiten von vergleichbarer Gréflenordnung sind.

Die Einstellung des Gleichgewichts erfordert eine radiale Drift der Schicht von
der Grofle (Gl. (4.34) zusammen mit 77 /Ty ~ 1/7)

H
Ar~—2 4.47
R A
Die Drift Ar betrégt nur einige Kilometer im radiativen Kern, kann aber fiir eine
schwach subadiabatische Schichtung erheblich grofler werden. Weil fiir Magnetfelder
in der Overshoot-Region Ar kleiner sein muss als die Dicke der Overshoot-Region
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Abbildung 4.5: Isolinien der meridionalen Geschwindigkeit nach 5 - 10%s fiir das glei-
che Magnetfeld wie in Abb. 4.3, jedoch mit einem Kréftegleichgewicht in 0-Richtung als
Anfangsbedingung (LEQ). Die nicht balancierte Auftriebskraft fiihrt zu einer Aufwiérts-
stromung im Bereich der gréfiten Feldstidrke bei ca. 25° Breite, wiahrend sich Abwirts-
stromungen nahe Pol und Aquator ergeben.
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Abbildung 4.6: Asymptotisch erreichte Temperaturstérung fiir eine Simulation mit ei-
nem Kriftegleichgewicht in 0-Richtung als Anfangsbedingung (LEQ). Das in Abb. 4.5
gezeigte Stromungsfeld fithrt zu einer Abkiihlung im Bereich mit starkem Magnetfeld
(Aufwirststromung) und zu einer Erwédrmung in den Bereichen mit schwachem Feld
(Abwértsstromungen). In der gezeigten Endkonfiguration ist die Summe aus magnetischem
und thermischem Auftrieb unabhéngig von der Breite.

selbst (~ 10" m), ergibt sich § < —4 - 107> im Fall eines Feldes von 10T. Ahnli-
che Abschétzungen wurden von ( ) fur die Speicherung
einzelner magnetischer Flussrohren gegeben.

4.5.4 Simulationen mit TEQ als Anfangsbedingung

Bisher wurden die Prozesse fiir die Einstellung eines Gleichgewichtes in radialer
und latitudinaler Richtung voneinander getrennt betrachtet. Hierfiir wurden die
Anfangsbedingungen REQ und LEQ verwendet. In Abb. 4.7 ist die zeitliche Ent-
wicklung von Magnetfeldstarke, toroidaler Geschwindigkeit sowie Temperatur- und
Druckstorung fiir eine Simulation gezeigt, die mit TEQ startet, d.h. sowohl die
magnetische Kriimmungskraft als auch die Auftriebskraft sind zu Beginn der Rech-
nung nicht balanciert. Zusétzlich wird eine den solaren Bedingungen angenéherte
Hintergrundschichtung verwendet, die den Ubergang zwischen dem radiativen Kern
(6 ~ —0.2) und einer schwach subadiabatischen Overshoot-Region (§ &~ —5-107°)
bei r = 5-10° m enthélt. Das anfingliche Magnetfeld iiberdeckt diese Ubergangsregi-
on, so dass gleichzeitig die Entwicklung beider Gleichgewichtstypen verfolgt werden
kann. Die Prozesse, die in Abschnitt 4.5.2 und 4.5.3 voneinander getrennt betrach-
tet wurden, treten hier nebeneinander in der Reihenfolge ihrer charakteristischen
Zeitskalen auf.
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Abbildung 4.7: Einstellung eines Gleichgewichts fiir eine magnetische Schicht, die sich
in der Ubergangsregion zwischen radiativen Kern und Overshoot-Region bei r = 5- 108 m
befindet. Gezeigt ist eine Sequenz der Zeitschritte t = 2 - 10%s (obere Reihe), t = 10°s
(Mitte) und t = 3 - 10%s untere Reihe. Dargestellt sind die Isolinien (rot: positive Werte)
von Magnetfeldstérke, toroidaler Geschwindigkeit, Temperatur und Stérung des Gesamt-
drucks. Die Anfangsbedingung ist TEQ. Im Gegensatz zu den bisherigen Abbildungen,
sind die Achsen aus Darstellungsgriinden vertauscht worden.
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Die kiirzeste Zeitskala gehort zur Unterdriickung der Auftriebskraft im radiati-
ven Kern. Die aus diesem Prozess resultierende Temperaturstorung ist in der oberen
Reihe von Abb. 4.7 gezeigt, welche die Situation nach 2-10%s, d.h. ca. 20 7y (be-
zogen auf den radiativen Kern), wiedergibt. Das Temperaturprofil ist vergleichbar
mit dem in Abb. 4.6 gezeigten. Die mittlere Reihe von Abb. 4.7 zeigt in erster Li-
nie die Einstellung des Gleichgewichts zwischen der magnetischen Kriimmungskraft
und dem Druckgradienten in Breite. Dargestellt ist die Situation nach 10°s, was
der in Gl. (4.37) abgeschétzten Zeit entspricht. Die bis zu diesem Zeitpunkt heraus-
gebildete toroidale Strémung von einigen ms~! spielt fiir das Gleichgewicht keine
Rolle. In der unteren Reihe von Abb. 4.7 ist die Situation nach 3 - 10%s gezeigt.
Inzwischen hat sich in der Overshoot-Region die fiir das Gleichgewicht erforderliche
toroidale Stromung gebildet. Deutlich zu erkennen ist auch die dafiir erforderliche
Polwértswanderung der magnetischen Schicht um 5° bis 10°.

Der in der unteren Reihe gezeigte Zustand liegt nahe am endgiiltigen Gleichge-
wichtszustand. Die meridionalen Geschwindigkeiten betragen ca. 1ms~! verglichen
mit bis zu 60 ms~! wihrend der Gleichgewichtseinstellung.

Diese Sequenz zeigt deutlich den Unterschied der Gleichgewichte im radiati-
ven Kern und in der Overshoot-Region. Im radiativen Kern bilden sich Tempe-
raturstorungen bis ca. 60 K aus, wiahrend in der Overshoot-Region die Storungen
um mehr als eine Gréflenordnung geringer sind.

Weil die Temperaturfluktuationen in der Overshoot-Region keine wichtige Rolle
fiir das Gleichgewicht spielen, wiirde die Beriicksichtigung turbulenter thermischer
Diffusion aulerhalb des magnetischen Feldes keinen Einfluss auf das Gleichgewicht
haben. Ein Temperaturprofil, wie es in Abb. 4.6 gezeigt ist, kann in der Overshoot-
Region nahe Pol und Aquator (wo die Feldstérke sehr gering ist) von thermischer
Diffusion beeinflusst werden. Die daraus resultierende Stérung des Gleichgewichts
fithrt zu einer weiteren Aufwértsdrift, bis in der magnetischen Schicht weitgehend die
Auftriebsneutralitat erreicht ist. In diesem Fall sind die Temperaturstérungen nur
noch auf das magnetisierte Plasma beschréinkt, in dem turbulente Diffusion weitge-
hend unterdriickt ist. Die in der Overshoot-Region fiir das Gleichgewicht erforderli-
che toroidale Stromung befindet sich ebenfalls innerhalb der magnetisierten Region,
so dass auch hier der Einfluss der turbulenten Viskositéat unterdriickt ist (dies gilt
auch im Fall einer durch konvektive Abwértsstromungen fragmentierten Schicht).
Die Storungen der toroidalen Geschwindigkeit auflerhalb der magnetischen Schicht,
die sich in der Simulation ergeben haben, sind nicht relevant fiir das Gleichgewicht,
so dass hier der Einfluss turbulenter Viskositit keine signifikanten Anderungen be-
wirkt. Dies rechtfertigt a posteriori das Vernachléssigen der thermischen Diffusion
und turbulenten Viskositét, abgesehen von der unvermeidbaren numerischen Diffu-
sion.

4.6 Einfluss der Strahlungsdiffusion

In Abschnitt. 4.2 wurde bereits grob abgeschétzt, dass der Strahlungstransport auf
Zeitskalen des solaren Zyklus keinen wesentlichen Einfluss auf die mit den Gleich-
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Abbildung 4.8: Meridionales Stromungsfeld einer quasistationdren thermischen Zirkula-
tion. Berechnet wurde die Zirkulation fiir das Magnetfeld aus Abb. 4.1 unter Berticksich-
tigung einer thermischen Diffusivitit ku.q ~ T%?0~2. Die radiale Geschwindigkeit ist im
Wesentlichen proportional zu der 2. Ableitung nach r der mit dem Gleichgewicht verbun-
denen Temperaturstérung.
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gewichten verbundenen Temperaturstorungen hat. Dies soll hier genauer fiir die
Gleichgewichte im radiativen Kern untersucht werden, bei denen gerade die Tem-
peraturstorungen eine wichtige Rolle spielen. Die Betrachtungen in den vorherge-
henden Abschnitten haben gezeigt, dass eine subadiabatische Schichtung grundsétz-
lich die Einstellung eines Gleichgewichtes begiinstigt, so dass nicht zu erwarten ist,
dass die radiative Diffusion das Gleichgewicht génzlich zerstort. Es werden vielmehr
Zirkulationsstromungen innerhalb der magnetischen Schicht getrieben, die den Ein-
fluss der radiativen Diffusion kompensieren. Dort, wo die Strahlungsdiffusion eine
Kiihlung bewirkt, stellt sich infolge der Erh6hung der Dichte eine Abwértsstromung
ein, die in der subadiabatischen Schichtung eine Erwdrmung des Plasmas relativ
zur Hintergrundschichtung hervorruft und damit den Kiihlungseffekt ausgleichen
kann. Dort wo die Strahlungsdiffusion heizt, stellt sich entsprechend eine Aufwiérts-
stromung ein. Um diese Effekte zu berticksichtigen, muss Gl. (4.32) noch um einen
entsprechenden Heizungsterm

Hyaq = div (Kpag gradT) (4.48)

erganzt werden, wobei fiir K,.q der Ansatz

T 6.5 —2
Rrad = Ro (jTO) <é) (449)

mit 7' =Ty + 17 und ¢ = g9 + 01 verwendet wird. Fiir die ungestoérte Hintergrund-
schichtung gilt Hy.q = 0. Anstelle von Gl. (4.32) tritt somit die Gleichung

0 o 0  Hy
5 (0s1) + div (U ps1) = QUT;,_D[— + Td )

p

(4.50)

Weil im stark subadiabatischen radiativen Kern der Gradient der Entropiestérung
s1 sehr klein verglichen mit dem Gradienten der Hintergrundsentropie sg ist, kann
der Transportterm auf der linken Seite von Gl. (4.50) vernachlissigt werden. Ein
stationdres Gleichgewicht liefert dann fiir die radialen Geschwindigkeiten die Bedin-

gung:
Y — 1 Hyaa
gl
Die Geschwindigkeit in #-Richtung ergibt sich aus der stationdren Kontinuititsglei-
chung
10 1
7 ar rind 96|
wobei hier die Dichtestérung p; gegeniiber dem Wert gy der Hintergrundschichtung

weggelassen wurde. Die Kontinuitétsgleichung ist automatisch durch die Einfithrung
einer Stromfunktion A erfiillt:

vy = — (4.51)

r? 0o vr) + sinf pgvg) =0, (4.52)

1 0A
_ 4,
Ur 00 1r?sinf 00 (4.53)
1 A
vg = L 9 : (4.54)

QoTSiD@E
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Aus der Induktionsgleichung lasst sich fiir dieses Problem keine stationédre Losung
ermitteln. Jedoch sind die Geschwindigkeiten so gering (siehe unten), dass der Trans-
port des magnetischen Feldes kaum eine Rolle spielt. Insofern sollte man hier eher
von einer quasistationdren Loésung sprechen.

Mit Hilfe dieser Gleichungen soll hier fiir ein durch Gl. (4.14) definiertes Gleichge-
wicht eine quasistationédre thermische Zirkulationsstromung berechnet werden. Aus
der Temperaturstorung ldsst sich mit dem Gl. (4.51) die radiale Geschwindigkeit v,
berechnen, aus der sich wiederum die Stromfunktion durch Integration der gewdhn-
lichen Differentialgleichung (4.53) ergibt. Hierfiir wird an Pol und Aquator A = 0
gefordert und die Stromfunktion zu einem Fitpunkt 6, aufintegriert. Dort ergibt sich
i. Allg. eine Unstetigkeit, da das Problem iiberbestimmt ist, d.h. fiir eine gegebene
Feldkonfiguration léasst sich i. Allg. nur eine Losung mit geschlossenen Stromlinien
finden, wenn die Anfangsbedingung p;(r,6y) geeignet gewéhlt wird. Mit Hilfe einer
Newton-Iteration wird daher die Anfangsbedingung solange variiert, bis sich eine
stetige Stromfunktion ergibt. Es zeigt sich, dass die dafiir erforderliche Anfangsbe-
dingung p;(r,6y) und damit auch die zugehorige Gleichgewichtskonfiguration sehr
nahe an der Bedingung liegen, die auch von den numerischen Simulationen gelie-
fert wird. Aus diesem Grund ist zu erwarten, dass die entsprechenden thermischen
Zirkulationen sehr nahe an diesem quasistationdren Zustand liegen. In Abb. 4.8 ist
die thermische Zirkulation fiir kg = 8- 10° WK ™' m~! und die in Abb. 4.1 gegebene
Magnetfeldverteilung dargestellt. Die Ausbildung von 6 Stromungszellen 148t sich
relativ einfach wie folgt verstehen: Die radiale Geschwindigkeit ist proportional zu
der radiativen Heizung, die wiederum im Wesentlichen proportional zur 2. Ableitung
nach r der Temperaturstorung ist. Die Temperaturprofile haben 5 Wendepunkte (2
jeweils an den Flanken der Temperatur Maxima und Minima und einen dazwischen).
Da der Verlauf asymptotisch flach ist, ergeben sich jeweils 3 Maxima und 3 Minima
in der 2. Ableitung und damit auch jeweils 3 radiale Auf- bzw. Abstréomungen.

Die Grofle der erwarteten Stromungsgeschwindigkeit lédsst sich mit Hilfe von
der Gleichgewichtstemperaturstérung 7y (siehe Gl. 4.22) und Hyaq =~ KpaaTi/A7?
abschétzen durch:

v =1 KpaHpT
v olglop Ard

(4.55)

Uy

Mit ko ~ 8- 10°WK 'm™!, § = —0.1 und 8 = 10° ergibt sich mit den Werten der
solaren Hintergrundschichtung fiir r = 5 - 108 m:

NUISTE ¥ (-Gl m/ (4.56)
Uy 0 m S . :
Stromungen dieser Groflenordnung spielen nur eine Rolle auf einer Zeitskala von
einigen Millionen Jahren. Sie sind damit nicht von Bedeutung fiir Prozesse, die mit
dem solaren Zyklus in Verbindung stehen. Diese geringe Stromungsgeschwindigkeit
rechtfertigt auch im Nachhinein die Vernachléssigung der Induktionsgleichung fiir
diese Betrachtung.
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Abbildung 4.9: Profil der verwendeten differentiellen Rotation und die fiir ein hydro-
statisches Gleichgewicht erforderlichen Stérungen von Druck, Dichte und Temperatur. Als
Anfangsbedingung wurde p; = 0 fiir 6y = 30° gewahlt. Das Integral iiber die Dichtestorung
verschwindet. Es ist zu beachten, dass dieses hydrostatische Gleichgewicht in der Sonne
nur im radiativen Kern erreicht werden kann (r < 5-10%m). In der Konvektionszone bildet
sich stattdessen eine meridionale Zirkulation aus.

4.7 Einfluss differentieller Rotation

In den bisherigen Betrachtungen wurde stets eine starre Rotation verwendet. Fiir
die Gleichgewichte und ihre Einstellung wiirde sich die differentielle Rotation
hauptséachlich iiber zwei Effekte auswirken:

1. Differentielle Rotation beeinflusst die Drehimpulsverteilung.

2. Differentielle Rotation modifiziert die Tragheitskrafte, d.h. in einem mit der
Winkelgeschwindigkeit des Kerns rotierenden Bezugssystem muss eine zusitz-
liche Kraft beriicksichtigt werden.

Der erste Punkt hat einen Einfluss auf den Drehimpulstransport, der fiir die Einstel-
lung von Gleichgewichten mit toroidaler Stromung wichtig ist. Weil die Variation
von ) bei der solaren differentiellen Rotation im Bereich von maximal 30% liegt,
ergibt dies lediglich einen leichten Einfluss auf die Zeitskala 7 ~ 1/, beeinflusst
aber nicht das Gleichgewicht. Der zweite Punkt hat einen unterschiedlichen Ein-
fluss im radiativen Kern und der Konvektionszone. Im subadiabatischen radiativen
Kern konnen die von der differentiellen Rotation hervorgerufenen Kréfte durch ge-
ringfiigige Modifikationen des Temperaturverlaufs (ca. 10 K) kompensiert werden
(siche Abb. 4.9), wihrend in der nahezu adiabatisch geschichteten Konvektionszone
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ein solches Gleichgewicht nicht existieren kann (Taylor-Proudman-Theorem) und als
Folge eine meridionale Zirkulation angetrieben wird (siehe z.B. , ).

Der Einfluss der differentiellen Rotation auf die durch den Druckgradienten be-
stimmten Gleichgewichte im radiativen Kern ist daher sehr gering, weil die Hin-
tergrundschichtung die Gleichgewichtseinstellung {iber die Superadiabatizitit be-
stimmt. Die Temperaturmodifikation infolge der differentiellen Rotation dndert je-
doch die Superadiabatizitat kaum.

Die von der Corioliskraft balancierten Gleichgewichte in der Overshoot-Region
konnen dagegen von der am Boden der Konvektionszone dquatorwérts gerichte-
ten meridionalen Zirkulation beeinflusst werden. Allerdings ist dieser Einfluss im
Fall eines starken Magnetfeldes sehr gering, weil die Drehimpulserhaltung innerhalb
der magnetischen Schicht zu der Ausbildung toroidaler Stromungen fiihrt, die dem
Transport entgegenwirken.

4.8 Diskussion

Die Untersuchung mechanischer Gleichgewichte einer magnetischen Schicht in
sphérischer Geometrie liefert zwei Typen von Gleichgewichten, die sich hauptséchlich
darin unterscheiden, auf welche Weise die polwiérts gerichtete Komponente der mag-
netischen Kriimmungskraft kompensiert wird. Dies kann einerseits geschehen durch
ein Gleichgewicht mit der Corioliskraft infolge einer toroidalen Strémung in der
magnetischen Schicht oder durch ein Gleichgewicht mit einem Druckgradienten in
Breite. Durch numerische Simulationen wurde gezeigt, dass die Superadiabatizitét
der Hintergrundschichtung entscheidet, welches dieser moglichen Gleichgewichte sich
einstellt. Weil die Kompensation der Auftriebskraft auf jeden Fall eine subadiaba-
tische Schichtung verlangt, kommen hierfiir nur Regionen der Sonne mit § < 0 in
Frage (radiativer Kern, Overshoot-Region):

e Ein Gleichgewicht zwischen magnetischer Kriimmungskraft und einem Druck-
gradienten in Breite bildet sich in stark subadiabatischen Regionen (6 <
—1073) wie dem radiativen Kern der Sonne, wo radiale Strémungen schnell zu
den fiir das Gleichgewicht erforderlichen Temperaturstorung fithren kénnen.

e In schwach subadiabatischen Regionen (§ > —1073) stellt sich ein Gleichge-
wicht zwischen Corioliskraft und magnetischer Kriimmungskraft ein, weil sich
infolge der geringen Subadiabatizitdt Temperaturstérungen kaum ausbilden
konnen. Im Fall 6 ~ —1072 liegt eine Mischung aus beiden Gleichgewichten
VOr.

In beiden Féllen ist die Zeit fiir die Einstellung des Gleichgewichtes sehr kurz (10° —
10°s) verglichen mit dem solaren Zyklus von 11 Jahren, so dass Abweichungen von
der Gleichgewichtsbedingung nur sehr klein sein kénnen.

Ein wichtiges Ergebnis dieser Untersuchung ist, dass sich der Charakter des
Gleichgewichts einer magnetischen Schicht in der Overshoot-Region kaum vom
Gleichgewicht isolierter Flussrohren ( : ) unterscheidet.
Eine Fragmentation der magnetischen Schicht durch Auftriebsinstabilitdten wiirde



4.8. DISKUSSION 65

Flussrohren produzieren, die sich bereits nahe am jeweiligen Gleichgewicht befin-
den. Ein weiterer Aufstieg einer solchen Flussrohre durch die Konvektionszone der
Sonne, wiirde deshalb sehr dhnlich zu den Ergebnissen der bisher durchgefiihrten
Simulationen ( , : , : ,

: , : , , ) verlaufen. Anders sieht die
Situation bei den durch Druck balancierten Gleichgewichten im radiativen Kern aus.
Ein Ausbruch von magnetischen Feld aus diesem Bereich liefert Flussrohren ohne
toroidale Stromung, so dass hier ein anderes Verhalten wahrend des Aufstiegs durch
die Konvektionszone erwartet werden kann. Allerdings liegt die kritische Feldstéarke
fiir Instabilitdten infolge der starken Subadiabatizitit deutlich iiber 10T. Es ist
zum einen nicht klar, wie so grofle Feldstéarken erzeugt werden kénnen, zum ande-
ren wiirde der Ausbruch von Flussrohren mit deutlich mehr als 10 T Feldstérke zu
Resultaten fithren, die nicht im Einklang mit den beobachteten Eigenschaften von
Sonnenflecken sind. Es ist daher sehr zweifelhaft, ob Magnetfelder aus dem radiati-
ven Kern fiir die Aktivitdt der Sonne einen wichtigen Beitrag liefern.

Die Gleichgewichte mit toroidalen Stromungen fithren im Bereich der magne-
tischen Schicht zu signifikanten Anderungen des solaren Rotationsprofils. Da sich
das Magnetfeld im Laufe des solaren Zyklus éndert, sind daher auch zeitliche Va-
riationen der differentiellen Rotation zu erwarten. Bei der gegenwirtigen Auflosung,
welche die Helioseismologie liefert ( , ), liegen jedoch die typischen
radialen Ausdehnungen der Strémungsmuster von 107 m unter der Auflésungsgrenze.
Kiirzlich wurden jedoch Schwankungen der differentiellen Rotation von
( ) gefunden mit einer Periode von 1.3 Jahren, jedoch ist die Ursache dieser
Schwankungen unklar.

In Kapitel 3 wurde gezeigt, dass der Einfluss der radiativen Heizung auf magne-
tische Schichten, welche die Konvektion hinreichend behindern, nicht so dramatisch
ist wie im Fall einzelner magnetischer Flussrohren. Insofern stellt das Modell einer
magnetischen Schicht in der Overshoot-Region eine Alternative zur Speicherung ein-
zelner Flussrohren dar, welche die Probleme mit der radiativen Heizung erheblich
vermindert, aber kaum einen Einfluss auf die Simulationen ausbrechender magneti-
scher Flussrohren hat.

Die in diesem Kapitel durchgefithrten Simulationen erfolgten unter der Annah-
me der Axialsymmetrie. Die Tatsache dass sich die magnetische Schicht bei die-
sen Simulationen in ein Gleichgewicht bewegt, zeigt auch, dass diese Gleichgewichte
beziiglich axialsymmetrischer Storungen stabil sein miissen. Bei nicht axialsymmetri-
schen Storungen sind oberhalb einer kritischen von der Superadiabatizitidt abhéngi-
gen Magnetfeldstéirke Parker-Instabilitéiten zu erwarten, die zu einer Fragmentation
der Schicht und Bildung aufsteigender Fluss-Schleifen fiihren. ( ) hat mit
Hilfe von 3D-Simulationen die Parker-Instabilitéit einer horizontalen magnetischen
Schicht in kartesischer Geometrie behandelt. Ein wesentliches Ergebnis dieser Ar-
beit ist, dass das Stabilitatskriterium fiir die magnetische Schicht identisch ist mit
dem fiir eine einzelne Flussrohre, sofern bei der magnetischen Schicht ebenfalls Auf-
triebsneutralitdt als Anfangszustand verwendet wird. Eine Verallgemeinerung dieser
Simulationen auf Kugelgeometrie wurde bisher nicht durchgefiihrt, aber es lésst sich
vermuten, dass hier ebenfalls ein Verhalten analog zu dem Fall einzelner Flussrohren
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auftritt, der im Detail von ( , ) behandelt wurde.
Der von uns gefundene Gleichgewichtszustand (siehe Abb. 4.6) liegt zwischen dem
Zustand der Auftriebsneutralitdt und dem des Temperaturgleichgewichts, so dass
hier Modifikationen des Stabilitatskriteriums zu erwarten sind (neben der Feldstérke
geht dann auch noch der radiale Feldgradient in die Stabilitdtsbedingung ein).



Kapitel 5

Feldverstarkung durch Explosion
magnetischer Flussréhren

5.1 Einleitung

5.1.1 Magnetfeldverstirkung durch Umwandlung kineti-
scher Energie

In herkémmlichen Dynamomodellen spielt die Umwandlung der kinetischen Energie
zyklonischer Konvektion (a-Effekt) innerhalb der Konvektionszone und der kineti-
schen Energie der differentiellen Rotation (Q2-Effekt) am Boden der Konvektionszone
die wesentliche Rolle bei der Feldverstirkung. Beide Effekte haben jedoch gemein-
sam, dass sie durch die Riickwirkung der Lorentzkraft auf die zugrundeliegende
Stromung dynamisch begrenzt sind. Eine grobe Abschétzung fiir die Feldstérke, bei
der die Riickwirkung des Magnetfeldes auf konvektive Stromungen von Bedeutung
ist, liefert der Vergleich der kinetischen mit der magnetischen Energiedichte. Bei der
sog. Aquipartionsfeldstirke Bey = /1o 0v? sind beide Energiedichten gleich groS.
Am Boden der Konvektionszone erhélt man aus Mischungswegmodellen fiir die Kon-
vektion einen Wert By = 0.3T, der sehr viel kleiner ist als die 10T, die sich aus
den Flussrohrenmodellen ergeben.

In Bezug auf die Erzeugung starker Magnetfelder sieht es dhnlich ungiinstig
aus beim Vergleich zwischen der innerhalb eines Zyklus generierten magnetischen
Energie und der Energie, die in der Scherschicht der differentiellen Rotation zur
Verfiigung steht. Fiir eine grobe Abschétzung wird hier eine gleichméflige Verteilung
der Energiedichte iiber die Breite angenommen. Fiir die magnetische Energie in
einer Schicht am Boden der Konvektionszone (R =5 -10®*m) der Dicke d und dem
Fiillfaktor f (Flussrohrendichte) ergibt sich:

B*> 2R
Brog 4T R2 fd — = — ® B, (5.1)
2 po Ho

wobei ® = 7w Rd f B der magnetische Fluss am Boden der Konvektionszone ist. Mit
® ~ 101 Wh ( , ) fir den innerhalb eines Zyklus produzierten

67
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toroidalen Fluss ergibt sich fiir B = 10T
BErag ~ 1077 . (5.2)

Dieses Ergebnis ist unabhéngig von d, weil der Fiillfaktor f entsprechend gewéhlt
werden kann. Es gibt jedoch eine untere Schranke d,.;, fiir d, weil stets f < 1 gilt.
Fiir B = 10T liegt diese Schranke bei dpi, ~ 10° m. Die verfiigbare kinetische Ener-
gie ergibt sich aus einer Abbremsung der differentiellen Rotation unter Erhaltung
des Gesamtdrehimpulses in der Scherschicht, weil die magnetischen Spannungen
nur eine Umverteilung des Drehimpulses vornehmen kénnen. Weil die Dicke der
Scherschicht (ca. 3 - 10" m) klein ist verglichen mit dem mittleren Abstand von der
Rotationsachse, kann fiir die Abschétzung der verfiighbaren kinetischen Energie statt
der Drehimpulserhaltung Impulserhaltung in der Scherschicht angenommen werden.
Verwendet wird ein linearer Verlauf fiir die Geschwindigkeit in der Scherschicht

v:%)x fiir —g<x<g (5.3)
und eine konstante Dichte (die Dichteskalenhohe betrigt ~ 10®m am Boden der
Konvektionszone). Dabei ist das Bezugsystem bereits so gewéhlt, dass der Gesam-
timpuls in der Scherschicht verschwindet. Fiir die verfiighare kinetische Energie er-
gibt sich:

0o [V -
E.oc ~ 4 R2—0/ vide = =R*d o vg ) (5.4)
Mit vo = 100m/s und d = 3 - 10" m (siehe z.B. , :
: ) folgt:
Erot ~ 031 J . (55)

In dieser Abschéitzung wurde die Energie der gesamten Scherschicht beriicksichtigt.
Wenn man annimmt, dass die Magnetfelder nicht in den Teil der Scherschicht ein-
dringen konnen, der in der radiativen Zone liegt (ca. die Hélfte der Scherschicht),
reduziert sich diese Energie um fast eine Gréflenordnung.

Damit liegt die magnetische Energie mindestens eine Gréfenordnung iiber der
kinetischen Energie der differentiellen Rotation. Eine Verstirkung des toroidalen
Magnetfeldes der Sonne mit Hilfe der radialen Scherung der differentiellen Rotation
wiirde somit einen grofien kinetischen Energiefluss in die Scherschicht verlangen,
um die differentielle Rotation aufrecht zu erhalten. Zusétzlich ist auf jeden Fall
eine signifikante Variation der Winkelgeschwindigkeit mit dem solaren Zyklus zu
erwarten. In der Tat werden Variationen der differentiellen Rotation mit Hilfe der
Helioseismologie gemessen, jedoch handelt es sich hierbei um Variationen mit einer
Periode von ca. 1.3 Jahren und einer Amplitude von nur 1—3% der solaren Rotation
( , 2000).

Eine Alternative zu dieser Art der Feldverstiarkung liefert die direkte Umwand-
lung von potentieller Energie in magnetische Energie, mit Hilfe derer grundsétz-
lich viel hohere Feldstirken erreichbar sind, weil die Energiedichte der potentiel-
len Energie viel grofier als die der kinetischen Energie ist. Die Eigenschaften und
Beschriankungen dieses Prozesses werden in diesem Kapitel mit Hilfe numerischer
Simulationen diskutiert.
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5.1.2 Explosion magnetischer Flussrohren

Von der Explosion einer magnetischen Flussrohre spricht man, wenn in einer be-
stimmten Hohe das laterale Druckgleichgewicht p; + p,, = pe (pi: Druck innerhalb
der Flussrohre, p.: externer Gasdruck, p,,: magnetischer Druck) nicht mehr erfiillt
werden kann, so dass es zu einer explosionsartigen Aufweitung des Flussrohren-
querschnitts kommt. Dieser Prozess wurde von ( ) in Si-
mulationen aufsteigender Flussréhren in der Konvektionszone gefunden und tritt
vorzugsweise bei Flussrohren auf, die mit einem schwachen Magnetfeld (~ Aqui-
partionsfeldstirke) am Boden der Konvektionszone starten. Da der Aufstieg die-
ser Flussrohren relativ langsam erfolgt, besteht wihrend des Aufstiegs in guter
Néherung ein hydrostatisches Gleichgewicht entlang der Feldlinien. Die Flussrohre
verhélt sich wihrend des Aufstiegs durch die Konvektionszone weitgehend adiaba-
tisch, wihrend in dem sie umgebenden Plasma die Entropie infolge der superadia-
batischen Schichtung der Konvektionszone nach auflen abféllt. Die Entropiedifferenz
As = s;— s, zwischen der Flussrohre und der Umgebung fithrt zu einem langsameren
Druckabfall im Inneren der Flussrohre, so dass sich in der Explosionhéhe Innen- und
Auflendruck anndhern und schliefflich bei der sog. Explosionshéhe gleich werden. Die
in Kapitel 2 und 3 besprochene radiative Heizung wirkt sich auf diesen Prozess un-
terstiitzend aus, weil sie die Entropiedifferenz weiter vergrofiert. In den Rechnungen
in diesem Kapitel wird aber stets von Isentropie ausgegangen. In Abb. 5.1 sind die
Verlaufe von Entropie und Druck fiir diese Situation skizziert. Der Entropieverlauf in
der Sonne zeigt nach auflen einen starken Anstieg im radiativen Kern (stark subadia-
batisch), einen méfBiigen Anstieg in der schwach subadiabatischen Overshoot-Region
und einen méfBigen Abfall in der superadiabatischen Konvektionszone der Sonne.
Eine in der Overshoot-Region auftriebsneutral gespeicherte Flussrohre besitzt eine
Entropie, die um den Betrag ¢,/3 (6 = Pgas/Pmag) niedriger ist als die der Um-
gebung. Wird diese Flussrohre in die Konvektionszone ausgelenkt, so ergibt sich
zundchst eine negative Entropiedifferenz und die Hydrostatik entlang der Feldlinien
fithrt zu einer Zunahme der Feldstdrke mit der Hohe. Wird eine bestimmte Hohe
iiberschritten, so kehrt die Entropiedifferenz ihr Vorzeichen um, und es kommt zu der
oben beschriebenen Explosion. Die Explosionshohe ist bei gegebener Hintergrund-
schichtung eine Funktion der Feldstédrke am Boden der Konvektionszone. Der Verlauf
des magnetischen Drucks ergibt sich aus der Hydrostatik (p; und g; bezeichnen die
Storungen relativ zu der Hintergrundschichtung)

dp,
L 5.6
dz erg (5.6)

zusammen mit der linearisierten und entdimensionierten Entropiedifferenz
Y41 01
Y und P1 = —Pmag (57)

p 0

als Losung der Gleichung

d ma, ma, ~
Pmag _ _Pmag _ 09 nz (5.8)

dz vH, vy




70 KAPITEL 5. EXPLOSION MAGNETISCHER FLUSSROHREN
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Abbildung 5.1: Schematische Skizze des Entropie- und Druckverlaufs in der solaren Hin-
tergrundschichtung und einer isentropen Flussrohre. Die Bereiche mit nach auflen steigen-
der Entropie entsprechen dem radiativen Kern und der Overshoot-Region, der Bereich mit
der nach auflen fallenden Entropie der Konvektionszone der Sonne.

Partielle Ionisation, die nur in den obersten Schichten der Sonne (ca. 20000 km)
unter der Sonnenoberfliche wichtig ist, ist in dieser Abschétzung nicht beriicksich-
tigt. Die Explosionshohe ze ist definiert als die Hohe in der pyag = 0 gilt. GL. (5.8)
lasst sich noch erheblich vereinfachen, wenn man den magnetischen Druck durch die
Dichte der Hintergrundschichtung dividiert. Mit dem Ansatz ppmas = pm 0 folgt fiir
Pm zunédchst die Differentialgleichung

dpm, 1 1 . g .-
— == - m — —AS . 5.9
dz (Hg VHp) b Y i (5.9)

Der erste Term auf der rechten Seite ist fiir die nahezu adiabatisch geschichtete
Konvektionszone vernachlédssigbar klein (diese Annahme ist gerechtfertigt bis ca.
2000 km unter der Sonnenoberfliche). Damit ergibt sich die Explosionshthe z., aus



5.1. EINLEITUNG 71

0.0

0.01 0.10 1.00 10.00 100.00
B [T]

Abbildung 5.2: Explosionshéhe zex als Funktion der Feldstirke am Boden der Kon-
vektionszone der Sonne. Die dieser Rechnung zugrunde liegende Superadiabatizitét ist in
Abb. 5.3 dargestellt. Die durchgezogene Linie entspricht einer Flussréhre, die am Uber-
gang zwischen Overshoot-Region und Konvektionszone startet, die gepunktete Linie einer
Flussréhre aus der Mitte der Overshoot-Region. Wegen der dort niedrigeren Entropie
kommt es im zweiten Fall erst ab einer Mindesthéhe in der Konvektionszone zu der Ex-
plosion (vergleiche Abb. 5.1). Die gestrichelte Linie markiert den Sonnenradius. Hy ist die
Druckskalenhohe am Boden der Konvektionszone.

der Bedingung:

R Pmag(Zo) 1 /zo+zex ~
Pm(20) = —>——= = — Asdz . 5.10
( 0) Q(ZO) v w0 g ( )

Dabei ist zy die Referenzhdhe, in welcher der nicht explodierte Teil der Flussrohre
gespeichert ist (Overshoot-Region). Wegen dAS/dz = ~0/H, ergibt sich fiir den
Fall 6 = const. unter Vernachléssigung der Hohenabhéngigkeit von H, und g die
Néherungslosung:

9\ /2
Zex ~ H,) <@) . (5.11)

Im Fall der in Abb. 5.1 skizzierten Situation ist diese Hohe ab dem Ort zu messen,
an dem die Entropie von Flussrohre und externer Schichtung gleich grofl sind. 3
bezieht sich auf die Magnetfeldstéirke an dieser Stelle. Abb. 5.2 zeigt den Verlauf der



72 KAPITEL 5. EXPLOSION MAGNETISCHER FLUSSROHREN

]O T T T TS T BT RS M B
0.0 0.5 1.0 1.5

(r=ro)/Hyg

2.0 2.5 3.0

Abbildung 5.3: Verlauf der Superadiabatizitét in der Konvektionszone der Sonne

Explosionshohe als Funktion der Feldstéirke fiir eine solare Schichtung. Die Explo-
sionshohe hiingt neben der Feldstédrke auch von der Startposition der aufsteigenden
Flussréhre ab, weil diese die Entropie innerhalb der Flussrohre festlegt. Das hier
verwendete Sonnenmodell wurde von M. Kiefer und M. Stix, Kiepenheuer-Institut
fiir Sonnenphysik, Freiburg berechnet.

Der Explosionsprozess ist fiir die Dynamotheorie in zweifacher Hinsicht von In-
teresse:

1. Die Explosion magnetischer Flussrohren liefert eine Quelle fiir schwaches Mag-
netfeld in der mittleren Konvektionszone, welches in Verbindung mit der dor-
tigen zyklonischen Konvektion oder auch durch die Wirkung der Corioliskraft
auf die mit der Explosion verbundenen Stromungen zu einem a-Effekt fithren
kann.

2. Infolge der sehr geringen Feldstdarke in der Explosionshéhe spielt das Mag-
netfeld dort dynamisch keine Rolle. Aus diesem Grund ist ein Ausstromen
von Materie aus den ,Stiimpfen“ der explodierten Flussrohre denkbar. Die
damit verbundene Erniedrigung des Gasdrucks im nicht explodierten Teil der
Flussrohre fithrt zu einer Verstarkung des Magnetfeldes. Die Energie fiir die
Feldverstirkung stammt hier aus der potentiellen Energie des Systems.

In diesem Kapitel soll der zweite Prozess ndher untersucht werden. Wéhrend Si-
mulationen in der Naherung diinner magnetischer Flussréhren die Entwicklung vor
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einer Explosion gut beschreiben konnen, versagen sie kurz bevor die Explosionshéhe
erreicht wird, weil die Voraussetzungen der zugrunde liegenden Naherung dort ver-
letzt werden. Aus diesem Grund ist es erforderlich, mit Hilfe von MHD-Simulationen
die Flussrohre komplett aufzulosen.

5.2 2D MHD-Simulationen explodierender mag-
netischer Schichten

5.2.1 Modellannahmen und Numerisches Verfahren

Als ein Zwischenschritt zu einer vollen dreidimensionalen MHD-Simulation wird
zunéchst ein zweidimensionales Modell einer explodierenden magnetischen Schicht
in kartesischer Geometrie betrachtet. Ziel dieser Untersuchung ist nicht eine genaue
Simulation unter solaren Bedingungen, sondern ein einfaches numerisches Modell,
welches die wesentlichen Ziige des Explosionsprozesses enthélt. Das Magnetfeld be-
sitzt keine Komponente senkrecht zur Ebene des Rechengebietes. Die horizontale
Dimension entspricht der azimutalen Richtung auf der Sonne.

Bei einem expliziten numerischen Verfahren ist der Zeitschritt begrenzt durch
die maximale Wellenausbreitungsgeschwindigkeit cp,.x des betrachteten Systems, so
dass

At < B , (5.12)

Cmax

wobei Az die Gitterweite ist. ¢pax entspricht unter den Bedingungen der unteren
Konvektionszone (3 2 10°) etwa der Schallgeschwindigkeit ¢, = (yp/ Q)l/ ?. Die dyna-
mische Entwicklung der mit Magnetfeldern verbundenen Strukturen erfolgt dagegen
typischerweise mit der Alfvéngeschwindigkeit

B 9\ 1/2
vy = = = (’Y_ﬁ> Cs (5.13)

die um einen Faktor von mehr als 300 niedriger ist als die Schallgeschwindigkeit. Um
sehr lange Rechenzeiten zu vermeiden, ist es daher erforderlich, mit deutlich kleine-
ren Werten fiir 3 (hier Werte im Bereich 100 — 1000) zu rechnen. Da fiir diese Werte
von 3 der magnetische Druck immer noch eine kleine Stérung des Gesamtdrucks
darstellt, befindet man sich weiterhin im gleichen Regime physikalischer Prozesse.
Bei der Losung der MHD-Gleichungen fiir das hier vorliegende Problem ist zu
beachten, dass man es mit sehr feinen magnetischen Strukturen und starken Gradi-
enten der Feldstirke an der Grenze zwischen magnetisiertem und unmagnetisiertem
Plasma zu tun hat. Aus diesem Grund wurde das auf einem Riemann-Loser basie-
rende TVD-Schema das Versatile Advection Codes ( ) ) verwendet. Dieses
Verfahren kann steile Gradienten ohne Problem behandeln und besitzt eine niedrige
numerische Diffusivitdt. Um den storenden Einfluss der verbleibenden numerischen
Diffusion klein zu halten, sind dennoch grofie Auflésungen von 384 x 384 bis zu
512 x 512 Gitterpunkten erforderlich. Die Rechnungen wurden durchgefiithrt auf
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dem Parallelrechner IBM RS6000/SP der Gesellschaft fiir wissenschaftliche Daten-
verarbeitung mbH Géttingen.

Um die Divergenzfreiheit des Magnetfeldes im Rahmen der numerischen Ge-
nauigkeit zu erhalten, wird ein Projektionsverfahren verwendet, welches in jedem
Zeitschritt die folgende Korrektur ausfiihrt

Ad = divB (5.14)

B. = B—grad® . (5.15)

Dabei ist B, der korrigierte Wert des Magnetfeldes. Die Korrektur wird so eingestellt,
dass div B jeweils etwas unter dem mittleren Zuwachs von div B pro Zeitschritt
verbleibt. Dies verhindert ein Anwachsen der Divergenzfehler und reduziert den
numerischen Aufwand. Weil sich die Divergenz als Summe zweier Terme (0B, /0z
und 0B, /0z) ergibt, die sich exakt aufheben miissen, ist es sinnvoll den relativen
Divergenzfehler bezogen auf den Betrag eines dieser Terme zu betrachten. In den hier
durchgefiihrten Simulationen gilt fiir den verbleibenden (relativen) Divergenzfehler

0B,
ox

In numerischen Rechnungen in einem gravitativ geschichteten Medium kann es
durch Diskretisierungsfehler zu Storungen der Hydrostatik kommen, die vor allem
nahe der Rénder des Rechengebietes zu unphysikalischen Effekten fithren. Dieses
Problem lésst sich am einfachsten dadurch beheben, indem man die hydrostatische
Hintergrundschichtung in den MHD-Gleichungen subtrahiert. Dieses Vorgehen lésst
sich jedoch bei einem Riemann-Loser nicht ganz einfach durchfiithren, so dass hier
einer numerischen Korrektur dieser Effekte der Vorzug gegeben wird. Das Zeitinte-
grationverfahren fiir den Losungsvektor w vom Zeitschritt n nach n + 1 lasst sich
schematisch schreiben als

<107*. (5.16)

divé‘/max‘

max

w™t = w" + At F (w", At) . (5.17)

Dabei steht F abkiirzend fiir die pro Zeitschritt addierten numerischen Fliisse und
Quellterme. Die explizite Zeitschrittabhéngigkeit von F kommt durch den numeri-
schen Diffusionsfluss zustande. Sei nun wy die hydrostatische Hintergrundschichtung,
so lautet das korrigierte Verfahren

W™t = w" + At [F (0", At) — F (wo, At)] . (5.18)

Dieses Verfahren erfiillt fiir die Hintergrundschichtung die Stationaritét, d.h. wj™ =

w{. Weil die Korrekturen F (wg, At) explizit zeitschrittabhéngig sind, miissen sie
bei jeder aus Stabilitdtsgriinden erforderlichen Zeitschrittéinderung neu berechnet
werden.

Ein weiteres Problem stellt die superadiabatische Schichtung (d.h. instabile
Schichtung) der Konvektionszone dar. Im Prinzip ldsst sich eine im Mittel super-
adiabatische Schichtung erzeugen, indem man den radiativen und konvektiven Ener-
gietransport mit simuliert und einen bestimmten Energiefluss durch das Rechenge-
biet vorschreibt. Eine sinnvolle Beschreibung der Konvektion ist jedoch im Rahmen
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Abbildung 5.4: Schematische Skizze des Entropie- und Druckverlaufs im numerischen
Modell.

einer 2D-Simulation nicht moglich. Weil der Explosionsprozess hier isoliert betrach-
tet werden soll, um seine grundsétzlichen Eigenschaften zu verstehen, wird dieser
sehr aufwendige Ansatz nicht weiter verfolgt. Der in den Simulationen verwendete
Anfangszustand sieht daher wie folgt aus: Das Anfangsmagnetfeld ist eine diinne
magnetische Flussschicht im unteren Bereich des Rechengebietes. Die Hintergrund-
schichtung besteht unterhalb des magnetischen Schicht aus einer stark subadiaba-
tischen Schichtung (§ &~ —0.2) und oberhalb aus einer adiabatischen Schichtung. Die
Schichtung umfasst insgesamt 5 Druckskalenhohen. Die Voraussetzung fiir die Ex-
plosion wird durch einen anfinglichen Entropiekontrast geschaffen. Diese Situation
ist in Abb. 5.4 dargestellt. Fiir den Fall einer konstanten Entropiedifferenz folgt aus
Gl (5.10) zusammen mit g = go (20/2)” fiir die Explosionshéhe

Hy 1 \'
(1 - ’VZOOﬁAg) - 1] : (5.19)

mit Hy als Druckskalenhohe bei z = zy. Fiir die im Folgenden verwendeten Hin-

Rex = 20
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tergrundschichtungen gilt vHy/2p = 0.175 und 3 < S AS§ < 12, so dass in guter
Néherung die Abschétzung

e v Hy
T BAS

(5.20)

gilt. Die Druckschichtung im Hintergrund wird so angepasst, dass sich die magneti-
sche Schicht in einem magnetohydrostatischen Gleichgewicht befindet. Eine infolge
der erhohten Entropie innerhalb der Schicht mogliche Auftriebsinstabilitét ist durch
diesen Ansatz unterbunden, da diese eine wellenférmige Deformation der Magnet-
feldlinien und der unterhalb der magnetischen Schicht befindlichen subadiabatischen
Schichtung erfordern wiirde. Eine solche Deformation wird jedoch von der magne-
tischen Kriimmungskraft und dem stabilisierenden Einfluss der subadiabatischen
Schichtung stark behindert. Es sei hier noch betont, dass diese Stabilitét eine Folge
der zweidimensionalen Geometrie ist. Im 3D-Analogon werden wellenférmige De-
formationen senkrecht zu der Magnetfeldrichtung nicht von der Kriimmungskraft
unterdriickt. Dies fithrt an der Oberkante der Schicht zu der Ablésung einzelner
Flussrohren, die infolge ihres Auftriebs nach oben steigen und so die Schicht frag-
mentieren (magnetische Rayleigh-Taylor-Instabilitéit). Ist das Anfangsmagnetfeld in
dem hier betrachteten 2D Fall zu schwach, so kann diese Rayleigh-Taylor-Instabilitét
auch in der Richtung parallel zum Magnetfeld auftreten (Parker-Instabilitét).

Infolge der Stabilitédt dieser Anfangssituation ist es erforderlich, die magnetische
Schicht anfinglich zu deformieren, damit es wiahrend der Simulation zu einem Auf-
stieg von Teilen der Schicht kommt. Bei dieser Deformation wird ein hydrostatisches
Gleichgewicht entlang der Feldlinien vorausgesetzt, so dass bei der Anndherung an
die Explosionshohe eine deutlichen Abschwéchung des Magnetfeldes erfolgt. Da-
durch fallt der stabilisierende Einfluss der magnetischen Kriimmungskraft weg und
die Auftriebskraft fithrt in der Simulation zu einem weiteren Aufsteigen des Mag-
netfeldes. Dieser Anfangszustand wird wie folgt berechnet: Sei z.(x) die vertikale
Auslenkung der zentralen Feldlinie in der magnetischen Schicht als Funktion der ho-
rizontalen Koordinate x, so folgt aus Gl. (5.8) fiir den magnetischen Druck entlang
dieser Feldlinie

dpmag pmag Qg ~ !
=(-——=—-=A . 5.21
dx ( vH, Cp 5) zel) ( )

Die horizontale Komponente des Magnetfeldes in der Schicht wird angesetzt als

) cos a(x) = g—f : (5.22)

z — z.(x)

d(z)

wobel d(z) = dy (pmag(())/pmag(a:))l/2 die halbe Dicke der Schicht und a(z) =
arctan z/(z) der Anstellwinkel gegen die Horizontale ist. Das vertikale Magnetfeld
folgt schliellich aus

Bx(a:wZ) = 2M0pmag(x) €xp (_

0A

B.(z,z) = e

(5.23)
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Die Entropiedifferenz ist gegeben durch
2z — z.(x)

T ) . (5.24)

Der Parameter o legt den Gradienten von B und As senkrecht zur Schicht fest. Da
sich die magnetische Schicht infolge der Flusserhaltung in Gebieten mit schwécheren
Feld ausdehnt und somit die Feldlinien nicht parallel verlaufen, ist die Hydrostatik
entlang der Feldlinien auflerhalb des Zentrums nur n&herungsweise erfiillt. Diese
Abweichungen sind jedoch so gering, dass die dadurch erzeugten Stromungen am
Anfang der Simulation vernachléssigbar sind.

Um Rechenzeit zu sparen, wird nur die Hélfte der Magnetfeldschleife betrachtet
und eine entsprechende Symmetriebedingung am Gipfel angenommen. Beziiglich
der hydrodynamischen Variablen ist das Rechengebiet geschlossen (Massenfliisse
senkrecht zu den Grenzen verschwinden, ebenso die Normalableitung der paralle-
len Fliisse, der Energie und der Dichte). Das Magnetfeld ist am linken und rechten
Rand horizontal, verschwindet am unteren Rand und ist vertikal am oberen Rand.

Trotz zahlreicher Idealisierungen besitzt dieses Modell die wesentlichen Ei-
genschaften, die es gestatten, den Explosionsprozess und eine nachfolgende Feld-
verstarkung zu untersuchen. Diese sind:

AS(x,z) = A3y exp (—

e Es existiert eine Entropiedifferenz zwischen dem magnetisierten Plasma und
der Umgebung, so dass es zu einer Explosion kommen kann.

e Neben dem infolge des Auftriebs aufsteigenden Teil des Magnetfeldes existieren
noch Teile, die stabil gespeichert sind (im Fall der Sonne entspricht dies dem in
der Overshoot-Region gespeicherten Teil der Flussrohre). Die Explosion kann
in diesen Teilen zu einer Feldverstarkung fiihren.

Daher ist dieses Modell geeignet, Einblick in die grundsétzlichen Eigenschaften des
Explosionsprozesses und in die resultierende Feldverstarkung zu erhalten.

5.2.2 Ergebnisse

Die wesentlichen Parameter fiir das hier betrachtete Problem sind die dimensions-
losen Groflen 3y (Plasmabeta zu Beginn der Rechnung in dem horizontalen Teil der
magnetischen Schicht) und As. Wie die Betrachtung von Gl. (5.19) zeigt, bestimmt
die Kombination Gy As die Explosionshche, so dass zu erwarten ist, dass Rechnungen
mit gleichen Gy As dhnlich verlaufen. Die Werte von 3y As sind fiir die hier gezeigten
numerischen Simulationen im Bereich 3 — 12 gewéhlt. Kleinere Werte fithren zu zu
groflen Explosionshéhen, die nahe an der oberen Grenze des Rechengebietes liegen,
so dass in diesem Fall die Explosion stark durch den oberen Rand beeinflusst wird.
Groflere Werte fithren zu Explosionshohen, die kleiner als die Dicke der verwendeten
magnetischen Schicht selbst sind. In Tabelle 5.1 sind die Modelle zusammengestellt,
die im Folgenden diskutiert werden.

Um eine bessere Vergleichbarkeit der Ergebnisse zu ermoglichen, werden fiir
Bo AS stets die Werte 3, 6 und 12 verwendet, wahrend [y und AS um einen Fak-
tor 16 variieren. Die anféngliche Dicke der Schicht richtet sich nach der gew&hlten
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Abbildung 5.5: Zeitliche Entwicklung der magnetischen Feldstérke (farbcodiert, dunkel:
hohe Feldstérke) und der Geschwindigkeit (Vektorpfeile) wéhrend der Explosion fiir das
Modell mit By = 300 und As = 0.02. Das Magnetfeld liegt innerhalb der dargestellten xz
Ebene. Lingen sind mit Hy, der Druckskalenhéhe bei z = 0 entdimensioniert. Die Sequenz
zeigt den Anfangszustand (oberes Bild), die Bildung der magnetischen Stiimpfe (mittleres
Bild) nach 0.8 74 und den vom Auftrieb angetriebenen Ausfluss aus den Stiimpfen (unteres
Bild) nach 1.6 T4, wobei T4 die Laufzeit einer Alfvénwelle mit 3y = 300 entlang der halben
Fluss-Schicht ist (siche GI. 5.25).
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Abbildung 5.6: Zeitliche Entwicklung der Entropieverteilung (farbcodiert, dunkel: nied-
rige Entropie) fiir die in Abb. 5.5 dargestellte Feldstéirkeenentwicklung. Wie in Abb. 5.5
sind die Zeitschritte 074, 0.8 T4 und 1.6 T4 gezeigt, wobei T4 die Laufzeit einer Alfvénwelle
mit By = 300 entlang der halben Fluss-Schicht ist (siche GI. 5.25).
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0.0025 | 0.005 | 0.01 | 0.02 | 0.04
150 3 6
300 3 6 12
600 6 12
1200 6
2400 6

Tabelle 5.1: Ubersicht iiber die durchgefiihrten Simulationsrechnungen. In der oberen
Zeile sind die Entropiedifferenzen AS, in der ersten Spalte die Werte von 3y eingetragen.
In der Tabelle stehen die Werte fiir Sy As der gerechneten Modelle.

numerischen Auflésung, wobei zu beachten ist, dass wahrend der Simulation die
Schichtdicke bei einer Feldverstiarkung entsprechend abnimmt. Fiir die hier darge-
stellten Rechnungen wird fiir fy As = 3 eine Anfangsdicke von 0.2 Hy, fiir 5y As =6
eine Anfangsdicke von 0.28 Hy und fiir Gy As = 12 eine Anfangsdicke von 0.4 H,
verwendet.

In Abb. 5.5 und 5.6 ist die Entwicklung einer magnetischen Schicht mit Gy = 300
und As = 0.02 (GyAS = 6) gezeigt. Abb. 5.5 zeigt die Entwicklung der Magnet-
feldstéarke, Abb. 5.6 die Entwicklung der Entropie. In beiden Abbildungen ist das
Geschwindigkeitsfeld durch Vektorpfeile dargestellt. Gerechnet wurde unter Aus-
nutzung der Symmetrie des Problems nur die halbe magnetische Schicht (x < 0),
die jedoch zur besseren Darstellung an der Achse x = 0 gespiegelt ist. Die jeweils
oberen Bilder zeigen den Anfangszustand der Schicht mit der zentralen Auslen-
kung. Infolge des deutlich schwécheren Magnetfeldes im zentralen Teil fiithrt dort
die Auftriebskraft zu einer Aufwirtsbewegung, durch die Teile des Magnetfeldes
iiber die Explosionshéhe transportiert werden. Als Folge bilden sich zwei vertikale
»Stiimpfe®, die durch eine Wolke aus schwachem Magnetfeld verbunden sind (jeweils
mittlere Abbildung). Nach der Ausbildung der Stiimpfe setzt sich der von der Auf-
triebskraft getriebene Ausfluss von Plasma hoherer Entropie fort und fithrt zu einer
Erniedrigung des Gasdrucks im nicht explodierten Teil der magnetischen Schicht.
Als Konsequenz des Druckgleichgewichts mit der Umgebung erhoht sich dort die
magnetische Feldstdrke. Das ausgeflossene Gas mit der héheren Entropie steigt in
die obere Hilfte des Rechengebietes auf und bleibt dort infolge seines Auftriebs. An
der Grenze zwischen magnetisiertem und unmagnetisiertem Plasma bei 2z ~ 2 H,
fithrt eine Kelvin-Helmholtz Instabilitit zur Bildung von Wirbeln. Wahrend sich
die Magnetfeldstéirke und damit auch die zugehorige Explosionshohe in der Schicht
erhoht, wachsen die Stiimpfe weiter nach oben, bis sie in das Gebiet mit der erhéhten
Entropie gelangen (untere Abbildung). Weil dort die Entropiedifferenz zwischen den
Stiimpfen und dem sie umgebenden Plasma verschwindet, gibt es dort fiir den Aus-
fluss keine weitere Antriebskraft, so dass die Ausstrémung zum Erliegen kommt. Der
Verlauf der magnetischen und kinetischen Energie im Rechengebiet ist in Abb. 5.7
fiir die Modelle mit As = 0.02 dargestellt. Die Zeitachse ist mit der Alfvénlaufzeit

1/2
Lo L (”—ﬁ(’) | (5.25)

V4 Cg 2
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Abbildung 5.7: Verlauf der magnetischen Energie (durchgezogen) und der kinetischen
Energie (gestrichelt) fiir die Félle 5y = 150 (blau), Sy = 300 (griin) und By = 600 (rot).
In allen drei Féllen ist As = 0.02 und der magnetische Fluss gleich. Die Energie ist
normiert auf die asymptotische magnetische Energie, die weitgehend unabhéngig von der
Anfangsfeldstérke ist.

entlang einer magnetischen Schicht mit 5y = 300 entdimensioniert.

Die anféngliche Entwicklung (t < 74) entspricht der Entwicklung der magne-
tischen Stiimpfe. Nachdem der Ausfluss von Plasma aus den Stiimpfen begonnen
hat, kommt es zu einem weitgehend linearen Anwachsen der magnetischen Energie
(T4 <t < 274), bis sich nach einer Einschwingphase ein asymptotischer Wert ein-
stellt. Weil alle drei Simulationen mit dem gleichen magnetischen Fluss beginnen,
skaliert die Energie zu Beginn im Wesentlichen mit der Anfangsfeldstérke, wéhrend
sich in allen drei Féllen nahezu der gleiche asymptotische Wert einstellt. Die ki-
netische Energie erreicht ihr Maximum wéhrend der linearen Anwachsphase der
magnetischen Energie und klingt anschliefend ab.

In Abb. 5.8 ist die zeitliche Entwicklung der mittleren magnetischen Feldstéirke
im horizontalen Teil der magnetischen Schicht gezeigt. Die hier dargestellte
Feldstéarke errechnet sich aus

Zmaxz x,z,t), (5.26)

d.h. es handelt sich um ein Mittel der jeweils grofiten Feldstérken entlang des hori-
zontalen Teils der magnetischen Schicht. Diese Grofle eignet sich am besten fiir den
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Abbildung 5.8: Feldstirke als Funktion der Zeit im horizontalen Teil der magnetischen
Schicht in Einheiten der Aquipartionsfeldstirke mit dem Gasdruck bei z = zy. Gezeigt
sind die Rechnungen mit A§ = 0.02 und [y = 150 (blau), Sy = 300 (griin) und [y = 600

(rot).

Vergleich der Simulation mit den theoretischen Erwartungen, weil die Mitte der mag-
netischen Schicht wéhrend der Simulation am wenigsten durch numerische Diffusion
beeinflusst wird. In den Randbereichen der magnetischen Schicht kommt es sowohl
zu einer Erniedrigung der Feldstirke als auch zu einer Erniedrigung des anféngli-
chen Entropiekontrastes durch numerische Dissipation. Der Verlauf der Feldstéirke
ist &hnlich dem Verlauf der magnetischen Energie in Abb. 5.7, weil fiir Magnetfelder,
die weitgehend in Form einer Fluss-Schicht vorliegen, die magnetische Gesamtener-
gie wie die mittlere Feldstérke skaliert:

o)
Ee = —d A—dl Bdl = —L(B). 2
& / 241 Ve / 241 2uo 2110 (B) (5.27)

Dabei wurde das Volumenintegral in ein Integral entlang der Fluss-Schicht umge-
wandelt und der konstante magnetische Fluss ¢ = A B aus der Integration herausge-
zogen. Es ist jedoch zu beachten, dass in Abb. 5.7 auch das schwache Magnetfeld im
oberen Bereich des Rechengebietes beriicksichtigt wird, wihrend in Abb. 5.8 nur das
starke Feld im horizontalen Teil der magnetischen Schicht eingeht. Im Gegensatz zu
der magnetischen Gesamtenergie zeigt die Magnetfeldstirke eine stérkere systema-
tische Variation mit der Anfangsfeldstérke, die sich aus der unterschiedlichen Lage



5.2. 2D MHD-SIMULATIONEN 8

w

Z/Ho Z/Ho

Z/Ho

‘\HHHH‘HH\HH‘\HH \H‘H\

\
()
\
al
an
()

0
X/Ho

Abbildung 5.9: Entropieverteilung nach erfolgter Explosion fiir das Modell mit fyA§ = 3
(oben), ByAs = 6 (Mitte) und ByAS = 12 (unten). Die Entropieinversionslinie beschrénkt
die effektive Explosionshéhe.
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der Hohe ergibt, bei der in den drei Modellrechnungen die Entropieinversion auf-
tritt (Abb. 5.9). Aus Griinden der numerischen Auflésung (siche oben) muss die
Anfangsdicke der magnetischen Schicht bei einer kleineren Anfangsfeldstérke grofier
gewéhlt werden, damit die Schichtdicke nach der Feldverstirkung numerisch noch
hinreichend gut aufgelost wird. Dies hat zur Folge, dass bei den Modellen mit gerin-
gerer Anfangsfeldstirke mehr Gas mit hoherer Entropie ausstromt, welches sich im
oberen Bereich des Rechengebietes ansammelt. Wie aus Abb. 5.9 ersichtlich, liegt
die Entropieinversionslinie, welche die effektive Explosionshche beschrinkt, bei ca.
2.6 Hy fiir das Modell mit £yAS = 3, bei 2.1 Hy fiir das Modell mit F;AS = 6 und
bei 1.8 H fiir das Modell mit GyAS = 12. Die nach Gl. (5.19) hierzu korrespon-
dierenden Feldstirken (in Einheiten von /2pugpy ) sind B = 0.15, B = 0.14 und
B = 0.13, in weitgehender Ubereinstimmung mit Abb. 5.8. Damit ist nach der Ex-
plosion die Feldstidrke im horizontalen Teil der magnetischen Schicht hinreichend
grof, um ein hydrostatisches Gleichgewicht entlang der Stiimpfe ohne Verletzung
des lateralen Druckgleichgewichts zu ermoglichen. Die Feldstérke, die sich nach der
Explosion einstellt, wird im Wesentlichen durch die Hydrostatik entlang der Feldli-
nien bestimmt und ist somit in erster Linie durch den Entropiekontrast gegeben. In
den hier gezeigten Féllen wird das Magnetfeld im horizontalen Teil der Schicht um
einen Faktor 2 — 3.5 verstirkt, d.h. die Energiedichte des Feldes um einen Faktor
4 — 12. Die Kurve fiir 5y = 600 zeigt zu Beginn der Feldverstirkung einen steileren
Anstieg, weil sich hier infolge lokaler Instabilitdten zusétzlich zur zentralen auf-
steigenden Fluss-Schleife weitere Fluss-Schleifen bilden, die ebenfalls explodieren.
Dadurch kommt es zu einem schnelleren Ausfluss des Gases mit hoherer Entropie
aus der magnetischen Schicht. Nach t &~ 1.57,4 schliefit sich die Schicht wieder an der
entsprechenden Stelle durch Rekonnektion. Die weitere Entwicklung verlauft dann
dhnlich wie in den anderen Féllen.

Es sei betont, dass es sich bei der oben berechneten asymptotischen Feldstéarke
um eine Mindestfeldstiarke handelt, groflere Werte sind durchaus moglich, weil sie
ebenfalls mit der Hydrostatik vertrédglich sind. Der Grund dafiir, dass in den nu-
merischen Rechnungen eine Annéherung an die Mindestfeldstéirke stattfindet, ist in
der numerischen magnetischen Diffusivitéit zu suchen. Sie fithrt zu einer Reduktion
der Feldstarke, bis die Mindestfeldstérke erreicht ist. Fallt die Feldstéarke unter diese
Schwelle, so kommt es zu einem erneuten Ausfluss, der die fiir die Hydrostatik notige
Feldstarke wiederherstellt. Allerdings fithrt die numerische Diffusion auch zu einer
Abschwichung des Entropiekontrastes, so dass es im Verlauf zu einen Abfall dieser
Mindestfeldstiarke kommt. In den hier dargestellten Rechnungen mit einer Auflésung
von 448 x 448 Gitterzellen spielt dieser Einfluss kaum eine Rolle. Bei einer zu nied-
rigen numerischen Auflésung ergibt sich durch diesen Effekt allerdings anstelle einer
asymptotischen Feldstérke eine Zerfallskurve.

Die Abhéngigkeit der asymptotischen Feldstirke vom Entropiekontrast ist in
Abb. 5.10 gezeigt. Bei gleicher Anfangsfeldstérke stellt sich fiir verschiedene Entro-
piekontraste eine unterschiedliche Endfeldstérke ein. Weil es sich hier um Rechnun-
gen mit dem gleichen GyAs wie in Abb. 5.9 handelt, sind die effektiven Explosi-
onshohen die gleichen. Mit Gl. (5.19) folgt fiir die erwartete Mindestfeldstirke (in
Einheiten von \/2ugpo ) fiir den Fall A§ = 0.005 (2., = 2.6 Hy) B ~ 0.1, A5 =0.01
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Abbildung 5.10: Entwicklung der Magnetfeldstérke fiir 3 Modelle mit gleicher An-
fangsfeldstéirke (By = 300), aber unterschiedlichem Entropiekontrast: As = 0.01 (blau),
A5 = 0.02 (griin) und A§ = 0.04 (rot). Mit zunehmender Entropiedifferenz steigt die
asymptotische Feldstérke.

(zex = 2.1 Hy) B =~ 0.14, und A5 = 0.02 (2., = 1.8 Hy) B =~ 0.18. Diese Werte sind
in guter Ubereinstimmung mit den asymptotischen Werten aus der numerischen
Simulation.

Der Explosions-und Feldverstarkungsprozess liasst sich grob in zwei Phasen ein-
teilen:

1. Aufstieg der Schicht, Explosion und die Entwicklung der magnetischen Stiimp-
fe

2. Ausfluss von Material aus den Stiimpfen und Feldverstirkung.

Die erste Phase entspricht in Abb. 5.8 und 5.10 dem flachen Verlauf zu Beginn,
wihrend die zweite Phase mit einem weitgehend linearen Anstieg der Feldstéirke
einhergeht. Dabei fiihrt der Ausfluss des Plasmas aus dem explodierten Teil der
magnetischen Schicht zu einer Storung, die sich mit Alfvéngeschwindigkeit entlang
der Schicht ausbreitet und dabei das im horizontalen Teil ruhende Plasma in Rich-
tung des Ausflusses beschleunigt. Die dabei erreichten Ausflussgeschwindigkeiten
sind ebenfalls von der Gréflenordnung der Alfvéngeschwindigkeit, so dass die Zeit-
dauer fiir die Feldverstirkung grob gegeben ist durch die in Gl. (5.25) definierte
Alfvénlaufzeit. Die Alfvénlaufzeit fiir Gy = 300 ist in Abb. 5.7, 5.8, 5.10 und 5.11
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Abbildung 5.11: Entwicklung der Magnetfeldstérke fiir Modelle mit 3y = 150, 300, 600,
1200 und 2400 und (GyAS = 6. Links ist die Magnetfeldstérke iiber der simulierten Zeit
aufgetragen, rechts wurde die Zeitachse mit ﬁé/ ? skaliert. Die Magnetfeldstérke ist nor-
miert auf die jeweilige Anfangsfeldstirke. Der Verlauf der einzelnen Kurven zeigt keine
charakteristischen Unterschiede, abgesehen von der Tatsache, dass die Feldstirke fiir die
Rechnungen mit gréBeren 5y etwas geringer ausféllt. Infolge der langsameren Entwicklung
spielt hier die numerische Diffusion eine gréfiere Rolle.

zur Entdimensionierung der Zeitachse verwendet worden. Die numerischen Simula-
tionen zeigen, dass die Zeitdauer der ersten Phase ungefdhr gleich der Zeitdauer der
zweiten Phase ist. Die Skalierung mit 53/ ?ist in Abb. 5.11 dargestellt. Bei konstant
gehaltenem (yAs, d.h. einer vergleichbaren Situation fiir die Anfangskonfiguration,
wurde hier 3y zwischen 150 und 2400 variiert (Faktor 16), wiahrend sich die Zeitskala
um einen Faktor 4 dndert.

Die wesentlichen Ergebnisse dieses numerischen Experiments lassen sich wie folgt
zusammenfassen:

e Die Explosion der magnetischen Schicht fiihrt zur Bildung zweier magnetischer
Stiimpfe, die von einer Wolke aus schwachem Magnetfeld verbunden sind.

e Nach erfolgter Explosion kommt es zu einem von der Auftriebskraft getriebe-
nen Ausfluss von Material aus den Stiimpfen, der zu einer Erniedrigung des
Gasdrucks im horizontalen Teil der magnetischen Schicht und damit zu einer
Feldverstarkung fiihrt.
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e Dieser Prozess stoppt erst dann, wenn sich innerhalb des Rechengebietes ein
hydrostatisches Gleichgewicht entlang der Feldlinien ausbilden kann, ohne
dass es zu einer Verletzung des Druckgleichgewichtes entlang der Stiimpfe der
magnetischen Schicht kommt. Dies ist der Fall, wenn die zu der entsprechen-
den Feldstéirke gehorende Explosionshche oberhalb der Entropieinversionslinie
liegt.

e Die asymptotische Feldstérke ist bestimmt durch die Hydrostatik entlang der
Feldlinien und damit hauptséchlich abhéngig vom Entropiekontrast. Der Pro-
zess ist nicht dynamisch begrenzt durch die Riickwirkung der Lorentzkraft
auf die zu der Feldverstdarkung fithrenden Stréomungen, da diese parallel zum
Magnetfeld verlaufen.

e Wihrend des Feldverstarkungsprozesses wird Material mit erhohter Entropie
nach oben transportiert. Dabei wird potentielle Energie verfiighar, die vorher
in der Hintergrundschichtung gespeichert war.

e Die Zeitskala des Verstirkungsprozesses skaliert bei GyAS = const. mit 63/ 2,

Die Eigenschaften des Prozesses sind unabhéngig von 3y, solange 3y > 1 gilt.

5.3 Diskussion

Das in diesem Kapitel diskutierte numerische Modell unterscheidet sich von der Si-
tuation auf der Sonne durch die zweidimensionale Geometrie, die geringeren Werte
von 3 und die adiabatische Hintergrundschichtung ohne Beriicksichtigung konvek-
tiver Bewegungen. Es konnen dennoch wichtige Schlussfolgerungen fiir die Feld-
verstirkung am Boden der Konvektionszone gezogen werden.

In Abschnitt 5.1.2 ist die Bedeutung der Entropiedifferenz zwischen der auf-
steigenden Flussrohre und dem sie umgebenden Plasma dargelegt worden. In den
hier dargestellten Rechnungen mit einer adiabatischen Schichtung ergibt sich eine
héhenunabhéingige Entropiedifferenz, wéhrend diese bei der Sonne mit der Hohe
stark zunimmt. Die Variation der Entropiedifferenz entlang der Flussrohre be-
stimmt den Zusammenhang zwischen Explosionshohe und Feldstirke, hat aber kei-
nen grundsétzlichen Einfluss auf die Dynamik des Prozesses. Im Fall einer solaren
Schichtung mit nach auflen zunehmender Superadiabatizitit (vergl. Abb. 5.3) ist zu
erwarten, dass der Ausfluss von Materie aus den Stiimpfen um so stérker wird, je
hoher die Stiimpfe wiahrend des Feldverstarkungsprozesses wachsen.

( ) haben gezeigt, dass vertikale konvektive Bewegun-
gen von ca. 10ms~! in der Lage sind, magnetische Flussrohren mit Aquipartions-
feldstarke aus der Overshoot-Region in die Konvektionszone zu heben. Damit kann
die Konvektion in der anfanglichen Entwicklung eine wichtige Rolle spielen und eben-
so wie die Parker-Instabilitdt einen Explosionsprozess auslosen. Hat die Explosion
stattgefunden, so fithrt der Ausfluss von Material schnell zu einer Feldverstiarkung
im Bereich der Stiimpfe, so dass nach Uberschreiten der Aquipartionsfeldstirke der
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weitere Einfluss konvektiver Bewegungen schnell abnimmt. Die konvektiven Bewe-
gungen im Bereich der magnetischen Stiimpfe sind zudem in der Lage, das aus-
flieBende Material wegzutransportieren und turbulent mit dem Hintergrundplasma
zu mischen. Dadurch wird eine Entropieinversion, wie sie in den hier vorgestellten
Rechnungen auftritt (siche Abb. 5.9), weitgehend unterbunden und ein vorzeitiges
Ende des Ausflusses verhindert. Die erreichbare asymptotische Feldstérke vergrofiert
sich dadurch.

Einen deutlichen Einfluss auf die Dynamik hat dagegen die 2D-Geometrie. Die
Fluss-Schicht teilt das Rechengebiet, so dass ein Austausch von Plasma zwischen
den Bereichen ober und unterhalb der Fluss-Schicht nicht mdoglich ist. In der 2D-
Geometrie sind horizontale Stromungen grofler als in der 3D-Geometrie, was vor
allem einen Einfluss auf die Nachlaufstromung des zentralen aufsteigenden Teils der
Flussrohre hat. Dies betrifft vor allem die Bereiche, in denen Strémungsgeschwin-
digkeiten senkrecht zum Magnetfeld auftreten. Die fiir die Feldverstirkung wichtige
Stromung entlang der Fluss-Schicht und die Ausstromung aus den Stiimpfen wird
dagegen kaum beeinflusst. Das wesentliche Ergebnis, dass die Feldverstarkung erst
dann aufhort, wenn ein neues hydrostatisches Gleichgewicht moglich ist, ist un-
abhéngig von der Dimensionalitdt. Die Hydrostatik entlang der Feldlinien ist in 2D
und 3D identisch. Weil die 3D-Geometrie mehr Raum fiir das ausfliefende Plasma
bietet, ist eine Abnahme bzw. ein Verschwinden der Entropieinversion, die im 2D
Fall die Feldverstirkung beendet, zu erwarten.

Wie bereits oben diskutiert wurde, hat der Wert von 3 keinen signifikanten Ein-
fluss auf den Explosionsprozess, abgesehen von der Skalierung der Zeit mit 5'/2. Dies
liegt im Wesentlichen daran, dass die hier verwendeten Werte von 3 zwar deutlich
kleiner als die solaren Werte sind, aber dennoch 3 > 1 gilt. Der magnetische Druck
ist nur eine kleine Stérung des Gasdrucks, so dass die Simulationen im gleichen
physikalischen Regime wie die tiefe Konvektionszone der Sonne liegen. Aus diesem
Grund kann Gl. (5.25) zur Extrapolation der Zeitskala auf solare Bedingungen her-
angezogen werden. Einsetzen typischer Werte (I = 10°m, ¢ = 2-10°ms™!) in GI.
(5.25) liefert als Zeitskala fiir der Feldverstéirkung

| B
T~ 5107 Jahre (5.28)

so dass sich 7 < 0.5 Jahre fiir 3 < 107 (entspricht B 2 Be,) ergibt. Diese Zeit-
spanne ist hinreichend kurz, verglichen mit dem solaren Zyklus, um eine signifikante
Feldverstéarkung zu erreichen.

Die numerischen Simulationen haben gezeigt, dass der Prozess der Feld-
verstiarkung erst dann authort, wenn ein neues hydrostatisches Gleichgewicht ge-
funden ist. Dies bedingt, dass die Feldstédrke im horizontalen Teil der magnetischen
Schicht so grofl sein muss, dass die dazugehorige Explosionshohe nahe am oberen
Rand des Rechengebietes liegt. Ubertriigt man dieses Ergebnis auf die Sonne, so
zeigt Abb. 5.2, dass eine Feldverstarkung auf Werte von ca. 10 T denkbar ist. Dies
ist der Bereich, den auch die Simulationen aufsteigender magnetischer Flussrohren
ergeben.
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Ein interessanter Nebeneffekt dieses Feldverstarkungsprozesses ist eine Erhohung
der Sonnenleuchtkraft, bedingt durch den zusétzlichen Entropietransport in die obe-
re Hélfte der Konvektionszone. Dieser Einfluss soll hier grob abgeschéitzt werden. Es
wird davon ausgegangen, dass durch die Explosion magnetischer Flussrohren ein
Magnetfeld mit ® = 10 Wb Fluss (entspricht dem in einem Zyklus generierten
Fluss) von 1T auf 10 T verstarkt wird. Das 1T Anfangsmagnetfeld fiillt zu Beginn
am Boden der Konvektionszone eine Schicht der Dicke (rg = 5 - 10% m)

d
dy~ — ~6-10"m (5.29)

TTo

aus, die sich wéhrend der Feldverstérkung auf 1/10 dy reduziert (bzw. der Fiillfaktor
des Feldes dndert sich entsprechend). Die Stiimpfe der explodierten Flussrohren
bilden in der Konvektionszone Aufstromkanile, in denen Plasma mit einer mittleren
Geschwindgkeit v und einer Entropiedifferenz

As ~ CI’;—‘SAT (5.30)

p

aufstromt, wobei Ar die mittlere Ausstromhohe ist. Die durch den Entropiefluss
bedingte Anderung der Sonnenleuchtkraft betrigt

SLexpl = 4mr°fv oT As | (5.31)

wobei f hier der Fiillfaktor der Stiimpfe in der Konvektionszone ist, d.h. 4772 f ist die
Querschnittsfliiche der Aufstromkanéle und 4772 f v o der Massenfluss. Weil withrend
der Feldverstdrkung innerhalb einer Zeit von 7,yq = 11 Jahre der Masseninhalt einer
Schicht der Dicke dy am Boden der Konvektionszone ausstromen muss, gilt:

47 T(Q) do0o

drrifuo= (5.32)

Tzykl

Zusammen mit ¢, T'/H, = g/Vaq und Gl. (5.29) folgt fiir die Leuchtkraftinderung

4o ®
8 Loyl = yvi SAr (5.33)
zykl ad

Einsetzen typischer Werte fiir die Konvektionszone gy = 200kgm ™, ¢ = 400m s 2,
sowie ® = 106 Wb liefert

) Ar
0 Lexpr >~ 0.003 Lg [106] Logm} (5.34)

mit Lo = 4 - 10 W. Dieser Wert liegt in der gleichen Gréflenordnung wie die be-
obachteten Schwankungen der Sonnenleuchtkraft wihrend des magnetischen Zyklus

( » 2000).
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5.4 Ausblick: 3D MHD-Simulationen explodie-
render magnetischer Flussr6hren

Die vorgestellten Ergebnisse der 2D-Simulationen magnetischer Schichten zeigen
deutlich, dass es sich lohnt, die Explosion magnetischer Flussrohren als Feld-
verstarkungsprozess mehr im Detail zu betrachten. Als erster Schritt auf ein rea-
listischeres Modell muss hier der Schritt der 2D-Simulation zu einer 3D-Simulation
erfolgen. Es ergeben sich dabei jedoch eine Reihe von Problemen:

e Die in den 2D-Simulationen verwendete hohe numerische Auflésung lasst sich
nicht auf eine 3D-Simulation iibertragen. Es ist daher davon auszugehen, dass
solche Rechnungen stérker von der numerischen Diffusion beinflusst werden.

e Der in den 2D-Simulationen verwendete Anfangszustand ist im 3D-Fall insta-
bil. Hier muss ein dquivalenter Anfangszustand gefunden werden, bei dem sich
der horizontale Teil der magnetischen Flussréhre in einem stabilen Gleichge-
wicht befindet.

Der erhohte Einfluss der numerischen Diffusion lédsst sich in den Rechnungen
durch kleinere Werte von (8 reduzieren, da sich dann die dynamische Entwick-
lung beschleunigt. Im Hinblick auf die solaren Werte von 3 > 10° sollte hier je-
doch von allzu kleinen Werten fiir § Abstand genommen werden. Die optimale
Losung fiir dieses Problem stellt die Verwendung der anelastischen Nédherung dar,
bei der die Schallausbreitung aus den Gleichungen eliminiert wird ( ,

). Dadurch ist die maximale charakteristische Geschwindigkeit des Problems
die Alfvéngeschwindigkeit, die ja auch die dynamische Zeitskala des hier betrachte-
ten Problems bestimmt.

Eine stabile Speicherung der Flussrohre lidsst sich erreichen, wenn man die Abb.
5.1 dargestellte Hintergrundschichtung verwendet. Dann ergibt sich allerdings wieder
das Problem einer konvektiven Instabilitdt im superadiabatischen Teil der Schich-
tung. Der in den 2D-Simulationen verfolgte Ansatz lésst sich nicht {ibertragen, weil
der durch die Entropiedifferenz bedingte Auftrieb die gesamte Flussrohre aufsteigen
lassen wiirde.

Zur Losung dieses Problems werden zwei Ansétze verfolgt. Der erste Ansatz
verwendet eine sonnenédhnliche Hintergrundschichtung analog zu der in Abb. 5.1
dargestellten. Allerdings ist es nun erforderlich, die konvektive Instabilitit im super-
adiabatischen Teil der Schichtung kiinstlich zu unterdriicken. In diesem Fall ergibt
sich die zur Explosion fithrende Entropiedifferenz von selbst und der nicht ausgelenk-
te Teil der Flussrohre kann im subadiabatischen Teil der Schichtung auftriebsneu-
tral und stabil gespeichert werden. Die Unterdriickung der Konvektion kann durch
Einfiihrung eines zusétzlichen Quellterms in der Energiegleichung erreicht werden,
der die Effekte der superadiabatischen Schichtung aufhebt. Aus Gl. (4.32) ergibt
sich fiir diesen Quellterm die Gestalt

0
Vad ’

S5 = ot § (5.35)
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Abbildung 5.12: Zeitliche Entwicklung einer Flussrohre in einer 3D-Simulation. Gezeigt
sind Fliachen konstanter Magnetfeldstéirke. Der zentrale Teil steigt infolge der Entropiedif-
ferenz auf, explodiert und fragmentiert dabei.
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was formal einer Modifikation des Gravitationsquellterms entspricht. Mit diesem
Quellterm verhélt sich die Schichtung trotz ihres Entropiegradienten wie eine adia-
batischen Schichtung. Um die Isentropie innerhalb der Flussrohre sicherzustellen, ist
es erforderlich, diesen Quellterm dort auszuschalten.

Der zweite Ansatz basiert auf einer adiabatischen Schichtung und einem anféing-
lichen Entropiekontrast wie in den 2D-Simulationen. Eine stabile Speicherung der
Flussrohre im unteren Bereich des Rechengebietes wird erreicht durch eine kiinstliche
Reduktion der Gravitation in diesem Bereich. Dieser Eingriff ist nicht so schwerwie-
gend wie es auf den ersten Blick erscheint, weil in dem Bereich des Rechengebietes
wo sich die fiir die Explosion wesentliche Dynamik abspielt, keine Eingriffe vorge-
nommen werden.

Beide Ansétze wurden zu Testzwecken zunéchst in den 2D-Simulationen verwen-
det, wobei sich keine grundsétzlichen Unterschiede im Vergleich zu den in Abschnitt
5.2.2 beschriebenen Resultaten ergeben.

Das Ergebnis einer ersten 3D-Testrechnung ist in Abb. 5.4 gezeigt. Hierbei
wurde der zweite Ansatz verwendet, um den horizontalen Teil der Flussrohre zu
stabilisieren. Bei der hier verwendeten Auflosung von 80 x 224 x 288 Gitterzel-
len (gerechnet wurde durch Ausnutzung von Symmetrieeigenschaften nur 1/4 der
Flussrohre) ist infolge des Einflusses der numerischen Diffusion noch keine signi-
fikante Feldverstiarkung zu erwarten. In einigen Bereichen der Flussrohre steigt
Feldstdarke um ca. 20% — 30%, jedoch setzt kein kohérenter Ausfluss von Materi-
al aus der Flussréhre ein. Dies hédngt hauptsdchlich mit der starken Fragmentati-
on der Flussrohre im zentralen, aufsteigenden Teil zusammen. Eine nicht verdrillte
Flussrohre ist grundsétzlich instabil in Bezug auf Austauschinstabilitéiten, die den
Querschnitt der Flussrohre verdndern. Daher konnen bereits die Druckschwankun-
gen, die sich aus dem Stromungsfeld im Umfeld der aufsteigenden Flussréhre er-
geben, eine Fragmentation bewirken ( , ; ,

). Die Tendenz der Fragmentation der Flussrohre in einer 3D-Simulation
verschérft das Problem der unzureichenden numerischen Auflésung, weil sich kleins-
kalige Magnetfeldstrukturen ergeben und die Flussrohre nicht als Ganzes aufsteigt.
Dieses Problem tritt nicht auf, wenn magnetische Flussrohren mit einem verdrillten
Magnetfeld verwendet werden ( , :

, ). Allerdings funktioniert dies nur gut fiir Flussrohren, deren Radius klein
gegeniiber der Druckskalenhohe ist, was wiederum eine hohe numerische Auflésung
verlangt. Bei sehr dicken Flussrohren ist die erforderliche Verdrillung so grof}; dass
auch die Dynamik der aufsteigenden Flussrohre beeinflusst wird.

Die Probleme mit der unzureichenden numerischen Auflésung legen die Verwen-
dung der anelastischen Approximation nahe, die gegeniiber den jetzigen, voll kom-
pressiblen Rechnungen einen Geschwindigkeitsgewinn um mindestens einen Faktor
10 erlaubt. Ohne Verlust an Rechengeschwindigkeit wire dann auch der Ubergang
zu groBeren Werten von 3 moglich.
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Schlussfolgerungen

In dieser Arbeit wurden zwei im Rahmen der solaren Dynamotheorie wichtige Frage-
stellungen behandelt, welche einerseits die Struktur und andererseits die Verstarkung
des Magnetfeldes in der solaren Overshoot-Region betreffen.

Dabei stellte sich heraus, dass die radiative Heizung am Boden der Konvekti-
onszone einen stark unterschiedlichen Einfluss hat, je nachdem ob der magnetische
Fluss in Form einzelner magnetischer Flussrohren oder in Form einer magnetischen
Schicht vorliegt. Wéhrend Flussrohren durch die Heizung aus der Overshoot-Region
herausgetrieben werden, fiihrt die Riickwirkung des Magnetfeldes auf die Konvek-
tion im Fall einer magnetischen Schicht zu einer weitgehenden Kompensation des
Einflusses der radiativen Heizung. Insofern ist eher von der Speicherung magneti-
schen Flusses in Form einer magnetischen Schicht als von der Speicherung in Form
einzelner magnetischer Flussrohren auszugehen, es sei denn, die Superadiabatizitét
der Overshoot-Region erfiillt § < —10~%. Weil das mechanische Gleichgewicht einer
magnetischen Schicht in der Overshoot-Region die gleichen Eigenschaften besitzt
wie das Gleichgewicht einzelner Flussrohren, fiithrt die Speicherung in Form einer
magnetischen Schicht zu keinen signifikanten Modifikationen der Rechnungen auf-
steigender magnetischer Flussrohren. Flussrohren, die sich aus einer Fragmentation
der Schicht ergeben und anschliefend in der Konvektionszone aufsteigen, haben
die gleichen Eigenschaften wie Flussrohren, die von Anfang an in Form einzelner
Flyssrohren gespeichert waren.

Die Verstiarkung von magnetischen Feld am Boden der Konvektionszone auf 10 T
kann mit Hilfe der Explosion magnetischer Flussrohren innerhalb von 6 Monaten
erfolgen. Die dafiir erforderliche Energie stammt aus der potentiellen Energie der
superadiabatischen Schichtung der solaren Konvektionszone. Damit lassen sich die
Probleme mit der unzureichenden kinetischen Energie (Konvektion, differentielle
Rotation) fiir die Feldverstirkung umgehen.
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Anhang A

Polytrope Schichtung

Fiir die verschiedenen analytischen als auch numerischen Rechnungen in dieser Ar-
beit werden hydrostatische Schichtungen bendétigt. Weil die Masse, die sich in den
dufleren Schichten der Sonne befindet, nur einen kleinen Bruchteil der solaren Ge-
samtmasse ausmacht (die Konvektionszone beinhaltet ca. 2.5% der Sonnenmasse),
geniigt es, das folgende Gleichungssystem zu l6sen:

Lo o) glr) (A1)
dlnp
dlnp = I

9(r) = go <TLO)U

zusammen mit den Anfangsbedingungen p(rq) = po und o(rg) = go. Fiir den Boden
der Konvektionszone ist ¢ &~ —1.9 eine gute Approximation. Uber die vorzuschrei-
bende Funktion I'(r) kann ein beliebiger Verlauf der Superadiabatizitat § beriick-
sichtigt werden.

Im Spezialfall I' = const. kann das Gleichungssystem Gl. (A.1) analytisch gelost
werden:

[ V1o r\'
T = Tyl — ——mm— — —1 A2
") ’ Hy (14 0) (To) ] -
[ Vr r\ I
= 1—— 90 (= 1
p(r) P Hy (14 0) (7“0)
[ Vr r\ ' Y
— o= (1) - ,
) = o - ()

mit V = (I' = 1)/T und Hyy = po/(0090). Typische Werte fiir die solare Konvekti-
onszone sind:

ro = 5-10°m (A.3)
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96 ANHANG A. POLYTROPE SCHICHTUNG

go = 500ms2
po = 6-10"Pa
00 = 200Kgm™®

und damit

T, = 2.2-10°K
Hy = 6-10'm

Aus Eq. (A.2) ergibt sich der Temperaturgradient zu:

dT __VTQ (L)U

E N Hpo To

(A4)

(A.5)



Anhang B

Thermische Schatten

Befindet sich eine magnetische Flussrohre in einem konvektiv durchmischten Medi-
um, so bilden sich in der Umgebung der Flussrohre thermischen Schatten aus, die
den konvektiven Energiefluss um die Flussrohre herumleiten. Unter der Annahme
konstanter thermischer Diffusivitdten und eines konstanten adiabatischen Tempera-
turgradienten (nach Gl. (A.5) entspricht dies einem konstanten g) ldsst sich dieses
Problem fiir eine zylindrische Flussrohre analytisch 16sen (Verwendung von Zylin-
derkoordinaten r, ¢). Der Gesamtenergiestrom ist gegeben durch (vgl. Gl. (3.1))

F = —k,grad T — k. (grad T — grad T'|.q) - (B.1)

mit k. = 0 fiir r < R, wobei R der Flussrohrenradius ist. Fiir die stationdre Losung
gilt divF = 0, womit fiir das Temperaturfeld sowohl fiir r < R als auch » > R die
Laplace-Gleichung AT = 0 gilt. Bei r = R miissen die Temperatur und die normale
Komponente des Energieflusses stetig sein:

T(R) = T.(R) (B2
Fi(R)-& = F.R) €. . (B.3)
Die Losungen haben in Zylinderkoordinaten die Form:
Ti(r) = To+ajrcose (B.4)
To(r) = T+ (ae r+ %) cos ¢ , (B.5)

Die Anschlussbedingungen bei r = R liefern fiir die Koeffizienten das Gleichungssy-
stem:

Tiw = T (B.6)
be
e + R
be Ky K¢ dT
e — — = i —_ ) B.8
“ R? %r+mca+/ﬁr+/ﬂc(dz)ad (B8)

Dabei wurde verwendet, dass der adiabatische Temperaturgradient nur eine z-
Komponente besitzt. a. ist der Gradient der ungestérten externen Temperatur 7,
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98 ANHANG B. THERMISCHE SCHATTEN

der sich asymptotisch fiir » > R ergibt. Dieser lésst sich mit Hilfe des adiabatischen
Temperaturgradienten und der Superadiabatizitit ausdriicken. Gleichung (A.5) lie-
fert

T T ar Ty
‘ H, Hp( 1 +9) (d'z)ad Hy (B)
Fiir die Koeffizienten a;, a. und b, folgt damit
Re TO
D= a— —e 205 B.10
e Y+ ke H, (B.10)
b, — fe 105 pe (B.11)
° 2k, +rH, ' '
Im Grenzfall k. > k, ergibt sich die Lésung:
Ty
Ti(r) = To+ |ae — —0d| r cos¢ (B.12)
H,
Ty . R?
T.(r) = To+aer cos——8— cos¢ . (B.13)
H, r

~
thermischer Schatten

Einsetzen typischer Werte liefert fiir den thermischen Schatten einer Flussrohre in
der Overshoot-Region:

5 R
5T, = —0.04 [W] LOTHJ K . (B.14)

Das Vorzeichen der thermischen Schatten ist abhéngig vom Vorzeichen von ¢, weil
sich die Richtung des konvektiven Energieflusses ebenfalls an § orientiert. Im Fall
einer subadiabatischen Schichtung ergibt sich unter der Flussréhre eine Abkiihlung
und oberhalb der Flussrohre eine Erwérmung.



Anhang C
MHD-Gleichungen

Fiir die in Kapitel 4 und Kapitel 5 durchgefithrten numerischen Simulationen werden
die MHD-Gleichungen verwendet. Die konservative Standardform der idealen MHD-
Gleichungen lautet (die Einheiten von B sind so gewéhlt, dass po = 1 gilt):

% + div(gﬁ) =0 (C.1)
00t I

% + div <Q27®U+Iptot—B®B> =0q (C.2)
OF Lo

o+ div ((B+pa)i— (- B)B) = o7 (C.3)
0B (Ao =

57 + d1V<B®U—U®B)—O, (C.4)

dabei ist I die Einheitsmatrix und pior = p + %B2 der totale Druck. Die Divergenz
der Tensoren ist in kartesischer Geometrie zu verstehen als:

pw@®@L:§%@my (C.5)
Das Gleichungssystem wird geschlossen durch die Beziehung zwischen Gesamtener-
gie F¥ und Gasdruck p:
p Loy 1

E—7_1—|—2QU +2B. (C.6)

In Kapitel 4 werden die axialsymmetrischen MHD-Gleichungen in Kugelgeome-
trie fiir ein rein toroidales Magnetfeld verwendet. Zusétzlich werden die dort er-
kldrten Modifikationen (Abzug der hydrostatischen Hintergrundschichtung und Ver-
wendung der Entropiegleichung) beriicksichtigt. Im Folgenden bezeichnen py und g
die Werte der hydrostatischen Hintergrundschichtung und myy = 0 €2 7sin 6 den
zu der starren Hintergrundrotation gehérenden Massenfluss. Die MHD-Gleichungen
werden geschrieben als Funktion der Dichtestérung o;, der meridionalen Massen-
fliisse m,, my, der Stérung des toroidalen Massenflusses m;, der Entropiestérung
Y} = p s1 und des toroidalen Magnetfeldes B. Das zu 16sende Gleichungssystem lautet
mit o = o + 01 und my, = Mmyo + Me1:
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o1 19, 1 a9 . —
ot ogzar U g (infme) =0 0
om, 10 ([ ,m? 1 0 (. mgm,
ot T r2or (7‘ ?) + rsin 0 00 (sm@ 0 ) B (C8)
O R N
or or r or  ooT
8m9 1 8 oMy My 1 a : mz _
ot + 2 Or (7‘ 0 ) + rsin 6 90 <sm«9? - (©9)
_lapw”—memr—i- m_i_m_io cotH—B;QcotG
r 00 or or 00T r
Ome1 10 o My My 1 0 .MMy \
ot T 2 r (T 0 + rsin 6 00 sinf 0 B (G.10)
_MeMr Ty 1 g
er or
0X 10 o My 1 0 /. my c, 0
gz —Z 2y — — ) =m, 2= :
57 + 35 (7’ . ) + 90 <sm9 . ) m, H, (C.11)
0B 10 m, 10 [my B
ot oo (T? B) o0 (? B> =0 (C12)

mit dem totalen Druck:

.
E)(HQ) —1}+132. (C.13)
OCy 0o 2

1
DPtot1 = P1 + 5 B? = py [GXP (



Anhang D

Finite-Volumen-Verfahren

Die MHD-Gleichungen werden mit Hilfe eines Finite-Volumen-Verfahrens gelost,
welches die konservative Form dieser Gleichungen ausnutzt. Fiir eine eindimensionale
Erhaltungsgleichung der Form
0 t 0

Ul Y Plue, 1) = (.0 (D.1)
mit der konservativen Variablen u, dem Fluss F'(u) und dem Quellterm S ldsst sich
in einem diskretisierten Rechengebiet {z;} (hier mit dquidistantem Abstand Axz)
eine diskrete Losung {u!'} definieren:

1 x+Ax/2
U = —— u(x, t,)dx . D.2
A ), vt (D2

Die raumliche Diskretisierung der Erhaltungsgleichung erfolgt {iber den Gauflschen
Integralsatz, die zeitliche iiber einen einfachen Fulerschritt:

n+1
i

= - % [F (u(z + Az/2,t,)) — F (u(z — Az /2,t,))] (D.3)

+AtS(x;,ul ty,)

u

Zur Berechnung des jeweils ndchsten Zeitschritts werden die Fliisse auf den Zell-
grenzen bendtigt, wozu wiederum die konservative Variable auf den Zellgrenzen
erforderlich ist. Diese muss durch eine geeignete Interpolation aus den Werten in
den jeweiligen benachbarten Zellen bestimmt werden, wobei neben der Konsistenz
mit der zugrundeliegenden Differentialgleichung auch die numerische Stabilitdat des
Verfahrens beachtet werden muss. Dies fiithrt auf den numerischen Fluss g an den
Zellgrenzen:

art = = 2 o () — 0 (v, )] S 1) (D.4)

Der Zeitschritt des expliziten Verfahrens ist durch die CFL- Bedingung begrenzt,
d.h.

A
At < 28 (D.5)

Cmax
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wobei ¢ die maximale charakteristische Geschwindigkeit des Problems ist. Ein nu-
merisches Verfahren dieser Form wird allgemein als ein Finite-Volumen-Verfahren
bezeichnet. Spezielle Verfahren ergeben sich aus der Art und Weise, wie der nu-
merische Fluss g an den Zellgrenzen berechnet wird. Diese allgemeine Form des
Verfahrens stellt sicher, dass die konservative Eigenschaft der Gl. (D.1) auch auf
die diskrete Losung iibertragen wird. Obwohl in Gl. (D.4) nur ein Eulerschritt fir
die Zeitdiskretisierung verwendet wurde, lassen sich bei geeigneter Wahl von g auch
Verfahren hoherer Zeitordnung in dieser Form schreiben. Dies soll anhand des in
Kapitel 4 verwendeten MacCormack-Verfahrens gezeigt werden, welches von 2. Ord-
nung in Orts- und Zeitkoordinate ist. Das MacCormack-Verfahren fiir die Gl. (D.1)
ist definiert durch (hier wird nur der Fluss behandelt, der Quellterm folgt separat):

* n At n n
Uy = Uy — Ar [F(Uz‘+1) — F(u; )} (D.6)
Wi = W 7oA [F(uf) = F(uj_y)] (D.7)
1
@ = D ) (D8)
Mit der Definition:
n n 1 * n n n
g (uz >Ui+1) = 2 {F(Uz (u; ’ui—l-l)) + F(Ui+1)] (D.9)

ergibt sich die Form wie in Gl. (D.4). Bei der Addition des Quellterms ist zu be-
achten, dass er ebenfalls 2. Ordnung diskretisiert werden muss, um insgesamt ein
Verfahren 2. Ordnung zu erhalten. Beim MacCormack-Verfahren wird die Reihenfol-
ge der rechtsseitigen und linksseitigen Differenz nach jedem Zeitschritt umgekehrt.

Bei mehrdimensionalen Simulationen werden die numerischen Fliisse der unter-
schiedlichen Raumdimensionen nacheinander addiert, wodurch das mehrdimensio-
nale Problem wieder auf den eindimensionalen Fall reduziert wird.
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