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Korreferent: Prof. Dr. G. Hegerfeldt

Tag der mündlichen Prüfung: 2. Mai 2001



Die Elastizität der Körper (und es wird wohl keine völlig harten oder
völlig weichen geben) ist gleichsam das Leben derselben, wir bekom-
men dadurch ein Gefühl ihrer Gegenwart durch das Gehör, Gesicht
und öfters das Gefühl, ein Körper, welcher dieses Lebens beraubt ist,
würde, unkenntlich und unbrauchbar, seine Lücke ausfüllen. Die elasti-
schen Kräfte der Körper sind die Dolmetscher wodurch sie so zu sagen
mit uns sprechen.

Georg Christoph Lichtenberg, Sudelbücher, Heft A, 8 (1765)
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4.4.3 Identifikation der Schichtgrößen . . . . . . . . . . . . . . . . 120

4.5 Zusammengesetzte Aufhängungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

4.5.1 Die Analogie zum Schwerpunktsatz und ihre Grenzen . . . . 130

4.5.2 Superposition von Widerstandszentren . . . . . . . . . . . . 131

5 Verschiedene Aufhängungen 135

5.1 Einfache Aufhängungen und elementare Rechenmethoden . . . . . . 136

5.1.1 Die rechteckige Scheibe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

5.1.2 Die Kreisscheibe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

5.1.3 Vergleich von Quadrat und Kreis . . . . . . . . . . . . . . . 139

5.1.4 Eine Aufhängung ohne Widerstandszentrum . . . . . . . . . 139

5.1.5 Die rechteckige Scheibe mit variabler Schichtdicke . . . . . . 142

5.1.6 Ebene Aufhängungen mit konstanten Schichtgrößen . . . . . 146
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Kapitel 1

Einleitung

Synarthrosen sind spezielle Gelenke ohne Gelenkhöhle, bei denen zwei Knochen
haftend und kontinuierlich durch Gewebe miteinander verbunden sind, so zum
Beispiel der Zahnhalteapparat und die Bandscheibe des menschlichen Körpers. Ziel
dieser Arbeit ist es, eine mathematische Beschreibung des mechanischen Verhaltens
von Synarthrosen zu finden.

In der Medizin gilt das Augenmerk dem beteiligten Gewebe, entsprechend wer-
den spezielle Begriffe verwendet. Handelt es sich um eine bandhafte Verbindung
durch kollagenes Bindegewebe, so spricht man von einer Syndesmose; enthält das
Gewebe Faserknorpel, so nennt man das Gelenk eine Symphyse; besteht es da-
gegen aus hyalinem Knorpel, dann heißt es Synchondrose. Eine Ausnahme bilden
durch Wachstum des Knochens geschlossene Knorpelfugen, welche man Synostosen
nennt. Beispiele von Syndesmosen sind die Verbindung zwischen Elle und Speiche
oder Schien- und Wadenbein, die Nähte zwischen den Schädelknochen und die
Zahnwurzelhaut. Bei der Verbindung der Beckenhälften handelt es sich um eine
Symphyse. Die Verbindung von Rippe und Brustbein und die Bandscheibe ist eine
Synchondrose. Da in dieser Arbeit nach einer gemeinsamen mathematischen Be-
schreibung solcher Gelenke gesucht werden soll, dürfen derartige anatomische Un-
terschiede nicht in die grundlegenden Ansätze eingehen. Erst in den zahlenmäßig
durchgerechneten Beispielen wird auf die jeweilige Anatomie wieder genauer ein-
gegangen.

Mit Ausnahme der Synostosen, welche hier nicht weiter von Interesse sind, können
die beteiligten Knochen im Vergleich zum übrigen Gewebe in guter Näherung als
starr betrachtet werden. Ihre Verbindung ist die nicht näher spezifizierte elasti-
sche Aufhängung. Wählt man die Lage, also Position und Orientierung, des einen
Knochen als raumfest, so genügen zur Beschreibung der Lage des anderen die sechs
Freiheitsgrade eines starren Körpers im Raum. Zunächst muß daher eine mathema-
tische Zuordnung von statisch angreifenden Lasten, also Kräften und Drehmomen-
ten, zur Lage des bewegten Körpers gefunden werden. Ferner soll diese Zuordnung
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mit einer Auswertevorschrift verbunden werden, die reproduzierbare Aussagen über
die Stärke und Struktur der Aufhängung erlaubt.

Messungen zur initialen Zahnbeweglichkeit [3, 4]1 in unserer Arbeitsgruppe waren
die ursprüngliche Motivation zur Beschäftigung mit diesem Thema. Später folgten
noch Messungen zur initialen Kinematik der Wirbelsäule [59] und zur Statik von
Hüftendoprothesen [72] sowie deren Dynamik [21]. An Messungen mangelte es also
nicht, eher an der Interpretierbarkeit der Ergebnisse. Meine Aufgabe sollte es dem-
nach sein, eine passende und genügend einfache Theorie für derartige Messungen
zusammenzutragen oder notfalls selbst zu entwickeln.

Das vordringlich zu lösende Problem ist die Abhängigkeit der die Lasten und Lagen
beschreibenden Zahlen vom gewählten Koordinatenursprung. Diese überträgt sich
auf die Zuordnung von angreifenden Lasten zu den Lageänderungen und damit auf
die Meßwerte selbst. Hängen nämlich Lasten und Lagen vom Ursprung der Koor-
dinatensystems ab, und ist kein ausgezeichneter Ursprung definiert, so wird auch
die Abhängigkeit der Lagen von den Lasten eine Funktion des Ortes sein. Gerade
weil in unserer Arbeitsgruppe Messungen an Synarthrosen durchgeführt wurden,
war eine solche Vergleichbarkeit, etwa mit Meßergebnissen anderer Arbeitsgruppen
wie [53], unbedingt erstrebenswert.

Durch einen vor allen anderen Punkten ausgezeichneten Bezugspunkt zusammen
mit einer ebenso ausgezeichneten Orientierung der Koordinatenachsen wäre diese
Mehrdeutigkeit behoben.

Mit dem von H. Nägerl [49] in seiner Habilitationsschrift in direkter Analogie
zum Schwerpunkt in zwei Dimensionen verwendeten Begriff des Widerstandszen-
trums als ausgezeichneter Bezugspunkt zur Beschreibung ebener Lasten und Lagen
mochte ich mich aber aus formalen Gründen nicht recht anfreunden: In der räumli-
chen Elastostatik hat man es mit Tensoren zweiter Stufe zu tun; bei der Definition
des Schwerpunktes wird aber mit der Massendichte ein Skalar verwandt. Aus der
Gesamtmasse im Nenner wird hier eine inverse Matrix. Wegen der Nichtkommuta-
tivität des Matrixproduktes und der noch unklaren Berechnung eines Ortsvektors
aus diesen Matrizen vermutete ich Schwierigkeiten. Der Begriff ließ sich zudem
nicht bis auf seinen historischen Ursprung zurückverfolgen: Weder in einem Ab-
riß der Geschichte der Elastizitätstheorie [70] noch in der grundlegenden Arbeit
zur Statik des Zahnhalteapparates [64] ist die Rede von einem vergleichbaren Ob-
jekt. In [34], fand ich schließlich (S. 144) eine kleingedruckte Bemerkung über
die Existenz eines

”
Schwerpunktes der Federkräfte“ für ebene Aufhängungen mit

den gewünschten Eigenschaften — leider ohne Beweis oder Referenz.2 Die früheste
mir bekannte Verwendung dieses Begriffes in der kieferorthopädischen Literatur
stammt aus dem Jahre 1917 [17]. Der Begriff

”
Widerstandszentrum“ ist demnach

1Mit Nummern in eckigen Klammern sollen auch in Zukunft Zitate gekennzeichnet werden.
Die Zuordnung zur jeweiligen Quelle ergibt sich aus dem Literaturverzeichnis auf Seite 268.

2Im zweiten Teil der Einleitung wird dieser Beweis geführt.
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als Übersetzung des der ebenen Elastostatik entlehnten und mittlerweile in der
Zahnmedizin üblichen Terminus “center of resistance” inklusive seiner nicht hin-
terfragten Übertragung auf den räumlichen Fall zu verstehen. Im Widerstands-
zentrum ([49], Kap. 4) fand ich dennoch eine Vorstellung, die mir zwar nur unter
stark vereinfachenden Annahmen (skalare Federstärke, ebene Aufhängung) korrekt
erschien, ansonsten aber die notwendige Einfachheit besaß, um als Leitbild einer
allgemeineren Definition zu dienen.

Obwohl eine elastische Aufhängung zwischen zwei starren Körpern neben der me-
dizinischen Bedeutung auch in vielen technischen Bereichen eine Rolle spielt (z. B.
in einer Autofederung), gibt es keine Quellen, die als Referenz bezeichnet werden
könnten. Nur wenig fündig wurde ich in der schon eben erwähnten mathemati-
schen Arbeit über den Zahnhalteapparat [64, 65], die mir teils wegen der gemach-
ten Annahmen (das Periodont als dünne inkompressible Membran) und anderen
teils wegen der sehr anspruchsvollen mathematischen Methoden (Riemannsche
Normalkoordinaten), als zu kompliziert erschien. Mit diesem Formalismus waren
zu wenige exakte Lösungen zu erwarten. Vor allen Dingen war das Augenmerk
auf die Vorgänge innerhalb des Periodonts zu detailliert, wobei dennoch die fa-
serigen gegenüber den flüssigen Anteile vernachlässigt wurden. In Abhandlungen
des Maschinenbaues, speziell über Maschinenfundamente, und der Architektur,
dort insbesondere über erdbebensichere Fundamente von Gebäuden, findet das
in Lehrbüchern der Elastizitätstheorie, etwa [40], standardmäßig durchgerechne-
te Beispiel eines elastischen Halbraumes zwar vielfältige Anwendung, aber auf die
Aufgabenstellung hier ist es so nicht anwendbar. Modifikationen dieses Ansatzes
im Rahmen der strengen Elastizitätstheorie erschienen mir zu komplex. Die Dy-
namik von gekoppelten Mehrkörpersystemen war da ergiebiger: Im Raketenbau
[58], bei der Robotik [2] und in der technischen Numerik geht es insbesondere um
das Schwingungsverhalten komplexer mechanischer Systeme, speziell um Simulati-
onsprogramme [43, 58, 29]. Dort, wie auch in allgemeinen Lehrbüchern, etwa [73]
§12.2-12.5 oder [1], konnte ich viele Anregungen zum mathematischen Formalismus
finden — allerdings ohne eine Anwendung auf das vorliegende Problem. Meistens
tauchen die von mir für relevant befundenen Phänomene durch Untersuchen von
symmetrischen oder zu stark vereinfachten Objekten gar nicht erst nicht auf, so
etwa in einem aktuellen Handbuch [33], Part II, Chap. 4.

Meines Wissens also wurde das einfache Modell eines starr berandeten elastischen
Mediums als elastisch aufgehängter starrer Körper, speziell für eine dünne Schicht,
noch nicht adäquat untersucht.

Zuerst sind die nächstliegenden vereinfachenden Annahmen zu untersuchen. In
den verwendeten Variablen, wahlweise den Lagen oder den Lasten, wird daher
linearisiert. Insbesondere erlaubt das die Verwendung des Drehvektors für die Frei-
heitsgrade der Rotation. Hookesches Verhalten eines isotropen Mediums dient als
Leitfaden für Vorstellungen über ideale Meßwerte und später als Anhaltspunkt zum
Vorhersagen der Ergebnisse und damit zum Beurteilen realer Messungen. In den
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Koeffizienten dieser Linearisierung läßt sich dann unter Benutzung ihres Transfor-
mationsverhaltens die Information der ausgezeichneten Bezugssysteme ausfindig
machen. Diese Information besteht aus einem Bezugspunkt der Lasten und einem
der Lagen sowie je einer Orientierung der zugehörigen Koordinatenachsen. Damit
ist die unter Euklidischen Transformationen der Bezugssysteme invariante Form
der Meßwerte bestimmt.

Als Nächstes muß der Gültigkeitsbereich dieser idealisierten Vorstellung bestimmt
und eingegrenzt werden. Dabei kommen die Einflüsse dynamischer, thermodyna-
mischer, statistischer und experimenteller Effekte zur Sprache.

Für Vorhersagen gibt es ausgereifte numerische Verfahren, wie etwa die Methode
der Finiten Elemente. Diese erschienen mir aber hier nicht brauchbar, da mit ih-
nen weder Aussagen über Klassen von Meßobjekten mit stetig veränderlicher Form
oder andere Abhängigkeiten von einzelnen Parametern des Modells möglich sind.
Es galt demnach, eine mit möglichst wenig einschränkenden Vereinfachungen aus-
kommende Methode der Vorhersage von Meßwerten zu entwickeln. Im Gegensatz
zur Syngeschen Theorie werden hier den festen oder faserigen Anteilen der Gewe-
be die Haupteffekte zugeschrieben, da bei einer quasistatischen Messung die durch
die Gewebsflüssigkeit hervorgerufene Dämpfung keine Rolle mehr spielen sollte.

Nähert man die Form der Aufhängung durch ein einfaches geometrisches Modell
an, so bietet die Differentialgeometrie von Flächen im Raum, vgl. etwa [22], die
passende Beschreibung der räumlichen Situation. Die Materialkonstanten dünner
isotroper Schichten lassen sich mit Hilfe der Darstellungstheorie auf zwei redu-
zieren: Eine modelliert das Verhalten für Bewegungen senkrecht zur Schicht, und
die andere solche innerhalb der Schicht. Unter Annahme einer lokal homogenen
Deformation können diese Schichtgrößen mit Hilfe der Elastizitätstheorie näher
spezifiziert werden.

Mit diesen beiden Grundzutaten, einer standardisierten Form der Meßwerte und
einem möglichst analytischen Wunschergebnis, werden dann schließlich die Aus-
wertungen durchgeführt.

Diese Arbeit ist notwendigerweise interdisziplinär: Obwohl die formale Sprache der
Mathematik bzw. der Theoretischen Physik das Hauptinstrument darstellt, sind die
Anwendungen eher im medizinischen oder ingenieurswissenschaftlichen Kontext zu
finden. Der Versuch, natürliche Objekte durch Anwendung von Physik besser zu
verstehen, war bislang eine Domäne der Bionik. Da es hier zunächst nur um die
Anwendung von Lasten auf biologische Strukturen und ihre Effekte geht, ist die
Disziplin, zu der die Zielsetzung dieser Arbeit gehört, die Biomechanik.
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1.1 Überblick und Vorgehensweise

In dieser Arbeit geht es um eine mathematische Beschreibung der Veränderung der
Lage eines elastisch aufgehängten starren Körpers unter Laständerungen. Die Pro-
blematik soll an einem, auch im Folgenden eingerückten, zweidimensionalen Bei-
spiel erläutert werden. Feinheiten werden dabei zunächst bewußt übergangen, da
diese im Hauptteil dieser Arbeit, dem dreidimensionalen Fall, genügend ausführlich
besprochen werden. Die Notation in dieser Einleitung ist entsprechend als Propä-
deutik für den dreidimensionalen Fall gewählt.

Eine allgemeine Last in zwei Dimensionen, bestehend aus einer Kraft in
der xy-Ebene und einem Drehmoment senkrecht zu dieser Ebene, ruft
an einer elastischen Aufhängung, etwa dem Periodont eines vorderen
Schneidezahnes, eine Lageänderung , bestehend aus einer Translation in
der xy-Ebene und einer Drehung senkrecht dazu, hervor.

Last und Lageänderung können nach Einführung von Koordinaten und
einem Maßsystem zu Zahlentripeln

f =




Fx

Fy

Tz


 =

(
F
T

)
und q =




dx

dy

θz


 =

(
d
θ

)
,

oder, aus der Sicht des Theoretikers, zu verallgemeinerten Koordinaten
zusammengefaßt werden. Dabei müssen weder die Koordinatensysteme
der Lasten und Lageänderungen übereinstimmen, noch deren Einheiten
zueinander passen. Das ist oft eine experimentelle Gegebenheit.

Diese mathematische Beschreibung besteht aus zwei voneinander getrennten Tei-
len: aus einer Vorschrift, wie Meßwerte zu handhaben sind, und einer Vorhersage
über die Struktur der zu erwartenden Ergebnisse. Gesucht ist zunächst eine Be-
schreibung der Änderungen der Lage bei angelegten Lasten.

Der einfachste und gleichzeitig wichtigste Zusammenhang zwischen klei-
nen Größen q und f wird beschrieben durch die lineare Näherung

q(f) = Ff

mit der Flexibilitätsmatrix F . Ohne weitere Annahmen ist diese Matrix
als voll besetzt anzunehmen. Sie habe die Komponenten

F =




Dxx Dxy sxz

Dyx Dyy syz

szx szy mzz


 :=

(
D s2

sT
1 m

)
,
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welche die das System charakterisierenden elastischen Konstanten sind.
Die einfachste Meßvorschrift zum Bestimmen von F besteht im Anle-
gen dreier Lasten in den verschiedenen Koordinatenrichtungen F1 in
x-, F2 in y- und T3 in z-Richtung des Koordinatensystems der Lasten
bei gleichzeitigem Messen der Lageänderungen q1, q2 und q3 im Koor-
dinatensystem der Lagen. Die Flexibilitätsmatrix besteht dann aus den
durch die Last dividierten Lageänderungen

F =




d1x/F1 d2x/F2 d3x/T3

d1y/F1 d2y/F2 d3y/T3

θ1z/F1 θ2z/F2 θ3z/T3




=




d1x d2x d3x

d1y d2y d3y

θ1z θ2z θ3z







F1 0 0
0 F2 0
0 0 T3




−1

,

und hängt mit diesen von der Wahl der Koordinatensysteme der Lasten
und Lagen ab. Die einfachste Theorie zur Berechnung einer Flexibi-
litätsmatrix beruht auf dem Hookeschen Gesetz. Durch Angabe von
F ist eine elastische Aufhängung vollständig charakterisiert, da nun
mit dem Superpositionsprinzip Lageänderungen zu beliebig angelegten
Lasten vorhergesagt werden können.

Da der starre Körper sechs Freiheitsgrade besitzt, läßt sich der Zusammenhang
zwischen kleinen Lasten und Lagen ohne Kenntnis der inneren Struktur der elas-
tischen Aufhängung in linearer Näherung als 6× 6–Matrix beschreiben. Deren 36
Einträge, einheitenbehaftete reelle Zahlen, sind die Meßwerte, die es im Rahmen
einer noch zu klärenden Theorie handzuhaben gilt.

Genauer war es die in verschiedenen Quellen [52, 53, 42] immer wieder betonte aber
nur unzureichend begründete Symmetrie der Flexibilitätsmatrix, die nicht mit den
Ergebnissen unserer Arbeitsgruppe [3, 4, 72, 59] übereinstimmte. Trotz verschiede-
ner Apparaturen zeigten unsere Messungen alle ähnliche Phänomene. Daher ver-
suche ich in dieser Arbeit, für diese und verwandte Aufgaben einen brauchbaren
mathematischen Hintergrund zu liefern. Warum also sollte diese gemessene Matrix
symmetrisch sein?

Die durch eine Lageänderung verrichtete Arbeit hat einen Translati-
onsanteil und einen Rotationsanteil. Sind nun die Lasten und Lagen
im selben Koordinatensystem bekannt, so lauten diese Anteile

∫
F T dd

und
∫

Tdθ. Dazu müssen etwa die Lasten in das Koordinatensystem der
Lagen transformiert werden. Das geschieht durch eine Translation des
Koordinatenursprungs und eine Drehung der Koordinatenachsen. Da
das die Translation beschreibende Hebelgesetz (vgl. dieser Abschnitt
später) und die Drehung lineare Operationen sind, werden diese Trans-
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formationen mit einer 3× 3–Matrix Tqf beschrieben, d. h.

fq = Tqff .

Führt man nun die Steifheitsmatrix S = F−1 über f = Sq ein, so
schreibt sich die Formänderungsarbeit Φ allgemeiner

Φ12 =

q2∫

q1

fT
q dq =

q2∫

q1

fTT T
qfdq =

q2∫

q1

qTSTT T
qfdq .

Ist nun die Matrix Sqq := TqfS symmetrisch, so ist der Integrand genau
die Ableitung von

Φ =
1

2
qTSqqq ,

und die Lasten verrichten als Potentialkräfte unabhängig vom Weg der
Zustandsänderung immer dieselbe Arbeit. Antisymmetrische Anteile
von Sqq trügen wegen

qTSq = qT
(
SS + SA

)
q = qTSSq + qTSAq

und

qTSAq =
(
qTSAq

)T
= qT

(
SA

)T
q = −qTSAq ⇒ qTSAq = 0

in dieser quadratischen Form nicht zur Formänderungsarbeit bei und
zerstörten die Wegunabhängigkeit der Formänderungsarbeit. Die Sym-
metrie der elastischen Matrizen S und F liegt also nur dann vor, wenn

• f und q im selben Koordinatensystem beschrieben sind, und

• die elastische Aufhängung durch ein Potential beschrieben wird.

Eine weitere Möglichkeit, antisymmetrische Terme vorzutäuschen, liegt
im verwendeten Maßsystem begründet: Die Dimensionen von

s2 =
d3

T3

und (s1)1,2 =
θ1,2

F1,2

sind sicherlich gleich, nicht notwendigerweise aber auch die Einheiten
und damit die Zahlenwerte. Werden etwa die Längen in mm gemessen,
so sind die Drehmomente in Nmm anzugeben, um die Symmetrie sT

2 =
s1 zu erhalten. Zusätzlich hat man also zu beachten, daß

• die Einheiten und Vorsätze passend gewählt sind.

Insbesondere sind die Winkel im Bogenmaß rad zu messen, was auch
in den folgenden Überlegungen zum Transformationsverhalten der be-
teiligten Größen deutlich werden wird. Im SI-System ohne Verwendung
von Vorsätzen hat man sicherlich keine Probleme.
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Aus Gründen der Einfachheit soll die Existenz eines Potentials als Arbeitshypo-
these angenommen werden. Dann sind die Lasten der Gradient des Potentials nach
den Lageänderungen — insbesondere sind dadurch Lasten und Lagen im selben
Koordinatensystem beschrieben. Die Steifheitsmatrix im Koordinatensystem der
Lageänderungen ist dann die zweite Ableitung dieses Potentials. Das Hauptpro-
blem liegt demnach in der Abhängigkeit der Lasten und Lagen vom gewählten
Koordinatensystem. Diese Wahl der Koordinatensysteme läßt eine Translation der
Ursprünge und eine Rotation der Koordinatenachsen zu. Zuerst soll der Translati-
onsanteil allein näher untersucht werden.

Das Experiment muß nicht so aufgebaut sein, daß Kräfte im selben Be-
zugssystem angreifen werden, in dem die Lageänderung gemessen wird;
das verbietet sich oft aus Platzgründen. Es muß daher eine rechnerische
Transformation zwischen zwei Koordinatenursprüngen O und O′ zwei-

er beliebiger Laborsysteme gefunden werden. Mit
−→
O′O =

(
a
b

)
erhält

man für die Lasten das Hebelgesetz3

F |O′ = F |O
T |O′ = T |O + aFy − bFx ,

das mit einer Transformationsmatrix T

f ′ =




1 0 0
0 1 0
−b a 1




︸ ︷︷ ︸
=:Tf

f

zusammengefaßt geschrieben werden kann. Dieses Gesetz für Trans-
formationen der Koordinatenursprünge für die Drehmomente läßt sich
leicht anhand der Abbildung 1.1 auf Seite 9 einsehen.4

Für kleine Lageänderungen erhält man durch Entwickeln der Drehma-
trix

θ|O′ = θ|O
d|O′ = d|O +

[(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
−

(
1 0
0 1

)] (
a
b

)

= d|O + θ

(
−b
a

)
+O

(
θ2

)
,

3 ∗|O lies: ∗ bezüglich O.
4Falls eine Abbildung dieser Arbeit nicht mehr auf die Seite paßt, in der sie benötigt wird,

befindet sie sich an der nächsten sinnvollen Stelle, meist auf der folgenden Seite oben.
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Abbildung 1.1: Das Hebelgesetz in zwei Dimensionen.

wieder zusammenfaßbar zu

q′ =




1 0 −b
0 1 a
0 0 1




︸ ︷︷ ︸
=:Tq

q .

Anhand der Zeichnung 1.2 läßt sich auch dieses Transformationsgesetz
mit elementaren Mitteln5 herleiten.

-

6

x

y
*

O a

b

O′

® ©
?+
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d dy
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K
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Abbildung 1.2: Die Transformation der Translation.

Eine infinitesimale Drehung läßt sich also in zwei Dimensionen als Wir-
belfeld

d(x, y) =

(
−y
x

)
θ

beschreiben, das linear mit dem Abstand vom Ursprung wächst. In
einem anderen Ursprung O′ mit x = x′ + a und y = y′ + b muß dessen

5Für kleine Winkel θ kann die Sekante zwischen Anfangs- und Endpunkt der Bewegung durch
die Tangente am Anfang ersetzt werden. Das entspricht der in Abb. 1.2 gezeigten Situation.
Das Ausmaß der Bewegung ist d = d2

x + d2
y =

√
a2 + b2θ, wobei θ im Bogenmaß zu messen ist.

Über ähnliche Dreiecke erhält man die einzelnen Beträge |dx|/d = |b|/√a2 + b2 und |dy|/d =
|a|/√a2 + b2, die zusammen mit den Vorzeichen aus der Zeichnung nach Kürzen der Wurzel das
Ergebnis dx = −bθ und dy = aθ liefern.
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eigene Verrückung abgezogen werden, und es ergibt sich

d′(x′, y′) = d(x′ + a, y′ + b)− d(a, b) =

(
−y′ − b
x′ + a

)
θ −

(
−b
a

)
θ

=

(
−y′

x′

)
θ = d(x′, y′) .

Die durch ein Wirbelfeld beschreibbare Drehung sieht daher in jedem
Punkt gleich aus, d. h. θ′ = θ.

Es gilt Tq = T T
f , die Transformationsmatrizen beschreiben auch die

Symmetrie der Gleichungen.

In drei Dimensionen lassen sich die Transformationsgleichungen für Drehmoment
und Translation formäquivalent durch Kreuzprodukte mit dem Differenzvektor der
Koordinatenursprünge formulieren. In Matrizenschreibweise führt das auf 6 × 6–
Matrizen. Wegen dieser formalen Übereinstimmung im Transformationsverhalten
gehören Drehmoment und Translation beide zur Klasse der freien Vektoren.

Die Transformationen der elastischen Matrizen folgen aus denen der
Lasten und Lagen, sie lauten

S̃ = TfSTq und F̃ = TqSTf .

Zum Beschreiben ein- und derselben elastischen Aufhängung steht nun
eine Klasse von äquivalenten Matrizen zur Verfügung.

Die Abhängigkeit der Lasten und der Lagen von dem gewählten Koordinatenur-
sprung überträgt sich auf die sie miteinander verknüpfende Matrix. Selbst Mes-
sungen an derselben Aufhängung können daher zu unterschiedlichen Ergebnissen
führen. In diesem Fall ist nicht einmal die Vergleichbarkeit von Meßergebnissen
gewährleistet. Es ist also eine Äquivalenzklasse von Steifheitsmatrizen zur Beschrei-
bung einer elastischen Aufhängung zulässig.

Erst eine von experimentellen Bedingungen bis auf unvermeidliche Meßfehler un-
abhängige Form der Meßwerte aber ermöglicht den Vergleich von Messungen. Nur
diese läßt dann tiefere Einsichten über den Gegenstand des Interesses zu.

Vor allem schien mir der Versuch, eine solche Aufhängung unabhängig von der
Wahl des Koordinatensystems zu beschreiben, nicht unternommen worden zu sein.
Dabei bieten sich zwei prinzipiell unterschiedliche Vorgehensweisen an:

• Eine tatsächliche Unabhängigkeit vom gewählten Koordinatensystem, wie
etwa in der Differentialgeometrie, oder
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• Ein reproduzierbar aus der Äquivalenzklasse auswählbarer Repräsentant, also
ein durch die Meßwerte selbst eindeutig festgelegtes Koordinatensystem.

Hier soll der letzte Weg beschritten werden.

Nachdem ihr Transformationsverhalten nun bekannt ist, können die
freien Vektoren T und d in geeigneten Koordinatensystemen wegtrans-
formiert werden. Das Verschwinden des Drehmomentes T |O′ ist gleich-
bedeutend mit

(
Fy −Fx

) (
a
b

)
+ T |O = 0 ,

was die Gleichung einer Geraden in der Ebene der Ortsvektoren ist, der
Wirkungslinie der Gesamtkraft. Ein Ort, an dem d|O′ verschwindet, ist
der Drehpol (

a
b

)
=

1

θ

(
−dy

dx

)
,

der, als Aufpunkt zusammengenommen mit der Ebenennormale, wie-
der eine Gerade oder Linie im Raum festlegt, den Drehvektor. Auch
zwischen zwei beliebigen Lagen in der Ebene kann eine endliche Dre-
hung mit zugehörigem Pol angegeben werden, im Raum also wieder ein
solcher Drehvektor.

Kraft und Drehvektor gehören im räumlichen Fall der Klasse der linienflüchtigen
Vektoren an. Durch das Transformationsverhalten der freien Vektoren können be-
stimmte Bezugssysteme innerhalb der äquivalenten Lasten und Lagen ausgezeich-
net werden.

Durch das Studium des Transformationsverhaltens der beteiligten Größen, insbe-
sondere unter Wechsel des Koordinatensystems am starren Körper, kann also ein
Matrixformalismus für 6 × 6–Matrizen zum Transformieren der Meßwerte gefun-
den werden. Dieser wird auch von anderen Autoren6 in ähnlicher Form verwen-
det. Damit war zwar noch nicht das Problem der mehrdeutigen Meßwerte gelöst,
aber immerhin war nun eine Transformation auf jedes beliebige Koordinatensystem
möglich.

Bei der Formänderungsarbeit hatte man translatorische und rotatori-
sche Anteile. Auch bei den Matrixeinträgen hätte man gern eine Tren-
nung in F und d auf der einen Seite, und T und θ auf der anderen. Das
unterscheidet polare und axiale Vektoren. Da insgesamt vier freie Para-
meter bei der Wahl der Bezugssysteme zur Verfügung stehen, können

6Vgl. etwa [58] oder [43].
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nun zwei Koordinatensysteme wf und wq bestimmt werden, in denen
die abseits der Diagonalen stehenden Matrizen verschwinden. Für die
Steifheitsmatrix mit den Komponenten

S =

(
A b2

bT
1 c

)

gilt beispielsweise

S̃ =

(
I 0

wT
f 1

) (
A b2

bT
1 c

) (
I wq

0T 1

)

=

(
I 0

wT
f 1

) (
A b2 + Awq

bT
1 c + bT

1 wq

)

=

(
A b2 + Awq

bT
1 + wT

f A c + bT
1 wq + wT

f b2 + wT
f Awq

)
.

Daher hat nach einer Transformation von S auf die Lösungen von b2 +
Awq = 0 und b1 + AT wf = 0 die Steifheitsmatrix die gewünschte
Gestalt

S̃ =

(
A 0
0T c− bT

1 A−1b2

)
.

Für eine symmetrische Ausgangsmatrix gilt wf = wq, und man spricht
vom Widerstandszentrum W . Die elastischen Matrizen haben in diesem
Widerstandszentrum Blockdiagonalgestalt.

Die Auswertevorschrift gründet sich auf einer Transformation, die mit Hilfe eines
durch die Meßwerte selbst festgelegten Koordinatensystems Messungen an gleichen
Meßobjekten überhaupt erst vergleichbar macht.

Den Ursprung dieses dem Schwerpunkt einer Massenverteilung analogen Koordina-
tensystems möchte ich das elastische Zentrum nennen. Seine im ersten Teil dieser
Arbeit begründete Definition ist gleichzeitig ihre Hauptaussage. Dieses Objekt ist
für alle durch eine symmetrische elastische Matrix beschreibbaren Aufhängungen
wohldefiniert, also auch unabhängig von den Vorhersageversuchen für Steifheits-
matrizen des zweiten Teils dieser Arbeit.

Sind die zu untersuchenden elastischen Matrizen nicht symmetrisch, so werden
durch die Meßwerte zwei Koordinatensysteme festgelegt. Eines ist der Bezugspunkt
der Lasten und das andere das der Lagen. Das Bezugssystem der Lagen erhält man,
indem reine Drehmomente angelegt werden, ich möchte es daher Drehmomentszen-
trum nennen. Im Bezugssystem der Lasten sucht man nach reinen Translationen,
weshalb ich es Translationszentrum nennen möchte.

Der Versuch, die Abweichungen vom idealen Verhalten näher zu untersuchen, führt
zurück auf ausgezeichnete Last- und Lagesysteme des Raumes, die Schraubachsen.
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Ihre geometrische Bedeutung erlaubt Visualisierungen: die Aufpunktfläche, die Ab-
standsfläche und die Steigungsfläche. Die abstrakte Menge aller der Schraubachsen,
die für die Definition des elastischen Zentrum von Bedeutung waren, ist die Kongru-
enz der Schraubachsen. Bei elastischen Matrizen, die nicht durch eine Verschiebung
ihrer Bezugspunkte symmetrisiert werden, verdoppelt sich teilweise die Anzahl der
eben genannten Objekte, es existieren dann zwei ausgezeichnete Bezugssysteme.

Bei der dürftigen Quellenlage war es notwendig, eigene Begriffe für mathematisch
sinnvolle und physikalisch brauchbare Objekte zu erfinden. Das elastische Zen-
trum, die Aufpunkt- und Abstandsfläche sowie die funktionellen Achsen und die
Kongruenz der Schraubachsen sind solche Begriffe. Da ich viele Objekte aus den
Randbereichen der Physik oder Mathematik, wie etwa der Kinematik, als für meine
Zwecke nützlich befand, tauchen außer den eigenen Wortschöpfungen in dieser Ar-
beit noch weitere für Physiker ungebräuchliche Begriffe auf. Ich habe mich bemüht,
an der Stelle ihres ersten Auftauchens eine Quelle zu nennen, der dann alle nöti-
gen Informationen für ein tieferes Verständnis zu entnehmen sind — oder eben
klarzustellen, daß es sich um einen von mir eingeführten Begriff handelt.

Ein Koordinatensystem als Referenz besteht aus einem Ursprung und einer Orien-
tierung. Die Untersuchung weiterer Eigenschaften des elastischen Zentrums führt,
wieder analog zum starren Körper, zu einer Definition der funktionellen Achsen.
Hierbei sind die vorangegangenen Erkenntnisse über die Schraubachsen hilfreich.

Durch Drehungen der Koordinatensysteme der Lasten und Lagen mit
den Drehmatrizen Rf und Rq um die z-Achse läßt sich die Matrix A
auf Diagonalgestalt RT

f ARq = diag (Ai) transformieren. A1 und A2

sind dann die singulären Werte von A. Diese Werte können der Größe
nach angeordnet werden, ohne die Händigkeit des Koordinatensystems
zu ändern. Damit sind die elastischen Matrizen auf ihre Normalform
gebracht, etwa

SN =




A1 0 0
0 A2 0
0 0 c̃


 .

Erst in dieser Normalform sind die elastischen Matrizen miteinander
vergleichbar. Da die Formänderungsarbeit immer positiv ist, sind die
Koeffizienten A1, A2 und c̃ immer ≥ 0. Für symmetrische Ausgangs-
matrizen ist die Zerlegung in die singulären Werte genau die Haupt-
achsentransformation auf die Eigenwerte.

Nach einer Drehung der Koordinatenachsen auf diese funktionellen Achsen werden
die 36 Zahlen auf eine Normalform transformiert, die dann erstmalig die Vergleich-
barkeit von Meßwerten erlaubt. Diese Normalform eignet sich auch für theoretische
Zwecke zum Studium der Eigenschaften der elastischen Aufhängung.
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Für das zweidimensionale Problem ist die allgemeine Last einer einzel-
nen Kraft äquivalent. Sie kann beschrieben werden durch das Lot d vom
Widerstandszentrum zur Kraftwirkungslinie mit Länge d und Richtung
r sowie der Stärke F der Kraft, vgl. Abb. 1.3. Liegt S in Normalform

vor, können d, r =

(
r1

r2

)
und der Drehpol p in Beziehung gesetzt

werden.

Á

k

dr = d

F = F

(
−r2

r1

)

dr1

dr2

W

¤
-

6

x

y
® ©
?+

Abbildung 1.3: Die allgemeine ebene Last.

Die Last

f = F



−r2

r1

d




ruft die Lageänderung SNf mit den Komponenten

q = F



−A1r2

A2r1

c̃d




hervor. Für den Pol p folgt der Ausdruck

p = − 1

c̃d

(
A2r1

A1r2

)
,

welcher nicht mehr von der Stärke der Kraft abhängt. Weist r nun in
eine Eigenrichtung von A, so gilt entweder r1 = 0 oder r2 = 0, und
dann liegen sich d und p bezüglich W genau gegenüber. Die Lage des
Pols ist dann durch eine skalare Funktion p = |p| beschreibbar. Diese
Funktion p(d) ist dann eine Hyperbel mit der Gleichung

p1,2 · d1,2 = −A2,1

c̃
.

Dieser Zusammenhang ist das Reziprozitätstheorem der Synarthrosen
[48]. Für eine allgemeine symmetrische Ausgangsmatrix A gilt es nur
für deren Eigenrichtungen, da nur für diese r1 oder r2 verschwindet.
Abseits der Eigenrichtungen muß wieder vektoriell gerechnet werden.
Man erhält das Skalarprodukt

d · p =
(

r1 r2

) (
−A2/c̃ 0

0 −A1/c̃

) (
r1

r2

)
,
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welches nicht mehr von dem Abstand der Kraftwirkungslinie zum Ur-
sprung sondern nur von dessen Richtung abhängt. Setzt man entspre-
chend r1 = cos(α) und r2 = sin(α), so folgt

d · p =
1

c̃

(
A2 cos2 α + A1 sin2 α

)
,

also ist d · p = const die Gleichung einer Schar konform ähnlicher
Ellipsen.

Das Reziprozitätstheorem beispielsweise, eine der ursprünglichen Aufgabestellun-
gen, ist in drei Dimensionen nur noch unter sehr speziellen Umständen gültig.

Im nächsten Kapitel 3 dieser Arbeit wird auf die Effekte realer Messungen eingegan-
gen, die mit einer einzelnen elastischen Matrix nicht beschrieben werden können.
Die störenden Einflüsse werden dabei nur im Hinblick auf eine weitgehende Aus-
schaltung diskutiert. Da Messungen immer die Zeit beinhalten, geht es zunächst
um Grundzüge der Dynamik einer elastischen Aufhängung. Die Gleichungen des
bis dahin entwickelten Formalismus lassen sich in den Kontext der linearen Visko-
elastizität einbinden. Nach der Festlegung auf eine für das Problem angemessene
Zustandsgleichung werden statistische Verfahren erörtert. Als Nächstes werden ap-
parative Effekte diskutiert – einige lassen sich prinzipiell nachträglich herausrech-
nen. Einen besonders interessanten systematischen Effekt fand ich in [43]: Es han-
delt sich um den Einfluß einer raumfesten Vorlast, die bei kleinen Auslenkungen,
die ja auch Transformationen des Koordinatensystems sind, in linearer Näherung
wie eine Laständerung wirkt. Dieser Effekt hat den Nachteil, daß er in der linea-
ren Näherung nicht von anderen unterschieden und damit nicht herausgerechnet
werden kann.

Erst Vorhersagen über Meßergebnisse erlauben ihr Verständnis. Ziel des nun fol-
genden Kapitels 4 und zweiten Hauptteiles dieser Arbeit ist eine Theorie der Struk-
tur der Steifheitsmatrix von Aufhängungen aus dünnen elastischen Schichten. Für
Synarthrosen ist eine solche Beschreibung angemessen.

Eine zweidimensionale Synarthrose ist eine Parallelschaltung von klei-
nen Federn, die zwischen zwei Linien angeordnet sind. Anfangs- und
Endpunkt der Feder definieren ein lokales Koordinatensystem, in dem
die i-te elastische Matrix Ŝi Diagonalgestalt hat. Alle Matrizen werden
im globalen Koordinatensystem ausgedrückt oder auf dieses gedreht

S̃i =

(
Ri

T 0
0T 1

)
Ŝi

(
Ri 0
0T 1

)

und auf dessen Ursprung transformiert

Si = (Tf )i S̃i (Tq)i ;



16

für komplexere Anordnungen sind sie dann wieder voll besetzt. Da sich
die Federkräfte addieren, können die einzelnen Steifheitsmatrizen zur
Gesamtsteifheitsmatrix summiert werden

S =
∑

i

Si .

Bei einer kontinuierlichen Anordnung aus Federn geht diese Summe in
ein Linienintegral über.

Wie in der Technischen Mechanik üblich, werden dabei einige vereinfachende aber
erprobte und plausible Annahmen verwendet; zusätzlich werden Elemente der Dar-
stellungstheorie [14] aus der Kontinuumsmechanik eingesetzt. Insbesondere erlaubt
die dünne elastische Schicht grundlegende Vereinfachungen. Diese Theorie möchte
ich das Federmodell nennen.

Es ist sinnvoll, die die Synarthrose begrenzende Kurve zu parametrisie-
ren, etwa (x(t), y(t)). Besonders einfach werden die Verhältnisse durch
eine Parametrisierung in der Bogenlänge s. Der Tangentenvektor t(s)
und der Normalenvektor n(s) lauten nun

t = (ẋ, ẏ) und n = (−ẏ, ẋ) .

Durch die Eigenschaft der Synarthrose, dünn zu sein, wird für ein iso-
tropes Medium eine Richtung ausgezeichnet, wahlweise durch t oder
durch n.

Eine dünne elastische Schicht wird als Fläche mit der Oberflächennormale als aus-
gezeichneter Richtung beschrieben. Dadurch lassen sich die elastischen Matrizen
der einzelnen Flächenelemente im globalen Koordinatensystem ausdrücken.

Die Teilmatrix S̃i bzw. S̃(s) habe die Struktur S̃ =

(
A 0
0 c

)
. Ist nun

der Normalenvektor die einzige ausgezeichnete Richtung, so läßt sich
A in der Form

A = a1nnT + a2I

mit den zwei von der Linie und den elastischen Konstanten des Medi-
ums abhängenden Größen a1 und a2 ansetzen.

Aufgrund der differentialgeometrischen Beschreibung ist das Problem lokal eben,
die einzige ausgezeichnete Richtung einer isotropen Schicht ist folglich die Ebenen-
normale. Im Raum kann daher ein kleines Flächenelement durch zwei Schichtgrößen
und den Normalenvektor der Schicht beschrieben werden. Diese Schichtgrößen mo-
dellieren das statische Verhalten senkrecht zur und innerhalb der Schicht.
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Mit dem Vektor n ist die Matrix A(s) nun gegeben durch

A(s) = a1(s)

(
ẏ2 ẏẋ
ẏẋ ẋ2

)
+ a2(s)

(
1 0
0 1

)
,

der Skalar c(s), auch eine Funktion der Kurvenform und der elastischen
Konstanten, bleibt von dieser Näherung unberührt. Zusammen mit den
Transformationsmatrizen

Tf (s) =




1 0 0
0 1 0
−y x 1


 und Tq(s) =




1 0 −y
0 1 x
0 0 1




ergibt sich die gesamte Steifheitsmatrix zu

S =
∫
Tf (s)S(s)Tq(s)ds

mit den Komponenten

S =
∫

a1(s)




ẏ2 −ẏẋ −ẏ (yẏ + xẋ)
−ẏẋ ẋ2 ẋ (yẏ + xẋ)

−ẏ (yẏ + xẋ) ẋ (yẏ + xẋ) (yẏ + xẋ)2


 ds

+
∫

a2(s)




1 0 −y
0 1 x
−y x 1


 ds +

∫
c(s)




0 0 0
0 0 0
0 0 1


 ds .

Für genügend einfache Aufhängungen lassen sich diese Integrationen
geschlossen ausführen, womit die zweidimensionale Synarthrose analy-
tisch beschrieben ist.

Mit einfachen Annahmen über das Verhalten eines kleinen Elementes der Beran-
dung kann schließlich die Struktur der Steifheitsmatrix einer beliebigen dünnen
elastischen Berandung als Flächenintegral abgeleitet werden. Diese Struktur reicht
aus für allgemeine qualitative Aussagen über die Gesamtaufhängung, etwa über
die Existenz eines Widerstandszentrums.

Mit Hilfe von Ähnlichkeitsbetrachtungen werden die Schichtkonstanten auf die elas-
tischen Konstanten des Materials und die Schichtdicke reduziert; noch sind sie aber
quantitativ unbestimmt. Mit einem plausiblen Ansatz über die lokale Deformati-
on im Inneren der dünnen elastischen Schicht kann diese Unbestimmtheit mit den
Mitteln der Elastizitätstheorie beseitigt werden. Die elastischen Konstanten wer-
den dadurch auf die elastischen Konstanten des Mediums und die Schichtdicke
zurückgeführt.

Im darauf folgenden Kapitel 5 wird an einigen Beispielen vorgeführt, wie und
mit welchen Methoden solche Aufhängungen konkret zu berechnen sind. Entweder
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analytisch, unter Zuhilfenahme eines Computeralgebrasystems oder numerisch las-
sen sich dann diverse Aufhängungen berechnen. Bei einer Hintereinanderschaltung
von solchen Aufhängungen addieren sich deren Lageänderungen unter Last. Die
Flexibilitätsmatrix der gesamten Aufhängung ist daher die Summe der einzelnen
Flexibilitätsmatrizen. Damit lassen sich auch zusammengesetzte Aufhängungen,
wie etwa die Wirbelsäule oder ein mehrwurzeliger Zahn, beschreiben.

Im letzten Teil dieser Arbeit werden die Erkenntnisse aus den vorherigen Haupt-
teilen auf konkrete Meßergebnisse oder konkurrierende Theorien angewendet. An
diesen Beispielen, die für Praktiker von vorrangiger Bedeutung sind, wird die
Leistungsfähigkeit des Formalismus demonstriert. Dabei kommen zwei Auswer-
tungen zum Einsatz: Eine direkt ohne Informationsverlust durch reine Anwendung
der Transformationen auf das elastische Zentrum und auf die funktionellen Ach-
sen. Dadurch entsteht eine auch auf reale Meßwerte anwendbare Normalform der
Steifheits- bzw. Flexibilitätsmatrix. Die andere Auswertung kann nur unter Zu-
hilfenahme von plausiblen Annahmen über die Haupteffekte durchgeführt werden:
über Abspaltung von Vorlasten, Drehungen bzw. Polarzerlegungen bis schließlich
hin zu gewöhnlichen Mittelungen. Dabei geht zwar Information verloren, aber die
Matrizen bekommen so erst ihre theoriekonforme symmetrische oder gar diagonale
Gestalt, die für den Vergleich mit den Vorhersagen nötig ist. Diese Art der Aus-
wertung soll nur für schon zu Anfang bereits gut zur Theorie passende Matrizen
durchgeführt werden.

Im Anhang finden sich neben der Notation einige Ergebnisse die abseits der Haupt-
linie dieser Arbeit liegen aber dennoch interessant sind. Sie sollen das Gesamtbild
durch Aufzeigen von möglichen Erweiterungen dieser Theorie abrunden.



Kapitel 2

Statik elastischer Aufhängungen

In diesem Teil der Arbeit geht es um die Einführung der Grundbegriffe. Die Vek-
toren von Kraft und Drehmoment werden zur Last zusammengefaßt und die von
Translation und Rotation zur Lage. Danach wird das Transformationsverhalten die-
ser Objekte studiert, was auf die Begriffe der äquivalenten Last- bzw. Lagesysteme
führt. Diese Mehrdeutigkeit bei der Wahl von Koordinatensystemen kann durch
die Einführung von Schraubachsen beseitigt werden. Diese haben den Vorteil einer
gewissen Anschaulichkeit und den Nachteil, nichtlinear zu sein. Da gleiche Messun-
gen aber mit gleichen Zahlen beschrieben werden sollten, wird diese Abhängigkeit
genauer untersucht.

Die interessierenden Meßgrößen sind die Koeffizienten der linearisierten Abhän-
gigkeit zwischen Lasten und Lagen, Flexibilitäts- und Steifheitsmatrix. Diese sind,
ebenso wie die Lasten und Lagen selber, abhängig von dem im Experiment gewähl-
ten Koordinatensystem. Für den konkreten Vergleich von Meßwerten muß also eine
Vorschrift gefunden werden, welche die Meßwerte zum gleichen Objekt ineinander
überführt – unabhängig von der vorherigen Durchführung des Experimentes. Für
den Ursprung gelingt das mit der Einführung von zwei aus den Meßwerten selbst
heraus festgelegten Orten, dem Drehmoments- und Translationszentrum. Streng
genommen sind diese Definitionen nur korrekt für Hookesche Verhältnisse, also bei
Existenz eines elastischen Potentials. Da aber Hookesche Anteile etwa im Sinne
der linearen Viskoelastizität [19] klar definiert sind, sind die Resultate durchaus
von Belang.

Dabei zeigt sich, daß die ursprünglich angenommene Existenz eines Widerstands-
zentrums, ein Ort an dem sich die elastische Aufhängung wie eine Punktmasse
benimmt, in drei Dimensionen nicht allgemein gegeben ist.

Der Versuch, einzelne Eigenschaften dieser Wunschvorstellung für die neuen Defi-
nitionen zu präzisieren, führt über eine abermalige Benutzung der Schraubachsen
zu den Begriffen der Aufpunktfläche, der Abstandsfläche und der Steigungsfläche.

19
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Die Gesamtheit der Schraubachsen läßt sich als Kongruenz beschreiben.

Nach der Translation auf das Widerstandszentrum können die verbleibenden Frei-
heitsgrade der Rotation dazu benutzt werden, analog zu den Hauptträgheitsachsen
eines starren Körpers, Richtungen bzw. Achsen im Raum auszuzeichnen. Das führt
zu einer Normalform der Meßwerte, wieder in Analogie zum Trägheitstensor in Dia-
gonalgestalt, die erstmals eine Vergleichbarkeit von Messungen an verschiedenen
Apparaturen oder Meßobjekten erlaubt.

2.1 Grundbegriffe

Es wird ein Zusammenhang gesucht zwischen Kraft F und Drehmoment T auf der
einen Seite, und Translation d und Rotation θ auf der anderen Seite. Diese vier
Vektoren möchte ich im Folgenden die grundlegenden Vektoren nennen. Obwohl
sie im Experiment teilweise aus der Messung zu bestimmen sind, haben sie in
dieser Theorie den Charakter von Variablen. Im Gegensatz zu den aus der linearen
Algebra bekannten Vektoren hängen diese Größen unterschiedlich von der Wahl
des Ursprungs und der Händigkeit des verwendeten Koordinatensystems ab. Das
führt zu den Begriffen der axialen und polaren sowie der linienflüchtigen und freien
Vektoren.

2.1.1 Vektoren und Symmetrieoperationen

Als Erstes soll das Transformationsverhalten der grundlegenden Vektoren studiert
werden. Bei der Betrachtung des starren Körpers kommt zu der üblicherweise un-
tersuchten Punktspiegelung als zusätzliche Transformation der Wechsel des Be-
zugspunktes hinzu.

2.1.1.1 Punktspiegelungen, polare und axiale Vektoren

Bei einer Punktspiegelung am Ursprung ändert sich die Händigkeit des Koordi-
natensystems. Man unterscheidet polare und axiale Vektoren, je nachdem, ob das
einen Einfluß auf das Vorzeichen des Vektors hat. Die grundlegenden Vektoren
lassen sich nach ihrem Verhalten unter Punktspiegelungen wie folgt einordnen:

Typ des Vektors Vorzeichen Beispiele

polar ändert sich Kraft F , Translation d
axial ändert sich nicht Drehmoment T , Rotation θ
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Durch die Darstellung von polaren Vektoren als Pfeile und axialen Vektoren als,
hier perspektivisch dargestellte, Kreisbögen mit Umlaufsinn ergibt sich bezüglich
des hier als Punkt dargestellten Symmetriezentrums die Visualisierung

6

?

r ri
q

Polarer Vektor Axialer Vektor

Da axiale Vektoren praktisch nur gemeinsam mit Kreuzprodukten auftauchen,1

lassen sie sich gut in Form von antisymmetrischen Matrizen handhaben. Dadurch
wird aus dem Vektorprodukt eine lineare Abbildung des IR3. So ist diese zum
Vektor x gehörende Abbildung Ωx := (x×) in Komponenten gegeben durch2

(Ωx)ij :=
3∑

k=1

εikj(x)k ,

bzw. als Matrix mit x = (x, y, z)T

Ωx =




0 −z y
z 0 −x
−y x 0


 .

Mehr über dieses Thema findet sich im Anhang A.2.2.

2.1.1.2 Wechsel des Bezugspunktes, freie und linienflüchtige Vektoren

Der starre Körper läßt jeden seiner körpereigenen Punkte und darüber hinaus je-
den als starr verbunden gedachten Punkt als Ursprung des Koordinatensystems
gleichberechtigt zu. Ein solcher Wechsel beeinflußt die Komponenten der Vekto-
ren unterschiedlich. Man unterscheidet ferner die passive Transformation, bei der
nur der Koordinatenursprung verschoben wird, und die aktive Transformation, bei
der tatsächlich der Vektor verschoben wird. Es ergeben sich folgende Typen von
Vektoren:

1Beispielsweise wird das Kreuzprodukt zweier polarer Vektoren durch eine Punktspiegelung
abgebildet auf den Vektor ”(-polar)×(-polar)“= ”polar×polar“; er ist also immer ein axialer
Vektor. Als Faustregel kann in der Mechanik gelten, daß alle Vektoren, die mit Drehungen zu tun
haben, axial sind.

2Ich möchte, von dieser Formel abgesehen, im Folgenden die Summationskonvention verwen-
den, bei der über doppelt vorkommende Indizes summiert wird.
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Ortsfest: Ein ortsfester Vektor o ist eine Zuordnung von einem Punkt P bezüglich

des Ursprungs O zu einem Vektor
−→
OP . Dabei nennt man O auch den An-

fangspunkt, und P den Endpunkt des Vektors. Ein Wechsel des Koordina-
tenursprungs O nach O′ ändert die Koordinaten eines Aufpunktes P dann

von
−→
OA nach −→

O′P =
−→
O′O +

−→
OP ,

er transformiert sich additiv mit der Differenz der Koordinatenursprünge.

Linienflüchtig: Längs einer Geraden im Raum kann der linienflüchtige Vektor l
aktiv verschoben werden, ohne daß sich an der Gleichgewichtssituation etwas
ändert. Beispielsweise beschreiben Drehvektoren θ, die auf einer gemeinsa-
men Geraden im Raum liegen und denselben Betrag und Richtung haben,
dieselbe Drehung. Kräfte F dürfen längs ihrer Wirkungslinie verschoben wer-
den.3 Hierauf basiert die bekannte graphische Methode der Addition von
ebenen Kraftsystemen, bei der erst die Kräfte in den gemeinsamen Schnitt-
punkt der Kraftwirkungslinien verschoben werden, um dann mit der Paral-
lelogrammkonstruktion zur Gesamtkraft mit entsprechender Wirkungslinie
addiert zu werden. Unter einer passiven Verschiebung des Koordinatenur-
sprunges hängen die Komponenten eines linienflüchtigen Vektors nicht von
der Wahl des Bezugspunktes ab; etwa lautet die Bedingung für das Gleich-
gewicht von Kräften in allen Bezugssystemen

∑
F = 0. Eine Drehung um

den Ursprung, beschrieben durch die Drehmatrix R mit
−→
OQ = R

−→
OP , ändert

bei einem Wechsel von O nach O′ wegen
−→
OO′ +

−→
O′Q = R

( −→
OO′ +

−→
O′P

)

nicht den Drehanteil, denn es kommt nur eine zusätzliche Translation hinzu:
−→
O′Q = R

−→
O′P + (R− I)

−→
OO′; I ist hierbei die Einheitsmatrix. Die Transfor-

mationsgleichung

l(O) = l(O′)

”
linienflüchtig(O) = linienflüchtig(O′)“ ,

bei der die Koordinaten Funktionen der Koordinatenursprünge sind, faßt
also F O = F O′ und θO = θO′ zusammen. Die Indizes können demnach bei
linienflüchtigen Vektoren weggelassen werden. Die Änderung der Situation
unter aktiver Transformation der zugehörigen Linie, also einer Geraden im
Raum, kann daher nicht an den linienflüchtigen Vektoren selber liegen. Die

3Die Verschiebung einer Kraft längs ihrer Wirkungslinie kann bei einem zwangsgeführten
starren Körper die Stabilität verändern, und zwar, etwa bei einer ebenen Bewegung, abhängig
von der Lage des Kraftangriffspunktes zum momentanen Drehpol und zum Krümmkreismittel-
punkt der Polbahn. Selbst bei einem freien starren Körper im Raum macht es einen Unterschied,
ob die Kraft vor oder hinter dem Schwerpunkt (gemessen in Richtung der Bewegung) angreift.
Denkt man sich diesen Angriffspunkt am Körper befestigt, so erzeugt beim Kraftangriff vor dem
Schwerpunkt eine Störung zusammen mit den Trägheitskräften im Schwerpunkt ein rücktreiben-
des Drehmoment. Erfolgt der Kraftangriff hinter dem Schwerpunkt, verstärkt das Drehmoment
die Störung, und das Gleichgewicht wird instabil.
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die Situation verändernden Vektoren sind die im Folgenden definierten freien
Vektoren.

Frei: Eine aktive Verschiebung eines freien Vektors f ändert die Situation nicht.4

Anderenfalls hängt er von seinem linienflüchtigen Partner ab, insbesondere
von dessen ortsfesten Bezugspunkt; ein freier Vektor ist also im Grunde ein

Vektorfeld. Der einfachste freie Vektor ist eine Translation
−→
PQ, die als Dif-

ferenzvektor wegen
−→
PQ =

−→
OQ −

−→
OP in allen Koordinatensystemen gleicher

Orientierung dieselben Komponenten hat. Das im Punkt O zu einer festen
Kraft F O′ gehörende Drehmoment im Punkt O′ ist nach dem Hebelgesetz

gegeben durch T O′ = T O +
−→
O′O × F O bzw. T O′ = T O +

−→
O′O × F , da der

Index an der Kraft weggelassen werden kann. Die mit einer kleinen Drehung
δθ (auch hier kann der Index wegen θO = θO′ weggelassen werden) verbun-

dene Translation im Ort O′ ist gegeben durch δθ ×
−→
OO′, also gilt insgesamt

δdO′ = δdO +δθ×
−→
OO′ = δdO +

−→
OO′×δθ. Die Transformationsgleichung der

freien und linienflüchtigen Vektoren zu verschiedenen Aufpunkten O und O′

lautet, da
−→
OO′ ein ortsfester Vektor ist

l(O) = l(O′)

”
linienflüchtig(O) = linienflüchtig(O′)“

f(O) = f(O′) +
−→
OO′ × l

= f(O′) + ΩOO′l

”
frei(O) = frei(O′) + ortsfest × linienflüchtig“ ,

und verknüpft alle drei in diesem Abschnitt besprochenen Vektoren. Dieses
Transformationsverhalten kann als Definition der freien und linienflüchtigen
Partner betrachtet werden: Ein Vektor und dessen Partner gehören dann und
nur dann zusammen, wenn sie sich nach obigen Gesetzen transformieren.

Typ des Vektors aktive Trsf. passive Trsf. Beispiele

ortsfest o Ä. d. Endpkt. Ä. d. Anfangspkt. Ortsvektor
−→
OP

linienflüchtig l k. Ä. (Linie) k. Änderung F , θ

frei f k. Ä. (Raum) f ′ = f + o× l T , d

4Für Translationen ist das klar. Für Drehmomente gibt es dazu ein bekanntes Experiment,
bei dem eine auf einem Luftkissen gelagerte Scheibe mit zirkular polarisiertem Licht bestrahlt
wird: Die resultierende Bewegung der Scheibe hängt nicht von dem Auftreffpunkt der Strahlung
ab. Ein anderes Beispiel aus dem Alltag ist das Anfahren von Autos: Sowohl front-, heck- oder
allradgetriebene Fahrzeuge gehen dabei gleichermaßen hinten ”in die Federn“ und kommen vorne
hoch.
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2.1.1.3 Vergleich der Symmetrieoperationen

Ortsvektoren sind immer polar. Durch Angabe eines Eigenschaftspaares läßt sich
jeder Grundvektor eindeutig festlegen:

linienflüchtig frei

polar Kraft Translation
axial Rotation Drehmoment

Zu einem Paar von Grundvektoren, jeweils einer aus den Lasten und der andere aus
den Lagen, läßt sich genau eine gemeinsame charakteristische Eigenschaft finden:

Translation Rotation

Kraft polar linienflüchtig
Drehmoment frei axial

Dies entspricht genau der von A. Sommerfeld in seinem Lehrbuch ([60], §23 4)
konstatierten

”
kreuzweisen Reziprozität zwischen Statik und Kinematik“. Aller-

dings taucht dort das Problem der endlichen Drehungen nicht auf, da von vorn-
herein nur Geschwindigkeiten diskutiert werden.

Entgegengesetzt gleich große linienflüchtige Vektoren mit unterschiedlichen Auf-
punkten nennt man Paare. Sie ergeben reine freie Vektoren, d. h. der linienflüchtige
Partner verschwindet. In der Statik benutzt man den Begriff des Kräftepaares zur
Definition eines reinen Drehmomentes, da sich die Kräfte genau aufheben. Ebenso
kann man, wie wieder in [60] bemerkt, in der Kinematik den Begriff des Drehpaares
zur Definition einer reinen infinitesimalen Translation verwenden, in Analogie zur
Vorgehensweise beim reinen Drehmoment.

Das reine Drehmoment ist zwar ein freier Vektor und kann irgendwo am starren
Körper angreifen ohne die Wirkung auf den Körper zu verändern. Dabei ist aber
zu vermeiden, daß durch die Art der Aufbringung dieser Last dem Meßobjekt eine
Drehachse, also ein linienflüchtiger Vektor, aufgezwungen wird. Im Experiment
haben sich zur Vermeidung dieses Problems durch Fäden übertragene Paare von
Zugkräften bewährt [3, 4].

Die Abhängigkeit der freien Vektoren vom gewählten Bezugspunkt wird im Fol-
genden dazu verwandt, um spezielle Punkte auszuzeichnen.
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2.1.2 Verallgemeinerte Koordinaten und Schrauben

In diesem Abschnitt sollen die die Lage des starren Körpers beschreibenden Koordi-
naten genauer untersucht werden. Dabei werden zum einen die verallgemeinerten
Koordinaten aus der theoretischen Mechanik, und zum anderen der mathemati-
sche Formalismus der räumlichen Kinematik, hier auf infinitesimale Bewegungen
eingeschränkt, verwendet.

2.1.2.1 Äquivalente Last- und Lagesysteme

Im Folgenden sei ein Koordinatensystem vorgegeben, die Vektoren sind nun Tripel
reeller Zahlen. Im Sinne verallgemeinerter Kräfte lassen sich zu jedem Punkt A
Kraft F und Drehmoment T A an einem Punkt zur Last fA mit

fA :=

(
F
T A

)

zusammenfassen. Man nennt Lasten zu verschiedenen Punkten A und B äquivalent,

wenn sie dem Hebelgesetz T A = T B +
−→
AB × F , also insgesamt

fA =

(
I 0

ΩAB I

)

︸ ︷︷ ︸
=:TAB

fB = TABfB (2.1)

genügen.5 Die Transformationsmatrizen

TAB =

(
I 0

ΩAB I

)
,

die eine Last vom Bezugssystem B ins Bezugssystem A transformiert, hat die
Inverse

T −1
AB =

(
I 0

−ΩAB I

)
=

(
I 0

ΩBA I

)
= TBA ,

da Ortsvektoren
−→
AB beim Vorzeichenwechsel Anfangs- und Endpunkt vertauschen.

Wegen det T = 1 gehören die Transformationsmatrizen zur Gruppe der unimodu-
laren Matrizen.

Die Grundgleichungen der Statik lassen sich nun besonders prägnant formulieren:
Für ein System aus in den Punkten P angreifenden Kräften und Drehmomenten
gilt im Ursprung O einfach ∑ TOP fP = 0 .

5Geschweifte Klammern unterhalb von Teilen einer Formel möchte ich auch im Folgenden für
Definitionen, Abkürzungen oder Zwischenergebnisse verwenden.
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Im Sinne verallgemeinerter Koordinaten können Translation dA und Drehung θ an
einem Punkt A zur Lage qA mit

qA :=

(
dA

θ

)

zusammengefaßt werden. Der Drehvektor θ ist aber nicht immer die günstigste
Wahl zum Beschreiben eines Objektes der Drehgruppe, da die gleiche Drehung
durch verschiedene Drehvektoren beschrieben werden kann. Am leichtesten ist das
einzusehen über den Zusammenhang mit der zum Drehvektor θ gehörenden Dreh-
matrix Rθ

Rθ = exp (Ωθ) ,

die bei einer zusätzlichen vollen Drehung unverändert bleibt, während die Norm
des Drehvektors um 2π zunimmt. In der Tat ist es nicht möglich, für die Drehgrup-
pe des IR3 eine globale 1-zu-1–Parametrisierung mit weniger als 5 Parametern zu
finden, die keine singulären Punkte hat, vgl. auch im Folgenden [62]. Redundante
Parameter erlauben aber keine einfache Analysis mehr, es muß dann mit Nebenbe-
dingungen gearbeitet werden. Solche redundanten Parametersätze mit zusammen
12 Komponenten sind die Drehmatrix R und der Verschiebevektor d, oder gleich

die Transformationsmatrix

(
R d
0T 1

)
mit insgesamt 16 und offensichtlich mehr

Einträgen als notwendig. Diese letzte Form ist für homogen geschriebene Vekto-

ren

(
x
1

)
günstig, da sie eine Transformation zwischen Rast- und Gangsystem

mit einer einzigen Matrixmultiplikation beschreibt. Neunparametrige Darstellun-
gen sind die Koordinaten dreier Punkte oder die Angabe der ersten beiden Spalten
der Drehmatrix samt dem Verschiebevektor. Eulerparameter [1, 2, 30] bilden zu-
sammen mit dem Translationsvektor eine 7-parametrige 1-zu-2–Parametrisierung
und stellen einen Kompromiß dar. Da hier nur kleine Lageänderungen von Interesse
sind, reicht der Drehvektor als Darstellung kleiner Drehungen bzw. als lokale Kar-
te der Drehgruppe aus. Trotzdem sind die durch endliche Drehungen verursachten
Effekte als mögliche Fehlerquellen immer in Betracht zu ziehen. Eine theoretische
Betrachtung derart verursachter sog. geometrischer Nichtlinearitäten, insbesondere
mit ihren Auswirkungen auf die Steifheitsmatrix (vgl. Abschnitt 2.2.2), findet sich
in [57].

Eine endliche Drehung von Ortsvektoren um den Winkel θ := |θ| bei gegebener
Drehrichtung α := θ/θ mit |α| = 1 wird beschrieben durch die Drehmatrix R mit
den Komponenten

Rij = δij︸︷︷︸
(=:I)

ij

+ sin θ · εikjαk︸ ︷︷ ︸
=(Ωα)

ij

+(cos θ − 1) · (δij − αiαj)︸ ︷︷ ︸
=:

(
P ⊥

α

)
ij

. (2.2)

Diese Gleichung ist die vom Transformationsverhalten korrekte und in beliebigen
Koordinatensystemen gültige am Beispiel einer Drehmatrix Rz in z-Richtung wohl-
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bekannte Gleichung

Rz =




cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1




=




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 + sin θ




0 −1 0
1 0 0
0 0 0


 + (cos θ − 1)




1 0 0
0 1 0
0 0 0


 .

Eine Drehung erzeugt von einem beliebigen Punkt B der Drehachse aus gesehen

im Punkt A eine zusätzliche Auslenkung R
−→
BA−

−→
BA = (R−I)

−→
BA. Für eine kleine

Lageänderung, bestehend aus Translation δd und Drehung δθ = αδθ, gilt also

δdA = δdB + (R− I)
−→
BA

= δdB +
(
sin δθ ·Ωα + (cos δθ − 1) · P⊥

α

) −→
BA

= δdB +
(
δθΩα − 1

2
δθ2P⊥

α

) −→
BA +O(δθ3)

= δdB + δθα×
−→
BA +O(δθ2)

= δdB + δθ ×
−→
BA +O(δθ2)

= δdB −
−→
BA× δθ +O(δθ2)

= δdB +
−→
AB × δθ +O(δθ2)

= δdB + ΩAB · δθ +O(δθ2) .

Entsprechend dieser Sichtweise wird die Transformation der Translation δd übli-

cherweise geschrieben als δdA = δdB +
−→
AB × δθ und manchmal auch als

”
Hebel-

gesetz der Auslenkungen“ bezeichnet.

Es werden also im Sinne verallgemeinerter Koordinaten infinitesimale Translation
δdA und infinitesimale Drehung δθ an einem Punkt zur Lageänderung δqA mit

δqA :=

(
δdA

δθ

)

zusammengefaßt. Analog zu dem Hebelgesetz (2.1)6 lautet das Transformations-
verhalten für die kleinen Lageänderungen δq zu verschiedenen Aufpunkten

δqA =

(
I ΩAB

0 I

)
δqB = T T

BAδqB . (2.3)

Im Gegensatz zum Hebelgesetz gilt diese Formel nur für kleine Lageänderungen,
weshalb eine Definition von äquivalenten Lagesystemen mit dieser Formel daher

6Mit Zahlen in runden Klammern sollen Verweise auf Formeln bezeichnet werden. Deren
Nummern befinden sich jeweils rechts der Formel am Rand der Textbreite.
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zunächst nur genähert möglich zu sein scheint. Im Kapitel 2.1.2.2 über Schraub-
achsen zeigt sich, daß die Analogie aber dennoch möglich ist.

Ein weiteres Problem liegt darin, daß die Lagen gleichzeitig eine Doppelrolle als

Referenzsystem und Observable einnehmen; die Größen
−→
AB und θ stellen gleichzei-

tig eine Transformation des Koordinatensystems und die kleinen Lageänderungen
selbst dar. Dies wird aber erst im Kapitel 3.3.4 über Vorlasten von Bedeutung
werden, da sich nur für große Vorlasten Effekte erster Ordnung ergeben.

Die Existenz von äquivalenten Last- bzw. Lagesystemen ist aus der Sicht des Mes-
senden unbefriedigend: Gleichen Erscheinungen werden in verschiedenen Bezugs-
systemen verschiedene Zahlen zugeordnet. Diese fehlende Eindeutigkeit wird sich
entsprechend auch auf einen Zusammenhang zwischen Lasten und Lagen übertra-
gen. Eine eindeutige Beschreibung von äquivalenten Lasten und Lagen sind die
im Folgenden zu besprechenden Schrauben. Da für den Zusammenhang zwischen
Lasten und Lagen diese nur noch die Rolle von Variablen spielen, muß das Problem
dort anders angegangen werden.

2.1.2.2 Kraft- und Drehschrauben

Äquivalente Last- und Lagesysteme lassen sich auf eine eindeutige Form bringen,
die sog. Kraft- und Drehschrauben. Diese sind Geraden im Raum, also geometrische
Gebilde, versehen mit zwei weiteren physikalischen Größen, einem Skalar und einem
Pseudoskalar. Für diese Eindeutigkeit muß die Linearität preisgegeben werden:
Schraubachsen sind nicht superponierbar.

Über das Transformationsverhalten der freien Vektoren lassen sich bestimmte Ko-
ordinatensysteme definieren: Wird als Aufpunkt der Ursprung des Koordinaten-
systems so gewählt, daß der freie Vektor parallel zu seinem linienflüchtigen Partner
ist, so liegt dieser Aufpunkt auf einer Geraden im Raum, der Schraubachse. Auf

der Achse der

{
Kraftschraube
Drehschraube

}
sind

{
Kraft

Drehung

}
und

{
Drehmoment
Translation

}

parallel.

Die Transformationsformeln (2.1) und (2.3) der freien Vektoren liefern nur zu dieser
Achse senkrechte Anteile. Daher wächst die Norm des freien Vektors über den
Satz des Pythagoras mit dem Abstand zur Schraubachse. Insbesondere ist die
Norm des freien Vektors auf der Schraubachse minimal. Dies sieht man rechnerisch
ein, indem man den freien Vektor in Anteile senkrecht und parallel zu seinem

linienflüchtigen Partner zerlegt, etwa T = T ‖ + T⊥. Der Vektor
−→
OP ×F steht für

alle P wie T⊥ senkrecht auf F . Daher ist die Gleichung T⊥+
−→
OP×F = 0 wie im Fall

eines ebenen Lastsystems mit der Formel für doppelte Kreuzprodukte lösbar, wobei
P dann der Punkt K der Kraftschraube mit kleinstem Abstand zum Ursprung O
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ist. Dieselbe Lösung ergibt sich aus den analytischen Minimierungsproblemen

|T (
−→
OK, F )| = min−→

OK

!

|δd(
−→
OD, δθ)| = min−→

OD

! .

für die freien Vektoren als abhängige Variable. Man erhält damit die Formeln

−→
OK =

1

|F |2 (F × T ) (2.4)

−→
OD =

1

|δθ|2 (δθ × δd) , (2.5)

für die Aufpunkte K der Kraftschraube und D der Drehschraube oder, wieder
zusammengefaßt mit dem Aufpunktvektor a

a =
1

l2
(l× f)

Schraubachsaufpunkt =
1

|linienflüchtig|2 · (linienflüchtig× frei) .

Diese zu den Aufpunkten gehörenden Ortsvektoren stehen senkrecht auf der Rich-
tung der Schraubachse und haben daher im Vergleich zu allen anderen Aufpunkten
minimalen Abstand zum Ursprung. Damit ist eine Schraube als Gerade im Raum
in der Punkt-Richtungs-Form eindeutig gegeben.

Warnung: Auch diese Formel gilt nur für infinitesimale Verschiebungen! Unter
Benutzung von (2.2), am einfachsten in z-Richtung einzusehen, lautet sie für Dreh-
schrauben korrekt

−→
OD =

1

2

(
d⊥ + cot

θ

2
(α× d)

)
,

wobei d⊥ := P⊥
αd der zu α senkrechte Anteil von d ist. Diese Formel erlaubt eine

hier nicht weiter relevante geometrische Deutung [69].

Daher kann auch einer endlichen Bewegung eines starren Körpers im Raum, die
etwa durch Anfangs- und Endposition festgelegt ist, eindeutig eine Schraubung
zugeordnet werden. Das ist genau der Inhalt des Satzes von Chasles, siehe etwa
[1] Ch. 2.5.

Diese Beschreibung liefert bislang insgesamt nur vier der sechs insgesamt nöti-
gen Freiheitsgrade. Die Richtung der Schraubachse legt zwei Größen bis auf ein
Vorzeichen fest, die dritte Komponente entfällt wegen der Normierung des Rich-
tungsvektors. Der Schraubachsaufpunkt entspricht auch nur zwei weiteren Größen,
da sein Ortsvektor nach den Formeln (2.4) und (2.5) senkrecht auf dieser Richtung
steht. Um auf den vollen Informationsgehalt der sechs verallgemeinerten Koordi-
naten bzw. Kräfte zu kommen, fehlen also noch zwei Größen. Das können entweder
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die Beträge der beiden beteiligten Vektoren sein oder etwa der Betrag des linien-
flüchtigen Vektors und die Schraubsteigung τ

τK =
1

|F |2 (F · T ) (2.6)

τD =
1

|δθ|2 (δθ · δd) . (2.7)

Für Drehschrauben etwa entspricht sie der Ganghöhe einer materiellen Schraube,
was den Vorteil der Anschaulichkeit hat. In beiden Fällen hat die Schraubsteigung
die Dimension einer Länge. Die Verbalisierung lautet diesmal

τ =
1

|l|2 (l · f)

Schraubsteigung =
1

|linienflüchtig|2 · (linienflüchtig · frei) .

Die Formeln (2.4), (2.5), (2.6) und (2.7) lassen sich mit dem Operator ◦, welcher
wahlweise das Vektor- oder das Skalarprodukt beschreibt, symbolisch zusammen-
fassen zu

1

|l|2 (l ◦ f) . (2.8)

Das ist der allgemeine Ausdruck für die Schraubparameter.

Damit ist die Analogie zwischen Kraft- und Drehschrauben noch nicht erschöpft.
Es kann außerdem gezeigt werden, daß die sich durch Superposition zweier Kraft-
schrauben ergebende dritte Kraftschraube mit den beiden Ausgangsschrauben ein
Gemeinlot, das ist eine gemeinsame Senkrechte, hat. Die entsprechende Aussage
der Kinematik ist, daß die zu drei gegeneinander bewegten räumlichen Systemen
gehörenden drei momentanen Schraubachsen ein Gemeinlot haben7. Die Schrau-
bung vom ersten aufs dritte Bezugssystem ist dabei die Ausführung der ersten
beiden nacheinander.

Wie auch bei den Formeln für den Schraubachsaufpunkt entstehen numerische
Schwierigkeiten für einen reinen freien Vektor, da der Nenner quadratisch gegen
Null geht und dann die Ausdrücke divergieren. Für diese Fälle könnte man analy-
tisch den Durchgang durchs Unendliche zulassen, was aber für numerische Zwecke
unangemessen ist. Für infinitesimale Bewegungen oder Lasten kann man auf eine
andere Beschreibungsform ausweichen. Dann nämlich geht auch der Zähler gegen
Null, so daß sich mit dem Satz von de l’Hôpital endliche Ausdrücke für Auf-
punkt und Steigung der Schraube ergeben. Für die Drehschraube etwa ergibt sich
mit θ = θα für θ → 0 und d → 0 die Beziehung

1

|θ|2 (θ ◦ d) = α ◦ d

θ
= α ◦ ḋ

θ̇

7Vgl. etwa das auch weitere interessante Beschreibungsmöglichkeiten für Lagen enthaltende
Buch [30], Abschnitt 2.2.11.
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für die Schraubparameter
−→
OD bzw. τD und entsprechende Ausdrücke für die Kraft-

schraube.

2.1.2.3 Die Invarianzeigenschaft der Schraubparameter

Die Schraubparameter beschreiben eine Last- bzw. eine Lageänderung fast eindeu-
tig, nur der Aufpunkt der Schraubachse kann auf dieser frei gewählt werden. Es ist
daher zu erwarten, daß sich diese Eigenschaft in einem besonderen Transformati-
onsverhalten unter der Wahl des Bezugspunktes äußert.

2.1.2.3.1 Die Schraubsteigung. Nur der zum linienflüchtigen Vektor paral-
lele Anteil des freien Vektors geht in die Formel für die Schraubsteigung ein. Es
gilt zu verschiedenen Bezugspunkten A und B

τA =
1

l2A
(lA · fA) =

1

l2
(l · fA) =

1

l2
(l · (fB + ΩABl))

=
1

l2
(l · fB) +

1

l2
(l ·ΩABl) =

1

l2
(l · fB)

= τB ,

und die sich durch den Wechsel des Bezugspunktes ergebenden senkrechten Anteile
des freien Vektors heben sich heraus. Die Schraubsteigung ist ferner als Quotient
zweier Skalarprodukte invariant unter Drehungen, denn es gilt etwa (Rl) ·Rf =
lT RT Rf = lT f = l · f . Da sie unter Spiegelungen am Ursprung ihr Vorzeichen
ändert, ist sie ein Pseudoskalar.

Ihre Invarianz unter der kompletten Euklidschen Gruppe erklärt ihre Bedeutung,
da sie in allen Koordinatensystemen denselben Wert annimmt.

2.1.2.3.2 Die Schraubachsaufpunkte. Die Schraubachsaufpunkte zu ver-
schiedenen Bezugspunkten A und B transformieren sich wie folgt.

aA =
1

l2A
(lA × fA) =

1

l2
(l× fA) =

1

l2

(
l×

(
fB +

−→
AB × l

))

=
1

l2

(
l×

(
fB − l×

−→
AB

))
=

1

l2
(l× fB)− 1

l2

(
l×

(
l×

−→
AB

))

= aB − 1

l2

(
ΩlΩl

−→
AB

)
(A.2)
= aB − 1

l2

(
−l2P⊥

l

−→
AB

)

= aB + P⊥
l

−→
AB .

Diese Formel besitzt eine einfache geometrische Deutung. Es seien PA und PB die
zu den Punkten A und B gehörenden Lotfußpunkte auf die Schraubachse. Dann
gilt

−→
PAPB = P

‖
l

−→
AB ,
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und über einen geschlossenen Linienzug erhält man
−→

APA =
−→
AB +

−→
BPB +

−→
PBPA =

−→
AB +

−→
BPB −

−→
PAPB =

−→
AB +

−→
BPB − P

‖
l

−→
AB

=
−→

BPB + P⊥
l

−→
AB .

Das ist mit
−→

APA = aA und
−→

BPB = aB genau die obige Formel. Es werden über
die Definition mit dem Kreuzprodukt die Aufpunkte a immer senkrecht zu l und
damit senkrecht zur Schraubachse berechnet, was die Lotfußpunkte charakterisiert.

Da nach (A.16) das Kreuzprodukt zweier gedrehter Vektoren auch durch Drehung
des Kreuzproduktes der ungedrehten Vektoren berechnet werden kann, ergibt sich
in allen Koordinatensystemen dieselbe Gerade im Ortsraum.

2.2 Die elastischen Matrizen

In diesem Abschnitt sollen die einfachsten Objekte untersucht werden, die mit der
bisher entwickelten Theorie verträglich sind. Es handelt sich also um Vorstellungen
über ideale Meßergebnisse.

Vom Standpunkt der Elastizitätstheorie betrachtet handelt es sich beim elastisch
aufgehängten starren Körper um ein Randwertproblem, bei dem die Werte der ge-
suchten Funktion auf den starren Berandungen vorgegeben und im Zwischenraum
frei sind. Prinzipiell ließe sich das numerisch behandeln, etwa mit finiten Elemen-
ten. Da hier aber das Verhalten des elastischen Mediums selbst nicht interessiert,
ist eine einfachere Beschreibungsweise möglich.

Gegenstand des Interesses ist das Verhalten der starren Berandung , genauer um
den Zusammenhang zwischen der auf sie wirkenden Last und ihrer Lage. Unter Ver-
nachlässigung der inneren Struktur der Aufhängung hat man demnach schematisch
folgende Situation:

Lasten

f =

(
F
T

)
←−
−→

Elastische Aufhängung

= ”Black Box”

←−
−→

Lagen

q =

(
d
θ

)

Dann wird eine Linearisierung durchgeführt und stellenweise die Existenz eines
elastischen Potentials vorausgesetzt, aus dem spezielle Symmetrieeigenschaften ab-
geleitet werden können. Die den linearen Anteil beschreibenden Matrizen, Fle-
xibilitätsmatrix und Steifheitsmatrix, die ich als elastische Matrizen bezeichnen
möchte, sind nun die grundlegenden Objekte.
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Unter Benutzung der Transformationseigenschaften der Lasten und Lagen lassen
sich aus der inneren Struktur der elastischen Matrizen Koordinatensysteme aus-
zeichnen. Falls ein elastisches Potential existiert, ist das Koordinatensystem ein-
deutig; der Ursprung dieses Koordinatensystems ist das elastische Zentrum, seine
Orientierung sind die funktionellen Achsen. Falls kein Potential existiert, verdop-
pelt sich die Anzahl der Koordinatensysteme: Eins für die Lasten und eins für
die Lagen. Nach einer Transformation der elastischen Matrizen auf diese Koordi-
natensysteme ergibt sich dann die Normalform für Meßwerte, die auch auf reale
Messungen anwendbar ist, die Realform.

2.2.1 Die Flexibilitätsmatrix

Folgende Situation sei gegeben: Eine im Punkt A der starren Berandung angreifen-
de Last verursacht im Punkt B über die elastische Aufhängung eine Änderung der
Lage. Die Lasten fA und Lagen qB werden dabei im raumfesten System gemessen.
Für kleine Laständerungen kann man die sich nach Abklingen aller Ausgleichspro-
zesse einstellende statische Endlage in eine Taylorreihe mit zeitunabhängigen
Koeffizienten entwickeln:

qB(fA) = qB(f 0
A) + FBA(fA − f 0

A) +O(fA − f 0
A)2 ,

und für die Differenz der Lasten ∆fA als Eingangsgrößen (= Input)

∆fA := fA − f 0
A

erhält man für die Änderung der Lage ∆qB als Ausgangsgrößen (= Output)

∆qB := qB(fA)− qB(f 0
A)

ein lineares Input-Output-Modell:

∆qB = FBA∆fA . (2.9)

Die 6×6–Matrix F nennt man Flexibilitätsmatrix, ihre Einträge werden auch Ein-
flußzahlen genannt [68]. Die Indizes BA kennzeichnen die Bezugspunkte A der
Lasten und B der Lagen. Für f 0

A = 0 ist qB(f 0
A) die üblicherweise als Referenz

dienende Ausgangslage der starren Berandung; daher können die Differenzen und
mit ihnen die ∆’s in den Formeln auch fortgelassen werden. Spaltet man die Lasten
und Lagen wieder in die grundlegenden Vektoren auf, so muß man F als Block-
matrix in vier 3× 3–Matrizen, etwa D, S2, S1 und M , aufteilen. Der linearisierte
Zusammenhang zwischen Lasten und Lagen lautet nun

(
δd
δθ

)

B

=

(
D S2

S1 M

)

︸ ︷︷ ︸
FBA

·
(

F
T

)

A

, (2.10)
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und mit ihm läßt sich der Effekt jeder angelegten Last auf die Lagen berechnen.
Damit sind insbesondere Aussagen über Drehschrauben möglich, etwa indem man
die Formel für die Schraubsteigung τD (2.7) mittels (2.10) durch F und T aus-
drückt.

Damit die Dimensionen der Gleichungen zueinander passen, muß gelten

[D] = [d] / [F ] = T2/M

[S2] = [d] / [T ] = T2/ML

[S1] = [θ] / [F ] = T2/ML

[M ] = [θ] / [T ] = T2/ML2 ,

also lauten die Dimensionen der Blockmatrizen der Flexibilitätsmatrix

[F ] =
T2

ML2

(
L2 L
L 1

)
,

wobei hier die Einheit des Winkels, etwa rad, gleich 1 gesetzt wurde.

Zur Beschreibung zeitabhängiger Vorgänge sind kompliziertere konstitutive Glei-
chungen8 nötig. Weiterhin braucht man, um Beschleunigungen zu berücksichtigen,
die Massenmatrix M, welche die Masse, den Trägheitstensor und den Satz von
Steiner zusammenfaßt. Mehr darüber im Kapitel 3.1 über Zustandsgleichungen
und Dynamik.

2.2.1.1 Transformationsverhalten und Fehlerfortpflanzung

Das Transformationsverhalten der Flexibilitätsmatrix bei Verschiebung der Refe-
renzpunkte von A nach A′ und von B nach B′ leitet sich aus dem der Lasten
und Lagen ab. Im Sinne des linearen Input-Output-Modells q(f) kann man die
Gesamttransformation in drei Schritten durchführen:

1. Die Lasten werden vom Punkt A′ wieder auf den Punkt A bezogen, also
fA = TAA′fA′ .

2. Es wird der bekannte Zusammenhang zwischen qA und fB benutzt, d. h.
qB = FBAfA.

3. Die Lagen werden nun auf den Punkt B′ bezogen, also qB′ = T T
BB′qB.

Insgesamt folgt für qB′ (fA′) die Gleichung

qB′ = T T
BB′qB = T T

BB′FBAfA = T T
BB′FBATAA′fA′ .

8Konstitutive Gleichungen sind meist phänomenologisch gewonnene Beziehungen wie das
Hookesche Gesetz oder der Newtonsche Reibungsansatz, die das makroskopische Verhalten
von Materialien charakterisieren.
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Das Transformationsverhalten der Flexibilitätsmatrix läßt sich diesen Überlegun-
gen entsprechend der Abbildung 2.1 entnehmen.

¾

¾

?

6

fAqB

qB′ fA′

FBA

FB′A′

TAA′T T
BB′

Abbildung 2.1: Das Transformationsverhalten der Flexibilitätsmatrix.

Im Formalismus der 6× 6–Matrizen transformiert sich die Flexibilitätsmatrix also
gemäß

FB′A′ = T T
BB′FBATAA′ .

Die Blockkomponenten der einzelnen Matrizen sind nun nach (2.1), (2.3) und (2.10)
bekannt. Ihr Produkt lautet damit in Komponenten9

FB′A′ =

(
I ΩB′B
0 I

)
·
(

D S2

S1 M

)
·
(

I 0
ΩAA′ I

)

=

(
I ΩB′B
0 I

)
·
(

D + S2ΩAA′ S2

S1 + MΩAA′ M

)

=

(
D + S2ΩAA′ + ΩB′BS1 + ΩB′BMΩAA′ S2 + ΩB′BM

S1 + MΩAA′ M

)

=

(
D + S2ΩAA′ −ΩBB′S1 −ΩBB′MΩAA′ S2 −ΩBB′M

S1 + MΩAA′ M

)
. (2.11)

Daher ist die Flexibilitätsmatrix kein Tensor!10

Die Komponenten der Flexibilitätsmatrix (=Einflußzahlen, Flexibilitätskonstan-
ten) hängen also wegen des Transformationsverhaltens der freien Vektoren von
den in der Meßapparatur gewählten Aufpunkten ab. Da verschiedene Apparatu-
ren bezüglich des Meßobjektes unterschiedliche Referenzsysteme benutzen, ergeben

9Mit Blockmatrizen, auch Übermatrizen genannt, rechnet man, bis auf die einzuhaltende Rei-
henfolge der Multiplikation der Blockmatrixeinträge, genau wie mit Matrizen, vgl. etwa [73, 20].

10Bei einem Tensor wären die Transformationsmatrizen auf der linken und der rechten Seite
entweder gleich oder invers zueinander, nicht aber transponiert (Drehmatrizen ausgenommen).
Eine Matrix, wie z. B. die Voigtsche Anordnung der Elastizitätsmoduln, ist noch lange kein
Tensor. Bei dieser wird das allgemeine Hookesche Gesetz σij = Λijklεkl wegen der Symmetrie
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sich systematisch andere Zahlen. Zur Veranschaulichung der Situation vgl. Abb.
2.2.

Abbildung 2.2: Die Abhängigkeit der Flexibilitätsmatrix von den Referenzsyste-
men. Nur im günstigsten Fall stimmen die Koordinatensysteme der Lasten und
der Lagen überein. Ihre Ursprünge müssen aber nicht zusammenfallen, ihre Orien-
tierung und Händigkeit kann verschieden sein, im schlimmsten Fall sind sie nicht
einmal mehr orthogonal, oder die Achsen schneiden sich nicht mehr.

Daher:

Allein zum Vergleich von Messungen verschiedener Apparaturen am
gleichen Meßobjekt benötigt man durch die Meßwerte eindeutig fest-
gelegte Koordinatensysteme!

Prinzipiell wäre es möglich, Information über beliebige Referenzkoordinatensyste-
me, wie z. B. den anatomical landmarks der Biomechanik, auszutauschen. Eine
Festlegung der Koordinatensysteme durch die Meßwerte hätte dem gegenüber den

von σ und ε umsortiert zu



σ11

σ22

σ33

σ23

σ31

σ12




=




c11 c12 c13 c14 c15 c16

c22 c23 c24 c25 c26

c33 c34 c35 c36

c44 c45 c46

c55 c56

c66



·




ε11
ε22
ε33
ε23
ε31
ε12




.

Dabei wird der ursprünglich tensorielle Charakter der Gleichungen zerstört.
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Vorteil, ohne nachträglich nicht mehr zu bestimmende Gerätedaten oder Meßvor-
schriften auszukommen. Daher werde ich im Folgenden diesen Weg einschlagen.

Durch Fehlerfortpflanzung wachsen die Meßfehler der Matrixeinträge mit dem Ab-
stand zum ursprünglich gewählten Koordinatensystem, wobei dieser Einfluß in den
einzelnen Blockmatrizen unterschiedlich ist. Einzige Ausnahme ist die Messung
des infinitesimalen Drehvektors δθ in Abhängigkeit vom Drehmoment T , also die
von M . Am ungünstigsten ist die Fehlerfortpflanzung bei D: Von der Aufhängung
weit entfernt angreifende Kräfte erzeugen große Drehmomente, die wiederum große
Drehungen hervorrufen, welche ihrerseits große zusätzliche Translationen in weit
entfernten Meßsystemen erscheinen lassen. Dort besteht dann die Gefahr, daß die
fortgepflanzten Meßfehler in die Größenordnung der Meßergebnisse geraten und
die eigentlich interessierenden Effekte komplett überlagern.

2.2.2 Die Steifheitsmatrix

Die Steifheitsmatrix S ist definiert durch die inverse Beziehung ∆fA = SAB∆qB.
Sie transformiert sich entsprechend wie

SA′B′ = TA′ASABT T
B′B . (2.12)

In dieser Situation werden nun die Lageänderungen eingestellt und die erzeugten
Lasten gemessen.11

Wegen T −1
AB = TBA ist die Inversion S−1

AB = FBA verträglich mit den obigen Trans-
formationen der Referenzpunkte:12

F−1
B′A′ =

(
T T

BB′FBATAA′
)−1

= T −1
AA′F−1

BA

(
T T

BB′
)−1

= TA′ASABT T
B′B

= SA′B′ .

Daher ist auch eine Beschreibung der Meßergebnisse mit der Steifheitsmatrix in
diesem Formalismus möglich. Vom theoretischen Standpunkt ist die Steifheitsma-
trix sogar das geeignetere Objekt, da mit ihr Beschreibungen von Aufhängungen
möglich sind, bei denen eine kleine Auslenkung keine Änderung der Last nach sich
zieht (man denke an eine Einzelfeder im Raum, deren Ende senkrecht zu ihrer
Längsrichtung bewegt wird). Die Flexibilitätsmatrix hätte in diesem Fall beliebig
große Einträge. Da in dieser Arbeit vornehmlich dünne elastische Schichten be-
trachtet werden, für die solche Schwierigkeiten nicht auftreten, möchte ich sie auch
nicht weiter betrachten.

11Von einer suggestiven Ursache-Wirkung-Beziehung sollte Abstand genommen werden. So-
lange keine Zeitabhängigkeit in den Gleichungen eingebaut ist, können Lasten und Lagen beide
Ursache oder Wirkung sein.

12Offenbar ist es nicht zulässig, wie die experimentelle Bestimmung der Flexibilitätskonstanten
aus einzelnen Geradensteigungen mij von qi(fj) nahelegen würde (vgl. 3.2.3), den Kehrwert der
einzelnen Matrixeinträge zu verwenden: Dies wäre nicht mehr verträglich mit deren Transforma-
tionseigenschaften.
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Die Blöcke der Steifheitsmatrix möchte ich wie folgt bezeichnen

S =

(
A B2

B1 C

)
. (2.13)

Sie haben die Dimensionen

[S] =
M

T2

(
1 L
L L2

)
,

und transformieren sich mit (2.12) gemäß

SA′B′ = TA′ASABT T
B′B

=

(
I 0

ΩA′A I

) (
A B2

B1 C

) (
I ΩBB′

0 I

)

=

(
I 0

ΩA′A I

) (
A B2 + AΩBB′

B1 C + B1ΩBB′

)

=

(
A B2 + AΩBB′

B1 + ΩA′AA C + B1ΩBB′ + ΩA′AB2 + ΩA′AAΩBB′

)
. (2.14)

Daraus ist die Transformationsinvarianz der Teilmatrix A sofort ersichtlich. Da
kein einfacher Zusammenhang zwischen den Blöcken von S und F besteht, muß es
auch für die Flexibilitätsmatrix neben der Transformationsinvarianz von M wei-
tere transformationsinvariante Terme geben. Diese sollen jetzt untersucht werden,
wodurch sich die innere Struktur der elastischen Matrizen weiter klärt.

Aus den Gleichungen q = Ff und f = Sq folgt

FS = I = SF ,

wobei I die 6 × 6–Einheitsmatrix ist, also daß S und F zueinander rechts- und
linksinvers sind. Das hat Konsequenzen für die einzelnen Blöcke der elastischen
Matrizen. Mit den Zerlegungen

S =

(
A B2

B1 C

)
und F =

(
D S2

S1 M

)

folgen daraus acht matrixwertige Gleichungen, und zwar vier für die verschwinden-
den Nebendiagonalen

0 = AS2 + B2M (2.15)

0 = S1A + MB1 (2.16)

0 = DB2 + S2C (2.17)

0 = B1D + CS1 (2.18)
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und vier für die Hauptdiagonalen

I = B1S2 + CM (2.19)

I = DA + S2B1 (2.20)

I = S1B2 + MC (2.21)

I = AD + B2S1 . (2.22)

Unter der Annahme, daß M und A für sich invertierbar sind, folgen daraus
zunächst die Beziehungen

S2M
−1 (2.15)

= −A−1B2 (2.23)

M−1S1
(2.16)
= −B1A

−1 (2.24)

und mit ihnen weiter

M−1 (2.19)
= C + B1S2M

−1 (2.23)
= C −B1A

−1B2 (2.25)

A−1 (2.20)
= D + S2B1A

−1 (2.24)
= D − S2M

−1S1 . (2.26)

Damit ist je eine weitere transformationsinvariante Blockmatrix gefunden, die
durch die Blöcke der Matrix selbst ausgedrückt werden kann. Im Fall der Ma-
trix D − S2M

−1S1 ist gegenüber M wegen der experimentellen Schwierigkeiten
beim Einstellen der Kraftwirkungslinien mit einem ungünstigeren Eingangsfehler
zu rechnen.

Die Matrix M−1 ist genau das sog. Schur-Komplement von S. Mit dem Invertie-
rungslemma13 kann man nun auch weitere Blöcke der zueinander inversen Matrizen
S und F durch die der jeweils anderen Matrix ausdrücken. Der Vollständigkeit hal-
ber möchte ich noch die restlichen Komponenten der Flexibilitätsmatrix durch die
der für die Theorie natürlicheren Steifheitsmatrix (vgl. 2.2.3) ausdrücken. Neben
(2.25) sind das noch:

S1
(2.16)
= MB1A

−1 (2.25)
=

(
C −B1A

−1B2

)−1
B1A

−1 (2.27)

S2
(2.15)
= −A−1B2M

(2.25)
= −A−1B2

(
C −B1A

−1B2

)−1
(2.28)

D
(2.20)
= A−1 − S2B1A

−1

D
(2.28)
= A−1 −A−1B2

(
C −B1A

−1B2

)−1
B1A

−1 . (2.29)

Setzt man ferner die Invertierbarkeit von C voraus, so erhält man mit einer zu
(2.25) bzw. (2.29) analogen Rechnung einen weiteren Ausdruck für D

D−1 = A−B2C
−1B1 (2.30)

und erhält durch Gleichsetzen mit (2.29) die Identität von Schur, Frobenius
und Woodbury, vgl. wieder [73] §22.5.

13Vgl. etwa [73], Teil 1: Grundlagen, §22.4
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2.2.3 Das elastische Potential

Für Hookesche Verhältnisse, also falls das verallgemeinerte Hookesche Gesetz

σij = Λijklεkl

der Situation angemessen ist, existiert ein elastisches Potential Φ mit

Φ =
1

2

∫
σijεijdV =

1

2

∫
ΛijklεijεkldV .

Da der Dehnungstensor ε stetig von den Randwerten, also von den Lagen q,
abhängt, existiert ein funktionaler Zusammenhang Φ(q) zwischen Potential und
Randwert, so daß die elastische Energie nur von der Lagedifferenz abhängt, also

Φ ((q2)A)− Φ ((q1)A) =

((q2)A)∫

((q1)A)

fT
AdqA .

Wegen
fT

AdqA = (TABfB)T T T
BAdqB = fT

B T T
ABT T

BA︸ ︷︷ ︸
=I

dqB = fT
BdqB

hängt der Integrand nicht vom speziellen Koordinatensystem ab. Daher ist die
Differenz der potentiellen Energien Φ (q2) − Φ (q1) nur eine Funktion der äquiva-
lenten Last- bzw. Lagesysteme; insbesondere folgt bei Existenz eines Potentials∮

fT dq = 0, d. h. es tauchen nur Hysteresen mit verschwindender Fläche auf. Bei
dieser Herleitung wurde benutzt, daß das d der Integration eine kleine Größe δ im
Sinne der Transformation (2.3) ist.

Die Last f läßt sich nun mit dem Potential über

fT
A = − ∂Φ

∂qA

berechnen.14 Auch diese Formel ist konsistent mit dem Transformationsverhalten,
denn es gilt

∂Φ

∂qB

=

(
∂qB

∂Φ

)−1

=

(T T
AB∂qA

∂Φ

)−1

=

(
∂qA

∂Φ

)−1 (
T T

AB

)−1
=

∂Φ

∂qA

T T
BA ,

also fB = TBAfA. Wieder wurde benutzt, daß ∂ eine kleine Größe δ im Sinne der
Transformation (2.3) beschreibt.

Aus diesem Zusammenhang läßt sich mit der Vertauschbarkeit der zweiten Ablei-
tungen die Symmetrie der elastischen Matrizen FAA und SAA wie folgt ableiten:

(SAA)ij =
∂(fA)i

∂(qA)j

= −
∂ ∂Φ

∂(qA)i

∂(qA)j

= − ∂2Φ

∂(qA)i∂(qA)j

= − ∂2Φ

∂(qA)j∂(qA)i

= (SAA)ji .

14In der Technischen Mechanik ist dieser Zusammenhang auch als Satz von Castigliano
bekannt, vgl. etwa [68], I. §2 6.
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Zusammen mit dem Transformationsverhalten der Lasten und Lagen (2.1) und
(2.3) ergibt sich

ST
AB =

(
SAAT T

BA

)
=

(
T T

BA

)T ST
AA = TBASAA = SBA .

Diese Symmetrie ist Inhalt des Satzes von Maxwell und Betti, auch Rezipro-
zitätssatz von Maxwell genannt.15 Sie besagt anschaulich, daß beim Anbringen
der Lasten im Referenzsystem der Lagen und Messen der Lagen im Referenzsystem
der Lasten die elastischen Eigenschaften dieses Systems in Form der elastischen
Konstanten beibehalten werden. Bei einer Feder etwa entspricht das genau dem
Vertauschen von Anfang und Ende. Da im linearen Input-Output-Modell Input
und Output je ein Matrixindex zugeordnet ist, beschreibt die transponierte Matrix
genau deren Vertauschen.

Da Invertierung und Transformation verträglich sind, gilt auch für die Flexibilitäts-
matrix im Punkt A (FAA)ij = (FAA)ji . Auch diese Symmetrie ist wegen

FBB = T T
ABFAATAB = T T

ABFT
AATAB = FT

BB

verträglich mit dem Transformationsverhalten. Bei Messungen hat man bezüglich
dieser Symmetrie auf die Einheiten besonders zu achten, denn es muß T T = − ∂Φ

∂θ
gelten. Die zum Drehmoment in Nm passende SI-Einheit ist der Radiant. Entspre-
chend müssen Vorsätze oder Vorfaktoren wie bei deg oder gon als Kehrwert bei den
Drehmomenten berücksichtigt werden.

Wieder ist die Steifheitsmatrix gegenüber der Flexibilitätsmatrix vom theoreti-
schen Standpunkt her bevorzugt, da sie die zweite Ableitung des elastischen Po-
tentials nach den verallgemeinerten Koordinaten ist.

2.2.4 Das Widerstandszentrum

Für den Fall einer eben aufgehängten Scheibe ist bekannt, daß ein Mittelpunkt der
Federkräfte existiert, mit der Eigenschaft,

”
. . . daß bei einer Parallelverschiebung der Scheibe die Resultierende

der Federkräfte durch ihn geht und daß bei einer Drehung der Scheibe
um diesen Punkt die Federkräfte ein Kräftepaar bilden.“16

Wegen der Analogie dieser Eigenschaften zu denen des Schwerpunktes eines star-
ren Körpers heißt er auch elastischer Schwerpunkt, siehe wieder [34]. Im Rah-
men meines dreidimensionalen Formalismus läßt sich dieses Ergebnis für ebene

15Vgl. wieder [68], I. §2 6.
16Zitat aus [34], Kap. 3.12 S.144. In der Einleitung 1.1 findet sich der Beweis dazu.
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Aufhängungen mit einer passenden Definition für diesen ebenen elastischen Schwer-
punkt nachvollziehen, vgl. (B.2). Dieser in der englischsprachigen Literatur “center
of resistance” genannte Punkt, das Widerstandszentrum, ist der Prototyp des für
die Vergleichbarkeit von Messungen nötigen Referenzsystems.

Es wird sich zeigen, daß in drei Dimensionen kein Punkt mehr existiert, der die
Eigenschaften des ebenen Widerstandszentrums hat. Das äußert sich in verschie-
denen Unstimmigkeiten, in die man gerät, wenn man nach einem Punkt mit den
gewünschten Eigenschaften sucht. Fish [17] drückt sich in seiner Definition tat-
sächlich vorsichtiger aus. An einem in der Mesialebene betrachteten einwurzeligen
Zahn stellt er fest:

“Let us suppose that a horizontal force is to be applied toward the
cheek. There is a point C somewhere between the apex and the gingival
margin, such that if the force be applied on a line passing through that
point there will be no tipping and and no rotation of the tooth about
its long axis. This point may be called the center of resistance. It is
undoubtedly somewhere between the gingival margin and the point
half way to the apex. Of course this point may vary with variation of
the intensity of force or with change in direction of application of the
force.”

Die beiden ausgeschlossenen Rotationen sind senkrecht zur Richtung der Kraft
gemeint, d. h. mit der Gleichung F × δθ(F , r) = 0 wird implizit ein Ort r in
Abhängigkeit von der Kraft F definiert. Diese drei Gleichungen für drei Unbe-
kannte definieren eine Punktmenge, die mit meiner Abstandsfläche übereinstimmt,
vgl. Abschnitt 2.3.2.

2.2.4.1 Gewünschte Eigenschaften des Widerstandszentrums

Es liegt nahe, für eine räumliche Aufhängung zunächst eine direkte Übertragung
dieser Definition zu versuchen. Man sucht analog zum zweidimensionalen Fall nach
einem Punkt W mit den folgenden Eigenschaften

1. Eine reine Kraft (also eine Kraftschraube mit verschwindendem Drehmo-
mentanteil) mit Wirkungslinie durch das Widerstandszentrum W hat immer
eine reine Translation zur Folge;

2. ein reines Drehmoment (also eine Drehschraube mit verschwindendem Trans-
lationsanteil) hat eine reine Rotation mit durch das Widerstandszentrum W
verlaufender Drehachse zur Folge.

Kurz gesagt soll gelten:
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1. Für alle Kraftwirkungslinien durch denselben Punkt W gilt

T (W ) = 0 ⇔ θ = 0. (2.31)

2. Für alle Drehungen durch denselben Punkt W gilt

δ(W ) = 0 ⇔ F = 0. (2.32)

Noch kürzer: Polare und axiale Vektoren entkoppeln im Sinne des Input-Output-
Modells.

Die Flexibilitätsmatrix hat wegen dieser Entkopplung in W als lineare Abbildung
zwischen f und q verschwindende Nebendiagonalelemente. Sie liegt daher in Block-
diagonalform

FWW =

(
D 0
0 M

)
(2.33)

vor. Nicht verschwindende Nebendiagonalmatrizen stehen im Widerspruch zu den
obigen Wunscheigenschaften.

Die wichtigste aus der Existenz eines solchen Punktes W ableitbare Eigenschaft ist
das Reziprozitätstheorem: Für zwei Experimente ohne externe Drehmomente mit
gleichen Kräften zu verschiedenen Angriffspunkten K und K ′ mit

−→
WK ′ = λ

−→
WK ,

also bei Verlängerung des Hebels um den Faktor λ, gilt

T ′ =
−→

WK ′ × F = λ
−→

WKF = λT .

Die Ortsvektoren
−→

WK ′ und
−→

WK sind gleichzeitig die Aufpunkte der Kraftschraube
mit kürzestem Abstand zum Widerstandszentrum. Wegen (2.33) verlängern sich
die axialen Vektoren T und damit θ jeweils um den Faktor λ, denn aus

(
F ′

T ′

)
=

(
F
λT

)

folgt
(

δd′

δθ′

)
=

(
D 0
0 M

)
·
(

F ′

T ′

)
=

(
D 0
0 M

)
·
(

F
λT

)
=

(
δd
λδθ

)
.

Wegen (2.5) gilt für die Aufpunkte D und D′ auf die momentane Achsen der
Drehschrauben mit kürzestem Abstand zum Widerstandszentrum

−→
WD′ =

1

|δθ′|2 (δθ′ × δd) =
1

λ

−→
WD .

Damit folgt die Invarianz des Skalarproduktes der Ortsvektoren der Schraubachs-
aufpunkte:

−→
WK ′ ·

−→
WD′ =

−→
WK ·

−→
WD ,

wobei diese Eigenschaft für jede multilineare Abbildung von
−→

WK ′ und
−→

WD′, also
etwa auch für deren Kreuzprodukt gilt.
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2.2.4.2 Unstimmigkeiten mit einem solchen Widerstandszentrum

Die Realität ist leider komplexer, denn man hat Folgendes zu berücksichtigen:

1. Allein der etwaigen Meßfehler wegen müssen diese Gleichungen nicht mehr
exakt erfüllbar sein, denn das Gleichungssystem für die Vektoren ist mit
zwei vektorwertigen, also sechs Gleichungen für einen Ortsvektor, also drei
Größen, überbestimmt. Falls keine Lösung existiert, läßt sich auch kein Punkt
der elastischen Aufhängung mehr auszeichnen.

2. Um die beiden Nebendiagonalblockmatrizen mit je 9 Einträgen durch eine
Transformation der Referenzkoordinatensysteme (2.1) und (2.3) zum Ver-
schwinden zu bewegen, müßte man 18 Gleichungen durch 6 Größen erfüllen.
Auch das ist ein überbestimmtes Gleichungssystem.

3. Im Unterschied zum Schwerpunkt ist hier die zur Masse analoge Größe einer
elastischen Aufhängung ein Tensor zweiter Stufe, vgl. 4.1. Darin entspricht
die formale mathematische Situation, bis auf die Signatur der Metrik und die
Dimension, der in der Allgemeinen Relativitätstheorie. Von dort war mir be-
kannt, daß es problematisch sein würde, über den der Masse entsprechenden
Energieimpulstensor einen Schwerpunkt zu definieren. Schon in der Spezi-
ellen Relativitätstheorie existieren keine starren Objekte mehr, und in der
Allgemeinen Relativitätstheorie sind integrale Erhaltungsgrößen mit Mühe
und manchmal nur unter Preisgabe der Kovarianz aufzufinden. Von Anfang
an bestanden also Zweifel an der Existenz eines Widerstandszentrums.

4. Der Schluß vom Zwei- aufs Dreidimensionale ist auch vom Standpunkt der
Analogie zur Bewegung gewagt: Da aus dem Momentanpol der ebenen Ki-
nematik, einem Punkt also, in der räumlichen Kinematik eine momentane
Schraubachse wird, ist kaum zu erwarten, daß der für eine ebene Aufhän-
gung definierte elastische Schwerpunkt auch im räumlichen Fall als Punkt
existiert. Ein analoges Objekt könnte schlicht die Eigenschaft verlieren, ein
Punkt zu sein.

5. Es gibt Aufhängungen ohne ein solches Widerstandszentrum. Ein Beispiel
ist eine Aufhängung aus zwei Federpaaren mit windschiefen Wirkungslinien
der Kräfte der Einzelfedern, wobei der starre Körper jeweils zwischen den
einzelnen Federn liegt, vgl. die Abb. 2.3 und 2.4; Genaueres in Kap. 5.1.4.

Die Existenz eines Punktes mit den Eigenschaften des Widerstandszentrums ist
also nur eine Simplifizierung, die im dreidimensionalen Fall nichts mit der Realität
zu tun haben muß.

Der Übergang von einer ebenen Aufhängung zu einer echt räumlichen geschieht
mittels bestimmter Symmetrien. In Abschnitt 4.5 wird gezeigt, daß für bestimmte
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Abbildung 2.3: Das Schaumodell zur Nichtexistenz eines Widerstandszentrums. Die
wesentliche Konstruktionsidee ist eine echt räumliche Aufhängung aus Federn mit
windschiefen Wirkungslinien.

Symmetrien doch wieder ein Widerstandszentrum existiert. Da in vielen prakti-
schen Fällen solche Symmetrien entweder exakt oder wenigstens näherungsweise
vorliegen, bleibt das Widerstandszentrum eine oft zutreffende oder für praktische
Belange ausreichende Vorstellung zur Beschreibung der hauptsächlichen Effekte ei-
ner elastischen Aufhängung. Um die Empfindlichkeit dieses Konzeptes gegenüber
Störungen zu untersuchen, bedarf es einer übergreifenden quantitativen Theorie,
also dieser Arbeit.

2.2.5 Das elastische Zentrum

Die Bedingungen (2.31) und (2.32) zur Definition eines ausgezeichneten Koordi-
natensystems müssen abgeschwächt werden. Da in einem Punkt nicht mehr beide
polare bzw. axiale Vektoren gleichzeitig verschwinden können, folgt: einer ist exakt
gleich Null und der andere ist betragsmäßig minimal. Das derart definierte Objekt
bekommt zur begrifflichen Abgrenzung vom Widerstandszentrum einen neuen Na-
men: Das elastische Zentrum. Zur Unterscheidung vom Widerstandszentrum W
soll für das elastische Zentrum auch im Folgenden der Buchstabe Z, wie Zentrum,
verwendet werden.

Die grundlegende Idee ist es, den linienflüchtigen Vektor gleich Null zu setzen
und den Betrag seines freien Partners zu minimieren. Wenn man statt dessen den
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Abbildung 2.4: Der Schauversuch zur Nichtexistenz eines Widerstandszentrums.
Eine Kraft in x-Richtung, die eine reine Translation hervorruft, und eine Kraft
in y-Richtung, die ebenfalls eine reine Translation hervorruft, haben windschiefe
Wirkungslinien. Die gestrichelte Linie ist die jeweilige Endlage des Stabes.

freien Vektor gleich Null setzen würde, wären zwei linienflüchtige Vektoren, also
Geraden im Raum, an der Definition beteiligt, was später mathematische Probleme
verursacht. Durch das Transformationsverhalten des freien Vektors wird dann je
ein Punkt ausgezeichnet, einer vom Lastangriffspunkt L und einer vom Meßpunkt
M aus.

Dadurch, daß ein linienflüchtiger Vektor gleich Null ist, folgt eine Beziehung zwi-
schen den beiden Vektoren des anderen Systems. Der freie Vektor kann also in
Abhängigkeit von seinem linienflüchtigen Partner geschrieben werden. Danach mi-
nimiert man seine Norm mit den Komponenten des Ortsvektors als Variablen. Da
der Betrag des freien Vektors auch von dem Betrag seines linienflüchtigen Part-
ners abhängt, ist dieser bei der Minimierung konstant zu halten. Für die Rechnung
verwendet man demnach Einheitsvektoren.

2.2.5.1 Ein Minimierungsproblem für freie Vektoren

Zu lösen sind also
|δd(Z)| = min

Z
! für F = 0

für das Meßsystem, also mit δθ als Variable, und

|T (Z)| = min
Z

! mit δθ = 0

für das Lastsystem, also mit F als Variable. Nach den minimierten Größen sol-
len die zu den Lösungen gehörenden Punkte Translationszentrum T und Drehmo-
mentszentrum D genannt werden.



47

Die Komponenten von q = Ff lauten mit (2.10) für die durch den experimentellen
Aufbau festgelegten Koordinatensysteme Meßsystem M und Lastsystem L

δdM = DF L + S2T L

δθM = S1F L + MT L .

Es ergibt sich für F L = 0 zunächst δθM = MT L und damit δdM = S2T L =
S2M

−1δθM und weiter mit (2.3)

δd(D) = δdL + ΩDMδθM =
(
S2M

−1 + ΩDM

)
δθ . (2.34)

Für δθ = 0 ergibt sich ähnlich 0 = S1F L + MT L und dann mit (2.1)

T (T ) = T L + ΩTLF L =
(
−M−1S1 + ΩTL

)
F . (2.35)

Beide Minimierungsaufgaben sind damit vom Typ

|x(Z)| = | (A + ΩZ) y| = min
Z

! ,

wobei x der freie Vektor, y der linienflüchtige Vektor und A die entsprechende
Matrix sei. Wegen der Linearität der beteiligten Abbildungen ist die Norm des
linienflüchtigen Vektors für das Minimierungsproblem unwichtig. Danach hat man
sich noch von dem für das eigentliche Problem unwichtigen linienflüchtigen Ein-
heitsvektors zu entledigen, genauer von dessen Richtung. Das geschieht mit der
zusätzlichen Forderung nach Isotropie, bei der alle Raumrichtungen gleich stark
beteiligt sind, durch die Mittelung

∫

|y|=1

| (A + ΩZ) y|2do = min
Z

! , (2.36)

über die Oberfläche der Einheitskugel mit dem Oberflächenelement do. Die Rech-
nung wird zweckmäßigerweise in Polarkoordinaten mit

y =




sin ϑ cos φ
sin ϑ sin φ

cos ϑ


 und do = sin ϑdϑdφ

in den Variablen ϑ und φ durchgeführt. Der Rechengang vereinfacht sich erheblich,
wenn man erst nach den Komponenten von x differenziert und dann die Integration
ausführt. Mit (Ωx)ij = εikjxk erhält man durch Anwenden von ∂

∂xk
auf (2.36) mit

der Kettenregel die Gleichung

0 =
∫

|y|=1

((A + ΩZ) y)i yjεikjdo

= (A + ΩZ)il εikj

∫

|y|=1

ylyjdo

︸ ︷︷ ︸
= 4π

3
δlj

,
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wobei das Ergebnis der Integration aus Isotropiegründen natürlich ein Vielfaches
der Einheitsmatrix ist. Nach Ausführen der Kontraktion ergibt sich aus der Glei-
chung 0 = (A + ΩZ)il εikl schließlich

ΩZ = −AA bzw.
−→
OZ = −AD . (2.37)

Die Minimierung der euklidischen Matrixnorm von A + ΩZ liefert dasselbe Er-
gebnis wie die integrale Betrachtungsweise, wie die folgende Rechnung zeigen soll.
Von y entledigt man sich jetzt mit Hilfe einer zur euklidischen Vektornorm, der
in der Physik üblichen Länge eines Vektors, verträglichen Matrixnorm über

| (A + ΩZ) y| ≤ ‖A + ΩZ‖ · |y|

und minimiert fortan nur noch ‖A + ΩZ‖. Da alle in Frage kommenden Nor-
men äquivalent sind, d. h. durch Konstanten untereinander abgeschätzt werden
können, fällt die Wahl der Norm aus Gründen der Einfachheit auf die euklidische
Matrixnorm

‖A‖ =
√∑

i,j

a2
ij =

√
Sp

(
AT A

)
.

Ableitungen dieser Norm besitzen lästige Terme mit Wurzeln; wird stattdessen ihr
Quadrat minimiert, so kommen wegen ∂x‖ ∗ ‖2 = 2‖ ∗ ‖ · ∂x‖ ∗ ‖ höchstens neue
Lösungen hinzu. Für Summen von solchen Termen gilt das natürlich nicht. Durch
Differentiation nach den Koordinaten von Z ergibt sich (die innere Ableitung von
ΩZ ist der ε-Tensor) als Lösung des Problems der antisymmetrische Anteil der
Matrix, gekennzeichnet durch den oberen Index A, also ∗A := 1

2
(∗ − ∗T ). Das läßt

sich auch wie folgt einsehen: Mit dem symmetrischen Anteil ∗S := 1
2
(∗+∗T ) zerlegt

man eine Matrix durch
∗ = ∗S + ∗A .

Für die euklidische Norm folgt dann

‖A‖2 = ‖AS + AA‖2 =
∑

i,j

[
1

2
(aij + aji) +

1

2
(aij − aji)

]2

= ‖AS‖2 + ‖AA‖2 +
1

4

∑
(aij + aji) (aij − aji)

= ‖AS‖2 + ‖AA‖2 +
1

4

∑ (
a2

ij − a2
ji

)

= ‖AS‖2 + ‖AA‖2 ,

was als Satz des Pythagoras für Matrizen gesehen werden kann. Die antisym-
metrische Matrix ΩZ wirkt nur auf AA und kann daher diesen (und nur diesen)
Anteil der Norm zu exakt Null machen, es gilt also wieder (2.37).

Die Ergebnisse der obigen Minimierungen, hier noch einmal tabellarisch zusam-
mengefaßt
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System minimaler reine
freier Vektor Größe

Meßsystem M δd(Z) T (⇔ F = 0)
Lastsystem L T (Z) δd (⇔ δθ = 0)

können nun einfach abgelesen werden:

Name des Ergebnis d. Minimierung Ergebnis d. Minimierung
Ergebnisses Flexibilitätsmatrix Steifheitsmatrix

Drehmomentszentrum D ΩMD =
(
S2M

−1
)A

ΩMD = −
(
A−1B2

)A

Translationszentrum T ΩLT = −
(
M−1S1

)A
ΩLT =

(
B1A

−1
)A

Dabei wurden (2.23) und (2.24) benutzt.

Im Folgenden sollen die Eigenschaften dieser neu berechneten Objekte untersucht
werden. Dazu ist zunächst die Transformation auf das elastische Zentrum durch-
zuführen.

2.2.5.2 Die direkte Transformation auf das elastische Zentrum

Führt man nun die Transformation mit den obigen Transformationsmatrizen durch,
so heben sich einige Terme aus Symmetriegründen weg. Definiert man nun für das
Meßzentrum M und das Lastzentrum L die beiden symmetrischen Widerstands-
matrizen

WM :=
(
S2M

−1
)S

= −
(
A−1B2

)S
(2.38)

WL :=
(
M−1S1

)S
= −

(
B1A

−1
)S

, (2.39)

so lautet die auf das elastische Zentrum transformierte Matrix mit (2.11) und

ΩMD =
(
S2M

−1
)A

= S2M
−1 −

(
S2M

−1
)S

= S2M
−1 −WM

sowie

ΩLT =
(
−M−1S1

)A
= −M−1S1 −

(
−M−1S1

)S
= −M−1S1 + WL

insgesamt

FDT = T T
MDFMLTLT

=

(
D + S2ΩLT −ΩMDS1 −ΩMDMΩLT S2 −ΩMDM

S1 + MΩLT M

)

=

(
D − S2M

−1S1 + WMMWL WMM
MWL M

)
. (2.40)
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Für Hookesche Verhältnisse ist die Ausgangsmatrix durch eine bloße Transforma-
tion der Bezugspunkte aufeinander symmetrisierbar. Für eine solche symmetrische
Matrix gilt S2 = ST

1 und MT = M , woraus folgt

WM =
(
S2M

−1
)S

=
((

S2M
−1

)S
)T

=
((

S2M
−1

)T
)S

=
((

M−1
)T

(S2)
T
)S

=
(
M−1S1

)S
= WL =: W .

Liegt sogar ein Widerstandszentrum vor, so gilt

WM = 0 = WL .

Im letzteren Fall sind die Matrizen S2M
−1 und M−1S1 rein antisymmetrisch, und

die aufs Widerstandszentrum transformierte Flexibilitätsmatrix lautet nur noch

FWW =

(
D − S2M

−1S1 0
0 M

)
(2.26)
=

(
A−1 0
0 M

)
.

Sie enthält nur noch die beiden transformationsinvarianten Blöcke.

Durch eine analoge Rechnung mit (2.14) sowie

ΩMD = −A−1B2 −WM und ΩLT = B1A
−1 + WL

erhält man für die Steifheitsmatrix

STD = TTLSLMT T
DM

=

(
A −AWM

−WLA C −B1A
−1B2 + WLAWM

)
(2.41)

mit den entsprechenden Spezialfällen wie oben.

Mit (2.25) und (2.26) kann den beiden elastischen Matrizen im elastischen Zen-
trum eine Form gegeben werden, die nur noch aus den transformationsinvarianten
Matrizen A und M und den Widerstandsmatrizen WL und WM besteht

FDT =

(
A−1 + WMMWL WMM

MWL M

)
(2.42)

STD =

(
A −AWM

−WLA M−1 + WLAWM

)
, (2.43)

und bei der man durch einfaches Nachrechnen überprüfen kann, daß sie invers
zueinander sind.

2.2.5.3 Eigenschaften des elastischen Zentrums

Mit dieser Definition eines elastischen Zentrums sind die meisten Probleme mit dem
Widerstandszentrum aus 2.2.4.2 überwunden. Die nunmehr eindeutig definierten
elastischen Zentren besitzen folgende Eigenschaften:
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• Die Gleichungen sind kovariant und besitzen daher ein brauchbares Trans-
formationsverhalten. Insbesondere werden sie nicht von den noch durch-
zuführenden Rotationen beeinflußt. Eine Drehung des Koordinatensystems
der Lasten um Rf und das der Lagen um Rq bildet etwa S2M

−1 ab auf

RqS2R
T
f

(
RqMRT

f

)−1
= RqS2R

T
f RfM

−1RT
q = RqS2M

−1RT
q ,

und wegen (A.15) wird
−→

MD tatsächlich nur auf Rq

−→
MD gedreht. Der Beweis

für
−→
LT verläuft analog.

• Wird das absolute Minimum angenommen, so verschwinden die freien Vekto-
ren. Das ist genau die alte Definition des Widerstandszentrums, womit eine
Grenzbeziehung zu den vorhergehenden Vorstellungen gefunden ist.

• Die Definition geschieht allein aus den Meßwerten heraus und ist immer
möglich, also insbesondere auch retrospektiv.

• Der minimale Vektor und die zugehörige Variable gehören beide entweder
zum Last- oder zum Meßsystem. Dadurch können deren Effekte, insbesondere
bezüglich systematischer Fehler der Meßapparatur, unterschieden werden.

• Für eine symmetrische Ausgangsmatrix gilt S2 = ST
1 und M = MT woraus

ΩMD =
(
S2M

−1
)A

= −
(
M−1T ST

2

)A
= −

(
MT−1ST

2

)A
= −

(
M−1S1

)A

= ΩLT

folgt, für übereinstimmendes Last- und Meßsystem fallen also Translations-
zentrum T und Drehmomentszentrum D zusammen. Bei Existenz eines elas-
tischen Potentials und M = L sind demnach beide Definitionen der elasti-
schen Zentren gleichwertig. Für diesen Fall soll auch im Folgenden für das
dann eindeutige elastische Zentrum die Abkürzung Z verwendet werden.

• Die Extremaleigenschaften |T (Z)| = min! und |δd(Z)| = min! sind auch Ei-
genschaften der Achsen der Kraftschraube bzw. Drehschraube. Das erlaubt
eine anschauliche Deutung des elastischen Zentrums als derjenige Ort, von
dem über alle linienflüchtigen Einheitsvektoren gemittelte Schraubachsauf-
punkte minimalen Abstand haben.

• Es läßt sich ein Bezug zur bisherigen Auswertepraxis (
”
Rastermessung“, vgl.

[3, 4]) herstellen: Das Lastsystem besteht aus einer Kraft in Koordinatenrich-
tung, also nacheinander F ‖{ex, ey, ez}, und zwei dazu senkrechten Drehmo-
menten, also die beiden jeweils dazu senkrechten Komponenten von T . Mit
diesen Drehmomenten ist dann die Last immer zu einer reinen Kraft äqui-
valent, deren Wirkungslinie aber kontrolliert werden kann. Die Stärke dieser
Drehmomente wird so eingestellt, daß δθ ≈ 0 ist. Pro Messung ergeben sich

zwei Komponenten von
−→
LT als Lösung von 0 = T T = T L +

−→
TL×F . Existiert
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ein Widerstandszentrum, so sind die sechs sich ergebenden Größen mitein-

ander konsistent und damit auf die drei Komponenten von
−→
LT reduzierbar.

Um δθ = 0 exakt zu erreichen, benötigt man nach (2.35) aber noch zu F
parallele Anteile von T . Die Mittelung der sechs Werte entspricht unter Ver-
nachlässigung dieser parallelen Anteile genau der Antisymmetrisierung von
−M−1S1.

• Die obigen Lösungen der Minimierung haben die gleiche Gestalt, wenn das
Minimierungsproblem für die Steifheitsmatrix formuliert wurde, sie sind dem-
nach formäquivalent. Flexibilitäts- und Steifheitsmatrix sind wieder gleich-
berechtigt.17

Einige der Eigenschaften, die aus der gewünschten Analogie zum Widerstandszen-
trum stammen, sind für ein elastisches Zentrum nicht mehr gegeben:

• Polare und axiale Vektoren entkoppeln nicht mehr. Die vom Schwerpunkt
des starren Körpers herrührende Anschauung von Kräften, die Translationen,
und Drehmomenten, die Rotationen nach sich ziehen, trifft nicht mehr zu.

• Das Reziprozitätstheorem gilt nicht mehr, da die Nebendiagonalblockmatri-
zen nicht mehr vollständig wegtransformierbar sind. Es kann daher als ex-
perimenteller Test auf die

”
Echtheit“ des Widerstandszentrums verwendet

werden.

Zusammenfassend noch einmal die Definitionsgleichungen für das elastische Zen-
trum:

Das elastische Zentrum ist der Punkt, in dem die

{
Last

Auslenkung

}
sich bei dem

Vorliegen von reinen

{
Translationen

Drehmomenten

}
durch minimale isotrop über alle Rich-

tungen der

{
Kräfte

Drehungen

}
gemittelte

{
Drehmomente
Translationen

}
auszeichnet.

Oder mit Schraubachsen ausgedrückt: Das elastische Zentrum ist der Punkt, von

dem die Achsen von

{
Kraftschrauben
Drehschrauben

}
aller Richtungen beim

{
Vorliegen
Anlegen

}

17Dies war das Kriterium, welches meine Entscheidung zu Gunsten der jetzigen Definition am
stärksten beeinflußte. Da es zunächst unklar war, ob es sinnvoller sein würde, die Meßwerte über
die Flexibilitäts- oder die Steifheitsmatrix auszuwerten, probierte ich beides an verschiedenen
Beispielen und Definitionsversuchen aus. Bei nur einer Definition, der jetzigen, ergaben sich bei
Anwendung derselben Rechenvorschrift auf Flexibilitäts- und Steifheitsmatrix dieselben Ergeb-
nisse. Dieser Zufallsbefund führte mich dann zunächst über eine Untersuchung der Blockstruktur
der beteiligten Matrizen auf den Formalismus mit den Transformationsmatrizen und auf die
endgültige Definition des elastischen Zentrums.
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von reinen

{
Translationen

Drehmomenten

}
minimalen Abstand (im Sinne des obigen Mini-

mierungsproblemes) haben.

2.3 Die Gesamtheit der Schraubachsen

Die Analogie vom Widerstandszentrum zum Schwerpunkt konnte nicht aufrecht er-
halten werden. Es gibt aber Aufhängungen, deren Eigenschaften beliebig nahe bei
denen einer Aufhängung mit Widerstandszentrum liegen. Daher ist es naheliegend,
ein Gebilde zu definieren, welches zwar kein Punkt mehr ist, das aber einige Ei-
genschaften des Widerstandszentrums beibehält und für den Grenzfall des Wider-
standszentrums zu einem Punkt ausartet. Da die Minimalität der freien Vektoren
aus der Definition des elastischen Zentrums eine Eigenschaft von Schraubachsen
ist, lohnt es, die Gesamtheit der zugehörigen Schraubachsen zu untersuchen. Ers-
ter Definitionsversuch ist der Widerstandsbereich: Er ist der kleinste Bereich um
das elastische Zentrum, innerhalb dessen alle Schraubachsen verlaufen, die sich
ergeben, wenn das jeweils andere System aus reinen freien Vektoren besteht. In
seinem Inneren sollte das elastische Zentrum als der Punkt größter Annäherung
der Schraubachsen aneinander liegen.

Drei Fragen sind dabei von besonderem Interesse:

1. Wo liegen die Aufpunkte von Schraubachsen, die sich ergeben, wenn das
andere System aus reinen freien Vektoren besteht?

2. Wie weit sind diese Schraubachsen vom elastischen Zentrum entfernt?

3. Wie groß sind die zugehörigen Schraubsteigungen?

Die Visualisierungen der Antworten auf diese Fragen sind die Aufpunktfläche, die
Abstandsfläche und die Steigungsfläche. Mit ihnen kann das gedankliche Konzept
des Widerstandszentrums innerhalb gewisser Toleranzgrenzen beibehalten werden.
Im Folgenden wird dies näher erläutert.

2.3.1 Die Aufpunktfläche

Es gilt für F = 0 im Drehmomentszentrum D mit (2.34)

δd(D) =
(
S2M

−1 + ΩDM

)
δθ =

(
S2M

−1
)S

δθ = WMδθ

und für δθ = 0 im Translationszentrum T mit (2.35)

T (T ) =
(
−M−1S1 + ΩTL

)
F = −

(
M−1S1

)S
F = −WLF .
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Für die Aufpunkte S und K auf die Dreh- bzw. Kraftschraube mit kürzestem
Abstand zu D bzw. T folgt dann

−→
DS =

1

|δθ|2 (δθ ×WMδθ) und

−→
TK =

1

|F |2 (F × (−WL)F ) ,

geschrieben mit dem linienflüchtigen Einheitsvektor x := l0 ∈
{
δθ0,F 0

}

−→
DS = (x×WMx) und

−→
TK = − (x×WLx) . (2.44)

Diese Aufpunkte hängen nicht vom Betrag der linienflüchtigen Vektoren ab. Ferner
werden den Vektoren x und −x dieselben Aufpunkte zugeordnet. Damit handelt
es sich um eine Abbildung der Sphäre in den dreidimensionalen Raum mit der
antipodalen Eigenschaft, also eine Realisierung der reellen projektiven Ebene, vgl.
[22] 12.5.

Um die Notation nicht unnötig zu verkomplizieren, soll im Folgenden von Hoo-
keschen Verhältnissen ausgegangen werden, d. h. Translationszentrum T und Dreh-
momentszentrum D fallen zusammen zum elastischen Zentrum Z. Dann gilt aber
WM = WL = W , womit folgt:

Sind die beiden bei reinen freien Vektoren vorliegenden linienflüchtigen
Vektoren δθ und F parallel, so liegen die korrespondierenden Aufpunkte
A der Schraubachsen von Kraft- bzw. Drehschraube einander bezüglich
des elastischen Zentrums Z genau gegenüber.

Die Formen der Aufpunktflächen gehen also für Last- und Meßsystem wegen

−→
ZA = ± (x×Wx)

durch Punktspiegelung auseinander hervor. Für ein Widerstandszentrum fallen bei-
de Achsen des Paares zusammen.

Da die Widerstandsmatrix symmetrisch ist, kann sie durch eine orthogonale Trans-
formation auf Hauptdiagonalform gebracht werden. Mit wi sollen die Eigenwerte
der Widerstandsmatrix bezeichnet werden, mit wij := wi − wj ihre Differenzen.
Für die Hauptachsen ei selber werden die Verhältnisse besonders einfach, denn für
sie gilt

ei × (Wei) = ei × (wiei) = 0 ,

d. h. der Schraubachsaufpunkt liegt im elastischen Zentrum.
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Durch Parametrisierung des linienflüchtigen Einheitsvektors x in Koordinaten der
Oberfläche der Einheitskugel

x =




cos φ cos θ
sin φ cos θ

sin θ




erhält man im System der Hauptachsen von W alle Schraubachsaufpunkte im
Raum, also eine Parameterdarstellung der Aufpunktfläche




x
y
z


 = ±




w32 sin φ sin θ cos θ
w13 cos φ sin θ cos θ
w21 sin φ cos φ cos2 θ


 = ±1

2




w32 sin φ sin 2θ
w13 cos φ sin 2θ
w21 sin 2φ cos2 θ


 . (2.45)

Diese genügt der impliziten Gleichung vierten Grades18

x2y2w2
21 + y2z2w2

32 + z2x2w2
13 ∓ xyzw32w13w21 = 0 . (2.46)

Für etwa die Gegenbeispielfläche aus Abschnitt 2.2.4.2, berechnet in 5.1.4, ergibt
sich eine Aufpunktfläche der in Abb. 2.5 gezeigten Form.
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Abbildung 2.5: Zwei Ansichten der Aufpunktfläche mit w1 = −1, w2 = 1 und w3 =
0. Es wurde der Fall

”
+“ gewählt, also der der Drehschrauben. Weitere Einzelheiten

in Abschnitt 5.1.4; der obere und untere Grat der Fläche korrespondiert jeweils mit
der ursprünglichen Richtung der Einzelfedern.

18Diese erinnert an Steiners Römische Fläche, vgl. [22] 12.5

x2y2 + y2z2 + z2x2 − xyz = 0 ,

wobei beide Flächen aber nur als Realisationen der reellen projektiven Ebene miteinander ver-
wandt sind, da keine Lösung (w1, w2, w3) existiert mit w2

21 = w2
32 = w2

13 = 1, was die eigentliche
Steinerfläche kennzeichnet.
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Als Letztes soll gezeigt werden, daß die Aufpunktfläche dem Definitionsversuch
von Fish [17] genügt, vgl. das Zitat auf S. 42. Für eine reine Kraft F soll die
Kraftwirkungslinie derart gewählt werden, daß für einen Punkt r dieser Linie gilt
F × δθ(F , r) = 0, also

0 = F × (S1F + M(r × F )) = F × (S1F −M (F × r))

= ΩF S1F −ΩF MΩF r .

Dieses lineare Gleichungssystem für r hängt nicht von der Stärke der Kraft ab, da
diese in beiden Termen quadratisch auftritt. Derartige Effekte sind also in linearen
Input-Output-Modellen nicht zu erwarten. Die Lösung rh seines homogenen Teils
ist die Kraftwirkunglinie selber, also rh = λF 0. Im Translationszentrum gilt S1 =
MWL und es ist nun eine Lösung ri des inhomogenen Gleichungssystems

ΩF MΩF ri = ΩF MWLF

zu bestimmen. Hinreichend dafür ist ΩF ri = WLF , oder mit (A.2) gleichwertig
P⊥

F ri = −ΩF WLF , demnach ist

ri = −F 0 ×WLF 0

ein Punkt der Aufpunktfläche der Kraftschrauben und gleichzeitig Lösung des Glei-
chungssystems. Analog dazu erhält man für ein Gedankenexperiment, bei dem eine
reine Drehung δθ bezüglich einer Drehachse r vorgegeben ist so daß die hervorru-
fenden Kräfte parallel zu dieser Achse sind, ein Element der Aufpunktfläche der
Drehschrauben. Hier wird die Rechnung mit δθ × F (δθ, r) = 0 vorteilhafterweise
über die Steifheitsmatrix durchgeführt.

Die Aufpunktfläche beschreibt gewissermaßen die innere Struktur des Widerstands-
bereiches, in dem Sinne, daß jeder Bereich, in dem die Aufpunktfläche liegt (z. B.
ein Ellipsoid), als Widerstandsbereich gelten kann. Da die Aufpunktfläche nicht-
orientierbar ist, besitzt sie auch kein eigenes Inneres. Für ein Widerstandszentrum
schrumpft sie auf einen Punkt zusammen.

2.3.2 Die Abstandsfläche

Die Abstandsfläche entsteht durch Zuordnung von linienflüchtigem Einheitsvektor
zum minimalen Abstand der Schraubachse vom elastischen Zentrum. Sie verknüpft
einen Aspekt der Lage und die Richtung der Schraubachsen im Raum. Daher ist die
Abstandsfläche im Gegensatz zur Aufpunktfläche nicht im Ortsraum definiert und
hängt deshalb auch nicht direkt mit der Anordnung der elastischen Aufhängung
zusammen.

Für unsymmetrische elastische Matrizen sind die folgenden Überlegungen getrennt
für Lastsystem und Meßsystem durchzuführen. Da nur der Betrag des Schraub-
achsabstandes diskutiert wird, gibt es für die hier angenommenen Hookeschen
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Verhältnisse von der Abstandsfläche nur ein gemeinsames Exemplar für Last- und
Meßsystem. Seine Gleichung ist

‖
−→
ZA‖2 = ‖x×Wx‖2 = xT W 2x−

(
xT Wx

)
. (2.47)

Man erhält wieder im Hauptachsensystem von W für den Abstand r = |
−→
ZA| die

Gleichung

r2(φ, θ) = w2
32 sin2 φ sin2 θ cos2 θ + w2

13 cos2 φ sin2 θ cos2 θ + w2
21 sin2 φ cos2 φ cos4 θ

=
1

4
w2

32 sin2 φ sin2 2θ +
1

4
w2

13 cos2 φ sin2 2θ +
1

4
w2

21 sin2 2φ cos4 θ . (2.48)

Interpretiert als Radialkomponente von Kugelkoordinaten liefert diese Gleichung
mit r2x(φθ) eine Parameterdarstellung der gesamten Fläche. Auch hier existiert
eine entsprechende implizite Gleichung, diesmal sechsten Grades

x2y2w2
21 + y2z2w2

32 + z2x2w2
13 −

(
x2 + y2 + z2

)3
= 0 . (2.49)

Am bisher mehrfach erwähnten Gegenbeispiel kann diese Fläche visualisiert wer-
den, vgl. Abb. 2.6.
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Abbildung 2.6: Die Abstandsfläche des Gegenbeispiels 5.1.4 mit w1 = −1, w2 = 1
und w3 = 0.

Durch Diskussion der Extrema dieses Schraubachsabstandes oder durch Abschät-
zen der einzelnen trigonometrischen Terme der Parameterdarstellung (2.45) durch
1 nach oben erhält man komponentenweise den begrenzenden Kasten



|x|
|y|
|z|


 ≤ 1

2



|w32|
|w13|
|w21|


 ,
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und daraus eine vernünftige Definition der Größe des Widerstandsbereiches als
eine Kugel mit Durchmesser

Größe(WB) = max
i,j

1

2
|wi − wj| . (2.50)

Gestalt und Symmetrie von Aufpunkt- und Abstandsfläche rechtfertigen nachträg-
lich noch einmal die getroffene Definition des elastischen Zentrums.

2.3.3 Die Steigungsfläche

Analog zu (2.44) ergibt sich für die Schraubsteigungen

τM = (x ·WMx) und τL = − (x ·WLx) . (2.51)

Für WM = WL = W folgt daraus sofort:

Sind die beiden bei reinen freien Vektoren vorliegenden linienflüchti-
gen Vektoren δθ und F parallel, so ergeben sich für die korrespondie-
renden Schraubachsen von Kraft- bzw. Drehschraube Schraubsteigungen
mit entgegengesetzt gleichen Beträgen.

Eine Linksschraube im Lastsystem entspricht also einer Rechtsschraube im Meß-
system und umgekehrt. Die Formen der Steigungsflächen gehen also für Last- und
Meßsystem wie die der Aufpunktflächen durch Punktspiegelung auseinander her-
vor. Für ein Widerstandszentrum entarten beide zu einem Punkt. Wie die Ab-
standsfläche, ist die Steigungsfläche nicht im Ortsraum definiert.

Man erhält im Hauptachsensystem von W für die Schraubsteigung τ die Gleichung

τ = ±
(
w1 cos2 φ cos2 θ + w2 sin2 φ cos2 θ + w3 sin2 θ

)
. (2.52)

Da τ auch negative Werte annehmen kann, ist eine Visualisierung im Raum der
Art τx, wie bei der Abstandsfläche, nicht sinnvoll. Statt dessen soll die einfache
Auftragung τ(φ, θ) verwandt werden. Für die Gegenbeispielfläche ergeben sich die
in den Abbildungen 2.7 und 2.8 gezeigten Plots.

Wegen der Extremaleigenschaft des Rayleigh-Quotienten19 werden die Maxima
von τ angenommen für die Eigenvektoren von W . Es gilt demnach

τMAX = max
i

(wi) und τMIN = min
i

(wi) .

Fragt man nach den Richtungen zu gleichem τ , so ist die Menge dieser Richtun-
gen ein Schnitt der Einheitskugel mit der der symmetrischen Widerstandsmatrix

19Vgl. [73] §15.2 und §15.3
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Abbildung 2.7: Die Schraubsteigung τ des Gegenbeispiels 5.1.4 mit den Werten
w1 = −1, w2 = 1 und w3 = 0 in Abhängigkeit von φ und θ.

zugeordneten Fläche zweiter Ordnung, also eine Kurve auf der Einheitskugel. Für
det W 6= 0 handelt es sich bei dieser Fläche zweiter Ordnung um eine Mittelpunkts-
fläche. Für das Gegenbeispiel handelt es sich bei der Fläche zweiter Ordnung um
einen hyperbolischen Zylinder, also keine Mittelpunktsfläche. Die Kurvenschar zu
τ = const ergibt sich als Menge der Schnitte der Einheitskugel mit der entspre-
chenden Flächenschar. Sie überdeckt die Einheitskugel vollständig, da sich zu jeder
Richtung zwangsläufig eine Schraubsteigung ergibt.

2.3.4 Die Kongruenz der Schraubachsen

Durch den zweiparametrigen linienflüchtigen Einheitsvektor, der ja Richtungsvek-
tor der Schraubachse ist, ist zusammen mit der Aufpunktfläche eine zweipara-
metrige Schar von Geraden im Raum gegeben. Die Parameterdarstellung dieser
Geradenschar ist also

g(φ, θ, λ) = x(φ, θ)× (Wx(φ, θ)) + λx(φ, θ) .

Ein solches Gebilde der Form20

g(u1, u2, u3) = a(u1, u2) + u3r(u1, u2)

20Im Gegensatz zu den sonst üblichen Konventionen möchte ich hier die Indizes der Flächen-
parameter unten anschreiben.
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Abbildung 2.8: Die Schraubsteigung des Gegenbeispiels 5.1.4 mit w1 = −1, w2 = 1
und w3 = 0 in Abhängigkeit von φ und θ als Höhenlinien.

nennt man Geradenkongruenz oder Strahlsystem oder einfach kurz Kongruenz (vgl.
auch im Folgenden [27], insbesondere Teil II).

Eine Kongruenz kann auch als einparametrige Schar von Regelflächen betrachtet
werden. Die Extremallagen der Striktionspunkte dieser Regelflächen definieren für
jede Gerade zwei Grenzpunkte, deren Gesamtheit die beiden Grenzflächen der
Kongruenz definieren. Auch die Mitten zwischen den beiden Grenzpunkten bilden
eine Fläche, die Mittenfläche. Um sie zu berechnen, bestimmt man zunächst die
erste und zweite Fundamentalform der Kongruenz

gik := r,i · r,k

Gik := r,i · a,k ,

welche auch Funktionen der Parameter u1 und u2 sind. Eine Parameterdarstellung
der Mittenfläche ergibt sich dann zu

m(u1, u2) = a(u1, u2)− 1

2
Gikg

ikr(u1, u2) ,

wobei gik die Komponenten der zu (gik) inversen Matrix sind. Die Grenzflächen
erhält man, wenn man die Lösungen von

det
(
GS + u3g

)
= 0

wieder in die Gleichung der Kongruenz einsetzt. Die Brennflächen, das sind die
Flächen aller Berührungspunkte der Kongruenzgeraden, erhält man ebenso aus
den Lösungen der Gleichung

u2
3 + u3Gikg

ik +
det G

det g
= 0 .
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Mit Hilfe von Computeralgebra konnte ich allgemein zeigen, daß die Aufpunkt-
fläche gleichzeitig die Mittenfläche der Schraubachskongruenz ist. Für die Grenz-
flächen ergeben sich leider keine einfachen Ausdrücke. Ferner ist die Kongruenz
nicht isotrop, d. h. Mittenpunkte und Grenzpunkte fallen nicht zusammen. Auch
die Brennflächen können ausgerechnet werden. Da sie aber keine einfache Parame-
terdarstellung mehr besitzen, möchte ich hier auf eine Darstellung verzichten.

Da sie mir gar keine physikalische Bedeutung mehr zu haben scheinen, habe ich
weder die K-Hauptflächen noch die S-Hauptflächen dieser Kongruenz näher unter-
sucht.

2.4 Funktionelle Achsen und andere ausgezeich-

nete Richtungen

Die Freiheit der Wahl eines Koordinatensystems umfaßt die gesamte Euklidische
Gruppe, d. h. Translationen und Drehungen. Da nach der Transformation der Meß-
werte auf das elastische Zentrum die Orientierung der Koordinatensysteme noch
frei ist, sind die Meßwerte noch nicht auf ihre Normalform gebracht. Das elasti-
sche Zentrum konnte durch ein eingehendes Studium des Gegensatzpaares

”
frei↔

linienflüchtig“ bestimmt werden. Es wird sich zeigen, daß es nun sinnvoll ist, das
Gegensatzpaar

”
polar ↔ axial“ zur Definition von ausgezeichneten Richtungen

heranzuziehen.

In der Mechanik folgt nach der Definition des Schwerpunktes meistens die der
Hauptträgheitsachsen. Für eine räumliche elastische Aufhängung mit oder ohne
Widerstandszentrum sollten sich auch ausgezeichnete Richtungen finden lassen.
Im Gegensatz zu den Schraubachsen des letzten Abschnitts soll die Definition wie
die des elastischen Zentrums wieder so gemacht werden, daß sie immer möglich
und numerisch günstig ist.

Die funktionellen Achsen können nicht die Symmetrieachsen der Abstandsfläche
sein, da diese für den Fall eines Widerstandszentrums zu einem Punkt ohne Sym-
metrieachsen degeneriert, was der obigen Anschauung widerspricht.

Genauso wenig darf man die Eigenvektoren von FDT oder STD nehmen, da den
Eigenwerten keine physikalische Einheit konsistent zugeordnet werden könnte: We-
gen

{f} = N

(
1
m

)
und {q} =

(
m
1

)

kann es keinen Proportionalitätsfaktor zwischen f und q geben, wie die Eigenvek-
torgleichung es verlangte. Zudem sind aus physikalischen Gründen weder F noch
S Endomorphismen. Weiter hätte man sich noch zu überlegen, wie man aus den
formal gewonnenen sechs Eigenvektoren mit 36 Einträgen (normiert: 30, orthonor-
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miert: 15) drei bzw. sechs Orientierungen im Raum mit 3 bzw. 6 Freiheitsgraden
gewinnt.

Das Problem mit den Einheiten läßt sich beheben – mit interessanten Konsequen-
zen. Statt wie eben

”
Polar parallel Polar“ und

”
Axial parallel Axial“ fordert man

”
Frei parallel Frei“ und

”
Linienflüchtig parallel Linienflüchtig“ mit demselben Pro-

portionalitätsfaktor. Das hätte zur Folge, daß wegen (2.4) und (2.5) sowie (2.6)
und (2.7) Kraft- und Drehschraube dieselben Aufpunkte, Richtungen und Schraub-
steigungen haben. Formal geschieht dieses Vertauschen von axialem und polarem
Vektor durch die Matrix

J :=

(
0 I
I 0

)
,

und es ergibt sich das Eigenwertproblem JSq = λq (oder entsprechend für die Fle-
xibilitätsmatrix) mit einem einheitenbehafteten Eigenwert. Die in Eigenvektoren
zu zerlegende Matrix hat die Komponenten

JS =

(
B1 C
A B2

)

und ist nicht mehr symmetrisch, weshalb nicht für alle Matrizen ein System aus
reellen Eigenvektoren existieren kann. Selbst für ein Widerstandszentrum gilt

JS =

(
0 C
A 0

)
, und das Eigenwertproblem lautet dann

Aδd = λδθ und Cδθ = λδd = λ2A−1δθ .

Das ist eine verallgemeinerte Eigenwertaufgabe für die Matrizen C und A−1, wo-
bei A−1 und C idealerweise symmetrisch und positiv definit sind.21 Nach [73]
§15 Satz 5 gibt es dann ein gemeinsames Eigenvektorsystem mit positiven und
daher radizierbaren Eigenwerten. Die Aufgabe ist also lösbar; die Eigenvektoren
sind die der Matrix AC. Beide beteiligten Matrizen eignen sich zur Definition ei-
nes Skalarproduktes; das gemeinsame Eigenvektorsystem ist orthogonal im Sinne
dieses Skalarproduktes. Diese Achsen lassen sich auch aus einer energetischen Be-
trachtung herleiten: Hält man die Helizität τH = δd · δθ konstant, so ergibt das
Minimierungsproblem mit Nebenbedingungen

qTSq + λ
(
qTJ q − 2τH

)
= min!

genau die Gleichung von eben. Aus diesem Grunde möchte ich diese Achsen, für
den Fall, daß sie existieren, die Achsen konstanter Helizität nennen. Aber selbst
dann eignen sich diese Achsen nicht für die gesuchte Normalform, da sie i.A.
nicht orthogonal sind. Ein schiefwinkliges Koordinatensystem erschwert zudem die
Interpretier- und Vergleichbarkeit von Meßwerten.

21Das folgt aus der physikalischen Tatsache, daß die elastische Energie eine quadratische Form
mit qTSq > 0 für alle q 6= 0 ist – insbesondere für reine Rotationen oder Translationen.
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Statt ideale Fälle zu diskutieren, muß, wie bei der Definition des elastischen Zen-
trums, wieder auf der Ebene der Vektoren selber argumentiert werden; das löst
außerdem das Problem, daß mit einem Eigenwertproblem sechs statt drei gleich-
berechtigte Achsen ausgezeichnet würden.

2.4.1 Funktionelle Achspaare und Richtungen

Wie beim elastischen Zentrum ist das zur Definition führende Gedankenexperiment
so gemacht, daß jeweils einer der beiden linienflüchtigen Vektoren gleich Null ist.
Zum einen gehört zu einem reinen Drehmoment eine Drehschraube und zum an-
deren korrespondiert eine reine Translation zu einer Kraftschraube. Dadurch folgt
eine Gleichung zwischen den beiden die Schraube bildenden Vektoren des jeweils
anderen Systems:

{
δθL = 0
F M = 0

}
⇒

{
T L = B1A

−1F L

δdM = −A−1B2δθM

}
⇒

{
T D = −WLF D

δdT = WMδθT

}

und, je nachdem, ob der verschwindende linienflüchtige Vektor polar oder axial war,
eine Bedingung zwischen den beiden nichtverschwindenden axialen bzw. polaren
Vektoren {

δθL = 0
F M = 0

}
⇒

{
F L = AδdL

T M =
(
C −B1A

−1B2

)
δθM

}
.

Diese Beziehungen sollen zur Definition der funktionellen Achsen und Richtun-
gen verwandt werden: Die Wunschvorstellung vom Widerstandszentrum war, daß

polare und axiale Vektoren entkoppeln. Also fordert man: Ist der

{
axiale
polare

}
lini-

enflüchtige Vektor gleich Null, so sind die beiden

{
polaren
axialen

}
Vektoren der funk-

tionellen

{
Richtungen

Achsen

}
parallel. Die funktionellen

{
Richtungen

Achsen

}
sind damit

die Eigenvektoren der Matrizen





A =
(
D − S2M

−1S1

)−1

C −B1A
−1B2 = M−1



.

Diese Matrizen existieren auch für den Grenzfall des Widerstandszentrums. Beide
sind transformationsinvariant. Zusammen mit den bei einer symmetrischen Aus-
gangsmatrix für Last- und Meßsystem gegenüberliegenden Schraubachsaufpunkten
erhält man so die drei funktionellen Achspaare. Die Mittelgeraden dieser Achspaare
verlaufen durch das elastische Zentrum. Das Achspaar trägt dem Umstand Rech-
nung, daß das dem Schwerpunkt analoge Objekt, der Widerstandsbereich, nun kein
Punkt mehr ist.

Um insgesamt nur drei Richtungen im Raum auszuzeichnen, wäre es wünschens-
wert, für A und M−1 ein gemeinsames Eigenvektorsystem zu finden. Dieses käme
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den Achsen gleicher Helizität sehr nahe. Andererseits gehören beide Eigenvektor-
aufgaben zu verschiedenen Gedankenexperimenten, so daß sich keine so einfache
anschauliche Bedeutung mehr ergibt. Fordert man etwa die Parallelität der linien-
flüchtigen Vektoren zu den beiden verschiedenen Gedankenexperimenten

F L‖θM ,

so ergibt sich zwischen den freien Vektoren wieder die verallgemeinerte Eigenwert-
aufgabe

AδdL‖
(
C −B1A

−1B2

)−1
T M .

Wie im letzten Abschnitt kann die Theorie der Formenbüschel22 angewandt werden.
Das verallgemeinerte Eigenwertproblem für zwei Matrizen wird dadurch gelöst, daß
man durch die eine symmetrische Matrix ein Skalarprodukt auszeichnet, um dann
im entsprechenden Basissystem weiterzuarbeiten. In diesen Koordinaten kann dann
die verbleibende Matrix durch eine dort (und nur dort) orthogonale Transformation
diagonalisiert werden. Die das Skalarprodukt auszeichnende Matrix ist hier M . Es

kann also eine gemeinsame Basis für die Matrizen A und
(
C −B1A

−1B2

)−1
= M

gefunden werden, bestehend aus den sog. Hauptvektoren des Büschels A + λM ,
in der beide Matrizen diagonal sind. Da die beteiligten Matrizen hier invertierbar
sind, folgt (

C −B1A
−1B2

)
AδdL‖T M ,

und die Hauptvektoren sind einfach die Eigenvektoren der Matrix

(
C −B1A

−1B2

)
A bzw. M−1

(
D − S2M

−1S1

)−1
,

oder für die Flexibilitätsmatrix passender
(
D − S2M

−1S1

)
M . In diesem nichtor-

thogonalen Koordinatensystem fallen dann funktionelle Achsen und Richtungen
zusammen. Von einer Definition der Normalform über ein nichtorthogonales Ko-
ordinatensystem muß aber, wieder wie oben, aus Gründen der Vergleichbarkeit
von Meßwerten Abstand genommen werden. Noch schlimmer wird die Situation
für gemessene Matrizen, da deren Eigenwerte nicht einmal mehr reell sein müssen.
Dennoch werden die Ergebnisse dieses Abschnitts im Kapitel 5, welches Vorhersa-
gen über Aufhängungen enthält, Verwendung finden.

2.5 Standardformen der elastischen Matrizen

Der Trägheitstensor im Schwerpunkt wird beim starren Körper dazu benutzt, Rich-
tungen im Raum auszuzeichnen. Er verknüpft die beiden axialen Vektoren. Diese
Definition ist translationsinvariant, da sie nur im Schwerpunkt gilt. Die Analogie
zwischen Masse und Trägheitstensor auf der einen Seite und der Steifheitsmatrix

22Vgl. etwa [20] X. §6 oder wieder [73] §13.8, §14.4 und §15.5.
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auf der anderen Seite wird in den Abschnitten 3.1.1 und dem Beginn von 4.5 noch
klarer herausgearbeitet werden. Hier sind die Matrizen A und M translations-
invariant und kommen daher als Grundlage einer Definition von ausgezeichneten
Richtungen in Frage, aber nur M verknüpft im Gegensatz zu A die beiden axialen
Vektoren miteinander. Das tut zwar auch die Matrix C, aber diese ist im Gegen-
satz zu C −B1A

−1B2 = M−1 nicht translationsinvariant. Es muß demnach eine
Definition gefunden werden, mit der man aus M und M−1 dieselben Richtungen
herausbekommt. Genau das leisten die Eigenvektoren einer Matrix, also werden
zur Definition dieser Normalform die funktionellen Achsen des letzten Abschnitts
herangezogen.23 Mit einer Tilde ∗̃ (oder genauer ∗|Z bzw. ∗|TD) sollen im Folgen-
den die auf das elastische Zentrum transformierten Größen und mit einem Hut ∗̂
die Standardformen der Größen gekennzeichnet werden.

Je nach Anwendungsbereich sollen diese Standardformen dabei verschiedene Na-
men tragen. Während die Realform auf beliebige Meßwerte angewandt werden
kann, ist die Normalform für symmetrisierte oder unter Annahme eines Potentials
berechnete Matrizen angemessen. Die Idealform wird, wie der Name schon sagt,
nur in idealen Fällen benutzt, etwa wenn M und A von sich aus in kartesischen
Koordinaten diagonal sind. Speziell bei Aufhängungen mit hoher Symmetrie wird
das Sinn machen. Sie ist zur Auswertung von Meßwerten weniger geeignet. Erge-
ben sich weitere Symmetrien, etwa bei der Existenz eines Widerstandszentrums,
so sollen weitere Namen verwandt werden, um diesen Umständen Rechnung zu
tragen.

In der Theorie, also insbesondere für zueinander passende Koordinatensysteme,
sind beide elastischen Matrizen symmetrisch. Es gilt also

D = DS

M = MS

S2 = ST
1 =: S

für die Flexibilitätsmatrix und

A = AS

C = CS

B2 = BT
1 =: B

für die Steifheitsmatrix.

Durch die symmetrische Matrix M =
(
C −BA−1BT

)−1
werden nun Richtungen

im Raum ausgezeichnet:

23Nicht nur die Analogie zu den Hauptträgheitsachsen hat bei dieser Wahl eine Rolle gespielt.
Meinen Erfahrungen mit realen Meßwerten nach ist M von der Fehlerfortpflanzung her bei
schlecht zur Theorie passenden Daten günstiger: Die Matrix M ist in allen mir zur Auswertung
vorgelegten Fällen im Gegensatz zu A symmetrischer (im Sinne der Güte aus Anhang A.2.3) und
darüber hinaus meistens sogar diagonaldominant.
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Die charakteristischen Richtungen der elastischen Aufhängung sind die
funktionellen Achsen, also die normierten Eigenvektoren ei der symme-
trischen Matrix M . Die Transformationsmatrix R setzt sich aus den in
einem Rechtssystem angeordneten Spaltenvektoren über R = (e1, e2, e3)
zusammen; sie ist eine Drehmatrix. Die reellen und positiven Eigenvek-
toren mi sind dabei der Größe nach angeordnet; zur Veranschaulichung
am Meßobjekt kann optional ihre Reihenfolge dem ursprünglichen Ko-
ordinatensystem (ex, ey, ez) angeglichen werden.

Damit ist die Normalform der Steifheitsmatrix bis auf eine prinzipiell noch mögli-
che zyklische Permutation der Eigenvektoren eindeutig bestimmt. Da die Matrix
M symmetrisch ist, läßt sie sich durch die Drehung R auf Hauptachsen- bzw.
Diagonalgestalt diag (mi) transformieren

M̂ = diag (mi) = RMRT ,

womit die Normalform der elastischen Matrizen gefunden ist:

In der Normalform der Flexibilitäts- bzw. Steifheitsmatrix sind die trans-
formationsinvariante Teilmatrix M und ihre Inverse C − BA−1BT

diagonal.

In Z gilt
(
M̃

−1
S̃

)D

= 0, also ist SZ = WM , wobei W symmetrisch ist vgl.

2.2.5.2 und über das elastische Zentrum definiert ist, also W ≡ W̃ . In Blockkom-
ponenten sieht die Normalform von F damit so aus:24

F̂ =

(
R 0
0 R

)

︸ ︷︷ ︸
=:R

FZ

(
RT 0
0 RT

)
=


 D̂

S
diag (mi) Ŵ

S

Ŵ
S
diag (mi) diag (mi)


 .

(2.53)
Damit sind die ursprünglich 21 Komponenten einer symmetrischen 6 × 6–Matrix
auf 3 Diagonaleinträge in der transformationsinvarianten Teilmatrix M plus zwei-
mal 6 Komponenten der beiden symmetrischen Teilmatrizen D̂ und Ŵ reduziert.
Die Differenz von 6 Größen sind genau die 6 Freiheitsgrade der Translation und
Rotation — hier festgelegt durch die Transformation auf das elastische Zentrum

24Für Ŝ = RTSZR folgt keine so einfache Gestalt. Allenfalls für die Teilmatrix Ĉ gilt

ĈZ = RT (CZ) R
(2.41)
= RT

(
C −BA−1BT −WAW

)
R

(2.25)
= RT

(
M−1 −WAW

)
R

= diag
(
m−1

i

)− Ŵ ÂŴ .

d. h. falls ein Widerstandszentrum existiert, ist auch Ĉ diagonal.
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und die Drehung auf die funktionellen Achsen. Als Nächstes soll diese Definition
auf nicht symmetrische Ausgangsmatrizen verallgemeinert werden.

Bei fehlerbehafteten Matrizen versagt eine Definition über die Eigenvektoren, da
diese dann nicht mehr reell sein müssen. Um die verbleibenden Freiheitsgrade der
Rotation in den Referenzsystemen der Lasten und Lagen zu berücksichtigen, wird
statt der Eigenvektoren von M die Zerlegung in ihre singulären Werte25 verwendet.
Aus zwei Drehungen Rf und Rq mit der Eigenschaft, daß diag (mi) = RqMRT

f ,
setzt man nun zwei Drehungen

Rq :=

(
Rq 0
0 Rq

)
und Rf :=

(
Rf 0
0 Rf

)

für die verallgemeinerten Lagen q̂ = Rqq und Lasten f̂ = Rff zusammen und
verfährt weiter wie oben. Damit nutzt man die Freiheit aus, daß die Orientierung
von Last- und Meßsystem prinzipiell unabhängig voneinander wählbar ist.26 Man
erhält für Meßwerte die Normalform, für reale Meßwerte die Realform:

Wie in der Normalform ist in der Realform der Flexibilitätsmatrix
die transformationsinvariante Teilmatrix M̂ bzw. ihre Inverse Ĉ −
B̂1Â

−1
B̂2 diagonal.

Das hat dieselben Konsequenzen für die Matrizen S1 und S2 wie in der Normal-
form für S. Die ursprünglich 36 Komponenten einer 6 × 6–Matrix sind nun auf
3 Diagonaleinträge in der transformationsinvarianten Teilmatrix M plus zweimal
6 Komponenten der symmetrischen Matrizen WM und WL plus 9 Komponenten
der Teilmatrix D reduziert. Die Differenz von 12 Größen sind genau zweimal die
6 Freiheitsgrade der Translation und Rotation — hier festgelegt durch die bei-
den Transformationen auf das elastische Zentrum und die beiden Drehungen der

25Vgl. [73] §16.5. Der Zusammenhang zwischen der Hauptachsentransformation und der Zer-
legung in die singulären Werte ergibt sich wie folgt. Sei M zerlegt in

M = RT
q M̂Rf = RT

q diag (mi)Rf , also M̂ = diag (mi) = RqMRT
f .

Auch die symmetrischen Matrizen MMT und MT M werden dadurch zerlegt

MMT = RT
q diag (mi)RfRT

f diag (mi)Rq = RT
q diag

(
m2

i

)
Rq

MT M = RT
f diag (mi)RqR

T
q diag (mi)Rf = RT

f diag
(
m2

i

)
Rf ;

die beiden Drehmatrizen der Zerlegung in die singulären Werte sind also die der Hauptachsen
von MMT und MT M .

26Die Situation ist vergleichbar mit der, die zur Definition des elastischen Zentrums führte.
Dort konnte die Wunschvorstellung eines Widerstandszentrums nur für symmetrische Matrizen
in das elastische Zentrum umgedeutet werden. Für unsymmetrische Matrizen ergaben sich zwei
Ausfertigungen des elastischen Zentrums: Translations- und Drehmomentszentrum. Entsprechend
erhält man für die beteiligten Koordinatensysteme jeweils eine mögliche Orientierung.
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Zerlegung in die singulären Werte. Die Komponenten der Realform sind

F̂ = RqFDTRT
f

(2.40)
=


 D̂ diag (mi) Ŵ

S

M

Ŵ
S

Ldiag (mi) diag (mi)


 , (2.54)

und wieder ist Ĉ diagonal, falls ein Widerstandszentrum vorliegt.

Störend an diesen beiden Definitionen ist nur die fehlende Forminvarianz der Stan-
dardform von Flexibilitäts- und Steifheitsmatrix. Unter Preisgabe der Orthogona-
lität des Referenzsystems oder in speziellen Situationen erhält man im gemeinsa-
men Eigensystem von A und M , also in dem der Achsen konstanter Helizität, die
Idealform der Matrizen, die dieses Problem überwindet:

In der Idealform der Flexibilitäts- bzw. Steifheitsmatrix sind die beiden

translationsinvarianten Teilmatrizen M =
(
C −B1A

−1B2

)−1
und

A =
(
D − S2M

−1S1

)−1
diagonal.

Mit (2.43) folgt nun
DDT = A−1 + WMMWL ,

weshalb, falls ein Widerstandszentrum existiert, auch D = A−1 diagonal ist.

Nun sind die ursprünglich 36 Komponenten einer symmetrischen 6× 6–Matrix auf
3 Diagonaleinträge in den transformationsinvarianten Teilmatrizen A und M plus
zweimal 6 Komponenten der beiden symmetrischen Matrizen WL und WM , also
insgesamt 21 Einträge, reduziert. Die Idealformen der elastischen Matrizen lauten

Ŝ =


 diag (ai) −diag (ai) ŴM

−ŴLdiag (ai) diag
(
m−1

i

)
− ŴLdiag (ai) ŴM




F̂ =


 diag

(
a−1

i

)
+ ŴMdiag (mi) ŴL ŴMdiag (mi)

diag (mi) ŴL diag (mi)


 ,

und für ein Widerstandszentrum sind dann beide gleich auf Diagonalform gebracht.
Die Differenz von 3 weiteren Größen gegenüber der Normalform liegt an der Fest-
legung von drei nichtorthogonalen Achsen: Diese haben dreimal 2 Freiheitsgrade
statt der Orientierung allein.

Natürlich ist die Idealform auch auf symmetrische Matrizen anwendbar, wobei sich
dann wegen WL = WM die Anzahl der unabhängigen Komponenten von 21 auf
12 statt von 36 auf 21 reduziert: 3 für das elastische Zentrum und 6 für die Achsen
fehlen.

Über diese drei Definitionen hinaus sind noch – immer spezieller werdend – die
folgenden Situationen sinnvoll mit Namen zu belegen: die Blockdiagonalform, bei
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der ein Widerstandszentrum vorliegt, und die Diagonalform, bei der zusätzlich
die Idealform vorliegt. Ein Sonderfall ist noch die Skalarform, die die Form der
Massenmatrix (vgl. 3.1.1) ist, bei der die Stärke der elastische Aufhängung, wie die
Trägheit eines Massenpunktes, durch ein Vielfaches der Einheitsmatrix beschrieben
wird, vgl. 4.5.



Kapitel 3

Effekte realer Messungen

An biologischen Objekten gewonnene Meßwerte stimmen leider nur selten mit der
Vorhersage einer strengen Theorie überein. In diesem Kapitel sollen einige Be-
sonderheiten realer Meßdaten besprochen werden, die nicht mit den idealisierten
Vorstellungen des letzten Kapitels übereinstimmen. Diese Diskrepanzen können
mehrere Ursachen haben:

1. im Meßobjekt selber, bzw. in einer geeigneten Zustandsgleichung, die bei-
spielsweise auch eine Beschreibung von Relaxationseffekten einschließt (Ab-
schnitt 3.1),

2. in der Auswertung, die die Rohdaten in eine Flexibilitäts- bzw. Steifheitsma-
trix umwandelt (Abschnitt 3.2), und schließlich

3. im Versuchsaufbau bzw. in der Durchführung der Messung (Abschnitt 3.3).

Nicht alle Effekte lassen sich mit den von mir erdachten Auswertungsmethoden
getrennt aus den Meßdaten ablesen. Als einzigen Vorschlag kann ich dann eine
plausible Reihenfolge der Größenordnungen der fehlerverursachenden Effekte an-
bieten.

3.1 Zustandsgleichungen und Dynamik

Eine Gleichung der Form
q = Ff

besagt, daß eine Last f(t) ohne zeitliche Verzögerung eine Auslenkung q(t) hervor-
ruft. Dies entspricht dem sich in der Realität erst allmählich einstellenden Gleichge-
wichtszustand. Das Hookesche Gesetz ist demnach der Idealzustand. Die Auftra-
gung von q(t) gegen f(t) bei realen Messungen ergibt oft Hysteresekurven mit von

70
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der Art des Kraftstoßes abhängenden Verläufen, [3, 4] und [72]. Je nach Verhalten
unter Wechsellast unterscheidet man

1. Echte Hysteresen mit
∮

F ds ≥ 0, es wird Energie dissipiert;

2. Achtförmige Kurven mit Doppelpunkt im Ursprung und
∮

F ds ≈ 0. In die-
sem Fall existieren zusätzlich zum elastischen Potential noch zusätzlich wei-
tere innere Freiheitsgrade, die während eines Umlaufes elastische Energie
aufnehmen und wieder abgeben können.

Zeitabhängige Probleme werden durch Bewegungsgleichungen beschrieben. Daher
werden als Erstes zusätzliche Kräfte untersucht: Die der Trägheit und die der in-
neren Reibung.

3.1.1 Kinetische Energie

Ein ausgezeichneter Punkt des starren Körpers, der als Ursprung des körperfesten
Koordinatensystems dient, bewegt sich auf der Bahn d(t). Die Koordinatenachsen
drehen sich mit der Drehmatrix R(t). Ein Punkt des starren Körpers, beschrieben
durch den Ortsvektor ξ, bewegt sich dann auf der Bahn

x(t) = d(t) + R(t)ξ .

Für kleine Bewegungen reicht der Drehvektor θ wegen R(t) = I + Ωξ +O(θ2) zur
Beschreibung der Bewegung aus. Die Bahngeschwindigkeit lautet also1

ẋ(t) = ḋ(t) + θ̇(t)× ξ .

Nun kann die Bahngeschwindigkeit in den verallgemeinerten Koordinaten ausge-
drückt werden mittels

ẋ(ξ, t) = ḋ(t)−Ωξθ̇(t) =
(
I

... −Ωξ

)

︸ ︷︷ ︸
=:X

q̇(t)

= X(ξ)q̇(t) .

1 Für endliche Bewegungen erhält man die Ableitung Ṙ einer Drehmatrix aus I = RT R über
die Produktregel

0 = ṘT R + RT Ṙ = Ṙ
T
R + RT Ṙ =

(
RT Ṙ

)T

+ RT Ṙ .

Da offenbar RT Ṙ eine antisymmetrische Matrix Ω ist, folgt

Ṙ = RΩ ,

nach einem Vektorprodukt im Gangsystem folgt also die Drehung ins Rastsystem. Einen analogen
Ausdruck mit einem Vektorprodukt im Rastsystem erhält man analog aus I = RRT .
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Die kinetische Energie ist eine Funktion der Zeit T (t), gegeben durch eine Integrati-
on über alle Massenelemente dm des Körpers. Mit der Massendichte ρ(ξ) bekommt
man die kinetische Energie

T (t) =
1

2

∫∫∫
ẋ2dm =

1

2

∫∫∫
ẋT ẋρ(ξ)dV =

1

2

∫∫∫
q̇T XT X q̇ρ(ξ)dV

=
1

2
q̇T

(∫∫∫
XT Xρ(ξ)dV

)

︸ ︷︷ ︸
=:M

q̇

als quadratische Form T = 1
2
q̇tMq̇ der verallgemeinerten Geschwindigkeiten mit

der Massenmatrix M. Die innere Struktur der Massenmatrix läßt sich nun berech-
nen über

M =
∫∫∫ (

I
Ωξ

) (
I

... −Ωξ

)
ρ(ξ)dV

=

( ∫∫∫
Iρ(ξ)dV − ∫∫∫

Ωξρ(ξ)dV∫∫∫
Ωξρ(ξ)dV − ∫∫∫

Ω2
ξρ(ξ)dV

)

(A.2)
=

( ∫∫∫
Iρ(ξ)dV − ∫∫∫

Ωξρ(ξ)dV∫∫∫
Ωξρ(ξ)dV

∫∫∫
ξ2P⊥

ξ ρ(ξ)dV

)

=

(
mI −mΩs

mΩs J

)
,

worin m die Gesamtmasse, s der Ortsvektor des Schwerpunktes und J der Träg-
heitstensor sind. Liegt der Koordinatenursprung im Schwerpunkt, so verschwinden
die Nebendiagonalmatrizen. Gedreht auf die Hauptträgheitsachsen, ist J und da-
mit ganz M diagonal. Das ist das von der Massenmatrix bevorzugte Koordina-
tensystem. Dieselbe Rechenvorschrift wie für das elastische Zentrum ergibt formal
angewandt auf M

−
[
(mI)−1 (−mΩs)

]D
= +ΩD

s = s ,

was die Analogie des elastischen Zentrums zum Schwerpunkt noch einmal unter-
streicht.2

Das Transformationsverhalten der Massenmatrix M läßt sich aus einer Translati-
on der Integrationsvariablen ξ ableiten; da die Transformationsmatrizen aus (2.1)
und (2.3) keine Funktionen der Zeit sind, transformieren sich die Ableitungen der

2Noch deutlicher wird dies, wenn man statt der Matrizen X wieder die Transformationsma-
trizen T verwendet. Die Massenmatrix ergibt sich dann aus

M =
∫∫∫

dV

(
I 0
Ωξ I

)(
ρ(ξ)I 0

0 0

) (
I −Ωξ

0 I

)

=
∫∫∫

dV ρ(ξ)
(

I −Ωξ

Ωξ −Ω2
ξ

)
=

(
mI −mΩs

mΩs J

)
.
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Lasten oder Lagen wie die Lasten oder Lagen selber. Unter Wechsel des Koordi-
natenursprunges transformiert sich die Massenmatrix M daher wie die Steifheits-
matrix S. In Komponenten kann man nun etwa MO bezüglich O durch die Form
im Schwerpunkt S ausdrücken. Es ergibt sich

MO = TOSMST T
SO

=

(
I 0
Ωs I

) (
mI 0
0 JS

) (
I −Ωs

0 I

)

=

(
mI −mΩs

mΩs JS −mΩ2
s

)
,

also speziell für den Trägheitstensor mit (A.2)

JO = JS + ms2P⊥
s ,

besser bekannt in der Koordinatenform (JO)ij = (JS)ij + m (s2δij − sisj) als Satz
von Steiner – ein weiterer Beleg für die Leistungsfähigkeit des hier verwendeten
Formalismus.

Die Bewegungsgleichung eines reibungsfrei elastisch aufgehängten starren Körpers
ergibt sich nun aus dem Kräftegleichgewicht

0 = Mq̈ + Sq . (3.1)

Die Matrizen M und S müssen nicht im selben Bezugssystem diagonal sein, d. h.
die zu erwartenden Bewegungsformen müssen nicht einfach sein. Eine harmonische
Bewegung q = q0e

iωt führt über 0 = (−Mω2 + S) q0e
iωt auf die charakteristische

Gleichung
det

(
−Mω2 + S

)
= 0 ,

eine Gleichung sechsten Grades für die Quadrate der Eigenfrequenzen, d. h. für
die Eigenfrequenzen selber liegen immer Doppelwurzeln vor. Die zu den ωi, i =
1 . . . 6 gehörenden Lösungen (q0)i nennt man Normal- oder Hauptkoordinaten des
Systems.

Die Vorstellung, daß q = q0e
iωt eine harmonische Schraubschwingung darstellt, muß

noch präzisiert werden. In den Formeln (2.4) und (2.5) für die Aufpunkte, sowie
(2.6) und (2.7) für die Steigungen der Schrauben stehen in den Zählern Produkte
aus zwei Größen ∼ eiωt und in den Nennern ein Betrag. Es ergeben sich also für eine
Normalmode Schraubsteigungen oder Schraubachsaufpunkte, die mit der doppelten
Frequenz harmonisch schwingen, etwa

1

|θeiωt|2
(
θeiωt ◦ deiωt

)
=

1

|θ|2 (θ ◦ d) ei2ωt ,

und entsprechende Ausdrücke für die Schraubparameter der Kraftschraube. Bei ei-
ner Superposition von Normalmoden können die zeitabhängigen Terme im Nenner
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nicht mehr gekürzt werden, es ergeben sich dann keine harmonischen Bewegungen
mehr.

Um Hysteresen beschreiben zu können, muß noch ein Modell für die Dämpfung
gefunden werden, was im nächsten Abschnitt geschehen soll.

3.1.2 Dissipation

Statt die Überlegungen auf der Existenz eines elastischen Potentials aufzubauen,
muß Thermodynamik betrieben werden. Die Effekte müssen über die Gleichung

dU = TdS + σikdεik bzw. dU = TdS + fdq

oder für den Fall weiterer Freiheitsgrade durch entsprechende Beziehungen berech-
net werden. Ein thermodynamischer Prozeß ist aber nur dann reversibel, wenn er
mit beliebig kleiner Geschwindigkeit verläuft; nur dann stellt sich zu jedem Zeit-
punkt ein Gleichgewichtszustand ein.

Unter Außerachtlassung der auf Wärmeleitung beruhenden Anteile der dissipierten
mechanischen Energie wird diese allein durch Prozesse der inneren Reibung erklärt,
vgl. ([40], §33). Statt dem Hookeschen Gesetz σij = λijklεkl besteht nun noch
zusätzlich ein Anteil des Spannungstensors, der linear von der zeitlichen Ableitung
der Dehnung abhängt, also insgesamt

σij = λijklεkl + ηijklε̇kl .

Da in unserem Fall der elastisch aufgehängte starre Körper durch weniger Frei-
heitsgrade beschrieben werden kann, gilt einfach

fi = Sijqj +Dij q̇j ,

wobei D die zur Dissipationsfunktion gehörende symmetrische 6 × 6–Matrix ist,
vgl. [38] §25. Die Bewegungsgleichung eines solchen Mediums unter Einfluß der
äußeren Last f(t) lautet nun

f(t) = Sq(t) +Dq̇(t) +Mq̈(t) . (3.2)

Dieses ist die einfachste allgemeine Gleichung, mit der ein Meßvorgang am elastisch
aufgehängten starren Körper beschrieben werden kann.

Der Ansatz q = q0e
kt für das homogene System führt nun auf die Säkulargleichung

det
(
S + kD + k2M

)
= 0 ,

eine Gleichung 12-ten Grades in der komplexen Variable k. Mit steigender Dämp-
fung findet eine zunehmende Aufspaltung der Doppelwurzeln des ungedämpften
Systems statt. Durch Variation der Konstanten kann schließlich eine allgemeine
Lösung für die Inhomogenität f(t) gefunden werden.
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3.1.3 Zeitabhängigkeit und Superpositionsprinzip

Die Frage ist also, wie man auch in solchen Situationen den Hookeschen Anteil,
also die elastischen Matrizen F bzw. S, der Aufhängung mißt. Üblich sind folgende
Methoden (Θ ist dabei die Heavisidesche Stufenfunktion):

1. Kriechversuch: f = f0 ·Θ(t− t0) und q(t →∞) wird gemessen,

2. Relaxationsversuch: q = q0 ·Θ(t− t0) und f(t →∞) wird gemessen.

Es kann zu unsinnigen Meßzeiten führen,3 im Rahmen der Genauigkeit bis zum
vollständigen Einstellen des thermischen Gleichgewichtes zu warten. Zu kleine
Meßzeiten gegenüber den Relaxationszeiten führen aber beim Kriechversuch auf
systematisch zu niedrige Auslenkungen und damit auf zu niedrige Matrixeinträge.
Eine numerische Extrapolation auf den Funktionswert der Asymptote ist ebenfalls
schwierig durchzuführen.

Eine denkbare Methode zur Verkürzung der Meßzeit nutzt die Abhängigkeit von
der Form des Kraftstoßes: Durch eine anfängliche Überhöhung ∆f der Last auf
f +∆f wird q(f +∆f) auf den erwarteten asymptotischen Wert von q(f) gebracht.
Danach wird die Last wieder auf f verringert und nur noch gewartet, bis sich die
inneren Spannungen des Materials abgebaut haben. Das Problem hierbei ist dabei
die Bestimmung des zu erwartenden asymptotischen Wertes. Ebenso könnte man
versuchen, durch eine aktive Regelung des Kraftsystems einen konstanten Wert für
die Lage einzustellen oder durch Veränderung der Lage einen konstanten Wert für
die Last zu erhalten.

Eine weitere Methode soll im Folgenden beschrieben werden. Für eine große Klasse
von realen Materialien gilt das Superpositionsprinzip (α ∈ IR)

q (f1(t) + f2(t)) = q (f1(t)) + q (f2(t))

q (αf(t)) = αq (f(t)) ,

oder der umgekehrte Zusammenhang für f(q), in der Mathematik besser bekannt
als Linearität. Entsprechend nennt man ein solches Materialverhalten linear. Die
zeitliche Abhängigkeit der Last f(t) von der Auslenkung q(t) läßt sich dann mit
dem linearen Differentialoperator L formulieren als

f(t) = Lq(t) ,

in Übereinstimmung mit der obigen Bewegungsgleichung. Der Hookesche Anteil,
also die Steifheitsmatrix S, ist einfach der asymptotische Wert von L für f = const.

3Beispielsweise ergaben die Messungen zur initialen Zahnbeweglichkeit [3, 4] Zeitkonstanten in
der Größenordnung von 30s. Dabei ist noch unklar, ob überhaupt eine Relaxation im eigentlichen
Sinne stattfindet. Eine Bewegung des Zahnes wie bei einer kieferorthopädischen Behandlung kann
nur mit einem Flüssigkeitsmodell beschrieben werden. Für eine linear viskoelastische Flüssigkeit
ist aber der Kriechversuch unsinnig.
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Um lineare Fluide mathematisch beschreiben zu können, benötigt man einen zwei-
ten Differentialoperator der auf die Lasten wirkt. Die konstitutive Gleichung hat
dann die Form

Lff(t) = Lqq(t) ,

welche für alle linear viskoelastischen Medien gilt. Die hier interessierenden Glei-
chungen sind analog zum Kelvin-Voigt-Modell, vgl. Abschnitt 3.1.2, oder zum
Drei-Parameter-Modell.4

Sei fB(t) eine bis zum Maximum fMAX wachsende Belastungsfunktion und fE(t) =
fMAX − fB(t) die zugehörige Entlastungsfunktion, sowie q∞ die asymptotisch zu
fMAX gehörende Auslenkung. Die Be- und Entlastungsexperimente werden zu ver-
schiedenen Zeitpunkten t1 und t2 durchgeführt, also

LffB(t− t1) = LqqB(t− t1) und

LffE(t− t2) = LqqE(t− t2) .

Ausnutzen der Linearitätseigenschaften liefert weiter

Lf (fMAX − fB(t− t2)) = LqqE(t− t2)

LffMAX − LffB(t− t2) = LqqE(t− t2)

LffMAX − LqqB(t− t2) = LqqE(t− t2) .

Wegen des Verschwindens der Ableitungen von fMAX gilt LffMAX = fMAX und
schließlich

fMAX = LffMAX = LqqE(t− t2) + LqqB(t− t2) = Lq (qE(t− t2) + qB(t− t2)) .

Bringt man nachträglich für die aufgezeichneten Verläufe die Zeitnullpunkte t1 und
t2 in Übereinstimmung, etwa durch einen klar erkennbaren Knick im Kurvenverlauf,
so erhält man den asymptotischen Wert über

fMAX = Lq (qB(t) + qE(t)) = Lqq∞ = Sq∞ .

Mit einer Durchführung von Be- und Entlastungsexperiment kann man so gleich-
zeitig zum einen die Linearität der zu Grunde liegenden Gleichungen überprüfen
und zum anderen direkt den Hookeschen Anteil ermitteln. Die Brauchbarkeit die-
ses Modells kann an der zu verschiedenen Zeitnullpunkten berechenbaren Konstanz
von qB(t − t1 + t1) + qE(t − t2 + t2) überprüft werden. Über eine Mittelung der
Kurvenverläufe kann dann auf den asymptotischen Wert mit erhöhter Genauigkeit
geschlossen werden.

Dadurch kann der Einfluß folgender Fehlerquellen beseitigt werden:

• Es wurde nicht auf Sättigung extrapoliert, und die Relaxationszeiten der
zu den Matrixelementen gehörenden Prozesse sind unterschiedlich, d. h. sie
setzen sich aus verschiedenen Normalmoden zusammen.

4Näheres zur linearen Viskoelastizität findet sich in [19].
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• Das elastische Medium ist in Wirklichkeit eine sehr zähe Flüssigkeit, daher
liefert der Versuch einer Extrapolation auf den asymptotischen Wert kein
sinnvolles Ergebnis.

Die Schwierigkeit besteht nun in der Bestimmung des geeigneten Zeitnullpunktes,
so daß qB(t) + qE(t) = const möglichst gut erfüllt ist.

Unter Annahme einer bestimmten Zeitabhängigkeit lassen sich genauere Aussagen
treffen als mit der Linearität allein. Das soll im nächsten Abschnitt erfolgen.

3.1.4 Spezielle Lastsysteme

In diesem Abschnitt sollen Effekte spezieller Lastsysteme besprochen werden. Dazu
gehören die zeitlich konstante Last mit Be- und Entlastungsexperiment und die
lineare Last mit gleichmäßig anwachsender Last. Der Einfluß der Trägheit sei als
gering vorausgesetzt. Die Gleichung (3.2) vereinfacht sich nun zu

f(t) = Sq(t) +Dq̇(t) .

Bei gegebener Lastfunktion f(t) und vorgegebenen Anfangswerten q0 := q(t = t0)
ist das ein lineares System von Differentialgleichungen von erster Ordnung

q̇(t) = −D−1Sq(t) +D−1f(t) (3.3)

mit konstanten Koeffizienten. Die allgemeine Lösung läßt sich entweder durch Va-
riation der Konstanten gewinnen oder mit der Propagatormethode. Mit dem Pro-
pagator

P(t, τ) := exp
(
−(t− τ)D−1S

)
,

für welchen
Ṗ = −D−1SP

gilt, lautet die allgemeine Lösung zu einer gegebenen Lastfunktion f(t)

q(t) = P(t, t0)q0 +

t∫

t0

P (t, τ)D−1f(τ)dτ . (3.4)

Die Exponentialfunktion einer Matrix ist über ihre Potenzreihe definiert, ihre prak-
tische Berechnung erfolgt über ihre Zerlegung in Eigenvektoren oder über ihr Mini-
malpolynom, vgl. [73] §20.3.5 Die Methode über die Eigenvektoren des homogenen
Systems, also über die Säkulargleichung, ist mit der Propagatormethode identisch.

Es sollen ferner die durch die angelegten Lastfunktionen erzeugten Drehschrauben
untersucht werden, und zwar sowohl die absoluten (auch endlich oder finit genannt)
als auch die momentanen, welche differentiell zu berechnen sind.

5Zum Nachrechnen der Lösung benötigt man, daß eine Matrix und ihre Exponentialabbildung
miteinander vertauschen, was aber nach der Definition über ihre Potenzreihe klar ist.
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3.1.4.1 Die konstante Last

Eine konstante Last ist einfach gegeben durch

f(t > t0) = f0

und beinhaltet unter Vernachlässigung der Trägheitseffekte Be- und Entlastungs-
experiment. Mit F = S−1 erhält man nun die Lösung der Differentialgleichung
(3.3) zu

q(t) = P(t, t0)q0 + (I − P(t, t0))Ff0 . (3.5)

Für große Zeiten ergibt sich das asymptotische Verhalten

q(t →∞) = Ff0 ,

und nahe t0 ergibt sich das lineare Verhalten

q(t ≈ t0) = q0 + (t− t0)D−1S (Ff0 − q0)

= q0 + (t− t0)D−1 (f0 − Sq0) = q0 + (t− t0)q1 .

Die Flexibilitätsmatrix ergibt sich also nach Abklingen der zeitabhängigen Terme
aus mehreren Belastungsexperimenten. Dazu ist das Gleichungssystem q∞ = Ff0

mit einem passenden statistischen Verfahren zu lösen, vgl. Abschnitt 3.2. Die
Dämpfungsmatrix erhält man dann ebenso aus dem Verhalten nahe t0 entweder
mit gemessenem bekanntem q0 und CS oder, falls q0 oBdA. zu q0 = 0 gewählt
werden kann, aus q1 = D−1f0.

Die Schraubparameter ergeben sich nun mit der Formel (2.8), wobei sich die Zeit-
entwicklung von d und θ aus der von q durch Dekomposition ergibt. Im asympto-
tischen Fall sind die Lagen konstant und es existieren keine momentanen Schraub-
achsen mehr. Die absoluten Schraubachsen hingegen sind konstant. Werden die
momentanen Schraubachsen zu q0 = 0 durch eine endliche Differenz berechnet, so
ergibt sich in der Nähe des Nullpunktes

∆q = −D−1f0∆t ,

d. h. am Anfang der Bewegung bleiben die momentanen Schraubachsen konstant;
der gemeinsame Faktor ∆t kürzt sich heraus. Die allgemeine Zeitentwicklung lautet

q̇(t) = Ṗ (q0 −Ff0) = −D−1SP(t) (q0 −Ff0) = −P(t)D−1S (q0 −Ff0)

= −P(t)D−1 (Sq0 − f0) .

Ist nun D−1 (Sq0 − f0) eine Fundamentalmode des Systems, so wird die Zeitent-
wicklung durch eine einzelne Exponentialfunktion beschrieben, welche sich bei der
Berechnung der momentanen Schraubparameter wiederum heraushebt. Es gibt al-
so 6 Lastfälle, zu denen ein Belastungsexperiment konstante Momentanschrauben
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mit jeweils nicht notwendig gleichen Konstanten liefert. Da schon für etwa zwei
Fundamentalmoden gilt

(d1e
iω1t + d2e

iω2t) ◦ (θ1e
iω1t + θ2e

iω2t)

|θ1eiω1t + θ2eiω2t|2 =

(
d1 + d2e

i(ω2−ω1)t
)
◦

(
θ1 + θ2e

i(ω2−ω1)t
)

|θ1 + θ2ei(ω2−ω1)t|2 ,

ergibt sich für eine allgemeine Mode eine beliebig komplizierte Zeitabhängigkeit
der Schraubparameter.

3.1.4.2 Die lineare Last

Die nächst einfachere Last nach der konstanten ist eine linear mit der Zeit anstei-
gende (oder fallende) Last. Zusammen mit einer konstanten Last ergibt sich die
lineare Last

f(t > t0) = f0 + (t− t0)f1 ,

wobei f0 und f1 räumlich nicht proportional zueinander sein müssen.6

Die Lösung der Differentialgleichung (3.3) lautet nun

q(t) = P(t, t0)q0 + (t− t0)Ff1 + (I − P(t, t0)) (Ff0 −FDFf1) (3.6)

mit der asymptotischen Lösung

q(t →∞) = Ff1t + Ff0 −FDFf1 = q∞ + q1t .

Die Flexibilitätsmatrix ergibt sich aus den Steigungen zu verschiedenen Lasten f1.
Mit ihr läßt sich aus den Achsabschnitten die Dämpfungsmatrix berechnen, vgl.
auch 3.2.3.

Nach Abklingen aller Relaxationsprozesse ergeben sich absolute Schraubachsen mit
der Zeitabhängigkeit

(d∞ + d1t) ◦ (θ∞ + θ1t)

| (θ∞ + θ1t) |2
aber differentiell, sowie mit endlichen Differenzen nach Kürzen der Zeit, konstan-
te momentane Schraubachsen. Fundamentalmoden ergeben nun keine konstanten
Schraubachsen mehr, da aus q(t) = q∞+ q1t+ q2e

iωt auch nach Differentiation kein
gemeinsamer Faktor mehr herausgezogen werden kann. Zu Beginn der Lastaufbrin-
gung ergeben sich, wie gehabt, konstante Momentanschrauben.

Durch eine abgebrochene Taylorentwicklung erhält man im allgemeinen Fall in
erster Näherung linear und in zweiter Näherung quadratisch von der Zeit abhängen-
de Schraubparameter. Die zu verwendende Ordnung der Entwicklung wird durch
die Größe der einzelnen Terme und die erforderliche Genauigkeit bestimmt.

6Im Gegenteil: Wählt man etwa als Last eine reine Kraftschraube mit konstantem Anteil
Fez und linearem Anteil Tez, so entstehen je nach Wahl der Kraftwirkungslinie zusätzliche
Drehmomente in der yx-Ebene. F 0 und F 1 sowie T 0 und T 1 stehen also senkrecht aufeinander.
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Interessant ist ferner die Näherung nahe t0. Wieder ergibt sich

q(t ≈ t0) = q0 + (t− t0)D−1 (f0 − Sq0) +O
(
(t− t0)

2
)

.

Ist nun q0 = 0 als Anfangswert vorgegeben und eine Last ohne konstanten Anteil
f0 = 0 angelegt, so verläuft die Lageänderung nicht mehr linear sondern quadra-
tisch mit der Zeit. Genauer ergibt sich dann

q(t ≈ t0) =
1

2
(t− t0)

2D−1f1 .

Diese Gleichung taugt aber nur begrenzt zur Auswertung verrauschter Daten, da
der Zeitnullpunkt nicht mehr ohne weiteres aus der Lageänderung abzulesen ist.

3.2 Der Einfluß der Auswertung

Einer Messung liegt immer eine Vorstellung über das Meßobjekt zu Grunde, etwa
eine Zustandsgleichung, welche gleichzeitig Ziel dieser Messung ist. Da über viele
Einzelmessungen gemittelt wird, sind meistens Annahmen statistischer Natur, etwa
über die Verteilung der Meßwerte, beteiligt.

Im Regelfall wird man Matrizen messen, die nicht durch eine einfache Transforma-
tion der Bezugspunkte vollständig zu symmetrisieren sind. Auch die Normalform
der elastischen Matrizen wird dann nicht symmetrisch sein. Nur für Hookesche
Verhältnisse, also falls Drehmomentszentrum und Translationszentrum dieselben
Orte sind, hängt eine Symmetrisierung der Steifheitsmatrix

SS =
1

2

(
S + ST

)

nicht von der Wahl des Bezugspunktes ab. Anderenfalls wird durch die Symmetri-
sierung Information vernichtet. Möglicherweise ist aber die zu diskutierende Matrix
im Rahmen der fortgepflanzten Eingangsfehler von ihrer symmetrisierten Variante
statistisch nicht verschieden. Dies kann etwa dann entschieden werden, wenn man
statt eines Punktschätzers für die Meßwerte einen Intervallschätzer benutzt, etwa
in Form eines Konfidenzintervalls, und den weiteren Rechenweg dann über das
Gausssche Fehlerfortpflanzungsgesetz kontrolliert.

Systematische Fehler können nur durch experimentelle Sorgfalt vermieden wer-
den, herausrechnen lassen sie sich nachträglich kaum.7 Hier sollen verschiedene
statistische Verfahren vorgestellt werden, mit denen versucht wird, aus mehreren
Messungen die zufälligen, nicht vermeidbaren Einzelfehler zu minimieren.

Die einfachste und schon in der Einleitung beschriebene Methode zum Bestimmen
einer Flexibilitätsmatrix besteht darin, einzeln die kartesischen Komponenten der

7Vgl. etwa die gegen Ende von 6.4 angewandte Methode.
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Last anzulegen und die Änderungen der Endlagen durch die jeweilige Last zu divi-
dieren. Man erhält dann die Flexibilitätsmatrix aus den sechs Lastfällen f1 . . . f6
über

F =




d1x d2x d3x d4x d5x d6x

d1y d2y d3y d4y d5y d6y

d1z d2z d3z d4z d5z d6z

θ1x θ2x θ3x θ4x θ5x θ6x

θ1y θ2y θ3y θ4y θ5y θ6y

θ1z θ2z θ3z θ4z θ5z θ6z







Fx 0 0 0 0 0
0 Fy 0 0 0 0
0 0 Fz 0 0 0
0 0 0 Tx 0 0
0 0 0 0 Ty 0
0 0 0 0 0 Tz




−1

= (q1, q2, . . . q6) (f1, f2, . . . f6)−1 .

Diese Methode ist schnell und liefert sicherlich eine gute Abschätzung der Größen-
ordnung der Meßwerte. Sie eignet sich insbesondere – immer unter Annahme der
Gültigkeit des Superpositionsprinzipes – auch zum Gewinnen einer Steifheitsma-
trix mit numerischen Methoden. Die sechs Lastfälle müssen dazu einzeln simuliert
werden. Die Methode hat den Nachteil, alle dynamischen Effekte, die durch das
Einschalten der Kräfte ins Spiel kommen, zu vernachlässigen, d. h. das zu messende
Objekt darf keine zu großen Zeitkonstanten besitzen.

3.2.1 Lineare Regression und Fehlerfortpflanzung

Regressionsmodelle hängen über das Transformationsverhalten der verallgemeiner-
ten Lasten und Lagen vom implementierten Ursprung des Koordinatensystems
ab. Die dadurch verursachten Fehler können vermieden werden, indem man die
Transformation auf die elastischen Zentren auf die Daten selbst anwendet und die
Schätzung so oft wiederholt, bis sich ein konsistentes Bild ergibt.

Ein weiteres Problem liegt in der Linearität der Regression selbst verborgen. Wie
etwa bei der Bandscheibe 6.2 kann aufgrund der Symmetrie der Aufhängung der
lineare Anteil von einzelnen Komponenten verschwinden. Wendet man auf solche
Daten über einen nicht zu Null symmetrischen Bereich eine lineare Regression
an, so entstehen Werte, die kaum mehr mit dem Meßobjekt zu tun haben – es
würde ein Parabelast durch eine Gerade ersetzt. Diese Werte können dann über
die Fehlerfortpflanzung ein grob verzerrtes Bild der Situation vorspiegeln.

Das folgende Iterationsverfahren könnte diesem Problem abhelfen.

1. Aus den Daten bezüglich der Koordinatensysteme M und L werden die Ko-
effizienten einer quadratischen Regression bestimmt, etwa

qi(f) = Fijfj + Fijkfjfk .

Prinzipiell sind auch andere Schätzverfahren möglich, etwa Einzelregressio-
nen, die nicht einmal ein korrektes Transformationsverhalten besitzen müs-
sen.
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2. Nur der lineare Anteil Fij wird zur Berechnung der elastischen Zentren
−→

MD1

und
−→
LT1 verwandt.

3. Die Daten selbst werden nun auf D1 und T1 transformiert.

4. Mit den transformierten Daten wird die Schätzung wiederholt und die elas-

tischen Zentren
−→

D1D2 und
−→

T1T2 berechnet.

5. Die Daten werden nun auf
−→

MD2 =
−→

MD1 +
−→

D1D2 und
−→
LT2 =

−→
LT1 +

−→
T1T2

transformiert und der Vorgang so lange wiederholt, bis
−→

MDi und
−→
LTi gegen

einen festen Wert konvergieren.

Die so gewonnene elastische Matrix ist dann der mit den Meßwerten am besten
übereinstimmende Kandidat im elastischen Zentrum.

In Abschnitt 6.4 wird sich am Beispiel zeigen, daß mit den verallgemeinerten Linea-
ren Modellen der multivariaten Statistik die Rekursion nach einem Schritt beendet
ist, eine Folge der Linearität der verwandten Gleichungen. Bei anderen Schätzern,
etwa nichtparametrischen, wird das nicht mehr der Fall sein.

3.2.2 Herausrechnen mittels Zeitentwicklung

Nimmt man an, daß eine ganz bestimmte Differentialgleichung dem Verhalten des
Meßobjektes gerecht wird, so kann ihre bekannte Zeitentwicklung zur Auswertung
der Meßdaten herangezogen werden. Beispielsweise kann die anteilige Mischung der
zu f0 und f1 der linearen Last aus Abschnitt 3.1.4.2 gehörenden Moden umgangen
werden.

Mit einem zweiten Experiment zur doppelten Last 2f1 erhält man aus

fa = f0 + f1t und fb = f0 + 2f1t

mit der Zeitentwicklung (3.6) durch Subtraktion

qb(t)− qa(t) = Ff1(t− t0)− (I − P(t, t0))FDFf1 ,

und hat damit den Einfluß der konstanten Last f0 eliminiert. In jeder Komponente
liegt damit eine Summe aus einer Geraden und bis zu sechs Exponentialfunktio-
nen vom Typ 1 − e−λt vor. Die Vorfaktoren können etwa durch einen Kurvenfit
bestimmt werden. Der zur Geraden gehörende Anteil wird dann nach der eingangs
beschriebenen Methode zur Flexibilitätsmatrix zusammengesetzt.

Gilt es lediglich, den Einfluß der langsamsten Mode zu eliminieren, so kann die
Steigung der Kurve qb(t) − qa(t) am Ende, also für große t, bestimmt werden.
Diese stellt dann einen verläßlicheren Wert für die Flexibilitätskonstante dar als
eine lineare Regression über die Gesamtdauer oder gar das anfängliche Verhalten
liefert.
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3.2.3 Ausgleichsrechnung mit sechs Freiheitsgraden

Nach Problemen mit Relaxationszeiten ist das genaue Einstellen der Koordina-
tenachse die experimentell schwierigste Aufgabe. Daher können auch die Lasten
als fehlerbehaftet angesehen werden. Es wäre demnach meßtechnisch von Vorteil,
zu einer beliebigen Situation gleichzeitig q und f messen zu können. Da dann
Justierarbeiten für die Einzelmessung entfielen, würde der Meßvorgang verein-
facht und so die Gesamtmeßzeit verkürzt. Das führt auf eine im Folgenden vor-
geführte überbestimmte Version des eben genannten Verfahrens. Aus n Messungen
(q1, f1), (q2, f2), . . . (qn, fn) werden die Matrizen

L := (f1, f2, . . . fn) und Q := (q1, q2, . . . qn)

gebildet. Das überbestimmte Gleichungssystem lautet nun Q = FL. Die Flexibi-
litätsmatrix wird nun so bestimmt, daß ‖Q − FL‖2 = min!, was auf das lineare
Gleichungssystem QLT = FLLT führt. Man erhält schließlich

F =
(
QLT

) (
LLT

)−1
=

(∑
qfT

) (∑
ffT

)−1

und ist bei der Aufbringung der Lasten nicht mehr an die Koordinatenachsen
gebunden.

Bei dieser Methode wurde, wie auch bei anderen, stillschweigend ein statistisches
Modell eingeführt. Die Verwendung eines gewöhnlichen Kleinste-Quadrate-Schät-
zers für F setzt implizit voraus, daß q − Ff normalverteilt mit Streuung 1 ist.8

Das Hauptproblem der obigen Minimierungsaufgabe aber liegt hier in der Natur der
verallgemeinerten Koordinaten: Es werden Größen unterschiedlicher physikalischer
Einheiten zusammengefaßt. Das läßt sich durch einheitenbehaftete Wichtungsfak-
toren vermeiden. Eine solche Skalierung der einzelnen Lastkomponenten, etwa mit
der empirischen Varianz-Kovarianzmatrix Σ, entspricht einer für alle Komponen-
ten individuellen Wahl der Einheiten. Diese Skalierung wird dann hinterher bei
den Schätzern rückgängig gemacht. In der angewandten Statistik erhält man so
den verallgemeinerten Kleinste-Quadrate-Schätzer

F =
(
QΣ−1LT

) (
LΣ−1LT

)−1
.

Dieses Verfahren kann analog angewendet werden für ein Experiment, bei dem die
Auslenkungen vorgegeben und die Lasten gemessen werden. Statt der Flexibilitäts-
matrix bestimmt man damit dann die Steifheitsmatrix.

Die bisherige Meßpraxis in der Arbeitsgruppe ([3, 4] und [72]) bestand darin, die
Last in Richtung einer Koordinatenachse aufzubringen, langsam stufenweise zu
erhöhen und kurz vor einem erneuten Anstieg die Lage zu messen. Die Steigung
der Regressionsgeraden der Lagen in Abhängigkeit von der Last ergab dann die

8Vgl. auch im Folgenden [9] 1.4.
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jeweiligen Flexibilitätskonstanten. Unter Vernachlässigung der Effekte, die durch
die treppenförmig aufgebrachte Last entstehen, hat man die linear mit der Zeit
anwachsende Last

f = f0 + tg0

und, falls der Lastzuwachs langsamer als die Relaxationseffekte erfolgt, eine ebenso
linear in der Zeit anwachsende Lage

q = q0 + tp0 +O
(
t2

)
.

Dieser Ansatz nimmt die Beschleunigungen und daher die Trägheitseffekte als ver-
nachlässigbar an, das Experiment verläuft also quasistatisch. Durch Einsetzen in
(3.2) fällt die Massenmatrix erwartungsgemäß heraus, man erhält zunächst

f0 + tg0 = Sq0 + tSp0 +Dp0 ,

und durch einen Koeffizientenvergleich in t weiter

g0 = Sp0 und f0 = Sq0 +Dp0 .

Faßt man wieder sechs solcher Messungen zu einer Matrix zusammen, so erhält
man

G = SP und L = SQ +DP .

Daraus ergeben sich Steifheitsmatrix und Dissipationsmatrix zu

S = GP−1 und D =
(
L−GP−1Q

)
P−1 .

Es wurde meines Wissens noch nirgends versucht, die Achsabschnitte quantitativ
zur Bestimmung von D einzusetzen. Dazu müßte aber die Messung sehr genau sein,
um nach einer Inversion und drei Multiplikationen der Matrizen noch verläßliche
Resultate liefern zu können. Auch hier ist eine Übertragung auf den überbestimm-
ten Fall möglich, das entspricht mehreren Messungen mit verschiedenen linearen
Anteilen. Man erhält die Steifheitsmatrix als Lösung von

PGT − PP TST = 0

und die Dissipationsmatrix als diejenige von

PLT − PQTS − PP TDT = 0 ,

wobei S aus der ersten Gleichung eingesetzt wird.

Eine weitere Möglichkeit zur Gewinnung einer elastischen Matrix besteht in der
Erweiterung des Regressionsmodells auf den multivariaten Fall. Statt der Bestim-
mung der einzelnen Regressionsgeraden gilt es nun, die Parameter b und F der
Gleichung

q = b + Ff
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an möglichst viele Meßdatenpaare (q, f)n anzupassen. Bei einer guten Justierung
der Koordinatenmeßapparatur sollte der Vektor b, wie auch die Achsabschnitte der
einzelnen Regressionen, nahezu Null sein.

Die Normalgleichungen des passenden Minimierungsproblems nach der Methode
der Fehlerquadrate ∑

n

(qn − (b + Ffn))2 = min!

führen auf ein lineares Gleichungssystem mit mehreren rechten Seiten. Mit der
Schreibweise [∗] :=

∑
n ∗ erhält man b und F als Lösung von

(
[1] [fT ]
[f ] [ffT ]

)
·
(

bT

FT

)
=

(
[qT ]
[fqT ]

)
.

Auch für diese Methode läßt sich ein verallgemeinerter Kleinste-Quadrate-Schätzer
angeben.

Der Vorteil dieses Verfahrens besteht im korrekten Transformationsverhalten der
Schätzer. Der Nachteil der Methoden, bei denen man f und q in allen Freiheitsgra-
den gleichzeitig mißt, liegt darin, daß Lasten meist über das elastische Verhalten
von Medien, also mittels des Hookeschen Gesetzes über Auslenkungen, bestimmt
werden. Schaltet man etwa eine Kraftmeßdose und das eigentliche Meßobjekt in
Reihe, so beeinflussen sich, wie bei der Durchbiegung einer Meßapparatur, beide
Messungen gegenseitig. Dieser Effekt läßt sich zwar herausrechnen, vgl. Abschnitt
3.3.1, bleibt aber dennoch eine potentielle Fehlerquelle. Geschickter ist es, den ap-
parativen Aufbau so zu konzipieren, daß derartige unerwünschte Kopplungen der
Lasten mit den Lagen vermieden werden.

3.3 Der Einfluß der Meßapparatur

Unter einer Meßapparatur soll im Folgenden das eigentliche Meßgerät und die
unmittelbar nachgeschaltete Auswertung bis hin zum Datensatz von einander zu-
geordneten Zahlen-6-Tupeln f und q verstanden werden. Mit einem geeigneten
statistischen Verfahren, vgl. den letzten Abschnitt 3.2, werden aus diesen Paa-
ren von Lasten und Lageänderungen die eigentlichen Meßwerte berechnet, also die
Koeffizienten der elastischen Matrizen S oder F .

Außer fortgepflanzten Meßfehlern kommen noch andere Ursachen für antisymme-
trische Anteile in Frage. In diesem Abschnitt sollen drei Eigenschaften der Appa-
ratur besprochen werden, deren Effekte aus den Messungen eliminierbar sind: Die
Eigenelastizität der Meßapparatur, die Verwendung inkompatibler Einheitensyste-
me für Lasten und Lagen und eine Verdrehung der Vektoren innerhalb der Lasten
oder Lagen. Einen vierten Effekt verursacht eine große aber konstante raumfeste
Vorlast. Es wird sich zeigen, daß dieser Effekt nicht nachträglich aus den Daten
herauszurechnen ist.
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3.3.1 Der Einfluß der Elastizität der Meßapparatur

Die Eigenelastizität einer Meßapparatur kann die Ergebnisse verfälschen. Dieser
Effekt läßt sich aber zusammen mit einer Nullmessung herausrechnen. Jede zu-
sammengesetzte Aufhängung, also auch Meßobjekt plus Meßapparatur, kann in
hintereinander oder parallel geschaltete Aufhängungen zerlegt werden. Bei solchen{

hintereinander
parallel

}
geschalteten elastischen Aufhängungen addieren sich deren

{
Auslenkungen

Lasten

}
für gleiche

{
Lasten

Auslenkungen

}
, d. h.

{
F
S

}
ist additiv. Ist

also bei einer derartigen

{
Hintereinanderschaltung

Parallelschaltung

}
die Matrix

{
F0

S0

}
bei

einem völlig

{
steifen
losen

}
Meßobjekt aufgenommen worden, so erhält man die

Matrix des tatsächlichen Effektes über



F = FMESS −F0

F = S−1 = (SMESS − S0)
−1 =

(
F−1

MESS −F−1
0

)−1



 .

Diese Formeln sind äquivalent zu denen der Kombination von Federn oder den
Kirchhoffschen Regeln der Elektrotechnik. Hier sind statt der skalaren Feder-
konstanten die elastischen Matrizen zu nehmen und entsprechend zu invertieren.
Damit ist eine Beschreibung zusammengesetzter Aufhängungen durch Einzelmes-
sungen möglich, vgl. dazu auch 4.5.

Damit ist das multivariate Verfahren aus 3.2.3 mit einer passend geeichten kombi-
nierten Last- und Lagemeßapparatur realisierbar.

3.3.2 Inkompatible Einheitensysteme

Prinzipiell können für jede Messung die Einheiten und damit die Zahlenwerte von
Kraft, Drehmoment, Länge und Winkel frei gewählt werden. Die Einheiten der
Blöcke der Steifheitsmatrix ergeben sich mit ihrer Definition daher zu

{D} = {d} / {F }
{S2} = {d} / {T }
{S1} = {θ} / {F }
{M} = {θ} / {T } ,

womit sich

{WM} =
{ −→
MD

}
= {S2} / {M} = {d} / {θ}

{WL} =
{−→
LT

}
= {S1} / {M} = {T } / {F }
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ableiten läßt. Eine ungeschickte Wahl der Einheiten hat als skalarer Faktor keinen
Einfluß auf die Symmetrie der Teilmatrizen auf der Hauptdiagonalen. Auch die
Transformation auf das Drehmoment- und Translationszentrum wird nicht beein-
flußt, da sie mit den Zahlenwerten allein funktioniert. Hingegen kann die Symmetrie
der Gesamtmatrix ungünstig beeinflußt werden.

Falls ein Potential vorliegt, sollte eine elastische Matrix durch eine einzige Trans-
formation von Last- und Meßsystem aufeinander symmetrisiert werden können,
etwa durch

S2 −ΩMLM = ST
1 oder S1 + MΩLM = ST

2 .

Diese Gleichungen stimmen aber nur dann in ihren Zahlenwerten überein, falls
{ −→
ML

}
= {T } / {F } und {d} / {θ} = {T } / {F } .

Sind, wie es für die Theorie günstig ist, kanonisch konjugierte Variablen gewählt
worden, so folgt die letzte Gleichung aus {T } {θ} = {d} {F }.
Die Abweichung von einem konsistenten Einheitensystem sei nun durch den di-
mensionslosen Parameter

λ :=
{T } {θ}
{F } {d}

beschrieben.

Die Matrix des Abstands der beiden Bezugssysteme läßt sich nun mit
(
λS2 − ST

1

)
M−1 = ΩML und M−1

(
λST

2 − S1

)
= ΩLM

berechnen. Ist die Transformation auf das elastische Zentrum bereits durchgeführt,
so erhält man stattdessen mit (2.42)

ΩDT =
(
λWMM − (MWL)T

)
M−1 = λWM −WL und

ΩTD = M−1
(
(λWMM )T −MWL

)
= λWM −WL ;

Faktoren übertragen sich von den Matrizen Si auf die Wi .

Da beide rechten Seiten symmetrisch sind, können sie nicht gleich den linken sein;
das Gleichungssystem macht also nur Sinn, falls alle beteiligten Matrizen verschwin-
den. Das ist nur der Fall, wenn ein Widerstandszentrum vorliegt. Ein skalarer Fak-
tor λ 6= 1 könnte hingegen die Ursache für die Widersprüchlichkeit des Gleichungs-
systems sein, und zwar dann, wenn WL ≈ λWM . Nun sind das neun Gleichungen
für nur eine Größe. Die einfachste Möglichkeit, diese Gleichung zu erfüllen und
dabei die Norm, um die es ja letztlich geht, zu verwenden, ist

λ =
‖WL‖
‖WM‖ .

Sie hat darüber hinaus noch folgende Eigenschaften:
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• Sie ist eine Invariante der Widerstandsmatrizen,

• sie benutzt alle Einträge der Matrizen und

• sie ist forminvariant unter der Vertauschung von Meß- und Lastsystem, also
der Symmetrie M ↔ L; der gesuchte Faktor hätte sicher auch vor der Matrix
WL eingeführt werden können.9

Obwohl [WM ] = [WL] = L, steckt in WM gegenüber WL noch zusätzlich der Um-
rechnungsfaktor der verwendeten Winkeleinheit in das Bogenmaß rad. Ein Wert für
λ also, der einer Zehnerpotenz nahekommt oder einer des Faktors π/180 ≈ 0.0175,
deutet dann auf das Vorliegen inkompatibler Einheitensysteme hin. Hingegen kann
das Ergebnis λ ≈ 1 als Bestätigung der Vertrauenswürdigkeit der Meßwerte gewer-
tet werden.

Da diese Formel für WM 6= 0 immer ein Ergebnis liefert, kann nicht mehr automa-
tisch eine Aussage darüber getroffen werden, ob tatsächlich eine ungeschickte Wahl
der Größe zu Grunde lag. Es muß daher in jedem Einzelfall anhand vorliegender
Fehlerabschätzungen der Messung geprüft werden, daß es sich um keine Fehlinter-
pretation von Meßfehlern handelt. Um aus den Widerstandsmatrizen noch Infor-
mation ziehen zu können, sollte in jedem Fall die relative Genauigkeit der Messung
die Quotienten

‖WMM‖
‖S2‖ und

‖MWL‖
‖S1‖ ,

gebildet aus den Normen der Nebendiagonalmatrizen nach und vor der Transfor-
mation auf das elastische Zentrum, deutlich übersteigen.

3.3.3 Verdrehung der Referenzsysteme

Eine Verdrehung vom Meßsystem gegenüber dem Lastsystem würde durch die Re-
alform wieder ausgeglichen. Eine Verdrehung innerhalb des Last- oder Meßsystems
kann hingegen so nicht mehr kompensiert werden. Da die Lasten in unserer Ar-
beitsgruppe

”
von Hand“ aufgebracht wurden und für jeden Lastfall neu justiert

9Als Minimierungsproblem ‖WL − λWM‖2 = min! formuliert, liefert die Differentation nach
λ die Normalgleichung 0 =

∑
ij (WM )ij (WL)ij − λ (WM )ij (WM )ij , mit dem Ergebnis

λ =
Sp (WMWL)
‖WM‖2 .

Ebenso erhält man für ‖λ̄WL −WM‖2 = min! das Resultat

λ̄ =
Sp (WLWM )
‖WL‖2 ,

welches wegen λλ̄ 6= 1 nicht mit dem ersten verträglich ist. Diese Lösungen sind daher nicht
forminvariant. Das geometrische Mittel

√
λ/λ̄ beider entspricht aber genau der obigen Wahl.
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wurden, ist es denkbar, daß für Kräfte und Drehmomente leicht verschiedene Ko-
ordinatenachsen benutzt wurden. Dagegen ist es unwahrscheinlich, daß im Meßsys-
tem eine solche Verdrehung auftritt, da sich der so entstehende Effekt systematisch
auf sämtliche Messungen auswirken würde, und daher schon beim endgültigen Auf-
bau der Apparatur eliminiert sein sollte. Als Arbeitshypothese und als Verfahren
zum Aufspüren solcher Fehler ist eine solche Annahme aber dennoch sinnvoll.

Unter der Annahme also, daß eine Drehung mit eventuell einer Vertauschung der
Koordinatenachsen vorliegt, daß also nur orthogonale Transformationen vorliegen,
läßt sich der dadurch entstehende Effekt nachträglich herausrechnen.

Die Verdrehungen von Kräften gegenüber den Drehmomenten im Lastsystem und
Translationen gegenüber Drehungen im Meßsystem sind unabhängig voneinander.

Die tatsächlich angreifende Last ist dann

f ′ =

(
RF 0
0 I

)

︸ ︷︷ ︸
=:RL

(
F
T

)
= RLf ,

und die tatsächlich gemessene Lage

q′ =

(
Rd 0
0 I

)

︸ ︷︷ ︸
=:RM

(
d
θ

)
= RMq .

Der Zusammenhang der tatsächlichen Flexibilitätsmatrix q′ = F ′f ′ mit der gemes-
senen q = Ff lautet wegen

q′ = RMq = RMFf = RMFRT
L︸ ︷︷ ︸

=:F ′
f ′

einfach
F ′ = RMFRT

L

oder analog für die Steifheitsmatrix

S ′ = RLSRT
M .

Nun sollten selbst inkonsistente Koordinatensysteme nicht vom gewählten Bezugs-
punkt abhängen. Nur dann können die auftretenden Effekte von denen der Koordi-
natensysteme getrennt werden. Die einzige noch dafür in Frage kommende Matrix
ist A, da M schon zur Definition der Normal- bzw. Realform herangezogen wurde.
In Komponenten hat man

S ′ =

(
A′ B′

2

B′
1 C ′

)
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=

(
RF 0
0 I

) (
A B2

B1 C

) (
RT

d 0
0 I

)
=

(
RF 0
0 I

) (
ART

d B2

B1R
T
d C

)

=

(
RF ART

d RF B2

B1R
T
d C

)
,

also muß die Matrix A′ = RF ART
d die Information über eine mögliche Verdrehung

der Referenzsysteme enthalten.

Solche Verdrehungen wirken sich auf die Berechnung der elastischen Zentren aus.
Das über die Lagen definierte Drehmomentszentrum ändert sich wegen

−
(
A−1B2

)′
= −

(
RF ART

d

)−1
RF B2 = −RdA

−1B2

unter Verdrehungen der Lagen, und das über die Lasten definierte Translations-
zentrum ändert sich analog wegen

(
B1A

−1
)′

= B1R
T
d

(
RF ART

d

)−1
= B1A

−1RT
F

unter Verdrehungen der Lasten. Eine schlechte Güte dieser Matrizen im Sinne von
A.2.3 kann also ein Hinweis auf eine derartige Störung im Aufbau sein.

Nimmt man eine Verdrehung nur im Meß- oder Lastsystem an, so ist entweder
RF = I oder Rq = I, und A′ ist damit als Produkt einer symmetrischen und
einer orthogonalen Matrix dargestellt. Diese Symmetrisierung einer Matrix durch
Multiplikation mit einer Drehmatrix nennt man Polarzerlegung.10 Sei

A′ = RT
Ldiag (ai) RR

die Zerlegung von A in ihre singulären Werte, vgl. auch Fußnote 25 des vorange-
gangenen Kapitels, dann wird A′ sowohl durch Multiplikation von links als auch
von rechts mit R := RT

RRL symmetrisiert. Die erhaltenen symmetrischen Matrizen
lauten dann

AL = RT
Rdiag (ai) RR und AR = RT

Ldiag (ai) RL .

10Vgl. etwa [20], Bd. 1 IX §14. Die Polarzerlegung läßt sich auch folgendermaßen durchführen:
Seien λi die Eigenwerte der Matrix A, die Vektoren vi die zugehörigen normierten Eigenvektoren
und P ‖

vi
:= viv

T
i die Parallelprojektoren auf die entsprechenden Eigenräume. Die Wurzel einer

positiv semidefiniten symmetrischen Matrix A kann über deren Spektralzerlegung definiert bzw.
berechnet werden:

A =
∑

i

λi · P ‖
vi

⇒
√

A =
∑

i

√
λi · P ‖

vi
.

Mit dieser Wurzel erhält man den korrekt gedrehten und symmetrischen Anteil von A′

√
A′A′T =

√
ARRT AT =

√
A2 = A

und damit weiter die Drehmatrix über

R = A−1A′ .
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Je nach Arbeitshypothese kann die Drehung entweder mit RF = I und Rd =
RT

RRL den Lagen oder mit Rq = I und RF = RT
RRL den Lasten zugeordnet

werden.

Den zugehörigen Drehwinkel erhält man aus SpR = 1 + 2 cos θ. Er dient zur
Überprüfung der Zulässigkeit der Arbeitshypothese: Da das obige Verfahren im-
mer funktioniert (es liefert sogar mit uneigentlich orthogonalen Matrizen Informa-
tion über eventuell vertauschte Koordinatenachsen), bekommt man für unsinnige
Eingangsdaten Scheinergebnisse. Dadurch werden alle möglichen anderen Effekte,
welche Ursache antisymmetrischer Anteile sind, falsch interpretiert und sind einer
weiteren Auswertung nicht mehr zugänglich. Falls also der berechnete Drehwinkel
zu groß ist, sollten andere Erklärungen für gemessene antisymmetrische Anteile der

unter Translationen transformationsinvarianten Matrix A =
(
D − S2M

−1S1

)−1

herangezogen werden.

3.3.4 Der Einfluß der Vorlast

Rein mathematisch äußert sich eine große Vorlast in einem anderen Entwicklungs-
punkt für das lineare Input-Output-Modell (2.9). Um die zu diskutierenden physi-
kalischen Effekte besser verständlich zu machen, möchte ich einige Beispiele (frei
nach [43]) voranstellen.

Gegeben sei ein einfaches mathematisches Pendel der Länge l mit der Masse m und
damit der Gewichtskraft G = mg. Die Auslenkung von der Ruhelage ist x = lφ, die
Beschleunigung ist also ẍ = lφ̈. Das Pendel werde nacheinander der Gewichtskraft,
einer lateral steifen Feder und einer längs der Schwere wirkenden vorgespannten
Feder ausgesetzt.

Die Bewegungsgleichung für das Pendel im Schwerefeld allein lautet

mlφ̈ + G sin φ = 0 ,

und für kleine Auslenkungswinkel ergibt sich

mφ̈ +
G

l
φ = 0 .

Bei einer lateral steifen Feder ohne Vorlast gilt für die rücktreibende Kraft das
Hookesche Gesetz

mφ̈ + k⊥φ = 0 ,

wobei k⊥ die Lateralsteifigkeit ist. Ist eine lange Feder in dieselbe Richtung wie
die Gewichtskraft vorgespannt, so übernimmt die Vorspannung F

‖
0 die Rolle der
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Gewichtskraft, und man erhält11

mφ̈ +
F
‖
0

l
φ = 0 .

Alle Effekte superponiert ergeben die Bewegungsgleichung

mφ̈ +


mg

l
+

F
‖
0

l
+ k⊥


 φ = 0 , (3.7)

die eine harmonische Schwingung mit der Schwingfrequenz

ω =

√√√√g

l
+

F
‖
0

ml
+

k⊥

m

beschreibt. Drei Effekte sind hier auffällig:

1. Die Vorlast steht im Steifigkeitskoeffizienten

k = k⊥ + F
‖
0 /l + G/l ,

wobei große12 Vorlasten versteifend wirken (Stress Stiffening).

2. Die Richtungen von Koeffizient und Vorlast stehen senkrecht aufeinander,
was im räumlichen Formalismus durch Kreuzprodukte oder antisymmetrische
Matrizen beschrieben werden wird.

3. Die Vorspannung einer langen Feder ist als raumfest anzusehen. Eine Ände-
rung der Lage ist gleichzeitig eine Änderung der Orientierung des Referenz-
koordinatensystems und verschiebt damit die Kraftwirkungslinie bezüglich
des geänderten Koordinatensystems. Es gibt keine Notwendigkeit anzuneh-
men, daß das nur Effekte in zweiter Ordnung zur Folge hat, speziell für große
Vorlasten.

Im Folgenden sollen diese Erscheinungen für das räumliche Problem abgeleitet
werden. Der entscheidende Punkt ist eine als zeitlich konstant und mit im Raum
festen Richtungen angenommene große Vorlast, die sich über durch Lageänderun-
gen hervorgerufene Koordinatentransformationen auf die Steifigkeitskoeffizienten
auswirkt.

11Dies entspricht den Vorstellungen zu Beginn des Entstehens der Theorie der schwingenden
Saite, s. [67] IV A.

12In der Biomechanik liegen typische Werte für den E-Modul im GPa-Bereich. Zusammen
mit Abmessungen im cm-Bereich ergeben sich mit den Federkonstanten vergleichbare Vorlasten
in einer Größenordnung oberhalb von kN oder kNm. Kleinere Vorlasten rufen demnach kaum
spürbare Effekte hervor. Bei einer Saite mit vernachlässigbarer Lateralsteifigkeit ist das natürlich
nicht der Fall.
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3.3.4.1 Lagewechsel als Koordinatentransformation

Für ein räumliches Problem tragen drei Effekte zur tatsächlich wirkenden Lastän-
derung bei:

• Die angelegte Laständerung δfL selber,

• die Änderung des Hebels (δTL′L) fL und

• die Wirkung der als raumfest angenommenen Vorlast f 0 im geänderten Ko-
ordinatensystem, δf 0.

Es sind vier Koordinatensysteme beteiligt: Das Lastsystem L und das Meßsystem
M vor der Last/Lageänderung und beide nach der Änderung, bezeichnet mit L′

und M ′. Es gilt nun, die beiden Beziehungen

δfL = SLMδqM und δfL′ = SL′M ′δqM ′

auszunutzen, um SL′M ′ und SLM miteinander in Beziehung zu setzen. Das soll in
den folgenden Abschnitten geschehen.

3.3.4.2 Die Transformation der Laständerungen

Mit der Produktregel erhält man aus (2.1) für kleine Laständerungen

δfL = δ (TLL′fL′) = (δTLL′) fL′ + TLL′δfL′ .

Der zweite Term ist die Laständerung selber; ihr Beitrag zur Gesamtlaständerung
δfL|L ist

δfL|L = TLL′δfL′ = TLL′SL′M ′δqM ′

= TLL′SL′M ′T T
MM ′δqM . (3.8)

Der erste Term ist die Änderung des Hebels. Mit der Abkürzung

TLL′ =

(
I 0

ΩLL′ I

)
=

(
I 0
0 I

)

︸ ︷︷ ︸
I

+

(
0 0

ΩLL′ 0

)

︸ ︷︷ ︸
=:NLL′

(3.9)

erhält man seinen Beitrag δfL|H zu

δfL|H = (δTLL′) fL′ = (δNLL′) fL′ = NδLL′fL′

=

(
0 0

ΩδLL′ 0

) (
F

T L′

)
=

(
0

ΩδLL′F

)
=

(
0

−ΩF δLL′

)

=

(
0

ΩF δL′L

)
=

(
0 0

ΩF 0

) 
 δ

−→
L′L
0


 .
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Mit δ
−→
L′L = δ

(−→
OL−

−→
OL′

)
= δdL − δdL′ und 0 = δ (θL − θL′) = δθL − δθL′ folgt

weiter

δfL|H = NF (δqL − δqL′) = NF

(
T T

ML − T T
ML′

)
δqM

= NF

(
N T

ML −N T
ML′

)
δqM = NF

(
N T−→

ML−
−→

ML′

)
δqM = NF

(
N T

L′L

)
δqM

=

(
0 0

ΩF 0

) (
0 ΩLL′

0 0

)
δqM =

(
0 0
0 ΩFΩLL′

)
δqM , (3.10)

woraus ersichtlich ist, daß die Hebeländerung nur einen Effekt zweiter Ordnung
bewirkt.

3.3.4.3 Die Vorlastmatrix

Die Lageänderungen
−→
LL′ =

−→
OL′ −

−→
OL = dL′ − dL = δdL

und
θLL′ = δθL

spielen eine Doppelrolle als Transformationen des Koordinatensystems. Für eine
raumfeste Vorlast hat das zwei Effekte zur Folge:

1. Die Translation verändert die wirkenden Drehmomente nach dem Hebelgesetz
fL′ = TL′LfL und

2. die Rotation ändert die Richtung der Kraftwirkungslinie in der Art, daß in
diese der um Rδθ gedrehten Situation nach Aufbringen der Laständerung
um R−δθ = RT

δθ gedreht erscheint. Diese Rückdrehung besagt gerade, daß
die raumfeste Kraftwirkungslinie nicht mitgedreht wird.

Die durch die Lageänderung verursachte Änderung der Vorlast ist damit

δf 0
L = RT

θLL′
T−LL′f

0
L − f 0

L

=

(
RT

δθ 0
0 RT

δθ

) (
I 0

−Ωδd 0

)
f 0

L −
(

I 0
0 I

)
f 0

L

=

(
RT

δθ − I 0
−RT

δθΩδd RT
δθ − I

)
f 0

L ,

und bis auf Terme zweiter Ordnung ergibt sich

δf 0
L =

(
−Ωδθ 0
−Ωδd −Ωδθ

) (
F 0

L

T 0
L

)
=

(
−ΩδθF

0
L

−ΩδdF
0
L −ΩδθT

0
L

)

=

(
ΩF 0

L
δθ

ΩF 0
L
δd + ΩT 0

L
θ

)
=

(
0 ΩF 0

ΩF 0 ΩT 0

)

L︸ ︷︷ ︸
=:VL

(
δd
δθ

)

L

,
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also insgesamt
δf 0

L = VLδqL (3.11)

mit der antisymmetrischen Vorlastmatrix

VL =

(
0 ΩF 0

ΩF 0 ΩT 0

)

L

, (3.12)

die den gesuchten Zusatzterm zur Steifheitsmatrix darstellt.

3.3.4.4 Die Transformation der Vorlastmatrix

Bei einer kompletten Transformation beider Bezugssysteme transformiert sich die
Vorlastmatrix wie die Steifheitsmatrix

VB = TBAVAT T
BA . (3.13)

Dabei bleibt ihre Antisymmetrie wegen

VT
B =

(
TBAVAT T

BA

)T
= T T

BAVT
ATBA = −T T

BAVATBA = −VB

erhalten. Aber auch die Beträge transformieren sich korrekt wie äquivalente Last-
systeme:

VB = TBAVAT T
BA

=

(
I 0

ΩBA I

) (
0 ΩF 0

ΩF 0 ΩT 0
A

) (
I ΩAB

0 I

)

=

(
I 0

ΩBA I

) (
0 ΩF 0

ΩF 0 ΩF 0ΩAB + ΩT 0
A

)

︸ ︷︷ ︸
=:VAB

=

(
0 ΩF 0

ΩF 0 ΩBAΩF 0 + ΩF 0ΩAB + ΩT 0
A

)

=

(
0 ΩF 0

ΩF 0 ΩT 0
B

)
, (3.14)

denn wegen (A.2.2) gilt

ΩT 0
A

+ ΩBAΩF 0 + ΩF 0ΩAB = ΩT 0
A

+ [ΩBA,ΩF 0 ]

= ΩT 0
A

+ Ω−→
BA×F 0

= Ω
T 0

A+
−→
BA×F 0

= ΩT 0
B

.

Wie am Gang der Rechnung zu erkennen ist, entstehen für ungleiche Referenzsys-
teme Zusatzterme, welche die Antisymmetrie von V zerstören.

Der Struktur der Vorlastmatrix sind noch zwei Dinge anzumerken:
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1. Wegen der Antisymmetrie VT = −V tragen die Vorlasten nicht zusätzlich
zu ihrem Beitrag über die Verschiebung des Gleichgewichtes zur potentiellen
Energie bei. Da diese ein Skalar ist, gilt nämlich

Φ′ =
1

2
δqT (S + V) δq = Φ +

1

2
δqTVδq

= Φ +
1

2

(
δqTVδq

)T
= Φ− 1

2
δqTVδq

= Φ .

Die elastische Situation wird demnach für kleine Lageänderungen nicht ge-
ändert, obwohl sie von der ohne Vorlast sicherlich deutlich verschieden ist.

2. Da die Blöcke der Vorlastmatrix selber antisymmetrisch sind, beeinflußt eine
Vorlast nur senkrecht zu ihr liegende Komponenten. Das sieht man aus den
ausgeschriebenen Gleichungen (3.11) und (3.12):

F L = F 0 × δθ

T L = F 0 × δd + T 0 × δθ .

Daher trägt die Vorlast, wie die in der Mechanik durch Zwangskräfte hervor-
gerufenen Verrückungen, nicht direkt zur elastischen Energie bei. Es würde
auch für eine lineare Theorie keinen Sinn ergeben, wenn eine Normalkraft
sich unter Einwirkung einer äußeren Kraft selbst beeinflußte.

3.3.4.5 Auswertung von Meßdaten unter Vorlast

Unter der Annahme, daß alle störenden Terme weitgehend durch die Vorlast er-
klärbar sind, gilt STD = SZZ + VZ bzw. in Komponenten

(
A B2

B1 C

)

TD

≈
(

AZ BZ

BT
Z CZ

)
+

(
0 ΩF

ΩF ΩT

)
,

und die Abschätzung für die maximale Vorlast lautet einfach

F max ≈ 1

2

(
B2 −BT

1

)D

und

T max ≈ CD .

Da A im Gegensatz zu AZ nicht symmetrisch sein muß, können diese Formeln
nur näherungsweise gelten. Ferner hängt diese

”
Definition“ von der Wahl des ver-

wendeten Koordinatensystems und — im Gegensatz zur direkten Auswertung —
von dem verwendeten Einheitensystem (speziell dem der Winkel) ab. Ein weiteres
Problem ergibt sich nun daraus, daß die Normal- und Realform der Matrix über
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die Matrix M =
(
C −B1A

−1B2

)−1
definiert sind. Daher beeinflußt der hier un-

tersuchte Effekt über die Matrizen B und C die Normalform, was im nächsten
Abschnitt näher diskutiert werden soll.

Die antisymmetrischen Anteile der Matrizen B2 und B1 transformieren sich wie
folgt:

B′
1
D

= (B1 + Ω1A)D = BD
1 + AF x1

B′
2
D

= (B2 + AΩ2)
D = BD

2 + ATF x2 ;

sie können daher insbesondere durch eine einfache Transformation nach

x0
1 = −AF−1BD

1

x0
2 = −ATF−1BD

2

zu Null gemacht werden.13 Jede Abweichung von diesen Koordinatensystemen lie-
fert bei der obigen Interpretation der antisymmetrischen Terme scheinbare Vorlas-
ten der Größe

F 1 := F
(
x1 + x0

1

)
= AF x1

F 2 := F
(
x2 + x0

2

)
= ATF x2 ,

welche bei steifen Aufhängungen erhebliche Werte annehmen kann. Insbesonde-
re steht zu befürchten, daß die Koeffizientenmatrix, die wegen (2.26) auch die
Einträge der Matrix D enthält, deren ungünstigen Eigenschaften hinsichtlich der
Fehlerfortpflanzung erbt.

Da offenbar die Bestimmung der Vorlast und die Transformation auf das elastische
Zentrum koppeln, möchte ich als Nächstes auf die bewährten Definitionsgleichun-
gen in der Form aus Abschnitt 2.2.5.1 zurückkommen. Die um die Vorlast als
zusätzliche Variable erweiterten Minimierungsprobleme lauten

min! = ‖ −A−1 (B2 −ΩF )−ΩDZ‖2

min! = ‖ (B1 −ΩF ) A−1 −ΩTZ‖2 .

Die dazugehörigen Normalgleichungen sind in der Schreibweise von (A.2.2)

(
I −A−1FT

−A−1F A−1GF

) ( −→
DZ
F

)
=



−

(
A−1B2

)D

(
A−1GB2

)D


 (3.15)

13Dieser so festgelegte Ort ist einer meiner früheren Definitionsversuche für das elastische Zen-
trum. Da er die Nebendiagonalmatrizen symmetrisiert, hatte ich ihn das Symmetriezentrum ge-
nannt. Die analoge Rechenvorschrift für die Flexibilitätsmatrix lieferte aber andere Werte; die
Definitionsgleichung war also, im Gegensatz zur jetzigen, nicht forminvariant — ein weiteres Indiz
dafür, daß die hier schließlich getroffene Definition vor allen anderen Möglichkeiten ausgezeichnet
ist.
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und (
I A−1F

A−1FT A−1TGF

) ( −→
TZ
F

)
=




(
B1A

−1
)D

(
B1A

−1TG
)D


 . (3.16)

Da auch hier die rechten Seiten vom gewählten Koordinatensystem abhängen, be-
sitzt diese Berechnungsart dieselben konzeptionellen Schwierigkeiten wie die obige
naive Methode. Insbesondere können wieder Koordinatensysteme gefunden wer-
den, in denen die scheinbare Vorlast verschwindet. Die Gleichungen (3.15) und
(3.16) haben eine interessante Eigenschaft: Wenn man die rechten Seiten auf die
der Lösung entsprechenden Koordinatensysteme transformiert, verschwindet der
Kandidat für das elastische Zentrum erwartungsgemäß und der Kandidat für die
Vorlast bleibt unverändert. Die Lösungen sind daher für alle Ausgangskoordina-
tensysteme selbstkonsistent und demzufolge nicht iterativ verbesserbar.

In den elastischen Zentren der direkten Auswertung 2.2.5.2 waren die mit (3.15)
und (3.16) bestimmten Kräfte im Vergleich zu anderen Koordinatensystemen re-
lativ gering. Es macht also Sinn, diese Formeln im durch die direkte Auswertung
bestimmten elastischen Zentrum anzuwenden. Die beiden resultierenden Exempla-
re für die Vorlast könnten dann zur weiteren Auswertung gemittelt werden.

Falls das immer noch zu große Vorlasten liefert, bliebe nur noch die Hoffnung, die
Vorlast durch ein passendes statistisches Modell aus den Rohdaten zu bestimmen.
Dann wäre eine nachträgliche Bestimmung der Vorlast unnötig, und die obigen
Schwierigkeiten entfielen. Das erforderte aber die sinnvolle Entkopplung der Steif-
heitsmatrix in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Anteil, wie sie
nur im elastischen Zentrum möglich ist. Da dessen Definition aber aus den Daten
selber geschieht, entfällt auch diese Möglichkeit.

3.3.4.6 Vorlasten, Fehlerfortpflanzung und die Standardformen

Alle Änderungen an den Matrizen B und C, wie sie ja durch Subtraktion von
Vorlasten entstehen, beeinflussen wegen (2.25)

M−1 = C −B1A
−1B2

auch die bezüglich der Fehlerfortpflanzung günstigste und zur Definition der Stan-
dardformen aus Abschnitt 2.5 herangezogene Matrix M . Dasselbe gilt für eine
Modifikation von A im Rahmen der fortgepflanzten Eingangsfehler. In diesem Ab-
schnitt soll eine Klasse von solchen Vorlasten besprochen werden, die an M keine
Veränderung hervorruft. Diese könnten nützlich sein, die nur vage bestimmbare
Vorlast weiter einzugrenzen. Durch Abzug der Vorlasten erhält man

M−1 = C −B1A
−1B2

7→ C −ΩT − (B1 −ΩF ) A−1 (B2 −ΩF )

= M−1 −ΩT + ΩF A−1B2 + B1A
−1ΩF −ΩF A−1ΩF︸ ︷︷ ︸

=:MF

.
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Ein Drehmoment vom Betrag
T = MD

F

läßt offenbar den antisymmetrischen Anteil von M−1 und damit den von M un-
verändert. Als Nächstes sollen daher Lösungen von MS

F = 0 bestimmt werden. Es
ergibt sich

0 = 2MS
F

= ΩF A−1B2 + B1A
−1ΩF −ΩF A−1ΩF

+BT
2 A−1TΩT

F + ΩT
F A−1T BT

1 −ΩT
F A−1TΩT

F

= ΩF

(
A−1B2 −A−1T BT

1

)

︸ ︷︷ ︸
=:U

+
(
B1A

−1 −BT
2 A−1T

)

︸ ︷︷ ︸
=−U T

ΩF

−ΩF

(
A−1 + A−1T

)
ΩF

= ΩF

(
U −A−1ΩF

)
−

(
U −A−1ΩF

)T
ΩF .

Hinreichend für das Verschwinden des gesamten Terms ist14

0 = ΩF

(
U −A−1ΩF

)
,

mit den Lösungen ΩF = 0 oder U = A−1ΩF oder
(
U −A−1ΩF

)
ij

= Fixj mit x

beliebig. Dualisieren der letzten Gleichung liefert zunächst

UD −A−1TF F =
1

2
x× F .

Mit dem Entwicklungssatz folgt weiter für den zu F senkrechten Anteil von x

x⊥ =
2

F 2F ×
(
UD −A−1TF F

)
.

Damit ist eine spezielle Lösung x⊥ gefunden. Die Kraft F muß aber auch Lösung
von UD−A−1TFΩF = 1

2
ΩxF sein. Wenn man also statt der ermittelten Kraft den

entsprechend modifizierten Abkömmling, also die Lösung von

UD =
(

1

2
Ωx −A−1TF

)
F

benutzt, ändert sich die Matrix M nicht.

Da die Matrix A diejenige mit der schlechtesten Fehlerfortpflanzung ist, liegt es
nahe, sie im Rahmen der Eingangsfehler

”
passend“ zu machen. Dies hat aber im-

mer Auswirkungen auf die Matrix M , da der Anteil B1A
−1B2 von (2.25) für alle

14Wegen
(
λA−1 + (1− λ)A−1T

)S

= AS ist auch eine solche Linearkombination an dieser
Stelle zulässig; das vergrößert die Menge aller möglichen Lösungen um einen weiteren freien
Parameter λ.
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Bezugssysteme verschwinden müßte. Im elastischen Zentrum etwa lautet er aber
(−W LA) A−1 (−AW M) = W LAW M und ist nur im Fall eines Widerstandszen-
trums zum Verschwinden zu bewegen. Hingegen ergeben sich beim Abziehen der
Vorlast gewisse Freiheiten: Zusatzterme der Art A−1 7→ A−1 + x1F

T + FxT
2 mit

x1, x2 beliebig, lassen (B1 + ΩF ) A−1 (B2 + ΩF ) ungeändert.

Meiner Erfahrung mit realen Meßwerten nach führen solche
”
Verbesserungen“ nur

zu unbefriedigenden Ergebnissen, weshalb diese im Folgenden auch nicht zum Ein-
satz kommen werden.

3.4 Nicht symmetrisierbare elastische Matrizen

Im vorigen Kapitel wurde eine Transformation der ermittelten Steifheitsmatrix
SLM oder ihrer Inversen, der Flexibilitätsmatrix FML, vom Lastsystem L bzw.
Meßsystem M auf die beiden Kandidaten für ein elastisches Zentrum, Translati-
onszentrum T und Drehmomentszentrum D, hergeleitet. In der Praxis hatten die
so erhaltenen elastischen Matrizen STD = TTLSLMT T

DM und FDT = T T
MDFMLTLT

zwar deutlich kleinere Nebendiagonaleinträge, waren aber immer noch nicht sym-
metrisch. Auch mit der Transformation auf die Normalform konnten die verblei-
benden antisymmetrischen Terme nicht beseitigt werden.

Die zuerst untersuchte Quelle dieses Fehlers liegt im statistischen Verfahren, und
ist für retrospektive Auswertungen nicht relevant. Inkompatible Einheitensyste-
me kommen allenfalls während des Aufbaus einer Meßapparatur vor. Selbst unter
Annahme von verdrehten Referenzsystemen, also nach Durchführung der Polar-
zerlegung für die transformationsinvarianten Teilmatrizen, sind die Nebendiago-
nalmatrizen noch nicht gleich und daher die Steifheitsmatrix insgesamt nicht sym-
metrisch. Als letzter und mathematisch anspruchsvollster Effekt kam eine dem
Meßobjekt innewohnende Vorlast in Frage. Ihre Kopplung mit allen Blockmatri-
zen bis auf die am schwersten zu bestimmende, A, machte es mir unmöglich, aus
den mir vorliegenden Daten sinnvolle Schlüsse zu ziehen.

Ein Überblick der zu Grunde liegenden gegenseitigen Beeinflussungen der Trans-
formationen wird in den folgenden Tabellen gegeben; das statistische Modell ist
hierbei ausgenommen, da es selbstverständlich mit allen Matrixeinträgen koppelt.

Kopplung Translation Translation Rotation Rotation Einheiten
Meßsystem Lastsystem Meßsyst. Lastsyst.

Transl. Meßs. x - - - -
Rot. Meßs. - x - - -
Transl. Lasts. - - x - -
Rot. Lasts. - - - x -
Einheiten - - - - x
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Diese ersten nicht miteinander koppelnden Rechenschritte möchte ich im Folgenden
die direkte Auswertung nennen. Sie führten bei allen mir zur Auswertung vorgeleg-
ten Matrizen zu sinnvollen Ergebnissen. Bei den übrigen ist die Sachlage deutlich
verwickelter, wie unschwer aus der folgenden Tabelle zu ersehen ist.15

Kopplung Verdrehung Lastsystem Vorlast

Translation Meßsystem - x
Rotation Meßsystem - x
Translation Lastsystem x x
Rotation Lastsystem x x
Einheiten - x
Verdrehung Lastsystem x x
Vorlast x x

Da die mir vorliegenden Matrizen keine zweifelsfreie Zuordnung zu einem fehler-
verursachenden Effekt zulassen, wurden diese Effekte standardmäßig nicht zur Er-
klärung irgendwelcher Abweichungen von der Symmetrie herangezogen.

Prinzipielle Probleme treten nur noch in folgenden Situationen auf:

• Das verwendete statistische Modell war ungeeignet, und die Originaldaten
liegen nicht mehr vor.

• Das verwendete Koordinatensystem war nicht orthogonal oder teilweise ein
Linkssystem, und die Anordnung ist nicht mehr zu rekonstruieren.

• Die Auslenkungen sind endlich, und daher stimmt das Transformationsver-
halten der Matrix nicht mehr.

• Das Meßobjekt besitzt bislang unberücksichtigte Zwangsbedingungen, vgl.
B.3.

• Dem Material hätte ein Flüssigkeitsmodell zu Grunde gelegt werden müssen,
dennoch wurde ein Extrapolationsverfahren auf einen nicht existierenden
asymptotischen Zustand eingesetzt.

• Das Superpositionsprinzip ist grob verletzt; die zu Grunde liegende Theorie
muß nichtlinear sein.

In diesen Fällen wird der Gültigkeitsbereich der bisherigen linearen Theorie über-
treten, sie sind daher nicht mehr Gegenstand dieser Arbeit.

15Beispielsweise geht im Gegensatz zu den Überlegungen aus Abschnitt 2.2.5.3 in die Definition

von
−→
LT nur eine Drehmatrix in die Rechnung ein, weshalb der Beweis der Entkopplung von

Translation und Rotation im Lastsystem unter Verwendung von (A.15) nicht mehr gelingt.



Kapitel 4

Das elastische Potential einer
dünnen Schicht

Im ersten Kapitel wurde eine Methode vorgestellt, mit der Meßdaten von Flexi-
bilitäts- bzw. Steifigkeitskoeffizienten des elastisch aufgehängten starren Körpers
in eine miteinander vergleichbare Form gebracht werden konnten. Um über diese
bloße Vergleichbarkeit hinaus mit den so gewonnenen Aussagen etwas anfangen zu
können, braucht man auf der anderen Seite theoretische Vorhersagen über einfache
Aufhängungen, die dann entweder quantitativ als Probekörper für Messungen zur
Validierung der Theorie dienen, oder einfach qualitativ eine Vorstellung über zu
erwartende Meßergebnisse sind. Um derartige Vorhersagen zu bekommen, werden
üblicherweise bestimmte vereinfachende modellhafte Annahmen eingesetzt. Inwie-
weit die so ersonnenen Objekte zur Beschreibung der Beobachtungen brauchbar
sind, entscheidet dann letztlich wieder der Vergleich mit der Messung. Bei einer
solchen Modellbildung muß es immer möglich sein, einerseits unbrauchbare Messun-
gen zu identifizieren und andererseits zu stark vereinfachte Modelle zu falsifizieren.

Das Problem ist es, aus der Geometrie der starren Berandung und der inneren
Struktur des elastischen Mediums eine konkrete Flexibilitäts- bzw. Steifheitsma-
trix zu berechnen. Die Grundgleichungen der Elastostatik wären sicher zu einer Be-
schreibung geeignet. Dann handelte es sich um ein gemischtes Randwertproblem,
da auf der starren Berandung die Verschiebungen und im Zwischenraum die hier
verschwindenden Spannungen vorgegeben sind. Exakte Lösungen für solche Proble-
me liegen nur in Ausnahmefällen vor, zu denen die für diese Arbeit interessanten
Objekte leider nicht gehören. Um aber ohne Finite Elemente oder vergleichbare
numerische Methoden auskommen zu können, werde ich einige vereinfachte Mo-
delle vorführen: Über das Studium einer Hookeschen Feder in einer räumlichen
Anordnung wird die dünne elastische Schicht als lokal ebenes Problem mit den Mit-
teln der Darstellungstheorie von Invarianten behandelt. Das so entwickelte Modell
wird zunächst mit Gedankenexperimenten verfeinert, um dann mit komplexeren
Betrachtungsweisen aus der Kontinuumsmechanik verglichen und abschließend für

102
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gut befunden zu werden. Die sich so ergebende prinzipielle Vorgehensweise ist in
Abb. 4.1 illustriert.

Abbildung 4.1: Die Idee des Federmodells. Eine starr berandete dünne elastische
Schicht wird zunächst zu einer Fläche abstrahiert. Diese wird parametrisiert; ein
differentielles Flächenelement ist dann eben. Kann das Material als isotrop genähert
werden, so wird das elastische Verhalten durch zwei von der lokalen Schichtdicke
abhängenden Schichtgrößen beschrieben: Eine parallel zur Schichtnormale n und
zwei gleiche senkrecht zu dieser.

4.1 Federn im Raum

Es lohnt sich, wie gesagt, zunächst die mathematische Beschreibung einer Einzel-
feder mit Hookeschen Verhalten zu betrachten. Systeme solcher Federn sind eine
nicht nur für Demonstrationszwecke brauchbare Approximation an das Verhalten
elastischer Kontinua.

4.1.1 Die Einzelfeder

Das Potential einer Hookeschen Feder wird üblicherweise angegeben als

Φ =
1

2
kx2 ,
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wobei die Richtgröße k die Dimension Energie/Länge2, also formal Masse/Zeit2

und mehr physikalisch Energiedichte × Länge hat. Diese Formel gilt natürlich nur
eindimensional und mit dem Koordinatenursprung im Federende und Koordina-
tenachse in Federrichtung. Im Raum gilt für eine Feder der Ruhelänge l, deren
elastische Energie nur von dem Abstand zwischen den Federenden abhängt, wobei
ein Federende im Koordinatenursprung und das andere bei x liegt

Φ =
1

2
k (|x| − l)2 .

Das Potential hat die Ableitungen

Φ,i = k (|x| − l)
xi

|x| = k

(
1− l

|x|

)
xi

und

Φ,i,j = k

((
1− l

|x|

)
δij +

l

|x|3xixj

)

= k

((
1− l

|x|

) (
P⊥ + P ‖)

ij
+

l

|x|P
‖
ij

)

= k

((
1− l

|x|

)
P⊥ + P ‖

)

ij

,

wobei P ‖ und P⊥ Parallel- und Orthogonalprojektor zur Richtung x
|x| der Feder

sind. Im entspannten Gleichgewicht gilt l = |x|, und so lautet die harmonische
Näherung um die Gleichgewichtsposition l

Φ =
1

2
k (x− l)T P

‖
l (x− l) .

Dieser Parallelprojektor besagt, daß in erster Näherung nur der zur Feder par-
allele Anteil der Verschiebung wirksam ist und eine Feder im Raum durch eine
symmetrische Matrix beschrieben werden kann.1

Der einfachste vorgespannte Fall sei etwa realisiert durch eine Aufhängung aus
zwei gegenüberliegenden Federn gleicher Federstärke k und Ruhelänge l. Der Ur-
sprung der ersten Feder liege im Nullpunkt und der der zweiten im Punkt L. Das
Gesamtpotential lautet demnach

Φ =
1

2
k

(
(|x| − l)2 + (|x−L| − l)2

)
,

und aus Symmetriegründen verschwindet im Punkt x0 = L/2 der Gradient Φ,i.
Benutzt man diese Gleichgewichtslage als Entwicklungspunkt, so ergibt sich mit
L := |L|/2 näherungsweise

Φ =
1

2
2k (x−L/2)T

((
1− l

L/2

)
P⊥ + P ‖

)
(x−L/2)

1Vgl. auch im Folgenden [73] §12.5.
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Gilt nun L/2 = |x0| > l, so enthält die harmonische Näherung um die Gleichge-
wichtsposition Anteile senkrecht zur Richtung der Feder. Schon für eine Anordnung
aus zwei Federn mit verschiedenen Anfangspunkten ist also die Situation kompli-
zierter. Der nächste Abschnitt gilt daher solchen Anordnungen.

4.1.2 Systeme von Federn mit gleichen Endpunkten

Betrachtet werde eine Anordnung von mehreren Federn mit verschiedenen An-
fangspunkten an und Ruhelängen ln. Das Gesamtpotential ist jetzt die Summe der
einzelnen Potentiale

Φ =
1

2

∑
n

kn (|x− an| − ln)2 ,

und die Ableitungen lauten nun

Φ,i =
∑
n

kn

(
1− ln

|x− an|

)
(x− an)i

und

Φ,i,j =
∑
n

kn

((
1− ln

|x− an|

)
P⊥

x−an
+ P

‖
x−an

)

ij

.

Um den Anteil der Orthogonalprojektoren zum Verschwinden zu bewegen, hätte
man die i.a. nichtlineare Gleichung

∑
n kn

(
1− ln

|x−an|
)
P⊥

x−an
= 0 zu lösen, welche

nicht mehr identisch mit der Gleichgewichtsbedingung Φ,i = 0 ist. Falls aber für
die Einzelfedern gilt |x−an| = ln, dann verschwindet neben dem Gradienten auch
diese Summe; das entspricht einer Anordnung von nicht vorgespannten Federn mit
gleichem Endpunkt. In diesem Fall bekommt man demnach bei der harmonischen
Näherung des Potentials lauter reine Parallelprojektoren als Summanden, welche
als Summe aber wieder eine symmetrische Matrix mit bis zu vollem Rang haben.
Bei zudem übereinstimmenden Federanfängen entsteht eine Summe von gleichen
Projektoren, und die Gesamtmatrix wird, wie beim Gesetz der Parallelschaltung
von Federn, durch Summation der einzelnen Federkonstanten gebildet.

Im allgemeinen Fall von vorgespannten Federn wird das Potential also auch von
den Richtungen senkrecht zu den einzelnen Federn abhängen. Anschaulich heißt
das nur, daß eine Bewegung um die Gleichgewichtslage in eine beliebige Raum-
richtung eine Feder oder gar eine ganze Gruppe spannt und daher eine Zunah-
me der potentiellen Energie hervorruft. Da eine Summe von Parallelprojektoren
bzw. Orthogonalprojektoren nicht wieder ein solcher Projektor sein muß, wird die
harmonische Näherung für ein System von Federn allgemein beschrieben mit der
symmetrischen Matrix K durch

Φ =
1

2
(x− l)T K l (x− l) ,

wobei der Index l der Gleichgewichtslage an die Abhängigkeit von K von dem Ent-
wicklungspunkt erinnern soll. Diese Matrix K möchte ich ab jetzt die Federmatrix
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nennen. Der Rang von K ist also aus den Symmetrien und der inneren Struktur
der Aufhängung bestimmt.

Im Fall des vorgespannten Federpaares aus dem vorigen Abschnitt etwa gilt

K = 2kP
‖
L + 2k

(
1− l

L/2

)
P⊥

L = k1P
‖
L + k2P

⊥
L

mit 0 < k2 < k1.

4.2 Die dünne elastische Schicht zwischen zwei

starren Berandungen als lokal ebenes Pro-

blem

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, daß ein System aus Hookeschen Federn durch
eine symmetrische Matrix beschrieben werden kann. Als Nächstes soll eine dünne
elastische Schicht untersucht werden. Wie sich zeigen wird, ist auch für diese eine
Beschreibung durch eine symmetrische 3× 3–Matrix möglich.

4.2.1 Die Federmatrix eines isotropen Materials

Ein isotropes Medium besitzt zwei elastische Konstanten, beispielsweise den Elas-
tizitätsmodul E und den Schubmodul G oder die beiden Lamé-Koeffizienten. Das
läßt sich begründen mit der allgemeinen Form der linearen Abbildung, die die
Spannungen σij mit den Dehnungen εij verknüpft: Das verallgemeinerte Hoo-
kesche Gesetz εij = Λ(ij)(kl)σkl läßt sich im isotropen Fall durch die Forderung
nach Forminvarianz unter orthogonalen Abbildungen ausdrücken durch

Λ(ij)(kl) = λ1δijδkl + λ2δi(kδl)j .

Diese etwas abstrakte Vorgehensweise, bei der zunächst keine Rede von physi-
kalischen Phänomenen wie longitudinaler und transversaler Schallausbreitung ist,
benutzt wesentlich das Transformationsverhalten der an den Grundgleichungen be-
teiligten Größen.

Allgemein besteht diese Methode, die sogenannte Invariantentheorie, darin, für
einen gegebenen Variablensatz und eine gegebene Symmetrie- bzw. Transformati-
onsgruppe allgemeine Ausdrücke für unter der Gruppenoperation forminvariante
Ansätze zu finden. Diese sogenannten Darstellungen sind dann Funktionen in den
aus den Variablen bildbaren Invarianten. Im günstigsten Fall oder unter zusätzli-
chen Annahmen sind sie endliche Multinome. Insbesondere interessiert man sich
für kleinste Mengen von Objekten, mit denen ein allgemeiner Ansatz möglich ist,
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sog. Basen. Von diesem Verfahren wird in der Kontinuumsphysik ausgiebig Ge-
brauch gemacht, wobei die verwendeten Symmetriegruppen meist die Drehgruppe
SO(3) oder die ganze orthogonale Gruppe O(3) sind. Ausführlicheres findet sich
in [14] und [71].

Hier ist die Aufgabe, die allgemeine Form der Federmatrix einer dünnen isotropen
Schicht mit nicht zu stark variierender Schichtdicke zu bestimmen. Die Federmatrix
ist ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe, und die Geometrie der dünnen isotropen
Schicht ist als lokal ebenes Problem allein durch ihren Normalenvektor n, als einzig
ausgezeichneter Richtung, bestimmt. Daher besteht der Ansatz für Kij aus den
Zutaten δij sowie ni und lautet allgemein Kij = k0ninj + k2δij, oder gleichwertig

K = k1P
‖
n + k2P

⊥
n , (4.1)

analog zum vorgespannten Federpaar. Damit besteht eine anzahlmäßige 1-zu-1–
Korrespondenz zwischen den Schichtgrößen k1 und k2 und den zwei elastischen
Konstanten. Anschaulich erwartet man eine Proportionalität zwischen k2 und dem
Torsionsmodul bzw. Schubmodul G, da Drehungen mit n als Achse nur Auslenkun-
gen senkrecht zur Schichtnormale hervorrufen. Zwischen k1 und E besteht keine
direkte Proportionalität, da die elastische Schicht unter einer senkrecht zu ihr wir-
kenden Kraft in ihren Querdimensionen unverändert bleibt. k1 ist demnach besser
proportional zum Koeffizienten der einseitigen Kompression, vgl. [40] §5, anzu-
nehmen. Die restliche in den Schichtgrößen enthaltene Information muß dann eine
reine Funktion der Schichtgeometrie mit dimensionslosen Argumenten sein.

4.2.2 Die Federmatrix eines faserigen Materials

Eine ursprüngliche Motivation dieser Arbeit war die Modellierung des Periodonts,
also einer faserigen Struktur. Um darauf zurückzukommen, möchte ich eine Abhän-
gigkeit der Federmatrix von einer zusätzlichen Richtung e im Inneren des elasti-
schen Mediums diskutieren. Da im Periodont die Fasern nur unter starker funk-
tioneller Belastung ausgebildet werden und dann noch zu großen Teilen in einem
festen Bezug zu Schichtnormale und Zahnachse stehen,2 muß dieses Modell keine
zusätzliche Genauigkeit liefern. Da die Darstellungstheorie keine Frage nach der
Herkunft der zusätzlichen Richtung stellt, könnten mit derartigen Ansätzen etwa
über den Gradienten der Schichtdicke auch wieder Phänomene wie eine variable
Schichtdicke näherungsweise beschrieben werden.

Die analoge Fragestellung aus der Kontinuumsmechanik ist die Theorie der meso-
morphen Phase, also die der flüssigen Kristalle bzw. der kristallinen Flüssigkeiten
(vgl. [40] Kap. VI). Die elastische Energie möge nicht von dem Vorzeichen von
e abhängen, d. h. es sind invariante Darstellungen unter der vollen O(3) gefor-
dert. Physikalisch entspricht das einer nematischen Flüssigkeit. Ein Tensor vierter

2Vgl. [5].
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Stufe einer nematischen Flüssigkeiten hat gegenüber dem einer isotropen Flüssig-
keit entsprechend den drei Frankschen Moduln drei weitere linear unabhängige
Kombinationen der Komponenten der Zutaten I und e

Λ(ij)(kl) = λ1δijδkl + λ2δi(kδl)j

+λ3 (eiejδkl + ekelδij) + λ4e(iδj)(lek) + λ5eiejekel , (4.2)

wobei die zusätzliche Symmetrie Λ(ij)(kl) = Λ(kl)(ij) eine Folge der Onsagerschen
Reziprozitätsbeziehungen ist.

Für das Problem der Bestimmung der Federmatrix heißt das, einen Tensor zwei-
ter Stufe aus den Komponenten von I, n und e zusammenzusetzen, der zudem
forminvariant unter Punktspiegelungen ist. Diese Darstellung lautet:

K = k1P
‖
n + k2P

⊥
n + k3P

‖
e + k4

(
neT + enT

)
. (4.3)

Terme mit P⊥
e tauchen als Linearkombination der ersten drei Summanden nicht

auf; Terme mit n (e× n)T oder e (e× n)T sind nicht invariant unter Punktspie-

gelungen. Der Parallelprojektor P
‖
e×n ist das zwar, aber mit (A.18) kann man

zeigen, daß sich auch dieser als Linearkombination der anderen Terme schreiben
läßt. Damit ist keine anzahlmäßige Korrespondenz der beiden Ansätze vorhanden,
eine Folge der durch die Annahme einer dünnen Schicht gegenüber einem Volumen
erhöhten Symmetrie des Problems.

Nimmt man ein Medium mit drei unabhängigen inneren Richtungen an, also etwa
eine Schichtnormale und zwei Faserrichtungen e1 und e2, so bilden diese eine Basis
des Raumes. Daher stellt

K = k1P
‖
n+k2P

‖
1+k3P

‖
2+k4

(
neT

1 + e1n
T
)
+k5

(
neT

2 + e2n
T
)
+k6

(
e1e

T
2 + e2e

T
1

)

in der entsprechenden Basis den vollständigen Zugriff auf die sechs einzelnen Kom-
ponenten der symmetrischen Federmatrix K dar.

4.2.3 Das Federmodell

Dem Federmodell dieser Arbeit liegt folgende Vorstellung zu Grunde:

Jedem Punkt des körperfesten Systems der gemeinsamen Oberfläche
des starren Körpers mit dem elastischen Medium wird eine symmetri-
sche Federmatrix zugeordnet. Die diesem Punkt zugeordnete potentiel-
le Energie hängt außer von dessen Ort über seine Verschiebung noch
von den verallgemeinerten Koordinaten der starren Berandung im orts-
festen System ab. Das elastische Potential der gesamten Aufhängung
wird, da es sich um eine Parallelschaltung handelt, als Integral bzw.
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für diskrete Anordnungen als Summe über die Einzelfedern berechnet.
Durch zweimalige Differentiation nach den verallgemeinerten Koordi-
naten erhält man daraus die Steifheitsmatrix.

Der Einfachheit halber soll vorausgesetzt werden, daß die Anordnung von Federn
kein Getriebe bildet, oder – in der Terminologie der Getriebelehre – daß die Federn,
ersetzt durch eine entsprechende Anordnung von starren Stäben, ein übergeschlos-
senes Getriebe bilden. Für eine einzelne Feder mit kugelgelenkartiger Aufhängung
der Federenden trifft das beispielsweise nicht zu. Ein weniger simples übergeschlos-
senes Getriebe besteht aus einer kreisförmigen Ansammlung von gleich langen Fe-
dern, welche die Erzeugenden eines einschaligen Hyperboloiden bilden. Solche Fälle
sind als entartet zu betrachten und, falls nötig, gesondert zu diskutieren. Vergli-
chen mit der obigen Vorstellung von Federn im Raum heißt das, daß die elastische
Schicht unter äußerer Last einer Anordnung von Federn mit Vorspannung entspre-
chen sollte und daß schon von daher die Federmatrizen im allgemeinen vollen Rang
haben.

In Ruhe mögen raumfestes und körperfestes System übereinstimmen. Unter Last
verschiebe sich die Aufhängung bzw. die starre Berandung auf die im raumfesten
System A gemessene Position (dA,θA). Die Verschiebung eines Punktes B des star-
ren Körpers entspricht der Längung der Feder, also der Auslenkung x des vorigen
Abschnitts. Diese berechnet sich im raumfesten System A mit den Ergebnissen aus
dem ersten Kapitel als Translationsanteil von qB zu

x(B) ≡ dB = dA + ΩBAθA .

Integriert wird über alle Punkte B der Berandung, also bezogen auf den ruhenden

Körper über die Ortsvektoren
−→
AB=: ξ. Damit ergibt sich der Zusammenhang mit

den verallgemeinerten Koordinaten

x(ξ) = dA −ΩξθA =
(
I

... −Ωξ

)

︸ ︷︷ ︸
=:X

qA

= X(ξ)qA .

Entsprechend gibt die Gleichgewichtslage q0 die Ausgangslagen l(ξ) der Federn vor
durch l(ξ) = X(ξ)q0. Damit lautet das Potential insgesamt

Φ =
1

2

∑∫∫
(x(ξ)− l(ξ))T K(ξ) (x(ξ)− l(ξ)) dξ

=
1

2

∑∫∫
(q − q0)

T X(ξ)T K(ξ)X(ξ) (q − q0) dξ

=
1

2
(q − q0)

T
(∑∫∫

X(ξ)T K(ξ)X(ξ)dξ
)

︸ ︷︷ ︸
S

(q − q0) , (4.4)
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und die Steifheitsmatrix S läßt sich somit aus der Federmatrix durch Integration
über die Aufhängung gewinnen. Schließlich kann die innere Struktur der Steifheits-
matrix des Federmodells bestimmt werden:

S =
∑∫∫

XT KX

=
∑∫∫ (

I
Ωξ

)
K(ξ)

(
I

... −Ωξ

)
dξ

=

( ∑∫∫
K(ξ)dξ −∑∫∫

K(ξ)Ωξdξ∑∫∫
ΩξK(ξ)dξ −∑∫∫

ΩξK(ξ)Ωξdξ

)
. (4.5)

Eine besondere Eigenschaft der Steifheitsmatrix des Federmodells ist die Spurfrei-
heit der Nebendiagonalmatrizen, denn es gilt

Sp
(∑∫∫

ΩξK(ξ)dξ
)

=
∑∫∫

Sp (ΩξK(ξ)) dξ =
∑∫∫

(ΩijKij) dξ = 0 , (4.6)

da die Spur eines Produktes aus einer antisymmetrischen und einer symmetrischen
Matrix immer gleich Null ist.

4.3 Schichtgrößen, Materialkonstanten und Ab-

messungen

Im letzten Abschnitt konnte die Federmatrix K, je nach Material verschieden,
zerlegt werden in eine Summe aus Schichtgrößen ki und symmetrischen Matrizen
(genauer Projektoren und Dyaden) Ψi

K =
∑

kiΨi .

In diesem Abschnitt soll die Abhängigkeit der Schichtgrößen von den elastischen
Konstanten des Materials und der Geometrie der Schicht untersucht werden. Da-
bei geht es eher darum, passende Modelle für einfache aber wichtige Spezialfälle zu
finden als eine allgemeine und damit zur Elastizitätstheorie konkurrierende Metho-
de zu entwickeln. Letzteres ist wegen der Komplexität der beteiligten Gleichungen
ohnehin ein aussichtsloses Unterfangen – sonst hätten Finite-Elemente- oder ver-
gleichbare ausgereifte numerische Methoden der Elastizitätstheorie, wie etwa in
[33] beschrieben, wohl kaum ihre derzeitige Bedeutung.

In diesem Abschnitt wird ausgiebig von Gedankenexeperimenten Gebrauch ge-
macht. Solche Überlegungen sind typisch für die sog. Dimensionsanalyse, vgl. auch
im Folgenden [51].
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4.3.1 Dimensionsbetrachtungen

Gegeben sind die beiden elastischen Konstanten E und G des Materials, die Schicht-
dicke d und die Fläche F der Berandung. Gesucht ist die Schichtgröße k mit

• der richtigen Dimension Energiedichte × Länge = M T−2

• einer Abhängigkeit nur noch von dimensionslosen Größen wie etwa der Quer-
dehnzahl σ = E

2G
− 1 oder F

d2 .

Wegen [E] = [G] = M T−2 L−1 = Energiedichte muß gelten k ∼ E, was, da
die Proportionalitätskonstante von σ abhängen kann, gleichbedeutend mit k ∼
G ist. Physikalisch bedeutet das, daß bei Verwendung eines anderen Materials,
sagen wir mit höherer Energiedichte, bei Beibehaltung der übrigen Parameter eine
proportional vergrößerte Federkonstante bzw. Federmatrix vorliegt. Es bleibt also
noch eine charakteristische Länge zu bestimmen.

Eine Vergrößerung der Dicke von d auf 2d entspricht der Hintereinanderschaltung
zweier Federn gleicher Federkonstanten. Die neue Federkonstante k′ ergibt sich als
harmonisches Mittel der beiden alten, also

k′ = k(2d) =
(

1

k
+

1

k

)−1

=
k(d)

2
.

Ebenso folgert man für ganzzahlige m, daß k(md) = k/md und weiter mit der
Substitution d 7→ d/n die umgekehrte Proportionalität für rationale Proportio-
nalitätsfaktoren. Mit der Stetigkeit der Funktion k(d) ist dann endgültig für die
Federkonstante die Proportionalität

k ∼ 1

d

für reelle Zahlen bewiesen. Dieselbe Aussage überträgt sich auf die Federmatrix.

Eine Verdoppelung der Fläche F entspricht einer Parallelschaltung von Federn,
also

k′ = k(2F ) = (k + k) = 2k(F ) ,

und mit demselben Gedankengang von eben ergibt sich

k ∼ F .

Die Größe E · F/d hat nun genau die richtige Dimension und ist bei allen Gedan-
kenexperimenten proportional zu k. Für die Schichtgröße k gilt also

k =
F

d
· E · ϕ (σ,e · n)︸ ︷︷ ︸

=:K

,
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und eine mögliche allgemeine Form der Federmatrix lautet insgesamt

K =
∑ F

d
·K ·Ψ . (4.7)

Der Ansatz für die symmetrische dimensionslose Matrix Ψ hat nach den Ergeb-
nissen des letzten Abschnitts entsprechend der Symmetrie innerhalb der Schicht
zu erfolgen. ϕ und damit K sind beliebige stetige Funktionen ihrer Variablen und
den aus den geometrischen Größen bildbaren skalaren Invarianten. Nach den obi-
gen Überlegungen dürfte keine Abhängigkeit von F/d2 vorliegen, also bei etwas
vorsichtigerer Deutung der Gedankenexperimente kaum ausgeprägt sein. Wegen
G = E

2(1+σ)
ist auch derselbe Ansatz mit G statt E formal korrekt, nur die Funkti-

on ϕ ändert sich. Dasselbe gilt natürlich auch für den Koeffizienten der einseitigen
Kompression.

Die Proportionalität von k zu F und damit die von K zu F hat noch einen weiteren
Vorzug: Beim Übergang zu einer Integration über eine Oberfläche bekommt man
die gesamte Federmatrix und damit die potentielle Energie rechnerisch leicht über
dK ∼ dF .

4.3.2 Ähnlichkeitsbetrachtungen

In den folgenden zwei Abschnitten sollen genauere Aussagen getroffen werden für
die Fälle, in denen die Konstanz der Schichtdicke oder die Gleichheit von Grund-
und Deckfläche nicht mehr gegeben ist. Nach dem Zwischenwertsatz sollte jeder
Mittelwert den maximalen Fehler reduzieren, den man durch Auswahl des ungüns-
tigeren der Werte bekäme. Grundidee ist hierbei, durch ein Gedankenexperiment
einen geeigneten Mittelwert für die beteiligten Größen zu finden. Da für jede vor-
gegebene Genauigkeit eine beliebige Fläche immer durch Dreiecke approximierbar
ist, genügt es zur Beschreibung der dünnen elastischen Schicht, Aussagen über
Prismen oder Pyramidenstümpfe mit dreieckiger Grundseite zu treffen.

4.3.2.1 Veränderliche Schichtdicke

Ein dreieckiges Prisma mit Grundfläche F und der Höhe h werde durchgeschnit-
ten. Es entstehen zwei hintereinander geschaltete dreiseitige Prismen mit den Kan-
tenlängen (d1, d2, d3) und (h− d1, h− d2, h− d3). Da sich die Kehrwerte der einzel-
nen Federkonstanten zum Kehrwert der gesamten Federkonstante addieren, muß
für den Mittelwert d(d1, d2, d3) gelten

h

F
=

d(d1, d2, d3)

F
+

d(h− d1, h− d2, h− d3)

F
.

Dies tut der arithmetische Mittelwert dA der Dicken, also

d(d1, d2, d3) = dA(d1, d2, d3) :=
1

3
(d1 + d2 + d3) ,
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der auch gleichzeitig einfachste Lösung der obigen Funktionalgleichung ist.

4.3.2.2 Grund- und Deckfläche

Die Situation für verschieden große Grund- und Deckflächen ist leider nicht so ein-
fach. Für ähnliche Flächen, also insbesondere für einen Pyramidenstumpf, sollte
nach dem Zwischenwertsatz ein λ ∈ [0, 1] existieren, so daß sich die Federkonstante
des Gesamtkörpers bezüglich der gemittelten Fläche ergibt aus der Hintereinan-
derschaltung zweier Körper mit Dicke λd und Fläche F1 sowie Dicke (1− λ)d und
Fläche F2. Nach Kürzen der Dicke ergibt sich

F (F1, F2) =

(
λ

F1

+
(1− λ)

F2

)−1

, (4.8)

also ein gewichtetes harmonisches Mittel. Damit beide Aufhängungen denselben
Energiegehalt besitzen, sollten sie gleiches Volumen haben. Für einen Pyramiden-
stumpf (und daher allgemein für Flächen mit ähnlicher Grund- und Deckfläche wie
Kegelstumpf und Kugelschale) ist das Volumen V außer von der Schichtdicke nur
eine Funktion von Grund- und Deckfläche:

V =
1

3

(
F1 + F2 +

√
F1F2

)
d ,

und das muß gleich dem Volumen der Vergleichsanordnung λF1d+(1−λ)F2d sein.
Daraus erhält man λ und durch Einsetzen in (4.8) schließlich

F (F1, F2) =
3F1F2

2(F1 + F2)−
√

F1F2

oder ausgedrückt mit dem dimensionslosen Flächenverhältnis x := F2

F1

F (F1, F2) = F1
3x

2(1 + x)−√x
. (4.9)

Diese Funktion ist positiv, monoton und nach oben hin durch 1.5 beschränkt;
der Mittelwert begünstigt also die kleinere Fläche. Das ist auch anschaulich zu
erwarten, da die kleinere Fläche einer schwächeren Feder entspricht, welche beim
gewichteten harmonischen Mittel stärker ins Gewicht fällt. Für gleiche Flächen,
also für x = 1, ergibt sich erwartungsgemäß diese Fläche zurück. Da dann λ = 1/2
gilt, entspricht das für annähernd gleiche Flächen dem gewöhnlichen harmonischen
Mittel 2x

1+x
, welches bis x = 2 die Funktion (4.9) mit einem absoluten Fehler≤ 0.025

approximiert, vgl. Abb. 4.2.

Für kleinere Werte von x wird diese Approximation sogar noch deutlich besser, so
daß

F (F1, F2) = FH(F1, F2) :=
(

F1 + F2

2F1F2

)−1

= F1
2x

1 + x
(4.10)
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Abbildung 4.2: Die Mittelung der Flächen

ein für alle relevanten Fälle hinreichend genaues, forminvariantes und genügend
einfaches Mittel der Flächen darstellt.

Die Grenzen dieser Näherungen sind schnell erreicht. Schon bei einfachen Körpern
mit nicht ähnlicher Grund- und Deckfläche hängt das Gesamtvolumen nicht mehr
allein von diesen Flächen und der Schichtdicke ab. Ein Obelisk beispielsweise, das
ist ein Polyeder mit trapezförmigen Seitenflächen, bei dem Grund- und Deckfläche
nicht ähnliche Rechtecke mit parallelen Normalen sind, ist das einfachste Beispiel
für einen solchen Körper. Bezeichnen a und b die jeweiligen Kantenlängen von
Grund- und Deckfläche, dann gilt für das Volumen

V =
1

3

(
F1 + F2 +

1

2
(a1b2 + a2b1)

)
d ,

und schon zur Beschreibung der elastischen Gesamtenergie sind weitere dimen-
sionslose Größen notwendig. Nichtsdestoweniger liegt das harmonische Mittel der
Flächen wahrscheinlich nahe genug an dem tatsächlichen Wert, aber eine Über-
prüfung der Genauigkeit dieser Näherung kann dann nur noch durch allgemeinere
Theorien erfolgen.

Noch komplizierter wird die Situation für nicht parallele und ungleich große Grund-
und Deckflächen. Noch im vorigen Beispiel konnte man von einer gegebenen Tri-
angulierung auf einer der Flächen über den gemeinsamen Normalenvektor eine
passende Triangulierung der Gegenfläche finden. Das ist nun nicht mehr möglich,
so daß man endgültig auf geschicktes Raten oder Numerik angewiesen ist.

Für alle Fälle, in denen die obigen Näherungen die Situation hinreichend genau
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beschreiben, möchte ich also

K =
∑ FH

dA

·K ·Ψ (4.11)

als Ansatz für die Federmatrix verwenden, welcher genauer als der für Grund- oder
Deckfläche allein ist.

4.4 Stab- und Federmodell in der Kontinuums-

mechanik

Im Allgemeinen ist die Energie, hier die potentielle Energie, eine quadratische Form
in ihren Variablen. Im Federmodell wurde aber nur der translatorische Anteil ge-
nutzt, der rotatorische wirkte nur mittelbar über den Abstand. In den folgenden
Abschnitten soll diese Näherung genauer untersucht und dazu probehalber fallen
gelassen werden. In Abschnitt 4.4.3 wird sie sich aber dennoch als zutreffend er-
weisen.

4.4.1 Die Flexibilitätsmatrix eines Stabes

Für die Anwendung wichtig und daher bereits untersucht sind der elastische Stab
bzw. die beliebig gekrümmte Biegelinie. Beispiele für solche Anwendungen sind
technische Schraubenfedern und Federn an kieferorthopädischen Geräten. Für einen
dünnen einseitig eingespannten Stab kann trotz lokal kleiner Deformationen die
Änderung der Position seines belasteten Endes erheblich sein. In diesem Fall tre-
ten zur elastischen Energie noch Anteile der Biegung und der Torsion hinzu; in
bestimmten Fällen dominieren sie sogar das Geschehen ([40], §16 ff). Da nun jeder
verallgemeinerten Kraft vom Stab ein Widerstand entgegengesetzt wird, tragen
alle mit zur elastischen Energie bei. Statt der Federmatrix K ist daher nun eine
6 × 6–Matrix K zur Beschreibung des lokalen Beitrages zur elastischen Energie
notwendig. Ebenso hat man statt der Matrix X, welche die lokalen Verschiebun-
gen mit den verallgemeinerten Koordinaten der starren Berandung qA verknüpft,
die gesamte Transformationsmatrix T T zu benutzen, da diese die vollständigen
Positionen zu verschiedenen Aufpunkten ineinander transformiert.

Da man einen Stab als Hintereinanderschaltung von Elementarstäben verstehen
kann, bekommt man seine Flexibilitätsmatrix zu einem festen Koordinatensystem
durch folgendes Verfahren:

1. Translation auf die neutrale Faser des Stabes, das ist der Mittelpunkt der
Querkräfte,
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2. Drehung auf den Normalschnitt des Stabes, so daß seine Hauptträgheitsach-
sen mit den neuen Koordinatenachsen zusammenfallen,

3. Ansatz einer Flexibilitätsmatrix E = K−1 für die Elementarzellen bzw. Lini-
enelemente, welche die infinitesimalen Lasten mit den (hier additiven) infini-
tesimalen Auslenkungen verknüpft,

4. Verfeinerungen mittels differentialgeometrischer Invarianten wie etwa Krüm-
mungs- und Windungskorrekturen,

5. Berücksichtigung der Effekte der endlichen Stabdicke,

6. Rückdrehung und Rücktranslation auf das Ausgangskoordinatensystem, und
schließlich

7. Integration aller Beiträge über den Stab bzw. die Bogenlänge der neutralen
Faser.

Die Transformationen zwischen Ausgangs- und lokalem Koordinatensystem für die
verallgemeinerten Kräfte bzw. Koordinaten können beschrieben werden durch die
Matrizen

Uf
AB︸ ︷︷ ︸

=:UAB

= RTAB =

(
R 0
0 R

) (
I 0

ΩAB I

)
=

(
R 0

RΩAB R

)

für die Lasten und

U q
BA = T T

ABRT = (UAB)T

für die Positionen. Die Matrix R kann für Biegelinien und Stäbe mit zwei gleichen
Flächenträgheitsmomenten ausgedrückt werden durch das begleitende Dreibein der
neutralen Faser mittels

R = (t,n, b) ,

wobei t,n und b wie üblich Tangente, Normale und Binormale sind.

Bei Stäben mit asymmetrischen Querschnitten fallen die Bezugspunkte der Achsen
der Hauptträgheitsmomente und die neutrale Faser nicht mehr zusammen, und
man bekommt ([6], Kap. II, §2 Ziff. 8) für eine schwach gekrümmte Linie (die κ hier
sind Materialkonstanten wie die k, und nicht mit der Krümmung zu verwechseln)

E =




1
EF

0 0 0 0 0
0 κ

GF
κ∗
GF

0 0 0

0 κ∗
GF

κ′
GF

0 0 0

0 0 0 κ′′
GJ0

0 0

0 0 0 0 1
EJy

0

0 0 0 0 0 1
EJz




, (4.12)
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wobei Jy,z die Trägheitsmomente bezüglich der y- bzw. z-Achse, J0 das polare
Trägheitsmoment des Querschnittes bezüglich dessen Schwerpunkt, und die κ für
schwach gekrümmte Linien nur von der Querschnittsform und sonst auch von
den differentialgeometrischen Korrekturen abhängige Beiwerte sind. Hat der Quer-
schnitt eine Symmetrieachse, so fallen Querkraftmittelpunkt und Querschnitts-
schwerpunkt zusammen, und es gilt κ∗ = 0.

Ein Beispiel einer solchen elementaren Flexibilitätsmatrix, hier einer Schraubenfe-
der mit kreisförmigem Querschnitt, also Jy = Jz =: I ist ([41] S. 43 ff.)

E =

(
diag (ki) 0

0 diag (gi)

)
=




1
EF

0 0 0 0 0
0 1

kGF
0 0 0 0

0 0 1
kGF

0 0 0
0 0 0 1

GK
0 0

0 0 0 0 1
EI

0
0 0 0 0 0 1

EJ
+ 1

E%2F




,

mit den dimensionsbehafteten Größen E und G sowie der Querschnittsfläche F ,
dem Scherkoeffizienten k,3 den geometrischen Größen Federradius R, Drahtradius
r und Pitchwinkel p mit tan(p) = h/R und den abgeleiteten geometrischen Größen

% = R
(
1 + tan2 p

)
= R


1 +

(
h

R

)2



F = πR2

I = 2πR4 = Jy = Jz

J = 2πR4


1− 1

2

(
r

R

)2

−
√

1−
(

r

R

)2

 = I

(
1

8

(
r

R

)2

+O
(

r

R

)4
)

K =
πr4

2


1 +

3
(

r
%

)2

16
(
1−

(
r
%

)2
)


 .

Hierbei sind die Terme zu kz und gy laut [41] S. 44

“. . . as no established theory for their contribution to the elastic energy
seems to exist. . . ”

ausdrücklich als Ansätze zu verstehen.

3Für kreisförmige Querschnitte gilt, lt. [41] S. 78, k ≈ 9/10, vgl. auch [6] Kap. V, §1, Ziff. 3
· · ·11. Solche Bei- oder Korrekturwerte der Technischen Mechanik werden uneinheitlich gehand-
habt; sie sind eine Folge des meist eindimensional formulierten Problems des Biegebalkens, vgl.
[54].
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Um beide Matrizen vergleichen zu können, müßten noch die Krümmungs- und
Windungskorrekturen (und damit auch die der Vorlast) sowie die Effekte von Ab-
weichungen von Biegelinienmodell in die allgemeine Form (4.12) eingearbeitet wer-
den. Diese dürfen nur von der lokalen Geometrie und dem lokalen Drahtquerschnitt
abhängen, können also nach dem Fundamentalsatz der Differentialgeometrie der
Raumkurven nur Funktionen der Invarianten Krümmung κ und Torsion τ sein.
Für eine Spiralfeder, also den Fall einer Schraubenlinie

x =




R cos t
R sin t

ht




sind das

κ =
R

R2 + h2
und τ =

h

R2 + h2

und das zusätzliche dimensionslose Argument r/R.4 Wegen

R =
κ

κ2 + τ 2
und h =

τ

κ2 + τ 2

können sämtliche von R und h abhängenden Größen durch κ und τ ausgedrückt
werden. Insbesondere ist % = 1/κ, was den Namen Krümmungskorrektur rechtfer-
tigt.

Insgesamt ergibt sich schließlich die gesamte Flexibilitätsmatrix zum Koordinaten-
system B

FBB =
∫
U q

BA(s) EAA(s)Uf
AB(s) ds

=
∫
UABT (s) EAA(s)UAB(s) ds ,

wobei s die Bogenlänge der neutralen Faser im Punkt A(s) ist.

Beide Matrizen haben Blockdiagonal- oder sogar Diagonalform. Anschaulich ist
das klar, da man ein Widerstandszentrum immer im Inneren der Aufhängung
erwartet; für eine beliebig kleine Aufhängung existiert demnach immer ein Wi-
derstandszentrum. Die Achsen konstanter Helizität aus Abschnitt 2.4 waren als
Eigenwertproblem der Matrix AC = D−1M−1 = (MD)−1 definiert. Für eine
elementare Flexibilitätsmatrix sollten sie existieren und nur von der Geometrie der
Anordnung abhängen. Daher darf auch KG von den dimensionsbehafteten elasti-
schen Konstanten nur als Gesamtfaktor abhängen. In der Tat erhält man für die
allgemeine Form nach [6]

KG =
1

EGF




κ′′/J0 0 0
0 κ/Jy κ∗/Jz

0 κ∗/Jy κ′/Jz




4Der Quotient h/R ist wegen h/R = τ/κ kein zusätzliches Argument.



119

und für die Schraubenfeder nach [41]

KG =
1

EGF




1/K 0 0
0 1/kI 0
0 0 1/kJ + 1/k%2F


 .

Eine konsequent differentialgeometrisch aufgebaute Theorie einer Schraubenfeder
bzw. eines Biegedrahtes mit entsprechender Verwendung der Tensorrechnung konn-
te ich in der Literatur nicht finden, obwohl mir ein solches Unterfangen lohnend
erscheint. Seinen Grund mag das darin haben, daß es neben dem begleitenden
Dreibein immer noch ein weiteres Koordinatensystem gibt, nämlich das der Haupt-
achsen der Flächenträgheitsmomente. Eine Folge von immer genauer werdenden
Näherungslösungen findet sich wieder in der sog. strengen Federtheorie [6] Kap. V,
§1, Ziff. 3 bis 11, welche zu großen Teilen wohl auf Haringx [25] zurückgeht.

4.4.2 Die allgemeine Form der elastischen Energie

Die potentielle Energie eines physikalischen Systems läßt sich immer als quadrati-
sche Form ihrer Koordinaten schreiben, also mit dem lokalen Beitrag

Φ =
1

2
qTKq

mit der diesmal vollbesetzten Matrix

K =

(
K NT

N G

)
,

bei der alle Komponenten der verallgemeinerten Koordinaten miteinander koppeln.
So ist es beispielsweise anschaulich klar, daß bei einem Biegebalken in x-Richtung
die zu Fy und θz, Fz und θy, Ty und dz sowie Tz und θy gehörenden Komponenten
miteinander gekoppelt sind. Das ist aber teilweise eine Folge des gewählten Koor-
dinatensystems, welches hier am freien Ende des Balkens und damit sicher nicht
in seinem elastischen Zentrum liegt.

Ein hinreichend klein gewähltes Teilelement eines homogenen Materials besitzt kei-
ne innere Struktur mehr und damit ein Widerstandszentrum. Damit verschwinden
die Nebendiagonalmatrizen, und es gilt nur noch

K =

(
K 0
0 G

)
.

Das entkoppelt axiale und polare Vektoren wieder. Durch Transformation auf ein
passendes Koordinatensystem, beim Stab etwa die Hauptträgheitsachsen, kann ei-
ne der beiden Matrizen diagonalisiert werden, beim Stab ist das G = diag (gi).
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Die Matrix G ist dann zur Beschreibung eines Systems nötig, wenn, wie beim Tor-
sionsstab, auch bei kleinen lokalen Deformationen insgesamt große Drehungen zu
erwarten sind.

Eine aus solchen Elementen parallel zusammengesetzte Aufhängung hat dann die
Steifheitsmatrix

S =
∑∫∫ T KT T

=
∑∫∫ (

I 0
Ωξ I

) (
K(ξ) 0

0 G(ξ)

) (
I −Ωξ

0 I

)
dξ

=

( ∑∫∫
K(ξ)dξ −∑∫∫

K(ξ)Ωξdξ∑∫∫
ΩξK(ξ)dξ

∑∫∫
G(ξ)dξ −∑∫∫

ΩξK(ξ)Ωξdξ

)
(4.13)

und erfüllt wegen Sp (
∑∫∫

K(ξ)Ωξdξ =)
∑∫∫

Sp (K(ξ)Ωξ) dξ = 0 wieder die Spurbe-
dingung der Nebendiagonalmatrizen. Ein Vergleich dieses Ansatzes – ich möchte
ihn das Stabmodell nennen – mit dem Federmodell ist also nur anhand eines kon-
kreten Beispieles möglich.

Falls zwischen den einzelnen Koordinatensystemen zusätzlich auch Drehungen vor-
kommen erhält man

S =
∑∫∫ UKUT

=
∑∫∫ (

R 0
RΩ R

) (
K 0
0 G

) (
RT −ΩRT

0 RT

)
dξ

=

( ∑∫∫
RKRT dξ −∑∫∫

RKΩRT dξ∑∫∫
RΩKRT dξ

∑∫∫
RGRT dξ −∑∫∫

RΩKΩRT dξ

)
,

was wegen der Zyklizität der Spur nichts an der Spurbedingung ändert.

Im allgemeinen Fall mit nichtverschwindenden Nebendiagonalen – hier ohne Dre-
hungen – gälte

S =

( ∑∫∫
Kdξ

∑∫∫
NT dξ −∑∫∫

KΩdξ∑∫∫
Ndξ +

∑∫∫
ΩKdξ

∑∫∫
Gdξ −∑∫∫

ΩKΩdξ +
∑∫∫

ΩNT dξ −∑∫∫
NΩdξ

)
,

und die Spurbedingung wäre dahin. Damit ist es prinzipiell möglich, anhand der
Meßwerte das Stabmodell und dadurch auch das Federmodell zu falsifizieren.

Da aber bei den interessierenden Aufhängungen weder große Drehungen noch ein
starker Einfluß einer inneren Struktur des Mediums zu erwarten ist, wird das Fe-
dermodell in genau diesen Fällen die Messungen in guter Näherung beschreiben.

4.4.3 Identifikation der Schichtgrößen

In diesem Abschnitt soll eine Begründung des Federmodells mit den Methoden der
Elastizitätstheorie gesucht werden, also eine mit den Mittelwertsätzen der Konti-
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nuumsmechanik ableitbare Beziehung der Form fi = Sijqj. Die dazu notwendigen
Beziehungen und die üblichen Bezeichnungen der Elastizitätstheorie sind etwa in
[40] nachzulesen.

Gegeben sei die pro Oberflächeneinheit des elastischen Mediums wirkende äußere
Kraft P . Die Gesamtkraft F der starren Berandung ist dann gegeben durch

Fi = ©
∫∫

Pido = ©
∫∫

σijnjdo ,

wobei n der Einheitsvektor der äußeren Normalen der Berandung ist und do die
Metrik der Fläche enthält. Ebenso erhält man für das gesamte Drehmoment T mit
dem Aufpunktvektor ξ

Ti = ©
∫∫

(ξ × P )i do = ©
∫∫

(Ωξ)ij Pjdo = ©
∫∫

(Ωξ)ij σjknkdo ,

also insgesamt für die verallgemeinerten Kräfte

fi = ©
∫∫ (

I
Ωξ

)

ij︸ ︷︷ ︸
=

(
XT

)
ij

σjknkdo , (4.14)

also kurz f = ◦∫∫ XT σndo.

Auf der Deckfläche lassen sich die Auslenkungen ui durch die verallgemeinerten
Koordinaten ausdrücken: Bezüglich des gewählten Koordinatensystems gilt ui =
di + (θ × ξ)i = di − (Ωξ)ij θj, also insgesamt

ui =
(
δij

...− (Ωξ)ij

)

︸ ︷︷ ︸
=(X)

ij

(
dj

θj

)
, (4.15)

oder kurz u
∣∣∣
∂V

= Xq.

Das verallgemeinerte Hookesche Gesetz lautet σij = Λijklεkl, und mit εij = ui,j

folgt aus (4.14) und (4.15)

fi = ©
∫∫

XT
ijσjknkdo = ©

∫∫
XT

ijΛjklmεlmnkdo

= ©
∫∫

XT
ijΛjklmul,mnkdo = ©

∫∫
XT

ijΛjklm (Xlnqn),m nkdo

= ©
∫∫

XT
ijΛjklm (Xln,mqn + Xlnqn,m) nkdo .

Mit Xln,m =
(
δln,m

...− (εlknξk),m

)
=

(
0lmn

...− εlmn

)
und der Symmetrie Λjklm =

Λ(jk)(lm) verschwindet der erste Summand. Da die verallgemeinerten Koordinaten
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zu einem festen Koordinatensystem gehören, hängen sie nicht vom Aufpunkt ab
und es gilt einfach qn,m = 0. Mit dem zweiten Summand verschwindet somit das
gesamte Integral, sofern es über die ganze Berandung ausgeführt wird. Das bedeu-
tet, daß sich die Beiträge von Grund- und Deckfläche sowie der freien Berandung
gegenseitig aufheben, also daß der Körper sich im Gleichgewicht befindet. Um die
Kraft auf nur einer Seite zu erhalten, muß das Oberflächenintegral in drei Teile
zerlegt werden, und zwar in die Bereiche

1. Grundfläche G oder Deckfläche D,

2. eine Fläche F in der Mitte und

3. der freie Rand der dünnen elastischen Schicht.

Für genügend dünne Schichten kann der Beitrag des freien Randes vernachlässigt
werden, und die Beiträge von Grundfläche G und Mittenfläche F sind entgegenge-
setzt gleich groß. Jeder für sich ist gleich der angelegten Last, d. h.

fi =
∫∫

G

(
XT P

)
i
do

= −
∫∫

F

(
XT P

)
i
do

= −
∫∫

F
XT

ijΛjklmul,mnkdo . (4.16)

Nun muß eine Aussage über die Verschiebungen ul auf der Fläche F getroffen
werden. Nach dem in Abschnitt 4.3.2.2 Gesagten ist klar, daß es im Inneren der
elastischen Aufhängung eine Höhe gibt, in der die Verschiedenheit von Grund- und
Deckfläche mit (4.11) lokal korrekt berücksichtigt wird. Diese so zusammengesetzte
Fläche möchte ich, analog zur neutralen Faser in der Theorie des Biegebalkens, die
neutrale Fläche nennen.

Seien u und v zwei Parameter, welche die zum bewegten System gehörende Ober-
fläche, also die Deckfläche, orthogonal parametrisieren. Die zugehörigen Tangenten-
vektoren tu und tv bilden dann zusammen mit der Normale n ein orthonormiertes
System, d. h. ti · tj = δij und ti · n = 0. Dieses ist das begleitende Dreibein der
Fläche. Die Punkte ξF der neutralen Fläche können also immer beschrieben werden
durch einen nahegelegenen Punkt ξ der Deckfläche

ξF (u, v, h) = ξ(u0, v0, h0 = 0) + (u− u0)tu + (v − v0)tv + hn .

In diesem Koordinatensystem ist der Gradient gegeben durch

∇ = tu
∂

∂u
+ tv

∂

∂v
+ n

∂

∂h
,

wobei der Gradient auf der Fläche allein gegeben ist durch

∇F = tu
∂

∂u
+ tv

∂

∂v
,
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also insgesamt5

∇ = ∇F + n
∂

∂h
.

In nullter Näherung ist die Auslenkung auf der neutralen Fläche gegeben durch
eine lineare Interpolation der Werte zwischen Grund- und Deckfläche, also mit der
Schichtdicke d(ξ) von der Deckfläche aus gesehen durch

u0
l = (Xq)l

(
1− h

d

)
.

Dabei ist aber noch nicht die
”
Verkippung“ der Deckfläche durch die Dickenände-

rung der Schicht berücksichtigt. Mit dem in der Fläche liegenden Vektor

∆ξ := (u− u0)tu + (v − v0)tv

erhält man die relative Dickenänderung in dieser Richtung als mit dem Flächen-
gradienten gebildete Richtungsableitung zu ∆ξ · ∇F d/d, vgl. Abbildung 4.3.

- ∆ξ

(∆ξ) · (∇F d)h = d

h = 0

Abbildung 4.3: Der Ansatz für die Deformation.

Damit lautet die erste Näherung der Auslenkung auf der neutralen Fläche unter
Berücksichtigung dieses Korrekturfaktors

ul(ξ, h) = (X(ξ)q)l

(
1− h

d(ξ)

(
1 +

∆ξ ·∇F d(ξ)

d(ξ)

))

= (X(ξ)q)l

(
1− h

d(ξ)
− h∆ξ ·∇F d(ξ)

d2(ξ)

)
. (4.17)

Die Komponenten des Spannungstensors können nun daraus gewonnen werden
über

εlm = ul,m =

[
(∇F )m + (n)m

∂

∂h

]
ul .

5 Mit dieser Schreibweise braucht das Koordinatensystem der Fläche nicht einmal mehr or-
thogonal zu sein.
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Der Flächengradient ∇F wirkt nun auf ∆ξ wie die Einheitsmatrix auf der Fläche,
denn es gilt

(
tu

∂

∂u
+ tv

∂

∂v

)

m

((u− u0)tu + (v − v0)tv)n = (tu)m (tu)n + (tv)m (tv)n ,

da die Summe von Parallelprojektoren aus orthonormalen Eigenvektoren die iden-
tische Abbildung ergibt. Es ergibt sich für den Spannungstensor

εlm = ul,m

= Xln,mqn

(
1− h

d
− h (∆ξ) · (∇F d)

d2

)

+ (Xq)l

(
−1

d
nm +

h

d2
(∇F d)m

)

+ (Xq)l

(
−(∆ξ) · (∇F d)

d2
nm − h

d2
(∇F d)m

− h

d2
(∆ξ)n (∇F d)n,m + 2

h (∆ξ) · (∇F d)

d3
(∇F d)m

)
.

In der Grenze beliebig kleiner Oberflächenelemente, also für ∆ξ → 0, verschwinden
die meisten Terme und diejenigen mit dem Schichtdickegradienten (∇F d)m heben
sich genau heraus. Man erhält damit den Integranden

εlm = ul,m = Xln,mqn

(
1− h

d

)
−Xlnqn

1

d
nm . (4.18)

Alle Ableitungen von X oder XT tragen wegen der Symmetrie von Λ(ij)(kl) mit
demselben Argument wie eben nichts bei, weshalb der erste Term vernachlässigt
werden kann. Die Integration über die neutrale Fläche (4.16) wurde durch die obige
Parametrisierung in eine über die Deckfläche überführt:

fi =
∫∫

D
XT

ijΛjklm
1

d
Xlnqnnkdo

=
∫∫

D
XT

ijΛjklm
1

d
Xlnnmnkdo

︸ ︷︷ ︸
=Sin

qn ,

es ergeben sich schließlich die Komponenten der Steifheitsmatrix zu

Sin =
∫∫

D
XT

ijnkΛjklm
1

d
Xlnnmdo . (4.19)

Der Vergleich mit dem Federmodell (4.4) ergibt nun sofort die Federmatrix

Kjl(ξ) =
1

d(ξ)
Λjklm(ξ)nk(ξ)nm(ξ) , (4.20)
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die nun die einfache 3×3–Gestalt hat. Es brauchen also im Rahmen der getroffenen
Näherungen keine Rotationsanteile, wie die allgemeine Form der elastischen Ener-
gie aus 4.4.2 vermuten ließ, berücksichtigt zu werden. Insbesondere konnte die aus
Dimensionsbetrachtungen abgeleitete Abhängigkeit K ∼ 1/d genauer begründet
werden.

Obwohl streng genommen bei Anwesenheit äußerer Drehmomente eine Richtung
ausgezeichnet und damit die Isotropie zerstört wird, möchte ich im Folgenden die
nur für isotrope Medien gültige Zerlegung

Λijkl = λδijδkl + 2µδi(lδk)j = λδijδkl + µ (δilδkj + δikδlj) (4.21)

mit den beiden Lamé-Moduln λ und µ verwenden, um damit die resultierende
Steifheitsmatrix zu berechnen. In Komponenten ergibt sich mit den entsprechenden
Anteilen der Blockmatrix X

Aij =
∫∫

do
1

d
(λδijδkl + µ (δilδkj + δikδlj)) δiknlδmjnn

=
∫∫

do
1

d
(λninj + µ (δij + ninj))

Bij =
∫∫

do
1

d
(λδijδkl + µ (δilδkj + δikδlj)) δiknlεmojξonn

=
∫∫

do
1

d
(λniεmojξonm + µ (εiojξo + niεlojξonl))

Cij = −
∫∫

do
1

d
(λδijδkl + µ (δilδkj + δikδlj)) εiokξonlεmpjξpnn

= −
∫∫

do
1

d
(λεiolεnpjξoξpnlnm + µ (εiomξoεmpjξp + εionξonnεlpjξpnl)) ,

bzw. in Matrizenschreibweise

A =
∫∫

do
1

d

(
(λ + 2µ)P ‖

n + µP⊥
n

)
(4.22)

B =
∫∫

do
1

d

(
(λ + 2µ)P ‖

nΩξ + µP⊥
n Ωξ

)
(4.23)

C =
∫∫

do
1

d

(
(λ + 2µ)ΩξP

‖
nΩξ + µΩξP

⊥
n Ωξ

)
. (4.24)

Das ist genau das Federmodell mit

k1 = (λ + 2µ)/d (4.25)

k2 = µ/d (4.26)

K =
1

d

[
(λ + 2µ)P ‖

n + µP⊥
n

]
. (4.27)

Diese Entsprechung folgt leichter mit (4.21) aus (4.20). Da der Lamé-Modul µ
gleich dem Schubmodul G ist, ist das für k2 genau das gewünschte Ergebnis

k2 =
G

d
=

E/d

2(1 + σ)
. (4.28)



126

Die Schichtgröße k1 muß noch im Elastizitätsmodul E ausgedrückt werden. Es
ergibt sich

k1 · d = λ + 2µ = K − 2

3
µ + 2µ = K +

4

3
µ =

E

3(1− 2σ)
+

4

3

E

2(1 + σ)

= E
(1− σ)

(1− 2σ)(1 + σ)
(4.29)

mit dem Kompressionsmodul K (Youngsche Zahl) und der Querdehnzahl σ ∈
[−1, 1/2].6 Dies ist genau der Koeffizient der einseitigen Kompression, vgl. [40]
§5. Auch dieser Koeffizient ist das Wunschergebnis, da eine dünne Schicht unter
Vernachlässigung der Randeffekte keine Änderung der Querdimension zuläßt. Für
σ = 0, also bei verschwindender Querdehnung, ergibt sich k1d = E = 3K, dann
ist kein Unterschied mehr zwischen der einfachen Streckung und der einseitigen
Kompression.

Von Interesse ist ferner das dimensionslose Verhältnis

v :=
k2

k1

=
1− 2σ

2− 2σ
, (4.30)

welches eine reine Funktion der Querdehnzahl ist. Im Intervall σ ∈ [0, 1/2] ist die
Abweichung von der Näherung

v ≈ 1

2
− σ

immer kleiner als 0.086; am Rand ist sie exakt. Obwohl die größte Abweichung bei
dem realistischen Wert von σ = 0.29 angenommen wird, ist diese Näherung für
biologische Materialien gerade zum Verständnis von v ausreichend. Eine bessere
Näherung für Werte um σ = 1/3 erhält man über eine abgebrochene Taylorreihe
zu v ≈ (7− 27σ2) /16. Die durch das Verhältnis v ausgedrückte Querdehnzahl
lautet

σ =
1− 2v

2− 2v

und hat dieselbe Form wie v(σ).

Aus den Graphen von k1/E und k2/E in Abhängigkeit von der Querdehnzahl, Abb.
4.4, läßt sich nun für σ > 0

k1d/E > 1

k2d/E ∈ (1/4, 1/2) und

k1 > 2k2

ersehen. Da in Tabellenwerken oft nur der Elastizitätsmodul E angegeben ist, kann
man so mit einer passablen Annahme über die Querdehnzahl σ Werte für die
Schichtgrößen bekommen.

6Körper mit σ < 0 sind nach [40] nicht bekannt. Der Kehrwert der Querdehnzahl ist die
Poisson-Zahl, in der Literatur wird aber manchmal auch die Querdehnzahl selbst so genannt.
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Abbildung 4.4: Die auf E/d normierten Schichtgrößen des Federmodells als Funk-
tion der Querdehnzahl.

Wie beim vorgespannten Federpaar aus Abschnitt 4.1 gilt allgemein für eine Quer-
dehnzahl σ ∈ [−1, 1/2]

0 < k2 < k1 ,

da die folgenden Ungleichungen äquivalent sind:

E/d

2(1 + σ)
<

(1− σ)E/d

(1− 2σ)(1 + σ)
1

2
<

1− σ

1− 2σ
1− 2σ < 2(1− σ)

0 < 1 .

Der formale Nachweis für die ersten Ungleichungen verläuft analog.

Für ein nicht isotropes Medium, wie in 4.2.2 beschrieben, ist der Ansatz für die
Deformation im Inneren der Schicht streng genommen nicht mehr gültig. Den-
noch möchte ich die aus (4.20) folgende Identifikation der Parameter angeben. Der
Vergleich von (4.2) und (4.3) ergibt

k1d = λ1 + λ2 +
1

4
(en)2 λ4

k2d =
1

2
λ2 +

1

4
(en)2 λ4

k3d =
1

4
λ4 + (en)2 λ5

k4d = (en)
(
λ3 +

1

4
λ4

)
.
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Die fünf elastischen Konstanten werden also, wie vorausgesagt, auf vier Schicht-
größen reduziert. Der Quotient k2/k1 hängt nun nicht mehr allein von der Quer-
dehnzahl ab.

Das Stabmodell liefert eine weitere Deutung des Koeffizienten v. Dieser entspricht,
abgesehen von den Beiwerten oder Scherkoeffizienten, den mit Formelsammlungen
verträglichen Wert v = k2/k1 = G/E = 1/2(1 + σ). Je nach innerer Struktur des
Mediums ergeben sich folgende Umrechnungen und Wertebereiche für die Quer-
dehnzahl

v ↔ σ \ Modell Einseitige Kompression Elastizitätsmodul

v = k2/k1 (1− 2σ)/(2− 2σ) 1/(2 + 2σ)
σ (1− 2v)/(2− 2v) 1/2v − 1
σ ∈ (0, 1/2) v ∈ (0, 1/2) v ∈ (1/3, 1/2)
σ ∈ (−1, 1/2) v ∈ (0, 3/2) v ∈ (1/3,∞)

Die Graphen sind in Abb. 4.5 dargestellt. Die stärksten Unterschiede sind für σ ≈
0.5 zu erwarten.
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Abbildung 4.5: Der Quotient v = k2/k1 als Funktion der Querdehnzahl σ für Feder-
und Stabmodell.

Ein Wert von v ≤ 1/3 stellt damit eine klare Aussage gegen das Stabmodell dar,
d. h. es lassen sich auch aus an makroskopischen Aufhängungen gewonnenen Meß-
daten Schlüsse auf die innere Struktur des Mediums ziehen. Leider ist so keine
Entscheidung für ein Modell zu treffen, zum einen aus erkenntnistheoretischen
Gründen, und zum anderen wegen der verdoppelten Parameterzahl des nächst ein-
facheren Modells der nicht isotropen Schicht.

Obwohl die elastische Energie allein eine Vielzahl von Modellen erlaubt, ist das
Federmodell mit zwei Parametern und dem Modul der einseitigen Kompression als
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Materialkonstante in Richtung der Schichtnormale für eine dünne isotrope Schicht
angemessen und hinreichend begründet. Die anderen Modelle, mit oder ohne Rota-
tionsanteil G, mit zwei oder mehr Parametern oder mit einer anderen Deutung der
Schichtgrößen, bleiben demnach anderen Situationen vorbehalten. Das Problem der
passenden Wahl eines Modells stellt sich, abhängig von der jeweiligen Anwendung,
auch bei anderen Methoden wie etwa der der Finiten Elemente. Damit ist diese
Modellvielfalt kein prinzipielles Manko der vorliegenden Theorie, sondern ein Weg
zu möglichen Erweiterungen.

4.5 Zusammengesetzte Aufhängungen

Für den Schwerpunktsvektor s eines aus zwei Punktmassen m1 und m2 mit Schwer-
punktsvektoren s1 und s2 zusammengesetzten Körpers gilt bekanntlich der Schwer-
punktsatz

s =
m1s1 + m2s2

m1 + m2

.

Durch den Übergang zum Kontinuum mit Massendichte ρ(x) erhält man daraus
die allgemeine Definition des Schwerpunktes

s :=

∫
ρ(x)xd3x∫
ρ(x)d3x

,

aus der man durch Einführung δ3–förmiger Dichten wieder zur Ausgangsformel
zurückkommt. Der Trägheitstensor ist ähnlich über

J :=
∫

ρ(x)
(
x2I − xxT

)
d3x = −

∫
x2ρ(x)P⊥

x d3x

definiert.

Die den Schwerpunkt und den Trägheitstensor definierenden Teilintegrale erinnern
an die Komponenten der Steifheitsmatrix

A =
∑∫∫

Kdξ

B = −∑∫∫
KΩξdξ

C = −∑∫∫
ΩξKΩξdξ ,

und zwar über die Analogie

Masse ←→ Federmatrix
Ortsvektor ←→ zum Ortsvektor duale Matrix.

In der Tat lautet die Definition des elastischen Zentrums

z = −
(
A−1B

)D
=

((∑∫∫
Kdξ

)−1 ∑∫∫
KΩξdξ

)D

,
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und diese Formel ist für eine zum Skalar entartete Federmatrix genau die alte
Definition des Schwerpunktes. Wegen (A.2) stimmen dann sogar die Formeln für C
und für J überein. Damit kann die vorliegende Theorie auch als Mechanik mit einer
nichtskalaren Masse gedeutet werden: Wie in der Allgemeinen Relativitätstheorie
wird die Masse durch einen Tensor zweiter Stufe beschrieben.

Mit diesen Analogien im Hinterkopf sollen im Folgenden allgemeine Aussagen über
elastische Aufhängungen mit obigen Komponenten abgeleitet werden. Da Inte-
grationen auf Grenzwerte von Summationen zurückgeführt werden können, ist es
zunächst sinnvoll, die Effekte einfacher Summen zu studieren.

4.5.1 Die Analogie zum Schwerpunktsatz und ihre Grenzen

Für zusammengesetzte Aufhängungen folgt aus ihrer Definition über die Integrale
die Additivität der Teilmatrizen A, B und C. Das läßt sich auch aus der Additi-
vität des Potentials Φ = Φ1 + Φ2 für die Steifheitsmatrix herleiten:

Sij =
∂2Φ

∂qi∂qj

=
∂2 (Φ1 + Φ2)

∂qi∂qj

=
∂2Φ1

∂qi∂qj

+
∂2Φ2

∂qi∂qj

= (S1)ij + (S2)ij .

Daraus kann man unmittelbar die Nicht-Additivität der Flexibilitätsmatrix für
zusammengesetzte Aufhängungen ablesen, denn es gilt

F = S−1 = (S1 + S2)
−1 6= S−1

1 + S−1
2 = F1 + F2 .

Für die elastischen Zentren einer aus zwei Teilen zusammengesetzten Aufhängung
gilt dann

z1 = −
(
A−1

1 B1

)D

z2 = −
(
A−1

2 B2

)D

z = −
(
(A1 + A2)

−1 (B1 + B2)
)D

,

und nur in Ausnahmefällen läßt sich wegen der matrixwertigen
”
Wichtungsfakto-

ren“7 eine einfache Linearkombination von z1 und z2 finden, so daß z ∈ 〈z1, z2〉.
7Mit der Formel (A.20) und der Rechenregel (A.1) für den ε-Tensor läßt sich die Definition

des Widerstandszentrums als (multi)lineare Abbildung zwischen B und z besser verstehen:

zp = − 1
2 det A

εjlmεiknAlkAmnBjqεqip

=
1

det A
Am[pA

T
q]lεlmjBjq .

Bei einer Summe wie A1+A2 entstehen gemischte Terme, die ein Aufschreiben von z als Funktion
von z1 und z2 allein unmöglich machen. Dasselbe Problem hat man mit Tensoren vierter Stufe,
wenn man die Gleichungen für Ωz aufschreibt.
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Diese Ausnahmefälle zeichnen sich durch eine besondere Struktur der Matrizen
A und B oder, wie im Fall der skalaren Masse, eine besonders einfache Vertau-
schungsregel für die Matrix A aus. Der Grund für das Scheitern einer Analogie
zum Schwerpunktsatz liegt zum einen an den nicht mehr skalaren Größen, und
zum anderen an der Dualisierung bzw. Antisymmetrisierung: Wegen

(
A−1B

)A
=

1

2

(
A−1B −

(
A−1B

)T
)

=
1

2

(
A−1B −BT A−1

)

tauchen die
”
Massen“ einmal links und einmal rechts in diesem Produkt auf, wo-

raus folgt, daß es keine matrixwertigen Wichtungsfaktoren geben kann, die diese
Inversion wieder rückgängig machen.

Da der Fall des Widerstandszentrums von besonderem Interesse ist, soll er im
nächsten Abschnitt näher betrachtet werden.

4.5.2 Superposition von Widerstandszentren

Das elastische Zentrum einer Superposition zweier Aufhängungen mit Widerstands-
zentren hat die besonders einfache Form

z = −
(
(A1 + A2)

−1 (−A1Ω1 −A2Ω2)
)D

=
(
(A1 + A2)

−1 (A1Ω1)
)D

+
(
(A1 + A2)

−1 (A2Ω2)
)D

=
(
(A1 + A2)

−1 A1

)TF
z1 +

(
(A1 + A2)

−1 A2

)TF
z2 ,

welche einer Mittelung mit im Gegensatz zum Schwerpunktsatz matrixwertigen
Gewichten entspricht. Im Fall von vielen infinitesimal kleinen Teilelementen exis-
tiert wegen dem Mittelwertsatz lokal immer ein Widerstandszentrum, nämlich der
Ortsvektor der Oberfläche der Berandung. Die Teilmatrizen Ai werden dann zu
den Federmatrizen K, und insgesamt ergibt sich für das elastische Zentrum

z = −
((∑∫∫

K
)−1 (

−∑∫∫
KΩξ

))D

=
(
A−1

(
−∑∫∫

KΩξ

))D

=
∑∫∫ (

A−1K
)TF

ξ .

Ein elastisches Zentrum existiert also immer und kann geschlossen angegeben wer-
den. Wann aber existiert ein Widerstandszentrum? Die direkte Berechnung des Wi-
derstandszentrums der Gesamtaufhängung erfordert die Berechnung der Inversen
einer Matrixsumme, welche für theoretische Untersuchungen nicht immer günstig
ist. Daher sollen zwei weitere Größen vorgestellt werden, an denen zu testen ist,
ob die Aufhängung ein Widerstandszentrum hat.
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Im folgenden Abschnitt soll untersucht werden, unter welchen Umständen eine
Superposition zweier Aufhängungen mit Widerstandszentrum wieder eine Aufhän-
gung mit Widerstandszentrum ergibt. Wegen der Definition der Steifheitsmatrix
als Integral über die Berandung lassen sich dann allgemeine Klassen von Aufhän-
gungen mit einem Widerstandszentrum finden.

Nach Voraussetzung haben die beiden Teilaufhängungen und die Gesamtaufhän-
gung ein Widerstandszentrum, weshalb alle Matrizen vom Typ A−1B antisymme-
trisch sind, also A−1B = −BT A−1. Rechts- und Linksmultiplikation mit A ergibt
BA = −ABT , bzw. ausmultipliziert

B1A1 = −A1B
T
1

B2A2 = −A2B
T
2

B1A1 + B1A2 + B2A1 + B2A2 = −A1B
T
1 −A1B

T
2 −A2B

T
1 −A2B

T
2 .

Die Terme der dritten Gleichung mit gleichen Subskripten in A und B heben sich
wegen den ersten beiden Gleichungen weg, und es bleibt übrig

B1A2 + B2A1 = −A1B
T
2 −A2B

T
1 ,

bzw. kürzer
(B1A2 + B2A1)

S = 0 . (4.31)

Mit Ω = −A−1B, also B = −AΩ, erhält man weiter

0 = (A1Ω1A2 + A2Ω2A1)
S

=
1

2
(A1Ω1A2 −A2Ω1A2 + A2Ω2A1 −A1Ω2A2)

=
1

2
(A1 (Ω1 −Ω2) A2 + A2 (Ω2 −Ω1) A1)

= (A1 (Ω1 −Ω2) A2)
S . (4.32)

Aus dieser letzten Gleichung können nun wie folgt zwei wichtige Klassen von Auf-
hängungen mit Widerstandszentrum abgelesen werden.

4.5.2.1 Aufhängungen mit gleichem Widerstandszentrum

Für eine Superposition von Aufhängungen mit gleichem Widerstandszentrum gilt
Ω1 = Ω2 = Ω und folglich ist (4.32) für beliebige A erfüllt. Das Gesamtwider-
standszentrum ist nun gegeben durch

−
(
(A1 + A2)

−1 (B1 + B2)
)D

= −
(
(A1 + A2)

−1 (−A1Ω−A2Ω)
)D

=
(
(A1 + A2)

−1 (A1 + A2)Ω
)D

= ΩD

= z ,

also folgt insgesamt:
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Eine Superposition von Aufhängungen mit gleichem Widerstandszen-
trum ergibt wieder eine Aufhängung mit eben diesem Widerstandszen-
trum,

was auch anschaulich zu erwarten war.

4.5.2.2 Gleichartige Aufhängungen

Für einander ähnliche, aber ungleich starke Aufhängungen ist die eine Federmatrix
ein Vielfaches der anderen. Für die gesamte Aufhängung gilt dann A2 = λA1 mit
dem reellen Parameter λ, und die Gleichung (4.32) ist wieder erfüllt. Dieses liegt
bei

z = −
(
(A1 + λA1)

−1 (B1 + B2)
)D

= − 1

1 + λ

(
A−1

1 (B1 + B2)
)D

=
1

1 + λ

(
−A−1

1 B1 −A−1
1 B2

)D
=

1

1 + λ

(
Ω1 − λ

(
λA−1

1

)
B2

)D

=
1

1 + λ

(
Ω1 − λA−1

2 B2

)D
=

1

1 + λ
(Ω1 + λΩ2)

D

=
1

1 + λ
(z1 + λz2) ,

es gilt also:

Eine Superposition von gleichartigen Aufhängungen mit nicht notwen-
digerweise gleichem Widerstandszentrum ergibt insgesamt eine Aufhän-
gung mit Widerstandszentrum. Dieses ergibt sich analog dem Schwer-
punktsatz, wobei die Rolle der Masse von der Stärke der Aufhängung
übernommen wird.

Beispielsweise hat daher eine Superposition von ähnlichen ebenen Aufhängungen
mit Widerstandszentrum unter Beibehaltung der Ebenennormale wieder ein Wi-
derstandszentrum.

Eine Aufhängung mit konstanten Schichtgrößen kann durch eine elastische Schicht
aus überall gleichem Material mit konstanter Schichtdicke realisiert werden. Grund-
und Deckfläche sind dann Parallelflächen [28]. Wird nun die Schichtdicke überall
gleichmäßig erhöht, so erhält man aus K2 = λK1 unter der üblichen Vernachlässi-
gung von Randeffekten und geometrischen Korrekturen A2 = λA1 und B2 = λB1,
woraus

z2 = −
(
A−1

2 B2

)D
= −

(
(λA1)

−1 (λB1)
)D

= −
(
A−1

1 B1

)D
= z1

folgt. Wie im ebenen Fall der Einleitung 1.1 hängt auch hier die Lage des elas-
tischen Zentrums nicht von der

”
Stärke “ der Aufhängung ab — vorausgesetzt,
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daß diese durch einen einzigen skalaren Parameter beschrieben werden kann. Eine
gleichmäßige Veränderung der Schichtdicke hat somit keinen Einfluß auf die La-
ge des elastischen Zentrums, eine Veränderung des Materials hingegen durchaus.
Insbesondere sollten unterschiedliche Querdehnzahlen auf verschiedene elastische
Zentren führen.

4.5.2.3 Aufhängungen mit identischer Gegenfeder

Ein weiteres wichtiges Kriterium zum Entscheiden, ob ein Widerstandszentrum
vorliegt, kann direkt aus der Definition des elastischen Zentrums abgelesen werden:
Wenn ein Koordinatensystem gefunden werden kann, so daß B1 + B2 = 0, dann
befindet sich nicht nur der Koordinatenursprung im elastischen Zentrum, sondern
es liegt wegen der Blockdiagonalform von S sogar ein Widerstandszentrum vor.

Die Gleichung B1 = −B2 kann aber dadurch erreicht werden, daß die beiden Teil-
aufhängungen gleich stark und gegenüber liegend sind. Da wegen B = −∑∫∫

KΩξdξ
die Matrix B eine ungerade Funktion in ξ ist, folgt aus K(−ξ) = K(ξ) für alle
ξ des Integrationsbereiches, also wenn die Federmatrix eine gerade Funktion in
ξ ist, mit einer Variablensubstitution ξ 7→ −ξ sofort B = −B, also B = 0.
Ausformuliert bedeutet das:

Eine punktsymmetrische Aufhängung, also eine, bei der zu jeder Feder
eine gegenüber liegende gleich starke Gegenfeder existiert, besitzt im
Symmetriezentrum ein Widerstandszentrum.

Dieser Fall hat weit reichende Konsequenzen: Eine Kombination dieser Erkennt-
nis mit dem Ergebnis über gleichartige Aufhängungen ergibt eine große Klasse von
Aufhängungen die ein Widerstandszentrum besitzen. So hat beispielsweise ein ellip-
tisches Paraboloid mit zur Mittelachse senkrechter Aufhängung, etwa als genäher-
tes Modell einer Frontzahnwurzel, in jedem Höhenschnitt und damit insgesamt ein
Widerstandszentrum. Eine nicht zur Mittelachse, sondern zur Oberflächennorma-
le senkrechte Aufhängung hat diese Eigenschaft zunächst nicht und muß daher
gesondert untersucht werden.



Kapitel 5

Verschiedene Aufhängungen

In diesem Kapitel soll die Struktur von Steifheitsmatrizen verschiedener Aufhän-
gungen vorhergesagt werden. Dazu wird ihre Darstellung als Integral über die Ober-
fläche der starren Berandung des letzten Kapitels verwendet. Dabei wird wie folgt
vorgegangen:

1. Der Ursprung des Koordinatensystems wird, falls eines existiert, in das Sym-
metriezentrum der Aufhängung gelegt, da dieses ein guter Kandidat für das
Widerstandszentrum oder das elastische Zentrum ist.

2. Die Koordinaten werden so gewählt, daß die Integration über die Oberfläche
einfach ist, d. h. die Oberfläche sollte durch eine konstante Koordinate be-
schreibbar sein.

3. Die kartesischen Komponenten des Normalenvektors werden in den neuen
Koordinaten ausgedrückt und in die Darstellung der Federmatrix K des Fe-
dermodells eingesetzt. Dadurch umgeht man die Verwendung von Drehma-
trizen.

4. Die Blockkomponenten der Steifheitsmatrix ergeben sich durch Integration
über die Matrixkomponenten (ggf. nach vorheriger Multiplikation mit den zu
den Aufpunkten der Oberfläche dualen antisymmetrischen Matrizen).

5. Diese Integrale sind Oberflächenintegrale erster Art und erfordern die Berech-
nung der Determinante der Metrik der Fläche; in den üblichen Bezeichnungen
der Flächentheorie lautet diese

g =
√

det (x,i · x,j) =
√

EF −G2 = ‖x,1 × x,2‖ .

Die Integrationen werden, falls sie zu umfangreich und damit fehlerträchtig sind,
mit Hilfe eines Computeralgebra–Systems durchgeführt.
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5.1 Einfache Aufhängungen und elementare Re-

chenmethoden

In diesem Kapitel soll die Struktur von Steifheitsmatrizen von einfachen aber für
Anwendungen wichtigen Aufhängungen berechnet werden. Dazu werden zunächst
elementare Rechenmethoden vorgestellt.

5.1.1 Die rechteckige Scheibe

Am einfachsten Beispiel, nämlich dem einer ebenen rechteckigen Scheibe mit kon-
stanten Schichtgrößen, sollen die Integrationen im Matrixformalismus vorgeführt
werden.

Die Scheibe habe die Abmessungen a× b und das Koordinatensystem liege in der
Scheibenmitte. Mit

n =




0
0
1




erhält man

K = k1P
‖
n + k2P

⊥
n = k1




0 0 0
0 0 0
0 0 1


 + k2




1 0 0
0 1 0
0 0 0


 =




k2 0 0
0 k2 0
0 0 k1




und

Ωξ =




0 0 y
0 0 −x
−y x 0


 .

Da das Oberflächenelement einfach durch do = dx dy gegeben ist, erhält man die
Komponenten der Steifheitsmatrix für konstante ki zu

A =

a/2∫

x=−a/2

b/2∫

y=−b/2

K dx dy = K

a/2∫

x=−a/2

b/2∫

y=−b/2

dx dy = Kxy
∣∣∣
a/2

x=−a/2

∣∣∣
b/2

y=−b/2
= abK ,

und da der Integrand ungerade und der Integrationsbereich symmetrisch zum Ur-
sprung liegt, folgt

B = −
a/2∫

x=−a/2

b/2∫

y=−b/2

KΩξ dx dy = 0 ,
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und es existiert daher ein Widerstandszentrum im Koordinatenursprung, also in
der Scheibenmitte. Schließlich folgt

C = −
a/2∫

x=−a/2

b/2∫

y=−b/2

ΩξKΩξ dx dy

= −
a/2∫

x=−a/2

b/2∫

y=−b/2




0 0 y
0 0 −x
−y x 0







k2 0 0
0 k2 0
0 0 k1







0 0 y
0 0 −x
−y x 0


 dx dy

= −
a/2∫

x=−a/2

b/2∫

y=−b/2




0 0 k1y
0 0 −k1x

−k2y k2x 0







0 0 y
0 0 −x
−y x 0


 dx dy

= −
a/2∫

x=−a/2

b/2∫

y=−b/2



−k1y

2 k1xy 0
k1xy −k1x

2 0
0 0 −k2y

2 − k2x
2


 dx dy

=




k1ab3/12 0 0
0 k1ba

3/12 0
0 0 k2(ab3 + ba3)/12




=
ab

12




k1b
2 0 0

0 k1a
2 0

0 0 k2(b
2 + a2)


 .

Die Achsen konstanter Helizität sind die Eigenvektoren der Matrix AC. Da die
Matrizen A und C beide diagonal sind, ist es auch deren Produkt

AC = k1k2
(ab)2

12




b2 0 0
0 a2 0
0 0 a2 + b2


 ,

und diese Eigenvektoren sind (bis auf die Entartung für a = b) genau die Koor-
dinatenachsen. Da die Materialkonstanten nur als gemeinsame Faktoren der Ma-
trixelemente auftauchen, hängt das Eigenvektorproblem wie erwartet nicht von
diesen ab. Da die Achsen konstanter Helizität spezielle zusätzliche Eigenschaften
gegenüber den funktionellen Achsen und Richtungen haben, sind mit ihnen die
beiden letzteren bestimmt und stimmen überein.

5.1.2 Die Kreisscheibe

Mit diesem Beispiel möchte ich an dieser Stelle einen weiteren Formalismus vor-
stellen, an dem die komponentenweise Integration in manchen Fällen (speziell bei
spärlich besetzten Tensoren höherer Stufe) überschaubarer wird: Die Rechnung in
Komponenten unter Zuhilfenahme der Summationskonvention. Wieder lauten der
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Normalenvektor
ni = δ3

i

und die Federmatrix

Kij = k1ninj + k2(δij − ninj) = k1δ
3
i δ

3
j + k2(δij − δ3

i δ
3
j )

= k1δ
3
i δ

3
j + k2

(
δ1
i δ

1
j + δ2

i δ
2
j

)
.

Der antisymmetrische Tensor der Aufpunkte des Randes der Fläche lautet in Po-
larkoordinaten

Ωij = εikjxk = εikj

(
δ1
kr cos φ + δ2

kr sin φ
)

= r cos φ
(
δ3
i δ

2
j − δ2

i δ
3
j

)
+ r sin φ

(
δ1
i δ

3
j − δ3

i δ
1
j

)

und die Integranden erhält man als Produkte

KijΩjl =
(
k1δ

3
i δ

3
j + k2

(
δ1
i δ

1
j + δ2

i δ
2
j

))
·

·
(
r cos φ

(
δ3
j δ

2
l − δ2

j δ
3
l

)
+ r sin φ

(
δ1
j δ

3
l − δ3

j δ
1
l

))

= r cos φ
(
k1δ

3
i δ

2
l − k2δ

2
i δ

3
l

)
+ r sin φ

(
−k1δ

3
i δ

1
l + k2δ

1
i δ

3
l

)

und

ΩijKjmΩml =
(
r cos φ

(
δ3
i δ

2
j − δ2

i δ
3
j

)
+ r sin φ

(
δ1
i δ

3
j − δ3

i δ
1
j

))

·
(
r cos φ

(
k1δ

3
j δ

2
l − k2δ

2
j δ

3
l

)
+ r sin φ

(
−k1δ

3
j δ

1
l + k2δ

1
j δ

3
l

))

= −r2 cos2 φ
(
k1δ

2
i δ

2
l + k2δ

3
i δ

3
l

)
− r2 sin2 φ

(
k1δ

1
i δ

1
l + k2δ

3
i δ

3
l

)

+r2 sin φ cos φ
(
k1δ

2
i δ

1
l + k2δ

1
i δ

2
l

)
.

Wegen des Oberflächenelementes do = rdr dφ hat man nur noch die Integrationen
über die Integranden r, r2 sin φ, r2 cos φ, r3 sin2 φ, r3 cos2 φ und r3 sin φ cos φ in den
Grenzen r = 0 · · ·R und φ = 0 · · · 2π auszuführen. Wegen der Periodizität der
Integranden gilt

∫ 2π
0 sin φ dφ =

∫ 2π
0 cos φ dφ =

∫ 2π
0 sin φ cos φ dφ = 0, und die Inte-

grale der Komponenten von B verschwinden ganz. Mit B = 0 existiert also wieder
ein Widerstandszentrum im Koordinatenursprung d. h. in der Scheibenmitte. Mit∫ 2π
0 sin2 φ dφ =

∫ 2π
0 cos2 φ dφ = 1 − ∫ 2π

0 sin2 φ dφ = π und
∫ R
0 r3dr = R4/4 erhält

man sofort
Aij = πR2

(
k1δ

3
i δ

3
j + k2

(
δ1
i δ

1
j + δ2

i δ
2
j

))

und

Cij = π
R4

4

((
k1δ

2
i δ

2
j + k2δ

3
i δ

3
j

)
+

(
k1δ

1
i δ

1
j + k2δ

3
i δ

3
j

))

= π
R4

4

(
k1

(
δ1
i δ

1
j + δ2

i δ
2
j

)
+ 2k2δ

3
i δ

3
j

)
.

Die Matrix zur Bestimmung der Achsen konstanter Helizität

(AC)ij = k1k2
π2R6

4

(
δ1
i δ

1
j + δ2

i δ
2
j + 2δ3

i δ
3
j

)
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ist nun wieder diagonal, d. h. abgesehen von der zu erwartenden Entartung in der
xy–Ebene können wieder die Koordinatenachsen als funktionelle Achsen betrachtet
werden.

5.1.3 Vergleich von Quadrat und Kreis

Eine der im Federmodell implizit enthaltenen Aussagen ist, daß die elastischen Ei-
genschaften im wesentlichen von der Fläche, nicht aber von deren Form abhängen.
Ein Vergleich von Quadrat und Kreisscheibe, also

A2 = a2




k2 0 0
0 k2 0
0 0 k1


 ←→ A◦ = πR2




k2 0 0
0 k2 0
0 0 k1




und

C2 =
a4

12




k1 0 0
0 k1 0
0 0 2k2


 ←→ C◦ = π

R4

4




k1 0 0
0 k1 0
0 0 2k2




ergibt bei gleichen Flächen a2 = πR2 eine vollständige Übereinstimmung in den
Matrizen A2 und A◦. Daraus ergeben sich für die Matrizen C2 und C◦ die Vor-
faktoren a4

12
= π2 R4

12
≈ πR4

4
. Der Unterschied von π2

12
≈ 0.82 zu π

4
≈ 0.79 liegt bei

weniger als 5%. In diesem Fall also gilt die Übereinstimmung der Steifheitsmatrizen
näherungsweise sogar für endliche Flächen, und nicht nur, wie für das Federmodell
erforderlich, für infinitesimale Flächenelemente.

5.1.4 Eine Aufhängung ohne Widerstandszentrum

Eine weitere einfache Möglichkeit, zu Steifheitsmatrizen zu gelangen, bietet die
Superposition von bekannten Steifheitsmatrizen der Teilaufhängungen.

In diesem Abschnitt soll eine aus Aufhängungen mit Widerstandszentrum zusam-
mengesetzte Anordnung besprochen werden, welche selbst kein Widerstandszen-
trum mehr besitzt. Nach dem im Kapitel 4.5 über zusammengesetzte Aufhängun-
gen gesagten muß folgendes berücksichtigt sein:

• Die Komponenten dürfen sich nicht ähnlich sein, also beispielsweise weder
isotrop (d. h. A = aI) noch eben und gleich vorgespannt,

• die einzelnen Widerstandszentren müssen verschieden sein und

• die Anordnung darf keine einfache Symmetrie aufweisen.
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Das läßt sich wie folgt realisieren: Die Anordnung besteht aus zwei Federpaaren die
gegeneinander 90◦ verdreht und verschoben sind. Ihre Widerstandszentren liegen
bei (0, 0, z1) und (0, 0, z2) und ihre Federn weisen in x- bzw. y-Richtung. Durch die
unterschiedliche Ausrichtung der Komponenten ist die Anordnung insgesamt räum-
lich anisotrop. Rein geometrisch liegt ihr ein Paar von Kräften mit windschiefen
Wirkungslinien zu Grunde. Diese Anordnung wurde, mit ihren qualitativen Eigen-
schaften, schon in Abschnitt 2.2.4.2 mit den Abbildungen 2.3 und 2.4 vorgestellt.
Hier soll nun die Rechnung folgen.

Es soll die Gleichung (4.32) zur Überprüfung der Existenz eines Widerstandszen-
trums verwendet werden, d. h. es sind lediglich A1,2 und Ω1,2 zu berechnen.

Mit den Teilmatrizen

A1 =




k1 0 0
0 k2 0
0 0 k2


 und Ω1 =




0 −z1 0
z1 0 0
0 0 0




A2 =




k2 0 0
0 k1 0
0 0 k2


 und Ω1 =




0 −z2 0
z2 0 0
0 0 0




in x- und y-Richtung folgt, eingesetzt in die Gleichung (4.32), daß die Matrix

A1 (Ω1 −Ω2) A2 =




k1 0 0
0 k2 0
0 0 k2







0 −z1 + z2 0
z1 − z2 0 0

0 0 0







k2 0 0
0 k1 0
0 0 k2




=




k1 0 0
0 k2 0
0 0 k2







0 −k1 0
k2 0 0
0 0 0


 (z1 − z2)

=




0 −k2
1 0

k2
2 0 0
0 0 0


 (z1 − z2)

nur für k1 = k2 antisymmetrisch ist, oder für z1 = z2 sogar ganz verschwindet.
Realisiert man nun die Aufhängungen so, daß keine dieser beiden Bedingungen
erfüllt ist, so erhält man die gewünschte Anordnung ohne Widerstandszentrum.

Die Blöcke der Steifheitsmatrix ergeben sich durch Addition zu

A = A1 + A2 =




k1 + k2 0 0
0 k1 + k2 0
0 0 2k2




B = −A1Ω1 −A2Ω2

= −



0 −k1z1 0
k2z1 0 0
0 0 0


−




0 −k2z2 0
k1z2 0 0
0 0 0



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=




0 k1z1 + k2z2 0
− (k2z1 + k1z2) 0 0

0 0 0




C = −Ω1A1Ω1 −Ω2A2Ω2

= −



0 −z1 0
z1 0 0
0 0 0







0 −k1z1 0
k2z1 0 0
0 0 0




−



0 −z1 0
z1 0 0
0 0 0







0 −k2z2 0
k1z2 0 0
0 0 0




=




k2z
2
1 + k1z

2
2 0 0

0 k1z
2
1 + k2z

2
2 0

0 0 0


 ,

wobei C33 = 0 eine Folge der auf der z-Achse angenommenen Enden der Federn
ist. In dieser Feinheit stimmen realisiertes Modell und Rechnung demnach nicht
überein. Das elastische Zentrum liegt aus Symmetriegründen in der Mitte bei z =
z1+z2

2
. Mit z′1 := z1 − z und z′2 := z2 − z gilt dort z′1 = −z′2 = z1−z2

2
. Man erhält so

BZ =
z1 − z2

2




0 k1 − k2 0
−k2 + k1 0 0

0 0 0


 =

1

2
(z1 − z2) (k1 − k2)




0 1 0
1 0 0
0 0 0




und mit

WZ = −
(
A−1B

)S
= −A−1B

=
1

2
(z1 − z2) (k1 − k2)




(k1 + k2)
−1 0 0

0 (k1 + k2)
−1 0

0 0 (2k2)
−1







0 1 0
1 0 0
0 0 0




=
z1 − z2

2

k1 − k2

k1 + k2




0 1 0
1 0 0
0 0 0




lassen sich wie folgt Aufpunktfläche und Abstandsfläche berechnen. Das Rechts-
system der Matrix W Z aus Eigenvektoren ist

e1 =
1√
2




1
−1
0


 , e2 =

1√
2




1
1
0


 und e3 =




0
0
1


 ,

und die zugehörigen Eigenwerte sind mit λ := z1−z2

2
k1−k2

k1+k2

w1 = −λ , w2 = λ und w3 = 0 .

Das System der Hauptachsen ergibt sich aus den kartesischen Koordinatenachsen
durch eine Drehung um ez um 45◦. Insbesondere ist es möglich, den Längenmaßstab
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so zu wählen, daß ein bestimmter Zahlenwert für λ eingenommen wird, etwa λ = 1.
Aus w1 = −1, w2 = 1 und w3 = 0 folgt w32 = −1, w13 = −1 und w21 = 2. Mit
−→
DS = xe1 + ye2 + ze3 ergeben sich im neuen Koordinatensystem die folgenden
Gleichungen

−→
DS

(2.45)
= ±1

2



− sin φ sin 2θ
− cos φ sin 2θ
2 sin 2φ cos2 θ


 = −

−→
TK

für die Aufpunktfläche, s. Abb. 2.5,

‖
−→
ZA‖2 (2.48)

=
1

4
sin2 φ sin2 2θ +

1

4
cos2 φ sin2 2θ + sin2 2φ cos4 θ

=
1

4
sin2 2θ + sin2 2φ cos4 θ

für die Abstandsfläche, s. Abb. 2.6, und für die Steigungsfläche die Gleichung

τM
(2.52)
=

(
− cos2 φ cos2 θ + sin2 φ cos2 θ

)
= − cos2 θ cos 2φ = −τL ,

mit den zugehörigen Abbildungen 2.7 und 2.8.

Die Untersuchung einer Aufhängung mit C33 6= 0 ergibt keine prinzipiell neuen
Eigenschaften, sondern erschwert höchstens die Rechnung, da diese aus vier Teil-
aufhängungen zusammengesetzt ist.

5.1.5 Die rechteckige Scheibe mit variabler Schichtdicke

Die einfachste Methode die erforderlichen Integrationen durchzuführen besteht in
der Verwendung eines Computeralgebrasystems, etwa Reduce oder Mathemati-
ca. Die von mir verwendeten Prozeduren für Mathematica sind in Anhang A.3
beschrieben. Sie werden eingelesen mit

<<d:\math\mproc

<<d:\math\mintproc

und erlauben verschiedene Lösungswege, von denen ich einen am Beispiel der recht-
eckigen Scheibe mit veränderlicher Schichtdicke vorführen möchte. Die Bezeichnun-
gen werden dabei aus Abschnitt 5.1.1 übernommen.

Zunächst sind der Normalenvektor n der Schicht und der Aufpunktvektor ξ

n=DVec[0, 0, 1]

Xi=Vektor[X]

mit
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{{0}, {0}, {1}}

{{Xx}, {Xy}, {Xz}}

als Output zu definieren. Die zu ξ gehörende antisymmetrische Matrix Ωξ wird
über

OmXi=Meps[Xi]

definiert. Die Schichtdicke h(ξ) variiere nur in x-Richtung von h(−a/2) = d bis
h(a/2) = D. Schichtdicke und Federmatrix sind also Funktionen

h[x_]:=(d+D)/2 + x (D-d)/(2 a)

K[x_]:=FedIsoMat[n, k1/h[x], k2/h[x]]

der Variable x. Die Matrix A bekommt man nun einfach über

aint=Integrate[K[Xx], {Xx, -a/2, a/2}];

A=Simplify[Integrate[aint, {Xy, -b/2, b/2}]]

mit dem Ergebnis

A =
ab

D




k2 0 0
0 k2 0
0 0 k1


 f(d/D) ,

wobei die Funktion

f(x) := 2
ln 3x+1

x+3

x− 1

eine mittels

Limit[2 Log[(3x+1)/(x+3)]/(x-1), x->1]

berechenbare hebbare Unstetigkeit bei x = 1 mit f(x → 1) = 1 besitzt. Dieser
Grenzfall ist genau der einer Scheibe mit konstanter Dicke. Ebenso erhält man die
Matrix B über

bint=Integrate[-OmXi.K[Xx], {Xx, -a/2, a/2}];

B=Simplify[Integrate[bint, {Xy, -b/2, b/2}] //. Xz->0]

nach einigen Vereinfachungen per Hand zu

B =
a2b

D




0 0 0
0 0 k1

0 −k2 0


 g(d/D)



144

mit

g(x) := 2
1− x + (1 + x) ln 3x+1

x+3

(1− x)2
.

Für den Spezialfall konstanter Schichtdicke verschwindet wegen g(x → 1) = 0 die
Gesamtmatrix, und es existiert ein Widerstandszentrum. Ist d 6= D, so liegt das
elastische Zentrum nicht mehr im Ursprung, sondern mit

OM=Simplify[-Inverse[A].B]

Z=Simplify[Veps[OM]]

in x-Richtung verschoben bei

Zx =
1

2

g(d/D)

f(d/D)
a
k2

1 + k2
2

k1k2

.

Entweder mit

W=Simplify[Sym[OM]]

Series[W, {d,D,1}]

oder per Hand an

−A−1B = − g(x)

f(x)
a




0 0 0
0 0 k1/k2

0 −k2/k1 0




erkennt man, daß diese doch noch recht einfache, fast ebene Aufhängung kein
Widerstandszentrum mehr besitzt.

Der Vollständigkeit halber erhält man für die Matrix C Diagonalform mit x = d/D

C11 =
ab3

12D
k1f(x)

C22 =
a3b

k1

x + 1

x− 1
g(x)

C33 =
ab3

12D
k2f(x) +

a3b

k 2

x + 1

x− 1
g(x) ,

welche wegen

lim
x→1

x + 1

x− 1
g(x) =

1

12

wieder eine hebbare Unstetigkeit mit dem korrekten Grenzwert hat.

Insgesamt zeigt sich, daß schon einfache Annahmen über die Aufhängung zu recht
komplizierten Ausdrücken für die Steifheitsmatrix führen.
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5.1.5.1 Flächen- und Dickenkorrektur

Wegen der komplizierten Form der Ausdrücke sind ihre linearen Näherungen von
Interesse. Es ergibt sich

A ≈ ab

D




k2 0 0
0 k2 0
0 0 k1




(
1− d−D

2D

)

B ≈ a2b

24D




0 0 0
0 0 k1

0 −k2 0




d−D

D

C ≈ ab

12




k1b
2 0 0

0 k1a
2 0

0 0 k2 (a2 + b2)




(
1− d−D

2D

)

Ωξ ≈ a

24




0 0 0
0 0 −k1/k2

0 k2/k1 0




d−D

D
.

Diese Ergebnisse sollen nun mit den Korrekturen nach den Ähnlichkeitsbetrach-
tungen aus Abschnitt 4.3.2 verglichen werden. Nach (4.11) geschieht das durch die
Ersetzungen FH und dA im Ergebnis für die rechteckige Scheibe mit konstanter
Schichtdicke.

Für das harmonische Mittel von Grund- und Deckfläche ergibt sich mit dem Satz
des Pythagoras

FG = ab und FD = b
√

a2 + (D − d2) = ab

√√√√1 +

(
D − d

a

)2

,

also

FH =
2FGFD

FG + FD

= ab
2

√
1 +

(
D−d

a

)2

1 +

√
1 +

(
D−d

a

)2
,

und bis auf Terme vierter Ordnung

FH = ab


1 +

1

4

(
D − d

a

)2

 .

Die etwas vergrößerte Deckfläche ruft demnach nur Effekte zweiter Ordnung hervor.

Das arithmetische Mittel der Dicken ist

dA =
D + d

2
=

2D + (d−D)

2
= D

(
1 +

d/D − 1

2

)
,



146

und bis zu quadratischen Termen hin entwickelt ergibt sich

1

dA

=
1

D

(
1− 1

2
(d/D − 1) +

1

4
(d/D − 1)2

)

Die Vorfaktoren bei A und C in der linearen Näherung können daher wegen

1− d−D

2D
= 1− 1

2
(d/D − 1)

ohne Integrationen allein aus der Betrachtung der veränderlichen Schichtdicke ab-
geleitet werden. Sie erklären damit die Terme bis hin zur linearen Näherung, womit
die Überlegungen des Abschnitts 4.3.2 am Beispiel bestätigt sind.

Durch dieses Beispiel ist klar, daß mit komplizierten Dickefunktionen d(ξ) nur sel-
ten geschlossene Lösungen zu erwarten sind. Dem könnte man aber für empirische
Dickefunktionen möglicherweise dadurch begegnen, die Funktion 1/d geeignet zu
approximieren.

5.1.6 Ebene Aufhängungen mit konstanten Schichtgrößen

Im Gegensatz zu den in der Einleitung behandelten zweidimensionalen Synarthro-
sen, welche durch eine Linie verbunden werden, verbindet eine ebene Aufhängung
zwei Körper durch eine ebene Fläche. Die Oberflächenintegrale sind dann Integrale
über ebene Gebiete.

Sind die Berandungen der Flächen in rechtwinkligen Koordinaten gegeben, also
x ∈ [a, b] und y ∈ [c(x), d(x)], so ergeben sich mit dem Satz von Fubini und
dem Prinzip des Cavalieri die Integrale als gewöhnliche Doppelintegrale über ein
ebenes Gebiet zu

∑∫∫ ∗ do =

b∫

x=a




d(x)∫

y=c(x)

∗ dy


 dx ,

wobei ∗ der jeweilige matrixwertige Integrand ist. Die rechteckige Scheibe ist genau
in dieser Weise berechnet worden, wobei dann c(x) und d(x) einfach Konstanten
sind.

Für konstante Schichtgrößen, also falls überall dasselbe Material mit derselben
Dicke vorliegt, kann die Federmatrix wegen K = const aus den Integralen heraus-
gezogen werden. Da die Integration dann nur noch über

A = K
∫∫

dx dy = KO

B = −K
(∫∫

Ωξ dx dy
)

= −K
(∫∫

ξ dx dy
)D

(C)il = −
(∫∫

ΩξKΩξ dx dy
)

il
= −εimjεknl (K)jk

∫∫
ξmξn dx dy
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erfolgt, sind rechentechnisch nur die Momente der
”
Dichte“ ξ bis hin zum zweiten

zu berechnen. Das elastische Zentrum ist für diesen Spezialfall, vgl. auch B.2.3,
tatsächlich gleich dem Flächenschwerpunkt

z = −
(
A−1B

)D
=

∫∫
ξ dx dy∫∫
dx dy

.

Insbesondere kann an der Formel für B abgelesen werden, daß für eine punktsym-
metrische Fläche ein Widerstandszentrum im Symmetriezentrum existiert.

Die Berechnung der Momente über das Gebiet G kann noch weiter vereinfacht
werden, wenn eine Parameterdarstellung des Randes ∂G vorliegt, etwa

(
x
y

)∣∣∣∣∣
∂G

=

(
f(ϕ)
g(ϕ)

)
,

und das Gebiet sternförmig ist. Mit dem allgemeinen Satz von Stokes
∫
G ∂ω =∫

∂G ω erhält man dann etwa die folgenden Formeln:
∫∫

G
dxdy =

∮

∂G
x dy =

∫

ϕ
fg,ϕ dϕ

∫∫

G
x dxdy =

∮

∂G

1

2
x2 dy =

1

2

∫

ϕ
f 2g,ϕdϕ

∫∫

G
y dxdy =

∮

∂G
xy dy =

∫

ϕ
fgg,ϕ dϕ

∫∫

G
x2 dxdy =

∮

∂G

1

3
x3 dy =

1

3

∫

ϕ
f 3g,ϕ dϕ

∫∫

G
y2 dxdy =

∮

∂G
xy2 dy =

∫

ϕ
fg2g,ϕ dϕ

∫∫

G
xy dxdy =

∮

∂G

1

2
x2y dy =

1

2

∫

ϕ
f 2gg,ϕ dϕ .

Die Bestimmung der Einträge der Steifheitsmatrix ist damit auf eine Integration
von Funktionen einer reellen Variablen über den Rand des Gebietes zurückgeführt.1

Auch für nicht-konstante Federmatrizen kann die Anwendung des Stokesschen
Satzes vorteilhaft sein.

Mit diesen Gleichungen ist die allgemeine Gestalt der Steifheitsmatrix einer ebe-
nen Aufhängung wie folgt gegeben: Mit den Abkürzungen für Fläche, elastisches
Zentrum und zweites Moment∫∫

G
dxdy =: O

∫∫

G
ξ dxdy =: O

(
z1

z2

)

∫∫

G
ξmξn dxdy =: c1δ

1
mδ1

n + c2δ
2
mδ2

n + c3

(
δ1
mδ2

n + δ2
mδ1

n

)

1Das scheint zunächst sonderbar, da in Abschnitt 4.4.3 genau die Randanteile vernachlässigt
wurden. Hier erhält man über die zur Rechnung nötigen Ableitungen auf dem Rand Kenntnis
über das Innere des Gebietes.
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erhält man mit dem Tensorformalismus 5.1.2 nach ein wenig Rechnung die Matrizen

A = O




k2 0 0
0 k2 0
0 0 k1


 (5.1)

B = O




0 0 −z2k2

0 0 z1k2

z2k1 −z1k1 0


 (5.2)

C =




c2k1 −c3k1 0
−c3k1 c1k1 0

0 0 (c1 + c2)k2


 , (5.3)

welche die Frage nach der Struktur der elastischen Matrix einer ebenen sternförmi-
gen Aufhängung mit konstanten Schichtgrößen beantwortet. Die Transformation
auf das Widerstandszentrum läßt B verschwinden und ändert die Komponenten
von C zu

c2k1 7→ k1(c2 −Oz2
2)

c1k1 7→ k1(c1 −Oz2
1)

(c1 + c2)k2 7→ k2(c1 + c2 −Oz2
1 −Oz2

2)
−c3k1 7→ k1(−c3 + Oz1z2) .

(5.4)

Insbesondere bleibt das Verhältnis

C33

C11 + C22

=
k2

k1

= v

unter Translationen ungeändert.

Ist eine Gleichung des Randes ∂G in Polarkoordinaten als R(ϕ) gegeben, so ist

(
x
y

)∣∣∣∣∣
∂G

=

(
R(ϕ) cos ϕ
R(ϕ) sin ϕ

)

eine Parameterdarstellung des Randes in ϕ.2 Mit dieser kann man weiter wie oben
verfahren. Ist darüber hinaus das Gebiet bezüglich des Koordinatenursprunges
sternförmig, dann stellt

(
x
y

)
=

(
rR(ϕ) cos ϕ
rR(ϕ) sin ϕ

)

mit r ∈ [0, 1] eine Parametrisierung des gesamten Gebietes dar. Das erlaubt eine
weitere Berechnungmethode der Integrale. Da die Funktionaldeterminate gegeben
ist durch

∂ (x, y)

∂ (r, ϕ)
= R2r

2Es muß insbesondere gelten ϕ = arctan y
x , was etwa für die Parameterdarstellung der Ellipse

nicht zutrifft.
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können nun die r-Integrationen ausgeführt werden. Mit

ξ0 :=




cos ϕ
sin ϕ

0




ergibt sich

A = K
∫∫

R2r dr dϕ =
1

2
K

∫
R2 dϕ

B = −K
(∫∫

ξ0R3r2 dr dϕ
)D

= −1

3
K

(∫
ξ0R3 dϕ

)D

(C)il = −εimjεknl (K)jk

∫∫
ξ0
mξ0

nR4r3 dr dϕ = −1

4
εimjεknl (K)jk

∫
ξ0
mξ0

nR4 dϕ .

Wie bei der Benutzung des Satzes von Stokes vereinfachen sich Winkelintegra-
tionen (wie im Beispiel der Kreisscheibe) meist aus Symmetriegründen erheblich;
etwa ergibt eine Integration einer ungeraden Funktion über einen symmetrischen
Bereich um den Ursprung einfach ohne Rechnung den Wert Null.

5.1.6.1 Die Ellipse

Normalenvektor und Federmatrix stimmen mit denen der Kreisscheibe überein.
Die Berandung ist nun parametrisiert durch

(x, y) = (a cos ϕ, b sin ϕ) ≡
(

f
g

)
,

wobei ϕ ∈ [0, 2π). Mit

∫∫

G
dxdy =

∫ 2π

0
fg,ϕ dϕ = ab

∫ 2π

0
cos2 ϕdϕ = πab

∫∫

G
x dxdy =

1

2

∫ 2π

0
f 2g,ϕdϕ =

1

3
a2b

∫ 2π

0
cos3 ϕdϕ = 0

∫∫

G
y dxdy =

∫ 2π

0
fgg,ϕ dϕ = ab2

∫ 2π

0
cos2 ϕ sin ϕ dϕ = 0

∫∫

G
x2 dxdy =

1

3

∫ 2π

0
f 3g,ϕ dϕ = a3b

∫ 2π

0
cos4 ϕdϕ =

π

4
a3b

∫∫

G
y2 dxdy =

∫ 2π

0
fg2g,ϕ dϕ = ab3

∫ 2π

0
cos2 ϕ sin2 ϕdϕ =

π

4
ab3

∫∫

G
xy dxdy =

1

2

∫ 2π

0
f 2gg,ϕ dϕ =

1

2
a2b2

∫ 2π

0
cos2 ϕ sin ϕdϕ = 0

ergibt sich für A mit der eben berechneten Fläche der Ellipse

Aij = πab
(
k2

(
δ1
i δ

1
j + δ2

i δ
2
j

)
+ k1δ

3
i δ

3
j

)
,
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und da die ersten Momente verschwinden folgt B = 0, was auch aus Symme-
triegründen klar ist. Für C erhält man, da die Matrizen K und die der zweiten
Momente diagonal sind, nach einiger Rechnung

Cij = π
ab

4

(
b2k1δ

1
i δ

1
j + a2k1δ

2
i δ

2
j +

(
a2 + b2

)
k2δ

3
i δ

3
j

)
.

Die Matrix AC zur Bestimmung der Achsen konstanter Helizität enthält den ge-
meinsamen Vorfaktor k1k2 und hängt somit nicht vom Material ab. Da auch sie
diagonal ist, können wieder die Koordinatenachsen als funktionelle Achsen betrach-
tet werden – wie es zu erwarten war.

Der Vergleich mit einer rechteckigen Scheibe mit den Kantenlängen a
√

π und b
√

π
ergibt wie in 5.1.3 bei gleichen Flächen wieder die Faktoren π2

12
↔ π

4
, für die Matrix

C. Die Art der
”
Länglichkeit“ a

b
des Bereiches hat demnach für endliche Bereiche

keinen Einfluß auf die Federmatrix. Für infinitesimale Flächenelemente bedeutet
das, daß die Wahl der Flächenparameter beliebig ist – wie es auch sein soll.

5.1.6.2 Die Pascalsche Schnecke

Die Pascalsche Schnecke ist gegeben durch die Gleichung

R(ϕ) = a + b cos ϕ .

Für b < a < 2b liefert sie eine realistische erste Näherung zur Beschreibung der
Form einer Bandscheibe, vgl. Abb. 5.1, die mit geeigneten Werten zu

R(ϕ) = a + b cos ϕ + c cos 2ϕ + d cos 3ϕ + . . .

verfeinert werden kann, vgl. etwa [8].

Mit den Ergebnissen der letzten Abschnitte erhält man

A =
π

2

(
2a2 + b2

)



k2 0 0
0 k2 0
0 0 k1




B =
π

4
b

(
4a2 + b2

)



0 0 0
0 0 k2

0 −k1 0




C =
π

32




c1k1 0 0
0 c2k1 0
0 0 (c1 + c2) k2


 ,

wobei

c1 = 8a4 + 12a2b2 + b4 und c2 = 8a4 + 36a2b2 + 5b4 .
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Abbildung 5.1: Die Pascalsche Schnecke R(ϕ) = a+b cos ϕ zu den Werten a = 1.3
und b = 1.

Das elastische Zentrum der Anordnung liegt auf der x-Achse bei

Z =
b (4a2 + b2) (k2

1 + k2
2)

2 (2a2 + b2) k1k2

,

was mit v := k2/k1 geschrieben werden kann als

Z =
b (4a2 + b2) (1 + v2)

2 (2a2 + b2) v
.

Seine Lage hängt nicht von der
”
Stärke“ der Aufhängung ab. Da nur für k1 = k2

oder ein ki = 0 ein Widerstandszentrum existiert, ist diese Aufhängung, obwohl
sie relativ einfach und symmetrisch um die x-Achse ist, ein Beispiel dafür, daß eine
ebene Aufhängung nicht automatisch ein Widerstandszentrum besitzen muß.

Die analytische Transformation auf das elastische Zentrum ist zwar möglich, liefert
aber zu lange und zu wenig aussagekräftige Terme, als daß sie an dieser Stelle
sinnvoll sei.

5.2 Aufhängungen mit hoher Symmetrie

Aufhängungen mit hoher Symmetrie sind solche, deren Aufbau so einfach ist, daß
eine geschlossene Lösung wahrscheinlich ist. Es wird insbesondere der wichtige Spe-
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zialfall konstanter Schichtgrößen betrachtet. Darunter fallen neben den im letzten
Abschnitt diskutierten ebenen Aufhängungen solche mit Kugel- oder Zylindersym-
metrie.

5.2.1 Voll- und Halbkugel

Die Vollkugel besitzt perfekte sphärische Symmetrie und wird daher betrachtet,
obwohl sie kaum ein Modell einer Synarthrose sein kann. Die Halbkugel liefert die
notwendige theoretische Vorarbeit für einen Vergleich mit noch durchzuführenden
Messungen an der Pfanne einer Hüftendoprothese. Es wird wieder von einer kon-
stanten Schichtdicke und überall gleichem Material, also von konstanten Schicht-
größen ausgegangen. Die Dicke der Schicht wird, wie in 4.3.2 beschrieben, durch
das harmonische Mittel aus Grund- und Deckfläche berücksichtigt. Dadurch ist der
effektive Radius gleich dem harmonischen Mittel aus minimalem und maximalem
Radius.

Der die gesamte Oberfläche einer Kugel mit Radius R parametrisierende Vektor
lautet

ξ = R




cos ϕ cos ϑ
sin ϕ cos ϑ

sin ϑ




mit ϕ ∈ [0, 2π] und t ∈ [−π/2, π/2]. Entsprechend wird eine obere Halbkugel durch
ϕ ∈ [0, 2π] und t ∈ [0, π/2] parametrisiert.

Die auf den Mittelpunkt bezogene Steifheitsmatrix der Vollkugel lautet

SV =
R2π

3

(
(k1 + 2k2) I 0

0 2R2k2I

)
.

Sie besitzt damit erwartungsgemäß perfekte Skalarform, vgl. Abschnitt 2.5. Für
ρ = k1 = k2 ist dies genau die Massenmatrix einer Kugelschale mit der Flächen-
dichte ρ. Schon für k1 6= k2 weicht das Verhalten einer elastisch aufgehängten
Kugel, der Aufhängung mit der höchst möglichen Symmetrie, von der einer flächig
verteilten Masse ab.

Die Steifheitsmatrix der Halbkugel lautet

SH =
R2π

3




2k1 + 4k2 0 0 0 3Rk2 0
0 2k1 + 4k2 0 −3Rk2 0 0
0 0 2k1 + 4k2 0 0 0
0 −3Rk2 0 4R2k2 0 0

3Rk2 0 0 0 4R2k2 0
0 0 0 0 0 4R2k2




.
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Für sie existiert ein Widerstandszentrum W , welches auf der Mittelachse bei

W =
3R

2

1
k1

k2
+ 2

liegt. Dieser Ort hängt nur von der Querdehnzahl, also nicht mehr von einer wie
auch immer definierten

”
Stärke“ der Aufhängung ab.

Die auf das Widerstandszentrum transformierte Matrix lautet

SW =
2πR2

3




k1 + 2k2 0 0 0 0 0
0 k1 + 2k2 0 0 0 0
0 0 k1 + 2k2 0 0 0

0 0 0 R2k2(8k1+7k2)
4k1+8k2

0 0

0 0 0 0 R2k2(8k1+7k2)
4k1+8k2

0

0 0 0 0 0 2R2k2




und hat entsprechend ihrer hohen Symmetrie Diagonal- oder sogar Skalarform. Nur
in der Wirkung auf Drehmomente ändert sich das skalare Verhalten gegenüber dem
der Vollkugel.

5.2.2 Der Kreiszylinder

Eine zylindrische Anordnung ist nach der sphärischen die zweitwichtigste symme-
trische Aufhängung im Raum. Der Kreiszylinder ist das räumliche Pendant zu
einfachen Zahnmodellen wie dem Stabmodell und dem Scheibenmodell [3]. An die-
ser Stelle möchte ich außerdem vorführen, wie das Federmodell zu Untersuchungen
der Form nütze ist.

Die Parameterdarstellung des Kreiszylinders mit Radius r und Höhe h mit Ur-
sprung in der Zylindermitte ist

ξ =




r cos ϕ
r sin ϕ

t




mit ϕ ∈ [0, 2π] und t ∈ [−h/2, h/2]. Für den gesamten Zylinder ergibt sich

A = πhr




k1 + k2 0 0
0 k1 + k2 0
0 0 2k2




B = 0

C =
πhr

12




h2(k1 + k2) + 12r2k2 0 0
0 h2(k1 + k2) + 12r2k2 0
0 0 24r2k2


 .

Da AC diagonal ist, sind die funktionellen Achsen wieder die Koordinatenachsen,
obwohl die Matrixeinträge diesmal von der Querdehnzahl abhängen.
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5.2.3 Der Kreiskegel

Gegeben sei ein auf der Spitze stehender Kreiskegel, dessen Rand zum Radius
r die Höhe h habe. Als Modell des Periodonts eines Frontzahnes ist er in nullter
Näherung brauchbar [64, 65] und bekannt unter dem Namen

”
Zipfelmützenmodell“.

Seine Parametrisierung lautet

ξ =




rt cos ϕ
rt sin ϕ

ht




mit ϕ ∈ [0, 2π] und t ∈ [0, 1]. Es ergibt sich

A =
πr

2
√

h2 + r2




h2(k1 + k2) + 2r2k2 0 0
0 h2(k1 + k2) + 2r2k2 0
0 0 2(r2k1 + h2k2)




B =
πhr

3

√
h2 + r2 (k1 + k2)




0 1 0
−1 0 0
0 0 0




C =
πr

4

√
h2 + r2




h2(k1 + k2) + r2k1 0 0
0 h2(k1 + k2) + r2k1 0
0 0 2r2k2


 .

Der Kreiskegel besitzt ein Widerstandszentrum auf der Mittelachse bei

W =
2h (h2 + r2) (k1 + k2)

3 (h2(k1 + k2) + 2r2k2)
.

Für einen beliebig engen Kegel gilt r → 0 und nach Kürzen von k1 + k2 folgt

W (r → 0) =
2

3
h .

Ein beliebig weiter Kegel mit festem r nähert sich einer Kreisscheibe an; man erhält
erwartungsgemäß W (h → 0) = 0. Vernachlässigt man die Scherelastizität, so erhält
man mit k2 → 0 nach Kürzen von k1 den Grenzwert

W (k2 → 0) =
2

3

h2 + r2

h
,

welcher für kleine h beliebig große Werte annehmen kann. Die genaue Abhängigkeit
des Widerstandszentrums von der Form des Kegels soll im Folgenden diskutiert
werden.

Mit den dimensionslosen Größen v := k2/k1 und dem halben Öffnungswinkel α läßt
sich nun die Lage des Widerstandszentrums als Funktion dieser beiden Variablen
und einer charakteristischen Länge diskutieren. Um die beiden Spezialfälle r → 0
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und h → 0 mit einschließen zu können, bietet sich die Seitenlänge
√

r2 + h2 als
geeigneter Bezug an.

Mit cos(α) = h/
√

r2 + h2, sin(α) = r/
√

r2 + h2 und tan(α) = r/h ergibt sich nach
Division durch k1 + k2 zunächst

W =
2

3

√
r2 + h2

cos α

cos2 α + 2 sin2 α k2/ (k1 + k2)
,

und in dimensionsloser Form mit w := W/
√

r2 + h2

w =
2

3

cos α

cos2 α + 2 sin2 α v/ (1 + v)
.

Von Interesse ist, ob und unter welchen Bedingungen dieser Wert größer als Eins
werden kann; dann nämlich läge das Widerstandszentrum außerhalb der Aufhän-
gung. Mit (4.30) lautet w in der Querdehnzahl ausgedrückt

w(σ, α) =
4 cos α(−3 + 4σ)

3 (−5 + 8σ − cos 2α)
, (5.5)

und w = 1 ergibt nach σ aufgelöst den kritischen Fall

σw=1 =
3(5− 4 cos α + 3 cos 2α)

24− 16 cos α
.

0.46

0.465

0.47

0.475

0.48

0.485

0.49

0.495

0.5

0.505

0.51

0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6

3*(5-4*cos(x)+cos(2*x))/(24-16*cos(x))

Abbildung 5.2: Der kritische Bereich von σ als Funktion des halben Öffnungswinkels
des Kreiskegels. Das Widerstandszentrum liegt außerhalb der Aufhängung.

In der Tat erhält man in einem Bereich oberhalb der Kurve (s. Abb. 5.2) mit σ < 0.5
Werte mit w > 1! Der kleinste dazu nötige Wert von σ liegt bei σw=1 = 0.464 bei
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einem Winkel von αw=1 = 1.179 rad = 67.5◦. Da die Klammer im Nenner von (5.5)
für σ → 0.5 den Wert 2 cos2 α annimmt, können sich für α → π sogar beliebig große
Werte für w ergeben. Der Grenzfall σ → 0.5 entspricht physikalisch einem Scher-
modul, der klein im Vergleich zum Kompressionsmodul ist, wie etwa bei Gummi.
Demnach sollte eine solche Aufhängung tatsächlich konstruierbar sein; ihre me-
chanischen Eigenschaften könnten dann am Experiment verifiziert werden. Pro-
bekörper mit Wunscheigenschaften, daß etwa das Widerstandszentrum innerhalb
der Aufhängung zu liegen habe, sind den obigen Erkenntnissen zufolge tunlichst
nicht aus Gummi herzustellen.

Insbesondere wird deutlich, daß die Anschauung vom Widerstandszentrum als
Schwerpunkt der Aufhängung zu einfach ist. Die Abweichung von dieser ideali-
sierten Vorstellung liegt in der durch das tensorielle Verhalten der Federmatrizen
transformierten Scherelastizität begründet.

5.3 Komplexere Aufhängungen

Komplexere Aufhängungen erhält man beispielsweise durch Zusammensetzung von
zwei einfachen Aufhängungen. Ist eine Fläche als Ganzes in einer Parameterdarstel-
lung gegeben, so ist immer noch eine numerische Integration möglich – allerdings
unter Preisgabe der Vorteile der exakten Lösung mittels Computeralgebra.

5.3.1 Der zweiseitige Keil

Der zweiseitige Keil ist das Bindeglied zwischen zwei- und dreidimensionalen Zahn-
modellen, seine Form ist genau das Winkelzahnmodell (“wedge-shape model”) aus
[64]. Diese Fläche ist aus zwei Rechtecken zusammengesetzt.

Gegeben sei ein zweiseitiger Keil mit den Längen a und Breite b der beiden be-
grenzenden Seiten. Eine Berandung entsteht dadurch, daß die rechteckige Scheibe
mit den Seiten a× b der x− y-Ebene in x-Richtung um die Strecke ±a/2 auf ihren
Rand translatiert und dann um die y-Achse um den Winkel ±(π/2 − α) rotiert
wird. Der Winkel α ist dann der halbe Öffnungswinkel des Keils.

Bezüglich der Keilspitze ergeben sich die Komponenten

A = ab







k1 + k2 0 0
0 2k2 0
0 0 k1 + k2


 +

+ cos 2α (k1 − k2)




1 0 0
0 0 0
0 0 −1






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B = a2b cos α




0 −k1 0
k2 0 0
0 0 0




C =
ab

6







b2k1 0 0
0 4a2k1 0
0 0 (4a2 + b2)k2


 +

+ cos2 α
(
(4a2 + b2)k2 − b2k1

)



1 0 0
0 0 0
0 0 −1





 .

Für α = π/4 ergibt sich der Grenzfall einer ebenen Scheibe mit den Abmessungen
2a× b zurück. Das elastische Zentrum der Anordnung liegt auf der z-Achse bei

Z =
a cos α

2

3k1 + k2 + (k1 − k2) cos 2α

k1 + k2 + (k1 − k2) cos 2α
.

Wie bei dem Kreiskegel ergeben sich wieder für kleine v = k2/k1 = (1−2σ)/(2−2σ)
oder für σ nahe bei 1/2 Werte von Z/a > 1. Die Auflösung von Z/a = 1 mit

Z

a
=

cos α

2

7− 8σ + cos 2α

3− 4σ + cos 2α

ergibt

σZ=a =
1

8
(5− 2 cos α + cos 2α) ,

vgl. Abb. 5.3, mit einem Extremum bei α = 60◦ = π/3 rad mit σ = 7/16 = 0.4375.
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Abbildung 5.3: Der kritische Bereich von σ als Funktion des halben Öffnungswinkels
des Keils. Das elastische Zentrum liegt dann oberhalb der Aufhängung.
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Der Winkelbereich, in dem das elastische Zentrum außerhalb der Aufhängung liegt,
ist erheblich größer als der des Kreiskegels. Ein Keil mit einem Öffnungswinkel von
120◦ und mit einem Gummi mit σ ≈ 0.5 bietet sich demnach als Probekörper
zur Überprüfung dieses Phänomens an. Einsetzen dieser Werte ergibt aber nur
Z/a = 5/4, so daß zur Erzielung des größtmöglichen Effektes eher mit einem
größeren Winkel gearbeitet werden sollte. In der Tat ergibt sich für σ = 0.5 wieder
ein Nenner von 1− cos 2α = 2 cos2 α, der Z/a für α → π/4 divergieren läßt.

5.3.2 Der Kreiszylinder mit Boden

Der Zylinder mit Boden wurde in unserer Arbeitsgruppe als Probekörper verwandt.
Als becherförmiges Modell eines Zahnes kann er die Frage beantworten, wie weit
sich das elastische Zentrum durch den Einfluß des Bodens von der Mitte entfernt.
Als Grenzfall a → ∞ der Hyperellipsen xa + ya = 1 gibt er ferner einen Anhalts-
punkt, wie stark die Form die berechnete Steifheitsmatrix beeinflußt.

Durch Superposition des Kreiszylinders aus 5.2.2 und der auf den Punkt z = −h/2
translatierten Kreisscheibe aus 5.1.2 erhält man mit der Abkürzung

c :=
πr

12

(
h3(k1 + k2) + (3h2r + 12hr2)k2 + 3r3k1

)

bezüglich der Zylindermitte

A = πr




h(k1 + k2) + rk2 0 0
0 h(k1 + k2) + rk2 0
0 0 2hk2 + rk1




B =
π

2
hk2r

2




0 −1 0
1 0 0
0 0 0




C =




c 0 0
0 c 0
0 0 π

2
r3(4h + r)k2


 .

Diese Aufhängung besitzt ein Widerstandszentrum auf der Mittelachse unterhalb
der Mitte bei

W = − hrk2

2 (h(k1 + k2) + rk2)

oder, wenn man W auf die Höhe h normiert und auf den Boden bezieht, mit den
dimensionslosen Größen v = k2/k1 und u := h/r

w :=
W

h
+

1

2
=

u + uv

2(u + v + uv)
.

Ersetzt man v = (1− 2σ)/(2− 2σ) wieder durch σ, so erhält man

w = u
−3 + 4σ

−2 + 4σ − 6u + 8σu
.
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Die Grenzfälle dieser Funktion entsprechen den Erwartungen: Für eine Scheibe
mit u → 0 ergibt sich w = 0 und für einen beliebig kleinen Deckel folgt mit
u → ∞ der Wert w = 1/2. Für eine vernachlässigte Scherelastizität erhält man
mit σ → 1/2 ebenfalls w = 1/2. Werte von w, die größer als 1/2 sind, werden nicht
angenommen; das Widerstandszentrum liegt in jedem Fall durch den Einfluß des
hinzugekommenen Bodens unterhalb der Zylindermitte.

Werte von w ≥ 1 tauchen nicht auf, da

σw=1 =
2 + 3u

4(1 + u)

für v > 0 nur Werte größer als 1/2 annimmt.

5.3.3 Das Rotationsparaboloid

Diese Aufhängung soll als das einfachste aber dennoch echt räumliche Zahnmodell
dienen. Es wird auch von anderen Autoren im Rahmen numerischer Modelle [7]
verwendet. Dieses Modell soll außerdem klären, ob das Widerstandszentrum au-
ßerhalb der Aufhängung beim Kreiskegel 5.2.3 und beim zweiseitigem Keil 5.3.1
ein Artefakt des Knickes in der Spitze ist.

Die Oberfläche des Paraboloids werde mit

x =




Rt cos(ϕ)
Rt sin(ϕ)

Ht2


 ,

wobei ϕ ∈ [0, 2π) und t ∈ [0, 1] parametrisiert. Der obere Rand liege bei x = y = R
und z = H. Das Problem vereinfacht sich durch die Einführung der dimensionslosen
Parameter h := H/R und v := k2/k1.

Die Rechnung wurde mit Mathematica unter Verwendung der die Integrations-
routinen zusammenfassenden Prozeduren AUnFed, BUnFed und CUnFed, vgl. A.3.2
durchgeführt. Da die Grenzen der einen Variablen nicht die andere Variable ent-
halten, kann eine gemeinsame Stammfunktion angegeben werden, in welche die
gewünschten Grenzen dann jeweils einzusetzen sind. Mit den Abkürzungen

a =
πH2k1

6h4

(
1− 2 v +

√
1 + 4 h2

(
−1 + 2 h2 + 2 v + 2 h2 v

))

az =
πH2k1

6h4

(
−3 + 2 v +

√
1 + 4 h2

(
3− 2 v + 4 h2 v

))

b =
πH3k1

60h6

(
3− 2 v +

√
1 + 4 h2

(
−3 + 6 h2 + 12 h4 + 2 v − 4 h2 v + 12 h4 v

))

c =
πH4k1

840h8

(
13− 8 v +

√
1 + 4 h2

(
− 13 + 26 h2 + 132 h4 + 120 h6 +
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+8 v − 16 h2 v + 48 h4 v + 120 h6 v
))

cz =
πH4k1

60h8

(
v +

√
1 + 4 h2

(
−v + 2 h2 v + 24 h4 v

))

lautet die Steifheitsmatrix mit Ursprung des Koordinatensystems im Scheitel der
Parabel

S =




a 0 0 0 −b 0
0 a 0 b 0 0
0 0 az 0 0 0
0 b 0 c 0 0
−b 0 0 0 c 0
0 0 0 0 0 cz




.

Für diese Aufhängung existiert ein Widerstandszentrum und liegt bei W = b(h,v)
a(h,v)

,
oder explizit

W (h, v)/H =(
− 24h2 + 12h4 + 48h6 − 9v + 36h2v + 56h4v + 96h6v + 6v2 + 44h4v2 + 48h6v2

+
√

1 + 4h2
(
−6h2 + 9v + 6h2v − 6v2 + 12h2v2

) )

/(
20h2

(
−3h2 + 4h4 − 3v + 6h2v + 8h4v + 6v2 + 9h2v2 + 4h4v2

) )
.

Im Gegensatz zu numerischen Modellen kann diese Funktion analytisch diskutiert
werden – wenn auch bequem nur unter Zuhilfenahme von Computeralgebra. Eine
beliebig enge Parabel ergibt den Grenzfall

W (h 7→ ∞, v)/H =
3

5
= 0.6 ,

und eine beliebig weite Parabel als Annäherung an eine Scheibe ergibt mit

W (h 7→ 0, v)/H =
1

2v

erneut in Abhängigkeit von der Querdehnzahl beliebig große Werte für v 7→ 0. Für
eine Kreisscheibe ist aber eine Normierung auf R sinnvoller. Mit W/R = hW/H
ergibt sich für v 6= 0 erwartungsgemäß

W (h 7→ 0, v)/R = 0 .

Die Plots der Funktion W/R in Abb. 5.4 zeigen, daß sich in einem Bereich nahe
(h, v) ≈ (0, 0) wieder beliebig große Werte ergeben können. Es lag demnach nicht
am Knick in der Spitze. Für große h ist das zwar auch der Fall, aber dann ist W/R
auch die ungeeignete Normierung. Der Bereich mit W/R > 1 für v und h läßt
sich zwar analytisch festlegen, da das aber einiges Hantieren mit quadratischen
Ungleichungen erfordert, soll es hier nicht vorgeführt werden.
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Abbildung 5.4: 3D-Plot und Höhenliniendarstellung der normierten Lage des Wi-
derstandszentrums eines Rotationsparaboloides.

Die einzigen Änderungen der Steifheitsmatrix nach Transformation auf das Wider-
standszentrum W sind: b 7→ 0 und c 7→ c− b2

a
. Dadurch ergibt sich der Ausdruck

σ2 =
c− b2/a

a

für die Konstante des Reziprozitätstheorems, vgl. Abschnitt 5.4, welche als σ2/H2

auch wieder untersucht werden kann. Für h →∞ etwa ergibt sich der asymptoti-
sche Wert

σ2(h →∞)/H2 =
12

175
≈ 0.0686 ,

und für eine Kreisscheibe folgt

σ2(h → 0)/R2 = h2 σ2

H2
(h → 0) =

1

4v
.

Für flache Aufhängungen und kleine v sind demnach auch für die Konstante des
Reziprozitätstheorems große Werte zu erwarten.

5.3.4 Die allgemeine rotationssymmetrische Aufhängung

In diesem Abschnitt soll auf drei Weisen gezeigt werden, daß die allgemeine rotati-
onssymmetrische Aufhängung mit konstanten Schichtgrößen ein Widerstandszen-
trum besitzt.

Die Existenz eines Widerstandszentrums folgt nach den Erkenntnissen der Ab-
schnitte 4.5.2.3, nach dem eine Aufhängung mit kreisförmigem Querschnitt pro
Schnittfläche ein Widerstandszentrum auf der Symmetrielinie hat, und 4.5.2.2,
nach dem eine Superposition von gleichartigen Aufhängungen wieder ein Wider-
standszentrum hat. Es bleibt noch zu zeigen, daß die Neigung des Randes nicht
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verhindert, daß eine einzelne Schicht ein Widerstandszentrum besitzt. Das ist aber
ebenfalls klar, da diese, ein kleiner Kegelstumpf, als Superposition zweier Kegel
mit leicht unterschiedlichen Höhen betrachtet werden kann. Diese werden zwar
mit negativem Gewicht superponiert, aber da in dem Abschnitt über gleicharti-
ge Aufhängungen lediglich die Linearität vorausgesetzt wurde, ist das zulässig.
Demnach besitzt ein Kegelstumpf und mit ihm die gesamte rotationssymmetri-
sche Aufhängung mit konstanten Schichtgrößen ein Widerstandszentrum auf der
Mittelachse.

Auch aus der Superposition von zwei Steifheitsmatrizen mit Widerstandszentrum
kann die Existenz eines Widerstandszentrums der gemeinsamen Aufhängung ge-
schlossen werden. Sei die z-Achse die Symmetrieachse. Es ergeben sich die Matrizen

A1 =




a1 0 0
0 a1 0
0 0 a1z


 und A2 =




a2 0 0
0 a2 0
0 0 a2z




sowie, da jeweils ein Widerstandszentrum auf der z-Achse existiert,

B1 = A1Ωz1 =




a1 0 0
0 a1 0
0 0 a1z







0 −z1 0
z1 0 0
0 0 0


 = a1z1Ωez

und B2 = a2z2Ωez entsprechend. Das Widerstandszentrum ergibt sich damit zu

z = −
(
(A1 + A2)

−1 (B1 + B2)
)D

=
(
(A1 + A2)

−1 (a1z1 + a2z2)Ωez

)D

=
a1z1 + a2z2

a1 + a2

ez .

Die Superposition erfolgt damit analog zum Schwerpunktsatz 4.5, wobei die Masse
den Anteilen der Federmatrix innerhalb der Schicht entspricht. Mittels Induktion
folgt nun die Existenz des Widerstandszentrums einer Anordnung von beliebig
vielen solcher Schichten, und wegen der Stetigkeit der verwendeten Operationen
auch die von einer rotationssymmetrischen Berandung.

Als drittes soll dieser Nachweis mit Computeralgebra erbracht werden. Mit den
Prozeduren aus A.3 und dem Normalenvektor

x[p_,t_]:=DVec[r[t] Cos[p], r[t] Sin[p], h t]

mit p ∈ [0, 2π) und t ∈ [0, 1] läßt man die Abhängigkeit des Radius r von der
relativen Höhe t noch offen. Die nötigen geometrischen Hilfsgrößen bekommt man
über

xx=x[p,t]
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xp=D[xx,p]

xt=D[xx,t]

n=Kreuz[xp,xt]

PP=Simplify[PProj[n]]

g=PowerExpand[Norm[n]]

und die zur Integration vorbereitete elementare Federmatrix wird dann mit

Integrand=Simplify[PowerExpand[Apart[g (k1 PP + k2 (Edrei-PP))]]]

bestimmt. Die Matrizen A und B ergeben sich damit einfach zu

A=Integrate[Integrand, {p,0,2Pi}, {t, 0, 1}]

B=Integrate[-Meps[xx].Integrand, {p,0,2Pi}, {t, 0, 1}]

als bestimmte Integrale in Abhängigkeit der Funktionen r(t) und r′(t). Mit den
Abkürzungen

a := π
∫ 1

0
dt r(t)

h2(k1 + k2) + 2k2r
′2(t)√

h2 + r′2(t)

az := 2π
∫ 1

0
dt r(t)

h2k2 + k1r
′2(t)√

h2 + r′2(t)

b := hπ
∫ 1

0
dt r(t)

h2(k1 + k2)t + (k1 − k2)r(t)r
′(t) + 2k2tr

′2(t)√
h2 + r′2(t)

ergibt sich einfach

A =




a 0 0
0 a 0
0 0 az


 und B = b




0 1 0
−1 0 0
0 0 0


 ,

die Winkelintegration über die Variable p konnte demnach ausgeführt werden. Es
existiert folglich ein Widerstandszentrum auf der z-Achse bei Z = b/a. Mit

C =




c 0 0
0 c 0
0 0 cz


 ,

wobei

c := π
∫ 1

0
dt r

h4(k1 + k2)t
2 + h2k2r

2 + 2h2(k1 − k2)trr
′ + 2h2k2t

2r′2 + k1r
2r′2√

h2 + r′2

cz := 2k2π
∫ 1

0
dt r3

√
h2 + r′2 ,
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ist die Struktur der rotationssymmetrischen Aufhängungen mit konstanten Schicht-
größen aus 5.2.2, 5.2.3, 5.3.2 und 5.3.3 durch Rückführung auf eindimensionale
Integrale abschließend allgemein geklärt:

Eine rotationssymmetrische Aufhängung besitzt ein Widerstandszen-
trum und wird durch eine elastische Matrix in Diagonalform beschrie-
ben.

5.3.5 Der Schaft einer Hüftendoprothese

Dieses Beispiel soll veranschaulichen, daß die vorliegende Theorie auch auf komple-
xere Aufhängungen anwendbar ist. Der Preis ist hoch: Die Integrationen können
nur noch numerisch durchgeführt werden, was, angesichts der Kompliziertheit der
auftretenden Terme, das Computeralgebra-System mehrfach zu Abstürzen veran-
laßte. Dafür existiert aber eine echt räumliche Messung [72], mit der die Ergebnisse
dieses Abschnitts in 6.5 verglichen werden können.

Der Prothesenschaft sei modelliert durch

x(ϕ, t) := (t cos(ϕ), 2t sin(ϕ) + t4/160, 2t2)/2000 ,

wobei ϕ ∈ [0, 2π) und t ∈ [0, 10], vgl. Abb. 5.5. Alle Angaben über Zahlenwerte
sind in SI. Der Koordinatenursprung befindet sich an der Spitze des Schaftes.
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Abbildung 5.5: Das geometrische Modell eines Hüftendoprothesenschaftes. Alle
Längenangaben in m.
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Die Elastizitätsmodule des Implantatmaterials mit 200GPa und der Kortikalis mit
18GPa liegen immer noch um einen Faktor 6 über der des Knochenzementes mit
3GPa oder dem der Spongiosa mit 0.08 . . . 1GPa. Die Näherung einer starr beran-
deten elastischen Schicht sollte demnach zutreffend sein. Die elastische Schicht ist
eine Hintereinanderschaltung von Spongiosa und Knochenzement. Die Spongiosa
habe die Dicke

dSpong =
(
1 + 2 sin2(ϕ)

)
10−3 + 10−4t ,

welche zwischen 1 und 3mm variiert und besitze die Materialkonstanten Querdehn-
zahl und E-Modul

σBone = 0.3 und ESpong = 0.08 · 109 .

Der aus Polymetamethylacrylat bestehende Knochenzement habe die Dicke

dpmma = 4 · 10−3

und die Materialkonstanten σpmma = 0.41 und Epmma = 3 · 109. Es sei dahinge-
stellt, ob die Beschreibung von Spongiosa mit einem Kontinuumsmodell wirklich
zulässig ist. Die einzelnen Schichtgrößen werden dann unter Benutzung von (4.28)
und (4.29) berechnet, und mit dem harmonischen Mittel

k =
(
k−1

Spong + k−1
pmma

)−1

hintereinander geschaltet. Es ergeben sich die Schichtgrößen als folgende Funktio-
nen der Flächenparameter

k1 =
1

9.86 · 10−12 + 9.29 · 10−12t + 1.86 · 10−11 sin2 ϕ

k2 =
1

3.63 · 10−11 + 3.25 · 10−12t + 6.5 · 10−11 sin2 ϕ
,

und mit einer möglichst Ressourcen schonenden Anordnung von algebraischen und
numerischen Operationen erhält man im Koordinatensystem der Parametrisierung
die Steifheitsmatrix

S = 106




121. 0. 0. 0. 7.00 −1.53
0. 58.9 −6.76 −3.53 0. 0.
0. −6.76 43.3 1.05 0. 0.
0. −3.53 1.05 0.271 0. 0.

7.00 0. 0. 0. 0.491 −0.118
−1.53 0. 0. 0. −0.118 0.0317




.

Das elastische Zentrum der Anordnung liegt bei

Z =




0
0.01389
0.05796


 ,
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und die Translation auf das elastische Zentrum liefert die elastischen Matrizen

SZ = 106




121. 0. 0. 0. −0.0336 0.155
0. 58.9 −6.76 −0.0249 0. 0.
0. −6.76 43.3 0.0572 0. 0.
0. −0.0249 0.0572 0.0499 0. 0.

−0.0336 0. 0. 0. 0.0875 −0.0297
0.155 0. 0. 0. −0.0297 0.0126




und

FZ = 10−6




0.00884 0. 0. 0. −0.169 −0.508
0. 0.0173 0.00269 0.00556 0. 0.
0. 0.00269 0.0235 −0.0257 0. 0.
0. 0.00556 −0.0257 20.1 0. 0.

−0.169 0. 0. 0. 60.7 145
−0.508 0. 0. 0. 145 429




.

Die funktionellen Achsen sind die Vektoren



1
0
0


 ,




0
0.9447
−0.3280


 und




0
0.3280
0.9447


 .

Ihre Verdrehung gegenüber den Koordinatenachsen beträgt damit 19◦ und findet
entsprechend der Symmetrie in der yz-Ebene statt. Mit der Drehmatrix aus den
funktionellen Achsen kann die Transformation auf die Realform durchgeführt wer-
den, die Flexibilitätsmatrix lautet dann

F̂ = 10−6




0.0245 0. 0.000182 0. −0.0224 0.
0. 0.00884 0. −0.535 0. 0.00696

0.000182 0. 0.0163 0. 0.0137 0.
0. −0.535 0. 480. 0. 0.

−0.0224 0. 0.0137 0. 20.1 0.
0. 0.00696 0. 0. 0. 10.2




.

Die Realform vertauscht, da sie die Eigenwerte von M ihrer Größe nach anordnet,
im Wesentlichen die x- mit der z-Achse.

Bis auf die absolute Stärke der Aufhängung, welche sich in skalaren Vorfaktoren
ausdrückt, führen andere Modelle zu vergleichbaren Ergebnissen. Daher sollen in
6.5 genau diese Zahlen mit der Messung verglichen werden.

An diesem Beispiel zeigt sich, wie schnell der sinnvolle Einsatz eines Computeralge-
brasystems, also die symbolische Manipulation von Ausdrücken, an seine Grenzen
gelangt. Eine komplizierte Dickenfunktion der Spongiosa führt, da sie im Nenner
des Integranden auftaucht, auf nicht geschlossen integrierbare Ausdrücke. Prinzipi-
ell kann dann der Versuch weiterhelfen, die Dicke durch einen Ausdruck im Nenner
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zu approximieren, dessen Kehrwert wieder einfach wäre und der allein auf integra-
ble Ausdrücke führte. Hier allerdings resultieren aus der Hintereinanderschaltung
mit dem Knochenzement über das harmonische Mittel Ausdrücke, die wieder einen
komplizierten Nenner haben und demzufolge nicht geschlossen integrabel sind. Das
zweite Hemmnis gegen geschlossene Integrabilität ist die Metrik der Fläche, welche
als Wurzel der Determinante des metrischen Tensors eine Folge der verwandten
Oberfläche ist. Beides schränkt die Anwendbarkeit des analytischen Federmodells
bezüglich Formgebung und Dickenfunktion der behandelbaren Probleme stark ein.
Der Weg über die Numerik steht aber weiterhin offen.

5.4 Diagonalform, Transversalkraft und Rezipro-

zitätstheorem

In diesem Kapitel wurde unter der Voraussetzung konstanter Schichtgrößen für vie-
le Aufhängungen eine elastische Matrix in Diagonalform berechnet. Dazu gehören
unter den ebenen Aufhängungen die rechteckige Scheibe, Kreisscheibe und Ellipse,
sowie die Aufhängungen mit Rotationssymmetrie, also etwa Voll- und Halbkugel,
Kreiszylinder mit und ohne Boden, Kreiskegel und Rotationsparaboloid.

Diese hohe Symmetrie der elastischen Matrix erlaubt es, unter der Annahme einer
speziellen Last, nämlich einer zur Symmetrieachse transversalen Kraft, die Kon-
stante des Reziprozitätstheorems direkt aus den Matrixkomponenten abzulesen.

Die transversale Kraft F greife im Abstand h auf der Symmetrieachse, hier der
z-Achse, an und weise in x-Richtung. Das entspricht der Last

f = F (1, 0, 0, 0, h, 0)T

mit dem Aufpunkt der Kraftschraube

−→
TK = hez .

Zusammen mit der Flexibilitätsmatrix in Diagonalform

F = diag (Dxx, Dyy, Dzz,Mxx,Myy,Mzz)

ergibt sich die Lage

q = Ff = F (Dxx, 0, 0, 0, hMyy, 0)T

und daraus die Drehschraube

−→
DS =

1

|θ|2 (θ × d) =
1

|FhMyyey|2 ((FhMyyey)× (FDxxex)) = −ez
Dxx

hMyy

.
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Das negative Vorzeichen besagt, daß die beiden Schraubachsaufpunkte einander
gegenüber liegen. Für die Konstante des Reziprozitätstheorems ergibt sich dann
einfach

σ2 = −
−→
DS ·

−→
TK =

Dxx

Myy

=
A−1

xx

C−1
yy

=
Cyy

Axx

. (5.6)

Für andere Richtungen der Kraft ergeben sich durch analoge Rechnung andere
Konstanten. Da dieser Lastfall aber in der Geschichte der Untersuchung der initia-
len Zahnbeweglichkeit eine herausragende Rolle spielt, vgl. Abschnitt 6.4, wurde
er hier explizit vorgestellt.



Kapitel 6

Anwendung auf biomechanische
Messungen

In diesem Kapitel sollen die Erkenntnisse aus den vorangegangenen Abschnitten
dieser Arbeit auf Meßwerte angewandt werden. Messungen aus der eigenen Arbeits-
gruppe stehen dabei im Mittelpunkt. An diesen Reanalysen werden Leistungsfähig-
keit und Grenzen des von mir erdachten Formalismus gezeigt.

6.1 Die Auswertung im Überblick

Um zu den einzelnen Beispielen nicht immer dieselben Erläuterungen abgeben
zu müssen, sollen zunächst die Rechenschritte der Auswertung in ihrer Abfolge
stichwortartig dargestellt werden. Darüber hinaus werden nur die für den jeweiligen
Versuch relevanten Teile der Auswertung durchgeführt.

6.1.1 In jedem Fall durchzuführende Schritte

1. Messen oder Berechnen einer elastischen Matrix mittels eines statistischen
Modells oder einer Theorie für die Linearisierung

• Steifheitsmatrix qM = SMLfL

• Flexibilitätsmatrix fL = FLMqL

2. Dekomposition von Steifheitsmatrix oder Flexibilitätsmatrix

SML =

(
A B2

B1 C

)
und FLM = S−1

ML =

(
D S2

S1 M

)

M und A sind translationsinvariant.
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6.1.2 Der Translationsanteil

1. Berechnung der Matrizen −A−1B2 = S2M
−1 und B1A

−1 = −M−1S1

2. Aufspalten in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Anteil

• Antisymmetrischer Anteil: Transformationsmatrizen

ΩMD = −
(
A−1B2

)A
=

(
S2M

−1
)A

ΩLT =
(
B1A

−1
)A

= −
(
M−1S1

)A

• Symmetrischer Anteil: Widerstandsmatrizen

WM = −
(
A−1B2

)S
=

(
S2M

−1
)S

WL = −
(
B1A

−1
)S

=
(
M−1S1

)S

3. Berechnung der Güten

GM =
2‖WM‖2 − 3‖ΩMD‖2

2‖WM‖2 + 3‖ΩMD‖2
und GL =

2‖WL‖2 − 3‖ΩLT‖2

2‖WL‖2 + 3‖ΩLT‖2

und Beurteilung der elastischen Matrix.

6.1.2.1 Information im antisymmetrischen Anteil

Untersuchung der Transformationsmatrizen aus Punkt 2 in 6.1.2.

1. Ablesen der Ortsvektoren der elastischen Zentren

• Drehmomentszentrum
−→

MD = ΩD
MD

• Translationszentrum
−→
LT = ΩD

LT

2. Zusammensetzen der 6× 6 Transformationsmatrizen

• der Lasten fT = TTLfL

TTL =

(
I 0

ΩTL I

)

• der Lagen qD = T T
MDqM

T T
MD =

(
I ΩDM

0 I

)
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3. Translation der Koordinatenursprünge auf die elastischen Zentren

• Steifheitsmatrix: STD = TTLSLMT T
DM

• Flexibilitätsmatrix: FDT = T T
MDFMLTLT

4. Stärke des Effektes der Transformation: Blocknorm

‖ ∗ ‖6×6 =

(
‖ ∗1..3,1..3 ‖3×3 ‖ ∗1..3,4..6 ‖3×3

‖ ∗4..6,1..3 ‖3×3 ‖ ∗4..6,4..6 ‖3×3

)

vorher und nachher.

6.1.2.2 Information im symmetrischen Anteil

Untersuchung der Widerstandsmatrizen aus Punkt 2 in 6.1.2.

1. • Größe des Widerstandsbereiches 1
2
maxi,j |wi − wj|

• Aufpunktflächen: Parameterdarstellung
−→
ZA = ±x×Wx

mit x(φ, θ) ∈ S2

• Abstandsflächen | −→ZA|2 = xT W 2x−
(
xT Wx

)2

• Steigungsflächen τ = ±xT Wx

2. Schraubachskongruenzen x(φ, θ)× (±Wx(φ, θ)) + λx(φ, θ)

6.1.3 Der Rotationsanteil

1. Zerlegung von M in die singulären Werte M = RT
f diag (mi) Rq

2. Spalten sind Bilder der Einheitsvektoren

3. Untersuchung der Drehwinkel cos α = 1
2
(SpR− 1)

4. Untersuchung der Drehrichtungen n =
(
RD

)0

5. Zusammensetzung der 6× 6 Rotationsmatrizen

Rq =

(
Rq 0
0 Rq

)
und Rf =

(
Rf 0
0 Rf

)

6. Berechnung der Normalform

• der Flexibilitätsmatrix F̃ = RqFDTRT
f

• der Steifheitsmatrix S̃ = RfSTDRT
q
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6.1.4 Optionale Schritte

• Manuelle Angleichung der Orientierung an das Laborkoordinatensystem durch
Permutation der Koordinaten

• Test des Federmodells mit Sp(B) = 0

• Inkompatible Einheitensysteme? Untersuche ‖WL‖/‖WM‖
• Verdrehung der Referenzsysteme? Untersuche Singulärwertzerlegung

A = RT
Ldiag (ai) RR

oder Polarzerlegung

• Vorlast? Untersuche antisymmetrische Anteile von STD

6.2 Das Wirbelsäulensegment

Die Wirbelsäule ist das vom Kopf bis zum Becken reichende Achsenskelett des
menschlichen Körpers. Sie besteht aus den knöchernen Wirbelkörpern, den knor-
peligen Bandscheiben dazwischen und dem Bandapparat. Nach Morphologie und
Funktion unterscheidet man die Halswirbel C1 − C7, die Brustwirbel T1 − T12,
die Lendenwirbel L1 − L5 sowie Kreuzbein und Steißbein. Untereinander sind je
zwei Wirbelkörper neben dem Bandapparat über eine Bandscheibe als Synarthrose
flächig und durch je zwei Diarthrosen, die Wirbelbogengelenke, gelenkig mitein-
ander verbunden. Eine solche Einheit zu zwei benachbarten Wirbelkörpern wird
Bewegungssegment genannt. Es bestimmt maßgeblich das mechanische Verhalten
der gesamten Wirbelsäule. Eine Bandscheibe setzt sich aus dem aus Bindegewebe
und Knorpel bestehenden äußeren Faserring, dem Annulus fibrosus, und dem zen-
tral gelegenen inneren Gallertkern, dem Nucleus pulposus zusammen. Der Faserring
besteht in der Aufsicht aus konzentrischen Schichten kollagener Fasern und Faser-
knorpel, wobei die Fasern in der Seitsicht einer Schicht eine gekreuzte Struktur
aufweisen, ähnlich den Erzeugenden eines einschaligen Hyperboloides. Zwischen
der Bandscheibe und den Wirbelkörpern befindet sich hyaliner Knorpel, dennoch
wird das Bewegungssegment insgesamt zu den Symphysen gezählt [31].

In diesem Abschnitt soll eine von Panjabi et. al. [53] gemessene gemittelte Steif-
heitsmatrix der in die beiden angrenzenden Wirbelkörper eingebetten Bandscheibe
der Lendenwirbelsäule besprochen werden. Der Vergleich mit der Theorie findet
unter Benutzung der Form einer allgemeinen ebenen Aufhängung mit konstan-
ten Schichtgrößen 5.1.6 statt. Einige Werte sollen danach mit einer Messung von
Stefan Spiering aus der eigenen Arbeitsgruppe [59] verglichen werden. Um die
Überlegungen abzurunden, werden den Messungen und der eigenen Theorie die
numerischen Resultate Brobergs [8] gegenübergestellt.
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Das Koordinatensystem liegt in der Mitte des oberen Wirbelkörpers, die y-Achse
weist nach cranial, die z-Achse nach frontal und die x-Achse in Richtung von
ey × ez. Unter der Annahme der Symmetrie in der Sagittalebene (hier also yz)
wird nur eine Auswahl der 36 möglichen Matrixeinträge betrachtet. Diese Reduk-
tion ist zulässig unter der Voraussetzung, daß das Koordinatensystem tatsächlich
die Symmetrieebene als Koordinatenebene hat: Kräfte in der Ebene und Drehmo-
mente senkrecht zu ihr sollten die Ebene in ihrer Lage unverändert lassen; es finden
also weder Translationen senkrecht zur Ebene noch Rotationen mit in der Ebene
verlaufenden Drehachsen statt. Eine Bestätigung dieser Symmetrieannahme durch
die Meßwerte hätte letztere noch validiert, das fand jedoch leider nicht statt.

Um viskoelastische Effekte auszuschalten, wurden die Lagen 4min nach Aufbringen
der Last gemessen, was etwa 97% des asymptotischen Wertes und damit einer
Zeitkonstanten von gut 1min entspricht. Die Steifheitsmatrizen wurden aus den
Flexibilitätskonstanten mittels Matrixinversion berechnet und über die Elemente
T1−2 bis T11−12 gemittelt. Die Steifheitsmatrix für positive Lasten lautet dann

S+ = 104




0.011 0 0 0 0.058 0.015
0 0.078 0.005 −0.076 0 0
0 0.005 0.01 −0.164 0 0
0 −0.076 −0.164 15.2 0 0

0.058 0 0 0 15.3 −0.804
0.015 0 0 0 −0.804 14.8




,

und die für negative Lasten

S− = 104




0.011 0 0 0 0.062 0.164
0 0.124 −0.002 −0.073 0 0
0 −0.002 0.01 −0.156 0 0
0 −0.073 −0.156 18.6 0 0

0.062 0 0 0 14.5 0.2
0.164 0 0 0 0.2 19.7




,

beide in den Einheiten

(
N/mm N/rad

N mm/mm N mm/rad

)
,

d. h. die Translationsrichtgrößen sind in der Größenordnung 0.1− 1 MN/mm und
die der Rotation 150− 200 Nm/rad.

Die Güten der Transformationsmatrizen liegen mit

G+ = −0.34 und G− = −0.97

im ersten Fall recht weit entfernt vom Idealwert G = −1, vermutlich eine Folge der
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getroffenen Vereinfachungen.1 Das elastische Zentrum liegt bei

z+ =




0
−8.90
2.60


 mm und z− =




0
−15.34
3.24


 mm ,

also im ersten Fall eher auf der Unterseite des Wirbelkörpers und im zweiten eher
in der Mitte der Bandscheibe. Der Widerstandsbereich hat eine Größe von

B+ = 8.00mm und B− = 2.43mm .

Die Matrix für negative Lasten kommt demnach einer Synarthrose mit einem Wi-
derstandszentrum recht nahe. In diesem Fall, der sich ja aus verschiedenen Einzel-
lasten zusammensetzt, sind die Wirbelbogengelenke offenbar gleich gekoppelt oder
sogar ganz ohne Kontakt, vgl. B.3. Diese Matrix allein soll nun weiter untersucht
werden.

Die Transformation auf das elastische Zentrum ergibt

S̃−Z = 104




0.011 0. 0. 0. 0.0264 −0.00473
0. 0.124 −0.002 0.298 0. 0.
0. −0.002 0.01 −0.00909 0. 0.
0. 0.298 −0.00909 16.8 0. 0.

0.0264 0. 0. 0. 14.2 −0.736
−0.00473 0. 0. 0. −0.736 17.3




.

Eine Rotation um etwa 12◦ um die x-Achse beendet den Weg zur Realform. Es
ergeben sich schließlich die Flexibilitätsmatrix

F̂− = 10−4




91.3 0 0 0 −0.161 0.0539
0 13.4 20.8 −0.14 0 0
0 20.8 95.4 0.0584 0 0
0 −0.14 0.0584 0.0622 0 0

−0.161 0 0 0 0.0715 0
0.0539 0 0 0 0 0.0574




in den Einheiten (
mm/N mm/N mm
rad/N rad / N mm

)
,

und in den obigen Einheiten die Steifheitsmatrix

Ŝ− = 104




0.011 0. 0. 0. 0.0247 −0.0103
0. 0.118 −0.0259 0.289 0. 0.
0. −0.0259 0.0162 −0.0734 0. 0.
0. 0.289 −0.0734 16.8 0. 0.

0.0247 0. 0. 0. 14. −0.0232
−0.0103 0. 0. 0. −0.0232 17.4




.

1In der zitierten Publikation befindet sich zudem ein Druckfehler: Bei der auf S. 190 in [53]
angegebenen Matrix F+ muß es heißen −5.62 statt −56.2, vgl. die Einheiten im Plot F23 in Fig. 8.
Mit dieser Matrix bekäme A auf der Hauptdiagonale negative Einträge, eine Kraft in y-Richtung
hätte dann eine Translation in die Gegenrichtung zur Folge, was offenbar nicht vernünftig ist.
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Die Steifheitsmatrix der allgemeinen ebenen Aufhängung aus 5.1.6 hat in diesen
Koordinaten die schachbrettartige Gestalt

S =




∗ 0 ∗ 0 ∗ 0
0 ∗ 0 ∗ 0 ∗
∗ 0 ∗ 0 ∗ 0
0 ∗ 0 ∗ 0 ∗
∗ 0 ∗ 0 ∗ 0
0 ∗ 0 ∗ 0 ∗




.

Die Spurbedingung (4.6) ist zwar erfüllt, aber durch die Vernachlässigung einiger
Terme wenig aussagekräftig. Wegen der unterschiedlich vorausgesetzten Symmetri-
en können nur die Diagonalelemente mit denen der allgemeinen ebenen Aufhängung
(5.1) bis (5.4) verglichen werden. Diese waren unter der Voraussetzung der kon-
stanten Schichtgrößen abgeleitet worden. Ich möchte hier nur Verhältnisse der elas-
tischen Konstanten betrachten.

Man erhält für die translationsinvariante Teilmatrix A mit (5.1)

(A11 + A22)/2

A33

=
k2

k1

= vT ,

hier also

vT =
0.014

0.118
= 0.119 ,

wodurch das Stabmodell mit Werten von v ≥ 1/3 als hier nicht brauchbar aus-
geschlossen werden kann, vgl. Abb. 4.5. Mit (4.30) entspricht das im Federmodell
einer Querdehnzahl von σT ≈ 0.43. Gegenüber Translationen ändert sich also ihr
Volumen kaum, die Bandscheibe kommt eher einem Körper aus Gummi nahe.

Anders ist die Situation bei den Rotationen. Aus (5.4) folgt

C33

C11 + C22

=
(c1 + c2 −Oz2

1 −Oz2
2)k2

(c1 + c2 −Oz2
1 −Oz2

2)k1

=
k2

k1

= vR ,

hier mit den Zahlenwerten

vR =
14

16.8 + 17.4
= 0.409 ,

die, wieder mit (4.30), einer Querdehnzahl von σR ≈ 0.15 entsprechen. Gegenüber
Rotationen ändert sich also das Volumen der Bandscheibe im Wesentlichen durch
die Längenänderung.

Diese starke Diskrepanz in den Querdehnzahlen läßt sich durch die innere Struktur
der Bandscheibe erklären, da dann die Voraussetzungen zur Ableitung von (5.1)
bis (5.3), also insbesondere die konstanten Schichtgrößen, nicht mehr gegeben sind.
Der Teil der inneren Struktur, welcher dieses Phänomen erklärt, ist der gallertar-
tige Kern der Bandscheibe, der Nucleus pulposus. Seine Funktion ist, legt man die
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obigen Meßwerte zu Grunde, die gesamte Bandscheibe gegenüber Translationen
inkompressibler als gegenüber Rotationen zu gestalten. Das ermöglicht die Beweg-
lichkeit der gesamten Wirbelsäule als Hintereinanderschaltung von Drehungen mit
räumlich versetzten Achsen und verhindert gleichzeitig eine zu starke Verschiebung
der einzelnen Wirbelsegmente gegeneinander.

Sicherlich kann man auch versuchen, kompliziertere Modelle, etwa die mit einer
Faserstruktur oder die dem Biegebalken verwandten mit einem expliziten lokalen
Beitrag der Rotationsanteile zur elastischen Energie, im Hinblick auf eine Erklärung
der Werte heranzuziehen. Da die Phänomene aber schon mit dem einfacheren Mo-
dell gedeutet werden können, ist das nicht nötig.

Die Messung von [59] an einem konservierten Bewegungssegment ergab nach Ent-
fernung der Wirbelbogengelenke bezüglich axialer Rotationen (also in y-Richtung)
eine Flexibilität von 0.021 rad/Nm gegenüber hier 0.007 rad/Nm. Demnach hätte
die Konservierung keine versteifende, sondern eine um den Faktor drei flexibilisie-
rende Wirkung. Das kann durch die starke individuelle Streuung der elastischen
Konstanten erklärt werden – es handelt sich ja um eine Messung zu einem Einzel-
präparat. Plausibler ist dieser Effekt mit einer erhöhten Durchlässigkeit der Zell-
membranen gegenüber der Konservierungsflüssigkeit im Vergleich zur originalen
Gewebsflüssigkeit erklärbar. Dennoch sollte diese

”
Stärke“ der Aufhängung als ge-

nereller Vorfaktor nur geringen Einfluß auf die Struktur der Bewegung haben.

Ferner sollte ein variables axiales Drehmoment zusammen mit einer konstanten
Last parallel dazu eine reine Drehung mit durch das Widerstandszentrum verlau-
fender Achse zur Folge haben. Alle meßbaren Translationen stehen dann senkrecht
auf dieser Achse. In der Tat waren die Aufpunkte der Drehschrauben erwartungs-
gemäß konstant. Hingegen ergab die Messung statt einer verschwindenden eine
linear mit dem Drehmoment anwachsende Schraubsteigung! Das könnte zwar ein
Effekt der in 3.1.4.2 besprochenen Relaxationseffekte sein, ist hier aber m. E. an-
ders zu deuten: Wenn eine flächige Aufhängung auf ein zu ihr senkrechtes Dreh-
moment tatsächlich mit einer Translation parallel zu diesem antwortet, dann muß
dieses aus Symmetriegründen einen von dem Vorzeichen der Drehung unabhängi-
gen Wert haben. Da das mit einer linearen Abhängigkeit unvereinbar ist, ergeben
sich im einfachsten Fall Ursprungsparabeln für die Translation. Auch das läßt sich
auf den Bau der Bandscheibe zurückführen: Eine axiale Kompression/Extension
der Bandscheibe unter einem axialen Drehmoment hat unter Berücksichtigung der
gekreuzt verlaufenden Fasern des Annulus fibrosus für ein entgegengesetzt gerich-
tetes Drehmoment wieder eine Kompression/Extension zur Folge. Die Messung
ergab ein Anwachsen der Bandscheibe von 0.1 mm auf 2◦. Dieses Anwachsen kann
mit dem Hyperboloidmodell erklärt werden. Der theoretischen Verkleinerung des
Volumens im Inneren bei Drehungen wirken sowohl der inkompressible Kern als
auch die Volumenerhöhung der Faserschichten entgegen. Der Faserring ist demnach
derart gestaltet, daß der Druck im Kern den Faserring nicht nach außen ausbeult,
sondern die einzelnen Fasern längt – ein komplexes Zusammenspiel aus Geometrie
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und Elastizität.

Alle Messungen mit Wirbelbogengelenken hatten nur noch kompliziertere Effekte
zur Folge. Diese ließen sich so interpretieren, daß nicht der lineare Zwangskon-
takt aus B.3, sondern für einen einzelnen Kontakt die dimere Kette, und für beide
Gelenke im Kontakt das Viergelenk, vgl. [49], angemessene Modelle zum Beschrei-
ben der Bewegung sind. Da diese Zwangsbedingungen quadratisch sind, wird der
Gültigkeitsbereich dieser linearen Theorie verlassen.

Als Letztes soll noch der Vergleich mit dem komplexen geometrischen Modell der
Bandscheibe Brobergs [8] vorgenommen werden. Dort werden die Lageänderun-
gen bei verschiedenen axialen Vorlasten vorgegeben und die resultierenden Lasten
über die einzelnen Bestandteile der Bandscheibe numerisch aufsummiert. Die Band-
scheibe wird aus zwei Phasen zusammengesetzt. Die eine Phase sind die Fasern;
sie sind ohne Verbindung untereinander, tragen aber über ihre Krümmung zu den
Lasten bei. Dieser Beitrag koppelt über die Ausbeulung der konzentrisch angeord-
neten Faserschichten mit dem Gallertkern. In den aufeinander folgende Schichten
sind die Fasern entgegengesetzt geneigt, wodurch die gekreuzte Struktur modelliert
wird. Für die Fasern selbst wird eine nichtlineare Kraft-Auslenkungs-Beziehung zu
Grunde gelegt. Die zweite Phase sind der Kern und der Raum zwischen den Fa-
serschichten, welche als inkompressibel angenommen werden. Aus den Graphen
wurden die Diagonalelemente der differentiellen Steifheitsmatrix zu den axialen
Vorlasten 700 und 3000 N bestimmt. Es ergaben sich die Steifigkeiten

S700 = ((.093, .080, 2.2)MN/m, (9.2, 12, 360)Nm/rad)

und
S3000 = ((0.27, 0.20, 6.3)MN/m, (21, 27, 690)Nm/rad) .

Zunächst ist klar erkennbar, daß ein Stress-Stiffening um etwa den Faktor 3 für
Translationen und den Faktor 2 für Rotationen stattgefunden hat, vgl. auch [43]. In-
teressanterweise ergibt sich für axiale Kompression eine Kopplung zwischen axialen
Kräften und Drehmomenten, was einerseits auf eine nicht verschwindene Steigung
der Kraftschraube und andererseits auf Nebendiagonalelemente in der Steifheits-
matrix führt. Diese lassen sich nicht durch eine Transformation auf das elastische
Zentrum wegtransformieren, so daß kein Widerstandszentrum sondern ein Wider-
standsbereich vorliegt. Als Nächstes sollen wieder die Verhältnisse der Größen be-
trachtet werden. Für Translationen ergibt sich beide Male

vT = 0.04 ,

was das reine Stabmodell wieder ausschließt und einer Querdehnzahl von etwa 0.47
entspricht. Die extreme Anisotropie bei den Rotationssteifigkeiten führt auf

vR = 18 und 15 ,

was, da der Wert erheblich größer ist als 1, nur durch ein Stabmodell mit einer
expliziten Abhängigkeit der Federmatrix K von den Rotationen erklärt werden
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kann, vgl. (4.13). Das entspricht m. E. auch den im Modell verwandten Annahmen.
Wahrscheinlich würde eine elastische Kopplung der Faserringe untereinander einen
geringeren Einfluß der inkompressiblen Anteile zur Folge haben und die Isotropie
des Rotationsanteils erhöhen.

Insgesamt ist das Modell einer linearen Abhängigkeit der Lagen von den Lasten
selbst für eine Bandscheibe ohne Wirbelbogengelenke zu einfach, obwohl mit ihm
Aussagen getroffen werden können. Demnach müßte auch das multivariate Re-
gressionsmodell aus Abschnitt 3.2.3 mindestens um quadratische Terme erweitert
werden, etwa

qi = Fijfj + Fijkfjfk .

Dabei ist zu beachten, daß quadratische Terme auch bei ungenügender Relaxation
entstehen. Nur Messungen an frischem Material werden entscheiden können, ob die
absoluten Steifigkeiten eine Folge des generellen Einflusses der Konservierung auf
die Bestandteile der Bandscheibe sind, oder aber ob es sich um eine unterschiedliche
Wirkung auf die einzelnen Komponenten handelt, die eine geänderte Kopplung
zwischen elastischen und flüssigen Anteilen nach sich zieht.

6.3 Ein zylindrischer Probekörper

Dieser Probekörper diente Benedikt Becker [4] der Überprüfung der Meßappa-
ratur aus dem nächsten Abschnitt. Da die Steifheitsmatrix einer solchen Aufhän-
gung in Abschnitt 5.2.2 berechnet wurde, soll zunächst diese Messung betrachtet
und mit der Vorhersage verglichen werden. Ferner soll exemplarisch vorgeführt
werden, wie bei bekannten Abmessungen gleichzeitig Elastizitätsmodul und Quer-
dehnzahl aus der Steifheitsmatrix bestimmt werden können.

Es handelte sich um einen ein Kreiszylinder mit 4mm innerem Radius und 18.5mm
Höhe, bei dem die Berandungen und die elastische Schicht durch Polymerisation
miteinander verbunden waren. Die Schichtdicke betrug 1mm. Der geometrische
Mittelpunkt des Zylinders lag bei (3.8, 0.76, 0.75)cm und die Zylinderachse wies in
x-Richtung.

Es wurden drei vollständige Messungen mit verschiedenen Lastbezugspunkten und
ein vom Experimentator restringierter Datensatz als Rohdaten verwendet. Die Be-
stimmung der Flexibilitätskonstanten erfolgte durch univariate lineare Regression.
Die Flexibilitätsmatrizen wurden einzeln auf Realform gebracht. Dabei änderte
sich die Blocknorm von(

8 . . . 120 31 . . . 49
1 . . . 36 24 . . . 37

)
auf

(
7 . . . 11 3 . . . 5
2 . . . 4 24 . . . 37

)

in den Einheiten(
µm/N µm/Ncm

10−4rad/N 10−4rad/Ncm

)
=

(
µm/N 10−4/N

10−4rad/N 10−4rad/Ncm

)
,
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welche konsistent sind und auch im Folgenden beibehalten werden sollen. Die Güte
für das Meßsystem lag einheitlich bei −0.997, die für das Lastsystem bei zwei
Messungen bei −0.994 und −0.976. Zwei Experimente waren so gestaltet, daß der
Lastangriff in der Zylindermitte erfolgte, bei diesen lag die Güte erwartungsgemäß
nahe +1 bei +0.918 und +0.926. Das Drehmomentszentrum liegt für alle Matrizen
bei

−→
MD =




3.81
0.82
0.62


 cm

mit Streuungen im Bereich 0.6mm. Nach Auskunft der Flexibilitätsmatrizen wur-
den die Bezugspunkte der Last dabei im Bereich

−→
LT =




0 . . . 3.75
−0.99 . . . 0.67
−0.94 . . . 0.65


 cm

variiert. Die Größe des Widerstandsbereiches ergab 0.15cm für das Meßsystem
und 0.18 ± 0.08cm für das Lastsystem. Zylindermitte und Drehmomentszentrum
stimmen in x- und y-Richtung recht gut überein, nur in z-Richtung ergibt sich eine
im Rahmen der Genauigkeit tolerable Abweichung von 1.3mm. Die Rotation auf
die Realform erfolgte einheitlich um etwa die x-Achse um 62◦ und 61◦. Die Güte
der Matrix A reichte von +0.39 bis hin zu +0.98 und lag im Mittel bei 0.65.

Da Realformen dieser Matrizen alle miteinander vergleichbar sind, dürfen sie kom-
ponentenweise diskutiert werden. Die Mittelwerte der einzelnen Komponenten der
Flexibilitätsmatrizen in Realform lauten




6.39 0.831 −0.901 0.0158 0.396 0.399
−0.542 4.48 0.306 2.44 −0.692 −0.00921
−0.393 −0.981 2.77 2.9 −0.0112 −0.332
−0.0339 0.183 1.04 28.2 0 0
0.0332 −1.17 −0.191 0 4.57 0
0.149 −0.162 0.201 0 0 3.88




,

mit den Streuungen




0.412 1.08 0.69 0.00353 0.0784 0.0772
0.48 2.22 1.3 0.581 0.122 0.0725
1.08 1.86 0.418 0.659 0.085 0.0639
0.292 2.18 1.62 6.38 0 0
0.362 0.382 0.0645 0 0.861 0
0.224 0.0556 0.618 0 0 0.75




.

Die zeitliche Abfolge der Messungen zeigte, daß diese Streuung teils durch eine
langsam fortschreitende Auspolymerisation der elastischen Schicht und teils durch
die Restriktion des Datensatzes hervorgerufen wurde. Bis auf die Komponente D22
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verursacht das im Wesentlichen nur einen skalaren Effekt, also entspricht die obige
gemittelte Matrix etwa einem zeitlichen Zwischenzustand.

Bei drei Werten lehnt ein beidseitiger t-Test auf gleiche Mittelwerte zum 10%-
Niveau bei einer Veränderung des empirischen Mittels um s/µ =

√
n/t4,10% = 0.9

Standardabweichungen nicht ab. Als Faustformel dürfen demnach die Werte um
etwa eine Standardabweichung verändert werden, ohne signifikante Veränderun-
gen vorgenommen zu haben. Dennoch sind mit 12 von 21 Werten außerhalb der
Diagonalen nur rund die Hälfte überhaupt statistisch von Null verschieden. Der
Rest liegt, wie die Veränderung der Blocknorm zeigt, im Bereich des absoluten
Fehlers der Apparatur. Da die ursprünglichen Flexibilitätskoeffizienten durch die
Rotation auf Realform untereinander vermischt werden, können deren Streuungen
auch andere Komponenten stören. Prinzipiell erlaubt das eine Interpretation der
Nebendiagonalmatrizen als Vorliegen eines Widerstandszentrums. Hier soll etwas
behutsamer zunächst eine Symmetrisierung der Matrix unter Berücksichtigung der
Streuungen erfolgen.2 Es ergibt sich die symmetrische Matrix




6.39 −0.119 −0.702 0.0152 0.331 0.335
4.48 −0.225 1.97 −0.809 −0.0957

2.77 2.36 −0.113 −0.282
28.2 0 0

4.57 0
3.88




mit der Streuung




0.412 0.665 0.84 0.00697 0.129 0.115
2.22 1.53 0.917 0.186 0.0629

0.418 0.936 0.0733 0.116
6.38 0 0

0.861 0
0.75




.

Eine formale abermalige Transformation auf das elastische Zentrum mit einer
Veränderung des Bezugspunktes im sub-mm Bereich liefert schließlich die Flexi-

2Das gewichtete Mittel zweier Meßreihen mit Mittelwerten und Standardabweichungen µ1±s1

und µ2 ± s2 ist
µ1s2 + µ2s1

s1 + s2
.

Dieses Mittel entfernt sich von den anfänglichen Mittelwerten gleich weit, gemessen in der je-
weiligen Streuung. Die Streuung für den neuen Wert ergibt sich nach der Fehlerfortpflanzung
zu √

2s1s2

s1 + s2
,

also aus dem durch
√

2 dividierten harmonischen Mittel der einzelnen Streuungen. Insgesamt
werden so Werte mit kleinen Streuungen begünstigt – wie es auch sein soll.
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bilitätsmatrix




6.39 −0.118 −0.702 0.0152 0.325 0.33
4.49 −0.22 2. −0.809 −0.096

2.78 2.39 −0.113 −0.282
28.2 0. 0.

4.57 0.
3.88




.

Obwohl immer noch die Terme der Nebendiagonalmatrizen statistisch von Null
verschieden sind, zeigt die Betrachtung der Normen der absoluten Fehler der Ori-
ginaldaten zusammen mit der Fehlerfortpflanzung über die Abstände, daß ihnen
kaum eine sinnvolle Information zu entnehmen ist. Eine Deutung der antisymme-
trischen Anteile der Nebendiagonalmatrizen Bi der Steifheitsmatrix ist wegen der
Werte bis zu 20kN auch nicht sinnvoll. Die über alle Messungen konstante Drehung
auf Realform erlaubt zusammen mit der aus den Hauptdiagonaltermen ablesbaren
Anisotropie die Deutung, daß der Probekörper leicht asymmetrisch bzw. azentrisch
gestaltet ist und daher kein Widerstandszentrum mehr besitzt, aber daß der Wi-
derstandsbereich mit 1.4mm klein und in derselben Größenordnung wie die Meß-
genauigkeit ist. Der Ausreißer bei D22 zeigt ferner, daß an den Translationsanteil
einer Einzelmessung keine allzu großen Erwartungen zu stellen sind.

Im Folgenden sollen die Werte mit der Vorhersage des Kreiszylinders verglichen
werden, um die Schichtgrößen zu bestimmen. Dazu wendet man die mit der Streu-
ung gewichtete Mittelung auf die zur y- und z-Achse gehörenden Einträge an. Das
wird von einem entsprechenden t-Test nicht verworfen. Es ergibt sich die mit dem
Ergebnis aus Abschnitt 5.2.2 zu vergleichende Diagonalmatrix

F = diag (6.39± 0.41, 3.05± 0.50, 3.05± 0.50, 28.2± 6.4, 4.20± 0.75, 4.20± 0.75) ,

und mit dieser das überbestimmte Gleichungssystem

πhr2k2 = 1/ (6.39 µm/N)

πhr(k1 + k2) = 1/ (3.05 µm/N)

2πhr3k2 = 1/
(
28.2 · 10−4rad/Ncm

)

πhr

12

(
h2(k1 + k2) + 12r2k2

)
= 1/

(
4.20 · 10−4rad/Ncm

)
,

welches in zwei Teilsysteme für Rotation und Translation zerfällt. Wegen der
Flächenkorrektur (4.10) ist mit der Dicke 1mm in diesen Formeln der Radius

r = (0.5(1/4 + 1/5))−1 mm = 4.44mm

anzusetzen. Unter Benutzung des Rotationsanteils ergeben sich die Schichtgrößen

k1 = 2.61 · 109N/m3 rad und k2 = 3.34 · 108N/m3 rad ,
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und mit dem Translationsanteil folgt

k1 = 9.54 · 108N/m3 und k2 = 2.99 · 108N/m3 .

Das Verhältnis beider Werte sollte in beiden Fällen dasselbe sein, was nicht zutrifft.
Diese Diskrepanz kann behoben werden, indem man annimmt, daß die nahe an
der Grenze der absoluten Genauigkeit liegenden Werte für F22 und F33 wegen
der Eigenelastizität der Apparatur überschätzt wurden. Ist der tatsächliche Wert
gleich 1.25µm/N, welcher außerhalb der absoluten Meßgenauigkeit liegt, und ist
der effektive Radius mit 4.5mm etwas größer, so erhält man zusammen mit dem
nach oben korrigierten Wert F44 = 0.003rad/N cm annähernd übereinstimmend

k1 = 2.8 · 109N/m3 und k2 = 3.1 · 108N/m3 ,

was v = 0.11, also einer Querdehnzahl von σ = 0.44, und mit einer Dicke von 1mm
einem Elastizitätsmodul von E = 0.88MPa entspricht.

Da diese Werte für Elastomere nicht untypisch sind, stimmen Messung und Theo-
rie im Rahmen der Genauigkeiten von Messung und Herstellung des Probekörpers
überein. Zur Bestimmung der elastischen Konstanten ist, wegen der günstigen Feh-
lerfortpflanzung, einer Messung mit reinen Drehmomenten an einem gut bekannten
Körper der Vorzug zu geben.

Zusammenfassend lieferte die Meßapparatur in etwa 0.5 bis max. 1.5mm genaue
Orte. Die große Streuung der Flexibilitätskonstanten ergibt sich aus vier Haupt-
quellen:

• Aus dem Lastsystem, welches nur mit großer manueller Geschicklichkeit an
die Koordinatenachsen des ruhenden Meßobjektes angepaßt werden kann,

• aus dem Meßsystem, da die verwendete 6-Taster-Anordnung wegen der un-
bekannten Nullagen der Taster Fehler erster Ordnung bei der Bestimmung
der Translationsanteile der Lagen hervorruft,

• aus einer Restriktion des Datensatzes auf einseitige oder erst ab einem Min-
destwert wirkende Lasten und

• aus der Dauer der gesamten Messung, da sich das Meßobjekt gegen Ende
der Messung durch chemische Veränderungen von seinem Anfangszustand
entfernt hat.

Dieser letzte Effekt ist gerade bei an biologischen Objekten gewonnenen Daten als
mögliche Fehlerquelle im Auge zu behalten. Außerdem zeigt sich, daß die Lösungen
der Gleichungen für die Materialkonstanten sehr stark von der Probengeometrie
abhängen. Daher sind extrem genaue Probekörper vonnöten, denn eine kleine abso-
lute Veränderung der Schichtdicke entspricht bei einer dünnen Schicht einer großen
relativen.
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6.4 Initiale Zahnbeweglichkeit

In diesem Abschnitt sollen von Benedikt Becker in unserer Arbeitsgruppe
durchgeführte Messungen zur initialen Zahnbeweglichkeit [3, 4] zur Sprache kom-
men. An ihnen soll die Notwendigkeit der Dreidimensionalität der Betrachtung
einer Synarthrose und die entscheidende Rolle der Scherelastizität gezeigt werden
– gleich ob Messung oder Theorie. Die Genauigkeit und Zuverlässigkeit der Meß-
apparatur wurde bereits im letzten Abschnitt betrachtet.

Zunächst sollen die bekanntesten Theorien und Vorstellungen zum elastischen Ver-
halten des Periodonts, des bewegungsbestimmenden Elementes des Zahnhalteap-
parates, vgl. [44, 7], vorgestellt werden.

6.4.1 Elastische Faser vs. inkompressible Flüssigkeit?

Der Zahnhalteapparat verbindet die Zahnwurzel federnd mit der Alveole des Kie-
fers. Seine wesentlichen Bestandteile sind das Periodont, die bindegewebige Wurzel-
haut des Zahnes, das, wie auch die Knochenhaut des Alveolarkamms, kontinuierlich
in das Zahnfleisch übergeht. Der innere Aufbau des Periodonts ist ausführlich in [5]
beschrieben. Auch der Bandapparat des Zahnfleisches besitzt eine komplexe räum-
liche Faserstruktur, vgl. [15]. Die Verbindung der Zähne untereinander erfolgt außer
dem Bandapparat, einer Synarthrose, auch durch ihre Approximalkontakte, einer
Diarthrose. Das Periodont enthält neben den Fasern die interstitielle Flüssigkeit
und ein umfangreiches Blut- und Lymphgefäßsystem. Seine reichliche Nervenver-
sorgung mit Mechanorezeptoren erlaubt es, den Zahn als Tastorgan einzusetzen.

Die auf das in dieser Arbeit verwendete Federmodell passenden Fasern sind die
flächig angeordneten kollagenen. Die Faserstruktur selbst wird aus Gründen der
Einfachheit zunächst außer acht gelassen. Wichtiger für das Federmodell ist die
Verteilung der Dicke des Periodonts über die Wurzeloberfläche. Der dünnste Teil
des Periodonts befindet sich von der Mitte der Zahnwurzel aus gesehen etwas in
Richtung zur Wurzelspitze hin, man spricht auch von einer

”
Sanduhrform“. In der

Nähe des dünnsten Teiles werden auch die Rotationsachsen zu physiologischen Las-
ten vermutet. Die Dicke des Periodontalspaltes variiert interindividuell von 50µm
bis 300µm, als mittlere Dicken sind etwa 200–140–200µm anzunehmen [12]. Eine
Streuung der elastischen Eigenschaften um einen Faktor drei ist daher durchaus zu
erwarten.

Hier interessiert die Bewegung eines Frontzahnes unter Last. Nach anfänglich na-
iven Modellen des Zahnes als ein- oder zweiseitigem Hebel mit entweder in der
Wurzelspitze oder im Alveolareingang gelegener Drehachse bildeten sich um 1930
zwei konkurrierende Theorien aus. Die erste zieht die Faserstuktur des Periodonts
zur Erklärung heran und die zweite dessen Flüssigkeitsanteil, vgl. [66]. Die Vor-
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stellungen der elastic cord theory , im Folgenden als ECT abgekürzt, geht auf A.
M. Schwarz [55] zurück und wurde von H. Thirring und V. Weisskopf erst-
malig durchgerechnet. Die Ergebnisse sind, leider ohne Angabe des Rechenganges,
in [56] dargestellt. Die Incompressible Membrane Theory , abgekürzt IMT, beruht
auf Ideen von A. Gysi [23] und wurde von J. L. Synge [64, 65] ausgearbeitet.
Der wesentliche Unterschied beider Theorien ist die Gültigkeit für verschiedene
Zeitskalen: Während zu Beginn der Lasteinwirkung die Flüssigkeitsanteile sicher
eine Rolle spielen, sollten diese Effekte durch Diffusion proportional zum anfäng-
lich aufgebauten Druckgradienten nach einer gewissen Zeit abgeklungen sein. Die
Flüssigkeit muß daher in einer Theorie, welche die Dämpfungseffekte modelliert,
berücksichtigt werden. Hier noch abschließend ein grober tabellarischer Überblick
über die am elastischen oder kinematischen Geschehen beteiligten Gewebe:

Dauer \ Last niedrig hoch

kurz Flüssigkeit Flüssigkeit, Alveolarkamm
mittel bindegewebige Fasern Fasern, Alveolarkamm
lang Knochenzellen Nekrose

Das von mir entwickelte Federmodell ist demnach für niedrige Lasten und mittlere
Dauern angemessen.

Es existieren in der späteren Literatur die unterschiedlichsten Vorstellungen über
Art und Auswirkung der faserigen und kontinuierlichen Anteile der Gewebe, vgl.
wieder etwa [5]. So ist beispielsweise eine Abhängigkeit der Zahnstellung vom Blut-
druck zu beobachten, weshalb eine Veränderung des Gesamtvolumens des Peri-
odonts nicht dauerhaft mit einer Veränderung des Druckes einhergehen muß; das
System ist thermodynamisch offen. Zur Deutung des Zahndurchbruchs und der
Möglichkeit orthodontischer Zahnbewegungen werden dem Periodont als Kontinu-
um statt elastischer oder viskoelastischer gar thixotrope Eigenschaften zugeschrie-
ben [32], die Dauern solcher Bewegungen übersteigen freilich die der hier vorge-
stellten Untersuchung. Andere wiederum stellen den mikroskopischen Aufbau des
Faserapparates mit seiner gewellten Struktur und seinem chemomechanischen Ver-
halten in den Vordergrund [10]. Da alle diese Vorstellungen gedanklich auf der
ECT oder der IMT aufbauen, möchte ich diese nur schwer konkret mathematisch
handhabbaren Erweiterungsmöglichkeiten hier vollständig außer Acht lassen.

Um die beiden elementaren Theorien mit der meinigen vergleichen zu können, wer-
de ich zunächst die bekanntere, die ECT, in einer nach [13] von mir modifizierten
Fassung vorstellen. Sie enthält einige Annahmen und Ansätze, die m. E. vom Au-
tor nicht klar genug herausgearbeitet sind, und kann, ganz ohne Benutzung eines
Computers, analytisch gelöst werden. Danach soll in chronologischer Reihenfolge
ein Überblick der wichtigsten Arbeiten gegeben werden.

Die Grundidee der ECT ist es, die Gesamtkraft als Summe der Einzelkräfte von
Teilsegmenten der Zahnwurzel und das Gesamtdrehmoment als Summe der Ein-
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zeldrehmomente zu berechnen. Diese Teilsegmente werden an einem einwurzeligen
Zahn über eine Achse längs des Zahnes gewonnen. Es wird meist nur der transver-
sale Lastfall betrachtet, vgl. Abb. 6.1.
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Abbildung 6.1: Die Grundfigur der Elastic Cord Theory.

1. Annahme: Die Transversalkraft ruft nur eine reine, kleine Drehung hervor.
Das ist insofern eine zulässige Näherung, als die Translationsanteile gegenüber
den Rotationsanteilen klein sind. Der Drehpol p liegt dann auf der Zahnach-
se. In zwei Dimensionen ist das korrekt, die allgemeine räumliche Bewegung
ist aber eine Schraubung.

2. Ansatz: Die i-te Einzelkraft fi ist proportional zur Einzelfläche ai mal der
Auslenkung im i-ten Punkt. Mit dem Drehwinkel θ (kleine Drehungen: tan θ ≈
θ) erhält man

fi = Kθ (li − p) ai .

Der Proportionalitätsfaktor K, ein Skalar, ist eine Materialkonstante des Pe-
riodonts. Hier wird eine Zustandsgleichung für das Periodont vorausgesetzt.
Diese enthält Informationen über die Dimension des Problems, die Scherelas-
tizität und das Transformationsverhalten der beteiligten Größen.

3. Das Einzeldrehmoment ti bezüglich des Pols ist gegeben als Produkt der
Einzelkraft fi mit dem Abstand vom Pol.

ti = (li − p) fi = Kθ (li − p)2 ai

Hier werden die Scherkräfte vernachlässigt, da eine sehr spezielle Auslen-
kung vorausgesetzt wird und benachbarte Flächenstücke nicht miteinander
wechselwirken.
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4. Annahme: Die Einzelfläche ai ist bekannt als Funktion der Längsachse. Ist
der Wurzelquerschnitt kreisförmig, so kann die Einzelfläche etwa aus einer
Röntgenaufnahme bestimmt werden. Der Wurzelumfang ui ergibt sich dann
aus der Wurzeldicke di als ui = πdi. Die als zylindrisch genäherte Einzelfläche
erhält man mit der Einzelhöhe h zu

ai = πdih .

Die Einzelfläche kann auch aus Modellen der Zahnwurzelgeometrie wie di ∼ li
oder d2

i ∼ li gewonnen werden; die Summation wird dann zur Integration.

Die Gesamtkraft ist nun

F = Kθ
n∑

i=1

(li − p) ai = Kθ

(
n∑

i=1

liai

︸ ︷︷ ︸
=:B

−p
n∑

i=1

ai

︸ ︷︷ ︸
=:A

)

= Kθ (B − pA) ,

und das Gesamtdrehmoment ergibt sich zu

T = Kθ
n∑

i=1

(li − p)2 ai = Kθ
n∑

i=1

(
l2i − 2pli + p2

)
ai = Kθ

(
n∑

i=1

l2i ai

︸ ︷︷ ︸
=:C

−2pB + p2A

)

= Kθ
(
C − 2pB + p2A

)
.

Da die Kraft F rein transversal ist, wird das gesamte Drehmoment durch diese
erzeugt

T = F (L− p) .

Durch Einsetzen der Werte für F und T der ECT folgt daraus

Kθ
(
C − 2pB + p2A

)
= Kθ (B − pA) (L− p)

C − 2pB + p2A = BL− p (AL + B) + p2A

C − 2pB = BL− p (AL + B)

p (AL−B) = BL− C ,

und die quadratischen Terme heben sich weg – unabhängig von der Verteilung der
Federstärke oder der Einzelflächen über die Zahnachse. Das Resultat ist die Lage
p des Pols als gebrochen-rationale Funktion des Hebelarmes L mit linearem Zähler
und Nenner

p(L) =
BL− C

AL−B
.

Diese Hyperbel hat die folgenden Eigenschaften:

• Die Lage des Drehpols hängt weder von der Stärke F der Kraft, noch von
der Materialkonstante K der Aufhängung, noch vom Ausmaß θ der Drehung
ab.
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• Die Abhängigkeit der Lage p des Pols vom Angriffspunkt L der Kraft ist
durch die Gleichung einer Hyperbel gegeben.

• Für L=B/A hat die Hyperbel ihre Asymptote, es liegt also eine reine (hier
vernachlässigte) Translation vor. Die Anordnung besitzt damit ein Wider-
standszentrum bei

W :=
B

A
=

∑n
i=1 liai∑n
i=1 ai

.

Das ist genau die Formel für den Schwerpunkt der Massen ai.

• Durch elementare Umformungen läßt sich die Hyperbel auf das Widerstands-
zentrum beziehen

p(L− B

A
) =

B

A
L− C

A

p(L−W ) = WL− C

A

(p−W )(L−W ) = WL− C

A
−W (L−W ) = W 2 − C

A
=: −σ2 .

Das ist das Reziprozitätstheorem mit der Konstanten

σ2 =
C

A
−W 2 =

AC −B2

A2
.

Das negative Vorzeichen vor σ2 besagt, daß sich p und L bezüglich W ge-
genüber liegen. Wegen

n∑

i=1

(li −W )2ai =
n∑

i=1

(l2i − 2liW + W 2)ai

=
n∑

i=1

l2i ai

︸ ︷︷ ︸
=C

−2W
n∑

i=1

liai

︸ ︷︷ ︸
=B=WA

+W 2
n∑

i=1

ai

︸ ︷︷ ︸
A

= C −W 2A

entspricht die Konstante genau dem zweiten zentrierten und normierten Mo-
ment der Verteilung der Massen ai und ist mit ai > 0 selbst positiv.

Eine solche hyperbelartige Abhängigkeit, zuerst in [56] dargestellt, ergibt sich nun
auch aus der IMT und späteren Theorien. Dadurch können diese Theorien mit-
einander verglichen werden,3 indem diese Größen auf eine charakteristische Länge,

3Zur Vereinfachung dieses Vergleichs sei noch die Formel für die Konstante einer allgemeinen
Hyperbel gegeben. Aus

p(L) =
DL− C

AL−B
folgt σ2 =

AC −BD

A2
.
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hier die Zahnwurzellänge w, bezogen werden. Damit lassen sich diese Theorien
durch nur zwei dimensionslose Zahlen beschreiben: W/w und σ2/w2. Es sei noch
angemerkt, daß sich auch für die auf den Alveolarrand als Ursprung bezogenen
Längen eine Beziehung der obigen Form ergibt.

Aus Schwarz (1928), [56] S. 400, folgt W/w = 1/2 und σ2/w2 = 1/12. Das ist
demnach das in [50] besprochene Modell eines eindimensionalen Stockes. Es geht
zurück auf die Vorstellungen des Caseschen Pflockversuches, vgl. [55] S. 65.

Synge erhält 1933 für sein einfachstes Modell, den Keilzahn mit dem halben Öff-
nungswinkel α, vgl. [64] §11, ein Widerstandszentrum bei W/w = 1/(2 cos2 α).
Er berechnet die Lage des Drehpols für unterschiedliche Kraftwirkungslinien und
findet für nicht-transversale Lasten an der Inzisalkante einen Pol abseits der Wur-
zelachse. Für eine rein transversale Last ist die Lage des Drehpoles auf der Zahn-
längsachse eine Funktion von L allein, die Konstante des Reziprozitätstheorems
ist σ2 = 1/(60 cos4 α). Beide divergieren für den Fall einer flachen Scheibe. Der

kritische Winkel, für den W/w=1 gilt, ist αk = arccos
√

1/2 = 45◦. Dieser Wert ist
zwar kleiner als die 60◦ bei meinem durchgerechneten Keil aus 5.3.1, hängt aber
auch nicht von der Querdehnzahl ab. Als Zahlenwert für den Winkel gibt Synge
15◦25′ = 0.2662rad an, dem entsprechen W/w = 0.53 und σ2/w2 = 0.0187.

Als zweites Beispiel seiner allgemeinen Theorie für rotationssymmetrische Aufhän-
gungen, [64] Part III, berechnet Synge in §14 einen Rotationskegel. Es ergibt sich
mit 14◦35′ = 0.2505rad

W

w
=

4 (1 + 2 sin α)

5 cos2 α (1 + 3 cos α)
≈ 0.7312

und
σ2

w2
=

2 (1 + 2 sin α)2

75 cos4 α (1 + 3 sin α)2 ≈ 0.0223 .

Der kritische Winkel des Modells liegt bei 41.1◦ = 0.717rad. Als Besonderheit
sei noch erwähnt, daß die Funktion W

w
(α) ein Minimum bei ziemlich genau dem

realistischen Wert 12◦ zu dem Wert 0.73 annimmt. Der kritische Winkel meines
Kreiskegels 5.2.3 liegt, wieder abhängig von der Querdehnzahl, bei 67.5◦.

Die Theorie von Synge ist aber umfangreicher, da sie für einen ebenen Lastfall
die vollständigen elastischen Matrizen angibt. Als bedeutendster Unterschied zu
meiner Theorie erweist sich die Abhängigkeit der Steifheitsmatrix von der Schicht-
dicke d: Bei Synge gilt S ∼ d−3 und hier S ∼ d−1. Die fehlenden physikalischen
Einheiten werden von der Wurzellänge w geliefert, der Unterschied ist also der di-
mensionslose Faktor (w/d)2. Unter der Annahme der Elastizität von Gummi für
das Periodont und gemittelter Abmessungen eines oberen Schneidezahnes erhält
er zur Veranschaulichung die Flexibilitäten für einen Lastangriff an der Schneide-
zahnkante. Unter axialer Last ergibt sich4 2.8 ·10−7 in/0.38 lbs = 0.0042 µm/N und

41lbs = 453.59237g entsprechend etwa 4.45N .
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bei transversaler Last 8.9 · 10−6 in/0.19 lbs = 0.267 µm/N . Rechnet man den Wert
für die Transversallast auf Drehmomente und Drehungen bezüglich des Wider-
standszentrums um, so ergibt sich 0.267 µm/(1.33cm)2N = 0.151 · 10−4rad/N cm.
Eine Berechnung der Flexibilität unter axialen Drehmomenten findet nicht statt,
vermutlich divergierte diese aufgrund der angenommenen Rotationssymmetrie.

Motiviert durch dieses Problem bei der Berechnung der Rotationsflexibilität und
die Geometrie eines oberen Schneidezahnes, dessen Querschnitt oft als Kreisbo-
gendreieck beschrieben wird, ist das dritte Beispiel Synges, nach der allgemeinen
Behandlung des verallgemeinerten Kegels in [65], ein Kegel mit gleichseitigen Drei-
ecken als Querschnitt. Er erhält ebenfalls 1933 die vollständige Steifheitsmatrix als
Fourierreihe

S =
12G

d3
ψc4




∑
n R

(n)
11 c

∑
n S

(n)
12∑

n R
(n)
22 c

∑
n S

(n)
21∑

n R
(n)
33

c
∑

n S
(n)
12 c

∑
n T

(n)
11

c
∑

n S
(n)
21 c

∑
n T

(n)
22

c
∑

n T
(n)
33




,

wobei G der Schermodul, d die als konstant angenommene Schichtdicke, ψ =
6 arctan(

√
3 sin α) mit dem Winkel zwischen Wurzelachse und Mittelsenkrechte

der Seitenfläche α, sowie c die als konstant angenommene Seitenlänge des verallge-
meinerten Zylinders ist. Die Summanden sind Funktionen von α und n allein. Bei
transversaler Belastung liegt der Drehpol p der Anordnung bei

p

c
=

(L/c)
∑

n S
(n)
12 −∑

n T
(n)
22

(L/c)
∑

n R
(n)
11 −

∑
n S

(n)
12

und ist daher von der gewünschten Bauart. Die gemittelten Geometriedaten erge-
ben ∑

n

R
(n)
11 = 0.00223,

∑
n

S
(n)
12 = 0.00157,

∑
n

T
(n)
22 = 0.00115,

also gilt
W

w
≈ W

c
= 0.70 und

σ2

w2
≈ σ2

c2
= 0.020 .

Für ein Periodont als weiches Gummi mit G = 1.6 · 107 dyn/cm2 = 1.6M Pa und
d = 240 µm ergibt sich unter axialen Rotationen als Abschätzung eine Flexibilität
von 3.9 · 10−8 rad/g mm = 4.0 µ rad/N mm = 0.4 · 10−4 rad/N cm.

Burstone erweitert gegen 1962 die ECT um eine wurzelförmige Verteilung der
Federstärke a ∼ √

l. Es ergeben sich die Werte [11]

W

w
=

5

3
= 0.60 und

σ2

w2
=

12

175
= 0.0686 .
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Davidian benutzt 1971 die ECT zusammen mit einer empirischen Verteilung der
Federstärke, gewonnen aus Röntgenaufnahmen der Zähne. Eine Reanalyse seiner
Daten, [13] Table III, ergibt

W

w
= 0.60 und

σ2

w2
= 0.071 .

Der Mittelwert über vier Patienten ergibt W/w = 0.58 ± 0.01. Aufschlußreich ist
eine Auftragung der Quadrate der in inch gemessenen Einzelflächen a2

i /in
2 gegen

ihre Position li/0.04 in auf der Zahnachse s. Abb. 6.2.
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Abbildung 6.2: Die Quadrate der Einzelflächen als Funktion der Wurzellänge.

Die gute Proportionalität legt eine Abhängigkeit der Form a2 ∼ l bzw. a(l) ∼ √
l

nahe. Das erklärt die mit Burstone vergleichbaren Zahlenwerte.

Nikolai berechnet in [47] 1974 einen Zahn mit trapezförmigem Querschnitt und
zur Wurzelspitze hin linear dünner werdenden Periodont mit Hilfe der Elastostatik.
In der ECT würden sich beide Effekte exakt kompensieren und sich eine Gleich-
verteilung ergeben. In der Tat erhält man mit Hilfe eines in [50] angegebenen Fits
an den hyperbelförmigen Graphen die Werte

W

w
= 0.48 und

σ2

w2
= 0.08 ,

welche etwa dem Pflockmodell entsprechen. Es wird in Nikolais Arbeit zum ersten
Mal deutlich, wie wichtig die Verteilung der Dicke des Periodonts ist.

Steyn et al. verwenden in [61] einen konischen Zahn mit gemittelten Abmes-
sungen. Unter Vernachlässigung von Scherspannungen ergibt sich bezüglich des
Alveolarrandes eine Hyperbel, in den Bezeichnungen hier

p

w
=

L/w − 0.71

1.73L/w − 1
.
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Die relevanten Konstanten sind also

W

w
= 0.58 und

σ2

w2
= 0.076 .

Die dort verwendete Federstärke in Normalrichtung ist genau der Koeffizient der
einseitigen Kompression 2µ+λ geteilt durch die Schichtdicke und entspricht daher
meinem k1.

Sutcliffe und Atherton berechnen 1980 auch einen solchen konischen Zahn
und vernachlässigen die Scherspannungen [63]. Das entspricht der ECT. Sie be-
kommen einen komplizierten Ausdruck, der sich aber bei näherem Hinsehen als
Hyperbel entpuppt. In ihrer Formel (6) des Anhangs läßt sich zunächst einmal der
gemeinsame Faktor (b + c) kürzen. Ersetzt man dann ihre Größen b und c durch
w − p und p, so ergibt sich

p

w
=

1

2
· (6d + 4w)L− (4d + 3w)w

(6d + 3w)L− (3d + 2w)w
,

wobei d die Distanz von der Wurzelspitze bis zur Kegelspitze ist. Insbesondere gilt

W

w
=

2 + 3d/w

3 + 6d/w

und es liegt, wie bei Synge, eine explizite Abhängigkeit von der Form vor. Bei
geeigneter Wahl von d lassen sich so die Formeln von Burstone und Steyn
zusammenfassen. Für die Konstante des Reziprozitätstheorems ergibt sich

σ2

w2
=

1

18
· 1 + 6(d/w) + 6(d/w)2

(1 + 2(d/w))2 .

Alle diese von elastischen Fasern ausgehenden Theorien – ausgenommen die Niko-
lais – können zusammengefaßt diskutiert werden als Klasse von Theorien mit zwei
freien Parametern: Dem Exponenten κ der Abhängigkeit a ∼ lκ und den Integra-
tionsgrenzen h und H. Eine Proportionalitätskonstante hebt sich ohnehin heraus;
der zweite relevante Parameter ist das dimensionslose Verhältnis λ := H/h. Mit

A =

H∫

h

lκ dl und B =

H∫

h

lκ+1 dl und C =

H∫

h

lκ+2 dl

ergibt sich nach Ausführen der Integrationen das Widerstandszentrum bei

W

w
=

B/A− h

H − h
=

κ + 1

κ + 2
· (κ + 1)(1− λ)− λ(1− λκ+1)

(κ + 1)(1− λ)(1− λκ+1)
,

also insbesondere für λ → 0 bei W/w = (κ + 1)/(κ + 2). Für die Konstante des
Reziprozitätstheorems ergibt sich der Ausdruck

σ2

w2
=

AC −B2

A2(H − h)2
=

κ + 1

(κ + 2)2(κ + 3)
· (1− λκ+2)2 − λκ+1(1− λ)2(κ + 2)2

(1− λ)2(1− λκ+1)2
.

Für den wichtigen Spezialfall h → 0 seien hier noch tabellarisch einige Ergebnisse
angegeben.
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κ 0 1/2 1 3/2 2

W/w 1/2 3/5 2/3 5/7 3/4
σ2/w2 1/12 12/175 1/18 20/441 3/80

Die Lage des Widerstandszentrums wächst mit steigendem Exponenten κ und fällt
mit zunehmendem λ, da die Aufhängung sich für λ → 1 der Gleichverteilung
annähert. Die Konstante des Reziprozitätstheorems fällt mit wachsendem κ und
steigt mit zunehmendem λ wieder.

Nägerl et. al. untersuchen 1991 in [50] den Einfluß der Scherelastizität auf die
ECT. Die Scherelastizität wird, wie die Federstärke selbst, durch eine Verteilung
über die Wurzelänge modelliert. Zunächst wird der eindimensionale Fall betrach-
tet, der später auf einen zweidimensionalen Fall erweitert wird. Seit Synge werden
erstmalig wieder verschiedene Richtungen der Kraftwirkungslinie diskutiert. Dabei
zeigt sich, daß der Gesamtverschiebungsvektor nicht mehr dieselbe Richtung wie
der Kraftvektor hat, und daß das Reziprozitätstheorem daher eine Folge des spe-
ziellen Ansatzes der Transversallast ist. Im danach allgemein, also ohne Annah-
me einer speziellen Verteilung, durchgerechneten Fall eines elastisch aufgehängten
Rechteckes ergibt sich ein quadratisch mit dem Verhältnis von Breite zu Wur-
zellänge wachsender Zusatzterm zur Konstante σ2/w2. Diese Theorie wurde von
mir auf beliebige zweidimensionale Berandungen verallgemeinert, die Rechnung
findet sich im Teil 1.1 der Einleitung. Dieses Anwachsen der Schichtkonstante wur-
de in [3] experimentell bestätigt, die Konstante liegt für eine haftende Einbettung
bei σ2/w2 = 0.24, also mehr als dreimal größer als bei der eindimensionalen ECT!

Damit ist die Struktur einer Theorie klar, welche die ECT verallgemeinert und der
IMT mathematisch ebenbürtig ist. Sie muß

• dreidimensional sein,

• die Scherelastizität berücksichtigen,

• kompliziertere als skalare Zustandsgleichungen erlauben,

• ein korrektes Transformationsverhalten besitzen,

• eine Verallgemeinerung auf ein anisotropes Medium zulassen

• und dabei möglichst einfach bleiben.

Das genau leistet das in dieser Arbeit vorgestellte Federmodell – auch wenn der
Name zunächst etwas irreführend ist, da er an die naive ECT erinnert. Eine Verall-
gemeinerung der hier besprochenen zweidimensionalen Theorien auf eine mit Scher-
elastizität findet sich wieder bereits in der Einleitung 1.1 dieser Arbeit. Darüber
hinaus müssen die zu diskutierenden Objekte nach meinen Erkenntnissen modifi-
ziert werden. Das elastische Zentrum Z und der Widerstandsbereich B ersetzen nun
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das didaktische Konzept des Widerstandszentrums. Wie die durchgerechneten Bei-
spiele zeigen, ist die Anwendbarkeit der Theorie nicht auf Modelle des Periodonts
beschränkt.

Als Abschluß sollen noch halbwegs realistische Zahlen eingesetzt werden, um eine
Abschätzung der Größenordnung der nach dieser dreidimensionalen Theorie mit
Scherelastizität zu erwartenden Terme für einen oberen Frontzahn zu treffen.

Für den Rotationsparaboloiden aus 5.3.3 mit konstanten Schichtgrößen ergaben
sich für den Grenzfall einer beliebig engen Parabel die Burstoneschen Werte
W/H = 3/5 und σ2/H2 = 12/175. Mit den Zahlenwerten

d = 200µm

R = 3.5mm

H = 13mm

E = 1.2N/mm2

σ = 0.45 ,

vgl. Abb. 6.3, und der Identifikation von dk1 mit dem Koeffizienten der einseitigen
Kompression erhält man eine Flexibilitätsmatrix von

F =




0.43
0.43

1.7
3.5

3.5
34




in den Einheiten (
µm
N

10−4 rad
Ncm

)

bezüglich des Widerstandszentrums bei 61.7% der Wurzellänge. Da die Flexibi-
litätsmatrix in Diagonalform vorliegt, gilt das Reziprozitätstheorem, allerdings mit
von der Richtung der Kraft abhängenden Konstanten. Für eine Transversalkraft
etwa, also eine, die zentral und senkrecht zur Mittellinie angreift, ergibt sich als
Konstante

σ2 =
Dxx

Myy

=
0.43µm/N

3.5 · 10−4/Ncm
= 0.13cm2 ,

also bezogen auf die Höhe bzw. Wurzellänge

σ2

H2
= 0.072 .
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Für den anderen Extremfall k1 = E/d ergibt sich analog in denselben Einheiten

F =




1.3
1.3

2.3
9.5

9.5
34




mit einer Konstanten von
σ2

H2
= 0.081 .

Bis auf das Verhältnis der Matrixeinträge unterscheiden sich beide Theorien we-
nig, da die absoluten Werte leicht durch eine Modifikation der Schichtdicke oder
des E-Moduls verändert werden können. Die Werte für die Konstante des Re-
ziprozitätstheorems liegen zwischen denen der ECT in der Schwarzschen oder
Burstoneschen Variante.

-5 0 5
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0

5

10

-5 0 5

Abbildung 6.3: Das Paraboloidmodell der Wurzel eines oberen Frontzahnes.

Als Letztes soll noch ein halbnumerisches Resultat für eine veränderliche Schicht-
dicke vorgestellt werden. Da die Dicke mit 1/d in die Rechnungen eingeht, ist
es für symbolische Rechnungen sinnvoll, eine Funktion zu finden, deren Kehrwert
möglichst einfach ist und die die Sanduhrform des Periodonts mit 200−140−200µm
approximiert. Ein brauchbarer Ansatz mit ganzen Zahlen ist

dP /mm =
2

10 + 17 t− 17 t2
,
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wobei t ∈ [0, 1] der Integrationsparameter der Höhe ist. Bezüglich des Widerstands-
zentrums ergibt sich unter alleiniger Berücksichtigung der gemittelten Abmessun-
gen durch Verwendung der Längeneinheit mm

AW /mm = K1diag (583.9 + 642.8 v, %, 58.88 + 1.167.8 v)

und, etwas komplizierter,

CW /mm3 = K1 diag

(
11645(0.4839 + v)(1.0532 + v)

0.9084 + v
, %, 8553 v

)
. (6.1)

Hierin ersetzt die Materialkonstante K1 die lokale Größe k1 = K1/dP (h). Die Quo-
tienten aus axialen und radialen Komponenten können nun als Funktion des Pa-
rameters v diskutiert werden. Für v ∈ (0.01, 0.5) variieren die Verhältnisse etwa
zwischen 3 und 10. Die Form der Matrixeinträge zeigt, daß die durch Wahl von
k1 als E/d oder als Modul der einseitigen Kompression hervorgerufenen Unter-
schiede auf Wahl des Parameters v zurückgeführt werden können. Ferner ist es
prinzipiell möglich, wie beim Kreiszylinder, diese Ausdrücke zum Bestimmen der
Materialparameter zu nutzen, also insbesondere auch auf die von v.

6.4.2 In vivo

An einem männlichen 26 Jahre alten Probanden wurden die Auslenkungen des
Inzisivus 11 unter nacheinander allen sechs Lasten gemessen [4]. Die Messung er-
forderte einen hohen apparativen und zeitlichen Aufwand. Die lange Meßdauer
ergab sich aus der großen Zeitkonstante bei τ = 40 s für die langsamsten Relaxa-
tionseffekte. Der maximale Fehler der Flexibilitätskonstanten wurde bezüglich der
im Aufbau realisierten Koordinatenursprünge mit 10% angegeben.

Als Nächstes sollen die Größenordnungen der zu erwartenden Effekte untersucht
werden. Die Dicke des Periodontalspaltes wurde mit 200µm an der Wurzelspitze
angenommen. Lineare Effekte liegen höchstens bis zu einer Deformation auf 75%
des Ausgangswertes vor, das ergibt eine für die lineare Theorie maximal zulässige
Translation von 50µm. Zusammen mit einer Wurzellänge von 13mm und einem bei
60% dieser Länge angenommenen Widerstandszentrum ergibt sich eine Drehung
um den

”
Hebel“ 7.8mm, also eine maximal zulässige Rotation um den Winkel

θ ≈ tan θ =
50µm

7.8mm
= 6.4mrad = 0.37◦ .

Apparativ war es möglich, Drehmomente bis 5Nm und Kräfte bis 2.4N zu er-
zeugen. Am Probanden wurden Drehmomente bis 2.7Nm und Kräfte bis 1.6N
appliziert, wobei das Koordinatensystem der Kräfte von dem durch ein Oberkiefer-
Gipsmodell abgeschätzten Widerstandszentrum nicht mehr als 2.5cm in Koordi-
natenrichtung entfernt war. Das maximale durch Kräfte erzeugte Drehmoment
bezüglich dieses Widerstandszentrums lag dann bei 3.8Ncm. Berücksichtigt man
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witerhin eine Zahnachse von ca. 30◦ gegenüber der Frontalebene ergeben sich maxi-
male transversale Drehmomente von 2.4Ncm für die aufgebrachten Drehmomente
und 3.8Ncm für die aufgebrachten Kräfte, beide Male tangential zum Alveolar-
kamm. Orthodontische Lasten liegen etwa bei 2/3 dieser Werte, werden aber länger
appliziert. Insgesamt ergibt sich daraus eine a-priori-Abschätzung für die Flexibi-
litätskoeffizienten von

6.4mrad

2.4Ncm
= 2.7mrad/Ncm bzw.

6.4mrad

3.8Ncm
= 1.7mrad/Ncm

für die Rotationsanteile und

50µm

1.6N
= 31µm/N

für die Translationen. Ergäben sich aus der Messung größere Flexibilitäten, so kann
der lineare Bereich der Bewegung verlassen worden sein, was die Meßdaten in Frage
stellte.

Vom Autor, Benedikt Becker, wurde mir der auf Lagen umgerechnete und um
die Elastizität der Meßapparatur korrigierte Originaldatensatz dankenswerterwei-
se zur Verfügung gestellt. Dadurch ist es möglich, den Einfluß des statistischen
Modells auf die Schätzwerte der elastische Matrizen exemplarisch zu untersuchen.
Dabei wurde das Statistik-Programmpaket SAS eingesetzt.

Da bei verschwindenden Lasten auch die Lagen zu Null geeicht werden, ist eine
Ursprungsgerade das einfachste angebrachte statistische Modell. Alle 36 Steigun-
gen der Abhängigkeit q(f) ergeben die Flexibilitätsmatrix. Durch eine Nulldrift
des Meßgerätes oder eine Abhängigkeit der Eichkurve des Gleichstrommotors zur
Aufbringung der Drehmomente oder eine tatsächliche Veränderung der Nullage des
Zahnes kann es sinnvoll sein, auch Achsabschnitte mit zu schätzen, aber nur die
Steigungen zu berücksichtigen. Bei geeigneten Voraussetzungen kann, wie in 3.2.3
beschrieben, die Dissipationsmatrix über die Achsabschnitte bestimmt werden. Da
die Aufhängung eines Frontzahnes, wie die Bandscheibe, ein nahezu symmetrisches
Gebilde ist, sind quadratische Effekte zu erwarten. Auch hier bestünde die Flexi-
bilitätsmatrix aus den Koeffizienten zu den linearen Anteilen. Die Approximation
eines Parabelastes durch eine Gerade lieferte dann falsche Werte. Eine weitere Ur-
sache quadratischer Terme könnte in der Stärke der aufgebrachten Last liegen.
Wird etwa die Auslenkung an der Wurzelspitze zu groß gegenüber der Dicke des
Periodonts, so macht sich das in einer Sättigung der Lageänderungen bei wach-
senden Lasten bemerkbar. Das wäre dann daran zu erkennen, daß der Vorfaktor
vor dem quadratischen Term genau das umgekehrte Vorzeichen zu dem linearen
besitzt.

Neben dem Grad des statistischen Modells sind wegen der Fehlerfortpflanzung die
Bezugspunkte der Daten von großer Wichtigkeit. Um die sich ergebenden Mehr-
deutigkeiten einzugrenzen, bietet es sich an, die Bezugspunkte des Modells derart
zu bestimmen, daß die geschätzten elastischen Matrizen bereits auf Drehmoments-
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und Translationszentrum transformiert herauskommen. Werden nur die Lagen al-
lein transformiert, genügt weiterhin ein univariates Modell. Transformiert man hin-
gegen auch die Lasten, so muß eine multivariate Regression durchgeführt werden.
Diese unterscheidet sich von der univariaten durch die Anzahl der Freiheitsgra-
de, da nun für sechs Lasten nur ein gemeinsamer Achsabschnitt (Intercept) zur
Verfügung steht. Auch hier können quadratische Terme mit berücksichtigt werden.

Der experimentelle Aufbau gab die Lasten vor und bestimmte die Lageänderun-
gen, was über eine Ursache-Wirkung-Beziehung ein Modell q(f) suggeriert. Den-
noch können die Fehler bei der Realisation der Lasten die der Messung der Lagen
überschreiten. Dann aber bietet sich ein Umdrehen des multivariaten Modells an,
und die Steifheitsmatrix wird geschätzt über ein Regressionsmodell f(q).

Als letzte Fehlerquellen kommen der Approximalkontakt oder eine sonstwie gear-
tete Vorspannung im Zahnhalteapparat in Frage. Dann ergäben sich zusammen-
gesetzte Geradenstücke, die, als Parabeln interpretiert, falsche Schätzer lieferten.
Auch eine Lockerung der Befestigung der Apparatur am Zahn kann solche Effekte
verursachen, so daß bei quadratischen Modellen immer Vorsicht angebracht sein
sollte. Einzige Abhilfe wäre dann eine Restriktion des Datensatzes von Hand auf
einen nach vernünftigen und reproduzierbaren Kriterien ausgewählten sinnvollen
Bereich.

6.4.2.1 Statistik vs. Theoriekonformität

Für alle eben vorgestellten Auswertemethoden gibt es Für- und Gegenargumente.
Es können nun zweierlei Kriterien zur Beurteilung der Flexibilitätsmatrix her-
angezogen werden: Die Statistik selbst oder die

”
Stimmigkeit“ der Realform der

geschätzten Matrix im Hinblick auf das Wunschergebnis eines Widerstandszen-
trums. Eine statistische Beurteilung multivariater Modelle, die die Anzahlen der
Freiheitsgrade berücksichtigt, erlaubt der F-Test, der die durch das Modell er-
klärten Streuungen mit denen des Restfehlers ins Verhältnis setzt. Eine Beurtei-
lung der Stimmigkeit der Matrix im Sinne dieser Theorie erfolgt im Wesentlichen
über

• die nur abseits des elastischen Zentrums sinnvolle Güte der Transformations-
matrizen, die idealerweise bei −1 liegt,

• die mit den anatomischen Gegebenheiten verträgliche Lage der elastischen
Zentren,

• die Blocknorm5 vor- und nach der Transformation, wobei kleine Nebendia-
gonalwerte zu bevorzugen sind,

5Diese war definiert über
√∑

ij a2
ij , und ist das dreifache des quadratischen Mittels der Ma-

trixeinträge.
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• die Größe der Widerstandsbereiche, die höchstens im Millimeterbereich liegen
sollte,

• den mit der Zahnachse übereinstimmenden Drehwinkel der Realform und

• die Güte der translationsinvarianten Matrix A.

Um einen Überblick der Auswirkungen des verwendeten statistischen Modells auf
die geschätzten Flexibilitätskonstanten zu geben, sind diese in Tabelle 6.1 zusam-
mengefaßt. Die xz-Ebene entsprach etwa der Sagittalebene, wobei ez waagerecht
nach vorn, und ex senkrecht nach unten wiesen. Die y-Achse verlief entsprechend
horizontal und tangential zum Alveolarkamm.

Als erstes soll die Norm der geschätzten Matrizen betrachtet werden. Das univa-
riat quadratische Modell lieferte für D und S2, also für die aufgebrachten Kräfte,
die betragsmäßig größten Schätzer. Bei ihm arbeiten zu viele Freiheitsgrade ge-
geneinander. Es wurde daher verworfen. Des weiteren besitzen die Schätzer der
univariaten Modelle nicht das korrekte Transformationsverhalten, d. h. sie sind
nicht verträglich mit einer Gleichung des Typs qi = (q0)i + Fijfj + O2. Da das
univariate lineare Modell genau so viele freie Parameter hat wie das quadratische
ohne Intercept, aber dennoch den beiden anderen linearen Ansätzen vergleichbare
Schätzer liefert, wurde es für die folgende Überlegung noch beibehalten. Gemittelt
über alle nicht verworfenen Modelle ergibt sich als Übersicht der Größenordnungen
die Flexibilitätsmatrix

F̂ =




69.3 13.9 −79.3 −0.363 −40.3 4.56
85.8 254. −249. 62. −19.4 25.2
−41.8 −9.02 59.2 −6.11 17.5 −3.95
17.1 42.4 −40.6 10.6 −2.27 3.94
−10.2 −2. 10.2 −0.277 6.17 −0.63
6.56 22.6 −13.3 3.15 −0.317 5.14




mit den Streuungen




3.52 93.9 48.7 3.01 13.9 4.6
4.89 52.6 120. 29.3 7.2 5.61
1.75 26.4 26.6 3.53 8.11 2.72
1.44 8.87 18.7 4.89 1.36 1.74
0.416 14. 7.43 0.255 1.98 0.65
0.623 2.26 4.88 2.06 0.57 1.13




in den Einheiten (
µm/N µm/N cm

10−4rad/N 10−4rad/N cm

)
.

Die verbleibenden quadratischen Modelle liefern durchweg kleinere Schätzer als die
dazugehörigen linearen, d. h. die Streuung wird im Wesentlichen durch den Grad
des Modells bestimmt!
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Kompo- Ursprungsgraph multivariat univariat
nente linear S−1

l quadr. linear quadr. linear quadr.

D/µm
N

418 434 282 419 290 592 929
dxFx 67.0 72.5 69.2 71.6 72.2 63.6 31.3
dxFy -15.4 -4.2 117.5 -8.5 121.6 -127.7 -167.1
dxFz -94.6 -94.7 -25.7 -88.1 -21.8 -151.0 -154.3
dyFx 80.9 86.9 83.9 91.5 91.1 80.3 109.8
dyFy 262.5 265.1 189.3 278.5 199.5 330.7 612.7
dyFz -281.5 -299.4 -116.1 -266.5 -106.5 -422.9 -633.4
dzFx -40.0 -44.0 -39.7 -43.5 -41.7 -41.7 -68.4
dzFy -0.7 0.6 -37.5 -6.0 -40.4 30.0 26.7
dzFz 67.3 69.3 30.4 62.4 27.6 98.3 127.5
S2/

µm
N cm

95.5 96.5 37.2 108 46.3 118 53
dxTx 0.5 -1.6 -4.6 3.8 -2.2 1.9 -5.6
dxTy -45.5 -47.1 -21.7 -48.8 -24.1 -54.7 -31.1
dxTz 5.9 6.1 -2.2 8.9 0.0 8.7 -1.3
dyTx 73.8 74.4 22.3 81.5 28.2 92.0 31.9
dyTy -20.3 -18.8 -8.6 -28.0 -14.5 -25.9 -19.2
dyTz 25.8 25.8 16.4 32.7 21.7 28.6 15.3
dzTx -7.1 -7.2 -0.9 -9.7 -2.6 -9.1 -0.8
dzTy 20.5 20.6 6.6 23.0 8.3 26.2 13.8
dzTz -4.7 -4.8 0.1 -7.0 -1.4 -6.0 1.7

S1/
10−4rad

N
72.3 76.5 51 73.2 52.4 99.2 182

θxFx 15.8 18.5 17.5 17.7 18.3 14.9 21.9
θxFy 43.6 44.6 31.7 46.6 32.8 55.1 114.5
θxFz -45.7 -48.4 -19.8 -43.0 -18.8 -67.8 -101.9
θyFx -9.9 -10.5 -10.2 -10.4 -10.5 -9.4 -5.4
θyFy 2.2 1.1 -17.6 1.4 -18.0 19.0 25.0
θyFz 12.6 11.6 2.0 11.8 1.6 21.4 23.8
θzFx 6.1 6.8 6.0 7.2 7.3 5.9 3.9
θzFy 21.9 24.4 19.3 23.7 21.1 25.4 79.6
θzFz -14.5 -16.9 -8.6 -12.9 -7.0 -19.8 -37.8

M/10−4rad
N cm

16.7 16.6 6.6 19 7.93 20.5 9.6
θxTx 12.6 12.6 4.2 14.0 4.8 15.6 5.8
θxTy -2.5 -1.9 -0.5 -3.9 -1.1 -3.6 -2.7
θxTz 4.6 4.4 1.5 5.8 2.1 5.3 0.0
θyTx -0.3 -0.2 0.1 -0.7 -0.1 -0.3 0.4
θyTy 6.9 7.3 3.6 7.3 3.8 8.2 5.1
θyTz -0.9 -0.9 0.3 -1.2 0.1 -1.2 0.5
θzTx 4.0 3.3 0.2 4.9 1.2 5.4 0.9
θzTy -0.3 0.0 0.6 -1.1 -0.5 -0.6 -0.1
θzTz 5.3 5.6 3.3 6.1 4.2 6.2 4.8

Tabelle 6.1: Geschätzte Flexibilitätskoeffizienten zu verschiedenen Modellen.
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Die auf die elastischen Zentren transformierte Form der über die verschiedenen
Modelle gemittelten Matrix lautet




5.97 6.16 −4.59 −5.19 1.61 −0.919
−41.9 6.37 5.88 3.44 −3.65 5.64
19.6 16.1 33.6 −3.39 9.76 −1.27
−14.6 16.6 −21.9 12.7 0 0
7.79 4.69 5.96 0 5.95 0
−5.93 3.44 3.72 0 0 3.44




;

ihre Komponenten geben Auskunft über die erforderliche absolute Genauigkeit
der Schätzer. Sind sie insbesondere kleiner als die entsprechenden Unsicherheiten
der Schätzungen, so ist aus ihnen keine Aussage mehr zu treffen. Dabei wurde
die Fehlerfortpflanzung noch nicht berücksichtigt. Die Messung ist demnach im
Vergleich zu den zu treffenden Aussagen an der Grenze der Meßgenauigkeit.

Eine weitere Fehlerquelle stellt die Eigenelastizität der Apparatur dar. Die Daten
der Messung wurden um diese punktweise korrigiert. In denselben Einheiten wie
die der Meßdaten lautet die Flexibilitätsmatrix der Apparatur [4] allein

F0 =




9.12 −34.8 −38.2 0.52 −11.3 1.91
−0.56 5.66 −4.37 4.3 0.21 −8.7
−3.49 5.62 12. −0.7 5.38 −0.21
0.16 −0.86 −1.08 0.91 −0.08 −0.06
−1.34 3.91 4. −0.07 2.1 −0.07
0.38 −1.67 −1.91 −0.04 −0.13 3.33




;

auch sie befindet sich in der Größenordnung der interessanten Effekte.

Als Nächstes soll, wie eingangs erwähnt, die Beurteilung der Schätzer nach Ge-
sichtspunkten dieser Theorie erfolgen. Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.2 zusam-
mengefaßt.

Die Güte des Meßsystems ist durchweg besser als die des Lastsystems, was auf
eine Störung bei der Aufbringung der Lasten hindeutet. Daher wurde versucht,
unabhängige und abhängige Variablen zu vertauschen, also die Steifheitsmatrix zu
schätzen. Die Ergebnisse unterschieden sich aber auch nach Inversion der Matrix
nicht wesentlich von den bisherigen. Bei den linearen Modellen sind die Güten
besser als bei den quadratischen. Das Widerstandszentrum sollte nach einer Ab-
schätzung (70% der Wurzellänge) am Oberkiefer-Gipsmodell des Probanden [4] bei
etwa

−→
MD =




3.7
0.9
7.8


 cm

liegen. Der Lastangriff erfolgte bezüglich des Meßsystems [4] bei

−→
ML =




2.34
0.20
5.30


 cm ,
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linear quadratisch
Größe \ Modell l0 Sl0 mli uli q0 mqi

Güte M -0.94 -0.93 -0.94 -0.95 -0.72 -0.73
L -0.30 -0.22 -0.31 -0.15 -0.11 -0.13

elast. Zentrum
(x, y, z)

MD
1.58
0.35
6.31

1.45
0.41
6.26

1.64
0.39
6.33

1.82
0.37
6.40

-0.45
0.29
5.79

-0.28
0.48
5.86

LT
-0.15
1.83
2.12

-0.71
1.92
2.00

-0.19
1.59
2.04

0.70
2.12
2.42

-2.84
2.97
3.85

-1.46
2.08
3.48

Blocknorm n. Trsf.
(D, S2,S1M)

53
12
35
17

73
14
40
17

49
13
34
19

54
13
52
21

101
13
31
7

81
15
30
8

Größe WB MD 1.3 1.4 1.3 1.2 2.5 2.6
LT 2.3 2.5 2.1 3.0 5.6 4.5

Drehwinkel M 26 24 28 26 39 42
L 29 28 33 29 44 49

Güte A -0.6 -0.6 -0.5 0.4 0.3 0.5

Tabelle 6.2: Wichtige Parameter zu verschiedenen Modellen. Die Abkürzungen
bedeuten: multivariat, univariat, linear, quadratisch, 0 ohne absolutes Glied, in-
vertierte Steifheitsmatrix, mit intercept.
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so daß das Translationszentrum bei

−→
LT =




3.7
0.9
7.8


 cm−




2.3
0.2
5.3


 cm =




0.4
0.7
2.5


 cm

liegen sollte. Beides ist für die linearen Modelle besser erfüllt als für die quadra-
tischen, wobei es bemerkenswert ist, daß, obwohl die Einträge der Matrizen von
Modell zu Modell recht verschieden sind, die Werte für die elastischen Zentren
in derselben Größenordnung liegen. Die Blocknorm nach Transformation ist am
kleinsten für die linearen Modelle mit wenig Freiheitsgraden. Interessant ist, daß
die quadratischen Modelle wesentlich kleinere Werte für die Flexibilitäten der Ma-
trix M vorhersagen. Da diese Matrix aber schon ganz zu Beginn der Berechnungen
wesentlich ist, kann ein Eingangsfehler bei den Flexibilitäten großen Einfluß auf
den weiteren Verlauf der Rechnung haben. Korrigiert man die Einträge der linearen
Modelle nach unten, so ergeben sich größere Werte für die Position der elastischen
Zentren, welche mit den Abmessungen der Apparatur besser übereinstimmen. Die
Größe der Widerstandsbereiche liegt überraschenderweise im cm-Bereich, es erge-
ben sich etwas kleinere Werte für die linearen Modelle. Die Drehwinkel der Realform
sollten bei 30◦ liegen, der Neigung des Alveolarkamms gegen die Vertikale. Auch
hier liefern die linearen Modelle die besseren Werte. Die Güte der Matrix A ist am
günstigsten für die Modelle mit zwei Freiheitsgraden pro Variable, aber nach dem
Gesagten über die Fehlerfortpflanzung, vermutlich kein aussagekräftiger Parameter
zur Beurteilung eines Modells mehr.

Die linearen Modelle sind aus der Sicht der Theorie die günstigeren. Anders ist das
aus statistischer Sicht. Ein Maß für die Güte der Anpassung unter Berücksichtigung
der Anzahl der Parameter des Modells liefert der F-Test der Varianzanalyse. Man
zerlegt die Gesamtstreuung der Meßwerte σG in die durch das Modell erklärte σM

und die restliche Streuung σE durch

σ2
G = σ2

M + σ2
E

und bildet den Quotienten

F :=
σM

σE

.

Große Werte erklären höhere Anteile der Streuung durch das Modell. Die sich
ergebenden Werte sind in Tabelle 6.3 dargestellt. Zum Vergleich wurden den ver-
schiedenen Werten je Lagekomponente ein Rang zugeordnet und dieser für jedes
Modell summiert. Die quadratischen Modelle liefern die besseren Anpassungen der
Kurven an die Meßwerte. Bis auf eine Komponente ist damit das quadratische
Modell ohne Intercept das statistisch sinnvollste – was auch durch den visuellen
Eindruck der Auftragung der Meßwerte bestätigt werden kann.

Nun sind gerade die im statistisch sinnvollsten Modell (mq0) geschätzten Größen
nur schlecht mit der Theorie verträglich, es scheidet daher aus. Ebenso spricht die
Statistik gegen die von der Theorie bevorzugte univariate lineare Regression (uli).
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Modell
Komponente l0 mli mq0 mqi

dx 776 705 1084 898
dy 1201 1127 2048 1611
dz 872 856 1228 972
θx 1051 988 1410 1090
θy 754 637 913 728
θz 737 660 595 430
Σ Ränge 15 22 8 15

Tabelle 6.3: Werte des F-Testes zu den einzelnen Lageänderungen und verschie-
denen Modellen. Die Abkürzungen entsprechen denen der Tabelle 6.2.

Da sich die Schätzer der übrigen Modelle bis auf ihren Grad nur wenig voneinander
unterscheiden, stehen demnach aus Gründen der Einfachheit nur noch die Modelle
ohne Achsabschnitt als Kompromiß zwischen Statistik und Theoriekonformität zur
Debatte.

Eine Vortransformation des Datensatzes auf die elastischen Zentren des jeweili-
gen Modells ergab keinen Unterschied zu den transformierten Schätzern. Das ist
insofern verständlich, als daß es sich bei den Modellen um sog. Verallgemeinerte
Lineare Modelle handelt und die Transformationen auch auf linearen Operationen
beruhen.

Die großen Widerstandsbereiche deuten darauf hin, daß außer dem Periodont noch
eine andere elastische Struktur an der Bewegung beteiligt sein könnte. Diese könn-
te die Meßapparatur selbst oder etwa der Alveolarkamm sein. Auf die Apparatur
deuten die zu kleinen Werte für das Widerstandszentrum hin. Eine Beteiligung
des Alveolarkamms könnte durch zu hohe Lasten hervorgerufen sein. In der Tat
reichten die angelegten Lasten bis hin zu 1.7N und 2.7N cm gegenüber orthodon-
tischen Lasten von 0.3N und 0.8N cm, wobei von Geraden abweichende Verläufe
im Wesentlichen bei den Drehmomenten zu beobachten waren. Es bestand also die
Hoffnung, daß, wenn die Kräfte auf etwa 0.9N und die Drehmomente auf 1.5N cm
beschränkt würden, sich die Diskrepanz zwischen den Schätzern der verschiedenen
Modelle verringert. Dieses Eintreten der Sättigung konnte hauptsächlich (in 11 von
18 Fällen) bei den Kräften beobachtet werden, bei den Drehmomenten waren die
Parabeln in 10 von 18 Fällen vom Ursprung weg gekrümmt. Ob es sich bei die-
sem Phänomen um biologische Prozesse während der Messung oder aber um ein
Problem des Meßaufbaus handelte, ist nachträglich nicht mehr zu entscheiden. Um
außerdem einen Einfluß der Eichfunktion der Gleichstrommotoren auszuschließen,
wurden Drehmomente mit Beträgen unter 0.3N cm nicht berücksichtigt, denn bei
etwa 0.3N cm trafen sich alle Fitparabeln auf der Nullinie. Als Arbeitshypothese
wäre es demnach sinnvoll, dort den Nullpunkt der Drehmomente nachträglich an-
zusetzen. Das würde das gute Abschneiden der univariaten Modelle erklären. Das
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Ergebnis dieses Versuches war, daß die Schätzwerte der quadratischen Modelle für
die Matrix M praktisch verschwanden, so daß mit ihnen keine sinnvolle Aussage
mehr möglich war. Die Ergebnisse der linearen Modelle hingegen veränderte sich
kaum, so daß im Folgenden von einer Restriktion des Datensatzes abgesehen wurde.

Als letztes kommt noch eine Black-Box-Methode zur Elimination eines unbekann-
ten systematischen Fehlers ungeachtet seiner Ursache in Frage.6 Dazu verwendet
man zwei ungleich gute Schätzer, sagen wir F1 und F2, mit einem jeweils un-
terschiedlichen Anteil der vermuteten Störterme. Durch Bildung des gewichteten
Mittels

F = (1 + λ)F1 − λF2 ,

bei dem das Gewicht zum schlechteren Wert negativ ist, heben sich bei geeigneter
Wahl von λ die Störterme heraus. Das äußert sich in günstigeren Werten für die
Parameter dieser Theorie. Für zu große λ überwiegen dann die zufälligen Fehler,
und die Parameter verschlechtern sich wieder. Da alle Matrixeinträge gleichzeitig
manipuliert werden, bleibt das Transformationsverhalten einer solchen Linearkom-
bination korrekt. In der Tat erhält man für

F̂ = 2.5Fl0 − 1.5FSl0

eine Matrix mit den Güten -0.95 und -0.45, den elastischen Zentren

−→
MD =




1.83
0.20
6.39


 und

−→
LT =




1.00
1.79
2.41




und den Blocknormen

(
395 94
66 17

)
und

(
34 11
28 17

)

vor und nach der Transformation. Die Größe der Widerstandsbereiche ergibt sich zu
1.27cm und 2.03cm, mit dieser Größenordnung hat man sich offenbar abzufinden.
Die Drehwinkel der Realform sind 29◦ und 30◦, die Drehung findet um die y-Achse
statt. Selbst die Güte der Matrix A ist nun mit 0.41 im deutlich positiven Bereich.
In allen Kriterien übertrifft diese Matrix die einzelnen Schätzer, vgl. Tabelle 6.2.
Das bekräftigt die Vermutung, daß ein noch unverstandener systematischer Fehler
vorlag.

Die Realform dieser interpolierten Flexibilitätsmatrix eines oberen Frontzahnes, die
ich daher für den vertrauenswürdigsten Schätzer halte und im Folgenden verwenden

6Dieses Verfahren kommt etwa zum Einsatz in Verfahren der numerischen Integration, bei
denen die Fehlerordnung bekannt ist. Die beiden Schätzer unterscheiden sich durch die Anzahl
der Stützstellen. Der systematische Fehler ist dann durch die Form der zu integrierenden Funktion
bedingt.
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möchte, lautet

F̂ =




6.18 −11. 7.05 −2.64 0.682 −1.08
−10.8 21.5 −0.183 1.77 0.343 3.08
12.9 10.8 8.2 −6.48 7.12 −0.227
−18.7 14.3 −9.72 15.6 0 0
5.48 9.03 2.77 0 6.00 0
−1.61 1.2 5.74 0 0 2.59




.

Im Rahmen der Meßgenauigkeit kann sie symmetrisiert werden, was aber für die
weitere Diskussion nicht von Belang ist.

Die größte Flexibilität gegenüber Rotationen ergibt sich mit 16 · 10−4rad/Ncm er-
wartungsgemäß in Richtung der Zahnlängsachse ex, gefolgt von 6 · 10−4rad/Ncm
tangential zum Alveolarkamm. Am wenigsten flexibel ist der Frontzahn mit 3 ·
10−4rad/Ncm gegenüber Rotationen, deren Achsen sagittal und senkrecht zur
Längsachse liegen, die also Verschiebungen der Zahnwurzel entlang des Alveolar-
kamms hervorrufen. Die Werte liegen unterhalb des kritischen Wertes von 17 ·
10−4rad/Ncm für die Transversallasten, die Messung fand demnach im zulässigen
Bereich statt. Verglichen mit den Werten Synges von 0.15·10−4rad/Ncm in trans-
versaler Richtung und 0.4 ·10−4rad/Ncm axial ergibt sich etwa ein Faktor 30 . . . 40.
Dieser Faktor belegt, daß tatsächlich die elastischen Anteile gemessen wurden, daß
also die Messung langsam genug erfolgte und die IMT nicht mehr gültig ist. Ein
anschaulicher Grund dafür, daß die IMT eine zu steife Zahnaufhängung vorhersagt,
liegt in der reichlichen Versorgung des Periodonts mit Blutgefäßen: Zumindest in
diesem Flüssigkeitsanteil kann sich der Druck nur bis zum systolischen Wert auf-
bauen; ebenso würde er erhöht, falls er für Teile des Periodonts unterhalb des
diastolischen Wertes fiele.

Über die Translationsrichtgrößen kann angesichts der erforderlichen Genauigkeit
nur ausgesagt werden, daß sie unterhalb etwa 15µm/N liegen. Damit sind sie wie-
der kleiner als der für die Linearität kritische Wert von 31µm/N . Der Wert Synges
von 0.3µm/N für eine Transversallast an der Zahnkante befindet sich damit weit
außerhalb der Nachweismöglichkeit, erst recht der von 0.004µm/N für axiale Las-
ten.

Auch die Konstante für das Reziprozitätstheorem kann für eine an der Krone im
Abstand h angreifende Transversallast, hier also in die neue ez-Richtung, nach
oben abgeschätzt werden. Das zusätzliche Drehmoment ist dann T = hFey. Unter
Vernachlässigung der Nebendiagonalterme erhält man

σ2 =
(D)zz

(M )yy

= 1.4cm2 ,

also ergibt sich bezogen auf die Wurzellänge etwa ein Wert von σ2/w2 ≤ 1. Dieser
Wert ist um etwa den Faktor 10 größer als erwartet; es ist demnach anzunehmen,
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daß der wahre Wert für (D)zz etwa eine Größenordnung kleiner ist. Das Rezipro-
zitätstheorem soll im Folgenden näher untersucht werden. Aus der transversalen
Einheitslast

f(h) = (0, 0, 1, 0, h, 0)T

ergibt sich durch q(h) = Ff(h) eine einparametrige Schar von Drehschrauben.
Ihre Aufpunkte definieren demnach eine Raumkurve. Diese besteht aus drei ganz-
rationalen Funktionen vom Grad 2 in Zähler und Nenner. Da der Aufpunkt der
Kraftschraube bei −h auf der x-Achse liegt, ergibt sich selbst für das Skalarprodukt
der Aufpunkte der Schrauben wieder eine ganzrationale Funktion, hier

af · aq = −h (23.8 + 67.0 h + 42.7 h2)

135.2 + 33.3 h + 36.0 h2
.

Diese ist klar von einer Konstanten verschieden; nicht einmal die lineare Näherung
für kleine oder große h ist konstant. Ohne die Nebendiagonalmatrizen künstlich zu
vernachlässigen, gilt das Reziprozitätstheorem hier also nicht.

Der Vergleich mit der eigenen Theorie ist auch mit großen Unsicherheiten behaf-
tet. Zum einen sind die elastischen Parameter des Periodonts nur ungenau bekannt,
zum anderen gibt es keine klaren Aussagen über die genaue Verteilung der Dicke
des Periodonts über die Zahnwurzel, geschweige denn über den Verlauf der Fa-
sern. Zusammmen mit einer ohnehin nicht integrablen elliptischen Grundform, die
durch die Meßwerte nahegelegt wird, ergäbe sich erst ein realistisches Zahnmo-
dell. Eine analytische Beschreibung ist daher nicht realisierbar. Dennoch möchte
ich den Vergleich mit dem Rotationsparaboloiden aus 5.3.3 und den daraus in
diesem Kapitel gewonnenen Zahlenwerten wagen. Die Werte der Matrix M lie-
gen mit M = diag(34, 3.5, 3.5)rad/Ncm bzw. M = diag(34, 9.5, 9.5)rad/Ncm,
im Gegensatz zu der Vorhersage von Synge, in derselben Größenordnung wie die
Meßergebnisse. Damit ist die ECT, oder besser gesagt die Theorie meiner Arbeit,
für die Vorhersage geeignet und prinzipiell durch das Experiment bestätigt. Die
Unterschiede der Werte deuten klar darauf hin, daß der Querschnitt des Front-
zahnes kein Kreis ist. Ferner sind die elastischen Parameter nur ungenau bekannt,
und es wurde eine gemittelte Geometrie zu Grunde gelegt, was die Abweichungen
erklärt. Das Verhältnis der axialen zu den radialen Steifigkeiten lautet gemittelt
15.6/((6+2.6)/2) = 15.6/4.3 = 3.6 und spricht eher für das Stabmodell, nach dem
Federmodell sollte es bei 10 liegen. Der Vergleich mit dem Verhältnis C22/C33 der
Rechnung mit veränderlicher Dicke des Periodonts (6.1) ergibt v = 0.35, was entwe-
der σ = 0.23 oder nach dem Stabmodell σS = 0.42 ergibt. Als Materialkonstanten
erhält man aus C33 = 1/15.6N cm

K2 ≡ G = 0.75N/mm2

K1 = 2.1N/mm2 und

E = 0.31N/mm2 bzw.

E ≡ K1 = 2.1N/mm2 .
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Da die Werte für das Stabmodell näher den Ausgangswerten der Vorhersage sind,
erklärt das die scheinbare Bestätigung des Stabmodells. Ob nun das Periodont
weicher und die Querdehnzahl kleiner ist als angenommen, oder ob tatsächlich das
Stabmodell auf die Zahnaufhängung zutrifft, ist aus den Daten für die Rotations-
flexibilitäten allein nicht zu entscheiden.

Die Flexibilitäten für die Matrix D zwischen 0.43 und 2.2µm/N liegen zwar zwei
bis drei Größenordnungen über denen von Synge, aber leider auch eine Größen-
ordnung unterhalb der Grenze der Meßgenauigkeit. Das erklärt die diesbezüglich
schlecht zu interpretierenden Ergebnisse.

Alles in allem geben diese Werte klare Auskunft über die Anforderungen an eine
Meßapparatur zur Bestimmung der elastischen Konstanten der initialen Zahnbe-
weglichkeit. Diese halte ich unvereinbar mit den während einer in-vivo-Messung
auftretenden Störgrößen. Ferner wäre noch eine Meßvorschrift zu ersinnen, die dem
durch den Blutdruck getriebenen System die rein elastischen Anteile entnähme.
Eine passende Theorie müßte elastische und flüssige Bestandteile des Periodonts
miteinander koppeln, wobei die letzteren dem eben Gesagten zufolge noch in pas-
sive und aktive Anteile zu unterscheiden sind. Eine Entscheidung zu Gunsten des
Feder- oder des Stabmodells zur Beschreibung der Zahnaufhängung kann demnach
aus den vorliegenden Daten nicht getroffen werden. Es wäre immerhin denkbar,
daß die oben bestimmten Materialkonstanten den Einfluß der Flüssigkeitsanteile
in der Kontinuumsnäherung mit berücksichtigen.

6.4.3 In vitro

Die Messungen an Leichenzähnen fanden vor denen am lebenden Probanden statt,
um die Größenordnung der zu erwartenden Effekte festzustellen. Da nur die über
univariate lineare Regression gewonnenen Werte für alle gemessenen Zähne zur
Verfügung standen, sollen ihre Realformen hier kurz vorgestellt werden, um einen
Einblick in die Unterschiede von Zahn zu Zahn zu geben. Die Indizes geben die Po-
sition der Zähne in der zahnmedizinisch üblichen Nomenklatur des internationalen
Zahnschemas7 an: Die erste Zahl kennzeichnet den Quadranten und die zweite die
Nummer des Zahnes von der Mitte des Zahnbogens aus gerechnet. Eine erste Ziffer
4 bedeutet also eine Messung an der rechten Hälfte des Unterkiefers. Es ergeben
sich in den Einheiten

(
µm/N µm/Ncm

10−4rad/N 10−4rad/Ncm

)

7Vgl. etwa [26].
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die Realformen

F43 =




24. −21.4 3.67 −8.02 −0.442 −5.5
−28. 47. −1.46 −0.822 8.69 9.05
16.2 −1.35 21.3 −10.7 9.51 −3.66
2.7 4.51 −0.345 59.1 0 0
2.43 −10.1 1.5 0 31.8 0
−0.177 1.42 11.2 0 0 30.3




sowie

F44 =




0.233 −0.675 −4.01 −1.56 −0.537 0.626
1.63 −1.62 −4.06 −1.26 1.53 −0.985
−1.99 5.87 8.92 1.86 −1.25 −1.1
−1.77 9.46 3.14 31.7 0 0
4.04 13.2 5.65 0 13.5 0
1.05 4.44 3.29 0 0 10.6




und

F45 =




1.39 0.397 −0.354 −0.519 0.0216 0.399
4.52 4.57 −6.02 0.0837 0.998 0.69
−1.55 4.31 9.72 1.93 0.86 0.25
3.73 7.15 2.24 25.4 0 0
1.85 −3.12 −1.04 0 6.55 0
0.464 −0.833 −2.59 0 0 5.25




.

Wie bei der in-vivo-Messung sind die Werte der M -Matrizen die verläßlichsten.
Die gemessenen Flexibilitäten nehmen erwartungsgemäß vom Eckzahn bis zum
zweiten kleinen Backenzahn zu. Wie auch beim Wirbelsegment ist die Flexibilität
beim konservierten Gewebe größer.

Die Güten im Meßsystem reichen von -0.988 bis -0.998 und im Lastsystem von
-0.942 bis -0.984, sind also alle sehr gut. Die anderen Flexibilitätskonstanten be-
wegen sich nach Transformation wieder im 10%-Bereich der Ausgangszahlen oder
sogar darunter. Entsprechend variiert die Größe des Widerstandsbereiches von 0.16
bis 0.42 cm für das Meßsystem und von 0.35 bis 0.69 cm für das Lastsystem. Die
kleineren Werte sind eher realistisch.

Aufgrund ihrer hohen Flexibilität liefert die Matrix F43 am ehesten brauchbare
Werte für die Translationen. An ihr möchte ich abschließend exemplarisch vorfüh-
ren, mit welchen Standardinformationen die Aussagen über Flexibilitätsmatrizen
bezüglich der Theorie getroffen wurden. Zusammen mit den 6 elastischen Matrizen
(Flexibilitätsmatrix, Steifheitsmatrix)×(Original, bzgl. Elastisches Zentrum, Real-
form) fassen sie die hier in Text gekleideten Ergebnisse für eine Messung zusam-
men. Die Einheiten sind, falls sie sich wie hier nicht durch die Rechnung mit dem
Computeralgebra-System ergeben, aus den entsprechenden Definitionsgleichungen
abzulesen.
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File: d:\math\43.mat vom (Y, M, D, h, m, s) {1999, 10, 18, 17, 45, 46}

1. Information im Translationsanteil.

Guete. (M,D,S2,-B2): -0.987867 (L,T,-S1,B1): -0.979216

a) Antisymmetrischer Anteil

Ortsvektor MD: {{4.25399}, {0.713976}, {0.831578}}
LT: {{2.71718}, {0.604588}, {0.594781}}

Abstand. MD: 4.39291 LT: 2.84646

Blocknorm vorher {{710., 238.}, {153., 73.6}}
und nachher {{69., 21.7}, {16.3, 73.6}}

b) Symmetrischer Anteil

Eigenwerte der Widerstandsmatrizen
(MD): {0.452038, -0.382388, -0.0529665}
(LT): {-0.372311, 0.336022, -0.0610061}

Groesse des Widerstandsbereiches
(MD): 0.417213 (LT): 0.354166

2. Information im Rotationsanteil.

Funktionelle Achsen: Matrix M
Guete: 1
Drehwinkel in Grad. Mess: 37.3668 Last:36.589
Drehmatrizen

Mess: {{0.84, -0.41, 0.36}, {0.28, 0.89, 0.36}, {-0.47,-0.2,0.86}}
Last: {{0.84, 0.3, -0.46}, {-0.41, 0.9, -0.16}, {0.37,0.33,0.87}}

Drehrichtungen Mess: {{-0.455112}, {0.681249}, {0.573388}}
Last: {{0.411285}, {-0.695195}, {-0.589532}}

3. Miscellana (Realform liegt vor).

Spurbedingung Spur/Norm. (B2): 0.255808 (B1):-0.43875

Vorfaktor Einheitensysteme (L/M): 0.849903

Stimmigkeit der Kraftkomponenten: Matrix A
Guete: 0.729878
Orthogonale Matrizen
Polar: {{0.95, 0.036, -0.31}, {-0.099, 0.98, -0.19}, {0.3,0.21,0.93}}
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Mess: {{-0.86, 0.18, -0.48}, {-0.42, 0.28, 0.86}, {0.29,0.94,-0.17}}
Last: {{-0.68, -0.38, 0.62}, {0.43, 0.48, 0.77}, {-0.59,0.79,-0.17}}

Drehwinkel in Grad. Polar: 21.8395 Mess: 81.1125 Last: 80.4866
Drehrichtungen. Polar: {{0.532566}, {-0.826755}, {-0.181242}}

Mess: {{-0.912234}, {0.390887}, {-0.122622}}
Last: {{-0.788658}, {-0.614441},{0.0219241}}

Polarzerlegung
L: {{0.1, 0.05, -0.03}, {0.05, 0.04, -0.01}, {-0.03, -0.01,0.05}}
R: {{0.09, 0.04, -0.06}, {0.04, 0.04, -0.03}, {-0.06, -0.03,0.09}}

Naive Vorlast
Kraft (B2): {{-0.00225787}, {0.00235605}, {0.00638674}}
Kraft (B1): {{0.00720022}, {-0.0133288}, {0.00880247}}
Drehmoment (C): {{0.00250209}, {-6.96967 E-6}, {0.000199347}}

Wenn man die Flexibilitätskoeffizienten mit einem skalaren Faktor multipliziert,
welcher die elastischen Eigenschaften der unterschiedlichen Gewebe näherungsweise
ineinander umrechnet, bekommt man eine brauchbare Vorstellung von den bei
noch durchzuführenden in-vivo-Messungen zu erwartenden Werten. Nach den in
Abschnitt 6.2 gewonnenen Einsichten und den Werten für den Frontzahn sollte
dieser Faktor unterhalb von 1/3 liegen. Vermutlich liegt dieser Effekt im fehlenden
Blutdruck und in der vergrößerten Durchlässigkeit der Zellwände gegenüber der
die anatomischen Präparate konservierenden Flüssigkeiten begründet.

6.5 Statik eines Hüftendoprothesenschaftes

Die Werte entstammen der Diplomarbeit Wolfgang Schäfer [72], verheira-
tet Görtz. Es handelt sich um einen festsitzenden Hüftendoprothesenschaft. Alle
Zahlenwerte in den Matrizen sind im SI mit den Einheiten

(
µm/N µm/Nm
µrad/N µrad/Nm

)

angegeben. Die ursprünglichen Meßwerte lauten demnach

F = 10−6




0.517 0.058 −0.006 0.71 8.39 1.12
−0.033 0.207 −0.005 −3.52 −0.46 −1.6
0.089 0.005 0.008 −0.1 1.11 0.2
0.53 −4. 0.152 71.4 10.2 −2.3
9.07 −0.52 0.038 10.2 155.2 6.5
0.49 0.02 −0.003 0.3 14. 197.8




,
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wobei der Vorfaktor 10−6 = µ so gewählt ist, daß die in der Matrix stehenden
Zahlen den obigen Einheiten entsprechen. Die Norm der Blöcke ist

10−6

(
0.568 9.41
9.95 262

)
.

Nach Translation auf Drehmoments- und Translationszentrum ergeben sich die
folgenden Zahlenwerte

F̃ = 10−6




0.028 0.095 −0.008 0.184 0.355 0.156
−0.012 0.010 0.003 0.158 0.177 −0.142
0.024 −0.001 0.008 0.046 −0.095 0.141
−0.059 0.093 0.017 71.4 10.2 −2.3
0.186 0.064 0.023 10.2 155.2 6.5
0.061 0.032 −0.003 0.3 14. 197.8




mit den Normen

10−6

(
0.104 0.540
0.238 262

)
.

Von den ursprünglichen Einträgen der Nebendiagonalmatrizen bleiben nur etwa 6%
für S2 und 2% für S1 übrig, d. h., die gemessenen Translationen sind im Wesent-
lichen eine Folge des Hebelgesetzes der Auslenkungen. Bei einer Meßgenauigkeit
von um die 5% darf daher von einem Widerstandszentrum gesprochen werden. Die
Güten der Transformationsmatrizen sind -0.996 für das Meßsystem und -0.999 für
das Lastsystem. Dieses liegt bei

−→
MD =




0.0080
0.0032
−0.0515


 und

−→
LT =



−0.0000
−0.0019
−0.0573


 ,

also mit Abweichungen im mm-Bereich bei 5cm in −z-Richtung. Die Norm der
Matrix D fällt auf 18% ihres Ausgangswertes, so daß sie im Rahmen der Meßge-
nauigkeit brauchbar sein sollte. Ihre Güte ändert sich hingegen von ursprünglich
0.92 auf −0.35, weshalb ich ihren absoluten Komponenten nur noch wenig Aussa-
gekraft zumesse. Die Anordnung ist daher bezüglich reiner Kräfte durch das Dreh-
momentszentrum erheblich steifer, als es nach den ursprünglichen Zahlenwerten
aussieht.

Nach Drehungen um 14◦ bzw. 15◦ für Meß- und Lastsystem ergibt sich schließlich
die Realform

F̂ = 10−6




0.009 −0.002 −0.021 0.094 0.066 −0.087
−0.005 0.020 −0.016 0.086 0.282 0.135
−0.014 0.096 0.019 −0.249 0.296 0.126
0.014 −0.055 −0.093 200.196 0 0
−0.043 0.078 0.151 0 154.154 0
−0.033 0.069 −0.089 0 0 70.140




.
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Die verwendeten Drehvektoren lauten



0.216
0.007
0.124


 und



−0.238
0.000
−0.122


 ,

also beseitigt eine einfache Drehung den Hauptanteil der Abweichung der funktio-
nellen Achsen von denen des Koordinatensystems. Diese Matrix kann nun mit der
numerischen Rechnung verglichen werden. Da die Matrix M stark diagonaldomi-
nant ist, befinden sich auf ihrer Hauptdiagonale näherungsweise ihre Eigenwerte.
Da die Realform diese Eigenwerte von M der Größe nach anordnet, sind im We-
sentlichen die x- und die z-Achse vertauscht worden. Die Normen der Matrizen
ändern sich wegen der Invarianz der Norm unter Drehungen gegenüber den vori-
gen Werten nicht.

Da die Nebendiagonalmatrizen im Rahmen der Meßgenauigkeit verschwinden, er-
übrigt sich auch eine Untersuchung der Vorlasten. Die Anwendung der Formeln
aus 3.3.4 ergäbe auch unsinnige Werte in der Größenordnung kN bzw. kNm.

Die Rechnung mit einem vereinfachten geometrischen Modell mit passenden Ab-
messungen aus 5.3.5 ergab die Realform der Flexibilitätsmatrix

F̂ = 10−6




0.0245 0. 0.000182 0. −0.0224 0.
0. 0.00884 0. −0.535 0. 0.00696

0.000182 0. 0.0163 0. 0.0137 0.
0. −0.535 0. 480. 0. 0.

−0.0224 0. 0.0137 0. 20.1 0.
0. 0.00696 0. 0. 0. 10.2




mit der Blocknorm

10−6

(
0.0308 0.536
0.536 480.

)
.

Die Einträge der Nebendiagonalmatrizen S2 und S1 entsprechen ihrer Größenord-
nung denen der Messung. Im Rahmen der Meßgenauigkeit können sie vernachlässigt
werden. Die Einträge der Matrix D sind kleiner als die gemessenen. Dies legt zu-
sammen mit der durch die Transformationen gestörten Symmetrie des gemessenen
Exemplars die Deutung nahe, daß die interessierenden Effekte durch das Zusam-
menspiel aus Meßfehlern und Fehlerfortpflanzung überdeckt wurden. Immerhin
sind, bis auf die 0.096 beim gemessenen Exemplar, typische Matrixeinträge in-
nerhalb eines Faktors 2 miteinander vergleichbar. Damit ist der Prothesenschaft
gegenüber reinen Translationen durch das Widerstandszentrum etwas nachgiebiger
als erwartet.

Unerwartet sind hingegen die Einträge der Matrix M . Die gemessene Nachgiebig-
keit gegenüber Drehmomenten in x- und y-Richtung übertrifft die Erwartungen um
den Faktor 7. Das kann dadurch erklärt werden, daß der Schaft durch die ange-
legten Drehmomente in sich verbogen wird und demnach nicht als starrer Körper
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hätte genähert werden dürfen. Das Experiment konnte diesen Effekt bestätigen.
Bezüglich der Drehmomente um die Schaftachse sollte der Rechnung nach der
Schaft mehr als doppelt so nachgiebig sein. Das kann eine Folge des Modells sein,
der Schaft wäre an seinen Enden mit der Kortikalis in engerem Kontakt, als model-
liert wurde. Wäre der Schaft in der Kortikalis gleichmäßig eingeklemmt, so sollte
sich das in einer stärkeren Asymmetrie der Rotationen senkrecht zur Schaftachse
äußern. Andere Modelle und Dickenfunktionen lieferten aber immer Werte mit ei-
nem Verhältnis von etwa 50 : 2 : 1 gegenüber dem der Messung von 3 : 2 : 1. Diese
Diskrepanz der Messung gegenüber dem Synarthrosenmodell blieb ungeklärt: Ob
die verwandte Dickenfunktion oder die Materialkonstanten zu wenig der Realität
entsprachen oder ob gar das Stabmodell zuständig gewesen wäre, ist selbst eine
umfangreiche Untersuchung, zu der hier nur ein Ansatz vorgestellt werden sollte.

Insgesamt ergibt sich, daß das Synarthrosenmodell für den Schaft einer Hüften-
doprothese unangemessen ist. Im Experiment [72] zeigte sich, wie gesagt, eine
Durchbiegung des teilweise in die Kortikalis eingeklemmten Schaftes. Ferner ist
die Bälkchenstruktur der Spongiosa, welche der Wolffschen Hypothese nach den
Hauptspannungslinien folgt, nur unzureichend durch ein Kontinuumsmodell be-
schrieben. Beides allein ist Grund genug für die Nichtanwendbarkeit der Theorie
auf den vorliegenden Fall.

6.6 Schraubenfedern

In diesem Abschnitt sollen zwei von L. Lindkvist mit einer verläßlichen Me-
thode [41] berechneten Steifheitsmatrizen untersucht werden. Die Genauigkeit der
berechneten Matrizen entspricht dem aktuellen Stand der Technik, ferner liegt ei-
ne Diskussion der modellbedingten Fehler vor. Das Rechenverfahren ähnelt dem
Federmodell, nur daß dort, wie für eine linienförmige Anordnung angemessen, ele-
mentare Flexibilitätsmatrizen mittels Integration hintereinander geschaltet wer-
den, vgl. Abschnitt 4.4. Ferner ist, da die Abmessungen exakt bekannt sind, eine
Visualisierung im Ortsraum möglich. Obwohl es sich dabei um kein Beispiel aus
der Biomechanik handelt, möchte ich diese Beispiele hier dennoch vorführen, um
die Nützlichkeit der Konzepte dieser Arbeit auch in der Technischen Mechanik zu
zeigen.

Es handelt sich um zwei Schraubenfedern mit einer Windung, vgl. Abb. 6.4. Sie
haben die Abmessungen

Größe Feder 1 Feder 2

Drahtradius r/mm 1.75 10
Radius der Schraubenlinie R/mm 15 15
Höhe der Schraubenlinie l/mm 7 50
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und die elastischen Konstanten E = 206GPa und σ = 0.3.
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Abbildung 6.4: Die untersuchten Schraubenfedern. Die Längenangaben sind in mm.
Die x-Achse ist die Schraubenlängsachse und auf der y-Achse beginnt und endet
die Feder. Der Ursprung des Koordinatensystems liegt auf dieser Achse in Höhe
des Endes der Schraubenlinie.

Die Einheiten sind derart gewählt, daß alle Matrixeinträge die gleiche Dimension
m/N haben; das geschieht, indem Drehmomente durch eine charakteristische Länge
geteilt und Drehungen mit ihr multipliziert werden. Diese Länge ist der Federradi-
us R = 15mm. Nach den Überlegungen von Abschnitt 3.3.2 ist das Einheitensys-
tem konsistent; die Auswertung darf demnach mit den Zahlen allein durchgeführt
werden. Längen sind dann auf R skaliert. Die Zahlen wurden auf vier absolute
Nachkommastellen aus der Originalarbeit übernommen, hier aber immer nur auf
drei relative Stellen gerundet angegeben.

Die Flexibilitätsmatrizen lauten

F1 = 10−6




18.4 0 −1.35 0.316 0 0
0 8.24 −0.036 0 −0.0807 3.77

−1.35 −0.036 8.25 −0.0232 −3.77 −0.235
0.316 0 −0.0232 14.1 0 0

0 −0.0807 −3.77 0 16.2 0
0 3.77 −0.235 0 0 16.2




und

F2 = 10−6




20.7 0 −8.96 2.32 0 0
0 68.9 −1. 0 −0.857 26.7

−8.96 −1. 69.8 −0.945 −26.7 −1.46
2.32 0 −0.945 14.8 0 0
0 −0.857 −26.7 0 16.1 0
0 26.7 −1.46 0 0 16.




.



215

Die Güten der Matrizen SM−1 betragen jeweils −0.991. Die elastischen Zentren
befinden sich bei

z1 =



−3.50
0.0124

0


 mm und z2 =



−24.923
0.480

0


 mm ,

und die Widerstandsbereiche haben die Größe

B1 = 0.278mm und B1 = 1.924mm .

Nach Translation auf die elastischen Zentren ergeben sich die Flexibilitätsmatrizen

F1z = 10−6




18.4 0 −1.35 0.316 0 −0.0133
0 7.36 0 0 −0.0807 0

−1.35 0 7.37 −0.0116 0 −0.235
0.316 0 −0.0116 14.1 0 0

0 −0.0807 0 0 16.2 0
−0.0133 0 −0.235 0 0 16.2




und

F2z = 10−6




20.7 −0.00265 −8.84 2.32 0 −0.513
−0.00265 24.3 −0.003 0 −0.857 0.0828
−8.84 −0.003 25.5 −0.472 0.0833 −1.46
2.32 0 −0.472 14.8 0 0
0 −0.857 0.0833 0 16.1 0

−0.513 0.0828 −1.46 0 0 16.




,

wobei sich die Blocknormen von

10−6

(
22 5
5 27

)
und 10−6

(
101 38
38 27

)

auf

10−6

(
21 0.4
0.4 27

)
und 10−6

(
43 3
3 27

)

verkleinern. Die Spurbedingung, die ja ein Test des Federmodells darstellt, ist mit
SpB1 = 0.0015 ·106 und SpB2 = −0.0014 ·106 nicht erfüllt, eine Folge des anderen
Ansatzes. Da hier elementare Flexibilitätsmatrizen addiert bzw. integriert werden,
sollte die Spurbedingung, welche ja eine Folge des Transformationsverhaltens ist,
für die Matrizen S gelten. In der Tat erhält man SpS1 = −0.0001 · 10−6 und
SpS2 = 0, womit die Spurbedingung bis auf Rundungsfehler bestätigt ist. Eine
Drehung um 120◦ mit der Drehmatrix

R =




0 −1 0
0 0 1
−1 0 0


 ,
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welche x-, y- und z- Achse auf die −y-, z- und −x-Achse abbildet, bringt die Fle-
xibilitätsmatrizen schließlich auf die Realform, was hier aber nicht weiter erhellend
ist.

Erwartungsgemäß liegen die elastischen Zentren der Federn mit nur geringen Ab-
weichungen auf Höhe der Federmitten. Sie sind in Richtung auf Federbeginn und
-ende hin leicht abseits der Mittellinie gelegen. Diese Abweichung von der Symme-
trie soll nun etwas näher beleuchtet werden. Um beide Abweichungen vergleichbar
zu machen, müssen sie durch eine charakteristische Länge dividiert werden. Ist die
Höhe l = 0, so ist die Feder eine Kreistorus und hat ein Widerstandszentrum, die
Abweichungen verschwinden dann. Daher ist l eine besonders geeignete Länge zum
Untersuchen des Effektes. Ferner ist zu erwarten, daß dieser Verschiebungseffekt
mit der Drahtdicke d = 2r, genauer dem dimensionslosen Quotienten r/R wächst.
In der Tat erhält man für die y-Komponenten der elastischen Zentren

y1

l1
r1

R

= 0.0152 und
y2

l2
r2

R

= 0.0144 ,

also zwei etwa gleiche Zahlen, womit der Effekt in erster Näherung verstanden ist.
Die Werte auf der rechten Seite können nur noch eine Funktion dimensionsloser
Argumente sein.

Auch die Größe des Widerstandsbereiches ist eine Länge und sollte trotz ihrer
komplizierten Definition einfach skalieren. Mit

B1

l1
= 0.0397 und

B2

l2
= 0.0385

ist auch der hauptsächliche Effekt erklärt. Die Größe des Widerstandsbereiches
wächst demnach im Wesentlichen mit der Federlänge, die hier gleich der Schraub-
steigung ist.

Für Federn mit mehreren Windungen sind für die Verschiebung des elastischen
Zentrums keine höheren Werte zu erwarten, da der Einfluß von Federanfang und
-ende gleich bleibt. Der Widerstandsbereich sollte sich vergrößern, da Anfang und
Ende nun weiter von der Mitte entfernt sind; der Quotient B/l sollte dennoch
konstant bleiben.

Da die Herstellerangaben über Fertigungstoleranzen für die axiale Steifheit der
Federn bei 13 % liegen,8 sind die hier untersuchten Effekte eher von theoretischem
Interesse.

8[41] S. 65.



Kapitel 7

Zusammenfassung

Hier sollen zunächst die wesentlichen Aussagen der vorliegenden Arbeit thesenartig
zusammengefaßt werden. Dabei werden in erster Linie die Ergebnisse von zwei der
drei Hauptteile dieser Arbeit zur Sprache kommen: Das elastische Zentrum mit der
Normalform der Meßwerte und das Federmodell samt Beispielen. Sie ergeben die
Hauptlinie dieser Arbeit. Der dritte Hauptteil, die Anwendung der ersten beiden
auf Meßdaten, illustriert zwar die Nützlichkeit des Formalismus und gibt einen
Einblick in treffbare praktische Aussagen — er kann aber keine neuen theoretischen
Resultate liefern.

Danach sollen, als Ausblick auf kommende Untersuchungen, die mir außerdem
wichtig erscheinenden Aspekte aufgeführt werden, die hier nicht mehr mit der
ihnen meines Erachtens gebührenden Aufmerksamkeit behandelt werden konnten.

7.1 Thesen

1. Eine elastische Matrix ist die einfachste mathematische Abbildungsvorschrift
zwischen kleinen Lasten und Lageänderungen einer starr berandeten elasti-
schen Aufhängung.

2. Die elastische Matrix selbst1 enthält die Information über zwei ausgezeichnete
Koordinatensysteme im Raum.

1Diese Eigenschaft ist kein Ergebnis, sondern war eine a-priori-Forderung an das zu definieren-
de Koordinatensystem. Aus der Überzeugung heraus, daß die Meßwerte alle zum Beschreiben des
Systems nötige Information beinhalten, nicht zuletzt motiviert durch meine positivistisch beein-
flußte Grundhaltung, vgl. etwa [24], dort insbesondere §2, wollte ich von Anfang an ein aus den
Meßwerten selbst heraus definiertes Koordinatensystem. Dieses hat den ästhetischen Vorteil der
Abgeschlossenheit, d. h. es werden keine anderen Objekte, als aus den Meßdaten selbst gewonnen
werden können, zu ihrer Erklärung herangezogen. Die Steifheitsmatrix ist gewissermaßen die mit
den Augen des Meßgerätes gesehene elastische Aufhängung.
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3. Ist die elastische Matrix symmetrisch, so genügt ein Koordinatensystem.

4. Die Symmetrie der Steifheitsmatrix kann aus der Existenz eines Potentials
gefolgert werden.

5. Mit dieser Information läßt sich eine ausgezeichnete und unter Wechseln des
Koordinatensystems invariante Form der elastischen Matrix finden.

6. Diese Form erlaubt die Vergleichbarkeit von Meßwerten und/oder Vorhersa-
gen; insbesondere taugt damit die elastische Matrix als Meßobjekt.

7. Bezüglich dieser invarianten Form lassen sich wesentliche Eigenschaften der
Aufhängung durch aussagekräftige Parameter ausdrücken oder als geometri-
sche Gebilde visualisieren.

8. Auch Meßobjekten, die diesen idealisierten Vorstellungen nicht genügen, läßt
sich durch eine geeignete Meß- und Auswertevorschrift eine elastische Matrix
zuordnen.

9. Eine hinreichend dünne elastische Schicht kann als Fläche betrachtet werden.

10. Ein isotropes Medium kann dann durch zwei Materialkonstanten beschrieben
werden; diese modellieren das Verhalten senkrecht zur und innerhalb der
Schicht.

11. Für genügend dünne Schichten können die Schichtgrößen aus der Elastizitäts-
theorie hergeleitet werden.

12. Aus den zwei Materialkonstanten, der Flächennormale und der Schichtdicke,
kann eine Matrix zusammengesetzt werden, über die der Beitrag des Flächen-
elementes zur elastischen Energie berechnet werden kann.

13. Je nach Anwendung sind verschiedene solcher Federmatrizen als Ausgangs-
punkt der weiteren Rechnung zulässig.

14. Die Integration der Federmatrix über die gesamte Fläche liefert die Steif-
heitsmatrix der ganzen Aufhängung.

15. Ist die Integration numerisch durchführbar, so erlaubt das die Beschreibung
aller Lastfälle; ist sie analytisch durch bestimmte Integrale möglich, so können
darüber hinaus die Schichtgrößen untersucht werden; als unbestimmte Inte-
grale sind zudem Variationen der Form beschreibbar.

16. Für einfache oder hinreichend symmetrische Aufhängungen sind die Integrale
geschlossen lösbar und es ergibt sich eine analytische Form der Steifheitsma-
trix.

17. Das ausgezeichnete Koordinatensystem ist nur in sehr speziellen Fällen mit
dem Flächenschwerpunkt der Aufhängung identisch. Es kann sogar außerhalb
der konvexen Hülle der Aufhängung liegen.
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18. Es können allgemeine Aussagen über Aufhängungen bestimmter Symmetrien
getroffen werden.

19. Der Vergleich von Meßdaten mit solchen Aussagen läßt Schlüsse auf die innere
Struktur des Meßobjektes zu.

20. Stimmen Federmodell und Meßdaten nicht überein, so ist das eher ein Hinweis
auf eine von den Voraussetzungen des Modells abweichende Struktur, als ein
Versagen des Modells an sich.

21. Der Vergleich von Meßdaten mit einem analytischen Modell erlaubt prinzi-
piell die Bestimmung der elastischen Konstanten des Materials.

22. Die Auswertung von Aufhängungen unterschiedlichster Herkunft ist möglich
und sinnvoll.

23. Die Genauigkeit der bisher überhaupt durchgeführten Messungen reicht nicht
aus, um zweifelsfrei eine Aussage für oder gegen das Federmodell zu treffen.

7.2 Was zu tun bleibt

Die im ersten Teil definierten Flächen können sicher noch ausführlicher eingesetzt
werden. Insbesondere ihre Rolle als Visualisierung kann bei Serienmessungen an
ähnlichen Meßobjekten ausgebaut werden. Dies ist aber nur sinnvoll für außeror-
dentlich genaue Messungen.

Dasselbe gilt für die Kongruenz der Schraubachsen und die aus ihr abgeleiteten
Flächen. Im Gegensatz zu den eben genannten Flächen ist die Kongruenz selbst
weniger als Visualisierung geeignet, dafür aber mehr zu mathematischen Untersu-
chungen.

Eine Präzisierung des Reziprozitätstheorems oder des ihm zu Grunde liegenden Ge-
dankenexperimentes in Form einer Abhängigkeit der Aufpunkte von Kraftschrau-
ben und Drehschrauben steht ebenfalls noch aus. Gibt man etwa die Kraftwir-
kungslinie einer reinen Kraft vor, so erhält man über das äquivalente Lastsystem
im elastischen Zentrum, die Flexibilitätsmatrix und (2.5) sofort die Drehschraube.
Der sich so ergebende Ausdruck hängt aber neben der Richtung der Kraft F 0 auch
wegen T Z = r × F noch vom Abstand r der Kraftwirkungslinie ab. Damit ist
eine konkrete Situation zwar immer beschreibbar, aber ein allgemeiner der Theorie
zugänglicher Zusammenhang ist so nicht mehr erkennbar.

Bislang fehlt eine grundlegende statistische Untersuchung, die für ein Meßobjekt
mit bekannten oder vermuteten Eigenschaften ein passendes optimales Verfahren
anbietet. Je nach Meßobjekt ist damit untrennbar die Notwendigkeit einer nichtli-
nearen Beschreibung verknüpft. Dennoch hoffe ich, mit meinen Überlegungen einen
ersten Schritt in die richtige Richtung getan zu haben.
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Es wäre ferner wünschenswert, einen Rechenweg zu ersinnen, der die Vorlast von
den übrigen Effekten entkoppelt. Dieses Problem ist aufgrund der Kleinheit der
störenden Terme vermutlich nur gemeinsam mit den Erwägungen zur statistischen
Vorgehensweise zu lösen.

Im Zusammenhang mit den eben erwähnten Genauigkeitsfragen steht auch ein
prinzipielles Problem: Ist die ermittelte Realform einer Matrix im Rahmen der Ge-
nauigkeit nicht symmetrisch, so bedürfte es eines tieferen Argumentes, daß auch
dann Drehmomentszentrum und Translationszentrum denselben Ort beschreiben.
Diese Frage ist aber nur für der direkten Auswertung nachgeschaltete Transforma-
tionen von Bedeutung, d. h. es handelt sich um Effekte höherer Ordnung.

Auch die Federmatrix eines faserigen Materials fand in dieser Arbeit keine Anwen-
dung mehr. Mit ihren vier Materialkonstanten bei nicht ausreichend bekanntem
Faserverlauf erschien sie mir im Rahmen der derzeitigen Meßgenauigkeit doch zu
spekulativ. Mit Anzahl der freien Parameter steigt zwar die Anpassungsfähigkeit
an Meßdaten, aber ebenso wächst die Gefahr einer Fehlinterpretation.

Ein Vergleich des Federmodells mit erprobten numerischen Verfahren (wie etwa
der FEM) mußte ausbleiben, da aus den zur Verfügung gestellten Basiselementen
(truss, beam, beam3d,. . . ) keine isotrope Schicht zusammengesetzt werden kann.
Das liegt daran, daß die Federmatrix im Grunde ein neues solches Basiselement
ist. Ferner sollte ein derartiger Vergleich auch eine Optimierung des Verfahrens im
Hinblick auf Laufzeit und Ressourcen beinhalten. Da der Einsatz von Computeral-
gebra in der Mechanik zusammen mit der Entwicklung geeigneter Algorithmen und
der Vergleich zu den klassischen Methoden ein aktuelles Forschungsgebiet darstellt
(vgl. etwa [37, 35]), können dessen Ergebnisse hier nur gestreift werden.

Die Auswertung der Meßdaten an biologischen Objekten zeigte, daß die Flüssig-
keitsanteile der Gewebe eine nicht zu vernachlässigende Rolle im elastischen Ge-
schehen spielen. Um für diese Anteile eine angemessene Theorie zu finden, muß die
ausgearbeitete Theorie noch mit einem hydrostatischen Pendant gekoppelt werden.
Eine von Mow und Lai für Gelenkknorpel vorgeschlagene Theorie [45] mag dazu
als Ausgangspunkt dienen. Mir erscheint der Weg über die Erweiterte Thermody-
namik [46] plausibel.

Alle diese ausstehenden Untersuchungen möchte ich ausdrücklich als nicht abge-
schlossen wissen, hoffe aber dennoch, in dieser Arbeit für sie einen Anstoß oder
sogar brauchbare Anregungen gegeben zu haben.
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Anhang A

Verwendete Symbole und einfache
Zusammenhänge

Es wurde versucht, die auftauchenden Symbole im Text selbst an der Stelle ihres
ersten Auftauchens zu definieren und erläutern. Da eine Arbeit wie diese nur sel-
ten linear von Anfang bis Ende durchgelesen wird, ist eine Zusammenstellung der
verwendeten Symbole mit ihrer Systematik für den Quereinsteiger unverzichtbar.

A.1 Notation

A.1.1 Allgemeine Symbole

Symbol Name Typ

[ ] Dimension einer phys. Größe, Mittelung Dimension, Operator
[ , ], { , } Kommutator, Antikommutator Operator
{ } Einheit Phys. Größe
〈 〉 Aufgespannter Unterraum Vektoroperator
| | Betrag, Länge Abb. nach IR+

‖ ‖ Norm Abb. nach IR+

∗ beliebige Größe Platzhalter
% Prozent, Faulenzer 1/100, letzter Ausdruck
δ kleine Differenz Operator
∆ endliche Differenz Operator
◦ Skalar- oder Vektorprodukt Vektoroperator
∗1|∗2 ∗1 bezüglich ∗2 Spezifikation
∗1‖∗2 ∗1 parallel ∗2 Vektorrelation
∗̃ ∗ bezüglich elastischer Zentren Spezifikation
∗̂ ∗ in Realform Spezifikation
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A.1.2 Sub- und Superskripte

A.1.2.1 Subskripte

Symbol Bedeutung

i, j, k . . . Laufindizes von Vektoren/Tensoren
x, y, z Kartesische Koordinaten
1, 2, . . . Durchnumerierung
A,B, . . . , Z Zugehörigkeit zum Punkt A,B, . . . , Z
x, y, F, T, . . . Zugehörigkeit zum Vektor x,y,F , T , . . .
A,H Arithmetisches, Harmonisches Mittel
(ij) Symmetrisierung in den Indizes i und j
[ij] Antisymmetrisierung in den Indizes i und j
q, f Zugehörigkeit zu q, f

A.1.2.2 Superskripte

Superskripte sollen besonders als Matrixoperatoren eingesetzt werden. Bei einer
Hintereinanderschaltung können die Klammern weggelassen worden sein, etwa

((
A−1

)T
)F

= A−1TF .

Die am weitesten links stehende Operation wird demnach zuerst ausgeführt.

Symbol Name Typ Definition

T Transposition Operator
(
AT

)
ij

:= (A)ji

S Symmetrisierung Matrixoperator AS := 1
2

(
A + AT

)

A Antisymmetrisierung Matrixoperator AA := 1
2

(
A−AT

)

D Dualisierung Vektoroperator
(
xD

)
ij

:= εikj (x)k ≡ Ωx

D Dualisierung Matrixoperator
(
AD

)
i
:= −1

2
εijk (A)jk

F vgl. A.10 Matrixoperator
(
AF

)
im

:= 1
2
(Allδim − Aim)

G Gauß-Transformation Matrixoperator AG := AT A
0 Normierung Operator A0 := A/‖A‖
−1 Inversion Matrixoperator A−1A = I
− Pseudoinversion Matrixoperator A−A = P

Der Superskript 0 wird auch noch für eine Vorlast als f 0 bzw. F 0 und T 0 verwendet.
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A.1.3 Kernbuchstaben

A.1.3.1 Normaldruck

Mit normalen Buchstaben werden Indizes, Vektor-, Matrix- und Tensorkompo-
nenten, skalare Parameter wie Winkel, Aufpunkte und sechskomponentige Vekto-
ren gekennzeichnet. Dabei sollen die Komponenten einer vektoriellen/tensoriellen
Größe zwar denselben Kernbuchstaben wie die Größe selbst bekommen, aber dann
nicht im Fettdruck dargestellt werden.

Symbol Name Typ

A, B,. . .P allgemeine Punkte
O Ursprung
L Lastsystem
M Meßsystem
D Drehmomentszentrum Punkte im Ortsraum
T Translationszentrum
W Widerstandszentrum
Z elastisches Zentrum
F Fläche
l, L, h, H, d, D Länge, Höhe, Dicke
R, r, % Radius
θ Drehwinkel

Geometrische Größen

I, J Flächenträgheitsmomente
ϑ, φ Winkel d. Kugelkoordinaten
xi := (x)i

Aij := (A)ij Komponenten von

δij, δ
j
i Kronecker-Delta Vektoren, Matrizen und

εijk Epsilon-Tensor Tensoren
x, y, z Kartesische Koordinaten
F, T, d, θ . . . Betrag von F ,T ,d,θ . . . Betrag eines Vektors
G Gewichtskraft
ρ Massendichte Skalar

f :=

(
F
T

)
Last

q :=

(
d
θ

)
Lageänderung

Sechskomponentige Vektoren

λ
wi Eigenwerte v. W Eigenwerte, reelle Parameter
wij Differenz wi − wj

ui Flächen- Kongruenzparameter
Θ Heaviside-Funktion Stufenfunktion
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Aufgrund ihrer Vielfalt bekommen die Symbole der Elemente der Elastizitätstheo-
rie eine eigene Tabelle.

Symbol Name

Φ Elastisches Potential
σij, εij Spannungs- Dehnungstensor

ki, k
⊥, k‖ Federkonstanten, Schichtgrößen

Ki = kid(x) Materialkonstanten
E, G Elastizitätsmoduln
Λ Tensor der Elastizitätsmoduln
λ, µ Lamé-Moduln
σ Querdehnzahl
k, κ,K Scherkoeffizient, Beiwert, Korrekturfaktor
U , T , S Thermodyn. Funktionen

A.1.3.2 Fettdruck

Fette lateinische Großbuchstaben werden für 3× 3–Matrizen verwendet. Für allge-
meine 3-er Vektoren werden, wie in der Mathematik üblich, möglichst kleine fette
lateinische Buchstaben verwendet. Die Konventionen in der Physik erfordern hin-
gegen oft Großbuchstaben, die ich wenn möglich natürlich beibehalte. Griechische
Symbole werden bevorzugt für Drehungen oder durch Kreuzprodukte entstandene
Objekte verwendet.

3×3–Matrizen

Symbol Name Typ

0 Nullmatrix
I Einheitsmatrix
Ωx = xD Antisymmetrische Matrix
D, S1, S2, M Bestandteile der Flexibilitätsmatrix F
A, B1, B2, C Bestandteile der Steifheitsmatrix S
W Widerstandsmatrix
R Drehmatrix
J Trägheitstensor

P ‖
x := xxT /xT x Parallelprojektor Projektor

P⊥
x := I − P ‖

x Orthogonalprojektor Projektor
Ψ Federdyade
K Federmatrix
K,G,N Bestandteile der 6×6–Federmatrix K

Abweichend davon werden in der Einleitung für die Bestandteile der 3×3–Flexibi-
litätsmatrix die Symbole s1, s2 und m verwendet die ihren Dimensionen als 2× 1
bzw. 1× 1–Matrix näherkommen.
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Nichtquadratische Matrizen

Für statistische Überlegungen werden verschiedene Messungen zu Matrizen zusam-
mengefaßt. Für linear von der Zeit abhängende Lasten f(t) = f0 + tg0 und Lagen
q(t) = q0 + tp0 erhält man die folgenden 6× n–Matrizen.

Symbol Name
L = (f1, f2, . . . , fn) Lastmatrix
Q = (q1, q2, . . . , qn) Lagematrix
G = (g1, g2, . . . , gn)
P = (p1, p2, . . . , pn)

Ebenfalls für statistische Zwecke kann eine 6 × 6 Varianz-Kovarianzmatrix Σ be-
stimmt werden.

Der Translationsanteil der Transformationsmatrix für die Lageänderungen ist eine
3× 6–Matrix und wird mit X bezeichnet.

Dreikomponentige Vektoren

Symbol Name Typ

0 Nullvektor
F Kraft
T Drehmoment
d Translation Phys. Vektoren
θ Drehvektor
o, f , l ortsfester, freier, linienflüchtiger V.
α := θ/|θ| Richtung des Drehvektors
w Widerstandszentrum
z elastisches Zentrum spez. Orte
s Schwerpunkt
a Anfangs- / Aufpunktvektor
r, l Richtungsvektor
n, e Normalen- / Einheitsvektor
ξ körperfester Vektor Geom. Vektoren
g = a + λr Gerade
t,n, b Begleitendes Dreibein
x,y,z beliebige Vektoren
v, e Eigenvektor
∇ Gradient, Nabla Differentialoperator

Ortsvektoren werden mit einem Pfeil über Anfangs- und Endpunkt gekennzeichnet,

also etwa
−→
AB für einen Ortsvektor vom Punkt A nach B.
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A.1.3.3 Kalligraphische Symbole

Kalligraphische Symbole werden bevorzugt für 6× 6–Matrizen verwendet.

Symbol Name Typ

F :=

(
D S2

S1 M

)
Flexibilitätsmatrix

S :=

(
A B2

B1 C

)
Steifheitsmatrix

E elementare Steifheitsmatrix

I :=

(
I 0
0 I

)
Einheitsmatrix

Ip :=

(
I 0
0 |p|I

)

T :=

(
I 0
Ω I

)
Transformationsmatrix

N := T − I 6× 6–Matrizen

J :=

(
0 I
I 0

)

R :=

(
R 0
0 R

)
Drehmatrix

U := RT
M :=

(
mI −mΩs

mΩs J

)
Massenmatrix

D Dissipationsmatrix

V :=

(
0 ΩF

ΩF ΩT

)
Vorlastmatrix

K :=

(
K 0
0 G

)
Federmatrix

L Linearer
P(t, τ) = exp (−(t− τ)D−1S) Propagator Differentialoperator
O Landau-Symbol

A.1.3.4 Serifenfrei

Serifenfreie Symbole sind Dimensionen pysikalischer Größen vorbehalten.

Symbol Größe

1 reine Zahl
T Zeit
L Länge
M Masse



228

A.2 Einfache Zusammenhänge

A.2.1 Projektoren

Die Länge der Projektion eines beliebigen Vektors v auf einen Einheitsvektor n,
für den also nT n = 1 gilt, ist gegeben durch das Skalarprodukt n · v = njvj und
der projizierte Vektor v‖ selber durch

(
v‖

)
i
= ninj︸ ︷︷ ︸

=:

(
P ‖

n

)
ij

vj

mit dem Parallelprojektor1

P ‖
n = nnT .

Für nichtnormierte Vektoren x verwendet man den zum normierten Vektor gehö-
renden Parallelprojektor P ‖

x = xxT

‖x‖2 . Den zu n senkrechten Anteil v⊥ von v erhält
man durch Subtraktion des parallelen Anteils

(
v⊥

)
i
= vi −

(
v‖

)
i
= vi − ninjvj = (δij − ninj)︸ ︷︷ ︸

=:

(
P ⊥

n

)
ij

vj

mit dem Orthogonalprojektor

P ‖
n = I − nnT .

Die Zerlegung v = v‖ + v⊥ lautet in Projektoren ausgedrückt

P ‖ + P⊥ = I ,

und für die Produkte zu gleichen Einheitsvektoren gilt P⊥·P⊥ = P⊥ und P ‖·P ‖ =
P ‖, kurz

P 2 = P

und
P⊥ · P ‖ = P ‖ · P⊥ = 0 .

In den entsprechenden Unterräumen wirken sie also wie die Einheitsmatrix. Das
Produkt ungleicher Parallelprojektoren zu den Vektoren x und y ist gegeben durch
die Dyade

P ‖
xP

‖
y =

xxT

‖x‖2

yyT

‖y‖2
=

(x · y)

x2y2
xyT ,

1Für das dyadische Produkt
(
abT

)
ij

:= aibj zweier Vektoren benutzen manche Autoren die

Schreibweise a ⊗ b oder einfach ab. Das skalare Produkt wird dann zu a ¯ b oder einfach a·b,
wobei ein Punkt für eine Verjüngung a·b = δijaibj und zwei Punkte für eine Kontraktion über
zwei Indizes usw. steht. Die Spur einer Matrix A kann so geschrieben werden als als I:A. In
Zweifelsfällen wie ab werde ich, um meine Notation eindeutig zu halten, eine explizite Transposi-
tion oder für das Skalarprodukt einen Punkt bzw. eine runde Klammer oder besser gleich Indizes
benutzen.
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wobei der Nenner für Einheitsvektoren wegfällt. Entsprechend können die sym-
metrischen bzw. antisymmetrischen Anteile auf die von (x · y) xyT zurückgeführt
werden.

Für gemischte Orthogonal- und Parallelprojektoren erhält man mit P⊥ = I −P ‖,
etwa

P ‖
xP

⊥
y + P ‖

yP
⊥
x = P ‖

x + P ‖
y −

(
P ‖

xP
‖
y + P ‖

yP
‖
x

)
= P⊥

x P ‖
y + P⊥

y P ‖
x .

Gerade bei geometrischen Problemen ist dieser Formalismus nützlich, da sich viele
Größen sofort hinschreiben lassen.

A.2.2 Der ε-Tensor, Kreuzprodukte und antisymmetrische
Matrizen

Der ε-Tensor ist der vollständig antisymmetrische Tensor dritter Stufe. Er ist de-
finiert durch

εijk :=





+1 (ijk) = ((123) , (231) , (312))
−1 (ijk) = ((132) , (321) , (213))
0 sonst

,

d. h. der Wert von εijk ist gleich dem Signum der Permutation Π (123) 7→ (ijk).
Bei Verwendung eines linkshändigen Koordinatensystems kehrt sich das Vorzei-
chen der Einträge um. Durch Multiplikation mit der (Inversen der) Wurzel der
Determinante des metrischen Tensors entsteht ein kovariantes (kontravariantes)
Pseudotensorfeld, der Levi-Civita-Pseudotensor. Die analoge Konstruktion ist
somit in n Dimensionen möglich.

Damit läßt sich das Kreuzprodukt schreiben als

(x× y)i = εijkxjyk ,

wobei sich in linkshändigen Koordinatensystemen das Vorzeichen wieder umkehrt.
Da axiale Vektoren in den meisten Formeln zusammen mit einem Kreuzprodukt
auftauchen, läßt sich dieser Vektor gleich besser als antisymmetrische Matrix be-
schreiben über

(x× y)i = εikjxk︸ ︷︷ ︸
=:(Ωx)

ij

yj = (Ωxy)i .

Andere Autoren (z. B. [58]) benutzen für diese Isomorphie zwischen Vektoren und
antisymmetrischen Matrizen die Schreibweise x×.
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A.2.2.1 Produkte antisymmetrischer Matrizen

Über

εijkεklm =

∣∣∣∣∣
δl
i δl

j

δm
i δm

j

∣∣∣∣∣ = δl
iδ

m
j − δl

jδ
m
i (A.1)

erhält man für das Quadrat einer antisymmetrischen Matrix

(
Ω2

x

)
ij

= εiklxkεlmjxm =

∣∣∣∣∣
δm
i δm

k

δj
i δj

k

∣∣∣∣∣ xkxm = xixj − xkxkδij

= −x2
(
P⊥

x

)
ij

, (A.2)

also im wesentlichen einen Orthogonalprojektor.

Im zu den Vektoren isomorphen Raum der antisymmetrischen Matrizen wird das
Kreuzprodukt durch den Kommutator der isomorphen Matrizen abgebildet. Aus
dem Produkt zweier zu ungleichen Vektoren gehörenden antisymmetrischen Ma-
trizen

(ΩxΩy)ij = εiklxkεlmjym =

∣∣∣∣∣
δm
i δm

k

δj
i δj

k

∣∣∣∣∣ xkym = xjyi − xkykδij

bzw.

ΩxΩy = yxT − (x · y) I (A.3)

und der zu ihrem Kreuzprodukt gehörenden antisymmetrischen Matrix

(Ωx×y)ij = εikj (x× y)k = εikjεklmxlym =

∣∣∣∣∣
δl
j δl

i

δm
j δm

i

∣∣∣∣∣ xlym = xjyi − xiyj

bzw.

Ωx×y = yxT − xyT (A.4)

folgt nämlich

Ωx×y = ΩxΩy −ΩyΩx = 2 (ΩxΩy)
A = [Ωx,Ωy] (A.5)

wobei sich die Terme mit der Einheitsmatrix δij gerade wegheben. Ebenso berech-
net man den Antikommutator

{Ωx,Ωy} = 2 (ΩxΩy)
S = ΩxΩy + ΩyΩx = yxT + xyT − 2 (x · y) I , (A.6)

mit der Eigenschaft, daß

(ΩxΩy)
S x =

1

2
y2P⊥

y x und (ΩxΩy)
S y =

1

2
x2P⊥

x y . (A.7)
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A.2.2.2 Die Dualisierung

Die Dualisierung ist eine nur im IR3 mögliche eindeutige Zuordnung von Vektoren
zu antisymmetrischen Matrizen. Sie ist so gemacht, daß aus

(
xD

)
ij

:= εikj (x)k (A.8)

und (
AD

)
i
:= −1

2
εijk (A)jk (A.9)

folgt, daß für die zweimalige Dualisierung

(
xD

)D

i
= −1

2
εijkεjlkxl = −1

2
(δijδjl − δjjδil) xl = (x)i

und (
AD

)D
= AA

gilt, also daß zweimaliges Dualisieren einen Vektor unverändert läßt. Wegen xD ≡
Ωx folgt für eine duale Dyade (xy)D = −1

2
xDy = −1

2
x × y. Da nur der anti-

symmetrische Anteil einer Matrix in die Dualisierung eingeht, also AD =
(
AA

)D
,

folgt (
AT

)D
=

(
−AA

)D
= −AD .

Die Dualisierung ist, bis auf ihr Vorzeichen, genau der Hodgeoperator des IR3.

Oft sind Ausdrücke der Gestalt (ΩA)D =
(
xDA

)D
zu untersuchen. Es ergibt sich

(ΩA)D
i = −1

2
εijkεjmlxmAlk =

1

2
(Allδim − Aim)

︸ ︷︷ ︸
=:

(
AF

)
im

xi

mit der Abkürzung

AF =
1

2
((SpA)I −A) . (A.10)

Die wichtigsten Eigenschaften dieser neuen Matrixoperation lauten IF = I und(
AF

)T
=

(
AT

)F
. Daraus folgt für Ω = xD sofort

(AΩ)D = −
(
(AΩ)T

)D
= −

(
ΩT AT

)D
=

(
ΩAT

)D
=

(
AT

)F
x .

Auf einen Parallelprojektor angewandt ergibt sich

P ‖F =
1

2

(
(SpP ‖)︸ ︷︷ ︸

=1

I − P ‖) =
1

2
P⊥ , (A.11)
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und die Transformierte eines Orthogonalprojektors ist

P⊥F
=

1

2

(
(SpP⊥)︸ ︷︷ ︸

=2

I − P⊥)
=

1

2

(
I + P ‖) = I − 1

2
P⊥ . (A.12)

Aus der Spurfreiheit einer antisymmetrischen Matrix folgt ΩF = −Ω/2 und daher
gilt für das Produkt zweier antisymmetrischer Matrizen

(ΩxΩ)D = ΩF x = −1

2
Ωx .

Interessant ist noch eine Householdermatrix I − 2P ‖
n. Im von n aufgespannten

Unterraum 〈n〉 ist sie genau eine Punktspiegelung, im IR3 also eine Spiegelung an
der Ebene 〈n〉⊥. Ihre Transformierte lautet

(
I − 2P ‖)F

=
1

2

(
Sp

(
I − 2P ‖)

︸ ︷︷ ︸
=1

I − P⊥
)

=
1

2
P ‖ .

A.2.2.3 Projektoren von Kreuzprodukten

Die Berechnung des zu einem Kreuzprodukt gehörenden Parallelprojektors erfor-
dert die Berechnung eines nichtkontrahierten Produktes zweier ε-Tensoren. Für
einen Orthogonalprojektor hingegen vereinfacht sich die Rechnung etwas wegen

P⊥
x×y = − 1

(x× y)2Ω
2
x×y .

Es ergibt sich mit |x× y|2 = x2y2 − (xy)2

P⊥
x×y = − 1

|x× y|2Ω
2
x×y

= − 1

|x× y|2
(
yxT − xyT

)2

=
1

|x× y|2
(
x2yyT + y2xxT − xy

(
xyT + yxT

))

=
1

|x× y|2
(
x2y2

(
P ‖

x + P ‖
y

)
− x2y2

(
P ‖

xP
‖
y + P ‖

yP
‖
x

))

=
x2y2

|x× y|2
(
P ‖

x + P ‖
y

)
−

(
P ‖

xP
‖
y + P ‖

yP
‖
x

)

=
x2y2

|x× y|2
(
P ‖

xP
⊥
y + P ‖

yP
⊥
x

)
, (A.13)

d. h. der Orthogonalprojektor des Kreuzproduktes zweier Vektoren läßt sich durch
die Projektoren der Einzelvektoren ausdrücken. Daher lautet die Basis der Darstel-
lungen von zwei Vektoren abhängenden symmetrischen Matrizen I,P ‖

x, P
‖
y, und(

P ‖
xP

‖
y

)S
.
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Für geometrische Probleme ist eine andere Schreibweise günstiger. Aus

P⊥
x×y =

x2y2

|x× y|2
(
P ‖

x + P ‖
y

)
− (xy)

|x× y|2
(
xyT + yxT

)

=
|x× y|2 + (xy)2

|x× y|2
(
P ‖

x + P ‖
y

)
− (xy)

|x× y|2
(
xyT + yxT

)

= P ‖
x + P ‖

y +
(xy)

|x× y|2
(
(xy)

(
P ‖

x + P ‖
y

)
−

(
xyT + yxT

))
(A.14)

folgt insbesondere für aufeinander senkrechte Vektoren xy = 0 und damit

P⊥
x×y = P ‖

x + P ‖
y .

Diese Formel ist dann genau die Zerlegung der Einheitsmatrix durch drei paarweise
orthogonale Einheitsvektoren x, y und z = x× y in I = P ‖

x + P ‖
y + P ‖

z.

A.2.2.4 Kreuzprodukte und Drehungen

Es soll nun das Transformationsverhalten der antisymmetrischen Matrizen unter
Drehungen studiert werden. Eine Drehmatrix R ist zusammengesetzt aus Spalten
paarweise orthogonaler Eigenvektoren ei und läßt sich daher schreiben als

(R)ij = (ei)j ,

insbesondere ist (Rx)i = ei · x. Die Komponenten der gedrehten Matrix lauten

(
RΩxR

T
)

ij
= RikεklmxlR

T
mj

= (ei)k εklmxl (ej)m

= (ej × ei)l xl

= (ej × ei) · x

=




0 −e3x e2x
e3x 0 −e1x
−e2x e1x 0




ij

= (ΩRx)ij ,

also kurz
RΩxR

T = ΩRx . (A.15)

Daraus folgt sofort die Kovarianz des Kreuzproduktes unter Drehungen, denn es
gilt

(Rx)× (Ry) = ΩRxRy = RΩxR
T Ry = RΩxy

= R (x× y) . (A.16)
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A.2.2.5 Determinante, Adjungierte und Inverse

Die vollständige Antisymmetrie des ε-Tensors ermöglicht es weiterhin, die Deter-
minante, Adjungierte und mit diesen sogar die Inverse einer 3 × 3–Matrix aus-
zudrücken. Die Determinante lautet wegen der vollständigen Antisymmetrie und
Multilinearität der Determinante in jedem Index

det A =
1

6
εijkεlmnAilAjmAkn , (A.17)

nachzuprüfen mit der Sarrusschen Regel bzw. mit

εijkεlmn =

∣∣∣∣∣∣∣

δil δjl δkl

δim δjm δkm

δin δjn δkn

∣∣∣∣∣∣∣
. (A.18)

Die Werte der algebraischen Komplemente ergeben sich aus den Werten der ent-
sprechenden Unterdeterminante, in der die betreffende Zeile und Spalte weggestri-
chen wurden, versehen mit dem Vorzeichen nach der Schachbrettregel. Die adjun-
gierte Matrix ist die Matrix dieser algebraischen Komplemente2. Für 3×3–Matrizen
lautet sie (

Aadj
)

ij
=

1

2
εiklεjmnAkmAln , (A.19)

und die Inverse erhält man schließlich über

A−1 =
1

det A

(
AT

)adj
. (A.20)

A.2.3 Die Güte einer Matrix

Es ist oft notwendig zu beurteilen, wie symmetrisch eine Matrix ist, z. B. bei
den Transformationsmatrizen. Die Güte einer Matrix soll ein solches Maß für ihre
Symmetrie sein. Die von mir verwendete Funktion lautet

G(M ) :=
2

∥∥∥MS
∥∥∥
2 − 3

∥∥∥MA
∥∥∥
2

2
∥∥∥MS

∥∥∥
2
+ 3

∥∥∥MA
∥∥∥
2 . (A.21)

Für rein antisymmetrische Matrizen ist G = −1; für rein symmetrische ist G =
+1. Sind alle Einträge betragsmäßig gleich, so berücksichtigen die Vorfaktoren die
unterschiedliche Anzahl der von Null verschiedenen Einträge: 9 für symmetrische
und 6 für antisymmetrische Matrizen. Das Ergebnis ist dann G = 0. Die Definition
über die Normquadrate ist günstig für symbolische Rechnungen (also auch für
Computeralgebra), da keine Wurzeln auftauchen.

2Einige Autoren, etwa ([73] §3), benutzen die Bezeichnung adjungierte Matrix für die trans-
ponierte Matrix der algebraischen Komplemente.
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In n Dimensionen hat eine symmetrische Matrix n2 Einträge und eine antisym-
metrische, da sie auf der Hauptdiagonale keine Einträge hat, nur n(n − 1). Nach
Kürzen von n lautet die allgemeine Gütefunktion mit den obigen Eigenschaften
demnach

G(M , n) :=
(n− 1)

∥∥∥MS
∥∥∥
2 − n

∥∥∥MA
∥∥∥
2

(n− 1)
∥∥∥MS

∥∥∥
2
+ n

∥∥∥MA
∥∥∥
2 . (A.22)

A.3 Rechnungen mit Mathematica

Um mit dem Computeralgebra-System Mathematica die Berechnungen der Steif-
heitsmatrizen der Beispiele rechnen zu können, benötigt man Routinen und Pro-
zeduren, die ich im Folgenden vorstellen möchte.

A.3.1 Prozeduren zur Vektor- und Tensorrechnung und für
Blockmatrizen

(***************************************************************
Reduce-Prozeduren fuer Mathematica angepasst und erweitert

***************************************************************)

(* Prozeduren fuer n Dimensionen
*)

Punkt[v1_, v2_]:=First[Flatten[Transpose[v1].v2]]

Sym[m_]:=(m+Transpose[m])/2

Asym[m_]:=(m-Transpose[m])/2

GaussTrans[m_]:=Transpose[m].m

TransGauss[m_]:=m.Transpose[m]

Spur[m_]:=Sum[m[[i,i]],{i,Length[m]}]

NormQuad[m_]:=Simplify[Spur[GaussTrans[m]]]

Norm[m_]:=PowerExpand[Sqrt[NormQuad[m]]]

Guete[m_]:=Module[{a,s,n},
n=Length[m];
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s=NormQuad[Sym[m]];
a=NormQuad[Asym[m]];

Simplify[((n-1)*s-n*a)/((n-1)*s+n*a)]]

Dyad[x_,y_]:=Table[ x[[i,1]]*y[[j,1]],
{i,Length[x]}, {j,Length[y]} ]

PProj[v_]:=Module[{nq},
nq=NormQuad[v];

Dyad[v,v]/nq]

OProj[v_]:=IdentityMatrix[Length[v]]-PProj[v]

Richt[v_]:=Simplify[v/Norm[v]]

CharPol[m_,l_]:=Det[m-l*IdentityMatrix[Length[m]]]

(* Prozeduren fuer 3 Dimensionen
*)

Edrei=IdentityMatrix[3]

Zdrei=Table[0, {3}, {3}]

DMat[a_,b_,c_,d_,e_,f_,h_,i_,j_]:={{a,b,c},{d,e,f},{h,i,j}}

SymDMat[a_,b_,c_,d_,e_,f_]:={{a,b,c},{b,d,e},{c,e,f}}

DVec[a_,b_,c_]:={{a},{b},{c}}

DMatrix[m_Symbol]:=ToExpression[
{{ToString[m]<>"11",ToString[m]<>"12",ToString[m]<>"13"},
{ToString[m]<>"21",ToString[m]<>"22",ToString[m]<>"23"},
{ToString[m]<>"31",ToString[m]<>"32",ToString[m]<>"33"}}]

SymDMatrix[m_Symbol]:=ToExpression[
{{ToString[m]<>"11",ToString[m]<>"12",ToString[m]<>"13"},
{ToString[m]<>"12",ToString[m]<>"22",ToString[m]<>"23"},
{ToString[m]<>"13",ToString[m]<>"23",ToString[m]<>"33"}}]

Matrix[a_Symbol, n_Integer, m_Integer]:=
ToExpression[Table[ToString[a]<>ToString[i]<>ToString[j],
{i,n},{j,m}]]

DVector[v_Symbol]:=ToExpression[
{{ToString[v]<>"11"},
{ToString[v]<>"21"},
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{ToString[v]<>"31"}}]

Vektor[v_Symbol]:=ToExpression[
{{ToString[v]<>"x"},
{ToString[v]<>"y"},
{ToString[v]<>"z"}}]

MTmS[m_]:=Transpose[m]-Edrei*Spur[m]

FTrans[m_]:=(Edrei*Spur[m]-m)/2

MWurzel[m_]:=Module[{ew, wew, sqrd, trans},
ew=Eigenvalues[m];
wew=Sqrt[ew];
sqrd={{wew[[1]],0,0},{0,wew[[2]],0},{0,0,wew[[3]]}};
trans=Transpose[Eigenvectors[m]];

trans.sqrd.Inverse[trans]]

(* Prozeduren fuer Kreuzprodukte
und antisymmetrische Matrizen
in 3 Dimensionen

*)

Meps[v_]:={{ 0, -v[[3,1]], v[[2,1]]},
{ v[[3,1]], 0, -v[[1,1]]},
{-v[[2,1]], v[[1,1]], 0 }}

Kreuz[x_,y_]:=(Meps[x]).y

Veps[m_]:={{m[[2,3]]-m[[3,2]]},
{m[[3,1]]-m[[1,3]]},
{m[[1,2]]-m[[2,1]]}}

Vdual[m_]:=-Veps[m]/2

(* Prozeduren fuer Drehungen in 3 Dimensionen
*)

DrehM[v_]:=Module[{alpha, richt},
alpha=Norm[v];
richt=v/alpha;

Edrei+Sin[alpha]*Meps[richt]+(Cos[alpha]-1)*OProj[richt]]

DrehMat[alpha_,richt_]:=
Edrei+Sin[alpha]*Meps[richt]+(Cos[alpha]-1)*OProj[richt]

DrehR[r_]:=-Richt[Veps[r]]
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DrehW[r_]:=ArcCos[(Spur[r]-1)/2]

DrehV[r_]:=DrehW[r]*DrehR[r]

(* Prozeduren fuer 6x6-Matrizen
und 6-er Vektoren

*)

KompMat[d_, sz_, se_, m_]:=
{{d[[1,1]],d[[1,2]],d[[1,3]],sz[[1,1]],sz[[1,2]],sz[[1,3]]},
{d[[2,1]],d[[2,2]],d[[2,3]],sz[[2,1]],sz[[2,2]],sz[[2,3]]},
{d[[3,1]],d[[3,2]],d[[3,3]],sz[[3,1]],sz[[3,2]],sz[[3,3]]},
{se[[1,1]],se[[1,2]],se[[1,3]],m[[1,1]],m[[1,2]],m[[1,3]]},
{se[[2,1]],se[[2,2]],se[[2,3]],m[[2,1]],m[[2,2]],m[[2,3]]},
{se[[3,1]],se[[3,2]],se[[3,3]],m[[3,1]],m[[3,2]],m[[3,3]]}}

KompVec[ax_, pol_]:=
{{ax[[1,1]]},{ax[[2,1]]},{ax[[3,1]]},
{pol[[1,1]]},{pol[[2,1]]},{pol[[3,1]]}}

DekompMat[m_,i_,j_]:=Module[{a,b},
a=3*i-2;
b=3*j-2;

{{m[[a,b]], m[[a,b+1]], m[[a,b+2]]},
{m[[a+1,b]],m[[a+1,b+1]],m[[a+1,b+2]]},
{m[[a+2,b]],m[[a+2,b+1]],m[[a+2,b+2]]}}]

DekompVec[v_, i_]:=Module[{a},a=3*i-2;
{{v[[a,1]]},{v[[a+1,1]]},{v[[a+2,1]]}}]

BlockNorm[M_]:={{Norm[DekompMat[M,1,1]],Norm[DekompMat[M,1,2]]},
{Norm[DekompMat[M,2,1]],Norm[DekompMat[M,2,2]]}}

LastTrans[AB_]:=KompMat[Edrei, Zdrei, Meps[AB], Edrei]

LageTrans[AB_]:=Transpose[LastTrans[-AB]]

FDirekt[ff_]:=Module[{MD, LT},
MD=Vdual[DekompMat[ff,1,2].Inverse[DekompMat[ff,2,2]]];
LT=Vdual[-Inverse[DekompMat[ff,2,2]].DekompMat[ff,2,1]];

LageTrans[-MD].ff.LastTrans[LT] ]

SDirekt[ss_]:=Module[{MD, LT},
MD=Vdual[-Inverse[DekompMat[ss,1,1]].DekompMat[ss,1,2]];
LT=Vdual[DekompMat[ss,2,1].Inverse[DekompMat[ss,1,1]]];

LastTrans[-LT].ss.LageTrans[MD] ]
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PermRot[R_]:=Module[{DD, DW},
DD={R, DiagonalMatrix[1,-1,-1].R,
DiagonalMatrix[-1,1,-1].R,
DiagonalMatrix[-1,-1,1].R};
DW=Table[DrehW[DD[[i]]], {i,4}];
DD[[Position[DW, Min[DW]][[1,1]]]]]

FRealForm[f_]:=Module[{m,SVD,RotMess,RotLast},
m=DekompMat[f,2,2];
SVD=SingularValues[m];
RotMess=Part[SVD,1];
RotMess *= Det[RotMess];
RotMess=PermRot[RotMess];
RotLast=Part[SVD,3];
RotLast *= Det[RotLast];
RotLast=Transpose[PermRot[RotLast]];
Chop[KompMat[RotMess,Zdrei,Zdrei,RotMess].
FDirekt[f].KompMat[RotLast,Zdrei,Zdrei,RotLast]]]

BlockSMult[m_,d_]:=
{{m[[1,1]]*d[[1,1]],m[[1,2]]*d[[1,1]],m[[1,3]]*d[[1,1]],

m[[1,4]]*d[[1,2]],m[[1,5]]*d[[1,2]],m[[1,6]]*d[[1,2]]},
{m[[2,1]]*d[[1,1]],m[[2,2]]*d[[1,1]],m[[2,3]]*d[[1,1]],

m[[2,4]]*d[[1,2]],m[[2,5]]*d[[1,2]],m[[2,6]]*d[[1,2]]},
{m[[3,1]]*d[[1,1]],m[[3,2]]*d[[1,1]],m[[3,3]]*d[[1,1]],

m[[3,4]]*d[[1,2]],m[[3,5]]*d[[1,2]],m[[3,6]]*d[[1,2]]},
{m[[4,1]]*d[[2,1]],m[[4,2]]*d[[2,1]],m[[4,3]]*d[[2,1]],

m[[4,4]]*d[[2,2]],m[[4,5]]*d[[2,2]],m[[4,6]]*d[[2,2]]},
{m[[5,1]]*d[[2,1]],m[[5,2]]*d[[2,1]],m[[5,3]]*d[[2,1]],

m[[5,4]]*d[[2,2]],m[[5,5]]*d[[2,2]],m[[5,6]]*d[[2,2]]},
{m[[6,1]]*d[[2,1]],m[[6,2]]*d[[2,1]],m[[6,3]]*d[[2,1]],

m[[6,4]]*d[[2,2]],m[[6,5]]*d[[2,2]],m[[6,6]]*d[[2,2]]}}

(* Prozeduren fuer 9x9-Matrizen und 9-er Vektoren
*)

DreiKompMat[a_, b_, c_, d_, e_, f_, g_, h_, i_]:=
{{a[[1,1]],a[[1,2]],a[[1,3]],b[[1,1]],b[[1,2]],b[[1,3]],

c[[1,1]],c[[1,2]],c[[1,3]]},
{a[[2,1]],a[[2,2]],a[[2,3]],b[[2,1]],b[[2,2]],b[[2,3]],

c[[2,1]],c[[2,2]],c[[2,3]]},
{a[[3,1]],a[[3,2]],a[[3,3]],b[[3,1]],b[[3,2]],b[[3,3]],

c[[3,1]],c[[3,2]],c[[3,3]]},
{d[[1,1]],d[[1,2]],d[[1,3]],e[[1,1]],e[[1,2]],e[[1,3]],

f[[1,1]],f[[1,2]],f[[1,3]]},
{d[[2,1]],d[[2,2]],d[[2,3]],e[[2,1]],e[[2,2]],e[[2,3]],
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f[[2,1]],f[[2,2]],f[[2,3]]},
{d[[3,1]],d[[3,2]],d[[3,3]],e[[3,1]],e[[3,2]],e[[3,3]],

f[[3,1]],f[[3,2]],f[[3,3]]},
{g[[1,1]],g[[1,2]],g[[1,3]],h[[1,1]],h[[1,2]],h[[1,3]],

i[[1,1]],i[[1,2]],i[[1,3]]},
{g[[2,1]],g[[2,2]],g[[2,3]],h[[2,1]],h[[2,2]],h[[2,3]],

i[[2,1]],i[[2,2]],i[[2,3]]},
{g[[3,1]],g[[3,2]],g[[3,3]],h[[3,1]],h[[3,2]],h[[3,3]],

i[[3,1]],i[[3,2]],i[[3,3]]}}

DreiKompVec[a_, b_, c_]:=
{{a[[1,1]]},{a[[2,1]]},{a[[3,1]]},
{b[[1,1]]},{b[[2,1]]},{b[[3,1]]},
{c[[1,1]]},{c[[2,1]]},{c[[3,1]]}}

MDLTF[S_]:=Module[{AI, AIF, AIG, AIT, B2, B1},
AI=Inverse[DekompMat[S, 1, 1]];
B2=DekompMat[S, 1, 2];
B1=DekompMat[S, 2, 1];
AIF=FTrans[AI];
AIG=GaussTrans[AI];
AIT=TransGauss[AI];

LinearSolve[
DreiKompMat[Edrei, Zdrei, -Transpose[AIF],

Zdrei, Edrei, AIF,
-AIF, Transpose[AIF], FTrans[AIG] + FTrans[AIT] ],

DreiKompVec[-Vdual[AI.B2], Vdual[B1.AI],
Vdual[B1.AIT-AIG.B2]] ]]

MDF[S_]:=Module[{AI, AIF, AIG, B2},
AI=Inverse[DekompMat[S, 1, 1]];
B2=DekompMat[S, 1, 2];
AIF=FTrans[AI];
AIG=GaussTrans[AI];

LinearSolve[KompMat[Edrei, -Transpose[AIF], -AIF, FTrans[AIG] ],
KompVec[-Vdual[AI.B2], Vdual[AIG.B2]] ]]

LTF[S_]:=Module[{AI, AIF, AITG, B1},
AI=Inverse[DekompMat[S, 1, 1]];
B1=DekompMat[S, 2, 1];
AIF=FTrans[AI];
AITG=TransGauss[AI];

LinearSolve[KompMat[Edrei, AIF, Transpose[AIF], FTrans[AITG] ],
KompVec[Vdual[B1.AI], Vdual[B1.AITG]] ]]
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A.3.2 Prozeduren zur Differentialgeometrie

(***************************************************************
Integrale Reduce-Prozeduren

fuer Mathematica angepasst und erweitert
("mproc" muss geladen sein)

***************************************************************)

(* Vektor der aeusseren (testen!) Flaechennormale
*)
FNormale[x_,u_,v_]:=Module[{xx,xu,xv},

xx=x[u,v];xu=D[xx,u]; xv=D[xx,v];
Richt[Kreuz[xu,xv]]]

(* Metrik der Flaeche
*)
FMetrik[x_,u_,v_]:=Module[{xx,xu,xv,ge,gf,gg},

xx=x[u,v];xu=D[xx,u]; xv=D[xx,v];
ge=Punkt[xu,xu]; gf=Punkt[xv,xv]; gg=Punkt[xu,xv];

Simplify[{{ge,gg},{gg,gf}}]]

(* Federmatrix, konstant
*)
FedKonstMat[richt_]:=Module[{PP,OP},

PP=PProj[richt];
OP=OProj[richt];

Simplify[k1*PP+k2*OP]]

(* Federmatrix, isotrop
*)
FedIsoMat[richt_,k1_, k2_]:=Module[{PP,OP},

PP=PProj[richt];
OP=OProj[richt];

Simplify[k1*PP+k2*OP]]

(* Federmatrix mit Zusatzrichtung
*)
FedFasMat[richt1_,richt2_,k1_,k2_,k3_,k4_]:=Module[{PP1,PP2,OP,ND},

PP1=PProj[richt1];
PP2=PProj[richt2];
OP=PProj[Kreuz[richt1,richt2]];
ND=Dyad[richt1,richt2]+Dyad[richt2,richt1];

Simplify[k1*PP1+k2*PP2+k3*OP+k4*ND]]
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(* A fuer gegebenen Oberflaechenvektor x[u_,v_]
als unbestimmtes Integral

*)
AUnFed[x_,u_,v_]:=Module[{n, K, g, aint},

g=PowerExpand[Sqrt[Det[FMetrik[x,u,v]]]];
n=FNormale[x,u,v]; K=FedKonstMat[n];
aint=Integrate[K*g,u];

Simplify[Integrate[aint,v]]]

(* B fuer gegebenen Oberflaechenvektor x[u_,v_]
als unbestimmtes Integral

*)
BUnFed[x_,u_,v_]:=Module[{n, K, g, bint},

g=PowerExpand[Sqrt[Det[FMetrik[x,u,v]]]];
n=FNormale[x,u,v]; K=FedKonstMat[n];
bint=Integrate[-(K*g).Meps[x[u,v]],u];

Simplify[Integrate[bint,v]]]

(* C fuer gegebenen Oberflaechenvektor x[u_,v_]
als unbestimmtes Integral

*)
CUnFed[x_,u_,v_]:=Module[{xx, n, K, g, cint},

xx=x[u,v];
g=PowerExpand[Sqrt[Det[FMetrik[x,u,v]]]];
n=FNormale[x,u,v]; K=FedKonstMat[n];
cint=Integrate[-Meps[xx].(K*g).Meps[xx],u];

Simplify[Integrate[cint,v]]]

(* Einsetzen der Grenzen durch "oben minus unten"
*)
OmU[m_, u_, u1_, u2_, v_, v1_, v2_]:=Module[{m11,m22,m12,m21},

m11=m /. {u->u1, v->v1};
m22=m /. {u->u2, v->v2};
m12=m /. {u->u1, v->v2};
m21=m /. {u->u2, v->v1};

Simplify[m11 + m22 - ( m12 + m21 )]]

A.3.3 Prozeduren zur direkten Auswertung

Mit diesen Prozeduren ist eine schnelle Übersicht aller wichtigen Parameter zu einer
gegebenen Flexibilitätsmatrix möglich. Die Matrix hat dazu in Mathematica-
Syntax in einem einzelnen File vorzuliegen. Steifheitsmatrizen sind vor der Bear-
beitung zu invertieren und wieder herauszuschreiben.
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(***************************************************************
Prozeduren zur Ausgabe eines Reports und der Matrizen

***************************************************************)

TeXOut[FS_, file_]:=Module[{m, fn},
m=Table[ToString[N[FS[[i,j]], 3]], {i,6}, {j,6}];
fn=OpenWrite[file];
SetOptions[fn, FormatType->TeXForm];
Write[fn, "\[\left(\begin{array}{ccc|ccc}"];
Write[fn, m[[1,1]], " & ", m[[1,2]], " & ", m[[1,3]],
" & ", m[[1,4]], " & ", m[[1,5]], " & ", m[[1,6]], " \\", "\\"];
Write[fn, m[[2,1]], " & ", m[[2,2]], " & ", m[[2,3]],
" & ", m[[2,4]], " & ", m[[2,5]], " & ", m[[2,6]], " \\", "\\"];
Write[fn, m[[3,1]], " & ", m[[3,2]], " & ", m[[3,3]],
" & ", m[[3,4]], " & ", m[[3,5]], " & ", m[[3,6]], " \\", "\\"];
Write[fn, "\hline"];
Write[fn, m[[4,1]], " & ", m[[4,2]], " & ", m[[4,3]],
" & ", m[[4,4]], " & ", m[[4,5]], " & ", m[[4,6]], " \\", "\\"];
Write[fn, m[[5,1]], " & ", m[[5,2]], " & ", m[[5,3]],
" & ", m[[5,4]], " & ", m[[5,5]], " & ", m[[5,6]], " \\", "\\"];
Write[fn, m[[6,1]], " & ", m[[6,2]], " & ", m[[6,3]],
" & ", m[[6,4]], " & ", m[[6,5]], " & ", m[[6,6]]];
Write[fn, "\end{array}\\right)\]"];
Close[fn]]

Mat2F[fn_]:={
MatFile=OpenRead["d:\\math\\"<>ToString[fn]<>".mat"];
F=Read[MatFile];
Print[MatrixForm[N[F, 3]]];
Print["F und MatFile sind nun global belegt."];
Close[MatFile];};

FReport:=Module[{d, s2, s1, m, OMD, OLT, EVOMD, EVOLT,
SVD, RotMess, RotLast, S, a, b2, b1, c},
Print["File: ", First[MatFile],
" vom (Y, M, D, h, m, s) ", FileDate[First[MatFile]]];
Print[" "];
d=DekompMat[F, 1, 1];
s2=DekompMat[F, 1, 2];
s1=DekompMat[F, 2, 1];
m=DekompMat[F, 2, 2];
Print["1. Information im Translationsanteil."];
Print[" "];
OMD=s2.Inverse[m];
OLT=-Inverse[m].s1;
Print["Guete. (M,D,S2,-B2): ", Guete[OMD]," (L,T,-S1,B1): ", Guete[OLT]];



244

Print[" "];
Print["a) Antisymmetrischer Anteil"];
Print[" "];
Print["Ortsvektor MD: ", Vdual[OMD]];
Print[" LT: ", Vdual[OLT]];
Print[" "];
Print["Abstand. MD: ", Norm[Vdual[OMD]], " LT: ", Norm[Vdual[OLT]]];
Print[" "];
Print["Blocknorm vorher ", N[BlockNorm[F],3]];
Print[" und nachher ", N[BlockNorm[FDirekt[F]],3]];
Print[" "];
Print["b) Symmetrischer Anteil"];
Print[" "];
EVOMD=Eigenvalues[Sym[OMD]];
EVOLT=Eigenvalues[Sym[OLT]];
Print["Eigenwerte der Widerstandsmatrizen"];
Print[" (MD): ", EVOMD];
Print[" (LT): ", EVOLT];
Print[" "];
Print["Groesse des Widerstandsbereiches"];
Print[" (MD): ",
Max[Abs[EVOMD[[1]]-EVOMD[[2]]],

Abs[EVOMD[[2]]-EVOMD[[3]]],
Abs[EVOMD[[3]]-EVOMD[[1]]]]/2,

" (LT): ",
Max[Abs[EVOLT[[1]]-EVOLT[[2]]],

Abs[EVOLT[[2]]-EVOLT[[3]]],
Abs[EVOLT[[3]]-EVOLT[[1]]]]/2];

Print[" "];
Print["2. Information im Rotationsanteil."];
Print[" "];
Print["Funktionelle Achsen: Matrix M"];
Print[" Guete: ", Guete[M]];
SVD = SingularValues[m];
RotMess = Part[SVD,1];
RotMess *= Det[RotMess];
RotMess = PermRot[RotMess];
RotLast = Part[SVD,3];
RotLast *= Det[RotLast];
RotLast = Transpose[PermRot[RotLast]];
Print[" Drehwinkel in Grad. Mess: ", N[180 DrehW[RotMess]/Pi],
" Last: ", N[180 DrehW[RotLast]/Pi]];
Print[" Drehmatrizen"];
Print[" Mess: ", N[RotMess, 2]];
Print[" Last: ", N[RotLast, 2]];
Print[" Drehrichtungen Mess: ", DrehR[RotMess]];
Print[" Last: ", DrehR[RotLast]];
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Print[" "];
Print["3. Miscellana (Realform liegt vor)."];
Print[" "];
S=Inverse[FRealForm[F]];
a=DekompMat[S, 1, 1];
b2=DekompMat[S, 1, 2];
b1=DekompMat[S, 2, 1];
c=DekompMat[S, 2, 2];
Print["Spurbedingung Spur/Norm. (B2): ", Spur[b2]/Norm[b2],
" (B1): ", Spur[b1]/Norm[b1]];
Print[" "];
Print["Vorfaktor Einheitensysteme (L/M): ", Norm[Sym[OLT]]/Norm[Sym[OMD]]];
Print[" "];
Print["Stimmigkeit der Kraftkomponenten: Matrix A"];
Print[" Guete: ", Guete[a]];
SVD = SingularValues[a];
Print[" Orthogonale Matrizen"];
RotMess = Transpose[Part[SVD,3]];
S=Transpose[Part[SVD,3]].Part[SVD,1];
Print[" Polar: ", N[S, 2]];
Print[" Mess: ", N[RotMess, 2]];
RotMess *= Det[RotMess];
RotMess = PermRot[RotMess];
RotLast = Part[SVD,1];
Print[" Last: ", N[RotLast, 2]];
RotLast *= Det[RotLast];
RotLast = PermRot[RotLast];
Print[" Drehwinkel in Grad. Polar: ", N[180 DrehW[S]/Pi],
" Mess: ", N[180 DrehW[RotMess]/Pi],
" Last: ", N[180 DrehW[RotLast]/Pi]];
Print[" Drehrichtungen. Polar: ", DrehR[S]];
Print[" Mess: ", DrehR[RotMess]];
Print[" Last: ", DrehR[RotLast]];
Print[" Polarzerlegung"];
Print[" L: ", N[S.a, 1]];
Print[" R: ", N[a.S, 1]];
Print[" "];
Print["Naive Vorlast"];
Print[" Kraft (B2): " , Vdual[b2]];
Print[" Kraft (B1): " , Vdual[b1]];
Print[" Drehmoment (C): " , Vdual[c]];]

(* File aussuchen
*)

Print[FileNames["*.mat", "d:\math"]]



Anhang B

Miscellana

In diesem Abschnitt sollen einige Objekte untersucht werden, die möglicherweise
später einmal von Bedeutung werden könnten.

B.1 Widerstandsachsen

Im Allgemeinen existiert kein einzelner Punkt mehr mit den Eigenschaften eines
Widerstandszentrums. Die Abschwächung dieser Wunscheigenschaften zu Minimie-
rungsproblemen führte in 2.2.5 zur Definition des elastischen Zentrums. Ein anderer
Definitionsversuch führte auf eine Punktmenge, die Aufpunktfläche.

Die Bedingungen an das Widerstandszentrum können statt formal auch mit ei-
ner geometrischen Motivation abgeschwächt werden: Statt Forderungen an einen
einzelnen Punkt W zu stellen

{
für alle Kräfte mit Wirkungslinien durch W. . .

für alle Drehungen mit Achsen durch W. . .

}

zeichnet man für Punkte P mit
{

es gibt Kraftwirkungslinien durch P
es gibt Drehachsen durch P

}
für die gilt

{
T (P ) = 0 ⇔ δθ = 0
δd(P ) = 0 ⇔ F = 0

}

eine ganze Punktmenge aus, genauer Geraden im Raum. Diese Geraden, die Wi-
derstandsachsen, berühren die Aufpunktfläche da sie spezielle Schraubachsen mit
verschwindendem Schraubanteil sind. Widerstandsachsen sind also im Raum lie-
gende Geraden, längs derer sich die Aufhängung benimmt, als habe sie ein Wider-
standszentrum. Falls sich mehrere solcher Achsen finden lassen, die stetig ineinan-
der übergehen und von nur einem Parameter abhängen, möchte ich diese zu einer
Fläche zusammenfassen, der Achsfläche.
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B.1.1 Die Achsfläche

Die Achsfläche ist die Menge aller Widerstandsachsen. Als einparametrige Menge
von Geraden ist sie eine Regelfläche; als zweiparametrige Schar wäre sie, wie die
Menge aller Schraubachsen selbst, eine Geradenkongruenz. Existiert ein Wider-
standszentrum, so entartet sie zum gesamten Raum.

Es wird sich in diesem Abschnitt zeigen, daß sie entweder ein einschaliges Hyperbo-
loid oder eine Kombination aus Koordinatenebenen bzw. Koordinatenachsen ist.
Falls die Widerstandsachsen in einer Doppelebene liegen, ist ihnen je Ebene ein
Punkt gemeinsam.

Das Koordinatensystem liege im elastischen Zentrum Z. Es sollen die obigen For-
derungen auf die Komponenten der hier als symmetrisch vorausgesetzten Flexibi-
litätsmatrix übertragen werden. Dann gilt in Z

(
δd
δθ

)

Z

=

(
DZ SZ

ST
Z M

) (
F
T

)

Z

.

Sei P ein Punkt einer Widerstandsachse. Auf einem solchen Punkt hat die Flexi-
bilitätsmatrix die Gestalt

FP = T T
ZPFZTZP =

(
DP SZ −ΩZP M

ST
Z + MΩZP M

)

und das Entkoppeln von Translationen und Rotationen nach Definition bedeutet
nun für eine reine Kraft

(
δd
0

)

P

=

(
DP SZ −ΩZP M

ST
Z + MΩZP M

) (
F
0

)

P

,

bzw. für eine reine Drehung

(
0
δθ

)

P

=

(
DP SZ −ΩZP M

ST
Z + MΩZP M

) (
0
T

)

P

.

Es ergibt sich also

0 =
(
ST

Z + MΩZP

)
F = M

(
M−1ST

Z + ΩZP

)
F

für die Kräfte, und

0 = (SZ −ΩZP M ) T = (SZ −ΩZP M ) M−1δθ =
(
SZM−1 −ΩZP

)
δθ

für die Drehungen. Mit der Matrix SM−1 = W , die im elastischen Zentrum sym-
metrisch ist, lassen sich beide Gleichungen mit dem linienflüchtigen Richtungsvek-
tor r zu

(W ±ΩZP ) r = 0 (B.1)
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zusammenfassen.1 Da M nichtsingulär ist, müssen jeweils die Matrizen in den
Klammern singulär sein. Es folgt notwendig

det (W ±ΩZP ) = 0 . (B.2)

Wegen (A.15) ist ΩZP im System der Eigenvektoren von W wieder antisymme-

trisch. Seien wi die Eigenwerte von W und
−→
ZP = (x, y, z)T die Komponenten des

Aufpunktes der Widerstandsachse. Dann folgt im Eigensystem von W

det (W ±ΩZP ) =

∣∣∣∣∣∣∣




w1 ∓z ±y
±z w2 ∓x
∓y ±x w3




∣∣∣∣∣∣∣
= w1w2w3 ∓ xyz ± xyz + w1x

2 + w2y
2 + w3z

2

= det W +
−→
ZP

T

W
−→
ZP ,

und die Gleichung der Achsfläche

0 = det (W −ΩZP )

= det W +
−→
ZP

T

W
−→
ZP (B.3)

= w1w2w3 + w1x
2 + w2y

2 + w3z
2 (B.4)

beschreibt eine zum elastischen Zentrum symmetrische Fläche zweiter Ordnung.

Ist nun x ein Punkt dieser Fläche, so muß eine Lösung p :=
−→
ZP zusammen mit

dem linienflüchtigen Richtungsvektor r, also wahlweise F oder δθ eine Gerade im
Raum beschreiben, also

x = p + λr .

In der Tat gilt, falls ein Punkt P und eine Richtung r mit den gewünschten Eigen-
schaften existieren, für alle Punkte der Geraden

(W ±Ωx) r = (W ±Ωp+λr) r = (W ±Ωp ± λΩr) r = (W ±Ωp) r = 0 .

Aus dieser Gleichung folgt für den Aufpunkt

0 = pT (W ±Ωp) r = pT Wr ± pTΩpr = pT Wr (B.5)

und für den Richtungsvektor selbst

0 = rT (W ±Ωp) r = rT Wr ± rTΩpr = rT Wr . (B.6)

1Hätte man diese Überlegungen mit einer nichtsymmetrischen Ausgangsmatrix angefangen,
so bekäme man statt (B.2) die zwei Gleichungen

(
M−1S1 + ΩLP

)
F = (W L + ΩLP ) F = 0 und(

ΩMP − S2M
−1

)
δθ (ΩMP −W M ) δθ = 0 .

Die folgende Untersuchung wäre dann für Lastsystem und Meßsystem je einmal durchzuführen.
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Der Richtungsvektor ist demnach auch Element einer Fläche zweiter Ordnung.

Die Gleichungen (B.2) und (B.6) können dazu verwandt werden, die Art der Achs-
fläche näher zu spezifizieren. Die Unterscheidungskriterien sind hier die Vorzeichen
der einzelnen Eigenwerte wi. Da die Gleichungen mit −1 durchmultipliziert werden
können, ist die erste Komponente oBdA. immer ≥ 0.

sign(w1, w2, w3) pT Wp + det W = 0 rT Wr = 0
+ + + keine reelle Lösung Nullpunkt
+ + − einschaliges Hyperboloid elliptischer Doppelkegel
+ − 0 zwei sich schneidende Ebenen zwei sich schneidende Ebenen
+ + 0 Koordinatenachse Koordinatenachse
+ 0 0 Koordinatenebene Koordinatenebene
0 0 0 gesamter Raum gesamter Raum

Im ersten Fall gibt es zu keiner Richtung einen passenden Aufpunkt und damit
auch keine Widerstandsachse. Bis auf den letzten Fall, der bei einem Widerstands-
zentrum vorliegt, gibt es immer Richtungen im Raum zu denen kein passender
Aufpunkt existiert. Daher ist es nicht möglich, eine der Aufpunktfläche ähnliche
Menge solcher Punkte zu allen Richtungen zu gewinnen. Da keine absoluten Glieder
in den Definitionsgleichungen auftauchen, kann die Achsfläche kein hyperbolisches
Paraboloid sein, eine weitere nichttriviale Regelfläche, welche gleichzeitig Fläche
zweiter Ordnung ist.

Als Nächstes sollen die Richtungen r näher untersucht werden. Die Gleichung (B.2)
besagt, daß eine Zeile der Matrix W ±Ωp, etwa die dritte, als Linearkombination

durch die beiden anderen ausgedrückt werden kann. Eine Lösung r = (r1, r2, r3)
T

des homogenen Gleichungssystems




w1 −z y
z w2 −x
−y x w3







r1

r2

r3


 = 0

sollte das Kreuzprodukt der ersten beiden Zeilen der Koeffizientenmatrix sein, also

r =




w1

−z
y


×




z
w2

−x


 =




zx− w2y
yz + w1x
z2 + w1w2


 . (B.7)

In der Tat ergibt sich damit für die dritte Zeile

(−y, x, w3) ·



zx− w2y
yz + w1x
z2 + w1w2




= −y(zx− w2y) + x(yz + w1x) + w3(z
2 + w1w2)

= −yzx + w2y
2 + xyz + w1x

2 + w3z
2 + w1w2w3

= det W + pT Wp = 0 .
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Dadurch, daß die dritte Zeile eine Linearkombination der ersten beiden ist, liefert
die analoge Überlegung für zwei andere Zeilen keine grundsätzlich neuen Lösungen.
Die gewonnene Lösung (B.7) ist also prinzipiell bis auf Vorfaktoren eindeutig. Es
kann aber vorkommen, daß eine Parametrisierung der Aufpunkte mit der Formel
(B.7) nicht alle Richtungen liefert. Das ist der Fall, wenn die Matrix W selbst
entartet ist. Dann ist es günstiger, das Kreuzprodukt zweier anderer Vektoren zu
verwenden, etwa

r =




z
w2

−x


×



−y
x
w3


 =




x2 + w2w3

xy − w3z
zx + w2y


 . (B.8)

Durch Nachrechnen kann man sich ferner unter Verwendung von (B.2) überzeugen,
daß diese Lösung mit den Gleichungen (B.6) und (B.5) verträglich ist.

Sei im Folgenden wi ≥ 0, d. h. die Vorzeichen werden explizit angeschrieben. Das
einschalige Hyperboloid

x2w1 + y2w2 − z2w3 = w1w2w3

hat den Kehlkreis 


x
y
z


 =




√
w1w2 cos φ√
w1w3 sin φ

0


 ,

der hier eine Parameterdarstellung der Aufpunkte ist. Mit (B.7) ergibt sich eine
Darstellung des Hyperboloiden als Regelfläche




x
y
z


 =




√
w1w2 cos φ√
w1w3 sin φ

0


 + λ




w2
√

w1w3 sin φ
−w1

√
w2w3 cos φ
w1w2


 .

Dreht man nun den Umlaufsinn des Kehlkreises um, so erhält man die andere Schar
von Erzeugenden, also insgesamt




x
y
z


 =




√
w1w2 cos φ

±√w1w3 sin φ
0


 + λ



∓w2

√
w1w3 sin φ

−w1
√

w2w3 cos φ
w1w2


 .

Analog erhält man für die beiden sich schneidenden Ebenen mit der Gleichung

0 = x2w1 − y2w2 = (x
√

w1 − y
√

w2) (x
√

w1 + y
√

w2)

die Darstellung



x
y
z


 =




µ
√

w2

±µ
√

w1

0


 + λ



∓µw2

√
w1

−µw1
√

w2

−w1w2




=




µ
√

w2

±µ
√

w1

0


 + λ

√
w1w2



∓µ
√

w2

−µ
√

w1

−√w1w2


 .
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Besonders interessant ist nun die Umparametrisierung



x
y
z


 =




µ
√

w2

±µ
√

w1

0


 + (λ± 1)



∓µ
√

w2

−µ
√

w1

−√w1w2




=




µ
√

w2

±µ
√

w1

0


±



∓µ
√

w2

−µ
√

w1

−√w1w2


 + λ



∓µ
√

w2

−µ
√

w1

−√w1w2




=




0
0

∓√w1w2


 + λ



∓µ
√

w2

−µ
√

w1

−√w1w2


 .

Allen Geraden einer Ebene ist daher der Punkt ∓√w1w2 der z-Achse gemein. Des
weiteren steht der Vektor

n :=




√
w1

∓√w2

0




auf allen diesen Geraden senkrecht. Wegen des gemeinsamen Aufpunktes liegen
diese Geraden in jeweils einer Ebene, die dadurch in der Punkt-Normalen-Form
beschrieben ist. Beide Ebenen schneiden sich in der z-Achse.

Mit der Parameterdarstellung der Aufpunkte (0, 0, z) beginnend versagt hier übri-
gens die Formel (B.7). Erst mit (B.8) erhält man die andere Parameterdarstellung




0
0
±z


 + λ




w2w3

∓zw3

0


 ,

der man die obigen Eigenschaften der beiden Ebenen nicht mehr so unmittelbar
ansieht.

Die Gegenbeispielfläche aus Abschnitt 5.1.4 mit λ = 1 hat bezüglich des Systems
der Eigenvektoren die Widerstandsmatrix W = diag (−1, 1, 0). Entsprechend ist
die Achsfläche eine Doppelebene mit den Aufpunkten

p1,2 =




0
0
∓1




und den Normalenvektoren

n1,2 =




1
±1
0


 ,

die Ebenen korrespondieren also mit dem oberen und unterem Grat der Aufpunkt-
fläche, vgl. Abb. 2.6. Die Schraubachsen schneiden sich dabei im obersten bzw.
untersten auf der z-Achse gelegenen Punkt der Fläche.
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B.2 Das ebene Widerstandszentrum

In diesem Abschnitt sollen die älteren Resultate bezüglich des Widerstandszen-
trums für ebene Aufhängungen im jetzigen Formalismus dargestellt und dabei
überprüft werden. Gleichzeitig ist das ein Test für den von mir verwendeten For-
malismus; es muß ja ein

”
Schwerpunkt der Federkräfte“ existieren. Da die von mir

verwendete Definition des elastischen Zentrums angewandt auf ebene Aufhängun-
gen nicht die gewünschten Resultate liefert, vgl. 2.2.4.2, muß für ebene Aufhängun-
gen eine passendere Definition gefunden werden. Damit wird die Lücke zwischen
der zweidimensionalen Rechnung der Einleitung 1.1 und dem später entwickelten
Formalismus geschlossen.

B.2.1 Definition des ebenen Widerstandszentrums

Die Lage einer Ebene im Raum ist gegeben durch einen Aufpunkt und eine Ebe-
nenormale n. Ein Ebenes Widerstandszentrum E als Aufpunkt einer solchen Wi-
derstandsebene liege genau dann vor, wenn

{
ein reines Drehmoment in Normalenrichtung

eine reine Kraft senkrecht zur Normale und durch das Zentrum

}

eine reine

{
Drehung in Normalenrichtung mit Achse durch das Zentrum

Translation senkrecht zur Normale

}

zur Folge hat. Mit den zu n gehörenden Projektoren ausgedrückt heißt das
(

F
T

)
E
=

(
0

P ‖T

)
⇔

(
δd
δθ

)
E
=

(
0

P ‖δθ

)

und (
F
T

)
E
=

(
P⊥F

0

)
⇔

(
δd
δθ

)
E
=

(
P⊥d

0

)
.

Übertragen auf die Komponenten der Steifheitsmatrix mit
(

δd
δθ

)
=

(
A BE

BT
E CE

) (
F
T

)

lautet das

0 = BEP ‖ (B.9)

0 = P⊥CEP ‖ (B.10)

0 = P ‖AEP⊥ (B.11)

0 = BT
EP⊥ . (B.12)
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Diese Gleichungen können besser verstanden werden, wenn man die zu ihren Zah-
lenwerten gehörenden linearen Endomorphismen betrachtet. Die zweite Gleichung
(B.11) etwa besagt, daß das Bild CEn von n wieder parallel zu n ist, d. h. daß n
Eigenvektor von CE ist. Dieses Eigenvektorproblem hängt über die Matrix CE vom
gewählten Koordinatensystemursprung ab, und stellt so eine starke Einschränkung
an die Lösbarkeit des Problems dar. Die dritte Gleichung (B.12) lautet transpo-
niert P⊥AT P ‖ = 0, und wegen AT = A muß n auch Eigenvektor von A sein,
wobei dieses Eigenvektorproblem nicht vom Aufpunkt abhängt. Daher kann ein
ebenes Widerstandszentrum nur dann existieren, wenn eine Achse konstanter Heli-
zität, also ein Eigenvektor von ACE, als Ebenennormale fungiert. Weiterhin liegen
die Bilder von Vektoren aus 〈n〉⊥ wieder in 〈n〉⊥, so daß, wenn man n auf eine
der Koordinatenrichtungen dreht, A und C eine Blockdiagonalstruktur besitzen,
welche den Raum orthogonal in 〈n〉 und 〈n〉⊥ zerlegt; etwa für n = ez



∗ ∗ 0
∗ ∗ 0
0 0 ∗


 .

Die Gleichungen (B.10) und (B.12) können ebenso als lineare Endomorphismen
besser verstanden werden. Dann nämlich gelten die folgenden Aussagen (vgl. [36]
§21):

〈n〉 (B.10)
= Kern(B) =

(
Im(BT )

)⊥ ⇒ Im(BT ) = 〈n〉⊥

〈n〉⊥ (B.12)
= Kern(BT ) = (Im(B))⊥ ⇒ Im(B) = 〈n〉 ,

die starke Einschränkungen an die Matrix BE stellen; wieder für n = ez hat BE

die Struktur 


0 0 0
0 0 0
∗ ∗ 0


 ,

und BE hat Rang 1. Existiert nun ein Widerstandszentrum, so gilt BE = AΩZE,
und ΩZE = A−1BE hat dieselbe Struktur wie BE. Da das aber nur möglich ist
für Z = E wird klar, daß, falls ein Widerstandszentrum existiert, dieses mit dem
Ebenen Widerstandszentrum übereinstimmt.

B.2.2 Eine allgemeine ebene Aufhängung

Die Bedingungen aus dem letzten Abschnitt sind nun für eine allgemeine ebene
Aufhängung mit

K =




k1 k4 0
k4 k2 0
0 0 k3


 und n =




0
0
1



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explizit nachzuprüfen. Es folgt

A =
∑∫∫

K =




∑∫∫
k1

∑∫∫
k4 0∑∫∫

k4
∑∫∫

k2 0
0 0

∑∫∫
k3


 =:




a1 a4 0
a4 a2 0
0 0 a3




B = −∑∫∫
KΩ =

∑∫∫



k1 k4 0
k4 k2 0
0 0 k3







0 0 −y
0 0 x
y −x 0




=
∑∫∫




0 0 −k1y + k4x
0 0 k2x− k4y

k3y −k3x 0




C = −∑∫∫
ΩKΩ =




0 0 −y
0 0 x
y −x 0







0 0 −k1y + k4x
0 0 k2x− k4y

k3y −k3x 0




=
∑∫∫




k3y
2 −k3xy 0

−k3xy k3x
2 0

0 0 k1y
2 − 2k4xy + k2x

2


 .

An dem Aufbau von A und C lassen sich sofort die gewünschten Bedingungen
(B.11) und (B.12) verifizieren. Die Bedingungen (B.10) und (B.12) führen beide
auf die Gleichungen

0 = −∑∫∫
k1y +

∑∫∫
k4x

0 =
∑∫∫

k2x−
∑∫∫

k4y ,

welche die Bestimmungsgleichungen für die Koordinaten von E sind. Mit der Trans-
lation x = xE + ξ und y = yE + η erhält man das folgende Gleichungssystem für
das Ebene Widerstandszentrum E

a2xE − a4yE =
∑∫∫

k2ξ −
∑∫∫

k4η

−a4xE + a1yE =
∑∫∫

k1η −
∑∫∫

k4ξ

mit der Lösung

(
xE

yE

)
=

1

a1a2 − a2
4

(
a1 (

∑∫∫
k2ξ −∑∫∫

k4η) + a4 (
∑∫∫

k1η −∑∫∫
k4ξ)

a2 (
∑∫∫

k1η −∑∫∫
k4ξ) + a4 (

∑∫∫
k2ξ −∑∫∫

k4η)

)
. (B.13)

Das ist der gesuchte Mittelpunkt der Federkräfte einer allgemeinen ebenen Aufhän-
gung. Selbst diese Formel entspricht noch nicht dem Schwerpunkt der Aufhängung;
daher soll im Folgenden untersucht werden, wann das der Fall ist.
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B.2.3 Vergleich mit dem Schwerpunkt der Aufhängung

Für ein Medium ohne Scherelastizität gilt k4 = 0 und a4 = 0. Dann aber folgt

(
xE

yE

)
=

1

a1a2

(
a1

∑∫∫
k2ξ

a2
∑∫∫

k1η

)
=

( ∑∫∫
k2ξ/

∑∫∫
k2∑∫∫

k1η/
∑∫∫

k1

)
, (B.14)

wobei die
”
Massen“ der Aufhängung gerade die sind, die zu den senkrechten Kom-

ponenten gehören. Bei isotropen Aufhängungen ist k1 = k2 =: k, und man darf
durchaus von der

”
Stärke“ einer Aufhängung sprechen. In diesem Fall erst ist, wie

auch aus dem räumlichen Fall bekannt, die Analogie zum Schwerpunkt perfekt, es
gilt dann (

xE

yE

)
=

1∑∫∫
k

( ∑∫∫
kξ∑∫∫
kη

)
,

und die Federstärke k hat die Rolle der Masse übernommen. Für eine konstante,
aber nicht notwendigerweise isotrope Aufhängung kürzen sich die Stärken in der
jeweiligen Richtung heraus, und es folgt

(
xE

yE

)
=

1∑∫∫
1

( ∑∫∫
ξ∑∫∫
η

)
,

was diesmal als rein geometrischer Schwerpunkt der Aufhängung gedeutet werden
kann.

B.2.4 Im räumlichen Formalismus

Die räumliche Formel für das elastische Zentrum liefert mit a := (a1a2 − a2
4)
−1

zum
Vergleich mit den obigen Ergebnissen

ΩZ = −
(
A−1B

)A

= −






aa2 −aa4 0
−aa4 aa1 0

0 0 a−1
3







0 0 −∑∫∫
k1y +

∑∫∫
k4x

0 0
∑∫∫

k2x−∑∫∫
k4y∑∫∫

k3y −∑∫∫
k3x 0







A

=




0 0 a [a2 (
∑∫∫

k1y −∑∫∫
k4x) + a4 (

∑∫∫
k2x−∑∫∫

k4y)]
0 0 a [a1 (

∑∫∫
k2x−∑∫∫

k4y) + a4 (
∑∫∫

k1y −∑∫∫
k4x)]∑∫∫

k3y

a3

∑∫∫
k3x

a3
0




A

.

Die Übereinstimmung der Formel (B.13) in E mit den Elementen Ω13 und Ω23

läßt hoffen, daß sich ein der räumlichen Formel ähnelnder Ausdruck finden läßt;

auf den ersten Blick würde man statt z = −
(
A−1B

)D
als Abwandlung einfach

zE = −2
(
A−1BP ‖

n

)D
erwarten, da nur noch die eine Hälfte der Matrixelemente
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in die Rechnung eingeht. Die nun folgende Rechnung liefert aber zusätzliche Terme,
die in Richtung der Ebenennormale liegen.

Falls ein gemeinsamer Eigenvektor zu A und C an einem oder mehreren bestimm-
ten Punkten existiert, wird E wie im letzten Abschnitt bestimmt aus den Glei-
chungen

0 = BEP ‖
n = (B + AΩOE) P ‖

n (B.15)

0 = BT
EP⊥

n = (B + AΩOE)T P⊥
n =

(
BT −ΩOEA

)
P⊥

n . (B.16)

Für den Rest dieser Rechnung möchte ich die Subskripte weglassen. Formt man
(B.15) in die Form ΩP ‖ = −A−1BP ‖ um, so erhält man mit (A.10)

−
(
A−1BP ‖)D

= P ‖F −→
OE =

1

2

(
Sp

(
P ‖) I − P ‖) −→

OE =
1

2
P⊥ −→

OE ,

also für den senkrechten Anteil von
−→
OE wie erwartet

P⊥ −→
OE = −2

(
A−1BP ‖)D

, (B.17)

wobei die rechte Seite dieser Gleichung wegen

nT
(
A−1BP ‖)D

= niεijk

(
A−1B

)
jl

nlnk = 0

tatsächlich keinen Beitrag parallel zu n liefert. Aus (B.16) erhält man mit x :=
−→
OE

durch Dualisieren
(
BT P⊥)D

=
(
ΩAP⊥)D (A.10)

=
(
AP⊥)F

x =
1

2

(
Sp(AP⊥)I −AP⊥)

x .

Da die senkrechte Komponente von x bereits bekannt ist, kann man nach Multi-
plikation mit P ‖ wegen P ‖AP⊥ = 0 folgern, daß

P ‖ −→OE = P ‖x =
2

Sp(AP⊥)
P ‖ (

BT P⊥)D
.

Nun gilt aber

(
BT P⊥)D

=
(
−P⊥T

B
)D

= −
(
P⊥B

)D (A.2)
= −

(
−Ω2

nB
)D

(A.10)
= (ΩnB)F n =

1

2
(Sp(ΩnB)I −ΩnB) n ,

und mit
Sp(ΩnB) = εijknjBki = εjkiBkinj = BD

j nj = nBD

erhält man insgesamt für das ebene Widerstandszentrum die Formel

−→
OE = P ‖ −→OE + P⊥ −→

OE

= −2
(
A−1BP ‖)D

+
1

Sp(AP⊥)
P ‖BD . (B.18)
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Bis auf den Zusatzterm entspricht diese der obigen Vermutung.

Diese Formel besagt, daß, falls eine Richtung (und ein Bezugssystem) mit den
gewünschten Eigenschaften gefunden werden kann, immer ein ebenes Widerstands-
zentrum existiert. Das Hauptproblem liegt also bei der Bestimmung des Norma-
lenvektors, insbesondere bei realen Daten. Einfacher ist die vorläufige Bestimmung
von zE aus (B.15) und (B.16) und die Überprüfung der Lösung an CE.

Der erste Teil der Formel (B.18) läß sich im elastischen Zentrum etwas verbindlicher
schreiben. Für den senkrechten Anteil folgt mit der Definition der Dualisierung
(A.9)

(
P⊥ −→

ZE
)

i
= −2 · −1

2
εijk

(
A−1B

)
jm

nmnk

= εijk (−Wn)j nk

= (n× (Wn))i ,

also in Worten

Existiert das Ebene Widerstandszentrum, so liegt es auf einem Lotfuß-
punkt der Achsfläche bezüglich der Widerstandsebene.

B.3 Der lineare Zwangskontakt

In der Natur sind Synarthrosen und Diarthrosen oft mechanisch gekoppelt, etwa
bei den Wirbelbogengelenken oder bei den Approximalkontakten der Zähne.

Für kleine Auslenkungen bekommt man in nicht allzu weit entfernten Punkten P
eine wiederum kleine Auslenkung. Ist nun P der Kontaktpunkt eines Gelenkes, also
der Berührpunkt der Gelenkflächen einer Synarthrose, so lassen sich beide Flächen
in der Umgebung dieses Punktes durch die gemeinsame Schmiegeebene approxi-
mieren. Abgesehen also von der Wanderung des Kontaktpunktes während der Be-
wegung – welche nur Effekte in zweiter Ordnung hervorruft – findet die Bewegung
des Kontaktpunktes für genügend kleine Auslenkungen in dieser Schmiegeebene
statt.

Dann aber lassen sich die Zwangsbedingungen mathematisch durch lineare Glei-
chungen beschreiben, was das Problem lösbar macht. Andere Zwangsbedingungen,
wie z. B. eine dimere Kette2 führen auf nichtlineare Gleichungen und stellen einen

2Zur Erklärung dieses Modells der Bewegung organischer Gelenke vgl. etwa [16] oder [49].
Eine dimere Kette ist ein Kontakt aus als Kreise genäherte Schnitten durch die Gelenkflächen
in der Ebene der gedachten Bewegung. Da die beiden Mittelpunkte M1 und M2 der Kreise
in allen Bewegungszuständen konstanten Abstand haben, ist die Anzahl der Freiheitsgrade um
einen reduziert. Dieses Modell ist streng genommen, wie der lineare Zwangskontakt auch, auch
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dann vor mathematisch höchstens noch in sehr speziellen Fällen lösbare Aufgaben.
Für die Anschauung sind sie dennoch brauchbar.

Daher halte ich lineare Zwangsbedingungen für angemessen, um die Bewegungsein-
schränkung z. B. durch Approximalkontakte oder Wirbelbogengelenke für kleine
Bewegungen zu beschreiben.

Es soll der ungefesselte mit dem gefesselten Fall verglichen werden. Die gefesselten
Größen werden im Folgenden mit einem Strich gekennzeichnet, etwa ∗′.

B.3.1 Angreifende und tatsächlich wirkende Lasten

Im Punkt P wirkt sich die Fesselung wie folgt aus:

1. Drehmomente werden nicht beeinflußt, d. h.

T P
′ = T P .

2. Der zur Normalen n der Schmiegeebene paralle Anteil der im Kontakt-
punkt P angreifenden Kraft wird von der Gelenkfläche aufgefangen, d. h.
die tatsächlich auf die elastische Aufhängung wirkende Kraft ist

F P
′ = F P − P ‖

nF P = P⊥
n F P .

3. Das wird nun als neues, in P wirkendes Lastsystem f ′ aufgefaßt, also im
Matrixformalismus insgesamt

f ′ =

(
P⊥

n 0
0 I

)

︸ ︷︷ ︸
=:ZP

f .

Als Nächstes wird die Wirkung der Fesselung im Punkt A betrachtet. Dazu sind
drei Schritte nötig:

nur lokal gültig, da die Gelenkflächen über den Bewegungsbereich eine veränderliche Krümmung
haben. Für annähernd ebene Bewegungen und ungefähr konstante Krümmungen sollte dieses
Modell aber eine gute Approximation der tatsächlichen Bewegung über einen großen Bereich
liefern. Die Bewegung einer dimeren Kette kann im ebenen Fall auf die beiden Freiheitsgrade
zweier Scharniergelenke mit konstantem Abstand reduziert werden, sie ist dann flächenläufig.
Wegen dieser technischen Bauform trägt die dimere Kette auch den Namen Gelenkzweischlag.
Die zugehörige auch im räumlichen Fall angemessene Nebenbedingung

∣∣∣∣
−→

M1M2

∣∣∣∣
2

= const

ist quadratisch, und daher sind dimere Ketten nicht Gegenstand dieses Kapitels. Das räumliche
Pendant einer dimeren Kette, etwa eines inkongruenten Eigelenkes, ist eine Anordnung aus vier
um 90◦ verdrehten Scharniergelenken.
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1. Transformation fP = TPAfA,

2. Fesselung fP
′ = ZP fP und

3. Rücktransformation fA
′ = TAP fP

′,

also insgesamt
ZA(P ) = TAPZPTPA .

Die Komponenten der Fesselungsmatrix ergeben sich nun über

ZA(P ) =

(
I 0

ΩAP I

) (
P⊥

n 0
0 I

) (
I 0

ΩPA I

)

=

(
I 0

ΩAP I

) (
P⊥

n 0
ΩPA I

)

=

(
P⊥

n 0
ΩAP P⊥

n + ΩPA I

)

Mit ΩAP P⊥
n +ΩPA = ΩPA−ΩPAP⊥

n = ΩPA

(
I − P⊥

n

)
= ΩPAP ‖

n folgt schließlich

ZA(P ) =

(
P⊥

n 0

ΩPAP ‖
n I

)
.

Aus der eben hergeleiteten Beziehung folgt aber sofort

TBAZA(P ) = TBATAPZPTPA = TBPZPTPA = TBPZPTPBTBA

= ZB(P )TBA ,

also daß es gleich ist, ob man zunächst die Last transformiert und dann die Fesse-
lung wirken läßt, oder umgekehrt. Daher kann tatsächlich von einem äquivalenten
gefesselten Lastsystem gesprochen werden. Die Fesselung läßt sich offenbar in jedem
Punkt durch eine lineare Abbildung der Lasten beschreiben, ein Grund, weshalb
ich diese Art des Zwangskontaktes linear genannt habe. Der andere Grund ist die
Form der Zwangsbedingung selber. Die Gleichung nT F = 0 lautet in verallgemei-
nerten Koordinaten

zT q = 0

mit zT :=
(
nT ,0T

)
. Sie ist ebenfalls linear.

B.3.2 Tatsächlich mögliche Lagen

Eine Einschränkung der Bewegung im Ortsraum, wieder im Punkt P , wirkt sich nur
auf die Translation δdP aus. Die lineare Fesselung wirkt offenbar nur auf die polaren
Vektoren, d. h. auch die Zwangsbedingung für die Lagen wird mit demselben Vektor
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z beschrieben wie für die Lasten. Analog zu den Überlegungen für die Lasten gilt
für die Lagen

δθP
′ = δθP und δdP

′ = P⊥
n δdP ,

also im Matrixformalismus wieder

δqP
′ = ZP δqP .

Mit dem Transformationsverhalten der Lagen erhält man nun zum Punkt A mit
ZT

P = ZP das Verhalten

δqA
′ = T T

PAZPT T
AP δqA =

(
T T

APZT
P TPA

)T
δqA =

(
T T

APZPTPA

)T
δqA = ZT

A(P )δqA .

Durch Transposition der entsprechenden Gleichung für die Lasten folgt wieder die
Vertauschbarkeit von Translation und Fesselung

ZT
B(P )T T

AB = T T
ABZT

B(P ) ,

und es kann, wieder analog zu den Lasten, von linear gefesselten Lagesystemen
gesprochen werden. Damit ist auch eine lineare Abbildung zwischen den gefesselten
Lasten und Lagen in allen Bezugssystemen linear.

B.3.3 Die Flexibilitätsmatrix eines linear gefesselten Sys-
tems

Die Flexibilitätsmatrix soll wieder als lineares Input-Ouput-Modell für q′(f ′) be-
trachtet werden. Damit bekommt man die Flexibilitätsmatrix des gefesselten Sys-
tems über die drei Schritte

1. Die angreifende Last wird auf die tatsächlich wirkende Last zurechtgestutzt,

2. die Flexibilitätsmatrix liefert die zur tatsächlich wirkenden Last gehörenden
Auslenkungen des ungefesselten Systems, und

3. auf diese von der elastischen Aufhängung allein angestrebten Lagen wirkt die
Fesselung erneut.

Insgesamt erhält man die Flexibilitätsmatrix eines gefesselten Systems als Produkt
der drei diese Operationen beschreibenden Matrizen, also

FA
′ = ZT

A(P )FAZA(P ) .

Die Gesamtmatrix ist offenbar wieder symmetrisch. Da die Fesselungsmatrix Z
Projektoren enthält, ist die gefesselte Flexibilitätsmatrix F ′ nicht mehr invertier-
bar, zumindest nicht im gesamten Raum.
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Ausgehend von der ursprünglichen Flexibilitätsmatrix ergeben sich nun die Kom-
ponenten der Flexibilitätsmatrix des gefesselten Systems. Da der Parallelprojektor
P ‖

n immer im Zusammenhang mit ΩPA auftaucht, erhält man mit Z := ΩPAP ‖
n

FA
′ =

(
P⊥

n −P ‖
nΩPA

0 I

) (
D S
ST M

) (
P⊥

n 0

ΩPAP ‖
n I

)

=

(
P⊥

n ZT

0 I

) (
D S
ST M

) (
P⊥

n 0
Z I

)

=

(
P⊥ ZT

0 I

) (
DP⊥ + SZ S

ST P⊥ + MZ M

)

=

(
P⊥ (

DP⊥ + SZ
)

+ ZT
(
ST P⊥ + MZ

)
P⊥S + ZT M

ST P⊥ + MZ M

)

=

(
P⊥DP⊥ + P⊥SZ + ZT ST P⊥ + ZT MZ P⊥S + ZT M

ST P⊥ + MZ M

)
.

Die Teilmatrix M hängt offenbar nicht von der Wirkung eines linearen Zwangskon-
taktes ab – ein weiterer Grund, sie für die Normal- und Realform einer elastischen
Matrix heranzuziehen.

An den geänderten Nebendiagonalmatrizen erkennt man, daß bei linearen Zwangs-
bedingungen das elastische Zentrum nach der bisherigen Definition verschoben
wird, denn es gilt

−→
AZ ′ =

(
S′M ′−1

)D
=

((
P⊥S + ZT M

)
M−1

)D

=
(
P⊥ (

SM−1
)

+ ZT
)D

,

und mit SM−1 = ΩAZ + W sowie ZT =
(
ΩPAP ‖)T

= P ‖ΩAP folgt weiter

−→
AZ ′ =

(
P⊥ (ΩAZ + W )

)D
+

(
P ‖ΩAP

)D

(A.11)
=

(
P⊥ (ΩAZ + W )

)D
+

1

2
P⊥ −→

AP

(A.12)
=

−→
AZ − 1

2
P⊥ −→

AZ +
(
P⊥W

)D
+

1

2
P⊥ −→

AP

=
−→
AZ +

1

2
P⊥

( −→
ZA +

−→
AP

)
+

(
P⊥W

)D

=
−→
AZ +

1

2
P⊥ −→

ZP +
(
P⊥W

)D
.

Existiert ein Widerstandszentrum, so ist W = 0, und die dann gültige Formel

−→
AZ ′ =

−→
AZ +

1

2
P⊥ −→

ZP

erlaubt eine einfache geometrische Interpretation:
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Der lineare Zwangskontakt verschiebt ein Widerstandszentrum um die
Hälfte des zur Normalen senkrechten Anteils des Ortsvektors vom Wi-
derstandszentrum zum Kontaktpunkt hin.

B.3.4 Steifheitsmatrix und Potential eines linear gefessel-
ten Systems

Betrachtet man nun das lineare Input-Output-Modell für f ′(q′), also schon für die
passend zurechtgestutzten Lasten und Lagen, so erhält man die Steifheitsmatrix
des gefesselten Systems

S ′ = ZSZT ,

welche wieder symmetrisch ist. Diese kann aus dem elastischen Potential

Φ =
1

2
q′TSq′ =

1

2

(
ZT q

)T S
(
ZT q

)
=

1

2
qTZSZT q

abgeleitet werden und ist nicht im gesamten Raum invertierbar. Der Grund dafür
ist, daß bestimmte Koordinaten nicht mehr zur Beschreibung des Systems nötig
sind, hier die zu n parallelen Anteile der Translation. Es wird, geometrisch gespro-
chen, nur noch in einem Unterraum der verallgemeinerten Koordinaten gearbeitet.
Für die zugehörigen verallgemeinerten Kräfte folgt allein aus der Existenz eines
Potentials

f ′T = −∂Φ

∂q′
= −

(
∂q′

∂Φ

)−1

= −
(

∂ZT q

∂Φ

)−1

= −
(

∂q

∂Φ

)−1

ZT− = −∂Φ

∂q
ZT−

= fTZT− .

Die Pseudoinverse ∗− besagt hier nur, daß nach der einen Koordinate nicht dif-
ferenziert wird, also daß auch keine zugehörige verallgemeinerte Kraft existiert.
Diese Pseudoinverse eines Projektors auf einen Unterraum ist demnach der Pro-
jektor selber. Da er im entsprechenden Unterraum wie eine Einheitsmatrix wirkt,
gilt also wie gewünscht

f ′ = Zf .

Da Lasten und Lagen mit derselben Matrix gefesselt werden, ist der Raum der
Lasten und Lagen vollständig separiert in Anteile parallel und senkrecht zu z.
Die elastischen Matrizen sind daher von der Form 〈z〉 ⊗ 〈z〉 ⊕ 〈z〉⊥ ⊗ 〈z〉⊥. In
〈z〉⊥ ⊗ 〈z〉⊥ allein sind beide Matrizen invertierbar. Die im gesamten Raum davon
unabhängigen Anteile in 〈z〉⊗ 〈z〉 äußern sich in der Flexibilitätsmatrix in Nullen,
und in der Steifheitsmatrix entsprechend in unendlich großen Einträgen.

B.3.5 Zwei lineare Fesselungen

Die meisten über Diarthrosen gekoppelten Synarthrosen besitzen zwei Kontakte:
Die Wirbelbogengelenken etwa liegen paarweise vor und Zähne haben zwei Appro-
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ximalkontakte. Selbst ein so kompliziertes Gelenk wie das Kniegelenk fällt in die
Kategorie der zweikontaktigen Synarthrosen, und zwar wenn man den Bandappa-
rat samt Knorpel als Synarthrose betrachtet und den Flexionswinkel als äußeren
Parameter betrachtet.

Da die Anzahl der Freiheitsgrade nun um zwei vermindert ist, hat die Matrix der
Fesselung nur noch Rang vier.

Bei den Lagen, also den verallgemeinerten Koordinaten, sind jetzt nur noch Trans-
lationen in der zu beiden Schmiegeebenen normalen Richtung möglich. Für eine
reine Translation folgt also

δd′ = P
‖
n1×n2

δd ,

wobei n1 und n2 die Normalenvektoren der Schmiegeebenen sind. Die Anteile längs
des Kreuzproduktes der Normalen, P⊥

n1×n2
δd werden von den Gelenken behindert.

Drehungen rufen Translationen hervor und werden nur über deren Transformati-
onsverhalten behindert. Diese Translationen müssen in den zwei Kontaktpunkten
P1 und P2 immer senkrecht zu den Ebenennormalen sein. Die Verhältnisse werden
besonders einfach im Punkt S, der in der Mitte zwischen P1 und P2 liegt, also in

−→
OS :=

1

2

( −→
OP1 +

−→
OP2

)
.

Damit bei einer reinen Drehung die Punkte auf den Schmiegeebenen laufen, gilt
dort

0 = n1

( −→
SP1 × δθ

)
und 0 = n2

( −→
SP2 × δθ

)
,

was sich mit p := 1
2

−→
P1P2 kürzer schreiben läßt als

0 = n1 (p× δθ) = (n1 × p) δθ und 0 = n2 (p× δθ) = (n2 × p) δθ .

Nur Drehungen um die gemeinsame Senkrechte

(n1 × p)× (n2 × p) = P ‖
p (n1 × n2) ,

welche einfach p selber ist, werden also von den Gelenken zugelassen, ohne Trans-
lationen hervorzurufen. Das ist anschaulich klar, denn die Drehachse ist dann die
Verbindungslinie beider Kontaktpunkte.

Man vermutet also, daß die Matrix der Fesselung in S die Form

ST
S = ZS =

(
P
‖
n1×n2

0

0 P ‖
p

)

hat. In den beiden Kontaktpunkten erhält man mit diesem Projektor

ZT
P1,2

=

(
I ±Ωp

0 I

) (
P
‖
n1×n2

0

0 P ‖
p

) (
I ∓Ωp

0 I

)
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=

(
I ±Ωp

0 I

) (
P
‖
n1×n2

∓P
‖
n1×n2

Ωp

0 P ‖
p

)

=

(
P
‖
n1×n2

∓P
‖
n1×n2

Ωp

0 P ‖
p

)
,

d. h. die Gleichung für die Fesselung hat in beiden Kontaktpunkten dieselbe Form,
wie es sein muß. Diese Matrix kann aber den Fall zweier Kontaktpunkte nicht
korrekt beschreiben, da sie nur den Rang zwei statt vier hat. Die Bewegungsanteile
sind also immer durch die beiden Kontakte gekoppelt, und eine Betrachtung der
Grenzfälle reiner Translation und Rotation wird dem nicht gerecht. Andererseits
ist es klar, daß wieder eine elastische Matrix im Sinne eines Input-Output-Modells
existieren sollte. Da die Anschauung hier offenbar nur begrenzt weiterhilft, wird
im Folgenden abstrakt vorgegangen.

Die beiden Zwangsbedingungen in P1 und P2 lauten ausgedrückt in S

0 = n1δd− (n1 × p) δθ und 0 = n2δd + (n2 × p) δθ .

In verallgemeinerten Koordinaten haben sie die Form

zT
1 q = 0 und zT

2 q = 0

wobei

zT
1 =

(
nT

1 , − (n1 × p)T
)

und zT
2 =

(
nT

2 , (n2 × p)T
)

,

sie sind also beide linear. Um das Problem zu geometrisieren, müssen zunächst die
unterschiedlichen Einheiten der Lagekomponenten berücksichtigt werden. Etwa mit

q̃ =

(
I 0
0 |p|I

)

︸ ︷︷ ︸
=:Ip

q

haben die verallgemeinerten Koordinaten die Einheit einer Länge, und die Zwangs-
bedingung hat mit

z̃ = I−1
p z

weiterhin die Form
z̃T
1 q̃1 = 0 und z̃T

2 q̃2 = 0 ,

wobei die Vektoren z̃1 und z̃2 nun dimensionslos sind.

Gesucht ist nun ein Projektor, also eine symmetrische 6× 6–Matrix Z̃T
S mit

z̃T
1 Z̃T

S = 0 und z̃T
2 Z̃T

S = 0 und
(
Z̃T

S

)2
= Z̃T

S und Z̃T
S = Z̃S .

Den Projektor für die ursprünglichen Koordinaten q erhält man durch Reskalierung
auf die alten Einheiten, also aus q̃′ = Z̃S q̃ über

q′ = I−1
p q̃′ = I−1

p Z̃S q̃ = I−1
p Z̃SIp︸ ︷︷ ︸

=ZS

q .



265

Die allgemeine Form eines Projektors auf einen von den Vektoren z1, z2, . . . zn auf-
gespannten Unterraum eines IRm ist wie folgt gegeben:3 Sei X die aus den Spal-
tenvektoren z1, z2, . . . zn gebildete Matrix, also

X = (z1, z2, . . . zn) .

Dann ist der Projektor auf diesen Unterraum eindeutig gegeben durch

P ‖ = X
(
XT X

)−1
XT

und hat den Rang n. Der Projektor senkrecht zu diesem Unterraum lautet

P⊥ = I − P ‖

und hat Rang m − n. Da man statt mit den n Vektoren z1, z2, . . . zn mit m − n
Basisvektoren des orthogonalen Komplements hätte beginnen können, ist der Pa-
rallelprojektor des orthogonalen Komplements der Orthogonalprojektor des Unter-
raumes selber. In der Mathematik spricht man daher in beiden Fällen von einer
orthogonalen Projektion.

Mit dieser Formel können also bis zu sechs lineare Zwangskontakte beschrieben
werden. Berechnet wird dann zunächst der Parallelprojektor P ‖ der Zwangsbedin-
gungen. P ‖q beschreibt die nicht möglichen Bewegungsanteile und q−P ‖q = P⊥q
die unter Zwangsbedingungen möglichen, also gilt Z = P⊥

z1,z2,...zn
. Der Fall dreier

Zwangsbedingungen könnte beispielsweise für das obere Sprunggelenk von Inter-
esse sein. Zwanglauf, also der Fall einer einparametrigen Bewegung, liegt bei fünf
punktförmigen Kontakten vor.

Im Fall zweier Zwangsbedingungen ist

ZS = I − (z1, z2)
(
(z1, z2)

T (z1, z2)
)−1

(z1, z2)
T

= I − (z1, z2)

((
zT
1

zT
2

)
(z1, z2)

)−1 (
zT
1

zT
2

)

= I − (z1, z2)

(
z1 · z1 z1 · z2

z2 · z1 z2 · z2

)−1 (
zT
1

zT
2

)

= I − 1

z2
1z

2
2 − (z1z2)

2 (z1, z2)

(
z2
2 −z1z2

−z1z2 z2
1

) (
zT
1

zT
2

)

= I − 1

z2
1z

2
2 − (z1z2)

2

(
z2
2z1z

T
1 − (z1z2)

(
z1z

T
2 + z2z

T
1

)
+ z2

1z2z
T
2

)
(B.19)

die gesuchte Matrix für zwei lineare Fesselungen.

Es sollen nun die Komponenten des Parallelprojektors bestimmt werden. Mit den
Abkürzungen

r := (n1 × n2) / |n1 × n2|
3Vgl. den Anhang zur Matrizenrechnung von [9].
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c := n1n2

p◦ := p/|p|
p1 := n1 · p◦
p2 := n2 · p◦

erhält man die Skalarprodukte

z̃1 · z̃1 = n2
1 + (n1 × p◦)2 = 1 +

(
n2

1p
◦2 − (p◦n1)

2
)

= 2− p2
1

z̃2 · z̃2 = 2− p2
2

z̃1 · z̃2 = n1n2 − (n1 × p◦) (n2 × p◦) = c−
(
n1n2p

◦2 − (p◦n1) (p◦n1)
)

= p1p2 ,

die Systemdeterminante

z̃2
1 z̃

2
2 − (z̃1z̃2)

2 =
(
2− p2

1

) (
2− p2

2

)
− (p1p2)

2

= 4− 2
(
p2

1 + p2
2

)

und die Dyaden

z̃1z̃
T
1 =

(
n1n

T
1 −n1 (n1 × p◦)T

− (n1 × p◦) nT
1 (n1 × p◦) (n1 × p◦)T

)

z̃2z̃
T
2 =

(
n2n

T
2 n2 (n2 × p◦)T

(n2 × p◦) nT
2 (n2 × p◦) (n2 × p◦)T

)

z̃1z̃
T
2 =

(
n1n

T
2 n1 (n2 × p◦)T

− (n1 × p◦) nT
2 − (n1 × p◦) (n2 × p◦)T

)

z̃1z̃
T
2 =

(
n2n

T
1 −n2 (n1 × p◦)T

(n2 × p◦) nT
1 − (n2 × p◦) (n1 × p◦)T

)

Die sich insgesamt mit (B.19) ergebenden Terme sind leider nicht einfach, so daß
rückblickend klar wird, warum der Versuch einer anschaulichen Herleitung fehl-
schlug.

Eine letzte Bemerkung noch zu den Lasten. Da die Zwangskontakte zu der elasti-
schen Aufhängung parallel geschaltet sind, lassen sich die Lasten in eine Summe
aus den Zwangsbedingungen aufgenommenen und auf die Synarthrose wirkenden
Anteile zerlegen, also

f = f ′ + fz .

Die Zwangslasten stehen im Gleichgewicht mit den Normalkräften φ1n1 und φ2n2,
genauer

0 = F z + n1φ1 + n2φ2

0 = T z + p× (n1φ1 − n2φ2) .
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Durch skalare Multiplikation mit n1 und n2 erhält man mit F1,2 := n1,2F und
T1,2 := n1,2T daraus (

F1

F2

)
= −

(
1 c
c 1

) (
φ1

φ2

)

für die Kräfte, und
(

T1

T2

)
=

(
0 (n1,p,n2)

− (n2,p,n1) 0

) (
φ1

φ2

)
= (p,n1,n2)

(
0 −1
−1 0

) (
φ1

φ2

)

für die Drehmomente. Insgesamt lassen sich daher die unbekannten Normalkräfte
eliminieren, und es ergibt sich

(
F1

F2

)
=

1

(p,n1,n2)

(
1 c
c 1

) (
0 1
1 0

) (
T1

T2

)

=
1

(p,n1,n2)

(
c 1
1 c

) (
T1

T2

)
.

Es besteht also ein eindeutiger Zusammenhang zwischen auf den Zwangskontakt
wirkenden Kräften und Drehmomenten. Ebenso muß ein eindeutiger Zusammen-
hang zwischen den in der Bewegung gehemmten Komponenten der Lage bestehen.
Möglicherweise ist in einem geeigneten schiefwinkligen Koordinatensystem eine
einfache Gestalt von ZS ableitbar.

Eine alternative Methode zur Berücksichtigung von Zwangskräften beruht auf der
Additivität von Steifheitsmatrizen bei parallel geschalteten Aufhängungen. Sie be-
steht darin, für die Zwangskontakte eine Steifheitsmatrix mit beliebig großen Ein-
trägen anzusetzen und diese dann zu der der Aufhängung zu addieren.4 Die poten-
tielle Energie ist nach wie vor im Minimum, aber unter Nebenbedingungen. Mit
der Methode der Lagrange-Multiplikatoren erhält man etwa für zwei Kontakte
das Potential

Φ′ =
1

2
qTSq + λ1z

T
1 q + λ2z

T
2 q

!
= min ,

mit den zugehörigen Lasten

f = Sq + λ1z1 + λ2z2 .

Die Zwangsbedingungen sind hier also, bis auf Vorfaktoren, die unbekannten Vor-
lasten selber. Durch Quadrieren der Zwangsbedingungen ändert sich nur die Be-
deutung der Lagrange-Multiplikatoren. Man erhält

Φ′ =
1

2
qTSq +

1

2
λ1q

T
(
z1z

T
1

)
q +

1

2
λ2q

T
(
z2z

T
2

)
q

!
= min

und für die Lasten ergibt sich

f =
(
S + λ1

(
z1z

T
1

)
+ λ2

(
z2z

T
2

))
q .

Die λ1,2 entsprechen nun den unbekannten und beliebig großen Einträgen in der
Steifheitsmatrix. Sie modellieren also die willkürlichen Zwangskräfte für beliebige
Lagen, die Aufhängung ist dann beliebig steif.

4Diese Methode nennt [43] treffend “Links and Joints as Virtual Springs”.
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Endo-Prothesen in Relation zur Knochenbewegung bei Anregung von Biege-
schwingungen; Diplomarbeit, IV. Physikalisches Institut, Universität Göttin-
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[48] H. Nägerl, D. Kubein-Meesenburg, J. Fanghänel: Elements of a Ge-
neral Theory of Joints, 2. Introduction into a Theory of Synarthrosis ; Anat.
Anz., Jena 171 (1990) 323-333
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[68] István Szabó: Höhere Technische Mechanik ; Springer-Verlag; Berlin, Hei-
delberg, New York, Tokyo; Zweiter Nachdruck d. fünften verb. u. erw. Auflage
(1985)

[69] H. Teichmann: Physikalische Anwendungen der Vektor– und Tensorrech-
nung ; Bibliographisches Institut (1973)

[70] I. Todhunter: A history of the theory of elasticity and of the strength of
materials from Galilei to the present time; Edited and compiled by Karl Pear-
son, Vol. 1: Galilei to Saint-Venant 1639 - 1850 Cambridge (1886), Vol. 2:
Saint-Venant to Lord Kelvin, 2 Bde. Cambridge (1893)

[71] C. Truesdell, W. Noll: Representation Theorems in: [18] Bd.III/3 The
Non-Linear Field Theories of Mechanics Ch. B.II

[72] Wolfgang Schäfer: Messung der räumlichen Mikrobewegung und der Ver-
biegung des Femurschaftes von Hüft-Endo-Prothesen in Abhängigkeit eines
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