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Die FElastizitit der Korper (und es wird wohl keine véllig harten oder
vollig weichen geben) ist gleichsam das Leben derselben, wir bekom-
men dadurch ein Gefiihl threr Gegenwart durch das Gehor, Gesicht
und dofters das Gefiihl, ein Korper, welcher dieses Lebens beraubt ist,
wiirde, unkenntlich und unbrauchbar, seine Liicke ausfiillen. Die elasti-
schen Krifte der Korper sind die Dolmetscher wodurch sie so zu sagen
mit uns sprechen.

GEORG CHRISTOPH LICHTENBERG, Sudelbiicher, Heft A, 8 (1765)
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Kapitel 1

Einleitung

Synarthrosen sind spezielle Gelenke ohne Gelenkhohle, bei denen zwei Knochen
haftend und kontinuierlich durch Gewebe miteinander verbunden sind, so zum
Beispiel der Zahnhalteapparat und die Bandscheibe des menschlichen Korpers. Ziel
dieser Arbeit ist es, eine mathematische Beschreibung des mechanischen Verhaltens
von Synarthrosen zu finden.

In der Medizin gilt das Augenmerk dem beteiligten Gewebe, entsprechend wer-
den spezielle Begriffe verwendet. Handelt es sich um eine bandhafte Verbindung
durch kollagenes Bindegewebe, so spricht man von einer Syndesmose; enthélt das
Gewebe Faserknorpel, so nennt man das Gelenk eine Symphyse; besteht es da-
gegen aus hyalinem Knorpel, dann heifit es Synchondrose. Eine Ausnahme bilden
durch Wachstum des Knochens geschlossene Knorpelfugen, welche man Synostosen
nennt. Beispiele von Syndesmosen sind die Verbindung zwischen Elle und Speiche
oder Schien- und Wadenbein, die Nahte zwischen den Schadelknochen und die
Zahnwurzelhaut. Bei der Verbindung der Beckenhélften handelt es sich um eine
Symphyse. Die Verbindung von Rippe und Brustbein und die Bandscheibe ist eine
Synchondrose. Da in dieser Arbeit nach einer gemeinsamen mathematischen Be-
schreibung solcher Gelenke gesucht werden soll, diirfen derartige anatomische Un-
terschiede nicht in die grundlegenden Ansétze eingehen. Erst in den zahlenméfig
durchgerechneten Beispielen wird auf die jeweilige Anatomie wieder genauer ein-
gegangen.

Mit Ausnahme der Synostosen, welche hier nicht weiter von Interesse sind, kénnen
die beteiligten Knochen im Vergleich zum {ibrigen Gewebe in guter Naherung als
starr betrachtet werden. Ihre Verbindung ist die nicht néher spezifizierte elasti-
sche Aufhdngung. Wihlt man die Lage, also Position und Orientierung, des einen
Knochen als raumfest, so geniigen zur Beschreibung der Lage des anderen die sechs
Freiheitsgrade eines starren Korpers im Raum. Zunéchst mufl daher eine mathema-
tische Zuordnung von statisch angreifenden Lasten, also Kréaften und Drehmomen-
ten, zur Lage des bewegten Korpers gefunden werden. Ferner soll diese Zuordnung



mit einer Auswertevorschrift verbunden werden, die reproduzierbare Aussagen iiber
die Starke und Struktur der Authéngung erlaubt.

Messungen zur initialen Zahnbeweglichkeit [3, 40 in unserer Arbeitsgruppe waren
die urspriingliche Motivation zur Beschéftigung mit diesem Thema. Spéter folgten
noch Messungen zur initialen Kinematik der Wirbelsdule [59] und zur Statik von
Hiiftendoprothesen [72] sowie deren Dynamik [21]. An Messungen mangelte es also
nicht, eher an der Interpretierbarkeit der Ergebnisse. Meine Aufgabe sollte es dem-
nach sein, eine passende und geniigend einfache Theorie fiir derartige Messungen
zusammenzutragen oder notfalls selbst zu entwickeln.

Das vordringlich zu l6sende Problem ist die Abhéngigkeit der die Lasten und Lagen
beschreibenden Zahlen vom gewéhlten Koordinatenursprung. Diese iibertragt sich
auf die Zuordnung von angreifenden Lasten zu den Lagednderungen und damit auf
die Meflwerte selbst. Hingen ndmlich Lasten und Lagen vom Ursprung der Koor-
dinatensystems ab, und ist kein ausgezeichneter Ursprung definiert, so wird auch
die Abhéngigkeit der Lagen von den Lasten eine Funktion des Ortes sein. Gerade
weil in unserer Arbeitsgruppe Messungen an Synarthrosen durchgefiihrt wurden,
war eine solche Vergleichbarkeit, etwa mit Meergebnissen anderer Arbeitsgruppen
wie [53], unbedingt erstrebenswert.

Durch einen vor allen anderen Punkten ausgezeichneten Bezugspunkt zusammen
mit einer ebenso ausgezeichneten Orientierung der Koordinatenachsen wire diese
Mehrdeutigkeit behoben.

Mit dem von H. NAGERL [49] in seiner Habilitationsschrift in direkter Analogie
zum Schwerpunkt in zwei Dimensionen verwendeten Begriff des Widerstandszen-
trums als ausgezeichneter Bezugspunkt zur Beschreibung ebener Lasten und Lagen
mochte ich mich aber aus formalen Griinden nicht recht anfreunden: In der raumli-
chen Elastostatik hat man es mit Tensoren zweiter Stufe zu tun; bei der Definition
des Schwerpunktes wird aber mit der Massendichte ein Skalar verwandt. Aus der
Gesamtmasse im Nenner wird hier eine inverse Matrix. Wegen der Nichtkommuta-
tivitdt des Matrixproduktes und der noch unklaren Berechnung eines Ortsvektors
aus diesen Matrizen vermutete ich Schwierigkeiten. Der Begriff lie§ sich zudem
nicht bis auf seinen historischen Ursprung zuriickverfolgen: Weder in einem Ab-
rifl der Geschichte der Elastizitétstheorie [70] noch in der grundlegenden Arbeit
zur Statik des Zahnhalteapparates [64] ist die Rede von einem vergleichbaren Ob-
jekt. In [34], fand ich schlieBlich (S. 144) eine kleingedruckte Bemerkung iiber
die Existenz eines ,,Schwerpunktes der Federkréfte“ fiir ebene Authéingungen mit
den gewiinschten Eigenschaften — leider ohne Beweis oder Referenz 2 Die friiheste
mir bekannte Verwendung dieses Begriffes in der kieferorthopédischen Literatur
stammt aus dem Jahre 1917 [17]. Der Begriff ,, Widerstandszentrum* ist demnach

IMit Nummern in eckigen Klammern sollen auch in Zukunft Zitate gekennzeichnet werden.
Die Zuordnung zur jeweiligen Quelle ergibt sich aus dem Literaturverzeichnis auf Seite
2Im zweiten Teil der Einleitung wird dieser Beweis gefiihrt.



als Ubersetzung des der ebenen Elastostatik entlehnten und mittlerweile in der
Zahnmedizin iiblichen Terminus “center of resistance” inklusive seiner nicht hin-
terfragten Ubertragung auf den réumlichen Fall zu verstehen. Im Widerstands-
zentrum ([49], Kap. 4) fand ich dennoch eine Vorstellung, die mir zwar nur unter
stark vereinfachenden Annahmen (skalare Federstirke, ebene Aufhédngung) korrekt
erschien, ansonsten aber die notwendige Einfachheit besafl, um als Leitbild einer
allgemeineren Definition zu dienen.

Obwohl eine elastische Aufhdngung zwischen zwei starren Koérpern neben der me-
dizinischen Bedeutung auch in vielen technischen Bereichen eine Rolle spielt (z. B.
in einer Autofederung), gibt es keine Quellen, die als Referenz bezeichnet werden
konnten. Nur wenig fiindig wurde ich in der schon eben erwdhnten mathemati-
schen Arbeit iiber den Zahnhalteapparat [64] [65], die mir teils wegen der gemach-
ten Annahmen (das Periodont als diinne inkompressible Membran) und anderen
teils wegen der sehr anspruchsvollen mathematischen Methoden (RIEMANNsche
Normalkoordinaten), als zu kompliziert erschien. Mit diesem Formalismus waren
zu wenige exakte Losungen zu erwarten. Vor allen Dingen war das Augenmerk
auf die Vorgénge innerhalb des Periodonts zu detailliert, wobei dennoch die fa-
serigen gegeniiber den fliissigen Anteile vernachléssigt wurden. In Abhandlungen
des Maschinenbaues, speziell iiber Maschinenfundamente, und der Architektur,
dort insbesondere iiber erdbebensichere Fundamente von Gebéduden, findet das
in Lehrbiichern der Elastizitdtstheorie, etwa [40], standardméBig durchgerechne-
te Beispiel eines elastischen Halbraumes zwar vielfiltige Anwendung, aber auf die
Aufgabenstellung hier ist es so nicht anwendbar. Modifikationen dieses Ansatzes
im Rahmen der strengen Elastizitdtstheorie erschienen mir zu komplex. Die Dy-
namik von gekoppelten Mehrkorpersystemen war da ergiebiger: Im Raketenbau
[58], bei der Robotik [2] und in der technischen Numerik geht es insbesondere um
das Schwingungsverhalten komplexer mechanischer Systeme, speziell um Simulati-
onsprogramme [43], [58, 29]. Dort, wie auch in allgemeinen Lehrbiichern, etwa [73]
§12.2-12.5 oder [1], konnte ich viele Anregungen zum mathematischen Formalismus
finden — allerdings ohne eine Anwendung auf das vorliegende Problem. Meistens
tauchen die von mir fiir relevant befundenen Phénomene durch Untersuchen von
symmetrischen oder zu stark vereinfachten Objekten gar nicht erst nicht auf, so
etwa in einem aktuellen Handbuch [33], Part II, Chap. 4.

Meines Wissens also wurde das einfache Modell eines starr berandeten elastischen
Mediums als elastisch aufgehdngter starrer Korper, speziell fiir eine diinne Schicht,
noch nicht adédquat untersucht.

Zuerst sind die néchstliegenden vereinfachenden Annahmen zu untersuchen. In
den verwendeten Variablen, wahlweise den Lagen oder den Lasten, wird daher
linearisiert. Insbesondere erlaubt das die Verwendung des Drehvektors fiir die Frei-
heitsgrade der Rotation. HOOKEsches Verhalten eines isotropen Mediums dient als
Leitfaden fiir Vorstellungen iiber ideale Melwerte und spéter als Anhaltspunkt zum
Vorhersagen der Ergebnisse und damit zum Beurteilen realer Messungen. In den



Koeffizienten dieser Linearisierung 148t sich dann unter Benutzung ihres Transfor-
mationsverhaltens die Information der ausgezeichneten Bezugssysteme ausfindig
machen. Diese Information besteht aus einem Bezugspunkt der Lasten und einem
der Lagen sowie je einer Orientierung der zugehorigen Koordinatenachsen. Damit
ist die unter EUKLIDischen Transformationen der Bezugssysteme invariante Form
der Meflwerte bestimmt.

Als Néchstes mufl der Giiltigkeitsbereich dieser idealisierten Vorstellung bestimmt
und eingegrenzt werden. Dabei kommen die Einfliisse dynamischer, thermodyna-
mischer, statistischer und experimenteller Effekte zur Sprache.

Fiir Vorhersagen gibt es ausgereifte numerische Verfahren, wie etwa die Methode
der Finiten Elemente. Diese erschienen mir aber hier nicht brauchbar, da mit ih-
nen weder Aussagen iiber Klassen von Meflobjekten mit stetig verdnderlicher Form
oder andere Abhéngigkeiten von einzelnen Parametern des Modells moglich sind.
Es galt demnach, eine mit moglichst wenig einschréinkenden Vereinfachungen aus-
kommende Methode der Vorhersage von MeBwerten zu entwickeln. Im Gegensatz
zur SYNGEschen Theorie werden hier den festen oder faserigen Anteilen der Gewe-
be die Haupteffekte zugeschrieben, da bei einer quasistatischen Messung die durch
die Gewebsfliissigkeit hervorgerufene Dampfung keine Rolle mehr spielen sollte.

Néhert man die Form der Aufhingung durch ein einfaches geometrisches Modell
an, so bietet die Differentialgeometrie von Flichen im Raum, vgl. etwa [22], die
passende Beschreibung der rdumlichen Situation. Die Materialkonstanten diinner
isotroper Schichten lassen sich mit Hilfe der Darstellungstheorie auf zwei redu-
zieren: Eine modelliert das Verhalten fiir Bewegungen senkrecht zur Schicht, und
die andere solche innerhalb der Schicht. Unter Annahme einer lokal homogenen
Deformation kénnen diese Schichtgréfien mit Hilfe der Elastizitdtstheorie nédher
spezifiziert werden.

Mit diesen beiden Grundzutaten, einer standardisierten Form der Meflwerte und
einem moglichst analytischen Wunschergebnis, werden dann schlieflich die Aus-
wertungen durchgefiihrt.

Diese Arbeit ist notwendigerweise interdisziplindr: Obwohl die formale Sprache der
Mathematik bzw. der Theoretischen Physik das Hauptinstrument darstellt, sind die
Anwendungen eher im medizinischen oder ingenieurswissenschaftlichen Kontext zu
finden. Der Versuch, natiirliche Objekte durch Anwendung von Physik besser zu
verstehen, war bislang eine Doméne der Bionik. Da es hier zunéchst nur um die
Anwendung von Lasten auf biologische Strukturen und ihre Effekte geht, ist die
Disziplin, zu der die Zielsetzung dieser Arbeit gehort, die Biomechanik.



1.1 Uberblick und Vorgehensweise

In dieser Arbeit geht es um eine mathematische Beschreibung der Verdnderung der
Lage eines elastisch aufgehédngten starren Korpers unter Lastdnderungen. Die Pro-
blematik soll an einem, auch im Folgenden eingeriickten, zweidimensionalen Bei-
spiel erldutert werden. Feinheiten werden dabei zunéchst bewuft {ibergangen, da
diese im Hauptteil dieser Arbeit, dem dreidimensionalen Fall, geniigend ausfiihrlich
besprochen werden. Die Notation in dieser Einleitung ist entsprechend als Propé-
deutik fiir den dreidimensionalen Fall gew&hlt.

Eine allgemeine Last in zwei Dimensionen, bestehend aus einer Kraft in
der xy-Ebene und einem Drehmoment senkrecht zu dieser Ebene, ruft
an einer elastischen Aufhéngung, etwa dem Periodont eines vorderen
Schneidezahnes, eine Lagednderung, bestehend aus einer Translation in
der xy-Ebene und einer Drehung senkrecht dazu, hervor.

Last und Lageénderung kénnen nach Einfithrung von Koordinaten und
einem Maflsystem zu Zahlentripeln

F, dy
= (5)-(5) woo(%)-(5)
T, 0.

oder, aus der Sicht des Theoretikers, zu verallgemeinerten Koordinaten
zusammengefafit werden. Dabei miissen weder die Koordinatensysteme
der Lasten und Lageénderungen iibereinstimmen, noch deren Einheiten
zueinander passen. Das ist oft eine experimentelle Gegebenheit.

Diese mathematische Beschreibung besteht aus zwei voneinander getrennten Tei-
len: aus einer Vorschrift, wie Mefiwerte zu handhaben sind, und einer Vorhersage
iitber die Struktur der zu erwartenden Ergebnisse. Gesucht ist zunéchst eine Be-
schreibung der Anderungen der Lage bei angelegten Lasten.

Der einfachste und gleichzeitig wichtigste Zusammenhang zwischen klei-
nen Groflen ¢ und f wird beschrieben durch die lineare Naherung

q(f)=Ff

mit der Flexibilitdtsmatriz F. Ohne weitere Annahmen ist diese Matrix
als voll besetzt anzunehmen. Sie habe die Komponenten

D D,y s
B T X Tz o D 82
F=| Dy Dy, sy. = ( Sip m ) ,

Szx Szy  Myz



welche die das System charakterisierenden elastischen Konstanten sind.
Die einfachste MefSvorschrift zum Bestimmen von F besteht im Anle-
gen dreier Lasten in den verschiedenen Koordinatenrichtungen £} in
x-, F5 in y- und T35 in 2-Richtung des Koordinatensystems der Lasten
bei gleichzeitigem Messen der Lagednderungen ¢, ¢ und ¢3 im Koor-
dinatensystem der Lagen. Die Flexibilitadtsmatrix besteht dann aus den
durch die Last dividierten Lagednderungen

dlx/Fl d?x/F2 d3x/T3
f - dly/Fl dgy/FQ d3y/T3
elz/Fl 92z/F2 932/T3
dlz d2:p d3m Fl 0 0

= | dy doy ds, 0 F 0 ,
012 627; 93;; 0 0 T3

und héngt mit diesen von der Wahl der Koordinatensysteme der Lasten
und Lagen ab. Die einfachste Theorie zur Berechnung einer Flexibi-
litdtsmatrix beruht auf dem HOOKEschen Gesetz. Durch Angabe von
F ist eine elastische Aufthdngung vollstindig charakterisiert, da nun
mit dem Superpositionsprinzip Lagednderungen zu beliebig angelegten
Lasten vorhergesagt werden kénnen.

Da der starre Kérper sechs Freiheitsgrade besitzt, 148t sich der Zusammenhang
zwischen kleinen Lasten und Lagen ohne Kenntnis der inneren Struktur der elas-
tischen Aufhdngung in linearer Naherung als 6 x 6-Matrix beschreiben. Deren 36
Eintrédge, einheitenbehaftete reelle Zahlen, sind die Meflwerte, die es im Rahmen
einer noch zu klarenden Theorie handzuhaben gilt.

Genauer war es die in verschiedenen Quellen [52] 53], [42] immer wieder betonte aber
nur unzureichend begriindete Symmetrie der Flexibilitdtsmatrix, die nicht mit den
Ergebnissen unserer Arbeitsgruppe [3] [4, [72] [59] ibereinstimmte. Trotz verschiede-
ner Apparaturen zeigten unsere Messungen alle dhnliche Phéanomene. Daher ver-
suche ich in dieser Arbeit, fiir diese und verwandte Aufgaben einen brauchbaren
mathematischen Hintergrund zu liefern. Warum also sollte diese gemessene Matrix
symmetrisch sein?

Die durch eine Lagedinderung verrichtete Arbeit hat einen Translati-
onsanteil und einen Rotationsanteil. Sind nun die Lasten und Lagen
im selben Koordinatensystem bekannt, so lauten diese Anteile [ F*dd
und [ T'df. Dazu miissen etwa die Lasten in das Koordinatensystem der
Lagen transformiert werden. Das geschieht durch eine Translation des
Koordinatenursprungs und eine Drehung der Koordinatenachsen. Da
das die Translation beschreibende Hebelgesetz (vgl. dieser Abschnitt
spater) und die Drehung lineare Operationen sind, werden diese Trans-



formationen mit einer 3 x 3-Matrix 7, beschrieben, d. h.

fq= 7:1ff

Fithrt man nun die Steifheitsmatriz S = F~1 iiber f = Sq ein, so
schreibt sich die Forméanderungsarbeit ® allgemeiner

q2 q2 q2
1= [ ffdg= [ "T5da = [ "S"T5dg
q1 q1 q1

Ist nun die Matrix Sy, := 7,+S symmetrisch, so ist der Integrand genau
die Ableitung von
1
¢ = iqTSqqq s

und die Lasten verrichten als Potentialkrédfte unabhéingig vom Weg der
Zustandsdnderung immer dieselbe Arbeit. Antisymmetrische Anteile
von S, triigen wegen

qTSq: qT (SS+SA)q: qTSSq+qTSAq
und
T T
qTSAq:<qTSAQ) :qT(SA) q:_quAq = quAq:O

in dieser quadratischen Form nicht zur Formé&nderungsarbeit bei und
zerstorten die Wegunabhéngigkeit der Forméanderungsarbeit. Die Sym-
metrie der elastischen Matrizen S und F liegt also nur dann vor, wenn

e f und ¢ im selben Koordinatensystem beschrieben sind, und

e die elastische Aufhdngung durch ein Potential beschrieben wird.

Eine weitere Moglichkeit, antisymmetrische Terme vorzutduschen, liegt
im verwendeten Maflsystem begriindet: Die Dimensionen von

ds th 2

So=— und (81);,=——

T3 ( )1,2 F172
sind sicherlich gleich, nicht notwendigerweise aber auch die Einheiten
und damit die Zahlenwerte. Werden etwa die Langen in mm gemessen,
so sind die Drehmomente in Nmm anzugeben, um die Symmetrie s =
s1 zu erhalten. Zusétzlich hat man also zu beachten, dafl

e die Einheiten und Vorsétze passend gewéhlt sind.

Insbesondere sind die Winkel im Bogenmafl rad zu messen, was auch
in den folgenden Uberlegungen zum Transformationsverhalten der be-
teiligten Groflen deutlich werden wird. Im SI-System ohne Verwendung
von Vorsédtzen hat man sicherlich keine Probleme.



Aus Griinden der Einfachheit soll die Existenz eines Potentials als Arbeitshypo-
these angenommen werden. Dann sind die Lasten der Gradient des Potentials nach
den Lagednderungen — insbesondere sind dadurch Lasten und Lagen im selben
Koordinatensystem beschrieben. Die Steifheitsmatrix im Koordinatensystem der
Lagednderungen ist dann die zweite Ableitung dieses Potentials. Das Hauptpro-
blem liegt demnach in der Abhéngigkeit der Lasten und Lagen vom gewéhlten
Koordinatensystem. Diese Wahl der Koordinatensysteme 148t eine Translation der
Urspriinge und eine Rotation der Koordinatenachsen zu. Zuerst soll der Translati-
onsanteil allein ndher untersucht werden.

Das Experiment muf} nicht so aufgebaut sein, dal Kréifte im selben Be-
zugssystem angreifen werden, in dem die Lagednderung gemessen wird;
das verbietet sich oft aus Platzgriinden. Es muf daher eine rechnerische
Transformation zwischen zwei Koordinatenurspriingen O und O’ zwei-

er beliebiger Laborsysteme gefunden werden. Mit O'O = Z ) erhélt
man fiir die Lasten das HebelgesetZ3

Fl, = F|,

T\, = T|p+aF,—-bF, |,

das mit einer Transformationsmatriz T

1 00
ffl=1 0 1 0]f
~b a 1

—_———

QL —~ O

Byl

zusammengefaflit geschrieben werden kann. Dieses Gesetz fiir Trans-
formationen der Koordinatenurspriinge fiir die Drehmomente 148t sich

leicht anhand der Abbildung [LT] auf Seite @ einsehen @

Fiir kleine Lagednderungen erhédlt man durch Entwickeln der Drehma-
trix

9|o' = 9|o
cosf) —sind 1 0 a
dlo = dlo—i_[(sin@ cos 6 >_<0 1)](1))
- d|0+0<_ab>+(’)(02) :

3%, lies: * beziiglich O.
4Falls eine Abbildung dieser Arbeit nicht mehr auf die Seite paft, in der sie benétigt wird,
befindet sie sich an der néchsten sinnvollen Stelle, meist auf der folgenden Seite oben.




Abbildung 1.1: Das Hebelgesetz in zwei Dimensionen.

wieder zusammenfal3bar zu

1 0 —=b
=101 a |q
0 0 1

Anhand der Zeichnung [[.2] 148t sich auch dieses Transformationsgesetz
mit elementaren Mitteln® herleiten.

d d,

Abbildung 1.2: Die Transformation der Translation.
Eine infinitesimale Drehung 148t sich also in zwei Dimensionen als Wir-

belfeld
o) = ()

beschreiben, das linear mit dem Abstand vom Ursprung wéchst. In
einem anderen Ursprung O’ mit z = 2’ + a und y = 3/ + b muf} dessen

SFiir kleine Winkel § kann die Sekante zwischen Anfangs- und Endpunkt der Bewegung durch
die Tangente am Anfang ersetzt werden. Das entspricht der in Abb. gezeigten Situation.
Das Ausmaf der Bewegung ist d = d2 + d; = Va? + b%0, wobei 6 im Bogenmaf} zu messen ist.
Uber #hnliche Dreiecke erhilt man die einzelnen Betriige |d,|/d = |b|/va2 + b2 und |d,|/d =
lal/va? + b2, die zusammen mit den Vorzeichen aus der Zeichnung nach Kiirzen der Wurzel das
Ergebnis d, = —b0 und d, = a0 liefern.



10

eigene Verriickung abgezogen werden, und es ergibt sich
reod / / —y’ —b —b

¥ +a
_a
= ( i >0=d<x’,y'>

Die durch ein Wirbelfeld beschreibbare Drehung sieht daher in jedem
Punkt gleich aus, d. h. 8’ = 6.

Es gilt 7, = ’]}T, die Transformationsmatrizen beschreiben auch die
Symmetrie der Gleichungen.

In drei Dimensionen lassen sich die Transformationsgleichungen fiir Drehmoment
und Translation forméquivalent durch Kreuzprodukte mit dem Differenzvektor der
Koordinatenurspriinge formulieren. In Matrizenschreibweise fiihrt das auf 6 x 6—
Matrizen. Wegen dieser formalen Ubereinstimmung im Transformationsverhalten
gehoren Drehmoment und Translation beide zur Klasse der freien Vektoren.

Die Transformationen der elastischen Matrizen folgen aus denen der
Lasten und Lagen, sie lauten

S=T7;87T, wnd F="TST;

Zum Beschreiben ein- und derselben elastischen Aufhédngung steht nun
eine Klasse von dquivalenten Matrizen zur Verfiigung.

Die Abhéngigkeit der Lasten und der Lagen von dem gewahlten Koordinatenur-
sprung iibertréigt sich auf die sie miteinander verkniipfende Matrix. Selbst Mes-
sungen an derselben Aufhéngung konnen daher zu unterschiedlichen Ergebnissen
fithren. In diesem Fall ist nicht einmal die Vergleichbarkeit von Meflergebnissen
gewihrleistet. Es ist also eine A quivalenzklasse von Steifheitsmatrizen zur Beschrei-
bung einer elastischen Aufhdngung zuléssig.

Erst eine von experimentellen Bedingungen bis auf unvermeidliche Mefifehler un-
abhéngige Form der Meflwerte aber ermoglicht den Vergleich von Messungen. Nur
diese 148t dann tiefere Einsichten iiber den Gegenstand des Interesses zu.

Vor allem schien mir der Versuch, eine solche Aufhdngung wunabhdngig von der
Wahl des Koordinatensystems zu beschreiben, nicht unternommen worden zu sein.
Dabei bieten sich zwei prinzipiell unterschiedliche Vorgehensweisen an:

e Eine tatsédchliche Unabhéangigkeit vom gewihlten Koordinatensystem, wie
etwa in der Differentialgeometrie, oder
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e Ein reproduzierbar aus der Aquivalenzklasse auswihlbarer Reprisentant, also
ein durch die MeBwerte selbst eindeutig festgelegtes Koordinatensystem.

Hier soll der letzte Weg beschritten werden.

Nachdem ihr Transformationsverhalten nun bekannt ist, kénnen die
freien Vektoren 7" und d in geeigneten Koordinatensystemen wegtrans-
formiert werden. Das Verschwinden des Drehmomentes 7’|, ist gleich-
bedeutend mit

(7 —Fx)<z>+T]O:O :

was die Gleichung einer Geraden in der Ebene der Ortsvektoren ist, der
Wirkungslinie der Gesamtkraft. Ein Ort, an dem d|,, verschwindet, ist

der Drehpol
al_1[ —d,
b ) 0\ d, ’

der, als Aufpunkt zusammengenommen mit der Ebenennormale, wie-
der eine Gerade oder Linie im Raum festlegt, den Drehvektor. Auch
zwischen zwei beliebigen Lagen in der Ebene kann eine endliche Dre-
hung mit zugehdrigem Pol angegeben werden, im Raum also wieder ein
solcher Drehvektor.

Kraft und Drehvektor gehoren im rdaumlichen Fall der Klasse der linienfliichtigen
Vektoren an. Durch das Transformationsverhalten der freien Vektoren kénnen be-
stimmte Bezugssysteme innerhalb der dquivalenten Lasten und Lagen ausgezeich-
net werden.

Durch das Studium des Transformationsverhaltens der beteiligten Gréfien, insbe-
sondere unter Wechsel des Koordinatensystems am starren Korper, kann also ein
Matrixformalismus fiir 6 x 6-Matrizen zum Transformieren der MefSwerte gefun-
den werden. Dieser wird auch von anderen Autoren® in #hnlicher Form verwen-
det. Damit war zwar noch nicht das Problem der mehrdeutigen Meflwerte gelost,
aber immerhin war nun eine Transformation auf jedes beliebige Koordinatensystem

moglich.

Bei der Forménderungsarbeit hatte man translatorische und rotatori-
sche Anteile. Auch bei den Matrixeintrdgen hétte man gern eine Tren-
nung in F' und d auf der einen Seite, und 7" und 6 auf der anderen. Das
unterscheidet polare und axiale Vektoren. Da insgesamt vier freie Para-
meter bei der Wahl der Bezugssysteme zur Verfiigung stehen, kénnen

5Vgl. etwa [58] oder [43].
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nun zwei Koordinatensysteme w; und w, bestimmt werden, in denen
die abseits der Diagonalen stehenden Matrizen verschwinden. Fiir die
Steifheitsmatrix mit den Komponenten

A b
s=(if )
gilt beispielsweise

5’—<I O)(A b2><I 'wq>
S \wp 1 bl ¢ 0" 1
. I 0 A b2+A’UJq
= L 1) (5 )
A b, + Aw,
(blTjLw?A c—l—bipwq+w?b2+w?Awq>

Daher hat nach einer Transformation von § auf die Losungen von by +
Aw, = 0 und b, + ATw ¢ = 0 die Steifheitsmatrix die gewiinschte

Gestalt
S A 0
07 c—blA D,

Fiir eine symmetrische Ausgangsmatrix gilt w; = w,, und man spricht
vom Widerstandszentrum W. Die elastischen Matrizen haben in diesem
Widerstandszentrum Blockdiagonalgestalt.

Die Auswertevorschrift griindet sich auf einer Transformation, die mit Hilfe eines
durch die MeSwerte selbst festgelegten Koordinatensystems Messungen an gleichen
Meflobjekten iiberhaupt erst vergleichbar macht.

Den Ursprung dieses dem Schwerpunkt einer Massenverteilung analogen Koordina-
tensystems mochte ich das elastische Zentrum nennen. Seine im ersten Teil dieser
Arbeit begriindete Definition ist gleichzeitig ihre Hauptaussage. Dieses Objekt ist
fiir alle durch eine symmetrische elastische Matrix beschreibbaren Aufhéngungen
wohldefiniert, also auch unabhéngig von den Vorhersageversuchen fiir Steitheits-
matrizen des zweiten Teils dieser Arbeit.

Sind die zu untersuchenden elastischen Matrizen nicht symmetrisch, so werden
durch die MeBiwerte zwei Koordinatensysteme festgelegt. Eines ist der Bezugspunkt
der Lasten und das andere das der Lagen. Das Bezugssystem der Lagen erhélt man,
indem reine Drehmomente angelegt werden, ich mdchte es daher Drehmomentszen-
trum nennen. Im Bezugssystem der Lasten sucht man nach reinen Translationen,
weshalb ich es Translationszentrum nennen mochte.

Der Versuch, die Abweichungen vom idealen Verhalten néher zu untersuchen, fithrt
zuriick auf ausgezeichnete Last- und Lagesysteme des Raumes, die Schraubachsen.
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Ihre geometrische Bedeutung erlaubt Visualisierungen: die Aufpunktfidche, die Ab-
standsfliche und die Steigungsfidche. Die abstrakte Menge aller der Schraubachsen,
die fiir die Definition des elastischen Zentrum von Bedeutung waren, ist die Kongru-
enz der Schraubachsen. Bei elastischen Matrizen, die nicht durch eine Verschiebung
ihrer Bezugspunkte symmetrisiert werden, verdoppelt sich teilweise die Anzahl der
eben genannten Objekte, es existieren dann zwei ausgezeichnete Bezugssysteme.

Bei der diirftigen Quellenlage war es notwendig, eigene Begriffe fiir mathematisch
sinnvolle und physikalisch brauchbare Objekte zu erfinden. Das elastische Zen-
trum, die Aufpunkt- und Abstandsfliche sowie die funktionellen Achsen und die
Kongruenz der Schraubachsen sind solche Begriffe. Da ich viele Objekte aus den
Randbereichen der Physik oder Mathematik, wie etwa der Kinematik, als fiir meine
Zwecke niitzlich befand, tauchen auler den eigenen Wortschopfungen in dieser Ar-
beit noch weitere fiir Physiker ungebréauchliche Begriffe auf. Ich habe mich bemiiht,
an der Stelle ihres ersten Auftauchens eine Quelle zu nennen, der dann alle noti-
gen Informationen fiir ein tieferes Versténdnis zu entnehmen sind — oder eben
klarzustellen, daf§ es sich um einen von mir eingefiihrten Begriff handelt.

Ein Koordinatensystem als Referenz besteht aus einem Ursprung und einer Orien-
tierung. Die Untersuchung weiterer Eigenschaften des elastischen Zentrums fiihrt,
wieder analog zum starren Koérper, zu einer Definition der funktionellen Achsen.
Hierbei sind die vorangegangenen Erkenntnisse iiber die Schraubachsen hilfreich.

Durch Drehungen der Koordinatensysteme der Lasten und Lagen mit
den Drehmatrizen R; und R, um die z-Achse 1a8t sich die Matrix A
auf Diagonalgestalt R?ARq = diag (4;) transformieren. A; und As
sind dann die singuldren Werte von A. Diese Werte konnen der Grofle
nach angeordnet werden, ohne die Handigkeit des Koordinatensystems
zu dndern. Damit sind die elastischen Matrizen auf ihre Normalform
gebracht, etwa

A 0 0
SN = 0 AQ O
0 0 ¢

Erst in dieser Normalform sind die elastischen Matrizen miteinander
vergleichbar. Da die Formédnderungsarbeit immer positiv ist, sind die
Koeffizienten A;, A und ¢ immer > 0. Fiir symmetrische Ausgangs-
matrizen ist die Zerlegung in die singuldren Werte genau die Haupt-
achsentransformation auf die Figenwerte.

Nach einer Drehung der Koordinatenachsen auf diese funktionellen Achsen werden
die 36 Zahlen auf eine Normalform transformiert, die dann erstmalig die Vergleich-
barkeit von Mefiwerten erlaubt. Diese Normalform eignet sich auch fiir theoretische
Zwecke zum Studium der Figenschaften der elastischen Authéngung.
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Fiir das zweidimensionale Problem ist die allgemeine Last einer einzel-
nen Kraft dquivalent. Sie kann beschrieben werden durch das Lot d vom
Widerstandszentrum zur Kraftwirkungslinie mit Lange d und Richtung
r sowie der Stidrke F' der Kraft, vgl. Abb. [[3l Liegt S in Normalform
1
T2

vor, kénnen d, r = ( und der Drehpol p in Beziehung gesetzt

werden.

Abbildung 1.3: Die allgemeine ebene Last.

Die Last
f=F r1
d

ruft die Lageédnderung Sy f mit den Komponenten

—Al’l“ 2
q=1Fr Agry
cd
hervor. Fiir den Pol p folgt der Ausdruck

_ i Agry
b= Ed<A1T2>

welcher nicht mehr von der Stéarke der Kraft abhdngt. Weist » nun in
eine Eigenrichtung von A, so gilt entweder r; = 0 oder r, = 0, und
dann liegen sich d und p beziiglich W genau gegeniiber. Die Lage des
Pols ist dann durch eine skalare Funktion p = |p| beschreibbar. Diese
Funktion p(d) ist dann eine Hyperbel mit der Gleichung

J Ag
P12 -di12 = ——=
c

Dieser Zusammenhang ist das Reziprozitditstheorem der Synarthrosen
[48]. Fiir eine allgemeine symmetrische Ausgangsmatrix A gilt es nur
fiir deren Eigenrichtungen, da nur fiir diese r; oder ry verschwindet.
Abseits der Eigenrichtungen mufl wieder vektoriell gerechnet werden.
Man erhélt das Skalarprodukt

d-p=(n 7"2)(_%2/5 —121/5><2’> |



15

welches nicht mehr von dem Abstand der Kraftwirkungslinie zum Ur-
sprung sondern nur von dessen Richtung abhingt. Setzt man entspre-
chend r = cos(«) und ry = sin(a), so folgt

1
d‘p:j(AQCOSQOé‘i_AlSinQC() ,
¢

also ist d - p = const die Gleichung einer Schar konform &hnlicher
Ellipsen.

Das Reziprozitéitstheorem beispielsweise, eine der urspriinglichen Aufgabestellun-
gen, ist in drei Dimensionen nur noch unter sehr speziellen Umsténden giiltig.

Im néchsten Kapitel Bl dieser Arbeit wird auf die Effekte realer Messungen eingegan-
gen, die mit einer einzelnen elastischen Matrix nicht beschrieben werden kénnen.
Die storenden Einfliissse werden dabei nur im Hinblick auf eine weitgehende Aus-
schaltung diskutiert. Da Messungen immer die Zeit beinhalten, geht es zunéchst
um Grundziige der Dynamik einer elastischen Aufhdngung. Die Gleichungen des
bis dahin entwickelten Formalismus lassen sich in den Kontext der linearen Visko-
elastizitdt einbinden. Nach der Festlegung auf eine fiir das Problem angemessene
Zustandsgleichung werden statistische Verfahren erortert. Als Néachstes werden ap-
parative Effekte diskutiert — einige lassen sich prinzipiell nachtréglich herausrech-
nen. Einen besonders interessanten systematischen Effekt fand ich in [43]: Es han-
delt sich um den Einfluf} einer raumfesten Vorlast, die bei kleinen Auslenkungen,
die ja auch Transformationen des Koordinatensystems sind, in linearer Ndherung
wie eine Lastdnderung wirkt. Dieser Effekt hat den Nachteil, dafl er in der linea-
ren Néherung nicht von anderen unterschieden und damit nicht herausgerechnet
werden kann.

Erst Vorhersagen iiber Meflergebnisse erlauben ihr Verstédndnis. Ziel des nun fol-
genden Kapitelsd und zweiten Hauptteiles dieser Arbeit ist eine Theorie der Struk-
tur der Steifheitsmatrix von Aufhéngungen aus diinnen elastischen Schichten. Fiir
Synarthrosen ist eine solche Beschreibung angemessen.

Eine zweidimensionale Synarthrose ist eine Parallelschaltung von klei-
nen Federn, die zwischen zwei Linien angeordnet sind. Anfangs- und
Endpunkt der Feder definieren ein lokales Koordinatensystem, in dem
die i-te elastische Matrix S; Diagonalgestalt hat. Alle Matrizen werden
im globalen Koordinatensystem ausgedriickt oder auf dieses gedreht

5 R” 0\s(R;, O
s=(% 7)s(e )

und auf dessen Ursprung transformiert

Si=(75);Si(1y);
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fiir komplexere Anordnungen sind sie dann wieder voll besetzt. Da sich
die Federkrifte addieren, konnen die einzelnen Steifheitsmatrizen zur
Gesamtsteiftheitsmatrix summiert werden

s=Y5,

Bei einer kontinuierlichen Anordnung aus Federn geht diese Summe in
ein Linienintegral iiber.

Wie in der Technischen Mechanik iiblich, werden dabei einige vereinfachende aber
erprobte und plausible Annahmen verwendet; zusétzlich werden Elemente der Dar-
stellungstheorie [14] aus der Kontinuumsmechanik eingesetzt. Insbesondere erlaubt
die diinne elastische Schicht grundlegende Vereinfachungen. Diese Theorie mochte
ich das Federmodell nennen.

Es ist sinnvoll, die die Synarthrose begrenzende Kurve zu parametrisie-
ren, etwa (z(t),y(t)). Besonders einfach werden die Verhéltnisse durch
eine Parametrisierung in der Bogenlidnge s. Der Tangentenvektor t(s)
und der Normalenvektor n(s) lauten nun

t=(x,y) und n=(-y,x)

Durch die Eigenschaft der Synarthrose, diinn zu sein, wird fiir ein iso-
tropes Medium eine Richtung ausgezeichnet, wahlweise durch ¢t oder
durch n.

Eine diinne elastische Schicht wird als Flache mit der Oberflichennormale als aus-
gezeichneter Richtung beschrieben. Dadurch lassen sich die elastischen Matrizen
der einzelnen Fldchenelemente im globalen Koordinatensystem ausdriicken.

Die Teilmatrix S; bzw. S(s) habe die Struktur S = 13 2 . Ist nun
der Normalenvektor die einzige ausgezeichnete Richtung, so 148t sich
A in der Form

A= alnnT + agI

mit den zwei von der Linie und den elastischen Konstanten des Medi-
ums abhéngenden Groflen a; und as ansetzen.

Aufgrund der differentialgeometrischen Beschreibung ist das Problem lokal eben,
die einzige ausgezeichnete Richtung einer isotropen Schicht ist folglich die Ebenen-
normale. Im Raum kann daher ein kleines Flachenelement durch zwei Schichtgrifsen
und den Normalenvektor der Schicht beschrieben werden. Diese Schichtgréfien mo-
dellieren das statische Verhalten senkrecht zur und innerhalb der Schicht.
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Mit dem Vektor m ist die Matrix A(s) nun gegeben durch

A =al (55 ) raw (4 1)

der Skalar ¢(s), auch eine Funktion der Kurvenform und der elastischen
Konstanten, bleibt von dieser Ndherung unberiihrt. Zusammen mit den
Transformationsmatrizen

1 00 1 0 —y
Ti(s)=| 0 1 0 und 7T, (s)=|1 0 1 =
-y z 1 00 1
ergibt sich die gesamte Steifheitsmatrix zu
S = [ Ti()S(s)T,(s)ds
mit den Komponenten
ik —yx —y (yy + )
s = [al)| b P yitad) |ds
—§(yy + i) @ (yy+ai)  (yg+ i)’
1 0 —y 0 00
+/a2(s) 0 1 ds+/c(s) 00 0 |ds
-y x 1 0 0 1

Fiir geniigend einfache Aufhéngungen lassen sich diese Integrationen
geschlossen ausfithren, womit die zweidimensionale Synarthrose analy-
tisch beschrieben ist.

Mit einfachen Annahmen {iber das Verhalten eines kleinen Elementes der Beran-
dung kann schliellich die Struktur der Steifheitsmatrix einer beliebigen diinnen
elastischen Berandung als Flédchenintegral abgeleitet werden. Diese Struktur reicht
aus fiir allgemeine qualitative Aussagen iiber die Gesamtaufhdngung, etwa iiber
die Existenz eines Widerstandszentrums.

Mit Hilfe von Ahnlichkeitsbetrachtungen werden die Schichtkonstanten auf die elas-
tischen Konstanten des Materials und die Schichtdicke reduziert; noch sind sie aber
quantitativ unbestimmt. Mit einem plausiblen Ansatz iiber die lokale Deformati-
on im Inneren der diinnen elastischen Schicht kann diese Unbestimmtheit mit den
Mitteln der Elastizitéitstheorie beseitigt werden. Die elastischen Konstanten wer-
den dadurch auf die elastischen Konstanten des Mediums und die Schichtdicke
zuriickgefiihrt.

Im darauf folgenden Kapitel Bl wird an einigen Beispielen vorgefithrt, wie und
mit welchen Methoden solche Aufhéngungen konkret zu berechnen sind. Entweder
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analytisch, unter Zuhilfenahme eines Computeralgebrasystems oder numerisch las-
sen sich dann diverse Aufhéngungen berechnen. Bei einer Hintereinanderschaltung
von solchen Aufhédngungen addieren sich deren Lagednderungen unter Last. Die
Flexibilitdtsmatrix der gesamten Aufhdngung ist daher die Summe der einzelnen
Flexibilitatsmatrizen. Damit lassen sich auch zusammengesetzte Authéngungen,
wie etwa die Wirbelsdule oder ein mehrwurzeliger Zahn, beschreiben.

Im letzten Teil dieser Arbeit werden die Erkenntnisse aus den vorherigen Haupt-
teilen auf konkrete MeBergebnisse oder konkurrierende Theorien angewendet. An
diesen Beispielen, die fiir Praktiker von vorrangiger Bedeutung sind, wird die
Leistungsfihigkeit des Formalismus demonstriert. Dabei kommen zwei Auswer-
tungen zum Einsatz: Eine direkt ohne Informationsverlust durch reine Anwendung
der Transformationen auf das elastische Zentrum und auf die funktionellen Ach-
sen. Dadurch entsteht eine auch auf reale Mewerte anwendbare Normalform der
Steifheits- bzw. Flexibilitdtsmatrix. Die andere Auswertung kann nur unter Zu-
hilfenahme von plausiblen Annahmen iiber die Haupteffekte durchgefiithrt werden:
iiber Abspaltung von Vorlasten, Drehungen bzw. Polarzerlegungen bis schliellich
hin zu gewohnlichen Mittelungen. Dabei geht zwar Information verloren, aber die
Matrizen bekommen so erst ihre theoriekonforme symmetrische oder gar diagonale
Gestalt, die fiir den Vergleich mit den Vorhersagen nétig ist. Diese Art der Aus-
wertung soll nur fiir schon zu Anfang bereits gut zur Theorie passende Matrizen
durchgefiihrt werden.

Im Anhang finden sich neben der Notation einige Ergebnisse die abseits der Haupt-
linie dieser Arbeit liegen aber dennoch interessant sind. Sie sollen das Gesamtbild
durch Aufzeigen von moglichen Erweiterungen dieser Theorie abrunden.



Kapitel 2

Statik elastischer Aufhingungen

In diesem Teil der Arbeit geht es um die Einfithrung der Grundbegriffe. Die Vek-
toren von Kraft und Drehmoment werden zur Last zusammengefafit und die von
Translation und Rotation zur Lage. Danach wird das Transformationsverhalten die-
ser Objekte studiert, was auf die Begriffe der dquivalenten Last- bzw. Lagesysteme
fithrt. Diese Mehrdeutigkeit bei der Wahl von Koordinatensystemen kann durch
die Einfithrung von Schraubachsen beseitigt werden. Diese haben den Vorteil einer
gewissen Anschaulichkeit und den Nachteil, nichtlinear zu sein. Da gleiche Messun-
gen aber mit gleichen Zahlen beschrieben werden sollten, wird diese Abhangigkeit
genauer untersucht.

Die interessierenden Mefigroflen sind die Koeffizienten der linearisierten Abhén-
gigkeit zwischen Lasten und Lagen, Flexibilitdts- und Steifheitsmatriz. Diese sind,
ebenso wie die Lasten und Lagen selber, abhéngig von dem im Experiment gewahl-
ten Koordinatensystem. Fiir den konkreten Vergleich von Mefwerten muf also eine
Vorschrift gefunden werden, welche die Me3werte zum gleichen Objekt ineinander
iiberfiihrt — unabhéngig von der vorherigen Durchfithrung des Experimentes. Fiir
den Ursprung gelingt das mit der Einfithrung von zwei aus den Mefwerten selbst
heraus festgelegten Orten, dem Drehmoments- und Translationszentrum. Streng
genommen sind diese Definitionen nur korrekt fiir HOOKEsche Verhéltnisse, also bei
Existenz eines elastischen Potentials. Da aber HOOKEsche Anteile etwa im Sinne
der linearen Viskoelastizitét [19] klar definiert sind, sind die Resultate durchaus
von Belang.

Dabei zeigt sich, dal die urspriinglich angenommene Existenz eines Widerstands-
zentrums, ein Ort an dem sich die elastische Aufhdngung wie eine Punktmasse
benimmt, in drei Dimensionen nicht allgemein gegeben ist.

Der Versuch, einzelne Eigenschaften dieser Wunschvorstellung fiir die neuen Defi-
nitionen zu prézisieren, fiihrt iiber eine abermalige Benutzung der Schraubachsen
zu den Begriffen der Aufpunktfiiche, der Abstandsfliche und der Steigungsfliche.

19
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Die Gesamtheit der Schraubachsen 148t sich als Kongruenz beschreiben.

Nach der Translation auf das Widerstandszentrum konnen die verbleibenden Frei-
heitsgrade der Rotation dazu benutzt werden, analog zu den Haupttrigheitsachsen
eines starren Korpers, Richtungen bzw. Achsen im Raum auszuzeichnen. Das fiihrt
zu einer Normalform der Mewerte, wieder in Analogie zum Tréagheitstensor in Dia-
gonalgestalt, die erstmals eine Vergleichbarkeit von Messungen an verschiedenen
Apparaturen oder Meflobjekten erlaubt.

2.1 Grundbegriffe

Es wird ein Zusammenhang gesucht zwischen Kraft F' und Drehmoment T auf der
einen Seite, und Translation d und Rotation 8 auf der anderen Seite. Diese vier
Vektoren mochte ich im Folgenden die grundlegenden Vektoren nennen. Obwohl
sie im Experiment teilweise aus der Messung zu bestimmen sind, haben sie in
dieser Theorie den Charakter von Variablen. Im Gegensatz zu den aus der linearen
Algebra bekannten Vektoren héngen diese Grofien unterschiedlich von der Wahl
des Ursprungs und der Héndigkeit des verwendeten Koordinatensystems ab. Das
fithrt zu den Begriffen der axialen und polaren sowie der linienflichtigen und freien
Vektoren.

2.1.1 Vektoren und Symmetrieoperationen

Als Erstes soll das Transformationsverhalten der grundlegenden Vektoren studiert
werden. Bei der Betrachtung des starren Korpers kommt zu der iiblicherweise un-
tersuchten Punktspiegelung als zusétzliche Transformation der Wechsel des Be-
zugspunktes hinzu.

2.1.1.1 Punktspiegelungen, polare und axiale Vektoren

Bei einer Punktspiegelung am Ursprung éndert sich die Handigkeit des Koordi-
natensystems. Man unterscheidet polare und aziale Vektoren, je nachdem, ob das
einen Einflul auf das Vorzeichen des Vektors hat. Die grundlegenden Vektoren
lassen sich nach ihrem Verhalten unter Punktspiegelungen wie folgt einordnen:

Typ des Vektors ‘ Vorzeichen ‘ Beispiele

polar andert sich Kraft F', Translation d
axial andert sich nicht | Drehmoment T', Rotation 0
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Durch die Darstellung von polaren Vektoren als Pfeile und axialen Vektoren als,
hier perspektivisch dargestellte, Kreisbdgen mit Umlaufsinn ergibt sich beziiglich
des hier als Punkt dargestellten Symmetriezentrums die Visualisierung

- <o

Polarer Vektor Axialer Vektor

Da axiale Vektoren praktisch nur gemeinsam mit Kreuzprodukten auftauchen®

lassen sie sich gut in Form von antisymmetrischen Matrizen handhaben. Dadurch
wird aus dem Vektorprodukt eine lineare Abbildung des IR®. So ist diese zum
Vektor & gehorende Abbildung Q, := (zx) in Komponenten gegeben durch?

(Qﬂﬁ)ij = kz_: e (T

bzw. als Matrix mit = (z,y, 2)

0 -z y
Q, = z 0 -z
-y x 0

Mehr iiber dieses Thema findet sich im Anhang[A.2.2]

2.1.1.2 Wechsel des Bezugspunktes, freie und linienfliichtige Vektoren

Der starre Korper 143t jeden seiner korpereigenen Punkte und dariiber hinaus je-
den als starr verbunden gedachten Punkt als Ursprung des Koordinatensystems
gleichberechtigt zu. Ein solcher Wechsel beeinflufit die Komponenten der Vekto-
ren unterschiedlich. Man unterscheidet ferner die passive Transformation, bei der
nur der Koordinatenursprung verschoben wird, und die aktive Transformation, bei
der tatséchlich der Vektor verschoben wird. Es ergeben sich folgende Typen von
Vektoren:

! Beispielsweise wird das Kreuzprodukt zweier polarer Vektoren durch eine Punktspiegelung
abgebildet auf den Vektor ,(-polar)x(-polar)“= ,polarxpolar®; er ist also immer ein axialer
Vektor. Als Faustregel kann in der Mechanik gelten, dafl alle Vektoren, die mit Drehungen zu tun
haben, axial sind.

2Ich méchte, von dieser Formel abgesehen, im Folgenden die Summationskonvention verwen-

den, bei der iiber doppelt vorkommende Indizes summiert wird.
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Ortsfest: Ein ortsfester Vektor o ist eine Zuordnung von einem Punkt P beziiglich

des Ursprungs O zu einem Vektor O_ID Dabei nennt man O auch den An-
fangspunkt, und P den Endpunkt des Vektors. Ein Wechsel des Koordina-
tenursprungs O nach O’ dndert die Koordinaten eines Aufpunktes P dann

von OA nach . .
orP=00+0P |,
er transformiert sich additiv mit der Differenz der Koordinatenurspriinge.

Linienfliichtig: Langs einer Geraden im Raum kann der linienfliichtige Vektor [
aktiv verschoben werden, ohne daf} sich an der Gleichgewichtssituation etwas
andert. Beispielsweise beschreiben Drehvektoren @, die auf einer gemeinsa-
men Geraden im Raum liegen und denselben Betrag und Richtung haben,
dieselbe Drehung. Krifte F' diirfen ldangs ihrer Wirkungslinie verschoben wer-
denB Hierauf basiert die bekannte graphische Methode der Addition von
ebenen Kraftsystemen, bei der erst die Krifte in den gemeinsamen Schnitt-
punkt der Kraftwirkungslinien verschoben werden, um dann mit der Paral-
lelogrammkonstruktion zur Gesamtkraft mit entsprechender Wirkungslinie
addiert zu werden. Unter einer passiven Verschiebung des Koordinatenur-
sprunges hiangen die Komponenten eines linienfliichtigen Vektors nicht von
der Wahl des Bezugspunktes ab; etwa lautet die Bedingung fiir das Gleich-
gewicht von Kréften in allen Bezugssystemen ) F' = 0. Eine Drehung um

den Ursprung, beschrieben durch die Drehmatrix R mit O—Q = RO?D, andert
bei einem Wechsel von O nach O" wegen OO’ + O'QQ = R (OO’ + 0’ P)
nicht den Drehanteil, denn es kommt nur eine zusétzliche Translation hinzu:

OTQ — RO'P +(R-1) 00’ ; I ist hierbei die Einheitsmatrix. Die Transfor-
mationsgleichung

1(0) 10
ylinienfliichtig(O) = linienfliichtig(O’)“ |

bei der die Koordinaten Funktionen der Koordinatenurspriinge sind, faf3t
also Fpop = Fpo und 85 = 0o zusammen. Die Indizes konnen demnach bei
linienfliichtigen Vektoren weggelassen werden. Die Anderung der Situation
unter aktiver Transformation der zugehorigen Linie, also einer Geraden im
Raum, kann daher nicht an den linienfliichtigen Vektoren selber liegen. Die

3Die Verschiebung einer Kraft lings ihrer Wirkungslinie kann bei einem zwangsgefiihrten
starren Korper die Stabilitdt verdndern, und zwar, etwa bei einer ebenen Bewegung, abhingig
von der Lage des Kraftangriffspunktes zum momentanen Drehpol und zum Kriimmkreismittel-
punkt der Polbahn. Selbst bei einem freien starren Koérper im Raum macht es einen Unterschied,
ob die Kraft vor oder hinter dem Schwerpunkt (gemessen in Richtung der Bewegung) angreift.
Denkt man sich diesen Angriffspunkt am Korper befestigt, so erzeugt beim Kraftangriff vor dem
Schwerpunkt eine Storung zusammen mit den Trégheitskraften im Schwerpunkt ein riicktreiben-
des Drehmoment. Erfolgt der Kraftangriff hinter dem Schwerpunkt, verstirkt das Drehmoment
die Storung, und das Gleichgewicht wird instabil.
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die Situation verdndernden Vektoren sind die im Folgenden definierten freien
Vektoren.

Eine aktive Verschiebung eines freien Vektors f dndert die Situation nicht 2
Anderenfalls héngt er von seinem linienfliichtigen Partner ab, insbesondere
von dessen ortsfesten Bezugspunkt; ein freier Vektor ist also im Grunde ein
Vektorfeld. Der einfachste freie Vektor ist eine Translation PQ, die als Dif-
ferenzvektor wegen PQ) = OQ) — OP in allen Koordinatensystemen gleicher
Orientierung dieselben Komponenten hat. Das im Punkt O zu einer festen
Kraft Fo gehorende Drehmoment im Punkt O ist nach dem Hebelgesetz
gegeben durch T'or = To + O'O x Fo bzw. Tor = To + O'O x F, da der
Index an der Kraft weggelassen werden kann. Die mit einer kleinen Drehung
00 (auch hier kann der Index wegen 6o = O Weggelassen werden) verbun-

dene Translation im Ort O’ ist gegeben durch 66 x OO’ also gilt insgesamt

0do = ddp + 0 x OO/ = d0dop+ OO’ x 00. Die Transformationsgleichung der
freien und linienfliichtigen Vektoren zu verschiedenen Aufpunkten O und O’

lautet, da OO’ ein ortsfester Vektor ist

(o) = 10
wlinienfliichtig(O) = linienfliichtig(O’)“
f(O) = f(O)+00 x1
= f(O)+ Qo0
Lfrei(O) = frei(O') + ortsfest x linienfliichtig®

und verkniipft alle drei in diesem Abschnitt besprochenen Vektoren. Dieses
Transformationsverhalten kann als Definition der freien und linienfliichtigen
Partner betrachtet werden: Ein Vektor und dessen Partner gehéren dann und
nur dann zusammen, wenn sie sich nach obigen Gesetzen transformieren.

Typ des Vektors ‘ aktive Trsf. ‘ passive Trsf. ‘ Beispiele
ortsfest o | A. d. Endpkt. | A. d. Anfangspkt. | Ortsvektor OTD
linienfliichtig 1 | k. A. (Linie) | k. Anderung F.0

frei flk A (Raum) | f'=f+oxl T,d

4Fiir Translationen ist das klar. Fiir Drehmomente gibt es dazu ein bekanntes Experiment,
bei dem eine auf einem Luftkissen gelagerte Scheibe mit zirkular polarisiertem Licht bestrahlt
wird: Die resultierende Bewegung der Scheibe hingt nicht von dem Auftreffpunkt der Strahlung
ab. Ein anderes Beispiel aus dem Alltag ist das Anfahren von Autos: Sowohl front-, heck- oder
allradgetriebene Fahrzeuge gehen dabei gleichermaflen hinten ,,in die Federn* und kommen vorne

hoch.
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2.1.1.3 Vergleich der Symmetrieoperationen

Ortsvektoren sind immer polar. Durch Angabe eines Eigenschaftspaares 14t sich
jeder Grundvektor eindeutig festlegen:

H linienfliichtig ‘ frei
polar Kraft Translation
axial Rotation Drehmoment

Zu einem Paar von Grundvektoren, jeweils einer aus den Lasten und der andere aus
den Lagen, 148t sich genau eine gemeinsame charakteristische Eigenschaft finden:

H Translation ‘ Rotation

Kraft polar linienfliichtig
Drehmoment frei axial

Dies entspricht genau der von A. SOMMERFELD in seinem Lehrbuch ([60], §23 4)
konstatierten , kreuzweisen Reziprozitdt zwischen Statik und Kinematik“. Aller-
dings taucht dort das Problem der endlichen Drehungen nicht auf, da von vorn-
herein nur Geschwindigkeiten diskutiert werden.

Entgegengesetzt gleich grofie linienfliichtige Vektoren mit unterschiedlichen Auf-
punkten nennt man Paare. Sie ergeben reine freie Vektoren, d. h. der linienfliichtige
Partner verschwindet. In der Statik benutzt man den Begriff des Krdftepaares zur
Definition eines reinen Drehmomentes, da sich die Kréafte genau aufheben. Ebenso
kann man, wie wieder in [60] bemerkt, in der Kinematik den Begriff des Drehpaares
zur Definition einer reinen infinitesimalen Translation verwenden, in Analogie zur
Vorgehensweise beim reinen Drehmoment.

Das reine Drehmoment ist zwar ein freier Vektor und kann irgendwo am starren
Korper angreifen ohne die Wirkung auf den Kérper zu verdndern. Dabei ist aber
zu vermeiden, dafl durch die Art der Aufbringung dieser Last dem Meflobjekt eine
Drehachse, also ein linienfliichtiger Vektor, aufgezwungen wird. Im Experiment
haben sich zur Vermeidung dieses Problems durch Faden iibertragene Paare von
Zugkriften bewiahrt 3], 4].

Die Abhéngigkeit der freien Vektoren vom gewéhlten Bezugspunkt wird im Fol-
genden dazu verwandt, um spezielle Punkte auszuzeichnen.
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2.1.2 Verallgemeinerte Koordinaten und Schrauben

In diesem Abschnitt sollen die die Lage des starren Korpers beschreibenden Koordi-
naten genauer untersucht werden. Dabei werden zum einen die verallgemeinerten
Koordinaten aus der theoretischen Mechanik, und zum anderen der mathemati-
sche Formalismus der rdumlichen Kinematik, hier auf infinitesimale Bewegungen
eingeschréankt, verwendet.

2.1.2.1 Aquivalente Last- und Lagesysteme

Im Folgenden sei ein Koordinatensystem vorgegeben, die Vektoren sind nun Tripel
reeller Zahlen. Im Sinne verallgemeinerter Kréfte lassen sich zu jedem Punkt A
Kraft F und Drehmoment T'4 an einem Punkt zur Last f4 mit

oe(£)

zusammenfassen. Man nennt Lasten zu verschiedenen Punkten A und B dquivalent,

—

wenn sie dem Hebelgesetz Ty = T g + AB x F', also insgesamt

fa= ( 9{43 2 ) f5="Tan[s (2.1)

—_———
:ZTAB

geniigen ¥ Die Transformationsmatrizen

I 0
TAB:<QAB I) )

die eine Last vom Bezugssystem B ins Bezugssystem A transformiert, hat die

Inverse
a_( T o\_( I 0o)\__,
AB=\ —Qup I )] \Qps 1) “BA >

da Ortsvektoren AB beim Vorzeichenwechsel Anfangs- und Endpunkt vertauschen.
Wegen det 7 = 1 gehoren die Transformationsmatrizen zur Gruppe der unimodu-
laren Matrizen.

Die Grundgleichungen der Statik lassen sich nun besonders prignant formulieren:
Fiir ein System aus in den Punkten P angreifenden Kréiften und Drehmomenten
gilt im Ursprung O einfach

Y Topfr=0

®Geschweifte Klammern unterhalb von Teilen einer Formel méchte ich auch im Folgenden fiir
Definitionen, Abkiirzungen oder Zwischenergebnisse verwenden.
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Im Sinne verallgemeinerter Koordinaten kénnen Translation d 4 und Drehung 6 an
einem Punkt A zur Lage ¢4 mit
_ [ da
ga ‘= 0

zusammengefalt werden. Der Drehvektor @ ist aber nicht immer die giinstigste
Wahl zum Beschreiben eines Objektes der Drehgruppe, da die gleiche Drehung
durch verschiedene Drehvektoren beschrieben werden kann. Am leichtesten ist das
einzusehen iiber den Zusammenhang mit der zum Drehvektor @ gehérenden Dreh-
matrix Ry

Ry = exp (£29)

die bei einer zusétzlichen vollen Drehung unverdndert bleibt, wahrend die Norm
des Drehvektors um 27 zunimmt. In der Tat ist es nicht moglich, fiir die Drehgrup-
pe des IR? eine globale 1-zu-1-Parametrisierung mit weniger als 5 Parametern zu
finden, die keine singuldren Punkte hat, vgl. auch im Folgenden [62]. Redundante
Parameter erlauben aber keine einfache Analysis mehr, es mufi dann mit Nebenbe-
dingungen gearbeitet werden. Solche redundanten Parametersétze mit zusammen
12 Komponenten sind die Drehmatrix R und der Verschiebevektor d, oder gleich

die Transformationsmatrix mit insgesamt 16 und offensichtlich mehr

R d
0" 1
Eintragen als notwendig. Diese letzte Form ist fiir homogen geschriebene Vekto-
ren < :f ) giinstig, da sie eine Transformation zwischen Rast- und Gangsystem

mit einer einzigen Matrixmultiplikation beschreibt. Neunparametrige Darstellun-
gen sind die Koordinaten dreier Punkte oder die Angabe der ersten beiden Spalten
der Drehmatrix samt dem Verschiebevektor. EULERparameter [1, 2, 30] bilden zu-
sammen mit dem Translationsvektor eine 7-parametrige 1-zu-2-Parametrisierung
und stellen einen Kompromifl dar. Da hier nur kleine Lagednderungen von Interesse
sind, reicht der Drehvektor als Darstellung kleiner Drehungen bzw. als lokale Kar-
te der Drehgruppe aus. Trotzdem sind die durch endliche Drehungen verursachten
Effekte als mogliche Fehlerquellen immer in Betracht zu ziehen. Eine theoretische
Betrachtung derart verursachter sog. geometrischer Nichtlinearitéiten, insbesondere
mit ihren Auswirkungen auf die Steifheitsmatrix (vgl. Abschnitt Z2.2]), findet sich
in [57].

Eine endliche Drehung von Ortsvektoren um den Winkel 6 := |@| bei gegebener
Drehrichtung o := 0/6 mit || = 1 wird beschrieben durch die Drehmatrix R mit
den Komponenten

Rz‘j = (52'3' —i—sinﬁ . Eiijék +(COS€ — 1) . (513 — OéiOéj) . (22)
~~ N—— S——
(=1), =(8%),, = (Pi) y

Diese Gleichung ist die vom Transformationsverhalten korrekte und in beliebigen
Koordinatensystemen giiltige am Beispiel einer Drehmatrix R, in z-Richtung wohl-
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bekannte Gleichung

cosf) —sinf 0

R, = sinf cosf O
0 0 1

1 00 0 -1 0 1 00

= 0 1 0 |+snf| 1 0 0|+ (cosé—1)[ 0 1 0

0 01 0 0 0 0 0O

Eine Drehung erzeugt von einem beliebigen Punkt B der Drehachse aus gesehen
im Punkt A eine zusétzliche Auslenkung RBA— BA = (R—I)BA. Fiir eine kleine

Lageénderung, bestehend aus Translation dd und Drehung 60 = a6, gilt also
0dy = odg+ (R—I)BA
= ddp + (sin 89 - 2, + (cos 68 — 1) - PL) BA
— &dp + (MQQ - ;592135) BA+ 0O(56°)
— ddy + 80a x BA + O(66?)
— §dp + 00 x BA + O(56?)
— §dp — BA % 50 + O(56?)
= ddp + AB x 50 + O(560?)
= 6dp + Qap - 60 + O(50%)

Entsprechend dieser Sichtweise wird die Transformation der Translation dd {ibli-

cherweise geschrieben als dd4 = ddg + A—é x 66 und manchmal auch als ,,Hebel-
gesetz der Auslenkungen® bezeichnet.

Es werden also im Sinne verallgemeinerter Koordinaten infinitesimale Translation
d0d , und infinitesimale Drehung 00 an einem Punkt zur Lagednderung g, mit

sd
0qa = < 50A )

zusammengefaBt. Analog zu dem Hebelgesetz (21 lautet das Transformations-
verhalten fiir die kleinen Lagednderungen dq zu verschiedenen Aufpunkten

I Q
0qa = ( 0 ;B >5CJB = TBTA5QB . (2.3)

Im Gegensatz zum Hebelgesetz gilt diese Formel nur fiir kleine Lageinderungen,
weshalb eine Definition von dquivalenten Lagesystemen mit dieser Formel daher

6Mit Zahlen in runden Klammern sollen Verweise auf Formeln bezeichnet werden. Deren
Nummern befinden sich jeweils rechts der Formel am Rand der Textbreite.
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zundchst nur gendhert moglich zu sein scheint. Im Kapitel Z1.2.2] iiber Schraub-
achsen zeigt sich, dafl die Analogie aber dennoch moglich ist.

Ein weiteres Problem liegt darin, dafi die Lagen gleichzeitig eine Doppelrolle als

Referenzsystem und Observable einnehmen; die Grolien AB und 0 stellen gleichzei-
tig eine Transformation des Koordinatensystems und die kleinen Lagednderungen
selbst dar. Dies wird aber erst im Kapitel B.3.4] iiber Vorlasten von Bedeutung
werden, da sich nur fiir grole Vorlasten Effekte erster Ordnung ergeben.

Die Existenz von dquivalenten Last- bzw. Lagesystemen ist aus der Sicht des Mes-
senden unbefriedigend: Gleichen Erscheinungen werden in verschiedenen Bezugs-
systemen verschiedene Zahlen zugeordnet. Diese fehlende Eindeutigkeit wird sich
entsprechend auch auf einen Zusammenhang zwischen Lasten und Lagen iibertra-
gen. Eine eindeutige Beschreibung von &dquivalenten Lasten und Lagen sind die
im Folgenden zu besprechenden Schrauben. Da fiir den Zusammenhang zwischen
Lasten und Lagen diese nur noch die Rolle von Variablen spielen, mufl das Problem
dort anders angegangen werden.

2.1.2.2 Kraft- und Drehschrauben

Aquivalente Last- und Lagesysteme lassen sich auf eine eindeutige Form bringen,
die sog. Kraft- und Drehschrauben. Diese sind Geraden im Raum, also geometrische
Gebilde, versehen mit zwei weiteren physikalischen Gréfen, einem Skalar und einem
Pseudoskalar. Fiir diese Eindeutigkeit mufl die Linearitdt preisgegeben werden:
Schraubachsen sind nicht superponierbar.

Uber das Transformationsverhalten der freien Vektoren lassen sich bestimmte Ko-
ordinatensysteme definieren: Wird als Aufpunkt der Ursprung des Koordinaten-
systems so gewahlt, dal der freie Vektor parallel zu seinem linienfliichtigen Partner
ist, so liegt dieser Aufpunkt auf einer Geraden im Raum, der Schraubachse. Auf

Kraftschraube . Kraft Drehmoment
der Achse der { Drehschraube } d { Drehung } d { Translation }
parallel.

Die Transformationsformeln (2.I]) und (2.3) der freien Vektoren liefern nur zu dieser
Achse senkrechte Anteile. Daher wéchst die Norm des freien Vektors iiber den
Satz des PYTHAGORAS mit dem Abstand zur Schraubachse. Insbesondere ist die
Norm des freien Vektors auf der Schraubachse minimal. Dies sieht man rechnerisch
ein, indem man den freien Vektor in Anteile senkrecht und parallel zu seinem

linienfliichtigen Partner zerlegt, etwa T = T + T Der Vektor O—ll>j x F' steht fiir

alle P wie T senkrecht auf F'. Daher ist die Gleichung TL—i—O—]>D x F' = 0 wie im Fall
eines ebenen Lastsystems mit der Formel fiir doppelte Kreuzprodukte l6sbar, wobei
P dann der Punkt K der Kraftschraube mit kleinstem Abstand zum Ursprung O
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ist. Dieselbe Losung ergibt sich aus den analytischen Minimierungsproblemen

IT(OK,F)| = min!
OK
6d(0D,56)| = min!
oD

fiir die freien Vektoren als abhéngige Variable. Man erhélt damit die Formeln

— 1
0D = |52|2(59><6d) , (2.5)

fir die Aufpunkte K der Kraftschraube und D der Drehschraube oder, wieder
zusammengefafit mit dem Aufpunktvektor a

1
r

a =

(> f)
1
|linienfliichtig|?

Schraubachsaufpunkt - (linienfliichtig x frei)

Diese zu den Aufpunkten gehorenden Ortsvektoren stehen senkrecht auf der Rich-
tung der Schraubachse und haben daher im Vergleich zu allen anderen Aufpunkten
minimalen Abstand zum Ursprung. Damit ist eine Schraube als Gerade im Raum
in der Punkt-Richtungs-Form eindeutig gegeben.

Warnung: Auch diese Formel gilt nur fiir infinitesimale Verschiebungen! Unter
Benutzung von (2.2), am einfachsten in z-Richtung einzusehen, lautet sie fiir Dreh-

schrauben korrekt
1

SN 0

OD = |d"+cot~(axd)| ,
2 2

wobei d* = Pi‘d der zu a senkrechte Anteil von d ist. Diese Formel erlaubt eine

hier nicht weiter relevante geometrische Deutung [69].

Daher kann auch einer endlichen Bewegung eines starren Kérpers im Raum, die
etwa durch Anfangs- und Endposition festgelegt ist, eindeutig eine Schraubung
zugeordnet werden. Das ist genau der Inhalt des Satzes von CHASLES, siche etwa
[1 Ch. 2.5.

Diese Beschreibung liefert bislang insgesamt nur vier der sechs insgesamt noti-
gen Freiheitsgrade. Die Richtung der Schraubachse legt zwei Groflien bis auf ein
Vorzeichen fest, die dritte Komponente entfillt wegen der Normierung des Rich-
tungsvektors. Der Schraubachsaufpunkt entspricht auch nur zwei weiteren Grofien,
da sein Ortsvektor nach den Formeln (2:4)) und (2.1) senkrecht auf dieser Richtung
steht. Um auf den vollen Informationsgehalt der sechs verallgemeinerten Koordi-
naten bzw. Kréfte zu kommen, fehlen also noch zwei Grolen. Das konnen entweder
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die Betrige der beiden beteiligten Vektoren sein oder etwa der Betrag des linien-
fliichtigen Vektors und die Schraubsteigung T

S |F1|2(F-T) (2.6)
o= |5é|2(59'5d> . (2.7)

Fiir Drehschrauben etwa entspricht sie der Ganghthe einer materiellen Schraube,
was den Vorteil der Anschaulichkeit hat. In beiden Fillen hat die Schraubsteigung
die Dimension einer Lénge. Die Verbalisierung lautet diesmal

1
- (-

1
linienfliichtig|?
Die Formeln (24), (23), (2:6) und (27) lassen sich mit dem Operator o, welcher
wahlweise das Vektor- oder das Skalarprodukt beschreibt, symbolisch zusammen-
fassen zu

T

Schraubsteigung - (linienfliichtig - frei)

|l1|2 lof) (2.8)

Das ist der allgemeine Ausdruck fiir die Schraubparameter.

Damit ist die Analogie zwischen Kraft- und Drehschrauben noch nicht erschopft.
Es kann auflerdem gezeigt werden, dafl die sich durch Superposition zweier Kraft-
schrauben ergebende dritte Kraftschraube mit den beiden Ausgangsschrauben ein
Gemeinlot, das ist eine gemeinsame Senkrechte, hat. Die entsprechende Aussage
der Kinematik ist, dafi die zu drei gegeneinander bewegten rdumlichen Systemen
gehorenden drei momentanen Schraubachsen ein Gemeinlot haben®. Die Schrau-
bung vom ersten aufs dritte Bezugssystem ist dabei die Ausfithrung der ersten
beiden nacheinander.

Wie auch bei den Formeln fiir den Schraubachsaufpunkt entstehen numerische
Schwierigkeiten fiir einen reinen freien Vektor, da der Nenner quadratisch gegen
Null geht und dann die Ausdriicke divergieren. Fiir diese Félle konnte man analy-
tisch den Durchgang durchs Unendliche zulassen, was aber fiir numerische Zwecke
unangemessen ist. Fiir infinitesimale Bewegungen oder Lasten kann man auf eine
andere Beschreibungsform ausweichen. Dann nédmlich geht auch der Zahler gegen
Null, so daf sich mit dem Satz von DE L'HOPITAL endliche Ausdriicke fiir Auf-
punkt und Steigung der Schraube ergeben. Fiir die Drehschraube etwa ergibt sich
mit @ = A« fiir 6 — 0 und d — 0 die Beziehung
1 d d

\9]2<00d):ao§:a05

"Vgl. etwa das auch weitere interessante Beschreibungsmoglichkeiten fiir Lagen enthaltende
Buch [30], Abschnitt 2.2.11.
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fiir die Schraubparameter 07) bzw. 7p und entsprechende Ausdriicke fiir die Kraft-
schraube.

2.1.2.3 Die Invarianzeigenschaft der Schraubparameter

Die Schraubparameter beschreiben eine Last- bzw. eine Lagednderung fast eindeu-
tig, nur der Aufpunkt der Schraubachse kann auf dieser frei gewéhlt werden. Es ist
daher zu erwarten, dafl sich diese Eigenschaft in einem besonderen Transformati-
onsverhalten unter der Wahl des Bezugspunktes duflert.

2.1.2.3.1 Die Schraubsteigung. Nur der zum linienfliichtigen Vektor paral-
lele Anteil des freien Vektors geht in die Formel fiir die Schraubsteigung ein. Es
gilt zu verschiedenen Bezugspunkten A und B

o= e f) = U )= 5 0 (o Qasd))
A
1 1 1
= lﬁ(l'fB)+l7(l'ﬂABl):F(l'fB)
= TB ,

und die sich durch den Wechsel des Bezugspunktes ergebenden senkrechten Anteile
des freien Vektors heben sich heraus. Die Schraubsteigung ist ferner als Quotient
zweier Skalarprodukte invariant unter Drehungen, denn es gilt etwa (RI) - Rf =
I"RTRf =1"f =1 f. Da sie unter Spiegelungen am Ursprung ihr Vorzeichen
andert, ist sie ein Pseudoskalar.

Ihre Invarianz unter der kompletten EUKLIDschen Gruppe erkléart ihre Bedeutung,
da sie in allen Koordinatensystemen denselben Wert annimmt.

2.1.2.3.2 Die Schraubachsaufpunkte. Die Schraubachsaufpunkte zu ver-
schiedenen Bezugspunkten A und B transformieren sich wie folgt.

7 ax f) =g U3 £) = 5 (1x (Fu+ AB 1))

_ ll(lx(fB—leé)):;(leB)—llZ(lx(lx,ﬂé))
= aB—;(QlQl@> @CI,B—;(—IQPZJ'E>

a, =

= CLB—FPZJ'A_B

Diese Formel besitzt eine einfache geometrische Deutung. Es seien P4 und Pg die
zu den Punkten A und B gehorenden LotfuBlpunkte auf die Schraubachse. Dann
gilt

P,Ps = PJ/AB |
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und {iber einen geschlossenen Linienzug erhélt man
APy, = AB+ BPy+ PgPy=AB + BPs — PoPy = AB + BP; — P/ AB
— BPp+ PMAB

Das ist mit AP4 = a4 und BPg = ap genau die obige Formel. Es werden iiber
die Definition mit dem Kreuzprodukt die Aufpunkte @ immer senkrecht zu I und
damit senkrecht zur Schraubachse berechnet, was die Lotfulpunkte charakterisiert.

Da nach ([A16]) das Kreuzprodukt zweier gedrehter Vektoren auch durch Drehung
des Kreuzproduktes der ungedrehten Vektoren berechnet werden kann, ergibt sich
in allen Koordinatensystemen dieselbe Gerade im Ortsraum.

2.2 Die elastischen Matrizen

In diesem Abschnitt sollen die einfachsten Objekte untersucht werden, die mit der
bisher entwickelten Theorie vertréglich sind. Es handelt sich also um Vorstellungen
iiber ideale Meflergebnisse.

Vom Standpunkt der Elastizitdtstheorie betrachtet handelt es sich beim elastisch
aufgehéngten starren Kérper um ein Randwertproblem, bei dem die Werte der ge-
suchten Funktion auf den starren Berandungen vorgegeben und im Zwischenraum
frei sind. Prinzipiell liefle sich das numerisch behandeln, etwa mit finiten Elemen-
ten. Da hier aber das Verhalten des elastischen Mediums selbst nicht interessiert,
ist eine einfachere Beschreibungsweise moglich.

Gegenstand des Interesses ist das Verhalten der starren Berandung, genauer um
den Zusammenhang zwischen der auf sie wirkenden Last und ihrer Lage. Unter Ver-
nachléssigung der inneren Struktur der Authéingung hat man demnach schematisch
folgende Situation:

Elastische Aufhingung

Lasten Lagen

= " Black Box”

Dann wird eine Linearisierung durchgefithrt und stellenweise die Existenz eines
elastischen Potentials vorausgesetzt, aus dem spezielle Symmetrieeigenschaften ab-
geleitet werden konnen. Die den linearen Anteil beschreibenden Matrizen, Fle-
xibilitdtsmatriz und Steifheitsmatriz, die ich als elastische Matrizen bezeichnen
mochte, sind nun die grundlegenden Objekte.



33

Unter Benutzung der Transformationseigenschaften der Lasten und Lagen lassen
sich aus der inneren Struktur der elastischen Matrizen Koordinatensysteme aus-
zeichnen. Falls ein elastisches Potential existiert, ist das Koordinatensystem ein-
deutig; der Ursprung dieses Koordinatensystems ist das elastische Zentrum, seine
Orientierung sind die funktionellen Achsen. Falls kein Potential existiert, verdop-
pelt sich die Anzahl der Koordinatensysteme: Eins fiir die Lasten und eins fiir
die Lagen. Nach einer Transformation der elastischen Matrizen auf diese Koordi-
natensysteme ergibt sich dann die Normalform fiir MefSwerte, die auch auf reale
Messungen anwendbar ist, die Realform.

2.2.1 Die Flexibilititsmatrix

Folgende Situation sei gegeben: Eine im Punkt A der starren Berandung angreifen-
de Last verursacht im Punkt B iiber die elastische Aufhingung eine Anderung der
Lage. Die Lasten f4 und Lagen gp werden dabei im raumfesten System gemessen.
Fiir kleine Lastéanderungen kann man die sich nach Abklingen aller Ausgleichspro-
zesse einstellende statische Endlage in eine TAYLORreihe mit zeitunabhéngigen
Koeffizienten entwickeln:

a5(fa) = aB(f2) + Fea(fa— f2) + O(fa— f2)* .

und fiir die Differenz der Lasten Af, als Eingangsgrofien (= Input)

Afai=fa— [}

erhélt man fiir die Anderung der Lage Agp als AusgangsgréBen (= Output)

Agp = q(fa) — as(f})

ein lineares Input-Output-Modell:
Agp = FpalAfa . (2.9)

Die 6 x 6-Matrix F nennt man Flexibilitdtsmatriz, ihre Eintrédge werden auch Ein-
fluf8zahlen genannt [68]. Die Indizes BA kennzeichnen die Bezugspunkte A der
Lasten und B der Lagen. Fiir f = 0 ist gg(f9) die iiblicherweise als Referenz
dienende Ausgangslage der starren Berandung; daher kénnen die Differenzen und
mit ihnen die A’s in den Formeln auch fortgelassen werden. Spaltet man die Lasten
und Lagen wieder in die grundlegenden Vektoren auf, so mufi man F als Block-
matrix in vier 3 x 3-Matrizen, etwa D, S5, S; und M, aufteilen. Der linearisierte
Zusammenhang zwischen Lasten und Lagen lautet nun

(5), (5 8) (7)), 20

FBa



34

und mit ihm 148t sich der Effekt jeder angelegten Last auf die Lagen berechnen.
Damit sind insbesondere Aussagen iiber Drehschrauben moglich, etwa indem man
die Formel fiir die Schraubsteigung 7p (271) mittels (ZI0) durch F' und T aus-
driickt.

Damit die Dimensionen der Gleichungen zueinander passen, mufl gelten

(D] = [d]/[F]=T"/M
[So] = [d]/[T]=T/ML
[S1] = [6]/[F]=T*/ML
(M] = [6]/[T]=T*/ML*

also lauten die Dimensionen der Blockmatrizen der Flexibilitdtsmatrix

T (L2 L

wobei hier die Einheit des Winkels, etwa rad, gleich 1 gesetzt wurde.

Zur Beschreibung zeitabhéngiger Vorgénge sind kompliziertere konstitutive Glei-
chungen® notig. Weiterhin braucht man, um Beschleunigungen zu beriicksichtigen,
die Massenmatrix M, welche die Masse, den Trigheitstensor und den Satz von
STEINER zusammenfaflt. Mehr dariiber im Kapitel 3.1l iiber Zustandsgleichungen
und Dynamik.

2.2.1.1 Transformationsverhalten und Fehlerfortpflanzung

Das Transformationsverhalten der Flexibilitdtsmatrix bei Verschiebung der Refe-
renzpunkte von A nach A" und von B nach B’ leitet sich aus dem der Lasten
und Lagen ab. Im Sinne des linearen Input-Output-Modells ¢(f) kann man die
Gesamttransformation in drei Schritten durchfiihren:

1. Die Lasten werden vom Punkt A’ wieder auf den Punkt A bezogen, also

fa=Tan fu.
2. Es wird der bekannte Zusammenhang zwischen ¢4 und fp benutzt, d. h.
qB = Fpafa.

3. Die Lagen werden nun auf den Punkt B’ bezogen, also qp' = T25/q5.

Insgesamt folgt fir gpr (far) die Gleichung

43 = Tgpas = Tap Fpafa = Tap FoaTan fa

8Konstitutive Gleichungen sind meist phinomenologisch gewonnene Beziehungen wie das
HooxkEsche Gesetz oder der NEWTONsche Reibungsansatz, die das makroskopische Verhalten
von Materialien charakterisieren.
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Das Transformationsverhalten der Flexibilitdtsmatrix 148t sich diesen Uberlegun-
gen entsprechend der Abbildung 2.1l entnehmen.

Fpa

T
TBB/ TAA/

ap < far
Fprar

Abbildung 2.1: Das Transformationsverhalten der Flexibilitdtsmatrix.

Im Formalismus der 6 x 6—Matrizen transformiert sich die Flexibilitdtsmatrix also
geméf
Foa = TppFpaTan

Die Blockkomponenten der einzelnen Matrizen sind nun nach (2.11), (Z3]) und (210
bekannt. Thr Produkt lautet damit in Komponenten?

oo (1 Qpp\ (D S: ) I o
BA=V o0 I S, M Qv I
o 1 QB’B ) D+SQQAA/ 52
- 0o I S| +MQayw M

( D+ S+ QspS1+ Qe sMQiy Sy+ QM )

Sl +MQAA/ M
_ D+ SoQu4 — Qpp'S1 — Qg MQaa So— Qpp M (2.11)
S+ MQa M ’ '

Daher ist die Flexibilitdtsmatrix kein Tensor ™0

Die Komponenten der Flexibilitdtsmatrix (=Einfluzahlen, Flexibilitétskonstan-
ten) héngen also wegen des Transformationsverhaltens der freien Vektoren von
den in der Meflapparatur gewahlten Aufpunkten ab. Da verschiedene Apparatu-
ren beziiglich des Meflobjektes unterschiedliche Referenzsysteme benutzen, ergeben

9Mit Blockmatrizen, auch Ubermatrizen genannt, rechnet man, bis auf die einzuhaltende Rei-
henfolge der Multiplikation der Blockmatrixeintrige, genau wie mit Matrizen, vgl. etwa [73] 20].
10Bei einem Tensor wiren die Transformationsmatrizen auf der linken und der rechten Seite
entweder gleich oder invers zueinander, nicht aber transponiert (Drehmatrizen ausgenommen).
Eine Matrix, wie z. B. die VoiGTsche Anordnung der Elastizitdtsmoduln, ist noch lange kein
Tensor. Bei dieser wird das allgemeine HOOKEsche Gesetz 0;; = Ajjrier wegen der Symmetrie
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sich systematisch andere Zahlen. Zur Veranschaulichung der Situation vgl. Abb.
2.2

Abbildung 2.2: Die Abhéngigkeit der Flexibilitdtsmatrix von den Referenzsyste-
men. Nur im giinstigsten Fall stimmen die Koordinatensysteme der Lasten und
der Lagen iiberein. Ihre Urspriinge miissen aber nicht zusammenfallen, ihre Orien-
tierung und Héandigkeit kann verschieden sein, im schlimmsten Fall sind sie nicht
einmal mehr orthogonal, oder die Achsen schneiden sich nicht mehr.

Daher:

Allein zum Vergleich von Messungen wverschiedener Apparaturen am
gleichen MefSobjekt benotigt man durch die MefSwerte eindeutig fest-
gelegte Koordinatensysteme!

Prinzipiell wire es moglich, Information iiber beliebige Referenzkoordinatensyste-
me, wie z. B. den anatomical landmarks der Biomechanik, auszutauschen. Eine
Festlegung der Koordinatensysteme durch die Meflwerte hdatte dem gegeniiber den

von o und € umsortiert zu

O11 €11 €12 €13 Cia C15 Cie €11
022 Co2 C23 C24 C25 C26 €22
033 _ C33 C34 C35 C36 . €33
023 N C44 C45 C46 €23
031 Cs5  Cs56 €31
012 Ce6 €12

Dabei wird der urspriinglich tensorielle Charakter der Gleichungen zerstort.
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Vorteil, ohne nachtréglich nicht mehr zu bestimmende Gerdtedaten oder Mefvor-
schriften auszukommen. Daher werde ich im Folgenden diesen Weg einschlagen.

Durch Fehlerfortpflanzung wachsen die Mef$fehler der Matrixeintrige mit dem Ab-
stand zum urspriinglich gewahlten Koordinatensystem, wobei dieser Einfluf in den
einzelnen Blockmatrizen unterschiedlich ist. Einzige Ausnahme ist die Messung
des infinitesimalen Drehvektors 60 in Abhéngigkeit vom Drehmoment T, also die
von M. Am ungiinstigsten ist die Fehlerfortpflanzung bei D: Von der Aufhdngung
weit entfernt angreifende Kréfte erzeugen grofle Drehmomente, die wiederum grofle
Drehungen hervorrufen, welche ihrerseits grofle zusétzliche Translationen in weit
entfernten Meflsystemen erscheinen lassen. Dort besteht dann die Gefahr, dafl die
fortgepflanzten Mefifehler in die Groflenordnung der Meflergebnisse geraten und
die eigentlich interessierenden Effekte komplett iiberlagern.

2.2.2 Die Steifheitsmatrix

Die Steifheitsmatriz S ist definiert durch die inverse Beziehung Af4 = SapAgs.
Sie transformiert sich entsprechend wie

Sap = TwaSapTop - (2.12)

In dieser Situation werden nun die Lagednderungen eingestellt und die erzeugten
Lasten gemessen !

Wegen 7,5 = Tga ist die Inversion S5 = Fpa vertriglich mit den obigen Trans-
formationen der ReferenzpunkteI?

—1 —1
Fotv = (TapFeaTan) =TodFsh (Tis) = TwaSasThy

= SA’B’

Daher ist auch eine Beschreibung der Meflergebnisse mit der Steifheitsmatrix in
diesem Formalismus moglich. Vom theoretischen Standpunkt ist die Steitheitsma-
trix sogar das geeignetere Objekt, da mit ihr Beschreibungen von Aufhingungen
moglich sind, bei denen eine kleine Auslenkung keine Anderung der Last nach sich
zieht (man denke an eine Einzelfeder im Raum, deren Ende senkrecht zu ihrer
Langsrichtung bewegt wird). Die Flexibilitdtsmatrix hétte in diesem Fall beliebig
grofie Eintrage. Da in dieser Arbeit vornehmlich diinne elastische Schichten be-
trachtet werden, fiir die solche Schwierigkeiten nicht auftreten, méchte ich sie auch
nicht weiter betrachten.

1Von einer suggestiven Ursache-Wirkung-Beziehung sollte Abstand genommen werden. So-
lange keine Zeitabhéngigkeit in den Gleichungen eingebaut ist, konnen Lasten und Lagen beide
Ursache oder Wirkung sein.

120ffenbar ist es nicht zuliissig, wie die experimentelle Bestimmung der Flexibilititskonstanten
aus einzelnen Geradensteigungen m;; von ¢;(f;) nahelegen wiirde (vgl. B2.3), den Kehrwert der
einzelnen Matrixeintrége zu verwenden: Dies wire nicht mehr vertriglich mit deren Transforma-
tionseigenschaften.
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Die Blocke der Steitheitsmatrix mochte ich wie folgt bezeichnen

S = < gl %) . (2.13)

Sie haben die Dimensionen

a-%(18)

und transformieren sich mit (2:12) geméiB

Sup = TaaSapTig
I 0 A B, I Qgp
(o t)(5 €)%
(I 0\[ A By+AQu
_ ( A By + AQpp ) (2.14)
B, +Q44A C+ B\ Qpp +QuaBy+ QusAQpp |7

Daraus ist die Transformationsinvarianz der Teilmatrix A sofort ersichtlich. Da
kein einfacher Zusammenhang zwischen den Blocken von & und F besteht, mufl es
auch fiir die Flexibilitdtsmatrix neben der Transformationsinvarianz von M wei-
tere transformationsinvariante Terme geben. Diese sollen jetzt untersucht werden,
wodurch sich die innere Struktur der elastischen Matrizen weiter klart.

Aus den Gleichungen ¢ = F f und f = Sq folgt
FS=T=8F |,

wobei Z die 6 x 6—FEinheitsmatrix ist, also da} S und F zueinander rechts- und
linksinvers sind. Das hat Konsequenzen fiir die einzelnen Blocke der elastischen
Matrizen. Mit den Zerlegungen

. A B2 - D S2
S_<31 C) und f—(sl M)

folgen daraus acht matrixwertige Gleichungen, und zwar vier fiir die verschwinden-
den Nebendiagonalen

0 = AS,+B,M (2.15)
0 = S;A+MB, (2.16)
0 = DB,+8,C (2.17)
0 = B,D+CS, (2.18)
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und vier fiir die Hauptdiagonalen

I = B;S,+CM (2.19)
I = DA+ S,B; (2.20)
I = SB,+MC (2.21)
I = AD+B,S; . (2.22)

Unter der Annahme, daB M und A fiir sich invertierbar sind, folgen daraus
zunéchst die Beziehungen

s,M~t B -1, (2.23)
m's, B9 _pat (2.24)
und mit ihnen weiter
M+ 2 ciBssM ' T c_BAa'B, (2.25)
A7 B ps,BA' " p _s,Mls, . (2.26)

Damit ist je eine weitere transformationsinvariante Blockmatrix gefunden, die
durch die Blocke der Matrix selbst ausgedriickt werden kann. Im Fall der Ma-
trix D — S, M!S, ist gegeniiber M wegen der experimentellen Schwierigkeiten
beim Einstellen der Kraftwirkungslinien mit einem ungiinstigeren Eingangsfehler
zu rechnen.

Die Matrix M ! ist genau das sog. Schur-Komplement von S. Mit dem Invertie-
rungslemma kann man nun auch weitere Blocke der zueinander inversen Matrizen
S und F durch die der jeweils anderen Matrix ausdriicken. Der Vollstéandigkeit hal-
ber mochte ich noch die restlichen Komponenten der Flexibilitdtsmatrix durch die
der fiir die Theorie natiirlicheren Steifheitsmatrix (vgl. Z2.3]) ausdriicken. Neben
([2:27)) sind das noch:

s. & MB A" (C-BA'B,) BA! (2.27)
s, & —A'B.M™ 4B, (C-BA'B,) (2.28)
D & A'_s,B A

D % A'-A'B,(C-BA'B) BA . (2.29)

Setzt man ferner die Invertierbarkeit von C' voraus, so erhédlt man mit einer zu

[2258) bzw. (229) analogen Rechnung einen weiteren Ausdruck fiir D
D'=A-B,C'B, (2.30)

und erhélt durch Gleichsetzen mit (Z29) die Identitdt von SCHUR, FROBENIUS
und WOODBURY, vgl. wieder [73] §22.5.

13Vgl. etwa [73], Teil 1: Grundlagen, §22.4
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2.2.3 Das elastische Potential

Fiir HooKEsche Verhéltnisse, also falls das verallgemeinerte HOOKEsche Gesetz
Oij = Aijkzﬁkz

der Situation angemessen ist, existiert ein elastisches Potential ® mit
1 1
CI) = i/o-ij‘fijdv = §/Aijkl€ij€kldv

Da der Dehnungstensor € stetig von den Randwerten, also von den Lagen g,
abhéngt, existiert ein funktionaler Zusammenhang ®(q) zwischen Potential und
Randwert, so dafl die elastische Energie nur von der Lagedifferenz abhéngt, also

((‘12)A)
@ ((g2)) =@ ((a)) = [ fidaa
((QI)A)

Wegen
fhdaa = (Tapfs)" Thadas = [ TisTihadas = fhdas
=T

héngt der Integrand nicht vom speziellen Koordinatensystem ab. Daher ist die
Differenz der potentiellen Energien ® (¢2) — ® (¢1) nur eine Funktion der dquiva-
lenten Last- bzw. Lagesysteme; insbesondere folgt bei Existenz eines Potentials
¢ fTdq = 0, d. h. es tauchen nur Hysteresen mit verschwindender Fliche auf. Bei
dieser Herleitung wurde benutzt, daf§ das d der Integration eine kleine Grofie 6 im
Sinne der Transformation (2.3]) ist.

Die Last f la8t sich nun mit dem Potential iiber

0P
T _ -
fA an

berechnen™ Auch diese Formel ist konsistent mit dem Transformationsverhalten,
denn es gilt

00 (005) " (Thoua) " (004) " o 0% g

g O O O AB dOqs BA 7
also fp = Tpafa. Wieder wurde benutzt, dafl 0 eine kleine Groéfle 6 im Sinne der
Transformation (23] beschreibt.

Aus diesem Zusammenhang 1a8t sich mit der Vertauschbarkeit der zweiten Ablei-
tungen die Symmetrie der elastischen Matrizen F 44 und Saa wie folgt ableiten:
P
O(fa)i 5tar 0*d 52D

A5 = By T ), Badlan; | S, da,

14In der Technischen Mechanik ist dieser Zusammenhang auch als Satz von CASTIGLIANO
bekannt, vgl. etwa [68], I. §2 6.
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Zusammen mit dem Transformationsverhalten der Lasten und Lagen (2. und
(2.3) ergibt sich

Sty = (SaaTh) = (Th) 854 = TpaSas = Spa

Diese Symmetrie ist Inhalt des Satzes von MAXWELL und BETTI, auch Rezipro-
zititssatz von MAXWELL genannt™ Sie besagt anschaulich, daf beim Anbringen
der Lasten im Referenzsystem der Lagen und Messen der Lagen im Referenzsystem
der Lasten die elastischen Eigenschaften dieses Systems in Form der elastischen
Konstanten beibehalten werden. Bei einer Feder etwa entspricht das genau dem
Vertauschen von Anfang und Ende. Da im linearen Input-Output-Modell Input
und Output je ein Matrixindex zugeordnet ist, beschreibt die transponierte Matrix
genau deren Vertauschen.

Da Invertierung und Transformation vertraglich sind, gilt auch fiir die Flexibilitats-
matrix im Punkt A (Faa)ij = (Faa)ji - Auch diese Symmetrie ist wegen

Fop = TipgFanTas = TipFiaTap = Fip

vertriglich mit dem Transformationsverhalten. Bei Messungen hat man beziiglich
dieser Symmetrie auf die Einheiten besonders zu achten, denn es muff T7 = — 9%
gelten. Die zum Drehmoment in Nm passende SI-Einheit ist der Radiant. Entspre-
chend miissen Vorsétze oder Vorfaktoren wie bei deg oder gon als Kehrwert bei den
Drehmomenten beriicksichtigt werden.

Wieder ist die Steitheitsmatrix gegeniiber der Flexibilitdtsmatrix vom theoreti-
schen Standpunkt her bevorzugt, da sie die zweite Ableitung des elastischen Po-
tentials nach den verallgemeinerten Koordinaten ist.

2.2.4 Das Widerstandszentrum

Fiir den Fall einer eben aufgehéngten Scheibe ist bekannt, dafl ein Mittelpunkt der
Federkrdfte existiert, mit der Eigenschaft,

.- - - dafl bei einer Parallelverschiebung der Scheibe die Resultierende
der Federkrifte durch ihn geht und dafl bei einer Drehung der Scheibe
um diesen Punkt die Federkriifte ein Kriiftepaar bilden.

Wegen der Analogie dieser Eigenschaften zu denen des Schwerpunktes eines star-
ren Korpers heifit er auch elastischer Schwerpunkt, siehe wieder [34]. Im Rah-
men meines dreidimensionalen Formalismus 148t sich dieses Ergebnis fiir ebene

15Vgl. wieder [68], I. §2 6.
16Zitat aus [34], Kap. 3.12 S.144. In der Einleitung [T findet sich der Beweis dazu.
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Aufthéngungen mit einer passenden Definition fiir diesen ebenen elastischen Schwer-
punkt nachvollziehen, vgl. (B.2). Dieser in der englischsprachigen Literatur “center
of resistance” genannte Punkt, das Widerstandszentrum, ist der Prototyp des fiir
die Vergleichbarkeit von Messungen notigen Referenzsystems.

Es wird sich zeigen, dafl in drei Dimensionen kein Punkt mehr existiert, der die
Eigenschaften des ebenen Widerstandszentrums hat. Das &uflert sich in verschie-
denen Unstimmigkeiten, in die man gerét, wenn man nach einem Punkt mit den
gewiinschten Eigenschaften sucht. FisH [17] driickt sich in seiner Definition tat-
séchlich vorsichtiger aus. An einem in der Mesialebene betrachteten einwurzeligen
Zahn stellt er fest:

“Let us suppose that a horizontal force is to be applied toward the
cheek. There is a point C' somewhere between the apex and the gingival
margin, such that if the force be applied on a line passing through that
point there will be no tipping and and no rotation of the tooth about
its long axis. This point may be called the center of resistance. It is
undoubtedly somewhere between the gingival margin and the point
half way to the apex. Of course this point may vary with variation of
the intensity of force or with change in direction of application of the
force.”

Die beiden ausgeschlossenen Rotationen sind senkrecht zur Richtung der Kraft
gemeint, d. h. mit der Gleichung F' x §0(F,r) = 0 wird implizit ein Ort = in
Abhéngigkeit von der Kraft F' definiert. Diese drei Gleichungen fiir drei Unbe-
kannte definieren eine Punktmenge, die mit meiner Abstandsfliche iibereinstimmt,
vgl. Abschnitt 2.3.21

2.2.4.1 Gewiinschte Eigenschaften des Widerstandszentrums

Es liegt nahe, fiir eine rdumliche Aufhingung zunichst eine direkte Ubertragung
dieser Definition zu versuchen. Man sucht analog zum zweidimensionalen Fall nach
einem Punkt W mit den folgenden Eigenschaften

1. Eine reine Kraft (also eine Kraftschraube mit verschwindendem Drehmo-
mentanteil) mit Wirkungslinie durch das Widerstandszentrum W hat immer
eine reine Translation zur Folge;

2. ein reines Drehmoment (also eine Drehschraube mit verschwindendem Trans-
lationsanteil) hat eine reine Rotation mit durch das Widerstandszentrum W
verlaufender Drehachse zur Folge.

Kurz gesagt soll gelten:
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1. Fiir alle Kraftwirkungslinien durch denselben Punkt W gilt

TW)=0 <« 6=0. (2.31)
2. Fiir alle Drehungen durch denselben Punkt W gilt

(W)=0 < F=0. (2.32)

Noch kiirzer: Polare und axiale Vektoren entkoppeln im Sinne des Input-Output-
Modells.

Die Flexibilitdtsmatrix hat wegen dieser Entkopplung in W als lineare Abbildung
zwischen f und ¢ verschwindende Nebendiagonalelemente. Sie liegt daher in Block-
diagonalform

Fuuy — ( Do ) (2.33)

vor. Nicht verschwindende Nebendiagonalmatrizen stehen im Widerspruch zu den
obigen Wunscheigenschaften.

Die wichtigste aus der Existenz eines solchen Punktes W ableitbare Eigenschaft ist
das Reziprozititstheorem: Fiir zwei Experimente ohne externe Drehmomente mit
gleichen Kriften zu verschiedenen Angriffspunkten K und K’ mit
WK = \WEK |
also bei Verldngerung des Hebels um den Faktor A, gilt
T = WK’ x F = \WKF = \T

Die Ortsvektoren WK’ und W sind gleichzeitig die Aufpunkte der Kraftschraube
mit kiirzestem Abstand zum Widerstandszentrum. Wegen (2.33) verldngern sich
die axialen Vektoren T und damit 6 jeweils um den Faktor A\, denn aus

(£)-(%)
(2)-(3 2)(5)-(2 &) (£)-(%)

Wegen (2H) gilt fiir die Aufpunkte D und D’ auf die momentane Achsen der
Drehschrauben mit kiirzestem Abstand zum Widerstandszentrum

— 1 —
WD = 60" x 6d) = WD
|50l|2 ( X ) )\
Damit folgt die Invarianz des Skalarproduktes der Ortsvektoren der Schraubachs-
aufpunkte:

WKWD' =WK-WD |

wobei diese Eigenschaft fiir jede multilineare Abbildung von W_f{' und W—b’ , also
etwa auch fiir deren Kreuzprodukt gilt.
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2.2.4.2 Unstimmigkeiten mit einem solchen Widerstandszentrum

Die Realitét ist leider komplexer, denn man hat Folgendes zu beriicksichtigen:

. Allein der etwaigen Mefifehler wegen miissen diese Gleichungen nicht mehr

exakt erfiillbar sein, denn das Gleichungssystem fiir die Vektoren ist mit
zwei vektorwertigen, also sechs Gleichungen fiir einen Ortsvektor, also drei
Groflen, iiberbestimmt. Falls keine Losung existiert, 148t sich auch kein Punkt
der elastischen Aufhéngung mehr auszeichnen.

. Um die beiden Nebendiagonalblockmatrizen mit je 9 Eintrdgen durch eine

Transformation der Referenzkoordinatensysteme (2.1) und (23) zum Ver-
schwinden zu bewegen, miiite man 18 Gleichungen durch 6 Groflen erfiillen.
Auch das ist ein tiberbestimmtes Gleichungssystem.

. Im Unterschied zum Schwerpunkt ist hier die zur Masse analoge Grofle einer

elastischen Aufhingung ein Tensor zweiter Stufe, vgl. L1l Darin entspricht
die formale mathematische Situation, bis auf die Signatur der Metrik und die
Dimension, der in der Allgemeinen Relativitéitstheorie. Von dort war mir be-
kannt, dafl es problematisch sein wiirde, iiber den der Masse entsprechenden
Energieimpulstensor einen Schwerpunkt zu definieren. Schon in der Spezi-
ellen Relativitatstheorie existieren keine starren Objekte mehr, und in der
Allgemeinen Relativitédtstheorie sind integrale Erhaltungsgrofien mit Miihe
und manchmal nur unter Preisgabe der Kovarianz aufzufinden. Von Anfang
an bestanden also Zweifel an der Existenz eines Widerstandszentrums.

. Der Schlufl vom Zwei- aufs Dreidimensionale ist auch vom Standpunkt der

Analogie zur Bewegung gewagt: Da aus dem Momentanpol der ebenen Ki-
nematik, einem Punkt also, in der rdumlichen Kinematik eine momentane
Schraubachse wird, ist kaum zu erwarten, dal der fiir eine ebene Aufhén-
gung definierte elastische Schwerpunkt auch im rédumlichen Fall als Punkt
existiert. Ein analoges Objekt konnte schlicht die Eigenschaft verlieren, ein
Punkt zu sein.

. Es gibt Aufthéngungen ohne ein solches Widerstandszentrum. Ein Beispiel

ist eine Authéngung aus zwei Federpaaren mit windschiefen Wirkungslinien
der Kréifte der Einzelfedern, wobei der starre Korper jeweils zwischen den

einzelnen Federn liegt, vgl. die Abb. 2.3] und 2.4}, Genaueres in Kap. 5.1.4

Die Existenz eines Punktes mit den Eigenschaften des Widerstandszentrums ist
also nur eine Simplifizierung, die im dreidimensionalen Fall nichts mit der Realitét
zu tun haben muf.

Der Ubergang von einer ebenen Aufhingung zu einer echt raumlichen geschieht
mittels bestimmter Symmetrien. In Abschnitt wird gezeigt, daf} fiir bestimmte
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Abbildung 2.3: Das Schaumodell zur Nichtexistenz eines Widerstandszentrums. Die
wesentliche Konstruktionsidee ist eine echt rdumliche Aufhdngung aus Federn mit
windschiefen Wirkungslinien.

Symmetrien doch wieder ein Widerstandszentrum existiert. Da in vielen prakti-
schen Féllen solche Symmetrien entweder exakt oder wenigstens naherungsweise
vorliegen, bleibt das Widerstandszentrum eine oft zutreffende oder fiir praktische
Belange ausreichende Vorstellung zur Beschreibung der hauptséchlichen Effekte ei-
ner elastischen Authingung. Um die Empfindlichkeit dieses Konzeptes gegeniiber
Storungen zu untersuchen, bedarf es einer iibergreifenden quantitativen Theorie,
also dieser Arbeit.

2.2.5 Das elastische Zentrum

Die Bedingungen (Z31]) und (Z32) zur Definition eines ausgezeichneten Koordi-
natensystems miissen abgeschwécht werden. Da in einem Punkt nicht mehr beide
polare bzw. axiale Vektoren gleichzeitig verschwinden kénnen, folgt: einer ist exakt
gleich Null und der andere ist betragsmdfsig minimal. Das derart definierte Objekt
bekommt zur begrifflichen Abgrenzung vom Widerstandszentrum einen neuen Na-
men: Das elastische Zentrum. Zur Unterscheidung vom Widerstandszentrum W
soll fiir das elastische Zentrum auch im Folgenden der Buchstabe Z, wie Zentrum,
verwendet werden.

Die grundlegende Idee ist es, den linienfliichtigen Vektor gleich Null zu setzen
und den Betrag seines freien Partners zu minimieren. Wenn man statt dessen den
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ﬁyé'

Abbildung 2.4: Der Schauversuch zur Nichtexistenz eines Widerstandszentrums.
Eine Kraft in z-Richtung, die eine reine Translation hervorruft, und eine Kraft
in y-Richtung, die ebenfalls eine reine Translation hervorruft, haben windschiefe
Wirkungslinien. Die gestrichelte Linie ist die jeweilige Endlage des Stabes.

freien Vektor gleich Null setzen wiirde, wéren zwei linienfliichtige Vektoren, also
Geraden im Raum, an der Definition beteiligt, was spater mathematische Probleme
verursacht. Durch das Transformationsverhalten des freien Vektors wird dann je

ein Punkt ausgezeichnet, einer vom Lastangriffspunkt L und einer vom Mefipunkt
M aus.

Dadurch, dafl ein linienfliichtiger Vektor gleich Null ist, folgt eine Beziehung zwi-
schen den beiden Vektoren des anderen Systems. Der freie Vektor kann also in
Abhéngigkeit von seinem linienfliichtigen Partner geschrieben werden. Danach mi-
nimiert man seine Norm mit den Komponenten des Ortsvektors als Variablen. Da
der Betrag des freien Vektors auch von dem Betrag seines linienfliichtigen Part-
ners abhéangt, ist dieser bei der Minimierung konstant zu halten. Fiir die Rechnung
verwendet man demnach Einheitsvektoren.

2.2.5.1 Ein Minimierungsproblem fiir freie Vektoren

Zu losen sind also
lod(Z)| = mZin! fir F=0
fiir das Meflsystem, also mit 6@ als Variable, und

T (Z)| = mZin! mit 00 =0

fiir das Lastsystem, also mit F' als Variable. Nach den minimierten Groéflen sol-
len die zu den Losungen gehérenden Punkte Translationszentrum T und Drehmo-
mentszentrum D genannt werden.
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Die Komponenten von ¢ = F f lauten mit (2.I0]) fiir die durch den experimentellen
Aufbau festgelegten Koordinatensysteme Meflsystem M und Lastsystem L

ody = DFp+ STy
(SOM = SlFL+MTL

Es ergibt sich fiir F';, = 0 zunéchst 60y, = MT; und damit ddy; = ST =
Sy M 166, und weiter mit (2.3)

0d(D) = ddy, + Qpy60y = (S2M ™" + Qpyr) 66 (2.34)
Fiir 60 = 0 ergibt sich dhnlich 0 = S1F + MT}, und dann mit (2.1))
T(T) =Ty +QuFy=(-M"'S, +Qr) F . (2.35)

Beide Minimierungsaufgaben sind damit vom Typ
2(2)] = | (A + Q) y| = min! .

wobei @ der freie Vektor, y der linienfliichtige Vektor und A die entsprechende
Matrix sei. Wegen der Linearitéit der beteiligten Abbildungen ist die Norm des
linienfliichtigen Vektors fiir das Minimierungsproblem unwichtig. Danach hat man
sich noch von dem fiir das eigentliche Problem unwichtigen linienfliichtigen Ein-
heitsvektors zu entledigen, genauer von dessen Richtung. Das geschieht mit der
zuséatzlichen Forderung nach Isotropie, bei der alle Raumrichtungen gleich stark
beteiligt sind, durch die Mittelung

| (A + Q) y|?do = mZin! : (2.36)
Yl=1

iitber die Oberfliche der Einheitskugel mit dem Oberflichenelement do. Die Rech-
nung wird zweckméfligerweise in Polarkoordinaten mit

sin ¥ cos ¢
y=| sindsing¢ und do = sin¥ddd¢
cos U

in den Variablen ¥ und ¢ durchgefiihrt. Der Rechengang vereinfacht sich erheblich,
wenn man erst nach den Komponenten von @ differenziert und dann die Integration
ausfiihrt. Mit (€2,);; = oy erhilt man durch Anwenden von B%k auf (2.30]) mit
der Kettenregel die Gleichung

0 = [ (A+22)y)yeado
Yyl=1
= (A+Qz), / yiyjdo
Yl=1

—_———
4
=30
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wobei das Ergebnis der Integration aus Isotropiegriinden natiirlich ein Vielfaches
der Einheitsmatrix ist. Nach Ausfiithren der Kontraktion ergibt sich aus der Glei-
chung 0 = (A + Q). € schliefilich

Q, = —A* bzw. 0Z=—AP . (2.37)

Die Minimierung der EUKLIDischen Matrixnorm von A + €2 liefert dasselbe Er-
gebnis wie die integrale Betrachtungsweise, wie die folgende Rechnung zeigen soll.
Von y entledigt man sich jetzt mit Hilfe einer zur EUKLIDischen Vektornorm, der
in der Physik iiblichen Linge eines Vektors, vertrédglichen Matrixnorm {iber

[(A+Qz7)y| < [|[A+Qz] - |yl

und minimiert fortan nur noch ||A 4+ Qz||. Da alle in Frage kommenden Nor-
men #dquivalent sind, d. h. durch Konstanten untereinander abgeschétzt werden
konnen, fallt die Wahl der Norm aus Griinden der Einfachheit auf die EUKLIDische

Matrixnorm
|A| = Zagj:,/sp(ATA) .
Z?j

Ableitungen dieser Norm besitzen ldstige Terme mit Wurzeln; wird stattdessen ihr
Quadrat minimiert, so kommen wegen 0, * ||> = 2|| * || - 9| * || hochstens neue
Losungen hinzu. Fiir Summen von solchen Termen gilt das natiirlich nicht. Durch
Differentiation nach den Koordinaten von Z ergibt sich (die innere Ableitung von
Qy ist der e-Tensor) als Losung des Problems der antisymmetrische Anteil der
Matrix, gekennzeichnet durch den oberen Index A, also #* := 1(x — *T). Das 148t
sich auch wie folgt einsehen: Mit dem symmetrischen Anteil *° := %(* +xT) zerlegt
man eine Matrix durch
= x5 4 54

Fiir die EUKLIDische Norm folgt dann

1 1 2
JAIP = A%+ A% = 5|5 (o a50) + 5 (g — 30
7

1
= [JA%|]” + | AY|]” + 1 > (aij + aji) (a; — aji)
1
= AP+ AP + 3 (af — a3y)
= [JA%|]P + |AY]P

was als Satz des PYTHAGORAS fiir Matrizen gesehen werden kann. Die antisym-
metrische Matrix Q, wirkt nur auf A% und kann daher diesen (und nur diesen)
Anteil der Norm zu exakt Null machen, es gilt also wieder (2.37).

Die Ergebnisse der obigen Minimierungen, hier noch einmal tabellarisch zusam-
mengefaflt
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System minimaler reine
freier Vektor Grofle
MeBsystem M éd(Z) T (& F=0)
Lastsystem L T(Z) id (& 60 =0)

kénnen nun einfach abgelesen werden:

Name des Ergebnis d. Minimierung | Ergebnis d. Minimierung
Ergebnisses Flexibilitdtsmatrix Steitheitsmatrix

Drehmomentszentrum D

Translationszentrum T’

Qo = (M) Qo= - (A'B)"
Qrr = — (M_lsl)A Qrr = (BlA_1>A

Dabei wurden (2:23)) und (224) benutzt.

Im Folgenden sollen die Eigenschaften dieser neu berechneten Objekte untersucht
werden. Dazu ist zunidchst die Transformation auf das elastische Zentrum durch-
zufiihren.

2.2.5.2 Die direkte Transformation auf das elastische Zentrum

Fiihrt man nun die Transformation mit den obigen Transformationsmatrizen durch,
so heben sich einige Terme aus Symmetriegriinden weg. Definiert man nun fiir das
Mefizentrum M und das Lastzentrum L die beiden symmetrischen Widerstands-
matrizen

Wy = (M) = (4B, (2.38)
S s
W, = (M78) =—(B,A™") | (2.39)
so lautet die auf das elastische Zentrum transformierte Matrix mit (2.11]) und

Qup = (M) = $:M 7 — (S.M ) = §,M 7 - Wy
sowie
Qr=(-M78) = -M'S, - (-M'8) = -M'S + W,
insgesamt

Fpr = TA§D-7:MLTLT
_ D+ S:,Q10 — QupS1 — QuipM QL Sy — QypM
Sl + MQLT M

_ ( D-S;M 'S+ W, MW, W, M (2.40)
- MW, M '
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Fiir HookEsche Verhéltnisse ist die Ausgangsmatrix durch eine bloe Transforma-
tion der Bezugspunkte aufeinander symmetrisierbar. Fiir eine solche symmetrische
Matrix gilt S5 = ST und M" = M, woraus folgt

W = (b = ((s:007)°) = ((s00)) = (007 )
= (MS) =W =W

S

Liegt sogar ein Widerstandszentrum vor, so gilt
Wy=0=W,

Im letzteren Fall sind die Matrizen SoM ~* und M 1S rein antisymmetrisch, und
die aufs Widerstandszentrum transformierte Flexibilitatsmatrix lautet nur noch

F . D—SgM_l.S'l 0 229 A_l 0
ww = 0 M | 0 M

Sie enthalt nur noch die beiden transformationsinvarianten Blocke.

Durch eine analoge Rechnung mit (ZI4]) sowie
Qup = —A_1B2 — Wy und Qpr = B114_1 + W,

erhalt man fir die Steifheitsmatrix

'STD - TTL‘SLMTDTM
B A — AWy, (2.41)
-W,A C—-B,A'B,+ W, AW, '

mit den entsprechenden Spezialfillen wie oben.

Mit (Z25) und (2:20) kann den beiden elastischen Matrizen im elastischen Zen-
trum eine Form gegeben werden, die nur noch aus den transformationsinvarianten
Matrizen A und M und den Widerstandsmatrizen W; und W, besteht

A7 YWy MW, Wy M
Fpr = ( MWA;{L L .;\\44 ) (2.42)
B A — AW,
Sto = (—WLA M‘1+WLAWM> ’ (243)

und bei der man durch einfaches Nachrechnen iiberpriifen kann, dafl sie invers
zueinander sind.

2.2.5.3 Eigenschaften des elastischen Zentrums

Mit dieser Definition eines elastischen Zentrums sind die meisten Probleme mit dem
Widerstandszentrum aus [2.2.4.2] iiberwunden. Die nunmehr eindeutig definierten
elastischen Zentren besitzen folgende Figenschaften:
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e Die Gleichungen sind kovariant und besitzen daher ein brauchbares Trans-
formationsverhalten. Insbesondere werden sie nicht von den noch durch-
zufithrenden Rotationen beeinflufit. Eine Drehung des Koordinatensystems
der Lasten um Ry und das der Lagen um R, bildet etwa S;M ™" ab auf

R,S,RY (RqMR;F)*1 = R,S;RIR;M'R" = R,S;M'R! |

und wegen ([A.15) wird MD tatsiichlich nur auf Rq]\ﬁ_) gedreht. Der Beweis

fiir ﬁ verlauft analog.

e Wird das absolute Minimum angenommen, so verschwinden die freien Vekto-
ren. Das ist genau die alte Definition des Widerstandszentrums, womit eine
Grenzbeziehung zu den vorhergehenden Vorstellungen gefunden ist.

e Die Definition geschieht allein aus den MeBwerten heraus und ist immer
moglich, also insbesondere auch retrospektiv.

e Der minimale Vektor und die zugehorige Variable gehoren beide entweder
zum Last- oder zum Mefisystem. Dadurch kénnen deren Effekte, inshesondere
beziiglich systematischer Fehler der Meapparatur, unterschieden werden.

e Fiir eine symmetrische Ausgangsmatrix gilt S, = ST und M = M* woraus

Qup = (SgMﬁl)A:_(M 1TST) (MT IST> _ (Mflsl)A
= Qur

folgt, fiir ibereinstimmendes Last- und Meflsystem fallen also Translations-
zentrum 7" und Drehmomentszentrum D zusammen. Bei Existenz eines elas-
tischen Potentials und M = L sind demnach beide Definitionen der elasti-
schen Zentren gleichwertig. Fiir diesen Fall soll auch im Folgenden fiir das
dann eindeutige elastische Zentrum die Abkiirzung Z verwendet werden.

e Die Extremaleigenschaften |T'(Z)| = min! und |dd(Z)| = min! sind auch Ei-
genschaften der Achsen der Kraftschraube bzw. Drehschraube. Das erlaubt
eine anschauliche Deutung des elastischen Zentrums als derjenige Ort, von
dem f{iber alle linienfliichtigen Einheitsvektoren gemittelte Schraubachsauf-
punkte minimalen Abstand haben.

e Es laBt sich ein Bezug zur bisherigen Auswertepraxis (,, Rastermessung®, vgl.
[3, [4]) herstellen: Das Lastsystem besteht aus einer Kraft in Koordinatenrich-
tung, also nacheinander F'||{e,, e,, e}, und zwei dazu senkrechten Drehmo-
menten, also die beiden jeweils dazu senkrechten Komponenten von T'. Mit
diesen Drehmomenten ist dann die Last immer zu einer reinen Kraft aqui-
valent, deren Wirkungslinie aber kontrolliert werden kann. Die Stérke dieser
Drehmomente wird so emgestellt dal 00 =~ 0 ist. Pro Messung ergeben sich

zwei Komponenten von LT als Losung von 0 =T =T, +TL x F'. Existiert
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ein Widerstandszentrum, so sind die sechs sich ergebenden Gréflen mitein-

ander konsistent und damit auf die drei Komponenten von ﬁ reduzierbar.
Um 00 = 0 exakt zu erreichen, bendtigt man nach (2.38) aber noch zu F
parallele Anteile von T'. Die Mittelung der sechs Werte entspricht unter Ver-
nachléssigung dieser parallelen Anteile genau der Antisymmetrisierung von
~-M'S,.

e Die obigen Losungen der Minimierung haben die gleiche Gestalt, wenn das
Minimierungsproblem fiir die Steifheitsmatrix formuliert wurde, sie sind dem-
nach forméquivalent. Flexibilitédts- und Steifheitsmatrix sind wieder gleich-
berechtigt T

Einige der Eigenschaften, die aus der gewiinschten Analogie zum Widerstandszen-
trum stammen, sind fiir ein elastisches Zentrum nicht mehr gegeben:

e Polare und axiale Vektoren entkoppeln nicht mehr. Die vom Schwerpunkt
des starren Korpers herrithrende Anschauung von Kréften, die Translationen,
und Drehmomenten, die Rotationen nach sich ziehen, trifft nicht mehr zu.

e Das Reziprozitéitstheorem gilt nicht mehr, da die Nebendiagonalblockmatri-
zen nicht mehr vollstiandig wegtransformierbar sind. Es kann daher als ex-
perimenteller Test auf die ,,Echtheit“ des Widerstandszentrums verwendet
werden.

Zusammenfassend noch einmal die Definitionsgleichungen fiir das elastische Zen-
trum:

Last

Das elastische Zentrum ist der Punkt, in dem die
Auslenkung

} sich bel dem

) . Translati . . , .
Vorliegen von reinen Fansiationen durch minimale isotrop iiber alle Rich-
Drehmomenten
Krifte . Drehmomente .
tungen der { Drehimgen } gemittelte { Translationen } auszeichnet.

Oder mit Schraubachsen ausgedriickt: Das elastische Zentrum ist der Punkt, von

. Kraftschrauben . . Vorliegen
dem die Achsen von { Drehschrauben } aller Richtungen beim { Anlegen }

"Dies war das Kriterium, welches meine Entscheidung zu Gunsten der jetzigen Definition am
stiarksten beeinfluite. Da es zunéchst unklar war, ob es sinnvoller sein wiirde, die Mewerte {iber
die Flexibilitidts- oder die Steifheitsmatrix auszuwerten, probierte ich beides an verschiedenen
Beispielen und Definitionsversuchen aus. Bei nur einer Definition, der jetzigen, ergaben sich bei
Anwendung derselben Rechenvorschrift auf Flexibilitdts- und Steifheitsmatrix dieselben Ergeb-
nisse. Dieser Zufallsbefund fiihrte mich dann zunéchst iiber eine Untersuchung der Blockstruktur
der beteiligten Matrizen auf den Formalismus mit den Transformationsmatrizen und auf die
endgiiltige Definition des elastischen Zentrums.
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. Translationen . . . . ..
von reinen minimalen Abstand (im Sinne des obigen Mini-
Drehmomenten

mierungsproblemes) haben.

2.3 Die Gesamtheit der Schraubachsen

Die Analogie vom Widerstandszentrum zum Schwerpunkt konnte nicht aufrecht er-
halten werden. Es gibt aber Aufhédngungen, deren Eigenschaften beliebig nahe bei
denen einer Aufhdngung mit Widerstandszentrum liegen. Daher ist es naheliegend,
ein Gebilde zu definieren, welches zwar kein Punkt mehr ist, das aber einige Ei-
genschaften des Widerstandszentrums beibehélt und fiir den Grenzfall des Wider-
standszentrums zu einem Punkt ausartet. Da die Minimalitét der freien Vektoren
aus der Definition des elastischen Zentrums eine Eigenschaft von Schraubachsen
ist, lohnt es, die Gesamtheit der zugehorigen Schraubachsen zu untersuchen. Ers-
ter Definitionsversuch ist der Widerstandsbereich: Er ist der kleinste Bereich um
das elastische Zentrum, innerhalb dessen alle Schraubachsen verlaufen, die sich
ergeben, wenn das jeweils andere System aus reinen freien Vektoren besteht. In
seinem Inneren sollte das elastische Zentrum als der Punkt gréffiter Anndherung
der Schraubachsen aneinander liegen.

Drei Fragen sind dabei von besonderem Interesse:

1. Wo liegen die Aufpunkte von Schraubachsen, die sich ergeben, wenn das
andere System aus reinen freien Vektoren besteht?
2. Wie weit sind diese Schraubachsen vom elastischen Zentrum entfernt?
3. Wie grof$ sind die zugehorigen Schraubsteigungen?
Die Visualisierungen der Antworten auf diese Fragen sind die Aufpunktfidche, die
Abstandsfliche und die Steigungsfiiche. Mit ihnen kann das gedankliche Konzept

des Widerstandszentrums innerhalb gewisser Toleranzgrenzen beibehalten werden.
Im Folgenden wird dies naher erlautert.

2.3.1 Die Aufpunktfliche

Es gilt fiir F' = 0 im Drehmomentszentrum D mit (2.34)
S
0d(D) = (SaM ™" + Q) 66 = (S2M )" 66 = W56
und fiir 66 = 0 im Translationszentrum 7" mit (2.35))

T(T) = (-M~'S, + Q) F = — (M™'S,)  F = ~W,F
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Fiir die Aufpunkte S und K auf die Dreh- bzw. Kraftschraube mit kiirzestem
Abstand zu D bzw. T folgt dann

1

DS —
5= Jsop

(00 x Wj60) und

— 1
TK = W(F x (=Wp)F)

geschrieben mit dem linienfliichtigen Einheitsvektor « :=1° € {500, FO}

DS = (x x Wyxz) und TK = — (x x Wrx) . (2.44)

Diese Aufpunkte héingen nicht vom Betrag der linienfliichtigen Vektoren ab. Ferner
werden den Vektoren & und —x dieselben Aufpunkte zugeordnet. Damit handelt
es sich um eine Abbildung der Sphére in den dreidimensionalen Raum mit der
antipodalen Eigenschaft, also eine Realisierung der reellen projektiven Ebene, vgl.
[22] 12.5.

Um die Notation nicht unnotig zu verkomplizieren, soll im Folgenden von HOO-
KEschen Verhéltnissen ausgegangen werden, d. h. Translationszentrum 7" und Dreh-

momentszentrum D fallen zusammen zum elastischen Zentrum Z. Dann gilt aber
Wy = Wy =W, wonit folgt:

Sind die beiden bei reinen freien Vektoren vorliegenden linienfliichtigen
Vektoren 60 und F' parallel, so liegen die korrespondierenden Aufpunkte
A der Schraubachsen von Kraft- bzw. Drehschraube einander beziiglich
des elastischen Zentrums Z genau gegentiber.

Die Formen der Aufpunktflichen gehen also fiir Last- und Meflsystem wegen
ZA=+ (x x W)

durch Punktspiegelung auseinander hervor. Fiir ein Widerstandszentrum fallen bei-
de Achsen des Paares zusammen.

Da die Widerstandsmatrix symmetrisch ist, kann sie durch eine orthogonale Trans-
formation auf Hauptdiagonalform gebracht werden. Mit w; sollen die Eigenwerte
der Widerstandsmatrix bezeichnet werden, mit w;; := w; — w; ihre Differenzen.
Fiir die Hauptachsen e; selber werden die Verhéltnisse besonders einfach, denn fiir
sie gilt

e, x (We;) =e; x (we;) =0

d. h. der Schraubachsaufpunkt liegt im elastischen Zentrum.
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Durch Parametrisierung des linienfliichtigen Einheitsvektors « in Koordinaten der
Oberflache der Einheitskugel

cos ¢ cos 6
x = | sin¢cosf
sin 0

erhélt man im System der Hauptachsen von W alle Schraubachsaufpunkte im
Raum, also eine Parameterdarstellung der Aufpunktfliche

T wW3s Sin ¢ sin 6 cos 6 wW3s Sin ¢ sin 26
y | =% | wizcospsinfcosb ==£—| wi3cos¢sin 26 ) (2.45)
z Wy Sin ¢ cos ¢ cos? wa; sin 2¢ cos?

Diese geniigt der impliziten Gleichung vierten Grades™®

22y w3, + yP R ws, + 22rPwi, F ayzwswizwy =0 . (2.46)

Fiir etwa die Gegenbeispielfliche aus Abschnitt 2.2.4.2], berechnet in [5.1.4], ergibt
sich eine Aufpunktfliche der in Abb. gezeigten Form.

N

.\
S\
T —

——

A
— 2\
—_—

——

—
N

)

2
5
e
=

-

7
777

Abbildung 2.5: Zwei Ansichten der Aufpunktfliche mit wy; = —1, wy = 1 und w3 =
0. Es wurde der Fall ,,+“ gewahlt, also der der Drehschrauben. Weitere Einzelheiten
in Abschnitt 5.1.4t der obere und untere Grat der Fliche korrespondiert jeweils mit
der urspriinglichen Richtung der Einzelfedern.

8Diese erinnert an STEINERs Rémische Fliche, vgl. [22] 12.5
22y 4?2 4 2t —ayr =0
wobei beide Flidchen aber nur als Realisationen der reellen projektiven Ebene miteinander ver-

wandt sind, da keine Losung (wy, we, w3) existiert mit w3, = w}, = wi; = 1, was die eigentliche
STEINERfldche kennzeichnet.
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Als Letztes soll gezeigt werden, dafi die Aufpunktfliche dem Definitionsversuch
von FisH [17] geniigt, vgl. das Zitat auf S. 42l Fiir eine reine Kraft F' soll die
Kraftwirkungslinie derart gewéhlt werden, daf§ fiir einen Punkt » dieser Linie gilt
F x 00(F,r) =0, also

0 = FX(S1F+M(rxF))=F x(SF—-M(F xr))
= stlF—QFMQFT'

Dieses lineare Gleichungssystem fiir » héngt nicht von der Stirke der Kraft ab, da
diese in beiden Termen quadratisch auftritt. Derartige Effekte sind also in linearen
Input-Output-Modellen nicht zu erwarten. Die Losung rj seines homogenen Teils
ist die Kraftwirkunglinie selber, also r, = AF O Im Translationszentrum gilt §7 =
MW, und es ist nun eine Losung r; des inhomogenen Gleichungssystems

QFMQFT'Z‘ = QFMWLF

zu bestimmen. Hinreichend dafiir ist Qpr; = W F, oder mit (A.2]) gleichwertig
Pl#ri = —QrW_F, demnach ist

ri=—F'x W, F’

ein Punkt der Aufpunktfliche der Kraftschrauben und gleichzeitig Losung des Glei-
chungssystems. Analog dazu erhélt man fiir ein Gedankenexperiment, bei dem eine
reine Drehung 060 beziiglich einer Drehachse r vorgegeben ist so daf3 die hervorru-
fenden Krifte parallel zu dieser Achse sind, ein Element der Aufpunktflache der
Drehschrauben. Hier wird die Rechnung mit 0 x F'(60,r) = 0 vorteilhafterweise
iiber die Steifheitsmatrix durchgefiihrt.

Die Aufpunktfiiche beschreibt gewissermaflen die innere Struktur des Widerstands-
bereiches, in dem Sinne, dafl jeder Bereich, in dem die Aufpunktfliche liegt (z. B.
ein Ellipsoid), als Widerstandsbereich gelten kann. Da die Aufpunktflache nicht-
orientierbar ist, besitzt sie auch kein eigenes Inneres. Fiir ein Widerstandszentrum
schrumpft sie auf einen Punkt zusammen.

2.3.2 Die Abstandsfliache

Die Abstandsfliche entsteht durch Zuordnung von linienfliichtigem Einheitsvektor
zum minimalen Abstand der Schraubachse vom elastischen Zentrum. Sie verkniipft
einen Aspekt der Lage und die Richtung der Schraubachsen im Raum. Daher ist die
Abstandsflaiche im Gegensatz zur Aufpunktfiiche nicht im Ortsraum definiert und
héngt deshalb auch nicht direkt mit der Anordnung der elastischen Aufhidngung
zusammen.

Fiir unsymmetrische elastische Matrizen sind die folgenden Uberlegungen getrennt
fiir Lastsystem und Meflsystem durchzufiihren. Da nur der Betrag des Schraub-
achsabstandes diskutiert wird, gibt es fiir die hier angenommenen HOOKEschen
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Verhéltnisse von der Abstandsfliche nur ein gemeinsames Exemplar fiir Last- und
MeBsystem. Seine Gleichung ist

IZAIP = & x Wal? = "W — («"Wa) . (2.47)

Man erhélt wieder im Hauptachsensystem von W fiir den Abstand r = |Z4| die
Gleichung

r%(¢,0) = w3,sin® ¢sin® 6 cos? O + wi, cos® ¢sin® § cos? O + w3, sin ¢ cos® ¢ cos®
1 1 1
= Zw§2 sin? ¢ sin” 260 + Z—lw%:g cos? ¢ sin? 26 + ngl sin? 2 cos* 6 . (2.48)
Interpretiert als Radialkomponente von Kugelkoordinaten liefert diese Gleichung
mit r?x(¢f) eine Parameterdarstellung der gesamten Fliche. Auch hier existiert
eine entsprechende implizite Gleichung, diesmal sechsten Grades

3
222wy, + YA ws, + 2 rtwi, — (a:2 + 9% + zQ) =0 . (2.49)

Am bisher mehrfach erwéhnten Gegenbeispiel kann diese Fléache visualisiert wer-
den, vgl. Abb.

Abbildung 2.6: Die Abstandsfliche des Gegenbeispiels .14 mit w; = —1, wy = 1

und w3 = 0.

Durch Diskussion der Extrema dieses Schraubachsabstandes oder durch Abschét-
zen der einzelnen trigonometrischen Terme der Parameterdarstellung (2.45]) durch
1 nach oben erhélt man komponentenweise den begrenzenden Kasten

|| |w3s]
|y| S |w13| 3
|2| |wa |

DN | —
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und daraus eine verniinftige Definition der Griffe des Widerstandsbereiches als
eine Kugel mit Durchmesser

1
GroBe(WB) = max §\wl —wj;| . (2.50)
,L’-]

Gestalt und Symmetrie von Aufpunkt- und Abstandsflache rechtfertigen nachtrig-
lich noch einmal die getroffene Definition des elastischen Zentrums.

2.3.3 Die Steigungsflache

Analog zu (2.44]) ergibt sich fiir die Schraubsteigungen
™ — ($ : WMQC) und T, = — (11 . WLiB) . (251)
Fir Wy, = W, = W folgt daraus sofort:

Sind die beiden bei reinen freien Vektoren worliegenden linienfliichti-
gen Vektoren 60 und F parallel, so ergeben sich fir die korrespondie-
renden Schraubachsen von Kraft- bzw. Drehschraube Schraubsteigungen
mit entgegengesetzt gleichen Betrdgen.

Eine Linksschraube im Lastsystem entspricht also einer Rechtsschraube im Mef-
system und umgekehrt. Die Formen der Steigungsflichen gehen also fiir Last- und
Mefsystem wie die der Aufpunktflichen durch Punktspiegelung auseinander her-
vor. Fiir ein Widerstandszentrum entarten beide zu einem Punkt. Wie die Ab-
standsflache, ist die Steigungsflache nicht im Ortsraum definiert.

Man erhélt im Hauptachsensystem von W fiir die Schraubsteigung 7 die Gleichung

T=4 (w1 cos? ¢ cos® 0 + wy sin® ¢ cos® § + ws sin? 0) . (2.52)
Da 7 auch negative Werte annehmen kann, ist eine Visualisierung im Raum der
Art T, wie bei der Abstandsflache, nicht sinnvoll. Statt dessen soll die einfache

Auftragung 7(¢, ) verwandt werden. Fiir die Gegenbeispielfléiche ergeben sich die
in den Abbildungen 2.7 und 2.8 gezeigten Plots.

Wegen der Extremaleigenschaft des RAYLEIGH-Quotienten™ werden die Maxima
von 7 angenommen fiir die Eigenvektoren von W. Es gilt demnach

Taax = mlax(wi) und Ty = miin(wi)

Fragt man nach den Richtungen zu gleichem 7, so ist die Menge dieser Richtun-
gen ein Schnitt der Einheitskugel mit der der symmetrischen Widerstandsmatrix

Vel [73] §15.2 und §15.3
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tau

Abbildung 2.7: Die Schraubsteigung 7 des Gegenbeispiels B.1.4] mit den Werten
wy; = —1, wy = 1 und ws = 0 in Abhéngigkeit von ¢ und 6.

zugeordneten Flache zweiter Ordnung, also eine Kurve auf der Einheitskugel. Fiir
det W # 0 handelt es sich bei dieser Fliache zweiter Ordnung um eine Mittelpunkts-
flache. Fiir das Gegenbeispiel handelt es sich bei der Fliche zweiter Ordnung um
einen hyperbolischen Zylinder, also keine Mittelpunktsflaiche. Die Kurvenschar zu
7 = const ergibt sich als Menge der Schnitte der Einheitskugel mit der entspre-
chenden Flédchenschar. Sie iiberdeckt die Einheitskugel vollstandig, da sich zu jeder
Richtung zwangsléufig eine Schraubsteigung ergibt.

2.3.4 Die Kongruenz der Schraubachsen

Durch den zweiparametrigen linienfliichtigen Einheitsvektor, der ja Richtungsvek-
tor der Schraubachse ist, ist zusammen mit der Aufpunktfliche eine zweipara-
metrige Schar von Geraden im Raum gegeben. Die Parameterdarstellung dieser
Geradenschar ist also

9(6,0,)\) = x(¢,0) x (Wx(p,0)) + \x(6,0)
Ein solches Gebilde der Form2®

g(u1, ug, u3z) = a(ur, uz) + usr(uy, us)

20Im Gegensatz zu den sonst iiblichen Konventionen méchte ich hier die Indizes der Flichen-
parameter unten anschreiben.
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Abbildung 2.8: Die Schraubsteigung des Gegenbeispiels B. T4 mit w; = —1, wy = 1
und w3 = 0 in Abhéngigkeit von ¢ und 6 als Héhenlinien.

nennt man Geradenkongruenz oder Strahlsystem oder einfach kurz Kongruenz (vgl.
auch im Folgenden [27], insbesondere Teil II).

Eine Kongruenz kann auch als einparametrige Schar von Regelflichen betrachtet
werden. Die Extremallagen der Striktionspunkte dieser Regelfléchen definieren fiir
jede Gerade zwei Grenzpunkte, deren Gesamtheit die beiden Grenzflichen der
Kongruenz definieren. Auch die Mitten zwischen den beiden Grenzpunkten bilden
eine Flache, die Mittenfliche. Um sie zu berechnen, bestimmt man zunéchst die
erste und zweite Fundamentalform der Kongruenz

Gik = Ti Tk
Gk = r;-ay ,

welche auch Funktionen der Parameter u; und usy sind. Eine Parameterdarstellung
der Mittenflache ergibt sich dann zu

1 .
m(uy, uz) = a(uy, uy) — §Gikg““7‘(ul,u2) :

wobei ¢g* die Komponenten der zu (g;;) inversen Matrix sind. Die Grenzflichen
erhélt man, wenn man die Losungen von

det (GS + ugg) =0

wieder in die Gleichung der Kongruenz einsetzt. Die Brennfldchen, das sind die
Flachen aller Beriithrungspunkte der Kongruenzgeraden, erhélt man ebenso aus
den Losungen der Gleichung
det G

e —0

det g

u% + u3Gikgik +
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Mit Hilfe von Computeralgebra konnte ich allgemein zeigen, dafl die Aufpunkt-
flache gleichzeitig die Mittenfliche der Schraubachskongruenz ist. Fiir die Grenz-
flachen ergeben sich leider keine einfachen Ausdriicke. Ferner ist die Kongruenz
nicht isotrop, d. h. Mittenpunkte und Grenzpunkte fallen nicht zusammen. Auch
die Brennflachen kénnen ausgerechnet werden. Da sie aber keine einfache Parame-
terdarstellung mehr besitzen, mochte ich hier auf eine Darstellung verzichten.

Da sie mir gar keine physikalische Bedeutung mehr zu haben scheinen, habe ich
weder die K-Hauptflachen noch die S-Hauptflachen dieser Kongruenz néaher unter-
sucht.

2.4 Funktionelle Achsen und andere ausgezeich-
nete Richtungen

Die Freiheit der Wahl eines Koordinatensystems umfafit die gesamte EUKLIDische
Gruppe, d. h. Translationen und Drehungen. Da nach der Transformation der Mef3-
werte auf das elastische Zentrum die Orientierung der Koordinatensysteme noch
frei ist, sind die MeBwerte noch nicht auf ihre Normalform gebracht. Das elasti-
sche Zentrum konnte durch ein eingehendes Studium des Gegensatzpaares , frei<
linienfliichtig® bestimmt werden. Es wird sich zeigen, dafl es nun sinnvoll ist, das
Gegensatzpaar ,polar < axial® zur Definition von ausgezeichneten Richtungen
heranzuziehen.

In der Mechanik folgt nach der Definition des Schwerpunktes meistens die der
Haupttrigheitsachsen. Fiir eine raumliche elastische Aufhingung mit oder ohne
Widerstandszentrum sollten sich auch ausgezeichnete Richtungen finden lassen.
Im Gegensatz zu den Schraubachsen des letzten Abschnitts soll die Definition wie
die des elastischen Zentrums wieder so gemacht werden, dafl sie immer moglich
und numerisch giinstig ist.

Die funktionellen Achsen kénnen nicht die Symmetrieachsen der Abstandsfliche
sein, da diese fiir den Fall eines Widerstandszentrums zu einem Punkt ohne Sym-
metrieachsen degeneriert, was der obigen Anschauung widerspricht.

Genauso wenig darf man die Eigenvektoren von Fpr oder Syp nehmen, da den
Eigenwerten keine physikalische Einheit konsistent zugeordnet werden kénnte: We-

Dx(h) w0 (7)

kann es keinen Proportionalitatsfaktor zwischen f und ¢ geben, wie die Eigenvek-
torgleichung es verlangte. Zudem sind aus physikalischen Griinden weder F noch
S Endomorphismen. Weiter hétte man sich noch zu iiberlegen, wie man aus den
formal gewonnenen sechs Eigenvektoren mit 36 Eintrdgen (normiert: 30, orthonor-



62

miert: 15) drei bzw. sechs Orientierungen im Raum mit 3 bzw. 6 Freiheitsgraden
gewinnt.

Das Problem mit den Einheiten 148t sich beheben — mit interessanten Konsequen-
zen. Statt wie eben , Polar parallel Polar® und , Axial parallel Axial“ fordert man
,Frei parallel Frei“ und , Linienfliichtig parallel Linienfliichtig® mit demselben Pro-
portionalitiatsfaktor. Das héitte zur Folge, dal wegen (2.4]) und (2.5) sowie (2.6)
und (2.7) Kraft- und Drehschraube dieselben Aufpunkte, Richtungen und Schraub-
steigungen haben. Formal geschieht dieses Vertauschen von axialem und polarem
Vektor durch die Matrix
0 I
7=(730)

und es ergibt sich das Eigenwertproblem JSq = Aq (oder entsprechend fiir die Fle-
xibilitdtsmatrix) mit einem einheitenbehafteten Eigenwert. Die in Eigenvektoren
zu zerlegende Matrix hat die Komponenten

und ist nicht mehr symmetrisch, weshalb nicht fiir alle Matrizen ein System aus

reellen Figenvektoren existieren kann. Selbst fiir ein Widerstandszentrum gilt

JS = < g E)j >, und das Eigenwertproblem lautet dann

Add =00 und C§0 = \od = \2A'50

Das ist eine verallgemeinerte Eigenwertaufgabe fiir die Matrizen C und A™*, wo-
bei A™' und C idealerweise symmetrisch und positiv definit sind 2l Nach [73]
615 Satz 5 gibt es dann ein gemeinsames Eigenvektorsystem mit positiven und
daher radizierbaren Eigenwerten. Die Aufgabe ist also losbar; die Eigenvektoren
sind die der Matrix AC'. Beide beteiligten Matrizen eignen sich zur Definition ei-
nes Skalarproduktes; das gemeinsame Eigenvektorsystem ist orthogonal im Sinne
dieses Skalarproduktes. Diese Achsen lassen sich auch aus einer energetischen Be-
trachtung herleiten: Halt man die Helizitdt 7 = dd - 66 konstant, so ergibt das
Minimierungsproblem mit Nebenbedingungen

qTSq + A (qTJq — QTH) = min!

genau die Gleichung von eben. Aus diesem Grunde mochte ich diese Achsen, fiir
den Fall, dafl sie existieren, die Achsen konstanter Helizitdt nennen. Aber selbst
dann eignen sich diese Achsen nicht fiir die gesuchte Normalform, da sie i.A.
nicht orthogonal sind. Ein schiefwinkliges Koordinatensystem erschwert zudem die
Interpretier- und Vergleichbarkeit von Mefiwerten.

21Das folgt aus der physikalischen Tatsache, daf die elastische Energie eine quadratische Form
mit ¢”Sq > 0 fiir alle ¢ # 0 ist — insbesondere fiir reine Rotationen oder Translationen.
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Statt ideale Fille zu diskutieren, muf}, wie bei der Definition des elastischen Zen-
trums, wieder auf der Ebene der Vektoren selber argumentiert werden; das 16st
auflerdem das Problem, dafl mit einem Eigenwertproblem sechs statt drei gleich-
berechtigte Achsen ausgezeichnet wiirden.

2.4.1 Funktionelle Achspaare und Richtungen

Wie beim elastischen Zentrum ist das zur Definition fithrende Gedankenexperiment
so gemacht, dafl jeweils einer der beiden linienfliichtigen Vektoren gleich Null ist.
Zum einen gehort zu einem reinen Drehmoment eine Drehschraube und zum an-
deren korrespondiert eine reine Translation zu einer Kraftschraube. Dadurch folgt
eine Gleichung zwischen den beiden die Schraube bildenden Vektoren des jeweils
anderen Systems:

06, =01 _ T,=B,A'Fp _ | To=-W.F)

Fy=0 5dy = —A' B0y ddr = Wy 007
und, je nachdem, ob der verschwindende linienfliichtige Vektor polar oder axial war,
eine Bedingung zwischen den beiden nichtverschwindenden axialen bzw. polaren

Vektoren
00; =0 N F, = Add,
Fy =0 Ty = (c - B1A‘1B2) 50,

Diese Beziehungen sollen zur Definition der funktionellen Achsen und Richtun-
gen verwandt werden: Die Wunschvorstellung vom Widerstandszentrum war, dafl

polare und axiale Vektoren entkoppeln. Also fordert man: Ist der { Sﬁ:ﬁ } lini-

polaren

. Vektoren der funk-
axialen

enfliichtige Vektor gleich Null, so sind die beiden

Richtungen
Achsen

A=(D-8M7s)" }

Richtungen

tionellen { Achsen

} parallel. Die funktionellen { } sind damit

die Eigenvektoren der Matrizen | )
C-B,A ' B,=M"

Diese Matrizen existieren auch fiir den Grenzfall des Widerstandszentrums. Beide
sind transformationsinvariant. Zusammen mit den bei einer symmetrischen Aus-
gangsmatrix fiir Last- und Mefisystem gegeniiberliegenden Schraubachsaufpunkten
erhilt man so die drei funktionellen Achspaare. Die Mittelgeraden dieser Achspaare
verlaufen durch das elastische Zentrum. Das Achspaar trigt dem Umstand Rech-
nung, dal das dem Schwerpunkt analoge Objekt, der Widerstandsbereich, nun kein
Punkt mehr ist.

Um insgesamt nur drei Richtungen im Raum auszuzeichnen, wére es wiinschens-
wert, fiir A und M ™! ein gemeinsames Eigenvektorsystem zu finden. Dieses kime
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den Achsen gleicher Helizitat sehr nahe. Andererseits gehoren beide Eigenvektor-
aufgaben zu verschiedenen Gedankenexperimenten, so dafl sich keine so einfache
anschauliche Bedeutung mehr ergibt. Fordert man etwa die Parallelitdt der linien-
fliichtigen Vektoren zu den beiden verschiedenen Gedankenexperimenten

FLHBM )

so ergibt sich zwischen den freien Vektoren wieder die verallgemeinerte Eigenwert-
aufgabe

Asdy| (C—B1A'B,) Ty

Wie im letzten Abschnitt kann die Theorie der Formenbiischel?2 angewandt werden.
Das verallgemeinerte Eigenwertproblem fiir zwei Matrizen wird dadurch gelost, daf3
man durch die eine symmetrische Matrix ein Skalarprodukt auszeichnet, um dann
im entsprechenden Basissystem weiterzuarbeiten. In diesen Koordinaten kann dann
die verbleibende Matrix durch eine dort (und nur dort) orthogonale Transformation
diagonalisiert werden. Die das Skalarprodukt auszeichnende Matrix ist hier M. Es

kann also eine gemeinsame Basis fiir die Matrizen A und (C — B 1A71B2) = M
gefunden werden, bestehend aus den sog. Hauptvektoren des Biischels A + \M,
in der beide Matrizen diagonal sind. Da die beteiligten Matrizen hier invertierbar
sind, folgt

(C— B1A™'B,y) Addy| Ty

und die Hauptvektoren sind einfach die Eigenvektoren der Matrix
(C-BIA'B;)A baw. M (D-SM'S) |

oder fiir die Flexibilitdtsmatrix passender (D — S;M~1S,) M. In diesem nichtor-
thogonalen Koordinatensystem fallen dann funktionelle Achsen und Richtungen
zusammen. Von einer Definition der Normalform iiber ein nichtorthogonales Ko-
ordinatensystem mufl aber, wieder wie oben, aus Griinden der Vergleichbarkeit
von MeBiwerten Abstand genommen werden. Noch schlimmer wird die Situation
fiir gemessene Matrizen, da deren Eigenwerte nicht einmal mehr reell sein miissen.
Dennoch werden die Ergebnisse dieses Abschnitts im Kapitel B, welches Vorhersa-
gen iiber Aufhdngungen enthélt, Verwendung finden.

2.5 Standardformen der elastischen Matrizen

Der Trégheitstensor im Schwerpunkt wird beim starren Kérper dazu benutzt, Rich-
tungen im Raum auszuzeichnen. Er verkniipft die beiden axialen Vektoren. Diese
Definition ist translationsinvariant, da sie nur im Schwerpunkt gilt. Die Analogie
zwischen Masse und Trégheitstensor auf der einen Seite und der Steifheitsmatrix

22Vgl. etwa [20] X. §6 oder wieder [73] §13.8, §14.4 und §15.5.
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auf der anderen Seite wird in den Abschnitten B.1.1] und dem Beginn von noch
klarer herausgearbeitet werden. Hier sind die Matrizen A und M translations-
invariant und kommen daher als Grundlage einer Definition von ausgezeichneten
Richtungen in Frage, aber nur M verkniipft im Gegensatz zu A die beiden axialen
Vektoren miteinander. Das tut zwar auch die Matrix C', aber diese ist im Gegen-
satz zu C — B1A By = M ! nicht translationsinvariant. Es muff demnach eine
Definition gefunden werden, mit der man aus M und M ~" dieselben Richtungen
herausbekommt. Genau das leisten die Eigenvektoren einer Matrix, also werden
zur Definition dieser Normalform die funktionellen Achsen des letzten Abschnitts
herangezogen 22 Mit einer Tilde % (oder genauer *|; bzw. *|7p) sollen im Folgen-
den die auf das elastische Zentrum transformierten Grofien und mit einem Hut *
die Standardformen der Gréfen gekennzeichnet werden.

Je nach Anwendungsbereich sollen diese Standardformen dabei verschiedene Na-
men tragen. Wahrend die Realform auf beliebige Melwerte angewandt werden
kann, ist die Normalform fiir symmetrisierte oder unter Annahme eines Potentials
berechnete Matrizen angemessen. Die Idealform wird, wie der Name schon sagt,
nur in idealen Féllen benutzt, etwa wenn M und A von sich aus in kartesischen
Koordinaten diagonal sind. Speziell bei Aufhdngungen mit hoher Symmetrie wird
das Sinn machen. Sie ist zur Auswertung von Mefiwerten weniger geeignet. Erge-
ben sich weitere Symmetrien, etwa bei der Existenz eines Widerstandszentrums,
so sollen weitere Namen verwandt werden, um diesen Umstdnden Rechnung zu
tragen.

In der Theorie, also insbesondere fiir zueinander passende Koordinatensysteme,
sind beide elastischen Matrizen symmetrisch. Es gilt also

D = D°

M = M?°

S, = SlT =S
fiir die Flexibilitatsmatrix und

A = A°

cC = C°

B, = B'=B
fiir die Steifheitsmatrix.

-1
Durch die symmetrische Matrix M = (C - B A_lBT) werden nun Richtungen
im Raum ausgezeichnet:

23Nicht nur die Analogie zu den Haupttrigheitsachsen hat bei dieser Wahl eine Rolle gespielt.
Meinen Erfahrungen mit realen Meflwerten nach ist M von der Fehlerfortpflanzung her bei
schlecht zur Theorie passenden Daten giinstiger: Die Matrix M ist in allen mir zur Auswertung
vorgelegten Féllen im Gegensatz zu A symmetrischer (im Sinne der Giite aus Anhang [A.2.3)) und
dariiber hinaus meistens sogar diagonaldominant.
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Die charakteristischen Richtungen der elastischen Aufhdingung sind die
funktionellen Achsen, also die normierten Eigenvektoren e; der symme-
trischen Matrix M . Die Transformationsmatriz R setzt sich aus den in
einem Rechtssystem angeordneten Spaltenvektoren iber R = (eq, ez, e3)
zusammen,; sie ist eine Drehmatrix. Die reellen und positiven Eigenvek-
toren m; sind dabei der Griffe nach angeordnet; zur Veranschaulichung
am Meflobjekt kann optional ihre Reihenfolge dem urspringlichen Ko-
ordinatensystem (e, e,, e,) angeglichen werden.

Damit ist die Normalform der Steitheitsmatrix bis auf eine prinzipiell noch mogli-
che zyklische Permutation der Eigenvektoren eindeutig bestimmt. Da die Matrix
M symmetrisch ist, 1483t sie sich durch die Drehung R auf Hauptachsen- bzw.
Diagonalgestalt diag (m;) transformieren

M = diag (m;) = RMR" |

womit die Normalform der elastischen Matrizen gefunden ist:

In der Normalform der Flexibilitdts- bzw. Steifheitsmatrix sind die trans-
formationsinvariante Teilmatriz M und ihre Inverse C — BA BT
diagonal.

. _..\D
In Z gilt (M 15) = 0, also ist Sy = WM, wobei W symmetrisch ist vgl.

2.2.5.2 und iiber das elastische Zentrum definiert ist, also W = W. In Blockkom-
ponenten sicht die Normalform von F damit so ausZ®

. (R 0 R 0 D’ diag (m:) W°
(5 2 ) 7 (0 )~ (i
. iag (m;) iag (m;)
(2.53)
Damit sind die urspriinglich 21 Komponenten einer symmetrischen 6 x 6-Matrix
auf 3 Diagonaleintriage in der transformationsinvarianten Teilmatrix M plus zwei-
mal 6 Komponenten der beiden symmetrischen Teilmatrizen D und W reduziert.

Die Differenz von 6 Groflen sind genau die 6 Freiheitsgrade der Translation und
Rotation — hier festgelegt durch die Transformation auf das elastische Zentrum

2piir § = RTS,R folgt keine so einfache Gestalt. Allenfalls fiir die Teilmatrix C gilt

Cy

R” (c,)R %D RT (C _BA'BT _ WAW) R

R"(M'-WAW)R

en
= diag(m;') - WAW

d. h. falls ein Widerstandszentrum existiert, ist auch C diagonal.
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und die Drehung auf die funktionellen Achsen. Als Néchstes soll diese Definition
auf nicht symmetrische Ausgangsmatrizen verallgemeinert werden.

Bei fehlerbehafteten Matrizen versagt eine Definition iiber die Eigenvektoren, da
diese dann nicht mehr reell sein miissen. Um die verbleibenden Freiheitsgrade der
Rotation in den Referenzsystemen der Lasten und Lagen zu beriicksichtigen, wird
statt der Eigenvektoren von M die Zerlegung in ihre singuléiren Werté? verwendet.
Aus zwei Drehungen R; und R, mit der Eigenschaft, da diag (m;) = R,M R},
setzt man nun zwe: Drehungen

_ (B O _ (B O
Rq.—<0 Rq> und Rf.—<0 Rf)

fir die verallgemeinerten Lagen ¢ = R,q und Lasten f= Ryf zusammen und
verfihrt weiter wie oben. Damit nutzt man die Freiheit aus, daf§ die Orientierung
von Last- und MeBsystem prinzipiell unabhéingig voneinander wihlbar ist 28 Man
erhélt fiir MeBwerte die Normalform, fiir reale Mewerte die Realform:

Wie in der Normalform ist in der Realform der Flexibilitdtsmatriz
die transformationsinvariante Teilmatric M bzw. thre Inverse C —

A -

B A 132 diagonal.

Das hat dieselben Konsequenzen fiir die Matrizen S; und S5 wie in der Normal-
form fiir S. Die urspriinglich 36 Komponenten einer 6 x 6-Matrix sind nun auf
3 Diagonaleintriage in der transformationsinvarianten Teilmatrix M plus zweimal
6 Komponenten der symmetrischen Matrizen W), und W, plus 9 Komponenten
der Teilmatrix D reduziert. Die Differenz von 12 Groflen sind genau zweimal die
6 Freiheitsgrade der Translation und Rotation — hier festgelegt durch die bei-
den Transformationen auf das elastische Zentrum und die beiden Drehungen der

2Vgl. [73] §16.5. Der Zusammenhang zwischen der Hauptachsentransformation und der Zer-
legung in die singuldren Werte ergibt sich wie folgt. Sei M zerlegt in

M = RIMR; = Rl diag (m;) Ry, also M = diag(m;) = R,M R}
Auch die symmetrischen Matrizen MM? und M M werden dadurch zerlegt

MM?" = R!diag(m;) R;R}diag(m;) R, = R} diag (m?) R,
M"™M = Rjdiag(m;) R R, diag(m;) Ry = R}diag(m}) Ry ;

die beiden Drehmatrizen der Zerlegung in die singuléren Werte sind also die der Hauptachsen
von MM" und M"M.

26Die Situation ist vergleichbar mit der, die zur Definition des elastischen Zentrums fiihrte.
Dort konnte die Wunschvorstellung eines Widerstandszentrums nur fiir symmetrische Matrizen
in das elastische Zentrum umgedeutet werden. Fiir unsymmetrische Matrizen ergaben sich zwei
Ausfertigungen des elastischen Zentrums: Translations- und Drehmomentszentrum. Entsprechend
erhélt man fiir die beteiligten Koordinatensysteme jeweils eine mogliche Orientierung.
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Zerlegung in die singuldren Werte. Die Komponenten der Realform sind

(2.54)

R . . S
F= ReForR} == ( b diag (m:) W, ) ;

Wfdiag (m;) diag (m;)
und wieder ist C' diagonal, falls ein Widerstandszentrum vorliegt.

Storend an diesen beiden Definitionen ist nur die fehlende Forminvarianz der Stan-
dardform von Flexibilitdts- und Steifheitsmatrix. Unter Preisgabe der Orthogona-
litdt des Referenzsystems oder in speziellen Situationen erhilt man im gemeinsa-
men Eigensystem von A und M, also in dem der Achsen konstanter Helizitéat, die
Idealform der Matrizen, die dieses Problem iiberwindet:

In der Idealform der Flexibilitits- bzw. Steifheitsmatriz sind die beiden

~1
translationsinvarianten Teilmatrizen M = (C —BIA_lBQ) und

A= (D - SQM_lsl)il diagonal.

Mit (2:43) folgt nun 1
DDT:Ai +WMMWL )

weshalb, falls ein Widerstandszentrum existiert, auch D = A~! diagonal ist.

Nun sind die urspriinglich 36 Komponenten einer symmetrischen 6 x 6-Matrix auf
3 Diagonaleintriage in den transformationsinvarianten Teilmatrizen A und M plus
zweimal 6 Komponenten der beiden symmetrischen Matrizen W und W), also
insgesamt 21 Eintrdage, reduziert. Die Idealformen der elastischen Matrizen lauten

é diag (a;) —diag (a;) Wy,
a —WLdiag (a;) diag (mf) — WLdiag (a;) Wy,
Fo_ diag (a;l) + Wy diag (m;) W, Wydiag (m;)
diag (m;) Wy, diag (m;) ’

und fiir ein Widerstandszentrum sind dann beide gleich auf Diagonalform gebracht.
Die Differenz von 3 weiteren Gréflen gegeniiber der Normalform liegt an der Fest-
legung von drei nichtorthogonalen Achsen: Diese haben dreimal 2 Freiheitsgrade
statt der Orientierung allein.

Natiirlich ist die Idealform auch auf symmetrische Matrizen anwendbar, wobei sich
dann wegen W = W), die Anzahl der unabhéingigen Komponenten von 21 auf
12 statt von 36 auf 21 reduziert: 3 fiir das elastische Zentrum und 6 fiir die Achsen
fehlen.

Uber diese drei Definitionen hinaus sind noch — immer spezieller werdend — die
folgenden Situationen sinnvoll mit Namen zu belegen: die Blockdiagonalform, bei
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der ein Widerstandszentrum vorliegt, und die Diagonalform, bei der zusétzlich
die Idealform vorliegt. Ein Sonderfall ist noch die Skalarform, die die Form der
Massenmatrix (vgl. BT ist, bei der die Stérke der elastische Authidngung, wie die
Trégheit eines Massenpunktes, durch ein Vielfaches der Einheitsmatrix beschrieben
wird, vgl.



Kapitel 3

Effekte realer Messungen

An biologischen Objekten gewonnene Mefwerte stimmen leider nur selten mit der
Vorhersage einer strengen Theorie iiberein. In diesem Kapitel sollen einige Be-
sonderheiten realer Me3daten besprochen werden, die nicht mit den idealisierten
Vorstellungen des letzten Kapitels iibereinstimmen. Diese Diskrepanzen koénnen
mehrere Ursachen haben:

1. im MefBobjekt selber, bzw. in einer geeigneten Zustandsgleichung, die bei-
spielsweise auch eine Beschreibung von Relaxationseffekten einschlieit (Ab-

schnitt B.),

2. in der Auswertung, die die Rohdaten in eine Flexibilitédts- bzw. Steifheitsma-
trix umwandelt (Abschnitt B2), und schlielich

3. im Versuchsaufbau bzw. in der Durchfiihrung der Messung (Abschnitt B.3]).

Nicht alle Effekte lassen sich mit den von mir erdachten Auswertungsmethoden
getrennt aus den Mefldaten ablesen. Als einzigen Vorschlag kann ich dann eine
plausible Reihenfolge der Groflenordnungen der fehlerverursachenden Effekte an-
bieten.

3.1 Zustandsgleichungen und Dynamik

Eine Gleichung der Form

¢=Ff
besagt, daf} eine Last f(t) ohne zeitliche Verzogerung eine Auslenkung ¢(t) hervor-
ruft. Dies entspricht dem sich in der Realitét erst allméhlich einstellenden Gleichge-
wichtszustand. Das HOOKEsche Gesetz ist demnach der Idealzustand. Die Auftra-
gung von ¢(t) gegen f(t) bei realen Messungen ergibt oft Hysteresekurven mit von

70
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der Art des Kraftstofies abhéngenden Verldufen, [3, 4] und [72]. Je nach Verhalten
unter Wechsellast unterscheidet man

1. Echte Hysteresen mit § F'ds > 0, es wird Energie dissipiert;

2. Achtférmige Kurven mit Doppelpunkt im Ursprung und § Fds =~ 0. In die-
sem Fall existieren zusétzlich zum elastischen Potential noch zusétzlich wei-
tere innere Freiheitsgrade, die wihrend eines Umlaufes elastische Energie
aufnehmen und wieder abgeben koénnen.

Zeitabhéngige Probleme werden durch Bewegungsgleichungen beschrieben. Daher
werden als Erstes zusatzliche Kréifte untersucht: Die der Trégheit und die der in-
neren Reibung.

3.1.1 Kinetische Energie

Ein ausgezeichneter Punkt des starren Korpers, der als Ursprung des koérperfesten
Koordinatensystems dient, bewegt sich auf der Bahn d(t). Die Koordinatenachsen
drehen sich mit der Drehmatrix R(¢). Ein Punkt des starren Korpers, beschrieben
durch den Ortsvektor &, bewegt sich dann auf der Bahn

z(t) = d(t) + R(t)€

Fiir kleine Bewegungen reicht der Drehvektor 8 wegen R(t) = I 4+ ¢ + O(6?) zur
Beschreibung der Bewegung aus. Die Bahngeschwindigkeit lautet also?

x(t) =d(t) +0(t) x &

Nun kann die Bahngeschwindigkeit in den verallgemeinerten Koordinaten ausge-
driickt werden mittels

B(E1) = d(t) - Qe0() = (11 - Q) d(0)
::X
— X(£)i(t)

I Fiir endliche Bewegungen erhilt man die Ableitung R einer Drehmatrix aus I = RT R iiber
die Produktregel

: . . . A\T .
0=R'R+R'R=R R+R'R=(R'R) +R'R
Da offenbar R” R eine antisymmetrische Matrix € ist, folgt
R=RQ |,

nach einem Vektorprodukt im Gangsystem folgt also die Drehung ins Rastsystem. Einen analogen
Ausdruck mit einem Vektorprodukt im Rastsystem erhélt man analog aus I = RR”.
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Die kinetische Energie ist eine Funktion der Zeit T'(t), gegeben durch eine Integrati-
on iiber alle Massenelemente dm des Korpers. Mit der Massendichte p(§) bekommt
man die kinetische Energie

T(t) = ; ﬂ &2dm = ; ﬂ &Tip(€)dV = ; / " XT X ip(€)dV
= i ([ x xp@av)q

=M

als quadratische Form T = %qt/\/tq der verallgemeinerten Geschwindigkeiten mit
der Massenmatriz M. Die innere Struktur der Massenmatrix 143t sich nun berech-

nen iber
1
M= /(m)( P -0

¢ ) p&)d

_ (ﬂpr(é)dV ﬁﬂgp(é)dv>

IQcp(€)dV  — [ p(&)dV

@ ( JIp(&)dV  —fQep(&)dV )
JQup(£)dV €2 P p(€)dV

- mI —mS),

- mS J ’
worin m die Gesamtmasse, s der Ortsvektor des Schwerpunktes und J der Trig-
heitstensor sind. Liegt der Koordinatenursprung im Schwerpunkt, so verschwinden
die Nebendiagonalmatrizen. Gedreht auf die Haupttragheitsachsen, ist J und da-
mit ganz M diagonal. Das ist das von der Massenmatrix bevorzugte Koordina-

tensystem. Dieselbe Rechenvorschrift wie fiir das elastische Zentrum ergibt formal
angewandt auf M

— [(mI)_1 (—mQS)]D =+QP =5 |

was die Analogie des elastischen Zentrums zum Schwerpunkt noch einmal unter-
streicht 2

Das Transformationsverhalten der Massenmatrix M a6t sich aus einer Translati-
on der Integrationsvariablen £ ableiten; da die Transformationsmatrizen aus (2.])
und (2.3) keine Funktionen der Zeit sind, transformieren sich die Ableitungen der

2Noch deutlicher wird dies, wenn man statt der Matrizen X wieder die Transformationsma-
trizen 7 verwendet. Die Massenmatrix ergibt sich dann aus

(e 2)("5" 5) (o )
oo “oi)=(ma %)

M
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Lasten oder Lagen wie die Lasten oder Lagen selber. Unter Wechsel des Koordi-
natenursprunges transformiert sich die Massenmatrix M daher wie die Steifheits-
matrix S. In Komponenten kann man nun etwa M beziiglich O durch die Form
im Schwerpunkt S ausdriicken. Es ergibt sich

Mo = TosMsTd,
(T o0\(mI 0)\[(I -9,
S\ Q I 0 Js)\o I
B mlI —mS,
-\ mQ, Jg—mQ? ’
also speziell fiir den Tragheitstensor mit
Jo=Jg+ mszPsl ,

besser bekannt in der Koordinatenform (Jo),; = (Js),; +m (s%0;; — sis;) als Satz
von STEINER — ein weiterer Beleg fiir die Leistungsfihigkeit des hier verwendeten
Formalismus.

Die Bewegungsgleichung eines reibungsfrei elastisch aufgehéngten starren Korpers
ergibt sich nun aus dem Kréftegleichgewicht

0=Mij+Sq . (3.1)

Die Matrizen M und § miissen nicht im selben Bezugssystem diagonal sein, d. h.
die zu erwartenden Bewegungsformen miissen nicht einfach sein. Eine harmonische
Bewegung ¢ = qoe™! fiihrt iiber 0 = (= Mw? + 8) goe™! auf die charakteristische
Gleichung

det (—Mw2 + 8) =0 |,

eine Gleichung sechsten Grades fiir die Quadrate der Eigenfrequenzen, d. h. fiir
die Eigenfrequenzen selber liegen immer Doppelwurzeln vor. Die zu den w;, ¢ =
1...6 gehorenden Losungen (gp), nennt man Normal- oder Hauptkoordinaten des
Systems.

Die Vorstellung, dafl ¢ = goe™* eine harmonische Schraubschwingung darstellt, muf
noch prézisiert werden. In den Formeln (2.4) und (2.5)) fiir die Aufpunkte, sowie
2.0) und (2.7) fiir die Steigungen der Schrauben stehen in den Z#hlern Produkte
aus zwei Grofien ~ ¢! und in den Nennern ein Betrag. Es ergeben sich also fiir eine
Normalmode Schraubsteigungen oder Schraubachsaufpunkte, die mit der doppelten
Frequenz harmonisch schwingen, etwa

1
|06iwt|2

_ 1

=0 (@od)e™" |

(Hei“’t o de“"t)

und entsprechende Ausdriicke fiir die Schraubparameter der Kraftschraube. Bei ei-
ner Superposition von Normalmoden kénnen die zeitabhéngigen Terme im Nenner
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nicht mehr gekiirzt werden, es ergeben sich dann keine harmonischen Bewegungen
mehr.

Um Hysteresen beschreiben zu koénnen, mufl noch ein Modell fiir die Dampfung
gefunden werden, was im néchsten Abschnitt geschehen soll.

3.1.2 Dissipation

Statt die Uberlegungen auf der Existenz eines elastischen Potentials aufzubauen,
mufl Thermodynamik betrieben werden. Die Effekte miissen {iber die Gleichung

dU = TdS + oydey; bzw. dU = TdS + fdg

oder fiir den Fall weiterer Freiheitsgrade durch entsprechende Beziehungen berech-
net werden. Ein thermodynamischer Prozef ist aber nur dann reversibel, wenn er
mit beliebig kleiner Geschwindigkeit verlauft; nur dann stellt sich zu jedem Zeit-
punkt ein Gleichgewichtszustand ein.

Unter Auflerachtlassung der auf Warmeleitung beruhenden Anteile der dissipierten
mechanischen Energie wird diese allein durch Prozesse der inneren Reibung erklart,
vgl. ([40], §33). Statt dem HOOKEschen Gesetz 0;; = \;ju€r besteht nun noch
zusétzlich ein Anteil des Spannungstensors, der linear von der zeitlichen Ableitung
der Dehnung abhéngt, also insgesamt

Oij = Nijki€ki + Mijki€rl

Da in unserem Fall der elastisch aufgehédngte starre Korper durch weniger Frei-
heitsgrade beschrieben werden kann, gilt einfach

fi =8ijq; + Dijq;

wobei D die zur Dissipationsfunktion gehérende symmetrische 6 x 6-Matrix ist,
vgl. [38] §25. Die Bewegungsgleichung eines solchen Mediums unter Einflufl der
duBeren Last f(¢) lautet nun

f(t) = Sq(t) + Dg(t) + Mi(t) . (3.2)

Dieses ist die einfachste allgemeine Gleichung, mit der ein Meflvorgang am elastisch
aufgehdngten starren Korper beschrieben werden kann.

Der Ansatz ¢ = qoe*! fiir das homogene System fiihrt nun auf die Sikulargleichung
det (S+ kD + kM) =0

eine Gleichung 12-ten Grades in der komplexen Variable k. Mit steigender Damp-
fung findet eine zunehmende Aufspaltung der Doppelwurzeln des ungeddmpften
Systems statt. Durch Variation der Konstanten kann schliellich eine allgemeine
Losung fiir die Inhomogenitét f(t) gefunden werden.
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3.1.3 Zeitabhingigkeit und Superpositionsprinzip

Die Frage ist also, wie man auch in solchen Situationen den HooKkEschen Anteil,
also die elastischen Matrizen F bzw. S, der Aufhdngung mifit. Ublich sind folgende
Methoden (© ist dabei die HEAvVISIDEsche Stufenfunktion):

1. Kriechversuch: f = fo - ©(t —to) und ¢q(t — o0o0) wird gemessen,

2. Relazationsversuch: ¢ = qo - ©(t — tp) und f(t — oo) wird gemessen.

Es kann zu unsinnigen MeBzeiten fithren® im Rahmen der Genauigkeit bis zum
vollstdndigen Einstellen des thermischen Gleichgewichtes zu warten. Zu kleine
MefBzeiten gegeniiber den Relaxationszeiten fithren aber beim Kriechversuch auf
systematisch zu niedrige Auslenkungen und damit auf zu niedrige Matrixeintrage.
Eine numerische Extrapolation auf den Funktionswert der Asymptote ist ebenfalls
schwierig durchzufiihren.

Eine denkbare Methode zur Verkiirzung der Mefzeit nutzt die Abhéngigkeit von
der Form des KraftstoBes: Durch eine anfingliche Uberhthung Af der Last auf
fHAf wird q(f+Af) auf den erwarteten asymptotischen Wert von ¢(f) gebracht.
Danach wird die Last wieder auf f verringert und nur noch gewartet, bis sich die
inneren Spannungen des Materials abgebaut haben. Das Problem hierbei ist dabei
die Bestimmung des zu erwartenden asymptotischen Wertes. Ebenso konnte man
versuchen, durch eine aktive Regelung des Kraftsystems einen konstanten Wert fiir
die Lage einzustellen oder durch Verédnderung der Lage einen konstanten Wert fiir
die Last zu erhalten.

Eine weitere Methode soll im Folgenden beschrieben werden. Fiir eine grofie Klasse
von realen Materialien gilt das Superpositionsprinzip (o € IR)

q(f1(t) + f2(1) = q(f1(t)) +q(fa(?))
q(af(t) = aq(ft) .
oder der umgekehrte Zusammenhang fiir f(g), in der Mathematik besser bekannt
als Linearitdt. Entsprechend nennt man ein solches Materialverhalten linear. Die

zeitliche Abhéngigkeit der Last f(¢) von der Auslenkung ¢(t) a8t sich dann mit
dem linearen Differentialoperator £ formulieren als

f(t) =Lq(t)

in Ubereinstimmung mit der obigen Bewegungsgleichung. Der HoOOKEsche Anteil,
also die Steifheitsmatrix §, ist einfach der asymptotische Wert von L fiir f = const.

3Beispielsweise ergaben die Messungen zur initialen Zahnbeweglichkeit [3, 4] Zeitkonstanten in
der Grolenordnung von 30s. Dabei ist noch unklar, ob {iberhaupt eine Relaxation im eigentlichen
Sinne stattfindet. Eine Bewegung des Zahnes wie bei einer kieferorthopédischen Behandlung kann
nur mit einem Fliissigkeitsmodell beschrieben werden. Fiir eine linear viskoelastische Fliissigkeit
ist aber der Kriechversuch unsinnig.
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Um lineare Fluide mathematisch beschreiben zu konnen, benétigt man einen zwei-
ten Differentialoperator der auf die Lasten wirkt. Die konstitutive Gleichung hat
dann die Form

Lpf(t) = Lyg(t)
welche fiir alle linear viskoelastischen Medien gilt. Die hier interessierenden Glei-

chungen sind analog zum KELVIN-VOIGT-Modell, vgl. Abschnitt B.1.2] oder zum
Drei-Parameter-Modell 2

Sei fp(t) eine bis zum Maximum f,,,y wachsende Belastungsfunktion und fg(t) =
fuax — [B(t) die zugehorige Entlastungsfunktion, sowie ¢, die asymptotisch zu
frrax gehorende Auslenkung. Die Be- und Entlastungsexperimente werden zu ver-
schiedenen Zeitpunkten ¢; und ¢, durchgefiihrt, also

;CffB(t — tl) = ,quB(t — tl) und
Life(t—ts) = Lyge(t—ta)

Ausnutzen der Linearitétseigenschaften liefert weiter

Li(fuax — fB(t —12)) = Lyqe(t —ts)
‘CffI\lAX _EffB(t_tZ) = quE(t_tQ)
‘CffMAX - ‘CqQB (t - t2) = 'CqQE(t - tz)

Wegen des Verschwindens der Ableitungen von fuyax gilt Lrfyax = fuax und
schlieBlich

fMAX = ‘Cff]V[AX = EqQE(t - t2) + EqQB(t - t2) = ﬁq (QE<t - t2> + QB(t - t2>)

Bringt man nachtréglich fiir die aufgezeichneten Verldufe die Zeitnullpunkte ¢; und
ts in Ubereinstimmung, etwa durch einen klar erkennbaren Knick im Kurvenverlauf,
so erhdlt man den asymptotischen Wert iiber

fMAX - Eq (qB(t) + qE(t)) - Eq‘]oo = Sqoo

Mit einer Durchfithrung von Be- und Entlastungsexperiment kann man so gleich-
zeitig zum einen die Linearitdt der zu Grunde liegenden Gleichungen {iberpriifen
und zum anderen direkt den HOOKEschen Anteil ermitteln. Die Brauchbarkeit die-
ses Modells kann an der zu verschiedenen Zeitnullpunkten berechenbaren Konstanz
von qp(t —t1 + t1) + qe(t — ta + to) iberprift werden. Uber eine Mittelung der
Kurvenverldufe kann dann auf den asymptotischen Wert mit erhohter Genauigkeit
geschlossen werden.

Dadurch kann der Einflul folgender Fehlerquellen beseitigt werden:
e Es wurde nicht auf Sattigung extrapoliert, und die Relaxationszeiten der

zu den Matrixelementen gehorenden Prozesse sind unterschiedlich, d. h. sie
setzen sich aus verschiedenen Normalmoden zusammen.

4Niheres zur linearen Viskoelastizitét findet sich in [19].
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e Das elastische Medium ist in Wirklichkeit eine sehr zdhe Fliissigkeit, daher
liefert der Versuch einer Extrapolation auf den asymptotischen Wert kein
sinnvolles Ergebnis.

Die Schwierigkeit besteht nun in der Bestimmung des geeigneten Zeitnullpunktes,
so daB gp(t) + qe(t) = const moglichst gut erfiillt ist.

Unter Annahme einer bestimmten Zeitabhéngigkeit lassen sich genauere Aussagen
treffen als mit der Linearitéit allein. Das soll im néchsten Abschnitt erfolgen.

3.1.4 Spezielle Lastsysteme

In diesem Abschnitt sollen Effekte spezieller Lastsysteme besprochen werden. Dazu
gehoren die zeitlich konstante Last mit Be- und Entlastungsexperiment und die
lineare Last mit gleichméflig anwachsender Last. Der Einflul der Tragheit sei als
gering vorausgesetzt. Die Gleichung (B.2]) vereinfacht sich nun zu

f(t) = Sq(t) + Dq(t)

Bei gegebener Lastfunktion f(¢) und vorgegebenen Anfangswerten gy := q(t = to)
ist das ein lineares System von Differentialgleichungen von erster Ordnung

q(t) = =D~'Sq(t) + D' f(1) (3.3)

mit konstanten Koeffizienten. Die allgemeine Losung 148t sich entweder durch Va-
riation der Konstanten gewinnen oder mit der Propagatormethode. Mit dem Pro-
pagator

P(t,7) :=exp (—(t - T)D_18> :

fiir welchen

P=-D 'SP

gilt, lautet die allgemeine Losung zu einer gegebenen Lastfunktion f(t)

qwzpmmm+/P@ﬂvvaT. (3.4)

Die Exponentialfunktion einer Matrix ist iiber ihre Potenzreihe definiert, ihre prak-
tische Berechnung erfolgt iiber ihre Zerlegung in Eigenvektoren oder iiber ihr Mini-
malpolynom, vgl. [73] §20.3E Die Methode iiber die Eigenvektoren des homogenen
Systems, also {iber die Sékulargleichung, ist mit der Propagatormethode identisch.

Es sollen ferner die durch die angelegten Lastfunktionen erzeugten Drehschrauben
untersucht werden, und zwar sowohl die absoluten (auch endlich oder finit genannt)
als auch die momentanen, welche differentiell zu berechnen sind.

5Zum Nachrechnen der Losung benétigt man, daf8 eine Matrix und ihre Exponentialabbildung
miteinander vertauschen, was aber nach der Definition tiber ihre Potenzreihe klar ist.
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3.1.4.1 Die konstante Last

Eine konstante Last ist einfach gegeben durch

f(t > to) = fo

und beinhaltet unter Vernachléssigung der Tréagheitseffekte Be- und Entlastungs-
experiment. Mit F = S~! erhilt man nun die Losung der Differentialgleichung
B3) zu

q(t) = P(t,to)qo + (Z = P(t, o)) Ffo - (3.5)

Fiir grofle Zeiten ergibt sich das asymptotische Verhalten
q<t - OO) = FfO )
und nahe ¢, ergibt sich das lineare Verhalten

gt ~t)) = qo+ (t—1t0)D'S(Ffo—q)
= g+ {t—1t)D " (fo— Sq) =g+ (t — to)q

Die Flexibilitatsmatrix ergibt sich also nach Abklingen der zeitabhidngigen Terme
aus mehreren Belastungsexperimenten. Dazu ist das Gleichungssystem ¢., = F fo
mit einem passenden statistischen Verfahren zu losen, vgl. Abschnitt Die
Dampfungsmatrix erhélt man dann ebenso aus dem Verhalten nahe t; entweder
mit gemessenem bekanntem ¢g und C'S oder, falls ¢ oBdA. zu qo = 0 gewéhlt
werden kann, aus ¢; = D! fj.

Die Schraubparameter ergeben sich nun mit der Formel (2.8), wobei sich die Zeit-
entwicklung von d und 6 aus der von ¢ durch Dekomposition ergibt. Im asympto-
tischen Fall sind die Lagen konstant und es existieren keine momentanen Schraub-
achsen mehr. Die absoluten Schraubachsen hingegen sind konstant. Werden die
momentanen Schraubachsen zu ¢y = 0 durch eine endliche Differenz berechnet, so
ergibt sich in der Nédhe des Nullpunktes

Aq - _D_lfOAt )

d. h. am Anfang der Bewegung bleiben die momentanen Schraubachsen konstant;
der gemeinsame Faktor At kiirzt sich heraus. Die allgemeine Zeitentwicklung lautet

i(t) = P(g— Ffo)=—-D'SP(t) (g0 — Ffo) = —P(t)D'S (90 — F fo)
= —Pt)D~" (Sqo — fo)

Ist nun D! (Sqo — fo) eine Fundamentalmode des Systems, so wird die Zeitent-
wicklung durch eine einzelne Exponentialfunktion beschrieben, welche sich bei der
Berechnung der momentanen Schraubparameter wiederum heraushebt. Es gibt al-
so 6 Lastfélle, zu denen ein Belastungsexperiment konstante Momentanschrauben
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mit jeweils nicht notwendig gleichen Konstanten liefert. Da schon fiir etwa zwei
Fundamentalmoden gilt

(dlez’wlt + d2€iwﬁ) o (eleiwlt + 02€int) B (dl + dgei(“’Q*U-’l)t) o (01 + 926i(w27w1)t)
yglewlt 4 gzemt|2 - ‘31 4 02€i(w27w1)t|2

Y

ergibt sich fiir eine allgemeine Mode eine beliebig komplizierte Zeitabhéangigkeit
der Schraubparameter.

3.1.4.2 Die lineare Last

Die néachst einfachere Last nach der konstanten ist eine linear mit der Zeit anstei-
gende (oder fallende) Last. Zusammen mit einer konstanten Last ergibt sich die
lineare Last

f(t > to) = f() + (t — t(])fl ,

wobei fy und f; rdumlich nicht proportional zueinander sein miissen@

Die Losung der Differentialgleichung (B.3]) lautet nun
q(t) =P(t,to)q + (t —to)Ffr + (T —P(t, t0)) (Ffo — FDF f1) (3.6)
mit der asymptotischen Losung
q(t = 00) = Ffit + Ffo— FDF fi = ¢oo + it

Die Flexibilitdtsmatrix ergibt sich aus den Steigungen zu verschiedenen Lasten f.
Mit ihr 148t sich aus den Achsabschnitten die Dampfungsmatrix berechnen, vgl.

auch B.2.3]

Nach Abklingen aller Relaxationsprozesse ergeben sich absolute Schraubachsen mit
der Zeitabhingigkeit
(doo + dit) 0 (0 + 011)
| (B + O11) |?

aber differentiell, sowie mit endlichen Differenzen nach Kiirzen der Zeit, konstan-
te momentane Schraubachsen. Fundamentalmoden ergeben nun keine konstanten
Schraubachsen mehr, da aus ¢(t) = oo + @it + g™ auch nach Differentiation kein
gemeinsamer Faktor mehr herausgezogen werden kann. Zu Beginn der Lastaufbrin-
gung ergeben sich, wie gehabt, konstante Momentanschrauben.

Durch eine abgebrochene TAYLORentwicklung erhélt man im allgemeinen Fall in
erster Ndherung linear und in zweiter Naherung quadratisch von der Zeit abhéngen-
de Schraubparameter. Die zu verwendende Ordnung der Entwicklung wird durch
die Grofle der einzelnen Terme und die erforderliche Genauigkeit bestimmt.

6Im Gegenteil: Wahlt man etwa als Last eine reine Kraftschraube mit konstantem Anteil
Fe, und linearem Anteil Te,, so entstehen je nach Wahl der Kraftwirkungslinie zusétzliche
Drehmomente in der yz-Ebene. Fy und F'; sowie Ty und T'; stehen also senkrecht aufeinander.
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Interessant ist ferner die Ndaherung nahe t,. Wieder ergibt sich
g(t ~ to) = qo + (t — to)D ™" (fo — Sqo) + O ((t — ta)?)

Ist nun gy = 0 als Anfangswert vorgegeben und eine Last ohne konstanten Anteil
fo = 0 angelegt, so verlauft die Lageinderung nicht mehr linear sondern quadra-
tisch mit der Zeit. Genauer ergibt sich dann

1 _
q(t =ty) = 5(t —t)*D fy

Diese Gleichung taugt aber nur begrenzt zur Auswertung verrauschter Daten, da
der Zeitnullpunkt nicht mehr ohne weiteres aus der Lagednderung abzulesen ist.

3.2 Der Einflul der Auswertung

Einer Messung liegt immer eine Vorstellung iiber das Meflobjekt zu Grunde, etwa
eine Zustandsgleichung, welche gleichzeitig Ziel dieser Messung ist. Da iiber viele
Einzelmessungen gemittelt wird, sind meistens Annahmen statistischer Natur, etwa
iiber die Verteilung der Mefwerte, beteiligt.

Im Regelfall wird man Matrizen messen, die nicht durch eine einfache Transforma-
tion der Bezugspunkte vollstiandig zu symmetrisieren sind. Auch die Normalform
der elastischen Matrizen wird dann nicht symmetrisch sein. Nur fiir HOOKEsche
Verhéltnisse, also falls Drehmomentszentrum und Translationszentrum dieselben
Orte sind, héngt eine Symmetrisierung der Steifheitsmatrix

§5 =2 (5+57)

nicht von der Wahl des Bezugspunktes ab. Anderenfalls wird durch die Symmetri-
sierung Information vernichtet. Moglicherweise ist aber die zu diskutierende Matrix
im Rahmen der fortgepflanzten Eingangsfehler von ihrer symmetrisierten Variante
statistisch nicht verschieden. Dies kann etwa dann entschieden werden, wenn man
statt eines Punktschéatzers fiir die Me3werte einen Intervallschitzer benutzt, etwa
in Form eines Konfidenzintervalls, und den weiteren Rechenweg dann iiber das
GAusssche Fehlerfortpflanzungsgesetz kontrolliert.

Systematische Fehler konnen nur durch experimentelle Sorgfalt vermieden wer-
den, herausrechnen lassen sie sich nachtriglich kaum® Hier sollen verschiedene
statistische Verfahren vorgestellt werden, mit denen versucht wird, aus mehreren
Messungen die zufélligen, nicht vermeidbaren Einzelfehler zu minimieren.

Die einfachste und schon in der Einleitung beschriebene Methode zum Bestimmen
einer Flexibilitdtsmatrix besteht darin, einzeln die kartesischen Komponenten der

"Vgl. etwa die gegen Ende von [6.4] angewandte Methode.
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Last anzulegen und die Anderungen der Endlagen durch die jeweilige Last zu divi-
dieren. Man erhélt dann die Flexibilitdtsmatrix aus den sechs Lastfillen f1... f6
iiber

—1

dl, d2, d3, d4, d5, d6,\ (F, 0 0 0 0 0
i, d2, d3, d4, ds, d6, 0 F, 0 0 0 0
£ o_ | L od2. d3. dd. ds. do, 0 0 F. 0 0 0
01, 62, 63, 64, 65, 66, 00 0 T, 0 0
01, 62, 603, 04, 05, 06, 0 0 0 0 T, 0
1. 62. 63. 64, 05, 06, 0 0 0 0 0 T,

= (ql,q2,...¢6) (f1,f2,...f6)""

Diese Methode ist schnell und liefert sicherlich eine gute Abschéatzung der Grofien-
ordnung der Meflwerte. Sie eignet sich insbesondere — immer unter Annahme der
Giiltigkeit des Superpositionsprinzipes — auch zum Gewinnen einer Steifheitsma-
trix mit numerischen Methoden. Die sechs Lastfille miissen dazu einzeln simuliert
werden. Die Methode hat den Nachteil, alle dynamischen Effekte, die durch das
Einschalten der Kréfte ins Spiel kommen, zu vernachléssigen, d. h. das zu messende
Objekt darf keine zu groflen Zeitkonstanten besitzen.

3.2.1 Lineare Regression und Fehlerfortpflanzung

Regressionsmodelle hangen iiber das Transformationsverhalten der verallgemeiner-
ten Lasten und Lagen vom implementierten Ursprung des Koordinatensystems
ab. Die dadurch verursachten Fehler konnen vermieden werden, indem man die
Transformation auf die elastischen Zentren auf die Daten selbst anwendet und die
Schétzung so oft wiederholt, bis sich ein konsistentes Bild ergibt.

Ein weiteres Problem liegt in der Linearitdt der Regression selbst verborgen. Wie
etwa bei der Bandscheibe kann aufgrund der Symmetrie der Aufhdngung der
lineare Anteil von einzelnen Komponenten verschwinden. Wendet man auf solche
Daten iiber einen nicht zu Null symmetrischen Bereich eine lineare Regression
an, so entstehen Werte, die kaum mehr mit dem MefBobjekt zu tun haben — es
wiirde ein Parabelast durch eine Gerade ersetzt. Diese Werte kénnen dann iiber
die Fehlerfortpflanzung ein grob verzerrtes Bild der Situation vorspiegeln.

Das folgende Iterationsverfahren kénnte diesem Problem abhelfen.

1. Aus den Daten beziiglich der Koordinatensysteme M und L werden die Ko-
effizienten einer quadratischen Regression bestimmt, etwa

a(f) = Fijfi + Fijrfj v
Prinzipiell sind auch andere Schétzverfahren moglich, etwa Einzelregressio-

nen, die nicht einmal ein korrektes Transformationsverhalten besitzen miis-
sen.
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2. Nur der lineare Anteil F;; wird zur Berechnung der elastischen Zentren ]\/[7?1

und LT} verwandt.
3. Die Daten selbst werden nun auf D; und 77 transformiert.

4. Mit den transformierten Daten wird die Schitzung wiederholt und die elas-

tischen Zentren D;Dy und 1775 berechnet.

5. Die Daten werden nun auf M—DQ = M—Dl + Dl—bg und ﬁz = ﬁ 1+ TTTQ
transformiert und der Vorgang so lange wiederholt, bis M D; und LT; gegen
einen festen Wert konvergieren.

Die so gewonnene elastische Matrix ist dann der mit den Meflwerten am besten
iibereinstimmende Kandidat im elastischen Zentrum.

In Abschnitt wird sich am Beispiel zeigen, dafl mit den verallgemeinerten Linea-
ren Modellen der multivariaten Statistik die Rekursion nach einem Schritt beendet
ist, eine Folge der Linearitdt der verwandten Gleichungen. Bei anderen Schétzern,
etwa nichtparametrischen, wird das nicht mehr der Fall sein.

3.2.2 Herausrechnen mittels Zeitentwicklung

Nimmt man an, dafl eine ganz bestimmte Differentialgleichung dem Verhalten des
MeBobjektes gerecht wird, so kann ihre bekannte Zeitentwicklung zur Auswertung
der Meldaten herangezogen werden. Beispielsweise kann die anteilige Mischung der
zu fo und f; der linearen Last aus Abschnitt gehorenden Moden umgangen
werden.

Mit einem zweiten Experiment zur doppelten Last 2f; erhédlt man aus

fo=fo+ fit und fo, = fo+2fit
mit der Zeitentwicklung (3.6]) durch Subtraktion

@(t) — qu(t) = Ffi(t —to) = (Z = P(t, 1)) FDF fr

und hat damit den Einflufl der konstanten Last fy eliminiert. In jeder Komponente
liegt damit eine Summe aus einer Geraden und bis zu sechs Exponentialfunktio-
nen vom Typ 1 — e * vor. Die Vorfaktoren kénnen etwa durch einen Kurvenfit
bestimmt werden. Der zur Geraden gehérende Anteil wird dann nach der eingangs
beschriebenen Methode zur Flexibilitdtsmatrix zusammengesetzt.

Gilt es lediglich, den Einfluf} der langsamsten Mode zu eliminieren, so kann die
Steigung der Kurve ¢,(t) — ¢,(t) am Ende, also fiir grole ¢, bestimmt werden.
Diese stellt dann einen verldfllicheren Wert fiir die Flexibilitdtskonstante dar als
eine lineare Regression iiber die Gesamtdauer oder gar das anfidngliche Verhalten
liefert.
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3.2.3 Ausgleichsrechnung mit sechs Freiheitsgraden

Nach Problemen mit Relaxationszeiten ist das genaue Einstellen der Koordina-
tenachse die experimentell schwierigste Aufgabe. Daher kénnen auch die Lasten
als fehlerbehaftet angesehen werden. Es wire demnach mefitechnisch von Vorteil,
zu einer beliebigen Situation gleichzeitig ¢ und f messen zu kénnen. Da dann
Justierarbeiten fiir die Einzelmessung entfielen, wiirde der Meflvorgang verein-
facht und so die Gesamtmefizeit verkiirzt. Das fiihrt auf eine im Folgenden vor-
gefiihrte iiberbestimmte Version des eben genannten Verfahrens. Aus n Messungen

(¢1, 1), (@2, f2), - - - (qn, fn) werden die Matrizen

L:=(fi,fo,... fn) und Q:=(q1,¢2,-- )

gebildet. Das iiberbestimmte Gleichungssystem lautet nun @ = FL. Die Flexibi-
litdtsmatrix wird nun so bestimmt, da$8 [|@ — FL||> = min!, was auf das lineare
Gleichungssystem QL™ = FLL" fiihrt. Man erhilt schlieSlich

P (@u) (1e7) " = (') (S47)

und ist bei der Aufbringung der Lasten nicht mehr an die Koordinatenachsen
gebunden.

1

Bei dieser Methode wurde, wie auch bei anderen, stillschweigend ein statistisches
Modell eingefiihrt. Die Verwendung eines gewdhnlichen Kleinste-Quadrate-Schiit-
zers fiir F setzt implizit voraus, daB ¢ — Ff normalverteilt mit Streuung 1 ist®
Das Hauptproblem der obigen Minimierungsaufgabe aber liegt hier in der Natur der
verallgemeinerten Koordinaten: Es werden Grofien unterschiedlicher physikalischer
Einheiten zusammengefafit. Das 18t sich durch einheitenbehaftete Wichtungsfak-
toren vermeiden. Eine solche Skalierung der einzelnen Lastkomponenten, etwa mit
der empirischen Varianz-Kovarianzmatrix 3, entspricht einer fiir alle Komponen-
ten individuellen Wahl der Einheiten. Diese Skalierung wird dann hinterher bei
den Schétzern riickgéngig gemacht. In der angewandten Statistik erh&lt man so
den verallgemeinerten Kleinste-Quadrate-Schdétzer

F=(Q="'L") (L 'L") "

Dieses Verfahren kann analog angewendet werden fiir ein Experiment, bei dem die
Auslenkungen vorgegeben und die Lasten gemessen werden. Statt der Flexibilitéits-
matrix bestimmt man damit dann die Steifheitsmatrix.

Die bisherige MeBpraxis in der Arbeitsgruppe ([3, 4] und [72]) bestand darin, die
Last in Richtung einer Koordinatenachse aufzubringen, langsam stufenweise zu
erh6hen und kurz vor einem erneuten Anstieg die Lage zu messen. Die Steigung
der Regressionsgeraden der Lagen in Abhéngigkeit von der Last ergab dann die

8Vgl. auch im Folgenden [9] 1.4.
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jeweiligen Flexibilitdtskonstanten. Unter Vernachlédssigung der Effekte, die durch
die treppenférmig aufgebrachte Last entstehen, hat man die linear mit der Zeit
anwachsende Last

J=Jot+tg

und, falls der Lastzuwachs langsamer als die Relaxationseffekte erfolgt, eine ebenso
linear in der Zeit anwachsende Lage

q:q0+tp0+(’)(t2)

Dieser Ansatz nimmt die Beschleunigungen und daher die Tragheitseffekte als ver-
nachldssigbar an, das Experiment verlduft also quasistatisch. Durch Einsetzen in
[B2) fallt die Massenmatrix erwartungsgeméf heraus, man erhilt zunéchst

Jo+tgo = Sq +1Spo+ Dpo
und durch einen Koeffizientenvergleich in ¢ weiter
go=3Spo und fo=Sqo+ Dpo

FaBt man wieder sechs solcher Messungen zu einer Matrix zusammen, so erhélt
man

G=SP und L=8Q+DP

Daraus ergeben sich Steifheitsmatrix und Dissipationsmatrix zu
S=GP' und D= (L - GP—lQ) p!

Es wurde meines Wissens noch nirgends versucht, die Achsabschnitte quantitativ
zur Bestimmung von D einzusetzen. Dazu miifite aber die Messung sehr genau sein,
um nach einer Inversion und drei Multiplikationen der Matrizen noch verléflliche
Resultate liefern zu kénnen. Auch hier ist eine Ubertragung auf den iiberbestimm-
ten Fall moglich, das entspricht mehreren Messungen mit verschiedenen linearen
Anteilen. Man erhélt die Steifheitsmatrix als Losung von

PG" - PP"S" =0
und die Dissipationsmatrix als diejenige von
PL" - PQ'S - PP™DT =0 |
wobei § aus der ersten Gleichung eingesetzt wird.

Eine weitere Moglichkeit zur Gewinnung einer elastischen Matrix besteht in der
Erweiterung des Regressionsmodells auf den multivariaten Fall. Statt der Bestim-
mung der einzelnen Regressionsgeraden gilt es nun, die Parameter b und F der
Gleichung

gq=b+Ff
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an moglichst viele Mefidatenpaare (g, f), anzupassen. Bei einer guten Justierung
der Koordinatenmeflapparatur sollte der Vektor b, wie auch die Achsabschnitte der
einzelnen Regressionen, nahezu Null sein.

Die Normalgleichungen des passenden Minimierungsproblems nach der Methode
der Fehlerquadrate

> (gn — (b+ Ff,))* = min!

fithren auf ein lineares Gleichungssystem mit mehreren rechten Seiten. Mit der
Schreibweise [%] := Y, % erhélt man b und F als Losung von

( [[}]1 [EfffTH ) | ( ﬂbfTT ) - ( [Equi]“] )

Auch fiir diese Methode 148t sich ein verallgemeinerter Kleinste-Quadrate-Schétzer
angeben.

Der Vorteil dieses Verfahrens besteht im korrekten Transformationsverhalten der
Schétzer. Der Nachteil der Methoden, bei denen man f und ¢ in allen Freiheitsgra-
den gleichzeitig miit, liegt darin, dal Lasten meist {iber das elastische Verhalten
von Medien, also mittels des HOOKEschen Gesetzes iiber Auslenkungen, bestimmt
werden. Schaltet man etwa eine Kraftmefldose und das eigentliche Meflobjekt in
Reihe, so beeinflussen sich, wie bei der Durchbiegung einer Meapparatur, beide
Messungen gegenseitig. Dieser Effekt 148t sich zwar herausrechnen, vgl. Abschnitt
[3.3.1l bleibt aber dennoch eine potentielle Fehlerquelle. Geschickter ist es, den ap-
parativen Aufbau so zu konzipieren, dafl derartige unerwiinschte Kopplungen der
Lasten mit den Lagen vermieden werden.

3.3 Der Einflufl der Meflapparatur

Unter einer Meflapparatur soll im Folgenden das eigentliche Mefigerdt und die
unmittelbar nachgeschaltete Auswertung bis hin zum Datensatz von einander zu-
geordneten Zahlen-6-Tupeln f und ¢ verstanden werden. Mit einem geeigneten
statistischen Verfahren, vgl. den letzten Abschnitt 3.2 werden aus diesen Paa-
ren von Lasten und Lageénderungen die eigentlichen Mefiwerte berechnet, also die
Koeffizienten der elastischen Matrizen S oder F.

Aufler fortgepflanzten MeBfehlern kommen noch andere Ursachen fiir antisymme-
trische Anteile in Frage. In diesem Abschnitt sollen drei Eigenschaften der Appa-
ratur besprochen werden, deren Effekte aus den Messungen eliminierbar sind: Die
Eigenelastizitdat der Meapparatur, die Verwendung inkompatibler Einheitensyste-
me fiir Lasten und Lagen und eine Verdrehung der Vektoren innerhalb der Lasten
oder Lagen. Einen vierten Effekt verursacht eine grofie aber konstante raumfeste
Vorlast. Es wird sich zeigen, dafl dieser Effekt nicht nachtréiglich aus den Daten
herauszurechnen ist.
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3.3.1 Der Einfluf3 der Elastizitiat der Meflapparatur

Die Eigenelastizitéit einer MeBlapparatur kann die Ergebnisse verfédlschen. Dieser
Effekt 148t sich aber zusammen mit einer Nullmessung herausrechnen. Jede zu-
sammengesetzte Aufhédngung, also auch Meflobjekt plus MeBapparatur, kann in
hintereinander oder parallel geschaltete Aufhéngungen zerlegt werden. Bei solchen
hintereinander
parallel

Auslenkungen . ) Lasten F . o
{ Lasten } fiir gleiche { Auslenkungen }’ d.h. { S } ist additiv. Ist

geschalteten elastischen Aufhingungen addieren sich deren

Hintereinanderschaltung

also bei einer derartigen Parallelschaltung

} die Matrix { Fo } bei
So

steifen

losen

Matrix des tatsachlichen Effektes tiber

einem vollig Mefobjekt aufgenommen worden, so erhélt man die

F = Fupss —Fo
_ -1 g
F=8"'= (S]VIESS - SO) b= (f];[éSS —Fo 1)
Diese Formeln sind #dquivalent zu denen der Kombination von Federn oder den
KircHHOFFschen Regeln der Elektrotechnik. Hier sind statt der skalaren Feder-
konstanten die elastischen Matrizen zu nehmen und entsprechend zu invertieren.

Damit ist eine Beschreibung zusammengesetzter Aufthéngungen durch Einzelmes-
sungen moglich, vgl. dazu auch 5l

Damit ist das multivariate Verfahren aus[3.2.3] mit einer passend geeichten kombi-
nierten Last- und Lagemefapparatur realisierbar.

3.3.2 Inkompatible Einheitensysteme

Prinzipiell kénnen fiir jede Messung die Einheiten und damit die Zahlenwerte von
Kraft, Drehmoment, Linge und Winkel frei gewihlt werden. Die Einheiten der
Blocke der Steifheitsmatrix ergeben sich mit ihrer Definition daher zu

{D} = {d}/{F}
{S.} = {d}/{T}
{81} = {6}/{F}
{M} = {6}/{T} ,

womit sich
Wiy = {MD} = (82} /{M} = {d}/ {6}
Wiy = {17} = {81}/ {M} = (T} /{F}
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ableiten 148t. Eine ungeschickte Wahl der Einheiten hat als skalarer Faktor keinen
Einflufl auf die Symmetrie der Teilmatrizen auf der Hauptdiagonalen. Auch die
Transformation auf das Drehmoment- und Translationszentrum wird nicht beein-
flu3t, da sie mit den Zahlenwerten allein funktioniert. Hingegen kann die Symmetrie
der Gesamtmatrix ungiinstig beeinflufit werden.

Falls ein Potential vorliegt, sollte eine elastische Matrix durch eine einzige Trans-
formation von Last- und Mefsystem aufeinander symmetrisiert werden konnen,
etwa durch

Sy — QurM = ST oder S;+MSQ, =857

Diese Gleichungen stimmen aber nur dann in ihren Zahlenwerten iiberein, falls

(ML} =(T}/(F) wnd {a}/(6) =(T}/(F)

Sind, wie es fiir die Theorie giinstig ist, kanonisch konjugierte Variablen gewéhlt
worden, so folgt die letzte Gleichung aus {T'} {6} = {d} {F'}.

Die Abweichung von einem konsistenten Einheitensystem sei nun durch den di-
mensionslosen Parameter
{13

- {FH{d}

beschrieben.

Die Matrix des Abstands der beiden Bezugssysteme 148t sich nun mit
()\SZ_S,{> M_l :QML und M_l ()\SZT—Sl) :QLM

berechnen. Ist die Transformation auf das elastische Zentrum bereits durchgefiihrt,
so erhélt man stattdessen mit (2.42])

Qpr = (AWuM — (MW.,)") M~ =AWy, - W, und
Qp = M (OWyM)" = MW,) =AWy, - W, ;
Faktoren iibertragen sich von den Matrizen S; auf die W; .

Da beide rechten Seiten symmetrisch sind, kénnen sie nicht gleich den linken sein;
das Gleichungssystem macht also nur Sinn, falls alle beteiligten Matrizen verschwin-
den. Das ist nur der Fall, wenn ein Widerstandszentrum vorliegt. Ein skalarer Fak-
tor A # 1 konnte hingegen die Ursache fiir die Widerspriichlichkeit des Gleichungs-
systems sein, und zwar dann, wenn W ~ A\W},. Nun sind das neun Gleichungen
fiir nur eine Grofle. Die einfachste Moglichkeit, diese Gleichung zu erfiillen und
dabei die Norm, um die es ja letztlich geht, zu verwenden, ist

WL
A\ =
Wl

Sie hat dariiber hinaus noch folgende Eigenschaften:
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e Sie ist eine Invariante der Widerstandsmatrizen,
e sie benutzt alle Eintrédge der Matrizen und

e sie ist forminvariant unter der Vertauschung von Mef3- und Lastsystem, also
der Symmetrie M <« L; der gesuchte Faktor hétte sicher auch vor der Matrix
W, eingefithrt werden koénnen

Obwohl [W),| = [W ] = L, steckt in W), gegeniiber W, noch zusétzlich der Um-
rechnungsfaktor der verwendeten Winkeleinheit in das Bogenmaf rad. Ein Wert fiir
A also, der einer Zehnerpotenz nahekommt oder einer des Faktors 7/180 ~ 0.0175,
deutet dann auf das Vorliegen inkompatibler Einheitensysteme hin. Hingegen kann
das Ergebnis A ~ 1 als Bestétigung der Vertrauenswiirdigkeit der Mefwerte gewer-
tet werden.

Da diese Formel fiir W), 2 0 immer ein Ergebnis liefert, kann nicht mehr automa-
tisch eine Aussage dariiber getroffen werden, ob tatsichlich eine ungeschickte Wahl
der Grole zu Grunde lag. Es mufl daher in jedem Einzelfall anhand vorliegender
Fehlerabschétzungen der Messung gepriift werden, daff es sich um keine Fehlinter-
pretation von Mefifehlern handelt. Um aus den Widerstandsmatrizen noch Infor-
mation ziehen zu konnen, sollte in jedem Fall die relative Genauigkeit der Messung
die Quotienten
W M| MW
1S2]] (31—

gebildet aus den Normen der Nebendiagonalmatrizen nach und vor der Transfor-
mation auf das elastische Zentrum, deutlich iibersteigen.

3.3.3 Verdrehung der Referenzsysteme

Eine Verdrehung vom Mefsystem gegeniiber dem Lastsystem wiirde durch die Re-
alform wieder ausgeglichen. Eine Verdrehung innerhalb des Last- oder Mef3systems
kann hingegen so nicht mehr kompensiert werden. Da die Lasten in unserer Ar-
beitsgruppe ,,von Hand“ aufgebracht wurden und fiir jeden Lastfall neu justiert

9Als Minimierungsproblem |[W, — AW ||? = min! formuliert, liefert die Differentation nach
A die Normalgleichung 0 = 3", (War),; (W), — A (W) (War),;, mit dem Ergebnis
y_op (WuWy5)
IWarl?

Ebenso erhiilt man fiir | AWy, — Wj,||?> = min! das Resultat

3o Sp (WrWy)
TR VT R
WL

welches wegen A\ # 1 nicht mit dem ersten vertréglich ist. Diese Losungen sind daher nicht
forminvariant. Das geometrische Mittel y/A/A beider entspricht aber genau der obigen Wahl.
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wurden, ist es denkbar, dafl fiir Kriafte und Drehmomente leicht verschiedene Ko-
ordinatenachsen benutzt wurden. Dagegen ist es unwahrscheinlich, dafl im Mef3sys-
tem eine solche Verdrehung auftritt, da sich der so entstehende Effekt systematisch
auf smtliche Messungen auswirken wiirde, und daher schon beim endgiiltigen Auf-
bau der Apparatur eliminiert sein sollte. Als Arbeitshypothese und als Verfahren
zum Aufspiiren solcher Fehler ist eine solche Annahme aber dennoch sinnvoll.

Unter der Annahme also, dafl eine Drehung mit eventuell einer Vertauschung der
Koordinatenachsen vorliegt, dafl also nur orthogonale Transformationen vorliegen,
168t sich der dadurch entstehende Effekt nachtréglich herausrechnen.

Die Verdrehungen von Kréften gegeniiber den Drehmomenten im Lastsystem und
Translationen gegeniiber Drehungen im Meflsystem sind unabhéngig voneinander.

Die tatsdchlich angreifende Last ist dann

(3 8)(5)
~—_——————

=R
und die tatsdachlich gemessene Lage
, ([ Rq O d)\
—_———
=Rm

Der Zusammenhang der tatséchlichen Flexibilitatsmatrix ¢ = F' f’ mit der gemes-
senen ¢ = F f lautet wegen
q’ = RM(] = RMff = RMfRz f/
—_———
=F'

einfach
F'=RuFR]

oder analog fiir die Steifheitsmatrix

S' =RLSRY,

Nun sollten selbst inkonsistente Koordinatensysteme nicht vom gewéhlten Bezugs-
punkt abhédngen. Nur dann konnen die auftretenden Effekte von denen der Koordi-
natensysteme getrennt werden. Die einzige noch dafiir in Frage kommende Matrix
ist A, da M schon zur Definition der Normal- bzw. Realform herangezogen wurde.
In Komponenten hat man

, [ A Bj
s (5 &)
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Rr O A B, R 0\ (Rp O AR} B,
0 I B, C o 1) 0 I B\R! C
RrAR] RpB,

B.R} C ’

also muB die Matrix A’ = Rr AR die Information iiber eine mogliche Verdrehung
der Referenzsysteme enthalten.

Solche Verdrehungen wirken sich auf die Berechnung der elastischen Zentren aus.
Das iiber die Lagen definierte Drehmomentszentrum éndert sich wegen

~(A"'B,) =~ (RrAR}) 'RyB,= -R,A"'B,

unter Verdrehungen der Lagen, und das iiber die Lasten definierte Translations-
zentrum &ndert sich analog wegen

(BiA™') = B\R} (R+AR}) ' = B,A'R}

unter Verdrehungen der Lasten. Eine schlechte Giite dieser Matrizen im Sinne von
[A.2.3 kann also ein Hinweis auf eine derartige Storung im Aufbau sein.

Nimmt man eine Verdrehung nur im MeB- oder Lastsystem an, so ist entweder
Ry = I oder R, = I, und A’ ist damit als Produkt einer symmetrischen und
einer orthogonalen Matrix dargestellt. Diese Symmetrisierung einer Matrix durch
Multiplikation mit einer Drehmatrix nennt man Polarzerlegung™® Sei

A’ = R]diag (a;) Ry

die Zerlegung von A in ihre singuldaren Werte, vgl. auch Fufinote 25 des vorange-
gangenen Kapitels, dann wird A’ sowohl durch Multiplikation von links als auch
von rechts mit R := R5 R, symmetrisiert. Die erhaltenen symmetrischen Matrizen
lauten dann

A, = RiLdiag (a;) Rg und Ay = Rldiag(a;) Ry

0Vgl. etwa [20], Bd. 1 IX §14. Die Polarzerlegung 148t sich auch folgendermafien durchfiihren:
Seien \; die Eigenwerte der Matrix A, die Vektoren v, die zugehorigen normierten Eigenvektoren
und Pﬂi := v;v] die Parallelprojektoren auf die entsprechenden Eigenriume. Die Wurzel einer
positiv semidefiniten symmetrischen Matrix A kann {iber deren Spektralzerlegung definiert bzw.

berechnet werden:
A=) NPl = VA=) V\-P|

Mit dieser Wurzel erhilt man den korrekt gedrehten und symmetrischen Anteil von A’
VAAT =VARR"AT = /A’ = A

und damit weiter die Drehmatrix iiber

R=A"'A
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Je nach Arbeitshypothese kann die Drehung entweder mit Rp = I und Ry =
RERL den Lagen oder mit R, = I und Rp = RERL den Lasten zugeordnet
werden.

Den zugehorigen Drehwinkel erhélt man aus SpR = 1 4 2cosf. Er dient zur
Uberpriifung der Zulissigkeit der Arbeitshypothese: Da das obige Verfahren im-
mer funktioniert (es liefert sogar mit uneigentlich orthogonalen Matrizen Informa-
tion tiber eventuell vertauschte Koordinatenachsen), bekommt man fiir unsinnige
Eingangsdaten Scheinergebnisse. Dadurch werden alle moglichen anderen Effekte,
welche Ursache antisymmetrischer Anteile sind, falsch interpretiert und sind einer
weiteren Auswertung nicht mehr zugénglich. Falls also der berechnete Drehwinkel
zu grof3 ist, sollten andere Erklarungen fiir gemessene antisymmetrische Anteile der

-1
unter Translationen transformationsinvarianten Matrix A = (D - S,M™'S 1)
herangezogen werden.

3.3.4 Der Einflufl der Vorlast

Rein mathematisch duflert sich eine grofe Vorlast in einem anderen Entwicklungs-
punkt fiir das lineare Input-Output-Modell (Z.9]). Um die zu diskutierenden physi-
kalischen Effekte besser verstindlich zu machen, méchte ich einige Beispiele (frei
nach [43]) voranstellen.

Gegeben sei ein einfaches mathematisches Pendel der Lénge [ mit der Masse m und
damit der Gewichtskraft G = mg. Die Auslenkung von der Ruhelage ist x = [¢, die
Beschleunigung ist also & = l(b Das Pendel werde nacheinander der Gewichtskraft,
einer lateral steifen Feder und einer lings der Schwere wirkenden vorgespannten
Feder ausgesetzt.

Die Bewegungsgleichung fiir das Pendel im Schwerefeld allein lautet
mlgp+ Gsing =0 |

und fiir kleine Auslenkungswinkel ergibt sich
.G

Bei einer lateral steifen Feder ohne Vorlast gilt fiir die riicktreibende Kraft das
HoOKEsche Gesetz

mo+ktp=0 |,

wobei k+ die Lateralsteifigkeit ist. Ist eine lange Feder in dieselbe Richtung wie
die Gewichtskraft vorgespannt, so iibernimmt die Vorspannung FA' die Rolle der
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Gewichtskraft, und man erh&lt™

. Fl
meo + 7°¢ =0

Alle Effekte superponiert ergeben die Bewegungsgleichung

[
mg’b’+(”}g+}}+#)¢:0 : (3.7)

die eine harmonische Schwingung mit der Schwingfrequenz

beschreibt. Drei Effekte sind hier auffallig:

1. Die Vorlast steht im Steifigkeitskoeffizienten
k=k+F)JL+Gl
wobei groBd2 Vorlasten versteifend wirken (Stress Stiffening).

2. Die Richtungen von Koeffizient und Vorlast stehen senkrecht aufeinander,
was im rédumlichen Formalismus durch Kreuzprodukte oder antisymmetrische
Matrizen beschrieben werden wird.

3. Die Vorspannung einer langen Feder ist als raumfest anzusehen. Eine Ande-
rung der Lage ist gleichzeitig eine Anderung der Orientierung des Referenz-
koordinatensystems und verschiebt damit die Kraftwirkungslinie beziiglich
des gednderten Koordinatensystems. Es gibt keine Notwendigkeit anzuneh-
men, dafl das nur Effekte in zweiter Ordnung zur Folge hat, speziell fiir grofie
Vorlasten.

Im Folgenden sollen diese Erscheinungen fiir das rdumliche Problem abgeleitet
werden. Der entscheidende Punkt ist eine als zeitlich konstant und mit im Raum
festen Richtungen angenommene grofie Vorlast, die sich iiber durch Lageénderun-
gen hervorgerufene Koordinatentransformationen auf die Steifigkeitskoeffizienten
auswirkt.

"Dies entspricht den Vorstellungen zu Beginn des Entstehens der Theorie der schwingenden
Saite, s. [67] IV A.

2In der Biomechanik liegen typische Werte fiir den E-Modul im GPa-Bereich. Zusammen
mit Abmessungen im c¢m-Bereich ergeben sich mit den Federkonstanten vergleichbare Vorlasten
in einer Groflenordnung oberhalb von kN oder kNm. Kleinere Vorlasten rufen demnach kaum
spiirbare Effekte hervor. Bei einer Saite mit vernachléssigbarer Lateralsteifigkeit ist das natiirlich
nicht der Fall.
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3.3.4.1 Lagewechsel als Koordinatentransformation

Fiir ein rdumliches Problem tragen drei Effekte zur tatsédchlich wirkenden Lastén-
derung bei:
e Die angelegte Lastdnderung ¢ f;, selber,

o die Anderung des Hebels (07/1) fr und

e die Wirkung der als raumfest angenommenen Vorlast f° im geinderten Ko-
ordinatensystem, J f°.

Es sind vier Koordinatensysteme beteiligt: Das Lastsystem L und das MeBsystem
M wvor der Last/Lageédnderung und beide nach der Anderung, bezeichnet mit L’/
und M’. Es gilt nun, die beiden Beziehungen

5fL = SLM5QM und (5le = SL’M’(S(]M’

auszunutzen, um Sy und Sy, miteinander in Beziehung zu setzen. Das soll in
den folgenden Abschnitten geschehen.

3.3.4.2 Die Transformation der Lastdnderungen

Mit der Produktregel erhélt man aus ([2.)) fiir kleine Lastdnderungen
0fr =0 (Tow frr) = (6Tow) for + Tond frr

Der zweite Term ist die Lastdnderung selber; ihr Beitrag zur Gesamtlasténderung
5fL| L ist

5fL|L = Tipofr = TSy dqu

= ITLL’SL’M’TJ\Z;M/(SQM . (38)
Der erste Term ist die Anderung des Hebels. Mit der Abkiirzung
I 0 I 0 0 O
TLL/—<QLL/ I>_<OI>+<QLD 0) (3.9)
A —:NLL/

erhélt man seinen Beitrag df1 |, zu

Sfly = (0Tww) fu = (0NL) fro = Nsww fur

B 0 0 F\ 0 B 0

- Q&LLI 0 TL/ o QéLL’F o —QFCSLL/
_ 0 \_( 0 o)(srL

— o\ QL )\ Qr 0 0
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- —

Mit §I'L = § (OL _ OL’) — 5dy — Sdy und 0 = 6 (B, — 61,) = 66, — 861, folat
weiter

ofcly = Nr(dqr —dqu) = Nr (TZ\Z;L - TAEL/) Oqm
= N (Mg = M) daar = Nie (N Y dqas = N (M) daa

(0 0\[0 Qu (0 0

woraus ersichtlich ist, daBl die Hebeldnderung nur einen Effekt zweiter Ordnung
bewirkt.

3.3.4.3 Die Vorlastmatrix

Die Lagednderungen

LL =OL —OL =dy —d, = 6d;

und

O =00,

spielen eine Doppelrolle als Transformationen des Koordinatensystems. Fiir eine
raumfeste Vorlast hat das zwei Effekte zur Folge:

1. Die Translation verdndert die wirkenden Drehmomente nach dem Hebelgesetz

frr =Ty fr und

2. die Rotation dndert die Richtung der Kraftwirkungslinie in der Art, dafl in
diese der um Rgy gedrehten Situation nach Aufbringen der Lastdnderung
um R_s = R}, gedreht erscheint. Diese Riickdrehung besagt gerade, daf
die raumfeste Kraftwirkungslinie nicht mitgedreht wird.

Die durch die Lagesinderung verursachte Anderung der Vorlast ist damit

5ff = Ry T rufl— 1L

011

R, © IOfO_IOfO
0 R} —Q50 0 )7L o1)'*t

_ R?@ —1I 0 fO
-\ -R{Qsy R -1 )77 7

und bis auf Terme zweiter Ordnung ergibt sich

5]('0 _ _Q(SG 0 F% _ _QéeF%
L —Qsa —Qsy T — Q50 FY — Q5yTY

. QF250 o 0 QFO od
QFLO(Sd—i-QTge Qro Q7o I 00 I ’

=V
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also insgesamt

Sf7 =Vidqr (3.11)
mit der antisymmetrischen Vorlastmatrix
B 0 Qo

die den gesuchten Zusatzterm zur Steifheitsmatrix darstellt.

3.3.4.4 Die Transformation der Vorlastmatrix

Bei einer kompletten Transformation beider Bezugssysteme transformiert sich die
Vorlastmatrix wie die Steifheitsmatrix

Ve = TpaVaTZ, . (3.13)
Dabei bleibt ihre Antisymmetrie wegen
Vi = (TBAVATBTA) = TpaVaTpa = —TpaVaTpa = —Vp

erhalten. Aber auch die Betrége transformieren sich korrekt wie dquivalente Last-
systeme:

VB = TBAVATBTA
B I 0 0 Qpo I Qup
N QBA I QFO QTg 0 I

0 QFO
QBA I QFO QFOQAB+QT2

=VaB
B 0 Qo
o QFO QBAQF0+QFOQAB+QT0

0 Qo
U QT0> : (3.14)

denn wegen (A.2.2)) gilt
QTg‘i‘QBAQFO‘i‘QFOQAB = QTO +[QBA;QF0]
= Qp+Q—- =0

BAXFO TQ+BAXFO

Wie am Gang der Rechnung zu erkennen ist, entstehen fiir ungleiche Referenzsys-
teme Zusatzterme, welche die Antisymmetrie von V zerstoren.

Der Struktur der Vorlastmatrix sind noch zwei Dinge anzumerken:
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1. Wegen der Antisymmetrie VI = —V tragen die Vorlasten nicht zusitzlich
zu ihrem Beitrag iiber die Verschiebung des Gleichgewichtes zur potentiellen
Energie bei. Da diese ein Skalar ist, gilt ndmlich

1 1
o = §6qT (S+V)dg=o+ iéqTV(Sq

B 1 T T 1.,
= (I>+§(5q qu) —<I>—§6q Viq
= ¢

Die elastische Situation wird demnach fiir kleine Lagednderungen nicht ge-
andert, obwohl sie von der ohne Vorlast sicherlich deutlich verschieden ist.

2. Da die Blocke der Vorlastmatrix selber antisymmetrisch sind, beeinflufit eine
Vorlast nur senkrecht zu ihr liegende Komponenten. Das sieht man aus den

ausgeschriebenen Gleichungen (B.11]) und (B.12):

F, = F°x40
T, = F°xd6d+T° x40

Daher tragt die Vorlast, wie die in der Mechanik durch Zwangskrifte hervor-
gerufenen Verriickungen, nicht direkt zur elastischen Energie bei. Es wiirde
auch fiir eine lineare Theorie keinen Sinn ergeben, wenn eine Normalkraft
sich unter Einwirkung einer dufleren Kraft selbst beeinflufite.

3.3.4.5 Auswertung von Mefldaten unter Vorlast

Unter der Annahme, daf§ alle storenden Terme weitgehend durch die Vorlast er-
klarbar sind, gilt Syp = Szz + V7 bzw. in Komponenten

A B2 ~ AZ BZ + 0 QF
B, C /. . ~“\ B, Cy, Qp Qp ’
und die Abschéatzung fiir die maximale Vorlast lautet einfach

F oo ~ ; (B: - BY)"

und
Tmax ~ CD

Da A im Gegensatz zu Ay nicht symmetrisch sein muf}, kénnen diese Formeln
nur ndherungsweise gelten. Ferner hingt diese ,, Definition“ von der Wahl des ver-
wendeten Koordinatensystems und — im Gegensatz zur direkten Auswertung —
von dem verwendeten Einheitensystem (speziell dem der Winkel) ab. Ein weiteres
Problem ergibt sich nun daraus, dafl die Normal- und Realform der Matrix iiber
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die Matrix M = (C’ — BlA_lBQ)_l definiert sind. Daher beeinflut der hier un-
tersuchte Effekt {iber die Matrizen B und C' die Normalform, was im néchsten
Abschnitt ndher diskutiert werden soll.

Die antisymmetrischen Anteile der Matrizen B, und B; transformieren sich wie
folgt:

B/lD = (Bl + 91A>D = BlD + AFiL'l
By” = (By+AQ,)" =By + A"z, ;

sie konnen daher insbesondere durch eine einfache Transformation nach

! = —A"'BP

2) = —ATTIBD

zu Null gemacht werdenT¥ Jede Abweichung von diesen Koordinatensystemen lie-
fert bei der obigen Interpretation der antisymmetrischen Terme scheinbare Vorlas-
ten der Grofle

F1 = F (3'51 +:1:(1)) = Ale

F2 = F (:132 + il!g) = ATFCBQ s
welche bei steifen Aufhéingungen erhebliche Werte annehmen kann. Insbesonde-
re steht zu befiirchten, dafi die Koeffizientenmatrix, die wegen (2.26]) auch die

Eintrage der Matrix D enthélt, deren ungiinstigen Eigenschaften hinsichtlich der
Fehlerfortpflanzung erbt.

Da offenbar die Bestimmung der Vorlast und die Transformation auf das elastische
Zentrum koppeln, mochte ich als Néachstes auf die bewéahrten Definitionsgleichun-
gen in der Form aus Abschnitt 22257 zuriickkommen. Die um die Vorlast als
zusétzliche Variable erweiterten Minimierungsprobleme lauten

mln' = || — 14_1 (32 — QF> — QD2||2
min! = ” (Bl — QF) Ail — QTZ||2

Die dazugehorigen Normalgleichungen sind in der Schreibweise von (A.2.2])

I _ AT -~ (A 1B b
( _A-F A-1GF ) ( DFZ ) = (fl_lGB;))D (3.15)

13Dieser so festgelegte Ort ist einer meiner fritheren Definitionsversuche fiir das elastische Zen-
trum. Da er die Nebendiagonalmatrizen symmetrisiert, hatte ich ihn das Symmetriezentrum ge-
nannt. Die analoge Rechenvorschrift fiir die Flexibilitdtsmatrix lieferte aber andere Werte; die
Definitionsgleichung war also, im Gegensatz zur jetzigen, nicht forminvariant — ein weiteres Indiz
dafiir, daf} die hier schliellich getroffene Definition vor allen anderen Moglichkeiten ausgezeichnet
ist.
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und

_1F i— A—l D
( P AAlTGF><7;?>= (g;_sz)D . (316)

Da auch hier die rechten Seiten vom gewé&hlten Koordinatensystem abhingen, be-
sitzt diese Berechnungsart dieselben konzeptionellen Schwierigkeiten wie die obige
naive Methode. Insbesondere konnen wieder Koordinatensysteme gefunden wer-
den, in denen die scheinbare Vorlast verschwindet. Die Gleichungen (B:I5]) und
(B106) haben eine interessante Eigenschaft: Wenn man die rechten Seiten auf die
der Losung entsprechenden Koordinatensysteme transformiert, verschwindet der
Kandidat fiir das elastische Zentrum erwartungsgeméf und der Kandidat fiir die
Vorlast bleibt unveréndert. Die Losungen sind daher fiir alle Ausgangskoordina-
tensysteme selbstkonsistent und demzufolge nicht iterativ verbesserbar.

In den elastischen Zentren der direkten Auswertung waren die mit (315)
und (BI6) bestimmten Kréfte im Vergleich zu anderen Koordinatensystemen re-
lativ gering. Es macht also Sinn, diese Formeln im durch die direkte Auswertung
bestimmten elastischen Zentrum anzuwenden. Die beiden resultierenden Exempla-
re fiir die Vorlast konnten dann zur weiteren Auswertung gemittelt werden.

Falls das immer noch zu grofle Vorlasten liefert, bliebe nur noch die Hoffnung, die
Vorlast durch ein passendes statistisches Modell aus den Rohdaten zu bestimmen.
Dann wére eine nachtrigliche Bestimmung der Vorlast unnotig, und die obigen
Schwierigkeiten entfielen. Das erforderte aber die sinnvolle Entkopplung der Steif-
heitsmatrix in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Anteil, wie sie
nur im elastischen Zentrum moglich ist. Da dessen Definition aber aus den Daten
selber geschieht, entfillt auch diese Moglichkeit.

3.3.4.6 Vorlasten, Fehlerfortpflanzung und die Standardformen

Alle Anderungen an den Matrizen B und C, wie sie ja durch Subtraktion von
Vorlasten entstehen, beeinflussen wegen (2.25))
M'=C-B,A'B,
auch die beziiglich der Fehlerfortpflanzung giinstigste und zur Definition der Stan-
dardformen aus Abschnitt herangezogene Matrix M. Dasselbe gilt fiir eine
Modifikation von A im Rahmen der fortgepflanzten Eingangsfehler. In diesem Ab-
schnitt soll eine Klasse von solchen Vorlasten besprochen werden, die an M keine
Verénderung hervorruft. Diese kénnten niitzlich sein, die nur vage bestimmbare
Vorlast weiter einzugrenzen. Durch Abzug der Vorlasten erhélt man
M = C-BA'B,
— C — QT - (B1 - QF) A_l (BQ — QF)
= M '-Qr+QrA'By+ BiAT'Qr — Qr A 'Qp
=My
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Ein Drehmoment vom Betrag
T = M?%

148t offenbar den antisymmetrischen Anteil von M ! und damit den von M un-
verdandert. Als Nichstes sollen daher Losungen von M4 = 0 bestimmt werden. Es
ergibt sich

0 = 2M3
= QrA'By+ BIA'Qr - QrATIQp
+BYATTQl + QLA BT —QlATTQT
= Q7 (A'B,-A"B])+(BiAT - B]ATT) Qp

=U __U-
—Qr (A“ + A*T) Qr

T
= Qp(U-A79Qp) - (U-A7'Qp) Qr
Hinreichend fiir das Verschwinden des gesamten Terms ist™®

0= (U — A—lst) ,

mit den Losungen Qp = 0 oder U = A™'Qp oder (U — A™'Qp) = Fiz; mit a
ij
beliebig. Dualisieren der letzten Gleichung liefert zunéchst

UP - AP R = ;a: x F

Mit dem Entwicklungssatz folgt weiter fiir den zu F' senkrechten Anteil von x
2
zt = L F x (U” - A7F)
F

Damit ist eine spezielle Losung * gefunden. Die Kraft F muf aber auch Losung
von UP — A7TFQ, = %QIF sein. Wenn man also statt der ermittelten Kraft den
entsprechend modifizierten Abkémmling, also die Losung von

UP — <1Q ~AT)F
2 xX
benutzt, dndert sich die Matrix M nicht.

Da die Matrix A diejenige mit der schlechtesten Fehlerfortpflanzung ist, liegt es
nahe, sie im Rahmen der Eingangsfehler ,passend“ zu machen. Dies hat aber im-
mer Auswirkungen auf die Matrix M, da der Anteil By A~ B, von (Z25) fiir alle

s
MWegen (/\A_1 +(1—=MNATT) = A% ist auch eine solche Linearkombination an dieser

Stelle zuldssig; das vergroflert die Menge aller moglichen Losungen um einen weiteren freien
Parameter .
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Bezugssysteme verschwinden miifite. Im elastischen Zentrum etwa lautet er aber
(—-W_LA) Al (—AW ) = W AW ), und ist nur im Fall eines Widerstandszen-
trums zum Verschwinden zu bewegen. Hingegen ergeben sich beim Abziehen der
Vorlast gewisse Freiheiten: Zusatzterme der Art A™' +— A~ + 2, FT + Fzl mit
x1, T, beliebig, lassen (B + Qr) A™! (By + Q) ungedndert.

Meiner Erfahrung mit realen Mewerten nach fiithren solche ,, Verbesserungen* nur
zu unbefriedigenden Ergebnissen, weshalb diese im Folgenden auch nicht zum Ein-
satz kommen werden.

3.4 Nicht symmetrisierbare elastische Matrizen

Im vorigen Kapitel wurde eine Transformation der ermittelten Steifheitsmatrix
Sy oder ihrer Inversen, der Flexibilitdtsmatrix Fjsr, vom Lastsystem L bzw.
MeBsystem M auf die beiden Kandidaten fiir ein elastisches Zentrum, Translati-
onszentrum 7" und Drehmomentszentrum D, hergeleitet. In der Praxis hatten die
so erhaltenen elastischen Matrizen Syp = TrrSpp 72y wnd Fpr = Tk p FaurTor
zwar deutlich kleinere Nebendiagonaleintrige, waren aber immer noch nicht sym-
metrisch. Auch mit der Transformation auf die Normalform konnten die verblei-
benden antisymmetrischen Terme nicht beseitigt werden.

Die zuerst untersuchte Quelle dieses Fehlers liegt im statistischen Verfahren, und
ist fiir retrospektive Auswertungen nicht relevant. Inkompatible Einheitensyste-
me kommen allenfalls wihrend des Aufbaus einer Melapparatur vor. Selbst unter
Annahme von verdrehten Referenzsystemen, also nach Durchfithrung der Polar-
zerlegung fiir die transformationsinvarianten Teilmatrizen, sind die Nebendiago-
nalmatrizen noch nicht gleich und daher die Steifheitsmatrix insgesamt nicht sym-
metrisch. Als letzter und mathematisch anspruchsvollster Effekt kam eine dem
MeBobjekt innewohnende Vorlast in Frage. Ihre Kopplung mit allen Blockmatri-
zen bis auf die am schwersten zu bestimmende, A, machte es mir unmoglich, aus
den mir vorliegenden Daten sinnvolle Schliisse zu ziehen.

Ein Uberblick der zu Grunde liegenden gegenseitigen Beeinflussungen der Trans-
formationen wird in den folgenden Tabellen gegeben; das statistische Modell ist
hierbei ausgenommen, da es selbstverstandlich mit allen Matrixeintrdagen koppelt.

Kopplung Translation | Translation | Rotation | Rotation | Einheiten
Mef3system | Lastsystem | Mefisyst. | Lastsyst.

Transl. Mefs. X - - - -

Rot. Mefs. - X - - -

Transl. Lasts. - - X - -

Rot. Lasts. - - - X -

Einheiten - - - - X
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Diese ersten nicht miteinander koppelnden Rechenschritte mochte ich im Folgenden
die direkte Auswertung nennen. Sie fithrten bei allen mir zur Auswertung vorgeleg-
ten Matrizen zu sinnvollen Ergebnissen. Bei den iibrigen ist die Sachlage deutlich
verwickelter, wie unschwer aus der folgenden Tabelle zu ersehen ist.3

Kopplung H Verdrehung Lastsystem ‘ Vorlast ‘
Translation Mef3system - X
Rotation Mefisystem - X
Translation Lastsystem X X
Rotation Lastsystem X X
Einheiten - X
Verdrehung Lastsystem X X
Vorlast X X

Da die mir vorliegenden Matrizen keine zweifelsfreie Zuordnung zu einem fehler-
verursachenden Effekt zulassen, wurden diese Effekte standardméfig nicht zur Er-
klarung irgendwelcher Abweichungen von der Symmetrie herangezogen.

Prinzipielle Probleme treten nur noch in folgenden Situationen auf:
e Das verwendete statistische Modell war ungeeignet, und die Originaldaten
liegen nicht mehr vor.

e Das verwendete Koordinatensystem war nicht orthogonal oder teilweise ein
Linkssystem, und die Anordnung ist nicht mehr zu rekonstruieren.

e Die Auslenkungen sind endlich, und daher stimmt das Transformationsver-
halten der Matrix nicht mehr.

e Das Meflobjekt besitzt bislang unberiicksichtigte Zwangsbedingungen, vgl.
B.3l

e Dem Material hétte ein Fliissigkeitsmodell zu Grunde gelegt werden miissen,
dennoch wurde ein Extrapolationsverfahren auf einen nicht existierenden
asymptotischen Zustand eingesetzt.

e Das Superpositionsprinzip ist grob verletzt; die zu Grunde liegende Theorie

muf3 nichtlinear sein.

In diesen Féllen wird der Giiltigkeitsbereich der bisherigen linearen Theorie {iber-
treten, sie sind daher nicht mehr Gegenstand dieser Arbeit.

15Beispielsweise geht im Gegensatz zu den Uberlegungen aus Abschnitt 2225.3in die Definition

von LT nur eine Drehmatrix in die Rechnung ein, weshalb der Beweis der Entkopplung von
Translation und Rotation im Lastsystem unter Verwendung von ((A15]) nicht mehr gelingt.



Kapitel 4

Das elastische Potential einer
diinnen Schicht

Im ersten Kapitel wurde eine Methode vorgestellt, mit der Meldaten von Flexi-
bilitdts- bzw. Steifigkeitskoeffizienten des elastisch aufgehédngten starren Korpers
in eine miteinander vergleichbare Form gebracht werden konnten. Um iiber diese
blofle Vergleichbarkeit hinaus mit den so gewonnenen Aussagen etwas anfangen zu
kénnen, braucht man auf der anderen Seite theoretische Vorhersagen iiber einfache
Aufthéngungen, die dann entweder quantitativ als Probekorper fiir Messungen zur
Validierung der Theorie dienen, oder einfach qualitativ eine Vorstellung iiber zu
erwartende Mefergebnisse sind. Um derartige Vorhersagen zu bekommen, werden
iiblicherweise bestimmte vereinfachende modellhafte Annahmen eingesetzt. Inwie-
weit die so ersonnenen Objekte zur Beschreibung der Beobachtungen brauchbar
sind, entscheidet dann letztlich wieder der Vergleich mit der Messung. Bei einer
solchen Modellbildung muf} es immer moglich sein, einerseits unbrauchbare Messun-
gen zu identifizieren und andererseits zu stark vereinfachte Modelle zu falsifizieren.

Das Problem ist es, aus der Geometrie der starren Berandung und der inneren
Struktur des elastischen Mediums eine konkrete Flexibilitats- bzw. Steifheitsma-
trix zu berechnen. Die Grundgleichungen der Elastostatik wéren sicher zu einer Be-
schreibung geeignet. Dann handelte es sich um ein gemischtes Randwertproblem,
da auf der starren Berandung die Verschiebungen und im Zwischenraum die hier
verschwindenden Spannungen vorgegeben sind. Exakte Losungen fiir solche Proble-
me liegen nur in Ausnahmeféllen vor, zu denen die fiir diese Arbeit interessanten
Objekte leider nicht gehoren. Um aber ohne Finite Elemente oder vergleichbare
numerische Methoden auskommen zu kénnen, werde ich einige vereinfachte Mo-
delle vorfiihren: Uber das Studium einer HoOKEschen Feder in einer raumlichen
Anordnung wird die diinne elastische Schicht als lokal ebenes Problem mit den Mit-
teln der Darstellungstheorie von Invarianten behandelt. Das so entwickelte Modell
wird zundchst mit Gedankenexperimenten verfeinert, um dann mit komplexeren
Betrachtungsweisen aus der Kontinuumsmechanik verglichen und abschlieflend fiir

102
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gut befunden zu werden. Die sich so ergebende prinzipielle Vorgehensweise ist in
Abb. 1] illustriert.

Abbildung 4.1: Die Idee des Federmodells. Eine starr berandete diinne elastische
Schicht wird zunéchst zu einer Fliache abstrahiert. Diese wird parametrisiert; ein
differentielles Fléachenelement ist dann eben. Kann das Material als isotrop genéhert
werden, so wird das elastische Verhalten durch zwei von der lokalen Schichtdicke
abhédngenden Schichtgréfien beschrieben: Eine parallel zur Schichtnormale n und
zwei gleiche senkrecht zu dieser.

4.1 Federn im Raum

Es lohnt sich, wie gesagt, zundchst die mathematische Beschreibung einer Einzel-
feder mit HOOKEschen Verhalten zu betrachten. Systeme solcher Federn sind eine
nicht nur fiir Demonstrationszwecke brauchbare Approximation an das Verhalten
elastischer Kontinua.

4.1.1 Die Einzelfeder

Das Potential einer HOOKEschen Feder wird iiblicherweise angegeben als

1
b = —ka?®
2
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wobei die Richtgréfie & die Dimension Energie/Linge?, also formal Masse/Zeit?
und mehr physikalisch Energiedichte x Lénge hat. Diese Formel gilt natiirlich nur
eindimensional und mit dem Koordinatenursprung im Federende und Koordina-
tenachse in Federrichtung. Im Raum gilt fiir eine Feder der Ruhelédnge [, deren
elastische Energie nur von dem Abstand zwischen den Federenden abhéngt, wobei
ein Federende im Koordinatenursprung und das andere bei x liegt

1
O = 5k(|w| —1)?

Das Potential hat die Ableitungen

; z
O, = k(x| — 1)~ :k<1—|w‘>xi

||

[ l
v = (1) 0+ )

() e, )

und

wobei Pl und P+ Parallel- und Orthogonalprojektor zur Richtung % der Feder

sind. Im entspannten Gleichgewicht gilt [ = |z|, und so lautet die harmonische
Néherung um die Gleichgewichtsposition 1

d = ;k(w—l)TPy (x —1)

Dieser Parallelprojektor besagt, dafl in erster Naherung nur der zur Feder par-
allele Anteil der Verschiebung wirksam ist und eine Feder im Raum durch eine
symmetrische Matrix beschrieben werden kann T

Der einfachste vorgespannte Fall sei etwa realisiert durch eine Authédngung aus
zwei gegeniiberliegenden Federn gleicher Federstiarke £ und Ruhelénge [. Der Ur-
sprung der ersten Feder liege im Nullpunkt und der der zweiten im Punkt L. Das
Gesamtpotential lautet demnach

@ = ok (2l =07+ (o — L] - 1)

und aus Symmetriegriinden verschwindet im Punkt @y = L/2 der Gradient & ;.
Benutzt man diese Gleichgewichtslage als Entwicklungspunkt, so ergibt sich mit
L :=|L|/2 nidherungsweise

1 !

¢ = 2% (z - L/2)" ((1 - L/2> P4 P”) (x — L/2)

1Vgl. auch im Folgenden [73] §12.5.
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Gilt nun L/2 = |xo| > [, so enthélt die harmonische Ndherung um die Gleichge-
wichtsposition Anteile senkrecht zur Richtung der Feder. Schon fiir eine Anordnung
aus zwei Federn mit verschiedenen Anfangspunkten ist also die Situation kompli-
zierter. Der néchste Abschnitt gilt daher solchen Anordnungen.

4.1.2 Systeme von Federn mit gleichen Endpunkten

Betrachtet werde eine Anordnung von mehreren Federn mit verschiedenen An-
fangspunkten a,, und Ruheléngen [,,. Das Gesamtpotential ist jetzt die Summe der
einzelnen Potentiale

1
¢:§;kn(|m_a’n|_ln)2 ,

und die Ableitungen lauten nun

S, => k, (1—| In

T — a,|

)@ e,

und

l
q),i,j - an <<1 - |n> Pj:_fan + Pgﬁ—&n)
n ij

T — a,

Um den Anteil der Orthogonalprojektoren zum Verschwinden zu bewegen, hétte
man die i.a. nichtlineare Gleichung ", k, (1 Tz i"aﬂ) Pjﬁan = 0 zu 16sen, welche
nicht mehr identisch mit der Gleichgewichtsbedingung ®; = 0 ist. Falls aber fiir
die Einzelfedern gilt | — a,| = [,,, dann verschwindet neben dem Gradienten auch
diese Summe; das entspricht einer Anordnung von nicht vorgespannten Federn mit
gleichem Endpunkt. In diesem Fall bekommt man demnach bei der harmonischen
Néherung des Potentials lauter reine Parallelprojektoren als Summanden, welche
als Summe aber wieder eine symmetrische Matrix mit bis zu vollem Rang haben.
Bei zudem {ibereinstimmenden Federanfingen entsteht eine Summe von gleichen
Projektoren, und die Gesamtmatrix wird, wie beim Gesetz der Parallelschaltung

von Federn, durch Summation der einzelnen Federkonstanten gebildet.

Im allgemeinen Fall von vorgespannten Federn wird das Potential also auch von
den Richtungen senkrecht zu den einzelnen Federn abhéngen. Anschaulich heifit
das nur, dal eine Bewegung um die Gleichgewichtslage in eine beliebige Raum-
richtung eine Feder oder gar eine ganze Gruppe spannt und daher eine Zunah-
me der potentiellen Energie hervorruft. Da eine Summe von Parallelprojektoren
bzw. Orthogonalprojektoren nicht wieder ein solcher Projektor sein muf, wird die
harmonische Naherung fiir ein System von Federn allgemein beschrieben mit der
symmetrischen Matrix K durch

cp_;(a;—z)TK,(m—l) ,

wobei der Index I der Gleichgewichtslage an die Abhéngigkeit von K von dem Ent-
wicklungspunkt erinnern soll. Diese Matrix K mochte ich ab jetzt die Federmatrix
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nennen. Der Rang von K ist also aus den Symmetrien und der inneren Struktur
der Aufthéngung bestimmt.

Im Fall des vorgespannten Federpaares aus dem vorigen Abschnitt etwa gilt

l
K =2kP! 4ok <1 - L/2> Pt =k Pl + kPt

m1t0<k2 <k’1.

4.2 Die diinne elastische Schicht zwischen zwei
starren Berandungen als lokal ebenes Pro-
blem

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dafl ein System aus HOOKEschen Federn durch
eine symmetrische Matrix beschrieben werden kann. Als Néchstes soll eine diinne
elastische Schicht untersucht werden. Wie sich zeigen wird, ist auch fiir diese eine
Beschreibung durch eine symmetrische 3 x 3—Matrix moglich.

4.2.1 Die Federmatrix eines isotropen Materials

Ein isotropes Medium besitzt zwei elastische Konstanten, beispielsweise den Elas-
tizitdtsmodul F und den Schubmodul G oder die beiden LaME-Koeffizienten. Das
148t sich begriinden mit der allgemeinen Form der linearen Abbildung, die die
Spannungen o;; mit den Dehnungen ¢;; verkniipft: Das verallgemeinerte HooO-
KEsche Gesetz €;; = Agj o 188t sich im isotropen Fall durch die Forderung
nach Forminvarianz unter orthogonalen Abbildungen ausdriicken durch

Agijyery = MO0kt + A2di0p);

Diese etwas abstrakte Vorgehensweise, bei der zunédchst keine Rede von physi-
kalischen Phénomenen wie longitudinaler und transversaler Schallausbreitung ist,
benutzt wesentlich das Transformationsverhalten der an den Grundgleichungen be-
teiligten Groflen.

Allgemein besteht diese Methode, die sogenannte Invariantentheorie, darin, fiir
einen gegebenen Variablensatz und eine gegebene Symmetrie- bzw. Transformati-
onsgruppe allgemeine Ausdriicke fiir unter der Gruppenoperation forminvariante
Ansiétze zu finden. Diese sogenannten Darstellungen sind dann Funktionen in den
aus den Variablen bildbaren Invarianten. Im giinstigsten Fall oder unter zusétzli-
chen Annahmen sind sie endliche Multinome. Insbesondere interessiert man sich
fiir kleinste Mengen von Objekten, mit denen ein allgemeiner Ansatz moglich ist,
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sog. Basen. Von diesem Verfahren wird in der Kontinuumsphysik ausgiebig Ge-
brauch gemacht, wobei die verwendeten Symmetriegruppen meist die Drehgruppe
SO(3) oder die ganze orthogonale Gruppe O(3) sind. Ausfiihrlicheres findet sich
in [I4] und [71].

Hier ist die Aufgabe, die allgemeine Form der Federmatrix einer diinnen isotropen
Schicht mit nicht zu stark variierender Schichtdicke zu bestimmen. Die Federmatrix
ist ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe, und die Geometrie der diinnen isotropen
Schicht ist als lokal ebenes Problem allein durch ihren Normalenvektor n, als einzig
ausgezeichneter Richtung, bestimmt. Daher besteht der Ansatz fiir K;; aus den
Zutaten 9;; sowie n; und lautet allgemein K;; = kon;n; + k20;;, oder gleichwertig

K =k Pl + k,P- (4.1)

analog zum vorgespannten Federpaar. Damit besteht eine anzahlméflige 1-zu-1—
Korrespondenz zwischen den Schichtgroflen k; und ks und den zwei elastischen
Konstanten. Anschaulich erwartet man eine Proportionalitét zwischen ks und dem
Torsionsmodul bzw. Schubmodul G, da Drehungen mit n als Achse nur Auslenkun-
gen senkrecht zur Schichtnormale hervorrufen. Zwischen k; und E besteht keine
direkte Proportionalitit, da die elastische Schicht unter einer senkrecht zu ihr wir-
kenden Kraft in ihren Querdimensionen unverédndert bleibt. k; ist demnach besser
proportional zum Koeffizienten der einseitigen Kompression, vgl. [40] §5, anzu-
nehmen. Die restliche in den Schichtgrofien enthaltene Information mufl dann eine
reine Funktion der Schichtgeometrie mit dimensionslosen Argumenten sein.

4.2.2 Die Federmatrix eines faserigen Materials

Eine urspriingliche Motivation dieser Arbeit war die Modellierung des Periodonts,
also einer faserigen Struktur. Um darauf zuriickzukommen, méchte ich eine Abhén-
gigkeit der Federmatrix von einer zusétzlichen Richtung e im Inneren des elasti-
schen Mediums diskutieren. Da im Periodont die Fasern nur unter starker funk-
tioneller Belastung ausgebildet werden und dann noch zu grofien Teilen in einem
festen Bezug zu Schichtnormale und Zahnachse stehen2 muf dieses Modell keine
zusétzliche Genauigkeit liefern. Da die Darstellungstheorie keine Frage nach der
Herkunft der zusétzlichen Richtung stellt, konnten mit derartigen Ansétzen etwa
iitber den Gradienten der Schichtdicke auch wieder Phénomene wie eine variable
Schichtdicke nédherungsweise beschrieben werden.

Die analoge Fragestellung aus der Kontinuumsmechanik ist die Theorie der meso-
morphen Phase, also die der fliissigen Kristalle bzw. der kristallinen Fliissigkeiten
(vgl. [40] Kap. VI). Die elastische Energie moge nicht von dem Vorzeichen von
e abhingen, d. h. es sind invariante Darstellungen unter der vollen O(3) gefor-
dert. Physikalisch entspricht das einer nematischen Fliissigkeit. Ein Tensor vierter

2vgl. [5].



108

Stufe einer nematischen Fliissigkeiten hat gegeniiber dem einer isotropen Fliissig-
keit entsprechend den drei FRANKschen Moduln drei weitere linear unabhéngige
Kombinationen der Komponenten der Zutaten I und e

Napary = M6ijOm + Aoy,
+As (€iej0n + exeidij) + Maedjaer) + Aseiejerer ,  (4.2)

wobei die zusétzliche Symmetrie A iy = Ay y) eine Folge der ONSAGERschen
Reziprozitatsbeziehungen ist.

Fiir das Problem der Bestimmung der Federmatrix heifit das, einen Tensor zwei-
ter Stufe aus den Komponenten von I, n und e zusammenzusetzen, der zudem
forminvariant unter Punktspiegelungen ist. Diese Darstellung lautet:

K = kPl + ks Py + ks Pl + ky (ne” +en’) (4.3)

Terme mit P2 tauchen als Linearkombination der ersten drei Summanden nicht
auf; Terme mit 7 (e x )" oder e (e x n)" sind nicht invariant unter Punktspie-
gelungen. Der Parallelprojektor P!Xn ist das zwar, aber mit (AI8) kann man
zeigen, dafl sich auch dieser als Linearkombination der anderen Terme schreiben
18t. Damit ist keine anzahlméfige Korrespondenz der beiden Ansétze vorhanden,
eine Folge der durch die Annahme einer diinnen Schicht gegeniiber einem Volumen

erhohten Symmetrie des Problems.

Nimmt man ein Medium mit drei unabhéngigen inneren Richtungen an, also etwa
eine Schichtnormale und zwei Faserrichtungen e; und es, so bilden diese eine Basis
des Raumes. Daher stellt

K= klPﬂL+k2P!+k3Pg+k4 (nelT + elnT)—i-k:5 (neg + e2nT)+k:6 (eleQT + egelT)

in der entsprechenden Basis den vollstiandigen Zugriff auf die sechs einzelnen Kom-
ponenten der symmetrischen Federmatrix K dar.

4.2.3 Das Federmodell

Dem Federmodell dieser Arbeit liegt folgende Vorstellung zu Grunde:

Jedem Punkt des kirperfesten Systems der gemeinsamen Oberfliche
des starren Korpers mit dem elastischen Medium wird eine symmetri-
sche Federmatrix zugeordnet. Die diesem Punkt zugeordnete potentiel-
le Energie hingt aufler von dessen Ort iiber seine Verschiebung noch
von den verallgemeinerten Koordinaten der starren Berandung im orts-
festen System ab. Das elastische Potential der gesamten Aufhdngung
wird, da es sich um eine Parallelschaltung handelt, als Integral bzw.
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fiir diskrete Anordnungen als Summe tber die Finzelfedern berechnet.
Durch zweimalige Differentiation nach den verallgemeinerten Koordi-
naten erhdlt man daraus die Steifheitsmatriz.

Der Einfachheit halber soll vorausgesetzt werden, dal die Anordnung von Federn
kein Getriebe bildet, oder — in der Terminologie der Getriebelehre — dafl die Federn,
ersetzt durch eine entsprechende Anordnung von starren Stében, ein iibergeschlos-
senes Getriebe bilden. Fiir eine einzelne Feder mit kugelgelenkartiger Aufhdngung
der Federenden trifft das beispielsweise nicht zu. Ein weniger simples iibergeschlos-
senes Getriebe besteht aus einer kreisformigen Ansammlung von gleich langen Fe-
dern, welche die Erzeugenden eines einschaligen Hyperboloiden bilden. Solche Félle
sind als entartet zu betrachten und, falls notig, gesondert zu diskutieren. Vergli-
chen mit der obigen Vorstellung von Federn im Raum heif3t das, daf die elastische
Schicht unter duflerer Last einer Anordnung von Federn mit Vorspannung entspre-
chen sollte und dafl schon von daher die Federmatrizen im allgemeinen vollen Rang
haben.

In Ruhe mogen raumfestes und korperfestes System iibereinstimmen. Unter Last
verschiebe sich die Aufhdngung bzw. die starre Berandung auf die im raumfesten
System A gemessene Position (d 4, 0 4). Die Verschiebung eines Punktes B des star-
ren Korpers entspricht der Langung der Feder, also der Auslenkung a des vorigen
Abschnitts. Diese berechnet sich im raumfesten System A mit den Ergebnissen aus
dem ersten Kapitel als Translationsanteil von ¢g zu

iL‘(B) = dB = dA + QBAOA

Integriert wird iiber alle Punkte B der Berandung, also bezogen auf den ruhenden

Korper iiber die Ortsvektoren AB=: £. Damit ergibt sich der Zusammenhang mit
den verallgemeinerten Koordinaten

2(€) = dy— 00, = <I L Qg) ”
—_——
- X

= X(f)CIA

Entsprechend gibt die Gleichgewichtslage ¢y die Ausgangslagen 1(£) der Federn vor
durch 1(&) = X (€)qo. Damit lautet das Potential insgesamt

1 T
o — Y@ - ue) K(©) (@) - 1(¢)) e
= Y- W X©TKOXE) (- )
1

- - (Y XOKOX©d€) ta-a) (4.4)

S
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und die Steifheitsmatrix S 148t sich somit aus der Federmatrix durch Integration
iiber die Aufhéngung gewinnen. Schlieilich kann die innere Struktur der Steifheits-
matrix des Federmodells bestimmt werden:

S = ZfXTKX

= Zf(ég)K(ﬁ)(I L ) dg

_ ( LK()d¢ —TK(€)QdE ) (45)
LK (&)dE — L QK (£)Qed ' ‘

Eine besondere Eigenschaft der Steifheitsmatrix des Federmodells ist die Spurfrei-
heit der Nebendiagonalmatrizen, denn es gilt

S (Y e ) = Y sp ek (@) ae = Y (@ukipag o . (10)

da die Spur eines Produktes aus einer antisymmetrischen und einer symmetrischen
Matrix immer gleich Null ist.

4.3 Schichtgroflen, Materialkonstanten und Ab-
messungen

Im letzten Abschnitt konnte die Federmatrix K, je nach Material verschieden,
zerlegt werden in eine Summe aus Schichtgréfien k; und symmetrischen Matrizen
(genauer Projektoren und Dyaden) ¥;

In diesem Abschnitt soll die Abhéngigkeit der Schichtgroflen von den elastischen
Konstanten des Materials und der Geometrie der Schicht untersucht werden. Da-
bei geht es eher darum, passende Modelle fiir einfache aber wichtige Spezialfille zu
finden als eine allgemeine und damit zur Elastizitédtstheorie konkurrierende Metho-
de zu entwickeln. Letzteres ist wegen der Komplexitét der beteiligten Gleichungen
ohnehin ein aussichtsloses Unterfangen — sonst hétten Finite-Elemente- oder ver-
gleichbare ausgereifte numerische Methoden der Elastizitidtstheorie, wie etwa in
[33] beschrieben, wohl kaum ihre derzeitige Bedeutung,.

In diesem Absg:hnitt wird ausgiebig von Gedankenexeperimenten Gebrauch ge-
macht. Solche Uberlegungen sind typisch fiir die sog. Dimensionsanalyse, vgl. auch
im Folgenden [51].
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4.3.1 Dimensionsbetrachtungen

Gegeben sind die beiden elastischen Konstanten F und G des Materials, die Schicht-
dicke d und die Fldche F' der Berandung. Gesucht ist die Schichtgrofie £ mit

e der richtigen Dimension Energiedichte x Linge = M T2

e ciner Abhéngigkeit nur noch von dimensionslosen Groien wie etwa der Quer-

_ E F

dehnzahl o = 55 — 1 oder .
Wegen [E] = [G] = M T2 L' = Energiedichte muf} gelten k ~ FE, was, da
die Proportionalititskonstante von o abhédngen kann, gleichbedeutend mit £ ~
G ist. Physikalisch bedeutet das, dafl bei Verwendung eines anderen Materials,
sagen wir mit hoherer Energiedichte, bei Beibehaltung der iibrigen Parameter eine
proportional vergréflerte Federkonstante bzw. Federmatrix vorliegt. Es bleibt also

noch eine charakteristische Lénge zu bestimmen.

Eine Vergroflerung der Dicke von d auf 2d entspricht der Hintereinanderschaltung
zweier Federn gleicher Federkonstanten. Die neue Federkonstante k' ergibt sich als
harmonisches Mittel der beiden alten, also

K = k(2d) = @ +2>_1 _ k)

Ebenso folgert man fiir ganzzahlige m, daf§ k(md) = k/md und weiter mit der
Substitution d — d/n die umgekehrte Proportionalitiat fiir rationale Proportio-
nalitétsfaktoren. Mit der Stetigkeit der Funktion k(d) ist dann endgiiltig fiir die
Federkonstante die Proportionalitét

1

ko~ —
d

fiir reelle Zahlen bewiesen. Dieselbe Aussage tibertréigt sich auf die Federmatrix.

Eine Verdoppelung der Flache F' entspricht einer Parallelschaltung von Federn,
also

K = k(Q2F) = (k+ k) = 2k(F)

und mit demselben Gedankengang von eben ergibt sich
k~F

Die Grofle E - F'/d hat nun genau die richtige Dimension und ist bei allen Gedan-
kenexperimenten proportional zu k. Fiir die Schichtgréfle & gilt also

F
:E-E-gp(a,e-n) ,
=K

k
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und eine mogliche allgemeine Form der Federmatrix lautet insgesamt
F
K:ZE'K"I' . (4.7)

Der Ansatz fiir die symmetrische dimensionslose Matrix W hat nach den Ergeb-
nissen des letzten Abschnitts entsprechend der Symmetrie innerhalb der Schicht
zu erfolgen. ¢ und damit K sind beliebige stetige Funktionen ihrer Variablen und
den aus den geometrischen Groflien bildbaren skalaren Invarianten. Nach den obi-
gen Uberlegungen diirfte keine Abhingigkeit von F/d? vorliegen, also bei etwas
vorsichtigerer Deutung der Gedankenexperimente kaum ausgepragt sein. Wegen
G= ﬁ ist auch derselbe Ansatz mit G statt £ formal korrekt, nur die Funkti-
on ¢ &ndert sich. Dasselbe gilt natiirlich auch fiir den Koeffizienten der einseitigen
Kompression.

Die Proportionalitét von k£ zu F' und damit die von K zu F' hat noch einen weiteren
Vorzug: Beim Ubergang zu einer Integration {iber eine Oberfliche bekommt man

die gesamte Federmatrix und damit die potentielle Energie rechnerisch leicht iiber
dK ~ dF.

4.3.2 Ahnlichkeitsbetrachtungen

In den folgenden zwei Abschnitten sollen genauere Aussagen getroffen werden fiir
die Félle, in denen die Konstanz der Schichtdicke oder die Gleichheit von Grund-
und Deckflache nicht mehr gegeben ist. Nach dem Zwischenwertsatz sollte jeder
Mittelwert den maximalen Fehler reduzieren, den man durch Auswahl des ungiins-
tigeren der Werte bekdme. Grundidee ist hierbei, durch ein Gedankenexperiment
einen geeigneten Mittelwert fiir die beteiligten Groflen zu finden. Da fiir jede vor-
gegebene Genauigkeit eine beliebige Flache immer durch Dreiecke approximierbar
ist, geniigt es zur Beschreibung der diinnen elastischen Schicht, Aussagen iiber
Prismen oder Pyramidenstiimpfe mit dreieckiger Grundseite zu treffen.

4.3.2.1 Verianderliche Schichtdicke

Ein dreieckiges Prisma mit Grundfliche F' und der Hohe h werde durchgeschnit-
ten. Es entstehen zwei hintereinander geschaltete dreiseitige Prismen mit den Kan-
tenlangen (dy, ds,ds) und (h —dy, h — da, h — d3). Da sich die Kehrwerte der einzel-
nen Federkonstanten zum Kehrwert der gesamten Federkonstante addieren, muf
fiir den Mittelwert d(dy, ds, d3) gelten

ho_dldydyds) | d(h—dyh—dy, b~ dy)

a a I
Dies tut der arithmetische Mittelwert d4 der Dicken, also

1
d(dy,dy, d3) = da(dy, da,ds) == g(dl +dy+d;)
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der auch gleichzeitig einfachste Losung der obigen Funktionalgleichung ist.

4.3.2.2 Grund- und Deckfliche

Die Situation fiir verschieden grofle Grund- und Deckflidchen ist leider nicht so ein-
fach. Fiir dhnliche Flidchen, also insbesondere fiir einen Pyramidenstumpf, sollte
nach dem Zwischenwertsatz ein A € [0, 1] existieren, so daf sich die Federkonstante
des Gesamtkorpers beziiglich der gemittelten Flache ergibt aus der Hintereinan-
derschaltung zweier Korper mit Dicke Ad und Flidche F; sowie Dicke (1 — A)d und
Flache F5. Nach Kiirzen der Dicke ergibt sich

F(F, F) = (;1 + <1;2A)>_ : (4.8)

also ein gewichtetes harmonisches Mittel. Damit beide Aufhidngungen denselben
Energiegehalt besitzen, sollten sie gleiches Volumen haben. Fiir einen Pyramiden-
stumpf (und daher allgemein fiir Flachen mit &hnlicher Grund- und Deckfléche wie
Kegelstumpf und Kugelschale) ist das Volumen V' aufler von der Schichtdicke nur
eine Funktion von Grund- und Deckfléche:

1
V:3<F1+F2—|— FlFQ)d y

und das muf} gleich dem Volumen der Vergleichsanordnung AFyd+ (1 — \) Fad sein.
Daraus erhélt man A und durch Einsetzen in (48] schliefilich

3F1F,
F(F, F) =
(£, F2) 2F + F) — VI F,
oder ausgedriickt mit dem dimensionslosen Flachenverhéltnis x := %

3x
2(1+x) — x

Diese Funktion ist positiv, monoton und nach oben hin durch 1.5 beschrinkt;
der Mittelwert begiinstigt also die kleinere Flidche. Das ist auch anschaulich zu
erwarten, da die kleinere Flache einer schwécheren Feder entspricht, welche beim
gewichteten harmonischen Mittel stiarker ins Gewicht fallt. Fiir gleiche Flachen,
also fiir x = 1, ergibt sich erwartungsgeméafl diese Fliche zuriick. Da dann A = 1/2
gilt, entspricht das fiir annéhernd gleiche Flichen dem gewohnlichen harmonischen
Mittel 2% welches bis z = 2 die Funktion (£9) mit einem absoluten Fehler < 0.025

1+z?
approximiert, vgl. Abb. L2

F<F17F2> =F (4-9)

Fiir kleinere Werte von x wird diese Approximation sogar noch deutlich besser, so
daB

—1
Fi + F2> " 2x (4.10)

F(Fy, By) = Fu(R, B) = ( 2 By 1+
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3*x/(2*(14x)-sqrt(x)) ——

14l 2%x/(1+4x

1.2 F .
0.8 F -

0.4 y i

0 | | |
0 0.5 1 1.5 2

Abbildung 4.2: Die Mittelung der Flachen

ein fiir alle relevanten Fiélle hinreichend genaues, forminvariantes und geniigend
einfaches Mittel der Flachen darstellt.

Die Grenzen dieser Naherungen sind schnell erreicht. Schon bei einfachen Korpern
mit nicht dhnlicher Grund- und Deckfliche hingt das Gesamtvolumen nicht mehr
allein von diesen Flachen und der Schichtdicke ab. Ein Obelisk beispielsweise, das
ist ein Polyeder mit trapezférmigen Seitenflichen, bei dem Grund- und Deckfliche
nicht &hnliche Rechtecke mit parallelen Normalen sind, ist das einfachste Beispiel
fiir einen solchen Korper. Bezeichnen a und b die jeweiligen Kantenldngen von
Grund- und Deckfléche, dann gilt fiir das Volumen

| |
Ve (Fl Ny o 2(a162~|—a261)> d

und schon zur Beschreibung der elastischen Gesamtenergie sind weitere dimen-
sionslose Groflen notwendig. Nichtsdestoweniger liegt das harmonische Mittel der
Flichen wahrscheinlich nahe genug an dem tatséchlichen Wert, aber eine Uber-
priifung der Genauigkeit dieser Naherung kann dann nur noch durch allgemeinere
Theorien erfolgen.

Noch komplizierter wird die Situation fiir nicht parallele und ungleich grofle Grund-
und Deckflachen. Noch im vorigen Beispiel konnte man von einer gegebenen Tri-
angulierung auf einer der Fldchen iiber den gemeinsamen Normalenvektor eine
passende Triangulierung der Gegenfldche finden. Das ist nun nicht mehr moglich,
so dafl man endgiiltig auf geschicktes Raten oder Numerik angewiesen ist.

Fiir alle Falle, in denen die obigen Naherungen die Situation hinreichend genau
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beschreiben, mochte ich also
K:Z—-K-\Il (4.11)

als Ansatz fiir die Federmatrix verwenden, welcher genauer als der fiir Grund- oder
Deckfléche allein ist.

4.4 Stab- und Federmodell in der Kontinuums-
mechanik

Im Allgemeinen ist die Energie, hier die potentielle Energie, eine quadratische Form
in ihren Variablen. Im Federmodell wurde aber nur der translatorische Anteil ge-
nutzt, der rotatorische wirkte nur mittelbar iiber den Abstand. In den folgenden
Abschnitten soll diese Naherung genauer untersucht und dazu probehalber fallen
gelassen werden. In Abschnitt wird sie sich aber dennoch als zutreffend er-
weisen.

4.4.1 Die Flexibilitatsmatrix eines Stabes

Fiir die Anwendung wichtig und daher bereits untersucht sind der elastische Stab
bzw. die beliebig gekriimmte Biegelinie. Beispiele fiir solche Anwendungen sind
technische Schraubenfedern und Federn an kieferorthopédischen Geréten. Fiir einen
diinnen einseitig eingespannten Stab kann trotz lokal kleiner Deformationen die
Anderung der Position seines belasteten Endes erheblich sein. In diesem Fall tre-
ten zur elastischen Energie noch Anteile der Biegung und der Torsion hinzu; in
bestimmten Féllen dominieren sie sogar das Geschehen ([40], §16 ff). Da nun jeder
verallgemeinerten Kraft vom Stab ein Widerstand entgegengesetzt wird, tragen
alle mit zur elastischen Energie bei. Statt der Federmatrix K ist daher nun eine
6 x 6-Matrix I zur Beschreibung des lokalen Beitrages zur elastischen Energie
notwendig. Ebenso hat man statt der Matrix X, welche die lokalen Verschiebun-
gen mit den verallgemeinerten Koordinaten der starren Berandung g, verkniipft,
die gesamte Transformationsmatrix 77 zu benutzen, da diese die vollstindigen
Positionen zu verschiedenen Aufpunkten ineinander transformiert.

Da man einen Stab als Hintereinanderschaltung von Elementarstdben verstehen
kann, bekommt man seine Flexibilitdtsmatrix zu einem festen Koordinatensystem
durch folgendes Verfahren:

1. Translation auf die neutrale Faser des Stabes, das ist der Mittelpunkt der
Querkrifte,
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2. Drehung auf den Normalschnitt des Stabes, so dafi seine Haupttragheitsach-
sen mit den neuen Koordinatenachsen zusammenfallen,

3. Ansatz einer Flexibilititsmatrix £ = K ™! fiir die Elementarzellen bzw. Lini-
enelemente, welche die infinitesimalen Lasten mit den (hier additiven) infini-
tesimalen Auslenkungen verkniipft,

4. Verfeinerungen mittels differentialgeometrischer Invarianten wie etwa Kriim-
mungs- und Windungskorrekturen,

5. Beriicksichtigung der Effekte der endlichen Stabdicke,

6. Riickdrehung und Riicktranslation auf das Ausgangskoordinatensystem, und
schliefflich

7. Integration aller Beitrédge iiber den Stab bzw. die Bogenldnge der neutralen
Faser.

Die Transformationen zwischen Ausgangs- und lokalem Koordinatensystem fiir die
verallgemeinerten Krifte bzw. Koordinaten kénnen beschrieben werden durch die

Matrizen
;oo (R O I o)\ R 0
ﬁ’éE_RTAB_<o R)(QABI “\ R R

=UAB

fiir die Lasten und
Uy = TipR" = Uap)"

fiir die Positionen. Die Matrix R kann fiir Biegelinien und Stébe mit zwei gleichen
Flachentragheitsmomenten ausgedriickt werden durch das begleitende Dreibein der
neutralen Faser mittels

R=(t,n,b) |,
wobei t,n und b wie iiblich Tangente, Normale und Binormale sind.

Bei Stédben mit asymmetrischen Querschnitten fallen die Bezugspunkte der Achsen
der Haupttragheitsmomente und die neutrale Faser nicht mehr zusammen, und
man bekommt ([6], Kap. 11, §2 Ziff. 8) fiir eine schwach gekriimmte Linie (die  hier
sind Materialkonstanten wie die &, und nicht mit der Kriimmung zu verwechseln)

B 8 g 0 0 0

0 & & 0 0 0

0 & & 0 0 0
_ GF GF ”

=10 0 0o 2 0o o | (4.12)

0

0 0 0 0 g 0

0 0 0 0 0 4

EJ,
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wobei J, ., die Trdgheitsmomente beziiglich der y- bzw. z-Achse, J, das polare
Tragheitsmoment des Querschnittes beziiglich dessen Schwerpunkt, und die k fiir
schwach gekriimmte Linien nur von der Querschnittsform und sonst auch von
den differentialgeometrischen Korrekturen abhéngige Beiwerte sind. Hat der Quer-
schnitt eine Symmetrieachse, so fallen Querkraftmittelpunkt und Querschnitts-
schwerpunkt zusammen, und es gilt xk* = 0.

Ein Beispiel einer solchen elementaren Flexibilitdtsmatrix, hier einer Schraubenfe-
der mit kreisféormigem Querschnitt, also J, = J, =: I ist ([41] S. 43 ff.)

= 0 0 0 0 0
0 2= 0 0 0 0
c_ diag (k;) 0 10 0 £ 0 0 0
- 0 diag(gs) /| 0 0 0 &= 0 0 ’
0o 0 0 0 4 0
1 1
0 0 0 0 0 g5+geF

mit den dimensionsbehafteten Groflen £ und G sowie der Querschnittsfliche F,
dem Scherkoeffizienten k2 den geometrischen GroSen Federradius R, Drahtradius
r und Pitchwinkel p mit tan(p) = h/R und den abgeleiteten geometrischen GroBen

o = R(1+tan’p) =R (H (Z>2)

F = 7R?
I = 27R'=J, = J,

o () ) (e
3(2)

= |1+

)

Hierbei sind die Terme zu k, und g, laut [41] S. 44

“...as no established theory for their contribution to the elastic energy
seems to exist...”

ausdriicklich als Ansatze zu verstehen.

3Fiir kreisformige Querschnitte gilt, 1t. [41] S. 78, k ~ 9/10, vgl. auch [6] Kap. V, §1, Ziff. 3
-++11. Solche Bei- oder Korrekturwerte der Technischen Mechanik werden uneinheitlich gehand-
habt; sie sind eine Folge des meist eindimensional formulierten Problems des Biegebalkens, vgl.
54].
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Um beide Matrizen vergleichen zu kénnen, miiiten noch die Kriimmungs- und
Windungskorrekturen (und damit auch die der Vorlast) sowie die Effekte von Ab-
weichungen von Biegelinienmodell in die allgemeine Form (AI2]) eingearbeitet wer-
den. Diese diirfen nur von der lokalen Geometrie und dem lokalen Drahtquerschnitt
abhéngen, konnen also nach dem Fundamentalsatz der Differentialgeometrie der
Raumkurven nur Funktionen der Invarianten Kriimmung s und Torsion 7 sein.
Fiir eine Spiralfeder, also den Fall einer Schraubenlinie

Rcost
x=| Rsint
ht
sind das
R d h
k=——— und 7=——
R? + h? R? + h?
und das zusitzliche dimensionslose Argument r/RH Wegen
K T
= und h =
2 1 72 K2+ 72

kénnen samtliche von R und h abhingenden Groéflen durch x und 7 ausgedriickt
werden. Insbesondere ist ¢ = 1/k, was den Namen Kriimmungskorrektur rechtfer-
tigt.

Insgesamt ergibt sich schliellich die gesamte Flexibilitdtsmatrix zum Koordinaten-
system B

Fos = [Upals) Ean(s)Uhp(s) ds
= [Uas"(5) Eanl(9) Uns(s) ds
wobei s die Bogenlidnge der neutralen Faser im Punkt A(s) ist.

Beide Matrizen haben Blockdiagonal- oder sogar Diagonalform. Anschaulich ist
das klar, da man ein Widerstandszentrum immer im Inneren der Aufhidngung
erwartet; fiir eine beliebig kleine Authingung existiert demnach immer ein Wi-
derstandszentrum. Die Achsen konstanter Helizitdt aus Abschnitt 2.4l waren als
Eigenwertproblem der Matrix AC = D™'M™ = (MD)™" definiert. Fiir eine
elementare Flexibilitdtsmatrix sollten sie existieren und nur von der Geometrie der
Anordnung abhéngen. Daher darf auch KG von den dimensionsbehafteten elasti-
schen Konstanten nur als Gesamtfaktor abhéngen. In der Tat erhilt man fiir die
allgemeine Form nach [6]

K,”/Jo 0 0

0 k/Jy, K*/J,
0 w*/J, K/J,

1

KG=26F

4Der Quotient h/R ist wegen h/R = 7/k kein zusitzliches Argument.
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und fiir die Schraubenfeder nach [41]

1/K 0 0
0 1/kI 0
0 0 1/kJ+1/ko’F

1

KG=aF

Eine konsequent differentialgeometrisch aufgebaute Theorie einer Schraubenfeder
bzw. eines Biegedrahtes mit entsprechender Verwendung der Tensorrechnung konn-
te ich in der Literatur nicht finden, obwohl mir ein solches Unterfangen lohnend
erscheint. Seinen Grund mag das darin haben, dafl es neben dem begleitenden
Dreibein immer noch ein weiteres Koordinatensystem gibt, ndmlich das der Haupt-
achsen der Flachentrigheitsmomente. Eine Folge von immer genauer werdenden
Néherungslosungen findet sich wieder in der sog. strengen Federtheorie [6] Kap. V,
§1, Ziff. 3 bis 11, welche zu groBen Teilen wohl auf HARINGX [25] zuriickgeht.

4.4.2 Die allgemeine Form der elastischen Energie

Die potentielle Energie eines physikalischen Systems a8t sich immer als quadrati-
sche Form ihrer Koordinaten schreiben, also mit dem lokalen Beitrag

1
d=—¢'K
51 Ka

mit der diesmal vollbesetzten Matrix
T
C— K N ’
N G
bei der alle Komponenten der verallgemeinerten Koordinaten miteinander koppeln.
So ist es beispielsweise anschaulich klar, dafl bei einem Biegebalken in z-Richtung
die zu Fj, und 0, F, und 60,, T, und d. sowie T, und 6, gehérenden Komponenten
miteinander gekoppelt sind. Das ist aber teilweise eine Folge des gewéhlten Koor-

dinatensystems, welches hier am freien Ende des Balkens und damit sicher nicht
in seinem elastischen Zentrum liegt.

Ein hinreichend klein gewé&hltes Teilelement eines homogenen Materials besitzt kei-
ne innere Struktur mehr und damit ein Widerstandszentrum. Damit verschwinden
die Nebendiagonalmatrizen, und es gilt nur noch

K 0
(0 e
Das entkoppelt axiale und polare Vektoren wieder. Durch Transformation auf ein

passendes Koordinatensystem, beim Stab etwa die Haupttriagheitsachsen, kann ei-
ne der beiden Matrizen diagonalisiert werden, beim Stab ist das G = diag(g;).
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Die Matrix G ist dann zur Beschreibung eines Systems notig, wenn, wie beim Tor-
sionsstab, auch bei kleinen lokalen Deformationen insgesamt grofie Drehungen zu
erwarten sind.

Eine aus solchen Elementen parallel zusammengesetzte Aufhdngung hat dann die
Steifheitsmatrix

S = Zfﬂcﬂ
- Yo §) (5 e ) (0 )
_ ( XL K (6)de LK (€)Qdg ) 1
LQK(&)dE L G(&)dE — LK (§)Q:dE

und erfiillt wegen Sp (YL K (§)2:d€ =) YL Sp (K (£)Q) d§ = 0 wieder die Spurbe-
dingung der Nebendiagonalmatrizen. Ein Vergleich dieses Ansatzes — ich mochte
ihn das Stabmodell nennen — mit dem Federmodell ist also nur anhand eines kon-
kreten Beispieles moglich.

Falls zwischen den einzelnen Koordinatensystemen zusétzlich auch Drehungen vor-
kommen erhélt man

S - wacuT
B R 0 K 0 R" —QR" p
B ﬂ RQ R 0 G 0 RT ¢
_ Y RKR"d¢ —~ Y RKQR”d¢
~ \ TRQKR"Yd¢ Y RGR'd¢ — L ROKQR"d¢ ’

was wegen der Zyklizitdat der Spur nichts an der Spurbedingung éndert.

Im allgemeinen Fall mit nichtverschwindenden Nebendiagonalen — hier ohne Dre-
hungen — gélte
S — ¥ Kd¢ L NTd¢ — L KQd¢

N Y Nd¢ + T QKdé YL Gdé — T QKQdE+ T QNTde — T NQdE |
und die Spurbedingung wére dahin. Damit ist es prinzipiell moéglich, anhand der

MeBwerte das Stabmodell und dadurch auch das Federmodell zu falsifizieren.

Da aber bei den interessierenden Aufhdngungen weder grofie Drehungen noch ein
starker Einflufl einer inneren Struktur des Mediums zu erwarten ist, wird das Fe-
dermodell in genau diesen Fillen die Messungen in guter Naherung beschreiben.

4.4.3 Identifikation der Schichtgréfien

In diesem Abschnitt soll eine Begriindung des Federmodells mit den Methoden der
Elastizitédtstheorie gesucht werden, also eine mit den Mittelwertsédtzen der Konti-
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nuumsmechanik ableitbare Beziehung der Form f; = §;;¢;. Die dazu notwendigen
Beziehungen und die iiblichen Bezeichnungen der Elastizitétstheorie sind etwa in
[40] nachzulesen.

Gegeben sei die pro Oberflicheneinheit des elastischen Mediums wirkende &duflere
Kraft P. Die Gesamtkraft F' der starren Berandung ist dann gegeben durch

Fi = %RdO = %O’ijnde i

wobei n der Einheitsvektor der dufleren Normalen der Berandung ist und do die
Metrik der Flache enthélt. Ebenso erhélt man fiir das gesamte Drehmoment T" mit
dem Aufpunktvektor &€

T, — ¢ (€ x P),do= gﬁ (), Pydo = ¢ (Q),; ogmdo .

also insgesamt fiir die verallgemeinerten Kréfte

also kurz f = ff X' ondo.

Auf der Deckfliche lassen sich die Auslenkungen u; durch die verallgemeinerten
Koordinaten ausdriicken: Beziiglich des gewéhlten Koordinatensystems gilt u; =
di + (0 x §); = d; — (£),; 0;, also insgesam

w=(ai-wa,) () (4.15)

~(X)

ij
oder kurz u‘av = Xq.

Das verallgemeinerte HOOKEsche Gesetz lautet o;; = Ajjpi€p, und mit €; = u;

folgt aus (A.14) und (E.I3)
Ji ¢X”ngnkd0 = ¢ Ajrim€mnido
¢X A jrim mngdo = ¢ Ajkim (Xingn) ,,, ndo

= ¢ X Ajklm (Xln mQn + Xlnqn m) nkdo

Mit X m = <5ln,mf — (slknfk)m) = (Olmnf — 6lmn> und der Symmetrie Ajy, =

Ajkym) verschwindet der erste Summand. Da die verallgemeinerten Koordinaten



122

zu einem festen Koordinatensystem gehoren, héngen sie nicht vom Aufpunkt ab
und es gilt einfach ¢, ,, = 0. Mit dem zweiten Summand verschwindet somit das
gesamte Integral, sofern es iiber die ganze Berandung ausgefiihrt wird. Das bedeu-
tet, dafl sich die Beitrdge von Grund- und Deckfléche sowie der freien Berandung
gegenseitig aufheben, also dafl der Korper sich im Gleichgewicht befindet. Um die
Kraft auf nur einer Seite zu erhalten, mufl das Oberflachenintegral in drei Teile
zerlegt werden, und zwar in die Bereiche

1. Grundflache G oder Deckfléche D,
2. eine Fldche F' in der Mitte und

3. der freie Rand der diinnen elastischen Schicht.

Fiir geniigend diinne Schichten kann der Beitrag des freien Randes vernachléssigt
werden, und die Beitrage von Grundfliche G und Mittenfliche F' sind entgegenge-
setzt gleich grof. Jeder fiir sich ist gleich der angelegten Last, d. h.

£ = //G (X"P) do
- —//F (XTP). do

= —//legAjklmul,mnkdo . (416)

Nun muf} eine Aussage iiber die Verschiebungen u; auf der Fliche F' getroffen
werden. Nach dem in Abschnitt Gesagten ist klar, dal es im Inneren der
elastischen Aufhdngung eine Hohe gibt, in der die Verschiedenheit von Grund- und
Deckfldche mit (4.IT]) lokal korrekt berticksichtigt wird. Diese so zusammengesetzte
Flache mochte ich, analog zur neutralen Faser in der Theorie des Biegebalkens, die
neutrale Fldche nennen.

Seien u und v zwei Parameter, welche die zum bewegten System gehérende Ober-
flache, also die Deckflache, orthogonal parametrisieren. Die zugehorigen Tangenten-
vektoren t, und t, bilden dann zusammen mit der Normale n ein orthonormiertes
System, d. h. ¢, - t; = ¢;; und ¢; - n = 0. Dieses ist das begleitende Dreibein der
Fliche. Die Punkte &, der neutralen Flidche kénnen also immer beschrieben werden
durch einen nahegelegenen Punkt & der Deckflache

Ep(u,v,h) = &(ug,v9, ho = 0) + (u — up)t, + (v —vo)t, + hn

In diesem Koordinatensystem ist der Gradient gegeben durch

0 0

wobei der Gradient auf der Flédche allein gegeben ist durch

9, 5,
b bt
Vr “gu T o0
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also insgesamt™

9
V-V,inl
T

In nullter Ndherung ist die Auslenkung auf der neutralen Fliche gegeben durch
eine lineare Interpolation der Werte zwischen Grund- und Deckfléche, also mit der
Schichtdicke d(&) von der Deckflache aus gesehen durch

i = (xa), (1-4)

Dabei ist aber noch nicht die ,, Verkippung“ der Deckfldche durch die Dickenénde-
rung der Schicht beriicksichtigt. Mit dem in der Flédche liegenden Vektor

AL = (u—ug)t, + (v —vo)t,

erhélt man die relative Dickenénderung in dieser Richtung als mit dem Fléchen-
gradienten gebildete Richtungsableitung zu A€ - Vpd/d, vgl. Abbildung 3]

h=d '

|
(g

(A) - (Vrd)

Abbildung 4.3: Der Ansatz fiir die Deformation.

Damit lautet die erste Ndherung der Auslenkung auf der neutralen Flache unter
Beriicksichtigung dieses Korrekturfaktors

wEh) = (X(©a), (1—d(h£) (uAﬁd(Vg“@))
hoo hAg-VFd(§)>

(€) d*(§)

Die Komponenten des Spannungstensors kénnen nun daraus gewonnen werden
iiber

- (x(), (1- 1)

S [(VF)m + (n) a] u

5 Mit dieser Schreibweise braucht das Koordinatensystem der Fliche nicht einmal mehr or-
thogonal zu sein.
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Der Fldachengradient Vi wirkt nun auf A& wie die Einheitsmatrix auf der Fliche,
denn es gilt

0 0
(tuﬁu + tvav>m ((u — ug)tu + (U — UO)tv)n = (tu)m (tu>n + (t'U)m (tv)n )

da die Summe von Parallelprojektoren aus orthonormalen Eigenvektoren die iden-
tische Abbildung ergibt. Es ergibt sich fiir den Spannungstensor

"I s s
+(0) (S (9, )
+(Xq), (— C 'C;VFd) T — 52 (Vid),,
- 00, (Ve + 20T () )

In der Grenze beliebig kleiner Oberflichenelemente, also fiir AE — 0, verschwinden
die meisten Terme und diejenigen mit dem Schichtdickegradienten (Vpd), heben
sich genau heraus. Man erhélt damit den Integranden

h 1
€im = Wm = Xln,mqn (1 - d) - Xlnqngnm . (418>

Alle Ableitungen von X oder X7 tragen wegen der Symmetrie von Aijy (k) mit
demselben Argument wie eben nichts bei, weshalb der erste Term vernachléssigt
werden kann. Die Integration iiber die neutrale Fliche (4.16]) wurde durch die obige
Parametrisierung in eine iiber die Deckfliache iiberfiihrt:

1
fi = //DXgAjklmgXlnqnnkdO
1
= //DXgAjklmEXlnnmnkdOQn ,

=Sin

es ergeben sich schliefilich die Komponenten der Steifheitsmatrix zu

/ X nkA]klm Xlnnme . (419)

Der Vergleich mit dem Federmodell (£.4)) ergibt nun sofort die Federmatrix

1

K;(€) = 1G]

A (&) (€)nin(€) (4.20)
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die nun die einfache 3 x 3—Gestalt hat. Es brauchen also im Rahmen der getroffenen
Naherungen keine Rotationsanteile, wie die allgemeine Form der elastischen Ener-
gie aus vermuten lief3; beriicksichtigt zu werden. Insbesondere konnte die aus
Dimensionsbetrachtungen abgeleitete Abhéngigkeit K ~ 1/d genauer begriindet
werden.

Obwohl streng genommen bei Anwesenheit dulerer Drehmomente eine Richtung
ausgezeichnet und damit die Isotropie zerstort wird, mochte ich im Folgenden die
nur fiir isotrope Medien giiltige Zerlegung

Aijkl = >\6ij5kl + 2M5i(l5k)j = /\5z’j5kl + 1% (6il5kj + 6ik61j) (421)

mit den beiden LAME-Moduln A und g verwenden, um damit die resultierende
Steitheitsmatrix zu berechnen. In Komponenten ergibt sich mit den entsprechenden
Anteilen der Blockmatrix X

Ay // docll (A0;0k1 + 1 (0615 + 0ir01j)) Oik i,
— // docll (Annj + (045 + miny))
B = // docll (A0ijOrt + 11 (0i0k; + Oir015)) SikTuEmo;EoTn
= // dOcll (ANi€moi€olim + 1t (Eini€o + Ni€10j€oni))
Cy = — // dOcli (AdijOkt + 1 (6u0kj + 0ikdiy)) EiokEoTuEmpiEpTin

1
= - // dOg (Agiolgnpjfogpnlnm + % (gioméogmpjgp + gionfonnglpjfpnl)) )

bzw. in Matrizenschreibweise

A = // do; (A +20)P), + P} (4.22)
B = // docli (A + 21 Pl + uP LY (4.23)
c = |f do; (0 + 20 QPO + pQPE) (4.24)

Das ist genau das Federmodell mit

ko= (A +2u)/d (4.25)
ky = p/d (4.26)
K = ;[(A+2M)Pn+upﬂ . (4.27)

Diese Entsprechung folgt leichter mit (£21) aus (£20). Da der LAME-Modul p
gleich dem Schubmodul G ist, ist das fiir ky genau das gewiinschte Ergebnis
G E/d

ba=— = o) (4.28)
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Die Schichtgréfie k1 mufl noch im Elastizitdtsmodul E ausgedriickt werden. Es
ergibt sich

E
2(1+0)

2 4 E 4

biod = A=K —“ptop—K+ op— 4

! Ten g = R R T s oy T3
(1-0)

— B 42

(1= 20)(1 + o) (429)

mit dem Kompressionsmodul K (YoOuNGsche Zahl) und der Querdehnzahl o €
[—1,1/2]8 Dies ist genau der Koeffizient der einseitigen Kompression, vgl. [40]
§5. Auch dieser Koeffizient ist das Wunschergebnis, da eine diinne Schicht unter
Vernachlissigung der Randeffekte keine Anderung der Querdimension zuléft. Fiir
o = 0, also bei verschwindender Querdehnung, ergibt sich k1d = E = 3K, dann
ist kein Unterschied mehr zwischen der einfachen Streckung und der einseitigen
Kompression.

Von Interesse ist ferner das dimensionslose Verhaltnis
. kg . 1—20
N k’l N 2—20 ’

v (4.30)
welches eine reine Funktion der Querdehnzahl ist. Im Intervall o € [0,1/2] ist die
Abweichung von der Naherung

VR - —O0

immer kleiner als 0.086; am Rand ist sie exakt. Obwohl die grofite Abweichung bei
dem realistischen Wert von o = 0.29 angenommen wird, ist diese Naherung fiir
biologische Materialien gerade zum Verstdndnis von v ausreichend. Eine bessere
Néherung fiir Werte um o = 1/3 erhélt man iiber eine abgebrochene TAYLORreihe
zu v ~ (7—270%)/16. Die durch das Verhéltnis v ausgedriickte Querdehnzahl

lautet
- 1—2v

7T 9 9

und hat dieselbe Form wie v(0).

Aus den Graphen von k; /E und ky/E in Abhéngigkeit von der Querdehnzahl, Abb.
4.4l 148t sich nun fiir o > 0

kid/E > 1
kod/E € (1/4,1/2) und
ki > 2k

ersehen. Da in Tabellenwerken oft nur der Elastizitdtsmodul £ angegeben ist, kann
man so mit einer passablen Annahme iiber die Querdehnzahl ¢ Werte fiir die
Schichtgrofien bekommen.

SKérper mit o < 0 sind nach [40] nicht bekannt. Der Kehrwert der Querdehnzahl ist die
PoissoN-Zahl, in der Literatur wird aber manchmal auch die Querdehnzahl selbst so genannt.
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Abbildung 4.4: Die auf E/d normierten Schichtgréfien des Federmodells als Funk-
tion der Querdehnzahl.

Wie beim vorgespannten Federpaar aus Abschnitt [4.] gilt allgemein fiir eine Quer-
dehnzahl o € [-1,1/2]
0< k’Q < ]{?1 s

da die folgenden Ungleichungen dquivalent sind:

E/d (1-o0)E/d
21+0) =~ (1-20)1+0)
1 < l1—-0
2 1—-20
1-20 < 2(1-o0)
0 < 1

Der formale Nachweis fiir die ersten Ungleichungen verlduft analog.

Fiir ein nicht isotropes Medium, wie in [£.2.2] beschrieben, ist der Ansatz fiir die
Deformation im Inneren der Schicht streng genommen nicht mehr giiltig. Den-
noch mochte ich die aus (£.20) folgende Identifikation der Parameter angeben. Der

Vergleich von (£.2)) und ([3]) ergibt

1

kid = Ao+ (en)’ M\
1 1

]fgd = 5)\2 + 1 (en)2 )\4

1
]{fgd = Z)\4 + (en)2 )\5

1
]C4d = (en) </\3 + 4)\4)
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Die fiinf elastischen Konstanten werden also, wie vorausgesagt, auf vier Schicht-
groBen reduziert. Der Quotient ko/k; hdngt nun nicht mehr allein von der Quer-
dehnzahl ab.

Das Stabmodell liefert eine weitere Deutung des Koeffizienten v. Dieser entspricht,
abgesehen von den Beiwerten oder Scherkoeffizienten, den mit Formelsammlungen
vertriglichen Wert v = kyo/ky = G/E = 1/2(1 + ). Je nach innerer Struktur des
Mediums ergeben sich folgende Umrechnungen und Wertebereiche fiir die Quer-
dehnzahl

veo \ Modell H Einseitige Kompression ‘ Elastizitatsmodul

v=ko/ky (1—20)/(2 - 20) 1/(2+20)

o (1—2v)/(2—2v) 1/2v—1

7€ (0,1/2) v e (0,1/2) v e (1/3,1/2)
o€ (—-1,1/2) v e (0,3/2) v € (1/3,00)

Die Graphen sind in Abb. dargestellt. Die stédrksten Unterschiede sind fiir o =
0.5 zu erwarten.

0.5 T T T T T T T T T .
0.45 T (1-2*x)§(2-2*x .
0.4 - el .
0.35 - R -

0.3 =
0.25 - o -
0.2 o -
0.15 - . =
0.1 o
0.05 - A

oL 1 1 1 1 1 1 1 1 1 N
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Abbildung 4.5: Der Quotient v = ks /k; als Funktion der Querdehnzahl o fiir Feder-
und Stabmodell.

Ein Wert von v < 1/3 stellt damit eine klare Aussage gegen das Stabmodell dar,
d. h. es lassen sich auch aus an makroskopischen Aufhdngungen gewonnenen Mef3-
daten Schliisse auf die innere Struktur des Mediums ziehen. Leider ist so keine
Entscheidung fiir ein Modell zu treffen, zum einen aus erkenntnistheoretischen
Griinden, und zum anderen wegen der verdoppelten Parameterzahl des néchst ein-
facheren Modells der nicht isotropen Schicht.

Obwohl die elastische Energie allein eine Vielzahl von Modellen erlaubt, ist das
Federmodell mit zwei Parametern und dem Modul der einseitigen Kompression als
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Materialkonstante in Richtung der Schichtnormale fiir eine diinne isotrope Schicht
angemessen und hinreichend begriindet. Die anderen Modelle, mit oder ohne Rota-
tionsanteil G, mit zwei oder mehr Parametern oder mit einer anderen Deutung der
Schichtgréfien, bleiben demnach anderen Situationen vorbehalten. Das Problem der
passenden Wahl eines Modells stellt sich, abhéngig von der jeweiligen Anwendung,
auch bei anderen Methoden wie etwa der der Finiten Elemente. Damit ist diese
Modellvielfalt kein prinzipielles Manko der vorliegenden Theorie, sondern ein Weg
zu moglichen Erweiterungen.

4.5 Zusammengesetzte Aufhingungen

Fiir den Schwerpunktsvektor s eines aus zwei Punktmassen my und my mit Schwer-
punktsvektoren s; und s, zusammengesetzten Korpers gilt bekanntlich der Schwer-

punktsatz
. mi181 + MaSo

mi + Mo

Durch den Ubergang zum Kontinuum mit Massendichte p(x) erhilt man daraus
die allgemeine Definition des Schwerpunktes

[ p(m)xdx

o (@)

aus der man durch Einfithrung 63-formiger Dichten wieder zur Ausgangsformel
zuriickkommt. Der Tragheitstensor ist &hnlich {iber

J = /p(a:) (a:QI - wa) dPr = —/a:zp(a:)Pid?’x
definiert.

Die den Schwerpunkt und den Trégheitstensor definierenden Teilintegrale erinnern
an die Komponenten der Steifheitsmatrix

A = Zdeg

B = - Zf KQde
c = - Zf QKQdE
und zwar iiber die Analogie

Masse «+— Federmatrix
Ortsvektor «+— zum Ortsvektor duale Matrix.

In der Tat lautet die Definition des elastischen Zentrums

z=—(a"B)" = ((ﬂ de)_l }fKﬂga%)D :
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und diese Formel ist fiir eine zum Skalar entartete Federmatrix genau die alte
Definition des Schwerpunktes. Wegen ([A.2]) stimmen dann sogar die Formeln fiir C
und fiir J iiberein. Damit kann die vorliegende Theorie auch als Mechanik mit einer
nichtskalaren Masse gedeutet werden: Wie in der Allgemeinen Relativitéatstheorie
wird die Masse durch einen Tensor zweiter Stufe beschrieben.

Mit diesen Analogien im Hinterkopf sollen im Folgenden allgemeine Aussagen iiber
elastische Aufhdngungen mit obigen Komponenten abgeleitet werden. Da Inte-
grationen auf Grenzwerte von Summationen zuriickgefithrt werden kénnen, ist es
zunéchst sinnvoll, die Effekte einfacher Summen zu studieren.

4.5.1 Die Analogie zum Schwerpunktsatz und ihre Grenzen

Fiir zusammengesetzte Aufhédngungen folgt aus ihrer Definition iiber die Integrale
die Additivitdt der Teilmatrizen A, B und C'. Das 14t sich auch aus der Additi-
vitdt des Potentials & = &, + &, fiir die Steifheitsmatrix herleiten:

s _ PO P (D +Dy) 0D . 02 d,
Y 0¢;0q; dq;0q; 9q;0q;  0q;0q;

= (Sl)z'j + (82)1']'

Daraus kann man unmittelbar die Nicht-Additivitat der Flexibilitdtsmatrix fiir
zusammengesetzte Aufhidngungen ablesen, denn es gilt

F=8"'=(81+8)  #8'+8 ' =FA+F

Fiir die elastischen Zentren einer aus zwei Teilen zusammengesetzten Aufhingung
gilt dann

zZT = — (Al_lBl)D
Zy9 = — (A;lBQ)D
z = —((A+4)" (Bi+By)”

und nur in Ausnahmefillen 148t sich wegen der matrixwertigen ,, Wichtungsfakto-
ren‘? eine einfache Linearkombination von z; und z, finden, so daf8 z € (21, 29).

"Mit der Formel (A20) und der Rechenregel (A1) fiir den e-Tensor 148t sich die Definition
des Widerstandszentrums als (multi)lineare Abbildung zwischen B und z besser verstehen:

Zp = *meﬂmsiknAlkA7nnqu5qip

1 T
= Gt A AmpAguem;Biq
Bei einer Summe wie A;+ As entstehen gemischte Terme, die ein Aufschreiben von z als Funktion
von z; und 2z allein unmoglich machen. Dasselbe Problem hat man mit Tensoren vierter Stufe,
wenn man die Gleichungen fiir €2, aufschreibt.
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Diese Ausnahmefille zeichnen sich durch eine besondere Struktur der Matrizen
A und B oder, wie im Fall der skalaren Masse, eine besonders einfache Vertau-
schungsregel fiir die Matrix A aus. Der Grund fiir das Scheitern einer Analogie
zum Schwerpunktsatz liegt zum einen an den nicht mehr skalaren Gréflen, und
zum anderen an der Dualisierung bzw. Antisymmetrisierung: Wegen

(a'B)' = (a'B-(a'B)") = (a"B-B"A")

tauchen die ,Massen“ einmal links und einmal rechts in diesem Produkt auf, wo-
raus folgt, daf es keine matrixwertigen Wichtungsfaktoren geben kann, die diese
Inversion wieder riickgéngig machen.

Da der Fall des Widerstandszentrums von besonderem Interesse ist, soll er im
néchsten Abschnitt ndher betrachtet werden.

4.5.2 Superposition von Widerstandszentren

Das elastische Zentrum einer Superposition zweier Aufhéngungen mit Widerstands-
zentren hat die besonders einfache Form

2= (A + 47 (A0 - 4,0,)°

- ((Al + A2)_1 (Alﬂl))D + ((A1 + A2)_1 (Azgz))D

= ((A1 + Ay Al)TF z1+ ((A1 +Ay)7 Az)TF Z2

welche einer Mittelung mit im Gegensatz zum Schwerpunktsatz matrixwertigen
Gewichten entspricht. Im Fall von vielen infinitesimal kleinen Teilelementen exis-
tiert wegen dem Mittelwertsatz lokal immer ein Widerstandszentrum, ndmlich der
Ortsvektor der Oberfliche der Berandung. Die Teilmatrizen A; werden dann zu
den Federmatrizen K, und insgesamt ergibt sich fiir das elastische Zentrum

<= ((fEx) ()
(o (gnn))
_ Zf (A'K)" ¢

Ein elastisches Zentrum existiert also immer und kann geschlossen angegeben wer-
den. Wann aber existiert ein Widerstandszentrum? Die direkte Berechnung des Wi-
derstandszentrums der Gesamtaufthéngung erfordert die Berechnung der Inversen
einer Matrixsumme, welche fiir theoretische Untersuchungen nicht immer giinstig
ist. Daher sollen zwei weitere Gréflen vorgestellt werden, an denen zu testen ist,
ob die Aufhingung ein Widerstandszentrum hat.
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Im folgenden Abschnitt soll untersucht werden, unter welchen Umsténden eine
Superposition zweier Aufhingungen mit Widerstandszentrum wieder eine Aufhén-
gung mit Widerstandszentrum ergibt. Wegen der Definition der Steifheitsmatrix
als Integral {iber die Berandung lassen sich dann allgemeine Klassen von Aufhén-
gungen mit einem Widerstandszentrum finden.

Nach Voraussetzung haben die beiden Teilaufhdngungen und die Gesamtaufhin-
gung ein Widerstandszentrum, weshalb alle Matrizen vom Typ A~'B antisymme-
trisch sind, also A™'B = —BT A™!. Rechts- und Linksmultiplikation mit A ergibt
BA = —AB" bzw. ausmultipliziert

BA, = —-A,BT
BQAQ = —Ang
B,A, + B,A, + B,A, + B,A, = —A BT — A Bl — A,BT — A,B}

Die Terme der dritten Gleichung mit gleichen Subskripten in A und B heben sich
wegen den ersten beiden Gleichungen weg, und es bleibt iibrig

B, A, + BoA, = -A Bl — A,BT |

bzw. kiirzer

(B1Ay; + B,A)° =0 . (4.31)
Mit @ = —A"'B, also B = —AQ, erhilt man weiter
0 = (A4, + AQA)°
1
=5 (A1 A5 — As Ay + A2 A — A1 Ay)

— ; (A1 (1 — Q) Ax + Ay (2 — ) Ay)
= (A () — Q) A)° . (4.32)

Aus dieser letzten Gleichung kénnen nun wie folgt zwei wichtige Klassen von Auf-
héngungen mit Widerstandszentrum abgelesen werden.

4.5.2.1 Aufhingungen mit gleichem Widerstandszentrum

Fiir eine Superposition von Aufhdngungen mit gleichem Widerstandszentrum gilt
Q; = Qy = Q und folglich ist (A32) fiir beliebige A erfiillt. Das Gesamtwider-

standszentrum ist nun gegeben durch

(A +A) (B +By) = —((A+A) " (A0 - 4,9))"
— (A +4) (A + A Q)"
= QP

also folgt insgesamt:
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Eine Superposition von Aufhingungen mit gleichem Widerstandszen-
trum ergibt wieder eine Aufhdngung mit eben diesem Widerstandszen-
trum,

was auch anschaulich zu erwarten war.

4.5.2.2 Gleichartige Aufhidngungen

Fiir einander dhnliche, aber ungleich starke Aufhdngungen ist die eine Federmatrix
ein Vielfaches der anderen. Fiir die gesamte Aufhédngung gilt dann Ay = AA; mit
dem reellen Parameter A, und die Gleichung (4.32]) ist wieder erfiillt. Dieses liegt
bei

z = —((Ar+24)7 (B + Bg))D = _1+1)\ (A7 (B1+ B2)>D
= 1+1)\ (~AT7'BI - A'By)” = 1+1A (-2 (ra7") B2)”
_ 1+1A (- 24;'B,)" = 1+1A (1 +A022)"
- 1iA(zl+AZ2) ’

es gilt also:

FEine Superposition von gleichartigen Aufhdngungen mit nicht notwen-
digerweise gleichem Widerstandszentrum ergibt insgesamt eine Aufhdn-
gqung mit Widerstandszentrum. Dieses ergibt sich analog dem Schwer-
punktsatz, wobei die Rolle der Masse von der Stdarke der Aufhdngung
tibernommen wird.

Beispielsweise hat daher eine Superposition von dhnlichen ebenen Aufhdngungen
mit Widerstandszentrum unter Beibehaltung der Ebenennormale wieder ein Wi-
derstandszentrum.

Eine Aufhdngung mit konstanten Schichtgréfien kann durch eine elastische Schicht
aus iiberall gleichem Material mit konstanter Schichtdicke realisiert werden. Grund-
und Deckflache sind dann Parallelflichen [28]. Wird nun die Schichtdicke iiberall
gleichméfig erhoht, so erhélt man aus Ko = AK | unter der iiblichen Vernachléssi-
gung von Randeffekten und geometrischen Korrekturen A; = AA; und By = ABj,
woraus

2=~ (4,'B:) = — (0A) ' (0BY)" = - (47'B))" = =

folgt. Wie im ebenen Fall der Einleitung [[.1] héngt auch hier die Lage des elas-
tischen Zentrums nicht von der ,Stéirke “ der Aufhingung ab — vorausgesetzt,
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daBl diese durch einen einzigen skalaren Parameter beschrieben werden kann. Eine
gleichméflige Verdnderung der Schichtdicke hat somit keinen Einfluf} auf die La-
ge des elastischen Zentrums, eine Verdnderung des Materials hingegen durchaus.
Insbesondere sollten unterschiedliche Querdehnzahlen auf verschiedene elastische
Zentren fithren.

4.5.2.3 Aufhingungen mit identischer Gegenfeder

Ein weiteres wichtiges Kriterium zum Entscheiden, ob ein Widerstandszentrum
vorliegt, kann direkt aus der Definition des elastischen Zentrums abgelesen werden:
Wenn ein Koordinatensystem gefunden werden kann, so dal B, + By = 0, dann
befindet sich nicht nur der Koordinatenursprung im elastischen Zentrum, sondern
es liegt wegen der Blockdiagonalform von S sogar ein Widerstandszentrum vor.

Die Gleichung B, = — B, kann aber dadurch erreicht werden, daf} die beiden Teil-
aufhéngungen gleich stark und gegeniiber liegend sind. Da wegen B = — Y[ KQ.d§
die Matrix B eine ungerade Funktion in & ist, folgt aus K(—§) = K (&) fiir alle
& des Integrationsbereiches, also wenn die Federmatrix eine gerade Funktion in
& ist, mit einer Variablensubstitution & — —& sofort B = —B, also B = 0.
Ausformuliert bedeutet das:

Fine punktsymmetrische Aufhingung, also eine, bei der zu jeder Feder
eine gegentiber liegende gleich starke Gegenfeder existiert, besitzt im
Symmetriezentrum ein Widerstandszentrum.

Dieser Fall hat weit reichende Konsequenzen: Fine Kombination dieser Erkennt-
nis mit dem Ergebnis iiber gleichartige Authingungen ergibt eine grofie Klasse von
Aufthéngungen die ein Widerstandszentrum besitzen. So hat beispielsweise ein ellip-
tisches Paraboloid mit zur Mittelachse senkrechter Aufhdngung, etwa als gendher-
tes Modell einer Frontzahnwurzel, in jedem Hohenschnitt und damit insgesamt ein
Widerstandszentrum. Eine nicht zur Mittelachse, sondern zur Oberflichennorma-
le senkrechte Aufhdngung hat diese Eigenschaft zunéchst nicht und mufl daher
gesondert untersucht werden.



Kapitel 5

Verschiedene Aufhingungen

In diesem Kapitel soll die Struktur von Steifheitsmatrizen verschiedener Aufhén-
gungen vorhergesagt werden. Dazu wird ihre Darstellung als Integral iiber die Ober-
flache der starren Berandung des letzten Kapitels verwendet. Dabei wird wie folgt
vorgegangen:

1. Der Ursprung des Koordinatensystems wird, falls eines existiert, in das Sym-
metriezentrum der Aufhéngung gelegt, da dieses ein guter Kandidat fiir das
Widerstandszentrum oder das elastische Zentrum ist.

2. Die Koordinaten werden so gewéhlt, dafl die Integration iiber die Oberfléiche
einfach ist, d. h. die Oberflache sollte durch eine konstante Koordinate be-
schreibbar sein.

3. Die kartesischen Komponenten des Normalenvektors werden in den neuen
Koordinaten ausgedriickt und in die Darstellung der Federmatrix K des Fe-
dermodells eingesetzt. Dadurch umgeht man die Verwendung von Drehma-
trizen.

4. Die Blockkomponenten der Steifheitsmatrix ergeben sich durch Integration
iiber die Matrixkomponenten (ggf. nach vorheriger Multiplikation mit den zu
den Aufpunkten der Oberfliche dualen antisymmetrischen Matrizen).

5. Diese Integrale sind Oberflichenintegrale erster Art und erfordern die Berech-
nung der Determinante der Metrik der Flache; in den iiblichen Bezeichnungen
der Fliachentheorie lautet diese

9= \Jdet (@ 2,) = VEF =G = [l x o]

Die Integrationen werden, falls sie zu umfangreich und damit fehlertréachtig sind,
mit Hilfe eines Computeralgebra—Systems durchgefiihrt.

135
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5.1 Einfache Aufhingungen und elementare Re-
chenmethoden

In diesem Kapitel soll die Struktur von Steifheitsmatrizen von einfachen aber fiir
Anwendungen wichtigen Aufhdngungen berechnet werden. Dazu werden zun#chst
elementare Rechenmethoden vorgestellt.

5.1.1 Die rechteckige Scheibe

Am einfachsten Beispiel, ndmlich dem einer ebenen rechteckigen Scheibe mit kon-
stanten Schichtgréfien, sollen die Integrationen im Matrixformalismus vorgefiihrt
werden.

Die Scheibe habe die Abmessungen a x b und das Koordinatensystem liege in der
Scheibenmitte. Mit

0
n=|0
1
erhalt man
000 100 ky 0 0
K=EkP!l 4+ 5P-=k |00 0 |+k|[010]|=]0 k 0
00 1 000 0 0 k
und
0 0 y
Q,g: 0 0 —=x
-y z 0

Da das Oberflichenelement einfach durch do = dx dy gegeben ist, erhélt man die
Komponenten der Steitheitsmatrix fiir konstante k; zu

a/2 b/2 a/2 b/2
a/2 b/2
A= / / Kdrdy— K / / dedy = Koy " —abK
r=—a/2ly=—b/2
r=—a/2 y=—b/2 r=—a/2 y=—b/2

und da der Integrand ungerade und der Integrationsbereich symmetrisch zum Ur-
sprung liegt, folgt

a/2 b/2

B=-— / / KQedrdy=0 |
r=—a/2 y=—b/2
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und es existiert daher ein Widerstandszentrum im Koordinatenursprung, also in
der Scheibenmitte. Schliellich folgt

a/2 b/2
c = - [ | QuKQdidy

z=—a/2y=-b/2

a2 b2 [0 0 y 0 0 y
:—// 0 0 —=z Okg)OOxdxdy
e="aj2y="b2 \ —y = 0 0k y z 0
a2 b2 0 0 ky 0 0 y
= - / / 0 0 —k=x 0 0 —x | dedy
a="a/2y="b/2 \ —kay kox 0 -y v 0
a/2 b2 [ —k? Kkay 0
S / / bzy ko 0 dz dy
v="a/2y="b/2 0 0 —koy? — koo
kab*/12 0 0
- 0 kiba®/12 0
0 0 ko(ab® + ba®)/12
kb?> 0 0
= 611129 0 kia? 0

0 O k2<b2 —|— CL2)

Die Achsen konstanter Helizitédt sind die Eigenvektoren der Matrix AC. Da die
Matrizen A und C beide diagonal sind, ist es auch deren Produkt

(ab)2 b2 0 0
AC = kiko 19 0 a? 0 )
0 0 a?+b?

und diese Eigenvektoren sind (bis auf die Entartung fiir a = b) genau die Koor-
dinatenachsen. Da die Materialkonstanten nur als gemeinsame Faktoren der Ma-
trixelemente auftauchen, hiangt das Eigenvektorproblem wie erwartet nicht von
diesen ab. Da die Achsen konstanter Helizitdt spezielle zusétzliche Eigenschaften
gegeniiber den funktionellen Achsen und Richtungen haben, sind mit ihnen die
beiden letzteren bestimmt und stimmen iiberein.

5.1.2 Die Kreisscheibe

Mit diesem Beispiel mochte ich an dieser Stelle einen weiteren Formalismus vor-
stellen, an dem die komponentenweise Integration in manchen Féllen (speziell bei
spérlich besetzten Tensoren hoherer Stufe) iiberschaubarer wird: Die Rechnung in
Komponenten unter Zuhilfenahme der Summationskonvention. Wieder lauten der



138

Normalenvektor

und die Federmatrix

Kij - klnmj + k’g((sij — ninj) == kléf(ﬁ) + k?g(éij — 5?5]3)
= k10303 + ks (816] + 6267)

Der antisymmetrische Tensor der Aufpunkte des Randes der Fldche lautet in Po-
larkoordinaten

Qij = EikjTh = Eikj (5,17“ cos ¢ + 027 sin gzﬁ)
= rcos¢ ((5;3(5]2 — (5?5?) + rsing (51-15? - 5?5})
und die Integranden erhélt man als Produkte
KiQ = (k10363 + ky (6/0) + 6767) ) -
(rcos ¢ (6307 — 0267 ) + rsing (607 — 036} ))
= rcos¢ (kléfélz - k2(52—2(513> +rsing (—kléf’dll + k2(51'1(5l3)
und
QK jm Q= (7 cos ¢ (8267 — 6267) + rsin ¢ (0103 — 674}
- (rcos ¢ (k0307 — ka0?6}) + 7 sin ¢ (k1036 + ka0}0}))
= —r?cos? ¢ (k10707 + ka0P0}) — r?sin? & (k16}0] + k20767
+7? sin ¢ cos ¢ (k151»25l1 + ]{?251-15?)

Wegen des Oberflichenelementes do = rdr d¢ hat man nur noch die Integrationen
iiber die Integranden r, 72 sin ¢, r2 cos ¢, 73 sin? ¢, r3 cos® ¢ und 73 sin ¢ cos ¢ in den
Grenzen r = 0--- R und ¢ = 0--- 27 auszufithren. Wegen der Periodizitit der
Integranden gilt [Z"sinpde = [7" cospdp = [™sinpcospdgp = 0, und die Inte-
grale der Komponenten von B verschwinden ganz. Mit B = 0 existiert also wieder
ein Widerstandszentrum im Koordinatenursprung d. h. in der Scheibenmitte. Mit
JEmsin2pdp = [T cos? pdp = 1 — [T sinpdp = m und [ r3dr = R*/4 erhilt
man sofort

Ajj =R (k15§5§’ + ko (535]1‘ + 536?))

und
Ci; = i k16202 + ko038 k1610Y + ko038
ij = ﬂ-Z((lij—f— Qij)‘f'(lij‘f“ 2ij)>
R 151 | 5252 3 ¢3
= o (ka (810] + 0767) + 2ha0?5})
Die Matrix zur Bestimmung der Achsen konstanter Helizitét

T2 RS

(AC),; = kiko—,

(610} + 06207 + 26257
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ist nun wieder diagonal, d. h. abgesehen von der zu erwartenden Entartung in der
xy—Ebene konnen wieder die Koordinatenachsen als funktionelle Achsen betrachtet
werden.

5.1.3 Vergleich von Quadrat und Kreis

Eine der im Federmodell implizit enthaltenen Aussagen ist, dafl die elastischen Ei-
genschaften im wesentlichen von der Fldche, nicht aber von deren Form abhéngen.
Ein Vergleich von Quadrat und Kreisscheibe, also

ky 0 0 ky 0 0
Ac=ad*| 0 k O — A;=7R*| 0 ky O
0 0 Kk 0 0 Kk
und
k00 pi(f 0 0
CD:f 0 kl 0 — CO:T(* 0 l{fl 0
2V 0 0 2k Y 0 0 2k

ergibt bei gleichen Flichen a®> = mR? eine vollstandige Ubereinstimmung in den
Matrizen Ag und A,. Daraus ergeben sich fiir die Matrizen C'5 und C, die Vor-
faktoren % = 7r2}f”—;1 ~ 71‘%4. Der Unterschied von 71% ~ 0.82 zu § ~ 0.79 liegt bei
weniger als 5%. In diesem Fall also gilt die Ubereinstimmung der Steifheitsmatrizen
néherungsweise sogar fiir endliche Fldchen, und nicht nur, wie fiir das Federmodell
erforderlich, fiir infinitesimale Flachenelemente.

5.1.4 Eine Aufhingung ohne Widerstandszentrum

Eine weitere einfache Moglichkeit, zu Steifheitsmatrizen zu gelangen, bietet die
Superposition von bekannten Steifheitsmatrizen der Teilauthdngungen.

In diesem Abschnitt soll eine aus Aufthédngungen mit Widerstandszentrum zusam-
mengesetzte Anordnung besprochen werden, welche selbst kein Widerstandszen-
trum mehr besitzt. Nach dem im Kapitel iiber zusammengesetzte Authingun-
gen gesagten muf} folgendes berticksichtigt sein:

e Die Komponenten diirfen sich nicht dhnlich sein, also beispielsweise weder
isotrop (d. h. A = aI) noch eben und gleich vorgespannt,

e die einzelnen Widerstandszentren miissen verschieden sein und

e die Anordnung darf keine einfache Symmetrie aufweisen.
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Das 1483t sich wie folgt realisieren: Die Anordnung besteht aus zwei Federpaaren die
gegeneinander 90° verdreht und verschoben sind. Thre Widerstandszentren liegen
bei (0,0, z1) und (0,0, z3) und ihre Federn weisen in z- bzw. y-Richtung. Durch die
unterschiedliche Ausrichtung der Komponenten ist die Anordnung insgesamt raum-
lich anisotrop. Rein geometrisch liegt ihr ein Paar von Kréften mit windschiefen
Wirkungslinien zu Grunde. Diese Anordnung wurde, mit ihren qualitativen Eigen-
schaften, schon in Abschnitt mit den Abbildungen 2.3 und 2.4 vorgestellt.
Hier soll nun die Rechnung folgen.

Es soll die Gleichung (E32) zur Uberpriifung der Existenz eines Widerstandszen-
trums verwendet werden, d. h. es sind lediglich A5 und €2; » zu berechnen.

Mit den Teilmatrizen

k0 0 0 —2 0
A1 = 0 k2 0 und Ql = 21 0 0
0 0 ke 0 0 0
kz 0 0 0 —2Z9 0
A2 = 0 ]{71 0 und Ql = z9 0 0
0 0 ko 0 0 0

in z- und y-Richtung folgt, eingesetzt in die Gleichung (4.32), dafl die Matrix

]{31 0 0 0 —Z1 + 29 0 kg 0 0
A1 (Ql — QQ) AQ = 0 kz 0 Z1 — %2 0 0 0 kl 0
0 0 ke 0 0 0 0 0 ke
kr 0 O 0 —k O
= 0 kg 0 kQ 0 0 (Zl — ZQ)
0

0 ko 0 0

EEIN
= k% 0 0 (21 — ZQ)
0O 0 O

nur fiir £y = ko antisymmetrisch ist, oder fiir z; = 29 sogar ganz verschwindet.
Realisiert man nun die Aufhéngungen so, dafi keine dieser beiden Bedingungen
erfiillt ist, so erhélt man die gewiinschte Anordnung ohne Widerstandszentrum.

Die Blocke der Steifheitsmatrix ergeben sich durch Addition zu

ki + ko 0 0

A = A +A = 0 ki+ky O
0 0 2ko
B = —A Q) — A,
0 —kiz O 0 —kozo O
= — | kox 0 0| —| kize 0 0

0 0 0 0 0 0
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0 k1z1 + k222 0
= — (k’QZl + /{7122) 0 0
0 0 0
C = —QlAlﬂl - QQAQQQ
0 —Zz1 0 0 —]{3121 0
= — Z1 0 0 /{322’1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 —Z1 0 0 —k’QZQ 0
— 21 0 0 klzg 0 0
0 0 0 0 0 0
]{322% + k/'lZ% 0 0
= 0 ]ﬁZ% + kQZ% 0 R
0 0 0

wobei C33 = 0 eine Folge der auf der z-Achse angenommenen Enden der Federn
ist. In dieser Feinheit stimmen realisiertes Modell und Rechnung demnach nicht
iiberein. Das elastische Zentrum liegt aus Symmetriegriinden in der Mitte bei 2z =

atzm Mit 2f =2z — z und 25 = 2, — z gilt dort 2] = —z5 = #5722 Man erhilt so
. 0 hi—k 0\ 010
By = 12 2| —ko+k 0 0 =5z (i —k) | 100
0 0 0 000
und mit
s
W, = —(A7'B) =-A"'B
1 l{?1+k2 0 0 010
B 2(21—22 (k1+k2)_1 0 100
0 (2ky) 000
21 — 22 k1 — ko 010
T i (O
1R\ 0 0 0

lassen sich wie folgt Aufpunktfiiche und Abstandsfliche berechnen. Das Rechts-
system der Matrix W, aus Eigenvektoren ist
1 1 1 1 0
ee=—7=| -1 |, ee=—]|1 und es=| 0 ,

V21 o V2o 1

. e . . . . . Z1—22 kl kQ
und die zugehorigen Eigenwerte sind mit A := == =2

wy =—A, ws=A und w3=0

Das System der Hauptachsen ergibt sich aus den kartesischen Koordinatenachsen
durch eine Drehung um e, um 45°. Insbesondere ist es moglich, den Léangenmafistab
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so zu wahlen, daf ein bestimmter Zahlenwert fiir A eingenommen wird, etwa A = 1.
Aus w; = =1, wy = 1 und w3 = 0 folgt w3, = —1, w3 = —1 und wy; = 2. Mit
DS = xe; + yey + zes ergeben sich im neuen Koordinatensystem die folgenden
Gleichungen

— sin ¢ sin 260 .

—cos¢sin2f | = -TK

2sin 2¢) cos? 0

Ds & 4

N | —

fiir die Aufpunktflache, s. Abb. 2.5

— 1 1
1 ZA|? = Zsin2¢sin229+Zcosz¢sin229+sin22¢cos49

1
= 7 sin? 20 4 sin? 2¢ cos 6
fiir die Abstandsflache, s. Abb. 2.6l und fiir die Steigungsfliche die Gleichung

™ = (— cos® ¢ cos? 6 + sin? ¢ cos? 6’) = —cos’fcos2¢p = —11

mit den zugehorigen Abbildungen 2.7] und 2.8

Die Untersuchung einer Aufhdngung mit C33 # 0 ergibt keine prinzipiell neuen
Eigenschaften, sondern erschwert hochstens die Rechnung, da diese aus vier Teil-
aufhdngungen zusammengesetzt ist.

5.1.5 Die rechteckige Scheibe mit variabler Schichtdicke

Die einfachste Methode die erforderlichen Integrationen durchzufiihren besteht in
der Verwendung eines Computeralgebrasystems, etwa REDUCE oder MATHEMATI-
CA. Die von mir verwendeten Prozeduren fiir MATHEMATICA sind in Anhang [A.3]
beschrieben. Sie werden eingelesen mit

<<d:\math\mproc
<<d:\math\mintproc

und erlauben verschiedene Losungswege, von denen ich einen am Beispiel der recht-
eckigen Scheibe mit veranderlicher Schichtdicke vorfithren méchte. Die Bezeichnun-
gen werden dabei aus Abschnitt [5.1.1] iibernommen.

Zunéchst sind der Normalenvektor n der Schicht und der Aufpunktvektor &

n=DVec[0, 0, 1]
Xi=Vektor [X]

mit
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{{0}, {0}, {1}}
{{xx}, {Xy}, {Xz}}

als Output zu definieren. Die zu & gehorende antisymmetrische Matrix €2, wird
iiber

OmXi=Meps [Xi]

definiert. Die Schichtdicke h(€) variiere nur in z-Richtung von h(—a/2) = d bis
h(a/2) = D. Schichtdicke und Federmatrix sind also Funktionen

hix_]:=(d+D)/2 + x (D-4)/(2 a)
K[x_]:=FedIsoMat[n, ki1/h[x], k2/h[x]]

der Variable z. Die Matrix A bekommt man nun einfach iiber

aint=Integrate[K[Xx], {Xx, -a/2, a/2}];
A=Simplify[Integrate[aint, {Xy, -b/2, b/2}]]

mit dem Ergebnis

wobei die Funktion

eine mittels
Limit[2 Log[(3x+1)/(x+3)]1/(x-1), x->1]

berechenbare hebbare Unstetigkeit bei x = 1 mit f(x — 1) = 1 besitzt. Dieser
Grenzfall ist genau der einer Scheibe mit konstanter Dicke. Ebenso erhélt man die
Matrix B iiber

bint=Integrate[-0mXi.K[Xx], {Xx, -a/2, a/2}];
B=Simplify[Integrate[bint, {Xy, -b/2, b/2}] //. Xz->0]

nach einigen Vereinfachungen per Hand zu

2y (000
B=""10 0 ki |gd/D)
0 —ky O
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mit 3z+1
1—a24+(1+2)n22t
g(z) = Uto)h s

(1—x)?

Fiir den Spezialfall konstanter Schichtdicke verschwindet wegen g(z — 1) = 0 die
Gesamtmatrix, und es existiert ein Widerstandszentrum. Ist d # D, so liegt das
elastische Zentrum nicht mehr im Ursprung, sondern mit

OM=Simplify[-Inverse[A] .B]
Z=Simplify[Veps [OM]]

in z-Richtung verschoben bei

4 _ Lold/D) B+8
© O 2f(d/D) kiky

Entweder mit

W=Simplify [Sym[0OM]]
Series[W, {d,D,1}]
oder per Hand an

9(@) oY ’
~A'B=—""24[ 0 0 k1 /ko
@)\ o bk 0

erkennt man, dafl diese doch noch recht einfache, fast ebene Aufhéngung kein
Widerstandszentrum mehr besitzt.

Der Vollstandigkeit halber erhélt man fiir die Matrix C' Diagonalform mit x = d/D

ab?

Cn = 12Dk51f(9€)
a’br+1
Cp = 22
22 ]{51 r — 19(1')
ab? a’h x+1
Coa = Y4 a’b
33 5D 2f (2) + A 2x_19(37) ;
welche wegen
tim 2L g(2) = =
ootz — 19 T 12

wieder eine hebbare Unstetigkeit mit dem korrekten Grenzwert hat.

Insgesamt zeigt sich, dafl schon einfache Annahmen iiber die Aufhéingung zu recht
komplizierten Ausdriicken fiir die Steifheitsmatrix fiithren.
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5.1.5.1 Flidchen- und Dickenkorrektur

Wegen der komplizierten Form der Ausdriicke sind ihre linearen Néherungen von
Interesse. Es ergibt sich

ke 0 0
ab d—D
A= (e )5

Q

0 0 Kk
5 [0 0 0\,
B ~ zciub) 0 0 Kk dDD
0 —ky O
kib® 0 0
b d—D
C =~ % 0 /{1(L2 0 (1 - 2_D>
0 0 ]€2 (a2 + b2)
0 0 0
- D
0 ko/ki 0

Diese Ergebnisse sollen nun mit den Korrekturen nach den Ahnlichkeitsbetrach-
tungen aus Abschnitt verglichen werden. Nach (A1) geschieht das durch die
Ersetzungen Fy und d4 im Ergebnis fiir die rechteckige Scheibe mit konstanter
Schichtdicke.

Fiir das harmonische Mittel von Grund- und Deckflache ergibt sich mit dem Satz
des PYTHAGORAS

D—d\’
Fg=ab und Fp=0b/a®>+ (D —d?) =ab\|1+ - ,

also

2F;Fp
b = Fo+ Fp B 2
L4 /1+ (254)

a

und bis auf Terme vierter Ordnung

2
FH:ab(lJrl(D_d))
4 a

Die etwas vergroferte Deckfliche ruft demnach nur Effekte zweiter Ordnung hervor.

Das arithmetische Mittel der Dicken ist
D+d 2D+ (d—D d/D—1

d
A 9 2 9
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und bis zu quadratischen Termen hin entwickelt ergibt sich

dlA:11)<1—;(d/D—1)+i(d/D—1)2)

Die Vorfaktoren bei A und C' in der linearen Nidherung konnen daher wegen

d—D
2D

ohne Integrationen allein aus der Betrachtung der verdnderlichen Schichtdicke ab-

geleitet werden. Sie erkldren damit die Terme bis hin zur linearen Nédherung, womit
die Uberlegungen des Abschnitts [1.3.2] am Beispiel bestétigt sind.

1 :1—;(d/D—1)

Durch dieses Beispiel ist klar, dafl mit komplizierten Dickefunktionen d(&) nur sel-
ten geschlossene Losungen zu erwarten sind. Dem konnte man aber fiir empirische
Dickefunktionen moglicherweise dadurch begegnen, die Funktion 1/d geeignet zu
approximieren.

5.1.6 Ebene Aufhingungen mit konstanten Schichtgréfien

Im Gegensatz zu den in der Einleitung behandelten zweidimensionalen Synarthro-
sen, welche durch eine Linie verbunden werden, verbindet eine ebene Aufhéingung
zwei Korper durch eine ebene Fldche. Die Oberflichenintegrale sind dann Integrale
iiber ebene Gebiete.

Sind die Berandungen der Fldachen in rechtwinkligen Koordinaten gegeben, also
r € la,b] und y € [c(z),d(z)], so ergeben sich mit dem Satz von FUBINI und
dem Prinzip des CAVALIERI die Integrale als gewthnliche Doppelintegrale iiber ein
ebenes Gebiet zu

b d(z)
ﬂ*dOZ/ / xdy | doe
r=a \y=c(z)

wobei * der jeweilige matrixwertige Integrand ist. Die rechteckige Scheibe ist genau
in dieser Weise berechnet worden, wobei dann ¢(z) und d(z) einfach Konstanten
sind.

Fiir konstante Schichtgroflen, also falls iiberall dasselbe Material mit derselben
Dicke vorliegt, kann die Federmatrix wegen K = const aus den Integralen heraus-
gezogen werden. Da die Integration dann nur noch iiber

A = K//dxdy:KO

B - —K(/ dixdy>——K(//€d$dy)D

(C)y = - (// Qe KQe do dy)ﬂ = —CimjCknl (K)]k // Emén dx dy
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erfolgt, sind rechentechnisch nur die Momente der ,,Dichte” & bis hin zum zweiten
zu berechnen. Das elastische Zentrum ist fiir diesen Spezialfall, vgl. auch [B.2.3
tatsdchlich gleich dem Flachenschwerpunkt

D [[&dxdy

- [ dxdy
Insbesondere kann an der Formel fiir B abgelesen werden, daf fiir eine punktsym-
metrische Fliache ein Widerstandszentrum im Symmetriezentrum existiert.

z=— (A’lB)

Die Berechnung der Momente iiber das Gebiet G kann noch weiter vereinfacht
werden, wenn eine Parameterdarstellung des Randes 0G vorliegt, etwa

L)

und das Gebiet sternférmig ist. Mit dem allgemeinen Satz von STOKES [, 0w =
Joc w erhdlt man dann etwa die folgenden Formeln:

// drdy = j{ xdy:/fgﬁod(p
G oG %)
1 1
dedy — 7{ Za2d :f/ 29 .d
Jfriwdy = satdy=7 [ Foade
// ydxdy = 7{ xydy:/fgg,wdso
G oG )
1 1
zdd:ffi”d:f/?’d
//Gx vy 6G3I 4 3 gafg7(p 7
// y*dady = 7{ ry* dy = / f9g.de
G oG )

1 1
dxzd ——%72d——7/2 d
//ny ray 8G2I?/ Yy 9 Sngg,ap 2

Die Bestimmung der Eintrdge der Steifheitsmatrix ist damit auf eine Integration
von Funktionen einer reellen Variablen iiber den Rand des Gebietes zuriickgefiihrt T
Auch fiir nicht-konstante Federmatrizen kann die Anwendung des STOKESschen
Satzes vorteilhaft sein.

Mit diesen Gleichungen ist die allgemeine Gestalt der Steifheitsmatrix einer ebe-
nen Aufhidngung wie folgt gegeben: Mit den Abkiirzungen fiir Fléache, elastisches
Zentrum und zweites Moment

//dedy —. 0
//ngg;dy —. 0 (2)

/ /G Embadady = 10h8L+ 02,02 + c3 (61,02 + 02,61)

IDas scheint zunichst sonderbar, da in Abschnitt £43] genau die Randanteile vernachléssigt
wurden. Hier erhélt man iiber die zur Rechnung nétigen Ableitungen auf dem Rand Kenntnis
iiber das Innere des Gebietes.
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erhélt man mit dem Tensorformalismus[5.1.2lnach ein wenig Rechnung die Matrizen

ke 0 O
A=20|0k 0 (5.1)
0 0 Kk
0 0 —22]62
ngfl —Zlk?l 0
02]{?1 —Cgkl 0
C = —03]{31 Clk'l 0 y (53)
0 0 (Cl + Cg)k’g

welche die Frage nach der Struktur der elastischen Matrix einer ebenen sternférmi-
gen Aufthingung mit konstanten Schichtgréfien beantwortet. Die Transformation
auf das Widerstandszentrum lafit B verschwinden und &dndert die Komponenten
von C' zu

CQk‘l — kl (C2 — OZ%)
Clkl — 1{31 (Cl — OZ%) (5 4)
(c1 4+ c2)ky +—  ko(cy + 0o — 022 —023) :
—03]{31 = k’l(—Cg + 02’122)
Insbesondere bleibt das Verhéaltnis
_ Gk
Cii+Cx Kk

unter Translationen ungedndert.

Ist eine Gleichung des Randes OG in Polarkoordinaten als R(y) gegeben, so ist

(m) _(R(go)cosgo)

v Mo~ \ Rlg)sing

eine Parameterdarstellung des Randes in ¢2 Mit dieser kann man weiter wie oben
verfahren. Ist dariiber hinaus das Gebiet beziiglich des Koordinatenursprunges

sternformig, dann stellt
x\ [ rR(p)cosyp
y ]\ rR(p)sing

mit 7 € [0, 1] eine Parametrisierung des gesamten Gebietes dar. Das erlaubt eine
weitere Berechnungmethode der Integrale. Da die Funktionaldeterminate gegeben
ist durch

2Es muf insbesondere gelten ¢ = arctan ¥, was etwa fiir die Parameterdarstellung der Ellipse
nicht zutrifft.
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kénnen nun die r-Integrationen ausgefiihrt werden. Mit
cos
£':=| siny
0

ergibt sich
1
A = K//R2Tdrdg0:§K/R2dcp

D 1 D
— 0p3,.2 _ = 0 p3
B - K(//SRTdegO) 3K(/£Rd<p)
1
(Cly = —cmjerm (K)y, // EnEnRir® dr dp = —{EimsChnl (K)jk/521€234 d

Wie bei der Benutzung des Satzes von STOKES vereinfachen sich Winkelintegra-
tionen (wie im Beispiel der Kreisscheibe) meist aus Symmetriegriinden erheblich;
etwa ergibt eine Integration einer ungeraden Funktion iiber einen symmetrischen
Bereich um den Ursprung einfach ohne Rechnung den Wert Null.

5.1.6.1 Die Ellipse

Normalenvektor und Federmatrix stimmen mit denen der Kreisscheibe iiberein.
Die Berandung ist nun parametrisiert durch

(z,y) = (acosp,bsinp) = ( g ) ,

wobei ¢ € [0, 2m). Mit

2m 2m
//G dedy = ; fo,dp = ab/o cos® pdyp = wab
1 2m 9 1 9 2m 3
//G:dedy = 5/0 fg7<pdg0:§a b/o cos” pdp =0
21 2m
//G ydxdy = ; f99.,dp = a62/0 cos? psinpdp =0
2 L 2 g 5 (27 4 T 3
//a: dedy = 7/ fg,wdcp:ab/ cos” pdp = —a’b
G 3Jo 0 4

2 2
//G yidedy = /0 fg2g7@ dp = ab3/0 cos® psin® p dp = %abg’

1 2 1 2
// rxydxdy = 7/ f2gg,¢ dp = fa2b2/ cos? psinpdp = 0
G 2Jo 2 0

ergibt sich fiir A mit der eben berechneten Fliache der Ellipse

Ay = mab (ks (610} + 6262) + k636%)
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und da die ersten Momente verschwinden folgt B = 0, was auch aus Symme-
triegriinden klar ist. Fiir C' erhélt man, da die Matrizen K und die der zweiten
Momente diagonal sind, nach einiger Rechnung

ab / , 1 27, 22 2 2 353
Cyj = T (b /f1(5z-15j + a’k10707 + (a +0 ) k20; 5j)

Die Matrix AC zur Bestimmung der Achsen konstanter Helizitdt enthélt den ge-
meinsamen Vorfaktor kik, und héngt somit nicht vom Material ab. Da auch sie
diagonal ist, konnen wieder die Koordinatenachsen als funktionelle Achsen betrach-
tet werden — wie es zu erwarten war.

Der Vergleich mit einer rechteckigen Scheibe mit den Kantenldngen a+/7 und by/7
ergibt wie in bei gleichen Flichen wieder die Faktoren % < 7, fiir die Matrix
C. Die Art der , Léinglichkeit” ¢ des Bereiches hat demnach fiir endliche Bereiche
keinen Einflufl auf die Federmatrix. Fiir infinitesimale Flachenelemente bedeutet
das, dafl die Wahl der Flachenparameter beliebig ist — wie es auch sein soll.

5.1.6.2 Die Pascalsche Schnecke

Die PAscALsche Schnecke ist gegeben durch die Gleichung
R(p) =a+bcosyp

Fiir b < a < 2b liefert sie eine realistische erste Naherung zur Beschreibung der
Form einer Bandscheibe, vgl. Abb. BE.1] die mit geeigneten Werten zu

R(p) =a+bcosp + ccos2p + dcos3p + . ..

verfeinert werden kann, vgl. etwa [§].

Mit den Ergebnissen der letzten Abschnitte erhélt man

_ k, 0 0
A = —(2@24—62) 0 k 0
9
0 0 k
i 0 0 0
B = —b(4a2+b2) 0 0 kK
4
0 —k O
T Clkl 0 0
C = @ 0 Cglﬁ 0 s

0 0 (Cl + 02) l{?Q

wobei
g = 8a* +12a%® +bv* und ¢y = 8a* + 36a%b? + Hb*
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Abbildung 5.1: Die PAscALsche Schnecke R(p) = a+bcos ¢ zu den Werten a = 1.3
und b = 1.

Das elastische Zentrum der Anordnung liegt auf der x-Achse bei

b(4a® + b%) (k3 + k3)
2 (2@2 + b2) klkg ’

7 =

was mit v := kg /ky geschrieben werden kann als

b(4a® + b?) (1 + v?)
2(2a2 + %) v

7 —

Seine Lage héngt nicht von der ,Starke* der Aufthdngung ab. Da nur fir k; = ks
oder ein k; = 0 ein Widerstandszentrum existiert, ist diese Aufhdngung, obwohl
sie relativ einfach und symmetrisch um die x-Achse ist, ein Beispiel dafiir, daf eine
ebene Aufhdngung nicht automatisch ein Widerstandszentrum besitzen musf.

Die analytische Transformation auf das elastische Zentrum ist zwar mdéglich, liefert
aber zu lange und zu wenig aussagekriftige Terme, als dafl sie an dieser Stelle
sinnvoll sei.

5.2 Aufhingungen mit hoher Symmetrie

Aufthéngungen mit hoher Symmetrie sind solche, deren Aufbau so einfach ist, daf3
eine geschlossene Losung wahrscheinlich ist. Es wird insbesondere der wichtige Spe-
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zialfall konstanter Schichtgréfien betrachtet. Darunter fallen neben den im letzten
Abschnitt diskutierten ebenen Aufhédngungen solche mit Kugel- oder Zylindersym-
metrie.

5.2.1 Voll- und Halbkugel

Die Vollkugel besitzt perfekte sphérische Symmetrie und wird daher betrachtet,
obwohl sie kaum ein Modell einer Synarthrose sein kann. Die Halbkugel liefert die
notwendige theoretische Vorarbeit fiir einen Vergleich mit noch durchzufiihrenden
Messungen an der Pfanne einer Hiiftendoprothese. Es wird wieder von einer kon-
stanten Schichtdicke und {iberall gleichem Material, also von konstanten Schicht-
groflen ausgegangen. Die Dicke der Schicht wird, wie in beschrieben, durch
das harmonische Mittel aus Grund- und Deckflache beriicksichtigt. Dadurch ist der
effektive Radius gleich dem harmonischen Mittel aus minimalem und maximalem

Radius.

Der die gesamte Oberfliche einer Kugel mit Radius R parametrisierende Vektor
lautet
cos p cos ¥
E=R/| sinpcos?d
sin ¥

mit ¢ € [0,27] und t € [—7/2, 7/2]. Entsprechend wird eine obere Halbkugel durch
@ € 10,27] und t € [0, 7/2] parametrisiert.

Die auf den Mittelpunkt bezogene Steifheitsmatrix der Vollkugel lautet

Sy =

R ( (ki +2kp)I| O
3 0 | 2R%ky I

Sie besitzt damit erwartungsgeméfl perfekte Skalarform, vgl. Abschnitt 2.5 Fiir

= ki = ko ist dies genau die Massenmatrix einer Kugelschale mit der Flachen-
dichte p. Schon fiir k; # ko weicht das Verhalten einer elastisch aufgehéngten
Kugel, der Aufhédngung mit der hochst moglichen Symmetrie, von der einer flichig
verteilten Masse ab.

Die Steitheitsmatrix der Halbkugel lautet

2k + 4ks 0 0 0 3Rk, O
0 2k, + 4ks 0 3Rk, 0 0
Sy — R27T 0 0 2]€1 + 41{32 0 0 0
m= "3 0 —3Rky 0 AR’y O 0
3Rk, 0 0 0 4Rk, O

0 0 0 0 0 4Rk,
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Fiir sie existiert ein Widerstandszentrum W, welches auf der Mittelachse bei
3R 1
W=—3+——
2 242
2

liegt. Dieser Ort héngt nur von der Querdehnzahl, also nicht mehr von einer wie

auch immer definierten ,,Stdrke* der Authdngung ab.

Die auf das Widerstandszentrum transformierte Matrix lautet

ki + 2ks 0 0 0 0 0
0 ki + 2k, 0 0 0 0
21 R? 0 0 ki + 2k 0 0 0
Sw=—3 0 0 0 Eka Bk 1752) 0 0
R2ko(8k1+7k2)
0 0 0 0 e e}
0 0 0 0 0 2R2ks

und hat entsprechend ihrer hohen Symmetrie Diagonal- oder sogar Skalarform. Nur
in der Wirkung auf Drehmomente &ndert sich das skalare Verhalten gegeniiber dem
der Vollkugel.

5.2.2 Der Kreiszylinder

Eine zylindrische Anordnung ist nach der sphérischen die zweitwichtigste symme-
trische Aufhdngung im Raum. Der Kreiszylinder ist das rdumliche Pendant zu
einfachen Zahnmodellen wie dem Stabmodell und dem Scheibenmodell [3]. An die-
ser Stelle mochte ich auflerdem vorfithren, wie das Federmodell zu Untersuchungen
der Form niitze ist.

Die Parameterdarstellung des Kreiszylinders mit Radius » und Hohe A mit Ur-
sprung in der Zylindermitte ist

7 COS ¢
7 sin @
t

£ =

mit ¢ € [0,27] und ¢t € [—h/2, h/2|. Fiir den gesamten Zylinder ergibt sich
k1 + ko 0 0

A = Twhr 0 ki+ky O
0 0 2ks
=0
hr h%(ky + ko) + 1212k, 0 0
= 0 h2(ky + ko) +12r%ky 0
12 0 0 2472k,

Da AC diagonal ist, sind die funktionellen Achsen wieder die Koordinatenachsen,
obwohl die Matrixeintrage diesmal von der Querdehnzahl abhé&ngen.
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5.2.3 Der Kreiskegel

Gegeben sei ein auf der Spitze stehender Kreiskegel, dessen Rand zum Radius
r die Hohe h habe. Als Modell des Periodonts eines Frontzahnes ist er in nullter
Néherung brauchbar [64], 65] und bekannt unter dem Namen ,, Zipfelmiitzenmodell“.
Seine Parametrisierung lautet

rtcos
E=| rtsing
ht

mit ¢ € [0,27] und t € [0,1]. Es ergibt sich

T h2(k’1 + k?g) + 2’/‘2]{?2 0 0
A= — 0 h2(ky + ko) + 2%k, 0
2VIE e 0 0 2(r2ky + h2ks)
whr 0 10
B = ? h/2 + T2 (kl + kz) -1 0 0
0 00
- h2<k1 + kQ) + 7°2k'1 0 0
C = Z h2+7“2 0 hQ(/{?1+k2)+T2k‘1 0
0 0 27“2]{32

Der Kreiskegel besitzt ein Widerstandszentrum auf der Mittelachse bei

2h (h? 4+ 12) (k1 + ko)
3 <h2(k’1 + kg) + 27’2]€2>

W =
Fiir einen beliebig engen Kegel gilt » — 0 und nach Kiirzen von ki + ko folgt

2
Wi(r—0)=-h
3
Ein beliebig weiter Kegel mit festem r néahert sich einer Kreisscheibe an; man erhélt
erwartungsgemif W (h — 0) = 0. Vernachlissigt man die Scherelastizitét, so erhélt
man mit k; — 0 nach Kiirzen von k; den Grenzwert
2h? 4 r?
W (k 0) =~
( 2 - ) 3 h )
welcher fiir kleine h beliebig grole Werte annehmen kann. Die genaue Abhéngigkeit
des Widerstandszentrums von der Form des Kegels soll im Folgenden diskutiert
werden.

Mit den dimensionslosen Groflen v := ky/k; und dem halben Offnungswinkel o 1483t
sich nun die Lage des Widerstandszentrums als Funktion dieser beiden Variablen
und einer charakteristischen Lange diskutieren. Um die beiden Spezialfille r — 0
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und h — 0 mit einschliefen zu konnen, bietet sich die Seitenlange /72 + h? als
geeigneter Bezug an.

Mit cos(a) = h/v/1? + h?, sin(a) = r/+/7? + h? und tan(a) = r/h ergibt sich nach
Division durch ki + ko zunéchst

W:?)) E e cos o ’

cos? a + 2sin® a ko / (ki + ko)

und in dimensionsloser Form mit w := W//r? 4+ h?

2 coS (v
w= -
3cos?a + 2sin?av/ (1 +v)

Von Interesse ist, ob und unter welchen Bedingungen dieser Wert grofler als Eins
werden kann; dann namlich ldge das Widerstandszentrum aufSerhalb der Aufhén-
gung. Mit (£30) lautet w in der Querdehnzahl ausgedriickt

4 cosa(—3 +40)
= 5.5
w(o, ) 3(=5+80 —cos2a) ’ (5:5)

und w = 1 ergibt nach o aufgelost den kritischen Fall

3(5 —4cosa+ 3cos2a)
Ope1 =
! 24 — 16 cos

0.51 N N

3% (514% cos (x) +-cos(2%x)) /(24-16%cos(x)) —— |
0.505

0.5 - .
0.495 - .
0.49 - 1
0.485 - .
0.48 - 1
0.475 .
0.47 - 1
0.465 - .

0.46 1 1 1 1 1 1 1
0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6

Abbildung 5.2: Der kritische Bereich von o als Funktion des halben Offnungswinkels
des Kreiskegels. Das Widerstandszentrum liegt aulerhalb der Aufhdngung.

In der Tat erhélt man in einem Bereich oberhalb der Kurve (s. Abb.[5.2) mit o < 0.5
Werte mit w > 1! Der kleinste dazu notige Wert von o liegt bei o,,—; = 0.464 bei
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einem Winkel von a,,—; = 1.179 rad = 67.5°. Da die Klammer im Nenner von (B.5])
fiir o — 0.5 den Wert 2 cos? o annimmt, kénnen sich fiir & — 7 sogar beliebig grofie
Werte fiir w ergeben. Der Grenzfall ¢ — 0.5 entspricht physikalisch einem Scher-
modul, der klein im Vergleich zum Kompressionsmodul ist, wie etwa bei Gummi.
Demnach sollte eine solche Aufhdngung tatsédchlich konstruierbar sein; ihre me-
chanischen Eigenschaften konnten dann am Experiment verifiziert werden. Pro-
bekorper mit Wunscheigenschaften, dafl etwa das Widerstandszentrum innerhalb
der Aufhéngung zu liegen habe, sind den obigen Erkenntnissen zufolge tunlichst
nicht aus Gummi herzustellen.

Insbesondere wird deutlich, dafl die Anschauung vom Widerstandszentrum als
Schwerpunkt der Aufhdngung zu einfach ist. Die Abweichung von dieser ideali-
sierten Vorstellung liegt in der durch das tensorielle Verhalten der Federmatrizen
transformierten Scherelastizitit begriindet.

5.3 Komplexere Aufhingungen

Komplexere Authéngungen erhélt man beispielsweise durch Zusammensetzung von
zwei einfachen Authéngungen. Ist eine Fliche als Ganzes in einer Parameterdarstel-
lung gegeben, so ist immer noch eine numerische Integration moglich — allerdings
unter Preisgabe der Vorteile der exakten Losung mittels Computeralgebra.

5.3.1 Der zweiseitige Keil

Der zweiseitige Keil ist das Bindeglied zwischen zwei- und dreidimensionalen Zahn-
modellen, seine Form ist genau das Winkelzahnmodell (“wedge-shape model”) aus
[64]. Diese Fliche ist aus zwei Rechtecken zusammengesetzt.

Gegeben sei ein zweiseitiger Keil mit den Léangen a und Breite b der beiden be-
grenzenden Seiten. Eine Berandung entsteht dadurch, daf die rechteckige Scheibe
mit den Seiten a X b der = — y-Ebene in z-Richtung um die Strecke +a/2 auf ihren
Rand translatiert und dann um die y-Achse um den Winkel +(7/2 — «) rotiert
wird. Der Winkel « ist dann der halbe Offnungswinkel des Keils.

Beziiglich der Keilspitze ergeben sich die Komponenten

ki+ ke O 0

A = ab 0 2ko 0 +
0 0 ki + ko

0 O

+ cos2a (ky — ko) 0 0
0

O O =

—1
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0 —k O
B = d*bcosal|l ks 0 O
0O 0 O
ab b2k, 0 0
C = 0 0 4a’k, 0 +
0 0 (4a® + b?)ky
1 0 0
+cosza((4a2+b2)k2—b2k1) 00 0
0 0 —1

Fiir o = 7 /4 ergibt sich der Grenzfall einer ebenen Scheibe mit den Abmessungen
2a x b zuriick. Das elastische Zentrum der Anordnung liegt auf der z-Achse bei

_acosa 3ky + ky + (k1 — kg) cos 2a

Z
2 ky+ ko4 (k1 — ko) cos2a

Wie bei dem Kreiskegel ergeben sich wieder fiir kleine v = ky/ky = (1—20)/(2—20)
oder fiir o nahe bei 1/2 Werte von Z/a > 1. Die Auflésung von Z/a = 1 mit

A _cosa 7 — 80 + cos 2«

a 2 3—4d0+ cos2a

ergibt

Ofea = §(5—2COSO./+COSQQ) :

vgl. Abb. B3] mit einem Extremum bei o = 60° = 7/3 rad mit 0 = 7/16 = 0.4375.

0.51 I I I I )

(5-2%c0s(x)+co8(2*x)) /8 ——

0.5

0.49

0.48

0.47

0.46

0.45

0.44

0.43 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Abbildung 5.3: Der kritische Bereich von o als Funktion des halben Offnungswinkels
des Keils. Das elastische Zentrum liegt dann oberhalb der Aufhdngung.
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Der Winkelbereich, in dem das elastische Zentrum auflerhalb der Aufhéngung liegt,
ist erheblich grofer als der des Kreiskegels. Ein Keil mit einem Offnungswinkel von
120° und mit einem Gummi mit o ~ 0.5 bietet sich demnach als Probekorper
zur Uberpriifung dieses Phinomens an. Einsetzen dieser Werte ergibt aber nur
Z/a = 5/4, so daBl zur Erzielung des grofitmoglichen Effektes eher mit einem
grofleren Winkel gearbeitet werden sollte. In der Tat ergibt sich fiir 0 = 0.5 wieder
ein Nenner von 1 — cos2a = 2 cos? , der Z/a fiir a — /4 divergieren 148t.

5.3.2 Der Kreiszylinder mit Boden

Der Zylinder mit Boden wurde in unserer Arbeitsgruppe als Probekorper verwandst.
Als becherférmiges Modell eines Zahnes kann er die Frage beantworten, wie weit
sich das elastische Zentrum durch den Einflul des Bodens von der Mitte entfernt.
Als Grenzfall @ — oo der Hyperellipsen 2% + y* = 1 gibt er ferner einen Anhalts-
punkt, wie stark die Form die berechnete Steifheitsmatrix beeinflufit.

Durch Superposition des Kreiszylinders aus[5.2.21und der auf den Punkt z = —h /2
translatierten Kreisscheibe aus [B.1.2] erhélt man mit der Abkiirzung

¢i= % (B (k1 + k) + (307 + 122 kg + 317k )
beziiglich der Zylindermitte
h(k‘l + kz) + T’kg 0 0
A = 7r 0 h(lﬁ + kg) + T]i]z 0
0 0 2hky + 1k
- 0 -1 0
B = §hk:2r2 1 0 0
0 0 0
c 0 0
C = 0 c 0
0 0 Zr3(dh+r)ky

Diese Aufhidngung besitzt ein Widerstandszentrum auf der Mittelachse unterhalb

der Mitte bei
h’l“k‘z

2 (h(k’l + k?z) + ’T‘kz)
oder, wenn man W auf die Héhe h normiert und auf den Boden bezieht, mit den
dimensionslosen Groflen v = kg /ky und w := h/r
w 1 U+ uv

T Y T Yut o)

W =—

Ersetzt man v = (1 — 20)/(2 — 20) wieder durch o, so erhdlt man

—3 +4o
u—2+40—6u+80u
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Die Grenzfille dieser Funktion entsprechen den Erwartungen: Fiir eine Scheibe
mit u — 0 ergibt sich w = 0 und fiir einen beliebig kleinen Deckel folgt mit
u — oo der Wert w = 1/2. Fiir eine vernachléssigte Scherelastizitit erhdlt man
mit 0 — 1/2 ebenfalls w = 1/2. Werte von w, die grofier als 1/2 sind, werden nicht
angenommen; das Widerstandszentrum liegt in jedem Fall durch den Einflul des
hinzugekommenen Bodens unterhalb der Zylindermitte.

Werte von w > 1 tauchen nicht auf, da

2+ 3u
Ow=1 = —F7——~
P A1+ )

fiir v > 0 nur Werte grofer als 1/2 annimmt.

5.3.3 Das Rotationsparaboloid

Diese Aufhéngung soll als das einfachste aber dennoch echt rdumliche Zahnmodell
dienen. Es wird auch von anderen Autoren im Rahmen numerischer Modelle [7]
verwendet. Dieses Modell soll aulerdem klaren, ob das Widerstandszentrum au-
Berhalb der Aufhéngung beim Kreiskegel B.2.3] und beim zweiseitigem Keil [(H.3.1]
ein Artefakt des Knickes in der Spitze ist.

Die Oberflache des Paraboloids werde mit

Rt cos(yp)
x = | Rtsin(p) :
Ht?

wobei ¢ € [0,27) und ¢ € [0, 1] parametrisiert. Der obere Rand liege bei z =y = R
und z = H. Das Problem vereinfacht sich durch die Einfithrung der dimensionslosen
Parameter h := H/R und v := ko /k;.

Die Rechnung wurde mit MATHEMATICA unter Verwendung der die Integrations-
routinen zusammenfassenden Prozeduren AUnFed, BUnFed und CUnFed, vgl.
durchgefiihrt. Da die Grenzen der einen Variablen nicht die andere Variable ent-
halten, kann eine gemeinsame Stammfunktion angegeben werden, in welche die
gewiinschten Grenzen dann jeweils einzusetzen sind. Mit den Abkiirzungen

H2k
a = Wmﬁ1@—2v+v1+4ﬁ(-1+2m+@v+2#v»
a: = g (3420 VISAR (3204 4nt0))
3
b= TR (o VT ARE (=34 6h + 121+ 20 — 4R% 0+ 12 R0
GORS
Hk
¢ = gmﬁ(m—8v+vTIE¥(—B+26M+1wh#+mom+
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+8v—16h2v+48h4v+120h6v)>

¢, = %(vmﬂﬂm (—U+2h2v+24h4v))

lautet die Steifheitsmatrix mit Ursprung des Koordinatensystems im Scheitel der
Parabel

a 0 0]0 —=b O
0 a 0|0 0 O
0 0 a, |0 O O
S = 0O b 0|c O O
—-b 0 0|0 ¢ O
0 0 0[]0 0 c
Fiir diese Aufhéngung existiert ein Widerstandszentrum und liegt bei W = Z((};LZ)),

oder explizit

W(h,v)/H =
< _24R2 + 12h* + 4815 — 9 + 36120 + 56h%0 + 96k + 60 + 44k 0? + 48h50?

++v1+ 4h? (—6h2 + 9v + 6h%v — 602 + 12h2'02) )
/ (20h2 (~3h% + 4h* — Bu+ Gh%v + 8h*v + 60® + 91*? + 4h*?) )

Im Gegensatz zu numerischen Modellen kann diese Funktion analytisch diskutiert
werden — wenn auch bequem nur unter Zuhilfenahme von Computeralgebra. Eine
beliebig enge Parabel ergibt den Grenzfall

W (h s 00, v)/H — 2 ~06

und eine beliebig weite Parabel als Anndherung an eine Scheibe ergibt mit

1

W(h— 0,v)/H = —

(s 0,0)/H = 5

erneut in Abhéngigkeit von der Querdehnzahl beliebig grofie Werte fiir v — 0. Fiir

eine Kreisscheibe ist aber eine Normierung auf R sinnvoller. Mit W/R = hW/H
ergibt sich fiir v # 0 erwartungsgemaf

W(h 0,0)/R=0

Die Plots der Funktion W/R in Abb. B4l zeigen, dafl sich in einem Bereich nahe
(h,v) =~ (0,0) wieder beliebig groe Werte ergeben kénnen. Es lag demnach nicht
am Knick in der Spitze. Fiir grofie h ist das zwar auch der Fall, aber dann ist W/R
auch die ungeeignete Normierung. Der Bereich mit W/R > 1 fiir v und h 148t
sich zwar analytisch festlegen, da das aber einiges Hantieren mit quadratischen
Ungleichungen erfordert, soll es hier nicht vorgefiihrt werden.
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0 0.5 1 1.5 2

Abbildung 5.4: 3D-Plot und Hohenliniendarstellung der normierten Lage des Wi-
derstandszentrums eines Rotationsparaboloides.

Die einzigen Anderungen der Steifheitsmatrix nach Transformation auf das Wider-
. 2 . .
standszentrum W sind: b +— 0 und ¢ — ¢ — % Dadurch ergibt sich der Ausdruck
c—b*/a
s2— /e
a
fiir die Konstante des Reziprozititstheorems, vgl. Abschnitt 5.4 welche als 02/ H?
auch wieder untersucht werden kann. Fiir h — oo etwa ergibt sich der asymptoti-
sche Wert

12
o*(h — c0)/H? = T ™ 0.0686
und fiir eine Kreisscheibe folgt
2 2 2 0° 1

Fiir flache Aufhéingungen und kleine v sind demnach auch fiir die Konstante des
Reziprozitéitstheorems grole Werte zu erwarten.

5.3.4 Die allgemeine rotationssymmetrische Aufhingung

In diesem Abschnitt soll auf drei Weisen gezeigt werden, dafi die allgemeine rotati-
onssymmetrische Aufhéingung mit konstanten Schichtgrofien ein Widerstandszen-
trum besitzt.

Die Existenz eines Widerstandszentrums folgt nach den Erkenntnissen der Ab-
schnitte .5.2.3] nach dem eine Aufhéngung mit kreisférmigem Querschnitt pro
Schnittfliche ein Widerstandszentrum auf der Symmetrielinie hat, und £5.2.2]
nach dem eine Superposition von gleichartigen Aufhéngungen wieder ein Wider-
standszentrum hat. Es bleibt noch zu zeigen, dafl die Neigung des Randes nicht
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verhindert, dafl eine einzelne Schicht ein Widerstandszentrum besitzt. Das ist aber
ebenfalls klar, da diese, ein kleiner Kegelstumpf, als Superposition zweier Kegel
mit leicht unterschiedlichen Héhen betrachtet werden kann. Diese werden zwar
mit negativem Gewicht superponiert, aber da in dem Abschnitt iiber gleicharti-
ge Aufhéngungen lediglich die Linearitdt vorausgesetzt wurde, ist das zuléssig.
Demnach besitzt ein Kegelstumpf und mit ihm die gesamte rotationssymmetri-
sche Aufhdngung mit konstanten Schichtgrofien ein Widerstandszentrum auf der
Mittelachse.

Auch aus der Superposition von zwei Steifheitsmatrizen mit Widerstandszentrum
kann die Existenz eines Widerstandszentrums der gemeinsamen Aufhidngung ge-
schlossen werden. Sei die z-Achse die Symmetrieachse. Es ergeben sich die Matrizen

aq 0 0 (45} 0 0
A= 0 a 0 und As=1| 0 ay O
0 0 a1 0 0 A2,

sowie, da jeweils ein Widerstandszentrum auf der z-Achse existiert,

a 0 0 0 —2 0
Bl = Alﬂzl = 0 aq 0 21 0 0 = alzIQeZ
0 0 a 0 0 0

und By = a29€2,, entsprechend. Das Widerstandszentrum ergibt sich damit zu

z = — (<A1 + Ag)_l (B1 + BQ))D = <(A1 —+ A2>_1 (CLlZl + CLQZQ) Qez)D
a121 + ag22
N a + as ?
Die Superposition erfolgt damit analog zum Schwerpunktsatz [4.5], wobei die Masse
den Anteilen der Federmatrix innerhalb der Schicht entspricht. Mittels Induktion
folgt nun die Existenz des Widerstandszentrums einer Anordnung von beliebig
vielen solcher Schichten, und wegen der Stetigkeit der verwendeten Operationen
auch die von einer rotationssymmetrischen Berandung.

Als drittes soll dieser Nachweis mit Computeralgebra erbracht werden. Mit den
Prozeduren aus [A.3] und dem Normalenvektor

x[p_,t_]1:=DVec[r[t] Cosl[p], r[t] Sin[p], h t]

mit p € [0,27) und ¢ € [0,1] 148t man die Abhéngigkeit des Radius r von der
relativen Hohe t noch offen. Die notigen geometrischen Hilfsgroflen bekommt man
iiber

xx=x[p,t]
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xp=D [xx,p]

xt=D[xx,t]

n=Kreuz [xp,xt]
PP=8implify[PProj[n]]
g=PowerExpand [Norm[n] ]

und die zur Integration vorbereitete elementare Federmatrix wird dann mit
Integrand=Simplify [PowerExpand[Apart[g (k1 PP + k2 (Edrei-PP))]]]
bestimmt. Die Matrizen A und B ergeben sich damit einfach zu

A=Integrate[Integrand, {p,0,2Pi}, {t, 0, 1}]
B=Integrate[-Meps[xx].Integrand, {p,0,2Pi}, {t, 0, 1}]

als bestimmte Integrale in Abhéngigkeit der Funktionen r(¢) und ’(¢). Mit den
Abkiirzungen

2(]{31 + k?Q) + 2/{327’/2(t)

1 h
a = 7r/ dtr(t)
0

h2 + r'2(t)
L h2ky + k' (t
a, := 27T/ dtr(t) 2 + k(1)
0 h2_|_r/2(t)
1 2 _ / 2) 12
b= hw/ it () - R2)t & (R = Ko)r(t)r' () + 2hatr (1)
0 h2 + r'2(t)
ergibt sich einfach
a 0 0 0 1 0
A=]10a O und B=b| -1 0 0 ,
0 0 a 0 00

I}

die Winkelintegration iiber die Variable p konnte demnach ausgefiihrt werden. Es
existiert folglich ein Widerstandszentrum auf der z-Achse bei Z = b/a. Mit

c 0 0
C=10c¢ 0 ,
0 0 c

/1 P R (ky + ko)t + h2kor? + 2h2(ky — ko)trr! + 202 kot + kyr2r”
cC = T r
0

Vh2 +r?
1
c, = 2k27r/ dtr3\/h2 + r'?
0
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ist die Struktur der rotationssymmetrischen Aufhéngungen mit konstanten Schicht-
grofen aus £.2.2] £.2.3] £5.3.2] und B£.3.3] durch Riickfiihrung auf eindimensionale
Integrale abschlieBend allgemein gekléart:

FEine rotationssymmetrische Aufhdngung besitzt ein Widerstandszen-
trum und wird durch eine elastische Matriz in Diagonalform beschrie-
ben.

5.3.5 Der Schaft einer Hiiftendoprothese

Dieses Beispiel soll veranschaulichen, dafl die vorliegende Theorie auch auf komple-
xere Aufhdngungen anwendbar ist. Der Preis ist hoch: Die Integrationen kénnen
nur noch numerisch durchgefiihrt werden, was, angesichts der Kompliziertheit der
auftretenden Terme, das Computeralgebra-System mehrfach zu Abstiirzen veran-
laite. Dafiir existiert aber eine echt raumliche Messung [72], mit der die Ergebnisse
dieses Abschnitts in verglichen werden kénnen.

Der Prothesenschaft sei modelliert durch
x(p,t) := (tcos(p), 2tsin(p) + t*/160, 2t*) /2000

wobei ¢ € [0,27) und ¢t € [0, 10], vgl. Abb. .5 Alle Angaben iiber Zahlenwerte
sind in SI. Der Koordinatenursprung befindet sich an der Spitze des Schaftes.

0.075

0.025

0 0.010.020.030.04

Abbildung 5.5: Das geometrische Modell eines Hiiftendoprothesenschaftes. Alle
Langenangaben in m.
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Die Elastizitdtsmodule des Implantatmaterials mit 200 GPa und der Kortikalis mit
18 GPa liegen immer noch um einen Faktor 6 iiber der des Knochenzementes mit
3GPa oder dem der Spongiosa mit 0.08...1GPa. Die Naherung einer starr beran-
deten elastischen Schicht sollte demnach zutreffend sein. Die elastische Schicht ist

eine Hintereinanderschaltung von Spongiosa und Knochenzement. Die Spongiosa
habe die Dicke
dgpong = (1+2sin*(9)) 1072 +107%

welche zwischen 1 und 3mm variiert und besitze die Materialkonstanten Querdehn-
zahl und E-Modul
TBone = 0.3 und  Egp o = 0.08 107
Der aus Polymetamethylacrylat bestehende Knochenzement habe die Dicke
dpmma =4 -107°

und die Materialkonstanten opmma = 0.41 und Epmma = 3 - 10°. Es sei dahinge-
stellt, ob die Beschreibung von Spongiosa mit einem Kontinuumsmodell wirklich
zuléssig ist. Die einzelnen Schichtgrofen werden dann unter Benutzung von (A28))
und (£.29) berechnet, und mit dem harmonischen Mittel

-1
_ (-1 —1
k= (kspon = kpmma)
hintereinander geschaltet. Es ergeben sich die Schichtgrofien als folgende Funktio-
nen der Flidchenparameter

1

9.86-10712 4 9.29- 10712t + 1.86 - 101 sin®
1

3.63-1071 +3.25-1071%t 4+ 6.5- 10~ 1 sin®

k’lz

und mit einer moglichst Ressourcen schonenden Anordnung von algebraischen und
numerischen Operationen erhilt man im Koordinatensystem der Parametrisierung
die Steitheitsmatrix

121. 0. 0. 0. 7.00 —1.53
0. 98.9 —6.76 | —3.53 0. 0.
S — 10° 0. —6.76 433 | 1.05 0. 0.
0. -3.53 1.05 | 0.271 0. 0.

7.00 0. 0. 0. 0.491 —-0.118

—-1.53 0. 0. 0. —0.118 0.0317

Das elastische Zentrum der Anordnung liegt bei

0
Z =1 0.01389 ,
0.05796
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und die Translation auf das elastische Zentrum liefert die elastischen Matrizen

121. 0. 0. 0. —0.0336  0.155
0. 58.9 —6.76 | —0.0249 0. 0.
S, — 10° 0. —6.76 43.3 0.0572 0. 0.
d 0. —0.0249 0.0572 | 0.0499 0. 0.
—0.0336 0. 0. 0. 0.0875 —0.0297
0.155 0. 0. 0. —0.0297 0.0126
und
0.00884 0. 0. 0. —0.169 —0.508
0. 0.0173  0.00269 | 0.00556 0. 0.
F, =10 0. 0.00269 0.0235 | —0.0257 0. 0.
0. 0.00556 —0.0257 20.1 0. 0.
—0.169 0. 0. 0. 60.7 145
—0.508 0. 0. 0. 145 429

Die funktionellen Achsen sind die Vektoren

1 0 0
0 , 0.9447 und 0.3280
0 —0.3280 0.9447

Ihre Verdrehung gegeniiber den Koordinatenachsen betréagt damit 19° und findet
entsprechend der Symmetrie in der yz-Ebene statt. Mit der Drehmatrix aus den
funktionellen Achsen kann die Transformation auf die Realform durchgefiihrt wer-
den, die Flexibilitdtsmatrix lautet dann

0.0245 0. 0.000182 0. —0.0224 0.
0. 0.00884 0. —0.535 0. 0.00696
£ — 106 0.000182 0. 0.0163 0. 0.0137 0.
0. —0.535 0. 480. 0. 0.
—0.0224 0. 0.0137 0. 20.1 0.
0. 0.00696 0. 0. 0. 10.2

Die Realform vertauscht, da sie die Eigenwerte von M ihrer Grofle nach anordnet,
im Wesentlichen die z- mit der z-Achse.

Bis auf die absolute Stiarke der Aufhdngung, welche sich in skalaren Vorfaktoren
ausdriickt, fiihren andere Modelle zu vergleichbaren Ergebnissen. Daher sollen in
genau diese Zahlen mit der Messung verglichen werden.

An diesem Beispiel zeigt sich, wie schnell der sinnvolle Einsatz eines Computeralge-
brasystems, also die symbolische Manipulation von Ausdriicken, an seine Grenzen
gelangt. Eine komplizierte Dickenfunktion der Spongiosa fiihrt, da sie im Nenner
des Integranden auftaucht, auf nicht geschlossen integrierbare Ausdriicke. Prinzipi-
ell kann dann der Versuch weiterhelfen, die Dicke durch einen Ausdruck im Nenner
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zu approximieren, dessen Kehrwert wieder einfach wére und der allein auf integra-
ble Ausdriicke fiithrte. Hier allerdings resultieren aus der Hintereinanderschaltung
mit dem Knochenzement iiber das harmonische Mittel Ausdriicke, die wieder einen
komplizierten Nenner haben und demzufolge nicht geschlossen integrabel sind. Das
zweite Hemmnis gegen geschlossene Integrabilitét ist die Metrik der Fléche, welche
als Wurzel der Determinante des metrischen Tensors eine Folge der verwandten
Oberflache ist. Beides schriankt die Anwendbarkeit des analytischen Federmodells
beziiglich Formgebung und Dickenfunktion der behandelbaren Probleme stark ein.
Der Weg iiber die Numerik steht aber weiterhin offen.

5.4 Diagonalform, Transversalkraft und Rezipro-
zitatstheorem

In diesem Kapitel wurde unter der Voraussetzung konstanter Schichtgrofien fiir vie-
le Authéngungen eine elastische Matrix in Diagonalform berechnet. Dazu gehoren
unter den ebenen Aufhéngungen die rechteckige Scheibe, Kreisscheibe und Ellipse,
sowie die Aufhdngungen mit Rotationssymmetrie, also etwa Voll- und Halbkugel,
Kreiszylinder mit und ohne Boden, Kreiskegel und Rotationsparaboloid.

Diese hohe Symmetrie der elastischen Matrix erlaubt es, unter der Annahme einer
speziellen Last, ndmlich einer zur Symmetrieachse transversalen Kraft, die Kon-
stante des Reziprozitdatstheorems direkt aus den Matrixkomponenten abzulesen.

Die transversale Kraft F' greife im Abstand h auf der Symmetrieachse, hier der
z-Achse, an und weise in z-Richtung. Das entspricht der Last

f=F(1,0,0,0,R,0)"
mit dem Aufpunkt der Kraftschraube
T7( = he,
Zusammen mit der Flexibilitdtsmatrix in Diagonalform
F =diag (Dyy, Dyy, D, Moy, My, M)
ergibt sich die Lage
q=Ff=F(Dy,0,0,0, hM,,, 0)"

und daraus die Drehschraube

1 1 Dy
W(¢9 xd)=————— ((FhM,e,) x (FD,e,)) = —e. WL,

DS = -
|F'h M, e,|?
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Das negative Vorzeichen besagt, dafl die beiden Schraubachsaufpunkte einander
gegeniiber liegen. Fiir die Konstante des Reziprozitédtstheorems ergibt sich dann
einfach 5 R
2 No . T s oz yy
= _DS.TK = = = ) 5.6
o M, Cl A (5.6)
Fiir andere Richtungen der Kraft ergeben sich durch analoge Rechnung andere
Konstanten. Da dieser Lastfall aber in der Geschichte der Untersuchung der initia-
len Zahnbeweglichkeit eine herausragende Rolle spielt, vgl. Abschnitt [6.4], wurde
er hier explizit vorgestellt.




Kapitel 6

Anwendung auf biomechanische
Messungen

In diesem Kapitel sollen die Erkenntnisse aus den vorangegangenen Abschnitten
dieser Arbeit auf Mefwerte angewandt werden. Messungen aus der eigenen Arbeits-
gruppe stehen dabei im Mittelpunkt. An diesen Reanalysen werden Leistungsfihig-
keit und Grenzen des von mir erdachten Formalismus gezeigt.

6.1 Die Auswertung im Uberblick

Um zu den einzelnen Beispielen nicht immer dieselben Erlduterungen abgeben
zu miissen, sollen zunéchst die Rechenschritte der Auswertung in ihrer Abfolge
stichwortartig dargestellt werden. Dariiber hinaus werden nur die fiir den jeweiligen
Versuch relevanten Teile der Auswertung durchgefiihrt.

6.1.1 In jedem Fall durchzufithrende Schritte

1. Messen oder Berechnen einer elastischen Matrix mittels eines statistischen
Modells oder einer Theorie fiir die Linearisierung

e Steifheitsmatrix ¢y = Sy fr

e Flexibilitatsmatrix fr = Fraqr,

2. Dekomposition von Steitheitsmatrix oder Flexibilitdtsmatrix

A B _ D S
SML:<B1 CQ> und fLM:SMlL:<Sl ]\/;>

M und A sind translationsinvariant.
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6.1.2 Der Translationsanteil

1. Berechnung der Matrizen ~A'B,=S,M ‘'und BjA ' = -M"1S,
2. Aufspalten in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Anteil

e Antisymmetrischer Anteil: Transformationsmatrizen

Qup — —(A_le)A:(SQM_I)A

Qr = (BiA) = (M's,)"

e Symmetrischer Anteil: Widerstandsmatrizen

WM - - (AilBQ)S — (SQMil)S

W, = —(BA) = (M's)’
3. Berechnung der Giiten

_ 2| Wyl - 3|12
2[W |2 + 3|22

_ 2WL? = 3]
2[WLl? + 3[[Qr|”

Guy und Gp,

und Beurteilung der elastischen Matrix.

6.1.2.1 Information im antisymmetrischen Anteil

Untersuchung der Transformationsmatrizen aus Punkt 2 in [6.1.2]

1. Ablesen der Ortsvektoren der elastischen Zentren
e Drehmomentszentrum MD = Q]\D4 D
e Translationszentrum LT = QP

2. Zusammensetzen der 6 x 6 Transformationsmatrizen

e der Lasten fr = 771 fr

I 0
%L:<QTL I)

e der Lagen qp = Tk pqur

T§D2<é Q?M>



3. Translation der Koordinatenurspriinge auf die elastischen Zentren

o Steifheitsmatrix: STD = TTLSLMTLZ;M

o Flexibilitdtsmatrix: fDT = TA?DfML’]VLT

4. Starke des Effektes der Transformation: Blocknorm

|| * ||6 6= H *1..3,1..3 ”3><3 H *1~~3,4..6 H3><3
- | %4613 lIsxs |l *4.6.4.6 |[3x3

vorher und nachher.

6.1.2.2 Information im symmetrischen Anteil
Untersuchung der Widerstandsmatrizen aus Punkt 2] in 6.1.2]

1. e Grofe des Widerstandsbereiches 1 max; ; |w; — w]

e Aufpunktflichen: Parameterdarstellung ZA=+xx Wa
mit x(¢,0) € S?

o Abstandsfliichen \Z—AP =x"W?x — (a:TWa:>2
e Steigungsflichen 7 = "Wz
2. Schraubachskongruenzen x(¢, 0) x (EWx(¢,0)) + Az (s, )

6.1.3 Der Rotationsanteil
1. Zerlegung von M in die singuldren Werte M = R:]Cdiag (mi) R,
2. Spalten sind Bilder der Einheitsvektoren

3. Untersuchung der Drehwinkel cosa = 1 (SpR — 1)

0
4. Untersuchung der Drehrichtungen n = (RD )

5. Zusammensetzung der 6 x 6 Rotationsmatrizen
(R, O _( Ry O
Rq—< 0 Rq> und Rf—< 0 Rf>
6. Berechnung der Normalform

o der Flexibilititsmatrix 7 = R,FprR}
e der Steifheitsmatrix S = RySrpR;
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6.1.4 Optionale Schritte

e Manuelle Angleichung der Orientierung an das Laborkoordinatensystem durch
Permutation der Koordinaten

o Test des Federmodells mit Sp(B) = 0
e Inkompatible Einheitensysteme? Untersuche |Wi||/||W u||

e Verdrehung der Referenzsysteme? Untersuche Singuldrwertzerlegung
A = Rldiag (a;) Ry
oder Polarzerlegung

e Vorlast? Untersuche antisymmetrische Anteile von Srp

6.2 Das Wirbelsdulensegment

Die Wirbelsaule ist das vom Kopf bis zum Becken reichende Achsenskelett des
menschlichen Korpers. Sie besteht aus den knéchernen Wirbelkoérpern, den knor-
peligen Bandscheiben dazwischen und dem Bandapparat. Nach Morphologie und
Funktion unterscheidet man die Halswirbel C — C%, die Brustwirbel T — T,
die Lendenwirbel L; — L5 sowie Kreuzbein und Steifibein. Untereinander sind je
zwei Wirbelkorper neben dem Bandapparat iiber eine Bandscheibe als Synarthrose
flachig und durch je zwei Diarthrosen, die Wirbelbogengelenke, gelenkig mitein-
ander verbunden. Eine solche Einheit zu zwei benachbarten Wirbelkérpern wird
Bewegungssegment genannt. Es bestimmt mafigeblich das mechanische Verhalten
der gesamten Wirbelsédule. Eine Bandscheibe setzt sich aus dem aus Bindegewebe
und Knorpel bestehenden dufleren Faserring, dem Annulus fibrosus, und dem zen-
tral gelegenen inneren Gallertkern, dem Nucleus pulposus zusammen. Der Faserring
besteht in der Aufsicht aus konzentrischen Schichten kollagener Fasern und Faser-
knorpel, wobei die Fasern in der Seitsicht einer Schicht eine gekreuzte Struktur
aufweisen, dhnlich den Erzeugenden eines einschaligen Hyperboloides. Zwischen
der Bandscheibe und den Wirbelkérpern befindet sich hyaliner Knorpel, dennoch
wird das Bewegungssegment insgesamt zu den Symphysen gezdhlt [31].

In diesem Abschnitt soll eine von PANJABI et. al. [53] gemessene gemittelte Steif-
heitsmatrix der in die beiden angrenzenden Wirbelkorper eingebetten Bandscheibe
der Lendenwirbelsédule besprochen werden. Der Vergleich mit der Theorie findet
unter Benutzung der Form einer allgemeinen ebenen Aufhéngung mit konstan-
ten Schichtgréfien statt. Einige Werte sollen danach mit einer Messung von
STEFAN SPIERING aus der eigenen Arbeitsgruppe [59] verglichen werden. Um die
Uberlegungen abzurunden, werden den Messungen und der eigenen Theorie die
numerischen Resultate BROBERGs [8] gegeniibergestellt.
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Das Koordinatensystem liegt in der Mitte des oberen Wirbelkorpers, die y-Achse
weist nach cranial, die z-Achse nach frontal und die z-Achse in Richtung von
e, x e,. Unter der Annahme der Symmetrie in der Sagittalebene (hier also yz)
wird nur eine Auswahl der 36 mdoglichen Matrixeintréage betrachtet. Diese Reduk-
tion ist zuléssig unter der Voraussetzung, dafl das Koordinatensystem tatséchlich
die Symmetrieebene als Koordinatenebene hat: Kréfte in der Ebene und Drehmo-
mente senkrecht zu ihr sollten die Ebene in ihrer Lage unverédndert lassen; es finden
also weder Translationen senkrecht zur Ebene noch Rotationen mit in der Ebene
verlaufenden Drehachsen statt. Eine Bestétigung dieser Symmetrieannahme durch
die Meflwerte hétte letztere noch validiert, das fand jedoch leider nicht statt.

Um viskoelastische Effekte auszuschalten, wurden die Lagen 4min nach Aufbringen
der Last gemessen, was etwa 97% des asymptotischen Wertes und damit einer
Zeitkonstanten von gut 1min entspricht. Die Steifheitsmatrizen wurden aus den
Flexibilitatskonstanten mittels Matrixinversion berechnet und iiber die Elemente
T1_5 bis T11_12 gemittelt. Die Steifheitsmatrix fiir positive Lasten lautet dann

0.011 0 0 0 0.058  0.015
0 0.078  0.005 | —0.076 0 0
St — 10t 0 0.005 0.01 | —0.164 0 0
0 —0.076 —0.164| 15.2 0 0 '
0.058 0 0 0 15.3  —0.804
0.015 0 0 0 —-0.804 148

und die fiir negative Lasten

0.011 0 0 0 0.062 0.164
0 0.124 —-0.002 | =0.073 O 0
0 —0.002 0.01 |—-0.156 O 0

- _ 104
s =10 0 —0.073 —0.156 | 18.6 0 0 ’
0.062 0 0 0 14.5 0.2
0.164 0 0 0 02 19.7

beide in den Einheiten

N/mm | N/rad
N mm/mm | N mm/rad ’

d. h. die Translationsrichtgréfien sind in der Groflenordnung 0.1 — 1 MN/mm und
die der Rotation 150 — 200 Nm,/rad.

Die Giiten der Transformationsmatrizen liegen mit
Gt =-034 und G =-0.97

im ersten Fall recht weit entfernt vom Idealwert G = —1, vermutlich eine Folge der
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getroffenen VereinfachungenD Das elastische Zentrum liegt bei

0 0
zt=| —890 | mm und 2z =| —1534 |mm
2.60 3.24

also im ersten Fall eher auf der Unterseite des Wirbelkorpers und im zweiten eher
in der Mitte der Bandscheibe. Der Widerstandsbereich hat eine Grofie von

BT =8.00mm und B~ =243 mm

Die Matrix fiir negative Lasten kommt demnach einer Synarthrose mit einem Wi-
derstandszentrum recht nahe. In diesem Fall, der sich ja aus verschiedenen Einzel-
lasten zusammensetzt, sind die Wirbelbogengelenke offenbar gleich gekoppelt oder
sogar ganz ohne Kontakt, vgl. [B.3l Diese Matrix allein soll nun weiter untersucht
werden.

Die Transformation auf das elastische Zentrum ergibt

0.011 0. 0. 0. 0.0264 —0.00473
0. 0.124  —0.002 0.298 0. 0.
S — 10t 0. —0.002 0.01 —0.00909 0. 0.
z 0. 0.298  —0.00909 16.8 0. 0.
0.0264 0. 0. 0. 14.2 —0.736
—0.00473 0. 0. 0. —0.736 17.3

Eine Rotation um etwa 12° um die z-Achse beendet den Weg zur Realform. Es
ergeben sich schliefflich die Flexibilitdtsmatrix

91.3 0 0 0 —0.161 0.0539
0 134 208 | —0.14 0 0
F — 104 0 20.8 954 |0.0584 0 0
0 —0.14 0.0584 | 0.0622 0 0
—0.161 0 0 0 0.0715 0
0.0539 0 0 0 0 0.0574

in den Einheiten

mm/N | mm/N mm
rad/N | rad / N mm ’

und in den obigen Einheiten die Steifheitsmatrix

0.011 0. 0. 0. 0.0247  —0.0103
0. 0.118 —0.0259 | 0.289 0. 0.
& — 10 0. —0.0259 0.0162 | —0.0734 0. 0.
0. 0.289 —0.0734| 16.8 0. 0.
0.0247 0. 0. 0. 14. —0.0232
—0.0103 0. 0. 0. —0.0232 174

n der zitierten Publikation befindet sich zudem ein Druckfehler: Bei der auf S. 190 in [53]
angegebenen Matrix FT muf es heiflen —5.62 statt —56.2, vgl. die Einheiten im Plot Fy3 in Fig. 8.
Mit dieser Matrix bekdme A auf der Hauptdiagonale negative Eintrige, eine Kraft in y-Richtung
hétte dann eine Translation in die Gegenrichtung zur Folge, was offenbar nicht verniinftig ist.
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Die Steifheitsmatrix der allgemeinen ebenen Aufhéngung aus [5.1.6] hat in diesen
Koordinaten die schachbrettartige Gestalt

* 0 %[0 % 0
0 « 0% 0 =x
* 0 %x|0 *x O
S_O*O*()*
* 0 %x|0 *x O
0 « 0% 0 =x%

Die Spurbedingung (4.6) ist zwar erfiillt, aber durch die Vernachldssigung einiger
Terme wenig aussagekriftig. Wegen der unterschiedlich vorausgesetzten Symmetri-
en konnen nur die Diagonalelemente mit denen der allgemeinen ebenen Aufhéingung
(1) bis (B4) verglichen werden. Diese waren unter der Voraussetzung der kon-
stanten Schichtgrofien abgeleitet worden. Ich méchte hier nur Verhdltnisse der elas-
tischen Konstanten betrachten.

Man erhilt fiir die translationsinvariante Teilmatrix A mit (5.1])

(AH + AQQ)/z . ]{?2 -
—_—— ==y
Azs k1
hier also
~0.014
~0.118
wodurch das Stabmodell mit Werten von v > 1/3 als hier nicht brauchbar aus-
geschlossen werden kann, vgl. Abb. LBl Mit (430) entspricht das im Federmodell
einer Querdehnzahl von o7 =~ 0.43. Gegeniiber Translationen dndert sich also ihr
Volumen kaum, die Bandscheibe kommt eher einem Korper aus Gummi nahe.

vy =0.119 |,

Anders ist die Situation bei den Rotationen. Aus (5.4]) folgt

033 (Cl + Cy — OZ% — OZ%)]{TQ k‘g v
= =57 —UVrR ,

011 + 022 N (01 + Cy — OZ% — Ozg)kl N kﬁl

hier mit den Zahlenwerten

14

= ——— =0.409
16.8 +17.4 ’

UR
die, wieder mit (430), einer Querdehnzahl von o & 0.15 entsprechen. Gegeniiber
Rotationen #ndert sich also das Volumen der Bandscheibe im Wesentlichen durch
die Langenénderung.

Diese starke Diskrepanz in den Querdehnzahlen 1&8t sich durch die innere Struktur
der Bandscheibe erklidren, da dann die Voraussetzungen zur Ableitung von (5.1)
bis (B.3)), also insbesondere die konstanten Schichtgréfien, nicht mehr gegeben sind.
Der Teil der inneren Struktur, welcher dieses Phénomen erklart, ist der gallertar-
tige Kern der Bandscheibe, der Nucleus pulposus. Seine Funktion ist, legt man die
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obigen Meflwerte zu Grunde, die gesamte Bandscheibe gegeniiber Translationen
inkompressibler als gegeniiber Rotationen zu gestalten. Das ermdglicht die Beweg-
lichkeit der gesamten Wirbelsédule als Hintereinanderschaltung von Drehungen mit
rdumlich versetzten Achsen und verhindert gleichzeitig eine zu starke Verschiebung
der einzelnen Wirbelsegmente gegeneinander.

Sicherlich kann man auch versuchen, kompliziertere Modelle, etwa die mit einer
Faserstruktur oder die dem Biegebalken verwandten mit einem expliziten lokalen
Beitrag der Rotationsanteile zur elastischen Energie, im Hinblick auf eine Erklarung
der Werte heranzuziehen. Da die Phanomene aber schon mit dem einfacheren Mo-
dell gedeutet werden konnen, ist das nicht nétig.

Die Messung von [59] an einem konservierten Bewegungssegment ergab nach Ent-
fernung der Wirbelbogengelenke beziiglich axialer Rotationen (also in y-Richtung)
eine Flexibilitdt von 0.021 rad/Nm gegeniiber hier 0.007 rad/Nm. Demnach hétte
die Konservierung keine versteifende, sondern eine um den Faktor drei flexibilisie-
rende Wirkung. Das kann durch die starke individuelle Streuung der elastischen
Konstanten erklart werden — es handelt sich ja um eine Messung zu einem Einzel-
praparat. Plausibler ist dieser Effekt mit einer erhéhten Durchléssigkeit der Zell-
membranen gegeniiber der Konservierungsfliisssigkeit im Vergleich zur originalen
Gewebsfliissigkeit erklarbar. Dennoch sollte diese ,,Stéirke“ der Aufhdngung als ge-
nereller Vorfaktor nur geringen Einflu} auf die Struktur der Bewegung haben.

Ferner sollte ein variables axiales Drehmoment zusammen mit einer konstanten
Last parallel dazu eine reine Drehung mit durch das Widerstandszentrum verlau-
fender Achse zur Folge haben. Alle mefibaren Translationen stehen dann senkrecht
auf dieser Achse. In der Tat waren die Aufpunkte der Drehschrauben erwartungs-
geméf konstant. Hingegen ergab die Messung statt einer verschwindenden eine
linear mit dem Drehmoment anwachsende Schraubsteigung! Das konnte zwar ein
Effekt der in besprochenen Relaxationseffekte sein, ist hier aber m. E. an-
ders zu deuten: Wenn eine flichige Aufthéingung auf ein zu ihr senkrechtes Dreh-
moment tatsédchlich mit einer Translation parallel zu diesem antwortet, dann muf3
dieses aus Symmetriegriinden einen von dem Vorzeichen der Drehung unabhéngi-
gen Wert haben. Da das mit einer linearen Abhéngigkeit unvereinbar ist, ergeben
sich im einfachsten Fall Ursprungsparabeln fiir die Translation. Auch das 1&8t sich
auf den Bau der Bandscheibe zuriickfithren: Eine axiale Kompression/Extension
der Bandscheibe unter einem axialen Drehmoment hat unter Beriicksichtigung der
gekreuzt verlaufenden Fasern des Annulus fibrosus fiir ein entgegengesetzt gerich-
tetes Drehmoment wieder eine Kompression/Extension zur Folge. Die Messung
ergab ein Anwachsen der Bandscheibe von 0.1 mm auf 2°. Dieses Anwachsen kann
mit dem Hyperboloidmodell erklért werden. Der theoretischen Verkleinerung des
Volumens im Inneren bei Drehungen wirken sowohl der inkompressible Kern als
auch die Volumenerhéhung der Faserschichten entgegen. Der Faserring ist demnach
derart gestaltet, dafl der Druck im Kern den Faserring nicht nach aulen ausbeult,
sondern die einzelnen Fasern ldngt — ein komplexes Zusammenspiel aus Geometrie
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und Elastizitat.

Alle Messungen mit Wirbelbogengelenken hatten nur noch kompliziertere Effekte
zur Folge. Diese lielen sich so interpretieren, dal nicht der lineare Zwangskon-
takt aus[B.3] sondern fiir einen einzelnen Kontakt die dimere Kette, und fiir beide
Gelenke im Kontakt das Viergelenk, vgl. [49], angemessene Modelle zum Beschrei-
ben der Bewegung sind. Da diese Zwangsbedingungen quadratisch sind, wird der
Giiltigkeitsbereich dieser linearen Theorie verlassen.

Als Letztes soll noch der Vergleich mit dem komplexen geometrischen Modell der
Bandscheibe BROBERGs [8] vorgenommen werden. Dort werden die Lageédnderun-
gen bei verschiedenen axialen Vorlasten vorgegeben und die resultierenden Lasten
iiber die einzelnen Bestandteile der Bandscheibe numerisch aufsummiert. Die Band-
scheibe wird aus zwei Phasen zusammengesetzt. Die eine Phase sind die Fasern;
sie sind ohne Verbindung untereinander, tragen aber iiber ihre Kriimmung zu den
Lasten bei. Dieser Beitrag koppelt iiber die Ausbeulung der konzentrisch angeord-
neten Faserschichten mit dem Gallertkern. In den aufeinander folgende Schichten
sind die Fasern entgegengesetzt geneigt, wodurch die gekreuzte Struktur modelliert
wird. Fiir die Fasern selbst wird eine nichtlineare Kraft- Auslenkungs-Beziehung zu
Grunde gelegt. Die zweite Phase sind der Kern und der Raum zwischen den Fa-
serschichten, welche als inkompressibel angenommen werden. Aus den Graphen
wurden die Diagonalelemente der differentiellen Steifheitsmatrix zu den axialen
Vorlasten 700 und 3000 N bestimmt. Es ergaben sich die Steifigkeiten

Sro0 = ((.093, .080, 2.2) MN/m, (9.2, 12, 360) Nm,/rad)

und
Ss000 = ((0.27, 0.20, 6.3) MN/m, (21, 27, 690) Nm /rad)

Zunichst ist klar erkennbar, dafl ein Stress-Stiffening um etwa den Faktor 3 fiir
Translationen und den Faktor 2 fiir Rotationen stattgefunden hat, vgl. auch [43]. In-
teressanterweise ergibt sich fiir axiale Kompression eine Kopplung zwischen axialen
Kraften und Drehmomenten, was einerseits auf eine nicht verschwindene Steigung
der Kraftschraube und andererseits auf Nebendiagonalelemente in der Steifheits-
matrix fiihrt. Diese lassen sich nicht durch eine Transformation auf das elastische
Zentrum wegtransformieren, so dafl kein Widerstandszentrum sondern ein Wider-
standsbereich vorliegt. Als Néchstes sollen wieder die Verhéltnisse der Groflen be-
trachtet werden. Fiir Translationen ergibt sich beide Male

Ur = 0.04 s

was das reine Stabmodell wieder ausschlieft und einer Querdehnzahl von etwa 0.47
entspricht. Die extreme Anisotropie bei den Rotationssteifigkeiten fithrt auf

vg =18 und 15

was, da der Wert erheblich grofler ist als 1, nur durch ein Stabmodell mit einer
expliziten Abhéngigkeit der Federmatrix K von den Rotationen erkléirt werden
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kann, vgl. (4.13]). Das entspricht m. E. auch den im Modell verwandten Annahmen.
Wahrscheinlich wiirde eine elastische Kopplung der Faserringe untereinander einen
geringeren EinfluBl der inkompressiblen Anteile zur Folge haben und die Isotropie
des Rotationsanteils erhéhen.

Insgesamt ist das Modell einer linearen Abhéngigkeit der Lagen von den Lasten
selbst fiir eine Bandscheibe ohne Wirbelbogengelenke zu einfach, obwohl mit ihm
Aussagen getroffen werden kénnen. Demnach miiite auch das multivariate Re-
gressionsmodell aus Abschnitt 3.2.3] mindestens um quadratische Terme erweitert
werden, etwa
¢ = Fijfj + Fijififx

Dabei ist zu beachten, dal quadratische Terme auch bei ungeniigender Relaxation
entstehen. Nur Messungen an frischem Material werden entscheiden kénnen, ob die
absoluten Steifigkeiten eine Folge des generellen Einflusses der Konservierung auf
die Bestandteile der Bandscheibe sind, oder aber ob es sich um eine unterschiedliche
Wirkung auf die einzelnen Komponenten handelt, die eine gednderte Kopplung
zwischen elastischen und fliissigen Anteilen nach sich zieht.

6.3 Ein zylindrischer Probekorper

Dieser Probekorper diente BENEDIKT BECKER [4] der Uberpriifung der MeBappa-
ratur aus dem néchsten Abschnitt. Da die Steifheitsmatrix einer solchen Aufhén-
gung in Abschnitt berechnet wurde, soll zunéchst diese Messung betrachtet
und mit der Vorhersage verglichen werden. Ferner soll exemplarisch vorgefiihrt
werden, wie bei bekannten Abmessungen gleichzeitig Elastizitdtsmodul und Quer-
dehnzahl aus der Steitheitsmatrix bestimmt werden kénnen.

Es handelte sich um einen ein Kreiszylinder mit 4mm innerem Radius und 18.5mm
Hohe, bei dem die Berandungen und die elastische Schicht durch Polymerisation
miteinander verbunden waren. Die Schichtdicke betrug 1mm. Der geometrische
Mittelpunkt des Zylinders lag bei (3.8,0.76,0.75)cm und die Zylinderachse wies in
z-Richtung.

Es wurden drei vollstédndige Messungen mit verschiedenen Lastbezugspunkten und
ein vom Experimentator restringierter Datensatz als Rohdaten verwendet. Die Be-
stimmung der Flexibilitdtskonstanten erfolgte durch univariate lineare Regression.
Die Flexibilitdtsmatrizen wurden einzeln auf Realform gebracht. Dabei dnderte
sich die Blocknorm von

8...120 | 31...49 ¢ (711 3.5
1...36 |24...37 ) ™ \"2..4 24,37
in den Einheiten

pm/N | pm/Ncm B pm/N | 107*/N
10~*rad/N | 10~*rad/Nem )~ \ 10~*rad/N | 10~*rad/N cm ’
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welche konsistent sind und auch im Folgenden beibehalten werden sollen. Die Giite
fiir das MeBsystem lag einheitlich bei —0.997, die fiir das Lastsystem bei zwei
Messungen bei —0.994 und —0.976. Zwei Experimente waren so gestaltet, dafl der
Lastangriff in der Zylindermitte erfolgte, bei diesen lag die Giite erwartungsgeméaf
nahe +1 bei +0.918 und +0.926. Das Drehmomentszentrum liegt fiir alle Matrizen

bei
3.81

MD=| 082 |em
0.62

mit Streuungen im Bereich 0.6mm. Nach Auskunft der Flexibilitdtsmatrizen wur-
den die Bezugspunkte der Last dabei im Bereich

N 0...3.75
LT =| —0.99...0.67 |cm
—0.94...0.65

variiert. Die Grofle des Widerstandsbereiches ergab 0.15¢m fiir das Mefsystem
und 0.18 £+ 0.08¢cm fiir das Lastsystem. Zylindermitte und Drehmomentszentrum
stimmen in 2- und y-Richtung recht gut iiberein, nur in z-Richtung ergibt sich eine
im Rahmen der Genauigkeit tolerable Abweichung von 1.3mm. Die Rotation auf
die Realform erfolgte einheitlich um etwa die z-Achse um 62° und 61°. Die Giite
der Matrix A reichte von 40.39 bis hin zu 40.98 und lag im Mittel bei 0.65.

Da Realformen dieser Matrizen alle miteinander vergleichbar sind, diirfen sie kom-
ponentenweise diskutiert werden. Die Mittelwerte der einzelnen Komponenten der
Flexibilitatsmatrizen in Realform lauten

6.39 0.831 —0.901]0.0158  0.396 0.399
—0.542  4.48 0.306 | 244  —-0.692 —0.00921
—-0.393 —-0.981 2.77 29 -0.0112 —-0.332

—0.0339 0.183 1.04 28.2 0 0 ’
0.0332 —-1.17 —0.191 0 4.57 0
0.149 —-0.162 0.201 0 0 3.88

mit den Streuungen

0.412 1.08 0.69 |0.00353 0.0784 0.0772
0.48  2.22 1.3 0.581  0.122 0.0725
1.08 186 0418 | 0.659  0.085 0.0639

0.292 2.18 1.62 6.38 0 0
0.362 0.382 0.0645 0 0.861 0
0.224 0.0556 0.618 0 0 0.75

Die zeitliche Abfolge der Messungen zeigte, daf§ diese Streuung teils durch eine
langsam fortschreitende Auspolymerisation der elastischen Schicht und teils durch
die Restriktion des Datensatzes hervorgerufen wurde. Bis auf die Komponente Do,
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verursacht das im Wesentlichen nur einen skalaren Effekt, also entspricht die obige
gemittelte Matrix etwa einem zeitlichen Zwischenzustand.

Bei drei Werten lehnt ein beidseitiger t-Test auf gleiche Mittelwerte zum 10%-
Niveau bei einer Verdnderung des empirischen Mittels um s/ = v/n/ts10% = 0.9
Standardabweichungen nicht ab. Als Faustformel diirfen demnach die Werte um
etwa eine Standardabweichung veréndert werden, ohne signifikante Verdnderun-
gen vorgenommen zu haben. Dennoch sind mit 12 von 21 Werten auflerhalb der
Diagonalen nur rund die Hélfte {iberhaupt statistisch von Null verschieden. Der
Rest liegt, wie die Verdnderung der Blocknorm zeigt, im Bereich des absoluten
Fehlers der Apparatur. Da die urspriinglichen Flexibilitéitskoeffizienten durch die
Rotation auf Realform untereinander vermischt werden, kénnen deren Streuungen
auch andere Komponenten stéren. Prinzipiell erlaubt das eine Interpretation der
Nebendiagonalmatrizen als Vorliegen eines Widerstandszentrums. Hier soll etwas
behutsamer zunéchst eine Symmetrisierung der Matrix unter Beriicksichtigung der
Streuungen erfolgen? Es ergibt sich die symmetrische Matrix

6.39 —0.119 —-0.702 | 0.0152 0.331 0.335
448 —0.225| 1.97 —0.809 —0.0957
2.77 236 —0.113 —0.282

28.2 0 0
4.57 0
3.88

mit der Streuung

0.412 0.665 0.84 | 0.00697 0.129 0.115
222 1.53 | 0917 0.186 0.0629
0.418 | 0.936 0.0733 0.116

6.38 0 0
0.861 0
0.75

Eine formale abermalige Transformation auf das elastische Zentrum mit einer
Veranderung des Bezugspunktes im sub-mm Bereich liefert schliellich die Flexi-

2Das gewichtete Mittel zweier Mefireihen mit Mittelwerten und Standardabweichungen i, +s;
und pg £ so ist
H152 + fi281
S1 + S92
Dieses Mittel entfernt sich von den anfinglichen Mittelwerten gleich weit, gemessen in der je-
weiligen Streuung. Die Streuung fiir den neuen Wert ergibt sich nach der Fehlerfortpflanzung

zu
V251582

S1 + 89

also aus dem durch /2 dividierten harmonischen Mittel der einzelnen Streuungen. Insgesamt
werden so Werte mit kleinen Streuungen begiinstigt — wie es auch sein soll.
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bilitadtsmatrix
6.39 —0.118 —0.702 | 0.0152 0.325 0.33
4.49 —0.22 2. —0.809 —0.096
2.78 239 —0.113 —-0.282
28.2 0. 0.
4.57 0.
3.88

Obwohl immer noch die Terme der Nebendiagonalmatrizen statistisch von Null
verschieden sind, zeigt die Betrachtung der Normen der absoluten Fehler der Ori-
ginaldaten zusammen mit der Fehlerfortpflanzung iiber die Abstédnde, dafl ihnen
kaum eine sinnvolle Information zu entnehmen ist. Eine Deutung der antisymme-
trischen Anteile der Nebendiagonalmatrizen B; der Steiftheitsmatrix ist wegen der
Werte bis zu 20kN auch nicht sinnvoll. Die iiber alle Messungen konstante Drehung
auf Realform erlaubt zusammen mit der aus den Hauptdiagonaltermen ablesbaren
Anisotropie die Deutung, dafl der Probekorper leicht asymmetrisch bzw. azentrisch
gestaltet ist und daher kein Widerstandszentrum mehr besitzt, aber dafl der Wi-
derstandsbereich mit 1.4mm klein und in derselben Gréflenordnung wie die Mef3-
genauigkeit ist. Der Ausreifler bei Doy zeigt ferner, dal an den Translationsanteil
einer Einzelmessung keine allzu groflien Erwartungen zu stellen sind.

Im Folgenden sollen die Werte mit der Vorhersage des Kreiszylinders verglichen
werden, um die Schichtgréfien zu bestimmen. Dazu wendet man die mit der Streu-
ung gewichtete Mittelung auf die zur y- und z-Achse gehoérenden Eintrdge an. Das
wird von einem entsprechenden t-Test nicht verworfen. Es ergibt sich die mit dem
Ergebnis aus Abschnitt zu vergleichende Diagonalmatrix

F = diag(6.39 + 0.41, 3.05 + 0.50, 3.05 + 0.50,28.2 + 6.4,4.20 4+ 0.75,4.20 + 0.75) ,

und mit dieser das iiberbestimmte Gleichungssystem

whr2ky = 1/(6.39 um/N)
whr(ky + ko) 1/(3.05 um/N)
2rhr’ky = 1/ (282 10~ *rad/N cm)

Wl};r (hz(kl + k) + 127"2k‘2) =1/ (4'20 ' 10_4md/Ncm) ’

welches in zwei Teilsysteme fiir Rotation und Translation zerfillt. Wegen der
Flachenkorrektur (AI0) ist mit der Dicke 1mm in diesen Formeln der Radius

r=(0.5(1/4+41/5))"" mm = 4.44mm
anzusetzen. Unter Benutzung des Rotationsanteils ergeben sich die Schichtgréfien

ky =2.61-10°N/m’rad und ko = 3.34 - 10°N/m> rad
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und mit dem Translationsanteil folgt
ki =9.54-10°N/m* und ky = 2.99 - 10°N/m?

Das Verhiltnis beider Werte sollte in beiden Féllen dasselbe sein, was nicht zutrifft.
Diese Diskrepanz kann behoben werden, indem man annimmt, dafl die nahe an
der Grenze der absoluten Genauigkeit liegenden Werte fiir F55 und F33 wegen
der Eigenelastizitat der Apparatur iiberschétzt wurden. Ist der tatsidchliche Wert
gleich 1.25um/N, welcher auflerhalb der absoluten Mefigenauigkeit liegt, und ist
der effektive Radius mit 4.5mm etwas grofler, so erhélt man zusammen mit dem
nach oben korrigierten Wert Fyy = 0.003rad/N ¢m annéhernd iibereinstimmend

kp =28-10°N/m*> und ko =3.1-10°N/m?® |

was v = 0.11, also einer Querdehnzahl von ¢ = 0.44, und mit einer Dicke von 1mm
einem FElastizitdtsmodul von E = 0.88MPa entspricht.

Da diese Werte fiir Elastomere nicht untypisch sind, stimmen Messung und Theo-
rie im Rahmen der Genauigkeiten von Messung und Herstellung des Probekorpers
iiberein. Zur Bestimmung der elastischen Konstanten ist, wegen der giinstigen Feh-
lerfortpflanzung, einer Messung mit reinen Drehmomenten an einem gut bekannten
Korper der Vorzug zu geben.

Zusammenfassend lieferte die Meflapparatur in etwa 0.5 bis max. 1.5mm genaue
Orte. Die grofle Streuung der Flexibilitdtskonstanten ergibt sich aus vier Haupt-
quellen:

e Aus dem Lastsystem, welches nur mit grofler manueller Geschicklichkeit an
die Koordinatenachsen des ruhenden Meflobjektes angepafit werden kann,

e aus dem Meflsystem, da die verwendete 6-Taster-Anordnung wegen der un-
bekannten Nullagen der Taster Fehler erster Ordnung bei der Bestimmung
der Translationsanteile der Lagen hervorruft,

e aus einer Restriktion des Datensatzes auf einseitige oder erst ab einem Min-
destwert wirkende Lasten und

e aus der Dauer der gesamten Messung, da sich das Meflobjekt gegen Ende
der Messung durch chemische Verinderungen von seinem Anfangszustand
entfernt hat.

Dieser letzte Effekt ist gerade bei an biologischen Objekten gewonnenen Daten als
mogliche Fehlerquelle im Auge zu behalten. Auflerdem zeigt sich, dafl die Losungen
der Gleichungen fiir die Materialkonstanten sehr stark von der Probengeometrie
abhédngen. Daher sind extrem genaue Probekérper vonnoten, denn eine kleine abso-
lute Verédnderung der Schichtdicke entspricht bei einer diinnen Schicht einer grofien
relativen.
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6.4 Initiale Zahnbeweglichkeit

In diesem Abschnitt sollen von BENEDIKT BECKER in unserer Arbeitsgruppe
durchgefiihrte Messungen zur initialen Zahnbeweglichkeit [3, 4] zur Sprache kom-
men. An ihnen soll die Notwendigkeit der Dreidimensionalitit der Betrachtung
einer Synarthrose und die entscheidende Rolle der Scherelastizitéit gezeigt werden
— gleich ob Messung oder Theorie. Die Genauigkeit und Zuverldssigkeit der Mef3-
apparatur wurde bereits im letzten Abschnitt betrachtet.

Zunéichst sollen die bekanntesten Theorien und Vorstellungen zum elastischen Ver-
halten des Periodonts, des bewegungsbestimmenden Elementes des Zahnhalteap-
parates, vgl. [44] 7], vorgestellt werden.

6.4.1 Elastische Faser vs. inkompressible Fliissigkeit?

Der Zahnhalteapparat verbindet die Zahnwurzel federnd mit der Alveole des Kie-
fers. Seine wesentlichen Bestandteile sind das Periodont, die bindegewebige Wurzel-
haut des Zahnes, das, wie auch die Knochenhaut des Alveolarkamms, kontinuierlich
in das Zahnfleisch iibergeht. Der innere Aufbau des Periodonts ist ausfiihrlich in [5]
beschrieben. Auch der Bandapparat des Zahnfleisches besitzt eine komplexe raum-
liche Faserstruktur, vgl. [15]. Die Verbindung der Zahne untereinander erfolgt aufler
dem Bandapparat, einer Synarthrose, auch durch ihre Approximalkontakte, einer
Diarthrose. Das Periodont enthélt neben den Fasern die interstitielle Fliissigkeit
und ein umfangreiches Blut- und Lymphgefifisystem. Seine reichliche Nervenver-
sorgung mit Mechanorezeptoren erlaubt es, den Zahn als Tastorgan einzusetzen.

Die auf das in dieser Arbeit verwendete Federmodell passenden Fasern sind die
flachig angeordneten kollagenen. Die Faserstruktur selbst wird aus Griinden der
Einfachheit zunéchst aufler acht gelassen. Wichtiger fiir das Federmodell ist die
Verteilung der Dicke des Periodonts iiber die Wurzeloberflache. Der diinnste Teil
des Periodonts befindet sich von der Mitte der Zahnwurzel aus gesehen etwas in
Richtung zur Wurzelspitze hin, man spricht auch von einer ,Sanduhrform®. In der
Néhe des diinnsten Teiles werden auch die Rotationsachsen zu physiologischen Las-
ten vermutet. Die Dicke des Periodontalspaltes variiert interindividuell von 50um
bis 300um, als mittlere Dicken sind etwa 200-140-200um anzunehmen [12]. Eine
Streuung der elastischen Eigenschaften um einen Faktor drei ist daher durchaus zu
erwarten.

Hier interessiert die Bewegung eines Frontzahnes unter Last. Nach anfdnglich na-
iven Modellen des Zahnes als ein- oder zweiseitigem Hebel mit entweder in der
Wurzelspitze oder im Alveolareingang gelegener Drehachse bildeten sich um 1930
zwei konkurrierende Theorien aus. Die erste zieht die Faserstuktur des Periodonts
zur Erkldrung heran und die zweite dessen Fliissigkeitsanteil, vgl. [66]. Die Vor-
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stellungen der elastic cord theory, im Folgenden als ECT abgekiirzt, geht auf A.
M. ScHWARZ [55] zuriick und wurde von H. THIRRING und V. WEISSKOPF erst-
malig durchgerechnet. Die Ergebnisse sind, leider ohne Angabe des Rechenganges,
in [56] dargestellt. Die Incompressible Membrane Theory, abgekiirzt IMT, beruht
auf Ideen von A. GysI [23] und wurde von J. L. SYNGE [64], [65] ausgearbeitet.
Der wesentliche Unterschied beider Theorien ist die Giiltigkeit fiir verschiedene
Zeitskalen: Wahrend zu Beginn der Lasteinwirkung die Fliissigkeitsanteile sicher
eine Rolle spielen, sollten diese Effekte durch Diffusion proportional zum anfing-
lich aufgebauten Druckgradienten nach einer gewissen Zeit abgeklungen sein. Die
Fliissigkeit mufl daher in einer Theorie, welche die Dampfungseffekte modelliert,
beriicksichtigt werden. Hier noch abschlieBend ein grober tabellarischer Uberblick
iiber die am elastischen oder kinematischen Geschehen beteiligten Gewebe:

Dauer \ Last | niedrig | hoch

kurz Fliissigkeit Fliissigkeit, Alveolarkamm
mittel bindegewebige Fasern | Fasern, Alveolarkamm
lang Knochenzellen Nekrose

Das von mir entwickelte Federmodell ist demnach fiir niedrige Lasten und mittlere
Dauern angemessen.

Es existieren in der spéteren Literatur die unterschiedlichsten Vorstellungen iiber
Art und Auswirkung der faserigen und kontinuierlichen Anteile der Gewebe, vgl.
wieder etwa [5]. So ist beispielsweise eine Abhéngigkeit der Zahnstellung vom Blut-
druck zu beobachten, weshalb eine Verdnderung des Gesamtvolumens des Peri-
odonts nicht dauerhaft mit einer Verinderung des Druckes einhergehen muf}; das
System ist thermodynamisch offen. Zur Deutung des Zahndurchbruchs und der
Moglichkeit orthodontischer Zahnbewegungen werden dem Periodont als Kontinu-
um statt elastischer oder viskoelastischer gar thixotrope Eigenschaften zugeschrie-
ben [32], die Dauern solcher Bewegungen iibersteigen freilich die der hier vorge-
stellten Untersuchung. Andere wiederum stellen den mikroskopischen Aufbau des
Faserapparates mit seiner gewellten Struktur und seinem chemomechanischen Ver-
halten in den Vordergrund [I0]. Da alle diese Vorstellungen gedanklich auf der
ECT oder der IMT aufbauen, méchte ich diese nur schwer konkret mathematisch
handhabbaren Erweiterungsmoglichkeiten hier vollstandig auler Acht lassen.

Um die beiden elementaren Theorien mit der meinigen vergleichen zu kénnen, wer-
de ich zunéchst die bekanntere, die ECT, in einer nach [13] von mir modifizierten
Fassung vorstellen. Sie enthélt einige Annahmen und Ansétze, die m. E. vom Au-
tor nicht klar genug herausgearbeitet sind, und kann, ganz ohne Benutzung eines
Computers, analytisch gelost werden. Danach soll in chronologischer Reihenfolge
ein Uberblick der wichtigsten Arbeiten gegeben werden.

Die Grundidee der ECT ist es, die Gesamtkraft als Summe der Einzelkréfte von
Teilsegmenten der Zahnwurzel und das Gesamtdrehmoment als Summe der Ein-
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zeldrehmomente zu berechnen. Diese Teilsegmente werden an einem einwurzeligen
Zahn iiber eine Achse ldngs des Zahnes gewonnen. Es wird meist nur der transver-
sale Lastfall betrachtet, vgl. Abb. 611

—/(l —p)tand

T

p

|

Abbildung 6.1: Die Grundfigur der Elastic Cord Theory.

1. Annahme: Die Transversalkraft ruft nur eine reine, kleine Drehung hervor.
Das ist insofern eine zuléssige Néaherung, als die Translationsanteile gegeniiber
den Rotationsanteilen klein sind. Der Drehpol p liegt dann auf der Zahnach-
se. In zwei Dimensionen ist das korrekt, die allgemeine rdumliche Bewegung
ist aber eine Schraubung.

2. Ansatz: Die i-te Einzelkraft f; ist proportional zur Einzelfliche a; mal der
Auslenkung im i-ten Punkt. Mit dem Drehwinkel 6 (kleine Drehungen: tan 6 ~
0) erhdlt man

fi= Ke(li —p)ai

Der Proportionalitdtsfaktor K, ein Skalar, ist eine Materialkonstante des Pe-
riodonts. Hier wird eine Zustandsgleichung fiir das Periodont vorausgesetzt.
Diese enthélt Informationen iiber die Dimension des Problems, die Scherelas-
tizitdt und das Transformationsverhalten der beteiligten Groflen.

3. Das Einzeldrehmoment ¢; beziiglich des Pols ist gegeben als Produkt der
Einzelkraft f; mit dem Abstand vom Pol.

ti=(li—p) fi= KO _p>2ai

Hier werden die Scherkréfte vernachléssigt, da eine sehr spezielle Auslen-
kung vorausgesetzt wird und benachbarte Flachenstiicke nicht miteinander
wechselwirken.
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4. Annahme: Die Einzelfliche a; ist bekannt als Funktion der Langsachse. Ist
der Wurzelquerschnitt kreisférmig, so kann die Einzelfliche etwa aus einer
Rontgenaufnahme bestimmt werden. Der Wurzelumfang w; ergibt sich dann
aus der Wurzeldicke d; als u; = 7d;. Die als zylindrisch genéherte Einzelfldche
erhélt man mit der Einzelh6he h zu

a; = Wdlh

Die Einzelfliche kann auch aus Modellen der Zahnwurzelgeometrie wie d; ~ I;
oder d? ~ [; gewonnen werden; die Summation wird dann zur Integration.

Die Gesamtkraft ist nun

n

i=1 =1 =1
:;B Z:A

und das Gesamtdrehmoment ergibt sich zu

n

T = K0 (li—p)ai=K0Y (12— 2pli+p?)a; = K0 (Z 12a; —2pB + p2A>
i=1 i=1 i=1
=:C

= K6(C—2pB+p’A)

Da die Kraft F' rein transversal ist, wird das gesamte Drehmoment durch diese
erzeugt

T=F(L-p)

Durch Einsetzen der Werte fiir F' und T" der ECT folgt daraus

KO (C —2pB+p*A) = K0(B—pA)(L-p)

C —2pB+p*A = BL—p(AL+ B) +p*A
C—-2pB = BL—-p(AL+ B)
p(AL—B) = BL-C |

und die quadratischen Terme heben sich weg — unabhéngig von der Verteilung der
Federstiarke oder der Einzelflachen iiber die Zahnachse. Das Resultat ist die Lage

p des Pols als gebrochen-rationale Funktion des Hebelarmes L mit linearem Zahler
und Nenner

BL-C
L) =
p(L) =75
Diese Hyperbel hat die folgenden Eigenschaften:

e Die Lage des Drehpols héngt weder von der Stérke F' der Kraft, noch von
der Materialkonstante K der Aufhingung, noch vom Ausmaf # der Drehung
ab.
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e Die Abhéngigkeit der Lage p des Pols vom Angriffspunkt L der Kraft ist
durch die Gleichung einer Hyperbel gegeben.

e Fiir L=B/A hat die Hyperbel ihre Asymptote, es liegt also eine reine (hier
vernachléssigte) Translation vor. Die Anordnung besitzt damit ein Wider-
standszentrum bei

B 3 lLag

W .= —

n

Das ist genau die Formel fiir den Schwerpunkt der Massen a;.

e Durch elementare Umformungen 148t sich die Hyperbel auf das Widerstands-
zentrum beziehen

B B C
b=3) = 33
p(L—-W) = WL—Z
p—W)L-W) = WL—Q—WL—W:WQ—Q
A A
= —o?

Das ist das Reziprozitatstheorem mit der Konstanten

C AC — B?
2 _ Y gAY D7
=g A2
Das negative Vorzeichen vor o2 besagt, da8 sich p und L beziiglich W ge-
geniiber liegen. Wegen

n n

Sl —=W)a; = > (17 —2L,W +W?)a,

i=1 =1

= > Fa; —2W Y lLa; +W?> q
1=1 i=1 i=1
=C =B=WA A
= C-W?A

entspricht die Konstante genau dem zweiten zentrierten und normierten Mo-
ment der Verteilung der Massen a; und ist mit a; > 0 selbst positiv.

Eine solche hyperbelartige Abhéngigkeit, zuerst in [56] dargestellt, ergibt sich nun
auch aus der IMT und spéteren Theorien. Dadurch koénnen diese Theorien mit-
einander verglichen werden 2 indem diese Groflen auf eine charakteristische Linge,

3Zur Vereinfachung dieses Vergleichs sei noch die Formel fiir die Konstante einer allgemeinen
Hyperbel gegeben. Aus

DL-C , AC-BD
b =g Mot o =—pm—
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hier die Zahnwurzellinge w, bezogen werden. Damit lassen sich diese Theorien
durch nur zwei dimensionslose Zahlen beschreiben: W/w und o2 /w?. Es sei noch
angemerkt, dafl sich auch fiir die auf den Alveolarrand als Ursprung bezogenen
Léngen eine Beziehung der obigen Form ergibt.

Aus SCcHWARZ (1928), [56] S. 400, folgt W/w = 1/2 und o?/w? = 1/12. Das ist
demnach das in [50] besprochene Modell eines eindimensionalen Stockes. Es geht
zuriick auf die Vorstellungen des CASEschen Pflockversuches, vgl. [55] S. 65.

SYNGE erhilt 1933 fiir sein einfachstes Modell, den Keilzahn mit dem halben Off-
nungswinkel «, vgl. [64] §11, ein Widerstandszentrum bei W/w = 1/(2cos?a).
Er berechnet die Lage des Drehpols fiir unterschiedliche Kraftwirkungslinien und
findet fiir nicht-transversale Lasten an der Inzisalkante einen Pol abseits der Wur-
zelachse. Fiir eine rein transversale Last ist die Lage des Drehpoles auf der Zahn-
ldngsachse eine Funktion von L allein, die Konstante des Reziprozititstheorems
ist 02 = 1/(60cos? ). Beide divergieren fiir den Fall einer flachen Scheibe. Der
kritische Winkel, fiir den W/w=1 gilt, ist ay, = arccos \/1/72 = 45°. Dieser Wert ist
zwar kleiner als die 60° bei meinem durchgerechneten Keil aus £.3.1] héngt aber
auch nicht von der Querdehnzahl ab. Als Zahlenwert fiir den Winkel gibt SYNGE
15°25" = 0.26627ad an, dem entsprechen W/w = 0.53 und o2 /w? = 0.0187.

Als zweites Beispiel seiner allgemeinen Theorie fiir rotationssymmetrische Aufhan-
gungen, [64] Part III, berechnet SYNGE in §14 einen Rotationskegel. Es ergibt sich
mit 14°35" = 0.2505rad

W 4(1+2sina)

— = ~ 0.7312
w  beos?a(l+3cosa)

und ) )
2 (14 2si
7 — (Lt 2sina)” 0923
w 75 cos* a (1 4 3sin o)

Der kritische Winkel des Modells liegt bei 41.1° = 0.717rad. Als Besonderheit
sei noch erwéihnt, daf die Funktion () ein Minimum bei ziemlich genau dem
realistischen Wert 12° zu dem Wert 0.73 annimmt. Der kritische Winkel meines

Kreiskegels (.2.3] liegt, wieder abhéngig von der Querdehnzahl, bei 67.5°.

Die Theorie von SYNGE ist aber umfangreicher, da sie fiir einen ebenen Lastfall
die vollsténdigen elastischen Matrizen angibt. Als bedeutendster Unterschied zu
meiner Theorie erweist sich die Abhéngigkeit der Steifheitsmatrix von der Schicht-
dicke d: Bei SYNGE gilt & ~ d~3 und hier S ~ d~!. Die fehlenden physikalischen
Einheiten werden von der Wurzellange w geliefert, der Unterschied ist also der di-
mensionslose Faktor (w/d)?. Unter der Annahme der Elastizitit von Gummi fiir
das Periodont und gemittelter Abmessungen eines oberen Schneidezahnes erhilt
er zur Veranschaulichung die Flexibilitéiten fiir einen Lastangriff an der Schneide-
zahnkante. Unter axialer Last ergibt sich® 2.8-1077in/0.38 Ibs = 0.0042 zzm /N und

41lbs = 453.59237¢ entsprechend etwa 4.45N.
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bei transversaler Last 8.9 - 107%4n/0.19 lbs = 0.267 ym/N. Rechnet man den Wert
fiir die Transversallast auf Drehmomente und Drehungen beziiglich des Wider-
standszentrums um, so ergibt sich 0.267 um/(1.33cm)?N = 0.151 - 10~*rad/N cm.
Eine Berechnung der Flexibilitdt unter axialen Drehmomenten findet nicht statt,
vermutlich divergierte diese aufgrund der angenommenen Rotationssymmetrie.

Motiviert durch dieses Problem bei der Berechnung der Rotationsflexibilitdt und
die Geometrie eines oberen Schneidezahnes, dessen Querschnitt oft als Kreisbo-
gendreieck beschrieben wird, ist das dritte Beispiel SYNGES, nach der allgemeinen
Behandlung des verallgemeinerten Kegels in [65], ein Kegel mit gleichseitigen Drei-
ecken als Querschnitt. Er erhélt ebenfalls 1933 die vollstandige Steifheitsmatrix als
FOURIERreihe

Y, R ¢y, 5%
>, RS Y, S

>, RS
¢y, S e, T

¢y, S5 ¢, Tsy)

16

S B

et

ey, Tsy)

wobei G der Schermodul, d die als konstant angenommene Schichtdicke, ¢ =
6 arctan(y/3sin a) mit dem Winkel zwischen Wurzelachse und Mittelsenkrechte
der Seitenfliache «, sowie ¢ die als konstant angenommene Seitenlénge des verallge-
meinerten Zylinders ist. Die Summanden sind Funktionen von « und n allein. Bei
transversaler Belastung liegt der Drehpol p der Anordnung bei

und ist daher von der gewiinschten Bauart. Die gemittelten Geometriedaten erge-
ben

SR =0.00223, 3 S% =0.00157, 3T = 0.00115,

also gilt
2 2
K%K:O.m md Z~ L
w c w? 2
Fiir ein Periodont als weiches Gummi mit G = 1.6 - 107 dyn/cm? = 1.6 M Pa und
d = 240 pm ergibt sich unter axialen Rotationen als Abschéitzung eine Flexibilitét

von 3.9 - 10~ rad/gmm = 4.0 prad/N mm = 0.4 - 10~*rad/N cm.

= 0.020

BURSTONE erweitert gegen 1962 die ECT um eine wurzelférmige Verteilung der
Federstirke a ~ /1. Es ergeben sich die Werte [11]

%% 5 o2 12
=~ =10.60 d —=—=0.0686
w3 e w2 T 1
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DAVIDIAN benutzt 1971 die ECT zusammen mit einer empirischen Verteilung der
Federstérke, gewonnen aus Rontgenaufnahmen der Zahne. Eine Reanalyse seiner
Daten, [13] Table III, ergibt
2

W 060 wd 2 =007

w w
Der Mittelwert iiber vier Patienten ergibt W/w = 0.58 £ 0.01. Aufschlufireich ist
eine Auftragung der Quadrate der in inch gemessenen Einzelflichen a?/in® gegen
ihre Position [;/0.04 in auf der Zahnachse s. Abb. [6.2

0.025 T T T T T T '<$§§§§%§>
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Abbildung 6.2: Die Quadrate der Einzelflichen als Funktion der Wurzellédnge.

Die gute Proportionalitét legt eine Abhéingigkeit der Form a? ~ [ bzw. a(l) ~ v
nahe. Das erkliart die mit BURSTONE vergleichbaren Zahlenwerte.

NIKOLAI berechnet in [47] 1974 einen Zahn mit trapezformigem Querschnitt und
zur Wurzelspitze hin linear diinner werdenden Periodont mit Hilfe der Elastostatik.
In der ECT wiirden sich beide Effekte exakt kompensieren und sich eine Gleich-
verteilung ergeben. In der Tat erhdlt man mit Hilfe eines in [50] angegebenen Fits
an den hyperbelférmigen Graphen die Werte
2

W 048 und o008

w w
welche etwa dem Pflockmodell entsprechen. Es wird in NIKOLAIs Arbeit zum ersten
Mal deutlich, wie wichtig die Verteilung der Dicke des Periodonts ist.

STEYN et al. verwenden in [61] einen konischen Zahn mit gemittelten Abmes-
sungen. Unter Vernachldssigung von Scherspannungen ergibt sich beziiglich des
Alveolarrandes eine Hyperbel, in den Bezeichnungen hier

p  L/w-0.71

w  1.73L/w—1
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Die relevanten Konstanten sind also

17,74 2

= =058 und - =0.076

w w
Die dort verwendete Federstérke in Normalrichtung ist genau der Koeffizient der
einseitigen Kompression 21+ A geteilt durch die Schichtdicke und entspricht daher

meinem k.

SUTCLIFFE und ATHERTON berechnen 1980 auch einen solchen konischen Zahn
und vernachlissigen die Scherspannungen [63]. Das entspricht der ECT. Sie be-
kommen einen komplizierten Ausdruck, der sich aber bei ndherem Hinsehen als
Hyperbel entpuppt. In ihrer Formel (6) des Anhangs 148t sich zunéchst einmal der
gemeinsame Faktor (b + ¢) kiirzen. Ersetzt man dann ihre Groflen b und ¢ durch
w — p und p, so ergibt sich

p 1 (6d+4w)L — (4d + 3w)w

w2 (6d+3w)L — (3d+2w)w
wobei d die Distanz von der Wurzelspitze bis zur Kegelspitze ist. Insbesondere gilt
W 24 3d/w

w34 6d/w

und es liegt, wie bei SYNGE, eine explizite Abhéngigkeit von der Form vor. Bei
geeigneter Wahl von d lassen sich so die Formeln von BURSTONE und STEYN
zusammenfassen. Fiir die Konstante des Reziprozitdtstheorems ergibt sich

o 1 1+6(d/w)+6(d/w)?

w18 (14 2(d/w))’

Alle diese von elastischen Fasern ausgehenden Theorien — ausgenommen die NIKO-
LAIs — konnen zusammengefafit diskutiert werden als Klasse von Theorien mit zwei
freien Parametern: Dem Exponenten x der Abhéngigkeit a ~ [* und den Integra-
tionsgrenzen h und H. Eine Proportionalitétskonstante hebt sich ohnehin heraus;
der zweite relevante Parameter ist das dimensionslose Verhéltnis A := H/h. Mit

H H H
A:/wwlmiB:/w“ﬂlmic:/ﬁ”m
h h h

ergibt sich nach Ausfithren der Integrationen das Widerstandszentrum bei
W  B/A-h kr+1 _ (k+1)(1 = A) = A1 = A=)
w H—h k+2  (k+1)(1—=X)(1— N\t ’
also insbesondere fiir A\ — 0 bei W/w = (k + 1)/(k + 2). Fiir die Konstante des
Reziprozitéitstheorems ergibt sich der Ausdruck
o> AC-B* k+1 ‘ (1 — A"F2)2 — X1 — N2 (k + 2)2
w?  A2(H —h)?2  (k+2)%(k+3) (1 = A)2(1 — A\et1)2
Fiir den wichtigen Spezialfall h — 0 seien hier noch tabellarisch einige Ergebnisse
angegeben.
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k|0 | 12 | 1 | 3/2 | 2
W/wl 1/2 | 3/5 |2/3]| 5/7 | 3/4
o?fw? || 1/12 [ 12/175 | 1/18 | 20/441 | 3/80

Die Lage des Widerstandszentrums wéchst mit steigendem Exponenten x und fallt
mit zunehmendem A, da die Aufhédngung sich fiir A — 1 der Gleichverteilung
annédhert. Die Konstante des Reziprozitidtstheorems féllt mit wachsendem x und
steigt mit zunehmendem A\ wieder.

NAGERL et. al. untersuchen 1991 in [50] den EinfluB der Scherelastizitiat auf die
ECT. Die Scherelastizitat wird, wie die Federstéirke selbst, durch eine Verteilung
iiber die Wurzeldnge modelliert. Zunéichst wird der eindimensionale Fall betrach-
tet, der spéter auf einen zweidimensionalen Fall erweitert wird. Seit SYNGE werden
erstmalig wieder verschiedene Richtungen der Kraftwirkungslinie diskutiert. Dabei
zeigt sich, dafl der Gesamtverschiebungsvektor nicht mehr dieselbe Richtung wie
der Kraftvektor hat, und dafl das Reziprozitdtstheorem daher eine Folge des spe-
ziellen Ansatzes der Transversallast ist. Im danach allgemein, also ohne Annah-
me einer speziellen Verteilung, durchgerechneten Fall eines elastisch aufgehdngten
Rechteckes ergibt sich ein quadratisch mit dem Verhé&ltnis von Breite zu Wur-
zellinge wachsender Zusatzterm zur Konstante o2 /w?. Diese Theorie wurde von
mir auf beliebige zweidimensionale Berandungen verallgemeinert, die Rechnung
findet sich im Teil [LTlder Einleitung. Dieses Anwachsen der Schichtkonstante wur-
de in [3] experimentell bestétigt, die Konstante liegt fiir eine haftende Einbettung
bei 02 /w? = 0.24, also mehr als dreimal gréfier als bei der eindimensionalen ECT!

Damit ist die Struktur einer Theorie klar, welche die ECT verallgemeinert und der
IMT mathematisch ebenbiirtig ist. Sie mufl

e dreidimensional sein,

e die Scherelastizitdt beriicksichtigen,

e kompliziertere als skalare Zustandsgleichungen erlauben,

e cin korrektes Transformationsverhalten besitzen,

e cine Verallgemeinerung auf ein anisotropes Medium zulassen

e und dabei moglichst einfach bleiben.
Das genau leistet das in dieser Arbeit vorgestellte Federmodell — auch wenn der
Name zunéchst etwas irrefithrend ist, da er an die naive ECT erinnert. Eine Verall-
gemeinerung der hier besprochenen zweidimensionalen Theorien auf eine mit Scher-
elastizitéat findet sich wieder bereits in der Einleitung [[.1] dieser Arbeit. Dariiber

hinaus miissen die zu diskutierenden Objekte nach meinen Erkenntnissen modifi-
ziert werden. Das elastische Zentrum Z und der Widerstandsbereich B ersetzen nun
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das didaktische Konzept des Widerstandszentrums. Wie die durchgerechneten Bei-
spiele zeigen, ist die Anwendbarkeit der Theorie nicht auf Modelle des Periodonts
beschrénkt.

Als Abschluf} sollen noch halbwegs realistische Zahlen eingesetzt werden, um eine
Abschétzung der Groflenordnung der nach dieser dreidimensionalen Theorie mit
Scherelastizitdat zu erwartenden Terme fiir einen oberen Frontzahn zu treffen.

Fiir den Rotationsparaboloiden aus [(£.3.3] mit konstanten Schichtgréfien ergaben
sich fiir den Grenzfall einer beliebig engen Parabel die BURSTONEschen Werte
W/H = 3/5 und o%/H? = 12/175. Mit den Zahlenwerten

200pm
= 3.0mm
13mm
= 1.2N/mm?
= 045 ,

Q9 T W oo
|

vgl. Abb.[6.3], und der Identifikation von dk; mit dem Koeffizienten der einseitigen
Kompression erhélt man eine Flexibilitdtsmatrix von

0.43
0.43
1.7

3.5
3.5
34

in den Einheiten

5ol
(N —4rad>
107 R

beziiglich des Widerstandszentrums bei 61.7% der Wurzellinge. Da die Flexibi-
litdtsmatrix in Diagonalform vorliegt, gilt das Reziprozitédtstheorem, allerdings mit
von der Richtung der Kraft abhingenden Konstanten. Fiir eine Transversalkraft
etwa, also eine, die zentral und senkrecht zur Mittellinie angreift, ergibt sich als
Konstante

D 0.43pum/N
2 T 2
= ~0.13
7 =M, ~ 35-104/Nem o

also bezogen auf die Hohe bzw. Wurzellénge

0_2

e 0.072
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Fiir den anderen Extremfall k; = E/d ergibt sich analog in denselben Einheiten

1.3
1.3
2.3
F= 9.5
9.5
34
mit einer Konstanten von

2

o

Bis auf das Verhiltnis der Matrixeintrdge unterscheiden sich beide Theorien we-
nig, da die absoluten Werte leicht durch eine Modifikation der Schichtdicke oder
des E-Moduls verédndert werden kénnen. Die Werte fiir die Konstante des Re-
ziprozitatstheorems liegen zwischen denen der ECT in der SCHWARZschen oder
BURSTONEschen Variante.

-5 0 5

Abbildung 6.3: Das Paraboloidmodell der Wurzel eines oberen Frontzahnes.

Als Letztes soll noch ein halbnumerisches Resultat fiir eine verinderliche Schicht-
dicke vorgestellt werden. Da die Dicke mit 1/d in die Rechnungen eingeht, ist
es fiir symbolische Rechnungen sinnvoll, eine Funktion zu finden, deren Kehrwert
moglichst einfach ist und die die Sanduhrform des Periodonts mit 200—140—200um
approximiert. Ein brauchbarer Ansatz mit ganzen Zahlen ist

2
100417t —17¢2

dp/mm =
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wobei t € [0, 1] der Integrationsparameter der Hohe ist. Beztiglich des Widerstands-
zentrums ergibt sich unter alleiniger Beriicksichtigung der gemittelten Abmessun-
gen durch Verwendung der Léngeneinheit mm

Ay /mm = Kdiag (583.9 + 642.8 v, %, 58.88 + 1.167.8 v)
und, etwas komplizierter,

11645(0.4839 + v)(1.0532 + v)
0.9084 + v

Cyw/mm?® = K, diag ( , %0, 85531}) . (6.1)
Hierin ersetzt die Materialkonstante K die lokale Grofle ky = K7 /dp(h). Die Quo-
tienten aus axialen und radialen Komponenten kénnen nun als Funktion des Pa-
rameters v diskutiert werden. Fiir v € (0.01,0.5) variieren die Verhéltnisse etwa
zwischen 3 und 10. Die Form der Matrixeintrage zeigt, dafi die durch Wahl von
ki als E/d oder als Modul der einseitigen Kompression hervorgerufenen Unter-
schiede auf Wahl des Parameters v zuriickgefithrt werden kénnen. Ferner ist es
prinzipiell moglich, wie beim Kreiszylinder, diese Ausdriicke zum Bestimmen der
Materialparameter zu nutzen, also insbesondere auch auf die von v.

6.4.2 In vivo

An einem ménnlichen 26 Jahre alten Probanden wurden die Auslenkungen des
Inzisivus 11 unter nacheinander allen sechs Lasten gemessen [4]. Die Messung er-
forderte einen hohen apparativen und zeitlichen Aufwand. Die lange MeBdauer
ergab sich aus der groflen Zeitkonstante bei 7 = 40 s fiir die langsamsten Relaxa-
tionseffekte. Der maximale Fehler der Flexibilitédtskonstanten wurde beziiglich der
im Aufbau realisierten Koordinatenurspriinge mit 10% angegeben.

Als Niéchstes sollen die Groflenordnungen der zu erwartenden Effekte untersucht
werden. Die Dicke des Periodontalspaltes wurde mit 200um an der Wurzelspitze
angenommen. Lineare Effekte liegen hochstens bis zu einer Deformation auf 75%
des Ausgangswertes vor, das ergibt eine fiir die lineare Theorie maximal zuléssige
Translation von 50pum. Zusammen mit einer Wurzelldnge von 13mm und einem bei
60% dieser Linge angenommenen Widerstandszentrum ergibt sich eine Drehung
um den ,,Hebel®“ 7.8mm, also eine maximal zulédssige Rotation um den Winkel

50um

0 ~ tanf = = 6.4mrad = 0.37°

7.8mm
Apparativ war es moglich, Drehmomente bis 5Nm und Kréfte bis 2.4N zu er-
zeugen. Am Probanden wurden Drehmomente bis 2.7Nm und Krifte bis 1.6 N
appliziert, wobei das Koordinatensystem der Kréfte von dem durch ein Oberkiefer-
Gipsmodell abgeschétzten Widerstandszentrum nicht mehr als 2.5¢m in Koordi-
natenrichtung entfernt war. Das maximale durch Kréfte erzeugte Drehmoment
beziiglich dieses Widerstandszentrums lag dann bei 3.8 Ncm. Beriicksichtigt man
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witerhin eine Zahnachse von ca. 30° gegeniiber der Frontalebene ergeben sich maxi-
male transversale Drehmomente von 2.4 Nem fiir die aufgebrachten Drehmomente
und 3.8 Ncem fiir die aufgebrachten Krifte, beide Male tangential zum Alveolar-
kamm. Orthodontische Lasten liegen etwa bei 2/3 dieser Werte, werden aber langer
appliziert. Insgesamt ergibt sich daraus eine a-priori-Abschétzung fiir die Flexibi-
litatskoeffizienten von

6.4mrad 6.4mrad

AN = 2.7mrad/Nem  bzw. TeNom — 1.7mrad/Ncm

fiir die Rotationsanteile und

o0um

——— =31 N

LN otem/
fiir die Translationen. Ergédben sich aus der Messung gréflere Flexibilitaten, so kann
der lineare Bereich der Bewegung verlassen worden sein, was die Mefidaten in Frage

stellte.

Vom Autor, BENEDIKT BECKER, wurde mir der auf Lagen umgerechnete und um
die Elastizitéit der Meapparatur korrigierte Originaldatensatz dankenswerterwei-
se zur Verfiigung gestellt. Dadurch ist es moglich, den Einflul des statistischen
Modells auf die Schatzwerte der elastische Matrizen exemplarisch zu untersuchen.
Dabei wurde das Statistik-Programmpaket SAS eingesetzt.

Da bei verschwindenden Lasten auch die Lagen zu Null geeicht werden, ist eine
Ursprungsgerade das einfachste angebrachte statistische Modell. Alle 36 Steigun-
gen der Abhéngigkeit ¢(f) ergeben die Flexibilitdtsmatrix. Durch eine Nulldrift
des Mefigerdtes oder eine Abhéngigkeit der Eichkurve des Gleichstrommotors zur
Aufbringung der Drehmomente oder eine tatséchliche Veréinderung der Nullage des
Zahnes kann es sinnvoll sein, auch Achsabschnitte mit zu schétzen, aber nur die
Steigungen zu beriicksichtigen. Bei geeigneten Voraussetzungen kann, wie in
beschrieben, die Dissipationsmatrix iiber die Achsabschnitte bestimmt werden. Da
die Aufhéngung eines Frontzahnes, wie die Bandscheibe, ein nahezu symmetrisches
Gebilde ist, sind quadratische Effekte zu erwarten. Auch hier bestiinde die Flexi-
bilitatsmatrix aus den Koeffizienten zu den linearen Anteilen. Die Approximation
eines Parabelastes durch eine Gerade lieferte dann falsche Werte. Eine weitere Ur-
sache quadratischer Terme konnte in der Stdrke der aufgebrachten Last liegen.
Wird etwa die Auslenkung an der Wurzelspitze zu grof3 gegeniiber der Dicke des
Periodonts, so macht sich das in einer Séttigung der Lage&dnderungen bei wach-
senden Lasten bemerkbar. Das wire dann daran zu erkennen, dafl der Vorfaktor
vor dem quadratischen Term genau das umgekehrte Vorzeichen zu dem linearen
besitzt.

Neben dem Grad des statistischen Modells sind wegen der Fehlerfortpflanzung die
Bezugspunkte der Daten von grofler Wichtigkeit. Um die sich ergebenden Mehr-
deutigkeiten einzugrenzen, bietet es sich an, die Bezugspunkte des Modells derart
zu bestimmen, daf die geschétzten elastischen Matrizen bereits auf Drehmoments-
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und Translationszentrum transformiert herauskommen. Werden nur die Lagen al-
lein transformiert, geniigt weiterhin ein univariates Modell. Transformiert man hin-
gegen auch die Lasten, so muf eine multivariate Regression durchgefiihrt werden.
Diese unterscheidet sich von der univariaten durch die Anzahl der Freiheitsgra-
de, da nun fiir sechs Lasten nur ein gemeinsamer Achsabschnitt (Intercept) zur
Verfiigung steht. Auch hier konnen quadratische Terme mit beriicksichtigt werden.

Der experimentelle Aufbau gab die Lasten vor und bestimmte die Lagednderun-
gen, was iiber eine Ursache-Wirkung-Beziehung ein Modell ¢(f) suggeriert. Den-
noch konnen die Fehler bei der Realisation der Lasten die der Messung der Lagen
iiberschreiten. Dann aber bietet sich ein Umdrehen des multivariaten Modells an,
und die Steiftheitsmatrix wird geschétzt iiber ein Regressionsmodell f(q).

Als letzte Fehlerquellen kommen der Approximalkontakt oder eine sonstwie gear-
tete Vorspannung im Zahnhalteapparat in Frage. Dann ergében sich zusammen-
gesetzte Geradenstiicke, die, als Parabeln interpretiert, falsche Schéatzer lieferten.
Auch eine Lockerung der Befestigung der Apparatur am Zahn kann solche Effekte
verursachen, so dafl bei quadratischen Modellen immer Vorsicht angebracht sein
sollte. Einzige Abhilfe wire dann eine Restriktion des Datensatzes von Hand auf
einen nach verniinftigen und reproduzierbaren Kriterien ausgewéhlten sinnvollen
Bereich.

6.4.2.1 Statistik vs. Theoriekonformitit

Fiir alle eben vorgestellten Auswertemethoden gibt es Fiir- und Gegenargumente.
Es konnen nun zweierlei Kriterien zur Beurteilung der Flexibilitdtsmatrix her-
angezogen werden: Die Statistik selbst oder die ,Stimmigkeit“ der Realform der
geschétzten Matrix im Hinblick auf das Wunschergebnis eines Widerstandszen-
trums. Eine statistische Beurteilung multivariater Modelle, die die Anzahlen der
Freiheitsgrade beriicksichtigt, erlaubt der F-Test, der die durch das Modell er-
klarten Streuungen mit denen des Restfehlers ins Verhéltnis setzt. Eine Beurtei-
lung der Stimmigkeit der Matrix im Sinne dieser Theorie erfolgt im Wesentlichen
iiber

e die nur abseits des elastischen Zentrums sinnvolle Giite der Transformations-
matrizen, die idealerweise bei —1 liegt,

e die mit den anatomischen Gegebenheiten vertréigliche Lage der elastischen
Zentren,

e die Blocknorm® vor- und nach der Transformation, wobei kleine Nebendia-
gonalwerte zu bevorzugen sind,

®Diese war definiert iiber , /> y agj, und ist das dreifache des quadratischen Mittels der Ma-
trixeintrége.
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e die Grofle der Widerstandsbereiche, die héchstens im Millimeterbereich liegen
sollte,

e den mit der Zahnachse iibereinstimmenden Drehwinkel der Realform und

e die Giite der translationsinvarianten Matrix A.

Um einen Uberblick der Auswirkungen des verwendeten statistischen Modells auf
die geschitzten Flexibilitdtskonstanten zu geben, sind diese in Tabelle [6.1] zusam-
mengefaflt. Die xz-Ebene entsprach etwa der Sagittalebene, wobei e, waagerecht
nach vorn, und e, senkrecht nach unten wiesen. Die y-Achse verlief entsprechend
horizontal und tangential zum Alveolarkamm.

Als erstes soll die Norm der geschéitzten Matrizen betrachtet werden. Das univa-
riat quadratische Modell lieferte fiir D und S5, also fiir die aufgebrachten Krifte,
die betragsméfig grofiten Schétzer. Bei ihm arbeiten zu viele Freiheitsgrade ge-
geneinander. Es wurde daher verworfen. Des weiteren besitzen die Schéitzer der
univariaten Modelle nicht das korrekte Transformationsverhalten, d. h. sie sind
nicht vertriglich mit einer Gleichung des Typs ¢ = (q0); + Fijf; + O2. Da das
univariate lineare Modell genau so viele freie Parameter hat wie das quadratische
ohne Intercept, aber dennoch den beiden anderen linearen Ansétzen vergleichbare
Schiitzer liefert, wurde es fiir die folgende Uberlegung noch beibehalten. Gemittelt
iiber alle nicht verworfenen Modelle ergibt sich als Ubersicht der GréBenordnungen
die Flexibilitdtsmatrix

69.3 139 —79.3|—-0.363 —40.3 4.56
85.8 254. —249. 62. —19.4 252
o —41.8 —-9.02 59.2 —6.11 17.5 —3.95
17.1 424 —40.6 10.6 =227  3.94
—-10.2 —2. 10.2 | —0.277 6.17 —0.63
6.56 226 —-13.3| 3.15 —0.317 5.14
mit den Streuungen
3.52 939 487 3.01 139 4.6
4.89 526 120.]| 29.3 7.2 5.61
1.75 264 26.6| 3.53 8.11 2.72
1.44 887 187 | 4.89 136 1.74
0.416 14. 7.43]0.255 1.98 0.65
0.623 2.26 4.88| 2.06 0.57 1.13
in den Einheiten
pm/N | pm/Nem
( 10~*rad/N | 10~*rad/N cm )

Die verbleibenden quadratischen Modelle liefern durchweg kleinere Schétzer als die
dazugehorigen linearen, d. h. die Streuung wird im Wesentlichen durch den Grad
des Modells bestimmt!



Kompo- Ursprungsgraph multivariat univariat

nente linear ‘ 8[1 ‘ quadr. | linear ‘ quadr. | linear ‘ quadr.
D/ 418 434 282 419 290 592 929
d,F, 67.0 72.5 69.2 71.6 72.2 63.6 31.3
d.F, -15.4 -4.2 1175 -8.5 | 121.6 | -127.7 | -167.1
d,F, -94.6 | -94.7| -25.7| -88.1| -21.8|-151.0 | -154.3
dyFy 80.9 86.9 83.9 91.5 91.1 80.3 | 109.8
d,F, 262.5 | 265.1 | 189.3 | 278.5 | 199.5 | 330.7 | 612.7
dyF, -281.5 | -299.4 | -116.1 | -266.5 | -106.5 | -422.9 | -633.4
d,F, -40.0 | -44.0 | -39.7 | -43.5| -41.7| -41.7| -684
d.F, -0.7 0.6 | -37.5 -6.0 | -40.4 30.0 26.7
d,F, 67.3 69.3 30.4 62.4 27.6 98.3 | 1275
Sy/ 95.5 96.5 37.2 108 46.3 118 53
d, T, 0.5 -1.6 -4.6 3.8 -2.2 1.9 -5.6
d,T, -45.5 | 471 | -21.7| -488 | -24.1| -54.7| -31.1
d,T, 5.9 6.1 -2.2 8.9 0.0 8.7 -1.3
d,T, 73.8 74.4 22.3 81.5 28.2 92.0 31.9
d,T, -20.3 | -18.8 -8.6| -28.0| -145| -259| -19.2
d, T, 25.8 25.8 16.4 32.7 21.7 28.6 15.3
d, T, -7.1 -7.2 -0.9 -9.7 -2.6 -9.1 -0.8
a.T, 20.5 20.6 6.6 23.0 8.3 26.2 13.8
d,T, -4.7 -4.8 0.1 -7.0 -1.4 -6.0 1.7
S,/ rd || 723 765 51| 732 524 99.2] 182
0.F, 15.8 18.5 17.5 17.7 18.3 14.9 21.9
0. F, 43.6 44.6 31.7 46.6 32.8 55.1 | 114.5
0. F, -45.7 | -484 | -19.8 | -43.0| -188| -67.8 | -101.9
0, F, 99| -10.5| -10.2| -104 | -10.5 -9.4 -5.4
0,F, 2.2 1.1 -17.6 1.4 -18.0 19.0 25.0
0, L, 12.6 11.6 2.0 11.8 1.6 21.4 23.8
0.F, 6.1 6.8 6.0 7.2 7.3 5.9 3.9
0.F, 21.9 24.4 19.3 23.7 21.1 25.4 79.6
0.F, -14.5 | -16.9 -8.6 | -12.9 -7.0| -19.8 | -37.8
M wj\;ii:n‘“i 16.7 16.6 6.6 19 7.93 20.5 9.6
0. T, 12.6 12.6 4.2 14.0 4.8 15.6 5.8
0.1, -2.5 -1.9 -0.5 -3.9 -1.1 -3.6 -2.7
0,.T, 4.6 4.4 1.5 5.8 2.1 5.3 0.0
0,1 -0.3 -0.2 0.1 -0.7 -0.1 -0.3 0.4
0,71, 6.9 7.3 3.6 7.3 3.8 8.2 5.1
0,71, -0.9 -0.9 0.3 -1.2 0.1 -1.2 0.5
0.T, 4.0 3.3 0.2 4.9 1.2 5.4 0.9
0.1, -0.3 0.0 0.6 -1.1 -0.5 -0.6 -0.1
0.7, 5.3 5.6 3.3 6.1 4.2 6.2 4.8
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Tabelle 6.1: Geschatzte Flexibilitatskoeflizienten zu verschiedenen Modellen.
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Die auf die elastischen Zentren transformierte Form der iiber die verschiedenen
Modelle gemittelten Matrix lautet

597 6.16 —4.59|-5.19 161 -0.919
—41.9 6.37 588 | 344 365 5.64
196 161 336 |—-3.39 976 —1.27

Z146 166 —219| 127 0 0 ;
779 469 596 | 0 595 0
593 344 372 | 0 0 3.44

ihre Komponenten geben Auskunft iiber die erforderliche absolute Genauigkeit
der Schétzer. Sind sie insbesondere kleiner als die entsprechenden Unsicherheiten
der Schéatzungen, so ist aus ihnen keine Aussage mehr zu treffen. Dabei wurde
die Fehlerfortpflanzung noch nicht beriicksichtigt. Die Messung ist demnach im
Vergleich zu den zu treffenden Aussagen an der Grenze der Meflgenauigkeit.

Eine weitere Fehlerquelle stellt die Figenelastizitat der Apparatur dar. Die Daten
der Messung wurden um diese punktweise korrigiert. In denselben Einheiten wie
die der Mefldaten lautet die Flexibilitdtsmatrix der Apparatur [4] allein

912 —-348 -—-382| 0.52 —-11.3 191
—-0.56 5.66 —4.37| 4.3 021 =87

o ~349 562 12. | —0.7 5.38 —021 .
=1 016 —-08 —1.08| 091 —0.08 —0.06 ’
~1.34 3.91 4. | —0.07 21 —0.07

038 —-1.67 —-191|-0.04 —-0.13 3.33

auch sie befindet sich in der GroBlenordnung der interessanten Effekte.

Als Néchstes soll, wie eingangs erwahnt, die Beurteilung der Schétzer nach Ge-
sichtspunkten dieser Theorie erfolgen. Die Ergebnisse sind in Tabelle zusam-
mengefafit.

Die Giite des Mefisystems ist durchweg besser als die des Lastsystems, was auf
eine Storung bei der Aufbringung der Lasten hindeutet. Daher wurde versucht,
unabhéngige und abhingige Variablen zu vertauschen, also die Steitheitsmatrix zu
schétzen. Die Ergebnisse unterschieden sich aber auch nach Inversion der Matrix
nicht wesentlich von den bisherigen. Bei den linearen Modellen sind die Giiten
besser als bei den quadratischen. Das Widerstandszentrum sollte nach einer Ab-
schitzung (70% der Wurzelldnge) am Oberkiefer-Gipsmodell des Probanden [4] bei
etwa

. 3.7
MD =1 09 |cm
7.8
liegen. Der Lastangriff erfolgte beziiglich des MeBsystems [4] bei
2.34

]\TL: 0.20 [em
5.30



linear quadratisch
GroBe \ Modell 0 | SI0 | mli | ul q0 | mqi
Giite M -0.94 -0.93 -0.94 | -0.95 -0.72 -0.73
L -0.30 -0.22 -0.31 | -0.15 -0.11 -0.13
elast. Zentrim 1.58 1.45 1.64 1.82 -0.45 -0.28
(2., 2) MD 0.35 0.41 0.39 0.37 0.29 0.48
7 6.31 6.26 6.33 6.40 5.79 5.86
-0.15 -0.71 -0.19 0.70 -2.84 -1.46
LT 1.83 1.92 1.59 2.12 2.97 2.08
2.12 2.00 2.04 2.42 3.85 3.48
53 73 49 54 101 81
Blocknorm n. Trsf. 12 14 13 13 13 15
(D, S5, S1M) 35 40 34 52 31 30
17 17 19 21 7 8
Grole WB MD 1.3 1.4 1.3 1.2 2.5 2.6
LT 2.3 2.5 2.1 3.0 5.6 4.5
Drehwinkel M 26 24 28 26 39 42
L 29 28 33 29 44 49
Giite A -0.6 -0.6 -0.5 0.4 0.3 0.5
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Tabelle 6.2: Wichtige Parameter zu verschiedenen Modellen. Die Abkiirzungen
bedeuten: multivariat, univariat, linear, quadratisch, 0 ohne absolutes Glied, in-
vertierte Steifheitsmatrix, mit intercept.
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so daf3 das Translationszentrum bei

. 3.7 2.3 0.4
LT=109 |lem—| 02 |em=| 0.7 |em
7.8 5.3 2.5

liegen sollte. Beides ist fiir die linearen Modelle besser erfiillt als fiir die quadra-
tischen, wobei es bemerkenswert ist, daf}, obwohl die Eintrage der Matrizen von
Modell zu Modell recht verschieden sind, die Werte fiir die elastischen Zentren
in derselben GroBenordnung liegen. Die Blocknorm nach Transformation ist am
kleinsten fiir die linearen Modelle mit wenig Freiheitsgraden. Interessant ist, daf3
die quadratischen Modelle wesentlich kleinere Werte fiir die Flexibilitdten der Ma-
trix M vorhersagen. Da diese Matrix aber schon ganz zu Beginn der Berechnungen
wesentlich ist, kann ein Eingangsfehler bei den Flexibilitdten grofien Einflufl auf
den weiteren Verlauf der Rechnung haben. Korrigiert man die Eintrége der linearen
Modelle nach unten, so ergeben sich gréflere Werte fiir die Position der elastischen
Zentren, welche mit den Abmessungen der Apparatur besser iibereinstimmen. Die
Grofe der Widerstandsbereiche liegt iiberraschenderweise im cm-Bereich, es erge-
ben sich etwas kleinere Werte fiir die linearen Modelle. Die Drehwinkel der Realform
sollten bei 30° liegen, der Neigung des Alveolarkamms gegen die Vertikale. Auch
hier liefern die linearen Modelle die besseren Werte. Die Giite der Matrix A ist am
giinstigsten fiir die Modelle mit zwei Freiheitsgraden pro Variable, aber nach dem
Gesagten iiber die Fehlerfortpflanzung, vermutlich kein aussagekraftiger Parameter
zur Beurteilung eines Modells mehr.

Die linearen Modelle sind aus der Sicht der Theorie die giinstigeren. Anders ist das
aus statistischer Sicht. Ein Maf fiir die Giite der Anpassung unter Beriicksichtigung
der Anzahl der Parameter des Modells liefert der F-Test der Varianzanalyse. Man
zerlegt die Gesamtstreuung der Mefiwerte o4 in die durch das Modell erkléarte oy,
und die restliche Streuung o durch

2 2 2
O—GZO_M+O—E

und bildet den Quotienten
oM
F=—
OE
Grole Werte erkliren hohere Anteile der Streuung durch das Modell. Die sich
ergebenden Werte sind in Tabelle dargestellt. Zum Vergleich wurden den ver-
schiedenen Werten je Lagekomponente ein Rang zugeordnet und dieser fiir jedes
Modell summiert. Die quadratischen Modelle liefern die besseren Anpassungen der
Kurven an die Meiwerte. Bis auf eine Komponente ist damit das quadratische
Modell ohne Intercept das statistisch sinnvollste — was auch durch den visuellen

Eindruck der Auftragung der Mewerte bestéitigt werden kann.

Nun sind gerade die im statistisch sinnvollsten Modell (mq0) geschétzten GroBen
nur schlecht mit der Theorie vertraglich, es scheidet daher aus. Ebenso spricht die
Statistik gegen die von der Theorie bevorzugte univariate lineare Regression (uli).
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Modell
Komponente 10 ‘ mli ‘ mq0 ‘ mqji
d, 776 | 705 | 1084 | 898
d, 1201 | 1127 | 2048 | 1611
d, 872 | 856 | 1228 | 972
0, 1051 | 988 | 1410 | 1090
0, 754 | 637 | 913 | 728
6. 737 | 660 | 595 | 430
>} Rénge 15 22 8 15

Tabelle 6.3: Werte des F-Testes zu den einzelnen Lagednderungen und verschie-
denen Modellen. Die Abkiirzungen entsprechen denen der Tabelle [6.21

Da sich die Schétzer der iibrigen Modelle bis auf ihren Grad nur wenig voneinander
unterscheiden, stehen demnach aus Griinden der Einfachheit nur noch die Modelle
ohne Achsabschnitt als Kompromifl zwischen Statistik und Theoriekonformitéit zur
Debatte.

Eine Vortransformation des Datensatzes auf die elastischen Zentren des jeweili-
gen Modells ergab keinen Unterschied zu den transformierten Schétzern. Das ist
insofern verstdndlich, als daf} es sich bei den Modellen um sog. Verallgemeinerte
Lineare Modelle handelt und die Transformationen auch auf linearen Operationen
beruhen.

Die grolen Widerstandsbereiche deuten darauf hin, dal aufler dem Periodont noch
eine andere elastische Struktur an der Bewegung beteiligt sein konnte. Diese konn-
te die MeBapparatur selbst oder etwa der Alveolarkamm sein. Auf die Apparatur
deuten die zu kleinen Werte fiir das Widerstandszentrum hin. Eine Beteiligung
des Alveolarkamms konnte durch zu hohe Lasten hervorgerufen sein. In der Tat
reichten die angelegten Lasten bis hin zu 1.7N und 2.7N e¢m gegeniiber orthodon-
tischen Lasten von 0.3N und 0.8 N c¢m, wobei von Geraden abweichende Verldufe
im Wesentlichen bei den Drehmomenten zu beobachten waren. Es bestand also die
Hoffnung, dafl, wenn die Kréfte auf etwa 0.9N und die Drehmomente auf 1.5N cm
beschrankt wiirden, sich die Diskrepanz zwischen den Schéitzern der verschiedenen
Modelle verringert. Dieses Eintreten der Séttigung konnte hauptséchlich (in 11 von
18 Fiéllen) bei den Kréften beobachtet werden, bei den Drehmomenten waren die
Parabeln in 10 von 18 Féllen vom Ursprung weg gekriimmt. Ob es sich bei die-
sem Phidnomen um biologische Prozesse wihrend der Messung oder aber um ein
Problem des Meflaufbaus handelte, ist nachtriaglich nicht mehr zu entscheiden. Um
auflerdem einen Einflufl der Eichfunktion der Gleichstrommotoren auszuschlieflen,
wurden Drehmomente mit Betrdgen unter 0.3/N cm nicht berticksichtigt, denn bei
etwa 0.3N cm trafen sich alle Fitparabeln auf der Nullinie. Als Arbeitshypothese
wire es demnach sinnvoll, dort den Nullpunkt der Drehmomente nachtréglich an-
zusetzen. Das wiirde das gute Abschneiden der univariaten Modelle erkldren. Das
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Ergebnis dieses Versuches war, dafl die Schétzwerte der quadratischen Modelle fiir
die Matrix M praktisch verschwanden, so dafl mit ihnen keine sinnvolle Aussage
mehr moglich war. Die Ergebnisse der linearen Modelle hingegen verédnderte sich
kaum, so dafl im Folgenden von einer Restriktion des Datensatzes abgesehen wurde.

Als letztes kommt noch eine Black-Box-Methode zur Elimination eines unbekann-
ten systematischen Fehlers ungeachtet seiner Ursache in Frage® Dazu verwendet
man zwei ungleich gute Schétzer, sagen wir F; und Fy, mit einem jeweils un-
terschiedlichen Anteil der vermuteten Storterme. Durch Bildung des gewichteten
Mittels

F=(14+NF - A\F ,

bei dem das Gewicht zum schlechteren Wert negativ ist, heben sich bei geeigneter
Wahl von A die Stoérterme heraus. Das duflert sich in giinstigeren Werten fiir die
Parameter dieser Theorie. Fiir zu grofie A iiberwiegen dann die zufélligen Fehler,
und die Parameter verschlechtern sich wieder. Da alle Matrixeintrige gleichzeitig
manipuliert werden, bleibt das Transformationsverhalten einer solchen Linearkom-
bination korrekt. In der Tat erhélt man fiir

~

F =25F0— 1.5Fsip

eine Matrix mit den Giiten -0.95 und -0.45, den elastischen Zentren

. 1.83 /100
MD=| 020 | wd LT=| 179
6.39 2.41

und den Blocknormen

395 | 94 34|11
( 66 17) und (28 17)
vor und nach der Transformation. Die Grofie der Widerstandsbereiche ergibt sich zu
1.27¢m und 2.03¢m, mit dieser Grofenordnung hat man sich offenbar abzufinden.
Die Drehwinkel der Realform sind 29° und 30°, die Drehung findet um die y-Achse
statt. Selbst die Giite der Matrix A ist nun mit 0.41 im deutlich positiven Bereich.
In allen Kriterien iibertrifft diese Matrix die einzelnen Schétzer, vgl. Tabelle [6.2]

Das bekriaftigt die Vermutung, dafl ein noch unverstandener systematischer Fehler
vorlag.

Die Realform dieser interpolierten Flexibilitdtsmatrix eines oberen Frontzahnes, die
ich daher fiir den vertrauenswiirdigsten Schétzer halte und im Folgenden verwenden

SDieses Verfahren kommt etwa zum Einsatz in Verfahren der numerischen Integration, bei
denen die Fehlerordnung bekannt ist. Die beiden Schétzer unterscheiden sich durch die Anzahl
der Stiitzstellen. Der systematische Fehler ist dann durch die Form der zu integrierenden Funktion
bedingt.
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mochte, lautet

6.18 —11. 7.05 |—2.64 0.682 —1.08
—-10.8 21.5 —-0.183| 1.77 0.343 3.08
12.9  10.8 8.2 —6.48 7.12 —0.227

F=1"87 a3 972 156 0 0
548  9.03  2.77 0  6.00 0
—161 12 574 0 0 2.59

Im Rahmen der Mefigenauigkeit kann sie symmetrisiert werden, was aber fiir die
weitere Diskussion nicht von Belang ist.

Die grofite Flexibilitiit gegeniiber Rotationen ergibt sich mit 16 - 10~*rad/Nem er-
wartungsgemifl in Richtung der Zahnlingsachse e,, gefolgt von 6 - 10~*rad/Ncm
tangential zum Alveolarkamm. Am wenigsten flexibel ist der Frontzahn mit 3 -
10~*rad/Nem gegeniiber Rotationen, deren Achsen sagittal und senkrecht zur
Langsachse liegen, die also Verschiebungen der Zahnwurzel entlang des Alveolar-
kamms hervorrufen. Die Werte liegen unterhalb des kritischen Wertes von 17 -
10~*rad/Nem fiir die Transversallasten, die Messung fand demnach im zuléssigen
Bereich statt. Verglichen mit den Werten SYNGES von 0.15-10~%rad/Nem in trans-
versaler Richtung und 0.4-10"*rad/Ncm axial ergibt sich etwa ein Faktor 30. . . 40.
Dieser Faktor belegt, dafl tatsdchlich die elastischen Anteile gemessen wurden, dafl
also die Messung langsam genug erfolgte und die IMT nicht mehr giiltig ist. Ein
anschaulicher Grund dafiir, dal die IMT eine zu steife Zahnaufhingung vorhersagt,
liegt in der reichlichen Versorgung des Periodonts mit Blutgefafien: Zumindest in
diesem Fliissigkeitsanteil kann sich der Druck nur bis zum systolischen Wert auf-
bauen; ebenso wiirde er erhoht, falls er fiir Teile des Periodonts unterhalb des
diastolischen Wertes fiele.

Uber die Translationsrichtgrofen kann angesichts der erforderlichen Genauigkeit
nur ausgesagt werden, dafi sie unterhalb etwa 15um /N liegen. Damit sind sie wie-
der kleiner als der fiir die Linearitét kritische Wert von 31pum/N. Der Wert SYNGEs
von 0.3um/N fiir eine Transversallast an der Zahnkante befindet sich damit weit
auBerhalb der Nachweismoglichkeit, erst recht der von 0.004um /N fiir axiale Las-
ten.

Auch die Konstante fiir das Reziprozitatstheorem kann fiir eine an der Krone im
Abstand h angreifende Transversallast, hier also in die neue e,-Richtung, nach
oben abgeschétzt werden. Das zusétzliche Drehmoment ist dann T' = hF'e,. Unter
Vernachléssigung der Nebendiagonalterme erhéalt man

o _ (D)

o’ = = 1.4em? |

(M),

also ergibt sich bezogen auf die Wurzellinge etwa ein Wert von o2 /w? < 1. Dieser
Wert ist um etwa den Faktor 10 grofler als erwartet; es ist demnach anzunehmen,
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daB der wahre Wert fiir (D),. etwa eine Groenordnung kleiner ist. Das Rezipro-
zitdtstheorem soll im Folgenden ndher untersucht werden. Aus der transversalen
Einheitslast

f(h) =(0,0,1,0,h,0)"

ergibt sich durch g(h) = Ff(h) eine einparametrige Schar von Drehschrauben.
Ihre Aufpunkte definieren demnach eine Raumkurve. Diese besteht aus drei ganz-
rationalen Funktionen vom Grad 2 in Zahler und Nenner. Da der Aufpunkt der
Kraftschraube bei —h auf der z-Achse liegt, ergibt sich selbst fiir das Skalarprodukt
der Aufpunkte der Schrauben wieder eine ganzrationale Funktion, hier

h (23.8 + 67.0 h 4 42.7 h?)
135.2 + 33.3h + 36.0 h?

af-aq:—

Diese ist klar von einer Konstanten verschieden; nicht einmal die lineare Ndherung
fiir kleine oder grofle h ist konstant. Ohne die Nebendiagonalmatrizen kiinstlich zu
vernachléssigen, gilt das Reziprozitdtstheorem hier also nicht.

Der Vergleich mit der eigenen Theorie ist auch mit groflen Unsicherheiten behaf-
tet. Zum einen sind die elastischen Parameter des Periodonts nur ungenau bekannt,
zum anderen gibt es keine klaren Aussagen iiber die genaue Verteilung der Dicke
des Periodonts iiber die Zahnwurzel, geschweige denn iiber den Verlauf der Fa-
sern. Zusammmen mit einer ohnehin nicht integrablen elliptischen Grundform, die
durch die MeBwerte nahegelegt wird, ergébe sich erst ein realistisches Zahnmo-
dell. Eine analytische Beschreibung ist daher nicht realisierbar. Dennoch méchte
ich den Vergleich mit dem Rotationsparaboloiden aus und den daraus in
diesem Kapitel gewonnenen Zahlenwerten wagen. Die Werte der Matrix M lie-
gen mit M = diag(34,3.5,3.5)rad/Nem bzw. M = diag(34,9.5,9.5)rad/Nem,
im Gegensatz zu der Vorhersage von SYNGE, in derselben Groflenordnung wie die
MeBergebnisse. Damit ist die ECT, oder besser gesagt die Theorie meiner Arbeit,
fiir die Vorhersage geeignet und prinzipiell durch das Experiment bestétigt. Die
Unterschiede der Werte deuten klar darauf hin, dal der Querschnitt des Front-
zahnes kein Kreis ist. Ferner sind die elastischen Parameter nur ungenau bekannt,
und es wurde eine gemittelte Geometrie zu Grunde gelegt, was die Abweichungen
erklart. Das Verhéltnis der axialen zu den radialen Steifigkeiten lautet gemittelt
15.6/((6+2.6)/2) = 15.6/4.3 = 3.6 und spricht eher fiir das Stabmodell, nach dem
Federmodell sollte es bei 10 liegen. Der Vergleich mit dem Verhéltnis Coy/Cs3 der
Rechnung mit verénderlicher Dicke des Periodonts (6.1]) ergibt v = 0.35, was entwe-
der 0 = 0.23 oder nach dem Stabmodell og = 0.42 ergibt. Als Materialkonstanten
erhélt man aus C33 = 1/15.6N cm

Ko =G = 0.75N/mm?
K, = 2.1N/mm?* und
E = 031N/mm? bzw.
E=K, = 21N/mm?
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Da die Werte fiir das Stabmodell ndher den Ausgangswerten der Vorhersage sind,
erkliart das die scheinbare Bestitigung des Stabmodells. Ob nun das Periodont
weicher und die Querdehnzahl kleiner ist als angenommen, oder ob tatséchlich das
Stabmodell auf die Zahnauthéingung zutrifft, ist aus den Daten fiir die Rotations-
flexibilitédten allein nicht zu entscheiden.

Die Flexibilitéten fiir die Matrix D zwischen 0.43 und 2.2um/N liegen zwar zwei
bis drei GroBlenordnungen iiber denen von SYNGE, aber leider auch eine Grofien-
ordnung unterhalb der Grenze der Mefigenauigkeit. Das erklart die diesbeziiglich
schlecht zu interpretierenden Ergebnisse.

Alles in allem geben diese Werte klare Auskunft {iber die Anforderungen an eine
MefBapparatur zur Bestimmung der elastischen Konstanten der initialen Zahnbe-
weglichkeit. Diese halte ich unvereinbar mit den wahrend einer in-vivo-Messung
auftretenden Storgroflen. Ferner wire noch eine Mef3vorschrift zu ersinnen, die dem
durch den Blutdruck getriebenen System die rein elastischen Anteile entnéhme.
Eine passende Theorie miifite elastische und fliissige Bestandteile des Periodonts
miteinander koppeln, wobei die letzteren dem eben Gesagten zufolge noch in pas-
sive und aktive Anteile zu unterscheiden sind. Eine Entscheidung zu Gunsten des
Feder- oder des Stabmodells zur Beschreibung der Zahnauthéngung kann demnach
aus den vorliegenden Daten nicht getroffen werden. Es wére immerhin denkbar,
daf} die oben bestimmten Materialkonstanten den Einflufl der Fliissigkeitsanteile
in der Kontinuumsnéherung mit beriicksichtigen.

6.4.3 In vitro

Die Messungen an Leichenzéhnen fanden vor denen am lebenden Probanden statt,
um die Groflenordnung der zu erwartenden Effekte festzustellen. Da nur die iiber
univariate lineare Regression gewonnenen Werte fiir alle gemessenen Z#&hne zur
Verfiigung standen, sollen ihre Realformen hier kurz vorgestellt werden, um einen
Einblick in die Unterschiede von Zahn zu Zahn zu geben. Die Indizes geben die Po-
sition der Z&hne in der zahnmedizinisch {iblichen Nomenklatur des internationalen
Zahnschemad? an: Die erste Zahl kennzeichnet den Quadranten und die zweite die
Nummer des Zahnes von der Mitte des Zahnbogens aus gerechnet. Eine erste Ziffer
4 bedeutet also eine Messung an der rechten Hilfte des Unterkiefers. Es ergeben
sich in den Einheiten

um/N ‘ pum/Nem
10~*rad/N | 10~*rad/Ncm

"Vgl. etwa [26].
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die Realformen

24. —21.4 367 | —802 —0.442 —55
—28. 47.  —1.46 | —0.822 869  9.05
P 16.2 —1.35 21.3 | —10.7 951 —3.66

3 2.7 451 —0.345| 59.1 0 0

243 —101 15 0 31.8 0
—0.177 142 11.2 0 0 30.3

sowie

0.233 —0.675 —4.01|—1.56 —0.537 0.626
1.63 —1.62 —4.06|-126 153 —0.985

£ | 7199 587 892 | 18 -125 11

M 177 946 314 | 317 0 0

404 132  5.65 0 13.5 0

1.05 444  3.29 0 0 10.6

und

1.39  0.397 —0.354 | —0.519 0.0216 0.399

452 457  —6.02 | 0.0837 0.998 0.69

£ | —LB5 431 9.72 1.93  0.86 0.25

Bl 373 715 2.24 25.4 0 0

1.85 —3.12 —1.04 0 6.55 0

0.464 —0.833 —2.59 0 0 5.25

Wie bei der in-vivo-Messung sind die Werte der M-Matrizen die verldflichsten.
Die gemessenen Flexibilitdten nehmen erwartungsgeméifl vom Eckzahn bis zum
zweiten kleinen Backenzahn zu. Wie auch beim Wirbelsegment ist die Flexibilitét
beim konservierten Gewebe grofer.

Die Giiten im Mefsystem reichen von -0.988 bis -0.998 und im Lastsystem von
-0.942 bis -0.984, sind also alle sehr gut. Die anderen Flexibilitdtskonstanten be-
wegen sich nach Transformation wieder im 10%-Bereich der Ausgangszahlen oder
sogar darunter. Entsprechend variiert die Grofie des Widerstandsbereiches von 0.16
bis 0.42 c¢m fiir das Meflsystem und von 0.35 bis 0.69 ¢m fiir das Lastsystem. Die
kleineren Werte sind eher realistisch.

Aufgrund ihrer hohen Flexibilitéit liefert die Matrix F,3 am ehesten brauchbare
Werte fiir die Translationen. An ihr mochte ich abschlieBend exemplarisch vorfiih-
ren, mit welchen Standardinformationen die Aussagen iiber Flexibilitdtsmatrizen
beziiglich der Theorie getroffen wurden. Zusammen mit den 6 elastischen Matrizen
(Flexibilitétsmatrix, Steifheitsmatrix)x (Original, bzgl. Elastisches Zentrum, Real-
form) fassen sie die hier in Text gekleideten Ergebnisse fiir eine Messung zusam-
men. Die Einheiten sind, falls sie sich wie hier nicht durch die Rechnung mit dem
Computeralgebra-System ergeben, aus den entsprechenden Definitionsgleichungen
abzulesen.



File: d:\math\43.mat vom (Y, M, D, h, m, s) {1999, 10, 18, 17, 45, 46}

1. Information im Translationsanteil.
Guete. (M,D,S2,-B2): -0.987867 (L,T,-S1,B1): -0.979216
a) Antisymmetrischer Anteil

Ortsvektor MD: {{4.25399}, {0.713976}, {0.831578}}
LT: {{2.71718}, {0.604588}, {0.594781}}

Abstand. MD: 4.39291 LT: 2.84646

Blocknorm vorher {{710., 238.}, {153., 73.6}}
und nachher {{69., 21.7}, {16.3, 73.6}}

b) Symmetrischer Anteil

Eigenwerte der Widerstandsmatrizen
(MD) : {0.452038, -0.382388, -0.0529665}
(LT): {-0.372311, 0.336022, -0.0610061}

Groesse des Widerstandsbereiches
(MD): 0.417213 (LT): 0.354166

2. Information im Rotationsanteil.

Funktionelle Achsen: Matrix M
Guete: 1
Drehwinkel in Grad. Mess: 37.3668 Last:36.589
Drehmatrizen

Mess: {{0.84, -0.41, 0.36}, {0.28, 0.89, 0.36}, {-0.47,-0.2,0.86}}
Last: {{0.84, 0.3, -0.46}, {-0.41, 0.9, -0.16}, {0.37,0.33,0.87}}

Drehrichtungen Mess: {{-0.455112}, {0.681249}, {0.573388}}
Last: {{0.411285}, {-0.695195}, {-0.589532}}

3. Miscellana (Realform liegt vor).

Spurbedingung Spur/Norm. (B2): 0.255808 (B1):-0.43875
Vorfaktor Einheitensysteme (L/M): 0.849903

Stimmigkeit der Kraftkomponenten: Matrix A

Guete: 0.729878
Orthogonale Matrizen
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Polar: {{0.95, 0.036, -0.31}, {-0.099, 0.98, -0.19}, {0.3,0.21,0.93}}
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Mess: {{-0.86, 0.18, -0.48}, {-0.42, 0.28, 0.86}, {0.29,0.94,-0.17}}
Last: {{-0.68, -0.38, 0.62}, {0.43, 0.48, 0.77}, {-0.59,0.79,-0.17}}
Drehwinkel in Grad. Polar: 21.8395 Mess: 81.1125 Last: 80.4866
Drehrichtungen. Polar: {{0.532566}, {-0.826755}, {-0.181242}}
Mess: {{-0.912234}, {0.390887}, {-0.122622}}
Last: {{-0.788658}, {-0.614441},{0.0219241}}
Polarzerlegung
L: {{0.1, 0.05, -0.03}, {0.05, 0.04, -0.01}, {-0.03, -0.01,0.05}}
R: {{0.09, 0.04, -0.06}, {0.04, 0.04, -0.03}, {-0.06, -0.03,0.09}}

Naive Vorlast
Kraft (B2): {{-0.00225787}, {0.00235605}, {0.00638674}}
Kraft (B1): {{0.00720022}, {-0.0133288}, {0.00880247}}
Drehmoment (C): {{0.00250209}, {-6.96967 E-6}, {0.000199347}}

Wenn man die Flexibilitdtskoeffizienten mit einem skalaren Faktor multipliziert,
welcher die elastischen Eigenschaften der unterschiedlichen Gewebe nédherungsweise
ineinander umrechnet, bekommt man eine brauchbare Vorstellung von den bei
noch durchzufithrenden in-vivo-Messungen zu erwartenden Werten. Nach den in
Abschnitt gewonnenen Einsichten und den Werten fiir den Frontzahn sollte

dieser Faktor unterhalb von 1/3 liegen. Vermutlich liegt dieser Effekt im fehlenden

Blutdruck und in der vergroflerten Durchléassigkeit der Zellwdnde gegeniiber der

die anatomischen Praparate konservierenden Fliissigkeiten begriindet.

6.5 Statik eines Hiiftendoprothesenschaftes

Die Werte entstammen der Diplomarbeit WOLFGANG SCHAFER [72], verheira-

tet GORTZ. Es handelt sich um einen festsitzenden Hiiftendoprothesenschaft. Alle

Zahlenwerte in den Matrizen sind im SI mit den Einheiten

pm/N | pm/Nm
prad/N | prad/Nm

angegeben. Die urspriinglichen Meflwerte lauten demnach

0.517 0.058 —0.006 | 0.71 839 1.12
—-0.033 0.207 -0.005 | —3.52 —-0.46 -—1.6
0.089 0.005 0.008 | —=0.1 1.11 0.2
0.53 —4. 0152 | 714 102 =23 ’
9.07 —0.52 0.038 | 10.2 155.2 6.5
0.49 0.02 -0.003| 0.3 14. 1978
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wobei der Vorfaktor 107 = pu so gewihlt ist, da die in der Matrix stehenden
Zahlen den obigen Einheiten entsprechen. Die Norm der Blocke ist

10-6 0.568 | 9.41
9.95 | 262

Nach Translation auf Drehmoments- und Translationszentrum ergeben sich die
folgenden Zahlenwerte

0.028 0.095 —0.008|0.184 0.355  0.156
—-0.012 0.010  0.003 |0.158 0.177 —0.142
F_ 105 0.024 —0.001 0.008 |0.046 —0.095 0.141
—-0.059 0.093 0.017 | 714  10.2 —-2.3
0.186 0.064 0.023 | 10.2  155.2 6.5
0.061  0.032 —-0.003| 0.3 14. 197.8

106 (01041 0.540
0.238 | 262

mit den Normen

Von den urspriinglichen Eintragen der Nebendiagonalmatrizen bleiben nur etwa 6%
fiir S5 und 2% fiir Sy iibrig, d. h., die gemessenen Translationen sind im Wesent-
lichen eine Folge des Hebelgesetzes der Auslenkungen. Bei einer Mef3genauigkeit
von um die 5% darf daher von einem Widerstandszentrum gesprochen werden. Die
Giiten der Transformationsmatrizen sind -0.996 fiir das Mefsystem und -0.999 fiir
das Lastsystem. Dieses liegt bei

. 0.0080 [ —0.0000
MD = | 0.0032 und LT = | —0.0019 |
—0.0515 —0.0573

also mit Abweichungen im mm-Bereich bei 5¢m in —z-Richtung. Die Norm der
Matrix D fillt auf 18% ihres Ausgangswertes, so daf} sie im Rahmen der Mef3ge-
nauigkeit brauchbar sein sollte. Ihre Giite éndert sich hingegen von urspriinglich
0.92 auf —0.35, weshalb ich ihren absoluten Komponenten nur noch wenig Aussa-
gekraft zumesse. Die Anordnung ist daher beziiglich reiner Krafte durch das Dreh-
momentszentrum erheblich steifer, als es nach den urspriinglichen Zahlenwerten
aussieht.

Nach Drehungen um 14° bzw. 15° fiir Mef3- und Lastsystem ergibt sich schlieflich
die Realform

0.009 —-0.002 —-0.021| 0.094 0.066 —0.087
—0.005 0.020 —0.016 | 0.086 0.282  0.135
—-0.014 0.096 0.019 | —-0.249 0.296  0.126

0.014 —0.055 —0.093 | 200.196 0 0
—-0.043 0.078  0.151 0 154.154 0
—-0.033 0.069 —0.089 0 0 70.140

F=10"°
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Die verwendeten Drehvektoren lauten

0.216 —0.238
0.007 und 0.000 ,
0.124 —0.122

also beseitigt eine einfache Drehung den Hauptanteil der Abweichung der funktio-
nellen Achsen von denen des Koordinatensystems. Diese Matrix kann nun mit der
numerischen Rechnung verglichen werden. Da die Matrix M stark diagonaldomi-
nant ist, befinden sich auf ihrer Hauptdiagonale ndherungsweise ihre Eigenwerte.
Da die Realform diese Eigenwerte von M der Groflie nach anordnet, sind im We-
sentlichen die z- und die z-Achse vertauscht worden. Die Normen der Matrizen
dndern sich wegen der Invarianz der Norm unter Drehungen gegeniiber den vori-
gen Werten nicht.

Da die Nebendiagonalmatrizen im Rahmen der Mefigenauigkeit verschwinden, er-
iibrigt sich auch eine Untersuchung der Vorlasten. Die Anwendung der Formeln
aus B.3.4] ergéibe auch unsinnige Werte in der GroBenordnung kN bzw. kNm.

Die Rechnung mit einem vereinfachten geometrischen Modell mit passenden Ab-
messungen aus [b.3.5] ergab die Realform der Flexibilitdtsmatrix

0.0245 0. 0.000182] 0. —0.0224 0.
0. 000884 0. [-0535 0.  0.00696
F_ 1o-6 [ 0000182 0. 00163 | 0.  0.0137 0.
0. —-0.535 0. 480. 0. 0.
—0.0224 0. 0.0137 | 0. 20.1 0.
0.  0.0069 0. 0. 0. 10.2
mit der Blocknorm
10-6 ( 0.0308 | 0.536 )
0.536 | 480.

Die Eintrédge der Nebendiagonalmatrizen S5 und S; entsprechen ihrer Gréenord-
nung denen der Messung. Im Rahmen der Mefigenauigkeit konnen sie vernachléssigt
werden. Die Eintrage der Matrix D sind kleiner als die gemessenen. Dies legt zu-
sammen mit der durch die Transformationen gestorten Symmetrie des gemessenen
Exemplars die Deutung nahe, dafl die interessierenden Effekte durch das Zusam-
menspiel aus Mefifehlern und Fehlerfortpflanzung iiberdeckt wurden. Immerhin
sind, bis auf die 0.096 beim gemessenen Exemplar, typische Matrixeintrige in-
nerhalb eines Faktors 2 miteinander vergleichbar. Damit ist der Prothesenschaft
gegeniiber reinen Translationen durch das Widerstandszentrum etwas nachgiebiger
als erwartet.

Unerwartet sind hingegen die Eintrdge der Matrix M. Die gemessene Nachgiebig-
keit gegeniiber Drehmomenten in z- und y-Richtung tibertrifft die Erwartungen um
den Faktor 7. Das kann dadurch erklart werden, dafi der Schaft durch die ange-
legten Drehmomente in sich verbogen wird und demnach nicht als starrer Korper
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hétte gendhert werden diirfen. Das Experiment konnte diesen Effekt bestétigen.
Beziiglich der Drehmomente um die Schaftachse sollte der Rechnung nach der
Schaft mehr als doppelt so nachgiebig sein. Das kann eine Folge des Modells sein,
der Schaft wére an seinen Enden mit der Kortikalis in engerem Kontakt, als model-
liert wurde. Wére der Schaft in der Kortikalis gleichmé&fig eingeklemmt, so sollte
sich das in einer stérkeren Asymmetrie der Rotationen senkrecht zur Schaftachse
auBern. Andere Modelle und Dickenfunktionen lieferten aber immer Werte mit ei-
nem Verhiltnis von etwa 50 : 2 : 1 gegeniiber dem der Messung von 3 : 2 : 1. Diese
Diskrepanz der Messung gegeniiber dem Synarthrosenmodell blieb ungeklért: Ob
die verwandte Dickenfunktion oder die Materialkonstanten zu wenig der Realitét
entsprachen oder ob gar das Stabmodell zusténdig gewesen wére, ist selbst eine
umfangreiche Untersuchung, zu der hier nur ein Ansatz vorgestellt werden sollte.

Insgesamt ergibt sich, dal das Synarthrosenmodell fiir den Schaft einer Hiiften-
doprothese unangemessen ist. Im Experiment [72] zeigte sich, wie gesagt, eine
Durchbiegung des teilweise in die Kortikalis eingeklemmten Schaftes. Ferner ist
die Balkchenstruktur der Spongiosa, welche der WoOLFFschen Hypothese nach den
Hauptspannungslinien folgt, nur unzureichend durch ein Kontinuumsmodell be-
schrieben. Beides allein ist Grund genug fiir die Nichtanwendbarkeit der Theorie
auf den vorliegenden Fall.

6.6 Schraubenfedern

In diesem Abschnitt sollen zwei von L. LINDKVIST mit einer verldfllichen Me-
thode [41] berechneten Steifheitsmatrizen untersucht werden. Die Genauigkeit der
berechneten Matrizen entspricht dem aktuellen Stand der Technik, ferner liegt ei-
ne Diskussion der modellbedingten Fehler vor. Das Rechenverfahren dhnelt dem
Federmodell, nur daf dort, wie fiir eine linienférmige Anordnung angemessen, ele-
mentare Flexibilitdtsmatrizen mittels Integration hintereinander geschaltet wer-
den, vgl. Abschnitt [4.4] Ferner ist, da die Abmessungen exakt bekannt sind, eine
Visualisierung im Ortsraum moglich. Obwohl es sich dabei um kein Beispiel aus
der Biomechanik handelt, mochte ich diese Beispiele hier dennoch vorfithren, um
die Niitzlichkeit der Konzepte dieser Arbeit auch in der Technischen Mechanik zu
zeigen.

Es handelt sich um zwei Schraubenfedern mit einer Windung, vgl. Abb. [6.4l Sie
haben die Abmessungen

’ Grofle \ Feder 1 \ Feder 2 ‘
Drahtradius r/mm 1.75 10
Radius der Schraubenlinie R/mm 15 15
Hohe der Schraubenlinie [/mm 7 50
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und die elastischen Konstanten £ = 206 GPa und o = 0.3.

Abbildung 6.4: Die untersuchten Schraubenfedern. Die Langenangaben sind in mm.
Die x-Achse ist die Schraubenléingsachse und auf der y-Achse beginnt und endet
die Feder. Der Ursprung des Koordinatensystems liegt auf dieser Achse in Hohe
des Endes der Schraubenlinie.

Die Einheiten sind derart gewahlt, dafl alle Matrixeintrage die gleiche Dimension
m/N haben; das geschieht, indem Drehmomente durch eine charakteristische Lange
geteilt und Drehungen mit ihr multipliziert werden. Diese Lange ist der Federradi-
us R = 15mm. Nach den Uberlegungen von Abschnitt ist das Einheitensys-
tem konsistent; die Auswertung darf demnach mit den Zahlen allein durchgefiihrt
werden. Langen sind dann auf R skaliert. Die Zahlen wurden auf vier absolute
Nachkommastellen aus der Originalarbeit ibernommen, hier aber immer nur auf
drei relative Stellen gerundet angegeben.

Die Flexibilitatsmatrizen lauten

18.4 0 -1.35 | 0.316 0 0
0 824  —0.036 0 —0.0807 3.77
F _ 96| 135 —0036 825 |-00232 -—377 —0.235
! 0.316 0 —0.0232| 141 0 0
0  —0.0807 -3.77 0 16.2 0
0 3.77  —0.235 0 0 16.2
und
20.7 0 —8.96 | 2.32 0 0
0 68.9 —1. 0 —0.857  26.7
£ 08| =896 -1 69.8 | —0.945 —26.7 —1.46
2 2.32 0 —0.945| 14.8 0 0
0 —0.857 —26.7 0 16.1 0
0 26.7  —1.46 0 0 16.
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Die Giiten der Matrizen SM ! betragen jeweils —0.991. Die elastischen Zentren
befinden sich bei

—3.50 —24.923
z1=1| 00124 | mm und =z,= 0.480 mm
0 0

und die Widerstandsbereiche haben die Grofle
B; =0.278mm und B;=1924mm

Nach Translation auf die elastischen Zentren ergeben sich die Flexibilitdtsmatrizen

18.4 0 ~1.35 | 0.316 0 —0.0133
0 7.36 0 0 —0.0807 0
F g6 | —135 0 7.37 | —0.0116 0 —0.235
1z 0.316 0 —0.0116 | 14.1 0 0
0 —0.0807 0 0 16.2 0
—0.0133 0 —0.235 0 0 16.2
und
20.7  —0.00265 —8.84 | 2.32 0 —0.513
—0.00265 243 —0.003| 0 —0.857 0.0828
£ —10-6 —884  —0.003 255 | —0.472 0.0833 —1.46
2z 2.32 0 —0.472| 148 0 0 :
0 —0.857  0.0833 0 16.1 0
—0.513  0.0828  —1.46 0 0 16.

wobei sich die Blocknormen von

of22]5 s (10138
10 (5 57 und 10 33 27
(2104 o[ 43]3
10 <0.4 o7 ) e 0 T3y

verkleinern. Die Spurbedingung, die ja ein Test des Federmodells darstellt, ist mit
SpB; = 0.0015-10° und SpBy = —0.0014 - 10° nicht erfiillt, eine Folge des anderen
Ansatzes. Da hier elementare Flexibilitdtsmatrizen addiert bzw. integriert werden,
sollte die Spurbedingung, welche ja eine Folge des Transformationsverhaltens ist,
fir die Matrizen S gelten. In der Tat erhiilt man SpS; = —0.0001 - 10~¢ und

SpS, = 0, womit die Spurbedingung bis auf Rundungsfehler bestétigt ist. Eine
Drehung um 120° mit der Drehmatrix

auf

0 -1 0
R = 0 0 1
-1 0 0
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welche x-, y- und z- Achse auf die —y-, z- und —z-Achse abbildet, bringt die Fle-
xibilitdtsmatrizen schliefSlich auf die Realform, was hier aber nicht weiter erhellend
ist.

Erwartungsgeméf liegen die elastischen Zentren der Federn mit nur geringen Ab-
weichungen auf Hohe der Federmitten. Sie sind in Richtung auf Federbeginn und
-ende hin leicht abseits der Mittellinie gelegen. Diese Abweichung von der Symme-
trie soll nun etwas ndher beleuchtet werden. Um beide Abweichungen vergleichbar
zu machen, miissen sie durch eine charakteristische Linge dividiert werden. Ist die
Hohe [ = 0, so ist die Feder eine Kreistorus und hat ein Widerstandszentrum, die
Abweichungen verschwinden dann. Daher ist [ eine besonders geeignete Lange zum
Untersuchen des Effektes. Ferner ist zu erwarten, dal dieser Verschiebungseffekt
mit der Drahtdicke d = 2r, genauer dem dimensionslosen Quotienten r/R wéchst.
In der Tat erhélt man fiir die y-Komponenten der elastischen Zentren

YU 0.0152 und -2
Lo 2

=0.0144 |

also zwei etwa gleiche Zahlen, womit der Effekt in erster Ndherung verstanden ist.
Die Werte auf der rechten Seite kénnen nur noch eine Funktion dimensionsloser
Argumente sein.

Auch die GroBle des Widerstandsbereiches ist eine Lange und sollte trotz ihrer
komplizierten Definition einfach skalieren. Mit

B B

1 =0.0397 und =2 =0.0385

11 l2
ist auch der hauptséichliche Effekt erklart. Die Grofle des Widerstandsbereiches
wichst demnach im Wesentlichen mit der Federldnge, die hier gleich der Schraub-
steigung ist.

Fiir Federn mit mehreren Windungen sind fiir die Verschiebung des elastischen
Zentrums keine hoheren Werte zu erwarten, da der Einflul von Federanfang und
-ende gleich bleibt. Der Widerstandsbereich sollte sich vergroBern, da Anfang und
Ende nun weiter von der Mitte entfernt sind; der Quotient B/l sollte dennoch
konstant bleiben.

Da die Herstellerangaben iiber Fertigungstoleranzen fiir die axiale Steifheit der
Federn bei 13 % liegen® sind die hier untersuchten Effekte eher von theoretischem
Interesse.

8[41] S. 65.



Kapitel 7

Zusammenfassung

Hier sollen zunéchst die wesentlichen Aussagen der vorliegenden Arbeit thesenartig
zusammengefait werden. Dabei werden in erster Linie die Ergebnisse von zwei der
drei Hauptteile dieser Arbeit zur Sprache kommen: Das elastische Zentrum mit der
Normalform der Mefiwerte und das Federmodell samt Beispielen. Sie ergeben die
Hauptlinie dieser Arbeit. Der dritte Hauptteil, die Anwendung der ersten beiden
auf MefBdaten, illustriert zwar die Niitzlichkeit des Formalismus und gibt einen
Einblick in treffbare praktische Aussagen — er kann aber keine neuen theoretischen
Resultate liefern.

Danach sollen, als Ausblick auf kommende Untersuchungen, die mir auflerdem
wichtig erscheinenden Aspekte aufgefithrt werden, die hier nicht mehr mit der
ihnen meines Erachtens gebiihrenden Aufmerksamkeit behandelt werden konnten.

7.1 Thesen

1. Eine elastische Matrix ist die einfachste mathematische Abbildungsvorschrift
zwischen kleinen Lasten und Lagednderungen einer starr berandeten elasti-
schen Aufhidngung.

2. Die elastische Matrix selbst enthélt die Information iiber zwei ausgezeichnete
Koordinatensysteme im Raum.

!Diese Eigenschaft ist kein Ergebnis, sondern war eine a-priori- Forderung an das zu definieren-
de Koordinatensystem. Aus der Uberzeugung heraus, daf die MeBwerte alle zum Beschreiben des
Systems notige Information beinhalten, nicht zuletzt motiviert durch meine positivistisch beein-
flute Grundhaltung, vgl. etwa [24], dort insbesondere §2, wollte ich von Anfang an ein aus den
Mefwerten selbst heraus definiertes Koordinatensystem. Dieses hat den &sthetischen Vorteil der
Abgeschlossenheit, d. h. es werden keine anderen Objekte, als aus den Mef3daten selbst gewonnen
werden koénnen, zu ihrer Erkldrung herangezogen. Die Steifheitsmatrix ist gewissermaflen die mit
den Augen des Mefigerites gesehene elastische Aufhéingung.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Ist die elastische Matrix symmetrisch, so geniigt ein Koordinatensystem.

Die Symmetrie der Steifheitsmatrix kann aus der Existenz eines Potentials
gefolgert werden.

Mit dieser Information 148t sich eine ausgezeichnete und unter Wechseln des
Koordinatensystems invariante Form der elastischen Matrix finden.

. Diese Form erlaubt die Vergleichbarkeit von Mefiwerten und/oder Vorhersa-

gen; insbesondere taugt damit die elastische Matrix als Melobjekt.

Beziiglich dieser invarianten Form lassen sich wesentliche Eigenschaften der
Aufhdngung durch aussagekréiftige Parameter ausdriicken oder als geometri-
sche Gebilde visualisieren.

. Auch Meflobjekten, die diesen idealisierten Vorstellungen nicht geniigen, 148t

sich durch eine geeignete Mef- und Auswertevorschrift eine elastische Matrix
zuordnen.

. Eine hinreichend diinne elastische Schicht kann als Flache betrachtet werden.

Ein isotropes Medium kann dann durch zwei Materialkonstanten beschrieben
werden; diese modellieren das Verhalten senkrecht zur und innerhalb der
Schicht.

Fiir geniigend diinne Schichten kénnen die Schichtgréfien aus der Elastizitéts-
theorie hergeleitet werden.

Aus den zwei Materialkonstanten, der Flachennormale und der Schichtdicke,
kann eine Matrix zusammengesetzt werden, iiber die der Beitrag des Fléchen-
elementes zur elastischen Energie berechnet werden kann.

Je nach Anwendung sind verschiedene solcher Federmatrizen als Ausgangs-
punkt der weiteren Rechnung zuléssig.

Die Integration der Federmatrix iiber die gesamte Flache liefert die Steif-
heitsmatrix der ganzen Aufhéngung.

Ist die Integration numerisch durchfithrbar, so erlaubt das die Beschreibung
aller Lastfille; ist sie analytisch durch bestimmte Integrale méglich, so kénnen
dariiber hinaus die Schichtgrofien untersucht werden; als unbestimmte Inte-
grale sind zudem Variationen der Form beschreibbar.

Fiir einfache oder hinreichend symmetrische Aufhéingungen sind die Integrale
geschlossen l6sbar und es ergibt sich eine analytische Form der Steifheitsma-
trix.

Das ausgezeichnete Koordinatensystem ist nur in sehr speziellen Féllen mit
dem Flachenschwerpunkt der Aufhdngung identisch. Es kann sogar auflerhalb
der konvexen Hiille der Aufhdngung liegen.
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18. Es konnen allgemeine Aussagen iiber Aufhdngungen bestimmter Symmetrien
getroffen werden.

19. Der Vergleich von Mefidaten mit solchen Aussagen 148t Schliisse auf die innere
Struktur des Meflobjektes zu.

20. Stimmen Federmodell und Mefldaten nicht {iberein, so ist das eher ein Hinweis
auf eine von den Voraussetzungen des Modells abweichende Struktur, als ein
Versagen des Modells an sich.

21. Der Vergleich von MeBdaten mit einem analytischen Modell erlaubt prinzi-
piell die Bestimmung der elastischen Konstanten des Materials.

22. Die Auswertung von Aufhdngungen unterschiedlichster Herkunft ist moglich
und sinnvoll.

23. Die Genauigkeit der bisher iiberhaupt durchgefiihrten Messungen reicht nicht
aus, um zweifelsfrei eine Aussage fiir oder gegen das Federmodell zu treffen.

7.2 Was zu tun bleibt

Die im ersten Teil definierten Flichen konnen sicher noch ausfiihrlicher eingesetzt
werden. Insbesondere ihre Rolle als Visualisierung kann bei Serienmessungen an
dghnlichen Meflobjekten ausgebaut werden. Dies ist aber nur sinnvoll fiir aufleror-
dentlich genaue Messungen.

Dasselbe gilt fiir die Kongruenz der Schraubachsen und die aus ihr abgeleiteten
Flachen. Im Gegensatz zu den eben genannten Fléachen ist die Kongruenz selbst
weniger als Visualisierung geeignet, dafiir aber mehr zu mathematischen Untersu-
chungen.

Eine Prézisierung des Reziprozitédtstheorems oder des ihm zu Grunde liegenden Ge-
dankenexperimentes in Form einer Abhéngigkeit der Aufpunkte von Kraftschrau-
ben und Drehschrauben steht ebenfalls noch aus. Gibt man etwa die Kraftwir-
kungslinie einer reinen Kraft vor, so erhélt man iiber das dquivalente Lastsystem
im elastischen Zentrum, die Flexibilitatsmatrix und (23] sofort die Drehschraube.
Der sich so ergebende Ausdruck héngt aber neben der Richtung der Kraft F° auch
wegen T'; = r x F noch vom Abstand r der Kraftwirkungslinie ab. Damit ist
eine konkrete Situation zwar immer beschreibbar, aber ein allgemeiner der Theorie
zuganglicher Zusammenhang ist so nicht mehr erkennbar.

Bislang fehlt eine grundlegende statistische Untersuchung, die fiir ein Mefobjekt
mit bekannten oder vermuteten Eigenschaften ein passendes optimales Verfahren
anbietet. Je nach Meobjekt ist damit untrennbar die Notwendigkeit einer nichtli-
nearen Beschreibung verkniipft. Dennoch hoffe ich, mit meinen Uberlegungen einen
ersten Schritt in die richtige Richtung getan zu haben.
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Es wire ferner wiinschenswert, einen Rechenweg zu ersinnen, der die Vorlast von
den iibrigen Effekten entkoppelt. Dieses Problem ist aufgrund der Kleinheit der
storenden Terme vermutlich nur gemeinsam mit den Erwagungen zur statistischen
Vorgehensweise zu 16sen.

Im Zusammenhang mit den eben erwidhnten Genauigkeitsfragen steht auch ein
prinzipielles Problem: Ist die ermittelte Realform einer Matrix im Rahmen der Ge-
nauigkeit nicht symmetrisch, so bediirfte es eines tieferen Argumentes, dafl auch
dann Drehmomentszentrum und Translationszentrum denselben Ort beschreiben.
Diese Frage ist aber nur fiir der direkten Auswertung nachgeschaltete Transforma-
tionen von Bedeutung, d. h. es handelt sich um Effekte hoherer Ordnung.

Auch die Federmatrix eines faserigen Materials fand in dieser Arbeit keine Anwen-
dung mehr. Mit ihren vier Materialkonstanten bei nicht ausreichend bekanntem
Faserverlauf erschien sie mir im Rahmen der derzeitigen Mefigenauigkeit doch zu
spekulativ. Mit Anzahl der freien Parameter steigt zwar die Anpassungsfiahigkeit
an Mefldaten, aber ebenso wichst die Gefahr einer Fehlinterpretation.

Ein Vergleich des Federmodells mit erprobten numerischen Verfahren (wie etwa
der FEM) mufite ausbleiben, da aus den zur Verfiigung gestellten Basiselementen
(truss, beam, beam3d,. .. ) keine isotrope Schicht zusammengesetzt werden kann.
Das liegt daran, dal die Federmatrix im Grunde ein neues solches Basiselement
ist. Ferner sollte ein derartiger Vergleich auch eine Optimierung des Verfahrens im
Hinblick auf Laufzeit und Ressourcen beinhalten. Da der Einsatz von Computeral-
gebra in der Mechanik zusammen mit der Entwicklung geeigneter Algorithmen und
der Vergleich zu den klassischen Methoden ein aktuelles Forschungsgebiet darstellt
(vgl. etwa [37, 35]), konnen dessen Ergebnisse hier nur gestreift werden.

Die Auswertung der MeBldaten an biologischen Objekten zeigte, dafi die Fliissig-
keitsanteile der Gewebe eine nicht zu vernachlédssigende Rolle im elastischen Ge-
schehen spielen. Um fiir diese Anteile eine angemessene Theorie zu finden, muf§ die
ausgearbeitete Theorie noch mit einem hydrostatischen Pendant gekoppelt werden.
Eine von Mow und LaATI fiir Gelenkknorpel vorgeschlagene Theorie [45] mag dazu
als Ausgangspunkt dienen. Mir erscheint der Weg iiber die Erweiterte Thermody-
namik [46] plausibel.

Alle diese ausstehenden Untersuchungen mochte ich ausdriicklich als nicht abge-
schlossen wissen, hoffe aber dennoch, in dieser Arbeit fiir sie einen Anstofl oder
sogar brauchbare Anregungen gegeben zu haben.
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Anhang A

Verwendete Symbole und einfache
Zusammenhinge

Es wurde versucht, die auftauchenden Symbole im Text selbst an der Stelle ihres
ersten Auftauchens zu definieren und erldutern. Da eine Arbeit wie diese nur sel-
ten linear von Anfang bis Ende durchgelesen wird, ist eine Zusammenstellung der
verwendeten Symbole mit ihrer Systematik fiir den Quereinsteiger unverzichtbar.

A.1 Notation

A.1.1 Allgemeine Symbole

Symbol

‘ Name

|

Typ

[ ]
1A
{ }
{ )

|
I

|
I
S

Dimension einer phys. Gréfle, Mittelung
Kommutator, Antikommutator
Einheit

Aufgespannter Unterraum
Betrag, Léange

Norm

beliebige Grofe

Prozent, Faulenzer

kleine Differenz

endliche Differenz

Skalar- oder Vektorprodukt

x1 beziiglich .

x1 parallel %o

x beziiglich elastischer Zentren
x in Realform

Dimension, Operator
Operator

Phys. Grofle
Vektoroperator

Abb. nach IR

Abb. nach IR"
Platzhalter

1/100, letzter Ausdruck
Operator

Operator
Vektoroperator
Spezifikation
Vektorrelation
Spezifikation
Spezifikation
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A.1.2 Sub- und Superskripte

A.1.2.1 Subskripte

223

Symbol ‘ Bedeutung

1,7,k Laufindizes von Vektoren/Tensoren

.Y, 2 Kartesische Koordinaten

1,2,... Durchnumerierung

A, B,...,Z | Zugehorigkeit zum Punkt A, B, ..., Z

x,y, F,T, ... | Zugehorigkeit zum Vektor x,y, F, T, ...
A H Arithmetisches, Harmonisches Mittel

(17) Symmetrisierung in den Indizes i und j

[i]] Antisymmetrisierung in den Indizes i und j
q, f Zugehorigkeit zu q, f

A.1.2.2 Superskripte

Superskripte sollen besonders als Matrixoperatoren eingesetzt werden. Bei einer
Hintereinanderschaltung kénnen die Klammern weggelassen worden sein, etwa

((a)") —a

Die am weitesten links stehende Operation wird demnach zuerst ausgefiihrt.

Symbol ‘ Name ‘ Typ ‘ Definition

T Transposition Operator (AT> =(A)
ij

S Symmetrisierung Matrixoperator | A° := % (A + AT

A Antisymmetrisierung | Matrixoperator | A := % (A — AT

D Dualisierung Vektoroperator (a:D) =g (@), = Qy
ij

D Dualisierung Matrixoperator (AD ) = —5€ik (A) 1

F vgl. [A. 10 Matrixoperator (AF) = % (Aybim — Aim)

G GauB-Transformation | Matrixoperator | A€ := AT A

0 Normierung Operator A% = A/|A|

-1 Inversion Matrixoperator | A7TA =T

— Pseudoinversion Matrixoperator | A" A = P

Der Superskript 0 wird auch noch fiir eine Vorlast als f° bzw. F° und T° verwendet.
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A.1.3 Kernbuchstaben

A.1.3.1 Normaldruck

Mit normalen Buchstaben werden Indizes, Vektor-, Matrix- und Tensorkompo-
nenten, skalare Parameter wie Winkel, Aufpunkte und sechskomponentige Vekto-
ren gekennzeichnet. Dabei sollen die Komponenten einer vektoriellen/tensoriellen
Grofle zwar denselben Kernbuchstaben wie die Grofle selbst bekommen, aber dann

nicht im Fettdruck dargestellt werden.

Symbol ‘ Name ‘ Typ
A B,...P allgemeine Punkte
O Ursprung
L Lastsystem
M Mefsystem
D Drehmomentszentrum Punkte im Ortsraum
T Translationszentrum
W Widerstandszentrum
A elastisches Zentrum
F Flache
[,L,h,H,d, D | Lange, Hohe, Dicke
Ryro Radius Geometrische Grofien
0 Drehwinkel
1,J Flachentrigheitsmomente
J, ¢ Winkel d. Kugelkoordinaten
i = (x);
Ay = (A) Komponenten von
dij, 07 Kronecker-Delta Vektoren, Matrizen und
Eijk Epsilon-Tensor Tensoren
Y, 2 Kartesische Koordinaten
F.T.d, 6 Betrag von F.,T',d,0 ... Betrag eines Vektors
G Gewichtskraft
p Massendichte Skalar
f= ( g ) Last
d Sechskomponentige Vektoren
q = ( 0 ) Lagednderung
A
w; FEigenwerte v. W Eigenwerte, reelle Parameter
Wi Differenz w; — w;
u; Flachen- Kongruenzparameter
S} Heaviside-Funktion Stufenfunktion
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Vielfalt bekommen die Symbole der Elemente der Elastizitdtstheo-

rie eine eigene Tabelle.

Symbol ‘ Name

P Elastisches Potential

Oij, €ij Spannungs- Dehnungstensor

ki, kT, Kl Federkonstanten, Schichtgréfien
K; = k;d(x) | Materialkonstanten

E .G Elastizitdtsmoduln

A Tensor der Elastizitdtsmoduln
A, Lamé-Moduln

o Querdehnzahl

k,k, K Scherkoeffizient, Beiwert, Korrekturfaktor
u,T,S Thermodyn. Funktionen

A.1.3.2 Fettdruck

Fette lateinische Grofbuchstaben werden fiir 3 x 3-Matrizen verwendet. Fiir allge-
meine 3-er Vektoren werden, wie in der Mathematik iiblich, moglichst kleine fette
lateinische Buchstaben verwendet. Die Konventionen in der Physik erfordern hin-
gegen oft GroBbuchstaben, die ich wenn moglich natiirlich beibehalte. Griechische
Symbole werden bevorzugt fiir Drehungen oder durch Kreuzprodukte entstandene
Objekte verwendet.

3 x3—Matrizen

Symbol ‘ Name ‘ Typ

0 Nullmatrix

1 Einheitsmatrix

Q, =x? Antisymmetrische Matrix

D, S, S, M Bestandteile der Flexibilitdtsmatrix F
A, By, By, C Bestandteile der Steifheitsmatrix S
w Widerstandsmatrix

R Drehmatrix

J Tréagheitstensor

P! .= xx” /xTx | Parallelprojektor Projektor

Pr=T-— Pl Orthogonalprojektor | Projektor

v Federdyade

K Federmatrix

K . G,N Bestandteile der 6 x6-Federmatrix IC

Abweichend davon werden in der Einleitung fiir die Bestandteile der 3 x 3—Flexibi-

litatsmatrix die

Symbole s1, s5 und m verwendet die ihren Dimensionen als 2 x 1

bzw. 1 x 1-Matrix ndherkommen.
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Nichtquadratische Matrizen

Fiir statistische Uberlegungen werden verschiedene Messungen zu Matrizen zusam-
mengefafit. Fiir linear von der Zeit abhidngende Lasten f(t) = fo + tgo und Lagen
q(t) = qo + tpo erhdlt man die folgenden 6 x n—Matrizen.

Symbol Name

L= (f1,fs...,[n) | Lastmatrix
Q= (q1,¢,-..,¢,) | Lagematrix
G = (91,92, 9n)

P = (p1,p2,...,pn)

Ebenfalls fiir statistische Zwecke kann eine 6 x 6 Varianz-Kovarianzmatrix ¥ be-
stimmt werden.

Der Translationsanteil der Transformationsmatrix fiir die Lagednderungen ist eine
3 x 6-Matrix und wird mit X bezeichnet.

Dreikomponentige Vektoren

wn
<
=
o
=R

|

Name

Typ

Nullvektor

Kraft

Drehmoment

Translation

Drehvektor

b

ortsfester, freier, linienfliichtiger V.

= 6/10|

Richtung des Drehvektors

Phys. Vektoren

Widerstandszentrum

elastisches Zentrum

Schwerpunkt

spez. Orte

Anfangs- / Aufpunktvektor

slejw|nlglolo|olalNyo

S~y

Richtungsvektor

o

Normalen- / Einheitsvektor

korperfester Vektor

+
>
=

Gerade

o 3

Begleitendes Dreibein

Geom. Vektoren

S
NO“Q

beliebige Vektoren

<8
o |w

Eigenvektor

4

Gradient, Nabla

Differentialoperator

Ortsvektoren werden mit einem Pfeil {iber Anfangs- und Endpunkt gekennzeichnet,

also etwa 1@ fiir einen Ortsvektor vom Punkt A nach B.
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Kalligraphische Symbole werden bevorzugt fiir 6 x 6-Matrizen verwendet.

Symbol ‘ Name ‘ Typ
(D S, e }
F = < S, M ) Flexibilitatsmatrix
[ A By e )
S = ( B, C ) Steifheitsmatrix
& elementare Steifheitsmatrix
I 0 ) : .
7= ( 0 I ) Einheitsmatrix
I 0
b= ( 0 |plI )
r=(L0 Transformationsmatri
=l q 7 ransformationsmatrix
N =T-T 6 x 6-Matrizen
0 I
77 o)
R 0 )
R = ( 0o R ) Drehmatrix
U:=RT
mI —mS2, .
M= ( e, 7 ) Massenmatrix
D Dissipationsmatrix
V.= 0 Vorlastmatri
=l a9, o rlastmatrix
K 0 )
K= ( 0 G ) Federmatrix
L Linearer
P(t,7) = exp (—(t — 7)D~1S) | Propagator Differentialoperator
@ LANDAU-Symbol

A.1.3.4 Serifenfrei

Serifenfreie Symbole sind Dimensionen pysikalischer Grofen vorbehalten.

Symbol ‘ Grofle

1 reine Zahl
T Zeit

L Lénge

M Masse
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A.2 Einfache Zusammenhinge

A.2.1 Projektoren

Die Lénge der Projektion eines beliebigen Vektors v auf einen Einheitsvektor n,
fiir den also n’n =1 gilt, ist gegeben durch das Skalarprodukt n - v = n;v; und
der projizierte Vektor v!l selber durch

1 — e s
('v )Z = nn; v
—(P!
( )ij
mit dem Parallelprojektord
PﬂL =nn’
Fiir nichtnormierte Vektoren x verwendet man den zum normierten Vektor geho-
renden Parallelprojektor PL‘: = aljffj . Den zu n senkrechten Anteil v+ von v erhilt

man durch Subtraktion des parallelen Anteils
(’UL), =V; — (’UH) = V; — n,-njvj = ((5” — nmj) ’Uj
(2 (2 | S ———

::(Pj)ij

mit dem Orthogonalprojektor
Pl =1 _—nn'

Die Zerlegung v = vl + v+ lautet in Projektoren ausgedriickt
Plypt=1 |

und fiir die Produkte zu gleichen Einheitsvektoren gilt P+-P+ = P+ und Pl P!l =
Pl kurz
P*=Pp

und

p-.Pl=pPl.pPt=0
In den entsprechenden Unterrdumen wirken sie also wie die Einheitsmatrix. Das
Produkt ungleicher Parallelprojektoren zu den Vektoren @ und y ist gegeben durch
die Dyade

T T )
zx’ yy'  (x y)xyT 7

PPl = =
o lP llyllP o =y?

= a;b; zweier Vektoren benutzen manche Autoren die

IFiir das dyadische Produkt (abT) B

1,
Schreibweise a ® b oder einfach ab. Da]s skalare Produkt wird dann zu a ® b oder einfach a-b,
wobei ein Punkt fiir eine Verjiingung a-b = d;;a;b; und zwei Punkte fiir eine Kontraktion tiber
zwei Indizes usw. steht. Die Spur einer Matrix A kann so geschrieben werden als als I:A. In
Zweifelsfillen wie ab werde ich, um meine Notation eindeutig zu halten, eine explizite Transposi-
tion oder fiir das Skalarprodukt einen Punkt bzw. eine runde Klammer oder besser gleich Indizes

benutzen.
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wobei der Nenner fiir Einheitsvektoren wegféllt. Entsprechend konnen die sym-
metrischen bzw. antisymmetrischen Anteile auf die von (x - y) xy” zuriickgefiihrt
werden.

Fiir gemischte Orthogonal- und Parallelprojektoren erhilt man mit P+ = I — P,
etwa

1 1 1 1
plp,+P)P, =Pl + P - (PIP)+P|Pl)= P, P+ P, Pl

Gerade bei geometrischen Problemen ist dieser Formalismus niitzlich, da sich viele
Groflen sofort hinschreiben lassen.

A.2.2 Der e-Tensor, Kreuzprodukte und antisymmetrische
Matrizen

Der e-Tensor ist der vollstdndig antisymmetrische Tensor dritter Stufe. Er ist de-
finiert durch
+1 (igk) = ((123),(231),(312))
ggp =4 —1 (igk) = ((132),(321),(213)) |
0 sonst

d. h. der Wert von ¢, ist gleich dem Signum der Permutation II(123) — (ijk).
Bei Verwendung eines linkshéindigen Koordinatensystems kehrt sich das Vorzei-
chen der Eintrdge um. Durch Multiplikation mit der (Inversen der) Wurzel der
Determinante des metrischen Tensors entsteht ein kovariantes (kontravariantes)
Pseudotensorfeld, der LEVI-CiviTA-Pseudotensor. Die analoge Konstruktion ist
somit in n Dimensionen moglich.

Damit 148t sich das Kreuzprodukt schreiben als

(x x y), = EijkTiYk

wobei sich in linkshéndigen Koordinatensystemen das Vorzeichen wieder umkehrt.
Da axiale Vektoren in den meisten Formeln zusammen mit einem Kreuzprodukt
auftauchen, 148t sich dieser Vektor gleich besser als antisymmetrische Matrix be-
schreiben iiber

(®xy); = e ¥ = (Qy);
——
=()

ij

Andere Autoren (z. B. [58]) benutzen fiir diese Isomorphie zwischen Vektoren und
antisymmetrischen Matrizen die Schreibweise x*.
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A.2.2.1 Produkte antisymmetrischer Matrizen

Uber

54,

erhédlt man fiir das Quadrat einer antisymmetrischen Matrix

o OF
5 ol

(2

Ty = Xilj — xkxk@j

2
(QI) = EilTkEIm;Tm :‘

= —x (Pi) , (A.2)

ij
also im wesentlichen einen Orthogonalprojektor.

Im zu den Vektoren isomorphen Raum der antisymmetrischen Matrizen wird das
Kreuzprodukt durch den Kommutator der isomorphen Matrizen abgebildet. Aus
dem Produkt zweier zu ungleichen Vektoren gehérenden antisymmetrischen Ma-
trizen

o o
( y)Z] EiklTkEIm;Y | 5 5l

TeYm = TjY; — 96’kyk5ij

bzw.

Q.Q,=yx" —(z-y)I (A.3)

und der zu ihrem Kreuzprodukt gehérenden antisymmetrischen Matrix

oLt 5t
(Qaxy)i; = €ikj (T X Y)), = EinjErimT1Ym = ‘ sm gm | TWm = LY — TiY;
7 [
bzw.
Quwy = yx’ —xy’ (A.4)
folgt namlich
Qv = 0.2, — Q,Q, =2(2,92,)" = [Q,,Q,] (A.5)

wobei sich die Terme mit der Einheitsmatrix ¢;; gerade wegheben. Ebenso berech-
net man den Antikommutator

{(Q,,9,} =2(2,9,)° = 2.9, + 9,9, =y’ +xy” —2(x-y)I , (A6)

mit der Eigenschaft, daf3

1 1
(Qny)Sm = §y2ij und (Qggﬂy)sy = 5:132Pjy . (A.7)
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A.2.2.2 Die Dualisierung

Die Dualisierung ist eine nur im IR?* mogliche eindeutige Zuordnung von Vektoren
zu antisymmetrischen Matrizen. Sie ist so gemacht, dafl aus

(mD)U = e (1), (A.8)
und .
(4P), = ik (A);4 (A.9)

folgt, daB fiir die zweimalige Dualisierung

D 1 1
(wD)i = _§€ijk5jlk-rl = —5 (52']'5]'[ — (5jj5il) X = (.T)l
und

(47)" = 4

gilt, also dafl zweimaliges Dualisieren einen Vektor unveréndert 148t. Wegen «
Q, folgt fiir eine duale Dyade (my)D = —%mDy = —%m x y. Da nur der anti-

D —

D
symmetrische Anteil einer Matrix in die Dualisierung eingeht, also A” = (AA) ,
folgt

D D
(47)" = (-a%)" = —a?
Die Dualisierung ist, bis auf ihr Vorzeichen, genau der HobGEoperator des IR®.

D
Oft sind Ausdriicke der Gestalt (QA)” = (ch A) zu untersuchen. Es ergibt sich

1 1
(QA)P = —§€ijk€jmz$mz41k =3 (Aubim — Aim) T

=(4),,

mit der Abkiirzung
1
A = 3 ((SpA)I — A) . (A.10)

Die wichtigsten Eigenschaften dieser neuen Matrixoperation lauten I = I und
T F
(AF ) = (AT> . Daraus folgt fiir Q = z” sofort

(A)” = - ((a)")" = - (27a")" = (24")" = (47)" 2
Auf einen Parallelprojektor angewandt ergibt sich

Fo1 1
plY = 5((Sppll) I— PH) — ipl , (A.11)
-1
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und die Transformierte eines Orthogonalprojektors ist

1

Pt = ;((SpPJ‘) I-P')= ; (1+Pl)=1- L (A.12)

=2

Aus der Spurfreiheit einer antisymmetrischen Matrix folgt QF = —£2/2 und daher
gilt fiir das Produkt zweier antisymmetrischer Matrizen

(2.9 =0z = —;Qw

Interessant ist noch eine Householdermatrix I — 2P!. Im von n aufgespannten
Unterraum (n) ist sie genau eine Punktspiegelung, im IR? also eine Spiegelung an
der Ebene (n)*. Thre Transformierte lautet

(1-2P)" = ;(Sp (I-2pP)1- PL) _ ;P”

=1

A.2.2.3 Projektoren von Kreuzprodukten

Die Berechnung des zu einem Kreuzprodukt gehorenden Parallelprojektors erfor-
dert die Berechnung eines nichtkontrahierten Produktes zweier e-Tensoren. Fiir
einen Orthogonalprojektor hingegen vereinfacht sich die Rechnung etwas wegen
1
P, =———

Xy (CU « y) XY

Es ergibt sich mit | x y|* = 2%y? — (xy)’

Pixy = _‘wxly‘29§><y
g )
- e e ey (o )
_ |><1|2 (e’ (PL+ P}) -’ (PLP) + PIP!))
i
= eyl (Pl+P)) - (PLP)+ PIP])
m2,y2
= oxel (PlP, +PiP;) | (A.13)

d. h. der Orthogonalprojektor des Kreuzproduktes zweier Vektoren 1483t sich durch
die Projektoren der Einzelvektoren ausdriicken. Daher lautet die Basis der Darstel-
lungen von zwei Vektoren abhingenden symmetrischen Matrizen I, Plgl, P! und

S v
(PLP))".
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Fiir geometrische Probleme ist eine andere Schreibweise giinstiger. Aus

2,2
1 . -y I 1 (xy)
Pny - |.’L' « y|2 (P:B + Py) ’2 (

|z Xy
= x y* + (zy)* (zy)
- |z x y|? <P!‘ + PQ) Cz x yl (myT * wa)

zy’ + wa)

C PP () (P ) (o ) (00

folgt insbesondere fiir aufeinander senkrechte Vektoren xy = 0 und damit

1
P, ,=P!+P|

XY

Diese Formel ist dann genau die Zerlegung der Einheitsmatrix durch drei paarweise
orthogonale Einheitsvektoren @, y und z =x x y in I = P'J: + Pﬂ, + P!.

A.2.2.4 Kreuzprodukte und Drehungen

Es soll nun das Transformationsverhalten der antisymmetrischen Matrizen unter
Drehungen studiert werden. Eine Drehmatrix R ist zusammengesetzt aus Spalten
paarweise orthogonaler Eigenvektoren e; und 148t sich daher schreiben als

insbesondere ist (Rx), = e; - . Die Komponenten der gedrehten Matrix lauten

(RQmRT) = Rucumui R,

ij
(€i) Etimer (€5), .
= (ej X ei)l Z]

= (ejxe€) x

0 —e3xr  esxx
= esx 0 —ex
—esxr ex 0 i
= (QRz)ij 5
also kurz
RQ.R" = Qp, . (A.15)

Daraus folgt sofort die Kovarianz des Kreuzproduktes unter Drehungen, denn es
gilt
=R(xxy) . (A.16)
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A.2.2.5 Determinante, Adjungierte und Inverse

Die vollstandige Antisymmetrie des e-Tensors ermoglicht es weiterhin, die Deter-
minante, Adjungierte und mit diesen sogar die Inverse einer 3 x 3-Matrix aus-
zudriicken. Die Determinante lautet wegen der vollstédndigen Antisymmetrie und
Multilinearitét der Determinante in jedem Index

1
det A = égijkglmnAilAijkn s (Al?)

nachzupriifen mit der SARRUSschen Regel bzw. mit

di 01 O
€ijkElmn = 51 (Sj 5I<:m . (A18>
5in 5]' 5kn

Die Werte der algebraischen Komplemente ergeben sich aus den Werten der ent-
sprechenden Unterdeterminante, in der die betreffende Zeile und Spalte weggestri-
chen wurden, versehen mit dem Vorzeichen nach der Schachbrettregel. Die adjun-
gierte Matrix ist die Matrix dieser algebraischen Komplemente2. Fiir 3 x 3-Matrizen
lautet sie

: 1
(Aad‘]> = §€ik;l€jmnAkmAln ; (A.19)
7]
und die Inverse erhalt man schliefilich tiber
1 adj
Al = AT ) A2
det A ( ) (A-20)

A.2.3 Die Giite einer Matrix

Es ist oft notwendig zu beurteilen, wie symmetrisch eine Matrix ist, z. B. bei
den Transformationsmatrizen. Die Giite einer Matrix soll ein solches Maf fiir ihre
Symmetrie sein. Die von mir verwendete Funktion lautet

RIS Y
2| o]

(A.21)

Fiir rein antisymmetrische Matrizen ist G = —1; fiir rein symmetrische ist G =
+1. Sind alle Eintrédge betragsméfig gleich, so beriicksichtigen die Vorfaktoren die
unterschiedliche Anzahl der von Null verschiedenen Eintrage: 9 fiir symmetrische
und 6 fiir antisymmetrische Matrizen. Das Ergebnis ist dann G = 0. Die Definition
iiber die Normquadrate ist giinstig fiir symbolische Rechnungen (also auch fiir
Computeralgebra), da keine Wurzeln auftauchen.

2Einige Autoren, etwa ([73] §3), benutzen die Bezeichnung adjungierte Matrix fiir die trans-
ponierte Matrix der algebraischen Komplemente.
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In n Dimensionen hat eine symmetrische Matrix n? Eintrdge und eine antisym-
metrische, da sie auf der Hauptdiagonale keine Eintrége hat, nur n(n — 1). Nach
Kiirzen von n lautet die allgemeine Giitefunktion mit den obigen Eigenschaften
demnach

(0= 1) | M = nfr

G(M,n) = 5 5 .
(n = 1)[a2% 4 21|

(A.22)

A.3 Rechnungen mit Mathematica

Um mit dem Computeralgebra-System MATHEMATICA die Berechnungen der Steif-
heitsmatrizen der Beispiele rechnen zu kénnen, benotigt man Routinen und Pro-
zeduren, die ich im Folgenden vorstellen méchte.

A.3.1 Prozeduren zur Vektor- und Tensorrechnung und fiir
Blockmatrizen

(rokorok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk o o ok ok o sk o o ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok ook okok ok ok
Reduce-Prozeduren fuer Mathematica angepasst und erweitert
sk ok ok ok ok ok sk sk ok sk sk sk sk sk oo o sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ko kokokokokokok ok ok ok )

(* Prozeduren fuer n Dimensionen

*)

Punkt[vl_, v2_]:=First[Flatten[Transposel[v1].v2]]
Sym[m_] :=(m+Transpose [m] ) /2

Asym[m_] :=(m-Transpose[m]) /2
GaussTrans [m_] :=Transpose [m] .m
TransGauss [m_] :=m.Transpose [m]
Spur([m_]:=Sum[m[[i,i]],{i,Length[m]}]

NormQuad [m_] :=Simplify [Spur [GaussTrans [m]]]
Norm[m_] :=PowerExpand [Sqrt [NormQuad [m]]]

Guete[m_] :=Module[{a,s,n},
n=Length [m] ;
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s=NormQuad [Sym [m]] ;
a=NormQuad [Asym[m]];
Simplify[((n-1)*s-n*a)/((n-1)*s+n*a)]]

Dyad[x_,y_]:=Table[ x[[i,1]11*y[[j,1]],
{i,Length[x]}, {j,Lengthlyl} ]

PProj[v_] :=Module[{nq},

ng=NormQuad [v] ;
Dyad [v,v]/nq]
OProjl[v_]:=IdentityMatrix[Length[v]]-PProj[v]
Richt[v_]:=Simplify[v/Norm[v]]

CharPol[m_,1_]:=Det[m-1*IdentityMatrix[Length[m]]]

(* Prozeduren fuer 3 Dimensionen

*)

Edrei=IdentityMatrix[3]

Zdrei=Table[0, {3}, {3}]
DMat[a_,b_,c_,d_,e_,f_,h_,i_,j_1:={{a,b,c},{d,e,f},{h,i,j}}
SymDMat [a_,b_,c_,d_,e_,f_]:={{a,b,c},{b,d,e},{c,e,f}}
DVecla_,b_,c_]:={{a},{b},{c}}

DMatrix[m_Symbol] :=ToExpressionl[
{{ToString[m]<>"11",ToString [m]<>"12" ,ToString [m]<>"13"},
{ToString[m]<>"21",ToString[m]<>"22",ToString [m]<>"23"},
{ToString[m]<>"31",ToString[m]<>"32",ToString[m]<>"33"}}]

SymDMatrix [m_Symbol] :=ToExpression[
{{ToString[m]<>"11",ToString[m]<>"12",ToString [m]<>"13"},
{ToString[m]<>"12",ToString [m]<>"22" ,ToString [m]<>"23"},
{ToString[m]<>"13",ToString [m]<>"23",ToString [m] <>"33"}}]

Matrix[a_Symbol, n_Integer, m_Integer]:=
ToExpression[Table[ToString[a]<>ToString[i]<>ToStringl[j],
{i,n},{j,m}]

DVector [v_Symbol] :=ToExpression[
{{ToString[v]<>"11"},
{ToString[v]<>"21"},
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{ToString[v]<>"31"}}]

Vektor [v_Symbol] :=ToExpression[
{{ToString[v]l<>"x"},
{ToString[v]<>"y"},
{ToString[v]<>"z"}}]

MTmS [m_] :=Transpose [m] -Edrei*Spur [m]
FTrans[m_] :=(Edrei*Spur [m]-m) /2

MWurzel [m_] :=Module[{ew, wew, sqrd, trans},
ew=Eigenvalues[m] ;
wew=3qrt [ew] ;
sqrd={{wew[[1]1],0,0},{0,wew[[2]],0},{0,0,wew[[3]1]1}};
trans=Transpose [Eigenvectors[m]];
trans.sqrd.Inverse[trans]]

(* Prozeduren fuer Kreuzprodukte
und antisymmetrische Matrizen
in 3 Dimensionen

*)

Meps[v_]:={{ 0, -v[[3,11], wv[[2,1]1]1},
{ v[I[3,11], 0, -v[[1,1113,
{-v([2,11]1, wl[[1,11], 0 }}

Kreuz[x_,y_]:=(Meps([x]).y

Veps[m_]:={{m[[2,3]11-m[[3,2]]1},
{m([3,111-m[[1,3]113},
{m[[1,2]]-m[[2,1]]13}}

Vdual [m_] :=-Veps[m]/2

(* Prozeduren fuer Drehungen in 3 Dimensionen

*)

DrehM[v_] :=Module[{alpha, richt},

alpha=Norm[v];

richt=v/alpha;
Edrei+Sin[alpha]*Meps[richt]+(Cos[alpha]-1)*0Proj[richt]]

DrehMat [alpha_,richt_]:=
Edrei+Sin[alpha] *Meps [richt]+(Cos[alpha]l-1)*0Proj[richt]

DrehR[r_]:=-Richt [Veps[r]]
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DrehW[r_] :=ArcCos[(Spur[r]-1)/2]
DrehV[r_] :=DrehW[r]*DrehR[r]

(* Prozeduren fuer 6x6-Matrizen
und 6-er Vektoren

*)

KompMat[d_, sz_, se_, m_]:=

{{all1,11]1,dl[1,2]1],d4[[1,3]1],sz[[1,1]1],sz[[1,2]],s=z[[1,3]]3%},
{dl[2,1]1]1,d[[2,2]1]1,d[[2,3]1]1,sz[[2,11],sz[[2,2]1],s2[[2,3]1]3},
{da((s,1]1]1,d[[3,2]1]1,d4[[3,3]]1,sz[[3,1]1],sz[[3,2]1],s=z[[3,3]]},
{sell1,1]1]1,sel[1,2]],sel[[1,3]],m[[1,1]1],m([[1,2]],m[[1,3]1]},
{sel[2,1]1],se[[2,2]],se[[2,3]],m[[2,1]1],m[[2,2]],m[[2,3]]},
{sell3,11]1,sel[3,2]],sel[[3,3]1]1,m[[3,1]1],m[[3,2]]1,m[[3,3]11}}

KompVec[ax_, pol_]:=
{{ax[[1,111},{ax[[2,111},{ax[[3,1]1]13},
{pol[[1,111},{po1[[2,1]1]13},{pol[[3,1]1]1}}

DekompMat [m_,i_,j_]:=Module[{a,b},
a=3*i-2;
b=3*j-2;
{{m[[a,b]], m[[a,b+1]], m[[a,b+2]]3},
{m[la+1,b]],m[[a+1,b+1]] ,m[[a+1,b+2]]},
{m[[a+2,b]] ,m[[a+2,b+1]] ,m[[a+2,b+2]]}}]

DekompVec[v_, i_]:=Module[{a},a=3*i-2;
{{vlila,111},{vlla+1,11]1},{v[[a+2,1]1]1}}]

BlockNorm[M_] :={{Norm[DekompMat [M,1,1]],Norm[DekompMat [M,1,2]13},
{Norm[DekompMat [M,2,1]] ,Norm [DekompMat [M,2,2]]1}}

LastTrans[AB_] :=KompMat [Edrei, Zdrei, Meps[AB], Edrei]
LageTrans[AB_] :=Transpose [LastTrans [-AB]]

FDirekt [ff_] :=Module[{MD, LT},
MD=Vdual [DekompMat [ff,1,2] . Inverse [DekompMat [ff,2,2]1]];
LT=Vdual [-Inverse[DekompMat [ff,2,2]] .DekompMat [ff,2,1]];
LageTrans[-MD] .ff.LastTrans [LT] ]

SDirekt[ss_] :=Module[{MD, LT},
MD=Vdual [-Inverse [DekompMat [ss,1,1]] .DekompMat [ss,1,2]];
LT=Vdual [DekompMat [ss,2,1] . Inverse [DekompMat [ss,1,1]1]];
LastTrans[-LT] .ss.LageTrans[MD] ]



PermRot [R_] :=Module [{DD, DW},
DD={R, DiagonalMatrix[1,-1,-1].R,
DiagonalMatrix[-1,1,-1].R,
DiagonalMatrix[-1,-1,1].R};
DW=Table [DrehW[DD[[i]]], {i,4}];
DD[[Position[DW, Min[DW]][[1,1]1111]

FRealForm[f_] :=Module[{m,SVD,RotMess,RotLast},
m=DekompMat [f,2,2] ;

SVD=SingularValues [m] ;

RotMess=Part [SVD,1];

RotMess *= Det[RotMess];

RotMess=PermRot [RotMess] ;

RotLast=Part [SVD,3];

RotLast *= Det[RotLast];
RotLast=Transpose[PermRot [RotLast]];

Chop [KompMat [RotMess,Zdrei,Zdrei,RotMess] .
FDirekt [f] .KompMat [RotLast,Zdrei,Zdrei,RotLast]]]

BlockSMult[m_,d_]:=
{{m[[1,11]*d[[1,1]],m[[1,2]]*d[[1,1]1],m[[1,3]]*d[[1,1]1],
m[[1,4]11*d[[1,2]],m[[1,5]1*d[[1,2]1],m[[1,6]11*d[[1,2]1]%},
{m[[2,1]11*d[[1,1]],m[[2,2]1*d[[1,1]1],m[[2,3]1]*d[[1,1]],
m[[2,4]1*d[[1,2]],m[[2,5]1*d[[1,2]],m[[2,6]1]1*d[[1,2]]%},
{m[[3,111*d[[1,1]],m[[3,2]1*d[[1,1]],m[[3,3]1]*d[[1,1]],
m[[3,4]1*d[[1,2]],m[[3,5]1*d[[1,2]],m[[3,6]11*d[[1,2]]%},
{m([4,1]1]1*d[[2,1]],m[[4,2]]1*d[[2,1]],m[[4,3]]*d[[2,1]],
m[[4,4]1*d[[2,2]],m[[4,5]1*d[[2,2]],m[[4,6]1]1*d[[2,2]]%},
{m[[5,1]1]1*d[[2,1]],m[[5,2]]1*d[[2,1]],m[[5,3]]*d[[2,1]],
m[[5,4]11*d[[2,2]],m[[5,5]11*d[[2,2]],m[[5,6]1*d[[2,2]]},
{n([6,111*d[[2,1]],m[[6,2]]1*d[[2,1]],m[[6,3]1]*d[[2,1]],
m[[6,4]1*d[[2,2]],m[[6,5]1*d[[2,2]],m[[6,6]1*d[[2,2]]13}}

(* Prozeduren fuer 9x9-Matrizen und 9-er Vektoren

*)

DreiKompMat[a_, b_, c_, d_, e_, f_, g_, h_, i_]:=
{{allt,1]1],all1,2]1]1,all1,3]1],p([1,1]1],b[[1,2]],b[[1,3]],
cl[1,11],c[[1,2]1],c[[1,3]113},
{all2,11]1,all2,2]1],al[2,3]1]1,b[[2,1]1],p[[2,2]],b[[2,3]],
cl[l[2,1]1],c[[2,2]],c[[2,3]1]},
{all3,11]1,al[3,2]1],all3,3]1]1,b[[3,11],0[[3,2]1]1,b[[3,3]],
c[[3,1]1]1,c[[3,2]1],c[[3,3]1]1},
{arf1,111,d401,2]1]1,d[[1,3]1],el[1,1]1],el[[1,2]1],e[[1,3]],
fI001,111,f001,2]10,f[[1,31]13%,
{all2,111,d4l[2,2]1]1,d[[2,3]],e[[2,1]1],el[[2,2]1],e[[2,3]],
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£[[2,11],f[[2,2]1],f[[2,3]1]},
{da[[3,111,4[(3,2]1]1,d[[3,31],e[[3,11]1,e[[3,2]1]1,e[[3,3]],
f[[3,111,f[[3,2]11,f[[3,31]1},
{gll1,11]1,gll1,2]11,gl[1,3]1],n([1,1]1],n[[1,2]],h[[1,3]],
il[1,111,i[01,210,i0[1,3]11},
{gll2,111,gl[2,2]1],g[[2,3]1],n[[2,11],n[[2,2]1],n[[2,3]],
il[2,11]1,i[[2,211,i[[2,3]]},
{gl[3,111,g[[3,2]1,g[[3,31],h[[3,111,h[[3,2]1]1,h([[3,3]],
i[[3,1]1]1,i[[3,2]11,i[[3,3]11}}

DreiKompVec[a_, b_, c_]:=
{{all1,111},{all2,1]113},{al[3,11]1},
{b[[1,1]1]1},{b[[2,111},{p[[3,1]]1},
{cl[1,111},{c[[2,111},{c[[3,1]113}}

MDLTF[S_] :=Module[{AI, AIF, AIG, AIT, B2, Bi},
AT=Inverse[DekompMat[S, 1, 1]];
B2=DekompMat [S, 1, 2];

Bi1=DekompMat [S, 2, 1];
AIF=FTrans[AI];
AIG=GaussTrans[AI];
AIT=TransGauss [AI];
LinearSolvel[
DreiKompMat [Edrei, Zdrei, -Transposel[AIF],
Zdrei, Edrei, AIF,
-ATF, Transpose[AIF], FTrans[AIG] + FTrans[AIT] 1,
DreiKompVec [-Vdual [AT.B2], Vdual[B1.AI],
Vdual[B1.AIT-AIG.B2]] 1]

MDF[S_] :=Module[{AI, AIF, AIG, B2},
AI=Inverse[DekompMat[S, 1, 1]];
B2=DekompMat [S, 1, 2];
AIF=FTrans[AI];
AIG=GaussTrans[AI];
LinearSolve [KompMat [Edrei, -Transpose[AIF], -AIF, FTrans[AIG] ],
KompVec [-Vdual [AI.B2], Vdual[AIG.B2]] 1]

LTF[S_]:=Module[{AI, AIF, AITG, B1},
AT=Inverse[DekompMat[S, 1, 111;
Bi=DekompMat [S, 2, 1];
AIF=FTrans[AI];
AITG=TransGauss[AI];
LinearSolve [KompMat [Edrei, AIF, Transpose[AIF], FTrans[AITG] ],
KompVec [Vdual [B1.AI], Vdual[B1.AITG]] 1]
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A.3.2 Prozeduren zur Differentialgeometrie

(skskak sk sk sk sk sk sk ok sk ok ok ok ok ok o sk o s o o o ok ok ok sk sk ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok
Integrale Reduce-Prozeduren
fuer Mathematica angepasst und erweitert

("mproc" muss geladen sein)
S KK KK KKK KKK KK KKK K KK oK oK ok K oK K ok K ok K ok K ok K ok K ok K ok K ok ok K ok K ok ok Kok ok Kok ok K )

(* Vektor der aeusseren (testen!) Flaechennormale
*)
FNormale[x_,u_,v_] :=Module [{xx,xu,xv},
xx=x[u,v] ;xu=D[xx,u] ; xv=D[xx,v];
Richt [Kreuz [xu,xv]]]

(* Metrik der Flaeche
*)
FMetrik[x_,u_,v_] :=Module [{xx,xu,xv,ge,gf,ggl},
xx=x[u,v] ;xu=D[xx,u] ; xv=D[xx,v];
ge=Punkt [xu,xu] ; gf=Punkt [xv,xv]; gg=Punkt[xu,xv];
Simplify[{{ge,gg},{gg,gf}}]1]

(* Federmatrix, konstant
*)
FedKonstMat [richt_] :=Module [{PP,0P},
PP=PProj[richt];
0P=0Proj[richt];
Simplify [k1%PP+k2*0P]]

(* Federmatrix, isotrop
*)
FedIsoMat[richt_,k1_, k2_]:=Module[{PP,0P},
PP=PProj[richt];
0P=0Proj[richt];
Simplify [k1*PP+k2x0P]]

(* Federmatrix mit Zusatzrichtung
*)
FedFasMat[richtl_,richt2_,k1_,k2_,k3_,k4_] :=Module[{PP1,PP2,0P,ND},
PP1=PProj[richt1];
PP2=PProj[richt2];
0P=PProj [Kreuz[richtl,richt2]];
ND=Dyad [richtl,richt2]+Dyad[richt2,richt1];
Simplify [k1*PP1+k2*PP2+k3*0P+k4*ND] ]
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(* A fuer gegebenen Oberflaechenvektor x[u_,v_]

als unbestimmtes Integral

*)

AUnFed[x_,u_,v_]:=Module[{n, K, g, aint},
g=PowerExpand [Sqrt [Det [FMetrik([x,u,v]]]];
n=FNormale[x,u,v]; K=FedKonstMat [n];
aint=Integrate [K*g,ul;

Simplify[Integrate[aint,v]]]

(* B fuer gegebenen Oberflaechenvektor x[u_,v_]

als unbestimmtes Integral

*)

BUnFed[x_,u_,v_]:=Module[{n, K, g, bint},
g=PowerExpand [Sqrt [Det [FMetrik[x,u,v]]]];
n=FNormale[x,u,v]; K=FedKonstMat [n];
bint=Integrate[-(K*g) .Meps[x[u,v]],ul;

Simplify[Integrate[bint,v]]]

(* C fuer gegebenen Oberflaechenvektor x[u_,v_]
als unbestimmtes Integral

*)

CUnFed[x_,u_,v_]:=Module[{xx, n, K, g, cint},

xx=x[u,v];
g=PowerExpand [Sqrt [Det [FMetrik([x,u,v]]1]];
n=FNormale[x,u,v]; K=FedKonstMat[n];
cint=Integrate [-Meps [xx] . (K*g) .Meps [xx] ,ul ;
Simplify[Integrate[cint,v]]]

(* Einsetzen der Grenzen durch "oben minus unten"
*)
OmU[m_, u_, ul_, u2_, v_, vi_, v2_]:=Module[{ml11,m22,m12,m21},
mil=m /. {u->ul, v->vi};
m22=m /. {u->u2, v->v2};
mi2=m /. {u->ul, v->v2};
m21=m /. {u->u2, v->vi};
Simplify[mil + m22 - ( m12 + m21 )]]

A.3.3 Prozeduren zur direkten Auswertung

Mit diesen Prozeduren ist eine schnelle Ubersicht aller wichtigen Parameter zu einer
gegebenen Flexibilitdtsmatrix moglich. Die Matrix hat dazu in MATHEMATICA-
Syntax in einem einzelnen File vorzuliegen. Steitheitsmatrizen sind vor der Bear-
beitung zu invertieren und wieder herauszuschreiben.
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(***************************************************************

Prozeduren zur Ausgabe eines Reports und der Matrizen
sk sk sk sk sk ok sk ok ok ok ok sk ok sk ok sk o ok s o ok ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk s sk sk sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok )

TeXOut [FS_, file_]:=Module[{m, fn},

m=Table[ToString [N[FS[[i,j1], 311, {i,6}, {j,6}]1;
fn=0penWrite[file];

SetOptions[fn, FormatType->TeXForm];

Write[fn, "\[\left(\begin{array}{ccclccc}"];

Write[fn, m[[1,1]], " & ", m[[1,2]], " & ", m[[1,3]],

"& ", m[[1,4]], " & ", m[[1,5]], " & ", m[[1,6]], " \\", "\\"];
Write[fn, m[[2,1]], " & ", m[[2,2]1], " & ", m[[2,3]],

" & ", m[[2,4]], " & ", m[[2,5]], " & ", m[[2,6]], " \\", "\\"];
Write[fn, m[[3,1]1], " & ", m[[3,2]], " & ", m[[3,3]],

“& ", m[[3,4]1], " & ", m[[3,5]], " & ", m[[3,6]1], " \\", "\\"];
Write[fn, "\hline"];

Write[fn, m[[4,1]], " & ", m[[4,2]], " & ", m[[4,3]],

"& ", m([4,4]], " & ", m[[4,5]], " & ", m[[4,611, " \\", "\\"];
Write[fn, m[[5,1]], " & ", m[[5,2]], " & ", m[[5,3]],

“& ", m[[5,4]1], " & ", m[[5,5]]1, " & ", m[[5,611, " \\", "\\"I;
Write[fn, m[[6,1]1], " & ", m[[6,2]], " & ", m[[6,3]],

"& ", m[[6,41], " & ", m[[6,5]], " & ", m[[6,611];

Write[fn, "\end{array}\\right)\1"];

Close[fn]]

Mat2F [fn_] :={

MatFile=0OpenRead ["d:\\math\\"<>ToString [fn]<>".mat"];
F=Read[MatFile];

Print [MatrixForm[N[F, 3]1];

Print["F und MatFile sind nun global belegt."];
Close[MatFilel;};

FReport:=Module[{d, s2, s1, m, OMD, OLT, EVOMD, EVOLT,
SVD, RotMess, RotLast, S, a, b2, bl, c},

Print["File: ", First[MatFile],

" vom (Y, M, D, h, m, s) ", FileDate[First[MatFilel]l];
Print[" "];

d=DekompMat [F, 1, 1];

s2=DekompMat [F, 1, 2];

s1=DekompMat [F, 2, 1];

m=DekompMat [F, 2, 2];

Print["1. Information im Translationsanteil."];
Print[" "];

OMD=s2.Inverse [m] ;

OLT=-Inverse[m].s1;

Print["Guete. (M,D,S2,-B2): ", Guete[OMD]," (L,T,-S1,B1): ", Guete[OLT]];
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Print[" "];

Print["a) Antisymmetrischer Anteil"];

Print[" "];

Print ["Ortsvektor MD: ", Vdual[OMD]];

Print[" LT: ", Vdual[OLT]];

Print[" "];

Print["Abstand. MD: ", Norm[Vdual[OMD]], " LT: ", Norm[Vdual[OLT]]];
Print[" "];

Print ["Blocknorm vorher ", N[BlockNorm[F],31];

Print[" und nachher ", N[BlockNorm[FDirekt[F]],31];
Print[" "];

Print["b) Symmetrischer Anteil"];

Print[" "];

EVOMD=Eigenvalues[Sym[0MD]];
EVOLT=Eigenvalues [Sym[OLT]];
Print["Eigenwerte der Widerstandsmatrizen"];

Print[" (MD): ", EVOMD];
Print[" (LT): ", EVOLT];
Print[" "];

Print["Groesse des Widerstandsbereiches"];
Print[" (MD): ",
Max [Abs[EVOMD[[1]]-EVOMD[[2]]1],
Abs[EVOMD[[2]]-EVOMD[[3]1]],
Abs [EVOMD[[3]]1-EVOMD[[1]1111/2,
" (LT): ",
Max [Abs [EVOLT[[1]]1-EVOLT[[2]1]1],
Abs[EVOLT[[2]]-EVOLT[[3]1],
Abs [EVOLT[[3]]-EVOLT[[1]11]1/2];

Print[" "];
Print["2. Information im Rotationsanteil."];
Print[" "];

Print["Funktionelle Achsen: Matrix M"];
Print[" Guete: ", Guete[M]];
SVD = SingularValues [m];

RotMess = Part[SVD,1];

RotMess *= Det[RotMess];

RotMess = PermRot[RotMess];

RotLast = Part[SVD,3];

RotLast *= Det[RotLast];

RotLast = Transpose[PermRot [RotLast]];

Print[" Drehwinkel in Grad. Mess: ", N[180 DrehW[RotMess]/Pi],
" Last: ", N[180 DrehW[RotLast]/Pil];
Print[" Drehmatrizen"];

Print[" Mess: ", N[RotMess, 2]];
Print[" Last: ", N[RotLast, 2]];
Print[" Drehrichtungen Mess: ", DrehR[RotMess]];

Print[" Last: ", DrehR[RotLast]];
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Print[" "];
Print["3. Miscellana (Realform liegt vor)."];
Print[" "];

S=Inverse[FRealForm[F]];
a=DekompMat [S, 1, 1];
b2=DekompMat [S, 1, 2];
bl=DekompMat [S, 2, 1];
c=DekompMat [S, 2, 2];

Print ["Spurbedingung Spur/Norm. (B2): ", Spur[b2]/Norm[b2],
" (B1): ", Spur[bil]/Norm[b1]l];
Print[" "];

Print["Vorfaktor Einheitensysteme (L/M): ", Norm[Sym[OLT]]/Norm[Sym[OMD]]];
Print[" "];

Print["Stimmigkeit der Kraftkomponenten: Matrix A"];
Print[" Guete: ", Guetelall;

SVD = SingularValues/[a];

Print[" Orthogonale Matrizen"];

RotMess = Transpose[Part[SVD,3]];
S=Transpose [Part [SVD,3]] .Part [SVD,1];

Print[" Polar: ", N[S, 2]1;

Print[" Mess: ", N[RotMess, 2]];

RotMess *= Det[RotMess];

RotMess = PermRot[RotMess];

RotLast Part [SVD,1];

Print[" Last: ", N[RotLast, 2]];

RotLast *= Det[RotLast];

RotLast = PermRot[RotLast];

Print[" Drehwinkel in Grad. Polar: ", N[180 DrehW[S]/Pil,

" Mess: ", N[180 DrehW[RotMess]/Pi],

" Last: ", N[180 DrehW[RotLast]/Pil];

Print[" Drehrichtungen. Polar: ", DrehR[S]];
Print[" Mess: ", DrehR[RotMess]];
Print[" Last: ", DrehR[RotLast]];

Print[" Polarzerlegung"];
Print[" L: ", N[S.a, 1]11;
Print[" R: ", N[a.S, 11]1;

Print[" "];

Print["Naive Vorlast"];

Print[" Kraft (B2): " , Vdual[b2]];
Print[" Kraft (B1): " , Vdual([bil]l;

Print[" Drehmoment (C): " , Vduallcl];]

(* File aussuchen

*)

Print[FileNames["*.mat", "d:\math"]]



Anhang B

Miscellana

In diesem Abschnitt sollen einige Objekte untersucht werden, die moglicherweise
spater einmal von Bedeutung werden konnten.

B.1 Widerstandsachsen

Im Allgemeinen existiert kein einzelner Punkt mehr mit den Eigenschaften eines
Widerstandszentrums. Die Abschwiachung dieser Wunscheigenschaften zu Minimie-
rungsproblemen fithrte in 2.2.5] zur Definition des elastischen Zentrums. Ein anderer
Definitionsversuch fiihrte auf eine Punktmenge, die Aufpunktfléiche.

Die Bedingungen an das Widerstandszentrum koénnen statt formal auch mit ei-
ner geometrischen Motivation abgeschwécht werden: Statt Forderungen an einen
einzelnen Punkt W zu stellen

fiir alle Krafte mit Wirkungslinien durch W. ..
fiir alle Drehungen mit Achsen durch W. ..

zeichnet man fiir Punkte P mit

es gibt Kraftwirkungslinien durch P fir die oilt T(P)=0<60=0
es gibt Drehachsen durch P e sl dd(P)=0<F=0

eine ganze Punktmenge aus, genauer Geraden im Raum. Diese Geraden, die Wi-
derstandsachsen, beriihren die Aufpunktfliche da sie spezielle Schraubachsen mit
verschwindendem Schraubanteil sind. Widerstandsachsen sind also im Raum lie-
gende Geraden, langs derer sich die Aufhdngung benimmt, als habe sie ein Wider-
standszentrum. Falls sich mehrere solcher Achsen finden lassen, die stetig ineinan-
der iibergehen und von nur einem Parameter abhdngen, mochte ich diese zu einer
Fliche zusammenfassen, der Achsfliche.
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B.1.1 Die Achsfliche

Die Achsflache ist die Menge aller Widerstandsachsen. Als einparametrige Menge
von Geraden ist sie eine Regelfliche; als zweiparametrige Schar wére sie, wie die
Menge aller Schraubachsen selbst, eine Geradenkongruenz. Existiert ein Wider-
standszentrum, so entartet sie zum gesamten Raum.

Es wird sich in diesem Abschnitt zeigen, dafl sie entweder ein einschaliges Hyperbo-
loid oder eine Kombination aus Koordinatenebenen bzw. Koordinatenachsen ist.
Falls die Widerstandsachsen in einer Doppelebene liegen, ist ihnen je Ebene ein
Punkt gemeinsam.

Das Koordinatensystem liege im elastischen Zentrum Z. Es sollen die obigen For-
derungen auf die Komponenten der hier als symmetrisch vorausgesetzten Flexibi-
litdtsmatrix iibertragen werden. Dann gilt in Z

(%)= (5 3%)(r),

Sei P ein Punkt einer Widerstandsachse. Auf einem solchen Punkt hat die Flexi-
bilitdtsmatrix die Gestalt

D S;—Qz;pM
o= D S

ST+ MQyp M

und das Entkoppeln von Translationen und Rotationen nach Definition bedeutet
nun fiir eine reine Kraft

od\ Dp Sz —QzpM \ [ F
0 /), \ S;+MQy M o), "’

bzw. fiir eine reine Drehung

0\ _ Dp Sz —QzpM \ [ 0
60 ), \ S;+MQyp M T ),

Es ergibt sich also
0= (S, +MQzp)F=M(M'S,+Qzp)F
fiir die Kréfte, und

0= (87— QzpM)T = (Sz — QzpM) M50 = (S, M~ — Q1) 66

fiir die Drehungen. Mit der Matrix SM ™! = W, die im elastischen Zentrum sym-
metrisch ist, lassen sich beide Gleichungen mit dem linienfliichtigen Richtungsvek-
tor r zu

(W +Qzp)r=0 (B.1)
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zusammenfassen ™ Da M nichtsingulér ist, miissen jeweils die Matrizen in den
Klammern singulér sein. Es folgt notwendig

det (W + QZP) =0 . (BQ)

Wegen (A5 ist Qzp im System der Eigenvektoren von W wieder antisymme-

trisch. Seien w; die Eigenwerte von W und ZP = (z,y, 2)" die Komponenten des
Aufpunktes der Widerstandsachse. Dann folgt im Eigensystem von W

wy Fz oty
det (W £ Qzp) = +z wy Fx
Fy £r ws

= wjwows F xYyz £ xYyz + wlsc2 -+ w2y2 -+ w322
_ detW + ZP WZP |
und die Gleichung der Achsflache
0 = det(W —Qyp)
— detW +ZP WZP (B.3)

2 2 2
= W WaW3 + W1 ZT” + Wey” + W32z

beschreibt eine zum elastischen Zentrum symmetrische Fliache zweiter Ordnung.

—

Ist nun x ein Punkt dieser Flédche, so muf} eine Losung p := ZP zusammen mit
dem linienfliichtigen Richtungsvektor r, also wahlweise F' oder 660 eine Gerade im
Raum beschreiben, also

r=p+Ar

In der Tat gilt, falls ein Punkt P und eine Richtung » mit den gewiinschten Eigen-
schaften existieren, fiir alle Punkte der Geraden

W) r=W=xQ, ) r=W=xQ,£A2)r=W=xQ,)r=0
Aus dieser Gleichung folgt fiir den Aufpunkt
0=p" WEQ)r=p WrLp'Qur=p" Wr (B.5)
und fiir den Richtungsvektor selbst

O=r" WxQ)r=r"Wrtr"Qr=r"Wr . (B.6)

Hitte man diese Uberlegungen mit einer nichtsymmetrischen Ausgangsmatrix angefangen,
so bekdme man statt (B-2) die zwei Gleichungen

(M7151+QLP)F=(WL+QLP)F = 0 und
(Q]MP_S2M71)50(QN1P—WM)50 =0

Die folgende Untersuchung wire dann fiir Lastsystem und Meflsystem je einmal durchzufiihren.



249

Der Richtungsvektor ist demnach auch Element einer Fliche zweiter Ordnung.

Die Gleichungen und kénnen dazu verwandt werden, die Art der Achs-
fliche ndher zu spezifizieren. Die Unterscheidungskriterien sind hier die Vorzeichen
der einzelnen Eigenwerte w;. Da die Gleichungen mit —1 durchmultipliziert werden
konnen, ist die erste Komponente oBdA. immer > 0.

sign(wy, wy, w3) p"Wp+detW =0 r"Wr =0

+ + + keine reelle Losung Nullpunkt

+ + - einschaliges Hyperboloid elliptischer Doppelkegel

+ — 0 zwel sich schneidende Ebenen | zwei sich schneidende Ebenen
+ + 0 Koordinatenachse Koordinatenachse

+ 0 O Koordinatenebene Koordinatenebene

0 0 0 gesamter Raum gesamter Raum

Im ersten Fall gibt es zu keiner Richtung einen passenden Aufpunkt und damit
auch keine Widerstandsachse. Bis auf den letzten Fall, der bei einem Widerstands-
zentrum vorliegt, gibt es immer Richtungen im Raum zu denen kein passender
Aufpunkt existiert. Daher ist es nicht moglich, eine der Aufpunktfliche dhnliche
Menge solcher Punkte zu allen Richtungen zu gewinnen. Da keine absoluten Glieder
in den Definitionsgleichungen auftauchen, kann die Achsfliche kein hyperbolisches
Paraboloid sein, eine weitere nichttriviale Regelfliche, welche gleichzeitig Flache
zweiter Ordnung ist.

Als Néchstes sollen die Richtungen 7 néher untersucht werden. Die Gleichung (B.2])
besagt, dafl eine Zeile der Matrix W £, etwa die dritte, als Linearkombination

durch die beiden anderen ausgedriickt werden kann. Eine Losung r = (rq, 72, 73)"
des homogenen Gleichungssystems

wp —=Z Yy T
Z Wy —X r9 | =0
-y r w3 T3

sollte das Kreuzprodukt der ersten beiden Zeilen der Koeffizientenmatrix sein, also

w1 z 20X — Wy
r=| —z | x| w |=| yz+wz . (B.7)
Y — 22+ W1 W9

In der Tat ergibt sich damit fiir die dritte Zeile

20X — Wy
(—y, =z, w3) | yz+wa
22 4+ wiwe
= —y(zz — wey) + z(yz + wir) + wy(2? + wiwy)
—YT + w2y2 + Yz + w1x2 + w322 + wiwows
= detW +p"Wp=0
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Dadurch, dafl die dritte Zeile eine Linearkombination der ersten beiden ist, liefert
die analoge Uberlegung fiir zwei andere Zeilen keine grundsétzlich neuen Losungen.
Die gewonnene Losung (B.7) ist also prinzipiell bis auf Vorfaktoren eindeutig. Es
kann aber vorkommen, daf} eine Parametrisierung der Aufpunkte mit der Formel
(B.Z) nicht alle Richtungen liefert. Das ist der Fall, wenn die Matrix W selbst
entartet ist. Dann ist es giinstiger, das Kreuzprodukt zweier anderer Vektoren zu
verwenden, etwa

2 —y 2% 4 wows
r=| wy [ x| z |=| 2y—wsz : (B.8)
— w3 2T + W2y

Durch Nachrechnen kann man sich ferner unter Verwendung von (B.2)) iiberzeugen,

daf diese Losung mit den Gleichungen (B.6) und (B.5]) vertriglich ist.

Sei im Folgenden w; > 0, d. h. die Vorzeichen werden explizit angeschrieben. Das
einschalige Hyperboloid
x2w1 + y2w2 — 22w3 = W1 WoW3

hat den Kehlkreis
x /W1ws COS ¢

y | = Jwiwssing ,
z 0

der hier eine Parameterdarstellung der Aufpunkte ist. Mit (B.7) ergibt sich eine
Darstellung des Hyperboloiden als Regelfléche

x \/W1Ws COS ¢ Wa/W1wW3 Sin ¢
y | = Vwiwssing | + A | —wi/wswscos o

z 0 W1 Wa

Dreht man nun den Umlaufsinn des Kehlkreises um, so erhélt man die andere Schar
von Erzeugenden, also insgesamt

T JWwiws cos ¢ Fwg /w1 ws sin ¢
y | = | £Jwiwssing | + A | —wi/wows cos ¢
0

z w1 W2

Analog erhélt man fiir die beiden sich schneidenden Ebenen mit der Gleichung

0 = 2wy — yPws = (ay/7 — y/3) (/W1 + yy/3)

die Darstellung

T /w2 T pwz/wy
Y = tpuwr |+ A —pwJws,
z 0 —WWsa

/W2 T/ W2
= j:,u\/wl + )\\/’LUl’LUg — A/ W1
0 —+/ W1 W2
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Besonders interessant ist nun die Umparametrisierung

x Hy/ W2 T/ W

Yy = tuyw; |+ (A1) | —pun
z 0 — /Wi Wy

[/ W2 F 1o/ w2 F /w2

= | £y | £ —pywr |+ A —pwr
0 NS — T,

0 Fiuy/in

= 0 + A —py/wry

T/ Wi1W2 —y/ W1W2

Allen Geraden einer Ebene ist daher der Punkt &, /w;ws der z-Achse gemein. Des
weiteren steht der Vektor
VW1

n .= F+/ W2
0

auf allen diesen Geraden senkrecht. Wegen des gemeinsamen Aufpunktes liegen
diese Geraden in jeweils einer Ebene, die dadurch in der Punkt-Normalen-Form
beschrieben ist. Beide Ebenen schneiden sich in der z-Achse.

Mit der Parameterdarstellung der Aufpunkte (0,0, z) beginnend versagt hier iibri-
gens die Formel (B.7)). Erst mit (B.8) erhélt man die andere Parameterdarstellung

0 WoWs3
0 + A | Frws ,
+z 0

der man die obigen Eigenschaften der beiden Ebenen nicht mehr so unmittelbar
ansieht.

Die Gegenbeispielfliche aus Abschnitt (.1.4l mit A = 1 hat beziiglich des Systems
der Eigenvektoren die Widerstandsmatrix W = diag (—1,1,0). Entsprechend ist
die Achsflache eine Doppelebene mit den Aufpunkten

0
P12 = 0
F1
und den Normalenvektoren
1
Ny = +1 )
0

die Ebenen korrespondieren also mit dem oberen und unterem Grat der Aufpunkt-
flache, vgl. Abb. 2.6l Die Schraubachsen schneiden sich dabei im obersten bzw.
untersten auf der z-Achse gelegenen Punkt der Fliche.
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B.2 Das ebene Widerstandszentrum

In diesem Abschnitt sollen die élteren Resultate beziiglich des Widerstandszen-
trums fiir ebene Aufhingungen im jetzigen Formalismus dargestellt und dabei
iiberpriift werden. Gleichzeitig ist das ein Test fiir den von mir verwendeten For-
malismus; es muf ja ein ,,Schwerpunkt der Federkréfte® existieren. Da die von mir
verwendete Definition des elastischen Zentrums angewandt auf ebene Authéngun-
gen nicht die gewiinschten Resultate liefert, vgl. 2.2.4.2] muf fiir ebene Authéingun-
gen eine passendere Definition gefunden werden. Damit wird die Liicke zwischen
der zweidimensionalen Rechnung der Einleitung [Tl und dem spéter entwickelten
Formalismus geschlossen.

B.2.1 Definition des ebenen Widerstandszentrums

Die Lage einer Ebene im Raum ist gegeben durch einen Aufpunkt und eine Ebe-
nenormale n. Ein Ebenes Widerstandszentrum E als Aufpunkt einer solchen Wi-
derstandsebene liege genau dann vor, wenn

ein reines Drehmoment in Normalenrichtung
eine reine Kraft senkrecht zur Normale und durch das Zentrum

eine reine

Drehung in Normalenrichtung mit Achse durch das Zentrum
Translation senkrecht zur Normale

zur Folge hat. Mit den zu n gehérenden Projektoren ausgedriickt heifit das

F\ & 0 - d \ E 0
T ) \ PlT 56 ) — \ Plse
F\ g [ P'F o4 e pPtd
T ) 0 0 ) 0
Ubertragen auf die Komponenten der Steifheitsmatrix mit

(o)~ (s cr)(r)

lautet das
0 = BgP! (B.9)
0 = P'CyP! (B.10)
0 = Plagpt (B.11)
0 = BLP- . (B.12)
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Diese Gleichungen kénnen besser verstanden werden, wenn man die zu ihren Zah-
lenwerten gehorenden linearen Endomorphismen betrachtet. Die zweite Gleichung
(B.I1I) etwa besagt, dafl das Bild C'gn von n wieder parallel zu n ist, d. h. da n
Eigenvektor von C'g ist. Dieses Eigenvektorproblem héngt iiber die Matrix C' g vom
gewdhlten Koordinatensystemursprung ab, und stellt so eine starke Einschrankung
an die Losbarkeit des Problems dar. Die dritte Gleichung (B.12) lautet transpo-
niert P*ATP! = 0, und wegen A7 = A muB n auch Eigenvektor von A sein,
wobei dieses Eigenvektorproblem nicht vom Aufpunkt abhéngt. Daher kann ein
ebenes Widerstandszentrum nur dann existieren, wenn eine Achse konstanter Heli-
zitét, also ein Eigenvektor von AC g, als Ebenennormale fungiert. Weiterhin liegen
die Bilder von Vektoren aus (n)" wieder in (n)", so daB, wenn man m auf eine
der Koordinatenrichtungen dreht, A und C' eine Blockdiagonalstruktur besitzen,
welche den Raum orthogonal in (n) und (n)" zerlegt; etwa fiir n = e.

0
0
*

O ¥ *
O % %

Die Gleichungen (B.10) und (B.12)) konnen ebenso als lineare Endomorphismen
besser verstanden werden. Dann némlich gelten die folgenden Aussagen (vgl. [30]

§21):
() ™ Kern(B) = (Im(B"))" = Im(B") = (n)*
m)t B2 Ken(BT) = (Im(B))*" = Im(B) = (n)

die starke Einschrinkungen an die Matrix B stellen; wieder fiir n = e, hat Bg
die Struktur

0 0
0 0
* ok

o O O

und B hat Rang 1. Existiert nun ein Widerstandszentrum, so gilt By = AQ g,
und Q5 = A 'Bjg hat dieselbe Struktur wie Bg. Da das aber nur moglich ist
fiir Z = F wird Kklar, daf}, falls ein Widerstandszentrum existiert, dieses mit dem
Ebenen Widerstandszentrum iibereinstimmt.

B.2.2 Eine allgemeine ebene Aufhingung

Die Bedingungen aus dem letzten Abschnitt sind nun fiir eine allgemeine ebene
Authéngung mit

ki ks O 0
K=\ ki k 0 und n=| 0
0 0 ks 1
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explizit nachzupriifen. Es folgt

Lk Xks O a; ay O
A = ﬁK(zm Tky 0 ):(a4 az o)

0 0 Ekg 0 0 as
ki ks O 0 0 —y
B = —Zfzmzﬂ ke ks 0 |0 0
0 0 ]fg Yy — 0
0 0 —/ﬁy + k4£l?
== 0 0 k’gl’ — /{Z4y
k?gy —k'gl’ 0
0 0 —y 0 0 —kyy + kg
Cc - —ZfQKQ: 0 0 =« 0 0 kot —kyy
y —x 0 ksy —ksx 0
ksy*  —kszy 0
= ﬂ —ksxy  ksa? 0
0 0 k‘ly2 — 2k4:1:y + k2x2

An dem Aufbau von A und C lassen sich sofort die gewiinschten Bedingungen

(BII) und (BI2) verifizieren. Die Bedingungen (B.I0) und (B.I2) fithren beide

auf die Gleichungen

welche die Bestimmungsgleichungen fiir die Koordinaten von E sind. Mit der Trans-
lation z = xp + & und y = yp + n erhélt man das folgende Gleichungssystem fiir
das Ebene Widerstandszentrum F

Q2Xp — Q4Yp = ﬂ ko — ﬁ kan
—Tg +nyYyg = ﬁ kyn — ﬁ ka&

mit der Losung

( TE > _ 1 ( ay (L ko€ — T hkan) + ag (L han — T kaf) ) (B.13)
YE ajas — aZ a2 (E kin — Elﬂf) + ay (E kol — Ekw) ' '

Das ist der gesuchte Mittelpunkt der Federkréfte einer allgemeinen ebenen Aufhén-
gung. Selbst diese Formel entspricht noch nicht dem Schwerpunkt der Aufhdngung;
daher soll im Folgenden untersucht werden, wann das der Fall ist.
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B.2.3 Vergleich mit dem Schwerpunkt der Aufhingung

Fiir ein Medium ohne Scherelastizitat gilt k4 = 0 und a4 = 0. Dann aber folgt

Ye aras \ a2 JLkin L kin/ Lk 7 ‘
wobei die ,,Massen“ der Aufhdngung gerade die sind, die zu den senkrechten Kom-
ponenten gehoren. Bei isotropen Aufhdngungen ist k1 = ko =: k, und man darf

durchaus von der ,,Starke® einer Authdngung sprechen. In diesem Fall erst ist, wie
auch aus dem rdaumlichen Fall bekannt, die Analogie zum Schwerpunkt perfekt, es

gilt dann
()-8
ye ) Yk \ XLkn 7

und die Federstédrke £ hat die Rolle der Masse iibernommen. Fiir eine konstante,
aber nicht notwendigerweise isotrope Aufhingung kiirzen sich die Stérken in der
jeweiligen Richtung heraus, und es folgt

(2)-(2)
YE Y1\ Xn ’

was diesmal als rein geometrischer Schwerpunkt der Aufhdngung gedeutet werden
kann.

B.2.4 Im raumlichen Formalismus

Die rdumliche Formel fiir das elastische Zentrum liefert mit a := (ajas — ozi)_1 zum
Vergleich mit den obigen Ergebnissen

A
—
aay —aays 0 0 0 — T ky + I kg
= — —aay aa; 0 0 0 L kox — FLkay
0 0 agl Lksy —Aksx 0

0 0 alas(Tky — Lhaz) + ag (Thow — Lhay)] \*

— 0 0 alay (Lhor — Lhay) + as (Lhry — T kaz)]
Lksy  Ihse 0

Die Ubereinstimmung der Formel (BI3) in £ mit den Elementen €213 und €293
1iBt hoffen, dafl sich ein der rdumlichen Formel &hnelnder Ausdruck finden laf3t;

auf den ersten Blick wiirde man statt z = — (A_1B>D als Abwandlung einfach

D
zgp = —2 (A_IBPLD erwarten, da nur noch die eine Halfte der Matrixelemente
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in die Rechnung eingeht. Die nun folgende Rechnung liefert aber zusétzliche Terme,
die in Richtung der Ebenennormale liegen.

Falls ein gemeinsamer Eigenvektor zu A und C an einem oder mehreren bestimm-
ten Punkten existiert, wird £ wie im letzten Abschnitt bestimmt aus den Glei-
chungen

0 = BgpP! = (B+ AQup) P! (B.15)
0 = BLP!=(B+AQ) P =(B"-QopA)P. . (B.16)

Fiir den Rest dieser Rechnung mochte ich die Subskripte weglassen. Formt man
(BI5) in die Form QP! = —A~'BP!l um, so erhélt man mit (A10)

- (A—lBPH)D — PI"OE = ; (sp(P!) 1~ PI)OE = ;PLO_E ,

also fiir den senkrechten Anteil von OE wie erwartet
P'OE=-2(A"'BP!)" (B.17)
wobei die rechte Seite dieser Gleichung wegen
D
n’ (A_lBP”) = NiEjk (A_1B>ﬂ nng =0

—

tatséchlich keinen Beitrag parallel zu n liefert. Aus (B.I6) erhdlt man mit « := OF
durch Dualisieren

D D [@&I0) F 1
(B"P')" = (QAP')" =" (AP') == (Sp(AP" ) - AP')x
2
Da die senkrechte Komponente von @ bereits bekannt ist, kann man nach Multi-
plikation mit Pl wegen Pl AP+ = 0 folgern, daB

— 2 D
PlOE=Plz= = pl(B"Pt
* = Spapny (B

Nun gilt aber
(87p4)" = (-PB) =~ (p'B)" = - (-0iB)

G 0,B) n

D

—_

=5 (Sp(2B)I - ,B)n

und mit
Sp(QnB) = gijknjBki = @kinmj = BJDTL] = nBD
erhélt man insgesamt fiir das ebene Widerstandszentrum die Formel

—

OE = PIOE+ PtOE
1
— —2(a'BP!)" 4

| gD
Sp(APl>PB . (B.18)
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Bis auf den Zusatzterm entspricht diese der obigen Vermutung.

Diese Formel besagt, daf}; falls eine Richtung (und ein Bezugssystem) mit den
gewiinschten Eigenschaften gefunden werden kann, immer ein ebenes Widerstands-
zentrum existiert. Das Hauptproblem liegt also bei der Bestimmung des Norma-

lenvektors, insbesondere bei realen Daten. Einfacher ist die vorldufige Bestimmung
von zg aus (B.IH) und (B.16) und die Uberpriifung der Losung an Cg.

Der erste Teil der Formel (B.18) 148 sich im elastischen Zentrum etwas verbindlicher
schreiben. Fiir den senkrechten Anteil folgt mit der Definition der Dualisierung

(3.9

(PLZ_]é) - 9. _;gzjk (A'B)
gijk (—Wn) - N
— (nx (Wn)),

'3 )

)

also in Worten

Existiert das Ebene Widerstandszentrum, so liegt es auf einem Lotfufs-
punkt der Achsfliche beziiglich der Widerstandsebene.

B.3 Der lineare Zwangskontakt

In der Natur sind Synarthrosen und Diarthrosen oft mechanisch gekoppelt, etwa
bei den Wirbelbogengelenken oder bei den Approximalkontakten der Zahne.

Fiir kleine Auslenkungen bekommt man in nicht allzu weit entfernten Punkten P
eine wiederum kleine Auslenkung. Ist nun P der Kontaktpunkt eines Gelenkes, also
der Beriihrpunkt der Gelenkflidchen einer Synarthrose, so lassen sich beide Flachen
in der Umgebung dieses Punktes durch die gemeinsame Schmiegeebene approxi-
mieren. Abgesehen also von der Wanderung des Kontaktpunktes wihrend der Be-
wegung — welche nur Effekte in zweiter Ordnung hervorruft — findet die Bewegung
des Kontaktpunktes fiir geniigend kleine Auslenkungen in dieser Schmiegeebene
statt.

Dann aber lassen sich die Zwangsbedingungen mathematisch durch lineare Glei-
chungen beschreiben, was das Problem l6sbar macht. Andere Zwangsbedingungen,
wie z. B. eine dimere Ketté? fithren auf nichtlineare Gleichungen und stellen einen

2Zur Erklirung dieses Modells der Bewegung organischer Gelenke vgl. etwa [16] oder [49].
Eine dimere Kette ist ein Kontakt aus als Kreise gendherte Schnitten durch die Gelenkflichen
in der Ebene der gedachten Bewegung. Da die beiden Mittelpunkte M; und My der Kreise
in allen Bewegungszustédnden konstanten Abstand haben, ist die Anzahl der Freiheitsgrade um
einen reduziert. Dieses Modell ist streng genommen, wie der lineare Zwangskontakt auch, auch
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dann vor mathematisch héchstens noch in sehr speziellen Féllen 16sbare Aufgaben.
Fiir die Anschauung sind sie dennoch brauchbar.

Daher halte ich lineare Zwangsbedingungen fiir angemessen, um die Bewegungsein-
schrankung z. B. durch Approximalkontakte oder Wirbelbogengelenke fiir kleine
Bewegungen zu beschreiben.

Es soll der ungefesselte mit dem gefesselten Fall verglichen werden. Die gefesselten
Groflen werden im Folgenden mit einem Strich gekennzeichnet, etwa *’.

B.3.1 Angreifende und tatsichlich wirkende Lasten
Im Punkt P wirkt sich die Fesselung wie folgt aus:

1. Drehmomente werden nicht beeinflufit, d. h.
Ty =Tp
2. Der zur Normalen m der Schmiegeebene paralle Anteil der im Kontakt-

punkt P angreifenden Kraft wird von der Gelenkfliche aufgefangen, d. h.
die tatsdchlich auf die elastische Authingung wirkende Kraft ist

Fp'=Fp—PlFp=P:Fp

3. Das wird nun als neues, in P wirkendes Lastsystem f’' aufgefafit, also im
Matrixformalismus insgesamt

1
f’=(1f)" ?)f
T

Als Néchstes wird die Wirkung der Fesselung im Punkt A betrachtet. Dazu sind
drei Schritte notig:

nur lokal giiltig, da die Gelenkflichen iiber den Bewegungsbereich eine verinderliche Kriimmung
haben. Fiir annihernd ebene Bewegungen und ungefihr konstante Kriimmungen sollte dieses
Modell aber eine gute Approximation der tatséichlichen Bewegung iiber einen grofien Bereich
liefern. Die Bewegung einer dimeren Kette kann im ebenen Fall auf die beiden Freiheitsgrade
zweier Scharniergelenke mit konstantem Abstand reduziert werden, sie ist dann flichenlaufig.
Wegen dieser technischen Bauform trégt die dimere Kette auch den Namen Gelenkzweischlag.
Die zugehorige auch im rdumlichen Fall angemessene Nebenbedingung

2

‘MlMg = const

ist quadratisch, und daher sind dimere Ketten nicht Gegenstand dieses Kapitels. Das rdumliche
Pendant einer dimeren Kette, etwa eines inkongruenten Eigelenkes, ist eine Anordnung aus vier
um 90° verdrehten Scharniergelenken.
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1. Transformation fp = Tpafa,
2. Fesselung fp' = Zpfp und

3. Riicktransformation fu' = Tapfp',

also insgesamt
Zarpy =TarZpTpa

Die Komponenten der Fesselungsmatrix ergeben sich nun iiber
=z B I o0 P 0 I o
AP T Qup T 0 I)\ Qpa I
_ I 0 P: 0
o\ Qup I Qpa 1
B P 0
T\ QupPL 4+ Qps T
Mit Qap Py +Qpa = Qpa—QpaPyy = Qpa (I — Pyy) = QpaP) folgt schlieBlich

P 0
Zap) = ( QpaP), I )

Aus der eben hergeleiteten Beziehung folgt aber sofort

TaZap)y = TpaTapZpTpa = TppZpTpa = TppZpTppTpa

= Zpwp)Ipa

also daf} es gleich ist, ob man zunéchst die Last transformiert und dann die Fesse-
lung wirken 1483t, oder umgekehrt. Daher kann tatséchlich von einem dquivalenten
gefesselten Lastsystem gesprochen werden. Die Fesselung 1483t sich offenbar in jedem
Punkt durch eine lineare Abbildung der Lasten beschreiben, ein Grund, weshalb
ich diese Art des Zwangskontaktes linear genannt habe. Der andere Grund ist die
Form der Zwangsbedingung selber. Die Gleichung n” F = 0 lautet in verallgemei-
nerten Koordinaten

Tg=0

mit 27 = (nT, OT). Sie ist ebenfalls linear.

B.3.2 Tatsidchlich mo6gliche Lagen

Eine Einschréankung der Bewegung im Ortsraum, wieder im Punkt P, wirkt sich nur
auf die Translation ddp aus. Die lineare Fesselung wirkt offenbar nur auf die polaren
Vektoren, d. h. auch die Zwangsbedingung fiir die Lagen wird mit demselben Vektor
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2z beschrieben wie fiir die Lasten. Analog zu den Uberlegungen fiir die Lasten gilt
fiir die Lagen
50})/ = (5013 und (Sdpl = Pi(;dp s

also im Matrixformalismus wieder
dqp’ = Zpdqp

Mit dem Transformationsverhalten der Lagen erhdlt man nun zum Punkt A mit
ZT = Zp das Verhalten

T T
044" = TEZpTinoan = (T ZETra) 0aa = (T ZpTra) d0a = Z5p)00a

Durch Transposition der entsprechenden Gleichung fiir die Lasten folgt wieder die
Vertauschbarkeit von Translation und Fesselung

Zg(P)TATB = TEBZ};(P) )

und es kann, wieder analog zu den Lasten, von linear gefesselten Lagesystemen
gesprochen werden. Damit ist auch eine lineare Abbildung zwischen den gefesselten
Lasten und Lagen in allen Bezugssystemen linear.

B.3.3 Die Flexibilitdtsmatrix eines linear gefesselten Sys-
tems

Die Flexibilitdtsmatrix soll wieder als lineares Input-Ouput-Modell fiir ¢'(f") be-
trachtet werden. Damit bekommt man die Flexibilitdtsmatrix des gefesselten Sys-
tems iiber die drei Schritte

1. Die angreifende Last wird auf die tatséchlich wirkende Last zurechtgestutzt,

2. die Flexibilitdtsmatrix liefert die zur tatsichlich wirkenden Last gehorenden
Auslenkungen des ungefesselten Systems, und

3. auf diese von der elastischen Aufhdngung allein angestrebten Lagen wirkt die

Fesselung erneut.

Insgesamt erhélt man die Flexibilitdtsmatrix eines gefesselten Systems als Produkt
der drei diese Operationen beschreibenden Matrizen, also

Fa = Z} pyFaZap)

Die Gesamtmatrix ist offenbar wieder symmetrisch. Da die Fesselungsmatrix Z
Projektoren enthélt, ist die gefesselte Flexibilitatsmatrix F’ nicht mehr invertier-
bar, zumindest nicht im gesamten Raum.
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Ausgehend von der urspriinglichen Flexibilitdtsmatrix ergeben sich nun die Kom-
ponenten der Flexibilitatsmatrix des gefesselten Systems. Da der Parallelprojektor
PﬂL immer im Zusammenhang mit 2p4 auftaucht, erhdlt man mit Z := Qp APlL

ro — [ Po —PiQpa D S P: 0
4 0 I ST M Qp Pl T

([ Pr Z D S P 0

- 0o I ST M Z I

(Pt Z" DP++S8Z S

- 0 I S'TPt+MZ M

_ (P (DP'+82)+Zz"(S"P'+MZ) P'S+Z'M
STPt+MZ M

 ( P'DP'+P'SZ+Z"S"P"+Z"MZ P*S+Z'M

- STpt+MZ M

Die Teilmatrix M héngt offenbar nicht von der Wirkung eines linearen Zwangskon-

taktes ab — ein weiterer Grund, sie fiir die Normal- und Realform einer elastischen
Matrix heranzuziehen.

An den gednderten Nebendiagonalmatrizen erkennt man, daf bei linearen Zwangs-
bedingungen das elastische Zentrum nach der bisherigen Definition verschoben
wird, denn es gilt
— _\D D
Az = (SM'7Y) " = ((PrS+z"M) M)
D
= (Pt(sm )+ 2")" |

T

und mit SM ' = Qu, + W sowie ZT = (QPAPH) = P”QAP folgt weiter

A7 =
am

P (Quz+ W))D - (P”QAP)D

—~

1 —
P (Qaz+ W) + SPHAP

@D 4y SPHAZ+ (PLW)D + o PLAP

AZ + ;PL (Z_A + ED) +(Prw)”

AZ+ P ZP + (Prw)

Existiert ein Widerstandszentrum, so ist W = 0, und die dann giiltige Formel
— — 1 —

AZ' = AZ + 5PLZP

erlaubt eine einfache geometrische Interpretation:
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Der lineare Zwangskontakt verschiebt ein Widerstandszentrum um die
Hilfte des zur Normalen senkrechten Anteils des Ortsvektors vom Wi-
derstandszentrum zum Kontaktpunkt hin.

B.3.4 Steifheitsmatrix und Potential eines linear gefessel-
ten Systems

Betrachtet man nun das lineare Input-Output-Modell fiir f/(¢'), also schon fiir die
passend zurechtgestutzten Lasten und Lagen, so erhélt man die Steifheitsmatrix
des gefesselten Systems

S'=z8z" |
welche wieder symmetrisch ist. Diese kann aus dem elastischen Potential
L ore, Lo N\T T\ _ 17 T
®—§q Sq —5(3 q) S(Z q)—iq Z8Z"q

abgeleitet werden und ist nicht im gesamten Raum invertierbar. Der Grund dafiir
ist, dafl bestimmte Koordinaten nicht mehr zur Beschreibung des Systems nétig
sind, hier die zu n parallelen Anteile der Translation. Es wird, geometrisch gespro-
chen, nur noch in einem Unterraum der verallgemeinerten Koordinaten gearbeitet.
Fiir die zugehorigen verallgemeinerten Kréifte folgt allein aus der Existenz eines
Potentials

f/T = —a—@ = — a—q/ - = — aZTq - = — % - ZTﬁ = —ai(I)ZTi
aq’ 0P 0P 0P dq
_ szT—

Die Pseudoinverse *~ besagt hier nur, daf§ nach der einen Koordinate nicht dif-
ferenziert wird, also da} auch keine zugehorige verallgemeinerte Kraft existiert.
Diese Pseudoinverse eines Projektors auf einen Unterraum ist demnach der Pro-
jektor selber. Da er im entsprechenden Unterraum wie eine Einheitsmatrix wirkt,
gilt also wie gewiinscht
fr=2f

Da Lasten und Lagen mit derselben Matrix gefesselt werden, ist der Raum der
Lasten und Lagen vollstindig separiert in Anteile parallel und senkrecht zu z.
Die elastischen Matrizen sind daher von der Form (z) ® (z) & ()" @ (2)*. In
(z)" @ ()" allein sind beide Matrizen invertierbar. Die im gesamten Raum davon
unabhéngigen Anteile in (z) ® (z) duBlern sich in der Flexibilitdtsmatrix in Nullen,
und in der Steifheitsmatrix entsprechend in unendlich grofien Eintrégen.

B.3.5 Zwei lineare Fesselungen

Die meisten iiber Diarthrosen gekoppelten Synarthrosen besitzen zwei Kontakte:
Die Wirbelbogengelenken etwa liegen paarweise vor und Zahne haben zwei Appro-
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ximalkontakte. Selbst ein so kompliziertes Gelenk wie das Kniegelenk f&llt in die
Kategorie der zweikontaktigen Synarthrosen, und zwar wenn man den Bandappa-
rat samt Knorpel als Synarthrose betrachtet und den Flexionswinkel als dufleren
Parameter betrachtet.

Da die Anzahl der Freiheitsgrade nun um zwei vermindert ist, hat die Matrix der
Fesselung nur noch Rang vier.

Bei den Lagen, also den verallgemeinerten Koordinaten, sind jetzt nur noch Trans-
lationen in der zu beiden Schmiegeebenen normalen Richtung moglich. Fiir eine
reine Translation folgt also

sd =Pl ..,0d |

wobei ny und ny die Normalenvektoren der Schmiegeebenen sind. Die Anteile ldngs

des Kreuzproduktes der Normalen, Pi1><n2 dd werden von den Gelenken behindert.

Drehungen rufen Translationen hervor und werden nur iiber deren Transformati-
onsverhalten behindert. Diese Translationen miissen in den zwei Kontaktpunkten
P; und P, immer senkrecht zu den Ebenennormalen sein. Die Verhéltnisse werden
besonders einfach im Punkt S, der in der Mitte zwischen P; und P, liegt, also in

— 1 — —
0% = (op1 n OPQ)

Damit bei einer reinen Drehung die Punkte auf den Schmiegeebenen laufen, gilt
dort

0:n1<5¥;1><50> und Ozng(ﬁQX(sO) R

was sich mit p := %P}g kiirzer schreiben 148t als
0=n,(pxdf)=(n; xp)éf und 0=mny(pxdif)=(nyx p)iod
Nur Drehungen um die gemeinsame Senkrechte
(ny X p) X (ny X p) :Py)(nl X ny)

welche einfach p selber ist, werden also von den Gelenken zugelassen, ohne Trans-
lationen hervorzurufen. Das ist anschaulich klar, denn die Drehachse ist dann die
Verbindungslinie beider Kontaktpunkte.

Man vermutet also, daf§ die Matrix der Fesselung in S die Form

P! 0
8§ =Zg= ( e )
o Pl

hat. In den beiden Kontaktpunkten erhélt man mit diesem Projektor

st _ (T £\ ( Ph, 0 I 79,
S N (R o Pl 0 I
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— I :tQP P7|’|Ll Xng :FPyLanQQP
0 I 0 Pl

_ P7H7,1><’n2 :FP"I‘%1><TLQQP
0 P! ’

d. h. die Gleichung fiir die Fesselung hat in beiden Kontaktpunkten dieselbe Form,
wie es sein mufl. Diese Matrix kann aber den Fall zweier Kontaktpunkte nicht
korrekt beschreiben, da sie nur den Rang zwei statt vier hat. Die Bewegungsanteile
sind also immer durch die beiden Kontakte gekoppelt, und eine Betrachtung der
Grenzfille reiner Translation und Rotation wird dem nicht gerecht. Andererseits
ist es klar, dafl wieder eine elastische Matrix im Sinne eines Input-Output-Modells
existieren sollte. Da die Anschauung hier offenbar nur begrenzt weiterhilft, wird
im Folgenden abstrakt vorgegangen.

Die beiden Zwangsbedingungen in P; und P, lauten ausgedriickt in .S
0=n,0d — (n; x p)0@ und 0= nydd+ (ns x p)oo
In verallgemeinerten Koordinaten haben sie die Form
z2g=0 und zl¢g=0

wobei

d=(nl, —(uxp)’) wd z=(n, (maxp)’) |

sie sind also beide linear. Um das Problem zu geometrisieren, miissen zunéchst die
unterschiedlichen Einheiten der Lagekomponenten beriicksichtigt werden. Etwa mit

q= Lo q
0 |p|lI
~—_———

=T
haben die verallgemeinerten Koordinaten die Einheit einer Lange, und die Zwangs-
bedingung hat mit
F=1I"'2
weiterhin die Form
#Hg=0 und ZGH=0 |,
wobel die Vektoren Z; und Z; nun dimensionslos sind.
Cesucht ist nun ein Projektor, also eine symmetrische 6 x 6-Matrix Z2 mit
~ ~ ~ 2 ~ ~ ~
H2Z{=0 wd #2Z{=0 wd (2f) =2{ wd 2{=2Z,

Den Projektor fiir die urspriinglichen Koordinaten ¢ erhilt man durch Reskalierung
auf die alten Einheiten, also aus ¢ = Z4q tiber

¢=1,'¢ =T,' 254 =1, ZsT,q
——

=Zg
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Die allgemeine Form eines Projektors auf einen von den Vektoren z1, 2, . .. 2, auf-
gespannten Unterraum eines IR™ ist wie folgt gegeben® Sei X die aus den Spal-
tenvektoren zy, 29, ... z, gebildete Matrix, also

X = (2z1,29,..-2n)
Dann ist der Projektor auf diesen Unterraum eindeutig gegeben durch
Pl- X (X"x) X"
und hat den Rang n. Der Projektor senkrecht zu diesem Unterraum lautet
pPt=1- Pl

und hat Rang m — n. Da man statt mit den n Vektoren zq, 2o, ... 2, mit m —n
Basisvektoren des orthogonalen Komplements hétte beginnen kénnen, ist der Pa-
rallelprojektor des orthogonalen Komplements der Orthogonalprojektor des Unter-
raumes selber. In der Mathematik spricht man daher in beiden Féllen von einer
orthogonalen Projektion.

Mit dieser Formel kénnen also bis zu sechs lineare Zwangskontakte beschrieben
werden. Berechnet wird dann zunéchst der Parallelprojektor P!l der Zwangsbedin-
gungen. Pl beschreibt die nicht moglichen Bewegungsanteile und ¢ — Plg = P*q
die unter Zwangsbedingungen moglichen, also gilt Z = le,@,..,zn- Der Fall dreier
Zwangsbedingungen konnte beispielsweise fiir das obere Sprunggelenk von Inter-
esse sein. Zwanglauf, also der Fall einer einparametrigen Bewegung, liegt bei fiinf

punktformigen Kontakten vor.

Im Fall zweier Zwangsbedingungen ist

-1

Zs = I —(z,29) ((21,22)T (21,2’2>> (21,22)T

2T (A

= T —(21,2) (( Z;T ) (21722)> Zép

-1 T

_ 7_ 22 2t 2 K
- 7T (21,22)<22.Zl 22-22> <Z2T>

1 25 —212 2T
=I5 3 (21, 22) —212 23 2L
2123 — (2122) 1<2 1 2

1
= T ——— (22227 — (2129) (z12] + 2927) + 222527) (B.19
2%2«’22—(2122)2<211 (12)<12 21) 122>< )

die gesuchte Matrix fiir zwei lineare Fesselungen.

Es sollen nun die Komponenten des Parallelprojektors bestimmt werden. Mit den
Abkiirzungen

r = (n; X ng)/|n; x ny

3Vgl. den Anhang zur Matrizenrechnung von [9].
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cC = NNy
p° = p/|p|
p1 o= ny-p°
p2 = mMg-p°

erhélt man die Skalarprodukte

A4 = 0l (o xp’)’ =1+ (nip” — (p°n1)’)
= 2-pj

22 . 52 = 2 — pg

A5 = mng— (n xp°) (na x p°) = c— (mamap™ — (p°ma) (p°m))
= phip2

die Systemdeterminante
25— (0a)? = 2-1)(2-5) - (mp)’
= 4-2(p; +13)
und die Dyaden

4z = niny —ny (ny x p°)" )

( (ny x p°)nd  (ny x p°) (ny x p°)"
§2§T _ n2n2 N2 (n2 X PO)T .
? (ne x p°)n3  (ng X p°) (ny X p°)
( n1n2 n, (n2 X pO)T )
(ny x p°)nl —(ni x p°) (n2 x p°)"
( nynt —ny (ny x p°)"
(

na x p°)n]  —(ny x p°) (ng x p°)"

%

Die sich insgesamt mit (B.19) ergebenden Terme sind leider nicht einfach, so daf
riickblickend klar wird, warum der Versuch einer anschaulichen Herleitung fehl-
schlug.

Eine letzte Bemerkung noch zu den Lasten. Da die Zwangskontakte zu der elasti-
schen Aufhéngung parallel geschaltet sind, lassen sich die Lasten in eine Summe
aus den Zwangsbedingungen aufgenommenen und auf die Synarthrose wirkenden
Anteile zerlegen, also

f=1+f
Die Zwangslasten stehen im Gleichgewicht mit den Normalkraften ¢ymn; und ¢ano,
genauer

0 = F,+n10; +n20
0 = T.+px (N1 —naps)
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Durch skalare Multiplikation mit 72, und ny erhélt man mit Fj o := nyF und
T 2 := n; T daraus

F1 _ 1 ¢ gbl

F) c 1 G2
fiir die Kréfte, und

(£)-(otpns =2%)(2) -0 (5 )2

fiir die Drehmomente. Insgesamt lassen sich daher die unbekannten Normalkrifte
eliminieren, und es ergibt sich

(5) = G (L5) (T 0)(2)
= G 1 0)(2)

Es besteht also ein eindeutiger Zusammenhang zwischen auf den Zwangskontakt
wirkenden Kréaften und Drehmomenten. Ebenso muf ein eindeutiger Zusammen-
hang zwischen den in der Bewegung gehemmten Komponenten der Lage bestehen.
Moglicherweise ist in einem geeigneten schiefwinkligen Koordinatensystem eine
einfache Gestalt von Zg ableitbar.

Eine alternative Methode zur Beriicksichtigung von Zwangskréften beruht auf der
Additivitat von Steifheitsmatrizen bei parallel geschalteten Aufhdngungen. Sie be-
steht darin, fiir die Zwangskontakte eine Steifheitsmatrix mit beliebig grofien Ein-
triigen anzusetzen und diese dann zu der der Aufhingung zu addieren® Die poten-
tielle Energie ist nach wie vor im Minimum, aber unter Nebenbedingungen. Mit
der Methode der LAGRANGE-Multiplikatoren erhélt man etwa fiir zwei Kontakte
das Potential

1
' = 2q"Sq+ Mz{g + dozgg = min
mit den zugehorigen Lasten
J=8q+ Mz + Aoz

Die Zwangsbedingungen sind hier also, bis auf Vorfaktoren, die unbekannten Vor-
lasten selber. Durch Quadrieren der Zwangsbedingungen &ndert sich nur die Be-
deutung der LAGRANGE-Multiplikatoren. Man erhéalt

1 1 1 .
o = 5qTSq + iAqu (zlle) q+ iquT (2222T> ¢ = min
und fiir die Lasten ergibt sich
f= (8 + M (zlle) + Ao <2222T>) q
Die A2 entsprechen nun den unbekannten und beliebig grofien Eintrégen in der

Steitheitsmatrix. Sie modellieren also die willkiirlichen Zwangskréfte fiir beliebige
Lagen, die Aufhangung ist dann beliebig steif.

4Diese Methode nennt [43] treffend “Links and Joints as Virtual Springs”.
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