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Kapitel 1

Einleitung

Seit der Entdeckung des Elektrons 1897 durch J. J. Thompson und Drudes kinetischer
Gastheorie fiir die Elektronenbewegung werden Transporteigenschaften von Elektronen in
Festkorpern intensiv experimentell wie theoretisch untersucht. Faszinierende Phdnomene,
wie z.B. Supraleitung und Quantenhalleffekt, wurden entdeckt. Aber nicht nur die Ent-
deckung interessanter Effekte ndhrt die Erforschung elektronischer Transporteigenschaften,
auch ihre Anwendungen sind aus dem téglichen Leben nicht mehr wegzudenken, wie die
Omniprasenz des Transistors zeigt. Ein beeindruckender Aspekt der Halbleiterentwicklung
ist der Geschwindigkeit der Miniaturisierung, die mit der Entwicklung des Transistors seit

Abbildung 1.1: Miniaturisierung von elektronischen Komponenten. Die technologisch erzielten
Langenskalen sind seit 1950 von einigen Millimetern bis zu atomaren Abmessungen geschrumpft.
Die Bilder zeigen von links nach rechts: den ersten Transistor, einen Quantenpunkt, 48 Eisenato-
me aufgereiht zu einem Kreis (quantum corral), einen “carbon-nanotube” Transistor und einen
atomaren Punktkontakt [1].
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nun mehr als 50 Jahren voranschreitet. Die Extrapolation dieses Trends auf die niachsten
10 bis 15 Jahren prognostiziert, dass die Abmessungen der Untereinheiten, aus denen sich
ein Chip zusammensetzt, nur wenige Nanometer betragen werden: so werden die Verbin-
dungsleitungen nur 10 Atome breit sein.

Zunichst scheinen die grofiten Herausforderungen experimenteller bzw. technologischer
Natur zu sein. Aber auch von theoretischer Seite ist diese Nanowelt duflerst interessant,
da hier zwei Beschreibungen aufeinander treffen: die makroskopische und mikroskopische.
Auf makroskopischen Skalen bildet die klassische Mechanik eine geschlossene Beschreibung
physikalischer Groflen, wie z.B. die Bewegung von Himmelsk6érpern. Die Phéinomene auf
mikroskopischen Skalen, wie z.B. Atome oder Molekiile, werden durch die Quantenme-
chanik beschrieben. Obwohl die Quantenmechanik die klassische Mechanik als Grenzfall
enthilt, wire eine quantenmechanische Berechnung der Planetenbewegungen hoéchst un-
praktikabel. Zwischen diesen Skalen liegt der Bereich der mesoskopischen Systeme, wo eine
quantenmechanische Beschreibung unerlésslich ist, aber gleichzeitig Spuren der klassischen
Dynamik sichtbar sind. Oftmals sind es gerade diese klassischen Aspekte, die ein intuitives
Verstandnis mesoskopischer Phinomene erlauben. Es liegt im Herzen des Gebiets Quan-
tenchaos, eine Verbindung herzustellen zwischen der chaotischen klassischen Dynamik und
den Eigenschaften des korrespondierenden quantenmechanischen Systems. Dabei lag der
Schwerpunkt der Untersuchungen bisher bei vollsténdig chaotischen Systemen. Generische
Hamilton-Systeme zeichnen sich durch einen gemischten Phasenraum aus, in dem Bereiche
regulédrer und chaotischer Dynamik eng miteinander verzahnt sind. Der Schwerpunkt dieser
Arbeit liegt bei der Untersuchung von Quantensignaturen solcher gemischter Systeme.

Die grundlegenden Arbeiten von Henri Poincaré vor etwa hundert Jahren markieren die
Anfinge des Gebiets des Hamiltonschen Chaos [2]. Dabei ging es ihm nicht um das exakte
Losen der Bewegungsgleichungen, sondern um ein qualitatives Verstdndnis der klassischen
Dynamik: Was geschieht mit den invarianten Tori eines integrablen Hamilton-Systems un-
ter einer kleinen Stérung? Schon Poincaré erkannte, dass der entstehende Phasenraum eine
komplexe Struktur aufweist, jedoch gelang der Beweis erst 50 Jahre spéter. Nach Arbeiten
von Birkhoff und Hopf [3-5] konnten Kolmogorov, Arnold und Moser [6-10] in den sech-
ziger Jahren zeigen, dass nicht alle invarianten Tori durch die Stérung zerbrechen. Darauf
aufbauend gelang Aubry [11,12] und Mather [13] eine komplette Klassifizierung des Ver-
haltens invarianter Tori unter einer Stérung: Tori mit irrationaler Windungszahl bleiben
entweder erhalten oder bilden sogenannte Cantori. Tori mit rationaler Windungszahl zer-
brechen sofort. Dabei entsteht eine Kette von elliptischen und hyperbolischen Fixpunkten.
Letztere sind die Keimzellen der chaotischen Dynamik in Hamilton-Systemen, wie Sma-
le [14] zeigen konnte. Zusammenfassend stellt sich das Bild heute folgendermaflen dar:
Eingebettet in eine chaotische invariante Komponente sind Inseln regulédrer Dynamik. Die-
se Inseln sind von Inselketten umgeben, welche wiederum Inseln als Satelliten haben, usw.
Der Phasenraum eines generischen Hamilton-Systems enthélt also chaotisch und regulire
Komponenten, weshalb man von Systemen mit gemischtem Phasenraum spricht.



Die chaotische Dynamik im gemischten Phasenraum und in idealisierten vollsténdig chaoti-
schen Systemen unterscheiden sich jedoch grundlegend. So fallen Korrelationsfunktionen in
gemischten Systemen charakteristischerweise algebraisch ab, im Gegensatz zum exponen-
tiellen Zerfall in voll chaotischen Systemen. Dies liegt darin begriindet, dass die chaotische
Komponente keine strukturlose Masse ist, sondern von partiellen Transportbarrieren - den
Cantori - durchsetzt ist. Diese sind dafiir verantwortlich, dass chaotische Trajektorien lan-
ge in der Ndhe der Inseln hdngenbleiben und so der reguldren Inseldynamik folgen. Eine
prominente Grofe, die dieses Hiangenbleiben quantifiziert, ist die Wahrscheinlichkeit Py (t),
dass eine chaotische Trajektorie mindestens eine Zeit ¢ in der Inselhierarchie verweilt [15].
Sie zerféllt gemafl Py(t) ~ t~7, wobei der Exponent v > 1 vom speziellen System abhéngt.
Typische Werte liegen zwischen 1 und 2.5. Die Frage, ob und wie man diesen Exponent
direkt aus der Phasenraumstruktur bestimmen kann, ist bis heute ungeldst und wird kon-
trovers diskutiert.

Quantenchaos, als neue Disziplin, befasst sich mit der Verbindung zwischen klassischer
Dynamik und Quantenmechanik. Traditionell gibt es im wesentlichen zwei Stofrichtungen
im Quantenchaos: die Zufallsmatrizentheorie, unterstiitzt durch die mathematischen Tech-
niken der Supersymmetrie, und semiklassische Methoden. Die Zufallsmatrizentheorie hat
ihren Ursprung in der Beschreibung komplizierter Anregungsspektren von Atomkernen und
geht auf Arbeiten von Wigner, Dyson und Metha [16] aus den fiinfzigern und sechzigern
Jahren zuriick. Wurde die Theorie der Zufallsmatrizen hauptséichlich zur Beschreibung
ungeordneter Systeme herangezogen, so hat die Vermutung von Bohigas, Giannoni und
Schmit (1984), dass die statistischen Eigenschaften der Spektren chaotischer Systeme den
Vorhersagen der Zufallsmatrizentheorie gehorchen, diesen Zweig neu belebt [17]. Semiklas-
sische Methoden gehen bis auf die Anfinge der Quantenmechanik zuriick. Die heuristische
Quantisierungbedingung eindimensionaler (integrabler) Systeme von Bohr und Sommer-
feld wurde spéter von Einstein, Brillouin und Keller auf invariante Tori von Systemen mit
mehreren Dimensionen iibertragen [18-20]. Das Zentrum der Semiklassik chaotischer Sy-
steme ist die Spurformel von Gutzwiller, die eine Verbindung zwischen dem Spektrum eines
quantenmechanischen Systems und den periodischen Orbits der klassischen Dynamik her-
stellt [21-23]. Nicht nur auf geschlossene Systeme wurden die Methoden des Quantenchaos
erfolgreich angewandt, sondern auch auf Streusysteme. So konnten universelle Leitwertf-
luktuationen, die zunéichst an ungeordneten Quantenpunkten und spéter auch an Billards
mit chaotischer Dynamik gemessen wurden [24-27], mit Hilfe der Zufallsmatrizentheorie
und semiklassischen Methoden erklirt werden [28-31]. In den letzten 15 Jahren lag der Fo-
kus im Quantenchaos nahezu ausschliellich bei der Untersuchung idealisierter vollstindig
chaotischer Systeme.

Typische Hamilton-Systeme besitzen jedoch einen gemischten Phasenraum und Percival
hat vorgeschlagen, die Bereiche chaotischer und reguldrer Dynamik unabhéngig voneinan-
der zu behandeln [32]. Dieser Idee folgend beschrieben Berry und Robnik die spektralen
Eigenschaften gemischter Systeme als Uberlagerung eines Poisson- und Zufallsmatrixspek-
trums [33]. Nach ihrer Auffassung gibt es zwei Typen von Eigenzustéinden: Es gibt regulére
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Eigenfunktionen, die auf den Inseln leben, und chaotische Eigenfunktionen, die die chaoti-
schen Bereiche als Tréger haben. Die Vermutung dieser strikten Zweiteilung lauft unter dem
Begriff “semiklassische Kondensationshypothese”. Eine der wenigen Untersuchungen, die
auch die charakteristischen Eigenschaften der Dynamik gemischter Systeme - das algebrai-
sche Héngenbleiben P () an den Inseln - beriicksichtigt, ist die semiklassische Vorhersage
fraktaler Leitwertfluktuationen [34]. Sie zeichnen sich dadurch aus, dass der Leitwert als
Funktion der Energie oder eines dufleren Magnetfeldes eine fraktale Kurve ist, wobei die
fraktale Dimension Dy = 2 — /2 durch den klassischen Exponenten  bestimmt ist [34].
Dass das Verstindnis quantenmechanischer Signaturen gemischter Systeme noch in den
Kinderschuhen steckt, zeigen neuere numerische Rechnungen zu Leitwertfluktuationen am
Cosinus-Billard [35]. Im Gegensatz zu den vorhergesagten fraktalen Leitwertfluktuationen
weist die berechnete Leitwertkurve viele isolierte Resonanzen auf, deren Ursache ungeklirt
blieb, und ist sonst iiberwiegend glatt [35].

In dieser Arbeit werden einige sehr grundlegende Quantensignaturen fiir Systeme mit ge-
mischtem Phasenraum dargestellt: Das Auftreten einer neuen Klasse von Eigenfunktionen,
sowie ihr Einfluss auf die statistischen Eigenschaften von Spektrum und Eigenfunktionen.
Der Ursprung der isolierten Resonanzen wird erklirt und die Existenz einer neuen Zeitskala,
bis zu der die Quantenmechanik der klassischen Dynamik folgt, wird gezeigt und numerisch
untermauert. Weiterhin wird der Dynamik von Wellenpaketen und der Zusammenhang zu
spektralen Figenschaften untersucht.

Der Aufbau dieser Arbeit ist wie folgt: Im zweiten Kapitel werden Grundlagen zu chao-
tischen Hamilton-Systemen referiert. Kernstiick ist das KAM-Theorem, das eine Briicke
zwischen integrablen und vollstindig chaotischen Systemen herstellt. Ein Modell fiir den
Phasenraumtransport in gemischten Systemen wird vorgestellt. Im dritten Kapitel wird
die klassische Dynamik chaotischer Trajektorien in gemischten Systemen untersucht [36].
Es wird gezeigt, dass Renormierungstheorien, die nur eine selbstédhnliche Struktur im Pha-
senraum beriicksichtigen, falsche Zerfallsexponenten liefern. Dies gilt selbst dann, wenn
der selbstéhnliche Bereich die Struktur des Phasenraums dominiert. In den néchsten zwei
Kapiteln werden Quantensignaturen des gemischten Phasenraums vorgestellt. Dabei wird
sich das Konzept der Flussbarriere als duflerst grundlegend und weitreichend erweisen [37].
Speziell wird im vierten Kapitel eine neue Klasse von Eigenfunktionen eingefiihrt [38].
Diese hierarchischen Eigenfunktionen leben hinter der Flussbarriere und werden durch
ein analytisch zugéngliches Modell qualitativ und quantitativ erklért. Ihr Einfluss auf das
Spektrum und die Eigenfunktionsstatistik wird diskutiert. Das fiinfte Kapitel vollzieht
den Schwenk zu Streueigenschaften gemischter Systeme [39]. Das Hauptaugenmerk liegt
dabei auf der Klarung widerspriichlicher Beobachtungen zu Leitwertfluktuationen: fraktale
Fluktuationen und isolierte Resonanzen. Es wird gezeigt, dass im Allgemeinen beide Ty-
pen von Leitwertfluktuationen gleichzeitig - jedoch auf unterschiedlichen Skalen - vorliegen.
Weiterhin wird eine Verbindung zwischen den isolierten Resonanzen im Leitwert und den
hierarchischen Zustinden des geschlossenen Systems hergestellt. Diese Ergebnisse liefern
eine umfassende Theorie fiir Leitwertfluktuationen in typischen Hamilton-Systemen. Das
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sechste Kapitel beschiiftigt sich mit der Ausbreitung von Wellenpakten und den spek-
tralen Eigenschaften von Bloch-Elektronen im Magnetfeld [40]. Es wird gezeigt, dass ein
kiirzlich beobachtete Metall-Isolator-Ubergang mit Hilfe von vermiedenen Bandkreuzun-
gen verstanden werden kann. Diese fiihren im Allgemeinen dazu, dass sich das Wellenpaket
kreuzformig ausbreitet. Im siebten Kapitel wird fiir eine Klasse von Modellen gezeigt,
dass die Varianz eines Wellenpakets stiirker als ballistisch anwachsen kann [41]. Die Dauer
dieser superballistischen Ausbreitung ist verkniipft mit der Zerfallsrate aus der Probe und
kann beliebig grol werden. Das achte Kapitel fafit die zentralen Ergebnisse der Arbeit
zusamimen.
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Kapitel 2

Hamiltonsches Chaos

Das Ziel dieses Kapitels ist es, die fiir diese Arbeit wesentlichen Konzepte zur Beschrei-
bung von Transporteigenschaften niedrigdimensionaler Hamilton-Systeme bereitzustellen.
Dabei stehen Hamilton-Systeme mit gemischtem Phasenraum im Zentrum des Interesses.
Nach einer kurzen Einfiihrung iiber dynamische Systeme, werden wichtige Begriffe zur Ha-
miltonschen Dynamik vorgestellt und am Beispiel gekickter Systeme illustriert. Es wird
erklirt, wie die faszinierende Struktur des gemischten Phasenraums entsteht und Trans-
porteigenschaften werden diskutiert. Eine stochastische Beschreibung der Dynamik in der
hierarchischen Struktur des Phasenraums liefert ein qualitatives Verstéindnis gemischter
Systeme. Zum Abschluss wird noch auf die quantenmechanische Behandlung von gekick-
ten Systemen eingegangen.

2.1 Dynamische Systeme

Viele Phéanomene in der Physik lassen sich durch Differentialgleichungen beschreiben. Diffe-
rentialgleichungen liefern in natiirlicher Weise differenzierbare dynamische Systeme [42,43],
deren Eigenschaften hier vorgestellt werden.

2.1.1 Grundbegriffe

Definition 2.1.1. Unter einem dynamischen System auf einem Gebiet D im RN versteht
man eine differenzierbare Abbildung

0:Q— D (2.1)

mit
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1) Q ist ein Gebiet im R x D,
2) ¢(0,x) = x fir alle x € D,

3) ¢t p(s,z)) = @(t + 5,7).

Das Gebiet D ist der Phasenraum des dynamischen Systems und die Menge aller Punkte
vr = {@(t,z)|t € R} heiBt Orbit durch den Punkt = € D. Die Orbits bilden eine Zerlegung
des Phasenraums, das sogenannte Phasenportrit. Die Abbildung ¢(-, z):R — D gibt an,
wie der Punkt x den Orbit ¢, durchlauft. Ist die Abbildung injektiv, so kehrt der Punkt x
nie zum Ausgangspunkt zuriick. Ist die Abbildung hingegen nicht injektiv, so konnen zwei
Félle auftreten. Entweder (¢, z) = x fiir alle Zeiten ¢, dann nennt man x einen Fixpunkt
des dynamischen Systems, oder es gibt eine minimale Zeit p > 0 mit ¢(p,x) = =, und =
liegt dann auf einem periodischen Orbit mit der Periode p. Die Bedingung (3) in Def. (2.1.1)
stellt dabei sicher, dass p nicht von der Wahl des Punkts z auf dem periodischen Orbits
abhéingt.

Zwei dynamische Systeme ¢ und v sind zueinander konjugiert, wenn es einen Homeomor-
phismus A und eine stetige, streng monotone Abbildung 7 gibt, so dass Orbits ¢, auf Orbits
1, abgebildet werden, d.h.

Wei(@)) = r, oy 0 (P(2)) - (2.2)

Konjugierte dynamische Systeme besitzen demnach das gleiche Phasenportrit. Insbeson-
dere werden Fixpunkte wieder auf Fixpunkte, periodische Orbits wieder auf periodische
Orbits abgebildet. Allerdings kann sich die Durchlaufzeit der Orbits verédndern.

Im néichsten Abschnitt wird gezeigt, dass jedes dynamische System (zumindest lokal) ein
diskretes dynamisches System erzeugt. Dabei besteht ein diskretes dynamisches System
aus einem Gebiet D im RY und einem Diffeomorphismus (bijektive, stetig differenzierbar)
P:D — D. Den Orbit P, von einem Punkt z erhélt man dann durch wiederholtes Anwenden
von P und der inversen P!, P, = {Pk(x)|k € Z}.

2.1.2 Poincaré-Abbildung

Ein niitzliches Hilfsmittel zur Untersuchung dynamischer Systeme ist die Poincaré-Abbil-
dung [42]. Sie kann zumindest lokal fiir periodische Orbits konstruiert werden. Ist 7 ein
periodischer Orbit und zj ein Punkt auf dem Orbit mit Periode py, so kann der Geschwin-
digkeitsvektor v = dy/dt in x4 nicht gleich dem Nullvektor sein, da sonst xy ein Fixpunkt
wére. Nun wihlt man einen transversalen Schnitt S, der in xy senkrecht zu v steht. Liegt
der Punkt z auf S hinreichend nah bei xy, dann schneidet der Orbit den transversalen
Schnitt S wieder zu einem spéteren Zeitpunkt. Der Zeitpunkt, wann dies zum ersten Mal
passiert, soll mit 7(z) bezeichnet werden, d.h. die Abbildung 7 ordnet jedem Punkt auf S
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Abbildung 2.1: Ein transversaler Schnitt (Poincaré-Schnitt) S zum periodischen Orbit 7,,. Der
Orbit v, durch den Punkt z schneidet den Poincaré-Schnitt wieder in z’.

seine Wiederkehrzeit zu. Offensichtlich gilt 7(zg) = po. Die Poincaré-Abbildung P weist
nun jedem Punkt x auf S den néchsten Schnittpunkt x' zu

' =P(x) = p(r(z),z) . (2.3)

Dabei wird zy wieder auf zy abgebildet, ist also ein Fixpunkt des dynamischen Systems
P:S — S. Obwohl bei der Konstruktion der Poincaré-Abbildung der genaue Verlauf der
Orbits verloren geht, liefert die Untersuchung der Dynamik von P wertvolle Informatio-
nen iiber das Verhalten von ¢. Es bleibt noch anzumerken, dass die Poincaré-Abbildung
nicht von der speziellen Wahl des Punkts x, abhingt. Die Poincaré-Abbildung zu einem
anderen Punkt zj, auf dem selben periodischen Orbit liefert ein dynamisches System P’,
das konjugiert zu P ist und daher die gleichen Informationen enthilt.

2.2 Hamiltonsche Dynamik

2.2.1 Hamilton-Systeme

Eine wichtige Klasse dynamischer Systeme bilden die Hamiltonschen Systeme [44]. Sie
zeichnen sich dadurch aus, dass die Form der Bewegungsgleichungen invariant unter sym-
plektischen Koordinatentransformationen sind. Dabei heifit ein Diffeomorphismus h:U —
R?Y U c R?Y symplektisch, wenn in jedem Punkt z € U die Transformation Dh(z) die

Matrix
0 I
- (0 ) »
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unveridndert ldsst, d.h. wenn
[Dh(z)]"-S-Dh(x) = S (2.5)
fiir alle ¢ € U gilt. Hierbei ist I die Einheitsmatrix in RV . Aquivalent zum Begriff symplek-

tisch wird auch die historische Bezeichnung kanonisch benutzt. In kanonischen Koordinaten
ldsst sich ein Hamilton-System folgendermaflen definieren.

Definition 2.2.1 (Hamiltonsches System). Gegeben sei ein Gebiet U im R*N und eine
zweimal stetig differenzierbare Funktion H:U — R. Das Gleichungssystem
. _OH . OH
qZ - apz7 pl - aql )

i=1,....n (2.6)

wird als Hamiltonsches System bezeichnet.

Die Funktion H(p, g, t) ist die Hamilton-Funktion des Systems und die Gl. (2.6) nennt man
die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen. Héngt die Hamilton-Funktion nicht explizit von
der Zeit ab, so spricht man von konservativen Hamilton-Systemen. Das Paar (p, ) wird
als verallgemeinerter Impuls und Ort bezeichnet. Der Zustand des Systems zum Zeitpunkt
t wird durch den Vektor von 2N kanonischen Koordinaten x(t) = (p(t), q(t)) spezifiziert.
Mit dieser Abkiirzung lassen sich die Bewegungsgleichungen kompakt schreiben als

z={x, H} |, (2.7)
wobei die Poisson-Klammer zwischen zwei Funktionen f und ¢ durch

{f.9}=(V))"-S-Vy (2.8)

definiert ist. Diese Schreibweise der Bewegungsgleichungen zeigt deutlich die symplektische
Struktur Hamiltonscher Systeme.

2.2.2 Erweiterter Phasenraum

Fiir Hamilton-Funktionen, die explizit von der Zeit abhéingen, ist es oft niitzlich, die Dyna-
mik in einem erweiterten Phasenraum zu betrachten. Die Hamilton-Funktion H in diesem
erweiterten Phasenraum hat die Form

wobei (p,q) = (p, —H, g,t) die neue Koordinaten sind. Der Fluss wird durch eine neue
“Zeit” & parametrisiert. In den neuen Koordinaten gelten wieder die Hamiltonschen Be-
wegungsgleichungen und die Hamilton-Funktion hingt nicht mehr explizit von der Zeit &
ab. Man kann also ein zeitabhéngiges Hamilton-System auf ein zeitunabhingiges System
abbilden. Dabei nimmt man die um zwei erh6hte Dimension des erweiterten Phasenraums
in Kauf.
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2.2.3 Integralinvarianten

Eine wichtige Eigenschaft von Hamilton-Systemen ist die Erhaltung des Phasenraumvolu-
mens unter der Dynamik (Satz von Liouville). Fiir Poincaré-Abbildungen Hamiltonscher
Systeme gilt eine dhnliche Eigenschaft. Sei S ein Poincaré-Schnitt im Phasenraum und A
eine Fliache auf S mit dem Rand L. Die Zeitentwicklung von L liefert einen Zylinder I'. Ist
nun L' ein beliebige andere Schleife auf I', die auf I homotop zu L ist, so besagt der Satz
von Poincaré-Cartan, dass die Wirkungen entlang beider Schleifen gleich sind

?{pdq:f pdq . (2.10)
L i

Ist L' der Rand der Fliache A’, die aus A durch Anwenden der Poincaré-Abbildung hervor-
geht, so folgt, dass beide Fliachen gleich grof sind. Die Poincaré-Abbildung Hamiltonscher
Systeme ist damit flichenerhaltend.

2.2.4 FErhaltungsgroflen

Bei der Untersuchung von Hamiltonschen Systemen spielen Erhaltungsgréfien eine wichtige
Rolle. Sie erlauben es, die Dimension des Systems und damit die Komplexitét zu reduzie-
ren. Mit Hilfe der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen fiir p und g lésst sich die totale
zeitliche Ableitung einer beliebigen Funktion x = x(p, g, t) in der Form

C(% _ (G HY + % (2.11)
schreiben. Verschwindet die totale Zeitableitung, so &ndert sich y entlang einer Trajektorie
nicht und ist damit eine Konstante der Bewegung. Funktionen, die nicht explizit von der
Zeit abhéngen, 0y /0t = 0, sind genau dann Erhaltungsgroien, wenn sie mit der Hamilton-
Funktion kommutieren, d.h. die Poisson-Klammer zwischen y und H verschwindet. Fiir
konservative Hamilton-Systeme ist die Hamilton-Funktion eine Erhaltungsgréfie und gibt
die Gesamtenergie des Systems an. Die Dynamik zu einer gegebenen Energie F erfolgt dann
auf einer (2N —1)-dimensionalen Untermannigfaltigkeit, die implizit durch die Gleichung
H(p, q) = E gegeben ist. Existieren noch andere Konstanten der Bewegung, so reduziert
sich die Dimension weiter, wenn die Konstanten unabhdngig von einander sind und sie in
Involution stehen. Die Konstanten {I;,...,I,} sind unabhéngig, wenn ihre Gradienten an
einem Punkt linear unabhéngig sind. Dadurch wird sicher gestellt, dass jede Konstante die
Dimension der Untermannigfaltigkeit um eins verringert. Des weiteren stehen zwei Kon-
stanten /; und /; in Involution, wenn ihre Poisson-Klammer verschwindet. Diese Bedingung
gewihrleistet die Existenz von n kanonischen Variablen 6;, die lokal konjugiert zu den Kon-
stanten I; sind. Es gilt daher {I;,0;} = ¢;;, was impliziert, dass die Transformation die
symplektische Struktur erhilt. Gibt es N Konstanten der Bewegung, so ist die Dynamik
besonders einfach, wie das folgende Theorem besagt.
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Theorem 2.2.2 (Arnol’d-Liouville). Gibt es N unabhingige Konstanten der Bewegung
{I,...,In}, die in Involution stehen, so erfolgt die Dynamik auf einer Familie N-dimen-
stonaler Tori. Es existieren Winkelvariablen 8 und die Bewegung auf den Tori wird durch

die Gleichungen .
I 0
(6) = (o5 212

Besitzt ein Hamilton-System N Konstanten der Bewegung, so heif3t es integrabel. Die Glei-
chungen GI. (2.12) kdénnen direkt integriert werden und es gibt zwei Typen von Orbits:
Periodische Orbits liegen genau dann vor, wenn ein Vektor m aus Z" mit m -a = 0
existiert. Im Gegensatz zu den periodischen Orbits, deren Mafl im Phasenraum verschwin-
det, besteht fiir die Windungszahlen typischer Orbits kein rationaler Zusammenhang. Die
Dynamik ist dann quasiperiodisch und fiillt die Tori vollstéindig aus.

beschrieben.

Eindimensionale konservative Hamilton-Systeme sind aufgrund der Energieerhaltung im-
mer integrabel. Konservative Systeme mit zwei Freiheitsgraden zeigen eine vielfiltigere
Dynamik. Der Phasenraum hat vier Dimensionen und gibt es - abgesehen von der Ener-
gie - keine weitere Erhaltungsgrofie, so erfolgt die Dynamik auf einer dreidimensionalen
Mannigfaltigkeit. Ein Poincaré-Schnitt reduziert die Dimension weiter und liefert dann ei-
ne zweidimensionale Abbildung, die, wie gezeigt wurde, flichenerhaltend ist. Die gleiche
Argumentation gilt auch fiir eindimensionale Hamilton-Systeme, die explizit von der Zeit
abhéngen. Die Dynamik solcher Systeme wird eingehend im n#chsten Abschnitt untersucht.

2.2.5 Poincaré-Abbildung Hamiltonscher Systeme

Besonders einfach ldsst sich die Poincaré-Abbildung fiir sogenannte gekickte Systeme be-
rechnen. Sie werden durch eine zeitlich periodische Hamilton-Funktion beschrieben, wobei
das Potential nur zu bestimmten Zeiten kurz auf die Dynamik des Teilchens wirkt. Die
Hamilton-Funktion eines gekickten Systems hat die Form

H(p,q,t)=f(p) +9(q) Y _6(t —n7) | (2.13)

nez

wobei 7 der Abstand zwischen zwei Kicks ist. Die Dynamik vollzieht sich auf einer drei-
dimensionalen Mannigfaltigkeit, parametrisiert durch (p, ¢, t), und der periodische Antrieb
ermoglicht es, die Poincaré-Abbildung als stroboskopische Abbildung fiir eine Periode zu
definieren. Durch Integration der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen erhilt man so die

Abbildung »
_ p—9g\q
P(pa Q) = <q —i—Tf’(p - gl(q))> . (2.14)
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Aus

1 9" () )
DP(p,q) = 2.15
©9) (Tf”(p —9'(@) 1+7/"(p—9'(2)9g"(a) (215)
folgt Det(DP(p,q)) = 1, d.h. die Abbildung ist flichenerhaltend.

Es sollen noch zwei prominente Vertreter gekickter Systeme vorgestellt werden, die in dieser
Arbeit immer wieder fiir numerische Untersuchungen herangezogen werden: Zunéchst wére
der gekickte Rotator [45] zu nennen, der durch die Impuls- und Potentialfunktion

D
flp) =7 und  g(g) = K cos(q) (2.16)
definiert ist. Mit GL. (2.14) erhilt man die sogenannte Standardabbildung

Pn+1 = DPn + KSin(qn) qn+1 = Qn + TPn+1 (217)

die erstmals von Boris Chirikov als Modell fiir die Dynamik von Teilchen in Beschleunigern
eingefiihrt wurde [45]. Da die Potentialfunktion periodisch ist, reicht es aus, die Abbildung
auf dem Zylinder R x S* zu betrachten. Die spezielle Form der Impulsfunktion sorgt dafiir,
dass die Standardabbildung auch periodisch in p ist, und erlaubt es weiterhin, die Abbil-
dung auf den Torus S* x S! zu beschrinken. Durch Skalieren von p,, sieht man, dass die
Eigenschaften der Abbildung nur von K7 abhéngen.

Das gekickte Harper-Modell wird durch
f(p) =Kcos(p) und g(q) = Lcos(q) (2.18)

definiert. Es dient als Modell zur Beschreibung von Bloch-Elektronen im Magnetfeld und
zeigt eine Vielzahl interessanter Eigenschaften, auf die im Kapitel 6 eingegangen wird. Da
g und f periodisch sind, vollzieht sich die Dynamik wie beim gekickten Rotator auf einem
Torus.

2.3 Vom integrablen zum chaotischen Phasenraum

In diesem Abschnitt werden Hamiltonsche Systeme untersucht, deren Dynamik sich auf
einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit abspielt. Das wichtigste Hilfsmittel dabei sind
Poincaré-Abbildungen.

2.3.1 Storung integrabler Systeme

Im Folgenden soll untersucht werden, wie sich die Dynamik eines integrablen Hamilton-
Systems unter einer kleinen Storung dndert. Dazu sei Hy(I) ein zweidimensionales integ-
rables System und H; (I, 0,¢) eine Hamiltonsche Stérung, die fiir £ = 0 verschwindet. Der
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Abbildung 2.2: Phasenraum eines a) nahezu integrablen, b) gemischten und c) vollstindig
chaotischen Systems. Sukzessive Vergrofierungen des gemischten Phasenraums sind in d) und e)
gezeigt.

Poincaré-Schnitt bei 65 = const liefert die Poincaré-Abbildung

(1 I + f(1,0,¢)

Me: (9) - (9+a([) v og(L.6,0)) (2.19)
wobei f, g periodische Funktionen in € sind und f(7,0,0) = ¢g(7,0,0) = 0 gilt. Da H; eine
Hamiltonsche Stérung ist, ist auch H eine Hamilton-Funktion und somit M, flichenerhal-
tend fiir alle . Zusétzlich sei noch vorausgesetzt, dass das ungestorte System die Twist-

Bedingung da(I)/dI # 0 erfiillt. Ist die Abbildung M, auf der Kreisscheibe a < T <'b
definiert, so liegen alle Windungszahlen w zwischen «(a)/2m und a(b)/2.

2.3.2 KAM-Theorie

Die Dynamik der Poncaré-Abbildung eines zweidimensionalen integrablen Systems ist sehr
einfach: Fiir jedes I ist die Dynamik konjugiert zu einer Rotation auf dem Kreisrand S*
(s. Abb. 2.2a). Daher gibt es zwei Arten von Orbits, abhéngig davon, ob die Windungszahl
w = «(I) rational oder irrational ist. Wird die Wirkung I so gewéhlt, dass w rational ist,
w = p/q, dann ist jeder Punkt ein Fixpunkt der ¢-fach iterierten Abbildung. Ist hingegen w
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irrational, so gibt es keine periodischen Punkte und die Dynamik ist quasiperiodisch. Wie
sich diese beiden Typen invarianter Mengen unter einer kleinen Stérung der Abbildung
verhalten, soll nun gezeigt werden.

Die Tatsache, dass die gestorte Abbildung auch weiterhin invariante Tori mit irrationaler
Windungszahl besitzt, ist der Inhalt der KAM-Theorie, die auf Arbeiten von Kolmogorov,
Arnold und Moser beruht [6-10]. Ich mdchte hier den Arbeiten von Moser iiber flichener-
haltende, zweidimensionale Abbildungen folgen, die zu dem folgenden Theorem fiihren.

Theorem 2.3.1 (Moser Twist Theorem). Die Abbildung M. erfiille die Twist-Bedin-
gung und jede geschlossene Kurve T' um a schneide sich mit ihrem Bild M.(T'). Ist w eine
irrationale Zahl zwischen o(a)/2m und «(b) /2w, die fir alle p,q € Z die Ungleichung

w— 2‘ < c|q| " (2.20)
q

erfille, dann existiert eine differenzierbare geschlossene Kurve
I= F(f, 5)7 0 = 5 + G(f,&“) ) (221)

die invariant unter der Abbildung M. ist. Die Funktionen F,G sind dabei periodisch in &.
Das Bild eines Punkts & auf der Kurve ist gegeben durch £ + w.

Ist also w hinreichend irrational im Sinne von GI. (2.20), dann besitzt die gestorte Abbil-
dung M. eine invariante Kurve v und die Dynamik auf v ist konjugiert zu einer irrationalen
Rotation auf S' mit Windungszahl w. Die Kurve v wird als KAM-Torus bezeichnet. Der
Beweis des Moser Twist Theorem verwendet storungstheoretische Methoden und die Be-
dingung GI. (2.20) gewiihrleistet die Konvergenz der auftretenden Reihen. Man sieht sofort,
dass - wenn iiberhaupt - nur irrationale w die Bedingung erfiillen kénnen. Was mit den
invarianten Tori mit rationaler Windungszahl geschieht, ist der Inhalt des Theorems von
Poincaré-Birkhoff. Es besagt, dass von den iiberabzéhlbar vielen periodischen Punkten, die
auf einem Torus mit rationaler Windungszahl liegen, nur noch endlich viele iiberleben.

Theorem 2.3.2 (Poincaré-Birkhoff). Sei w=p/q eine rationale Zahl zwischen a(a) /2w
und a(b) /2w, dann besitzt die Abbildung M2 genau 2q Fixpunkte, die fir hinreichend kleines

e die Gleichungen
I\ I
<9q> - <9 + 27rp> (2.22)

Die Twist-Bedingung stellt sicher, dass die Gleichung 6, = 6 4 27p eine eindeutige Losung
I = F(f,e) mit F(8,0) = 0 hat. Durch F wird eine Kurve 7 definiert. Unter M? ro-
tiert v und da M. flichenerhaltend ist, miissen sich v und MZ(+) schneiden. Es entstehen
zwei Arten von Fixpunkten: hyperbolische und elliptische (s. Abb.2.3). In der Nihe eines

erfiillen.
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Abbildung 2.3: a)Schematische Darstellung zur Entstehung der Fixpunkte von MZ. Unter der
Dynamik von M wird die Kurve v auf 7/ abgebildet. Die Punkte markieren die hyperbolischen
Fixpunkte, Kreuze kennzeichnen die elliptischen. b) Phasenraumportrit in der Néhe eines ellip-
tischen Fixpunkts. Durch die Stérung ist eine Inselkette mit 7 Inseln entstanden.

elliptischen Fixpunkts ist die Dynamik von M? konjugiert zu einer Rotation um den el-
liptischen Fixpunkt. Es entstehen sogenannte Inseln. Wendet man die obigen beiden Sétze
auf die Inseln der Abbildung MY an, so folgt, dass es um diese Inseln wieder eine Kette
von Inseln gibt, die nun von einem rationalen Torus von M? stammen. Man erhélt so eine
unendliche Hierarchie von Inselketten, wie die Vergéflerungen in Abb. 2.2 bestéitigen. Die
hyperbolischen Fixpunkte sind verantwortlich fiir das Auftreten chaotischer Dynamik, was
im néchsten Abschnitt diskutiert wird.

Neben den KAM-Tori gibt es noch eine weitere Klasse von invarianten Mengen mit irratio-
naler Windungszahl: die Cantori. Sie entstehen aus KAM-Tori, wenn die Stérung zu grof§
wird. Im Gegensatz zu KAM-Tori, die in zwei Dimensionen benachbarte Phasenraumvolu-
mina separieren, weisen Cantori Liicken auf, die einen eingeschrinkten Transport erlauben.
Ihr Einfluss auf Transporteigenschaften von gemischten Systemen wird im néchsten Ab-
schnitt 2.4 dargestellt. Die bisherigen Ergebnisse dieses Abschnitts sind zusammengefasst
im

Theorem 2.3.3 (Aubry-Mather). Sei M eine flichenerhaltende Abbildung des Ringes
mit Windungszahlen zwischen a und b. Weiterhin erfillle M die Twist-Bedingung. Dann
besitzt M fiir jedes 2rw € [a(a), 5(b)] entweder

1. elliptische und hyperbolische Fizpunkte (w rational) oder
2. einen KAM-Torus (w irrational) oder

3. einen Cantorus (w irrational).
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Abbildung 2.4: a) Die Smale Hufeisenabbildung. Zunichst wird das Quadrat entlang der z-
Richtung gestreckt und in y-Richtung gestaucht. Das Rechteck wird dann gefaltet und wieder
auf das Quadrat gelegt. b) Die instabile und stabile Mannigfaltigkeit W*(z*) und W*(z*) eines
hyperbolischen Fixpunkts z* schneiden sich im homoklinen Punkt z!. Die Dynamik in der Nihe
eines homoklinen Punkts ist konjugiert zur Hufeisenabbildung.

2.3.3 Chaotische Dynamik

Neben den regulidren Bereichen im gemischten Phasenraum gibt es auch Bereiche chaoti-
scher Dynamik. Zun#chst soll an einem einfachen Beispiel - der Hufeisenabbildung - das
Auftreten chaotischer Dynamik erkléirt werden. Die Hufeisenabbildung besteht aus den fol-
genden beiden Operationen: Ein Quadrat wird in eine Richtung gestreckt, wobei die Fliche
erhalten bleibt. Das so erhaltene Rechteck wird dann gefaltet und wieder auf das Quadrat
abgebildet (s. Abb.2.4). Bei jeder Iteration werden nur ein Teil der Punkte, die in den Be-
reichen Ry und R, wieder auf das Quadrat abgebildet, die anderen Punkte gehen verloren.
Es gibt jedoch Punkte, die fiir immer in dem Rechteck bleiben. Die Menge dieser Punkte
sei mit A bezeichnet, und man sieht leicht, dass diese Punkte eine Cantor-Menge bilden.
Eine Cantor-Menge ist dadurch charakterisiert, dass sie keine isolierten Punkte enthilt,
total unzusammenhéngend und kompakt ist. Die Dynamik der Hufeisenabbildung auf A
ist chaotisch im Sinne der

Definition 2.3.4 (Chaotische Dynamik). Sei f: X — X ein stetiges diskretes dynami-
sches System auf dem Raum X. f heifst chaotisch, wenn die beiden folgenden Bedingungen
erfillt sind:
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1. f ist topologisch transitiv.

2. Die Menge der periodischen Orbits von f liegt dicht in A.

Héufig wird noch die Bedingung, dass f sensitiv (positiver Lyapunov-Exponent) von den
Anfangsbedingungen abhéngt, hinzugenommen. Man kann jedoch zeigen, dass diese Be-
dingung aus den obigen beiden Bedingungen der Definition folgt. Der Begriff “chaotisch”
spiegelt dabei den folgenden Sachverhalt wieder: Charakterisiert I(t) die Infomation, die
notwendig ist, ein Segment der Lénge ¢ einer Trajektorie zu beschreiben. Fiir exponentiell
instabile Dynamik gilt [46,47]

I(t
lim ¥ = hxs >0 (2.23)

t—00 ||

wobei hgg die Kolmogorov-Sinai Entropie ist. Dieses Resultat zeigt, dass die Information,
die man zur Vorhersage eines weiteren Segments einer Trajektorie bené6tigt, gerade propor-
tional zur Linge des Segments ist. Man kann eine chaotische Trajektorie, auch wenn man
sie beliebig lange beobachtet, nicht vorhersagen, wenn man nicht die zu grundliegenden
Bewegungsgleichungen kennt.

Der Ursprung der chaotischen Dynamik im gemischten Phasenraum sind die hyperbolischen
Fixpunkte. Das Theorem von Hartman-Grobman stellt sicher, dass es in einer Umgebung
eines hyperbolischen Fixpunkts z* einer Abbildung M eine lokale stabile und instabile
Mannigfaltigkeit gibt. Punkte auf der stabilen Mannigfaltigkeit ndhern sich bei jeder Ite-
ration dem Fixpunkt x*, Punkte auf der instabilen Mannigfaltigkeit entfernen sich von x*.
Durch Anwenden von f und der inversen Abbildung f~! auf die lokale stabile und instabile
Mannigfaltigkeit erhilt man zwei invariante Mengen W*(z*) und W*(z*). Schneiden sich
W (z*) und W*(x*) in einem weiteren Punkt ', so spricht man von einem homoklinen
Schnitt und der Punkt z' heifit homokliner Punkt. Da W*(z*) und W*(z*) invariant unter
der Dynamik von M sind, miissen die iterierten M*(q), k € Z wieder homokline Punkte
sein (s. Abb.2.4). Das Theorem von Smale-Birkhoff stellt nun eine Verbindung zwischen
der Hufeisenabbildung und der Dynamik in der Ndhe homokliner Punkte her.

Theorem 2.3.5 (Smale-Birkhoff). Ist f: X — X ein diskretes dynamisches System.
Sei x* ein hyperbolischer Fizpunkt und x ein homokliner Punkt von f. Dann gibt es eine
abgeschlossene Menge A C X, die x' enthdlt, mit der Eigenschaft

1. A ist eine Cantor-Menge.
2. Es gibt ein p € Z mit fP(A) = A.

3. Die Einschrdnkung von fP auf A ist topologisch konjugiert zur Hufeisenabbildung (auf
der invarianten Menge).
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Die Idee, die dem Beweis zu Grunde liegt, ist in Abb. 2.4b dargestellt. Man betrachtet ein
kleines Rechteck R um einen homoklinen Punkt, dessen Seiten parallel zur stabilen und
instabilen Mannigfaltigkeit liegen. Die Bilder f"(R) und f~™(R) schneiden sich und die
Abbildung f? mit p = n + m verhilt sich wie die Hufeisenabbildung.

2.4 Transport in gemischten Systemen

Die Diskussion zur chaotischen Dynamik hat gezeigt, dass es nicht sinnvoll ist, das Verhal-
ten von individuellen Trajektorien zu betrachten. Aber gerade die stochastische Eigenschaft
der chaotischen Komponenten erlaubt es, mit Hilfe von statistischen Methoden Aussagen
iiber Ensemble von Trajektorien zu machen. Die Dynamik solcher Ensemble wird in der
Transporttheorie untersucht. Dabei steht die Frage im Vordergrund, wie lange eine Menge
von Trajektorien benotigt, von einer Region im Phasenraum zu einer anderen Region zu
gelangen. Dies soll im Folgenden unter “Transport” verstanden werden (exakter wére der
Begriff “Phasenraumtransport”). Ein Verstdndnis der Transporteigenschaften ermoglicht
Vorhersagen zu Ubergangswahrscheinlichkeiten und Korrelationsfunktionen.

2.4.1 Phasenraumfluss

Eine wichtige Rolle in der Transporttheorie spielt der Phasenraumfluss, der wie folgt de-
finiert ist: Sei V' ein Volumen im Phasenraum mit der Oberfliche 0V. Das Volumen der
Trajektorien, die das Volumen V' pro Zeiteinheit verlassen, ist der Fluss aus V. Der Netto-
Fluss, d.h. der Fluss aus V' verringert um den Fluss ins Volumen, verschwindet natiirlich
fiir Hamiltonsche Systeme. Analog wird auch fiir diskrete dynamische Systeme der Fluss
berechnet. Eine Iteration der Abbildung entspricht dabei einem Zeitschritt. Startet man
nun ein Ensemble von N Trajektorien in einem Volumen V und bestimmt die relative An-
zahl Py (t) = N(t)/N der Trajektorien, die zu einer Zeit ¢ noch im Volumen sind, so findet
man einen exponentiellen Zerfall

Pa(t) ~ e (2.24)

mit einer Rate r, wenn das dynamische System vollstdndig chaotisch ist. Fiir ein System
mit gemischtem Phasenraum zerfillt diese Verweilzeit jedoch algebraisch [15]

Py(t) ~t™7 . (2.25)

Da die mittlere Aufenthaltszeit in einer kompakten Region im Phasenraum endlich sein
muss, kommen nur Exponenten mit v > 1 in Frage [48]. Der Exponent hiingt dabei vom
speziellen System ab und typische Werte liegen zwischen 1 und 2.5. Warum die Trajektorien
im gemischten Phasenraum so lange hdngen bleiben, soll nun erklirt werden.
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Abbildung 2.5: a) Phasenraum fiir den gekickten Rotator bei K = 2.5. Gezeigt ist eine Trajek-
torie mit Startpunkt in der chaotischen See. Die Trajektorie bleibt lange in der Nihe der Inseln

héngen, wie man an der unterschiedlich starken Schwérzung erkennt. Die dicke Linie symbolisiert
die partielle Transportbarriere zu einem Cantorus. Der Phasenraumaustausch zwischen dem Be-
reich innerhalb des Cantorus und der chaotischen See erfolgt durch den turnstile (grau schraffierte
Fliachen). b) Konstruktion einer partiellen Transportbarriere fiir einen Cantorus. Die dicken Lini-
enstiicke, die durch die Liicken L, unterbrochen werden, bilden den Cantorus. Die Endpunkte der
Liicke Ly werden durch eine stabile (durchgezogen) und instabile (gestrichelt) Mannigfaltigkeit
Wy bzw. W' verbunden. Die Bilder der stabilen und die Urbilder der instabilen Mannigfaltigkeit
bilden mit dem Cantorus die partielle Transportbarriere, die nur durch den turnstile in der Liicke
Ly passiert werden kann. ¢) Schematische Darstellung zur Funktion eines turnstile. Der grau
schraffierte Phasenraumbereich passiert den Cantorus. Die Pfeile geben die zeitliche Abfolge an.

2.4.2 Partielle Transportbarrieren

In Abb. 2.5 ist die Verteilung einer Trajektorie mit Startpunkt in der chaotischen See ge-
zeigt. Im Gegensatz zu einem vollstéindig chaotischen System ist deutlich zu sehen, dass die
chaotische Komponente des Phasenraums fiir endliche Zeiten nicht gleichmé&fig ausgefiillt
wird. Die Trajektorie bleibt fiir viele Iterationen in der Ndhe der Inseln hingen. Der Grund
hierfiir sind partielle Transportbarrieren. Unter einer partiellen Transportbarriere versteht
man eine Kurve, die den Phasenraum in zwei Regionen aufteilt und nur einen geringen
Phasenraumfluss zwischen den beiden Regionen erlaubt. In einem gemischten Phasenraum
kann man zu verschiedenen invarianten Mengen partielle Transportbarrieren konstruieren,
z.B. zu periodischen Orbits, homoklinen Orbits oder Cantori. Die Konstruktionsidee ist
fiir die drei Typen die gleiche und soll hier exemplarisch fiir Cantori dargestellt werden.
Ein Cantorus liegt auf einem Lipschitz Graphen und ist homeomorph zu einem Kreisring,
aus dem eine abzdhlbare Menge von offenen Intervallen herausgenommen wurde. Die End-
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punkte dieser Liicken geh6ren dabei zum Cantorus. Seien nun x, und ¥, die Endpunkte zu
einer Liicke Ly im Cantorus. Da der Cantorus eine invariante Menge bildet und die Dyna-
mik auf dem Cantorus monoton ist, sind die Iterierten z; und y; wieder Endpunkte von
Liicken im Cantorus. Da die Lénge des Cantorus endlich ist, muss der Abstand zwischen
den Endpunkten hinreichend schnell verschwinden. Die Menge aller Liicken, die durch Ite-
ration aus einer Liicke hervorgehen, nennt man eine Familie. Ein Cantorus kann maximal
abzéhlbar viele solcher Familien enthalten. Um die Darstellung zu erleichtern, wird im Fol-
genden davon ausgegangen, dass es nur eine Familie von Liicken gibt, d.h. man erhélt jede
Liicke durch Iteration von Ly. Zu jeder Liicke L, im Cantorus gibt es eine stabile Mannig-
faltigkeit W} und eine instabile W}*, die die Endpunkte der Liicke verbinden. Eine partielle
Transportbarriere entsteht, indem man den Cantorus um die Kurvenstiicke W;* fiir ¢ < 0
und W} fiir ¢ > 0 ergénzt (s. Abb.2.5b). Das Urbild von W} liegt in der Liicke Ly. Wére
es identisch mit W', so hiitte man eine geschlossene invariante Menge konstruiert, einen
KAM-Torus und keinen Cantorus. Daher miissen W7} und W§' zwei verschiedene Kurven
sein, die sich mindestens in einem Punkt schneiden, da beide durch der Minimax-Orbit
gehen, welcher zwischen den beiden Endpunkten liegt. W und W' bilden eine Schleife in
Form einer 8. Eine solche Schleife nennt man turnstile, da dessen Dynamik einer Drehtiir
gleicht (s. Abb.2.5¢). Um den Cantorus zu passieren, muss ein Orbit durch den turnstile.
Die Fliche AW des turnstile gibt daher den Phasenraumfluss durch den Cantorus an.

Da der Flicheninhalt des turnstile nur schwer bestimmbar ist, verfihrt man in der Pra-
xis folgendermaflen: Zu einem Cantorus mit Windungszahl w wihlt man eine Folge von
(my, ny,) periodischen minimalisierenden Orbits (z*) und Minimax-Orbits (y*), deren Win-
dungszahl my/n; gegen w konvergiert. Die Punkte x* und y* sind dabei Repriisentanten
des Orbits. Berechnet man nun zu jedem k die Wirkungen fiir die beiden Orbits S(z*) und
S(y*), so konnte Mather zeigen, dass der Grenzwert

AW, = lim [S(y*) — S(z*)] (2.26)

k—o0

existiert und nicht negativ ist. Ist AW, > 0, so gibt es keinen invarianten Kreis mit
Windungszahl w [49]. AW, ist dann gleich dem Fluss durch den Cantorus, also gleich der
Flédche des turnstile [50].

Warum gerade die Cantori eine wichtige Klasse von partiellen Transportbarrieren bilden,
hat den folgenden Grund. Das KAM-Theorem stellt sicher, dass es in einer Umgebung eines
elliptischen Fixpunkts invariante KAM-Tori gibt. Diese bilden die Insel. Bei gegebener
Storstérke gibt es einen dufleren KAM-Torus, der den Rand der Insel markiert. Innerhalb
dieses Torus liegen weitere KAM-Tori, auflerhalb existieren jedoch keine KAM-Tori. Wird
nun die Storstiarke erhoht, so zerbricht der Torus und es entsteht ein Cantorus. Dabei dndert
sich der Fluss durch den Torus stetig [13]. Da der Fluss durch KAM-Tori verschwindet, gibt
es in der Nihe der Inseln Cantori mit beliebig kleinen Fliissen. Diese konnen Trajektorien
lange in der Ndhe der Inseln festhalten. Wird die Storstidrke weiter erhoht, so werden die
Liicken im Cantorus immer gréfler und der Einflufl des Cantorus auf die Dynamik nimmt
ab.
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2.4.3 Markov-Modell zum Phasenraumtransport

In diesem Abschnitt wird ein Markov-Modell zur Beschreibung des Transports in gemisch-
ten Systemen vorgestellt. Es geht auf Arbeiten von MacKay, Meiss, Ott und Percival [50-53]
zuriick, die den Transport zwischen Regionen im Phasenraum untersucht haben, die durch
partielle Transportbarrieren wie Cantori oder stabile und instabile Mannigfaltigkeiten ge-
trennt sind.

Das Markov Modell beruht auf einer Partitionierung der chaotischen Komponente des
Phasenraums in Regionen R, mit Volumina €),. Die Dynamik in jeder Region wird als
stochastisch angenommen und der Phasenraumaustausch zwischen benachbarten Regionen
R, und R, ist durch den Fluss @, gegeben. Die Partionierung des Phasenraums ist jedoch
nicht trivial. Insbesondere sollten solche partiellen Transportbarrieren einen starken Einflufl
auf die Dynamik haben, die nur einen kleinen Fluss zwischen den benachbarten Regionen
erlauben. MacKay et al. [52] haben vorgeschlagen, Cantori fiir die Partitionierung des
Phasenraums zu verwenden, da der Fluss durch Cantori in der N#he der Inseln stetig
abnimmt. (Spéater wurden auch partielle Transportbarrieren aus stabilen und instabilen
Mannigfaltigkeiten untersucht [54].)

In Abb. 2.6 ist eine typische Partitionierung des Phasenraums in der Nihe einer Hauptin-
sel mit drei Nebeninseln, die wiederum von einer Inselkette umgeben sind, dargestellt. Das
Markov-Modell hat dann die Form eines bindren Baums und jeder Zustand s wird eindeutig
durch eine endliche Folge von Symbolen “R” und “L” beschrieben. Auf jeder Stufe s der
Hierarchie gibt es fiir eine Trajektorie zwei Méglichkeiten tiefer in die Hierarchie vorzudrin-
gen: Entweder die Trajektorie nidhert sich weiter der zentralen Insel der Hierarchiestufe,
in diesem Fall wird dem Index eine “L” angehédngt, oder sie springt in die umgebende
Inselkette und dem Index wird eine “R” hinzugefiigt. Der Ast, der nur das Symbol “L.”
enthélt, beschreibt Trajektorien, die sich ausschliefllich der Hauptinsel ndhern. Das andere
Extrem s = LR - -+ entspricht Trajektorien, die sich auf jeder Hierarchiestufe der Inselkette
ndhern, die die zentrale Insel der Stufe umgibt.

Die Dynamik in jeder Region wird als vollstindig chaotisch angenommen. Fiir jede Region
R, gibt es zwei wichtige Zeitskalen: Die Mixing-Zeit ist die Zeit, die ein Ensemble von
Trajektorien bendétigt, gleichmiflig die Region auszufiillen. Hiermit konkurriert die mitt-
lere Zeit, die eine Trajektorie in dieser Region verweilt. Diese Zeit ist gegeben durch das
Verhiltnis des Volumens €2, zur Fliche des turnstile, also dem Fluss ®,. Im Rahmen des
Markov-Modells wird angenommen, dass fiir jede Stufe s die Mixing-Zeit klein gegeniiber
der mittleren Verweilzeit in der Region ist. Sind die Volumina €2, und die Fliisse ®, be-
kannt, so ist das Markov-Modell eindeutig bestimmt und die Dynamik auf dem Baum kann
untersucht werden. Dabei ist man insbesondere an der Verteilung der Verweilzeiten fiir Tra-
jektorien interessiert, die in der Region Rj - der chaotischen See - starten, einen Teil des
Baums erkunden und schliefflich wieder zum Ausgangspunkt zuriickkehren. Ohne weitere
Annahmen iiber die Volumina ), und die Fliisse ®; kann die Verteilung nur numerisch
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Abbildung 2.6: a) Schematische Darstellung der Partitionierung des Phasenraums durch Can-
tori. In der Mitte liegt die Hauptinsel umgeben von einer Inselkette, die vier Nebeninseln besitzt.
Die Kreise symbolisieren die Cantori, die Schleifen die turnstiles. Zwei extreme Pfade in dieser
Cantori-Hierarchie sind durch die Pfeile angegeben: Die obere Pfeilfolge beschreibt Trajektorien,
die sich ausschliefilich der Hauptinsel ndhern. Das Héngenbleiben in den Insel-um-Insel Struk-
turen wird durch die untere Pfeilfolge wiedergegeben. b) Das Markov-Modell zur Beschreibung
der Dynamik im Phasenraum ist ein binirer Baum. Abgesehen von der Moglichkeit wieder zur
néchst-hoheren Stufe zuriickzukehren, hat eine Trajektorie in jeder Stufe zwei Moglichkeiten:
Entweder sie ndhert sich weiter der Hauptinsel der Stufe auf der sie sich befindet, oder sie bleibt
an der néchsten Inselkette hingen.

berechnet werden.

Ein qualitatives Verstindnis der Dynamik erlaubt das Kettenmodell. Im Gegensatz zum
Baum wird im Kettenmodell nur ein Ast betrachtet, z.B. der Ast des Baums, der das
Héngenbleiben von Trajektorien, die sich ausschliefilich der Hauptinsel ndhern, beschreibt.
Das Kettenmodell besteht also aus Regionen n € N mit Volumina €2,,, die durch Fliisse
®,, n+1 verbunden sind. Weiterhin sei angenommen, dass die Volumina und Fliisse geméf

Q, =Qow" und Dy 4 = Pop" (2.27)
skalieren, wobei 0 < ¢ < w < 1 gelten soll. Fiir dieses Modell haben Hanson, Cary und

Meiss [53] gezeigt, dass die Wahrscheinlichkeit P (t) linger als eine Zeit ¢ in der Kette
hidngenzubleiben algebraisch abfillt

Inw)
Pa(t) ~ 77 mit y= 1 — — . 2.2
(0~ it = (1-2) (2.28)
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Der Exponent v wird dabei durch die Skalierungsparameter bestimmt. Der Beweis dieser
Aussage ist jedoch sehr technisch und umfangreich, weshalb er hier nicht dargestellt wer-
den soll [53]. Anschaulich gelang man folgendermafien zu GI.(2.28): Jede Region fiir sich
genommen erzeugt einen exponentiellen Zerfall mit der Rate ®,, ,,11/€2,. Wie stark die n-te
Region an die Region R, koppelt, ist durch den Fluss ®,, ,,41 ~ ¢" gegeben. Die Verteilung
P, (t) erhilt man nun als Uberlagerung der exponentiellen Zerfille mit den Raten ~ (p/w)™.
Wie wichtig der Beitrag des Zerfalls der n-ten Region fiir die Verteilung ist, wird durch den
Fluss ~ ™ bestimmt. In einer doppelt-logarithmischen Darstellung hat die Verteilung die
mittlere Steigung In(¢)/In(wyp). Dies liefert den Zusammenhang in Gl. (2.28). Auf Grund
der Einfachheit des Kettenmodells wird dies bei der quantenmechanischen Untersuchung
des Phasenraums noch eine wichtige Rolle spielen.

2.5 Quantenmechanik gekickter Systeme

Zum Abschluss dieses Kapitels soll noch auf die quantenmechanische Beschreibung von ge-
kickten Systemen eingegangen werden. Grundlagen zum Quantenchaos finden sich z.B. in
den Biichern von Haake [55] oder Stéckmann [56]. Kanonische Quantisierung der Hamilton-
Funktion in GI. (2.13), d.h. Ersetzen der reellen Variablen p und ¢ durch Operatoren p und
G, die der Vertauschungsrelation [¢, p] = «h geniigen, fiihrt auf das zugehorige gekickte
Quantensystem. Der klassischen Poincaré-Abbildung entspricht der unitire Zeitentwick-
lungsoperator U, der einen Zustand () in den Zustand ¢ (¢ + 7) iiberfiihrt. Der Zeitent-
wicklungsoperator fiir eine Periode lésst sich leicht ausrechnen

12

U = ¢4 T HGaHA _ —47(B) = 59(@) (2.29)

Berechnung des Spektrums

Da das Potential g als 27-periodisch angenommen wird, haben die Eigenfunktionen ¢
des Zeitentwicklungsoperators U nach Blochs Theorem in der Ortsdarstellung die Form
d(q) = €' g, (q) mit P, (q + 2m) = ¢y, (). Dies hat zur Konsequenz, dass die Eigenwerte
des Impulsoperators diskret sind. Sie sind gegeben durch A[n + 6,/(27)], wobei n € Z
gilt. Im Allgemeinen ist U eine unendlich dimensionale Matrix. Ist jedoch das Impulsgitter
invariant unter der Transformation n — n + M/(2xh), dann gibt es eine ganze Zahl N
mit i = 27M /N und U ist ebenfalls translationsinvariant. Dadurch reduziert sich die
Dimension von U auf N. Die Periodizitit des in Impulsrichtung ausgedehnten Systems
wird durch eine weitere Bloch-Phase 6, beriicksichtigt. Zu gegebenen Phasen 0,0, kann
man die Matrix U diagonalisieren und erhilt N Eigenwerte. Da die Matrix U unitér ist,
muss jeder Eigenwert von der Form e* sein, wobei w € R als Quasi-Energie bezeichnet
wird. Das Spektrum der Quasi-Energien der Matrix U erhilt man als Vereinigung der
Teilspektren von U(6,,6,) zu allen Bloch-Phasen 6,, 6, € [0, 27] [57].
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Zeitentwicklung

Ist man an der Zeitentwicklung eines Wellenpakets interessiert, so verwendet man zweck-
miéfigerweise Fourier-Transformationen, um zwischen den Darstellungen des Wellenpakets
im Orts- und Impulsraum zu wechseln. So kann ausgenutzt werden, dass die einzelnen
Operatoren aus denen sich U zusammensetzt, in jeweils einer der beiden Darstellungen
diagonal sind. Der Rechenaufwand fiir jede Iteration betrigt demnach ~ NIn N, wobei
N die Anzahl der Zustinde angibt. Will man die Dynamik im offenen Quantensystem
studieren, so werden nach jeder Anwendung von U Beitrige des Wellenpaket auflerhalb
eines Fensters, z.B. auflerhalb der ersten Einheitszelle, geloscht. Mathematisch wird dies
durch einen Projektionsoperator P beschrieben, der das Wellenpaket auf den gewiinschten
Unterraum projiziert. Der Zeitentwicklungsoperator ist dadurch nicht mehr unitér und die
Norm des Wellenpakets zerfillt mit jeder Iteration.

Phasenraumdarstellung

Schwerpunkt dieser Arbeit ist das Zusammenspiel von quantenmechanischen und klassi-
schen Eigenschaften. Obwohl es in der Quantenmechanik nicht das Konzept des Phasen-
raums gibt, existieren Verfahren, die es erlauben, Wellenfunktionen ¢ auf den Phasenraum
zu projizieren. Zunichst wire da die Wigner-Funktion zu nennen [58]. Sie hat jedoch den
Nachteil, dass sie Oszillationen aufweist, die zu negativen Werten fithren kénnen. Gebréuch-
licher ist daher die Husimi-Darstellung

/ —q)? —
< q,plp>= (%)1 4/exp <—8(x2h” P hq/2)> <alp>dr . (2.30)

Hierbei nehmen p und ¢ die klassischen Werte im Phasenraum an. Der Parameter s be-
schreibt die Asymmetrie der Gau-Glocke in p und ¢ Richtung.



32

Hamiltonsches Chaos




Kapitel 3

Chirikovs siebtes Gesetz

Im letzten Kapitel wurde gezeigt, dass Korrelationen in typischen Hamilton-Systemen alge-
braisch abfallen. Dies gilt insbesondere fiir die Verteilung der Aufenthaltszeiten P(t) ~ ¢t~7
chaotischer Trajektorien in der Ndhe der reguldren Dynamik. Der Exponent 7y, bestimmt
durch numerische Simulationen, scheint hingegen nicht universell zu sein, sondern hingt
vom betrachteten System und von Parametern ab. Er liegt typischerweise zwischen 1 und
2.5. Es ist eine fundamentale Frage im Gebiet Hamiltonscher Dynamik, ob asymptotisch
ein universeller Exponent existiert.

Basierend auf der universellen Existenz von kritischen goldenen Tori, haben Chirikov und
Shepelyansky argumentiert, dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeit unabhéingig vom Sy-
stem und von Parametern asymptotisch wie Py(t) ~ t73 zerfillt [59] (bekannt als Chi-
rikovs siebtes Gesetz [60]). Thre Argumente beruhen auf Untersuchungen zum gekickten
Rotator zur Kickstirke K = K., bei der der goldene Torus gerade kritisch ist. Im Gegen-
satz hierzu liefern Untersuchungen zum Héngenbleiben von Trajektorien in Insel-um-Insel
Strukturen typischerweise kleinere Exponenten. So haben Zaslavsky et. al. gefunden, dass
bei der Kickstirke K = K* der gekickte Rotator eine ausgepriigte Insel-um-Insel Struktur
besitzt, die sich dadurch auszeichnet, dass jede Insel immer von genau acht Tochterinseln
umgeben ist [61]. Unter Ausnutzung diese exakten Skalierung haben sie den Exponenten
~v = 2.25 fiir das Héngenbleiben berechnet. Um diese Widerspriiche zu aufzukléren, wird im
Folgenden der gekickte Rotator zu den beiden Kickstdrken K. und K* genauer numerisch
untersucht [36].

3.1 Kritischer goldener Torus

Die KAM-Theorie besagt, dass hinreichend irrationale Tori unter einer kleinen Stérung
erhalten bleiben. Wie anfillig ein Torus auf die Stérung reagiert, hingt von der Ket-
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Abbildung 3.1: Phasenraum fiir den gekickten Rotator bei K = K, in symmetrischer Darstel-
lung. Bei diesem Parameter ist der goldene Torus (dicke Linie) gerade kritisch. Die Vergroflerungen
zeigen die selbstdhnliche Struktur des Phasenraums in der Nidhe des goldenen Torus. Die Zahlen
geben die Windungszahlen p,, /¢, der Inselnketten an, die den goldenen Torus approximieren.

tenbruchentwicklung seiner Windungszahl w ab. Ein Torus ist um so stabiler, je kleiner
die Betrdge der Zahlen in der Kettenbruchentwicklung sind. Am stabilsten erweisen sich
daher die sogenannten noblen Tori, die sich durch Windungszahlen mit Kettenbruchent-
wicklungen w = [ay,...,a,,1,1,1...] auszeichnen (Greensche Vermutung [62]). Die Pha-
senraumstruktur in der Nidhe eines kritischen noblen Torus ist unabhingig von der be-
trachteten Abbildung und in diesem Sinne universell [63]. Dabei heifit ein Torus kritisch,
wenn die Storstirke gerade so gewihlt ist, dass eine beliebig kleine Erhohung den Torus
zerstort [62,63]. Auf Grund ihrer Stabilitdt und universellen Struktur wurden kritische
noble Tori intensiv untersucht [15,45,62-64], dies gilt insbesondere fiir goldene Tori mit
we=(v5—1)/2=11,1,1,...]. In Abb.3.1 ist der Phasenraum fiir den gekickten Rotator
mit K = K. = 0.97163540631 dargestellt. Bei dieser Kickstérke ist der goldene Torus p,
gerade kritisch [65]. Der kritische goldene Torus wird durch Inselketten, den sogenannten
prinzipiellen Resonanzen, mit den Windungszahlen p, /g, approximiert, wobei p,, und g,
zwei aufeinander folgende Fibonacci-Zahlen sind. Deutlich erkennbar ist die selbstéhnliche
Struktur des Phasenraums in der Nihe von p,.

Unter der Annahme, dass das Hangenbleiben chaotischer Trajektorien von den prinzipiellen
Resonanzen dominiert wird, kann mit Hilfe renormierungstheoretischer Argumente die Vor-
hersage v = 3 fiir den asymptotischen Zerfall von P (t) abgeleitet werden [53,63,66]. Im Ge-
gensatz zu dieser Vorhersage zeigen numerische Untersuchungen einen deutlich schwécheren
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Abbildung 3.2: a) Zerfall der klassischen Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir den gekickten Rota-
tor bei K = K. Der Verlauf der numerisch bestimmten Kurve weicht deutlich von der Vorhersage
aus Ref. [59] (gestrichelt) ab. b) Der relative Anteil f(¢) der Trajektorien, die in der selbstéhnli-
chen Hierarchie zum goldenen Torus hingenbleiben, ist dargestellt. Fiir groBe Zeiten (¢ > 2-107)
tragen diese Trajektorien immer weniger zu P(t) bei.

Zerfall [45,64], was zu zwei Erkldrungsansétzen fithrte: Zum einem wurde spekuliert, dass
das Hingenbleiben an nicht prinzipiellen Resonanzen wichtig sein konnte [50]. Dies wiirde
zu einem schwicheren Zerfall mit v = 1.96 fiihren. Zum anderen wurde argumentiert, dass
der asymptotische Zerfall erst zu sehr spéten Zeiten einsetzt und die Numerik nur ein nicht
universelles transientes Verhalten zeigt. Eine neuere Arbeit von Chirikov und Shepelyansky
scheint die zweite Hypothese zu unterstiitzen [59]. Fiir Trajektorien mit Startbedingungen
in der Néhe der hyperbolischen Fixpunkte der prinzipiellen Resonanzen (p,/q,) haben sie
die mittlere Zeit 7,, numerisch bestimmt, die die Trajektorien benétigen, um die Hierar-
chie zu verlassen. Die Analyse dieser mittleren Verweilzeiten liefert den asymptotischen
Zerfall Py(t) = 3.9 - 10"t~ fiir Zeiten ¢ > 107, in Ubereinstimmung mit den einfachen
Renormierungstheorien, die die selbstdhnliche Phasenraumstruktur ausnutzen.

Es ist jedoch duflerst fragwiirdig, den Schluss von den mittleren Verweilzeiten auf den Zer-
fall der Aufenthaltswahrscheinlichkeit zu ziehen. Zwar kann die mittlere Verweilzeit Auf-
schluss dariiber geben, zu welcher Zeit ein Bereich im Phasenraum zur Verteilung Py (t)
beitrigt. Jedoch kann sie keine Auskunft dariiber geben, wie wichtig der Beitrag des Be-
reichs im Vergleich zu anderen Bereichen ist. Um dies zu iiberpriifen, wurde die Verteilung
P, (t) numerisch fiir den gekickten Rotator bei K = K, bestimmt. In einer kleinen Um-
gebung um den instabilen Fixpunkt (¢,p) = (0,0) wurden viele Trajektorien gestartet
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Abbildung 3.3: Phasenraumdichte fiir individuelle Trajektorien der Linge ¢t ~ 5-107 fiir K = K,.
Dabei ist fiir eine Trajektorie (¢, p) der Abstand p.(q) — p zum kritischen goldenen Torus p.(q)
logarithmisch aufgetragen. a) Zeigt eine Trajektorie, die der selbstdhnlichen Phasenraumstruktur
folgt. b) Eine Trajektorie, die nicht in der Ndhe des goldenen Torus hiingenbleibt, sondern sich
in nicht-prinzipalen Inselstrukturen aufhélt. Die Phasenraumdichte wurde auf einem Gitter mit
500 x 500 Punkten bestimmt. Die Graustufen zeigen die Dichte auf einer logarithmischen Skala.

und fiir mehr als 10'' Schritte iteriert. Dabei kreuzt die Trajektorie mehrmals die Linie
p = 0. Die Anzahl der Tterationen zwischen zwei aufeinander folgenden Ubertritten liefert
die Aufenthaltszeit 7 in der Hierarchie. Die lange Trajektorie setzt sich also aus vielen
kiirzeren Trajektorien zusammen, wobei der Endpunkt jedes Teils immer Startpunkt fiir
das nachfolgende Segment ist. Die gesamte Computerzeit entsprach dabei 15-10'2 Iteratio-
nen des gekickten Rotators. In Abb. 3.2a ist die so ermittelte Verteilung zusammen mit der
Vorhersage aus Ref. [59] dargestellt. Der Zerfall wird gut durch v ~ 1.9 fiir grofie Zeiten
beschrieben und weicht damit deutlich von der Vorhersage v = 3 ab.

Um Aufschluss dariiber zu erhalten, woher diese Abweichungen kommen, wurde fiir die
Trajektorien mit Zeiten 7 > 3-10°% untersucht, wo sie hiingenbleiben. Dazu wurde fiir diese
Trajektorien die Dichte im Phasenraum bestimmt. Damit die Strukturen in der Nihe des
goldenen Torus besser aufgelost werden, ist es sinnvoll, den Phasenraum zu entfalten. Da-
zu wird zunéchst fiir jeden Punkt (p(¢), ¢(t)) einer Trajektorie der Abstand p.(q(t)) — p(¢)
zum goldenen Torus, der durch p.(¢q) beschrieben wird, berechnet. Die Dichte wird nun auf
einem Gitter mit 500x500 Punkten bestimmt, wobei der Abstand zum Torus logarithmisch
aufgetragen wird. Dadurch 148t sich gut feststellen, wo die Trajektorien im Phasenraum
hingenbleiben. In Abb. 3.3a ist die Dichte fiir eine Trajektorie der Linge 5 - 107 gezeigt,
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die sich dem kritischen goldenen Torus nihert. In Ubereinstimmung mit den in Ref. [59]
ermittelten Verweilzeiten 7144 = 4-107 dringt die Trajektorie bis zur prinzipiellen Resonanz
55/144 vor. Abb. 3.3b zeigt eine Trajektorie, die ebenfalls 5-107 Zeitschritte in der Hierar-
chie verweilt, jedoch nicht iiber die prinzipielle Resonanz 5/8 hinauskommt und an einer
nicht prinzipiellen Inselkette hingenbleibt. Diese Analyse wurde fiir alle Trajektorien mit
Zeiten 7 > 3-10° durchgefiihrt. Dabei wird eine Trajektorie der Linge 7 als konsistent mit
der Renormierungstheorie angesehen, wenn sie bis zu der prinzipiellen Resonanz p,, /¢, mit
Verweilzeit 7, ~ 7 vordringt. Nach dieser Methode wurden alle Trajektorien klassifiziert
und der relative Anteil f(¢) der Trajektorien bestimmt, die in einem Zeitfenster um ¢ in
Ubereinstimmung mit der Renormierungstheorie sind. Wie man an dem Abfall von f(t)
fiir Zeiten t > 2-107 sieht, werden diese Trajektorien immer unwichtiger fiir das Verhalten
von P, (t) (Abb.3.2b). Dies zeigt deutlich, dass die Annahme der einfachen Renormie-
rungstheorien, die selbstdhnliche Struktur in der Néhe des kritischen Torus dominiere das
Hiingenbleiben, nicht erfiillt ist. Aus dem Verhiltnis des vorhergesagten P, (t) ~ t~% zum
numerisch gefundenen Py (t) ~ ¢t~ erwartet man, dass der relative Anteil wie f(t) ~ ¢!
fiir grofle Zeiten abnimmt. Dies wird gut von den Daten in Abb. 3.2b unterstiitzt.

3.2 Insel-um-Insel

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dass das Hiangenbleiben in der Nihe eines kritischen
noblen Torus nicht nur durch einen einfachen Renormierungspfad beschrieben werden kann.
Diese Aussage soll nun anhand eines weiteren Beispiels untermauert werden. Dazu wird
wieder der gekickte Rotator untersucht und zwar bei der Kickstirke K = K* = 6.908745.
Der Phasenraum bei diesem Parameter ist fast vollstindig chaotisch bis auf zwei kleine
Bereiche reguldrer Dynamik (Abb.3.4). Jeder Bereich besteht aus einer Hauptinsel mit
drei Nebeninseln. Diese sind von acht Inseln umgeben, welche wiederum von einer Insel-
kette mit acht Inseln umgeben sind. Die Kickstirke wurde gerade so gewéhlt, dass die
grofiten Inseln im Phasenraum, abgesehen von der Hauptinsel, immer von acht Tochterin-
seln umgeben sind [61]. Unter Verwendung renormierungstheoretischer Methoden, die das
exakten Skalierungsverhalten ausnutzten, haben Zaslavsky et. al. fiir das Héngenbleiben
chaotischer Trajektorien an den Inseln den klassischen Exponenten v = 2.25 vorhergesagt.
Jedoch stellt sich auch hier die Frage, ob nicht - zumindest fiir grofle Zeiten - Bereiche
wichtige Beitrdge zum klassischen Zerfall liefern, die in der Renormierungstheorie nicht
beriicksichtigt werden.

Zur Klarung dieser Frage wurde der gekickte Rotator numerisch untersucht. Zunéchst soll
auf eine Besonderheit der Dynamik bei dieser Kickstédrke eingegangen werden, die es er-
laubt, einfach festzustellen, wie lange eine Trajektorie in der Ndhe der reguliren Bereiche
héngenbleibt. Betrachtet man die Dynamik auf dem Zylinder (p, ¢) € Rx S, so findet man,
dass die Inseln einer Zelle jeweils um +27 in p-Richtung auf die Inseln der benachbarten
Zellen abgebildet werden. Ein Teilchen, das auf einer Insel startet, vollzieht die Bewegung
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Abbildung 3.4: Phasenraum fiir den gekickten Rotator bei K = K* in symmetrischer Darstel-
lung (nach einem halben Kick). Der Phasenraum ist fast vollstindig chaotisch bis auf zwei kleine
Beschleunigermoden. Die Pfeile geben jeweils die Richtung an, in die die Beschleunigermoden
transportieren. Die sukzessiven Vergroferungen zeigen die selbstihnliche Phasenraumstruktur:
Die Hauptinsel wird von drei Nebeninseln umgeben. Diese werden auf der nichsten Stufe von
acht Inseln umgeben, welche wiederum von einer Inselkette mit acht Inseln umrandet werden,
usw. Insgesamt hat man die Sequenz 3 —8 —8....

auf einem Torus der Insel, wobei es bei jeder Iteration eine Zelle weiter hiipft. Auf Grund
dieser Eigenschaft bezeichnet man die beiden Ketten regulidrer Dynamik auch als Beschleu-
nigermoden. Eine chaotische Trajektorie hiipft solange mit der Beschleunigermode, wie sie
an ihren Inselstrukturen hingenbleibt. Eine Trajektorie mit Startpunkt in der chaotischen
See wird nun solange evolviert, wie sie kontinuierlich bei jedem Zeitschritt eine Einheitszel-
le weiter springt. Die Anzahl der Iterationen liefert dann die Verweilzeit 7 der Trajektorie
in der Hierarchie der reguldren Bereiche.

In Abb.3.5 ist die numerisch ermittelte Verteilung der Aufenthaltszeiten P, (t) fiir die
beiden Beschleunigermoden gezeigt. Zunichst wurden ~5 - 10! Teilchen auf einer Linie
p = const auflerhalb der Beschleunigermoden gestartet. Die ldngste Trajektorie verweilt
5 - 10° Tterationen in der Nihe der Beschleunigermoden. Dies ist zwar schon um fast eine
GroBenordnung linger als die Untersuchungen in Ref. [67]. Will man jedoch noch Aussagen
fiir spétere Zeiten bekommen, so ist es nicht zweckméBig, auflerhalb der Beschleunigermo-
den zu starten. Dies liegt darin begriindet, dass die Beschleunigermoden nur einen sehr
geringen Teil des Phasenraums einnehmen und daher viele Teilchen erst gar nicht in die
Nédhe der Moden gelangen. Um also auch Aussagen fiir grofie Zeiten zu erhalten, wurden
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Abbildung 3.5: a) Gezeigt ist der Zerfall P (t) fiir K = K* verschiedene Anfangsbedingungen
(s. Text). Alle vier Kurven zeigen das selbe Potenzgesetz (inklusive der Fluktuationen), was von
der Vorhersage v = 2.25 aus Ref. [61] (gestrichelt) abweicht. b) Fiir die lingsten Trajektorien
(> 5-10°) ist der relative Anteil f(¢) der Trajektorien gezeigt, die der selbstihnlichen Insel-
um-Insel Struktur folgen. Der Abfall wird gut durch das Verhéltnis des vorhergesagten zum
gefundenen Zerfall beschrieben (durchgezogene Linie).

Trajektorien an drei verschiedenen Stellen in der Nihe einer Beschleunigermode gestartet.
Natiirlich miissen die so bestimmten Verteilungen fiir kleine Zeiten von der Verteilung mit
Anfangsbedingungen p = const abweichen, da jede Trajektorie zumindest einige Iteratio-
nen in der Nihe der Beschleunigermode verweilt. Fiir Zeiten ¢ > 10% zeigen jedoch alle
vier Verteilungen den gleichen Zerfall. Nicht nur der Exponent stimmt {iberein, sondern
auch die Fluktuationen um diesen mittleren Zerfall werden von allen Verteilungen gleicher-
maflen reproduziert. Das zeigt deutlich, dass die gew#hlten Startbedingungen verléssliche
Ergebnisse fiir Py(t) liefern. So erreicht man leicht Zeiten von ¢ ~ 5 - 107 und damit
zwei Groflenordnungen weiter als in Ref. [67]. Der Zerfall wird gut durch den Exponenten
v = 1.85 fiir Zeiten ¢ > 10% beschrieben und weicht damit, zwar nicht so extrem wie beim
kritischen goldenen Torus, aber immer noch deutlich von der theoretischen Vorhersage
v = 2.25 ab. Auch fiir die Beschleunigermoden wurde untersucht, wo die lingsten Tra-
jektorien hingenbleiben. In Abb. 3.6 sind die Phasenraumdichten zweier Trajektorien, die
t ~ 5-107 Iterationen einer Beschleunigermode folgen, gezeigt. Abb. 3.6a zeigt die Dichte
einer Trajektorie, die dem selbstidhnlichen Insel-um-Insel Pfad folgt. Im Gegensatz dazu
ist in Abb. 3.6b die Dichte einer Trajektorie wiedergegeben, die an anderen Inselstruk-
turen im Phasenraum héngenbleibt. Dass diese weiteren Inselstrukturen fiir grofle Zeiten
wichtig werden, zeigt Abb.3.5b, in der der relative Anteil f(¢) der Trajektorien darge-
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Abbildung 3.6: Dichte im Phasenraum fiir zwei Trajektorien der Linge ~ 5 - 107 mit jewei-
ligen Vergrofilerungen um die selbstidhnliche Inselkette. a) Gezeigt ist eine Trajektorie, die der
selbstdhnlichen Struktur folgt. b) Zeigt eine Trajektorie, die an Inselstrukturen, die nicht von der
Renormierungstheorie beriicksichtigt werden, h&ngenbleibt.

stellt ist, die dem selbstihnlichen Insel-um-Insel Pfad folgen. Fiir Zeiten ¢t > 10° bleibt
ein immer geringerer Anteil in der ...8 — 8 — ... Sequenz hingen. Wie schon beim kriti-
schen goldenen Torus wird auch hier wieder der Abfall von f(¢) ndherungsweise durch das
Potenzgesetz f(t) ~ t %% beschrieben, das man aus dem Verhéltnis des theoretisch vor-
hergesagten Zerfalls Py(t) ~ ¢t 2% zum numerisch bestimmten P, (t) ~ ¢t~ findet. Dies
zeigt, dass die einfache Renormierungstheorie zwar das Hangenbleiben in der selbstdhnli-
chen Insel-um-Insel Struktur beschreibt, diese aber nur einen Teilbeitrag zu P (t) liefert,
der dariiberhinaus fiir grofle Zeiten immer unwichtiger wird.

Es soll nun noch kurz auf eine Konsequenz, die sich aus den o.a. Resultaten zu den Be-
schleunigermoden ergibt, hingewiesen werden. Es ist eine lang bekannte Tatsache, dass die
spezielle Dynamik der Beschleunigermoden zu anomaler Diffusion fiihrt, wenn das Hédngen-
bleiben an den Beschleunigermoden mit Exponenten v < 2 zerfiillt. [68-70]. Anomale Diffu-
sionsprozesse zeichnen sich dadurch aus, dass die Varianz eines Ensembles von Trajektorien
nicht linear mit der Zeit, sondern mit einem Exponenten 1 < p < 2 anwiichst. Zaslavsky et.
al. behaupten, dass sie fiir K = K* anomale Diffusion finden, was auch durch ihre numeri-
schen Untersuchungen unterstiitzt wird [61]. Das passt jedoch nicht zu dem vorhergesagten
Exponenten v = 2.25, wonach man “normale” Diffusion erwartete. Dieser Widerspruch hat
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zu einiger Verwirrung in der Literatur gefiihrt [71,72], der mit den obigen Ergebnissen nun
ausgerdumt ist.

3.3 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel wurde das Héngenbleiben chaotischer Trajektorien in der Nihe der
reguldren Inseln numerisch fiir den gekickten Rotator zu zwei Kickstédrken K. und K* ein-
gehend untersucht. Beide Kickstirken zeichnen sich dadurch aus, dass es im Phasenraum
jeweils einen Pfad gibt, entlang dem der Phasenraum eine exakt selbstihnliche Struktur
aufweist: Fiir K. ist dies der Pfad zum kritischen goldenen Torus und fiir K* gibt es eine
Insel-um-Insel Sequenz, die selbstdhnlich ist. Diese Selbstdhnlichkeit wurde verwendet, um
mit Hilfe von renormierungstheoretischen Methoden den klassischen Exponenten ~ fiir das
Héngenbleiben an den Inseln zu berechnen [53,61,63,66]. Jedoch findet man numerisch fiir
beide Parameter erhebliche Abweichungen von diesen Vorhersagen. Dies liegt nicht daran,
dass die Theorien die selbstdhnlichen Strukturen falsch beschreiben, sondern, wie hier ge-
zeigt wurde, dass Trajektorien an anderen Strukturen im Phasenraum héngenbleiben. Die
genaue Analyse der Phasenraumdichten der langsten Trajektorien zeigt dariiber hinaus,
dass diese anderen Bereiche fiir grofle Zeiten immer wichtiger werden. Die Ergebnisse die-
ses Kapitels widerlegen die Behauptung, der universelle Exponent fiir den asymptotische
Zerfall sei v = 3 [59].

Obwohl diese eindimensionalen Renormierungstheorien ein qualitatives Verstindnis der
Dynamik in gemischten Systemen liefern, muss eine quantitative Beschreibung die kom-
plette Phasenraumstruktur beriicksichtigen. Erste Ansétze dazu gehen auf Meiss und Ott
zuriick, die ein Baummodell fiir die Dynamik vorgeschlagen haben [50]. Die Suche nach
dem universellen Exponenten, so er denn existiert, kommt um eine detailiertere Untersu-
chung der Eigenschaften dieses Modells nicht herum. Im Allgemeinen weist der Phasenraum
keine exakte Skalierung auf, sondern ist nur im statistischen Sinn selbstédhnlich. Ein viel-
versprechendes Modell fiir realistische Phasenraumstrukturen konnte daher ein Baum mit
Unordnung in den Ubergangsraten sein.
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Kapitel 4

Hierarchische Eigenzustinde

In diesem Kapitel soll der Einfluss der klassischen Transportbarrieren auf Spektrum und
Eigenfunktionen eines Quantensystems mit gemischtem Phasenraum herausgearbeitet wer-
den. Das Hauptergebnis dieser Untersuchungen ist die Charakterisierung und Quantifizie-
rung einer neuen Klasse von Eigenzustéinden [38].

4.1 Eine neue Klasse von Eigenzustinden

Der klassische Phasenraum eines gemischten Systems unterteilt sich in Regionen regulérer
und chaotischer Dynamik. Fiir Eigenfunktion und Spektrum des korrespondierenden Hamilton-
Operators hat Percival [32] eine entsprechende Zweiteilung in regulér und chaotisch vorge-
schlagen. Die reguldren Zusténde zeichnen die invarianten KAM-Tori der Inseln nach. Wie
bei integrablen Systemen sind regulire Eigenenergien und Eigenfunktionen im Rahmen der
Einstein-Brillouin-Keller (EBK) [18-20] Quantisierung verstandlich. Ist C' ein KAM-Torus

im Poincaré-Schnitt und erfiillt die Wirkung die Quantisierungsbedingung

J = j[cpdq = 2mh(n + %) (4.1)

mit einer ganzen Zahl n > 0, dann besitzt - zumindest im semiklassischen Limes - der
Hamilton-Operator einen Eigenwert, dessen Wert der klassischen Energie auf dem Torus
C entspricht. Motiviert durch die Untersuchungen vollstéindig chaotischer Systeme werden
chaotische Zustédnde im gemischten Phasenraum dadurch charakterisiert, dass sie als Triager
die chaotische Komponente des Phasenraums haben und abgesehen von Fluktuationen den
Triager gleichméfig bedecken. Die Fluktuationen um die mittlere Anregungsstirke folgen
in guter Ndherung der Theorie der Zufallsmatrizen.

Die Annahme, dass sich die chaotischen Zusténde gleichmiflig auf der chaotischen Kom-
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Abbildung 4.1: Beispiele fiir einen reguléren, hierarchischen und chaotischen Zustand der Stan-
dardabbildung (K = 2.5, = 27/1000). Die eingetragenen Linien skizzieren die Lage der invari-
anten Tori des zugehorigen Phasenraums.

ponente der klassischen Dynamik verteilen, beriicksichtigt nicht die Existenz der partiellen
Transportbarrieren, die einen starken Einfluss auf die Dynamik haben. Im Folgenden wird
gezeigt, dass die partiellen Transportbarrieren zu einer neuen Klasse von Eigenfunktionen
fithren, den hierarchischen Figenfunktionen. Diese Zustdnde haben als Triger die chaotisch
invariante Menge, leben jedoch in der Ndhe der Inseln und haben nur kleine Beitrige in der
chaotischen See. In Abb. 4.1 ist jeweils eine typische regulére, hierarchische und chaotische
Eigenfunktion dargestellt.

In der klassischen Hierarchie des gemischten Phasenraums werden die Fliisse durch die
partiellen Transportbarrieren beliebig klein, was zu dem charakteristischen algebraischen
Zerfall fiihrt. Der Fluss durch eine partielle Transportbarriere ist gegeben durch die Fléche
des turnstile. Quantenmechanisch koénnen jedoch nur Strukturen im Phasenraum aufgel6st
werden, die grofler als & sind. Turnstiles, deren Flachen kleiner als A ist, werden dem-
nach nicht aufgelést und quantenmechanisch wirkt die partielle Transportbarriere wie ein
geschlossener Torus, der zwei Regionen separiert. Die partielle Transportbarriere, deren
Fluss @ gleich A ist, nennt man Flussbarriere. Die Flussbarriere unterteilt die chaotische
Komponente der Dynamik in zwei Bereiche: Die Regionen, die durch partielle Transport-
barrieren verbunden sind, deren Fluss grofler als 7 ist, sind stark gekoppelt und wirken
quantenmechanisch als eine zusammenhéngende Region. Hingegen sind die Regionen, die
durch Fliisse kleiner als & verbunden sind, schwach gekoppelt. Solange das Volumen einer
Region, die schwach an die benachbarten Regionen koppelt, grof gegeniiber £ ist, existie-
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ren Eigenzusténde, die in der Region konzentriert sind. Dies sind gerade die hierarchischen
Eigenfunktionen. Fiir 4 — 0 riickt die Flussbarriere immer niher an die Inseln und die
hierarchischen Zusténde leben immer tiefer in der klassischen Hierarchie. Deshalb werden
diese Wellenfunktionen als hierarchisch bezeichnet.

4.2 Der Anteil der hierarchischen Eigenzustinde

Es soll nun untersucht werden, wie sich der Anteil der hierarchischen Wellenfunktionen mit
I verdndert. Seien pr, und pq, die relativen Volumina der reguléren Inseln und der chao-
tischen Komponente. Fiir ein bestimmtes 7 sei der relative Anteil regulérer, hierarchischer
und chaotischer Eigenfunktionen durch fiier(%), freg() und fen(h) bezeichnet. Dann muss
offensichtlich gelten

freg(h) + fhier(h) + fch(h) =1= preg + Pch . (42)

Fiir hinreichend kleines /& wird die Anzahl der reguléren Zustdnde allein durch die Grofle
der reguléren Bereiche bestimmt. In guter Ndherung ist dann fies = preg, was mit Hilfe von
Gl (4.2) zu

fhier = Pch — fch (43)

fiihrt, d.h. gemeinsam haben die chaotischen und hierarchischen Zustédnde die chaotische
invariante Menge als Triger. Ist pg, bekannt, so liefert Gl. (4.3) eine Beziehung zwischen
dem Anteil der hierarchischen und chaotischen Eigenfunktionen. Die Grofle der chaotischen
Komponenten kann auf zwei Weisen bestimmt werden. Zur exakten Bestimmung von pg,
miisste man die Gréfe aller Inseln im Phasenraum bestimmen, was natiirlich unméglich
ist. Dennoch l&sst sich pg, gut ndherungsweise bestimmen. Zwei Verfahren sind dabei na-
heliegend: Zum einen kann man die Fliche aller Inseln bestimmen, die gréfler als eine
Box mit Flidchen ¢ sind. Zum anderen kann man eine grofle Anzahl von Trajektorien mit
Startpunkt in der chaotischen See iiber viele Zeitschritte iterieren, um dann die Fléche
zu bestimmen, die diese Trajektorien bedecken. Dazu unterteilt man den Phasenraum in
Boxen mit der Fldche £ und bestimmt die relative Anzahl der Boxen, die von einer Tra-
jektorie besucht werden. Beide Vorgehensweisen haben gemeinsam, dass sie fiir ¢ — 0 das
exakte Ergebnis liefern und der Fehler fiir ein kleines ¢ > 0 gut abgeschitzt werden kann.
Ist nun pye; bekannt, so kann mit Hilfe von Gl. (4.3) der relative Anteil der hierarchischen
Eigenfunktionen bestimmt werden.

4.2.1 Einfluss auf die Eigenfunktionen

Ohne hierarchische Eigenfunktionen stiinde fiir die chaotischen Zusténde die gesamte chao-
tische Komponente pq, zur Verfiigung. Unter der Annahme, dass sich die chaotischen
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Zusténde hierauf gleichméfig verteilen, betréige dann die mittlere Anregungsstérke 1/pe.
Die Existenz der hierarchischen Eigenfunktionen reduziert die Region, auf der die chaoti-
schen Zusténde leben, was zur Folge hat, dass die mittlere Anregungsstirke in der chaoti-
schen See ansteigt. Sei {2’ ein Volumen in der chaotischen See, welches grof3 gegeniiber 7
ist. Die mittlere Anregungsstirke n in diesem Volumen wird definiert durch

Q-
n= Qeh/dzodqh/)(p,Q)I2 , (4.4)
Ql

wobei ) das Gesamtvolumen des Phasenraums ist und (p, ¢) die Husimi-Darstellung der
Wellenfunktion ist. Die Skalierung ist so gewéhlt, dass eine Wellenfunktion, die gleichméBig
die chaotische Komponente des Phasenraums iiberdeckte, die mittlere Anregungsstéirke
< n >=1 hitte.

In Abb.4.2 ist ein Beispiel fiir die Verteilung P(n) gezeigt. Die Beitrige der Inseln sor-
gen fiir viele kleine 7. Die chaotischen Eigenfunktionen sorgen fiir grofle 7, die sich in
guter Nidherung gaufiformig um den Maximalwert pe/ fon verteilen. Aus pen/ fon > 1 folgt,
dass die chaotischen Eigenfunktionen auf einem Volumen leben, was kleiner als (2pg, ist.
Aus der Position des Maximalwertes kann nun unter Verwendung von Gl. (4.3) der Anteil
der hierarchischen Eigenfunktionen berechnet werden. Eine Auswertung mehrerer solcher
Verteilungen fiir verschiedene 7 liefert die gesuchte funktionale Abhéngigkeit fuier(%).

4.2.2 Einfluss auf das Spektrum

Auch der Einfluss der hierarchischen Eigenfunktionen auf das Spektrum kann genutzt wer-
den, um ihren relativen Anteil zu bestimmen. Berry und Robnik haben vorgeschlagen, dass
man das Spektrum gemischter Systeme als unabhiingige Uberlagerung von Eigenwerten re-
guldrer und chaotischer Zustinde erhélt [33]. Die Statistik néchster Niveauabstéinde der
chaotischen Wellenfunktionen folgt der Zufallsmatrizentheorie, ist also GOE-verteilt fiir
Systeme mit Zeitumkehrsymmetrie. Die Abstédnde der regulidren Zustdnde sind hingegen
Poisson verteilt. Eine unabhingige Uberlagerung beider Spektren wird beschrieben durch
die Berry-Robnik-Verteilung pgr( fgr, s), wobei s der Niveauabstand ist und fgr den Anteil
der reguliiren Zusténde angibt [33]. Dieser Ansatz beriicksichtigt nicht die Existenz der hier-
archischen Zustédnde. Da die Wechselwirkung zwischen den hierarchischen Zustinden sehr
schwach ist, erhdlt man das Spektrum der hierarchischen Eigenfunktionen als unabhéngi-
ge Uberlagerung einzelner GOE-Spektren. Jedem Teilspektrum entspricht eine Region im
Phasenraum, auf der hierarchische Zustédnde konzentriert sind. Der mittlere Niveauabstand
der hierarchischen Zusténde ist 1/ fyier und ist typischerweise klein gegeniiber dem mitt-
leren Niveauabstand des gesamten Spektrums. Da weiterhin die hierarchischen Zusténde
nur schwach an die chaotischen und reguldren Bereiche koppeln, liegen ihre Eigenwerte
zufiillig verteilt im Spektrum. Sie erh6hen damit den Poisson-Anteil, d.h. das Spektrum
folgt weiterhin der Berry-Robnik Verteilung, allerdings muss der Parameter fgr um die
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Abbildung 4.2: Statistik der Anregungsstirken P(n) fiir die Standardabbildung (K = 2.5,27h =
1/1000). Der Erwartungswert des eingezeichneten GauB-Fit liegt deutlich oberhalb der 1.0. Oben
aufgetragen sind nochmals die drei generischen Eigenfunktionen mit Verweis auf den Teil der
Verteilung P(n), zu dem sie beitragen. Der zur Bestimmung von 1 verwendete Bereich ist griin
unterlegt.

hierarchischen Zusténde erginzt werden, fgr = freg + fhier- Den Parameter fggr erhidlt man
als Fit-Parameter der Abstandsverteilung und mit

Jnier = fBR — Preg (4.5)
kann der Anteil der hierarchischen Eigenfunktionen bestimmt werden.
Die Daten beider Methoden sind in Abb. 4.3 als Funktion von A und zu drei Kickstirken
zusammen mit dem klassischen P, (t) dargestellt. Deutlich ist zu sehen, dass der relative

Anteil der hierarchischen Eigenfunktionen fiir 4 — 0 algebraisch abnimmt. Die Abnahme
wird in guter Naherung durch die Gleichung

fhier ~ hlil/fy (46)
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Abbildung 4.3: a) Skalierung von fhjer mit fiepr fiir drei verschiedene Kickstirken (K =
3.6,2.5 und 1.8) der Standardabbildung. Die vollen Punkte wurden mit Hilfe der n-Statistik,
die Rauten iiber einen Fit der Berry-Robnik-Statistik ermittelt. Die Vorhersage gemif Gl. (4.11)
ist durchgezogen eingezeichnet, wobei der klassische Exponent aus b) stammt. b) Klassisches
P, (t) fiir die drei Kickstarken mit den gefitteten Potenzgesetzen.

beschrieben, wobei v der Exponent des Zerfalls der klassischen Aufenthaltswahrschein-
lichkeit (Py(t) ~ t~7) ist. Dass die beiden Methoden leicht unterschiedliche Werte liefern,
sollte nicht iiberraschen, da beide Verfahren auf Annahmen beruhen, die unterschiedlich gut
erfiillt sind. Entscheidend ist jedoch, das beide Datensétze denselben Exponenten liefern.
Warum der Anteil der hierarchischen Eigenfunktionen algebraisch abnimmt und woher die
Abhéngigkeit von der klassischen Dynamik stammt, soll nun an einem einfachen Modell
gezeigt werden.

4.3 Quantenmechanik des Kettenmodells

Im Abschnitt 2.4.3 wurde gezeigt, dass sich die Dynamik im gemischten Phasenraum qua-
litativ durch das Kettenmodell beschreiben ldsst. Es besteht aus einer Reihe von Volumina
(2,, die durch Fliisse ®,,,,11 paarweise verbunden sind. In Abb.4.4 ist dies schematisch
dargestellt. Unter der Annahme, dass die Volumina und die Fliisse skalieren

Qn == Qow" und q)n,n+1 == (I)0¢n y (47)
lasst sich der Exponent des algebraischen Zerfalls Py(t) ~ t~7 geméf
vy=1/(1—-1nw/In¢) (4.8)
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Abbildung 4.4: Skizze des gemischten Phasenraums um die Flussbarriere. Die Volumina €2, sind
durch partielle Transportbarrieren getrennt und der Phasenraumaustausch (turnstile) zwischen
zwei benachbarten Regionen ist durch den Fluss ®, ,41 gegeben. Die Flussbarriere trennt die
Regionen n* und n* + 1.

berechnen. Die Lage der Flussbarriere n* ergibt sich aus der Bedingung

q)n*,n*+1 ~h . (49)
Mit Hilfe von GI. (4.7) findet man
In Fiegr
¥ R 4.10
L (1.10)

wobei her = h/®o das Verhéltnis des Planckschen Wirkungsquantums zum maximalen
Fluss in der Kette ist. Das effektive Wirkungsquantum gibt an, wie semiklassisch sich das
System verhélt. Alle Volumina €2, mit n < n* sind durch Fliisse groler als i verbunden
und bilden gemeinsam den Tréger der chaotischen Zustdnde. Kettenglieder mit n > n*
wechselwirken hingegen nur schwach mit den benachbarten Regionen und die hierarchischen
Zusténde sind in diesen Regionen konzentriert, solange deren Volumina grof§ gegeniiber 7
sind. Die relative Anzahl der hierarchischen Zusténde ldsst sich nun leicht berechnen. Der
Anteil ergibt sich aus dem Restvolumen der selbstidhnlichen Kette fiir n > n* zu

Frier = 3 ~w" T (4.11)

n>n*

Da v > 1 gilt, verschwindet der relative Anteil der hierarchischen Wellenfunktionen im
Limes here — 0, obwohl deren Gesamtzahl geméfl he}i/ 7 unbeschrinkt anwichst. Die Be-
ziehung Gl. (4.11) wird eindrucksvoll von den numerischen Ergebnissen zur Standardabbil-
dung in Abb. 4.3 unterstiitzt.
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4.4 Quantenmechanische Modellierung des Phasen-
raums

Es soll nun ein Zufallsmatrizenmodell fiir die chaotische Dynamik im gemischten Phasen-
raum entwickelt werden. Vereinfachend wird wieder angenommen, dass sich die klassische
Dynamik im Rahmen des Kettenmodells beschreiben lisst. Die Ableitung erfolgt in zwei
Schritten. Zunéchst werden die einzelnen Region n durch Zufallsmatrizen beschrieben,
wobei keine Wechselwirkung zwischen benachbarten Regionen bestehen soll. Dann wird
gezeigt, wie man die Wechselwirkung zwischen den Regionen beriicksichtigen kann.

Da die Dynamik in jeder Region n als vollstindig chaotisch angenommen wird, liegt ei-
ne Beschreibung durch Zufallsmatrizen nahe. Da zeitumkehrinvariante Systeme modelliert
werden sollen, wird jede Region durch eine reelle hermitesche Zufallsmatrix H,, beschrie-
ben. Bei gegebenem £ gibt das Volumen €2,, der Region an, wie viele Zusténde auf dieser
Region leben und legt somit die Dimension N,, der Zufallsmatrix fest. Die Volumina im
Phasenraum werden beliebig klein. Quantenmechanisch werden allerdings nur Volumina
grofler als h aufgelost, so dass nur endlich viele Regionen beriicksichtigt werden miissen.
Die Eintriige der Matrix sollen gauf$fsrmig mit der Varianz v, verteilt sein. Von der Zu-
fallsmatrizentheorie ist bekannt, dass dann die Eigenwerte E nach einer Halbkreisvertei-
lung [16]
2 |[N?2 E?

PE) =\~ o (4.12)

verteilt sind. Die Varianz v2, legt dabei die Energieskala fest und sie wird so gewihlt, dass
die Eigenwerte der verschiedenen Matrizen H,, alle im gleichen Intervall liegen. Aus dieser
Bedingung folgt, dass N,v2 = const fiir alle Matrizen H,,, gelten muss. Die Matrix H
fiir eine Kette ohne Wechselwirkung zwischen den Regionen hat dann Blockdiagonalform,
wobei auf der Diagonalen die Matrizen H,, der einzelnen Regionen stehen. Speziell im Fall
skalierender Volumina wie beim Kettenmodell ist es zweckméfig, die Varianzen geméfl

2 :7T_2 N
64 Qun

v

(4.13)

zu wihlen, wobei Q = Qg /(1 —w) das Gesamtvolumen der Kette und N die Dimension von
H ist. Der mittlere Niveauabstand A = h/Q hingt von der Auflssung des Phasenraums
durch das Wirkungsquantum A ab. Ohne Wechselwirkung erhilt man eine unabhingige
Uberlagerung der einzelnen Subspektren und die Eigenfunktionen leben jeweils auf den
einzelnen Bereichen.

Nun soll die Wechselwirkung zwischen den Bereichen diskutiert werden. Da im Ketten-
modell nur benachbarte Regionen iiber einen bestimmten Fluss wechselwirken, hat die
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Abbildung 4.5: a) Der Anteil fy;o, der hierarchischen Eigenfunktionen fiir drei verschiedene
Zufallsmatrixensembles (y = 1.15,1.3,1.86) als Funktion von 1/fiegr. Die aus der Eigenfunktions-
statistik bestimmten Werte sind als Punkte, die aus der Eigenwertstatistik bestimmten Werte als
Rauten dargestellt. Die Linien zeigen die Vorhersage nach Gl. (4.11). b) Der Zerfall der klassischen
Wahrscheinlichkeit P(t), der die in a) verwendeten Werte von -y bestitigt.

Zufallsmatrix mit Wechselwirkung die Gestalt

HOO WOI
WIO Hll W12
H = y . (4.14)

W21 H22

Die Matrizen W,,,,,1 beschreiben dabei die Wechselwirkung zwischen den Blécken n und
n+1. Damit H hermitesch ist, muss W1, = W, ., gelten. Die einzelnen Elemente der
Koppelungsmatrizen sollen wieder gaufisch verteilt sein. Die Koppelungsstérke wird durch

die Varianz v2, ., festgelegt. In Ref. [73] wurde allgemein gezeigt, dass die Varianz gem#B

2
2 A q)n,n-i-l

= 4.1
vnn+1 47Tfnfn—|—1 h ( 5)

vom klassischen Fluss ®, .1 zwischen den Regionen n und n+1 abhéngt. Dabei ist
fn = Q,/Q der relative Anteil der Region n am gesamten Phasenraum. Man erkennt,
dass der effektive Koppelungsparameter der Fluss in Einheiten von 7 ist. Speziell fiir das

Kettenmodell erhdlt man A2 .
2 0 1
=—— | = . 4.16
Unn—l—l 47Tf02 <w> heff ( )
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Die Gleichungen 4.13 und 4.16 stellen die Verbindung zwischen den klassischen Eigenschaf-
ten des Phasenraums und der quantenmechanischen Realisierung dar.

Durch Wahl der Skalierungsparameter w und ¢ kann der klassische Exponent - nach
GL. (4.8) eingestellt werden. Im Matrix-Modell kénnen nun mit den gleichen Analyseme-
thoden, wie sie auch zur Untersuchung des gekickten Rotators verwendet wurden, die
Eigenschaften der hierarchischen Zustédnde untersucht werden. Dazu wird bei festen Pa-
rametern iiber mehrere Realisierungen der Zufallsmatrix gemittelt. In Abb.4.5 sind die
so berechneten Resultate zusammen mit dem klassischen Zerfall Py (t) des Kettenmodells
gezeigt. Die numerischen Daten stimmen iiber drei Gréflenordnungen mit der Vorhersage
GL (4.11) iiberein.

4.5 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel wurde die Existenz einer neuen Klasse von Eigenfunktionen in gemisch-
ten Systemen gezeigt. Diese hierarchischen Eigenfunktionen sind eng verkniipft mit der
klassischen Struktur des Phasenraums. Sie haben als Triger einen Teil der chaotischen
invarianten Menge und werden durch die Flussbarriere von den chaotischen Eigenfunk-
tionen getrennt. Thr Einfluss auf die statistischen Eigenschaften des Spektrums und der
Eigenfunktionen wurde diskutiert. Eine quantenmechanische Behandlung der klassischen
Dynamik erlaubte es, das Skalierungsverhalten des relativen Anteils der hierarchischen Ei-
genfunktionen mit feer zu berechnen. Diese Vorhersagen wurden am gekickten Rotator und
einem Zufallsmatrizenmodell numerisch verifiziert, dabei erwies sich die Flussbarriere als
anschauliches und fundamentales Konzept.

Die Ergebnisse dieses Kapitels sollten die Grundlage fiir die Suche nach weiteren Quanten-
signaturen gemischter Systeme bilden. Da zumindest im semiklassischen Limes die Quan-
tenmechanik der Klassik folgt, miissen die typischen Eigenschaften der chaotische Dyna-
mik gemischter Systeme in Spektrum und Eigenfunktionen kodiert sein. Im Gegensatz zur
Zufallsmatrizentheorie, die Spektrum und Eigenfunktionen getrennt behandelt, sind hier
Korrelationen wichtig. Diese Korrelationen gilt es zu entschliisseln. Dabei kann die Riick-
kehrwahrscheinlichkeit C(t) = | (¢(0)|¢(¢#)) |* den Weg weisen, da diese GroBe iiber eine
Fouriertransformation mit dem Spektralmafl bzw. der lokalen Zustandsdichte verbunden
ist. Ein weiterer vielversprechender Weg ist zu untersuchen, wie ein gemischtes System
auf Parametervariation reagiert. So kann man z.B. die Verdnderung des Spektrums bei
Variation einer Blochphase studieren, denn wie Akkermans und Montambaux aufzeigten,
besteht ein Zusammenhang zwischen der Kriimmung der Eigenenergien und dem Leit-
wert [74]. Und fiir den Leitwert als Funktion eines Parameters sind Quantensignaturen des
gemischten Phasenraums bekannt, wie im folgenden Kapitel ausfiihrlich dargelegt wird.



Kapitel 5

Leitwertfluktuationen

Universelle Leitwertfluktuationen, wie sie an ungeordneten Quantenpunkten und ballisti-
schen Billards beobachtet werden [24-27], sind ein Paradigma chaotischer Streuprozes-
se [28-31]. Die Dynamik typischer Billards ist jedoch nicht vollstindig chaotisch, son-
dern zeichnet sich durch einen gemischten Phasenraum aus. Eine semiklassische Analyse
der Dynamik fiithrte zur Vorhersage fraktaler Leitwertfluktuationen [34], die auch expe-
rimentell [75-79] und numerisch [80] bestéitigt wurden. Berechnungen des Leitwerts am
Cosinus-Billard mit gemischtem Phasenraum zeigen jedoch keine fraktalen Eigenschaften,
sondern viele isolierte Resonanzen [35]. Dieser Widerspruch wird in diesem Kapitel auf-
gelost und eine allgemeine Theorie zu Leitwertfluktuationen in gemischten Systemen wird
aufgestellt [37,39].

5.1 Transport mesoskopischer Systeme

5.1.1 Quantenpunkte

Eine typische Methode zur Herstellung von Quantenpunkten ist in Abb.5.1 dargestellt.
Auf dem Halbleiter GaAs ldsst man mehrere Lagen AlGaAs aufwachsen. Elektronen sam-
meln sich an der Grenzfliche der beiden Halbleiter und es bildet sich ein zweidimensio-
nales Elektronengas (2DEG). Mit Hilfe von lithographischen Verfahren lassen sich metal-
lische Kontakte auf die Heterostruktur aufbringen, die es ermoglichen, die Bewegung der
Elektronen auf bestimmte Bereiche zu beschranken. Der Quantenpunkt koppelt an das
2DEG iiber zwei Offnungen (source und drain). Ein Spannungsunterschied Vq zwischen
den beiden Offnungen erzeugt einen Strom I. So kann der Leitwert ¢ = I/Viq des Quan-
tenpunkts bestimmt werden. Die physikalischen Eigenschaften des Quantenpunkts hingen
von verschiedenen Parametern ab: Zunéchst wire da die Abmessung des Quantenpunkts
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GaAs Al Ga, As - um

Abbildung 5.1: Schematischer Aufbau einer Halbleiter Heterostruktur [81]. An der Grenzfliche
der beiden Halbleiter GaAs und AlGaAs bildet sich ein 2DEG aus, welches durch Kontakte auf
der Heterostruktur auf bestimmte Regionen beschrinkt werden kann. Rechts ist eine elektronen-
mikroskopische Aufnahme eines Quantenpunkts gezeigt.

L ~ /A zu nennen, wobei A die Fliche des Quantenpunkts ist. Typische Werte liegen
zwischen 1 — 2um. Bei niedrigen Temperaturen tragen nur Elektronen mit Energien nahe
der Fermi-Energie zum Transport bei. Die Eigenschaften dieser Elektronen werden durch
die Fermi-Wellenldnge A\p = 27 /kp bestimmt, die fiir typische Elektronendichten bei ca.
40nm liegt. Der Impuls eines Elektrons kann sich durch Wechselwirkung mit Storstellen,
Phononen oder anderen Elektronen dndern. Die mittlere freie Weglénge [. ist die Strecke,
die ein Elektron zuriicklegt, ohne dass der initiale Impuls zerstort wird. Bei tiefen Tem-
peraturen und geringer Storstellendichte kann die mittlere freie Weglénge ein Vielfaches
der Abmessung des Quantenpunkts betragen (I. ~ 30um). SchlieBlich muss noch die Pha-
senkohérenzlinge erwdhnt werden. Es ist die typische Lénge, die ein Elektron zuriicklegt,
ohne seine Phaseninformationen zu verlieren. Bei inelastischen Streuprozessen wie z.B.
mit Phononen, anderen Elektronen oder Storstellen mit internen Freiheitsgraden gehen
Phaseninformationen verloren. Der Einfluss dieser Groflen soll nun diskutiert werden.

5.1.2 Landauer Formel

Bei der klassischen Beschreibung des Elektronentransports wird angenommen, dass die
Streuung der Elektronen an Storstellen die Bewegung dominiert (I. < L). Durch die-
se Streuprozesse verlieren die Elektronen die Phaseninformationen (L, =~ [.) und die
Elektronenbewegung lasst sich daher durch einen Diffusionsprozess beschreiben, was zum
Ohm’schen Gesetz fiir die Leitfahigkeit fithrt. Fiir mesoskopische Systeme (L, > L) spielen
phasenkohérente Effekte hingegen eine wichtige Rolle. Eine Moglichkeit, diese Phasenef-
fekte zu beriicksichtigen, wurde von Landauer [82,83] und Imry [84] aufgezeigt. Der Strom
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durch eine Probe wird dabei verkniipft mit der Transmissionswahrscheinlichkeit ¢ eines
Elektron durch die Probe. Dies liefert die Landauer Leitfihigkeit
2¢?
= —Mt 5.1
g h Y ( )
wobei M die Anzahl der Moden angibt. Die Ubergangswahrscheinlichkeit von einem Kanal
in einen anderen Kanal ist durch die S-Matrix gegeben. Fiir zwei Kanile hat die S-Matrix

die Form
Ry Ty
S = ) 5.2
<T12 R22> (5:2)

Die Matrix 175 bzw. T5; beschreibt die Transmission durch den Quantenpunkt. Driickt
man die Transmissionswahrscheinlichkeit ¢ durch die S-Matrix aus, so erhilt man

2 2

g=uTTt | (5.3)

h
dabei wurde vereinfachend angenommen, dass das Streuproblem symmetrisch ist. Glei-
chung (5.3) ist der Ausgangspunkt fiir die theoretische Beschreibung von Leitwerteigen-
schaften mesoskopischer Systeme.

5.2 Leitwertfluktuationen

Ein zentrales Phinomen mesoskopischer Systeme sind Leitwertfluktuationen. Dabei wird
die Verdnderung des Leitwerts in Abhéingigkeit eines externen Parameters, wie z.B. der
magnetischen Feldstirke oder der Energie, untersucht.

5.2.1 Universelle Leitwertfluktuationen

Dies geschah zunéchst fiir ungeordnete Systeme, die sich dadurch auszeichnen, dass die
mittlere freie Wegldnge zwischen elastischen St6fen kleiner als die Abmessung des Quan-
tenpunkts ist (I, < L). Fiir solche Systeme wurden universelle Leitwertfluktuationen (ULF)
beobachtet [24-27]. Dies sind reproduzierbare Fluktuationen der Grofienordnung e?/h um
den mittleren Leitwert. Sie sind unabhingig von Materialeigenschaften und dem mittle-
ren Leitwert. Eine Verbindung zwischen ULF und der Theorie der Zufallsmatrizen konnte
hergestellt werden [28-30] und in diesem Sinn sind ULF ein Paradigma chaotischer Streu-
prozesse.

Fortschritte in der Herstellung von Halbleiter-Heterostrukturen erlauben es, Quantenpunk-
te mit einer sehr geringen Storstellenkonzentration (I, > L) herzustellen. In solchen Hete-
rostrukturen bewegen sich Elektronen ballistisch, unterbrochen durch Reflektionen an den
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Winden. Solche Quantenpunkte werden im Folgenden als Billards bezeichnet. Wahrend
fiir ungeordnete Systeme die genaue Form des Quantenpunkts unerheblich ist, spielt sie
hier eine entscheidende Rolle. Mit Hilfe von semiklassischen Methoden kann eine Verbin-
dung zwischen der klassischen Dynamik des Billards und dem Leitwert erstellt werden. Die
semiklassische Ndherung fiir die S-Matrix lautet [85, 86]

Sij(E) = Z \/ Pj(i))i er SO (B)=Fv (5.4)

Die Summe erstreckt sich iiber alle Trajektorien und Pj(i)n. ist die klassische Wahrscheinlich-
keit von Kanal 57 zum Kanal i zu gelangen. Die Phaseninformationen entlang eines Pfades
werden durch die Wirkung S(E) und den Maslov-Index v beriicksichtigt. Unter der An-
nahme chaotischer Dynamik im Billard, charakterisiert durch einen exponentiellen Zerfall
P, (t) ~ exp(—at), konnten Bliimel und Smilansky zeigen, dass die semiklassische Analyse

zu ULF fiihrt [87]. Die klassische Zerfallsrate findet sich in der Korrelationsfunktion

C(AE) = (g(E)g(E + AE)) (5.5)
fiir kleine AE wieder
Co
C(AF) = @ (5.6)

Diese Lorenz-Form wurde experimentell fiir vollstéindig chaotische Billards beobachtet [88].

5.2.2 Fraktale Leitwertfluktuationen

Typische Billards sind jedoch weder reguldr noch chaotisch, sondern besitzen einen ge-
mischten Phasenraum. Lai et. al. haben gezeigt, dass das algebraische Héangenbleiben an
den Inseln Py (t) ~ ¢t~7 im Vergleich zu vollsténdig chaotischen Systemen zu Fluktuationen
der S-Matrix auf kleineren Skalen fiihrt [89]. Dies spiegelt sich in der Autokorrelations-
funktion wieder, die im Ursprung nicht mehr die Form einer Lorenzkurve aufweist, sondern
gemif

C(AE) = Cy + C(AE/h)” (5.7)

abféllt. Dieses Verhalten wurde auch numerisch fiir eine Kette von Potentialmulden mit
gemischtem Phasenraum verifiziert [89]. Genauer bleibt festzuhalten, dass es fiir die Her-
leitung von Gl. (5.7) notwendig ist, dass die zur Parametervariation konjugierte Grofe
algebraisch abféllt. Bei einer Variation der Energie ist dies genau die Verweildauer im Bil-
lard. Wird die magnetische Feldstéirke variiert, so muss die Verteilung der Flichen, die von
Orbits umschlossen werden, algebraisch abfallen. Ketzmerick hat gezeigt, dass unter die-
sen Voraussetzungen die Leitwertkurve die statistischen Eigenschaften einer fraktionalen
Brown’schen Bewegung besitzt [34]. Solche Kurven werden durch eine fraktale Dimension
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Abbildung 5.2: a) Fraktale Leitwertfluktuationen, gemessen am Stadion-Billard (s. Inset) [76].
Deutlich sind Fluktuationen auf verschiedenen Skalen zu sehen. b) Die fraktale Analyse des
Leitwerts aus a) zeigt skalierendes Verhalten iiber zwei Groflenordnungen. Das Inset zeigt das
entsprechende Potenzgesetz in der Varianz der Leitwertinkremente.

D charakterisiert [90]. Daher stammt der Name fraktale Leitwertfluktuationen (FLF). Die
fraktale Dimension ist gegeben durch [34]

D=2—~/2 | (5.8)

wenn 1 < v < 2 gilt. Ist v > 2, so ist die fraktale Dimension unabhingig von v stets
D = 1. Abbildung 5.2 zeigt eine experimentell bestimmte Leitwertkurve [76]. Deutlich
sind Fluktuationen auf verschiedenen Skalen erkennbar und die Analyse der statistischen
Eigenschaften bestétigt, dass es sich hierbei um eine fraktale Kurve handelt. Fraktale
Leitwertfluktuationen wurden fiir verschiedene Systeme experimentell beobachtet [75-79].
Jedoch ist es experimentell nicht mdoglich, die Abhéngigkeit der fraktalen Dimension vom
klassischen Exponenten v nach Gl. (5.8) zu verifizieren, da - experimentell nicht bestimm-
bar ist. Numerische Untersuchungen des Leitwerts, mit deren Hilfe man die Beziehung
Gl. (5.8) iiberpriifen konnte, gestalten sich als schwierig, da die Berechnung der Streuma-
trix fiir semiklassische Systeme sehr aufwendig ist. Eine Moglichkeit, diese Schwierigkeiten
zu umgehen, haben Casati et. al. vorgeschlagen [80]. Anstatt den Leitwert zu berechnen,
untersuchten sie, wie sich die quantenmechanische Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir grofie
Zeiten bei Parameterdinderung verhélt. Die beobachteten fraktalen Fluktuationen kdnnen
semiklassisch in Analogie zu den FLF erkldrt werden. Da fiir das untersuchte System auch
der klassische Exponent v bekannt ist, konnte der Zusammenhang zwischen v und der
fraktalen Dimension in Gl. (5.8) verifiziert werden.
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Abbildung 5.3: a) Berechneter Leitwert fiir das Cosinus Billard (Sketch s. Inset) entnommen
aus Ref. [35]. Auf einer glatten Kurve sind viele isolierte Resonanzen zu sehen. b) Varianz der
Leitwertinkremente fiir die Kurve in a). Auf ganz kleinen Skalen, AE < 107%, ist die Kurve
glatt und man findet einen quadratischen Anstieg in var(AFE). Auf Skalen grofier als der mittlere
Niveauabstand gilt var(AE) = const.. Dazwischen gibt es einen Bereich, der ein Potenzgesetz
aufweist, dessen Exponent mit dem klassischen Zerfallsexponenten, v = 1.35 fiir die gewihlten
Parameter, ibereinstimmdt.

5.2.3 Isolierte Resonanzen

Ein génzlich anderes Bild fiir den Leitwert zeigt eine neue Arbeit von Huckestein et. al. [35],
in der der Leitwert fiir das Cosinus-Billard numerisch untersucht wurde. Der Leitwert als
Funktion der Energie zeichnet sich durch einen glatten, langsam variierenden Kurvenver-
lauf aus, der durch viele isolierte Resonanzen unterbrochen wird(Abb.5.3). Eine genauere
Analyse der Kurve zeigt, dass die Varianz der Leitwertinkremente

var(AE) = ((g(E + AE) — g(E))))p (5.9)

fiir kleine AF ein algebraisches Verhalten var(AE) ~ |AFE|? aufweist. Es wurde spekuliert,
dass der Exponent [ gleich dem klassischen Zerfallsexponenten v sei. Dies widerspricht
jedoch der physikalischen Intuition, da das gefundene Potenzgesetz fiir Abstdnde gefunden
wurde, die kleiner als der mittlere Niveauabstand A sind, und somit eine rein quantenme-
chanische Ursache haben muss. Es liegt die Vermutung nahe, dass die isolierten Resonanzen
von reguldren Zustdnden auf den Inseln herriihren. Wére dies so, dann miissten ungefihr so
viele isolierte Resonanzen wie regulire Zustédnde vorliegen, wobei die Anzahl der reguldren
Zusténde gut durch die Gréfe der Inseln im Phasenraum abgeschitzt werden kann. Man
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Abbildung 5.4: a) Gezeigt sind der klassische Zerfall P (¢) (gestrichelt) zusammen mit dem
quantenmechanischen Py (t) fiir den gekickten Rotator bei K = 2.5. Bis zur Zeit t* folgt
die Quantenmechanik dem klassischen Zerfall. b) Skalierungsverhalten der Zeitskala ¢* fiir die
Separatrix- (Quadrate) und die Standardabbildung (volle Punkte). Die Linien geben das vor-
hergesagte Skalierungsverhalten nach GI.(5.11) an. Dabei ist der klassische Exponent fiir die
Separatrixabbildung 4/3. Die Daten der Standardabbildung entstammen Ref. [91] und folgen
niherungsweise dem dort vorhergesagten Verhalten t* ~ /fierr, das man mit v ~ 1.9 auch mit
Gl (5.11) erhilt. Die Insets zeigen die Phasenraumstrukturen (symmetrisiert) fiir die beiden Ab-
bildungen.

findet jedoch, dass es mehr als doppelt so viele isolierte Resonanzen wie reguléire Zustinde
gibt. Dies soll nun aufgelost werden.

5.3 Fraktal oder isoliert?

Es soll nun der Ursprung der isolierten Resonanzen erkldrt werden. Die Ableitung der
FLF geht davon aus, dass die quantenmechanische Aufenthaltswahrscheinlichkeit Py, (%)
im Billard dem klassischen Potenzgesetz folgt. Numerisch findet man jedoch (s. Abb. 5.4a),
dass Py, (t) dem klassischen Zerfall nur fiir endliche Zeiten folgt. Daher soll nun untersucht
werden, wie lange die Quantenmechanik die klassische Dynamik nachahmt. Im strickten
Sinn ist dies die Ehrenfest Zeit 7,. Es ist die Zeit, bis zu der ein Wellenpaket mit minimaler
Unschérfe dem klassischen Orbit folgt. Auf Grund der exponentiellen Separation chaoti-
scher Trajektorien, charakterisiert durch einen Lyapunov-Exponente A > 0, ist diese Zeit
logrithmisch klein 7, ~ 1/(2A)In(1/h) [46]. Ist man jedoch an der mittleren zeitlichen Ent-
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wicklung eines Operators interessiert, so kann diese der entsprechenden klassischen Grofle
fiir erheblich langere Zeiten folgen. Fiir offene Quantensysteme liefert die Flussbarriere an
der Stelle n* eine wichtige Zeitskala. Im Rahmen des Kettenmodells (Abschnitt 2.4.3) ist
sie durch

t* = Qe 1/ P e 11 (5.10)

gegeben. Fiir Zeiten t > t* erkunden die klassischen Trajektorien Bereiche hinter der
Flussbarriere. Da die Quantendynamik die klassischen Fliisse ®,,,41 mit n > n* nicht
nachahmen kann, muss fiir Zeiten ¢ > t* die Quantenmechanik von der Klassik abweichen.
Das Skalierungsverhalten des Kettenmodells fiihrt zu der Beziehung

t =l (5.11)

wobei 7; = h/A die Heisenbergzeit und A der mittlere Niveauabstand ist. Um die Vor-
hersage zu iiberpriifen, wurde die Separatrix- und Standardabbildung genauer untersucht.
Dazu wird zu verschiedenen fiqr eine Anfangsverteilung, die der klassischen Verteilung ent-
spricht, iiber viele Zeitschritte (10°) iteriert. Nach jeder Iteration erfolgt eine Projektion
des Wellenpakets auf einen Teil der Impulszustéinde. Bei der Separatrixabbildung werden
alle Impulse p < 0 abgeschnitten, bei der Standardabbildung werden nur Impulse im Fen-
ster —m < p < 7w weiter beriicksichtigt (die Phasenraumstrukturen sind Abb. 5.4b gezeigt).
Der klassische Zerfall fiir die Separatrixabbildung zeigt iiber viele Grofenordnungen ein
Potenzgesetz mit dem Exponenten v = 4/3. Dies passt gut zum beobachteten Skalierungs-
verhalten ¢* ~ he}f/ 4, wobei man beriicksichtigen muss, dass fiir eindimensionale gekickte
Systeme 7y ~ gt gilt (der mittlere Niveauabstand skaliert wie A ~ Tfe). Die Daten
der Standardabbildung entstammen der Ref. [91]. Dort wurde fiir Systeme mit gemisch-
ten Phasenraum ganz allgemein ein Skalierungsverhalten ¢* ~ he_f(f)'5 vorhergesagt, das man
auch schon in vollstéindig chaotischen Systemen gefunden hat [92,93]. Fiir den untersuchten
Parameter (K = 2.5) ist jedoch der klassische Zerfallsexponent gerade v = 1.9, der gemé&f
Gleichung 5.11 somit zufillig das geforderte Verhalten t* ~ fi)” liefert. Beide Datenséitze
bestitigen sehr gut das Skalierungsverhalten Gl. (5.11), welches die spezifische Natur des
gemischten Phasenraums beriicksichtigt.

Die zur Zeitskala t* korrespondierende Energieskala
AE* = AR (5.12)

bestimmt das Verhalten der Leitwertkurve. Fluktuationen unterhalb der Energieskala AE*
werden von den hierarchischen Zustinden, die hinter der Flussbarriere leben, verursacht.
Diese Zustéinde koppeln nur schwach nach auflen und haben daher eine sehr kleine Reso-
nanzbreite I', was zu isolierten Resonanzen der Breite AE ~ I' in der Leitwertkurve G(E)
fiihrt. Auf Skalen AE > AE* findet man die FLF. Diese werden durch die Zustdnde vor
der Flussbarriere erzeugt, die auch dafiir verantwortlich sind, dass die Quantenmechanik
dem klassischen Zerfall bis zur Zeit t* folgt.

Da die Regionen hinter der Flussbarriere nur schwach an die vorderen Regionen koppeln,
kann man jeder Eigenenergie der abgeschlossenen Regionen eindeutig einen Pol und damit
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eine Resonanzbreite des Streusystems zuordnen. Die Verteilung der Resonanzbreiten p(T)
der Regionen hinter der Flussbarriere kann daher storungstheoretisch berechnet werden.
Eine typische Resonanzbreite I',, eines Zustandes, der in der n-ten Region, n > n* +
1, lokalisiert ist, erhilt man als Produkt der individuellen Koppelungen aller Regionen
zwischen der Flussbarriere und der n-ten Region. Dies liefert

n—1

j=n*+1 j=n*+1

wobei I'* = h/t* die Resonanzbreite an der Flussbarriere ist und zur Vereinfachung n —
n* >> 1 angenommen wurde. Verwendet man die integrierte Verteilung

so findet man schliefllich

1 exp (lnw\/2 In (F/F*)/lngp)

Pl ~ Namvix

auf Skalen I' < I'". Asymptotisch konvergiert diese Verteilung gegen p(I') ~ 1/ fiir kleine
I'. Jedoch kann es - je nach Parameterwahl - einen breiten Ubergangsbereich iiber mehrere
GroBlenordnungen geben, ehe das asymptotische Verhalten sichtbar wird.

(5.15)

5.4 Graphenmodell fiir den gemischten Phasenraum

Um die obigen Vorhersagen zu testen, sollen nun die Streueigenschaften eines quantenme-
chanischen Pendants des klassischen Kettenmodells (Abschnitt 2.4.3) untersucht werden.
Dazu werden Quantengraphen verwendet, da diese eine natiirliche Darstellung durch Streu-
matrizen besitzen.

5.4.1 Quantengraphen

Kottos und Smilansky haben gezeigt, dass spektrale und Streueigenschaften vollstindig
vernetzter Quantengraphen der Zufallsmatrizentheorie gehorchen [94,95]. Quantengraphen
bestechen durch ihre konzeptionelle Transparenz und einfache numerische Implementier-
barkeit. Dariiber hinaus kann die zur Quantenmechanik korrespondierende klassische Dy-
namik auf Graphen eingefiihrt werden, was Zufallsmatrizenmodelle nicht gestatten.
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Graphen

Ein Graph G besteht aus einer Menge von Knoten (Vertices) V = 1,...,ny, die durch
Kanten (Bonds) B = 1,...,ng verbunden sind. Die Knoten werden im Folgenden zumeist
mit v, die Kanten mit b bezeichnet. Die Valenz d(v) eines Knotens v gibt die Anzahl
der Kanten an, die mit diesem Knoten verbunden sind. Jeder Kante des Graphen wird
eine Lange L, > 0 zugeordnet und die Summe aller Kantenldngen liefert die Gesamtlinge
L des Graphen. Ein Orbit O auf dem Graphen ist eine Abfolge von Kanten, so dass zwei
aufeinander folgende Kanten mit dem selben Knoten verbunden sind. Die Lénge des Orbits
Lo ist gegeben durch die Summe der einzelnen Kantenléingen multipliziert mit der Anzahl,
wie oft sie durchlaufen werden. Ein Orbit heifit geschlossen, wenn der Knoten, an dem der
Orbit endet, auch der Startknoten ist. Die ngz Kanten kénnen jeweils in zwei Richtungen
durchlaufen werden. Ist die Richtung, mit der eine Kante durchlaufen wird, wichtig, so
spricht man von gerichteten Kanten. Die 2ngz gerichteten Kanten seien mit d bezeichnet.
Jede gerichtete Kante hat einen Anfangs- und Endpunkt. Man sagt, die Kante d' folgt der
Kante d, wenn d’ an dem Knoten beginnt, an dem d endet. Die Topologie des Graphen
lisst sich kompakt durch die 2ng x 2ng dimensionale (gerichtete) Konnektivitidtsmatrix F
darstellen. Dabei ist Fgp = 1, wenn die Kante d' der Kante d folgt. Sonst verschwindet
Fdd’-

Dynamik auf Graphen

Es soll nun zunéchst die quantenmechanische und dann die dazu korrespondierende klas-
sische Dynamik auf Graphen eingefiihrt werden. Die Wellenfunktion ¥ ist ein Vektor
U = (¥y,...,¥,,), wobei die Funktion W(z) auf der Kante b lebt. Auf den Kanten soll
die freie Schrodingergleichung (A = 2m = 1)

—02Wy(z) = k*Wy(x) (5.16)
gelten. Die allgemeine Losung erhiilt man als Uberlagerung ebener Wellen
Uy (2) = ape™ 4 ape™*® . (5.17)

Die 2ngz Koeffizienten a, und a, werden durch die Randbedingungen, die die Wellenfunktio-
nen an den Knoten erfiillen miissen, spezifiziert. Diese miissen so gew#hlt werden, dass der
Schrodinger-Operator selbstadjungiert ist. Fiir jeden Knoten v gibt es d(v) ebene Wellen,
die zu diesem Knoten laufen. Entsprechend gibt es auch genau d(v) ebene Wellen, die von
dem Knoten ausgehen. Da der Schrodinger-Operator selbstadjungiert ist, muss an jedem
Knoten der Fluss erhalten sein - der Fluss der auslaufenden Wellen muss gleich dem ein-
laufenden Fluss sein. Damit ldsst sich der Streuprozess an jedem Knoten v durch unitéire
Matrizen o, der Dimension d(v) xd(v) beschreiben. Durch die Angabe der n, Streumatri-
zen o, der Knoten ist das Eigenwertproblem Gl. (5.16) eindeutig bestimmt. Die Eigenwerte
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Abbildung 5.5: a) Abstandsverteilung benachbarter Energieniveaus fiir einen Graphen in Form
eines Tetraeders. Um die Verteilung zu bestimmen, wurden 1.5 - 10° Eigenwerte numerisch be-
rechnet. Die Verteilung folgt in guter Néherung der Theorie der Zufallsmatrizen fiir zeitinvariante
Systeme. b) An zwei der vier Knoten des Tetraeders wurden Kanéle angebracht. Die Transmissi-
onswahrscheinlichkeit ¢ vom Lead in den Tetraeder wurde so gewéhlt, dass der Graph nur schwach
an die Kanéle koppelt (¢ = 0.05). So kann jedem Eigenwert aus a) eine Resonanzbreite T zuge-
ordnet werden. Die Verteilung der Resonanzbreiten P(T") folgt gut der Zufallsmatrizentheorie fiir
schwache Koppelungen, die fiir zwei Kanile einen exponentiellen Abfall vorhersagt.

finden sich als Losungen der Gleichung
det(I-U(k))=0 . (5.18)
Dabei ist U(k) die 2ng % 2ng dimensionale unitire Matrix
Uyr (k) = Fage™iogy . (5.19)

Gleichung 5.18 in Verbindung mit Gl. (5.19) hat die folgende anschauliche Interpretation:
Einem Eigenvektor w zu einem Eigenwert k? entspricht eine Verteilung auf den Kanten.
Diese Verteilung wird zunéchst gestreut geméafl der Streumatrizen o. Danach erhélt jeder
Eintrag eine Phase entsprechend der Linge der Kante, zu der er gehort. Werden die Kanten
gemaf F ;4 umsortiert, so muss - bis auf eine Normierung - wieder der urspriingliche Vektor
herauskommen, damit w ein Eigenvektor ist. Die Eigenwerte findet man nun, in dem man
die Nullstellen von Gl. (5.18) bestimmt. Durch die Transformation k& = v/E wird das Spek-
trum entfaltet und der mittlere Niveauabstand A = 7/L héngt nur von der Gesamtlénge
des Graphen ab. Stehen die Kantenldngen zueinander in rationalen Verhéltnissen, so ist das
Spektrum periodisch. Interessanter ist der Fall, wenn die Lingen inkommensurabel sind,
was im Folgenden stets angenommen wird. Fiir vollstindig verbundene Graphen konnten
Kottos und Smilansky zeigen [94], dass die Abstandsverteilung benachbarter Niveaus in
guter Niherung GOE verteilt sind (s. Abb. 5.5a).
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Quantengraphen kénnen auch in ein Streuproblem umgewandelt werden [95]. Dazu werden,
wie in Abb.5.5b zu sehen ist, an einem Teil der Knoten eine oder mehrere Kanten (soge-
nannte Kanéle) angebracht, die nach unendlich verlaufen. Das Streuproblem wird durch
die Streumatrix S(k) beschrieben, deren Dimension durch die Anzahl der Kanéle festgelegt
wird und sich als Losung eines linearen Gleichungssystems ergibt. Die Streumatrix lésst
sich eindeutig schreiben als

1 —A(k)
T +A(k)

Die Pole der S-Matrix findet man als Nullstellen der Gleichung det(/ + 2A(k)) = 0 in
der komplexen k-Ebene. In Abb.5.5b ist eine numerisch berechnete Verteilung von Reso-
nanzbreiten fiir einen Tetraeder mit zwei Kanilen gezeigt. Die Verteilung folgt in guter
Ubereinstimmung der Zufallsmatrizentheorie fiir schwache Koppelungen.

S(k) (5.20)

Die zur Quantenmechanik korrespondierende klassische Dynamik wird folgendermaf}en ein-
gefiihrt. Auf den Kanten erfolgt die freie Zeitentwicklung ohne Potential. Entsprechend der
Streumatrizen o gibt es klassische Wahrscheinlichkeiten |o4q|? fiir den Ubergang von der
Kante d auf die Kante d'. Bei der klassischen Dynamik handelt es sich also um einen
Markov Prozess.

5.4.2 Hierarchische Quantengraphen

Aufbauend auf den Grundbegriffen der Quantengraphen soll nun ein Graphenmodell fiir
die Dynamik im gemischten Phasenraum konstruiert werden. Die Konstruktion soll anhand
dreier Kriterien erfolgen:

e Wie das klassische Kettenmodell, soll auch der Graph eine selbstdhnliche Ketten-
struktur besitzen, bestehend aus Regionen, die paarweise gekoppelt sind.

e Die einzelnen Regionen sollen die chaotische Dynamik zwischen den partiellen Trans-
portbarrieren im Phasenraum wiederspiegeln.

e Die Mixing-Zeit jeder Region soll kleiner sein als die mittlere Verweilzeit in der Re-
gion.

Ein Graph, der diese Kriterien erfiillt, ist in Abb. 5.6b gezeigt. Er besteht aus gekoppel-
ten Teilgraphen mit jeweils v Knoten, die vollstédndig vernetzt sind, was die Mixing-Zeit
minimiert. Weiterhin wurde oben gezeigt, dass solche vollvernetzten Graphen quanten-
mechanisch Signaturen chaotischer Dynamik aufweisen. Die Léngen der Teilgraphen L,
entsprechen den Volumina €2, und folgen daher dem Skalierungsverhalten L,, ~ w" wie im
Kettenmodell. Die Hilfte der Kanten des n-ten Teilgraphen sind iiber gemeinsame Knoten
mit Kanten der n — 1-ten Stufen bzw. der n + 1-Stufe verbunden. Die v/2 Streumatrizen
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Abbildung 5.6: a) Skizze des gemischten Phasenraums mit Volumina €2,,, die iiber Fliisse ®, ;11
miteinander verbunden sind. b) Realisierung des Kettenmodells mit Hilfe von Quantengraphen
mit v = 4 Knoten pro Teilgraph. Die Gesamtlinge L,, eines Teilgraphen entspricht dem Volumen
(2, die Fliisse werden durch Transmissionswahrscheinlichkeiten ¢, realisiert. An der ober-
sten Hierarchiestufe sind Kané&le angebracht, die den Graphen in ein Streuproblem verwandeln.
c¢) Klassische Aufenthaltwahrscheinlichkeit im hierarchischen Quantengraphen (v = 4) fiir ver-
schiedene Skalierungsparameter (w; = 0.6,¢1 = 0.15 und ws = 0.6, 3 = 0.21). Es wurden 10°
Teilchen im ersten Teilgraphen mit fester Geschwindigkeit gestartet und so lange iteriert, bis sie
den Graphen iiber die Kaniile verlassen haben. Die gestrichelten Linien geben den zu erwartenden
Zerfall y = 1/(1 — lnw/Inyp) an.

der Verbindungsknoten miissen so gewdhlt werden, dass die klassischen Fliisse des Ket-
tenmodells nachgeahmt werden. Die folgenden unitiren Matrizen tragen dieser Bedingung

Rechnung
rU  tU
o= (—tUT rU) . (5.21)

Die Matrix o hat die Dimension dim(o) = v(v—1)/2. Gilt 72 +#*> = 1, so ist o fiir beliebige
unitire Matrizen U selbst unitér. Soll keine Kante ausgezeichnet sein, ist es sinnvoll U, so
zu wihlen, dass alle Eintridge den selben Absolutwert 2/y/v(v — 1) haben und sich nur in
den Phasen unterscheiden. Der Fluss ®,, .1 zwischen den Regionen n und n + 1 iibersetzt
sich in die Transmissionswahrscheinlichkeit ¢, ,,+1 der Matrizen o. Im klassischen Ketten-
modell gibt es neben den Skalierungsparametern w, ¢ noch den Fluss @y, mit dem die Kette
nach auflen koppelt. Dies wird im Graphenmodell durch Kanile an der ersten Hierarchie-
stufe realisiert, wobei die Koppelung an die Kanéle entsprechend des klassischen Flusses
®, gewdhlt wird. Im Gegensatz zum Kettenmodell besitzt die Realisierung mit Quanten-
graphen als zusétzlichen Parameter noch die Anzahl v der Knoten in jeder Hierarchiestufe.
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Abbildung 5.7: Leitwertkurve g(FE) fiir eine hierarchischen Quantengraphen mit v = 32 (w =
0.6, 0 = 0.21). Auf grofen Energieskalen findet man FLF (links), auf kleinen Skalen (rechts) sind
isolierte Resonanzen zu sehen.

Der Fluss zwischen benachbarten Regionen héingt geméf

1 v

q)n,n+1 - §tn,n+1(v - 1)5 (522)

von v ab. Diese Formel kommt folgendermafien zu Stande. Zunéchst 1duft ein Teilchen in
Region n mit der Wahrscheinlichkeit 1/2 auf einen Knoten der (n+1)-ten Region zu. An
jedem Knoten kommen v — 1 Kanten an. Insgesamt gibt es v/2 Verbindungsknoten. Auf
die klassische Dynamik hat v keinen Einfluss. Fiir die nachfolgenden quantenmechanischen
Untersuchungen wird v jedoch eine wichtige Rolle spielen.

5.4.3 Leitwerte fiir Quantengraphen

Zunichst soll iiberpriift werden, ob die klassische Dynamik auf dem Graphen das alge-
braische Hangenbleiben im gemischten Phasenraum korrekt beschreibt. Dazu werden fiir
verschiedene Skalierungsparameter Ensemble von Teilchen in der ersten Hierarchiestufe ge-
startet und solange evolviert, bis sie den Graphen iiber die Kaniile verlassen haben. Der so
ermittelte Zerfall der Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Graphen ist fiir zwei Beispiele in
Abb. 5.6¢ dargestellt. Die beobachteten Zerfallsexponenten sind in guter Ubereinstimmung
mit den Vorhersagen des Kettenmodells Gl. (4.8).

Es soll nun das quantenmechanische Streuproblem untersucht werden. Wie oben schon
erwahnt wurde, spielt die Anzahl der Knoten v pro Hierarchiestufe eine wichtige Rolle. Bei
festgehaltenen Skalierungsparameter w und ¢ bestimmt v die Lage der Flussbarriere. Im
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eindimensionalen Graphenmodell folgt sie aus der Beziehung ®,,,.; = i’ = 1. Mit Hilfe
von Gl. (5.22) und dem Skalierungsverhalten ¢, , 11 = to@" ergibt sich

ot Ind/(tov(v — 1))
Inp

: (5.23)

wobei die Transmissionswahrscheinlichkeit von den Kanélen in den Graphen t, > 4/(v(v —
1)) erfiillen muss, da sonst schon die erste Region schwach an die Kanéle koppelt. Fiir alle
untersuchten hierarchischen Graphen wurde ¢y = 0.5 gewéhlt. In Abb.5.7 ist der Leitwert
fiir einen Graphen mit v = 32 (w = 0.6, = 0.21) und insgesamt 10 Hierarchiestufen als
Funktion der Energie dargestellt. Fiir diese Parameter liegt die Flussbarriere zwischen den
Regionen n = 3 und n = 4. Entsprechend der obigen Theorie findet man auf grofien Ener-
gieskalen FLF und auf kleinen Skalen isolierte Resonanzen. Die Energieskala AE*, die die
isolierten Resonanzen von den FLF trennt, erhélt man geméf Gl. (5.12) aus der Zeitskala
t*, der klassischen Zeitskala an der Flussbarriere. Das Skalierungsverhalten des betrachte-
ten Graphen liefert AE* = 14.8A. Dies ist in guter Ubereinstimmung mit der numerisch
berechneten Leitwertkurve (Abb.5.7) und bestéitigt die theoretischen Vorhersagen.

Das Graphenmodell fiir den gemischten Phasenraum erlaubt es sogar, den Einfluss der
einzelnen Regionen auf den Leitwert getrennt zu untersuchen. Dazu beginnt man zunéchst
mit nur einer Hierarchiestufe und héngt dann nach und nach weitere Stufen an den Gra-
phen an. Die Leitwertkurven, die man so fiir einen Graphen mit v = 32 erhilt, sind in
Abb. 5.8 zusammengestellt. Die Regionen vor der Flussbarriere sorgen fiir FLF. Die erste
Region liefert Fluktuationen auf groflen Skalen. Jede weitere Region verursacht weitere
Fluktuationen, die immer kleiner werden, je tiefer die Region in der Hierarchie liegt. Re-
gionen nach der Flussbarriere liefern isolierte Resonanzen im Leitwert. Die Anzahl der
isolierten Resonanzen, die jeweils neu hinzukommen, sowie deren Breite nimmt schnell mit
der Tiefe der Region in der Kette ab. Da die Regionen hinter der Flussbarriere zu isolierten
Resonanzen fiihren, kann man eine Verbindung zwischen der Lage der Resonanz und den
Eigenwerten des geschlossenen Systems herstellen. Setzt man die Transmissionswahrschein-
lichkeiten #,_1 , und ¢, 41 auf Null, so konnen mit Hilfe von Gl. (5.18) die Eigenwerte der
n-ten Region bestimmt werden. Nur so ist es effizient moglich, die sehr kleinen schmalen
(T < 107%A) Resonanzen aufzuspiiren. Fiir Regionen vor der Flussbarriere ist eine solche
Zuordnung nicht mdoglich.

Um die statistischen Eigenschaften der isolierten Resonanzen besser untersuchen zu kénnen,
ist es zweckmifig einen Graphen zu betrachten, bei dem die Flussbarriere moglichst nahe
am Anfang der Kette liegt. In Abb.5.9b ist der Leitwert fiir einen Graphen mit v = 4
Knoten pro Hierarchiestufe gezeigt. Die Flussbarriere liegt hier hinter der ersten Region
und man findet daher viele isolierte Resonanzen auf einer langsam variierenden Kurve.
Nach den obigen Ausfithrungen ist klar, dass dieser Graph keine FLF zeigen kann. Die
isolierten Resonanzen werden durch ihre Resonanzbreite I beschrieben. In Abb. 5.9a ist
die Verteilung P(I") der Resonanzbreiten fiir den Graphen dargestellt. Die Verteilung er-
streckt sich {iber viele Gréfenordnungen und fiir kleine I' néhert sie sich 1/I" an, was man
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Abbildung 5.8: a) Gezeigt ist eine Skizze des hierarchischen Quantengraphen zusammen mit
der Lage der Flussbarriere fiir einen Graphen mit v = 32 (zwischen n = 3 und n = 4). Um das
Bild iibersichtlich zu halten, wird anstatt eines Graphen mit v = 32 Konten ein Graph mit 4
Knoten pro Hierarchiestufe gezeigt. b) Leitwertkurven fiir einen hierarchischen Quantengraphen
mit v = 32. Die Anzahl der Hierarchiestufen nimmt von oben nach unten zu. Die Regionen
bis zur Flussbarriere verursachen Fluktuationen auf der gesamten Breite der Kurve, wobei diese
immer feiner werden. Regionen hinter der Flussbarriere fithren zu isolierten Resonanzen. Die Pfeile
markieren die Resonanzen, die jeweils neu hinzukommen, wenn eine weitere Region angehingt
wird.
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Abbildung 5.9: a) Verteilung der Resonanzbreiten p(T") fiir eine hierarchischen Quantengra-
phen mit v = 4 Knoten pro Hierarchiestufe und 2 = 0.6 und ¢ = 0.21. Es gibt einen breiten
Ubergangsbereich zum asymptotischen Verhalten p(T") ~ 1/T fiir kleine I'. Die gestrichelte Kurve
zeigt die Vorhersage aus Gl. (5.15) fiir die verwendeten Parameter. Das Inset zeigt die entspre-
chende Verteilung fiir den gekickten Rotator. b) Verteilung der Leitwertinkremente var(AF) fiir
den Graphen aus a). Die gestrichelte Kurve zeigt die Erwartung geméfl der Verteilung p(T"). Fiir
kleine AE wichst die Varianz linear an. Das Inset zeigt die Leitwertkurve fiir den Graphen.

auch fiir gekickte Systeme mit gemischtem Phasenraum findet (s. Inset Abb.5.9a). Jedoch
gibt es einen breiten Ubergangsbereich, der von den Skalierungsparametern abhiingt. Die
Kurve wird erstaunlich gut durch GI. (5.15) beschrieben. Jede Resonanz I fiihrt zu einem
isolierten Merkmal der Breite ~ I'" im Leitwert. Unter der Annahme, dass die Hohe und
Breite dieser einzelnen Merkmale unkorreliert sind, konnte in Ref. [35] gezeigt werden, dass
ein Potenzgesetz P(I') ~ I'° zu einem Potenzgesetz var(AE) ~ AE°*? in der Verteilung der
Inkremente des Leitwerts fiihrt. Das asymptotische Potenzgesetz 1/T" fiihrt demnach zu
einem linearen Anstieg var(AFE) ~ AFE fiir kleine AF, was man auch fiir den Quantengraph
findet, wie man in Abb. 5.9b sieht.

5.5 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel wurde gezeigt, dass die zwei beobachteten und sich scheinbar widerspre-
chenden Typen von Leitwertfluktuationen - FLF [34,75-79] und isolierte Resonanzen [35] -
ihre gemeinsame Ursache in der klassischen Struktur des gemischten Phasenraums haben.
Im Allgemeinen treten beide Typen gleichzeitig - jedoch auf unterschiedlichen Energies-
kalen - auf. Die Regionen vor der Flussbarriere fiihren zu FLF und Regionen dahinter
verursachen die isolierten Resonanzen. Fiir die isolierten Resonanzen konnte eine Verbin-
dung zu den hierarchischen Eigenzustinden des geschlossenen Systems hergestellt werden.
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Die Energieskala, die beide Typen trennt, ist durch die klassische Rate an der Flussbarriere
gegeben. Durch Variation des effektiven Planckschen Wirkungsquantum verschiebt sich die
Lage der Flussbarriere und so kann das Gewicht zwischen FLF und isolierten Resonanzen
verdndert werden. Im semiklassischen Limes fqo — 0 iiberwiegen die FLF.

Die Ergebisse dieses Kapitels beruhen - abgesehen von der numerischen Verifikation der
der Zeitskala t* - auf Untersuchungen eines Quantengraphenmodells des gemischten Pha-
senraums. Eine Verifikation an Hamiltonschen Systemen mit gemischten Phasenraum ist
daher wiinschenswert. Zunéchst sollte am Cosinus-Billard der Zusammenhang zwischen der
Lage der isolierten Resonanzen und den Eigenenergien der hierarchischen Eigenzustédnde
des geschlossenen Billards iiberpriift werden. Insbesondere miisste sich fiir kleineres Fegs
(VergroBerung des Billards) die Anzahl der isolierten Resonanzen verringern und die frak-
talen Eigenschaften sollten sichtbar werden. Eine weitere Moglichkeit, diesen Ubergang
detailierten zu studieren, besteht in der Untersuchung von Streueigenschaften gekickter
Systeme. Borgonovi und Guarneri haben gezeigt, wie solche Systeme in ein Streuproblem
umformuliert werden kénnen und anhand des gekickten Rotators den vollstindig chaoti-
schen Grenzfall untersucht [96-98].

Schliesslich wire eine experimentelle Uberpriifung der hier vorgestellten Ergebnisse wiin-
schenswert. In typischen Experimenten an Halbleiter-Heterostrukturen wird der Leitwert
als Funktion eines externen Magnetfeldes gemessen. Die Feldstirke AB*, die die fraktalen
Fluktuationen von den isolierten Resonanzen trennt, ergibt sich aus der klassischen Zeitska-
la t* an der Flussbarriere: Eine Trajektorie, die bis zur Zeit ¢* im Billard verweilt, umschlief}t
typischerweise eine Flidche A*. Diese Fliche liefert die Feldstirke AB* = h/(eA*). Ist die
Phasenkohérenzzeit 7, > t*, so sollte man auf Skalen unterhalb AB* isolierte Resonanzen
finden.



Kapitel 6

Kreuzformiger Transport

Nachdem in den vorherigen Kapiteln die semiklassische Analyse der Dynamik gemisch-
ter Systeme im Vordergrund stand, soll nun der Schwenk zu rein quantenmechanischen
Transporteigenschaften vollzogen werden. Seit den grundlegenden Arbeiten von Bloch und
Landau [99,100] wurde der Zusammenhang zwischen spektralen und Transporteigenschaf-
ten von Elektronen in magnetischen Feldern intensiv untersucht. Wahrend der idealisierte
Fall eines freien Elektrons in einem statischen Magnetfeld zu unendlich entarteten Landau-
Niveaus fiihrt, sorgt ein periodisches Potential ohne Feld fiir Bandstrukturen im Spektrum.
Obwohl die Kombination von periodischem Potential und Magnetfeld ein scheinbar einfa-
ches System liefert, ist die Dynamik iiberraschend kompliziert und zeigt viele interessante
Effekte.

Eine einfache Realisierung eines zweidimensionalen periodischen Potentials ist durch

V() = V, cos (?) 4V cos <2iby> (6.1)

gegeben, wobei a, b die Gitterperioden in der xy-Ebene sind. Eine Einbandniherung fiihrt
nach einer Separation der Variablen zum eindimensionalen Harper-Modell [101]

Huv = 2cos(x) + Acos(p) (6.2)

wobei A = 2V}, /V,, gesetzt wurde. Dieses Modell wurde intensiv untersucht, und viele inter-
essante spektrale Eigenschaften wurden gefunden [102-106]: Fiir A < 2 sind alle Zusténde
ausgedehnt, fiir A > 2 hingegen lokalisiert. Am kritischen Punkt A = 2 (V, = V})) ist das
Spektrum multifraktal, was zu anomaler Diffusion fiihrt. Ein Nachteil der Einbandnéhe-
rung ist, dass die Dynamik im klassischen Limes integrabel ist, die klassische Dynamik
der Elektronen im Magnetfeld jedoch Chaos zeigt. Um der chaotischen Dynamik der Elek-
tronen Rechnung zu tragen und dennoch zu numerisch handlichen Modellen zu gelangen,
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wurde das gekickte Harper-Modell (KHM) vorgeschlagen

Hium = L cos(p) + K cos(z Z(St—n : (6.3)

neZ

Im Limes kleiner Kickstirken erhilt man aus den Bewegungsgleichungen des KHM wieder
die Harper-Gleichung. Die Dynamik des KHM ist sehr vielfiltig. Sie reicht von Lokalisie-
rung {iber Diffusion und anomale Diffusion bis zu ballistischem Transport [107-113]. Zwar
ist das KHM mit Hilfe numerischer Methoden einfach zugénglich, jedoch ist die experi-
mentelle Relevanz und Realisierbarkeit unklar. Tomin und Fishman haben jiingst gezeigt,
dass Elektronen im periodischen Potential mit magnetischem Feld und einem zusétzlichen
zeitlich alternierenden elektrischen Feld zu einer Vielzahl gekickter Modelle fiithren, die dem
KHM #hnlich sind [114-116]. Sie beobachteten in der Dynamik einen Metall-Isolator-Uber-
gang, der durch eine Variation der Amplitude des elektrischen Feldes hervorgerufen wird.
Im Folgenden soll nun die Dynamik des Systems genauer untersucht und mit spektralen
Eigenschaften in Verbindung gebracht werden [40].

6.1 Das doppelt gekickte Harper-Modell

Ausgangspunkt ist die Hamilton-Funktion

1 2
H= Sy p—eA(r,t)]"+V(r) . (6.4)
Dabei ist p = (ps, p,) der Impuls des Elektrons mit der effektiven Masse m* und der
Ladung e. Die Bewegung des Elektrons erfolgt in der zy-Ebene senkrecht zum Magnetfeld
der Stirke B. Zusétzlich zum konstanten Magnetfeld wirkt noch ein zeitlich mit Frequenz
v alternierendes elektrischen Feld E = (—E,sinvt, E,sinvt) auf das Elektron. In der
Landau-Eichung hat das Vektorpotential die Form

14 14

E, . E, .
A(r,t) = <— sinvt,rB — —Z sin mf) : (6.5)

Eine wichtige Grofle ist die Zyklotronfrequenz w* = eB/(m*c). Unter Verwendung der
Variablentransformation y — y + eY,/m*v?sinvt und p — p + ew*/v*E, sinvt konnen
die Bewegungsgleichungen Gl. (6.4) unter der Bedingung w*E, = vE, durch die effektive
Hamilton-Funktion

]' 2 * ok 2
How = 5 [P + (p — w'm"z)’]
2 2
+ V, cos T V, cos ?(y + eE,/m*v? sin vt) (6.6)
a

=Ho(p,z) +V(r,t)
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beschrieben werden. Dabei beschreibt Hy(p, z) die Zyklotronbewegung und die Stérung
V (r, t) hebt die unendliche Entartung auf und fiihrt zu Minibéndern. Fiir starke elektrische
Felder und v = 1 reduziert sich die Hamilton-Funktion Gl. (6.6) zu dem gekickten System
(114,115

H=Lcosp+ K i [cos(q — ko) (t — 2n + 1) + cos(q + ko)d(t — 2n)] (6.7)

n=-—oo

wobei die kanonischen Operatoren p,q zu x und y gehoren und die Vertauschungsrelation
[p, q] = —127hege erfiillen. Das inverse effektive Plancksche Wirkungsquantum

gt = (abeB)/h (6.8)
gibt die Anzahl der Flussquanten pro Einheitszelle an. Der Phasenunterschied
ko = (2meE, /(bm*) — w/4) mod 27 (6.9)

aufeinander folgender Kicks héngt von der elektrischen Feldstérke ab. Die Groflen L, K
sind die skalierten Amplituden des Potentials aus Gl. (6.1).

6.2 Numerische Behandlung

Der Zeitentwicklungsoperator des doppelt gekickten Harper-Modells Gl. (6.7) fiir eine Pe-

riode ist durch
L K
U = exp <— ! Cosp> exp <— ! cos(q — ,%0))
Tiets Tiets

L K
X exp <—7§ " Cosp> exp (—; - cos(q + H0)> : (6.10)

gegeben. Die Zeitentwicklung eines Wellenpaketes erfolgt zweckméfligerweise mit Hilfe von
Fourier-Transformationen. Der einzige Unterschied zu “normalen” gekickten Systemen ist,
dass hier zweimal je Periode zwischen Orts- und Impulsdarstellung gewechselt werden muss.

Es soll kurz auf die Berechnung des Spektrums eingegangen werden. Da das Potential pe-
riodisch ist, sind die Impulseigenzustéinde diskret. Diese werden mit |m) bezeichnet und
erfiillen p|m) = h(m + 0,/27)|m) mit der Bloch-Phase 6,. Ist /27 = M /N rational, so ist
das System translationsinvariant nach N Schritten und der unendlichdimensionale Zeitent-
wicklungsoperator kann auf eine Nx N Matrix reduziert werden [57]. Dafiir muss man eine
weitere Phase 6, in Kauf nehmen, die die Anschlussbedingung nach N Schritten angibt.
Ist das effektive Wirkungsquantum irrational, so néhert man /27 durch rationale Appro-
ximanden, die man aus der Kettenbruchentwicklung erhilt. Das Spektrum von U erhélt
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p-Spektrum

Abbildung 6.1: Das p-Spektrum (links) und g-Spektrum (rechts) fiir den Zeitentwicklungsope-
rator GL (6.10) fir K = L = 5 ist als Funktion von k( dargestellt. Als Approximand fiir das
effektive Wirkungsquantum hat sich fieer = 2734/259 als ausreichend erwiesen. Die Pfeile kenn-
zeichnen die speziellen Werte ko = 0 und kg = 7m0y, die in Ref. [116] verwendet wurden. Fiir
ko = 0 ist das Spektrum multifraktal, wihrend es fiir kg # 0 aus Bandern und Niveaus besteht.

man durch Diagonalisierung der N x N Matrizen fiir alle Kombinationen der Bloch-Phasen
6,,0, € [0,27]. Hilt man eine der beiden Phasen fest und variiert die andere, so erhilt
man einen Teil (einen Schnitt) des Spektrums. Das Teilspektrum zur festgehaltenen Phase
6, wird mit p-Spektrum bezeichnet, das Spektrum zu ¢, = const heifit g-Spektrum. Eigen-
energien zu Eigenfunktionen, die in p-Richtung lokalisiert sind, werden nur sehr schwach
durch eine Phasenénderung 6, beeinflusst, wenn das System grof§ genug gewéhlt wurde, so
dass die Lokalisierungslinge kleiner als die Systemgrofle NV ist. Natiirlich hat jedes Band
eine endliche Breite. Fiir lokalisierte Zusténde wird sie jedoch exponentiell kleiner, wenn
man zu gréfleren Approximanden geht. Im Folgenden werden diese sehr schmalen Bénder
daher als Niveaus bezeichnet. Hingegen #ndern sich die Eigenenergien zu ausgedehnten
Zustdnden unter Variation der Phase. Entsprechendes gilt bei Verdnderung von 6,. Die
beiden Teilspektren geben daher Aufschluss iiber die Gestalt der Eigenfunktionen und da-
mit iiber Transporteigenschaften in p- und ¢-Richtung. Um den Transport im Phasenraum
in p- und ¢-Richtung {iber mehrere Einheitszellen zu beobachten, geht man folgenderma-
Ben vor. Angenommen man mdochte den Transport in ¢-Richtung iiber r Einheitszellen
studieren. Dann gibt es fiir die Bloch-Phase nach einer Einheitszelle die r M6glichkeiten
0,(j) = 2mj/r mit j = 0,...,7 — 1. Zu jeder Phase 6, startet man ein am Platz ny J-
lokalisiertes Wellenpaket im Impulsraum mit Impuls %i(ng + j/r). Zur Zeit ¢t erhélt man so
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die r Vektoren |[m,t;6,(j)). In der Ortsdarstellung sind diese Funktionen periodisch nach
einer Einheitszelle mit der Phase 6,(j). Bildet man nun die Uberlagerung

r—1
1 s ,
|m, t >:W E e~k m +0,(5) > (6.11)
Jj=0

so ist fiir alle k¥ € Z das Startwellenpaket in der Einheitszelle (¢ mod r) im Ortsraum
lokalisiert. Im Impulsraum hat das Wellenpaket die Breite feg;.

6.3 Resultate

Es soll nun der in Ref. [116] gefundene Metall-Tsolator-Ubergang genauer untersucht wer-
den. Dabei werden die zwei Félle K = L und K # L betrachtet. Fiir beide Fille wird

fiegr = 21 /(7 + 0,) gesetzt.

Fall K =L

In Ref. [116] wurde die Dynamik von Wellenpaketen fiir X' = L = 5 und hesr = 27/(7+0,),
wobei o, = (v/5 — 1)/2 der goldene Schnitt ist, untersucht. Dabei wurde ein Ubergang
von diffusiver zu ballistischer Ausbreitung von urspriinglich im Impulsraum J-lokalisierten
Wellenpaketen gefunden, wenn ¢ von 0 nach mo, verdndert wird. In Abb.6.2 ist das p-
und ¢-Spektrum zu den obigen Parametern fiir eine Periode in ko gezeigt. Zunéchst fallt
auf, dass die beiden Spektren zueinander dual sind. Dies bedeutet, dass Niveaus in einem
Spektrum zu Béandern im anderen Spektrum werden und umgekehrt.

Wie man aus Abb. 6.2 entnimmt, wéchst fiir ko = 0 die Varianz des Wellenpakets nahezu
linear mit der Zeit in p- und ¢-Richtung an. Dies ist eine direkte Konsequenz der mul-
tifraktalen Eigenschaften von Spektrum und Eigenfunktionen, denn fiir ko = 0 reduziert
sich Gl. (6.10) auf das gekickte Harper-Modell, fiir das dieses Verhalten intensiv studiert
wurde [107-110,117].

Um k¢ = 7o, erscheinen Bénder im p-Spektrum, was zu ballistischem Transport in p-
Richtung fiihrt. Neben den Bindern gibt es allerdings auch noch Niveaus im p-Spektrum
bei kg = mo,. Daher gibt es auch Bénder im g¢-Spektrum, die dafiir verantwortlich sind,
dass sich ein Wellenpaket ballistisch in ¢-Richtung ausbreitet. Dies wird durch Abb.6.2b
bestétigt. Auf Grund der Dualitéit sind alle Eigenfunktionen in einer Richtung ausgedehnt
und lokalisiert in der anderen. Ein typisches Startwellenpaket regt das gesamte Spektrum
gleichermaflen an und vereint damit beide Typen von Eigenfunktionen. Das Wellenpaket
breitet sich daher ballistisch in p- und ¢-Richtung aus, und der Transport in Husimi-
Darstellung gleicht einem Kreuz. Die Breiten der beiden Zweige hidngen von den Loka-
lisierungsléingen ab. Die Amplitude spiegelt das Verhiltnis von Béndern zu Niveaus im
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Abbildung 6.2: Die Varianzen M,(t) und My (¢) und die zugehorige Wellenfunktion nach 100
Kicks in Husimi-Darstellung zu den Parametern K = L = 5 sind gezeigt. Fiir die Husimi-
Darstellung wurden 89 Einheitzellen in p- und ¢-Richtung verwendet. a) Fiir k9 = 0 wachsen die
Varianzen in p- und ¢-Richtung nahezu diffusiv an. Das Wellenpaket breitet sich dabei isotrop
aus. b) Fiir kg = 7o, findet man in beide Richtungen ballistische Ausbreitung des Wellenpakets.
In Husimi-Darstellung hat das Wellenpaket die Form eines Kreuzes.

Spektrum wieder, wobei man die unterschiedlichen Lokalisierungslingen noch beriicksich-
tigen muss.

Fall K # L

Fiir die Parameter K = 2 und L = 4 wurde in Ref. [116] ein Metall-Isolator-Ubergang
beobachtet, wenn k, variiert wird. In Abb.6.3 sind das p- und ¢-Spektrum als Funkti-
on von ko wiedergegeben. Fiir kg = 0 (KHM Fall) zeigt das ¢-Spektrum breite Bénder
und entsprechend das p-Spektrum Niveaus. Man erwartet demnach ballistischen Trans-
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p-Spektrum

Abbildung 6.3: Das p-Spektrum (links) und g-Spektrum (rechts) fiir den Zeitentwicklungsope-
rator Gl. (6.10) fir K = 2 und L = 4 und fieer = 2734/259 ist als Funktion von k¢ dargestellt. Das
p-Spektrum wird von Niveaus dominiert. Nur in einem kleinen Bereich um kg = £mo, sind Bénder
zu sehen. Die Vergroflerung zeigt einen Teil des Spektrums zum Approximanden fieer = 2734/259.
Deutlich ist der Ubergang von Niveaus zu Béindern erkennbar. Entsprechendes gilt ebenfalls fiir
das ¢-Spektrum.

port in ¢-Richtung und Lokalisierung in p-Richtung, was von der Numerik bestéitigt wird
(s. Abb.6.4). Variation von kg fithrt zu vermiedenen Bandkreuzungen und um ko = 7o,
entstehen so Niveaus im ¢-Spektrum. Um sicherzustellen, dass es sich wirklich um Nive-
aus handelt und nicht um schmale Bander, wurde der Ausschnitt des Spektrums zu einem
groferen Approximanden berechnet (s. Vergrofierungen Abb. 6.3). Andert man also ko von
0 nach 7oy, so sollte man im Wellenpaket einen Ubergang von lokalisiert zu ausgebreitet se-
hen. Dies findet man auch wie Abb. 6.4b zeigt. Die Ausbreitung in der Husimi-Darstellung
erfolgt wieder in der Form eines Kreuzes. Der Anteil des Wellenpaketes, welches sich in
g-Richtung ausbreitet, hat ein grofieres Gewicht als der Zweig in p-Richtung, was durch die
groflere Anzahl von Biandern im ¢-Spektrum verursacht wird. Deutlich zu sehen sind auch
die unterschiedlichen Lokalisierungsldngen in p- und ¢-Richtung.
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Abbildung 6.4: Die Varianzen M,(t) und M,(t) und die zugehorige Wellenfunktion nach 100
Kicks in Husimi-Darstellung zu den Parametern K = 2 und L = 4 und fesr = 27/(7 + 04) sind
gezeigt. Fiir die Husimi-Darstellung wurden 89 Einheitzellen in p- und ¢-Richtung verwendet. a)
Fiir k9 = 0 breitet sich das Wellenpaket ballistisch in ¢-Richtung aus und lokalisiert in p-Richtung.
b) Fiir kg = mo, findet man in beide Richtungen ballistische Ausbreitung des Wellenpakets. In
Husimi-Darstellung hat das Wellenpaket die Form eines Kreuzes.

6.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Dynamik von Bloch-Elektronen im magnetischen Feld und
zusitzlichem zeitlich oszillierendem elektrischen Feld untersucht und mit spektrale Eigen-
schaften in Verbindung gebracht. Dadurch konnte ein kiirzlich beobachteter Metall-Isolator-
Ubergang, verursacht durch eine Variation der elektrischen Feldstiirke, erklirt werden. Eine
besonders anschauliche Darstellung der Dynamik erlaubt die Projektion des Wellenpakets
auf den Phasenraum in der Husimi-Darstellung. Und es wurde gezeigt, dass im Allgemeinen
die Ausbreitung in Form eines Kreuzes geschieht.



Kapitel 7

Superballistischer Transport

Die Zeitentwicklung eines Wellenpakets auf einem eindimensionalen (1D) oder quasi-1D
Gitter wird durch die Schrodingergleichung

an(t) B m=n+b
1— = > Hymen(t) (7.1)

m=n—b

beschrieben, wobei ¢, (t) die Wahrscheinlichkeitsamplitude des Elektrons auf dem n-ten
Platz ist. Die Anzahl der Kanéle ist durch b gegeben und H,,, ist der tight-binding
Hamilton-Operator. Die Zeitentwicklung eines Wellenpakets ist eng verkniipft mit den
Transporteigenschaften von elektronischen Systemen. Ist das System translationsinvari-
ant, so sind die Eigenfunktionen ebene Wellen und ein urspriinglich lokalisiertes Wellen-
paket breitet sich ballistisch aus. Im Gegensatz hierzu ist seit den Arbeiten von Ander-
son [118] bekannt, dass der Transport durch Unordnung unterdriickt wird, die zu Lokali-
sierung fiihrt. Speziell im eindimensionalen (1D) Fall erzwingt schon eine beliebig kleine
Unordnungsstirke lokalisierte Eigenzusténde [119,120], und die Ausbreitung eines Wellen-
pakets saturiert. In héheren Dimensionen findet man einen Ubergang von lokalisierten zu
delokalisierten Zustdnden und diffusives oder subdiffusives Anwachsen des Wellenpakets
kann beobachtet werden. Dariiber hinaus findet man bei quasi-periodischen Systemen mit
fraktalen Spektren und Eigenfunktionen anomale Diffusionsprozesse [121-123].

Eine globale Charakterisierung der Dynamik eines Wellenpakets ist durch die Varianz
M(t) = Zn2|cn(t)|2 o t” (7.2)

gegeben. Die Zeitentwicklung gibt eine quantitative Beschreibung der Dynamik: v = 0
zeigt Lokalisierung, v = 1 Diffusion, v = 2 ballistischen Transport und v € (0, 2) zeigt an-
omale Diffusion an. Guarneri und Schulz-Baldes konnten zeigen, dass es eine obere Grenze
M(t) < At? fiir das Anwachsen eines Wellenpakets gibt, wobei die konstante A vom be-
trachteten System abhéngt [124,125]. Asymptotisch kann die Varianz eines Wellenpakets
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Abbildung 7.1: a) Schematischer Aufbau des Anderson-Modells mit Kanélen. An ein Stiick
Unordnung der Lénge L sind an beiden Seiten perfekte Kanile angebracht. Das §-formiges Wel-
lenpaket wird mitten im ungeordneten Teil gestartet. b) Varianz M(t) eines Wellenpaketes fiir
das 1D Anderson-Modell mit perfekten Kanélen. Die vier Kurven unterscheiden sich in der Linge
des ungeordneten Teils (L =50, 70, 80 und 100 von links nach rechts). Die gestrichelten Linien
geben den Bereich an, iiber den die Varianz superballistisch anwéchst. Asymptotisch zerfliefit das
Wellenpaket ballistisch.

demnach nicht starker als ballistisch anwachsen, aber auch fiir endliche Zeiten wurden nur
Exponenten v < 2 beobachtet. Es ist eine interessante Frage, ob es (konservative) Systeme
gibt, die fiir endliche Zeiten einen Anstieg der Varianz mit v > 2 zeigen [41].

7.1 Superballistischer Transport

Es soll nun gezeigt werden, dass eine sehr allgemeine Klasse von Systemen superballisti-
sche Ausbreitung von Wellenpaketen, charakterisiert durch v > 2, aufweist. Die Systeme
bestehen aus einem ungeordneten Bereich der Linge L, an dessen beiden Enden jeweils
ein perfekter Kanal angebracht ist (s. Abb.7.1a). In Abb.7.1b ist der zeitliche Verlauf
der Varianz M (t) fiir ein 1D Anderson-Modell gezeigt. Das Intervall, in dem die Varianz
superballistische anwiichst, hingt dabei von der Linge des ungeordneten Bereichs ab. Uber-
raschenderweise vergrofert sich - auf einer logarithmischen Skala - die Linge des Intervalls,
wenn die Unordnung zunimmt, d.h. die Linge L des ungeordneten Bereichs anwéchst. Es
wird im Folgenden gezeigt, dass dieses unerwartete Verhalten mit dem Zerfall der Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit eines Elektrons in der ungeordneten Region zusammenhingt.
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Dieser Zerfall wird durch eine Rate I' beschrieben. Sie gibt an, wann das superballistische
Verhalten anféingt und endet

1 1

1/v
ton ~ (f) and toff ~ f . (73)

Die unterschiedliche T'-Abhéngigkeit von t,, und ¢, stellt dabei sicher, dass der Bereich,
iber den die Varianz superballistisch anwichst, beliebig grof werden kann, wenn nur I'
klein genug gewihlt wird.

7.2 Ein einfaches Modell

Es soll zunéchst ein einfaches probabilistisches Modell vorgestellt werden, das den kubi-
schen Anstieg in der Varianz erkldrt. Dazu wird der ungeordnete Teil durch eine Punkt-
quelle ersetzt, und alles, was von der Quelle emittiert wird, entfernt sich mit konstanter
Geschwindigkeit v von der Quelle. Zunéchst befindet sich das Elektron in der Quelle. Die
Emission wird durch eine Rate I' beschrieben, so dass die Wahrscheinlichkeit, dass sich das
Elektron in der Quelle befindet, exponentiell abnimmt

P(t) = exp (—T). (7.4)

Der Wahrscheinlichkeitsfluss zur Zeit ¢ aus der Quelle ist durch —P(t) gegeben. Die Varianz
Mps(t) des Punktquellen-Modells berechnet sich dann gemé&s

Mps (1) = /0 dua? /0 dt (—P(£)) 6(z — vf) . (7.5)

Setzt man nun GL. (7.4) fiir P(t) ein, so erhdlt man

t .
Mps(t) = UQF/ dt e "2 (7.6)
0
Und nach Integration folgt
2 2 2
Mps(t) = ’U2 <t2 — ft + ﬁ — ﬁe Ft) . (77)

Wie zu erwarten war, wiichst die Varianz fiir grofie Zeiten quadratisch gemifl Mpg(t) ~ v*t?
an. Entwickelt man die Exponentialfunktion in Gl. (7.7)), so erhilt man

1 r
Mps(t) = 0°T | =3 — —t* + ... . .
re(t) =T (36— 5t 4. (7.8)
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Ist ¢ < 1/T, so dominiert der kubische Term alle htheren Ordnungen. Das Punktquellen-
Modell liefert also ein kubischgs Anwachsen der Varianz von t,, = 0 bis zur Zeit o = 1/T.
Fiir Zeiten ¢ > t. findet der Ubergang zum asymptotischen Mpg(t) ~ v?t? statt.

Intuitiv begriindet sich das kubische Verhalten folgendermafBen. Fiir Zeiten ¢ < 1/I" fillt
die Wahrscheinlichkeit das Elektron in der Quelle zu finden, linear gemafl P(¢) ~ 1 —TI't ab.
Wihrend dieser Zeit wichst die Norm auflerhalb der Quelle linear an. Da alles, was von der
Quelle emittiert wird, sich mit konstanter Geschwindigkeit von der Quelle entfernt, fiihrt
das lineare Anwachsen der Norm und der ballistische Transport der Kanéle zum kubischen
Anstieg der Varianz.

Ein realistischeres Modell muss die endliche Ausdehnung des ungeordneten Bereichs beriick-
sichtigen. Damit verbunden ist die Zeit 7, die das Wellenpaket benétigt, um von der Mitte
des ungeordneten Bereichs zu den Kanélen zu gelangen, so dass die Norm in den Kanélen
linear anwéchst. Die Varianz setzt sich additiv aus zwei Teilen zusammen: der internen
Varianz My (t) fiir den ungeordneten Bereich und der externen Varianz My (t), die die
Ausbreitung der Wellenfunktion in den Kanéle beschreibt. Die externe Varianz berechnet
sich analog zum Punkquellen-Modell nach

Mo (1) :/Loodm?/dt’(—zb(t’))a(x—L —o(f —7)) (7.9)

Unter den drei Bedingungen (i) ¢t > 7, (ii) vt > L und (iil) Mext(t) > My (t) reduziert
sich Gl.(7.9) auf das Punktquellen-Modell. Diese Bedingungen legen die Zeit t,, fest. Be-
dingungen (i) und (ii) liefern die Zeiten 7 und L/v. Die interne Varianz M, (t) ist durch
Mmax < L2 beschriinkt. Diese Bedingung zusammen mit M (t) & v?[/3¢3 fiir ¢ < tof
ergibt die Zeitskala [M2 /(v?T)]'/3. Das Maximum dieser drei Zeiten markiert den Anfang

int
L ) max 1/3
ton = max {T, ;, ( UIQHIE‘ > } . (710)

des kubischen Anstiegs

Ist [ hinreichend klein, so bestimmt der letzte Term das Maximum. Nach GI. (7.3) skaliert
das Verhiltnis #og/ton wie 7%/3 und kann daher beliebig anwachsen, wenn I' nur klein
genug ist.

7.3 Numerische Behandlung

Die Vorhersagen des obigen Modells sollen nun numerisch iiberpriift werden. Dies soll
anhand eines 1D Anderson-Modells und quasi-1D Bandzufallsmatrix-Modells (BRM) er-
folgen. Beide Systeme sind spezielle Realisierungen des tight-binding Hamilton-Operators
aus Gl. (7.1), weshalb zunéchst auf die gewihlte numerische Methode zur Losung der Dif-
ferentialgleichung eingegangen werden soll. Dabei ist es wichtig, ein numerisch effizientes
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Abbildung 7.2: a) Die Norm des Wellenpakets innerhalb des ungeordneten Bereichs fiir das
1D Anderson-Modell als Funktion der Zeit. Der lineare Zerfall wird durch die Zerfallsrate T’
beschrieben. b) Die Zerfallsrate I' wird exponentiell kleiner mit der Linge L des ungeordneten
Bereichs.

und zugleich sehr exaktes Verfahren zu wéhlen, da zum einen der kubische Anstieg die Be-
handlung von sehr groflen Systemen erzwingt und zum anderen sich kleine Abweichungen
in den Schwiinzen der Verteilung in der Varianz niederschlagen.

Um die Zeitentwicklung eines Anfangswellenpaketes geméfl der tight-binding-Gleichung
Gl. (7.1) zu untersuchen, kann man auf das einfache Runge-Kutter-Verfahren 4. Ordnung
zuriickgreifen. Dieses hat jedoch den Nachteil, dass die Unitaritit des Zeitentwicklungsope-
rators nicht ausgenutzt wird. Man muss daher sehr kleine Zeitinkrementen 0t verwenden
um sicherzustellen, dass die Norm des Wellenpakets gut genug erhalten bleibt. Eine an-
gemessenere Integration der tight-binding-Gleichung bietet das Cayley-Verfahren. Dabei
wird der Zeitentwicklungsoperator fiir einen kleinen Schritt 6t durch die Cayley-Form

1 —1Ht/2

(7.11)
angendhert. Ist der Zustand des Systems ¢, (t) zur Zeit ¢ bekannt, so erhélt man das Wel-
lenpaket ¢, (t + 0t) als Losung des Gleichungssystems

N N

> (L4 -2 pmCm(t+0t) = Y (1= 1HO/2)pmCm (1) (7.12)

m=—N m=—N

Die Dimension der Matrix N muss dabei so grofl gewihlt werden, dass das Wellenpaket
fiir die gewiinschten Zeiten nicht an die Rénder gelangt. Bei der numerischen Losung des
Gleichungssystems nutzt man zweckméBigerweise die Bandbreite b der Matrizen 1+1Hdt/2
aus. Der Rechenaufwand skaliert dann genau wie beim Runge-Kutter-Verfahren mit ~
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Abbildung 7.3: Abhingigkeit der Zeiten t,, (Quadrate) und t¢r (Kreise) von der Zerfallsrate T’
fiir das 1D Anderson-Modell (gefiillte Symbole) und dem BRM-Modell (leere Symbole). Die Daten
zum BRM-Modell wurden verschoben, um so den Einfluss der unterschiedlichen Vorfaktoren
beider Modelle zu kompensieren.

bN. Der grofle Vorteil des Cayley-Verfahrens liegt jedoch darin begriindet, dass man im
Vergleich zum Runge-Kutter-Verfahren wesentlich grofiere Zeitinkrementen 6t verwenden
kann. Liegen erstere typischerweise bei einigen 107*, so wurde in Ref. [126] fiir BRM-
Modelle gezeigt, dass 6t < 1/ Vb verlissliche Ergebnisse liefert. Das Cayley-Verfahren ist
demnach sehr gut fiir die numerische Behandlung der obigen Systeme geeignet und erlaubt
Systemgrofien von N > 107.

7.3.1 Anderson-Modell

Zunichst sollen die Resultate fiir das 1D Anderson-Modell vorgestellt werden. Der Hamilton-
Operator Gl. (7.1) ist tridiagonal und die Nebendiagonalelemente H,, 1 = H, 1, sind auf
eins gesetzt. Innerhalb einer Region der Linge L werden die Diagonalelemente nach einer
GauB-Verteilung mit Varianz eins gew#hlt. Auflerhalb der Region verschwinden die Dia-
gonalelemente. Der einzige freie Parameter ist die Linge des ungeordneten Bereichs. Fiir
alle betrachteten Langen L = 50,...,100 gilt L > [. Dabei ist [, die maximale Lokalisie-
rungslinge, die man erhielte, wenn auf der Diagonalen iiberall Zufallszahlen stiinden. Fiir
alle Langen wird ein urspriinglich J-férmiges Wellenpaket in der Mitte des ungeordneten
Bereichs gestartet. In Abb. 7.1 sind die Varianzen fiir vier verschiedene Lingen gezeigt.
Dabei wurde iiber zehn Realisierungen der Unordnung gemittelt. Zwar zeigt jede einzelne
Realisierung auch das kubische Anwachsen in der Varianz, jedoch kann der Startzeitpunkt
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mit der speziellen Realisierung der Unordnung variieren. Fiir kleine Zeiten breitet sich das
Wellenpaket zunéichst ballistisch aus, bis die Varianz bei M, (t) &~ [2, saturiert. Dann setzt
der kubische Anstieg ein, bevor sich das Wellenpaket fiir sehr grofie Zeiten wieder balli-
stisch ausbreitet. Das iiberraschende Ergebnis, dass eine Vergroflerung des ungeordneten
Bereichs den kubischen Anstieg in der Varianz verldngert, erkliart sich folgendermafen:
Die Wellenfunktionen sind innerhalb des ungeordneten Bereichs exponentiell lokalisiert.
Storungstheoretisch liefert die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Eigenfunktionen an der
Schnittstelle zwischen Unordnung und Kanal die Zerfallsbreite der Eigenfunktion. Wird
nun bei festgehaltener Lokalisierungslinge [, der ungeordnete Bereich vergrofiert, so ver-
kleinert sich die Zerfallsbreite exponentiell. Man erwartet daher, dass I' exponentiell von
der Liange L abhingt. Um dies zu {iberpriifen, wurde fiir sechs verschiedene Lingen I" be-
stimmt. Dazu wurde der Abfall der Norm innerhalb des ungeordneten Bereichs untersucht.
Aus dem linearen Abfall fiir kleine Zeiten kann man I" bestimmen (s. Abb.7.2a). Wie man
in Abb. 7.2b sieht, verringert sich I' exponentiell mit L. Bleibt noch zu iiberpriifen, wie t,,
und foee mit T skalieren. Um die Zeitskalen zu bestimmen, wurde fiir jede Linge L an die
Varianzkurve M (t) das kubische Verhalten gefittet und die Zeit bestimmt, zu denen der
Fit mehr als 10% von der Varianz abweicht. Die so ermittelten Zeiten fiir ¢,, und ¢.¢ sind
in Abb. 7.3 zusammengestellt und bestétigen gut das Verhalten geméf Gl. (7.3).

7.3.2 BRM-Modell

Eine realistische Beschreibung von Quantendrihten bietet das BRM-Modell [127-129]. Die
Hamilton-Matrix H,,, ist reell und die Eintrdge sind nur von null verschieden innerhalb
eines Streifens der Breite b um die Diagonale (|[n — m| < b). Die Bandbreite b legt fest,
wie viele Pliatze miteinander koppeln, oder in einer quasi-1D Interpretation gibt b die
Anzahl der transversalen Moden an [127,128]. Die Matrixelemente sind gaufisch verteilt
mit der Varianz eins in einem Bereich der Liange L. Auflerhalb des Bereichs werden alle
Elemente auf eins gesetzt. Die Matrixelemente, die den ungeordneten Bereich mit den
Kaniélen koppeln, sind ebenfalls gaufisch verteilt, jedoch mit der Varianz T' (s. Abb. 7.4a).
Die Koppelungsstérke T bestimmt die Zerfallsbreite I' ~ 7' [130]. Ein urspriinglich am Site
ng = 0 -formiges Startwellenpaket breitet sich zunéchst ballistisch aus, denn es gilt fiir
kleine Zeiten 0t

b
M(ot) ~ an 11+ 1H6t|72m0 = Z n*H2, = vt . (7.13)

n=—b

Dabei hiingt die Geschwindigkeit V gemiB v ~ 320, n> = b(b+ 1)(20 +1)/3 ~ b® von
der Bandbreite b ab. Wird die Breite des Wellenpakets /M () vergleichbar mit b, so endet
das ballistische Verhalten und die Varianz wiichst diffusiv an. Dieser Ubergang liegt bei
der Zeit t, ~ 1/v/b. Im Gegensatz zum Anderson-Modell existiert fiir das BRM-Modell ein
Bereich, in dem die Varianz diffusiv anwéchst. Dies liegt darin begriindet, dass die mittlere
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Abbildung 7.4: a) Schematische Darstellung eines Ausschnitts des BRM Hamilton-Operators
H,,, mit Bandbreite b = 5. Der Bereich mit Unordnung (Varianz 1) ist mit zwei perfekten
Kanélen (konstant 1) iiber Koppelungselemente mit der Varianz T verbunden. b) Verlauf der
Varianz M (t) fiir das BRM-Modell mit b = 10, L = 100 und 7' = 0.001.

freie Wegliinge [,, ~ b und die Lokalisierungslinge I, ~ b? unterschiedlich mit der Band-
breite b skalieren. Die Diffusionskonstante hiingt dabei von der Bandbreite wie D ~ b%°
ab. Zur Zeit tp ~ b'®, Thoulous-Zeit, endet die Diffusion und Lokalisierung setzt ein,
wenn die Bandmatrix iiberall zuféllige Eintrige enthilt [128]. Die Lénge des ungeordneten
Bereichs fiir das BRM-Modell mit Kanélen soll nun so gewéhlt werden, dass das Wellen-
paket diffusiv die Rénder der Kanile erreicht, d.h. L. < . Auch das BRM-Modell zeigt
das kubische Anwachsen der Varianz (s. Abb.7.4b). Die Variation der Koppelungsstirke
verdindert den Anfangs- und Endpunkt. Wie beim Anderson-Modell wurden die Zeiten
ton und tu fiir verschiedene Koppelungsstirken bestimmt. Diese bestédtigen sehr gut das
Skalierungsverhalten geméfl Gl. (7.3), wie Abb. 7.3 zeigt.

7.3.3 Fibonacci-Modell

Zum Abschluf soll noch dargestellt werden, wie man beliebige Exponenten v zwischen 2 und
3 erhélt. Der Einfachheit halber soll dies an einem 1D System geschehen. Fiir quasiperiodi-
sche Systeme, wie z.B. das Harper- oder das Fibonacci-Modell, ist bekannt, dass sich Wel-
lenpakete mit Exponenten 0 < p < 2 ausbreiten (anomale Diffusion). Der Exponent p wird
dabei in guter Ndherung durch die fraktale Dimension des Spektrums Dy gemifl 1 = 2D
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Abbildung 7.5: a) Abhingigkeit der fraktalen Dimension Dy fiir das Fibonacci-Modell von der
Potentialstirke V. b) Die externe Varianz Moy (¢) fiir einen ungeordneten Bereich der Linge
L = 50 eingebettet in das Fibonacci-Modell fiir die drei Potentialstirken V' =0.1, 0.4 und 0.7.

bestimmt [117,131]. Bettet man nun einen ungeordneten Bereich der Linge L in ein qua-
siperiodisches System ein und vollzieht die analogen Schritte, die zu Gl. (7.8) fiihrten, so
findet man, dass die Varianz fiir Zeiten I't* < 1 mit dem Exponenten v = u+1 = 2Dy + 1
anwichst. Ein System, an dem man dieses Verhalten gut studieren kann, ist das Fibonacci-
Modell [132,133]. Die Nebendiagonalelemente des Hamilton-Operators haben alle den Wert
eins. Auflerhalb des ungeordneten Bereichs, konnen die Diagonalelemente die Werte £V an-
nehmen, wobei die Fibonacci-Sequenz festlegt, wo das Potential positiv oder negativ ist. Die
fraktale Dimension Dy kann durch die Potentialstirke V' eingestellt werden (s. Abb. 7.5a).
Diese erlaubt es, die Beziechung v = 4+ 1 = 2Dy + 1 zu iiberpriifen. In Abb. 7.5b ist die
externe Varianz Moy (t) fiir drei unterschiedliche Potentialstirken gezeigt. Das Verhalten
wird gut durch die zu erwartenden Exponenten beschrieben.

7.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde gezeigt, dass die Varianz von Wellenpaketen fiir eine Klasse von
konservativen Systemen schneller als ballistisch anwachsen kann. Die Untersuchungen wur-
den an 1D und quasi-1D Systemen durchgefiihr, die aus einem ungeordneten Teil bestehen,
an dem zwei Kanéle angebracht sind. Ein probabilistisches Modell ermoglicht zum einen
ein qualitatives Verstdndnis und zum andern eine quantitative Vorhersage zur Dauer des
superballistischen Verhaltens, die gut von den Simulationen bestétigt wird.
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Kapitel 8

Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Arbeit werden Transporteigenschaften niedrigdimensionaler Hamilton-
Systeme unter besonderer Beriicksichtigung von Systemen mit gemischtem Phasenraum
untersucht. Im Zusammenhang mit der Frage nach dem Einfluss der klassischen chaoti-
schen Dynamik auf das zugehorige Quantensystem wird zunéchst die klassische Dynamik
in gemischten Systemen genauer betrachtet. Dabei wird gezeigt, dass selbst dann, wenn der
Phasenraum durch eine exakt selbst-dhnliche Struktur dominiert wird, diese nicht die asym-
ptotische Dynamik bestimmt. Die quantenmechanische Untersuchung gemischter Systeme
fiihrt zu einer neuen Klasse von Eigenfunktionen - den hierarchischen Eigenzustédnden -, de-
ren Existenz durch die klassische Phasenraumstruktur begriindet wird. Daran anschlieflend
werden Leitwertfluktuationen generischer Billards untersucht. Der Ursprung der kiirzlich
beobachteten und bis dato unverstandenen isolierten Resonanzen wird geklirt. Es wird eine
einheitliche Theorie fiir Leitwertfluktuationen in typischen Hamilton-Systemen entwickelt,
die den Widerspruch zwischen fraktalen Leitwertfluktuationen und isolierten Resonanzen
auflost. Weiterhin wird die Dynamik von Bloch-Elektronen im Magnetfeld studiert und ein
beobachteter Metall-Tsolator-Ubergang mit vermiedenen Bandkreuzungen erklirt. Die Aus-
breitung eines Elektron erfolgt dabei im Allgemeinen in der Form eines Kreuzes. Schliellich
wird gezeigt, dass die Varianz eines Wellenpakets stédrker als ballistisch anwachsen kann,
wobei die Dauer dieser superballistischen Ausbreitung beliebig grofl werden kann.

Im Einzelnen beginnt die Arbeit mit einer Einfiihrung in Hamilton-Systeme, wobei der
Schwerpunkt auf Systemen mit gemischten Phasenraum liegt. Der hierarchische Aufbau
des gemischten Phasenraum mit seiner Abfolge von Inselketten wird diskutiert und der
Einfluss der Cantori auf die Dynamik wird besprochen. Die Transporteigenschaften der
chaotischen Komponente lassen sich durch ein Markov-Modell beschreiben, das ein quali-
tatives Verstdndnis der Dynamik erlaubt.

Charakteristisch fiir Systeme mit gemischten Phasenraum ist der algebraische Abfall der
Verteilung von Aufenthaltszeiten P(t) ~ ¢~7, der durch das Héngenbleiben chaotischer
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Trajektorien an den Inseln verursacht wird. Im Gegensatz zur impliziten Annahme ein-
facher Renormierungstheorien, die zur Vorhersage des Exponenten v verwendet werden,
wird gezeigt, dass die asymptotische Dynamik im Phasenraum nicht durch einen eindi-
mensionalen Pfad im Phasenraum beschrieben wird. Dies gilt selbst dann, wenn der Pha-
senraum entlang eines Pfades ein exakt selbstdhnliches Skalierungsverhalten aufweist, wie
man es z.B. am kritischen goldenen Torus beobachtet. Speziell wurde in der Literatur fiir
das Héngenbleiben am kritischen goldenen Torus der Zerfallsexponent v = 3 vorhergesagt
und argumentiert, dass dieser Exponent universell das asymptotische Verhalten der Ver-
teilung beschreibt. Die numerischen Ergebnisse widerlegen jedoch diese Behauptung und
zeigen eindeutig, dass Regionen im Phasenraum, die nicht von den eindimensionalen Re-
normierungstheorien beriicksichtig werden, wichtige Beitréige liefern, die fiir grofle Zeiten
das Verhalten der Verteilung dominieren.

Die quantenmechanische Behandlung der Dynamik im gemischten Phasenraum fiihrt zu ei-
ner neuen Klasse von Eigenzustidnden, den hierarchischen Zustdnden. Obwohl sie als Trager
die chaotische Komponente des Phasenraums haben, leben sie nicht gleichverteilt auf dem
chaotischen invarianten Bereich, sondern sind in der Ndhe der Inseln konzentriert. Thre Exi-
stenz beruht auf der endlichen Auflésung der klassischen Fliisse im Phasenraum durch die
Quantenmechanik. So wirken quantenmechanisch partielle Transportbarrieren mit Fliissen
kleiner als das Plancksche Wirkungsquantum wie geschlossene Tori. Die Transportbarrie-
ren, deren Fluss gerade gleich 7 ist, wird als Flussbarriere bezeichnet, und trennt die hier-
archischen von den chaotischen Zustdnden. Anhand eines einfachen Modells wird der Ein-
fluss der hierarchischen Zusténde auf spektrale und Eigenfunktionsstatistiken quantifiziert.
Weiterhin wird gezeigt, dass der relative Anteil hierarchischer Zustéinde im semiklassischen
Limes wie fhier ~ hif}l 7 abnimmt.

Nach den Ausfithrungen zu spektralen Eigenschaften gemischter Systeme, werden Streu-
eigenschaften gemischter Phasenrdume untersucht. Es wird gezeigt, dass die jiingst am
Cosinus-Billard beobachteten isolierten Resonanzen im Leitwert Streusignaturen der hier-
archischen Zustidnde des geschlossenen Systems sind. Eine einheitliche Theorie zu Leit-
wertfluktuationen in typischen Hamilton-Systemen wird aufgestellt und numerisch iiber-
priift. Dadurch wird der Widerspruch zwischen den isolierten Resonanzen und fraktalen
Leitwertfluktuationen aufgelost. Es wird gezeigt, dass im Allgemeinen beide Typen von
Leitwertfluktuationen gleichzeitig - jedoch auf unterschiedlichen Energieskalen - auftreten.
Die Energieskala, die beide Typen trennt, ist durch die klassische Rate an der Flussbar-

riere gegeben und skaliert wie AE™ ~ Ahif/g ~!. wobei A der mittleren Niveauabstand ist.

Zu dieser Energie korrespondiert die Zeitskala t* = h/AE* ~ h/Ah;}lM, bis zu der die
Quantenmechanik die klassischen Dynamik nachahmt. Dieses Skalierungsverhalten wird
mit Hilfe des gekickten Rotators verifiziert. Mit Hilfe eines (Quantengraphen-Modells fiir
die klassische Dynamik werden die statistischen Eigenschaften der isolierten Resonanzen
untersucht und der Ubergang zu fraktalen Fluktuationen demonstriert.

Im nachfolgenden Kapitel werden rein quantenmechanische Eigenschaften der Dynamik von
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Elektronen in einem zweidimensionalen periodischen Potential mit Magnetfeld und zusétz-
lichem alternierenden elektrischen Feld untersucht. Im Limes grofler Feldstéirken reduziert
sich die Dynamik auf ein doppelt gekicktes System, fiir das ein Metall-Isolator-Ubergang
gefunden wurde. Dieser Ubergang wird mit vermiedenen Bandkreuzungen erklirt und es
wird gezeigt, dass die Ausbreitung eines Wellenpakets im Allgemeinen die Form eines Kreu-
zes hat.

Zum Abschluss wird die Dynamik von Wellenpaketen fiir Systeme untersucht, die aus einem
ungeordneten Teil bestehen, an dem zwei Kanéle angebracht sind Es wird gezeigt, dass die
Varianz von Wellenpaketen stérker als ballistisch anwachsen kann. Die Dauer dieses super-
ballistischen Verhaltens hdngt mit der Emissionsrate der Elektronen aus dem ungeordneten
Bereich zusammen und kann beliebig lang werden. Ein probabilistisches Modell erklart die-
ses unerwartete Verhalten und die Vorhersagen werden an ein- und quasi-eindimensionalen,
sowie an quasiperiodischen Modellen verifiziert.

Weitere faszinierende Phénomene sind von zukiinftigen theoretischen und experimentel-
len Untersuchungen des Ubergangsbereichs zwischen einer rein quantenmechanischen Be-
schreibung der mikroskopischen Welt und den Eigenschaften der klassischen Dynamik auf
makroskopischen Skalen zu erwarten.
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