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“ � � � Eines zu sein mit allem, das ist Leben der Gottheit, das ist der Himmel des
Menschen.
Eines zu sein mit allem, was lebt, in seliger Selbstvergessenheit wiederzukehren ins
All der Natur, das ist der Gipfel der Gedanken und Freuden, das ist die heilige Ber-
gesḧohe, der Ort der ewigen Ruhe, wo der Mittag seine Schwüle und der Donner
seine Stimme verliert und das kochende Meer der Woge des Kornfelds gleicht.
Eines zu sein mit allem was lebt! Mit diesem Worte legt die Tugend den zürnenden
Harnisch, der Geist des Menschen den Zepter weg, und alle Gedanken schwinden
vor dem Bilde der ewigeinigen Welt, wie die Regeln des ringenden Künstlers vor
seiner Urania, und das eherne Schicksal entsagt der Herrschaft, und aus dem Bun-
de der Wesen schwindet der Tod, und Unzertrennlichkeit und ewige Jugend beseligt,
verscḧonert die Welt.
Auf dieser Ḧohe steh ich oft, mein Bellarmin! Aber ein Moment des Besinnens wirft
mich herab. Ich denke nach und finde mich, wie ich zuvor war, allein, mit allen
Schmerzen der Sterblichkeit, und meines Herzens Asyl, die ewig einige Welt, ist hin;
die Natur verschließt die Arme, und ich stehe wie ein Fremdling vor ihr, und verste-
he sie nicht.
Ach! wär ich nie in eure Schule gegangen. Die Wissenschaft, der ich in den Schacht
hinunter folgte, von der ich, jugendlich töricht, die Besẗatigung meiner reinen Freu-
de erwartete, die hat mir alles verdorben.
Ich bin bei euch so recht vernünftig geworden, habe gründlich mich unterscheiden
gelernt von dem, was mich umgibt, bin nun vereinzelt in der schönen Welt, bin so
ausgeworfen aus dem Garten der Natur, wo ich wuchs und blühte, und vertrockne
an der Mittagsonne.
Oh ein Gott ist der Mensch, wenn er träumt, ein Bettler, wenn er nachdenkt� � � “

Hölderlin, Hyperion oder der Eremit in Griechenland
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Zusammenfassung
In dieser Arbeit wurden die Entstehung von kleinskaligen Magnetfeldkonzentratio-
nen, ihre Wechselwirkung mit photosph¨arischen Str¨omungsmustern und ihr Schwin-
gungsverhalten mittels zweidimensionaler Simulationen der solaren Magnetokon-
vektion studiert.
� Es wurde ein numerisches Verfahren zur L¨osung der Strahlungstransportgleichung
entwickelt, das unabh¨angig von der Gittergeometrie auf 2– und 3–dimensionalen
Rechengittern arbeiten kann. Dieses Verfahren ergibt bei vergleichbarer Rechenzeit
einen um bis zu zwei Gr¨oßenordungen kleineren numerischen Fehler als bisheri-
ge Löser, was sich insbesondere in den optisch d¨unnen Regionen stark auswirkt.
Zusätzlich dazu k¨onnen die starken Opazit¨atsvariationen im Rechengebiet, welche
von der starken Temperaturabh¨angigkeit der Opazit¨at herrühren, problemlos verar-
beitet werden.
� Mit einem neuentwickelten 2D–MHD–Code (WDV–Code), der mit einem ad-
aptiven Gitterkonzept, einem offenen unteren Rand und dem neuen Strahlungs-
transportlöser arbeitet, wurde die Ausbildung kleinskaliger Magnetfeldkonzentra-
tionen als Folge der Wechselwirkung zwischen magnetischem Fluß und konvekti-
ven Strömungen in einem 12 000 km breiten und 1200 km tiefen photosph¨arischen
Auschnitt simuliert. Dazu ist ein anfangs homogenes, vertikales Magnetfeld mit ei-
ner Feldst¨arke von 100 Gauß in die vollentwickelte hydrodynamische Konvektion
eingebracht worden. Horizontale Str¨omungen transportieren den magnetischen Fluß
in die konvektiven Abstromgebiete, wodurch Magnetfeldkonzentrationen entstehen.
Die fortdauernde radiative K¨uhlung bewirkt innerhalb der Magnetfeldkonzentratio-
nen verst¨arkte Abströmungen, die zu einer Evakuierung f¨uhren. Dadurch kommt es
zu einer Verst¨arkung des Magnetfeldes auf Werte im Bereich von 1–2 kG.
� Die dynamische Wechselwirkungen von Magnetfeldkonzentrationen mit konvek-
tiven Strömungen ist in Form einer Schwingungsanalyse untersucht worden. Es
wurden eine mit dem WDV–Code und zwei mit dem ST–Code [Steiner et al. (1994)
([91])] durchgeführte Simulationen analysiert. Der ST–Code arbeitet ohne Gittera-
daption, mit geschlossenem unteren Rand und einem herk¨ommlichen Strahlungs-
transportlöser. Ausserhalb der Magnetfeldkonzentrationen zeigen die Resultate bei-
der Codes starke Beitr¨age, die durch akustische Eigenschwingungen (4 mHz) und
die Cutoff–Frequenz der Atmosph¨are (5–6 mHz) bewirkte werden. Die WDV–Resul-
tate zeigen zus¨atzlich noch deutliche von der Konvektion (0–2 mHz) und akusti-
schen Eigenschwingungen (3 und 7–8 mHz) verursachte Beitr¨age. Innerhalb der
magnetischen Gebiete ergeben sich in beiden F¨allen von akustischen Eigenschwin-
gungen (4 mHz) und der Cutoff–Frequenz der longitudinalen Flußr¨ohrenwellen (5–
6 mHz) bewirkte Beitr¨age. Im Falle des WDV–Codes zeigen sich große Beitr¨age bei
0–2 mHz und 3–4 mHz, die von der Konvektion und den akustischen Eigenschwin-
gungen bewirkt werden. Im Gegensatz zum ST–Code zeigt der WDV–Code keine
Beiträge bei 8–10 mHz.



Kapitel 1

Einf ührung, Motivation und
Überblick

Die sichtbare Oberfl¨ache der Sonne zeigt eine wabenartige Strukturierung, welche
als Granulationbezeichnet wird. Ihre Ursache sind die aus der unter der Photo-
sphäre liegenden Konvektionszone aufsteigenden heißen Gasblasen. Sie besitzen
typische Durchmesser von etwa 1000 km und sind durch k¨uhle Gebiete, in denen
die Materie wieder nach unten sinkt, voneinander getrennt. Die typische Zeitskala,
in der ein einzelnes Granulum von seinem Auftauchen bis zu seinem Verschwin-
den beobachtbar ist, betr¨agt zwischen 5–10 min. Das Verschwinden der einzelnen
Granulen kann auf zwei unterschiedliche Arten vonstatten gehen. Auf der einen
Seite fragmentieren große Granulen, d.h. sie dehnen sich aus und zerfallen in zwei
oder mehrere kleine Granulen. Auf der anderen Seite verringern kleinere Granu-
len unter dem Druck ihrer Nachbarn ihre Gr¨oße und lösen sich schließlich ganz
auf ([65], [97]). Dieses instation¨are Granuluationsmuster kennzeichnet dieruhi-
gen, d.h. die unmagnetischen Gebiete der Sonne. In anderen Gebieten wird diese
granulare Struktur lokal durch Magnetfeldansammlungen gest¨ort. Die auffälligsten
und größten sind dieSonnenfleckenmit charakteristischen Durchmessern von ei-
nigen zehntausend Kilometern. Sie bestehen aus einem dunklen Kern, der Umbra,
mit einer Magnetfeldst¨arke von ca. 3 kG, die von der nicht ganz so dunklen, stark
zerfaserten Penumbra umgeben ist (Abb. 1.1). Am anderen Ende des beobachtba-
ren Größenspektrums stehen kleinskalige Magnetfeldkonzentrationen, im Folgen-
den auchFlußröhrengenannt, welche bei Beobachtungen im kontinuierlichen Licht
oder in Spektrallinien oft als kleinr¨aumige signifikante Aufhellungen erkennbar
sind (Abb. 1.1) und sich vorwiegend in den konvektiven Abstromgebieten befin-
den. Da in der solaren Photosp¨are und Konvektionszone die elektrische Leitf¨ahig-
keit des Plasmas sehr groß ist, gilt f¨ur die magnetische Reynoldszahl�� � �
(�� � ���� ; �: magnetische Diffusivt¨at,� : typische Geschwindigkeit, L: typi-
sche Längenskala). In diesem Fall wird voneingefrorenen Feldliniengesprochen,
d.h. die magnetischen Feldlinien folgen den zu ihnen senkrechten Bewegungen des
Plasmas und die horizontalen Str¨omungen konzentrieren den magnetischen Fluß in
konvektiven Abstromgebieten, so daß die kleinskaligen Magnetfeldkonzentrationen
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Abbildung 1.1: Ausschnitt eines Sonnenflecks mit einem dunklen Kern, der Umbra und
der filamentierten Penumbra. Die Beobachtung ist im Wellenl¨angenbereich von 5500
Å durchgeführt worden. Kleinr¨aumige Magnetfeldkonzentrationen sind als signifikante
Aufhellungen sichtbar und tauchen vorwiegend in intergranularen Gebieten auf. Die Ge-
samtlänge der weiß dargestellten Skala betr¨agt 10 Bogensekunden (� ���� km) [Aufnahme
F. Kneer, Sonnenobservatorium Teneriffa]

als das Resultat der dynamischen Wechselwirkung eines Magnetfelds mit den kon-
vektiven Strömungsmustern verstanden werden m¨ussen.
Die beobachteten typischen Durchmesser solcher Flußr¨ohren betragen einige 100
km, was an der Grenze des r¨aumlichen Auflösungsverm¨ogen heutiger Teleskope
liegt. Ihnen wird eine wichtige Bedeutung bei der koronalen Heizung beigemessen.
Photosph¨arische Str¨omungen k¨onnten die Flußr¨ohren einerseits so stark sch¨utteln,
daß magnetohydrodynamische Wellen in der oberen Konvektionszone und Photo-
sphäre erzeugt werden, die sich in die obere Sonnenatmosph¨are ausbreiten und dort
ihre Energie dissipieren. Andererseits k¨onnten sich durch die Fußpunktbewegun-
gen Magnetfeldkonzentrationen gegenseitiger Polarit¨at in den oberen atmosph¨ari-
schen Gebieten ann¨ahern, Stromschichten bilden und unter Dissipation magneti-
scher Energierekonnektierenund so diese Bereiche heizen ([60], [63], [62]).
Zusätzlich zu den lokal erzeugten magnetohydrodynamischen Wellen besitzt die
Sonne eine Vielzahl von globalen akustischen Eigenschwingungen, die ein großes
Spektrum von r¨aumlichen Wellenzahlen ¨uberdecken. Sie existieren sowohl in der
ruhigen Photosph¨are und Chromosph¨are als auch in Sonnenflecken und Flußr¨ohren.
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Sie wurden im Fall der ruhigen Sonne von Leighton et al. entdeckt ([51]) und sind
von Giovanelli et al. (1978), Solanki et al. (1992) und Volkmer et al. (1995) auch
in magnetischen Flußkonzentrationen beobachtet worden. Sie besitzen eine Periode
von etwa 300 s und werden mit den akustischen Eigenschwingungen identifiziert.
Da Sonnenflecke sehr groß und dadurch leichter beobachtbar sind, ist ihre thermo-
dynamische Struktur besser verstanden als die der kleinr¨aumigen Flußkonzentra-
tionen und etwaige Schwingungsmuster lassen sich besser aufl¨osen und zuordnen.
Um Aufschlüsse ¨uber die Schwingungsmuster kleinr¨aumiger Flußkonzentrationen
zu erzielen, sind Zeitserien r¨aumlich und zeitlich hochaufgel¨oster Beobachtungen
notwendig, die sehr schwierig unter den Bedingungen bodengebundener Messun-
gen zu erlangen sind. Da direkte Beobachtungen von kleinr¨aumigen magnetischen
Strukturen durch das Aufl¨osungsverm¨ogen des optischen Instruments, insbesonde-
re aber die Brechungsindexfluktuationen der Erdatmosph¨are begrenzt sind ([77],
[92]), lassen sich Erkenntnisse ¨uber ihre thermische Struktur und ihre innere Dy-
namik bislang ¨uberwiegend durch Einsatz indirekter Diagnosetechniken wie z.B.
durch Spektralbeobachtungen polarisierter Strahlung gewinnen ([92], [80]).
Da die Dynamik kleinskaliger Magnetfeldkonzentrationen nur wenig verstanden ist
und aus den skizzierten Gr¨unden nur wenige Beobachtungen existieren, w¨ahlen wir
in Form numerischer Simulationen einen theoretischen Weg. Dadurch erhoffen wir
Aufschlüsseüber die grundlegenden physikalischen Prozesse, die zur Ausbildung
von Magnetfeldkonzentrationen f¨uhren und ¨uber charakteristische Schwingungs-
muster und deren zugeh¨orende Anregungsprozesse zu gewinnen.
Grundsätzlich beinhalten Simulationen der Wechselwirkung von Magnetfeldern und
konvektiven Str¨omungen die numerische L¨osung dermagnetohydrodynamischen
(MHD) Grundgleichungen, welche sich f¨ur ein ideales Plasma, als welches das pho-
tosphärische Plasma f¨ur die betrachteten L¨angen– und Zeitskalen angesehen werden
kann, aus denMaxwellgleichungenund denhydrodynamischen Gleichungenunter
Berücksichtigung der magnetohydrodynamischen N¨aherung und der Vernachl¨assi-
gung der magnetischen Diffusion und der Viskosit¨at ergeben ([67]).
In der Photosph¨are der Sonne und in den obersten Schichten der Konvektionszone
löst der Strahlungstransport die Konvektion als Energietransportmechanismus ab.
Er beeinflußt somit die thermische Struktur der Flußr¨ohren und ihrer Umgebung.
Aus diesem Grunde muß er explizit ber¨ucksichtigt werden und findet in Form eines
Quellterms in der Energiegleichung Eingang in das betrachtete Gleichungssystem.
Da das betrachtete Plasma aus einem Gemisch von Elektronen und Ionen verschie-
dener Atomsorten mit jeweils verschiedener Ladungsstufe besteht und sich diese
tiefenabhängige partielle Ionisation des Gases ¨uber das mittlere Molekulargewicht
��	
 � � und die innere Energie auf die thermodynamischen Variablen�, � und 	
auswirkt, nimmt die Gaszustandsgleichung, die das System der MHD–Gleichungen
schließt, eine kompliziertere Form an und die Dichte der totalen inneren Energie be-
steht fortan aus einem thermischen Anteil und einem durch die Ionisation bedingten.
Seit Mitte der siebziger Jahre wurden mittels numerischer Simulationen die dynami-
schen Wechselwirkungen von Magnetfeldern und konvektiven Str¨omungen studiert.
Die Augenmerke lagen dabei zum einen auf der Ausbildung kleinr¨aumiger Magnet-
feldkonzentrationen und ihrem Wechselspiel mit den granularen Str¨omungsmustern
und zum anderen auf der thermischen und dynamischen Strukturierung bereits exi-
stierender Magnetfeldkonzentrationen und ihrem Energieaustausch mit ihrer Um-
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gebung.
Nordlund & Stein (1990) ([59]) f¨uhrten dazu dreidimensionale Simulationen der
solaren Magnetokonvektion f¨ur einen solaren Auschnitt von 6�6�2.5��� mit ei-
ner räumlichen Auflösung von 50 km durch. Dabei fanden sie, daß ein vertikales
Magnetfeld mit einer mittleren Feldst¨arke von 0.5 kG, die granularen Str¨omungs-
muster hin zu tiefen Schichten aufrecht erh¨alt, so daß ein Netzwerk aus intergranu-
laren Abstromgebieten auch 1000 km unter der sichbaren Sonnenoberfl¨ache noch
existent war und nicht in einzelne isolierte Abstromgebiete zerfiel wie im nichtma-
gnetischen Fall.
Grossmann–Doerth et al. (1998) ([36]) untersuchten mittels zweidimensionaler MHD–
Simulationen eines 2.4 Mm horizontal und 1.3 Mm vertikal ausgedehnten Aus-
schnitts der Photosph¨are und der obersten Schichten der Konvektionszone bei einer
horizontalen Gitterweite von 10 km, unter Ber¨ucksichtigung der partiellen Wasser-
stoffionisation und des Strahlungstransport, die durch die horizontalen Str¨omungen
bewirkte Konzentration magnetischen Flusses in den intergranularen Abstromge-
bieten und den in der zeitlichen Abfolge sich daran anschließendenkonvektiven Kol-
laps([104], [85], [61], [69]). Die damit verbundenen lokalen Ausbildungen starker
Magnetfeldkonzentrationen sind das Resultat des Zusammenspiels von magnetfeld-
bedingter Unterdr¨uckung der horizontalen Str¨omung, Strahlungsk¨uhlung der ober-
flächennahen Schichten und der superadiabatisch geschichteten Atmosph¨are, wel-
ches zur Evakuierung der oberen Bereiche der Magnetfeldkonzentrationen und da-
mit zu einer Feldverst¨arkung führt.
Steiner et al. (1998) ([90]) studierten mittels 2D–MHD–Simulationen die zeitab-
hängige Wechselwirkung einer magnetischen Flußschicht und ihrer Umgebung mit
einer numerischen Gitteraufl¨osung von 10 km. Es zeigte sich, daß die externen
Strömungen die Flußschicht zu transversalen Bewegungen mit großen horizontalen
Geschwindigkeiten antreiben kann. Des Weiteren erzeugte die umgebende Granu-
lation Druckfluktuationen, die sich in Form von vertikal propagierenden Wellen bis
in die oberen atmosph¨arischen Bereiche ausbreiten und dort zu Schocks aufsteilen.
Ploner et al. (2000) ([64]) f¨uhrten für ein Rechengebiet von 6 Mm�1.4 Mm un-
ter Berücksichtigung des Strahlungstransports und der Ionisation 2D–Simulationen
der dynamischen Wechselwirkungen von bipolaren Magnetfeldkonzentrationen und
konvektiven Str¨omungen mit einer maximalen numerischen Gitteraufl¨osung von 25
km durch. Sie fanden, daß dasrecyclingvon magnetischem Fluß m¨oglicherweise
die beobachteten hohen Eruptionsraten von magnetischem Fluß in der ruhigen Son-
ne erklären kann.
Da der Einfluß der Randbedingungen auf die numerische L¨osung möglichst gering
gehalten werden soll, muß das Rechengebiet erheblich gr¨oßer als die charakteristi-
schen Str¨omungsstrukturen sein. Andererseits m¨ussen die interessanten charakteri-
stischen Strukturen wie z.B. Schockfronten genau aufgel¨ost werden und die Berech-
nungen in realistischer Zeit durchf¨uhrbar sein. Dies legt sowohl die Verwendung
eines adaptiven Gitterkonzepts mit lokaler Gitterverfeinerung als auch die Nutzung
spezieller Rechnerarchitekturen wie Parallelrechner nahe.
Um ein großes Rechengebiet betrachten zu k¨onnen und somit die dynamische Wech-
selwirkung mehrerer sich ausbildender Magnetfeldkonzentrationen mit der konvek-
tiven Strömung untersuchen zu k¨onnen, wird in dieser Arbeit die horizontale Aus-
dehnung des Rechengebietes auf 12 000 km im Vergleich zu 6000 km wie bei Plo-
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ner et al. (2000) ([64]) oder 2400 km wie bei Steiner et al. (1998) ([90]) vergr¨oßert.
Dabei liegt aufgrund des adaptiven Gitterkonzeptes die maximale Gitteraufl¨osung
trotzdem bei knapp unter 10 km. Zur L¨osung des Gleichungssytems wird ein MHD–
Riemannlöser verwendet. Dieser L¨osertyp ist durch eine sehr geringe numerische
Diffusivit ät gekennzeichnet und wurde insbesondere zur numerischen Behandlung
von Schockfronten entwickelt ([34]). Die L¨osung des Gleichungssystems wird auf
unstrukturierten Dreiecksgittern durchgef¨uhrt, da sich in diesem Kontext die lokale
Gitterverfeinerung elegant umsetzen l¨aßt ([46]).
Da das Strahlungstransportproblem ein nichtlokales Problem ist, ist die Auswahl
der numerischen L¨osungsverfahren im Hinblick auf die Verwendung von Rechner-
architekturen mit verteiltem Speicher sehr wichtig. Die Berechnung des Strahlungs-
quellterms erfordert die L¨osung der Strahlungstransportgleichung entlang einzelner
Strahlen in definierten Raumrichtungen. Die direkte L¨osung der Strahlungstrans-
portgleichung entlang, durch das gesamte Rechengebiet ‘laufender’ Strahlen, wie
sie von Mihalas et al. (1978) ([57]) vorgeschlagen wurde, birgt beim Einsatz von
Parallelrechneren mit verteilten Speichern das Problem, daß zur L¨osung der Strah-
lungstransportgleichung an einem Gitterpunkt die Informationen aller Gebietsele-
mente, durch die der Strahl verl¨auft, notwendig sind. Dadurch wird das Schema
aufgrund der erforderlichen Prozessorkommunikationen sehr ineffizient, obwohl die
mit diesem Verfahren auf einem von dem MHD–L¨oser vorgegebenen Rechengitter
erzielbare Genauigkeit in der Bestimmung der numerischen L¨osung den Anforde-
rungen entspricht. Die von Kunasz & Auer (1988) ([47]) vorgeschlageneshort–
characteristics–Methode, welche von Bruls et al. (1999) ([4]) auf unstrukturierte
Dreiecksgitter ¨ubertragen wurde, ist auf einem vorgegebenen Rechengitter bei der
Berechnung der numerischen L¨osung zu ungenau ([14]). Aus diesen Gegebenheiten
leitet sich die Motivation zu dem ersten Teil der Arbeit ab, der in der Neuentwick-
lung eines numerischen Schemas zur Berechnung des Strahlungsquellterms bestand
([14]), welches in den Simulationen zum Einsatz kommt.
Im zweiten Teil der Arbeit soll zum einen die Ausbildung kleinskaliger Magnet-
feldkonzentrationen in der solaren Photosph¨are und oberen Konvektionszone als
Folge der Wechselwirkung zwischen magnetischem Fluß und konvektiven Str¨omun-
gen unter dem Einfluß des Strahlungsfeld untersucht werden. Zum anderen soll die
dynamische Wechselwirkung von Magnetfeldkonzentrationen mit den konvektiven
Strömungen im Hinblick auf eine m¨ogliche Ausbreitung von Wellen in die obe-
ren Bereiche der Sonnenphotosph¨are in Form einer Schwingungsanalyse untersucht
werden. Dazu wurden in ein 2D–MHD–Programm zur L¨osung der magnetohydro-
dynamischen Grundgleichungen, das von den Herren A. Dedner und M. Wesenberg
am Institut für Mathematik der Universit¨at Freiburg (IAM) entwickelt wurde, der
neuentwickelte Strahlungstransportl¨oser eingebaut und extensiv getestet. Deswei-
teren ist aufgrund der ber¨ucksichtigten partiellen Ionisation die Zustandsgleichung
modifiziert und in tabellierter Form eingebaut worden. Mit dem ver¨anderten und an-
gepaßten 2D–MHD–Programm sind anschließend Simulationsrechnungen f¨ur sola-
re Magnetokonvektion durchgef¨uhrt und analysiert worden.
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Kapitel 2

Gleichungssystem und
Nebenbedingungen

2.1 Magnetohydrodynamische (MHD) N̈aherung

Es sollen die Wechselwirkungen von Magnetfeldern mit Str¨omungen in einem gut
leitenden, stoßdominierten, quasineutralen Plasma mit
 � � beschrieben werden
(
 : Materiegeschwindigkeit,� : Lichtgeschwindigkeit). Unter diesen Voraussetzun-
gen verbindet sich die Hydrodynamik mit der Elektrodynamik zur Magnetohydro-
dynamik [Kippenhahn& M¨ollenhoff (1973), [42]].

2.2 Maxwellsche Gleichungen

� � �� � � (2.1)

� � �� �
��

�
�� 	

�

�
�� �� (2.2)

� � �� � ��
	 (2.3)

� � �� �
�

�
�� �� (2.4)

Hierbei sind�� und 
	 die Strom– bzw. Ladungsdichte. In einem kontinuierlichen
Medium schreibt man die Maxwellschen Gleichungen ¨ublicherweise mit dem Ma-
gnetfeld �� und der dielektrischen Verschiebung��, welche im obigen Gleichungs-
system durch die magnetische Induktion�� und das elektrische Feld�� ersetzt wur-
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den, wobei gilt

�� � � �� 
 �� �
��

�
(2.5)

(� : Dielektrizitätskonstante,� : magnetische Permeabilit¨at).
Da im betrachteten Bereich der Sonne die Str¨omungsgeschwindigkeiten sehr viel
kleiner als die Lichtgeschwindigkeit sind, kann in der nichtrelativistischen N¨ahe-
rung gerechnet werden. Wie man unten sieht, kann aus diesem Grunde der zum
Verschiebungsstrom proportionale Term��� �� �� in Gl. (2.2) vernachl¨assigt werden.
Unter der Annahme, daß�� und�� typische Längen– und Zeitskalen sind, lassen sich
die Terme in Gl. (2.1)– (2.4) absch¨atzen. Dazu ersetzen wir die Differentialoperato-
ren durch Quotienten der Skalengr¨ossen. Mit den typischen Werten�� und�� für
� ��� und� ��� läßt sich Gl. (2.4) nun gr¨oßenordnungsm¨aßig absch¨atzen zu

���� � ��
��� � ��

��
� ��

���
�
������ ����
����� � (2.6)

Mit Hilfe dieser Beziehung kann der Verschiebungsstrom in Gl. (2.2) approximiert
werden:������� � ����

����� � ��

���
� ��

��

���
�����

� 
��
��

���� � ��
��� � (2.7)

Es werden nur Terme mit	� ��
�

� berücksichtigt, weil
� 
 ����� � � gilt und der

Verschiebestrom	�
��
�

��
� ist, fällt er weg und Gl. (2.2) ergibt sich zu:

� � �� �
��

�
�� � (2.8)

2.3 Ohmsches Gesetz

Im Ruhesystem des Plasmas hat das Ohmsche Gesetz die folgende Form:

�� � � �� 
 (2.9)

wobei� die elektrische Leitf¨ahigkeit ist. In einem mit der Geschwindigkeit��
� � �
relativ zum ruhenden Bezugssystem bewegten Plasma transformiert sich das elek-
trische Feld wie�� �� �� 	 �

�
��
 � ��� und das Ohmsche Gesetz bekommt die

Form:

�� � �

�
�� 	

�

�

�
�
 � ��

��
� (2.10)
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2.4 Induktionsgleichung

Unter Zuhilfenahme des Ohmschen Gesetzes Gl. (2.10) lassen sich die Gleichun-
gen (2.8) und (2.4) umformulieren, so daß daraus dieInduktionsgleichungfür die
Leitfähigkeit� � ������ folgt:

�� �� � � �
�
�
 � ��

�
� �� 	
����	�
��

	
��

���
�� ��� �� 	

�


��
��

� (2.11)

Diese beschreibt die zeitliche Entwicklung des Magnetfelds�� bei gegebenem Str¨o-
mungsfeld�
 und besteht aus einem Induktions– und einem Diffusionsterm. Der
Induktionterm beschreibt dabei die Ver¨anderung des Magnetfeldes, die durch das
Strömungsfeld hervorgerufen wird. Der Diffusionsterm hingegen beschreibt den
Zerfall des Magnetfeldes durch Ohmsche Dissipation. Das Verh¨altnis von Induktions–
und Diffusionsterm entspricht dermagnetischen Reynoldszahl��:

�� ��

������
� �

�
�
 � ��

�
�� � ����

������ � ��
�
�

(2.12)

(� �� ������ : magnetische Diffusivit¨at).
Für �� � � ist der Induktionsterm in Gl. (2.11) vernachl¨assigbar, weshalb die-
se die Form einer Diffusionsgleichung bekommt und den Ohmschen Zerfall des
Magnetfeldes beschreibt. Die typische Zeitskale des Zerfalls h¨angt dabei von der
räumlichen Ausdehnung des betrachteten Systems ab.

��


 ��
���
�

� (2.13)

Für �� � � ist der Ohmsche Zerfall des Magnetfeldes vernachl¨assigbar. In die-
sem Fall wird von ‘eingefrorenen Feldlinien’ gesprochen. Die Bewegung des Plas-
mas verformt das Feld in einer Weise, als ob es gegen¨uber Bewegungen senkrecht
zur Feldrichtung in das Plasma eingefroren w¨are. DieÄnderung des Magnetfel-
des wird in diesem Grenzfall einzig durch die Plasmabewegung bestimmt. In der
solaren Konvektionszone ist der Grenzfall�� � � sehr gut erf¨ullt. Um �� für
die in der oberen solaren Konvektionzone herrschenden Verh¨altnisse absch¨atzen zu
können, wird der von Spitzer (1962) ([82]) angegebene Ausdruck f¨ur die elektri-
sche Leitfähigkeit eines vollst¨andig ionisierten Gases verwendet. Nach Einsetzen
aller Größen ergibt sich folgende Temperaturabh¨angigkeit der Leitfähigkeit in der
Konvektionszone (Stix 1989, S.253, [92]):

� � ����� � ��� �

 !
� ���

�

 !
� (2.14)
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Bei einem typischen Flußr¨ohrendurchmesser von 200 km in der oberen Konvekti-
onszone, einer Bewegungszeitskala , welche durch die hydrodynamische Zeitskala
von �� � 
�� s bestimmt ist und der magnetischen Permeabilit¨at �� � �� � ����

folgt eine typische Geschwindigkeit
� � ��� m/s und damit eine magnetische
Reynoldszahl in der oberen Konvektionszone von:

�� � � � ��� � (2.15)

Obwohl in der solaren Photosph¨are und der unteren Chromosph¨are die Tempera-
tur so niedrig ist, daß Wasserstoff und Helium fast vollst¨andig neutral sind, werden
von schweren Elementen mit niedrigem Ionisationspotential noch gen¨ugend Elek-
tronen geliefert, um einen Ladungsfluß aufrecht zu erhalten, der einem� � ��� �

��

entspricht (Stix 1989, S.254, [92]). Unter der Annahme eines typischen Flußr¨ohren-
durchmessers in diesen atmosph¨arischen Bereichen von" � 
�� km und der Ver-
wendung der hydrodynamische Zeitskala von�� � 
�� s folgt eine magnetische
Reynoldszahl von�� � � � ��� in den Bereichen der unteren Photosph¨are. Somit
ist auch in diesen Regionen die magnetische Diffusion vernachl¨assigbar und das
Bild der ‘eigefrorenen Feldlinien’ angemessen. Im Weiteren gehen wir von einem
Plasma unendlicher Leitf¨ahigkeit aus (� � 
), so daß der zweite Term auf der
rechten Seite in Gl. (2.11) verschwindet und sie folgende Form annimmt:

�� �� � � �
�
�
 � ��

�
� �

�
�
 �� � ���


�
� � � (2.16)

2.5 Magnetohydrodynamische Gleichungen

Sowohl die Magnetohydrodynamik wie die Plasmaphysik besch¨aftigen sich mit der
Untersuchung leitender Fl¨ussigkeiten oder Gase unter Einwirkung elektromagne-
tischer Felder. Das Ph¨anomen der Leitung wird bekanntlich durch freie oder qua-
sifreie Elektronen verursacht, die sich unter der Wirkung ¨außerer Felder bewegen
können. Somit werden die Elektronen von ¨außeren Feldern beschleunigt, erfahren
durch Stöße allerdings eine Richtungs¨anderung, so daß ihrer Bewegung in Rich-
tung des Feldes eine effektive Reibungskraft entgegensteht, welche proportional der
Stoßfrequenz ist. Die Trennungslinie zwischen Magnetohydrodynamik und Plas-
maphysik ist nicht sehr scharf. Doch existieren separate Bereiche, auf die sich die
Vorstellungen eines der beiden Gebiete anwenden lassen. Ist die Frequenz der an-
gelegten Felder sehr viel gr¨oßer als die Stoßfrequenz, dann werden die Elektronen
und Ionen durch elektrische Felder zwischen aufeinanderfolgenden St¨oßen in entge-
gengesetzte Richtungen beschleunigt und sie versuchen sich r¨aumlich zu trennen.
Durch die Ladungstrennung werden starke elektrostatische R¨uckstellkräfte indu-
ziert und es kommt zu oszillatorischen Schwankungen in der Ladungsdichte, den
sogenanntenPlasmaschwingungen.
In leitenden Flüssigkeiten oder dichten, ionisierten Gasen ist die Stoßfrequenz selbst
bei hoher Leitfähigkeit noch so groß, daß es zwischen den Elektronen und Ionen
abgesehen von einer Art Zitterbewegung bei hohen Frequenzen zu keiner Ladungs-
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trennung kommt. Die auftretenden elektrischen Felder r¨uhren entweder von der Be-
wegung der Fl¨ussigkeit her, die einen Stromfluß verursacht, oder aber von zeit-
lich veränderlichen magnetischen Feldern oder Ladungsverteilungen außerhalb der
Flüssigkeit. Die mechanische Bewegung des Systems l¨aßt sich somit als Bewegung
einer einkomponentigen Fl¨ussigkeit betrachten und ist durch die Evolutionsglei-
chungen der Hydrodynamik, denNavier–Stokes–Gleichungen, beschreibbar. Dieses
System von Gleichungen setzt sich aus den nachfolgend erl¨auterten Gleichungen
zusammen.

� Kontinuitätsgleichung

��	 	 � � �	�
� 
 �	

��
	 	�� � �
� � � ���

�

��

 �

��
	 �
 � � �(2.17)

Die Kontinuitätsgleichung beschreibt die Massenerhaltung. So f¨uhrt beispiels-
weise die Einstr¨omung in ein definiertes Gebiet am Orte�# (� � �	�
� $ �) zu
einer Dichtezunahme (�	��� % �) (	 : Massendichte,�
 : Materiegeschwin-
digkeit). Die substantielle Ableitung�

��
beschreibt diëAnderung einer phy-

sikalischen Gr¨oße entlang ihres Weges durch das Plasma.

� Impulsgleichung

���	�
� 	 � � �	�
�
� 	 �� � �&� 	 �&� (2.18)

���

� �



� 	

�

�
� �' � ���

�
(2.19)
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�
Æ
� � �
��

��

��


��	�

� (2.20)

��( : Schwerebeschleunigung,� : Gasdruck und�
�


�
: magnetischer Druck,

�
, �� Magnetfeldkomponenten (��� )
 � � �
 �
 ���. Die magnetische Kraft
oderLorenz–Kraft� �'� ��� im Spannungstensor� setzt sich aus dem magne-
tischen Druck����� und einer zus¨atzlichen Kraft, welche sich als Spannung
entlang von magnetischen Kraftlinien interpretieren l¨aßt, zusammen. Die Im-
pulsgleichung beschreibt diëAnderung der Impulsdichte, welche durch den
am Ort�# des Elements herrschenden Druckgradient� � �, dieäußeren Kr¨afte
�&� und die viskose Kraft�&� bedingt ist. Mit der kinematischen Viskosit¨at *
läßt sich�&� für ein kompressibles Gas in der folgenden allgemeinen Form
schreiben ([40]):

�&� � 	*



���
 	

�

�
��� � �
�

�
� (2.21)
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Das Verhältnis der Größenordnung der Tr¨agheitskraft zur viskosen Kraft in
Gleichung Gl. (2.18) definiert die Reynoldszahl�+:����	��
����&�

���� � ��
�
*


 �� � (2.22)

Dabei sind
� und�� typische Längen bzw. Geschwindigkeiten (Kap. 2.4). F¨ur
ein vollständig ionisiertes Wasserstoff–Plasma gibt Spitzer ([82]) folgende
Temperaturabh¨angigkeit von* an:

	* � ���� � �����
� ���

���

,(

!�
� (2.23)

��� stellt dabei den Coulomb–Logarithmus mit� � ��� � �� für den be-
trachteten solaren Bereich dar. Mit den typischen Werten f¨ur den Flußr¨ohren-
durchmesser" � ��� �� � 
�� km und die hydrodynamische Zeitskala
�� � 
��s folgt:

�+ � ��
 � (2.24)

Somit ist die viskose Kraft vernachl¨assigbar und das System der Navier–
Stokes Gleichungen reduziert sich auf das System der Eulergleichungen ([49]).
Im hier betrachteten Fall wirkt nur die Gravitationskraftdichte�&� � 	�( mit
�( � �(�

�
und( � ��(� � ����� alsäußere Kraft auf das System.

� Energiegleichung
Die zeitliche Entwicklung der Gesamtenergiedichte, welche sich aus den Dich-
ten der kinetischen, der potentiellen, der inneren und der magnetischen Ener-
gie am Orte�# zusammensetzt:

� � +	
� 	 +��� 	 +
�� 	 +��� �
�

�
	�
� 	 	�( 	 	� 	

��

��

 (2.25)

wird beschrieben durch die Erhaltungsgleichung der Gesamtenergie:

��� 	 � � �	��
 	 ��
� � �� � (2.26)

Die Dichte der totalen inneren Energie setzt sich dabei aus dem thermischen
Anteil und dem Ionisationsanteil zusammen:� � ������	�
��. Der Quellterm
�� beschreibt die Energieflußdichte durch Strahlung und wird im folgenden
noch näher erläutert.

� Zustandsgleichung
Die thermische Zustandsgleichung eines Gases stellt den Zusammenhang zwi-
schen Massendichte	, Temperatur� , Gasdruck� und dem relativen mittleren
Molekulargewicht��	
 � � am Orte�# her

� �
	���
�


 (2.27)

und schließt das Gleichungssystem
(�� � ,��� : allgemeine Gaskonstante,, : Boltzmann-Konstante,�� : ato-
mare Masseneinheit).
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2.6 Ergänzungen zur Zustandsgleichung

Die solare Materie wird durch ein homogenes Gemisch idealen Gases beschrieben.
Es setzt sich zu ca. 73% aus Wasserstoff, zu 25% aus Helium und den verblei-
benden 2% aus schwereren Elementen zusammen. Alle auftretenden Teilchen sind
einatomig. Die relativen Anzahldichten werden durch die nachfolgend dargestellten
dimensionslosen Zahlen*� repräsentiert:

*� � ������ 
 *�� � ������ 
 * � � ������ (2.28)

mit

*� 	 *�� 	 * � � � � (2.29)

Im Falle eines partiell ionisierten Gases wirkt sich die tiefenabh¨angige Ionisation
des Gases bzw. der tiefenabh¨angige Ionisationsgrad- des Gases ¨uber das mittlere
Molekulargewicht��	
 � � auf die thermodynamischen Variablen�, � und 	 und
somit die Gesamtenergie Gl. (2.25) aus.

Das mittlere Molekulargewicht hat im neutralen Fall die Form:

�� �
�

��

�
�

*��� 
 (2.30)

wobei�� � ��

� � ����� � die atomare Masseneinheit ist und ergibt sich mit

�� � ��
�� � ����� � ��� � 
�
�� � ����� �
 � � � ����� � ����� �

zu

�� � ����� � (2.31)

Hier wird vorerst nur die Wasserstoffionisation ber¨ucksichtigt werden. Dies ist als
ein erster Schritt n¨aherungsweise dadurch gerechtfertigt, daß die Heliumionisation
bei� � ����� � in einem Modell der Konvektionszone weniger als���� erreicht,
die Wasserstoffionisation hingegen etwa���. Die Ionisation der schweren Elemen-
te wird vernächlässigt, da ihre H¨aufigkeit mit�� sehr gering ist. Im Falle partieller
Ionisation verändert sich die Form des mittleren Molekulargewicht zu:

� �
���

� 	 ��
�

��
� 	 ��

�

(2.32)

(� : Anzahldichte der Atome und Ionen,�� : Anzahldichte freier Elektronen).
Zu dessen Bestimmung verbleibt nun das Problem der Berechnung des Quotienten
��
�

. Die Anzahldichte� der Atome und Ionen ist, f¨ur den unserem Rechengebiet



24 KAPITEL 2. GLEICHUNGSSYSTEM UND NEBENBEDINGUNGEN

entsprechenden atmosph¨arischen Bereich gegeben durch:

� � �� 	 ��� 	 ��� 	
�
�

���!"� 	
�
��


�
��!"� � (2.33)

Dabei stellt


�

���!"� die Anzahldichte schwerer Elemente und


��


�
��!"� die i-te

Ionisationsstufe des j-ten schweren Elements dar. Grunds¨atzlich berechnet sich��
aus dem System gekoppelter Sahagleichungen:

��
����
��

�
.���
.�

����!�,� ����

/�
+0���1��,� � (2.34)

(����
 �� : Anzahldichte der*	�–fach und der*–fach ionisierten Atome,.���
 .�
: quantenmechanische Zustandssumme der Zust¨ande* 	 � und*, 1� : Anregungs-
energie,!� : Elektronenmasse,/� : Phasenraumvolumenelement,, : Boltzmann-
Konstante).
Dabei entspricht die Anzahl notwendiger Gleichungen dem Produkt aus der An-
zahl betrachteter Elemente und der Anzahl deren Ionisationsstufen. Im allgemeinen
wird man dieses (nichtlineare) System iterativ l¨osen. Da wir nur die Wasserstof-

fionisation ber¨ucksichtigen, gibt es nur eine Sahagleichung, die sich f¨ur � ��
���
��

folgendermaßen darstellt:
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� (2.35)

Dies führt zu einer quadratischen Gleichung f¨ur�. Unter Einbeziehung des Ionisa-
tionsgrades f¨ur�:

-� �
���

�� 	 ���
(2.36)

und

�� � -�*�� (2.37)

ergibt sich die totale innere Energiedichte	� zu:
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1� (2.38)

(1� � ������ eV, Ionisierungsenergie des Wasserstoff).
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2.7 Strahlungsquellterm

Der radiative Energietransport ist in der solaren Photosph¨are von entscheidender
Bedeutung. In der Konvektionszone ist der dominierende Energietransportmecha-
nismus die Konvektion, welche in der dar¨uberliegenden Photosph¨are durch den ra-
diativen Energietransport abgel¨ost wird. Um die dynamische Wechselwirkung zwi-
schen Magnetfeld und Konvektion mittels numerischer Simulationen untersuchen
zu können, muß der Transport von Strahlung durch das Plasma ber¨ucksichtigt wer-
den. Die Kopplung von Magnetohydrodynamik und Strahlungstransport f¨uhrt da-
bei zu einem Quellterm in der Evolutionsgleichung der Gesamtenergiedichte. Die
Einführung eines solchen Quellterms ist durch die Tatsache begr¨undet, daß
 � �
(
 : typische hydrodynamische Geschwindigkeit,� : Lichtgeschwindigkeit) gilt, die
Lichtlaufzeit also sehr viel geringer ist als alle hydrodynamischen Zeitskalen und
somit der Energieaustausch der Strahlung mit ihrer Umgebung als instantan be-
trachtet werden kann. Die Ermittelung dieses Strahlungsquellterms besteht dabei
aus drei aufeinanderfolgenden Schritten:

� Die Berechnung der spezifischen Intensit¨at2���#
 ���.

� Die Integration der Spezifischen Intensit¨at über den diskretisierten Raumwin-
kel.

� Die Berechnung des Strahlungsquellterms��.

Allgemein läßt sich der Transport von elektromagnetischer Strahlung und deren
Wechselwirkung mit Materie durch die zeit– und frequenzabh¨angige Stahlungs-
transportgleichung beschreiben (im folgenden als RT–Gleichung bezeichnet):

�

�
��2� 	 �� � �2� 	 3�	2� � 3�	4� � (2.39)

2���#
 ��� ist proportional der Strahlungsenergie d����� ��#
 ���, welche von Strahlung
der Frequenz* 
 * 	 "* durch die Fläche"5 ��� 6 in den Raumwinkel"� transpor-
tiert wird

2���#
 ���"5 ��� 6"� � "����� ��#
 ��� � (2.40)

Unter der Annahme
 � �, reduziert sich Gl. (2.39) auf die station¨are Form (�
�
��2� �

�):

�� � �2� � 3�	�4� � 2�� 
 (2.41)
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Abbildung 2.1: Die spezifische Intensit¨at ist proportional der Strahlungsenergie
d����� ���� ���, welche von Strahlung der Frequenz�� � � �� durch die Fläche�� ��	 	 in
den Raumwinkel�
 transportiert wird.

welche es zu l¨osen gilt. Zur Berechnung des Strahlungsquellterms����#� gibt es
zwei äquivalente Formulierungen ([56], [4]):
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Die mittlere Intensit¨at'� ist die am Orte�# über alle Raumwinkel�� integrierte spe-
zifische Intensit¨at und hat folgende Form:

'���#� �
�
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�
2���#
 ���"� � (2.44)

Der Strahlungsstrom�& ���� ��#� hingegen ist das ¨uber alle Raumwinkel�� integrierte
Produkt des Winkels�� und der spezifischen Intensit¨at am Orte�#:

�& ���� ��#� �

�
2���#
 �����"� (2.45)

(�� : Strahlungsrichtung ,* : Frequenz ,3��	
 � � : Absortionskoeffizient,2���#
 ��� :
spezifische Intensit¨at,4� : Quellfunktion,	 : Massendichte).
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2.8 Funktionsform des resultierenden Gleichungssy-
stem

Im Falle von zweidimensionalen numerischen Untersuchungen setzt sich das zu
lösende Gleichungssystem aus den Gleichungen der Magnetohydrodynamik f¨ur zwei
räumliche Dimensionen (0, 7) (Kap. 2.5) (für ein gravitativ geschichtetes Medium)
und der Zustandsgleichung (Kap. 2.6) zusammen. Zur Bestimmung des Strahlungs-
quellterms�� Gl. (2.42) ist zus¨atzlich die station¨are RT–Gleichung f¨ur die spezifi-
sche Intensit¨at Gl. (4.1) zu lösen.
In kartesischer Komponentendarstellung hat es folgende Form:
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und
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2.9 Rand– und Anfangsbedingungen

Da es sich bei dem betrachteten Gleichungssystem Gln. (2.46) um ein System parti-
eller, nichtlinearer Differentialgleichungen f¨ur den Variablenvektor����#
 �� handelt,
müssen zur Ermittelung einer eindeutigen L¨osung Nebenbedingungen gestellt wer-
den. So fordern die auftauchenden Ableitungen nach dem OrtRandbedingungen
und die Ableitungen nach der ZeitAnfangsbedingungen. Die höchste Ableitung
der Variablen nach dem Ort entspricht der Anzahl zu stellender Randbedingungen,
während die h¨ochste Ableitung nach der Zeit die Anzahl der zu stellenden Anfangs-
bedingungen vorgibt. Im konkreten Fall ist die zu simulierende solare Konvektion
charakterisiert durchwarmebreite Aufstromgebiete undkalte konzentrierte Ab-
stromgebiete. Letztere sind in der Photosph¨are auf einer r¨aumlichen Skala von etwa
1000 km mehr oder weniger intermittent verteilt und organisieren sich in tieferen
Schichten zu einigen wenigen Abstromgebieten, die m¨oglicherweise sogar den Bo-
den der Konvektionzone erreichen k¨onnen. Obwohl es von gr¨oßtem Interesse w¨are,
können wir nicht die gesamte Konvektionszone, welche sich ¨uber� ���� km vertikal
erstreckt und die Photosph¨are in einem Simulieren und gleichzeitig die numerische
Auflösung so w¨ahlen, daß die kleinskalige dynamische Interaktion von Konvektion
und Magnetfeld imÜbergangsbereich zwischen Konvektionszone und Photosph¨are
entsprechend aufgel¨ost wird. Aus diesem Grunde beschr¨anken wir uns in unserer
Simulation auf einen Ausschnitt, der den oberen Teil der Konvektionzone und die
gesamte Photosph¨are umfaßt. Das Rechengebiet ist in vertikaler Richtung 1400 km
und in horizontaler Richtung 12 000 km ausgedehnt und stellt somit nur einen be-
grenzten Ausschnitt aus dem zu untersuchenden solaren Gebiet dar. Dies hat zur
Konsequenz, daß sowohl Annahmen ¨uber die physikalischen Eigenschaften der an-
grenzenden Gebiete, als auch ¨uber jene zu Beginn der numerischen Simulation ge-
macht werden m¨ussen. Da diese das magnetohydrodynamische Str¨omungsmuster
im Simulationsgebiet maßgeblich beeinflussen, m¨ussen sie m¨oglichst realitätsnah
gewählt werden.
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2.9.1 Randbedingungen

Unser Rechengebiet wird von 4 R¨andern einbeschrieben, die in Abb. 2.2 als oberer
(top), unterer (bot) und seitlicher Rand bezeichnet sind.
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Abbildung 2.2: Schematische Darstellung des Rechengebiets mit den Randbezeichnungen.

2.9.2 Seitliche R̈ander

An den beiden seitlichen R¨andern, welche parallel zur7-Achse verlaufen, werden
periodische Randbedingungen f¨ur den Variablenvektor���0
 7
 �� vorgeschrieben,
d.h. jede Variable ist periodisch in0-Richtung.

���0�
 7
 �� � ���0�
 7
 �� � (2.48)

2.9.3 Oberer Rand

Am oberen geschlossenen Rand darf keine Materie durch den Rand str¨omen. Die-
ser soll undurchl¨assig und perfekt leitend sein. Im Falle eines gravitativ geschich-
teten Mediums lassen sich die Bedingungen f¨ur den Variablenvektor���0
 7�
 �� am
oberen Rand numerisch, im Finiten–Volumen– und Riemannl¨oserkontext mittels
sogenannter Randelemente oder Geisterzellen umgesetzen. Dabei geh¨oren die Ran-
delemente oder Geisterzellen nicht mehr zum eigentlichen Rechengebiet (Abb.2.3).
Im Folgenden sind die Bedingungen f¨ur den Variablenvektor erl¨autert, wobei9� das
Randelement und"� die an das Randelement angrenzende Gitterzelle, welche noch
zum eigentlichen Rechengebiet geh¨ort, bezeichnen.

� Mit der Forderung nach einem geschlossenen Rand ergibt sich f¨ur die Mas-
sendichte, daß die Normalableitung der Massendichte verschwinden muß und
sie somitüber den Rand hinweg in die Geisterzelle symmetrisch fortgesetzt
wird :

�	���

�7
� � 
 für 	%� � 	�� � (2.49)
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Geisterzellen oberer Rand

Nachbargebietszellen der Geisterzellen
Geisterzellen seitlicher Rand
Geisterzellen unterer Rand

Rechengebietsrand

Abbildung 2.3: Schematische Darstellung des numerischen Rechengitters bestehend aus
Dreieckszellen mit den farbig markierten Randelementen (Geisterzellen) (blau : oberer
Rand, rot : seitlicher Rand, gr¨un unterer Rand ) und den Nachbargebietselementen (gelb).

� Die vertikale Geschwindigkeitskomponente
' verschwindet nur dann am Ge-
bietsrand, wenn sie ¨uber den Rand hinweg antisymmetrisch fortgesetzt wird.
Während die Horizontalkomponente
& symmetrisch fortgesetzt werden muß,
damit ihre Normalableitung
& verschwindet:


���' � � 
 für 
%�' � �
��' 
 (2.50)

�
���&
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 für 
%�& � 
��& � (2.51)

� Mit den Annahmen, daß am Rand die Horizontalkomponente des Magnetfeld
�& � � ist und der magnetische Fluß im Gesamtgebiet erhalten sein soll, folgt
für�& und�' :

����& � � 
 für �%�& � � 
 (2.52)

�����'
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� � 
 für �%�' � ���' � (2.53)

� Aus den Bedingungen f¨ur die Massendichte und das Geschwindigkeitsfeld
folgt für die Gesamtenergiedichte, daß die Normalableitung der Gesamtener-
giedichte verschwinden muß und die Gesamtenergiedichte somit ¨uber den
Rand hinweg symmetrisch fortgesetzt werden muß:

�����

�7
� � 
 für �%� � ��� � (2.54)



2.9. RAND– UND ANFANGSBEDINGUNGEN 31

2.9.4 Unterer Rand

Da zwischen der W¨armeerzeugung im Sonneninneren und der radiativen Abstrah-
lung derselben W¨armemenge an der Oberfl¨ache� � ��� Jahre vergehen, kann der
Wärmetransport von innen nach außen als station¨arer Prozeß angesehen werden.
Der konvektive Energiefluß und der radiative Strahlungsfluß unterscheiden sich in-
sofern, als daß sie die transportierte Energiemenge pro Zeit– und pro Fl¨acheneinheit
zweier, in unterschiedlichen solaren Tiefen lokalisierten, Energietransportmecha-
nismen beschreiben. In der Konvektionszone wird die W¨arme vorwiegend durch
Konvektion transportiert, in der Photosph¨are hingegen durch Strahlung, die n¨ahe-
rungweise bei����� � � abgestrahlt wird. Im Weiteren gilt:

& 	��� � & ���� � 
�
��� � ����
� +#(

���!�

�
(2.55)

(& 	��� : konvektiver Energiefluß,& ���� : radiativer Strahlungsfluß,�����: optische
Tiefe bei���� Å).
Im Folgenden werden zwei m¨ogliche Behandlungen des unteren Randes erl¨autert.
Da der untere Rand unseres Rechengebietes in der oberen Konvektionszone liegt,
wird dabei die in das Rechengebiet einstr¨omende, konvektiv transportierte Energie
auf unterschiedliche Arten ber¨ucksichtigt.

� Geschlossenerunterer Rand: In diesem Fall ist der Rand f¨ur Strömungen un-
durchlässig und der Variablenvektor���0
 7�� wird analog zum Fall des ge-
schlossenen oberen Rand gew¨ahlt. Allerdings wird die Temperatur am unte-
ren Rand zeitlich konstant gehalten und das Gebiet geheizt. Der konvektive
Wärmeeintrag in das Gebiet wird durch einen Heizungsterm in der Energie-
gleichung beschrieben. F¨ur diesen Heizungsquellterm�
��� gilt:
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(7� : unterer Rechengebietsrand,7� : oberer Rand des geheizten Gebiets).

� Offenerunterer Rand : Im folgenden schließen sich die Erl¨auterungen ei-
ner heuristischen offenen Randbedingung an. Heuristisch in dem Sinn, daß
entsprechende Annahmen ¨uber die physikalischen Bedingungen am unteren
Rand des Simulationsgebietes gemacht werden. Grunds¨atzlich unterscheiden
wir zwischen räumlichen Bereichen, in denen ¨uber den unteren Rand in das
Gebiet Einstr¨omung stattfindet, und solche, in denen aus dem Gebiet ¨uber den
Rand Materie ausstr¨omt. Dabei sollte ein offener Rand konvektiven Str¨omun-
gen und Wellen gestatten, ungest¨ort in das Rechengebiet zu gelangen. Da
die Konvektionszone in der N¨ahe des unteren Randes zu einem hohen Grad
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als adiabatisch geschichtet anzusehen ist, werden f¨ur ein konvektiv aufstei-
gendes idealisiertes Volumenpaket dort die Dichte der inneren Energie und
die korrespondierende Temperatur� als räumlich und zeitlich konstant und
als bekannt betrachtet. Weiterhin f¨uhrt das große Verh¨altnis zwischen der
Schallgeschwindigkeit und den typischen hydrodynamischen Geschwindig-
keiten (�� � �) in der Nähe des unteren Randes dazu, daß jede Druckst¨orung
instantan verschwindet, ohne die hydrodynamischen Variablen im Restgebiet
zu beeinflussen. F¨ur den Gasdruck�%���0
 �� am unteren Rand ergibt sich da-
her:

�� �
%���0
 �� �� � 
 �& �

%���0
 �� � � (2.56)

und �%��0
 �� � �%���0
 �� � (2.57)

�� Einströmung :

- In den Einströmungsgebieten wird die Temperatur am unteren Rand so
gewählt, daß der zeitliche Mittelwert des berechneten radiativen Strah-
lungsflusses am oberen Rand dem solaren Strahlungsfluß entspricht :

$ &�
� %,�� � & ���� (2.58)

mit

� � � %�� � ������ (2.59)

und

� %� � � %�� � (2.60)

Dabei wurde der zeitliche Mittelwert ¨uber die thermische Zeitskala oder
Kelvin–Helmholtz–Zeitskala�-� , welche das Verh¨altnis von der gesam-
ten im Rechengebiet vorhandenen thermischen Energiedichte und der
pro Fläche, Sekunde und Massendichte abgestrahlten Energie darstellt,
gebildet. (�-� : Kelvin–Helmholtz–Zeitskala,&�
� : berechneter Stahl-
ungsfluß am oberen Rechengebietsrand).

- Unter Benutzung der Zustandsgleichung Gl. (2.27) l¨aßt sich nun die
Massendichte ermitteln :

	%���
� �
�%�� ��� %��
 �%���

� %������

 und 	%� � 	%���
� � (2.61)

- Für den Impuls und das Geschwindigkeitsfeld am unteren Rand folgt
unter Berc̈ksichtigung der Massenflußerhaltung:

��	�
�%���
�
�7

� � 
 für �	�
�%� � �	�
��� �� �
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��	%� �(2.62)

- Mit den Annahmen, daß am Rand die Horizontalkomponente des Ma-
gnetfeld�& � � ist und der magnetische Fluß im Gesamtgebiet erhalten
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sein soll, gilt für�& und�' :

�%��& � � 
 für �%�& � � 
 (2.63)

��%��'
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� � 
 für �%�' � ���' � (2.64)

- Die Gesamtenergiedichte in den Einstr¨omungsgebieten ermittelt sich zu
:

�%���
� � �%��
���	
%��
 �%��� 	 +%��	
� 	 +%����� 	 +%�������� (2.65)

für

�%��
� � �%�
���	
%�
 �%�� 	 +%�	
� 	 +%���� 	 +%������� �(2.66)

Um sicherzustellen, daß Gl. (2.58) gilt, wurde in Gl. (2.65) ein Quell-
term eingeführt, welcher folgende Form hat:

+%������� �
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und dieüber den Gebietsunterrand einstr¨omende Menge an innerer Ener-
gie in jedem Zeitinkrement"� entsprechend regelt�+� �� +���

%��
 �%������ .

�� Ausströmung :

– Eine adiabatische Ausstr¨omung ist angenommen worden:

�� �
#�

�%�����

�7
� � �� 	%����� 
 und 	%� � 	%����� � (2.68)

– Für die Normalableitung des Impulses und das Geschwindigkeitsfeld
gilt :

��	�
�%�����
�7

� � �� �
%����� 
 und �
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%����� � (2.69)

– Für das Magnetfelds gilt :

��%��'
�7

� � (2.70)

.�"

�%��& � � � (2.71)

– Massendichte, Impulsdichte, Magnetfeld, Druck und Temperatur legen
die Gesamtenergiedichte in den Ausstr¨omungsgebieten entsprechend Gl.
(2.25) fest.
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Da im gesamten Rechengebiet��
� � �� gilt und somit die Abweichungen von der
Hydrostatik gering sind, kann es aus physikalischer Sicht nicht zu starken Mas-
sefluktuationen kommen. Die Formulierung der unteren Randbedingung hingegen
induziert starke, mehr oder weniger periodisch auftretende Fluktuationen in der Ge-
samtmasse, welche die Ausbildung kleinskaliger Str¨omungsstrukturen stark unter-
binden würde. Um diese zu eliminieren wird in jedem Zeitinkrement"� die Erhal-
tung der Gesamtmasse gefordert:

":

"�
� � (2.72)

und somit das Verschwinden des totalen vertikalen Masseflusses ¨uber den Unter-
rand:

&��
&�

	��0�
�' �0�"0 � � (2.73)

(n : n–ter Zeitpunkt).
Dies unterbindet lokale Ein– und Ausstr¨omungen ¨uber den Unterrand nicht. Die
Summe der individuellen vertikalen Massefl¨usse verschwindet allerdings.
Bewirkt wird dies durch eine horizontal homogene Justierung des Drucks�%�����
zu jeder Zeit�, so daß sich f¨ur die Dichte, den Impuls und die Energiedichte der
ein– und ausstr¨omende Bereiche Werte ergeben, welche das Verschwinden des to-
talen vertikalen Massefluß ¨uber den Unterrand bewirken. Nachfolgend ist der Ju-
stierungsablauf schematisch skizziert.
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Initialisierung von
; %�������, !�%�� � �

�

; %�� � ; %������� 	 !�%��

�

Berechnung von
	%��, �	�
�%��, �%��

�
Bestimmung des totalen vertikalen

Masseflusses ¨uber Unterrand:
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Berechnung von neuem
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mittels Regula–Falsi
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Belegung der Randwerte f¨ur
Evolutionsschritt der MHD–Gleichungen
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2.9.5 Anfangsbedingungen und Ablauf der Simulation

Die Lösungen der MHD-Gleichungen sind von der Zeit abh¨angig, was aus den auf-
tretenden Zeitableitungen folgt. Wie bereits erw¨ahnt, ergibt sich daraus die Notwen-
digkeit des Stellens von Zusatzbedingungen an die L¨osung. Dies erfolgt in Form von
Anfangsbedingungen, die den physikalischen Zustand des Systems beschreiben,
von dem aus die zeitliche Entwicklung des Systems berechnet werden soll. Die Ge-
samtsimulation besteht aus zwei unterschiedlichen Simulationsphasen. Dabei wird
die erste Phase alshydrodynamischebezeichnet. Zum Zeitpunkt� � � werden da-
bei die Anfangsbedingungen f¨ur die thermodynamischen Variablen Temperatur� ,
Massendichte	 und Druck� festgelegt. Mit diesen Bedingungen und den bereits
erwähnten Randbedingungen f¨ur ein am oberen und unteren Rand abgeschlossenes
und an den seitlichen R¨andern periodisch fortgesetztes Rechengebiet (siehe Kap.
2.9.4) wird das Gleichungssystem Gl. (2.46) gel¨ost und die zeitliche Entwicklung
des Anfangszustands berechnet. DiemagnetohydrodynamischeSimulationsphase
beginnt, nachdem sich vollst¨andige hydrodynamische Konvektion ausgebildet hat.
Dazu wird ein homogenes vertikales Magnetfeld von�� � ��� Gauss angeschal-
tet. Die eigentliche magnetohydrodynamische Simulation wird nun mit dem, um
das Magnetfeld�� und die magnetische Energie

*��


�
, erweiterten Variablenvektor

���)��0
 7
 ��)�� der hydrodynamischen Phase (/<" : kennzeichnet den Endzustand
des Variablenvektors nach der hydrodynamischen Simulationsrechnung) und dem
offenen unteren Rand gestartet.

� Startinitialisierung (hydrodynamische Simulationsphase) :

– Thermodynamische Schichtung
Als Anfangsbedingungen f¨ur die thermodynamischen Variablen� , 	
und� als Funktion der H¨ohe7, welche durch Gl. (2.27) untereinander
verbunden sind, dient das eindimensionale Modell der ruhigen Photo-
sphäre und Konvektionszone von Spruit ([83]) (Abb. 2.4).

– Geschwindigkeit
Das Geschwindigkeitsfeld wird in Form eines quellenfreien Doppelwir-
bels��� � �
 � �� mit einer höhenunabh¨angigen Amplitude von�� � �
km/s, vorgegeben:


&�0
 7� � �� ��$�,&0� ����,'7� 
 (2.74)


'�0
 7� � �� ����,&0� ��$�,'7� � (2.75)

– Magnetfeld:

�� � ��
 �
 ��� ��� �� � �%"&�� � (2.76)

� Magnetohydrodynamische Simulationsphase :
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Abbildung 2.4: Anfangsbedingung f¨ur Temperatur (oben) und Massendichte (unten)
.

– Magnetfeld:

�� � ��
 �
 ��� ��� �� � ���%"&�� � (2.77)

– � %��:

� %�� �$ � �7�
 ��)�� % � (2.78)

– �%��:

�%������� �$ ��7�
 ��)�� % � (2.79)
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Kapitel 3

Numerische Behandlung

Die in Kapitel 2.8 aufgef¨uhrten Gleichungen der Strahlungs–Magnetohydrodynamik
bilden ein geschlossenes System gekoppelter, partieller, nichtlinearer Differential-
gleichungen zur Bestimmung der Zustandsgr¨oßen Massendichte, Impulsdichte, Ma-
gnetfeld und Energiedichte. Im Zusammenspiel mit den in Kapitel 2.9 definierten
Zusatzbedingungen stellt sich ein Anfangs–Randwertproblem, welches im allge-
meinen analytisch nicht l¨osbar ist. Zur numerischen L¨osung dieses Gleichungssy-
stems Gln. (2.46) stehen eine Vielzahl von Methoden zur Verf¨ugung ([26], [46],
[53]).
Da es aufgrund einer stochstischer Anregung in der oberen Konvektionszone und
unteren Photosph¨are ([54], [70], [35], [58], [78]) und durch die dynamische Wech-
selwirkungen zwischen Magnetfeldkonzentrationen und konvektiven Str¨omungen
in photosph¨arischen Bereichen zur Erzeugung von akustischen Wellen und Schocks
kommen kann, ([36], [90]) und propagierende akustische Wellen in atmosph¨ari-
schen Bereichen niedrigerer Dichte zu Schockwellen aufsteilen ([96], [39]) ergeben
sich folgende Forderungen an die numerische Methoden, um diese physikalischen
Prozesse in ad¨aquater Weise ber¨ucksichtigen zu k¨onnen:

� Das numerische Gitter darf nicht statisch sein, sondern muß sich den Str¨omun-
gen anpassen, so daß adaptive Gitterkonzepte eingesetzt werden m¨ussen.

� Der Löser der MHD–Gleichungen (2.46) muß Schockwellen korrekt beschrei-
ben. Dies fordert den Einsatz von Riemannl¨osern, die eine sehr geringe nu-
merische Diffusivität besitzen ([106], [15]).

� Der Strahlungstransportl¨oser muß kleinskalige Strukturen wie Schockfronten
und “scharfe”Übergänge an den R¨andern von Magnetfeldkonzentrationen ex-
akt auflösen können.

� Zur Erhöhung der Genauigkeit sollten der Strahlungstransportl¨oser und der
MHD–Löser von h¨ohere Konvergenzordnung in Raum und Zeit sein.
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Zur numerischen L¨osung des Gleichungssystems Gln. (2.46) wurde ein 2-D MHD-
Code, welcher von den Herren A. Dedener und M. Wesenberg am Institut f¨ur ange-
wandte Mathematik der Universit¨at Freiburg (IAM) ([106], [15]) entwickelt wurde
und nachfolgend aufgelisteten Eigenschaften besitzt, verwendet:

� Er arbeitet mit einem Reale–Gase–MHD–Riemannl¨oser auf einer Finiten–
Volumen–Basis und ist von 2. Konvergenzordnung in Raum und Zeit([13],
[15]).

� Er arbeitet mit einer Gitteradaptionstrategie auf unstrukturierten Dreiecksgit-
tern ([30]).

� Er ist ’shared memory’ parallelisiert.

3.1 Finite–Volumen–Verfahren auf Dreiecksgittern

Im folgenden wird die allgemeine Struktur eines Finite–Volumen–Verfahrens f¨ur
hyperbolische Erhaltungsgleichungen auf unstrukturierten Dreiecksgittern gegeben.
Notation für unstrukturierte Dreiecksgitter � � �

�

�� : Dreieck mit der Nummer j;
���
 � � �
 �
 � : benachbarte Dreiecke von��;
����, ���
 � � �
 �
 � : Flächeninhalt der Dreiecke���, ��;
4��
 � � �
 �
 � : l–te Kante von��;
7�� : Mittelpunkt von4��;
���� � �����
 �

�
���
� : äußere Einheitsnormale an�� im Punkt7��;

���� : im Dreieck�� konstante Approximation der exakten L¨osung;
����� : im Dreieck��� konstante Approximation der exakten L¨osung;

Integration der Gln. (2.46) mit den physikalischen Fl¨ussen Gl.(2.47) ¨uber das Drei-
eck�� liefert:�

�


������� � �
�
�


�
�& �& ���� 	 �' �8���� 	 ������

�
� (3.1)

Unter Verwendung des Integralsatz von Gauß folgt:�
�


������� � �
�
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�& ����
�8����

�
� �� 	

�
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������ � (3.2)
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Mit den Mittelwerten von�� und ������ auf��

������ �
�

����
�
�


����#
 �� 
 (3.3)

�� �
�

����
�
�


����#� (3.4)

als Approximation der exakten L¨osung�� und �� auf dem Dreieck�� und

��
�	�

(�����
�
� 
 ��

�
��� 


�
�& ����� �
�8����� �

�
�

��
�	�

�4������� (3.5)

folgt folgende Form f¨ur Gl. (3.2):

����� � � �

����
��
�	�

(�����
�
� 
 ��

�
��� 	 ������ � (3.6)

Unter Approximation der Zeitableitung durch den Differentialquotienten 1.Ord-
nung ergibt sich das Finite–Volumen–Verfahren 1.Ordnung zur L¨osung des Anfangs–
Randwertproblem bestehend aus den zweidimensionalen MHD–Gleichungen Gln.
(2.46) und den in Kap. 2.9 beschriebenen Anfangs– und Randbedingungen, im Falle
unstrukturierter Dreiecksgitter, in der Form:

������ � ���� � ���
��
 �

�

�	�

(�����
�
� 
 ��

�
��� 	 !�� ������

�
� � � (3.7)

3.2 Godunov–Methode — Riemannl̈oser

Die Godunov–Methode wurde von Godunov 1959 entwickelt ([34]) um dieEuler(HD)–
Gleichungenim Falle von Schockwellen numerisch zu l¨osen. Dazu schlug er vor
lokale Riemannprobleme zu behandeln. Im Folgenden werden nun die Grundla-
gen derGodunov–Methodeim Falle eine eindimensionalen Riemannproblems kurz
erläutert ([98]). Ausgehend von der allgemeinen Darstellung eines Anfangs–Rand-
wertproblem für nichtlineare Erhaltungsgleichungen

���� 	 �& �& ���� � � (3.8)
���0
 �� � �� ����0� (3.9)

����
 �� � ��/��� 
 ����
 �� � ��(��� (3.10)

(���0
 ��: Vektor konservativer Variablen,�& ����: Flußvektor,�� ����0�: Anfangsdaten
zur Zeit� � �, ��
 � : Gebietsintervall,��(���, ��/��� : Randbedingungen)
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und ihrer Integralform f¨ur ein beliebiges Kontrollvolumen�0�
 0� � ���
 �� :

&��
&�

���0
 ���"0 �

&��
&�

���0
 ���"0 	

� ��
��

�& ����0�
 ���"� (3.11)

�
� ��
��

�& ����0�
 ���"� 
 (3.12)

fordert die Godunov–Methode einen st¨uckweise konstanten Verlauf der Variablen
pro Kontrollvolumen. Dadurch kann die diskrete Darstellung der zeitlichen Ent-

wicklung einer Lösung
���0
 ��� vom Zeitpunkt� � �� zu einem Zeitpunkt���� �
��	!� in dem durch: Gitterzellen diskretisierten Rechengebiet ermittelt werden.
Zum Zeitpunkt���� haben die Zellenmittelwerte folgende Form:

�����
 �
�

!0

&
���

��
&
�� �

�


���0
 �����"0 � (3.13)

Danach wird das urspr¨ungliche Anfangs–Randwertproblem auf der Basis der ermit-
telten Zellmittelwerte gel¨ost. Es entstehen an den Verbindungspunkten benachbarter
Gitterzellen, welche die Position0
� �

�

und0
� �

�

haben, lokale Riemannprobleme

�; ����
 
 ��
�

���, �; ����
��
 ��

�

 � (siehe Abb. 3.1).

Die Godunov–Methode l¨aßt sich nun folgendermaßen darstellen:

t

x

t

i-1 i i+1 i+2
i-1/2 i+1/2

 

t
n+1

t
n

Mittelwertbildung im durch
gekennzeichneten  

Bereich zum Zeitpunkt

t
n+1

= tn
+ ∆ t

Abbildung 3.1: Typische Charakteristiken als L¨osungen von lokalen Riemannproblemen
an den Grenzen benachbarter Kontrollvolumina�
� �

�

und �
� �

�

und die speziell gekenn-
zeichneten Bereiche in denen die Godunov–Mittelung der lokalen Riemannl¨osungen inner-
halb einer Zelle zum Zeitpunkt���� durchgeführt wird ([98]).

�����
 � ���
 	
!�

!0

�
�& �

� �

�

� �& �

� �

�

�

 (3.14)
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wobei für den Fall, daß!� � �&
!��	�

(4���&: maximale Charakteristikengeschw. in
der betrachteten Gitterzelle) gilt, die numerischen Fl¨usse gegeben sind durch:

�& �

� �

�

� �& ����

� �

�

���� �
�

!�

�����
��

�& ����

� �

�

����"� � (3.15)

Dabei ist ���

� �

�

��� die Lösung des Riemannproblems�; ����
 
 ��
�

��� entlang der

Geraden0�� � � (parallel zur�–Achse). Wie in Kap. 3.1 verdeutlicht beinhaltet
die Formulierung des zweidimensionalen Anfangs–Randwertproblems der MHD–
Gleichungen im Finite–Volumen–Kontext die Bildung von sogenannten Zellmittel-
werten, welche auch eine Notwendigkeit beim Einsatz numerischer Methoden des
Godunov–Typs sind. Die Bestimmung der korrespondierenden numerischen Fl¨usse,
die in Gl. (3.15) für den eindimensionalen Fall dargestellt sind, im Falle von Drei-
ecksgittern, erfolgt ganz analog f¨ur jede der drei Dreieckskanten.
Zur Lösung des Gleichungssystems Gln. (2.46) sind zwei nachfolgend n¨aher erläuter-
te MHD–Riemann–L¨oser vom Godunov–Typ in einer Art Hybridschema eingesetzt
worden.

� Der von Dai und Woodward entwickelte und auf der Charakteristikendarstel-
lung basierender MHD–Riemann–L¨oser, bei dem die numerischen Interzell-
flüsse aus den charakteristischen Gleichungen und den korrespondierenden
generalisierten Riemanninvarianten ermittelt werden. Dieser L¨oser ist sehr
wenig diffusiv, weshalb er zu Stabilit¨atsproblemen f¨uhren kann ([105]).

� Der von Harten, Lax und Van Leer (HLL) entwickelte L¨oser ([37]) bei dem ei-
ne direkte Approximation f¨ur die numerischen Interzellfl¨usse entwickelt wur-
de. Dieser L¨oser ist im Gegensatz zu ersterem erheblich diffusiver ([105]).

3.3 Konservative—Primitive Variablen

Die konservative Formulierung der MHD–Gleichung in einer Raumdimension lau-
tet:

���� 	 �& �& ���� � � (3.16)

mit

�� �� ����#
 �� �� �	
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 �)
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 ��� (3.17)
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und
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Zur Ermittelung der numerischen Flußfunktionen reicht es aus nur ein 1D–System
zu betrachten, denn das betrachtete Gleichungssystem ist rotationsinvariant([106],
[98]), weshalb die Bestimmung der numerischen Fl¨uße in x– und z–Richtung ¨aqui-
valent ist. Das System von nichtlinearen Erhaltungsgleichungen l¨aßt sich auch in
der der Gl. 3.16 ¨aquivalenten quasi–linearen Form dargestellen:

���� 	 ������&�� � � � (3.18)

Dabei entspricht die Koeffizientenmatrix����� der Jakobimatrix ([106]) und hat
folgende Form:
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Zur Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren der Jakobimatrix�� �? � bie-
tet es sich an das quasilineare System der vereinfachten 1D–Gleichungen Gl. (3.18)
in primitiven Variablen mit dem Variablenvektor

�? �� ��
 �

 ��
 ��� (3.19)

(� �� �
#
) zu formulieren, da sich dadurch die Eigenwerte und die Rechts– und

Linkseigenvektoren einfacher berechnen lassen. Die MHD–Gleichungen schreiben
sich dann zu

�� �? 	 �� �? ��& �? � � (3.20)

mit
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Für glatte Lösungen sind die konservative und die primitive Formulierung ¨aquiva-
lent. Im Falle von Schockwellen kann jedoch die Wellengeschwindigkeit unkor-
rekt sein, da die Erhaltungseigenschaften verletzt werden. Aus diesem Grunde wird
das in primitiven Variablen formulierte Riemannproblem des nichtlinearen Systems
durch das, des linearen Systems approximiert. Die Koeffizientenmatrizen����� und
�� �? � sind vom jeweiligen Variablenvektor unabh¨angig. Nachfolgend sind nun
die Eigenwerte der Matrix�� �? � und die den Eigenwerten zugeordneten Wellen
erläutert (Abb. 3.2):

@
� � 
& � 

 (schnelle magnetoakustische Wellen) 
 (3.21)

@�� � 
& � 
�& (Alfv én–Wellen) 
 (3.22)

@�� � 
& � 
� (langsame magnetoakustische Wellen) 
 (3.23)

@� � 
& (Entropiewelle, Kontaktdiskontinuit¨at)
 (3.24)
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wobei die nichtnegativen Geschwindigkeiten
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(3.30)

gegeben sind.

f A s u s A f

t

x

Abbildung 3.2: Charakteristiken f¨ur die idealen MHD–Gleichungen als L¨osungen eines
Riemannproblems. Die Symbole f, A, s bezeichnen schnelle, Alfv´en und langsame Wellen.
u kennzeichnet die Kontaktdiskontinuit¨at oder Entropiewelle.
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Die zugehörigen Linkseigenvektoren lauten:
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3.4 Dai–Wodward–Löser

Beim Dai–Wodward–L¨oser ([10]) wird nun der entsprechend verallgemeinerte nu-
merische Fluß Gl. (3.15) aus den charakteristischen Gleichungen und den korre-
spondierenden generalisierten Riemanninvarianten approximativ bestimmt. Dazu

ist die Bestimmung des in Gln. (3.13) dargestellten Zellenmittelwertes�? , im ‘pri-

mitiven Bild’, unter Zuhilfenahme der Gln. (3.31) notwendig. Mit�? 	
� �� � *1�� *1��

�

läßt sich der Zellenmittelwert�? als Lösung des folgenden Gleichungssystems er-
mitteln,

��	 � � �? � �? 	
� � � � �� � , � �� 
 (3.32)
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welches aus der Tatsache folgt, daß entlang einer Charakteristik�"0�"� � @
 �) �
�
 � � � 
 ���

��	 � " �? � � (3.33)

gilt ([106]).
Der sich daraus f¨ur den eindimensionalen Fall an der Stelle0
� �

�

ergebende nume-
rische Fluß Gl. (3.15) hat folgende Form ([98], [10]):

&�1

� �

�

� & � �?
� �

�

���� �� & � �? �

	 !)���� �?/ � �?(�
 ��� �?/ � �?(� (3.34)

(� �� ����).

3.5 HLL–L öser

Das Problem bei der numerischen Behandlung von Riemannproblemen mit Ver-
fahren vom Godunovtyp liegt bei der Ermittelung der durch Gl. (3.13) dargestell-
ten Zellenmittelwerte und den daraus resultierenden Godunov–Fl¨ussen Gl. (3.15).
Harten, Lax und van Leer entwickelten einen L¨oser ([37]), wobei sie ausgehend
von der in Abb. 3.2 dargestellten Wellenstruktur der exakten L¨osung des MHD–
Riemannproblems ein Kontrollvolumen�0/
 0( � ���
 �� definierten, welches die
gesamte Wellenstruktur beinhaltet (siehe Abb. 3.3). Dabei gilt mit4/ und4(, den
schnellsten Signalgeschwindigkeiten:

0/ � ��4/ 
 0( � ��4( 


welche nach S.F. Davis (1984) ([11]) folgendermaßen abgesch¨atzt werden:4/ �
.��B� und4( � .��B�. Dabei sind.� und.� die Zellenmittelwerte der Str¨omungs-
geschwindigkeiten, der beiden Zellen zwischen denen das Riemannproblem be-

steht.B� ��
!
=�
��
#�

, B� ��
!
=�
��
#�

, ��, ��, 	�, 	�, =� und=� sind die in diesen Zellen

bestehenden Schallgeschwindigkeiten, Dr¨ucke, Massendichten und Adiabatenex-
ponenten.

Die Integralform Gl. (3.11) der mit den primitiven Variablen formulierten Erhal-
tungsgleichungen erh¨alt dann folgende Form:
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� 0( �?( � 0/ �?/ 	 ����& � �? �0/�� � �& � �? �0(��� � (3.35)
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Abbildung 3.3: Das Kontrollvolumen��/� �(� � ���� ��� enthält die Charakteristiken der
Lösung eines MHD–Riemannproblems.
/ und
( sind die schnellsten Signalgeschwin-
digkeiten dieses Riemannproblems.

Eine Aufspaltung des Integrals auf der linken Seite ergibt:
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und einige Umformungen liefern:
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�? �0
 ���"0 	 ���4/ � 0/� �?/

	 �0( � ��4(� �?( � (3.37)

Der Vergleich von Gl. (3.35) und Gl. (3.37) liefert:� ��!�
��!�

�? �0
 ���"� � ���4( �?( � 4/ �?/ 	 �& � �? �0/��

� �& � �? �0(��� � (3.38)

Das Integralmittel der exakten Riemannl¨osung zwischen der langsamsten und der
schnellsten Ausbreitungscharakteristik, erh¨alt man durch Division von Gl. (3.38)
durch die Länge���4( � 4/�:

�? ��� �
�

���4( � 4/�

� ��!�
��!�

�? �0
 ���"�

�
4( �?( � 4/ �?/ 	 �& � �? �0/�� � �& � �? �0(��

4( � 4/
� (3.39)

Harten, Lax und van Leer schlugen nun folgenden approximativen Riemannl¨oser
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vor
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Der Godunov–Fluß Gl. (3.15) entlang der t-Achse l¨aßt sich durch Betrachtung des
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Abbildung 3.4: Approximativer Riemannl¨oser. Die Lösung in dem Bereich, der von der
langsamsten und der schnellsten Welle bestimmt wird, besteht aus einem einzigen durch
�� ��� beschriebenen Zustand.
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Die Einbeziehung von Gl. (3.40) liefert die entg¨ultige Form:

�& ���
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���
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�&/ � � � 4/
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!��!� � '"((� 4/ � &
�
� 4( �

�&( � � � 4(

(3.42)

Dieser Löser ist als sogenannter Zweiwellenl¨oser sehr diffusiv. Da der von Dai und
Woodward entwickelte L¨oser so gut wie gar nicht diffusiv ist und daher Stabilit¨ats-
probleme bekommen kann, die sich in negativen Dr¨ucken widerspiegeln, wird in
einem solchen Fall auf den Hll-L¨oser umgeschaltet ([105]).
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3.6 Riemannl̈oser für partiell ionisierte Gase

Da im Fall eines idealen partiell ionisierten Gases die kalorische Zustandsgleichung

���
 	� � 	��� (3.43)

(���
 	�: totale innere Energiedichte,	: Massendichte,��: Wärmekapazit¨at,� : Tem-
peratur) nicht mehr g¨ultig ist, muß eine allgemeinere Form der Zustandsgleichung
Gl. (2.27) verwendet werden. Zur Berechnung der numerischen Flußfunktion wer-
den unter anderen der Druck�, die Schallgeschwindigkeit���	
 �� und der Adiaba-
tenexponent=��
 ��

��� �� �� �


����
 ��

��
� ���
 ��

����
 ��

��

�



(3.44)
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benötigt. Da sich pro Zeitschritt bei schon berechneten	, �
, �� aus der Evoluti-
onsgleichung der Gesamtenergie nur die thermische Energiedichte� � ���
 �� be-
rechnen läßt und nicht� oder� , müssen diese thermodynamischen Gr¨oßen anhand
von � berechnet werden. Dies l¨aßt sich im Falle numerischer Simulationen auf un-
terschiedlichem Wege bewerkstelligen. Entweder man bestimmt mittels Newton–
Raphson–Iteration ausgehend von einem Startwert in jedem Zeitschritt zur aktuellen
thermischen Energiedichte� die Temperatur oder den Druck und berechnet sich dar-
aus= und��. Dies liefert zwar genaue Resultate, ist im Rahmen von zeitabh¨angigen
Simulationsrechnungen allerdings erheblich rechenzeitintensiver als die Verwen-
dung von tabellierten Zustandsgleichungen, die auf dieselbe Art und Weise aller-
dings vor der eigentlichen Simulationsrechnung erstellt werden m¨ussen (Kap. 2.6).
Für den approximativen Riemannl¨oser und den Strahlungstransportl¨oser bedeutet
letzteres, daß in der Berechnung der Links– und Rechtseigenvektoren, der Eigen-
werte der Jakobimatrix und des Strahlungsquellterms an den Stellen an denen die
Schallgeschwindigkeit��, der Druck�, die Temperatur� , die innere Energie� und
der Adiabatenexponent= benötigt werden, sie aus tabellierten Zustandsgleichun-
gen als Funktion schon bekannter thermodynamischer Gr¨oßen entnommen werden.
Dazu werden zwei tabellierte Zustandsgleichungen ben¨otigt, die entweder����	
 ��,
��	
 �� und� �	
 �� oder����	
 ��, ��	
 �� und� �	
 �� enthalten. Sie werden zu Beginn
der Simulationsrechnung angelegt und k¨onnen wie in Abb. 3.6 schematisch dar-
gestellt, im Verlaufe der Rechnung korrigiert und verfeinert werden, insofern dies
notwendig sein sollte. Bei jedem Zugriff auf die ¨aquidistante Grundtabelle wird f¨ur
ein Wertepaar�B
 9� �)�*� �	
 �� oder�	
 �� der Funktionswert5�B
 9� aus den vier
umliegenden Tabellenwerten5�B��
 9���, 5�B��
 9���, 5�B��
 9���, 5�B��
 9��� [Abb.
3.6 (links)] interpoliert und dann mit dem exakten Wert5�B�&
 9�&� an dieser Stelle
verglichen. Gilt�� $ �5�B
 9� � 5�B�&
 9�&�� , so wird an dieser Stelle eine feinere
Tabelle gefordert, da die relative Abweichung zwischen interpoliertem und exak-
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tem Wert die vorgegebene Grenze�� überschreitet. Aus diesem Grunde wird unter
jeder diese Zellen der Grundtabelle, in der nicht unter Einhaltung der Fehlergren-
ze interpoliert werden kann (Abb. 3.6 (links)) ein hierarchisch strukturierterTa-
bellenbaum, bestehend aus� äquidistant strukturierten Untertabellen eingerichtet.
Dabei stellt die erste Untertabelle einer Makrozelle den ersten Verfeinerungslevels
dar und ist in Abb. 3.6 (rechts) dargestellt. Jede weitere Untertabelle bedeutet ei-
ne Verfeinerung der n¨achst gröberen Untertabelle, beginnend bei der ersten unter
einer Makrozelle eingerichteten Untertabelle. Diese�-fach hierarchische Tabellen-
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und der Fehlerschranke entsprechen sollten
Werte mit den exakten Werten verglichen werden
Ort in der Tabelle an dem bilinear interpolierte 

Abbildung 3.5: Unter jeder Zelle der ¨aquidistant strukturierten Grundtabelle (links) in der
����
� ��, ��
� �� bzw.� �
� �� oder aber����
� ��, ��
� �� und� �
� �� als Funktion von�
� ��
bzw.�
� �� bilinear interpoliert werden sollen, wird einTabellenbaumbestehend aus� eben-
falls äquidistant strukturierten Untertabellen eingerichtet, insofern in der Makrozelle nicht
unter Einhaltung der relativen Fehlerschranke�� mit �� � ���� �� � ���&� ��&�� interpoliert
werden kann. Dabei stellt die erste Untertabelle (rechts) eine Verfeinerung der Makrozel-
le dar und jede weitere Untertabelle (nicht mehr dargestellt) die Verfeinerung der n¨achst
gröberen Untertabelle. Sobald f¨ur eine Makrozelle ein solcher Tabellenbaum eingerichtet
wurde, wird nur noch in der feinsten Untertabelle interpoliert.

strukturierung kann f¨ur jede Zelle der Grundtabelle einmal durchgef¨uhrt werden,
wobei der absolute maximale Verfeinerungslevel, oder die Gesamtzahl� der Unter-
tabellen, die einmal unter jeder Makrozelle eingerichtet werden k¨onnen, von außen
vorgegeben ist. Sobald einmal die Genauigkeit des Makrolevels nicht mehr ausge-
reicht hat, wird dieserTabellenbaumunter der Makrozelle eingerichtet und danach
nur noch in der Untertabelle, die die feinste Aufl¨osung besitzt, interpoliert und nie-
mals mehr im Laufe der Simulation im Makrolevel. Der Vergleich mit der exakten
Lösung wird nur im Makrolevel f¨ur solche Makrozellen durchgef¨uhrt, für die noch
kein solcherTabellenbaumangelegt wurde. Mit dieser Strategie wird die Belegung
von Speicherplatz minimiert, indem nur dort verfeinert wird, wo die urspr¨ungliche
Tabellengenauigkeit nicht ausgereicht hat. In hier durchgef¨uhrten Anwendungen ist
�� �� ���� gewählt worden.
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Der beschriebene approximative Riemannl¨oser des Godunovtyps wurde mit primi-
tiven Variablen formuliert, was neben der einfacheren Berechnung der Eigenwerte
und Eigenvektoren den weiteren Vorteil besitzt, daß die Gesamtzahl von Tabellenzu-
griffen pro Evolutionsschritt halbiert wird und somit eine erhebliche Rechenzeiter-
sparnis nach sich zieht ([15]).

3.7 Gitteradaption

Die grundsätzliche Idee bei der Gitteradaption besteht in einer verfeinerten Git-
terauflösung in jenen Bereichen eines unstrukturierten Dreiecksgitter in denen es
aufgrund der L¨osung notwendig ist. Auf diese Weise wird der Bedarf an Rechenzeit
und Speicherplatz minimiert. Aufgrund der zu Beginn dieses Kapitels (Kap. 3) be-
reits skizzierten physikalischen Prozesse brauchen wir eine feinere Triangulierung
im Bereich von Schocks, Kontaktunstetigkeiten und Verd¨unnungswellen, um diese
möglichst genau aufzul¨osen. Da es sich dabei nicht um statische Ph¨anomene han-
delt, reicht es nicht aus sehr fein aufgel¨ost zu rechnen, da dies dem W¨unschen nach
Rechenzeit– und Speicherplatzersparnis zu widerlaufen w¨urde, sondern in Berei-
chen, in denen diese Aufl¨osung nicht notwendig ist, gr¨ober aufgel¨ost zu rechnen.
Zur Adaption des Gitters wird ein lokales Verfeinern durch eine Halbierung der
entsprechenden Gitterzelle bewirkt und das lokale Vergr¨obern durch das Aufheben
einer durch Verfeinerung entstandenen Gitterstrukturierung. Als Adaptionskriteri-
um zur Anpassung der Triangulierung an die numerische L¨osung wird ein Sch¨atzer
verwendet, der den relativen Unterschied der Massendichte zwischen zwei Nach-
bardreiecken ber¨ucksichtigt. Der Sch¨atzer im Dreieck�� ist:

��
� ��

����	�� � 	�

	��

���� (3.45)

(	�� , 	
�
� : Massendichte in den Dreiecken��, �
).

Um gegebenenfalls ein rasches Alternieren von Vergr¨oberung und Verfeinerung
zu verhindern werden unterschiedliche Verfeinerungs und Vergr¨oberungsschranken
verwendet:

��� % C
�
� �� verfeinere �� (3.46)

��� $ C���% �� vergröbere �� (3.47)

(C
�
� % C���%). Im aktuellen Fall sindC
�
� � ��� undC���% � ���� gewählt
worden.
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3.8 Zeitschrittweitensteuerung

Um die Stabilität eines expliziten numerischen Verfahrens gew¨ahrleisten zu k¨onnen
müssen sogenannte Stabilit¨atsbedingungen an die Gitterzellengr¨oße und die Zeit-
schrittweite!�� gestellt werden. Mit einer vorgegeben Konstanten+,- $ � , wel-
che problemabh¨angig zu wählen ist, unterliegt die numerische Zeitschrittweite!��,
im Falle eines unstrukturierten Dreiecksgitters, folgender Bedingung:

!�� �� +,- � ��$
�
��

# ����
�".		��222�� �@	� � �".�	����� �4���

$

 (3.48)

wobei@	
 , � �
 � � � 
 � die Eigenwerte der MHD-Gleichungen sind ([106]).

3.9 Entdimensionierung des Gleichungssystems

Das Gleichungssystem (2.46) wurde vor seiner numerischen Berechnung entdimen-
sioniert. Dies wurde dergestalt durchgef¨uhrt, daß die im Gleichungssystem vorkom-
menden Variablen	, � , �, �
,�, ��, �, �, �( als Produkte von einer dimensionsbehaf-
teten Einheit und einer dimensionslosen Variablen dargestellt wurden:	 � 	� � 
	 ,
� � �� � 
� , � � �� � 
� etc. Die Einheiten sind wie nachfolgend dargestellt
gewählt und erklären sich folgendermaßen:	�, ��, �� sind die thermodynamischen
Variablen der Anfangsl¨osung (Kap. 2.9.5) am Gebietsunterrand,�%�� ist das dazu-
gehörende mittlere Molekulargewicht.�� ergibt sich aus der Annahme, daß die
vertikale Gesamtausdehnung des Rechengebiets� � ��� beträgt. Die dimension-
tragenden Einheiten betrugen in den beschriebenen Anwendungen:

�� � 
����� � ��� [cm] , �� � ��
��� [K] ,
	� � ����� � ���� � �
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Kapitel 4

Strahlungstransport

4.1 Strahlungsstransport(RT)–Physikalische Annah-
men

Die Bestimmung der spezifischen Intensit¨at (Gl. 2.40) mittels der RT-Gleichung in
ihrer stationären Form

�� � �2� � 3�	�4� � 2�� (4.1)

erfordert die Kenntnis des Absorptionskoeffizienten3�, der Massendichte	 und
der Quellfunktion4�. Da die totale Absorption in der solaren Photosph¨are hun-
dertausende von verschiedenen Spektrallinien umfaßt, sind etwa��� � ��� Fre-
quenzpunkte notwendig, um die genaue Frequenzabh¨angigkeit zu ber¨ucksichtigen.
Im Falle von 2D oder 3D Simulationen ist dies zu rechenzeitintensiv. Daher nutzt
man die vereinfachende Annahme dergrauen N̈aherung([92]). Dabei werden alle
frequenzabh¨angigen Variablen, die zur L¨osung der Gl. (4.1) notwendig sind als fre-
quenzunabh¨angig betrachtet und durch ihre frequenzintegrierten Pendants ersetzt:

2 �

	�
�

2�"* 
 ' �

	�
�

'�"* 
 & �

	�
�

&�"* � (4.2)

Die frequenzintegrierte Planckfunktion wird dabei durch das Stefan–Boltzmann–
Gesetz beschrieben:

��� � �

	�
�

���� �"* �
����
��

� � (4.3)

(���� � ���
� � ����� �+#(��!��D� : Strahlungskonstante ).
Auch der Absorptionskoeffizient ist in der grauen N¨aherung frequenzunabh¨angig
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und wird durch eine sinnvolle Mittelung aller fequenzabh¨angigen3� ermittelt. Im
aktuellen Fall wurde3 durch dieRosselandsche Mittelungsvorschrift([48]) be-
stimmt:

�

3
�

	�
�

�
3�

����� �
��

"*

	�
�

����� �
��

"*

� (4.4)

Dieses gewichtet solche Spektralbereiche, in denen die Opazit¨at geringer ist und so-
mit mehr Energie transportiert wird, besonders und garantiert, daß der, unter seiner
Verwendung, berechnete frequenzintegrierte Srahlungsstrom gleich dem beobach-
teten solaren Strahlungsstrom�& ���� ist:�

�

�& ���� "* � �& ���� � (4.5)

Eine weitere wichtige Vereinfachung stellt die Annahme desLokalen Thermody-
namischen Gleichgewichts(LTE) dar. Dies besagt, daß sich die Besetzungsdichten
der atomaren Niveaus und der Ionisationszust¨ande lokal im thermodynamischen
Gleichgewicht befinden und dementsprechend mit derBoltzmann– und derSaha-
gleichungberechnet werden k¨onnen und ist dann gerechtfertigt, wenn die mittlere
freie Weglänge eines Photons viel kleiner ist als die Wegstrecke ¨uber die sich die
Temperatur des Gases signifikant ¨andert. Als Konsequenz daraus kann die frequenz-
abhängige Quellfunktion gleich derPlanck–Funktiongesetzt werden:

4� �� ���� � �
�/*�

��
�

/.0
�
��
	�

�� �
(4.6)

(* : Frequenz,, : Boltzmann–Konstante,� : Temperatur,/ : Planck–Konstante,� :
Lichtgeschwindigkeit).
Obwohl in den oberen Bereichen der Photosph¨are ab

����� �

'��
�

3�����7�	�7�"7 � ���� (4.7)

eine deutliche Abweichung vom LTE zu verzeichnen ist, ist diese Annahme f¨ur die
verbleibenden atmosph¨arischen Bereiche gut ([56]), weil dort die St¨oße mit Elektro-
nen, die eine thermische Geschwindigkeitsverteilung einnehmen, mit zunehmender
Tiefe zunehmenden Eifluß auf die Besetzungszahlen gewinnen (�����: optische Tie-
fe bei���� Å).
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4.2 RT–Löser

Die Lösung der station¨aren RT–Gleichung Gl. (4.1) im Rahmen (magneto)hydro-
dynamischer Simulationen stellt nun einige Bedingungen:

� Da der aktuelle Fall von 2D–Simulationen eine Vorstufe zu 3D–MHD–Simu-
lationen ist, muss der RT–L¨oser unabh¨angig von der verwendeten Gittergeo-
metrie (z.B. Dreiecke, Tetraeder, Vierecke, Quader) und der Gitterstruktur
sein und sich ohne gr¨oßeren Aufwand auf 3D erweitern lassen.

� Da die Berechnung auf Parallelrechnern, welche mit verteilten Speichern ar-
beiten, durchgef¨uhrt werden soll, muß der RT–L¨oser lokal arbeiten. Deshalb
soll die Kommunikation zwischen den Prozessoren, die zu l¨angeren Berech-
nungszeiten f¨uhrt, reduziert werden.

� Da moderne (M)HD–Gleichungssysteml¨oser wenigstens von 2. Genauigkeits-
ordnung sind, soll der RT–L¨oser von der gleichen Konvergenzordnung sein.

� Da die Berechnung des Strahlungsquellterms (Kap. 2.7) sehr aufwendig ist
im Vergleich zur Berechnung der magnetohydrodynamischen Variablen, muß
der RT–Löser sehr schnell arbeiten.

� Der RT–Löser muß sowohl große Temperatur– und Dichtegradienten, als auch
starke Variationen in3 handhaben k¨onnen (teilweise3 � � �� im Bereich
photosph¨arischer Temperaturen).

Im Hinblick auf diesen Anforderungskatalog untersuchten wir verschiedene Metho-
den zur Berechnung der Strahlungstransportgleichung. Auf der einen Seite wurde
dasDiscontinuous–Galerkin–Verfahren([52]), welches einFinite–Elemente–Ver-
fahrenist, von A. Dedner am Institut f¨ur Angewandte Mathematik der Universit¨at
Freiburg (IAM) zur Lösung der Strahlungstransportgleichung getestet und mir zur
Verfügung gestellt. Da seine Eigenschaften sowohl vom mathematischen, als auch
vom numerischen Standpunkt gut verstanden sind ([41], [12]), diente es im wei-
teren als Referenzverfahren. Auf der anderen Seite sind zwei Methoden, die auf
Charakteristiken basieren, untersucht worden. Dabei handelt es sich um dielong–
characteristics–Methode, welche von Mihalas et al. (1978) ([57]) vorgeschlagen
wurde und dieshort–charcteristics–Methode, die von Kunasz und Auer (1988)
([47]) entwickelt und von Bruls et al. (1999) ([4]) auf unstrukturierte Dreiecksgit-
ter übertragen worden ist. Da diese Methoden wie nachfolgend dargestellt (Kap.
4.3.1) entweder zu langsam und ungenau sind oder ineffizient auf Parallelrech-
nern mit verteilten Speichern arbeiteten, wurde eine neue Methode, dieExtended–
Short–Characteristics–Methode (ESC)von A. Dedner (IAM) und mir entwickelt
([14]). Diese kombiniert denFinite–Elemente–Ansatzmit lokalen Ansatzfunktio-
nen und denshort–characteristics–Ansatzund wird anhand mehrerer Testprobleme
mit den oben erw¨ahnten Methoden verglichen. Von mir wurde in dieser Zusam-
menarbeit anstelle des klassischenshort–characteristics–L̈osersein anderershort–
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characteristics–L̈oserentwickelt und getestet. A.Dedner trug die Idee derFiniten–
Elementebei und lieferte den Alogrithmus zur Bestimmung der Abarbeitungsrei-
henfolge. Im Zusammenspiel desshort–characteristics–L̈osersund desFiniten–
Elemente–Ansatzlassen sich damit ESC–Methoden beliebiger Konvergenzordnun-
gen herleiten. Weiterhin wurde von mir die ESC–Methode auf die Testprobleme
angewendet und somit versucht, die charakteristischen Eigenschaften der neuent-
wickelten ESC–Methode zu quantifizieren.

4.2.1 Extended–Short–Characteristics (ESC)–Methode

Die Idee hinter der ESC–Methode ist die Kombination desshort–characteristics–
Ansatzesund desFiniten–Elemente–Ansatzes. Dadurch läßt sich eine ganze Klasse
von neuen Methoden herleiten, die sich in ihrer Konvergenzordnung und/oder durch
die geometrische Struktur der numerischen Gitterzellen (Dreicke, Vierecke, Hexa-
eder, Tetraeder, Quader etc.), die zur Berechnung der Gl. (4.1) zugrunde gelegt wer-
den, unterscheiden. Zur formalen Beschreibung der ESC–Methode betrachten und
studieren wir diese Gleichung auf einem begrenzten, offenen TeilgebietE des��

mit � � �, das entweder das gesamte Rechengebiet� oder ein Teilgebiet von�,
z.B. ein einzelnes Gitterelement sein kann. Auf dem TeilgebietE wird eine gen¨aher-
te Lösung2 der Strahlungstransportgleichung f¨ur eine Strahlungsrichtung�� � �

�

gesucht:

�� � �2 	 12 � 14 in E
2 � ( auf dem Gebietsrand �E�

(4.8)

(mit 1 � 3	).
( � C���E�� ist dabei die Intensit¨at auf der Einflußseite, d.h. auf der Seite, auf
welcher Strahlen in Richtung�� in das Gebiet eintreten

�E*$� � �E� �� ��0 � �E� � �� � ����0� $ �� 


wobei����0� die Oberflächennormale der Einflußkante�E am Punkte�0 � �E ist
und1
 4 � C��E� die auf dem Element bekannten Daten sind. Das Ziel ist nun
die Ermittelung einer approximativen L¨osung2 der exakten L¨osung2 der Gl. (4.8)
in einem gegebenen Funktionenraum; �E� mit der endlichen Dimension#. FallsE
z.B. ein Element eines Dreiecksgitters ist, stellt; �E� den Polynomraum auf diesem
Dreieckselement dar. F¨ur einen Satz von Basisfunktionen�F
��


� des; �E� und
Punkten��
 � E (� � ) � #) wird dabei folgendes angenommen:

F
����� � Æ
� mit � � )
 � � # � (4.9)

Ferner muß ein! � � existieren mit:

��
 � �E� für � � ) � ! 
 (4.10)

��
 � E � �E� für ! $ ) � # � (4.11)
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Diese Formale Darstellung der ESC–Methode wird durch Abb. 4.1 anschaulich ge-
macht. Nun läßt sich die approximative L¨osung2 in der Basis�F
��


� darstellen

q
i

µ

γ
i

ω

p

p p

p
i

g
2

r-1 r

p

p
1

mEinflußrand.

Abbildung 4.1: Skizzierung der ESC–Methode. Der Einflußrand�, mit den auf ihr liegen-
den Punkten [Gl. (4.10)]��� � � � ���, ist gestrichelt dargestellt.��
 stellt den Anfangspunkt der
short–characteristic�
, der auf der Einflußkante liegt, dar. Dieshort–characteristic�
 ver-
bindet diesen Randpunkt��
 mit einem der Punkte��
 � � � ���, welche in einem Element liegen.
An diesen Punkten, welche durch Gl. (4.11) beschriebenen werden, nehmen die Basisfunk-
tionen Gl. (4.9) den Wert 1 an.

und hat folgende Form:

2��0� �
��
�	�

2�F���0� � (4.12)

Die unbekannten Koeffizienten2� müssen nun an den Punkten ermittelt werden,
an denen die Bedingung Gl. (4.9) erf¨ullt ist, die Basisfunktionen also den Wert 1
annehmen. Da die Intensit¨at auf der gesamten Einflußseite als bekannt betrachtet
wird, sind damit auch die Koeffizienten2� für � � � � ! bekannt:

2� � (����� � (4.13)

Um nun die anderen Koeffizienten berechnen zu k¨onnen, nutzen wir die Methode
der short–characteristics. Eine solcheshort-characteristic(kurze Charakteristik),
dargestellt durch

=� �� ��0 � �0 � �G� 	 ��� 
 � � � � ��� � E

��� �� ��G� � ��
��
beschreibt nun die k¨urzeste Verbindung des Punktes

��
 � E � �E� für ! $ ) � #�
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mit dem Schnittpunkt auf der Einflußseite. Entlang diesershort–characteristic=�
(Abb. 4.1) erfüllt die Intensität
���� �� 2��G�	���� folgendes Anfangswertproblem:


����� 	 1��G� 	 ����
���� � 1��G� 	 ����4��G� 	 ���� for � � � � ��


���� � (��G���

(4.14)

Mit 2� �� 
����� für ! $ � � # lassen sich nun die unbekannten Koeffizienten2�
berechnen. Zusammenfassend wird nun die approximative L¨osung der Strahlungs-
transportgleichung Gl. (4.1) beschrieben durch Gln. (4.12), (4.13) und (4.14)

4.2.2 Realisation auf unstrukturierten Gittern

Im folgenden wird die Umsetzung der ESC–Methode f¨ur zwei Raumdimensionen
beschrieben. Ein m¨oglicher Weg, um eine approximative L¨osung des Problems :

�� � �2 	 12 � 14 in �

2 � ( in ���


(4.15)

für eine gegebene Strahlrichtung�� zu finden, ist die Methode derlong–character-
istics, welche von Mihalas et al. 1978 ([57]) f¨ur kartesische Gitter vorgeschlagen
wurde. Dabei setzt manE �� �, d.h. dem gesamten Rechengebiet gleich, und
die Punkte��
 Gl. (4.11) sind die Knoten des Gitters��. Das Anfangswertproblem
Gl.(4.14) muß nun f¨ur jede einzelne Characteristik, die einen Knoten mit ihrem ent-
sprechenden Startpunkt auf der Einflußseite verbindet, gel¨ost werden (Abb. 4.2).
Dieser Ansatz wurde allerdings verworfen, da zur Berechnung der Intensit¨at an
einem solchen Punkt��
 die Informationen aller Gebietselemente, durch die die
Charakteristik ‘läuft’, notwendig sind. Dadurch wird das Schema nichtlokal und
die Portierung des Rechenprogramms auf Parallelrechner, die mit verteiltem Spei-
cher arbeiten, aufgrund der erforderlichen Prozessorkommunikation, sehr ineffizi-
ent. Dies ist dadurch begr¨undet, daß das numerische Gitter partitioniert wird, d.h.
die Gitterelemente auf die einzelnen Prozessoren aufgeteilt und von diesen ‘abge-
arbeitet’ werden. Je nach Aufteilung kann es dazu kommen, daß einzelne Prozes-
soren auf andere Prozessoren warten m¨ussen, weil benachbarte Gebietselemente
unterschiedlichen Partitionen zugeteilt worden sein k¨onnen und somit die Intensit¨at
eines Elements, von einem Prozessor noch nicht berechnet werden kann, da die
dazu notwendige Einflußrandintensit¨at, als Intensit¨at eines anderen Elements von
von einem anderen Prozessor berechnet wird. Weiterhin erfordert die L¨osung der
Gl.(4.15) entlang solchlanger Charakteristiken, zeitaufwendige Schnittpunktsbe-
stimmungen der einzelnen Charakteristiken mit den Seiten der Elemente, die sie
schneiden. Der von uns beschrittene und nachfolgend beschriebene Weg enth¨alt die
Umsetzung der ESC–Methode auf jedem einzelnen Gitterelement und untergliedert
sich in drei aufeinanderfolgende Einzelschritte.

1. Bestimmung einer Abarbeitungsreihenfolge einzelner Gitterelemente (E-
� � ) :
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Abbildung 4.2: Long–characteristics Methode (� 
 
): Die Strahlungstransportgleichung
wird entlang der Charakteristiken�
, die Punkte�
 Gl. (4.11) mit ihren Startpunkten�

(� 
 �� � � � � �) auf der Einflußseite verbinden, gel¨ost.

Die short–characteristics–Methodekann ohne weiteres zur Ermittelung von
2� für ein einzelnes Element� der gegebenen Triangulierung (Gesamtgit-
ter) angewandt werden, sofern die Intensit¨at auf der Einflußseite bekannt
ist. Falls die Einflußseite mit der Ausflußseite eines anderen Elementes zu-
sammenf¨allt, muß demnach erst2� dieses Elements berechnet werden. Aus
diesem Grunde ist eine exakte Abarbeitungsreihenfolge der Elemente not-
wendig. Die Bestimmung ist im Falle eines, mit unstrukturiertem, adaptivem
Lösungsgitter, auf Parallelrechnern arbeitenden (M)HD–L¨osers kompliziert.
Ein solcher Algorithmus ist von A. Dedner (IAM) ([12], [14]) entwickelt und
mir zur Verfügung gestellt worden.

2. Lösung von Gl. (4.15) auf einem einzelnen Gitterelement:
Wenn die Reihenfolge, in der die einzelnen Elemente abgearbeitet werden
bekannt ist, folgt die L¨osung von Gl. (4.15) auf einem einzelnen Element� .
Dazu müssen die Punkte��
 � �� () � �
 �
 � � � 
 �) und die Basisfunktionen
�F
��


� des Polynomraums; �� � mit F
����� � Æ
� ���� � � )
 � � #�
bestimmt werden. Wir betrachten im Folgenden zwei M¨oglichkeiten, die als
ESC1 und ESC2 bezeichnet werden und sich in den Basisfunktionen und den
Positionen der��
 unterscheiden.

ESC1: Methode erster Ordnung, mit linearen Basisfunktionen. Die drei Punkte
���
 ���
 ��� � � , an denen die Koeffizienten2� durch Lösung des An-
fangswertproblems (4.14) bestimmt werden, sind die drei Knoten (Eck-
punkte) des Dreiecks an. Die entsprechenden Basisfunktionen sind in
Abb. 4.3 (links) abgebildet.

ESC2: Methode zweiter Ordnung mit quadratischen Basisfunktionen. In die-
sem Fall müssen an sechs definierten Punkten�
 die Koeffizienten2�
von Gl. (4.13) berechnet werden. Diese sind die 3 Knoten (Eckpunk-
te) und die 3 Kantenmittelpunkte. Die entsprechenden Basisfunktionen
sind in Abb. 4.3 (Mitte und rechts) abgebildet.
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Abbildung 4.3: Knoten–Basisfunktionen f¨ur die ESC1–Methode (links) und die ESC2–
Methode (Mitte) und die Kantenmittelpunkts–Basisfunktionen f¨ur die ESC2–Methode.

3. Lösung des short–characteristics Problem:
Die Berechnung der Koeffizienten2� erfolgt mittels dershort–characteristics–
Methode([47]). Dabei wird die gew¨ohnliche Differentialgleichung Gl. (4.14)
entlang einer Charakteristik, die einen Punkt�G
 auf der Einflußseite mit dem
dazu korrespondierenden Punkt��
 (an dem der Koeffizient berechnet werden
soll), verbindet, gel¨ost.
Im Fall der ESC1–Methode m¨ussen zwei M¨oglichkeiten unterschieden wer-
den. Entweder ein Dreieck� besitzt zwei Einflußseiten und die Koeffizien-
ten 2
 an den drei Knoten sind somit schon bekannt und die lineare Funkti-
on 2� bestimmt, oder aber von drei Koeffizienten liegen nur zwei auf einer
Einflußseite und der dritte Koeffizient muß berechnet werden. Im zweiten
Fall verbleibt die Berechnung des Koeffizienten an dem Punkt, der der Ein-
flußseite gegen¨uber liegt. Diese Konstellation ist in Abb. 4.5 (links) f¨ur ein
Element dargestellt. Die Intensit¨at an Punkt C muß berechnet werden, wo-
bei die Intensit¨at 2�� am Startpunkt der Charakteristik cc durch die L¨osung
am Nachbardreieck bereits gegeben ist. F¨ur ein numerisches Gitter bestehend
aus Dreieckselementen ist diese Vorgehensweise in Abb. 4.2.2 im Falle der
ESC1–Methode f¨ur eine Richtung�� skizziert. Im Fall der ESC2–Methode
müssen zwei F¨alle, die in Abb. 4.5 (Mitte) und Abb. 4.5 (rechts) dargestellt
sind, betrachtet werden. Im ersten Fall mit zwei Einflußseiten (Abb. 4.5 Mitte)
muß die Intensit¨at am Kantenmittelpunkt F der Ausflußseite berechnet wer-
den. Die Startintensit¨at der Charakteristik am Punkt ff ist ebenfalls durch die
Lösung am schon abgehandelten Nachbardreieck gegeben. Im zweiten Fall
(eine Einflußseite, Abb. 4.5 rechts) sind die Koeffizienten2��, 2�� und2�� an
den Punkten ee, cc und dd bekannt und die Intensit¨aten an den Punkten E, C
und D müssen berechnet werden. Zur L¨osung der gew¨ohnlichen Differential-
gleichung Gl. (4.14) wurden mehrere Methoden untersucht. Zwei davon, im
weiteren als KA1 und KA2 bezeichnet, verwenden die formale L¨osung:



��� � 

��� +��,����� 	

��
�

4��� +��,�4��� 1� (4.16)

mit

!��B
 9� ��

%�
�

3���	��� 1� �
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Abbildung 4.4: Schematische Darstellung des Ablaufs zur L¨osung der Strahlungstrans-
portgleichung auf einem Dreiecksgitter im Falle der ESC1–Methode f¨ur die Strahlenrich-
tung��.
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Abbildung 4.5: Um die Strahlungstransportgleichung auf einem einzelnen Element zu
lösen, ist es notwendig die Intensit¨at an verschiedenen Punkten zu berechnen, welche
abhängig von der betrachteten Ordnung sind. Links: Im Fall der ESC1–Methode f¨ur Drei-
ecke mit nur einer Einflußseite muß die Intensit¨at am Punkt C entlang einer Charakteristik,
deren Startintensit¨at am Punkt cc bekannt ist, berechnet werden. Mitte and Rechts: In der
ESC2–Methode m¨ussen die Intensit¨aten abh¨angig von der Strahlenrichtung�� entweder am
Punkt F (zwei Einflußseiten,�� und�� ), oder an den Punkten E, C, D (eine Einflußseite,
�� ) mit den entsprechenden Startintensit¨aten am Punkt ff bzw. an den Punkten ee, cc und
dd berechnet werden.

Die beiden anderen L¨osungsverfahren (IRK, DRK) sind implizite bzw. diago-
nal implizite Runge–Kutta–Standardl¨oser für gewöhnliche Differentialglei-
chungen ([95]) und lassen sich ohne gr¨oßeren Aufwand implementieren, da
Gl. (4.14) eine lineare Differentialgleichung ist und somit nur ein lineares
� � �–Gleichungssystem zu l¨osen ist. Da mit dem impliziten Runge–Kutta–
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Standardl¨oser die besten Resultate erzielt wurden und dieser in den zeitabh¨angi-
gen magnetohydrodynamischen Simulationsrechnungen eingesetzt wird, wird
im Anhang 8.1 eine ausf¨uhrliche Beschreibung gegeben. Weitere betrachte-
te Lösungsmethoden basierten entweder auf numerischen Quadraturen zur
Lösung des Integrals in Gl. (4.16) (Gauß–Legendre, Romberg) oder waren ex-
plizite Löser gew¨ohnlicher Differentialgleichungen (explizites Runge–Kutta–
und explizites Euler–Verfahren). Sie f¨uhrten zu erheblichen Schwierigkeiten
bei einer starken Variation von3	 im Rechengebiet���� � ���, welche von
der signifikanten Temperaturabh¨angigkeit von3 (� � ��) herrührt, und wur-
den daher nicht weiter ber¨ucksichtigt. Die vier untersuchten L¨oser sind fol-
gendermaßen charakterisiert:

– KA1: 3	, S werden durch lineare Funktionen approximiert, was zu ei-
nem analytischen Ausdruck f¨ur das Integral in Gl. (4.16) f¨uhrt ([47],
[4]).

– KA2: 3	, S werden durch Polynome zweiter Ordnung approximiert,
was ebenfalls zu einem analytischen Ausdruck f¨ur das Integral in Gl.
(4.16) führt ([47], [4]).

– IRK : Gl. (4.14) wird mit implizitem 2–Punkt–Runge–Kutta–Schema
gelöst, wobei die besten Resultate mit der RADAU IIA Methode erzielt
wurden ([95]).

– DRK: Gl. (4.14) wird mit einem einfach diagonal implizitem 2–Punkt–
Runge–Kutta–Schema gel¨ost ([95]).

4.2.3 Oszillationskorrektur

Die Methoden 2. Ordnung zeigen oft ein oszillatorisches Verhalten, welches so-
gar zu unphysikalischen negativen Intensit¨aten führen kann. Dieses Verhalten re-
sultiert aus der quadratischen Interpolation zwischen den Einflußrandintensit¨aten
dreier Punkte. In Abb. 4.6 ist dies f¨ur den Fall eines Einflußrandes (vergl. Abb. 4.5
rechts) dargestellt. Die Intensit¨at an den Punkten A, F und B ist als Einflußran-
dintensität bekannt. Zwischen ihnen sollen die Intensit¨aten an den Punkten ee, cc
und dd quadratisch interpoliert werden. Dadurch k¨onnen sich neue Extrema aus-
bilden und zu falschen Intensit¨atswerten auf dem Dreieck f¨uhren. Durch leichte
Modifikationen der Einflußintensit¨aten(, dargestellt in Abb. 4.6, lassen sich diese
Schwierigkeiten allerdings beheben:

4.2.4 Periodische Randbedingungen

Der bisher beschriebene Algorithmus kann auf jedes Gebiet� angewandt werden,
sofern die Einflußseitenintensit¨at bekannt ist. Im aktuellen Fall wurde entsprechend
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Abbildung 4.6: Quadratische Interpolation kann neue Extrema erzeugen, die zu falschen,
ggf. sogar negativen, Intensit¨aten führen können. Dieses oszillatorische Verhalten mit dar-
aus resultierenden falschen Einflußintensit¨aten � läßt sich folgendermaßen beheben. F¨ur
den Fall, daß das Minimum der interpolierten Intensit¨aten ��,  �� und  �� kleiner als das
Minimum der Intensit¨aten an den Punkten A, F und B ist, so wird die interpolierte Intensit¨at
gleich dem kleinsten der Werte �,  � und � gesetzt. F¨ur den Fall, daß das Maximum der
interpolierten Intensit¨aten ��,  �� und �� größer als das Maximum der Intensit¨aten an den
Punkten A, F und B ist, so wird die interpolierte Intensit¨at gleich dem gr¨oßten der Werte
 �,  � und � gesetzt.

der Strahlungsrichtung die Intensit¨at vorgeschrieben. F¨ur einen nach oben gerichte-
ten Strahl (�' % �) wurde die Einflußintensit¨at am unteren Rand mit der frequen-
zintegrierten Planck–Funktion Gl. (4.6) vorgeschrieben. Im Falle eines nach unten
gerichteten Strahls (�' $ �) findet keine Einstrahlung am oberen Gebietsrand statt
[2� � (����� � �, Gl. (4.13)]. In beiden F¨allen werden an den seitlichen R¨andern
periodische Randbedingungen angenommen und die Strahlungstransportgleichung
wird für das gesamte Gebiet iterativ gel¨ost. Dabei wurde entsprechend einer der
Strahlungsrichtungen��, die in einem Iterationsschritt am Ausflußrand berechne-
te Intensität im nächsten Iterationsschritt als Einflußseitenintensit¨at angesetzt. Der
Iterationsprozeß wurde solange wiederholt, bis die berechneten Intensit¨aten im ge-
samten Rechengebiet folgende Bedingung erf¨ullten:

�2��� � 2���� � � � �".��2�����

(2��� : Intensität des Iterationsschritt)� �, 2��� : Intensität des Iterationsschritt)).
Die Konstante� ist in den Rechnungen zu� �� ���� gesetzt worden. F¨ur �–Werte
von���� und���� zeigten sich im Vergleich zu���� keine Unterschiede in den be-
rechneten Intensit¨aten. Bei gr¨oßeren�–Werten (� � ����) hingegen war die Anzahl
der Iterationen pro Strahlungsrichtung gr¨oßer als bei einem�–Wert von����.



66 KAPITEL 4. STRAHLUNGSTRANSPORT

4.3 Numerische Resultate

Die entwickelte ESC–Methode wurde anhand von 3 Testproblemen

� einem Problem mit einer vorgegebenen L¨osung,

� dem ‘Searchlight’–Problem,

� einer magnetischen Flußschicht in der solaren Schichtung,

auf Effizienz und Genauigkeit getestet. Die dazu benutzten numerischen Schemata
zur Lösung der Gl. (4.15) entlang einer Charakteristik sind in Tab. 4.1 aufgelistet
und kurz erläutert.

Tabelle 4.1: In der ESC–Methode eingesetzte numerische Schemata.
ESC–Methoden erster Ordnung

ESC1(KA1)� linearer Ansatz + Kunasz–Auer–L¨oser mit linearer Approximation
ESC1(KA2)�� linearer Ansatz + Kunasz–Auer–L¨oser mit quadratischer Approximation
ESC1(IRK) linearer Ansatz + impliziter 2–Punkt–Runge–Kutta–L¨oser
ESC1(DRK) linearer Ansatz + diagonal impliziter 2–Punkt–Runge–Kutta–L¨oser

ESC–Methoden zweiter Ordnung
ESC2(KA1) quadratischer Ansatz + Kunasz–Auer–L¨oser mit linearer Approximation
ESC2(KA2) quadratischer Ansatz + Kunasz–Auer–L¨oser mit quadratischer Approximation
ESC2(IRK) quadratischer Ansatz + impliziter 2–Punkt–Runge–Kutta–L¨oser
ESC2(DRK) quadratischer Ansatz + diagonal impliziter 2–Punkt–Runge–Kutta–L¨oser
ESC2–mod wie ESC2(IRK) allerdings mit der Oszillationskorrektur 4.2.3

Referenzmethoden ([52])
DG0 Discontinuous–Galerkin–Methode mit konstanter Ansatzfunktion
DG1 Discontinuous–Galerkin–Methode mit linearer Ansatzfunktion
� ESC1(KA1) ist identisch mit der von Kunasz& Auer ([47]) vorgeschlagenen Me-

thode.
�� ESC1(KA2) ist identisch mit der von Bruls et al. ([4]) vorgeschlagenen Methode.
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4.3.1 Testproblem mit einer vorgegebenen exakten L̈osung

Analytische Funktionen der Intensit¨at 2�&�0
 7� und1�0
 7� �� 3�0
 7�	�0
 7� wur-
den für zwei Strahlungsrichtungen�� (> � ��Æ und> � ���Æ zur Horizontalen)
vorgegeben (Gln. 4.17, Abb. 4.7).4�0
 7
 ��� und die Intensit¨at am Einflußrand(
wurden so bestimmt, daß die L¨osung der Strahlungstransportgleichung die vorge-
gebene Intensit¨at 2�&�0
 7� zum Resultat hat.1�0
 7� wurde so gew¨ahlt (Abb. 4.7
rechts), daß es ann¨ahrend die Bedingungen der sp¨ateren Anwendung (starken Va-
riation von3	 im Rechengebiet���� � ���) wiederspiegelt

2�&�0
 7� �� �������0� 	 �� ��$��7�� 	 � 

1�0
 7� �� ����� �"$2���7� 	 ������������$��0� 	 ����� �

(4.17)

Die Strahlungstransportgleichung Gl. (4.15) wurde mit der ESC–Methode und den

Abbildung 4.7: Analytische Funktionen f¨ur die Intensität  (links) und!
 (rechts).

in Tabelle 4.1 aufgelisteten Schemata gel¨ost und die berechneten Resultate2� [Gl.
(4.12)], welche Funktionen der Gitterweite/ des numerischen Gitters sind, mit der
exakten Lösung2�& verglichen. Insofern2�&, 4 und3	 ausreichend glatt, d.h. belie-
big oft stetig differenzierbar im betrachteten Gebiet� sind, lassen sich Aufschl¨usse
über das Konvergenzverhalten der berechneten L¨osung2� für / � � und somit der
Genauigkeit des Verfahrens auf einem vorgegeben Gitter gewinnen.
Im Allgemeinen kann dazu angenommen werden, daß der absolute Fehler einer nu-
merischen Methode als asymptotische Reihe entwickelbar ist und folgende Form
hat:

+� � ��/
�� 	 ��/

�� 	 ��/
�� 	 ���� 	 ��/

�� (4.18)

mit den reelen Exponenten�
 für ) � �
 ��
 � und�� $ �� $ �� $ ��� $ ��.
�� definiert dabei die Ordnung des numerischen Fehlers und somit die experimen-
tell bestimmte Konvergenzordnung (�HC) der numerischen Methode f¨ur / � �.
Zur experimentellen Bestimmung von�� benötigt man die ausreichend glatte, d.h.
beliebig oft stetig differenzierbare exakte L¨osung2�& eines Problems und die Fehler
+�, +�� zwischen der exakten L¨osung2�& und der numerischen2�. Im aktuellen Fall
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wurde der��–Fehler ([53]) verwendet:

+� ��

�
��

�

�2��0� � 2���0��� "�0
�
�

�

�

(4.19)

mit seiner diskreten Form:
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� ist hier der Flächeninhalt eines Dreieckselements.� entspricht der Gesamtzahl
von Punkten in einem Element, an denen der Fehler berechnet wird. Im Falle der
ESC1–Methode sind dies die Dreiecksknoten, an denen auch die Koeffizienten2�
[Gl. (4.13)] berechnet wurden (Abb. 4.5 links), und es gilt� � �. Bei der ESC2–
Methode sind dies die Knoten und die Kantenmittelpunkte und es ist� � 
 (Abb.
4.5 Mitte und rechts). Unter den Annahmen, daß�
 � ������ ist und für die Fehler-
normen�+�� � �/�� und�+��� � ���/��� gilt, folgt für das Verh¨altnis der Fehler:

�+���
�+�� �

���/���

�/��
� ��� 
 (4.21)

woraus sich die Konvergenzordnung ergibt:

�� � ��(�
�+���
�+�� � (4.22)

Für den�HC gilt damit:

�HC � (��
�
�

�� � (4.23)

Die winkelgemittelte Intensit¨at (2.44), welche f¨ur den Strahlungsquellterm (2.42)
benötigt wird, erfordert die Berechnung der Intensit¨at für verschiedene Winkel-
richtungen. Um eine m¨ogliche Abhängigkeit des�HC von der Strahlungsrichtung
erkennen zu k¨onnen, sind alle Konvergenzuntersuchungen f¨ur zwei unterschiedli-
che Strahlungsrichtungen durchgef¨uhrt worden. Eine aufw¨artsgerichtete (�' % �,
> � ��Æ zur Horizontalen) und eine abw¨artsgerichtete (�' $ �, > � ���Æ zur Ho-
rizontalen). Eine Untersuchung bez¨uglich anderer Winkelrichtungen wurde durch-
geführt und bekr¨aftigte die für > � ��Æ und> � ���Æ erzielten Resultate, weshalb
im weiteren nur die Resultate f¨ur diese beiden Richtungen diskutiert werden.
In Abb. 4.8 ist der�HC der ESC1–Methode f¨ur die beiden Winkelrichtungen
dargestellt. W¨ahrend die ESC1(KA1)– und ESC1(KA2)–L¨oser einen geringf¨ugig
grösseren�HC bei > � ��Æ haben als die Runge-Kutta–L¨oser, lässt sich dage-
gen ein deutlich konvergenteres Verhalten bei den ESC1(IRK)– und ESC1(DRK)–
Lösern erkennen. Im Falle von> � ���Æ ist der Unterschied zwischen den vier
Lösertypen nur noch marginal. Auch bei den ESC1(KA1)– und ESC1(KA2)–L¨osern
ist eine Konvergenz deutlicher zu erkennen.
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In Abb. 4.9 ist der�HC der ESC2–Methode f¨ur die beiden Winkelrichtungen dar-
gestellt. Im Fall des> � ��Æ Winkels offenbarte der ESC2(IRK)–L¨oser die am
stärksten ausgepr¨agte Konvergenz. Der�HC startet bei einem Wert gr¨oßer als 2.5
erzielt mit 16384 Gitterzellen und n¨ahert sich für � � ��� Gitterlementen dem Wert
2.0, während sich die anderen L¨oser nicht sehr stark voneinander unterscheiden. Bei
der Starttriangulierung mit 16384 Gitterzellen starten sie zwischen 2.0 und 2.2 und
liegen zwischen 2.0 und 2.2 immer noch bei� � ��� Gitterzellen. Beim> � ���Æ

Winkel hingegen sind sich die Verhalten des ESC2(IRK)– und des ESC2(DRK)–
Lösers qualitativ sehr ¨ahnlich. Der�HC startet bei 2.3 und liegt bei� � ��� Git-
terzellen zwischen 2.0 und 2.1, w¨ahrend der�HC der ESC2(KA1)– und ESC2-
(KA2)–Löser unter 2.0 liegt und noch nicht ersichtlich ist, zu welchem Wert er
konvergieren wird.
Die�HC der Referenzverfahren DG0 und DG1 haben sowohl bei der Starttriangu-
lierung mit 16384 Gitterzellen, als auch bei� � ��� Gitterlementen einen Wert der
beim DG0–Verfahren bei 1.0 liegt und beim DG1–Verfahren bei 2.0, unabh¨angig
von der Winkelrichtung.
Abbildung 4.10 zeigt die wesentlichen Unterschiede zwischen den einzelnen Re-
sultaten. Die Laufzeitunterschiede zwischen den ESC2–L¨osern sind sehr groß. Die
ESC2(KA1)– und ESC2(KA2)–L¨oser ben¨otigen etwa��� mal länger, um einen ge-
gebenen Fehler zu unterschreiten, da sie dazu eine wesentlich kleinere Gitterweite
benötigen, als die verwendeten Runge-Kutta–L¨oser, welche einen vorgeschriebe-
nen Fehler auf einem deutlich gr¨oberen Gitter erreichen. Selbst dieDiscontiuous–
Galerkin–Referenzverfahrenschneiden deutlich schlechter ab als die Runge–Kutta–
Löser. Die von uns verwendete Oszillationskorrektur scheint auf die G¨ute der Re-
sultate keinen entscheidenden Einfluß zu haben. Der Vergleich des oszillatioskor-
rigierten impliziten Runge–Kutta–L¨oser (ESC2–mod) mit dem nicht korrigierten
[ESC2(IRK)] macht deutlich, daß die angewandte Oszillationskorrektur bei gleich-
bleibenden Fehler die Berechnungszeit unwesentlich beeinflußt, w¨ahrend es unphy-
sikalische Oszillationen beseitigt. Die Tabellen 4.2 und 4.3 zeigen die Berechnungs-
zeiten, welche die einzelnen L¨oser ben¨otigen, um einen vorgeschriebenen Fehler zu
unterschreiten. Zusammenfassend kann gesagt werden, daß die ESC2-Methode mit
dem oszillationskorrigierten impliziten Runge–Kutta–L¨oser (ESC2–mod), die beste
der untersuchten Methoden ist. Sie ist von 2. Ordnung genau, erreicht eine gefor-
derte Genauigkeit schon mit bedeutend gr¨oßerer Gitterweite/, ist somit sehr viel
schneller und verursacht keine Oszillationen.
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Abbildung 4.8: �"� als Funktion der Gitterweite# (willk ürliche Einheiten) f¨ur die
ESC1–Methode, welcher unter Benutzung der in Tabelle 4.1 aufgelisteten Verfahren er-
mittelt worden ist. Links: Winkel von$ 
 ��Æ. Rechts: Winkel von$ 
 ���Æ.
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Abbildung 4.9: �"� als Funktion der Gitterweite# (willk ürliche Einheiten) f¨ur die
ESC2–Methode, welcher unter Benutzung der in Tabelle 4.1 aufgelisteten Verfahren er-
mittelt worden ist. Links: Winkel von$ 
 ��Æ. Rechts: Winkel von$ 
 ���Æ.
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Abbildung 4.10: %�–Fehler als Funktion der Berechnungszeit� (willk ürliche Einheiten).
Die Berechnungszeit ben¨otigen die in Tabelle 4.1 aufgelisteten Verfahren, um einen vorge-
schriebenen%�–Fehler zu unterschreiten. Links: Winkel von$ 
 ��Æ. Rechts: Winkel von
$ 
 ���Æ.
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+� ESC1(KA1) ESC1(KA2) ESC1(IRK) ESC1(DRK) DG0
Winkel > � ��Æ

1.00e-02 8.93e-01 3.05e-02 1.31e-01 3.17e-02 2.14e-01
1.00e-03 8.63e+00 1.74e-01 1.24e+00 2.13e-01 2.19e+00
1.00e-04 8.66e+01 1.07e+00 1.11e+01 1.62e+00 2.27e+01
1.00e-05 8.75e+02 9.14e+00 9.06e+01 1.61e+01 2.41e+02

Winkel > � ���Æ

1.00e-02 1.57e-01 8.75e-02 1.16e-01 8.60e-02 3.09e-01
1.00e-03 1.62e+00 6.98e-01 1.12e+00 6.97e-01 3.26e+00
1.00e-04 1.70e+01 6.83e+00 1.03e+01 6.98e+00 3.22e+01
1.00e-05 1.91e+02 6.86e+01 9.37e+01 7.05e+01 3.10e+02

Tabelle 4.2: Laufzeiten (willkürliche Einheiten) der Verfahren erster Ordnung, nach denen
ein gegebener%�–Fehler unterschritten wird.

+� ESC2(KA2) ESC2(IRK) ESC2(DRK) ESC2-mod(IRK) DG1
Winkel > � ��Æ

1.00e-02 8.93e-01 3.05e-02 1.31e-01 3.17e-02 2.14e-01
1.00e-03 8.63e+00 1.74e-01 1.24e+00 2.13e-01 2.19e+00
1.00e-04 8.66e+01 1.07e+00 1.11e+01 1.62e+00 2.27e+01
1.00e-05 8.75e+02 9.14e+00 9.06e+01 1.61e+01 2.41e+02

Winkel > � ���Æ

1.00e-02 1.57e-01 8.75e-02 1.16e-01 8.60e-02 3.09e-01
1.00e-03 1.62e+00 6.98e-01 1.12e+00 6.97e-01 3.26e+00
1.00e-04 1.70e+01 6.83e+00 1.03e+01 6.98e+00 3.22e+01
1.00e-05 1.91e+02 6.86e+01 9.37e+01 7.05e+01 3.10e+02

Tabelle 4.3: Laufzeiten (willkürliche Einheiten) der Verfahren zweiter Ordnung, nach de-
nen ein gegebener%�–Fehler unterschritten wird.
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4.3.2 Searchlight–Problem

Die Annahme von Polynomen erster oder zweiter Ordnung f¨ur die Basisfunktionen
auf jedem Element liefert die Startintensit¨aten für jedeshort–characteristic. Dies
entspricht, wie in Kap. 4.2.3 bereits erl¨autert wurde, einer linearen bzw. quadra-
tischen Interpolation der Koeffizienten (Gl. (4.12)) an den Startpunkten der Cha-
rakteristiken. Diese Interpolation, die auf jeder Einflußseite eines Gitterelements
durchgeführt wird, bewirkt eine in Strahlrichtung zunehmende Verschmierung der
Intensitäten senkrecht zur Strahlrichtung. Im Falle eines scharf begrenzten Strahls
(Searchlight), führt dieser Effekt, auch im Falle verschwindender Absorption zu
einer Intensit¨atsdiffusion aus dem Strahl in dessen Umgebung, was eine Intensit¨ats-
abnahme im Strahl selber bewirkt. Die Abbildung 4.11 zeigt solche Strahlenb¨undel,
für (von links nach rechts) die exakte L¨osung, die ESC1(KA2)–, die ESC2(IRK)–
und die DG1–Methode. Die Intensit¨atsdiffusion für die ESC1–Methode ist am deut-
lichsten, während die ESC2(IRK)– und die DG1–Methode kaum Diffusion zeigen.
Dafür neigen sie zur Oszillationsbildung. In Abbildung 4.12 ist ein horizontaler
Schnitt am oberen Rechengebietsrand durch die Strahlenb¨undel, welche mit den
in Tab. 4.1 aufgef¨uhrten Methoden berechnet wurden, im Vergleich zur exakten
Lösung dargestellt. Deutlich zu erkennen sind die stark diffusiven Eigenschaften
der ESC1(KA2)–Methode und das oszillatorische Verhalten der ESC2(IRK)– und
der DG1–Methode. Wie bereits erw¨ahnt lassen sich diese Oszillationen im Falle
der ESC(IRK)–Methode leicht eliminieren, was zur ESC–mod–Methode f¨uhrt, oh-
ne daß an der Strahlstruktur und dem scharfen Strahlrand etwas ver¨andert wird.

Abbildung 4.11: Graustufen Darstellungen der Intensit¨at eines sogenanntenSearchlight–
Strahls , der sich in Vakuum�! 
 �� ausbreitet. Das numerische Gitter besteht aus 42478
Gitterzellen. Von links nach rechts: Exakte L¨osung und Resultate, die mit der ESC1(KA2)–
, der ESC2(IRK)– und der DG1–Methode ermittelt wurden. Der Strahl gelangt durch den
unteren Rand in das Rechengebiet, breitet sich unter einem Winkel von$ 
 ��Æ zur Hori-
zontalen aus und verl¨aßt das Gebiet in der Mitte des oberen Randes. Der Strahl durchl¨auft
das Gebiet zweimal, was aus der in 4.2.4 beschriebenen periodischen seitlichen Randbedin-
gungen resultiert.
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Abbildung 4.12: Die quadratische Interpolation kann neue Extrema erzeugen und zu un-
physikalischen negativen Intensit¨aten führen. Dies wird durch einen direkten Vergleich
der mit den nachfolgend aufgelisteten Methoden berechneten Intensit¨aten am oberen Ge-
bietsrand deutlich: ESC2(IRK), ESC1(KA2), DG1, ESC2–mod. Das mit der ESC1(KA2)–
Methode erzielte Resultat zeigt die st¨arkste Diffusion, wohingegen die Methoden h¨oherer
Ordnung zur Oszillationsbildung neigen (ESC2(IRK), DG1), die im Fall der ESC2(IRK)–
Methode leicht eliminierbar sind und zur ESC2–mod–Methode f¨uhrt.

4.3.3 Solare magnetische Flußschicht: Ein realitätsnaher Test-
fall

An der Sonnenoberfl¨ache beobachtbare magnetische Flußkonzentrationen bestehen
aus mehr oder weniger stark ausgedehnten Ansammlungen vertikalen magnetischen
Feldes. Der Großteil des magnetischen Flusses und beinahe die gesamte magneti-
sche Energie ist in sogenannten Flußr¨ohren geb¨undelt. Die bislang beobachtbaren
räumlichen Ausdehnungen dieser Flußr¨ohren reicht von mehreren zehntausend Ki-
lometern Durchmesser, bei Sonnenflecken, bis hinunter zu Flußkonzentrationen mit
einem Durchmesser von einigen 100 Kilometern wie von Solanki (1992) und Stol-
pe&Kneer (1997, 2000) beschrieben ([80], [93], [94]). Im aktuellen Fall liegt das
Hauptaugenmerk auf der dynamischen Wechselwirkung von Magnetfeld und so-
larer Konvektion, die von Steiner et al. (1988) ([90]) mittels MHD–Simulationen
untersucht wurde. Da solaren Bereichen um����� � � der Strahlungstransport die
Konvektion als dominierenden Energietransportmechanismus abl¨ost, wird die Dy-
namik der Magnetfeldkonzentrationen in diesen Regionen auch durch den Strah-
lungstransport maßgeblich beeinflußt. Kn¨olker et al. (1988) ([45]) leiteten anhand
von 2D–MHD–Simulationen typische L¨angen– und Zeitskalen, auf denen die ener-
getische Interaktion von kleinskaligen magnetischen Flußkonzentrationen und dem
Stahlungsfeld der sie umgebenden Gebieten abl¨auft, her. Um nun die Interaktion
von solchen kleinr¨aumigen Magnetfeldkonzentrationen und dem radiativen Strah-
lungsfeld verstehen zu k¨onnen, wurde als ein erster Schritt das Modell einer ma-



76 KAPITEL 4. STRAHLUNGSTRANSPORT

gnetischen Flußschicht in das Modell der ruhigen Sonnenphotosph¨are, in nachfol-
gend erläuterter Weise, eingebettet ([43], [44], [2], [4]). Um die betrachteten L¨oser
in einer realitätsnahen Anwendung zu untersuchen, wurde die Strahlungstransport-
gleichung anschließend f¨ur einen Winkel> � ��Æ zur Horizontalen f¨ur dieses Fluß-
schichtmodell gel¨ost.

� Als Modell für den Bereich außerhalb der Flußschicht wurde das in Kap.
2.9.5 bereits erl¨auterte eindimensionale Modell der ruhigen Photosph¨are und
Konvektionszone von Spruit ([83]) verwendet.

� Innerhalb der Flußschicht wurde das Modell des ¨außeren Bereichs um eine
“Wilson–depression” von!7 � ��� km nach unten verschoben.

� Unter der Annahme, daß�
�

� � ist kann die Näherung d¨unner Flußr¨ohren
([68]) angewendet werden :

���7� � �
�7� 	
���7�

��
(4.24)

(+ 
 /.�/3$, ) 
 �$�/3$,�� : Druckskalenh¨ohe," : Dicke der Flußschicht,��
: Gasdruck im ¨außeren Gebiet,�
 : Gasdruck in der Flußschicht,� : vertikale
Magnetfeldkomponente).

� Magnetische Flußerhaltung fordert:
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� damit folgt die Geometrie der Flußschicht :

�� ��"� � ��7�"�7��
"� � "'���� � ��� ��
 �� �

 
������75
��� � �
�75
����

�
,

�� "�7� � �������7� � �
�7��������"� (4.26)

(�
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�
: magnetischer Druck,75
��: ist die geometrische H¨ohe des����� � � Niveaus

innerhalb der Flußschicht).
Dabei ist die Quellfunktion4 die frequenzintegrierte Planck-Funktion Gl. 4.6 und
die Absorption wird durch den Rosselandschen Absorptionkoeffizienten Gl. (4.4)
beschrieben. Um ¨uber das Verhalten der L¨oser bei starken Gradienten in den hy-
drodynamischen Variablen, wie sie auch bei Stoßfronten auftauchen k¨onnen, einen
Aufschluß zu erhalten, wird ein sehr scharferÜbergang an den R¨andern der Fluß-
schicht angenommen (Abb. 4.13). Das qualitative Resultat ist in Abb. 4.14 dar-
gestellt. Am oberen Gebietsrand, der ca. 500 km ¨uber ����� � � liegt, sind zwei
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Abbildung 4.13: Oben: Kombination einer Graustufen– und einer Isoliniendarstellung
von ������!
�. Unten: Kombination einer Graustufen– und einer Isoliniendarstellung von
����� 
. Beide Größen nehmen mit zunehmender geometrischer Tiefe zu und zeigen einen
scharfenÜbergang an den Flußschichtr¨andern.

Intensitätsmaxima erkennbar. Ihre Existenz l¨aßt sich dadurch verstehen, daß die
Flußschichtatmosph¨are auf gleicher geometrischer H¨ohe kühler als die externe At-
mosphäre ist und eine geringere Dichte hat. Daraus folgt, daß in der H¨ohe7 in der
������� � � ist, �
����� � � und3�	� � 3
	
 sind. Die mittlere freie Wegl¨ange der
Photonen außerhalb der Flußschicht�� � �3�	��

�� ist in einer bestimmten geometri-
schen Höhe7 somit viel geringer als innerhalb. Da generell in Regionen mit����� �
� keine erwähnenswerte Absorption mehr stattfindet, ist die formale L¨osung Gl.
(4.16) der Gl. (4.14) auf den ersten Teil, der den Transport beschreibt, reduziert.
Somit finden Photonen auf ihrer Wanderung von tieferen Schichten mitÜberqueren
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des Flußschichtrandes pl¨otzlich ein Gebiet mit sehr geringer Absorption vor und
können beinahe ungest¨ort bis zum oberen Rand weiterwandern. Abb. 4.15 zeigt

Abbildung 4.14: Die Spezifische Intensit¨at für einen Winkel von��Æ zur Horizontalen, im
Falle der magnetischen Flußschicht, als Kombination einer Isolinien– und einer Graustu-
fendarstellung. Sie wurde mit der ESC2–mod–Methode und 135644 Gitterzellen berechnet.
Die Intensität nimmt mit zunehmender geometrischer Tiefe& zu. Am oberen Gebietsrand
(ca. 500 km ¨uber'���� 
 �) sind zwei Intensit¨atsmaxima erkennbar (Fig. 4.15), die ihren
Ursprung in Schichten um'���� 
 � haben.

das Konvergenzverhalten der berechneten Intensit¨aten am oberen Rechengebiets-
rand gegen eine Referenzl¨osung (berechnet mit der ESC2–mod–Methode und���

Gitterzellen) als Funktion der Gitterzellenanzahl. Die mit der ESC2–mod–Methode
und der DG1–Methode berechneten Resultate zeigen schon mit 33770 Gitterzellen
keine signifikanten Abweichungen zur Referenzl¨osung. Die ESC1(KA2)– und die
ESC2(KA2)–Methode sind entweder sehr diffusiv oder produzieren Oszillationen,
die aus demshort-characteristics–L̈oserherrühren und nicht durch die Intensit¨ats-
interpolation bedingt sind. Die quantitative Beschreibung des Konvergenzverhal-
tens ist in Abb. 4.16 dargestellt. Sie zeigt das Verh¨altnis der Intensit¨atsmaxima am
oberen Rand, welche mit dem Modell der ungest¨orten Photosph¨are und dem die
Magnetfeldkonzentration enthaltenden berechnet wurden.
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Abbildung 4.15: Vergleich berechneter Intensit¨aten am oberen Rand des Rechengebiets.
Oben links und oben rechts: ESC1(IRK), ESC2(IRK). Mitte links und Mitte rechts:
ESC1(KA2), ESC2(KA2). Unten links und unten rechts: ESC2–mod, DG1. Die Resulta-
te wurden mit verschiedenen Gitterzellenanzahlen berechnet (33770, 135644, 543678). Die
Referenzl¨osung wurde mit der ESC2–mod–Methode und��� Gitterzellen berechnet.

Zusammenfassend kann gesagt werden, daß die Anwendungen den ESC2–mod–
Löser hervorheben. Dieser L¨oser wird in den zeitabh¨angigen Simulationsrechnun-
gen Anwendung finden, da er das beste Fehler zu Laufzeitverh¨altnis und die ge-
ringste Intensit¨atsdiffusion hat und auch in dem Anwendungsfall der magnetischen
Flußschicht die besten Resultate lieferte.
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Abbildung 4.16: Oben: Das Verh¨altnis der Intensit¨atsmaxima am oberen Rand, welche mit
dem Modell der ungest¨orten Photosph¨are � �&� und die Magnetfeldkonzentration enthal-
tenden� 
�� berechnet wurden, als Funktion der Gitterweite. Die DG1–, ESC2–mod– und
die ESC2(IRK)–Methode zeigen vergleichbare Resultate und konvergieren f¨ur # � � of-
fensichtlich zum selben Wert. Die ESC1(KA2)–Methode and ESC2(KA2)–Methode zeigen
ein sehr sprunghaftes Verhalten und bei� � ��� Elementen scheint noch nicht klar zu sein,
ob sieüberhaupt konvergieren und wenn ob der Grenzwert mit dem Grenzwert der ersten
drei Methoden ¨ubereinstimmt. Unten: 
�( �& als Funktion der Berechnungszeit.
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4.4 Numerische Bestimmung des Strahlungsquellterms

Der Energietransport durch Strahlung findet mittels des Quellterms (Kap. 2.7) in der
Erhaltungsgleichung der Gesamtenergiedichte (Kap. 2.26) Eingang in das System
der MHD–Gleichungen (Kap. 2.8). Es gibt zwei ¨aquivalente Formulierungen von
�� ([4]), die sich in der frequenzabh¨angigen Form folgendermaßen darstellen:

����#� � ��	

�
�

3��'� � 4��"* 
 (4.27)

����#� �

�
�

� � �& ���� "* � (4.28)

Beide Formulierungen verlangen die Bestimmung der spezifischen Intensitit¨at2���#
 ���
durch Lösung der Strahlungstransportgleichung Gl. (4.1) f¨ur mehrere Raumrichtun-
gen�� und anschließend die Berechnung eines Raumwinkelintegrals. Dazu muß der
Raumwinkelbereich durch eine Anzahl von diskreten Winkelrichtungen��, über die
dann integriert wird, diskretisiert werden. Ein Schema zur Ermittelung verschie-
denster Raumwinkelquadraturen wurde von Carlson (1963) ([5]) hergeleitet. Im
folgenden wird die aus 12 Winkelrichtungen bestehende��-Quadratur eingesetzt.
Im Falle einer zeitabh¨angigen Simulationsrechnung ist der Einsatz einer Raumwin-
kelquadratur mit mehr als 12 Winkelrichtungen viel zu rechenzeitintensiv. Schon
beim Einsatz der��–Quadratur liegt die Berechnungszeit des Strahlungquellterms
im Mittel eine Größenordnungen ¨uber der des MHD–L¨osers. Im Falle von zwei-
dimensionalen Simulationsrechnungen mit statischen Rechengittern und einer Git-
teraufösung von�� km, was bei Rechengebietsgr¨oßen von����� �� � ���� km
��� � ��� Gitterzellen entspricht, erscheint dies gerade noch vertretbar. Im Falle von
dreidimensionalen Simulationsrechnungen mit vergleichbarer Gitteraufl¨osung (ent-
sprechend���
 ���
 Gitterzellen) ist dies schwerlich durchf¨uhrbar. Die Aufgabe bei
der numerischen Bestimmung von�� besteht darin, seine Abh¨angigkeit von der
Gitterzellenweite/, der Ordnung des Strahlungstransportl¨osers und der Ordnung
der auf einem Gitterelement vorliegenden hydrodynamischen Variablen zu quan-
tifizieren und zu beurteilen. In der numerischen Berechnung, wurde die durch Gl.
(4.28) dargestellte Form in atmosph¨arischen Bereichen welche durch eine mittle-
re freie Photonwegl¨ange von� � ��� cm charakterisiert sind, benutzt. Wie von
Bruls et al. (1999) ([4]) dokumentiert, zeigt dort die aus mathematischer Sicht ¨aqui-
valente Form Gl. (4.27) aufgrund der Tatsache, daß die mittlere Intensit¨at ' Gl.
(2.44) und die Quellfunktion Gl. (4.6) praktisch gleich groß werden aufgrund von
Auslöschungseffekten ein numerisch instabiles (oszillatorisches) Verhalten. In Be-
reichen mit� $ ��� cm hingegen wurde die Form Gl. (4.27) verwendet, da die
Bestimmung der Divergenz des Strahlungsflusses Gl. (4.28) dann ungenau wird,
weil es ebenfalls zu Ausl¨oschungseffekten kommt.
Zur quantitativen Bestimmung der eingangs erw¨ahnten Abh¨angigkeiten wurde��

für zwei, dem Anwendungsbereich verwandte zeitunabh¨angige Probleme berech-
net. Zum einen war dies eine planparallele Schichtung ([83]). Zum anderen ei-
ne magnetische Flußschicht (Kap. 4.3). Obwohl f¨ur diese Probleme keine exakten
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Lösungen existieren, ist es in beiden F¨allen doch m¨oglich, mittels Konvergenzana-
lysen Aufschluß ¨uber die Güte der Resultate zu gewinnen. Dabei handelt es sich
allerdings nicht um Konvergenzanalysen im strengen Sinn (Kap. 4.3). In beiden
Fällen wurden die mit einer Gitteraufl¨osung von� km und der��–Quadratur er-
mittelten Ergebnisse als Referenzl¨osungen betrachtet und die Konvergenz der git-
terweitenabh¨angigen Lösung für / � � km untersucht. Im Falle der planparallelen
Schichtung wurde dies von Bruls et al. (1999) ([4]) f¨ur die oben erw¨ahnte Hybrid-
methode bereits ansatzweise gezeigt. Hier betrachten wir haupts¨achlich den zwei-
ten Anwendungsfall, bei dem Temperatur und Dichte am Rande der Flußschicht
einen sehr scharfen̈Ubergang aufweisen. Dieser wurde bewußt nicht ¨uber mehrere
Gitterzellen verteilt, sondern geht innerhalb einer Gitterweite vonstatten. Auf die-
se weise l¨aßt sich testen, wie stark der Einfluß von Gitteraufl¨osung und Ordnung
des Strahlungstransport–L¨osers bei der numerischen Behandlung von Temperatur–
und Dichteinhomogenit¨aten (z.B. bei Schockwellen) ist und wie groß der damit ver-
bundene effektive Strahlungsenergietransport und seine numerisch bedingten Aus-
schmierungen sind.

4.4.1 Hydrodynamische Elementdaten

Zur Berechnung von2���#
 ��� und�� auf jedem Gitterelement werden die Tem-
peratur und die Dichte des Plasmas ben¨otigt. Der benutzte 2D–MHD–Code kann
entsprechend der geforderten Konvergenzordnung des Verfahrens, sowohl mit kon-
stanten als auch mit linearen konservativen Elementdaten (Gl. 3.17) ([13]) arbeiten.
Aus Rechenzeitgr¨unden wäre es w¨unschenswert, wenn die Bestimmung von��

mit eben diesen Elementdaten durchgef¨uhrt werden k¨onnte. Anhand des Problems
der planparallelen Schichtung (Kap. 2.9.5) bei dem�� mit der��–Quadratur be-
rechnet wurde, werden die Abh¨angigkeiten von der Ordnung der hydrodynamischen
Elementdaten und von der Rekonstruktionstechnik, mit der aus konstanten Element-
daten lineare ermittelt werden, erl¨autert. Abb. 4.17 (oben) zeigt f¨ur ) � �
 � � � 
 �
alle vertikalen Schnitte���0

 7� (mit 0� � 0
 � 0�, 0�
 0� : linker und rech-
ter Rechengebietsrand) der mit linearen konservativen Elementdaten berechneten
Referenzlösung in einer Darstellung. Abb. 4.17 (unten) zeigen analog zur oberen
Darstellung alle vertikalen Schnitte von���0
 7�, welches mit konstanten konser-
vativen Elementdaten f¨ur vertikale Auflösungen von!7 � �� km (unten links) und
!7 � 
 km (unten rechts) ermittelt wurde. Dabei wird deutlich, daß unabh¨angig
von der vertikalen Aufl¨osung die Berechnung von�� mit konstantem� und	 pro
Gitterelement fehlerhaft ist.
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Abbildung 4.17: Gezeigt sind f¨ur � 
 �� � � � � � alle vertikalen Schnitte)���
� &� (mit
�� � �
 � ��; ��� �� : linker und rechter Rechengebietsrand) in einer Darstellung. Oben:
Referenzl¨osung von)� berechnet f¨ur 65536 Gitterelemente (�& 
 �� km) und linearen�–
und 
–Werten pro Gitterelement, die mittels Knotenrekonstruktion ([28], [29]) berechnet
wurden. Unten:)� ermittelt mit konstantem� und 
 pro Gitterelement (links) f¨ur eine
vertikale Auflösung von�& 
 �� km (rechts) für �& 
 � km.
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Dies läßt sich durch Betrachtung der formalen L¨osung der Strahlungstransportglei-
chung verstehen:



��� � 

��� +��,����� 	

��
�

4��� +��,�4��� 1� (4.29)

mit

!��B
 9� ��

%�
�

3���	��� 1� �

In den optisch dicken Bereichen������ � �� ist der erste Teil von Gl. (4.29), wel-
cher die Absorption beschreibt, vernachl¨assigbar. Mit konstantem� und	 folgt pro
Gitterzelle ein konstantes4 und ein konstantes3	. Daraus resultieren unphysikali-
sche Strahlungsfl¨usse (Abb. 4.17 oben), da3 sehr sensibel auf die Temperatur– und
Dichteänderungen reagiert und das Integral in Gl. (4.29) falsche Beitr¨age liefert.
Zur Ermittelung eines f¨ur die ruhige Sonnenphotosph¨are realistischen Strahlungs-
flußprofil reicht es daher nicht den Temperatur– und Dichteverlauf als st¨uckweise
konstante Funktionen auf das numerische Gitter zu interpolieren. Da bei einer ver-
tikalen Auflösung von/ � 
 km im Modell der planparallelen Schichtung sowohl
Temperatur als auch Dichte als n¨aherungsweise linear betrachtet werden k¨onnen,
erhält man durch st¨uckweise lineare Interpolation von� und	 auf jedes Gitterele-
ment im Falle der planparallelen Schichtung ein realistischeres Strahlungsflußprofil
(Abb. 4.18).
Abb. 4.18 (oben) zeigt das��, welches mit vom 2-D-MHD-Code gelieferten, re-
konstruierten, linearen Elementdaten berechnet wurde ([21], [30]). Auch in diesem
Fall sind die, für die optisch dicken Regionen ermittelten Werte unakzeptabel feh-
lerhaft, was damit zu begr¨unden ist, daß in diesem Fall zwar ein lineares Verhalten
von Temperatur und Dichte pro Gitterelement vorlag, allerdings kein stetigerÜber-
gang zwischen benachbarten Elementen bestand, so daß es auch in diesem Fall zur
Verletzung der Erhaltungseigenschaft des Strahlungsflusses kommt.
Die besten Resultate dargestellt in Abb. 4.18 (unten) sind mit linearen Element-
daten erzielt worden, welche durch Knotenrekonstruktion ermittelt wurden ([28],
[29]). Dabei sind die linearen Profile von� und	 auf die Elementschwerpunkte in-
terpoliert worden. Aus den Schwerpunktswerten aller an einem Gitterknoten) parti-
zipierende Gitterelemente werden die fl¨achengewichteten Mittelwerte�
, 	
 für den
Gitterknoten) berechnet. Dies wird f¨ur alle Knoten des Rechengitters durchgef¨uhrt.
Aus den 3 Gitterknoten, welche ein Gitterelement aufspannen, werden anschließend
die linearen Fl¨achenfunktionen f¨ur � und	 ermittelt.
Die mit dieser Technik rekonstruierten Elementdaten haben den Vorteil, daß sie
stetig an den Elementgrenzen sind und somit die Erhaltung des Strahlungsflusses
gewahrt ist.
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Abbildung 4.18: Darstellung zeigt f¨ur � 
 �� � � � � � alle vertikalen Schnitte)���
� &�
(mit �� � �
 � ��, ��� �� : linker und rechter Rechengebietsrand) auf einmal. Oben:
)� berechnet f¨ur 65536 Gitterelemente (�& 
 �� km) und linearen�– und
–Werten pro
Gitterelement, die mittels Knotenrekonstruktion ([28], [29]) berechnet wurden. Unten:)�
berechnet f¨ur 65536 Gitterelemente (�& 
 �� km) und linearem� und
 pro Gitterelement,
die vom MHD–Löser geliefert wurden ([21], [30]).
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4.4.2 Ordnung des Strahlungstransportl̈osers

Die Strahlungstransportgleichung wurde mit den neuentwickelten ESC1(IRK)– und
dem ESC2–mod–Verfahren (Kap. 4.2.1) f¨ur das Problem der magnetischen Fluß-
schicht (Kap. 4.3) gel¨ost, um den Einfluß der Ordnung des Strahlungstransportl¨osers
zu ermitteln. Die diskrete frequenzunabh¨angige Form von Gl. (4.28) f¨ur den Strah-
lungsquellterm stellt sich folgendermaßen dar:

��� �

�
�


� � �& ��� "� �

�
.�


�& ��� � �� "� � (4.30)

Hier wurde zur���–Berechnung die zweite Form verwendet:

��� �

�
.�


�& ��� � �� "� 
 (4.31)

welche im folgenden f¨ur die ESC1– und die ESC2–Methode erl¨autert wird. Der
Strahlungsfluß wird nach Gl. (2.45) berechnet.
Im weiteren wird#B" aus Gründen derÜbersichtlichkeit weggelassen. Im Fall des
ESC1–Verfahren ist die Intensit¨at und somit auch�& an den Knoten bekannt. Um ein
Verhalten 1. Ordnung f¨ur�� auf einem Dreieckselement�� zu erhalten, muß�& � ��
an den Kantenmittelpunkten berechnet werden. Aus diesem Grund wird�& an den
Kantenmittelpunkten durch lineare Interpolation der Knotenwerte von�& ermittelt
(Abb. 4.19):

F

FF

1

2 3

n n

n

Abbildung 4.19: Zur Bestimmung von)�� beim ESC1–Verfahren. Die Punkte kennzeich-
nen die Orte an denen Intensit¨aten und der Strahlungsfluß Gl. (2.45) bekannt sind. An den
durch Quadrate gekennzeichneten Orten werden aus den Knotenwerten von�*
 Kantenmit-
telpunktswerte interpoliert und mit der Oberfl¨achennormalen multipliziert.
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��&� � �&��. Im Fall des ESC2–Verfahrens ist die Intensit¨at und damit auch�& an
den durch ein Kreis gekennzeichneten Punkten bekannt und man erh¨alt ein Ver-
halten 2. Ordnung f¨ur ��, indem

�
.�


�& � �� "� mittels derSimpsonschen–3–Punkt–

Quadraturformelnumerisch integriert wird:
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Abbildung 4.20: Dreieck��. Die Punkte kennzeichnen die Orte an denen mittels ESC2–
Verfahren die Koeffizienten Gl. (4.12) berechnet wurden und somit die Intensit¨aten und der
Strahlungsfluß Gl. (2.45) bekannt sind��*
� � 
 �� � � � � ��. Numerische Integration von
�* � �� entlang einer Dreiecksseite mittels derSimpsonschen–3–Punkt–Quadraturformelund
anschließender Aufsummation liefert das Resultat f¨ur das Integral in Gl. (4.31).
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��&� � �&��, �Knotengewichte :�
�
, Kantenmittelpunktsgewicht :�

�
�.

Während sich beim planparallelen Modell kein merklicher Unterschied zwischen
erster und zweiter Ordnung zeigte (Abb. 4.21), trat er in sehr viel st¨arkerem Maß
beim Problem der magnetischen Flußschicht auf. Abb. 4.22 zeigt in einer Farbab-
bildung das generelle Verhalten von�� im Falle der Flußschicht. In dem Tiefen-
bereich von���� km – 	��� km strahlt die vermeintlich heißere Umgebung in
die Flußschicht, Energie wird per Strahlung ins Flußschichtinnere transportiert, wo-
durch diese geheizt und die Umgebung gek¨uhlt wird.
Im Prinzip sollte mit der Berechnung 2.Ordnung des Strahlungsquellterms diesel-
be Genauigkeit erzielbar sein wie mit der Berechnung 1.Ordnung, jedoch auf einem
gröberen Gitter und somit in k¨urzerer Rechenzeit. Konkret bedeutet das, daß auf
einem von dem MHD–L¨oser vorgegebenen Rechengitter die r¨aumliche Auflösung
der Heizungs- und K¨uhlungszonen an den Flußschichtr¨andern bei gleicher Rechen-
zeit im Fall der Berechnung 2.Ordnung deutlich besser sein sollte. Da in diesem
Fall keine Referenzl¨osung existiert, wurde die G¨ute der Resultate anhand einer an-
genährten Konvergenzbetrachtung quantifiziert.
Dazu wurden innerhalb zweier r¨aumlicher Zonen (Abb. 4.23), die��–Normen von
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Abbildung 4.21: Die Darstellung zeigt f¨ur � 
 �� � � � � � alle vertikalen Schnitte)���
� &�
(mit �� � �
 � ��, ��� �� : linker und rechter Rechengebietsrand) auf einmal. Links:
)� für die planparallele Schichtung mit der ESC1–Methode und einer Gitteraufl¨osung von
�& 
 � km berechnet. Rechts: Berechnung ESC2–mod–Methode bei einer Gitteraufl¨osung
von�& 
 � km durchgef¨uhrt.

Abbildung 4.22: )� für das Modell der magnetischen Flußschicht, berechnet mit dem
ESC1–Verfahren. Die Wechselwirkung zwischen Flußschichtinnerem und Flußschicht¨aus-
serem ist auf den Bereich zwischen& 
 ���� km und& 
 � km beschr¨ankt.

�
� und��� für Gitterweiten von 40, 26, 13, 10, 6, 2 und 1 km berechnet:

��
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 (4.34)
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(� := Flächeninhalt des Gitterelements,�
��&, �
�
��& : Gesamtzahl der Gitterelemen-

te, die in ausgew¨ahlten Zonen liegen).
Die horizontalen Ausdehnungen der Zonen��, �
 sind für �� mit 50 km höhenu-
nabhängig und�
 entsprechend der h¨ohenabh¨angigen Schichtdicke" gewählt wor-
den (Abb. 4.23).�
 mußte höhenabh¨angig gewählt werden, da im Inneren die mitt-
lere freie Weglänge der Photonen�
 � �3
	
 

�� mit der geometrischen H¨ohe 7
stärker zunimmt als im ¨außeren Breich und die von aßerhalb der Flußschicht kom-
mende Strahlung ¨uber eine gr¨oßere Wegstrecke das Flußschichtinnere heizen kann,
da dies optisch d¨unner ist. F¨ur�� war die Annahme eines h¨ohenunabh¨angigen Strei-
fens mit 50 km Breite außerhalb der Flußschicht ausreichend. Eine Vergr¨oßerung
veränderte das Resultat nicht wesentlich, wohingegen f¨ur �� � �� � �� mittlere
freie Weglänge außerhalb der Flußschicht�� � �3�	� 

��� die Resultate falsch wer-
den mußten, da die Integration nicht mehr ¨uber den ganzen gek¨uhlten Bereich aus-
geführt wurde.
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Abbildung 4.23: Schematische Darstellung der einen H¨alfte der magnetischen Flußschicht
mit beiden Zonen. Die innerhalb der Flußschicht liegende Zone, in der die%�–Norm von
)
� berechnet wurde, ist durch das Netz gekennzeichnet. Die außerhalb der Flußschicht
angebrachte horizontal mit 50 km ausgedehnte Bereichzone, in der)�� berechnet wird, ist
durch Streifen markiert.
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Abbildung 4.24: Abweichungen der aufl¨osungsabh¨angigen %�–Fehler. Die Refe-
renzlösung für das externe Gebiet wurde mit� � ��� Gitterzellen (1 km Gitterweite) und 12
Strahlungsrichtungen ermittelt. Oben: Rechenzeit gegen Gitterzellenanzahl. Mitte: Abwei-
chungen gegen Rechenzeit. Unten: Abweichungen gegen Fehler. Die Kreuze repr¨asentieren
die Resultate 1. Ordnung und die Sterne die Resultate 2. Ordnung.
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Abbildung 4.25: Abweichungen der aufl¨osungsabh¨angigen %�–Fehler. Die Refe-
renzlösung für das interne Gebiet wurde mit� � ��� Gitterzellen (1 km Gitterweite) und
12 Strahlungsrichtungen ermittelt. Oben: Abweichungen gegen Rechenzeit. Unten: Abwei-
chungen gegen Fehler aufgetragen. Die Kreuze repr¨asentieren die Resultate 1. Ordnung und
die Sterne die Resultate 2. Ordnung.

Zwar benötigt die Quelltermberechnung 2. Ordnung f¨ur jede untersuchte Gitter-
auflösung etwa die doppelte Berechnungszeit (Abb. 4.24 Mitte), doch Abb. 4.24
(unten) und Abb. 4.25 (unten) verdeutlichen, daß selbst bei� � ��� Gitterzellen die
mit der Methode 1.Ordnung ermittelten Resultate mehr als��� Abweichung zu
den mit der Methode 2.Ordnung erzielten Resultaten aufweisen. Dies gilt sowohl
für den externen, als auch den internen Bereich (Abb. 4.23). Die mit der Methode 2.
Ordnung und� � ��� Gitterzellen erzielten Resultatestellen die Referenzl¨osung dar.
Dies gründet sich darauf, daß, wie in Kap. 4.3 gezeigt, der ESC2–mod–L¨oser we-
sentlich genauer als der ESC1–L¨oser ist und die in Abb. 4.20 dargestellte und in Gl.
(4.33) formulierte Art und Weise,�� zu berechnen, zum ESC2–L¨oser konsistent
ist.
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4.4.3 Ausblick bei der numerischen��–Bestimmung

Wie stark sich die Abh¨angigkeit der��–Resultate von der Ordnung der Methoden
in einer zeitabh¨angigen Simulation nun wirklich auswirkt, kann nur durch einen
Vergleich von MHD–Simulationsergebnissen, welche einmal mit der Methode 1.
Ordnung und einmal mit der Methode 2. Ordnung ermittelt werden, bestimmt wer-
den. Desweiteren m¨ussen noch systematische Untersuchungen bez¨uglich der Ab-
hängigkeit der��–Resultate von der Winkelquadratur durchgef¨uhrt werden.
Die Nutzung einer Winkelquadratur mit 12 unterschiedlichen Winkelrichtungen ist
aus Rechenzeitgr¨unden in zweidimensionalen Simulationen vertretbar gerade noch.
In dreidimensionalen Rechnung wird dies kaum durchf¨uhrbar sein. Es gibt erste
Vorüberlegungen und Tests zum Einsatz von Quadraturformeln mit� verschiede-
nen Winkelrichtungen (z.B. 12, 24, 48 etc.), allerdings mit dem Unterschied, daß in
jedem Zeitschritt die Strahlungstransportgleichung nur f¨ur eine bestimmte Anzahl
! Richtungen (mit! � �

�
) gelöst wird und die spezifische Intensit¨at 2� berech-

net wird. Für die in einem Zeitschritt nicht neu berechneten Intensit¨aten2��� der
nicht abgearbeiteten Winkelrichtungen werden die in den vorherigen Zeitschritten
berechneten, wiederverwendet. Dadurch kann die zur��–Bestimmung notwendi-
ge Winkelintegration durchgef¨uhrt werden und die pro Zeitschritt sehr aufw¨andige
Bestimmung von2� verringert sich auf denB-ten Teil des Aufwandes, der zur Be-
rechnung von� Richtungen pro Zeitschritt n¨otig wäre. Dabei gilt es mittels genaue-
rer Untersuchungen den TeilerB zu bestimmen. Einer der Ansatzpunkte ist dabei
die Zeitskala, auf der sich die hydrodynamischen Variablen, ¨andern.Ändert sich
dieser ‘hydrodynamische Hintergrund’ beispielsweise ¨uber� Zeitschritte nur un-
wesentlich, so k¨onnte es ausreichend sein, in jedem Zeitschritt die Intensit¨at einer
Richtung2� neu zu berechnen und anstelle der nichtberechneten die in den vor-
herigen Zeitschritten berechneten Intensit¨aten wiederzuverwenden. Ein m¨oglicher
Indikator dazu wurde bislang nicht entwickelt, sollte aber von einerÄnderung der
mittleren freien Photonwegl¨ange� � �3	 �� pro Gitterzelle abh¨angen.
Auch wäre es denkbar, eine Hybridmethode bestehend aus den Methoden 1. und 2.
Ordnung einzusetzen.Überlegungen wurden dazu von Dedner & Vollm¨oller (2001)
([14]) angestellt. Sie zeigen anhand eines vergleichbaren Problems, daß die eigent-
liche Stärke der ESC2–Methode wie in Abb. 4.26 gezeigt in dem optisch d¨unnen
Atmosphärenbereich liegt, in dem Bereich also, in dem kaum noch Absorption statt-
findet. Dies könnte bedeuten, daß die Unterschiede in den Resultaten von 1. und 2.
Ordnung im Falle von steilen Gradienten in� und	 in optisch dünnen Bereichen
noch sehr viel deutlicher werden. Als anschließendes Testproblem soll�� für einen
sich ausbreitenden Schock untersucht werden. Denn f¨ur einen in einem gravitativ
geschichteten Medium propagierenden Schock ist die thermische Energiedissipati-
on von großer Bedeutung und entscheidet dar¨uber, wie weit er in die oberen atmo-
sphärischen Schichten kommen kann. Benutzt man im Falle numerischer Simula-
tionen einen ‘ausschmierenden’ Strahlungstransportl¨oser (z.b. ESC1), wie in Abb.
4.15 dargestellt, so wird dieser daf¨ur sorgen, daß die Schockfront thermisch ausge-
schmiert wird und ‘nicht weit kommt’. Ein nicht ‘ausschmierender’ L¨oser (ESC2)
hingegen erh¨alt dieses hinter der Schockfront existierende Depot an thermischer
Energie aufrecht. Solange es existiert, kann der Schock als solcher weiterwandern.
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Abbildung 4.26: Markierung der Bereiche in denen die magnetische Flußschicht mit dem
ESC1– (weiß) und mit dem ESC2–L¨oser (dunkel) berechnet wird. Als Indikator diente ein
Residuensch¨atzer ([14]).
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Kapitel 5

Magnetfeldverstärkung durch
Konvektion

5.1 Hintergrund, bisherige Rechnungen

Außerhalb von Sonnenflecken ist der ¨uberwiegende Teil des magnetische Flusses in
der solaren Photosph¨are in magnetischen Flußr¨ohren konzentriert. Im sogenannten
flux–expulsion–Prozeß([69]) konzentrieren konvektive Str¨omungen den magneti-
schen Fluß in den Abstromgebieten zwischen den Granulen. Dieser Prozeß kann
für die in der unteren Sonnenphotosph¨are typischen Werte von Massendichte und
horizontaler Str¨omungsgeschwindigkeit von	 � � � ���� ����� und 
& � ���
km/s nur Flußr¨ohren mit einer Magnetfeldst¨arke von der Gr¨oßenordnung der̈Aqui-
partitionsfeldst¨arke� �

 
��	
�& von 0.5 kG erzeugen, nicht aber die beobachteten

Werte von 1.5 kG. Zur weiteren Magnetfeldverst¨arkung kann es durch eine abw¨arts-
gerichtete Str¨omung entlang der Feldlinien kommen, die eine partielle Evakuierung
der Magnetfeldkonzentrationen bewirkt. Diese hat ihre Ursache in der Zunahme
des magnetischen Drucks, welcher die horizontalen Str¨omungen, die heißere Mate-
rie aus der Umgebung der Magnetfeldkonzentrationen zu diesen hin transportieren,
so stark abschw¨acht, daß die radiative Energieabstrahlung und die damit verbun-
dene Abkühlung des Flußr¨ohreninneren durch konvektiven Energietransport nicht
mehr ausgeglichen werden kann. Aufgrund der andauernden radiativen Abk¨uhlung
und der starken Superadiabatizit¨at unterhalb der Photosph¨are kommt es entlang der
Feldlinien zu einer beschleunigten Abstr¨omung der abgek¨uhlten Materie und so-
mit zur Evakuierung der oberen Schichten. Zur Magnetfeldverst¨arkung und Aus-
bildung von Magnetfeldkonzentrationen im Kilogaußbereich kommt es dabei, weil
sich wegen des abnehmenden Gasdrucks innerhalb der Magnetfeldkonzentrationen
das Druckgleichgewicht mit der Umgebung nur einstellen kann, indem der magneti-
sche Druck entsprechend zunimmt. Dieser Prozeß wird auch alskonvektiver Kollaps
bezeichnet und ist f¨ur dünne Flußr¨ohren von Spruit (1978), Parker (1978), Webb
& Roberts (1978) und anderen anhand eines linearen Ansatzes und von Venkata-
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krishnan (1983, 1985) und Hasan (1985) mittels numerischer Simulationen studiert
worden ([85], [61], [73], [101], [102], [38]). Grossmann–Doerth et al. (1998) f¨uhr-
ten auch numerische Simulationen durch, wobei sie das vollst¨andige System der
MHD–Gleichungen l¨osten. Auch Beobachtungen lassen sich im Sinne dieses Pro-
zesses interpretieren ([108], [55]). Spruit (1978) fand mittels linearer Stabilit¨ats-
analyse, daß die typische Zeitskala, innerhalb der der konvektive Kollaps abl¨auft,
der hydrodynamischen Zeitskala entspricht. Hasan (1985) studierte den Prozeß un-
ter dem Einfluß eines horizontalen radiativen Energieaustausch durch Berechnung
der zeitabh¨angigen nichtlinearen MHD–Gleichungen in der N¨aherung d¨unner Fluß-
röhren. Er fand eine ¨uberstabile Oszillation mit einer Frequenz von���s, welche
die Folge der radiativen Heizung der durch den konvektiven Kollaps evakuierten
Flußröhre ist. Grossmann–Doerth et al. (1998) ([36]) simulierten 5 Minuten einer
sich ausbildenden magnetischen Flußschicht in einem ¨uber���� � ���� ��� aus-
gedehnten photosph¨arischen Bereich. Sie fanden, daß der Verst¨arkungsprozeß in-
nerhalb von ca. 100s abl¨auft. Die Stärke der Evakuierung, die maximale Feldst¨arke
und die Lebensdauer der Magnetfeldkonzentrationen h¨angen stark von dem im ge-
samten Rechengebiet enthaltenem magnetischen Fluß ab. Im Fall eines anf¨anglich
homogenen vertikalen Magnetfelds von 100 Gauß erreicht die Feldst¨arke nach etwa
150s ihr Maximum und das Zentrum der Flußkonzentration wird sehr hell, wobei
der Kontrast der Kontinuumsintensit¨at 150% erreicht. Die sich daran anschließen-
de Abnahme der Magnetfeldst¨arke wird von einer Abnahme des Kontrasts beglei-
tet und ist durch eine Aufstr¨omung, die sich in der oberen Photosph¨are zu einem
Schock aufsteilt, bedingt.

5.2 Simulationsresultate

Im Rahmen dieser Arbeit wurde die Ausbildung von Magnetfeldkonzentrationen
in der solaren Photosph¨are mit einem adaptiv arbeitenden 2D–MHD–Code der in
Kap. 2.8 beschriebenen und im weiteren als WDV–Code bezeichnet ist, numerisch
simuliert. Das Simulationsgebiet erstreckte sich horizontal ¨uber��� � ��� km und
vertikal zwischen 300 km ¨uber und 900 km unter����� � � und war damit 5 mal
breiter als das mit dem Grossmann–Doerth et al. (1998) ([36]) gearbeitet haben. Es
wurden 60 min solarer Magnetokonvektion simuliert. Die minimale und die maxi-
male Gitterweite betrugen�� km bzw.
� km. Es wurde die zeitliche Entwicklung
eines anfangs homogenen vertikalen Magnetfelds der St¨arke 100 Gauß, welches in
eine vollentwickelte solare Konvektion eingebracht wurde, untersucht.
In den Abbildungen 5.1, die die Magnetfeldlinien und die Temperaturisofl¨achen im
gesamten Rechengebiet zu 15 verschiedenen Zeitpunkten zeigen, ist in den ersten
9 Abbildungen sowohl der Flux–expulsion–Prozeß als auch der konvektive Kol-
laps erkennbar. Die letzten 6 Abbildungen stellen die Wechselwirkung zwischen
Magnetfeld und der solaren Granulation zu sp¨ateren Zeitpunkten dar. Das jeweils
zugehörige Geschwindigkeitsfeld ist in den Abbildungen 5.2 gezeigt.
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Abbildung 5.1: In den ersten 9 Bildern wird mittels Temperaturisofl¨achen und Magnet-
feldlinien für das gesamte Modellgebiet zu verschiedenen Zeitpunkten die Entstehung von
Magnetfeldkonzentrationen durch den sogenannten Flux–expulsion–Prozeß und den sich
in der zeitlichen Abfolge daran anschließenden konvektiven Kollaps gezeigt. Die letzten
6 Bilder zeigen die Wechselwirkung zwischen Magnetfeld und konvektiver Str¨omung zu
späteren Zeitpunkten.I, II undIII kennzeichnen die sp¨ater näher untersuchten Magnetfeld-
konzentrationen.
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Abbildung 5.2: Gezeigt sind die zu den Abbildungen 5.1 zugeh¨origen Strömungsmuster.
Die maximale Vektorpfeill¨ange entspricht einer Geschwindigkeit von 10.6 km/s.
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Im Weiteren werden drei magnetische Flußkonzentrationen, die sich innerhalb der
ersten 15 Minuten ausgebildet haben, n¨aher untersucht. Sie sind als Magnetfeld-
konzentrationen I, II und III bezeichnet, in den horizontalen Bereichen, die von
-6000 km bis -3500 km, von -2500 km bis -1000 km und von 500 km bis 3000 km
reichen, lokalisiert und haben nach 15 min Simulation bei7 � � typischen Brei-
ten von 200 km (I, II) bzw. 350 km (III). Die Abbildungen 5.3 und 5.4 stellen f¨ur
die Magnetfeldkonzentration I die zeitliche Entwicklung der Vertikalkomponente
des Magnetfelds�' bei den geometrischen H¨ohen7 � � und 7 � ��� km und
den Kontinuumsintensit¨atskontrast�2�� �2� &���2� & als Funktion der horizontalen
Position dar.2� und �2� repräsentieren die Kontinuumsintensit¨at bei���� Å und
ihren horizontalen Mittelwert. Abbildung 5.5 zeigt die Tiefenabh¨angigkeit des ver-
tikalen Geschwindigkeitsfeld
'. Alle Größen sind f¨ur 28 verschiedene Zeitpunkte
innerhalb der ersten 18 Simulationsminuten dargestellt. Aufgrund der innerhalb der
Magnetfeldkonzentrationen unterdr¨uckten Konvektion kommt es in ihren oberen
Bereichen zu einer deutlichen Abk¨uhlung und einer dadurch bewirkten starken Ab-
strömung (Abb. 5.5, Zeitpunkte��
 ��). Dies führt innerhalb der Magnetfeldkonzen-
tration zu einer Evakuierung der oberen Bereiche und einer Feldverst¨arkung auf 1.5
kG (Abb. 5.3, Zeitpunkte��, ���). Anschließend kommt es, wie in den Abbildungen
5.5 und 5.6 gezeigt im oberen Teil der Magnetfeldkonzentration zu Aufstr¨omungen
mit einer maximalen Amplitude von 2 km/s (Abb. 5.5, 5.6, Zeitpunkte�
 � ����
min, ��� � � min). Dies hat die Ursache darin, daß die abstr¨omende Materie in den
unteren Flußr¨ohrenbereichen auf Materie gr¨oßerer Dichte trifft und nach oben lau-
fende Druckwellen bewirkt. Diese f¨uhren zu einer Abschw¨achung der Abstr¨omung
innerhalb der mittleren und unteren Flußr¨ohrenbereiche und zu einer Aufstr¨omung
in den vorher evakuierten oberen Gebieten. Dadurch heizen die vorher abgek¨uhlten
Atmosphärenbereiche auf und die Magnetfeldst¨arke nimmt wegen des zunehmen-
den Gasdrucks wieder ab und erreicht nach 8.67 Minuten den Minimalwert von 0.8
kG (Abb. 5.3, Zeitpunkt���). Die weiterhin bestehende radiative Abk¨uhlung be-
wirkt anschließend wieder eine Abstr¨omung mit anschließender partieller Evakuie-
rung der oberen Bereiche und dem damit verbundenen Anstieg des magnetischen
Drucks. Die Feldst¨arke nimmt nach��� � ���� min den Wert von 1.0 kG an und
sinkt anschließend wieder ab. Dies ist wiederum mit Aufstr¨omungen innerhalb der
Magnetfeldkonzentration verbunden (Abbn. 5.5 und 5.6). Begleitet wird die Zu–
und Abnahme der Magnetfeldst¨arke durch Variationen des in Abb. 5.4 dargestell-
ten Kontrasts der Kontinuumsintensit¨at innerhalb der Magnetfeldkonzentration. Da
die Atmosphäre in der Magnetfeldkonzentration durch Abstrahlung abgek¨uhlt wird,
sinkt das����� � � Niveau in größere geometrische Tiefen ab. Die Umgebung der
Magnetfeldkonzentration ist in der gleichen geometrischen Tiefe sehr viel heißer als
die Magnetfeldkonzentration und heizt deren Inneres auf. Dadurch wird die Tem-
peratur relativ zur optischen Tiefe in der Umgebung angehoben und die von ihr
ausgesandte Kontinuumsintensit¨at innerhalb der Magnetfeldkonzentration steigt re-
lativ zu der der Umgebung an. Zu den Zeiten maximaler Feldst¨arke���, ��� und����
ist der Kontrast 30% gr¨oßer als zu den Zeiten niedrigerer Feldst¨arke (0.8 kG,�
 und
���).



106 KAPITEL 5. MAGNETFELDVERSTÄRKUNG DURCH KONVEKTION

Abbildung 5.3: Die Vertikalkomponente des Magnetfelds f¨ur den die Magnetfeldkonzen-
tration I enthaltenden Bereich zu verschiedenen Zeitpunkten f¨ur die geometrischen H¨ohen
von z=0 km (durchgezogen) und z=200 km (gestrichelt). Die gepunktete Linie stellt das
Niveau�' 
 � dar.
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Abbildung 5.4: Kontrast der Kontinuumsintensit¨at für den die MagnetfeldkonzentrationI
enthaltenden Bereich zu verschiedenen Zeitpunkten.
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Abbildung 5.5: Tiefenprofil der Vertikalkomponente des Geschwindigkeitsfeld innerhalb
der MagnetfeldkonzentrationI zu verschiedenen Zeitpunkten.
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Abbildung 5.6: Gezeigt ist das Str¨omungsmuster in einem von -5500 km bis -4500 km
horizontal und von 0 km bis 300 km vertikal ausgedehnten Bereich, der den oberen Teil der
MagnetfeldkonzentrationI für die ersten 12 der in Abb. 5.3 gezeigten Zeitpunkte darstellt.
Die maximale Vektorpfeill¨ange entspricht einer Geschwindigkeit von 5.2 km/s.
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Wie die Abbildungen 5.7, 5.9, 5.8 zeigen, durchl¨auft die Magnetfeldkonzentration
II eine qualitativ vergleichbare Entwicklung. Im Gegensatz zur Magnetfeldkonzen-
tration I ist die Variation des Kontrastes der Kontinuumsintensit¨at allerdings gr¨oßer
und beträgt 70%. Im Fall der dritten untersuchten Magnetfeldkonzentration (III) ist
die Entwicklung der der Magnetfeldkonzentration I, was die typischen Zeitskalen,
die Feldstärkemaxima (–minima) und die Variation des Kontrastes der Kontinuum-
sintensität anbetrifft, vergleichbar.
Nachdem die zweite Magnetfeldverst¨arkung stattgefunden hatte kam es nach der
14. Minute im Fall I, III und nach der 10. Minute im Fall II zu einer erneuten
Magnetfeldverst¨arkung. Diese ist von starken Abstr¨omungen mit Geschwindigkeit-
samlituden von bis zu 8 km/s verursacht worden. In der Tiefe7 � � betrugen die
resultierenden maximalen Feldst¨arken für die drei untersuchten Flußkonzentratio-
nen (I, II, III) 2.1, 1.9 und 2.3 Kilogauß [kG]. In den letzten 6 Bildern der Abbn. 5.1,
5.2 sind diese Magnetfeldstrukturen und das Geschwindigkeitsfeld f¨ur verschiede-
ne Zeitpunkte�� � �� min dargestellt. Die Magnetfeldgeometrie und die Magnet-
feldstärkeändern sich nach der 14. Minute im Falle der Magnetfeldkonzentrationen
I und III und der 10. Minute f¨ur II nur unwesentlich. Mit zunehmender Magnet-
feldstärke [Abbn. 5.10, 5.11 (linke Spalte)] werden die konvektiven Abstr¨omungen
in den oberen Bereichen der Magnetfeldkonzentrationen unterdr¨uckt, werden sehr
gering oder verschwinden ganz, wie in den Abbildungen 5.10, 5.11 (mittlere Spal-
te) für die Magnetfeldkonzentrationen I und II gezeigt, w¨ahrend in der Umgebung
der Magnetfeldkonzentrationen starke Abstr¨omungen mit Amplituden von bis zu 6
km/s weiterhin existent sind [Abbildungen 5.10, 5.11 (rechte Spalte)].
Mit fortschreitender Zeit�� % �� min� bleibt die Korrelation zwischen der Zu– und
Abnahme des Kontrasts und der Zu– und Abnahme der Magnetfeldst¨arke im Lau-
fe eines kollapsartigen Prozeß zwar bestehen, jedoch sinkt der Kontrast im Laufe
der Simulation ab und wird negativ. Dies h¨angt von dem magnetischen Fluß der
Magnetfeldkonzentrationen ab. Je mehr magnetischer Fluß sich ansammelt und je
größer die Feldst¨arken werden, desto breiter werden die Magnetfeldkonzentratio-
nen. Die typischen horizontalen Ausdehnungen der drei Magnetfeldkonzentratio-
nen entsprachen am Simulationsende denjenigen von kleinen magnetischen Poren
odermagnetic knots([92], [1]). Da die heißere Umgebung die radiative Abk¨uhlung
der breiten Magnetfeldkonzentrationen nicht mehr ausgleichen und deren Inneres
aufheizen kann, kommt es durch die andauernde radiative Abk¨uhlung zur weiteren
Abkühlung des Inneren der Magnetfeldkonzentrationen und zur Abnahme des Kon-
trasts der Kontinuumsintensit¨at. Dies steht im Einklang mit den von Deinzer et al.
(1984) ([17]) gefundenen Resultaten.
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Abbildung 5.7: Die Vertikalkomponente des Magnetfelds f¨ur den die Magnetfeldkonzen-
trationII enthaltenden Bereich, zu verschiedenen Zeitpunkten f¨ur die geometrischen H¨ohen
von z=0 km (durchgezogen) und z=200 km (gestrichelt).
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Abbildung 5.8: Tiefenprofil der Vertikalkomponente des Geschwindigkeitsfeld innerhalb
der MagnetfeldkonzentrationII zu verschiedenen Zeitpunkten.
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Abbildung 5.9: Kontinuumsintensit¨atskontrast f¨ur den die MagnetfeldkonzentrationII ent-
haltenden Bereich, zu verschiedenen Zeitpunkten.
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Abbildung 5.10: Links: Die Vertikalkomponente des Magnetfelds f¨ur die Magnetfeldkon-
zentrationI zu verschiedenen Zeitpunkten�� � �� min bei z=0 km. Mitte: Tiefenabh¨angig-
keit der Vertikalkomponente der Geschwindigkeit. Rechts: Horizontale Abh¨angigkeit der
Vertikalkomponente der Geschwindigkeit bei z=0 km.
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Abbildung 5.11: Links: Die Vertikalkomponente des Magnetfelds f¨ur die Magnetfeldkon-
zentrationII zu verschiedenen Zeitpunkten�� � �� min für z=0 km. Mitte: Tiefenabh¨angig-
keit der Vertikalkomponente der Geschwindigkeit. Rechts: Horizontale Abh¨angigkeit der
Vertikalkomponente der Geschwindigkeit bei z=0 km.
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5.2.1 Diskussion

Im Vergleich zu den von Grossmann–Doerth et al. (1998) ([36]) durchgef¨uhrten
Simulationen sind die typischen Zeitskalen innerhalb der der konvektive Kollaps
abläuft, länger. Bei Grossmann–Doerth et al. betr¨agt für ein 100 Gauß starkes ho-
mogenes Anfangsmagnetfeld die Zeitspanne bis der maximale Kontrast der Konti-
nuumsintensit¨at erreicht wird und die maximale Feldverst¨arkung stattgefunden hat
zwischen 2 und 3 Minuten, w¨ahrend es f¨ur die von mir untersuchten Magnetfeld-
konzentrationen I, II und III etwa 5 Minuten dauerte bis sich das erste Mal eine
Magnetfeldverst¨arkung mit einer resultierenden Feldst¨arke von 1.5 kG eingestellt
hat. Die weiteren Feldverst¨arkungen konnten Grossmann–Doerth et al. nicht fin-
den, da die von ihnen simulierte Zeitspanne von 5 min zu kurz war. Hasan (1985)
([38]) fandüberstabile Oszillationen mit einer Periode von���s.
In den hier simulierten 60 Minuten finden innerhalb der ersten 15 Minuten f¨ur al-
le drei Magnetfeldkonzentrationen vier Feldverst¨arkungen mit resultierenden Feld-
stärken im Kilogaußbereich statt. Abbildung 5.12 zeigt die zeitliche Variation der
Magnetfeldst¨arke für die Magnetfeldkonzentration I bei z=0. Die erste Feldverst¨ar-
kung findet nach etwa 4 min, die zweite nach 7–8 min, die dritte nach 10–11 min
und die vierte nach 13–14 min statt. Danach finden zwar noch zwei weitere deut-
liche Feldverst¨arkungen statt, die allerdings nicht weiter untersucht wurden, da sie
keinenÜbergang von der̈Aquipartitionsfeldst¨arke von 0.5 kG zur Feldst¨arke von 1
kG beschreiben, sondern einenÜbergang von 1.5 nach 2.4 kG, der denÜbergang
von einer Flußr¨ohre zur kleinen Poren darstellt.

Abbildung 5.12: Zeitliche Abhängigkeit der Magnetfeldst¨arke für die Magnetfeldkonzen-
trationI bei z=0 km.
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Die radiative Abkühlung innerhalb der Magnetfeldkonzentrationen und der kon-
vektive Kollaps bewirken starke Abstr¨omungen, die zur partiellen Evakuierung der
Magnetfeldkonzentrationen f¨uhren. Die abstr¨omende Materie trifft in den unteren
Flußröhrenbereichen auf Materie gr¨oßerer Dichte, was nach oben laufende Druck-
wellen bewirkt. Diese verursachen einerseits eine Abschw¨achung der Abstr¨omung
innerhalb der mittleren und unteren Flußr¨ohrenbereiche und andererseits eine Auf-
strömung in den vorher verd¨unnten oberen Gebieten. Dadurch heizen sich die vor-
her abgek¨uhlten Atmosph¨arenbereiche auf und die Magnetfeldst¨arke nimmt wegen
des zunehmenden Gasdrucks wieder ab. Unter dem Einfluß andauernder radiativer
Kühlung wiederholt sich dieser Vorgang und das System wird zu Schwingungen
angeregt, welche im Laufe der Simulation allerdings sehr starker D¨ampfung unter-
liegen, deren m¨ogliche Ursache die numerischen Diffusion sein k¨onnte. In letzter
Konsequenz f¨uhrt dies dazu, daß die in den ersten 15 Minuten ann¨ahrend periodisch
stattfindenden Feldverst¨arkungen unterbunden bzw. stark abgeschw¨acht werden und
bei der im Kap. 6.3.2 beschriebenen Schwingungsanalyse nicht mehr auftauchen.



Kapitel 6

Eigenschwingungen

6.1 Globale Schwingungsmuster der Sonne

In der solaren Photosph¨are und Chromosph¨are existierenglobale Schwingungsmu-
ster, die einen einen großen r¨aumlichen Wellenzahlbereich ¨uberdecken und von
Leighton et al. 1962 entdeckt ([51]) worden sind. Ihre Perioden liegen zwischen
� ��$ und�� ��$. Sie werden auch als5–Minuten–Oszillationenbezeichnet, da sie
bei entsprechenden 3.3 mHz die gr¨oßte Amplitude besitzen. Die korrespondieren-
den Geschwindigkeitsamplituden liegen zwischen 0.3–1.6 km/s. In der Photosph¨are
sind ihre typischen horizontalen Wellenl¨angen zwischen 20-40 Mm groß und somit
erheblich größer als die horizontalen Ausdehnungen der dort vorherrschenden gra-
nularen Strukturen.
Die Sonne ist in guter N¨aherung eine Gaskugel die sich im hydrostatischen Gleich-
gewicht befindet. Kleine St¨orungen der stabilen Gleichgewichtskonfiguration ru-
fen Rückstellkräfte hervor, die die Sonne um die Gleichgewichtslagen schwingen
lassen. Unter Vernachl¨assigung des Magnetfeldes sind diese R¨uckstellkräfte der
Druckgradient, welcher aus einer Kompression oder der Verd¨unnung eines Gas-
volumens herr¨uhrt, und der durch die Gravitation bedingte Auftrieb eines ausge-
lenkten Gasvolumens. Im Falle kleiner St¨orungen sind die zugeh¨orenden Wellen
die Schallwellen oderp–Modenund die Schwerewellen oderg–Moden. Im allge-
meinen ist weder der Zustand reiner Schallwellen, noch der reiner Schwerewel-
len realisiert, sondern Schwingungen, die entweder von der einen oder der anderen
Rückstellkraft dominiert werden. Die nachfolgenden Ausf¨uhrungen stellen einige
Aspekte der Theorie solarer Schwingungen dar [ s.a. Cox (1980) ([8]) und Stix
(1991) ([92])].
Ausgangspunkt einer formalen Beschreibung solarer Eigenschwingungen sind die
hydrodynamischen Grundgleichungen, welche aus den magnetohydrodynamischen
Grundgleichungen Gln. (2.5) unter der Annahme, daß kein Magnetfeld vorhanden
ist, folgen. Nimmt man an, daß es sich um adiabatische St¨orungen handelt, gilt in
erster Näherung folgender Zusammenhang zwischen einer Druck– und einer Dich-
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teschwankung:
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der zur adiabatischen Schallgeschwindigkeit in folgendem Verh¨altnis steht:
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Unter der Vernachl¨assigung von Rotation, großr¨aumigen Geschwindigkeitsfelden
und der Viskosit¨at und unter der weiteren Annahme, daß
�� � � ist und alle
Terme� �
���� (
 : hydrodynamische Geschwindigkeit,�: adiabatische Schallge-
schwindigkeit,� � �) vernachlässigbar sind, reduziert sich das hydrodynamische
Gleichungssystem erheblich und ist linearisierbar. Aus dieser Linearisierung, wel-
che in Stix (1991) ([92]) ausf¨uhrlich dargestellt ist, ergibt sich ein lineares homo-
genes Differentialgleichungssystem vierter Ordnung, dessen L¨osungsfunktionen als
Produkt von zeit–, winkel– und radiusabh¨angigen Anteilen folgendermaßen darge-
stellt werden kann:
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Unter Zuhilfenahme der Kugelfl¨achenfunktionen
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lassen sich die Schwingungsmuster eines einzelnen Punktes durch den Vektor
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-� und-� stellen dabei den horizontalen und vertikalen Anteil der vektoriellen Ver-
schiebung eines Gasvolumens aus seiner Gleichgewichtsposition dar. Die Anzahl
der Nullstellen der radialen Eigenfunktion-� bezeichnet man dabei als radiale Ord-
nung�.
;�� sind die Legendre Funktionen und��� der Normalisierungsfaktor:
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welcher so gew¨ahlt wurde, daß das Integral von�J���� über die Einheitskugel 1 er-
gibt. 6 repräsentiert die Breiteninformation bzw. beschreibt die Winkelentfernung
von der Polachse.I hingegen enth¨alt die Längenkreisinformation. Der Grad� (mit
� � � und� �

 
��� 	 ��) beschreibt die horizontale Wellenzahl,� auf der Ober-

fläche:
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(�: Sonnenradius)
und ist ein Maß daf¨ur, wieviele Knotenlinien (L¨angen– und Breitenkreise mit iden-
tisch verschwindender Amplitude) die Oberfl¨ache durchziehen. Der Betrag der azi-
mutalen Ordnung! ��� � ! � 	�� �!� gibt an, wieviele davon Meridiane sind.
Jedes Tripel��
 �
!� beschreibt eine potentielle Schwingungsm¨oglichkeit (Modus)
mit der zugeh¨origen Frequenz*, bzw. KreisfrequenzE. Unter Verwendung des
Lösungsvektor Gl. (6.4) ergibt sich ein System bestehend aus drei Differentialglei-
chungen, welches sich unter der Annahme, daß Fluktuationen im Gravitationspo-
tential aufgrund von Dichtefluktuationen vernachl¨assigbar sind, auf zwei Differen-
tialgleichungen erster Ordnung reduziert:
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Das Lösungsverhalten dieser beiden Gleichungen wird durch eine lokale Analyse
mittels asymptotischer Methoden transparent. Eine lokale Analyse bedeutet, daß
außer dem Druck und der Dichte;� und 	�, alle Koeffizienten des obigen Glei-
chungssystems konstant sein sollen. Dies approximiert die Verh¨altnisse in einem
Bereich, in dem sich das Gleichgewichtsmodell im Vergleich zur Wellenl¨ange der
Störung nur wenig ¨andert. Insofern die oszillatorischen St¨orungen nachfolgend dar-
gestellte Form haben:
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ergibt sich im Falle einer geschichteten isothermen Atmosph¨are folgende Dispersi-
onsrelation ([92]):
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mit den Hilfsgrößen
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( undK repräsentieren die Schwerebeschleunigung und die Brunt–V¨aisälä–Frequenz
und haben folgende Formen:
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Der radiale und der horizontale Anteil des Wellenvektors wird von,� und,� be-
schrieben. Als Grenzf¨alle ergeben sich aus Gl. (6.12) die Dispersionsrelationen f¨ur
reine Schall– und reine Schwerewellen ([92]):
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Für große� folgt daraus:
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wobei der Winkel< der Winkel zwischen der Vertikalen und der Ausbreitungsrich-
tung der Welle ist. In Bereichen mit,�� % � existieren oszillatorische L¨osungen, in
Bereichen mit,�� $ � sind die Lösungen exponentiell ansteigend oder abfallend.
Die konvektive Instabilit¨at tritt fürK � $ � ein. Abbildung 6.1 stellt diese Bereiche
in einem sogenannten diagnostischen Diagramm dar.
Diese mehr oder weniger groben Betrachtungen haben folgende Konsequenzen f¨ur
die solaren Oszillationen:

� Die beobachteten 5–min–Oszillationen sind aufgrund der Wellenzahlen, des
Grades� und der Frequenz den solaren p–Moden zugeordnet.

� Die Oszillationen sind in der solaren Atmosph¨are, welche eine akustische
Cutoff–Frequenz von 5.2 mHz besitzt, evaneszent.
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Abbildung 6.1: Das diagnostisches Diagramm zeigt die Frequenzregionen in denen die
Lösungen, welche der Dispersionsrelation Gl. (6.12) entsprechen, liegen. Die durchgezo-
genen Linien entsprechen+� 
 �. In den p–Moden– und g–Moden–Bereichen sind die
Lösungen r¨aumlich oszillatorisch. Im evaneszenten Bereich sind sie exponentiell abfallend.

� Die solare Atmosph¨are repräsentiert den oberen Deckel einer Kavit¨at, in der
sich aus einw¨arts und ausw¨artslaufenden Wellen stehende Wellen ausbilden
können. Der untere Reflexionspunkt#� folgt aus der Dispersionsrelation Gl.
(6.12) für ,�� � �:
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Abb. 6.2 zeigt seine Abh¨angigkeit von dem Grad�.

Abbildung 6.2: Tiefe des inneren Reflektionspunkt in Einheiten des Sonnenradius im Falle
von 6�� 
1.5, 2.25, 3, 3.75 und 4.5 mHz ([92], S.168)

Abb. 6.3 stellt den Ausbreitungsweg zweier p–Moden mit großem und kleinem�
schematisch dar. Nahe an der Sonnenoberfl¨ache verschwindet die Horizontalkom-
ponente des oszillatorischen Geschwindigkeitsfeld. Sobald jedoch eine leichte Nei-
gung des Wellenvektors vorliegt nimmt diese mit zunehmender Tiefe hin zu, was
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damit zu erklären ist, daß der Teil einer Wellenfront, der in tieferen, heißeren atmo-
sphärischen Bereichen lokalisiert ist, sich schneller ausbreitet. In einer bestimmten
Tiefe besitzt der Wellenvektor nur noch eine horizontale Komponente und die Wel-
lenfront wird faktisch nach oben reflektiert. F¨ur große� liegt der untere Reflekti-
onspunkt nahe der Sonnenoberfl¨ache, während er f¨ur kleine� in tieferen Regionen
liegt. Im Zusammspiel beider Reflektionspunkte wandern solche p–Moden um die
Sonne.
Deubner führte 1975 Beobachtungen der ruhigen Sonne f¨ur die solare 5–Minuten–

Abbildung 6.3: Schematische Darstellung des Ausbreitungswegs von zwei p–Moden mit
großem und kleinem,, die um die Sonne wandern ([92], S.168)

Oszillationen (��� mHz) in hoher räumlicher und zeitlicher Aufl¨osung für � �
��� durch ([18]). Diese unterzog er einer Power– oder Frequenzanalyse. Zu einer
Fourier–oder Poweranalyse l¨asst sich ganz allgemein sagen, daß die relative St¨arke
eines Schwingungsmodes durch das Frequenzleistungs– oder Powerspektrum be-
schrieben wird. Dabei ist& �,� die Fouriertransformierte einer Funktion5�0
 �� des
Ortsraums, welche im aktuellen Fall die Geschwindigkeitsfluktuationen darstellt.
& �,� stellt eine Entwicklung nach orthonormalen Eigenfunktionen, den trigono-
metrischen Funktionen, dar und wird durch eine Transformation vom Orts-in den
Frequenzraum vollzogen. Eine solche Entwicklung l¨aßt sich sowohl f¨ur räumlichen
als auch für zeitlichen Variationen durchf¨uhren (im weiteren beschreibt, allgemein
die Frequenz einer Schwingung). Der Betrag von�& �,�� ist die Amplitude einer
Schwingung mit der Frequenz,. Das Betragsquadrat�& �,��� der Fouriertransfor-
mierten& �,� wird als Frequenzleistungsspektrum oder Powerspektrum; �,� be-
zeichnet ([92], [66], [3]).
Deubner bestimmte die Abh¨angigkeit des Powerspektrums von der FrequenzE und
dem Grad�. Die Resultate, in einem,–E–Diagramm dargestellt, zeigen, daß sich
die Power entlang diskreter Linien konzentriert, welche mit den Frequenzen, der
solaren akustischen Eigenschwingungen, ¨ubereinstimmen (Abb. 6.4). Damit konn-
ten die von Ulrich 1970 ([99]) theoretisch vorhergesagten Frequenzintervalle der
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p–mode–ridgeserstmals experimentell nachgewiesen werden. Mittels verschiede-
ner Beobachtungen ([7], [22], [24], [23]) wurde f¨ur einen Frequenzbereich von
��� �=) � * � ��� �=) und einen�–Bereich� � ��� die Power bestimmt und
die Ergebnisse von Deubner ([18]) best¨atigt und auf einen gr¨oßeren Frequenz– und
�–Bereich ausgedehnt. Arbeiten von Deubner ([19])s zeigen, daß zwischen den ‘p–
mode–ridges’ ein kontinuierliches koh¨arentes Geschwindigkeitsfeld existiert und ,
daß das photosph¨arische Geschwindigkeitsfeld schon f¨ur den Fall der ruhigen Son-
ne sehr komplex ist. Neueste Langzeitbeobachtungen, die entweder auf einer in

Abbildung 6.4: p–mode–ridgesin der+�� � Ebene. Die Isolinien stellen das aus Beobach-
tungen gewonnene Power ([18]) dar, w¨ahrend die gestrichenen Linien die dazu korrespon-
dierenden Resultate aus einem theoretischen Sonnenmodel sind ([92], S.154)

großer geographischer Breite lokalisierten Meßstation, w¨ahrend des polaren Som-
mers oder mittels eines Netzwerks aus Beobachtungsstationen [Gong (Harvey et
al. 1996), Bison (Chaplin et al. 1996a), Iris (Fossat 1991), Ton (Chou et al. 1995),
[50], [6],[27]], oder aber mittels des Michelson–Doppler–Imager (MDI) des Sate-
litten SOHO gemacht wurden ([20]), liefern zeitlich hochaufgel¨oste Zeitreihen. Die
korrespondierenden,–E–Diagramme solcher Beobachtungen zeigt mehr als 30 sol-
cherp–mode–ridges. Der zugeh¨orige Frequenzbereich liegt zwischen 1. und 8 mHz.
Der Grad� überdeckt den Bereich von� � �
 � � � 
 ���. Der Vergleich zu den von
Deubner (1979) ermittelten Resultaten (� � ��
 � � � 
 ����) zeigt eine deutliche Er-
weiterung hin zu kleinen�.
Kohärente Schwingungsmuster mit Perioden von einigen Minuten wurden auch in
numerischen Simulationen der solaren Konvektion gefunden. Dabei wurden von
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Stein et al. (1988) und Stein & Nordlund (1988) starke Schwingungen in Frequenz-
bereichen gefunden, die den Eigenschwingungen des Modellgebiets entsprechen
(Stein et al. (1990); [89]). Steffen et al. (1991) fanden starke Schwingungsbeitr¨age
in Frequenzbereichen, die nahe der akustischencut–offFrequenz der Atmosph¨are
�� � �� mHz ([88]) liegen.
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6.2 Schwingungen kleinskaliger Magnetfeldkonzen-
trationen

Da die direkte Beobachtung von kleinr¨aumigen magnetischen Strukturen durch das
Auflösungsverm¨ogen der optischen Instrumente im Zusammenspiel mit den atmo-
sphärischen Brechungsindexfluktuationen begrenzt ist ([77], [92]), lassen sich bis-
lang nur durch Einsatz indirekter Diagnosetechniken Erkenntnisse ¨uber deren ther-
modynamische Strukturierung gewinnen ([92]). Um Aufschl¨usseüber die oszilla-
torischen Geschwindigkeitsmuster in diesen kleinr¨aumigen Magnetfeldkonzentra-
tionen zu erzielen, f¨uhrten Giovanelli et al. (1978), Wiehr (1985), Solanki (1986),
Volkmer et al. (1995) ([32], [31], [33], [107], [79], [80], [103]) spektropolarime-
trische Beobachtungen durch. Die von Giovanelli et al. gezeigten Resultate, wur-
den durch simultane Beobachtungen in zwei Spektralinienzentren eines einzigen
Punktes in der Sonnenscheibenmitte gewonnen. Dabei wurden zwei verschiedene
Linienpaare untersucht. Das eine Paar setzte sich aus zwei Fe–I–Absorptionslinen
bei 5250Å und 5233Å zusammen. Das andere bestand aus der Fe–I– und der
Mg–I–Absorptionsline bei 5166̊A und 5183Å. Zusätzlich wurde parallel dazu
in �9 �@ � 
�
� �̊� beoachtet. Die photosph¨arischen Fe–I–Linien bei 5250̊A
und bei 5233Å entstehen ann¨ahrend in derselben atmosph¨arischen Tiefe, so daß
die Dopplerverschiebungen der Linienkerne, bewirkt durch nach außen wandern-
de Wellen, etwa zur selben Zeit wahrnehmbar waren. In der chromosph¨arischen
Mg I 5183 Å Linie tauchten sie 19 sec sp¨ater auf. Die typischen Geschwindig-
keitsamplituden wuchsen mit zunehmender atmosph¨arischer Höhe an, so betrugen
sie etwa���� km/s in der photosph¨arischen Fe–I–Linie bei 5166̊A, ���� km/s
in der chromosph¨arischen Mg–I–Line (5183̊A ) und ���� km/s in�9, der Spek-
trallinie mit der größten Entstehungsh¨ohe. Die Perioden betrugen etwa 5 min in
den Fe–I–Linien und der Mg–I–Linie, allerdings nur noch 3 min in�9. Die starke
Kopplung der Schwingungsmuster innerhalb und außerhalb der Magnetfeldkonzen-
trationen deuten entweder auf eine starke Wechselwirkung dieser Bereiche hin oder
auf denselben Anregungsmechanismus. Giovanelli et al. schlossen daraus auf sich
ausbreitende Wellen, welche eine Phasengeschwindigkeit von 100 km/s besitzen.
Roberts (1983)([72]) verglich diese Resultate mit theoretischen Berechnungen, die
er unter Annahme derNäherung d̈unner Flußr̈ohren und durch Linearisierung der
Gleichungen erhielt ([68]). Dabei bedeutet d¨unn, daß der Flußr¨ohrenradius viel ge-
ringer als die Wellenl¨ange der Flußr¨ohrenwelle ist. Er identifizierte die von Gio-
vanelli gefundenen koh¨arenten Geschwindigkeitsmuster mit longitudinalen Wellen,
den sogenanntensausage–modes. Giovanelli et al. (1978) und Wiehr (1985) ([32],
[107]) fanden, daß oszillatorische Schwingungsmuster innerhalb der magnetischen
Flußröhren im großen und ganzen in Phase mit denen der nichtmagnetischen Umge-
bung zu sein scheinen. Diese starke Kopplung von externem und internem Schwin-
gungsverhalten legt die Vermutung eines großskaligen Hintergrundsmuster beste-
hende aus den 5–min–Oszillationen nahe. Die von Volkmer et al. (1995) ([103]) mit-
tels spektropolarimetrischer Beobachtungen gewonnenen Resultate zeigen zus¨atz-
lich zu den 5 min Oszillationen auch Schwingungsmuster in einem Frequenzbereich
von
� �� mHz, jenseits der akustischenCutoff–Frequenzder Atmosph¨are, welche
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von densausage–modesder Magnetfeldkonzentrationen herr¨uhren könnten ([68]).
Abb. 6.5 stellt das entsprechende Powerspektrum der vertikale Geschwindigkeits-
komponente dar. Durch theoretische Untersuchungen von Defouw (1976), Roberts

Abbildung 6.5: Powerspektrum der zeitlichen Entwicklung der Sichtlinien–
Geschwindigkeitskomponente innerhalb einer Flußr¨ohre [Volkmer et al. ([103])].

& Webb (1978, 1979), Spruit (1981 a,b), Edwin & Roberts (1982) ([16], [73], [74]
[87], [86] [25]) ist das Schwingungsverhalten von isolierten Flußr¨ohren im Falle
eines ungeschichteten Mediums gut verstanden. Die grunds¨atzlichen Muster die-
ser Schwingungen, welche von den Magnetfeldkonzentrationen beschrieben und
im weiteren als Flußr¨ohrenwellen bezeichnet werden, sind in Abb. 6.6 dargestellt.
Das Schwingungsverhalten von isolierten zweidimensionalen Flußschichten einge-
bettet in ungeschichteten Atmosph¨aren wurde von Cram & Wilson (1975), Roberts
(1981b) und von Edwin & Roberts (1982) ([9], [71], [25] theoretisch studiert. Alle
diese Untersuchungen basieren auf linerarisierten St¨orungsrechnungen f¨ur ein idea-
les Plasma in der sich die St¨orungen adiabatisch ausbreiten. Im Fall einer magne-
tischen Flußr¨ohre in einer gravitativ geschichteten Atmosph¨are beschr¨anken sich
die theoretischen Untersuchungen aufdünne Flußr̈ohren. Roberts & Webb (1978,
1980) ([73], [74], [76], [75]) studierten das Schwingungsverhalten einer isolier-
ten magnetischen Flußr¨ohre in einer gravitativ geschichteten Atmosph¨are anhand
von linearen Analysen, auch unter Ber¨ucksichtigung der Strahlungsd¨ampfung. Das
Magnetfeld besitzt in diesem Fall nur eine Vertikalkomponente, ist homogen in-
nerhalb der R¨ohre und variiert in vertikaler Richtung. Das System der zeitabh¨angi-
gen MHD–Gleichung f¨ur diedünnen Flußr̈ohrenhat nachfolgend dargestellte Form
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Abbildung 6.6: Wellentypen einer zylinderf¨ormigen Flußr¨ohre ([87])

([16], [73], [84]):
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(+ 
 /.�/3$, ) 
 �$�/3$, �� : Druckskalenh¨ohe,�� : Gasdruck im ¨außeren Gebiet,
�
 : Gasdruck in der Flußr¨ohre,� : vertikale Magnetfeldkomponente).
Dabei ergibt sich unter der Annahme konstanter Temperatur�� � �
 � ����� der
Druck zu���7� � �� +0���7����. Gl. (6.18) sich aus der Kombination von Konti-
nuitäts– und Induktionsgleichung zusammen.
Die Alfv éngeschwindigkeit
� � ������	���� undA � ������ sind aufgrund der
gemachten Annahmen h¨ohenunabh¨angig und mit� � � � ����� (�: Querschnitts-
fläche der Flußr¨ohre) folgt für die ungest¨orte Röhre:

� � 	 � �� � /.0 ��7���� 
 � � ��� � /.0 ��7����� � (6.20)
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Die linearisierte Form der Gleichungen Gl. (6.17) – Gl. (6.19) l¨aßt sich im Falle
adiabatischer St¨orungen, unter Vernachl¨assigung der Strahlungsd¨ampfung und mit
der Annahme das�
 � ��
 �
 
'� ist (longitudinale Wellen), zu einer Gleichung f¨ur
die Geschwindigkeitsst¨orung zusammenfassen, die eine L¨osung der Form

�7
 �� � 
� +0���7���� 	 ),7 	 )E�� hat.
Die Dispersionsrelation hat folgende Form:
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Für die sogenanntetube speedgilt:
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(�!: Schallgeschwindigkeit,= � �����: Adiabatenexponent).
Im Falle einer endlichen Druckskalenh¨ohe ist eine vertikale Ausbreitung longitu-
dinaler Flußröhrenwellen�,� % �� nur für Frequenzen m¨oglich, die größer als die
sogenannte Cutoff–FrequenzE�� sind, welche erstmals von Defouw (1976) ([16])
abgeleitet wurde:
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Unter Einbeziehung der Strahlungsd¨ampfung bekommt die Dispersionsrelation fol-
gende Gestalt ([76], [75]):
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Dabei erfolgt der Strahlungsenergieaustausch zwischen Flußr¨ohre und ihrer Um-
gebung entsprechend dem Newtonschen Abk¨uhlungsgesetz, d.h. proportional zur
Temperaturdifferenz zwischen R¨ohre und Umgebung, innerhalb der von Spiegel &
Unno (1966) ([81], [100]) abgeleiteten Strahlungsrelaxationszeit:

�( �
��

�
3(�� �

�
� � 3(	

"
������3(	"�

���
(6.25)

(3(: Rosselandsche Absorptionskoeffizient Gl. (4.4),": Flußröhrendurchmesser,�:
Stefan–Boltzmann–Konstante,��: spezifische W¨armekapazit¨at).
Für die transversalen R̈ohrenwellen (kink–modes)einer dünnen Flußr¨ohre, die in
einer isothermen Atmosph¨are eingebettet ist, hat Spruit (1981) ([87], [86]) eine Di-
spersionsrelation abgeleitet. Dabei lag die Annahme zu Grunde, daß die Flußr¨ohre
sich im Temperaturgleichgewicht mit ihrer Umgebung befindet und die transversale



6.3. SCHWINGUNGSANALYSE NUMERISCHER SIMULATIONEN 133

Verschiebung- der Röhre folgender Bewegungsgleichung gehorcht:
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Diese Gleichung hat L¨osungen der Form- � -� +0��)E� 	 ),7 � 7����� mit der
Dispersionrelation:
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A � ������ � ����� beschreibt das Verh¨altnis von kinetischem Gasdruck� und
dem magnetischem Druck. Die Geschwindigkeit einer solchen transversalen–Welle
(kink–Welle) ist diekink–Geschwindigkeit:

��	 � A
�����A 	 �� � 	
����	� 	 	
� � (6.28)

Eine Ausbreitung derkink–Wellenist nur für Frequenzen oberhalb dercutoff–Frequenz
E�� möglich:
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Grundsätzlich entspricht die Annahme einer d¨unnen Flußr¨ohre in den oberen Berei-
chen der Photosph¨are und in der Chromosph¨are nicht den realen Verh¨altnissen. Da
dort die Dichte– und Druck–Skalenh¨ohen sehr gering sind, ist die Bedingung, daß
der Flußröhrenradius viel kleiner als die lokale Druckskalenh¨ohe�� �# � ����
ist, nicht erfüllt. Des Weiteren wird die Kr¨ummung vernachl¨assigt obwohl diese in
diesen Bereichen stark zunimmt, da sich die Flußr¨ohren sehr stark aufweiten. So-
mit variieren das Magnetfeld und die atmosph¨arischen Bedingungen stark mit dem
Abstand# von der Flußr¨ohrenachse und der atmosph¨arischen H¨ohe7, so daß der
Linearisierungsansatz nur in beschr¨anktem Maße anwendbar ist.

6.3 Schwingungsanalyse numerischer Simulationen

Im Folgenden werden drei zeitabh¨angige Simulationen kleinskaliger Magnetfeld-
konzentrationen anhand von Fourieranalysen (Poweranalysen) ([3]), die in Kap.
6.1 einführend erläutert werden, auf ihr typisches Schwingungsverhalten untersucht
und die Resultate mit dem linearen Ansatz verglichen. Auf der einen Seite wurden
die Resultate aus zwei 2–D–MHD–Simulationen [Steiner et al. (1998) ([90])] (im
folgenden mittube und pore bezeichnet) einer solchen Analyse unterzogen und
dienten zum Vergleich mit den Resultaten der von mir mit dem WDV–Code durch-
geführten Simulation. Die beide Simulationen unterscheiden sich im magnetischen
Fluß und der simulierten Zeit. Die Randbedingungen und die numerischen Metho-
den sind in Tabelle 6.1 kurz und in Steiner et al. ([90], [91]) ausf¨uhrlich erläutert.
Die Anfangslösungen in den Simulationsl¨aufen I und II bestehen aus einem plan-
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parallelen Photosph¨arenmodell ([83]) in welches eine magnetische Flußschicht ein-
gebettet ist. Diese ist im Falltubebeim Niveau����� � � etwa 300 km breit, hat
eine maximale Magnetfeldst¨arke von etwa 1 kG und befindet sich im horizonta-
len Druckgleichgewicht. Simuliert wurden 40 min reale Zeit. Die Anfangsl¨osung
im Simulationslauf II unterschied sich von der destube–Runin der Breite der ma-
gnetischen Flußschicht, die bei����� � � etwa 800 km betr¨agt und eine maximale
Feldstärke von etwa 3 kG hat. In diesem Fall betrug die simulierte Zeitspanne etwa
45 min. Abb. 6.7 und Abb. 6.8 zeigen das Geschwindigkeitsfeld und die Magnet-
feldlinien zu verschiedenen Zeitpunkten f¨ur dentube–und denpore–Run. In allen
drei Fällen betrug die zeitliche Aufl¨osung 1 Sekunde, was einer maximal aufl¨osba-
ren Frequenz, derNyquistfrequenz, von 250 mHz entspricht.
Nachfolgend sind die Unterschiede zwischen beiden 2–D–MHD–Codes (WDV–
Code und ST–Code) und die verwendeten Anfangs–und Randbedingungen in Ta-
belle 6.1 aufgelistet:

Vergleich der 2–D–MHD–Codes und der Konfigurationen

Charakteristika WDV–Code ST–Code
Gitterzellen-
geometrie unstrukturiertes Dreiecksgitter kartesisches Gitter

lokale Gitteradaption statisches Gitter
Rechengebiet

horizontal [km] horizontal [km]
12000 2400

vertikal [km] vertikal [km]
1200 1400

Randbedingungen
seitlich periodisch periodisch
oben geschlossen,.�

.'
� � geschlossen,.�

.'
� �

unten offen geschlossen
Anfangsbedingungen homogenes�� � ��
 �
 �'� magn. Flußschicht in

in vollentwickelte hydro- HD–Konvektion
dynamische (HD) Konvektion

Strahlungstransport grau, ESC1/2 (Kap. 4) grau,
‘short–charakteristics’ (Kap. 4)

Tabelle 6.1: Vergleich der beiden 2–D–MHD–Codes (WDV–Code und ST–Code) und den
benutzten Anfangs–und Randbedingungen und Strahlungstransportl¨oser.
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Abbildung 6.7: Magnetfeldlinien und Geschwindigkeitsfeld (Vektorpfeildarstellung) ver-
schiedener Zeitpunkte destube–Run. Die Zeitpunkte sind in der oberen rechten Bildecke in
entdimensionierten Einheiten angezeigt und entsprechen 40.8, 47.2, 54.2, 60, 66.6 und 73.6
Minuten.
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Abbildung 6.8: Magnetfeldlinien und Geschwindigkeitsfeld (Vektorpfeildarstellung) ver-
schiedener Zeitpunkte despore–Run. Die Zeitpunkte sind in der oberen rechten Bildecke
in entdimensionierten Einheiten angezeigt und entsprechen 98.5, 106.8, 115.4, 123.8, 131.9
und 139.8 Minuten.
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6.3.1 Fourier– oder Poweranalyse der Resultate des ST–Code

In den beiden untersuchten Simulationen sind innerhalb und außerhalb der Ma-
gnetfeldkonzentrationen, wie in den Abbildungen 6.9 und 6.10 gezeigt, Schwin-
gungsmuster zu sehen. Daher wurden die Simulationsresultate einer Poweranaly-
se unterzogen. Zu diesem Zweck ist das Rechengebiet in ein magnetisches und
ein schwachmagnetisches Teilgebiet aufgeteilt worden. Als magnetisch ist in je-
der Höhe 7 der Teilbereich bezeichnet worden in dem�' % ��� Gauß ist. Als
schwachmagnetisch derjenige in dem�' $ ��� Gauß war. In den Teilgebieten
sind dann zu jedem Zeitpunkt horizontale Mittelwerte sowohl des vertikalen als
auch des horizontalen Geschwindigkeitsfeldes gebildet worden. Die Zeitreihe die-
ser höhenabh¨angigen horizontal gemittelten Geschwindigkeitskomponenten wurde
einer Poweranalyse unterzogen. Die Abbildungen 6.11 und 6.12 zeigen f¨ur die Mo-
delletubeundporedie Powerspektren der vertikalen Geschwindigkeitskomponente
für das schwachmagnetische (oben) bzw. magnetische Teilgebiet (unten) in Einhei-
ten des maximalen Powerwertes des Powerspektrums f¨ur das schwachmagnetische
Gebiet.

Abbildung 6.9: Zeitliche Entwicklung des horizontal und vertikal gemittelten vertikaler
Massenfluß des schwachmagnetischen (oben) und des magnetischen Teilgebietes (unten),
beim Modelltube.
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Abbildung 6.10: Zeitliche Entwicklung des horizontal und vertikal gemittelten vertikalen
Massenfluß des schwachmagnetischen (oben) und des magnetischen Teilgebietes (unten),
beim Modellpore.



6.3. SCHWINGUNGSANALYSE NUMERISCHER SIMULATIONEN 139

Abbildung 6.11: Oben: Powerspektrum des vertikalen Geschwindigkeitsfeld-' des
schwachmagnetischen Teilgebietes des Modellstube, als Funktion der geometrischen Tiefe
& im Modell und der Frequenz. Unten: Entsprechend das f¨ur das magnetische Teilgebiet.
Beide Powerspektren sind in Einheiten des maximalen Powerwertes des Powerspektrums
für das schwachmagnetische Gebiet dargestellt.
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Abbildung 6.12: Oben: Powerspektrum f¨ur das Modellporedes vertikalen Geschwindig-
keitsfeld-' des schwachmagnetischen Bereichs als Funktion der geometrischen Tiefe& in
der Atmosph¨are und der Frequenz. Unten: Entsprechend das f¨ur das magnetische Teilgebiet.
Beide Powerspektren sind in Einheiten des maximalen Powerwertes des Powerspektrums
für das schwachmagnetische Gebiet dargestellt.
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Für beide Modelle gibt es im schwachmagnetischen Fall einen dominanten Schwin-
gungsmode bei etwa 4 mHz und kleinere Beitr¨age bei 1–3, 5-6, 7 und 8 mHz [Abb.
6.11 (oben), 6.12 (oben)]. Im magnetischen Gebiet gibt es neben dem dominanten 4
mHz Beitrag noch weitere signifikante Beitr¨age bei 2, 5-6, 8 und 10 mHz [Abb. 6.11
(unten), 6.12 (unten)]. Die Powerspektren f¨ur das schwachmagnetische und das ma-
gnetische Teilgebiet des Modellspore unterscheiden sich nicht stark voneinander.
Dies liegt daran, daß das Verh¨altnis zwischen magnetischem Fluß und horizonta-
ler Boxausdehnung sehr viel gr¨oßer ist als beim Modelltube, so daß ein sehr viel
größerer Bereich der Rechenbox mit Magnetfeld ausgef¨ullt ist, da die Magnetfeld-
konzentration aufgrund des nach oben hin abnehmenden Gasdrucks in den oberen
Schichten sehr stark expandiert. Die Powerbeitr¨age beim Modellporesind deutlich
größer als die vergleichbaren Beitr¨age beim Modelltube.
Zur Ausbildung stehender Wellen ist eine aus einer unteren und einer oberen Refle-
xionsebene aufgebaute Kavit¨at notwendig (Kap. 6.1). Die obere Reflexionsebene,
die etwa im Bereich des Temperaturminimums liegt, dort wo die atmosph¨arischen
Cutoff–Frequenz am gr¨oßten ist, fällt mit dem oberen geschlossenen Rechenge-
bietsrand zusammen. Die Lage der unteren Reflexionsebene wird durch Gl. (6.16)
bestimmt und liegt entsprechend der vertikalen Gesamtausdehnung der Rechen-
box für globale auf der Sonne beobachtete Eigenmoden mit� � ���
 � � � 
 ����
im Rechengebietsinneren. Das Frequenzspektrum der globalen Schwingungsmuster
reicht von 1.3 bis 5.5 mHz. Die Schwingungsmode mit der gr¨oßten Amplitude liegt
bei einer Frequenz von 3.3 mHz. Die in den Powerspektren der schwachmagneti-
schen und magnetischen Teilgebiete der Modelletubeundporemarkanten Schwin-
gungsbeitr¨age bei 4 und 8 mHz repr¨asentieren stehende akustische Wellen. Der Ver-
gleich dieser stehenden Wellen mit den solaren Eigenmoden mit definiertem�, de-
ren Umkehrpunkt gerade mit dem unteren Rand der Box zusammenfallen zeigt, daß
die Powerbeitr¨age der stehenden Wellen aufgrund der vertikalen Ausdehnungen des
Rechenbietes unrealistisch groß sind und mit den Bedingungen auf der Sonne nicht
übereinstimmen. Im schwachmagnetischen Fall destube– und despore–Run ent-
sprechen die kleineren Beitr¨age bei 5–6 mHz der atmosph¨arischen Cutoff–Frequenz
für die obere Photosph¨are (Kap. 6.1), die in Abb. 6.13 (a) dargestellt ist. In beiden
magnetischen F¨allen zeigt ein Vergleich mit den, aus der in Kap. 6.2 skizzierten
linearen Analyse folgenden Cutoff–Frequenzen f¨ur diesausage–modesoder longi-
tudinalen Flußr¨ohrenwellen mit und ohne Einbeziehung der Strahlungsd¨ampfung
[Abb. 6.13 (b), (c)], daß die bei 5–6 mHz liegenden Peaks der Cutoff–Frequenz der
longitudinalen Flußr¨ohrenwellen und der atmosph¨arischen Cutoff–Frequenz ent-
sprechen. Erstere berechnen sich nach der Gl. (6.23) (ohne Strahlungsd¨ampfung)
und der Gl. (6.24) (mit Strahlungsd¨ampfung) unter Verwendung der zeitlich und ho-
rizontal gemittelten Vertikalprofile von=�7�, ���7�, 
��7�, �(�7�, �!�7� und�� �7�.
Die bei 9–10 mHz liegenden Betr¨age könnten von longitudinalen Flußr¨ohrenwellen
herrühren, deren Frequenzen gr¨oßer als die entsprechende Cutoff–Frequenz [Gln.
(6.23), (6.24)] sind und von Volkmer et al. (1995) ([103]) auch beobachtet wer-
den. Jede weitere Interpretation der Resultate in Richtung der linearen Resultate
erscheint allerdings problematisch, da in beiden Simulationen in den Bereichen f¨ur
7 % ���� km, die Näherung der d¨unnen Flußr¨ohren nicht mehr gilt, weil sich
die Magnetfeldkonzentration aufgrund des abnehmenden Gasdrucks sehr stark auf-
weitet und sich der Zustand normaler Schallwellen einstellt. Die Abbildungen 6.14
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Abbildung 6.13: (a) Lokal Cutoff–Frequenz der Atmosph¨are im Falle destube– und
des pore–Modells. (b) Kink–modesoder transversalen Flußr¨ohrenwellen. (c) Cutoff–
Frequenzen innerhalb der magnetischen Struktur f¨ur die sausage–modesoder longitudi-
nalen Flußr¨ohrenwellen ohne Strahlungsd¨ampfung und mit Strahlungsd¨ampfung (d).

zeigen die Powerspektren der horizontalen Geschwindigkeitskomponente im ma-
gnetischen Fall f¨ur beide Modelle. Die Beitr¨age bei 0–2 mHz repr¨asentieren die hy-
drodynamische Zeitskala in der granulare Muster vergehen und neuentstehen und
verdeutlichen somit den Einfluß der hydrodynamischen Str¨omungen, die auch das
horizontale Schwingungsmuster der Magnetfeldkonzentrationen dominieren. Der
Vergleich der Frequenzbereiche, in denen im Powerspektrum deutliche Beitr¨age
vorhanden sind, mit der aus der linearen Analyse folgenden Cutoff–Frequenz der
transversalen Flußr¨ohrenwellen oderkink–modes[Abb. 6.13 (b)] zeigt keinëUber-
einstimmungen.



6.3. SCHWINGUNGSANALYSE NUMERISCHER SIMULATIONEN 143

Abbildung 6.14: Powerspektrum des horizontalen Geschwindigkeitsfeld-& des magneti-
schen Bereichs f¨ur die beiden Modelletube(oben),pore (unten) als Funktion der geome-
trischen Tiefe& und der Frequenz. Beide Powerspektren sind in Einheiten des maximalen
Powerwertes des Powerspektrums f¨ur das schwachmagnetische Gebiet dargestellt.
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6.3.2 Analyse der Resultate des WDV–Code

Analog zu den mit dem ST–Code durchgef¨uhrten Simulationen zeigt die, mit dem
WDV–Code durchgef¨uhrte 60 Minuten lange Simulation der Wechselwirkung von
konvektiven Str¨omungen und Magnetfeldkonzentrationen, sowohl innerhalb als auch
außerhalb von Magnetfeldkonzentrationen Schwingungsmuster. F¨ur drei der sich
innerhalb der ersten 15 Minuten gebildeten Magnetfeldkonzentrationen (Kap. 5)
sind diese Schwingungsmuster f¨ur die folgenden 40 Minuten in Abb. 6.15 dar-
gestellt. Zur Analyse wurde das gesamte Rechengebiet analog zum Fall der ST–
Simulationen in ein schwachmagnetisches und magnetisches Teilgebiet unterteilt.
Die Analyse des magnetischen Teilgebiets zerfiel dabei in die separate Untersu-
chung der drei ausgebildeten Magnetfeldkonzentrationen, die in Abbildung 5.1 (ganz
unten) mit I, II und III gekennzeichnet sind. Es sind drei horizontale Bereichen, die
von -6000 km bis -3500 km, von -2500 km bis -1000 km und von 500 km bis 3000
km reichen, definiert worden. In jedem dieser definierten Bereiche wurde als h¨ohen–
und zeitunabh¨angiger Indikator zur Unterscheidung zwischen magnetischem und
schwachmagnetischem Teilbereich die Gr¨oße der Feldst¨arke�' herangezogen. Als
magnetisch ist in jeder H¨ohe7 der Teilbereich bezeichnet worden in dem�' % ���
Gauß ist. Als schwachmagnetisch derjenige in dem�' $ ��� Gauß war. Zu jedem
Zeitpunkt ist anschließend das vertikale Geschwindigkeitsfeld f¨ur jeden der drei
Bereiche sowohl f¨ur das magnetische als auch f¨ur das schwachmagnetische Gebiet
horizontal gemittelt worden. Im Anschluß daran sind die Zeitreihen einer Power-
analyse unterzogen worden. Die Abbildung 6.16 zeigt das Powerspektrum des ver-
tikalen Geschwindigkeitsfeld des schwachmagnetischen Gebiets (oben) und das Po-
werspektrum des vertikalen Geschwindigkeitsfeld in der Magnetfeldkonzentration
I (unten). Im Vergleich zum letzteren sind in der Abbildung 6.17 die vergleichba-
ren Powerspektren der Magnetfeldkonzentrationen II (oben) und III (unten) darge-
stellt. Alle Powerspektrum sind mittels der Bildung eines laufenden Mittelwertes
über jeweils 3 Punkte gegl¨attet und die Powerbeitr¨age in Einheiten des maximalen
Powerbeitrags des Powerspektrums f¨ur das schwachmagnetische Gebiet dargestellt
worden. Das Powerspektrum f¨ur das schwachmagnetische Gebiet zeigt deutliche
Powerbeiträge bei 0.5–2, 3–5 und 6-7 mHz. W¨ahrend die markanten Beitr¨age im
Frequenzbereich von 0.5–2 mHz die hydrodynamische Zeitskala in der granulare
Muster vergehen und neuentstehen repr¨asentiert. Sie verdeutlichen somit den Ein-
fluß der hydrodynamischen Str¨omungen. Die Beitr¨age bei 3–5 und 6–7 mHz haben
stehende akustische Wellen deren Entstehung in Kap. 6.3.1 bereits diskutiert wurde
und die atmosph¨arische Cutoff–Frequenz, die in Abbildung 6.18 (a) dargestellt ist
als Ursache.
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Abbildung 6.15: Horizontal und vertikal gemittelte kinetische Energie des schwachmagne-
tischen (a) und f¨ur die drei untersuchten MagnetfeldkonzentrationenI (b), II (c), III (d).
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Abbildung 6.16: Oben: Powerspektrum des vertikalen Geschwindigkeitsfeld-' im
schwachmagnetischen Bereich als Funktion der geometrischen Tiefe& und der Frequenz.
Unten: Powerspektrum des vertikalen Geschwindigkeitsfeld-' innerhalb der Magnetfeld-
konzentrationI. Die Powerbeitr¨age sind in Einheiten des maximalen Powerbeitrags des Po-
werspektrums f¨ur das schwachmagnetische Gebiet dargestellt.
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Abbildung 6.17: Oben: Powerspektrum des vertikalen Geschwindigkeitsfeld-' innerhalb
der MagnetfeldkonzentrationII , als Funktion der geometrischen Tiefe& und der Frequenz.
Unten: Analog für die MagnetfeldkonzentrationIII . Die Powerbeitr¨age sind in Einheiten des
maximalen Powerbeitrags des Powerspektrums f¨ur das schwachmagnetische Gebiet darge-
stellt.
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Die Powerspektren der drei betrachteten Magnetfeldkonzentrationen I, II, und III
sind in den Abbildungen 6.16 (unten) und 6.17 [(oben), (unten)] gezeigt. Das der
Magnetfeldkonzentration I zugeh¨orende Powerspektrum zeigt deutliche Beitr¨age
bei 0–2 und bei 3–4.5 mHz. Erstere r¨uhren von dem in Abbildung 6.15 (b) ge-
zeigten innerhalb der ersten 12 Minuten bestehenden Trend im Geschwindigkeits-
feld her. Dieser k¨onnte zum Teil in den, die Magnetfeldkonzentration umgebenden
hydrodynamischen Str¨omungen und deren typischen Zeitskala von 10–12 Minuten
die Ursache haben. Die Beitr¨age bei 3–4.5 mHz wurden von stehenden akustischen
Wellen bewirkt. Es gibt keine nennenswerten Beitr¨age für Frequenzen* % � mHz.
Das Powerspektrum der Magnetfeldkonzentration II zeigt im Bereich von 0–4 mHz
markante Beitr¨age, die die gleiche Ursache wie im Fall I haben k¨onnten. Es zeigt
keine Beiträge bei der Cutoff–Frequenz der longitudinalen Flußr¨ohrenwellen. Das
Powerspektrum der Magnetfeldkonzentration III zeigt drei deutliche Beitr¨age bei 0–
4 mHz und 6–8 mHz, die nach zunehmenden Frequenzen geordnet analog zu I und
II die Ursache einer langfristigen durch die externen Str¨omungen bewirkten Ent-
wicklung sein kann und akustischen Eigenschwingungen und der Cutoff–Frequenz
der longitudinalen Flußr¨ohrenwellen zugeh¨oren. Der Vergleich der innerhalb der
Magnetfeldkonzentrationen vorhandenen Powerbeitr¨age bei 6 mHz, die die Cut–off
Frequenz der longitudinalen Flußr¨ohrenwellen repr¨asentieren, mit der in Kap. 6.2
erläuterten Cutoff–Frequenz f¨ur die sausage–modes, die in Abb. 6.18 (b), (c) und
(d) dargestellt sind, zeigt im Rahmen der Frequenzungenauigkeit, die von der Ge-
samtlänge der Zeitreihe (40 min) bestimmt wird und bei 0.4 mHz liegt, nur im
Fall der Magnetfeldkonzentration III leichtëUbereinstimmungen. Diese Cutoff–
Frequenzen wurden ohne Ber¨ucksichtigung der Strahlungsd¨ampfung für die drei
Magnetfeldkonzentrationen nach der Gl. (6.23) unter Verwendung der zeitlich und
horizontal gemittelten Vertikalprofile von=�7�, ���7�, 
��7�, �(�7�, �!�7� und
�� �7� für I, II und III berechnet. Der Fall mit Strahlungsd¨ampfung unterscheidet
sich nicht wesentlich und wird daher nicht dargestellt. Allerdings ist wie schon im
Falle der ST–Resultate (Kap. 6.3.1) erl¨autert, jede Interpretation der Powerbeitr¨age
in Richtung der linearen Resultate, aus bereits erl¨auterten Gr¨unden problematisch.
Keine der untersuchten Magnetfeldkonzentrationen zeigt deutliche Schwingungs-
beiträge, welche den in Kap. 5 beschriebenen, in den ersten 15 Minuten mit einer
Periode von etwa 3 Minuten stattfindenden Magnetfeldverst¨arkungen eindeutig zu-
weisbar sind. Dies liegt zum einen daran, daß zur Schwingungsanalyse nur die Re-
sultate schon ausgebildeter Magnetfeldkonzentrationen herangezogen werden (f¨ur
� % �� min) und diese Schwingungsbeitr¨age entweder durch die numerische Dif-
fusion bereits wegged¨ampft sein könnten oder weil aufgrund der starken radiativen
Abkühlung innerhalb der Magnetfeldkonzentrationen die Temperatur und der Gas-
druck mit der Zeit so stark abnahmen, daß f¨ur � % �� min A � � wurde, sich der
Zustand reiner Schallwellen mit Ausbreitungsgeschwindigkeiten� �

� einstellte
und die zugeh¨origen Perioden entsprechend gr¨oßer wurden und somit keine ein-
deutige Zuweisung zwischen den Powerbeitr¨agen und den Periode der Magnetfeld-
verstärkungen vornehmen lassen. Ein qualitative Untermauerung dieser Vermutung
stellt der Vergleich der Schwingungsperioden stehender akustischer Wellen inner-
halb der Magnetfeldkonzentrationen dar. W¨ahrend die Frequenzen innerhalb der
Magnetfeldkonzentrationen (I, II, III) nach der 10. Minute 3.3, 3.2 und 3.2 mHz
betrugen, nahmen die Ausbreitungsgeschwindigkeiten f¨ur � % �� min sehr stark ab
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und die Perioden entsprechend zu. Zum Zeitpunkt� � �� min betrugen die Fre-
quenzen nur noch 2.1, 1.9 und 2.2 mHz.
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Abbildung 6.18: Lokale Cutoff–Frequenz der mittleren Schichtung (a). Cutoff–
Frequenzen der longitudinalen Flußr¨ohrenwellen ohne Strahlungsd¨ampfung für die unter-
suchten MagnetfeldkonzentrationenI (b), II (c) undIII (d).
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Die Abbildung 6.19 zeigt das Powerspektren der horizontalen Geschwindigkeits-
komponente im Fall der Magnetfeldkonzentration I. Da sich die Powerspektren f¨ur
die anderen beiden Magnetfeldkonzentrationen nur unwesentlich von dem der Ma-
gnetfeldkonzentration I unterscheiden, wird auf sie nicht weiter eingegangen. Der
Hauptbeitrag liegt im Bereich von 0–2 mHz und ist analog zu den Powerspek-
tren der vertikalen Geschwindigkeitskomponente die Ursache eines langfristigen
Trends, der von den außerhalb der Magnetfeldkonzentrationen existierenden hydro-
dynamischen Str¨omungen bewirkt wurde.

Abbildung 6.19: Powerspektrum des horizontalen Geschwindigkeitsfeld-& im Fall der
MagnetfeldkonzentrationI. Die Powerbeitr¨age sind in Einheiten des maximalen Powerbei-
trags des Powerspektrums f¨ur das schwachmagnetische Gebiet dargestellt.

6.3.3 Diskussion

Es wurden drei Simulationsl¨aufe analysiert. Zwei davon wurden mit dem ST–Code
und einer mit dem WDV–Code durchgef¨uhrt. Die unterschiedlichen Konfiguratio-
nen sind in Tab. 6.1 erl¨autert. Da der WDV–Code mit einem wesentlich besse-
ren Strahlungstransportl¨oser arbeitet, 5 mal gr¨ossere horizontale Ausdehnung be-
sitzt und mit einem offenen unteren Rand arbeitet, sollten die mit ihm berech-
neten Lösungen den wirklichen Verh¨altnissen in den untersuchten solaren Berei-
chen näher kommen, als die mit dem ST–Code erzielten Resultate. Im schwach-
magnetischen Bereich gibt es bei den ST–Resultaten nur bei 4 mHz von stehenden
akustischen Wellen bewirkte deutliche Powerbeitr¨age. Kaum nennenswerte Power-
beiträge gibt es im Frequenzbereich von 5–10 mHz. Die WDV–Resultate f¨ur den
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schwachmagnetischen Fall hingegen zeigen zus¨atzlich zu dem 4 mHz Beitrag ver-
gleichbar große Beitr¨age im Bereich von 0-2 und 6-8 mHz, die der Konvektion und
der atmosph¨arischen Cut–off Frequenz entsprechen. Im magnetischen Fall zeigen
die mit dem ST–Code gewonnenen Resultate sowohl im Modellfalltube, als auch
im Modellfall pore signifikante Beiträge bei 3, 4, 6, 8, und 10 mHz. Dabei sind
die Beiträge bei 3–4 mHz am gr¨oßten. Die Beitr¨age bei 6–8 mHz entsprechen der
Cut-off der longitudinalen Flußr¨ohrenwellen. Beitr¨age bei 10 mHz r¨uhren von sich
ausbreitenden akustischen Wellen her. Die WDV–Resultate im magnetischen Fall
zeigen für alle drei Magnetfeldkonzentrationen signifikante Beitr¨age zwischen 0
und 3.5 mHz. Das Maximum im Fall I liegt im Bereich von 0.5–2 mHz und ist die
Ursache eines langfristigen Trends in der vertikalen Geschwindigkeitskomponente,
der zum Teil in den die Magnetfeldkonzentration umgebenden hydrodynamischen
Strömungen die Ursache haben k¨onnte. Kleinere Beitr¨age bei 3–4 mHz werden von
akustischen Eigenschwingungen bewirkt. Im Fall II liegt das Maximum wiederum
im Bereich von 0.5–2 mHz. Weitere Beitr¨age, die dieselben Ursachen haben wie
im Fall I, liegen bei 3.5 mHz. Im Fall III verh¨alt es sich ann¨ahrend wie im Fall
II, mit dem Zusatz, daß der Beitrag bei 3.5 mHz sehr viel breiter ist und bis 4.5
mHz reicht. Die Beitr¨age bei 0.5 und 2 mHz gibt es in den ST–Resultaten nicht. Die
im Falle der WDV–Simulationen existierenden markanten Beitr¨age im Bereich von
3–4 mHz werden akustischen Eigenschwingungen zugeschrieben und lassen sich
aufgrund des Frequenzbereichs mit globalen Eigenschwingungen mit definiertem�
�� � ���
 � � � 
 ����� (5–min Oszillationen), deren untere und obere Reflexionsebe-
ne gerade mit dem Rechengebietsunter– und Rechengebietsoberrand zusammen-
fallen, vergleichen. Diese Beitr¨age gibt es im ST–Falle auch, allerdings gibt es im
WDV–Fall keine Beiträge im Bereich von 6–10 mHz. Die von Volkmer et al. (1995)
([103]) beobachtet wurden. Sie scheinen durch die in Kapitel 5.2.1 bereits erw¨ahnte
numerische Diffusion sehr stark abged¨ampft und somit ‘ausgeschmiert’ zu werden.
Es werden nur die großskaligen wahrgenommen.



Kapitel 7

Ausblick

Die mittels zweidimensionaler Simulationen gewonnenen Erkenntnisse ¨uber die
Wechselwirkungen von kleinskaligen Magnetfeldkonzentrationen und konvektiven
Strömungen und die damit direkt verbundenen Schwingungsmuster der Magnet-
feldkonzentrationen geben einen Einblick in die in diesen atmosph¨arischen Berei-
chen ablaufenden physikalischen Prozesse. Allerdings lassen sich die quantitativen
Resultate nur unter Vorbehalt auf die Sonne ¨ubertragen, da die Str¨omungsmuster
im gesamten Rechengebiet aufgrund der fehlenden dritten Raumdimension von den
realen Str¨omungszust¨anden abweichen. Somit stellen die durchgef¨uhrten zweidi-
mensionalen Simulationen eine Vorstufe auf dem Weg zu dreidimensionalen Simu-
lationen dar und dienen als Test der numerischen Verfahren im Rahmen einer realen
Anwendung. Gemeinsam mit A. Dedner, M. Wesenberg entwickle ich gegenw¨artig
einen 3D–MHD-Code, der bis auf die zus¨atzliche Raumdimension alle Eigenschaf-
ten des WDV–Code besitzt und mit dem in Zukunft realistische dreidimensionale
Simulationen der Wechselwirkung von Magnetfeld und konvektiven Str¨omungen
durchgeführt werden sollen.
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Kapitel 8

Anhang

8.1 Anhang A: Impliziter–Runge–Kutta –L öser (IRK–
Methode)

Wie schon in Kap. 4.2.1 kurz erw¨ahnt gab es bei der numerischen L¨osung der Strah-
lungstransportgleichung Gl. (4.1) Probleme beim Einsatz expliziter Verfahren (ex-
plizite RK, Gauss–Legendre, Romberg etc.) Dies ist in der Tatsache, daß der Ab-
sorptionskoeffizient3 für atmosph¨arische Bereiche� � ����� � � proportional
� �� und	� ist, begründet. Aufgrund dieser Abh¨angigkeiten spricht man auch von
einem ‘steifen System’. Steife Systeme sind im allgemeinen dadurch charakteri-
siert, daß sich die L¨osung am Anfang des Integrationsintervalls sehr schnell ¨andert
(man spricht von der transienten Phase) und dann sehr bald die glatte Phase er-
reicht (Abb.8.1). In dieser sind die Ableitungen der L¨osung<��� von moderater
Größe (��<�������� � 	���). Somit empfahl sich zur L¨osung der linearen gew¨ohn-

glatte Phase

transiente Phase

t

y(t)

Abbildung 8.1: Transiente und glatte Phase einer steifen L¨osung

lichen DGL. (4.14) der Einsatz eines impliziten Runge–Kutta–Verfahrens. Dieses
erfordert im Falle einer linearen DGL. nur die L¨osung eines linearen Gleichungssy-
stems. Formal stellt sich die Klasse der impliziten Runge–Kutta–Verfahren f¨ur ein
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spezielles Anfangswertproblem

<���� � 5��
 <����
 <���� � <� (8.1)

und sein Integral¨aquivalent

<��� � <� 	

��
��

5��
 <����"� (8.2)

folgendermaßen dar ([95]):

�
 �
��
�	�

A
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Konkret läßt sich nun die Strahlungstransportgleichung Gl.(4.1) entlang einer ’short-
charakteristic’ mittels eines impliziten Runge–Kutta–Verfahrens in nachfolgend dar-
gestellter Form l¨osen.

2� � 2� 	
�

��

��
�

5��
 2����"� �

��
�

�3���	���4��� � 3���	���2����"� (8.7)

2� � 2� 	 /�=�,� 	 =�,�� (8.8)

,� � 5��� 	 ��/
 <� 	 /�A��,� 	 A��,��� (8.9)

,� � 5��� 	 ��/
 <� 	 /�A��,� 	 A��,��� (8.10)

Mit 5��
 2���� � 3	4 � 3	2 folgt:

,� � 3�	�4� � 3�	�2� � 3�	�A��,�/� 3�	�A��,�/ (8.11)

,� � 3�	�4� � 3�	�2� � 3�	�A��,�/� 3�	�A��,�/ (8.12)

(8.13)

für ,�, ,� ein Gleichungssystem mit zwei Unbekannten:
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��
	�, � �� (8.14)
�, � ���

�	 � �� (8.15)

(8.16)
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folgt für den Vektor�,:
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