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“... Eines zu sein mit allem, das ist Leben der Gottheit, das ist der Himmel des
Menschen.

Eines zu sein mit allem, was lebt, in seliger Selbstvergessenheit wiederzukehren ins
All der Natur, das ist der Gipfel der Gedanken und Freuden, das ist die heilige Ber-
geslohe, der Ort der ewigen Ruhe, wo der Mittag seine Stbwind der Donner
seine Stimme verliert und das kochende Meer der Woge des Kornfelds gleicht.
Eines zu sein mit allem was lebt! Mit diesem Worte legt die Tugenditteezden
Harnisch, der Geist des Menschen den Zepter weg, und alle Gedanken schwinden
vor dem Bilde der ewigeinigen Welt, wie die Regeln des ringenderstiers vor
seiner Urania, und das eherne Schicksal entsagt der Herrschaft, und aus dem Bun-
de der Wesen schwindet der Tod, und Unzertrennlichkeit und ewige Jugend beseligt,
versctonert die Welt.

Auf dieser Hbhe steh ich oft, mein Bellarmin! Aber ein Moment des Besinnens wirft
mich herab. Ich denke nach und finde mich, wie ich zuvor war, allein, mit allen
Schmerzen der Sterblichkeit, und meines Herzens Asyl, die ewig einige Welt, ist hin;
die Natur verschliel3t die Arme, und ich stehe wie ein Fremdling vor ihr, und verste-
he sie nicht.

Ach!'war ich nie in eure Schule gegangen. Die Wissenschaft, der ich in den Schacht
hinunter folgte, von der ich, jugendlicbricht, die Beshtigung meiner reinen Freu-

de erwartete, die hat mir alles verdorben.

Ich bin bei euch so recht veiimftig geworden, habe gndlich mich unterscheiden
gelernt von dem, was mich umgibt, bin nun vereinzelt in dediseh Welt, bin so
ausgeworfen aus dem Garten der Natur, wo ich wuchs uabté] und vertrockne

an der Mittagsonne.

Oh ein Gott ist der Mensch, wenn eatrmt, ein Bettler, wenn er nachdenkt “

Holderlin, Hyperion oder der Eremit in Griechenland
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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden die Entstehung von kleinskaligen Magnetfeldkonzentratio-
nen, ihre Wechselwirkung mit photosgischen Stsinungsmustern und ihr Schwin-
gungsverhalten mittels zweidimensionaler Simulationen der solaren Magnetokon-
vektion studiert.

e Es wurde ein numerisches Verfahren zosluig der Strahlungstransportgleichung
entwickelt, das unalarigig von der Gittergeometrie auf 2— und 3—-dimensionalen
Rechengittern arbeiten kann. Dieses Verfahren ergibt bei vergleichbarer Rechenzeit
einen um bis zu zwei @GRenordungen kleineren numerischen Fehler als bisheri-
ge Ldser, was sich insbesondere in den optischrnggh Regionen stark auswirkt.
Zusatzlich dazu knnen die starken Opaatsvariationen im Rechengebiet, welche
von der starken Temperaturabigigkeit der Opazit hertihren, problemlos verar-
beitet werden.

¢ Mit einem neuentwickelten 2D-MHD-Code (WDV-Code), der mit einem ad-
aptiven Gitterkonzept, einem offenen unteren Rand und dem neuen Strahlungs-
transportbser arbeitet, wurde die Ausbildung kleinskaliger Magnetfeldkonzentra-
tionen als Folge der Wechselwirkung zwischen magnetischem Fluf3 und konvekti-
ven Stomungen in einem 12 000 km breiten und 1200 km tiefen photosgttien
Auschnitt simuliert. Dazu ist ein anfangs homogenes, vertikales Magnetfeld mit ei-
ner Feldsarke von 100 Gaul} in die vollentwickelte hydrodynamische Konvektion
eingebracht worden. Horizontale &mnuingen transportieren den magnetischen Fluf3
in die konvektiven Abstromgebiete, wodurch Magnetfeldkonzentrationen entstehen.
Die fortdauernde radiative itilung bewirkt innerhalb der Magnetfeldkonzentratio-
nen versarkte Abstoimungen, die zu einer Evakuierunghtén. Dadurch kommt es

zu einer Versafkung des Magnetfeldes auf Werte im Bereich von 1-2 kG.

¢ Die dynamische Wechselwirkungen von Magnetfeldkonzentrationen mit konvek-
tiven Stomungen ist in Form einer Schwingungsanalyse untersucht worden. Es
wurden eine mit dem WDV-Code und zwei mit dem ST-Code [Steiner et al. (1994)
([91])] durchgetihrte Simulationen analysiert. Der ST-Code arbeitet ohne Gittera-
daption, mit geschlossenem unteren Rand und einenoheriichen Strahlungs-
transportbser. Ausserhalb der Magnetfeldkonzentrationen zeigen die Resultate bei-
der Codes starke Bedtge, die durch akustische Eigenschwingungen (4 mHz) und
die Cutoff-Frequenz der Atmosate (5—6 mHz) bewirkte werden. Die WDV-Resul-
tate zeigen zwdzlich noch deutliche von der Konvektion (0—2 mHz) und akusti-
schen Eigenschwingungen (3 und 7-8 mHz) verursachtedgeitrinnerhalb der
magnetischen Gebiete ergeben sich in beiddlek von akustischen Eigenschwin-
gungen (4 mHz) und der Cutoff-Frequenz der longitudinalen Blufériwellen (5—

6 mHz) bewirkte Beitage. Im Falle des WDV-Codes zeigen sich grol3e Bgéei

0—2 mHz und 3-4 mHz, die von der Konvektion und den akustischen Eigenschwin-
gungen bewirkt werden. Im Gegensatz zum ST—Code zeigt der WDV-Code keine
Beitrage bei 8—-10 mHz.



Kapitel 1

Einfuhrung, Motivation und
Uberblick

Die sichtbare Oberiche der Sonne zeigt eine wabenartige Strukturierung, welche
als Granulationbezeichnet wird. Ihre Ursache sind die aus der unter der Photo-
sphdre liegenden Konvektionszone aufsteigenden heil3en Gasblasen. Sie besitzen
typische Durchmesser von etwa 1000 km und sind durdtikGebiete, in denen

die Materie wieder nach unten sinkt, voneinander getrennt. Die typische Zeitskala,
in der ein einzelnes Granulum von seinem Auftauchen bis zu seinem Verschwin-
den beobachtbar ist, batgt zwischen 5-10 min. Das Verschwinden der einzelnen
Granulen kann auf zwei unterschiedliche Arten vonstatten gehen. Auf der einen
Seite fragmentieren grofRe Granulen, d.h. sie dehnen sich aus und zerfallen in zwei
oder mehrere kleine Granulen. Auf der anderen Seite verringern kleinere Granu-
len unter dem Druck ihrer Nachbarn ihredBe und dsen sich schliel3lich ganz

auf ([65], [97]). Dieses instati@ré Granuluationsmuster kennzeichnet wlibi-

gen d.h. die unmagnetischen Gebiete der Sonne. In anderen Gebieten wird diese
granulare Struktur lokal durch Magnetfeldansammlungeroge®ie aufilligsten

und gol3ten sind dieSonnenfleckemit charakteristischen Durchmessern von ei-
nigen zehntausend Kilometern. Sie bestehen aus einem dunklen Kern, der Umbra,
mit einer Magnetfeldstrke von ca. 3 kG, die von der nicht ganz so dunklen, stark
zerfaserten Penumbra umgeben ist (Abb. 1.1). Am anderen Ende des beobachtba-
ren GoRenspektrums stehen kleinskalige Magnetfeldkonzentrationen, im Folgen-
den auchFlu3rohrengenannt, welche bei Beobachtungen im kontinuierlichen Licht
oder in Spektrallinien oft als kleiatimige signifikante Aufhellungen erkennbar
sind (Abb. 1.1) und sich vorwiegend in den konvektiven Abstromgebieten befin-
den. Da in der solaren Phot@sp 'und Konvektionszone die elektrische Lasify-

keit des Plasmas sehr grol3 ist, gilir flie magnetische Reynoldszahl|, > 1

(R, = UL/n ; n: magnetische Diffusiat, U: typische Geschwindigkeit, L: typi-

sche langenskala). In diesem Fall wird vamngefrorenen Feldliniegesprochen,

d.h. die magnetischen Feldlinien folgen den zu ihnen senkrechten Bewegungen des
Plasmas und die horizontalen @miingen konzentrieren den magnetischen Fluf3 in
konvektiven Abstromgebieten, so dal’ die kleinskaligen Magnetfeldkonzentrationen
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Abbildung 1.1: Ausschnitt eines Sonnenflecks mit einem dunklen Kern, der Umbra und
der filamentierten Penumbra. Die Beobachtung ist im Wediege¢hbereich von 5500
Adurchgeﬁhrt worden. Kleinaumige Magnetfeldkonzentrationen sind als signifikante
Aufhellungen sichtbar und tauchen vorwiegend in intergranularen Gebieten auf. Die Ge-
samtbnge der weil3 dargestellten Skala bgtr10 Bogensekunder (7500 km) [Aufnahme

F. Kneer, Sonnenobservatorium Teneriffa]

als das Resultat der dynamischen Wechselwirkung eines Magnetfelds mit den kon-
vektiven Stomungsmustern verstanden werdeumssen.

Die beobachteten typischen Durchmesser solcher &tun betragen einige 100

km, was an der Grenze deaurilichen Aufbsungsvermagen heutiger Teleskope
liegt. Ihnen wird eine wichtige Bedeutung bei der koronalen Heizung beigemessen.
Photosphrische Stoimungen khnten die Flulbtiren einerseits so stark stteln,

dal3 magnetohydrodynamische Wellen in der oberen Konvektionszone und Photo-
sphare erzeugt werden, die sich in die obere Sonnenatnaosphisbreiten und dort

ihre Energie dissipieren. Andererseitsnkiten sich durch die Ful3punktbewegun-
gen Magnetfeldkonzentrationen gegenseitiger Palairt den oberen atmosah-

schen Gebieten aahérn, Stromschichten bilden und unter Dissipation magneti-
scher Energieekonnektiereund so diese Bereiche heizen ([60], [63], [62]).
Zugsitzlich zu den lokal erzeugten magnetohydrodynamischen Wellen besitzt die
Sonne eine Vielzahl von globalen akustischen Eigenschwingungen, die ein groRes
Spektrum von aumlichen Wellenzahlenberdecken. Sie existieren sowohl in der
ruhigen Photosré und Chromosgaré als auch in Sonnenflecken und Fai$en.
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Sie wurden im Fall der ruhigen Sonne von Leighton et al. entdeckt ([51]) und sind
von Giovanelli et al. (1978), Solanki et al. (1992) und Volkmer et al. (1995) auch
in magnetischen FlulZkonzentrationen beobachtet worden. Sie besitzen eine Periode
von etwa 300 s und werden mit den akustischen Eigenschwingungen identifiziert.
Da Sonnenflecke sehr grofl3 und dadurch leichter beobachtbar sind, ist ihre thermo-
dynamische Struktur besser verstanden als die der klemigen Flul3konzentra-
tionen und etwaige Schwingungsmuster lassen sich bessesawuilind zuordnen.

Um Aufschlisseuber die Schwingungsmuster klemiger FlulRkonzentrationen

zu erzielen, sind Zeitseriemuinlich und zeitlich hochaufgaester Beobachtungen
notwendig, die sehr schwierig unter den Bedingungen bodengebundener Messun-
gen zu erlangen sind. Da direkte Beobachtungen von ldemigen magnetischen
Strukturen durch das AufSungsvermgen des optischen Instruments, insbesonde-
re aber die Brechungsindexfluktuationen der Erdatmaspbégrenzt sind ([77],
[92]), lassen sich Erkenntnissdér ihre thermische Struktur und ihre innere Dy-
namik bislanguberwiegend durch Einsatz indirekter Diagnosetechniken wie z.B.
durch Spektralbeobachtungen polarisierter Strahlung gewinnen ([92], [80]).

Da die Dynamik kleinskaliger Magnetfeldkonzentrationen nur wenig verstanden ist
und aus den skizzierten @rden nur wenige Beobachtungen existieresthei wir

in Form numerischer Simulationen einen theoretischen Weg. Dadurch erhoffen wir
Aufschltisseuber die grundlegenden physikalischen Prozesse, die zur Ausbildung
von Magnetfeldkonzentrationemltiren unduber charakteristische Schwingungs-
muster und deren zugeténde Anregungsprozesse zu gewinnen.

Grundsitzlich beinhalten Simulationen der Wechselwirkung von Magnetfeldern und
konvektiven Stomungen die numerischeokiing dermagnetohydrodynamischen
(MHD) Grundgleichungenwelche sichdif ein ideales Plasma, als welches das pho-
tospharische Plasmaifdie betrachtetendrigen— und Zeitskalen angesehen werden
kann, aus deiMaxwellgleichungemind denhydrodynamischen Gleichungenter
Berticksichtigung der magnetohydrodynamischexh&rung und der Vernaadsi-

gung der magnetischen Diffusion und der Viskaséigeben ([67]).

In der Photospére der Sonne und in den obersten Schichten der Konvektionszone
[ost der Strahlungstransport die Konvektion als Energietransportmechanismus ab.
Er beeinflu3t somit die thermische Struktur der Fati3en und ihrer Umgebung.

Aus diesem Grunde muf3 er explizit beksichtigt werden und findet in Form eines
Quellterms in der Energiegleichung Eingang in das betrachtete Gleichungssystem.
Da das betrachtete Plasma aus einem Gemisch von Elektronen und lonen verschie-
dener Atomsorten mit jeweils verschiedener Ladungsstufe besteht und sich diese
tiefenablaihgige partielle lonisation des Gasései das mittlere Molekulargewicht

7i(p, T) und die innere Energie auf die thermodynamischen Variapléhn und p
auswirkt, nimmt die Gaszustandsgleichung, die das System der MHD-Gleichungen
schlief3t, eine kompliziertere Form an und die Dichte der totalen inneren Energie be-
steht fortan aus einem thermischen Anteil und einem durch die lonisation bedingten.
Seit Mitte der siebziger Jahre wurden mittels numerischer Simulationen die dynami-
schen Wechselwirkungen von Magnetfeldern und konvektivem&ingen studiert.

Die Augenmerke lagen dabei zum einen auf der Ausbildung ldemiger Magnet-
feldkonzentrationen und ihrem Wechselspiel mit den granularemGingsmustern

und zum anderen auf der thermischen und dynamischen Strukturierung bereits exi-
stierender Magnetfeldkonzentrationen und ihrem Energieaustausch mit ihrer Um-
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gebung.

Nordlund & Stein (1990) ([59]) dhrten dazu dreidimensionale Simulationen der
solaren Magnetokonvektionfeinen solaren Auschnitt vond®x 2.5 Mm? mit ei-

ner raumlichen Aufbsung von 50 km durch. Dabei fanden sie, dal3 ein vertikales
Magnetfeld mit einer mittleren Feldske von 0.5 kG, die granularen 8tnungs-
muster hin zu tiefen Schichten aufrechtathso dal? ein Netzwerk aus intergranu-
laren Abstromgebieten auch 1000 km unter der sichbaren Sonneacherfioch
existent war und nicht in einzelne isolierte Abstromgebiete zerfiel wie im nichtma-
gnetischen Fall.

Grossmann—Doerth et al. (1998) ([36]) untersuchten mittels zweidimensionaler MHD—
Simulationen eines 2.4 Mm horizontal und 1.3 Mm vertikal ausgedehnten Aus-
schnitts der Photospiné und der obersten Schichten der Konvektionszone bei einer
horizontalen Gitterweite von 10 km, unter BeKsichtigung der partiellen Wasser-
stoffionisation und des Strahlungstransport, die durch die horizontalem@®tigen
bewirkte Konzentration magnetischen Flusses in den intergranularen Abstromge-
bieten und den in der zeitlichen Abfolge sich daran anschlieRdmiemektiven Kol-
laps([104], [85], [61], [69]). Die damit verbundenen lokalen Ausbildungen starker
Magnetfeldkonzentrationen sind das Resultat des Zusammenspiels von magnetfeld-
bedingter Unterdrckung der horizontalen Stmiung, Strahlungskilung der ober-
flachennahen Schichten und der superadiabatisch geschichteten Adneospdl-

ches zur Evakuierung der oberen Bereiche der Magnetfeldkonzentrationen und da-
mit zu einer Feldverstkung fihrt.

Steiner et al. (1998) ([90]) studierten mittels 2D—MHD-Simulationen die zeitab-
hangige Wechselwirkung einer magnetischen Fluf3schicht und ihrer Umgebung mit
einer numerischen Gitteraafliing von 10 km. Es zeigte sich, dal3 die externen
Strdmungen die Flul3schicht zu transversalen Bewegungen mit grof3en horizontalen
Geschwindigkeiten antreiben kann. Des Weiteren erzeugte die umgebende Granu-
lation Druckfluktuationen, die sich in Form von vertikal propagierenden Wellen bis

in die oberen atmosyalischen Bereiche ausbreiten und dort zu Schocks aufsteilen.
Ploner et al. (2000) ([64])utirten fir ein Rechengebiet von 6 Mx1.4 Mm un-

ter Beicksichtigung des Strahlungstransports und der lonisation 2D—Simulationen
der dynamischen Wechselwirkungen von bipolaren Magnetfeldkonzentrationen und
konvektiven Stoinungen mit einer maximalen numerischen Gitteauftig von 25

km durch. Sie fanden, dal} deecyclingvon magnetischem Fluf3 aglicherweise

die beobachteten hohen Eruptionsraten von magnetischem Fluf3 in der ruhigen Son-
ne erkBren kann.

Da der Einflul3 der Randbedingungen auf die numerisdsaihg noglichst gering
gehalten werden soll, mul3 das Rechengebiet erheblafbegidls die charakteristi-
schen Swimungsstrukturen sein. Andererseitassén die interessanten charakteri-
stischen Strukturen wie z.B. Schockfronten genau aofj@érden und die Berech-
nungen in realistischer Zeit durcltfibar sein. Dies legt sowohl die Verwendung
eines adaptiven Gitterkonzepts mit lokaler Gitterverfeinerung als auch die Nutzung
spezieller Rechnerarchitekturen wie Parallelrechner nahe.

Um ein grol3es Rechengebiet betrachtenanken und somit die dynamische Wech-
selwirkung mehrerer sich ausbildender Magnetfeldkonzentrationen mit der konvek-
tiven Stomung untersuchen zwhkien, wird in dieser Arbeit die horizontale Aus-
dehnung des Rechengebietes auf 12 000 km im Vergleich zu 6000 km wie bei Plo-
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ner et al. (2000) ([64]) oder 2400 km wie bei Steiner et al. (1998) ([90]) o&ent:

Dabei liegt aufgrund des adaptiven Gitterkonzeptes die maximale Gitesaof™
trotzdem bei knapp unter 10 km. Zuo&tling des Gleichungssytems wird ein MHD—
Riemannbser verwendet. Dieserdsértyp ist durch eine sehr geringe numerische
Diffusivitat gekennzeichnet und wurde insbesondere zur numerischen Behandlung
von Schockfronten entwickelt ([34]). Diedsung des Gleichungssystems wird auf
unstrukturierten Dreiecksgittern durchgbft, da sich in diesem Kontext die lokale
Gitterverfeinerung elegant umsetzei®t ([46]).

Da das Strahlungstransportproblem ein nichtlokales Problem ist, ist die Auswahl
der numerischenasungsverfahren im Hinblick auf die Verwendung von Rechner-
architekturen mit verteiltem Speicher sehr wichtig. Die Berechnung des Strahlungs-
quellterms erfordert die@sung der Strahlungstransportgleichung entlang einzelner
Strahlen in definierten Raumrichtungen. Die direkteslrig der Strahlungstrans-
portgleichung entlang, durch das gesamte Rechengebiet ‘laufender’ Strahlen, wie
sie von Mihalas et al. (1978) ([57]) vorgeschlagen wurde, birgt beim Einsatz von
Parallelrechneren mit verteilten Speichern das Problem, dafRamumig der Strah-
lungstransportgleichung an einem Gitterpunkt die Informationen aller Gebietsele-
mente, durch die der Strahl vadft, notwendig sind. Dadurch wird das Schema
aufgrund der erforderlichen Prozessorkommunikationen sehr ineffizient, obwohl die
mit diesem Verfahren auf einem von dem MHDadei vorgegebenen Rechengitter
erzielbare Genauigkeit in der Bestimmung der numerisctesuhg den Anforde-
rungen entspricht. Die von Kunasz & Auer (1988) ([47]) vorgeschlagdroat—
characteristics—Methodavelche von Bruls et al. (1999) ([4]) auf unstrukturierte
Dreiecksgitterubertragen wurde, ist auf einem vorgegebenen Rechengitter bei der
Berechnung der numerischenduing zu ungenau ([14]). Aus diesen Gegebenheiten
leitet sich die Motivation zu dem ersten Teil der Arbeit ab, der in der Neuentwick-
lung eines numerischen Schemas zur Berechnung des Strahlungsquellterms bestand
([24]), welches in den Simulationen zum Einsatz kommt.

Im zweiten Teil der Arbeit soll zum einen die Ausbildung kleinskaliger Magnet-
feldkonzentrationen in der solaren Photos@htind oberen Konvektionszone als
Folge der Wechselwirkung zwischen magnetischem Fluf3 und konvektiven @i

gen unter dem Einfluf? des Strahlungsfeld untersucht werden. Zum anderen soll die
dynamische Wechselwirkung von Magnetfeldkonzentrationen mit den konvektiven
Strdimungen im Hinblick auf eine ogliche Ausbreitung von Wellen in die obe-

ren Bereiche der Sonnenphotoaphin Form einer Schwingungsanalyse untersucht
werden. Dazu wurden in ein 2D—-MHD-Programm zasluing der magnetohydro-
dynamischen Grundgleichungen, das von den Herren A. Dedner und M. Wesenberg
am Institut fir Mathematik der Universat Freiburg (IAM) entwickelt wurde, der
neuentwickelte Strahlungstransposi eingebaut und extensiv getestet. Deswei-
teren ist aufgrund der becksichtigten partiellen lonisation die Zustandsgleichung
modifiziert und in tabellierter Form eingebaut worden. Mit denmaweierten und an-
gepalten 2D—MHD-Programm sind anschlieRend Simulationsrechnumggere-

re Magnetokonvektion durchgdiit und analysiert worden.
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Kapitel 2

Gleichungssystem und
Nebenbedingungen

2.1 Magnetohydrodynamische (MHD) Naherung

Es sollen die Wechselwirkungen von Magnetfeldern mio®tuingen in einem gut
leitenden, stol3dominierten, quasineutralen Plasma gt ¢ beschrieben werden

(v : Materiegeschwindigkeit, : Lichtgeschwindigkeit). Unter diesen Voraussetzun-
gen verbindet sich die Hydrodynamik mit der Elektrodynamik zur Magnetohydro-
dynamik [Kippenhahn& Milenhoff (1973), [42]].

2.2 Maxwellsche Gleichungen

V-B = 0 (2.1)
VxB = 4?”] 1a,fE (2.2)
V-E = 4rp (2.3)
VxE = %até (2.4)

Hierbei sindj und 5 die Strom— bzw. Ladungsdichte. In einem kontinuierlichen
Medium schreibt man die Maxwellschen Gleichungdficherweise mit dem Ma-
gnetfeldﬁ und der dielektrischen Verschieburﬁg welche im obigen Gleichungs-
system durch die magnetische InduktiBrund das elektrische Felil ersetzt wur-
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den, wobei gilt

D=c¢E |, H= (2.5)

= |

(e : Dielektrizitatskonstantey : magnetische Permeabdt).

Da im betrachteten Bereich der Sonne die®tmhgsgeschwindigkeiten sehr viel
kleiner als die Lichtgeschwindigkeit sind, kann in der nichtrelativistischaheN”

rung gerechnet werden. Wie man unten sieht, kann aus diesem Grunde der zum
Verschiebungsstrom proportionale Tety 0,EinGl. (2.2) vernactdssigt werden.

Unter der Annahme, dd undt, typische langen— und Zeitskalen sind, lassen sich

die Terme in Gl. (2.1)— (2.4) absatzen. Dazu ersetzen wir die Differentialoperato-

ren durch Quotienten der Skalengsén. Mit den typischen Wertéty und B, fur

|E| und | B| laBt sich GI. (2.4) nun genordnungsaRig abschtzen zu

—

0B
— . 2.6
oy (2.6)

- l[) - Ct[) -

‘V-E

Mit Hilfe dieser Beziehung kann der Verschiebungsstrom in Gl. (2.2) approximiert
werden:

19E
c Ot

E() BO 1(2) Ug
cto o 23 2

VXE‘. 2.7)

Es werden nur Terme mi(“) benicksichtigt, weilv, = ly/t, < c gilt und der
Verschiebestrorﬁ)(i—é) ist, fallt er weg und Gl. (2.2) ergibt sich zu:

— 47'['—,»

VxB="7 . (2.8)
C

2.3 Ohmsches Gesetz

Im Ruhesystem des Plasmas hat das Ohmsche Gesetz die folgende Form:

—

j=0E |, (2.9)

wobeio die elektrische Leitihigkeit ist. In einem mit der Geschwindigkéit < ¢

relativ zum ruhenden Bezugssystem bewegten Plasma transformiert sich das elek-
trische Feld wieE — E + (¢ x B) und das Ohmsche Gesetz bekommt die
Form:

f:a[ﬁ+1<ﬁx§ﬂ . (2.10)
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2.4 Induktionsgleichung

Unter Zuhilfenahme des Ohmschen Gesetzes Gl. (2.10) lassen sich die Gleichun-
gen (2.8) und (2.4) umformulieren, so daf} daraudmlileiktionsgleichundur die
Leitfahigkeito = const. folgt:

2
0,8 =V x (U X B) + S v g (2.11)
4o
Induktion Dif fusion

Diese beschreibt die zeitliche Entwicklung des Magnetfé?dxei gegebenem St~
mungsfeldy und besteht aus einem Induktions— und einem Diffusionsterm. Der
Induktionterm beschreibt dabei die ¥#derung des Magnetfeldes, die durch das
Strdmungsfeld hervorgerufen wird. Der Diffusionsterm hingegen beschreibt den
Zerfall des Magnetfeldes durch Ohmsche Dissipation. Dasaleris von Induktions—
und Diffusionsterm entspricht demagnetischen Reynoldszah,:

Vx(ﬁxé) NloUo

R, = =
nV x (Vx) U

(2.12)

(n :=1/(pno) : magnetische Diffusivit).

Fur R,, < 1 ist der Induktionsterm in Gl. (2.11) vernaelskigbar, weshalb die-

se die Form einer Diffusionsgleichung bekommt und den Ohmschen Zerfall des
Magnetfeldes beschreibt. Die typische Zeitskale des Zerfaltghdabei von der
raumlichen Ausdehnung des betrachteten Systems ab.

Y0

Tdif f - 1 . (213)
Fur R,, > 1 ist der Ohmsche Zerfall des Magnetfeldes vernassitjbar. In die-
sem Fall wird von ‘eingefrorenen Feldlinien’ gesprochen. Die Bewegung des Plas-
mas verformt das Feld in einer Weise, als ob es gegenBewegungen senkrecht
zur Feldrichtung in das Plasma eingefroreare"Die Anderung des Magnetfel-
des wird in diesem Grenzfall einzig durch die Plasmabewegung bestimmt. In der
solaren Konvektionszone ist der Grenzfall, > 1 sehr gut enfillt. Um R, fur
die in der oberen solaren Konvektionzone herrschenderalfarbse abscitzen zu
konnen, wird der von Spitzer (1962) ([82]) angegebene Ausdrucklig elektri-
sche Leitthigkeit eines vollstiidig ionisierten Gases verwendet. Nach Einsetzen
aller Gro3en ergibt sich folgende Temperaturabyigkeit der Leithhigkeit in der
Konvektionszone (Stix 1989, S.253, [92]):

A A
o~ 0.003 T3/2V ~ 10* —

2.14
m Vm ( )
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Bei einem typischen FluBhrendurchmesser von 200 km in der oberen Konvekti-
onszone, einer Bewegungszeitskala , welche durch die hydrodynamische Zeitskala
vont, ~ 600 s bestimmt ist und der magnetischen Permeabjlit'= 47 - 107

folgt eine typische Geschwindigkeit, ~ 333 m/s und damit eine magnetische
Reynoldszahl in der oberen Konvektionszone von:

Ry, ~8-10° . (2.15)

Obwohl in der solaren Photosgie und der unteren Chromosphl die Tempera-
tur so niedrig ist, dafd Wasserstoff und Helium fast vahstig neutral sind, werden
von schweren Elementen mit niedrigem lonisationspotential nocageerd Elek-
tronen geliefert, um einen Ladungsflufd aufrecht zu erhalten, der eirremOQ%
entspricht (Stix 1989, S.254, [92]). Unter der Annahme eines typischendHgsr-
durchmessers in diesen atmoapkchen Bereichen vah ~ 600 km und der Ver-
wendung der hydrodynamische Zeitskala vgrn~ 600 s folgt eine magnetische
Reynoldszahl vor?,, ~ 7 - 10° in den Bereichen der unteren Photoamh Somit
ist auch in diesen Regionen die magnetische Diffusion veraasigbar und das
Bild der ‘eigefrorenen Feldlinien’ angemessen. Im Weiteren gehen wir von einem
Plasma unendlicher Ledfiigkeit aus § = o), so dal3 der zweite Term auf der
rechten Seite in Gl. (2.11) verschwindet und sie folgende Form annimmt:

8t§:Vx(Ux§>:V(17 —Eﬁ):o . (2.16)

2.5 Magnetohydrodynamische Gleichungen

Sowohl die Magnetohydrodynamik wie die Plasmaphysik bafigein sich mit der
Untersuchung leitender #$sigkeiten oder Gase unter Einwirkung elektromagne-
tischer Felder. Das Rimomen der Leitung wird bekanntlich durch freie oder qua-
sifreie Elektronen verursacht, die sich unter der Wirkan@érer Felder bewegen
konnen. Somit werden die Elektronen vaul3eren Feldern beschleunigt, erfahren
durch Sol3e allerdings eine Richturgsderung, so dafl? ihrer Bewegung in Rich-
tung des Feldes eine effektive Reibungskraft entgegensteht, welche proportional der
Stol3frequenz ist. Die Trennungslinie zwischen Magnetohydrodynamik und Plas-
maphysik ist nicht sehr scharf. Doch existieren separate Bereiche, auf die sich die
Vorstellungen eines der beiden Gebiete anwenden lassen. Ist die Frequenz der an-
gelegten Felder sehr vielgféér als die Stol3frequenz, dann werden die Elektronen
und lonen durch elektrische Felder zwischen aufeinanderfolgendBeisiri entge-
gengesetzte Richtungen beschleunigt und sie versuchenasioflich zu trennen.
Durch die Ladungstrennung werden starke elektrostatisclokd®ellk@fte indu-

ziert und es kommt zu oszillatorischen Schwankungen in der Ladungsdichte, den
sogenannteRlasmaschwingungen

In leitenden Rlissigkeiten oder dichten, ionisierten Gasen ist die Stol3frequenz selbst
bei hoher Leitéhigkeit noch so grol3, dal3 es zwischen den Elektronen und lonen
abgesehen von einer Art Zitterbewegung bei hohen Frequenzen zu keiner Ladungs-
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trennung kommt. Die auftretenden elektrischen Feldereii entweder von der Be-
wegung der Rissigkeit her, die einen Stromflul® verursacht, oder aber von zeit-
lich verdnderlichen magnetischen Feldern oder Ladungsverteilungen auf3erhalb der
Flussigkeit. Die mechanische Bewegung des Systafitssich somit als Bewegung
einer einkomponentigen E$sigkeit betrachten und ist durch die Evolutionsglei-
chungen der Hydrodynamik, dé&avier—Stokes—Gleichungdyeschreibbar. Dieses
System von Gleichungen setzt sich aus den nachfolgeadtertén Gleichungen
zusammen.

¢ Kontinuitatsgleichung

op + V - (p?) E%qu(V-ﬁ) =0 mit %E%HT-V (2.17)
Die Kontinuititsgleichung beschreibt die Massenerhaltungu8d Heispiels-
weise die Einswinung in ein definiertes Gebiet am Oft¢V - (pv)) < 0) zu
einer Dichtezunahmedp/ot > 0) (p : Massendichtey : Materiegeschwin-
digkeit). Die substantielle AbleitungZ- beschreibt dié\nderung einer phy-
sikalischen Gol3e entlang ihres Weges durch das Plasma.

¢ Impulsgleichung

— —

0,(p¥) + V - (pvv" +P)=F,+F, (2.18)
mit
1, - =
P = <p+ —(J B)> (2.19)
B> B;B;\’
_ D5 _ 2.2
((p—i— 8 > i Am >i,j1 (2:20)

(g : Schwerebeschleunigungy : Gasdruck undg : magnetischer Druck,
B;, B; Magnetfeldkomponentemi(it i, j = 1,2, 3)). Die magnetische Kraft
oderLorenz—Kraft(fx E?) im Spannungstens@t setzt sich aus dem magne-
tischen DruckB? /8 und einer zuatzlichen Kraft, welche sich als Spannung
entlang von magnetischen Kraftlinien interpretierafdt| zusammen. Die Im-
pulsgleichung beschreibt dienderung der Impulsdichte, welche durch den
am Ort" des Elements herrschenden Druckgradinp, die duf3eren Kafte

F. und die viskose Kraff’, bedingt ist. Mit der kinematischen Viskoait;

laldt sichF, fur ein kompressibles Gas in der folgenden allgemeinen Form
schreiben ([40]):

. 1
F, = pv <v217+ gV(v : 17)) . (2.21)
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Das Verlaltnis der Gol3enordnung der @gheitskraft zur viskosen Kraft in
Gleichung Gl. (2.18) definiert die Reynoldszdtu:
‘pDﬁ/Dt‘ ~ lovo
F,
Dabei sindvy undl, typische Llangen bzw. Geschwindigkeiten (Kap. 2.49rF~

ein vollséindig ionisiertes Wasserstoff-Plasma gibt Spitzer ([82]) folgende
Temperaturabdmigigkeit vorw an:

R, . (2.22)

14

16T kg
InA ms

InA stellt dabei den Coulomb—Logarithmus rit< InA < 10 fur den be-
trachteten solaren Bereich dar. Mit den typischen Wertedén FluRohren-
durchmessetr! ~ 200 km — 600 km und die hydrodynamische Zeitskala
to =~ 600s folgt:

v=221-10" 2.23)
p (

Re ~ 10% . (2.24)

Somit ist die viskose Kraft vernaddsigbar und das System der Navier—
Stokes Gleichungen reduziert sich auf das System der Eulergleichungen ([49]).
Im hier betrachteten Fall wirkt nur die Gravitationskraftdictite = pg mit

§ = —ge, undg = |g| = const alsduRBere Kraft auf das System.

Energiegleichung

Die zeitliche Entwicklung der Gesamtenergiedichte, welche sich aus den Dich-
ten der kinetischen, der potentiellen, der inneren und der magnetischen Ener-
gie am Orte” zusammensetzt:

2

1 B
E = €kin + €pot + €inn + €mag = 50772 + p§+ pe + g ) (225)

wird beschrieben durch die Erhaltungsgleichung der Gesamtenergie:
OWE + YV - (pET+ PV) =Qr . (2.26)

Die Dichte der totalen inneren Energie setzt sich dabei aus dem thermischen
Anteil und dem lonisationsanteil zusammeB: €,c,m + €ion. DEr Quellterm

Qr beschreibt die EnergiefluRdichte durch Strahlung und wird im folgenden
noch raher erdiutert.

Zustandsgleichung
Die thermische Zustandsgleichung eines Gases stellt den Zusammenhang zwi-
schen Massendichte Temperatufl’, Gasdruclk und dem relativen mittleren
Molekulargewichti(p, T') am Orter” her
1
p= Ll (2.27)
I

und schlief3t das Gleichungssystem
(R. = k/A, : allgemeine Gaskonstante,; Boltzmann-Konstante4, : ato-
mare Masseneinheit).
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2.6 Erganzungen zur Zustandsgleichung

Die solare Materie wird durch ein homogenes Gemisch idealen Gases beschrieben.
Es setzt sich zu ca. 73% aus Wasserstoff, zu 25% aus Helium und den verblei-
benden 2% aus schwereren Elementen zusammen. Alle auftretenden Teilchen sind
einatomig. Die relativen Anzahldichten werden durch die nachfolgend dargestellten
dimensionslosen Zahlen reprasentiert:

v = 0.9081 , Vire = 0.0908 Uare = 0.0011 (2.28)
mit
Vg + Vge + Vpre = 1 . (229)

Im Falle eines partiell ionisierten Gases wirkt sich die tiefer@algiige lonisation
des Gases bzw. der tiefenalnigige lonisationsgragl des Gasesber das mittlere
Molekulargewichtzi(p, T') auf die thermodynamischen Variablen7 und p und
somit die Gesamtenergie Gl. (2.25) aus.

Das mittlere Molekulargewicht hat im neutralen Fall die Form:

1
= E A 2.
I ;2 VA, (2.30)

wobei 4, = 1.660 - 1072* ¢ die atomare Masseneinheit ist und ergibt sich mit
A =1673-10% g  Ap, =6.645-10% g, Ay =2822-10% g
zu
o = 1.297 . (2.31)

Hier wird vorerst nur die Wasserstoffionisation bekSichtigt werden. Dies ist als
ein erster Schritt afierungsweise dadurch gerechtfertigt, daf3 die Heliumionisation
beiT ~ 13000 K in einem Modell der Konvektionszone weniger @ls% erreicht,

die Wasserstoffionisation hingegen et20&:. Die lonisation der schweren Elemen-
te wird verrachBssigt, da ihre Hufigkeit mit2% sehr gering ist. Im Falle partieller
lonisation veandert sich die Form des mittleren Molekulargewicht zu:

— W Ho
= = 2.32
b= ne 147 (2.32)

(n : Anzahldichte der Atome und lonen, : Anzahldichte freier Elektronen).
Zu dessen Bestimmung verbleibt nun das Problem der Berechnung des Quotienten
“=. Die Anzahldichten der Atome und lonen istuf'den unserem Rechengebiet
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entsprechenden atmosplschen Bereich gegeben durch:
n=ng+ngs+ Nge + an,SEl + Z n;,SEl . (2.33)
j g
Dabei stellt)  n; sz die Anzahldichte schwerer Elemente updn’ ¢, die i-te

J J,t
lonisationsstufe des j-ten schweren Elements dar. Gainlits berechnet sich,
aus dem System gekoppelter Sahagleichungen:

) vi1 2(2em kT)*?
nen +1_ Yl (2mm ) exp(—x,/kT) (2.34)

ny, U, h3

(ny41, n, : Anzahldichte der+1-fach und der—fach ionisierten Atomey,, 1, u,

: quantenmechanische Zustandssumme deddst’ + 1 undv, x, : Anregungs-
energie,m, : Elektronenmassé,® : Phasenraumvolumenelemeht; Boltzmann-
Konstante).

Dabei entspricht die Anzahl notwendiger Gleichungen dem Produkt aus der An-
zahl betrachteter Elemente und der Anzahl deren lonisationsstufen. Im allgemeinen
wird man dieses (nichtlineare) System iteratvgéin. Da wir nur die Wasserstof-

fionisation beucksichtigen, gibt es nur eine Sahagleichung, die sichf:= %
folgendermafien darstellt:

3/2 5/2,— XL
p = @rme) TR Te i (2.35)
w3 (£5) LovkT

1+D/ fgAo

Dies flihrt zu einer quadratischen Gleichung ). Unter Einbeziehung des lonisa-
tionsgradesui H:

g = — (2.36)
ng + N+
und
ne = Egvpn (2.37)

ergibt sich die totale innere Energiedichtezu:

(i (755) ) -
€= -
P FoAo 1+D) Ay

D PVH
2.38
<1+D> Tig Ao X! (2:38)

(xg = 13.598 eV, lonisierungsenergie des Wasserstoff).
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2.7 Strahlungsquellterm

Der radiative Energietransport ist in der solaren Photaspkon entscheidender
Bedeutung. In der Konvektionszone ist der dominierende Energietransportmecha-
nismus die Konvektion, welche in der ddserliegenden Photosate durch den ra-
diativen Energietransport abgst'wird. Um die dynamische Wechselwirkung zwi-
schen Magnetfeld und Konvektion mittels numerischer Simulationen untersuchen
zu konnen, muld der Transport von Strahlung durch das Plasmaksechtigt wer-

den. Die Kopplung von Magnetohydrodynamik und Strahlungstranspbrt fa-

bei zu einem Quellterm in der Evolutionsgleichung der Gesamtenergiedichte. Die
Einfuhrung eines solchen Quellterms ist durch die Tatsacheibdgt,'dafy < ¢

(v : typische hydrodynamische GeschwindigkeitLichtgeschwindigkeit) gilt, die
Lichtlaufzeit also sehr viel geringer ist als alle hydrodynamischen Zeitskalen und
somit der Energieaustausch der Strahlung mit ihrer Umgebung als instantan be-
trachtet werden kann. Die Ermittelung dieses Strahlungsquellterms besteht dabei
aus drei aufeinanderfolgenden Schritten:

e Die Berechnung der spezifischen Inteasit (7, /7).

e Die Integration der Spezifischen Intergiiber den diskretisierten Raumwin-
kel.

e Die Berechnung des Strahlungsquellteis

Allgemein &3t sich der Transport von elektromagnetischer Strahlung und deren
Wechselwirkung mit Materie durch die zeit— und frequenzadgige Stahlungs-
transportgleichung beschreiben (im folgenden als RT-Gleichung bezeichnet):

1
O, +ji-VI,+ k,pl, = k,pS, . (2.39)
(&

(7, ji) ist proportional der Strahlungsenergi&’s?(7, ji), welche von Strahlung

der Frequenz , v + dv durch die Féichedf cos f in den RaumwinkediS) transpor-
tiert wird

I(7, fi)df cos 8dQ = dE" (7, i) . (2.40)

Unter der Annahme < ¢, reduziert sich Gl. (2.39) auf die statim® Form % ol, =
0):

f-VI, =k,p(S, —1,) , (2.41)
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dQ

df cosD

Abbildung 2.1: Die spezifische Intensgit” ist proportional der Strahlungsenergie
dE"* (7, [i), welche von Strahlung der Frequenzv + dv durch die Féichedf cos in
den Raumwinked) transportiert wird.

welche es zud8en gilt. Zur Berechnung des Strahlungsquellte@q$) gibt es
zwei aquivalente Formulierungen ([56], [4]):

r) = 4 I/Jl/ - l/SI/ d ) 2.42
@ =t [ 5S, v (2.42)
v absorbierte Strahlung  emittierte Strahlung
und
Qr(r) = / V- Freddy (2.43)

v

Die mittlere Intensit ./, ist die am Orte” Uber alle Raumwinkeli integrierte spe-
zifische Intensat und hat folgende Form:

IR = o [ L (2.44)

Der Strahlungsstroni”*(7) hingegen ist dasber alle Raumwinkefi integrierte
Produkt des Winkelg und der spezifischen Interaitim Orter

Fet() = [ 1 (2.45)

(i : Strahlungsrichtungy : Frequenz ,(p, T') : Absortionskoeffizient/, (7, ji) :
spezifische Intenst; S, : Quellfunktion,p : Massendichte).



2.8. FUNKTIONSFORM DES RESULTIERENDEN GLEICHUNGSSYSTEM

2.8 Funktionsform des resultierenden Gleichungssy-
stem

Im Falle von zweidimensionalen numerischen Untersuchungen setzt sich das zu
l6sende Gleichungssystem aus den Gleichungen der Magnetohydrodyanermikei”
raumliche Dimensionernx( z) (Kap. 2.5) (fir ein gravitativ geschichtetes Medium)

und der Zustandsgleichung (Kap. 2.6) zusammen. Zur Bestimmung des Strahlungs-
quelltermsQy Gl. (2.42) ist zuatzlich die statioaie RT-Gleichungui die spezifi-

sche Intensdt Gl. (4.1) zu bsen.

In kartesischer Komponentendarstellung hat es folgende Form:

—

0,U + 0, F(U) + 8,G(U) = Q(U)

By (2.46)

<

__ pR.T
p="

mit

U= U'(F, t) = (p, pv, B, e
= (p7 PUgz, PUy, PUy, Bma Bya BzaE)T (247)

und
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0

0

0
=73 —pg
QW) = y

0

0

—pv.g + Qr

2.9 Rand- und Anfangsbedingungen

Da es sich bei dem betrachteten Gleichungssystem GIn. (2.46) um ein System parti-
eller, nichtlinearer Differentialgleichungenrfden Variablenvektot/ (7, t) handelt,
mussen zur Ermittelung einer eindeutigemsling Nebenbedingungen gestellt wer-
den. So fordern die auftauchenden Ableitungen nach denR@mtlbedingungen

und die Ableitungen nach der Zefnfangsbedingungemie hdchste Ableitung

der Variablen nach dem Ort entspricht der Anzahl zu stellender Randbedingungen,
wahrend die bchste Ableitung nach der Zeit die Anzahl der zu stellenden Anfangs-
bedingungen vorgibt. Im konkreten Fall ist die zu simulierende solare Konvektion
charakterisiert durchvarme breite Aufstromgebiete unBalte konzentrierte Ab-
stromgebiete. Letztere sind in der Photas@heiuf eineratimlichen Skala von etwa
1000 km mehr oder weniger intermittent verteilt und organisieren sich in tieferen
Schichten zu einigen wenigen Abstromgebieten, digicherweise sogar den Bo-

den der Konvektionzone erreichearkien. Obwohl es von gRtem Interesse ave,
konnen wir nicht die gesamte Konvektionszone, welche sir2'- 10° km vertikal
erstreckt und die Photosat€ in einem Simulieren und gleichzeitig die numerische
Auflosung so whlen, daf3 die kleinskalige dynamische Interaktion von Konvektion
und Magnetfeld imJbergangsbereich zwischen Konvektionszone und Phoameph”
entsprechend aufgmdt wird. Aus diesem Grunde besahken wir uns in unserer
Simulation auf einen Ausschnitt, der den oberen Teil der Konvektionzone und die
gesamte Photosphé umfal3t. Das Rechengebiet ist in vertikaler Richtung 1400 km
und in horizontaler Richtung 12 000 km ausgedehnt und stellt somit nur einen be-
grenzten Ausschnitt aus dem zu untersuchenden solaren Gebiet dar. Dies hat zur
Konsequenz, daf3 sowohl Annahmerer die physikalischen Eigenschaften der an-
grenzenden Gebiete, als audbet jene zu Beginn der numerischen Simulation ge-
macht werden mSsen. Da diese das magnetohydrodynamisclemaingsmuster

im Simulationsgebiet malRRgeblich beeinflussenssen sie mglichst realiitsnah
gewdhlt werden.
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2.9.1 Randbedingungen

Unser Rechengebiet wird von 4aRdern einbeschrieben, die in Abb. 2.2 als oberer
(top), unterer (bot) und seitlicher Rand bezeichnet sind.

oberer Rand (top)
z

Z;

seilicher Rand

puey Jaydljies

Z,

unterer Rand (bot)

Abbildung 2.2: Schematische Darstellung des Rechengebiets mit den Randbezeichnungen.

2.9.2 Seitliche Rnder

An den beiden seitlichend®idern, welche parallel zurAchse verlaufen, werden
periodische Randbedingungeur flen Variablenvektot/(zx, z,t) vorgeschrieben,
d.h. jede Variable ist periodisch inRichtung.

Uz, 2,t) = Uxa, 2,1) . (2.48)

2.9.3 Oberer Rand

Am oberen geschlossenen Rand darf keine Materie durch den RantkstrDie-

ser soll undurcldssig und perfekt leitend sein. Im Falle eines gravitativ geschich-
teten Mediums lassen sich die Bedingungendén Variablenvektot/ (z, z, t) am
oberen Rand numerisch, im Finiten—Volumen— und Rienaserkontext mittels
sogenannter Randelemente oder Geisterzellen umgesetzen. Dabeigdie Ran-
delemente oder Geisterzellen nicht mehr zum eigentlichen Rechengebiet (Abb.2.3).
Im Folgenden sind die Bedingungaur ien Variablenvektor ealitert, wobebc das
Randelement undc die an das Randelement angrenzende Gitterzelle, welche noch
zum eigentlichen Rechengebiet getybezeichnen.

e Mit der Forderung nach einem geschlossenen Rand ergibtwichd Mas-
sendichte, dal3 die Normalableitung der Massendichte verschwinden muf3 und
sie somituber den Rand hinweg in die Geisterzelle symmetrisch fortgesetzt

wird ;
8ptop
0z

0, fur  pbe = p% . (2.49)



30 KAPITEL 2. GLEICHUNGSSYSTEM UND NEBENBEDINGUNGEN

==mm Geisterzellen oberer Rand

Geisterzellen unterer Rand
=== Geisterzellen seitlicher Rand
Nachbargebietszellen der Geisterzellen
=mmm Rechengebietsrand

Abbildung 2.3: Schematische Darstellung des numerischen Rechengitters bestehend aus
Dreieckszellen mit den farbig markierten Randelementen (Geisterzellen) (blau : oberer
Rand, rot : seitlicher Rand, gn'unterer Rand ) und den Nachbargebietselementen (gelb).

e Die vertikale Geschwindigkeitskomponenteverschwindet nur dann am Ge-
bietsrand, wenn sieber den Rand hinweg antisymmetrisch fortgesetzt wird.
Wahrend die Horizontalkomponentgsymmetrisch fortgesetzt werden muf3,
damit ihre Normalableitung, verschwindet:

i = 0 fur b = —vde | (2.50)

Outor

- =0, fur ok = . (2.51)
2

e Mitden Annahmen, dal3 am Rand die Horizontalkomponente des Magnetfeld
B, = 0istund der magnetische Fluf3 im Gesamtgebiet erhalten sein soll, folgt
fur B, und B, :

Blr = 0 | fur B*=0 |, (2.52)
top
% =0, fur B =B%* . (2.53)

e Aus den Bedingungeruf'die Massendichte und das Geschwindigkeitsfeld
folgt fur die Gesamtenergiedichte, dal? die Normalableitung der Gesamtener-
giedichte verschwinden muf3 und die Gesamtenergiedichte sdraitden
Rand hinweg symmetrisch fortgesetzt werden muf3:

a Etop
=0
0z ’

fur E" = F% | (2.54)
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2.9.4 Unterer Rand

Da zwischen der \&fimeerzeugung im Sonneninneren und der radiativen Abstrah-
lung derselben \&fmemenge an der Obexttie2 - 107 Jahre vergehen, kann der
Warmetransport von innen nach aufl3en als statemProzel3 angesehen werden.
Der konvektive Energieflul3 und der radiative Strahlungsflufd unterscheiden sich in-
sofern, als daf3 sie die transportierte Energiemenge pro Zeit— undguotegfléinheit
zweier, in unterschiedlichen solaren Tiefen lokalisierten, Energietransportmecha-
nismen beschreiben. In der Konvektionszone wird diarmé& vorwiegend durch
Konvektion transportiert, in der Photospk 'hingegen durch Strahlung, diahe-
rungweise betsy = 1 abgestrahlt wird. Im Weiteren gilt:

er
Fron — Fred — 6.6344 - 101 [Slc i 2] (2.55)
(Fkem . konvektiver EnergiefluBFze? : radiativer Strahlungsflufd;g: optische

Tiefe bei5000 A).

Im Folgenden werden zweiogliche Behandlungen des unteren Randesuésit.

Da der untere Rand unseres Rechengebietes in der oberen Konvektionszone liegt,
wird dabei die in das Rechengebiet einstiende, konvektiv transportierte Energie

auf unterschiedliche Arten hacksichtigt.

e Geschlossenainterer Rand: In diesem Fall ist der Ramd Stdmungen un-
durchBssig und der Variablenvektdi}(x, z1) wird analog zum Fall des ge-
schlossenen oberen Rand gdii.” Allerdings wird die Temperatur am unte-
ren Rand zeitlich konstant gehalten und das Gebiet geheizt. Der konvektive
Warmeeintrag in das Gebiet wird durch einen Heizungsterm in der Energie-
gleichung beschriebenuFdiesen Heizungsquellter@y.;, gilt:

0 2>z
Frad
Quein(2) = § 2 2 < z< 2z
J f(z)dz
21
Z—Z
mit f(z) = — ¢ (720
Zh — %1

(21 : unterer Rechengebietsrang,: oberer Rand des geheizten Gebiets).

e Offenerunterer Rand : Im folgenden schlie3en sich dieatgiungen ei-
ner heuristischen offenen Randbedingung an. Heuristisch in dem Sinn, daf3
entsprechende Annahmebeér die physikalischen Bedingungen am unteren
Rand des Simulationsgebietes gemacht werden. Gatzlds$i' unterscheiden
wir zwischen gumlichen Bereichen, in denemér den unteren Rand in das
Gebiet Einstoinung stattfindet, und solche, in denen aus dem Gebgtden
Rand Materie aussirnit. Dabei sollte ein offener Rand konvektivenddtiiin-
gen und Wellen gestatten, ungastin das Rechengebiet zu gelangen. Da
die Konvektionszone in der &fie des unteren Randes zu einem hohen Grad
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als adiabatisch geschichtet anzusehen ist, wenderifi'konvektiv aufstei-
gendes idealisiertes Volumenpaket dort die Dichte der inneren Energie und
die korrespondierende Temperaiurals umlich und zeitlich konstant und

als bekannt betrachtet. Weiterhiahiit das grof3e Vedithis zwischen der
Schallgeschwindigkeit und den typischen hydrodynamischen Geschwindig-
keiten @0 : 1) in der Ndhe des unteren Randes dazu, daf3 jede Drorcksg”
instantan verschwindet, ohne die hydrodynamischen Variablen im Restgebiet
zu beeinflussen. W den Gasdruck™!(x, t) am unteren Rand ergibt sich da-
her:

O, p(x,t) #0 , 0, p"(x,t) =0 (2.56)

und p"(z,t) = " (=, t) . (2.57)

— |Einstomung :

- In den Einstomungsgebieten wird die Temperatur am unteren Rand so
gewahlt, daf’ der zeitliche Mittelwert des berechneten radiativen Strah-
lungsflusses am oberen Rand dem solaren Strahlungsfluf3 entspricht :

< Fyim >y = FL™ (2.58)
mit

T = T"" = const. (2.59)
und

Tbe = Tt . (2.60)

Dabei wurde der zeitliche Mittelweuber die thermische Zeitskala oder
Kelvin—Helmholtz—Zeitskalg ;;, welche das Verddtnis von der gesam-

ten im Rechengebiet vorhandenen thermischen Energiedichte und der
pro Flache, Sekunde und Massendichte abgestrahlten Energie darstellt,
gebildet. ¢k z : Kelvin—Helmholtz—Zeitskalak',;,, : berechneter Stahl-
ungsflufd am oberen Rechengebietsrand).

- Unter Benutzung der Zustandsgleichung Gl. (2.2Mtlsich nun die
Massendichte ermitteln :

pbqt _ pbot ﬁ(TbOt,pbOt)
ein Tbot Rgas

und p" = pl% . (2.61)
- Fur den Impuls und das Geschwindigkeitsfeld am unteren Rand folgt

unter Becksichtigung der MassenfluR3erhaltung:

=\ bot
8(?)&71 =0, fur (pg)bc — (pﬁ)dc — ﬁbc — 27‘dcpbc (262)
z

- Mit den Annahmen, dafl am Rand die Horizontalkomponente des Ma-
gnetfeldB, = 0 ist und der magnetische Flul3 im Gesamtgebiet erhalten
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sein soll, gilt tir B, und B, :

B¥=0 fur BX¥=0 |, (2.63)
Bbot
88—; =0 fur B =B . (2.64)

- Die Gesamtenergiedichte in den Eimsitingsgebieten ermittelt sich zu

bot __ _bot ( bot , bot bot bot bot
Eein = €inn (P P ) + Ckin + emag + Csource (265)
far
be __ be be . be be be be
Eein - eznn(p D ) + €kin + 6ma,g + €source (266)

Um sicherzustellen, da’ Gl. (2.58) gilt, wurde in GI. (2.65) ein Quell-
term eingefihrt, welcher folgende Form hat:

Frad _ Fsz'm dt
be ® O]
S 2.67
€source ( Féad ) €o TxH ( )

und dieuber den Gebietsunterrand eimmstrénde Menge an innerer Ener-
gie in jedem Zeitinkrementt entsprechend regelt, := e, (T, p*(t))].

— | Ausstomung |

— Eine adiabatische Aussitmiung ist angenommen worden:

(g)bot

L= =0 — e, und Pt =gl (2.68)
0z
— Fir die Normalableitung des Impulses und das Geschwindigkeitsfeld
gilt
o 2\ bot
NPWas _ g und @ = @ (2.69)
0z
— Fir das Magnetfelds gilt :
8Bb0t
£ = 2.70
5, (2.70)
und
B =0 . (2.71)

— Massendichte, Impulsdichte, Magnetfeld, Druck und Temperatur legen
die Gesamtenergiedichte in den Ausestitingsgebieten entsprechend Gl.
(2.25) fest.
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Da im gesamten Rechengebjgt < ¢, gilt und somit die Abweichungen von der
Hydrostatik gering sind, kann es aus physikalischer Sicht nicht zu starken Mas-
sefluktuationen kommen. Die Formulierung der unteren Randbedingung hingegen
induziert starke, mehr oder weniger periodisch auftretende Fluktuationen in der Ge-
samtmasse, welche die Ausbildung kleinskaligeo®uringsstrukturen stark unter-
binden wirde. Um diese zu eliminieren wird in jedem Zeitinkreméntlie Erhal-

tung der Gesamtmasse gefordert:

dM
— =0 2.72
7 (2.72)

und somit das Verschwinden des totalen vertikalen Masseflusszsdén Unter-
rand:

/p"(x)v?(x)dx =0 (2.73)

(n : n—ter Zeitpunkt).

Dies unterbindet lokale Ein— und Ausstnungenuber den Unterrand nicht. Die
Summe der individuellen vertikalen Massesfté verschwindet allerdings.

Bewirkt wird dies durch eine horizontal homogene Justierung des Dnfeks)

zu jeder Zeitt, so dal’ sichui die Dichte, den Impuls und die Energiedichte der
ein— und ausstrmende Bereiche Werte ergeben, welche das Verschwinden des to-
talen vertikalen Masseflu@oér den Unterrand bewirken. Nachfolgend ist der Ju-
stierungsablauf schematisch skizziert.
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Initialisierung von
Pbot Apbot =0

start?

Berechnung von neuem
Pbot — Psbt(zfrt + ApbOt ApbOt
mittels Regula—Fals

Berechnung von
pbot’ (p,lj’)bot’ Ebot

Bestimmung des totalen vertikalen
Masseflussesber Unterrand:

Massfl = ?p(x)vz(x)dx

T1

if(Massfl # 0)

if(Massfl = 0)

Belegung der Randwerterf”
Evolutionsschritt der MHD—Gleichungen
n—n-+1
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2.9.5 Anfangsbedingungen und Ablauf der Simulation

Die Losungen der MHD-Gleichungen sind von der Zeitaiig, was aus den auf-
tretenden Zeitableitungen folgt. Wie bereits ahmt, ergibt sich daraus die Notwen-
digkeit des Stellens von Zusatzbedingungen an deug. Dies erfolgtin Form von
Anfangsbedingungen, die den physikalischen Zustand des Systems beschreiben,
von dem aus die zeitliche Entwicklung des Systems berechnet werden soll. Die Ge-
samtsimulation besteht aus zwei unterschiedlichen Simulationsphasen. Dabei wird
die erste Phase afg/drodynamischeezeichnet. Zum Zeitpunkt= 0 werden da-

bei die Anfangsbedingungenrfdie thermodynamischen Variablen Temperdtur
Massendichte und Druckp festgelegt. Mit diesen Bedingungen und den bereits
erwdhnten Randbedingungeurféin am oberen und unteren Rand abgeschlossenes
und an den seitlichendtdern periodisch fortgesetztes Rechengebiet (siehe Kap.
2.9.4) wird das Gleichungssystem Gl. (2.46)agellind die zeitliche Entwicklung

des Anfangszustands berechnet. Biagnetohydrodynamisci&mulationsphase
beginnt, nachdem sich volstdige hydrodynamische Konvektion ausgebildet hat.
Dazu wird ein homogenes vertikales Magnetfeld viéyn= 100 Gauss angeschal-

tet. Die eigentliche magnetohydrodynamische Simulation wird nun mit dem, um
das Magnetfeld3 und die magnetische Energg, erweiterten Variablenvektor

U’Wd(x, z, thya) der hydrodynamischen Phage,{ : kennzeichnet den Endzustand
des Variablenvektors nach der hydrodynamischen Simulationsrechnung) und dem
offenen unteren Rand gestartet.

e Startinitialisierung (hydrodynamische Simulationsphase) :

— Thermodynamische Schichtung
Als Anfangsbedingungeruf die thermodynamischen Variabldn p
undp als Funktion der ldhe z, welche durch Gl. (2.27) untereinander
verbunden sind, dient das eindimensionale Modell der ruhigen Photo-
sphare und Konvektionszone von Spruit ([83]) (Abb. 2.4).

— Geschwindigkeit
Das Geschwindigkeitsfeld wird in Form eines quellenfreien Doppelwir-
bels(V - # = 0) mit einer lshenunabarigigen Amplitude vont,, = 1
km/s, vorgegeben:

ve(x,2) = Apsin(kgx)cos(k,z) (2.74)

v, (z,2) = Apcos(kyz)sin(k,z) . (2.75)
— Magnetfeld:

B =1(0,0,B,) mit By=0Gauss . (2.76)

e Magnetohydrodynamische Simulationsphase :
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10°3 [Kelvin])
>
T

Temperatur (x

. .
—1000 -500 0 500
7 [km]

Dichte (x 10+(=6) [g/cm»3])

7 [km]

Abbildung 2.4: Anfangsbedingunguf” Temperatur (oben) und Massendichte (ungen)

— Magnetfeld:

B =(0,0,B)) mit By=100Gauss . (2.77)
_ Tbot:

T =< T(z1,thya) > (2.78)
_ pbot:

Pt =< D21, thya) > - (2.79)
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Kapitel 3

Numerische Behandlung

Die in Kapitel 2.8 aufgafhrten Gleichungen der Strahlungs—Magnetohydrodynamik
bilden ein geschlossenes System gekoppelter, partieller, nichtlinearer Differential-
gleichungen zur Bestimmung der Zustanadtgri Massendichte, Impulsdichte, Ma-
gnetfeld und Energiedichte. Im Zusammenspiel mit den in Kapitel 2.9 definierten
Zusatzbedingungen stellt sich ein Anfangs—Randwertproblem, welches im allge-
meinen analytisch nichbkbar ist. Zur numerischenokiing dieses Gleichungssy-
stems GIn. (2.46) stehen eine Vielzahl von Methoden zurigemg ([26], [46],

[53]).

Da es aufgrund einer stochstischer Anregung in der oberen Konvektionszone und
unteren Photosré ([54], [70], [35], [58], [78]) und durch die dynamische Wech-
selwirkungen zwischen Magnetfeldkonzentrationen und konvektivemnfsimgen

in photosplarischen Bereichen zur Erzeugung von akustischen Wellen und Schocks
kommen kann, ([36], [90]) und propagierende akustische Wellen in atradsph”
schen Bereichen niedrigerer Dichte zu Schockwellen aufsteilen ([96], [39]) ergeben
sich folgende Forderungen an die numerische Methoden, um diese physikalischen
Prozesse in atjuater Weise backsichtigen zu &ihnen:

Das numerische Gitter darf nicht statisch sein, sondern muf3 sich aenusis
gen anpassen, so daf’ adaptive Gitterkonzepte eingesetzt wardserm”

e Der Ldser der MHD-Gleichungen (2.46) mul3 Schockwellen korrekt beschrei-
ben. Dies fordert den Einsatz von Riemaosdin, die eine sehr geringe nu-
merische Diffusiviéit besitzen ([106], [15]).

e Der Strahlungstranspootier muf3 kleinskalige Strukturen wie Schockfronten
und “scharfe’'Ubergange an den &idern von Magnetfeldkonzentrationen ex-
akt aufbsen lonnen.

e Zur Erhshung der Genauigkeit sollten der Strahlungstranspsetiund der
MHD-Loser von lohere Konvergenzordnung in Raum und Zeit sein.
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Zur numerischen @sung des Gleichungssystems Gin. (2.46) wurde ein 2-D MHD-
Code, welcher von den Herren A. Dedener und M. Wesenberg am Institam§e-
wandte Mathematik der UniveraitFreiburg (IAM) ([106], [15]) entwickelt wurde
und nachfolgend aufgelisteten Eigenschaften besitzt, verwendet:

e Er arbeitet mit einem Reale—Gase-MHD-Riemasal”auf einer Finiten—
Volumen-Basis und ist von 2. Konvergenzordnung in Raum und Zeit([13],
[15]).

e Er arbeitet mit einer Gitteradaptionstrategie auf unstrukturierten Dreiecksgit-
tern ([30]).

e Erist’shared memory’ parallelisiert.

3.1 Finite—-Volumen—Verfahren auf Dreiecksgittern

Im folgenden wird die allgemeine Struktur eines Finite—Volumen—\Verfahrens f"
hyperbolische Erhaltungsgleichungen auf unstrukturierten Dreiecksgittern gegeben.
Notation fur unstrukturierte Dreiecksgitter 7 € R?

T; : Dreieck mit der Nummer j;

Ty, 1 =1,2,3: benachbarte Dreiecke vah;

75|, Ty, | = 1, 2,3 : Flacheninhalt der Dreieckg;;, 1};

Si, 1 =1,2,3: |I-te Kante voril};

z; « Mittelpunkt vonS;;

ity = (nj,n%)" : @uere Einheitsnormale &k im Punktz;;

Uf . im DreieckT’; konstante Approximation der exakteonduing;
ﬁj”l - im DreieckT’; konstante Approximation der exakteodting;

Integration der GIn. (2.46) mit den physikalischen$dén GI.(2.47)ber das Drei-
eckT; liefert:

— —

/ T (t) = — / (0,(0) + 0.G(0) + Q0] (3.1)
T; T;
Unter Verwendung des Integralsatz von Gaul3 folgt:

/atﬁ(t):—/ ( ggg; ) -ﬁ+/C§(U) - (3.2)
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Mit den Mittelwerten vori/ undQ(U) aufT;

Ui(t) = T/ (3.3)
Tj
d = g / (3.4)
Tj
als Approximation der exaktendsuingl/ und @ auf dem DreiecK’; und
3 = = 3
T — F(Un) —
lz:;gﬂ(Uj ’Ujl) = ( G(U'jn) > . lz:; |Sﬂ| ;1 (35)

folgt folgende Formadr Gl. (3.2):

0,0, = — ngﬂ +QU) . (3.6)

Unter Approximation der Zeitableitung durch den Differentialquotienten 1.0rd-
nung ergibt sich das Finite—\Volumen—Verfahren 1.0rdnung msubg des Anfangs—
Randwertproblem bestehend aus den zweidimensionalen MHD-Gleichungen Gin.
(2.46) und denin Kap. 2.9 beschriebenen Anfangs— und Randbedingungen, im Falle
unstrukturierter Dreiecksgitter, in der Form:

— - 3 3 7 3 7
gt = r — 8 S g (00, 0% + A G;(07) (3.7)

J T;
Tl =

3.2 Godunov—Methode — Riemannbser

Die Godunov—Methode wurde von Godunov 1959 entwickelt ([34]) unidier(HD)—
Gleichungenm Falle von Schockwellen numerisch znsEn. Dazu schlug er vor
lokale Riemannprobleme zu behandeln. Im Folgenden werden nun die Grundla-
gen deiGodunov—Methoden Falle eine eindimensionalen Riemannproblems kurz
erlautert ([98]). Ausgehend von der allgemeinen Darstellung eines Anfangs—Rand-
wertproblem €ir nichtlineare Erhaltungsgleichungen

U + 0, F(U) =0 (3.8)
U(z,0) = U0 (x) (3.9)
U(0,t) =UL(t), U(L,t) =Ug(t) (3.10)

(U (z, 1): Vektor konservativer Variabler; (I/): FluBvektor[/®) (x): Anfangsdaten
zur Zeitt = 0, [0, L]: Gebietsintervall{/z(¢), U (¢) : Randbedingungen)
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und ihrer Integralformdi ein beliebiges Kontrollvolumel,, x5] % [t1, t]:

T2 T2

/U(x,tz)dx:/U(x,tl)dx+/t2ﬁ(ﬁ(x1, 1)dt (3.11)

t1
z1 z1

to
- [ FO@ (3.12)
t1

fordert die Godunov—Methode eineruskieise konstanten Verlauf der Variablen
pro Kontrollvolumen. Dadurch kann die diskrete Darstellung der zeitlichen Ent-
wicklung einer losungl (z, ) vom Zeitpunktt = ¢ zu einem Zeitpunkt™+! =

t" 4+ At indem durchV/ Gitterzellen diskretisierten Rechengebiet ermittelt werden.
Zum Zeitpunktt"*! haben die Zellenmittelwerte folgende Form:

itd

1 -,
Uln+1 A—;L‘ / U(.Z',tn+1)d$ . (313)

Danach wird das urspngliche Anfangs—Randwertproblem auf der Basis der ermit-
telten Zellmittelwerte gelst. Es entstehen an den Verbindungspunkten benachbarter
Gitterzellen, welche die Position% undxifé haben, lokale Riemannprobleme

RP(U?,Ur.), RP(U",,Ur) (siehe Abb. 3.1).
Die Godunov—Methodeal3t sich nun folgendermal3en darstellen:

Mittelwertbildung im durch
—— gekennzeichneten
Bereich zum Zeitpunkt

n+l

t t=t"+At

n+l

[ ]
—

i+2 X

Abbildung 3.1: Typische Charakteristiken alsokiingen von lokalen Riemannproblemen
an den Grenzen benachbarter Kontrollvolunmgl undz; 1 und die speziell gekenn-
zeichneten Bereiche in denen die Godunov—MltteIung der lokalen Rieowmgén inner-
halb einer Zelle zum Zeitounkt*' durchgetihrt wird ([98]).

Ot = Op 4+ o [Fry - Fny| (3.14)
p 2



3.3. KONSERVATIVE—PRIMITIVE VARIABLEN 43

wobei fiir den Fall, dal\t < -2z (St ... maximale Charakteristikengeschw. in

Sn ar*

der betrachteten Gitterzelle) gilt, die numerischamsBE gegeben sind durch:
EU™ ,(t)dt . (3.15)

Dabei istUﬁ%(O) die Loésung des Riemannprobleni&” (U7, U7 |) entlang der
Geradenc/t = 0 (parallel zurt—Achse). Wie in Kap. 3.1 verdeutlicht beinhaltet
die Formulierung des zweidimensionalen Anfangs—Randwertproblems der MHD—
Gleichungen im Finite—Volumen—Kontext die Bildung von sogenannten Zellmittel-
werten, welche auch eine Notwendigkeit beim Einsatz numerischer Methoden des
Godunov-Typs sind. Die Bestimmung der korrespondierenden numerisalese |~
die in Gl. (3.15) tir den eindimensionalen Fall dargestellt sind, im Falle von Drei-
ecksgittern, erfolgt ganz analogrfjede der drei Dreieckskanten.

Zur Losung des Gleichungssystems GlIn. (2.46) sind zwei hachfolgdret eifiuter-

te MHD—Riemann—bser vom Godunov—Typ in einer Art Hybridschema eingesetzt
worden.

¢ Der von Dai und Woodward entwickelte und auf der Charakteristikendarstel-
lung basierender MHD—Riemanneér, bei dem die numerischen Interzell-
flusse aus den charakteristischen Gleichungen und den korrespondierenden
generalisierten Riemanninvarianten ermittelt werden. Diesset ist sehr
wenig diffusiv, weshalb er zu Stab#itSproblemenufiren kann ([105]).

e Dervon Harten, Lax und Van Leer (HLL) entwickeltesér ([37]) bei dem ei-
ne direkte Approximationui’die numerischen Interzelli§se entwickelt wur-
de. Dieser Ioser ist im Gegensatz zu ersterem erheblich diffusiver ([105]).

3.3 Konservative—Primitive Variablen

Die konservative Formulierung der MHD—Gleichung in einer Raumdimension lau-
tet:

U + 0,F(U) =0 (3.16)
mit

U:=UF1t) = (p, pv, B, E)"
- (p, POz, PUy, PU, Bxa Bya 327E)T (317)
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und

a 0

Pl
pus P+ g —

0
B.B
pusv: — B

32

xz

4

0
v, B, — v, B,

(pe—i—p%—%) —f—;é-ﬁ

Zur Ermittelung der numerischen Fluf3funktionen reicht es aus nur ein 1D-System
zu betrachten, denn das betrachtete Gleichungssystem ist rotationsinvariant([106],
[98]), weshalb die Bestimmung der numerischem3din x— und z—Richtungqui-
valent ist. Das System von nichtlinearen Erhaltungsgleichurgfénsich auch in
der der Gl. 3.1&guivalenten quasi—linearen Form dargestellen:

8,0 + A(U)d,U =0

Dabei entspricht die Koeffizientenmatriét(ﬁ) der Jakobimatrix ([106]) und hat

folgende Form:

mit

03]

Qg

Q3

Oy

(67

&7}

a7

A(U) =
0 1 0 0 0
24 024 0?) By (1=, L-7v. 4B,
—UgUy Uy Ve 0 _ﬁBZ
UV, U, 0 Uz 0
vy Be —vz By By By
5. 0 8 ’ b o
Ve Dy — Uz D2 Dz 0 == 0
p p p
(7] (6%} (0%} Q4 (07
-l 1o B + B? B: B
= v, u —;(p +p+877r) +Ep(vy y +0.B,)
1 BQ + B2
p(p tpt— )+ 1=,
B.B
= (1—")vgu, — —4
( ’}/)’U Uy 4ﬂ.p
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= = V)UUy — )
7 dmp
2—v 1
e 47r U:vBy EUyBZ- y
2—7 1
- sz ZB:I: )
o © ir’

(3.18)
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Zur Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren der JakobimatfiX) bie-
tet es sich an das quasilineare System der vereinfachten 1D-Gleichungen Gl. (3.18)
in primitiven Variablen mit dem Variablenvektor

—

W = (r,7,B,p)" (3.19)

(r = %) zu formulieren, da sich dadurch die Eigenwerte und die Rechts— und
Linkseigenvektoren einfacher berechnen lassen. Die MHD—Gleichungen schreiben
sich dann zu

W + AW)0,W =0 (3.20)
mit
Uy —T 0 0 0 0 0
0 v, 0 0 ﬁByT ﬁBZT T
= =1 0 0 w 0 —L1B,7 0 0
- ow . - oU @ im 0@
AW) = —AU)—1 0 0 0 v, 0 =B,7 0
9 0 0 B, —-B, 0 o 0 0
0 B, 0 -B, 0 Uy 0
0 ~p 0 0 0 0 Vg

Fur glatte Losungen sind die konservative und die primitive Formulieraggiva-

lent. Im Falle von Schockwellen kann jedoch die Wellengeschwindigkeit unkor-
rekt sein, da die Erhaltungseigenschaften verletzt werden. Aus diesem Grunde wird
das in primitiven Variablen formulierte Riemannproblem des nichtlinearen Systems
durch das, des linearen Systems approximiert. Die Koeﬁizientenmat&i(z[émund

A(W) sind vom jeweiligen Variablenvektor unadoigig. Nachfolgend sind nun

die Eigenwerte der Matrix4() und die den Eigenwerten zugeordneten Wellen

erlautert (Abb. 3.2):

Afy, = vty (schnelle magnetoakustische Wellen) (3.21)
Aoy = Up £ gy (Alfven-Wellen) (3.22)
Ay = Uy LU (langsame magnetoakustische Wellen) , (3.23)

Ao = Uy (Entropiewelle, Kontaktdiskontinut), (3.24)
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wobei die nichtnegativen Geschwindigkeiten v,, undv, durch

2

. (3.25)
4m

& = pr o, (3.26)
B2 +32 —|—B2

v o= T% , (3.27)
1

v = 5[(v2+c§)+\/(vg+c§) 4vgmc§] , (3.28)
1

o= 5|02+ e) = VI hid (3.29)

(3.30)

gegeben sind.

X

Abbildung 3.2: Charakteristiken uf die idealen MHD—-Gleichungen alo&lingen eines
Riemannproblems. Die Symbole f, A, s bezeichnen schnelle gAlfwid langsame Wellen.
u kennzeichnet die Kontaktdiskontinaitoder Entropiewelle.

Die zugeloiigen Rechtseigenvektoren sind

_ 0
0
8 £5,
To = 0 y Tivaz = ﬂ j:ﬁy n ,
0 V2 [ —sgn(B,)\/ 25,
0 sgn(B.) 4ﬂ5y
0 0
FoayT Fo,T
QrUf QgVg
— s By VagSgn(By) —ayfycssgn(By)
P Ri _asﬁzvamsgn ) T Ri _asﬁzcssgn(Bm)
vf T vf ’ Us — Us 2
iasﬁyvff :Fafﬁyﬁ\/%T
2
:‘:O[sﬂzvf\/; :Fafﬁzz_;\/%/r

tayyp ta,yp
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v2 —v2 B .
oy d e s i) e ¢ (Bt B0
a T w=ey) Lo (B2+B2>0)
f— Ys V2 Y Z
v2—c2 B . 2 2
o (v2 > v?) B2:-B% : (By + B2 > 0)
Gmy VI Y o Pes Lo BB s0)
0 (vf = vy) V2 y z
v
Rivf = 5 2 ! 5 )
Vi3 + @) + a2(v3 + u2,)
2
v
R:I:vs = ! )
\/afccg(vj% +¢2) + a2v} (v} +c2)
o 1 @ (By>0)
B ={ 1 | (520
Die zugelorigen Linkseigenvektoren lauten:
- 1 1
Ly, = (—,0,0,0,0,0,—) , (3.32)
T P
Ly, = L((),O,jzﬁz,IFﬁy,—sgn(Bm)ﬁ\/F,sgn(Bm) by \/F,0)> ,
‘ \/§’Uf \/471’ \/47r
- Ry, Qs 3,0
Ly, = L0, apvg, —ts Byvansgn(By), —isByvazsgn(By), + sty S T,
o = S (00707, oy ason(Be), o tsgn(Be), £ 2L 7
O‘sﬁzvf
+ T, Foa T )
Var VT ! >
Livam - iz - (07 QsUs, O‘fﬁyCSSQn(Bm)a O‘fﬁzcssgn(BI)a :Fafﬁy C_s\/F )
'Uf 41 i
2
$—afﬁz C—s\/7_', j:as7'>
dr vy

3.4 Dai—Wodward—Loser

Beim Dai-Wodward—bser ([10]) wird nun der entsprechend verallgemeinerte nu-
merische Flul3 Gl. (3.15) aus den charakteristischen Gleichungen und den korre-
spondierenden generalisierten Riemanninvarianten approximativ bestimmt. Dazu
ist die Bestimmung des in GIn. (3.13) dargestellten Zellenmittelwéftedm ‘pri-
mitiven Bild’, unter Zuhilfenahme der GIn. (3.31) notwendig. Wfé“ = M

lat sich der ZellenmittelweH als Losung des folgenden Gleichungssystems er-
mitteln,

—

Lo (W-W8H=0 1<k<T) (3.32)
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welches aus der Tatsache folgt, daf3 entlang einer Charaktgdsfit = \; (i =
1,...,7)

Ly -dW =0 (3.33)
gilt ([106]).

Der sich darausu”den eindimensionalen Fall an der Stelle: ergebende nume-
rische Flul® Gl. (3.15) hat folgende Form ([98], [10]):

D
£Y:

=3

:F(WH

N

5

+  min(c|Wy, — Wg|, 1)(W,, — Wg) (3.34)

(c :=0.05).

3.5 HLL-L oser

Das Problem bei der numerischen Behandlung von Riemannproblemen mit Ver-
fahren vom Godunovtyp liegt bei der Ermittelung der durch Gl. (3.13) dargestell-
ten Zellenmittelwerte und den daraus resultierenden Godunass&it'Gl. (3.15).
Harten, Lax und van Leer entwickelten eineaser ([37]), wobei sie ausgehend
von der in Abb. 3.2 dargestellten Wellenstruktur der exakteaung des MHD—
Riemannproblems ein Kontrollvolumén;,, zz] x [t1, to] definierten, welches die
gesamte Wellenstruktur beinhaltet (siehe Abb. 3.3). Dabei giltSpitind S, den
schnellsten Signalgeschwindigkeiten:

v <S5, Tr>1Skr

welche nach S.F. Davis (1984) ([11]) folgendermalRen abgézctwerden.S;, =

u;—a; und Sy = u,—a,. Dabei sindy; undu, die Zellenmittelwerte der Strmungs-
geschwindigkeiten, der beiden Zellen zwischen denen das Riemannproblem be-
steht.q; := %%, a, = %’;—:, i Pry P, Py Y UNd7y,. sind die in diesen Zellen
bestehenden Schallgeschwindigkeitenudke, Massendichten und Adiabatenex-
ponenten.

Die Integralform Gl. (3.11) der mit den primitiven Variablen formulierten Erhal-
tungsgleichungen edtt’dann folgende Form:

—

TR TR t2 t2
/W(m,tQ)dx = /W(w,tl)d:v—i—/ F(W(:vL,t))dt—/ E(W (xg,t))dt

t1 t1

= 2pWr— oWy, + (F(W(zy)) — FW(zr))) . (3.35)
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X t,5; *r
L LS 29R

Abbildung 3.3: Das Kontrollvolumenzy,, xr] X [t1,t2] enttélt die Charakteristiken der
Losung eines MHD—Riemannproblents, und Sk sind die schnellsten Signalgeschwin-
digkeiten dieses Riemannproblems.

Eine Aufspaltung des Integrals auf der linken Seite ergibt:

TR ta S, 12
/W(x,tg)dx: / W (x, ty)da + W (x, ty)dt
ta Sy,
Ty, rL
TR 5
+ W (z,ty)dt (3.36)
taSgr
und einige Umformungen liefern:
TR taSr
/W(w,tg)dx - / W(e,ts)de + (t2S; — 1)1,
Ty ta Sy,
+ (.'L'R - tQSR)WR . (337)

Der Vergleich von Gl. (3.35) und Gl. (3.37) liefert:

t2Sr 5 o o o
W(l’, tg)dt = tQ(SRWR — SLWL + F(W(.’L‘L))

ta S,

-

— F(W(zr) - (3.38)

Das Integralmittel der exakten Riemaasling zwischen der langsamsten und der
schnellsten Ausbreitungscharakteristik, athiian durch Division von Gl. (3.38)
durch die langety(Sg — S1):

Trhll 1 R
t2(Sr — SL) AZSL (w,72)
_ 5’RW/'R - SLWL + ﬁ(W(xL)) - ﬁ(W(xR)) (3 39)
Sp— S '

Harten, Lax und van Leer schlugen nun folgenden approximativen Rieosainl”
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Vvor
- W, T <5,
Wz, t) = wht SL<E< Sy (3.40)
Wr 7> Sr

Der Godunov-Flul3 Gl. (3.15) entlang der t-AchaBtlsich durch Betrachtung des

0 X

Abbildung 3.4: Approximativer RiemanmiSer. Die losung in dem Bereich, der von der
langsamsten und der schnellsten Welle bestimmt wird, besteht aus einem einzigen durch
W beschriebenen Zustand.

halben Kontrollvolumenge;,, 0] x [t1, t2] oder[0, xg] X [t1, 2] ermitteln:

—

Fh”(WH%(O)) = FOL(W,»_%(O))

0
— 1 -
= FL — SLWL — t_ / W(.’L‘,tg)d{,b' (341)
2

TSt

1
2

0
— ]_ - — —
= FR—SRW —t—‘/VV(.’L‘,Ifg)dl’:F})R(I/VZ-Jr
2

TSr

Die Einbeziehung von Gl. (3.40) liefert die enttge Form:

ﬁL : 0 S SL
szjfl% = SRFL_SLFI;:?%*ER(WR_WL) o falls Sp < F< Sk . (3.42)
FR : 0> SR

Dieser Loser ist als sogenannter Zweiwelleséi sehr diffusiv. Da der von Dai und
Woodward entwickelte &€Ser so gut wie gar nicht diffusiv ist und daher Stahtbt”
probleme bekommen kann, die sich in negativendBen widerspiegeln, wird in
einem solchen Fall auf den Hlldsér umgeschaltet ([105]).
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3.6 Riemannbser ftir partiell ionisierte Gase

Daim Fall eines idealen partiell ionisierten Gases die kalorische Zustandsgleichung
e(T, p) = pc, T (3.43)

(e(T, p): totale innere Energiedichtg;, Massendichte;,: Warmekapazit, 7: Tem-
peratur) nicht mehrgjtig ist, muf3 eine allgemeinere Form der Zustandsgleichung
Gl. (2.27) verwendet werden. Zur Berechnung der numerischen Flul3funktion wer-
den unter anderen der Drupkdie Schallgeschwindigkeit (p, ¢) und der Adiaba-
tenexponent(r, )

(B0 g0

or

¢ =
s Oe

(3.44)

y(r€) =

(r:= %)

berotigt. Da sich pro Zeitschritt bei schon berechneter, B aus der Evoluti-
onsgleichung der Gesamtenergie nur die thermische Energiediehtgr, p) be-
rechnendl3t und nichp oderT’, miissen diese thermodynamischemfai anhand

von e berechnet werden. Dieal}t sich im Falle numerischer Simulationen auf un-
terschiedlichem Wege bewerkstelligen. Entweder man bestimmt mittels Newton—
Raphson-Iteration ausgehend von einem Startwert in jedem Zeitschritt zur aktuellen
thermischen Energiedichtelie Temperatur oder den Druck und berechnet sich dar-
ausy undc,. Dies liefert zwar genaue Resultate, istim Rahmen von zatagphgén
Simulationsrechnungen allerdings erheblich rechenzeitintensiver als die Verwen-
dung von tabellierten Zustandsgleichungen, die auf dieselbe Art und Weise aller-
dings vor der eigentlichen Simulationsrechnung erstellt werdesseri (Kap. 2.6).

Flr den approximativen Riemarmdér und den Strahlungstransposei bedeutet
letzteres, dal3 in der Berechnung der Links— und Rechtseigenvektoren, der Eigen-
werte der Jakobimatrix und des Strahlungsquellterms an den Stellen an denen die
Schallgeschwindigkeit,, der Druckp, die Temperatu’, die innere Energie und

der Adiabatenexponent berotigt werden, sie aus tabellierten Zustandsgleichun-
gen als Funktion schon bekannter thermodynamische®&reéntnommen werden.
Dazu werden zwei tabellierte Zustandsgleichungerobgt) die entwedee? (p, p),

e(p, p) undT (p, p) oderc?(p, €), p(p, €) undT'(p, €) enthalten. Sie werden zu Beginn

der Simulationsrechnung angelegt unehkén wie in Abb. 3.6 schematisch dar-
gestellt, im Verlaufe der Rechnung korrigiert und verfeinert werden, insofern dies
notwendig sein sollte. Bei jedem Zugriff auf dagtiidistante Grundtabelle wirdrf”

ein Wertepaafa, b) [z.B. (p, p) oder(p, ¢)] der Funktionswerf (a, b) aus den vier
Umliegenden Tabe”enwert@f'(agz, bgz), f((lzg, b23), f(agz, b32), f(a33, b33) [Abb

3.6 (links)] interpoliert und dann mit dem exakten Wg(t.., b.,,) an dieser Stelle
verglichen. Giltt, < |f(a,b) — f(aes, bez)| , SO Wird an dieser Stelle eine feinere
Tabelle gefordert, da die relative Abweichung zwischen interpoliertem und exak-
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tem Wert die vorgegebene Grenzdiberschreitet. Aus diesem Grunde wird unter
jeder diese Zellen der Grundtabelle, in der nicht unter Einhaltung der Fehlergren-
ze interpoliert werden kann (Abb. 3.6 (links)) ein hierarchisch strukturidider
bellenbaumbestehend aus aquidistant strukturierten Untertabellen eingerichtet.
Dabei stellt die erste Untertabelle einer Makrozelle den ersten Verfeinerungslevels
dar und ist in Abb. 3.6 (rechts) dargestellt. Jede weitere Untertabelle bedeutet ei-
ne Verfeinerung derachst goberen Untertabelle, beginnend bei der ersten unter
einer Makrozelle eingerichteten Untertabelle. Digsach hierarchische Tabellen-

i=1 i=2 i=3 i=4 i=5
i=2 i=3
k:l .......
k=2 aZZ b22 823 b23
=
k=2 A, | by Boafbps| |
— o Y
II:
° —
k=3 — 4 4 31 1 ... k=3
a,, | bs, Qas | bas a, b32 L b33
1.=1,..., n
k=4 —+ + A L ...
® Ortin der Tabelle an dem bilinear interpolierte
k6 —pb+-—"F—FF— Werte mit den exakten Werten verglichen werden
und der Fehlerschranke entsprechen sollten

Abbildung 3.5: Unter jeder Zelle deaduidistant strukturierten Grundtabelle (links) in der
c2(p,p), e(p,p) bzw.T (p, p) oder aber?(p,¢), p(p, ) undT (p, €) als Funktion vor{p, p)
bzw.(p, €) bilinear interpoliert werden sollen, wird eliabellenbaunbestehend auseben-

falls dquidistant strukturierten Untertabellen eingerichtet, insofern in der Makrozelle nicht
unter Einhaltung der relativen Fehlerschramkenit t. > |(a,b) — (a@egz, bes)| interpoliert
werden kann. Dabei stellt die erste Untertabelle (rechts) eine Verfeinerung der Makrozel-
le dar und jede weitere Untertabelle (nicht mehr dargestellt) die Verfeinerungadbstn”
gréberen Untertabelle. Sobaldrféine Makrozelle ein solcher Tabellenbaum eingerichtet
wurde, wird nur noch in der feinsten Untertabelle interpoliert.

strukturierung kannut jede Zelle der Grundtabelle einmal durchget werden,
wobei der absolute maximale Verfeinerungslevel, oder die GesamitzinlUnter-
tabellen, die einmal unter jeder Makrozelle eingerichtet weraeméi, von aul3en
vorgegeben ist. Sobald einmal die Genauigkeit des Makrolevels nicht mehr ausge-
reicht hat, wird diesefabellenbaununter der Makrozelle eingerichtet und danach
nur noch in der Untertabelle, die die feinste Ausiling besitzt, interpoliert und nie-
mals mehr im Laufe der Simulation im Makrolevel. Der Vergleich mit der exakten
Losung wird nur im Makroleveldi solche Makrozellen durchgdiit, fir die noch
kein solchefabellenbaunangelegt wurde. Mit dieser Strategie wird die Belegung
von Speicherplatz minimiert, indem nur dort verfeinert wird, wo die wrsgliche
Tabellengenauigkeit nicht ausgereicht hat. In hier duraly#th Anwendungen ist

t. := 0.01 gewahlt worden.
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Der beschriebene approximative Riemars@i’ des Godunovtyps wurde mit primi-
tiven Variablen formuliert, was neben der einfacheren Berechnung der Eigenwerte
und Eigenvektoren den weiteren Vorteil besitzt, dal3 die Gesamtzahl von Tabellenzu-
griffen pro Evolutionsschritt halbiert wird und somit eine erhebliche Rechenzeiter-
sparnis nach sich zieht ([15]).

3.7 Gitteradaption

Die grundsitzliche Idee bei der Gitteradaption besteht in einer verfeinerten Git-
teraufbsung in jenen Bereichen eines unstrukturierten Dreiecksgitter in denen es
aufgrund der bsung notwendig ist. Auf diese Weise wird der Bedarf an Rechenzeit
und Speicherplatz minimiert. Aufgrund der zu Beginn dieses Kapitels (Kap. 3) be-
reits skizzierten physikalischen Prozesse brauchen wir eine feinere Triangulierung
im Bereich von Schocks, Kontaktunstetigkeiten und amlingswellen, um diese
moglichst genau aufzaken. Da es sich dabei nicht um statischariimiene han-

delt, reicht es nicht aus sehr fein aufggtzu rechnen, da dies demuschen nach
Rechenzeit— und Speicherplatzersparnis zu widerlaufemiey sondern in Berei-
chen, in denen diese AoBung nicht notwendig ist, gber aufgedst zu rechnen.

Zur Adaption des Gitters wird ein lokales Verfeinern durch eine Halbierung der
entsprechenden Gitterzelle bewirkt und das lokale \ddrgri durch das Aufheben
einer durch Verfeinerung entstandenen Gitterstrukturierung. Als Adaptionskriteri-
um zur Anpassung der Triangulierung an die numerisasubg wird ein Scatzer
verwendet, der den relativen Unterschied der Massendichte zwischen zwei Nach-
bardreiecken becksichtigt. Der Schtzer im Dreieckl; ist:

n_

Py — P}

70

Pj

no.__
ij

(3.45)

(P}, P} * Massendichte in den Dreieckéh, T;).

Um gegebenenfalls ein rasches Alternieren von \@ygring und Verfeinerung
zu verhindern werden unterschiedliche Verfeinerungs und ¥bggringsschranken
verwendet:

n; > Crein — verfeinere  T; (3.46)
n; < Cgrob — vergiobere  Tj (3.47)

(Ctein > Cgrop). Im aktuellen Fall sind’s.;,, = 0.1 und Cy,pp, = 0.05 gewahlt
worden.
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3.8 Zeitschrittweitensteuerung

Um die Stabilitit eines expliziten numerischen Verfahrens gexeisten zu &inen
mussen sogenannte Stalatgbedingungen an die GitterzelleaBe und die Zeit-
schrittweiteAt, gestellt werden. Mit einer vorgegeben Konstart&ii. < 1, wel-
che problemaldrigig zu vahlen ist, unterliegt die numerische Zeitschrittwelis, ,
im Falle eines unstrukturierten Dreiecksgitters, folgender Bedingung:

T.
At, := CFL - min { 73| } , (3.48)
maxg—1

T,eT 7 | Ak| - maxi— 23 |Sji]

.....

wobei)\,, k£ =1,...,7die Eigenwerte der MHD-Gleichungen sind ([106]).

3.9 Entdimensionierung des Gleichungssystems

Das Gleichungssystem (2.46) wurde vor seiner numerischen Berechnung entdimen-
sioniert. Dies wurde dergestalt durchgleft, daf’ die im Gleichungssystem vorkom-
menden Variablep, T', p, v, F, B,L,t, g als Produkte von einer dimensionsbehatf-
teten Einheit und einer dimensionslosen Variablen dargestellt wurdenp, - p

T =1Ty-T ,p = p-p etc. Die Einheiten sind wie nachfolgend dargestellt
gewdhlt und erkdiren sich folgendermal3em;, 1o, po Sind die thermodynamischen
Variablen der Anfangsisung (Kap. 2.9.5) am Gebietsunterrang, ist das dazu-
gelorende mittlere Molekulargewichi,, ergibt sich aus der Annahme, dal} die
vertikale Gesamtausdehnung des Rechengebiets2 L, betiagt. Die dimension-
tragenden Einheiten betrugen in den beschriebenen Anwendungen:

Lo =6.7245-107 [cm] , T, = 14620.[K] ,
po =2.537-107¢ [-%] ,

em3
Tipoy = 1.057 po = 2o — 9917106 [&2] |
=73 [3 . =1 [

L2n
By=v/po o} [5f?] o o=/ 7% [s]

(M



Kapitel 4

Strahlungstransport

4.1 Strahlungsstransport(RT)—Physikalische Annah-
men

Die Bestimmung der spezifischen InteasiGl. 2.40) mittels der RT-Gleichung in
ihrer statiomiren Form

pi-VI, =rk,p(S, —1,) (4.1)

erfordert die Kenntnis des Absorptionskoeffizientgn der Massendichte und

der QuellfunktionS,. Da die totale Absorption in der solaren Photasghhun-
dertausende von verschiedenen Spektrallinien umfaRt, sind i@Sva 10 Fre-
guenzpunkte notwendig, um die genaue Frequeraaiibkeit zu baxtksichtigen.

Im Falle von 2D oder 3D Simulationen ist dies zu rechenzeitintensiv. Daher nutzt
man die vereinfachende Annahme deauen Niherung([92]). Dabei werden alle
frequenzabdrigigen Variablen, die zurdsung der Gl. (4.1) notwendig sind als fre-
guenzunabéirigig betrachtet und durch ihre frequenzintegrierten Pendants ersetzt:

oo oo o.¢]

I:/Lw ,J:/LM ,F:/mw . (4.2)

0 0 0

Die frequenzintegrierte Planckfunktion wird dabei durch das Stefan—Boltzmann—
Gesetz beschrieben:

mﬂ:/&mwz@%4 (4.3)

(0raa = 7.565 - 1071 [erg/em3/K*] : Strahlungskonstante ).
Auch der Absorptionskoeffizient ist in der grauemalé¢iung frequenzunaahgig
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und wird durch eine sinnvolle Mittelung aller fequenzahgigenx, ermittelt. Im
aktuellen Fall wurdex durch dieRosselandsche Mittelungsvorsch(i#8]) be-
stimmt:

o0
f 1 dB(T) 1,

1 5 ky dT
e (4.4)
B

0

Dieses gewichtet solche Spektralbereiche, in denen die @pgettihger ist und so-

mit mehr Energie transportiert wird, besonders und garantiert, dafl3 der, unter seiner
Verwendung, berechnete frequenzintegrierte Srahlungsstrom gleich dem beobach-
teten solaren Strahlungsstrdii*® ist:

/ Froddy = Fred (4.5)

v

Eine weitere wichtige Vereinfachung stellt die Annahme Hekalen Thermody-
namischen Gleichgewich(sTE) dar. Dies besagt, dal3 sich die Besetzungsdichten
der atomaren Niveaus und der lonisationsandé lokal im thermodynamischen
Gleichgewicht befinden und dementsprechend mitBt#tzmanr und derSaha-
gleichungberechnet werdendkinen und ist dann gerechtfertigt, wenn die mittlere
freie Weghlnge eines Photons viel kleiner ist als die Wegstredier die sich die
Temperatur des Gases signifikandert. Als Konsequenz daraus kann die frequenz-
abréngige Quellfunktion gleich dé?lanck—Funktiorgesetzt werden:

2P 1
_ 2w (4.6)

(v : Frequenzk : Boltzmann—Konstantd, : Temperaturh : Planck—Konstante; :
Lichtgeschwindigkeit).
Obwohl in den oberen Bereichen der Photaspréab

Z/

T5000 ://fsooo(z)P(Z)dZ < 107 (4.7)

0

eine deutliche Abweichung vom LTE zu verzeichnen ist, ist diese Annabindid”
verbleibenden atmosph$chen Bereiche gut ([56]), weil dort diedB#& mit Elektro-

nen, die eine thermische Geschwindigkeitsverteilung einnehmen, mit zunehmender
Tiefe zunehmenden Eiflu? auf die Besetzungszahlen gewinggst Optische Tie-

fe bei5000 A).
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4.2 RT-Loser

Die Losung der statiaarén RT-Gleichung Gl. (4.1) im Rahmen (magneto)hydro-
dynamischer Simulationen stellt nun einige Bedingungen:

e Da der aktuelle Fall von 2D-Simulationen eine Vorstufe zu 3D—-MHD-Simu-
lationen ist, muss der RT-dsér unabarigig von der verwendeten Gittergeo-
metrie (z.B. Dreiecke, Tetraeder, Vierecke, Quader) und der Gitterstruktur
sein und sich ohne gReren Aufwand auf 3D erweitern lassen.

¢ Da die Berechnung auf Parallelrechnern, welche mit verteilten Speichern ar-
beiten, durchgeffirt werden soll, muf? der RT-elsér lokal arbeiten. Deshalb
soll die Kommunikation zwischen den Prozessoren, dieangéien Berech-
nungszeitendhrt, reduziert werden.

¢ Da moderne (M)HD-Gleichungssystersér wenigstens von 2. Genauigkeits-
ordnung sind, soll der RT-dser von der gleichen Konvergenzordnung sein.

e Da die Berechnung des Strahlungsquellterms (Kap. 2.7) sehr aufwendig ist
im Vergleich zur Berechnung der magnetohydrodynamischen Variablen, muf
der RT-LOoser sehr schnell arbeiten.

e Der RT-Ldser mul3 sowohl grof3e Temperatur— und Dichtegradienten, als auch
starke Variationen inc handhaben drinen (teilweises « T'° im Bereich
photosplarischer Temperaturen).

Im Hinblick auf diesen Anforderungskatalog untersuchten wir verschiedene Metho-
den zur Berechnung der Strahlungstransportgleichung. Auf der einen Seite wurde
dasDiscontinuous—Galerkin—Verfahrdfb2]), welches einFinite—Elemente—\Ver-
fahrenist, von A. Dedner am Institutuf”Angewandte Mathematik der Univesit”
Freiburg (IAM) zur Losung der Strahlungstransportgleichung getestet und mir zur
Verfligung gestellt. Da seine Eigenschaften sowohl vom mathematischen, als auch
vom numerischen Standpunkt gut verstanden sind ([41], [12]), diente es im wei-
teren als Referenzverfahren. Auf der anderen Seite sind zwei Methoden, die auf
Charakteristiken basieren, untersucht worden. Dabei handelt es sich lomglie
characteristics—Methodevelche von Mihalas et al. (1978) ([57]) vorgeschlagen
wurde und dieshort—charcteristics—Methodelie von Kunasz und Auer (1988)
([47]) entwickelt und von Bruls et al. (1999) ([4]) auf unstrukturierte Dreiecksgit-
ter Gibertragen worden ist. Da diese Methoden wie nachfolgend dargestellt (Kap.
4.3.1) entweder zu langsam und ungenau sind oder ineffizient auf Parallelrech-
nern mit verteilten Speichern arbeiteten, wurde eine neue MethodExtiaded—
Short-Characteristics—Methode (ES@n A. Dedner (IAM) und mir entwickelt
([14]). Diese kombiniert detfrinite—Elemente—Ansatnit lokalen Ansatzfunktio-

nen und deshort—characteristics—Ansatind wird anhand mehrerer Testprobleme
mit den oben erafinten Methoden verglichen. Von mir wurde in dieser Zusam-
menarbeit anstelle des klassisclstort—characteristics-asersein andereshort—
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characteristics—bserentwickelt und getestet. A.Dedner trug die Idee Eiarten—
Elementebei und lieferte den Alogrithmus zur Bestimmung der Abarbeitungsrei-
henfolge. Im Zusammenspiel debort—characteristics—hsersund desFiniten—
Elemente—Ansatassen sich damit ESC—Methoden beliebiger Konvergenzordnun-
gen herleiten. Weiterhin wurde von mir die ESC—Methode auf die Testprobleme
angewendet und somit versucht, die charakteristischen Eigenschaften der neuent-
wickelten ESC—Methode zu quantifizieren.

4.2.1 Extended-Short—Characteristics (ESC)—Methode

Die Idee hinter der ESC—Methode ist die Kombination slesrt—characteristics—
Ansatzesind degriniten—Elemente—Ansatzé3adurch 813t sich eine ganze Klasse

von neuen Methoden herleiten, die sich in ihrer Konvergenzordnung und/oder durch
die geometrische Struktur der numerischen Gitterzellen (Dreicke, Vierecke, Hexa-
eder, Tetraeder, Quader etc.), die zur Berechnung der Gl. (4.1) zugrunde gelegt wer-
den, unterscheiden. Zur formalen Beschreibung der ESC—Methode betrachten und
studieren wir diese Gleichung auf einem begrenzten, offenen TeilgelnlesR"™

mit n > 2, das entweder das gesamte Rechengébiader ein Teilgebiet voi,

z.B. ein einzelnes Gitterelement sein kann. Auf dem Teilgebweird eine gemaher-

te Losungl der Strahlungstransportgleichung €ine Strahlungsrichtung € R”
gesucht:

pi-VI+xI = xS in w (4.8)
I = g auf dem Gebietsrand Jw_ '
(mit x = kp).

g € C%0w_) ist dabei die Intensiti’auf der EinfluBseite, d.h. auf der Seite, auf
welcher Strahlen in Richtung in das Gebiet eintreten

O = 0w = {F € dw_| - -Ai) <0} ,

wobei ii(Z) die Oberfichennormale der EinfluBkaner am Punkter € Jw ist
undy, S € C°w) die auf dem Element bekannten Daten sind. Das Ziel ist nun
die Ermittelung einer approximativerokiingl der exakten bsung! der Gl. (4.8)

in einem gegebenen Funktionenradtfw) mit der endlichen Dimension Fallsw

z.B. ein Element eines Dreiecksgitters ist, stBlltv) den Polynomraum auf diesem
Dreieckselement dar.uf einen Satz von Basisfunktiongm; }, <<, desP(w) und
Punktenp; € @ (1 < i < r) wird dabei folgendes angenommen:

Ferner mufd eim > 0 existieren mit:

D; € Ow_ fur 1<i<m, (4.10)
Pi € w\ Ow_ fur m<i<r. (4.11)
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Diese Formale Darstellung der ESC—Methode wird durch Abb. 4.1 anschaulich ge-
macht. Nun 3t sich die approximativedsung!/ in der Basis{y; }i<i<, darstellen

Abbildung 4.1: Skizzierung der ESC—Methode. Der Einflu3rananit den auf ihr liegen-

den Punkten [Gl. (4.10}); . . . p,, ist gestrichelt dargestellf; stellt den Anfangspunkt der
short—characteristicy;, der auf der EinfluBkante liegt, dar. 8bBort—characteristicy, ver-

bindet diesen Randpunétmit einem der Punktg, . . . p,., welche in einem Element liegen.

An diesen Punkten, welche durch Gl. (4.11) beschriebenen werden, nehmen die Basisfunk-
tionen Gl. (4.9) den Wert 1 an.

und hat folgende Form:
() =) Lipi(#) . (4.12)
7j=1

Die unbekannten Koeffizientefy miissen nun an den Punkten ermittelt werden,
an denen die Bedingung Gl. (4.9) elif'ist, die Basisfunktionen also den Wert 1
annehmen. Da die Intenattauf der gesamten Einflul3seite als bekannt betrachtet
wird, sind damit auch die Koeffizientey fur 1 <j <m bekannt:

Iy =g - (4.13)

Um nun die anderen Koeffizienten berechnen aari€n, nutzen wir die Methode
der short—characteristicsEine solcheshort-characteristiqkurze Charakteristik),
dargestellt durch

v ={Z|Z=q+si ,0<s<s;} Cw

(sj :=|@; — pil)
beschreibt nun dieltzeste Verbindung des Punktes

Pi € w\ Ow_ fur m<i<r.
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mit dem Schnittpunkt auf der EinfluBseite. Entlang diesdert—characteristicy;
(Abb. 4.1) ertillt die Intensititv;(s) := I(g; + sji) folgendes Anfangswertproblem:

W(s) + (@ + siius(s) = (@ +si)S(G + i) for 0<s<s,
. (4.14)
0(0) = g(d):

Mit 7; := v,(s;) furm < j < r lassen sich nun die unbekannten Koeffizienten
berechnen. Zusammenfassend wird nun die approximatseang der Strahlungs-
transportgleichung GlI. (4.1) beschrieben durch GIn. (4.12), (4.13) und (4.14)

4.2.2 Realisation auf unstrukturierten Gittern

Im folgenden wird die Umsetzung der ESC—MethodeZivei Raumdimensionen
beschrieben. Ein nglicher Weg, um eine approximativegling des Problems :

pi-VI+xI = xS in Q,
I = g in 00, (4.15)
fur eine gegebene Strahlrichtupggzu finden, ist die Methode déwng—character-

istics welche von Mihalas et al. 1978 ([57]uf kartesische Gitter vorgeschlagen
wurde. Dabei setzt man = 2, d.h. dem gesamten Rechengebiet gleich, und
die Punktep; Gl. (4.11) sind die Knoten des Gittely,. Das Anfangswertproblem
Gl.(4.14) mul3 nundi jede einzelne Characteristik, die einen Knoten mit ihrem ent-
sprechenden Startpunkt auf der Einflu3seite verbindedsgelérden (Abb. 4.2).

Dieser Ansatz wurde allerdings verworfen, da zur Berechnung der Irde@asit”
einem solchen Punki; die Informationen aller Gebietselemente, durch die die
Charakteristik ‘fuft’, notwendig sind. Dadurch wird das Schema nichtlokal und
die Portierung des Rechenprogramms auf Parallelrechner, die mit verteiltem Spei-
cher arbeiten, aufgrund der erforderlichen Prozessorkommunikation, sehr ineffizi-
ent. Dies ist dadurch begmndet, dal? das numerische Gitter partitioniert wird, d.h.

die Gitterelemente auf die einzelnen Prozessoren aufgeteilt und von diesen ‘abge-
arbeitet’ werden. Je nach Aufteilung kann es dazu kommen, dal3 einzelne Prozes-
soren auf andere Prozessoren wartarssen, weil benachbarte Gebietselemente
unterschiedlichen Partitionen zugeteilt worden seinrién und somit die Intenait™

eines Elements, von einem Prozessor noch nicht berechnet werden kann, da die
dazu notwendige EinfluRrandinteraitals Intensdt eines anderen Elements von

von einem anderen Prozessor berechnet wird. Weiterhin erfordertodieny “der
Gl.(4.15) entlang solchanger Charakteristikenzeitaufwendige Schnittpunktsbe-
stimmungen der einzelnen Charakteristiken mit den Seiten der Elemente, die sie
schneiden. Der von uns beschrittene und nachfolgend beschriebene Wadgdiath™
Umsetzung der ESC—Methode auf jedem einzelnen Gitterelement und untergliedert
sich in drei aufeinanderfolgende Einzelschritte.

1. Bestimmung einer Abarbeitungsreihenfolge einzelner Gitterelementeut
=T):
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Abbildung 4.2: Long—characteristics Methode & (2): Die Strahlungstransportgleichung
wird entlang der Charakteristikey, die Punktep; Gl. (4.11) mit ihren Startpunktet
(z = 1,2---n) auf der Einflu3seite verbinden, gst.

Die short—characteristics—Method@nn ohne weiteres zur Ermittelung von

I fur ein einzelnes Element der gegebenen Triangulierung (Gesamtgit-
ter) angewandt werden, sofern die Inteasiéduf der EinfluRseite bekannt

ist. Falls die EinfluBseite mit der Ausflu3seite eines anderen Elementes zu-
sammenrdllt, mul® demnach ergt- dieses Elements berechnet werden. Aus
diesem Grunde ist eine exakte Abarbeitungsreihenfolge der Elemente not-
wendig. Die Bestimmung ist im Falle eines, mit unstrukturiertem, adaptivem
Losungsagitter, auf Parallelrechnern arbeitenden (M)H@s€eltS kompliziert.

Ein solcher Algorithmus ist von A. Dedner (IAM) ([12], [14]) entwickelt und
mir zur Verfligung gestellt worden.

. Losung von Gl. (4.15) auf einem einzelnen Gitterelement:

Wenn die Reihenfolge, in der die einzelnen Elemente abgearbeitet werden
bekannt ist, folgt die bsung von Gl. (4.15) auf einem einzelnen ElenEnt
Dazu missen die Punktg € T, (i = 1,2,---,n) und die Basisfunktionen
{¢ihi<i<r des Polynomraum®(T") mit o;(p;) = ;5 (mit 1 < 4,5 < r)
bestimmt werden. Wir betrachten im Folgenden zweiglithkeiten, die als
ESC1 und ESC2 bezeichnet werden und sich in den Basisfunktionen und den
Positionen dep; unterscheiden.

ESC1 Methode erster Ordnung, mit linearen Basisfunktionen. Die drei Punkte
P, P2, ps € T, an denen die Koeffizientefy durch Losung des An-
fangswertproblems (4.14) bestimmt werden, sind die drei Knoten (Eck-
punkte) des Dreiecks an. Die entsprechenden Basisfunktionen sind in
Abb. 4.3 (links) abgebildet.

ESC2 Methode zweiter Ordnung mit quadratischen Basisfunktionen. In die-
sem Fall nussen an sechs definierten Punktemlie Koeffizienten/;

von Gl. (4.13) berechnet werden. Diese sind die 3 Knoten (Eckpunk-
te) und die 3 Kantenmittelpunkte. Die entsprechenden Basisfunktionen
sind in Abb. 4.3 (Mitte und rechts) abgebildet.
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Abbildung 4.3: Knoten—Basisfunktionenuf die ESC1-Methode (links) und die ESC2—-
Methode (Mitte) und die Kantenmittelpunkts—Basisfunktionendié ESC2—-Methode.

3. Losung des short—characteristics Problem:
Die Berechnung der Koeffizientdnerfolgt mittels deshort—characteristics—
Methode([47]). Dabei wird die gewhnliche Differentialgleichung Gl. (4.14)
entlang einer Charakteristik, die einen Pugikauf der EinfluRseite mit dem
dazu korrespondierenden Pupkian dem der Koeffizient berechnet werden
soll), verbindet, gelst.
Im Fall der ESC1-Methode ussen zwei Mglichkeiten unterschieden wer-
den. Entweder ein Dreieck besitzt zwei EinfluRseiten und die Koeffizien-
ten I; an den drei Knoten sind somit schon bekannt und die lineare Funkti-
on I bestimmt, oder aber von drei Koeffizienten liegen nur zwei auf einer
Einflu3seite und der dritte Koeffizient muld berechnet werden. Im zweiten
Fall verbleibt die Berechnung des Koeffizienten an dem Punkt, der der Ein-
fluRseite gegamber liegt. Diese Konstellation ist in Abb. 4.5 (linkg)rféin
Element dargestellt. Die Intenattan Punkt C mufd berechnet werden, wo-
bei die Intensit /.. am Startpunkt der Charakteristik cc durch diesuing
am Nachbardreieck bereits gegeben ist. &in numerisches Gitter bestehend
aus Dreieckselementen ist diese Vorgehensweise in Abb. 4.2.2 im Falle der
ESC1-Methodeui eine Richtungi skizziert. Im Fall der ESC2—-Methode
mussen zwei &lle, die in Abb. 4.5 (Mitte) und Abb. 4.5 (rechts) dargestellt
sind, betrachtet werden. Im ersten Fall mit zwei Einflul3seiten (Abb. 4.5 Mitte)
muf3 die Intensdt am Kantenmittelpunkt F der Ausflu3seite berechnet wer-
den. Die Startintensat'der Charakteristik am Punkt ff ist ebenfalls durch die
Losung am schon abgehandelten Nachbardreieck gegeben. Im zweiten Fall
(eine EinfluRseite, Abb. 4.5 rechts) sind die Koeffizientgh /.. und I;4 an
den Punkten ee, cc und dd bekannt und die Intatesitan den Punkten E, C
und D nmussen berechnet werden. Zwdling der gewfinlichen Differential-
gleichung GI. (4.14) wurden mehrere Methoden untersucht. Zwei davon, im
weiteren als KA1 und KA2 bezeichnet, verwenden die formalsung:

vi(s) = v;(0) e 2709 4 / S(o) e 27 dg (4.16)

mit
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o : EinfluBrandknoten ,
an denen Intensitat

gegeben ist

o : Gebietknoten an
denen Intensitat
berechnet werden
mufd

* (N : Ziffer beschreibt
Abarbeitungsreihenfolge

= 0
i @ 0 (9) : durch.Na.chbare_Iemente
@ vollstandig bestimmte
= 8 O { Dreiecke
] | @ @ -
() u : Strahlenrichtung
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H T _" short-characteristiG
- entlang de®trahlungs-

transportglzu I6sen ist

Abbildung 4.4: Schematische Darstellung des Ablaufs zwsurig der Strahlungstrans-
portgleichung auf einem Dreiecksgitter im Falle der ESC1-Methadeli€ Strahlenrich-

tungi.

ee cc = dd B

Abbildung 4.5: Um die Strahlungstransportgleichung auf einem einzelnen Element zu
losen, ist es notwendig die Interagitan verschiedenen Punkten zu berechnen, welche
abkangig von der betrachteten Ordnung sind. Links: Im Fall der ESC1-Methwoderéi-

ecke mit nur einer Einflu3seite muf3 die Inteaséin Punkt C entlang einer Charakteristik,
deren Startintengit’am Punkt cc bekannt ist, berechnet werden. Mitte and Rechts: In der
ESC2-Methode mssen die Intengitén abBigig von der Strahlenrichturigjentweder am
Punkt F (zwei EinfluBseitemdC undBC' ), oder an den Punkten E, C, D (eine EinfluB3seite,
AB ) mit den entsprechenden Startinteats#ti am Punkt ff bzw. an den Punkten ee, cc und
dd berechnet werden.

Die beiden anderendsungsverfahren (IRK, DRK) sind implizite bzw. diago-
nal implizite Runge—Kutta—Standaodér fir gewdhnliche Differentialglei-
chungen ([95]) und lassen sich ohn®@efren Aufwand implementieren, da
Gl. (4.14) eine lineare Differentialgleichung ist und somit nur ein lineares
2 x 2—Gleichungssystem zo$én ist. Da mit dem impliziten Runge—Kutta—
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Standardbser die besten Resultate erzielt wurden und dieser in den zasitgbh”
gen magnetohydrodynamischen Simulationsrechnungen eingesetzt wird, wird
im Anhang 8.1 eine aushiliche Beschreibung gegeben. Weitere betrachte-
te L6sungsmethoden basierten entweder auf numerischen Quadraturen zur
Losung des Integrals in Gl. (4.16) (GaulR—Legendre, Romberg) oder waren ex-
plizite Loser gewhnlicher Differentialgleichungen (explizites Runge—Kutta—
und explizites Euler—\Verfahren). Siatfiten zu erheblichen Schwierigkeiten

bei einer starken Variation varp im Rechengebiet0—3 — 10%, welche von

der signifikanten Temperaturadhgigkeit vons (oc 7'°) hernihrt, und wur-

den daher nicht weiter becksichtigt. Die vier untersuchtenokér sind fol-
gendermal3en charakterisiert:

— KAL: kp, S werden durch lineare Funktionen approximiert, was zu ei-
nem analytischen Ausdruckif'das Integral in Gl. (4.16)ufirt ([47],

[4]).

— KA2: kp, S werden durch Polynome zweiter Ordnung approximiert,
was ebenfalls zu einem analytischen Ausdrugkdas Integral in Gl.
(4.16) fihrt ([47], [4]).

— IRK: Gl. (4.14) wird mit implizitem 2—Punkt—Runge—Kutta—Schema
geldst, wobei die besten Resultate mit der RADAU I[IA Methode erzielt
wurden ([95]).

— DRK: Gl. (4.14) wird mit einem einfach diagonal implizitem 2—Punkt—
Runge—Kutta—Schema g@sit'([95]).

4.2.3 Oszillationskorrektur

Die Methoden 2. Ordnung zeigen oft ein oszillatorisches Verhalten, welches so-
gar zu unphysikalischen negativen Inteatgti fihren kann. Dieses Verhalten re-
sultiert aus der quadratischen Interpolation zwischen den Einflu3randiatensit™
dreier Punkte. In Abb. 4.6 ist diesrfden Fall eines EinfluBrandes (vergl. Abb. 4.5
rechts) dargestellt. Die Intenattan den Punkten A, F und B ist als Einflul3ran-
dintensitit bekannt. Zwischen ihnen sollen die Inteatgti an den Punkten ee, cc
und dd quadratisch interpoliert werden. Dadurdmfén sich neue Extrema aus-
bilden und zu falschen Intenatswerten auf dem Dreiechulifen. Durch leichte
Modifikationen der EinfluBintensiteng, dargestellt in Abb. 4.6, lassen sich diese
Schwierigkeiten allerdings beheben:

4.2.4 Periodische Randbedingungen

Der bisher beschriebene Algorithmus kann auf jedes Gé€batgewandt werden,
sofern die Einflu3seitenintenaitbekannt ist. Im aktuellen Fall wurde entsprechend



4.2. RT-LOSER 65

I (9)

min (1,, I., | )>mini (0)

I (@=min(l,, 1., L)

0.0 i max (1,, ., L ) <max (0
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eq jcc; ' dd
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Abbildung 4.6: Quadratische Interpolation kann neue Extrema erzeugen, die zu falschen,
ggf. sogar negativen, Intenatén tihren lonnen. Dieses oszillatorische Verhalten mit dar-
aus resultierenden falschen EinfluBinteaitgitig 1al3t sich folgendermal3en behebear F~
den Fall, dal3 das Minimum der interpolierten Intesm@tiTl,., I.. undI.q kleiner als das
Minimum der Intensiten an den Punkten A, F und B ist, so wird die interpolierte Intahsit”
gleich dem kleinsten der Werlg , Ir und Iy gesetzt. bi' den Fall, dal3 das Maximum der
interpolierten Intensdttenl,., I.. undIyq gré3er als das Maximum der Interedi#h an den
Punkten A, F und B ist, so wird die interpolierte Inteasitleich dem gvl3ten der Werte

I, Ir undIg gesetzt.

der Strahlungsrichtung die IntereditVorgeschrieben.Uf'einen nach oben gerichte-

ten Strahl [, > 0) wurde die EinfluBintensat’am unteren Rand mit der frequen-
zintegrierten Planck—Funktion Gl. (4.6) vorgeschrieben. Im Falle eines nach unten
gerichteten Strahlg/ < 0) findet keine Einstrahlung am oberen Gebietsrand statt
[I; = g(p;) = 0, Gl. (4.13)]. In beiden &llen werden an den seitlicheraRdern
periodische Randbedingungen angenommen und die Strahlungstransportgleichung
wird fur das gesamte Gebiet iterativ gsi.” Dabei wurde entsprechend einer der
Strahlungsrichtungefi, die in einem Iterationsschritt am Ausflurand berechne-
te Intensiéit im réichsten Iterationsschritt als EinfluRseitenintetsitigesetzt. Der
Iterationsprozel? wurde solange wiederholt, bis die berechneten latensiti ge-
samten Rechengebiet folgende Bedingunglkefri:

|[neu - Ialt| S €- max{|[alt|}

(I : Intensidt des lterationsschritt— 1, I,,., : Intensigit des Iterationsschrit}.

Die Konstante ist in den Rechnungen zu:= 10~2 gesetzt worden. i e—Werte
von10—3 und10~* zeigten sich im Vergleich zL0 2 keine Unterschiede in den be-
rechneten Intensitén. Bei goReren—Werten ¢ = 10~ 1) hingegen war die Anzahl
der Iterationen pro StrahlungsrichtungB8er als bei einem-Wert von10—2.
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4.3 Numerische Resultate

Die entwickelte ESC—Methode wurde anhand von 3 Testproblemen

e einem Problem mit einer vorgegebenersling,
e dem ‘Searchlight—Problem,

e einer magnetischen Fluf3schicht in der solaren Schichtung,

auf Effizienz und Genauigkeit getestet. Die dazu benutzten numerischen Schemata
zur Losung der Gl. (4.15) entlang einer Charakteristik sind in Tab. 4.1 aufgelistet
und kurz eréiutert.

Tabelle 4.1: In der ESC—Methode eingesetzte numerische Schemata.
ESC—-Methoden erster Ordnung
ESC1(KA1l)* linearer Ansatz + Kunasz—Auerekér mit linearer Approximation
ESC1(KA2)* linearer Ansatz + Kunasz—Auerekér mit quadratischer Approximation
ESC1(IRK) linearer Ansatz + impliziter 2—Punkt—Runge—Kuttasket
ESC1(DRK) linearer Ansatz + diagonal impliziter 2—Punkt—Runge—Kutt@sdr"
ESC-Methoden zweiter Ordnung
ESC2(KAl) quadratischer Ansatz + Kunasz—Aueoser mit linearer Approximation
ESC2(KA2) quadratischer Ansatz + Kunasz—Aueoser mit quadratischer Approximation
ESC2(IRK) quadratischer Ansatz + impliziter 2—Punkt—Runge—Kuttzsdr"
ESC2(DRK) quadratischer Ansatz + diagonal impliziter 2-Punkt—-Runge—Kutset. "
ESC2-mod  wie ESC2(IRK) allerdings mit der Oszillationskorrektur 4.2.3
Referenzmethoden ([52])
DGO Discontinuous—Galerkin—Methode mit konstanter Ansatzfunktion
DG1 Discontinuous—Galerkin—Methode mit linearer Ansatzfunktion
* ESC1(KA1) ist identisch mit der von Kunasz& Auer ([47]) vorgeschlagenen Me-
thode.
** ESC1(KAZ2) ist identisch mit der von Bruls et al. ([4]) vorgeschlagenen Methode.
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4.3.1 Testproblem mit einer vorgegebenen exaktendsung

Analytische Funktionen der Intenait, (z, z) und x(z, z) := k(z, 2)p(z, 2) wur-
den fiir zwei Strahlungsrichtungei (¢« = 50° und o = 200° zur Horizontalen)
vorgegeben (GIn. 4.17, Abb. 4.7y(x, z, ii) und die Intensidt am EinfluRBrand
wurden so bestimmt, dald diesling der Strahlungstransportgleichung die vorge-
gebene Intenst'/..(z, z) zum Resultat haty(x, z) wurde so gewhlt (Abb. 4.7
rechts), daf es amhiend die Bedingungen deragpien Anwendung (starken Va-
riation vonkp im Rechengebiet0—* — 10*) wiederspiegelt

Ip(z,2) = (cos(2mz) +2)sin(rz)2+1

X(x,2) = (1000 tanh(—5z) +1000.001)(sin(rz) + 1.25) (4.17)

Die Strahlungstransportgleichung Gl. (4.15) wurde mit der ESC—Methode und den

\ G <P
? " \\ 'm O p 5000 ///“ T
2 M"‘\/)'l"‘ “‘»"::‘\\\"'n/‘ ,,,,,;///57":"”};‘“\\
\\\ WOOO ,' ' ‘
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Abbildung 4.7: Analytische Funktionenufdie Intensidt I (links) undkp (rechts).

in Tabelle 4.1 aufgelisteten Schemataogellind die berechneten ResultatdGl.

(4.12)], welche Funktionen der Gitterwefiegdes numerischen Gitters sind, mit der
exakten losungl., verglichen. Insoferrd,,, S undxp ausreichend glatt, d.h. belie-

big oft stetig differenzierbar im betrachteten Gebiedind, lassen sich Aufsangse

uber das Konvergenzverhalten der berechnetesuhg/;, fur h — 0 und somit der
Genauigkeit des Verfahrens auf einem vorgegeben Gitter gewinnen.

Im Allgemeinen kann dazu angenommen werden, daf3 der absolute Fehler einer nu-
merischen Methode als asymptotische Reihe entwickelbar ist und folgende Form
hat:

en, = c1h?' + coh?? + c3h?? + ... + ¢, hP" (4.18)

mit den reelen Exponentenfuri =1,..,nundp; < ps < p3 < ... < py.

p1 definiert dabei die Ordnung des numerischen Fehlers und somit die experimen-
tell bestimmte KonvergenzordnungQC') der numerischen Methoderfh — 0.

Zur experimentellen Bestimmung ven berotigt man die ausreichend glatte, d.h.
beliebig oft stetig differenzierbare exakteduingl,,. eines Problems und die Fehler

en, ean, ZWischen der exaktendsungl., und der numerischeh,. Im aktuellen Fall
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wurde derL>—Fehler ([53]) verwendet:

e = (/I(f) Ih(a?‘)Zda?‘) (4.19)

mit seiner diskreten Form:

2) o (4.20)

A ist hier der Féicheninhalt eines Dreieckselementsentspricht der Gesamtzahl
von Punkten in einem Element, an denen der Fehler berechnet wird. Im Falle der
ESC1-Methode sind dies die Dreiecksknoten, an denen auch die Koeffizignten
[Gl. (4.13)] berechnet wurden (Abb. 4.5 links), und es gil& 3. Bei der ESC2—
Methode sind dies die Knoten und die Kantenmittelpunkte und es4st6 (Abb.

4.5 Mitte und rechts). Unter den Annahmen, @a& const. ist und tr die Fehler-
normen||ey,|| = ch?* und||esy|| = c(2R)"* gilt, folgt fur das Verlltnis der Fehler:

en = A ( 3 ‘N) (@) — I9(2)

i=1,n

lemll  c(2ny
_ — 9p1 4.21
Teall ~ e ’ (4-21)

woraus sich die Konvergenzordnung ergibt:

e
pr = logohezl (4.22)
lenll

Fur denEOC gilt damit:
FEOC =limp, . (4.23)
h—0

Die winkelgemittelte Intensdtt'(2.44), welchedi den Strahlungsquellterm (2.42)
berotigt wird, erfordert die Berechnung der Intemasifiir verschiedene Winkel-
richtungen. Um eine wygliche Abkingigkeit des©OC' von der Strahlungsrichtung
erkennen zu @rinen, sind alle Konvergenzuntersuchungenzivei unterschiedli-
che Strahlungsrichtungen durchgeft worden. Eine aufertsgerichtete,(, > 0,

a = 50° zur Horizontalen) und eine alastsgerichtetey(, < 0, o = 200° zur Ho-
rizontalen). Eine Untersuchung hegich anderer Winkelrichtungen wurde durch-
geflihrt und bekaftigte die fir o = 50° unda = 200° erzielten Resultate, weshalb
im weiteren nur die Resultaterfdiese beiden Richtungen diskutiert werden.

In Abb. 4.8 ist derEOC der ESC1-Methodeuf die beiden Winkelrichtungen
dargestellt. Vihrend die ESC1(KA1)— und ESC1(KA2)e&ér einen geringijig
grosserenEOC' bei a = 50° haben als die Runge-Kuttaekér, bsst sich dage-
gen ein deutlich konvergenteres Verhalten bei den ESC1(IRK)— und ESC1(DRK)—
Losern erkennen. Im Falle vam = 200° ist der Unterschied zwischen den vier
Losertypen nur noch marginal. Auch bei den ESC1(KA1l)— und ESC1(KARein
ist eine Konvergenz deutlicher zu erkennen.
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In Abb. 4.9 ist derEOC der ESC2—Methodeauf die beiden Winkelrichtungen dar-
gestellt. Im Fall desyx = 50° Winkels offenbarte der ESC2(IRK)-dsér die am
starksten ausgepgte Konvergenz. DeFOC startet bei einem Wert gRer als 2.5
erzielt mit 16384 Gitterzellen undahert sich @i 2 - 10° Gitterlementen dem Wert

2.0, wéhrend sich die anderemkér nicht sehr stark voneinander unterscheiden. Bei
der Starttriangulierung mit 16384 Gitterzellen starten sie zwischen 2.0 und 2.2 und
liegen zwischen 2.0 und 2.2 immer noch Bei10° Gitterzellen. Beinn: = 200°
Winkel hingegen sind sich die Verhalten des ESC2(IRK)- und des ESC2(DRK)—
Losers qualitativ sehahinlich. DerEOC startet bei 2.3 und liegt be&i - 10° Git-
terzellen zwischen 2.0 und 2.1 aiwend detFOC' der ESC2(KA1)- und ESC2-
(KA2)—Loser unter 2.0 liegt und noch nicht ersichtlich ist, zu welchem Wert er
konvergieren wird.

Die EOC der Referenzverfahren DGO und DG1 haben sowohl bei der Starttriangu-
lierung mit 16384 Gitterzellen, als auch ki 10° Gitterlementen einen Wert der
beim DGO-Verfahren bei 1.0 liegt und beim DG1-Verfahren bei 2.0, wradg™

von der Winkelrichtung.

Abbildung 4.10 zeigt die wesentlichen Unterschiede zwischen den einzelnen Re-
sultaten. Die Laufzeitunterschiede zwischen den ES©@2etri sind sehr grol3. Die
ESC2(KA1)- und ESC2(KA2)-aser bentigen etwal0? mal langer, um einen ge-
gebenen Fehler zu unterschreiten, da sie dazu eine wesentlich kleinere Gitterweite
berotigen, als die verwendeten Runge-Kuttaskr, welche einen vorgeschriebe-
nen Fehler auf einem deutlichalyéren Gitter erreichen. Selbst diéscontiuous—
Galerkin—Referenzverfahraghneiden deutlich schlechter ab als die Runge—Kutta—
Loser. Die von uns verwendete Oszillationskorrektur scheint auf dte @er Re-
sultate keinen entscheidenden Einflul3 zu haben. Der Vergleich des oszillatioskor-
rigierten impliziten Runge—Kutta-dser (ESC2-mod) mit dem nicht korrigierten
[ESC2(IRK)] macht deutlich, daf3 die angewandte Oszillationskorrektur bei gleich-
bleibenden Fehler die Berechnungszeit unwesentlich beeinflaRtend es unphy-
sikalische Oszillationen beseitigt. Die Tabellen 4.2 und 4.3 zeigen die Berechnungs-
zeiten, welche die einzelnerokér bentigen, um einen vorgeschriebenen Fehler zu
unterschreiten. Zusammenfassend kann gesagt werden, daf3 die ESC2-Methode mit
dem oszillationskorrigierten impliziten Runge—Kuttadet (ESC2—-mod), die beste

der untersuchten Methoden ist. Sie ist von 2. Ordnung genau, erreicht eine gefor-
derte Genauigkeit schon mit bedeutendl§gier Gitterweité, ist somit sehr viel
schneller und verursacht keine Oszillationen.
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Abbildung 4.8: EOC als Funktion der Gitterweité, (willkurliche Einheiten) di die
ESC1-Methode, welcher unter Benutzung der in Tabelle 4.1 aufgelisteten Verfahren er-
mittelt worden ist. Links: Winkel vox = 50°. Rechts: Winkel vora = 200°.
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Abbildung 4.9: EOC als Funktion der Gitterweité, (willkurliche Einheiten) di die
ESC2-Methode, welcher unter Benutzung der in Tabelle 4.1 aufgelisteten Verfahren er-
mittelt worden ist. Links: Winkel vox = 50°. Rechts: Winkel vora = 200°.
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Abbildung 4.10: L2—-Fehler als Funktion der Berechnungszefwillk urliche Einheiten).

Die Berechnungszeit betigen die in Tabelle 4.1 aufgelisteten Verfahren, um einen vorge-
schriebener.2—Fehler zu unterschreiten. Links: Winkel van= 50 . Rechts: Winkel von

a = 200°.
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e, ESC1(KAl) ESC1(KA2) ESCI1(IRK) ESC1(DRK) DGO

Winkel o = 50°

1.00e-02 8.93e-01 3.05e-02 1.31e-01 3.17e-02 2.14e-01

1.00e-03 8.63e+00 1.74e-01 1.24e+00 2.13e-01 2.19e+00

1.00e-04 8.66e+01 1.07e+00 1.11e+01 1.62e+00 2.27e+01

1.00e-05 8.75e+02 9.14e+00 9.06e+01 1.61e+01 2.41e+02
Winkel o = 200°

1.00e-02 1.57e-01 8.75e-02 1.16e-01 8.60e-02 3.09e-01

1.00e-03 1.62e+00 6.98e-01 1.12e+00 6.97e-01 3.26e+00

1.00e-04 1.70e+01 6.83e+00 1.03e+01 6.98e+00 3.22e+01

1.00e-05 1.91e+02 6.86e+01 9.37e+01 7.05e+01 3.10e+02

Tabelle 4.2: Laufzeiten (willkirliche Einheiten) der Vlerfahren erster Ordnung, nach denen
ein gegebenek2—Fehler unterschritten wird.

e, ESC2(KA2) ESC2(IRK) ESC2(DRK) ESC2-mod(IRK) DG1

Winkel o = 50°

1.00e-02 8.93e-01 3.05e-02 1.31e-01 3.17e-02 2.14e-01

1.00e-03 8.63e+00 1.74e-01 1.24e+00 2.13e-01 2.19e+00

1.00e-04 8.66e+01 1.07e+00 1.11e+01 1.62e+00 2.27e+01

1.00e-05 8.75e+02 9.14e+00 9.06e+01 1.61e+01 2.41e+02
Winkel o = 200°

1.00e-02 1.57e-01 8.75e-02 1.16e-01 8.60e-02 3.09e-01

1.00e-03 1.62e+00 6.98e-01 1.12e+00 6.97e-01 3.26e+00

1.00e-04 1.70e+01 6.83e+00 1.03e+01 6.98e+00 3.22e+01

1.00e-05 1.91e+02 6.86e+01 9.37e+01 7.05e+01 3.10e+02

Tabelle 4.3: Laufzeiten (willkirliche Einheiten) der Verfahren zweiter Ordnung, nach de-
nen ein gegebendir2—Fehler unterschritten wird.
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4.3.2 Searchlight—Problem

Die Annahme von Polynomen erster oder zweiter Ordnungli& Basisfunktionen

auf jedem Element liefert die Startinteragin fir jedeshort—characteristicDies
entspricht, wie in Kap. 4.2.3 bereits adfert wurde, einer linearen bzw. quadra-
tischen Interpolation der Koeffizienten (Gl. (4.12)) an den Startpunkten der Cha-
rakteristiken. Diese Interpolation, die auf jeder Einflul3seite eines Gitterelements
durchgetihrt wird, bewirkt eine in Strahlrichtung zunehmende Verschmierung der
Intensititen senkrecht zur Strahlrichtung. Im Falle eines scharf begrenzten Strahls
(Searchlighy, fuhrt dieser Effekt, auch im Falle verschwindender Absorption zu
einer Intensatsdiffusion aus dem Strahl in dessen Umgebung, was eine I@tsAasit”
abnahme im Strahl selber bewirkt. Die Abbildung 4.11 zeigt solche Strainhele,”

fur (von links nach rechts) die exakt®sting, die ESC1(KA2)—, die ESC2(IRK)—
und die DG1-Methode. Die Intenatsdiffusion tir die ESC1-Methode ist am deut-
lichsten, vahrend die ESC2(IRK)- und die DG1-Methode kaum Diffusion zeigen.
Daflir neigen sie zur Oszillationsbildung. In Abbildung 4.12 ist ein horizontaler
Schnitt am oberen Rechengebietsrand durch die Stralnheleh “welche mit den

in Tab. 4.1 aufgafhrten Methoden berechnet wurden, im Vergleich zur exakten
Losung dargestellt. Deutlich zu erkennen sind die stark diffusiven Eigenschaften
der ESC1(KA2)-Methode und das oszillatorische Verhalten der ESC2(IRK)- und
der DG1-Methode. Wie bereits emwit lassen sich diese Oszillationen im Falle
der ESC(IRK)—Methode leicht eliminieren, was zur ESC—mod—Methole,foh-

ne dafd an der Strahlstruktur und dem scharfen Strahlrand etwaasiest wird.

v

Abbildung 4.11: Graustufen Darstellungen der Inteasi€ines sogenannt&earchlight

Strahls , der sich in Vakuurfk = 0) ausbreitet. Das numerische Gitter besteht aus 42478
Gitterzellen. Von links nach rechts: ExaktedLing und Resultate, die mit der ESC1(KA2)-

, der ESC2(IRK)—- und der DG1-Methode ermittelt wurden. Der Strahl gelangt durch den
unteren Rand in das Rechengebiet, breitet sich unter einem Winkel voB3 zur Hori-
zontalen aus und veBt das Gebiet in der Mitte des oberen Randes. Der Strahl dufthl”

das Gebiet zweimal, was aus der in 4.2.4 beschriebenen periodischen seitlichen Randbedin-
gungen resultiert.
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Abbildung 4.12: Die quadratische Interpolation kann neue Extrema erzeugen und zu un-
physikalischen negativen Interegi¢h fihren. Dies wird durch einen direkten Vergleich
der mit den nachfolgend aufgelisteten Methoden berechneten latiemséim oberen Ge-
bietsrand deutlich: ESC2(IRK), ESC1(KA2), DG1, ESC2-mod. Das mit der ESC1(KA2)—
Methode erzielte Resultat zeigt diastste Diffusion, wohingegen die Methodeahier
Ordnung zur Oszillationsbildung neigen (ESC2(IRK), DG1), die im Fall der ESC2(IRK)—
Methode leicht eliminierbar sind und zur ESC2—-mod—Methadwetf”

4.3.3 Solare magnetische Flu3schicht: Ein realittsnaher Test-
fall

An der Sonnenobedthe beobachtbare magnetische FluRkonzentrationen bestehen
aus mehr oder weniger stark ausgedehnten Ansammlungen vertikalen magnetischen
Feldes. Der Grol3teil des magnetischen Flusses und beinahe die gesamte magneti-
sche Energie ist in sogenannten Fhiffeén gebindelt. Die bislang beobachtbaren
raumlichen Ausdehnungen dieser Floiftten reicht von mehreren zehntausend Ki-
lometern Durchmesser, bei Sonnenflecken, bis hinunter zu Flul3konzentrationen mit
einem Durchmesser von einigen 100 Kilometern wie von Solanki (1992) und Stol-
pe&Kneer (1997, 2000) beschrieben ([80], [93], [94]). Im aktuellen Fall liegt das
Hauptaugenmerk auf der dynamischen Wechselwirkung von Magnetfeld und so-
larer Konvektion, die von Steiner et al. (1988) ([90]) mittels MHD—-Simulationen
untersucht wurde. Da solaren Bereichen tgg, = 1 der Strahlungstransport die
Konvektion als dominierenden Energietransportmechanismuostaiird die Dy-

namik der Magnetfeldkonzentrationen in diesen Regionen auch durch den Strah-
lungstransport maf3geblich beeinflu3t.diker et al. (1988) ([45]) leiteten anhand

von 2D-MHD-Simulationen typischedngen— und Zeitskalen, auf denen die ener-
getische Interaktion von kleinskaligen magnetischen FluRkonzentrationen und dem
Stahlungsfeld der sie umgebenden Gebieteawdhlher. Um nun die Interaktion

von solchen kleimiimigen Magnetfeldkonzentrationen und dem radiativen Strah-
lungsfeld verstehen zuokihen, wurde als ein erster Schritt das Modell einer ma-
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gnetischen FluRschicht in das Modell der ruhigen Sonnenphaiospin“nachfol-

gend erdiuterter Weise, eingebettet ([43], [44], [2], [4]). Um die betrachtetesek ”

in einer realiitsnahen Anwendung zu untersuchen, wurde die Strahlungstransport-
gleichung anschlie3endrféinen Winkeh: = 80° zur Horizontalendit dieses Flul3-
schichtmodell gedst.

e Als Modell fur den Bereich aul3erhalb der FluRR3schicht wurde das in Kap.
2.9.5 bereits ediiterte eindimensionale Modell der ruhigen Photasehind
Konvektionszone von Spruit ([83]) verwendet.

¢ Innerhalb der FluRschicht wurde das Modell @ef3éren Bereichs um eine
“Wilson—depression” vom\z = 200 km nach unten verschoben.

e Unter der Annahme, da% < 1 ist kann die Niherung diner Fluf3ohren
([68]) angewendet werden :

B*(z)
8m

pe(2) = pi(z) + (4.24)

(e = extern, ¢ = intern, H, : Druckskalenbhe,d : Dicke der Flul3schichf,
: Gasdruck imaufReren Gebiep, : Gasdruck in der Flu3schichB, : vertikale
Magnetfeldkomponente).

e Magnetische FluRRerhaltung fordert:

d
Doy = /de = B(z)d(z) = const . (4.25)

0
e damit folgt die Geometrie der Fluf3schicht :

— Bydy = B(z)d(z)

(dO = dzwils =200 krn, BO = \/Sﬁ(pe(zwils) - pi(zwils)) ) y

— d(2) = (87 (pe(2) — pi(2)) ™" Body (4.26)

(%i : magnetischer Druck,;,: ist die geometrische éhie des,,0 = 1 Niveaus
innerhalb der FluR3schicht).

Dabei ist die Quellfunktiort die frequenzintegrierte Planck-Funktion Gl. 4.6 und
die Absorption wird durch den Rosselandschen Absorptionkoeffizienten Gl. (4.4)
beschrieben. Unuber das Verhalten derdsér bei starken Gradienten in den hy-
drodynamischen Variablen, wie sie auch bei Sto3fronten auftaudrerek; einen
AufschluB zu erhalten, wird ein sehr scharféisergang an den &idern der FluR-
schicht angenommen (Abb. 4.13). Das qualitative Resultat ist in Abb. 4.14 dar-
gestellt. Am oberen Gebietsrand, der ca. 500 WKperTs,0, = 1 liegt, sind zwei
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Abbildung 4.13: Oben: Kombination einer Graustufen— und einer Isoliniendarstellung
vonlog,q(kp). Unten: Kombination einer Graustufen— und einer Isoliniendarstellung von
log,, S. Beide Gol3en nehmen mit zunehmender geometrischer Tiefe zu und zeigen einen
scharferiJbergang an den FluBschictrdern.

Intensititsmaxima erkennbar. Ihre Existeraf3t’sich dadurch verstehen, dal3 die
FluRschichtatmosé auf gleicher geometrischephE lkihler als die externe At-
mosplare ist und eine geringere Dichte hat. Daraus folgt, daf3 in déekiin der

Tes000 = 1 1St Tis000 < 1 UNdkepe > K;ip; sind. Die mittlere freie Weglfige der
Photonen auRerhalb der FluRschicht (k.p.)~" istin einer bestimmten geometri-
schen Hhez somit viel geringer als innerhalb. Da generell in Regionengit <

1 keine ervdhnenswerte Absorption mehr stattfindet, ist die formaleung Gl.
(4.16) der Gl. (4.14) auf den ersten Teil, der den Transport beschreibt, reduziert.
Somit finden Photonen auf ihrer Wanderung von tieferen Schichtedimeitqueren
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des Flul3schichtrandesaptlich ein Gebiet mit sehr geringer Absorption vor und
kdnnen beinahe ungest bis zum oberen Rand weiterwandern. Abb. 4.15 zeigt

500

Z [km]

—500

—1000 L . . L L .
—600 —400 —200 0 200 400 600

Abbildung 4.14: Die Spezifische Intensit fiir einen Winkel vor8(® zur Horizontalen, im

Falle der magnetischen Flu3schicht, als Kombination einer Isolinien— und einer Graustu-
fendarstellung. Sie wurde mit der ESC2—-mod—Methode und 135644 Gitterzellen berechnet.
Die Intensitit nimmt mit zunehmender geometrischer Tiefeu. Am oberen Gebietsrand

(ca. 500 kmubertsgoo = 1) sind zwei Intensdtsmaxima erkennbar (Fig. 4.15), die ihren
Ursprung in Schichten umiyyy = 1 haben.

das Konvergenzverhalten der berechneten Intatesitam oberen Rechengebiets-
rand gegen eine Referenzling (berechnet mit der ESC2—-mod-Methode 10td
Gitterzellen) als Funktion der Gitterzellenanzahl. Die mit der ESC2—-mod—Methode
und der DG1-Methode berechneten Resultate zeigen schon mit 33770 Gitterzellen
keine signifikanten Abweichungen zur Refer@szling. Die ESC1(KA2)— und die
ESC2(KA2)-Methode sind entweder sehr diffusiv oder produzieren Oszillationen,
die aus denshort-characteristics—iserhernihren und nicht durch die Intenais-
interpolation bedingt sind. Die quantitative Beschreibung des Konvergenzverhal-
tens ist in Abb. 4.16 dargestellt. Sie zeigt das \@rhs der Intenséatsmaxima am
oberen Rand, welche mit dem Modell der unge®ri Photospdre und dem die
Magnetfeldkonzentration enthaltenden berechnet wurden.
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Abbildung 4.15: Vergleich berechneter Intenat€n am oberen Rand des Rechengebiets.
Oben links und oben rechts: ESC1(IRK), ESC2(IRK). Mitte links und Mitte rechts:
ESC1(KA2), ESC2(KA2). Unten links und unten rechts: ESC2—-mod, DG1. Die Resulta-
te wurden mit verschiedenen Gitterzellenanzahlen berechnet (33770, 135644, 543678). Die
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Referenabsung wurde mit der ESC2—mod—Methode ufftiGitterzellen berechnet.

Zusammenfassend kann gesagt werden, daf3 die Anwendungen den ESC2—-mod—

Loser hervorheben. Diesepg&ér wird in den zeitaldrigigen Simulationsrechnun-
gen Anwendung finden, da er das beste Fehler zu Laufzedrithund die ge-

ringste Intensatsdiffusion hat und auch in dem Anwendungsfall der magnetischen

FluRschicht die besten Resultate lieferte.
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Abbildung 4.16: Oben: Das Veraltnis der Intensdtsmaxima am oberen Rand, welche mit
dem Modell der ungestten Photospdreé (I.,) und die Magnetfeldkonzentration enthal-
tenden(1y;) berechnet wurden, als Funktion der Gitterweite. Die DG1-, ESC2—-mod- und
die ESC2(IRK)—Methode zeigen vergleichbare Resultate und konvergierén-£ 0 of-
fensichtlich zum selben Wert. Die ESC1(KA2)-Methode and ESC2(KAZ2)-Methode zeigen
ein sehr sprunghaftes Verhalten und ®eil(’ Elementen scheint noch nicht klar zu sein,

ob sieuberhaupt konvergieren und wenn ob der Grenzwert mit dem Grenzwert der ersten
drei Methoderubereinstimmt. Unteriy, /1., als Funktion der Berechnungszeit.
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4.4 Numerische Bestimmung des Strahlungsquellterms

Der Energietransport durch Strahlung findet mittels des Quellterms (Kap. 2.7) in der
Erhaltungsgleichung der Gesamtenergiedichte (Kap. 2.26) Eingang in das System
der MHD-Gleichungen (Kap. 2.8). Es gibt zwegjuivalente Formulierungen von

Qr ([4]), die sich in der frequenzabihgigen Form folgendermal3en darstellen:

Qu(F) = dmp / ko(J, — S,)dv 4.27)

v

Qr(f) = / V- Frdy (4.28)

v

Beide Formulierungen verlangen die Bestimmung der spezifischen Intetisitit j7)
durch Losung der Strahlungstransportgleichung Gl. (dutiéhrere Raumrichtun-
genji und anschliel3end die Berechnung eines Raumwinkelintegrals. Dazu muf3 der
Raumwinkelbereich durch eine Anzahl von diskreten Winkelrichtungeémer die

dann integriert wird, diskretisiert werden. Ein Schema zur Ermittelung verschie-
denster Raumwinkelquadraturen wurde von Carlson (1963) ([5]) hergeleitet. Im
folgenden wird die aus 12 Winkelrichtungen besteheAdeQuadratur eingesetzt.

Im Falle einer zeitabdrigigen Simulationsrechnung ist der Einsatz einer Raumwin-
kelguadratur mit mehr als 12 Winkelrichtungen viel zu rechenzeitintensiv. Schon
beim Einsatz ded4—Quadratur liegt die Berechnungszeit des Strahlungquellterms
im Mittel eine GoRenordnungenber der des MHD—-bSers. Im Falle von zwei-
dimensionalen Simulationsrechnungen mit statischen Rechengittern und einer Git-
teraubisung vonl0 km, was bei Rechengebietsén vonl 2000 km x 1500 km

1.8 - 10° Gitterzellen entspricht, erscheint dies gerade noch vertretbar. Im Falle von
dreidimensionalen Simulationsrechnungen mit vergleichbarer Gittesamitj (ent-
sprechend.16 - 10® Gitterzellen) ist dies schwerlich duraftfibar. Die Aufgabe bei

der numerischen Bestimmung va@)y besteht darin, seine Abhgigkeit von der
Gitterzellenweiteh, der Ordnung des Strahlungstranspmséi's und der Ordnung

der auf einem Gitterelement vorliegenden hydrodynamischen Variablen zu quan-
tifizieren und zu beurteilen. In der numerischen Berechnung, wurde die durch Gl.
(4.28) dargestellte Form in atmospischen Bereichen welche durch eine mittle-

re freie Photonweglfige vonl > 10° cm charakterisiert sind, benutzt. Wie von
Bruls et al. (1999) ([4]) dokumentiert, zeigt dort die aus mathematischer &jcim ™
valente Form Gl. (4.27) aufgrund der Tatsache, daf die mittlere IraensiBl.

(2.44) und die Quellfunktion GI. (4.6) praktisch gleich grol3 werden aufgrund von
Ausloschungseffekten ein numerisch instabiles (oszillatorisches) Verhalten. In Be-
reichen mitl < 10° cm hingegen wurde die Form Gl. (4.27) verwendet, da die
Bestimmung der Divergenz des Strahlungsflusses Gl. (4.28) dann ungenau wird,
weil es ebenfalls zu AusEchungseffekten kommt.

Zur quantitativen Bestimmung der eingangs amwten Ablangigkeiten wurdé)

fur zwei, dem Anwendungsbereich verwandte zeituaabige Probleme berech-
net. Zum einen war dies eine planparallele Schichtung ([83]). Zum anderen ei-
ne magnetische FluR3schicht (Kap. 4.3). Obwalnldiese Probleme keine exakten



82 KAPITEL 4. STRAHLUNGSTRANSPORT

Losungen existieren, ist es in beideallEi doch noglich, mittels Konvergenzana-
lysen Aufschlulfuber die Gite der Resultate zu gewinnen. Dabei handelt es sich
allerdings nicht um Konvergenzanalysen im strengen Sinn (Kap. 4.3). In beiden
Fallen wurden die mit einer GitteraoBiung vonl km und derA4—Quadratur er-
mittelten Ergebnisse als Refereoglingen betrachtet und die Konvergenz der git-
terweitenabhingigen losung tir h — 1 km untersucht. Im Falle der planparallelen
Schichtung wurde dies von Bruls et al. (1999) ([4)j tlie oben enahnte Hybrid-
methode bereits ansatzweise gezeigt. Hier betrachten wir lzahitdi den zwei-

ten Anwendungsfall, bei dem Temperatur und Dichte am Rande der Fluf3schicht
einen sehr scharfedbergang aufweisen. Dieser wurde bewuRt nidrer mehrere
Gitterzellen verteilt, sondern geht innerhalb einer Gitterweite vonstatten. Auf die-
se weisedn3t sich testen, wie stark der Einflu® von Gitterasiifig und Ordnung

des Strahlungstransportesérs bei der numerischen Behandlung von Temperatur—
und Dichteinhomogeratén (z.B. bei Schockwellen) ist und wie grof3 der damit ver-
bundene effektive Strahlungsenergietransport und seine numerisch bedingten Aus-
schmierungen sind.

4.4.1 Hydrodynamische Elementdaten

Zur Berechnung vorl, (7, ii) und Qr auf jedem Gitterelement werden die Tem-
peratur und die Dichte des Plasmas degt. Der benutzte 2D-MHD-Code kann
entsprechend der geforderten Konvergenzordnung des Verfahrens, sowohl mit kon-
stanten als auch mit linearen konservativen Elementdaten (GI. 3.17) ([13]) arbeiten.
Aus Rechenzeitgmiden vdre es wnschenswert, wenn die Bestimmung v@n

mit eben diesen Elementdaten durchdetwerden kihnte. Anhand des Problems

der planparallelen Schichtung (Kap. 2.9.5) bei d@mmit der A4—Quadratur be-
rechnet wurde, werden die Abhgigkeiten von der Ordnung der hydrodynamischen
Elementdaten und von der Rekonstruktionstechnik, mit der aus konstanten Element-
daten lineare ermittelt werden, adtert. Abb. 4.17 (oben) zeigufi = 0,--- , n

alle vertikalen Schnitt€r (x;, z) (mit zo < x; < z,, o, x, : linker und rech-

ter Rechengebietsrand) der mit linearen konservativen Elementdaten berechneten
Referenzbsung in einer Darstellung. Abb. 4.17 (unten) zeigen analog zur oberen
Darstellung alle vertikalen Schnitte vapg (z, z), welches mit konstanten konser-
vativen Elementdatenufvertikale Aufbsungen vom\ z = 40 km (unten links) und

Az = 6 km (unten rechts) ermittelt wurde. Dabei wird deutlich, dafl3 uaabiy

von der vertikalen Ausung die Berechnung vapr mit konstanten¥” und p pro
Gitterelement fehlerhaft ist.
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Abbildung 4.17: Gezeigt sinddiri = 0,---, n alle vertikalen Schnitt€)g (x;,z) (mit

xo < x; < z,, To, Ty . linker und rechter Rechengebietsrand) in einer Darstellung. Oben:
Referenzbsung vor()r berechnetdi 65536 Gitterelemente\z = 10 km) und lineareri’—

und p—Werten pro Gitterelement, die mittels Knotenrekonstruktion ([28], [29]) berechnet
wurden. UntenQg ermittelt mit konstanten und p pro Gitterelement (links)ur" eine
vertikale Aufbsung vonAz = 40 km (rechts) it Az = 6 km.
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Dies ARt sich durch Betrachtung der formalemsung der Strahlungstransportglei-
chung verstehen:

S

vi(s) = v;(0) e 27O 4 / S(o) e™27@9) dg (4.29)
0

mit
b

Ar(a,b) = / w(0)p(0) do

a

In den optisch dicken Bereichémso,, > 1) ist der erste Teil von Gl. (4.29), wel-
cher die Absorption beschreibt, vernaasdigbar. Mit konstanteffi undp folgt pro
Gitterzelle ein konstantes und ein konstantesp. Daraus resultieren unphysikali-
sche StrahlungsfEse (Abb. 4.17 oben), dasehr sensibel auf die Temperatur— und
Dichtednderungen reagiert und das Integral in Gl. (4.29) falsche d@gttiefert.

Zur Ermittelung einesui’ die ruhige Sonnenphotospie realistischen Strahlungs-
fluBprofil reicht es daher nicht den Temperatur— und Dichteverlauf atkwsgise
konstante Funktionen auf das numerische Gitter zu interpolieren. Da bei einer ver-
tikalen Aufiosung vomh, = 6 km im Modell der planparallelen Schichtung sowohl
Temperatur als auch Dichte alahlerungsweise linear betrachtet werdennen,
erhdlt man durch st€kweise lineare Interpolation vah und p auf jedes Gitterele-
ment im Falle der planparallelen Schichtung ein realistischeres Strahlungsflu3profil
(Abb. 4.18).

Abb. 4.18 (oben) zeigt da@r, welches mit vom 2-D-MHD-Code gelieferten, re-
konstruierten, linearen Elementdaten berechnet wurde ([21], [30]). Auch in diesem
Fall sind die, tir die optisch dicken Regionen ermittelten Werte unakzeptabel feh-
lerhaft, was damit zu begnden ist, dal3 in diesem Fall zwar ein lineares Verhalten
von Temperatur und Dichte pro Gitterelement vorlag, allerdings kein stefiger-

gang zwischen benachbarten Elementen bestand, so dal3 es auch in diesem Fall zur
Verletzung der Erhaltungseigenschatft des Strahlungsflusses kommt.

Die besten Resultate dargestellt in Abb. 4.18 (unten) sind mit linearen Element-
daten erzielt worden, welche durch Knotenrekonstruktion ermittelt wurden ([28],
[29]). Dabei sind die linearen Profile vahund p auf die Elementschwerpunkte in-
terpoliert worden. Aus den Schwerpunktswerten aller an einem Gitterknpgeti-
zipierende Gitterelemente werden diactiengewichteten Mittelwertg, p; fur den
Gitterknotery berechnet. Dies wirdiir'alle Knoten des Rechengitters durchget.

Aus den 3 Gitterknoten, welche ein Gitterelement aufspannen, werden anschlie3end
die linearen FthenfunktionenuiT" und p ermittelt.

Die mit dieser Technik rekonstruierten Elementdaten haben den Vorteil, dal3 sie
stetig an den Elementgrenzen sind und somit die Erhaltung des Strahlungsflusses
gewabhrt ist.
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Abbildung 4.18: Darstellung zeigtdii = 0,--- , n alle vertikalen Schnitt€)g (z;, z)

(mit g < z; < x,, xo, T, . linker und rechter Rechengebietsrand) auf einmal. Oben:
Qr berechnetii 65536 Gitterelemente\z = 10 km) und lineareri’— undp—Werten pro
Gitterelement, die mittels Knotenrekonstruktion ([28], [29]) berechnet wurden. Ugten:
berechnetdi 65536 Gitterelementé\z = 10 km) und linearenT undp pro Gitterelement,
die vom MHD-Loser geliefert wurden ([21], [30]).
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4.4.2 Ordnung des Strahlungstransportbsers

Die Strahlungstransportgleichung wurde mit den neuentwickelten ESC1(IRK)— und
dem ESC2-mod-Verfahren (Kap. 4.2.1y flas Problem der magnetischen Fluf3-
schicht (Kap. 4.3) geist, um den Einflul3 der Ordnung des Strahlungstrangzeit”

zu ermitteln. Die diskrete frequenzunaloigige Form von Gl. (4.28)f"den Strah-
lungsquellterm stellt sich folgendermal3en dar:

;'{:/V-F*md dA = /ﬁrad-ﬁds . (4.30)
T aT,

Hier wurde zurQ?,—Berechnung die zweite Form verwendet:

Q= / Frd. i ds | (4.31)

aT;

welche im folgendenui’ die ESC1- und die ESC2—-Methodeaartért wird. Der
Strahlungsflufd wird nach Gl. (2.45) berechnet.

Im weiteren wirdrad aus Gtinden deiUbersichtlichkeit weggelassen. Im Fall des
ESC1-Verfahren ist die Intenattiind somit auct’ an den Knoten bekannt. Um ein
Verhalten 1. Ordnungii Q auf einem Dreieckselemef} zu erhalten, mufg - i

an den Kantenmittelpunkten berechnet werden. Aus diesem Grundfnam den
Kantenmittelpunkten durch lineare Interpolation der Knotenwerte Narmittelt
(Abb. 4.19):

F n T F3

Abbildung 4.19: Zur Bestimmung vor@{{ beim ESC1-Verfahren. Die Punkte kennzeich-
nen die Orte an denen Interagién und der Strahlungsflu3 Gl. (2.45) bekannt sind. An den
durch Quadrate gekennzeichneten Orten werden aus den Knotenwerterkamenmit-
telpunktswerte interpoliert und mit der Obaxftiennormalen multipliziert.

. h -
Qh =D 5 (Fi+Fiy) i (4.32)
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(F, = F,). Im Fall des ESC2-Verfahrens ist die Inteasitind damit auch an
den durch ein Kreis gekennzeichneten Punkten bekannt und mait eirn'Ver-

halten 2. Ordnunguf' Qg, indem [ F - ds mittels derSimpsonschen—-3—Punkt—
oT;
Quadraturformehumerisch integr]iert wird:

Abbildung 4.20: DreieckT;. Die Punkte kennzeichnen die Orte an denen mittels ESC2—
Verfahren die Koeffizienten Gl. (4.12) berechnet wurden und somit die Ingé¢eitind der
Strahlungsflu3 Gl. (2.45) bekannt si(ﬂ, i = 1,...,5). Numerische Integration von
F-it entlang einer Dreiecksseite mittels @&mpsonschen—3—Punkt—Quadraturformet!
anschlieBender Aufsummation liefert das Resultatiis Integral in Gl. (4.31).

= h 1. 4. 1.
QL = lz_; 5" (gFl + §Fl+1 + §Fl+2) 7 (4.33)

(F; = F), (Knotengewichte 1, Kantenmittelpunktsgewicht?).

Wahrend sich beim planparallelen Modell kein merklicher Unterschied zwischen
erster und zweiter Ordnung zeigte (Abb. 4.21), trat er in sehr \éekstem Mal3
beim Problem der magnetischen Flul3schicht auf. Abb. 4.22 zeigt in einer Farbab-
bildung das generelle Verhalten v@)y im Falle der Flul3schicht. In dem Tiefen-
bereich von—400 km —+200 km strahlt die vermeintlich heiRere Umgebung in
die FluRschicht, Energie wird per Strahlung ins Fluschichtinnere transportiert, wo-
durch diese geheizt und die Umgebunggakivird.

Im Prinzip sollte mit der Berechnung 2.0rdnung des Strahlungsquellterms diesel-
be Genauigkeit erzielbar sein wie mit der Berechnung 1.0rdnung, jedoch auf einem
groberen Gitter und somit inutzerer Rechenzeit. Konkret bedeutet das, dal? auf
einem von dem MHD-bSer vorgegebenen Rechengitter diamiliche Aufbsung
der Heizungs- und Hhlungszonen an den Flu3schiemdern bei gleicher Rechen-
zeit im Fall der Berechnung 2.0rdnung deutlich besser sein sollte. Da in diesem
Fall keine ReferenplSung existiert, wurde die @€ der Resultate anhand einer an-
gerahrten Konvergenzbetrachtung quantifiziert.

Dazu wurden innerhalb zweieauimlicher Zonen (Abb. 4.23), die;,—Normen von
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Abbildung 4.21: Die Darstellung zeigtdfi = 0, - -- , n alle vertikalen Schnitt€g (z;, z)

(mit zg < x; < x,, 29, Ty . linker und rechter Rechengebietsrand) auf einmal. Links:
Qg fur die planparallele Schichtung mit der ESC1-Methode und einer Gittesaufty von
Az = 6 km berechnet. Rechts: Berechnung ESC2-mod—Methode bei einer Gitietsngfl”
von Az = 6 km durchgetihrt.
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Abbildung 4.22: Qr fiur das Modell der magnetischen Flu8schicht, berechnet mit dem
ESCi1-Verfahren. Die Wechselwirkung zwischen FluBschichtinnerem und Flu3scisicht™
serem ist auf den Bereich zwischers= —400 km undz = 0 km beschankt.

Q% und Q% fur Gitterweiten von 40, 26, 13, 10, 6, 2 und 1 km berechnet:

J=1 Minae

R;
A / Qi )| dodz = 3 14;Qh,] (4.34)
0

‘]:1, ,n%aw

R,
lQull = / Quee ) dudz= Y A,Q4, (4.35)
0
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(A := Flacheninhalt des Gitterelements, ., n¢, . : Gesamtzahl der Gitterelemen-
te, die in ausgewfilten Zonen liegen).

Die horizontalen Ausdehnungen der Zonen R; sind ftir R, mit 50 km ohenu-
nabhangig undR; entsprechend deiohénabhingigen Schichtdickeé gewahlt wor-

den (Abb. 4.23)R; mul3te lkhenabhihgig gevehlt werden, da im Inneren die mitt-
lere freie Wegiinge der Photoneh = [k;p;]~' mit der geometrischen dtie »
starker zunimmt als inatReren Breich und die von aRerhalb der Flu3schicht kom-
mende Strahlungber eine golRere Wegstrecke das FluRschichtinnere heizen kann,
da dies optischuhiner ist. kit R, war die Annahme einesohénunabarigigen Strei-
fens mit 50 km Breite auf3erhalb der Flul3schicht ausreichend. EineofZengnig
veranderte das Resultat nicht wesentlich, wohingegen, < [. ( [, mittlere
freie Wegkinge auRerhalb der FluBschi¢ht= [k.p.]~!) die Resultate falsch wer-
den muf3ten, da die Integration nicht meitvei den ganzen gahlten Bereich aus-
geflinrt wurde.

% R@)
z=200 km L2

L]
\EEEE R.® =R +50 km
/ ()
Y Ri @ =R
\\
z=0 km A \
Re2)
@ @ extern
/
/
| @: intern
/
/
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Abbildung 4.23: Schematische Darstellung der einealft€’ der magnetischen Flu3schicht

mit beiden Zonen. Die innerhalb der Flu3schicht liegende Zone, in ddy ddorm von

QiR berechnet wurde, ist durch das Netz gekennzeichnet. Die aulBerhalb der Fluf3schicht
angebrachte horizontal mit 50 km ausgedehnte Bereichzone, (i deerechnet wird, ist

durch Streifen markiert.
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Abbildung 4.24: Abweichungen der audbungsabdirigigen L,—Fehler. Die Refe-
renzbsung fir das externe Gebiet wurde it 1(f Gitterzellen (1 km Gitterweite) und 12
Strahlungsrichtungen ermittelt. Oben: Rechenzeit gegen Gitterzellenanzahl. Mitte: Abwei-
chungen gegen Rechenzeit. Unten: Abweichungen gegen Fehler. Die Krelgserdjgren

die Resultate 1. Ordnung und die Sterne die Resultate 2. Ordnung.
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Abbildung 4.25: Abweichungen der audbungsabdirigigen L,—Fehler. Die Refe-
renzbsung fir das interne Gebiet wurde nat- 10 Gitterzellen (1 km Gitterweite) und

12 Strahlungsrichtungen ermittelt. Oben: Abweichungen gegen Rechenzeit. Unten: Abwei-
chungen gegen Fehler aufgetragen. Die Kreuzeasapttieren die Resultate 1. Ordnung und
die Sterne die Resultate 2. Ordnung.

Zwar bermotigt die Quelltermberechnung 2. Ordnung féde untersuchte Gitter-
auflosung etwa die doppelte Berechnungszeit (Abb. 4.24 Mitte), doch Abb. 4.24
(unten) und Abb. 4.25 (unten) verdeutlichen, daR selbs? b&d® Gitterzellen die

mit der Methode 1.0rdnung ermittelten Resultate mehrié$s Abweichung zu

den mit der Methode 2.0rdnung erzielten Resultaten aufweisen. Dies gilt sowohl
fur den externen, als auch den internen Bereich (Abb. 4.23). Die mit der Methode 2.
Ordnung una@ - 10° Gitterzellen erzielten Resultatestellen die Referesunhy dar.

Dies giindet sich darauf, dal3, wie in Kap. 4.3 gezeigt, der ESC2—nuskrLWwe-
sentlich genauer als der ESCI4der ist und die in Abb. 4.20 dargestellte und in Gl.
(4.33) formulierte Art und Weisa)r zu berechnen, zum ESC2e4ér konsistent

ist.
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4.4.3 Ausblick bei der numerischen)g—Bestimmung

Wie stark sich die Abarigigkeit der))r—Resultate von der Ordnung der Methoden

in einer zeitabhngigen Simulation nun wirklich auswirkt, kann nur durch einen
Vergleich von MHD-Simulationsergebnissen, welche einmal mit der Methode 1.
Ordnung und einmal mit der Methode 2. Ordnung ermittelt werden, bestimmt wer-
den. Desweiteren nssen noch systematische Untersuchungenddeh der Ab-
héangigkeit der)r—Resultate von der Winkelquadratur durchdetwerden.

Die Nutzung einer Winkelquadratur mit 12 unterschiedlichen Winkelrichtungen ist
aus Rechenzeitgnden in zweidimensionalen Simulationen vertretbar gerade noch.
In dreidimensionalen Rechnung wird dies kaum dusbhibar sein. Es gibt erste
Voruberlegungen und Tests zum Einsatz von Quadraturformeln merschiede-

nen Winkelrichtungen (z.B. 12, 24, 48 etc.), allerdings mit dem Unterschied, daf3 in
jedem Zeitschritt die Strahlungstransportgleichung mureihe bestimmte Anzahl

m Richtungen (mitm = %) geldst wird und die spezifische Interegitt™ berech-

net wird. Rir die in einem Zeitschritt nicht neu berechneten Intexeit/” " der

nicht abgearbeiteten Winkelrichtungen werden die in den vorherigen Zeitschritten
berechneten, wiederverwendet. Dadurch kann digguBestimmung notwendi-

ge Winkelintegration durchgehit werden und die pro Zeitschritt sehr aafwdige
Bestimmung von" verringert sich auf den-ten Teil des Aufwandes, der zur Be-
rechnung vom Richtungen pro Zeitschrittatig ware. Dabei gilt es mittels genaue-

rer Untersuchungen den Teilerzu bestimmen. Einer der Ansatzpunkte ist dabei
die Zeitskala, auf der sich die hydrodynamischen Variabéemetn.Andert sich
dieser ‘hydrodynamische Hintergrund’ beispielswaibern Zeitschritte nur un-
wesentlich, so &iinte es ausreichend sein, in jedem Zeitschritt die Intatnsitier
Richtung/' neu zu berechnen und anstelle der nichtberechneten die in den vor-
herigen Zeitschritten berechneten Intesisti wiederzuverwenden. Einoglicher
Indikator dazu wurde bislang nicht entW|ckeIt sollte aber von eimterung der
mittleren freien Photonweagtigel = [xp|~' pro Gitterzelle abafigen.

Auch wéare es denkbar, eine Hybridmethode bestehend aus den Methoden 1. und 2.
Ordnung einzusetzetlberlegungen wurden dazu von Dedner & Vatitet (2001)

([14]) angestellt. Sie zeigen anhand eines vergleichbaren Problems, daf? die eigent-
liche Seirke der ESC2—Methode wie in Abb. 4.26 gezeigt in dem optisecinen
Atmosptarenbereich liegt, in dem Bereich also, in dem kaum noch Absorption statt-
findet. Dies lkohnte bedeuten, daf3 die Unterschiede in den Resultaten von 1. und 2.
Ordnung im Falle von steilen Gradienteninund p in optisch dinnen Bereichen
noch sehr viel deutlicher werden. Als anschlielRendes Testproblemgdllr einen

sich ausbreitenden Schock untersucht werden. Deneifien in einem gravitativ
geschichteten Medium propagierenden Schock ist die thermische Energiedissipati-
on von grol3er Bedeutung und entscheidetbar, wie weit er in die oberen atmo-
spharischen Schichten kommen kann. Benutzt man im Falle numerischer Simula-
tionen einen ‘ausschmierenden’ Strahlungstranspsetl(z.b. ESC1), wie in Abb.
4.15 dargestellt, so wird dieser dafSorgen, dal? die Schockfront thermisch ausge-
schmiert wird und ‘nicht weit kommt'. Ein nicht ‘ausschmierendeoser (ESC2)
hingegen eralt dieses hinter der Schockfront existierende Depot an thermischer
Energie aufrecht. Solange es existiert, kann der Schock als solcher weiterwandern.
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Abbildung 4.26: Markierung der Bereiche in denen die magnetische Flul3schicht mit dem
ESC1- (weif3) und mit dem ESC2e&ér (dunkel) berechnet wird. Als Indikator diente ein
Residuensditzer ([14]).
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Kapitel 5

Magnetfeldverstarkung durch
Konvektion

5.1 Hintergrund, bisherige Rechnungen

Aul3erhalb von Sonnenflecken ist ddreirwiegende Teil des magnetische Flusses in
der solaren Photosphe in magnetischen Flufdtien konzentriert. Im sogenannten
flux—expulsion—Proze(}69]) konzentrieren konvektive $tmungen den magneti-
schen Fluf3 in den Abstromgebieten zwischen den Granulen. Dieser Prozel3 kann
fur die in der unteren Sonnenphotoaphtypischen Werte von Massendichte und
horizontaler Swimungsgeschwindigkeit vom = 3 x 1077 g/cm?® undv, = 2.5

km/s nur FluRohren mit einer Magnetfeldsike von der GsRenordnung dekqui-
partitionsfeldstitke B = \/4mpv2 von 0.5 kG erzeugen, nicht aber die beobachteten
Werte von 1.5 kG. Zur weiteren Magnetfeldvensting kann es durch eine abis-
gerichtete Strinung entlang der Feldlinien kommen, die eine partielle Evakuierung
der Magnetfeldkonzentrationen bewirkt. Diese hat ihre Ursache in der Zunahme
des magnetischen Drucks, welcher die horizontaleon@irigen, die heil3ere Mate-

rie aus der Umgebung der Magnetfeldkonzentrationen zu diesen hin transportieren,
so stark abschacht, dal3 die radiative Energieabstrahlung und die damit verbun-
dene Abkihlung des Fluldfireninneren durch konvektiven Energietransport nicht
mehr ausgeglichen werden kann. Aufgrund der andauernden radiativemléby”

und der starken Superadiabatititinterhalb der Photosateé’ kommt es entlang der
Feldlinien zu einer beschleunigten Alistriing der abgelilten Materie und so-

mit zur Evakuierung der oberen Schichten. Zur Magnetfeldsegtatig und Aus-
bildung von Magnetfeldkonzentrationen im Kilogaul3bereich kommt es dabei, weil
sich wegen des abnehmenden Gasdrucks innerhalb der Magnetfeldkonzentrationen
das Druckgleichgewicht mit der Umgebung nur einstellen kann, indem der magneti-
sche Druck entsprechend zunimmt. Dieser Prozel3 wird augbaektiver Kollaps
bezeichnet und istur"diinne FluRohren von Spruit (1978), Parker (1978), Webb

& Roberts (1978) und anderen anhand eines linearen Ansatzes und von Venkata-
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krishnan (1983, 1985) und Hasan (1985) mittels numerischer Simulationen studiert
worden ([85], [61], [73], [101], [102], [38]). Grossmann—Doerth et al. (1998)y{"

ten auch numerische Simulationen durch, wobei sie das antgje System der
MHD-Gleichungendsten. Auch Beobachtungen lassen sich im Sinne dieses Pro-
zesses interpretieren ([108], [55]). Spruit (1978) fand mittels linearer Stabilit™
analyse, dal} die typische Zeitskala, innerhalb der der konvektive Kollaggfgbl”
der hydrodynamischen Zeitskala entspricht. Hasan (1985) studierte den Prozel un-
ter dem Einflul3 eines horizontalen radiativen Energieaustausch durch Berechnung
der zeitabhngigen nichtlinearen MHD—Gleichungen in daali¢iung dinner Fluf3-
rohren. Er fand eineiberstabile Oszillation mit einer Frequenz viti's, welche

die Folge der radiativen Heizung der durch den konvektiven Kollaps evakuierten
FluRmhre ist. Grossmann—Doerth et al. (1998) ([36]) simulierten 5 Minuten einer
sich ausbildenden magnetischen FluRschicht in eineen1400 x 2400 km? aus-
gedehnten photosphschen Bereich. Sie fanden, dal3 der \dathgsprozel} in-
nerhalb von ca. 100s &hlft. Die Stirke der Evakuierung, die maximale Felt&e

und die Lebensdauer der Magnetfeldkonzentratiorsamgbin stark von dem im ge-
samten Rechengebiet enthaltenem magnetischen Fluf3 ab. Im Fall eiaegliahf”
homogenen vertikalen Magnetfelds von 100 Gaul3 erreicht die Betdstach etwa
150s ihr Maximum und das Zentrum der Flul3konzentration wird sehr hell, wobei
der Kontrast der Kontinuumsintersit150% erreicht. Die sich daran anschliel3en-
de Abnahme der Magnetfeldske wird von einer Abnahme des Kontrasts beglei-
tet und ist durch eine Aufsirmiung, die sich in der oberen Photoapdzu einem
Schock aufsteilt, bedingt.

5.2 Simulationsresultate

Im Rahmen dieser Arbeit wurde die Ausbildung von Magnetfeldkonzentrationen
in der solaren Photosphé mit einem adaptiv arbeitenden 2D—-MHD-Code der in
Kap. 2.8 beschriebenen und im weiteren als WDV-Code bezeichnet ist, numerisch
simuliert. Das Simulationsgebiet erstreckte sich horizonbar1.2 - 10* km und
vertikal zwischen 300 knaber und 900 km untersgo = 1 und war damit 5 mal
breiter als das mit dem Grossmann—Doerth et al. (1998) ([36]) gearbeitet haben. Es
wurden 60 min solarer Magnetokonvektion simuliert. Die minimale und die maxi-
male Gitterweite betruget) km bzw.67 km. Es wurde die zeitliche Entwicklung
eines anfangs homogenen vertikalen Magnetfelds dgek&t 00 Gaul3, welches in

eine vollentwickelte solare Konvektion eingebracht wurde, untersucht.

In den Abbildungen 5.1, die die Magnetfeldlinien und die Temperatuashbdi im
gesamten Rechengebiet zu 15 verschiedenen Zeitpunkten zeigen, ist in den ersten
9 Abbildungen sowohl der Flux—expulsion—Prozel3 als auch der konvektive Kol-
laps erkennbar. Die letzten 6 Abbildungen stellen die Wechselwirkung zwischen
Magnetfeld und der solaren Granulation zatgpén Zeitpunkten dar. Das jeweils
zugeloirige Geschwindigkeitsfeld ist in den Abbildungen 5.2 gezeigt.
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Abbildung 5.1: In den ersten 9 Bildern wird mittels Temperaturigafién und Magnet-
feldlinien flir das gesamte Modellgebiet zu verschiedenen Zeitpunkten die Entstehung von
Magnetfeldkonzentrationen durch den sogenannten Flux—expulsion—Prozel3 und den sich
in der zeitlichen Abfolge daran anschlieBenden konvektiven Kollaps gezeigt. Die letzten
6 Bilder zeigen die Wechselwirkung zwischen Magnetfeld und konvektivemgmng zu
spateren Zeitpunkten, Il undlll kennzeichnen die spér raher untersuchten Magnetfeld-
konzentrationen.
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Abbildung 5.2: Gezeigt sind die zu den Abbildungen 5.1 zugegén Stomungsmuster.

Die maximale Vektorpfeilihge entspricht einer Geschwindigkeit von 10.6 km/s.
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Im Weiteren werden drei magnetische FluBkonzentrationen, die sich innerhalb der
ersten 15 Minuten ausgebildet habeahai” untersucht. Sie sind als Magnetfeld-
konzentrationen I, Il und Il bezeichnet, in den horizontalen Bereichen, die von
-6000 km bis -3500 km, von -2500 km bis -1000 km und von 500 km bis 3000 km
reichen, lokalisiert und haben nach 15 min Simulationdet 0 typischen Brei-

ten von 200 km (1, ) bzw. 350 km (IIl). Die Abbildungen 5.3 und 5.4 stellan f*
die Magnetfeldkonzentration | die zeitliche Entwicklung der Vertikalkomponente
des Magnetfelds$3, bei den geometrischenddénz = 0 und z = 200 km und

den Kontinuumsintenstskontrast/, — (I..).)/{I.). als Funktion der horizontalen
Position dar./. und (I.) reprdsentieren die Kontinuumsinteraitiei 5000 A und

ihren horizontalen Mittelwert. Abbildung 5.5 zeigt die Tiefenahbigkeit des ver-
tikalen Geschwindigkeitsfeld,. Alle GroR3en sind @i 28 verschiedene Zeitpunkte
innerhalb der ersten 18 Simulationsminuten dargestellt. Aufgrund der innerhalb der
Magnetfeldkonzentrationen unteuodkten Konvektion kommt es in ihren oberen
Bereichen zu einer deutlichen Ablkiung und einer dadurch bewirkten starken Ab-
stromung (Abb. 5.5, Zeitpunktg, t5). Dies fiihrt innerhalb der Magnetfeldkonzen-
tration zu einer Evakuierung der oberen Bereiche und einer Feldvanst auf 1.5

kG (Abb. 5.3, Zeitpunkte-, t;). AnschlieRend kommt es, wie in den Abbildungen
5.5 und 5.6 gezeigt im oberen Teil der Magnetfeldkonzentration zu Aufsingen

mit einer maximalen Amplitude von 2 km/s (Abb. 5.5, 5.6, Zeitpurkte= 5.33

min, t;o = 8 min). Dies hat die Ursache darin, daf3 die atnstende Materie in den
unteren Flulwhrenbereichen auf Materieaf$érer Dichte trifft und nach oben lau-
fende Druckwellen bewirkt. Dieselfiren zu einer Abschachung der Abstmhung
innerhalb der mittleren und unteren FloRrénbereiche und zu einer Aufstnung

in den vorher evakuierten oberen Gebieten. Dadurch heizen die vorheualigek”
Atmosplarenbereiche auf und die Magnetfelt&e nimmt wegen des zunehmen-
den Gasdrucks wieder ab und erreicht nach 8.67 Minuten den Minimalwert von 0.8
kG (Abb. 5.3, Zeitpunkt,). Die weiterhin bestehende radiative Altkiing be-
wirkt anschliel3end wieder eine Absimung mit anschliel3ender partieller Evakuie-
rung der oberen Bereiche und dem damit verbundenen Anstieg des magnetischen
Drucks. Die Feldstike nimmt nach;; = 7.33 min den Wert von 1.0 kG an und
sinkt anschlieRend wieder ab. Dies ist wiederum mit Aofsiningen innerhalb der
Magnetfeldkonzentration verbunden (Abbn. 5.5 und 5.6). Begleitet wird die Zu—
und Abnahme der Magnetfel@ske durch Variationen des in Abb. 5.4 dargestell-
ten Kontrasts der Kontinuumsinteregitiinerhalb der Magnetfeldkonzentration. Da
die Atmosplare in der Magnetfeldkonzentration durch Abstrahlung abgkkvird,

sinkt dasr;000 = 1 Niveau in gol3ere geometrische Tiefen ab. Die Umgebung der
Magnetfeldkonzentration istin der gleichen geometrischen Tiefe sehr viel heil3er als
die Magnetfeldkonzentration und heizt deren Inneres auf. Dadurch wird die Tem-
peratur relativ zur optischen Tiefe in der Umgebung angehoben und die von ihr
ausgesandte Kontinuumsinteasitinerhalb der Magnetfeldkonzentration steigt re-
lativ zu der der Umgebung an. Zu den Zeiten maximaler Fetlds(i,, ¢t;; undt;;)

ist der Kontrast 30% @f3er als zu den Zeiten niedrigerer Feake (0.8 kGfs und

113).
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Abbildung 5.3: Die Vertikalkomponente des Magnetfelds fden die Magnetfeldkonzen-
tration| enthaltenden Bereich zu verschiedenen ZeitpunkiemnliE’ geometrischen ¢héen

von z=0 km (durchgezogen) und z=200 km (gestrichelt). Die gepunktete Linie stellt das
NiveauB, = 0 dar.
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Abbildung 5.4: Kontrast der Kontinuumsintenait flir den die Magnetfeldkonzentration
enthaltenden Bereich zu verschiedenen Zeitpunkten.
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Abbildung 5.5: Tiefenprofil der Vertikalkomponente des Geschwindigkeitsfeld innerhalb
der Magnetfeldkonzentratidnzu verschiedenen Zeitpunkten.
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time=8.00420 [min]

s

Abbildung 5.6: Gezeigt ist das Soriiungsmuster in einem von -5500 km bis -4500 km
horizontal und von 0 km bis 300 km vertikal ausgedehnten Bereich, der den oberen Teil der
Magnetfeldkonzentratioh fur die ersten 12 der in Abb. 5.3 gezeigten Zeitpunkte darstellt.
Die maximale Vektorpfeilihge entspricht einer Geschwindigkeit von 5.2 km/s.
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Wie die Abbildungen 5.7, 5.9, 5.8 zeigen, durhit'die Magnetfeldkonzentration

Il eine qualitativ vergleichbare Entwicklung. Im Gegensatz zur Magnetfeldkonzen-
tration | ist die Variation des Kontrastes der Kontinuumsintensiliérdings goRRer

und betegt 70%. Im Fall der dritten untersuchten Magnetfeldkonzentration (I11) ist
die Entwicklung der der Magnetfeldkonzentration I, was die typischen Zeitskalen,
die Feldstirkemaxima (—minima) und die Variation des Kontrastes der Kontinuum-
sintensiéit anbetrifft, vergleichbar.

Nachdem die zweite Magnetfeldveaasting stattgefunden hatte kam es nach der
14. Minute im Fall I, 1ll und nach der 10. Minute im Fall Il zu einer erneuten
Magnetfeldversiikung. Diese ist von starken Abstnungen mit Geschwindigkeit-
samlituden von bis zu 8 km/s verursacht worden. In der Tiefe 0 betrugen die
resultierenden maximalen Feldstén fir die drei untersuchten FluRkonzentratio-
nen (1, 11, 1) 2.1, 1.9 und 2.3 Kilogauf3 [kG]. In den letzten 6 Bildern der Abbn. 5.1,
5.2 sind diese Magnetfeldstrukturen und das Geschwindigkeitsfelkefschiede-

ne Zeitpunkte, > 10 min dargestellt. Die Magnetfeldgeometrie und die Magnet-
feldst@irkedndern sich nach der 14. Minute im Falle der Magnetfeldkonzentrationen

| und 1l und der 10. Minute d¥ Il nur unwesentlich. Mit zunehmender Magnet-
feldstrke [Abbn. 5.10, 5.11 (linke Spalte)] werden die konvektiven Alratriigen

in den oberen Bereichen der Magnetfeldkonzentrationen untektjnverden sehr
gering oder verschwinden ganz, wie in den Abbildungen 5.10, 5.11 (mittlere Spal-
te) fir die Magnetfeldkonzentrationen | und Il gezeigglwénd in der Umgebung

der Magnetfeldkonzentrationen starke Absttingen mit Amplituden von bis zu 6
km/s weiterhin existent sind [Abbildungen 5.10, 5.11 (rechte Spalte)].

Mit fortschreitender Zeitt > 14 min) bleibt die Korrelation zwischen der Zu— und
Abnahme des Kontrasts und der Zu— und Abnahme der Magne#gtdsti Lau-

fe eines kollapsartigen Prozel3 zwar bestehen, jedoch sinkt der Kontrast im Laufe
der Simulation ab und wird negativ. Diesgt von dem magnetischen Flul3 der
Magnetfeldkonzentrationen ab. Je mehr magnetischer FluR sich ansammelt und je
groRer die Feldstrken werden, desto breiter werden die Magnetfeldkonzentratio-
nen. Die typischen horizontalen Ausdehnungen der drei Magnetfeldkonzentratio-
nen entsprachen am Simulationsende denjenigen von kleinen magnetischen Poren
odermagnetic knot§[92], [1]). Da die heil3ere Umgebung die radiative Aibking

der breiten Magnetfeldkonzentrationen nicht mehr ausgleichen und deren Inneres
aufheizen kann, kommt es durch die andauernde radiativeflbikg zur weiteren
Abkuihlung des Inneren der Magnetfeldkonzentrationen und zur Abnahme des Kon-
trasts der Kontinuumsintenait' Dies steht im Einklang mit den von Deinzer et al.
(1984) ([17]) gefundenen Resultaten.
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Abbildung 5.7: Die Vertikalkomponente des Magnetfelds fden die Magnetfeldkonzen-
trationll enthaltenden Bereich, zu verschiedenen Zeitpunkiedi& geometrischen ¢héen
von z=0 km (durchgezogen) und z=200 km (gestrichelt).
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Abbildung 5.8: Tiefenprofil der Vertikalkomponente des Geschwindigkeitsfeld innerhalb
der Magnetfeldkonzentratidh zu verschiedenen Zeitpunkten.
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Abbildung 5.9: Kontinuumsintensétskontrastdi den die Magnetfeldkonzentratidinent-
haltenden Bereich, zu verschiedenen Zeitpunkten.
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Abbildung 5.10: Links: Die Vertikalkomponente des Magnetfelds tie Magnetfeldkon-
zentrationl zu verschiedenen Zeitpunktén> 10 min bei z=0 km. Mitte: Tiefenatdrigig-
keit der Vertikalkomponente der Geschwindigkeit. Rechts: HorizontaleaAdigkeit der
Vertikalkomponente der Geschwindigkeit bei z=0 km.
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Abbildung 5.11: Links: Die Vertikalkomponente des Magnetfelds tlie Magnetfeldkon-
zentratiorll zu verschiedenen Zeitpunkten> 10 min fur z=0 km. Mitte: Tiefenaba#rigig-
keit der Vertikalkomponente der Geschwindigkeit. Rechts: HorizontaleaAdigkeit der
Vertikalkomponente der Geschwindigkeit bei z=0 km.
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5.2.1 Diskussion

Im Vergleich zu den von Grossmann—Doerth et al. (1998) ([36]) durcingtsii
Simulationen sind die typischen Zeitskalen innerhalb der der konvektive Kollaps
ablauft, lAnger. Bei Grossmann—Doerth et al. bgtrflir ein 100 Gaul} starkes ho-
mogenes Anfangsmagnetfeld die Zeitspanne bis der maximale Kontrast der Konti-
nuumsintensdt erreicht wird und die maximale Feldveadtiing stattgefunden hat
zwischen 2 und 3 Minuten, afirend esui’ die von mir untersuchten Magnetfeld-
konzentrationen |, Il und Il etwa 5 Minuten dauerte bis sich das erste Mal eine
Magnetfeldverstrkung mit einer resultierenden Feladté von 1.5 kG eingestellt
hat. Die weiteren Feldvemtkungen konnten Grossmann—Doerth et al. nicht fin-
den, da die von ihnen simulierte Zeitspanne von 5 min zu kurz war. Hasan (1985)
([38]) fandtiberstabile Oszillationen mit einer Periode vdrs.

In den hier simulierten 60 Minuten finden innerhalb der ersten 15 Minutealf”

le drei Magnetfeldkonzentrationen vier Feldvarktingen mit resultierenden Feld-
starken im Kilogauf3bereich statt. Abbildung 5.12 zeigt die zeitliche Variation der
Magnetfeldsarke tir die Magnetfeldkonzentration | bei z=0. Die erste Feldwagst”
kung findet nach etwa 4 min, die zweite nach 7—8 min, die dritte nach 10—-11 min
und die vierte nach 13-14 min statt. Danach finden zwar noch zwei weitere deut-
liche Feldversafkungen statt, die allerdings nicht weiter untersucht wurden, da sie
keinenUbergang von deAquartltlonsfeIdsarke von 0.5 kG zur Feldstke von 1

kG beschreiben, sondern eindibergang von 1.5 nach 2.4 kG, der déhergang

von einer FluRohre zur kleinen Poren darstellt.

2.0

1.5

[kG]

o 1.0

0.5

50

O
O
N
O

Abbildung 5.12: Zeitliche Abtgngigkeit der Magnetfeldatke fir die Magnetfeldkonzen-
tration| bei z=0 km.



120 KAPITEL 5. MAGNETFELDVERSTARKUNG DURCH KONVEKTION

Die radiative Abkihlung innerhalb der Magnetfeldkonzentrationen und der kon-
vektive Kollaps bewirken starke Absiriungen, die zur partiellen Evakuierung der
Magnetfeldkonzentrationemlfifen. Die abstthende Materie trifft in den unteren
FluRBwhrenbereichen auf Materieaf$érer Dichte, was nach oben laufende Druck-
wellen bewirkt. Diese verursachen einerseits eine Abscimiig der Abstmung
innerhalb der mittleren und unteren FloRrénbereiche und andererseits eine Auf-
strbmung in den vorher vetghinten oberen Gebieten. Dadurch heizen sich die vor-
her abgelhlten Atmosphrenbereiche auf und die Magnetfell&€e nimmt wegen

des zunehmenden Gasdrucks wieder ab. Unter dem Einflul3 andauernder radiativer
Kuhlung wiederholt sich dieser Vorgang und das System wird zu Schwingungen
angeregt, welche im Laufe der Simulation allerdings sehr starkerding unter-
liegen, deren mgliche Ursache die numerischen Diffusion seanite. In letzter
Konsequenzidhirt dies dazu, dafd die in den ersten 15 Minuteraainerid periodisch
stattfindenden Feldveeskungen unterbunden bzw. stark abgesathtiverden und

bei der im Kap. 6.3.2 beschriebenen Schwingungsanalyse nicht mehr auftauchen.



Kapitel 6

Eigenschwingungen

6.1 Globale Schwingungsmuster der Sonne

In der solaren Photosphé und Chromosgé existieremglobale Schwingungsmu-

ster, die einen einen groRBeruinlichen Wellenzahlbereichbérdecken und von
Leighton et al. 1962 entdeckt ([51]) worden sind. Ihre Perioden liegen zwischen
3 min und12 min. Sie werden auch ats-Minuten—Oszillationebezeichnet, da sie

bei entsprechenden 3.3 mHz di@fté Amplitude besitzen. Die korrespondieren-
den Geschwindigkeitsamplituden liegen zwischen 0.3—-1.6 km/s. In der Phatesph”
sind ihre typischen horizontalen Wellankjen zwischen 20-40 Mm grof3 und somit
erheblich gol3er als die horizontalen Ausdehnungen der dort vorherrschenden gra-
nularen Strukturen.

Die Sonne ist in guter Alerung eine Gaskugel die sich im hydrostatischen Gleich-
gewicht befindet. Kleine $tungen der stabilen Gleichgewichtskonfiguration ru-
fen Ruckstellk@&fte hervor, die die Sonne um die Gleichgewichtslagen schwingen
lassen. Unter Vernacidsigung des Magnetfeldes sind diessckstellkiafte der
Druckgradient, welcher aus einer Kompression oder der Werdrig eines Gas-
volumens hewhrt, und der durch die Gravitation bedingte Auftrieb eines ausge-
lenkten Gasvolumens. Im Falle kleinero8iingen sind die zugenénden Wellen

die Schallwellen odep—Modenund die Schwerewellen odgModen Im allge-
meinen ist weder der Zustand reiner Schallwellen, noch der reiner Schwerewel-
len realisiert, sondern Schwingungen, die entweder von der einen oder der anderen
Ruckstellkraft dominiert werden. Die nachfolgenden Austingen stellen einige
Aspekte der Theorie solarer Schwingungen dar [ s.a. Cox (1980) ([8]) und Stix
(1991) ([92])].

Ausgangspunkt einer formalen Beschreibung solarer Eigenschwingungen sind die
hydrodynamischen Grundgleichungen, welche aus den magnetohydrodynamischen
Grundgleichungen GIn. (2.5) unter der Annahme, daf3 kein Magnetfeld vorhanden
ist, folgen. Nimmt man an, daf3 es sich um adiabatiscbeugtgen handelt, gilt in
erster Niherung folgender Zusammenhang zwischen einer Druck— und einer Dich-
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teschwankung:

0P(2) _ . 9p(2)
e =) (6.1)

Py und py stellen hierbei den ungesten Druck und die ungesté Dichte darl';
ist der Adiabatenexponent:

Ti(z2) = (iﬁ;f;)s , (6.2)

der zur adiabatischen Schallgeschwindigkeit in folgendemalaris steht:

*(2) = T'(2) (6.3)
Unter der VernaclalSsigung von Rotation, grairinigen Geschwindigkeitsfelden
und der Viskosit und unter der weiteren Annahme, dafs < 1 ist und alle
Termex (v/c)" (v : hydrodynamische Geschwindigkeit,adiabatische Schallge-
schwindigkeit,n > 2) vernachéissigbar sind, reduziert sich das hydrodynamische
Gleichungssystem erheblich und ist linearisierbar. Aus dieser Linearisierung, wel-
che in Stix (1991) ([92]) austirlich dargestellt ist, ergibt sich ein lineares homo-
genes Differentialgleichungssystem vierter Ordnung, desssuarigsfunktionen als
Produkt von zeit—, winkel— und radiusadigigen Anteilen folgendermal3en darge-
stellt werden kann:

E= e (680 g 0 L) vr0.0) (6.4

Unter Zuhilfenahme der Kuge#f€henfunktionen
Y™ (0, 6) = (—1)"c1m P (cos 0) exp(im®) (6.5)

lassen sich die Schwingungsmuster eines einzelnen Punktes durch den Vektor
d7(r, 0, ¢,t) beschreiben:

700,60 = 3 [6 0000+ 6 (TG0
I,m
1 Em(9,¢)g¢ iwt
sing  0¢ )]6 (6.6)

&, undé, stellen dabei den horizontalen und vertikalen Anteil der vektoriellen Ver-
schiebung eines Gasvolumens aus seiner Gleichgewichtsposition dar. Die Anzahl
der Nullstellen der radialen Eigenfunktignbezeichnet man dabei als radiale Ord-
nungn.

P™ sind die Legendre Funktionen ungl, der Normalisierungsfaktor:

20+ D)(I —m
= 4;:(l)4§m)! ) ’ ©.7)

Im
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welcher so geafilt wurde, daR das Integral voyi,,|* Uber die Einheitskugel 1 er-
gibt. # reprasentiert die Breiteninformation bzw. beschreibt die Winkelentfernung
von der Polachse) hingegen entailt die LAngenkreisinformation. Der Grddmit
[ >0undL = +/I(l + 1)) beschreibt die horizontale Wellenzah| auf der Ober-
flache:
L

kn = 7 (6.8)
(R: Sonnenradius)
und ist ein Mal3 daiff, wieviele Knotenlinien (ahgen— und Breitenkreise mit iden-
tisch verschwindender Amplitude) die Obeadtie durchziehen. Der Betrag der azi-
mutalen Ordnungr (—I < m < +1) |m| gibt an, wieviele davon Meridiane sind.
Jedes Tripeln, [, m) beschreibt eine potentielle Schwingungggtichkeit (Modus)
mit der zugebiigen Frequenz, bzw. Kreisfrequenzu. Unter Verwendung des
Losungsvektor Gl. (6.4) ergibt sich ein System bestehend aus drei Differentialglei-
chungen, welches sich unter der Annahme, dal3 Fluktuationen im Gravitationspo-
tential aufgrund von Dichtefluktuationen vernaas$gigbar sind, auf zwei Differen-
tialgleichungen erster Ordnung reduziert:

1 . 1 Il(l+1
= ( %) — gcg o (; - (r;u_}z )> P =0 (6.9)
L (Ci + ) P — (w® = N?)& =0 (6.10)

Das Losungsverhalten dieser beiden Gleichungen wird durch eine lokale Analyse
mittels asymptotischer Methoden transparent. Eine lokale Analyse bedeutet, dal3
aulRer dem Druck und der Dichfé und po, alle Koeffizienten des obigen Glei-
chungssystems konstant sein sollen. Dies approximiert diealfaibse in einem
Bereich, in dem sich das Gleichgewichtsmodell im Vergleich zur Welleye der
Storung nur wenigndert. Insofern die oszillatorischero8tingen nachfolgend dar-
gestellte Form haben:

& ~ po2(r)e* T Py~ pg P (r)e 6.11)

ergibt sich im Falle einer geschichteten isothermen Atmaspfolgende Dispersi-
onsrelation ([92]):

2 2 2 2
P2 W W 52N —w
T 2 0 2,2
c c’w

(6.12)

mit den Hilfsgiol3en
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S? = ;¢ (Lamb — —Frequenz),
T
wy = ﬁ (akustische Cutoff-Frequengz)
N2\ .
H = dp—oz<%+—> (Dichteskalenbhe),
o\
I(l+1
= (:; ) (6.13)

gundN reprasentieren die Schwerebeschleunigung und die Bruaisald—Frequenz
und haben folgende Formen:

g =1/po(dPy/dr)

Der radiale und der horizontale Anteil des Wellenvektors wird kpmund &, be-
schrieben. Als Grenafle ergeben sich aus Gl. (6.12) die Dispersionsrelationen f*
reine Schall- und reine Schwerewellen ([92]):

2

K o= k2k= fir w>ws  (Schallwellen),
C
(6.14)
S2 (N?
k2 = _é<—2_1) fur w<wa, N (Schwerewellen).
C w
Fur grol3el folgt daraus:
2_ N R _aranze 6.15
w® = k,?—i—k,%: sin“ @ (6.15)

wobei der Winkelo der Winkel zwischen der Vertikalen und der Ausbreitungsrich-
tung der Welle ist. In Bereichen mif > 0 existieren oszillatorischedsungen, in
Bereichen mit;> < 0 sind die Losungen exponentiell ansteigend oder abfallend.
Die konvektive Instabilit tritt fiir N2 < 0 ein. Abbildung 6.1 stellt diese Bereiche

in einem sogenannten diagnostischen Diagramm dar.

Diese mehr oder weniger groben Betrachtungen haben folgende Konsequeanzen f*
die solaren Oszillationen:

e Die beobachteten 5-min—Oszillationen sind aufgrund der Wellenzahlen, des
Graded und der Frequenz den solaren p—Moden zugeordnet.

e Die Oszillationen sind in der solaren Atmosgph, welche eine akustische
Cutoff-Frequenz von 5.2 mHz besitzt, evaneszent.
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Abbildung 6.1: Das diagnostisches Diagramm zeigt die Frequenzregionen in denen die
Losungen, welche der Dispersionsrelation Gl. (6.12) entsprechen, liegen. Die durchgezo-
genen Linien entsprechdg = 0. In den p—Moden— und g—Moden—Bereichen sind die
Losungenaiimlich oszillatorisch. Im evaneszenten Bereich sind sie exponentiell abfallend.

e Die solare Atmospare repasentiert den oberen Deckel einer Kavjtn der
sich aus einwaits und ausartslaufenden Wellen stehende Wellen ausbilden
konnen. Der untere Reflexionspunktfolgt aus der Dispersionsrelation Gl.
(6.12) flir k2 = 0:

. 1/2¢(re)
o= I+ 1)) 22 (6.16)

Abb. 6.2 zeigt seine Aldmigigkeit von dem Grad
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Abbildung 6.2: Tiefe des inneren Reflektionspunkt in Einheiten des Sonnenradius im Falle
vong- =1.5,2.25, 3, 3.75 und 4.5 mHz ([92], S.168)

Abb. 6.3 stellt den Ausbreitungsweg zweier p—Moden mit groRem und kleinem
schematisch dar. Nahe an der Sonnenabe# verschwindet die Horizontalkom-
ponente des oszillatorischen Geschwindigkeitsfeld. Sobald jedoch eine leichte Nei-
gung des Wellenvektors vorliegt nimmt diese mit zunehmender Tiefe hin zu, was
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damit zu erkdiren ist, daf3 der Teil einer Wellenfront, der in tieferen, heil3eren atmo-
spharischen Bereichen lokalisiert ist, sich schneller ausbreitet. In einer bestimmten
Tiefe besitzt der Wellenvektor nur noch eine horizontale Komponente und die Wel-
lenfront wird faktisch nach oben reflektiertuFgrof3el liegt der untere Reflekti-
onspunkt nahe der Sonnenobachié, véhrend erdit kleine!l in tieferen Regionen
liegt. Im Zusammspiel beider Reflektionspunkte wandern solche p—Moden um die
Sonne.

Deubner tihrte 1975 Beobachtungen der ruhigen Sonmelié solare 5—Minuten—

Abbildung 6.3: Schematische Darstellung des Ausbreitungswegs von zwei p—Moden mit
groBem und kleinerty die um die Sonne wandern ([92], S.168)

Oszillationen §.3 mHz) in hoher aumlicher und zeitlicher AufiSung fir [ >

150 durch ([18]). Diese unterzog er einer Power— oder Frequenzanalyse. Zu einer
Fourier—oder Poweranalysasist sich ganz allgemein sagen, dal die relatisekst”
eines Schwingungsmodes durch das Frequenzleistungs— oder Powerspektrum be-
schrieben wird. Dabei idt' (k) die Fouriertransformierte einer Funktigitx, t) des
Ortsraums, welche im aktuellen Fall die Geschwindigkeitsfluktuationen darstellt.
F (k) stellt eine Entwicklung nach orthonormalen Eigenfunktionen, den trigono-
metrischen Funktionen, dar und wird durch eine Transformation vom Orts-in den
Frequenzraum vollzogen. Eine solche Entwickluai@tlSich sowohldi’ raumlichen

als auch dif zeitlichen Variationen durchfiren (im weiteren beschreibtallgemein

die Frequenz einer Schwingung). Der Betrag Vélik)| ist die Amplitude einer
Schwingung mit der Frequeriz Das Betragsquadraf’(k)|? der Fouriertransfor-
mierten F'(k) wird als Frequenzleistungsspektrum oder PowerspekiPii) be-
zeichnet ([92], [66], [3]).

Deubner bestimmte die Albingigkeit des Powerspektrums von der Frequennd

dem Grad. Die Resultate, in einerh——Diagramm dargestellt, zeigen, daf? sich
die Power entlang diskreter Linien konzentriert, welche mit den Frequenzen, der
solaren akustischen Eigenschwingungdreréinstimmen (Abb. 6.4). Damit konn-

ten die von Ulrich 1970 ([99]) theoretisch vorhergesagten Frequenzintervalle der
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p—mode-ridgegrstmals experimentell nachgewiesen werden. Mittels verschiede-
ner Beobachtungen ([7], [22], [24], [23]) wurderféinen Frequenzbereich von

1.4 mHz < v < 4.2 mHz und einen—Bereichl > 200 die Power bestimmt und

die Ergebnisse von Deubner ([18]) betsgt und auf einen gifderen Frequenz— und
[-Bereich ausgedehnt. Arbeiten von Deubner ([19])s zeigen, daf zwischen den ‘p—
mode-ridges’ ein kontinuierliches katéntes Geschwindigkeitsfeld existiert und ,
dal3 das photospische Geschwindigkeitsfeld schair fien Fall der ruhigen Son-

ne sehr komplex ist. Neueste Langzeitbeobachtungen, die entweder auf einer in

Abbildung 6.4: p—mode-ridge#n derk;,, w Ebene. Die Isolinien stellen das aus Beobach-
tungen gewonnene Power ([18]) damlvénd die gestrichenen Linien die dazu korrespon-
dierenden Resultate aus einem theoretischen Sonnenmodel sind ([92], S.154)

grol3er geographischer Breite lokalisierten Mel3statiahrerid des polaren Som-
mers oder mittels eines Netzwerks aus Beobachtungsstationen [Gong (Harvey et
al. 1996), Bison (Chaplin et al. 1996a), Iris (Fossat 1991), Ton (Chou et al. 1995),
[50], [6],[27]], oder aber mittels des Michelson—-Doppler—Imager (MDI) des Sate-
litten SOHO gemacht wurden ([20]), liefern zeitlich hochaudgét Zeitreihen. Die
korrespondierendei-w—Diagramme solcher Beobachtungen zeigt mehr als 30 sol-
cherp—mode-ridgeder zugebrige Frequenzbereich liegt zwischen 1. und 8 mHz.
Der Grad! Uiberdeckt den Bereich van= 5, ..., 250. Der Vergleich zu den von
Deubner (1979) ermittelten Resultatén=( 70, ..., 1000) zeigt eine deutliche Er-
weiterung hin zu kleineh

Kohéarente Schwingungsmuster mit Perioden von einigen Minuten wurden auch in
numerischen Simulationen der solaren Konvektion gefunden. Dabei wurden von
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Stein et al. (1988) und Stein & Nordlund (1988) starke Schwingungen in Frequenz-
bereichen gefunden, die den Eigenschwingungen des Modellgebiets entsprechen
(Stein et al. (1990); [89]). Steffen et al. (1991) fanden starke Schwingungsipeitr”

in Frequenzbereichen, die nahe der akustischeroffFrequenz der Atmosjainé

(5 —7) mHz ([88]) liegen.
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6.2 Schwingungen kleinskaliger Magnetfeldkonzen-
trationen

Da die direkte Beobachtung von kleaurnigen magnetischen Strukturen durch das
Auflosungsvermagen der optischen Instrumente im Zusammenspiel mit den atmo-
spharischen Brechungsindexfluktuationen begrenzt ist ([77], [92]), lassen sich bis-
lang nur durch Einsatz indirekter Diagnosetechniken Erkenntoissederen ther-
modynamische Strukturierung gewinnen ([92]). Um AufsisisEuber die oszilla-
torischen Geschwindigkeitsmuster in diesen kl@inmigen Magnetfeldkonzentra-
tionen zu erzielen,utirten Giovanelli et al. (1978), Wiehr (1985), Solanki (1986),
Volkmer et al. (1995) ([32], [31], [33], [107], [79], [80], [103]) spektropolarime-
trische Beobachtungen durch. Die von Giovanelli et al. gezeigten Resultate, wur-
den durch simultane Beobachtungen in zwei Spektralinienzentren eines einzigen
Punktes in der Sonnenscheibenmitte gewonnen. Dabei wurden zwei verschiedene
Linienpaare untersucht. Das eine Paar setzte sich aus zwei Fe—I-Absorptionslinen
bei 5250A und 5233A zusammen. Das andere bestand aus der Fe—I— und der
Mg—Il-Absorptionsline bei 516@\ und 5183A. Zusitzlich wurde parallel dazu

in H, (A = 6563 A) beoachtet. Die photosphi$chen Fe—I-Linien bei 5258

und bei 52334 entstehen aratirend in derselben atmospischen Tiefe, so dal3

die Dopplerverschiebungen der Linienkerne, bewirkt durch nach auf3en wandern-
de Wellen, etwa zur selben Zeit wahrnehmbar waren. In der chroradosphén

Mg | 5183 A Linie tauchten sie 19 sec aer auf. Die typischen Geschwindig-
keitsamplituden wuchsen mit zunehmender atmasgpbhier Hbhe an, so betrugen

sie etwa+0.2 km/s in der photosprischen Fe—I-Linie bei 5168, +£0.4 km/s

in der chromospérischen Mg—I-Line (5182 ) und +0.7 km/s in H,, der Spek-
trallinie mit der gol3ten Entstehungehé. Die Perioden betrugen etwa 5 min in
den Fe—I-Linien und der Mg—I—Linie, allerdings nur noch 3 mirHg. Die starke
Kopplung der Schwingungsmuster innerhalb und aul3erhalb der Magnetfeldkonzen-
trationen deuten entweder auf eine starke Wechselwirkung dieser Bereiche hin oder
auf denselben Anregungsmechanismus. Giovanelli et al. schlossen daraus auf sich
ausbreitende Wellen, welche eine Phasengeschwindigkeit von 100 km/s besitzen.
Roberts (1983)([72]) verglich diese Resultate mit theoretischen Berechnungen, die
er unter Annahme deéMaherung dinner Flu3dhren und durch Linearisierung der
Gleichungen erhielt ([68]). Dabei bedeuteirsh; dafld der FluBtirenradius viel ge-
ringer als die Wellerdinge der Fluldfirenwelle ist. Er identifizierte die von Gio-
vanelli gefundenen karénten Geschwindigkeitsmuster mit longitudinalen Wellen,
den sogenanntesausage—mode&iovanelli et al. (1978) und Wiehr (1985) ([32],
[107]) fanden, dal} oszillatorische Schwingungsmuster innerhalb der magnetischen
FluBmwhren im grofl3en und ganzen in Phase mit denen der nichtmagnetischen Umge-
bung zu sein scheinen. Diese starke Kopplung von externem und internem Schwin-
gungsverhalten legt die Vermutung eines grof3skaligen Hintergrundsmuster beste-
hende aus den 5—-min—-0Oszillationen nahe. Die von Volkmer et al. (1995) ([103]) mit-
tels spektropolarimetrischer Beobachtungen gewonnenen Resultate zeigem zus™
lich zu den 5 min Oszillationen auch Schwingungsmuster in einem Frequenzbereich
von6 — 10 mHz, jenseits der akustisch@utoff—Frequender Atmosplare, welche
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von densausage—modeter Magnetfeldkonzentrationen henrén lonnten ([68]).
Abb. 6.5 stellt das entsprechende Powerspektrum der vertikale Geschwindigkeits-
komponente dar. Durch theoretische Untersuchungen von Defouw (1976), Roberts
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Abbildung 6.5: Powerspektrum der zeitlichen Entwicklung der Sichtlinien—
Geschwindigkeitskomponente innerhalb einer Fonge [Volkmer et al. ([103])].

& Webb (1978, 1979), Spruit (1981 a,b), Edwin & Roberts (1982) ([16], [73], [74]
[87], [86] [25]) ist das Schwingungsverhalten von isolierten Filgen im Falle
eines ungeschichteten Mediums gut verstanden. Die gatuiagsien Muster die-

ser Schwingungen, welche von den Magnetfeldkonzentrationen beschrieben und
im weiteren als Flul&@firenwellen bezeichnet werden, sind in Abb. 6.6 dargestellt.
Das Schwingungsverhalten von isolierten zweidimensionalen Fluf3schichten einge-
bettet in ungeschichteten Atmosgpkin wurde von Cram & Wilson (1975), Roberts
(1981b) und von Edwin & Roberts (1982) ([9], [71], [25] theoretisch studiert. Alle
diese Untersuchungen basieren auf linerarisierteruggsrechnungemf'ein idea-

les Plasma in der sich die @tingen adiabatisch ausbreiten. Im Fall einer magne-
tischen Flulhre in einer gravitativ geschichteten Atmoapd besclariken sich

die theoretischen Untersuchungen duhne Flul3dhren Roberts & Webb (1978,
1980) ([73], [74], [76], [75]) studierten das Schwingungsverhalten einer isolier-
ten magnetischen Flufnie in einer gravitativ geschichteten Atmoap#anhand

von linearen Analysen, auch unter Beksichtigung der Strahlungadipfung. Das
Magnetfeld besitzt in diesem Fall nur eine Vertikalkomponente, ist homogen in-
nerhalb der Rhre und variiert in vertikaler Richtung. Das System der zedalh"

gen MHD-Gleichungdfi diedinnen Flul3dhrenhat nachfolgend dargestellte Form
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Abbildung 6.6: Wellentypen einer zylindeofimigen Flu3ohre ([87])

([16], [73], [84]):

o7 o\
p<§+v-(pvv ))— 5, P9 (6.17)
o (p g (pv\
5 () + 5 (E) =0 (6.18)
B*(2)

(6.19)

(e = extern, ¢ = intern, H, : Druckskalenbhe,p. : Gasdruck imauf3eren Gebiet,
p; - Gasdruck in der Flu®tire, B : vertikale Magnetfeldkomponente).

Dabei ergibt sich unter der Annahme konstanter Tempefiatus 7; = const der
Druck zup(z) = py exp(—z/H,). Gl. (6.18) sich aus der Kombination von Konti-
nuitdts— und Induktionsgleichung zusammen.

Die Alfvengeschwindigkeit, = (B?/4rp)'/? und 8 = 8p/B? sind aufgrund der
gemachten Annahmermhénunabaigig und mitd - B = const (A: Querschnitts-
flache der Flufartire) folgt Lir die ungesiite Rohre:

pox pox B* xexp(—z/H,), Aox B 'xexp(—z/2H,) . (6.20)
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Die linearisierte Form der Gleichungen GI. (6.17) — GI. (6.233tISich im Falle
adiabatischer $tungen, unter Vernaddsigung der Strahlungaehpfung und mit
der Annahme dag = (0,0, v,) ist (longitudinale Wellen), zu einer Gleichungrf”
die Geschwindigkeitsstiing zusammenfassen, die eiresling der Form

v(z,t) = vy exp(—z/4H, + ikz + iwt) hat.

Die Dispersionsrelation hat folgende Form:

2 [ 2 -1 9 1
2_2p2q |G (T A 6.21
w crk” + H,% m 2 + 6 2y ( )

Fur die sogenannteibe speedjilt:

5 = cxvh/(ck + v3) = const (6.22)
(cs: Schallgeschwindigkeity = ¢, /c,: Adiabatenexponent).

Im Falle einer endlichen Druckskalewiig ist eine vertikale Ausbreitung longitu-
dinaler FluBohrenwellen(k? > 0) nur fir Frequenzen oglich, die goRer als die
sogenannte Cutoff—Frequeng; sind, welche erstmals von Defouw (1976) ([16])
abgeleitet wurde:

2 2 1/2
(e (s (a2t 9 1
e (HS [Ui ( 7 ) 16 27}) ' (6.23)
Unter Einbeziehung der Strahlungsdpfung bekommt die Dispersionsrelation fol-
gende Gestalt ([76], [75]):

we = 4 -1 1+(7—1)é — w? (6.24)
2 727-}2% C% cl

1/2 N 1/2
1 1 2 2 c2
L (i nT)_2) -
(4 (7%%( to )C?g) wd) 7271%16113) }

Dabei erfolgt der Strahlungsenergieaustausch zwischendHdtind ihrer Um-
gebung entsprechend dem Newtonschenuklihlkigsgesetz, d.h. proportional zur
Temperaturdifferenz zwischeroRre und Umgebung, innerhalb der von Spiegel &
Unno (1966) ([81], [100]) abgeleiteten Strahlungsrelaxationszeit:

-1
R = 16/{3{7T3 1= % COtil(Hde) (6.25)

(kr: Rosselandsche Absorptionskoeffizient Gl. (4} luRohrendurchmesser;

Stefan—Boltzmann—Konstantg,; spezifische Vdimekapaziéit).

Fur die transversalen Bhrenwellen (kink—modeginer dinnen Flulohre, die in

einer isothermen Atmospiné eingebettet ist, hat Spruit (1981) ([87], [86]) eine Di-

spersionsrelation abgeleitet. Dabei lag die Annahme zu Grunde, daf3 diet¥ki3r”

sich im Temperaturgleichgewicht mit ihrer Umgebung befindet und die transversale
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Verschiebung der Rohre folgender Bewegungsgleichung gehorcht:

0%¢ o€ 0%¢
20+1) —= =g—=+29H,— . 6.26
Diese Gleichung hatdsungen der Formd = &, exp(iwt + ikz — z/4H,) mit der
Dispersionrelation:

R S 6.27
Y A CY Y (6.27)

B = 8mp/B? = const beschreibt das Vedtthis von kinetischem Gasdrugkund
dem magnetischem Druck. Die Geschwindigkeit einer solchen transversalen—Welle
(kink—Wellg ist die kink—Geschwindigkeit

¢k = Bva/(2B+1) = pvi/(pe + pi) - (6.28)

Eine Ausbreitung détink—Wellenst nur flir Frequenzen oberhalb dartoff-Frequenz
w3 moglich:

g 1/2
= (smaren) o

Grundsitzlich entspricht die Annahme einartien Flufiohre in den oberen Berei-
chen der Photospatné und in der Chromospghé nicht den realen Vealthissen. Da
dort die Dichte— und Druck—Skaleohén sehr gering sind, ist die Bedingung, dal}
der FluBohrenradius viel kleiner als die lokale Druckskalehb'H, (r < 4H,)

ist, nicht ertillt. Des Weiteren wird die Kufnmung vernachlssigt obwohl diese in
diesen Bereichen stark zunimmt, da sich die Fdllideh sehr stark aufweiten. So-
mit variieren das Magnetfeld und die atmoapkchen Bedingungen stark mit dem
Abstandr von der FluRBohrenachse und der atmosgpischen the z, so dald der
Linearisierungsansatz nur in besahktem Mal3e anwendbar ist.

6.3 Schwingungsanalyse numerischer Simulationen

Im Folgenden werden drei zeitadnigige Simulationen kleinskaliger Magnetfeld-
konzentrationen anhand von Fourieranalysen (Poweranalysen) ([3]), die in Kap.
6.1 einfihrend erdiutert werden, auf ihr typisches Schwingungsverhalten untersucht
und die Resultate mit dem linearen Ansatz verglichen. Auf der einen Seite wurden
die Resultate aus zwei 2-D—-MHD-Simulationen [Steiner et al. (1998) ([90])] (im
folgenden mittube und pore bezeichnet) einer solchen Analyse unterzogen und
dienten zum Vergleich mit den Resultaten der von mir mit dem WDV-Code durch-
geflinrten Simulation. Die beide Simulationen unterscheiden sich im magnetischen
Fluf3 und der simulierten Zeit. Die Randbedingungen und die numerischen Metho-
den sind in Tabelle 6.1 kurz und in Steiner et al. ([90], [91]) abdich erkutert.

Die Anfangsbsungen in den Simulatioralfen | und Il bestehen aus einem plan-
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parallelen Photosgnénmodell ([83]) in welches eine magnetische Flu3schicht ein-
gebettet ist. Diese ist im Fallbebeim Niveaurso,, = 1 etwa 300 km breit, hat
eine maximale Magnetfeldstke von etwa 1 kG und befindet sich im horizonta-
len Druckgleichgewicht. Simuliert wurden 40 min reale Zeit. Die Anfaogsthig

im Simulationslauf 1l unterschied sich von der dabe—Rurnn der Breite der ma-
gnetischen Fluf3schicht, die bgjy, = 1 etwa 800 km be&gt und eine maximale
Feldstrke von etwa 3 kG hat. In diesem Fall betrug die simulierte Zeitspanne etwa
45 min. Abb. 6.7 und Abb. 6.8 zeigen das Geschwindigkeitsfeld und die Magnet-
feldlinien zu verschiedenen Zeitpunktamr tientube—und denpore-Run. In allen

drei Fallen betrug die zeitliche Auwkung 1 Sekunde, was einer maximal asibla-

ren Frequenz, déMyquistfrequenaon 250 mHz entspricht.

Nachfolgend sind die Unterschiede zwischen beiden 2-D-MHD-Codes (WDV-
Code und ST-Code) und die verwendeten Anfangs—und Randbedingungen in Ta-
belle 6.1 aufgelistet:

Vergleich der 2-D—MHD-Codes und der Konfigurationen

Charakteristika WDV-Code ST-Code
Gitterzellen-
geometrie unstrukturiertes Dreiecksgitter kartesisches Gitter
lokale Gitteradaption statisches Gitter
Rechengebiet
horizontal [km] horizontal [km]
12000 2400
vertikal [km] vertikal [km]
1200 1400
Randbedingungen
seitlich periodisch periodisch
oben geschlossefl =0 geschlosserfl = 0
unten offen geschlossen
Anfangsbedingungen  homogengs= (0,0, B,) magn. Flul3schicht in
in vollentwickelte hydro- HD—-Konvektion
dynamische (HD) Konvektion
Strahlungstransport grau, ESC1/2 (Kap. 4) grau,

‘short—charakteristics’ (Kap. 4)

Tabelle 6.1: Vergleich der beiden 2-D-MHD-Codes (WDV-Code und ST-Code) und den
benutzten Anfangs—und Randbedingungen und Strahlungstraoseortl”
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Abbildung 6.7: Magnetfeldlinien und Geschwindigkeitsfeld (Vektorpfeildarstellung) ver-
schiedener Zeitpunkte dasbe-Run. Die Zeitpunkte sind in der oberen rechten Bildecke in
entdimensionierten Einheiten angezeigt und entsprechen 40.8, 47.2, 54.2, 60, 66.6 und 73.6
Minuten.



39.110

KAPITEL 6. EIGENSCHWINGUNGEN

31.120

136

41.875
44.187

ara

Zaiaasas

-
o
Pty
o
s

33.739
36.463

-
b
¥ nree
nﬁi.!t..!tu’sl

ety

:?;

Yy

.
¥

Abbildung 6.8: Magnetfeldlinien und Geschwindigkeitsfeld (Vektorpfeildarstellung) ver-

schiedener Zeitpunkte de®re—Run. Die Zeitpunkte sind in der oberen rechten Bildecke
in entdimensionierten Einheiten angezeigt und entsprechen 98.5, 106.8, 115.4, 123.8, 131.9

und 139.8 Minuten.
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6.3.1 Fourier— oder Poweranalyse der Resultate des ST-Code

In den beiden untersuchten Simulationen sind innerhalb und aul3erhalb der Ma-
gnetfeldkonzentrationen, wie in den Abbildungen 6.9 und 6.10 gezeigt, Schwin-
gungsmuster zu sehen. Daher wurden die Simulationsresultate einer Poweranaly-
se unterzogen. Zu diesem Zweck ist das Rechengebiet in ein magnetisches und
ein schwachmagnetisches Teilgebiet aufgeteilt worden. Als magnetisch ist in je-
der Hohe z der Teilbereich bezeichnet worden in désn > 500 Gaul’ ist. Als
schwachmagnetisch derjenige in ddsp < 500 Gaul3 war. In den Teilgebieten

sind dann zu jedem Zeitpunkt horizontale Mittelwerte sowohl des vertikalen als
auch des horizontalen Geschwindigkeitsfeldes gebildet worden. Die Zeitreihe die-
ser lohenabhngigen horizontal gemittelten Geschwindigkeitskomponenten wurde
einer Poweranalyse unterzogen. Die Abbildungen 6.11 und 6.12 zeigdiefiVio-
delletubeundporedie Powerspektren der vertikalen Geschwindigkeitskomponente
fur das schwachmagnetische (oben) bzw. magnetische Teilgebiet (unten) in Einhei-
ten des maximalen Powerwertes des Powerspektruntga’ schwachmagnetische
Gebiet.

<pv,>

auss. magnetischer Struktur

&~
o

10 20 30
t [min]

o

<pv,>

. magnetischer Struktur

:_
—
L

L
(@}

10 20 30
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o

Abbildung 6.9: Zeitliche Entwicklung des horizontal und vertikal gemittelten vertikaler
Massenflu3 des schwachmagnetischen (oben) und des magnetischen Teilgebietes (unten),
beim Modelltube
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Abbildung 6.10: Zeitliche Entwicklung des horizontal und vertikal gemittelten vertikalen
Massenflu3 des schwachmagnetischen (oben) und des magnetischen Teilgebietes (unten),
beim Modellpore.
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Abbildung 6.11: Oben: Powerspektrum des vertikalen Geschwindigkeitsiglddes
schwachmagnetischen Teilgebietes des Modigilg als Funktion der geometrischen Tiefe

z im Modell und der Frequenz. Unten: Entsprechend daslés magnetische Teilgebiet.
Beide Powerspektren sind in Einheiten des maximalen Powerwertes des Powerspektrums
fur das schwachmagnetische Gebiet dargestellt.
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Abbildung 6.12: Oben: Powerspektrunuf das Modelpore des vertikalen Geschwindig-
keitsfeldv, des schwachmagnetischen Bereichs als Funktion der geometrischen iFiefe

der Atmosplare und der Frequenz. Unten: Entsprechend ulagas magnetische Teilgebiet.
Beide Powerspektren sind in Einheiten des maximalen Powerwertes des Powerspektrums
fur das schwachmagnetische Gebiet dargestellt.
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Fur beide Modelle gibt es im schwachmagnetischen Fall einen dominanten Schwin-
gungsmode bei etwa 4 mHz und kleinere Bage bei 1-3, 5-6, 7 und 8 mHz [Abb.

6.11 (oben), 6.12 (oben)]. Im magnetischen Gebiet gibt es neben dem dominanten 4
mHz Beitrag noch weitere signifikante Baigyé bei 2, 5-6, 8 und 10 mHz [Abb. 6.11
(unten), 6.12 (unten)]. Die Powerspektren élas schwachmagnetische und das ma-
gnetische Teilgebiet des Modeli®re unterscheiden sich nicht stark voneinander.
Dies liegt daran, dal3 das Valkiis zwischen magnetischem Fluf3 und horizonta-

ler Boxausdehnung sehr vielafsér ist als beim Modetube so dal3 ein sehr viel
groRerer Bereich der Rechenbox mit Magnetfeld audiest, da die Magnetfeld-
konzentration aufgrund des nach oben hin abnehmenden Gasdrucks in den oberen
Schichten sehr stark expandiert. Die Powerhgigrbeim Modelporesind deutlich
grol3er als die vergleichbaren Baigé beim Modeltube

Zur Ausbildung stehender Wellen ist eine aus einer unteren und einer oberen Refle-
xionsebene aufgebaute Kaatitiotwendig (Kap. 6.1). Die obere Reflexionsebene,
die etwa im Bereich des Temperaturminimums liegt, dort wo die atnaogganen
Cutoff-Frequenz am gfiten ist, &llt mit dem oberen geschlossenen Rechenge-
bietsrand zusammen. Die Lage der unteren Reflexionsebene wird durch Gl. (6.16)
bestimmt und liegt entsprechend der vertikalen Gesamtausdehnung der Rechen-
box fir globale auf der Sonne beobachtete Eigenmoden mit 130, ..., 1000

im Rechengebietsinneren. Das Frequenzspektrum der globalen Schwingungsmuster
reicht von 1.3 bis 5.5 mHz. Die Schwingungsmode mit def3gein Amplitude liegt

bei einer Frequenz von 3.3 mHz. Die in den Powerspektren der schwachmagneti-
schen und magnetischen Teilgebiete der Modalkkeundpore markanten Schwin-
gungsbeitage bei 4 und 8 mHz reaséntieren stehende akustische Wellen. Der Ver-
gleich dieser stehenden Wellen mit den solaren Eigenmoden mit definigrtiem

ren Umkehrpunkt gerade mit dem unteren Rand der Box zusammenfallen zeigt, daf3
die Powerbeimge der stehenden Wellen aufgrund der vertikalen Ausdehnungen des
Rechenbietes unrealistisch grof? sind und mit den Bedingungen auf der Sonne nicht
tbereinstimmen. Im schwachmagnetischen Falltdbs- und despore-Run ent-
sprechen die kleineren Baiyé bei 5—-6 mHz der atmosgischen Cutoff-Frequenz

fur die obere Photospné (Kap. 6.1), die in Abb. 6.13 (a) dargestellt ist. In beiden
magnetischen d&len zeigt ein Vergleich mit den, aus der in Kap. 6.2 skizzierten
linearen Analyse folgenden Cutoff—Frequenzendie sausage—modexler longi-
tudinalen Flufohrenwellen mit und ohne Einbeziehung der Strahluaggafung

[Abb. 6.13 (b), (c)], dal3 die bei 5—6 mHz liegenden Peaks der Cutoff—-Frequenz der
longitudinalen Flufwhrenwellen und der atmosphschen Cutoff-Frequenz ent-
sprechen. Erstere berechnen sich nach der Gl. (6.23) (ohne Stratdomgadg)

und der Gl. (6.24) (mit Strahlungadipfung) unter Verwendung der zeitlich und ho-
rizontal gemittelten Vertikalprofile von(z), H,(z), va(z), Tr(2), cs(z) under(z).

Die bei 9—-10 mHz liegenden Beayé lonnten von longitudinalen Flu@hienwellen
hernihren, deren Frequenzeno@er als die entsprechende Cutoff-Frequenz [GIn.
(6.23), (6.24)] sind und von Volkmer et al. (1995) ([103]) auch beobachtet wer-
den. Jede weitere Interpretation der Resultate in Richtung der linearen Resultate
erscheint allerdings problematisch, da in beiden Simulationen in den Bereighen f~

z > —100 km, die Naherung der gfinen Fluohren nicht mehr gilt, weil sich

die Magnetfeldkonzentration aufgrund des abnehmenden Gasdrucks sehr stark auf-
weitet und sich der Zustand normaler Schallwellen einstellt. Die Abbildungen 6.14
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Abbildung 6.13: (a) Lokal Cutoff-Frequenz der Atmosaite” im Falle dedube- und
des pore-Modells. (b) Kink—modesoder transversalen Flutienwellen. (c) Cutoff-
Frequenzen innerhalb der magnetischen Strukiurdfé sausage—modesder longitudi-
nalen Fluohrenwellen ohne Strahlungsdpfung und mit Strahlungadipfung (d).

zeigen die Powerspektren der horizontalen Geschwindigkeitskomponente im ma-
gnetischen Falldi'beide Modelle. Die Bei&rje bei 0-2 mHz repsentieren die hy-
drodynamische Zeitskala in der granulare Muster vergehen und neuentstehen und
verdeutlichen somit den Einflul3 der hydrodynamischearairigen, die auch das
horizontale Schwingungsmuster der Magnetfeldkonzentrationen dominieren. Der
Vergleich der Frequenzbereiche, in denen im Powerspektrum deutlichadgeitr”
vorhanden sind, mit der aus der linearen Analyse folgenden Cutoff-Frequenz der
transversalen FluBhrenwellen odekink—modeg$Abb. 6.13 (b)] zeigt keindJber-
einstimmungen.
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Abbildung 6.14: Powerspektrum des horizontalen Geschwindigkeitstgldes magneti-
schen Bereichsuf die beiden Modelléube (oben),pore (unten) als Funktion der geome-
trischen Tiefez und der Frequenz. Beide Powerspektren sind in Einheiten des maximalen
Powerwertes des Powerspektruras das schwachmagnetische Gebiet dargestellt.
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6.3.2 Analyse der Resultate des WDV-Code

Analog zu den mit dem ST—Code durchgiefien Simulationen zeigt die, mit dem
WDV-Code durchgeffirte 60 Minuten lange Simulation der Wechselwirkung von
konvektiven Stomungen und Magnetfeldkonzentrationen, sowohlinnerhalb als auch
aul3erhalb von Magnetfeldkonzentrationen Schwingungsmustedréi der sich
innerhalb der ersten 15 Minuten gebildeten Magnetfeldkonzentrationen (Kap. 5)
sind diese Schwingungsmusterr fdie folgenden 40 Minuten in Abb. 6.15 dar-
gestellt. Zur Analyse wurde das gesamte Rechengebiet analog zum Fall der ST-
Simulationen in ein schwachmagnetisches und magnetisches Teilgebiet unterteilt.
Die Analyse des magnetischen Teilgebiets zerfiel dabei in die separate Untersu-
chung der drei ausgebildeten Magnetfeldkonzentrationen, die in Abbildung 5.1 (ganz
unten) mit I, 1l und Il gekennzeichnet sind. Es sind drei horizontale Bereichen, die
von -6000 km bis -3500 km, von -2500 km bis -1000 km und von 500 km bis 3000
km reichen, definiert worden. In jedem dieser definierten Bereiche wurdeladsih

und zeitunabaiigiger Indikator zur Unterscheidung zwischen magnetischem und
schwachmagnetischem Teilbereich dieGe der Feldsike B, herangezogen. Als
magnetisch ist in jeder éliez der Teilbereich bezeichnet worden in dém > 500

Gaul ist. Als schwachmagnetisch derjenige in dé&m< 500 Gaul3 war. Zu jedem
Zeitpunkt ist anschlieRend das vertikale Geschwindigkeitsieldeden der drei
Bereiche sowohldi’ das magnetische als aualr flas schwachmagnetische Gebiet
horizontal gemittelt worden. Im Anschlufd daran sind die Zeitreihen einer Power-
analyse unterzogen worden. Die Abbildung 6.16 zeigt das Powerspektrum des ver-
tikalen Geschwindigkeitsfeld des schwachmagnetischen Gebiets (oben) und das Po-
werspektrum des vertikalen Geschwindigkeitsfeld in der Magnetfeldkonzentration

| (unten). Im Vergleich zum letzteren sind in der Abbildung 6.17 die vergleichba-
ren Powerspektren der Magnetfeldkonzentrationen Il (oben) und Il (unten) darge-
stellt. Alle Powerspektrum sind mittels der Bildung eines laufenden Mittelwertes
uber jeweils 3 Punkte gegjtet und die Powerbedge in Einheiten des maximalen
Powerbeitrags des Powerspektrumisdas schwachmagnetische Gebiet dargestellt
worden. Das Powerspektrumarfdas schwachmagnetische Gebiet zeigt deutliche
Powerbeitage bei 0.5-2, 3-5 und 6-7 mHz.aWeéend die markanten Bagé im
Frequenzbereich von 0.5-2 mHz die hydrodynamische Zeitskala in der granulare
Muster vergehen und neuentstehen aspritiert. Sie verdeutlichen somit den Ein-
flud der hydrodynamischen 8triungen. Die Beitafje bei 3—5 und 6—7 mHz haben
stehende akustische Wellen deren Entstehung in Kap. 6.3.1 bereits diskutiert wurde
und die atmospdrische Cutoff-Frequenz, die in Abbildung 6.18 (a) dargestellt ist
als Ursache.
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Abbildung 6.15: Horizontal und vertikal gemittelte kinetische Energie des schwachmagne-
tischen (a) unduf die drei untersuchten Magnetfeldkonzentratiohém), Il (c), Il (d).
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Abbildung 6.16: Oben: Powerspektrum des vertikalen Geschwindigkeitsfeldim

schwachmagnetischen Bereich als Funktion der geometrischen:Tigfd der Frequenz.
Unten: Powerspektrum des vertikalen Geschwindigkeitsfeldnerhalb der Magnetfeld-

konzentratiori. Die Powerbeitage sind in Einheiten des maximalen Powerbeitrags des Po-

werspektrumsut das schwachmagnetische Gebiet dargestellt.
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Abbildung 6.17: Oben: Powerspektrum des vertikalen Geschwindigkeitafeldnerhalb
der Magnetfeldkonzentratidh, als Funktion der geometrischen Tiefeind der Frequenz.

Unten: Analog @ii die Magnetfeldkonzentratidhl . Die Powerbeitage sind in Einheiten des

maximalen Powerbeitrags des Powerspektrumgl&s schwachmagnetische Gebiet darge-

stellt.
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Die Powerspektren der drei betrachteten Magnetfeldkonzentrationen I, 11, und Il
sind in den Abbildungen 6.16 (unten) und 6.17 [(oben), (unten)] gezeigt. Das der
Magnetfeldkonzentration | zugeteénde Powerspektrum zeigt deutliche Bage”

bei 0-2 und bei 3-4.5 mHz. Ersterehrén von dem in Abbildung 6.15 (b) ge-
zeigten innerhalb der ersten 12 Minuten bestehenden Trend im Geschwindigkeits-
feld her. Dieser &ihnte zum Teil in den, die Magnetfeldkonzentration umgebenden
hydrodynamischen Simungen und deren typischen Zeitskala von 10-12 Minuten
die Ursache haben. Die Bageé bei 3—4.5 mHz wurden von stehenden akustischen
Wellen bewirkt. Es gibt keine nennenswerten Bage'tir Frequenzemr > 5 mHz.

Das Powerspektrum der Magnetfeldkonzentration Il zeigt im Bereich von 0—4 mHz
markante Bei@ge, die die gleiche Ursache wie im Fall | habemkten. Es zeigt
keine Beitege bei der Cutoff-Frequenz der longitudinalen Fhigenhwellen. Das
Powerspektrum der Magnetfeldkonzentration Il zeigt drei deutliche &ggtbei 0—

4 mHz und 6-8 mHz, die nach zunehmenden Frequenzen geordnet analog zu | und
Il die Ursache einer langfristigen durch die externero®uingen bewirkten Ent-
wicklung sein kann und akustischen Eigenschwingungen und der Cutoff-Frequenz
der longitudinalen Flufafirenwellen zugedrén. Der Vergleich der innerhalb der
Magnetfeldkonzentrationen vorhandenen Poweragéei 6 mHz, die die Cut—off
Frequenz der longitudinalen Fluhrenwellen re@Sentieren, mit der in Kap. 6.2
erlauterten Cutoff-Frequenaif'die sausage—modesdie in Abb. 6.18 (b), (c) und

(d) dargestellt sind, zeigt im Rahmen der Frequenzungenauigkeit, die von der Ge-
samtbinge der Zeitreihe (40 min) bestimmt wird und bei 0.4 mHz liegt, nur im
Fall der Magnetfeldkonzentration Il leichtdbereinstimmungen. Diese Cutoff—
Frequenzen wurden ohne BieKsichtigung der Strahlungandipfung tir die drei
Magnetfeldkonzentrationen nach der Gl. (6.23) unter Verwendung der zeitlich und
horizontal gemittelten Vertikalprofile von(z), H,(z), va(z), Tr(2), cs(z) und

cr(z) fur 1, 11'und 11l berechnet. Der Fall mit Strahlungsaipfung unterscheidet
sich nicht wesentlich und wird daher nicht dargestellt. Allerdings ist wie schon im
Falle der ST-Resultate (Kap. 6.3.1)arért, jede Interpretation der Powerbage”

in Richtung der linearen Resultate, aus bereitawgditen Guihden problematisch.
Keine der untersuchten Magnetfeldkonzentrationen zeigt deutliche Schwingungs-
beitrdge, welche den in Kap. 5 beschriebenen, in den ersten 15 Minuten mit einer
Periode von etwa 3 Minuten stattfindenden Magnetfeldaekstigen eindeutig zu-
weisbar sind. Dies liegt zum einen daran, daf’ zur Schwingungsanalyse nur die Re-
sultate schon ausgebildeter Magnetfeldkonzentrationen herangezogen warden (f”
t > 20 min) und diese Schwingungsbeigé entweder durch die numerische Dif-
fusion bereits weggexhipft sein lohnten oder weil aufgrund der starken radiativen
Abkuhlung innerhalb der Magnetfeldkonzentrationen die Temperatur und der Gas-
druck mit der Zeit so stark abnahmen, da#> 20 min g < 1 wurde, sich der
Zustand reiner Schallwellen mit Ausbreitungsgeschwindigkeite'T einstellte

und die zugebrigen Perioden entsprechend@er wurden und somit keine ein-
deutige Zuweisung zwischen den Powerlagjati und den Periode der Magnetfeld-
versteirkungen vornehmen lassen. Ein qualitative Untermauerung dieser Vermutung
stellt der Vergleich der Schwingungsperioden stehender akustischer Wellen inner-
halb der Magnetfeldkonzentrationen darakvénd die Frequenzen innerhalb der
Magnetfeldkonzentrationen (I, I, Ill) nach der 10. Minute 3.3, 3.2 und 3.2 mHz
betrugen, nahmen die Ausbreitungsgeschwindigkeuen £ 20 min sehr stark ab
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und die Perioden entsprechend zu. Zum Zeitpunkt 40 min betrugen die Fre-
guenzen nur noch 2.1, 1.9 und 2.2 mHz.
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Abbildung 6.18: Lokale Cutoff-Frequenz der mittleren Schichtung (a). Cutoff-
Frequenzen der longitudinalen FloBrenwellen ohne Strahlungsapfung fir die unter-
suchten Magnetfeldkonzentrationk(b), 1l (c) undlll (d).
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Die Abbildung 6.19 zeigt das Powerspektren der horizontalen Geschwindigkeits-
komponente im Fall der Magnetfeldkonzentration I. Da sich die Powerspektren f*
die anderen beiden Magnetfeldkonzentrationen nur unwesentlich von dem der Ma-
gnetfeldkonzentration | unterscheiden, wird auf sie nicht weiter eingegangen. Der
Hauptbeitrag liegt im Bereich von 0—2 mHz und ist analog zu den Powerspek-
tren der vertikalen Geschwindigkeitskomponente die Ursache eines langfristigen
Trends, der von den aul3erhalb der Magnetfeldkonzentrationen existierenden hydro-
dynamischen Stmhungen bewirkt wurde.

4

Abbildung 6.19: Powerspektrum des horizontalen Geschwindigkeitsteldm Fall der
Magnetfeldkonzentratioh Die Powerbeitage sind in Einheiten des maximalen Powerbei-
trags des Powerspektrumg fdas schwachmagnetische Gebiet dargestellt.

6.3.3 Diskussion

Es wurden drei Simulatiorelife analysiert. Zwei davon wurden mit dem ST-Code
und einer mit dem WDV-Code durchgeirt. Die unterschiedlichen Konfiguratio-

nen sind in Tab. 6.1 alitert. Da der WDV—Code mit einem wesentlich besse-
ren Strahlungstranspooér arbeitet, 5 mal gssere horizontale Ausdehnung be-
sitzt und mit einem offenen unteren Rand arbeitet, sollten die mit ihm berech-
neten losungen den wirklichen Vedtthissen in den untersuchten solaren Berei-
chen r@her kommen, als die mit dem ST-Code erzielten Resultate. Im schwach-
magnetischen Bereich gibt es bei den ST-Resultaten nur bei 4 mHz von stehenden
akustischen Wellen bewirkte deutliche Powerlagje.’"Kaum nennenswerte Power-
beitrdge gibt es im Frequenzbereich von 5-10 mHz. Die WDV-Resultatddr
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schwachmagnetischen Fall hingegen zeigemtlish zu dem 4 mHz Beitrag ver-
gleichbar grof3e Beiage im Bereich von 0-2 und 6-8 mHz, die der Konvektion und
der atmospéariischen Cut—off Frequenz entsprechen. Im magnetischen Fall zeigen
die mit dem ST-Code gewonnenen Resultate sowohl im Modelifaé als auch

im Modellfall pore signifikante Beitage bei 3, 4, 6, 8, und 10 mHz. Dabei sind
die Beitréige bei 3—4 mHz am gRten. Die Beitage bei 6-8 mHz entsprechen der
Cut-off der longitudinalen Fluldtirenwellen. Bei&ge bei 10 mHzufiren von sich
ausbreitenden akustischen Wellen her. Die WDV-Resultate im magnetischen Fall
zeigen ftir alle drei Magnetfeldkonzentrationen signifikante Bage zwischen 0

und 3.5 mHz. Das Maximum im Fall | liegt im Bereich von 0.5-2 mHz und ist die
Ursache eines langfristigen Trends in der vertikalen Geschwindigkeitskomponente,
der zum Teil in den die Magnetfeldkonzentration umgebenden hydrodynamischen
Strdmungen die Ursache habeorkite. Kleinere Beitfe bei 3—4 mHz werden von
akustischen Eigenschwingungen bewirkt. Im Fall Il liegt das Maximum wiederum
im Bereich von 0.5-2 mHz. Weitere Bageé, die dieselben Ursachen haben wie
im Fall I, liegen bei 3.5 mHz. Im Fall Il ver&lt es sich anafirend wie im Fall

II, mit dem Zusatz, dal der Beitrag bei 3.5 mHz sehr viel breiter ist und bis 4.5
mHz reicht. Die Beitage bei 0.5 und 2 mHz gibt es in den ST-Resultaten nicht. Die
im Falle der WDV-Simulationen existierenden markanten Bgérim Bereich von

3-4 mHz werden akustischen Eigenschwingungen zugeschrieben und lassen sich
aufgrund des Frequenzbereichs mit globalen Eigenschwingungen mit definiertem
(I =130,...,1000) (5-min Oszillationen), deren untere und obere Reflexionsebe-
ne gerade mit dem Rechengebietsunter— und Rechengebietsoberrand zusammen-
fallen, vergleichen. Diese Begtge gibt es im ST—Falle auch, allerdings gibt es im
WDV-Fall keine Beitage im Bereich von 6-10 mHz. Die von Volkmer et al. (1995)
([203]) beobachtet wurden. Sie scheinen durch die in Kapitel 5.2.1 bered$ptev”
numerische Diffusion sehr stark abg@alpft und somit ‘ausgeschmiert’ zu werden.

Es werden nur die grof3skaligen wahrgenommen.



Kapitel 7

Ausblick

Die mittels zweidimensionaler Simulationen gewonnenen Erkenntuisse die
Wechselwirkungen von kleinskaligen Magnetfeldkonzentrationen und konvektiven
Strdimungen und die damit direkt verbundenen Schwingungsmuster der Magnet-
feldkonzentrationen geben einen Einblick in die in diesen atnarsgdtien Berei-

chen ablaufenden physikalischen Prozesse. Allerdings lassen sich die quantitativen
Resultate nur unter Vorbehalt auf die Soruteertragen, da die Stmiungsmuster

im gesamten Rechengebiet aufgrund der fehlenden dritten Raumdimension von den
realen Stomungszustiiden abweichen. Somit stellen die durclefén zweidi-
mensionalen Simulationen eine Vorstufe auf dem Weg zu dreidimensionalen Simu-
lationen dar und dienen als Test der numerischen Verfahren im Rahmen einer realen
Anwendung. Gemeinsam mit A. Dedner, M. Wesenberg entwickle ich geg&gw"
einen 3D-MHD-Code, der bis auf die aigliche Raumdimension alle Eigenschaf-

ten des WDV-Code besitzt und mit dem in Zukunft realistische dreidimensionale
Simulationen der Wechselwirkung von Magnetfeld und konvektivean@tiigen
durchgetihrt werden sollen.
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Kapitel 8

Anhang

8.1 Anhang A: Impliziter—Runge—Kutta—L 0ser (IRK—
Methode)

Wie schon in Kap. 4.2.1 kurz eadint gab es bei der numerischessung der Strah-
lungstransportgleichung Gl. (4.1) Probleme beim Einsatz expliziter Verfahren (ex-
plizite RK, Gauss—Legendre, Romberg etc.) Dies ist in der Tatsache, dal3 der Ab-
sorptionskoeffizienk fur atmosphfische Bereiche > 750, = 1 proportional

T und p? ist, begtindet. Aufgrund dieser Alalrigigkeiten spricht man auch von
einem ‘steifen System’. Steife Systeme sind im allgemeinen dadurch charakteri-
siert, dal3 sich die @Sung am Anfang des Integrationsintervalls sehr sclameleit

(man spricht von der transienten Phase) und dann sehr bald die glatte Phase er-
reicht (Abb.8.1). In dieser sind die Ableitungen dessiuihgy(t) von moderater
GroRe (|yD(t)|| = O(1)). Somit empfahl sich zur @Sung der linearen gesai-

glatte Phase

transiente Phase

t

Abbildung 8.1: Transiente und glatte Phase einer steifesurig

lichen DGL. (4.14) der Einsatz eines impliziten Runge—Kutta—Verfahrens. Dieses
erfordert im Falle einer linearen DGL. nur di@sting eines linearen Gleichungssy-
stems. Formal stellt sich die Klasse der impliziten Runge—Kutta—Verfahregirf”
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spezielles Anfangswertproblem

y'(t) = ft.y(1), y(to) =wo (8.1)

und sein Integraduivalent

t
v&) =+ [ Frym)dr 8.2)
t0
folgendermal3en dar ([95]):
G = Z Bij (8.3)
7=1
ki = flxn+cih,y,+h Z Bijki) (8.4)
j=1
¥ = (v,7%,...)" , (Wichtungsvektor) (8.5)
Yni1 = Yo+ D> ik (8.6)
=1

Konkret l&f3t sich nun die Strahlungstransportgleichung Gl.(4.1) entlang einer 'short-
charakteristic’ mittels eines impliziten Runge—Kutta—Verfahrens in nachfolgend dar-
gestellter Formdsen.

h h
In=1Io+ %. / f(r, I(r))dr = /(H(T)p(T)S(T) — r(T)p()I(7))dr  (8.7)
0 0
[h = [0 + h(’)/lk'l + ’)/2]{72) (88)
ki = f(tn + cih, yn + h(Brik1 + Brakz)) (8.9)
]{72 = f(tn + Cgh, Yn + h(ﬁgll{?l + 622]{72)) (810)

Mit f(r,I(7)) = kpS — kpl folgt:

ki = kip1S1 — kiprlo — kipi Buikih — K1p1 Biakah (8-11)
ko = KopaSo — Kopaly — KapaBatkih — KapaPaskah (8-12)
(8.13)

fur k4, k, ein Gleichungssystem mit zwei Unbekannten:

( 1+ rwipiBuh  KipiBizh > ( ky > _ ( k1p1(S1 — Ip) >

Kap212 L + KopaBazh ko Kkapa(Se — Ip)
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Ay — L+ K1p1Buh k1p1Pi2h
7 Kap2i2 1 + KapafBah

(A)T = L+ Kapafaah  Kip1Przh
! —kKopafor 1+ Kkip1Buh

und

detA = [Aji| = (14 k1p1B11h) (1 + Kop2fazh) — (k1p1512h) (K2p2521)

folgt fur den Vektork:

EF=A'B=

detA

1 1 + kap2fBah  Ki1p1Piah
—Kopafla1 14+ KkipiBiih

/‘01P1(Sl - IO)
"02P2(52 - IO)

(8.14)
(8.15)
(8.16)

)
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