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χ(qx, qy) = A1xqx +A1yqy
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1
2
λD(q2x + q2y) +

1
2
λ
[
A2x(q2x − q2y) +A2y(2qxqy)

]
+λ2

[
Bxqx(q2x + q2y) +Byqy(q2x + q2y)

]
C.)/E
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1
3
λ2

[
A3xqx(q2x − 3q2y) +A3yqy(3q2x − q2y)
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��
�����
��	��
 +�������+�	 �����	) @�� 8����� +�����	�� ���� ��+�� ����� �	��1�����	� 
�

K =
√
K2
x +K2

y ) @	 ������ ��+��� ���� ���
����� ��� ��	�������� ��
+�� 	�� ��� 8����� ���
	�		�)

��� �+�������	���	����	I �
) C.)/EI 
���� ���� ������
�	 �	 ��	�	 �6����������	 �	���
 χ�(�) =
χs(−�)I ��� ��� �6����������	 �+�������	�	 �	���
�I �)�) ��� �1�������� �+�������	I ��	 ���
����� �	� ��	 !�
��
���	 �������������I ����� �	 ��	�	 �	���6����������	 �	���
 χa(�) =
�"�
�������((�� �	� ��
 ;�
( (�� D ���� 4��	��&����
3 	����
� ��� $
��������� ��
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−χ�(−�) ��� ��	 �	���6����������	 �+�������	�	I �)�) ��� 8�
���������+�	�I ��	 .�
��
���	
������������� �	� ��� �A��
� ,���) ��� �6���������� �	���
 
���� ���� �	��� +��������	 8��
��	��	��	 C
)8) � � � 		� ����1�� (��+�	E ������ +��+�����	) � � ��� �����	� ��� �	���6��
���������	 �	���
� ��� ����+
��� ���� �����	� 	����	���) @	 �+���	��� .)> �����	 2�������	

�� �����	� +����� �	���
� ��
������)

����� $��
���
������

@	 ������ �+���	��� ���� ���
���I ��� ��	� �++�
��	� ��� ��� <+=�����

� �	������ �	� ��
�
���	 ��	:��� ��� �+�������	���	����	 ��� ��� Q+�������	�������
��	 ��� ��������1� ���)
��� ,�		�	�� ������ 8�
��	������	� ��� 	����	���I �� ��� ��	����	������ ��� ������������	�
����	��������	 
� ��
�����	) @	 �1�
��

�	 ��

�	 ��		 ��� 8�
��	������	� �
� 
�	����� (��
���
+�������+�	 �����	) ���� ��
��+� �	��� �	�����I ��� �6����������	 �	���
� ��� �+�������	��
��	����	 ��� ��	�� ��	
�
	�	 �++�
��	� 
� +�������	I ��� �1���� 
�� �����	� ��� 7�	��	���
��
��	��
� ����)

L�	����� ���� �� ��
��	��	 ��� �

�����	� ��

 ��� �++�
��	� +���	��
� �	� ��+�� ��� ��	
���1
�A�	 L������	��	� 
������	 �++�
��	� �	� <+=�����

� ����� ��� ����� ���+�	��	�	
*�������������	 � � ��	� ������������	����	��������	 ��	����	��	)

��� B����������	�� ������	� ��
��+� ��I �����	 L������	��	� ��	������ ���
����

�	I �
� ���
,��+�	����	 ��	�� 
�	����	 �	����� ��� �++�
��	��	 *6����� ����
�� ��	 ��	�� 8������+�
�
��	�) ���� ���� �� �+���	��� .)/)!)! 	���� ��
������) @	 ������ L������	��	� 
����	 ����
���� ���H�	 ��� (�	����:���	� �	� @	��������	�
���� ��F	����	)

� � +�������� <+=���� +
�) <+=�����

�	��	����	�	I ��� �	 ��� �1���� ��������

��	 *1�
��
�
��

 ��� ��������	 (����	�+=�����I 
���� ���� ��� �++�
��	� 
�	���������	) ��� 
�	���� �++�
�
��	� ���� �	 �+���	��� .)/)!). 	�����
� ����	���� +���������)

�7�7�7� !��	������ 0��"���������	

��� ���� ����+�	� ��	� ���	� ��
�� �� 0���	�
����	 ��� ������

�	� ��	 ;��	� �� ���I ��� �	
J$!K ����+�	 ���) 7��� @���
��� J$.K 
���� ���� ��� ����������	���������	

Ĩ(�) = F {I(�)} =
∫

��2 I(�) exp {−i2π� · �}

��� @	��	������	 I(�) �	 ��	�� �++�
��	� ������+�	 �
�

Ĩ(�) =
∫

d�′2 T (� + �′, �′)ψ̃(�+ �′)ψ̃∗(�′), C.)!E

��+�� ψ̃(�) = F {ψ(�)} ��� ����������	���������� ��� <+=�����

�	��	����	 ψ(�)I �)�) ���
�
�����	�	��

�	��	����	 ��� ��� % ������� ��� (��+�I ���) ��� -��	�������	�����
���M
��	�
��	 C-;;E

T (�, �′) = p(�)p∗(�′)Es(�, �′)EΔ(�, �′) = T ∗(�′, �) C.).E

+�������+�	 
�� ��	�	 �����
� p(�) ��	 ��	:��� ��� <+=�����
�	��I ����� ��� 2���	����	�
��� �++�
��	� ����� ��� 7�	��	���
��I �	� 
�� �	����	 ��� 0����	� ��� ��	�������	���	
,�����	
 ��� �
�����	�	�����
� �	 ���� ��� ���1��	����	����	�	 Es �	� EΔ)
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��� 
�	��	���
��+�������+�	�� C���

�E �+�������	���	����	 χ(�) C�) �+������ .)/)/E � ��� 
�
��	�� (����	������&

p(�) = exp {−2πiχ(�)} .

��� ����
���� ,�����	
 ��� *����
� ���� ����� ��� �	�
���� ���H� ��� �
�����	�	B��

� ��	�
�������	��) ���� ���� ����� ��	 ������

Es(�, �′) = exp
{
−
(πα
λ

)2 [∇χ|
�
− ∇χ|

�′

]2
}

= Es(�′, �)

+�� ����������I ��+�� α ��� '�
+��	��
 ��� *����
��	�����	
 ��� ��������1� ��� �	� λ ���
0�

�	
�	�� ��� �
�����	�	 C∇ ��� ��� ��?���	���
�1������ +
�
) �E) ��������1� ��� ��
���
������	�B��

�	 C���E ��+�	 ��	� ���� ����
���� ,�����	
I �)�) ��	�	 ���� �
��	�	 *�����	�
�����	
��	��
 α C
)8) α = 0.2mrad +�� ��� �	 ������ ��+��� �����	����	 ��������1E) ����
��
��+� ��	� ������������	�

Es(�, �′) ≈ Es(�)Es(�′)���Es(�) = Es(�, 0). C.)>E

L���
���� *����	��	��	 �	 ��� '����1�		�	����������	� ��� 8����
��	�����I ΔV I �	 ��	
7�	��	������	I ΔJ I ����� ��� ��������� +���	��� �	�����+����� ΔE ��� �������	 ��� ���
�
�����	�	B��

� � ���	 
� ��	�� ��	�������	���	 
���
����	 ,�����	
 ��� �
�����	�	�����
�)
������ �?��� �	��1����� ��	�� *�����	� ��� ������� �� ��	 ����	�
����	 0��� C������������
*�����	�EI �� =���� �
�����	 ��	� 
����� �	���������
���� �+
�	��	� ����� ��� <+=�����
�	��
����1 ��) 7��� @���
��� J$.K 
���� ���� ���� ����� ��� ��	� 

�	��

EΔ(�, �′) = exp

⎧⎨⎩−2(πΔ)2
[
∂χ

∂D

∣∣∣∣
�

− ∂χ

∂D

∣∣∣∣
�′

]2
⎫⎬⎭ = EΔ(�′, �)

��� Δ �
� ��� 8����� ��� �������������	� +�������+�	I ��� ���� ��� ��� ������������	 7�	�
��	���
�� Cc ��� <+=�����
�	�� �	� ��	 ��
�����	 *����	��	��	 
������	���
�&

Δ = Cc

√(
ΔV
V

)2

+ 4
(

ΔJ
J

)2

+
(

ΔE
V

)2

.

�
� B����������	�� ������	� ���� ��	� ������������	� ������ ��	� 

�	��	 +�
����	��&

EΔ(�, �′) ≈ EΔ(�)EΔ(�′)���EΔ(�) = EΔ(�, 0). C.)3E

����� ������	� � ��� 
��� � � 	�����
�	���� �++�
��	��	 
� 	���� ���	���
�����+���	 ���
��	I

������ �+�� �� ��
��	��	 �+���	��� ������� ��	������	)

��� �++�
��	���
�����	� C.)!E 
����I ���� 8������� ��� 0�

�	��	����	 ψ̃(�) �	� ����� ��	=��
������	 ����	1���� ψ̃∗(−�) ����� �����	�	��� ���+�	��	 ��	�& � � 
��� %������B��	
�	 �

�	� �′ �����	 �����
 ��� (������ ψ̃(�)ψ̃∗(�′) �
� ���� ��� (������ ψ̃∗(−�)ψ̃(−�′) 
� �
�����	
�	���
�	I �

����	�� ��� �	���������
����	 (����	I 
�� 8�
��	��	����� Ĩ(�− �′) +��) ��� -��	�
	�	� ������ +����	 8������� ��� ��� '��1�������������� +�� ��� ������������	����	��������	)
�� ���� ��� (����	�������	 ��� ��� ������� �	���	I �����	 +�� ��� ������������	����	������
���	 ������� �++�
��	��	 ��� �	���������
����	 ������������	 +�	��
�I �� ����� -��		�	�

� �����
����	)

!5



� ��
�����	� ��	 �
�����������	�	��
��	����
������	

�7�7�7� :�������1����� %1�����	

��� ��� ,�	��������	������	����	 C;-�E

γ(�) = p(�)Es(�)EΔ(�) C.)#E


����	 ���� ��� -��	�������	�����
���M
��	��	 �		����
+ ��� B����������	��	 ������	� C�)

��
��� �+���	���E ������������	&

T (�, �′) ≈ γ(�)γ∗(�′). C.)$E

0��� �
) C.)$E �	 ��� �++�
��	���
�����	� C.)!E ��	�����
�I �� ���� ��� �++�
��	� Ĩ(�) ��	�
��
��	� ��� 8�
���

�

ψ̃B(�) = γ(�)ψ̃(�) C.)4E

��� ���� ��
+��)

���� ����+� �� L������	��	� ��� ��� ��
��	��������� ��	� ��	����� �����	� ��� B�������
����	��	 �++�
��	� �� %��
����) @	 ��� 8�
���

�

ψB(�) = F−1
{
ψ̃B(�)

}
� ���	 ��� 7�	��	���
�� �	� ��� ��	�������	��� ,�����	
 
� ��	�� �1������	 ��
���
������	�
��� <+=�����

� ψ(�)) ����� ��
���
������	� ��		 �		����
+ ��	�� 7�	����	��	������-������
����� ��	� ��
��	� ��� ��� (�	�������������	����	����	I �)�) ��� ����������	���������	 ���
;-�I +�������+�	 �����	&

ψB(�) = F−1 {γ(�)} ⊗ ψ(�).

@	 ��� 8�
��+�	� ���� ��� @	��	����� ������ 8�
���

� �������	&

I(�) = ‖ψB(�)‖2 .

0��� ��� ���1
�A� ;-� �
� �	����� ��� �1������	 *6����� �	���1�������I �� +�������+� ����
��1
�����I ��� ����� ��	� %������B��	
  +�������	 ����I �����	� ��� (���� �	��+�I ���
��
���� (����	
��� ��� 8�
��	��������	�	 ������ ���B��	
  +�������	 �����	) @	 �++) .). ��	�
�����
 ��� @����	�����
 ��� ;-� � � ��	 *����
������� C�)�)EI �
� ���� ��� +����	 ��	� 
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���1��	����	����	�	 ��
����) ��� 2���
���� ��� ;-� ��� ��	 +����	 ��	� 

�	��	 �����
����
���I ���� ������������1� ��	� ���� ����
���� ,�����	
 +����
�	 �	� ����� 1�����
����� ��� ��	�������	��� 
���
���� ,�����	
 
�������� ��	�) ��� @	��������	�
���� qinfo ���
��������1� ��� ��� �������  +�������	� %������B��	
) �� ����  +�� ��� 
���
���� ��	� 

�	��
��F	����& EΔ(qinfo) = e−2. � � ��� �	 ������ ��+��� �����	���� ��������1 ��� qinfo = 8 	�−1)

��� *����
��������

D��� =

√
3
2
C�λ


����	�� ���� ������� ���I ���� � � ��	 +������ ���B��	
+�	� C���� ��	 ���� 1.5−5.0 	�−1E ���
�++�
��	� ��� ��	�� (����	��������+�	� �� π/2  +�������	 ����I ��� ����� ��	� ��������	�
�� ,��1�	�����	 ��� �1��������	 �+�������	 ����� ��	 ������� � � �����	 ���B��	
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 4���
���
 �������������� ��� ����� ��:������ 	��((� ��� "�����
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3

��	���� 3
2
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&������� ���( "���
��
&���	 �D��� = −43.3 nm3 Cs =
0.5((3 ����� .����
�� '��

�������� ��� ��� ��(�&���	&��������� �Δ = 4 nm3 α = 0.2 nm� &5
 ��� 0��
�2 *��
�	��� �λ = 2.51pm�� B5
 ��� �
����	 B
�F�������� ��� ��.� 1.5 − 5.0�(−1 .�
��� ��� �����������
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�
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�
����� ��� ����&
�F������ ������������ .��� 	��
��
 ��	 ��� 
��(����� 9���
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5��	������� ��
�� ��� !���5������ Es�

�������� ����) ��� (����	�����+�	� ��	 π/2 ����	 +�� ��� ��

�����
 ��� ��+�� 	����I ��
(����	�+=���� C�) �+���	��� .).)/E �	 ��	�� ��� ��� L��	����(����	��������1 ����
����+���	
0���� �����+�� 
� �����	)

��� (�	����:���	��������	 dp ����  +�� ��	 /) ��

�������	� ��� ;-� �� *����
�������
��F	���� J#5KI �� ��� 7�	��	���
��I �)�) �� ����	�
����	 C�I +�� ������	 %������B��	
�	 
�
������
	��	 (����	
���	 �	� 
� ������	 ������	��	 ��� (����	���	����� � ���	) 8�� ���
�����	����	 ��������1 ��� dp = 0.19 	� C/) ��

�������	� +�� 5.25 	�−1)) ��� ������	��	 ���
(����	���	����� +������	 ��� �1������ ��
���
������	�I ��� ��� @	���1�������	 ��� �++�
��	�
���������I �� ���� �	������ ��� ����	 %������B��	
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�	���
�����	 � ���	I ���� 2���
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@�� ��� ��������1 ��� ,���������	 � � ��� �1�������� �+�������	 ������������I �� ���� �� ����
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�� @	��������	�
���� �1����

��	
����
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ψ̃(�) = δ(�) + iφ̃(�) ��� φ̃(�) = F {φ(�)} .
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����	�� 2����		�	����  +�� ��� <+=���I �� ���� ���� �����
������� �?����� ���� ������ 	�� ��� �������� (����	�+=���� �	��	��	 
����)

��.�� 	���
!������
"�� 	�����������

�� ��� �	���6����������	 ,�	���	��	I �
�� ��� 0���� � � ��	 .�
��
���	 ������������� �	�
��� �A��
� ,��� 
� +�������	I ��	� �	 ��� 7�������� ����������	� 2�������	 +���		�) �

 �����
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�� 7��
� ���&��) ��+
�����
�(( ��� �(�
���( "� �D = −209 �(3 A2 = 0 nm ��� Cs =
0.49((�� ��� ����
���� B
�F������ 	��� ��	���������� ��� #�����
������� 	��� �������� ��	 8���� �� �
�������
1���
� ���&��) ��
 ���
�� ��	 E(�����
����	 ��
 �	I((��
�	��
���� A;B &5
 ���	� ����������� ���	 =?0@��

2�������	 +������	 ������I ���� ���� ��� �?������	 �+�������	���	���	��	 ��� ��	�� *����
����
��11�	� �	���	)

��	� 2����11�	� ��� *����
� �� ��	�	 0�	��
 ϑ = λ� ��� � = (tx, ty) ����	 ��� �1������ �����

���� ���� �	 ��� �+�������	���	����	 C.)/E ����� 2�������+�	� ��� ���1��	�� � → (� + �)
+�������+�	) ��� �+�������	���	����	 � � �����	 ��

 
���� ���� ��	��� �	 ��� ���� ��� �
�����	�
C.)/E +��	��	I �

����	�� ��� �	����	 �+�������	���	���	��	) ����� N�?������	O ,�	���	��	 � �
��	 �����11��	 ��

 ��	��	 ��	 ��� 2����11�	� ��
+�� �	� ��	 �A��
�	 ,�	���	��	 �+)

� � ��	 �6����������	 �	���
 ��� �+�������	���	����	

χs(qx, qy) =
1
2
λDeff(q2x + q2y) +

1
4
λ3Cs(q2x + q2y)

2

+
1
2
λ
[
Aeff

2x(q
2
x − q2y) +Aeff

2y (2qxqy)
]

C.)/>E

����+�	 ���� ��� �?������	 ,�	���	��	

Deff = D + 2Csλ2(t2x + t2y) + 4λ [Bxtx +Byty]

Aeff
2x = A2x + Csλ

2(t2x − t2y) + 2λ [(A3x +Bx)tx + (A3y −By)ty]

Aeff
2y = A2y + Csλ

2(2txty) + 2λ [(A3y +By)tx − (A3x −Bx)ty] . C.)/3E

@� ��6����������	 �	���
 ��	��	 ��� �?������	 ,�	���	��	 � � ��� 8�
���������+�	� (Aeff
1x,

Aeff
1y ) ��	 ����
����	 7�	��	���
��	 �+I �����	� ���� ��� �?������	 ,�	���	��	 � � ��� ,���

	�� ��� ��� �1��������	 �+�������	 �	���	) � � ��� ��	����� �	��+� ������ �	���
�� ��� ���
��� 7�������� ��������	 C
)8) J#$KE

��	 2�������	 
�� �����	� ��� 7�	��	���
�� C����� 
)8) J53KE 	��
� ���I ���� ���� ��� �+�
+�
��	��	 ��� *����
�����11�	� ��������+�	) ����� ��	� ,���
�����
����	 ��� �����11��	 ���
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� � ����� ������� �����	 ��������	� ����1�� (��+�	 +�	�����I �� ���� ��	 ������

�	�	
(��+�	 ������	� ��� -��	�
����	��6������� 	�� 8�
���������+�	��	 ����
� ��� ��������	�
���	��	 �����	 
����	) ��	 �������
 ��� 2�������	� ��� ��� 2����
����	� ��� �����	� �����
(��+�	�����)

@	 �	����	 2�������	I ��� ���� �	 ��� �	 ������ ��+��� �����	����	 C�) �+���	��� >).EI �����	
��?����������� ��	 ����1��	 (��+�	 � � ����������	� *����
�����11�	��	 �����	����	
J5#K) ��	� ��
��� ������

�	� ��	 ��?�����������	 ���� �
� L��
�	�-�+
��� +�
����	��) 0��
�� 
��
��	 �+���	��� +�������+�	I 
����	 ���� ��� ��	 ��	
�
	�	 ��?�����������	 ��� �?���
����	 ,�	���	��	 � � ��	 ������� �	� ��	 !�
��
���	 ������������� +�������	) ��� �����	
0����	 � � ����������	� 2����11�	��	 ��		�	 �	��� �������	� ��� �
�����	��	 C.)/3E ���
�A��
�	 ,�	���	��	 +������� �����	) �	���� �
� ��� �+�	 ��������

�� ������� ��� ����� �	�
��1F	�
��� ����	 (��+�	�����)

��	 �����	������� 2�������	 ����� ��	 ��6�� ��������
���	 J5$K& � � � 		� ����1�� (��+�	

���� ���� ��� 8�
���

� ����� F
���+������� %���	��������	��������	 ��� ��	���	 �++�
��	�
��	 C
)8) ����E ����	��������	) ��� �����	� ��� �6����������	 �?������	 ,�	���	��	 ��� 	�	
������ ��� ��� 0�

�	��	����	 ���
���) 0����	 ��� 8�
���

�	 � � ����������	� *����
�����1�
1�	��	 ����	��������I 
����	 ���� ��� ��	 �� ����
��	�	 �?������	 ,�	���	��	 �������� ���
�A��
�	 ,�	���	��	 +�������	)

���� ��
���� Q+��������	  +�� ��� ����������	�	 2�������	 ��	� �	 ��	 ������
 ��	 -61�� ��
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�	� �� ��� J54K 
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�����	 ��� '%-����++�
��	��	 ��
+�� �	 ��	�� ���1
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6�����I �� ���� ������ ���1
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�++�
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���) ����� @	��������	 ���� +�� ��� <+=�����

�	����	��������	 
�� ������		�	)

��� �	��������� 
������	 '%-����++�
��	��	 �	� ��� <+=�����

� ���� �	 �++) >)/ ��
8���1��
 ��	 ��� C>)4 	� �����E ����	������� C*���
����	 ��� ��	 (��������	 ��� �����	�
����	 �
�����	�	��������1�E) ��� 7��� ��� @	��	��������A��� ��	�� ��	 ��� (��+�	����� �	�
��� ������� �+I ��� ��		�	 	���� 	�� ��� ��	�� ��� +����	 ���������	 
����	I ��	���	 ����
�	 ��	 N7�����	O ��� *������� ��������	I ��� 
)8) +�� D = −30 	�) 8�� D = −45 	� 
����	
��� @	��	��������A��� 
��� ���� ��� ��	 <���	 ��� ��������I �

����	�� ��� ��� �+������	�
�	 =���� ��� +����	 (0002)�'�
+�+�	�	 �	���������
��� C��� ��A���� ��� �	 ��� ��	�	 �+�	�
������ 
�	��I �	 ��� �	����	 ������ ������ �
� ��� �������E) @	 ��� <+=�����

� ��	����	 ��	�
��� 7���	 ��� �������� ����� ��� ���
������	I �� ��� �� ��	 2��
������ ������� ������	 �
�
��� �������) ��
�
��� 
���� ���� ���� ��� *��1�
��
�� ����� �
�� ����		�	)

D=−30 nm D=−45 nm Phase
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+������ ��� 8�
���

� �� ��� �1�������� �+�������	I ��	 ������� �	� ��� �?���� ���
1�����

�	 ,�����	
 ����������) ��� �?���� ��� �	����	 7�	��	���
��I ��� ���) �������
�	
�+�������	�	I ��	� ��������	 �	 ��� 0�

� �	���
��	) ��+�� ��	� ���� �?���� �
��	 ���
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������������������� ��+�	 � ���	) ����� *����������� ��
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�� ��+�� ��	 ��� ���H� ���
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⎧⎨⎩ Ĩ(�) · J̃∗(�)∥∥∥Ĩ(�) · J̃∗(�)
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�	� ���� ���� ����� ��	�	 *��	��� ����� ��� ��?���������� 
����
���� ��	� ��	����	���	�
� ������

�	� ��� @	��	������	 Ĩ(q) ����		�	) ��� 
����� ��M	�+���	
��	��� �	 ������ ������

�	� �	��1�����	 ��	 ��

���

�	 ��� +�����	���	 ;-�) ���� ��� ��	
*��	������������	 
�� 8�������	� ��� ������� C�	� ���� ��� �1��������	 �+�������	E �	�
�	 ���
�	 �
�����	�	��������1��+ ����	 
� F	��	 C
)8) J#5KE)

��	 �	���
 
�� 8�������	� ��	 ������� �	� ������������� ��� ��� ���������	� ������ ��	���
��	���	�
�	 2�������	�& �� ��		 ��
���� �����	I ���� ��� ����
����� �?��� ��	 �����������
��� �	� ������� ��	�� �	���������
����	 ������� �	 
��� 
���	�	��� ��	�������	 %�����	��	
�	��1�����) @	 ��� ��	�	 %�����	� F	��� ���� ��+�� ��� ������� D+A2 �	� �	 ��� ��
� ��	��
������	 D−A2. ��� �
������
��	��
 ��� ������������� ��+� ��+�� ��� %�����	� ������ �����	
�	) 0��� 	�	 ��� �
������
��	��
I 
)8) ����� ��	 2���
���� ��� ��?���������� ��� ���	��
*1����
+�
�I +������� J/".KI 
����	 ���� ��� ������������ � � ����� +����	 '��1�������	��	
+�������	 �	� ������ ������ DI A2x �	� A2y +�����	�	)

� � ��?����������� ��� �

�1������� ���� ��� -��	��	�� ����+�	 ���� 
��� ������� ���
����
�����	& ��� ��	� +������ ��� ��	�� �
������
�	 �����
�	� �		����
+ ��	 *������	 ��� ��?������
������ C��	 
)8) $)3◦E) @	 =���� *����� 
���� ���� ��		 ������ ��� ������� +�������	 J/">K)
��� ������� ��	�� *������ ��	�� �	 ������ ��
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 ��� *������ ��	
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���� 
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� � ��� ������	� ��� ��������	 (����	�+=���� 	���� ��� ��?���������� ��� ���� ��� �
���
���	� C.)/!E �	) �������	� ��	 ������ �
�����	� 
���� ���� ��� ��?����������� ����

����	
�
� ∥∥∥Ĩ(�)∥∥∥ ≈ E(q)

∣∣∣ sin(− 2πχ�(�)
)∣∣∣+ B(q) � � q > q��
. C>)/E

��� -��� B(q) +�������+� ��+�� ��	 '�	������	� ��� ��?�����������I ���� ����	 ��� %���
����	 �	� ��?�� ��������� �	���
� ��� �
�����	�	�����
� ��	) ���� �+������	��	 ��	 ���
������	� ��� ��������	 (����	�+=����� �����	 
�� '�	������	� +��) ��� ��	� 

�	�� E(qE
+�������+� 
�� ��	�	 ��	 ��	:��� ��� (��+� ��
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���� 
������	 ��	 �A1�����	��
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+�� ��+�	) � � ��� �	1����	�
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B(q) = exp
{−b1 − b2

√
q − b3q − b4q

2
}
,

�����	���I ��� ��	 ��

��� J/"3K � � ��� �������������� ;-� �	1����	� ��������
���	 �����)
��+�� �����	 ��� bi ����� ��	������	� ��	

S =
∫
q��	≤q≤q�
�

d�2

q

[
ln
∥∥∥Ĩ(�)∥∥∥− b1 − b2

√
q − b3q − b4q

2
]2

�	��� ��� ��+�	+���	��	�
∥∥∥Ĩ(�)∥∥∥ ≥ B(q) � � �

� qmin ≤ q ≤ qmaxI B���� ��	 O�	��	[ C�)

�++) >)3EI �	 ��� �A1�����	��

�	 ��?����������� �	��1����) L�� �	1����	� ����� ��� �	
��� @�7�*������� ��1
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� � ��� �+�����
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�	��	 ���� ��� �
����� ��1������� �����
 �����	���&

E(q) = exp
{−m1 −m2

√
q −m3q −m4q

2
}
.
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��
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����	�� �	��� ��� ��+�	+���	��	� E(q) ≥
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+������ ��+�	I ��� ��
� � ���I ���� ��� �	1����	� ��� ��+�	+���	��	� ��� ��	 ��A���
��� %�:�A� N��	��	+
��+�O)

�� ��� ���B��	
+������I ��� ��� ���� ��� %�:�A� F	��	I �
��	 ����	 +�� ��� �������	 
��
�	1����	� +�	��
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+������ ���I ��� ��� ��	:��� ��� ��� �
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� �����
 ����	�)
����� ���� 
�� �	1����	�

S =
∫
q��	≤q≤q�
�

d�2

∣∣∣∣ln [∥∥∥Ĩ(�)∥∥∥− B(q)
]
− ln

2
π
−m1 −m2

√
q −m3q −m4q

2

∣∣∣∣
��	������) ���� �	��1����� ��	�� �	1����	� ��	 2

πE(q) �	 ��� �
������
� �����
 ��	
∥∥∥Ĩ(�)∥∥∥−

B(q)) ��� ������ 2
π �	��1����� ������ ��� �����
���� ��� *�	��+������) L�� �	1����	� �����

��� N���	��

 *��1
�AO�������� �����	��� J/"$K)

��	 8���1��
 � � ��	� �����	����	� �+�����
�	� �	 ��	 �������	�� ��?���������� ��� �	
�++) >)3 
� ����	) ��� ��?���������� �	 ������ �++�
��	� C�) �++) >)#+E ���� 	�� ��	�	
��������	 ������������� ���I �)�) �� ��	� 	���
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� F	��	I �� ����
��	� �
������
� �����
�	� ���
��� ���I ��	� ��� <�
�

����	�	 ��� *�	�������� ��� �
) C>)/E

� 
�������	I �)�) χ�(�) ≈ χ�(q))
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+ ��� ��������1��:���	� 
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����� ��	 ��	�� �������	 2��+������	� ������ �	1����	� �+������	) *�
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��� ��	 ����� *����1�	�� � � 2��+�����
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������ ����� �	1����	� ������ 	��� ��

��� J/"3K ���	����	)
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�� '�	���������� &5
 ��� �����
�
��� B(q) ��� ��� !���5������ E(q) &5
 ��� ��+
�����
�((
��� �(�
���� "� �D = −135�(3 Cs = 0.49((3 A2 = 2.2�(�� #�
 ��
 ��	�������
�� ��
���� .�
�� &5
 ���
'���		��� ��
.����� �q��	 = 1.0�(−1 ��� q�
� = 5.0�(−1��

�7�7�7� !�������	 "�� #������ ��" "�� !���	��������

���� �
�����	� C>)/E ��
�

∣∣∣sin(− 2πχs(�)
)∣∣∣ =

∥∥∥Ĩ(�)∥∥∥−N (q)

E(q)
,

����� ���� �	��� 2���	����	� ��� 0���� � � A2xI A2y �	� D 	�	 ��������I ��	 *�	��+��
���� ��� �+�������	���	����	 �	 ��� �	��1�����	� 	�������� ��?���������� 
�������	���	�

�	
�1����	) ��+�� ���� ��� ���H�

S =
∫
q��	≤q≤q�
�

��2

q2

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣sin(− 2πχ�(�)

)∣∣∣−
∥∥∥Ĩ(�)∥∥∥−N (q)

E(q)
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<+=�����

�	 �	������ ���) ����� ���� ��� �(� �� (0002)�%�:�A �������� ���I �)�) �� 
����	
���� 	�� 2�������+�	��	 +�� ��� ��	 2��
������ ��	 1

2 [0001] �����	) ����� 
����	 ���� �

����	��
	���� ���� ��� 2�������+�	��	 ��� +����	 *��1�
���
�� �	�
�	� ��� c������ �����	I �� ��� +����
1
2 [0001] +������	) *�	������ ��
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��
��+�I 2�������+�	��	 +�� ��� 2��
����� ��	 1

2 [1100] 
� �����	)

��� �(� ����� �	 ��	 ����
�����	 <+=�����

�	 � � ��	� ����� ��	 !)33 	� +�� ��	�� �1�����
��	 8.0 	�−1 �	� � � ��	� ����� ��	 3)$$ 	� +�� ��	�� �1����� ��	 6.0 	�−1 �������� ���)
(��F
� ��� 2�������+�	��	 �	 [1100]�%�����	�  +�� ��	 *��1�
���
�� ��	��� C�)�) �	�
�	� ���
[1100]�%�����	�E ��	� �	 �++) 3)/> ��
����) � � ��	�	 *��1�
���
�� ��� 8
�	��-61 +������	 ���
2�������+�	��	 ���� 1

6 [1100]I �����	� ��� � � ��	 �����-61 1
4 [1100] +������	) ���� ��	� ����

��� 2�������+�	��	I ��� ��� ��� (��=�����	 ��� 2�������+�	��������� ��� ��� [1100]�%�����	�
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$' �� 	�(����
��� 7�%���.����� ��	��((�� 2�
	��������	�
�:�� &5
 ��
	��������
$
���������� t ��� '��
��
�� �	� ;����� ��� $
�:�� ���&�� 5��
 ��� �
�	(���	��� "�����&����
 ���.��� ���
����� ;I�3 ��� 2�
	�������� ���
��� 
��� 1

6
[1100]� ��� �
�( ;I�3 ���
 ���
��� ��� 2�
	�������� 
��� 1

4
[1100]�

+�3 �����������
� c45a62'�������
�

@	 �++) 3)/3 ��� ��� <+=�����

�	����	��������	 ��	�� 1�����������	 *��1�
���
��� ����� 
�����
(�����
������
�	��	 �	 ���	�� %�	� �	 ��	�� ��� (��+� CG"/>3E 
� ����		�	) ��� -61 ���
*��1�
���
��� ���� ��� 
��� �	���������
���� 0����	 �
� 8
�	��(*� ���	��F
����)

/) 8��� 2���
���� ��� ������� ��� *��1�
���
��� �	 ��� <+=�����

� ��� ��	 ������	I ���
	��� ��	 *���
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� �������	 ��	�I F	��� ���� ��� ������
��� 8
�	������

� ������& ��� +����	 (0002)�'�
+�+�	�	 
����	 ��	�	 �	���������
����	
,�	�����) ��� ,�	����� ��� ��	�	 '�
+�+�	� �����������I �����
 �	 ��� (���� �
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	��������	�
�:� �� [1100] 8������� ��	 ��( (�
���
��� ��
���� �� '��� C��C�� ��
��
 '�	���� ��
 ��	 ��& 2���&���� ��	 !�������	����	 ��	 ��������� 8�N���	 ��� 1
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���

����3 ���	�
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	�������� ��� 
��� 1
3
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[1100] = 1

2
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3
[1100]�

(0002)�*����
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��� ������� @	���1���
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���
���

����	) �� ����+�	 ���� 
��� ����������	� *��1�
���
���+�	�	I ��� �	 ��� (��=�����	 	���� 
�
�	����������	 ��	�I ��� (2110)� �	� ��� (1210)��+�	�) �	��1�����	� ����+�	 ���� ���� 
���
%�����	��	 � � 2�����
�	��
�	��	) ��� ��� ����
���	�I ���� ��� 7�	��	�
���	�� �	 ��� (�1���
��	��	
����	I 
����	 ��� 7�	��	������ � � ��	 �����	 ��

 [0110] +
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)
@� ��
��	��	 ���� 	�� ��� ��

 ��	�� *��1�
���
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�	��
�	�
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8��������
���� 	��� *�U%'�,�	��	���	 ����+�	 � � ��� �	���� (�����
������
�	� ��	�	 8���
���������� ��	 1

6 [1103]I � � ��� �+��� (�����
������
�	� 1
6 [1103] �	� � � ��	�	 ��
��� �� ��	

�������	 *��1�
���
�� [0001]) ����� ����+� ���� �
� 2�����
�	���������	 �	 ��� (��=�����	 ���
��� (1120)��+�	�&

1
3
[0003] → 1

6
[1103] +

1
6
[1103].

��� ������

����1������	 Q+��
���	��	 � ���	 ��� +����	 (�����
������
�	��	 ��� ���	��
*����
�6�-61 1

6

〈
2023

〉
���	I �� ��� 	�����	 2�������+�	��	 ��� *��1�
���
��� 
� ��
����	) ��

	�+�	 ��	 +��1�����	�	 ���	� �������	 ,�����

������� ���
������	 ��	�I ���� ��� �������
+������������ ��� ��	�� 1�������	 2�����
�	� ���	) �� ����+�	 ���� 
��� ����������	� -61�	
��	 2�����
�	���������	�	I ��� ���1���+�
 
� ��� +��+�������	 (��=�����	 ��	�)

��	� ���
������� ��� ��� %������	

[0001] → 1
6
[2023] +

1
6
[2023].

��� +���
�	 �	���
� ��� +����	 (�����
�������	 ��+�	 ���� ���� ������ ���I �� ���� ����� %��
�����	 ��� ����1�
��	� ��	�� 1�������	 c�*���	������
�	� �	��1�����) ��	� ��
��� 2�����
�	�
���� 
��� �	 ��� (1210)��+�	� �
��������I �

����	�� ���� ���� 
� �������	I ���� ��� �	 ��	��
{1100}��+�	� �
�����) ��� �+�	�	�+���	� ��� {1210}��+�	�	 +������ /)# TI ��� ��� {1100}�
�+�	�	 �+�� !)4 TI ��� ��	� ����	���� (����
���	����� �������	 
����) �+�	�� ��� ���� ����
��	� ����1�
��	� ������ 2�����
�	� �	��� ��
����	� ��	�� +���
�	 @1�*��1�
���
��� �
� ��	��
1�����������	 *��1�
���
��� 
� �������	 J/$K) ����� ����1�
��	� ��� ��	�� @1�8*� ����� ����
+������ �	 ��� +��+������ J/3K)

��� �	���� ���
���� 2�����
�	���������	 
�����

1
3
[1123] → 1

6
[0223] +

1
6
[2023].
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�����
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����	�	 ��� 	���� ���
���I �� +�� =��
� ���	� ,��	���������	 � � ����� (���
���
������
�	��	 �	 ��� 7�������� ��������
���	 �����	)

��� ���������������
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���
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���
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0�����J//4K C�����)E 4)/ /4)3
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���
�� 	���� 
� �������	
����	)

�� ��� ���
���I ���� ��� (�����
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����������� 	�����	 �+�
���	� �
����	 ��		�	I �� �� 8������ ��� 2��
����	��	 �		����
+ ��� *��1�
���
��� 
�� �
����	
������
��� ������ �	�����+�������	 
�  +����	��	 ��	�I ��� � ��� ���������� �	����� ���
) 	����
���������) 0�		 �� ���� �� ��	� (a+ cE�2�����
�	� ��	��
�I ���� ��	� ��� +����	 (�����
����
���
�	��	 ���� 	���� �
��������I �� ���� ��� ��������	 ��� �������6	�������	 �
������������
��������� ���) ���� ��		 	���� ����	����� �����	I ���� ���� ��� 2�����
�	��	 ���� ��	 �������	
,�����	 ��	�)

+�7 *������ �������(�������
��


0�6�� � �����3��������

@	 �++) 3)/4 ��	� 
��� *1����
�����	��	 ��� +���
�	 @1�*��1�
���
��� 
� ����		�	) ��� +���
��	 2����	��	 ����+�	 ���� ��� ��	 +����	 ���
����	 �+�	�	��
��	 ������ *��1�
���
���& 
��
��	�	 ��� *��1�
��
�� )))�8�8;8;8;)))I 
�� �	����	 ...�8�8�;�;�)))) ��� 8���������

��� ����+� � � ��� (�����
������
�	� �	 �++) 3)/4� �	 ��� (��=�����	 ��	�	 8������������ ��	
� = 1

6 [1100] +�� ��	�� 7�	��	�
���	� �	 %�����	� ��	 [1120]) �+�	�� 
���� ���� ��� ,
�����	
��� *��1�
���
��� �� c/2 ����		�	) ��� ������

����1������	 Q+��
���	��	 ��	� �����
 ���
,
�����	 ��� *��1�
���
��� �
� ���� ��	 8������������ ��� ��� 1

3 < 1010 > 
� �������	 J/!.K)

�� ��� ,��1�	�	�� ��� 8������������� �	�
�	� ��� *����
������	� 	���� 
� ����		�	 ���I
��		 ��� *�����+�	���1�	�	�� ��� 8������������� ������ �	 ��� (�1��� ��	��	 ���� ��	���

����	I �� ���� �
� 8�������������	 ��� (�����
������
�	��	 �� ��	�
�	� ��� �+���� (��=�����	
� = 1

3 [1010] �	� � = 1
3 [0110] �	 ����� �����	)

0�6�� �������
�4��
������

@	 �++) 3)/5 ��� ��� ���
�11�	 ��	�� 1�����������	 *��1�
���
��� �	 ��	�	 +���
�	 *��1�
���
��
��� -61 @1 
� ����	 C(��+� G"/>/E) ��� ��	��� 2��
��� ��� *��1�
���
��� ��� �� 8������ ���

4/
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[1100]
[1120]

[0002]

1 nm

ux

I1

I1

x

y

(e)(d)

(c)(b)

(a)

ε xx ε xy

ωxy

−0.137 nm

0.137 nm

>10.0%

<−10.0% <−10.0%

<−10.0%

>10.0%

>10.0%

S F

��������� �
��� $�
������
	������ �.�	���� �.�� E1 "��������
������� E� ��
 ����
�� 
������ !��� �	� ��

$
����
��� �� �
������� ��� $��	��
����	�
������� !�� 
����	��.������
 ��
��
	�(���& �	� �������������3 �	
�
���� 	��� � = 1

6
[1100]� ��� x ��� y 8��������� ��
 
$' 	��� �������������� ��� 2�
	��������	&��� �� [1100] 

8������� ��	 
$'3 �� [0002] 8������� �	� ����� 2�
	�������� (�		��
� ��� ��� 2�
��

���	&����
 εxx ��� εxy

	�.�� 8������� ωxy ��	 ��
 
$'� ��� 
$' *�		����� ������ ��� �������� '�		������ .�� ��� $��	��
���� 
	�
�������

4!



.�9 -	��	
	 #�
�����	
�	�����	�

,	���� 	���� ��	������ 
� ����		�	) ���� ��� ����	 
����	I ���� ��� (*� �	 ������ (��=�����	
������ �	 ��� (��+� 
����) @� �+�����	 8������ 
���� ��� 8*� ��	 ������ �	 ��	 ������	���
�	� �	���� ��		 	��� �	��	 �	 ��	�	 �����(*� �+I ��+�� �� ��	� *��������2�����
�	� ���
��� 8������������ � = 1

6 [1100] ��	���
����) @� �	����	 8������ ��� �����	����� ��� ��� (*�
��� 
� ����		�	) ���� �� ��� �����-61 ���I 
���� ���� �	 ���� ������
�	 ����		�	& 
��
��	�	 ��� 2����	��	���	 ��� *��������2�����
�	�I ��� +�� ��	�� 8
�	��(*� 	���� ��������	
� ���I 
�� �	����	 �	��	� ��� �����
��
���� ������I ��� ���������������� � � ��	 �����-61
��� C�) �+���	��� 3)#EI �� 8������ ��� *��1�
���
���I ��� ���� �	 �++) 3)/5� ��	��
����	��I �	�
������	� ����� ��� B��	�������� �����	� ��� 2�������+�	����
��� �����
� �(�) �� ���� ��	�
2�������+�	� �� 0.27·[1100] �������	 C�) �++) 3)!"EI ��� ��� �����-61 
�������	�� �����	
��		) ��	 8
�	��(*� � ��� ��	� 2�������+�	� ��	 1

6 [1100] 
����	) �� ������ ������ �	 ���
���� ��� ���	
:���� 
�� ����-��1
��� ����	��	 �����I 
���� ���� ��� �
��	� �+������	�
����� ������� 2�������+�	����
��� ������	� ��	 �������	 �	 ��� ���	
:���� ����� ����� ��	�
���
���� ��������
�A����	 ������	� ��� 	���	 (��+�	�+��:���� ���
���	)

4.
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[1100]
[1120]

[0002]

Drum−PSF

1 nm

I1

x

y

(a)

0.137 nm

(e)(d)

(c)(b)

ε xx ε xy

ωxy

−0.137 nm

>10.0%

<−10.0%

<−10.0%

>10.0%>10.0%

<−10.0%

ux

��������� �
��� $�
������
	������ �.�	���� ����( ��	���� E1 "�����&����
 ��� ����( �
�	(���	���� "�� 
���&����
 ��( �
�( ;I�� ��� $��	��
����	�
������� ��	 &5
 ��� �
�( $"B �I��	��� 	���	������� *�	��
 �	�
����������� ��� x ��� y 8��������� ��
 
$' 	��� �������������� ��� 2�
	��������	&��� �� [1100] 8������� ��	

$'3 �� [0002] 8������� �
��� ��
 ���� 	��
 ������ 2�
	�������� ��&� ��� ��� 2�
��

���	&����
 εxx ��� εxy 	�.��
8������� ωxy ��	 ��
 
$'� ��� 
$' *�		����� ������ ��� �������� '�		������ .�� ��� $��	��
����	�
�������
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��������� �
	�� 2�
	��������	�
�:� �x ��	 ��( �� '��� C��?� ���� (�
���
��� ��
�����
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�
��


�� �����	 �	�����������	��	 �	 �	��� ����������	�	 0��������+���	��	��	 ��������	�	
(��+�	 +��+������& ��� (��+� G""4$ ����� ��� ��	�� �	��	��+�� ��	 >" ��S �	� ���� ������
���?�����I ��� (��+�	 G"/!" �	� G"/!/ ��	����	 +�� ��	�� �	��	��+�� ��	 /3S �	� 	��� ��
����������������	 (�	�� ��������	) 0����	� ���� ��� *���������1��
����	 =� 	��� 0�����
����+���	��	� �	����������	I 
���� ���� ���� �	 +����	 ��

�	 ��� (���� ��� ����������	�
�
� ���	3� ���	��F
����	I ��� �� ��
��	��	 ��
���� ����)

�++) #)/ 
���� (��+� G"/!" �	 ��	�� '���� CN������	�
� �		�
�� ���� F�
�OE �++�
��	�) 8��
������ ��	��
��
� �����	 8�
��	���
�I ��� �	 ��	�	 ���H�	 0�	��
 �������� �����	I 
�� �++�
�
��	� +�	��
�) ��� �
�����	�	I ��� �	 ��
��� 0�	��
 �������� �����	I ��+�	 ��������	� C�	���
����	��E %����������*�����	� �������	) �� ��� %����������*����B������	��� ��	�� ��	
�
	�	
����� 1��1�����	�
 
�� 9������ ��� <��	�	��
��
 ���I ��		 ������ �� ��	�		�� L�,�	�����
�����	��� �����	I �� ��������� �	���������� �	 ��	 (��+�	 �����+�� 
� �����	 J3$K) ��	�
�+�����
�	� ��� *����B������	���� ��� ���������A �	� ��� ���	3������������	��	 ����+�
��	�	 �	��������� ��	 ��	� ."SI ��� ��� ���� *����+������ ������ ����������	��	 ���
���)
��+�	 ��� L�,�	����� ��	� �	 �++�
��	� #)/ ���� 8����	����	������ 
� ����		�	I ��� ����

)8) ��� 2�����
�	��	 ��������+�	I �)�) ��� ��� '�����,�	����� ���	 ���	�� L�,�	����� ���)
@	 ��� �	��� ����
����+���	 8���	��	��	 ��������	�	 (��+� G"/!/ F	��� ���� ��� �
�����
*���������1��
����)

200 nm

GaN−Schicht

Si

Klebeschicht

AlN

Ausscheidungen

��������� �
�� ��	�((����	����� �''�B '�&���(� ����
 
�# "������ (�� '�		���������� �$
���
P��0��� #���� ��� '�		����������3 ��� 	��� ��
�� ��
�� 	��
��
�� � 9���
�	� ��
��	�����3 ������ ���� 9
� 
	�������&����
 �.�� "�����&����
 ��� 2�
	��������� �������	����
�	��3 ��� ��
 "������ ��	 ������ (�
(�
��
��
'�		���� ��
�������

��� ��� (��+�	�+������� ��+�	 ��� ����������	��	 ��	�	 ����������� ��	 ��	� /"" 	�I
�	� ��� �+���	� �	�����	�	��� 
���� �� 8������ ��	 ."" 	�) ����� 8��+�����	��	 ��	� ��	�
�����	� ��� �������
�����	�	��������1�����	 ������������	����	 ������ (��+� C�) �++) #)!E)

4$



2 ��4���"�� �� ��0

��	 -��
 ������ ����������	��	 ���� �	 *���������������������	� +������) ��� <+��:���� ���
(��+� 
���� 2�������	��	 �� <�� ��� ����������	��	) ����� 2�������	��	 ��	� ���� �	 ���
9������	�������	���� #)/ �
� ��	�
�� ,�	����� 
������	 ��	 ����������	��	 �	� ��� ,
��
+�������� 
� ����		�	) ����� 8������� ��	� 
���) ���� 
���� ���� ��	 *��
��� 
�I ���� �	 ������
(��+� ��� ���������A �� 2���
���� 
� ��	 ����������	��	 ���	�

�� ������)

200 nm

��������� �
	� 8!* '�&	����	��&���(� �$
��� �0��� ��� '�		���������� ����� ���� �
�������� 

��� 
N����3 ��
 (�����
�
 ��
��(�		�
 ����� ��� ��� �( ��� 	�� ����� �I��	��� '�	����� �( ��
���� ��� <�� �(�
'( 8��� ��
 '�		���������� �	� ��� ������
 "��( �� ��
 *��
�� �
������
� ='��������) *� 9����@

��� '%-������	����	 C�++) #).E 
����	 ��� �	���� �	�� ��	 ����������	��	I ��� +�� �	
��	 �	��	� ��� ��� ����	���������	) '��� ��� 	��� ��� ���	
:���� 
�� �
��(�?���������I
������ �� ��H ��� ����������	��	I ��	 ����� ��������� ������+�
� 
� ����	I ��� ��� ��	�	
��������	��	 ,�����

������I ���������	
��� ��	� 2�����
�	� ��� 7�	��	�
���	� �	 c�%�����	�I
��	������) ���� 
���� ��� ��� ��� +����	 *����	 ��� ������� ��	 �	���������
����� ������I ���
��	 ��	�� 2��
����	����
� ���� ���	 ��		) ���� � ��� +������	I ���� ��� ����������	��	 �	
��	 �������	 �����	) ����������	��	I ��� �	 9������	�������	����	 �����	+�� �	 ��� �����
��� *������ +���		�	I �����	 ��		 ��H����
+ ��� 9������	����I �� ���� ��� ��� 
�	����	���
*����������� ���� �	 ��	 9������	��� ��	��	������	)

@	 �++) #)> ��� ��	� ���	+�������+����	�����	���� ��	�� ����������	� ��� ������ (��+� ���

����) ��� ��� ��	� ��� 8����	����:�A� 
����� ������ 
� ����		�	& 
�� ��	�	 ��� ��A���	�
�
���������� C�	 +
�� ��������

�P L�	�	����� [1120]E �	� 
�� �	����	 ��� ��+����� ������ ���
����������	� C�	 ��� ��������

�P L�	�	����� [110]E) ��� ��� 7��� ��� +����	 ������ ��
����

���	�	��� 
���� ���� ��	� �1���������� 8�
����	� � � ��� 0������� ��� ����������	��	 �	���
+�	& ���(0002) ‖ ����������	�(111)I ���[1100] ‖ ����������	�[112]) ��� ����%�:�A� ����
��	 +�	��
�I �� ��� ��
�1����	 7�	��	 �	 ��� 8����	��+�
� 
� ��
�+�����	) � � ��� ��+�����
������ ����+� ���� ��		 ��� ��������	���	�� a = 0.3922(40) 	�) ��� �1����������	 8�
����	�
��	 
�� ��� �	� ��� 8�������	� ��� ��������	���	��	 
��H�	 ���� �		����
+ ��� ���
��� �	
�������	 8����	��+�
���	 �	� ��?�����������	 ���� ��	 �	����	 (��+�	 +��������	)

@� �������
�6���� ����	�� ��� ��	� ��	
��� ��+����� (���� �� 8������ ��� ��	�		��	 �������
��	���	�� +���		� J/!>K& ��1−x�	3+x�I ��+�� 	���� ��� ��������	���	�� ������ 1����������
����	 (���� ��	���	 ��� ��� �������
� 
� ��	 a = 0.3871 	� � � �	4� +�� a = 0.3885 	�
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3 nm 10 nm
AlN

GaN

AlN

GaN

Ausscheidung

Ausscheidung (b)(a)

��������� �

� �8;!* '�&���(� �( ����
�� !��� ��
 '�		����������� ��� '�		���������� ���(�� ��
��&����� �� ��
 

���	������ ��( '�#� ��� $
��� P��0�� ��� $
��� P��0��

� � ���	3� J>#K) �� ��� ���,�	
�	������	 ������ (���� 
� +�������	I ����� ��	� ��V�
�	�
6�� �	 ��	 ����������	��	 �������� ���)

��� *1�����	 
����� ��
���� �����	��	 ��	� �	 �++) #)3 ��
����) ��� �����	��	 �����	 �	
(��+� G"/!/ �������� ���I ��+�� ��� ���� *1������ ��	 ��	�� ����������	� �	� ��� +
���
*1������ ��	 ��� ���������A ������) ��+�	 ��	 ���I �	� �	� ��7�	��	 ��	� ������� 7��
	��	 
� ����	I ��� �
� ������������� ���
��� �����	 ��		�	& 0����	� ��� (��+�	1��1������	
����� @�	�	��
�	 �����	 ���� ����	�� -��
� ��� (��+�	������� C;�E �	� ��� *�+������ C*�E
��� ��� (��+� ������1������I ��� �	 ��� �����	� �����+�� �����	) �+�	�� ��	����	����	 ���
(��+�	�+��:����	 �	 7��� ��� *�������?I �	� �	��� �
�����	�	+������
�	� �� ��������1
��� ,��
�	���?) L�� ,�	
�	������	�+�������	� �����	 ��� @	��	������	 ��� ���,� �	� �	�
,�7�	��	 +�������) ��� ��7�	�� ��� ��� �� 	��	I ��� �	 �+���	��� $). +�������+�	 �����	I
	���� � � ��	� B��	�������� �����	� �����	��)

��� ����+	�� ��� ��V��	�
6�� ��	�� ����������	� �	 (��+� G"/!/ ��� �	 �++) #)# ��
����) @	
��� ����������	� F	��	 ���� �� �	� �	 �� 2����
�	�� /&.I ��� ��� ����������	� �
� ���	3�
���	��F
����) ��� �	�����
� ��� �����A ��	�� ��� �	��� /SI ��� ��	 �������	 ��V������	��	
+�������� ����I ��� ������ �	����	� ��� %�	� ��� ����������	� �����	����	 �����	) *����
+�F	��� ���� ��� �	 �	 ������ (��+� �� 0���	�
����	 �	 ��	 ����������	��	)

��� (��+� ����� +�� #3"◦ ; ��������	 �	� ��� 0������� ��� �������	 *������ ��� . *��	��	
+�	�����) ��� (��+� ����� ��	��� 	���� �����
�����) �� 
� +������
�	I �+ ���� ��� �	 ��
2�
���	 ����� ��?����	 ��������
� ���I ���� �+ ����� ��������
�	� +������ �����	� ���
0������� �	 ��� <+��:���� ��� *������ ���������	��	 ���I ��

 ��� ��?����	�
�	�� ��	 �	
�� 2�
���	 �+�������
� �����	) ;�� �� ��� J/!3K ��+�	 ��� ��?����	���	���	�� ��	 �	 �	
��� ��� ��	��?����	��A1�����	��	 � � 3""◦ ; �	� 4""◦ ; +�������) ��� ��� �		����I
���� ���� ��� ��?����	���	���	�� ��� ��	 �����	����-��� �����
�I 
���� ���� ������ � � ���
0�����������1������ �	���1�
����	&

D(650◦;) = 2.07 · 10−16 ��
2

�
.

��� ��� 8�
����	� x = 2
√
Dt ����+� ���� ����� ��	� ��?����	�
�	�� ��	 /$ 	� � � / *��	��

C." 	� +�� . *��)E) �� +�� ��	�� �+���	� ��� ����������	� �	�����	�	��� ��	 +�� 
� ."" 	�

45



2 ��4���"�� �� ��0

(1100)(1100)
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(a)

(b)

2.5 nm−1
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�
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���� �	� '�	������ 0�0�0� ��	 ������ "����
�(	
�
���� ��� *�O
� 2�
������	 ��� ��C �� ??�C ��R3 ���� ��	 *� �	� ����
 ��
 #���.��	�
����� ��� '�	.�
����
��	 
���� "����
�(	 �
���� ��� 2�
������	 ��� 0C�C �� /D�C ��R�

C�E C+E

50 nm

GaN

AlN

Si

GaMn N3

��������� �
�� !�Q '���I	� ����
 '�		��������� ��� ����&�����&���(� ��
 ����
	������ '�		���������
��� !�Q *�		��� .�
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 9������
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2 ��4���"�� �� ��0

7�	��	 ��	 ��	� /3" 	� 
�� ����
��� �����	 � ���	I ��		 ����� �����
����	 �����	I ����
��� ����������	��+�
��	� ����� ��?����	�1��
���� �	 ��� <+��:���� ����� ����	��	 ��+�	
����)

��� ��	 8��+�����	��	 
���� ���� ��� ��?����	���	���	�� ��� �	 �����	� ��� 0��������
�	 ��� <+��:���� �+�����
�	) ��
� ���� �	��	����	I ���� ��� �	 	�� �	 ��� <+��:����
��?�	�����	 ��		) ��� ��� ����*����������� ��	 ."" 	� ����+� ����I ���� �

� 5).> � ��	�
������11�
�+�	�I �)�) ��	 ������
�� 
 1�� ��	�����
�

�	:����I ��1�	���� �����) @	 ������
L��� ������	 ��� �	������ +�� 
� /3" 	� 
�� ��
���	I �� ���� ���� 	��� �+���� 8�
����	�
� � ��� ��?����	�
�	�� ��� ��?����	���	���	�� ��� ��	�����	�

D = 6.0 · 10−12 ��
2

�

�+�����
�	 
����)

��	� '�

��
�����	���� ��� (��+� G""4$ ��� �	 �++) #)$ ��
����) @� �	��������� 
� ��	
	��� �� ����������������	 2����
�	�� ��������	�	 (��+�	 G"/!" �	� G"/!/ ��� ��� ���
���� �	 ��	�� ������� ��������	 *������ ��������	) ��� ����������	��	 �����	�	 ������ +�� 
��
�
�����	
������� ��	�+
�������	I �� ������ ��� ����^�������I ��� ����� ��� Q+��
�����	� ���
������� ��� ����������	� ��� ��� ������ ��� �����A �	������I +�� �	 ��� ���	
:���� ����	) ���
����������	��	 ������ (��+� �����	�	 ��� ��� <+��:���� ������
�������	I ���� �����������
��������	 �� 8������ ��	 3"�/"" 	� �	� ��� �61�����	 �+���	�� 
����	 
������	 3" �	� !""
	�) 7��
����� +������� ����	 +�� (��+� G"/!" ��	� ������ ������ ��	 ����������	��	I ���
������	� ��� ������	 ��	��	�	��+��� �����	� ��� 0�������� ���� 
� �������	 ���)

50 nm

GaN

AlN

Si

Klebeschicht

Ausscheidungen

��������� �
�� ����&�����&���(� ��� '�		���������� ����
 ����
 	����	��+
������ ����������� ��.��� 
	���� $
��� �P��J/�� ��� "�
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 �� ��
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 ������ 9
�	���������
�

��� � � ����� (��+� +��+������� ���H�	� �	� �+���	��������
�	� ��� ��	�����	� ��� 8��+����
��	��	 ��� %���������������	����	 C�) �++) #)4E) ��� �����	�I ���� �	 ������ (��+� ���
����������	��	 ��� ��� *������ ����������	I �����	� ��� �	 ��� (��+� G"/!" 2�������	��	 �	
��� <+��:���� ������

�	I ��		�� ��	 �	���������
����	 ,�	����� �� %�	�� ��� ����������	�
��	 ���
���	I ��� �	 ��	 %������	����	 
� +��+�����	 ���& @	 ��� ���	���� ��� �++) #)!
C(��+� G"/!"E ��� ��	 ��	�
�� *��� �	 ��� �����A �� %�	� ��� ����������	��	 
� ����		�	I
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2�� �	� ��	� ��

����� *���� ��	� 	���� �	 �++) #)4 
� F	��	) ��� �++�
��	��+���	��	��	 C8����
��	���	���
�1�		�	�I ��+�����+���	�E ����	 +�� +����	 ���	����	 ���	�����) ��� ���H� �	��	��+��
C>" ��SE �	 ������ (��+� � ��� �����	+�� 
� ��	�� ����	 +�� ��	 ����������	��	 
�	�������	
0������� ��� ���������A)

200 nm

��������� �
�� 8!* '�&	���� ��
 $
��� P��J/� ��� '�		���������� ������ ���� 

HM����
������� ���
C� 0�� �( ��� ���� '�	����	��
������� �( ��
���� C� 0�� �(� !�� ���������
 ������
 "��( �( ��� '�		���� 
������3 .�� �� '��� >�0 �
������
3 �	� ����� 	������
� ='��������) *� 9����@

8�������	� ��� ��������	���	�� ��� ��?�����������	 ��	 '%-������	����	 C���� 	����
��
����E ����+ � � ��� ����������	��	 ��� (��+� G""4$ a = 0.3877(18) 	� �	� ��� +������
�+�	 ��	�		��	 �1����������	 8�
����	��	 
������	 ����������	� �	� �����A) ����� ��V�
�	�
6��	 ����� ���� �	 �����	 ����������	��	 ��	 ��U�	�2����
�	�� ��	 /&. 	����������	)
����� �����	 ���� ����� ����������	��	 �
� ���	3� ���	��F
����)

�	 ��	 <+��:����	 ��� ����������	��	 ����� 
����

��� ��	� � 		� *������ C≈ 10 	�E ��	��
�������	 1�
6������

�	�	 (���� �	������I ��� �

����	�� 	���� ��	������ ���	��F
���� �����	
��		��) �	��	� ; +������ ���� ��� ������ (����) @� 2�
���	 ��� (��+�	 �����	 �	��	���	
���	� ����������	��	 ��	�� �	����	 (���� +��+������)

0�� ���8���� �


@	 �++�
��	� #)5 ��	� Q+�����������	����	 ��	 (��+� G"/>/ ��
����I ��� ��� ��	�� ����
-��1
��� ��������	 �����) @	 ������ (��+� �����	 ���	� ����������	��	 ����	��	) ����	�
��

�� ���I ���� ��� ��� 	���� �
� �����
����	� *������ ��	���	 ���
�	����� ������) ��� *��
�	
��+�	 ��	�	 ����������� �� 8������ ��	 3"�/"" 	�)

������ ���
�	������ 0������� ���� ����� ��� �	 ����������& L�� 2���
���� ��� �	 �++)
#)/" ��	� ���	���� ��	�� *������ ��
���� C(��+� G"/>3EI ��� �	��� ��	 �
�����	 8���	��	��	
��� (��+� G"/>/ ��������	 �����I �)�) +�� �
������ 0�����������1������ �	� +�� �
������
����������

��
���I �

����	�� ��	� �	) ����� (��+� ����� ��	� �����
����	� ����*������
���) �� ��� +���		�I ���� �	��� ���� ��������?������� 0��������+���	��	��	 ��	 ����������

5.



2 ��4���"�� �� ��0

C�E 100 nm

C+E 70 nm

��������� �
�� G��
	���� 5��
 ��� 
�#)*� "�������� ��
 $
��� P��D�� '( ����
�� 8��� ��
 '����������
�	� ��	 
�# ;�(����� �� �
������) ��� ";!* ������&���3 ��� ������� "���
��� �	� ��� '
��&��� ��
 '�&���(��
��� $&���� ������ B������
	��������3 ��� ��
���	 �� ��
 *���� ��
 "������ �� ��� "��������
N����� ��� $
���
��
��		��� ��� ;!* ����&����
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2�� �	� ��	� ��

*��
�	�������� ��������I �� ��� *�������? ��� ���������?����	 ��� �� �	 ��� <+��:����
+���	���� J/!#I /!$K) �� ��� *��
�	�������� �

����	�� 	���� �	 ��� (��+� ��	� �	 ��������I
��		 �����
����	 �����	I ���� ��� �� 	���� ��� ��������?������	 8���	��	��	 �

��	 ��	�I ���
��� *��
�	�������� ����������	I ��	���	 ���� ��� �	 �+�	��

� ��	�	 ���������	 ��	:��� ���
��� 0������� ��+�	 ����)

100 nm

��������� �
��� ����&�����&���(� ��� $
��� P��DC3 ��� ����
 ������	���� ����������� .�� $
��� P��D�
��.���	�� .�
��3 ����
����	 ���� *�� '( ����
�� 8��� ��
 '�&���(� �	� ��	 
�# ;�(����� �� �
�������

@	 ��	 *��
�	 
����	 ���� ���
� ������� ��� 8���
�+�	�	 ����		�	I ��� �	 �+���	��� 3). �
�
�	���	������ *��1�
���
�� ���	��F
���� �����	) ���� 
��H ���� ���	� ���	�F��	�� R	����	� ���
�	�,�	
�	������	 �����
� ��V �� 8������ ������ *��1�
���
�� �������

�	) ������	� ��� ����	
2�����
�	�������� �� �	����	 -��
 ��� *��
�	 ��	� ���� ����� *��1�
���
�� ������ 
� ����		�	)
����� ��� <+��:����	 ��� *��
�	 ����+�	 ���� � � ����	������
�	��	 +������ 	��� �� *�������
+���		 ���
��������	 ��� ��� (��+� ���
������	) ���� 
���� ���� �	 �++) #)5� �� �+�	����	
������ 2�����
�	��	 
�� %�	� ��� *��
�	 ��	 ����		�	I ��� ��� (���
�	 �������� ���) ����
�������	��	 ��	� �	 ������ (��+� 	���� 	���
������	)

��� ���
�	������ 0������� ��� ���� �	 ������������	����	 ������ *������ �����+�� C�++)
#)//E) ��� *��
�	����������� ��	 ���� /"" 	� 
���� ���� ���� ���� ������F	��	) ��� 0�	��


������	 �����	 �������	 +������	 2��
����� ��	 ."◦) @	 '�����:���	�����	����	 
��H�	 ����
����� �������	 �
� ��� 1�����������	 {1120}� �	� {1100}��+�	�	 ���	��F
����	) ��� *��
�	 ��	�
��+�� ���
����� 
������	��������	) L������	 	���� 
������	��������	�	 *��
�	 F	��	 ����

���� 8�������I ���
����� ��� 8�����	 +�� �	�����
+ ��	 /" 	�I ��� ���� �	 9������	�������	���
��	 +��+������ �����	 ��		�	) ��� ,�	������ 
������	 ��	 *��
�	 �	 �++) #)// ������	
��� ����-��1
��� �	� ��	 �����	� ��� (��1������	 ������1�������� �������
)

� � ��	 9������	��� �	 �++) #)/!� ��� ��	� ��������� �	�
6�� �����
� ��V �������� ���
�����	) ��+�� �����	 ��� L��
�����	���� � � ��� ��	
�
	�	 %�	���	
�	��	 ��� ����������	�	
�
���	�� � � =���	 (�	�� ��� 8�
��� ����	���� ��
��
�) ���� �����
���� =����� ������	� ���
��	��
	��	 '�	������	���������� ��� %�	���	�@	��	������	 �	� ��� ���
�����	 L��
���������
��	 	�� B��
������� �������	) �� �	���������
���� L��
����	 ���� ����� ��	� �	���������
����
(��+�	����� ��������	 ��		�	I �����	 ��� @	��	������	 �	 =���� (�	�� ��� ��� *���� ���
@	��	������	 ��� ���,α�7�	�� �	� �	�,α�7�	�� ���
����) ��� *���� ��� 1��1�����	�
 
�� (���
+�	�����) @	 �++) #)/!+ ��� ��� ���
����� �	�2����
�	�� ��
����) �� �� �+���	 8�
�+������
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<0001> <1120>

<1100>

100 nm

��������� �
��� '�&	������&���(� ��� $
��� P��D�� ��� "����� ����� ����� ��
��(�		�
 �( ��
����
��� ��� �( ��� 	��� (�� �
�	(���	���� !����� &�������
�� �.�	���� ��� ����� ��	�((����.���	���� "�����
:���� 	��� ���
� ��
������

2����� �	� ��� ,
�+�������� �����+�� ��	�I ���� ���� ��� '�	������	��������	 ������	� ���
*��
����	� ���������) �� �����	 �����	��	 �?��� 
� +��������	I ��	� 8�
�1�	��� ��� ��	��
��� �
� .3 ���L��
�����	����	 C��A���� +�� !5"E ������
 �����+�) ��� �����	+�� ����	 �	�
,�	
�	������	�	 �� �+���	 (��+�	��	� ��		�	 �+�	��

� ��	 ������ *��
����	� ���� ���	)

�� 
���� ���� ����		�	I ���� ��� �	 	���� ������	 ��
��� ���) �� ��� C�	�+���	���� �� �+���	
8������ ��� *������E ��������	� �	 ��� ����� ��� *��
�	 ��
���) ���� 
���� ���� �	�+���	���� �	
��	 � � (�	�������	��	 ���������	 *��
�	 ����		�	) ��� �	����	 *��
�	 
����	 �	 ������ (���
=�����	 ���
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*����1��
���� �	 ��� (��+� C��������	� ����� ��������� ��?��� *�����	�E 
�������	 ��� ,��
����	
 ��� �
�����	�	��

� �	� �����	���	 ����� ��� ;��		�
�	�) ��� ����� ��
��� (��
����
���������	 �
�����	�	 �����	 	�� 	��� 
� ��	�� ��?���	 '�	������	� +�� J/!5K) 8�� ��	����
���	� �����	 ,�����

�	 ����+� ���� ����� 	�� 	��� ��	� ������	� �
�����	�	������)

L������	������� � ��� ��� ;��		�
�	� ��
�I ���� ��� �
�����	�	������ �		����
+ ��� ��	�
�����
�

� 	���� �
������H�� ������
� ���) ��� ���H� ������ �?����� �	� ���� ��� <��� ��� ��	�
�����
�

�I ��� ��	�	 ��� �
�����	�	 
���
������ ��	�I ��	��	 ��+�� ����� ��	 ��� ��	�����
�����
��	� �	 ��	 ,�����

 �+)

*����1��
����I ��� 
)8) -�* ���� ��� @�	������	� ��� �		���	 ��������
�	I ��	� �	 ��	 <��
��	 ��� ����� 
���
������) �� ��� ������ ��� �
�����	�	 �	 ��	 <���	 ��� ����� ����� ���
;��		�
�	� ��	 ��� ��	�����
������	� �+��	��� ���I ���� ���� ��� �	
��
 ������ *����1��
����
������	���+��	���) ����� %�����	���+��	������� ��� �+���1���	 ���� �
� �	���
� �+���1���
�	 +�
����	��I �� ����	���
 
�� N	����
�	O �+���1���	I ��� ������	���	�+��	��� ���) 0���
%�	���	�����
�	� �
� (����������
�	� +�	��
�I ��� ������ �?��� ���� �
� 8�����		��?���
+���		�)

7���� ����
�
�� 3�� 	#'8%�/

��� @�	������	� ��� �		���	 ��������
�	 C,I7I)))E ����� ��� ���	�

�	 �
�����	�	 ��		 
��
�������	 ��	 ������������������ %�	���	�����
�	� � ���	) ��� @	��	����� ��� ��������������
����	 %�	���	�����
�	� � � ��� ����������	�	 �
���	�� ���� +�� ��	�� ��V������	� B��	���
����� �	��������)

L�	����� ��� �	��	����	I ���� ��� ��� � 	�����	 *����1��
����I �)�) ��� @�	������	� ��� ����
��I ��	�� �� <�� ��� ����� �����F	��	) ����� �		���� ��� 
���	���� � � ��� ,�7�	��	
�������� �
���	�� ��	������	� ��� 

� C�) �+���	��� $)/)!E) ����� ��� ��	���

�	 ����������	��
��	�����
������	��	 ��� �
�����	�	�����
� 
���� ���� ������	� ��� ;��		�
�	�� ��� �
������
	�	������ �	 +��������	 <���	 ��� ��	�����
�

� ��������	) 8�F	��	 ���� �	 �����	 <���	
����� ��	�� +��������	 *����I �� ���� ���� ��� @	��	����� ��� 
���������	 �����������������	
%�	���	�����
�	� ��������	) ���� ��� ��� ���	����� ��� �7;'��@�-���	��)

��� ���1� 	�
���� �����
����	� J/!4K ��		 +�	��
� �����	I �� ����	�� ��	��	 ��	 ���������
��	 �	 �����	���	 ,�����

�	 
� 
���
������	) ����	� ���H� �	 ������ ��

I ���� ��� �6	�������	
8����	��+���	��	��	 ��� 0����������

� 	���� ����� ��� ���������� +���	:���� �����	) @	
��	�� �����	���	 ,�����

 +����
�	 
)8) ��� ���������	 � �	� 8 
��� �	���������
���� �	�
���������) ��	 ��������� ��� *���� V ��		 
���
������ �����	I �	��� ��� %�	���	�	��	������	
��� *����	 �I 8 �	� V � � 
��� ����������	� ,�����

����	�����	��	 �������	 �����	) ��� ��	�
<���	�����	� ��� �� 
� ���
�	I ���� ��� ;��		�
�	� 
� ��	�� 7���
������	� ��� �
�����	�	������
��� ��������	� ��� ��	�	 �	��������� � ���I ��� 
) 8) +�� ��� �	����	� ��	�� �������� ��	���
����	 %�:�A�� 
� �������	 ���) ��	 �������� ��	������� %�:�A ���� ���� Q+������������:�A ���
��	 %�:�AI ��� �� �	�����	���	 ,�����

 ��������	��	 � ���) ��� �	���� <���	�����	� � ���
�� �����
� �����	I ���� ��	 ���
����� ����	��� ;��		�
�	� ��������) ����� ��� 8�����	�	 ���
2����
�	���� ��� %�	���	�	��	������	 � � ��� ����������	�	 �
���	�� �	� <���	�����	��	 ��		
	�	 ��� ,�	
�	������	 ��� *���� V ��� ��� �� �	� ��� ��� 8� �	��������� +������� �����	)

��� �7;'��@�-���	�� ����� ��	 ����������	�	 ������	 ���������I �� 
)8) ���� ��� �	�
��	��	� ��� ��	���� �����	��� ,�����

�I ��� 0����������

� ��� ���
�	 ,��1�	�	��	 ���� ���
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���H��� ,�	
�	������	�	 ��� ���������� 
� �����
����	) ��	� Q+������� ��� ����������	�	
�7;'��@������
����	��	 ��� +�� G�	�� 
� F	��	 J/."K) ��� ���	�
�� ������ �������	 ��� ��I
��� 2�������	 ��� %�	���	���	�
� ��� ,��1�	�	��	 ��� 0����������

� ��� ��� ,�����

����	����
��	� �
� %�����	
 
� �����	��	I �� ��� 2�������	 ��� %�	���	���	�
� ��� ����������1�
���
��	�� ������1
��
 
�
����	�	)

�7;'��@ 
���� ���� ���� ��� ��	� �	���� 0���� ������ ���	 J/./I /.!I /..I /.>KI ��� �+�	��

�
�	 ������ ��+��� �����	��� ����) ��
� �����	 ��� %�	���	���	�
� ��� �	���������
����	 �
��
��	�� � � ����������	� ,�11��	��
 ��� �
�����	�	�����
� �� ��	� <���	�����	� ��� �������
;��		�
�	� ����� �������	 C%����	� ;����E) ��� ���� �� ����+�	��	 %�	���	1��F
� C����
N�	������	� ���		�
�	� 1�����	�O ��	�		�E ��		�	 ��� ����
�����	 (��F
�	 � � ����������	�
(������	�	 ��� +����������	 �
���	�� �		����
+ ��� ��	�����
�

� ����
����	 �����	) �����
2���
����� ��		�	 ���	 B��
������ J/./I /.!KI �+�� ���� B��	������� J/..I /.>K ��������	) ����
��� 2������	I ��� �� 
���� �����
����I �	���������

� ������1
��
� 
� +�� ����������	I �� ���	�
%�	���	���	�
� 
�� %�����	
 +�	����� �����	I ���� ���� ��
����� �	 �+���	��� $)! �� ��	����
��	 8���1��
 ��	 ��� ��
������)

7���� ��������
������

@� 
��
��	 �+���	��� ����� ��� �		���� �������I ���� ��� *����1��
����I ��� 
�� �������	
��� �����������������	 %�	���	�����
�	� � ���	I �� <�� ��� ����� ��
+�� �����F	��	I �)�)
���� ���� ��� C�	�
��������E @�	������	�������1���	���
 �
� *�1��1������	 ��	 δ���	����	 �	
��	 <���	 ��� �	��1�����	��	 ����� ����

����	 
����) ����� �		���� ��� ��������������
��
�	�� ��� ����� ������	�	� ������ (���	���
� �
��	 ����	 ��� 7�	��	���
� ��� ������	� ��	
;��		�
�	� �	������	��	 2�������	�	 ��� �
�����	�	������ ���) �
� ��
���
������	� �����	 ���
�?���� +�
����	��I ��� ��������	I ��		 ����� �		���� 	���� ���� �������������� ���)

��	 �?���I ��� 1��	
�1��

 
�� 2����������	� ��� *����1���	���
� � ���I ��� ��� ����������
2�+�����	 ��� �����) ����� 2����������	� ����  +
���������� ����� ��	 ��+6��0�

���������
+�������+�	) �� ��� ���� �

����	�� ��
����I ���� ������ �?��� ��	�	 
� ���	���
������	��	
��	:��� ��� ��	 *����B������	��� ��� J/.3K)

��������	����	 ��	:��� ��� =����� ��	 �	����� �?���& ��� �	�����I ��� ��	 ���	�

�� �
�����	
+�� ��� �	�
��������	 *�����	� �	 ��	�� ���� ��� ������  +�������I ��	�� ��� *����1��������
�+I ��� ��� ��� �+���	� 
������	 ��� 8��	 ��� ��	��

�	��	 �
�����	� �	� ��� ����) ������
�	����� +������ ��� � � �
��	��� *����1�������� ���H��) ��� ������ �+��	������� ����+� ����
��	 ��A���
�� *����1��������I +�� ��� 	��� ��	�� �	�����  +�������	 ����I �� ��� �	��1���
���	�� *���
� ��� ����� 
� ��	������	) *���� ���� ��� *����B������	��� �+��	��� ��	 ��	
@�	������	���	�����	 ��� ����������	�	 �
���	�� �	� ���� ��+�� � � �
��	��� �	�����	 ���H��)
����� ����� ��� ��
���
������	� ��������	� � � 
������ �
���	�� ���� 7�7�	��	 ���)

��� ��
���
������	� 
���� ���� +�� ��� *���
����	 ��� %�	���	�������	 +�� ����������	I �	���
��� ���� ��� *����1���	���
� �	�
�� 
� ��	 ���������������	 ��� �
��������	 *�����	� �A�
1
�
�� ��� ��	+�
���	 ���� C�) �+���	��� $)>E) �

�	 J/.#K ��� � � *�������? ��
����I ���� +��
������ 2������	 ��� ����
�����	 %�	���	1��F
� ��	������	� ��� ��	 �A1�����	��

 ��������
	�	  +����	������	) ��	� Q+������� �	� 8������	� ��	 2�������	I ��� ��
���
������	� � �
�7;'��@������
����	��	 
� +�� ����������	I ��� ��	� *���
����	 ��� %�	���	1��F
� ����
�����	I ��� +�� <A
�6 
� F	��	 J/.$K)
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�����
� �7;'��@ ���� �	 ������ ��+��� �	��������I �	 ��
���� ����	� ��� �	������ ��+����
�����	�

 ���� �	���������

 �	 ��	 ����,�����

 ��	��+��� �����	) ��+�	 ��� ��+��������	�

�	
���(
��
 �����	 ��� �	���������

� <��������7 ��� C<E �	� ��� �	���������

� -���������7 ���
C-E �
� ���
���� (
��
� �	 8������� ��
���	) �� �� 0����������

 ��� �	���������

�	 ������1
���

� �	+����
� ��	�I ��		�	 ���	� %�	���	���	�
� �
� %�����	
 � � �����	 ������1
��
 �����	�
��� �����	) ����� ���� ���� ��� �7;'��@������	� �������� ���I �	��� ��� %�	���	���	�
�
� � ����������	� ��	�����
������	��	 �� ��	� *6�����������	�����	� ����� �������	 �����	)
��� ��� ����� 0���� ����
��	� %�	���	1��F
 C������������������ %�	���	���	�
 ����	 ��	�����
�
������	�E ��

 ��� ����
�����	 (��F
�	 � � ��� ����������	�	 ���
����	 ������1
��
� ����
����	
�����	) 8�� ��� *���
����	 ���� ��+�� ��	 ��	�� 1�������	 ,�����

 �������	��	I ��� ��	:���
��	 ���
) �����	��	�	 �������	 ��� ��� ����
���	 8����	������	�������	 ��� 0����������

�
���� ����� ���	���
������)

��� ���	�1��	
�1 ������ �����	� ��� �	 �++) $). ���

����) ��� �	�
�	� ��� �
�����	�	�����
�
�	��������� �
�����	�	�	��	����� ��� �	 ���������	 ��������

� C��� *���
����	�	I 8����
��	��
��	���1�		�	� !"" �2I 	�� �6	������ ���������� �	���
I ���	� ��?���	 �	���
�E) ��� +�	��
��	
�	����	��+���	��	��	 ��	� ��	� �6����������� %���� ��	 (0002)�%�:�A�	) ��� *����
�����1�
1�	� ���  +�� ��	 2�����	t ��� ��

�����
 
�� 7����L�	���� �	 ,�����	���	 ��� ��
�1����	
%����� �	����+�	) ��� ��� �	��������� �
�����	�	�	��	����� ��� ��� ������� *������� ��� ����
��	�����
�

� ���� �A��1
�������	 �	���������

�	 ������1
��
�	 1��=�
����) �� ��� 
� ����		�	I
���� ��� �
�����	�	�	��	������	 �	 ��	 ����������	�	 ������1
��
�	 ��� ��� ��	�����
��	��

��������	) �	��� ��� �		����I ���� ��� ���������� ����������������� %�	���	�����
�	� 1��1���
���	�
 
�� �
�����	�	�	��	����� �� <�� ��� ����� ���I ��������	 ��� 
� �������	�	 %�	���	���
�	�
� �	��1�����	�) *� ��� +���1��
������ � � ����� �	 ��� <�������
 ��� +�� 	t = [000x] � �
−1 ≤ x ≤ 1 ��	� ����	�� @	��	����� 
� �������	I � � x = ±2 ��	����	 ��	� ���H�) � � ��	 ���
(
��
 ��
� ������ ��� ����	���
) L� +������	 ���I ���� ��� �
�����	�	�	��	������	 �	 ��� �+���	
��� �	 ��� �	����	 '�
��� ��� ��	�����
�

� ���	����� ��	� �	� �� �	��� �����	 C�	� ���� ��	
�	����	 �	 ������ ��+��� �����	����	E �	����	��+���	��	��	 	���� ���
��� ��� 
������	 <
�	� -�(
��
 
� �	����������	)

1
3

[3300]

[0001]=c

NGa Oktaeder−Lücke Tetraeder−Lücke

K  = [0000]tK  = [0002]t K  = [0001]t K  = [0002]tK  = [0001]t

��������� �

� 

����
����� ��
 '4A�!*E *�		��� ��
 4�����	��
��� ��
 *� '��(�� E� 

��	��&�� �	�
��� ������� ��	 !����
����	�
���	 �����
��
�� !����
���������� ��
��	�����3 ��& ��� ��� ���(�
� "�
����
 ��


�# !������	����� 	�(� ����
	��������� $������ ����(���
�	��� �
�%����
� �	��

�� ��� �	�����
� ��� �	���������	 (��+�	 �� 8������ ��	 /�> ��S C+�
���	 ��� ��� �������
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��	
�	������	E 
����I ��� 	���� 
� �������	I ���� ��� �6	�������	 8����	��+���	��	��	
��	 ��	 �	������	 �+��	��	)

3�� �&����	�
������ '������


�
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������	�  +�� ��	 �	��1�����	��	 ,�	�����	
��	��

�	��������)

3�+ �
�����
� �

 '�������� 
�� ���:��

� � ��	 2���
���� ��� �������	�	 ��� ��	 ����
�����	 (��F
�	 � ���	 
�	����� ��� (����
����� ��� *���
����	 �	 ��� �A1�����	� �	��1���� �����	) ����� (�������� ��	� ��� �����
��� (��+� ����� ��� ��	��� *����
�����11�	� C�� ��
��	��	 �+��
��� 2����11�	� ��	�		�E
�	 ��	 ��	
�
	�	 (�	���	 ��� (��F
�) @�� ��� ��	��� 2����11�	� � � ��	�	 (�	�� ��� (��F
�
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+���		�I ��		�	 ��� 2����11�	��	 � � ��� �	����	 ��� ��� 	���	�

�	 *����
��11�	� ��� ���
������1� +�����	�� �����	 C�) �	��	� �E) �� �� 	���� ���
��� ���I ��� ����� �	� ��� �+��
���
2����11�	� �����	� ��� �A1�����	��� ��	������	� ��	�� ��� ��� ��	�����	��	 �
�����	�	�
+����	� C;8��E ���� �	����	 -���	���	 
� +�������	I �����	 ����� (�������� �	��1����&
��
� ����� ��� ����
����� ��+��������	�

� ���(��F
 �	��� 2�������	 ��� (��+�	����� �	�
��� �+��
���	 2����11�	� +�� �
����
������� �	1����	� ��	�� (��1�����	�
������������ �	 ���
�A1�����	��

 �������	� ���(��F
 �	��1����)

��� �������	�	 %�	���	�	��	������	 ��

��	 1�����	������
� ���	I �� �� ���� ����+�� �� ��	
L��
�A1�����	� ��	��
�) �� ��� �	
��
 ��� L��
�����	���� ��	������	� ���H ��� C� 20EI ��		
��� 2�����
�	� ����� ��� ���H������
�	� ��	����� �����	) ��� ������ ���	� ����� � � �����
�	� ���� � � ��� �������	 �	1����	��	 ��	� χ2���	������	� +�	��
�) *���
���� �	1����	��	
�����	 ��� ��� ���	��

�*��1
�A�������� �����	����	 J/"$K)

�� ��� 8����
�	� ��� ������1
��
� 
� +�������	I �)�) ��� ����� 
� +��	������	I 
� ��
�
���	 �	���
�	 ��	 ��������� ��+������	�

 ���� �	���������

 ��	��+��� ����I ����� ��	 �����
�	����� 2������	 �����
�) �� ����� ��� 2����
�	�� ��� *��	�
� ��� ���������� 
�� C��+����
�����	�

��E ���*��	�
 �	��1����) ��� *��	�
�����
�	���� ��+�	 ��	 2�����
I ���� ��� ������	
��� �������	 ��	: ��� ��� ��� �A1�����	� 	�� �	 ��� *��	�
�	��	������	I 	���� �+�� �	 ����
2����
�	�� ��	����	) ����� ���� ���� ��� B��	�������� ��V��	�
6�� ��� ��	 2����
�	����	
��� @	��	������	 �������� ��� J3$K C�) ���� �+���	��� !)!)!E)

�� ���� ��	� 7�	������+�	����	 ��� ��	 ����
�����	 %�	���	�	��	�����������
�	����	 � � ���
��������� ��� ��� �	���������

�	 ����� ��� ��� ��+��������	�

�	 ������1
��
 �	 ��� �A1����
��	��

� 2����
�	�� �	��1����) ��� +�� ��� �	1����	� � � ��	 ��������� � ��	������� ���H�
���

χ2 =
∑
x

[
I�
���(x)
I�

���(x) − λ�

I�
�����(x)
I�

�����(x)

− λ�
I�
�	�����(x)
I�

�����(x)

]2

1
I2
�


(x)
σ2
�(x) +

I2
�
���

(x)

I4
�

���

(x)
σ2
��(x)

,

��+�� ��	� I����
(x) �	� σ����
(x) ��� �������	�	 @	��	������	 �	� ���� *��	�����+������	�
��	I I�������(x) �	� I���
�����(x) ��� ����
�����	 @	��	������	 � � ��� =����
���	 ������1
��
�I
��+�� V ��� �	��1�����	�� ��������� ������

� �	� x  +�� ��� 2����11�	��	 ��� �A1�����	�
��

�	 (��F
� 
����) ��� ��		�� +�����	�� ��	 ���
�� ��� 2����
�	����� ��� ���H����� ���
���
����1:�	
�	�) ��� 2����
�	�� ��� ,��M
��	��	 λ�/λ� ��� ��� 2����
�	�� ��	 ��+��������	�

��

� �	���������

�� ��	+�� ��� ����������I ��� (��1�����	�
������������	 
������	 �A1�����	�
�	� *���
����	 � �
�	 ���� ��+�� ������)

�� ��	� *��	�����+������	� � � ��� ������1
��
+����
�	� 
� ����
��	I ����� ��	� ��	���
;��
��*���
����	 ��� /"""" (�	���	 �����	��� J/"$K) ��� 2������	 ��� ��+�� �	�
�� 
� ���
�	 �+���	��� >).). +�������+�	�	)

3�0 ����	����
� �
 ��0.23��0.77.

L�� Q+��1� ��	� ��� ���� ��������

��	 �7;'��@�-���	�� ����� ����� ��� ��	� �
0.23��0.77�
*������ �	����	���I ��� �	 �++) $)# ��
���� ���) ��+�� ����� ��	� �6����������� %���� ��	
(0002)�%�:�A�	 �
� �	����	��+���	��	� �����
�) ����� *������ ��� -��
 ��	�� '�����������
���I ��� �	��� �1��������	 8���	��	��	 ��������	 ����� C(��+� ��/#! ��� J/>"KE) 8�� ������

//>



5�2 �	���	����� �� !�0.23��0.770

*������ ��		 ����	 �������	��	 �����	I ���� ����
����� �
 ��+������	�

 ��� ��	 ���(
��
�	
��	��+��� �����) 8�� ��� �����	� ����� ��	 ����������� ��� 7�����:���� ��	 ≈ 75 	� ����
��	���I ��� ��� ����������� ��� +�� ���&�	�(��+�	 �����	����	 7�����:����	 �	��1�����)

Klebstoff

100 nm

GaN

25nm AlGaN
6nm GaN

��������� �
�� ����&������������ ��
 ����
	������ '�
�# "������� ��
 9
��	 ������ ��� ����
	������
��
���� ��� ��� ��� ������ 2�
	�������� 	������� ��	 9
��	�	 .�
��� ��� ��
 *�		��� ��
 7
������
��� ��������

@� ����	���
 
�� 7���
������	� ��� �	������I ��� ��	������	� ������	 �� 0����������

 ��	�
��+��� �����	I ���� �	 ������ �����	� +�� ���������� �����	I ���� ��� +�
�������� 8������
���
����� ��� ��� 
� �	��������	��	 �
����*������ �	� ���
����� ��� ���	�� ��� +������) ���
,
�+�������� �+����
+ ��� ,�����

� ��		 ��	������ �����	I �� ��� ���	�	 8������ 
� ��	 %�	��
��	���	�
�	 � � �
 �	� �� 
������) �� ��� +�
�������� 8������ �����	� ��� *����
�����11�	�
=����
� 	������ ��� �����	 ������I ��		�� 	���� �����������

� �����	I ���� ���� ����� ���
�
�����	 �	���
� ��	 ���	�� ��� �	� ��� �
����*������ �� +�
��������	 8������ +���	��	)
�� �����	 �������
�� 
� ����������	I �����	 � � =��� *����
�����11�	� ��� ��	 �++�
��	��	
��� 7�����:����� ��� +�
��������	 ���� �	� �
�����
����	 A��� +
�) A����� +�������
�	� ��� �������	�	 �
�*��	�
� ��� ��� ������ (A��� + A�����)/A����� ����������I �� ����
��� 2����
�	�� ��� �� �	� �
�*��	�
� ��	�� ������	�	 �
����8������ �	��1����)

����� ��	 !.S����	 �
���	�����	���
 ������	 ��� �6	�������	 8����	������	�������	 ���
0����������

� ��	 ��	�	 ��	�� ���	�	 ��� �+I ����� ����� �
� 0����������

 � � ��� 8������
	�	��	 ��� 0�

�	��
��� �	��1�����	� �
0.23��0.77� �����	���) 0�		 ��	 ���H���� �
��	���

�	���������

 ��	��+��� � ���I ���� ��� ��	�� �������	 2���	����	� ��� 8����	������	�������	

� ����	�	I ��� �������������� +�� ��� �	1����	� ����� ���+�����	�	� ��� 8����	������	�
�������	 � � ����������	� �	���������

� �
��	���
� +�� ���������� �����	 � ����) �� =�����
*���
����	�	 C�) �++) $)$E 
����	I ���� ��� ���H� ������ �?����� �� 8������ ��� ���
��� ���
�
�*��	�
� 
����I ���� ���� ������ ���
������) 0��� ��� ���� ��������

�� �7;'��@�2�������	
��� ����	�� ����������,�	
�	������	�	 �	����	���I ��		 ����	 �������	��	 �����	I ����
��� 8����	������	�������	 ���� 	���� �	���	)

�++) $)4 
���� ��� �������	�	 �
� �	� ���(��F
� �����	��� ��� ��	 �	��1�����	 *���
����	��
1��F
�	) ��� �	1����	� ��� ���(��F
� ����+ ��	� (��+�	����� ��	 >/ 	�) ��� 8�������	� ���
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*�+��������	�

�� �
�*��	�
 @	���������

�� �
�*��	�


��������� �
�� 2�
������ �.�	���� ��� 	�(����
��� E���	��
���		�
��F��
	������� σ &5
 '�0.23
�0.77# ���
����� &5
 ����� ��I�������	����� 
�'�0.33,�	������# 9
�	���� ������) D� �(�3 ��
 ��.� �( �������� *�������
 
������	 ��� '� '��(� ����
 2�
������� ��
 "�H����(��
�� ����
	������� ��������� ���� ��� �
HM��� '�.���������
������ �( ��
���� ��� ��R3 ��	 ��(�		��� '� "����� ��� ����� 
�������� B����
 ��� ��.� 0�R� ��� ���������
"�(��������� ��
5��	�������� ����� ��� "�
��������
�����

������1
��
+����
�	� � � ��� �
 ����+I ���� ���� 99.9± 8.9S ��� �
 ��� ��� ��+��������	�

�	
���(
��
 +�F	��	) ����� 8�������	� ����+ ��	�	 χ2�0��� ��	 /")"3 +�� /" ��������������	)
0����	� ��� 8����
�	� ��� ��������� ����+	�� 
�������I 
���� ��� ���� χ2�0��� �������	I ����
��� ,�������� ��� ��� +
�) �
�����	���
� �� +�
��������	 8������ 	���� ����������� ���I ��
�����	 �6�����������	 �������
�� 
� ����������	) 8�� ��	 �1�����	 �	�8�������	��	 ����+�	
���� 
���� +�� ������
 �
��	��� χ2�0����)

@	������� �	��1�����	 ��� �A1�����	��

�	 ����+	���� ��	 ������������	 Q+��
���	��	I �� ����
��� ��������

�� ������� 
����
����� 
�� ������1
��
+�������	� ��	 �	 �	 ���&�	 ��	��
�
�����	 ��		) ��+�� �	����
� ����� �����	� 	��� ������� ���
��B��

�	I ��� +�� ��� �����	�
�� ���&�	 �	���

�	)

3�3 ����������� 
�� �
 �
 ��.

�� 
� �	��������	I 
� ��
���� �	���
 ��� �	������ �� ,����	�	��	��������� ��� 0���
������
���

� ��	��+��� �����	I �����	 �7;'��@��	��������	��	 �	 (��+� G"/>/ �����	����	)
0�� �	 �+���	��� #)! +�������+�	I 
���� ��� �	 �	 ������ (��+� ��
��� ���)

@	 ��� (��+� ����� �� 
� ��	�� ���
�	������	 0������� ��� ��� C�) �++) $)5E) G��� ������
*��
�	 ����� ��+�� ��	� 
����� �	���� <���	�����	� ���) �� ��� �
�����	�	���		�
�	� ����
��	����� ��� <���	�����	���	���������� ���I ����� +�� ��	 �	��������	��	 =����
� ��	� ��	
���
*��
� +�
������� �	� ������ ��������I ���� �� +�
��������	 8������ ���	� ,��	���	
�	 ����
����	������
�	��	 
���	) '��� +����� ��� <�����:���	� ��� �7;'��@�-���	�� ��	�	 ���H�	
2�����
 ����	 +�� �������	 ��� %8* ���� �V��*I ����	 *��	�
� ��� ���H�	 (��+�	+�������	
�����	)

��� ����
��� �	�,�	
�	������	 ������ (��+�	 +����� ���� /)3 ��SI �

����	�� �����	�� ���
�	�,�	
�	������	 �� 8������ �	��� 3 ��S ��� ��� <�� �		����
+ ��� *��
�	) ��� +�
��������

//#



5�5 ����	
����� �	� �� �� ��0

C�E ���*��	�
 C+E �
�*��	�


C�E �
U���2����
�	��

��������� �
�� ��� 
�(�		���	 �$������ 	�.�� 	�(����
��	 
� $
�:� �9�
���� ��� '���		��� �
��� �� 
�� $
��������� ��� D� �(� ��� 
�(�		���	 �$������ 	�.�� 	�(����
��	 '� $
�:� �9�
����� ��� '���		���
�	��.�
�� 9�
��� �
���3 ��		 99.9± 8.5R ��	 '� 	��	����������� ���H	� 	���� ��	������� �	� ��	 	�(����
�� $
�:�
&5
 ��� 
��� ����
	��������� !����� �
��� 9�
��� �������� ��� 
�(�		���	 �$������ ��� ������		��	 	�(����
��	
'�O
� E����	����	��
������	�

//$
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8������ � � ��� �����	� ��	�� %�	���	1��F
� ��� �	 �++) $)5 ��������)

100 nm

��������� �
�� G��
	���� ��	 ������������ ��
����	 &5
 ��� '4A�!*E 1���
	������ �*�		��� ���

�� �����	 �	 
��� �	���������
����	 <���	 ��� (��+� �7;'��@������	��	 �	 ��	�� �6����
��������	 %���� ��	 (0002)�%�:�A�	 �������� ���I ��� ����
��	�	 %�	���	1��F
� �	� ����
�	1����	� ��	� �	 �++) $)/" ��
����) ��� ����+	���� ��� �	1����	��	 ��	� �	 ��� ��
��	�
��	 -�+�

� 
������	�������) ��� �����	��	 
����	I ���� ��� �	 ��������	� ��+��������	�


��
��� ���)

�����	� ����� �	���
 ��+��) �	 χ2 ��������������
� 4" 	� 95.5 ± 6.8 ��S 3).5 /.
8 >4 	� 95.9 ± 6.3 ��S .)$$ /.

��	� ������� �����	� ����� ��� ��	�� �6�����������	 %���� ��	 (1120)�%�:�A�	 �������� ���)
��� �	���������	 �	���������

�	 (
��
� C-��������� �	� <��������7 ���E ����� ��� (
��
� ���
,����	�	��	���������� ��	� �	 ������ %���� 	���� �����
� �7;'��@��A1�����	��	 
� �	����
�������	) ��� %�	���	1��F
� ������ ���� (
��
� ��	� ���	�����) ����� ���� ���� ������
��H
���
��� ��+��������	�

� (��F
 ����� 2�������	 ��� (��1�����	�
�������	���	�� �	 ��� @	��	�������
�����
�	�� �	��1����) ����� �����	� ��

 ���������

�	I ���� ���	� �	����	 ������1
��
� �
� ���
+�� �����������	 � � ��� �	������ �	 ����� �����	) ��� ����+	�� ��� �����	��� ��� ���
�	1����	� �	 �++) $)// ��
����) ��� �	1����	� ����+ ��	�	 χ2�0��� ��	 !)4# C+�� /. �����
����������	EI ��� �
� ��	������	�� 8��������	� ��� �		����I 	�� ����� ���� ������1
��
� 
�
+�� ����������	I 
� �����	 ���) ��� �+������	��	 ��� ����
�����	 ��	 ��	 �������	�	 (��F�

�	 �	 �++) $)//� �	� $)//+ ��	� ���������	
��� ������ 
�� ��
�� ���	I ���� +�� ��� �����	�
	���� 	�� %�:�A� ��� �6����������� %����I ��	���	 ���� ��� %�:�A� �	 +�	���+����	 %����	

����� �	������ �����	) ��� 
������	 2�������	�	 �	 ��� ����
�����	 �	U���2����
�	�� � ���	
��	 ��
���
������	���?����	 ���)

��� ����+	��I ���� ��� �	 ��������	� ��+��������	�

 �	 ��� ��	��+��� ����I ����� �� ��	�
�
�	� 
� �����	��	 �	����� ���11�	I ��� ��	 ������1
��
 ��� ��	��+����	 �	 +��+������
��+�	) �����	��	I ��� �����
� �V��* �������� ��� �����	I 
����	 ��	� ���H� Q+����	�����
��	� 
������	 ��	 �������	�	 *��	�
�	 �	� ��	 � � ��	 ��+��������	�

�	 ��	+�� ���������	
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����� �	� �� �� ��0

*��	�
� J3.I 3>I 33K) �

����	�� �����	 ����� �����	��	 ��	 ���	�� ��� ������	 ��� ��� ����
H� ��� ��+��������	�

 ��	��+����	 �	���
� �	�������� �	� ���� 	���� ��� ��� 
� �������	�	
*��	�
 � � �	���������

 ��	��+����� �	 ����
����	) ��	
�� *�� �� ��� �����	 ������ �����	�
%����	� �	� �	���1�������	 ���� ��������	� ��I ���� ��� �	 N���H��	���
�O ��+��������	�


��	��+��� ����) ��� ��	
���	 B��	��������	 �����	��	 ��+�	 ,����� �� ��� J3#K �����
� ��	�
��
�����
����� %8* �������� ���) *�� ����	 
� ��� ����+	��I ���� ��� �	 
� 4$S � 5>S ���
��� ���(
��
 
� F	��	 ���I ��� �� 8������ ��� ���
��� ��� ���� ��
�����	 �����	��	 
����)
��	�	 ���
�� � � ��	 ��	 ��	�	 ����	��	�	 �	���
 ��+�	 ,����� �� ��� 	���� �	)

��� ���� +��+������� ��+��������	�

� �	���	+�� ��� ��	�����	� ��� �1������	 �����	��	 �	
��� �	���������	 (��+�) �� ����� ��	� (����
���	�
�	
�7�	�� +�� /)> �2 ����	��	I ��� ��	��
�	�����������	 Q+����	� 
������	 ��	 ������

��
�������1�
��	�	 3d�������� ��� �	������

������	�� �����	 ��		�� J/>/K) ������ Q+����	� ��� 	�� +�� ��+������	�

 ��	��+����� �	 
�
F	��	I �� �� � � �	���������

� �	������ ��1�
����+���	 ��� J3"K)
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, -�����	�����	�$	 %��������� ��$

#�����
�

@	 ������ ��+��� �����	 ����������	� �������	 ��� -��	�������	��
�����	�	��������1�� ����
�����

� �	� �	������
�I �� � 		� *�������	I ��� ���� ���&�	I �	 '�	+
��� ��� ��������	��
��������	�� �������I ���� ������������� ����� ��� 2�����
�	� �	� ������1
��
+����
�	� ��	
�����������	 
� �	��������	)

� � ��� �	��������	� ��������	��� ������� ��� ��	� ��:���	� �� �������	 8������ 	����)
,�	��	���	�

� '%-�����������1� ��	� ����� ��� 7�	��	���
�� �	 ����� (�	����:���	� +��
�����	��I �+���
 ����� ��������1� ���� 8�
��	��������	�	 �	�����
+ ������ ��:���	� �++�
�
��	 ��		�	) ����� 8�
��	��������	�	 ��	� �

����	�� ����� ��� �1������ ��
���
������	�I ���
������	� ��	 7�	��	���
��	 �	� ��� 8������+�
��	� �� �++�
��	��1��
��� ��������	I 	����
������ �	���1������+��) �� ����� @	��������	�	 
� 	��
�	I � ���	 ��� ���	����	 ��� 8�
��
����
����	�	I ��� ��� ��� 8���� ��	 *�����������

�	 �	��������� �����	 ��		�	I ����
����	
�����	)

��� ��� <+=�����

�	����	��������	I ��� ��� �	 ,�1���
 > ��������

� �����I ���� �� ���
���I
��� ��	 '%-����++�
��	��	 
����	��
����	�� <+=�����

� 
� ��
�	��	) ����� <+=�����

�
��� ���� ��	 �1������� ��
���
������	� �	� �� ����	���
 
�� ���

�	 �++�
��	� ��	� ���1
�A�
���H�I ��� �����
 �	 ��� ��1
����� �
� ���� �	 ��� (���� @	��������	�	  +�� ��� <+=���
�	���
�) @	 ������ ��+��� ��		��	 �� ��� ��	�� ��������1I ��� ��	� (�	����:���	� ��	 /)5 T
+����
�I <+=�����

�	 ����	�������� �����	I �	 ��	�	 
)8) *�����++�

� C�+���	� /).# TP
�++) >)5E ���� ����� ��� (�
������ ��	 �������++�

� C�+���	� ��� ����� /)/ TP �++) 3)/$E
����		+�� ����	) ��� ����	���������	 <+=�����

�	 ��	� 	�� 	��� ����� ��� *��+�
���� ���
�����	����	 ��������1� �	 ��� ��:���	� +����	
�) ���� ����� �� ���
���I 
������ �����
��� � ����
 ��� ���� ��	 ������� ������	��	 �����	 ��� �� �+
�+�
��	)

�� ��	� <+=�����

�	����	��������	 �����
�� ���	I ��	� ����������	� 2�������	 	����I ���
�� 7���� ������ ��+��� �	������
� �����	) *� ������	 
�	����� �A1�����	��

� 8���	��	��	
����	��	 �����	I ��� �� �����
����	I ��	� ������������ ���
�	����	I ��� ��� �����
� �����
��������	����	��������	 ��� 8�
���

� ����	�������� �����	 ��		) ��� �	��	��	� ��� %���	�
��������	���������	� ��� �������
��	 ��� ���I ����	 ������ ���	� @	������	�
�	���	 +����
�	I
+�	������ ��	� +���	���� ������� 
�� ���������	� ��	
�
	�� �++�
��	��	 ��	�� *����I ��� ���
�+�	��

� �	 ������ ��+��� �	������
� �����)

�� ��� 7�	��	���
��I ��� ��� 	��� �	 ��� 8�
���

� �����	��	 ��	�I 	�������� 
� ����������	I
� ���	 ��� ���H�	 ������ 7�	��	���
�� ��� ��	�� ��	������	� ����	 ��	�������� �������	 ����
��	) ��+�� ��	� �+�������	�	 ��� ��� 
���
��
��� ������������� ���� ��� �A��
� ,���I ����
��	����� ��� ��� ��	�����	 8���	��	��	 ��� �++�
��	��	 �	� �	���	 ���� ���������	�I �� ����
��� � � =��� ������������ ��	
�
	 +������� �����	 � ���	) @� %����	 ������ ��+��� �����
��	 2�������	 �	������
�I ��� ��� �� ���
��� ���I ����� �+�������	�	 ��� ��� 	�����	 ��	�����
���� 
� �������
	) ���� +�������� ��	� ���
���� ���
��B��

� �	 ��� <+=�����

�	����	��������	I

/!.



9 =�����	�����	��	 $��������� ��� !��"��
�

��		 �� ��� �	��	���	  +
���I ��� 7�	��	���
�� 	�� ���+ 
� �����	I �	� ��� ���	��������� �����
2���
���� ��� <+=�����

�	 ��� *���
����	�	 �����
�� ���	 J#"I />!K) ��+�� ��� �

����	�� 	���
	���� �	��������I �	������� ������ 2���
����  +�����1� � 
��� ���) *� ��		�� +���1��
������ ��	�
(��+�	�����11�	� ��	�	 ��	
����	 ��	:��� ��� ��� �A��
� ,��� ��� ��� <+=�����

� ��+�	I
��� �� 
)8) ��	 '%-����++�
��	��	 +���		� ��� J/">K)

��� ,�������� ��� �1������	 ��
���
������	� ��
��+� ����I ��� ������������ (����	��	�
6��
C�(�E ��	� % ������� ��� ��� �++�
��	��+���	��	��	 ��	
����
�	) @	 ������ ��+��� �����
������
� ��� �(� ��� ��� ���1
�A� <+=�����

� �	����	���) *� ��		��	I ��� �	 ,�1���
 3
��
���� ����I ��� 2�������+�	��� �	� 2��
����	����
��� ��	 ����������	�	 ��������	��	 ���
�����	 �������	 �����	) @	 ��	��	���	�

�	 �++�
��	��	 ��� ��� �����	� ������ ��
��� ��	
������ �	�1������

�� (��+
�� J/!KI �����	� ����� ��
��� ����� ��� �	��	��	� ��� �(� ���
<+=�����

�	 �	 ��	�� ��	�����	 0���� �������
� �����	 ��		�	)

��� ������� @	���1������+������ ��� <+=�����

�	 �����
���� ��I ��������	�� ������� ��� ��	�
	��� ��� �	� 0���� 
� �	��������	) *� ����� �	 ������ ��+��� ��
����I ���� �� ������ ���
���
���I ��� (������	�	 ��	 (�����
������
�	��	 �	
���+�	I ��� +���1��
������ �����
����I *��1�
�
���
���	�����	 
� �����	) ���� ��		�	 ����������	� -61�	 ��	 +���
�	 *��1�
���
��	 ������
��	��	�	��� �	����������	 �����	I ��� �	 �+���	��� 3). ��
���� �����) 0�������	 ��		��	
��� %������	�	 ��	 (�����
������
�	��	 ��� *��1�
���
��	I ��� �� ��� ����1�
��	� ��	 1������
��	 2�����
�	��	 C�+���	��� 3)> �	� 3)$E ���� ��� (�����
������
�	��	 
������	 �����������
	�	 *��1�
���
��	 C�+���	��� 3)4E ������ +��+������ �����	) ���� ��		��	 �	 ������ ��+���

�� �����	 ��
 ��� ,��	���������	 ������ (�����
������
�	��	 �+��+�
��� �����	) ��� �������
@	���1������+������ ��� <+=�����

� �����
���� �� �����I ��� �	���������� ��	 ����������	�	
����1������	�	 �� ,��	 ����	 +�� ��	 ��	 ������������� *���� ��������
���	�	 *��������	
���
�
����	)

���	�� ����+�	 ���� ����� ��� ,��+�	����	 ��	 �(� ��� ��� <+=�����

�	����	��������	 ����
	��� �������	I ��
+�� ������ �	 ��� (��+� 
����	�� ������� 
� �	��������	I ��� ������
� �	
������ ��+��� ����	������� �����) *� ��		 C�) �+���	��� 3)#E ��� 2�������+�	��1��F
 ��� �(�
��	��
� �����	I �� ���� ��� -61�	 ��	 1�����������	 *��1�
���
��	 �	 ��� 
� �	����������	)

����� ��� �	�
6�� ��� <+=�����

�	 �	����� ��� @	��	�������++�
��	��	 ����+�	 ���� ��	� 2��
�

��
 �������� ���
��������	 ��� B��	��������	 �
�����	�	��������1��& ��� (���� ��	�� ��	
�
�
	�	 1��=�
�����	 �������
� �	 �������++�
��	��	 ��� ��	����� �����
 ��� ��� L������	���
�	�
�
� ���� ��� ��� (��+�	����� �� <�� ������ *��
� J/>.K) ���� ��		�� ��	��
� �����	I �� ���
��	 �������	 ��� ��������	 -������1��� ��������	���	�
 ������� *��������	 
� �	�
6������
��	) �	���� ���
��������	 ��	� +���1��
������ ��	� 	��������� ��	�+�������+����	�I +�� ���
��� ����������	���������	 ��	�� ������	����� ��� �++�
��	� �	�
6����� ���� J#"K) ����� -����
	�� ��		�� +������ ��	��
� �����	I �� ��� �����
� (����2�����
�	����	����	 ��	�� ����1��	
,��	���	
� 
� �	�
6�����	 J/>>K)

�� ��� 0������� �	���������� ����*�������	 
� �1�������	I ��� 	�+�	 ��� �	�
6�� ���
,�����

������� ���� ��� ��	+�������
��	 ��� �	 
� �	�
6�����	) *� �����	 �	 �+���	���
#)/ ��� �������	 ��� �++�
��	��	 �	� �	�
6������	 �
�����	�	��������1�� ��	��
�I �� ���
(���� ��� ��������	��	 ����������	��	 �	 �	 ��������� ��� �
� ���	3� 
� ���	��F
����)
L�� @��	��F
����	� ������ ����������	� ������	 ���������

� �	��������	��	 �

��	� 	���� ���I
����� � ���	 ������� �������	 
�� @��	��F
����	� ��	�����
� �����	) @	 ��� 7�������� �����
����� (���� +����� 	�� �	������I ����� ,����
����	 ��� ����+	���� ��	 %�	���	��?�����������
��� ���	�������	 J.3K ���� �V��*������	��	 J>$K +�������) @	 ������ ��+��� ��		�� ������
�
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6��	 �� -�� ���
��� ��	�I ������
��� (���� ��� ��� *������� �	� ��� L������	���
�	� ��	 ��	� �	� �����
+�	 ����������	�
+������� �����	) ���� ����� ���������

�I ���� +�� ���������	��+�
��	� ��� �	�����
� �	
��� ���������A �	��� 0��������+���	��	��	 	��� �� *���������������	 (�	�� �	�����
+
��� ��V������������	
� C≈ 1 ��SE 
��)

� � ��	 ��

I ��� ��� �	 ��
��� �	 ��	 (��+�	 ���
����I ����� �	 ������ ��+��� ������
� ���
'�����	���� ��� �	�2�����
�	� �	��������) ��+�� ����� ��	� �	������	� 2�����
�	� ��� �	
+��+������) ��� �	 �����
�� ���� +����
��� �	 ��� ����� ��� �	��
������	 *��������	 �	 ���
(��+�I ��� +�� ��	�� �	��	��+�� ��	 /3 ��S ��������	 �����	 C�) �++) #)/4E) ���� ����
��
���� ����� ���� �	 ��	�� (��+�I +�� ��� 	�� > ��S �	 �	��+���	 �����	 �	� ��� ����*������
���
�	����� �����) '��� ��	� ���� ��� �	 �	 8�������	I ��� �� ��������	 ��	 ��	 <+��:��
���	 ��� *��
�	 �	����	� ����	 C�) �++) #)/.E) ��+�� ��		��	 �	 ��	 �	�������	 8�������	
,�	
�	������	�	 ��	 +�� 
�  +�� $ ��S 	����������	 �����	I �����	� ��� ,�	
�	������	�	
��� �	�����	 8������� ���
����� �	�����
+ ��� �����������	
� 
���	) ����� ��� ���
�������
�����
� ��� N������� @�	 8���O�-���	�� ���� (��+�	 �	 ����������	 ���������	I ��� ���� ���
	� ��������1��+� ��	 ��	�� >"" 	� � 		�	 *������I ���
����

�	I ��		�� ����� �	�2�����
�	�
�		����
+ ��� *��
�	 	��� ����
����� +��+������ �����	)

�� 
� �	��������	I 
� ��
���	 �	���
�	 ��� ��
���� �	 ��� ��+��������	�

�	 ������1
���

�	 ��	��+��� ����I ����� ��	� ���������� �7;'��@�-���	�� �	������
� C,�1���
 $E) �����
�	���
� �����	 ����� ��	 2���
���� ��	 �������	�	 ��	��
�����
����	 ��V�(��F
�	 ��� �	�
��1�����	 *���
����	�	 +�������	) ��+�� ����� ����	��	I ���� ���� ��� �	 
� 96 ± 6S
��� ��� ,����	�	�������1
��
 +�F	���) @� ����	���
 
� �	����	 �	��������	��	 ��� �	�
������1
��
��I ��� ��� �	 ��� 7�������� 
� F	��	 ��	�I ��� �� ��� ������ ������� ���
���I ���
������������� ��� (��+� 
� +�� �����������	I �� ����� �	��������	� ��� ����� <�����:��
��	� �������� ��� �����	 ��		) 0��
 ��� �����	��
��	 ;��		�
�	���?���� ���� ��	����� ���
��	 ��	�����
��	��
 ��	�I ���� ��	� ��������� ��	��
�+��	���� �����	� ��� �	����	 ������
��	 �	 ��	 ���
�	������	 (��+�	 ������	� ��� 
������	 2�������	� ��� *��
�	 ����	��	�	���
�	���
���)

��� �������	� �	������	� �	�2�����
�	� ��		�� ��	�	 '�	���� ��� ��� �������	 ��� ����
���1�	
 
������	 ��	 ������������	 ����

�	 �	� �A1�����	��

�	 8��+�����	��	 +
�
) ���
��������	������� ��	 ���&�	 ��+�	) 0�� 	����� ������������ ��+����	 ������
���	I ��		��
���� ��� �	 ����� ��	� �1�	���
� �	�������	� �	 +��������	 8�������	 �	�������	I �	 ��	�	
���� ��		 �	�;
����� ���� ��	�������

� �	 ���� ��	 ���
�������	 �	� +�
��	) ����� ;
�����
+
�) ,�����

� ��		��	 ��		 ��� 9��

�	 ��� �A1�����	��

 +��+�������	 ��������	�������
���	) ����� �	�������	� ��		�� �����
 ������	� ��	 ;��
��+�,�����	I ��� ����
 �	 ��	��
�����

�	 ������
 J/>3K ������
���I ���� ������	� ��	 ���������������
�����	� 
������	 ��	
�	�@�	�	 ��������	 J>"I />#K)

��� �	��������	�I ��� ��� ���� +��+������ ����I 
���� 	��� ��	�	 �	����	 ���	� � � ��	� ��
�
��� �	�������	� ���
��� �������	�	& �� *6���� ��� ��� +���		�I ���� *1�		�	����
��� ��	
��	+�� ��	 �����������	 +���	:����	 ��		�	 J/>$K) �� *1�		�	����
��� �	 <+��:����	 ����
�����	��	I ��� �	
�	����	I ���� ��� �� ���H��	 �	 8�������	 ��	�I ��� ���� ��	 ��� <+��:����
��� @	��
	 +
�) *��
�	 �	����	� ��	�) ������ �	 �����	 8�������	 ���� ��	� �	��	��������	�
����	��	)

�� 
���� ����I ���� ��� *6���� ���&�	 ���� ���1
�A ���I �� 	�+�	 ��	 �	���1�����	�	 2���

����	����
���	 ���� ���� ������� ��	: ��� 
)8) ��� 7��� ��� �����	������ J/>4K ��� ��	

/!3



9 =�����	�����	��	 $��������� ��� !��"��
�

�	���	+�� ��������	) ���� ���?	�� �

����	�� ���� 	��� ���
��������	 � � ��	 <1������
��	��1��
���) *� ��		�� �� ���
��� �����	I ��� '�
�� ������ 0�����
�����	��	 
���
 �	�
�	��������	��	 �� 8������ ��� � � ��	 ��������	������� 	�����	 (����
����	�
����� 
� ������
���	) �� +
��+� 	��� ��� ����� �?�	I �+ ��� �	 ���� �	 ;
�����	 ���� ���
�������	 ��	�����
�������	��	 �	�����
�) �������	I ��� 
)8) �7��*I ��� ��	����� ��� ��� ��������� ����+�	�
��� �	������ ��	�I ��		��	 ���
) �	��;
����� 	��������	) 0��
������� �	��(����	 ��		��	
�	��� �����	��	 ���� �����
� <+=�����

�	����	��������	 ����� ��� *�	��������� ��� (����
��� <+=�����

� ��� ��������� �	���������� ������ 	����������	 �����	)

0�� ����� ��+��� 
����I ��
��+� ��� �����	� -��	�������	��
�����	�	��������1�� ��	� ����
����������	�� ;��������������	� ��� ����*�������	) *� ����+�	 ���� ����� ��� <+=�����
�

�	����	��������	 	��� ���
��������	 
�� �	�
6�� ��������	��� �������I �� 
)8) ��� ,��	�
���������	 ��	 2�����
�	��	 ������ +��+������ �����	 ��		�	) ���� ��� 2��
����	����
���
��� ������� 
����	 ���� ��� ��	����� 0���� �����	) ��� ��� �7;'��@�-���	�� ���� �� ����

���I ��� ������1
��
� ��	 �����������	 
� �	��������	) ��	� �	������	� �	�2�����
�	�I ���
��� �	 ������ ��+��� +��+������ �����I ��� ��	 �������� �?��� �� *6���� ���&�	I ��� +��
�������	 �	��������	��	 ��	 ���&�	�*�������	 ������
��� +�� ���������� �����	 ����) ��	�
���� ��
���� ���������

� ;��������������	� ��� (��+�	 ��� ��� ��� ��	 ���� ��������

��	 ���
�����	 ���
��� ���I ��� ������
��� ��	 	������ *������I �� ��� ����� 	��� ��	 �����	����	 ���
��������	������� �	 �	���������	 ��� 
� +��	������	)
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�	
��� $	
 /�
����	
�������

@	 ������ ��+��� ���� �	 ����������	�	 *��

�	 ��� ���
������� ��	��
�I ��	 �
�����	�	�����

��� ��������1� 
� �����11�	& 
�� ��	�	 +�� ��� 8�������	� ��� �+�������	���	���	��	 C�)
�+���	��� >).EI 
�� �	����	 +�� ��	 �7;'��@��A1�����	��	 C�) ,�1���
 $E) @	 +����	 ��

�	
��� ��� ,�		�	�� ��� ��	���	 ,�11��	��
 �������) � � ��� �����	� ��� �+�������	���	���	��	
��� �� 
����

��� 	����	���I ����� �� ,�����	���	�6���� ��� ;;��,����� �	
���+�	I �)�) ��
,�����	���	�6���� ��� +�	��
��	 '%-����++�
��	��	 C���� 3#""""������ 2�����H���	�E)

�	��	� ��� �	 �++) �)/ ���

�����	 *����
�	��	�� ���� ��� 2������	 ��
������) ��� �
������
	�	�����
 ���� ��	 ��	 �+
�	��1�
�	 �	 ��	�� 0�	��
 (u, v) 
�� �1������	 ����� �+��
�	��)
�� ��������1 ��
+�� �����	 ����� 0�	��
 ��� ��	�� *��
� �	����+�	�I ��� �	 ������ �+�
���	��� ��
�+����� �����	 ��

) ��� �
�����	�	�����
 ���?� ��� ��� <+=���I ��	 ��� 	�+�	 ���
�	�+��
�	���	 *����
 ���� �� ��	 8�����0�	��
 λ� �+��
�	��� *����
�	 �������	)

@� 8����	��+�
� �	��1�����	 ����� 0�	��
 (u, v) �	� λ� ��	 *������	 
 +
�) Δ
) �� ��� �+�
+�
��	� ��
+�� C�) �+���	��� .)/)!)/E ��	 @	�������	
������ 
������	 ����������	�	 *����
�	 ���I

����	 ���� 	�� 0�	��
 
������	 *����
�	 �����	) ����� 0�	��
 Δ� �	��1�����	 ��+�� *������	
�� ��?����������) ����� ��� ��	����	������ ��	 �
�����	�	
�	��	 ����� �� 
����

��� 
�
��	�� �����	� �� ��� �1������ ����� 
������	 ��	 ���� +�	��
��	 ,�����	���	�6�����	I �	
��� �++�
��	�I �� 8����	��+�
� �	� �	 ��� �+�	� ��� �+
�	��1�
�	)

8�� ������

�	�	 <+=����	 ��	� ��� 0�	��
 λ� ��� %�:�A� +���		�I �� ���� ��� +�	��
� �����	
��		�	 �� Δ
 �	� Δ� 
� ��
�+�����	) ��� ��	�	 
���� ���� ��		 ��	� ������	�	� ��	 ���
*��
� (u, v) �	� ,�����	���	�6���� ��� �++�
��	� � �	��+�	)

���  �����(�������
� �	 $����
�����


L�� ,�
�+�����	� �� 8����	��+�
� ����� ��	� (��+� �����	���I +�� ��� ���� ���
� �
��	� ��
��
������

� ��� ��	�� ,��
�	���?F
� +�F	��	) ��� 8����	��+�
��� �����	 ��	 ��	�� ���H�	
(��+�	+������ �	��� �
����+
��+�	��	 8���	��	��	 �����	����	) ����� ��� ���
�	 ,�����
�

� +������ ��� 8����	��+�
� ��� ��	�� ��	
�	�������	 %�	�������) ��� ��� �����������
��� %�	��I ��� ��	 8������:�A�	 ��� ��
��	�� *������� 
������	�� �����	 ��		�	I �����

�	����� ��� 8����	��+�
� ��
�+�����)

��� L�	���� ��� %�	�� �	��1����� ��� �	�+��
�	���	 *����
I �� ��		 ������� +�������
�����	I ���� ��� �����������	
 ��� �
������
�	 �����
�	� ��	������ ����& � � ��� �
������
�
�����
�	� ���� ��	 �����
1�	�� �	����+�	 �����	 +
�
) �����	 ��� �����
�	� �����	����	

�'( *��
�	��� 	���	� .�
��� ��� 6����� ��& ���	�
 "���� �� 

�� ���������� �� 1( ����� 2�
.���	����	�� 
&��
 �.�	���� ���	�� ��(������� 6������ ��� ��� .��
�� 6������ ��&��((�� �� ��		��3 .�
� �( B��������
��� "����������� ��	�
������ '( *��
�	��� .�
��� u ��	 2�
������� �� Q 8������� ��� v ��	 2�
�������
�� T 8������� �����������
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Objektiv

Beugungsbild

Abbildung

Objekt

Ablenkspulen

optische Achse

Δ a

Δ t

u

a

g

t

��������� �
�� "�
��������� &5
 ��� 9����
��
��� ��
 "�
�����
�������� ��� 2�
������� u ��.� ��� �
��� 
.����� g ���	�
����� "�
����� a ��. Δa �( �������	����� E� ��
 '�������� �H���� ��
 6����� Δt �����
"�
����� �( ��+
�����
�((� �.�	���� ��� "�
����� ��(�		�� .�
����
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����� )	������"���4$�?
�����
���

����) �	��1����� ������ �����
1�	�� ��� L�	���� ��	�� �������	��6����������	 �������I ����
��� �����������	
 ��� �����
�	� ��	���
)

� � ����������	� ,�11��	��
 ����	 ��� �1������ ����� C")3 *��I /)" *�� �	� /)3 *�� ���
=� >3◦ �
������
�� *�����������E �����	 8����	��+�
��� �����	����	) ��H����� �����	�
��� �����	� ������� ���	����	 ��	� *����
�����11�	� �������) ��	� *����
�����11�	�
�	��1����� ��	�� 2�������+�	� ��� 8����	��+�
���) � � �

� 8����	��+�
��� ����� ����� ���
L�	���� (px, py) ��� 8����	�������� +�������)

��� (������	 ��� L�	����� �	 ����
����	 �	�����11��	 8����	��+�
���	 ��

�� �� (��	
�1 �
����
���	) ��� *����	��	� σaxial ������ (������	 ��

 ����� �
� �+�����
�	� � � ��	 ���
�� ���	�	I
��� ����� �	��	���������	 +�� ��� 8�������	� ��� L�	�����I '6�������	 �	 ��	 �+
�	��1�
�	
�	� ����� ��� *����
������	� �� ����
����	 8�
������	���6���� �����	� ��� �����	� �	������)

L�� ,�
�+�����	� ��� *����
�����11�	� ����� �	���
��H�	� �	 ��� ,�����	���	 ��� L�	���	
(px, py) ��� 8����	��+�
��� ��� ��	�� χ2���	������	� ��� B����������� ����

px = a0;x + au;xu+ av;xv + auu;xu
2 + avv;xv

2 + auv;xuv

+
�) � � py ��� �	�
��� ���� �	��1����I ��+�� (u, v) ��� 	���	�

� *����
�����11�	� ���)
��	� �+������	� ��� 
�	����	 L������	��	� 
������	 	���	�

�� �	� ������ 2����11�	�
� ��� 
� 	������������	��	�	 B�����������	 -����	 � ���	) ��� -���� (a0;x, a0;y) ��+�	 ��	
��������H1�	�� ��� �1������	 ����� C(u, v) = 0E �	 ��� 8����	���+�	� �	) ��� ���
�� ���
,��M
��	��	 �����	 ����� ��	� ��	���;��
��*���
����	 ��� !""" (�	���	 +�������I �	 ���
=��� L�	�����������	���	 �		����
+ ��	�� ���H������
�	� ��� σ����� �������� �����)

��� �	1����	� ����+I ��� ��� ���H� ��� B�����������	 -���� ��	���� �
� /S ��� 
�	����	
-���� +������I �� ���� ��� �����
�	��������	 ��� 2����11�	� 
� ���	���
������	 ��	�) ���
0�	��
 
������	 ��	 +����	 *����
�+
�	��	��������	��	 u �	� v +������ 5")!!◦) @	�������

���� ���� ��
��	�� ,�
�+�����	� ��� ,�11��	��
 �������

�	&

1 *�� ≡ 4.275 	�−1 ≡ 0.614◦.

��� ��	��� ������	�	� ��� *����
�����11�	��	 (u, v) �	 *��
�	���
�	 �	 ��� ,�����	���	�
�6���� ��� ;;���++�
��	� (x, y) �	 (�A�
	 
����� +�� ��	�� 	���	�

�	 ,�����
�	�� ���
��������1� ��	 190��&[

x
y

]
=
[ −7.77(49) 112.34(49)

111.76(49) 7.29(49)

]
·
[
u
v

]
.

��� ;	����
�
� $����
�����
2��<��������		

�� ��� ������	�	� ��� *����
�����11�	� (u, v) �	 ��� ,�����	���	�6���� ��� �++�
��	�

� +�������	I �����	 ��	 8����	��+�
� ����� ��	 ��?���������� ��	�� *��,�����

� �	 J//"K�
(��=�����	 �����	����	) @	 �����	 �++�
��	��	 �����	 ��� %�:�A� �	��
���� �	� ���� ,����
��	���	 ��� ��	�� *�����1�	����������	 J//.K +�������) ��� %�����	��	 �	� 7�	��	 
�����
8�����������	 ��� 8����	��������� C���� [001] �	� [110]E �����	 �	 =���� �++�
��	� ����
��
� ��	�� χ2��	1����	� ��� ��� 7��� ��� %�:�A� +�������) ��� ��	 8�����������	 +�����
�++�
��	��	 ����+� ���� ��� ������	�	�)
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��� ������	�	� ��� ;;��,�����	���	 ��� 8����	��+�
��� (x, y) C�	 (�A�
E +�� /5" �� ,��
����
�	�� �	 ��� ;;��,�����	���	 ��	�� ��?����������� (qx, qy) C�	 (�A�
E +�� 3#""""�������
2�����H���	� �	� ��	�� ������	��� ��	 /"!>A/"!> (�A�
	 
�����&[

qx
qy

]
=
[

1.0430 −0.1141
0.1116 1.0520

]
·
[
x
y

]
.

�� ��?����������� �
� 8����� ��� ����������	����������	 ��	�� C���

�	E �++�
��	� �����
�	������	��6��������� ��	�I ��� ����� ,�����	���	���	���������	 	���� ��	������) ��� -��	�����
�����	 ��� 	�� +�� ��� ��	� /4"◦������	� +
�) ��	� @	������	 ������
���) @� 	������	 �+���	���
���� +�������+�	I ��� ����� ��11�
���������� �������+�	 �����	 ��		)

��� �������
� 
�� ������
���������

@	 �+���	��� .)>)! ����� +������ ������ ��������	I ���� ��	� *����
��11�	� 
� ��	�� 8�
�����
�����+�	� � ���) ������ �?��� ��

 	�	 ��� � ��	��
� �����	I ��� ��11�
���������� ��� ��

��
��	 �+���	��� +��������	 ,�����	���	���	���������	 ���
���+�	)

� � ��	 L��
�	�-�+
��� C�) �+���	��� >)/E �����	 ��� 2�������+�	��	 (Δx,Δy) 
������	 =��
���
� 
��� �����	�	�����
��	��	 �++�
��	��	 C�	��������� ��	 >3◦ �
������
��	��
E  +��
��� ,���
�����
����	���	����	 +�������) ��H����� ����� � � ��� ������� -�+
��� ��� �A��
�
����������� +�������I ��� ��	 ����	�
����	 �	���
 ��� 2�������+�	��	 � � ��	 +�	��
��	
,�11��	��
 ��������) ��� ���������	 2�������+�	��	 � � +���� ���
����	 ,�����	���	���	��
��������	�	I �)�) ��� �	� ��	� @	������	I �����	 +�����	��)

��� 2�������+�	��	 ��	� �	 �++) �)! ��
����) 0����	� ���� ��� ������		 ��� 2�������+�	�
��	 ��� ��� ������		 +�� ��� ���	���� ��� -�+
���� ����+�I +���		� ��� %������	 ������
2�������+�	� +�� +����	 ���
��������	 +�� ��	�� �	����	 (������	) ��� �������	�	 �	� ���
��	� @	������	 +�����	���	 2�������+�	��	 +���		�	 ��� ��� /"���� (������	I �����	� ���
���������	 2�������+�	��	 +�� @	������	 ��� ��� >���� (������	 +���		�	) ��� �+������	��	
��� �������	�	 (������	�	 ��	 ��	 +�����	���	 
����	 ���� ����� ��� (��+�	����� �����	�
��� ���	���� ��� -�+
���� ���
���	) 0�������
�	��	 ������ ��������	� ��� ����������	�	
-�+
���� ����+�	 ��� �
����� %���
���)

*���� ��		 ��	� 
����

���� @	������	 ��������
����	 �����	)

��# ,���������
�

L������	������� 
����� ��� ,�
�+�����	� ��� *����
�����11�	� (u, v) �	 *��
�	���
�	 �� ,����
��	���	�6���� ��� ;;��,����� (qx, qy) �	 /U	� +�� 3#""""������� 2�����H���	� �	� ��	��
*��1
�	� ��	 0.02658 	�/(�A�
&[

qx
qy

]
=
[ −0.766 4.274

4.288 0.742

]
·
[
u
v

]
.
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��	 ���������1����	�
�	 ���

2	
�	�����	�

������ �+���	��� ��
�� �� 0���	�
����	 ��	 ���� ���	��	 ��	 *����� J/>5K � � ��� �	������1�
�
����
������������ ��	 2�����
�	��	) ��+�� ���� ���� ��� ������� ����	�
���� �����	���)

��� ���������	�	 -�	������1�	�	��	 �	� %�����	��	 +�
����	 ���� ��� ��� *��	���������
��	���	�6���� ��� ��A���	�
�	 ,�����

�I �)�) x′3 
���� 1���

�
 
�� c������ �	� ��� x′1 �	�
x

′
2�%�����	��	 �	 ��� 8���
�+�	�) �� ��� 8���
�+�	� �
������� ������1 ���I ��� ��� ��	��� 7���

��� +����	 �����	 +�
��+��) �	���������	� ���H�	 +�
����	 ���� ��� ��� ,�����	���	�6����
��� 2�����
�	�)

��� �
����
�������	��� � � 0���
�� 
�����

c′ij =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

c′11 c′12 c′13 0 0 0
c′12 c′11 c′13 0 0 0
c′13 c′13 c′33 0 0 0
0 0 0 c′44 0 0
0 0 0 0 c′44 0
0 0 0 0 0 c′66

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

��� ��� @�����1�� ��� 8���
�+�	� ��
�� c′66 = 1
2(c′11 − c′12)) ����� ��+� �� 	�� � 	� �	�+��	����

�
����
�������	���	��	)

@	 ��� 7�������� ��	� ��
��	�� 0���� � � ����� ,�	���	��	 
� F	��	&

����� c′11 J�(�K c′33 J�(�K c′44 J�(�K c′12 J�(�K c′13 J�(�K

*������	�� �� ���J//$K 296 ± 18 267 ± 17 24 ± 2 130 ± 10 158 ± 5
*�����
 �� ���J/!/K .$$ !"5 4/)> /#" //>
]�������� �� ���J//5K 365 ± 0.2 381 ± 0.1 109 ± 0.3 135 ± 0.4 114 ± 1.6
-����� �� ���J/!"K .$> .$5 /"/ /"# $"
(�
��	 �� ���J/!!K 390 ± 15 398 ± 20 105 ± 10 145 ± 20 106 ± 20
0�����J//4K C�����)E .#$ >"3 53 /.3 /".

��� 0���� ��	 *������	�� �� ��� �����	 ��� ��� ���1�������+��	����	 2��+�������	� ��	
(���� �	 �	 %�	���	+����	���A1�����	��	� I ��� 0���� ��	 ]�������� �� ���I -����� �� ���
����� (�
��	 �� ��� ��� 8��

���	 *�����	� �	� ��� 0���� ��	 *�����
 �� ��� ��� ����	�	���
Q+������

�1��������1�� +�������) ��� 0���� ��	 0����� ��	����	 ��	� �����
� ��-U7���
�������	 +�����	�� �����	)

�"���� ��	��		��� �� '�	������ C�D ��.� �� =��J@�
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�������	��� �	����� -�	���I ��� ;��1
��	���-�	���I 
�����&

s′ij =
{
c′ij
}−1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

s′11 s′12 s′13 0 0 0
s′12 s′11 s′13 0 0 0
s′13 s′13 s′33 0 0 0
0 0 0 s′44 0 0
0 0 0 0 s′44 0
0 0 0 0 0 s′66

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

��+�� s′66 = 2(s′11 − s′12) ���)

��� �	 ������ ��+��� �	���������	 2�����
�	��	 ��+�	 ���� 2�����
�	��
�	�� �	�
�	�
〈
1210

〉
�	�〈

1100
〉
�%�����	��	I �)�) ��� 
����	 +���� �	 ��� 8���
�+�	�) �

� %�����	��	 �	 ��� 8���
�+�	�

��	� +
�
) ����� �
��������	 ����	�������	 C�

����	�� 	���� +
�
) ����� �������	 �	���	�	�E

���
��
��� *6������������	I �	� �	 +����	 ��

�	 
���� ��� c������ C#������ *6������������E
��	������ 
�� 2�����
�	��������	�) ����� 
����	 ���� ��� �
��������	 ����	�������	 ������ 2���
���
�	��	 ��� ��	 ��	 *����� � � �����	 ��

 �	����+�	�	 �	�
6������	 7���	��	 +�������+�	)

@� ,�����	���	�6���� ��� 2�����
�	� 
���� ��� c�%�����	� �	�
�	� x2) *���� �	��1����� ���
x1x3��+�	� ��� 8���
�+�	� ��� 0���
���) ��� 2�����
�	��
�	�� 
���� 1���

�
 
�� x3������ �	�
��� 2�����
�	� +�F	��� ���� �� ���1��	� ��� x1x2��+�	�) ��� �����
	 ��	� ������	� ���
�
��������	 @�����1�� ��� 8���
�+�	� � � �

� 2�����
�	��
�	��	 �	 ��� 8���
�+�	� ���	�����) @	
������ ,�����	���	�6���� 
����� ��� ;��1
��	���-�	���

sij =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

s′11 s′13 s′12 0 0 0
s′13 s′33 s′13 0 0 0
s′12 s′13 s′11 0 0 0
0 0 0 s′44 0 0
0 0 0 0 s′66 0
0 0 0 0 0 s′44

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

� � ��� 8�����	�	� ��� *����	���1�	�	�� ���� ��� ����
����� ;��1
��	���-�	���I ��� ����
��� �		���� ε33 = 0 ����+�I +�	��
�&

Sij = sij − s3is3j
s33

.

����� 
����	 ���� ��� '�
�����H�	

Λ = −2S12 + S66

2S11

λ4 =
S22

S11

��F	����	)

$�� '���������
�����


��� 2�������+�	����
��� ��� *����	���1�	�	�� C,��1�	�	�� ��� 8������������� �	 ��� x1x2�
�+�	�E �	� ��� *�����+�	���1�	�	�� C,��1�	�	�� ��� 8������������� �	�
�	� x3E 
����	
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)�� %���	��	��	
	�	
��	

���� �	�+��	��� ��	��	�	��� +�����	�	) ��+�� �����	 ��� 2�������+�	����
��� �	 L6
�	������
����	���	 ���

r2 = x2
1 + x2

2 ����� θ = arctan
x2

x1

�	����+�	)

��� 2�������+�	����
� ��� *�����+�	���1�	�	��	 b3 ���� �����

u3 =
b3
2π

arctan

[√
S44

S55
tan θ

]

+�������+�	) ���

A = arctan

√
2(λ2 − Λ) tan θ
1 − λ2 tan2 θ

B =
(Λ + S12/S11)√

Λ2 − λ4
arctan

√−2(Λ + λ2) tan θ
1 + λ2 tan2 θ

C =
(λ2 + S12/S11)√

2(λ2 − Λ)
ln

[
r2
√

cos4 θ + λ4 sin4 θ − 1
2
Λ sin2 2θ

]

D =
(λ2 − S12/S11)
2
√−2(Λ + λ2)

ln
cos2 θ −

(
Λ −√

Λ2 − λ4
)

sin2 θ

cos2 θ −
(
Λ +

√
Λ2 − λ4

)
sin2 θ

��� ��� 7���	� � � ��� *����	���1�	�	�� (b1, b2) 1���

�
 
� x1 Cb2 = 0EI �)�) ��� 8������������

���� �	 ��� 8���
�+�	�EI

u1 =
b1
4π

[A−B]

u2 =
b1
4π

[D − C] .

�	� ��� 7���	� � � ��	 ��

I ���� ��� *����	���1�	�	�� (b1, b2) 1���

�
 
� x2 ��� Cb1 = 0E I
�)�) ��� 8������������ 
���� �	 ��� 1�����������	 �+�	�I 
�����

u1 =
b2
4π

[C +D]

u2 =
b2
4π

[A+B] .

$��  ������������
�����

�� ��� �	����� ��� *��1�
���
�� �	 ������1�
��	�	 2�����
�	��	 
� +�����	�	I �����	 
��
	����� ��� �	������������	 Kij +�	�����) ������	� ��� *6������� C!�
��
��� ����� �	�
�	�
2�����
�	��
�	��I #�
��
��� ����� �	�
�	� x2E ��� +����	 ��

�I ��� �	 ������ ��+��� ��������	I
��
� � � ���

Kij =

⎡⎣ K1 0 0
0 K2 0
0 0 K3

⎤⎦

/.3



) !�����
��	 ���������@����	�
�	 ��� ,	
�	�����	�

���

K1 =
1

S11

√
2(λ2 − Λ)

K2 =
K1

λ2

K3 =
1√

S44S55
.

��� �
�������� 0�����
�����	���	����� C1�� 2�����
�	��
�	��E � � 
��� ������ �	� 1���

�
�
2�����
�	��	 ��� ��	 8�������������	 b(1) �	� b(2) �	� ��� �+���	� d 
����� C�+���	���
.)/)> �	 J/>5KE

E12(d) = −
∑
i,j

Kijb
(1)
i b

(2)
j

2π
ln d+ ...,

��� �����
����	�	 -���� �	 �+���� �����
 ��	��	 	���� ��� �+���	� d �+)

��� �������	����� ��� ������1�
��	�	 2�����
�	� ��� ��� *���� ��� *�
+���	�����	 ��� +����	
(�����
������
�	��	 E1 �	� E2 C+���� �	�+��	��� ��	 dEI ����� 0�����
�����	���	����� E12

����� ��� *��1�
���
���	����� γd&

E = E1 + E2 + E12(d) + γd.

@� �
����������� ��� ��� �������	����� ��	���
I �� ���� ��� ∂E
∂d = 0 ��� *��1�
���
���	�����

��
��&

γ =
1

2πd

∑
i,j

Kijb
(1)
i b

(2)
j . C8)/E
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����	 1�
6������

�	�	 (���� ����	��	 C�) �++) ;)/EI ��� 	���� ���	��F
���� �����	 ��		��)

@	 �++) ;)! ��� ��� 8����� ��� ����������	���������	 ��	�� <+=�����

�	����	��������	 ���
	�� ���H���	 ,�����

��� C(��+� G"/!/E 
� ����	) �� ��		 ��� ��	�� 8����	��+�
� ����
����	
�����	I �� ���� ��� @	��	������	 ��� %�:�A� �	���1������� �����	 ��		�	I ��� +�� 	����
�	
��?����������� ������	� ��� 	����
�	����	 8�
��	������	� 	���� ���
��� ���) ������ N8���
��	��+�
�O 
���� ���� ��+���� �	��
����	 CL�	�	����� [110]EI ��� 0�	��
 
������	 ��	 {111}�
%�:�A�	 �	��1�����	 ��� �� ��+�����	 ��

 /"5◦) ��� �	 ��� 	���*������� ���+���	�	 %�:�A�I
��� {100} ���� {110}I ��	� ���� ���� 	���� ��M	�+��) ��?�

�� ��	� ��� ��������	 {200}�
�	� ������	 {440}�%�:�A�) ��� ��+����� ��������	���	�� ������ (���� ��� 0.84 ± 0.05 	�)

��	� ��V��	�
6�� ������ (���� ��� ������	� ����� ��������	� �� (��+�	��	� 	���� ���
���I
�� ��� *��	�
 ��� ,
�+�������� 	���� ��� *��	�
 ��� �	+���		��	 (���� 
� ���		�	 ���)
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unbekannte
Phase

GaMn N3

2 nm

Klebstoff

C+E

2 nm
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��� 9������	����1��+�	 �����	 +�� ��� ��� @�	�	��
�	 	��� ��� +�� *��+� J/3"K +�������+�	�	
2�������	 ��������

�)

��� @�	�	� 		�	� ����� �	��� ��	�������� 8������� ��� ��	�� �
������
��	��
��
�

����	
��� ��	�� ��1
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