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Kartesische Koordinaten: x = (x, y, 2)

Partielle rdumliche Ableitung

Horizontales Mittel iber Ebenen mit konstantem z
Réumliches Mittel iiber das gesamte Simulationsgebiet
Einheitsvektor in z-Richtung

Zeit

Partielle zeitliche Ableitung

Zeitliches Mittel iiber die gesamte Simulationsdauer

Geschwindigkeitsfeld: u = (uy, uy, u,)

Horizontale Geschwindigkeit: uj, = /uZ + u2
Geschwindigkeitsgrenzschicht

Poloidalfeld der Geschwindigkeit

Toroidalfeld der Geschwindigkeit

Geschwindigkeit des Meanflows: U = (U,, U,)

Vektor der Schwerebeschleunigung: g = |g|

Vektor der Winkelgeschwindigkeit (Corioliskraft): 2 = [€2]

Horizontaler Wellenvektor: k = (k,, k), k = |K|

Horizontale Wellenldnge der Stromung

Kritische horizontale Wellenlédnge der Strémung (am Onset)
Mittlere (reprisentative) Wellenlédnge

Spektrale Dichte
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Temperatur

Temperaturvariation

Temperaturdifferenz zwischen der oberen und unteren Platte
Statisches Temperaturprofil

Temperaturgrenzschicht

Druck

Druckvariation

Hohe der Zelle

Lange bzw. Breite der Zelle
Aspektverhéltnis: ' = %

Dichte

Kinematische Viskositét

Thermische Diffusivitat

Thermische Leitfdhigkeit

Thermischer Volumenausdehnungskoeffizient

Charakteristischer Warmefluss

Rayleigh-Zahl: Ra = 24 AT

Kritische Rayleigh-Zahl (am Onset)

Prandtl-Zahl: Pr =%

Ekman-Zahl: Bk = 553

Taylor-Zahl: Ta = 4 Bk~2 = 440

Nusselt-Zahl: Nu = IQTD

Reynolds-Zahl: Re = %

Rotations-Reynolds-Zahl: Re = ¥ /& = Re Ek*/?
Péclet-Zahl: Pe = % = Re Pr
Rotations-Péclet-Zahl: Pe,, = %\/g = Re Pr Ek'/?
Rossby-Zahl: Ro = % = Re Fk

Diffusionsfreie Rayleigh-Zahl: Ra, = gggAdT = Ra Ek* Pr—!

Diffusionsfreie Nusselt-Zahl: Nu, = MLTQCI = Nu Ek Pr—!

Diffusionsfreie Fluss-Rayleigh-Zahl: Ray, = —99Q  — Rq. Nu, = Ra Ek3 Pr—2
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Kapitel 1
Einleitung

Konvektionsstromungen treten in der Natur sehr haufig auf. In der Atmosphaére fiihrt die Auf-
heizung durch Sonneneinstrahlung dazu, dass sich Konvektionszellen iiber z.B. warmen See-
gebieten/Ozeanen bilden. Dies ist in Abbildung 1.1, rechts, dargestellt. Im Ozean selbst ist
die thermohaline Konvektion verantwortlich fiir die Ozeanstromung, der Golfstrom ist das bes-
te Beispiel dafiir. Und im fliissigen dufteren Erdkern schliefslich sind Konvektionsstromungen

wichtig fiir die Erzeugung des Magnetfeldes der Erde.

Abb. 1.1: Konvektionszellen bei Rayleigh-Bénard-Konvektion. Links: Bénard-Zellen in einer diinnen
Fliissigkeitsschicht (aus [1]). Rechts: Konvektionszellen iiber dem Pazifik (aus [2]).

Bei der Untersuchung thermischer Konvektion werden zum Beispiel der Warmetransport oder
die Strukturen eines thermisch instabilen Fluids betrachtet. Ein Fluid ist thermisch instabil,

wenn sich kaltes (schweres) iiber warmem (leichtem) Fluid befindet. Das warme Fluid erfahrt
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durch seine geringere Dichte einen Auftrieb, entgegengesetzt zur Gravitationskraft. Unterhalb
einer kritischen Temperaturdifferenz bzw. einer kritischen Rayleigh-Zahl (die eine dimensionslo-
se Kennzahl fiir die Temperaturdifferenz ist) wird Wérme nur durch Konduktion transportiert.
Ab der kritischen Rayleigh-Zahl setzt die Konvektionsstromung ein. Diese ist zuerst laminar

und wird mit steigender Rayleigh-Zahl turbulenter.

Untersuchungen zur Konvektion gehen zuriick auf Henry Bénard zu Beginn des 20. Jahrhunderts
(siche [6]). In seinem Experiment (siche Abbildung 1.1, links) wird eine diinne Fluidschicht von
unten beheizt und es bilden sich Konvektionszellen aus. Allerdings stellte es sich spéter heraus,
dass nicht die thermische Instabilitdat fiir diese Muster verantwortlich war, sondern vor allem

die Oberflichenspannung, die sich mit der Temperatur dndert.

Der Einfluss der Corioliskraft wurde schon frith (z.B. 1969 von Rossby, siche [33]) untersucht.
Sie fithrt dazu, dass die Konvektion erst ab einer groferen kritischen Rayleigh-Zahl einsetzt, da
sie durch die Rotation unterdriickt wird. Fiir Werte wenig oberhalb dieser kritischen Rayleigh-
Zahl ist die Stromung durch die Rotation bestimmt. Erst fiir viel grokere Rayleigh-Zahlen wird

die Rotation unwichtig und die Stromung verhélt sich wieder wie im Fall ohne Rotation.

Diese Dissertation beschéftigt sich mit der Untersuchung thermischer Rayleigh-Bénard-
Konvektion unter dem Einfluss der Rotation mittels direkter numerischer Simulationen. Dazu
wurde eine dreidimensionale ebene horizontale Schicht eines Fluids (charakterisiert durch die
dimensionslose Prandtl-Zahl) simuliert, bei der der Vektor der Gravitationsbeschleunigung in
negative z-Richtung zeigt. Der Vektor der Winkelgeschwindigkeit ist antiparallel dazu orien-
tiert. Thr Betrag bestimmt die Grofe der Ekman-Zahl, einer dimensionslosen Kennzahl fiir die
Corioliskraft. Diese Ekman-Zahl ist neben Rayleigh- und Prandtl-Zahl der Hauptparamter der

Stromung.

Untersucht wurde der Wérmetransport in Abhéngigkeit der drei genannten Kennzahlen. Dabei
wurde eine Auftragung iiber einer Rotations-Péclet-Zahl Pe,,; gefunden, bei der der Warme-
transport fiir Rechnungen mit unterschiedlichen Kennzahlen zu einer einzigen Kurve zusam-
menfallen. Anhand der Rotations-Péclet-Zahl kann also ein Kriterium dafiir definiert werden,
ab wann der Warmetransport nicht mehr von der Rotation beeinflusst ist. In dieser Auftra-
gung kann man zusétzlich zu den rotationsdominierten und rotationsfreien Regimes einen Uber-
gangsbereich identifizieren. Fiir diesen Ubergangsbereich liefert eine Betrachtung diffusionsfreier
Kennzahlen ein Potenzgesetz, das gut mit anderen Simulationen bzw. Experimenten iiberein-

stimmt.

Daneben wurde auch die normierte Helizitdt untersucht, um zu entscheiden, ab wann die Stro-

mung selbst nicht mehr durch die Rotation bestimmt wird. Dies lasst sich anhand der Betrach-
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tung der kinetischen Energiedissipation untermauern. Hierbei ist die Rotations-Reynolds-Zahl

Re,,; das Kriterium, das die Grenze zum nichtrotierenden Bereich festlegt.

Schliefslich wurde die Grofe der entstandenen Stromungsstrukturen betrachtet. Diese werden
fiir den rotationsfreien und rotationsbehafteten Fall gegeniibergestellt. Eine Auftragung der aus
den Spektren gewonnenen mittleren Wellenldngen zeigt in einer Auftragung iiber Pe,.,; ebenfalls

nur eine einzige Kurve.

Die Arbeit gliedert sich in mehrere Kapitel. Nach dieser Einleitung werden in Kapitel 2 die
Grundlagen erklart. Dazu zéhlen die physikalischen und entdimensionalisierten Gleichungen
sowie die Kennzahlen. Auch ein Test des Programms mittels linearer Stabilitdtsanalyse wird
diskutiert.

In Kapitel 3 wird die Umsetzung der Gleichungen des vorigen Kapitels beschrieben. Dabei wird
besonders auf die Diskretisierung und die Aufstellung der Matrizen des Gleichungssystems
eingegangen. Anhand eines Beispiels wird die Implementierung der Randbedingungen erklart.
Kapitel 4 geht néher auf den Aufbau des Programms selbst und den Aspekt der Parallelisierung
ein. Auch der Berechnung der expliziten rechten Seiten des Gleichungssystems ist ein Abschnitt

gewidmet.

Kapitel 5 beinhaltet die Ergebnisse der Arbeit. Zusétzlich zu den Simulationen mit schubspan-
nungsfreien Rédndern werden auch die Ergebnisse einiger Simulationen mit no-slip Rdndern
vorgestellt. Zuerst wird der Unterschied zwischen den beiden Randbedingungen anhand von
Geschwindigkeitsprofilen und deren Grenzschichten hervorgehoben. Dann wird der Wérme-
transport untersucht. Dabei wird vor allem auf die Auftragung iiber Pe,, eingegangen, um
ein Kriterium zu finden, ab wann der Warmetransport nicht mehr durch die Rotation beein-
flusst wird. Ebenfalls wird die Helizitdt der Stromung ausgewertet, als Mafs fiir den Einfluss der
Rotation auf die Struktur des Fluids. Daraus kann wiederum ein Kriterium fiir den Ubergang
zum rotationsfreien Regime hergeleitet werden, das nur von der Rotations-Reynolds-Zahl Re,.;
abhéngt. Die Grofe der Stromungsstrukturen wird durch Betrachtung der vorherrschenden

Wellenlangen und der Spektren ausgewertet.

Zum Schluss folgen die Zusammenfassung in Kapitel 6 und mehrere Anhénge. In diesen sind die
Tabellen der Simulationsergebnisse (Anhang A), die Eigenschaften der Chebychev-Polynome
(Anhang B) und die Herleitung der kinetischen Energiedissipation (Anhang C) enthalten.

Die Ergebnisse der Arbeit wurden verdffentlicht in [35].






Kapitel 2
Rayleigh-Bénard-Konvektion

In diesem Kapitel wird das Rayleigh-Bénard-System vorgestellt. Zuerst wird der Aufbau des
Simulationsgebietes besprochen. Danach werden die Gleichungen, die das System beschreiben,
vorgestellt und entdimensionalisiert. Die dabei entstehenden Kennzahlen werden am Beispiel
des Erdkerns in den Bezug zur Realitdt gesetzt. Schlieklich wird noch ein Testfall fiir das
Programm, nédmlich eine lineare Stabilitdtsanalyse zur Bestimmung des Onsets fiir verschiedene

Rotationsraten, diskutiert.

2.1 Das Rayleigh-Bénard-System

Die Rayleigh-Bénard-Konvektion wird in der vorliegenden Arbeit in einem quaderférmigen
Gebiet simuliert. Der Quader ist charakterisiert durch das Aspektverhéltnis I', welches das
Verhiltnis der Léange bzw. Breite zur Hohe angibt. Bei den Simulationen wurde immer eine
quadratische Grundfliche verwendet, so dass I' = I'; = I'y = L/d ist. Das Fluid wird in
vertikaler Richtung durch zwei Platten begrenzt. Diese haben unterschiedliche Temperaturen
T, und 75 und den Abstand d voneinander, siche Abbildung 2.1. Dabei ist die Temperatur an

der unteren Platte grofer als an der oberen, damit ein instabiler Temperaturgradient entsteht.

Die Platten sind aber keine festen Wéande in dem Sinn, dass alle Geschwindigkeitskomponenten
verschwinden miissen. Es gilt also nicht die no-slip Bedingung, wie man es im Laborexperi-
ment vorfadnde. An den Platten sind schubspannungsfreie Randbedingungen implementiert, die
nur dafiir sorgen, dass die z-Komponente der Geschwindigkeit verschwindet. Fiir die horizonta-
len Geschwindigkeitskomponenten sollen lediglich die Ableitungen in z-Richtung verschwinden

(siche Kapitel 3, Abschnitt 3.3 fiir ein Beispiel). In horizontaler Richtung soll moglichst kein
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Einfluss durch Seitenwénde entstehen, es werden deshalb periodische Randbedingungen ver-

wendet. Die Fluidschicht ist so ausgerichtet, dass der Vektor der Schwerebeschleunigung g

| L |
. | Z:1

b

| A2 T

T e > — ()

Abb. 2.1: Aufbau des Simulationsgebiets mit Abmessungen. Schematisch eingezeichnet sind zwei Kon-

vektionsrollen.
senkrecht nach unten zeigt. Der Vektor der Winkelgeschwindigkeit €2 zeigt in entgegengesetzte
Richtung. Das Fluid selbst wird als inkompressibel angenommen. Dies ist moglich, solange die
Temperaturunterschiede nicht zu grofs sind.

2.2 Die Gleichungen des Systems

Dieses System mit einem inkompressiblen Fluid lasst sich mathematisch durch drei Gleichungen

beschreiben:
oou+ o(u-Vyju=—-Vp+ owVu+F (2.1a)
OT + (u-V)T = kV°T (2.1b)
V-u=0 (2.1c)

Die Navier-Stokes-Gleichung (2.1a) beschreibt die zeitliche Bewegung eines Fluidteilchens unter
dem Einfluss von Advektion, Druck und Diffusion. Es ist u die Geschwindigkeit, p der Druck,
o die Dichte und v die kinematische Viskositéit. Die zusétzliche duftere Kraft F beinhaltet im

vorliegenden Fall die Schwerkraft und die Corioliskraft:
F = pg +20(ux Q) =0(g-2+2Q(u x z))

Hierbei ist z der Einheitsvektor in z-Richtung, die Schwerkraft wirkt nur in negative z-Richtung

und g ist der Betrag der Schwerebeschleunigung. Die Rotationsachse (Richtung der Winkelge-
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schwindigkeit ) wird der Einfachheit halber so gewéhlt, dass sie in positive z-Richtung zeigt.
Sie hat dem Betrage nach die Grofe ).

Die Warmetransportgleichung (2.1b) beschreibt die zeitliche Entwicklung der Temperatur durch
Advektion und Diffusion. Es ist T die Temperatur, u wiederum die Geschwindigkeit und « die
thermische Diffusivitét. Schlieflich gilt auch die Kontinuitétsgleichung (2.1c) fiir ein inkom-
pressibles Fluid.

An dieser Stelle sollen kurz die Randbedingungen erwahnt werden. Fiir die Temperatur gilt:
T|(z:0) =T, T\(z:d) =15

Die Differenztemperatur zwischen den Platten ist somit AT = T} — T5. Die horizontale Ge-
schwindigkeit an den Platten ist, wie oben schon erwahnt, nicht vorgegeben. Lediglich die
Ableitung muss verschwinden. Die z-Komponente der Geschwindigkeit muss jedoch fiir eine

feste, undurchléssige Wand verschwinden:

azuml(z:O) =0= azum|(z:d) (22&)
azuy|(2=0) =0= 8zuy|(z:d) (22b)
uzl(z:O) =0= uz|(z:d) (QQC)

Auf die Navier-Stokes-Gleichung wendet man nun die Boussinesq-Ndherung an (siche z.B. [7;
31]). Dafiir nimmt man an, dass das Fluid inkompressibel ist (die Dichte nicht mehr vom Druck

abhéngig ist) und sich die Dichte nur linear mit der Temperatur dndert, also:

Q0 — 00 = QoOé(T - To)

Hierbei sind Ty und gy eine mittlere Temperatur bzw. Dichte. Der thermische Ausdehungs-
koeffizient « soll klein sein, so dass die Dichtednderungen bei kleinen Temperaturanderungen
ebenfalls klein sind. Damit kénnen sie in allen Termen bis auf den Auftriebsterm vernachléssigt
werden:

du+ (u-V)u+2Q(z x u) = —iVW + vVu + gabz
90

Hierbei wurden auferdem die absoluten Grofien des Drucks p und der Temperatur 7' ausge-
driickt durch ihre Anderungen 7 und € von einem statischen Profil, also # = T — T, und
T = p — ps. Das statische Temperaturprofil T bildet sich in dem Fall, dass keine Geschwindig-

keit herrscht, nur durch thermische Diffusion aus. Es ist somit linear und gehorcht der Form:

T, =T, — AT 2 (2.3)
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2.2.1 Entdimensionalisierte Gleichungen

Nun werden die Gleichungen entdimensionalisiert. Alle physikalischen Grofen wie Lénge, Zeit,
Geschwindigkeit, Temperatur, etc. werden dimensionslos gemacht, indem man Referenzgrofen
einfiihrt. In diesem Fall soll die Referenzliange gerade die Zellhohe d sein, die Referenzzeit ist
die thermische Diffusionszeit d?/x und die Referenztemperatur ist gerade der Temperaturun-

terschied AT'. Alle weiteren dimensionslosen Grofen ergeben sich durch eine Kombination aus

diesen:
d
X =x. 1 u=u--—
d K
d2
t’:t-% . Q-0
1%
1 d?
9/: h e /: .
AT T e K2

Natiirlich kénnte man fiir die Referenzgrofsen auch eine andere Wahl treffen, zum Beispiel fiir

die Referenzlédnge die Breite des Simulationsgebiets, aber die obige Entdimensionalisierung ist
die iibliche.

Aus den Gleichungen (2.1a-2.1¢) ergeben sich damit:

o' + (0 -V +2Pr Bk Yz x u) = —=V'7' + PrV'°u’ + Ra Pr0'z (2.4a)
80 + (0 -V =V +u -z (2.4b)
Viu' =0 (2.4¢)

Der Einfachheit halber werden im Folgenden wieder die Striche an den Variablen weggelassen.

Alle folgenden Gleichungen sind also dimensionslos.

Die Charakterisierung des Fluids, das normalerweise durch Materialkonstanten wie z.B. Dich-
te o, Viskositdat v oder die Temperaturleitfahigkeit x bestimmt wurde, geschieht nun durch
Kennzahlen. Diese sind dimensionslos und beinhalten alle Materialkonstanten sowie die Para-
meter des Systems, die fiir das Problem wichtig sind.

2.2.2 TUberblick iiber die Kennzahlen

Die Kennzahlen, die das System beschreiben, sind erstens die Rayleigh-Zahl:

_gad® AT

VK

Ra
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Sie beschreibt das Verhéltnis von Auftriebskriften und viskosen Kréften. Konvektion setzt erst
ab einer kritischen Rayleigh-Zahl Ra,. ein, die im vorliegenden Problem abhéngig ist von der
Ekman-Zahl Ek (siehe dazu Abschnitt 2.3). Diese ist definiert als

v
T Q®

Sie gibt das Verhéaltnis zwischen viskosen Kréften und der Corioliskraft an. Bei der gewéhlten

Ek mit Q=[]

Entdimensionalisierung ist sie einfach das Reziproke der dimensionslosen Rotationsrate. Eine
analoge, ebenfalls haufig in der Literatur anzutreffende Kennzahl ist die Taylorzahl, definiert
als Ta = 4 Ek~2. Die Prandtl-Zahl schlieflich ist:
Pr = v
K
Sie ist eine Kennzahl, die nur vom Fluid abhédngt, und ist definiert als Verhéltnis zwischen

kinematischer Viskositdt und Temperaturleitfahigkeit.

Neben diesen drei Kennzahlen, die das System beschreiben und zur Losung des Gleichungssys-
tems natiirlich bekannt sein miissen, gibt es noch weitere Kennzahlen, die Krafteverhaltnisse
innerhalb des Fluids angeben. Die wichtigsten fiir die Konvektion mit Rotation sind Nusselt-

und Reynolds-Zahl. Daraus kénnen die Péclet- und Rossby-Zahl abgeleitet werden.

Die Nusselt-Zahl ist ein Mafs fiir den Warmetransport eines konvektierenden Fluids im Ver-
gleich zum diffusiven Warmetransport. Vor dem Einsetzen der Konvektion wird Wérme allein
durch den instabilen Temperaturgradienten transportiert, d.h. sie diffundiert. Ubersteigt die
Rayleigh-Zahl eine kritische Grenze, so wird zusétzlich Warme durch Konvektion, also durch
die Bewegung des Fluids, transportiert. Die Nusselt-Zahl ist definiert als:

QD
T IAT
Es ist ) der charakteristische Wérmefluss, D eine charakteristische Lange und [ die thermische
Leitfahigkeit. Die Nusselt-Zahl lasst sich aber auch iiber die Geschwindigkeit und die Tempe-

ratur ausdriicken:

Nu

Nu(z) = (u, - T>x7y — 0, <T>x7y (2.5)

Dies ergibt sich aus der Warmetransportgleichung (2.1b), die in dimensionsloser Schreibweise

diese Form hat:

Nun mittelt man diesen Ausdruck iiber die horizontalen Richtungen:

o(T),, = ~0-((u.-T),, —0-(T), ) (2.6)
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In Gleichung (2.6) ist der Ausdruck (u, - T>$’y—8z <T>x’y gerade die vertikale Warmestromdich-
te . Diese ist fiir den Fall ohne Konvektion gerade eins (die Geschwindigkeit ist u, = 0 und die
Ableitung des statischen Temperaturprofils ist 0,7 = —1). Damit ergibt sich der einfache Aus-
druck in Gleichung (2.5) fiir die Nusselt-Zahl. In turbulenten Stréomungen ist die Nusselt-Zahl
eine zeitabhéngige Grofe. Deshalb wird sie als zeitliches Mittel aus den Simulationsergebnissen
berechnet. Dabei ist darauf zu achten, dass iiber einen geniigend langen Zeitraum gemittelt
wird (siehe dazu auch Abschnitt 2.2.3). Eine so berechnete Nusselt-Zahl ist auch nicht mehr
von der z-Koordinate abhéngig, da keine Warme durch die Seitenwénde verloren gehen kann.
Es ist also mit Gleichung (2.5)

Nu = (Nu(z)),

Die Reynolds-Zahl ist eine Kennzahl, die das Verhéltnis von Trégheitskraften zu viskosen Kraf-
ten beschreibt. Sie ist definiert als

D
Re:U—

14

Hierbei ist U eine typische Geschwindigkeit und D eine typische Lénge des Systems. Eine
typische Geschwindigkeit ist z.B. die mittlere (dimensionslose) Geschwindigkeit U’ die auch

zur Definition der kinetischen Energie in der Stromung verwendet wird:

d : 1 2 2 2
U= \2(Bin), = U mit B = 5 <ur +u + uz>v (2.7)

Die typische Lange wird mit der (dimensionslosen) Zellhéhe D' = D Cll = 1 identifiziert. Also
ist
kd U -D 1 U

Re=—0 = =%

(2.8)

Das Produkt aus Prandtl- und Reynolds-Zahl wird Péclet-Zahl genannt. Sie beschreibt das

Verhiltnis von konvektiv transportierter zu geleiteter Wérme:

D
P€:U—:R€P7‘
K

Die Rossby-Zahl schlielich gibt das Verhéltnis zwischen den Tragheitskréaften und der Corio-
liskraft an. Sie ist definiert als:

i = Re Fk

RO:QD_
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Die in der Einleitung angesprochene Rotations-Péclet- bzw. Rotations-Reynolds-Zahl wird zu-
sammen mit den Ergebnissen in Kapitel 5.3.2 bzw. 5.4.1 hergeleitet. Zusétzlich werden in Kapi-
tel 5.3.3 fiir den Ubergangsbereich zwischen rotationsdominiertem und rotationsfreiem Regime

noch weitere, diffusionsfreie Kennzahlen definiert werden.

In Tabelle 2.1 sind die geschétzten Kennzahlen fiir den Erdkern aufgelistet (aus [5]). Daneben

sind auch die Kennzahlen bzw. der Kennzahlbereich der Simulationen dieser Arbeit eingetra-

gen.
Kennzahl | Definition Erdkern Simulation
Rayleigh | 242 [ 10% —10% [ 10° - 10
Prandtl z ~001—-0.11] 0.7und 7.0
Ekman O ~ 1071 2-107° — 00
Qd
Nusselt T 1-30 1—-60
Reynolds ud ~ 10° 107t — 103
Rossby o ~ 1076 1073 — 10¢

Tab. 2.1: Gegniiberstellung der Kennzahlen des Erdkerns (aus [5]) und der Simulationen dieser Arbeit.

Die ersten drei Zeilen sind die Parameter der Simulation, die letzten drei Zeilen die Ergebnis-
Kennzahlen. Es ist erkennbar, dass die Kennzahlen der Simulation bei weitem nicht an die
herankommen, die man in der Realitéat findet. Es ist allerdings auch nicht unbedingt nétig, die
Werte der Realitat zu simulieren, wenn die Kennzahlen des untersuchten Systems ein asymp-
totisches Verhalten aufweisen. Wenn man ein solches Verhalten im Modell findet, dann ist es

durchaus gerechtfertigt, das Modell zu den Werten der Realitét hin zu extrapolieren.

2.2.3 Zeitskalen

Es stellt sich die Frage, wie lange man eine Simulation laufen lassen muss, um ein verlassliches
Ergebnis z.B. fiir die Nusselt-Zahl zu erhalten. Fiir laminare Stromungen sicherlich so lange,
bis sich ein konstanter Wert eingestellt hat. Fiir turbulente Stromungen wird man einen solchen
Endzustand nicht mehr erreichen. In diesem Fall ist die Simulation ,,auskonvergiert”, wenn sich
der zeitliche Mittelwert nur noch wenig é&ndert. Eine andere Moglichkeit ware die Betrachtung

des laufenden zeitlichen Mittels.

Quantitativ kann man sich an den typischen Zeitskalen des Systems orientieren. Eine konvek-
tive Zeitskala t, wird definiert {iber die Zeit, die ein typisches Fluidteilchen bené6tigt, um einen

Umlauf einer Konvektionsrolle mitzumachen. Fiir dieses typische Fluidteilchen setzt sich der
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mittlere Weg zusammen aus den horizontalen und vertikalen Abmessungen einer Konvektions-
rolle (siehe auch Abbildung 2.1). In horizontaler Richtung muss das Fluidteilchen zwei mal den
Weg A\/2 und in vertikaler Richtung zweimal den Weg (der Zellhéhe) d zuriicklegen. Damit er-
gibt sich, im entdimensionalisierten System, als Gesamtweg A+ 2. Die mittlere Geschwindigkeit

wird {iber die kinetische Energie nach Gleichung (2.7) definiert:

mittlerer Weg = A+2
A+2

mittlere Geschwindigkeit = 2 <Ekm> . 2 <Ekm>t

Die Simulationen wurden immer mindestens 100 konvektive Zeitskalen lang laufen gelassen, um

auskonvergierte Ergebnisse zu liefern.

2.3 Lineare Stabilitatsanalyse fiir verschiedene Ekman-
Zahlen

Wie schon vorher erwédhnt, héngt die kritische Rayleigh-Zahl Ra. von der Ekman-Zahl ab. Die
kritische Rayleigh-Zahl erhélt man durch eine lineare Stabilitdtsanalyse des Gleichungssystems.
Das ist ausfiihrlich in [10] behandelt.

Die kritische Rayleigh-Zahl fiir den Fall ohne Rotation ist abhéngig von den verwendeten Rand-
bedingungen. Fiir schubspannungsfreie Rdnder oben und unten ist sie verstédndlicherweise klei-
ner als mit no-slip Réndern. Die fehlenden Grenzschichten (und damit die geringere Reibung)
fiihren dazu, dass schon bei einer kleineren Temperaturdifferenz Konvektionsstromungen ent-

stehen. In Tabelle 2.2 sind die kritischen Rayleigh-Zahlen verzeichnet.

kritische Rayleigh-Zahl Ra.. Randbedingungen
657,5 schubspannungsfreie Rander oben und unten
1107 ein schubspannungsfreier und ein no-slip
Rand (z.B. im Erdmantel)
1708 no-slip Rénder oben und unten (z.B. im &u-
fseren Erdkern)

Tab. 2.2: Vergleich der kritischen Rayleigh-Zahlen Ra, fiir verschiedene Randbedingungen.

Fiir den Fall mit Rotation sind in Tabelle 2.3 die Literaturwerte (aus [10]) fir verschiedene
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Ekman-Zahlen verzeichnet. Es ist anzumerken, dass diese (im vorliegenden Fall der rotierenden

ebenen Schicht) unabhéngig von der Prandtl-Zahl sind.

Im Programm ist es mdglich, den nichtlinearen Advektionsterm abzuschalten und somit eine
linearisierte Rechnung durchzufiithren. Um die kritische Rayleigh-Zahl und die kritische Wel-
lenléinge zu bestimmen, startet man Rechnungen mit geniigend grofsem Aspektverhéltnis und
einem zufélligen Temperaturfeld. Dabei wiahlt man Rayleigh-Zahlen, die knapp ober- und knapp
unterhalb der kritischen Rayleigh-Zahl liegen. Fiir Ra < Ra. beobachtet man eine exponentiell
abfallende Losung (z.B. bei der Betrachtung der kinetischen Energie) und fiir Ra > Ra, eine
exponentiell ansteigende Losung. Die jeweiligen Abkling- und Anwachsraten 3 tragt man iiber
der Rayleigh-Zahl auf und erhélt die kritische Rayleigh-Zahl durch Interpolation dort, wo 5 = 0

ist. Dies ist exemplarisch in Abbildung 2.2 gezeigt fiir zwei verschiedene Ekman-Zahlen.

0.4 T T T T T T T 15

0.2f i

0 0.5F
-0.2| 0
@ -0.4r @ -0.5r

-0.6

-0.81

X

- L I I I I L I 25 L L I I I L L L I
1%OD 610 620 630 640 650 660 670 680 9.1 912 914 916 918 9.2 922 924 926 9.28 9.3

Ra Ra x10*

Abb. 2.2: Bestimmung des Onsets durch Linearisieren: Abkling- und Anwachsraten 3 fiir Kk = oo
(links) und Ek = 2- 1073 (rechts).

Die kritischen Wellenldngen sollten sich, wenn das Aspektverhéltnis nur grof genug ist, von
alleine einstellen. Wie man in Tabelle 2.3 sieht, ist das auch der Fall. Tragt man die kritischen
Rayleigh-Zahlen Ra. und die kritischen Wellenldngen A. aus der Literatur und der Simulation
iiber der Ekman-Zahl auf, so erhélt man Abbildung 2.3.

Man erkennt eine gute Ubereinstimmung der Simulation mit der Theorie. Fiir geniigend kleine
Ekman-Zahlen (Ek < 1-1072) gibt es ein Potenzgesetz fiir die Abhingigkeit zwischen der
kritischen Rayleigh-Zahl Ra. und der Ekman-Zahl Ek:

Ra. < ag, Bk~ (2.9)
Analog erhélt man fiir die kritische Wellenlénge .

Ae o ay EEY3 (2.10)
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x Ra

1012 c,Literatur 1 x )\c.Li(eratur

+ A

a
c,Simulation c,Simulation

——Fit: Ra_= 22 * EK**

+ R

—Fit:A =383 *Ek"®

10 10 10" 10 10 10 107 10° 10
Ek Ek

Abb. 2.3: Vergleich zwischen Literatur (aus [10]) und linearisierten Simulationen. Ein linearer Fit fiir

gentigend kleine Ekman-Zahlen ist ebenfalls eingetragen.

Dieses Potenzgesetz gilt fiir jegliche Randbedingungen, nur die Vorfaktoren unterscheiden sich.
Fiir den vorliegenden Fall mit schubspannungsfreien Randern oben und unten sind sie ag, = 22
und a, = 3.83.

Literatur eigene Simulation
Ta EEk Ra, Ae Ra, Ac
0 00 6.575-10% | 2.8138 | 6.5754 - 10 | 2.8282

-10% 1 2.000- 107 | 8.263 - 10% | 2.4222 | 8.2639-10? | 2.4253
-10% | 2.000- 1072 | 5.377-10% | 1.1027 | 5.3774-10% | 1.0988
-10% | 2.000 - 1073 | 9.222- 10* | 0.48858 | 9.2228 - 10* | 0.4877
- 108 | 2.000-107* | 1.897-10°% | 0.22424 | 1.8972-10° | 0.22387

—_ = =

Tab. 2.3: Vergleich der kritischen Rayleigh-Zahl Ra. bzw. der kritischen Wellenldnge . fiir verschie-

dene Ekman-Zahlen. Die Literaturwerte sind aus [10] entnommen.
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Kapitel 3
Numerische Umsetzung

In diesem Kapitel wird die Behandlung der Gleichungen besprochen, wie sie im vorigen Kapitel
hergeleitet wurden. Dazu gehort zum einen das Aufstellen der endgiiltigen Gleichungen aus den

Gleichungen (2.4a-2.4c¢) und zum anderen die rdumliche und zeitliche Diskretisierung dieser.

Zum Ende des Kapitels wird noch an einem Beispiel die Aufstellung des Gleichungssystems

bzw. der damit verbundenen Matrizen vorgefiihrt.

3.1 Behandlung der Navier-Stokes-Gleichung und der

Temperaturgleichung

3.1.1 Behandlung der Navier-Stokes-Gleichung: Aufspaltung der Ge-
schwindigkeit

Das Vektorfeld der Geschwindigkeit ist solenoidal, da aufgrund der Inkompressibilitdat des Fluids
keine Quellen oder Senken im Geschwindigkeitsfeld vorhanden sind. Deshalb kann man es auf-
spalten in einen Toroidalanteil W, einen Poloidalanteil ® und einen Meanflow U (siehe z.B.
[34]):

u(z,y,2,t) =V xV x (®(z,y,2,t)z) + V x (V(z,y, 2,t)z) + U(z, 1) (3.1)

Im Gegensatz zum vektorwertigen Geschwindigkeitsfeld u sind das Toroidal- und das Poloi-
dalfeld skalar. Sie sind auferdem periodisch und mittelwertfrei; damit ist gewéhrleistet, dass
sie mittels einer FFT in den Fourierraum transformiert werden kénnen. U enthélt schlieftlich

den Mittelwert der Geschwindigkeit in x- und y-Richtung, Meanflow genannt, der aufgrund der
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gewlinschten Periodizitdt von ®(z,y, z,t) und W(x,y, z,t) separat behandelt werden muss. Die

Kontinuitéitsgleichung wird durch die Zerlegung automatisch erfiillt.

Die Bewegungsgleichung (2.4a) fiir die Geschwindigkeit muss nun in den neuen Gréfen @, ¥ und
U ausgedriickt werden. Dies geschieht, indem man die Rotation von Gleichung (2.4a) bildet.

Die z-Komponente davon ist die gesuchte Gleichung fiir das Toroidalfeld:
(024 02) (& — Pro®)w -2 Pr B10.0| =Ry (3.2)

Fiir das Poloidalfeld bildet man entsprechend zweimal die Rotation und nimmt die

z-Komponente:
(02 + 02) [VQ(at — Prv3)d — 2 Pr Ek;—lalef} — R (3.3)
Die jeweiligen rechten Seiten sind:

Ry =—2- [V x[(Vxu)xu]] (3.4)
Ro=—(02+07)RaPrO—12z-[VxVx[Vxu)xu (3.5)

Die Gleichung fiir den Meanflow erhéilt man, indem man Gleichung (2.4a) iiber x und y mittelt:

_Uy

Uz
(0p — Pro?) oot 2 PrEE! =Ry (3.6)

y xT

Ru=—((Vxu)x u>x7y (3.7)

Der Meanflow hat natiirlich keine z-Komponente, da das Fluid als inkompressibel angenommen

wird und aufserdem undurchlissige Wande oben und unten gesetzt sind.

Wie man sieht, taucht der Druck in den Gleichungen nicht mehr auf. Der Gradient des Drucks,
der in Gleichung (2.4a) steht, fallt beim Bilden der Rotation bzw. des Mittelwertes weg. Eben-
so fallt auf, dass die Corioliskraft, im Gegensatz zum Auftriebsterm, nicht auf den rechten
Seiten der Toroidal- bzw. Poloidalgleichung steht. Der Grund dafiir ist, dass so eine implizite
Behandlung des Coriolisterms moglich ist. Dies wird in Abschnitt 3.3 ausfiihrlich behandelt.

Moéchte man umgekehrt die Geschwindigkeit u aus der Zerlegung berechnen, so gilt:
0,V +0,0,9 + U,

u=| —0,¥+09,0.2+U, (3.8)
—(02+02)®
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Die Randbedingungen fiir die neuen Variablen ®, ¥ und U koénnen nun aus den geforderten
Randbedingungen fiir die Geschwindigkeit u und Gleichung (3.8) berechnet werden. Diese sind

im spannungsfreien Fall:

azuac|(z:0) =0= azuac|(z:1)
Oztty|z=0) = 0 = Dztty|(z=1)

uz’(z:O) =0= uz‘(z:l)

Das bedingt folgende Randbedingungen fiir &, ¥ und U:

Ql(2=0) = 0 = D|(.—) (3.9a)
D2®|(sp) = 0= 20|,y (3.9b)
0.V |(2=0) = 0 = 0.V|(.=1) (3.9¢)

0.Us|(z=0) = 0 = .Uy |(z=1) (3.9d)
0:Uy|(z=0) = 0 = 0:Uy| (o= (3.9¢)

Diese Randbedingungen werden spéter in die Zeitschritt-Matrix implementiert werden.

3.1.2 Behandlung der Temperaturgleichung

Die Temperaturgleichung (2.4b) dndert sich kaum. Sie ldsst sich analog zu den Geschwindig-

keitsgleichungen schreiben als:
(0, — VHO =Ry (3.10)
Die rechte Seite ist:
Ro=—(02+0)® — (V- (uf)) (3.11)

Hierbei ist der linke Term der rechten Seite die Entsprechung fiir u -z = u, in den zerlegten
Feldern, siehe Gleichung (3.8). Der rechte Term ist vereinfacht unter Benutzung der Kontinui-

tatsgleichung (2.4c).
Die Randbedingungen sind:

0] (z=0) = 0 = 0| (.=1)
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3.2 Raumliche und zeitliche Diskretisierung

3.2.1 Zerlegung nach Fourier-Koeffizienten

Wie schon angedeutet, sollen die Gleichungen in z- und y-Richtung nach ihren Fourierkoeffizien-
ten entwickelt werden. Dies wird fiir das Poloidal- und Toroidalfeld sowie fiir das Temperaturfeld
gemacht. Fiir den Meanflow (3.6) ist es nicht notig/moglich, da dieser nicht mehr von x bzw.

y abhéngt, sondern nur noch von z.

Die Felder im Ortsraum werden also ausgedriickt durch eine (endliche) Summe iiber die Fou-

rierkoeffizienten im Spektralraum:

O(x,t) =Y Di(z,t)e” (3.12a)
U(x, 1) =Y Wy(zt)e™™ (3.12D)
O(x,t) =) Olz t)e™ (3.12¢)

Hierbei ist r = 2x + yy der Ortsvektor in der zy-Ebene und k = k,x + k,y der zugehdrige
Wellenvektor der Fourierkoeffizienten. Diese héngen jetzt rdumlich nur noch von z und der
Zeit t ab. Die Wellenvektoren sind jeweils gegeben durch die Wellenzahlen k, und £, die von
der gewihlten Auflésung N, bzw. N, und dem Aspektverhéltnis I', =I', =I' abhéngen:

N, N, 2
by = (— e 1,0,1,...,741) - <?7T) (3.13)

Man erkennt leicht, dass die gewédhlte Auflosung direkt bestimmt, welche Wellenzahlen /-ldngen

noch aufgelost werden konnen. Je grofer die Auflosung ist, desto grofere Wellenzahlen bzw.
kleinere Wellenldngen kénnen auch aufgelost werden. Allerdings steigen damit natiirlich auch
der Speicherbedarf und die Rechenzeit an. Die Auflésung ist deshalb so zu wahlen, dass die vor-
kommenden Strukturen im Stromungs- und Temperaturfeld ausreichend genau wiedergegeben
werden. In den Tabellen der Simulationsergebnisse in Anhang A ist die verwendete Auflésung

deshalb mit angegeben.

Um den Wechsel zwischen Orts- und Fourierraum schnell zu bewiltigen, wird eine FFT aus
[32] verwendet. Dazu ist es notig, dass die Auflésung in beiden horizontalen Richtungen eine

Potenz von zwei ist. Typisch sind Auflésungen von 128 oder 256 Punkten in z- und y-Richtung.

Setzt man die Entwicklungen (3.12a-3.12¢) in die Gleichungen (3.2, 3.3, 3.6, 3.10) ein, so erhélt
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man:
(62 — k?) {(at — Pr(@? — k2)> Bi(2t)| +2Pr EE10. 0 (2.1) = Re (2,1) (3.14a)
(0. Pr(2 - k) @k<z ) — 2 Pr Ek10.6 — Ry, (21) (3.14b)
] Re, (1) (3.14¢)
[at - Prag} Z 2 PrEk! = Rulz,t) (3.14d)

Y

Die zugehérigen rechten Seiten sind:

Ra.(2.1) = —Ra PrO, + % {2 [V % ¥ x [(V xw) x ]}, (3.15a)
Ry (21) = 132 {a [V % (Vxw) =]} (3.15D)
Re, (2,t) =k & — {V- (1 ©)}, (3.15¢)
Ru(z,t) = — (¥ x u) xu), | (3.15d)

Hierbei meint die Schreibweise (...),, das Mittel iiber eine zy-Ebene und {...}x die entspre-
chende Fourierkomponente.

Die linken Seiten beinhalten nur Variablen im Fourierraum. Auf den Meanflow bzw. seine
beiden Komponenten trifft das insofern auch zu, als dass der Vorfaktor in Gleichung (3.14d)
der gleiche ist wie fiir das Toroidalfeld in Gleichung (3.14b) bei k* = 0. Die Gleichungen der
rechten Seiten hingegen beinhalten die Produkte (V X u) x u und (u ©). Diese Produkte im
Ortsraum entsprechen im Spektralraum einer Faltung. Da es einfacher ist, das Produkt im
Ortsraum zu bilden, werden die Daten in den Ortsraum und das Ergebnis der Berechnungen

in den Spektralraum zuriicktransformiert. Dies ist ausfiihrlich in Abschnitt 4.4 beschrieben.

3.2.2 Zerlegung nach Chebyshev-Koeffizienten

In den Gleichungen (3.14a-3.14d) sind die Werte der Fourierkoeffizienten ®(z, ), U(z,t), ©(z,t)
und U(z, t) rAumlich nur noch von z abhéngig. Die Verwendung nicht-periodischer Randbedin-
gungen in z-Richtung schliefst die Verwendung einer Fourierentwicklung aus. Im Ursprungs-
programm aus [19] werden Chebyshev-Polynome verwendet. Dies soll auch hier beibehalten

werden.

Die Stiitzstellen z; in z-Richtung, an denen die Funktionen ausgewertet werden, sollen verteilt
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sein nach der Formel:

1 T 1 ..
Zi_ECOS(NZ—1)+§ firi=0,1,...., N, —1 (3.16)

Diese Verteilung hat zwei Vorteile: Zum einen befinden sich mehr Stiitzstellen in der Ndhe der

oberen und unteren Gebietsgrenze, wie in Abbildung 3.1 zu sehen. Man erkennt, dass innerhalb

1 ‘ ‘ ; ; 102
%6* **ﬁ
08 ¥ % 1 101}
* *
0.6 * * B Lk k% %
* * *
0.4r * * 4 0.99+ *
* * *
—~ 02 * * b _0.98F
N N
£ £
g ° " * S 097 *
4 * * 2
© -02 . % © 0.96
*
-0.4 * * 0.95
* *
-0.6 * * 0.94
* *
-0.8 * % 0.93
* *
_1 L 1 *A}é + 4&* L Il 092 L 1 L I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
z z

Abb. 3.1: Links: Verteilung der Stiitzstellen fiir N, = 65 Chebychev-Polynome. Rechts: Vergroferung
des Randbereichs.

der ersten 5 Prozent des Gebiets 10 Stiitzstellen liegen. Bei dquidistant verteilten Stiitzstellen

waren zur Diskretisierung der gesamten z-Richtung 200 Stiitzstellen ndtig, mit der Verteilung

aus Gleichung (3.16) sind es lediglich 65.

Der zweite Vorteil liegt in der Transformation zwischen Orts- und Spektralraum: Formt
man Gleichung (3.16) so um, dass z tiber den Definitionsbereich der Chebychev-Polynome
(2 =2z —1) lduft und benutzt Gleichung (B.2), so entspricht das gerade einer Cosinus-

Transformation:

T
5 =25—1 =— Z = 3.17
zZ z zZ COS(NZ_1> (3.17)

nmi
e TTL 7)) =
(2) = cos (Nz—l)

Analog zur FFT gibt es auch eine schnelle Cosinustransformation COST der "SLATEC Com-

mon Mathematical Library" [8]. Dazu muss die Anzahl der Stiitzstellen allerdings gerade
N, = 2" + 1 sein. Typische Werte sind N, = 65 oder N, = 129:

Es gilt also fiir die Variablen zu einem konstanten Wellenvektor bzw. den Meanflow:

N.—1

(i)k(zat) = Z fk,n(t) Tn(g) (3'18)
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Analog fiir die iibrigen Variablen. Die rechten Seiten sind beispielhaft:

N.—1

Ro (2:1) = > bs . (t) Tu(2) (3.19)

Die Randbedingungen sind durch diese Definitionen noch nicht festgelegt. Fiir das Toroidal-
und Temperaturfeld sowie die Meanflowkomponenten werden 2 und fiir das Poloidalfeld 4 Rand-
bedingungen benétigt, siehe Gleichungen (3.9a-3.9¢). Um diese Randbedingungen zu erfiillen,
miissen die Chebyshev-Polynome beim Aufstellen der Zeitschritt-Matrix geeignet kombiniert
werden (siehe das Beispiel in Abschnitt 3.3.1).

3.2.3 Zeitliche Diskretisierung

In diesem Abschnitt werden die zeitlichen Diskretisierungen, sowohl explizite als auch implizite,

erlautert. Fiir weitere Informationen siehe [14].

Die Ergebnisse zu einem neuen Zeitpunkt "1 = " + h mit der Zeitschrittweite h werden aus
den Werten der vorangegangenen Zeitschritte berechnet. Fiir die zeitliche Ableitung wird ein
Euler-Schritt benutzt:

gl gn

ofilt) — T (3.20)

Dies ist eine explizite Diskretisierung erster Ordnung. Die Zeitschrittweite A muss dabei so
gewéhlt werden, dass der Zeitschritt stabil bleibt. Dazu dient das CFL-Kriterium (nach Ri-
chard Courant, Kurt Friedrichs und Hans Lewy), das besagt, dass der gewéahlte Zeitschritt
kleiner sein muss als der Quotient aus der Gitterweite Ar und der maximalen Geschwindigkeit
Umae = /U - u. Anschaulich gesprochen darf sich auch das schnellste Fluidpartikel innerhalb

eines Zeitschrittes nicht weiter als bis zum néchsten Gitterpunkt bewegen:

Ax

umax

AtC’FL = (321)

Die Zeitschrittweite muss nun kleiner sein als Atgcpp, im Allgemeinen wurde h = 0.25 Atepy,

gewéihlt.
Die restlichen Terme der linken Seite werden durch ein implizites Crank-Nicolson Verfahren
diskretisiert: .
o+
fy - IR (322)

Es hat eine Genauigkeit zweiter Ordnung und den Vorteil, dass es inkonditionell stabil ist, wie
eine von Neumann Stabilitdtsanalyse zeigt. Fiir grofse Zeitschrittweiten kénnen aber Oszilla-

tionen oder sogar instabile Losungen entstehen. Damit dies nicht geschieht, darf die erlaubte
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Zeitschrittweite theoretisch doppelt so grofs wie beim expliziten Euler-Verfahren sein. In der

Praxis sind aber - je nach Problemstellung - viel grofsere Zeitschritte moglich.

Nahe am Onset tritt ein spezieller Fall ein. Man erwartet nach Gleichung (3.21), dass gerade
dort grofe Zeitschritte moglich sind, da die Geschwindigkeiten noch klein sind. Allerdings wird
dort, besonders fiir kleine Ekman-Zahlen, Gleichung (2.4a) durch den Coriolisterm dominiert.
Eine explizite Behandlung des Coriolisterms wiirde also eine viel restriktivere Schranke fiir die
Zeitschrittweite fordern. Um dies zu umgehen wird auch der Coriolisterm implizit behandelt.
Allerdings werden dadurch die beiden Gleichungen (3.14a,3.14b) gekoppelt, was einen erhdhten
numerischen Aufwand bedeutet. Wie weiter unten gezeigt, muss ein doppelt so grofses Glei-
chungssystem gelost werden. Dies rentiert sich natiirlich nur, wenn der Nutzen durch einen

groferen Zeitschritt die Kosten des erhohten numerischen Aufwands tiberwiegt.

Die rechten Seiten werden mit einem expliziten Adams-Bashforth Verfahren zweiter Ordnung
diskretisiert:
3b7 + b

bi(t) — T (3.23)

Hierbei ist zu beachten, dass Werte zu zwei vorangegangenen Zeitschritten bendtigt werden.
Da das zu Beginn einer Simulation nicht der Fall ist, startet jede neue Simulation mit einem
Euler-Schritt fiir die rechten Seiten.

3.3 Beispiel: Gleichungssystem fiir Poloidal- und Toroidal-
feld

Das Vorgehen zur Diskretisierung und zum Aufstellen des Gleichungssystems soll nun beispiel-
haft vorgefiihrt werden. Fiir die explizite Behandlung des Coriolisterms geniigt es, nur z.B.
das Toroidalfeld vorzufiihren. Fiir die implizite Behandlung des Coriolisterms miissen beide

Gleichung betrachtet werden, da das Poloidal- und Toroidalfeld gekoppelt sind.

3.3.1 Expliziter Coriolisterm

Ausgangspunkt fiir das Beispiel ist die Gleichung (3.14b). Allerdings wird hier nur die Glei-
chung fiir eine Fourierkomponente mit festem k betrachtet (weshalb dieser Index im Folgenden

weggelassen wird):

(at — Pr(d? - k2)> U(z,t) = Ry (2,1) (3.24)
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Setzt man die Diskretisierungen (3.20,3.22,3.23) und die Entwicklungen (3.18,3.19) in Glei-

chung (3.24) ein, so erhélt man:

(1 - gPrkz - ﬁpmﬁ) P Ti(E)

1 - —Per - gpraf) | Ti(3)

N,— h
+ 5 (3by, + 07 Ti(2)

Man erkennt gut, dass in dem Gleichungssystem jeweils 3 Terme vorkommen: Erstens die noch
unbekannten Werte zum gesuchten Zeitpunkt n+ 1, zweitens die bekannten Werte zum jetzigen
Zeitpunkt n und drittens die ebenfalls bekannten rechten Seiten zum jetzigen und vorigen
Zeitpunkt.

Dieses Gleichungssystem lésst sich auch in Matrixform schreiben:

mit den Komponenten bgi = 3bzi + bg_il der rechten Seite bz.

Die quadratischen Matrizen haben den Rang N,. Beim Aufstellen der Matrix miissen natiir-
lich noch die Randbedingunen implementiert werden. Da es fiir das Toroidalfeld nach Glei-
chung (3.9¢) zwei Randbedingungen gibt, ndmlich verschwindende z-Ableitungen oben und
unten, sind zwei Zeilen der Matrix dadurch gegeben. Mit Hilfe von Gleichung (B.5) kénnen die
Werte berechnet werden. Dadurch werden die untersten beiden Zeilen festgelegt. Die Matrix
MZH fir N, = 9 sieht dann z.B. aus wie in Gleichung (3.25) (hierbei ist I die Einheitsma-
trix). Zur Einhaltung der Randbedingung miissen die untersten beiden Werte der rechten Seite

natirlich Null sein.

Zur Losung der Gleichung muss die Matrix MZH invertiert werden. Da sie konstant ist (unter
der Voraussetzung, dass sich die Zeitschrittweite h nicht &ndert), konnen die Matrizen fiir alle
Werte von k beim Start der Simulation LU-zerlegt und diese Zerlegung gespeichert werden.
Damit halt sich der numerische Aufwand zum Lésen der Gleichung in Grenzen, da immer nur

zum jeweiligen k? die entsprechende Zerlegung aus dem Speicher geholt und mit der rechten
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Seite gelost werden muss.

K 0 —16 0 —128 0 —432 0  —1024
0 kK 0 -9 0 —480 0 —1344 0
0 0 kK 0 —192 0 -768 0 —1920
) 0 0 0 & 0 —-320 0 —1120 0
Mg“:HgPr 0 0 0 0 k? 0 —480 0  —1536 (3.25)
0 0 0 0 0 k? 0 —672 0
0 0 0 0 0 k2 0 —896
0 1 4 9 16 25 36 49 64
0 1 —4 9 —16 25 =36 49 —64

3.3.2 Impliziter Coriolisterm

Nun wird der Coriolisterm implizit behandelt. Da hierbei das Poloidal- und Toroidalfeld ge-
koppelt sind, miissen beide Gleichung betrachtet werden. Ausgangspunkt sind die Gleichun-
gen (3.14a,3.14b), wieder wie eben fiir ein festes k:

(07 — k?) {(at — Pr(d? — k2)> Dz, t)} +2PrEET0,9(2,t) = Ry (3.26)

(0 - Pr(@ — 1)) W(e,t) —2PrBEK 0.0 =Ry (320)

Setzt man die Diskretisierungen (3.20,3.22,3.23) und die Entwicklungen (3.18,3.19) in die Glei-
chungen (3.26,3.27) ein, so erhélt man das Gleichungssystem fiir das Poloidalfeld:

(02 — k?) (1 + %w - gPraf> Oi ! — hPrEK™' 0407 | Th(2)

N.—1
=) (@ -) (1 - gprk2 - gpré{f) OF + hPrEE 040" | Ty(%)
=0
N,—1 A
n n—1 =
+ > S (B30, + 03 DT(2)

1=0
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Das Toroidalfeld sieht entsprechend aus:
Nz—l L
(1 + 2Prk2 — EP 82> MY — hPrEET0,00 | Th(2)
h 2 h 2 o —-19 In =
= 1- §Prk + §P7“8z U+ hPrEE™0,0] | Ti(2)
=0
N.—1
h 307 4 b T(2)
* — 2< bi | g It
Diese beiden Gleichungssysteme lassen sich in einer Matrix zusammenfassen:
Mn+1 . Xn—H = M".x" + b" (328)
Die Matrizen M" ™! und M" sind so zusammengesetzt:
(92 — k?) (1 +hprk? - gwag) —hPrEE'0.
MM = (3.29)
—hPrEkK™0, 1+ 2Prk? — L Pro?
(02— 1) (1= §Pri2 + 5Pro2) | +hPrEKO.
M" = (3.30)

+hPrEk™10, 1— 2Prk? + 4 Pro?

Die Quadranten links oben und rechts unten enthalten die gleichen Teilmatrizen fiir das

Poloidal- bzw. Toroidalfeld, die auch zur Losung mit explizitem Coriolisterm nétig sind. Die

Quadranten links unten und rechts oben stellen die Kopplung dar. Diese Matrizen werden, wie

oben beschrieben, LU-zerlegt gespeichert.

Die Vektoren x" und x"*! enthalten fiir das gekopplte Gleichungssystem die Chebyshev-

Koeffizienten sowohl des Toroidal- als auch des Poloidalfeldes zum jetzigen bzw. gesuchten

Zeitpunkt:
= (¢g7 ) ¢nz—17 7%1, ERS) w]r\L]z_l)T

(3.31)
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X" = (Gp N )T (3.32)

Gleiches gilt fiir die expliziten Terme der rechten Seite

b= (b, 00 b b )T (3.33)

077 Tp,Nz $,07 7777 T, N —1
mit bgi = Bbgi + bg;l und analog fiir das Toroidalfeld.

Durch die implizite Behandlung des Coriolisterms entsteht eine Matrix mit Rang 2- N,. In den
einzelnen Quadranten miissen die Randbedingungen eingehalten werden. Dadurch sind fiir das
Toroidalfeld rechts unten zwei Zeilen vorgegeben, wie in Matrix (3.25), und fiir das Poloidalfeld
links oben sogar vier Zeilen, da es fiir das Poloidalfeld nach den Gleichungen (3.9a,3.9b) vier

Randbedingungen gibt.

Der Nachteil des impliziten Coriolisterms ist offensichtlich: Die Matrizen haben doppelt so viele
Eintrage wie die einzelnen Matrizen fiir Toroidal- und Poloidalfeld zusammen. Dadurch erhéht
sich der Speicherverbrauch und der Rechenaufwand bei der Riickersetzung mit den rechten
Seiten. Es ist also entscheidend, dass man sich genau iiberlegt, ob der Coriolisterm die Navier-
Stokes-Gleichung dominiert. Sollte das nicht der Fall sein, dann spart man durch eine explizite

Behandlung desselben Rechenzeit.
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Kapitel 4
Beschreibung des Programms

In diesem Kapitel soll das Programm vorgestellt werden. Es basiert auf dem Programm
mpplconv aus [19]. Zuerst werden die Anderungen gegeniiber der Ursprungsversion beschrieben
und danach der Programmautfbau/-ablauf und die Parallelisierung erklért. Auf die Berechnung

der rechten Seiten wird gesondert eingegangen.

4.1 Anderungen am Programm

In der Ursprungsversion [19] wurde die Stromung mit no-slip Rdndern oben und unten sowie
ohne Coriolisterm simuliert. Zur Implementierung der schubspannungsfreien Randbedingungen
musste das Programm grundlegend iiberarbeitet werden. Die Matrizen wurden damals so auf-
gestellt, dass in den Gleichungssystemen die Randbedingung u = 0 oben und unten implizit
enthalten waren. Dazu wurden Projektionsfunktionen aus [29] verwendet. Diese hatten aufer-
dem die Eigenschaft, dass die Matrizen eine banddiagonale Struktur erhielten. Dadurch war es
moglich, die LU-Zerlegung der Matrizen zu jedem Zeitschritt neu zu berechnen, da die Routinen
fiir solche banddiagonalen Matrizen sehr schnell sind. Aus diesem Grund war es auch moglich

einen dynamischen Zeitschritt zu verwenden.

Im vorliegenden Programm haben die Matrizen keine so einfache Form mehr, da die Rand-
bedingungen explizit als Eintrédge in den Zeilen der Matrizen stehen. Dies erkennt man gut
im Beispiel in Matrix (3.25). Allerdings hat inzwischen die Grofe des zur Verfligung stehen-
den Hauptspeichers der Computer so zugenommen, dass es keine Probleme mehr macht, die
Matrizen zu Beginn der Simulation zu zerlegen und zu speichern. Zur Zerlegung und Riick-

ersetzung wurden die Routinen ludcmp und lubksb aus [32] verwendet. Die Riickersetzung
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einer vollbesetzten Matrix zu jedem Zeitschritt ist nur wenig langsamer als die Zerlegung und

Riickersetzung einer banddiagonalen Matrix zusammen.

Eine Einschréinkung ist mit diesem Verfahren aber verbunden: Eine dynamische Anpassung
des Zeitschrittes ist aus Zeitgriinden unvorteilhaft, weil jedes mal sdmtliche Zerlegungen neu

berechnet werden miissten. Deshalb wird auf einen dynamischen Zeitschritt verzichtet.

Das Programm musste auch noch um den Coriolisterm erweitert werden, was keine grofsen
Anderungen am Code erforderte. Es wird lediglich bei der Berechnung der rechten Seiten der
zusitzliche Term 2Pr Ek~! addiert, wenn der Coriolisterm explizit behandelt werden soll. Soll er
stattdessen implizit behandelt werden, so gibt es zwei Beitrédge, wie in Abschnitt 3.3.2 gezeigt.
Der eine steht mit den Werten des alten Zeitschritts auf der rechten Seite in der Matrix M".

Der andere Beitrag steht in der Matrix M"*1,

4.2 Aufbau des Programms

Der Aufbau des Programms soll hier einmal kurz vorgestellt werden. Er ist schematisch in

Abbildung 4.1 dargestellt. Die einzelnen Blocke werden im Folgenden erldutert:

e Initialisierung

Wird das Programm parallel ausgefiihrt, so wird zuerst die Parallelisierung initialisiert.

e Einlesen der Paramter
Hier werden die Simulationsparamter, zum Beispiel die Rayleigh-Zahl, Prandtl-Zahl und
weitere Grofen, eingelesen und an alle Prozesse verteilt. Dann werden die Variablen initia-
lisiert, wozu z.B. auch die Komponenten £, und &, des Wellenvektors k zdhlen. Sind diese
bekannt, dann werden die Matrizen fiir den Zeitschritt aufgestellt. Dies geschieht je nach-
dem, ob ein impliziter oder expliziter Coriolisterm gewéhlt wurde. Die entsprechenden

Matrizen werden LU-zerlegt gespeichert.

e Einlesen der Startfelder bzw. Erzeugen zufélliger Felder
Die Startfelder, also Poloidal-, Toroidal- und Temperaturfeld, werden eingelesen, wenn
eine vorherige Rechnung fortgesetzt werden soll. Ist das nicht der Fall, so werden im
Temperaturfeld Zufallswerte eingesetzt, die natiirlich trotzdem die Randbedingungen er-

fiillen miissen! Das Poloidal- bzw. Toroidalfeld werden auf Null gesetzt.

e Berechnung der rechten Seiten

In diesem Schritt werden die expliziten Anteile der rechten Seiten berechnet. Dazu ist
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[ Starte Programm ]

Y

Einlesen der Parameter

¢

nein
Startfeld laden?

Y Y

zuféllige Felder erzeugen Felder laden

| |

|

]

rechte Seiten berechnen

¢

Messroutinen? Berechne Nu, Ey,, ...

nein <

Zeitschritt ausfihren

Felder speichern? Speichere &, ¥, ©

nein

Programmende?

[ Beende Programm ]

Abb. 4.1: Aufbau des Programms: Flussdiagramm mit den wichtigsten Programmschritten.
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es notig, die Felder vom Fourierraum in den Ortsraum und zuriick zu transformieren.
Vorher werden im Spektralraum allerdings noch die Ableitungen der Felder berechnet.

Das genaue Vorgehen ist in Abschnitt 4.4 und Abbildung 4.3 gezeigt.

Ebenfalls in diesem Schritt werden in regelméfigen Abstdnden die Messroutinen aufgeru-
fen. Dazu gehort z.B. die Berechnung der Nusselt-Zahl und der kinetischen Energie. Di-
verse Stastik-Routinen schreiben z.B. (laufende) Mittelwerte der Geschwindigkeitskompo-
nenten in Dateien. Auch einzelne, vorher festgelegte Schnitte durch das Simulationsgebiet

zur spateren Erstellung von Filmsequenzen konnen jetzt gespeichert werden.

e Zeitschritt ausfiihren
Jetzt wird der eigentliche Zeitschritt ausgefiihrt. Fiir alle Felder werden zu jedem k die
kompletten rechten Seiten aufgestellt, bestehend aus den beiden expliziten Anteilen des
jetzigen und des vorherigen Zeitschrittes und dem impliziten Anteil. Danach wird die
entsprechende LU-zerlegte Matrix M™™! aus dem Speicher geholt und mit der rechten
Seite der Wert zum neuen Zeitpunkt ermittelt. Zum Schluss werden noch die aktuellen

expliziten rechten Seiten fiir den néchsten Zeitschritt gespeichert.

e Felder speichern
Wenn es gewtiinscht wird, dann werden die kompletten (spektralen) Felder gespeichert,

um z.B. die Rechnung an dieser Stelle zu einem spéteren Zeitpunkt fortsetzen zu konnen.

e Programm beenden
Das Programm wird beendet, wenn die festgesetzte Anzahl an Zeitschritten ausge-
fliihrt wurde. Sollte das Programm parallel ausgefithrt worden sein, so wird die MPI-

Kommunikation vorher ebenfalls beendet.

Das Programm wird ebenfalls beendet, wenn die Simulation ,explodiert” ist. Das tritt
z.B. dann auf, wenn das CFL-Kriterium in Gleichung (3.21) verletzt wird, also die maxi-
male Geschwindigkeit fiir das gewéhlte Gitter bzw. den Zeitschritt zu grofs wird. Dies ist

sinnvoll, um nicht unnotig Rechenzeit fiir unsinnige Ergebnisse zu verschwenden.

4.3 Parallelisierung und Speicheraufteilung

Der Rechenaufwand einer Simulation erhoht sich, wenn das Gebiet immer feiner aufgelost wer-
den soll oder muss. Um die Rechenzeit in akzeptablen Grenzen zu halten, werden Teile des

Programms parallel auf mehreren Rechnern (CPU-Kernen) ausgefiihrt. Dazu kommt das Mes-
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sage Passing Interface (kurz MPI, sieche z.B. [17]) zum Einsatz. Damit konnen gezielt Daten

zwischen einzelnen Prozessoren ausgetauscht werden.

In Kapitel 3.2.1 wurde gesagt, dass wegen der FFT die Auflésungen N, bzw. N, immer eine
Potenz von 2 sein miissen. Um nun eine moglichst gleichméfige Auslastung der Prozessoren zu

gewdhrleisten, wird die Anzahl der Prozessoren Np,..s auch als eine Potenz von 2 gewéhlt.

Am Beispiel der Berechnung der rechten Seiten in Abschnitt 4.4 wird man sehen, dass diese
sowohl im Orts- als auch im Spektralraum erfolgen miissen. Zur Berechnung im Spektralraum
miissen die Daten so verteilt sein, dass ein Prozessor immer einen vertikalen Block mit al-
len Chebychev-Indizes kennt, siehe Abbildung 4.2. Dies ist z.B. notig fiir die Auswertung der

z-Ableitungen mit Hilfe einer Rekursionsformel.

A\

NPTOC.S

Abb. 4.2: Speicheraufteilung: Links das horizontale Speicherschema, bei der jeder Prozessor eine oder
mehrere horizontale Ebenen mit allen Wellenzahlen k kennt. Die Daten liegen im Ortsraum
vor, die ,vergessene” Ebene bei N, ist mit eingezeichnet. Rechts das vertikale Speichersche-

ma mit den Daten im Spektralraum.

Fiir den Ubergang vom Spektral- zum Ortsraum miissen alle drei Raumrichtungen transformiert
werden. Dies erfolgt in zwei Teilschritten: Zuerst wird mit einer Cosinus-Transformation die
z-Richtung transformiert. Dies muss selbstverstandlich in der vertikalen Aufteilung der Daten
geschehen. Die beiden Fouriertransformationen in z- und y-Richtung koénnen so jedoch nicht
durchgefiithrt werden, da ein Prozessor immer nur einen Ausschnitt der Wellenzahlen &, und
k, kennt. Deshalb tauschen die Prozessoren die Daten per MPI aus, wie in Abbildung 4.2 zu
sehen. Ein Prozessor kennt jetzt immer fiir einen horizontalen Block alle Wellenzahlen und kann
somit die FFT ausfiihren. Daraus ergibt sich, dass alle Berechnungen im Ortsraum in diesem
horizontalen Speicherschema ablaufen. Der Ubergang vom Orts- zum Spektralraum erfolgt in
umgekehrter Reihenfolge.
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Auf eine Besonderheit muss noch eingegangen werden: Da die Auflésung in z-Richtung auf-

grund der Chebychev-Polynome immer N, = 2" 4 1 ist, miisste einer der Prozessoren
P, (i = 0...Nppes — 1) immer zusétzlich zu seinen Ebenen, die sich {iber die Punkte
I4ige—t ... (i+1) 3= erstrecken, die zusitzliche Ebene bei N, mit berechnen. Wihrend die-

ser Zeit waren die iibrigen Prozessoren untétig. Um das zu verhindern ,vergisst“ das Programm
immer eine Ebene, ndmlich die unterste Ebene an der Wand (dies entspricht dem letzten Ein-
trag). Diese muss beim Ubergang in den Spektralraum natiirlich geeignet rekonstruiert werden,
damit keine Information verlorengeht. Im Fall der Temperatur (bzw. der Temperaturfluktua-
tion €) ist das nicht schwierig, da der Wert dort einfach rekonstruiert werden kann: Er ist
Null (im Ortsraum). Dasselbe gilt fiir die Geschwindigkeit, wenn man feste Wénde mit einer

no-slip-Randbedingung verwendet.

Im vorliegenden Fall der schubspannungsfreien Randbedingung ist der Wert am Rand jedoch
nicht bekannt. Lediglich von der Ableitung weift man, dass sie Null sein muss. Aber auch damit
lasst sich der Wert am Rand rekonstruieren. Dazu bedient man sich der Tatsache, dass die
Cosinustransformation linear ist. Das bedeutet, dass man zuerst das falsche Feld (mit dem
Wert Null als fehlenden Randwert an der letzten Stelle) transformiert. Dieser Fehler wirkt sich
auf alle Chebychev-Koeffizienten aus. Insbesondere ist die Randbedingung nicht erfiillt. Um sie

zu erfiillen, muss nach Gleichung (B.5) gelten:

N,—1 N,—1

!
> 0.0, To(=1) = D apn® (-1)" =0 (4.1)
n=0 n=0

Um die Randbedingung zu korrigieren, transformiert man einen Korrekturvektor, der nur einen
Eintrag an der letzten Stelle besitzt. Die so erhaltenen Korrekturkoeffizienten dieses Vektors

werden zu den jeweiligen Koeffizienten a,, so addiert, dass Gleichung (4.1) wieder gilt.

4.4 Berechnung der expliziten rechten Seiten

Bevor der Zeitschritt ausgefithrt werden kann, miissen die rechten Seiten (3.4,3.5,3.7,3.11) be-

rechnet werden. Die Felder liegen dazu im Spektralraum vor:

Ry =—2- [V x[(Vxu)xul]

Ro =—(024 02)RaPrO —z- [V x V x [(V x u) x u]]
Ru=-((Vxu)xu)

Ro=—(0:+92)®— (V- (u®)
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Das Vorgehen, dargestellt in Abbildung 4.3, ist folgendermafen: Zuerst werden die
z-Ableitungen berechnet. Dies ist moglich, da die Felder im Spektralraum immer im vertikalen
Speicherschema vorliegen. Wie in Abschnitt 4.3 erwéhnt, kennt so jeder Prozessor zu einem Teil
der horizontalen Wellenzahlen k, und %, immer alle Chebychev-Koeffizienten. Aus den zerlegten
Feldern ® und ¥ werden nun die Geschwindigkeit u nach Gleichung 3.8 und die Rotation der
Geschwindigkeit (V x u) errechnet. Die dazu nétigen Ableitungen in z- und y-Richtung erhélt
man einfach durch Multiplikation mit ¢k, bzw. ik,. Das Ergebnis und das Temperaturfeld ©
werden wie beschrieben in den Ortsraum transformiert. Dort werden die Produkte (V x u) x u
und (u©) ausgerechnet und anschlieffend in den Spektralraum zuriicktransformiert (damit ist
Ry bekannt). Dort werden dann das einfache bzw. doppelte Kreuzprodukt (fiir Ry bzw. Re)
sowie V - (u©) (fiir Re) berechnet.

Spektralraum Ortsraum

Berechne z-Ableitungen:
0,®, 0°®, 91
9.V, 9>V
92U
0,0, 520

Y

Berechne:
u, (V xu)

transformiere

u, (Vxu),0 _

Berechne:
(Vxu)xu
(uo)

transformiere

Berechne: 4(V xu) xu, (u6)

V x [(V xu) x u]
V xV x[(Vxu)xu]
V- (u0)

Abb. 4.3: Dargestellt ist die Aufteilung der Berechnung der expliziten rechten Seiten, die teilweise im

Spektral- und teilweise im Ortsraum durchgefiihrt wird.

Damit sind die rechten Seiten bekannt: sie setzen sich aus dem, eben beschriebenen, expliziten
Anteil, dem expliziten Anteil des vorherigen Zeitschritts und dem impliziten Anteil zusammen.
Somit ist es moglich den Zeitschritt auszufiithren und durch LU-Riickersetzung alle Felder zum

gesuchten neuen Zeitschritt auszurechnen.
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Kapitel 5
Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der Arbeit prasentiert. Dabei werden hauptséchlich Er-
gebnisse mit schubspannungsfreien Réandern gezeigt. Zur besseren Vergleichbarkeit wurden auch
Simulationen mit no-slip Rédndern durchgefiihrt, allerdings nur fiir einen begrenzten Ekman-
Zahl Bereich und fiir nur eine Prandtl-Zahl.

Zuerst werden die Geschwindigkeitsgrenzschichten betrachtet. Fiir diese werden Daten mit no-
slip Réndern denen schubspannungsfreier Rénder gegeniibergestellt, um den Unterschied zu
verdeutlichen. Es wird gezeigt, dass im schubspannungsfreien Fall keine Grenzschichten entste-

hen.

Danach werden die Kennzahlen besprochen. Den Anfang macht die Abhéangigkeit der Reynolds-
Zahl von der Rayleigh-Zahl. Dann werden die Ergebnisse fiir die Nusselt-Zahl getrennt fiir
Simulationen ohne und mit Rotation vorgestellt. Dabei wird die Rotations-Péclet-Zahl Pe,.,;
eingefiihrt, die eine universelle Auftragung fiir Simulationen mit unterschiedlichen Rotations-
raten ermoglicht. Fiir den in einer solchen Auftragung sichtbar werdenden Transitionsbereich
werden diffusionsfreie Kennzahlen definiert, fiir die sich wiederum ein Potenzgesetz angeben
lasst. Auferdem dient die Rotations-Péclet-Zahl als Kriterium zur Entscheidung, ab wann der

Wiérmetransport von der Rotation unbeeinflusst ist.

Danach werden die Strukturen der Stromung untersucht. Dazu zdhlt besonders die normierte
Helizitat, die als Mafs fiir den Einfluss der Rotation auf das Fluid interpretiert wird. Sie liefert
wieder ein Kriterium fiir den Ubergang zum rotationsfreien Fall, allerdings in Abhingigkeit
von der Rotations-Reynolds-Zahl Re,..;. Zuletzt werden die Spektren fiir Simulationen mit und

ohne Rotation gegeniibergestellt und eine mittlere Wellenldnge definiert.
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5.1 Geschwindigkeitsgrenzschichten

Wie schon der Titel der Arbeit besagt, geht es um Simulationen rotierender Rayleigh-Bénard-
Konvektion ohne Ekman-Schichten. Dazu wurden schubspannungsfreie Randbedingungen im-
plementiert, wie es in Abschnitt 3.3 beispielhaft vorgefiihrt wurde. Es soll nun gezeigt werden,

wie sich diese Randbedingungen auswirken.

Die Wahl schubspannungsfreier Rander bedingt, dass keine Geschwindigkeitsgrenzschichten in
dem Sinne mehr vorkommen, als dass die Geschwindigkeit vom Wert Null am Rand auf einen
bestimmten Wert im Stromungsgebiet ansteigt, wie es mit no-slip Rédndern der Fall wére. Zur
Verdeutlichung sind in Abbildung 5.1 Simulationen mit no-slip (links) und schubspannungsfrei-

en (rechts) Randern gegeniibergestellt.
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Abb. 5.1: Auftragung des Ebenenmittels der Horizontalgeschwindigkeit <uh> y iiber der Zellhéhe z

z,

bei verschiedenen Rayleigh-Zahlen.
Links: No-slip Rénder oben und unten mit Ek = 1.7 - 10~3 und Pr = 7.0.
Rechts: Schubspannungsfreie Rénder oben und unten mit Ek = 2.0 - 1073 und Pr = 7.0.

Mit steigender Rayleigh-Zahl steigt auch die Geschwindigkeit der Konvektionsrollen. Das ist
hier durch das Ebenenmittel der Horizontalgeschwindigkeit <Uh>x,y dargestellt. Die Horizontal-

geschwindigkeit berechnet sich hierbei aus den z- und y-Komponenten der Geschwindigkeiten:

up = yJui +ul

Im no-slip Fall ist die Geschwindigkeit am Rand Null und steigt bis auf einen Maximalwert
an. Die z-Position dieses Maximums wird als Grenzschichtdicke d,, definiert. In Abbildung 5.2
(links) ist diese Position aufgetragen. Mit steigender Geschwindigkeit wird §, kleiner. Beide

Effekte (Ansteigen des Maximums von (uy,) , und Verringerung von d,) haben zur Folge, dass

z,
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der Gradient am Rand immer grofer wird, was gut in Abbildung 5.1 (links) zu sehen ist. Damit
steigt auch der numerische Aufwand, da eine grofere Auflosung in z-Richtung notwendig wird,

um eben diesen Gradienten noch aufzuldsen.

Im Fall mit no-slip Réndern hat aber auch die Rotation einen Einfluss auf die Dicke 9, der

Geschwindigkeitsgrenzschicht (siehe [16]), sie verhélt sich wie:
6y X EEY? (5.1)

Auch das ist in Abbildung 5.2 (links) zu sehen. Die gleiche Abbildung zeigt rechts eine mit
Bk kompensierte Auftragung. Der Exponent ist nicht 3, wie theoretisch erwartet, aber mit
0.486 recht nahe daran. Mit kleiner werdender Ekman-Zahl wird also die Grenzschicht immer
diinner. Fiir die kleinste Ekman-Zahl erkennt man auch, dass die Auflésung in z-Richtung nicht

ausreichend war, um diese noch geniigend aufzulosen.
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Abb. 5.2: Auftragung der Grenzschichtdicke ¢, iiber der Rayleigh-Zahl (links) und normiert mit
Ek%486 {iber der Reynolds-Zahl (rechts).

Fiir den Fall der schubspannungsfreien Rénder gibt es keine Abhéngigkeit von der Ekman-
Zahl. Nach [21] gibt es eine zu Gleichung (5.1) analoge Abhéngigkeit fiir die Komponenten der
Schubspannung, also por0,u, und gord,u,. Allerdings gilt das nur fiir ein Fluid, bei dem es auf
dem Rand einen Dichte- bzw. Temperaturgradienten gibt, was in dieser Arbeit nicht der Fall
ist.

Um das zu verifizieren wurde das Ebenenmittel <|8Zuh]>m7y berechnet. Die z-Position, an der
diese Grofe das Maximum besitzt (was gleichbedeutend ist mit einem Wendepunkt im Profil
der Horizontalgeschwindigkeit), wird als Definition einer Grenzschichtdicke §, fiir den schub-
spannungsfreien Fall verwendet. Abbildung 5.3 zeigt dieses Maximum, aufgetragen iiber der

Rayleigh-Zahl.



38 Kapitel 5. Ergebnisse

Wie man gut erkennt, gibt es keine Abhéngikeit von der Ekman-Zahl in dieser Grofe. Nahe des
Onsets, wenn die Stromung noch laminar ist, erstreckt sich die Grenzschicht bis zur Zellmitte.
Dort liegt der einzige Wendepunkt. Mit steigender Rayleigh-Zahl sehen die Profile dann aus wie
in Abbildung 5.1 (rechts) und haben zwei Wendepunkte. Mithin sinkt die so definierte Grenz-
schichtdicke. Sie gleicht sich fiir grofse Rayleigh-Zahlen, wenn der Einfluss der Corioliskraft klein
ist gegeniiber dem Advektionsterm (die Rotation also unwichtig wird), der des nichtrotierenden

Falls an.

Das rechtfertigt auch die Wahl schubspannungsfreier Rdnder, wenn es um die Reduzierung des
numerischen Aufwands geht. Wiirden die Ableitungen 0,u,, 0,u, bzw. 0,uy, die gleiche Ekman-
Zahl Abhéngigkeit zeigen wie die Geschwindigkeit selbst, dann hétte man nichts gewonnen: Die
Ableitung der Geschwindigkeit muss natiirlich ebenso durch eine geniigend feine Diskretisierung

aufgelost werden wie die Geschwindigkeit selbst.

o Ek=o (I‘Dr:O.?)
—o—Ek = o (Pr=7.0)
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—A— Ek =2.0 107 (Pr=0.7){
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Abb. 5.3: Grenzschichtdicke 4, fiir schubspannungsfreie Rénder, aufgetragen iiber der Rayleigh-Zahl.

Die schwankenden Werte dieser Auftragung riihren iibrigens daher, dass die Werte aus dem
Stromungsfeld zu nur einem Zeitpunkt berechnet wurden, da zu dieser Grofe keine gemittelten
Daten iiber die gesamte Simulationsdauer vorlagen. Dies wird auch in einigen anderen Auftra-

gungen, die noch folgen werden, zu sehen sein.
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5.2 Reynolds-Zahl

Die Reynolds-Zahl ist ein Maf fiir die Geschwindigkeit der Konvektionsstromung. Die Auftra-
gung der Reynolds-Zahl iiber der Rayleigh-Zahl liefert fiir geniigend grofse Rayleigh-Zahlen ein
Potenzgesetz Re o< Raf, wie in Abbildung 5.4 zu sehen ist. Dies gilt fiir beide Prandtl-Zahlen.
Die Exponenten sind & = 0.49 bzw. £ = 0.5. Diese Exponenten wurden auch in Experimenten
mit Luft [11] und Wasser [40] gefunden. Ebenso sagt die Theorie [9], [18] einen Exponenten von
¢ = 0.5 voraus. Man erkennt allerdings, dass fiir den Fall mit Rotation dieses Verhalten erst
spater erreicht wird, wenn der Einfluss der Rotation nachgelassen hat, die Rayleigh-Zahl also

groft genug ist.

o Ek=o
—& Ek=2.0107
,||—=—Ek=2.010"°
100 A Ek=2.0107
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5 || —2—Ek=2.0107

10°
- --Re ORa’®
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Abb. 5.4: Abhéngigkeit der Reynolds-Zahl von der Rayleigh-Zahl ohne und mit Rotation
(links: Pr = 0.7, rechts: Pr =7.0 ).

In Abbildung 5.5 ist statt der Reynolds- die Péclet-Zahl Pe = RePr iiber der Rayleigh-Zahl
aufgetragen. Damit fallen die Kurven aus Abbildung 5.4 zusammen. Dies gilt zumindest fiir den
Fall nahe am Onset. Fiir grofere Rayleigh-Zahlen zeigt sich ein Offset, der auf eine (hier nicht
ndher untersuchte) Prandtl-Zahl Abhéngigkeit hinweist. Nahe am Onset ist die Péclet-Zahl fast
unabhéngig von der Rayleigh-Zahl. Fiir geniigend grofe Rayleigh-Zahlen zeigt die Péclet-Zahl

natiirlich das gleiche Verhalten wie die Reynolds-Zahl, ndmlich Pe o Ra'/?.

5.3 Nusselt-Zahl

In vielen experimentellen wie numerischen Untersuchungen wird die Nusselt-Zahl gemessen. Sie
hangt im Allgemeinen von der Rayleigh-Zahl, der Prandtl-Zahl und dem Aspektverhéltnis ab.
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Abb. 5.5: Abhéngigkeit der Péclet-Zahl von der Rayleigh-Zahl mit und ohne Rotation. Zusétzlich

eingetragen sind zwei Fitgeraden mit Steigung %

Im Fall mit Rotation spielt natiirlich auch die Ekman-Zahl eine grofte Rolle (siche Kapitel 5.3.2).
Zusétzlich zu den Experimenten wird in theoretischen Arbeiten versucht, eine Abhéngigkeit der

Nusselt-Zahl von den genannten Grofsen zu finden.

In der vorliegenden Arbeit ist die Abhéngigkeit vom Aspektverhéltnis vernachlissigbar. Das
liegt zum einen daran, dass periodische Randbedingungen in horizontaler Richtung implemen-
tiert sind. Deren Einfluss auf die Stromung ist klein im Vergleich zu festen Wénden, wie man sie
z.B. in Laborexperimenten findet. Zum anderen wurde das Aspektverhéltnis so gewahlt, dass
immer mindestens 4 Rollenpaare in der Zelle Platz fanden. Zusammen entspricht das anndhernd

einer unendlich ausgedehnten Zelle.

Eine Abhéngigkeit von der Prandtl-Zahl wird nicht untersucht, da nur Simulationen zu zwei
verschiedenen Prandtl-Zahlen (Pr = 0.7 und 7.0) durchgefithrt wurden. Es bleibt also die
Abhéngigkeit von der Rayleigh-Zahl. Nach experimentellen und theoretischen Beobachtungen

zeigt sich, dass man diese durch ein Potenzgesetz beschreiben kann:
Nu = Nu(Ra, Pr,T") < Ra”

Der Exponent sollte (siche z.B. [9]) ungefihr v &~ 2 sein. Allerdings ist er nicht fest, sondern
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abhéngig von der Prandtl-Zahl (siche [13] fiir kleine bzw. [37| fiir grofe Prandtl-Zahlen) und der
Rayleigh-Zahl. Bei letzterer kommt es besonders auf den untersuchten Bereich an. Es werden

Exponenten im Bereich von § [22] bis  [15] gefunden. Eine neuere Theorie [18] errechnet aus
1

der Uberlagerung zweier Regimes mit den Exponenten 1

~ 2
A

und % ebenfalls eine Skalierung mit

5.3.1 Nusselt-Zahl ohne Rotation

Die Simulationen dieser Arbeit fiihren zum gleichen Ergebnis, wie Abbildung 5.6 zeigt. Es ist
zu erkennen, dass der Exponent v ~ % fiir die grofe Prandtl-Zahl (Pr = 7.0) erst fiir grofere
Rayleigh-Zahlen erreicht wird.

—o— Ek=w (Pr=0.7) .
—e—Ek = o (Pr=7.0) PR
H - — - Nu = 0.242 Ra%?®° (Pr=0.7) = 7
— -~ Nu=0.302 Ra%?% (pr=7) . 2

10"

Nu

10
10

10

Abb. 5.6: Warmetransport in Abhéngigkeit der Rayleigh-Zahl fiir den Fall ohne Rotation.

Interessant ist auch die Untersuchung der rein konvektiv transportierten Warme, also der Grofse
Nu—1. Diese wird in Abbildung 5.7 ebenfalls iiber der Rayleigh-Zahl aufgetragen. Man erkennt

sehr gut, dass sich das Potenzgesetz mit einem Exponenten von % angeben lésst:
Nu —1 < Ra'/? (5.2)

Dasselbe Ergebnis finden auch Experimente in [20] fiir einen Bereich, der dort ,soft turbulence
genannt wird. Die Rayleigh-Zahlen dafiir liegen im Bereich 5 - 10> < Ra < 4 - 10”. Die hier
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gezeigten Ergebnisse liegen, auch noch fiir kleinere Rayleigh-Zahlen, gut auf dem Fit. Die
Prandtl-Zahl-Abhéngigkeit wie in Abbildung 5.6 ist wieder erkennbar.

10
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Abb. 5.7: Konvektiv transportierte Warme Nu — 1 in Abhéngigkeit der Rayleigh-Zahl fiir den Fall

ohne Rotation.

Fiir noch grofere Rayleigh-Zahlen erwartet man nach [20] ein Potenzgesetz
Nu —1 < Ra®" (5.3)

Bei diesen Rayleigh-Zahlen ist allerdings die Nusselt-Zahl schon so grof, dass man die Ndherung
Nu — 1 ~ Nu annehmen kann. Damit erhdlt man wieder das oben beschriebene Potenzgesetz

mit dem bekannten Exponenten %

Die rein konvektiv transportierte Wérme wird nun tiber der Péclet-Zahl aufgetragen. Dies ist in
Abbildung 5.8 zu sehen. Diese Auftragung zeigt fiir den rotationsfreien Fall eine sehr einfache
Abhéngigkeit, der Graph ist zweigeteilt. Fittet man an beide Abschnitte jeweils Geraden, so
ergibt sich fiir kleine Péclet-Zahlen gerade eine Steigung von 2, fiir grofse Péclet-Zahlen ist sie
%. Als Ubergang kann man den Schnittpunkt der beiden Fitgeraden definieren, er liegt damit
bei Pe =~ 6.

Der Fall der kleinen Péclet-Zahlen lasst sich mithilfe der kinetischen Energiedissipation erklaren
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(siche Anhang C fiir eine ausfiihrliche Herleitung):

Ra (Nu—1) = e, = % / () @yu)) v (5.4)
Fiir die laminare Stromung nahe am Onset identifiziert man die Geschwindigkeit nach Glei-
chung (2.8) mit RePr = Pe. Die einzig relevante Léange ist in diesem Bereich die Zellhohe d,
die im dimensionslosen Fall gerade 1 ist und damit entféllt. Die Variation der Rayleigh-Zahl
spielt in diesem Bereich keine Rolle, sie kann als nahezu konstant angesehen werden. Dies ist
auch gut in Abbildung 5.5 zu erkennen.

10" ¢
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Abb. 5.8: Konvektiv transportierte Warme in Abhéngigkeit der Péclet-Zahl fiir den Fall ohne Rota-

tion. Gezeigt sind zusétzlich Ergebnisse von Simulationen mit no-slip Rédndern oben und

unten.

Also reduziert sich Gleichung (5.4) auf:
Nu —1 o Pé?

Fiir die Steigung % bei grofsen Péclet-Zahlen ldsst sich eine Erklarung herleiten aus Glei-
chung (5.2). Bedenkt man, dass (Reynolds- bzw.) Péclet- und Rayleigh-Zahl zusammenhéngen
wie Pe oc Ra'/? (sieche Abschnitt 5.2), so folgt:

Nu—1x Ra'® = Nu—1o Pe??



44 Kapitel 5. Ergebnisse

Dieses Potenzgesetz ist, fiir den hier betrachteten Bereich der grofsen Péclet-Zahlen, gut erfiillt.
Es ist allerdings nicht auszuschliefsen, dass sich in Abbildung 5.8 fiir noch grofere Péclet-Zahlen
ein Bereich anschlieft, der ein anderes Potenzgesetz aufweist, also fiir den Bereich, in dem statt
Gleichung (5.2) nun Gleichung (5.3) gilt.

Eine Aufspaltung nach Prandtl-Zahlen, wie sie bei den Auftragungen iiber der Rayleigh-Zahl
zu erkennen war, gibt es in der Auftragung der konvektiv transportierten Warme iiber der
Péclet-Zahl nicht mehr.

In Abbildung 5.8 sind zusétzlich noch Ergebnisse von Simulationen mit no-slip Rédndern oben
und unten eingetragen. Diese Simulationen zeigen die gleichen, eben besprochenen Potenzge-
setze. Abgesehen von einem unterschiedlichen Vorfaktor ist die Auftragung Nu — 1 iiber Pe ist

also universell und unabhéngig von den Randbedingungen.

5.3.2 Nusselt-Zahl mit Rotation

Im Fall mit Rotation sieht der Velauf der Nusselt-Zahl fiir die verschiedenen Ekman-Zahlen aus
wie in Abbildung 5.9.

e Ek=w (Pr=0.7)

[ —o— Ek=o (Pr=7.0)

[ —— Ek = 2.0 1072 (Pr=0.7)
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—A—Ek=2.010"* (Pr=7.0)
—# Ek =2.0107° (Pr=0.7)

~ — — Nu=0.242 Ra>%® (Pr=0.7)
[l - - Nu=0.315 Ra®%® (Pr=7)
I Nu O (Ra/Ra )*®

Abb. 5.9: Wirmetransport in Abhéngigkeit der Rayleigh-Zahl ohne und mit Rotation.
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Man erkennt, dass mit kleiner werdender Ekman-Zahl der Onset zu groferen Rayleigh-Zahlen
hin verschoben ist, wie in Abschnitt 2.3 dargelegt wurde. Die Rotation fithrt dazu, dass sich das
Verhalten des Warmetransports offensichtlich in zwei Bereiche unterteilt. Zum einen ist es das
rotationsdominierte Regime nahe des Onsets. Wenn die Rayleigh-Zahl noch nicht viel gréfser
als die kritische Rayleigh-Zahl ist (also die Stromung nur schwach iiberkritisch ist), dann ist in
der Navier-Stokes-Gleichung (2.1a) der Coriolisterm grofer als der advektive Term. In diesem
Bereich steigt die Nusselt-Zahl steil an (siehe [24]), es gilt:

6/5
Nu— ( ij ) (5.5)

Dieses Potenzgesetz ist in Abbildung 5.9 mit eingetragen. Man sieht, dass es fiir die grofse
Prandtl-Zahl Pr = 7.0 gut erfiillt ist. Fiir die kleine Prandtl-Zahl Pr = 0.7 miisste der Exponent
etwas grofer sein. Es gibt also auch hier, wie schon bei der Reynolds-Zahl, eine Abhéngigkeit

von der Prandtl-Zahl. Vergleichbare Simulationen aus [25] zeigen auch dieses Verhalten.

Zum anderen gibt es das nicht-rotationsdominierte Regime. Wenn der advektive Term der
Navier-Stokes-Gleichung den Coriolisterm iiberwiegt, dann wird die Rotation unwichtig. Die
Stromung sollte sich dann so verhalten, als wére keine Rotation vorhanden. Das ist in der Tat
so, wie man gut erkennt: Das Verhalten der Nusselt-Zahl zeigt, wie fiir den nicht-rotierenden
Fall, einen Exponenten von v ~ % Der Warmetransport entspricht also den Werten des nicht-

rotierenden Falls.

Die Kurven der Nusselt-Zahl in Abbildung 5.9 sind separiert. Zum einen entlang der Abszis-
se aufgrund der Ekman-Zahl-Abhéangigkeit des Onsets und zum anderen entlang der Ordinate
aufgrund der Prandtl-Zahl-Abhéngigkeit. Dadurch fallen die Kurven weder fiir den rotations-

dominierten noch fiir den rotationsfreien Bereich zusammen.

Es liegt nahe, eine Auftragung wie in Abbildung 5.8 zu suchen, in der die Kurven fiir den
Wiérmetransport zusammenfallen. Dies erreicht man, wie in Abbildung 5.10 zu sehen, indem
man auf der Ordinate wieder die konvektiv transportierte Warme (Nu — 1) Ek'/? (modifiziert
mit einem rotationsabhéngigen Faktor) und auf der Abszisse die Rotations-Péclet-Zahl Pe,.o

auftragt.

Die Rotations-Péclet-Zahl Pe,.; soll definiert sein als:

U v
Pe, = Re Pr Ek'/? = —/a (5.6)
Sie wird im Gegensatz zur Péclet-Zahl, die mit der Zellhohe als Referenzlange gebildet wird, mit

einer Lénge proportional zu Ek'/? gebildet. Dies ist die Dicke der Ekman-Schicht, wie man sie in
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rotierenden Konvektionsstromungen mit Grenzschichten vorfindet. Dies wurde in Abschnitt 5.1
gezeigt. Es wurde aber ebenfalls gezeigt, dass im vorliegenden Fall mit schubspannungsfreien
Randschichten solche Grenzschichten nicht auftreten. Trotzdem zeigt der Warmetransport fiir
verschiedene Ekman-Zahlen eine gute Ubereinstimmung, wenn man ihn iiber einer mit dieser
Lange gebildeten Péclet-Zahl auftrigt. Dies ist in Abbildung 5.10 zu sehen.
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Abb. 5.10: Konvektiv transportierte Warme in Abhéngigkeit der Rotations-Péclet-Zahl fiir Simula-

tionen mit schubspannungsfreien Rdndern oben und unten.

Im rotationsfreien Fall in Abbildung 5.8 sah man einen zweigeteilten Graphen. In dieser Auftra-
gung in Abbildung 5.10 erkennt man stattdessen eine Aufteilung in drei Bereiche: Erstens einen
laminaren Bereich fiir Pe,,; < 0.5 nahe des Onsets, wo die Rotation dominiert. Zweitens einen
rotationsfreien Bereich fiir Pe,,; > 10, wo die Rotation unwichtig wird. Und drittens einen
Transitionsbereich dazwischen fiir 0.5 < Pe,; < 10, in dem die Kurven fiir verschiedene Rota-
tionsraten nicht mehr zusammenfallen. Dessen Bedeutung wird in Abschnitt 5.3.3 ausfiihrlich

diskutiert werden.

An die ersten beiden Bereiche konnen wieder, wie im rotationsfreien Fall, Fitgeraden angepasst
werden. Die Steigungen sind wieder die gleichen, ndmlich 2 fiir Pe,..; < 0.5 und % fiir Pe,,; > 10.

Die Steigung fiir den rotationsdominierten Bereich nahe des Onsets ergibt sich wieder aus der
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kinetischen Energiedissipation, sieche Gleichung (5.4):

Ra (Nu—1) = e, = %/<(ajui)(ajui)>t v

Die Geschwindigkeit ist nach Gleichung (2.8) wieder RePr = Pe. Die vorherrschende Lénge ist
in diesem Bereich nach Gleichung (2.10) allerdings die Onset-Wellenlinge A, oc Ek'/3. Analog
dazu lisst sich die Rayleigh-Zahl nach Gleichung (2.9) ausdriicken als Ra, oc Ek~*/3. Damit ist
obige Gleichung:

(Nu—1)EEY3 < P2, = Nu-—1o Pe*EK*?

Tot
Die Abhéngigkeit fiir den rotationsfreien Fall ldsst sich nicht durch eine einfache Gleichung
herleiten. Allerdings ergibt die Umrechnung, dass die Nusselt-Zahl unabhéngig von der Ekman-

Zahl ist, wie man es fiir diesen Bereich erwarten wiirde:

(Nu—1) EE'Y? P} = Nu-—1c Pe*?

rot

Dariiber hinaus wurde der Offset der Fitgeraden identisch mit dem des rotationsfreien Falls
gewahlt. Wie man sieht, folgen die Werte gut diesem Fit, auch wenn sie systematisch leicht

dariiber liegen.
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Abb. 5.11: Konvektiv transportierte Wéarme (wie in Abbildung 5.10), kompensiert mit Pe

bzw. Peféz (rechts), aufgetragen tiber Peyq.

(links)

In Abbildung 5.10 ldsst sich eventuell noch ein vierter Bereich ausmachen. Fiir sehr grofse
Rotations-Péclet-Zahlen (Pe,,; > 50) scheint eher ein Fit mit dem Exponenten ‘—; angebracht.

Dies kommt daher, dass dort (wie schon im vorigen Abschnitt fiir den Fall ohne Rotation

1/3 2/7

angesprochen) das Potenzgesetz nicht mehr Nu — 1 oc Ra'/?, sondern Nu — 1 =~ Nu x Ra
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gilt. In Abbildung 5.11 ist der Graph aus Abbildung 5.10 nochmal dargestellt. Dieses mal
ist er allerdings kompensiert mit Pezéf (links) bzw. Pef(/,z (rechts). Leider sind im Bereich

Pe,,; > 50 nur wenige Simulationsergebnisse vorhanden, so dass eine endgiiltige Aussage iiber
den Exponenten in diesem Bereich schwer ist.

Abbildung 5.12 zeigt Ergebnisse fiir Simulationen mit no-slip Randern oben und unten. Aller-

dings ist der untersuchte Bereich von Ekman- und damit Rotations-Péclet-Zahlen beschrankt.
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Abb. 5.12: Konvektiv transportierte Warme in Abhéngigkeit der Rotations-Péclet-Zahl fiir Simula-

tionen mit no-slip Rdndern oben und unten.

Trotzdem erkennt man gut, dass der konvektive Warmetransport das gleiche Verhalten zeigt
wie mit schubspannungsfreien Randern in Abbildung 5.10. Auch die eingezeichneten Fitgeraden
haben die gleichen Parameter. Die Aufspaltung nach Ekman-Zahlen im Ubergangsbereich 0.5 <
Pe,o; < 10 ist hingegen nicht zu sehen. Ob das an den Randbedingungen oder dem begrenzten
Bereich der untersuchten Ekman-Zahlen liegt, ldsst sich nicht eindeutig beantworten. Dessen

ungeachtet ist die Auftragung, wie schon Abbildung 5.8, universell fiir das untersuchte System.

An dieser Stelle sollen kurz die Temperaturgrenzschichten gezeigt werden. Man erwartet, dass
die Grenzschichtdicke sich im Vergleich zum rotationsfreien Fall nicht &ndert, wenn Rotati-

on ins Spiel kommt. Die Corioliskraft wirkt sich in der Navier-Stokes-Gleichung nur auf die
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Geschwindigkeit nach Gleichung (2.1a), aber nicht auf die Temperatur nach Gleichung (2.1b)

aus.

Zur Bestimmung der Temperaturgrenzschicht kann man unter anderem das Ebenenmmittel der
Temperatur verwenden. Man geht davon aus, dass der Abfall der Temperatur vom Wert an der
oberen bzw. unteren Platte zur mittleren Temperatur in der Zellmitte vollstdndig innerhalb der
thermischen Grenzschicht o7 erfolgt (siche z.B. [19]). Damit ergibt sich fiir die Ableitung der
gemittelten Temperatur an der Wand (bzw. die Steigung des Temperaturprofils dort) gerade:
1 1
9, <T>x’y = 55 = 0y = SN
Die Folgerung ergibt sich aus Gleichung (2.5), wenn man bedenkt, dass die z-Geschwindigkeit
an der Wand gerade Null ist.

(5.7)

In Abbildung 5.13 sind, fiir die gleichen Parameter wie in Abbildung 5.1, die Profile von <T>
fiir no-slip und schubspannungsfreie Réander aufgetragen.
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Abb. 5.13: Auftragung des Ebenenmittel der Temperatur <T>x’y iiber der Zellhche z bei verschiede-
nen Rayleigh-Zahlen.
Links: No-slip Rénder oben und unten mit Fk = 1.7 - 1073 und Pr = 7.0.
Rechts: Schubspannungsfreie Rénder oben und unten mit Fk = 2.0 - 1072 und Pr = 7.0.

Diese Abbildung zeigt allerdings deutlich, dass auferhalb der thermischen Grenzschicht das
Temperaturprofil keineswegs konstant bei AT'/2 liegt. Es gibt also dort noch einen Tempe-
raturgradienten 0, <T>w,y' In Abbildung 5.14 ist diese Grofse, gemessen in der Zellmitte bei
z = 0.5, dargestellt. Auf der Abszisse ist dieses mal (Ra — Ra.)/Ra. aufgetragen. Diese Grofe
besagt, wie liberkritisch die Stromung ist.

Man erkennt mehrere Details. Die Werte fiir Pr = 7.0 und Fk = oo liegen teilweise iiber der

Nulllinie. Bei diesen Simulationen wurde durch die Konvektion viel Warme von unten nach
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oben transportiert, so dass es zu einer Inversion des Temperaturprofils kommt. Aufgrund der
geringen thermischen Diffusion bei der grofsen Prandtl-Zahl kann die Warme nicht schnell genug

verteilt bzw. an die obere Wand abgegeben werden (und analog fiir kaltes Fluid an der unteren
Wand). Bei der Prandtl-Zahl Pr = 0.7 sieht man das nicht.
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Abb. 5.14: Gradient der horizontal gemittelten Temperatur 0, <T>$y bei z = 0.5 in der Zellmitte,
aufgetragen iiber (Ra — Ra.)/Ra..

Weiter liegen die Werte fiir Simulationen ohne Rotation und grofer Ekman-Zahl Ek = 2 - 1072
gut iibereinander. Die Ekman-Zahl ist so grof, dass die Rotation scheinbar kaum eine Rolle
spielt. Fiir die tibrigen Daten mit kleinen Ekman-Zahlen erkennt man eine Aufspaltung bei
(Ra — Ra.)/Ra. =~ 1. Die Kurven fiir Pr = 0.7 liegen deutlich unter denen fiir Pr = 7.0. Hier
spielt wieder die thermische Diffusivitdt eine Rolle. Ist sie grofer, so kommt es zu einem ver-
starkten horizontalen Warmetransport und der Gradient wird grofier. Das ist auch gut bei der
Darstellung der Temperaturisofidchen in Abbildung 5.17 zu sehen, die weiter unten besprochen
wird. Die Werte fiir beide Prandtl-Zahlen gleichen sich wieder an, wenn die Stromung etwa 100

mal tiberkritisch ist.

Tragt man nun die thermische Grenzschichtdicke 1 {iber der Rayleigh-Zahl auf, ergibt sich
Abbildung 5.15. Diese sieht aus wie eine gespiegelte Version von Abbildung 5.9. Nach Glei-

chung (5.7) ist das auch nicht anders zu erwarten gewesen. Es wurden Fits eingetragen mit den
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Abb. 5.15: Thermische Grenzschichtdicke dr iiber der Rayleigh-Zahl Ra.
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Abb. 5.16: Verhiltnis Nu(2)/Nu(0) in Abhiéingigkeit der Rotations-Péclet-Zahl. Ein ,,Uberschiefen”

wie im no-slip Fall ist nicht zu erkennen.



52 Kapitel 5. Ergebnisse

Abb. 5.17: Isoflichen der Temperatur fiir Pr = 0.7 (linke Spalte) und Pr = 7.0 (rechte Spalte).
Oben: Bk =2-10"2 Ra =1-10°, T = 0.75AT (rot) und T = 0.25AT (blau).
Mitte: Ek =2-1073, Ra=1-10% T = 0.7AT (rot) und T = 0.3AT (blau).
Unten: Bk =2-107%, Ra =1-107, T = 0.65AT (rot) und T = 0.35AT (blau).
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Vorfaktoren, die man nach den Fits aus Abbildung 5.9 und Gleichung (5.7) erwartet. Wie man

sieht, werden diese gut erfiillt.

Anzumerken ist, dass in den vorliegenden Simulationen mit schubspannungsfreien Réndern
oben und unten kein ,Uberschiefen” der Nusselt-Zahl zu beobachten ist. In der Literatur (siche
[24; 41]) mit no-slip Réndern iibersteigt die Nusselt-Zahl beim Ubergang vom rotationsdomi-
nierten Regime zum rotationsfreien den Wert der Nusselt-Zahl ohne Rotation deutlich. Dies ist
besonders in einer kompensierten Auftragung Nu(£2)/Nu(0) gut zu sehen. Fir dieses Verhalten

sind Ekman-Pumpen in der Grenzschicht verantwortlich (siehe [26]).

In einer solchen Auftragung mit schubspannungsfreien Réndern in Abbildung 5.16 ist dieses
Verhalten nicht zu sehen, wie auch in [25] gezeigt wurde. Dabei ist fir Nu(0) der Fit aus
Abbildung 5.9 fiir die jeweiligen Prandtl-Zahlen angesetzt worden. Lediglich fiir die Ergeb-
nisse bei Fk = 2 - 1072 erkennt man eine Uberhéhung bei grofsen Werten von Pe,,;. Diese
héngt aber damit zusammen, dass dort (die entsprechenden Rayleigh-Zahlen liegen im Be-
reich 3-10°% < Ra < 1-10%) fiir schubspannungsfreie Rinder Nu — 1 o« Ra'/® erwartet wird
(siehe [23]).

Zum Schluss sollen noch die Temperaturfelder visualisiert werden. Deshalb sind in Abbil-
dung 5.17 fiir beide Prandtl-Zahlen und drei Ekman-Zahlen die dreidimensionalen Tempera-
turisoflichen dargestellt. Dabei ist der Ubersichtlichkeit wegen nicht immer das gesamte Stro-

mungsfeld gezeigt, sondern nur ein Ausschnitt des Aspektverhéltnisses.

Man erkennt eindeutig den Unterschied zwischen den beiden Prandtl-Zahlen: Fiir die kleine
Prandtl-Zahl von Pr = 0.7 (links in Abbildung 5.17) sind die Strukturen breiter, weil die ther-
mische Diffusion die kinetische Diffusion iiberwiegt. Fiir grofse Prandtl-Zahl von Pr = 7.0 ist
es genau umgekehrt (rechts in Abbildung 5.17). Die vorherrschenden Strukturen sind lange,
schmale Wirbel. Man erkennt aufterdem an den Bildern, dass die auf- und absteigenden Struk-
turen in sich verdreht sind. Der Grund dafiir wird in Abschnitt 5.4.1 bei der Besprechung der

Stromungsstrukturen betrachtet.

5.3.3 Diffusionsfreie Kennzahlen

In diesem Abschnitt wird der Ubergangsbereich 0.5 < Pe,or < 10 néher untersucht. Dazu

werden diffusionsfreie Kennzahlen eingefiihrt.

Es ist klar, dass die Stréomung im rotationsdominierten Bereich nahe des Onsets gegeben ist
als ein Gleichgewicht aus der Auftriebskraft auf der einen Seite und der Corioliskraft und

Diffusion auf der anderen Seite. Fiir kleine Werte von Pe,,; ist die Diffusion also nicht zu
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vernachléssigen. Fiir grofse Werte von Pe,.,; ist der Einfluss des Coriolisterms klein gegeniiber
dem nichtlinearen Term. Das Verhalten der Nusselt-Zahl entspricht dort dem rotationsfreien
Fall, wie in Abschnitt 5.3.2 gezeigt. Der Warmefluss ist durch die thermische Grenzschicht

gegeben, durch die die gesamte Wiarme diffundieren muss.

Die Annahme fiir den Transitionsbereich (0.5 < Pe,.,; < 10) ist die, dass die Stréomung durch
den nichtlinearen Term auf der einen Seite und die Corioliskraft auf der anderen Seite bestimmt
ist. Weiter kann man annehmen, dass der Warmefluss nicht mehr durch die Diffusion in der
Grenzschicht bestimmt ist, sondern durch die Struktur der Stromung. Fiir diese Annahmen ist
es niitzlich, diffusionsfreie Kennzahlen (siehe [12]) einzufithren. So wird aus der Rayleigh-Zahl
durch geeignete Kombination der Ekman- und Prandtl-Zahlen eine diffusionsfreie Rayleigh-
Zahl:

Ek*  ga AT

Pr Q2d

Dies ist die einzige Kombination, die moglich ist. Ebenso verfahrt man mit der diffusionsfreien
Nusselt-Zahl:

Ra, = Ra

Be___ Q@
P?”_QCPATQCZ

Es ist fiir manche Anwendungsfille sinnvoll, neben der diffusionsfreien Rayleigh-Zahl noch eine

Nu, = Nu

(ebenfalls diffusionsfreie) Fluss-Rayleigh-Zahl zu definieren:
Ek3 _gaq@
Prz  oc, B d?

In astrophysikalischen Untersuchungen kann man teilweise leichter den Warmefluss @ als die

Rag, = Ra, Nu, = Ra Nu

Temperaturdifferenz AT" messen. Allerdings ist Ray, keine a priori bekannte Grofse fiir das

System. Da sie die Nusselt-Zahl enthélt, kann sie erst im Nachhinein berechnet werden.

Ein Potenzgesetzt, welches den Zusammenhang zwischen Nu, und Ray, beschreibt, ist also:
n
m Q gaQ
Voo (hp) = Qo 90 55
e\ QCpATQdO( (Qch3d2> (58)

Eine in (positive) z-Richtung orientierte Rotationsachse wirkt sich durch den Coriolisterm so
aus, dass sie einen grofsen Einfluss auf die Stromung in einer Ebene senkrecht dazu hat, also in
konstanter Hohe 2. Die Rotation fithrt somit dazu, dass die Strémung genéhert als zweidimen-

sional betrachtet werden kann, die von der Héhe d des Gebiets unbeeinflusst ist.

Unter diesen Annahmen erwartet man fiir die Abhéngigkeit der diffusionsfreien Nusselt-Zahl

von der diffusionsfreien Fluss-Rayleigh-Zahl nach Gleichung (5.8) gerade:

1/2
Nu, ox <Raf*>
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Der Exponent n = % fithrt dazu, dass die Gleichung von der Zellhhe d unabhéngig ist. Die
Auftragung in Abbildung 5.18 zeigt die Simulationen zu allen untersuchten Ekman-Zahlen, die
im Transitionsbereich (0.5 < Pe,, < 10) liegen.

107F
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Abb. 5.18: Auftragung der diffusionsfreien Kennzahlen Nu, iiber Ray, fiir alle Simulationen mit

schubspannungsfreien Réndern aus dem Bereich 0.5 < Pe,., < 10.

Der beste Fit iiber alle Simulationen liefert:
)0.546(:!:0.01)

Nu, = 0.11 (Raf*
Der Exponent ist zwar nicht % wie angenommen, aber sehr nahe an g ~ (0.556. Diesen Wert
ergeben z.B. auch Simulationen aus [12]. Aber auch ein Exponent von & ~ 0.546 wire logisch.
Durch Umformen von Gleichung (5.5) (mit x4 als variablem Exponenten) und Gleichung (5.8)

erhélt man folgenden Zusammenhang

(R vy

n H
=1 = ="
H=q n =7 +
Ist also die Steigung am Onset, wie oben schon geschrieben und in Abbidung 5.9 eingezeichnet,

6 6
5 i
Natiirlich ist der Exponent g nur eine Naherung. Fiir die Simulationen mit Pr = 7.0 passt sie

gerade p = 2, so folgt daraus fiir die diffusionsfreien Kennzahlen ein Exponent von n =

allerdings gut, fiir Pr = 0.7 miisste er etwas grofier sein.
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Abb. 5.19: Vergleich der diffusionsfreien Kennzahlen dieser Arbeit (blaue Quadrate) mit den Ergeb-
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Abb. 5.20: Auftragung der diffusionsfreien Kennzahlen Nu, iiber Ray, fiir alle Simulationen mit

no-slip Réndern aus dem Bereich 0.5 < Pe,., < 10.
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Einen Exponent von 0.55 liefern auch verschiedene numerische Simulationen und Experimente,
zusammengestellt in [5]. Bemerkenswert ist dabei, dass sowohl planare Geometrien mit verti-
kal gerichteter als auch Kugelgeometrien mit radialer Schwerebeschleunigung und sowohl feste
als auch schubspannungsfreie Wénde das gleiche Ergebnis liefern. Abbildung 5.19 ist aus [5]
entnommen und ergénzt durch die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit, die als blaue Quadrate
dargestellt sind. Man erkennt, dass die Ergebnisse der Arbeit gut in das Gesamtbild passen.
Dies trifft nattirlich umso besser fiir Ray, < 1 zu. Nur dort dominiert die Corioliskraft iiber
die Auftriebskraft. Fiir Werte von Ray, ~ 1 oder grofer ist es genau umgekehrt. Man erwar-
tet dann, dass die Corioliskraft keine Rolle mehr spielt. Dies driickt sich in Gleichung (5.8)
gerade dadurch aus, dass sie unabhéngig von der Ekman-Zahl sein sollte. Das fiihrt zu einem

Exponenten von 1 = %, wie in Abbildung 5.19 zu sehen.

Der Fall fiir die Simulationen mit no-slip Rédndern zeigt in Abbildung 5.20 ein &hnliches Er-
gebnis. Der Exponent n = 0.546 ist der gleiche wie im Fall mit schubspannungsfreien Réndern.
Lediglich der Vorfaktor ist verschieden (zum Vergleich ist nochmal die Fitgerade wie in Abbil-
dung 5.18 gepunktet mit eingezeichnet).

5.4 Stromungsstrukturen

In diesem Abschnitt wird die Grofe der Stromungsstrukturen untersucht. Dazu wird die nor-
mierte Helizitdt der Stromung berechnet. Sie dient als Maf dafiir, inwieweit die Stromung noch
durch die Corioliskraft beeinflusst wird. Zum Schluss werden noch rdumliche Spektren des kon-
vektiven Warmetransports iiber die Zeit gemittelt und tiber der Wellenlénge A aufgetragen, um

die Strukturen auch quantitativ beurteilen zu koénnen.

5.4.1 Helizitat der Stromung

In diesem Abschnitt wird die Helizitat der Strémung betrachtet (siche z.B. [38]). Die Helizitét
ist der ,,Schraubsinn“ eines Fluidpartikels. Sie ist gegeben durch das Skalarprodukt aus der
Winkelgeschwindigkeit w = V x u und der Geschwindigkeit u. Im vorliegenden Fall interessiert

die normierte Helizitat H:
_ w-u
jw| - [ul
Ein Fluidteilchen kann sich in Bezug auf seine Bewegungsrichtung im Uhrzeigersinn (positive
Helizitét, Rechtsschraubung) oder entgegen dem Uhrzeigersinn (negative Helizitét, Linksschrau-

bung) drehen.
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Abb. 5.21: Schraubenbewegung der Fluidteilchen unter dem Einfluss der Corioliskraft: Beispiel einer

Teilchenbahn aus der Literatur (links, sieche [10]) und aus einer Simulation (rechts).

Bei rotierenden Konvektionsstromungen fiihrt die Corioliskraft dazu, dass die Teilchen einer
Konvektionsrolle beeinflusst werden. Die im vorliegenden Fall in positive z-Richtung orien-
tierte Corioliskraft wirkt nattirlich nicht auf Teilchen, die sich nur in (positive oder negative)
z-Richtung bewegen. Alle anderen Teilchen werden abgelenkt, so dass sich schraubenférmige
Bahnlinien einstellen. Dies ist in Abbildung 5.21 zu sehen. Die Teilchen haben bei der hier
gewahlten Richtung der Corioliskraft immer positive Helizitdt in der unteren und negative in

der oberen Hélfte des Simulationsgebiets. In der Mittelebene ist sie Null.

Zu jeder Rechnung wurde fiir einen Zeitpunkt im gesamten Stromungsgebiet die normierte
Helizitat berechnet. In Abbildung 5.22 ist fiir £k = 2- 1073 und Pr = 7.0 das Ebenenmittel
<H >x y dargestellt.

Natiirlich sollte das Ebenenmittel bei z = 0.5 Null sein. Da es sich bei der Auftragung aber
um Werte handelt, die aus dem Stromungsfeld eines Zeitpunkts berechnet wurden, also keine
zeitlichen Mittel sind, kommt es zu einer kleinen Abweichung. An den Réndern bei z = 0 und
z = 1 ist die Helizitat aufgrund der geforderten Randbedingungen nach Gleichung (2.2a-2.2c)

Null. Mittelt man iiber das Volumen der gesamten Zelle, so ist das Ergebnis Null.

Das Maximum von <H >I,y ist abhéngig von der Rayleigh-Zahl. Mit steigender Rayleigh-Zahl
verlagert es sich weiter zum Rand, dhnlich wie bei den Grenzschichten aus Abschnitt 5.1.
Damit einhergehend wird es immer kleiner, die Stromung verliert ihre helikale Struktur. Wenn
die Corioliskraft (bei geniigend grofen Rayleigh-Zahlen) schlieflich keine Rolle mehr spielt,
dann ist kein Maximum des Ebenenmittels der Helizitdt H mehr erkennbar, es schwankt um
den Nullwert.
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Abb. 5.22: Ebenenmittel der Helizitat aufgetragen iiber der Zellhohe fiir sechs verschiedene Rayleigh-
Zahlen bei konstanter Ekman- und Prandtl-Zahl (Ek = 21073, Pr = 7.0).

Um nun die Grofe der Helizitédt in der Stromung zu bestimmen, wird der rms-Wert eines jeden
Ebenenmittels berechnet:

o= ({18,

’ rms

Die Werte fiir den Fall ohne Rotation sind nicht explizit gezeigt, da dort der rms-Wert klein ist.
Er liegt im Mittel bei H,.,,s ~ 0.02. In Abbildung 5.23 (links) ist die Grofe H,.,,, fir alle Simu-
lationen mit Rotation dargestellt. Sie ist, wie schon bei der Betrachtung des Warmetransports,

iiber der Rotations-Péclet-Zahl aufgetragen.

Der auffalligste Unterschied zu den Abbildungen aus Abschnitt 5.3.2 ist, dass die Kurven nicht
mehr zusammenfallen. Es ist eindeutig zu erkennen, dass die Werte bei der grofsen Prandtl-
Zahl weiter nach rechts verschoben sind. Die Kurven kommen erst in einer Auftragung tiber
der Rotations-Reynolds-Zahl Re,,; = Re Ek'/? {ibereinander zu liegen, siche Abbildung 5.23
(rechts).

Mochte man eine Schwelle definieren, ab der die Stromung nicht mehr von der Rotation be-
stimmt wird, so ist die normierte Helizitat eine sinnvolle Wahl. Sinkt ndmlich H,,,s ab bis auf
einen Wert, den man auch in nichtrotierenden Stromungen findet, so spielt die Corioliskraft

keine Rolle mehr. In Abbildung 5.23 sind jeweils bei H,.,,s = 0.02 Linien eingetragen, um die
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Schwelle leichter zu identifizieren. Diese liegt bei Re,.; ~ 50.

0.8 : 0.8 : :
& Ek = 2.0e-02 (Pr=0.7) & Ek = 2.0e-02 (Pr=0.7)
~& Ek = 2.0e-02 (Pr=7.0) ~& Ek = 2.0e-02 (Pr=7.0)
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Abb. 5.23: Auftragung des rms-Werts der Helizitdt H,,,s iiber Pe,., (links) und Re, (rechts) fur
Simulationen mit Rotation.
Um dieses Ergebnis zu untermauern, wird nun die kinetische Energiedissipation betrachtet. Sie
wird automatisch im Programm in den Messroutinen ausgerechnet. In Abbildung 5.24 ist sie
fiir Simulationen ohne Rotation aufgetragen iiber der Reynolds-Zahl, normiert mit Re3Pr?, wie
man es im turbulenten Fall bei grofen Rayleigh- bzw. Reynolds-Zahlen erwartet (siche [18]).
Bei hohen Reynolds-Zahlen erkennt man auch einen Ubergang der Kurven zu einem konstanten
Wert, der bei €, ~ 0.3 liegt. Bei kleinen Reynolds-Zahlen sollte sich die kinetische Energiedis-
sipation proportional zu Re? verhalten. Auch dies sieht man im Graphen, der dort gerade eine

Steigung von -1 aufweist.

Abbildung 5.25 zeigt die gleiche normierte kinetische Energiedissipation fiir Simulationen mit
Rotation. Auf der Abszisse wird, wie auch schon bei der Helizitét, die Grofe Re,o = Re Ek'/?
verwendet. Eine Linie bei ¢,/(Re*Pr?) = 0.3 soll die Identifizierung des Ubergangs der Stro-
mung zu einem rotationsfreien Zustand erleichtern. Man erkennt in der Abbildung, dass der
gesuchte Ubergang bei Re,o; ~ 50 liegt. Die Stromung verhilt sich von da an so, als ob es keine
Corioliskraft mehr gibe. Die Schwelle ist unabhéngig von der Prandtl-Zahl, sie hdngt nur noch
von der Reynolds- und Ekman-Zahl ab. Sie ist zudem identisch, sowohl fiir die Helizitat als

auch fiir die kinetische Energiedissipation.

5.4.2 Spektren des konvektiven Warmetransports

Nun werden die Spektren des konvektiven Warmetransports untersucht. Es wird also der kon-

vektive Anteil u,(x,y, z)-T'(z,y, z) des Warmestroms fiir jede horizontale Ebene z in spektraler
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Abb. 5.24: Kinetische Energiedissipation ¢, fiir Simulationen ohne Rotation, normiert mit Re3Pr?,
aufgetragen iiber der Reynolds-Zahl Re.
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Abb. 5.25: Kinetische Energiedissipation ¢, fiir Simulationen mit Rotation, normiert mit dem rota-
tionsfreien Verhalten Re3Pr?, aufgetragen iiber der Rotations-Reynolds-Zahl Re,.;.
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Form berechnet, siche Gleichung (2.5). Dies ist nicht schwer, da im Programm die Variablen

sowieso im Spektralraum vorliegen. Es ergibt sich fiir die spektrale Verteilung V;

V(k,2) = Nul_ i m%:k':k (us(k, 2) - T(k, 2)) (5.9)

Diese ist normiert auf den Wert des konvektiven Wérmetransports (Nu—1). Es ist zu beachten,
dass es zu einer Wellenzahl k = k| = \/W durchaus mehrere Wellenvektoren k geben
kann. Der Verlauf von V(k, z) ist fiir z = 0.5 exemplarisch in Abbildung 5.26 (links) gezeigt.
Allerdings ist die Wellenzahl k£ nicht dquidistant verteilt, bei kleinen k gibt es weniger diskrete
Werte als bei grofsen. Deshalb kann man nicht einfach ablesen, welcher Bereich der Wellenlénge

hauptséchlich zum Warmetransport beitragt.

Es ist deshalb sinnvoller, die spektrale Dichte D(\, z) zu berechnen. Dazu wird der Bereich der
moglichen Wellenléngen 0 < A < L in dquidistante Intervalle A\ unterteilt. In diesen Intervallen
wird der jeweilige Beitrag aufaddiert und durch die Intervallbreite dividiert:

D\ z) = 5.10

k mit 27 €[A;;A+AN]

Die spektrale Dichte ist auch normiert auf den Wert des konvektiven Wérmetransports (Nu—1).
In Abbildung 5.26 (rechts) ist D(A, z) (mit z = 0.5) ebenfalls gezeigt.
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Abb. 5.26: Spektren des konvektiven Anteils v, T des Wérmestroms in der Mittelebene bei z = 0.5
(links: spektrale Verteilung V' (k, z), rechts: spektrale Dichte D(\, 2)) einer Simulation mit
Ra=1-10% Pr=0.7 und Fk = oc.

Die dargestellten Spektren sind das Ergebnis einer rotationsfreien Simulation mit den Parame-
tern Ra = 1-10°% Pr = 0.7 und Ek = co. Man erkennt sehr gut, dass sie zweigeteilt sind. Es



5.4. Stromungsstrukturen 63

gibt Anteile mit grofser Wellenldnge, die von den grofiskaligen Konvektionszellen herrithren. Die
Stromung bei z = 0.5 (also in der Zellmitte) wird natiirlich hauptséchlich durch diese Rollen
bestimmt. Daneben gibt es Anteile mit kleineren Wellenlédngen, die kleinskalige Strukturen -

also z.B. Plumes oder Spokes - reprisentieren.

Tragt man zusétzlich noch Spektren naher an der Wand auf, so geht der Anteil der langwelligen
Strukturen zuriick. Der Warmetransport in Wandnéhe ist hauptsachlich durch Diffusion und
Plumes bestimmt. Dies erkennt man gut in Abbildung 5.27, in der Spektren bei z = 0.164 bzw.
z = 0.015 dargestellt sind.
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Abb. 5.27: Spektrale Dichte des konvektiven Warmetransports u,T, analog zu Abbildung 5.26. Die
Schnitte sind hier bei den Hoéhen z = 0.164 (links) und z = 0.015 (rechts).

Um dem Spektrum objektiv eine reprisentative Wellenldnge zuordnen zu koénnen, wurde ein
Fit angepasst. Dieser ist in Abbildung 5.28 eingetragen. Die Fitkurve F'()) setzt sich dabei
aus zwei halben, modifizierten Gaussglocken zusammen, eine linkseitige und eine rechtsseitige

relativ zur gefitteten (gesuchten) Wellenldnge.

67%(%>2 A<

i (5.11)
6_5( =) A>

_h_

F(\) =< var
h

Ve

Modifiziert bedeutet, dass das Integral nicht mehr auf 1 normiert ist, wie es bei einer Normal-
verteilung der Fall ist, bei der die Héhe und Breite der Verteilung miteinander verkniipft sind

uber

) (5.12)
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Abb. 5.28: Fit an die spektralen Dichte mithilfe einer Gaussglocke nach Gleichung (5.11). Eingezeich-

net ist zusétzlich die gesuchte Wellenldnge .

Auf diese Weise erhélt man vier Fitparameter, namlich die Hohe A und Position p der Gauss-
glocke, die jeweils fiir beide Hélften natiirlich identisch sein miissen, sowie die linksseitige ¢; und
rechtsseitige o, Standardabweichung. Die Parameter wurden so bestimmt, dass die quadrati-
sche Abweichung minimal werden sollte. Dazu wurde der Simplex-Algorithmus nach Nelder und
Mead (siehe [27], [30]) in einer Matlab-Implementation verwendet. Die gesuchte reprisentative

Wellenlénge ist dann einfach das \,,, das das Integral der Fitkurve halbiert:

Am
/ F(\) dA=0.5 (5.13)
Es ist A, sozusagen der Median der Fitfunktion F'(A). Oder anders ausgedriickt: diese Wellen-
lange ist so berechnet, dass alle Wellenldngen kleiner als A, genau soviel Wéarme konvektieren

wie Wellenlédngen grofer als A,,.

Mit diesem Verfahren wurden sémtliche Simulationen ausgewertet. Das Ergebnis ist in Abbil-
dung 5.29 wieder iiber Pe,., aufgetragen. Dabei wurde auf der Ordinate \,, Ek~'/3 verwendet,
um die unterschiedlichen Onset-Wellenldngen fiir verschiedene Ekman-Zahlen zu kompensieren
(siche Kapitel 2.3). Es sind ebenso wieder die drei Bereiche eingezeichnet, die schon mithilfe
von Abbildung 5.10 identifiziert wurden.

Die kritische Wellenldnge bei Konvektionstromungen unter dem Einfluss der Rotation héngt
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nach Gleichung (2.10) von der Ekman-Zahl ab wie:
Ao = 3.83 EE'/3 (5.14)

In der kompensierten Auftragung sollte also im rotationsdominierten Regime dieser Vorfaktor
gerade 3.83 sein, unabhéngig von der Rotationsrate. Wie man sieht ist das gut erfiillt fiir die
kleinen Ekman-Zahlen. Die grofte Ekman-Zahl von Ek = 2-107" erfiillt das nicht. Allerdings ist
fiir sie auch das Potenzgesetz nach Gleichung (2.10) nicht giiltig, wie man gut in Abbildung 2.3
rechts sieht.

Im Transitionsbereich bleibt die Wellenldnge iiber einen weiten Bereich hin konstant. Mit grofer
werdendem Pe,,; wird die Wellenldnge dann kleiner. Dies stimmt iiberein mit den Experimenten
in [39]. Die weitere Entwicklung sollte im rotationsfreien Bereich natiirlich unabhéngig von
der Ekman-Zahl sein. In Abbildung 5.29 wird die Abhéngigkeit fiir groke Pe,, gut durch ein

Potenzgesetz mit Steigung —% gendhert, wie man am eingezeichneten Fit erkennt.
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Abb. 5.29: Auftragung der représentativen Wellenldnge A, bei z = 0.5 in der Mitte der Fluidschicht.

Eingezeichnet sind Fits fiir den Bereich des Onsets und den nicht-rotierenden Bereich.

Damit ergibt sich fiir A,,:

Am = (Re Pr)~'* BRIV
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Die Wellenléinge verhilt sich also proportional zu Pe~'/2. Die kleine Abhingigkeit von der
Ekman-Zahl spielt dabei keine Rolle mehr.

Wie weiter oben erwéhnt, wurde das Aspektverhaltnis immer so gewahlt, dass sowohl in z-
als auch in y-Richtung vier Rollenpaare in das Simulationsgebiet passen. Das Aspektverhéltnis
wurde also proportional zu . gewéhlt. Diese Wahl ist natiirlich nur so lange gerechtfertigt, bis

die Stromung anféngt grofere Strukturen auszubilden.

In Abschnitt 5.4.1 wurde gezeigt, dass sich die Stromung ab Re,.,; &~ 50 so verhalt, als wére keine
Corioliskraft mehr vorhanden. Dies hat zur Folge, dass auch die Struktur der Strémung, mithin
die dominante Wellenlénge nicht mehr von A\. abhédngen sollte. Im Gegenteil, man wiirde Rollen
erwarten, die so grof/breit sind wie im nichtrotierenden Fall. Um das zu verifizieren, wurde eine
Simulation, die den nichtrotierenden Zustand schon erreicht haben sollte, bei einem groferen
Aspektverhiltnis nochmal gerechnet. Es handelt sich um die Simulation mit Ek = 21073,
Ra = 5-107, Pr = 0.7, Re,o; =~ 106, die zuerst bei I' = 3.0 durchgefiihrt wurde. Das resultierende
Spektrum ist in Abbildung 5.30 (links) zu sehen.

In Abbildung 5.30 (rechts) ist das Spektrum mit den gleichen Simulationsparametern, aber mit
einem doppelt so grofsem Aspektverhéltnis von I' = 6.0, zu sehen. Die beiden gestrichelten
Linien markieren gerade die beiden Aspektverhéltnisse. Der Unterschied ist leicht zu erkennen:
Die Stromung mochte bei I' = 3.0 grofsere Rollen ausbilden, als es moglich ist. Der Hauptteil
des konvektiven Warmetransports muss deshalb durch kleine Strukturen geleistet werden. Die

Nusseltzahl ist um knapp 3 Prozent héher als im Fall mit groffem Aspektverhéltnis.
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Abb. 5.30: Vergleichende Spektren einer Simulation mit den Paramtern Ek =2-1073, Ra =5 - 107,
Pr =0.7, Reyot ~ 106 bei I' = 3.0 (links) und I = 6.0 (rechts).

Die Stromung bei I' = 6.0 zeigt zwei grofse Wellenldngen rechts im Spektrum, die bei kleinem
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Aspektverhéltnis nicht zu sehen waren. Dadurch tragen die kleinskaligen Strukturen weniger
zum Warmetransport bei. Auch die gefittete Wellenlédnge A, (durch die senkrechte blaue Linie

markiert) verschiebt sich leicht nach rechts.

Es ist also eindeutig zu erkennen, dass die Simulationen, welche im nichtrotierenden Bereich
Re,.,; > 50 liegen, bei groferem Aspektverhéltnis gerechnet werden miissten, um den geforderten

grofseren Strukturen Rechnung zu tragen.

Auf den folgenden Seiten werden noch fiir ausgewéhlte Rechnungen die spektralen Dichten
D(A, z=0.5) und Schnitte durch das Feld des konvektiven Warmetransports u,T" bei z =
0.5 gegeniibergestellt. Hierbei ist fiir jedes einzelne Bild zu einer Kombination aus Rayleigh-,
Ekman- und Prandtl-Zahl die Farbskala individuell angepasst. Ein positiver Warmetransport

(in positive z-Richtung) ist rot dargestellt, ein negativer Warmetransport blau.

Dabei kénnen zwei Feststellungen getroffen werden. Erstens sind die Strukturen der Stromun-
gen unterschiedlich fiir beide Prandtl-Zahlen: Bei Pr = 0.7 (entsprechend Luft) sind auch bei
grofen Rayleigh-Zahlen noch Konvektionsrollen zu beobachten. Dies erkennt man sowohl in den
Bildern des konvektiven Warmetransports, als auch in den Spektren, wo im Vergleich zur grofe-
ren Prandtl-Zahl Pr = 7.0 (entsprechend Wasser) grofse Wellenléngen stérker ausgepragt sind.
Damit einhergehend sind die Spektren der kleinskaligen und hauptséchlich die Warme trans-
portierenden Strukturen im Fall Pr = 7.0 hoher (es ist zu beachten, dass das strenggenommen
nur gilt, wenn die Nusselt-Zahl in beiden Féllen identisch ist. Fiir kleine Ekman-Zahlen, siche
Abbildung 5.37, ist das nicht mehr der Fall, da dort zu einer Rayleigh-Zahl die Nusselt-Zahlen
stark abweichen konnen. Siehe dazu auch Abbildung 5.9).

Zweitens werden die Strukturen mit grofser werdender Rayleigh-Zahl immer kleiner, wie schon
in Abbildung 5.29 gezeigt. Dies ist sowohl in den Schnitten des konvektiven Warmetransports
an der Verringerung des Durchmessers der farbigen Strukturen zu erkennen, als auch an einer
Verschiebung der Spektren zu kleineren Wellenldngen hin. Die gefittete Wellenlénge A, ist als

gestrichelte Linie mit eingetragen.
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Abb. 5.31: Spektrale Dichte des Wirmetransports fiir Ek = oo bei z = 0.5 mit Ra = 1-10° (obere

Zeile), Ra = 7-10° (mittlere Zeile) und Ra = 1-10° (untere Zeile). Die Prandtl-Zahlen

sind Pr = 0.7 links und Pr = 7.0 rechts.
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Abb. 5.32: Schnitte des konvektiven Wirmetransports fiir Ek = oo bei z = 0.5 mit Ra = 1-10° (obere
Zeile), Ra = 7-10° (mittlere Zeile) und Ra = 1-10% (untere Zeile). Die Prandtl-Zahlen
sind Pr = 0.7 links und Pr = 7.0 rechts.
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Abb. 5.33: Spektrale Dichte des Wirmetransports fiir Ek = 2-1072 bei z = 0.5 mit Ra = 1-10° (obere

Zeile), Ra = 1105 (mittlere Zeile) und Ra = 5 - 10% (untere Zeile). Die Prandtl-Zahlen

sind Pr = 0.7 links und Pr = 7.0 rechts.
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Abb. 5.34: Schnitte des konvektiven Wirmetransports fiir Ek = 2-1072 bei z = 0.5 mit Ra = 1-10°
(obere Zeile), Ra = 1-10% (mittlere Zeile) und Ra = 5 - 10° (untere Zeile). Die Prandtl-

Zahlen sind Pr = 0.7 links und Pr = 7.0 rechts.
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Zeile), Ra = 1-107 (mittlere Zeile) und Ra = 5 - 107 (untere Zeile). Die Prandtl-Zahlen

Abb. 5.35: Spektrale Dichte des Wirmetransports fiir Ek = 2-1073 bei z = 0.5 mit Ra = 1-10° (obere
sind Pr = 0.7 links und Pr = 7.0 rechts.
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Abb. 5.36: Schnitte des konvektiven Wirmetransports fiir Ek = 2-1073 bei z = 0.5 mit Ra = 1-10°
(obere Zeile), Ra = 1-107 (mittlere Zeile) und Ra = 5 - 107 (untere Zeile). Die Prandtl-
Zahlen sind Pr = 0.7 links und Pr = 7.0 rechts.
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Abb. 5.38: Schnitte des konvektiven Wirmetransports fiir Ek = 2-10"% bei z = 0.5 mit Ra = 1-10°
(obere Zeile), Ra = 5 - 107 (mittlere Zeile) und Ra = 5 - 107 (untere Zeile). Die Prandtl-
Zahlen sind Pr = 0.7 links und Pr = 7.0 rechts.
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5.5 Diskussion der Ergebnisse

In diesem fiinften Kapitel wurden die Ergebnisse der Arbeit vorgestellt. Ein wichtiges Resultat
ist, dass der konvektive Warmetransport Nu — 1, iiber der Péclet-Zahl Pe bzw. Pe,.; aufge-
tragen, unabhéngig von den Randbedingungen ist. Es ist also eine universelle Auftragung. Sie
liefert fiir Simulationen ohne und mit Rotation in beiden Bereichen, sowohl am Onset als auch
fiir hohe (Rotations-) Péclet-Zahlen, das gleiche asymptotische Verhalten, siehe Abbildung 5.10.
Leider konnte letztlich nicht geklart werden, welches Potenzgesetz im zweiten Bereich das rich-
tige ist. Dazu liegen dort zu wenig Daten vor. Die wenigen Daten, die es gibt, miissen auch mit
Vorsicht betrachtet werden. Das Aspektverhéltnis wurde, in Abhéngigkeit von der Ekman-Zahl,
immer so gewéhlt, dass 4 Rollenpaare in die Zelle passten. Wie bei der Analyse der Spektren
gezeigt wurde, reicht dieses Aspektverhéltnis aber nicht mehr aus, wenn die Strémung in den

nichtrotierenden Bereich kommt.

Fiir rotationsbehaftete Stromungen tritt noch ein dritter Bereich zutage. In diesem Transiti-
onsbereich zeigt sich fiir schubspannungsfreie Rédnder eine Aufspaltung der Werte, siehe Abbil-
dung 5.10. Dies ist bei den Werten aus Simulationen mit no-slip Rdndern nicht zu erkennen.
Ob das an der eingeschrinkten Spanne von Ekman-Zahlen liegt, oder an den Randbedingun-
gen selbst, miisste durch weitere Untersuchungen gekldart werden. Allerdings sieht man, dass
im Transitionsbereich Diffusivitaten keine Rolle spielen. Durch die geeignete Kombination der
Kennzahlen entstehen andere, diffusionsfreie Kennzahlen. In einer Auftragung der diffusions-
freien Nusselt-Zahl iiber der diffusionsfreien Fluss-Rayleigh-Zahl findet man ein Potenzgesetz
mit einem Exponenten nahe bei g bzw. 1%. Es ist (bis auf den Vorfaktor) identisch fiir beide
Randbedingungen. Dariiber hinaus stofst man auf den gleichen Exponenten auch in anderen
Untersuchungen (siehe [5]), sowohl numerischen als auch experimentellen. Diese fanden sowohl
in ebener Geometrie mit vertikal orientierter Schwerebeschleunigung (wie in der vorliegenden
Arbeit) als auch z.B. in Kugelgeometrien mit radial veranderlicher Schwerebeschleunigung statt.
Es ist deshalb verbliiffend, dass der Exponent fiir solch verschiedene Rahmenbedingungen all-

gemeingiiltig ist.

Als Beispiel sollen die diffusionsfreien Kennzahlen fiir den Erdkern abgeschétzt werden. Als
Winkelgeschwindigkeit nimmt man = 7.29-107°% an. Die weiteren Werte sind nach [28] g =
105, a = 2»10_5%, Q = 4-102W, AT = 1000K, o = 1~1O4%, cp = 700,@% und d = 2286-103m.
Damit ergibt sich Ras, ~ 5-107" und Nu. =~ 2-107'*. Solch kleine Kennzahlen wurden in den
vorliegenden Simulationen nicht erreicht. Andere Ergebnisse kommen schon nahe an Ray, ~
1-10719, wie in Abbildung 5.19 zu sehen. Dies allerdings nur mit Parameterkombinationen, die

keinen Bezug zum realen Erdkern haben, also z.B. Ekman-Zahlen von 1-107°.
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Die Auftragung des konvektiven Warmetransports ermoglicht es also zu entscheiden, ab wann
selbiger nicht mehr durch die Rotation beeinflusst wird. Das ist dann der Fall, wenn das asymp-
totische Verhalten des nichtrotierenden Warmetransports erreicht wird. In dieser Arbeit wurde
diese Grenze mit Pe,,; ~ 10 abgeschétzt. Es ist also moglich, diese Grenze zu bestimmen oh-
ne Kenntnis der Rayleigh-Zahl. Statt des Temperaturgradienten bzw. des Warmeflusses muss

,hur die Geschwindigkeit bekannt sein.

Auch fiir Pe,,; lasst sich daraus eine Abschétzung vornehmen. Aus den Messungen der mag-
netischen Sdkularvariation ergibt sich als typische Geschwindigkeit v = 5 - 10*4%. Mit den
Materialkonstanten (aus [36]) von xk = 3 - 10_6’”72 und v =5 - 10_77”?2 ergibt sich Pe,, ~ 13.
Der Erdkern liegt also knapp auferhalb des Transitionsbereichs. Nimmt man fiir den Erdkern
hingegen kompositionelle Konvektion an mit einer thermischen Diffusivitat von k = 7- 10_9%2,
so ergibt sich Pe,o; ~ 6 - 10°.

Daneben wurde eine Méglichkeit hergeleitet, eine solche Grenze auch fiir die Struktur (bzw. die
Geschwindigkeit) der Stromung anzugeben. Da die Stromung durch den Einfluss der Rotati-
on zu helikalen Stromungsmustern gezwungen wird, bot sich die Untersuchung der normierten
Helizitét an. Simulationen ohne Rotation zeigten einen sehr kleinen rms-Wert der ebenengemit-
telten normierten Helizitat. Dieser wurde als Schranke definiert. Fiir Simulationen mit Rotation
liefert ein Vergleich mit dieser Schranke ein Kriterium, ab dem die Stromung als rotationsfrei
gelten kann. Fiir die schubspannungsfreien Randbedingungen wurde die Rotations-Reynolds-
Zahl als Mals dafiir gefunden, fiir no-slip Rdnder wurde diese Auswertung aufgrund fehlender
Daten nicht durchgefiihrt. Ab der Grenze Re,,; =~ 50 kann die Stromung als rotationsfrei gené-
hert werden. Sie ist unabhéngig von den thermischen Eigenschaften des Fluids. Die Auswertung
der kinetischen Energiedissipation unterstiitzt die Giiltigkeit der gefundenen Grenze. Fiir das

Beispiel des Erdkerns oben ergibt sich Re,,; ~ 82.

Die beiden Fragestellungen nach einer Grenze zum rotationsfreien Fall fiir den Warmetrans-
port bzw. die Stromungsstruktur selbst finden die Antworten also in der Rotations-Péclet- bzw.
Rotations-Reynolds-Zahl. Beide unterscheiden sich nur in der Prandtl-Zahl, die wiederum nur
vom Fluid selbst abhéingt. Diese Kriterien, die beide von ReEk'/? abhiingen, stehen im Wider-
spruch zur Rossby-Zahl Ro = ReFEk. Sie ist das Verhéltnis aus Tragheits- und Corioliskraft.
Die klassische Annahme, dass die Grenze zwischen rotationsdominiertem und rotationsfreiem
Bereich bei Ro = ReFk = 1 liegt, stimmt mit den in dieser Arbeit gewonnenen Erkenntnissen

nicht tiberein.

Auf der anderen Seite sind aber auch Re,,; bzw. Pe, . fiir Simulationen mit schubspannungs-

freien Réndern keine offensichtlichen Groéfsen. Fiir no-slip Rénder haben die Herleitungen der
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beiden Kennzahlen ihre Begriindung in den Ekman-Schichten, die proportional zu Ek? sind.
Dies untermauern auch die Resultate der entsprechenden Rechnungen. In den schubspannungs-

freien Simulationen konnte eine Linge, die mit Fk'/? skaliert, allerdings nicht gefunden werden.

Die thermischen Grenzschichten zeigen ein Verhalten, das unabhingig von den Réndern ist.
Auferhalb dieser Grenzschichten stellt sich fiir Simulationen ohne Rotation ein konstantes Tem-
peraturprofil ein, wenn die Strémung nur {iberkritisch genug ist. Kommt die Rotation hinzu,
so bewirkt sie (zumindest fiir nicht zu grofe Ekman-Zahlen, ab etwa Fk < 2-107%) eine Ver-
zogerung, das Temperaturprofil wird erst spéter konstant. Auch ist der Weg hin zu diesem

konstanten Profil abhéngig von der Prandtl-Zahl.

Eine Abhéngigkeit von der Prandtl-Zahl zeigen auch die Spektren des konvektiven Wérme-
transports. Bei der kleineren Prandtl-Zahl von Pr = 0.7 sind grofe Strukturen ausgeprigter
als bei Pr = 7.0. Das sieht man am besten fiir hohe Rayleigh-Zahlen, wenn die Stromung schon
(fast) das nichtrotierende Regime erreicht hat. Nahe am Onset dominieren natiirlich Strukturen
in der Grofsenordnung der kritischen Wellenldnge. Dies konnte nachgewiesen werden, indem an
die Spektren ein Fit angepasst wurde, der diesen kleinen Strukturen objektiv eine einzige, re-
préasentative Wellenldnge \,, zuordnet. Eine Auftragung von ), iiber der Rotations-Péclet-Zahl
liefert wieder fiir verschiedene Prandtl- bzw. Ekman-Zahlen eine universelle Auftragung: nahe
am Onset ist die Wellenldnge konstant und entspricht der berechneten Onset-Wellenldnge und

fiir den rotationsfreien Bereich wird die Wellenldnge kleiner, wie man es erwartet.
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Kapitel 6
Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurden Konvektionsstromungen unter dem Einfluss von Rotation
untersucht. Dazu wurde das bestehende Programm mpplconv aus [19] erweitert um den Corio-
listerm. Ebenso wurde eine neue Zeitschrittberechnung implementiert, um schubspannungsfreie

Randbedingungen verwenden zu kénnen.

Die Simulationen fiir den Fall ohne Rotation zeigen, sowohl fiir die Reynolds- als auch fiir
die Nusselt-Zahl, die erwarteten Ergebnisse. In einer Auftragung des konvektiven Warmetrans-
ports Nu — 1 {iber der Péclet-Zahl Pe fallen die Ergebnisse zusammen, unabhéngig von der
Prandtl-Zahl. Es ist in dieser Auftragung sogar gleichgiiltig, welche Randbedingungen verwen-

det wurden.

Im Fall mit Rotation wurde eine dazu dquivalente Darstellung gefunden, bei der alle Ergebnisse
fiir den konvektiven Warmetransport Nu — 1 fiir verschiedene Ekman-Zahlen iibereinander fal-
len. Sie ist mit einer Linge proportional zu Ek'/? gebildet und stellt das Analogon zur bekannten
Péclet-Zahl fiir rotationsfreie Stromungen dar. Auch hierbei zeigte sich das gleiche Verhalten
unabhéngig von den Randbedingungen. Fiir Simulationen mit no-slip Randern, die eine Grenz-
schichtdicke der Geschwindigkeit proportional zu Ek'/? aufweisen, ist das nicht erstaunlich. Es
wurde aber auch gezeigt, dass es fiir schubspannungsfreie Rénder keine solche Grenzschicht und
mithin keine Linge proportional zu EkY? gibt. Dennoch zeigen auch in diesem Fall die Werte

des konvektiven Warmetransports das gleiche universelle Verhalten.

In der universellen Auftragung tritt, neben den erwarteten Regimes (rotationsdominiert nahe
des Onsets fiir kleine Werte von Pe,,, und rotationsfrei fiir groke Werte von Pe,,;) ein Transi-
tionsbereich als drittes Regime zutage. Mithilfe diffusionsfreier Kennzahlen konnte gezeigt wer-

den, dass in diesem Bereich die Diffusion keine Rolle spielt, die Stromung also lediglich durch
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den nichtlinearen Term und den Coriolisterm bestimmt wird. Auch hier ist das Potenzgesetz

fiir beide Randbedingungen das gleiche, lediglich in den Vorfaktoren gibt es Abweichungen.

Die Stromungsstrukturen wurden zum einen qualitativ untersucht. Anhand von Temperaturiso-
flichen wurde der Einfluss der Prandtl-Zahl auf die Stromung gezeigt. Quantitativ wurden die
Strukturen durch die Berechnung der normierten Helizitat identifiziert. Rotationsdominierte
Stromungen sind durch eine grofe normierte Helizitdt gekennzeichnet, wihrend sie in rota-
tionsfreien Strémungen nahezu verschwindet. Daraus wurde ein Kriterium fiir die Rotations-
Reynolds-Zahl Re,,; = ReEk'/? abgeleitet, ab dem eine Stromung als unbeeinflusst von der

Corioliskraft gelten kann.

Vergleicht man den Warmetransport und die Struktur der Strémung, so erkennt man, dass der
Ubergang zum rotationsfreien Regime nicht identisch ist. Fiir den Wiarmetransport liegt er bei
Pe,,; = 10, ist also von der Prandtl-Zahl abhéngig. Die Struktur der Strémung erlangt bei
Re,o: ~ 50 wieder Ahnlichkeit mit dem nichtrotierenden Fall. Sowohl beim Wirmetransport

als auch bei der Struktur der Strémung ist der Ubergang aber proportional zu Ek'/2.

Zum Anderen wurde die vorherrschende Lénge in der Stromung bestimmt mittels des kon-
vektiven Warmetransports. In der Mittelebene des Simulationsgebiets bei z = 0.5 wurde die
spektrale Dichte D der Grofe u, T berechnet. Ein Fit mit einer modifizierten Gaussglocke an die-
se Auftragung erlaubte die Berechnung einer Wellenldnge \,,. Diese Grofe, wieder aufgetragen
iiber Pe,., zeigt ein ebenso einfaches Bild wie der konvektive Warmetransport: fiir den rota-
tionsdominierten und den Transitionsbereich ist \,, konstant, fiir den rotationsfreien Bereich
wird sie kleiner, tibereinstimmend mit experimentellen Daten. Allerdings wurde anhand einer
Vergleichsrechnung auch nachgewiesen, dass im rotationsfreien Regime ein groferes Aspektver-
héltnis (und damit auch eine hohere Auflésung) erforderlich ist, da dort die Strukturen so grofs
wie im nichtrotierenden Fall sind. Zum Schluss wurden noch fiir ausgewahlte Kombinationen
aus Rayleigh-, Ekman- und Prandtl-Zahlen die spektrale Dichte D und Schnitte des konvektiven

Warmetransports u,T gegeniibergestellt.
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Anhang A
Tabellen der Simulationsergebnisse

In diesem Anhang sind die Ergebnisse der verschiedenen Simulationen festgehalten. Es gibt zu
jeder Kombination von Ekman- und Prandtl-Zahlen eine Tabelle. Jede dieser Tabellen ist nach
der Rayleigh-Zahl sortiert.

Zu jeder Rayleigh-Zahl ist zuerst die verwendete numerische Auflésung N, x N, x N, notiert.
Danach stehen die beiden wichtigsten Kennzahlen, die Nusselt-Zahl Nu und die Reynolds-Zahl
Re, und die daraus berechneten Grofen Pe,.; = Re Pr EkY? und Re Ek'/2. Die diffusionsfreien

Kennzahlen Rag, und Nu* sind auch protokolliert, ebenso wie die gefittete Wellenléinge A,,.
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Ra Ny x Ny x N, Nu Re Pe,o | Reror | Ragy | Nu, A
6.6-10% | 64x64x33 | 1.004-10° | 5.883-10"! | oo 00 oo | oo | 2.702-10°
6.7-10% | 64x64x33 | 1.010-10° | 9.737-107" | oo 00 oo | oo | 2.702-10°
6.8-10% | 64x64x33 | 1.035-10° | 1.867-10° | oo 00 oo | oo | 3.152-10°
7.0-10% | 64x64x33 | 1.056-10° | 2.431-10° | oo 00 oo | oo | 3.274-10°
8.0-10% | 64x64x33 | 1.318-10°| 6.311-10° | oo 00 oo | oo | 3.193-10°
1.0-10% | 64x64x33 | 1.396-10° | 7.918-10° | oo 00 oo | oo | 2.739-10°
2.0-10% | 64x64x33 |2.022-10° | 1.758-10' | oo 00 oo | oo | 2.889-10°
3.0-10% | 64x64x33 |2.361-10°| 2.385-10' | oo 00 0o | oo | 2.756-10°
5.0-10% | 64x64x33 | 2.789-10° | 3.287-10" | oo 00 oo | oo | 2.397-10°
1.0-10* | 128x128x33 | 3.438-10° | 4.863-10' | oo 00 oo | oo | 1.786-10°
2.0-10* | 128x128x33 | 4.172-10° | 6.921-10" | oo 00 00 oo | 1.518-10°
5.0-10* | 256x256x65 | 5.401-10° | 1.078-10% | oo 00 oo | oo | 1.231-10°
1.0-10° | 256x256x65 | 6.535-10° | 1.491-10% | oo 00 oo | oo | 1.072-10°
2.0-10° | 256x256x65 | 7.948-10° | 2.059-10% | oo 00 oo | oo |6.900-10""
5.0-10° | 256x256x65 | 1.044-10' | 3.134-10% | oo 00 oo | oo | 55751071
7.0-10° | 256x256x65 | 1.155-10' | 3.643-10% | oo 00 oo | oo | 52431071
1.0-105 | 256x256x65 | 1.285-10' | 4.286-10% | oo 00 oo | oo |4.805-107"
2.0-10% | 256x256x65 | 1.578 - 10" | 5.690-10%> | oo 00 0o | oo |4.744-1071

Tab. A.1: Ergebnisse fiir EFk = oo, Pr = 0.7 (I' = 10.0)
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0T-629°¢ | o© | o0 | 00 | 00 | 01-906C | (0T -069C | E€EXFIXF9 | 01-0°€
OT-96FF | 00 | o0 | 00 | 00 | 0T -¥S1°C | 0T CSET | E€EXFIXFO | (01-0°C
OT-9GFF | 00 | 00 | 00 | o0 | (01-8LG°T | o0T-996'T | €EXFOXFY | (01-GT
OL-FL2¢ | 00 | 00 | 00 | o0 | (0T-61€T | (019961 | €EXFIXFY | 01-T1
0T -FLE | 00 | o0 | 00 | 00 | (0T-LIOT | o0T-1I89°T | E€EXFIXF9 | (01-0'T
G0T-2CT'E | 00 | o0 | 00 | 00 | [ _0T-8LF'S| 0T -TFGT | €EXFIXF9 | 01 06
Q0T -LEG¢ | 00 | 00 | 00 | 00 |01 -6V9°G | 01 -GGTT | €EXFIXF9 | 01-0'8
0120, | 00 | 00 | 00 | 00 | 01 -€0F'€E | 01-TCTT | E€EXFOXFO | 01 0L
G0T-20LT | o© | o0 | 00 | 00 | _0T-T9%C | o0T-990°T | €EXFIXF9 | ,01-89
G0T-20LC | 0© | o0 | 00 | 00 |, 0T-8¥9L | 0T -L00T | E€EXFIXF9 | ,01-99
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Ra Ny x Ny x N, Nu Re Pe,o Re,ot Ray, Nu, Am
5.4-10% | 64x64x33 | 1.012-10°| 1.758-10° | 1.740- 107" | 2.486- 10! | 8.919-1072 | 2.890 - 1072 | 1.115-10°
5.5-10% | 64x64x33 | 1.068-10° | 4.270-10° | 4.227-107" | 6.039- 10! | 9.590- 1072 | 3.051-1072 | 1.115-10°
5.6-10% | 64x64x33 | 1.065-10° | 4.189-10° | 4.147-10""' | 5.925-10"" | 9.740- 1072 | 3.044 - 1072 | 1.116 - 10°
5.8-10% | 64x64x33 | 1.090-10° | 4.935-10° | 4.886-10"" | 6.979-10"' | 1.032-10~" | 3.114-10"2 | 1.058 - 10°
6.0-10% | 128x128x33 | 1.131-10° | 6.033-10° | 5.972-10~" | 8.532-10"! | 1.108 - 107" | 3.232-1072 | 1.036 - 10°
7.0-10% | 128x128x33 | 1.383-10° | 1.102- 10" | 1.091-10° | 1.559-10° | 1.581-10"!' | 3.952-10"2 | 1.006 - 10°
8.0-10% | 128x128%x33 | 1.653-10° | 1.533- 10" | 1.518-10° | 2.169-10° | 2.159-10"! | 4.723-1072 | 9.971- 10!
9.0-10% | 128x128x33 | 1.909-10° | 1.906 - 10" | 1.887-10° | 2.696-10° | 2.804-10~' | 5.453-10"2 | 1.004 - 10°
1.0-10% | 128x128x33 | 2.142-10° | 2.242- 10" | 2.219-10° | 3.170-10° | 3.497-10"! | 6.120-1072 | 1.013- 10"
1.2-10% | 128x128x33 | 2.549-10° | 2.848 - 10! | 2.819-10° | 4.028-10° | 4.993-107" | 7.282-1072 | 9.944 - 10!
1.5-10* | 128x128x33 | 3.005-10° | 3.590 - 10" | 3.554-10° | 5.077-10° | 7.360- 10! | 8.586-1072 | 9.757 - 10!
2.0-10* | 128x128x33 | 3.554-10° | 4.672- 10" | 4.625-10° | 6.607-10° | 1.161-10° | 1.015-10""' | 9.311-107!
5.0-10* | 128x128x65 | 5.228-10° | 8.877-10' | 8.788-10° | 1.255-10' | 4.268-10° | 1.494-10""' | 9.908 - 10"
7.0-10% | 128x128x65 | 5.850-10° | 1.093-10% | 1.082-10' | 1.546-10' | 6.685-10° | 1.671-10"" | 9.412-107!
1.0-10° | 128x128x65 | 6.533-10° | 1.349-10% | 1.336-10" | 1.908-10' | 1.067-10" | 1.867-107' | 8.726- 107!
2.0-10° | 128x128x65 | 8.039-10° | 1.966 - 10> | 1.946-10' | 2.780-10' | 2.625-10" |2.297-10"' | 7.452-10°!
5.0-10° | 128x128x65 | 1.041-10' | 3.029-10% | 2.999 - 10" | 4.284-10' | 8.502-10' | 2.976-10"! | 5.697 - 10"
8.0-10° | 128x128x65 | 1.199-10' | 3.871-10% | 3.832-10' | 5.474-10" | 1.567-10% | 3.427-107' | 5.159- 107!
9.0-10° | 128x128x65 | 1.243-10' | 4.091-10% | 4.050 - 10" | 5.786-10" | 1.826-10% | 3.551-10"" | 5.013- 10!
1.0-10° | 256x256x65 | 1.280-10' | 4.202-10% | 4.159-10' | 5.942-10" | 2.089-10% | 3.656-10"" | 4.857-10~!
2.0-10° | 256x256x65 | 1.575-10' | 5.866 - 10 | 5.807 - 10* | 8.295-10' | 5.143-10% | 4.500- 107! | 4.234 - 10"
3.0-10° | 256x256x65 | 1.784-10' | 7.002-10% | 6.932-10" | 9.903- 10" | 8.736-10% | 5.096- 10! | 3.925- 10!
4.0-10° | 256x256x65 | 1.941-10' | 7.996 - 10% | 7.916-10' | 1.131-10% | 1.268-10% | 5.547-10"" | 3.815- 107!
5.0- 108 | 256x256x65 | 2.078-10' | 8.828 -10% | 8.739-10" | 1.248-10% | 1.697-10% | 5.938-10"! | 3.608 - 10"

Tab. A.3: Ergebnisse fiir Ek = 2.0 - 1072, Pr = 0.7 (I' = 5.0)
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0T - GIT'T | 0T -9LF'E | ¢-0T-T6T'T | 10T -0ET'T | —0T - TT6°L | 1-0T - T66°L | (0T - LITT |  EEXTIXFY | (0T~ 09
0T - GIT'T | ¢-0T-C8T'E | ¢-0T-680°T | z-0T - LFZ'6 | —0T - €L7°9 | 1-0T -8EG'9 | (0T - 0ST'T | EEXTIXFY | (0T -8°C
0T GTT'T | ¢-0T-S80°€ | 40T -TL86 | 70T 6299 | —0T - 0F9F | —0T - L89F | (0T - 080°'T | EEXTIXFY | (0T -9°C
Q0T - GITT | ¢-0T-TI86°C | -0 - 0LE6 | ;—OT - 098'F | (0T - C6E'E | {-0T-6TFE | (OT- V0T | E€EXFIXFY | (0T - G'C
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Ra N, x N, x N, Nu Re Pe,y Re,o Ray, Nu, Am
9.3-10* | 64x64x33 | 1.017-10° | 4.303-10° | 1.347-10"" | 1.925- 107" | 1.544-1073 | 2.905- 1073 | 4.915- 10"
1.0-10° | 64x64x33 | 1.136-10° | 1.266 - 10" | 3.964 - 10~ | 5.663 - 10~* | 1.855- 1073 | 3.247- 1073 | 4.749 - 10~}
1.1-10° | 64x64x33 | 1.413-10° | 2.427-10' | 7.597 - 107" | 1.085-10° | 2.538-1073 | 4.038 - 1073 | 4.833 - 107!
1.2-10° | 64x64x33 | 1.751-10° | 3.437-10' | 1.076-10° | 1.537-10° | 3.430-1073 | 5.002- 1073 | 4.829 - 107!
1.4-10° | 64x64x33 |2.438-10°|5.079-10' | 1.590-10° | 2.271-10° | 5.573-1073 | 6.966 - 1073 | 4.800 - 10~!
1.5-10° | 64x64x33 | 2.776-10° | 5.795- 10" | 1.814-10° | 2.591-10° | 6.798 - 1073 | 7.931-1073 | 4.789 - 10!
1.7-10° | 64x64x33 | 3.382-10° | 7.067 - 10" | 2.212-10° | 3.161-10° | 9.386-1073 | 9.662- 102 | 4.771 - 107"
3.0-10° | 64x64x33 |6.076-10° | 1.285-10% | 4.022-10° | 5.746-10° | 2.976-1072 | 1.736- 102 | 4.807 - 107"
4.0-10° | 64x64x65 | 7.387-10° | 1.594-10% | 4.991-10° | 7.131-10° | 4.824-1072 | 2.111-10"2 | 4.822-10"!
5.0-10° | 128x128x65 | 8.368 - 10° | 1.852-10% | 5.796-10° | 8.280-10° | 6.831-1072 | 2.391-1072 | 4.340- 10"
1.0-105 | 128x128x65 | 1.152-10' | 2.798 -10% | 8.760-10° | 1.251-10% | 1.882-107' | 3.293-1072 | 4.582- 10!
2.0-100 | 128x128x65 | 1.484-10' | 4.116-10% | 1.288-10" | 1.841-10" | 4.844-107" | 4.239-1072 | 4.337-10*
3.0-10° | 128x128x65 | 1.714-10' | 5.162-10% | 1.616-10" | 2.308-10' | 8.394-10"" | 4.896 - 1072 | 4.187- 10"
5.0-10% | 256x256x65 | 2.028 - 10" | 6.857 - 102 | 2.147-10" | 3.067-10' | 1.656-10° | 5.796-1072 | 3.932- 10"
7.0-108 | 256x256x65 | 2.260-10' | 9.046 - 10% | 2.832-10' | 4.046-10" | 2.583-10° | 6.457-1072 | 3.752- 10!
1.0-107 | 256x256x65 | 2.550 - 10" | 1.038 - 10% | 3.249-10" | 4.641-10' | 4.163-10° | 7.285-1072 | 3.326 - 10!
2.0-107 | 256x256x129 | 3.211 - 10" | 1.518 - 103 | 4.754- 10" | 6.791-10' | 1.048-10' | 9.173-1072 | 2.727 - 107"
5.0-107 | 256x256x129 | 4.335- 10" | 2.387 - 10% | 7.471-10" | 1.067-10% | 3.538-10' | 1.238-10"! | 2.314- 107"

Tab. A.5: Ergebnisse fiir Ek = 2.0 - 1073, Pr = 0.7 (I' = 3.0)
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=0T - 86ET | ¢-0T - SIGT | ¢—0T - 200°T | (0T -6ITT | (OT-GESL | 01-€0S°C | (0T -FIS'S | €EXFIXFY | 0T - 0L
—OT - €FPT | ¢-0T - ¥6S°T | 3-0T - €TF'S | 1-0T-82€'S | (0T -0€8°S | 0T-C98'T | (0T - T€9°9 | G9XSZIXSTT | 0T -0°C
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1—0T - 06LF | 3-0T - 986°C | ¢—0T - 12T | z—0T - ZIT'E | 1—0T - 8LT°C | 1-0T - 8G6°9 | (0T - SPO'T | €EXFIXF9 | ;01 -G'6
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Ra Ny x Ny x N, Nu Re Pe,o Re,ot Ray, Nu, Am
2.0- 106 64 x64x33 1.039-10° | 1.387-10' | 1.373-107! | 1.962 - 107! | 3.309-107° | 2.969 - 10~ | 2.157 - 107!
2.0- 106 64 x64x33 1.080-10° | 1.896 - 10* | 1.877-107! | 2.682-107" | 3.526- 107 | 3.085-10~* | 2.160 - 10~*
2.2-106 64x64x33 1.298 - 10° | 4.341 - 10" | 4.297-107" | 6.139-107! | 4.662-107° | 3.709 - 10~* | 2.245- 107!
2.4-106 64 x64x33 1.562 - 10° | 6.414-10' | 6.349-10"" | 9.070- 107! | 6.120-107° | 4.463 - 10~* | 2.159 - 107!
3.0 - 10° 64 x64x33 2.783-10° | 1.335-10% | 1.322-10° | 1.889-10° | 1.363-10"*| 7.951-10~* | 2.203 - 107!
4.0 - 106 64 x64x65 5.476 -10° | 2.730-10% | 2.703-10° | 3.861-10° | 3.576-107* | 1.565- 1072 | 2.104 - 107!
4.5 109 64 x64x65 6.605 - 10° | 3.482-10% | 3.447-10° | 4.924-10° | 4.852-107* | 1.887-1072 | 2.058 - 10~*
5.0 - 106 64 x64x65 7.743-10° | 3.641-10% | 3.605-10° | 5.149-10° | 6.320-107* | 2.212-1073 | 2.047 - 10~*
6.0 - 106 64 %64 x 65 9.443-10° | 5.172-10% | 5.120-10° | 7.314-10° | 9.250-107* | 2.698 - 1072 | 1.992 - 10!
7.0 - 109 64 x64x65 1.095 - 10 | 6.067 - 10? | 6.007 -10° | 8.581-10° | 1.251-1073 | 3.128-1073 | 1.976 - 10!
8.0-10° 64 x64x65 1.230-10% | 6.835-10% | 6.767-10° | 9.667-10° | 1.606 - 1073 | 3.513-1073 | 1.961 - 10~!
9.0-10% | 128x128x65 | 1.341-10' | 7.393-10% | 7.318-10° | 1.045-10" | 1.971-1072 | 3.832-107% | 1.931- 107!
1.0 - 107 | 128x128x129 | 1.505 - 10* | 7.280-10% | 7.207-10° | 1.030-10' | 2.458-1073 | 4.301-1072 | 1.950 - 10!
1.5-107 | 128x128x65 | 1.929-10' | 9.209-10? | 9.117-10° | 1.302-10' | 4.724-1073 | 5.512-1072 | 1.987- 107!
2.0-107 | 128x128x65 | 2.304 - 10" | 9.069 - 10% | 8.978-10° | 1.283-10' | 7.523-1073 | 6.582- 1073 | 2.024 - 107!
5.0-107 | 128x128x129 | 3.596 - 10! | 1.505-10% | 1.490-10' | 2.129-10" | 2.935-1072 | 1.027-10"2 | 1.917- 107!

Tab. A.7: Ergebnisse fiir Ek = 2.0 - 104, Pr = 0.7 (I' = 1.0)
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Ra Ny x Ny x N, Nu Re Pe,o Re, o Ray, Nu, Am
4.6-107 | 128x128x65 | 1.231-10° | 7.910- 10" | 2.476-107! | 3.538 - 1071 | 9.247-1077 | 3.518-107° | 1.024 - 107!
4.7-107 64x64x65 1.285-10° | 8.913-10* | 2.790- 107! | 3.986 - 107! | 9.859-10~7 | 3.671-107° | 1.022- 107!
4.8 -107 64x64x65 1.363-10° | 1.035- 102 | 3.240- 107! | 4.629 - 10~! | 1.080- 1075 | 3.895- 107 | 1.017 - 107!
5.0-107 | 128x128x65 | 1.439-10° | 1.164 - 10% | 3.644 - 107! | 5.205-107* | 1.175-107°% | 4.112-107° | 1.075- 107!
6.0-107 | 128x128x65 | 2.015-10° | 2.106 - 10% | 6.592- 107! | 9.417-107* | 1.973-107° | 5.756 - 1075 | 1.040 - 107!
7.0-107 | 128x128x65 | 2.949-10° | 3.225-10% | 1.010-10° | 1.442-10° | 3.370-107% | 8.425-107° | 1.053 - 107!
8.0-107 | 128x128x65 | 4.112-10° | 4.839-10% | 1.515-10° | 2.164-10° | 5.371-1076 | 1.175-10~* | 1.008 - 10!
9.0-107 | 128x128x65 | 5.547-10° | 6.739-10% | 2.110-10° | 3.014-10° | 8.150-107% | 1.585-10~* | 9.711 - 102
1.0-10% | 128x128x129 | 6.990 - 10° | 8.406 - 102 | 2.631-10° | 3.759-10° | 1.141-107° | 1.997-10~* | 9.427 - 102
1.5-10% | 128x128x129 | 1.353 - 10! | 1.600 - 10® | 5.007 - 10° | 7.154-10° | 3.314-107° | 3.867-10* | 8.407 - 1072
2.0-10% | 128x128x129 | 1.969- 10! | 2.372-10% | 7.424-10° | 1.061-10 | 6.431-1075 | 5.627-10~* | 6.609 - 10~2

Tab. A.9: Ergebnisse fiir Ek = 2.0 107, Pr = 0.7 (I' = 0.6)
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Anhang B
Chebychev-Polynome

In dieser Arbeit werden zur Diskretisierung der Variablen in z-Richtung Chebychev-Polynome
verwendet. Hier sollen kurz deren Eigenschaften und niitzliche Relationen (siche z.B. [3], [4])

vorgestellt werden.

Die Chebychev-Polynome sind die Losungen der Differentialgleichung
(1 —2%) 2Tn(z) — x 0, T, (x) + n°Ty(z) =0 (B.1)

Das Chebychev-Polynom n-ten Grades 7,,(z) kann angegeben werden als:

T, (x) = cos(n arccos(x)) (B.2)
T,(x) = © {(x V1) 4 (o m)”]

Der Definitionsbereich liegt ebenso wie der Wertebereich zwischen -1 und 1. Durch Umformun-

gen ([4]) erhélt man eine Rekursionsformel fiir n > 2:
To(z) = 22T, -1 (z) — Thi—a(x) (B.3)

Daraus ergeben sich die Werte fiir die ersten 6 Polynome:
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0.8 T

0.6
0.4F Tz b

0.2 bl

_04 [ -
_0.6 T -

-0.8 -

Abb. B.1: Verlauf der ersten 6 Chebychev-Polynome

Deren Verlauf ist in B.1 dargestellt:
Mit den folgenden Formeln ist es moglich, den Wert der Chebychev-Polynome und deren Ab-

leitungen am Rand zu berechnen:

T, (£1) = (£1)" (B.4)
0, T, (£1) = n? (£1)" (B.5)
02T, (£1) = 2l =1 (£1)" (B.6)
0T, (+1) = n2”23_ ! ”25_ * (1)t (B.7)

Diese werden benétigt, um die Randbedingungen in den Zeitschritt-Matrizen (siehe das Beispiel
in Abschnitt 3.3.1) zu setzen. Die Randwerte x = Z = £1 in den Formeln entsprechen wegen
Gleichung 3.17 gerade den gewiinschten Werten z = 0 und z = 1.
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Anhang C
Kinetische Energiedissipation

In diesem Kapitel soll eine Beziehung fiir die kinetische Energiedissipation ¢, hergeleitet werden.

Dabei wird von den Gleichungen (2.1a, 2.1b, 2.1c) ausgegangen, die in ihrer dimensionslosen
Form so aussehen:

P
u—+ (u-V)u+ 2E—;(2 xu)=—-Vp+ PrAu+ RaPrTz (C.1)

OT + (u-V)T = AT (C.2)

V-u=0 (C.3)

Es werden folgende Konventionen im Simulationsgebiet verwendet:

A
fa

________________ T - - - - - - - ————-—-—-—=-—=--—-

Abb. C.1: Schematische Darstellung des Simulationsgebiets mit den verwendeten Konventionen.

Es ist

e [ eine beliebige horizontale Fliache
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e O eine geschlossene Flache, die F', den oberen Rand und die Seitenrdnder enthélt

n der nach aufsen gerichtete Normalenvektor zu O
e 7 der nach oben gerichtete Einheitsvektor
e d die Zellhohe

e A die Zellquerschnittsflache

Die Temperaturen sind oben und unten vorgegeben, wie in 2.1. Die Temperatur ist die Summe

aus einer statischen Temperaturverteilung T und einem Wechselanteil 6:

dT, Ty —Th

AT
e T = —j(nach 2.3) (C.4)

T=T,+86 mit

Zuerst wird C.1 mit u multipliziert und iiber das gesamte Volumen integriert. Danach wird das
zeitliche Mittel gebildet:

/@ (%uQ) dV+/u [(u-V)u] av —1—2% u(z x u) dV =

J/

T 2 3
—/u(Vp) av —|—Pr/u(V2u) dV +Ra Pr/u(Ti) av (C.5)
4 5 6

Term 1 ist im zeitlichen Mittel Null:

J (3 (3) ) -

t

Term 2 ist in Indexschreibweise:
/uiujajui dV = /uiﬁj(ujui) dV  (wegen Oju; =0)
= / [@-(uiujui) - ujuiajul} av
= ]{Onjuiujui ds — /ujui(?jui dV  (Satz von Gauss)

Das Oberflachenintegral ist Null, da u;n; = 0 ist am oberen/unteren Rand und periodische

Réander verwendet werden. Es bleibt:

/uiujajui dV = —/ujuﬁjui A%
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Dies ist nur erfiillt, wenn gilt:
/Ui’LLjaj’LLi dV =0

Term 3 ist:
/u(i xu)dV =0
Dies gilt, da u L (z x u)

Term 4 ist:

/u(Vp) dV = /V(up) dV  (wegen Vu =0)

:fﬁ-upds
o)

Dieses Oberflachenintegral ist Null am oberen/unteren Rand (wegen uln) und wegen der
periodischen Randbedingungen fiir die Geschwindigkeit. Letzteres gilt nur in Verbindung mit

einem periodischen Druck p. Ist der Druck hingegen

. dps
pP=Dps+p mit p periodisch, Vp, =12 dp
z

dann ist
/u(vp) AV = /u(Vps) dV—l—/u(Vﬁ) dv

_ . /u-i dV +0
dz

_ dps
- dz

/ dz / u, dS =0 (wegen Inkompressibilitét)
Term 5 ist in Indexschreibweise:
o

Das Oberflachenintegral ist wieder Null, da im schubspannungsfreien Fall an der oberen /unteren
Wand 0;u; = 0 gilt.

Es bleibt also von C.5 iibrig, wenn man noch die zeitliche Mittelung anwendet:

0— <—Pr/<aju,-)(ajui) 4V + Ra Pr/u.m) dv>
N / () @y)) V= Ra / (w.T), dV (C.6)



96 Anhang C. Kinetische Energiedissipation

Die linke Seite ist gerade die kinetische Energiedissipation:
& V= [ {@Ouom)), av (©7)
Die rechte Seite lasst sich ersetzen mithilfe C.2. Dazu wird diese zeitlich gemittelt und integriert:
/ (), dV = / (~(-9)T+vT) av
— 0= /V [— <uT>t + <VT>t] av (wegen Inkompressibilitét)
= %O [— (uT), + <VT>t] nds (Satz von Gauss)
Die horizontalen Rénder liefern wegen der Periodizitdt wieder keinen Beitrag. Es bleibt:

/F [‘ (uT), + <VT>J (—2)dS+ [ (VT), 2dS=0

oben

Das rechte Integral ist gerade der Wérmefluss durch den oberen Rand, also

. dT
/Oben (VT), 2 dS = ANu ( - )

dT
= / uT T <VT >} 7
z
Diese Gleichung integriert man nun iiber z:
dT
—/<uT>tidV+/dS/8z<T>t dz = ANu
F

Mit [ 9, <T>t dz =Ty — Ty = d %L (nach C.4) folgt:

dls / dT;
dz P dz

dT, dT,
dz dz
dT,
7 (Nu—1)
X dT,
— /<uT>t 2 dV = (Nu —1)=V (Nu—1) (C.8)

Hierbei wurde ausgenutzt, dass fiir das entdimensionalisierte statische Temperaturprofil gilt:
dT
dz

Dieses Ergebnis setzt man nun in C.6 ein und erhéalt nach Kiirzen von V:

=1

€w = Ra (Nu — 1) (C.9)
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nearer Fit fiir geniigend kleine Ekman-Zahlen ist ebenfalls eingetragen. . . . . .

Links: Verteilung der Stiitzstellen fiir N, = 65 Chebychev-Polynome. Rechts:
Vergrofkerung des Randbereichs. . . . . . . . . ... ... oL

Aufbau des Programms: Flussdiagramm mit den wichtigsten Programmschritten.

Speicheraufteilung: Links das horizontale Speicherschema, bei der jeder Prozessor
eine oder mehrere horizontale Ebenen mit allen Wellenzahlen k kennt. Die Daten
liegen im Ortsraum vor, die ,vergessene* Ebene bei N, ist mit eingezeichnet.

Rechts das vertikale Speicherschema mit den Daten im Spektralraum. . . . . . .

Dargestellt ist die Aufteilung der Berechnung der expliziten rechten Seiten, die

teilweise im Spektral- und teilweise im Ortsraum durchgefithrt wird. . . . . . . .
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5.9
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5.11

5.12

5.13

Auftragung des Ebenenmittels der Horizontalgeschwindigkeit (up),, iiber der
Zellhohe z bei verschiedenen Rayleigh-Zahlen.

Links: No-slip Rinder oben und unten mit £k = 1.7 - 1072 und Pr = 7.0.
Rechts: Schubspannungsfreie Rinder oben und unten mit Ek = 2.0 - 1072 und

Pr="7.0. . .

Auftragung der Grenzschichtdicke §, iiber der Rayleigh-Zahl (links) und normiert
mit Ek%* {iber der Reynolds-Zahl (rechts). . . . .. .. ... . ... ... ..

Grenzschichtdicke 9, fiir schubspannungsfreie Rénder, aufgetragen iiber der
Rayleigh-Zahl. . . . . . . . . . . .

Abhéngigkeit der Reynolds-Zahl von der Rayleigh-Zahl ohne und mit Rotation
(links: Pr=0.7,rechts: Pr="7.0). . . . .. ... .. ... .. ... ...

Abhéngigkeit der Péclet-Zahl von der Rayleigh-Zahl mit und ohne Rotation.

Zusétzlich eingetragen sind zwei Fitgeraden mit Steigung % ...........
Wirmetransport in Abhéngigkeit der Rayleigh-Zahl fiir den Fall ohne Rotation.

Konvektiv transportierte Wéarme Nu — 1 in Abhéngigkeit der Rayleigh-Zahl fiir
den Fall ohne Rotation. . . . . . . . . . . . .. ... .. ... . ... ... ...

Konvektiv transportierte Wéarme in Abhéngigkeit der Péclet-Zahl fiir den Fall
ohne Rotation. Gezeigt sind zusétzlich Ergebnisse von Simulationen mit no-slip

Réndern oben und unten. . . . . ... ...
Wirmetransport in Abhéngigkeit der Rayleigh-Zahl ohne und mit Rotation.

Konvektiv transportierte Warme in Abhéngigkeit der Rotations-Péclet-Zahl fiir

Simulationen mit schubspannungsfreien Rdndern oben und unten. . . . . . . ..

2/3
rot

Konvektiv transportierte Warme (wie in Abbildung 5.10), kompensiert mit Pe
(links) bzw. Pe/ (rechts), aufgetragen iiber Peyor. . . o o o oo

rot

Konvektiv transportierte Warme in Abhéangigkeit der Rotations-Péclet-Zahl fiir

Simulationen mit no-slip Rdndern oben und unten. . . . . . . ... .. .. ...

Auftragung des Ebenenmittel der Temperatur <T >x,y iiber der Zellhche z bei
verschiedenen Rayleigh-Zahlen.

Links: No-slip Rénder oben und unten mit £k = 1.7 - 1072 und Pr = 7.0.
Rechts: Schubspannungsfreie Rinder oben und unten mit Ek = 2.0 - 1072 und
Pr="70. . . e
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5.16

5.17

5.18

5.19

5.20

5.21

5.22

5.23

5.24

5.25

5.26

Gradient der horizontal gemittelten Temperatur 0, <T>$y bei z = 0.5 in der
Zellmitte, aufgetragen iiber (Ra — Ra.)/Rac. . . . . . . . .. .. ... ... ...

Thermische Grenzschichtdicke dr iiber der Rayleigh-Zahl Ra. . . . . . . . . . ..
Verhiltnis Nu(Q)/Nu(0) in Abhéngigkeit der Rotations-Péclet-Zahl. Ein ,,Uber-

schieffen wie im no-slip Fall ist nicht zu erkennen. . . . . . . . . . .. ... ...

Isoflichen der Temperatur fir Pr = 0.7 (linke Spalte) und Pr = 7.0 (rechte
Spalte).

Oben: Fk=2-10"2, Ra =1-10°, T = 0.75AT (rot) und 7' = 0.25AT (blau).
Mitte: Ek=2-10"%, Ra=1-10° T = 0.7AT (rot) und T = 0.3AT (blau).
Unten: Ek =2-107* Ra=1-107, T = 0.65AT (rot) und 7' = 0.35AT (blau).

Auftragung der diffusionsfreien Kennzahlen Nu, iiber Ray, fiir alle Simulationen

mit schubspannungsfreien Réndern aus dem Bereich 0.5 < Pe,,; < 10. . . . . . .

Vergleich der diffusionsfreien Kennzahlen dieser Arbeit (blaue Quadrate) mit den

Ergebnissen anderer Veroffentlichungen (Original entnommen aus [5]). . . . . . .

Auftragung der diffusionsfreien Kennzahlen Nu, iiber Ray, fiir alle Simulationen

mit no-slip Rédndern aus dem Bereich 0.5 < Pe,,; <10. . . . . . . .. ... ...

Schraubenbewegung der Fluidteilchen unter dem Einfluss der Corioliskraft: Bei-
spiel einer Teilchenbahn aus der Literatur (links, siehe [10]) und aus einer Simu-

lation (rechts).. . . . . . . . . L

Ebenenmittel der Helizitdt aufgetragen {iber der Zellhohe fiir sechs verschiedene
Rayleigh-Zahlen bei konstanter Ekman- und Prandtl-Zahl (Ek = 21073, Pr =
T.0).

Auftragung des rms-Werts der Helizitdt H,,s iiber Pe,, (links) und Re,.

(rechts) fiir Simulationen mit Rotation. . . . . . . . .. .. ... ... ...

Kinetische Energiedissipation ¢, fiir Simulationen ohne Rotation, normiert mit

Re3Pr?, aufgetragen iiber der Reynolds-Zahl Re. . . . . . . ... ... .. ...

Kinetische Energiedissipation ¢, fiir Simulationen mit Rotation, normiert
mit dem rotationsfreien Verhalten Re3Pr?, aufgetragen iiber der Rotations-
Reynolds-Zahl Re.o;. . . . . . o o 0 0

Spektren des konvektiven Anteils u, T des Warmestroms in der Mittelebene bei
z = 0.5 (links: spektrale Verteilung V' (k, z), rechts: spektrale Dichte D(\, z))

einer Simulation mit Ra =1-10%, Pr=0.7und Bk =o00. . ... ... ... ..
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Spektrale Dichte des konvektiven Warmetransports u,7T, analog zu Abbil-
dung 5.26. Die Schnitte sind hier bei den Hohen z = 0.164 (links) und z = 0.015
(rechts). . . . .

Fit an die spektralen Dichte mithilfe einer Gaussglocke nach Gleichung (5.11).

Eingezeichnet ist zusatzlich die gesuchte Wellenldnge A\,,. . . . . . . .. .. . ..

Auftragung der reprasentativen Wellenldnge A, bei z = 0.5 in der Mitte der
Fluidschicht. Eingezeichnet sind Fits fiir den Bereich des Onsets und den nicht-

rotierenden Bereich. . . . . . . ...

Vergleichende Spektren einer Simulation mit den Paramtern Bk = 2 - 1073, Ra =
5107, Pr = 0.7, Re,o; ~ 106 bei I = 3.0 (links) und T' = 6.0 (rechts). . . . . . .

Spektrale Dichte des Wirmetransports fiir £k = oo bei 2z = 0.5 mit Ra = 1-10°
(obere Zeile), Ra = 7-10° (mittlere Zeile) und Ra = 1-10° (untere Zeile). Die
Prandtl-Zahlen sind Pr = 0.7 links und Pr =7.0 rechts. . . .. ... ... ...

Schnitte des konvektiven Warmetransports fiir Fk = oo bei z = 0.5 mit Ra =
1-10° (obere Zeile), Ra = 7-10° (mittlere Zeile) und Ra = 1-10° (untere Zeile).
Die Prandtl-Zahlen sind Pr = 0.7 links und Pr =7.0 rechts. . . . . .. ... ..

Spektrale Dichte des Wiarmetransports fiir Fk = 2 - 1072 bei z = 0.5 mit Ra =
1-10° (obere Zeile), Ra = 1-10° (mittlere Zeile) und Ra = 5-10° (untere Zeile).
Die Prandtl-Zahlen sind Pr = 0.7 links und Pr =7.0 rechts. . . . . .. ... ..

Schnitte des konvektiven Wirmetransports fir Ek = 2 - 1072 bei z = 0.5 mit
Ra =1-10° (obere Zeile), Ra = 1-10° (mittlere Zeile) und Ra = 5-10° (untere
Zeile). Die Prandtl-Zahlen sind Pr = 0.7 links und Pr = 7.0 rechts. . . . . . ..

Spektrale Dichte des Wirmetransports fiir Fk = 2 - 1073 bei z = 0.5 mit Ra =
1-10° (obere Zeile), Ra = 1-107 (mittlere Zeile) und Ra = 5-107 (untere Zeile).
Die Prandtl-Zahlen sind Pr = 0.7 links und Pr = 7.0 rechts. . . . . . .. .. ..

Schnitte des konvektiven Wirmetransports fiir £k = 2 - 1072 bei z = 0.5 mit
Ra =1-10° (obere Zeile), Ra = 1-107 (mittlere Zeile) und Ra = 5-107 (untere
Zeile). Die Prandtl-Zahlen sind Pr = 0.7 links und Pr = 7.0 rechts. . . . . . ..

Spektrale Dichte des Wiarmetransports fiir Fk = 2-107* bei 2 = 0.5 mit Ra =
5-10% (obere Zeile), Ra = 1-107 (mittlere Zeile) und Ra = 5-107 (untere Zeile).
Die Prandtl-Zahlen sind Pr = 0.7 links und Pr =7.0 rechts. . . . . . . ... ..
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