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Einleitung
In der heutigen Zeit werden gepulste Lasersysteme in vielen Bereichen derIndustrie wie der Materialbearbeitung und der Medizintechnik sowie der For-schung verwendet.Neben Energie und Wellenlänge der Laserpulse ist dabei insbesondere die Dau-er der verwendeten Laserpulse von groÿer Bedeutung. Zusätzlich zu Lasern,deren Pulse eine Länge von einigen Nanosekunden haben, sowie Lasern mitPulslängen im Picosekundenbereich erfreuen sich Systeme, deren Pulse eineLänge von einigen hundert Femtosekunden oder weniger haben, groÿer Be-liebtheit.Dies liegt vor allem daran, dass bei kürzeren Pulsen weniger Energie gebrauchtwird, um Leistungen zu erreichen, die z. B. für das Ablaufen nichtlinearer Pro-zesse benötigt werden. Diese spielen insbesondere bei der Wechselwirkung derLaserstrahlung mit für die entsprechende Wellenlänge eigentlich transparen-ten Medien eine groÿe Rolle. Die durch die nichtlinearen E�ekte verursachteÄnderung des Brechungsindex führt dazu, dass bei hohen Intensitäten, die inder Regel bei der Fokussierung erreicht werden können, doch Laserstrahlungabsorbiert werden kann und ein Plasma entsteht. Man spricht in diesem Fallvom optischen Durchbruch. Durch das Einbringen von Energie kann man zumBeispiel Veränderungen im behandelten Material (Erzeugung von Wellenleiter-strukturen in Glas, Schneiden der Augenlinse bei der Laserlasik [36]) erzeugen.Im Falle einer transparenten Flüssigkeit führt die schlagartige Erwärmung desMediums zu einer starken Expansion und damit zu einem Aufreiÿen der Flüs-sigkeit und der Erzeugung einer Kavitationsblase [53, 54, 52]. Dieser Vorgangwird optische Kavitation genannt und stellt ein Verfahren dar, mit dem manzuverlässig reproduzierbar Kavitationsblasen erzeugen kann [33].Der Vorteil bei der Benutzung von Femtosekundenpulsen im Gegensatz zulängeren Pulsen liegt dabei darin, dass durch die geringere nötige Energie einkleineres Volumen behandelt werden kann, und es dabei zu geringeren Nebenef-fekten wie Erhitzung kommt. Allerdings ist es nur sehr eingeschränkt möglich,ein beliebig kleines idealerweise kugelförmiges Volumen zu präparieren, in demdie Absorption der Laserenergie vonstatten geht. Vielmehr beobachtet man,dass das entstandene Plasma insbesondere bei kleinen Fokussierungswinkelnentlang der optischen Achse stark ausgedehnt ist. Im Rahmen dieser Arbeitwird u. a. diese Ausdehnung untersucht.4



Aufgrund der beschriebenen Bedeutsamkeit des optischen Durchbruches be-steht ein groÿes wissenschaftliches Interesse an dessen Untersuchung. Dabeiwerden sowohl experimentelle als auch numerische Untersuchungen an ver-schiedenen transparenten Medien wie Luft, Glas und Wasser vorgenommen.Die theoretischen Arbeiten reichen von recht grundlegenden Ansätzen bei-spielsweise zur Bestimmung der maximalen Elektronendichte im optischenDurchbruch aufgrund von Ratengleichungsmodellen [45, 80], bis hin zu ge-koppelten Simulationen, die sowohl die Ausbreitung der Laserpulse in den be-tre�enden Medien als auch das entstehende Plasma und dessen Rückwirkungauf den Puls berücksichtigen [27, 4, 5].Die Entwicklung einer solchen Simulation steht im Mittelpunkt der vorliegen-den Arbeit. Neben Berechnungen zur Ausbreitung ultrakurzer Pulse sowie derUntersuchung der Wechselwirkungen der einzelnen beteiligten Mechanismenwird ein Vergleich mit experimentellen Ergebnissen vorgestellt.Dazu werden in Kapitel 1 die theoretischen Grundlagen der Pulsausbreitungdargestellt und eine Gleichung zur Berechnung der Pulsausbreitung hergeleitet.Kapitel 2 beschreibt die verwendete Methode zum Lösen dieser Gleichung.Anhand von Ergebnissen zur Ausbreitung von Pulsen in einer (räumlichen)Dimension werden Phänomene diskutiert, die bei der Pulsausbreitung in nicht-linearen Medien auftreten.In Kapitel 3 wird die Berechnung auf räumlich ausgedehnte Pulse ausgeweitetund werden Beispiele vorgestellt.Die Mechanismen, die bei der Plasmaentstehung und -dynamik eine Rolle spie-len, werden in Kapitel 4 diskutiert und das verwendete Modell zur Untersu-chung der Plasmadynamik wird beschrieben.Im darau�olgenden Kapitel 5 wird dargestellt, wie die Berechnungen der Puls-ausbreitung und der Plasmadynamik kombiniert werden können. Weiterhinwerden die Ergebnisse dieser Rechnungen vorgestellt und mit experimentellenDaten verglichen.Zu guter Letzt werden in Kapitel 6 die Ergebnisse zusammengefasst und wirdein Ausblick auf mögliche weitere Untersuchungen gegeben.
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Kapitel 1Theoretische Grundlagen derPulsausbreitung
Im ersten Kapitel werden unterschiedliche Methoden vorgestellt, um die Aus-breitung von ultrakurzen Laserpulsen in (zunächst als nichtionisierbar an-genommenen) Medien berechnen zu können. Als Ausgangspunkt dienen dieMaxwell-Gleichungen, die � zusammen mit geeigneten Annahmen über dieMagnetisierbarkeit sowie die Polarisierbarkeit des betrachteten Mediums � dieumfassendste Beschreibungsmöglichkeit bilden. Numerisch einfacher zu hand-haben und daher weit verbreitet sind Verfahren auf Basis von Einhüllenden-gleichungen, zu denen u. a. Gleichungen vom Typ der nichtlinearen Schrödin-gergleichungen gehören. Die Herleitung einer solchen Gleichung, die die Basisfür die in dieser Arbeit verwendeten Ausbreitungsgleichungen darstellen wird,aus den Maxwell-Gleichungen wird in diesem Kapitel beschrieben.1.1 Maxwell-GleichungenDie Beschreibung der Pulsausbreitung beginnt mit den Maxwell-Gleichungen,die wie folgt geschrieben werden können [1]:

∇ ·D = ρ′ ∇ ·B = 0

∇×E = −∂B
∂t

∇×H = j+
∂D

∂t
.Der Laserpuls wird dabei durch die elektrische Feldstärke E, die elektrischeFlussdichteD, die magnetische FeldstärkeH sowie die magnetische Flussdichte

B beschrieben. Bei vernachlässigbarer Magnetisierung (B = µ0H), verschwin-dendem Verschiebungsstrom (j = 0) und keinen vorhandenen freien Ladungen(ρ′ = 0) erhält man: 6



1.2 Lineare Polarisation 7(1.1) ∇ ·D = 0 ∇ ·B = 0 (1.2)(1.3) ∇×E = −µ0
∂H

∂t
∇×H =

∂D

∂t
. (1.4)In einem polarisierbaren Medium ergibt sich als Zusammenhang zwischen demFeld E und der Flussdichte D:

D = ε0E+Pl +Pnl . (1.5)Dabei wurde die Polarisation bereits in die linearen und nichtlinearen Anteile
Pl und Pnl aufgeteilt. Die Bedeutung dieser beiden Anteile wird in den beidenfolgenden Abschnitten 1.2 und 1.3 diskutiert.1.2 Lineare PolarisationFür den linearen Anteil der Polarisation Pl gilt mit der elektrischen Sus-zeptibilität χ

Pl = ε0χE . (1.6)In Gleichung (1.5) können dann die linearen Anteile zusammengefasst werden,es ergibt sich
D = ε0E+ ε0χE+Pnl

= ε0(1 + χ)E+Pnl

= ε0εE+Pnl (1.7)mit der Permittivität ε. Diese ist � in einem isotropen und nicht magneti-sierbaren Medium � mit dem Brechnungsindex n über den Zusammenhang(s. Abschnitt 1.4)
n2 = εverknüpft und im Allgemeinen von der Frequenz des elektrischen Feldes ab-hängig.Der Brechungsindex von Wasser kann sehr genau über Näherungsformelnbestimmt werden [78, 79]. Abbildung 1.1 zeigt den Verlauf des Brechungsindexvon Wasser für Licht mit einer Wellenlänge von 400 nm bis 1200 nm (blaueKurve) für 25 ◦C und Normaldruck. Für die in dieser Arbeit häu�ger verwen-dete Wellenlänge 800 nm erhält man zum Beispiel:

nH2O ≈ 1.3281 . (1.8)



8 1. Theoretische Grundlagen der Pulsausbreitung
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Abbildung 1.1: Verlauf des Brechnungsindex von Wasser für verschie-dene Wellenlängen (berechnet nach [78, 79], blaue Kurve) und dessenlineare Approximation dn/dω um λ = 800 nm (rot). Zum Vergleich dasLeistungsspektrum eines 100 fs langen Pulses (vgl. Abschnitt 1.5.2, grün)Analog zum Brechungsindex ist die Permittivität ε eine Funktion der Frequenz
ω. Das Produkt mit dem elektrischen Feld E erhält man über die Multipli-kation im Frequenzraum, wobei Ẽ = F (E) die Fouriertransformierte von
E (vgl. Anhang B) bezeichnet:

P̃l(ω) =
(

ε̃ · Ẽ
)

(ω) .Dies entspricht nach Gleichung (B.4) einer Faltung im Zeitbereich:
Pl(t) = (ε ∗ E) (t) =

∫ t

−∞

dt′ ε(t− t′)E(t) . (1.9)Über den Brechungsindex ist auch die Wellenzahl
k(ω) = ω · n(ω)/c (1.10)eine Funktion von ω. Um die Auswirkung der Frequenzabhängigkeit der Wel-lenzahl zu untersuchen, betrachtet man deren Ableitungen nach ω am Ort

ω0:
∂k

∂ω

∣
∣
∣
ω0

=
n(ω)

c

∣
∣
∣
ω0

+
ω

c
· dn
dω

∣
∣
∣
ω0

(1.11)
∂2k

∂ω2

∣
∣
∣
ω0

=
2

c
· dn
dω

∣
∣
∣
ω0

+
ω

c

d2n

dω2

∣
∣
∣
ω0

. (1.12)



1.2 Lineare Polarisation 9Man erkennt anhand von Gleichung (1.11), dass sich die durch
vg(ω0) :=

∂ω

∂k

∣
∣
∣
ω0

(1.13)de�nierte Gruppengeschwindigkeit vg von der Phasengeschwindigkeit
v = c/n unterscheidet, wenn die Ableitung von n nach ω an der Stelle ω0 von0 verschieden ist. Gilt ferner dn/dω > 0, so spricht man von einer normalenDispersion, im Fall einer negativen Ableitung von einer anomalen Dispersion.Für dn/dω 6= 0 nimmt auch dieGruppengeschwindigkeitsdispersionGVD(group velocity dispersion), die durchGVD(ω0) =

∂

∂ω

1

vg(ω0)

∣
∣
∣
ω0

=
∂2k

∂ω2

∣
∣
∣
ω0

(1.14)gegeben ist, einen endlichen Wert an. Für eine Wellenlänge von 800 nm ergibtdie Berechnung der GVD nach Gleichung (1.12) mit Hilfe des Brechungsindex-verlaufs für Wasser nach [78, 79] (vgl. Abbildung 1.2) einen Wert von
GVDH2O ≈ 24.24

fs2

mm
, (1.15)der in guter Übereinstimmung zum experimentell bestimmten Wert GVDexp= (25.71 ± 0.5) fs2 mm−1 [67] steht. Bei einem positiven Wert von GVD wirdauch hier von einer normalenGruppengeschwindigkeitsdispersion gesprochen.
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Abbildung 1.2: Gruppengeschwindigkeit vg und Gruppengeschwindig-keitsdispersion GVD für Wasser in Abhängigkeit der Wellenlänge (be-rechnet aus dem Brechungsindexverlauf nach [78, 79] mit Hilfe der Glei-chungen (1.14), (1.11) und (1.12))



10 1. Theoretische Grundlagen der PulsausbreitungBei der Berechnung der Pulsausbreitung verzichtet man oft auf die Berück-sichtigung der Ableitungen weiterer höherer Ordnungen der Ableitung von knach ω (vgl. Abschnitt 1.5.2). In Abbildung 1.1 erkennt man, dass bereits einelineare Approximation von n(ω) im Spektralbereich eines 100 fs langen Pulsesdie Brechungsindexkurve sehr gut widerspiegelt.1.3 Nichtlineare Polarisation: Kerr-E�ektIm vorherigen Kapitel wurde angenommen, dass die durch das angelegte FeldEinduzierte Polarisation linear von diesem abhängt. Hebt man diese Einschrän-kung auf, so müssen bei der Berechnung der Polarisation P auch die Termehöherer Ordnung in E betrachtet werden:
P = ε0χ

(1)E
︸ ︷︷ ︸

P(1)=Pl

+ ε0
(
χ(2)E

)
E

︸ ︷︷ ︸

P(2)

+ ε0
((
χ(3)E

)
E
)
E

︸ ︷︷ ︸

P(3)

+ . . .Die Suszeptibilitäten höherer Ordnung χ(n) sind im Allgemeinen Tensoren
(n+1)-ter Stufe. Betrachtet man ein isotropes Medium wie Wasser, so könnendie Suszeptibilitäten aber � wie bisher � als skalar angesetzt werden.Ferner besitzen isotrope Medien � wie auch viele Kristalle � eine sog. Inver-sionssymmetrie [1, 41], die zur Folge hat, dass bei Umkehrung der Richtungdes elektrischen Feldes sich auch die Richtung der Polarisation umkehren muss.Damit verschwindet der Term 2. Ordnung P(2) :

ε0
(
χ(2)E

)
E = −ε0

(
χ(2)(−E)

)
(−E) ⇒ χ(2) = −χ(2) ⇒ χ(2) = 0 .Der niedrigste nichtlineare Term ist damit der Term 3. Ordnung. Die Ter-me höherer Ordnung werden im Allgemeinen vernachlässigt, so dass für dennichtlinearen Anteil der Polarisation Pnl gilt:

Pnl = P(3) = ε0
((
χ(3)E

)
E
)
E = ε0χ

(3)|E|2E .Wir betrachten im Folgenden ein Feld, dass mit der Frequenz ω0 und derAmplitude E0 schwingt:
E = E0 cos(ω0t) . (1.16)Für den nichtlinearen Anteil der Polarisation Pnl erhält man:

Pnl =
3

4
ε0χ

(3)|E0|2E0 cos(ω0t) +
1

4
ε0χ

(3)|E0|2E0 cos(3ω0t) .Man erkennt, dass sich Pnl aus zwei Anteilen zusammensetzt. Letzterer, dermit der dreifachen Frequenz der Anregung schwingt, kann in der Regel ver-nachlässigt werden, da sich die entstehende Welle im Allgemeinen nicht e�zientausbreiten kann.



1.4 Wellengleichung 11Für die Polarisation ergibt sich somit:
P = ε0

(

χ(1) +
3

4
χ(3)|E0|2

)

︸ ︷︷ ︸

χges=χl+χnl

E0 cos(ω0t) . (1.17)Wie man sieht, erhält man die gesamte (e�ektive) Suszeptibilität χges durchAddition des linearen χl und des nichtlinearen Anteils χnl. Analoges gilt fürden Brechungsindex, wenn man annehmen kann, dass χnl klein im Vergleichzu 1 + χl ist:
nges =

√
εges =

√

1 + χges =

√

1 + χ(1) +
3

4
χ(3)|E0|2 ≈ n0 +

3

8n0
χ(3)|E0|2 .Der Gesamtbrechungsindex ergibt sich also aus der Summe des linearen Bre-chungsindex und einem Anteil, der proportional zum Quadrat der Amplitudedes angelegten Feldes ist. In Abhängigkeit von der Intensität1 erhält man

nges = n0 +
3

4n2
0cε0

χ(3)

︸ ︷︷ ︸

n2

I . (1.18)Für Wasser existieren für n2 verschiedene experimentell bestimmte Werte [76],in der vorliegenden Arbeit wird
n2 = 2 · 10−16 cm

2

W
(1.19)angenommen [39]. n2 ist im Allgemeinen abhängig von der Pulslänge des ein-gestrahlten Lichts, da unterschiedliche Mechanismen für die Entstehung derNichtlinearität verantwortlich sein können [76]. Für fs-Pulse kann angenommenwerden, dass die Nichtlinearität ausschlieÿlich aus einer nichtlinearen Verzer-rung der Elektronenhülle durch das eingestrahlte elektrische Feld resultiert.Dessen Ein�uss kann als instantan wirkend betrachtet werden.Ferner können nichtlineare E�ekte wie der Raman-E�ekt [1], bei denen dieWirkung des Pulses erst zeitverzögert eintritt, bei der Betrachtung von fs-Pulsen in Wasser vernachlässigt werden [27].1.4 WellengleichungWendet man auf beide Seiten von Gleichung (1.3) den Rotationsoperator an,so ergibt sich [1]:

∇×∇×E = −µ0
∂(∇×H)

∂t
. (1.20)1vgl. Gleichung (1.32); die dort auftretende Einhüllende stellt eine Erweiterung der Am-plitude E0 dar.



12 1. Theoretische Grundlagen der PulsausbreitungEinsetzen von Gleichung (1.4) in (1.20) liefert:
∇×∇×E = −µ0

∂2D

∂t2
.Mit der Vektoridentität

∇×(∇×E) = ∇ (∇ · E)−4Eergibt sich bei Verwendung der Gleichungen (1.1) und (1.7):
4E = µ0

∂2D

∂t2
. (1.21)Mit dem Ansatz für D aus Gleichung (1.5) und der Vakuumlichtgeschwin-digkeit c, die gegeben ist durch

c =
1√
ε0µ0

, (1.22)erhält man die folgende Wellengleichung:
4E =

1

c2
∂2

∂t2
(εE) + µ0

∂2

∂t2
Pnl . (1.23)Im allgemeinen Fall, dass ε wie in Abschnitt 1.2 beschrieben von der Frequenzdes einstrahlenden Lichtes abhängt, ergibt sich mit Gleichung (1.9):

4E(t)− 1

c2
∂2

∂t2

∫ t

−∞

dt′ ε(t− t′)E(t) = µ0
∂2

∂t2
Pnl(t) . (1.24)Ferner erkennt man in Gleichung (1.23) sofort den bereits erwähnten Zusam-menhang

n2 = ε . (1.25)1.5 Lösungsmethoden auf Grundlage von kom-plexen Einhüllenden1.5.1 Die komplexe Einhüllende eines ultrakurzen Laser-pulsesAnstelle der direkten Lösung der Maxwell-Gleichungen für die Berechnung derAusbreitung von Laserpulsen werden oft Näherungsgleichungen auf Basisder sog. komplexen Einhüllenden verwendet [1, 70]. Die Herleitung einersolchen Gleichung, die sich an dem Vorgehen von Brabec und Krausz [10]orientiert, wird im Folgenden beschrieben.



1.5 Lösungsmethoden auf Grundlage von komplexen Einhüllenden 13Dazu wird das elektrische Feld E 2 an einem Ort r und zur Zeit t durch denRealteil des komplexen Feldes Ê(r, t) dargestellt, es gilt:
E(r, t) = Re(Ê(r, t)) =

1

2

(

Ê(r, t) + c. c.) .Nun wählt man für Ê(r, t) den folgenden Ansatz
Ê(r, t) = A(r, t) ei(β0z−ω0t+ψ0) (1.26)mit der komplexen Einhüllenden A(r, t) des elektrischen Feldes. ω0 stellt dabeidie mittlere Frequenz bezogen auf die spektrale Leistungsdichte des Laserpulsesin der Startebene r0 dar:
ω0 =

∫∞

−∞
dω ω

∣
∣
∣Ẽ(ω)

∣
∣
∣

2

∫∞

−∞
dω
∣
∣
∣Ẽ(ω)

∣
∣
∣

2 .Ferner bezeichnet β0, das gegeben ist durch
β0 = Re[k(ω0)] = (ω0/c)n0 mit n0 = n(ω0) , (1.27)den Realteil der Wellenzahl k bezogen auf die mittlere Frequenz ω0. DiePhase ψ0 wird so gewählt, dass A(r, t) für r = 0 und t = 0 reellwertig wird.
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Abbildung 1.3: Elektrisches Feld (blau) und Einhüllende (rot) einesPulses der Dauer tFWHM = 10 fs und einer Wellenlänge von λ = 800 nm.2Das elektrische Feld E wird im Folgenden als linear polarisiert angenommen und kanndaher als skalar angesetzt werden.



14 1. Theoretische Grundlagen der PulsausbreitungAbbildung 1.3 zeigt beispielhaft die komplexe Einhüllende für einen 10 fs lan-gen Laserpuls. Man erkennt sofort, dass für Pulse, die viele Perioden der mitt-leren Frequenz enthalten, in der numerischen Behandlung die Darstellung überdie komplexe Einhüllende von groÿem Vorteil ist, da für deren Diskretisierungwesentlich weniger Punkte benötigt werden als für die des elektrischen Feldes.Der allgemeine komplexwertige Ansatz für die Einhüllende ist nötig, um auchPulse darstellen zu können, in deren zeitlichem Verlauf sich die Frequenz verän-dert (Chirp, [1]). Im einfachsten Fall wird die Einhüllende reellwertig in Formeines sech- oder Gauÿ-Pulses angesetzt:sech-Puls: A(t) = A0 sech( t

t0

)

, (1.28)Gauÿ-Puls: A(t) = A0 exp

(

−t
2

t20

)

. (1.29)Dabei wird die Pulsdauer jeweils durch t0 vorgegeben. Üblicher ist es, diezeitliche Länge auf die Zeitspanne zwischen dem Anstieg bzw. Abfall des La-serpulses auf die Hälfte seiner Intensität (vgl. Gleichung (1.32)) zu beziehen(Full Width at Half Maximum, FWHM), wie es im Folgenden in dieser Arbeit� wenn nicht explizit etwas anderes angegeben ist � gemacht wird. Für diebetrachteten Pulsformen �ndet man für den Zusammenhang zwischen dieserZeitdauer tFWHM und der jeweiligen Zeit t0 [71]:sech-Puls: t0 =
tFWHM

2 acosh(√2
) , (1.30)Gauÿ-Puls: t0 =

tFWHM√
2 ln 2

. (1.31)Dabei ist die Intensität des Laserpulses wie folgt de�niert:
I(t) =

1

2
n0cε0|A(t)|2 . (1.32)Die Leistung des Laserpulses (zu einem gegebenen Zeitpunkt t) in der Ebene,die die Ausbreitungsrichtung an der Stelle z senkrecht schneidet, ist gegebendurch die Integration der Intensität über diese Ebene:

P(z, t) =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

dx dy I(x, y, z, t) =

2π∫

0

dφ

∞∫

0

dr r I(φ, r, z, t) . (1.33)Für einen Puls, dessen räumliche Ausdehnung durch ein gauÿförmiges Strahl-pro�l beschrieben wird (vgl. Abschnitt 3.1), erhält man:
Pgauss(z, t) = π

∞∫

−∞

dr r I0(z, t) exp

(

− 2r2

w2(z, t)

)

=
π

2
I0(z, t)w

2(z, t) . (1.34)



1.5 Lösungsmethoden auf Grundlage von komplexen Einhüllenden 15Durch zeitliche Integration der Leistung kann die Energie E des Laserpulsesbestimmt werden:
E(z) =

∞∫

−∞

dtP(z, t) .Es ergibt sich mit P0(z) = P(z, t = 0) für die betrachteten Pulsformen (vgl.Gleichungen (1.29) und (1.28)) :sech-Puls: E(z) =

∞∫

−∞

dtP0(z) exp

(

− 2t2

t20(z)

)

=

√
π

2
P0(z)t0(z) ,Gauÿ-Puls: E(z) =

∞∫

−∞

dt P0(z) sech2

(
t

t0(z)

)

= 2P0(z)t0(z) .1.5.2 Herleitung der EinhüllendengleichungNach der Einführung des Begri�s der komplexen Einhüllenden wird in diesemAbschnitt eine Gleichung vorgestellt, die die Ausbreitung von Pulsen mit Hilfeder komplexen Einhüllenden beschreibt. Die Herleitung dieser Einhüllenden-gleichung aus der Wellengleichung orientiert sich dabei an dem Vorgehen vonBrabec und Krausz [10].Zunächst wird analog zur Einhüllenden des elektrischen Feldes nach Gleichung(1.26) die Einhüllende der nichtlinearen Polarisation B(r, t, A) de�niert:
Pnl(r, t) = Re

(
B(r, t, A) ei(β0z−ω0t+ψ)

)
. (1.35)Diese ist insbesondere eine Funktion der Einhüllenden des elektrischen Feldes

A(r, t), der Zusammenhang ist im Allgemeinen natürlich nichtlinear.3Das weitere Vorgehen besteht nun zunächst darin, die Gleichungen (1.26) und(1.35), in denen die Einhüllenden des elektrischen Feldes sowie der nichtlinea-ren Polarisation de�niert wurden, in die Wellengleichung (1.24) einzusetzen.Die einzelnen dabei auftretenden Terme werden im Folgenden hergeleitet.Mit
∂2zE(r, t) = ∂2z

(
A(r, t) · ei(β0z−ω0t+ψ0)

)

=
(
∂2z + 2iβ0∂z − β2

0

)
· A(r, t)ei(β0z−ω0t+ψ0)ergibt sich für den ersten Term von Gleichung (1.24):

(
∂2z +∇2

⊥

)
E(r, t) =

(
∂2z + 2iβ0∂z − β2

0 +∇2
⊥

)
A(r, t) · ei(β0z−ω0t+ψ0) . (1.36)3Das elektrische Feld E und die nichtlineare Polarisation Pnl sowie deren Einhüllende sindstets als Funktionen von r und t aufzufassen, zur Vereinfachung der Schreibweise werdendiese Abhängigkeiten im Folgenden zum Teil weggelassen.



16 1. Theoretische Grundlagen der PulsausbreitungDabei bezeichnet r⊥ den Anteil von r senkrecht zur Ausbreitungsrichtung zund entsprechend 4⊥ = ∇2
⊥ = ∂2x+∂

2
y den entsprechenden Anteil des Laplace-Operators.Der zweite Term von Gleichung (1.24) stellt eine Faltung dar, so dass man mitHilfe der De�nition der inversen Fouriertransformation (B.2), des Faltungssat-zes (B.4) sowie der Gleichungen (1.25) und (1.10) schreiben kann:

− 1

c2
∂2t

∫ t

−∞

dt′ ε(t− t′)E(t′) =

= − 1

c2
∂2t

1

2π

∫ ∞

−∞

dω eiωtε̃(ω)Ẽ(ω)

=
1

2π

∫ ∞

−∞

dω eiωt k̃2(ω) Ẽ(ω)

=
1

2π

∫ ∞

−∞

dω eiωt

(
∞∑

m=0

∂mk̃
∂wm

∣
∣
ω0

m!
· (ω − ω0)

m

)2

Ẽ(ω) . (1.37)Im letzten Schritt wurde dabei die Taylorentwicklung von k̃(ω) um denPunkt ω0 eingesetzt. Mit Hilfe von F
(
∂nt f(t)

)
= (iω)n F

(
f(t)

) und Gleichung(1.26) ergibt sich für den Ausdruck (1.37):
1

2π

∫ ∞

−∞

dω eiωt

(
∞∑

m=0

∂mk̃
∂wm

∣
∣
ω0

m!
· (ω − ω0)

m

)2

Ẽ(ω)

=

(
∞∑

m=0

∂mk̃
∂wm

∣
∣
ω0

m!
· (i ∂t)m

)2

A(t) · ei(β0z−ω0t+ψ0) . (1.38)Teilt man die Ableitungen von k̃ nach ω in Terme der Absorption αm undder Dispersion βm mit
αm = Im

(

∂mk̃

∂ωm

∣
∣
∣
∣
∣
ω0

) und βm = Re

(

∂mk̃

∂ωm

∣
∣
∣
∣
∣
ω0

) (1.39)auf, so kann man die Summe in
∞∑

m=0

∂mk̃
∂wm

∣
∣
ω0

m!
· (i ∂t)m =

∞∑

m=0

βm + iαm

2

m!
· (i ∂t)m = β0 + i

α0

2
+ iβ1∂t + D̂ (1.40)umformen. Dabei tritt der Dispersionsoperator D̂ auf, für den gilt:

D̂ = −α1

2
∂t +

∞∑

m=2

βm + iαm

2

m!
· (i ∂t)m . (1.41)



1.5 Lösungsmethoden auf Grundlage von komplexen Einhüllenden 17Den letzten fehlenden Term aus der Wellengleichung (1.24) erhält man � unterVerwendung der komplexen Einhüllenden für die nichtlineare Polarisation (vgl.Gleichung (1.35)) � wie folgt:
µ0∂

2
t

(
B · ei(β0z−ω0t+ψ0)

)
= µ0

(
∂2t − 2iω0∂t − ω2

0

)
B ei(β0z−ω0t+ψ0)

= −µ0ω
2
0

(

1 +
i

ω0

∂t

)2

B ei(β0z−ω0t+ψ0) . (1.42)Fasst man die Ergebnisse für die einzelnen Terme aus den Gleichungen (1.36),(1.38) und (1.42) zusammen, so ergibt sich:
(
∂2z + 2iβ0∂z − β2

0 +∇2
⊥

)
A+

(

β0 + i
α0

2
+ iβ1∂t + D̂

)2

A

= µ0ω
2
0

(

1 +
i

ω0

∂t

)2

B . (1.43)Dabei wurde die gesamte Gleichung durch den Faktor ei(β0z−ω0t+ψ0) geteilt undGleichung (1.40) verwendet.Wenn man bedenkt, dass ein Laserpuls von 100 fs Länge eine räumliche Aus-dehnung von ungefähr 30 µm besitzt, die Ausbreitung aber über eine Streckevon einigen Zentimetern oder länger gerechnet werden soll, dann wird deut-lich, dass die Berechnung nur e�zient in einem mitbewegten Koordina-tensystem durchgeführt werden kann. Ferner bietet es sich � aufgrund derauftretenden hohen zeitlichen Ableitungen in D̂ (vgl. Gleichung (1.41)) � an,bei jedem Schritt der Berechnung den Pulsverlauf an einem Ort für alle (re-levanten) Zeiten zu bestimmen (und nicht etwa umgekehrt wie es sicherlichzunächst intuitiver wäre).Allerdings werden bei diesem Vorgehen keine zurücklaufenden Wellen berück-sichtigt. Dies ist insbesondere bei der Berechnung der Ausbreitung in ioni-sierbaren Medien (s. Kapitel 4) zu beachten, da das entstehende Plasma beientsprechender Dichte re�ektierend wirkt.Legt man dieses Vorgehen fest, so ergibt sich der Übergang in ein mit derGruppengeschwindigkeit β−1
1 (vgl. Gleichung (1.13)) mitgeführtes Koordina-tensystem (τ, ξ) durch:

τ = t− β1z und ξ = z . (1.44)Um die Ausbreitungsgleichung (1.43) in den neuen Koordinaten schreiben zukönnen, werden zunächst die partiellen Ableitungen von A nach den altenKoordinaten als Funktion der Ableitungen nach den neuen Koordinaten be-rechnet:
∂tA = ∂τA , ∂2tA = ∂2τA , . . .

∂zA = ∂ξA− β1∂τA , ∂2zA = ∂2ξA− 2β1∂ξ∂τA+ β2
1∂

2
τA .



18 1. Theoretische Grundlagen der PulsausbreitungDamit erhält man für den linken Teil von Gleichung (1.43) (anzuwenden auf
A):

−β2
0 + 2iβ0∂z + ∂2z +4⊥ + β2

0 + iα0β0 + 2iβ0β1∂τ + 2β0D̂

−α
2
0

4
− α0β1∂τ + iα0D̂ − β2

1∂
2
τ + 2iβ1D̂∂τ + D̂2

= 2iβ0∂ξ − 2iβ0β1∂τ + ∂2ξ − 2β1∂ξ∂τ + β2
1∂

2
τ +4⊥ + iα0β0

+2iβ0β1∂τ + 2β0D̂ − α2
0

4
− α0β1∂τ + iα0D̂ − β2

1∂
2
τ + 2iβ1D̂∂τ + D̂2

= 2iβ0∂ξ + iα0β0 + 2β0D̂ − 2β0
ω0

∂τ∂ξ +
α0β0
ω0

∂τ +
2iβ0
ω0

D̂∂τ

+
2β0
ω0

∂τ∂ξ −
α0β0
ω0

∂τ −
2iβ0
ω0

D̂∂τ − 2β1∂ξ∂τ − α0β1∂τ + 2iβ1D̂∂τ

+∂2ξ + D̂2 + iα0D̂ − α2
0

4
− α0β1∂τ +4⊥

= 2iβ0

(

1 +
i

ω0

∂τ

)(

∂ξ +
α0

2
− iD̂

)

−2iβ0

(
β0 − ω0β1

β0

)
i

ω0
∂τ

(

∂ξ +
α0

2
− iD̂

)

+∂2ξ + D̂2 + iα0D̂ − α2
0

4
− α0β1∂τ +4⊥ . (1.45)Es ergibt sich für die Ausbreitungsgleichung (1.43):

(

1 +
i

ω0

∂τ

)[(

∂ξ +
α0

2
− iD̂

)

A +
µ0ω

2
0

2iβ0

(

1 +
i

ω0

∂τ

)

B

]

+
1

2iβ0
4⊥A

=

(
β0 − ω0β1

β0

)
i

ω0
∂τ

(

∂ξ +
α0

2
− iD̂

)

A

− 1

2iβ0

(

∂2ξ + D̂2 + iα0D̂ − α2
0

4
− α0β1∂τ

)

A . (1.46)Dabei wurde so umgeformt, dass die Terme der rechten Seite von Gleichung(1.46) vernachlässigt werden können, wenn sich die Einhüllende A im Verlaufder Propagation im Vergleich zur Wellenlänge bzw. zur Periodendauer nurwenig verändert:
|∂ξA| � β0|A| und |∂τA| � ω0|A| . (1.47)Diese Bedingungen ergeben sich mit ω0 ≈ β0/β1 aus der sogenannten slowly-varying-envelope approximation (SVEA) [10]:

|∂zA| = |∂ξA− β1∂τA| � β0|A| . (1.48)Diese bedeutet anschaulich, dass sich die Einhüllende A im Verlauf der Pro-pagation im Vergleich zur Wellenlänge bzw. zur Periodendauer nur wenig ver-ändert. Ferner sieht man, dass die SVEA die paraxiale Näherung [71] mit



1.5 Lösungsmethoden auf Grundlage von komplexen Einhüllenden 19einschlieÿt: ∣
∣
∣
∣

∂2A

∂z2

∣
∣
∣
∣
�
∣
∣
∣
∣
2β0

∂A

∂z

∣
∣
∣
∣

oder ∣
∣
∣
∣

∂2A

∂z2

∣
∣
∣
∣
� 4⊥A . (1.49)Mit den Näherungen (1.47) erhält man aus Gleichung (1.46):

∂ξA = −α0

2
A+ iD̂A+

i

2β0

(

1 +
i

ω0
∂τ

)−1

4⊥A

+ i
µ0ω

2
0

2β0

(

1 +
i

ω0

∂τ

)

B . (1.50)Fasst man die komplexe Einhüllende A als Verallgemeinerung der in Gleichung(1.16) eingeführten AmplitudeE0 auf, so ergibt sich mit den Gleichungen (1.17)und (1.18) für die Einhüllende der nichtlinearen Polarisation:
B = ε0

3

4
χ(3)|A|2A = n2

0cε
2
0n2|A|2A .Die Einhüllendengleichung (1.50) wird damit zu:

∂ξA = −α0

2
A+ iD̂A+

i

2β0

(

1 +
i

ω0

∂τ

)−1

4⊥A

+ i
β0cε0
2

n2

(

1 +
i

ω0
∂τ

)

|A|2A . (1.51)Der erste Summand auf der rechten Seite von Gleichung (1.51) beschreibtdabei den linearen Anteil der Absorption, deren Stärke durch α0 gegebenist. Der Ein�uss der Dispersion sowie der Absorption höherer Ordnungwird durch den zweiten Term dargestellt. Wie in Abschnitt (1.2) gezeigt, stelltdie Berücksichtigung der Dispersion bis zur zweiten Ordnung für die für dieseArbeit relevanten Wellenlängen und Wasser als betrachtetem Medium bereitseine sehr gute Näherung dar. Ferner können die Absorptionsterme höhererOrdnung vernachlässigt werden, so dass im Folgenden
D̂ = −β2

2
∂2τ (1.52)gesetzt wird. Der Term proportional zu 4⊥A in Gleichung (1.51) beschreibtdie Beugung. Der letzte Summand berücksichtigt die Nichtlinearität desMaterials.Die Einhüllendengleichung entspricht in der dargestellten Form (1.51) Glei-chung (6) in [10] mit dem Unterschied, dass sich durch eine andere De�nitionvon I in [10] als (1.32) der Vorfaktor des nichtlinearen Terms unterscheidet.Oft werden in Gleichung (1.51) die zu ∂τ proportionalen Anteile vernachlässigt.In diesem Fall wird mit Gleichung (1.52) die Einhüllendengleichung zu einernichtlinearen Schrödingergleichung.



Kapitel 2
Berechnung der Pulsausbreitung
Die im vorangegangenen Kapitel hergeleitete Einhüllendengleichung stellt imRahmen dieser Arbeit die theoretische Grundlage für die Berechnung der Aus-breitung ultrakurzer Pulse dar. In diesem Kapitel wird das Verfahren vorge-stellt, mit dem diese Gleichung gelöst werden kann. Ferner werden anhandvon Beispielen verschiedene E�ekte, die bei der Propagation ultrakurzer Pulse� in zunächst räumlich nicht ausgedehnten Systemen � auftreten, diskutiertund Vergleichsrechnungen mit einem auf der direkten Lösung der Maxwell-Gleichungen basierenden Verfahren vorgestellt.
2.1 Split-Operator-VerfahrenZur numerischen Lösung der Einhüllendengleichung (1.51) wird ein Split-Operator-Verfahren angewendet [1, 32, 37]. Dazu wird diese wie folgt ge-schrieben:

∂zA = (L̂+ N̂)A . (2.1)Die Operatoren L̂ und N̂ fassen die linearen sowie die nichtlinearen Anteileder Ausbreitungsgleichung zusammen. L̂ ergibt sich demnach zu:
L̂ = − α0

2
+ iD̂

︸ ︷︷ ︸

=: L̂D

+
i

2β0

(

1 +
i

ω0

∂τ

)−1

4⊥

︸ ︷︷ ︸

=: L̂⊥

. (2.2)
Bei der Bestimmung von N̂ muss beachtet werden, dass die im nichtlinearenTeil von Gleichung (1.51) auftretende zeitliche Ableitung sich auf das Produkt20



2.1 Split-Operator-Verfahren 21
|A|2A bezieht. Mit |A|2 = A∗A erhält man:

N̂A = i
β0cε0
2

n2

(

1 +
i

ω0
∂τ

)

|A|2A

= i
β0cε0
2

n2

(

|A|2A+
i

ω0
∂τ |A|2A+

i

ω0
A∗A∂τA

)

= i
β0cε0
2

n2

︸ ︷︷ ︸

=: q

(

|A|2 + i

ω0

(
∂τ |A|2 + A∗∂τA

)
)

A . (2.3)Durch Integration von Gleichung (2.1) ergibt sich für den Schritt von z zu z+h[1]:
A(z + h) = exp



hL̂+

z+h∫

z

N̂ (A(z′)) dz′



A(z) . (2.4)Für numerische Berechnungen kann das auftretende Integral auf unterschied-liche Weise behandelt werden. Oft wird � wie im Folgenden � N̂ in dem be-trachteten Intervall [z, z + h] als konstant angenommen und das Integral re-duziert sich zu hN̂(z). Alternativ kann eine Näherungsformel wie die Trapez-oder Simpson-Formel, die mehrere Stützstellen benötigen, verwendet werden.In diesem Fall muss N̂ an den Stützstellen allerdings durch ein iteratives Ver-fahren bestimmt werden. In jedem Fall ist die resultierende Näherungsformelin niedrigster Ordnung linear von h abhängig.Die Summe der Operatoren L̂ und N̂ kann nicht in einem Schritt ausgeführtwerden, so dass diese nacheinander angewendet werden müssen:
A(z + h) ≈ exp

(

hL̂
)

exp
(

hN̂
)

A(z) .Da N̂ und L̂ aber im Allgemeinen nicht kommutieren, ist dieses Vorgehen miteinem Fehler behaftet. Nach der Baker-Campbell-Hausdor�-Formel [1]
exp(â) exp(b̂) = exp

(

â+ b̂+
1

2
[â, b̂] +

1

12
[â− b̂, [â, b̂]] + · · ·

) (2.5)ist dieser von der Ordnung h2[L̂, N̂ ]. Die Ordnung kann erhöht werden, wennman das Verfahren symmetrisch macht:
A(z + h) ≈ exp

(
h

2
L̂

)

exp

(

hN̂

(

z +
h

2

))

exp

(
h

2
L̂

)

A(z) . (2.6)Wendet man nun die Baker-Campbell-Hausdor�-Formel zweimal auf diesenAusdruck an, so heben sich die Terme proportional zu h2 gerade auf und manhat erreicht, dass der auftretende Fehler nur noch in dritter Ordnung von habhängt.



22 2. Berechnung der PulsausbreitungDie in L̂ auftretende räumliche Ableitung wird unabhängig von den zeitlichenAbleitungen gelöst (s. Abschnitt 2.2). Mit den in Gleichung (2.2) eingeführtenBezeichnungen ergibt sich:
A(z+h) ≈ exp

(
h

2
L̂D

)

exp

(
h

2
L̂⊥

)

exp
(

hN̂
)

exp

(
h

2
L̂⊥

)

exp

(
h

2
L̂D

)

A(z) .(2.7)2.2 Berechnung der auftretenden TermeDie Berechnung von exp(hL̂D) kann für Dispersion beliebiger Ordnung e�zientim Fourierraum durchgeführt werden [1]:
exp(hL̂)A(z) = F

−1

{

exp
(

h L̂(iω)
)

F {A(z)}
}

. (2.8)
L̂D(iω) erhält man dabei durch Ersetzen der partiellen Ableitungen ∂n/∂tn in
L̂D durch (iω)n. Wie man sieht, ist damit für die Berechnung von exp(hL̂D)lediglich die Durchführung einer Fouriertransformation sowie einer Rücktrans-formation nötig, die e�zient mit Hilfe eines FFT-Algorithmus durchgeführtwerden kann [61]. Bei diesem Vorgehen wird die vorgestellte Methode in derLiteratur oft als Split-Step-Fourier-Methode bezeichnet [1].Auch die Berechnung der transversalen Ableitungen in L̂⊥ kann durch Über-gang in den Frequenzraum durchgeführt werden. In der vorliegenden Arbeitwurde allerdings das Crank-Nicolson-Verfahren auf Basis von �niten Di�eren-zen gewählt (s. Abschnitt 3.3.3), da es auch die Berechnung der Ableitungenin Zylinderkoordinaten erlaubt.Für die Berechnung von exp(hN̂) ist im Wesentlichen nur die Bestimmungder zeitlichen Ableitungen von |A|2 und A nötig (vgl. Gleichung (2.3)), dieseerfolgt wiederum im Frequenzraum.2.3 Schrittweitensteuerung und DiskretisierungUm den in Abschnitt 2.1 diskutierten Fehler des Split-Operator-Verfahrens zukontrollieren, wird üblicherweise eine Schrittweitensteuerung verwendet, diedie Gröÿe des Schritts h anpasst. Dabei wird meistens davon ausgegangen,dass der nichtlineare Term (2.3) � und speziell dessen Anteil proportional zu
|A|2 � dominiert [72]. Dieser bewirkt für jeden Propagationsschritt eine maxi-male Phasendrehung von φNL = qmax(|A|2) h (vgl. Abschnitt 2.4) . Dabeibezeichnet max(|A|2) das Maximum des Betragsquadrates der Einhüllendendes Pulses bezüglich der Zeit und ggf. der räumlichen Ausdehnung in trans-versaler Richtung an der Stelle z. Fordert man, dass diese Phasendrehung φNL



2.3 Schrittweitensteuerung und Diskretisierung 23einen festgelegten Wert φmax
NL nicht überschreiten darf, erhält man als Bedin-gung für die maximale Schrittweite:

h ≤ φmax
NL

q|A|2 . (2.9)In dieser Arbeit wurde jedoch ein anderes Verfahren verwendet [72], das sichuniverseller einsetzen lässt und insbesondere auch für Regime, in denen dienichtlinearen E�ekte nicht dominieren, gut anwendbar ist. Die Schrittwei-te wird dabei auf Grundlage des relativen lokalen Fehlers zwischen zweiLösungen unterschiedlicher Genauigkeit bestimmt. Dieses Vorgehen wird inähnlicher Form oft bei der Lösung gewöhnlicher Di�erentialgleichungen (zumBeispiel mit dem Runge-Kutta-Verfahren [61]) angewendet. Dazu wird die ge-suchte Lösung einmal direkt durch die Durchführung eines Schrittes der Weite
2 h berechnet (Ac), ferner wird eine zweite Lösung Af durch das nacheinanderAusführen von zwei Schritten mit Schrittweite h bestimmt. Der relative Fehlerzwischen diesen beiden Lösungen ergibt sich dann als:

δ =
‖Af − Ac‖

‖Af‖
.Die auftretende Norm ‖A‖ ist dabei wie folgt de�niert:

‖A(z)‖ =

[∫∫∫

dt dx dy |A(x, y, z, t)|2
] 1

2

.Die Schrittweite wird während der Rechnung so angepasst, dass der auftre-tende Fehler δ stets in der Gröÿenordnung eines vorher festgelegten Fehlers
δ0 liegt. Ergibt sich während der Rechnung ein Fehler gröÿer 2 δ0, wird dieBerechnung mit halbierter Schrittweite solange wiederholt, bis der Fehler un-terhalb dieser Grenze liegt. Ergebnisse mit einem Fehler kleiner (gleich) 2 δ0werden akzeptiert; für δ0 < δ ≤ 2δ0 oder δ < 1/2 δ0 wird die Schrittweitefür die nächste Berechnung um den Faktor 21/3 erniedrigt bzw. erhöht. DieserFaktor ergibt sich, wenn man annimmt, dass der Fehler des symmetrischenSplit-Operator-Verfahrens in dritter Ordnung von h abhängt (vgl. Abschnitt2.1).Zusätzlich zu der beschriebenen Schrittweitensteuerung kann die Berechnungder beiden Lösungen Af und Ac dazu verwendet werden, die Ordnung des Split-Operator-Verfahrens weiter zu erhöhen. Bezeichnet At die unbekannte exakteLösung, dann existiert eine Konstante κ, so dass gilt:

Ac = At + κ(2h)3 +O(h4) ,

Af = At + 2κh3 +O(h4) .Man erhält also eine Lösung 4. Ordnung durch die folgende Linearkombinationder beiden Lösungen Af und Ac [72]:
A4 =

4

3
Af −

1

3
Ac = At +O(h4) . (2.10)



24 2. Berechnung der PulsausbreitungDabei muss man allerdings beachten, dass dieser Überlegung die Annahmezugrunde liegt, dass der Fehler des Split-Operator-Verfahrens der dominieren-de ist. Insbesondere der Fehler durch die recht grobe Integration des nichtli-nearen Anteils (vgl. Abschnitt 2.1) und die Verwendung des Crank-Nicolson-Verfahrens (vgl. Abschnitt 3.3.3) kann u. U. den Split-Operator-Fehler über-wiegen. In diesem Fall ist eine Berechnung nach Gleichung (2.10) nicht sinn-voll. Die Schrittweitensteuerung nach dem beschriebenen Verfahren kannaber trotzdem angewendet werden, da sie � im Gegensatz zum Verfahren nachGleichung (2.9) � den Gesamtfehler kontrolliert.Neben der Wahl der Schrittweite in z-Richtung muss bei der Anwendung derSplit-Fourier-Methode besonders auf die Wahl des bei der Berechnung verwen-deten Bereichs für den zeitlichen Verlauf des Pulses geachtet werden. Dabeisollte die Gröÿe des zeitlichen Fensters typischerweise zehn bis zwanzig Malgröÿer als die Pulsbreite gewählt werden [1]. Dies ist nötig, da bei der Berech-nung der Fouriertransformation periodische Randbedingungen impliziertwerden, und demnach gewährleistet sein muss, dass der Puls am Rand ausrei-chend abgeklungen ist, um Fehler bei Berechnungen am Rand zu vermeiden.Die Weite der Diskretisierung des gewählten Bereichs ist nicht so kritisch undkann in der Regel relativ grob erfolgen (z. B. 1024 Punkte), wodurch eine sehrschnelle Durchführung der Fouriertransformation ermöglicht wird.Die gegebenenfalls nötige Diskretisierung in transversaler Richtung wird inAbschnitt 3.3.2 diskutiert.2.4 BeispieleAls erstes Beispiel wird die Berechnung eines sog. few-cycle-Pulses vor-gestellt. Dabei handelt es sich um einen Puls, der nur wenige Periodender mittleren Frequenz enthält. Bei so kurzen Pulsen ist die direkte Berech-nung über die Maxwell-Gleichungen mit der Finite-Di�erence-Time-Domain-Methode (FDTD) [34, 40, 38] möglich und wurde zum Vergleich durchgeführt.Damit eignen sich diese Pulse gut zum Test des Simulationsprogramms undferner, um die wesentlichen E�ekte der Pulsausbreitung darzustellen.Analog zu den Berechnungen von Brabec und Krausz [10] wird ein Puls miteiner Wellenlänge von 800 nm betrachtet, der zu Beginn ein sech-Pro�l mit
|A(z = 0, τ = 0)|2 = 4·1013 W/cm2 und τFWHM = 2.67 fs besitzt. Die optischenEigenschaften des Mediums sind Quarzglas angenähert:

α0 = 0 Absorption wird vernachlässigt
n0 = 1.45 linearer Brechungsindex
n2 = 3 · 10−16 cm2

W
nichtlinearer Brechungsindex

ω0 = 2.35 fs−1 mittlere Frequenz
dn/dω|ω0 = 5.776 · 10−3 fs Dispersion 1. Ordnung
d2n/dω2|ω0 = 0 Dispersion 2. Ordnung
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(c) ohne Dispersion (dn/dω = 0), (d) mit Dispersion und Nichtlinearität,z = 20 µm z = 80 µmAbbildung 2.1: Ergebnisse der Simulation der Ausbreitung eines few-cycle-Pulses [10] in einem nichtlinearen dispersiven Medium. Die durch-gezogenen roten Kurven stellen das mit Hilfe der Einhüllendengleichungberechnete elektrische Feld und dessen Einhüllende dar. Zum Vergleichist das Ergebnis der direkten Berechnung über die Maxwell-Gleichungenals blau gepunktete Kurve dargestellt.Die in der Simulation verwendeten Parameter β0, β1 und β2 (vgl. Gleichung(1.39)) können aus den Werten für die Dispersion über die entsprechendenAbleitungen von k(ω) = ω · n(ω)/c nach (1.11) und (1.12) bestimmt werden,es ergibt sich insbesondere β2 = GVD ≈ 38.53 fs2/mm.Abbildung 2.1 zeigt die mit Hilfe der Einhüllendengleichung (rote Linie) undden Maxwell-Gleichungen (blaue Punkte) berechneten Pulsformen. Man siehtsofort, dass sich eine sehr gute Übereinstimmung zwischen den mit beiden Me-



26 2. Berechnung der Pulsausbreitungthoden berechneten Kurven ergibt. Allerdings muss dabei beachtet werden,dass für die Berechnung über die Maxwell-Gleichung die gleichen Näherun-gen für die Nichtlinearität und die Dispersion wie bei der Einhüllen-dengleichung gemacht wurden.Im Falle der Nichtlinearität ist dafür nach den Gleichungen (1.18) und (1.32)allerdings die Bestimmung der Einhüllenden des elektrischen Feldes notwendig,die bei einem rein reellen Ansatz nicht möglich ist. Für die in Abbildung 2.1gezeigten Vergleichsrechnungen wurde daher auch für die Berechnung über dieMaxwell-Gleichungen ein komplexwertiger Ansatz gewählt.Üblicherweise wird für die Berechnung des linearen Anteils der Polarisationbei der Berechnung über die Maxwell-Gleichungen ein Oszillatormodell fürdie Polarisation zugrunde gelegt [38]. Durch Anpassen des Finite-Di�erenzen-Schemas kann der Ein�uss der Polarisation jedoch auch analog zum Vorgehenin Abschnitt 1.5.2 bestimmt werden. Man muss dabei allerdings beachten, dass� neben der Linearisierung � bei der Bestimmung der Dispersionseigenschaftenüber die Multiplikation mit der Polarisation im Spektralbereich das Einschwin-gen der Oszillatoren vernachlässigt wird.Neben dem Vergleich der beiden Propagations-Methoden ermöglichen die Ab-bildungen 2.1, die Auswirkungen der Dispersion und der Nichtlinearität aufdie Pulsausbreitung zu beobachten.Vergleicht man die Pulsform für den nur der Dispersion ausgesetzten Puls(Abbildung 2.1 (b)) mit dem Ausgangspuls (Abbildung 2.1 (a)), kann manerkennen, dass sich der Puls unter dem Ein�uss der Gruppengeschwindigkeits-dispersion verbreitert hat. Ferner sieht man, dass sich neben der Breite auchdie Form der Einhüllenden leicht verändert hat, was insbesondere an den ent-standenen Nebenmaxima der Einhüllenden an den beiden Seiten des Pulseszu sehen ist. Dies tritt dann auf, wenn das zeitliche Pro�l des Pulses � wieim vorliegenden Fall das sech-Pro�l � von der Gauÿ-Form abweicht. Neben derVeränderung der Pulsform kann man in Abbildung 2.1 (b) auch erkennen, dasssich die Frequenz des elektrischen Feldes mit der Zeit verändert. Dieses Phä-nomen wird als Chirp bezeichnet. Im Falle einer normalen Gruppengeschwin-digkeitsdispersion (GVD > 0) ist dieser linear und positiv, d. h. die Frequenzsteigt im zeitlichen Verlauf linear an. Ein Puls mit Chirp besitzt (unabhängigvon dessen Richtung) ein breiteres Spektrum als ein Puls gleicher Längeohne Chirp, dessen Spektrum (für die entsprechende Pulsform) eine minimaleBreite besitzt; man spricht in diesem Fall von einem transformlimitiertenPuls.Betrachtet man die Wirkung der Nichtlinearität auf den Puls (Abbildung 2.1(c)), fällt zunächst die Selbstaufsteilung des Pulses auf. Diese wird durch denTerm proportional zu ∂t|A|2A verursacht und spielt nur bei Pulsen von wenigenFemtosekunden Länge und vernachlässigbarer GVD eine Rolle. Bei genauerBetrachtung des Verlaufs des elektrischen Feldes kann man erkennen, dass sichdie Frequenz auch unter dem Ein�uss der Nichtlinearität ändert, allerdings ist



2.4 Beispiele 27die Änderung in diesem Fall nichtlinear und abhängig von der Pulsform. DieserE�ekt wird Selbstphasenmodulation genannt. Abbildung 2.2 verdeutlichtden Ein�uss der Selbstphasenmodulation durch die Wahl eines etwas längerenPulses und der Vernachlässigung des für die Selbstaufsteilung verantwortlichenTerms der Ausbreitungsgleichung. Man erkennt deutlich die Ausbildung desChirps, für den bei einem sech-förmigen Puls gilt (vgl. Abschnitt 2.3, [1]):
∆ω = − ∂
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Abbildung 2.2: Selbstphasenmodulation bei einem sech-förmigen Pulsmit FWHM = 10 fs nach 120 µm Propagation durch ein nichtlinearesMedium (Eigenschaften wie Abb. 2.1, Rechnung ohne Dispersion undSelbstaufsteilung). Man erkennt, dass die Einhüllende (blau) des elektri-schen Feldes (rot) seine Form nicht verändert. Die grüne Kurve zeigt dendurch die Selbstphasenmodulation induzierten Chirp ∆ω des Pulses.Abbildung 2.1 (d) zeigt den Puls unter Einwirkung der Dispersion und derNichtlinearität. Man erkennt, dass der Puls im Vergleich zur Propagation durchein rein dispersives Medium deutlich verbreitert ist. Dies geht einher mit einem



28 2. Berechnung der Pulsausbreitungstark ausgeprägten Chirp, der durch die Wechselwirkung der (normalen) Grup-pengeschwindigkeitsdispersion mit der Nichtlinearität verursacht wird und zueiner sehr starken Verbreiterung des Pulsspektrums führen kann (white lightcontinuum generation, [76]).Betrachtet man einen Puls in einem Medium mit GVD < 0 (anormale Grup-pengeschwindigkeitsdispersion), so kann man (bei vernachlässigbarer Selbst-aufsteilung und geeigneter Wahl der Intensität) erreichen, dass sich die Wir-kung der beiden E�ekte aufhebt und sich der Puls während der Propagationnicht verändert. Diese Pulse nennt man Solitonen [1]. Für höhere Intensitä-ten existieren auch Solitonen höherer Ordnung, deren Pulsform sich periodischentwickelt (s. Abbildung 2.3 (b)). (a) (b)
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Abbildung 2.3: Propagation von Solitonen erster (a) und dritter Ord-nung (b), Parameter nach Agrawal [1].



Kapitel 3
Pulsausbreitung in räumlichausgedehnten Systemen
In diesem Kapitel steht bei der Ausbreitung elektromagnetischer Wellen derEin�uss ihrer räumlichen Ausdehnung (senkrecht zur Ausbreitungsrichtung)im Vordergrund. Dabei wird zunächst der Fall eines Lasers im Dauerbetrieb(continuous wave) betrachtet, also die Ausbreitung eines Lichtstrahls unendli-cher zeitlicher Dauer. Die gewonnenen Erkenntnisse werden dann auf die Be-rechnung der Propagation von Laserpulsen im Raum angewendet.Im Vordergrund steht dabei die Berechnung von Laserpulsen beim Durchlaufendes Fokusbereichs. Es wird die Abhängigkeit der Fokussierbarkeit vom Strahl-pro�l ebenso diskutiert wie der Ein�uss der Nichtlinearitäten auf das Verhaltendes Laserpulses im Fokus (Selbstfokussierung). Als Beispiel wird ein Systemvorgestellt, bei dem sich der Puls nach der Fokussierung in zwei Teile aufteilt(Pulse Splitting).3.1 Paraxiale WellengleichungZunächst wird die Ausbreitung von ungepulstem Laserlicht in einem linearenMedium betrachtet, das zur Vereinfachung als nicht absorbierend angenommenwird. In diesem Fall können alle zeitlichen Abhängigkeiten in der Ausbrei-tungsgleichung (1.51) vernachlässigt werden und man erhält die paraxialeWellengleichung:

∂zA =
i

2β0
4⊥A . (3.1)In der Literatur �ndet man diese Gleichung je nach Ansatz der Einhüllenden(vgl. Gleichung (1.26)) auch mit negativem Vorzeichen [71].29



30 3. Pulsausbreitung in räumlich ausgedehnten Systemen3.1.1 Gauÿsche StrahlenEine besonders einfache Beschreibung von Laserstrahlung wird durch GauÿscheStrahlung gegeben. Diese beschreibt Licht von Lasern, die Strahlung mit einemgauÿförmigen Strahlpro�l (in der transversalen Grundmode TEM00) emittie-ren.Gauÿsche Strahlen können mathematisch durch [71]
A(r, z) = Ag(z) exp

(

− r2

w2(z)
− iφ(z)− iβ0

r2

2R(z)

) (3.2)beschrieben werden. Dabei bezeichnet w(z) den Strahlradius und R(z) dieKrümmung. Ferner ist durch Ag(z) die Amplitude und durch φ(z) die Pha-se gegeben. Gauÿsche Strahlen stellen eine Lösung der paraxialen Wellenglei-chung dar: Ein Strahl mit einem Gauÿschen Strahlpro�l wird dieses unter denBedingungen der paraxialen Näherung (s. a. Abschnitt 1.5.2) immer beibehal-ten. Daher ist es möglich, die Strahlausbreitung nur durch Bestimmung der inGleichung (3.2) von z abhängigen Gröÿen zu beschreiben.So ergibt sich durch Einsetzen von Gleichung (3.2) in die paraxiale Wellenglei-chung (3.1) für die Ausbreitung eines zu Beginn der Propagation an der Stelle
z = 0 ungekrümmten Gauÿschen Strahls (R(0) = ∞, w(0) = w0, Ag(0) = A0,
φ(0) = φ0) in einem Medium mit Brechungsindex n0 [71]:

w(z) = w0

√

1 +

(
z

zR

)2

, R(z) = z +
z2R
z
,

Ag(z) = A0
w0

w(z)
, φ(z) = tan−1

(
z

zR

)

.

(3.3)Die auftretende Gröÿe zR wird Rayleigh-Länge genannt. Für sie gilt:
zR =

πw2
0n0

λ
. (3.4)Man erkennt aus der ersten Gleichung von (3.3), dass zR die Strecke beschreibt,nach der der Strahlradius eines zunächst ebenen Gauÿschen Strahls der Breite

w0 und der Wellenlänge λ in einem gegebenen Medium mit Brechungsindex num den Faktor √2 zunimmt.Auÿerdem sieht man, dass der Strahlradius für z � zR linear in z zunimmt:
w(z) = w0

√

1 +

(
z

zR

)2

≈ w0
z

zR
=

λz

πw0n0
. (3.5)Im Folgenden wird ein Gauÿscher Strahl betrachtet, der durch eine Linsemit der Brennweite f fokussiert wird. Zunächst wird angenommen, dass der
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Abbildung 3.1: Schematische Darstellung der Fokussierung eines Gauÿ-strahlsStrahl im Brennpunkt der Linse (bf = f) keine Krümmung aufweist. In diesemFall kann die Ausbreitung ebenfalls durch die Gleichungen (3.3) beschriebenwerden, wenn die Bezeichnungen entsprechend angepasst werden: wf → w0,
zR,f → zR (vgl. Abbildung 3.1).Insbesondere ergibt sich mit der Näherung (3.5) für den Strahlradius im Fokus(die sogenannte Strahltaille):

wf =
λf

πw0n0
≈ λ

πn0θ
. (3.6)Dabei bezeichnet θ den (halben) Divergenzwinkel (vgl. Abbildung 3.1). Fürdie Rayleigh-Länge des fokussierten Strahls zR,f �ndet man als Funktion derBrennweite der Linse f und des Strahlradius in der Linsenebene w0:

zR,f =
πw2

f n0

λ
=

λf 2

πw2
0n0

. (3.7)Fordert man, dass der Strahl statt im Fokus in der Linsenebene ungekrümmtist, so verschiebt sich der Brennpunkt bf und man erhält eine etwas kleinereStrahltaille wf :
bf =

f

1 +
(

λf
πw2

0n0

)2 , wf =
λf

πw0n0

√

1 +
(

λf
πw2

0n0

)2
. (3.8)



32 3. Pulsausbreitung in räumlich ausgedehnten Systemen3.1.2 Höhere transversale LasermodenDie Gauÿschen Strahlen (3.2) stellen die Lösung niedrigster Ordnung für dieparaxiale Wellengleichung dar. Darüber hinaus existieren Lösungen höhererOrdnung, die Gauÿ-Hermite- und die Gauÿ-Laguerre-Funktionen. DieGauÿ-Hermite-Funktionen Anm sind in kartesischen und die Gauÿ-Laguerre-Funktionen Apm in zylindrischen Koordinaten formuliert. Beide Eigenfunkti-onssysteme bilden eine Basis für beliebige Lösungen der paraxialen Wellenglei-chung.Reale Laser zeigen in der Regel kein reines Gauÿ-Pro�l. Dies ist zum Beispielder Fall, wenn höhere transversale Moden im Resonator anschwingen.Um Pulse aus solchen Lasern untersuchen zu können, werden in der vorlie-genden Arbeit auch nicht-Gauÿsche Pulse betrachtet. Dabei werden überwie-gend rotationssymmetrische Pulse untersucht, bei denen die Gauÿ-Laguerre-Funktionen Anwendung �nden. Es ist allerdings anzumerken, dass sich Abwei-chungen vom Gauÿpro�l nicht auf rotationssymmetrische Pro�le beschränken.Weitere Ursachen für Abweichungen vom Gauÿ-Pro�l kann eine inhomogeneVerstärkung im Lasermedium und die Ausbildung von Teilstrahlen sein [25].Ferner kann zum Beispiel durch gekippte Bauteile wie Brewster-Fenster dieRotationssymmetrie aufgehoben werden.Für die zylindersymmetrischen Gauÿ-Laguerre-Funktionen Ap0 �ndet man [71](vgl. Abbildung 3.2):
Ap0(r, z) ∼ Lp

(
2r2

w2(z)

)

exp

(

− r2

w2(z)
− iβ0

r2

2R

)

.

Lp bezeichnet dabei die sogenannten Laguerreschen Polynome [13], die inden niedrigsten Ordnungen durch
L0(x) = 1

L1(x) = −x+ 1

L2(x) =
1

2

(
x2 − 4x+ 2

)gegeben sind.3.1.3 Bestimmung des StrahlradiusFür Gauÿsche Strahlen ergibt sich der Strahlradius w nach Gleichung (3.2)über den Abstand der Mitte des Strahls zu dem Punkt, an dem das elektrischeFeld auf 1/e des Maximalwertes gesunken ist. Für nicht-Gauÿsche Strahlenmuss diese De�nition erweitert werden. Dabei sind verschiedene Methoden,den Strahlradius festzulegen, denkbar. Häu�g wird der transversale Verlauf
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Abbildung 3.2: Radialer Verlauf des elektrischen Feldes von Strahlenmit Gauÿ-Laguerre-Pro�l unterschiedlicher Ordnungder Intensität als Verteilung aufgefasst, und der Laserstrahl über die Momentedieser Verteilung beschrieben [24]. Das erste Moment, der Erwartungswert,beschreibt dabei den Schwerpunkt des Strahls. Der Strahlradius kann überdas zweite Moment, die Varianz, bestimmt werden, die in x-Richtung durch
〈
x2(z)

〉
=

∫∫
(x− 〈x〉)2 I(x, y, z) dx dy
∫∫

I(x, y, z) dx dy
(3.9)gegeben ist. Für zylindersymmetrische Strahlen erhält man:

〈
x2(z)

〉
=

∫ 2π

0
dθ cos2(θ)

∫∞

0
dr r3 I(r, θ, z)

∫ 2π

0
dθ
∫∞

0
dr r I(r, θ, z)

=

∫∞

0
dr r3 I(r, z)

2
∫∞

0
dr r I(r, z)

. (3.10)Der Strahlradius w(z) wird nun durch das Zweifache der Standardabweichungde�niert [24] und ergibt sich mit Gleichung (3.10) wie folgt:
w(z) = 2

√

〈x2(z)〉 =
√

2
∫∞

0
dr r3 I(r, z)

∫∞

0
dr r I(r, z)

. (3.11)Durch Einsetzen von Gleichung (3.2) in Gleichung (3.11) und Verwendung vonGleichung (1.32) kann man leicht erkennen, dass diese De�nition konsistent mitder De�nition des Strahlradius für Gauÿsche Strahlen ist:
w(z) =

√
√
√
√
√

2
∫∞

0
dr r3 exp

(

− 2r2

w2
g(z)

)

∫∞

0
dr r exp

(

− 2r2

w2
g(z)

) =

√

21
8
w4

g(z)
1
4
w2

g(z)
= wg(z) .



34 3. Pulsausbreitung in räumlich ausgedehnten Systemen3.1.4 Fokussierbarkeit nicht-Gauÿscher StrahlenEine wichtige Gröÿe bei der Fokussierung von Laserstrahlung stellt das Strahl-parameterprodukt dar. Dieses ergibt sich aus dem Produkt des Divergenz-winkels mit der Strahltaille. Nach Gleichung (3.6) erhält man für einen Gauÿ-schen Strahl:
wfθ =

λ

πn0
. (3.12)Reale Laserstrahlen besitzen in der Regel kein ideales Gauÿ-Pro�l. Ein Maÿ fürdie Fokussierbarkeit eines solchen Laserstrahls kann durch dieBeugungsmaÿ-zahlM2 gegeben werden. Manchmal wird auch die Strahlqualität verwendet,die durch

K =
1

M2gegeben ist [24]. Für einen Gauÿ-Strahl giltM2 = 1 und K = 1. Abweichungenvon diesem Pro�l führen zu einer gröÿeren BeugungsmaÿzahlM2 > 1 und einergeringeren Strahlqualität K < 1.Für reale Laserstrahlen wird das Strahlparameterprodukt (3.12) zu:
wfθ =M2 λ

πn0
. (3.13)Man erkennt also, dass das Produkt aus Fokuswinkel und Breite des Strahlsim Fokus für einen Gauÿ-Strahl minimal ist. Insbesondere führt ein gröÿeres

M2 bei identischem Fokuswinkel zu einer breiteren Strahltaille (vgl. Abbildung3.3). ,Für die in Abschnitt 3.1.2 beschriebenen Gauÿ-Laguerre-Moden Ap0 ergibtsich für die Beugungsmaÿzahl M2 = p2 + 1 [24]. Um einen Strahl mit ei-nem bestimmten M2 theoretisch zu beschreiben, werden in der SimulationKombinationen mehrerer Moden verwendet. Dabei muss beachtet werden, dassdie Gauss-Laguerre-Moden unterschiedliche Strahlbreiten besitzen. Dies kanndurch entsprechende Skalierung allerdings leicht behoben werden.Experimentell kann die Beugungsmaÿzahl und damit die Strahlqualität ei-nes Laserstrahls auf unterschiedliche Art bestimmt werden. Die entsprechen-de ISO-Norm 11146 beschreibt ein Verfahren, bei dem der zu untersuchendeLaserstrahl mit einer Linse fokussiert und die Strahlbreite an verschiedenenStellen um den Fokusbereich bestimmt wird. Die Messung der Strahlbreitewird dabei mit einer beweglichen Blende oder Schneide durchgeführt [24]. DieBeugungsmaÿzahl kann dann durch einen Fit (vgl. Abbildung 3.3) berechnetwerden. Alternativ läÿt sich die Beugungsmaÿzahl direkt durch Analyse desStrahls mit Hilfe eines Hartmann-Shack-Wellenfrontsensors bestimmen [68].
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Abbildung 3.3: Verlauf der Breite fokussierter Laserstrahlen unter-schiedlicher Strahlqualität. Für alle Strahlen beträgt die Brennweite13.5 mm, der Fokuswinkel ∼ 4.42° und die Wellenlänge 810 nm bei ei-nem Brechungsindex von n0 = 1.328 (vgl. Abschnitt 5.3). Für den idealenGauÿ-Strahl (M2 = 1) wird die Strahltaille mit wf ≈ 2.52 µm minimal.Man beachte, dass die Strahlverläufe gestaucht dargestellt sind.3.1.5 Das Kirchho�sche BeugungsintegralEine zum Lösen einer Di�erentialgleichung wie der (paraxialen) Wellenglei-chung alternative Vorgehensweise der Berechnung der Strahlausbreitung stelltdie Lösung des Kirchho�schen Beugungsintegrals dar. Ist das elektrischeFeld in einer Ebene (x, y, z = 0) bekannt, so kann das Feld an einem Punkt
(x′, y′, z′) nach dem Huygensschen Prinzip durch die Überlagerung von se-kundären Kugelwellen, die an jedem Punkt der Ursprungsebene entstehen,bestimmt werden. Mit den Bezeichnungen r = (x′ − x, y′ − y, z′), r̂ = r/|r|und n̂ = (0, 0, 1) gilt [51]:

E (x′, y′, z′) =
1

iλ

∫∫

E(x, y)
1

|r| e
ik|r| cos(n̂, r̂) dx dy .Man kann zeigen, dass das Kirchho�sche Beugungsintegral in guter Näherungeine Lösung der Maxwell-Gleichungen darstellt [8].In der paraxialen Näherung kann cos(n̂, r̂) ≈ 1 angenommen und das in derExponentialfunktion auftretende |r| durch eine Taylorentwicklung bis zur zwei-ten Ordnung in √(x′ − x)2 + (y′ − y)2 genähert werden [51]. Man erhält fürdas Kirchho�sche Beugungsintegral in paraxialer oder Fresnelscher Näherung:

E (x′, y′, z′) =
eikz

′

iλz′

∫∫

E(x, y) e
ik

2z′ [(x
′−x)2+(y′−y)2] dx dy . (3.14)



36 3. Pulsausbreitung in räumlich ausgedehnten SystemenIn Zylinderkoordinaten ausgedrückt wird Gleichung (3.14) zu:
E (r′, θ′, z′) =

eikz
′

iλz′

∞∫

0

dr r

2π∫

0

E(r, θ) ei
π

λz′
[r′2+r2−2r′r cos(θ′−θ)] dθ .Ist das Feld rotationssymmetrisch, so ergibt sich mit der Besselfunktion 0.Ordnung erster Gattung J0 [13, 71]:

E (r′, z′) =
2πeikz

′

iλz′

∞∫

0

dr r E(r)e−i
π

λz′
[r′2+r2] J0

(
2πr′r

λz′

)

. (3.15)3.1.6 AberrationenBei den bisher beschriebenen Abweichungen von der Gauÿschen Optik wurdedavon ausgegangen, dass die Ursache dafür in Abweichungen des betrachtetenLaserstrahls vom idealen Gauÿpro�l liegt (vgl. Abschnitt 3.1.2). Selbst wenndas Strahlpro�l des Lasers ein ideales Gauÿ-Pro�l darstellt, so führen die op-tischen Elemente, die der Strahl durchläuft, zu Abbildungsfehlern, die oftauch als Aberrationen bezeichnet werden.Für monochromatisches Licht werden nach Seidel fünf verschiedene Ar-ten der Aberrationen unterschieden: Sphärische Aberration, Astigmatismus,Koma, Bildfeldwölbung und Verzeichnung [8, 59].Bei der Betrachtung der Fokussierung von Laserstrahlung überwiegt die sphä-rische Aberration, da Astigmatismus und Koma nur bei nicht achsparallel bzw.nicht zentral einfallendem Licht und sowohl Bildfeldwölbung als auch Verzeich-nung nur bei der Abbildung ausgedehnter Objekte von Relevanz sind.Bei der Fokussierung eines Laserstrahls tritt die sphärische Aberration zumBeispiel auf, wenn statt einer idealen (asphärischen) Linse eine sphärische Lin-se verwendet wird. Diese bewirkt eine stärkere Ablenkung eines einfallendenLichtstrahls am Rand als bei einer idealen Linse. Dies hat zur Folge, dass(achsparallele) Strahlen, die die Linse an den Rändern durchlaufen auf einenBrennpunkt näher an der Linse fokussiert werden als Strahlen in der Nähe deroptischen Achse. Dadurch kommt es zu einer Verbreiterung des Fokusbereichslängs der optischen Achse bzw. zu einer Aufweitung des Brennpunktes in derBrennebene.Bei der Fokussierung eines Laserstrahls in eine mit Wasser gefüllte Küvette(mit Hilfe eines Linsensystems auÿerhalb der Küvette) tragen besonders dieGrenz�ächen zwischen Luft/Glas und Glas/Wasser zur Entstehung der sphä-rischen Aberration bei (vgl. Abschnitt 5.3).Zu den schon in monochromatischem Licht auftretenden Aberrationen trittbei der Betrachtung von Strahlung mit einem breiten Spektrum die chroma-tische Aberration hinzu. Diese kann daher bei der Betrachtung von gepulsterLaserstrahlung relevant werden.



3.2 Selbstfokussierung 37Der unterschiedliche Brechungsindex des verwendeten Materials bei den ver-schiedenen Wellenlängen führt so zum Beispiel bei der achsparallelen Bestrah-lung einer Einzellinse aus dispersivem Material dazu, dass Licht unterschiedli-cher Wellenlänge in verschiedenen Abständen zur Linse fokussiert wird.Bei der Betrachtung der Fokussierung ultrakurzer Pulse treten zudem raum-zeitliche E�ekte auf. Insbesondere kommt es durch die unterschiedlich langenStrecken, die die einzelnen Teile des Pulses abhängig von ihrer Entfernung zuroptischen Achse durchlaufen, zu einer Verschiebung der Phasenfront zur Puls-front [60, 7]. Dies kann bei kleinen Fokuswinkeln, wie sie im Rahmen dieserArbeit betrachtet werden, allerdings vernachlässigt werden.3.2 SelbstfokussierungWie in Abschnitt 1.3 diskutiert, wird bei hohen Intensitäten der Brechungsin-dex abhängig von der Intensität an der betrachteten Stelle. Der Brechnungs-index steigt dabei mit zunehmender Intensität an. Wenn sich ein Strahl mitbeispielsweise einem Gauÿ-Pro�l in einem Kerr-Medium ausbreitet, dann istder Brechungsindex für die Anteile nahe der Strahlmitte höher als für die äu-ÿeren Anteile. Demnach wird sich der Strahl in der Mitte langsamer ausbreitenals an den Rändern. Dies hat nach dem Huygensschen Prinzip (vgl. Abschnitt3.1.5) eine Krümmung der Phasenfront nach innen zur Folge, die dazu führt,dass der Strahl sich zusammenschnürt.Dieser Selbstfokussierung genannte E�ekt ist bei optischen Systemen, beidenen hohe Intensitäten auftreten, von groÿer Bedeutung. So sind bei Hoch-leistungslasern Beschädigungen fast immer darauf zurückzuführen. Ferner wirddurch die Selbstfokussierung eine Grenze bei der Transmittivität von optischenMedien gegeben (vgl. Abschnitt 3.2.1).Die hohe praktische Relevanz führte dazu, dass der E�ekt in den vergangenenJahrzehnten theoretisch und experimentell intensiv untersucht wurde. Einensehr guten Überblick über die Ergebnisse grundlegender Arbeiten [2, 69, 55]sowie die Gegenstände aktueller Forschung �ndet man in dem von R. W. Boyd,S. G. Lukishova und Y. R. Shen herausgegebenen Buch �Self-focusing: Past andPresent� [9].Im Folgenden sollen die wichtigsten Aspekte der Selbstfokussierung und insbe-sondere deren Ein�uss auf die Fokussierung von fs-Pulsen vorgestellt werden.3.2.1 Townes-Soliton und kritische LeistungDazu betrachten wir zunächst wieder einen (zeitunabhängigen) Laserstrahl,bevor wir in Abschnitt 3.2.5 zu gepulster Strahlung übergehen. Insbesondere



38 3. Pulsausbreitung in räumlich ausgedehnten Systemenwird eine stationäre Lösung gesucht und analysiert. Aus dieser lässt sich diekritische Leistung für die Selbstfokussierung bestimmen [29, 43, 44].Für die Ausbreitung eines Laserstrahls in einem Kerr-Medium ergibt sich durchdas Weglassen der zeitlichen Ableitungen in Gleichung (1.51) die stationärenichtlineare Schrödinger-Gleichung:
∂ξA =

i

2β0
4⊥A+ i

β0cε0
2

n2|A|2A . (3.16)Zunächst werden neue dimensionslose Variablen
r? =

r

w0

, ξ? =
ξ

2β0w
2
0

und A? = β0w0

√
cε0n2A (3.17)eingeführt. Die Gröÿe w0 stellt zunächst nur einen beliebigen Skalierungsfaktordar, kann aber zum Beispiel als Breite des Strahls aufgefasst werden. Mit denneuen Variablen wird Gleichung (3.16) zu:

i ∂ξ?A
? = 4?

⊥A
? + |A?|2A? . (3.18)Gesucht wird nun eine zylindersymmetrische Lösung, für die der Betrag derEinhüllenden für alle r? konstant bleibt. Mit dem Separationsansatz

A? = eiξ
?

E? (r?) (3.19)erhält man [15, 16]:
d2E?(r?)

dr?2
+

1

r?
dE?(r?)

dr?
−E?(r?) + E?3(r?) = 0 . (3.20)Durch die Zylindersymmetrie und die Forderung, dass die Leistung des Strahlsbegrenzt sein soll, ergeben sich die folgenden Randbedingungen:

dE?(r?)

dr?

∣
∣
∣
∣
r?=0

= 0 und lim
r?→∞

E?(r?) = 0 . (3.21)Die Lösung von Gleichung (3.20) mit den Randbedingungen (3.21) wird alsTownes-Soliton bezeichnet [28]. In Analogie zum zeitlichen Soliton, bei derdie Gruppengeschwindigkeitsdispersion durch die Nichtlinearität des Materialsausgeglichen wird, handelt es sich hierbei um das Pro�l, bei dem die durchdie Beugung bewirkte Verbreiterung des Strahls durch die Selbstfokussierungexakt ausgeglichen wird. Allerdings ist das Townes-Soliton im Gegensatz zumzeitlichen Soliton nur metastabil.Alternativ wird für das Townes-Soliton auch die Bezeichnung R-Pro�l verwen-det [28]. Dies kommt daher, dass oft in Gleichung (3.20) der Buchstabe R statt
E? verwendet wird.Für die Gleichung (3.20) existiert keine (nichttriviale) analytische Lösung. Eskann allerdings eine numerische Lösung bestimmt werden. Dazu wird die



3.2 Selbstfokussierung 39Gleichung (3.20) in ein Gleichungssystem gewöhnlicher Di�erentialgleichungenerster Ordnung (mit der zusätzlichen Variable U? = dE?/dr?) transformiert,das mit Standardverfahren (z. B. Runge-Kutta [61]) numerisch gelöst werdenkann. Die Integration wird dabei bei r? = 0 begonnen. Als Anfangswert für U?ergibt sich U?(0) = 0 direkt aus Gleichung (3.21). E?(0) kann der Literaturentnommen werden [74] oder iterativ bestimmt werden, indem E?(0) so langevariiert wird, bis die zweite Randbedingung aus (3.21) hinreichend gut erfülltist. Es ergibt sich
E?(0) ≈ 2.2062 .
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Abbildung 3.4: Vergleich der Feldverläufe eines Townes-Solitons (rot)und eines Strahls mit Gauÿschem Pro�l (blau). Zum Vergleich wurde aufdie gleiche Intensität bei r = 0 und identische Leistung normiert.Abbildung 3.4 zeigt das so berechnete Townes-Soliton im Vergleich zu einemGauÿschen Strahl gleicher Maximalintensität und Leistung. Man erkennt einegroÿe Ähnlichkeit zwischen beiden Pro�len, allerdings fällt das elektrische Felddes Townes-Soliton für kleine Radien schneller ab und konvergiert dann für
r? → ∞ langsamer gegen 0 als das Gauÿsche Strahlpro�l.Die Leistung des Townes-Solitons erhält man aus den Gleichungen (1.33)und (1.32) unter Verwendung der dimensionslosen Variablen (3.17) und derDe�nition von E? (3.19):

P
Tow
cr =

n0cε0
2

∞∫

−∞

dr r |A(r)|2 = λ2

4πn0n2

∞∫

0

dr? r? |E? (r?)|2

︸ ︷︷ ︸

=:NTow
cr

. (3.22)



40 3. Pulsausbreitung in räumlich ausgedehnten SystemenFür den auftretenden Proportionalitätsfaktor Ncr ergibt die numerische Inte-gration einen Wert von NTow
cr ≈ 1.8622. Man erkennt, dass die Leistung desTownes-Solitons unabhängig von dessen Breite ist. Ein Strahl, der das Pro-�l eines Townes-Solitons besitzt, wird sich, wenn seine Leistung P kleiner als

P
Tow
cr ist, durch die Beugung verbreitern und für P > P

Tow
cr durch die dannüberwiegende Selbstfokussierung immer weiter zusammenschnüren.Für das Townes-Pro�l stellt PTow

cr also die kritische Leistung für die Selbst-fokussierung dar.Es zeigt sich, dass die Gleichung (3.22) auch für andere Strahlpro�le mit denentsprechenden Koe�zienten Ncr gültig ist, wobei NTow
cr für diese eine untereSchranke darstellt [83]. Die Koe�zienten Ncr müssen in der Regel numerischbestimmt werden. Dabei ergeben sich im Allgemeinen1 nur geringfügig höhereWerte als NTow

cr . So �ndet man für das Gauÿ-Pro�l [29]:
NGauÿ

cr ≈ 1.8962 .Für die kritische Leistung in Wasser ergibt sich für einen Strahl mit Gauÿ-Pro�l und 800 nm Wellenlänge aus den Gleichungen (3.22) und (3.2.1) mitdem linearen und nichtlinearen Brechungsindex für Wasser (vgl. Gleichungen(1.8) und (1.19)):
P
Gauÿ
cr,H2O

=
NGauÿ

cr λ2

4πn0n2

≈ 3.64MW . (3.23)3.2.2 Kollaps der nichtlinearen SchrödingergleichungMan kann zeigen, dass die Lösungen der stationären nichtlinearen Schröding-ergleichung (3.16), die sich durch die Selbstfokussierung immer weiter zusam-menziehen, im Fokus singulär werden [28]. Man spricht in diesem Fall voneinem Strahlkollaps.Dieser Kollaps ist natürlich unphysikalisch und kann bereits durch kleine Mo-di�kationen der nichtlinearen Schrödingergleichung aufgefangen werden. Dazukommt zum Beispiel das Einführen einer sättigbaren Nichtlinearität oder ei-nes nichtlinearen Terms 5. Ordnung sowie die nichtparaxiale Erweiterung derGleichung (3.16) in Frage ([31], Verweise in [4]).Bei gepulster Strahlung verhindert zudem eine (ausreichend groÿe) norma-le Gruppengeschwindigkeitsdispersion das Auftreten von Singularitäten (vgl.Abschnitt 3.4).Der wichtigste E�ekt, der den Kollaps des Strahls verhindert, ist allerdings dasEntstehen eines Plasmas, das in Kapitel 4 detailliert beschrieben wird. Dieseshat einen defokussierenden E�ekt (vgl. Abschnitt 5.1) und spielt eine wichtigeRolle bei der Bildung von Filamenten (vgl. Abschnitt 3.2.6).1Ausnahmen bilden zum Beispiel Ringpro�le [55]



3.2 Selbstfokussierung 413.2.3 Kollapspro�lIn Abschnitt 3.2.1 wurde dargestellt, dass das Townes-Soliton das Pro�l mitder kleinsten kritischen Leistung für die Selbstfokussierung darstellt. Bei derBetrachtung des Strahlkollaps zeigt sich noch eine weitere wichtige Eigenschaftdieses Pro�ls: Mit wenigen Ausnahmen ist das Strahlpro�l EKollaps in der Nähedes Brennpunktes zsf unabhängig vom ursprünglichen Pro�l das eines(modulierten) Townes-Pro�ls E? [28]:
∣
∣EKollaps(r, z)

∣
∣ ∼ 1

l(z)
E?

(
r

l(z)

)

, lim
z→zsf

l(z) = 0 . (3.24)Für Strahlung, dessen Leistung nicht viel gröÿer als die kritische Leistung
P
Tow
cr ist, gilt diese Aussage für beliebige Strahlpro�le und kann mathematischbewiesen werden [56]. In diesem Fall kann die Veränderung der Breite l(z)(engl.: blowup rate) wie folgt angegeben werden:

l(z) ∼





zsf−z
2β0w2

0

ln
∣
∣
∣ln
(
zsf−z
2β0w2

0

)∣
∣
∣





1/2

. (3.25)Diese Abhängigkeit wird erst sehr kurz vor dem Kollaps erreicht, numerischeSimulationen [31] zeigen, dass l(z) in gröÿeren Abständen zum Brennpunktdurch die Wurzel √(zsf − z)/2β0w
2
0 genähert werden kann.Wie man in Gleichung (3.22) erkennen kann, ist die Leistung des Townes-Solitons unabhängig von dessen Breite. Daher erhält man für die Leistungdes kollabierenden Strahls mit Gleichung (3.24) immer die kritische Leis-tung P

Tow
cr . Für andere Strahlpro�le als das Townes-Soliton kollabiert nur einTeil des Strahles, dies �ndet man in der Literatur unter der Bezeichnung par-tial beam collapse [28]. Es ist allerdings zu beachten, dass diese Überlegungfür den Strahlkollaps der (unmodi�zierten) nichtlinearen Schrödingergleichunggilt. In realen Systemen wird � wie bereits in Abschnitt 3.2.2 angesprochen �insbesondere durch die Entstehung eines Plasmas der Strahlkollaps verhindert.Dessen Entstehung hängt insbesondere auch von der Leistung ab, die nicht indas Townes-Pro�l eingeht. Zudem kann es sein, dass das Townes-Pro�l aucherst sehr kurz vor dem theoretischen Kollaps erreicht wird � zu einem Zeit-punkt, an dem die Ausbildung eines Plasmas schon relevant wird.Das Ausbilden des Townes-Pro�ls im Kollaps wurde auch experimentell bestä-tigt und insbesondere in Glas für elliptische Pro�le sowie verzerrte Gauÿ-Pro�le[57] als auch in Wasser für Gauÿsche Pro�le [35] nachgewiesen.Strahlen mit Ringpro�len [82] und sog. Super-Gauÿ-Pro�len [35], deren Leis-tung zudem ein Vielfaches der kritischen Leistung überschreitet, stellen eineAusnahme dar. In beiden Fällen bildet sich im Kollaps ein Ringpro�l [30] aus,das allerdings stark zum Aufbrechen in Filamente neigt (vgl. Abschnitt 3.2.6).



42 3. Pulsausbreitung in räumlich ausgedehnten Systemen3.2.4 Brennweite der SelbstfokussierungDie Stelle, auf die ein Strahl mit P > Pcr fokussiert wird, kann analytisch nurnäherungsweise bestimmt werden [43, 44]. Für eine exakte Bestimmung derBrennweite muss die stationäre nichtlineare Schrödingergleichung numerischgelöst werden (vgl. Abschnitt 3.3.3). Berechnungen von Marburger et al. [20,55] haben ergeben, dass für einen Strahl mit einem Gauÿ-Pro�l und einemStrahlradius w die Brennweite der Selbstfokussierung zsf durch folgendeNäherungsformel beschrieben werden kann:
zsf =

0.1835β0w
2

{[

(P/Pcr)
1/2 − 0.852

]2

− 0.0219

}1/2
. (3.26)Es kann gezeigt werden, dass die stationäre nichtlineare Schrödingergleichung(3.16) invariant unter der sogenannten Linsentransformation (engl. lenstransformation) [77] ist. Dies hat zur Folge, dass eine Linse in einem nicht-linearen Medium den gleichen E�ekt hat wie in einem linearen Medium [28].Um die Brennweite für einen bereits fokussierten (oder defokussierten) Strahlin einem nichtlinearen Medium zu bestimmen, kann daher die Linsengleichungverwendet werden. Für einen Strahl, für den sich nach Gleichung (3.26) eineBrennweite für die Selbstfokussierung von zsf ergibt, erhält man bei vorherigerFokussierung durch eine Linse der Brennweite zf eine kombinierte Brennweitevon zf+sf :

1

zf+sf
=

1

zf
+

1

zsf
. (3.27)3.2.5 Selbstfokussierung von PulsenBisher wurde der E�ekt der Selbstfokussierung für kontinuierliche Strahlungbetrachtet. In der Regel werden die für die Selbstfokussierung benötigten Leis-tungen jedoch nur bei gepulster Strahlung erreicht.Für die Betrachtung der Selbstfokussierung bei ultrakurzen Pulsen wird derLaserpuls zeitlich in Intervalle, die oft als Zeitscheiben (engl.: time slices) be-zeichnet werden, unterteilt. Kann der Ein�uss der Gruppengeschwindigkeits-dispersion vernachlässigt werden, so kann die Entwicklung einer Zeitscheibeunabhängig von den anderen betrachtet werden [18]. Wie in Abschnitt 1.18diskutiert, wird ferner die Wirkung der Nichtlinearität als instantan betrach-tet, man spricht in diesem Fall von einem quasi-stationären Modell [70]. Je-der Zeitscheibe kann eine (mittlere) Leistung P zugeordnet werden. Liegt dieseüber der kritischen Leistung der Selbstfokussierung Pcr, so kollabiert der zuge-hörige Anteil des Laserpulses. Der Brennpunkt zsf ist dabei von der Leistungder Zeitscheibe abhängig und kann mit Hilfe von Gleichung (3.26) bestimmtwerden. Durch die verschiedenen Brennweiten der Zeitscheiben wandert der



3.3 Angewendetes Verfahren zur Berechnung fokussierter Pulse 43Brennpunkt entlang der optischen Achse, dies wird in der englischsprachigenLiteratur als moving focus bezeichnet [70].3.2.6 FilamenteWie in Abschnitt 3.2.2 diskutiert, wird im Experiment der bei Lösungen dernichtlinearen Schrödingergleichung auftretende Strahlkollaps durch verschiede-ne E�ekte verhindert. Es zeigt sich, dass die bei hohen Intensitäten auftretendeIonisierung des Materials den gröÿten Ein�uss hat. Das entstehende Plasmaverhindert durch Absorption und Defokussierung (vgl. Kapitel 5), dass dieIntensität immer weiter ansteigt.Damit kann der sich bewegende Fokus (vgl. Abschnitt 3.2.5) in zeitlicher Mit-telung als Filament betrachtet werden [17, 12]. In Luft wurden für fs-PulseFilamente von mehrern Metern Länge beobachtet [11].Innerhalb solcher Filamente kann es durch die auftretenden nichtlinearen Ef-fekte zu einer starken Verbreiterung des Pulspektrums kommen. Dies kann fürdie Weiÿlichterzeugung und bei der Pulskompression ausgenutzt werden.Bei einem nicht idealen Strahlpro�l kann es zudem (durch Amplituden- oderPhasenstörungen) vorkommen, dass durch die Selbstfokussierung mehrere Fokientstehen, die die Ausbildung multipler Filamente bewirken. So kann beider optischen Kavitation mit fs-Laserpulsen bei hohen Energien die Ausbil-dung von Filamenten vor der Entstehung des eigentlichen Plasmas beobachtetwerden [33].3.3 Angewendetes Verfahren zur Berechnung fo-kussierter PulseDie Simulation fokussierter Laserpulse erfolgt in zwei Schritten: Zunächst wirddie Form des Laserpulses kurz vor dem Fokus bestimmt, die dann im zweitenSchritt für die Berechnung der Pulsausbreitung beim Durchlaufen des Fokus-bereichs verwendet wird.3.3.1 Pulsform vor dem FokusbereichZunächst wird davon ausgegangen, dass in hinreichend groÿer Entfernung vomFokus die nichtlinearen E�ekte noch keine Rolle spielen. Berücksichtigt manzusätzlich keine raumzeitlichen E�ekte (vgl. Abschnitt 3.1.6) kann die räumli-che Ausdehnung des Pulses unabhängig von dessem zeitlichen Verlauf betrach-tet werden. Im einfachsten Fall von Pulsen mit einem Gauÿschen Strahlpro�l



44 3. Pulsausbreitung in räumlich ausgedehnten Systemengeschieht dies analytisch mit Hilfe der Gleichungen (3.3). Liegt ein anderesStrahlpro�l vor oder sollen Ein�üsse des im Experiment verwendeten Lin-sensystems sowie der Küvette berücksichtigt werden (vgl. Abschnitt 3.1.6),wird das Strahlpro�l kurz vor dem Fokus durch Auswertung des Kirchho�-schen Beugungsintegrals in Fresnelscher Näherung nach Gleichung (3.15) be-stimmt. Durch die Anwendung von Besselfunktionen bei rotationssymmetri-schen Strahlpro�len kann die räumliche Ausdehnung des elektrischen Feldesauch an einer groÿen Anzahl von Punkten schnell bestimmt werden. Alter-native Verfahren zur Lösung der paraxialen Wellengleichung bzw. des Beu-gungsintegrals mit Hilfe von Fouriertransformierten sind bei der Untersuchungfokussierter Pulse weniger gut geeignet, da durch die starke Verringerung derStrahlbreite eine extrem feine Diskretisierung oder ein mehrschrittiges Verfah-ren nötig wird.3.3.2 Pulsausbreitung im FokusbereichMit dem zweiten Schritt der Simulation wird einige (ungefähr zehn) Ray-leighlängen vor dem geometrischen Fokus begonnen. Dabei wurde sich amVorgehen von Arnold [3] orientiert und der Startpunkt durch Vergleichsrech-nungen veri�ziert.Die Berechnung der Pulsausbreitung im Bereich um den Fokus wird wie fürden eindimensionalen Fall in Abschnitt 2.1 beschrieben durchgeführt. Die auf-tretenden räumlichen Ableitungen werden mit Hilfe des Crank-Nicolson-Ver-fahrens (vgl. Abschnitt 3.3.3) berechnet. Die Diskretisierung senkrecht zurAusbreitungsrichtung muss dabei insbesondere so bemessen werden, dass dieAu�ösung für einen Puls im Fokus noch ausreichend ist.3.3.3 Crank-Nicolson-VerfahrenBetrachtet man in Gleichung (1.51) nur den Ein�uss des für die Beugung ver-antwortlichen Terms und vernachlässigt (vorübergehend) die auftretende zeit-liche Ableitung, ergibt sich mit einer geeigneten Konstanten k⊥ eine Gleichungvom Typ einer Wärmeleitungsgleichung:
∂ξA = k⊥4⊥A .Diese wird mit dem Crank-Nicolson-Verfahren gelöst [19]. Bei diesem han-delt es sich um ein Verfahren auf Basis von �niten Di�erenzen. Es ergibtsich aus der Kombination von explizitem und implizitem Eulerverfahren. Be-trachtet man nur die Ableitungen in einer Raumrichtung (4⊥ = ∂2x), so ergibtsich für einen Schritt nach dem Crank-Nicolson-Verfahren:

An+1
i − Ani
∆ξ

= k⊥
1

2

(
Ani+1 − 2Ani + Ani−1

∆x2
+
An+1
i+1 − 2An+1

i + An+1
i−1

∆x2

)

. (3.28)



3.3 Angewendetes Verfahren zur Berechnung fokussierter Pulse 45Dabei wurde A(x, ξ) auf einem regulären Gitter diskretisiert. n = 1, . . . , nmaxund i = 1, . . . , imax bezeichnen die zugehörigen Indizes für die ξ- und die x-Achse, der Abstand zwischen zwei benachbarten Diskretisierungspunkten istdurch ∆ξ und ∆x gegeben. Der Term auf der linken Seite von Gleichung (3.28)ergibt dann eine lineare Approximation der zeitlichen Ableitung am Ort xi. DieTerme auf der rechten Seite stellen die zweite Ableitung nach x um den Ort
xi und den Punkten ξn und ξn+1 dar.Das Verfahren lässt sich auf mehr Dimensionen erweitern, indem ein entspre-chend höherdimensionales Gitter verwendet wird. Alternativ kann man � beiVorliegen einer Zylindersymmetrie � den Ein�uss der zusätzlichen Dimensiondurch Verwendung des Laplace-Operators in Zylinderkoordinaten be-rücksichtigen. Dieser kann wie folgt als Di�erenz dargestellt werden:
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1
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∂
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)

A → Ani+1 − 2Ani + Ani−1
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+

1

ri

Ani+1 − Ani−1

2∆r
.Damit wird Gleichung (3.28) zu
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.Fasst man die Terme geeignet zusammen, so erhält man:
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Ani−1 .Stellt man für jeden der Diskretisierungspunkte eine entsprechende Gleichungauf, so ergibt sich ein Gleichungssystem, das in Matrixschreibweise die fol-gende Form besitzt:
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.Um dieses Gleichungssystem nach den unbekannten An+1
1 , . . . , An+1

imax
lösen zukönnen, muss die Matrix mit den Koe�zienten λn+1

1 , . . . , λn+1
imax

invertiert wer-den. Da es sich bei dieser um eine tridiagonale Matrix handelt, kann das



46 3. Pulsausbreitung in räumlich ausgedehnten SystemenGleichungssystem mit einem speziell darauf abgestimmten Algorithmus [61]e�zient gelöst werden.3.4 Beispiel: Pulsaufspaltung
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Abbildung 3.5: Aufspalten eines Pulses beim Durchlaufen des Fokusbei normaler GVD (Parameter nach Chernev [14])Wie in Abschnitt 3.2.2 beschrieben, kann durch eine normale Gruppenge-schwindigkeitsdispersion der Strahlkollaps verhindert werden. Unter bestimm-ten Bedingungen besteht die Möglichkeit, dass sich der Puls zeitlich in zweiTeile aufspaltet. Dieses Phänomen wird in der englischsprachigen Literatur alspulse splitting bezeichnet [65].Zur Veri�kation der Simulation wurde die Propagation eines solchen Pulsesberechnet, dessen Parameter von Chernev et al. [14] übernommen wurden.Zu Beginn besitzt der Puls sowohl zeitlich als auch räumlich ein GauÿschesPro�l (vgl. Gleichungen (1.29) und (3.2)). Die Leistung wird mit P = 1.437Pcrangesetzt. Damit erhält man mit den Gleichungen (3.26) und (3.4) für die



3.4 Beispiel: Pulsaufspaltung 47Brennweite der Selbstfokussierung:
zsf = 1.170 zR . (3.29)Ferner wird der für die Gruppengeschwindigkeitsdispersion entscheidende Ko-e�zient β2 (vgl. Gleichung (1.39)) wie folgt gewählt:
β2 = 0.0755

zR
t20
. (3.30)Abbildung 3.5 zeigt die so berechneten Pulsformen. Man erkennt, wie sich derPuls zunächst räumlich durch die Selbstfokussierung zusammenschnürt. Bei

z = zR wäre der Puls ohne GVD nach Gleichung (3.29) kurz vor dem Kol-labieren. Die Gruppengeschwindigkeitsdispersion verhindert den Kollaps undein in zwei zeitliche Anteile aufgespaltener Puls entsteht, der sich im weiterenVerlauf räumlich wieder ausdehnt.Der Vergleich der berechneten Pulsform für z = 4zR mit Abbildung 2 aus [14]zeigt eine sehr gute Übereinstimmung.Ferner wurden zum Test der Simulation verschiedene andere Berechnungendurchgeführt. So kann bei der linearen Ausbreitung Gauÿscher Pulse das nu-merisch bestimmte Ergebnis mit der analytischen Lösung (vgl. Gleichung (3.3),s. a. [71]) verglichen werden. Zum Test der Implementierung der nichtlinearenTerme wurde die Ausbreitung von Pulsen mit Townes-Pro�l berechnet (vgl.Abschnitt 3.2.1).



Kapitel 4Prozesse der Plasmabildung und-dynamik
Nach den Betrachtungen zur Ausbreitung von Laserpulsen in den vorangegan-genen Kapiteln werden im Folgenden die Entstehung und die Eigenschaften desdurch die Pulse im Fokus erzeugten Plasmas diskutiert. Dazu wird zunächstein Überblick über die bei der Plasmabildung und -dynamik auftretenden Phä-nomene gegeben.4.1 ÜberblickWie in Abschnitt 3.2.2 diskutiert, wird die Lösung der nichtlinearen Schrö-dingergleichung bei einem Puls, der sich durch die Selbstfokussierung immerweiter zusammenzieht, an einem bestimmten Punkt singulär. In realen Sys-temen wird dies durch das Entstehen eines Plasmas verhindert. Dieses kanninsbesondere zu einer Erhitzung des Materials führen, die bei Flüssigkeiten dieEntstehung einer Kavitationsblase bewirken kann. In diesem Fall spricht manvon einem optischen Durchbruch (vgl. Abschnitt 4.6) [70].Ein weit verbreiteter Ansatz zur Modellierung des Verhaltens der Elektronenim optischen Durchbruch geht auf Sacchi [66] zurück, der gezeigt hat, dass dieBehandlung von Wasser als amorphen Halbleiter mit einer Bandlücke von
Eb = 6.5 eV sehr gute Übereinstimmung mit experimentellen Beobachtungenergibt. Ein gebundenes Elektron entspricht in diesem Modell einem Elektronim Valenzband des Halbleiters, ein freies Elektron einem im Leitungsband. DerProzess der Ionisation wird folglich durch den Übergang eines Elektrons vomValenz- ins Leitungsband beschrieben.Für die in dieser Arbeit betrachteten Laserwellenlängen ist Wasser bei geringenIntensitäten ein transparentes Medium. Es �ndet keine Absorption statt, dadie Energie der Photonen (zum Beispiel für λ = 800 nm E = 1.55 eV) nicht48



4.1 Überblick 49ausreicht, um Elektronen vom Valenzband in das Leitungsband überführen zukönnen. Bei ausreichend hoher Intensität des Laserlichtes existieren allerdingszwei Mechanismen der Photoionisation, durch die dies möglich wird.

(b) Tunnelionisation(a) MultiphotonenionisationAbbildung 4.1: Schematische Darstellung der Multiphotonenabsorpti-on und Tunnelionisation für ein einzelnes Atom nach [36].So steigt bei hoher Intensität die Wahrscheinlichkeit, dass genügend Photo-nen vorhanden sind, die gleichzeitig von einem Atom des Mediums absorbiertwerden können. Ist die Gesamtenergie der absorbierten Photonen gröÿer alsdie Bindungsenergie eines Elektrons, so geht dieses in einen ungebundenenZustand über (vgl. Abb. 4.1 (a)). Diesen Prozess nennt man Multiphoto-nenionisation.Eine weitere Möglichkeit der Ionisation eines Elektrons trotz zu geringer Ener-gie des eingestrahlten Lichts stellt die Tunnelionisation dar. Diese tritt auf,wenn die Intensität des eingestrahlten Lichts so groÿ ist, dass das äuÿere elek-trische Feld die Potentialbarriere so stark verzerrt, dass die gebundenen Elek-tronen diese mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit überwinden können. DieseSituation wird in Abbildung 4.1 (b) schematisch dargestellt.Keldysh hat bereits 1965 ein gemeinsames Modell für die Multiphotonen- undTunnelionsation aufgestellt [42]. Dieses �ndet bis heute breite Anwendung undwird auch in dieser Arbeit verwendet. Es wird im nächsten Abschnitt vorge-stellt.Neben den Mechanismen der Photoionisation spielt der Prozess der inversenBremsstrahlungsabsorption eine wichtige Rolle bei der Plasmaentstehungdurch ultrakurze Laserpulse. Durch diesen kann bei dem Stoÿ eines freien Elek-trons mit einem Wassermolekül ein Photon absorbiert werden. Dieses Elektron



50 4. Prozesse der Plasmabildung und -dynamikkann dadurch genug Energie aufnehmen, um ein anderes Elektron aus der Hülleeines Moleküls herauszuschlagen (Stoÿionisation). Die freien Elektronen kön-nen erneut Energie durch Stöÿe mit Wassermolekülen aufnehmen und weiterefreie Elektronen erzeugen. Zwei Stöÿe können nicht beliebig schnell hinterein-ander erfolgen, so dass die neuen freien Elektronen erst nach einer bestimmtenZeit erzeugt werden, man spricht deshalb von einerKaskadenionisation. Un-ter der Voraussetzung einer ausreichend hohen Intensität verdoppelt sich dieAnzahl der freien Elektronen bei jeder Kaskade. Daher ist auch die Bezeich-nung Lawinenionisation gebräuchlich.Für die Beschreibung der Kaskadenionisation wird das Drude-Modell verwen-det, das in Abschnitt 4.3.1 vorgestellt wird.Für den Start der Kaskadenionisation wird zunächst mindestens ein freies Elek-tron benötigt, das in der Regel durch Photoionisation erzeugt wird. In Ab-bildung 4.2 wird das Zusammenspiel der verschiedenen Prozesse schematischdargestellt.
Leitungsband

Valenzband

Photo-
ionisation

-

inverse Bremsstrah-
lungsabsorption

Abbildung 4.2: Das Zusammenspiel zwischen Photoionisation und Kas-kadenionisation (Gra�k nach Vogel [80])Neben den Prozessen zur Entstehung freier Elektronen existieren auch E�ekte,die zu einer Reduzierung der Elektronendichte im Fokus führen: Dies sindinsbesondere die Di�usion von Elektronen aus dem Fokusvolumen sowie dieRekombination.Im Folgenden werden die vorgestellten Prozesse detailliert beschrieben undzum einen ein Modell zur Beschreibung des entstehenden Plasmas vorgestelltund zum anderen dessen Auswirkung auf die Ausbreitung der Laserstrahlungbetrachtet.



4.2 Keldysh-Theorie der Photoionisation 514.2 Keldysh-Theorie der PhotoionisationZur Bestimmung der Wahrscheinlichkeit für die Photoionisation wird auf Be-rechnungen von Keldysh [42] zurückgegri�en, der Ionisationswahrscheinlichkei-ten sowohl für einzelne Atome (→ Gase) als auch für Festkörper berechnet hat.Die Ergebnisse für Festkörper können auf Wasser übertragen werden, wenn die-ses dem Modell von Sacchi [66] entsprechend (vgl. Abschnitt 4.1) als Halbleitermit im Vergleich zur Energie der eingestrahlten Photonen groÿer Bandlückebetrachtet wird.4.2.1 Wahrscheinlichkeit der PhotoionisationFür die Ionisationsrate bei Einstrahlung eines elektrischen Feldes E0 cos(ω0t)der Frequenz ω0 und der (skalar und reell angenommenen) Amplitude E0 ineinem Material der Bandlücke Eb gilt[42]:
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. (4.2)Dabei bezeichnet Eeff die e�ektive Bandlücke. In dieser ist zusätzlich zu Ebdie Schwingungsenergie der Elektronen im Leitungsband berücksichtigt, diebei der Ionisation ebenfalls aufgebracht werden muss:
Eeff =

2E(Γ )

πγΓ
Eb . (4.3)Eine wichtige Gröÿe stellt der Keldysh-Parameter γ dar, der mit der De�-nition der Intensität in Gleichung (1.32) durch
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(4.4)gegeben ist. Ferner ist Γ gegeben durch

Γ = 1/
√

1 + γ2 .

m′ bezeichnet die reduzierte Masse, für die gilt [42]:
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.



52 4. Prozesse der Plasmabildung und -dynamikFür Wasser können � Vogel et al. [80] folgend � die auftretende Masse fürein Elektron me und ein Loch mh als gleich groÿ angenommen werden. Damitergibt sich für die reduzierte Masse m′:
m′ =

me

2
. (4.5)

K(·) und E(·) bezeichnen die vollständigen elliptischen Integrale der erstenund zweiten Art [13] und Φ(x) das sogenannte Dawson-Integral [21], für dasgilt:
Φ(x) = exp

(
−x2

)
x∫

0

exp
(
y2
)
dy . (4.6)

〈x〉 gibt die gröÿte ganze Zahl an, die kleiner oder gleich x ist. Insbesonderebezeichnet k die Anzahl der nötigen Photonen, um die für die Ionisierung nötigeEnergie Eeff (vgl. Gleichung (4.3)) aufzubringen:
k =

〈
Eeff

~ω0
+ 1

〉

. (4.7)Bei der Betrachtung der Ionisationsrate können zwei Näherungen betrachtetwerden. Inwieweit diese angewendet werden können, kann anhand des in Glei-chung (4.4) eingeführten Keldysh-Parameters γ entschieden werden. Für γ � 1ist für die Photoionisation der E�ekt derMultiphotonenionisation entschei-dend, für γ � 1 überwiegt die Tunnelionisation.4.2.2 MuliphotonenabsorptionFür γ � 1 (Regime der Multiphotonenionisation) gibt Keldysh [42] an:
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. (4.8)Dann wird Gleichung (4.3) zu:
Eeff ≈ Eb +

e2E2
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. (4.9)Für den Bereich sehr kleiner Intensitäten wird e2E2
0/4m

′ω2
0Eeff in Gleichung(4.8) vernachlässigbar gegen 1 und die Ionisationswahrscheinlichkeit propor-tional zur k-ten Potenz der Intensität (vgl. Kennedy [45]).



4.2 Keldysh-Theorie der Photoionisation 534.2.3 TunnelionisationFür γ � 1 überwiegt der Prozess der Tunnelionisation. Für diesen Fall wirdGleichung (4.1) zu [42]:
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(
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(
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ω2
0m

′
Eb

e2E2
0

))

. (4.10)Man erkennt, dass für hohe Intensitäten (1
8
γ2 � 1) die Ionisationsrate unab-hängig von der Frequenz des eingestrahlten Lichtes wird. Kann der expo-nentielle Anteil vernachlässigt werden, so gilt:

ηph ∼ E
5/2
0 . (4.11)4.2.4 Berechnung der IonisationsrateDie bei der Berechnung der Ionisationswahrscheinlichkeit für die Photoionisa-tion (vgl. Gleichung (4.1)) auftretenden elliptischen Integrale können mitHilfe einer Näherungsformel [61] bestimmt und das Dawson-Integral ausGleichung (4.6) über die folgende Summe [26] approximiert werden:

Φ(x) = exp
(
−x2

)
∞∑

r=0

x2r+1

r!(2r + 1)
. (4.12)Um die Berechnung zu beschleunigen, bietet es sich an, Φ(x) � bzw. im weiterenVerlauf ηph � in einer Tabelle zu speichern, um daraus � ggf. durch Interpolation� die gesuchten Werte bestimmen zu können.In Abbildung 4.3 ist der berechnete Verlauf der Photoionisationsrate sowohlnach dem vollständigen Keldysh-Modell (vgl. Abschnitt 4.2.1) als auch in denbetrachteten Näherungen (vgl. Abschnitte 4.2.2 und 4.2.3) dargestellt. Manerkennt, dass für kleine Intensitäten � die nach Gleichung (4.4) einem groÿenKeldysh-Parameter γ entsprechen � die vollständige Berechnung (rote Kurve)sehr gut sowohl mit Multiphotonennäherung von Keldysh als auch mit der vonKennedy verwendeten Näherung (vgl. Abschnitt 4.2.2) übereinstimmt. Diesebeiden Näherungen sind für höhere Intensitäten nicht mehr gültig. Insbeson-dere liegen die aus der Berechnung der vollständigen Gleichung bestimmtenWerte für die Ionisationsrate in diesem Fall deutlich unter den Werten derKennedy-Näherung. Der zackenförmige Verlauf entsteht dadurch, dass die ef-fektive Bandlücke mit steigender Intensität des eingestrahlten Lichts gröÿerwird (vgl. Gleichung (4.3)) und dadurch an bestimmten Stellen mehr Pho-tonen für die Ionisation gebraucht werden, an denen es zu Einbrüchen derIonisationsrate kommt.
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Abbildung 4.3: Verlauf der Rate für die Photoionisation nach demKeldysh-Modell und nach dem von Kennedy [45] verwendeten Ansatzfür die Multiphotonenabsorption ηph ∼ Ik.Für 810 nm Wellenlänge ergibt sich aus Gleichung 4.4 eine Intensität I ≈
1.76 · 1013Wcm−2 für γ = 1. Diese liegt im Bereich der zur Erzeugung einesoptischen Durchbruchs nötigen Intensitäten (vgl. Abschnitt 4.7). In diesem Be-reich wird die Näherung für die Multiphotonenabsorption zunehmend schlech-ter (vgl. Abbildung 4.3), so dass in den Rechnungen die vollständige Gleichung(4.1) verwendet wird.In der von Keldysh angegebenen Rate wird nicht berücksichtigt, ob genuggebundene Elektronen vorhanden sind. Dies kann korrigiert werden, indem ηphmit dem Verhältnis aus gebundenen und freien Elektronen multipliziert wird[80]. Man erhält damit für die Änderung der Elektronenzahldichte:

∂ρ

∂t
= ηph

ρ− ρges
ρges

=: η′ph . (4.13)Dabei bezeichnet ρges die Dichte aller (für die Ionisierung relevanter) Elektro-nen im Ausgangszustand. Berücksichtigt man, dass beim Wassermolekül zweiElektronen pro Molekül für die Ionisation in Frage kommen, so erhält man[45, 78, 79]:
ρges = 2 · 1.00 g

cm3
· 1mol

18.02 g
· 6.02 · 1023 1

mol
= 6.66 · 1022 1

cm3
. (4.14)



4.2 Keldysh-Theorie der Photoionisation 55Durch Gleichung (4.13) wird der Ein�uss der Photoionisation auf die Elektro-nendichte beschrieben. Deren Auswirkung auf die Intensität des eingestrahltenLichts wird im nächsten Abschnitt untersucht.4.2.5 Intensitätsabnahme und Entstehung freier Elektro-nen

Abbildung 4.4: Zum Zusammenhang zwischen der Abnahme der In-tensität und der Entstehung freier ElektronenIn diesem Abschnitt soll der Zusammenhang zwischen der Änderung der Inten-sität und der Dichte der freien Elektronen hergeleitet werden. Dazu betrachtenwir einen Quader, in den Laserstrahlung senkrecht zu dessen Seiten�äche Feinfällt (vgl. Abbildung 4.4). Entlang der in�nitesimalen Breite dz nimmt dieIntensität der Strahlung um dI ab. Ist die Fläche F klein genug gewählt, so dassdie Intensität entlang der Fläche als konstant angenommen werden kann undbezeichnet dt die Zeit, die das Licht braucht, um die Strecke dz zurückzulegen,dann entspricht dies einer Abnahme der Energie von F dI dt. Die Energiedichtenimmt demnach um dI dt/dz ab.Die absorbierte Energie wird für die Ionisierung des Materials aufgewendet.Bezeichnet Eion die Energie, die benötigt wird, um ein freies Elektron zu erzeu-gen und ρ die (Teilchen-)Dichte freier Elektronen, so entspricht eine Erhöhungder Dichte der freien Elektronen um dρ einer Änderung der Energiedichte von
Eiondρ.Setzt man die beiden berechneten Energiedichten gleich, so erhält man (inder Schreibweise partieller Ableitungen) [3]:

∂I

∂z
= −Eion

∂ρ

∂t
. (4.15)Gleichung (4.15) stellt eine modi�zierte Form des Lambert-Beerschen-Gesetzesdar [59].



56 4. Prozesse der Plasmabildung und -dynamik4.2.6 Bestimmung der Absorption bei PhotoionisationAus den Gleichungen (4.13) und (4.15) folgt für die Photoionisation mit derEinhüllenden der Intensität ohne den Ein�uss des Plasmas I0:
− Eeffη

′
ph = −Eeff

∂ρ

∂t
=

∂I

∂z
=

∂

∂z

(
I0e

2ikphz
)
= 2ikphI0e

2ikphz

= 2i
ω0

c
(Re (nph) + iIm (nph)) I

= −2
ω0

c
Im (nph) I + 2i

ω0

c
Re (nph) I . (4.16)Man sieht sofort, dass Re(nph) = 0 gelten muss. Gesucht ist nun ein Ausdruckfür Im(nph). Dazu wird der Brechnungsindex nges betrachtet, der sowohl denEin�uss der linearen Polarisation Pl als auch den durch die Photoionisationbewirkten Anteil an der Polarisation Pph beschreibt. Unter der Annahme, dass

χph � 1 + χl gilt, erhält man:
nges =

√
εges =

√
1 + χges =

√
1 + χl + χph =

√
εl + χph

≈ √
εl +

1

2

1√
εl
χph = n0 +

1

2n0
Re (χph) +

i

2n0
Im (χph) . (4.17)Daraus ergibt sich unter Verwendung von Gleichung (4.16) für den Teil derSuszeptibilität, der durch die Photoionisation hervorgerufen wird:

χph = 2in0Im (nph) = i
cn0

ω0

Eeffη
′
ph

I
. (4.18)4.3 Kaskadenionisation4.3.1 Das Drude-ModellIm Folgenden wird die Wirkung eines äuÿeren elektrischen Feldes E = E0e

−iω0tauf die (quasi-)freien Elektronen im Leitungsband untersucht [3, 48]. Nach demDrude-Modell [23, 73] können die Elektronen (im Kristall) als freie Teilchenmit einer bestimmten e�ektiven Masse m? beschrieben werden. Üblicherwei-se wird der Ein�uss des Kristallgitters vernachlässigt und für die e�ektiveMasse m? die Masse von Elektronen im Vakuum verwendet (m? = me). Alsüberwiegender Verursacher der Dämpfung werden Stöÿe der Elektronen mitden Gitteratomen angenommen, man spricht von einer Elektron-Phonon-Streuung. Sie kann durch eine Relaxationszeit τst beschrieben werden, die alsmittlere Zeit zwischen zwei Stöÿen aufgefasst werden kann. Die Relaxationszeitliegt in der Gröÿenordung von 1 fs [6]. In der vorliegenden Arbeit wird Vogelet al. [80] folgend der experimentell bestimmte Wert
τst = 1.7 fs (4.19)



4.3 Kaskadenionisation 57verwendet [75]. Der Ort x eines Elektrons kann durch die Bewegungsgleichung
m?d

2x

dt2
+m? 1

τst

dx

dt
= −eE0 e

−iω0t (4.20)beschrieben werden. Für das eingeschwungene System ergibt sich als Lösung:
x =

e

m?

1

ω0

(

ω0 +
i
τst

)E . (4.21)Aus der Verschiebung der Elektronen erhält man durch Multiplikation mit derElektronenladung −e deren Dipolmoment. Multipliziert man dieses wiederummit der Dichte der Elektronen ρ, so erhält man die resultierende Polarisationdes Mediums:
Pst = −ρex = −ρe

2

m?

ω0τ
2
st − iτst

ω0 (1 + ω2
0τ

2
st)

︸ ︷︷ ︸

=ε0χst

E . (4.22)Durch diese wird der Brechungsindex des Materials geändert. Analog zur Glei-chung (4.17) ergibt sich für den gesamten Brechungsindex:
nges = n0 +

1

2n0
Re (χst) +

i

2n0
Im (χst) . (4.23)Damit erhält man für den Imaginärteil von nst unter Verwendung der Glei-chung (4.22):

Im (nst) =
1

2n0

Im (χst)

=
ρe2

2n0ε0m?
· τst
ω0 (1 + ω2

0τ
2
st)

=
σcρ

2ω0
. (4.24)Dabei bezeichnet σ den Wirkungsquerschnitt der inversen Bremstrah-lungsabsorption:

σ =
e2

n0ε0m?c
· τst
1 + ω2

0τ
2
st

. (4.25)In Analogie zur Gleichung (4.16) �ndet man:
Est

∂ρ

∂t
= 2

ω0

c
Im (nst) I . (4.26)Dabei wird davon ausgegangen, dass die durch die inverse Bremsstrah-lungsabsorption aufgenommene Energie sofort zum Erzeugen neuer freierElektronen verwendet wird. Est ist die Energie, die für den Übergang einesElektrons vom Valenzband ins Leitungsband bei einer Stoÿionisation aufge-bracht werden muss. Diese muss gröÿer als die e�ektive Bandlücke Eeff sein,um die Energie- und Impulserhaltung im Stoÿ zu gewährleisten [80, 64]:

Est =

(
1 + 2µ

1 + µ

)

Eeff mit µ =
me

mh
. (4.27)



58 4. Prozesse der Plasmabildung und -dynamikWerden me und mh gleich gesetzt (vgl. Abschnitt 4.2.1), so ergibt sich:
Est =

3

2
Eeff . (4.28)Aus den Gleichungen (4.26) und (4.24) erhält man für die Änderung der Elek-tronendichte durch die Kaskadenionisation:

∂ρ

∂t
= ηstρ mit ηst =

σI

Est
. (4.29)Elektronen können auch mit den Wassermolekülen zusammenstoÿen, ohne einPhoton zu absorbieren. Dies kann berücksichtigt werden, indem ηst wie folgterweitert wird [45, 80]:

ηst =
1

1 + ω2
0τ

2
st

(
e2τst

n0ε0m?cEst
I − m?ω2

0τst
M

)

. (4.30)
M bezeichnet dabei die Masse eines Wassermoleküls, für die gilt:

M =
18.02 g/mol

6.02 · 1023 1/mol
= 2.99 · 10−22 g . (4.31)In Gleichung (4.29) wird nicht berücksichtigt, dass die Kaskadenionisation einebestimmte Zeit benötigt, in der sich bereits die Elektronendichte ρ veränderthaben kann. Dies kann näherungsweise durch Einfügen eines Korrekturfaktors[80] berichtigt werden. Es ergab sich aber kein bedeutender Ein�uss auf die inAbschnitt 4.7 berechneten Elektronendichten.Bei Berechnungen zum optischen Durchbruch wird das Drude-Modell häu�gverwendet (vgl. [45], [27], Verweise in [3]). Alternativ kann für die Kaskadenio-nisation zum Beispiel ein von Rethfeld et al. [62, 63] vorgestelltes komplexeresVerfahren verwendet werden. Dieses berücksichtigt insbesondere, dass Elektro-nen unterschiedliche Energien besitzen können. Die bei der Anwendung diesesModells benötigten Stoÿwahrscheinlichkeiten für hochenergetische Elektronenkönnen für Wasser allerdings nur sehr grob abgeschätzt werden. Zudem zeigtsich, dass � je nach Ansatz der Stoÿwahrscheinlichkeiten � der Unterschiedzwischen beiden Modellen nur gering ist [3]. Daher wird im Rahmen dieserArbeit auf die Anwendung eines solchen Modells verzichtet.4.3.2 Plasmafrequenz und kritische DichteNimmt man an, dass ω0 � 1/τst gilt, so kann der Imaginärteil der Polarisationin Gleichung (4.22) vernachlässigt werden. Für die Dielektrizitätskonstanteergibt sich [48]:

εges = εl + χst = εl

(

1− χst

εl

)

= εl

(

1− ωP

ω0

) mit ω2
P =

ρe2

ε0εlm?
. (4.32)



4.4 Di�usion und Rekombination 59Dabei bezeichnet die neu eingeführte Gröÿe ωp die sogenannte Plasmafre-quenz [81]. Man erkennt, dass für ωp > ω0 die Dielektrizitätskonstante εgesnegativ wird. Dies führt dazu, dass der Brechnungsindex (rein) imaginär wird.Für das Re�exionsvermögen R12 an der Grenze zwischen zwei Materialienmit den Brechungsindizes n(1) und n(2), wobei n(1) reell angenommen wird und
n(2) = nr + i · ni gilt, �ndet man für senkrecht einfallendes Licht [59]:

R12 =

(
n(1) − n(2)

n(1) + n(2)

)2

=

(
nr − n(1)

)2
+ n2

i

(nr + n(1))
2
+ n2

i

. (4.33)Für einen rein imaginären Brechungsindex n(2) erhält man mit R12 = 1 To-talre�exion. Es existiert daher eine kritische Dichte ρcr, ab der das Plasmare�ektierend wirkt. Aus Gleichung (4.32) erhält man:
ρcr = ω2

0

ε0εlm
?

e2
. (4.34)Für die vorwiegend in dieser Arbeit verwendete Laserwellenlänge λ = 810 nm(ω0 ≈ 3.1 fs−1) �ndet man ρcr ≈ 3 · 1021cm−3.Die angenommene Näherung ω0 � 1/τst wird oft bei der Betrachtung vonMetallen verwendet, bei denen die Stoÿzeit τst gröÿer als in Halbleitern ist.Für Wasser und Laserstrahlung im sichtbaren bzw. nahen infraroten Bereichist sie nur schwach erfüllt, für Strahlung der Wellenlänge λ = 810 nm erhältman ω0 ≈ 5.3/τst. Daher wird die Näherung nur zur Abschätzung der kritischenDichte verwendet.Bei der gekoppelten Berechnung von Pulsausbreitung und Plasmabildung (s.Kapitel 5) muss darauf geachtet werden, dass die auftretenden Elektronendich-ten die kritische Dichte deutlich unterschreiten, da bei der Lösung der Einhül-lendengleichung keine zurücklaufenden Wellen berücksichtigt werden können(vgl. Abschnitt 1.5.2).4.4 Di�usion und RekombinationDie Bewegung der Elektronen im Leitungsband kann durch eine Di�usions-gleichung beschrieben werden:

∂ρ

∂t
= −D · 4ρ . (4.35)Dabei wird die Di�usionskonstante D im einfachsten Fall als isotrop und unab-hängig von der Temperatur angenommen. Bezeichnet Eavg die durchschnittlicheEnergie der Elektronen, so erhält man [45]:

D =
2

3

Eavgτst
me

. (4.36)



60 4. Prozesse der Plasmabildung und -dynamikBerücksichtigt man, dass Elektronen eine Energie von 2Eeff benötigen, umdurch Stoÿionisation ein neues freies Elektron der Energie Eeff zu erzeugen, soergibt sich:
Eavg =

3

2
Eeff . (4.37)Die Di�usionsgleichung (4.35) kann unter Verwendung des Laplace-Operatorsin Zylinderkoordinaten ebenfalls mit dem Crank-Nicolson-Verfahren (vgl. Ab-schnitt 3.3.3) gelöst werden.Interessiert man sich nur für den Ein�uss der Di�usion auf dieMaximaldich-te, so kann anstelle der Di�usionsgleichung die folgende Gleichung

∂ρ

∂t
= −ηdiffρ, ηdiff =

D

L2
diff

. (4.38)verwendet werden [45]. Ldiff bezeichnet dabei die Di�usionslänge, für ein zy-lindrisches Fokusvolumen mit der Länge l und dem Durchmesser d ergibt sich[45]:
1

L2
diff

=

(
4.8

d

)2

+

(
1

l

)2

. (4.39)Man muss dabei allerdings beachten, dass Gleichung (4.38) nur eine Näherungder Di�usionsgleichung darstellt. So erhält man � im Gegensatz zur Di�usi-onsgleichung � einen exponentiellen Abfall der Maximaldichte.Neben der Di�usion trägt die Rekombination zu einer Reduktion der (ma-ximalen) Elektronendichte bei. Die Rekombinationsrate der Elektronen wirdmit
ηrec = 2 · 10−9 cm

3

s
(4.40)angenommen. Dieser Wert wurde experimentell von Docchio [22] über denAbfall der Plasmalumineszenz bestimmt.4.5 RatengleichungIn den vorangegangenen Abschnitten wurde die Änderung der Elektronen-dichte durch Photonenionisation, Kaskadenionisation, Di�usion und Rekom-bination einzeln betrachtet. Der Ein�uss dieser E�ekte kann in der folgendenRatengleichung zusammengefasst werden [58, 45, 46]:

dρ

dt
= ηph

ρ− ρges
ρges

+ ηstρ− ηdiffρ− ηrecρ
2 . (4.41)Bei Vernachlässigung des Di�usionsterms −ηdiffρ gilt Gleichung (4.41) für dieElektronendichte an allen Orten. Wie in Abschnitt 4.4 beschrieben, kann dieDi�usion nur für die Maximaldichte in dieser Form berechnet werden, zurBerechnung der Elektronendichte an einem beliebigen Ort muss die Di�usi-onsgleichung (4.35) gelöst werden.



4.6 Durchbruchsschwelle 614.6 DurchbruchsschwelleIm Experiment wird das Auftreten des optischen Durchbruchs in Flüssigkei-ten häu�g über das Auftreten einer Kavitationsblase (vgl. Abschnitt 4.1)de�niert. Dies entspricht in Festkörpern einer nachhaltigen Modi�kation desMaterials [69].Alternativ kann der optische Durchbruch durch das Leuchten des entstehendenPlasmas nachgewiesen werden. Dies ist bei Pulsen von wenigen NanosekundenDauer oft mit dem bloÿen Auge möglich. Bei fs-Pulsen ist die Plasmalumi-neszenz allerdings deutlich geringer, so dass das Auftreten einer Blase eineneinfacheren Nachweis für den optischen Durchbruch darstellt.Die kleinste Pulsenergie (oder Intensität), für die gerade ein optischer Durch-bruch (mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit) statt�ndet, de�niert dieDurch-bruchsschwelle.Im theoretischen Arbeiten wird diese im Allgemeinen durch das Erreichen einerbestimmten Elektronendichte ρthr bestimmt. Für deren Gröÿe �ndet man inder Literatur stark unterschiedliche Werte.So gibt Kennedy [45] zum einen den von ihm als �bubble endpoint� bezeich-neten Wert ρthr = 1018 cm−3 an, der durch die Blasenentstehung motiviertist und ungefähr dem Beginn einer signi�kanten Absorption durch das Plasmaentspricht. Zum anderen de�niert er den ��ash endpoint� mit ρthr = 1020 cm−3.Dieser Wert wurde aus der Vorraussetzung abgeschätzt, dass das Plasma eineTemperatur von 15000 K haben soll. Vogel et al. [80] nehmen eine noch gröÿereElektronenzahldichte an, die mit ρthr = 1021 cm−3 in der Gröÿenordnung derkritischen Dichte (vgl. Abschnitt 4.3.2) für typische Laserwellenlängen liegt.4.7 BeispieleBei bekannter Intensität stellt die Ratengleichung (4.41) eine gewöhnliche Dif-ferentialgleichung dar, die mit einem schrittweitengesteuerten Runge-Kutta-Verfahren [61] gelöst werden kann [58]. Die Intensität kann dabei zum Beispieldurch ein zeitliches Gauÿ-Pro�l (1.29) oder sech-Pro�l (1.28) vorgeben werden.Im Folgenden wird der zeitliche Verlauf der Elektronendichte für einen Puls miteiner Dauer von 130 fs (vgl. Abbildung 4.5) vorgestellt und mit den Ergebnissenfür einen ns-Puls (vgl. Abbildung 4.6) verglichen. In beiden Abbildungen istjeweils das Ergebnis für die komplette Ratengleichung (blaue Kurve) und dieElektronendichte bei vernachlässigter Kaskadenionisation dargestellt.Im Fall des fs-Pulses erkennt man einen stetigen, glatten Anstieg der Elek-tronendichte bis nach Durchlaufen des Pulses die maximale Dichte erreichtist. Der Abfall der Elektronendichte hinter dem Puls ist auf der betrachteten
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Abbildung 4.5: Berechnete Elektronendichte für einen fs-Laserpuls(tFWHM = 130 fs, λ = 800 nm, I0 = 7.8 · 1011 W/cm2). Die In-tensität wurde so gewählt, dass die Elektronendichte den Schwellwert
ρthr = 1021cm−3 erreicht [80]. Die blaue Kurve stellt das Ergebnis derkompletten Ratengleichung dar, während bei der roten Kurve nur diePhotoionisation als Mechanismus der Plasmabildung berücksichtigt wird.Zeitskala sehr gering. Daher können bei den Berechnungen in Kapitel 5 dieDi�usion und die Rekombination vernachlässigt werden.Ferner ist in Abbildung 4.5 zu sehen, dass im Fall eines fs-Pulses die Photoio-nisation einen sehr groÿen Anteil an der Entstehung von freien Elektronen hat,der Ein�uss der Kaskadenionisation aber nicht vernachlässigt werden kann.Abbildung 4.6 zeigt für einen ns-Puls einen deutlich anderen Verlauf der Elek-tronendichte. Au�ällig ist der steile Anstieg der Dichte in der Mitte des Pulses.Dieser kommt daher, dass für den Start der Kaskadenionisation vorausgesetztwurde, dass mindestens ein Elektron mit einer Wahrscheinlichkeit von 50%im Fokusvolumen vorhanden ist. Ist die entsprechende Elektronendichte er-reicht, so werden durch die Kaskadenionisation sehr schnell neue freie Elek-tronen erzeugt, bis vor allem die Rekombination diesen Prozess aufhält. Fürdas Fokusvolumen wurde ein Ellipsoid mit dem Durchmesser 1800 nm auf derRotationsachse und 750 nm senkrecht dazu gewählt [80]. Es zeigt sich, dass esbei der Betrachtung von fs-Pulsen nicht erforderlich ist, eine Begrenzung fürden Start der Kaskadenionisation einzufügen.Ein weiterer Unterschied beim Vergleich der beiden Pulse besteht darin, dassbei fs-Pulsen die erreichte maximale Elektronendichte stetig von der Intensitätdes betrachteten Pulses abhängt. So ergibt sich bei einer für den optischenDurchbruch angenommenen Elektronendichte von ρthr = 1020 cm−3 bzw. ρthr =

1018 cm−3 eine nötige Intensität von I0 = 5.8 · 1011 W/cm2 bzw. I0 = 3.1 ·
1011 W/cm2. Bei ns-Pulsen ist dies nicht der Fall, da die Intensität nur dafürausreichen muss, die Erzeugung eines Elektrons durch Photonenionisation zugewährleisten. Der daraufhin einsetzenden Kaskadenionisation steht genügend
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Abbildung 4.6: Elektronendichte für einen ns-Laserpuls mit tFWHM =6 ns, λ = 1000 nm und I0 = 1.9 · 1011 W/cm2 (vgl. Abbildung 4.5).Energie zur Verfügung, um Elektronendichten im Bereich der kritischen Dichtezu erzeugen.Die Parameter der betrachteten Pulse wurden den Berechnungen von Vogelet al. [80] angepasst, um die Rechnungen vergleichen zu können. Dabei ergibtsich eine sehr gute Übereinstimmung im Kurvenverlauf und bei den nötigenIntensitäten. Lediglich die Kurve für den Verlauf der Elektronendichte bei Ver-nachlässigung der Kaskadenionisation zeigt Abweichungen.



Kapitel 5Pulsausbreitung undPlasmadynamik
In diesem Kapitel wird beschrieben, wie die Berechnung der Pulsausbreitungmit der des Plasmas kombiniert werden kann. Dazu wird insbesondere dieAusbreitungsgleichung um den Ein�uss des Plasmas erweitert. Es wird eineReihe von Ergebnissen dieser Berechnungen vorgestellt und diskutiert. Dabeisteht der Vergleich mit experimentellen Beobachtungen im Vordergrund.5.1 Erweiterte AusbreitungsgleichungBisher wurde in der Einhüllendengleichung (1.50) nur der Anteil an der nicht-linearen Polarisation, der durch den Kerr-E�ekt bewirkt wird, berücksichtigt.Zu diesem treten die durch das Plasma hervorgerufene Änderungen der Po-larisation hinzu. Für die Photoionisation wurde diese in Gleichung (4.18) wiefolgt bestimmt:

Pph = i
cn0ε0
ω0

Eeffη
′
ph

I
E . (5.1)Ferner ergibt sich für den durch die Stöÿe der Elektronen mit den Molekül-rümpfen bewirkten Anteil an der nichtlinearen Polarisation nach Gleichung(4.22) mit den Gleichungen (4.25) und (1.27):

Pst = −ρσn
2
0ε0

β0
(ω0τst − i)E . (5.2)Addiert man die hinzugekommenen Polarisationsanteile (5.2) und (5.1) zu derdurch den Kerr-E�ekt bewirkten Polarisation (1.17) und erweitert die De�-nition der Einhüllenden der nichtlinearen Polarisation B in Gleichung (1.35)64



5.2 Numerisches Verfahren 65entsprechend, erhält man � bei Vernachlässigung der zeitlichen Ableitung von
B � als zusätzliche Terme zur Einhüllendengleichung (1.51):

∂ξA = . . .+ i
µ0ω

2
0

2β0

(

i
cn0ε0
ω0

Eeffη
′
ph

I
A− ρσn2

0ε0
β0

(ω0τst − i)A

)

. (5.3)Durch Verwendung der Gleichungen (1.22), (1.32) und (1.27) ergibt sich:
∂ξA = . . .− 1

ε0cn0

Eeffη
′
ph

|A|2 A− σ

2
(1 + iω0τst)ρA . (5.4)Für die im Rahmen dieser Arbeit durchgeführten Simulationen ist die Ausbrei-tungsgleichung nun vollständig. Wie in Abschnitt 2.4 beschrieben, kann der fürdie Pulsaufsteilung verantwortliche Term bei den betrachteten Pulsen mit Län-gen um 100 fs und mehr ebenso wie der Ein�uss der linearen Absorption (imBereich des Fokus) vernachlässigt werden. Man erhält:

∂ξA = iD̂A (Dispersion)
+

i

2β0
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4⊥A (Beugung)
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β0cε0
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n2|A|2A (Kerr-Nichtlinearität) (5.5)
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|A|2 A (Absorption durch Photoionisation)
− σ

2
ρA (Absorption durch Stöÿe)

− σ

2
iω0τstρA . (Defokussierung durch Stöÿe)In Abschnitt 2.4 wurde gezeigt, dass der Term der Kerr-Nichtlinearität zusam-men mit dem Beugungsterm zur Selbstfokussierung führt. Der letzte Term inGleichung (5.5) ist wie der Term der Kerr-Nichtlinearität rein imaginär, be-sitzt aber ein negatives Vorzeichen. Dieses führt in Verbindung mit dem fürdie Beugung verantwortlichen Term zu einer Defokussierung des Pulses.5.2 Numerisches VerfahrenWie in Abschnitt 3.3 beschrieben, wird zunächst die Pulsform für einen Ort vordem Fokus bestimmt (vgl. Abschnitt 3.3.1), an dem angenommen werden kann,dass die Intensität für das Ablaufen der nichtlinearen Prozesse einschlieÿlichder Plasmabildung noch nicht ausreichend ist.Ab diesem Punkt wird die Pulsausbreitung durch das Lösen der Ausbrei-tungsgleichung (5.5) mit Hilfe des in Abschnitt (2.1) beschriebenen Split-Operator-Verfahrens berechnet. Die in Gleichung (5.5) durch die Berücksich-tigung der Plasmabildung hinzugekommenen Terme können dabei analog zur



66 5. Pulsausbreitung und PlasmadynamikKerr-Nichtlinearität berechnet werden, indem der Operator N̂ in Gleichung(2.3) entsprechend erweitert wird.Dazu muss die Dichte der freien Elektronen vor jedem Schritt bestimmt wer-den. Dies geschieht durch Lösung der Ratengleichung (4.41) mit einem schritt-weitengesteuerten Runge-Kutta-Verfahren (vgl. Abschnitt 4.7) für alle Werteder Diskretisierung in r-Richtung. Der für die Berechnung erforderliche Inten-sitätsverlauf wird dabei wenn nötig durch Interpolation bestimmt.5.3 Aufbau des VergleichsexperimentsDie Ergebnisse der Berechnungen zur Pulsausbreitung unter Berücksichtigungder Plasmabildung sollen mit experimentellen Daten zum optischen Durch-bruch in Wasser von Kröninger [49] verglichen werden können. Daher werdendie Parameter der Simulation an die Bedingungen des Experiments angepasst.Im Folgenden wird der experimentelle Aufbau skizziert.Im Experiment kommt ein Femtosekundenlasersystem zu Einsatz, dessen Pulseeine Pulsdauer von tFWHM = 130 fs (bei Gauÿförmigem Verlauf) und eineWellenlänge von ca. λ = 810 nm besitzen. Für das Strahlpro�l wird ein Gauÿ-Pro�l mit einem Strahlradius von 2 mm angenommen.
Linsensystem Wand Wasser

2 mm

13.5 mmAbbildung 5.1: Strahlengang des zum Vergleich herangezogenen Ex-periments [49].Die Laserpulse werden mit Hilfe eines Linsensystems in eine mit Wasser gefüll-te Küvette fokussiert. Wie in Abschnitt 3.1.6 beschrieben, besteht der gröÿteLinsenfehler bei der Fokussierung in eine wassergefüllte Küvette in der sphäri-schen Aberration. Deshalb wurde ein Linsensystem verwendet, bei dem diesemit Hilfe eines Raytracing-Programms von Geisler [33] durch Variation der Po-sition der ersten Linse minimiert wurde. Abbildung 5.1 zeigt das Linsensystemund den durch das Programm berechneten Strahlengang. Die hervorgehobenenStrahlen sind im Abstand des Strahlradius von der optischen Achse berechnet.



5.4 Ergebnisse der Simulation 67An der Innenwand der Küvette beträgt der Abstand dieser Strahlen zur op-tischen Achse w0 = 1.04 mm. Die Strecke zwischen der Küvettenwand unddem Fokus beträgt f = 13.5 mm. Damit ergibt sich eine numerische Aperturvon NA ≈ 0.1. Für die Strahltaille (eines Pulses mit Gauÿ-Pro�l) erhält man
wf = 2.52µm.Die Pulsenergiebestimmung erfolgte mit Hilfe einer Photodiode vor dem Lin-sensystem. Die Energie des Pulses kurz vor dem Fokus wurde bestimmt, indemdie Transmission aus der Re�exion an den Grenz�ächen und der Absorptionim Glas und Wasser berechnet wurde. Es ergab sich eine Transmission von67.4% [49].5.4 Ergebnisse der SimulationAbbildung 5.2 zeigt die mit den in Abschnitt 5.3 diskutierten Parameternberechnete Elektronendichte für unterschiedliche Laserpulsenergien.Dabei ist zu beachten, dass die Skalierung der Achsen unterschiedlich ist. Manerkennt sofort, dass die entstehenden Plasmen deutlich stärker entlang deroptischen Achse als in r-Richtung ausgedehnt sind. Die Gröÿe der Plasmennimmt bei steigender Energie zu, wobei sie sich überwiegend in die Richtungausdehnen, aus der der Puls gekommen ist.Die maximale Elektronendichte im Plasma steigt zunächst mit der Energie an,bis sie für E = 0.2µJ einen Wert von ρmax = 7.28 · 1019 cm−3 erreicht. Fürhöhere Energien reduziert sich der Wert für die maximale Elektronendichtewieder.Für die Pulsenergie E = 0.4µJ sind in Abbildung 5.3 die Pulsformen für ver-schiedene z-Werte dargestellt. Zunächst besitzt der Puls einen in zeitlicher undräumlicher Richtung gauÿförmigen Verlauf. Mit zunehmender Plasmabildung(vgl. Abbildung 5.2) beginnt die Intensität für den (zeitlich) hinteren Teil desPulses abzunehmen und dieser Teil immer weiter auseinanderzulaufen. Im wei-teren Verlauf ist nur noch der vordere Teil des Pulses vorhanden, der sich nachDurchlaufen des Fokus wieder ausdehnt.Das �Aushöhlen� des Pulses und die Ausdehnung in transversaler Richtungwerden durch die Kombination aus Absorption und Defokussierung des Plas-mas (vgl. Abschnitt 5.1) bewirkt. Den Ein�uss dieser beiden E�ekte zeigt Ab-bildung 5.4, die die Ergebnisse von Elektronendichteberechnungen darstellt, beidenen jeweils der Ein�uss der Defokussierung oder der Absorption vernachläs-sigt wurde. Man erkennt insbesondere bei einem Vergleich der vollständigenRechnung mit der Simulation ohne Defokussierung einen sehr deutlichen Un-terschied in der Gröÿe und Form des entstehenden Plasmas. Fehlt der defo-kussierende E�ekt, so schnürt sich das Plasma noch enger zusammen und dieDichte ist � für die gewählte Pulsenergie E = 0.5µJ � um ungefähr den Faktor
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Abbildung 5.2: Berechnete Elektronendichte für unterschiedliche Puls-energien zwischen mit den Parametern aus Abschnitt 5.3. Die Gra�kenwurden für eine bessere Darstellung um den Faktor 2.27 gestaucht. AmOrt z = 0 liegt der Fokus bei linearer Pulsausbreitung.13 höher. Bei der Berechnung ohne Absorption fällt der Unterschied in derPulsform nicht so groÿ aus, die maximale Elektronendichte ist aber auch hierdeutlich gröÿer.In Abbildung 5.5 ist der Verlauf der (über die transversalen Richtungen inte-grierten) Elektronendichte in Abhängigkeit von z für unterschiedliche Energien
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Abbildung 5.3: Berechneter Intensitätsverlauf für unterschiedliche z,
E = 0.4µJ. Zur besseren Darstellung wurden unterschiedliche Farbskalengewählt.dargestellt. Man erkennt, dass alle Kurven einen relativ symmetrischen Verlaufzeigen, obwohl die Formen der Plasmen (vgl. Abbildung 5.2) diese Eigenschaftnicht aufweisen. Ferner ist zu sehen, dass die (integrierte) Dichte für steigendeEnergie an einem immer kleineren Wert für z maximal wird.Durch Integration der Elektronendichte über das betrachtete Volumen kannman die Anzahl der freien Elektronen erhalten. Multipliziert man diese mitder mittleren Energie eines Elektrons (vgl. Gleichung (4.37)), so erhält mandie im Plasma enthaltende Energie. Da bei den Berechnungen die Di�usionund Rekombination vernachlässigt wurden, entspricht diese der absorbiertenEnergie. Deren Verhältnis zu der (initialen) Pulsenergie ist in Abbildung 5.6dargestellt. Wie man sieht, steigt dieses mit wachsender Energie des Pulsesstark an.
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Abbildung 5.4: Vergleich des entstehenden Plasmas bei Vernachlässi-gung wahlweise der für die Defokussierung und der für die Absorptionverantwortlichen Terme, E = 0.5 µJ.Vergleicht man die vorgestellten Ergebnisse mit Berechnungen von Arnold etal. [4], bei denen ähnliche Parameter verwendet wurden, so ergibt sich einegute Übereinstimmung der Elektronendichte und Pulsformen. Dies kann alsBestätigung für die korrekte Funktion der entwickelten Simulation aufgefasstwerden.5.5 Vergleich mit experimentellen DatenIm Folgenden sollen die berechneten Plasmen mit experimentellen Ergebnissen(vgl. Abschnitt 5.3) verglichen werden. Dazu dienen Aufnahmen von Kavita-tionsblasen, die kurz nach dem Durchlaufen des Pulses aufgenommen wurden.Als Vergleichsgröÿe wird die Länge der Blase entlang der optischen Achse be-trachtet. Diese Länge eignet sich deshalb für einen Vergleich, weil sie sich beimAufschwingen einer (elongierten) Blase vergleichsweise wenig ändert (siehe Ab-
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Abbildung 5.5: Elektronendichte (integriert) in Abhängigkeit von z fürunterschiedliche Pulsenergien (vgl. Abbildung 5.2).
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Abbildung 5.6: Verhältnis der absorbierten Energie zur Gesamtenergiein Abhängigkeit der Pulsenergie (vgl. Abbildung 5.2).bildung 5.7, [33]). Damit kann angenommen werden, dass die Länge der Blase(in Richtung der optischen Achse) der des Plasmas in guter Näherung ent-spricht.Abbildung 5.8 zeigt einen Vergleich der Ausdehnung der Blasen im Experimentmit der Ausdehnung der berechneten Plasmen. Dabei wurde jeweils die Längeder Strecke vom zum Systemsystem zeigenden Ende der Blase (bzw. des Plas-mas) bis zum linearen Fokus gemessen. Im Fall des Plasmas wurden zur Länge-bestimmung die Durchbruchschwellen ρthr = 1018 cm−3 und ρthr = 1019 cm−3gewählt. Der erste Wert entspricht dabei dem von Kennedy [45] de�nierten
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Abbildung 5.7: Aufschwingen und Kollaps einer fs-Kavitationsblase(E = 0.26 µJ), Aufnahme des ersten Bildes 200 ns nach Durchlaufendes Pulses, Bildabstand 500 ns bei einer Belichtungszeit von 200 ns,Aufnahmen von Kröninger [49].
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Abbildung 5.8: Vergleich des Abstandes vom Beginn des berechnetenPlasmas (bzw. der beobachteten Blase) bis zum linearen Fokus für ver-schiedene Pulsenergien.�bubble endpoint�, der zweite wurde (etwas willkürlich) in der Gröÿenordnungder maximalen Elektronendichte (vgl. Abbildung 5.2) gewählt. Die anderen inAbschnitt 4.6 diskutierten Durchbruchsschwellen liegen über den berechnetenMaximaldichten und scheinen für fs-Pulse zu hoch angesetzt zu sein.Man erkennt bei der Betrachtung von Abbildung 5.8, dass die berechneten



5.5 Vergleich mit experimentellen Daten 73Plasmen deutlich stärker entlang der optischen Achse ausgedehnt sind als dieim Experiment beobachteten Blasen. Allerdings fällt auch auf, dass die Ab-hängigkeit der betrachteten Längen von der Pulsenergie für die berechnetenund experimentellen Daten ähnlich ist. Dies bestätigt sich, wenn die Energiefür die berechneten Gröÿen geeignet skaliert wird. In Abbildung 5.9 ist derVergleich (für die Durchbruchsschwelle ρthr = 1019 cm−3) dargestellt, wenn dieEnergie um den Faktor 3.5 geändert wird.
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Abbildung 5.9: Vergleich der Plasma- bzw. Blasenlänge bei Skalierungder Energie mit dem Faktor 3.5, Durchbruchsschwelle ρthr = 1019 cm−3.Abbildung 5.10 zeigt einen Vergleich zwischen den aufgenommenen Blasenund der Elektronendichte unter Verwendung der Skalierung der Energie. Manerkennt, dass � wie nach Abbildung 5.9 zu erwarten ist � die Längen gut über-einstimmen, die Ausdehnung der Plasmen senkrecht zur Ausbreitungsrichtungaber deutlich geringer als bei den Blasen ist. Dies muss allerdings kein Wider-spruch sein, da die Blasenaufnahmen das Aufschwingen der Blase über 200 nswiedergeben.Es zeigt sich also, dass mit der Anpassung der Energie (und der geeignetenWahl einer Durchbruchsschwelle) eine gute Übereinstimmung zwischen Simu-lation und Experiment hergestellt werden kann.Ohne diese Anpassung ergeben sich in der Simulation wie in Abbildung 5.8 zusehen deutlich zu groÿe Plasmen. Dies kann unterschiedliche Ursachen haben.So ist es möglich, dass im Experiment die Energie des Pulses (vor Erreichen desFokus) überschätzt wurde, wenn die Strahlungsverluste z. B. durch Streuver-
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Abbildung 5.10: Vergleich der experimentellen Aufnahmen mit Ergeb-nissen der Simulation. Dabei wurde die Energie der simulierten Werteangepasst (s. Abbildung 5.9). Die rote Linie gibt die Lage des linearenFokus an. Die Aufnahme der Blasen geschah 100 ns nach Durchlauf desPulses bei einer Belichtungszeit von 200 ns. Die Farbskala der Elektro-nendichten entspricht der aus Abbildung 5.2.luste an den Linsen höher als angenommen sind, so dass die Energieanpassunggerechtfertigt ist.Ferner ist das tatsächliche Strahlpro�l (und die Pulsform) des Lasers (insbe-sondere nach Durchlaufen des Linsensystems [7]) nicht bekannt und eine mög-liche Fehlerquelle, wie das Beispiel für einen Puls mit einem nichtgauÿschenräumlichen Strahlpro�l im nächsten Abschnitt zeigt.5.6 Ein�uss des Strahlpro�ls auf die Plasmabil-dungIn diesem Abschnitt wird die Berechnung der Elektronendichte für einen Pulsvorgestellt, der räumlich ein nicht-Gauÿsches Strahlpro�l besitzt. Dafür wirdals Beispiel ein Puls ausgewählt, dessen elektrisches Feld in r-Richtung durcheine Linearkombination der ersten beiden Gauÿ-Laguerre-Moden (vgl. Ab-schnitt 3.1.2 beschrieben werden kann. Die Berechnung des Strahlpro�ls vorDurchlaufen des Fokus erfolgt mit Hilfe des Kirchho�schen Beugungsintegrals



5.6 Ein�uss des Strahlpro�ls auf die Plasmabildung 75in Fresnelscher Näherung in Zylinderkoordinaten (vgl. Abschnitt 3.1.5. DasVerhältnis der Gauÿ-Laguerre-Moden wurde durch Vergleich des Verlaufs desStrahlradius mit den theoretischen Kurven aus Abbildung 3.3 so gewählt, dassfür die Strahlqualität M2 = 1.5 gilt.
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Abbildung 5.11: Beispiel für ein durch einen Puls mit Beugungsmaÿ-zahl M2 = 1.5 erzeugtes Plasma im Vergleich zu einem Plasma, dasdurch einen Puls mit Gauÿschem Strahlpro�l generiert wurde. Für einebessere Vergleichbarkeit wurden identische Skalierungen verwendet, wo-durch im unteren Bild die auftretenden hohen Elektronendichten nichtmehr aufgelöst werden können.Abbildung 5.11 zeigt das resultierende Plasma. Der Vergleich mit dem durcheinen Puls mit Gauÿschem Strahlpro�l generierten Plasma zeigt deutliche Un-terschiede. So bildet sich für den nicht-Gauÿschen Puls schon für kleineres zein Plasma aus. Hinter diesem ist zudem ein (kleinerer) Bereich zu erkennen,in dem die Elektronendichte ein Vielfaches der in den anderen Beispiel erreich-ten Dichten erreicht. Vermutlich werden an dieser Stelle die weiter von deroptischen Achse entfernten Pulsanteile fokussiert.Diese Beispiel zeigt, dass selbst für ein relativ kleines M2 das Strahlpro�ldie Plasmabildung deutlich beein�ussen kann. Es muss aber beachtet werden,dass das vorgestellte Beispiel nur die Auswirkung eines Strahlpro�ls auf diePlasmaentstehung wiedergibt und nicht verallgemeinert werden kann.



Kapitel 6Zusammenfassung und Ausblick
6.1 ZusammenfassungIn der vorliegenden Arbeit wurde der optische Durchbruch von fs-Laserpulsenin Wasser numerisch untersucht.Dazu wurde zunächst die Ausbreitung von Laserpulsen in nichtlinearen Medi-en unter Vernachlässigung der Ionisation betrachtet und die zur Berechnungder Propagation verwendete Ausbreitungsgleichung hergeleitet. Die zur Lösungdieser Gleichung verwendeten Verfahren wurden vorgestellt. Anhand von Bei-spielen zur Ausbreitung nicht räumlich ausgedehnter few-cycle-Pulse konntendie Rechnungen durch einen Vergleich mit durch die FDTD-Methode berech-neten Ergebnissen veri�ziert werden.Das verwendete Verfahren wurde im Folgenden um die Berechnung von (räum-lich) ausgedehnten Pulsen erweitert. Dazu wurde insbesondere die Fokussie-rung von Strahlung mit Gauÿschem Pro�l betrachtet. Desweiteren wurde dis-kutiert, wie sich Abweichungen von diesem Pro�l auf die Fokussierbarkeit aus-wirken. Ein weiterer Schwerpunkt lag auf der Diskussion des bei der Fokussie-rung von fs-Pulsen wichtigen E�ektes der Selbstfokussierung.Im weiteren Verlauf wurde vorgestellt, wie das im Fokus entstehende Plasmabeschrieben werden kann. Die Beschreibung des Plasmas erfolgte dabei nachdem Drude-Modell, wobei für die Photoionisation die Keldysh-Theorie ver-wendet wurde. Die zeitliche Entwicklung der (maximalen) Elektronendichteeines durch einen fs-Laserpuls generierten Plasmas wurde (unter Vernachläs-sigung der Pulsausbreitung) berechnet und mit der Plasmaentstehung durchns-Laserpulse verglichen.Anschlieÿend wurde diskutiert, wie die Berechnungen zur Pulsausbreitung undzur Plasmaentstehung kombiniert werden können. Mit diesen Rechnungen er-haltene Ergebnisse für das entstehende Plasma und die Veränderung des Pulsesbeim Durchlaufen des Fokus wurden vorgestellt. Die berechneten Plasmen und76



6.2 Ausblick 77Pulsformen zeigen eine gute Übereinstimmung mit Ergebnissen von Arnold etal. [4], bei denen ähnliche Parameter verwendet wurden.Weiterhin wurde ein Vergleich mit experimentellen Daten durchgeführt. Dazuwurden Aufnahmen von Kavitationsblasen verwendet [49], die durch optischeKavitation mit fs-Laserpulsen erzeugt wurden. Dabei zeigte sich, dass die be-rechneten Plasmen im Vergleich zu den beobachteten Blasen stärker entlangder optischen Achse ausgedehnt sind. Durch eine Korrektur der Energie konntejedoch eine gute Übereinstimmung zwischen den Ergebnissen der Simulationund des Experiments erreicht werden.6.2 AusblickEs sind verschiedene Veränderungen und Erweiterungen der vorgestellten Si-mulation wie auch beim Vergleich mit dem Experiment denkbar.Bei den vorgestellten Berechnungen wurde für das Plasma und insbesonderefür die Kaskadenionisation ein recht einfaches Modell verwendet. Dies kann er-weitert werden, so dass insbesondere auch die Energieverteilung der Elektronenim Plasma berücksichtigt wird [63, 5].Ferner wäre es möglich, die Untersuchungen auf die Abläufe nach der Plas-mabildung auszuweiten, indem insbesondere die thermodynamischen Eigen-schaften des Wasser berücksichtigt werden [80]. Damit könnten Anfangswertefür eine Simulation der Dynamik der entstehenden Kavitationsblase [50, 47]erhalten werden, deren Ergebnisse einen direkten Vergleich mit den experi-mentellen Beobachtungen ermöglichen würden. Um die Berechnungen nochbesser mit dem Experiment vergleichen zu können, ist auÿerdem eine genauereCharakterisierung des Laserpulses (im Experiment) nötig.Einen weiteren interessanten Untersuchungsaspekt stellen die Möglichkeitender Beein�ussung des entstehenden Plasmas durch Veränderung der (raumzeit-lichen) Pulsform dar. Insbesondere wäre die Bildung eines möglichst rundenPlasmas für die Untersuchung von Kavitationsblasen interessant. Dies ist zwarmit (Immersions-) Objektiven mit sehr groÿer numerischer Apertur annäherndmöglich [3], die in der Regel sehr kleine Brennweite verhindert aber ein freiesAufschwingen der Blase.Diese Arbeit und das zugrunde liegende Simulationsprogramm können alsofür weitere interessante Untersuchungen zum optischen Durchbruch in Wasserverwendet werden.



Anhang ASymbolverzeichnis
A.1 KonstantenSymbol Gröÿe Beschreibung
c 299792458 m/s Vakuumlichtgeschwindigkeit
e ≈ 1.602 · 10−19 As Elementarladung
ε0 = 1/ (c2µ0) ≈ 8.854 · 10−12 As/Vm elektrische Feldkonstante
me ≈ 9.109 · 10−31 kg Masse des Elektrons
µ0 4π · 10−7 Vs/Am magnetische FeldkonstanteA.2 Variable und sonstige BezeichnungenSymbol Einheit Beschreibung
A V/m komplexe Einhüllende des elektrischen Feldes
A? 1 normierte komplexe Einhüllende des elektr. Feldes
Ac V/m Lösung für A mit geringerer Genauigkeit (coarse)
Af V/m Lösung für A mit höherer Genauigkeit (�ne)
Ag V/m Amplitude des elektr. Feldes für Gauÿ-Strahlen
Apm 1 Gauÿ-Laguerre-Funktion
αn sn/m Absorptionsterm n-ter Ordnung
bf m Brennweite des Gauÿ-Strahls
B C/m2 Einhüllende der nichtlinearen Polarisation
B Vs/m2 magnetische Flussdichte
β0 1/m Realteil der Wellenzahl für ω0

βn sn/m Dispersionsterm n-ter Ordnung
D m2/s Di�usionskonstante
D̂ 1/m Dispersionsoperator
D C/m2 elektrische Flussdichte
∂a 1/[a] partielle Ableitung bzgl. a78



A.2 Variable und sonstige Bezeichnungen 79Symbol Einheit Beschreibung
4 1/m2 Laplace-Operator
4⊥ 1/m2 Laplace-Operator bzgl. r⊥
E V/m elektrisches Feld
Ẽ = F(E) V/m (zeitliche) Fouriertransf. des elektrischen Feldes
Ê V/m komplexe Darstellung des elektrischen Feldes
E0 V/m Amplitude des elektrischen Feldes
EKollaps V/m Strahlpro�l im Kollaps
E 1 vollst. elliptisches Integral 2. Art
E VAs Energie
Eavg VAs durchschnittliche Energie der Elektronen
Eb VAs Bandlücke
Eeff VAs e�ektive Bandlücke
Eion VAs Energie zur Erzeugung eines freien Elektrons
Est VAs Energie für Stoÿionisation
ε 1 Permittivität oder rel. Dielektrizitätskonstante
ηph 1/m3s Rate für Photoionisation
ηst 1/s Rate für Stoÿionisation
ηdiff 1/s Rate für Di�usion
ηrec m3/s Rekombinationsrate
f m Brennweite
F m2 FlächenelementGVD s2/m Gruppengeschwindigkeitsdispersion
γ 1 Keldysh-Parameter
Γ 1 Funktion des Keldysh-Parameters
h m Schrittweite bezüglich z
H A/m magnetische Feldstärke
I VA/m2 Intensität
j A/m2 Stromdichte
J0 1 Besselfunktion 0. Ordnung 1. Gattung
k 1/m Wellenzahl
k̃ 1/m Fouriertransformierte der Wellenzahl
k0 1/m Wellenzahl im Vakuum
k⊥ m2/s Faktor in Di�usionsgleichung
k 1 Photonenanzahl
K 1 Strahlqualität
K 1 vollst. elliptisches Integral 1. Art
l m Breite des Kollapspro�ls
Ldiff m Di�usionslänge
Lp 1 Laguerre-Polynom der Ordnung p
L̂ 1/m Operator (der linearen Anteile)
λ m Wellenlänge
λ0 m Wellenlänge im Vakuum
n 1 Brechungsindex
n0 1 Brechungsindex bzgl. ω0



80 A. SymbolverzeichnisSymbol Einheit Beschreibung
n2 m2/VA nichtlinearer Brechungsindex(-koe�zient)
nges 1 Gesamtbrechungsindex
nst 1 Anteil der Stoÿionisation am Brechungsindex
NGauÿ

cr 1 Faktor für kritische Leistung des Gauÿ-Pro�ls
NTow

cr 1 Faktor für kritische Leistung des Townes-Pro�ls
N̂ 1/m Operator (der nichtlinearen Anteile)
me kg Masse eines Elektrons
mh kg Masse eines Loches
m′ kg reduzierte Masse
m? kg e�ektive Masse
M2 1 Beugungsmaÿzahl
µ 1 Quotient aus Elektron- und Lochmasse
q m/V2 Koe�zient für Stärke der Nichtlinearität
P C/m2 Polarisation
Pl C/m2 Polarisation (linearer Anteil)
Pnl C/m2 Polarisation (nichtlinearer Anteil)
Pph C/m2 Polarisation durch Photonenionisation
Pst C/m2 Polarisation durch Stoÿionisation
P VA Leistung
Pgauss VA Leistung des gauÿförmigen Strahlpro�ls
P
Gauÿ
cr VA kritische Leistung des Gauÿ-Pro�ls

P
Tow
cr VA kritische Leistung des Townes-Pro�ls
φ 1 Zylinderkoordinate
φNL 1 maximale Phasendrehung
ψ 1 Phase
Φ 1 Dawson-Integral
r m Zylinderkoordinate
r m Ort
r⊥ m Anteil von r senkrecht zu z
R m Krümmungsradius der Phasenfront
R12 1 Re�exionsvermögen
ρ 1/m3 Elektronenzahldichte (Leitungsband)
ρcr 1/m3 kritische Elektronenzahldichte
ρV 1/m3 Elektronenzahldichte im Valenzband
ρges 1/m3 gesamte Elektronenzahldichte
ρthr 1/m3 Elektronenzahldichte für optischen Durchbruch
ρ′ C/m3 Raumladungsdichte (Maxwell-Gleichung)
s m2 Koe�zient beim Crank-Nicolson-Verfahren
σ m2 Wirkungsquerschnitt inverse Bremsstrahlung
t s Zeit
t0 s Pulslänge nach Ansatz
tFWHM s Pulslänge bzgl. FWHM der Intensität
τ s Zeit im mitbewegten Koordinatensystem
τst s Relaxationszeit für Elektron-Phonon-Streuung



A.2 Variable und sonstige Bezeichnungen 81Symbol Einheit Beschreibung
θ 1 (halber) Divergenzwinkel
v m/s Phasengeschwindigkeit
vg m/s Gruppengeschwindigkeit
w m Strahlradius
wf m Strahltaille
w0 m Strahlradius nach Ansatz
ω 1/s Kreisfrequenz
ω0 1/s mittlere Kreisfrequenz des Laserpulses
ωp 1/s Plasmafrequenz
χ 1 elektrische Suszeptibilität
χ(n) (V/m)(1−n) Suszeptibilität n-ter Ordnung
χges 1 (e�ektive) Suszeptibilität
χl 1 linearer Anteil der Suszeptibilität
χnl 1 nichtlinearer Anteil der Suszeptibilität
χph 1 Suszeptibilität durch Photonenionisation
χst 1 Suszeptibilität durch Stoÿionisation
x m Koordinate in transversaler Richtung
ξ m Koordinate der Ausbreitungsrichtung (mitbewegt)
y m Koordinate in transversaler Richtung
z m Koordinate der Ausbreitungsrichtung
zf m Brennpunkt des fokussierten Strahls
zsf m Brennweite der Selbstfokussierung
zf+sf m kombinierte Brennweite
zR m Rayleigh-Länge
zR,f m Rayleigh-Länge des fokussierten Strahls



Anhang BFouriertransformation undFaltungssatz
In der vorliegende Arbeit wird die Fouriertransformation und die entsprechen-de Rücktransformation wie folgt de�niert:

f̃(ω) = F (f(t)) =

∫ ∞

−∞

dt e−iωtf(t) (B.1)
f(t) = F

−1
(

f̃(ω)
)

=
1

2π

∫ ∞

−∞

dω eiωtf̃(ω) (B.2)Damit erhält man die folgenden Faltungssätze:
F(A · B) =

1

2π
F(A) ∗F(B) (B.3)

F(A ∗B) = F(A) · F(B) (B.4)
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