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Einleitung

In der heutigen Zeit werden gepulste Lasersysteme in vielen Bereichen der
Industrie wie der Materialbearbeitung und der Medizintechnik sowie der For-
schung verwendet.

Neben Energie und Wellenlénge der Laserpulse ist dabei insbesondere die Dau-
er der verwendeten Laserpulse von grofer Bedeutung. Zuséitzlich zu Lasern,
deren Pulse eine Lénge von einigen Nanosekunden haben, sowie Lasern mit
Pulslingen im Picosekundenbereich erfreuen sich Systeme, deren Pulse eine
Lange von einigen hundert Femtosekunden oder weniger haben, grofer Be-
liebtheit.

Dies liegt vor allem daran, dass bei kiirzeren Pulsen weniger Energie gebraucht
wird, um Leistungen zu erreichen, die z. B. fiir das Ablaufen nichtlinearer Pro-
zesse benotigt werden. Diese spielen insbesondere bei der Wechselwirkung der
Laserstrahlung mit fiir die entsprechende Wellenldnge eigentlich transparen-
ten Medien eine grofe Rolle. Die durch die nichtlinearen Effekte verursachte
Anderung des Brechungsindex fiihrt dazu, dass bei hohen Intensitiiten, die in
der Regel bei der Fokussierung erreicht werden konnen, doch Laserstrahlung
absorbiert, werden kann und ein Plasma entsteht. Man spricht in diesem Fall
vom optischen Durchbruch. Durch das Einbringen von Energie kann man zum
Beispiel Verdnderungen im behandelten Material (Erzeugung von Wellenleiter-
strukturen in Glas, Schneiden der Augenlinse bei der Laserlasik [36]) erzeugen.
Im Falle einer transparenten Fliissigkeit fiihrt die schlagartige Erwdrmung des
Mediums zu einer starken Expansion und damit zu einem Aufreifsen der Fliis-
sigkeit und der Erzeugung einer Kavitationsblase [53, 54, [52]. Dieser Vorgang
wird optische Kavitation genannt und stellt ein Verfahren dar, mit dem man
zuverlissig reproduzierbar Kavitationsblasen erzeugen kann [33].

Der Vorteil bei der Benutzung von Femtosekundenpulsen im Gegensatz zu
langeren Pulsen liegt dabei darin, dass durch die geringere nitige Energie ein
kleineres Volumen behandelt werden kann, und es dabei zu geringeren Nebenef-
fekten wie Erhitzung kommt. Allerdings ist es nur sehr eingeschriankt moglich,
ein beliebig kleines idealerweise kugelférmiges Volumen zu préparieren, in dem
die Absorption der Laserenergie vonstatten geht. Vielmehr beobachtet man,
dass das entstandene Plasma insbesondere bei kleinen Fokussierungswinkeln
entlang der optischen Achse stark ausgedehnt ist. Im Rahmen dieser Arbeit
wird u. a. diese Ausdehnung untersucht.



Aufgrund der beschriebenen Bedeutsamkeit des optischen Durchbruches be-
steht ein grofies wissenschaftliches Interesse an dessen Untersuchung. Dabei
werden sowohl experimentelle als auch numerische Untersuchungen an ver-
schiedenen transparenten Medien wie Luft, Glas und Wasser vorgenommen.

Die theoretischen Arbeiten reichen von recht grundlegenden Ansétzen bei-
spielsweise zur Bestimmung der maximalen Elektronendichte im optischen
Durchbruch aufgrund von Ratengleichungsmodellen [45] [80], bis hin zu ge-
koppelten Simulationen, die sowohl die Ausbreitung der Laserpulse in den be-
treffenden Medien als auch das entstehende Plasma und dessen Riickwirkung
auf den Puls beriicksichtigen [27, [4, [5].

Die Entwicklung einer solchen Simulation steht im Mittelpunkt der vorliegen-
den Arbeit. Neben Berechnungen zur Ausbreitung ultrakurzer Pulse sowie der
Untersuchung der Wechselwirkungen der einzelnen beteiligten Mechanismen
wird ein Vergleich mit experimentellen Ergebnissen vorgestellt.

Dazu werden in Kapitel [ die theoretischen Grundlagen der Pulsausbreitung
dargestellt und eine Gleichung zur Berechnung der Pulsausbreitung hergeleitet.

Kapitel [2] beschreibt die verwendete Methode zum Losen dieser Gleichung.
Anhand von Ergebnissen zur Ausbreitung von Pulsen in einer (rdumlichen)
Dimension werden Phéinomene diskutiert, die bei der Pulsausbreitung in nicht-
linearen Medien auftreten.

In Kapitel Bl wird die Berechnung auf raumlich ausgedehnte Pulse ausgeweitet
und werden Beispiele vorgestellt.

Die Mechanismen, die bei der Plasmaentstehung und -dynamik eine Rolle spie-
len, werden in Kapitel @ diskutiert und das verwendete Modell zur Untersu-
chung der Plasmadynamik wird beschrieben.

Im darauffolgenden Kapitel B wird dargestellt, wie die Berechnungen der Puls-
ausbreitung und der Plasmadynamik kombiniert werden kénnen. Weiterhin
werden die Ergebnisse dieser Rechnungen vorgestellt und mit experimentellen
Daten verglichen.

Zu guter Letzt werden in Kapitel [6l die Ergebnisse zusammengefasst und wird
ein Ausblick auf mogliche weitere Untersuchungen gegeben.



Kapitel 1

Theoretische Grundlagen der
Pulsausbreitung

Im ersten Kapitel werden unterschiedliche Methoden vorgestellt, um die Aus-
breitung von ultrakurzen Laserpulsen in (zunichst als nichtionisierbar an-
genommenen) Medien berechnen zu konnen. Als Ausgangspunkt dienen die
Maxwell-Gleichungen, die — zusammen mit geeigneten Annahmen {iber die
Magnetisierbarkeit sowie die Polarisierbarkeit des betrachteten Mediums — die
umfassendste Beschreibungsmoglichkeit bilden. Numerisch einfacher zu hand-
haben und daher weit verbreitet sind Verfahren auf Basis von Einhiillenden-
gleichungen, zu denen u. a. Gleichungen vom Typ der nichtlinearen Schrédin-
gergleichungen gehoren. Die Herleitung einer solchen Gleichung, die die Basis
fiir die in dieser Arbeit verwendeten Ausbreitungsgleichungen darstellen wird,
aus den Maxwell-Gleichungen wird in diesem Kapitel beschrieben.

1.1 Maxwell-Gleichungen

Die Beschreibung der Pulsausbreitung beginnt mit den Maxwell-Gleichungen,
die wie folgt geschrieben werden konnen [1]:

V:-D = ) vV.-B = 0
0B . 0D
VxE = 5 VxH —‘]—l-ﬁ.

Der Laserpuls wird dabei durch die elektrische Feldstiarke E, die elektrische
Flussdichte D, die magnetische Feldstiarke H sowie die magnetische Flussdichte
B beschrieben. Bei vernachlissigbarer Magnetisierung (B = poH), verschwin-
dendem Verschiebungsstrom (j = 0) und keinen vorhandenen freien Ladungen
(p' = 0) erhélt man:
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(1.1) V-D = 0 V-B = 0 (1.2)
OH oD

In einem polarisierbaren Medium ergibt sich als Zusammenhang zwischen dem
Feld E und der Flussdichte D:

D I€0E+P1—|—Pn1. (15)

Dabei wurde die Polarisation bereits in die linearen und nichtlinearen Anteile
P, und P, aufgeteilt. Die Bedeutung dieser beiden Anteile wird in den beiden
folgenden Abschnitten [2] und [[3] diskutiert.

1.2 Lineare Polarisation

Fiir den linearen Anteil der Polarisation P; gilt mit der elektrischen Sus-
zeptibilitat x
Py =exE. (1.6)

In Gleichung (5] kénnen dann die linearen Anteile zusammengefasst werden,
es ergibt sich

D = EoE -+ €0XE -+ Pnl
= ¢(l+x)E+ Py
= ¢cE + Py (1.7)

mit der Permittivitit e. Diese ist — in einem isotropen und nicht magneti-
sierbaren Medium — mit dem Brechnungsindex n iiber den Zusammenhang
(s. Abschnitt [T4])

7’1,2:6

verkniipft und im Allgemeinen von der Frequenz des elektrischen Feldes ab-
hingig.

Der Brechungsindex von Wasser kann sehr genau iiber Ndherungsformeln
bestimmt werden |78, [79]. Abbildung[T]zeigt den Verlauf des Brechungsindex
von Wasser fiir Licht mit einer Wellenléinge von 400 nm bis 1200 nm (blaue
Kurve) fiir 25 °C und Normaldruck. Fiir die in dieser Arbeit haufiger verwen-
dete Wellenlinge 800 nm erhélt man zum Beispiel:

nim,o ~ 1.3281 . (1.8)
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Abbildung 1.1: Verlauf des Brechnungsindex von Wasser fiir verschie-
dene Wellenlédngen (berechnet nach [78] [79], blaue Kurve) und dessen
lineare Approximation dn/dw um A = 800 nm (rot). Zum Vergleich das
Leistungsspektrum eines 100 fs langen Pulses (vgl. Abschnitt[[L5.2] griin)

Analog zum Brechungsindex ist die Permittivitét e eine Funktion der Frequenz
w. Das Produkt mit dem elektrischen Feld E erhilt man tiber die Multipli-

kation im Frequenzraum, wobei E = F (E) die Fouriertransformierte von
E (vgl. Anhang [B]) bezeichnet:

P(w) = (g. E) ().

Dies entspricht nach Gleichung (B.4)) einer Faltung im Zeitbereich:

t

Pi(t)=(exE)(t) = / dt’' e(t —t") E(t). (1.9)

—00

Uber den Brechungsindex ist auch die Wellenzahl
k(w)=w-n(w)/c (1.10)

eine Funktion von w. Um die Auswirkung der Frequenzabhéngigkeit der Wel-
lenzahl zu untersuchen, betrachtet man deren Ableitungen nach w am Ort

Wo:
Ok n(w) w dn
— = - — 1.11
0w lwo ¢ lw ¢ dwlw ( )
0 2
Ok _ 2. dn wdn _ (1.12)
O0w? Ly ¢ dwlw ¢ dw?lwg
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Man erkennt anhand von Gleichung (LIT]), dass sich die durch
Vg (wo) == = (1.13)

definierte Gruppengeschwindigkeit v, von der Phasengeschwindigkeit
v = ¢/n unterscheidet, wenn die Ableitung von n nach w an der Stelle wy von
0 verschieden ist. Gilt ferner dn/dw > 0, so spricht man von einer normalen
Dispersion, im Fall einer negativen Ableitung von einer anomalen Dispersion.

Fiir dn/dw # 0 nimmt auch die Gruppengeschwindigkeitsdispersion GVD
(group velocity dispersion), die durch

GVD(WQ) = i !

0w vg(wp)

%

wo 8&)2

(1.14)

wo

gegeben ist, einen endlichen Wert an. Fiir eine Wellenldnge von 800 nm ergibt
die Berechnung der GVD nach Gleichung (LI2]) mit Hilfe des Brechungsindex-
verlaufs fiir Wasser nach [78] [79] (vgl. Abbildung [2]) einen Wert von

fs?

GVDy,o ~ 24.24— (1.15)
mim

der in guter Ubereinstimmung zum experimentell bestimmten Wert GVDq,,
= (25.71 £ 0.5) fs*> mm ™! [67] steht. Bei einem positiven Wert von GVD wird
auch hier von einer normalen Gruppengeschwindigkeitsdispersion gesprochen.

1150
225} 1100
d 50 —
— £
w -
2 22 =
wa 0 £
o 215] N
-50 O
21 {-100
2,05 - - - 1 150
04 06 08 1 1.2
A [um]

Abbildung 1.2: Gruppengeschwindigkeit v, und Gruppengeschwindig-
keitsdispersion GVD fiir Wasser in Abhéngigkeit der Wellenlénge (be-
rechnet aus dem Brechungsindexverlauf nach [78, [79] mit Hilfe der Glei-

chungen (L14), (LII) und (LI2)
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Bei der Berechnung der Pulsausbreitung verzichtet man oft auf die Beriick-
sichtigung der Ableitungen weiterer hoherer Ordnungen der Ableitung von k
nach w (vgl. Abschnitt [L5.2). In Abbildung [Tl erkennt man, dass bereits eine
lineare Approximation von n(w) im Spektralbereich eines 100 fs langen Pulses
die Brechungsindexkurve sehr gut widerspiegelt.

1.3 Nichtlineare Polarisation: Kerr-Effekt

Im vorherigen Kapitel wurde angenommen, dass die durch das angelegte Feld E
induzierte Polarisation linear von diesem abhédngt. Hebt man diese Einschran-
kung auf, so miissen bei der Berechnung der Polarisation P auch die Terme
héherer Ordnung in E betrachtet werden:

P=exVYE+e (XYE)E+¢ ((XYE)E)E+...
~— - N ~

P()—p, P2 p0)

Die Suszeptibilititen héherer Ordnung x™ sind im Allgemeinen Tensoren
(n+ 1)-ter Stufe. Betrachtet man ein isotropes Medium wie Wasser, so kénnen
die Suszeptibilititen aber — wie bisher — als skalar angesetzt werden.

Ferner besitzen isotrope Medien — wie auch viele Kristalle — eine sog. Inver-
sionssymmetrie [I} [4T], die zur Folge hat, dass bei Umkehrung der Richtung
des elektrischen Feldes sich auch die Richtung der Polarisation umkehren muss.
Damit verschwindet der Term 2. Ordnung P® :

¢ (W?WE)E = - (x?(-E)) (-E) = x? = x? = x? =0.

Der niedrigste nichtlineare Term ist damit der Term 3. Ordnung. Die Ter-
me hoherer Ordnung werden im Allgemeinen vernachléssigt, so dass fiir den
nichtlinearen Anteil der Polarisation P, gilt:

P,=P% =¢ ((xE)E)E = ¢x”|E]E.

Wir betrachten im Folgenden ein Feld, dass mit der Frequenz wy und der
Amplitude Eq schwingt:
E = Ej cos(wot) . (1.16)

Fiir den nichtlinearen Anteil der Polarisation P,; erhilt man:

3 1
P, = ZEOX(3)|E0|2E0 cos(wot) + ZEOX(3)|EO|2EO cos(3wot) -
Man erkennt, dass sich P, aus zwei Anteilen zusammensetzt. Letzterer, der
mit der dreifachen Frequenz der Anregung schwingt, kann in der Regel ver-
nachléssigt werden, da sich die entstehende Welle im Allgemeinen nicht effizient
ausbreiten kann.
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Fiir die Polarisation ergibt sich somit:

P =¢ (X(l) + ZX(3)|E0|2) E cos(wot) . (1.17)

4

~-
Xges=X1FXnl

Wie man sieht, erhélt man die gesamte (effektive) Suszeptibilitdt y,es durch
Addition des linearen x; und des nichtlinearen Anteils .. Analoges gilt fiir
den Brechungsindex, wenn man annehmen kann, dass x, klein im Vergleich
zu 1+ x; ist:

3 3
nges = /Eges =./1 -+ Xges = \/1 —+ X(l) —+ ZX(3)|EO|2 =~ Ny —+ 8—%X(3)|E0|2 .

Der Gesamtbrechungsindex ergibt sich also aus der Summe des linearen Bre-
chungsindex und einem Anteil, der proportional zum Quadrat der Amplitude
des angelegten Feldes ist. In Abhéngigkeit von der Tntensitif] erhilt man

X®T. (1.18)

Nges = Mo +
8 4n2ceg

n2

Fiir Wasser existieren fiir ny verschiedene experimentell bestimmte Werte [76],
in der vorliegenden Arbeit wird

2
6 C11

W

angenommen [39)]. ny ist im Allgemeinen abhingig von der Pulsldnge des ein-
gestrahlten Lichts, da unterschiedliche Mechanismen fiir die Entstehung der
Nichtlinearitét verantwortlich sein kénnen [76]. Fiir fs-Pulse kann angenommen
werden, dass die Nichtlinearitidt ausschlieflich aus einer nichtlinearen Verzer-
rung der Elektronenhiille durch das eingestrahlte elektrische Feld resultiert.
Dessen Einfluss kann als instantan wirkend betrachtet werden.

ny=2-10"" (1.19)

Ferner konnen nichtlineare Effekte wie der Raman-Effekt [I], bei denen die
Wirkung des Pulses erst zeitverzogert eintritt, bei der Betrachtung von fs-
Pulsen in Wasser vernachléssigt werden [27].

1.4 Wellengleichung

Wendet man auf beide Seiten von Gleichung (L3)) den Rotationsoperator an,

so ergibt sich [1]:

J(VxH)
ot

lyvgl. Gleichung (L32); die dort auftretende Einhiillende stellt eine Erweiterung der Am-
plitude Fy dar.

VXVXE = —puq : (1.20)
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Einsetzen von Gleichung (L4)) in (L20) liefert:

9*°D

E—— .
VXV x Lo o2

Mit der Vektoridentitat
VX(VXE)=V(V-E)—- AE

ergibt sich bei Verwendung der Gleichungen (L)) und (L7):

AE = po

— (1.21)

Mit dem Ansatz fiir D aus Gleichung (LH) und der Vakuumlichtgeschwin-
digkeit ¢, die gegeben ist durch

1

c= : (1.22)
v/ €olo
erhilt man die folgende Wellengleichung:
1 0 o2

Im allgemeinen Fall, dass € wie in Abschnitt beschrieben von der Frequenz
des einstrahlenden Lichtes abhiingt, ergibt sich mit Gleichung (L9):
62

1 82 t )

Ferner erkennt man in Gleichung (L23) sofort den bereits erwiihnten Zusam-
menhang
n®=e. (1.25)

1.5 Losungsmethoden auf Grundlage von kom-
plexen Einhiillenden

1.5.1 Die komplexe Einhiillende eines ultrakurzen Laser-
pulses

Anstelle der direkten Losung der Maxwell-Gleichungen fiir die Berechnung der
Ausbreitung von Laserpulsen werden oft Ndherungsgleichungen auf Basis
der sog. komplexen Einhiillenden verwendet [I], [70]. Die Herleitung einer
solchen Gleichung, die sich an dem Vorgehen von Brabec und Krausz [10]
orientiert, wird im Folgenden beschrieben.
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Dazu wird das elektrische Feld E E an einem Ort r und zur Zeit ¢ durch den
Realteil des komplexen Feldes E(r,t) dargestellt, es gilt:

. 1/~
E(r,t) = Re(E(r,t)) = 5 (E(r,t) +c. c.) :
Nun wihlt man fii £(r,t) den folgenden Ansatz
E(r,t) = A(r, t) ¢!Po—wottvo) (1.26)
mit der komplexen Einhiillenden A(r, t) des elektrischen Feldes. wy stellt dabei

die mittlere Frequenz bezogen auf die spektrale Leistungsdichte des Laserpulses
in der Startebene rqy dar:

B 7 dww ’E(w) i

Wo 5 -

N ffooo dw ’E(w)

Ferner bezeichnet 3y, das gegeben ist durch
Bo = Re[k(wo)] = (wo/c)ng mit  ng = n(wo), (1.27)

den Realteil der Wellenzahl £k bezogen auf die mittlere Frequenz wq. Die
Phase 9y wird so gewahlt, dass A(r,t) fiir r = 0 und ¢ = 0 reellwertig wird.

! 0

Elektrisches Feld [a. u.]

| A

-20 -10 0 10 20
t[fs]

Abbildung 1.3: Elektrisches Feld (blau) und Einhiillende (rot) eines
Pulses der Dauer tpwim = 10 fs und einer Wellenldnge von A = 800 nm.

2Das elektrische Feld E wird im Folgenden als linear polarisiert angenommen und kann
daher als skalar angesetzt werden.
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Abbildung zeigt beispielhaft die komplexe Einhiillende fiir einen 10 fs lan-
gen Laserpuls. Man erkennt sofort, dass fiir Pulse, die viele Perioden der mitt-
leren Frequenz enthalten, in der numerischen Behandlung die Darstellung iiber
die komplexe Einhiillende von grofem Vorteil ist, da fiir deren Diskretisierung
wesentlich weniger Punkte benotigt werden als fiir die des elektrischen Feldes.

Der allgemeine komplexwertige Ansatz fiir die Einhiillende ist n6tig, um auch
Pulse darstellen zu konnen, in deren zeitlichem Verlauf sich die Frequenz verén-
dert (Chirp, [I]). Im einfachsten Fall wird die Einhiillende reellwertig in Form
eines sech- oder Gaufi-Pulses angesetzt:

t
sech-Puls:  A(t) = Apsech (t_) : (1.28)
0
/2
Gauf-Puls:  A(t) = Agexp ( " ) (1.29)
0

Dabei wird die Pulsdauer jeweils durch t, vorgegeben. Ublicher ist es, die
zeitliche Liange auf die Zeitspanne zwischen dem Anstieg bzw. Abfall des La-
serpulses auf die Hélfte seiner Intensitét (vgl. Gleichung (IL32])) zu beziehen
(Full Width at Half Maximum, FWHM), wie es im Folgenden in dieser Arbeit
— wenn nicht explizit etwas anderes angegeben ist — gemacht wird. Fiir die
betrachteten Pulsformen findet man fiir den Zusammenhang zwischen dieser
Zeitdauer tpwyy und der jeweiligen Zeit to [71]:

trwHM
sech-Puls:  th= ——F+——, 1.30
0 2 acosh(\/ﬁ) ( )
trwHM
Gauk-Puls: ¢y = : 1.31
" V22 (131
Dabei ist die Intensitéit des Laserpulses wie folgt definiert:
1
I(t) = 5noceo|A(t)|2. (1.32)

Die Leistung des Laserpulses (zu einem gegebenen Zeitpunkt ¢) in der Ebene,
die die Ausbreitungsrichtung an der Stelle z senkrecht schneidet, ist gegeben
durch die Integration der Intensitét iiber diese Ebene:

P(z,1) //da:dy[:cy,zt /d¢/drr[¢rzt) (1.33)

—00 —OQ

Fiir einen Puls, dessen rdumliche Ausdehnung durch ein gaulformiges Strahl-
profil beschrieben wird (vgl. Abschnitt B1), erhdlt man:

272

w?(z,t)

Poauss(2,t) =7 7drrlo(z,t) exp (— ) = g[o(z,t)vf(z,t) . (1.34)

—00
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Durch zeitliche Integration der Leistung kann die Energie E des Laserpulses

bestimmt werden:
o0

E(2) = / dtP(=,1).

Es ergibt sich mit Py(z) = P(z,¢ = 0) fiir die betrachteten Pulsformen (vgl.

Gleichungen ([29) und (L28)) :

sech-Puls:  E(z) = fdt Po(2) exp (—%) - \/gPo(z)to(z),

Gauh-Puls: E(2) = ]Odt Po(z) sech? (tozz)) — 9Py (2t (2)

1.5.2 Herleitung der Einhiillendengleichung

Nach der Einfiihrung des Begriffs der komplexen Einhiillenden wird in diesem
Abschnitt eine Gleichung vorgestellt, die die Ausbreitung von Pulsen mit Hilfe
der komplexen Einhiillenden beschreibt. Die Herleitung dieser Einhiillenden-
gleichung aus der Wellengleichung orientiert sich dabei an dem Vorgehen von
Brabec und Krausz [10].

Zunichst wird analog zur Einhiillenden des elektrischen Feldes nach Gleichung
(I20)) die Einhiillende der nichtlinearen Polarisation B(r, ¢, A) definiert:

Pu(r,t) = Re (B(r,t, A) ¢/Pozot+)) (1.35)
Diese ist insbesondere eine Funktion der Einhiillenden des elektrischen Feldes
A(r,t), der Zusammenhang ist im Allgemeinen natiirlich nichtlinear i

Das weitere Vorgehen besteht nun zunéchst darin, die Gleichungen (L26]) und
(38, in denen die Einhiillenden des elektrischen Feldes sowie der nichtlinea-
ren Polarisation definiert wurden, in die Wellengleichung (L24)) einzusetzen.
Die einzelnen dabei auftretenden Terme werden im Folgenden hergeleitet.

Mit
PE(r,t) = 02 (A(r,t) - e'lPozmwottio))
(02 +2iBy0. — B3) - A(x, t)e!(Foz—wot+vo)
ergibt sich fiir den ersten Term von Gleichung (.24
(02 +V2) B(r,t) = (8% + 2ife0: — B3 + V2) Alr, 1) - e'Fosmeot0) (1 36)

3Das elektrische Feld E und die nichtlineare Polarisation P, sowie deren Einhiillende sind
stets als Funktionen von r und t aufzufassen, zur Vereinfachung der Schreibweise werden
diese Abhéingigkeiten im Folgenden zum Teil weggelassen.
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Dabei bezeichnet r; den Anteil von r senkrecht zur Ausbreitungsrichtung z
und entsprechend A = V2 = 9?2 —l—@j den entsprechenden Anteil des Laplace-
Operators.

Der zweite Term von Gleichung ([L24)) stellt eine Faltung dar, so dass man mit
Hilfe der Definition der inversen Fouriertransformation (B.2)), des Faltungssat-
zes (B.4) sowie der Gleichungen (L25]) und (LI0) schreiben kann:

—C—lzaf /t dt' e(t —t)E(t') =
= ——28? ! /OO dw et é(w) E(w)
¢t "2 J_o
= % h dw e B (w) E(w)
i dw (i % (w — wo)m>2 E(w). (1.37)
27 —  ml

Im letzten Schritt wurde dabei die Taylorentwicklung von %(w) um den
Punkt wp eingesetzt. Mit Hilfe von F(9; f(t)) = (iw)" F(f(¢)) und Gleichung
(L28) ergibt sich fiir den Ausdruck (L37):

oo O™k 2

1 = iwt ow™ |w m n
5 7oodwe (ZTO-(W—WO) ) E(w)

m=0
2

oo 9™k
) <Z S -(z'at)m) A(p) - eFommttnl o (1.38)
m:
m=0

Teilt man die Ableitungen von k nach w in Terme der Absorption a,, und

der Dispersion [, mit
"k
d Bn=Re| — 1.39
) und e ( S ) (1.39)
wo wo

0"k
auf, so kann man die Summe in

Oow

co  IMk
z : w™ | w, . m : :Bm o . m O ) 5
=0 % ()" = — ml = (i0)" = ot 20 +ih10 + D (1.40)

umformen. Dabei tritt der Dispersionsoperator D auf, fiir den gilt:

am

D=-%p + Z b + m' 2 (i9,)™. (1.41)
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Den letzten fehlenden Term aus der Wellengleichung (L24)) erhélt man — unter
Verwendung der komplexen Einhiillenden fiir die nichtlineare Polarisation (vgl.
Gleichung (L35])) — wie folgt:

MO@E (B . ei(ﬁoszotero)) = Lo (@2 — 2iwg0; — WS) B ¢i(Boz—wot+1o)

. 2
= —pow? (1 + iat) B eiPozmwotto) (1 42)
Wo

Fasst man die Ergebnisse fiir die einzelnen Terme aus den Gleichungen (L36)),
(L3]) und (L42) zusammen, so ergibt sich:

~\2
(02 +2iBo0. — 85 + V1) A+ (60 - z% + 3,0, + D) A
. 2
= ow? <1 + iat) B. (1.43)
Wo

Dabei wurde die gesamte Gleichung durch den Faktor e¢#(%oz=«ot+v0) geteilt und
Gleichung (L40) verwendet.

Wenn man bedenkt, dass ein Laserpuls von 100 fs Linge eine rdumliche Aus-
dehnung von ungefédhr 30 um besitzt, die Ausbreitung aber {iber eine Strecke
von einigen Zentimetern oder langer gerechnet werden soll, dann wird deut-
lich, dass die Berechnung nur effizient in einem mitbewegten Koordina-
tensystem durchgefiihrt werden kann. Ferner bietet es sich — aufgrund der
auftretenden hohen zeitlichen Ableitungen in D (vgl. Gleichung (A1) — an,
bei jedem Schritt der Berechnung den Pulsverlauf an einem Ort fiir alle (re-
levanten) Zeiten zu bestimmen (und nicht etwa umgekehrt wie es sicherlich
zunéchst intuitiver wire).

Allerdings werden bei diesem Vorgehen keine zuriicklaufenden Wellen beriick-
sichtigt. Dies ist insbesondere bei der Berechnung der Ausbreitung in ioni-
sierbaren Medien (s. Kapitel @) zu beachten, da das entstehende Plasma bei
entsprechender Dichte reflektierend wirkt.

Legt man dieses Vorgehen fest, so ergibt sich der Ubergang in ein mit der
Gruppengeschwindigkeit ;' (vgl. Gleichung (LI3)) mitgefiihrtes Koordina-
tensystem (7, &) durch:

T=1t— [z und £E=z. (1.44)

Um die Ausbreitungsgleichung (IL43]) in den neuen Koordinaten schreiben zu
konnen, werden zunéchst die partiellen Ableitungen von A nach den alten
Koordinaten als Funktion der Ableitungen nach den neuen Koordinaten be-
rechnet:

QA =0.A, 02A = 02A,
0.A = 0 A — 10, A, DPA = 02 A — 28,0:0, A+ B2 A
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Damit erhdlt man fiir den linken Teil von Gleichung (L43) (anzuwenden auf
A):

— B2+ 21800, + O* + L1 + B2 +ianfo + 2ifof10r + 260D

a2

_ZO — 10, + iayD — [20% + 2i, DO, + D?

= 226085 — 2i606187— + 82 - 25185& + ﬁf@f + AJ_ + i()éoﬁo
2
+2i505187 + 250D - % - aoﬁlﬁ -+ iO[QD - Bf@f + 2261D87— -+ D2

250 218 ~

= 2’i508§ + iaoﬂo + Qﬂob — —0 85 + 02608 + w D&r
0
2 2 .
+ 229 9 - 2000, — 20 po, — 25,000, — g, + 261 D0,
Wy Wo
2
+0% + D? +iagD — % — B0, + A\ |
g (100 a
= 2’&50 (1 + wo&) (85 + 2 ZD)
. Bo — woB
-9 — —1D
zﬁo< 5 )WO@ <85+ 5 1 )
2
+02 + D +iaeD — 20 — B0, + A (1.45)

4

Es ergibt sich fiir die Ausbreitungsgleichung ([L43)):

K2 a0 _ How K 1
(HWO&) {<8§+ ; zD>A+ S (HWO&) }JFQ%ALA

[ Bo—wobr ¢ 0o .p
— (T) o (0:+ 5 —iD) A

1 9 ol
QZﬁO <0£ + D + ’lOéoD — Z — Oéoﬁla ) (146)

Dabei wurde so umgeformt, dass die Terme der rechten Seite von Gleichung
(C40) vernachlissigt werden kénnen, wenn sich die Einhiillende A im Verlauf
der Propagation im Vergleich zur Wellenlinge bzw. zur Periodendauer nur
wenig verandert:

0: Al < Bol Al und |0; Al < wolA|. (1.47)

Diese Bedingungen ergeben sich mit wy & [5y/5; aus der sogenannten slowly-
varying-envelope approximation (SVEA) [10]:

0.4 = |0 A — B0, A| < FolA. (1.48)

Diese bedeutet anschaulich, dass sich die Einhiillende A im Verlauf der Pro-
pagation im Vergleich zur Wellenldnge bzw. zur Periodendauer nur wenig ver-
andert. Ferner sieht man, dass die SVEA die paraxiale Ndherung [71] mit
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einschliefst:

0*A

022

D*A

022

A

< '250—’ oder < A A. (1.49)

0
0z

Mit den Ndherungen (I.47) erhélt man aus Gleichung (L.46]):

. . —1
_ %, pag ’
O:A = 2A+ZDA+250 (1+w087) AN A
2 .
. HoWq 7
+1 1+—8T)B. 1.50
203, ( wo ( )

Fasst man die komplexe Einhiillende A als Verallgemeinerung der in Gleichung
(LI6)) eingefiihrten Amplitude Ey auf, so ergibt sich mit den Gleichungen (LI7))
und (LI8) fiir die Einhiillende der nichtlinearen Polarisation:

3
B= 601X<3>|A|2A = nleedny| APA.
Die Einhiillendengleichung (L50) wird damit zu:

. . -1
p A 1 )
A = —A+iDA+ — 14+ — AN LA
85 9 +1 + 250 ( +w087—) 1

4P, (1 + iaT) IAP2A. (1.51)
2 Wy

Der erste Summand auf der rechten Seite von Gleichung (LG5I beschreibt
dabei den linearen Anteil der Absorption, deren Stirke durch «g gegeben
ist. Der Einfluss der Dispersion sowie der Absorption héherer Ordnung
wird durch den zweiten Term dargestellt. Wie in Abschnitt (L2]) gezeigt, stellt
die Beriicksichtigung der Dispersion bis zur zweiten Ordnung fiir die fiir diese
Arbeit relevanten Wellenléingen und Wasser als betrachtetem Medium bereits
eine sehr gute Ndherung dar. Ferner kdnnen die Absorptionsterme hoherer
Ordnung vernachlissigt werden, so dass im Folgenden

D=-229? (1.52)

gesetzt wird. Der Term proportional zu A A in Gleichung (L5II) beschreibt
die Beugung. Der letzte Summand beriicksichtigt die Nichtlinearitit des
Materials.

Die Einhiillendengleichung entspricht in der dargestellten Form (LZI) Glei-
chung (6) in [10] mit dem Unterschied, dass sich durch eine andere Definition
von [ in [I0] als (L32) der Vorfaktor des nichtlinearen Terms unterscheidet.

Oft werden in Gleichung (L51)) die zu O, proportionalen Anteile vernachléssigt.
In diesem Fall wird mit Gleichung (L52]) die Einhiillendengleichung zu einer
nichtlinearen Schrédingergleichung.



Kapitel 2

Berechnung der Pulsausbreitung

Die im vorangegangenen Kapitel hergeleitete Einhiillendengleichung stellt im
Rahmen dieser Arbeit die theoretische Grundlage fiir die Berechnung der Aus-
breitung ultrakurzer Pulse dar. In diesem Kapitel wird das Verfahren vorge-
stellt, mit dem diese Gleichung gel6st werden kann. Ferner werden anhand
von Beispielen verschiedene Effekte, die bei der Propagation ultrakurzer Pulse
— in zundchst rdumlich nicht ausgedehnten Systemen — auftreten, diskutiert
und Vergleichsrechnungen mit einem auf der direkten Losung der Maxwell-
Gleichungen basierenden Verfahren vorgestellt.

2.1 Split-Operator-Verfahren

Zur numerischen Losung der Einhiillendengleichung (CGI) wird ein Split-
Operator-Verfahren angewendet [II, 32 37]. Dazu wird diese wie folgt ge-
schrieben:

0.A=(L+N)A. (2.1)

Die Operatoren L und N fassen die linearen sowie die nichtlinearen Anteile
der Ausbreitungsgleichung zusammen. L ergibt sich demnach zu:

. . —1
A~ O[O S (A 1
= ——24+iD+—(1+—0,) A,. 2.2
5 i +250(+w0 ) L (2.2)
_.i, .7,

Bei der Bestimmung von N muss beachtet werden, dass die im nichtlinearen
Teil von Gleichung (LG auftretende zeitliche Ableitung sich auf das Produkt

20
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|A|2A bezieht. Mit |A]? = A*A erhilt man:

A = P, (1 + i&) |A?A
2 Wo
= PR, (|A|2A + 0 |APA + iA*A&A)
2 Wo Wo
i, (|A|2 o (@142 A*&A)) A (2:3)
~—— o

=:q

Durch Integration von Gleichung (2.7]) ergibt sich fiir den Schritt von z zu z+h

[:

z+h

A(z+h) =exp | hL + / N (A(Z))dZ | A(z). (2.4)

Fiir numerische Berechnungen kann das auftretende Integral auf unterschied-
liche Weise behandelt werden. Oft wird — wie im Folgenden — N in dem be-
trachteten Intervall [z, z + h| als konstant angenommen und das Integral re-
duziert sich zu hN (z). Alternativ kann eine Naherungsformel wie die Trapez-
oder Simpson-Formel, die mehrere Stiitzstellen benotigen, verwendet werden.
In diesem Fall muss N an den Stiitzstellen allerdings durch ein iteratives Ver-
fahren bestimmt werden. In jedem Fall ist die resultierende Néherungsformel
in niedrigster Ordnung linear von h abhéngig.

Die Summe der Operatoren L und N kann nicht in einem Schritt ausgefiihrt
werden, so dass diese nacheinander angewendet werden miissen:

A(z + h) = exp (hﬁ) exp (hN) A(z).

Da N und L aber im Allgemeinen nicht kommutieren, ist dieses Vorgehen mit
einem Fehler behaftet. Nach der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel [I]

N N 1 N 1 N A
exp(a) exp(b) = exp (& +b+ 5[&, b] + E[d —b,[a,b]] + - ) (2.5)
ist dieser von der Ordnung h2[L, N]. Die Ordnung kann erhoht werden, wenn
man das Verfahren symmetrisch macht:

A(z+ h) =~ exp (gL) exp (hN (z + g)) exp (gL> A(z). (2.6)

Wendet man nun die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel zweimal auf diesen
Ausdruck an, so heben sich die Terme proportional zu h? gerade auf und man
hat erreicht, dass der auftretende Fehler nur noch in dritter Ordnung von A
abhéingt.
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Die in L auftretende riumliche Ableitung wird unabhéngig von den zeitlichen
Ableitungen gelost (s. Abschnitt 2.2]). Mit den in Gleichung (2Z2]) eingefiihrten
Bezeichnungen ergibt sich:

h - h » - h - h -
A(z+h) =~ exp <§LD) exp (iLl) exp (hN) exp <§Ll) exp <§LD) A(z).

(2.7)

2.2 Berechnung der auftretenden Terme

Die Berechnung von exp(h[l p) kann fiir Dispersion beliebiger Ordnung effizient
im Fourierraum durchgefiihrt werden [I]:

exp(hL)A(z) = 91{ exp (h ﬁ(m)) FLA(2)} } . (2.8)

~

Lp(iw) erhélt man dabei durch Ersetzen der partiellen Ableitungen 0"/0t" in
Lp durch (iw)". Wie man sieht, ist damit fiir die Berechnung von exp(hLp)
lediglich die Durchfiihrung einer Fouriertransformation sowie einer Riicktrans-
formation noétig, die effizient mit Hilfe eines FFT-Algorithmus durchgefiihrt
werden kann [6I]. Bei diesem Vorgehen wird die vorgestellte Methode in der
Literatur oft als Split-Step-Fourier-Methode bezeichnet [I].

Auch die Berechnung der transversalen Ableitungen in L, kann durch Uber-
gang in den Frequenzraum durchgefiihrt werden. In der vorliegenden Arbeit
wurde allerdings das Crank-Nicolson-Verfahren auf Basis von finiten Differen-
zen gewahlt (s. Abschnitt B.33)), da es auch die Berechnung der Ableitungen
in Zylinderkoordinaten erlaubt.

Fiir die Berechnung von exp(hN ) ist im Wesentlichen nur die Bestimmung
der zeitlichen Ableitungen von |A|? und A nétig (vgl. Gleichung [23))), diese
erfolgt wiederum im Frequenzraum.

2.3 Schrittweitensteuerung und Diskretisierung

Um den in Abschnitt 1] diskutierten Fehler des Split-Operator-Verfahrens zu
kontrollieren, wird iiblicherweise eine Schrittweitensteuerung verwendet, die
die Grofe des Schritts h anpasst. Dabei wird meistens davon ausgegangen,
dass der nichtlineare Term (2.3]) — und speziell dessen Anteil proportional zu
|A|> — dominiert [72]. Dieser bewirkt fiir jeden Propagationsschritt eine maxi-
male Phasendrehung von ¢n, = ¢max(|AJ?) h (vgl. Abschnitt 24) . Dabei
bezeichnet max(|A[?) das Maximum des Betragsquadrates der Einhiillenden
des Pulses beziiglich der Zeit und ggf. der rdumlichen Ausdehnung in trans-
versaler Richtung an der Stelle z. Fordert man, dass diese Phasendrehung ¢y,
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einen festgelegten Wert ¢i* nicht iiberschreiten darf, erhdlt man als Bedin-
gung fiir die maximale Schrittweite:

max

NL
< s (2.9)

In dieser Arbeit wurde jedoch ein anderes Verfahren verwendet [72], das sich
universeller einsetzen lidsst und insbesondere auch fiir Regime, in denen die
nichtlinearen Effekte nicht dominieren, gut anwendbar ist. Die Schrittwei-
te wird dabei auf Grundlage des relativen lokalen Fehlers zwischen zwei
Losungen unterschiedlicher Genauigkeit bestimmt. Dieses Vorgehen wird in
dhnlicher Form oft bei der Losung gewohnlicher Differentialgleichungen (zum
Beispiel mit dem Runge-Kutta-Verfahren [61]) angewendet. Dazu wird die ge-
suchte Losung einmal direkt durch die Durchfiihrung eines Schrittes der Weite
2 h berechnet (A.), ferner wird eine zweite Losung Ay durch das nacheinander
Ausfithren von zwei Schritten mit Schrittweite h bestimmt. Der relative Fehler
zwischen diesen beiden Losungen ergibt sich dann als:

A — A
5 la—ad
[

Die auftretende Norm ||A|| ist dabei wie folgt definiert:

|A(2)|| = {///altd:caly|A(:c,y,z,t)|2 : .

Die Schrittweite wird wihrend der Rechnung so angepasst, dass der auftre-
tende Fehler § stets in der Grofenordnung eines vorher festgelegten Fehlers
0o liegt. Ergibt sich wihrend der Rechnung ein Fehler grofer 29y, wird die
Berechnung mit halbierter Schrittweite solange wiederholt, bis der Fehler un-
terhalb dieser Grenze liegt. Ergebnisse mit einem Fehler kleiner (gleich) 2 4y
werden akzeptiert; fiir 69 < § < 20y oder § < 1/20y wird die Schrittweite
fiir die nichste Berechnung um den Faktor 2'/3 erniedrigt bzw. erhoht. Dieser
Faktor ergibt sich, wenn man annimmt, dass der Fehler des symmetrischen
Split-Operator-Verfahrens in dritter Ordnung von h abhéngt (vgl. Abschnitt

2.T).
Zusétzlich zu der beschriebenen Schrittweitensteuerung kann die Berechnung
der beiden Losungen A; und A, dazu verwendet werden, die Ordnung des Split-

Operator-Verfahrens weiter zu erhohen. Bezeichnet A; die unbekannte exakte
Losung, dann existiert eine Konstante x, so dass gilt:

A. = A +k(20)2 +O(hY),
Ay = A, +2kh*+O(hY).
Man erhélt also eine Losung 4. Ordnung durch die folgende Linearkombination
der beiden Losungen Af und A, [72):
4

1
A= A= cAc= At O(h%). (2.10)
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Dabei muss man allerdings beachten, dass dieser Uberlegung die Annahme
zugrunde liegt, dass der Fehler des Split-Operator-Verfahrens der dominieren-
de ist. Insbesondere der Fehler durch die recht grobe Integration des nichtli-
nearen Anteils (vgl. Abschnitt 20 und die Verwendung des Crank-Nicolson-
Verfahrens (vgl. Abschnitt B33]) kann u. U. den Split-Operator-Fehler iiber-
wiegen. In diesem Fall ist eine Berechnung nach Gleichung (2.I0) nicht sinn-
voll. Die Schrittweitensteuerung nach dem beschriebenen Verfahren kann
aber trotzdem angewendet werden, da sie — im Gegensatz zum Verfahren nach
Gleichung (Z9) — den Gesamtfehler kontrolliert.

Neben der Wahl der Schrittweite in z-Richtung muss bei der Anwendung der
Split-Fourier-Methode besonders auf die Wahl des bei der Berechnung verwen-
deten Bereichs fiir den zeitlichen Verlauf des Pulses geachtet werden. Dabei
sollte die Grofe des zeitlichen Fensters typischerweise zehn bis zwanzig Mal
grofer als die Pulsbreite gewihlt werden [I]. Dies ist notig, da bei der Berech-
nung der Fouriertransformation periodische Randbedingungen impliziert
werden, und demnach gewihrleistet sein muss, dass der Puls am Rand ausrei-
chend abgeklungen ist, um Fehler bei Berechnungen am Rand zu vermeiden.
Die Weite der Diskretisierung des gewdhlten Bereichs ist nicht so kritisch und
kann in der Regel relativ grob erfolgen (z. B. 1024 Punkte), wodurch eine sehr
schnelle Durchfiihrung der Fouriertransformation ermdoglicht wird.

Die gegebenenfalls notige Diskretisierung in transversaler Richtung wird in
Abschnitt B.3.2] diskutiert.

2.4 Beispiele

Als erstes Beispiel wird die Berechnung eines sog. few-cycle-Pulses vor-
gestellt. Dabei handelt es sich um einen Puls, der nur wenige Perioden
der mittleren Frequenz enthélt. Bei so kurzen Pulsen ist die direkte Berech-
nung iiber die Maxwell-Gleichungen mit der Finite-Difference-Time-Domain-
Methode (FDTD) [34], 40, B8] moglich und wurde zum Vergleich durchgefiihrt.
Damit eignen sich diese Pulse gut zum Test des Simulationsprogramms und
ferner, um die wesentlichen Effekte der Pulsausbreitung darzustellen.

Analog zu den Berechnungen von Brabec und Krausz [I0] wird ein Puls mit
einer Wellenldnge von 800 nm betrachtet, der zu Beginn ein sech-Profil mit
|A(z=0,7=0)> =4-10"® W/em? und mpwiy = 2.67 fs besitzt. Die optischen
Eigenschaften des Mediums sind Quarzglas angenéhert:

ap=20 Absorption wird vernachlissigt
no = 1.45 linearer Brechungsindex

ng =3 - 10_16% nichtlinearer Brechungsindex
wo = 2.35fs! mittlere Frequenz

dn/dwl|,, = 5.776 - 1073 fs Dispersion 1. Ordnung
d*n/dw?|,, =0 Dispersion 2. Ordnung
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Abbildung 2.1: Ergebnisse der Simulation der Ausbreitung eines few-
cycle-Pulses [I0] in einem nichtlinearen dispersiven Medium. Die durch-
gezogenen roten Kurven stellen das mit Hilfe der Einhiillendengleichung
berechnete elektrische Feld und dessen Einhiillende dar. Zum Vergleich
ist das Ergebnis der direkten Berechnung tiber die Maxwell-Gleichungen
als blau gepunktete Kurve dargestellt.

Die in der Simulation verwendeten Parameter 5y, $; und [y (vgl. Gleichung
(L39)) konnen aus den Werten fiir die Dispersion iiber die entsprechenden
Ableitungen von k(w) = w - n(w)/c nach (LII) und (CIZ) bestimmt werden,
es ergibt sich insbesondere 8y = GVD =~ 38.53 fs*/mm.

Abbildung 2T] zeigt die mit Hilfe der Einhiillendengleichung (rote Linie) und
den Maxwell-Gleichungen (blaue Punkte) berechneten Pulsformen. Man sieht
sofort, dass sich eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen den mit beiden Me-
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thoden berechneten Kurven ergibt. Allerdings muss dabei beachtet werden,
dass fiir die Berechnung iiber die Maxwell-Gleichung die gleichen N&herun-
gen fiir die Nichtlinearitdt und die Dispersion wie bei der Einhiillen-
dengleichung gemacht wurden.

Im Falle der Nichtlinearitdt ist dafiir nach den Gleichungen (ILI8]) und (L32)
allerdings die Bestimmung der Einhiillenden des elektrischen Feldes notwendig,
die bei einem rein reellen Ansatz nicht moglich ist. Fiir die in Abbildung 2.1]
gezeigten Vergleichsrechnungen wurde daher auch fiir die Berechnung iiber die
Maxwell-Gleichungen ein komplexwertiger Ansatz gewé#hlt.

Ublicherweise wird fiir die Berechnung des linearen Anteils der Polarisation
bei der Berechnung iiber die Maxwell-Gleichungen ein Oszillatormodell fiir
die Polarisation zugrunde gelegt [38]. Durch Anpassen des Finite-Differenzen-
Schemas kann der Einfluss der Polarisation jedoch auch analog zum Vorgehen
in Abschnitt bestimmt werden. Man muss dabei allerdings beachten, dass
—neben der Linearisierung — bei der Bestimmung der Dispersionseigenschaften
iiber die Multiplikation mit der Polarisation im Spektralbereich das Einschwin-
gen der Osrzillatoren vernachlissigt wird.

Neben dem Vergleich der beiden Propagations-Methoden ermdoglichen die Ab-
bildungen 2.1], die Auswirkungen der Dispersion und der Nichtlinearitit auf
die Pulsausbreitung zu beobachten.

Vergleicht man die Pulsform fiir den nur der Dispersion ausgesetzten Puls
(Abbildung 1] (b)) mit dem Ausgangspuls (Abbildung 1] (a)), kann man
erkennen, dass sich der Puls unter dem Einfluss der Gruppengeschwindigkeits-
dispersion verbreitert hat. Ferner siecht man, dass sich neben der Breite auch
die Form der Einhiillenden leicht verandert hat, was insbesondere an den ent-
standenen Nebenmaxima der Einhiillenden an den beiden Seiten des Pulses
zu sehen ist. Dies tritt dann auf, wenn das zeitliche Profil des Pulses — wie
im vorliegenden Fall das sech-Profil — von der Gaufs-Form abweicht. Neben der
Verinderung der Pulsform kann man in Abbildung 2] (b) auch erkennen, dass
sich die Frequenz des elektrischen Feldes mit der Zeit verdndert. Dieses Phé-
nomen wird als Chirp bezeichnet. Im Falle einer normalen Gruppengeschwin-
digkeitsdispersion (GVD > 0) ist dieser linear und positiv, d. h. die Frequenz
steigt im zeitlichen Verlauf linear an. Ein Puls mit Chirp besitzt (unabhéngig
von dessen Richtung) ein breiteres Spektrum als ein Puls gleicher Linge
ohne Chirp, dessen Spektrum (fiir die entsprechende Pulsform) eine minimale
Breite besitzt; man spricht in diesem Fall von einem transformlimitierten
Puls.

Betrachtet man die Wirkung der Nichtlinearitit auf den Puls (Abbildung 2T]
(c)), fallt zunéchst die Selbstaufsteilung des Pulses auf. Diese wird durch den
Term proportional zu 9;| A|*A verursacht und spielt nur bei Pulsen von wenigen
Femtosekunden Linge und vernachlissigharer GVD eine Rolle. Bei genauer
Betrachtung des Verlaufs des elektrischen Feldes kann man erkennen, dass sich
die Frequenz auch unter dem Einfluss der Nichtlinearitit dndert, allerdings ist
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die Anderung in diesem Fall nichtlinear und abhiingig von der Pulsform. Dieser
Effekt wird Selbstphasenmodulation genannt. Abbildung verdeutlicht
den Einfluss der Selbstphasenmodulation durch die Wahl eines etwas ldngeren
Pulses und der Vernachlissigung des fiir die Selbstaufsteilung verantwortlichen
Terms der Ausbreitungsgleichung. Man erkennt deutlich die Ausbildung des
Chirps, fiir den bei einem sech-formigen Puls gilt (vgl. Abschnitt 23] [1]):

0 0 t 2qz A2 t t
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Abbildung 2.2: Selbstphasenmodulation bei einem sech-férmigen Puls
mit FWHM = 10 fs nach 120 pum Propagation durch ein nichtlineares
Medium (Eigenschaften wie Abb. 21 Rechnung ohne Dispersion und
Selbstaufsteilung). Man erkennt, dass die Einhiillende (blau) des elektri-
schen Feldes (rot) seine Form nicht verédndert. Die griine Kurve zeigt den
durch die Selbstphasenmodulation induzierten Chirp Aw des Pulses.

Abbildung 2.1 (d) zeigt den Puls unter Einwirkung der Dispersion und der
Nichtlinearitat. Man erkennt, dass der Puls im Vergleich zur Propagation durch
ein rein dispersives Medium deutlich verbreitert ist. Dies geht einher mit einem
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stark ausgeprigten Chirp, der durch die Wechselwirkung der (normalen) Grup-
pengeschwindigkeitsdispersion mit der Nichtlinearitit verursacht wird und zu
einer sehr starken Verbreiterung des Pulsspektrums fiihren kann (white light
continuum generation, [76]).

Betrachtet man einen Puls in einem Medium mit GVD < 0 (anormale Grup-
pengeschwindigkeitsdispersion), so kann man (bei vernachlissigbarer Selbst-
aufsteilung und geeigneter Wahl der Intensitét) erreichen, dass sich die Wir-
kung der beiden Effekte aufthebt und sich der Puls wihrend der Propagation
nicht verndert. Diese Pulse nennt man Solitonen [I]. Fiir hohere Intensité-

ten existieren auch Solitonen héherer Ordnung, deren Pulsform sich periodisch
entwickelt (s. Abbildung 23] (b)).

(2) (b)

Abbildung 2.3: Propagation von Solitonen erster (a) und dritter Ord-
nung (b), Parameter nach Agrawal [I].



Kapitel 3

Pulsausbreitung in raumlich
ausgedehnten Systemen

In diesem Kapitel steht bei der Ausbreitung elektromagnetischer Wellen der
Einfluss ihrer rdumlichen Ausdehnung (senkrecht zur Ausbreitungsrichtung)
im Vordergrund. Dabei wird zunéchst der Fall eines Lasers im Dauerbetrieb
(continuous wave) betrachtet, also die Ausbreitung eines Lichtstrahls unendli-
cher zeitlicher Dauer. Die gewonnenen Erkenntnisse werden dann auf die Be-
rechnung der Propagation von Laserpulsen im Raum angewendet.

Im Vordergrund steht dabei die Berechnung von Laserpulsen beim Durchlaufen
des Fokusbereichs. Es wird die Abhéngigkeit der Fokussierbarkeit vom Strahl-
profil ebenso diskutiert wie der Einfluss der Nichtlinearitaten auf das Verhalten
des Laserpulses im Fokus (Selbstfokussierung). Als Beispiel wird ein System
vorgestellt, bei dem sich der Puls nach der Fokussierung in zwei Teile aufteilt
(Pulse Splitting).

3.1 Paraxiale Wellengleichung

Zunichst wird die Ausbreitung von ungepulstem Laserlicht in einem linearen
Medium betrachtet, das zur Vereinfachung als nicht absorbierend angenommen
wird. In diesem Fall kénnen alle zeitlichen Abh#ngigkeiten in der Ausbrei-
tungsgleichung (LZI) vernachlissigt werden und man erhilt die paraxiale
Wellengleichung:

i
O.A = Q—BOALA. (3.1)

In der Literatur findet man diese Gleichung je nach Ansatz der Einhiillenden
(vgl. Gleichung (L26)) auch mit negativem Vorzeichen [71].

29
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3.1.1 Gaulische Strahlen

Eine besonders einfache Beschreibung von Laserstrahlung wird durch Gaufsche
Strahlung gegeben. Diese beschreibt Licht von Lasern, die Strahlung mit einem
gaukformigen Strahlprofil (in der transversalen Grundmode TEMgy) emittie-
ren.

Gaufssche Strahlen kénnen mathematisch durch [71]

2 2

A(r, z) = Ag(z) exp (_w2—(z) —ip(z) — iﬁom) (3.2)
beschrieben werden. Dabei bezeichnet w(z) den Strahlradius und R(z) die
Kriimmung. Ferner ist durch A,(z) die Amplitude und durch ¢(z) die Pha-
se gegeben. Gaufische Strahlen stellen eine Losung der paraxialen Wellenglei-
chung dar: Ein Strahl mit einem Gaufsschen Strahlprofil wird dieses unter den
Bedingungen der paraxialen Niherung (s. a. Abschnitt [[5.2]) immer beibehal-
ten. Daher ist es moglich, die Strahlausbreitung nur durch Bestimmung der in
Gleichung ([B2]) von z abhéngigen Grofen zu beschreiben.

So ergibt sich durch Einsetzen von Gleichung (B.2)) in die paraxiale Wellenglei-
chung (BJ]) fiir die Ausbreitung eines zu Beginn der Propagation an der Stelle
z = 0 ungekriimmten Gaufschen Strahls (R(0) = oo, w(0) = wy, Ax(0) = Ao,
#(0) = ¢p) in einem Medium mit Brechungsindex nq [71]:

2\ 22
w@ =unf14 (2) R =t T
R z (3.3)
Wo _ z
Ag(z) = Aom, ¢(2) = tan™! (g) :
Die auftretende Grofe zg wird Rayleigh-Lange genannt. Fiir sie gilt:
2
R = ”“’AO”O . (3.4)

Man erkennt aus der ersten Gleichung von (3.3]), dass zgr die Strecke beschreibt,
nach der der Strahlradius eines zunéchst ebenen Gaufischen Strahls der Breite
wo und der Wellenléinge A in einem gegebenen Medium mit Brechungsindex n
um den Faktor v/2 zunimmt.

Auferdem sieht man, dass der Strahlradius fiir z > zg linear in z zunimmt:

w(z) = wey |1+ (i)Q g = 22 (3.5)

2R Zp  TWoNg

Im Folgenden wird ein Gaufscher Strahl betrachtet, der durch eine Linse
mit der Brennweite f fokussiert wird. Zunéchst wird angenommen, dass der
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Linsenebene

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung der Fokussierung eines Gauf-
strahls

Strahl im Brennpunkt der Linse (b = f) keine Kriimmung aufweist. In diesem
Fall kann die Ausbreitung ebenfalls durch die Gleichungen (B.3]) beschrieben
werden, wenn die Bezeichnungen entsprechend angepasst werden: w; — wy,
zrs — zr (vgl. Abbildung B.1)).

Insbesondere ergibt sich mit der Ndherung (B.5) fiir den Strahlradius im Fokus
(die sogenannte Strahltaille):

Ao

TWoNo 7Tn09 )

ws = (36)

Dabei bezeichnet 6 den (halben) Divergenzwinkel (vgl. Abbildung 3]). Fiir
die Rayleigh-Linge des fokussierten Strahls zg ¢ findet man als Funktion der
Brennweite der Linse f und des Strahlradius in der Linsenebene wy:

Twing Af2
ZR,f = \ =

(3.7)

Twing

Fordert man, dass der Strahl statt im Fokus in der Linsenebene ungekriimmt
ist, so verschiebt sich der Brennpunkt b; und man erhilt eine etwas kleinere
Strahltaille wy:

f A
() = . (3.8)
b (legmf h Twono [ 1 + ( Af )2

2
TWENO

by =
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3.1.2 Hohere transversale Lasermoden

Die Gaufschen Strahlen (B.2)) stellen die Losung niedrigster Ordnung fiir die
paraxiale Wellengleichung dar. Dariiber hinaus existieren L&sungen hoherer
Ordnung, die Gaufi-Hermite- und die Gaufi-Laguerre-Funktionen. Die
Gauf-Hermite-Funktionen A, sind in kartesischen und die Gaufs-Laguerre-
Funktionen A,,, in zylindrischen Koordinaten formuliert. Beide Eigenfunkti-
onssysteme bilden eine Basis fiir beliebige Losungen der paraxialen Wellenglei-
chung.

Reale Laser zeigen in der Regel kein reines Gaul-Profil. Dies ist zum Beispiel
der Fall, wenn hohere transversale Moden im Resonator anschwingen.

Um Pulse aus solchen Lasern untersuchen zu konnen, werden in der vorlie-
genden Arbeit auch nicht-Gaufssche Pulse betrachtet. Dabei werden iiberwie-
gend rotationssymmetrische Pulse untersucht, bei denen die Gauf-Laguerre-
Funktionen Anwendung finden. Es ist allerdings anzumerken, dass sich Abwei-
chungen vom Gaufsprofil nicht auf rotationssymmetrische Profile beschrinken.
Weitere Ursachen fiir Abweichungen vom Gauf-Profil kann eine inhomogene
Verstérkung im Lasermedium und die Ausbildung von Teilstrahlen sein [25].
Ferner kann zum Beispiel durch gekippte Bauteile wie Brewster-Fenster die
Rotationssymmetrie aufgehoben werden.

Fiir die zylindersymmetrischen Gauf-Laguerre-Funktionen A, findet man [T}
(vgl. Abbildung B.2):

2r? r? o2
Ayo(r,z) ~ L, <w2—(z)) exp (_wQ—(z) — zﬁoﬁ) )

L, bezeichnet dabei die sogenannten Laguerreschen Polynome [I3], die in
den niedrigsten Ordnungen durch

Lo(l‘) = 1
Li(x) = —z+1
Lo(z) = % (2* — 4z + 2)

gegeben sind.

3.1.3 Bestimmung des Strahlradius

Fiir Gaufssche Strahlen ergibt sich der Strahlradius w nach Gleichung (B.2)
iiber den Abstand der Mitte des Strahls zu dem Punkt, an dem das elektrische
Feld auf 1/e des Maximalwertes gesunken ist. Fiir nicht-Gaufsche Strahlen
muss diese Definition erweitert werden. Dabei sind verschiedene Methoden,
den Strahlradius festzulegen, denkbar. Héufig wird der transversale Verlauf
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Abbildung 3.2: Radialer Verlauf des elektrischen Feldes von Strahlen
mit Gaul-Laguerre-Profil unterschiedlicher Ordnung

der Intensitit als Verteilung aufgefasst, und der Laserstrahl iiber die Momente
dieser Verteilung beschrieben [24]. Das erste Moment, der Erwartungswert,
beschreibt dabei den Schwerpunkt des Strahls. Der Strahlradius kann iiber
das zweite Moment, die Varianz, bestimmt werden, die in z-Richtung durch
) [ (z— I(z,y,z)dxdy
3.9
(%)) = ff[:cy, dx dy (3:9)

gegeben ist. Fiir zylindersymmetrische Strahlen erhilt man:

(22(2)) — fozwdﬁ cos?(0) [ drr®I(r,0, 2)
A ff”d@ J drrI(r,0,z)
- . (3.10)

fooo drr31(r,z)
2 [ drrI(r,z)

Der Strahlradius w(z) wird nun durch das Zweifache der Standardabweichung
definiert [24] und ergibt sich mit Gleichung (B.I0) wie folgt:

2 drr3I(
2) = 2/ (22 Jy_drrI(r,2). (3.11)
JodrrI(r,z)
Durch Einsetzen von Gleichung (8:2) in Gleichung (8:11]) und Verwendung von

Gleichung (L32]) kann man leicht erkennen, dass diese Definition konsistent mit
der Definition des Strahlradius fiir Gaufssche Strahlen ist:

B 2 [;7drr® exp (—é’&) B 21wl (z) B
w(z) = ) =\ T2 = wy(2).

') 22 w2
fo drr exp <—w§(z) 1%
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3.1.4 Fokussierbarkeit nicht-Gaufischer Strahlen

Eine wichtige Grofse bei der Fokussierung von Laserstrahlung stellt das Strahl-
parameterprodukt dar. Dieses ergibt sich aus dem Produkt des Divergenz-
winkels mit der Strahltaille. Nach Gleichung (3:0) erhélt man fiir einen Gauf-

schen Strahl:

A

we) = — . (3.12)
™o

Reale Laserstrahlen besitzen in der Regel kein ideales Gauf-Profil. Ein Maf fiir
die Fokussierbarkeit eines solchen Laserstrahls kann durch die Beugungsmafs-
zahl M? gegeben werden. Manchmal wird auch die Strahlqualitit verwendet,
die durch

1

e

gegeben ist [24]. Fiir einen Gauf-Strahl gilt M? = 1 und K = 1. Abweichungen
von diesem Profil fiithren zu einer gréferen Beugungsmafzahl M2 > 1 und einer
geringeren Strahlqualitit K < 1.

K

Fiir reale Laserstrahlen wird das Strahlparameterprodukt ([B.12) zu:

wih = M2i . (3.13)
™o

Man erkennt also, dass das Produkt aus Fokuswinkel und Breite des Strahls
im Fokus fiir einen Gauf-Strahl minimal ist. Insbesondere fiihrt ein groferes
M? bei identischem Fokuswinkel zu einer breiteren Strahltaille (vgl. Abbildung

B3).,

Fiir die in Abschnitt beschriebenen Gauf-Laguerre-Moden A,, ergibt
sich fiir die BeugungsmaRzahl M? = p* + 1 [24]. Um einen Strahl mit ei-
nem bestimmten M? theoretisch zu beschreiben, werden in der Simulation
Kombinationen mehrerer Moden verwendet. Dabei muss beachtet werden, dass
die Gauss-Laguerre-Moden unterschiedliche Strahlbreiten besitzen. Dies kann
durch entsprechende Skalierung allerdings leicht behoben werden.

Experimentell kann die Beugungsmafzahl und damit die Strahlqualitit ei-
nes Laserstrahls auf unterschiedliche Art bestimmt werden. Die entsprechen-
de ISO-Norm 11146 beschreibt ein Verfahren, bei dem der zu untersuchende
Laserstrahl mit einer Linse fokussiert und die Strahlbreite an verschiedenen
Stellen um den Fokusbereich bestimmt wird. Die Messung der Strahlbreite
wird dabei mit einer beweglichen Blende oder Schneide durchgefiihrt [24]. Die
Beugungsmafzahl kann dann durch einen Fit (vgl. Abbildung B3]) berechnet
werden. Alternativ lafst sich die Beugungsmafzahl direkt durch Analyse des
Strahls mit Hilfe eines Hartmann-Shack-Wellenfrontsensors bestimmen [68].
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Abbildung 3.3: Verlauf der Breite fokussierter Laserstrahlen unter-
schiedlicher Strahlqualitdt. Fiir alle Strahlen betrdgt die Brennweite
13.5 mm, der Fokuswinkel ~ 4.42° und die Wellenlénge 810 nm bei ei-
nem Brechungsindex von ng = 1.328 (vgl. Abschnitt[5.3). Fiir den idealen
GauR-Strahl (M? = 1) wird die Strahltaille mit w¢ ~ 2.52 ym minimal.
Man beachte, dass die Strahlverldufe gestaucht dargestellt sind.

3.1.5 Das Kirchhoffsche Beugungsintegral

Eine zum Losen einer Differentialgleichung wie der (paraxialen) Wellenglei-
chung alternative Vorgehensweise der Berechnung der Strahlausbreitung stellt
die Losung des Kirchhoffschen Beugungsintegrals dar. Ist das elektrische
Feld in einer Ebene (z,y,z = 0) bekannt, so kann das Feld an einem Punkt
(z',4', 2') nach dem Huygensschen Prinzip durch die Uberlagerung von se-
kundiren Kugelwellen, die an jedem Punkt der Ursprungsebene entstehen,
bestimmt werden. Mit den Bezeichnungen r = (' —x,y' —y,2'), t = r/|r|
und n = (0,0,1) gilt [51]:

1 1 .
E(2y,7) = o // E(z,y) ] eIt cos(n, ) da dy .

Man kann zeigen, dass das Kirchhoffsche Beugungsintegral in guter Naherung
eine Losung der Maxwell-Gleichungen darstellt [8].

In der paraxialen Ndherung kann cos(n, r) ~ 1 angenommen und das in der
Exponentialfunktion auftretende |r| durch eine Taylorentwicklung bis zur zwei-
ten Ordnung in /(2/ — x)2 + (y' — y)? genihert werden [51]. Man erhilt fiir
das Kirchhoffsche Beugungsintegral in paraxialer oder Fresnelscher Ndherung:

ikz' )
B2y, ) = i\ - //E(:p,y) S (G dy . (3.14)
iz
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In Zylinderkoordinaten ausgedriickt wird Gleichung (3.14) zu:

(& ™

o) 2
ikz’
B(1,0.2) = 5 [ drr [ Blrg)eibert-aireoal g,
0 0

Ist das Feld rotationssymmetrisch, so ergibt sich mit der Besselfunktion 0.
Ordnung erster Gattung Jo [13] [71]:

ameths [ e g (270
E(, ) = e /drTE(r)eZAz’[r +T]J0( WTT) : (3.15)

i 2/
0

3.1.6 Aberrationen

Bei den bisher beschriebenen Abweichungen von der Gaufsschen Optik wurde
davon ausgegangen, dass die Ursache dafiir in Abweichungen des betrachteten
Laserstrahls vom idealen Gaufprofil liegt (vgl. Abschnitt BT.2]). Selbst wenn
das Strahlprofil des Lasers ein ideales Gaul-Profil darstellt, so fiihren die op-
tischen Elemente, die der Strahl durchliauft, zu Abbildungsfehlern, die oft
auch als Aberrationen bezeichnet werden.

Fiir monochromatisches Licht werden nach Seidel fiinf verschiedene Ar-
ten der Aberrationen unterschieden: Sphérische Aberration, Astigmatismus,
Koma, Bildfeldw6lbung und Verzeichnung [8, [59].

Bei der Betrachtung der Fokussierung von Laserstrahlung iiberwiegt die sphé-
rische Aberration, da Astigmatismus und Koma nur bei nicht achsparallel bzw.
nicht zentral einfallendem Licht und sowohl Bildfeldwolbung als auch Verzeich-
nung nur bei der Abbildung ausgedehnter Objekte von Relevanz sind.

Bei der Fokussierung eines Laserstrahls tritt die sphérische Aberration zum
Beispiel auf, wenn statt einer idealen (asphérischen) Linse eine sphérische Lin-
se verwendet wird. Diese bewirkt eine stirkere Ablenkung eines einfallenden
Lichtstrahls am Rand als bei einer idealen Linse. Dies hat zur Folge, dass
(achsparallele) Strahlen, die die Linse an den Réndern durchlaufen auf einen
Brennpunkt ndher an der Linse fokussiert werden als Strahlen in der Nahe der
optischen Achse. Dadurch kommt es zu einer Verbreiterung des Fokusbereichs
lings der optischen Achse bzw. zu einer Aufweitung des Brennpunktes in der
Brennebene.

Bei der Fokussierung eines Laserstrahls in eine mit Wasser gefiillte Kiivette
(mit Hilfe eines Linsensystems aufkerhalb der Kiivette) tragen besonders die
Grenzflichen zwischen Luft/Glas und Glas/Wasser zur Entstehung der sphé-
rischen Aberration bei (vgl. Abschnitt [B.3]).

Zu den schon in monochromatischem Licht auftretenden Aberrationen tritt
bei der Betrachtung von Strahlung mit einem breiten Spektrum die chroma-
tische Aberration hinzu. Diese kann daher bei der Betrachtung von gepulster
Laserstrahlung relevant werden.
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Der unterschiedliche Brechungsindex des verwendeten Materials bei den ver-
schiedenen Wellenldngen fiihrt so zum Beispiel bei der achsparallelen Bestrah-
lung einer Einzellinse aus dispersivem Material dazu, dass Licht unterschiedli-
cher Wellenlénge in verschiedenen Abstédnden zur Linse fokussiert wird.

Bei der Betrachtung der Fokussierung ultrakurzer Pulse treten zudem raum-
zeitliche Effekte auf. Insbesondere kommt es durch die unterschiedlich langen
Strecken, die die einzelnen Teile des Pulses abhéingig von ihrer Entfernung zur
optischen Achse durchlaufen, zu einer Verschiebung der Phasenfront zur Puls-
front [60, [7]. Dies kann bei kleinen Fokuswinkeln, wie sie im Rahmen dieser
Arbeit betrachtet werden, allerdings vernachléssigt werden.

3.2 Selbstfokussierung

Wie in Abschnitt [[L3] diskutiert, wird bei hohen Intensitéten der Brechungsin-
dex abhéngig von der Intensitit an der betrachteten Stelle. Der Brechnungs-
index steigt dabei mit zunehmender Intensitit an. Wenn sich ein Strahl mit
beispielsweise einem Gaufs-Profil in einem Kerr-Medium ausbreitet, dann ist
der Brechungsindex fiir die Anteile nahe der Strahlmitte hoher als fiir die du-
fseren Anteile. Demnach wird sich der Strahl in der Mitte langsamer ausbreiten
als an den Réndern. Dies hat nach dem Huygensschen Prinzip (vgl. Abschnitt
BI0) eine Kriitmmung der Phasenfront nach innen zur Folge, die dazu fiihrt,
dass der Strahl sich zusammenschniirt.

Dieser Selbstfokussierung genannte Effekt ist bei optischen Systemen, bei
denen hohe Intensitdten auftreten, von grofer Bedeutung. So sind bei Hoch-
leistungslasern Beschédigungen fast immer darauf zuriickzufiihren. Ferner wird
durch die Selbstfokussierung eine Grenze bei der Transmittivitdt von optischen
Medien gegeben (vgl. Abschnitt B.2.1]).

Die hohe praktische Relevanz fiihrte dazu, dass der Effekt in den vergangenen
Jahrzehnten theoretisch und experimentell intensiv untersucht wurde. Einen
sehr guten Uberblick iiber die Ergebnisse grundlegender Arbeiten [2] 69, 55|
sowie die Gegensténde aktueller Forschung findet man in dem von R. W. Boyd,
S. G. Lukishova und Y. R. Shen herausgegebenen Buch ,Self-focusing: Past and
Present® [9].

Im Folgenden sollen die wichtigsten Aspekte der Selbstfokussierung und insbe-
sondere deren Einfluss auf die Fokussierung von fs-Pulsen vorgestellt werden.

3.2.1 Townes-Soliton und kritische Leistung

Dazu betrachten wir zunéchst wieder einen (zeitunabhiingigen) Laserstrahl,
bevor wir in Abschnitt B.2.5 zu gepulster Strahlung iibergehen. Insbesondere
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wird eine stationire Losung gesucht und analysiert. Aus dieser ldsst sich die
kritische Leistung fiir die Selbstfokussierung bestimmen [29, [43] [44].

Fiir die Ausbreitung eines Laserstrahls in einem Kerr-Medium ergibt sich durch
das Weglassen der zeitlichen Ableitungen in Gleichung (LET]) die stationére
nichtlineare Schrodinger-Gleichung:

Boceg

OA = — A A+ iP5, APA. (3.16)
23
Zunachst werden neue dimensionslose Variablen
r §
= = d A* = A 3.17
r o £ 2B un Bowgr/ceona ( )

eingefiihrt. Die Grofse wy stellt zunéchst nur einen beliebigen Skalierungsfaktor
dar, kann aber zum Beispiel als Breite des Strahls aufgefasst werden. Mit den
neuen Variablen wird Gleichung (B.16]) zu:

i 0ee A* = N A" 4 |A*] A" (3.18)

Gesucht wird nun eine zylindersymmetrische Losung, fiir die der Betrag der
Einhiillenden fiir alle r* konstant bleibt. Mit dem Separationsansatz

A* = B (r) (3.19)
erhilt man |15, [16]:
PE(r*) | 1dE* (™)

dr*2 r*  dr*

— E*(r") + E*(r*) = 0. (3.20)

Durch die Zylindersymmetrie und die Forderung, dass die Leistung des Strahls
begrenzt sein soll, ergeben sich die folgenden Randbedingungen:

E* *
EC)| g ynd T B =0, (3.21)
dr* =0 r*—00

Die Losung von Gleichung (B:20) mit den Randbedingungen (321 wird als
Townes-Soliton bezeichnet [28]. In Analogie zum zeitlichen Soliton, bei der
die Gruppengeschwindigkeitsdispersion durch die Nichtlinearitét des Materials
ausgeglichen wird, handelt es sich hierbei um das Profil, bei dem die durch
die Beugung bewirkte Verbreiterung des Strahls durch die Selbstfokussierung
exakt ausgeglichen wird. Allerdings ist das Townes-Soliton im Gegensatz zum
zeitlichen Soliton nur metastabil.

Alternativ wird fiir das Townes-Soliton auch die Bezeichnung R-Profil verwen-
det [28]. Dies kommt daher, dass oft in Gleichung (B.20) der Buchstabe R statt

E* verwendet wird.

Fiir die Gleichung (B3:20) existiert keine (nichttriviale) analytische Losung. Es
kann allerdings eine numerische Losung bestimmt werden. Dazu wird die
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Gleichung ([3.20) in ein Gleichungssystem gewohnlicher Differentialgleichungen
erster Ordnung (mit der zusitzlichen Variable U* = dE*/dr*) transformiert,
das mit Standardverfahren (z. B. Runge-Kutta [61]) numerisch gel6st werden
kann. Die Integration wird dabei bei r* = 0 begonnen. Als Anfangswert fiir U*
ergibt sich U*(0) = 0 direkt aus Gleichung (B21). F*(0) kann der Literatur
entnommen werden [74] oder iterativ bestimmt werden, indem E*(0) so lange
variiert wird, bis die zweite Randbedingung aus (3.21]) hinreichend gut erfiillt
ist. Es ergibt sich

E*(0) ~ 2.2062.

1
Townes—-Soliton
GauRR—Profil
0.8¢
0.61
o
w
L
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Abbildung 3.4: Vergleich der Feldverliaufe eines Townes-Solitons (rot)
und eines Strahls mit Gaufsschem Profil (blau). Zum Vergleich wurde auf
die gleiche Intensitdt bei » = 0 und identische Leistung normiert.

Abbildung zeigt das so berechnete Townes-Soliton im Vergleich zu einem
Gaufschen Strahl gleicher Maximalintensitidt und Leistung. Man erkennt eine
grofie Ahnlichkeit zwischen beiden Profilen, allerdings fillt das elektrische Feld
des Townes-Soliton fiir kleine Radien schneller ab und konvergiert dann fiir
r* — oo langsamer gegen 0 als das Gaufssche Strahlprofil.

Die Leistung des Townes-Solitons erhélt man aus den Gleichungen (L33)
und (L32) unter Verwendung der dimensionslosen Variablen ([B.I7) und der
Definition von E* (319):

noces oo ) )\2 oo )

PTOW: d A = dr*r* |E* (r* . 3.22

=2 [ P = o a0 G22)
—00 0

N >4
TV
—. N Tow

- cr
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Fiir den auftretenden Proportionalititsfaktor N, ergibt die numerische Inte-
gration einen Wert von N2V a~ 1.8622. Man erkennt, dass die Leistung des
Townes-Solitons unabhéngig von dessen Breite ist. Ein Strahl, der das Pro-
fil eines Townes-Solitons besitzt, wird sich, wenn seine Leistung P kleiner als
PIov ist, durch die Beugung verbreitern und fiir P > PI* durch die dann
iiberwiegende Selbstfokussierung immer weiter zusammenschniiren.

Fiir das Townes-Profil stellt P also die kritische Leistung fiir die Selbst-
fokussierung dar.

Es zeigt sich, dass die Gleichung (8:22)) auch fiir andere Strahlprofile mit den
entsprechenden Koeffizienten N, giiltig ist, wobei NI°¥ fiir diese eine untere
Schranke darstellt [83]. Die Koeffizienten N, miissen in der Regel numerisch

bestimmt werden. Dabei ergeben sich im AllgemeinenEl nur geringfiigig hohere
Werte als NI°¥. So findet man fiir das Gauk-Profil [29]:

NEaE ~ 1.8962 .

Fiir die kritische Leistung in Wasser ergibt sich fiir einen Strahl mit Gauf-
Profil und 800 nm Wellenlénge aus den Gleichungen (3.22) und B21) mit
dem linearen und nichtlinearen Brechungsindex fiir Wasser (vgl. Gleichungen
([C8) und (LID)):
Gauft NgaUﬁ)‘2
cr,HoO —

~ 3.64 MW . (3.23)

4mngng

3.2.2 Kollaps der nichtlinearen Schrodingergleichung

Man kann zeigen, dass die Losungen der stationédren nichtlinearen Schréding-
ergleichung (B.I6]), die sich durch die Selbstfokussierung immer weiter zusam-
menziehen, im Fokus singulir werden [28]. Man spricht in diesem Fall von
einem Strahlkollaps.

Dieser Kollaps ist natiirlich unphysikalisch und kann bereits durch kleine Mo-
difikationen der nichtlinearen Schrodingergleichung aufgefangen werden. Dazu
kommt zum Beispiel das Einfiihren einer sidttigharen Nichtlinearitét oder ei-
nes nichtlinearen Terms 5. Ordnung sowie die nichtparaxiale Erweiterung der

Gleichung ([B.I6]) in Frage ([31], Verweise in [4]).

Bei gepulster Strahlung verhindert zudem eine (ausreichend grofie) norma-
le Gruppengeschwindigkeitsdispersion das Auftreten von Singularitéiten (vgl.
Abschnitt 3.4)).

Der wichtigste Effekt, der den Kollaps des Strahls verhindert, ist allerdings das
Entstehen eines Plasmas, das in Kapitel [ detailliert beschrieben wird. Dieses
hat einen defokussierenden Effekt (vgl. Abschnitt B.1]) und spielt eine wichtige
Rolle bei der Bildung von Filamenten (vgl. Abschnitt [3.2.6]).

! Ausnahmen bilden zum Beispiel Ringprofile [55]
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3.2.3 Kollapsprofil

In Abschnitt B2Z1] wurde dargestellt, dass das Townes-Soliton das Profil mit
der kleinsten kritischen Leistung fiir die Selbstfokussierung darstellt. Bei der
Betrachtung des Strahlkollaps zeigt sich noch eine weitere wichtige Eigenschaft
dieses Profils: Mit wenigen Ausnahmen ist das Strahlprofil E¥°!8Ps in der Niihe

des Brennpunktes 2z unabhingig vom urspriinglichen Profil das eines
(modulierten) Townes-Profils E* [28]:

}EKOHapS(’I“, Z)’ -~ %E* (é) ’ Z]erf l(Z) =0. (324)

Fiir Strahlung, dessen Leistung nicht viel grofer als die kritische Leistung
PIow ist, gilt diese Aussage fiir beliebige Strahlprofile und kann mathematisch
bewiesen werden [56]. In diesem Fall kann die Verinderung der Breite [(2)
(engl.: blowup rate) wie folgt angegeben werden:
- 1/2
I(2) ~ | — 2220} (3.25)
In ’ln (2?011;3) ’

Diese Abhéngigkeit wird erst sehr kurz vor dem Kollaps erreicht, numerische

Simulationen [31] zeigen, dass I(z) in groferen Abstianden zum Brennpunkt
durch die Wurzel \/(z — 2)/2Bow? geniihert werden kann.

Wie man in Gleichung (B22) erkennen kann, ist die Leistung des Townes-
Solitons unabhéngig von dessen Breite. Daher erhilt man fiir die Leistung
des kollabierenden Strahls mit Gleichung (3:24) immer die kritische Leis-
tung PI°V. Fiir andere Strahlprofile als das Townes-Soliton kollabiert nur ein
Teil des Strahles, dies findet man in der Literatur unter der Bezeichnung par-
tial beam collapse [28]. Es ist allerdings zu beachten, dass diese Uberlegung
fiir den Strahlkollaps der (unmodifizierten) nichtlinearen Schrodingergleichung
gilt. In realen Systemen wird — wie bereits in Abschnitt angesprochen —
insbesondere durch die Entstehung eines Plasmas der Strahlkollaps verhindert.
Dessen Entstehung hingt insbesondere auch von der Leistung ab, die nicht in
das Townes-Profil eingeht. Zudem kann es sein, dass das Townes-Profil auch
erst sehr kurz vor dem theoretischen Kollaps erreicht wird — zu einem Zeit-
punkt, an dem die Ausbildung eines Plasmas schon relevant wird.

Das Ausbilden des Townes-Profils im Kollaps wurde auch experimentell besti-
tigt und insbesondere in Glas fiir elliptische Profile sowie verzerrte Gaufs-Profile
[57] als auch in Wasser fiir Gaufsche Profile [35] nachgewiesen.

Strahlen mit Ringprofilen [82] und sog. Super-Gauk-Profilen [35], deren Leis-
tung zudem ein Vielfaches der kritischen Leistung iiberschreitet, stellen eine
Ausnahme dar. In beiden Féllen bildet sich im Kollaps ein Ringprofil [30] aus,
das allerdings stark zum Aufbrechen in Filamente neigt (vgl. Abschnitt B.2.6)).
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3.2.4 Brennweite der Selbstfokussierung

Die Stelle, auf die ein Strahl mit P > P, fokussiert wird, kann analytisch nur
néherungsweise bestimmt werden [43, [44]. Fiir eine exakte Bestimmung der
Brennweite muss die stationédre nichtlineare Schrodingergleichung numerisch
gelost werden (vgl. Abschnitt B.3.3]). Berechnungen von Marburger et al. [20]
b5] haben ergeben, dass fiir einen Strahl mit einem Gauf-Profil und einem
Strahlradius w die Brennweite der Selbstfokussierung 2, durch folgende
Néaherungsformel beschrieben werden kann:

0.18353yw?

{[(P/Pcr)l/z_.0.852}2—-0.0219}1/2

Zst =

(3.26)

Es kann gezeigt werden, dass die stationére nichtlineare Schrodingergleichung
(BI6) invariant unter der sogenannten Linsentransformation (engl. lens
transformation) [77] ist. Dies hat zur Folge, dass eine Linse in einem nicht-
linearen Medium den gleichen Effekt hat wie in einem linearen Medium [28§].
Um die Brennweite fiir einen bereits fokussierten (oder defokussierten) Strahl
in einem nichtlinearen Medium zu bestimmen, kann daher die Linsengleichung
verwendet werden. Fiir einen Strahl, fiir den sich nach Gleichung ([B.26]) eine
Brennweite fiir die Selbstfokussierung von z ergibt, erhélt man bei vorheriger
Fokussierung durch eine Linse der Brennweite z¢ eine kombinierte Brennweite

von Zgygf:
1 1 1
= —+—. (3.27)

Zftsf 2t Zst

3.2.5 Selbstfokussierung von Pulsen

Bisher wurde der Effekt der Selbstfokussierung fiir kontinuierliche Strahlung
betrachtet. In der Regel werden die fiir die Selbstfokussierung bendtigten Leis-
tungen jedoch nur bei gepulster Strahlung erreicht.

Fiir die Betrachtung der Selbstfokussierung bei ultrakurzen Pulsen wird der
Laserpuls zeitlich in Intervalle, die oft als Zeitscheiben (engl.: time slices) be-
zeichnet werden, unterteilt. Kann der Einfluss der Gruppengeschwindigkeits-
dispersion vernachléssigt werden, so kann die Entwicklung einer Zeitscheibe
unabhéngig von den anderen betrachtet werden [I8]. Wie in Abschnitt
diskutiert, wird ferner die Wirkung der Nichtlinearitéit als instantan betrach-
tet, man spricht in diesem Fall von einem quasi-stationdren Modell [70]. Je-
der Zeitscheibe kann eine (mittlere) Leistung P zugeordnet werden. Liegt diese
iiber der kritischen Leistung der Selbstfokussierung P, so kollabiert der zuge-
horige Anteil des Laserpulses. Der Brennpunkt zy ist dabei von der Leistung
der Zeitscheibe abhingig und kann mit Hilfe von Gleichung (3.26]) bestimmt
werden. Durch die verschiedenen Brennweiten der Zeitscheiben wandert der
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Brennpunkt entlang der optischen Achse, dies wird in der englischsprachigen
Literatur als moving focus bezeichnet [70].

3.2.6 Filamente

Wie in Abschnitt diskutiert, wird im Experiment der bei Losungen der
nichtlinearen Schrodingergleichung auftretende Strahlkollaps durch verschiede-
ne Effekte verhindert. Es zeigt sich, dass die bei hohen Intensitéiten auftretende
Ionisierung des Materials den gréfsten Einfluss hat. Das entstehende Plasma
verhindert durch Absorption und Defokussierung (vgl. Kapitel B)), dass die
Intensitiat immer weiter ansteigt.

Damit kann der sich bewegende Fokus (vgl. Abschnitt B:22.0) in zeitlicher Mit-
telung als Filament betrachtet werden [I7, [12]. In Luft wurden fiir fs-Pulse
Filamente von mehrern Metern Léinge beobachtet [TT].

Innerhalb solcher Filamente kann es durch die auftretenden nichtlinearen Ef-
fekte zu einer starken Verbreiterung des Pulspektrums kommen. Dies kann fiir
die Weiflichterzeugung und bei der Pulskompression ausgenutzt werden.

Bei einem nicht idealen Strahlprofil kann es zudem (durch Amplituden- oder
Phasenstorungen) vorkommen, dass durch die Selbstfokussierung mehrere Foki
entstehen, die die Ausbildung multipler Filamente bewirken. So kann bei
der optischen Kavitation mit fs-Laserpulsen bei hohen Energien die Ausbil-
dung von Filamenten vor der Entstehung des eigentlichen Plasmas beobachtet
werden [33].

3.3 Angewendetes Verfahren zur Berechnung fo-
kussierter Pulse

Die Simulation fokussierter Laserpulse erfolgt in zwei Schritten: Zunéchst wird
die Form des Laserpulses kurz vor dem Fokus bestimmt, die dann im zweiten
Schritt fiir die Berechnung der Pulsausbreitung beim Durchlaufen des Fokus-
bereichs verwendet wird.

3.3.1 Pulsform vor dem Fokusbereich

Zunichst wird davon ausgegangen, dass in hinreichend grofer Entfernung vom
Fokus die nichtlinearen Effekte noch keine Rolle spielen. Beriicksichtigt man
zusétzlich keine raumzeitlichen Effekte (vgl. Abschnitt B.1.6) kann die rdumli-
che Ausdehnung des Pulses unabhéngig von dessem zeitlichen Verlauf betrach-
tet werden. Im einfachsten Fall von Pulsen mit einem Gaufsschen Strahlprofil
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geschieht dies analytisch mit Hilfe der Gleichungen (3.3]). Liegt ein anderes
Strahlprofil vor oder sollen Einflilsse des im Experiment verwendeten Lin-
sensystems sowie der Kiivette beriicksichtigt werden (vgl. Abschnitt B0,
wird das Strahlprofil kurz vor dem Fokus durch Auswertung des Kirchhoff-
schen Beugungsintegrals in Fresnelscher Nidherung nach Gleichung (B.I5) be-
stimmt. Durch die Anwendung von Besselfunktionen bei rotationssymmetri-
schen Strahlprofilen kann die rdumliche Ausdehnung des elektrischen Feldes
auch an einer grofsen Anzahl von Punkten schnell bestimmt werden. Alter-
native Verfahren zur Losung der paraxialen Wellengleichung bzw. des Beu-
gungsintegrals mit Hilfe von Fouriertransformierten sind bei der Untersuchung
fokussierter Pulse weniger gut geeignet, da durch die starke Verringerung der
Strahlbreite eine extrem feine Diskretisierung oder ein mehrschrittiges Verfah-
ren notig wird.

3.3.2 Pulsausbreitung im Fokusbereich

Mit dem zweiten Schritt der Simulation wird einige (ungefihr zehn) Ray-
leighlingen vor dem geometrischen Fokus begonnen. Dabei wurde sich am
Vorgehen von Arnold [3] orientiert und der Startpunkt durch Vergleichsrech-
nungen verifiziert.

Die Berechnung der Pulsausbreitung im Bereich um den Fokus wird wie fiir
den eindimensionalen Fall in Abschnitt 2.1l beschrieben durchgefiihrt. Die auf-
tretenden rdumlichen Ableitungen werden mit Hilfe des Crank-Nicolson-Ver-
fahrens (vgl. Abschnitt 3.3.3)) berechnet. Die Diskretisierung senkrecht zur
Ausbreitungsrichtung muss dabei insbesondere so bemessen werden, dass die
Auflésung fiir einen Puls im Fokus noch ausreichend ist.

3.3.3 Crank-Nicolson-Verfahren

Betrachtet man in Gleichung (LEI) nur den Einfluss des fiir die Beugung ver-
antwortlichen Terms und vernachléssigt (voriibergehend) die auftretende zeit-
liche Ableitung, ergibt sich mit einer geeigneten Konstanten &, eine Gleichung
vom Typ einer Wirmeleitungsgleichung;:

OA=k ALA.

Diese wird mit dem Crank-Nicolson-Verfahren gelost [19)]. Bei diesem han-
delt es sich um ein Verfahren auf Basis von finiten Differenzen. Es ergibt
sich aus der Kombination von explizitem und implizitem Eulerverfahren. Be-
trachtet man nur die Ableitungen in einer Raumrichtung (A, = 9?), so ergibt
sich fiir einen Schritt nach dem Crank-Nicolson-Verfahren:

AP gn 1 (A", —2A7 4 AP | ATHL 24T 4 pndl
e :lﬁ§< + N L N 1) . (3.28)
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Dabei wurde A(z, &) auf einem reguldren Gitter diskretisiert. n = 1,...  %pax
und ¢ = 1,..., 7. bezeichnen die zugehorigen Indizes fiir die &- und die z-
Achse, der Abstand zwischen zwei benachbarten Diskretisierungspunkten ist
durch A¢ und Az gegeben. Der Term auf der linken Seite von Gleichung (3.28)
ergibt dann eine lineare Approximation der zeitlichen Ableitung am Ort x;. Die
Terme auf der rechten Seite stellen die zweite Ableitung nach = um den Ort
x; und den Punkten &, und &, dar.

Das Verfahren lisst sich auf mehr Dimensionen erweitern, indem ein entspre-
chend hoherdimensionales Gitter verwendet wird. Alternativ kann man — bei
Vorliegen einer Zylindersymmetrie — den Einfluss der zuséitzlichen Dimension
durch Verwendung des Laplace-Operators in Zylinderkoordinaten be-
riicksichtigen. Dieser kann wie folgt als Differenz dargestellt werden:

? 10 A — 2A" + AT 1 A" . — A7
N A= — R, | i+1 i i—1 _M_
) ( i ) - Ar? + i 2Ar

Damit wird Gleichung ([3:28) zu

APl A = —
¢ ! ) Ar? T 2Ar

=S8

A (A?H S2AT AL, 1AL, - AL

LA oAt 1A -
Ar? T 2Ar '

Fasst man die Terme geeignet zusammen, so erhilt man:

1 1 2s 1 1
—s|—t—— | A+ [ 1+ — ) AP —s [ — — Antl
y (Ar * 2riAr2) i1 T ( + Arz) ! iy (A'r’ 2riAr2) 1

) ,\;311 ’ P ) ,\’.‘1}11 ’
1 1 2s 1 1
=s|—+——=)] A7 1—— | A — A"
s (Afr + 2TiAT2) w1t ( AT2) i T (Ar 2’/“Z'AT2) ot

141 2 i—1

Stellt man fiir jeden der Diskretisierungspunkte eine entsprechende Gleichung
auf, so ergibt sich ein Gleichungssystem, das in Matrixschreibweise die fol-
gende Form besitzt:

n+1 n
Ai—l Ai—l

n+1l yn+1l yn+1 n+1 _ n n n n
)‘ifl >\i )\i+1 ’ Ai+1 - )‘i—l >‘i >‘i+1 ’ Ai
n n
e AT Al
Um dieses Gleichungssystem nach den unbekannten A" ... AP 1gsen zu
kénnen, muss die Matrix mit den Koeffizienten A7 ... )\Z;:{ invertiert wer-

den. Da es sich bei dieser um eine tridiagonale Matrix handelt, kann das
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Gleichungssystem mit einem speziell darauf abgestimmten Algorithmus [61]
effizient gelost werden.

3.4 Beispiel: Pulsaufspaltung

IAVA,

T/t0 T/to

Abbildung 3.5: Aufspalten eines Pulses beim Durchlaufen des Fokus
bei normaler GVD (Parameter nach Chernev [14])

Wie in Abschnitt beschrieben, kann durch eine normale Gruppenge-
schwindigkeitsdispersion der Strahlkollaps verhindert werden. Unter bestimm-
ten Bedingungen besteht die Moglichkeit, dass sich der Puls zeitlich in zwei
Teile aufspaltet. Dieses Phinomen wird in der englischsprachigen Literatur als
pulse splitting bezeichnet [65].

Zur Verifikation der Simulation wurde die Propagation eines solchen Pulses
berechnet, dessen Parameter von Chernev et al. [14] iibernommen wurden.
Zu Beginn besitzt der Puls sowohl zeitlich als auch rdumlich ein Gaufssches
Profil (vgl. Gleichungen (I.29) und (3:2])). Die Leistung wird mit P = 1.437 P,
angesetzt. Damit erhélt man mit den Gleichungen (326) und B4) fiir die
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Brennweite der Selbstfokussierung:
2 = 1.170 2 . (3.29)

Ferner wird der fiir die Gruppengeschwindigkeitsdispersion entscheidende Ko-
effizient 5, (vgl. Gleichung (I39)) wie folgt gewéhlt:

By = 0.0755’?—12" . (3.30)
0

Abbildung B.5] zeigt die so berechneten Pulsformen. Man erkennt, wie sich der
Puls zunéchst rdumlich durch die Selbstfokussierung zusammenschniirt. Bei
z = zr wire der Puls ohne GVD nach Gleichung (8:29) kurz vor dem Kol-
labieren. Die Gruppengeschwindigkeitsdispersion verhindert den Kollaps und
ein in zwei zeitliche Anteile aufgespaltener Puls entsteht, der sich im weiteren
Verlauf rdumlich wieder ausdehnt.

Der Vergleich der berechneten Pulsform fiir z = 42 mit Abbildung 2 aus [14]
zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung.

Ferner wurden zum Test der Simulation verschiedene andere Berechnungen
durchgefiihrt. So kann bei der linearen Ausbreitung Gaufsscher Pulse das nu-
merisch bestimmte Ergebnis mit der analytischen Losung (vgl. Gleichung (8.3),
s. a. [71]) verglichen werden. Zum Test der Implementierung der nichtlinearen
Terme wurde die Ausbreitung von Pulsen mit Townes-Profil berechnet (vgl.

Abschnitt B2.T]).



Kapitel 4

Prozesse der Plasmabildung und
-dynamik

Nach den Betrachtungen zur Ausbreitung von Laserpulsen in den vorangegan-
genen Kapiteln werden im Folgenden die Entstehung und die Eigenschaften des
durch die Pulse im Fokus erzeugten Plasmas diskutiert. Dazu wird zunéchst
ein Uberblick iiber die bei der Plasmabildung und -dynamik auftretenden Phi-
nomene gegeben.

4.1 Uberblick

Wie in Abschnitt diskutiert, wird die Losung der nichtlinearen Schro-
dingergleichung bei einem Puls, der sich durch die Selbstfokussierung immer
weiter zusammenzieht, an einem bestimmten Punkt singulédr. In realen Sys-
temen wird dies durch das Entstehen eines Plasmas verhindert. Dieses kann
insbesondere zu einer Erhitzung des Materials fiihren, die bei Fliissigkeiten die
Entstehung einer Kavitationsblase bewirken kann. In diesem Fall spricht man
von einem optischen Durchbruch (vgl. Abschnitt [L6]) [70].

Ein weit verbreiteter Ansatz zur Modellierung des Verhaltens der Elektronen
im optischen Durchbruch geht auf Sacchi [66] zuriick, der gezeigt hat, dass die
Behandlung von Wasser als amorphen Halbleiter mit einer Bandliicke von
E, = 6.5 eV sehr gute Ubereinstimmung mit experimentellen Beobachtungen
ergibt. Ein gebundenes Elektron entspricht in diesem Modell einem Elektron
im Valenzband des Halbleiters, ein freies Elektron einem im Leitungsband. Der
Prozess der Ionisation wird folglich durch den Ubergang eines Elektrons vom
Valenz- ins Leitungsband beschrieben.

Fiir die in dieser Arbeit betrachteten Laserwellenléngen ist Wasser bei geringen
Intensititen ein transparentes Medium. Es findet keine Absorption statt, da
die Energie der Photonen (zum Beispiel fiir A = 800 nm E = 1.55 V) nicht

48



4.1 Uberblick 49

ausreicht, um Elektronen vom Valenzband in das Leitungsband iiberfiihren zu
konnen. Bei ausreichend hoher Intensitit des Laserlichtes existieren allerdings
zwei Mechanismen der Photoionisation, durch die dies moglich wird.

(a) Multiphotonenionisation (b) Tunnelionisation

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung der Multiphotonenabsorpti-
on und Tunnelionisation fiir ein einzelnes Atom nach [36].

So steigt bei hoher Intensitdt die Wahrscheinlichkeit, dass geniigend Photo-
nen vorhanden sind, die gleichzeitig von einem Atom des Mediums absorbiert
werden konnen. Ist die Gesamtenergie der absorbierten Photonen grofer als
die Bindungsenergie eines Elektrons, so geht dieses in einen ungebundenen
Zustand iiber (vgl. Abb. (a)). Diesen Prozess nennt man Multiphoto-
nenionisation.

Eine weitere Moglichkeit der Ionisation eines Elektrons trotz zu geringer Ener-
gie des eingestrahlten Lichts stellt die Tunnelionisation dar. Diese tritt auf,
wenn die Intensitit des eingestrahlten Lichts so grof ist, dass das dufsere elek-
trische Feld die Potentialbarriere so stark verzerrt, dass die gebundenen Elek-
tronen diese mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit iiberwinden konnen. Diese
Situation wird in Abbildung 1] (b) schematisch dargestellt.

Keldysh hat bereits 1965 ein gemeinsames Modell fiir die Multiphotonen- und
Tunnelionsation aufgestellt [42]. Dieses findet bis heute breite Anwendung und
wird auch in dieser Arbeit verwendet. Es wird im néchsten Abschnitt vorge-
stellt.

Neben den Mechanismen der Photoionisation spielt der Prozess der inversen
Bremsstrahlungsabsorption eine wichtige Rolle bei der Plasmaentstehung
durch ultrakurze Laserpulse. Durch diesen kann bei dem Stof eines freien Elek-
trons mit einem Wassermolekiil ein Photon absorbiert werden. Dieses Elektron
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kann dadurch genug Energie aufnehmen, um ein anderes Elektron aus der Hiille
eines Molekiils herauszuschlagen (Stofiionisation). Die freien Elektronen kon-
nen erneut Energie durch Stofe mit Wassermolekiilen aufnehmen und weitere
freie Elektronen erzeugen. Zwei Stéfe konnen nicht beliebig schnell hinterein-
ander erfolgen, so dass die neuen freien Elektronen erst nach einer bestimmten
Zeit erzeugt werden, man spricht deshalb von einer Kaskadenionisation. Un-
ter der Voraussetzung einer ausreichend hohen Intensitit verdoppelt sich die
Anzahl der freien Elektronen bei jeder Kaskade. Daher ist auch die Bezeich-
nung Lawinenionisation gebrauchlich.

Fiir die Beschreibung der Kaskadenionisation wird das Drude-Modell verwen-
det, das in Abschnitt L3.1] vorgestellt wird.

Fiir den Start der Kaskadenionisation wird zunichst mindestens ein freies Elek-
tron benoétigt, das in der Regel durch Photoionisation erzeugt wird. In Ab-
bildung wird das Zusammenspiel der verschiedenen Prozesse schematisch
dargestellt.

@
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Abbildung 4.2: Das Zusammenspiel zwischen Photoionisation und Kas-
kadenionisation (Grafik nach Vogel [80])

Neben den Prozessen zur Entstehung freier Elektronen existieren auch Effekte,
die zu einer Reduzierung der Elektronendichte im Fokus fiihren: Dies sind
insbesondere die Diffusion von Elektronen aus dem Fokusvolumen sowie die
Rekombination.

Im Folgenden werden die vorgestellten Prozesse detailliert beschrieben und
zum einen ein Modell zur Beschreibung des entstehenden Plasmas vorgestellt
und zum anderen dessen Auswirkung auf die Ausbreitung der Laserstrahlung
betrachtet.
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4.2 Keldysh-Theorie der Photoionisation

Zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeit fiir die Photoionisation wird auf Be-
rechnungen von Keldysh [42] zuriickgegriffen, der Ionisationswahrscheinlichkei-
ten sowohl fiir einzelne Atome (— Gase) als auch fiir Festkorper berechnet hat.
Die Ergebnisse fiir Festkorper kdnnen auf Wasser iibertragen werden, wenn die-
ses dem Modell von Sacchi [66] entsprechend (vgl. Abschnitt [AT]) als Halbleiter
mit im Vergleich zur Energie der eingestrahlten Photonen grofter Bandliicke
betrachtet wird.

4.2.1 Wahrscheinlichkeit der Photoionisation

Fiir die Ionisationsrate bei Einstrahlung eines elektrischen Feldes Fy cos(wot)
der Frequenz wy und der (skalar und reell angenommenen) Amplitude E; in
einem Material der Bandliicke E,, gilt[42):

o o B
mit
00 =\ 3 [eXp @GR

(4.2)

Dabei bezeichnet E.g die effektive Bandliicke. In dieser ist zusétzlich zu Ey,
die Schwingungsenergie der Elektronen im Leitungsband beriicksichtigt, die
bei der Tonisation ebenfalls aufgebracht werden muss:

_2E(D),

Ee :
A

(4.3)

Eine wichtige Grofe stellt der Keldysh-Parameter v dar, der mit der Defi-
nition der Intensitéit in Gleichung (I32)) durch

wovVm'Ey,  wo  [m/Eycegn
y=—r = 2 (4.4)
ek e 21

gegeben ist. Ferner ist /' gegeben durch

I'=1/1+492.

m’ bezeichnet die reduzierte Masse, fiir die gilt [42]:
1 1 1

m m. my
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Fiir Wasser konnen — Vogel et al. [80] folgend — die auftretende Masse fiir
ein Elektron m, und ein Loch m,, als gleich groft angenommen werden. Damit
ergibt sich fiir die reduzierte Masse m/:

m = —. (4.5)

K(-) und E(-) bezeichnen die vollstindigen elliptischen Integrale der ersten
und zweiten Art [I3] und ®(x) das sogenannte Dawson-Integral [21], fiir das
gilt:

®(z) = exp (—2?) /exp (v*) dy. (4.6)

0

(r) gibt die grofkte ganze Zahl an, die kleiner oder gleich x ist. Insbesondere
bezeichnet k die Anzahl der notigen Photonen, um die fiir die Tonisierung notige
Energie E.g (vgl. Gleichung (£3)) aufzubringen:

k:<§j£+1>. (4.7)

Bei der Betrachtung der Ionisationsrate konnen zwei Ndherungen betrachtet
werden. Inwieweit diese angewendet werden kénnen, kann anhand des in Glei-
chung (£4) eingefiihrten Keldysh-Parameters v entschieden werden. Fiir v > 1
ist fiir die Photoionisation der Effekt der Multiphotonenionisation entschei-
dend, fiir v < 1 iiberwiegt die Tunnelionisation.

4.2.2 Muliphotonenabsorption

Fiir v > 1 (Regime der Multiphotonenionisation) gibt Keldysh [42] an:
2y (w2 2E
0 0 off
N — - P 2k —
T g ( h ) ( hw0>

e?E? e?E? “
. 2k - (1 — ——2— —02 ) . (48
P { ( 4m'w? Eeﬂ‘) } (16m’w8 Eeﬂ‘) (4:8)

Dann wird Gleichung (£3)) zu:

2 772
e“ L

Eg ~E .
5 4m/w?

(4.9)

Fiir den Bereich sehr kleiner Intensitaten wird €2Eg/4m/ngeff in Gleichung
(L8) vernachlissigbar gegen 1 und die Ionisationswahrscheinlichkeit propor-
tional zur k-ten Potenz der Intensitit (vgl. Kennedy [45]).
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4.2.3 Tunnelionisation

Fiir v < 1 iiberwiegt der Prozess der Tunnelionisation. Fiir diesen Fall wird

Gleichung (A1) zu [42]:
3 3
_ 2Eb m’Eb 2 ehEo
Tlph =~ on2h 72 m’l/QEi/Q

/1/2 E3/2 1 2 /E
cexp [ 2= (1o ZEOER) ) (4 0)

2 ehEy 8 e?Ejg
Man erkennt, dass fiir hohe Intensitéten (%72 < 1) die Tonisationsrate unab-

hiéngig von der Frequenz des eingestrahlten Lichtes wird. Kann der expo-
nentielle Anteil vernachlissigt werden, so gilt:

on ~ B2 (4.11)

4.2.4 Berechnung der Ionisationsrate

Die bei der Berechnung der Tonisationswahrscheinlichkeit fiir die Photoionisa-
tion (vgl. Gleichung (41])) auftretenden elliptischen Integrale konnen mit
Hilfe einer N#herungsformel [61] bestimmt und das Dawson-Integral aus
Gleichung (4.6]) iiber die folgende Summe [26] approximiert werden:

00
.TZT—H

; ST (4.12)

®(z) = exp (—2?)

Um die Berechnung zu beschleunigen, bietet es sich an, ®(z) — bzw. im weiteren
Verlauf n,, —in einer Tabelle zu speichern, um daraus — ggf. durch Interpolation
— die gesuchten Werte bestimmen zu koénnen.

In Abbildung [A.3] ist der berechnete Verlauf der Photoionisationsrate sowohl
nach dem vollstandigen Keldysh-Modell (vgl. Abschnitt [4.2.1]) als auch in den
betrachteten Ndherungen (vgl. Abschnitte und E223) dargestellt. Man
erkennt, dass fiir kleine Intensitdten — die nach Gleichung (£4]) einem grofen
Keldysh-Parameter « entsprechen — die vollstindige Berechnung (rote Kurve)
sehr gut sowohl mit Multiphotonenndherung von Keldysh als auch mit der von
Kennedy verwendeten Naherung (vgl. Abschnitt [22]) {ibereinstimmt. Diese
beiden Néherungen sind fiir hohere Intensitdten nicht mehr giiltig. Insbeson-
dere liegen die aus der Berechnung der vollstindigen Gleichung bestimmten
Werte fiir die Ionisationsrate in diesem Fall deutlich unter den Werten der
Kennedy-Nédherung. Der zackenférmige Verlauf entsteht dadurch, dass die ef-
fektive Bandliicke mit steigender Intensitdt des eingestrahlten Lichts grofier
wird (vgl. Gleichung (£3)) und dadurch an bestimmten Stellen mehr Pho-
tonen fiir die Tonisation gebraucht werden, an denen es zu Einbriichen der
[onisationsrate kommt.
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Abbildung 4.3: Verlauf der Rate fiir die Photoionisation nach dem
Keldysh-Modell und nach dem von Kennedy [45] verwendeten Ansatz
fiir die Multiphotonenabsorption 7, ~ I K,

Fiir 810 nm Wellenlénge ergibt sich aus Gleichung 4 eine Intensitit [ ~
1.76 - 108 W em™2 fiir v = 1. Diese liegt im Bereich der zur Erzeugung eines
optischen Durchbruchs nétigen Intensitéten (vgl. Abschnitt 7). In diesem Be-
reich wird die Ndherung fiir die Multiphotonenabsorption zunehmend schlech-
ter (vgl. Abbildung[3]), so dass in den Rechnungen die vollstandige Gleichung
(£T)) verwendet wird.

In der von Keldysh angegebenen Rate wird nicht beriicksichtigt, ob genug
gebundene Elektronen vorhanden sind. Dies kann korrigiert werden, indem 7,y
mit dem Verhéltnis aus gebundenen und freien Elektronen multipliziert wird
[80]. Man erhilt damit fiir die Anderung der Elektronenzahldichte:

dp P — Pges
o = b =1 T - (4.13)

Dabei bezeichnet pges die Dichte aller (fiir die Ionisierung relevanter) Elektro-
nen im Ausgangszustand. Beriicksichtigt man, dass beim Wassermolekiil zwei
Elektronen pro Molekiil fiir die Ionisation in Frage kommen, so erhalt man

|45, [78, [79)]:

g 1 mol 93 1 99 1
w=2-1.00-2 . L 6.02-10B—— = 6.66- 102 —— . 414
Pe cm?  18.02¢g mol cm? (4.14)
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Durch Gleichung (AI3)) wird der Einfluss der Photoionisation auf die Elektro-
nendichte beschrieben. Deren Auswirkung auf die Intensitét des eingestrahlten
Lichts wird im néchsten Abschnitt untersucht.

4.2.5 Intensititsabnahme und Entstehung freier Elektro-
nen

/

Abbildung 4.4: Zum Zusammenhang zwischen der Abnahme der In-
tensitit und der Entstehung freier Elektronen

dz

In diesem Abschnitt soll der Zusammenhang zwischen der Anderung der Inten-
sitdt und der Dichte der freien Elektronen hergeleitet werden. Dazu betrachten
wir einen Quader, in den Laserstrahlung senkrecht zu dessen Seitenfliche F
einfillt (vgl. Abbildung 7). Entlang der infinitesimalen Breite dz nimmt die
Intensitit der Strahlung um dI ab. Ist die Fléche F' klein genug gewéhlt, so dass
die Intensitit entlang der Fliche als konstant angenommen werden kann und
bezeichnet dt die Zeit, die das Licht braucht, um die Strecke dz zuriickzulegen,
dann entspricht dies einer Abnahme der Energie von F'dI dt. Die Energiedichte
nimmt demnach um dI dt/dz ab.

Die absorbierte Energie wird fiir die Tonisierung des Materials aufgewendet.
Bezeichnet E,, die Energie, die bendtigt wird, um ein freies Elektron zu erzeu-
gen und p die (Teilchen-)Dichte freier Elektronen, so entspricht eine Erhéhung
der Dichte der freien Elektronen um dp einer Anderung der Energiedichte von
Eiondp-

Setzt man die beiden berechneten Energiedichten gleich, so erhilt man (in
der Schreibweise partieller Ableitungen) [3]:

or dp

@ — —Eiona . (4]‘5)

Gleichung (£.13]) stellt eine modifizierte Form des Lambert-Beerschen-Gesetzes

dar [59].
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4.2.6 Bestimmung der Absorption bei Photoionisation

Aus den Gleichungen (LI3) und (AI5) folgt fiir die Photoionisation mit der
Einhiillenden der Intensitdt ohne den Einfluss des Plasmas Ij:

op o 0
— ! = — —_ frd _ = —
et et ot 0z 0z (

= 2@'% (Re (npn) + ilm (npn)) 1

Ipe*™*or%) = ikyy Lo or?

= 2% () T+ 2i2°Re (ny) I, (4.16)
C C

Man sieht sofort, dass Re(npn) = 0 gelten muss. Gesucht ist nun ein Ausdruck
fir Im(n,p). Dazu wird der Brechnungsindex nges betrachtet, der sowohl den
Einfluss der linearen Polarisation P; als auch den durch die Photoionisation
bewirkten Anteil an der Polarisation P, beschreibt. Unter der Annahme, dass
Xph < 1+ x1 gilt, erhdlt man:

Nges = 1/€ges = \/1+Xges: \/1+X1+Xph: \/61+Xph

11
~ \/6_1+§E

Daraus ergibt sich unter Verwendung von Gleichung (£I6]) fiir den Teil der
Suszeptibilitdt, der durch die Photoionisation hervorgerufen wird:

1 )
Xph = Mo + 2—n0Re (Xph) + 2—n01m (Xpn) - (4.17)

Euir)
Xob = 2inolm (nyy) = ¢ 70— Ten (4.18)
Wy I

4.3 Kaskadenionisation

4.3.1 Das Drude-Modell

Im Folgenden wird die Wirkung eines duferen elektrischen Feldes E = Ege ot
auf die (quasi-)freien Elektronen im Leitungsband untersucht [3,48]. Nach dem
Drude-Modell [23] [73] konnen die Elektronen (im Kristall) als freie Teilchen
mit einer bestimmten effektiven Masse m* beschrieben werden. Ublicherwei-
se wird der Einfluss des Kristallgitters vernachlissigt und fiir die effektive
Masse m* die Masse von Elektronen im Vakuum verwendet (m* = m,). Als
iiberwiegender Verursacher der Dampfung werden Stofe der Elektronen mit
den Gitteratomen angenommen, man spricht von einer Elektron-Phonon-
Streuung. Sie kann durch eine Relaxationszeit 7, beschrieben werden, die als
mittlere Zeit zwischen zwei Stofen aufgefasst werden kann. Die Relaxationszeit
liegt in der Grokenordung von 1 fs [6]. In der vorliegenden Arbeit wird Vogel
et al. [80] folgend der experimentell bestimmte Wert

T = 1.7 fs (4.19)
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verwendet [75]. Der Ort x eines Elektrons kann durch die Bewegungsgleichung

d*x 1 dx ,
= e 4.20
m dt2+m7'stdt elype ( )
beschrieben werden. Fiir das eingeschwungene System ergibt sich als Lésung:
SR —Y (4.21)

m* i
Wo <w0 + Tst)

Aus der Verschiebung der Elektronen erhélt man durch Multiplikation mit der
Elektronenladung —e deren Dipolmoment. Multipliziert man dieses wiederum
mit der Dichte der Elektronen p, so erhélt man die resultierende Polarisation

des Mediums: ) )
pe’  WoTsq — UTst

P, =— - _ — st = 4.22
’ pex _m* wo (1 +wird) (4.22)

>

VvV
—€0Xst

Durch diese wird der Brechungsindex des Materials geédndert. Analog zur Glei-
chung ({I7) ergibt sich fiir den gesamten Brechungsindex:

1 7
Nges = No + Q—nORe (Xst) + Q—nOIm (Xst) - (4.23)

Damit erhélt man fiir den Imaginérteil von ng unter Verwendung der Glei-

chung (£22):

1
() = 5T ()
_ p62 Tst
T 2ngegm* wo (1 + wd72)
S (4.24)
2&)0

Dabei bezeichnet ¢ den Wirkungsquerschnitt der inversen Bremstrah-

lungsabsorption:

62 Tst

= . . 4.25
7 nocom*c 1+ wir2 ( )

In Analogie zur Gleichung (AI6) findet man:

dp
st 8t -
Dabei wird davon ausgegangen, dass die durch die inverse Bremsstrah-
lungsabsorption aufgenommene Energie sofort zum Erzeugen neuer freier
Elektronen verwendet wird. Eg ist die Energie, die fiir den Ubergang eines
Elektrons vom Valenzband ins Leitungsband bei einer Stoftionisation aufge-
bracht werden muss. Diese muss grofer als die effektive Bandliicke E.¢ sein,
um die Energie- und Impulserhaltung im Stofs zu gewéhrleisten [80} [64]:

(14 2pu
st — 1+,u

E 20 (nge) I . (4.26)
C

Me

)Eeff mit  p = (4.27)

mh'
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Werden m, und my, gleich gesetzt (vgl. Abschnitt 2.T]), so ergibt sich:

3
Est - _Eeﬁ‘ . (428)

2
Aus den Gleichungen (Z26) und ([#24) erhilt man fiir die Anderung der Elek-
tronendichte durch die Kaskadenionisation:

9] ) ol

0_/7; =Nstp Mit g = E_st . (4.29)
Elektronen konnen auch mit den Wassermolekiilen zusammenstoften, ohne ein
Photon zu absorbieren. Dies kann beriicksichtigt werden, indem 7y wie folgt
erweitert wird [45] [80]:

et 1 < 627_st = m*ngst) . (430)

14 wit2 \ noeom*cE M

M bezeichnet dabei die Masse eines Wassermolekiils, fiir die gilt:

~ 18.02g/mol
~6.02-10231/mol

=299 10" *g. (4.31)

In Gleichung (£.29) wird nicht beriicksichtigt, dass die Kaskadenionisation eine
bestimmte Zeit bendtigt, in der sich bereits die Elektronendichte p verdndert
haben kann. Dies kann ndherungsweise durch Einfiigen eines Korrekturfaktors
[80] berichtigt werden. Es ergab sich aber kein bedeutender Einfluss auf die in
Abschnitt berechneten Elektronendichten.

Bei Berechnungen zum optischen Durchbruch wird das Drude-Modell haufig
verwendet (vgl. [45], [27], Verweise in [3]). Alternativ kann fiir die Kaskadenio-
nisation zum Beispiel ein von Rethfeld et al. [62] [63] vorgestelltes komplexeres
Verfahren verwendet werden. Dieses beriicksichtigt insbesondere, dass Elektro-
nen unterschiedliche Energien besitzen konnen. Die bei der Anwendung dieses
Modells benotigten Stofwahrscheinlichkeiten fiir hochenergetische Elektronen
konnen fiir Wasser allerdings nur sehr grob abgeschiitzt werden. Zudem zeigt
sich, dass — je nach Ansatz der Stofiwahrscheinlichkeiten — der Unterschied
zwischen beiden Modellen nur gering ist [3]. Daher wird im Rahmen dieser
Arbeit auf die Anwendung eines solchen Modells verzichtet.

4.3.2 Plasmafrequenz und kritische Dichte

Nimmt man an, dass wy > 1/7 gilt, so kann der Imaginérteil der Polarisation
in Gleichung (422]) vernachléssigt werden. Fiir die Dielektrizititskonstante
ergibt sich [48]:

2
o . Xst o wp . 2 pe
€ges = €1+ Xst = €] (1 — 6—1) =q (1 — w_o) mit wp = ol (4.32)




4.4 Diffusion und Rekombination 59

Dabei bezeichnet die neu eingefiihrte Grofe w, die sogenannte Plasmafre-
quenz [8I]. Man erkennt, dass fiir w, > wy die Dielektrizitdtskonstante egeq
negativ wird. Dies fithrt dazu, dass der Brechnungsindex (rein) imaginér wird.

Fiir das Reflexionsvermogen Ri; an der Grenze zwischen zwei Materialien
mit den Brechungsindizes n") und n®, wobei n") reell angenommen wird und
n® =n, 4+ -n; gilt, findet man fiir senkrecht einfallendes Licht [59):

n® —n®\?*  (n, - n<1>)2 +n?
Ro=-5—w) = T (4.33)
ntt) +n (n, +nW)" +n;

Fiir einen rein imaginiren Brechungsindex n(® erhilt man mit Ry, = 1 To-

talreflexion. Es existiert daher eine kritische Dichte p.., ab der das Plasma
reflektierend wirkt. Aus Gleichung (£32) erhélt man:

5 €0E1TN*

Per = Wy (434)

o2
Fiir die vorwiegend in dieser Arbeit verwendete Laserwellenlinge A = 810 nm
(wo ~ 3.1fs") findet man p, ~ 3 - 10*'cm 2.

Die angenommene Néherung wy > 1/7y wird oft bei der Betrachtung von
Metallen verwendet, bei denen die Stofzeit 7, grofer als in Halbleitern ist.
Fiir Wasser und Laserstrahlung im sichtbaren bzw. nahen infraroten Bereich
ist sie nur schwach erfiillt, fiir Strahlung der Wellenldnge A = 810 nm erhélt
man wy & 5.3/7y. Daher wird die Naherung nur zur Abschitzung der kritischen
Dichte verwendet.

Bei der gekoppelten Berechnung von Pulsausbreitung und Plasmabildung (s.
Kapitel ) muss darauf geachtet werden, dass die auftretenden Elektronendich-
ten die kritische Dichte deutlich unterschreiten, da bei der Losung der Einhiil-
lendengleichung keine zuriicklaufenden Wellen beriicksichtigt werden kénnen

(vgl. Abschnitt [L5.2]).

4.4 Diffusion und Rekombination

Die Bewegung der Elektronen im Leitungsband kann durch eine Diffusions-
gleichung beschrieben werden:

dp

— ==-D-/Ap. 4.35

o p (4.35)
Dabei wird die Diffusionskonstante D im einfachsten Fall als isotrop und unab-
héngig von der Temperatur angenommen. Bezeichnet E,,, die durchschnittliche
Energie der Elektronen, so erhilt man [45]:
- gEangst

D (4.36)

3 m,



60 4. Prozesse der Plasmabildung und -dynamik

Beriicksichtigt man, dass Elektronen eine Energie von 2E.s bendtigen, um
durch Stofionisation ein neues freies Elektron der Energie E ¢ zu erzeugen, so
ergibt sich:

Eave = §Eeﬂ‘. (4.37)
Die Diffusionsgleichung (£33]) kann unter Verwendung des Laplace-Operators
in Zylinderkoordinaten ebenfalls mit dem Crank-Nicolson-Verfahren (vgl. Ab-
schnitt B:3.3) gelost werden.

Interessiert man sich nur fiir den Einfluss der Diffusion auf die Mlaximaldich-
te, so kann anstelle der Diffusionsgleichung die folgende Gleichung

ap D
— — —T)ai 5 ff — 75 - 438
ot Naife P, Tdiff L(Qﬁﬁ ( )

verwendet werden [45]. Lgg bezeichnet dabei die Diffusionslinge, fiir ein zy-
lindrisches Fokusvolumen mit der Liange [ und dem Durchmesser d ergibt sich

[45]: , ,
OO

Man muss dabei allerdings beachten, dass Gleichung (438)) nur eine Ndherung
der Diffusionsgleichung darstellt. So erhélt man — im Gegensatz zur Diffusi-
onsgleichung — einen exponentiellen Abfall der Maximaldichte.

Neben der Diffusion trigt die Rekombination zu einer Reduktion der (ma-
ximalen) Elektronendichte bei. Die Rekombinationsrate der Elektronen wird
mit

3

Tree = 2 1079 (4.40)
S

angenommen. Dieser Wert wurde experimentell von Docchio [22] iiber den
Abfall der Plasmalumineszenz bestimmt.

4.5 Ratengleichung

In den vorangegangenen Abschnitten wurde die Anderung der Elektronen-
dichte durch Photonenionisation, Kaskadenionisation, Diffusion und Rekom-
bination einzeln betrachtet. Der Einfluss dieser Effekte kann in der folgenden
Ratengleichung zusammengefasst werden [58] [45, [46]:

@ _ P — Pges

Tlph

— st/ — T/di — Tlrec 2- 4.41
o e TP AP ek (4.41)

Bei Vernachlissigung des Diffusionsterms —nqgigp gilt Gleichung (A1) fiir die
Elektronendichte an allen Orten. Wie in Abschnitt 4.4 beschrieben, kann die
Diffusion nur fiir die Maximaldichte in dieser Form berechnet werden, zur
Berechnung der Elektronendichte an einem beliebigen Ort muss die Diffusi-
onsgleichung (£33]) gelost werden.
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4.6 Durchbruchsschwelle

Im Experiment wird das Auftreten des optischen Durchbruchs in Fliissigkei-
ten haufig iiber das Auftreten einer Kavitationsblase (vgl. Abschnitt 1)
definiert. Dies entspricht in Festkorpern einer nachhaltigen Modifikation des
Materials [69].

Alternativ kann der optische Durchbruch durch das Leuchten des entstehenden
Plasmas nachgewiesen werden. Dies ist bei Pulsen von wenigen Nanosekunden
Dauer oft mit dem blofen Auge moglich. Bei fs-Pulsen ist die Plasmalumi-
neszenz allerdings deutlich geringer, so dass das Auftreten einer Blase einen
einfacheren Nachweis fiir den optischen Durchbruch darstellt.

Die kleinste Pulsenergie (oder Intensitét), fiir die gerade ein optischer Durch-
bruch (mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit) stattfindet, definiert die Durch-
bruchsschwelle.

Im theoretischen Arbeiten wird diese im Allgemeinen durch das Erreichen einer
bestimmten Elektronendichte pg,, bestimmt. Fiir deren Grofe findet man in
der Literatur stark unterschiedliche Werte.

So gibt Kennedy [45] zum einen den von ihm als ,bubble endpoint* bezeich-
neten Wert py,, = 10 em™3 an, der durch die Blasenentstehung motiviert
ist und ungefihr dem Beginn einer signifikanten Absorption durch das Plasma
entspricht. Zum anderen definiert er den ,flash endpoint” mit pg,, = 102 cm=3.
Dieser Wert wurde aus der Vorraussetzung abgeschitzt, dass das Plasma eine
Temperatur von 15000 K haben soll. Vogel et al. [80] nehmen eine noch grofere
Elektronenzahldichte an, die mit py, = 10?* em™ in der GroRenordnung der
kritischen Dichte (vgl. Abschnitt [4.3.2)) fiir typische Laserwellenléingen liegt.

4.7 Beispiele

Bei bekannter Intensitét stellt die Ratengleichung (£41]) eine gewthnliche Dif-
ferentialgleichung dar, die mit einem schrittweitengesteuerten Runge-Kutta-
Verfahren [61] gelost werden kann [58]. Die Intensitéit kann dabei zum Beispiel
durch ein zeitliches Gauk-Profil (IL29) oder sech-Profil (L28) vorgeben werden.

Im Folgenden wird der zeitliche Verlauf der Elektronendichte fiir einen Puls mit
einer Dauer von 130 fs (vgl. Abbildung[Z.3]) vorgestellt und mit den Ergebnissen
fiir einen ns-Puls (vgl. Abbildung [L6]) verglichen. In beiden Abbildungen ist
jeweils das Ergebnis fiir die komplette Ratengleichung (blaue Kurve) und die
Elektronendichte bei vernachléssigter Kaskadenionisation dargestellt.

Im Fall des fs-Pulses erkennt man einen stetigen, glatten Anstieg der Elek-
tronendichte bis nach Durchlaufen des Pulses die maximale Dichte erreicht
ist. Der Abfall der Elektronendichte hinter dem Puls ist auf der betrachteten
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Abbildung 4.5: Berechnete Elektronendichte fiir einen fs-Laserpuls
(tFWHM = 130 fS, A = 800 nm, Io = 7.8 - 1011 W/cm2). Die In-
tensitdt wurde so gewdhlt, dass die Elektronendichte den Schwellwert
pehe = 102'em ™3 erreicht [80]. Die blaue Kurve stellt das Ergebnis der
kompletten Ratengleichung dar, widhrend bei der roten Kurve nur die
Photoionisation als Mechanismus der Plasmabildung beriicksichtigt wird.

Zeitskala sehr gering. Daher kénnen bei den Berechnungen in Kapitel [ die
Diffusion und die Rekombination vernachlissigt werden.

Ferner ist in Abbildung zu sehen, dass im Fall eines fs-Pulses die Photoio-
nisation einen sehr groffen Anteil an der Entstehung von freien Elektronen hat,
der Einfluss der Kaskadenionisation aber nicht vernachlissigt werden kann.

Abbildung [A.8) zeigt fiir einen ns-Puls einen deutlich anderen Verlauf der Elek-
tronendichte. Auffillig ist der steile Anstieg der Dichte in der Mitte des Pulses.
Dieser kommt daher, dass fiir den Start der Kaskadenionisation vorausgesetzt
wurde, dass mindestens ein Elektron mit einer Wahrscheinlichkeit von 50%
im Fokusvolumen vorhanden ist. Ist die entsprechende Elektronendichte er-
reicht, so werden durch die Kaskadenionisation sehr schnell neue freie Elek-
tronen erzeugt, bis vor allem die Rekombination diesen Prozess aufhélt. Fiir
das Fokusvolumen wurde ein Ellipsoid mit dem Durchmesser 1800 nm auf der
Rotationsachse und 750 nm senkrecht dazu gewihlt [80]. Es zeigt sich, dass es
bei der Betrachtung von fs-Pulsen nicht erforderlich ist, eine Begrenzung fiir
den Start der Kaskadenionisation einzufiigen.

Ein weiterer Unterschied beim Vergleich der beiden Pulse besteht darin, dass
bei fs-Pulsen die erreichte maximale Elektronendichte stetig von der Intensitét
des betrachteten Pulses abhingt. So ergibt sich bei einer fiir den optischen
Durchbruch angenommenen Elektronendichte von py,, = 10%° cm™3 bzw. pg, =
10 ¢cm™3 eine notige Intensitit von Iy = 5.8 - 101" W/em? bzw. I, = 3.1 -
10" W /cm?. Bei ns-Pulsen ist dies nicht der Fall, da die Intensitit nur dafiir
ausreichen muss, die Erzeugung eines Elektrons durch Photonenionisation zu
gewihrleisten. Der daraufthin einsetzenden Kaskadenionisation steht geniigend
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Abbildung 4.6: Elektronendichte fiir einen ns-Laserpuls mit tpwiv =
6 ns, A = 1000 nm und Iy = 1.9 - 10 W/cm? (vgl. Abbildung E3).

Energie zur Verfiigung, um Elektronendichten im Bereich der kritischen Dichte
ZUl erzeugen.

Die Parameter der betrachteten Pulse wurden den Berechnungen von Vogel
et al. [80] angepasst, um die Rechnungen vergleichen zu kénnen. Dabei ergibt
sich eine sehr gute Ubereinstimmung im Kurvenverlauf und bei den nétigen
Intensitédten. Lediglich die Kurve fiir den Verlauf der Elektronendichte bei Ver-
nachlissigung der Kaskadenionisation zeigt Abweichungen.



Kapitel 5

Pulsausbreitung und
Plasmadynamik

In diesem Kapitel wird beschrieben, wie die Berechnung der Pulsausbreitung
mit der des Plasmas kombiniert werden kann. Dazu wird insbesondere die
Ausbreitungsgleichung um den Einfluss des Plasmas erweitert. Es wird eine
Reihe von Ergebnissen dieser Berechnungen vorgestellt und diskutiert. Dabei
steht der Vergleich mit experimentellen Beobachtungen im Vordergrund.

5.1 Erweiterte Ausbreitungsgleichung

Bisher wurde in der Einhiillendengleichung (L50) nur der Anteil an der nicht-
linearen Polarisation, der durch den Kerr-Effekt bewirkt wird, beriicksichtigt.
Zu diesem treten die durch das Plasma hervorgerufene Anderungen der Po-
larisation hinzu. Fiir die Photoionisation wurde diese in Gleichung ([AI8]) wie
folgt bestimmt:

/
_cngey Eefr Tlbh
P, =1 ——

E. 2.1
w1 (5.1)
Ferner ergibt sich fiir den durch die Stofe der Elektronen mit den Molekiil-
riimpfen bewirkten Anteil an der nichtlinearen Polarisation nach Gleichung

(£22]) mit den Gleichungen ([A25]) und (L21):

2
P, — _p"goeo (wor, — 1) E. (5.2)
0

Addiert man die hinzugekommenen Polarisationsanteile (5.2) und (&1 zu der
durch den Kerr-Effekt bewirkten Polarisation (LI7) und erweitert die Defi-
nition der Einhiillenden der nichtlinearen Polarisation B in Gleichung (L.3H)

64
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entsprechend, erhélt man — bei Vernachlédssigung der zeitlichen Ableitung von
B — als zusitzliche Terme zur Einhiillendengleichung (LG):

/,Lowo cnoeo Eet pon3eo ,
OcA=... A-— w—1)A) . 5.3
: e (oo e g LT ry —i) ). (53
Durch Verwendung der Gleichungen (L[22), (I.32)) und (L27) ergibt sich:
1 Eeffn/h g
A=...— P2A — = (1 + dweTet ) pA . 5.4
85 €0Co |A|2 2( + W T t)p ( )

Fiir die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Simulationen ist die Ausbrei-
tungsgleichung nun vollstindig. Wie in Abschnitt beschrieben, kann der fiir
die Pulsaufsteilung verantwortliche Term bei den betrachteten Pulsen mit Lén-
gen um 100 fs und mehr ebenso wie der Einfluss der linearen Absorption (im
Bereich des Fokus) vernachlissigt werden. Man erhélt:

OcA = iDA (Dispersion)
-1
(1 + —0 ) A A  (Beugung)
250 Wo
ce
+ iﬁOQ 0n2|A|2A (Kerr-Nichtlinearitét) (5.5)
1 Eeny
— - nphA (Absorption durch Photoionisation)
eocng  |A|?
o
) pA (Absorption durch StoRe)
o
— EionSt pA. (Defokussierung durch Stoke)

In Abschnitt wurde gezeigt, dass der Term der Kerr-Nichtlinearitdt zusam-
men mit dem Beugungsterm zur Selbstfokussierung fiihrt. Der letzte Term in
Gleichung (5.5) ist wie der Term der Kerr-Nichtlinearitét rein imaginir, be-
sitzt aber ein negatives Vorzeichen. Dieses fiihrt in Verbindung mit dem fiir
die Beugung verantwortlichen Term zu einer Defokussierung des Pulses.

5.2 Numerisches Verfahren

Wie in Abschnitt B.3]beschrieben, wird zunéchst die Pulsform fiir einen Ort vor
dem Fokus bestimmt (vgl. Abschnitt B.3.1]), an dem angenommen werden kann,
dass die Intensitdt fiir das Ablaufen der nichtlinearen Prozesse einschlieflich
der Plasmabildung noch nicht ausreichend ist.

Ab diesem Punkt wird die Pulsausbreitung durch das Losen der Ausbrei-
tungsgleichung (B5) mit Hilfe des in Abschnitt (2 beschriebenen Split-
Operator-Verfahrens berechnet. Die in Gleichung (5.5) durch die Beriicksich-
tigung der Plasmabildung hinzugekommenen Terme konnen dabei analog zur
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Kerr-Nichtlinearitidt berechnet werden, indem der Operator N in Gleichung
(Z3) entsprechend erweitert wird.

Dazu muss die Dichte der freien Elektronen vor jedem Schritt bestimmt wer-
den. Dies geschieht durch Losung der Ratengleichung (L41]) mit einem schritt-
weitengesteuerten Runge-Kutta-Verfahren (vgl. Abschnitt 7)) fiir alle Werte
der Diskretisierung in r-Richtung. Der fiir die Berechnung erforderliche Inten-
sitdtsverlauf wird dabei wenn notig durch Interpolation bestimmt.

5.3 Aufbau des Vergleichsexperiments

Die Ergebnisse der Berechnungen zur Pulsausbreitung unter Beriicksichtigung
der Plasmabildung sollen mit experimentellen Daten zum optischen Durch-
bruch in Wasser von Kroninger [49] verglichen werden kénnen. Daher werden
die Parameter der Simulation an die Bedingungen des Experiments angepasst.
Im Folgenden wird der experimentelle Aufbau skizziert.

Im Experiment kommt ein Femtosekundenlasersystem zu Einsatz, dessen Pulse
eine Pulsdauer von tpwpy = 130 fs (bei Gaukformigem Verlauf) und eine
Wellenlénge von ca. A = 810 nm besitzen. Fiir das Strahlprofil wird ein Gauf-
Profil mit einem Strahlradius von 2 mm angenommen.

Linsensystem Wand Wasser
L/ .
] 1 _ I
2 mmI — / ! I
B | |
L 1 I
— N | :
—_ Q; ‘\ 2
\ \
. 13.5 mm

Abbildung 5.1: Strahlengang des zum Vergleich herangezogenen Ex-
periments [49].

Die Laserpulse werden mit, Hilfe eines Linsensystems in eine mit Wasser gefiill-
te Kiivette fokussiert. Wie in Abschnitt beschrieben, besteht der grofste
Linsenfehler bei der Fokussierung in eine wassergefiillte Kiivette in der sphéri-
schen Aberration. Deshalb wurde ein Linsensystem verwendet, bei dem diese
mit Hilfe eines Raytracing-Programms von Geisler [33] durch Variation der Po-
sition der ersten Linse minimiert wurde. Abbildung[5.T] zeigt das Linsensystem
und den durch das Programm berechneten Strahlengang. Die hervorgehobenen
Strahlen sind im Abstand des Strahlradius von der optischen Achse berechnet.
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An der Innenwand der Kiivette betrdgt der Abstand dieser Strahlen zur op-
tischen Achse wy = 1.04 mm. Die Strecke zwischen der Kiivettenwand und
dem Fokus betragt f = 13.5 mm. Damit ergibt sich eine numerische Apertur
von NA ~ 0.1. Fiir die Strahltaille (eines Pulses mit Gaufk-Profil) erhélt man
wg = 2.52 pm.

Die Pulsenergiebestimmung erfolgte mit Hilfe einer Photodiode vor dem Lin-
sensystem. Die Energie des Pulses kurz vor dem Fokus wurde bestimmt, indem
die Transmission aus der Reflexion an den Grenzflichen und der Absorption
im Glas und Wasser berechnet wurde. Es ergab sich eine Transmission von

67.4% [49).

5.4 Ergebnisse der Simulation

Abbildung zeigt die mit den in Abschnitt (.3 diskutierten Parametern
berechnete Elektronendichte fiir unterschiedliche Laserpulsenergien.

Dabei ist zu beachten, dass die Skalierung der Achsen unterschiedlich ist. Man
erkennt sofort, dass die entstehenden Plasmen deutlich stirker entlang der
optischen Achse als in r-Richtung ausgedehnt sind. Die Grofe der Plasmen
nimmt bei steigender Energie zu, wobei sie sich iiberwiegend in die Richtung
ausdehnen, aus der der Puls gekommen ist.

Die maximale Elektronendichte im Plasma steigt zunfichst mit der Energie an,
bis sie fiir E = 0.2 uJ einen Wert von pp.. = 7.28 - 10Y cm ™2 erreicht. Fiir
héhere Energien reduziert sich der Wert fiir die maximale Elektronendichte
wieder.

Fiir die Pulsenergie E = 0.4 J sind in Abbildung 53] die Pulsformen fiir ver-
schiedene z-Werte dargestellt. Zunéchst besitzt der Puls einen in zeitlicher und
rdaumlicher Richtung gaufférmigen Verlauf. Mit zunehmender Plasmabildung
(vgl. Abbildung 5.2)) beginnt die Intensitét fiir den (zeitlich) hinteren Teil des
Pulses abzunehmen und dieser Teil immer weiter auseinanderzulaufen. Im wei-
teren Verlauf ist nur noch der vordere Teil des Pulses vorhanden, der sich nach
Durchlaufen des Fokus wieder ausdehnt.

Das ,, Aushéhlen des Pulses und die Ausdehnung in transversaler Richtung
werden durch die Kombination aus Absorption und Defokussierung des Plas-
mas (vgl. Abschnitt 5)) bewirkt. Den Einfluss dieser beiden Effekte zeigt Ab-
bildung[(.4] die die Ergebnisse von Elektronendichteberechnungen darstellt, bei
denen jeweils der Einfluss der Defokussierung oder der Absorption vernachlis-
sigt wurde. Man erkennt insbesondere bei einem Vergleich der vollstindigen
Rechnung mit der Simulation ohne Defokussierung einen sehr deutlichen Un-
terschied in der Grofe und Form des entstehenden Plasmas. Fehlt der defo-
kussierende Effekt, so schniirt sich das Plasma noch enger zusammen und die
Dichte ist — fiir die gewihlte Pulsenergie E = 0.5 uJ — um ungeféhr den Faktor
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Abbildung 5.2: Berechnete Elektronendichte fiir unterschiedliche Puls-
energien zwischen mit den Parametern aus Abschnitt (.3l Die Grafiken
wurden fiir eine bessere Darstellung um den Faktor 2.27 gestaucht. Am
Ort z = 0 liegt der Fokus bei linearer Pulsausbreitung.

13 hoher. Bei der Berechnung ohne Absorption fillt der Unterschied in der
Pulsform nicht so grofs aus, die maximale Elektronendichte ist aber auch hier
deutlich grofer.

In Abbildung B0l ist der Verlauf der (iiber die transversalen Richtungen inte-
grierten) Elektronendichte in Abhéngigkeit von z fiir unterschiedliche Energien
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Abbildung 5.3: Berechneter Intensitétsverlauf fiir unterschiedliche z,

E = 0.4 uJ. Zur besseren Darstellung wurden unterschiedliche Farbskalen
gewahlt.

dargestellt. Man erkennt, dass alle Kurven einen relativ symmetrischen Verlauf
zeigen, obwohl die Formen der Plasmen (vgl. Abbildung 5.2)) diese Eigenschaft
nicht aufweisen. Ferner ist zu sehen, dass die (integrierte) Dichte fiir steigende
Energie an einem immer kleineren Wert fiir 2 maximal wird.

Durch Integration der Elektronendichte iiber das betrachtete Volumen kann
man die Anzahl der freien Elektronen erhalten. Multipliziert man diese mit
der mittleren Energie eines Elektrons (vgl. Gleichung (43T)), so erhilt man
die im Plasma enthaltende Energie. Da bei den Berechnungen die Diffusion
und Rekombination vernachléssigt wurden, entspricht diese der absorbierten
Energie. Deren Verhiltnis zu der (initialen) Pulsenergie ist in Abbildung
dargestellt. Wie man sieht, steigt dieses mit wachsender Energie des Pulses
stark an.
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Abbildung 5.4: Vergleich des entstehenden Plasmas bei Vernachlissi-
gung wahlweise der fiir die Defokussierung und der fiir die Absorption
verantwortlichen Terme, E = 0.5 p.J.

Vergleicht man die vorgestellten Ergebnisse mit Berechnungen von Arnold et
al. [4], bei denen #hnliche Parameter verwendet wurden, so ergibt sich eine
gute Ubereinstimmung der Elektronendichte und Pulsformen. Dies kann als
Bestétigung fiir die korrekte Funktion der entwickelten Simulation aufgefasst
werden.

5.5 Vergleich mit experimentellen Daten

Im Folgenden sollen die berechneten Plasmen mit experimentellen Ergebnissen
(vgl. Abschnitt B.3]) verglichen werden. Dazu dienen Aufnahmen von Kavita-
tionsblasen, die kurz nach dem Durchlaufen des Pulses aufgenommen wurden.
Als Vergleichsgrofe wird die Léange der Blase entlang der optischen Achse be-
trachtet. Diese Linge eignet sich deshalb fiir einen Vergleich, weil sie sich beim
Aufschwingen einer (elongierten) Blase vergleichsweise wenig édndert (siehe Ab-
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Abbildung 5.5: Elektronendichte (integriert) in Abhéngigkeit von z fiir
unterschiedliche Pulsenergien (vgl. Abbildung [5.2)).
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Abbildung 5.6: Verhiltnis der absorbierten Energie zur Gesamtenergie
in Abhéngigkeit der Pulsenergie (vgl. Abbildung (.2]).

bildung 57 [33]). Damit kann angenommen werden, dass die Liange der Blase
(in Richtung der optischen Achse) der des Plasmas in guter Ndherung ent-
spricht.

AbbildungB.8lzeigt einen Vergleich der Ausdehnung der Blasen im Experiment
mit der Ausdehnung der berechneten Plasmen. Dabei wurde jeweils die Lange
der Strecke vom zum Systemsystem zeigenden Ende der Blase (bzw. des Plas-
mas) bis zum linearen Fokus gemessen. Im Fall des Plasmas wurden zur Linge-
bestimmung die Durchbruchschwellen py,, = 10*® em™ und py,, = 10Y cm =3
gewihlt. Der erste Wert entspricht dabei dem von Kennedy [45] definierten
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40 pm

Abbildung 5.7: Aufschwingen und Kollaps einer fs-Kavitationsblase
(E = 0.26 uJ), Aufnahme des ersten Bildes 200 ns nach Durchlaufen
des Pulses, Bildabstand 500 ns bei einer Belichtungszeit von 200 ns,
Aufnahmen von Kroninger [49].
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Abbildung 5.8: Vergleich des Abstandes vom Beginn des berechneten
Plasmas (bzw. der beobachteten Blase) bis zum linearen Fokus fiir ver-
schiedene Pulsenergien.

,bubble endpoint®, der zweite wurde (etwas willkiirlich) in der Gréfenordnung
der maximalen Elektronendichte (vgl. Abbildung[5.2]) gew#hlt. Die anderen in
Abschnitt diskutierten Durchbruchsschwellen liegen iiber den berechneten
Maximaldichten und scheinen fiir fs-Pulse zu hoch angesetzt zu sein.

Man erkennt bei der Betrachtung von Abbildung 5.8 dass die berechneten
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Plasmen deutlich stirker entlang der optischen Achse ausgedehnt sind als die
im Experiment beobachteten Blasen. Allerdings fallt auch auf, dass die Ab-
hiangigkeit der betrachteten Lingen von der Pulsenergie fiir die berechneten
und experimentellen Daten dhnlich ist. Dies bestétigt sich, wenn die Energie
fiir die berechneten Grofen geeignet skaliert wird. In Abbildung ist der
Vergleich (fiir die Durchbruchsschwelle pg,, = 10" em™2) dargestellt, wenn die
Energie um den Faktor 3.5 gedndert wird.

100 T T T T T
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S 40t 1
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20} & ]
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Abbildung 5.9: Vergleich der Plasma- bzw. Blasenldnge bei Skalierung
der Energie mit dem Faktor 3.5, Durchbruchsschwelle p,, = 101 cm™3.

Abbildung zeigt einen Vergleich zwischen den aufgenommenen Blasen
und der Elektronendichte unter Verwendung der Skalierung der Energie. Man
erkennt, dass — wie nach Abbildung[£.9lzu erwarten ist — die Langen gut iiber-
einstimmen, die Ausdehnung der Plasmen senkrecht zur Ausbreitungsrichtung
aber deutlich geringer als bei den Blasen ist. Dies muss allerdings kein Wider-
spruch sein, da die Blasenaufnahmen das Aufschwingen der Blase iiber 200 ns
wiedergeben.

Es zeigt sich also, dass mit der Anpassung der Energie (und der geeigneten
Wahl einer Durchbruchsschwelle) eine gute Ubereinstimmung zwischen Simu-
lation und Experiment hergestellt werden kann.

Ohne diese Anpassung ergeben sich in der Simulation wie in Abbildung 5.8 zu
sehen deutlich zu grofse Plasmen. Dies kann unterschiedliche Ursachen haben.

So ist es moglich, dass im Experiment die Energie des Pulses (vor Erreichen des
Fokus) iiberschétzt wurde, wenn die Strahlungsverluste z. B. durch Streuver-
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E=0.39y

E=052

20 pm

Abbildung 5.10: Vergleich der experimentellen Aufnahmen mit Ergeb-
nissen der Simulation. Dabei wurde die Energie der simulierten Werte
angepasst (s. Abbildung [0.9). Die rote Linie gibt die Lage des linearen
Fokus an. Die Aufnahme der Blasen geschah 100 ns nach Durchlauf des
Pulses bei einer Belichtungszeit von 200 ns. Die Farbskala der Elektro-
nendichten entspricht der aus Abbildung

luste an den Linsen hoher als angenommen sind, so dass die Energieanpassung
gerechtfertigt ist.

Ferner ist das tatséichliche Strahlprofil (und die Pulsform) des Lasers (insbe-
sondere nach Durchlaufen des Linsensystems [7]) nicht bekannt und eine mog-
liche Fehlerquelle, wie das Beispiel fiir einen Puls mit einem nichtgaufschen
raumlichen Strahlprofil im néchsten Abschnitt zeigt.

5.6 Einfluss des Strahlprofils auf die Plasmabil-
dung

In diesem Abschnitt wird die Berechnung der Elektronendichte fiir einen Puls
vorgestellt, der rdumlich ein nicht-Gauftsches Strahlprofil besitzt. Dafiir wird
als Beispiel ein Puls ausgewahlt, dessen elektrisches Feld in r-Richtung durch
eine Linearkombination der ersten beiden Gauf-Laguerre-Moden (vgl. Ab-
schnitt beschrieben werden kann. Die Berechnung des Strahlprofils vor
Durchlaufen des Fokus erfolgt mit Hilfe des Kirchhoffschen Beugungsintegrals
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in Fresnelscher Naherung in Zylinderkoordinaten (vgl. Abschnitt Das
Verhiltnis der Gauk-Laguerre-Moden wurde durch Vergleich des Verlaufs des
Strahlradius mit den theoretischen Kurven aus Abbildung[B.3]so gewéhlt, dass
fiir die Strahlqualitit M? = 1.5 gilt.

M?=1.0 p[10% cm ™3

-50
z [um]

Abbildung 5.11: Beispiel fiir ein durch einen Puls mit Beugungsmafs-
zahl M? = 1.5 erzeugtes Plasma im Vergleich zu einem Plasma, das
durch einen Puls mit Gauftschem Strahlprofil generiert wurde. Fiir eine
bessere Vergleichbarkeit wurden identische Skalierungen verwendet, wo-
durch im unteren Bild die auftretenden hohen Elektronendichten nicht
mehr aufgelost werden konnen.

Abbildung B.1T] zeigt das resultierende Plasma. Der Vergleich mit dem durch
einen Puls mit Gaufschem Strahlprofil generierten Plasma zeigt deutliche Un-
terschiede. So bildet sich fiir den nicht-Gaufschen Puls schon fiir kleineres z
ein Plasma aus. Hinter diesem ist zudem ein (kleinerer) Bereich zu erkennen,
in dem die Elektronendichte ein Vielfaches der in den anderen Beispiel erreich-
ten Dichten erreicht. Vermutlich werden an dieser Stelle die weiter von der
optischen Achse entfernten Pulsanteile fokussiert.

Diese Beispiel zeigt, dass selbst fiir ein relativ kleines M? das Strahlprofil
die Plasmabildung deutlich beeinflussen kann. Es muss aber beachtet werden,
dass das vorgestellte Beispiel nur die Auswirkung eines Strahlprofils auf die
Plasmaentstehung wiedergibt und nicht verallgemeinert werden kann.



Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

6.1 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde der optische Durchbruch von fs-Laserpulsen
in Wasser numerisch untersucht.

Dazu wurde zunéchst die Ausbreitung von Laserpulsen in nichtlinearen Medi-
en unter Vernachlissigung der Ionisation betrachtet und die zur Berechnung
der Propagation verwendete Ausbreitungsgleichung hergeleitet. Die zur Losung
dieser Gleichung verwendeten Verfahren wurden vorgestellt. Anhand von Bei-
spielen zur Ausbreitung nicht rdumlich ausgedehnter few-cycle-Pulse konnten
die Rechnungen durch einen Vergleich mit durch die FDTD-Methode berech-
neten Ergebnissen verifiziert werden.

Das verwendete Verfahren wurde im Folgenden um die Berechnung von (rdum-
lich) ausgedehnten Pulsen erweitert. Dazu wurde insbesondere die Fokussie-
rung von Strahlung mit Gaufsschem Profil betrachtet. Desweiteren wurde dis-
kutiert, wie sich Abweichungen von diesem Profil auf die Fokussierbarkeit aus-
wirken. Ein weiterer Schwerpunkt lag auf der Diskussion des bei der Fokussie-
rung von fs-Pulsen wichtigen Effektes der Selbstfokussierung.

Im weiteren Verlauf wurde vorgestellt, wie das im Fokus entstehende Plasma
beschrieben werden kann. Die Beschreibung des Plasmas erfolgte dabei nach
dem Drude-Modell, wobei fiir die Photoionisation die Keldysh-Theorie ver-
wendet wurde. Die zeitliche Entwicklung der (maximalen) Elektronendichte
eines durch einen fs-Laserpuls generierten Plasmas wurde (unter Vernachlis-
sigung der Pulsausbreitung) berechnet und mit der Plasmaentstehung durch
ns-Laserpulse verglichen.

Anschliefsend wurde diskutiert, wie die Berechnungen zur Pulsausbreitung und
zur Plasmaentstehung kombiniert werden konnen. Mit diesen Rechnungen er-
haltene Ergebnisse fiir das entstehende Plasma und die Verédnderung des Pulses
beim Durchlaufen des Fokus wurden vorgestellt. Die berechneten Plasmen und
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Pulsformen zeigen eine gute Ubereinstimmung mit Ergebnissen von Arnold et
al. [4], bei denen dhnliche Parameter verwendet wurden.

Weiterhin wurde ein Vergleich mit experimentellen Daten durchgefiihrt. Dazu
wurden Aufnahmen von Kavitationsblasen verwendet [49], die durch optische
Kavitation mit fs-Laserpulsen erzeugt wurden. Dabei zeigte sich, dass die be-
rechneten Plasmen im Vergleich zu den beobachteten Blasen stéirker entlang
der optischen Achse ausgedehnt sind. Durch eine Korrektur der Energie konnte
jedoch eine gute Ubereinstimmung zwischen den Ergebnissen der Simulation
und des Experiments erreicht werden.

6.2 Ausblick

Es sind verschiedene Veridnderungen und Erweiterungen der vorgestellten Si-
mulation wie auch beim Vergleich mit dem Experiment denkbar.

Bei den vorgestellten Berechnungen wurde fiir das Plasma und insbesondere
fiir die Kaskadenionisation ein recht einfaches Modell verwendet. Dies kann er-
weitert werden, so dass insbesondere auch die Energieverteilung der Elektronen
im Plasma beriicksichtigt wird [63], 5].

Ferner wire es moglich, die Untersuchungen auf die Abldufe nach der Plas-
mabildung auszuweiten, indem insbesondere die thermodynamischen Eigen-
schaften des Wasser beriicksichtigt, werden [80]. Damit konnten Anfangswerte
fiir eine Simulation der Dynamik der entstehenden Kavitationsblase [50] 47]
erhalten werden, deren Ergebnisse einen direkten Vergleich mit den experi-
mentellen Beobachtungen erméglichen wiirden. Um die Berechnungen noch
besser mit dem Experiment vergleichen zu konnen, ist aufserdem eine genauere
Charakterisierung des Laserpulses (im Experiment) notig.

Einen weiteren interessanten Untersuchungsaspekt stellen die Mdoglichkeiten
der Beeinflussung des entstehenden Plasmas durch Verinderung der (raumzeit-
lichen) Pulsform dar. Insbesondere wire die Bildung eines moglichst runden
Plasmas fiir die Untersuchung von Kavitationsblasen interessant. Dies ist zwar
mit (Immersions-) Objektiven mit sehr grofer numerischer Apertur annéhernd
moglich [3], die in der Regel sehr kleine Brennweite verhindert aber ein freies
Aufschwingen der Blase.

Diese Arbeit und das zugrunde liegende Simulationsprogramm kénnen also
fiir weitere interessante Untersuchungen zum optischen Durchbruch in Wasser
verwendet werden.



Anhang A

Symbolverzeichnis

A.1 Konstanten

Symbol Grofe Beschreibung
c 299792458 m/s Vakuumlichtgeschwindigkeit
e ~ 1.602-107 As Elementarladung

o =1/ (o)

me
o

~8.854- 1012 As/Vm
~9.109 - 103! kg
471077 Vs/Am

elektrische Feldkonstante
Masse des Elektrons
magnetische Feldkonstante

A.2 Variable und sonstige Bezeichnungen

Symbol Einheit Beschreibung

A V/m komplexe Einhiillende des elektrischen Feldes

A* 1 normierte komplexe Einhiillende des elektr. Feldes
A V/m Losung fiir A mit geringerer Genauigkeit (coarse)
Ag V/m Losung fiir A mit hoherer Genauigkeit (fine)

Ag V/m Amplitude des elektr. Feldes fiir Gauk-Strahlen
Ay, 1 Gauk-Laguerre-Funktion

an, s /m Absorptionsterm n-ter Ordnung

be m Brennweite des Gaulfs-Strahls

B C/m? Einhiillende der nichtlinearen Polarisation

B Vs/m? magnetische Flussdichte

Bo 1/m Realteil der Wellenzahl fiir wy

B, s /m Dispersionsterm n-ter Ordnung

D m?/s Diffusionskonstante

D 1/m Dispersionsoperator

D C/m? elektrische Flussdichte

Oa 1/[a] partielle Ableitung bzgl. a
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A.2 Variable und sonstige Bezeichnungen

Symbol Einheit Beschreibung

A 1/m? Laplace-Operator

A 1/m? Laplace-Operator bzgl. r |

E V/m elektrisches Feld

E=3E) |V/m (zeitliche) Fouriertransf. des elektrischen Feldes
E V/m komplexe Darstellung des elektrischen Feldes
Ey V/m Amplitude des elektrischen Feldes
[Kollaps V/m Strahlprofil im Kollaps

E 1 vollst. elliptisches Integral 2. Art

E VAs Energie

Eave VAs durchschnittliche Energie der Elektronen
E, VAs Bandliicke

E.g VAs effektive Bandliicke

Eion VAs Energie zur Erzeugung eines freien Elektrons
E VAs Energie fiir Stofsionisation

€ 1 Permittivitit oder rel. Dielektrizitdtskonstante
Tph 1/m3s Rate fiir Photoionisation

Mt 1/s Rate fiir Stofionisation

Naifr 1/s Rate fiir Diffusion

Drec m? /s Rekombinationsrate

f m Brennweite

F m? Flichenelement

GVD s?/m Gruppengeschwindigkeitsdispersion

v 1 Keldysh-Parameter

r 1 Funktion des Keldysh-Parameters

h m Schrittweite beziiglich z

H A/m magnetische Feldstérke

I VA /m? Intensitét

j A/m? Stromdichte

Jo 1 Besselfunktion 0. Ordnung 1. Gattung

k 1/m Wellenzahl

k 1/m Fouriertransformierte der Wellenzahl

ko 1/m Wellenzahl im Vakuum

k) m? /s Faktor in Diffusionsgleichung

k 1 Photonenanzahl

K 1 Strahlqualitét

K 1 vollst. elliptisches Integral 1. Art

l m Breite des Kollapsprofils

Laig m Diffusionslidnge

L, 1 Laguerre-Polynom der Ordnung p

L 1/m Operator (der linearen Anteile)

A m Wellenlénge

Ao m Wellenlénge im Vakuum

n 1 Brechungsindex

ng 1 Brechungsindex bzgl. wy
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80 A. Symbolverzeichnis
Symbol Einheit Beschreibung
N2 m?/VA nichtlinearer Brechungsindex(-koeffizient)
Nges 1 Gesamtbrechungsindex
o 1 Anteil der Stofsionisation am Brechungsindex
NGauk 1 Faktor fiir kritische Leistung des Gauf-Profils
NIow 1 Faktor fiir kritische Leistung des Townes-Profils
N 1/m Operator (der nichtlinearen Anteile)
Me kg Masse eines Elektrons
mp, kg Masse eines Loches
m/ kg reduzierte Masse
m* kg effektive Masse
M? 1 Beugungsmafszahl
I 1 Quotient aus Elektron- und Lochmasse
q m/V? Koeffizient fiir Stirke der Nichtlinearitét
P C/m? Polarisation
P C/m? Polarisation (linearer Anteil)
P C/m? Polarisation (nichtlinearer Anteil)
Py C/m? Polarisation durch Photonenionisation
Py C/m? Polarisation durch Stofionisation
P VA Leistung
Pauss VA Leistung des gaulkformigen Strahlprofils
pGauk VA kritische Leistung des GauR-Profils
plow VA kritische Leistung des Townes-Profils
0] 1 Zylinderkoordinate
ONL 1 maximale Phasendrehung
P 1 Phase
) 1 Dawson-Integral
r m Zylinderkoordinate
r m Ort
r m Anteil von r senkrecht zu z
R m Kriimmungsradius der Phasenfront
Rio 1 Reflexionsvermdgen
) 1/m? Elektronenzahldichte (Leitungsband)
Per 1/ m? kritische Elektronenzahldichte
PV 1/m? Elektronenzahldichte im Valenzband
Pges 1/m3 gesamte Elektronenzahldichte
Pthr 1/m3 Elektronenzahldichte fiir optischen Durchbruch
0 C/m3 Raumladungsdichte (Maxwell-Gleichung)
S m? Koeffizient beim Crank-Nicolson-Verfahren
o m? Wirkungsquerschnitt inverse Bremsstrahlung
t s Zeit
to S Pulsldnge nach Ansatz
tFWHM S Pulslédnge bzgl. FWHM der Intensitét
T s Zeit im mitbewegten Koordinatensystem
Tat S Relaxationszeit fiir Elektron-Phonon-Streuung
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Symbol Einheit Beschreibung

6 1 (halber) Divergenzwinkel

v m/s Phasengeschwindigkeit

Vg m/s Gruppengeschwindigkeit

w m Strahlradius

wWr m Strahltaille

Wy m Strahlradius nach Ansatz

w 1/s Kreisfrequenz

Wo 1/s mittlere Kreisfrequenz des Laserpulses
Wp 1/s Plasmafrequenz

X 1 elektrische Suszeptibilitit

x™ (V/m)=) | Suszeptibilitit n-ter Ordnung

Xees 1 (effektive) Suszeptibilitét

X1 1 linearer Anteil der Suszeptibilitit

Xnl 1 nichtlinearer Anteil der Suszeptibilitit
Xph 1 Suszeptibilitdt durch Photonenionisation
st 1 Suszeptibilitit durch Stofionisation

x m Koordinate in transversaler Richtung

1S m Koordinate der Ausbreitungsrichtung (mitbewegt)
Y m Koordinate in transversaler Richtung

z m Koordinate der Ausbreitungsrichtung
2 m Brennpunkt des fokussierten Strahls

Zsf m Brennweite der Selbstfokussierung

Zysf m kombinierte Brennweite

2R m Rayleigh-Lange

2Rt m Rayleigh-Linge des fokussierten Strahls



Anhang B

Fouriertransformation und
Faltungssatz

In der vorliegende Arbeit wird die Fouriertransformation und die entsprechen-
de Riicktransformation wie folgt definiert:

fw)=  F(E) = /mdte—wfu) (B.1)
= 5 (fw) =5 [ dwe™fw) (B.2)

Damit erhélt man die folgenden Faltungssitze:

F(A-B) — %S—"(A) L F(B) (B.3)

F(AxB) =  F(A) F(B) (B.4)
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