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Bezeichnungen

In dieser Arbeit werden Vektoren mit fetten Buchstaben, der Wellenvektor etwa
mit k, Betrdge mit einfachen Buchstaben, |k| = k, und Komponenten in der
Weise ks, ky, k. gekennzeichnet.

Mit Betragsstrichen |.| bezeichne ich sowohl den Betrag reeller Vektorgrofien

|r|:,/7“§—|—7"§—|—7“§

als auch den Absolutbetrag komplexer Zahlen

2] = V/(Re 2)2 4 (Im 2)?2

Fiir die Phasen wellenartiger Grofien verwende ich mit Ausnahme von Anhang C
die Konvention exp(—iwt + ikx).

In Anhang C wéhle ich stattdessen wie in [10] exp(iwt + ikx), wobei sich die
Phasenfronten dann entgegengesetzt zum Vektor k ausbreiten. Hierdurch kénnen
die Berechnungen fiir einen Kanal mit kreisformigem Querschnitt direkt mit den
dort abgeleiteten Formeln verglichen werden.

FOURIER- und LAPLACE-Transformierte werde ich der Einfachheit halber mit
denselben Buchstaben wie die Ausgangsfunktion kennzeichen. Die rdumliche
FouRIER-Transformierte eines Feldes ®(x) ist dann einfach ®(k,).

Stationidre Grundstromungen laufen in dieser Arbeit immer von xz < 0 nach
x > 0 (nach rechts). Stromab oder in Grundstrémungsrichtung laufende Wellen
breiten sich daher (eine Quelle bei x = 0 angenommen) in den Halbraum z > 0
aus. Analog werde ich die Bezeichnungen stromauf beziehungsweise entgegen der
Grundstrémung benutzen.
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Kapitel 1

Einleitung

Zur Schallddmpfung in durchstromten Kanélen (etwa Einla- und Abgasleitungen
von Verbrennungsmotoren; Klimaanlagen) benutzt man oft Wandauskleidungen
mit Seitenkammern, deren Geometrie an die zu ddmpfenden Frequenzen ange-
paBlt sind. Haufig wird eine Kassettierung aus mehreren derartigen Kammern
verwendet, so dafl die Wand dann eine periodische Struktur besitzt.

Es ist seit langem bekannt, da3 Auslegungen, die fiir fehlende oder geringe Grund-
stromung gute Dampfungserfolge zeigen, bei hoheren Stromungsgeschwindigkei-
ten versagen, siche etwa MECHEL [14]. Die Grundstromung stellt ein Reservoir
dar, aus dem der Schall unter bestimmten Umsténden Energie beziehen kann.
Schallverstarkung ist daher moglich und tritt in der Praxis auch auf.

Es wire daher wiinschenswert, diese Effekte vorhersagen zu konnen, um
Schallddmpfer von vornherein daran anpassen zu kénnen.

Eine mathematisch wenig aufwendige Methode haben kiirzlich AUREGAN und
LEROUX [1] vorgeschlagen, bei der die Streumatrix des Gesamtobjektes aus
den entsprechende Matrizen der Einzelsegmente zusammengesetzt wird. Die
Reflexions- und Transmissionskoeffizienten des dazugehorigen Experimentes lie-
Ben sich reproduzieren, sofern Verluste des Axialimpulses in die Seitenkammern
durch einen empirischen Faktor in den Erhaltungsgleichungen beriicksichtigt wur-
den. Untersucht wurden aber nur Frequenzen unterhalb der Resonanz der Kam-
mern.

Neben der Berechnung von Schallfeldern in periodisch ausgekleideten Kanélen
stellt die sprunghafte Anderung der Wandeigenschaften am Einlauf in derartige
Déampfer—von schallhart zu schallnachgiebig im weitesten Sinne—und entspre-
chend am Auslauf ein grofles Problem dar. Um dieser Frage nachzugehen, haben
KocH und MOHRING in [10] das Modell eines Rechteckkanals untersucht, bei dem
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auf einer endlichen Lénge zwei gegeniiberliegender Wénde lokal nachgiebig ausge-
kleidet sind. Sie fanden, dafl die Streufaktoren eines solchen durchstromten Objek-
tes stark davon abhé&ngen, welchen Sprungbedingungen man fiir die unbekannten
Felder an den beiden Ubergingen fordert. Diese sind jedoch nicht ohne weite-
res aus einfachen physikalischen Prinzipien ableitbar, da die Modellierung selbst
héchst singuldr ist—unstetige Verdnderung der Wandimpedanz und ein Rechteck-
Grundstromungsprofil—und diese Singularitdten an den Wandiibergéingen sogar
zusammentreffen. Es ist daher nicht gesagt, daf§ die Losung mit der grofften Re-
gularitit an den Ubergingen auch die physikalisch richtige ist.

Die Autoren schlugen daher sorgfiltige Messungen der Streufaktoren vor, um
diese Frage experimentell zu kléren.

Um lokal nachgiebigen Winden moglichst nahezukommen, wurden Objekte mit
besonders schmaler Kassettierung entworfen, in denen feinmaschige Metallgaze
mit geringem Stromungswiderstand die Kammern vom Kanalinneren trennt, um
ein Hineingreifen der Grundstrémung zu verhindern. Diese wurden in einem Ka-
nal zur Bestimmung der Streufaktoren von turbulent durchstrémten Einbauten
vermessen, der in seinen Urspriingen auf RONNEBERGER [20] zuriickgeht und
zuletzt von BRANDES [2] und ENGHARDT [6] in Aufbau und Datenerfassung er-
weitert und modernisiert wurde.

KRAUSE [11] beobachtete bei besonders schmalen und tiefen Kammern, da8
Schall bei Frequenzen oberhalb der Kammerresonanz verstiarkt wird, wenn man
ihn in Richtung einer Grundstréomung einstrahlt. Dieses Phidnomen, spéter in
Abgrenzung zu einer anderen Erscheinung Typ I genannt, wurde von BRANDES
in [3] weiter untersucht. Es wurde vorldufig als an der Wand laufende, raumlich
angefachte, hydrodynamische Mode gedeutet, die am Stromauf-Ende der Kasset-
tierung angeregt wird, im MeBobjekt der Grundstrémung Energie entzieht und
am Stromab-Ende zu einer Schallabstrahlung mit hoherer Amplitude fiihrt.
Gleichzeitig mit der Schallanfachung erhoht sich der Druckabfall im Ka-
nalstiick ganz betréchtlich, so dafl man einen regelbaren, schnell ansprechenden
Stromungswiderstand erhilt, wenn man die Instabilitéit geeignet anregt. Da ein
modulierter Druckgradient selbst Schall mit der Modulationsfrequenz abstrahlt,
liee sich auf diese Weise sogar—prinzipiell beliebig tieffrequenter—Schall ohne
bewegliche Bauteile erzeugen. Das Prinzip einer solchen Steuerung wurde von
LANGE im Rahmen einer Diplomarbeit [13] demonstriert.

Um die Natur der Instabilitdt aufzuklaren und durch ein besseres Verstandnis
ihr Potential fiir Anwendungen auszuloten, wurden theoretische Untersuchungen
notwendig. Dariiber hinaus sollten Vergleiche theoretisch berechneter Streufakto-
ren mit den experimentellen Daten Riickschliisse auf die in der Natur realisierten
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Sprungbedingungen an den Enden des Kanalstiickes zulassen, sofern eine solche
Wahl der Sprungbedingungen iiberhaupt moglich ist.
Mit dieser Arbeit soll ein Beitrag dazu geleistet werden.



Kapitel 2

Experiment

In diesem Kapitel werde ich den experimentellen Befund erlautern, der uns zu
diesen Untersuchungen veranlafit hat.

Der Aufbau, mit dem die Daten gewonnen wurden, stammt von ENGHARDT und
BRANDES und stellt eine Erweiterung und Vervollkommnung von Vorgéngerex-
perimenten dar. Details lassen sich in den Diplomarbeiten [6] und [2] finden. Ich
beschréinke mich auf eine kurze Erlauterung des Prinzips.

Die Daten selbst wurden von BRANDES bereits in seiner Dissertation [3] vorge-
stellt und diskutiert. Ich werde die fiir die Instabilitét Typ I wichtigsten Ergebnis-
se, insbesondere die Streufaktoren, hier noch einmal prasentieren, mit dem Ziel,
sie mit meinen Modellrechnungen zu vergleichen.

2.1 Aufbau und Meflprinzip

2.1.1 Der Kanal

Die MeBstrecke, an der das Schallverstiarkungsphéinomen beobachtet wird,
dient der Ermittlung von Wellenzahlen und Streufaktoren in luftdurchstromten
Kanélen. Sie besteht im wesentlichen aus zwei je drei Meter langen innenpo-
lierten Messingrohren von 50 mm Durchmesser, die {iber unterschiedliche Mef3-
objekte verbunden werden kénnen. Uber einen Einlauftrichter mit aufgesetz-
tem Stromungsgleichrichter wird Luft durch die Mefstrecke angesaugt und—
abhéngig vom Stromungswiderstand des Mefobjektes—auf MACH-Zahlen bis
0,35 beschleunigt; siehe dazu Abb. 2.1.

Die mit dem Kanaldurchmesser gebildete REYNOLDS-Zahl erreicht fiir die
hochsten erreichbaren Stromungsgeschwindigkeiten Werte von iiber 3 - 10°, so
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Abbildung 2.1: Aufbau des Stromungskanals zur Messung von Streufaktoren. An die
Stelle des Kanalstiickes konnen unterschiedliche Objekte eingebaut werden.

daBl bereits bei Bruchteilen dieser Geschwindigkeiten am Ort des Meflobjektes
(60 Rohrdurchmesser vom Einlauf entfernt) von einer voll entwickelten turbulen-
ten Kanalstromung ausgegangen werden kann.

Die Enden des Kanals sind reflexionsarm abgeschlossen. Das Radialgeblése, wel-
ches die Luft ansaugt, ist von der Mefistrecke durch einen Schallddampfer akustisch
abgekoppelt. Wegen des verhéltnisméafig geringen Durchmessers ist innerhalb der
(schallharten) Teilrohre bis etwa 4kHz nur die Grundmode ausbreitungsfihig,
wobei sich diese obere Grenze bei Zunahme der MACH-Zahl mit dem Faktor
(1 — Ma?)'/? noch etwas erniedrigt.

An den Rohr-Enden sind Druckkammerlautsprecher eingebaut, mit denen das
MeBobjekt beschallt wird. Die Messung des Wechseldruckfeldes iibernehmen
32 Mikrofone, welche durch Bohrungen mit dem Kanalinneren verbunden sind.
Sie wurden so positioniert, dafl bei Frequenzen bis hinab zu 30 Hz gemessen wer-
den kann'.

Neben dem Schallfeld werden Luftfeuchte und Temperatur im Labor sowie die
statischen Driicke am Ein- und am Auslauf der Mefstrecke gemessen, um die
iibrigen akustisch relevanten Stromungsparameter ermitteln zu konnen.

2.1.2 Das Mef3prinzip

Das von BRANDES verwendete Mefiverfahren geht in seinen Urspriingen auf RON-
NEBERGER [20] zuriick. Ziel ist die moglichst genaue Bestimmung der Wellen-

!Die Abstéinde der Mikrofone werden mit zunehmender Entfernung vom MeBobjekt exponentiell
grofer.
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Abbildung 2.2: Bezeichnung der Streufaktoren

zahlen in den Mefirohren und der Streufaktoren an wie auch immer gearteten
Einbauten im Kanal durch Abtastung des Wechseldruckfeldes in den Teilrohren.
Die gesuchten Groflen werden aus den Einzeldriicken mit Hilfe einer Ausgleichs-
rechnung gewonnen.

Da die Beschallungsfrequenz die cutoft-Frequenz der ersten hoheren Mode nicht
iberschreitet, iiberlagern sich in den Teilrohren lediglich die Grundmode und ihre
Echos an den Abschliissen (Reflexionsfaktoren 7, und rp.) und den Ubergéingen
ins Innere des MeBobjektes (R. bzw. R_,; siche Abb. 2.2). Dariiber hinaus kom-
munizieren die Wellenfelder noch iiber die Transmissionsfaktoren 7", und 7. .
Kennt man die Wechseldriicke an hinreichend vielen Orten entlang der Mef-
strecke, dann kann man die Wellenzahl und insbesondere alle Streufaktoren be-
stimmen.

Der experimentelle Aufwand und das Auswerteverfahren sind auferordentlich
umfangreich, verglichen mit der Kiirze, mit der sie hier geschildert wurden. Ge-
nauere Beschreibungen finden sich in den eingangs genannten Arbeiten.

2.1.3 Die Meflobjekte

Um die Schallstreuung an Kanalsegmenten mit lokal nachgiebigen Wéanden un-
tersuchen zu konnen, wurden bereits vor BRANDES Einbauten wie in Abb. 2.3
entworfen.

Es handelt sich im wesentlichen um eine Aneinanderreihung von ringférmi-
gen Quasi-A/4-Resonatoren, die vom Kanal durch feinmaschige Metallgaze ge-
trennt sind. Die Kammern sind am &ufleren Umfang schallhart verschlossen und
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Durchmesser D

Abbildung 2.3: Schnitt durch ein Mefobjekt (nicht mafistéblich)

sorgfiltig abgedichtet. Durch die verhéltnisméfig grofie Tiefe und den geringen
Abstand der Ringscheiben, deren Dicke 0,5mm betriagt, wurde versucht, eine
moglichst lokal reagierende Auskleidung zu erhalten. Der Stromungswiderstand
der Gaze ist mit 0,04 pc verhéltnisméflig gering, wodurch der Wechseldruck dort
fast verschwindet, wenn die Tiefenresonanz der Kammern erreicht wird. Die nied-
rigste Resonanzfrequenz liegt bei fo = 849 Hz, die erste Antiresonanz bei etwa
1700 Hz, wobei sich die weitere Analyse nur auf Frequenzen bis zu dieser Antireso-
nanz beschrinken wird. Fiir niedrige Frequenzen (unterhalb der Tiefenresonanz)
gibt die Wand federnd, fiir hohere Frequenzen (bis zur Antiresonanz) masseartig
nach; siehe auch Abschnitt 3.1.2.

Von BRANDES wurden insgesamt fiinf verschiedene Objekte untersucht, wobei
ich mich im folgenden meist auf dasjenige konzentrieren werde, bei dem die
Verstarkung am ausgepragtesten zu sehen war: Fiir dieses Objekt ist

e die Kammertiefe 7' = 75 mm (Resonanzfrequenz f, = 849 Hz)
e die Kammerbreite B = 5 mm,

e die Gesamtlange ca. L = 87,5mm (16 Kammern).

Obwohl die Hauptstromung von den Resonatorkammern durch die Gaze getrennt
ist und in diesen keine merkliche (mittlere) Stromung vorhanden ist, wirbeln
doch Turbulenzballen in die Kammern hinein und verlieren dort Impuls. Ich mufl
also davon ausgehen, daf} sich innerhalb des Objektes an der Innenseite ande-
re Wandschubspannungen und andere Geschwindigkeitsprofile ausbilden als im
schallharten Rest des Kanals.
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Der Einflufl der soeben beschriebenen Auskleidung auf die Schallausbreitung 1af3t
sich durch eine Wandimpedanz Z (vorgeschriebenes Verhéltnis von Wechseldruck
und Schnelle senkrecht zur Wand) als Funktion der Frequenz beschreiben, wenn
die Kammern schmal im Vergleich zu den relevanten Wellenlédngen sind. Z kann
mit dem entsprechenden Eigenfunktionssystem (hier: BESSEL- und NEUMANN-
Funktionen) berechnet werden. Ich komme darauf aber noch in Kapitel 3 zuriick.

2.2 Die Instabilitat Typ I

2.2.1 Streufaktoren

Ich préisentiere zunédchst die von BRANDES experimentell ermittelten
Wechseldruck-Streufaktoren fiir das im vorigen Abschnitt beschriebene Mefiob-
jekt. Ich bezeichne mit 7", den Transmissionsfaktor, mit dem eine in Stromungs-
richtung eingestrahlte Schallwelle das Objekt durchquert, mit R. den dazu-
gehorigen Reflexionsfaktor und mit 7., R_, die entsprechenden Grofien bei Be-
schallung stromauf.

In Abb. 2.4 sind die Betrige der Streufaktoren bei Beschallung in Strémungsrich-
tung zu sehen. Wahrend bei ruhender Luft das kassettierte Kanalstiick wie erwar-
tet Frequenzen nahe der Tiefenresonanz dampft, ist bereits bei Ma = 0,10 dieser
Déampfungserfolg durch einen Verstarkungsbereich knapp oberhalb der Resonanz
wieder aufgebraucht. Fiir noch hohere Stromungsgeschwindigkeiten erreicht der
Betrag des Transmissionsfaktors sogar Werte iiber Eins, bis zu einer Verstirkung
von ca. 30dB bei Ma = 0,24.

Der Reflexionsfaktor und die entsprechenden Groéflen bei Beschallung entge-
gen der Stromung (sieche Abb. 2.5) zeigen eine weniger ausgeprigte MACH-
Zahl-Abhéngigkeit. Insbesondere gibt es keine Schallverstirkung bei Beschal-
lung stromauf. Die Werte iiber Eins bei R.. resultieren aus der allgemeinen
MACH-Zahl-Abhéangigkeit des Reflexionsfaktors selbst und sind kein Ausdruck
eines Verstarkungsphdnomens.

In Abb. 2.6 ist die Phase des Transmissionsfaktors 7", fiir vier verschiedene Mach-
zahlen dargestellt.

Man sieht, dal die Phasendrehung im Verstdrkungsbereich stark zunimmt, um
sich bei Frequenzen dariiber nur noch moderat zu &ndern.

Die in der genannten Arbeit vorhandenen Fehlerbalken habe ich in diesen Dia-
grammen der Ubersicht halber weggelassen.



2  Experiment

0,50

0,25

0,00

Abbildung 2.4: Betréige des Transmissions- und des Reflexionsfaktors bei Beschallung
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in Stromab-Richtung. Aus: Diss. BRANDES
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Abbildung 2.5: Betridge des Transmissions- und des Reflexionsfaktors bei Beschallung
stromauf. Die Abweichungen von R_, vom generellen Verlauf bei ca. 1100 Hz sind nicht
signifikant (grofle Mefunsicherheit, siehe Diss. BRANDES).
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Abbildung 2.6: Phase des Transmissionsfaktors bei Beschallung stromab. Aus: Diss.
BRANDES

2.2.2 Abhiéngigkeit der Verstirkung von den experimentellen Para-
metern

Das Verhalten von 7', 148t sich wie folgt zusammenfassen:

e Fiir grofle Stromungsgeschwindigkeiten gibt es ein Frequenzband mit einem
erhohten Transmissionsfaktor, wobei der Betrag iiber Eins steigen kann.

e Das Verstiarkungsband erstreckt sich beginnend knapp oberhalb der Reso-
nanzfrequenz bis zu einer dariiber liegenden Frequenz, die fiir h6here M ACH-
Zahlen weiter ansteigt. Fiir das Kanalstiick mit Resonanzfrequenz 849 Hz
erreicht dieses bei MACH-Zahlen von 0,2 eine Breite von ca. 250 Hz.

e Die Frequenz maximaler Verstirkung verschiebt sich mit wachsender M ACH-
Zahl ebenfalls nach oben.

e Die Maximalverstirkung steigt mit der MACH-Zahl und erreicht 30 dB bei
Ma = 0,24.
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Abbildung 2.7: Maximalverstarkung in Abhéngigkeit von der MACH-Zahl fiir ver-
schiedene Kammergeometrien. Die Bauteilldnge ist bei allen drei Kanalstiicken gleich.
Die Abbildungen sind nicht mafstéblich. Aus: Diss. BRANDES

e Innerhalb des Verstdrkungsbereiches dndert sich die Phase des Transmissi-
onsfaktors mit der Frequenz viel stiarker als aulerhalb.

BRANDES untersuchte auch, wie die Verstirkung von den charakteristischen Ab-
messungen des ausgekleideten Kanalstiickes abhangt. Die wesentlichen Beobach-
tungen lauten:

e Die Verstarkung ist um so hoher, je schmaler die Kammern sind. In Abb. 2.7
wird die Maximalverstarkung dreier gleich langer Kanalstiicke verglichen.
Den groiten Effekt erzielt die Auskleidung mit den tiefen Kammern (und
entsprechend tiefer Resonanzfrequenz). Je grofier die Kammerbreite B im
Verhiltnis zur Tiefe T" wird, um so geringer ist die Verstirkung.

e Es besteht kein einfacher Zusammenhang zwischen Objektlange L und dem
Verstarkungsfaktor (siehe Abb. 2.8). Zwischen acht und sechzehn Kammern
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Abbildung 2.8: Maximalverstarkung in Abhéngigkeit von der MACH-Zahl fiir ver-
schiedene Bauteillingen. Aus: Diss. BRANDES

besteht nur ein geringer Unterschied in der Wirksamkeit der Anfachung, fiir
das lange Objekt mit 32 Kammern ist sie dagegen schon deutlich geringer.

BRANDES hat noch einige andere Abhéngigkeiten untersucht, die ich aus Platz-
griinden hier nicht wiedergeben werde.

2.3 Vorlaufige Interpretation

Die im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen Beobachtungen wurden folgen-
dermaflen gedeutet:

Fiir die Schallverstirkung in Stromabrichtung, in [3] Typ I genannt, ist eine
hydrodynamische Instabilitdtsmode verantwortlich. Sie wird am Stromauf-Ende
des ausgekleideten Kanalstiickes durch Schall angeregt und strahlt, nachdem sie
sich angefacht ausgebreitet hat, unter Umstéinden am Stromab-Ende Schall mit
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hoherer Amplitude ab.

Eine solche konvektiv angefachte Mode bezieht die Energie, die sie fiir die
Vergroflerung ihrer Amplitude benétigt, aus der umgebenden Gleichstromung.
Abhéngig von der Anfangsamplitude der Mode im Verhéltnis zur Starke der
Grundstromung beeinfluit dieser Energieentzug das Gleichstromungsprofil, so
daB groBlere Bauteillingen nicht zwangslaufig zu einer Erhohung der Anfachung
fithren.

Da schmalere Kammern zu grofieren Verstirkungen fithren, bevorzugt diese Mo-
de offenbar lokal nachgiebige Wénde, so dafl diese Losung auch in entsprechend
vereinfachten Modellen mit Wanden geeignet gewéhlter Impedanz auftreten soll-
te.

Fiir das Verschwinden der Instabilitdt bei hohen Frequenzen koénnen mehrere
Ursachen verantwortlich sein. Es ist moglich, daf3 sich dann bei entsprechend ge-
ringen Wellenldngen die endliche Kammerbreite und der Verlust der Lokalitéit
der Wand-Nachgiebigkeit bemerkbar macht. Die Mode koénnte mit geringerer
Wellenlédnge auch immer mehr in Wandnéhe riicken, wo die Stromungsgeschwin-
digkeit schon deutlich geringer und demzufolge weniger Energie zur Anfachung
vorhanden ist.

Um die genaue Natur der Instabilitat zu klaren, wurde bereits von BRANDES die
Modenstruktur entsprechender Modelle untersucht?. Er bestétigte die schon aus
anderen Quellen—etwa [18], [10]—bekannte Existenz einer hydrodynamischen In-
stabilitdtsmode, deren Parameterabhéngigkeiten allerdings nur wenige Gemein-
samkeiten mit dem Experiment zeigten. BRANDES und RONNEBERGER [19]
schlossen daraus, da} in einem guten Modell die sonst meist vernachléssigte
turbulente, von der Welle modulierte Wandschubspannung beriicksichtigt wer-
den miisse, weil durch die Einbeziehung des turbulenten Impulsverlustes an der
Wand auch in anderen Fillen die Diskrepanzen zum Experiment geschlossen wer-
den konnten (siehe [17]).

Ich beginne daher in Kapitel 3 mit der Untersuchung moglichst einfacher Modelle
und ihrer Losungen anhand entsprechender Dispersionsbeziehungen, bevor ich
mich in Kapitel 5 Streurechnungen zuwende.

2Diese unverdffentlichten Arbeiten wurden nicht weiterverwendet.
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Kapitel 3

Einfache Modelle

Um den Einflu} instabiler Moden auf die akustischen Eigenschaften nachgiebig
ausgekleideter Kanalsegmente zu verstehen, untersuche ich zunéchst das Moden-
spektrum, das heift, ich berechne die méglichen komplexen Wellenzahlen in einem
homogenen Kanal in Abhéngigkeit von Frequenz und Gleichstromungsgeschwin-
digkeit.

Dabei stellt sich die Frage, wie genau die Verhéltnisse innerhalb des ausgeklei-
deten Kanals modelliert werden miissen, inwieweit also etwa Details des Gleich-
stromungsprofils oder der Verlustmechanismen Einflu auf den Verlauf der Wel-
lenzahl haben.

3.1 Inkompressibel iiberstromte Wand; Rechteckprofil

Ein nicht besonders gutes, dafiir aber mathematisch iibersichtliches Modell ist das
einer inkompressibel iiberstromten, lokal nachgiebigen Wand, wobei die Gleich-
stromung einem Rechteckprofil folgt. Dieses Modell ist—abgesehen von seiner
kompressiblen Variante!-—offenbar auch das einzige geschlossen losbare. Weitere
Verfeinerungen fithren zu Gleichungen, die nur noch numerisch behandelt werden
konnen.

Die Vereinfachungen lassen sich wie folgt motivieren:

Wir vermuten, daf} eine angefachte hydrodynamische Welle, vergleichbar etwa den
KELVIN-HELMHOLTZ-Wellen in einer freien Scherschicht, fiir die Verstérkung ver-
antwortlich ist. Diese Losung soll durch das Wechselspiel zwischen der Stromung

!Auch in diesem Falle erhilt man eine Gleichung 4. Grades, die man aber nur noch mit grofem
Aufwand geschlossen 16sen kann.
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im Kanalinneren und der resonanzartigen Kanalauskleidung zustandekommen.
Da das Verstdrkungsphédnomen deutlicher zutage tritt, wenn die Kammerung
feiner ist, betrachte ich anstelle der Auskleidung eine Wand mit lokaler Nach-
giebigkeit. Das bedeutet, daf§ die Schnelle an einem Wandpunkt auch nur vom
Wechseldruck an genau diesem Punkt abhéngt. Das ist fiir endlich breite Kam-
mern natiirlich nicht der Fall.

Zum zweiten gehe ich davon aus, dafl eine durch die nachgiebige Wand verur-
sachte Losung auch in Wandndhe lokalisiert ist. Da die Geometrie des Kanals
und die Kriitmmung der Wand nicht entscheidend sein sollten, miifite es in einer
ersten Ndherung moglich sein, statt im Inneren eines Rohres in einem Halbraum
zu rechnen, der durch eine Ebene begrenzt wird. Weil dariiber hinaus bei den
Messungen nur rotationssymmetrische Schallfelder erzeugt wurden, kommt der
Anfachungsmechanismus offenbar ohne die umféngliche Koordinate (Zylinderko-
ordinate ¢) aus. Ich kann also auf die spannweitige Koordinate z verzichten und
zweidimensional rechnen.

Zum dritten sollte es gerechtfertigt sein, das Medium als inkompressibel anzu-
nehmen. Die Losungen, nach denen ich suche, werden hydrodynamische Moden
sein. Die Kompressibilitéit des Mediums ist fiir deren Dynamik nur eine Stérgrofie
und nicht, wie bei Schallwellen, die Ursache. Weil fiir sie 4 und nicht ¢ die cha-
rakteristische Geschwindigkeit ist, stellt es auch kein Problem dar, daf§ in der
inkompressiblen Naherung ¢ unendlich wird.

Charakteristika der Stromung, die sicherlich einen bedeutenden Einflul auf den
Verlauf der Moden haben, sind das Stromungsprofil und der Impulstransport
(im vorliegenden Falle in der Hauptsache turbulent). Fiir ein erstes Verstindnis
sehe ich aber davon ab und ersetze das Profil durch eine Rechteckstrémung und
vernachléssige jegliche ortsabhéngige turbulente oder zdhe Impulstransportterme,
weil ich auf diese Weise statt einer Differential- nur eine Dispersionsgleichung nach
k, auflosen mufl und ich im ersten Fall—im Gegensatz zum zweiten—keinerlei
Kontrolle iiber Art und Zahl der moglichen Losungen hétte.

3.1.1 Die Grundgleichungen

Fiir dieses Modell lege ich das Koordinatensystem wie folgt:

Die lokal nachgiebig gedachte Wand liege in der Ebene y = 0, wobei die Werte y >
0 im Inneren der Stromung angenommen werden. Die Kammern der Auskleidung
nehmen den Bereich =T < y < 0 ein. Die x-Koordinate falle mit der Richtung
der Gleichstromung zusammen, also
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u(y) =uex, y >0

Die z-Achse liegt quer zur Gleichstromung und parallel zur Wand (,,spannwei-
tig“Koordinate), findet aber in diesem zweidimensionalen Modell keine weitere
Verwendung.

Die Kontinuitétsgleichung fiir die Wechselgeschwindigkeit v hat dann die folgende
Gestalt:
divv = 0,v; + 9yv, =0 (3.1)

Diese Beziehung folgt aus der Divergenzfreiheit der inkompressiblen Gesamt-
stromung u+ v und der stationdren Grundstromung u (Linearitét der Konti-
nuititsgleichung).

Die EULER-Gleichung fiir die Wechselgrofien

p(0y + ud,)v=—Vp (3.2)

geht aus der entsprechenden Gleichung fiir die Gesamtstromung hervor, wenn
man den quadratischen Term (vV)v als klein vernachléssigt.
Der Ansatz

D, VX 6—iwt+ikx (33)

fithrt schlieflich auf das Gleichungssystem

ki+k = 0
kp = p(w—uk,)v =: pw'v, insbesondere (3.5)
kyp = pwuy

w' ist die durch die Grundstrémung DOPPLER-verschobene Kreisfrequenz. Uber-
all dort, wo (im Zeitbereich) wegen der Grundstromung statt J; die konvektive
Ableitung 0; + u0, steht, mufl im Frequenzbereich w durch w’ ersetzt werden.

3.1.2 Modellierung der Wandimpedanz

Als Randbedingung fiir das Modell nehme ich an, daf3 die Wand lokal nachgiebig
ist. Das heifit, Wechseldruck und der zur Wand senkrechte Anteil der Schnelle
sind proportional:
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p= _Z/Uy7 Yy = +0
In die Proportionalitdtskonstante Z’ gehen drei Anteile ein:

1. das Verhiltnis zwischen Wechseldruck und Vertikalschnelle am kanalseitigen
Ende (y = —0) der Kammer,

2. der zusatzliche Widerstand durch die Gaze und

3. ein Faktor, mit dem dieses Verhéltnis durch die unendlich diinn gedachte
Schicht vermittelt wird, in der u von Null (y = —0) auf u (y = +0) anwéchst.
Diese Schicht wird Wirbelschicht genannt, weil sich hier die Wirbeligkeit
rot u konzentriert, die sonst iiber das ganze Profil u(y) verteilt ist.

Das Verhiltnis zwischen Wechseldruck und wandnormaler Schnelle, die sogenann-
te Wandimpedanz Z, berechnet sich fiir Kammern der Tiefe T" mit dem Ansatz
einer hin- und riicklaufenden Welle in der Kammer

P, VX e_"“’t(aeﬂ%y + ﬁe_i%y)

und der Forderung, dafl die AuBlenwand der Kammern schallhart ist,

v, =0,y=-T
zZu
P 1pc cot (ET) ,y=—0
Uy c

Der Stromumgswiderstand der Gaze betragt etwa 0,04 pc und mufl hinzuaddiert
werden, so daf} ich insgesamt erhalte:

Z(w) = pe <0.04 + 1 cot (%T)) (3.7)

Um das ebene Modell mit dem experimentellen Aufbau von BRANDES vergleich-
bar zu machen, wihle ich die Kammertiefe T" so, daf§ als Resonanzfrequenz der
Auskleidung

C
fo= 17

gerade 849 Hz wie beim Objekt mit tiefen Kammern herauskommt.
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Abbildung 3.1: Betrag und Phase der Impedanz Z/pc einer Wand, die lokal wie ein
A/4-Resonator nachgibt. 7= 101 mm.

In Abb. 3.1 habe ich die Abhéngigkeit der Wandimpedanz von der Schallfre-
quenz aufgetragen. Der Mebereich umfafit nur die Grund-Resonanzfrequenz (die
néchsthohere liegt bei 2547 Hz) mit dem charakteristischen Wechsel der Phase von
+m/2 auf —m/2 nahe f.

Um nun noch die Wirbelschicht zu beriicksichtigen, in der die Gleichstromung
vom Wert Null auf ihren vollen Betrag anwéchst, fithre ich die Auslenkung n
ein, die die wandnormale Versetzung kleiner Fluidelemente durch die Wechsel-
stromung beschreibt. Es 1&8t sich zeigen, daf} in einer ebenen Schichtenstromung
sowohl der Wechseldruck als auch 7 stetig durch die Wirbelschicht gehen:

ply=-0) = ply=+0)
ny=-0) = n(y=+0)

Da die zeitliche Ableitung 9; und die konvektive Ableitung J; + u0, vertauschen,
folgt hieraus

(Or +u0,)Om(y = —0) = 0y(0 +udy)n(y = +0) =
y —

W' vy ( 0) = wuy(y=+0)
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wodurch ein zusétzlicher Faktor w/w’ in der Randbedingung auftaucht,

w
p= —JZ(w) vy, y = +0 (3.8)

In der Resonanz sind Wechseldruck und Schnelle an der Wand in Phase und der
Wechseldruck ist so klein, dal bei dieser Frequenz die Schallausbreitung unter-
driickt sein sollte. Beobachtet wird aber schon bei moderaten Machzahlen eine
Verstéarkung knapp oberhalb der Resonanz, wo die Nachgiebigkeit der Wand mas-
seartig wird, das heifit, wo Druck und Stromung gegenphasig oszillieren.

3.1.3 Losung der Dispersionsbeziehung; Verlauf der Ausbreitungswel-
lenzahlen

Mit den Gleichungen (3.4) bis (3.6) und (3.8) kann ich die Moden, die sich iiber
einer derartigen Wand ausbreiten konnen, explizit angeben. (3.4) 16se ich nach
k, auf, indem ich ein Vorzeichen einfiihre:

k, = +ik, (3.9)

Mit dieser Wahl und (3.6), (3.8) erhalte ich schlieBlich folgende quadratische
Dispersionsbeziehung fiir k,,

+ikTwZ = —p(w — ukF)? (3.10)

mit den Losungen

A dipu
EE = 1 22 () )1 2 311
. LT opu (£) 7 (3.11)

RIENSTRA hat diese Wellenzahlen bereits in [18] angegeben. Bevor ich die Losun-
gen weiter untersuche, stelle ich ihren Verlauf k,(f) in Abbildung 3.2 fiir eine
typische Stromungsgeschwindigkeit dar.

Zu diesen Kurven ist zu sagen, daf sie spétestens oberhalb derjenigen Frequenz
irrelevant werden, fiir die der Realteil verschwindet, denn wegen Gleichung (3.9)
verschwindet dort auch der Imaginérteil der Wellenzahl k. Von einer an der Wand
lokalisierten Losung kann dann keine Rede mehr sein, womit eine Voraussetzung
fiir die (zumindest ndherungsweise) Giiltigkeit dieses Modells nicht mehr erfiillt
ist.



3 Einfache Modelle 21

Wellenzahlen kg in m—1
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Abbildung 3.2: Die vier Lo&sungen k;t ®) iy Abhingigkeit von der Frequenz;

Stromungsgeschwindigkeit 60 m-s~!. Grau unterlegt ist der Bereich, in dem eine Mode
nicht mehr an der Wand lokalisiert ist (Im %, < 0).

3.1.4 Diskussion der Losungen

Ich untersuche zunéchst, welche der vier Moden ohne Grundstréomung auskom-
men. Dazu muf} ich in (3.11) die dimensionslose Grofie pu/Z gegen Null gehen
lassen. Ich kann fiir die Quadratwurzel eine Taylorentwicklung benutzen,

dipu 2ipu pUN 2
1L =1x =2 (5) +

Da die Wurzel bekanntlich nicht als stetige Funktion fiir alle komplexen Zah-
len definiert werden kann, wéhle ich als Schnitt in der komplexen Ebene den
nicht-positiven Teil der reellen Achse, so daB fiir alle Argumente auflerhalb dieses
Strahls die Wurzel wohldefiniert ist. Insbesondere ist dann die gemachte Reihen-
entwicklung fiir den Radikanden (1 + kleine Zahl) unkritisch und es haben alle
Wurzeln wie iiblich einen positiven Realteil.

Abhéngig vom Vorzeichen (+) erhalte ich die Entwicklungen
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iz
) %(q:lp—u+2+--~> (3.12)
O :I:ig ¥ (3.13)

in denen die Punkte Terme der Ordnung pu/Z und hoher vertreten.

Wihrend das Paar & im Fall verschwindender Grundstromung in die gene-
rischen Oberflachenwellen einer nachgebenden Wand iibergeht (16se (3.10) fiir

u = 0), sind die Losungen k™ offenbar abwesend. Sie sind also hydrodynami-
sche Moden, die bei fehlender Grundstromung nicht existieren kénnen und von
der Wechselwirkung des Stréomungsprofils mit der ausgekleideten Wand erzeugt
werden?.

Ebenso kann ich auch Z gegen unendlich gehen lassen, also den Grenzfall schall-
harter Winde untersuchen. Mit einer identischen Reihenentwicklung® erhalte ich
das Resultat, dafi das Paar hydrodynamischer Moden divergiert, bei dieser Rand-
bedingung also gar nicht existieren kann, wihrend die Wellenzahlen der Ober-
flichenwellen gegen Null gehen.

Ebenfalls interessant ist der Grenzfall verschwindender Frequenz. Fiir kleine w
ist Z(w) ~ ipc?/(wT), und man erhilt entweder durch Reihenentwicklung der
Wurzel (wie oben) oder direkt aus der Dispersionsbeziehung (3.10)

2

D — 4 & 3.14
: . (3.14)

G =0 (3.15)

Wiéhrend die Oberflachenwellen aufthoren zu existieren, werden die hydrodyna-
mischen Losungen im Grenzfall w = 0 zu stationéren, rdumlich harmonischen
Stromungen.

Als letztes untersuche ich die folgende Grofie?:

w w

Vph =
P IRek| |k
2 Analog verhalten sich die KELvIN-HELMHOLTZ-Wellen in freien Scherschichten, die mit den ge-
machten Vereinfachungen hier von der Form kxu = (w/u)(1 £ ) wiren.
3pu/Z ist klein, wenn u klein oder Z grof ist.
4Das zweite Gleichheitszeichen gilt nur im inkompressiblen zweidimensionalen Fall.
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Abbildung 3.3: Betrag von wvpy, fiir die vier Lésungen bei einer Gleichstromung von
60m -s?

Anschaulich gesprochen ist dies die Geschwindigkeit, mit der sich die Fronten
gleicher Phase ausbreiten, und zwar in Richtung des Lotes Rek (und nicht langs
der Kanalachse). In Abb. 3.3 ist die Frequenzabhéngigkeit von vy, fiir die vier
Losungen zu sehen.

Es stellt sich heraus, das je zwei Moden in einem Frequenzband ober- oder un-
terhalb der Resonanzfrequenz annédhernd dieselbe Frontengeschwindigkeit in der
Grofle der Grundstromungsgeschwindigkeit aufweisen. Auflerhalb dieses Bereichs
ist der Betrag fiir die hydrodynamischen Moden viel kleiner, fiir die Oberflachen-
moden hingegen viel grofler als der der Gleichstrémung.

Dieses bemerkenswerte Verhalten darf allerdings nicht iiberinterpretiert werden,
weil Real- und Imaginérteil der Wellenzahlen und demzufolge auch Fronten-
abstdnde und Anfachungsléingen von derselben Groflenordnung sind. In solchen
Féllen ist nicht zu erwarten, dafl Phasen- oder Gruppengeschwindigkeit etwas
Zuverlassiges iiber die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Welle aussagen.
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3.1.5 Die Ausbreitungsrichtung der Moden

Ich will nun die Ausbreitungsrichtung der Wellen bestimmen. Fiir die generi-
schen Moden ki) wiire es zunichst plausibel, diese aus dem Verhalten ohne
Grundstromung abzuleiten: es existiert dann kein Energiereservoir, aus dem eine
angefachte Mode gespeist werden kann, folglich sind die Losungen bei v = 0 in
jedem Falle in Ausbreitungsrichtung gedimpft. k' (=) Sollte daher auch fiir u > 0

) hingegen stromauf laufen.

stromab, k (=
Voraussetzung fiir diesen Schluf ist jedoch, daf sich die Ausbreitungsrichtung bei
Anderung der Strémungsgeschwindigkeit nirgendwo umkehrt. Fiir die hydrody-
namischen Moden &™) ist die Ermittlung der Ausbreitungsrichtung auf diese
Weise ohnehin nicht méglich, da sie ohne Grundstromung iiberhaupt nicht exi-
stieren.

Die Gruppengeschwindigkeit sagt ebensowenig Zuverldssiges iiber die Laufrich-
tung aus: Moden, deren Wellenzahlen einen grofien imaginidren Anteil besitzen,
haben die Eigenschaft, dafl ihre Wellenpakete sich schneller verformen als fort-
bewegen. Von einer klar erkennbaren Ausbreitungsrichtung kann deshalb keine
Rede sein.

Das Problem der Ausbreitungsrichtung wurde unter anderem von BRIGGS [4]
und JONES, MORGAN [8] untersucht, wobei letztere die Verallgemeinerung eines
Kriteriums von BRIGGS angeben. In beiden Féllen ergibt sich die Ausbreitungs-
richtung aus der Forderung, dafl die Losung kausal sein soll, also fiir Zeiten vor
dem Einschalten einer Quelle verschwindet:

Wenn man die Moden eines Randwertproblems mit Ausbreitungsrichtung = un-
tersucht, so liefert einem die Dispersionsbeziehung die Abhéngigkeit zwischen k,
und w, etwa aufgelost nach k, = k,(w). Wie kann man einer unendlich ausgedehn-
ten Welle mit Wellenzahl k, ansehen, wohin sie sich ausbreitet? Es gibt weder
eine ortlich begrenzte Quelle noch einen Beginn der Abstrahlung.

BRIGGS argumentiert nun, dafl mit Ubergang zu komplexen Kreisfrequenzen, wie
sie einer zeitlichen Anfachung der Quelle entsprechen wiirden,

w—w+ioc,o0>0

alle Losungen bei geniigend hohem o schliellich in diejenige Richtung geddmpft
sind, in die sie sich ausbreiten. Der Grund ist, anschaulich gesprochen, daf} fiir
geniigend hohe Anfachungsraten das Anwachsen der Quelle eine Zunahme in
Laufrichtung iiberkompensieren wird. Instabile Moden sollten sich also dadurch
auszeichnen, daf sie bei grofien ¢ schliefllich in der Richtung abklingen, in die sie
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ky in m—1
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Abbildung 3.4: Wellenzahlen der vier Losungen in Abhéngigkeit von der Anfachungs-
rate Imw (kompressible Rechnung)

bei reellen Frequenzen anwachsen, fiir stromab laufende also:

Imk, <0 geht iiber in Imk, >0

Leider ist BRIGGS’ Kriterium aus mathematischen Griinden, auf die ich in An-
hang A eingehe, fiir dieses Problem nicht geeignet. Ich mufl (wie RIENSTRA [18])
die Verallgemeinerung von JONES und MORGAN [8] benutzen, was im vorliegen-
den Fall darauf hinausléauft, den Imaginérteil der Wellenzahl wie eben beschrieben
fiir rein imagindre Frequenzen zu untersuchen.

Dariiber hinaus ist es notwendig, kompressibel zu rechnen, was ebenfalls im An-
hang erldutert wird.

Die Wellenzahlen fiir grofler werdende, rein imaginére Kreisfrequenz sind in Abb.
3.4 zu sehen: Es zeigt sich, daB das kompressible Analogon zu k' ) bei wachsen-
der Anfachung in Grundstromungsrichtung gedampft (Im k™ > 0) und daher
auch bei reeller Frequenz eine stromab laufende, instabile Welle ist, wihrend
kx ) und ka =) gedampft stromab laufen. Lediglich das kompressible Pendant
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Mode Typ Richtung | Dampfung | beiu =0 | bei f =
@) hydrodyn. | stromab angefacht 00 + uCQQT
kz ) hydrodyn. | stromab gedampft o0 — UC;T
kz )| akustisch stromab gedampft + i“’Tp 0
k. =) akustisch | stromauf gedAmpft — i“’7p 0

Tabelle 3.1: Eigenschaften der vier Losungen der inkompressiblen Wellengleichung vor
einer resonanzartig nachgiebigen, ebenen Wand

zu ky klingt rdumlich entgegen der Grundstrémungsrichtung ab, folglich ist
das die einzige Mode dieses Modells, die stromauf lauft.

Ich schlieBe diesen Abschnitt mit einer Ubersicht iiber die gefundenen Moden in
Tabelle 3.1.

3.1.6 Zusammenfassung

Es zeigt sich, dal vor nachgiebigen Wénden bei Stromungsiiberlagerung zwei
zusétzliche Moden existieren, die beide stromab laufen und von denen eine raum-
lich angefacht ist. Sie existieren nur vor dem Hintergrund einer Gleichstromung
und bediirfen nachgiebiger Wénde.

Die instabile hydrodynamische Mode konnte die Ursache der experimentell be-
obachteten Schallanfachung in Grundstrémungsrichtung sein. Ein weiteres Indiz
ist die Tatsache, dafl sich mit dem Wechsel der Wandimpedanz von federarti-
ger zu masseartiger Reaktion (bei der Resonanzfrequenz fy) die Anfachung stark
erhoht (siche dazu Abb. 3.5), in Ubereinstimmung mit der Beobachtung, daf
die Schallverstirkung erst oberhalb von fj einsetzt. Eine obere Begrenzung des
Verstarkungsbereiches existiert nicht, aber ein Riickgang des Anfachungsfaktors
auf etwas niederigere Werte bei einer gewissen Frequenz oberhalb der Tiefenre-
sonanz. Der besonders stark angefachte Bereich verbreitert sich mit wachsender
Stromunsgeschwindigkeit, jedoch nimmt der Maximalwert der Anfachung, wie in
Abb. 3.5 zu sehen, in selbem Mafle ab, was der Transmissionskoeffizient stromab
nach den Ergebnissen von BRANDES gerade nicht tut. Das Verhalten der insta-
bilen Losung ist allerdings fiir hohe Frequenzen irrelevant, weil die Mode dort
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Abbildung 3.5: Der rdumliche Anfachungsfaktor der Instabilitdtsmode in Abhéngig-
keit von Frequenz und MACH-Zahl

bereits von der Wand weg angefacht ist und nichts mehr mit der tatsdchlichen
Losung in einem endlich weiten Kanalstiick zu tun hat. Die Untersuchung reali-
stischer Geometrien ist daher zwingend erforderlich.

Fiir 60m - s~ liegt das Minimum im Imaginirteil bei etwa 125 m™!, was auf der
Linge des ausgekleideten Objektes von 87,5 mm einer Anfachung von

exp(125 - 0,0875) > 5 - 10*

entspriche. Das ist um Groflenordnungen iiber der beobachteten Verstédrkung.
Verlaflliche Aussagen iiber Transmissionsfaktoren kann aber nur eine Streurech-
nung liefern.
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3.2 Kompressibilitit; Andere Geometrien

Im vorhergehenden Abschnitt habe ich die Instabilitdtswelle an einer inkompres-
sibel iiberstromten, ebenen Wand vorgestellt, die ein Kandidat fiir das von BRAN-
DES und anderen untersuchte Verstiarkungsphédnomen Typ I ist. Ich untersuche
nun, wie sich die Dispersionsbeziehung verhélt, wenn man realistischere Modelle
verwendet. Es ist dann zwar nicht mehr moglich, Losungen explizit anzugeben,
aber ich kann die Ergebnisse aus 3.1 als Richtschnur und Vergleich fiir die nur
noch numerisch auffindbaren Lésungen benutzen.

3.2.1 Effekte der Kompressibilitit

Zunéchst interessiert mich der Einflu}, den die Kompressibilitéit der Luft auf den
Verlauf der Losungen hat.
Wiihrend sich die EULER-Gleichung (3.2) nicht &ndert, hat die Kontinuititsglei-
chung (3.1) nun die Form

Op+uVp+ podivv =0 (3.16)

Sie ergibt sich aus der Kontinuitédtsgleichung fiir die Gesamtstromung py +
p, U+ v bei Vernachléassigung der Terme, die quadratisch in den Wechselgrofien
p, v sind. Als Zustandsgleichung, die die Beziechung zwischen Druck- und Dich-
tednderungen herstellt, benutze ich

dp = c*dp (3.17)

wobei die Schallgeschwindigkeit in allen Rechnungen den fiir Laborbedingungen
angemessenen Wert von 343 m - s~! haben wird.

Mit diesen Gleichungen und demselben Ansatz wie im inkompressiblen Fall wird
aus (3.4)

9 . .9 w —uky\’
ky +k, — . =0 (3.18)

und aus (3.10) geht die Dispersionsbeziehung

2
iz'\/k;g - (“’ - “kx> wZ = —plw — uk,)? (3.19)

C

hervor.
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Abbildung 3.6: Vergleich der kompressiblen (dicke Linien) und inkompressiblen
Losungen (diinne Linien) bei u = 90m - s~!

Die vier Losungen habe ich—wie auch in den folgenden Modellen—mit der
Mathematica-Routine FindRoot ermittelt.

Um eine Abschétzung fiir den Fehler zu erhalten, den eine inkompressible Rech-
nung mit sich bringt, vergleiche ich in Abbildung 3.6 die vier inkompressiblen
Losungen mit den kompressiblen und wéhle dafiir eine verhaltnismafig grofie
Stromungsgeschwindigkeit von 90m - s™! (Ma = 0,26). Wie man sieht, sind die
Abweichungen fiir diese (und damit auch kleinere) Stromungsgeschwindigkeiten
und fiir Frequenzen in dem mich interessierenden Bereich moderat, so daf fiir
ein erstes Verstdndnis ohne weiteres inkompressibel gendhert werden kann. Aller-
dings vereinfachen sich gerade bei komplizierteren Modellen die Gleichungen auch
nur unwesentlich, weswegen ich auf diese Vereinfachung oft verzichten werde.
Fiir komplexe Frequenzen zur Bestimmung der Ausbreitungsrichtung ergibt sich
allerdings ein signifikanter Unterschied, der im Anhang A diskutiert wird.
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3.2.2 Kanal mit kreisformigem Querschnitt

Ich untersuche nun die Wellenl6sungen in einem Rohr mit dem Innendurchmesser
der Meflobjekte, D = 50 mm.

Ich bezeichne mit x die Ortskoordinate in Ausbreitungsrichtung, mit r die radiale
Koordinate (die lokal nachgiebig gedachte Rohrwand liegt dann bei r = R) und
die umfangliche Winkelkoordinate mit ¢. Im Vergleich zur ebenen Wand tritt r
dabei an die Stelle von y, ¢ entspricht der nicht benutzten Koordinate z.

Wie sich die EULER- und die (inkompressible) Kontinuitatsgleichung in Zylinder-
koordinaten schreiben, 148t sich in Lehrbiichern nachschlagen, zum Beispiel [12].
Die resultierenden Gleichungen fiir die Wechselgrofien p, v = (vg, v, vy) bei
Grundstromung in z-Richtung lauten:

%&nr&nvr—i— %8¢U¢+0xvx =0 (3.20)
(0, +udy)u, — —% . (3.21)
(0, + udy)v, — —% » (3.22)
(0, +udy)vy — —%@d,p (3.23)

Hieraus 148t sich die inkompressible Wellengleichung (LAPLACE-Gleichung) in
Zylinderkoordinaten herleiten:

1 1
Ap = (—&r@r + =05+ aﬁ) p=0 (3.24)
r r
Der Ansatz fiir eine Schallmode im Rohrkanal lautet

P o< Iy (kyr)eimoewitikar (3.25)

weil die BESSEL-Funktionen J,,, Eigenfunktionen des LAPLACE-Operators in Zy-
linderkoordinaten sind. Die Wellengleichung reduziert sich zu

K2+ k=0 (3.26)

wenn man den Ansatz (3.25) in (3.24) einsetzt.
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Die Randbedingung bei r = R lautet jetzt®
N
" w Z(w)

und wird unter Benutzung der Gleichungen (3.22) und (3.25) zu der Dispersions-
beziehung

kR oy (kR = (m i(w — ukx)Q%) IaE) (3.27)

Dabei habe ich von der Beziehung Gebrauch gemacht, welche die Ableitung einer
BESSEL-Funktion durch BESSEL-Funktionen ausdriickt.

In Gleichung (3.27) mufl k, durch k, ausgedriickt werden, im inkompressiblen
Fall, siehe (3.26),

k, = ik, (3.28)

Bei einer kompressiblen Rechnung ist entsprechend

2
Ky, = iz'\/kg - (” - “k> (3.29)
C

einzusetzen. Das Vorzeichen ist irrelevant, weil es aus Symmetriegriinden in (3.27)
heraustallt.

Als Wandimpedanz wahle ich dasjenige Verhéltnis von p und v,, das sich gerade
bei der Kammergeometrie der experimentell verwendeten Meflobjekte ergibt. Die
entsprechende Formel findet sich in [3] im Abschnitt 2.3 und 148t sich auf &hn-
liche Weise wie (3.7) herleiten. Sie involviert wegen der Zylindergeometrie jetzt
BESSEL- und NEUMANN-Funktionen,

NERMER ~SERINED
Ni(2Ra)J1(£R) — Ji(2Ra)Ni(£R) .
Der Auflenradius der Kammern betragt im Falle der Resonanzfrequenz 849 Hz
R, = 100 mm.

Diese Impedanz gilt so nur fiir den Fall ¢g-unabhéngiger Wechselfelder. Fiir Lésun-

gen mit m # 0 ist die Auskleidung aus dem Experiment nicht mehr lokal nach-
giebig, weil eine Querunterteilung in umfénglicher Richtung fehlt.

Z(w,m =0) = pc (0,04—i

5Weil ein positives v, in die Wand hinein zeigt, erscheint im Gegensatz zur Rechnung an der ebenen
Wand kein Minuszeichen.
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Die Dispersionsbeziehung (3.27) hat unendlich viele Losungen. In den einfa-
chen Hohlleiterproblemen ohne Stromung und mit schallharten Wanden gibt es,
abhéngig von der Frequenz, typischerweise einige ausbreitungsfahige Moden mit
reeller Wellenzahl k&, und unendlich viele hohere imaginére Moden, die evaneszent
sind. In der inkompressiblen Néherung sind alle Moden rein imaginér.

Als Losungen erwartet man demnach unendlich viele k, in der N&he der ima-
gindren Achse und wegen der nicht verschwindenden Grundstrémung zwei zusétz-
liche hydrodynamische Moden.

Fiir Vergleiche mit dem Experiment sind nur die radialsymmetrischen Moden
m = 0 interessant, weil auch dort nur mit radialsymmetrischen Schallfeldern
gearbeitet wurde.

In der Ubersicht 3.7 zeige ich die Losungen niedrigster Ordnung, also diejenigen
mit kleinen Imaginérteilen, im Vergleich zu den Moden vor einer ebenen Wand.
Die Zusammenstellung der Moden-Paare ist insofern willkiirlich, weil ich nicht
getestet habe, ob die Moden bei Deformation der unterschiedlichen Geometrien
ineinander iibergehen, sofern dies iiberhaupt sinnvoll méglich ist.

Wi(e )man sieht, sind die Abweichungen der Loésungen im Rohr von den Moden
ke

ist.

ganz erheblich, so da} die ebene Wand offenbar eine schlechte Nédherung

Da kleine Realteile der Ausbreitungswellenzahl mit kleinen Imaginérteilen der
wandnormalen Wellenzahl korrespondieren, ist die instabile Mode nicht besonders
stark in der Ndhe der Auskleidung lokalisiert. In Abbildung 3.8 ist das Wechsel-
druckprofil fiir drei Frequenzen dargestellt. Wie im Falle der ebenen Wand meidet
die instabile Mode die Wand fiir hohe Frequenzen. Die Anfachung in Ausbrei-
tungsrichtung bleibt allerdings hoch.

Ein Vergleich mit den Losungen EE™ und eine Untersuchung der Ausbreitungs-
richtung mit den Methoden aus Anhang A zeigt, dafl die hier als Instabilitéts-
mode bezeichnete Losung eine stromab laufende, angefachte Welle ist, wéahrend
die sogenannte stabile Mode offenbar das Pendant der stabilen hydrodynami-
schen Mode —(+) ist. Ich verzichte bewufit darauf, sie ebenso als hydrodyna-
misch zu bezeichnen, weil sich diese Losung anders als die Mode —(+) verhiilt,
siehe dazu auch 3.2.4. Die stromab und die stromauf laufende Mode &hneln den
Oberflachenwellen der ebenen Wand, wihrend die beiden Losungen, die ich hier
héhere Moden genannt habe, Vertreter der unendlichen Zahl von n&dherungsweise
rein imagindren Losungen sind, deren Wellenzahlen sich mit der Frequenz nur
wenig verandern.

Mit Hilfe von (3.29) wird aus der Dispersionsbeziehung (3.27) die Bestimmungs-
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Abbildung 3.7: Vergleich der inkompressiblen Losungen im Rohr (dicke Linien) mit
den Moden k'™ (diinne Linien) bei u = 60m - s™1
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Abbildung 3.8: Wechseldruckamplitude der instabilen Mode in Abhéngigkeit vom
Wandabstand fiir drei Frequenzen, u = 60m - s~

gleichung fiir die kompressiblen Losungen, die sich ebenfalls nur unwesentlich von
den hier prisentierten unterscheiden, weswegen ich auf eine Gegeniiberstellung
verzichte.

Von Interesse ist noch, wie die instabile Mode fiir unterschiedliche Stromungs-
geschwindigkeiten aussieht. In Abbildung 3.5 hatte ich bereits den Verlauf des
Imaginérteils fiir das Ebene-Wand-Modell dargestellt. In Abbildung 3.9 sind der
Real- und Imaginérteil fiir das Rohr-Modell als Funktionen der Frequenz und der
MACH-Zahl zu sehen. Auch hier nimmt der Imaginérteil mit wachsender Mach-
zahl zu, die rdumliche Anfachung verringert sich daher, scheinbar im Widerspruch
zu den Beobachtungen im Experiment.

Bemerkenswert sind die Verzweigungspunkte bei etwa 1000 Hz, nahe der MACH-
Zahlen 0,1 sowie 0,2. Thr Auftreten ist nichts Auflergewohnliches, da die implizit
tiber die Dispersionsbeziehung gegebenen Funktionen k,(f, Ma) nicht iiberall ste-
tig sein miissen. Die experimentellen Daten deuten allerdings nicht darauf hin, dafl
sich die Schallverstiarkung bei kritischen M ACH-Zahlen sprunghaft dndert. In Ab-
bildung 3.10 sind daher die Verhé&ltnisse am Verzweigungspunkt nahe Ma = 0,2
noch einmal detaillierter dargestellt: Ich zeige den Verlauf der Wellenzahl der
instabilen und einer weiteren Mode in der komplexen Ebene. Wie man sieht,
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Abbildung 3.9: Die Instabilititsmode im Rohr in Abhéngigkeit von Frequenz und
MaAcH-Zahl, kompressible Rechnung
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Abbildung 3.10: Wellenzahlen der instabilen und eine weitere Mode unterhalb (oberes
Bild), nahe und oberhalb (unteres Bild) der kritischen Stromungsgeschwindigkeit von
etwa 70m -s~! in Abhingigkeit von der Frequenz
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,tauschen“ die Moden ab einer gewissen Stromungsgeschwindigkeit ihre Aste fiir
hohere Frequenzen. Das fithrt einerseits dazu, dafl in physikalisch realistischen
Losungen keine Unstetigkeiten auftreten miissen, weil solche Losungen aus Line-
arkombinationen aller Moden bestehen, andererseits ist es nicht mehr moglich,
Moden zum Beispiel durch ihr Hochfrequenzverhalten zu charakterisieren.

3.2.3 Flachkanal

Der dritte Teil dieses Abschnitts ist der Frage gewidmet, inwiefern ein Flach-
kanal geeigneter Breite als Naherung fiir einen Kanal mit kreisférmigem Quer-
schnitt dienen kann. Zwar stellt ein Flachkanal keine wesentliche Vereinfachung
gegeniiber dem Rohr dar, aber es existieren fiir diese Geometrie schon Streufor-
meln [10], die ich in Kapitel 5 testen méchte.

Ich verwende in diesem Abschnitt wieder die Koordinaten aus 3.1, wobei jetzt
bei y = D eine weitere nachgiebige Wand eingebaut ist. Die Gleichungen (3.4)
bis (3.6) gelten unverédndert. Um aber die Randbedingung an beiden Wénden
simultan zu erfiillen, muf} ich nun eine Linearkombination

D, VX (Ae—ikyy + Be—&—ikyy)e—iwt—kikgca:
Y

ansetzen, um

w

p = —;Z(w) vy, y=0 (3.31)
w

p = —|—;Z(w) vy, y=D (3.32)

sicherzustellen®. Die beiden Randbedingungen (3.31) und (3.32) legen nun zwei-
erlei fest, namlich das Verhéltnis der Linearkombinationsfaktoren A und B,

A = (wZ(w)ky + p(w — uk,)?) Ag
B = (wZ(w)k, — plw —uky)?) Ao (3.33)

mit einer willkiirlichen Konstante Ay richtiger Dimension, sowie die Dispersions-
beziehung

(WZ(w)ky + plw — uk,)?) F (WZ(w)ky — plw — uk,)?) e*vP =0 (3.34)

5Der Unterschied im Vorzeichen ergibt sich wieder aus der Tatsache, da88 ein positives vy beiy =0
aus der Wand heraus und bei y = D in die Wand hinein zeigt.
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Wie in den vorangegangenen Modellen weichen kompressible und inkompressible
Rechnung nur durch die Abhéngigkeit k, = k,(k,) voneinander ab. Dabei kann ich
das Vorzeichen in dieser Abhéngigkeit willkiirlich wéhlen, weil es Gleichung (3.34)
aus Symmetriegriinden nicht verdndert.

Das Vorzeichen in (3.34) dagegen unterscheidet zwischen zwei Familien physi-
kalisch unterschiedlicher Moden. Ausgedriickt durch die Amplituden A und B
lautet die Dispersionsbeziehung

AF Be™P =0
was fiir das Druckfeld der Mode

px (eiky(D*y) + e+ikyy) ef’iwt+ikzl‘ (335)

ergibt. Das Vorzeichen gibt daher an, ob eine Losung symmetrisch oder antisym-
metrisch ist, ob also p(0) = p(D) oder p(0) = —p(D) ist.

In Abb. 3.11 sind die symmetrischen Losungen niedrigster Ordnung den entspre-
chenden Moden im Rohr gegeniibergestellt. Wie man sieht, ist die Ubereinstim-
mung nicht besonders gut, lediglich der prinzipielle Verlauf der Losungen stimmt
{iberein. Diese Ubereinstimmung 1i8t sich durch Verdnderung der Kanalbreite
nicht entscheidend verbessern. Trotzdem werde ich diese Moden zunéchst fiir die
Streurechnung in Kapitel 5 benutzen.

Vergrofert man die Stromungsgeschwindigkeit, so steigt auch im Flachkanal der
Imaginérteil auf kleinere negative Werte—wie im Rohr. Diese Abnahme der rdum-
lichen Anfachung mit wachsender Stromungsgeschwindigkeit scheint also nicht
von den geometrischen Details abzuhéngen, sondern ist offenbar eine Eigenschaft
des Instabilitdtsmechanismus selbst.

In Abb. 3.12 zeige ich die symmetrischen Moden im Vergleich zu den entspre-
chenden antisymmetrischen Losungen. Wie man sieht, ist die antisymmetrische
Instabilitdtsmode weniger angefacht. Fiir die Deutung des Experimentes sind
diese Losungen zwar ohne Belang, da dort keine antisymmetrischen Schallfelder
erzeugt wurden, allerdings wiirden sie bei Versuchen eine Rolle spielen, durch
antisymmetrische Anregung der Instabilitdt zu verhindern, dafl sich der Steu-
erschall in den schallharten Abschnitten ausbreitet, wo derartige Moden nicht
ausbreitungsfiahig sind.
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Abbildung 3.11: Vergleich der inkompressiblen, symmetrischen Lésungen im Flachka-
nal (dicke Linien) mit den Lésungen im Rohr (diinne Linien) bei u = 60m-s~!. Breite
des Flachkanals: D = 50 mm.
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Abbildung 3.12: Vergleich der antisymmetrischen Losungen im Flachkanal (dicke Li-
nien) mit den symmetrischen (diinne Linien) bei u = 60 m-s~!. Breite des Flachkanals:

D = 50 mm.



3 Einfache Modelle 41

Kriterium k;t(ﬂ k;t(f)

u — 0 (keine Grundstrémung) divergieren B :I:MT’)

Z — oo (schallharte Wand) divergieren ) o

w — 0 (stationér) EED iuC;T ) o

»Phasengeschwindigkeit* Uph & 0...u Uph R U...C
+(4)

Tabelle 3.2: Eigenschaften der Moden kz

3.2.4 Zum Begriff der hydrodynamischen Mode

Der Unterschied zwischen sogenannten , hydrodynamischen“ Moden einerseits
und ,,akustischen® beziehungsweise Oberflichenmoden andererseits ist im Mo-
dell des Abschnittes 3.1 klar erkennbar.

Tabelle 3.2 zeigt, daBl zwei Losungen—darunter die Instabilitdtsmode—ohne
Stromung (und nachgiebige Wande) nicht existieren, im Grenzfall verschwinden-
der Frequenz in stationére Stromungen iibergehen und ihre Phasenfronten mit
einer Geschwindigkeit laufen, die in der Groéflenordnung von u liegt. Sie entspre-
chen also recht genau der Vorstellung, die man sich von einer hydrodynamischen
Welle macht.

Im Falle der Kanéle aus den Abschnitten 3.2.2 und 3.2.3 ist eine strikte Unter-
scheidung nicht mehr méglich.

Das wichtigste Kriterium ist sicherlich, ob die Mode auch fiir verschwindende
Grundstromung noch existiert. Dazu habe ich in Abbildung 3.13 den Verlauf der
Wellenzahlen zweier Losungen bei je zwei festen Frequenzen fiir u — 0, beginnend
mit © = 60m-s~!, in die komplexe Ebene eingezeichnet. Der Deutlichkeit halber
sind zwei Ausschnitte noch einmal vergroflert dargestellt.

Wie man sieht, hidngt die Konvergenz fiir u — 0 von der Frequenz ab: Fiir
niedrige divergieren die Wellenzahlen der Instabilitdts- und der ersten hoheren
Mode, fiir hohe Frequenzen bleiben sie endlich. Die kritische Frequenz scheint
nahe der Tiefenresonanz der Wand zu liegen, falls es nicht die Resonanzfrequenz
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Abbildung 3.13: Ausbreitungswellenzahlen der Instabilititsmode (griin) und der er-
sten hoheren, stromab laufenden Mode (rot) im Rohr fiir sinkende Strémungsgeschwin-
digkeit, beginnend bei 60m - s~*
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selbst ist.

Ebenso iiberraschend ist die Beobachtung, dafl nicht etwa die der stabilen hy-
drodynamischen Mode —(+) dhnlichste Losung divergentes Verhalten fiir u — 0
zeigt, sondern eine hohere Mode.

Dafl die Verhéltnisse in ausgekleideten Kanédlen—ob Rohr oder Flachkanal—
anders sind als vor einer einzelnen Wand, zeigt sich auch in den Betrdgen der
bereits eingefiithrten Geschwindigkeit v, , wie Abbildung 3.14 zeigt. Der Unter-
schied zwischen den urspriinglich als ,hydrodynamisch* und als ,,akustisch* an-
gesehenen Moden ist léangst nicht so grofl wie bei einer ebenen Wand (Abb. 3.3).
Dieser geringe Unterschied in der Geschwindigkeitsskala und die Beobachtungen
aus dem Grenzfall © — 0 lassen sich meiner Ansicht nach so interpretieren, dafl
eine strenge Trennung zwischen hydrodynamischen und akustischen beziehungs-
weise Oberflichenwellen in Kanélen mit einer engen Wechselwirkung zwischen
Medium, Stréomung und nachgiebiger Wand nicht moglich ist.

3.2.5 Zusammenfassung

Die in diesem Abschnitt diskutierten Abwandlungen des Modells aus Ab-
schnitt 3.1 ergeben folgendes Bild:

e Die Kompressibilitdt der Luft hat auf die Dispersionsbeziehungen nur ge-
ringen EinfluB;, wenn man sich auf die experimentell erreichten Stromungs-
geschwindigkeiten beschrankt. Ein einfaches Modell sollte daher ohne Kom-
pressibilitdt auskommen und die Stromungsgeschwindigkeit u sollte die maf3-
gebliche Geschwindigkeit sein. ¢ ginge in die Gleichungen nur indirekt {iber
die Wandimpedanz ein.

e Das Verhalten der Moden im Rohr weicht erheblich von den Losungen an
einer ebenen Wand ab. Das gilt auch fiir die instabile Losung, die zur Ka-
nalmitte hin nur wenig abfallt.

e In keinem der gerechneten Modelle ist ein Anhaltspunkt dafiir zu finden,
warum die Verstarkung bei hohen Frequenzen zusammenbricht. Die Insta-
bilitdtsmode scheint auch noch fiir weit hohere Frequenzen angefacht zu
sein. Weiterhin fallt der Realteil der Wellenzahl dort mit steigender Fre-
quenz ab, ein Verhalten, das man aufgrund der Drucksondenmessungen von
BRANDES (siehe [3], Abb. 4.16b) so nicht erwarten wiirde.

e In allen Modellen nimmt die rdumliche Anfachung ab, wenn die Stréomungs-
geschwindigkeit erhoht wird.
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Abbildung 3.15: Hypothetischer Verlauf des Imaginéirteils der instabilen Mode

e Die Moden in einem Flachkanal vergleichbarer Breite verlaufen etwas anders
als in einem Rohr, jedoch stimmt das prinzipielle Verhalten der Wellenzahlen
iiberein. Daher erscheint es gerechtfertigt, die Methode aus [10], die ich
fiir die Ermittlung der Streufaktoren benutzen mochte, wie die Autoren an
dieser Geometrie zu testen.

Mit den bisher vorgenommenen Idealisierungen ist die Suche nach einer In-
stabilititsmode, die den Verlauf des Transmissionsfaktors reproduziert (siehe
Abb. 3.15), allerdings von vornherein zum Scheitern verurteilt: Es ist ndmlich
nicht moglich, daf eine Losung (in Abhéngigkeit von der reellen Frequenz) stetig
von raumlicher Dampfung zu raumlicher Anfachung und zuriick wechselt, also
einen nur endlich breiten Frequenzbereich mit negativem Imaginarteil von k,
aufweist.

Der Grund dafiir liegt darin, daB fiir reelles k,, wie es am Beginn und am Ende des
Anfachungsbereiches vorliegen miifite, die Querwellenzahl k, (beziehungsweise k)
entweder rein imaginér oder rein reell wire—letzteres auch nur bei kompressibler
Rechnung, wenn folgende Ungleichung erfiillt wird:
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k2> 0 =
w/c w/c
— < k, <
1 — Ma 1+ Ma

Fiir imaginidre Querwellenzahl sieht man anhand der Dispersionsbeziehun-
gen (3.10), (3.19), (3.27) und (3.34) sofort, dal Z dann ebenfalls rein imaginir
sein miiite, was wegen des immer vorhandenen resistiven Terms fiir keine Fre-
quenz der Fall ist.

Falls die Querwellenzahl reell sein sollte, folgt fiir Rechteckkanal und Rohr aus
Im#k, = 0 wiederum ReZ = 0. An der ebenen Wand folgt dagegen, dafl dann
die Wandimpedanz reell ist—was zwar in der Resonanzfrequenz, aber niemals fiir
eine hohere Frequenz (unterhalb der nédchsten Resonanz) der Fall sein kann.
Mit weiteren resistiven Mechanismen, die sich mathematisch durch zusétzliche
komplexe Terme in den Dispersionsbeziehungen bemerkbar machen wiirden, wire
diese Argumentation hinfillig und das in Abb. 3.15 beschriebene Verhalten der
Wellenzahl denkbar.

3.3 Zahigkeitseffekte

In den bisher vorgestellten Modellen ist der Einflul des turbulenten Geschwin-
digkeitsprofils auf die Wellenlosungen unberiicksichtigt geblieben. Dieses zu ver-
nachléssigen ist zwar mit Sicherheit eine schlechte Nidherung, erleichtert aber die
Analyse der Zahl und Art der existierenden Moden.

Wegen der verhéltnisméfig hohen REYNOLDS-Zahlen im Verstidrkungsbereich ist
von vornherein klar, dafl der turbulente Impulstransport den viskosen bei weitem
iiberwiegt. Andererseits ist das Stromungsprofil schon recht steil und die Mo-
den geméafl den vorhergegangenen Untersuchungen nicht besonders stark an der
Wand lokalisiert. Es liegt daher nahe, als néchsten Schritt eine Modellierung mit
einer mittleren turbulenten Z#higkeit, aber ohne turbulentes Stromungsprofil zu
versuchen, um zumindest abschéitzen zu koénnen, mit welcher Tendenz sich die
Dispersionsbeziehungen verédndern.

3.3.1 Die Grofle der turbulenten Zihigkeit

Zur turbulenten Rohrstromung liegen viele Messungen und theoretische Modelle
vor. Die Mischungsvorgénge in einer solchen Strémung fiithren zu einem Verhalten,
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das dem eines Mediums mit stark erhohter Zahigkeit vy, auch Wirbelviskositdt
genannt, dhnelt, die erst unmittelbar an der Wand auf den Wert der viskosen
Zahigkeit v absinkt.

Die abgeleiteten GesetzméBigkeiten gelten zunéchst nur bei stationéren turbu-
lenten Stromungen, fiir die sich das gemittelte Geschwindigkeitsfeld zeitlich nicht
verdndert. Ich untersuche aber Wechselstromungen; meine erste Annahme ist da-
her, daB fiir diese die turbulente Zahigkeit einen zumindest anndhernd gleichen
Wert hat (Approximation als quasistationdre Stromung).

Physikalisch bedeutet diese Annahme, dafi die Wechselstromungen deutlich lang-
samer verlaufen als die fiir den Impulstransport verantwortlichen Mischbewegun-
gen.

Die zweite Annahme betrifft die Ortsabhéingigkeit von 1. Fiir ein glattes Rohr
héngt diese in der folgenden Weise vom Wandabstand ab,

kRu., r? r?
m =" (1 _ ﬁ) (1 + ﬁ) (3.36)

siehe Gleichung 17.133 in [21]. Dabei ist x die KARMAN-Konstante und u, die
Wandschubspannungsgeschwindigkeit. Das fithrt zu einem Verlauf wie in Abbil-
dung 3.16.

Um ein ortsabhéngiges 14 und die dann nur noch numerisch durchfiihrbare Inte-
gration der Differentialgleichungen zu vermeiden, méchte ich fiir Wechselstromun-
gen, die den gesamten Querschnitt ausfiillen, eine ortsunabhdngige mittlere Zahig-
keit annehmen.

Die dritte Néaherung betrifft das sich im nachgiebigen Rohr einstellende
Stromungsprofil. Diese hdngt, wie in [21] dargestellt, von der Beschaffenheit der
Wand ab. Selbst wenn das Profil fiir die im Mefobjekt vorliegende Auskleidung
bekannt ware, hdtte man davon keinen grofien Nutzen, weil die Lénge des Meflob-
jektes weniger als zwei Rohrdurchmesser betrédgt und sich die Stromung, aus dem
glatten Rohr kommend, auf dieser Wegstrecke noch nicht neu eingestellen kann.
Ich kann daher genauso gut davon ausgehen, dafl innerhalb der verhédltnismafBig
kurzen ausgekleideten Strecke ein dhnliches Stromungsprofil wie im glatten Rohr
vorliegt, und mit dieser Annahme die Formel 17.127 aus [21] fir den Zusam-
menhang zwischen Schubspannungs- und der iiber den Querschnitt gemittelten
Geschwindigkeit benutzen:

i— %1 (R“T) 1,96, (3.37)

K v
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Abbildung 3.16: Radiale Abhingigkeit der turbulenten Viskositét fiir u, = 2,67m-s~!
(entspricht 4 = 60m - s~ 1)

In Abb. 3.17 habe ich diesen Zusammenhang (fiir den im Experiment verwendeten
Rohrradius und Luft unter Laborbedingungen) dargestellt.

Es ist allerdings von vornherein klar, daf§ fiir einen gegebenen Massenflufl (be-
ziehungsweise eine gegebene, iiber den Querschnitt gemittelte Stromungsge-
schwindigkeit) eine deutlich hohere Wandschubspannung bzw. Schubspannungs-
geschwindigkeit u, notwendig ist, da der Druckabfall im kassettierten Rohrstiick
bekanntermaflen grofer ist.

Unter der Voraussetzung, dafl die drei vorangegangenen Annahmen fiir die durch-
stromten Mefobjekten ndherungsweise anwendbar sind, ergibt sich fiir die inter-
essanten Stromungsgeschwindigkeiten eine turbulente Z&higkeit, die einige hun-
dertmal grofler als die viskose ist.

3.3.2 Ebene Wand

Im Falle endlicher Z#higkeit tritt neben die Kontinuitéitsgleichung

divv =0 (3.38)
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Abbildung 3.17: Uber den Querschnitt gemittelte Grundstromungsgeschwindigkeit in
Abhéngigkeit von der Schubspannungsgeschwindigkeit

nun die NAVIER-STOKES-Gleichung

1
(O + ud,)v = —;Vp + AV (3.39)

in der v, eine turbulente Viskositét sein soll, die viel grofer als die kinematische
Viskositat der Luft ist.

In der inkompressiblen Nédherung verschwindet die Divergenz des Geschwindig-
keitsfeldes und Gleichung (3.39) liefert
Ap=0 (3.40)

Da ich hier zeitlich und rdumlich harmonische Losungen untersuche, sind nur die
Fille p = const., also ohne Beschrankung der Allgemeinheit

p=0 (3.41)

oder

A=k+k=0 (3.42)
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moglich.
Im ersten Fall kann aus der NAVIER-STOKES-Gleichung folgende Beziehung fiir
die Wellenzahlkomponenten k,, ks = k, hergeleitet werden:

v (K2 4+ k2,) —i(w — uk,) =0

Diese Wellen, deren Dynamik nicht durch Druckkréfte, sondern nur durch die
Z&ahigkeit bestimmt wird, sind die sogenannten STOKES-Wellen, deren wandnor-
male Wellenzahlkomponente dann folgende Gleichung erfiillt:

Ta—
ks = Z\/ N ChudlL0) (3.43)

1

Mit der herkémmlichen Definition der komplexen Wurzel (bei der der Schnitt
auf der negativen reellen Halbachse liegt und die Wurzel so einen nichtnegativen
Realteil hat), ist der Imaginérteil von kg, stets—physikalisch sinnvoll—grofier
(oder im Grenzfall gleich) Null.

Das Schnellefeld dieser Losungen hat dann die Gestalt

Uy = Ugt . e—uut—i-zkzx—i—szty (344)
_ 0 | —iwttikyx+tiksey
v, = o Vg - € (3.45)

wobei v3, eine willkiirliche Amplitude ist.
Fiir die zweite Klasse von Wellen, die die herkommlichen z&higkeitsfreien Moden
umfafit, folgt aus (3.40) wieder die Beziehung
+ . .
k, = Fik, (3.46)
und das Schall- und Schnellefeld haben die Gestalt

P = po- efiwt+ikzx+ikyy (347)
kxpO —iwt+ikyr+ikyy

_ _ heP0 W IR TT1 348

Yz p(u} — Uk:c) ‘ ( )

’, _ kypo o iwttiksatikyy (3.49)

plw — uky)



3 Einfache Modelle 51

STOKES- und Ausbreitungswellen miissen nun so linearkombiniert werden, daf
die Haftbedingung und die Impedanzbeziehung

vy =0 ,y=20 (3.50)
Ww'oop
Yy w Z(w) =0 (3.51)

gleichzeitig erfiillt werden. Bei fester Frequenz und Machzahl erfordert das die
gleiche Ausbreitungswellenzahl k, fiir die zu kombinierenden Wellen. Die Haftbe-
dingung (3.50) legt das Amplitudenverhiltnis der Schnellen in z-Richtung fest.
Die Impedanzbeziehung (3.51) fithrt dann zur Dispersionsrelation

w — uky \ pw k2
1 -0 = .52
* < 5 ) K27 ks (3:52)

Fiir verschwindende Ziahigkeit geht der dritte Term auf der linken Seite gegen
Null und die Dispersionsbeziehung geht in Gleichung (3.10) iiber.

In Abbildung 3.18 ist zu sehen, wie sich der Verlauf der Instabilitdtsmode bei
hoher Ziahigkeit verdndert. Der hier verwendete Wert ergibt sich aus den Glei-
chungen (3.36) und (3.37) fiir v = 60m - s~! (dort mit @ bezeichnet).

Der Einflufl von vy ist verhéltnisméflig gering. Die meiner Meinung nach ent-
scheidende Anderung ist das nun gedampfte Verhalten der Mode fiir niedrige
Frequenzen (grau unterlegt), wobei sich der Nulldurchgang des Imaginérteils fiir
groflerer Viskositédten weiter in Richtung der Resonanzfrequenz verschiebt.
Allerdings deutet auch in diesem Modell nichts darauf hin, dafl die rdumliche
Anfachung fiir hohe Frequenzen (oberhalb des von BRANDES beobachteten Fre-
quenzbandes) zusammenbricht.

3.3.3 Rohr

Die Dispersionsbeziehung fiir die Rohrgeometrie herzuleiten ist ebenfalls geschlos-
sen moglich. Da es die Rechnung nicht wesentlich erschwert, beriicksichtige ich
nun auch die Kompressibilitdt der Luft. Wieder untersuche ich nur ldngs der
Rohrachse rotationssymmetrische Moden (keine ¢-Abhéngigkeit).

Die Grundgleichungen lauten jetzt
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Abbildung 3.18: Instabilititsmode ohne (diinne Linien) und mit turbulenter Zahigkeit
v, = 300v (dicke Linien) bei v = 60m -s~*

1
5 (at + u@x>p +pdivv =0 (3.53)

1 Uy
(875 + u@z)v = —;Vp + 1 (AV - ﬁer> (3.54)

mit dem LAPLACE-Operator, der Divergenz und dem Gradient in Zylinderkoor-
dinaten. Die Divergenz der NAVIER-STOKES-Gleichung fithrt unter Verwendung
von (3.53) auf die Wellengleichung

C—l2<6?t + u&x)2p —Ap+ g(at + u3x>p =0 (3.55)

An der Wand miissen Haftbedingung und die Impedanzbeziehung zwischen Ver-
tikalschnelle und Wechseldruck erfiillt werden”:

"In Gleichung (3.57) #ndert sich wieder gegeniiber (3.51) das Vorzeichen, weil eine positive Radial-
schnelle in die Wand hineinzeigt, wihrend im Falle der ebenen Wand eine positive y-Komponente der
Schnelle aus der Wand heraus zeigt.
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vy, =0 T =R (3.56)
Ww'oop
Uy = +Zm , ' = R (357)

Das Paar (3.53), (3.54) von Differentialgleichungen hat wieder zwei Klassen wel-
lenartiger Losungen. Die STOKES-Moden erfiillen

p=0 (3.58)
wodurch das Schnellefeld (kg; wie in (3.43)) die folgende Gestalt hat:

Uy = 03, Jo(kger) - e WiTiker (3.59)
v, = —Z—vgt Jy (kgyr) - e~ witikar (3.60)
kst

Die zweite Klasse von Losungen hat ein Wechseldruckfeld

p = podolkyr)-e Wit (3.61)
mit der Radialwellenzahl
kE = ii\/kQ L (wuk) (3.62)
" Tty (w— uky)

Einsetzen in die NAVIER-STOKES-Gleichung liefert fiir diese Teillosungen das
Schnellefeld

kmpo —iwt+1
. = kr . iwt+ikex )
! p(w— uky + i (k2 + k2)) Jolkrr) - (3:63)
_k o
v, = vPo Ty (k) - etttk (3.64)

p (w — uk, +iv (k2 + k2))

Wiederum legen Haft- und Impedanzbedingung die relative Amplitude beider
Teilwellen fest und fithren auf die Dispersionsbeziehung
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L ()t () 2

ki Ji(ksil?) } Jo(k: R)

ksckr Jo(kseR) | J1(kyR) =0 (36)

Rechnen ohne Kompressibilitét liefert eine Gleichung, in der der Term proportio-
nal zu k2 + k? fehlt. Fiir verschwindende Zihigkeit fehlt neben dem eben genann-
ten Term auch der zweite Summand in der eckigen Klammer und (3.65) geht in
die schon bekannte Beziehung (3.27) mit m = 0 tiber.

3.3.4 Verlauf der Moden fiir kompressible Rechnung im Rohr

Die Dispersionsbeziehung (3.65) fithrt zu einer nur leicht verdnderten Abhéngig-
keit der Ausbreitungswellenzahlen im nachgiebigen Rohr, wie Abbildung 3.19
zeigt. Wieder ist die instabile Mode erst ab einer Grenzfrequenz unterhalb von
fo rdumlich angefacht.

Ahnlich wie in Abschnitt 3.3.2 verschiebt sich diese Grenzfrequenz fiir grofere
turbulente Zihigkeiten weiter in Richtung der Kammerresonanz, wahrend die
rdumliche Dadmpfung unterhalb zunimmt. Der Abfall des Realteils der Wellenzahl
wird ebenso flacher, steigt allerdings (keine Abbildung) fiir sehr grofie Werte von
v; bei hohen Frequenzen wieder an.

Die iibrigen Moden im nachgiebigen Rohr sind—wie zu erwarten—stéirker
gedampft als bei verlustfreier Rechnung. Ansonsten sind die Unterschiede eher
gering.

3.3.5 Zusammenfassung

Die Beriicksichtigung einer empirischen ,,turbulenten® Zahigkeit fiithrt zu den fol-
genden Ergebnissen:

e Der Verlauf der Wellenzahlen der Moden im nachgiebigen Rohr verédndert
sich nur unwesentlich. Im allgemeinen sind die Moden stéarker gedampft.

e Die Instabilitdtsmode ist fiir niedrige Frequenzen ebenfalls gedampft und
weist erst ab einer Grenzfrequenz, die sich mit wachsendem v; der Kam-
merresonanz nahert, eine rdumliche Anfachung auf.
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Abbildung 3.19: Vergleich der Losungen im Rohr unter Beriicksichtigung der Kom-
pressibilitdt und einer Zahigkeit von 1, = 300v (dicke Linien) mit den herkdmmlichen
Losungen (diinne Linien) bei u = 60m - s~!

e Fiir physikalisch sinnvolle Werte von v; ist nicht zu erkennen, daf§ die An-
fachung bei hohen Frequenzen zusammenbricht.

3.4 Einfache Modelle—Resultate

In diesem Kapitel habe ich einfache Modelle der Strémungsakustik bei lokal nach-
giebigen Kanalwédnden untersucht.

In jedem Fall existiert eine instabile hydrodynamische Mode, deren rdumliche
Anfachung jenseits der Resonanzfrequenz grofie Werte erreicht. Diese Anfachung
bleibt grofy auch fiir hohe Frequenzen.

Es scheint, als sind die Modelle nicht méchtig genug, das experimentell beobach-
tete Verstdarkungsverhalten abzubilden. Es gibt dafiir mindestens vier mogliche
Ursachen:

1. Fiir den tatséchlichen Verlauf ist das Gleichstromungsprofil nahe der Wand
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und gegebenenfalls die Ortsabhingigkeit (Wandabstand) der turbulenten
Zahigkeit wesentlich.

2. Die endliche Breite der Kammern konnte die Naherung lokaler Nachgiebig-
keit bei hohen Frequenzen zusammenbrechen lassen, so dafl eine Rechnung
mit Kassettierung der Wand notwendig wiirde.

3. Die rdumliche Anfachung der Instabilitdtsmode macht sich nicht eins zu eins
bemerkbar, weil vielleicht die Anregung der Mode durch den eingestrahlten
(am Stromauf-Ende des MeBobjektes) oder die Abstrahlung des Schalls (am
Stromab-Ende) stark von der Frequenz (und dar Machzahl) abhéngt.

4. Das Verstarkungsphdnomen konnte sich grundsétzlich einer linearen Be-
handlung entziehen, wenn etwa die rdumliche Deformation des Gleich-
stromungsprofils durch den Energietransfer in die Instabilitdt entscheidend
ist.

Punkt 2 und Punkt 4 werde ich in dieser Arbeit nicht weiter untersuchen; aller-
dings deuten hier nicht vorgestellte Rechnungen darauf hin, dafl der Fall 2 fiir eine
ebene Wand nicht eintritt, sofern dem Experiment entsprechende Abmessungen
gewahlt werden.

Den Punkten 1 und 3 werde ich in den néchsten Kapiteln nachgehen.
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Kapitel 4

Modelle mit
Gleichstromungsprofil

Eine wesentliche Eigenschaft der instabilen Mode aus dem vorangegangenen Ka-
pitel ist, dafl sie offenbar fiir beliebig hohe Frequenzen rdumlich angefacht ist.
Obwohl man von der raumlichen Anfachungsrate nicht direkt auf den Transmis-
sionsfaktor 7", schlieen kann, ist nicht einzusehen, warum es fiir hohe Frequen-
zen nach wie vor eine instabile Mode gibt, sich diese aber {iberhaupt nicht mehr
bemerkbar macht.

Es liegt daher nahe, den Einflufl eines realistischen Stromungsprofils auf den
Modenverlauf zu untersuchen.

Als dhnliches Beispiel habe ich die KELVIN-HELMHOLTZ-Instabilitdt vor Augen.
Modelliert man die Scherschicht lediglich mit einem Stufenprofil, so ist die Mo-
de auch fiir beliebig hohe Frequenzen noch rdumlich angefacht. Wahlt man nur
die néchstbeste N&herung, nédmlich ein Profil mit endlicher Scherschichtbreite
und linear anwachsender Gleichstréomung in dieser Schicht, so schrumpft der
Verstarkungsbereich auf ein endlich breites Frequenzband, das zumindest in der
Groflenordnung die tatsédchlichen Verhéltnisse richtig wiedergibt.

Ich beschréinke mich bei der Untersuchung auf ein kompressibel durchstromtes
Rohr, da andere Geometrien oder Vernachléssigen der Kompressibilitét die Rech-
nung nicht wesentlich vereinfachen und der Einflul dieser Faktoren bereits in den
vorhergehenden Abschnitten eingehend untersucht wurde.
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4.1 Die Differentialgleichung fiir die kompressible Rohr-
stromung

Weil u nun eine von r abhingige Grofle ist,

u(x) = u(r) e, (4.1)

taucht in den linearisierten EULER-Gleichungen ein zusétzlicher Term auf,
wéhrend die Kontinuitatsgleichung unverdndert bleibt,

(O + udy) vy + Opu v, = —%&Ep (4.2)
1
(O + udy) v, = —;8,.]) (4.3)
(0 + ud,) p + pc? (81'033 + Oyv, + 11@) =0 (4.4)
r

Wie in den vorherigen Rechnungen sollen die zu betrachtenden Losungen zeitlich
und rédumlich (in x-Richtung) harmonisch sein.

Addiert man die z-Ableitung von Gleichung (4.2) und die (8, + £)-Ableitung von
Gleichung (4.3), so kann man mit Hilfe von Gleichung (4.4) und nochmals (4.3)
die Wechselgeschwindigkeitskomponenten aus der Summe eliminieren und erhélt
folgende gewdohnliche Differentialgleichung fiir p:

1 1 2k,0,
(az 0, R g (k) O ar) p=0 (45)

Gleichung (4.5) beschreibt das Wechseldruckprofil in Abhéngigkeit vom Gleich-
stromungsprofil.

4.2 Wahl der Randbedingungen

Da Gleichung (4.5) zweiten Grades ist, sind drei Randbedingungen notwendig,
um das Spektrum der moglichen Ausbreitungswellenzahlen—in Abhéngigkeit von
Frequenz, Machzahl und Gleichstromungsprofil—zu ermitteln.
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Da ich mich auf die rotationssymmetrischen Losungen beschrinke, muf in der
Mitte der Stromung gelten (p = p (r)):

Die Amplitude der Losung setze ich willkiirlich so, dal in der Mitte der Wert

p(0) = const. # 0 (4.7)

erreicht wird. Der Fall verschwindenden Drucks bei » = 0 mufl nicht gesondert
verfolgt werden, da er mit Randbedingung (4.6) nur auf die Losung p = 0 fiihrt.

An der nachgiebigen Wand muf§ die Impedanzbeziehung erfiillt werden. Ausge-
driickt ausschlieflich durch den Wechseldruck lautet sie

) (R)=z’(1—@) % b (R) (4.8)

Dabei wird offengelassen, ob u bei r = R verschwindet.

4.3 Wahl des Grundstréomungsprofils

Die Wahl des Gleichstromungsprofils ist insofern schwierig, als uns gesicherte Er-
kenntnisse iiber Details der Gleichstromung vor der Kassettierung nicht vorliegen.
In Vorgéngerarbeiten [17] hat sich allerdings herausgestellt, dafl ein modifiziertes
Logarithmus-Profil,

u(r) = u. + g (1 + o r> (4.9)
K Yo

in Verbindung mit einer durch Schubspannungseffekte modifizierten Wandnach-

giebigkeit die Verhéltnisse offenbar qualitativ gut wiedergeben kann. Ich werde

dieses Profil daher weiterbenutzen. Zur Motivation dieser Wahl verweise ich auf

die genannte Arbeit. Fiir die numerische Auswertung wihle ich wie in [17]

Ue = 2,3u;

Yo = 0,017R

Es sei darauf hingewiesen, dafl bei diesem Profil die Gleichstromungsgeschwindig-
keit an der Wand nicht verschwindet, sondern den endlichen Wert u, annimmt.
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Die iiber den Querschnitt gemittelte Gleichstromungsgeschwindigkeit

1 2w

i=— qu/ORdrru(r) - %/OR dr ru(r) (4.10)

TR? J,
stellt den Zusammenhang zwischen der Schubspannungsgeschwindigkeit ., und
der Gleichstromungsgeschwindigkeit aus dem vorhergehenden Kapitel her.

4.4 Zur Losung der Differentialgleichung

Um die Differentialgleichung (4.5) mit den Randbedingungen (4.6)—(4.8) zu l6sen,
empfiehlt sich ein Shooting-Verfahren, bei dem die Integration mit einem Schétz-
wert k% fiir die zu ermittelnde Wellenzahl k, bei r = 0 begonnen wird und die
Abweichung 0 des Randwertes von der geforderten Randbedingung bei r = R
dazu benutzt wird, linear auf einen besseren Schatzwert zu approximieren.

In der Néhe einer tatséchlichen Losung sollte § etwa linear von der Differenz
zwischen geschétzter und tatséchlicher Wellenzahl abhéngen:

5 x ki — ky) (4.11)

Kennt man die Fehler zweier verschiedener Schétzwerte, so 148t sich o ndherungs-
weise bestimmen:

5i o 5i+1

Hiermit kann man einen besseren Schitzwert kit? fiir k, ermitteln. Stellt man
namlich Gleichung (4.11) nach k, um, so gilt ebenfalls ndherungsweise
5t

kp = kL — — = k2 (4.13)
(0%

Wie § im einzelnen gewahlt wird, ist nicht so bedeutsam, sofern numerische
Schwierigkeiten nicht auftreten; moglich ist etwa

_op® Z ([ w N
 p(R) dipw \w —u(R)k,
siche Randbedingung (4.8).

Als Startwerte bieten sich die Losungen einfacherer Modelle an. Die resultieren-
den Moden miissen aber nicht die einzigen Lésungen sein, da das Modell mit
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Stromungsprofil nun mehr Freiheitsgrade besitzt und zusétzliche Losungen denk-
bar sind. Diese lassen sich nur finden, indem der Algorithmus mit vielen Start-
werten getestet wird.

Abgesehen davon, daff Losungen iibersehen werden koénnen, wenn keiner der
Schétzwerte hinreichend nahe liegt, ist auch nicht gesagt, dafl der eben beschrie-
bene Algorithmus fiir alle Losungen konvergiert.

Fiir die Integration habe ich die Mathematica-Funktion NDSolve verwendet, mit
der gewohnliche Differentialgleichungen bei Angabe geeigneter Anfangsbedingun-
gen verhéltnisméafig einfach gelost werden kénnen.

4.4.1 Die instabile Mode

In Abbildung 4.1 sind einige der Losungen mit den Moden aus Abschnitt 3.2.2
verglichen, wobei die Bezeichnungen von dort {ibernommen wurden.
Uberraschenderweise zeigt sich, daf die der Instabilitétsmode dhnlichste Losung
nur oberhalb der Resonanzfrequenz zu existieren scheint. Dariiber hinaus gibt
es mindestens eine weitere Losung, die fiir tiefe Frequenzen bis knapp oberhalb
der Resonanz existiert und keiner der bekannten Moden dhnelt. Fiir ein kleines
Frequenzintervall koexistieren diese Losungen—zumindest bei der hier gewéhlten
Stromungsgeschwindigkeit von 60m - s,

Die zusétzliche Mode ist instabil, was man mit dem Kriterium nach JONES und
MORGAN nachpriifen kann. Dieses ist zwar auf die andere Teillosung bei hohen
Frequenzen zunéchst nicht anwendbar, tatséchlich gehéren aber beide Losungen
fiir komplexe Frequenzen zu einer mehrdeutigen Funktion, dhnlich etwa dem
komplexen Logarithmus. In Abbildung 4.2 ist ein Teil des zugehorigen Graphen
zu sehen. Wie man sieht, gehéren beiden Teilmoden zu einer Zusammenhangs-
komponente. Weitere Details des Verlaufes nahe der Resonanzfrequenz (die von
dem Streifen umschlossen wird) sind noch nicht untersucht.

Fiir das eigentiimliche Verhalten der Lésungen, bei Im k, = 0 nicht mehr zu exi-
stieren, gibt es wieder eine zumindest mathematisch einfache Erklarung (siehe
auch Abschnitt 3.2.5): Das Modell 18t nédmlich reelle Ausbreitungswellenzahlen
gar nicht zu. Wére k, reell, so wiren es auch die Differentialgleichung (4.5) und die
Randbedingungen bei r = 0, da der Wechseldruck dort ohne Beschriankung der
Allgemeinheit reell gewiahlt werden darf. Nach der Integration der Differentialglei-
chung bis r = R waren dann aber auch der Wechseldruck und seine r-Ableitung
bei r = R reell. Die Randbedingung (4.8) liee sich so unmoglich erfiillen, da die
Wandimpedanz einen nicht verschwindenden Realteil besitzt.

Die physikalische Interpretation dieser Befunde ist allerdings schwieriger. Ohne
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Abbildung 4.1: Vergleich der Losungen im Rohr mit Rechteckprofil (diinne Linien)
und dem logarithmischen Profil (dicke Linien) bei % = 60m - s~!
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Abbildung 4.2: Wellenzahlen der Instabilititsmode fiir komplexe Frequenzen f,
34Hz < |f — fo| < 49Hz und arg(f — fo) = —0,187...1,927 bei & = 60m - s~ 1.
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Gelegenheit, dieses Modell noch eingehender untersuchen zu kénnen, scheint mir
das Problem in der Projektion der physikalischen Losungen auf den Raum der
zeitlich und in z-Richtung harmonischen Funktionen zu liegen. Vielleicht ist die
Zerlegung in derartige Funktionen mit diesem Randwertproblem nicht wirklich
vertraglich.

In diesem Zusammenhang wire es interessant zu wissen, ob es bei den anderen
Moden auch Mehrdeutigkeiten gibt. Ich habe zunéchst keine weiteren gefunden.

4.4.2 Die anderen Moden

Das Verhalten der anderen Losungen entspricht mehr oder weniger dem einfa-
chen Modell aus Abschnitt 3.2.2. Lediglich bei einigen kritischen MACH-Zahlen
und Frequenzen gibt es grole Abweichungen: Hier kreuzen sich Moden, siehe Ab-
bildung 4.1 mit der stromauf laufenden und der darunter abgebildeten hoheren
Mode bei etwa 400 Hz. Sieht man von dem eigentiimlichen Verhalten der insta-
bilen Mode einmal ab, scheint die Néherung durch ein Rechteckprofil durchaus
gerechtfertigt zu sein.

4.5 Wechseldruckprofile

In den einfacheren Modellen war die Ortsabhéngigkeit der Losungen explizit be-
kannt. Ich habe daher auf eine Darstellung etwa der Druckprofile (in Abhéngigkeit
vom Wandabstand) verzichtet.

Weil die Wechselfelder hier nur noch numerisch ermittelt werden kénnen, sind in
Abbildung 4.3 die Betrige des Wechseldruckes fiir die einzelnen Moden aufgetra-
gen. Die Frequenz von 900 Hz und die schon 6fter gewéhlte, querschnittsgemittelte
Grundstromungsgeschwindigkeit von 60 m-s~! sind zwar willkiirlich gewiihlt, lie-
gen aber in dem Parameterbereich, in dem das Meflobjekt den Schall verstarkt.
Sie sollten daher typisch sein.

Auch hier zeigt sich, daf die Abweichungen beim Ubergang vom Rechteck- zum
realistischeren Logarithmus-Profil nicht besonders grof§ sind.

Die Grundmoden fiillen wie erwartet mehr oder weniger das ganze Rohrinnere
aus, wihrend die hoheren Moden die typischen Knotenflichen zeigen. Wie in den
vorhergegangenen Modellen fallt die jenseits der Resonanzfrequenz existierende
instabile Teilmode zur Kanalmitte hin nur moderat ab.

Hiervon unterscheidet sich die unterhalb der Resonanzfrequenz hinzugekommene
Teillésung ganz erheblich. In Abbildung 4.4 ist sie im Vergleich zu der urspriing-
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Abbildung 4.3: Wechseldruckamplitude bei @ = 60m-s~! und 900 Hz in Abhiingigkeit
vom Wandabstand. Rechnung mit Logarithmusprofil (dicke Linien) und Rechteckprofil

(diinne Linien)



4 Modelle mit Gleichstréomungsprofil 66

Ip(y)| (willkiirl. Einheiten) |p(y)| (willkiirl. Einheiten)
0.15 0.15
0.125 Teilmode fiir hohe 0.125 Teilmode fiir niedrige
0.1 Frequenzen 0.1 Frequenzen
0.075 0. 075
0.05 \ 0.05
0.025 0. 025
0 0
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

Wandabstand y in m Wandabstand y in m

Abbildung 4.4: Wechseldruckamplitude bei % = 60m-s~! und 900 Hz in Abhiingigkeit
vom Wandabstand

lichen Losung zu sehen. Moden mit dieser Wellenzahl sind viel stédrker an der
Wand lokalisiert. Der Realteil von k, ist hier sehr grofl, was in inkompressibler
Néherung mit kleinen Eindringtiefen einhergeht, sofern eine Mode iiberhaupt an
der Wand lokalisiert ist'.

Interessanterweise &hneln sich die Profile der stromab laufende Grundmode ge-
nannten Losung und der Instabilitét, so dafl man geneigt ist, bei den hier gewahl-
ten Stromungsparametern dieses Paar als die hinzugekommenen hydrodynami-
schen Moden anzusehen. Fiir andere Frequenzen und Stromungsgeschwindigkei-
ten konnte diese Identifizierung allerdings auch wieder anders aussehen, worauf
ich in Abschnitt 3.2.4 bereits eingegangen bin.

4.6 Zusammenfassung

Auch dieses Modell liefert keine Instabilititsmode, die so verlauft, wie wir es
nach den experimentellen Ergebnissen erwartet héatten. Nichts deutet darauf hin,
dafl durch Wahl eines realistischen Strémungsprofils die Anfachung bei hoher-
en Frequenzen zusammenbricht. Der allméhliche Abfall der Grundstrémung auf
Null in Wandnéhe ist also nicht der Mechanismus, der zu einem endlich breiten
Verstarkungsband fiihrt.

Die eigentiimliche Aufspaltung der instabilen Mode in mindestens zwei, nur in
begrenzten Frequenzintervallen existierende Teillosungen verdient eine genauere
Untersuchung, insbesondere die Fragen, inwiefern diese Erscheinung von der Form
des Gleichstromungsprofils abhéngt und ob es Ansétze gibt, die mehrdeutige

'Fiir einfache Modelle und inkompressible Rechnung gilt Re k, = +Im k.
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Funktionen k,(w) vermeiden.

Anstatt die Modelle noch komplexer zu machen, etwa durch Modellierung turbu-
lenter Schubspannungen oder Wirbelviskositét, ist es ndherliegend, zunéchst die
Resultate zu testen, die die Spektren einfacher Modelle in einer Streurechnung
liefern. Die blofle Existenz einer instabilen Losung mufl noch nicht zu einer Schall-
verstarkung fithren, ndmlich dann nicht, wenn die Préaparation des Experimentes
die Anregung dieser Mode gar nicht zulafit oder erschwert.
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Kapitel 5

Streuung

In diesem Kapitel werde ich die Losungen aus den Abschnitten 3.2.2 und 3.2.3
benutzen, um die Transmissions- und Reflexionsfaktoren zu berechnen, die BRAN-
DES in [3] présentiert.

Die Streurechnungen—mit Hilfe der sogenannten WIENER-HOPF-Methode—sind
sehr aufwendig. Dariiber hinaus ist die benutzte Methode zwar in der theoreti-
schen Stromungsakustik, aber nicht unbedingt unter Experimentatoren geldufig,
weswegen ich das Prinzip in Abschnitt 5.1 erldutern werde.

In Abschnitt 5.2 stelle ich das von KOCH und MOHRING untersuchte Problem
vor, ohne allerdings auf die Formeln im einzelnen eingehen zu kénnen. Ich muf3
fiir diesen Teil die Kenntnis der Arbeit [10] voraussetzen. AnschlieBend beschrei-
be ich die Vorhersagen, die diese Rechnung fiir die Streufaktoren bei den uns
interessierenden Parametern macht.

Um Inkonsistenzen mit den zitierten Ergebnissen zu vermeiden, gilt fiir dieses
Kapitel abweichend von den vorherigen die Konvention, dafi Wechselgrofien pro-
portional zu

eiwt—i—ikx
sind, wobeli fiir nach rechts laufende Wellen k, dann negativ ist.
In Abschnitt 5.3 werde ich die Ergebnisse fiir einen Kanal mit kreisformigem
Querschnitt vorstellen. Die Kenntnis von [10] wird auch hier vorausgesetzt. Aus

Griinden der Lesbarkeit finden sich die dazugehorigen modifizierten Formeln in
Anhang C.



5 Streuung 69

Pg Oe

einfallende Welle Streufeld ®

x <0 x>0

Abbildung 5.1: Ein stiickweise homogenes Randwertproblem

5.1 Die WIENER-HOPF-Methode

Die WIENER-HOPF-Methode ist ein Verfahren, um stiickweise homogene Rand-
wertprobleme zu l6sen. Im hier vorliegenden Fall ist das ein Luftkanal, dessen
ansonsten schallharte Wand auf einem Stiick endlicher Linge resonanzartig nach-
gibt. Die Randbedingungen dieses Problems weisen also zwei Unstetigkeiten auf,
und das Schallfeld mufl in den drei Abschnitten aus unterschiedlichen Moden
kombiniert werden.

Die WIENER-HOPF-Methode benutzt funktionentheoretische Methoden, um
abhéngig von einer Teilamplitude (,einfallende Welle*) das gesamte Wechselfeld
(,,gestreute Wellen“) zu berechnen.

Eine genauere Beschreibung dieser Methode und ihrer Anwendungen findet man
in [16].

5.1.1 Der abstrakte Losungsweg

Gegeben ist ein lineares Randwertproblem fiir die Grofle & mit einer Koordina-
te z € R. Die Randbedingungen sind entlang dieser Koordinate homogen bis
auf—der Einfachheit halber—einen Sprung bei x = 0 (siehe Abb. 5.1).

Statt der FOURIER-Transformierten werden nun die halbseitigen FOURIER-
Transformierten
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0

dy(k) = / dx ®(z)e ™ (5.1)

—0o0

400
O, (k) = /0 dx ®(z)e" ™" (5.2)

eingefiihrt, deren Summe die Transformierte von ® ist. Die Wellenzahlen k kénnen
komplex sein.

Der erste entscheidende Schritt ist die Annahme, dafi durch Dampfungs- oder ver-
gleichbare Effekte ® im Unendlichen mit einer rdumlichen Dampfungskonstante e
exponentiell abféllt. Das ist physikalisch sicherlich immer richtig, auch wenn im
Modell vielleicht gar keine Dampfungseffekte beriicksichtigt werden und e nur
eine infinitesimale mathematische Grofle ist.

Bei Streurechnungen, einer wichtigen Anwendung dieser Methode, macht die ein-
fallende Welle dieses Abklingverhalten zunichte, denn sie kommt ja gerade aus
dem Unendlichen. Bei diesen Rechnungen wird der WIENER-HOPF-Formalismus
auf das Streufeld angewandt, also dem Feld, das iibrigbhleibt, wenn man vom
Gesamtfeld die einfallende Welle abzieht. Fiir dieses Streufeld ist die Abklingbe-
dingung dann wieder erfiillt.

Durch die Dampfungskonstante besitzen nun die Transformierten ®4, ®, sich
tiberschneidende Definitionsbereiche: @4 ist wohldefiniert durch Gleichung (5.1)
und eine holomorphe Funktion von k in einer oberen Halbebene

Se={keC: Imk > —¢}

Analog ist &5 holomorph in einer unteren Halbebene

Se={keC: Imk < +¢}

die mit der oberen in einem 2¢ breiten Streifen um die reelle Achse iiberlappt.
Das wird spéter noch wichtig sein.

Um das Problem zu l6sen, miissen ®5 und ®, berechnet werden. Dazu muf
ich auch die Differentialgleichungen und Randbedingungen auf den jeweiligen
Halbachsen transformieren. Das Resultat sind dann Gleichungen, in denen unter
anderem ®g(k), (k) und Randterme des gesuchten Feldes am Sprung auftau-
chen. Wenn in einer Randbedingung etwa die x-Ableitung des Feldes auftaucht,
so wird diese nach partieller Integration zu
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0
y/ dz 0,®(x)e™™ = ®(07) + ik Py (k)
Uber diese Randterme selbst weif ich in der Regel nichts, so da8 ich die Gleichun-
gen so kombinieren muf}, damit sie herausfallen oder Kombinationen ergeben, die
ich kenne. Wie das im einzelnen zu erreichen ist, hingt von der Art des Rand-
wertproblems und ganz entscheidend von den geforderten Regularitéitsbedingun-
gen des unbekannten Feldes bei x = 0 ab. Vorstellbar ist, dafy das gesuchte Feld
dort stetig ist, endlich bleibt oder eine KuTTA-Bedingung erfiillt werden soll.
Das Resultat dieser Umformungen ist schliellich eine sogenannte WIENER-HOPF-
Gleichung mit der allgemeinen Gestalt

L(F)®s (k) + Oo (k) = m(k) (5-3)

welche die Funktionen ®¢ (k) und ® (k) verkniipft, aber nur auf dem Uberlap-
pungsbereich der Holomorphiegebiete, Sg N Sg, giiltig ist. Man sieht, wofiir eine
kleine Dampfungskonstante eingefiihrt werden mufite: Ohne diese gébe es namlich
kein Uberlappungsgebiet, und die Gleichung (5.3) wiirde nirgendwo gelten.

Nun zum entscheidenden Schritt im WIENER-HOPF-Formalismus:

Ich habe fiir zwei unbekannte Funktionen @, 5 nur eine Bestimmungsgleichung.
Angenommen, ich kénnte die Funktionen £ und m so zerlegen, dafl auf der einen
Seite der Gleichung in der oberen Halbebene holomorphe Funktionen (sogenannte
Plus-Funktionen wie ®g) stehen, und auf der anderen Funktionen, die in der
unteren holomorph sind (Minus-Funktionen wie @), dann erhielte ich!:

L = Lo Lo
) m .
%%+£::£:%+%
(OEN

Der Sinn dieser Separation ist, dafl funktionentheoretische Séitze nun die Exi-
stenz einer auf ganz C holomorphen Funktion, also einer komplexen Potenzrei-

"Wenn Lg in der unteren Halbebene auch noch nullstellenfrei ist, dann ist auch 1/Lg dort ho-
lomorph. Aus diesem Grunde bezeichnet man als Minus- bzw. Plus-Funktionen strenggenommen nur
diejenigen, die holomorph und nullstellenfrei sind, damit Quotienten wie in Gleichung (5.4) ebenfalls
keine Pole enthalten.
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he J sicherstellen. Anders formuliert: Die Ausdriicke auf den beiden Seiten der
Gleichungen sind in Wahrheit Kombinationen, die iberall holomorph sind.

Der dritte entscheidende Schritt ist die Analyse des Verhaltens der Funktionen
Lo, Lo, My und @4 fiir |k| — oo. Wahrend die ersten beiden Funktionspaare
explizit gegeben sind, kann das asymptotische Verhalten der gesuchten Feldtrans-
formierten aus den halbachsentransformierten Randbedingungen gewonnen wer-
den.

Das Verhalten von J, welches sich hieraus ergibt, wird in den meisten Féllen
abklingend (oder zumindest asymptotisch konstant) sein, und weil J eine Po-
tenzreihe ist, muss sie deswegen identisch Null, seltener gleich einer zunéchst
unbekannten Konstante sein,

J(k) =0 (5.5)

Auf diese Weise ist es moglich, aus Gleichung (5.4) zwei Gleichungen

M
Dy = C—;f (5.6)

@e - M@E@ (57)

zu erhalten.
Fiir die Riicktransformation wird der Residuensatz ausgenutzt:

“+oo

o) = o [ ke (@ (k) + Ro(k)) (5.8)
Das Ergebnis dieser Rechnung héngt direkt vom Vorzeichen von x ab: Wenn
namlich x > 0 ist, also nach dem Feld rechts von der Diskontinuitét gefragt wird,
dann kann man das Integral (5.8) in der oberen komplexen Ebene schlieflen, weil
der Halbkreis im Unendlichen wegen des Exponentialfaktors exp(ikz) keinen Bei-
trag liefert. Da ®4 in der oberen Halbebene holomorph ist, liefert es deswegen
auch keinen Beitrag zum Ergebnis, sondern nur die Residuen der Halbachsen-
transformierten ®,. Das Feld rechts ist im Ergebnis dann nichts anderes als eine
Summe von Moden, deren Wellenzahlen die Pole von ®4 sind.
Ganz analog setzt sich @ fiir x < 0 aus Moden zusammen, deren Wellenzahlen
Pole von @ sind.
ZusammengefaBit: Die Strategie der WIENER-HOPF-Methode (und der folgenden
Streurechnung) ist es,
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Abbildung 5.2: Von KoCH, MOHRING untersuchte Anordnung

1. fiir das gesuchte Feld links und rechts der Unstetigkeit getrennt zu FOURIER-
transformieren,

2. mit Hilfe der Differentialgleichung, der Rand- und Sprungbedingungen eine
Gleichung zu formulieren, die als einzige Unbekannten diese Halbachsen-
transformierten enthélt,

3. nach Plus- und Minus-Funktionen zu separieren, deren Definitionsbereiche
sich wegen der gedachten kleinen Dampfung iiberlappen,

4. das asymptotische Verhalten der entstandenen Kombinationen zu untersu-
chen, um festlegen zu koénnen, ob diese Kombinationen gleich Null (Regel-
fall), einer Konstante oder eines hheren Polynoms in k sind, und schlieflich

5. die beiden so erhaltenen Gleichungen mit Hilfe des Residuensatzes in den
Ortsbereich zu transformieren, um das gesuchte Feld zu ermitteln.

Ein einfaches Beispiel zur Erlauterung der WIENER-HOPF-Methode findet sich
in Anhang B.

5.2 Die Streurechnung nach KocH und MOHRING

In [10] wird ein Rechteckkanal untersucht, in dem die Stromungsgeschwindigkeit
konstant iiber den Querschnitt ist. An der Wand féllt diese innerhalb einer unend-
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lich diinn gedachten Wirbelschicht (deren Auslenkung mit 1 bezeichnet wird) auf
Null ab. Auf einer Teilstrecke ist der Kanal an zwei gegeniiberliegenden Wénden
lokal nachgiebig ausgekleidet, siche Abb. 5.2.

Die Autoren berechnen das Schallfeld und die Streufaktoren? dieses Randwertpro-
blems fiir zeitlich harmonische Losungen proportional zu exp(iwt) und diskutie-
ren verschiedene mogliche Sprungbedingungen fiir die Auslenkung 7 bei 2y = 0,
o = lo.

Die Ergebnisse lassen sich mit den experimentellen Daten vergleichen, wenn man
als Kanalhohe hy den Rohrdurchmesser der experimentellen Anordnung wéhlt
und bei den ein- und auslaufenden Wellen die Grundmoden (m = n = 0) be-
trachtet. Von den in der Arbeit unterschiedenen Féllen symmetrischer (s) und
asymmetrischer (a) Anregung ist nur der erste fiir den Vergleich relevant. Ich
unterdriicke im folgenden der Ubersicht halber die entsprechenden Sub- und Su-
perindizes.

Fiir die Impedanz der Wand benutze ich (3.7). Die Moden im ausgekleideten
Rechteckkanal, die im WIENER-HOPF-Formalismus der Arbeit als Nullstellen
der Funktion £ auftreten, sind im Abschnitt 3.2.3 bereits diskutiert worden.
Die stromab laufende Instabilitatswelle beriicksichtige ich zur Wahrung der Kau-
salitdt in den Minusfunktionen (siche Gln. (26a), (26b) in [10]); KocH und
MOHRING diskutieren allerdings auch die herkémmliche Zerlegung, bei der sich
die Instabilitdtsmode unter die Stromauf-Moden einreiht. Fiir den Vergleich der
in [10] ermittelten Streufaktoren mit denen aus [3] miissen noch Vorfaktoren und
Phasen ergéinzt werden, worauf ich in C.5 né&her eingehe.

5.2.1 Wahl der Sprungbedingungen

Nach der FOURIER-Transformation des gesuchten Feldes tauchen in den Glei-
chungen die beiden Unbekannten 1(0) und 7(l), die Spriinge in der Auslenkung
der Wirbelschicht, auf. Deren Werte kénnen nicht aus mathematischen Uberle-
gungen allein abgeleitet werden, weil sich in ihnen die Physik widerspiegelt, die in
den Wand-Diskontinuitéiten am Ein- und am Auslauf absorbiert wurde. Es ist kei-
nesfalls so, dafl eine Wahl mit moglichst hoher Regularitit (z. B. Stetigkeit oder
Differenzierbarkeit der Auslenkungsfunktion am Einlauf—instationdre KuTTa-
Bedingung) ein physikalisch sinnvolles Ergebnis sicherstellt. Durch die sehr sin-
guldre Vereinfachung der tatséichlichen Verhéltnisse—Schrumpfen des Gleich-

2Die Amplituden der ausbreitungsfihigen Moden im stromauf gelegenen Teil des Kanals heiflen E,
— — —
stromab T'. Bei Beschallung stromauf sind daher die R Transmissions- und die 7' die Reflexionsfak-
toren.
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Gl 1 Gl. 2 Regularitiat an den Spriingen
nbeix=0 |nbeixz=10 |pbeiz=0 |pbeix=I

7n(0) =0 n(l)=0 | Kurra 00 endlich 00

n(0)=0 | GL (C.39) | KutTA endlich endlich endlich

n(0) =0 | GL (C.36) | KuTTA 00 0 00

n(l) =0 | Gl (C.39) | endlich 0 endlich endlich

n(l) =0 | Gl (C.36) | endlich 00 0 00
Gl. (C.36) | Gl. (C.39) | endlich endlich 0 endlich

Tabelle 5.1: Mathematisch naheliegende Wahlen fiir 1(0), n(l)

stromungsprofils auf eine unendlich diinne Schicht, diskontinuierlicher Ubergang
von schallharter zu nachgiebiger Wand—ist es durchaus denkbar, daf§ die beiden
Unbekannten ebenfalls sehr singulér gewahlt werden miissen, damit die Rechnung
physikalisch richtige Amplituden fiir die ausbreitungsfiahigen Moden liefert.
Genauso denkbar ist, dal eine solche Wahl gar nicht moglich, das Modell von
KocH und MOHRING also schon zu grob fiir das betrachtete Phénomen ist.

In Anhang C werden Gleichungen vorgestellt, die 7(0) und 7({) erfiillen miissen,
damit Wechseldruck oder Auslenkung der Wirbelschicht an den Ubergéngen ste-
tig oder zumindest endlich bleiben. Einige Kombinationen sind in Tabelle 5.1
zusammengestellt.

Der Eintrag KUuTTA besagt dabei, dafl sowohl die Auslenkung als auch die Ab-
leitung der Auslenkung nach x verschwinden—die Wirbelschicht die Hinterkante
des stromauf gelegenen, schallharten Rohres also tangential verlafit.

Die widerspriichlich erscheinenden Eintrége in der ersten und fiinften Zeile, nach
denen n(l) = 0 trotzdem auf unendlich grofie Wirbelschicht-Auslenkungen bei
x = [ fithren kann, erkléren sich so:

Berechnet man n(l) aus der Fouriertransformierten, die die WIENER-HOPF-
Methode liefert, so ist dieser Wert (wegen der Asymptotik der Transformierten)
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a priori unendlich, es sei denn, es ist die Gleichung (C.39) erfiillt. n(l) = 0 148t
die Gleichung aber nicht automatisch erfiillt sein, so dafi man trotzdem formal
unendlich erhélt, weil die Transformierte nicht schnell genug abféllt.

Welche Sprungbedingungen bieten sich an?

Naheliegend ist, zumindest 1(0) = 0 zu fordern, da man mindestens ein stetiges
Ablésen der Wirbelschicht am Einlauf in das Meflobjekt erwarten wiirde. Die
instationdre KUTTA-Bedingung ist dann automatisch erfiillt. Diese Eigenschaft
liegt nicht vor, wenn die Instabilitdtsmode akausal als stromauf laufende Welle
in der Rechnung beriicksichtigt wird, siehe Fille A-C in [10]. Offenbar sorgt die
instabile Mode dafiir, daf§ die KUTTA-Bedingung am stromauf liegenden Sprung
erfiillt wird, sofern die Wirbelschicht dort zumindest stetig anliegt.

Die plausibelste Wahl am Stromab-Ende der Auskleidung ist sicherlich Glei-
chung (C.39), wodurch Auslenkung und Druck bei x = [ endlich bleiben®. Ich
werde fiir den Vergleich zwischen Rechteckgeometrie und den experimentellen
Daten ausschliellich diesen Fall untersuchen und die anderen Sprungbedingun-
gen nur im Kanal mit kreisformigem Querschnitt.

5.2.2 Ergebnisse fiir den Rechteckkanal

In den Abbildungen 5.3, 5.4 sind die experimentellen Daten fiir eine typische
Machzahl mit den Resultaten einer Streurechnung fiir den Rechteckkanal ver-
glichen. Die Sprungbedingungen habe ich, wie bereits erwédhnt, so gewahlt, dafl
Druck und Auslenkung an den Sprungstellen endlich bleiben und am Stromauf-
Ende die KUTTA-Bedingung erfiillt ist*.

Im nachgiebig ausgekleideten Rohr wurden vierzehn Moden—sechs stromauf,
acht stromab—Dbis zu den fiinften hoheren Moden beriicksichtigt. Die unterschied-
lichen Zahlen ergeben sich aus den zusétzlichen Losungen, die beide stromab
laufen. Dabei ist es unerheblich zu wissen, welche der Moden diese zusétzlichen
Losungen sind. Wichtig ist lediglich, dafl die instabile Mode bei den stromab
laufenden erscheint.

Es sei darauf hingewiesen, dafi die bereits in [7] veroffentlichten theoretischen
Streufaktoren auf fehlerhaften Gleichungen beruhen, die hier berichtigt wurden.

3Diese Gleichung ist hinreichend, im mathematischen Sinne aber offenbar nicht notwendig, da
distributions- und funktionentheoretische Regularisierungen denkbar sind, die fiir die eigentlich di-
vergenten Integrale trotzdem endliche Werte liefern, [15].

“Im Druck von [10] befinden sich zwei Tippfehler: In der ersten Gleichung von (19d) muf es auf der
rechten Seite ﬁm,n (statt (Emys) heiflen. In Gleichung (38) ist im letzten Summanden ein Vorzeichen
falsch, dort muB} (vm, 20 + K/Ma) statt (Vm,20 — K/Ma) stehen.
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Abbildung 5.3: Streufaktoren fiir ein Meflobjekt der Lange Iy = 8,75 cm, Kanalbreite
ho = 5cm und MACH-Zahl 0,16, verglichen mit den experimentellen Daten im Rohr

Wiéhrend die Reflexionsfaktoren trotz unterschiedlicher Geometrie bereits
anndhernd richtig wiedergegeben werden, stimmen die Betrige der Transmissions-
faktoren nur bis zur Resonanzfrequenz mit den experimentellen Daten iiberein.
Die Phase von 7', scheint einen génzlich anderen Verlauf zu nehmen, obwohl
es hier den Anschein hat, als géibe es einen Vorzeichenkonflikt in der Definition.
Da BRrRANDES und KocH, MOHRING allerdings dieselbem Phasenkonventionen
benutzen, ist davon nicht auszugehen.

Schon in diesem Vergleich zeigt sich, dafl die Anfachungsrate der instabilen Mo-
de fiir dem Transmissionsfaktor zwar eine entscheidende Rolle spielt—auch |7, |
steigt, ebenso wie —Im k,, bei f; sprunghaft an—dieser aber trotzdem einen da-
von abweichenden Verlauf nehmen kann. So ist in Abbildung 3.11 zu sehen, dafl
die Anfachung fiir hohe Frequenzen in etwa konstant bleibt, obwohl der Trans-
missionsfaktor in diesem Bereich, wenn auch nicht so stark wie im Experiment
beobachtet, absinkt.
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Abbildung 5.4: Phase des Transmissionsfaktors T_, aus der vorherigen Abb.

5.3 Rohrgeometrie

Die Analyse des vorherigen Abschnittes 148t sich ohne weiters auf einen Kanal mit
kreisformigem Querschnitt iibertragen. Die Formeln dazu habe ich in Anhang C
zusammengestellt. Sie unterscheiden sich nur an wenigen Stellen von denen eines
Rechteckkanals und lassen sich mit denselben Methoden wie in [10] gewinnen.
Ich habe in der numerischen Rechnung wieder Moden bis zur fiinften hoheren
Ordnung beriicksichtigt.

5.3.1 Ergebnisse fiir das Rohr

Uberraschenderweise stellt sich heraus, daB die marginal erscheinenden Anderun-
gen und das recht dhnliche Modenspektrum zu voéllig anderen Ergebnissen fiihren,
wie in den Abbildungen 5.6 und 5.7 deutlich wird. Obwohl nur die Kanalgeome-
trie geindert wurde, wird der Transmissionsfaktor in Grundstromungsrichtung
bei der dargestellten MACH-Zahl um ein bis zwei Ordnungen grofler als beim
Rechteckkanal. Er ist auch viel gréfler als im Experiment beobachtet.

Fiir T liefert die Rechnung mit Null vertréigliche Werte. Die Reflexionsfaktoren
stimmen der Groéflenordnung nach, es gibt aber bei R erhebliche Abweichungen.
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Abbildung 5.5: Ein nachgiebig ausgekeidetes Rohrsegment
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Abbildung 5.6: Streufaktoren fiir ein Rohrstiick der Lange [y = 8,75 cm, Durchmesser
ho = 5cm, MACH-Zahl 0,16, verglichen mit den experimentellen Daten.
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Abbildung 5.7: Phase des Transmissionsfaktors 7, im Rohr.

arg(7T_,) hat jetzt das richtige Vorzeichen, allerdings ist die Phasendrehung nahe
der Resonanz zu gering.
Es stellen sich zwei Fragen:

1. Woher kommen die grolen Unterschiede bei unterschiedlicher Kanalgeome-
trie?

2. Gibt es Sprungbedingungen, fiir die die Ubereinstimmung besser ist?

Um der ersten Frage nachzugehen, habe ich das Verhalten einzelner Terme im hier
am meisten interessierenden Streufaktor 7", untersucht. Dabei hat sich herausge-
stellt, daf3 dieser grofle Werte annimmt, weil die Auslenkung am Stromab-Ende
n(l) groBwird (siehe dazu Formel (C.48) im Anhang). Das ist auch physikalisch
plausibel: Wenn die Wirbelschicht dort stark auslenkt wird, sollte die Schallab-
strahlung grofler werden.

Eine Konsequenz daraus ist, dal bei den Sprungbedingungen 7(0) = n(l) = 0 die
Schallverstiarkung ausbleibt, wie man in Abbildung 5.8 sieht.

Der Faktor, der n(l) grofl werden 1ait, ist im Falle der bisher gewéhlten Bedin-
gung (C.39)
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Abbildung 5.8: Streufaktoren fiir ein Rohrstiick, aber mit 7(0) = n(l) = 0, MACH-
Zahl 0,16. Die Oszillation bei 1100 Hz ist offenbar ein Artefakt, das kleiner wird, wenn
man die Zahl der Moden erhoht—deswegen hier Beriicksichtigung von achtzehn statt
vierzehn Moden.

exp(iAg _yl)

der in Gleichung (C.39) iiber @,, eingeht, siehe dazu Definition (C.31). Auch dieses
Verhalten ist physikalisch einsichtig, den dieser Ausdruck ist nichts anderes als
der Anfachungsfaktor der instabilen Mode.

Den Unterschied zwischen Rechteckkanal und Rohr macht einer der verbleibenden
Faktoren in (/) aus®: Dieser nimmt im ersten Fall einfach sehr kleine Werte an,
ohne dafl ich dieses Verhalten auf einen einzelnen Term zuriickfithren kann, da
der Faktor Losung einer groflen Matrizengleichung ist (deren Umfang mit der
Zahl der beriicksichtigten Moden wichst).

Diese Erscheinung kann anschaulich etwa so gedeutet werden: Zwar sind die rdum-
lichen Anfachungsfaktoren der instabilen Mode in beiden Geometrien sehr grofl

Es ist u’é(){,ﬁ.
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(tausend und mehr), im Rechteckkanal wird die Instabilitét aber fiir hohere Fre-
quenzen und die hier gewéhlten Sprungbedingungen weit weniger angeregt als im
Rohr.

Falls diese Unterschiede in der Anregung der Instabilitéit der Wirklichkeit entspre-
chen, konnten sich Kanéle mit unterschiedlichen Querschnitts-Geometrien sehr
verschieden verhalten, selbst wenn sich ihre Modenspektren dhneln.

Die riesigen Anderungen, die kleine Abweichungen der Moden (genauer: ihrer
Wellenzahlen) mit sich bringen konnen, erkliren sich aus den an vielen Stellen
vorkommenden Quotienten

1
ki — ki

Selbst wenn in zwei Modellen 1, 2 die Wellenzahlen sehr dhnlich verlaufen,

konnen sich trotzdem die Inversen von Differenzen zweier Wellenzahlen von Mo-
dell zu Modell um Groflenordnungen unterscheiden—mit entsprechend weitrei-
chenden Auswirkungen fiir die numerischen Resultate.

Zur Klarung der zweiten Frage habe ich auch andere Kombinationen von
Sprungbedingungen—siehe Tabelle 5.1—getestet, auch wenn sie physikalisch
nicht unbedingt naheliegend sind. Dabei hat sich herausgestellt, daf§ diese an-
deren Kombinationen nahezu identische Resultate wie die bereits beschriebenen
liefern:

1. n(l) =0, GL (C.39) oder n(l) =0, Gl (C.36): wie n(0) =n(l) =0
2. n(0) =0, GL (C.36) oder Gl. (C.39), Gl. (C.36): wie n(0) = 0, Gl. (C.39)

Wird die Auslenkung der Wirbelschicht am Stromab-Ende des Meflobjektes auf
Null gesetzt, gibt es keine Schallverstarkung stromab, unabhéngig davon, welche
Bedingung man am stromauf gelegenen Ende fordert. Umgekehrt liefern Glei-
chungen, die n(l) # 0 zulassen, stets Schallverstirkung—um Groéflenordnungen
iiber der beobachteten. Obwohl es sechs mogliche Kombinationen von Forderun-
gen an 7(0) und 7n(l) gibt, scheint es in der Formulierung der Sprungbedingungen
noch gewisse Redundanzen zu geben.

Von Interesse ist auch die Abhéngigkeit der Streufaktoren von der Stromungs-
geschwindigkeit. BRANDES hatte einen sich verbreiternden und hoher werdenden
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Abbildung 5.9: Betrag des Transmissionsfaktors 7, als Funktion der Frequenz und
der Machzahl. Sprungbedingungen n(0) = 0; n(l) sind so gewihlt, da Druck und
Auslenkung bei z = [ endlich bleiben.

Peak bei zunehmender MACH-Zahl beobachtet. Dem stand die Erkenntnis des
Kapitels 3 entgegen, nach der die Anfachung der Instabilitdtsmode fiir wachsen-
des u abnimmt.

Diese anscheinend gegensétzlichen Beobachtungen lassen sich kldren, wenn man
T, als Funktion von Frequenz und MACH-Zahl darstellt, was in Abbildung 5.9
geschehen ist. Dort steigt der Betrag des Transmissionsfaktors, obwohl die In-
stabilitdtsmode weniger stark angefacht ist. Der Imaginérteil der Mode allein
entscheidet also nicht, wie die Verstarkung verlauft.

5.4 Zusammenfassung

Ich habe in diesem Kapitel untersucht, ob eine Berechnung der Streufaktoren mit
den Methoden aus [10] zu sinnvollen Ergebnissen fiihrt.



5 Streuung 84

Das scheint nicht der Fall zu sein.

Allerdings ist diese Analyse trotzdem aufschlufireich, weil die Wirkung der
Sprungbedingungen weiter aufgeklart wird.

Es zeigt sich, dafl am Stromab-Ende eine endliche Auslenkung der Wirbelschicht
gefordert werden muf}, da es andernfalls zu keiner Schallverstarkung kommt. 7",
ist jedoch viel zu grofl und zeigt nicht den charakteristischen Peak oberhalb der
Resonanzfrequenz.

Von den Reflexionsfaktoren stimmt R_, recht gut, R.. zumindest in der Gréfien-
ordnung mit dem Experiment iiberein. 7. wird viel zu klein vorhergesagt.
Obwohl sich die rdumliche Anfachung der instabilen Mode mit zunehmender
Stromungsgeschwindigkeit verringert, nimmt die vorhergesagte Verstédrkung in
Stromab-Richtung trotzdem zu. Das Anfachungsverhalten der Mode allein ist
also noch nicht auschlaggebend.

Das Ziel, das akustische Verhalten der Kanalsegmente vorhersagen zu konnen,
kann nur erreicht werden, wenn der Verlauf der Moden sehr genau bekannt ist—
die Streurechnung reagiert sehr empfindlich darauf, wenn Lésungen dhnliche Wel-
lenzahlen aufweisen—und geeignete Forderungen an den Diskontinuitédten = = 0,
x = [ gestellt werden. Es ist nicht gesagt, dal die beste Wahl sich unter den hier
vorgestellten Kombinationen von Sprungbedingungen befindet.

Die Rechnung reagiert ebenfalls empfindlich auf die Zahl der beriicksichtigten
Moden. Da keine Chance bestand, mit diesem Modell das experimentelle Ergeb-
nis zu reproduzieren, habe ich es hier aus Zeitgriinden bei maximal achtzehn
Moden belassen, was inklusive der beiden Auslenkungen 7(0), n(l) auf ein Glei-
chungssystem mit zwanzig Unbekannten fiihrt.

Es mag enttduschen, dafl der Transmissionsfaktor um Gréfenordnungen iiber
dem beobachteten liegt. Das ist aber nicht anders zu erwarten, da sich Abwei-
chungen in den Wellenzahlen exponentiell auf den Transmissionsfaktor auswirken,
ganz abzusehen von nichtlinearen Sattigungs- oder sogar destruktiven Effekten,
die hier ja iiberhaupt nicht beriicksichtigt sind. Im Idealfall hitte man erwarten
konnen, vielleicht die ungefihre Lage und Breite des Verstarkungsbereiches zu
reproduzieren.
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Kapitel 6

Ergebnisse und Ausblick

Ziel dieser Arbeit war die Aufklarung der physikalischen Natur der Instabilitéit
Typ I und eine bestmogliche mathematische Modellierung.

Es hat sich herausgestellt, dafl dieses Ziel nur mit einem erheblichen Aufwand
zu erreichen ist. Ich halte es fiir unwahrscheinlich, dafl die wesentlichen Eigen-
schaften des Verstarkungsphidnomens (etwa Lage, Breite und Hohe des Peaks in
Abhéngigkeit von der Machzahl) im Rahmen eines einfachen Modells reproduziert
werden kénnen.

Die Existenz einer konvektiven hydrodynamischen Instabilitdt in allen in Fra-
ge kommenden Modelle kann als gesichert gelten. Es darf davon ausgegan-
gen werden, dafl sie auch natiirlicherweise existiert und die Ursache fiir das
Verstarkungsphdnomen Typ I ist.

Den ersten Schwerpunkt dieser Arbeit bildete die Analyse der Instabilitiat in un-
terschiedlich stark vereinfachten, linearen Modellen fiir das Innere des ausgeklei-
deten Kanalstiicks allein. Dabei wurden die folgenden Beobachtungen gemacht:
Alle Modelle besitzen einen Instabilitdt, solange nur eine Grundstrémung und
eine resonanzartig nachgiebige Wand vorhanden ist. Zerlegt man die Losungs-
vielfalt in Rohrmoden, so tauchen zwei zusatzliche, stromab laufende Moden auf,
von denen eine in Ausbreitungsrichtung angefacht ist. Fiir die Festlegung der Aus-
breitungsrichtung habe ich mich auf das distributionstheoretische Kriterium von
JONES und MORGAN gestiitzt. Nahe der Resonanzfrequenz der Wand nimmt in
allen Modellen die Anfachung sprunghaft zu, wihrend der Realteil der Ausbrei-
tungswellenzahl stark absinkt. Unterhalb der Resonanzfrequenz ist dieser viel
grofer, die Anfachung hingegen viel kleiner, sofern das Modell keine Zahigkeit
beriicksichtigt, die geddmpftes Verhalten bei niedrigen Frequenzen bewirkt.

Da die Instabilitéit einer nachgiebigen Wand bedarf, war es naheliegend, davon
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auszugehen, dafl sie in unmittelbarer Nahe der Wand lokalisiert ist. Diese Annah-
me hat sich als nur teilweise richtig herausgestellt: Die Eindringtiefe der instabilen
Mode ist so grof3, dafl diese den grofiten Teil des Kanalquerschnittes austfiillt.

In keinem Modell ist zu erkennen, dafl die rdumliche Anfachung bei hohen Fre-
quenzen zusammenbricht. Mit steigender Stromungsgeschwindigkeit nimmt diese
auBerdem ab, obwohl die Verstarkung im Experiment mit der MACH-Zahl zu-
nimmt.

Im zweiten Teil der Arbeit habe ich daher untersucht, welche Streufaktoren aus
den Modenspektren resultieren, und dafiir die Formeln von KOCH und MOHRING
benutzt. Neben dem dort betrachteten Kanal mit rechteckigem Querschnitt ha-
be ich das akustische Verhalten eines Rohrsegmentes mit den Abmessungen des
Experiments untersucht.

Es hat sich gezeigt, dal Schallverstirkung (wenn auch viel grofiere als im Experi-
ment beobachtet) nur eintritt, wenn eine endliche Auslenkung der Wirbelschicht
am Stromab-Ende des Meflobjektes zugelassen wird. Die Verstarkung nimmt mit
steigender M ACH-Zahl zu, obwohl die Anfachungskonstante der Instabilitédtsmode
das entgegengesetzte Verhalten zeigt:

Zwar tragt die rdumliche Anfachung der instabilen Mode iiber die Lange des
MefBlobjektes wesentlich zur Grofle des Transmissionsfaktors bei, sie ist aber nicht
allein entscheidend, wie sich an den sehr unterschiedlichen Verlaufen fiir Flach-
kanal und Rohr und in der MACH-Zahl-Abhéngigkeit zeigt.

Die Forderungen, die man an den Kontaktstellen zwischen den Mefirohren und
dem kassettierten Kanalstiick stellt, sind ebenfalls wesentlich. Als néchstliegende,
wenn auch nicht einzig denkbare Wahl habe ich diskutiert:

e Auslenkung der Wirbelschicht ist stetig am Einlauf, (0) = 0. Die Aus-
lenkung erfiillt dort dann auch automatisch die instationdre KuUTTA-
Bedingung: 9,1(0) = 0.

e Wechseldruck und Wirbelschichtauslenkung bleiben am Auslauf z = [ end-
lich, Gleichung (C.39).

Soll die Schallverstarkung, etwa fiir stromungsakustische Anwendungen, erhoht
werden, geniigt es daher nicht, nur nach Auslegungen zu suchen, in denen die
instabile Mode raumlich starker angefacht ist. Ohne Kenntnis der Anregungsme-
chanismen sind Vorhersagen iiber das Verstdrkungsverhalten spekulativ.

Der starke Einflul der Form des Kanalquerschnittes ist iiberraschend. Der Trans-
missionsfaktor wird sogar um Gréflenordnungen verschieden vorhergesagt. Zwar
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ist es spekulativ, von den hier vorgestellten, offensichtlich unzulénglichen Berech-
nungen auf die physikalische Wirklichkeit zu schlieBen, aber neuere Messungen [9]
an einem MeBobjekt mit rechteckigem (Querschnitt und gegeniiberliegenden Re-
sonatoren, vergleichbar der Anordnung in [10], zeigen das Verstarkungsphénomen
iiberhaupt nicht, was diese These stiitzt.

Fiir ein besseres Verstédndnis des Experimentes ist es wiinschenswert, die Felder
im ausgekleideten Kanalstiick zu kennen. Hier lagen bisher nur die Drucksonden-
messungen aus [3] vor. Ohne diese Kenntnis hat man keine Anhaltspunkte, ob die
Modellierung des Kanalinneren, insbesondere der instabile Mode, der physikali-
schen Realitdt nahekommen. Von den Streufaktoren auf die Giite dieser Modellie-
rung zuriickzuschliefen ist wenig erfolgversprechend, weil neben die Unkenntnis
der Sprungbedingungen noch nichtlineare Effekte treten, die die Amplitude der
Instabilitdt begrenzen.

In dieser Arbeit nicht vorgestellt wurden Modelle, in denen die endliche Kam-
merbreite der Kassettierung aufgelost wird. Wie bereits erwédhnt hatten erste
Rechnungen—allerdings nur fiir eine einzelne ebene Wand—keine Hinweise dar-
auf ergeben, dafl damit die Unzulénglichkeiten der Modelle mit lokal nachgiebigen
Wiénden gelost wiirden. Es ist allerdings nicht auszuschliefen, daf3 die Verhalt-
nisse in einem periodisch ausgekleideten Rohrstiick anders sind. Die Berechnung
der Streufaktoren einer solchen Konfiguration wére daher wiinschenswert, wenn
auch bei weitem aufwendiger als fiir den Fall lokal nachgiebiger Winde.

Andere Erweiterungen sind ebenfalls denkbar: So hat sich herausgestellt, daf die
Beriicksichtigung von Verlusttermen zumindest fiir niedrige Frequenzen die Insta-
bilitdt zusammenbrechen l&8t. Es wire daher naheliegend, eine Berechnung der
akustischen Streufaktoren unter Beriicksichtigung etwa einer empirischen turbu-
lenten Viskositédt zu versuchen, um zu sehen, ob ein solches Modell besser ist.
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Anhang A

Zur Ausbreitungsrichtung nach
BRiGcGs, JONES und MORGAN

In [4] gibt BRIGGS ein einfaches Kriterium an, um die Ausbreitungsrichtung von
Losungen mit komplexer Wellenzahl zu ermitteln. Es lautet sinngema$:

In einem Wellenproblem gebe es die Moden v € I. Sei

o = sup ImwV (k)
keR

die kleinste obere Schranke der Anfachungsrate Imw®.

Variiert man die Kreisfrequenz von w bis w + ioc und dndert dabei
Imk (W) sein Vorzeichen,

sign (Im kD (w)) # sign (Im kD (w + i)

so ist die Mode (i) instabil und breitet sich in Anfachungsrichtung aus.
Andernfalls ist sie gedampft.

Die Herleitung dieses Kriteriums stiitzt sich auf Funktionentheorie und LAPLACE-
Transformation eines realistischen Problems, in dem eine Quelle nur in einem
kompakten Raumgebiet x € (—¢,€) existiert und zum Zeitpunkt ¢ = 0 einge-
schaltet wird. Die Forderung, dafl die Losung fiir alle Zeiten ¢ < 0 verschwinden
muf, iibersetzt sich nach der Transformation in Analytizitétsforderungen an die
Transformierte der Losungsfunktion. Das erzwingt eine bestimmte Verteilung der

Moden—in Gestalt der Pole k" (w)—auf die Sektoren x < 0 und z > 0.
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Abbildung A.1: Wellenzahlen der hydrodynamischen Moden fiir Re f = 900 Hz fest

in Abhéingigkeit vom Imaginirteil der Kreisfrequenz w. Der Imaginérteil von Kt )

()

wechselt das Vorzeichen, k; '’ dagegen bleibt stromab raumlich geddmpft.

Im Falle der in 3.1 vorgestellten Losungen EE®) ist allerdings ¢ unendlich, weswe-
gen ich dieses Kriterium nicht verwenden kann. Um die Idee zu illustrieren, zeige
ich trotzdem das Verhalten der hydrodynamischen Losungen fiir eine Frequenz
im Verstarkungsbereich.

In Abb. A.1 sieht man den erwdhnten Wechsel der Dampfungsrichtung fiir die
Mode ki ™. Wie bereits erwahnt, ist das kein strenges Argument, weil die Vor-
aussetzungen nicht erfiillt sind. Es kommt sogar eine offensichtlich falsche Aus-
breitungsrichtung, nédmlich fiir die Mode k. (_), heraus.

In [8] présentieren JONES und MORGAN eine allgemeinere Analyse, auf die ich
mich stiitze werde. Sie kann wie folgt zusammengefaflt werden:

FEine Losung ist genau dann kausal, wenn fir festes x die FOURIER-
Transformierte ¢p(w, x) in der oberen w-Halbebene reguldr ist und reelle
Zahlen b, d > 0 ezistieren, so daf im Grenzfall |w| — oo, Imw > € > 0

" g(w, x) = O(|Jw]) (A1)

fiir einen endlichen Exponenten s ist. ¢(t,x) verschwindet dann fir
t <d.

Die Autoren von [8] benutzen distributionstheoretische Methoden, um dieses Kri-
terium zu beweisen. Es sieht zunéchst dem BR1GGSschen Argument sehr undhn-
lich, aber fiir den Fall, daf§ fiir grofle w die Dispersionsbeziehung einer Mode
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asymptotisch linear wird,

k(w) ~ (a+i6)w (A.2)

kann man die linke Seite vom A.1 asymptotisch bestimmen,

6_(b+id)w¢<w,l’) _ e—(b+id)w+i(oa+iﬁ)wa:

e(—Bm—b)Re w4 (d—az)Imw+i...

O(|wl)

und untersuchen, ob man die Konstanten b, d geeignet wéhlen kann. Der Grenzfall
Imw = const., Rew — 400 erzwingt die Wahl
b= —px

Der Grenzfall Imw — +oc fithrt zu der Forderung

d < ax
WEeil d nach Voraussetzung auch noch positiv sein soll, ergibt sich als Kriterium
fiir die Kausalitiat dieser Mode
0<d<ax
Das geht nur, wenn wenigstens 0 < az ist, oder wieder allgemeiner ausgedriickt
(siehe Definition von « in (A.2)),
0 <Imk(w)yotioo T (A.3)

Kurzgefafit: Wellenzahlen mit der Asymptotik (A.2), deren Imaginérteil fiir
w — 400 positiv wird, breiten sich nach rechts aus (existieren fiir x > 0), wird
er negativ, laufen sie nach links (z < 0). Der Unterschied zum Argument von
BRIGGS besteht darin, daf§ der Imaginérteil der Wellenzahl fiir rein imaginére
Frequenzen und nicht etwa komplexe untersucht wird.

Die akustische Mode /4:;(_)

In Abschnitt 3.1.5 habe ich behauptet, daf§ die Ausbreitungsrichtung mit Hilfe
der kompressiblen Losungen ermittelt werden muf.
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Abbildung A.2: Wellenzahlen der vier Losungen in Abhéngigkeit von der Anfachungs-
rate Im w. dicke Linien: inkompressibel, diinne Linien: kompressibel

Wendet man den Formalismus von JONES, MORGAN auf die inkompressibel ge-
rechnete Mode k, =) an, so erhélt man asymptotisch iiberraschenderweise Wel-
lenzahlen mit positivem Imaginérteil—siehe Abb. A.2—was einer Ausbreitung in
Grundstromungsrichtung gleichkéme.

Das ist zunéchst beunruhigend, weil es die Giiltigkeit dieser Analysen in Frage
zu stellen scheint. Mir ist nicht klar, an welcher Stelle der entscheidende Unter-
schied, ndmlich die endliche Schallgeschwindigkeit, in die mathematische Analy-
se eingeht, allerdings untersuchen auch die genannten Autoren ein Modell mit
endlicher Kompressibilitat. Moglicherweise dndert der Grenzfall ¢ — oo die funk-
tionentheoretischen Eigenschaften der komplexen Funktion k,(w) derart, dafl die
in [8] genannten Sétze oder die asymptotische Analyse nicht mehr durchfithrbar
sind. Ich bin dieser Frage nicht weiter nachgegangen.

Physikalisch ist ein derartiges Problem durchaus vorstellbar: Da im inkompres-
siblen Grenzfall die Schallgeschwindigkeit unendlich wird, konnen sich in dem
entsprechenden Modell Wirkungen instantan ausbreiten, da es nun keine endli-
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che Ausbreitungsgeschwindigkeit mehr gibt. Eine Argumentation, der Kausalitét
zugrundeliegt, ware dann moglicherweise hinfallig.
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Anhang B

Die WIENER-HOPF-Methode: Ein
einfaches Beispiel

Ich werde in diesem Anhang das Prinzip der WIENER-HOPF-Methode an einem
Beispiel erlautern, ndmlich der Streuung von Wellen an einer Kontaktflache zwi-
schen Medien mit unterschiedlich grofien Schallgeschwindigkeiten (aber gleicher
Dichte). Das ist kein besonders typischer Fall, da die Methode eigentlich dar-
auf abzielt, Diskontinuitidten in den Randbedingungen zu behandeln, aber auch
in diesem eindimensionalen Beispiel werden alle Schritte der Methode klar. Ich
benutze wie in Kapitel 5 die Konvention exp(iwt + ikx).

Gesucht sind die Streufaktoren R und 7" in Abhéngigkeit von der Frequenz einer
eingestrahlten Welle.

Dieses Problem ist einfach und mit elementaren Methoden sofort 16sbar.

B.1 Loésungen mit elementaren Mitteln

Rechtslaufende Wellen der Kreisfrequenz w breiten sich in den Teilgebieten mit
den Wellenzahlen

e = -2 2<0 (B.1)
C_

ke = -2 >0 (B.2)
C+

aus. Ich setze links eine Linearkombination aus einfallender Welle und reflektierter
Welle an, wahrend sich rechts eine Welle mit Transmissionsfaktor 7", ausbreitet
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<0 3 >0

Abbildung B.1: Streuung am Ubergang in ein anderes Medium. c4 ist die Phasenge-
schwindigkeit in den Gebieten x > 0 bzw. z < 0.

(sieche Abb. B.1).

Welche Bedingungen man an der Kontaktfliche z = 0 fordert, hingt von der
Physik des Problems ab; im Falle des Wechseldrucks ist es die Stetigkeit der
Wechselgrofie, woraus

1+ R_=T., (B.3)
folgt, sowie die Stetigkeit der ersten Ableitung:

ko —k_R_=k,T. (B.A)

Lost man diese zwei Gleichungen nach den Streufaktoren auf, so erhélt man das
Ergebnis

2

T, = (B.5)
C++C_

R. = = (B.6)

C++C_
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B.2 Demonstration der WIENER-HOPF-Methode

Zur Bestimmung der Streufaktoren setze ich das Wechselfeld als eine im Gebiet
x < 0 einfallende Welle plus einem noch unbekannten Streufeld ¢ an:

ik_x
(I)ges_{e +®(z) ,x<0

O(x) ,x >0 (B.7)

Damit die (auslaufenden) Streuwellen in @ fouriertransformierbar bleiben, baue
ich eine kleine Démpfung ein, wodurch k4 in ki + i€ iibergeht.
Ich fiithre nun die halbseitigen FOURIER-Transformierten ein,

Og(k) = / dx O (x)e™ " (B.8)
ol |

O (k) = /0 dx O (x)e™ " (B.9)

O(k) = Ps(k)+ Pa(k) (B.10)

Jetzt suche ich die WIENER-HOPF-Gleichung, welche die halbseitigen Trans-
formierten und die Sprungbedingungen an der Diskontinuitdt miteinander ver-
kniipft. Da die Schallgeschwindigkeit und damit die Differentialgleichung selbst
die Diskontinuitit beinhaltet, transformiere ich diese ebenfalls'. Die Wellenglei-
chungen

(K2 +02)®(x) = 0, 2<0 (B.11)
(K2 +92)®(x) = 0, >0 (B.12)

werden nach FOURIER-Transformation auf den jeweiligen Halbachsen und parti-
eller Integration zu

'Liegt ein Sprung in den Randbedingungen vor, entsteht die WIENER-HOPF-Gleichung in analoger
Weise aus der Randbedingung.
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0
r<0:0 = / dze ™ (k2 + 92) ®(z)

= (K2 — k) Dy + ik®(07) + 8,0(07) (B.13)

+00
r>0:0 = / dz e (K2 + 07) 0(z)
0

= (k7 — k) @5 — ik®(0T) — 9,2(0%) (B.14)
Die FOURIER-Transformationen sind wegen der kleinen Démpfung, welche das
Streufeld asymptotisch wie exp(—e|z|) abklingen 148t, in Halbebenen wohldefi-
niert, die sich iiberlappen: Gleichung (B.13) gilt nur in

Se={keC: Imk > —¢}
Gleichung (B.14) gilt nur in der Halbebene

Se={keC: Imk < +¢}

Beide Gleichungen gelten in dem Streifen

SeNSg={keC: —e<Imk < +¢}

Ich kenne weder ® noch seine Ableitung in der Niéhe von z = 0, daher sind
die Gleichungen (B.13) und (B.14) zun#chst ohne Nutzen. Ich kenne aber den
Sprung, den diese Groflen dort machen, damit das gesamte Feld ®,.s und seine
Ableitung dort stetig bleibt:

PO0T) —@(07) = 0 =1 (B.15)
0,®(07) — 0,®(07) = ik_e* " =ik_ (B.16)

Mit Kenntnis der Sprungbedingungen bei z = 0 kann ich die gesuchte WIENER-
Hoprr-Gleichung als Differenz von (B.13) und (B.14) aufstellen, und erhalte
schlieBlich:

k? — k? i(k+ ko)
= H. =" "/
CRR %

B.17
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Imk

A

+e€

B Rek

Abbildung B.2: Die Halbebenen Sg und Sg

(B.17) gilt nur, wo (B.13) und (B.14) simultan giiltig sind, also in dem 2e-Streifen
um die relle Achse.

Jetzt 16se ich (B.17), indem ich nach Plus- und Minus-Funktionen separiere:

by ist eine Plus- und &4 eine Minusfunktion.

Den Faktor vor &5 mufl ich multiplikativ zerlegen:

K=k ko 4k ko—k
k2 — k2 kit k ke —k
Wenn ich jetzt durch Lo dividiere, steht auf der linken Seite eine Summe aus

einer Plus- und einer Minusfunktion. Um nach solchen zu sortieren, muf3 ich jetzt
noch die rechte Seite additiv zerlegen:

L= = Lo Lo (B.18)

i(k +k_)(ky — k)
(K —R2)(k-— F)

i(k_ — ky) 2k
(k- + k)b + k) (o + ki) (ke — k)

= Mg+ My (B.19)

M =
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Jetzt ordne ich Gleichung (B.17), die in den HilfsgroBen folgende Gestalt hat,

P
;C@(b@"——e :M@+Me
Le

nach Plus- und Minusfunktionen, und erhalte die separierte WIENER-HOPF-
Gleichung

L Ny S ik_ ke =k
ke +k (ko 4k (ke + k) (k- +k)(ke — k) k- —k

(B.20)
in der links nur Plus- und rechts nur Minusfunktionen stehen.
Ich habe damit eine Plusfunktion, holomorph in der oberen Halbebene Sg, und
eine Minusfunktion, holomorph in der unteren Halbebene S, die auf dem Uber-
lappungsgebiet Sg N Sg gleich sind. Daher entsprechen sie einer Funktion J,
welche auf ganz C holomorph ist.
@, (k) verhalten sich fiir & — oo wie k', denn ®(z) bleibt nahe x = 0 endlich;
siehe (B.13) und (B.14).
Wegen (B.20) fillt dann auch J wie k! ab, dann muf aber schon

J=0

sein, weil das die einzige auf ganz C holomorphe, im Unendlichen abklingende
Funktion ist. Auf diese Weise werden aus (B.20) zwei Gleichungen:

ik

Po = R G R (B-21)
20k_

P = Rk =B (522

Um das gesuchte Feld zu finden, mufl ich nun noch die Riicktransformation
durchfiihren, wofiir der Residuensatz benutzt wird. Abhédngig vom Vorzeichen
von z muf ich den Integrationsweg unterschiedlich schliefen und erhalte Beitrage
unterschiedlicher Pole. Das ist die mathematische Reprasentation der Tatsache,
da abhéngig vom Vorzeichen von x (links oder rechts der Dichte-Diskontinuitét)
unterschiedliche Moden im Streufeld vorhanden sind, in unserem Falle mit den
Wellenzahlen k_ beziehungsweise k. .

Fiir das Gebiet < 0 erhalte ich so das folgende Streufeld (siche Abb. B.3):
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Im k&

A

“+-+t00

ke
[ J

Re k

—100

Abbildung B.3: Integrationsweg fiir ®(x < 0)

1 [t

O(z) = o | dk e (g (k) + O (k)

<0 1

< dk; e (D (k) 4+ Do (k))

B (k- + k) (k- +k) (k- + k) (ky — k)
- k+ —ik_x
k+ T

= R_e " (B.23)

Fiir x > 0 tragt analog nur @, (k) mit dem Pol k, bei:

O(z) 2 T_e*+ (B.24)

Die WIENER-HOPF-Methode liefert also das gleiche Ergebnis wie die elementare
Rechnung. Sie ist bei einem so einfachen Problem viel aufwendiger als der direkte
Ansatz, wird allerdings zum geeigneten Werkzeug, sobald es um uniibersichtli-
che Randwertprobleme geht, wie das bei den Streurechnungen fiir resonanzartig
ausgekleidete Kanalstiicke der Fall ist.
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Anhang C

Zur Berechnung der
Streufaktoren

Die Ergebnisse aus [10] lassen sich auf einen Kanal mit kreisformigem Querschnitt
iibertragen. Ich prisentiere hier nur die Ausdriicke, die sich durch die Wahl einer
anderen Geometrie verdndern, und verweise fiir die detaillierte Herleitung auf [10].

C.1 Die dimensionslosen Grundgleichungen

Fiir das Rohr wihle ich wie iiblich Zylinderkoordinaten zq, 9, ¢g wie in Abb. C.1.
Die Grundgleichungen behalten ihre Form, lediglich die Differentialoperatoren
(LAPLACE-Operator und Gradient) haben in Koordinaten ausgedriickt jetzt eine
andere Gestalt, nachzulesen etwa in [12]. Als Referenzldnge bietet sich jetzt statt
der Hohe des Rechteckkanals der Rohrdurchmesser L,.s = 2Ry an. Wie in [10]
bezeichnen Ausdriicke ohne den Subscript 0 dimensionslose Grofien.

Gleichung (2) wird so zu

0? 10 0 1 02
e L K2 = 1
(83:2 + r@rrar + r2 0¢p? + ) 0 (C.1)

Weil die Auskleidung nicht mehr nur zwei gegeniiberliegende Wandabschnitte,
sondern den ganzen Umfang des Meflobjektes umfaft, lauten die Gleichungen (4)
nun

aa—f(x, R,¢)=0, x<0oderaz>I (C.2)
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To

— —
Rm,n Tm,n
D
— U —
Ey — o0 [
| | | |
\ \ \ \
o <0 0 <z <ly xo > ly 2R,

Abbildung C.1: Bezeichnungen und Koordinaten fiir die Rohrgeometrie

Bei Einfithrung der Wirbelschicht-Auslenkung 7 ist zu beachten, daf§ diese nicht
mehr getrennt auf zwei Zusammenhangskomponenten z = 0, h, sondern iiber den
gesamten Mantel definiert ist. Positive Werte fiir n sollen dabei Auslenkungen
nach auflen, also in die Kammern hinein, beschreiben. Gleichungen (8) und (9)
lauten daher

8(I>( R.) 1K (1+ Ma 0
“Zr e e Y
T Ma~/1 — Ma? 1K Oz

or
Mi () Mio
Z(1 — Ma?) 1K Ox

) n(x,R,¢), 0<x<l (C.3)

n(x, R, ¢) = — ) O(z,R,0), 0<z<l (C4)

Analog zu [10] spalte ich als néchstes das gesuchte Feld nach Eigenfunktionen
zum winkelabhéngigen Teil des LAPLACE-Operators auf,

e}

O(x,r,¢) = Y Dplx,r)e™ (C.5)

m=—00

betrachte im folgenden nur noch das Problem fiir festes m und erhalte anstelle
von (10) folgende Differentialgleichung:

92 10 0 m?
==+ K- —®, = .
(8x2+r8rr(9r+ r2) m =0 (C.6)



C Zur Berechnung der Streufaktoren 102

Als néchsten Schritt separieren die Autoren die ausbreitungsfihigen Wellen der
schallharten Teilrohre, um fiir die weitere Analyse nur noch mit einem FOURIER-
transformierbaren (Nah-)Feld arbeiten zu konnen. Die entsprechenden Eigen-
funktionen zu Gleichung C.6 enthalten jetzt allerdings keine Cosinus- sondern
BEssEL-Funktionen. Fiir x < 0 lautet diese Zerlegung

N(m)

o, (z,r) = ﬁmjse”mvstm(K:lT) + Z §m7n€_i7m’"$Jm(Kg’T)
+ O (z,7), " (C.7)
und fiir x > [
— . Nem) _,
D, (x,r) = Epse” 70T (KIr) + T €™ T (K0)
+ (2, 1) " (C.8)

Die Wellenzahlen ~,,, und K" sind, analog zu Gleichung (13) der Arbeit [10]
so definiert, daf§ die Differentialgleichung (C.6) und die schallharte Randbedin-
gung (C.2) erfiillt werden:

K™ J (K™R) =0 (C.9)
—VE? = (Kp)? K? > (K)?
Vg = (C.10)

iEP =R K < (k)2
Die natiirliche Zahl N (m) ist die Ordnung der hochsten noch ausbreitungsfiahigen
Mode, also die grofite Zahl, fiir die noch

k> (K}Zfl(m))2

gilt. Innerhalb der von BRANDES vermessenen Frequenzen ist sie stets Null: Alle
hoheren Moden sind gedampft.

Die von den Autoren eingefithrten unbekannten druck- und ausklenkungsartigen
Funktionen (Gleichungen (14) und (15)) miissen nicht nach oberer und unte-
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rer Wand unterschieden werden, da die Auskleidung nun zusammenhéngend ist.
Insofern ist die zylindrische Geometrie sogar iibersichtlicher:

0 , <0

8¢m iK Ma 0

W(f"vR) = s (U R a) ta(e)  0<z <l (C.11)
0 , x>

9-(x) , <0
(%) = 7 m B (%) L0<a <l (C12)

9+(2) = 7 (Ron(@) = Tonla)) > 1

Die HilfsgroBlen R,,, T, enthalten nun ebenfalls BESSEL-Funktionen:

Ma

Ro(z) = <1+ -

— )
%W)EmﬁwWﬂLAK?R>

Nem) Ma — -
1- m,n m,n —Ymn® m K™ 1
+n§:0( K7’>R’€ I (K" R) (C.13)

und fir x > [

M .
T,(z) = <1_—2%w)§ﬂw’%ﬂLAK?E

K
Nm) Ma —
1+ —%mn | Tmne? ™% I (K™R C.14
£ 3 (1 ) TR (14

C.2 Aufstellen der WIENER-HOPF-Gleichung

Der néchste Schritt besteht darin, alle relevanten Gleichungen beziiglich x zu
FouRIER-transformieren und daraus die WIENER-HOPF-Gleichung als Bestim-
mungsgleichung fiir die unbekannten Funktionen 7, und g+ aufzustellen.
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Die Differentialgleichung (C.6) wird dabei (die Variable im FOURIER-Raum be-
zeichne ich wie in [10] mit &) zu

(——’I"— +K2 _§2 - T_j) ¢m(€7T) =0

so daB statt Gleichung (16) in der Arbeit [10] der Ansatz nun lautet:

Pm(&;7) = am(E)Im(v(E)r) (C.15)
1) = VK=& (C.16)

In der etwas abweichenden Definition von « habe ich die in [10] vorkommende
Umdefinition (dort im Anschluff an Gleichung (22)) vorweggenommen.

Die FOURIER-Transformation von (C.11)—(C.14) ergibt

OPm B iK Ma,
W(faR) TN e (1+7§) Nm(§)
s (1) 0, 0) (€.17)

Ma Ma
m <1 + 75) om(§, R)

= ga(8) = nm(€) +ego(6)

M 4
- 2(1_463@2) (Rin(€) — 7T (8)) (C.18)
M E>1’)7,8
N(m) —
Ma Ron .
" (1 B 77’”7”) me(Kn R) (C.19)

n=0
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— .
Ma E,, se”mst
Tw(€) = (1= s | =2 J(K™R
© ( KW’) (& )
Ma Ty peimon .
+ > <1 + 7%”) g_—me(Kn R) (C.20)
n—0 m,n

Der Ansatz und die beiden Randbedingungen kénnen nun analog zu den Glei-
chungen (20)—(22) zu einer einzigen Gleichung fiir die drei unbekannten Funk-
tionen (&), go(€), go(€) kombiniert werden. Das Ergebnis, die WIENER-HOPF-
Gleichung fiir das durchstromte Rohr, hat die Gestalt

9o (§) = L(E) mm (&) + e g (§) = 70— Ma?) (Rin(€) — e ™' T (9))
_ Ma _ ot Jm(VR)
ZV1 = Ma® (1 (0) = 1 (1)) v} (VR) (©.21)

und die fiir die weitere Analyse zentrale Funktion £ sieht dabei wie folgt aus:

iK (1+%6)* J,.(vR)
Z\V1 — Ma237J,’n(’yR)

Die Unterscheidung zwischen symmetrischer und antisymmetrischer Anregung
fillt aus den bereits genannten Griinden weg; es gibt nur eine einzige Gleichung®.

LE) =1+ (C.22)

C.3 Zerlegen der WIENER-HOPF-Gleichung

Als néchstes wird in [10] die WIENER-HOPF-Gleichung in Plus- und Minus-
Funktionen zerlegt, um aus ihr Bestimmungsgleichungen fir 7(¢), g4 (§) und
9o (&) herleiten zu konnen. £ mufl dabei—&hnlich wie in Anhang B beschrieben—
multiplikativ zerlegt werden. Ich wihle die von den Autoren favorisierte kausale
Aufspaltung, bei der die instabile Mode im Stromab-Sektor (in £¢) beriicksichtigt
wird. Im Stromauf-Anteil L4 sind daher nur noch die herkommlichen Stromauf-
Moden enthalten, die ich mit A . n = 0,1, ... bezeichne, wihrend in £ neben

m,n?

'Der ,,antisymmetrische Fall ist im Rohr in den Moden zu m = 41 verwirklicht.
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den herkémmlichen Stromab-Moden die instabile (As*8) und die gedimpfte hy-
drodynamische (n = —1) Welle enthalten sind:

1+ E/N
L9 = O ][ (©23)
n=0 m,n
= 1—-&/\F
£o© = (1450m) (-5 ) I c2y

n=0

Die moglicherweise verwirrende Vorzeichenkonvention von [10], nach der die Null-
stellen von £ mit A~ =X\~ und —\%b hegeichnet werden, behalte ich hier

m,n) m,n

der Vergleichbarkeit wegen bei. Fiir Gleichung C.24 und vergleichbare Summen
werde ich die Schreibweise

HZO:—Q (1 - f/)‘r—;,n)
HZO:O (1 - 5/’7771,71)

benutzen; in diesen Ausdriicken gilt also fiir den ersten Summanden

Lo(§) =

+ . instab
)\m,—2 - _)\m

Weil zwei Diskontinuitéten (bei x = 0 und x = [) vorhanden sind, gibt es zwei
mogliche Zerlegungen der Gleichung (C.21). Die erste geht aus (C.21) durch Mul-
tiplikation mit 1/Lg, die zweite durch Multiplikation mit exp (i&l)/Ls hervor.
KocH, MOHRING nehmen nach der Separation an, dafl die in ganz C holomor-
phen Funktionen J;(§), i = 1, 2, identisch verschwinden. Auf diese Weise erhalten
sie vier Gleichungen fiir g4, go, 7m und exp (i£0)n,,.

Fiir die Rohrgeometrie hat die FOURIER-Transformierte der druckartigen Funk-
tion g_ die folgende Gestalt:
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9o = —Lg 7_7“*@(_&;,71)
. Ma (Ru (47 M)E s Ju(KTR)
Z<1 - MCL2> ‘C@ Z<§ - Vm,s)ﬁ@( m,s)

1O (L _ ;>
2 Ru(—X,,0)
- mns C.25
§+ Ann } (€29
Fiir die Transformierte von g, erhalte ich den folgenden Ausdruck (die Sum-

men laufen jetzt iiber die beiden zusétzlichen Glieder fiir die hydrodynamischen
Moden):

Ma T (1= a)e=msd B ], (KTR)
- Z(1— Ma?)

Z(l — Ma? Lo B Z(f + 7m78)£6<_7m,3)
+77m(0) nzzz 3= /\;’,—;,n
_mw® (11
i (€ 4+ K/Ma) (ﬁe Ee(—K/Ma)> } (C.26)

Die FOURIER-Transformierte der Auslenkungsfunktion n,, erfiillt folgende Glei-
chung?:

Die vierte Gleichung fiir exp (i€1)n,, ist dquivalent.
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" = Bu(—A, Ma) S, T (K
L _ Z TL( ,n)u* (_ . Ma(l +’7m,s?) m,st( s R)
Lo | &= &+, 7 7™ iZ(1 = Ma®) (€ — Ym,s) Lo (Ym,s)
1 (0) ( 1 ) R (=A0)
- L= | — m l T
+ i(§ + K/Ma) © Le(—K/Ma) Tim( ); &+ )\;%n
Lo *Qu(ML) O )4 Ma(1 — s M0) =1l B T, (KT R)
Le n=—2 §— N Holmn iZ(1 — Ma?)(§ + Yim,s) Lo (—m,s)

© SnO\;;,n) nm(l) 1
+ 17, (0) Z 5_/\%” — T+ k/Ma) <£€a_m> }

n=—2
(C.27)
Analog zu [10] habe ich dabei die folgenden Hilfsfunktionen eingefiihrt:
. 1 n Ma -
Yo T o\ T Za M)
1 Ma
. = = ——— R, C.28
= 2 (o z ) (€2

sowlie die Ausdriicke
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Pahn) = el (Lo(-Amn) (K2 — (Ann)?) /

( oy R (1= Ay, le)?

7V = Ma2

L IVI= Ma?’,,,,, (KR)> — (X;,,,R)> — m?)
iKR(1— A, M)

m,n K
2(K?—(\,,)%) 52
2 (m%) K) (C.29)
1\, M
Py, (=)=
Ro(-Np,) = o o An) (C.30)
7 iK ‘C@(_)\;’L,n) (1 - )\771,717)
QuMe) = —el (Lo(hh )2 (K2 = (Vh)?) /
. ) 2
N iKRAS , (1+ X\, 52)
e 71 = Ma2
+Z\/1 — M), (KR)? = (M, R)? —m?)
} 2
iKR (14 X,,5)
2 (K2 — (A5 ,)?) 2
+ ( (f”;;a) K) (C.31)
1+ A, M
Su(Amn) = i (C.32)

TR Lol (142

m,n?)

Wertet man die Gleichung (C.25) bei { = A}, | und (C.26) bei { = —A, | aus und
verwendet noch einmal die Definitionen (C.28), dann ergibt sich schlielich ein

lineares Gleichungssystem fiir die unbekannten HilfsgroBen g (A}, ), u& (=, )

C.4 Sprungbedingungen

Zur Losung werden die Werte 7,,(0), 1,,(l) der Wirbelschicht-Auslenkung
bendtigt.
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In [10] wird aus dem asymptotischen Verhalten der Fouriertransformierten der
Auslenkungsfunktion gefolgert, dafi am Stromauf-Ende fiir die Auslenkung die
KutTaA-Bedingung erfiillt ist, also Funktionswert und Ableitung nach z ver-
schwinden. Der Wert am Stromab-Ende wird dagegen formal unendlich, ist aller-
dings distributionstheoretisch zu kontrollieren. Wie dies geschieht und mit wel-
cher Wahl fiir 7,,(1) die Autoren auf die dann folgenden numerischen Ergebnisse
kommen, wird allerdings nicht mitgeteilt.

In den Gleichungen (C.25)—(C.27) sind die gesuchten Funktionen gg, go und 7,
durch die schon eingefithrten Hilfsgré8en ausgedriickt. Analog zu [10] verhalten
sich die Splitfunktionen von L(§) fiir |{| — oo asymptotisch wie

Lo ~ &
ﬁeNer

(C.33)
(C.34)

W D=

Die Asymptotik der anderen Grofien 148t sich direkt ablesen. Das versetzt mich
in die Lage, Aussagen iiber die Werte der Funktionen ¢g_, g, und n,, bei z = 0
beziehungsweise x = [ zu treffen, denn es gilt folgender Satz (siche [5]):

Sei f(§) die Laplace-Transformierte von f(x). Wenn f nahe z = 0
durch die Reihe .
flz) = Z ca
i=0

mit den Exponenten —1 < vy < vy < ... darstellbar ist, so besitzt f(&)
fiir & — oo die asymptotische Entwicklung

f(f) ~ ZCiF(VZ' + 1)€7Vi71
1=0

Als erstes untersuche ich gg(§), die Transformierte der druckartigen Funkti-
on g_(z). Sie hat im allgemeinen das asymptotisches Verhalten

goo ~ &7 (C.35)

es sei denn, die Gleichung
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Ma Ma\ —=
m 0 1 m,s” - Em st KmR
im0+ s (14 S ) Bl (KT
N(m)
Ma Ma\
_ 1 —Ymn— ) Rmndn(IK"R) =0 (C.36
+Z(1—Ma2);( 7’K> nJm (K R) ( )
ist erfiillt. Dann namlich verhalt sich gs wie
_3
Jo ~ § 2 (C.37)

fiir grofle €.

Wenn g_(0) also endlich ist (g = 0), dann wéchst gg wie £! und g_(0) kann
durch ein geeignet gewihltes 7,,(0) auf einen bestimmten Wert eingestellt werden,
etwa auf Null, wenn die Gleichung (C.36) erfiillt wird.

go, die Transformierte zu g, (z), verhélt sich asymptotisch wie

go ~ €3 (C.38)

es sei denn, die Gleichung

Ma (1 = Ma) e=vnsl B T, (K™R)
21— M) Lo~ my)

n=—2
o) . I
—1m(0) > Su(A,) — LOK =0 (C.39)
n=—2 Z‘C@<_m)
ist erfiillt, denn dann féllt g- wie
g ~ &7 (C.40)

und g, (1) ist endlich, wobei der Wert von 7,,(1) abhéngt. Ist die Gleichung nicht
erfiillt, kann ¢, ({) unendlich sein.
Die Transformierte
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ist eine ganze Funktion. Bei der Riicktransformation kann man deswegen den In-
tegrationsweg deformieren, ohne die Residuen irgendwelcher Pole beriicksichtigen
Zu miissen.

Wihle ich fiir die Berechnung von 7,,(0) als Integrationsweg einen unendlich fer-
nen Halbkreis in der unteren Halbebene, dann trigt der Summand mit dem Vor-
faktor exp(—i€l)/Lq nichts bei—siehe dazu Gleichung (C.27)—und 7,,(0) wird
vom asymptotischen Verhalten des ersten Summanden bestimmt. Umgekehrt lie-
fert bei n,,(l) nur der zweite Summand einen Beitrag, da hier 7,,(§) exp(i&l)
entlang eines unendlich fernen Halbkreises in der oberen Halbebene integriert
werden kann.

Der erste Summand wiéchst fiir grofle & wie

! () ~ g (C.41)

Ls(8)
es sei denn,
Mm(0) =0 (C.42)
Dann féllt der Term sogar mit
1 5
)~ ET2 C.43
)~ (©49)

Nm(0) ist also in jedem Falle endlich, wenn es verschwindet, dann verschwindet
geméf des oben zitierten Satzes auch 9,7,,(0), so dafl die Wirbelschicht tangential
am Kontakt schallharte Wand—nachgiebige Wand ablost.

Der zweite Summand féllt hingegen nur wie

5@1(5) ( . ) ~ e (C.44)

ab, weswegen im allgemeinen 7),,(l) unendlich ist, es sei denn, die schon zitierte
Gleichung (C.39) ist erfiillt. Dann namlich verhélt sich dieser Teil wie

5;@ ( . ) ~ ! (C.45)

und 7,, (1) ist endlich.
Vom mathematischen Standpunkt aus sind also mehrere Wahlen von 7,,(0) und
Nm (1) moglich: Sie konnen auf Null oder so gesetzt werden, dafi die Gleichun-



C Zur Berechnung der Streufaktoren 113

gen (C.36) oder (C.39) erfiillt sind. Welche Wahl von der Natur realisiert wird,
148t sich im Rahmen des Modells selbst nicht beantworten.

C.5 Ausdriicke fiir die Streufaktoren

Die Streufaktoren ?mﬁg, Em,(, ermitteln die Autoren, indem sie a posteriori si-
cherstellen, dafl die Funktionen gg, go in ihren jeweiligen Halbebenen tatséchlich
holomorph sind, was bei der ganzen Analyse vorausgesetzt wurde. Das ist der
Fall, wenn die Residuen

m (€ +me)ge(§)] = 0 (C.46)
(€= ma)go(O)] = 0 (C.47)

verschwinden. Mit Hilfe der Definitionen (C.28) lassen sich so die Streufaktoren
durch die Hilfsgréflen v, uZ, ausdriicken. Im Falle der Rohrgeometrie lauten die
Formeln schlieSlich:

— —efi’ym‘”l(’}/m,g + %)

Tm c = Am o X
’ V1—Ma? J,(KPR) Lo (Yime)
(Ma(l B 777%8%kimm’d(ﬁm,st(K;nR) = QTL()‘;; n)

— T T g )\+
ZZ(l - Ma’2)<7m,o + ’Ym,s)ﬁ@(_’)/m,s> n:Z2 Ym,o — )\T—;JL UGB( m,n)

—  Sn(Ann) 1 (1)
+ 1 (0) - (C.48)
nZ—:2 Ym,o — )‘;tz,n Z(fym,o + %)Ee(_%>
— (’Ym,a - %)

Ry = Am o X
’ V1—Ma? J (KPR Lo(—Vme)
Ma(1 + fym,s%)ﬁmﬁjm(f(;nzg) . N N G I (2o )
iZ(1 — Ma?)(Ym,o + Ym.s)La(Vm.s) ey Jmo — )\;n,n © 7

+ 1im (0) + (1) i Fn(=Ann) ) (C.49)

i(’Ym,U - %)EGB(_%) n—0 Ym,o — )\771,71
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Der folgende Faktor hat fiir die Grundmode einen anderen Wert als fiir die hoher-
en:

—ﬁ , m gerade, 0 =0

Am,a’ - (050)
(KJ'R)?
T R(Kp R Sonst

Die berechneten Streufaktoren (in [10] Gleichungen (37) und (38)) beziehen sich
auf das Feld des Geschwindigkeitspotentials ®. Was experimentell bestimmt wur-
de, sind die Streufaktoren des Wechseldruckfeldes. Gleichung (3) der Arbeit gibt
dariiber Auskunft, wie sich die beiden Felder und damit die Amplituden in ein-
ander umrechnen; bis auf einen uninteressanten globalen Vorfaktor ergibt sich fiir
eine Einzelmode X exp(iyz)

Ma

Zum zweiten ist zu beriicksichtigen, daf§ die Streufaktoren (C.48) und (C.49) auf
die Ebene x = 0, die Amplituden im stromab gelegenen Mefirohr bei BRANDES
hingegen auf die Ebene x = [ bezogen sind, siehe Abb. 2.3 in [3].

Die experimentell ermittelten Druck-Transmissions- und -Reflexionsfaktoren 7',
T_, R und R_, ergeben sich daher auf die folgende Weise (7o = —K) aus den
Streufaktoren (C.48) und (C.50):

K
XDruck X (7 + —) qu (051)

T = 67“{[?0,0
1+ Ma
R_ = R
1— Ma %°
- i1l — Ma
- = 14+ Ma = %°

RH = 6_2“([?070 (C52)
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