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1 Komplexe ungeordnete Systeme —
Schnittstelle zwischen Statistischer
Physik und Theoretischer
Informatik

Die Statistische Physik beschreibt makroskopische Eigenschaften von Systemen aus
einer sehr groflen Anzahl mikroskopisch miteinander wechselwirkender Teilchen.

Ein klassisches Beispiel hierfiir sind Ising-Spins S;, welche die beiden Werte S; = £1
annehmen konnen. Die Wechselwirkungen zwischen den Spins werden durch Kopp-
lungskonstanten J;; beschrieben. Die Energie des Systems ist durch die Hamilton-
funktion

Hyp({Sih) = =) JiSiS;, (1.1)

gegeben, wobei die Summe iiber nachste Nachbarn in einem Gitter, ausgewahlte
Paare von Spins oder alle Paare von Spins (mean-field) lauft.

In Spingldsern [1, 2] sind die Wechselwirkungen J;; zuféllig ferro- oder antiferro-
magnetisch. Im Labor findet man dieses Verhalten u.a. in bestimmten Metallle-
gierungen mit magnetischen Verunreinigungen wie Mangan in Kupfer oder Eisen in
Gold. Dies fiithrt dazu, dass sich nicht alle Paare von Spins entsprechend ihrer bevor-
zugten Ausrichtung einstellen konnen, das System ist frustriert (Abbildung 1.1).

Diese Materialien haben einige ungewohnliche Eigenschaften. So verschwindet zwar
die Gesamtmagnetisierung m = » . S;, man findet aber (in Dimensionen d > 2 unter-
halb einer kritischen Temperatur 7,) eine Art Ordnung fiir die relative Lage benach-
barter Spins, die im Zeitmittel zu einem nicht verschwindenden Wert von »_.(S;)?
fiihrt. Die Beschreibung der Grundzustandslandschaft endlich-dimensionaler Spin-
glaser ist trotz jahrzehntelanger Bemiithungen immer noch eine ungeklarte Frage.

In der Theoretischen Informatik gibt es Optimierungsprobleme, die eine ganz ahn-
liche Struktur wie Spingléser aufweisen. Ein solches Problem ist das Vertez-Cover-
Problem (siehe Abb. 1.2): Gegeben ist ein Graph G mit N Knoten und M Kanten.
Eine Uberdeckung ist eine Teilmenge der Knoten, die von jeder Kante mindestens
einen Endknoten enthélt. Wie viele Knoten muss fiir gegebenes G eine Uberdeckung
mindestens enthalten?
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Jia=1
S =1 Sy =1

Abbildung 1.1: Frustriertes Ising-Spin-System

Abbildung 1.2: Vertex-Cover-Problem: Wie viele Knoten muss man mindestens aus-
wahlen, damit von jeder Kante mindestens ein Endpunkt enthalten
ist?

Sowohl Spinkonfigurationen mit minimaler Energie als auch Uberdeckungen mit mi-
nimaler Grofle werden als Grundzustande bezeichnet. Beiden Problemen ist gemein-
sam, dass auf Grund der mikroskopischen Struktur die Bestimmung von Grund-
zustanden extrem schwierig ist: Welche der Wechselwirkungen in einer optimalen
Spinglas-Konfiguration verletzt werden miisssen, ist lokal nicht erkennbar. Eben-
so lasst sich nicht lokal bestimmen, ob fiir eine Kante beide Endknoten zu einer
optimalen Uberdeckung gehoren oder nur einer von beiden.

Es wird vermutet, dass diese algorithmischen Schwierigkeiten mit der Struktur der
Grundzustandslandschaft in Verbindung stehen [3]. Sind alle Grundzustinde im
Phasenraum verbunden und ist die Struktur trivial? Oder gibt es mehrere von-
einander getrennte Bereiche, so genannte Cluster?

Die Grundzustandslandschaft von Optimierungsproblemen aus der Physik und der
Theoretischen Informatik und Algorithmen zur Bestimmung dieser Grundzustande
sind Themen dieser Arbeit. Dabei werden wir uns mit den folgenden drei Problem-



stellungen befassen:

e Durch Verwendung eines verbesserten Algorithmus zur Bestimmung von
Grundzustanden dreidimensionaler Ising-Spinglaser soll die Energiedifferenz
zwischen Grundzustand und erstem angeregten Zustand untersucht werden,
um Aussagen zur Komplexitdt der Grundzustandslandschaft treffen zu kon-
nen.

e Die Grundzustandsstruktur von Vertex-Cover fiir ein bestimmtes Ensemble
von Zufallsgraphen wird mit urspriinglich u.a. fiir Spinglaser entwickelten
Clusterungsmethoden betrachtet. Es ist bereits bekannt, dass man in bestimm-
ten Bereichen des Ensembles eine einfache Grundzustandsstruktur findet,
gleichzeitig kennt man in diesem Bereich Algorithmen, die eine optimale Uber-
deckung in kurzer Zeit finden. Wir wollen uns vor allem auf den Bereich kon-
zentrieren, in dem die Grundzustandslandschaft noch unbekannt ist und in
dem bislang auch kein effizienter Losungsalgorithmus existiert.

e Fiir ein anderes Optimierungsproblem, das sogenannte Erfillbarkeitsproblem,
werden wir die Dynamik eines Algorithmus zur Bestimmung von Grundzustéan-
den analytisch beschreiben. Im dabei betrachteten Ensemble werden wir zwei
Phasen identifizieren: In der einen findet der Algorithmus Losungen schnell,
d.h. in einer Zeit, die linear mit der Systemgrofle steigt. In der anderen Phase
steigt die Losungszeit dagegen exponentiell.

Die Arbeit beginnt mit einer Einfithrung in die Komplexitatstheorie und der Vorstel-
lung verwendeter generischer Optimierungsalgorithmen in Kapitel 2. Anschlieend
werden in den Kapiteln 3 bis 5 die drei genannten Problemstellungen untersucht
und abschlieend in Kapitel 6 die wichtigsten Ergebnisse zusammengefasst.






2 Algorithmische Grundlagen

2.1 Grundlagen der Komplexitatstheorie

Um algorithmisch behandelbare Probleme nach ihrer Schwierigkeit einzuteilen, un-
terscheidet man in der Theoretischen Informatik verschiedene (Zeit-)Komplexitéts-
klassen. Diese sollen hier nur einfithrend beschrieben werden, eine genaue Definition
findet man z. B. in [4, 5].

Zu dieser Klassifizierung ist es hilfreich, nicht das Optimierungsproblem selbst zu
betrachten, sondern ein zugehoriges Entscheidungsproblem, das fiir die Minimierung
der Spinglas-Hamiltonfunktion (1.1) folgendermaflen lauten kann:

Gegeben eine Schranke C', gibt es einen Zustand {S;} mit Hyj, y({Si}) <
C?

Durch konkrete Angabe von {J;;} und C wird eine Instanz des Entscheidungs-
problems definiert. Thre Lange ist die Anzahl der zur Kodierung eines Zustands
notwendigen Bits, hier also die Anzahl der Spins bzw. die Anzahl der Knoten des
Graphen. Alle Zustinde {S;}, fiir die fiir eine gegebene Instanz Hyj 1({S:}) < C
gilt, bezeichnen wir als Losungen dieser Instanz. Eine Instanz heifit Ja-Instanz, wenn
zu ihr mindestens eine Losung existiert, andernfalls Nein-Instanz.

Zur Losung eines solchen Entscheidungsproblems bendtigen wir einen Algorithmus,
der als Eingabe eine beliebige Instanz akzeptiert und die (richtige) Antwort ,Ja“
oder ,Nein“ ausgibt. Die benotigte Rechenzeit wird im Allgemeinen von der kon-
kreten Instanz abhangen. In der Komplexitatstheorie betrachtet man die Instanz
vorgegebener Lange mit der langsten Laufzeit, den Worst-Case.

Existiert nun zu einem Entscheidungsproblem ein polynomialer Losungsalgorith-
mus, d. h. ein Algorithmus, dessen Worst-Case-Laufzeit asymptotisch hochstens po-
lynomial mit der Lange der Eingabe wachst, so ist das Problem in der Klasse P
(polynomial).

Solche Probleme sind algorithmisch gut handhabbar: Verdoppelt man die Rechen-
leistung, so steigt auch die maximal erreichbare Systemgrofie um einen festen Faktor,
der vom Grad des Polynoms abhéngt, durch das die Laufzeit beschrankt ist.

Es gibt allerdings viele Entscheidungsprobleme, fiir die zwar bis heute kein polyno-
mialer Algorithmus bekannt ist, fiir die sich aber Losungen leicht tiberpriifen lassen.
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Die Klasse NP (nondeterministic-polynomial) enthélt alle Entscheidungsprobleme,
fiir die ein polynomialer Algorithmus mit folgenden Eigenschaften existiert:

e Eingabe sind eine beliebige Instanz und ein Zertifikat (z.B. beim Spinglas-
Grundzustandsproblem ein Zustand {S;} mit hinreichend kleiner Energie).

e Bei Nein-Instanzen wird fiir alle Zertifikate ,Nein“ ausgegeben.

e Fiir Ja-Instanzen existiert mindestens ein Zertifikat, fiir das der Algorithmus
Ja zurliickgibt.

Man beachte, dass der Algorithmus selbst keine Losung findet, sondern nur (fiir
Ja-Instanzen) eine gegebene Losung tiberpriift.

Es gilt P C NP, da sich jeder polynomiale Losungsalgorithmus zu einem polyno-

mialen Zertifikat-Uberpriifungsalgorithmus erweitern lisst, bei dem das Zertifikat

einfach ignoriert wird. Umgekehrt konnte aber bis heute nicht geklart werden, ob

auch NP C P gilt oder ob es Probleme in NP gibt, fiir die man zeigen kann, dass
?

kein polynomialer Losungsalgorithmus existieren kann. Diese Frage P 7é NP ist die
fundamentale Frage der Komplexitatstheorie [6].

Die Klasse der NP-vollstdndigen Probleme (NP-complete) ist eine wichtige Teilmen-
ge von NP. Ein Problem A gehort zu dieser Klasse, wenn sich jedes andere Problem B
aus NP durch eine Transformation in polynomialer Zeit in A tiberfiihren lasst. Wiir-
de man fiir ein NP-vollstandiges Problem einen polynomialen Algorithmus finden,
so liefe sich somit (durch vorherige Anwendung der jeweiligen Transformation) jedes
andere Problem aus NP ebenfalls in polynomialer Zeit 1osen. Die NP-vollstandigen
Probleme sind also die hartesten Probleme in NP.

Die Nichtexistenz eines polynomialen Algorithmus begrenzt die erreichbaren Sys-
temgrofBen fiir Probleme aus N P\ P drastisch: Wéchst die Rechenzeit beispielsweise
exponentiell, so steigert die Verwendung eines doppelt so schnellen Computers die
erreichbare Systemgrofle nur um eine feste Konstante. Man bezeichnet diese Proble-
me deshalb auch als nicht handhabbar.

Im Rahmen dieser Arbeit werden drei Probleme aus der Statistischen Physik und

der Theoretischen Informatik betrachtet, die alle zur Klasse der NP-vollstandigen
Probleme gehoren:

1. Vertex-Cover-Problem,
2. K-Erfillbarkeitsproblem,

3. Grundzustandsbestimmung von Ising-Spinglasern in drei Dimensionen.
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S =1/|51=1 S =1/|51=1 S1=0[51=0 S1=0[151=0
Sy =115 =1 S =01S2=0 Sy =1/152=0 Sy=1/1S2=0
S3=1/|S3=0 S3 = S3=0 S3=1/|S35=1 S3=01S35=0

Abbildung 2.1: Mégliche Darstellung der 23 moglichen Konfigurationen von N = 3
bindren Variablen in einem binaren Entscheidungsbaum. Jedes Blatt
(schraffiert) entspricht einem Zustand.

2.2 Generische Losungsalgorithmen

2.2.1 Vollstandige Enumeration

Die grundlegenden Objekte der hier betrachteten Optimierungs- bzw. Entschei-
dungsprobleme sind N binare Variablen, d. h. solche, die nur zwei bestimmte Wer-
te annehmen konnen. Je nach Problem sind das beispielsweise die zwei moglichen
Orientierungen von Ising-Spins oder die beiden Werte ,wahr* und ,falsch® einer
booleschen Variablen.

Der Phasenraum eines solchen Systems besteht demnach aus 2V verschiedenen Kon-
figurationen. Um ihn systematisch zu durchsuchen, stellt man diese in einem binaren
Baum dar (sieche Abb. 2.1). Der Baum besteht aus Knoten (durch Kreise symbo-
lisiert), die hierarchisch in Ebenen angeordnet sind. Der Knoten in der héchsten
Ebene heifit Wurzel (Doppelkreissymbol), die Knoten in der untersten Ebene hei-
Ben Blatter (schraffierte Kreise). Die Hohe des Baums ist die um eins verminderte
Anzahl seiner Ebenen, der Suchbaum in Abb. 2.1 hat also Hohe 3. Jeder Knoten
aufer der Wurzel ist mit genau einem Knoten aus der Ebene dartiber verbunden,
jeder Knoten auler den Bléttern mit zwei Knoten (seinen beiden Nachfolgern) aus
der Ebene darunter. Als Nachfahren eines Knotens bezeichnen wir die Menge sei-
ner Nachfolger, der Nachfolger seiner Nachfolger usw. Jeder Knoten ist gleichzeitig
Wurzel des Unterbaums, der ihn selbst und alle seine Nachfahren enthalt.

Beginnend in der Wurzel wird in jeder Ebene die Belegung einer Variable festge-
setzt, wobei in verschiedenen Unterbaumen in einer Ebene nicht unbedingt dieselbe
Variable festgesetzt werden muss. Jede der beiden von einem Knoten nach unten

11



2 Algorithmische Grundlagen

ausgehenden Verzweigungen entspricht einem der méglichen Werte, jedem der 2V
Blétter entspricht eine mogliche Konfiguration.

Die Antwort fiir eine gegebene Instanz des Entscheidungsproblems ist genau dann
,Ja“, wenn mindestens eines der Blatter eine Losung der Instanz ist.

Die naivste Losungsmethode besteht deshalb darin, einfach den gesamten Baum
zu durchsuchen. Dies kann beispielsweise durch Backtracking geschehen (siehe Al-
gorithmus 2.1). Dieser rekursive Algorithmus steigt im Suchbaum zunéchst von der
Wurzel nach unten bis zu einem Blatt und wahlt dabei in jedem Knoten die Verzwei-
gung nach links. Solange noch keine Losung gefunden wurde, steigt er jeweils wieder
soweit nach oben, bis er zu einem Knoten gelangt, bei dem noch nicht beide Ver-
zweigungen untersucht wurden, um in der dort noch nicht besuchten Verzweigung
wieder bis zu einem Blatt hinabzusteigen.

Das Verfahren ist deterministisch: Entweder eines der Bléatter ist tatsachlich eine
Losung, dann bricht der Algorithmus ab, sobald er diese gefunden hat. Oder es
existiert keine Losung, dann bricht der Algorithmus nach der Untersuchung aller 2V
Blitter (bzw. 2¥T! — 1 Knoten) ebenfalls ab.

Der Algorithmus 2.1 lésst sich auf Optimierungsprobleme {tibertragen. Anstatt
schranke wird das bisher gefundene Minimum minimum,y; iibergeben. Jeweils beim
Erreichen eines Blattes wird tiberpriift, ob ein neues Minimum vorliegt und in die-
sem Fall minimum,y, aktualisiert und nicht abgebrochen. Der Algorithmus stoppt
erst, wenn der gesamte Baum durchsucht wurde und gibt das gefundene Optimum
zuriick.

Fiir praktische Belange ist dieser Algorithmus weitgehend unbrauchbar: Selbst wenn
pro Sekunde 10° Blitter besucht werden kénnten, brauchte man fiir ein System mit
N = 50 tber 35 Jahre. Und selbst wenn man einen zehnmal so schnellen Rechner
verwenden wiirde, konnte man in der gleich langen Zeit auch nur ein System mit
N = 53 losen.

Entscheidend ist also, den Algorithmus an sich zu verbessern. Zwei generische Me-
thoden, die bei den Problemen dieser Arbeit verwendet wurden, sollen hier allgemein
vorgestellt werden:

e Bounding: Unterbaume des Suchbaums werden ausgelassen, wenn bereits beim
Besuch dessen Wurzel klar ist, dass sie keine Losung bzw. kein neues Minimum
enthalten.

Wenn beispielsweise im Erfiillbarkeitsproblem, bei dem eine Anzahl von Bedin-
gungen samtlich erfiillt sein miissen, durch die Belegung mehrerer Variablen
eine einzige Bedingung verletzt wird, dann kann die Suche in diesem Teil
des Suchbaums abgebrochen werden. Denn unabhéangig von der Belegung der
weiteren Variablen kann kein Blatt dieses Unterbaums eine Losung sein.

12



2.2 Generische Losungsalgorithmen

algorithm backtrack_ naive_ rekursion(V, S, schranke)
begin
if(V =0) /* Blatt erreicht */
then
if(H(S) < schranke)
then
print ,,5 ist Losung!
stop
else
wahle i € V
V= V\i
Si =1
backtrack naive rekursion(V, S, schranke)
S; =0
backtrack_naive_rekursion(V, S , schranke)
end

algorithm backtrack_ naiv(N, schranke)
begin
v={1,2, ..., N}
backtrack naive_rekursion(V, S , schranke)
print  Keine Losung gefunden!“
end

Algorithmus 2.1: Naiver Backtracking-Algorithmus fiir das Entscheidungsproblem

,Gibt es eine Konfiguration S mit H (57) < schranke?®. Der
Baum aus Abb. 2.1 wird rekursiv durchsucht, ohne einen Kno-
ten auszulassen. Der rekursiv aufgerufenen Funktion back-
track_ naive_ rekursion werden als Parameter die Menge der
noch nicht belegten Variablen V, die aktuellen Werte der belegten
Variablen S und die Schranke iibergeben. Der Algorithmus stoppt,
wenn entweder eine Losung gefunden wurde (H(Z) < schranke)
oder alle Knoten besucht wurden.

13



2 Algorithmische Grundlagen

Ebenso konnen bei einem Optimierungsproblem Unterbaume ausgelassen wer-
den, wenn man durch Berechnung einer unteren Schranke zeigen kann, dass
auch bei giinstigster Belegung weiterer Variablen keines der Blatter besser als
das bisher gefundene Minimum sein kann, welches eine obere Schranke fiir das
tatsachliche Minimum darstellt.

Dieses sehr méachtige Verfahren zur Durchsuchung des Konfigurationsraums
wird als Branch and Bound bezeichnet. [7]

e Constraint propagation: Durch das Setzen einer Variablen auf einen bestimm-
ten Wert werden z. B. durch lokale Betrachtung des Systems weitere Variablen
festgelegt.

Wenn beispielsweise ein Spin S; ferromagnetisch mit allen seinen Nachbarn
wechselwirkt und diese alle in dieselbe Richtung zeigen, dann muss in einer
Losung minimaler Energie auch S; in diese Richtung zeigen.

Diese Technik ist deshalb besonders effizient, weil sie die Variablen in einer
Reihenfolge festlegt, bei der moglichst weit oben im Suchbaum Unterbaume
wegfallen.

Durch diese Modifikationen verringert sich einerseits die Anzahl der zu durchsuchen-
den Knoten, im Extremfall fallt die Suche sogar ganz weg. Andererseits steigt jedoch
der Aufwand zum Bearbeiten eines Knotens mit der Komplexitit der Berechnung
der verwendeten Schranken bzw. der lokalen Untersuchung, u.U. ist er grofler als
fiir das Durchsuchen des dadurch ausgelassenen Unterbaums notig ist.

2.2.2 Stochastische lokale Suchalgorithmen

Die im vorigen Abschnitt beschriebenen Algorithmen tiberpriifen fiir jedes Blatt des
Suchbaums direkt oder durch Betrachten ganzer Teilbaume, ob es zu einer Losung
gehort. Diese Verfahren werden deshalb auch als vollstandige Algorithmen bezeich-
net. Fiir die in dieser Arbeit betrachteten Probleme reichen die damit erreichba-
ren Systemgroflen aber oft nicht aus, um verldssliche Aussagen beispielsweise zur
Struktur der Grundzustandslandschaft zu geben. Wir werden deshalb auch auf sto-
chastische Suchalgorithmen zuriickgreifen, welche zur Klasse der unwvollstandigen
Suchalgorithmen gehoren.

Im Allgemeinen starten diese Algorithmen in einem zuféllig gewéhlten Zustand und
durchlaufen anschliefend zuféllig den Phasenraum, wobei Schritte in Richtung einer
Losung bevorzugt werden. Thr Nachteil ist, bei Entscheidungsproblemen iiberhaupt
nur dann erfolgreich sein zu konnen, wenn die Instanz eine Ja-Instanz ist. Findet der
Algorithmus keine Losung, so ist nicht klar, ob es sich um eine Nein-Instanz handelt
oder ob eine an sich existierende Losung nicht gefunden wurde. Dies liegt daran,
dass im Gegensatz zu vollstandigen Suchverfahren nicht garantiert alle Zustande

14



2.2 Generische Losungsalgorithmen

betrachtet werden. Aus dem gleichen Grund konnen unvollstandige Algorithmen bei
einem Optimierungsproblem nicht beweisen, dass das von ihnen gefundene Minimum
auch das tatsachliche ist.

Bei Ja-Instanzen sind unvollstdndige Algorithmen den vollstéandigen dagegen meist
iberlegen. Zudem sind die im Folgenden beschriebene Monte-Carlo-Suche (MC) und
das darauf aufbauende Parallel Tempering (PT) auch fiir die Untersuchung physi-
kalischer Systeme sehr interessant, da sich mit ihnen Zustédnde entsprechend ihres
thermodynamischen Gewichtes auswahlen und damit beispielsweise Erwartungswer-
te numerisch bestimmen lassen. Hier werden nur einfiithrend die fiir das Verstandnis
der Arbeit notwendigen Grundlagen erldutert, fiir eine genauere Beschreibung sie-

he [8, 9].

Monte-Carlo-Suche und Parallel Tempering gehoren zu einer speziellen Klasse von
stochastischen Algorithmen, bei denen die Wahrscheinlichkeit w(S — S’), dass der
Algorithmus aus dem Zustand S in einen Zustand S’ tibergeht, nicht vom vorheri-
gen Verlauf des Algorithmus abhéngt. Die Menge der Zustédnde {S} zusammen mit
den gegebenen Ubergangswahrscheinlichkeiten w(S — S') wird als Markov-Prozess
bezeichnet. Im einfachsten (praktisch aber meist unbrauchbaren) Fall sind dabei
die Ubergangswahrscheinlichkeiten w(S — S') = 1/|{S}|, d.h. jede Konfiguration
wird gleichwahrscheinlich erreicht, der Algorithmus durchlauft den Phasenraum vol-
lig zuféllig. Gebrauchlicher sind Ubergangswahrscheinlichkeiten, die die Anderung
der Anzahl der verletzten Wechselwirkungen im Spinglas-Problem oder der Anzahl
der Knoten in der Uberdeckung beim Vertex-Cover-Problem beriicksichtigen.

Sei p(S, t) die Wahrscheinlichkeit, dass der Algorithmus zum Zeitpunkt ¢ im Zustand
S ist. Die zeitliche Entwicklung von p(S,t) ist dann durch die Mastergleichung

p(S,t+1) = p(S,t) =D w(S = S)p(S',t) —w(S — S)p(S,t) VS (2.1)

gegeben. Die zugehorige Differentialgleichung hat unter bestimmten Bedingungen
eine stationdre, d.h. zeitunabhéngige Losung, deren Dichten p*(S,t) = p*(S) da-
mit

0=p"(S,t+1)—p*(S,t) VS (2.2)
erfiillen. Dafiir ist hinreichend, dass sich schon die Beitrage jedes einzelnen Paars
(S,5") von Zustdnden wegheben, d.h. dass

w(S" — S)p*(S) =w(S — Sp*(S)  V(S,9) (2.3)
gilt (genannt detailliertes Gleichgewicht).

In dieser Arbeit werden wir insbesondere das groflkanonische Ensemble bei Tem-
peratur 0 und chemischem Potential p fiir ein System verwenden, dessen Zustande
Z durch N Besetzungszahlen xy, zo, ..., zx mit z; € {0,1} charakterisiert werden.
Das System ist iiber das chemische Potential ;1 an ein Teilchenreservoir gekoppelt,
die Summe n 1= Zfil x; gibt die Teilchenanzahl im Zustand Z an.

15



2 Algorithmische Grundlagen

Das Gewicht p(Z) eines Zustandes & in diesem Ensemble ist dann gegeben durch

exp (uzx) =

wobei die groflkanonische Zustandssumme = die Wahrscheinlichkeiten normiert, so
dass die Summe tber alle Zustande 1 ist.

p(T) exp (un), (2.4)

[I]I
[I]I

Das chemische Potential x4 hat die Rolle eines Gewichtungsfaktors und bevorzugt fiir
grofle Werte Zustéande, in denen die Summe der Besetzungszahlen, d. h. die Anzahl
n der Teilchen, moglichst grof3 ist.

Ziel ist es, den Mittelwert einer Observablen O(Z) in diesem Ensemble zu bestimmen,
d.h.
= 0@p(@), (2.5)

wobei iber alle Zustdnde summiert wird.

Da es aber fiir grofie Systeme oftmals nicht moglich ist, alle Zustande zu enumerieren,
wendet man das Monte-Carlo-Verfahren an. Dessen Idee ist es, die Gewichte der
Zusténde p(Z) als stationdre Wahrscheinlichkeiten p*(Z) eines geeigneten Markov-
Prozesses zu interpretieren.

Dabei verlduft ein Schritt des Algorithmus wie folgt: Befindet sich der Algorith-
mus im Zustand ¥, so wird mit Wahrscheinlichkeit ¢(# — 2’) der Zustand 7’ als
potentieller nachster Zustand ausgewahlt. AnschlieBend wird dieser Zustand mit
Wahrscheinlichkeit r(Z — ") akzeptiert und der Schritt ausgefithrt. Die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten haben deshalb die Form

w(@ — ) =q(@ — )@ — 7 VT #£ 7. (2.6)
Wenn der Schritt nicht akzeptiert wurde, bleibt der Algorithmus im Zustand Z, d. h.
w(@ —T)=1-3 o w@— 7).

Die ausgefiihrten Schritte sind in der Regel lokal, d.h. ¢(¥ — &) ist fir einen
Zustand ¥ nur fiir eine Teilmenge {2’} aller Zustdnde verschieden von Null.

Setzt man die gewiinschten Gewichte aus (2.4) in die hinreichende Bedingung (2.3)
fiir stationares Gleichgewicht ein, so ergibt sich

w(& — )2 exp (un') = w(@ — )% exp (un) (2.7)
w(@ = %)  exp(un)

7 wE=T)  ewlm) =

= exp (u(n — ') (2.9)
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2.2 Generische Losungsalgorithmen

Eine mogliche Wahl der Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir einen Markov-Prozess,
welcher detailliertes Gleichgewicht erfiillt, ist also

4@ — &) = g(& — ) (2.10)
und
(—» _,/) e,LL(TL/—TL) wenn n/ < n, (2 11)
re—x)= )
1 sonst.

Ein potentieller Schritt von Zustand ¥ nach Zustand 2’ wird also auf jeden Fall aus-

gefiihrt, wenn die Teilchenanzahl im System zunimmt, ansonsten mit Wahrschein-
lichkeit e~

Das Verfahren lasst sich ganz analog fiir ein System im kanonischen Ensemble an-
wenden, bei dem das Gewicht der Zusténde proportional zu exp(—GH(S)) gegeben
ist, wobei H(S) die Energie und [ die inverse Temperatur ist.

Praktisch wird man nicht in jedem Schritt eine zu O beitragende Messung der Ob-
servablen vornehmen. Zunachst wartet man zu Beginn einige Equilibrationsschritte
(typischerweise in der Ordnung der Systemgrofie, hier also O(N) Schritte), bis das
System aus der (zufilligen) Startkonfiguration hinreichend nah an den stationéren
Zustand gelangt ist. Ebenso wird man zwischen den einzelnen Messungen so lange
warten, bis aufeinander folgende Messungen dekorrelieren und so eine Fehlerabschat-
zung moglich ist.

In dieser Arbeit werden wir das Monte-Carlo-Verfahren insbesondere zur Untersu-
chung der Grundzustandslandschaft verwenden. Dies werden hier die Zustande sein,
die in einer Menge von erlaubten Zustianden maximale Teilchenzahl haben. Formal
sind dies die Zustande mit endlichem Gewicht im Grenzwert y — oo, numerisch
kann aber nur mit endlichem p gearbeitet werden.

Bei der algorithmischen Umsetzung steht man deshalb vor folgendem Dilemma:
Wird p dabei zu groB gewéhlt, dann sind die Ubergangsraten in 2.11 zu klein. Der
Algorithmus héalt sich dann sehr lange in einem — moglicherweise sogar nur lokalen —
Minimum auf und es werden in realistischer Zeit nur sehr wenige Grundzustinde
gefunden.

Wahlt man p dagegen zu klein, dann erreicht der Algorithmus Grundzustéande eben-
falls nur sehr selten, da die Wahrscheinlichkeit, die Teilchenanzahl zu erniedrigen,
sich also weg von einem Grundzustand zu bewegen, zu grof3 ist.

Um dieses Problem zu vermeiden, werden wir Parallel Tempering verwenden, eine
Erweiterung des MC-Verfahrens [10, 11]. Idee des in Algorithmus 2.2 dargestellten
Verfahrens ist es, gleichzeitig mehrere Kopien des Systems bei unterschiedlichem
chemischem Potential zu simulieren.
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2 Algorithmische Grundlagen

algorithm Parallel_tempering(Nyc, m)
begin
Initialisierung von m Kopien des Systems mit
zufilligen Zustinden £V ... 7™
fort=1... Nyc do
begin
fork=1...mdo /* Schleife iiber die m Kopien */
N Monte-Carlo-Schritte fiir System Z*) bei chem. Potential i,
fork=1...m—1do
begin /* PT-Moves */
AEy = (s — pgra) - (n® —nHD)
mit Wahrscheinlichkeit exp(— min(AFE},0))
vertausche 7% « z+1)
end
end
end

Algorithmus 2.2: Parallel-Tempering-Verfahren. Insgesamt werden Ny MC-Sweeps
fiir jede der m verschiedenen Kopien des Systems durchgefiihrt.

Genau wie beim MC-Verfahren wird jede der m Kopien ) zunichst zufillig initia-

lisiert. Weiterhin werden m chemische Potentiale py < po < - -+ < p,, festgelegt. An-
schliefend werden fiir jede Kopie unabhéngig N MC-Schritte (d.h. ein MC-Sweep)
bei chemischem Potential p; ausgefiihrt.

Danach wird fiir Paare benachbarter Kopien (Z*), #*+1)) gepriift, ob diese Kopien
miteinander vertauscht werden (Parallel-Tempering-Move), d.h. ab dem néchsten
Schleifendurchlauf MC-Sweeps beim chemischem Potential der benachbarten Kopie
ausfithren. Dazu definiert man

AFEy = (g — ppsr) - (n® — ntHD) VkE=1,...,m— 1. (2.12)

Benachbarte Zustande werden ausgetauscht
e mit Wahrscheinlichkeit e 2P wenn AE), > 0,

e immer, wenn AF; < 0, d.h. wenn das System mit niedrigerem chemischem
Potential in einem Zustand groflerer Teilchenanzahl ist, d.h. einem Zustand
mit geringerem Gewicht.

Der Vorteil des PT-Verfahrens besteht darin, dass Konfigurationen zum einen bei ho-
herem chemischem Potential lokale Minima durch ihr hoheres Gewicht wahrschein-
licher finden, zum anderen bei niedrigerem chemischem Potential grofiere Energieb-
arrieren haufiger iiberwunden werden.
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3 Grundzustandsbestimmung
endlich-dimensionaler
Ising-Spin-Systeme

3.1 Endlich-dimensionale Spinglaser

Spingléser sind ungeordnete magnetische Vielteilchensysteme [1, 2, 12, 13]. Thre
magnetischen Eigenschaften werden bestimmt durch Spins, die durch zuféllige ferro-
und antiferromagnetische Wechselwirkungen gekoppelt sind. Wir wollen in diesem
Abschnitt einige Grundlagen dieser Systeme erlautern, da sie Ausgangspunkt fiir die
in den spateren Abschnitten betrachteten Probleme sind. Dabei werden wir immer
das Modell der Ising-Spins betrachten, bei dem Spins bindre Variablen S; € {41}
sind.

Im FEdwards-Anderson-Modell sind diese Spins auf einem d-dimensionalen Gitter
angeordnet. Auf diesem Gitter benachbarte Spins sind durch zuféllige, eingefrorene
Wechselwirkungen J;; gekoppelt [14]. Das System wird durch die Hamiltonfunkti-

on
Hisy({8:)) = Z JSiS;. (3.1)

beschrieben, (ij) bezeichnet die Summe tiber die ndchsten Nachbarn auf dem Gitter.
Die Wechselwirkungen werden unabhéngig voneinander zufallig festgelegt. Dabei
verwendet man vielfach entweder eine bimodale £.J Verteilung

Poy(]) = %5@1 1)+ %w _ ) (3.2)

oder eine Gaufverteilung

1

V2r

Ein wesentlicher Unterschied der beiden Verteilungen besteht darin, dass fiir ei-
ne £J-Verteilung der Grundzustand stark entartet ist, wahrend man fiir gaulsche
Wechselwirkungen wegen der kontinuierlichen Werte der Wechselwirkungen genau
einen Grundzustand erwartet. Hier werden wir nur Systeme mit gaulschen Wech-
selwirkungen betrachten.

Pa(J) = exp(—J?/2). (3.3)
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3 Grundzustandsbestimmung endlich-dimensionaler Ising-Spin-Systeme

Ein derartiges System ist im Allgemeinen frustriert, da sich nicht alle Paare benach-
barter Spins konnen sich gleichzeitig entsprechend der durch ihre Wechselwirkung
bevorzugten Ausrichtung einstellen konnen (vgl. Kapitel 1). Oberhalb einer kriti-
schen Temperatur 7, verhalt sich das System paramagnetisch. Obwohl fiir d > 2
und 7" < T, die Gesamtmagnetisierung ebenfalls verschwindet, ist im Zeitmittel
>°.:(Si)? verschieden von null.

Bislang ist es nicht gelungen, eine einheitliche Beschreibung der Phasenraumstruktur
niedrigenergetischer Zustédnde der Hamiltonfunktion (1.1) zu finden.

Ein mogliches Modell der Phasenraumstruktur ist das Auftreten von kontinuierli-
cher Replika-Symmetriebrechung (RSB-Modell). Diese findet man im Mean-Field-
Aquivalent von (3.1), dem Sherrington-Kirkpatrick-Modell (SK-Modell) [15]. Dort
sind alle Spins miteinander gekoppelt (Wechselwirkungen werden mit 1/ VN reska-
liert, damit Grofien wie Energie etc. extensiv bleiben). Fiir dieses Modell wurde 1979
durch den Parisi-Ansatz eine Losung gefunden [16], ca. 25 Jahre spéater wurde die
Korrektheit der dabei gefundenen freien Energie von Talagrand mathematisch be-
wiesen [17]. Die von Parisi verwendete Replika-Methode ist nicht rigoros, wird aber
erfolgreich fiir viele spinglasartige Modelle verwendet. Im Rahmen dieser Arbeit
werden wir in Kapitel 4 auf die Ergebnisse ihrer Anwendung auf das Vertex-Cover-
Problem eingehen.

Die fiir dieses Modell vorausgesagte Energielandschaft hat einige interessante Eigen-
schaften:

e Es gibt Zustinde mit O(1)-Energiedifferenz zum Grundzustand, die diesem im
Phasenraum sehr undhnlich sind, d. h. sie unterscheiden sich in O(N) Spins.

e Die niedrigenergetischen Zustande sind nicht gleichméaflig iiber den Phasen-
raum verteilt, sondern bilden zusammenhéngende Bereiche, sogenannte Clus-
ter. Diese Cluster selbst sind wiederum in Clustern organisiert, diese Hierarchie
setzt sich unendlich fort (siche Abbildung 4.10 auf Seite 51).

e Ultrametrizitat (siche Abschnitt 4.5.5)

Um die Giiltigkeit des RSB-Modells fiir dreidimensionale Spinglaser numerisch zu
testen, untersucht man in Systemen mit N Spins die Verteilung P(q) des Uberlapps
¢’ =1/NY, Si(a)Si(’G ) zwischen zwei Zustéinden S und S, gemittelt iiber alle
Zustande einer Realisierung (d.h. einer konkreten Wahl der J;;) und anschliefend
gemittelt iiber alle Realisierungen [18-20]; des Weiteren untersucht man das Spek-
trum der Spin-Spin-Korrelationsmatrix [21, 22] oder versucht, direkt Cluster [23]
bzw. Ultrametrizitét zu detektieren [23-26]. Einige dieser Methoden werden wir in
Kapitel 4 auf das Vertex-Cover-Problem anwenden.

Mit dem RSB-Modell konkurriert vor allem das Droplet-Bild [27-29]. In diesem Mo-
dell erwartet man eine viel einfachere Energielandschaft: Im Phasenraum gibt es
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3.2 Grundzustandsbestimmung durch Genetische Renormalisierung (GRA)

(bis auf Symmetrie) nur einen Bereich niedrigenergetischer Zustande. Man betrach-
tet dabei sogenannte Droplet-Anregungen, d.h. eine Anregung eines im Realraum
kompakten Bereichs von Spins vorgegebener Ausdehnung [, die zu einem Zustand
mit lokal minimaler Energie fiihrt. Im Droplet-Bild steigt die Anregungsenergie ei-
nes solchen Droplets mit einer positiven Potenz ihres Volumens: Wird der Wert von
O(13) Spins invertiert, andert sich die Energie mindestens um ¢ mit  ~ 0.2 [30-32].
Folglich kann es im Droplet-Bild keine systemweiten Anregungen mit O(1) Energie-
differenz geben, wie vom RSB-Modell vorausgesagt.

Ebenfalls unterschiedliche Voraussagen werden fiir die Verteilung der Uberlapps ge-
macht: Wegen der einfachen Clusterstruktur erwartet man im Droplet-Bild im ther-
modynamischen Limes eine Deltafunktion, im RSB-Modell dagegen eine kontinuier-
liche Verteilung.

3.2 Grundzustandsbestimmung durch Genetische
Renormalisierung (GRA)

Die auBerordentliche numerische Schwierigkeit der Grundzustandsbestimmung von
endlich-dimensionalen Spingléasern fiir d > 2 ist eine Ursache, dass die im vorherigen
Abschnitt beschriebene Frage ,Gilt das RSB-Modell, das Droplet-Bild oder ist mog-
licherweise keines der beiden Szenarios vollstandig giiltig?“ noch immer ungeklart
ist.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein heuristischer Algorithmus weiterentwickelt, mit
dem sich fiir Systeme bis zu 143 Spins Grundzustinde bestimmen lassen, was fiir
dreidimensionale Spingléser im Bereich der groiten erreichten Systemgrofien liegt.

Das Verfahren basiert auf dem Genetischen Renormalisierungs-Algorithmus (GRA)
von Houdayer und Martin [33]. Der Algorithmus gehort zur Klasse der unvollstén-
digen Algorithmen (vgl. Abschnitt 2.2.2).

Die Bausteine des Algorithmus sind
e lokale Optimierung,
e Verwendung der Techniken genetischer Algorithmen,
e Renormalisierung.

Wir werden zunachst das urspriingliche Verfahren der Genetischen Renormalisierung
von Houdayer und Martin vorstellen und dabei insbesondere auf die Renormalisie-
rung eingehen, welche diesen Algorithmus von anderen Spinglas-Grundzustands-
algorithmen unterscheidet. Fiir eine detaillierte Beschreibung der anderen beiden
Bausteine des Verfahrens siche [34].
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3 Grundzustandsbestimmung endlich-dimensionaler Ising-Spin-Systeme
3.2.1 Lokale Optimierung der Konfigurationen

Wir kennen bereits aus Abschnitt 2.2.2 das generelle Vorgehen eines unvollstandi-
gen Suchalgorithmus: Man startet zunachst in einem zufallig initialisierten Zustand
S. AnschlieBend #ndert man diesen Zustand lokal, indem man den Wert einzelner
Spins umkehrt, bevorzugt in die Richtung, die (3.1) fiir die gegebene Konfiguration
minimiert.

Hier wird das Verfahren von Kerninghan und Lin verwendet [35]. Ausgehend von
einem Spin S* wird durch Hinzufligen benachbarter Spins ein Cluster C(¢) zusam-
menhéngender Spins erzeugt. In jedem Schritt ¢ wird die Energiedifferenz AFE(t)
bestimmt zwischen dem Ausgangszustand und dem Zustand, in dem alle Spins aus
C(t) entgegengesetzte Werte haben. Dies wird so lange fortgesetzt, bis fiir eine vor-
gegebene Anzahl von Schritten kein neues globales Minimum von AFE(t) gefunden
wurde. AnschlieBend wird der Wert aller Spins des zum dabei gefundenen Minimum
gehorenden Clusters geandert.

S* iteriert tiber alle Spins, die nicht entsprechend ihres lokalen Feldes ausgerichtet
sind. Dies sind alle diejenigen Spins, bei denen schon ein Andern des Wertes von S*
allein die Energie zumindest nicht erhohen wiirde.

Die Suche wird so lange fortgesetzt, bis kein solcher Spin mehr vorhanden ist, die
Konfiguration ist dann in einem lokalen Minimum der Energie.

3.2.2 Genetische Algorithmen

Genetische Algorithmen [36] sind inspiriert durch evolutionsbiologische Begriffe und
werden auch von anderen Spinglas-Grundzustandsalgorithmen verwendet, beispiels-
weise bei der Cluster-exakten Approximation [37].

Man betrachtet gleichzeitig mehrere Kopien des Systems (genannt Individuen), die
Gesamtheit der Individuen ist die Population. Zunachst wird jedes Individuum fiir
sich optimiert. In regelméafligen Abstédnden fiigt man durch Kombination vorhan-
dener Individuen neue zur Population hinzu (Crossover). Dies wird hier durch die
im néchsten Abschnitt beschriebene Renormalisierung geschehen. Anschlieend ent-
fernt man Individuen, beispielsweise diejenigen mit der gréfiten (d. h. ungiinstigsten)
Energie.

3.2.3 Renormalisierung

Die urspriingliche Idee der Verwendung von Renormalisierung zur Bestimmung von
Spinglas-Grundzustdnden geht zuriick auf Kawashima und Suzuki [38].

22



3.2 Grundzustandsbestimmung durch Genetische Renormalisierung (GRA)

Aus den k Individuen der Population werden zufillig { Individuen S®, $® . SO
(Eltern) ausgewahlt. Fiir jeden Spin S; definieren wir die Signatur

G = (Vs 8MsP ... sVsP). (3.4)
Alle Spins mit gleicher Signatur haben dieselbe Ausrichtung in allen Individuen.
Wir konnen deshalb benachbarte Spins mit gleicher Signatur zusammenfassen und

durch einen Ismg Block g)m St E j:l beschreiben und damit [ neue, renormalisierte
Konfigurationen S . erzeugen (Kinder, vgl. Abbildung 3.1).

¢¢T bt
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R A A 2

f ' f
f f f

Abbildung 3.1: Genetische Renormalisierung fiir eine Population aus drei Eltern-
Individuen (oben). Es werden drei neue, renormalisierte Kinder-
Individuen erzeugt (unten), indem benachbarte Spins, die in allen
Eltern dieselbe relative Ausrichtung haben, zu einem Blockspin zu-
sammengefasst werden. Alle Kinder werden durch dieselbe renorma-
lisierte Hamiltonfunktion H E}J}({S}}) beschrieben. Diese wird so

gewdahlt, dass beim ersten Kind alle Blockspins den Wert S} = 1
besitzen, in den anderen Kindern ergibt sich der Wert aus der Si-
gnatur.

Dabei setzen wir fir 1 < j <1
S = s 89 mit i € I beliebig, (3.5)

d.h. in S'™ haben alle Blockspins den Wert +1, fiir die anderen renormalisierten
Individuen ergibt sich der Wert aus der Signatur.

Damit ergibt sich als Hamiltonfunktion fiir das renormalisierte System

HE, ({573 = Z Ji 808" (3.6)
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3 Grundzustandsbestimmung endlich-dimensionaler Ising-Spin-Systeme

mit
1) o1
Ty =30 JySiVs), (3.7)
icl jeJ
wobei der zusétzliche konstante Anteil der Wechselwirkungen innerhalb der Block-
spins weggelassen wurde. Die Energien Hj Ji].}({Si(j )}) der Ausgangskonfiguration

und der zugehdorigen renormalisierten Konfiguration H f]}J}({S}(j )}) stimmen bis auf
diese Konstante iiberein.

Jede renormalisierte Konfiguration kann nun mit lokaler Suche fiir sich optimiert
werden. Die Anzahl der Spins des renormalisierten Systems ist gegeniiber den ur-
spriinglichen Individuen reduziert. Die lokale Suche ist deshalb effizienter, da durch
die Renormalisierung gezielt die Gruppen von Spins ausgewahlt werden, fiir die
durch die bisherige Optimierung noch keine relative Ubereinstimmung der Orientie-
rung gefunden wurde.

Da die Abbildung eineindeutig ist, konnen die optimierten renormalisierten Konfi-
gurationen zuriick auf das Gitter transformiert werden. Ein optimiertes Kind ersetzt
sein Eltern-Individuum in der Population, wenn es eine bessere oder die gleiche Ener-
gie besitzt. Wenn schon ein identisches Individuum in der Population vorhanden ist,
wird nur das Eltern-Individuum entfernt.

Die Prozedur wird dann mit einer anderen Auswahl von Eltern neu gestartet. Wenn
nur noch ein Individuum in der Population vorhanden ist oder sich die Durch-
schnittsenergie der Population iiber einen vorgegebenen Zeitraum nicht mehr andert,
wird die beste Konfiguration als Ergebnis ausgegeben.

3.2.4 Verbesserung durch Mutation und Abstimmung

Mit der im vorigen Abschnitt vorgestellten Version des Genetischen Renormalisie-
rungs-Algorithmus lassen sich Grundzustinde fiir Systeme bis 123 Spins bestimmen.
Im Rahmen dieser Arbeit wurde der Algorithmus an zwei Stellen modifiziert:

o  Abstimmung “:

Typischerweise startet der Algorithmus mit einer Population von 50 bis 100
Individuen, von denen bei jeder Renormalisierung bis zu [ = 30 ausgewahlt
werden. Die urspriingliche Definition der Signatur verlangt dann, dass die zu ei-
nem Blockspin gehorenden Spins in allen [ Individuen iibereinstimmen. Dieses
Kriterium wird gelockert: Zunachst werden wie in der urspriinglichen Version
die Signaturen berechnet. Ein Blockspin wird iterativ erzeugt, indem zunéchst
ein Spin ausgewahlt wird. Alle benachbarten Spins, deren Signatur sich von ei-
nem bereits ausgewahlten Spins an nicht mehr als d Positionen unterscheidet,
werden zum Blockspin hinzugefiigt, bis keine weiteren Spins hinzugefiigt wer-
den kénnen. Diese Prozedur wird wiederholt, bis alle Spins einem Blockspin
zugeordnet wurden.
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3.3 Untersuchung der Grundzustandslandschaft mit GRA

Der urspriingliche Algorithmus entspricht dem Fall d = 0. Wir verwenden
d = 1 oder d = 2, dadurch wird die Auswahl der Blockspins deutlich verbessert.

o Mutation vor der lokalen Optimierung:
Ausgangspunkt der Clusterbildung bei der lokalen Optimierung der renor-
malisierten Konfigurationen mit dem Kerninghan-Lee-Algorithmus (KL-Algo-
rithmus, vgl. Abschnitt 3.2.1) sind alle Spins, die nicht in ihrem lokalen Feld
ausgerichtet sind. Das renormalisierte System ist aber kein regelmafliges Git-
ter mehr. Die Verteilung der Anzahl der Nachbarn ist sehr breit, insbesondere
gibt es auch Spins mit sehr vielen Nachbarn.

Im spateren Verlauf des Algorithmus werden die meisten Spins bereits ent-
sprechend ihres lokalen Feldes ausgerichtet sein. Andert man vor der lokalen
Optimierung den Wert der pN grofiten Spins, so werden diese mit grofler Wahr-
scheinlichkeit als Ausgangspunkt eines Clusters des KL-Algorithmus gewahlt.
Empirisch findet man, dass durch diese Storung grofiere Cluster generiert wer-
den und dadurch andere lokale Minima der Energielandschaft erreicht werden,
die Energielandschaft wird durch Mutation besser erforscht.

In unserer Implementierung finden wir die besten Ergebnisse fiir d = 1 oder d = 2
und p ~ 0.1. Damit lassen sich Grundzustande fiir Systeme bis 14® bestimmen. Zur
[lustration ist in Abbildung 3.2 der Verlauf der Differenz zwischen mittlerer Energie
der Population und minimaler Energie fiir eine zufillig ausgewihlte Instanz mit 143
Spins und gaufBschen Wechselwirkungen im Vergleich zwischen urspiinglicher und
verbesserter Version des Algorithmus angegeben. Nach 10 bzw. 20 Schritten wurde
die Population durch Entfernen der Individuen mit grofiter Energie halbiert. Man
sieht, dass die verbessere Version deutlich schneller in Richtung minimaler Energie
strebt und dabei einen Zustand geringerer Energie findet.

Als Konsistenztest wurde erfolgreich fiir 100 Zustiande der GroBe 143 mit =4.J-
Wechselwirkungen iiberpriift, ob ein anderer Algorithmus (Cluster-exakte Appro-
ximation) dieselbe Grundzustandsenergie findet.

3.3 Untersuchung der Grundzustandslandschaft mit
dem Genetischen Renormalisierungs-Algorithmus

Mit Hilfe des modifizierten GRA wurde die Grundzustandslandschaft dreidimen-
sionaler Ising-Spin-Glaser mit gaufiverteilten Wechselwirkungen betrachtet. Dabei
sollte untersucht werden, wie die Energie von systemweiten Anregungen mit der
Grofle des Systems steigt.

Replika-Symmetriebrechung und Dropletbild treffen unterschiedliche Voraussagen
fiir die Landschaft der Zustande niedriger Energie, wie im Abschnitt 3.1 beschrieben.
Wihrend man bei RSB systemweite Anregungen erwartet, die nur eine endliche
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Abbildung 3.2: Verlauf der mittleren Energie der Population in Abhéangigkeit von
der Anzahl der Renormierungsschritte beispielhaft fiir eine Instanz
mit N = 143,

(d.h. O(1)) Energiedifferenz AE zum Grundzustand besitzen, sind solche Zusténde
im Dropletbild unwahrscheinlich. Genauer gesagt erwartet man fiir eine kompakte

Anregung der Ausdehnung L eine Skalierung der Energie wie L mit § ~ 0.2 im
Dropletbild und # = 0 bei RSB.

Um eine Anregung als systemweite zu klassifizieren, verwenden wir ein topologisches
Kriterium. Vergleicht man zwei beliebige Zustande, dann unterteilt sich die Menge
der Spins in zwei Teilmengen. In der einen sind die Spins mit iibereinstimmender,
in der anderen die mit entgegengesetzter Ausrichtung. Wir betrachten das System
mit periodischen Randbedingungen und definieren zwei Grundzustinde als durch
eine systemweite Anregung verbunden, wenn es in jeder der beiden Teilmengen eine
verbundene Komponente gibt, die sich in mindestens einer Richtung komplett um
das System schlingt. Andernfalls wird die Anregung trivial genannt.

Wir speichern wahrend der Genetischen Renormalisierung nicht nur die Grundzu-
stdnde, sondern in einer Liste auch alle angeregten Zustande im Intervall [Ey, Ey+ 8],
wobei Fy die Energie des Grundzustandes ist. Bei den hier betrachteten Systemen
mit gauflschen Wechselwirkungen sind alle Energieniveaus nicht entartet. Beginnend
mit dem Grundzustand wird fiir jeden Zustand tiberpriift, ob er durch eine trivia-
le Anregung mit einem Zustand niedrigerer Energie verbunden ist. In diesem Fall
wird der Zustand aus der Liste entfernt (vgl. Abbildung 3.3). Alle verbleibenden
Zustande konnen wir als lokale Minima der Energielandschaft betrachten.

Mit dem Algorithmus lassen sich diese Niveaus bis zu einer GroBe von 122 Spins
verlésslich bestimmen, was wir durch wiederholte (unterschiedlich randomisierte)
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3.3 Untersuchung der Grundzustandslandschaft mit GRA

By

triviale Anregung (

Abbildung 3.3: Alle durch triviale Anregung mit einem Zustand niedriger Energie
verbundenen Zustande werden herausgefiltert. Die verbleibenden Zu-
stande sind lokale Minima der Energielandschaft.

Anwendung des Algorithmus auf dieselbe Instanz tberpriift haben. Fiir jede Sys-
temgrofle wurde iiber 1000 Realisierungen gemittelt.

Die Verteilung der Energiedifferenzen zwischen Grundzustand mit Energie Fy und
dem ersten mit ihm durch eine systemweite Anregung verbundenen Zustand E; ist
in Abbildung 3.4 dargestellt. Man sieht, dass es keine Tendenz der Verteilung gibt,
fiir kleine Werte von AFE geringer zu werden, so wie man es im Droplet-Bild erwartet
hétte. Fast jede Realisierung hat eine Anregung im Intervall [Ey, Ey + 4]. Man er-
kennt dartiber hinaus im Inset, dass auch der Mittelwert der Verteilung annahernd
konstant ist bzw. eher geringer wird, Anregungen geringerer Energie werden also
wahrscheinlicher. Dies heifit zusammengefasst, dass die Wahrscheinlichkeit fiir eine
systemweite Anregung nicht verschwindet, in Ubereinstimmung mit dem von RSB
vorausgesagten Verhalten.
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Abbildung 3.4: Verteilung der Energiedifferenzen AF = E; — Ey zwischen Grundzu-
stand und erster nicht-trivialer Anregung. Im Inset ist der Mittelwert
der Verteilung in Abhangigkeit von der Systemgrofie dargestellt.

28



4 Numerische Analyse der
Grundzustandsstruktur des
Vertex-Cover-Problems

Das Vertex-Cover-Problem (VC-Problem) gehort zur Klasse der NP-vollstandigen
Probleme. In der Formulierung als Optimierungsproblem ist fiir einen gegebenen
Graphen eine moglichst kleine Untermenge von Knoten gesucht (genannt minima-
les Vertex-Cover), die von jeder Kante mindestens einen ihrer beiden Endpunkte
enthalt.

Wie in der Einleitung beschrieben, sollen typische Eigenschaften dieses Problems
untersucht werden. Im Fall des VC-Problems betrachtet man dazu das Ensemble
von Zufallsgraphen endlicher Konnektivitdat ¢, d. h. jeder Knoten ist im Mittel mit
einer endlichen Anzahl ¢ anderer Knoten durch eine Kante verbunden. Viele Ei-
genschaften von Graphen dieses Ensembles hangen im thermodynamischen Limes
nicht wie erwartet vom Graphen selbst ab, sondern mit Wahrscheinlichkeit 1 nur
von seiner mittleren Konnektivitat.

Eine der wichtigsten derartigen Eigenschaften ist die Grofle des minimalen Vertex-
Covers. Diese ist fiir Konnektivitaten ¢ < e =~ 2,71... als Funktion von ¢ exakt
analytisch bestimmt [39, 40], fiir grofere Konnektivitaten ist eine analytische Losung
bislang unbekannt.

Minimale Vertex-Cover werden wir in diesem Zusammenhang als Grundzustéande
eines Systems mit geeignet definierter Energie auffassen. Interessanterweise beob-
achtet man am Punkt der Instabilitat der analytischen Losung bei ¢ = e gleichzeitig
auch eine Veranderung der Grundzustandslandschaft, die eng mit dieser Instabilitat
zusammenzuhangen scheint:

e Fiir ¢ < e ist die Menge der minimalen Vertex-Cover verbunden im Phasen-
raum.

e Fiir ¢ > e findet man das Phanomenen der Clusterung: Grundzustande sind
in mehreren Gruppen organisiert, die fiir sich verbundene Mengen darstellen,
aber voneinander im Phasenraum getrennt sind. Dariiber hinaus konnen diese
Gruppen selbst wieder unregelméflig im Phasenraum verteilt sein und auf diese
Weise eine Art hierarchische Clusterstruktur formen.
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4 Numerische Analyse der Grundzustandsstruktur des Vertex-Cover-Problems

Dieses Verhalten ist in der Statistischen Physik bei Spinglésern [1, 2] bekannt (vgl.
Abschnitt 3.1).

Auch bei anderen kombinatorischen Optimierungsproblemen wie dem K-Erfiillbar-
keitsproblem (siche Kapitel 5) findet man einen Zusammenhang zwischen Instabi-
litaten der analytischen Losung und einer Anderung der Grundzustandslandschaft
[41]. Allerdings ist die analytische Untersuchung der Clusterstruktur sehr schwierig,
beispielsweise konnte die Existenz von Clustern tiberhaupt bisher nur fiir K > 8
gezeigt werden [42].

Die Grundzustandslandschaft des VC-Problems ist auch aus algorithmischer Sicht
interessant. Fiir Konnektivitiaten ¢ < e kennt man Algorithmen, die typischerweise
in linearer Zeit minimale VC finden [40], fir groBere ¢ ist nicht bekannt, ob ein
solcher Algorithmus existieren kann. Vom K-Erfiillbarkeitsproblem weify man aber,
dass das Finden von Losungen fiir bestimmte lokale Algorithmen wie der in Ka-
pitel 5 dieser Arbeit untersuchte Walk-SAT-Algorithmus sehr viel schwieriger ist,
wenn die Grundzustandslandschaft in Cluster zerféllt. Dies scheint mit dem gleich-
zeitigen Auftreten metastabiler Zustidnde zusammenzuhangen, in denen sich diese
Algorithmen dann lange Zeit aufhalten. Die Anzahl dieser metastabilen Zustande
selbst hangt wiederum sehr von der genauen Form der Clusterung ab [41].

In diesem Teil der Arbeit wollen wir deshalb die Organisation der Grundzustands-
landschaft des VC-Problems numerisch untersuchen. Wir werden dabei die im Ab-
schnitt 3.1 fiir Spinglaser aufgefithrten Methoden verwenden und im Folgenden noch
néaher beschreiben. Insbesondere wird uns der Bereich ¢ > e interessieren, fiir den die
analytische Losung noch offen ist und bislang kein effizienter Algorithmus bekannt
ist.

4.1 Definition des Vertex-Cover-Problems

Ein ungerichteter Graph G ist ein Paar (V, E') von zwei Mengen. Die Elemente v € V/
bezeichnet man als Knoten. Die Menge E besteht aus zweielementigen Teilmengen
{v,w} von V| die als Kanten bezeichnet werden. Jede Kante verbindet somit genau
zwei Knoten, keine zwei Knoten werden durch mehr als eine Kante verbunden. Ist
fir v,w € V das Paar {v,w} € E, so heiflen die beiden Knoten benachbart.

Wir bezeichnen mit N = |V| die Anzahl der Knoten und mit M = |E| die Anzahl
der Kanten. Der Grad eines Knotens ist die Anzahl seiner Nachbarn. Das Verhaltnis
¢ = 2M/N, die mittlere Konnektivitit, entspricht der durchschnittlichen Anzahl
von Nachbarn eines Knotens.

Ein Graph heifit Untergraph G' = (V' E’) von G, wenn V' C V und E' C E gilt.
Ein Untergraph heit Pfad der Lénge [, wenn er die Form V' = {vg, v, ..., v},
E' = {{vo,v1 }, {v1,v2}, ..., {vi_1, v} } besitzt.
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4.1 Definition des Vertex-Cover-Problems

{v, w}

Abbildung 4.1: Grundbegriffe der Graphentheorie und des Vertex-Cover-Problems:
Links: v und w sind zwei durch eine Kante {v, w} verbundene Kno-
ten, v und w sind benachbart, v ist im Zustand ,unbedeckt®, w
ist im Zustand ,bedeckt“; Mitte: Graph mit N =7 Knoten, M =7
Kanten und mittlerer Konnektivitdt ¢ = 2M /N = 2. Der Graph ent-
hélt einen Kreis der Lange vier (fett gezeichnete Kanten) und hat
ein minimales Vertex-Cover der Gréfle 3 (bedeckte Knoten); Rechts:
Baum (= Graph ohne Kreis).

Ein Pfad der Lange [ heifit Kreis der Lange [, wenn vy = v; gilt und jeder Knoten
v; € V' in genau zwei Kanten aus E’ enthalten ist. Ein Baum ist ein Graph, der
keinen Kreis enthalt.

Jeder Knoten des Graphen ist in einem von zwei moglichen Zustanden: bedeckt oder
unbedeckt. Eine Kante heifit bedeckt, wenn mindestens einer ihrer beiden Endpunkte
bedeckt ist. Eine Menge U von bedeckten Knoten bildet ein Vertex-Cover, wenn
dadurch alle Kanten des Graphen bedeckt sind.

Ein VC ist demnach eine Untermenge U C V der Knoten, die von jeder Kante
mindestens einen Endpunkt enthalt, d. h.

V{v,w} € E:velUoderweU. (4.1)
Aus physikalischer Sicht kann man fiir eine beliebige Untermenge U C V' von be-
deckten Knoten die Grofle der Menge

E(G,U):=|{{v,w} € E:v¢Uumdw¢U}|, (4.2)

d. h. die Anzahl der von U nicht bedeckten Kanten, als Energie E(G,U) auffassen. In
diesem Sinne sind Vertex-Cover U C V' Grundzustinde mit der Energie F(G,U) = 0.

Die Grofle X = |U| eines VC ist die Anzahl der bedeckten Knoten. Fiir jeden
beliebigen Graphen bildet die Menge aller Knoten trivialerweise immer ein VC, es
gibt somit immer ein Vertex-Cover der Grofie V.
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4 Numerische Analyse der Grundzustandsstruktur des Vertex-Cover-Problems

Als VC-Problem bezeichnet man folgendes Entscheidungsproblem:

(E1) Gegeben sei ein Graph G und eine natiirliche Zahl K = xN. Gibt es ein
Vertex-Cover mit |U| < K?

Hier werden wir insbesondere zwei zugehorige Optimierungsprobleme betrachten:
(O1) Gegeben sei ein Graph G. Man bestimme ein VC minimaler Grofie X, (G)!

(02) Gegeben sei ein Graph G und eine natiirliche Zahl K = zN. Man bestimme
U eV mit |U| =K und E(G,U) minimal!

Das erste Optimierungsproblem wird als Problem des minimalen VC bezeichnet.
Das zweite entspricht der Frage, fiir einen Graphen G(V, E) Grundzustdnde eines
Systems mit der Hamiltonfunktion (4.2) und den Untermengen U € V der Grofle
K als Zustande zu bestimmen. Die zugehorige minimale Energie bezeichnen wir
deshalb als Grundzustandsenergie Ey(G, K) bzw. Ey(G, x). Ist fiir ein solches System
Ey(G,x) =0, so sind dessen Grundzusténde Vertex-Cover des Graphen.

4.2 Erdos-Rényi-Zufallsgraphen und einige ihrer
Eigenschaften

In dieser Arbeit werden wir das VC-Problem fiir Instanzen aus einem Ensemble von
Zufallsgraphen betrachten, das auf zwei Arbeiten von Paul Erdos und Albert Rényi
zurlickgeht [43, 44]. Die Graphen werden deshalb als Erdos-Rényi-Zufallsgraphen
bezeichnet.

Das Ensemble G(N, p) mit 0 < p < 1 enthilt alle Graphen mit N Knoten. In einem
Graphen G € G(N, p) ist jede potentielle Kante mit Wahrscheinlichkeit p enthalten.
Einen solchen Graphen kann man erzeugen, indem man jeder Kante, d.h. jedem
ungeordneten Paar e = {v,w} € V x V| eine gleichverteilte Zufallszahl ¢(e) € [0,1]
zuordnet. Als Menge der Kanten des Graphen E wahlt man dann alle Kanten e mit

q(e) <p-
In den extremalen Fallen p = 0 bzw. p = 1 ist der Graph vollig ohne Kanten bzw.

vollstandig vernetzt. Dazwischen variiert die Anzahl der Kanten M bei festem p. Im
Mittel erwartet man eine Kantenanzahl

M:p(jzv) :wp. (4.3)

Einige typische Eigenschaften des Ensembles G(N,p) kann man gut veranschauli-
chen, indem man die Grapherzeugung als Evolutionsprozess ablaufen lasst. Zunéchst
legt man fiir einen Graphen mit N Knoten ¢(e) fiir alle ungeordneten Paare von Kno-
ten fest. Man startet bei p(t) = 0 mit einem Graphen ohne Kanten und fiigt zur Zeit
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4.2 Erdos-Rényi-Zufallsgraphen und einige ihrer Figenschaften

Komponenten max. Grée O(In N) giant component  Graph verbunden
(fast) nur Baume lange Loops mit O(ln N) Knoten
| |
T T
/O~ (T % o
= |~ A+%
| ] | | (0
N2 N-3 N—3 N1 N—2/3 In N/N

Abbildung 4.2: Evolution von Erdos-Rényi-Zufallsgraphen

t alle Kanten mit ¢(e) = p(t) hinzu, d. h. zur Zeit t gehort der Graph zu G(N, p(t)).
Das typische Aussehen des Graphen fiir verschiedene Intervalle ist in Abbildung 4.2
dargestellt [45].

Bei p(t) ~ 1/N? treten die ersten unverbundenen Kanten auf. Allgemeiner findet
man bei p(t) ~ N~ +1/k erstmals Baume der GréBe k. Fiir p(t) < 1/N besteht der
Graph aus kleinen, unverbunden Komponenten mit maximal O(ln N) Knoten, die
fast alle Baume sind.

Die Struktur des Graphen &ndert sich deutlich bei p(t) ~ 1/N, der Perkolati-
onsschwelle. Viele dieser kleinen Komponenten wachsen zu einer grofien Struktur,
der giant component, zusammen. Diese enthélt extensiv (d.h. O(N)) viele Knoten,
wahrend alle iibrigen Komponenten weiterhin maximal Grée O(In V) haben. Bei
p(t) ~ N=(=1/F findet man erstmals Cliguen der GroSe k, d. h. vollstéindig vernetzte
Untergraphen mit £ Knoten. Durch Hinzufiigen weiterer Kanten verschwinden nach
und nach die kleinen Komponenten, bis schliellich der Graph bei p(¢) ~ In N/N nur
noch aus der giant component besteht.

Wir werden in dieser Arbeit Zufallsgraphen betrachten, bei denen M = O(N) ist,
d. h. die mittlere Konnektivitdt ¢ = 2M /N ist endlich. In der obigen Notation ent-
spricht dies dem Ensemble G(N, ¢/N) mit endlichem c.

Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Kante, im Graph enthalten zu sein, betragt demzu-
folge ¢/N. Ein im Graph enthaltener Kreis der Linge k besteht aus & Knoten und
k Kanten. Die Anzahl kleiner Kreise mit k£ = O(1) ist also gegeben durch

N(N=1)---(N—k+1) [ir — N* [ir +O(1) = O(1), (4.4)
N N

d. h. die Anzahl bleibt im thermodynamischen Limes endlich. Dies bedeutet, dass die

Struktur eines Zufallsgraphen lokal baumartig ist. Allerdings sind Nachbarn eines

Knotens v auch bei Entfernung von v aus dem Graphen nicht unabhangig, da grofle

Kreise der Léange O(In N) existieren [45].

Eine weitere wesentliche Eigenschaft des Ensembles in diesem Bereich besteht dar-
in, dass die Grade d der Knoten einer Poissonverteilung unterliegen, d.h. dass bei
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4 Numerische Analyse der Grundzustandsstruktur des Vertex-Cover-Problems

Konnektivitat ¢
p(d) =S (4.5)

gilt.

Alternativ zum Ensemble G(N,p) kann man das ebenfalls von Erdés und Rényi
vorgeschlagene Ensemble G(M, N) untersuchen, bei dem die Anzahl der Knoten
N und Kanten M fest vorgegeben ist. Asymptotisch unterscheiden sich die beiden
Ensembles bei endlicher Konnektivitat in den spater betrachteten Grofien nicht, so
dass wir wegen der besseren analytischen Handhabbarkeit meist G(N, p) vorziehen
werden.

4.3 Algorithmen zur Bestimmung minimaler
Vertex-Cover

Das Vertex-Cover-Problem ist NP-vollstandig, die Rechenzeit selbst der besten Al-
gorithmen steigt im ungiinstigsten Fall exponentiell mit der Systemgrofle.

Um minimale Vertex-Cover eines gegebenen Graphen bestimmen zu kénnen, werden
wir deshalb auf heuristische Methoden (vgl. Abschnitt 2.2.2) zuriickgreifen miissen.
Mit diesen lassen sich auch fiir groflere Systeme (N ~ 1000) Vertex-Cover kon-
struieren. Allerdings ist a priori nicht garantiert, dass es sich dabei tatsachlich um
minimale VC handelt.

Fiir kleinere Systeme kann man VC minimaler Grofie (d. h. Losungen des Optimie-
rungsproblems (O1)) exakt finden. In diesem Abschnitt werden die dafiir in der
Arbeit verwendeten Algorithmen vorgestellt.

4.3.1 Vollstandige Enumeration durch Branch-and-Bound

Das naive vollstandige Verfahren fiir ein derartiges Problem ist das in Abschnitt 2.2.1
dargestellte vollstindige Durchsuchen des binidren Baums aller moglichen 2V Kon-
figurationen. Jeder der N Knoten nimmt dabei einen der beiden Werte

o bedeckt oder
e unbedeckt

an. In jeder Ebene des Suchbaums wird der Wert eines Knotens festgelegt, alle noch
nicht festgelegten Knoten nennen wir fres.

Zur Beschleunigung des Algorithmus ist folgende Eigenschaft des VC-Problems von
Vorteil: Alle Losungen miissen die Bedingung erfiillen, dass sie Vertex-Cover sind,
d. h. in keinem Falle diirfen die beiden Eckpunkte einer Kante unbedeckt sein. Wird
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4.3 Algorithmen zur Bestimmung minimaler Vertex-Cover

der Wert eines Knotens auf unbedeckt festgelegt, so miissen alle Nachbarknoten
folglich den Wert bedeckt haben und konnen sofort auf diesen Wert gesetzt werden.

Eine weitere wesentliche Reduzierung des Suchbaums erhélt man durch die Ab-
schatzung der minimal erreichbaren Vertex-Cover-Grofle fiir alle Blatter eines von
einem Knoten ausgehenden Unterbaums. Die Grundidee besteht darin, dass durch
Festlegen eines Knotens auf den Wert bedeckt alle von ihm ausgehenden Kanten zu
unbedeckten oder freien Knoten bedeckt werden.

Diese Anzahl der von einem Knoten ¢ ausgehenden noch nicht bedeckten Kanten
wird mit dzf bezeichnet. Der Algorithmus fithrt eine Liste (j (z)) der noch freien

Knoten, die nach fallenden dzf geordnet ist.

AuBlerdem sei X2 die Gréfie des bisher kleinsten gefundenen VC. Zu Beginn wird

opt

X, glgtt = N — 1 gesetzt, da die Menge aller N Knoten bis auf einen beliebigen immer

ein minimales VC darstellt.!

Sind nun aktuell X Knoten bedeckt, dann diirfen maximal noch

k=X _Xx -1 (4.6)

opt

weitere noch freie Knoten bedeckt werden, um ein kleineres VC als das bisher be-
kannte Optimum zu finden. Méchte man dagegen die Menge aller minimalen VC
bestimmen, dann diirfen maximal noch

K =X - X (4.7)

opt

Knoten bedeckt werden, damit in einer moglichen weiteren Losung hochstens ebenso
viele Knoten bedeckt sind wie im aktuellen Optimum.

Durch das Bedecken von k (bzw. k') weiteren Knoten konnen aber maximal

k
_ !
D=>Yd (4.8)
z=1

Kanten bedeckt werden, wobei zur Summe die k oberen Elemente der Liste der freien
Knoten beitragen. Sollte es Kanten zwischen zwei dieser k& Knoten geben, dann ist
die tatsdachliche Anzahl bedeckter Kanten geringer.

Ist nun D kleiner als die Anzahl der noch nicht bedeckten Kanten U, so braucht die
Suche im Unterbaum nicht weitergefiihrt zu werden, da dieser keine bessere als die
bisher optimale Losung enthalten kann.

Bei dieser Beschneidung des Suchbaums werden umso mehr Knoten des Suchbaums
ausgelassen, je eher ein VC mit kleiner Grofle gefunden wird, da dann die Bedingung

!Man kann den Algorithmus leicht modifizieren, um stattdessen das Entscheidungsproblem (E1)
(vgl. Seite 32) zu losen. Dazu setzt man zu Beginn X, g};ﬁ = K + 1. Findet der Algorithmus kein
kleineres VC, so ist die Antwort ,nein®, andernfalls ,ja*“.
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D < U haufiger bzw. naher an der Wurzel des Suchbaums wahr wird. Es ist deshalb
entscheidend, in welcher Reihenfolge die Blatter durchlaufen werden, d.h. welcher
Suchpfad bevorzugt durchlaufen wird.

In [46] werden verschiedene Heuristiken analytisch untersucht: Knoten mit grofem
Grad sind in einem minimalen VC wahrscheinlicher bedeckt, Knoten mit kleinem
Grad unbedeckt. Eine mogliche Strategie ist deshalb, Knoten mit vielen freien Nach-
barn bevorzugt zu bedecken. Alternativ wahlt man einen Knoten mit besonders we-
nigen freien Nachbarn bevorzugt, setzt dessen Wert auf unbedeckt und somit den
Wert aller Nachbarn auf bedeckt. Diese Vorgehensweise wird als Generalized Leaf-
Remowal bezeichnet.

Durch Analyse des Laufzeitverhaltens dieser Algorithmen erhélt man Schranken fiir
die typische Grofle des minimalen VC. Ein wichtiger Spezialfall ist der Leaf-Removal-
Algorithmus[47], welchen der nachfolgende Abschnitt beschreibt.

4.3.2 Leaf-Removal — fiir ¢ < e ein polynomiales Verfahren

Der Leaf-Removal-Algorithmus ist eine spezielle Variante des Algorithmus von Tar-
jan und Trojanowski [48]. Grundidee ist, Knoten vom Grad 1 (,Bléatter“ bzw. lea-
ves“) zu betrachten und deren einzigen benachbarten Knoten zu tiberdecken.

Abbildung 4.3: Leaf-Removal-Algorithmus, dargestellt in vier Schritten von oben
links nach unten rechts. Dunkle Knoten sind bedeckt, weifle bleiben
unbedeckt und schraffierte sind noch frei, d. h. noch nicht entschie-
den. Gestrichelte Kanten sind bereits bedeckt.
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4.3 Algorithmen zur Bestimmung minimaler Vertex-Cover

Betrachten wir den Graph in Abbildung 4.3 oben links. Der Knoten v hat Grad
1. Die einzige von ihm ausgehende Kante ey muss bedeckt werden, d.h. v oder w
miissen in einem minimalen Vertex-Cover enthalten sein. Wird v bedeckt, so wird
nur die Kante ¢y bedeckt. Wird w bedeckt, so werden zusatzlich noch die Kanten ey,
es und ez bedeckt. Durch Bedeckung von w erhalt man also ein mindestens ebenso
kleines VC wie durch Bedeckung von v, deshalb kann Knoten w bedeckt werden.

Die Kanten {e;}o<i<3 sind damit iiberdeckt und brauchen bei der weiteren Suche
nicht mehr beriicksichtigt zu werden. Durch die Entfernung des Blattes v hat nun
u den Grad 1 und die Prozedur kann wiederholt werden, bis keine Blatter mehr
vorhanden sind.

Der verbleibende Untergraph, in dem nach Konstruktion alle Knoten mindestens
Grad 2 haben, wird Kern (core) genannt. Karp und Sipser [49] sowie Bauer und
Golinelli [40] haben durch Analyse dieses Algorithmus gezeigt, dass die Grofie des
Kerns fiir Zufallsgraphen mit Konnektivitat ¢ < e ~ 2.71 im thermodynamischen
Limes von der Ordnung o(N) ist. Bei geeigneter Implementierung der Graphenstruk-
tur benotigt Leaf-Removal fiir Zufallsgraphen mit Konnektivitat ¢ < e deshalb nur
lineare Rechenzeit, d.h. in diesem Bereich der Konnektivitat ist VC typischerweise
ein einfaches Problem. Fir Graphen aller Konnektivitdten konnen wir Leaf-Removal
verwenden, um die Enumeration bei der Bestimmung eines minimalen VC zu be-
schleunigen. Denn wenn ein Knoten mit einem freien Nachbarn existiert, kann dieser
Knoten sofort auf ,junbedeckt® gesetzt werden. Der zu ,bedeckt® gehorende Unter-
baum braucht nicht mehr beriicksichgt zu werden, da dort keine bessere Losung
vorhanden sein kann.

4.3.3 Bestimmung des Backbones

Eine Instanz des VC-Problems hat im Allgemeinen mehr als ein minimales VC.
Die Menge der Knoten V' unterteilt sich dadurch disjunkt und vollstandig in drei
Teilmengen V., V_ und V), die folgendermaflen definiert sind:

o V, :={v € V und v ist bedeckt in allen minimalen VC} (bedeckter Backbone).

o V_ := {v € V und v ist unbedeckt in allen minimalen VC} (unbedeckter
Backbone).

o Vo =V\(V,UlV)

Mit Hilfe des Backbones lasst sich die Bestimmung der Menge aller minimalen VC
deutlich beschleunigen. Dazu nehmen wir zunachst an, die Menge V. sei bereits
bestimmt. Entfernt man alle in V., enthaltenen Knoten und die von ihnen ausge-
henden Kanten aus dem Graph, so dndert sich die Anzahl der Grundzustéande nicht.
Denn durch Entfernen der Knoten wird einerseits keine weitere Kante unbedeckt,
andererseits sind alle entfernten Kanten durch die Knoten in V, bedeckt.
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Alle Knoten in V_ sind nach Entfernen von V, isolierte Knoten, d. h. sie haben Grad
0 und konnen deshalb ebenfalls aus dem Graphen entfernt werden, ohne die Anzahl
der Grundzustande zu dndern.

Da der Anteil der zum Backbone gehorigen Knoten in der Regel gro8 ist [50], zerfallt
der Graph durch seine Entfernung unter Umstanden in mehrere Komponenten. Die
Menge der Grundzustinde kann dann fiir jede Komponente unabhangig bestimmt
werden.

In Abbildung 4.4 sieht man, wie dadurch die Enumeration aller Grundzustande er-
heblich beschleunigt werden kann. Dargestellt ist der Median der Anzahl der Grund-
zustande der jeweils grofiten Komponente des Graphen vor und nach Entfernen des
Backbones. Da die Anzahl der Grundzustande exponentiell mit der Grofle des Gra-
phen steigt, dominiert diese grofite Komponente die Rechenzeit. Man sieht, dass
fiir alle Konnektivitaten der Exponent des Anstiegs kleiner wird. Der Gewinn ist
umso grofler, je kleiner ¢ ist. Dies liegt einerseits daran, dass die Backbonegrofie
selbst fiir kleine ¢ grofler ist. Andererseits ist der Graph weniger verbunden, d. h.
es werden mehr Komponenten von der giant component abgetrennt. Die Abtren-
nung einer einzelnen kleinen Komponente aus zwei Knoten reduziert die Anzahl der
Grundzustande dabei bereits um den Faktor zwei.

Die Bestimmung des bedeckten Backbones selbst ist moglich, ohne vorher alle Grund-
zustande zu kennen. Dazu bestimmt man zunéchst esn minimales VC des Graphen.
Kandidaten fiir V., sind alle in diesem VC bedeckten Knoten. Fiir jeden dieser O(N)
Knoten priift man nun, ob ein VC der gleichen minimalen Gréfle existiert, in dem
dieser Knoten unbedeckt ist. Dazu setzt man den Wert des Knotens in der obersten
Ebene des Entscheidungsbaums 2.1 auf ,unbedeckt* und durchsucht nur den dazu
gehorenden Unterbaum. Der Knoten gehort genau dann zu V., wenn sich dort kein
VC mit gleicher minimaler Grofle befindet.

Die O(N)-fache Bestimmung von minimalen VC ist exponentiell schneller als die
Enumeration aller Grundzustande. Zum einen kann nur im ersten Fall Leaf-Removal
verwendet werden. Zum anderen ist die Anzahl k der noch bedeckbaren Knoten im
Branch-and-Bound-Algorithmus bei der Suche nach einem minimalen VC (Glei-
chung 4.6) um eins geringer als bei der Suche nach allen VC (Gleichung 4.7). Damit
wird die Schranke (4.8) kleiner und es kénnen deshalb gréfiere Unterbédume des Ent-
scheidungsbaums ausgeschlossen werden. Eine weitere Beschleunigung ergibt sich
daraus, dass der Wert der Schranke zu Beginn nicht N — 1 ist, sondern sofort die
Grofe des bereits bestimmten minimalen VC verwendet werden kann.

Zusammenfassend ist das verwendete Verfahren zur Bestimmung aller minimalen VC
eines Graphen in Algorithmus 4.1 dargestellt. Die minimalen VC des Gesamtgraphen
sind alle Kombinationen der minimalen VC der einzelnen Komponenten.

Fiir Graphen bis zur maximalen Groe zwischen N = 200 (bei ¢ = 6) und N =
2000 (bei ¢ = 3) kann ein minimales VC bestimmt werden. Die Enumeration aller
Grundzustéande ist bis zu N ~ 150 Knoten moglich.
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Abbildung 4.4: Reduzierung der Anzahl der Grundzustande der grofiten Komponen-
te des Graphen. Die durchgezogenen Linien geben die Median-Werte
vor der Entfernung der Backboneknoten an, die gestrichelten Lini-
en diejenigen danach. Je kleiner ¢, desto starker reduziert sich die
Anzahl der Knoten in der grofiten Komponente und desto grofler ist
damit die Beschleunigung des Algorithmus.

algorithm enumerate__min_ vc(G)
begin
Teile den Graph in verbundene Komponenten
for jede Komponente do
begin
Bestimme ein minimales VC mit Leaf-Removal und Branch-and-Bound
Bestimme den bedeckten Backbone V.
Entferne V, und die zugehorigen Kanten sowie V_
Teile den Graph in verbundene Komponenten
for jede Komponente do
Bestimme alle minimalen VC der Komponente mit Branch-and-Bound
end
end

Algorithmus 4.1: Bestimmung aller Grundzustande eines Graphen G
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4.3.4 Der Parallel-Tempering-Algorithmus

Fiir groflere Systeme werden wir Grundzustéande mit Parallel Tempering (PT) be-
stimmen. Dieses Verfahren wurde bereits allgemein im Abschnitt 2.2.2 eingefiihrt
(Algorithmus 2.2). Hier wird beschrieben, wie wir dieses Verfahren auf das VC-
Problem anwenden.

Erlaubte Zustande einer gegebenen Instanz sollen alle — nicht notwendigerweise mi-
nimalen — VC sein. Die Rolle der Teilchenanzahl n iibernimmt hier die Anzahl der
unbedeckten (!) Knoten, da diese Anzahl fiir minimale VC maximal wird. Das Ge-
wicht p(V’) eines Vertex-Covers V' ist somit durch exp{u(N — |V'|)} gegeben. Da
aber nur relative Gewichte relevant sind, definieren wir

p(V') = exp{—p|V'[}. (4.9)

Das PT-Verfahren simuliert gleichzeitig mehrere Kopien des Systems bei unter-
schiedlichem chemischem Potential p. Fiir jede Kopie werden unabhangig N MC-
Schritte ausgefiihrt, die in Algorithmus 4.2 beschrieben sind. Dabei wird in jedem
Schritt ein Knoten x; zufillig ausgewahlt und mit gleicher Wahrscheinlichkeit eine
der beiden folgenden Operationen ausgefiihrt [50]:

(M) Wenn der Knoten z; bedeckt ist und genau einer seiner Nachbarknoten unbe-
deckt ist, dann wird dieser stattdessen bedeckt. In diesem Fall wird die Eigen-
schaft ,bedeckt* also entlang einer Kante des Graphen verschoben (,,Move ).

(E) Ist x; unbedeckt, dann wird der Knoten mit Wahrscheinlichkeit exp{—p - 1}
bedeckt, die Grofie des VO erhoht sich um eins. Sind x; und alle seine Nachbarn
bedeckt, dann wird z; unbedeckt, die Grofle des VC erniedrigt sich um eins
( ,Exchange with reservoir“). Diese Operation entspricht dem MC-Schritt, fiir
den in Abschnitt 2.2.2 detaillierte Balance gezeigt wurde.

Die PT-Simulation wird hier fiir jede Instanz mit m = 26 Kopien des Systems
mit chemischem Potential von pu; = 1 bis uog = 12 durchgefiihrt. In einer Zeit von
Nyc = 108 MC-Sweeps werden jeweils 500 Zustande bei y = 9 gespeichert. Wie man
in Abbildung 4.5 sieht, sind bei diesem Wert des chemischem Potentials die meisten
Zustande Grundzustinde. Fiir die Systemgrofien, bei denen mit vollstandigen Al-
gorithmen ein minimales VC bestimmt werden kann (vgl. Abschnitt 4.3.3), wurde
zusatzlich nachgepriift, dass die von PT gefundenen Zustande tatsichlich minimale
VC sind.

40



4.3 Algorithmen zur Bestimmung minimaler Vertex-Cover

algorithm Monte-Carlo-Schritt(u, ¥ = (z1,...,2y))
begin
do N-mal
begin
wahle x; zufallig
mit Wahrscheinlichkeit 1/2 fiihre (M) oder (E) aus
(M) if z; ist bedeckt und genau ein Nachbar x; ist unbedeckt
then
setze x; unbedeckt, setze z; bedeckt
(E) if x; ist unbedeckt then
bedecke x; mit Wahrscheinlichkeit e™
else
if alle Nachbarn von z; sind bedeckt then
Setze x; unbedeckt
end
end

Algorithmus 4.2: Monte-Carlo-Schritt bei chemischem Potential p. Ein Zu-
stand ¥ ist gegeben durch die Werte der N Knoten z; €
{bedeckt, unbedeckt}.

0.8 \ \

0.75 = -
0.7 T
0.65 ™ N
0.6 - =
055 F N
0.5 7
0.45 |- .
04 |- T =
0.35 | | | | | | \ \ \

Abbildung 4.5: Mittlerer Anteil x der im minimalen VC bedeckten Knoten abhangig
vom Wert des chemischen Potentials fiir Graphen der Grofle N =
64 000
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4.4 Statistische Mechanik des VC-Problems

4.4.1 Der COV-UNCOV-Phaseniibergang
Numerische Beobachtungen

Bestimmt man fiir Graphen aus dem in Abschnitt 4.2 vorgestellten Ensemble
G(N,¢/N) numerisch Vertex-Cover der Grofle N, so ist klar, dass fir z = 0 die
Wahrscheinlichkeit peoy(, ¢, N) einen Graphen zu iiberdecken verschwindet. Umge-
kehrt ist peoy(1, ¢, N) = 1, denn die Auswahl aller Knoten ist immer ein VC.

Ein insbesondere auch aus physikalischer Sicht sehr interessantes Phanomen fin-
det man bei Betrachtung des Verlaufs von peo(x,c, N) in Abhéngigkeit von z
zwischen diesen beiden Extremen (beispielhaft fiir ¢ = 2 in Abbildung 4.6 dar-
gestellt) [39]: Mit steigender SystemgroBe N strebt die Kurve asymptotisch ge-
gen eine Stufenfunktion. Demzufolge existiert ein kritischer Wert z.(c), so dass fiir

Peov(T, €) = limpy_ o Peov (T, ¢, N) gilt:

0 fir x < z.(c)
cov <) = .. 4.10
Poov (2, ¢) { 1 fir z > z.(c) (4.10)

Man findet also bei Verdnderung des Parameters x am Punkt z.(c) einen Ubergang
von einer Phase, in der fast kein Graph ein VC der Grofle x N besitzt (UNCOV-
Phase), zu einer Phase, wo dies fiir fast alle Graphen der Fall ist (COV-Phase).
Wegen der Ahnlichkeit mit physikalischen Phaseniibergéingen wird dieses Verhalten
als COV-UNCOV-Phaseniibergang bezeichnet. Insbesondere hangt die Grofle des
minimalen VC fiir fast alle Graphen nicht mehr vom konkreten Graph selbst, sondern
nur von dessen Konnektivitat ab.

Aus algorithmischer Sicht bemerkenswert ist, dass die Rechenzeit in der Umgebung
des Phasentibergangs einen Peak hat: Denn fiir z > x. wird schon eine sehr einfache
Heuristik, die ohne Backtracking (vgl. Abschnitt 2.2.1) auskommt, ein VC finden.
Die benotigte Rechenzeit steigt dann nur linear mit der Systemgrofie. Lost man
andererseits das Entscheidungsproblem in der UNCOV-Phase beispielsweise mit ei-
nem Algorithmus nach Abschnitt 4.3.1, so wird der durch x N gegebene Startwert
der Schranke X2k mit kleinerem x geringer, damit auch die Hohe des Suchbaums.
Die Rechenzeit steigt dann zwar exponentiell, der Exponent nimmt aber mit wach-
sendem Abstand zu z. ab.

Mittelt man die in Abschnitt 4.1 eingefithrte Energie Fo(G, z) fiir festes z iiber das

Ensemble G(N, c¢/N) (Notation: - ), so erhilt man den ebenfalls in Abbildung 4.6
dargestellten Verlauf der mittleren Energiedichte [51]

1

e(x,c,N) = NEQ(G,Q?). (4.11)
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Abbildung 4.6: Wahrscheinlichkeit, dass ein Graph mit N Knoten und Konnektivitat
2 ein Vertex-Cover der Grofle N besitzt. Mit wachsender System-
grofle nahern sich die numerischen Kurven einer Stufenfunktion mit
Sprung bei x.(2) ~ 0.392 (senkrechte Linie). AuBlerdem dargestellt
ist die mittlere Energiedichte e(x,2, N) [51].

Es ist e(0, ¢, N) = 2¢, mit zunehmendem z fillt die Energiedichte, bis sie bei einem z
oberhalb von z. fast verschwindet. Mit steigender Graphengrofie tendiert x in Rich-
tung z., der Verlauf entspricht dem Verhalten bei einem Phaseniibergang zweiter
Ordnung.

Finite-Size-Verhalten und Korrelationsvolumen

Zur niaheren Beschreibung des Phaseniibergangs wurde im Rahmen dieser Arbeit
das kritische Verhalten untersucht.

In Abbildung 4.7 ist das Skalierungsverhalten der mittleren Grofle eines minimalen
VC z.(N) in Abhéngigkeit von der Systemgrofle dargestellt. Dazu wurden minimale
VC fiir je 5000 Graphen fiir jede Systemgrofie und Konnektivitat bestimmt. Versucht
man, die Abhiingigkeit durch eine Gleichung der Form x.(N) = z.(c0) + aN = zu
beschreiben, so gelingt die Anpassung oberhalb der Graph-Perkolationsschwelle, d. h.
fiir ¢ > 1 (Geraden in Abb. 4.7), wiahrend es am Perkolationsiibergang des Graphen
bei ¢ = 1 signifikante Abweichungen gibt. Die numerisch bestimmten Konstanten
sind in Tabelle 4.1 angegeben.
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¢ | x(o0) a b

2 10.3919 (1) | 0.18 (7) | 0.91 (9)
31 0.4664 (1) | 0.26 (4) | 0.88 (4)
4105193 (2) | 0.27 (4) | 0.82 (4)
6 | 0.5942 (9) | 0.52 (2) | 0.92 (11)

Tabelle 4.1: Numerische Werte fiir die Konstanten des angenommenen Skalengeset-
zes T.(N) = x.(00) + aN~ der Geraden in Abbildung 4.7 in Abhéingig-
keit von der Konnektivitat

z(N) — z.(00)

A 0000
T

— N WO

1074 L~
100 200

Abbildung 4.7: Skalierungsverhalten der mittleren minimalen VC-Grofle. Die Gera-
den fiir ¢ > 1 sind die besten Anpassungen an ein Skalengesetz der
Form z.(o0) + aN~°.
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Ahnliches Finite-Size-Skalierungsverhalten kann man auch bei anderen Phaseniiber-
gangen 2. Ordnung beobachten [52]. Dabei héngt der Exponent b = 1/v mit dem
kritischen Exponenten v der Divergenz der Korrelationslange zusammen.

Beim VC finden wir fiir alle Konnektivitaten ¢ > 1 im Rahmen der Fehlerbalken
denselben Wert fiir b, der Exponent scheint also universell zu sein. Da der dem VC-
Problem zugrunde liegende Graph als mean-field-artiges System keine Langenskalen
besitzt, betrachten wir hier statt einer Korrelationslange ein Korrelationsvolumen:
Im Allgemeinen ist die Menge der Grundzustédnde von Knotenuntermengen gegebe-
ner Grofle z N und minimaler Energiedichte entartet. Fiir Knoten v, welche nicht zum
Backbone (vgl. Abschnitt 4.3.3) gehoren, gibt es also sowohl Grundzustinde mit v
bedeckt und v unbedeckt. Die Anzahl der Knoten, in denen sich zwei Grundzustande
unterscheiden, bezeichnen wir als deren (Hamming-)Abstand. Als Korrelationsvolu-
men definieren wir den minimalen Abstand zwischen zwei Grundzustidnden mit v
bedeckt und v unbedeckt, gemittelt iiber alle Knoten v, die nicht zum Backbone
gehoren.

Grundzustande mit v bedeckt unterscheiden sich in mindestens einem weiteren Kno-
ten von Grundzustanden mit v unbedeckt, da die Anzahl der bedeckten Knoten kon-
stant ist, d.h. dieser minimale Abstand 2 zwischen zwei Grundzustidnden ist eine
untere Schranke fiir das Korrelationsvolumen. In Abbildung 4.8 ist das Korrelations-
volumen fiir ¢ = 2 gemittelt iiber 100 Graphen als Funktion von z fiir verschiedene
Systemgrofien dargestellt. Weit weg von z. ist das Korrelationsvolumen unabhangig
von N. Knapp unterhalb von x,. beobachtet man einen Peak, welcher mit wachsender
Systemgrofie deutlicher ausgepragt ist; dhnlich zur Divergenz der Korrelationslange
in anderen Phaseniibergangen zweiter Ordnung.

Die numerische Bestimmung des Korrelationsvolumens erfordert die Berechnung vie-
ler Grundzustande, beim hier verwendeten Verfahren die Berechnung aller Grund-
zustande. Deshalb reichen die erreichbaren Systemgrofien nicht aus, um iiber die
qualitativen Aussagen hinaus auch einen Zusammenhang zum kritischen Exponen-
ten b herzustellen.

Analytische Schranken fiir x.(c)

In Abbildung 4.9 sind die numerischen Werte fiir z.(c) aus Simulationen mit N = 250
(¢ < 4) bzw. N = 100 (¢ > 4) dargestellt (Kreissymbole). Eine untere Schranke
erhélt man durch Abzahlung der Vertex-Cover mit N Knoten, die ein Graph im
Ensemble G(N,c¢/N) im Mittel besitzt. Dabei findet man eine Schranke z,,(c) <
z.(c), gegeben durch

0=2Zan(c) Inzan(c) — (1 — zan(c)) In(1 — zan(c)) + g In{xam(c)[2 — zan(c)]}, (4.12)
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Korrelationsvolumen

Abbildung 4.8: Das Korrelationsvolumen bei Konnektivitat ¢ = 2 fiir verschiedene
Systemgroflen abhangig vom Anteil x bedeckter Knoten. Man findet
einen Peak knapp unterhalb von z. (gestrichelte senkrechte Linie).

unterhalb derer diese Anzahl im thermodynamischen Limes exponentiell verschwin-
det [53]. Fiir endliche ¢ lasst sich diese Gleichung nur numerisch 1ésen (untere ge-
strichelte Linie in Abb. 4.9). Das asymptotische Verhalten fiir grofie ¢ ist analytisch
gegeben durch [54]

2
To(c)=1—=(Inc—Inlnec—In2+1) +o(ch). (4.13)
c
Eine obere Schranke (obere gestrichelte Linie) [53]
ze(c) <1—1n(c)/c (4.14)

erhalt man durch Analyse eines naiven Algorithmus: Solange noch Knoten vorhan-
den sind, wird in jedem Schritt zuféllig ein Knoten ausgewéhlt, seine Nachbarn
werden bedeckt und alle von diesen Knoten ausgehenden Kanten entfernt.

In den folgenden Abschnitten werden die Methoden der statistischen Physik be-
schrieben, mit denen man z.(c) fiir ¢ < e analytisch bestimmen kann und als Er-
gebnis die durchgezogene Linie in Abb. 4.9 erhalt.

4.4.2 Reprasentation als Harte-Kugeln-Modell

Zur analytischen Betrachtung des VC-Problems wird dieses auf ein aquivalentes
physikalisches Modell abgebildet, und zwar auf das Harte-Kugeln-Modell. Dazu de-
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Abbildung 4.9: Phasendiagramm des VC-Problems [39]: Fast alle Graphen mit Kon-
nektivitat ¢ besitzen im thermodynamischen Limes ein Vertex-Cover
der GroBe x.(c)N, wihrend fir x < z.(c) fast kein Graph mit «N
bedeckten Knoten vollstandig tiberdeckt werden kann. Die durch-
gezogene Linie ist die Replika-symmetrische Voraussage fiir z.(c),
die Strich-Punkt-Linien rigorose obere und untere Schranken von
Gazmuri. Die Symbole sind Resultate numerischer Simulationen mit
N =100 bzw. N = 250. Fiir ¢ > e (Bereich rechts der senkrechten
gestrichelten Linie ¢ = e) liegen diese oberhalb der RS-Losung.

finiert man als Abstand zweier Knoten die Anzahl des kiirzesten sie verbindenden
Pfades. Zwei Knoten haben somit genau dann Abstand 1, wenn sie durch eine Kante
verbunden sind.

Jeder Knoten des Graphen darf von einer Kugel mit Radius 1 besetzt werden, aller-
dings diirfen sich diese Kugeln nicht iiberlappen. Eine Untermenge S € V' von mit
Kugeln besetzten Knoten ist somit genau dann eine mogliche Konfiguration, wenn
S hochstens einen Endpunkt jeder Kante enthalt.

Das Problem des minimalen VC ist dann aquivalent zur Maximierung der Anzahl
platzierter Kugeln: Ist V' C V ein VC, so enthélt es von jeder Kante mindestens
einen Endpunkt. Das Komplement S” = V \ V’ ist somit mogliche Konfiguration
des Systems harter Kugeln. Ist ¥V’ minimales VC, dann enthélt S’ die maximale
Kugelanzahl. Denn gébe es eine Konfiguration S” mit |S”| > [S’|, dann wire V" =
V\ S” ein VC mit |V"| < |V’ im Widerspruch zur Mimimalitdt von V’. Analoges
gilt umgekehrt.

Mit Hilfe dieses Systems kann das VC-Problem in der Sprache der statistischen
Mechanik formuliert werden. Dazu werden fiir eine Untermenge V’ C V' die binédren
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Variablen

(4.15)

0 wenn i € V'
v = .
1 wenn i ¢ V'

definiert. v; entspricht gerade der Besetzungszahl des Knotens ¢ und ist deshalb 1 in
der zu V' komplementiren Menge, d. h. fir die mit Kugeln besetzten Knoten. Eine
Konfiguration ist genau dann zuléssig, wenn von keiner Kante beide Endpunkte mit
je einer Kugel besetzt sind (d.h. v; = 1), also genau dann, wenn

L=x(v,...on) =x(@) = [] (0 —vay) =] = Jyvavy) (4.16)
(i,5)€EE 1<j

gilt, wobei (J;;) die Adjazenzmatrix des Graphen G ist, d.h.

1 ,7) € B
gy = { wenn (i,7) € (4.17)

0 sonst.

Die groBkanonische Zustandssumme des Harte-Kugeln-Modells lasst sich somit schrei-
ben als

== Z exp (“Z yi> x(V), (4.18)

{v;=0,1}

wobei das chemische Potential p die Teilchenanzahl (und damit die Gréfie des kom-
plementaren VC) kontrolliert. Im Limes p — oo tragen nur die Zustdnde mit maxi-

maler Teilchenanzahl bei. Jeder dieser Zustande korrespondiert zu einem minimalen
VC.

Der groBkanonische Erwartungswert einer Observable f(7) fiir einen gegebenen Gra-
phen (also fest vorgegebene J;;) ist definiert als

(f@)u =" > exp (u Z 14-) x(@) f (V). (4.19)

{v;=0,1}

Uns wird insbesondere die mittlere Teilchendichte

I = d InZ
o

interessieren, ihr Komplement entspricht dem Anteil der Knoten in minimalen VC
des gegebenen Graphen.
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4.4.3 Replika-symmetrische Losung

Zur Berechnung der typischen Gréfie z.(c) minimaler VC von Graphen mit Kon-
nektivitdt ¢ muss (4.20) iber das Ensemble G(N,¢/N) gemittelt werden. Dieses
Unordnungsmittel bezeichnen wir wie in Abschnitt 4.4.1 mit - . z.(c) ergibt sich
dann als Komplement der Teilchendichte durch Grenzwertbildung

. . 7% ... 0 InE
w0 =1 i e =1 i N BN

(4.21)

Die Schwierigkeit bei der analytischen Losung dieser Gleichung besteht in der Be-
rechnung des Unordnungsmittels In Z. Einfacher wire die Berechnung von In =, dies
wiirde aber ein thermodynamisches System beschreiben, bei dem sowohl die Be-
setzungszahlen v; als auch die den Graphen beschreibenden Wechselwirkungen J;;
gleichberechtigte thermodynamische Variablen sind (annealed average). Allgemein
gilt wegen der Konkavitit des Logarithmus In= < InZ. Als Resultat ergibe sich
hier die in Gleichung (4.12) angegebene untere Schranke x,,(c).

Das korrekte Unordnungsmittel kann durch Verwendung des Replika-Tricks [1] mit
Hilfe der Identitat

li =— (4.22)

berechnet werden, bei der man die Potenz auf der rechten Seite der Gleichung zu-
nachst fiir ganzzahlige Werte auswertet und als Produkt von n identischen Systemen
(Replikas) auffasst. Anschlieend wird durch analytische Fortsetzung der Grenzwert
n — 0 gebildet.

Die Replikamethode fiihrt nicht zu streng mathematischen Resultaten, ist aber im
Bereich ungeordneter Systeme ein vielfach erfolgreich angewendetes Werkzeug, bei-
spielsweise bei der Losung der in Kapitel 3 betrachteten Ising-Spingléaser im unend-
lich-dimensionalen Fall (SK-Modell) durch den Parisi-Ansatz [16].

Die Besetzungszahl von Knoten i in Replika a € {1,...,n} bezeichnen wir mit v{.
Man fiihrt den Ordnungsparameter

ein, welcher beschreibt, wie grofl der Anteil der Knoten mit replizierter Besetzungs-
zahl £ € {0, 1} ist.

Um Gleichung (4.21) zu 16sen, nimmt man Replikasymmetrie an, d.h. der Ord-
nungsparameter c(g) bleibt bei einer Permutation der Replikas unverandert. Da die
Eintrage von E nur 0 oder 1 sind, kann c(g) deshalb nur von der Anzahl der ,0¢-
bzw. ,1“Eintrage von £ abhingen, d.h. c(g) =c (Zzzl f(a)). Damit verschwindet

die Vektorabhangigkeit und man kann den Limes n — 0 ausfiihren.
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Man erhélt [50]
2W () + (W(c))’

[e)=1-— , 4.24
e - (4.21)
wobei W (c) die Lambert-W-Funktion ist, gegeben durch

W(z) = ze”V® (4.25)

4.4.4 Giiltigkeit der RS-Losung und Zusammenhang zur
Grundzustandsstruktur

Die analytische Losung (4.24) fiir z.(c) ist als durchgezogene Linie in Abb. 4.9 dar-
gestellt. Die numerischen Werte stimmen fiir ¢ < e & 2.718. .. tiberein. Dies ist der
Bereich, in dem der in Abschnitt 4.3.2 beschriebene Leaf-Removal-Algorithmus ein
minimales Vertex-Cover in linearer Zeit findet. Wie in diesem Abschnitt beschrieben,
lasst sich durch Analyse dieses Algorithmus mittels Ratengleichung rigoros zeigen,
dass die analytische Losung (4.24) fiir ¢ < e korrekt ist [40, 49]. Der Beweis lésst
sich nicht auf ¢ > e iibertragen, da dort der Leaf-Removal Algorithmus kein minima-
les VC fiir fast den gesamten Graphen findet, sondern ein Kern aus O(N)-Knoten
zuriickbleibt.

Fir diese Konnektivitaten ¢ > e stimmen auch die numerisch gefundenen Werte in
Abb. 4.9 nicht mit der Replika-symmetrischen (RS) Lésung tiberein. Fiir sehr grofie
Werte von ¢ verletzt die Replika-symmetrische (RS) Lésung sogar die bewiesenen
unteren Schranken (4.12) und (4.13) von Gazmuri bzw. Frieze.

Dies deutet darauf hin, dass die RS-Losung fiir Werte ¢ > e nicht die korrekte ist,
die Annahme von Replika-Symmetrie also nicht tiberall zutrifft. Dieses Phanomen
findet man auch in vergleichbaren Systemen, beispielsweise beim Erfiillbarkeitspro-
blem fiir bindre Variablen, das in Abschnitt 5 betrachtet wird. Damit verbunden
ist in diesen Systemen eine Veranderung der Grundzustandsstruktur. Im Bereich
der Giiltigkeit der Replika-symmetrischen Losung, der RS-Phase, sind alle Grund-
zustande in einem Cluster organisiert. Dies bedeutet, dass man im Phasenraum
{0, 1} zwischen zwei beliebigen Grundzustinden einen Pfad finden kann, dessen
aufeinander folgende Elemente sich nur in O(1) vielen Bits unterscheiden. Fiir einen
kritischen Wert des Kontrollparameters o (dem hier die Konnektivitat ¢ entspricht),
tritt spontane Replika-Symmetriebrechung auf [55, 56]: Der Zustandsraum zerfallt in
eine exponentielle Anzahl von Clustern (siche Abb. 4.10). Zusténde innerhalb eines
Clusters konnen wieder durch Pfade verbunden werden, Zustande aus verschiedenen
Clustern unterscheiden sich dagegen in O(N) Bits.

Dartiber hinaus werden dort auch die Energiebarrieren zwischen den einzelnen Clus-
tern extensiv, d. h. das System ist nicht mehr ergodisch. Unterschiedliche Bereiche,
die wir auch als reine Zustande bezeichnen werden, konnen sich auch in ihren ma-
kroskopischen Eigenschaften unterscheiden. Die Replika-symmetrische Annahme der
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OO o

Replika-Symmetrie (RS) kontinuierliche Replika-
1-Schritt-Replika ~ Symmetriebrechung (co-RSB)

Symmetriebrechung (1-RSB)

Abbildung 4.10: Verschiedene mogliche Szenarios fiir die Clusterung der Grundzu-
standslandschaft.

Invarianz unter Permutation der Repliken ist verletzt, da diese zu verschiedenen rei-
nen Zustanden gehoren konnen.

Im Fall des VC-Problems kann man einen einfachen Ansatz fiir dieses Fin-Schritt-
Brechung (1-RSB) genannte Verhalten l6sen [50, 57]. Fiir ¢ < e ergibt dieser Ansatz
wieder die RS-Losung, was die Annahme von Replika-Symmetrie fiir diesen Bereich
bestétigt. Bei grofleren Werten von ¢ gibt sie nur obere und untere Schranken fiir x..
Die obere Schranke entspricht der in Gleichung (4.14) angegebenen Schranke von
Gazmuri, die untere Schranke ist etwas oberhalb der RS-Losung, liegt aber noch
immer deutlich unter den numerischen Werten.

Beim Erfiillbarkeitsproblem findet man eine weitere Replika-symmetriegebrochene
Phase: Zusétzlich zu den Zustanden sind auch die Cluster selbst wieder in Familien
organisiert, diese wiederum in Familien etc., mit einer charakteristischen Verteilung
der Abstande zwischen Clustern auf verschiedenen Ebenen der hierarchischen Struk-
tur. Diese kontinuierliche Replika-Symmetriebrechung wurde zuerst bei der Losung
des Mean-Field-Spinglasmodells gefunden [16]. Ein &hnliches Szenario wire auch
hier fiir das VC-Problem fiir ¢ > e denkbar. Analytisch ist es bisher nicht gelungen,
einen entsprechenden Ansatz zu iibertragen.

In den folgenden Abschnitten soll deshalb numerisch die Grundzustandslandschaft
des Vertex-Cover-Problems eingehend betrachtet werden und dabei insbesondere
untersucht werden, ob man Merkmale der verschiedenen in diesem Abschnitt vorge-
stellten Szenarios finden kann.
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4.5 Numerische Analyse der Grundzustandsstruktur

4.5.1 Clusterung mittels Hamming-Abstand

Die einfachste Definition eines Clusters beruht auf dem Hammingabstand zwischen
zwei Zustanden, der durch die Anzahl der sie unterscheidenden Knoten gegeben
ist:

haea (7@, TP = dpp = 3 [l — 27|, (4.26)

Grundzustande haben die gleiche Anzahl bedeckter und unbedeckter Knoten, damit
ist der minimale Hammingabstand zwischen zwei verschiedenen Grundzustanden 2.
Wir nennen deshalb zwei Grundzustande benachbart, wenn sie diesen minimalen Ab-
stand haben. Zwei benachbarte Zustande sollen zum selben Cluster gehoren. Durch
Transitivitit gehoren so zwei Zustinde @ und #® zum selben Cluster, wenn es
eine Folge M = (&, ..., Z,) von Zustanden mit den beiden folgenden Eigenschaften
gibt:

—

o 7y =7 7, =z
° dham(fiufi+1) =2 Vi:0<i<n

Ahnliche Clusterdefinitionen wurden beispielsweise fiir zufilliges p-XOR-SAT [58]
oder endlich-dimensionale Spingléser verwendet [59].

Die Wahl der Konstanten 2 in der Definition ist zunéchst willkiirlich. Im thermo-
dynamischen Limes miissen sich gemafl Abschnitt 4.4.4 verschiedene Cluster in ex-
tensiv vielen (d.h. O(N)) Bits unterscheiden. Fiir die hier untersuchten Systeme
endlicher Grofle ist diese Definition aber zweckmafig. Qualitativ andern sich die
Ergebnisse nicht, wenn man Cluster durch einen etwas grofieren Abstand trennt, in-
dem beispielsweise noch Zustidnde mit Hammingabstand 4 als benachbart definiert
werden.

Der in Abbildung 4.11 dargestellte Graph aus vier Knoten hat drei Grundzustan-
de, die alle zum selben Cluster gehoren. Fiir den Graph in Abbildung 4.12, welcher
ebenfalls aus vier Knoten besteht, aber einen Kreis besitzt, gehoren die beiden Zu-
stande zu verschiedenen Clustern. Da die Anzahl dieser kleinen Komponenten auch
fir N — oo endlich bleibt (vgl. Abschnitt 4.2), ist ihr Beitrag zur Grundzustands-
landschaft trivial. Deshalb werden sie bei der Analyse der Clusterstruktur nicht be-
riicksichtigt, sondern nur die jeweils grofite Komponente des Graphen untersucht.

Das naive Verfahren besteht somit aus den folgenden drei Schritten:

1. Bestimmen der groiten Komponente des Graphen,
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O @ U @
O @ @ O
® &

Abbildung 4.11: Es ist dug = dg, = 2, also gehdren 7@ und ) sowie 7 und 77
zum selben Cluster. Wegen Transitivitat gehoren somit alle drei
Zustande zu einem einzigen Cluster.

Abbildung 4.12: Ein Loop aus vier Knoten hat zwei Grundzustdnde, die den
Hammingabstand 4 haben.

2. Berechnung aller Grundzustande dieses Untergraphen,
3. Clusterung der Grundzustande.

Der im 3. Schritt zur Unterteilung der Menge S der Grundzustiande in Cluster
verwendete Algorithmus 4.3 ist quadratisch in der Anzahl der Grundzustinde, Es
konnen damit Systeme mit bis ca. 10000 Grundzustianden behandelt werden. Ent-
scheidend ist aber, dass tatsachlich alle Grundzustédnde des Graphen bestimmt wer-
den miissen, dadurch ist die behandelbare Systemgrofie auf NV ~ 70 beschrankt. Fiir
jeden betrachteten Wert von N wurden 10% Systeme untersucht. Die mittlere An-
zahl (Median) der Cluster als Funktion der Konnektivitét ¢ sind als Kreissymbole
fir N € {25,35,50,71} in Abbildung 4.16 auf Seite 59 dargestellt. Fiir ¢ = 1 gibt
es in fast allen Systemen genau einen Cluster. Dies stimmt mit der im folgenden
Abschnitt 4.5.2 bewiesenen Aussage tiberein, dass fiir baumartige Graphen (welche
typisch fiir ¢ < 1 sind) immer genau ein Cluster existiert.

Fiir sehr grofle Werte wie ¢ = 6 ist bereits in diesem Bereich kleiner Systeme der
Anstieg der Clusteranzahl erkennbar. Hauptsachlich wird die Methode aber dazu
dienen, die Giiltigkeit ihrer im Abschnitt 4.5.3 beschriebenen Erweiterung zu recht-
fertigen, bei der fiir groflere Systeme statt aller Grundzustiande nur eine Auswahl
berticksichtigt wird.

4.5.2 Clusterstruktur baumartiger Graphen
In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass die Grundzustinde von baumartigen

Graphen immer in genau einem Cluster liegen, d.h. man kann zwischen zwei belie-
bigen Grundzustianden immer eine Folge M benachbarter Grundzusténde finden.
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begin
S:= Menge der Grundzustande
1=0 /* Anzahl der bisher gefundenen Cluster */
while S # () do
begin
1=1+1
entferne ein beliebiges Element #® aus S
C; = (7))
setze Zeiger %) auf das erste Element in C;
while 7% £ NULL do
begin
for all Elemente 20V € S
if dpam (209, 2)) = 2 then
begin
entferne 7 aus S
setze ) an das Ende von C|
end
setze Zeiger %) auf das néchste Element in C;
oder auf NULL, wenn kein weiteres existiert
end
end
end

Algorithmus 4.3: Algorithmus zur Bestimmung der Cluster von Zustdnden mit mi-
nimalem Hammingabstand: Wenn zu einem schon in einen Cluster
eingeordneten Zustand Z?) ein noch nicht eingeordneter Zustand
£ Hammingabstand 2 hat, so wird £ ebenfalls diesem Cluster
zugeordnet, andernfalls wird ein neuer Cluster begonnen.
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Der Beweis erfolgt durch Induktion nach der Anzahl N der Knoten des Baumes.
Fiir N = 2 gibt es genau zwei Grundzustinde, diese haben Hammingabstand 2.

Angenommen, die Behauptung sei fiir alle Baume mit maximal N Knoten gezeigt.
Wir betrachten nun einen Baum G der Groflie N + 1.

Dieser Graph hat als Baum mindestens einen Knoten (Blatt) vy mit genau einem
Nachbarknoten v. Mittels Leaf-Removal kénnen wir einen Grundzustand #®) kon-
struieren, in dem v bedeckt ist. Den Grad von v bezeichnen wir mit k.

Wir zeigen getrennt, dass () im selben Cluster wie alle Grundzustinde {77} mit

v bedeckt und v unbedeckt ist.

Sei also zunéchst 7)) ein beliebiger weiterer Grundzustand mit v bedeckt. Falls kein

solcher Zustand existiert, ist in diesem Fall nichts zu zeigen. Durch Entfernung des
Knotens v zerfallt der baumartige Graph in k& Untergraphen G; = {vp}, Ga, . . ., Gy.
Sowohl #® als auch #) induzieren auch auf jedem dieser Untergraphen ein mini-
males VC, da sie andernfalls entgegen der Voraussetzung auch keine Grundzustande
von G wiren. Sémtliche Untergraphen haben aber hochstens N Knoten (genau-
er gesagt sogar nur N — 1), demnach kann nach Induktionsvoraussetzung fiir je-
den Untergraphen unabhéangig eine Folge M} gefunden werden, die die induzierten
Grundzustinde miteinander verbindet. Damit lassen sich auch #® und #®) durch
eine Folge benachbarter Grundzustande von G verbinden und gehéren mithin zum
selben Cluster.

Sei nun #%) ein beliebiger Grundzustand mit v unbedeckt. Falls kein solcher Zustand

existiert, ist nichts weiter zu zeigen. Wie oben konstruieren wir Untergraphen Gy
durch Entfernung von v (siehe Abb. 4.13).

Gl = {Uo}

7) 7))

Abbildung 4.13: Links: Beliebiger Grundzustand Z(® mit v bedeckt. Die Anzahl
der bedeckten Knoten X; im Untergraphen G; ist fiir alle derar-
tigen Grundzustédnde identisch. Rechts: Beliebiger Grundzustand
#®" mit v unbedeckt. Fiir alle Untergraphen G; # G, stimmt die
Anzahl der bedeckten Knoten X/ mit X; iiberein.

Sei X; die GroBe der von £ im Untergraphen G; erzeugten Uberdeckung, ebenso X !
die GroBe der von ) erzeugten Uberdeckung. Da sowohl £ als auch 2 beides
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Grundzustinde von G sind und bei Z® ein bedeckter Knoten entfernt wurde, gilt
1+ 30 X, =% | X! Dies ist dquivalent zu

k

1=) (X - X)) (4.27)

i=1

Alle Summanden auf der rechten Seite sind nicht negativ, mithin gibt es genau einen
Untergraphen Gj mit X — X; = 1. Da der Untergraph Gi; = {vg} diese Eigenschaft
erfiillt, muss G; = G sein.

Fiir alle anderen Untergraphen sind die durch 9 bzw. ) erzeugten Uberdeckun-
gen gleich groB. Da sie fiir %, wie im anderen Fall gezeigt, Grundzustinde der
Untergraphen G sein miissen, sind sie das somit auch fir Z®). Wieder kann man
durch Induktion eine die beiden Grundzustande verbindende Folge M separat fiir je-
den Untergraphen G; (mit ¢ # j) und fiir den Untergraphen {v} U{v} konstruieren,
somit gehoren auch in diesem Fall beide Grundzustiande zum selben Cluster.

Da wir fiir jeden Zustand #®) eine Folge benachbarter Grundzustinde konstruiert
haben, die ihn mit #® verbindet, kénnen wir auch fiir zwei beliebige Grundzu-
stande eine solche Folge konstruieren. Mithin liegen fiir baumartige Graphen alle
Grundzustéande in einem einzigen Cluster.

4.5.3 Ballistische Suche

In diesem Abschnitt soll beschrieben werden, wie ausgehend nur von einer repra-
sentativen Auswahl von Grundzustanden die Clusterstruktur rekonstruiert werden
kann. Zwei Grundzustdnde 7(® und #® gehoren dabei wieder zum selben Clus-
ter, wenn eine Folge M im Phasenraum benachbarter Grundzustande existiert, die
diese beiden Grundzustiande verbindet. Wenn zwar eine solche Folge in der Menge
aller Grundzustidnde existiert, wird ihre Existenz im Allgemeinen nicht mehr ge-
wahrleistet sein, wenn nur noch eine Auswahl der Grundzustinde zur Verfligung
steht. Mit der hier beschriebenen ballistischen Suche [60] wird es moglich sein, die
dazwischen liegenden Grundzustande zu konstruieren. Das Verfahren wurde bereits
bei der Grundzustandsanalyse endlich-dimensionaler Spingléser verwendet [59]. Der
Algorithmus startet in einem der beiden Zustinde, z.B. in Z(®), und findet eine
Folge von Grundzustédnden, gefiithrt von einer lokalen Austauschdynamik, die die
Energie konstant lisst. Wenn auf diese Weise der andere Zustand 2?) erreicht wird,
so gehoren — genau wie im vorherigen Abschnitt 4.5.1 — beide Zustande zum selben
Cluster.

Die Dynamik selbst hingt von den beiden zu untersuchenden Zustinden z#® und
7P ab: Sei cov® die Untermenge der Knoten des Graphen G, die in Zustand ()
bedeckt sind, nicht aber in ). Analog definieren wir cov®. Da beides Grundzu-
stande sind, gilt [cov®)| = |cov'?|. Sei v € cov(® ein beliebiger im Zustand #(®)
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bedeckter Knoten. Mindestens einer der Nachbarn von v muss in #® unbedeckt
sein, da dies sonst kein minimales VC ware. Nennen wir diesen Nachbarn w. Umge-
kehrt ist v im Zustand Z® unbedeckt, d.h. alle seine Nachbarn miissen in diesem
Zustand bedeckt sein, sonst wire %) kein VC. Daraus folgt: w € cov®.

Wie soeben gezeigt, hat jeder Knoten in cov® einen Nachbarn in cov®, wihrend
keine zwei Knoten aus cov(® bzw. cov® untereinander benachbart sind. Der Unter-
graph G’ von G, der alle Knoten aus cov(® und cov® und die sie in G verbindenden
Kanten enthalt, ist somit ein bipartiter Graph, d.h., seine Knoten konnen in der
beschriebenen Weise auf zwei Mengen so aufgeteilt werden, dass alle Kanten nur
Knoten aus verschiedenen Mengen verbinden. Jede dieser beiden Mengen cov(® und
cov?) ist ein minimales VC von G.

Zug 1
O-—@

E[’E‘ $ Zug 2

7@ 28)

Abbildung 4.14: Ballistische Suche: Bildung des bipartiten Untergraphen (rechts)
aus den Knoten, in denen sich die Zustinde #(®) und Z®) (rechts)
unterscheiden. Alle in Zustand #® bedeckten Knoten werden mit
einem Markierungsstein versehen. Anschliefend wird die Eigen-
schaft ,bedeckt® jeweils entlang einer Kante so verschoben, dass
nach jedem Zug die bedeckten Knoten ein VC bilden.

Nach der Bestimmung dieses bipartiten Graphen G’ verlauft die ballistische Suche
wie folgt:

1. Wihle einen Knoten v € cov® C G’ mit genau einem Nachbarn w in G;
wenn kein solches v existiert: STOP.

2. G =G \{v, w}.
3. Gehe zu Schritt 1.

Die Anzahl der Knoten in G’ ist endlich und in jedem Durchlauf werden zwei Knoten
entfernt. Nach endlich vielen Schritten sind damit alle Knoten entfernt, spatestens
dann terminiert der Algorithmus. Sind am Ende alle Knoten entfernt, ist also G’ = (),
dann gehoren 7(® und #® zum selben Cluster.

Anschaulich kann man den Algorithmus verstehen, in dem man sich jeden Knoten
aus cov'® mit einem Markierungsstein bedeckt denkt. Alle Nachbarn (die Knoten
aus cov”) sind unbedeckt. Jeder Stein wird héchstens einmal entlang einer Kante
bewegt (siehe Abbildung 4.14). Ein Zug ist nur dann erlaubt, wenn der benachbarte
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Knoten der einzige unbedeckte Nachbar ist. Damit sind nach jedem Zug die von Stei-
nen bedeckten Knoten ein (minimales) VC von G’. Anschlieend werden Anfangs-
und Endpunkt und die sie verbindende Kante aus G’ entfernt.

Wurde jeder Stein genau einmal gezogen, dann sind (wegen der bipatiten Zerlegung
von G’ in cov'® und cov®) genau alle Knoten aus cov® bedeckt. Dies ist genau
dann der Fall, wenn G’ = () nach Beendigung des Algorithmus gilt. Fiithrt man
die Ziige ohne Entfernen der Knoten auf dem Ausgangsgraphen G selbst durch, so
erhélt man eine Folge M von Zustdnden mit Hammingabstand 2, die 2(®) und #(%
verbindet. Beide gehoren in diesem Fall also zum selben Cluster. Wenn nicht jeder
Stein genau einmal bewegt werden kann, dann bricht der Algorithmus mit G # ()
ab und die beiden Zustande werden verschiedenen Clustern zugeordnet.

Abhéangig von der Systemgréfie wurden fiir ca. 100 bis 500 Realisierungen mittels
Parallel Tempering (vgl. Abschnitt 2.2.2) wihrend einer Zeit von 10 MC-Schritten
jeweils 500 Zustande bei p = 9 bestimmt. Diese Anzahl reicht aus, um sicherzu-
stellen, dass zwei zum selben Cluster gehorige Zustdnde nicht falschlicherweise in
verschiedene Cluster eingeordnet werden, da fiir grolere Cluster zwei weiter entfernt
liegende Zustande auch dann demselben Cluster zugeordnet werden, wenn sie sich
mit einem gemeinsamen dritten Zustand in einem Cluster befinden [60].

Fiir kleine Cluster kann es passieren, dass aus ihnen wihrend des Parallel Tempering
gar kein Zustand ausgewahlt wird und sie deshalb nicht erkannt werden konnen.
Dies wird in Abbildung 4.15 deutlich: Wahrend fiir ¢ = 2 kein Unterschied in der
Anzahl der Cluster zwischen der Auswahl von 32 und 500 Zustdnden messbar ist,
steigt fiir ¢ > e die Anzahl an, da Zustande aus bisher nicht gezéhlten Clustern
hinzukommen.

Die Ergebnisse der Clusterung mit ballistischer Suche sind in Abbildung 4.16 dar-
gestellt. Im Ubergangsbereich bei N ~ 50 stimmen die Ergebnisse mit denen aus
Abschnitt 4.5.1 iiberein. Fir kleine Konnektivitdaten ¢ = 1 wird, wie im RS-Bereich
erwartet, ziemlich genau ein Cluster gefunden, auch fiir ¢ = 2 bleibt die mittlere
Clusteranzahl konstant und nahe eins. Fiir grole Werte von ¢ steigt die Anzahl
der Cluster, dies ist vereinbar mit der Veranderung der Grundzustandslandschaft
bei ¢ = e. Fiir ¢ > e sind, wie oben beschrieben, die Werte nur untere Schranken,
so dass auch ein starkerer als der in der Abbildung erkennbare logarithmische An-
stieg denkbar ist. Allerdings werden selbst bei der groBten betrachteten Systemgrofie
N = 800 bei ¢ = 4 mit 500 Zustanden im Mittel weniger als drei Cluster gefunden,
so dass ein exponentieller Anstieg eher unwahrscheinlich ist.

4.5.4 Extensive Eigenwerte und Clusteranzahl

In diesem Abschnitt soll die Clusterstruktur mit einem ganz anderen Ansatz unter-
sucht werden. Sinova et al. [21, 22] beschreiben ein Verfahren zur Bestimmung der
Anzahl reiner Zusténde (vgl. Abschnitt 4.4.4) in Ising-Spinglésern. Dieses Verfahren
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Clusteranzahl

Abbildung 4.15:

mittlere Clusteranzahl

Abbildung 4.16:

4.5 Numerische Analyse der Grundzustandsstruktur
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Abhangigkeit der mittleren Anzahl gefundener Grundzustandclus-
ter von der Anzahl der ausgewahlten Zustande bei verschiedenen
Konnektivitdten (¢ = 2: Striche, ¢ = 3: Kreise, ¢ = 4: Kreuze).
Fir ¢ < e werden im Rahmen der Fehlerbalken mit wachsender
Zustandsanzahl keine neuen Cluster gefunden, wahrend fiir ¢ > e
deren Anzahl mit der Anzahl ausgewahlter Zustiande ansteigt.

T
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Mittlere Anzahl der Grundzustands-Cluster in Abhéngigkeit der
Systemgrofle fiir verschiedene Konnektivitaten. Fiir kleine Syste-
me (Kreis-Symbole) wurde jeweils wie in Abschnitt 4.5.1 beschrie-
ben die Menge aller Grundzusténde betrachtet. Bei grofieren Sys-
temen (Strich-Symbole) erfolgte die Clusterung durch ballistische
Suche mit 500 ausgewéhlten Zustédnden (Abschnitt 4.5.3), so dass
fiir ¢ > e die dargestellten Werte untere Schranken der tatsachli-
chen Clusteranzahl bilden.

29



4 Numerische Analyse der Grundzustandsstruktur des Vertex-Cover-Problems

wird hier auf das VC-Problem tibertragen. Die grundlegende Idee ist, die spektralen
Eigenschaften der Spin-Spin-Korrelationsmatrix (5;S;) = C;; zu betrachten, wobei
(-) wie in Abschnitt 4.4.2 das thermische Mittel bezeichnet. Diese Matrix C' hat
folgende Eigenschaften:

1. C ist semidefinit, denn fiir 7 beliebig ist »_; . vi(SiS;)v; = (32, Sqw;)?) > 0.
2. C hat extensive Spur N, denn Tr C' = Y~ .(S?) = N.
3. Aus 1. und 2. folgt: C' hat N positive Eigenwerte mit Summe N.

Im Unterschied zum VC-Problem treten in Ising-Spingliasern wegen der Up-down-
Symmetrie die reinen Zustande immer als Paare auf. Oberhalb der kritischen Tempe-
ratur 7, also in der paramagnetischen Phase, ist fiir Mean-Field-Spingléaser C;; = 0,5,
alle Eigenwerte sind somit 1. Unterhalb 7, ist die Situation anders: Wenn genau ein
Paar reiner Zusténde existiert, dann gilt C;; — £1 fir 7" — 0 und der Zustand
ist Eigenvektor zum Eigenwert N; alle Eigenwerte gehen gegen 0. Man kann also
am Spektrum der Spin-Spin-Korrelationsmatrix den Ubergang bei T, und die dabei
einsetzende langreichweitige Ordnung erkennen.

Die Autoren [21, 22] zeigen dariiber hinaus, dass die Anzahl der extensiven Eigen-
werte der Anzahl der reinen Zustdnde (bzw. Zustandspaare) entspricht, wihrend
alle anderen Figenwerte mit einer Potenz N%, o < 1, gegen null gehen. Eventuel-
le Hierarchieebenen einer Clusterstruktur kann man allerdings nicht im Spektrum
erkennen, da nur etwas iiber die Anzahl reiner Zustande ausgesagt wird. Eben-
so gibt es keinen direkten Zusammenhang zur Clusteranzahl. Somit kann man die
Replika-symmetrische-Phase, in der ein einziger reiner Zustand und damit genau
ein extensiver Eigenwert existiert, von Replika-Symmetriebrechung unterscheiden
(vgl. Abschnitt 4.4.4), nicht aber die Art der RSB (z. B. 1-RSB oder kontinuierliche
RSB).

Hier wird die Methode fiir das VC-Problem angewendet, in dem wir wie im vor-
herigen Abschnitt mit Parallel Tempering niedrigenergetische Zustande erzeugen
und die Knoten-Knoten-Korrelationsmatrix C;; berechnen (wobei wir S; := 2y; — 1
setzen).

Der grofite Eigenwert ist immer extensiv, da das System fiir den betrachten Wert
des chemischen Potentials ;1 = 9 nicht paramagnetisch ist. In Abbildung 4.17 sind
der zweit- und drittgrofite Eigenwert dargestellt. Fiir ¢ = 1 und ¢ = 2 gehen beide
Eigenwerte wie N gegen null, wie man das fiir die RS-Phase erwartet.

Fiir grofle Konnektivitaten findet man ein ganz anderes Verhalten. Der zweitgrofite
Eigenwert erreicht ein Plateau, fiir ¢ = 12 bei N = 200. Je ndher die Konnektivitat
an ¢ = e ist, desto spater wird dieses Plateau erreicht. Insbesondere fiir ¢ = 3 ist
der Trend mit den erreichbaren Systemgrdéfien nicht eindeutig erkennbar. Fiir den
drittgrofiten Eigenwert sieht man ebenfalls einen deutlichen Unterschied zwischen
kleinen ¢, bei denen dieser Eigenwert mit steigender Systemgrofie verschwindet, und
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Abbildung 4.17: Skalierung des zweitgrofiten Eigenwertes Ay (oben) und des dritt-
groBten Eigenwertes A3 (unten) von Cj;. Linien dienen nur der Ori-
entierung.
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groflen Konnektivitaten. Allerdings ist hier das Plateau schwéacher ausgepriagt und
man kann mit den gegebenen Daten nicht ausschlielen, ob dieser Eigenwert nicht
auch fir groflere Konnektivitaten gegen null geht.

Insgesamt ldsst sich aber sagen, dass oberhalb eines ¢ ReplikaSymmetriebrechung
auftritt (wobei der Wert von ¢’ zwischen 2 und 4 liegt), da mehr als ein Eigenwert
extensiv ist. Wie bereits erlautert, kann man die Art der RSB nicht am Spektrum
ablesen, da nur die Anzahl der Zustande, nicht aber die Anzahl der Hierarchieebenen
bestimmt wird. Dies soll mit der Methode des nachsten Abschnittes erfolgen.

4.5.5 Hierarchische Clusterung

Kontinuierliche Replika-Symmetriebrechung (0o-RSB) findet man im Mean-Field-
Modell fiir Spingléser, dem SK-Modell [15] (siche Kapitel 3). Eine wichtige Eigen-
schaft der Parisi-Lésung fiir dieses System [16] ist eine hierarchisch organisierte
Grundzustandsstruktur (vgl. Abschnitt 4.4.4), welche fiir die Absténde (bzw. Uber-
lapps) von je drei Grundzustéanden Ultrametrizitdt impliziert [61]: Es gilt fur die
Hammingabsténde dreier Zusténde, von denen o. B.d. A. dg, der kiirzeste sei:

dag > da,y > dg,y - daﬁ = da,y > dg,y (428)

Diese Eigenschaft ist starker als die Dreiecksungleichung dg,+d,, > dos und besagt,

dass im metrischen Raum ({Z}, dyam (2@, %)) jeweils drei beliebige Zusténde ein
gleichschenkliges Dreieck mit der Basis als hochstens gleich langer Seite bilden.

Mit der hier vorgestellten Methode soll untersucht werden, ob auch bei VC eine
derartige ultrametrische Struktur als Indiz fiir Replika-Symmetriebrechung gefunden
werden kann. In diesem Abschnitt bezeichnen wir als Hammingabstand immer den
normierten Hammingabstand, d. h.

Ao (7@, 7)) = =" 2 — 2. (4.29)

i=1

Wir werden nun diesen Begriff des Hammingabstands zwischen zwei Zustanden auf
einen Abstand dproxim(Cas Cs) zwischen zwel aus mehreren Zusténden bestehenden
Clustern erweitern und diesen Abstand Proximity Matriz nennen. Da er flir zwei
aus nur je einem Zustand bestehenden Cluster mit dem Hammingabstand tiberein-
stimmen soll, werden wir auch hier doxim(Ca, C3) = dop abkiirzen.

Eine hierarchische Struktur wird geméaf3 folgendem Algorithmus konstruiert:

1. Initialisiere die Menge der Cluster {C,} mit C, = {#¥}, d.h. mit genau
einem Zustand je Cluster.

2. dproxim(Ca, Cg) = dham(f(a), f(ﬁ)) = daﬁ-
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3. Wahle Cluster C,, Cg mit minimalem Abstand d,g.
4. Ersetze C, und Cg durch C, = C, UCp in der Menge der Cluster.

5. dproxim<c'ya C&) = f(da6> dﬁ(% daﬁ? e ) Vo 7é V-

6. Gehe zu Schritt 3., wenn noch mehr als ein Cluster vorhanden ist.

Der Algorithmus fasst also in jedem Schleifendurchlauf die zwei ahnlichsten Clus-
ter zu einem grofleren zusammen und aktualisiert anschlieBend die Abstande zu
diesem neuen Cluster. Die entstehende hierarchische Struktur wird in einem Den-
dogramm dargestellt (siche Abbildung 4.18). Dies ist ein Baum mit den nur aus je
einem Grundzustand bestehenden Clustern als Blattern. Jeder Knoten entspricht
einem Cluster C,, die Hohe des Knotens im Dendogramm ist gleich dem Abstand
dproxim(Ca, Cg) der beiden Cluster C, und Cg, die zu C,, vereinigt wurden.

Ca Cs C, C5 C.

] I

C, C

Co

dproxim

Abbildung 4.18: Schematische Darstellung eines hierarchischen Clusterungsverfah-
rens (links) und des dabei entstehenden Dendogramms (rechts).

In Schritt 5 des Algorithmus wird die Proximity Matrix um die Absténde zwischen
den bereits vorhandenen und dem neu hinzugekommenen Cluster erweitert. Fiir
die genaue Form der Funktion f gibt es verschiedene gebrauchliche Moglichkeiten
(Ubersicht dazu siehe [62]). Die meisten geniigen der allgemeinen Form

dy& = /Cldga + k?gd(sg + /{33daﬂ + k4|d5a — d5g|, (4.30)

in der C, der aus der Vereinigung von C, und Cgz entstandende Cluster und Cj ein
beliebiger weiterer Cluster ist [63]. Die Koeffizienten k; ergeben sich im Allgemeinen
aus gewissen Parametern der Cluster. Mit k; = ky = 1/2,k3 = 0,ky = —1/2 bei-
spielsweise wird der Abstand zweier Cluster als Minimum aller Abstédnde zwischen
jeweils einem (Ausgangs-)Zustand aus jedem dieser beiden Cluster definiert, mit
ki =ke=1/2,ks =0,ky = +1/2 dagegen als Maximum aller dieser Abstéande.
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Abhéngig von der Form von f konnen sich somit unterschiedliche Clusterungen
ergeben. Idealerweise sollte das Ergebnis des Algorithmus aber die in den Daten
implizit bereits vorhandene Clusterstruktur wiederspiegeln und nicht eine durch die
Wahl der Funktion kiinstlich erzeugte.

Wir werden hier das Verfahren von Ward verwenden [64], welches empirisch gute
Clusterungsergebnisse liefert [62]. Im Rahmen der statistischen Mechanik wurde es
fiir die Untersuchung der Grundzustandslandschaft von Spinglésern verwendet [23—
26], um dort ebenfalls eine ultrametrische Struktur im Zusammenhang mit RSB
festzustellen.

Die Clusterung mit dem Verfahren von Ward hat folgende Eigenschaft: Jeder Cluster
Cs hat ein Zentrum

1
A0 =— 3" 7 4.31
m w2 Y, ( )
) eCs

wobei ng die Anzahl der Ausgangszustande in Cluster Cs ist und die Summe tiber
diese Zustinde lauft. Die Summe der quadratischen Abstidnde vom Zentrum der
Zustande eines Clusters wird definiert durch

N
2
W= 33 (- (4.32)

Zla)ecs 1=1

In jedem Schritt des Algorithmus ist die Anderung der quadratischen Abstande
innerhalb des Clusters, summiert iiber alle Cluster, minimal. Das Verfahren wird
deshalb auch ,minimum variance method* genannt.

Die Koeffizienten in der kombinatorischen Formel (4.30) héngen fiir das Verfahren
von Ward von den Groflen n,,, ng und n;s der entsprechenden Cluster C,,Cgs, Cs ab:

ky = wtnatm (4:34)
. Na+n . Ty

k3 - _na—&-nﬁfng - _na—i-nﬁ-i-n(g (435)

iy — 0. (4.36)

Damit ergibt sich der Abstand d.5 zwischen dem neu erzeugten Cluster C, und einem
weiteren Cluster Cs zu

(Ne + n5)das + (ng +n5)dss — (No +ng)das
N + ng + ns '

dproxim(cfyy C(S) == d’y5 == (437)
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Fiir das Vertex-Cover-Problem wurde die Clusterstruktur der mit Parallel Tempe-
ring erzeugten Zustande aus Abschnitt 4.5.4 untersucht. Typische Ergebnisse sind
in Abb. 4.19 dargestellt. Die Abstandsmatrix dyam, (7, %%)) wird jeweils als Qua-
drat veranschaulicht. Dunkle Farben entsprechen kleinen Hammingabstianden, d. h.
dhnlichen Zusténden. Die Bilder (a) und (e) zeigen zwei Beispiele unsortierter Ab-
standsmatrizen vor Anwendung des Clusterungsalgorithmus. In den Bildern (b) bis
(d) und (f) sind unterhalb der sortierten Abstandsmatrizen die jeweiligen Dendo-
gramme angegeben. Sie geben Aufschluss dariiber, ab welcher Ebene zwei Zustan-
de zum selben Cluster gehoren. Durch das Ward-Verfahren wurden die Zustande
entsprechend dieser Dendogramme umsortiert, d. h. alle Zustande sind jetzt so an-
geordnet, dass zum gleichen Cluster gehorende Zustande benachbart sind, da sich
keine Aste in der Darstellung des Dendogramms kreuzen.

Fiir kleine Konnektivitat ¢ = 1 wird durch das Verfahren von Ward keine Cluster-
struktur sichtbar (Abb. 4.19 (a)—(c)). Die Abstdnde zwischen den Zustidnden sind
annahernd gleich, sie liegen also alle in einem einzigen Cluster. Lediglich entlang der
Diagonalen ist eine schwache Struktur erkennbar, die von den direkt benachbarten
Zustanden herriihrt. Vergleicht man die Falle p = 2 und g = 9 miteinander, so
zeigt sich, dass mit zunehmendem chemischem Potential die Abstande wie erwartet
kleiner werden, da Grundzustinde ein hoheres Gewicht erhalten und damit wahrend
des PT-Algorithmus haufiger erreicht werden.

Fir ¢ = 3 ist bei u = 2 ebenfalls noch keine Clusterstruktur sichtbar (Abb. 4.19
(d)). Bei hohem chemischem Potential ;1 = 9 sieht man dagegen im Vergleich von
Abb. 4.19 (e) und (f) deutlich, dass eine Clusterstruktur vorhanden ist. Untermen-
gen von Zustanden haben untereinander einen geringeren Abstand als zu Zustdnden
auflerhalb. Bei genauerem Hinsehen erkennt man auch eine zweite und dritte Ebe-
ne der Clusterung, wie man sie bei kontinuierlicher RSB erwartet. Die Hierarchie
erkennt man erginzend im jeweiligen Dendogramm am Wert von dproxim(Cas Cs),
welcher als Hohe des Knotens im Dendogramm dargestellt wird (vgl. Abb. 4.18):
Bei der Vereinigung von Clustern innerhalb einer Hierarchieebene ist die Zunah-
me des Abstands deutlich geringer als bei der Vereinigung zu einem Cluster einer
hoheren Hierarchieebene.

In den Dendogrammen erkennt man auch, dass das Verfahren von Ward immer eine
,Clusterung“ findet, auch wenn in den zu Grunde liegenden Daten gar keine Clus-
terung vorhanden ist. Erst bei Betrachtung der Abstandsmatrizen erkennt man, ob
die durch die Clusterung erfolgte Umsortierung tatséachlich zu einer Clusterstruktur
korrespondiert.

Die Entfernung zweier Grundzustande auf dem Dendogramm bezeichen wir als ihren
kophenetischen Abstand deopn (cophenetic distance). Er wird folgendermafen defi-
niert: Seien 7@ € Cv,f(ﬁ) € Cs und C. = C, UCs mit C, # C. # Cs, d. h. C. ist der
Cluster, in dem die beiden Zustande Z, und '3 das erste Mal gemeinsam enthalten
sind. Dann ist

Aeopn (T, 7)) = dproxim (Cy, Cs) (4.38)
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4.5 Numerische Analyse der Grundzustandsstruktur

(e) ¢ =3, p =29, unsortiert

f)e=3, =9

Abbildung 4.19: Typische Resultate der Anwendung des hierarchischen Clusterungs-
verfahrens auf 100 Zusténde von Beispielgraphen mit N = 400 Kno-
ten. Die Quadrate zeigen dp., (7%, 7%). Dunkle Farben entsprechen
kleinen Hammingabstanden, also sehr ahnlichen Zustanden. Darun-
ter dargestellt das durch den Algorithmus erzeugte Dendogramm.
(a) zeigt die Abstandsmatrix vor Umordnung der Zustédnde (vgl.
Text) durch Anwendung des Verfahrens von Ward. Fiir (b und c)
kleine Konnektivitat ¢ = 1 ist nur ein Cluster erkennbar. Das Glei-
che (d) gilt bei Konnektivitdt ¢ = 3 (d.h. ¢ > e) bei geringem
chemischem Potential ;1 = 2. Bei ¢ = 3 und p =9 sind die mit PT
bestimmten Zustande fast ausschlielich Grundzustédnde. Vor der
Anwendung (e) des Algorithmus von Ward ist die Clusterstruktur
nicht erkennbar. Danach (f) erkennt man mehrere Ebenen einer
Clusterhierarchie.
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4 Numerische Analyse der Grundzustandsstruktur des Vertex-Cover-Problems

deopn entspricht also der Hohe von C. im Dendogramm. Per Definition ist fiir drei
Grundzustande mit diesem Abstand Ultrametrizitat erfiillt.

Durch Vergleich dieses Abstands mit dem Hammingabstand kann man eine quan-
titative Aussage iiber die Giiltigkeit der Clusterung gewinnen. Fiir die quantitative
Analyse definiert man den kophenetischen Korrelationskoeffizienten

K= dham : dcoph - dham : dCOph) (439)

wobei - wieder das Mittel iiber verschiedene Realisierungen bezeichnet.

1 T T T T T T
0.8 i
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I N =100 —
0.2 N = 200
N =400 %
. N =800 &
0 2 4 6 8 10 12

Abbildung 4.20: Der kophenetische Korrelationskoeffizient zwischen Hammingab-
stand und dem ultrametrischen Abstand auf dem Dendogramm.

Die Ergebnisse dieses Tests sind in Abbildung 4.20 dargestellt, wobei abhéngig von
der Systemgrofle jeweils tiber ca. 100 bis 500 mit Parallel Tempering bestimmte
Zustande gemittelt wurde. Fiir kleine Konnektivitaten ¢ < e ist wie erwartet die
Korrelation klein, denn da keine ultrametrische Struktur vorhanden ist, kann die
Clusterstruktur nur durch das Verfahren von Ward kiinstlich erzeugt worden sein.
Mit steigender Konnektivitat wachst auch K. Insbesondere kreuzen sich die Kurven
fiir verschiedene Systemgrofien bei ¢ &~ e: Unterhalb e sinkt K mit wachsendem N
fiir jedes feste ¢, oberhalb steigt K mit wachsendem N. Dies deutet darauf hin,
dass fiir groBere ¢ als ¢ & e eine ultrametrische Struktur vorhanden ist. Allerdings
sattigt sich der kophenetische Korrelationskoeffizient bei I ~ 0.8, die durch das
Ward-Verfahren erzeugte Clusterung gibt also moglicherweise nicht vollstandig die
Struktur minimaler VC wieder.
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5 Laufzeit-Analyse einer einfachen
Walk-SAT-Variante

Gegeben sei eine Menge boolescher Variablen und eine Menge von Bedingungen, die
jeweils K dieser Variablen logisch verkniipft. Gibt es eine Belegung der Variablen,
die alle Bedingungen gleichzeitig erfiillt?

Dieses aus der Theoretischen Informatik stammende Entscheidungsproblem wird
als K-Erfillbarkeitsproblem (satisfiability problem, kurz: SAT) bezeichnet. Werden
die Bedingungen zufillig erzeugt, so spricht man vom Ensemble zufalliger K-SAT-
Formeln. Dieses Ensemble besitzt — wie das im vorherigen Teil 4 betrachtete Vertex-
Cover-Problem — Ahnlichkeiten zu verdiinnten Spinglas-Modellen und ist deshalb
auch aus Sicht der Statistischen Physik sehr interessant. Auch hier findet man einen
Phaseniibergang von einer losbaren zu einer nicht 16sbaren Phase sowie einen dy-
namischen Phaseniibergang, der durch spontane Clusterung der Grundzustande ge-
kennzeichnet ist [65-67].

In diesem Teil der Arbeit werden wir das typische Laufzeitverhalten von Losungs-
algorithmen fiir das K-SAT-Problem untersuchen. Die NP-Vollstandigkeit des Er-
fiillbarkeitsproblems impliziert, dass bisher kein Algorithmus bekannt ist, dessen Re-
chenzeit im Worst-Case hochstens polynomial mit der Anzahl der Variablen steigt
(vgl. Abschnitt 2.1). Betrachtet man aber die typische Rechenzeit fiir Ensembles zu-
falliger K-SAT-Formeln, so stellt man fest, dass in bestimmten Bereichen des Ensem-
bles Losungen sehr effizient, d. h. in linearer Rechenzeit gefunden werden, wahrend in
anderen Bereichen die typische Rechenzeit exponentiell steigt. Ahnliches Verhalten
hatten wir bereits beim Vertex-Cover-Problem in Kapitel 4 beobachtet. Fiir voll-
standige Algorithmen, basierend auf Enumerationsverfahren wie in Abschnitt 2.2.1
beschrieben, konnte man diesen algorithmenabhéngigen Phaseniibergang teilweise
verstehen (fiir eine Ubersicht siehe [68]).

Hier soll nun ein unvollstandiges Verfahren aus der Klasse der stochastischen lokalen
Suchalgorithmen untersucht werden. Wie in Abschnitt 2.2.2 beschrieben, durchsu-
chen derartige Algorithmen nicht den gesamten Losungsraum, sondern folgen ei-
ner stochastisch getriebenen Dynamik. Wir wollen das Laufzeitverhalten des Walk-
SAT-Algorithmus verstehen, einem der bedeutendsten und effizientesten ,,.SAT-Sol-
ver“ [69]. Dabei wollen wir besonders die folgenden Fragen betrachten: Wie findet
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der Algorithmus zu einer Losung? Warum gibt es Bereiche linearer und exponenti-
eller Losungszeit? Wie kann man die Parameter des Algorithmus wéhlen, damit er
besonders effizient ist?

Nach einer Einfithrung des K-SAT-Problems (Abschnitt 5.1) und der Zusammen-
fassung bekannter Ergebnisse speziell zum Auftreten von Phaseniibergingen und
zur Struktur der Grundzustandslandschaft (Abschnitt 5.2) wird das Walk-SAT-
Verfahren selbst beschrieben (Abschnitt 5.3). Anschliefend zeigen wir im Abschnitt
5.4 numerische Ergebnisse der Anwendung des Algorithmus. Dabei werden wir zwei
Bereiche mit unterschiedlicher typischer Laufzeit unterscheiden, abhangig von der
Anzahl der Einschriankungen pro Variable: Wahrend in einem Bereich eine Losung
typischerweise in linearer Rechenzeit gefunden wird, equilibriert im anderen Bereich
der Algorithmus auf ein Plateau, von dem aus eine Losung durch eine grofle, expo-
nentiell seltene Fluktuation erreicht wird. Diese numerischen Beobachtungen werden
— getrennt fiir die beiden Bereiche — in den Abschnitten 5.5 und 5.6 analytisch be-
schrieben.

5.1 Das Erfiillbarkeitsproblem

5.1.1 Boolesche Variablen und boolesche Ausdriicke

Eine boolesche Variable x ist eine Variable, die nur die Werte wahr oder falsch
annehmen kann. Fiir diese Variablen definiert man den unéren Operator ,nicht“ (7)
sowie die bindren Operatoren .oder® (z V y), ,und®“ (x A y) und exklusiv-oder“
(,XOR“, z®y = (xVy)A(TV7Y)). Die Operatoren sind folgendermafien erklart:

z Y T ztVy xNy =Dy
wahr wahr falsch wahr wahr falsch
wahr falsch wahr falsch wahr
falsch wahr wahr wahr falsch wahr
falsch falsch falsch falsch falsch

5.1.2 Definition des K-SAT-Problems

Gegeben seien N boolesche Variablen xq, s, ..., zy. Als K-Klausel C,, bezeichnen
wir eine Verkniipfung von K Literalen C,,, durch logisches ,oder:

K
Co =\ Ca,, (5.1)
r=1

wobei jedes Literal entweder eine Variable z; oder ihre Negierung 7; ist. Die Anzahl
K der Literale einer Klausel ist deren Lédnge. So ist zum Beispiel (z1 V 2 V T3 V 24)
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eine Klausel der Lénge vier, (z; V 77) eine Klausel der Lénge zwei und (x7) eine
Klausel der Lange eins.

Eine Formel F(Z) ist eine beliebige Verkniipfung von Literalen durch jund“ oder
woder®, z. B.

F(Z) = (z1 Vag) AMxy V(T2 Ax3)) AT A (9 V (T1 A x3)) (5.2)

Die Formel F ist in konjunktiver Normalform (K-CNF), wenn sie als Verkniipfung
von M Klauseln C, der Lange K mit ,und“ dargestellt ist, d. h. in der Form

F=N\C.. (5.3)

Ein Beispiel fiir eine 2-CNF-Formel ist
(ZL‘l vV Ig) VAN (13_4 V ZL'Q) A (ZL‘l vV .%'_2) N (13_1 V ZL'Q). (54)

Das K-Erfiillbarkeitsproblem kénnen wir nun analog zur Definition des Vertex-
Cover-Problems in Abschnitt 4.1 zunéchst als Entscheidungsproblem formulieren:

(E2) Sei F(Z) eine K-CNF-Formel. Gibt es eine Belegung der Variablen zy, ..., z,,
fir die F(Z) = wahr gilt?

Eine solche Belegung nennen wir Losung der Formel. Eine Formel heifit erfillbar,
wenn sie mindestens eine Losung besitzt. Da die Klauseln einer Formel durch ,jund*
verkniipft sind, ist das genau dann der Fall, wenn jede Klausel fiir sich erfillt ist.
Wenn eine nicht negiert in einer Klausel auftretende Variable den Wert ,wahr“ hat,
dann sagen wir, dass die Variable in dieser Klausel korrekt gesetzt ist. Das gleiche
gilt fiir eine negiert auftretende Variable mit Wert ,falsch“. Eine Klausel ist nur
dann nicht erfiillt, wenn keine der K Variablen der Klausel korrekt gesetzt ist, d. h.
alle nicht negierten Variablen den Wert ,falsch“ und alle negierten den Wert ,wahr“
haben. Obige Beispielformel (5.4) ist erfiillbar, denn mit z; = wahr, xo = wahr ist
der gesamte Ausdruck wahr. Nimmt man aber noch die Klausel (Z7 V Z3) hinzu, so
lasst sich keine Belegung der Variablen mehr finden, mit der die Formel zu einer
wahren Aussage wird. Eine solche Formel nennen wir nicht erfillbar.

Das K-Erfillbarkeitsproblem lasst sich als verdiinntes Spinglas-Problem formulie-
ren [66]. Dazu definieren wir Wechselwirkungen

1 wenn C,, = x;
oy i -1 wenn C,, = T; (5.5)
0 sonst

und ersetzen die booleschen Variablen x; durch Spins S;

1 wenn x; = wahr
S; = (5.6)

-1 wenn x; = falsch.
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In der Hamiltonfunktion

E(Z Z (H ¥ 1Ja’“ SZ) (5.7)

beschreibt jeder Summand eine Plakette aus K wechselwirkenden Spins (entspre-
chend einer Klausel) und liefert genau dann einen Beitrag 1 zur Summe, wenn alle
Spins gleichzeitig entgegen der durch die Klausel vorgegebenen Ausrichtung zeigen.
Die Hamiltonfunktion zahlt somit die Anzahl der nicht erfiillten Klauseln bei der zu
S korrespondierenden Belegung der Variablen .

Mit Hilfe von (5.7) kénnen wir das Erfiillbarkeitsproblem als Optimierungsproblem
formulieren:

(03) Sei F (%) eine K-CNF-Formel.
Man bestimme die Grundzustandsenergie ming F(Z).

Ist minz E(Z) = 0, so sind die Grundzustinde Losungen der Formel und die Formel
ist erfiillbar.

5.1.3 Worst-Case-Komplexitat

K-SAT kann fiir K = 1 in linearer Zeit gelost werden: Jede Klausel legt unmittelbar
eine Variable fest. Gibt es mindestens eine Variable, die sowohl negiert als auch nicht
negiert vorkommt, so ist die Formel nicht erfiillbar. Denn egal, ob man diese Variable
mit wahr oder falsch belegt, es wird immer eine Klausel verletzt. 1-SAT gehort also
zur Klasse P.

Auch fiir 2-SAT existiert ein polynomialer Losungsalgorithmus [4]. Die Grundidee
ist, dass in einer Klausel (z; V z;) durch Festlegen des Wertes von z; die Klausel
entweder erfiillt ist (und deshalb nicht mehr beriicksichtigt werden muss) oder den
Wert von z; festlegt. Auf diese Weise erhalt man eine Kette von Implikationen.
Fiihrt fiir eine Variable z; sowohl die Annahme xz; = wahr als auch x; = falsch zu
einem Widerspruch, so ist die Formel nicht erfiillbar.

Das Worst-Case-Laufzeitverhalten dndert sich fiir K > 3: Alle bisher bekannten
Algorithmen benotigen eine Rechenzeit, die im Worst-Case exponentiell mit der
Anzahl der Variablen N steigt. K-SAT ist fiir K > 3 ebenso wie Vertex-Cover
NP-vollsténdig (vgl. Abschnitt 2.1) [70].

Da damit K-SAT fiir alle K > 3 aus Sicht der Komplexititstheorie aquivalente
Probleme sind, beschéftigt man sich oftmals hauptséachlich mit dem Fall K = 3.

Der naive Branch-and-Bound-Algorithmus (vgl. Abschnitt 2.2.1) ldsst sich auch
zum Ermitteln von Losungen des SAT-Problems verwenden. Durch eine geschick-

tere Wahl der Reihenfolge der Festlegung der Variablenwerte verbessert sich seine
Laufzeit fiir K = 3 von O(2") auf O(1.619") [71].
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Der in diesem Teil der Arbeit analysierte Walk-SAT-Algorithmus kann so modifiziert
werden, dass die Laufzeit im Worst-Case sogar nur wie O(1.324") steigt. Dies ist
die derzeit beste bekannte Schranke [72, 73]. Wir werden auf diesen Algorithmus im
Abschnitt 5.3 noch etwas genauer eingehen.

5.2 Das Ensemble zufilliger K-SAT-Formeln

5.2.1 SAT-UNSAT-Phaseniibergang

In diesem Abschnitt werden wir das Ensemble zufélliger K-SAT-Formeln betrachten.
Das Phasenverhalten und die Grundzustandsstruktur wurden fiir dieses Ensemble
bereits sehr ausfiihrlich mit Methoden der Statistischen Physik untersucht [67, 68].
Einige bekannte Ergebnisse werden in diesem Abschnitt naher beschrieben. Dabei
werden wir Parallelen zu den typischen Eigenschaften des Vertex-Cover-Problems
im Ensemble der Zufallsgraphen finden (vgl. Abschnitt 4.4.1).

Eine zufallige K-SAT-Formel mit N Variablen und M Klauseln wird erzeugt, indem
fiir jede Klausel zufallig K verschiedene Variablen gezogen werden und anschlielend
jede Variable mit Wahrscheinlichkeit 1/2 nicht negiert oder negiert zur Klausel hin-
zugefiigt wird.

Man definiert
o= — (5.8)

als das Verhaltnis der Anzahl M der Klauseln zur Anzahl N der Variablen. Dieser
Parameter wird eine ahnliche Rolle spielen wie die Konnektivitat ¢ und auch wie
der Anteil der bedeckten Knoten z im VC-Problem.

Die Struktur von Zufallsformeln ist dhnlich der Struktur von Zufallsgraphen aus
Abschnitt 4.2. Da die K Variablen in jeder der M Klauseln unabhéngig zufallig
ausgewahlt werden, ist die Anzahl der Klauseln d(z;), in denen eine Variable z;
(oder ihre Negation) auftritt, poissonverteilt mit Mittelwert K - M/N = Ka. Wir
bezeichnen die Variablen, die gemeinsam mit x; bzw. Z; in einer Klausel auftreten, als
die Nachbarn von z;. Eine Variable hat somit im Mittel K - (K —1)a Nachbarn. Diese
sind mit Wahrscheinlichkeit 1 voneinander verschieden, da Zufallsformeln genau wie
Zufallsgraphen lokal baumartig sind (vgl. Abschnitt 4.2).

In einer Zufallsformel mit kleinem « gibt es nur sehr wenige Bedingungen pro Va-
riable, fast jede Belegung der & wird die Formel erfiillen. Gibt es dagegen sehr viele
Klauseln, dann sind die & so stark eingeschrinkt, dass keine Losung mehr existiert
(im Extremfall konnten beispielsweise fiir K Variablen alle 2% moglichen Klauseln
auftreten). Fiir die Wahrscheinlichkeit p(«, K, N), dass eine zuféllige K-SAT-Formel
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5 Laufzeit-Analyse einer einfachen Walk-SAT-Variante

mit NV Variablen und aN Klauseln erfiillbar ist, gilt somit hinsichtlich der Abhéan-
gigkeit von a: p(0, K, N) = 1, lim,_ p(a, K, N) = 0 und p(c, K, N) ist monoton
fallend mit steigendem «.

Numerisch findet man fiir p(o, K, N) einen Ubergang von p(a, K,N) = 1 zu
p(a, K, N) = 0, der mit wachsender Variablenanzahl scharfer wird [74]. Man fin-
det einen kritischen Wert a.(K) so, dass fiir p(a, K) = limy_ p(a, K, N)

1 fiir o < a.(K) (SAT-Phase)

5.9
0 fir a> a.(K) (UNSAT-Phase) (5.9)

p(a,K)Z{

gilt. Man beachte die Ahnlichkeit mit (4.10).

Die Erfiillbarkeit einer Formel hangt also im thermodynamischen Limes N — oo fast
nicht mehr von der konkreten Wahl der Klauseln ab, sondern nur noch vom Wert
des Parameters «. Analytisch konnte fiir das K-SAT-Problem die Existenz eines
solchen SAT /UNSAT-Phaseniibergangs fiir grofie N gezeigt werden [75], allerdings
lasst der Beweis offen, ob der kritische Wert a, tatsichlich unabhéngig von N ist.

Aus algorithmischer Sicht ist der Phasentibergang interessant, weil — wie beim VC-
Problem — die Rechenzeit nahe «. ihr Maximum besitzt (vgl. Abb. 5.1 fiir einen
Branch-and-Bound-Algorithmus im Fall K = 3) [76].

Bei genauerer Betrachtung erkennt man drei Bereiche [68]:

e Unterhalb einer (algorithmenabhéngigen) Schranke a, ist die Formel 16sbar
und die Losungen sind leicht zu finden, da es nur sehr wenige Klauseln im Ver-
haltnis zur Anzahl der Variablen gibt. Ein Algorithmus, der jede vorkommende
Variable so belegt, dass eine beliebige Klausel, in der die Variable auftritt, er-
fiillt ist, wird fast nie auf einen Widerspruch stoflen. Schon der erste Abstieg im
Entscheidungsbaum (Abb. 2.1) fithrt fast sicher zu einer Losung, diese wird
deshalb in anndhernd linearer Zeit gefunden und die Kurven fiir (In(t/N))
liegen in diesem Bereich iibereinander.

e Fiir grofle Werte a > «, sind die Formeln nicht erfiillbar. Um dies festzu-
stellen, muss der gesamte Entscheidungsbaum durchsucht werden, die Suche
dauert deshalb exponentiell lange. Mit wachsendem « wird der Algorithmus
Widerspriiche néaher an der Wurzel finden. Das Durchlaufen des Suchbaums
kann also eher abgebrochen werden, so dass der Exponent der Rechenzeit ab-
nimmt.

e Im Bereich a,, < a < «, existieren Losungen, diese sind aber schwer zu finden.
Die Formeln sind kritisch eingeschrankt, so dass ein grofler Teil des Entschei-
dungsbaums durchsucht werden muss, ehe ein zu einer Losung gehorendes
Blatt erreicht wird. Die Rechenzeit steigt deshalb in diesem Bereich ebenfalls
exponentiell mit N.
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Abbildung 5.1: Ensemble zufélliger 3-SAT-Formeln: Anteil losbarer Probleme
p(a,3,N) (durchgezogene Linien) und mittlere Rechenzeit eines
Branch-and-Bound-Algorithmus (gestrichelte Linien) fiir verschie-

dene Systemgrofien N. Die Rechenzeit hat ein Maximum nahe des
SAT /UNSAT-Ubergangs bei a, =~ 4.267.

5.2.2 Grundzustandsstruktur von K-SAT

Da sich das K-SAT-Problem wie in Abschnitt 5.1.2 gesehen als Spinglas-Problem
formulieren ldsst, wurden zum Verstandnis des SAT/UNSAT-Phaseniibergangs die
dort bekannten Methoden [77], insbesondere zunéchst die Replika-Theorie (vgl. Ab-
schnitt 4.4.3), angewendet [66]. Dabei konnten Verdnderungen der Grundzustands-
landschaft der Hamiltonfunktion (5.7) gefunden werden (siehe Abbildung 5.2), wel-
che mitverantwortlich fiir das im vorherigen Abschnitt 5.2.1 beschriebene algorith-
mische Verhalten einfach—hart—einfach sein konnten.

Fir K > 3 gibt es in der SAT-Phase bei ay < a. einen dynamischen Phasen-
iibergang [78]. Fiir a < ay ist das System replikasymmetrisch, alle Grundzustinde
gehoren zu einem einzigen Cluster. Im Bereich oy < a < a, zerfallt der Grundzu-
standsraum in eine exponentielle Anzahl von Clustern mit Hammingabstand O(NV).
Innerhalb dieses Intervalls ist die zugehorige 1-RSB-Losung fiir oy < a < a, lokal
stabil. Im unteren Bereich ay < a < a4 sind die Cluster selbst wieder in Familien
organisiert [41], mit typischen Abstédnden zwischen Clustern innerhalb einer Fami-
lie einerseits bzw. zwischen Clustern aus zwei verschieden Familien andererseits.
Analytisch wird die 1-RSB-Losung instabil gegentiber 2-RSB. Die genaue Grund-
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Abbildung 5.2: Qualitatives Phasendiagramm des Ensembles zufalliger K-SAT-
Formeln (nach [67])

zustandsstruktur in diesem Bereich ist — dhnlich wie bei VC fiir ¢ > e — unklar,
denkbar sind insbesondere kontinuierliche RSB verbunden mit einer hierarchischen
Clusterstruktur der Grundzustande.

Aus algorithmischer Sicht ist bedeutsam, dass gleichzeitig mit dem Auftreten einer
exponentiellen Anzahl von Grundzustandsclustern im Intervall (ay, a.) auch eine ex-
ponentielle Anzahl metastabiler Cluster auftritt. Zustiande & innerhalb dieser Cluster
besitzen Energien F(7) = D > 0 und kein Zustand in der Néhe des Clusters (d. h.
mit O(1) Hammingabstand) hat eine Energie kleiner als D. Dabei unterscheidet sich
der Bereich (o, as) noch vom Bereich (ag, o) in den Energien D, bis zu denen man
solche metastabilen Cluster findet [41].

Diese lokalen Minima der Energielandschaft fithren moglicherweise dazu, dass lokale
Suchalgorithmen lange Zeit in diesen metastabilen Clustern verweilen und deshalb
die Rechenzeit oberhalb von oy bzw. o, stark ansteigt. oy oder oz konnten also fiir lo-
kale Algorithmen eine algorithmenunabhéngige obere Schranke fiir die im vorherigen
Abschnitt eingefithrte algorithmenabhéngige Schranke «,, des Beginns exponentiell
steigender Rechenzeiten darstellen.

Im Stabilitatsbereich der 1-RSB-Lésung kann man mit Hilfe des Cavity-Ansatzes [55,
56] eine selbstkonsistente Losung finden, aus der man (nicht-rigoros) Werte fiir ag,
as und a, gewinnt [79]. Fir 3-SAT ergeben sich ay = 3.925 + 0.004, a5 = 4.15
und a, = 4.267. Umgekehrt lassen sich damit nicht nur Aussagen iiber typische
Eigenschaften von zufalligen K-SAT-Formeln treffen, sondern auch fiir einzelne In-
stanzen Grundzustande bestimmen. Dieser Survey-Propagation genannte Algorith-
mus kann 3-SAT-Formeln bis zu N = 10" noch nahe des SAT/ UNSAT-Ubergangs
16sen [55, 80].

5.2.3 Das K-XOR-SAT-Problem

Verkniipft man die Literale innerhalb einer Klausel statt mit ,,oder“ durch ,exklusiv-
oder® (@), so erhélt man Instanzen des K-XOR-SAT-Problems.
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5.3 Walk-SAT — ein stochastischer lokaler Suchalgorithmus

Aus Sicht der Komplexitatstheorie ist dieses Problem einfach, es gehort zur Klasse
P: Die @-Verkniipfung entspricht einer Addition von 0/1-Variablen modulo 2. Jede
Klausel ist somit dquivalent zu einer linearen Gleichung (modulo 2) und die gesamte
Formel ist aquivalent zu einem System von M = a/N linearen Gleichungen. Dieses
lasst sich in O(N?) Schritten, also in polynomialer Zeit 16sen.

Es gibt damit zwar einen effizienten globalen Algorithmus, die lokale Struktur ist
aber dhnlich zu K-SAT. Dies zeigt sich auch im Phasendiagramm der Grundzu-
standslandschaft: Man findet einen dynamischen Phaseniibergang, bei dem die Men-
ge der Losungen spontan in eine exponentielle Anzahl von Clustern zerfallt, sowie
einen SAT/UNSAT-Ubergang [58, 81].

Auf Grund dieser gemeinsamen lokalen Eigenschaften sollten auch die hier zu unter-
suchenden lokalen Algorithmen &hnliches Verhalten fiir die beiden Modelle zeigen.
Da beim K-XOR-SAT-Problem die Anderung des Wertes einer Variablen immer
auch den Wert aller Klauseln andert, die diese Variable enthalten, ist das dynami-
sche Verhalten von Algorithmen einfacher zu behandeln. Wir werden deshalb die
analytischen Methoden zunachst auf K-XOR-SAT anwenden und anschlieSend auf
K-SAT iibertragen.

5.3 Walk-SAT - ein stochastischer lokaler
Suchalgorithmus

Vollstandige Suchalgorithmen wie der in 2.2.1 beschriebene Branch-and-Bound-Al-
gorithmus durchsuchen systematisch den gesamten Phasenraum nach einer Losung.
Stochastische lokale Suchalgorithmen dagegen starten in einem (zumindest teilweise)
zufallig gewahlten Zustand # und folgen einer Dynamik durch den Phasenraum.
Die Konsequenzen fiir nicht losbare Instanzen wurden bereits in Abschnitt 2.2.2
erlautert.

Fiir 16sbare Instanzen des Erfiillbarkeitsproblems sind stochastische lokale Suchal-
gorithmen aber sehr erfolgreiche Losungsverfahren, insbesondere das von Selman,
Kautz und Cohen entwickelte Walk-SAT [69].

Hier werden wir die Dynamik einer einfachen Variante dieses Verfahrens analysieren,
welche als Pseudocode in Algorithmus 5.1 angegeben ist.

Zu Beginn werden die N Variablen & zufallig belegt. In jedem Schritt wird zufallig
eine noch nicht erfiillte Klausel C,, ausgewahlt und aus dieser Klausel wiederum eine
Variable x* wie folgt:

e Mit Wahrscheinlichkeit ¢ die in den wenigsten erfiillten Klauseln auftretende
Variable aus C,, (gieriger Schritt),

e mit Wahrscheinlichkeit 1 — ¢ zuféllig (zufdlliger Schritt).
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algorithm walksat(C, q)
begin
Belege die Variablen 7 zufallig mit wahr oder falsch
while Formel ist nicht erfiillt
begin
Wiahle zufillig eine verletzte Klausel C, € C
Mit Wahrscheinlichkeit ¢
Wahle die Variable x* € C,,, die in den wenigsten bisher erfiillten
Klauseln auftritt
else
Wihle zufillig eine Variable x* € C,
Negiere z*, d. h. z* := z*
end
print ,Gefundene Losung: 7
end

Algorithmus 5.1: Der Walk-SAT-Algorithmus: C' ist die Menge aller Klauseln, ¢ die
Wahrscheinlichkeit eines gierigen Schrittes.

Anschliefend wird der Wert von z* negiert. Dadurch werden alle bisher unerfiillten
Klauseln, die z* enthalten, erfillt. Fiir K-XOR-SAT werden alle bisher erfiillten
Klauseln unerfiillt, fiir K-SAT nur genau die erfiillten Klauseln, in denen x* die
einzige korrekt gesetzte Variable war. Die Prozedur wird so lange wiederholt, bis
keine unerfiillte Klausel mehr existiert, also eine Losung gefunden wurde. Fiir nicht
erfiillbare Formeln terminiert der Algorithmus nie.

Bei geeigneter Wahl der Datenstrukturen lasst sich eine noch nicht erfiillte Klausel in
O(1) finden. Auch die Auswahl der Variablen im gierigen Schritt kann in Zeit O(1)
erfolgen: Die fiir jede Variable benotigten Groflen sind die Anzahlen der erfillten
und nicht erfiillten Klauseln, in denen sie nicht negiert bzw. negiert vorkommt. Beim
Negieren einer Variable x* &ndern sich diese Anzahlen fiir die Variable selbst und
flir die mit ihr verbundenen, d.h. zusammen mit z* in einer Klausel auftretenden
Variablen. Um diese Anzahlen nach Negieren von x* zu berechnen, muss man alle
Klauseln betrachten, in denen x* vorkommt. Dies sind im Mittel K «, man benotigt
also nur O(1) Zeit. Die Dauer eines Walk-SAT-Schrittes ist somit unabhéngig von
N.

Bei einer wichtigen Modifikation des Walk-SAT-Algorithmus wird die Iteration be-
reits abgebrochen, wenn nach einer bestimmten Anzahl ¢, von Schritten noch kei-
ne Losung gefunden wurde, um danach mit einer neuen zufélligen Belegung aller
N Variablen zu beginnen (Walk-SAT mit Restarts). Schoning konnte zeigen, dass
fiir einen Algorithmus mit ¢, = 3N die Rechenzeit im Worst-Case nur wie (4/3)%
steigt [72]. Durch kleine Modifikationen des Algorithmus bzw. genauere Abschét-
zungen lasst sich diese Schranke noch geringfiigig auf O(1.324") verbessern [73].
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Im Abschnitt 5.6 werden wir das Verhalten dieser Variante mit Restarts noch et-
was detaillierter untersuchen. In den Abschnitten davor wird ,Walk-SAT* immer
,Walk-SAT ohne Restarts“ bedeuten.

5.4 Numerische Resultate des Laufzeitverhaltens von
Walk-SAT

Wir beginnen zunachst mit einigen numerischen Ergebnissen zum Laufzeitverhal-
ten des Walk-SAT-Algorithmus. Da diese fiir 3-XOR-SAT und 3-SAT qualitativ
sehr dhnlich sind, beschrianken wir uns hier auf die Ergebnisse fiir zuféllige 3-SAT-
Formeln und gehen nur bei Unterschieden gesondert auf 3-XOR-SAT ein.

Die Laufzeit ¢ wird in Anzahl von Monte-Carlo-Sweeps (MC-Sweeps) gemessen. Ein
MC-Sweep entspricht N Schritten des Walk-SAT-Algorithmus (Auswahl und Negie-
rung einer Variablen z*). Wahrend eines MC-Sweeps wird jede Variable im Mittel
einmal ausgewahlt. Lineare Rechenzeit entspricht somit einer konstanten Anzahl
von MC-Sweeps, wahrend bei einer exponentiellen Anzahl von Walk-SAT-Schritten
auch die Anzahl der MC-Sweeps exponentiell ist.

In Gleichung (5.7) haben wir als Energie E(Z) die Anzahl der durch die Belegung &
verletzten Klauseln definiert. Hier betrachten wir den zeitlichen Verlauf der Energie-
dichte «,(t) = E(Z(t))/N, d.h. die Anzahl nicht erfiillter Klauseln pro Variable.

Zunachst untersuchen wir das typische Verhalten auf linearen Zeitskalen, also fiir
eine endliche Anzahl von MC-Sweeps. Wir werden dabei annehmen, dass die Ener-
giedichte selbstmittelnd ist, d. h. statt einer Mittelung tiber die Unordnung wenden
wir den Algorithmus direkt auf jeweils eine grofle Formel mit N = 50000 Variablen
an. Dabei konzentrieren wir uns zuerst auf den Fall ¢ = 0, d.h. der Algorithmus
fithrt nur Zufallsschritte aus und keine gierigen Schritte.

In Abbildung 5.3 ist «,(t) fiir verschiedene Werte von « dargestellt. Nach dem
zufélligen Initialisieren der Variablen sind bei 3-SAT nur die Klauseln nicht erfiillt,
bei denen alle drei Variablen nicht korrekt gesetzt sind. Damit ist im Mittel
1 M «
pr— = —— s — . .1

ay,(t =0) N B3 (5.10)
Bei K-XOR-SAT dagegen ist jede Klausel gleichwahrscheinlich erfiillt oder nicht
erfiillt, dort ist dann o, (t = 0) = a/2.

Fiir kleine Zeiten bis zu ca. 2 MC-Sweeps fallt die Energiedichte zunachst deutlich
ab. Das weitere Verhalten ist abhangig von a:

o Fiir o < v, =~ 2.7 fithrt dieser Abfall nach einer endlichen Zeit t; auf ay,(t5) =
0, d. h. Walk-SAT findet in linearer Zeit eine Losung.
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Abbildung 5.3: Zeitlicher Verlauf der Energiedichte, d. h. der mittleren Anzahl a,,(¢)
nicht erfiillter Klauseln pro Variable, fiir verschiedene Werte von «
und je eine Formel mit N = 50 000 Variablen. Fir o < «,, >~ 2.7 wird
dabei eine Losung gefunden (die Energiedichte erreicht in endlicher
Zeit den Wert 0), fiir groflere « bleibt die typische Energiedichte auf
einem Plateauwert grofier null.

e Fir a > «u erreicht die Energiedichte nach kurzer Zeit einen Plateauwert
grofer null. Anschliefend fluktuiert a,, um diesen Wert (siche Abbildung 5.4).
Die Zeitskala, auf der sich diese Fluktuationen abzeichnen, hiangt von N ab.
Fiir den dargestellten Bereich bis zu 160 MC-Sweeps erscheinen ausgeprégte
Fluktuationen fiir N = 140. Wenn die Formel erfiillbar ist, kann schliefSlich
eine dieser Fluktuationen so grofl sein, dass «a,(tf) = 0 wird und damit eine
Losung der Formel gefunden wird.

Es gibt also eine dynamische Schwelle a,, ~ 2.7, oberhalb derer Walk-SAT nach
wenigen MC-Sweeps in ein Gleichgewicht der Energiedichte einlauft. Nur eine ma-
kroskopische Fluktuation fiihrt dann schliefllich zum Finden einer Losung. Solche
Fluktuationen treten aber nur mit exponentiell kleiner Wahrscheinlichkeit auf, des-
halb steigt die Rechenzeit im Bereich o > 2.7 exponentiell mit N.

Bei 3-XOR-SAT findet man qualitativ gleiches Verhalten. Die dynamische Schwelle
und damit der Beginn exponentieller Rechenzeit liegt dort bei a,, ~ 0.33.

In Abbildung 5.5 dargestellt ist ein Histogramm des Logarithmus der Rechenzeit
iiber 5000 zufallige 3-SAT-Formeln bei @ = 3.5. Fiir andere o« > «,, findet man
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Qly,

t in MC-Sweeps

Abbildung 5.4: Fluktuation von «, um den Plateauwert fiir zwei Formeln verschie-
dener Systemgrofien. Fiir das kleinere System mit NV = 140 Variablen
ist nach ca. 145 MC-Sweeps eine Fluktuation grof3 genug, um eine
Losung der Formel zu finden.
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Abbildung 5.5: Histogramm des Logarithmus der Rechenzeit in MC-Sweeps fiir
Walk-SAT iiber 5000 3-SAT-Formeln mit o = 3.5 und N = 100.
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5 Laufzeit-Analyse einer einfachen Walk-SAT-Variante

qualitativ dasselbe Verhalten. Man erkennt, dass die Verteilung gut durch den Mit-
telwert des Logarithmus (Int) beschrieben werden kann. Dies entspricht hier einer
Charakterisierung durch den Median der Rechenzeit, wiahrend der Mittelwert durch
exponentiell seltene Formeln mit exponentiell langerer Rechenzeit dominiert wiirde.
Dieser Median ist in Abbildung 5.6 in Abhéangigkeit von « fiir verschiedene System-
grofen dargestellt. Fir a > «,, steigt die Rechenzeit exponentiell mit N, wihrend
fiir kleinere «v die Rechenzeit linear steigt, gekennzeichnet durch die Konvergenz der
Kurven von (Int) fir N — oc.
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Abbildung 5.6: 3-SAT: Median der Rechenzeit des Walk-SAT-Algorithmus abhéan-
gig vom Verhaltnis o von Klauseln zu Variablen. Man erkennt den
Bereich linearer Rechenzeit fir a < «, ~ 2.7; fiir groflere « steigt
die Rechenzeit exponentiell mit N.

Nahe liegend ist eine Verbesserung des Algorithmus durch Absenkung des Plateau-
wertes, um eine hohere Wahrscheinlichkeit fiir Fluktuation auf «,,(t) = 0 zu erhalten.
Dies kann zum Beispiel durch Hinzunahme von gierigen Schritten mit Wahrschein-
lichkeit ¢ > 0 geschehen. In Abbildung 5.7 ist die tiber 20 MC-Sweeps gemittelte
Plateauenergie fiir je eine N = 50 000-Instanz bei verschiedenen Werten von o > «y,
in Abhéngigkeit des Anteils ¢ gieriger Schritte dargestellt. Tatséchlich verringert sich
die Plateauenergie signifikant, ihr Minimum ist bei grofen Werten von ¢. Numerisch
findet man auch ein leichtes Ansteigen der dynamischen Schwelle . selbst. Sie hat
ihr Maximum bei ¢ ~ 0.85, dort konnen noch Formeln bis o ~ 2.8 in linearer Zeit
gelost werden.
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Abbildung 5.7: Abhéngigkeit des Plateauwertes der Energiedichte vom Anteil ¢ der
gierigen Schritte. Man findet Minima der Energiedichte des Plateaus
bei ¢ ~ 0.95 (o = 3.5) bzw. ¢ ~ 0.85 (a = 3.0).

5.5 Analyse des Laufzeitverhaltens im Bereich
linearer Rechenzeit

5.5.1 Auswahl der zu negierenden Variablen

Zunachst wollen wir das Verhalten des Algorithmus auf linearen Zeitskalen verste-
hen. Dazu charakterisieren wir den Zustand zur Zeit ¢ durch die Anzahl Ny(s,u) der
Variablen, die zur Zeit ¢t in s erfiillten und « unerfillten Klauseln vorkommen. Fiir
jede einzelne Variable bleibt die Summe s+ u konstant, ebenfalls nach Definition ist
D o0 Dneo Ni(s,u) = 37, , Ni(s,u) = N. Die Anzahl der zur Zeit ¢ nicht erfiillten
Klauseln N - a,(t) erhalten wir durch

Zsuu ’ Nt(S,U)

N-ay(t) = = , (5.11)

da jede unerfiillte Klausel bei der Summierung K-fach gezahlt wird.

Eine zufillig gewéhlte Variable tritt mit Wahrscheinlichkeit p;(s,u) = Ny(s,u)/N in
s bzw. u Klauseln auf. Damit kénnen wir die Energiedichte a,(t) schreiben als

Zs,uu' Nt(87u) . Zs,uu'pt(sﬁu) . <u>t
KN B K K
Wir bezeichnen dabei das Mittel {iber die Verteilung p;(s, u) zur Zeit ¢ mit

(Vo= (Ipels,u). (5.13)

S,u

a,(t) = (5.12)
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5 Laufzeit-Analyse einer einfachen Walk-SAT-Variante

Analog ergibt sich die mittlere Anzahl erfiillter Klauseln pro Variable a,(t) = (s)¢/ K
und tatséchlich ist o, (t) + as(t) = >, (u+s) - pi(s,u) /K = (u+ s);/K = «, da
u + s fiir jede Variable konstant bleibt.

Wir werden fiir die analytische Untersuchung folgende Annahme verwenden: Die
Wahrscheinlichkeit p;(sy, w1, S2,us, ..., Sk, uk), eine Klausel zu finden, deren r-te
Variable in s, bzw. u, Klauseln auftritt, faktorisiert, es soll also

K
pe(S1, U, S2, Uy - . ., Sk, U ) :Hpt(sr,ur) (5.14)
r=1

gelten. Dies ist exakt nur fiir ¢ = 0 erfiillt, da durch die Dynamik im Verlauf des
Algorithmus Korrelationen zwischen den Variablen aufgebaut werden. Wir werden
aber sehen, dass die Annahme auch fiir ¢ > 0 eine gute Naherung ist.

Walk-SAT wahlt wie in Algorithmus 5.1 dargestellt zunachst eine unerfiillte Klausel
C, und daraus die zu negierende Variable v* aus. Unter obiger Annahme héangt die
Wahrscheinlichkeit pgﬂip)(s, u), dass v* in s bzw. u Klauseln auftritt, nicht von den
anderen Variablen in C,, ab, sondern nur von p(s, u).

Im zufélligen Schritt (walk step) wird v* zufillig unter allen Variablen in C,, ausge-
wahlt. Die Wahrscheinlichkeit pf“p ~walk) hangt damit nur von der Anzahl der uner-
fiillten Klauseln w ab, in denen v* auftritt. Sie ist proportional zu dieser Anzahl
und zur Anzahl der Variablen mit s bzw. w Klauseln iiberhaupt. Es gilt somit

pgﬂip'walk)(s,u) ~ u und pgﬂip'walk)(s,u) ~ pi(s,u), auBerdem muss die Verteilung
normiert sein. Damit erhalten wir mit (5.12)
flip-walk up(s, u u
) = ) s, (5.15)

Im gierigen Schritt (greedy step) wird nur die Klausel C,, selbst zufillig bestimmt.
Unter den K Variablen dieser Klausel wird diejenige als v* gewahlt, die in den we-
nigsten erfiillten Klauseln auftritt. Treten mehrere gleich selten auf, dann wird unter
diesen eine zufallig ausgesucht. Analog zum zufalligen Schritt ergibt sich, wieder mit
der Annahme der Unabhéngigkeit der Variablen, pgu)(sr, u,) als Wahrscheinlichkeit,
dass die Variable an Position r dieser Klausel in s, bzw u, Klauseln auftritt.

Fir K = 2 erhalten wir mit der Heavyside-Funktion

0 firxz<0
Ox)=<1/2 firz=0 (5.16)
1 firz>0

als Verteilung p{"™" 2 (5 4) der zu negierenden Variablen

Pgﬂip_zgreedw(&u): Z pz(tu)(slaul>p1(ﬁu)(827u2)

51,U1,52,U2

. [5(sl,u1),(s,u) : 6(52 - 31) + 5(32,u2),(s,u) . @<Sl - 32)}
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=2 3 R ) - Sy (s - O — 8

8/ ,u/75// 7,LLl/

=2p" (s,u) Y _ (', u)O (s — 5)

= 2p}"( Z( 1/2p" (5,00 +Zpt s U)>

s'=s

und da p{™ (s, u) normiert ist

00 oo s—1
pgﬂlp—Q—gI‘eedy)(S? u) _ p£U)(S’ U) { (_ Z pgu)(s, u’)) + 2 (1 — Z ZPEU)(S’, u’)) }
u'=0

u’=0 s'=0
oo

s—1
= pi™ (s, u) [2 - Z <p£u)(s, u') +2 Zpgu)(s', u’))] : (5.17)
u'=0 s'=0
Der Fall K = 3 kann ganz analog betrachtet werden. Zu beachten ist, dass, wenn alle
Variablen der zufallig gewahlten Klausel in gleich vielen erfiillten Klauseln enthalten
sind (s1 = sy = s3), die Wahrscheinlichkeit fiir eine der drei Variablen, ausgewéhlt zu
werden, nur 1/3 betragt und nicht (1/2)? = 1/4. Mit dem Korrekturterm ds 85 57 /12
erhalten wir

flip-3-greed u u u
N (s 0) = 39 (sw) Y p () (87 )

s’ ul s ul!

/ _ 1 _ i
O = 98(5" = 9) + 150000
[e'e) s—1 2
= 3pi") (s, u) [1 -y (1/2p§“><s,u'> + Zp£“><s',u'>>]
u'=0 s'=0

2
1  (u
+ 0" (s.0) [Zp§><s,u'>] : (5.18)
u'=0

Walk-SAT fiihrt mit Wahrscheinlichkeit ¢ einen gierigen Schritt aus, mit Wahr-
scheinlichkeit 1 — ¢ einen zufalligen. Damit ist die Wahrscheinlichkeit p(ﬂ‘p)( u) als
Linearkombination der beiden Falle durch

fli flip-walk flip-K-greed
™ (s,u) = (1= @)pi™™™ (s, u) + qp"P ) (5, ) (5.19)
gegeben.

5.5.2 Poisson-Abschatzung fiir den Algorithmus ohne gierige
Schritte

Zunéchst mochten wir eine Abschétzung fiir (5.15) im einfacheren Fall ¢ = 0 ge-
winnen, wenn der Algorithmus nur zuféllige Schritte ausfithrt. Dazu nehmen wir an,
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5 Laufzeit-Analyse einer einfachen Walk-SAT-Variante

dass s und u fiir alle Zeiten unabhéngig poissonverteilt mit Mittelwert Ka(t) bzw.

Kay,(t) sind, d.h.

ko (Kas(t))* (Kay(t))"
slu! '

pi(s,u) =e (5.20)

Wieder ist diese Naherung nur korrekt in der Ausgangskonfiguration bei t = 0, in
der die Werte der Variablen unabhingig zuféllig belegt sind. Eingesetzt in (5.15),
ergibt sich mit Gleichung (5.12) fiir u > 1

ip-walk ue K Koy (1)) (Kay(t))" ro (Kas(t)? (Ka,(t) !
P ) = (Koaj(t)))s!(u! A _ e (s)!zu(— 1)!( : » (5:21)

also erneut ein Produkt von Poissonverteilungen von s und (u—1). Eine zuféllig aus
einer unerfillten Klausel ausgewéhlte Variable v* tritt unter dieser Naherung somit
im Mittel in Kay(t) erfiillten und Kea,,(t) + 1 unerfiillten Klauseln auf. Mit Hilfe
dieser Mittelwerte konnen wir nun zunéchst fiir K-XOR-SAT und dann fiir K-SAT
eine erste Abschitzung des Laufzeitverhaltens und des dynamischen Phasentiber-
gangs bei «,, geben.

Abschatzung fiir zufalliges K-XOR-SAT

Durch Negieren der Variablen v* werden bei K-XOR-SAT alle s erfiillten Klauseln
unerfiillt und alle u unerfillten Klauseln erfiillt. Mit den Ergebnissen der vorherge-
henden Betrachtung fiir die Mittelwerte von s und u einer zufallig gewahlten Varia-
blen v* werden im Mittel also Ko, (t) Klauseln neu unerfiillt, wihrend Koy, (t) + 1
vorher unerfiillte Klauseln nunmehr erfiillt werden. Der Erwartungswert der Anzahl
unerfiillter Klauseln Nt(u) andert sich damit wahrend eines Schrittes des Algorithmus
um

AN = Ka,(t) = (Kay(t) +1) = K(a — o (t)) — Ko (t) — 1 = Ka — 2K () — 1.
(5.22)
Dieser Erwartungswert bestimmt die typische Dynamik von oy, (t) = Nt(") /N, welcher

der Algorithmus im thermodynamischen Limes N — oo mit Wahrscheinlichkeit 1
folgt.

Wir messen die Zeit t in MC-Sweeps, so dass die Zeitdauer eines Schrittes des Al-
gorithmus At = 1/N betriagt. Damit lasst sich die linke Seite in (5.22) schreiben
als

AN® = A(Nay(t)) = NAay(t) = A‘Z;(t).

Fir N > 1 konnen wir zum Differentialquotienten tibergehen und erhalten einge-
setzt in (5.22) eine einfache Differentialgleichung fiir die Anderung der Energiedich-
te

(5.23)

Gy (t) = Ko — 2K a,(t) — 1. (5.24)
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Diese Differentialgleichung lasst sich leicht durch Trennung der Variablen 16sen. Wir
erhalten als allgemeine Losung

ay,(t) = % (Ka— 1+ Ce ). (5.25)
Bei der Initialisierung der Variablen zur Zeit t = 0 werden die Werte der Variablen
unabhangig voneinander zufillig gesetzt. Der Wert einer Klausel wird erst durch
den Wert der K-ten Variablen festgesetzt, mit Wahrscheinlichkeit 1/2 wird sie erfiillt
bzw. unerfiillt. Im Mittel erwartet man also zu Beginn v, (0) = MT/Q = «/2 unerfiillte
Klauseln pro Variable. Mit dieser Anfangsbedingung erhalten wir als Resultat

an(t) = % (Ko — 14 ¢2K1). (5.26)
In Abbildung 5.8 auf Seite 91 ist Gleichung (5.26) fiir verschiedene Werte von « dar-
gestellt (gestrichelte Linien). Im Vergleich mit den numerischen Ergebnissen (Kreuz-
symbole) sieht man eine sehr gute Ubereinstimmung fiir kleine Zeiten. Der Abfall
der Energiedichte zu Beginn wird also sehr gut durch die Naherung beschrieben.
Fiir groflere Zeiten erreicht der Algorithmus einen etwas niedrigeren Plateauwert der
Energiedichte, als man unter Annahme der Poissonverteilung erwarten wiirde. Die
Abweichungen des Plateauwertes sind dabei bei grofierem « etwas geringer (1.5-1072
bei a = 0.5 gegeniiber 1.15 - 1072 bei o = 1.5).

Gleichung (5.26) erlaubt auch eine Abschétzung der dynamischen Schwelle «,, zwi-
schen linearer und exponentieller Losungszeit. Diese ergibt sich aus der Bedingung

: 1 —2K
0= lim o—= (Ko — 1+ €72 (5.27)
zu
! (5.28)
aw = —. .
K

Fir a < o, fallt die Energiedichte bereits nach wenigen MC-Sweeps auf den Wert 0
ab, wahrend sie sich fiir a > a,, nach einiger Zeit auf einem endlichen Plateauwert
stabilisiert.

Speziell fir K = 3 erhalten wir a,, = 1/3, was ziemlich genau mit dem in Ab-
schnitt 5.4 angegebenen numerischen Wert tibereinstimmt.

Abschatzung fiir zufalliges K-SAT

Die Rechnung fiir zufélliges K-SAT verlauft analog zu K-XOR-SAT. Durch Negieren
von v* werden die u vorher unerfiillten Klauseln erfiillt. Umgekehrt werden aber
von den vorher erfiillten Klauseln nur die unerfiillt, in denen v* die einzige korrekt
gesetzte Variable ist. Dies ist der wesentliche Unterschied zu K-XOR-SAT.
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5 Laufzeit-Analyse einer einfachen Walk-SAT-Variante

Fiir die Belegung der K Variablen einer Klausel C,, gibt es 2% Moglichkeiten. Bei
genau einer Belegung ist keine Variable korrekt gesetzt und die Formel ist unerfiillt,
es gibt also 2% — 1 Belegungen, bei denen C,, erfiillt ist. Von diesen ist genau in
einer Belegung v* die einzige korrekt gesetzte Variable. Wenn wir Unabhangigkeit
der Klauseln annehmen, dann wird somit jede der s erfiillten Klauseln mit Wahr-
scheinlichkeit

p=1/2% —1) (5.29)
unerfiillt. Damit erhalten wir fiir die Anderung des Erwartungswerts der Anzahl
unerfiillter Klauseln

K 2K K

Ko (t) = (Kau(t) +1) = o - e LU N GE )
Wieder fiir N — oo zu kontinuierlichen Zeiten iibergehend erhalten wir die Diffe-
rentialgleichung

2K —1

) Ko oK K
ut) = o 7 o —q

a(t) — 1, (5.31)

mit allgemeiner Losung analog zu (5.25)

oK _1( Ka oK ¢
t) = 1 - /
alt) = Srg {2K—1 +CeXp( oK 1 )}

a 2KE-1 2K K
:2—K+W{—1+06Xp(—2K_1t)}. (532)
In der typischen Anfangskonfiguration sind a,(0) = «/2% Klauseln pro Variable

verletzt, damit ergibt sich wieder C' = 1 und somit als Resultat fiir das zeitliche
Verhalten der Energiedichte

a 2KE-1 2K K
au(t):2—K—i— KT {—1~|—exp (—2K_1t)}. (5.33)
Der Verlauf ist fiir verschiedene Werte von « in Abbildung 5.10 auf Seite 95 darge-
stellt (gestrichelte Linien). Im oberen Teil sieht man im Vergleich mit der Simulation

(Kreuzsymbole), dass fiir kleine Zeiten die Annahme der Poissonverteilung eine sehr
gute Approximation liefert. Die Plateauenergie

_ Ka—28+1
wird aber deutlich zu grof§ vorausgesagt, deshalb sind im unteren Teil von Abb. 5.10
auf Seite 95 zur besseren Ubersicht auch nur die Kurven fiir a = 2.85, & = 3.5 und
a = 4.0 angegeben. Die sich als Nullstelle von (5.34) ergebende dynamische Schwelle

o, wird folglich zu klein vorausgesagt. Es ergibt sich hier allgemein
2K 1

K

und damit «,, = 7/3 fir K = 3, deutlich unter dem in Abschnitt 5.4 gefundenen

numerischen Wert «,, >~ 2.7 fiir den Algorithmus mit nur Zufallschritten. Fiir groflere

Zeiten sind also groflere Abweichungen von einer Poissonverteilung fiir p;(s,u) zu

vermuten.

(5.35)

Aoy
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5.5.3 Beschreibung durch Ratengleichungen

Mit der Poisson-Naherung des vorherigen Abschnittes liel sich das Verhalten von
Walk-SAT fiir kleine Zeiten sehr gut beschreiben. Fiir K-XOR-SAT stimmten auch
die Werte des Plateaus und der dynamischen Schwelle recht gut mit den nume-
rischen Werten iiberein, fiir K-SAT dagegen gab es bei diesen Werten deutliche
Abweichungen.

Wir wollen deshalb in diesem Abschnitt die Annahme der Poissonverteilung fallen
lassen und nur, wie schon in Abschnitt 5.5.1, die Unabhangigkeit der Variablen
einer Klausel, d. h. die Faktorisierung von p;(s1, u1, S, us, . . ., Sk, Uk ), voraussetzen.
Unter dieser Annahme werden wir — der Prozedur in [46] folgend — das Verhalten
von py(s,u) auf linearen Zeitskalen beschreiben. Daraus folgt dann mit (5.12) {iber
die mittlere Energiedichte das typische Verhalten des Algorithmus.

Zunéchst werden wir wieder den einfacheren Fall K-XOR-SAT betrachten, anschlie-
Bend K-SAT.

Ratengleichung fiir K-XOR-SAT

Im Abschnitt 5.5.2 haben wir mit Mittelwerten Ko, (t) + 1 bzw. Kag(t) iiber die
Poissonverteilungen der erfiillten Klauseln gearbeitet, in denen die zu negierende
Variable v* enthalten ist. Jetzt gehen wir von der tatsachlichen Verteilung p(s, u)
aus. Die Wahrscheinlichkeit pgﬂip)(s*,u*), dass die zu negierende Variable v* in s*
erfiillten und v* unerfiillten Klauseln vorkommt, lasst sich aus dieser Verteilung tiber
(5.19) bestimmen.

Die Anzahl Ny(s,u) = Np:(s,u) der Variablen, die in s erfiillten und w unerfiillten
Klauseln auftreten, andert sich abhangig von s* und u*. Mittels einer Ratengleichung

wollen wir den Erwartungswert dieser Anderung wahrend eines Schrittes beschrei-
ben. Jeder Schritt dauert dabei wieder At = 1/N.

Es gibt drei verschiedene Beitriige zur Anderung von N, (s, u):

e Beitrag durch v*:

Ni(s*,u*) erniedrigt sich um eins, wenn v* vor der Negierung in s* bzw. u*
Klauseln vorkommt. Dies passiert wie oben geschrieben mit Wahrscheinlichkeit
pgﬂip)(s*, v*) und fithrt im Mittel zu einem negativen Beitrag von —pgﬂip)(s, u)
zu Ny(s,u).

Alle s* erfiillten Klauseln werden unerfiillt, alle ©* unerfillten Klauseln werden
erfillt. v* kommt nach Ausfithrung des Schrittes in «* erfiillten und s* unerfill-
ten Klauseln vor, damit erhoht sich also NV;(u*, s*) um eins. Dies passiert mit
Wabhrscheinlichkeit pgﬂip)(s*, u*), d.h. im Mittel gibt es einen positiven Beitrag

(flip) (

pe o (u, 8) zu Ni(s,u).
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Der gesamte Beitrag zur Anderung von Ny(s,u) betriigt somit —pgﬂip)(s, u) +

P (u, 5).

e Beitrag durch die Nachbarn von v* in erfillten Klauseln:

Im Mittel ist v* in ), sp) (5, 0) =: () vorher erfiillten Klauseln ent-
halten, die wahrend des Schrittes unerfiillt werden. Da Zufallsformeln lokal
baumartig sind (siche Abschnitt 5.2.1) und jede Klausel K Variablen enthilt,
hat v* in erfiillten Klauseln im Mittel insgesamt (K — 1)<s>§ﬂip) Nachbarn. Fiir
jeden dieser Nachbarn erniedrigt sich die Anzahl der erfiillten Klauseln um 1,
wahrend sich die Anzahl der unerfiillten Klauseln um 1 erhoht.

Nun miissen wir noch wissen, zu welchen Ny(s,u) dieser Beitrag hinzukommt,
d.h. mit welcher Wahrscheinlichkeit p* (s, u) eine Variable aus einer erfiillten
Klausel in s erfillten und u unerfiillten Klauseln vorkommt. Diese ist aber
analog zu (5.15) gegeben durch

P95, u) = L), (5.36)

Dadurch erniedrigt sich der Erwartungswert von N;(s,u) um (K — 1)(3)§ﬂip)

Py (s,u). Gleichzeitig erhoht er sich analog um (K —1) (s)ﬁﬂip)pﬁs) (s+1,u—1),
da Nachbarn von v* in erfiillten Klauseln, die vor der Negierung von v* in s+ 1
bzw. u — 1 Klauseln vorkamen, danach in s bzw. u Klauseln vorkommen.

e Beitrag durch die Nachbarn von v* in unerfillten Klauseln:
Dieser Beitrag ergibt sich ganz analog zum vorherigen.

Summieren wir alle drei Beitriige auf, so erhalten wir die gesamte Anderung von
Ni(s,u) wihrend eines Schrittes des Algorithmus. Es ist

AN (s,u) = Nipae(s,u) — Ny(s,u)
= _pi(iﬂlp) (87 U) + pz(fﬂlp) (u7 S)

(= ()™ (=pf(s,0) + p7 (s + 1w — 1))

(K = D)™ (<p (s, u) + (s~ Lu+1))  (537)
Wir schreiben analog zu (5.23) mit At = 1/N
Nizae(s,u) = Ni(s,u) = N (preac(s; u) — pi(s, u))
_ pt+At(37 u) - pt<57 u) (5 38)

At

und gehen fir N — oo zum Differentialquotienten tiber. Damit erhalten wir das
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folgende System gekoppelter Differentialgleichungen:
. fli fii
Br(s,u) = =" (s, 0) + pi"™ (u, 5)
i 1 l,u—1
+ (K — 1)(s){ (_ spi(s,u) N (s + Dpe(s+1,u ))
()¢ (s)

In der typischen Anfangskonfiguration ist die Halfte der Klauseln erfiillt bzw. un-
erfiilllt, auflerdem sind ihre Werte bei ¢ = 0 unabhéingig voneinander. Die An-
fangsbedingung po(s, u) ist somit gegeben durch die Poissonverteilung in (5.20) mit
as(0) = a,(0) = /2.

0-8 T T T T T T
1\
\
L X
0.6 F S ]
a=15 ——
| a=0.75
s 04} a=05 ———]
I a=035 ——
a=0.2
0.2 i
O ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
2 3 4 5 6
t

Abbildung 5.8: 3-XOR-SAT: Typischer Verlauf der Energiedichte bei Walk-SAT (oh-
ne gierige Schritte) als Funktion der Zeit (in MC-Sweeps) fiir ver-
schiedene Werte von a. Die Kreuzsymbole sind numerische Ergeb-
nisse jeweils einer Instanz mit N = 50000. Die gestrichelten Linien
sind die Ergebnisse der Poissonnéherung aus Abschnitt 5.5.2 (Glei-
chung (5.26)), die durchgezogenen Linien sind aus der integrierten
Ratengleichung (5.39) unter Verwendung von (5.12) gewonnen.

Eine exakte analytische Losung von (5.39) zu suchen erscheint hier wenig aussichts-
reich, stattdessen integrieren wir numerisch (Vorwérts-Euler-Verfahren). Zunéchst
betrachten wir den Algorithmus ohne gierige Schritte. Wir setzen fiir pgﬂlp)(s,u)

(5.19) mit ¢ = 0 ein, d. h. p{™ (s, u) = p!"™"™ (s u) = p{*) (s, u). Die dann aus der
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5 Laufzeit-Analyse einer einfachen Walk-SAT-Variante

Verteilung p;(s, u) resultierende Energiedichte ist in Abbildung 5.8 dargestellt, zu-
sammen mit der Poissonnaherung aus Abschnitt 5.5.2 und den numerischen Daten
aus der Anwendung des Walk-SAT-Algorithmus ohne gierige Schritte auf eine grofle
Instanz mit N = 50000 Variablen.

Fiir kleine Zeiten liegen Numerik und beide analytischen Kurven tibereinander. Bei
grofferen Zeiten erkennt man, dass die Ratengleichung die schon gute Naherung
durch den Poissonansatz noch deutlich verbessert. Der Plateauwert der Energiedich-
te wird um eine GroBenordnung besser approximiert, der Fehler betragt 4.4 - 1073
bei a = 0.5 bzw. 1.8 1073 bei a = 1.5. Fiir die dynamische Schwelle finden wir hier
ebenfalls einen Wert von «,, = 0.33.

Insgesamt scheint bei 3-XOR-SAT die Annahme der Unabhéngigkeit der Variablen
fiir den Verlauf des Walk-SAT-Algorithmus mit ¢ = 0 (nur Zufallsschritte) sehr gut
erfiillt zu sein.

0.3

K QA
T
cooo
O ~J Ot

0.2

XoXx X KXy ox X X X X XX

Oy

0.1

X X
~— XXX X X X X X X X x
X X X5

XX X X X x x

X X X x X X X X X X X X x X X

XX XX X X X X X X x X X X X x X x

O 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 ) 6

Abbildung 5.9: 3-XOR-SAT: Einfluss des Anteils ¢ gieriger Schritte auf die Energie-
dichte fiir « = 0.75. Die durchgezogenen Linien sind die Ergebnisse
der integrierte Ratengleichung, die Symbole zeigen den Verlauf fiir
eine Instanz mit N = 50000 Variablen.

Dies ist nicht mehr der Fall, wenn wir auch gierige Schritte zulassen. In die Ratenglei-
chung (5.39) setzen wir dafiir pi"? (s, u) = (1 — g)p\"P" ) (5, ) 4 gp{TPEeed) (g )
mit ¢ > 0 ein. In Abbildung 5.9 ist der Verlauf der resultierenden Energiedichte bei-
spielhaft fiir « = 0.75 dargestellt, wieder zusammen mit numerischen Daten einer
typischen Instanz mit N = 50 000. Qualitativ sieht man sowohl numerisch als auch
analytisch, dass flir die dargestellten Werte von ¢ mit wachsendem Anteil gieriger
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5.5 Analyse des Laufzeitverhaltens im Bereich linearer Rechenzeit

Schritte zum einen der Abfall der Energiedichte fiir kleine Zeiten steiler wird, zum
anderen der Wert des Plateaus kleiner wird. Man sieht aber, dass schon fiir kleine
Zeiten t = 0.5 die von der Ratengleichung vorausgesagte Energiedichte wie auch
der Plateauwert fiir ¢ — oo oberhalb der numerischen Werte liegen. Da die Aus-
wahlbedingung fiir v* im gierigen Schritt explizit von den K — 1 weiteren Variablen
der ausgewahlten Klausel abhangt, bauen sich sehr schnell Korrelationen zwischen
den Variablen auf, so dass die Annahme der Unabhangigkeit der Variablen verletzt
wird.

Ratengleichung fiir K-SAT

Das Vorgehen fiir K-SAT ist analog zu K-XOR-SAT. Der wesentliche Unterschied
wird wieder sein, dass erfiillte Klauseln durch Negieren einer Variable nur dann un-
erfiillt werden, wenn dies die einzige vorher korrekt gesetzte Variable der Klausel
war. Wie in Abschnitt 5.5.2 nehmen wir an, dass diese Wahrscheinlichkeit unabhéan-
gig von der Klausel durch den Erwartungswert p = 1/(2% — 1) gegeben ist (vgl.
Gleichung (5.29)).

Fiir die drei Beitriige zur Anderung von Ny (s,u) ergibt sich hier Folgendes:

e Beitrag durch v*:
Wie bei K-XOR-SAT erniedrigt sich N;(s*, u*) um eins, wenn v* vor der Ne-
gierung in s* bzw. v* Klauseln vorkam. Dies passiert mit Wahrscheinlichkeit
pgﬂip)(s*, u*) und fithrt im Mittel zu einem negativen Beitrag von —pgﬁip)(s, u)

zu Ny(s,u).

Alle w* vorher unerfiillten Klauseln werden erfiillt. Von den s* vorher erfiillten
Klauseln bleiben [ erfiillt und s* — [ werden unerfillt, d.h. Ny(u* + [, s* — 1)
erhoht sich um eins. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Moglichkeit, [ der s* Klau-
seln auszuwihlen, betrigt % ~!(1 — p)!, insgesamt gibt es (s;) Moglichkeiten.
Es gibt also fiir alle 0 < [ < s* zu Ny(u* + 1, s* — [) im Mittel einen Beitrag

* s*— fli * ok
()= (1= ) p ™ (5%, ).
Damit ergibt sich umgekehrt zu N;(s, u) im Mittel ein positiver Beitrag

> (u N l) (1= p)'p"™ (1,5 = 1) (5.40)

l
1=0

e Beitrag durch die Nachbarn von v* in vorher erfullten Klauseln
Im Unterschied zu K-XOR-SAT werden die <s>§ﬂip) vorher erfiillten Klauseln,
in denen v* enthalten ist, nur mit Wahrscheinlichkeit g unerfillt. Bis auf diesen
zusatzlichen Vorfaktor ist der Beitrag identisch.
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5 Laufzeit-Analyse einer einfachen Walk-SAT-Variante

e Beitrag durch die Nachbarn von v* in vorher unerfillten Klauseln
Da sowohl in K-XOR-SAT als auch in K-SAT alle vorher unerfiillten Klau-
seln durch Negierung einer ihrer Variablen erfiillt werden, ist dieser Beitrag
identisch.

Durch Summierung und Ubergang zu p,(s,u) wie in (5.38) erhalten wir folgendes
DGL-System:

pe(s,u) = —pi™ (s,u) + p* Y (u z+ l) (1= '™ (u+ 1,5 —1)
4 N(K _ 1><S>§ﬂip) (_ szi«;‘;lb) 4 (S + l)pt(:s;; 1,u— 1))

In der typischen Anfangskonfiguration sind bei zufilligem K-SAT a/2K Klauseln
pro Variable unerfiillt, d. h. die Anfangsbedingung p;—o(s,u) ist durch (5.20) mit

as(0) = 2;(;104 und a,(0) = s« gegeben.

Die Ergebnisse der numerischen Integration nach Einsetzen von (5.19) fir K = 3
und ¢ = 0 (nur zuféllige Schritte) sind in Abbildung 5.10 dargestellt, zusammen mit
der numerischen Simulation einer grofien Instanz und den Voraussagen des Poisson-
ansatzes. In der oberen Halfte ist der Ausschnitt kleiner Zeiten zusatzlich vergréfert
dargestellt.

Fir kleine Zeiten weichen die Ergebnisse der Ratengleichung deutlich nach unten
von den numerischen Ergebnissen ab, sie sind sogar deutlich schlechter als die Pois-
sonnaherung.

Fiir grofle Zeiten dagegen wird das Verhalten sehr gut wiedergegeben, der Plateau-
wert der Energiedichte o, (t = 0o0) wird sehr gut vorausgesagt. Eine Ursache fiir diese
Ubereinstimmung sieht man in Abbildung 5.11. Dort sind die Verteilungen pe(s,u)
beispielhaft fir o = 3.5 > «,, dargestellt, zum einen fiir kleine Zeiten beispielhaft
bei t = 1.6, zum anderen nach Erreichen des Plateaus beispielhaft bei t = 6.0. Man
sicht, dass die Ubereinstimmung in der Verteilung pe(s,u) keine notwendige Bedin-
gung fiir eine Ubereinstimmung von ay,(t) ist. Denn obwohl p, (s, u) fiir kleine Zeiten
nicht der Poissonverteilung aus (5.20) entspricht, wird die Energiedichte dort gut
von dieser Naherung wiedergegeben.

Umgekehrt erkennt man, dass die Ratengleichung die Verteilung p;(s,u) fiir grofie
Zeiten ausgezeichnet wiedergibt, was die gute Ubereinstimmung des Plateauwertes
erklart. Damit konnen wir auch préazise die dynamische Schwelle «,, bestimmen,
oberhalb derer Walk-SAT auf linearen Zeitskalen keine Losung mehr findet, son-
dern um eine endliche Plateauenergie equilibriert. In Abbildung 5.12 ist die typische
Rechenzeit dargestellt, die fiir « — «, divergiert. Gleichzeitig beginnt bei «,, das
lineare Wachstum des Energieplateaus. Solch ein lineares Wachstum (mit Anstieg
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Abbildung 5.10: 3-SAT: Typischer Verlauf der Energiedichte bei Walk-SAT (ohne
gierige Schritte) als Funktion der Zeit fiir verschiedene Werte von
a. Der obere Ausschnitt zeigt eine Vergroflerung fiir kleine Zeiten.
Die Kreuzsymbole sind numerische Ergebnisse jeweils einer Instanz
mit N = 50000. Die gestrichelten Linien sind die Ergebnisse der
Poissonnidherung aus Abschnitt 5.5.2 (Gleichung (5.33)), im un-
teren Bild der Ubersichtlichkeit halber nur fiir o = 4.0, 3.5,2.85
eingezeichnet. Die durchgezogenen Linien sind aus der integrierten
Ratengleichung (5.41) zusammen mit (5.12) gewonnen.
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Abbildung 5.11: 3-SAT: Verteilung p;(s,u) fiir « = 3.5 bei t = 1.6 (oberer Graph)
und ¢ = 6.0 (unterer Graph), dargestellt jeweils als Funktion von
s fir w = 0,1,2,3 (von oben nach unten). Man erkennt, dass bei
groflere Zeiten, d. h. nach Erreichen des Plateauwertes, die Raten-
gleichung die tatsachliche Verteilung sehr viel besser wiedergibt als

bei kleineren Zeiten.
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5.5 Analyse des Laufzeitverhaltens im Bereich linearer Rechenzeit

1/7 ~ 0.142 fir K = 3) wurde auch schon von der Poissonnéherung durch Gleichung
(5.33) vorausgesagt. Hier finden wir einen Anstieg von 0.134, in guter Ubereinstim-
mung mit den numerischen Werten. Fiir die dynamische Schwelle ergibt sich aus der
Ratengleichung v, ~ 2.71, ebenfalls in guter Ubereinstimmung mit den numerischen
Werten und deutlich besser als der Poisson-Ansatz in Abschnitt 5.5.2.

Losungszeit ------ i
Plateauenergie i
1.5 /'i - 0.15
= B
I /
< 1+ / - 0.1 l
3 / ~—
~— // 3
+ o 3 3
0.5 | <4 0.05
0 > 0
1 1.5 2 ag 3 3.5 4 4.5

Abbildung 5.12: 3-SAT: Dynamischer Phaseniibergang bei ay ~ 2.71 (vertikale ge-
strichelte Linie). Dargestellt sind in Abhéngigkeit von « die aus den
Ratengleichungen resultierenden Werte fiir die typischen Losungs-
zeiten (fiir v < ay, linker Bereich) und fiir den Plateauwert der
Energiedichte o, (t = 00) zusammen mit numerischen Plateauwer-
ten je einer Instanz mit N = 50000 (fiir o > g, rechter Bereich).
Auf linearer Zeitskala divergiert die Losungszeit fiir  — ay. Ober-
halb von a4 wéchst die Plateauenergie wie 0.134 - (o — o).

Da sich schon im einfacheren Fall von K-XOR-SAT durch die Hinzunahme gieriger
Schritte nach kurzer Zeit Korrelationen aufbauen, ist nicht zu erwarten, dass wir
mittels einer Ratengleichung fiir K-SAT bei einem Anteil gieriger Schritte ¢ > 0

quantitative Aussagen gewinnen konnen.

Nahe liegend zur Verbesserung der Ergebnisse ist die Untersuchung der Verteilungen
anderer Observablen. Semerjian und Monasson [82] beispielsweise betrachten die
Anzahl der Klauseln mit 0,1,2, ..., K korrekt gesetzten Variablen. Sie erhalten fiir
die Energiedichte
@ 1 1
)= —=/1—-—|. 5.42
o (t) 2Kk K (1 + tanht)X ( )

Damit wird das Zeitverhalten der Energiedichte im Bereich kleiner Zeiten gut be-
schrieben, fiir t — oo findet man aber denselben (zu grofien) Plateauwert wie durch

die Poissonndherung in (5.34) gegeben.
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5 Laufzeit-Analyse einer einfachen Walk-SAT-Variante

Auch weiter gehende Verteilungen waren denkbar, beispielsweise die Kombination
des Ansatzes von Semerjian und Monasson mit dem hier betrachteten durch eine
Verteilung py(sg, $1, - - ., Sk ). Man wiirde Ratengleichungen mit dhnlicher Form wie
in (5.41) erwarten, die gleichzeitig aber deutlich komplizierter wéren. Letztendlich
wiirde man eine verbesserte Naherung erhalten, ohne aber das exakte Verhalten auf
diese Weise beschreiben zu konnen. Wir wollen es deshalb bei den hier untersuchten
Ansatzen belassen, da diese die Dynamik des Algorithmus auf linearer Zeitskala und
die Lage des dynamischen Phaseniibergangs sowohl qualitativ als auch quantitativ
befriedigend charakterisieren konnten.

5.6 Analyse des Laufzeitverhaltens im Bereich
exponentieller Rechenzeit

Im vorigen Abschnitt 5.5 haben wir das typische Verhalten auf linearen Zeitskalen
von Walk-SAT fiir zuféllige K-XOR-SAT- bzw. K-SAT-Formeln analysiert. Dabei
haben wir den Wert «,, der Schwelle bestimmt, an der die Losungszeit auf dieser
Skala divergiert. Gleichzeitig haben wir gesehen, dass die typische Trajektorie fiir
a > a,, nach wenigen MC-Sweeps einen Plateauwert erreicht.

In diesem Abschnitt wollen wir die typische Losungszeit im Bereich o > «,, bestim-
men. Zunachst skizzieren wir die Idee unserer Vorgehensweise:

Die numerischen Ergebnisse aus Abschnitt 5.4 zeigen, dass die typische Rechenzeit
tsor () fiir @ > v, exponentiell ansteigt, d. h.

tsor(0) ~ exp(NT()). (5.43)

In diesem Bereich werden Losungen durch atypische Fluktuationen weg vom Pla-
teauwert der typischen Trajektorie gefunden (vgl. Abbildung 5.4). Wir nehmen an,
dass diese Fluktuationen unabhéngige Zufallsereignisse sind, d.h. insbesondere ist
die Grofe einer Fluktuation unabhangig vom vorherigen Verlauf des Algorithmus.
Dies entspricht den numerischen Beobachtungen (vgl. Abb. 5.4).

Wie wir sehen werden, ist die Wahrscheinlichkeit, in einem bestimmten Schritt des
Algorithmus eine Fluktuation auf null zu finden, exponentiell klein. Deshalb benotigt
der Algorithmus typischerweise eine exponentielle Anzahl von Schritten, um eine
solche Fluktuation zu finden, was zu den beobachteten exponentiellen Rechenzeiten
fir a > «, fithrt.

Um die Wahrscheinlichkeit einer solchen Fluktuation zu berechnen, bestimmen wir
die Wahrscheinlichkeit
P(o,(t =0) — a,(ty) =0), (5.44)

dass der Algorithmus zu einer bestimmten vorgegeben Zeit ¢y mit 1 < ¢ty < N eine
solche Fluktuation ausfiihrt, genauer gesagt, dass der Algorithmus einer atypischen
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Trajektorie folgt, die vom Startwert «,(t = 0) ausgeht und nach einer vorgegeben
Zeit ty mit 1 < ty < N eine Losung erreicht. Wir werden den Verlauf einer sol-
chen Trajektorie bestimmen und dabei sehen, dass sie in Ubereinstimmung mit den
numerischen Beobachtungen nach wenigen MC-Sweeps ein Plateau erreicht, dort
verweilt und schlielich zur Zeit ¢ durch eine einzige grofie Fluktuation zu einer
Losung fiihrt.

Wir werden feststellen, dass die Wahrscheinlichkeit P(a,(t = 0) — ay,(ty) = 0)
fir kleine Losungszeiten ¢y > 2 schon annahernd den Plateauwert erreicht. Die
Rechenzeit des Algorithmus fiir eine einzelne Instanz ist dann in fithrender Ordnung

durch |
tso ~ lim i 5.45
@) ~ im0 = auty) = 0) (5:45)
gegeben. Da aber der Mittelwert der Rechenzeit durch exponentiell seltene Instanzen
mit exponentiell lingerer Rechenzeit dominiert wird (vgl. Abbildung 5.5), betrachten

wir hier

7(a) = — lim lim %111(})(0@(0) — ay(ty) =0)), (5.46)

tf—00 N—oo
die typische Rechenzeit (der Median) ergibt sich dann aus Gleichung (5.43).

Die Reihenfolge der Grenzwerte ist entscheidend. Denn fiir 16sbare Instanzen (und
das ist fiir & < a, fast jede Instanz) ist tlim P(0y,(0) — a,(ty) = 0) =1, da nach
fooo

exponentiellen Schritten der Algorithmus fast immer eine Losung findet (vgl. Abb.
5.5); die rechte Seite von (5.46) wiirde dann also einfach verschwinden.

Fiir einen Algorithmus mit Restarts, wie er am Ende von Abschnitt 5.3 beschrieben
wurde, ist die Situation etwas anders. Hier miissen wir zusatzlich berticksichtigen,
dass der Algorithmus schon atypisch nahe an einer Losung starten konnte. Dies
passiert mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit

p(a(0)) ~ exp Ns(ay,(0)), (5.47)

wobei s(a,(0)) die mikrokanonische Entropie der Zustdnde mit Energiedichte «,,(0)
ist.

Nehmen wir an, dass der Algorithmus nach jeweils ¢y Sweeps neu mit einer zufallig
initialisierten Konfiguration startet. Die exponentiell kleinere Wahrscheinlichkeit ei-
ner atypischen Startkonfiguration kann dabei unter Umstanden kompensiert werden
durch eine exponentiell groere Wahrscheinlichkeit, von ihr aus innerhalb ¢; Sweeps
eine Losung zu finden. Deshalb ist hier die typische Anzahl der Restarts gegeben
durch

t;g?tart(a> -~ eNTrestart(a) (548)
mit
1
restart _ . —
me) = —max lim 2e(@u(0)) max Plaw(0) = aulty) =0), - (549)
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d.h. die Wahrscheinlichkeit, innerhalb ¢; Sweeps eine Losung zu finden, wird mit
der Wahrscheinlichkeit der Anfangskonfiguration gewichtet. Fiir N — oo dominiert
dabei das Maximum iiber alle Anfangsbedingungen.

Um P, (0) — a,(ty) = 0) tatsichlich analytisch bestimmen zu kénnen, werden
wir py(s,u) wie in Gleichung (5.20) durch eine Poissonverteilung approximieren. In
diesem Abschnitt sei also wieder

ko (s (1)) (Kan(t)"

pe(s,u) =e Tl (5.50)

vorausgesetzt. AuBlerdem werden wir immer den Algorithmus ohne gierige Schritte
betrachten, d.h. ¢ = 0, so dass die Annahme einer Poissonverteilung annidhernd
erfiillt ist (vgl. Abschnitt 5.5).

Zufalliges K-XOR-SAT

Im Gegensatz zum vorherigen Abschnitt 5.5 reicht es hier nicht mehr aus, nur die
typische Trajektorie zu bestimmen, die im thermodynamischen Limes fast sicher
angenommen wird.

Wir werden zuniichst die Wahrscheinlichkeit P} (Ae) ausrechnen, dass sich die
Energie, d. h. die Anzahl der unerfiillten Klauseln, in einem algorithmischen Schritt
um Ae andert, wobei T'= Nt die Zeit in algorithmischen Schritten misst.

Mit Wahrscheinlichkeit pgﬂip)(s, u), gegeben durch (5.15), kommt die zu negierende
Variable v* in s erfiillten und u unerfiillten Klauseln vor. Durch Negieren von v*
werden die s Klauseln unerfiillt und die v Klauseln erfiillt, d. h. Ae = s — u und

Pl (Ae) Z i) (s, ) )0ne.s—u

s,u=0
up (s, w)

E 5Ae,sfu
Kozu

S,U

N ra(Kag()¥(Kay(t)*  u
Zef( (1) (Kau(t))

= 5Ae,37u
o slu! Kay,(t)
= Ka,(t)* (Ka, ()"
_ O Ee)
slu’! ’
s,u’'=0

Dabei haben wir im dritten Schritt die Annahme (5.50) einer Poissonverteilung fiir
pi(s,u) verwendet.

Die Wahrscheinlichkeit PX 2T (AFE) einer Anderung der Energie um AE nach 1 <
AT < N aufeinander folgenden algorithmischen Schritten ist durch die Faltung der
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Wahrscheinlichkeiten fiir jeden einzelnen Schritt gegeben, d.h. durch

PIHAT(AE) = > - Y (H PITE (Aey) ) OB AT A, (5.52)

{Ae1} {Aear}

Wir wollen Anderungen der Verteilung py(s, u) = +Ni(s,u) wihrend der AT < N
Schritte vernachlissigen und deshalb P17} (Ae) fir k = 1,..., AT als konstant
annehmen (subdominante O(AT) = O(1/N) Terme vernachléssigend, die fir N —
oo irrelevant sind). Damit vereinfacht sich (5.52) zu

PIHAT(AE) = > - Y (H PEHY( Aek)> OB TAT Ay (5.53)

{Ae1} {AeaT}

Im Fourierraum erhalten wir mit

P (1) =) PIM (Ae) expfilAc} (5.54)
Ae

durch Einsetzen

PRIy = (PFom)

9] s o w AT
= Z e_Ka(Kas(t)lh(f!( u(t) exp {—il(s —u— 1)})

—Ka+il [ & KO(S —zls S KOZu iu >
R R

_Kagil [ & Kas e 2\ (Kay(t)et)> o7
(o[ !;%D

— (exp{—Ka + Ka,(t)e " + Ko, (t)e +il})>"
= exp {AT (—Ka + Ko(t)e " + Kay(t)e" +il) } . (5.55)

Wegen NAt = AT < N ist At < 1, auBerdem kénnen wir durch Ubergang zuriick
zu intensiven Groflen E(t) = Nay(t) und damit AE(t) = Ndé,(t)At + O(At?)
schreiben. Vor der Riicktransformation von (5.55) schreiben wir [ als I(¢), da wir
den Zeitindex spater verwenden werden. Es ergibt sich

P%’JFAT(AE@)) — /7T %ﬁf)eil(ﬂAE(t) (]%(l(t)))AT

Tdl(t 16
:/ LeNAtzlau(t)

2w
cexp {NAt (-Ka + Ka,(t)e ™ + Ko, (t)e"™ + il(t))}
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_/ dit) exp{NAt
_p 2

(i) (t) — Ka+ K(a — a,(t)e™™® + Ka, (t)e™® 1il(1)) }
(5.56)

Gleichung (5.56) beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass der Algorithmus einer Tra-
jektorie folgt, die ihn von a,(t) = E/N zur Zeit ¢ = T/N nach «,(t + At) =
(E+ AE)/N zur Zeit t + At = (T'+ AT)/N fiihrt.

Unsere gesuchte GroBe ist die Gesamtwahrscheinlichkeit P (o, (0) — «,(tf) = 0) fir
alle bei t = 0 in «,,(0) beginnenden und bei ¢f in o, (tf) = 0 endenden Trajektorien.
Wir setzen jede einzelne Trajektorie aus vielen aufeinander folgenden Stiickchen
von a,(t) nach a,(t + At) zusammen. Die Wahrscheinlichkeit einer bestimmten
Trajektorie ergibt sich dann wiederum als Faltung der Wahrscheinlichkeiten der sie
bildenden Trajektorienstiickchen. Wir erhalten also fiir die Wahrscheinlichkeit einer
einzelnen Trajektorie

P(au(t - 0) - au(t — 1/N) = au(t = 2/N) — - — an(t = (th)/N)) (5.57)

/ S Natit(ta(t) pNIFAD (74
—

-/ H%exp {—Nan(w,auu),au(t»m}, (5.58)

t

% % %} ist und die Funktion £ durch
)=

—il(t)ay+ Ka—K(a—ay,(t))e™ " — Koy, (t)e"™ —il(t) (5.59)

wobei jeweils t € {

L(1(), o), dru(t)
gegeben ist.

Anschliefend summieren wir iiber alle moglichen Pfade, welche die Randbedingung
erfiillen. Die maximale mogliche Energiedichte ist a, d.h. a,(t) € [0,q] fiir ¢ €

{%, %, Ll ]]val } Es ergibt sich als Gesamtwahrscheinlichkeit

P (00(0) = au(ty) = 0) = / OO dewy
tE{N 2,0

: P(au(t —0) = gt =1/N) = - — ay(t = (th)/N)>
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5.6 Analyse des Laufzeitverhaltens im Bereich exponentieller Rechenzeit

Im Limes N — oo, d.h. At — dt, ergibt sich daraus formal ein Pfadintegral
Pon(0) = au(ty) = 0) =

/aau(tf)pau(t)/l)l(t) exp{—N/Ot 5t£(l(t),au(t),du(t))}. (5.61)

u(0)

Die Integrale werden im thermodynamischen Limes N — oo durch ihre Sattelpunkte
dominiert, d.h. die Wahrscheinlichkeit der typischen Trajektorie von (t = 0, a,(0))
nach (t = ty, o, (ty) = 0) dominiert die Gesamtwahrscheinlichkeit. Wegen der zwei-
ten Randbedingung bei ¢ ist diese Trajektorie nicht identisch mit der im vorherigen
Abschnitt berechneten typischen Trajektorie des Algorithmus iiberhaupt, die auf ei-
nem Plateauwert der Energiedichte verbleibt.

Der Sattelpunkt des Pfadintegrals (5.61) ist gegeben durch die Euler-Lagrange-
Gleichungen

d oL oL

d oL oL
dt 0, (t) Oy (t)

und 0 = (5.63)

Da [(t) keine dynamische Variable ist (I(¢) kommt nicht in der Lagrange-Funktion
vor), ergibt (5.62)

oL

OI_W

= iy (t) — i (o — a (1))e ™D 4 i K, (£)e® + 4. (5.64)

Die Euler-Lagrange-Gleichung (5.63) fur a,(t) ergibt

_ d oL oL _ i —il(t) il(t)
= doa.  da. il(t) + Ke Ke™'". (5.65)
Durch Substitution
k(t) = e (5.66)

erhalten wir das folgende System gekoppelter Differentialgleichungen erster Ord-
nung:
a — ay(t)

k(L)
k(t) = Kr*(t) — K. (5.68)

u(t) = —1 — Kay(t)k(t) + K (5.67)

In unserem Fall sind zwei Randbedingungen fiir o, (t) gegeben. Zum einen der ty-
pische Startwert o, (0) = a/2, zum anderen aus der vorgegebenen Losungszeit ¢,
folgend a,(tf) = 0. Fiir x(t) gibt es dagegen keine Randbedingungen.
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5 Laufzeit-Analyse einer einfachen Walk-SAT-Variante

Eine triviale Losung der zweiten Differentialgleichung (5.68) ist x(t) = 1, was durch
Einsetzen in die erste Gleichung auf

Gy(t) = =1 — Kay(t) + K(a — ay(t) = Ka— 1 — 2K a,(t) (5.69)

fithrt. Dies ist dann aber wieder die Differentialgleichung (5.24), welche wir in Ab-
schnitt 5.5.2 unter der Annahme einer Poissonverteilung fiir p(s,u) fiir die typi-
sche Trajektorie hergeleitet hatten, die der Algorithmus mit Wahrscheinlichkeit eins
durchléauft und die auf einen Plateauwert der Energiedichte fiihrt. Setzt man diese
Losung in (5.59) ein, so erhdlt man mit x(t) =1 < I(t) =0

L(k(t) =1, a,(t), () = Ka— K(a — ayu(t) — Kay(t) =0, (5.70)

d. h. diese Trajektorie hat wegen (5.61) tatsdchlich Wahrscheinlichkeit eins im ther-
modynamischen Limes.

Allerdings ist diese Losung instabil, denn fiir x(t) < 1ist £(¢) < 0 und fiir (¢) > 1ist
k(t) > 0. Sobald k(t) von 1 abweicht, wird also die typische Trajektorie verlassen.

Fir x(t) < 1 ist wegen (5.67) &, (t) > Ka — 1 — 2Ka,(t), d.h. die zugehérige
Losung «,(t) liegt iiber der typischen Trajektorie (5.26) des Algorithmus. Da schon
fir diese limy_oo @ (t) > 0 gilt, kann fiir £(¢) < 1 keine Lésung zur Randbedingung
a,(tr) = 0 existieren.

Die allgemeine Losung erhalten wir, indem wir zunachst die zweite Gleichung unter
der Bedingung x(t) > 1 mit Trennung der Variablen 16sen. Es ergibt sich

1+ Ae2Kt

K‘(t) - 1 . A62Kt7 (571)

wobei die Konstante A erst durch die Randbedingungen von a,(t) festgelegt wird.
Es muss aber A > 0 wegen r(t) > 1 gelten.

Die DGL (5.67) fiir a,(t) bringen wir zunéchst in die Form

1 Ka
a,(t) = —-K <;<;(t) + %) a,(t) — 1+ ) (5.72)
=: f(t)au(t) + g(t) (5.73)
und erhalten als Losung
a,(t) = [04“(0) + /t drg(r)eJo dT’f(Tl)l elo d'1(7"), (5.74)

wovon man sich durch Ableiten iiberzeugen kann. Dabei wurde die Randbedingung
a,(t = 0) = a,(0) bereits eingesetzt. Beide Integrale in (5.74) lassen sich l6sen.

104



5.6 Analyse des Laufzeitverhaltens im Bereich exponentieller Rechenzeit

Allerdings konnte fiir die Losung des Integrals tiber 7 keine kompakte Form gefunden
werden, so dass wir nur die Integration iiber 7/ angeben. Als Losung ergibt sich

1 — A204K1
a,(t) = au(O)e’thW
+ /Ot dr (—1 + Ka%zzz) ezmﬂ%jjz. (5.75)
Die zweite Randbedingung o, (t;) = 0 ist erfiillt, wenn
0=1— A%t (5.76)
gilt, d. h.
A= e 2K, (5.77)

Setzt man dies in (5.75) ein, so erhélt man den in Abbildung 5.13 fiir t; = 3 darge-
stellten Verlauf der Energiedichte. Man erkennt, dass zwar o, (3) = 0 ist, allerdings
ist dies nicht die erste Nullstelle von «,(t), man findet eine weitere bei ¢/, ~ 2.817.
Der Algorithmus stoppt aber, sobald er eine Losung gefunden hat, d. h. der Verlauf
von a,(t) ist unphysikalisch fiir ¢ > ¢/

0.35
0.3 ]
0.25 ]
0.2 - ]
0.15 - ]
0.1 - ]
0.05 ]

0
-0.05 |- v .

0.1 | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

3
3

Abbildung 5.13: 3-XOR-SAT (« = 2/3): Der Verlauf der unphysikalischen Losung
zur Randbedingung «,(t; = 3) = 0. Man erkennt, dass die Wahl der
Konstanten A = e~2K% nicht die korrekte Trajektorie wiedergibt,
da eine weitere Nullstelle ¢/, < ¢y existiert.

Die erste Nullstelle v, (tf) = 0 haben numerisch bestimmt und damit den korrekten

Wert der Konstanten A festgelegt. Abbildung 5.14 zeigt Trajektorien fiir o = 2/3,
Losungszeiten t; € {3,6,9} und drei verschiedene Anfangsenergiedichten o, (0) €
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5 Laufzeit-Analyse einer einfachen Walk-SAT-Variante

{0.1,0.2,0.3}. Insgesamt sind in der Abbildung also 9 Trajektorien dargestellt, jede
entspricht einer anderen Kombination von «,,(0) und ¢;. Man findet darin den in
Abschnitt 5.4 beschriebenen Verlauf wieder: Unabhéngig von a,,(0) equilibrieren alle
Trajektorien nach ca. 1 MC-Sweep auf einen nahezu identischen Plateauwert und
liegen dort iibereinander. Numerisch sind die Trajektorien im weiteren Verlauf bis ca.
ts—1 nicht unterscheidbar und erst dann fiihrt eine exponentiell seltene Fluktuation
zum Finden einer Losung. Die in den numerischen Experimenten in Abbildung 5.4
sichtbaren Fluktuationen um den Plateauwert fir 1 < ¢t < ¢t; — 1 werden von der
analytischen Losung nicht wiedergegeben. Diese beschreibt die typische nach Zeit ¢¢
zur Losung fiihrende Trajektorie, in dieser mitteln sich die Fluktuationen (abgesehen
von der letzten, durch die Ranbedingung vorgegebene) weg.

0.3 \

0.25 a=2/3 -

0.2 | i
S 015 f -
0.1

0.05 |- ]

Abbildung 5.14: 3-XOR-SAT: Trajektorien bei v = 2/3 fiir verschiedene Randbedin-
gungen fiir o, (0) und ¢y € {3,6,9}. Alle Trajektorien equilibrieren
zunachst auf annahernd dasselbe Plateau. Eine Losung wird durch
eine grofe Fluktuation der Dauer von ca. 1 MC-Sweep gefunden.

Um die exponentiell kleine Wahrscheinlichkeit der zur Losung fithrenden Trajektorie
zu bestimmen, miissen wir zunachst die Wirkung

S(L(K(2), a(t), du(t))) = /0 "L (), u(t), ca(t) (5.78)

bestimmen. Zur Vereinfachung koénnen wir in (5.59) zunéchst (5.66) fir [(¢) und
anschliefend (5.67) fiir &, (t) einsetzen und erhalten

(1))

S(L(Kk(t), a(t), &
_ /0 "t (— n((t)) (6 + 1) + Ko — k&=l _ Kozu(t)/f(t))
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_K /O ’ <_ In(x(t)) (—au(t)/f(t) + O‘;(—O;S‘(t)) ta- O‘;<—O;)(” _ au(t)/i(t)) |
(5.79)

Die numerischen Ergebnisse der Integration bei o = 2/3 sind in Abbildung 5.15 fiir
verschiedene Anfangsbedingungen «,(0) dargestellt. Fiir die typische Anfangsbedin-
gung o, (0) = a/2 fallt die Wirkung zunéchst schnell monoton und hat fiir ¢; > 1
praktisch ihren asymptotischen Wert erreicht.

Mit Gleichung (5.61) erhalten wir aus der Wirkung die Wahrscheinlichkeit der Tra-
jektorie durch
P, (0) = ay(ty) =0) =exp{—NS} (5.80)

und daraus mit (5.46) und (5.43) die typische Losungszeit

teor ~ lim NS, (5.81)

foe

Bisher haben wir stets einen Algorithmus ohne Restarts untersucht. Betrachten wir
aber nun noch einmal Abbildung 5.15, so stellen wir fest, dass fiir kleinere als die
typische Anfangsenergiedichte die Wirkung zunéchst ein Minimum bei sehr kleinen
Losungszeiten besitzt. Dieses entspricht Trajektorien, die schon nahe (in Energie,
d.h. Anzahl der verletzten Klauseln) an einer Losung starten und dann mehr oder
weniger direkt zu ihr verlaufen.

Ein Algorithmus mit Restarts konnte dies moglicherweise ausnutzen, wenn die expo-
nentiell kleine Wahrscheinlichkeit p(c,(0)), ndher an einer Losung zu starten, durch
die exponentiell schnellere Rechenzeit einer solchen Trajektorie tiberkompensiert
wird. Dazu ist im Inset von Abbildung 5.15

T (0, (0), ) = — A}im 1/N In(p(ow,)P(ay,(0) — ay(ty) =0)) (5.82)
aufgetragen, d.h. die Wahrscheinlichkeit der atypischen Trajektorie wurde wie in
(5.49) mit der Wahrscheinlichkeit der atypischen Startkonfiguration gewichtet. Letz-
tere ist dabei numerisch {iber (5.47) aus der in [81] bestimmten Entropie s(a,) der
Zustande mit Energiedichte a,, gegeben.

Man sieht, dass 7(a,(0), t ) minimal wird fiir die typische Anfangsbedingung o, (0) =
a/2 = 1/3. Fiir 3-XOR-SAT ist die Entropie von Startkonfigurationen nahe einer
Losung somit zu gering, die Wahrscheinlichkeit, dass der Algorithmus einer Trajek-
torie folgt, die nahe an der Losung startet und direkt zu ihr hinlauft, ist exponentiell

geringer, als iiber eine Trajektorie mit typischer Startkonfiguration zur Losung zu
finden.

Da P(a,(0) — a,(tf) = 0) schon fiir ty > 1 seinen Plateauwert erreicht hat und
da fiir die Wahrscheinlichkeit der typischen Anfangsbedingung p(a/2) — 1 gilt,
unterscheidet sich bei XOR-SAT die Losungszeit von Algorithmen mit oder ohne
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0.8

0.6

“4
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Abbildung 5.15: 3-XOR-SAT: Wirkung fiir Trajektorien mit unterschiedlichen An-
fangsenergiedichten «,(0) = 0.02,0.06,0.1,...,0.34 (von unten
nach oben) und unterschiedlichen Losungszeiten ¢;. Im Inset ist
der Logarithmus 7 der vorausgesagten Losungszeit tg, fiir diesel-
ben Anfangsenergiedichten dargestellt, dort aber fiir grofie ¢y in
umgekehrter Reihenfolge.

Restarts nicht und ist gegeben durch (5.81). Sie ist in Abbildung 5.16 zusammen mit
numerischen Daten fiir Walk-SAT mit Restarts nach Nt; = 3N Schritten (Schonings
Algorithmus, [72]) dargestellt. Wegen der exponentiell ansteigenden Rechenzeiten
konnten numerisch nur Systeme bis N = 70 untersucht werden. Dabei scheinen sich
sehr viel kleinere Losungszeiten zu ergeben. Allerdings sieht man im Inset fiir & = 0.4
und o = 0.42, wo wegen des kleineren Exponenten Systemgrofien bis N = 1000
betrachtet werden konnen, dass die Finite-Size-Effekte sehr bedeutend sind und
der thermodynamische Limes von Systemgroflen N = 70 noch nicht anndhernd
wiedergegeben werden kann.

Qualitativ stimmen die numerischen Ergebnisse und analytischen Voraussagen iiber-
ein, insbesondere wird der Anstieg oberhalb der Schwelle bei «,, ~ 0.33 gut wie-
dergegeben. Ebenso liegt der Wert am SAT/UNSAT—Ubergang bei a, = 0.918
mit 1/NIntg, ~ 0.249 relativ nahe an der Worst-Case-Schranke von Schénings-
Algorithmus, welche In(4/3) ~ 0.288 betragt.

Zufalliges K-SAT

Bei der Analyse fiir K-SAT verfahren wir wieder analog zu K-XOR-SAT und gehen
deshalb hier nur auf die wesentlichen Unterschiede ein. Wie schon in Abschnitt
5.5.2 wird beim Negieren einer Variablen eine erfiillte Klausel im Mittel nur mit
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Abbildung 5.16: 3-XOR-SAT: Losungszeit fiir Walk-SAT mit Restarts nach Nt; =
3N Schritten. Im Inset sieht man am Beispiel von o = 0.4 (durch-
gezogene Linie) und o = 0.42 (gepunktete Linie), dass die Finite-
Size-Effekte noch sehr grofi sind (Linien nur zur Orientierung).
Die analytisch fiir diese beiden o dort vorausgesagten Werte sind
% Intgo1 = 0.0061 bzw. 0.0099.

Wabhrscheinlichkeit
p=1/2% = 1) (5.83)
unerfiillt. Ist die negierte Variable in s erfiillten Klauseln enthalten, so ist die Wahr-

scheinlichkeit, dass genau k Klauseln unerfiillt werden demnach unter Annahme der
Unabhangigkeit der Klauseln gegeben durch

s

) @ dH(1L— (5.84)

k=0

Mit Wahrscheinlichkeit pgﬁip)(s, u), gegeben durch (5.15), kommt die zu negierende
Variable v* in s erfiillten und u unerfiillten Klauseln vor. Durch Negieren von v*
werden k der s Klauseln unerfiillt und alle v Klauseln erfillt, d. h. die Wahrschein-
lichkeit fiir eine Anderung der Energiedichte um Ae ist gegeben durch

o . S s .
Pr(Ae) = Zpﬁﬂp%s,u)Z(k)u’“(l—m sk (5:89)

s,u=0 k=0
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Analog zur Vorgehensweise fiir K-XOR-SAT und ebenfalls unter Annahme einer
Poissonverteilung (5.50) fiir p;(s,u) erhalten wir das Pfadintegral (5.61)

au(ty)

Dau(t)/D/i(t) exp{—N/Otétc(n(t),au(t),au(t))},
(5.86)

Plau(0) — au(t)) = /

ay(0)

wobei de Lagrange-Funktion hier durch

L(k(t), 0 (t), G (t))

= —In(k(t))(c(t) + 1) + Ka — K(a — au(t)) (1 — i+ ﬁ) — Kay(t)k(t)
(5.87)
gegeben ist.
Als Euler-Lagrange-Gleichungen fiir den Sattelpunkt ergeben sich daraus
o — Q(t
Gy (t) = =1 — Koy (t)k(t) + Kqu)
F(t) = Kr*(t) — K(1 — p)k(t) — Kpu (5.88)

mit Losung

1+ pAe?Kt
K(t) = ————
1 — Ae2Kt
1 — Ae(IHmKt . 14 IuAe(l—i-,u)Kt
1-A 1+ A
t o 1+u)Kt . 1+p) Kt 1)Kt
+ | dr [ -1+ pKa 1 — Aelw oK) L AclTHORt 1 4 pAetHoRt
0 1+ pAemK 1— Ae(+mET "1 4 Ae(+mKT
(5.89)

ay(t) = au(O)e_(1+“)Kt

Der noch freie Parameter A ist dabei auch hier durch die Randbedingung a,,(t;) = 0
gegeben und wird numerisch bestimmt. Wir zeigen die Ergebnisse wieder fir K = 3
exemplarisch bei einem « mit o, < a < a.. Die aus der numerischen Integration
folgenden Trajektorien sind in Abbildung 5.17 dargestellt. Qualitativ findet man
dasselbe Verhalten wie fiir 3-XOR-SAT in Abbildung 5.14 gezeigt. Unabhéngig von
der Anfangsbedingung wird nach ca. einem MC-Sweep der Plateauwert erreicht,
wegen des reduzierten exponentiellen Faktors e~ (1" Kt etwas spiter als bei 3-XOR-
SAT. Knapp 2 MC-Sweeps vor der vorgegebenen Losungszeit verlasst die Trajektorie
das Plateau und fiihrt in der verbleibenden Zeit zur Losung.

Wie bei XOR-SAT in Gleichung (5.79) berechnen wir die Wirkung als Funktion
der Losungszeit, die Ergebnisse der numerischen Integration sind in Abbildung 5.18
dargestellt. Nach Erreichen des Plateauwerts ist die Wahrscheinlichkeit, eine Losung
zu finden, unabhangig von der Ausgangsenergiedichte.
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Abbildung 5.17: 3-SAT: Energiedichten «,,(t) fiir verschiedene Anfangsbedingungen
a,(0) und verschiedene Losungszeiten ¢ty € {3,6,9}.

Hier bestimmen wir die typische Losungszeit fiir einen Algorithmus ohne Restart,
da die mikrokanonische Entropie der Anfangszustidnde mit Energiedichte c, nicht
bekannt ist. Der exponentiell dominierende Beitrag ist wiederum gegeben durch
teol ~ lim, j—00 eV9. Die resultierenden Losungszeiten zeigen wir in Abbildung 5.19
im Vergleich mit numerischen Daten von Systemen der GroBle N = 30, N = 50
und N = 70. Fiir kleine o stimmen die Kurven anndhernd tiberein, wahrend fiir
a > ay, ~ 2.7 die numerischen Daten tendenziell zunachst unter der analytischen
Kurve liegen, im spateren Verlauf dann diese aber sogar schneiden. Qualitativ findet
man aber eine gute Ubereinstimmung der unter der recht groben Poissonnéherung
bestimmten analytischen Losungszeiten mit den numerischen Werten.
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Abbildung 5.18: 3-SAT: Wirkung als Funktion der Losungszeit ¢; fiir verschiedene
Anfangsbedingungen «,(0) = 0.1,0.3,0.5,...,1.3 von oben nach

unten.
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Abbildung 5.19: 3-SAT: Losungszeiten von Walk-SAT ohne Restarts fiir verschiede-
ne Systemgrofien im Vergleich zur analytischen Voraussage (Linien
bei den numerischen Daten nur zur Orientierung).
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6 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde die Grundzustandsstruktur ungeordneter Systeme und die
Dynamik von Grundzustandsalgorithmen betrachtet.

Zunéachst wurde ein verbesserter Algorithmus zur Bestimmung von Grundzustanden
dreidimensionaler Ising-Spin-Systeme vorgestellt, der auf dem Genetischen Renor-
malisierungs-Algorithmus von Houdayer und Martin basiert. Mit diesem Verfahren
konnen Grundzustande bis zur Systemgrofe N = 14° bestimmt werden. Als An-
wendung wurde die Landschaft niedrigenergetischer Anregungen bei Systemen mit
gauBverteilten Wechselwirkungen betrachtet. Dabei wurde in ﬂbereinstimmung mit
den Voraussagen des Mean-Field-Modells festgestellt, dass die Wahrscheinlichkeit
einer systemweiten Anregung mit endlicher Energie nicht mit wachsender System-
grofle abnimmt.

Als Zweites wurde numerisch die Grundzustandslandschaft des Vertex-Cover-Pro-
blems untersucht. Dies ist ein kombinatorisches Optimierungsproblem, dessen Ur-
spriinge in der Theoretischen Informatik liegen. Die typischen Eigenschaften fiir das
Ensemble von Zufallsgraphen sind sehr gut mit Methoden der statistischen Physik,
insbesondere der Untersuchung von Spinglasern, beschreibbar.

Fiir kleine Systeme wurden alle minimalen Vertex-Cover bestimmt und entsprechend
ihres Hammingabstands in Cluster eingeteilt. Fiir ¢ < e liegen die Zustinde in einer
zusammenhangenden Menge, es gibt also genau einen Cluster von Losungen. Dies
wurde dariiber hinaus fiir baumartige Graphen exakt gezeigt, welche fiir Zufallsgra-
phen unterhalb der Perkolationsschwelle typisch sind. Fiir groflere Systeme wurde
die Clusterung mit ballistischer Suche durchgefiihrt und dabei festgestellt, dass die
Clusteranzahl fiir ¢ > e mindestens logarithmisch wéchst. Dies stimmt tiberein mit
der analytischen Voraussage, dass die RS-Losung oberhalb von ¢ instabil wird und
die Ebene der Replika-Symmetriebrechung (RSB) hoher als 1-RSB ist. Bestétigt
wurde dies durch die Analyse des Spektrums der Knoten-Knoten-Korrelation, bei
der fiir Konnektivitaten ¢ > 4 mehr als ein reiner Zustand gefunden wurde.

Die Anwendung eines hierarchischen Clusterungsverfahrens zeigte qualitativ fiir
Konnektivitidten ¢ > e die Existenz mehrerer Ebenen einer Clusterstruktur, so wie
man es bei kontinuierlicher RSB erwartet. Quantitativ entspricht die durch den Al-
gorithmus vorhergesagte Clusterstruktur fiir ¢ > e mehr und mehr der tatsachlichen
Struktur der Zustande im Realraum, ein Indiz dafiir, dass in diesem Bereich der
Konnektivitat wirklich eine ultrametrische Struktur und damit kontinuierliche RSB
vorhanden ist.
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6 Zusammenfassung

Schlielich wurde als Drittes die Dynamik eines Algorithmus zur Bestimmung von
Losungen des K-SAT-Problems untersucht. Dieses hat aus Sicht der statistischen
Physik vergleichbare Eigenschaften wie das Vertex-Cover-Problem. Der hier ver-
wendete Ansatz fiir die Beschreibung seltener Trajektorien wurde spéater auf einen
Algorithmus zur Bestimmung minimaler VC iibertragen [85].

Abhéngig von einem Parameter «, der das Verhéltnis der Anzahl der Bedingun-
gen und der Anzahl der booleschen Variablen beschreibt, an die diese Bedingungen
gestellt werden, konnten wir den Wert einer dynamischen Schwelle a,, bestimmen.
Diese trennt zwei Phasen mit unterschiedlichem typischem Laufzeitverhalten:

o Fiir o < o, >~ 2.71 findet der Algorithmus eine Losung typischerweise schnell,
d. h. in einer Zeit linear in der Anzahl der Variablen konnen fast alle Instanzen
gelost werden. Fir diesen Bereich linearer Losungszeiten konnte das Verhalten
des Algorithmus durch eine einfache Ratengleichung beschrieben werden.

e Fir a > «, steigt die typische Losungszeit exponentiell. Zunachst fallt die
Anzahl der verletzten Klauseln in kurzer Zeit auf ein Plateau, anschlieffend
fluktuiert das System um diesen Plateauwert. Diese Fluktuationen wurden als
unabhéangige Zufallsereignisse betrachtet und ihre Wahrscheinlichkeit durch
einen Funktionalintegral-Ansatz bestimmt. Die exponentiell kleinen Wahr-
scheinlichkeiten einer solchen Fluktuation fiihren zu den beobachteten expo-
nentiell grofen Losungszeiten.

Der zur Beschreibung der Dynamik verwendete Ansatz liele sich prinzipiell ver-
feinern, um insbesondere die Verbesserung durch Heuristiken wie das Ausfiihren
gieriger Schritte besser beschreiben zu kénnen. Ausgehend davon kénnten die Lauf-
zeiten verschiedener stochastischer Algorithmen analytisch miteinander verglichen
werden und damit Heuristiken systematisch verbessert werden.

Eine wichtige offene Frage ist der Zusammenhang zwischen dem Beginn exponentiel-
ler Losungszeiten an der algorithmenabhéngigen Schranke o, und einer Veranderung
der Grundzustandsstruktur des Ensembles durch das Auftreten exponentiell vieler
Cluster bei ay ~ 3.925. Eine weitere Veranderung der Grundzustandslandschaft
findet man bei oy ~ 4.15. Fiir den in dieser Arbeit betrachteten Algorithmus ist
vy < g. Inzwischen kennt man aber Varianten des Walk-SAT-Algorithmus, die in
numerischen Experimenten bis zu dieser Schwelle [83] oder dariiber hinaus [84] Lo-
sungen typischerweise in linearer Zeit finden. Durch Ubertragung des hier beschrie-
ben Ansatzes konnte man versuchen, das Verhalten dieser Heuristiken analytisch zu
beschreiben.

Fiir die betrachten kombinatorischen Optimierungsprobleme ist man dabei, das
mean-field-Verhalten der Grundzustandslandschaft vollstandig zu verstehen. Fiir
Ising-Spinglaser kennt man im mean-field-Fall bereits eine Losung. Um auch fiir
endlich-dimensionale Spinglaser Fortschritte zu erzielen, waren ahnlich grofle algo-
rithmische Fortschritte wiinschenswert, wie sie bei der Weiterentwicklung der Walk-
SAT-Losungsalgorithmen in den letzten Jahren gemacht wurden. Fiir den in die-
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ser Arbeit beschriebenen Genetischen Renormalisierungs-Algorithmus gibt es einige
nahe liegende Verbesserungen, wie beispielsweise eine bevorzugte Auswahl von Zu-
standen mit niedrigerer Energie fiir die Renormalisierung. Ebenso denkbar wére
eine Ubertragung der Ideen der Genetischen Renormalisierung auf kombinatorische
Optimierungsprobleme wie das Vertex-Cover-Problem.

Aus Sicht der Informatik mit dieser Arbeit verbundene langerfristige Ziele sind ei-
nerseits die Beschreibung anwendungsbezogener Ensemble von Probleminstanzen,
andererseits die Klarung des Worst-Case-Verhaltens und des damit verbundenen
P-NP-Problems der Komplexitatstheorie.
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