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1 Einleitung

1.1 Motivation

Da die schnelle und richtige Diagnose einer Erkrankung eine der wichtigsten Voraussetzungen fiir eine ef-
fektive Therapie bildet, riickt die Entwicklung neuer diagnostischer Verfahren zunehmend in den Fokus der
Wissenschaft. Neben Therapiestudien entwickeln Diagnosestudien sich daher seit einigen Jahren zum zwei-
ten Standbein klinischer Forschung. Die Evaluation neuer diagnostischer Verfahren soll dabei ,nach densel-
ben wissenschaftlichen und regulatorischen Richtlinien erfolgen, wie auch bei der Entwicklung von Arznei-
mitteln und anderen medizinischen Produkten® (EMEA,|2009). Diesen Anforderungen werden diagnostische
Studien jedoch selten gerecht, da auf dem relativ jungen Forschungsgebiet der Diagnosestudien die statisti-
sche Methodik zur Analyse nur punktuell existiert. Eine der Hauptursachen hierfiir liegt in der Vielfalt der
Analysekonzepte und Datenstrukturen. In diagnostischen Studien gibt es zum einen eine Vielzahl an Mog-
lichkeiten zur Definition diagnostischer Giite: Am hdufigsten werden Sensitivitdat und Spezifitdt verwendet,
aber man findet auch alternative Ansétze wie die Flache unter der ROC-Kurve (AUC) oder pradiktive Werte.
Zum anderen existieren — insbesondere im Bereich der bildgebenden Diagnostik — verschiedene Versuchs-
designs. Bei der Evaluation bildgebender Diagnoseverfahren wird von den Zulassungsbehorden verlangt,
dass die Auswertung des erhobenen Bildmaterials durch zwei (vorzugsweise sogar drei) unterschiedliche
Arzte (sogenannte Reader) erfolgt, um auf diese Art und Weise die Giite des diagnostischen Verfahrens
unabhingig von der Qualitidt des Arztes beurteilen zu konnen. In Abhéngigkeit von der Frage, ob fiir die
Auswertung verschiedener Diagnoseverfahren unterschiedliches Fachpersonal erforderlich ist und von der
ethischen Vertretbarkeit der Anwendung unterschiedlicher Verfahren am gleichen Patienten entstehen al-
lein hier bereits vier Basisdesigns fiir Studien.

Die Literatur zur Analyse von Diagnosestudien beschridnkt sich nun héufig auf spezielle Designs und ein
einzelnes diagnostisches Giitemal3. So findet man eine umfangreiche — allerdings auf die AUC begrenzte —
Ubersicht iiber die verschiedenen (parametrischen wie nichtparametrischen) Analysemethoden in faktoriel-
len Versuchsanlagen bei/Obuchowski u. a.| (2004) und (Obuchowskil (2007). Der erste rein nichtparametrische
Analyseansatz geht hierbei auf|Song (1997) zuriick, der die von |DeLong u. a.[(1988) entwickelte Theorie der
U-Statistiken auf die Evaluation zweifaktorieller gekreuzter Versuchspldne erweitert. Eine weitere nichtpa-
rametrische Methodik wird von Kaufmann u. a.| (2005) vorgeschlagen, in der, basierend auf den Ideen von
Brunner u.a.| (2002), die Theorie der multivariaten Rangstatistiken zur AUC-Analyse verwendet wird. Ein
alternatives Konzept besteht in der Anwendung von Resampling-Methoden wie Bootstrapping (siehe zum
Beispiel |Beiden u. a.}|2000) oder Jackknifing (beispielsweise bei Dorfmann u. a.,|1992). Zur Analyse von pré-
diktiven Werten oder Sensitivitdt und Spezifitdt werden diese Ansitze jedoch nicht erweitert: in faktoriellen
Versuchspldnen wird zur Evaluation von Sensitivitdt und Spezifitdt in der Regel die von [Liang und Zeger
(1986) entwickelte Methodik der Generalized Estimating Equations (GEE) verwendet (siehe zum Beispiel
Smith und Hadgu, 1992). Analysemethoden zur Evaluation pradiktiver Werte findet man in der Literatur
kaum, da diese auf Grund ihrer Abhéngigkeit von der Erkrankungswahrscheinlichkeit selten als Giitemalle
diagnostischer Studien herangezogen werden konnen. Neuere Methoden findet man mit einem Ansatz zur
Berechnung von Konfidenzintervallen fiir den Ein-Stichproben-Fall bei [Mercaldo u. a.[ (2007), Analyseme-
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thoden fiir den Zwei-Stichproben-Vergleich beispielsweise bei [Leisenring u. a.| (2000) oder [Moskowitz und
Pepe| (2006).

Haufig erhoht sich der Komplexitdtsgrad diagnostischer Studien zusitzlich durch das Vorliegen sogenannter
Clusterdaten. Diese treten immer dann auf, wenn zur Sicherung der Diagnose oder zur genaueren Lokali-
sation der Erkrankung mehrere Proben oder Korperregionen des gleichen Patienten untersucht werden. Da
ein Patient in diesem Fall sowohl gesunde als auch kranke Beobachtungseinheiten aufweisen kann, sind
hier die Kollektive der Gesunden und der Kranken nicht mehr unabhéngig, was die Komplexitit der zu ver-
wendenden Methodik deutlich ansteigen ldsst. Obwohl bei vielen diagnostischen Tests auf natiirlichem Weg
Clusterdaten entstehen, gibt es keinen einheitlichen Leitfaden zum Umgang mit Daten dieses Typs. So kriti-
sieren|Gonen u. a.[(2001), dass die Reduktion von Clusterdaten auf eine Beobachtung pro Subjekt — trotz des
hiermit verbundenen Verlustes an Information - in der Praxis noch immer Anwendung findet (beispielswei-
se bei Liu u. a., 2004).

Auch die Literatur zur Analyse von Diagnosestudien mit Clusterdaten ist hdufig auf ausgewihlte Designs
und GiitemaRe beschrinkt. Zur Evaluation der Flache unter der ROC-Kurve présentiert Obuchowskil (1997)
durch eine Weiterentwicklung der Methodik von DeLong u.a. (1988) erstmals ein Verfahren zur AUC-
Analyse von Clusterdaten im Zwei-Stichproben-Fall. Einen alternativen Ansatz mit Hilfe der Theorie sto-
chastischer Prozesse stellen |Li und Zhou| (2008) vor: Fiir einen einfaktoriellen Versuchsplan wird eine Ana-
lysemethode fiir die ROC-Kurve selbst sowie die zugehorigen AUCs mittels Monte-Carlo-Simulationen ent-
wickelt. Werner und Brunner| (2007) hingegen folgen bei der Evaluation von Clusterdaten der Methodik
von Kaufmann u. a.| (2005) und erweitern diese Ideen der multivariaten Rankstatistiken auf Clusterdaten.
Die Methodik gilt speziell fiir einfaktorielle sowie zweifaktorielle gekreuzte Versuchsplédne. Konietschke und
Brunner| (2009) prasentieren hierzu schlieBlich eine Approximation fiir kleine Stichproben, welche eine wich-
tige theoretische Grundlage fiir diese Arbeit bildet. Simtliche prisentierte Methoden bleiben jedoch auf die
Analyse der Flache unter der ROC-Kurve beschrankt. Mit einem Bootstrap-Ansatz zur Evaluation eines ver-
bunden Zwei-Stichproben-Designs mit Clusterdaten findet man bei Rutter (2000) einen der seltenen Ansit-
ze zur einheitlichen Analyse von AUC, Sensitivitdt und Spezifitdt, jedoch keine Erweiterung auf pradiktive
Werte. Diese finden fiir den Fall von Clusterdaten in der Literatur keine gesonderte Beachtung.

Mit dieser Arbeit soll der prasentierten Vielzahl an analytischen Konzepten zur Evaluation von Diagnose-
studien eine einheitliche, nichtparametrische Analysemethode fiir AUC, Sensitivitit, Spezifitit und pradik-
tive Werte in Studien mit und ohne Clusterdaten gegeniibergestellt werden. Die hier prasentierte Methodik
lasst sich dabei insbesondere auf alle vier Basisdesigns anwenden und sogar auf hoher faktorielle Designs
erweitern. Mit dem vorgestellten Ansatz kann somit ein GroQteil der Diagnosestudien iibersichtlich auf ver-
gleichbare Art und Weise evaluiert werden.

1.2 Aufbau der Arbeit

Nach einer Prisentation der verschiedenen diagnostischen GiitemaRe in den Abschnitten[2.1H2.3|wird durch
die Darstellung von Sensitivitdt und Spezifitit als Flachen unter speziellen ROC-Kurven (Abschnitt die
Grundlage fiir den einheitlichen Analyseansatz gelegt. Eine Prasentation der verschiedenen Basisdesigns in
Studien mit und ohne Clusterdaten folgt in Kapitel 3} Den theoretischen Kern dieser Arbeit bildet die in Ka-
pitel {4| prasentierte Theorie der nichtparametrischen Analyse verbundener Stichproben. Als Anwendungs-
moglichkeit dieser Methodik werden in Kapitel [p| Analysemethoden fiir die vier Basisdesigns vorgestellt, de-
ren Moglichkeiten und Grenzen in der praktischen Anwendung in Kapitel [6| mit Hilfe von Simulationen
aufgezeigt werden. Die Beispiele in Kapitel |[7| dienen zur Veranschaulichung der prisentierten Methodik.
Die Arbeit schlie8t mit einem Ausblick auf mégliche Erweiterungen und Entwicklungen der in dieser Arbeit
dargelegten Konzepte.
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Bei der Evaluation eines neuen diagnostischen Verfahrens stellt sich, wie auch bei Entwicklung neuer The-
rapiemethoden, im ersten Planungsschritt stets die Frage, wie die Effizienz des Verfahrens zu bemessen ist.
Bei Therapiestudien wird diese Frage durch die Wahl eines addquaten (primédren) Endpunktes beantwor-
tet, indem die Giite der Therapiemethode durch das Mal} an Verdnderung in diesem Endpunkt definiert
wird. Diagnosestudien stellen hier einen Sonderfall klinischer Studien dar. Neben dem Ergebnis des diag-
nostischen Tests wird auch der sogenannte Goldstandard bestimmt, welcher stellvertretend fiir den wahren
Gesundheitszustand des Patienten erhoben wird. Definitionsgema( ist ein Patient demnach gesund, wenn
der Goldstandard negativ ist, und krank, wenn der Goldstandard positiv ist. Damit steht und féllt die Qua-
litdt einer Diagnosestudie mit der Verldsslichkeit des gewdhlten Goldstandards, weswegen dieser stets auf
Grundlage des besten derzeit zur Verfiigung stehenden Verfahrens ermittelt werden muss. Die verschiede-
nen diagnostischen GiitemaRe erfassen auf unterschiedliche Art und Weise die Ubereinstimmung zwischen
dem Goldstandard und dem Ergebnis des diagnostischen Verfahrens. Das Ergebnis des diagnostischen Tests
kann hierbei dichotom (positiv / negativ), ordinal (beispielsweise in Form eines Schweregrades) oder gar
metrisch sein. In Abhdngigkeit vom Skalentyp des diagnostischen Testergebnisses und der konkreten klini-
schen Fragestellung an das diagnostische Verfahren ergeben sich verschiedene Moglichkeiten der Definition
diagnostischer GiitemaRe, welche in diesem Kapitel vorgestellt werden. Zur mathematischen Beschreibung
dieser Effektmal3e wird dabei einheitlich folgende Notation verwendet.

Notation 2.1 Fiir einen diagnostischen Test folge das Testresultat im Kollektiv der Gesunden der Verteilung
der Zufallsvariablen X, ~ Fy, im Kollektiv der Kranken der Verteilung von X; ~ F; und im Gesamtkollektiv
der Verteilung von X ~ F, wobei Fy, F; und F beliebige Verteilungsfunktionen in ihrer normalisierten Form
seien (vergleiche Ruymgaart, (1980).

Es sei D eine Zufallsvariable, die den Goldstandard eines jeden Patienten beschreibe, das heif3t, eine Zufalls-
variable, die den Wert 0 annimmt, falls ein Patient tatsdchlich gesund ist und den Wert 1, falls der Patient
tatsdchlich erkrankt ist.

Analog zur (0,1)-Kodierung des Goldstandards kennzeichne bei dichotomen Testresultaten die 0 ein nega-
tives oder auch normales Testergebnis, die 1 beschreibe ein positives, beziehungsweise abnormales Tester-
gebnis.

Bei nicht dichotomen, das heil3t bei ordinalen oder metrischen Endpunkten, sei angenommen, dass gro3e
Werte im Testergebnis fiir ein hoheres MaR an Abnormalitit stehen als kleine. [[]

2.1 Sensitivitidt und Spezifitit

Sensitivitdt und Spezifitit sind die am hiufigsten verwendeten Malle diagnostischer Giite, wenn der End-
punkt eines diagnostischen Verfahrens dichotom ist. In diesem Fall sind die Verteilungen F, und F; Bernoul-
liverteilungen und jeder erhobene Datenpunkt kann einem der vier Felder der Kontingenztafel in Tabelle

! Dieses kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen werden, da durch eine geeignete Transformation eine derartige
Ordnung der Daten stets erreicht werden kann.
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zugeordnet werden.

Tabelle 2.1: Vierfeldertafel moglicher diagnostischer Testergebnisse

Goldstandard: krank | Goldstandard: gesund
(D=1) (D=0)
Test positiv (X=1) richtig positiv falsch positiv
Test negativ (X=0) falsch negativ richtig negativ

Die Sensitivitit se ist nun definiert als die Wahrscheinlichkeit, dass eine tatsdchlich vorliegende Erkrankung
durch den diagnostischen Test erkannt wird, welche sich mathematisch durch

se = P(Test richtig positiv) = P(Test positivikrank) =P(X=1D=1)=PX; =1)

darstellen ldsst. Die Spezifitdt sp beschreibt als Gegenstiick zur Sensitivitdt die Wahrscheinlichkeit, dass das
Nicht-Vorhandensein einer Erkrankung durch das diagnostische Verfahren korrekterweise festgestellt wird

sp = P(Test richtig negativ) = P(Test negativ|gesund) = P(X=0|D =0) = P(X(, = 0).

Sensitivitdt und Spezifitdt sind somit die Erfolgswahrscheinlichkeiten der bernoulliverteilten Zufallsvaria-
blen X; und X,. Die Sensitivitdt beschreibt hierbei die Giite des diagnostischen Tests fiir kranke Patienten,
wiahrend die Spezifitit die Effizienz des Tests fiir gesunde Patienten erfasst. Eine umfassende Charakteri-
sierung der diagnostischen Glite erfordert somit die Berechnung beider MaBzahlen; auf ein einzelnes, zu-
sammenfassendes Effizienzkriterium muss bei dem Giitekonzept von Sensitivitdt und Spezifitédt verzichtet
werden.

2.2 Receiver Operating Characteristic Curves und die zugehorigen AUCs

Die Receiver Operating Characteristic Curves oder kurz ROC-Kurven bilden eine Erweiterung des Konzeptes
von Sensitivitdt und Spezifitdt auf diagnostische Tests mit ordinalen oder metrischen Endpunkten. Ist das
Ergebnis eines diagnostischen Tests nicht dichotom, so sind Sensitivitdt und Spezifitdt nicht definiert, da fiir
das Testergebnis mehr Auspragungen als die Kategorien , positiv* und , negativ* existieren. Sollen trotzdem
Sensitivitdt und Spezifitdt berechnet werden, muss ein Schwellenwert oder sogenannter Cut-Off y gewahlt
werden. Durch diesen wird der Endpunkt kiinstlich dichotomisiert, indem ein Testergebnis als positiv defi-
niert wird, wenn das Testresultat einen Wert groler als y annimmt und als negativ, falls das Ergebnis kleiner
als y ist. Fiir jedes y erhélt man auf diese Art und Weise ein Wertepaar (se(y), sp(y)).

Die ROC-Kurve stellt nun die Verdnderung von Sensitivitdt und Spezifitdt bei Variation des Schwellenwertes
dar: Zur Berechnung dieser Kurve werden fiir jeden méglichen Schwellenwert y Sensitivitdt und Spezifitit
in Abhéngigkeit von y bestimmt:

se(y)=PX;>y)=1-F () 2.1
sp(y) =P(Xo <y) =Fo(y). 2.2)

2 Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei hier angenommen, dass P(X; = y) =0, i = 0,1. Diese Voraussetzung ist nur bei nicht-
stetigen Verteilungen notig. In diesem Fall kann aber fiir jedes Paar aus Sensitivitdt und Spezifitdt auch stets ein Schwellenwert
gefunden werden, der nicht auf der Originalskala enthalten ist und fiir den somit PX; =y) =0, i =0,1 gilt.



2.2 Receiver Operating Characteristic Curves und die zugehdérigen AUCs

Die so entstehenden Paare (se(y),sp(y)) werden in einem Graphen mit der Sensitivitdt als Ordinate und
1-Spezifitdt als Abszisse aufgetragen. Die Verbindung dieser Punkte definiert schlielllich die ROC-Kurve
ROC(Fy, F;) des diagnostischen Tests. Abbildungverdeutlicht das Entstehen der ROC-Kurve am Beispiel
zweier Verteilungsfunktionen, fiir die die zugehoérigen Dichten existieren.

Dichtefunktionen ROC-Kurve
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Abbildung 2.1: Entstehungsprozess der ROC-Kurve aus den Dichtefunktionen: Durch Variation von y erge-
ben sich die verschiedenen Wertepaare von Sensitivitdt und 1-Spezifitét, die durch die ROC-
Kurve gegeneinander aufgetragen werden.

Die Hauptaufgabe eines diagnostischen Verfahrens besteht darin, Gesunde und Kranke méglichst gut zu
unterscheiden. In dem Bereich, in dem sich die Dichtefunktionen der Testergebnisse der Gesunden und der
Kranken tiberlappen, wird es — unabhéngig vom gewéhlten Schwellenwert — stets zu Fehldiagnosen kom-
men: Das Uberschneiden der Dichtefunktionen zeigt an, dass ein zufilliger gesunder Patient potenziell ein
hoheres Mal an Abnormalitdt aufweisen kann als ein zufélliger kranker Patient. (In diesem Fall wird der
gesunde Patient kranker eingestuft als der tatsdchlich Kranke.) Je nach Wahl des Schwellenwertes wird hier
entweder der Gesunde oder der Kranke falsch diagnostiziert. Da mit kleiner werdendem Schwellenwert die
Sensitivitit steigt, wohingegen die Spezifitit fallt (vergleiche Abbildung[2.1), kann durch Variation von y al-
so gelegentlich ein Austausch zwischen Sensitivitdt und Spezifitdt geschaffen werden. Es kann jedoch nicht
verhindert werden, dass im Uberschneidungsbereich Fehldiagnosen gestellt werden. Der Abstand der Dich-
tefunktionen voneinander stellt somit ein Maf§ diagnostischer Giite dar. Da nun mit grofler werdendem
Abstand der Dichtefunktionen auch der Abstand der ROC-Kurve zur Hauptwinkelhalbierenden steigt, ldsst
sich die Verldsslichkeit des diagnostischen Tests an der Form der ROC-Kurve erkennen (vergleiche Abbil-
dung auf der folgenden Seite). Hierdurch qualifiziert sich die ROC-Kurve als ein vom Schwellenwert y
unabhingiges MaR diagnostischer Giite.

Insbesondere im Hinblick auf spdtere Inferenzstatistik stellt es nun einen groBen Vorteil dar, wenn die Gii-
te eines diagnostischen Tests mit Hilfe einer einzigen GréBe zusammengefasst werden kann. Zur besseren
Handhabbarkeit ist deswegen ein Index zu finden, der die ROC-Kurve auf addquate Art und Weise auf eine
einzelne Kennzahl reduziert. Hiufig wird hierbei die Fliche unter der ROC-Kurve (im Englischen Area under
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Abbildung 2.2: Zusammenhang zwischen Dichtefunktionen (a) und den zugehoérigen ROC-Kurven (b): Je
weiter die Dichtefunktionen auseinander liegen, desto grofer ist der Abstand der ROC-Kurve
zur Hauptwinkelhalbierenden.

the Curve, oder kurz AUC) verwendet:

AUC:AUC(FO,FI):f se(y)d(l—sp(y)):f (1-Fi(y))d(1-Fo(y)
=1- f Fi(y)dFo(y) = f Fo(y)dF1(Y). (2.3)

Diese Kennzahl der ROC-Kurve hat eine sehr anschauliche Interpretation: Sie beschreibt die Wahrschein-
lichkeit, dass ein zufilliger kranker Patient ein hoheres Ma an Abnormalitdt aufweist als ein zufélliger ge-
sunder Patient. Mathematisch wird diese Wahrscheinlichkeit (bei stetigen Zufallsvariablen Xy und X;) durch

P(Xy <Xy)

beschrieben und fiir den Fall nicht-stetiger Verteilungsfunktionen F, und F; zu

1
P(XO <X1) + EP(XO :Xl)
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erweitert. In Kombination mit Gleichung lasst sich daher zusammenfassen:
1
AUC = fFOdFl =PXy <Xy + EP(XO =Xj). (2.4)

Die Flache unter der ROC-Kurve entspricht damit dem durch den Z&dhler der Mann-Whitney Statistik ge-
schitzten nichtparametrischen relativen Effekt (Mann und Whitney, [1947). Dieser bereits von Bamber| (1975)
und Hanley und McNeil (1982) erkannte Zusammenhang ldsst die Methodik der nichtparametrischen Stati-
stik im Bereich der Diagnosestudien einen natiirlichen Anwendungsbereich finden.

2.3 Pradiktive Werte

Wihrend Sensitivitdt, Spezifitit und die Fliche unter der ROC-Kurve bedeutende Mafzahlen in diagnos-
tischen Studien darstellen, sind pradiktive Werte ein wichtiges Handwerkszeug in der klinischen Praxis.
Sie beantworten die beiden wohl entscheidendsten diagnostischen Fragen der Kliniker: , Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit ist ein Patient nach einem positiven Testresultat wirklich erkrankt?“ und , Wie wahrscheinlich
ist es, dass ein Patient nach negativen Testbefund tatsdchlich gesund ist?“ Die erste der beiden Fragen wird
durch den positiv pradiktiven Wert p, beantwortet

p.+ = P(krank|Test positiv) =P(D =1|X=1),
wihrend die zweite Frage ihre Antwort im negativ pradiktiven Wert p_ findet
p- = P(gesund|Test negativ) = P(D = 0|X =0).

Pradiktive Werte setzen somit, ebenso wie Sensitivitdt und Spezifitdt, einen dichotomen Endpunkt des diag-
nostischen Tests voraus. Der entscheidende Vorteil pradiktiver Werte im Vergleich zu Sensitivitdt und Spe-
zifitdt liegt dabei in deren praktischer Relevanz: Die Aussagekraft eines negativen oder positiven Testergeb-
nisses ldsst sich durch den Kliniker hier unmittelbar beurteilen. Pradiktive Werte bringen leider aber auch
einen nicht zu vernachlédssigenden Nachteil mit sich: Sie sind nicht allein von der Giite des diagnostischen
Tests abhingig, sondern ebenfalls von der Prévalenz der Erkrankung. Die Prdvalenz oder Voraberkrankungs-
wahrscheinlichkeit  ist hierbei die Erkrankungswahrscheinlichkeit eines zufilligen Patienten (bevor der
diagnostische Test durchgefiihrt wurde):

n=PMD=1).

Die Bayes'sche Formel (Bayes)} |1763), welche spéter ein wichtiges theoretisches Fundament der Analyse bil-
den wird, veranschaulicht diese Abhingigkeit der pradiktiven Werte von der Prévalenz. Sie setzt Sensitivitét
(se), Spezifitit (sp) und Privalenz (m) mit den pradiktiven Werten in Zusammenhang, indem sie diese als
Funktionen von se, sp und & darstellt:
se-m
p+ = fi(se,sp,m) = sent—sp) (0= (2.5)
sp-(1-m)
sp-Q-m+(1-se)-m

p-=f-(se,sp,m) = (2.6)

Sensitivitdt und Spezifitdt selbst sind hierbei unabhingig von der Voraberkrankungswahrscheinlichkeit, da
diese separate Giitemalle fiir das Kollektiv der Gesunden oder der Kranken sind.
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2.4 FEine einheitliche Interpretation von Sensitivitét, Spezifitit und AUC

Die Fldache unter der ROC-Kurve sowie Sensitivitit und Spezifitdt sind auf den ersten Blick grundsitzlich
verschiedene Giitekonzepte zur Beurteilung diagnostischer Verfahren. Lange und Brunner (2011) zeigen je-
doch, dass Sensitivitdt und Spezifitdt sich als Flichen unter speziellen ROC-Kurven interpretieren lassen.
Die beiden urspriinglich verschiedenen Beurteilungskriterien sind somit zwei Seiten derselben Medaille.
Insbesondere folgt aus der Arbeit von [Lange und Brunner| (2011), dass fiir das Glitekonzept von Sensitivi-
tdt und Spezifitit und fiir das diagnostische Effizienzmal} der Fldche unter der ROC-Kurve eine einheitliche
Analysemethodik existiert.

Zur Darstellung dieser Ergebnisse sei angenommen, dass der zur Berechnung von Sensitivitdat und Spezifitat
erforderliche optimale Cut-Off y aus Pilotstudien bekannt ist. Fiir den Fall, dass der Endpunkt des diagnos-
tischen Tests bereits per Konstruktion dichotom ist, definiere man y = 0.5, um auch fiir bindre Endpunkte
die verallgemeinerte Definition

se=PX;>y)=1-Fi(y)
sp=PXy<Y)=Fo(y)

von Sensitivitdt und Spezifitdt verwenden zu koénnen. Hierbei sei analog zu Abschnitt angenommen,
dass ohne Beschrinkung der Allgemeinheit P(X; = y) =0, i =0,1 gelte. Zur Darstellung von Sensitivitdt und
Spezifitit als Flaichen unter speziellen ROC-Kurven sei des Weiteren durch

0, furx<y
F(x)=44 firx=y
1

, furx>y

die normalisierte Version einer Ein-Punkt-Verteilung mit Masse bei y definiert. Mit dieser Notation gilt nun
folgende Behauptung:

Satz 2.1 Unter den obigen Voraussetzungen sind Sensitivitdt und Spezifitit Fldchen unter speziellen ROC-
Kurven, das heifst

se= fl“dFl =AUC(,Fy) 2.7
sp= fFodl" = AUC(Fy,I). (2.8)
BEWEIS. Nach Gleichung ist die Sensitivitit definiert als
se=PX;>y)=1-Fi(y)=1 —fFldF :deFl =AUC(, Fy).
Analog gilt fiir die Spezifitdt
sp=PX,<y) =Fo(y) :fFOdr = AUC(F,, ).

a
Abbildung[2.3|veranschaulicht diesen Zusammenhang zwischen Sensitivitdt, Spezifitit und AUC durch eine
Darstellung der Dichtefunktionen der diagnostischen Testergebnisse und der zugehorigen speziellen ROC-
Kurven, deren AUCs Sensitivitdt und Spezifitdt entsprechen.
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Abbildung 2.3: Zusammenhang zwischen Sensitivitét, Spezifitit und AUC: (a) zeigt die Dichtefunktionen der
Verteilungsfunktionen; die vertikale Linie repridsentiert hierbei die ,Dichte“ der Ein-Punkt-
Verteilung I'. In (b) sind die zu (a) gehorige ROC-Kurven abgebildet, deren AUCs die gew6hn-
liche AUC, Sensitivitdt und Spezifitét sind.

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass — in Anlehnung an [Lévy| (1925) — I' per Definition eine Verteilungs-
funktion ist und ROC(F,,I") und ROC(T, F;) daher definitionsgem&ll ROC-Kurven sind. Sensitivitdt und Spe-
zifitédt sind unter diesem besonderen Blickwinkel also gew6hnliche AUCs. Diese Tatsache wird im Folgenden
den zentralen Ansatzpunkt der einheitlichen Analysemethodik fiir die verschiedenen diagnostischen Giite-
malle bilden.

2.5 Die Wahl des richtigen Giitemaldes

Die Vielfalt diagnostischer Giitemale erfordert in der Planung und Auswertung von Diagnosestudien die
Entscheidung, mit Hilfe welcher Malizahl diagnostische Giite letztendlich zu bemessen ist. Auf der einen
Seite stehen hierbei jene Giitemale, die unabhingig von der Prdvalenz die Zuverldssigkeit des diagnos-
tischen Tests bestimmen: Sensitivitédt, Spezifitit und die Flache unter der ROC-Kurve. Diese Mal3zahlen sind
ausschlie@lich Eigenschaften des diagnostischen Tests selbst und eignen sich daher besonders bei der Zu-
lassung diagnostischer Verfahren. Unabhéngig von der Erkrankungswahrscheinlichkeit in der Studienpopu-
lation erfassen sie die Zuverldssigkeit des diagnostischen Tests; die Giite kann hier nicht durch eine gezielte
Rekrutierung von mehr gesunden oder kranken Patienten manipuliert werden.



2 MalSzahlen diagnostischer Giite

In der klinischen Praxis folgt nun jeder Diagnose eine Therapieentscheidung. Diese Therapieentscheidun-
gen sind in der Regel bindrer Natur, das heifdt, ein Patient wird entweder behandelt oder nicht behandelt.
Durch die Entscheidung fiir oder gegen eine Therapie wird somit schliellich jedes diagnostische Testergeb-
nis dichotomisiert. Am Ende der Entwicklung eines neuen diagnostischen Verfahrens sollte daher stets ein
diagnostischer Test mit bindrem Endpunkt stehen, welcher mittels Sensitivitdt und Spezifitdt evaluiert wird.
Dieses Vorgehen wird von den Zulassungsbehoérden indirekt verlangt, indem Sensitivitdt und Spezifitét als
primdre Zielkriterien gefordert werden (vergleiche EMEA, |2009; FDA, [2004). Solange die Wahl eines optima-
len Schwellenwertes jedoch noch nicht erfolgt ist und der Endpunkt daher noch nicht binér ist, ist im Zuge
der Entwicklung des diagnostischen Tests (das heif3t klinische Studien in Phase I und II) die AUC-Analyse
ein angemessenes Auswertungskriterium — auch um Schwellenwerte letztendlich festzulegen.

Auf der anderen Seite geben priadiktive Werte im Gegensatz zu Sensitivitdt, Spezifitdt und der AUC einen
unmittelbaren Einblick in die Zuverldssigkeit des diagnostischen Verfahrens aus dem Blickwinkel der kli-
nischen Praxis. Wahrend Sensitivitédt, Spezifitit und die Fliche unter der ROC-Kurve sich als Giitemale
bei der Zulassung neuer diagnostischer Verfahren anbieten, sind pradiktive Werte in diesem Bereich auf
Grund ihrer Pravalenzabhingigkeit weniger geeignet: durch eine gezielte Rekrutierung zusitzlicher gesun-
der oder kranker Patienten ldsst sich — unabhéingig von der tatsdchlichen Giite des diagnostischen Verfah-
rens — jeder beliebige pradiktive Wert erreichen. Um dieser Manipulation vorzubeugen, verlangt die EMEA
(European Medicines Agency) in einem Guideline-Entwurf aus dem Jahr 2008, dass pradiktive Werte nur
mit besonderer Vorsicht angegeben werden diirfen und nur wenn angenommen werden kann, dass die
Pravalenz der Studienpopulation der Pravalenz der wirklichen Welt entspricht (,predictive values must be
reported with caution and only when the study sample is considered to be representative of the prevalence
in the real world“, EMEA, 2008). In der spiteren Guideline heif3t es schliellich, dass die Studienpopulation
der spiteren Anwendungspopulation entsprechen soll (,,subjects included in confirmatory trials should be
representative of the population in which the diagnostic agent is intended to be used“, EMEA, |2009). Ahn-
liche Forderungen finden sich in der entsprechenden FDA (U.S. Food and Drug Administration) Guideline
(, the trials include the intended population in the appropriate clinical setting*, [FDA|2004). Folgt man diesen
Leitlinien der Zulassungsbehérden, so werden préadiktive Werte fiir Patienten mit durchschnittlicher Erkran-
kungswahrscheinlichkeit berechnet. Die Ergebnisse der Evaluation sind jedoch falsch fiir einen Patienten
mit bekanntermallen hoherer oder niedriger Voraberkrankungswahrscheinlichkeit. Der Vorteil pradiktiver
Werte im Vergleich zu Sensitivitdt und Spezifitidt besteht nun aber einzig darin, dass die Aussagekraft ei-
nes individuellen positiven oder negativen Testergebnisses eingeschédtzt werden kann. Werden pradiktive
Werte lediglich fiir den Durchschnittspatienten berechnet, verlieren sie den Vorteil der individuellen Inter-
pretierbarkeit und werden somit redundant. Pradiktive Werte sollten daher stets in Abhingigkeit der Vorab-
erkrankungswahrscheinlichkeit angegeben WerdenE] Dieses kann entweder durch eine Darstellung der pra-
diktiven Werte als Funktionen p.(m) der Prdvalenz erfolgen oder indem man anhand bekannter Risko-
faktoren, wie beispielsweise Alter, Geschlecht oder genetischer Pradisposition, die Voraberkrankungswahr-
scheinlichkeit fiir verschiedene Riskogruppen schétzt. Auf diese Art und Weise lassen sich fiir jede Gruppe
separat pradiktive Werte berechnen, und fiir jeden Patienten erhélt man so in Abhéngigkeit vom personli-
chen Riskoprofil einen individuellen pradiktiven Wert.

Die Evaluation neuer diagnostischer Verfahren sollte daher in zwei Schritten erfolgen: Zur Bestimmung der
diagnostischen Giite sind Sensitivitdt, Spezifitit und die Flache unter der ROC-Kurve zu betrachten. Im Hin-
blick auf die Anwendbarkeit des neuen diagnostischen Tests in der klinischen Praxis sollten jedoch zusitz-

3 Diese Privalenzabhingigheit der pridiktiven Werte diskutieren bereits [Diamond und Forrester (1979) am Beispiel der koronaren
Herzkrankheit, wobei auch in dem dort prasentierten Ansatz die Bayes'sche Formel zur Berechnung der pradiktiven Werte verwen-
det wird.
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lich risikoabhéngige pradiktive Werte berechnet werden, um - ganz im Sinne der Definition evidenzbasier-
ter Medizin — , die beste externe Evidenz fiir die Entscheidung der medizinischen Versorgung des individuellen
Patienten (Sackett u. a.,|1996) heranziehen zu konnen.
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3 Clustering und Versuchsdesigns — Datenstrukturen bei
Diagnosestudien

Wie auch bei Therapiestudien konnen bei Diagnosestudien Datensétze vielfdltiger Strukturen entstehen;
die dabei in der Praxis am hdufigsten vorkommenden Formen werden in diesem Kapitel priasentiert. Auf
der einen Seite stehen hierbei die Datenstrukturen, welche durch das Auftreten sogenannter Clusterdaten
entstehen (Abschnitt 3.1), die man immer dann vorfindet, wenn zur Sicherung der Diagnose oder zur ge-
naueren Lokalisation der Erkrankung mehrere Proben oder Korperregionen des gleichen Patienten unter-
sucht werden. Auf der anderen Seite existieren — insbesondere im Bereich der bildgebenden Diagnostik —
verschiedene Versuchsdesigns. Die Zulassungsbehorden verlangen in diesem Fall, dass die Auswertung des
erhobenen Bildmaterials durch mehrere Arzte erfolgt. In Abhingigkeit von der Frage, ob fiir die Auswertung
verschiedener Diagnoseverfahren unterschiedliches Fachpersonal erforderlich ist, und von der ethischen
Vertretbarkeit der Anwendung unterschiedlicher Verfahren am gleichen Patienten, entstehen allein hier be-
reits vier Konstellationsmoglichkeiten fiir Studien, welche ausfiihrlich in Abschnitt 3.2 vorgestellt werden.

3.1 Clustering

Haufig reicht in der Diagnostik die Beantwortung der einfachen Frage , Ist der Patient gesund oder krank?“
nicht aus. Vielmehr werden oftmals mehrere Proben des gleichen Patienten auf die vermutete Erkrankung
untersucht. Werden hierbei Proben verschiedener Korperregionen untersucht, kann die Erkrankung durch
dieses Vorgehen genauer lokalisiert werden. Werden hingegen mehrere Proben an der gleichen Stelle erho-
ben, soll durch dieses Vorgehen die Zuverladssigkeit des diagnostischen Tests im Vergleich zur Einfachmes-
sung erhoht werden. In beiden Fillen fiihrt das Erheben mehrerer Proben pro Patient dazu, dass die klein-
ste Beobachtungseinheit nicht mehr der Patient selbst, sondern die Probe ist. Der Unterschied zwischen
der Untersuchung verschiedener Korperregionen und der mehrfachen Untersuchung der gleichen Region
liegt lediglich darin, dass die verschiedenen Proben im ersten Fall einen unterschiedlichen Goldstandard
aufweisen konnen, im zweiten Fall muss der Goldstandard jeder Beobachtungseinheit der gleiche sein. Hier
kann noch vom Goldstandard oder tatsdchlichen Gesundheitszustand des Patienten gesprochen werden,
wihrend im anderen Fall vom tatsdchlichen Gesundheitszustand der Probe gesprochen werden muss.
Diese unterschiedlichen Arten der Datenstrukturen fithren zu folgender Definition:

Definition 3.1 [Diagnosestudien mit Einfachmessungen und Clusterdaten] Eine Diagnosestudie heilst
Diagnosestudie mit Einfachmessungen, wenn eine einzelne Kérperregion ohne Messwiederholungen unter-
sucht wird. Sie heilSt Diagnosestudie mit Clusterdaten, wenn mehrere Proben des gleichen Patienten unter-
sucht werden. Dabei bezeichne der Begriff Diagnosestudie mit Clusterdaten aus Messwiederholungen eine
Diagnosestudie, in der die verschiedenen Proben des gleichen Patienten stets den gleichen Goldstandard
aufweisen miissen.

An dieser Stelle ist der Unterschied zwischen Messwiederholungen und verbundenen Stichproben zu be-
tonen: Wird in der Diagnostik die gleiche Kérperregion mit verschiedenen diagnostischen Tests oder durch
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Diagnosestudien
I
Diagnostudien mit Diagnostudien mit
Einfachmessungen Clusterdaten
Gold- |Testerg. | Testerg. .
Pat. |standard | Verf. 1 | Verf. 2 aus Messwiederholungen mit echten
1 0 x x Clusterdaten
2 1 X X | |
. . . . gesunde Proben || kranke Proben gesunde Proben || kranke Proben
N 1 X X Pat.||Verf. 1| Verf.2 ||Verf. 1| Verf. 2 Pat.||Verf. 1| Verf.2 ||Verf. 1| Verf. 2
1 XXXX | XXXX — — 1 XXXX | XXXX XXX XXX
—_— —_— XXX XXX 2 XX XX XXX XXX
N — — XXXX | XXXX N — — XXXX | XXXX

Abbildung 3.1: Ubersicht der unterschiedlichen Datenstrukturen bei Diagnosestudien, jedes x entspricht
hierbei einem erhobenen Messwert

unterschiedliche Arzte untersucht, so handelt es sich nicht um Messwiederholungen, da die Untersuchun-
gen unter verschiedenen Bedingungen stattfinden. Da die Beobachtungen jedoch am gleichen Patienten
erhoben wurden, liegen hingegen durchaus verbundene Messungen vor. Abbildung[3.1]verdeutlicht die un-
terschiedlichen Datenstrukturen anhand von Diagnosestudien, bei denen an jeder Beobachtungseinheit je-
weils zwei diagnostische Verfahren durchgefiihrt wurden.

Liegt eine Diagnosestudie ohne Clusterdaten vor, so konnen die Subjekte in gesunde und kranke Patien-
ten eingeteilt werden. Bei Diagnosestudien mit Clusterdaten hingegen werden die Subjekte anhand ihrer
Beobachtungseinheiten gemild nachstehender Definition in eine der folgenden Kategorien eingeteilt.

Definition 3.2 [Vollstiandige und unvollstindige Félle] In einer Diagnosestudie heilst ein Subjekt vollstéin-
dig, wenn es sowohl gesunde als auch kranke Beobachtungseinheiten besitzt; es heilst unvollstindig, wenn
alle zugehorigen Beobachtungseinheiten den gleichen Gesundheitszustand aufweisen.

Diese Idee der Kategorisierung der Subjekte mittels ihrer Beobachtungseinheiten geht auf Konietschke und
Brunner| (2009) zuriick, deren Ansétze spéter auch den Ausgangspunkt der Analysemethodik in dieser Arbeit
bilden werden.

Die Definition vollstdndiger und unvollstdndiger Subjekte erlaubt nun den Unterschied zwischen Diagnose-
studien mit Clusterdaten aus Messwiederholungen und Studien mit echten Clusterdaten aus einem neuen
Blickwinkel zu betrachten: Bei Studien mit Clusterdaten aus Messwiederholungen sind alle Patienten be-
reits nach Voraussetzung unvollstindige Subjekte, wohingegen in einer beliebigen Diagnosestudie sowohl
vollstdndige als auch unvollstdndige Fille vorkommen kénnen, jedoch nicht miissen.

3.2 Versuchsdesigns

Die Entwicklung neuer Diagnostika erfolgt schwerpunktméfig im Bereich der bildgebenden Diagnostik.
Durch bessere Kontrastmittel, hhere Auflésung der Kameras, computergestiitze Bildanalyse und andere
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medizintechnische Fortschritte konnen inzwischen viele invasive Diagnoseverfahren (wie beispielsweise die
Angiographie oder eine Biopsie von potenziellem Tumorgewebe) wenigstens fiir Teile der Patienten durch
ein nicht invasives bildgebendes Verfahren ersetzt werden. In diesem Abschnitt werden daher die typischen
Versuchsdesigns von Diagnosestudien in der bildgebenden Diagnostik vorgestellt. Die Zulassungsbehorden
verlangen in diesem Fall, dass die Auswertung des erhobenen Bildmaterials durch zwei (vorzugsweise sogar
drei) unterschiedliche Arzte (sogenannte Reader) erfolgt, um auf diese Art und Weise die Giite des diagnos-
tischen Verfahrens unabhingig von der Qualitdt des Arztes beurteilen zu konnen (vergleiche EMEA, 2009;
FDA, 2004). Da Diagnosestudien hdufig dem Zweck der Evaluation neuer Verfahren im Vergleich zu bereits
bekannten Methoden oder der Gegeniiberstellung verschiedener, bereits bekannten Verfahren dienen, ist
fiir alle in die Studie involvierten (bildgebenden) Diagnostika die Auswertung des Bildmaterials durch meh-
rere Reader vorgeschrieben. Nun kann es sein, dass bei verschiedenen Diagnoseverfahren unterschiedliches
Fachpersonal fiir das Stellen der Diagnose erforderlich ist, wodurch sich folgende Moglichkeiten ergeben:

- Verschiedene Verfahren werden von den gleichen Readern ausgewertet.
- Verschiedene Verfahren werden von verschiedenen Readern ausgewertet.

Des Weiteren kann es auf Grund ethischer Einwidnde oder der medizinischen Unvereinbarkeit zweier Ver-
fahren vorkommen, dass fiir verschiedene Diagnoseverfahren unterschiedliche Patientenkollektive erforder-
lich sind, das heil3t, auch hier ergeben sich zwei Konstellationen:

- Verschiedene Verfahren werden an den gleichen Patienten getestet.
- Verschiedene Verfahren werden an verschiedenen Patienten getestet.

Durch diese Unterscheidungen ergeben sich nun vier mégliche faktorielle Designs, die in den folgenden
Abschnitten priasentiert werden. Eine schematische Darstellung der Versuchsdesigns bei Einfachmessungen
findet man beispielsweise bei |Lange| (2008, Kapitel 2.3), sodass an dieser Stelle nur die Schemata fiir Diag-
nosestudien mit Clusterdaten dargestellt werden.

3.2.1 Design 1

Design 1 betrachtet den einfachsten Fall, in welchem an allen Patienten alle Methoden getestet werden
und jede Methode auch von jedem Reader ausgewertet werden kann. Die Ergebnisse eines solchen Designs
lassen sich in folgender Tabelle iibersichtlich darstellen (in Anlehnung an Konietschke und Brunner, [2009).

Tabelle 3.1: Schematische Darstellung Design 1

Methode 1 Methode 2
Reader 1 Reader 2 Reader 3 Reader 1 Reader 2 Reader 3
Pat.||gesund krank gesund krank gesund krank || gesund krank gesund krank gesund krank
1 XXX XX XXX XX XXX XX XXX XX XXX XX XXX XX
N XX XXX XX XXX XX XXX XX XXX XX XXX XX XXX

Dieses Design tritt dann auf, wenn es ethisch bedenkenlos ist, die Patienten mit allen Diagnosemethoden
zu untersuchen. Dabei miissen die auswertenden Reader allerdings geschult sein, die Ergebnisse aller Ver-
fahren zu bewerten. Ein Beispiel hierzu wére der Vergleich verschiedener Aufnahmegeschwindigkeiten und
Aufldsungen eines Gerétes (zum Beispiel CT oder MRT).
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3 Clustering und Versuchsdesigns — Datenstrukturen bei Diagnosestudien

3.2.2 Design 2

Die Annahme verschiedener Reader fiir verschiedene Diagnoseverfahren aber gleicher Patienten fiir alle
Verfahren fiihrt zum zweiten faktoriellen Design, welches sich gleichermaRen als Tabelle darstellen l4sst.

Tabelle 3.2: Schematische Darstellung Design 2

Methode 1 Methode 2
Reader 1 Reader 2 Reader 3 Reader 4 Reader 5 Reader 6
Pat.||gesund krank gesund krank gesund krank || gesund krank gesund krank gesund krank
1 XXX XX XXX XX XXX XX XXX XX XXX XX XXX XX
N XX XXX XX XXX XX XXX XX XXX XX XXX XX XXX

Wie auch Design 1 tritt dieses Design auf, wenn es ethisch vertretbar ist, jeden Patienten mit allen Metho-
den zu untersuchen. Allerdings sind hier die auswertenden Arzte der verschiedenen Methoden nicht die
gleichen, wie es beispielsweise beim Vergleich einer MRT- mit einer Ultraschalluntersuchung der Fall sein
kann. Die Arzte, die das Bildmaterial der zweiten Methode auswerten, sind daher Reader 4 bis 6, und nicht
wie ersten Design Reader 1 bis 3.

3.2.3 Design 3

Das dritte Design liegt vor, wenn unterschiedliche Diagnoseverfahren, welche von den gleichen Readern
ausgewertet werden, an verschiedenen Patienten getestet werden. Dieses ldsst sich durch folgende Tabelle
darstellen.

Tabelle 3.3: Schematische Darstellung Design 3

Methode 1 Methode 2
Reader 1 Reader 2 Reader 3 Reader 1 Reader 2 Reader 3
Pat. ||gesund krank gesund krank gesund krank || gesund krank gesund krank gesund krank
1 XXX XX XXX XX XXX XX
N; XX XXX XX XXX XX XXX
N;+1 XXXX XXX XXXX XXX XXXX XXX
N X XX X XX X XX

Ein Design dieser Form liegt beispielsweise dann vor, wenn verschiedene Kontrastmittel miteinander ver-
glichen werden sollen, wobei diese auf Grund ethischer Einwdnde nicht an den gleichen Patienten getestet
werden diirfen.

16



3.2 Versuchsdesigns

3.2.4 Design 4

Werden verschiedene Methoden an unterschiedlichen Patienten getestet und die einzelnen Verfahren dabei

nicht von den gleichen Readern ausgewertet, liegt das vierte und letzte Design vor.

Tabelle 3.4: Schematische Darstellung Design 4

Methode 1 Methode 2
Reader 1 Reader 2 Reader 3 Reader 4 Reader 5 Reader 6
Pat. ||gesund krank gesund krank gesund krank || gesund krank gesund krank gesund krank
1 XXX XX XXX XX XXX XX
Np XX XXX XX XXX XX XXX
Np+1 XXXX XXX XXXX XXX XXXX XXX
N X XX X XX X XX

Der Vergleich eines Kontrastmittels fiir ein MRT mit einem Kontrastmittel fiir eine Ultraschalluntersuchung
liefert ein Beispiel fiir eine derartige Versuchsstruktur.
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4 Analyse verbundener Stichproben

Die statistische Methodik zur Analyse von Diagnosestudien findet — unabhéngig von dem Versuchsdesign,
der Datenstruktur oder dem GiitemaR — ihr theoretisches Fundament stets in der Theorie der multivaria-
ten, nichtparametrischen Analyse verbundener Stichproben. Daher wird in diesem Kapitel in allgemeiner
Notation ein Ansatz zur nichtparametrischen Evaluation verbundener Stichproben vorgestellt. Hierbei wird
zwischen verbundenen Stichproben aus Einfachmessungen (Kapitel 4.1) und verbundenen Stichproben aus
Clusterdaten — inklusive Clusterdaten aus Messwiederholungen - (Kapitel 4.2) unterschieden. Im nachfol-
genden Kapitel 5| wird diese Theorie schlieflich zur Herleitung der Analysemethode der verschiedenen fak-
toriellen Designs verwendet.

Zu Gunsten einer besseren Lesbarkeit wird an dieser Stelle auf eine Einfiihrung in die Standardnotation aus
den Bereichen Nichtparametrik und lineare Modelle verzichtet; diese befindet sich im Kapitel A im Anhang.

4.1 Analyse verbundener Stichproben bei Einfachmessungen

4.1.1 Modell und Notation

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass fiir jedes an der Diagnosestudie teilnehmende Versuchssubjekt
unter [ =1,...,d verschiedenen Bedingungen Daten erhoben werden, das heif3t, dass d verbundene Stich-
proben vorliegen. Verschiedene Bedingungen konnten hierbei beispielsweise als differierende
Reader-Methoden-Kombinationen oder auch nur als unterschiedliche Reader oder Diagnosemethoden in-
terpretiert werden. Die auf diese Art und Weise pro Patient erhobenen Messwerte werden geméifl dem in
Abbildung dargestellten Schema in einem Vektor X;; = (XE.”, e ,XE.‘,?)’ zusammengefasst.

Beobachtungen am k-ten Patienten
mit Gesundheitszustand i: X
[

\l Y Y Y
unter Bedingung 1 unter Bedingung d
W @
Xik Xik

Abbildung 4.1: Notationsdarstellung bei Einfachmessungen

Diese Notation fiihrt nun zu folgendem statistischen Modell.

Modell 1

Gegeben sei eine Diagnosestudie mit N = n, + n; Subjekten, wobei ny, die Anzahl der gesunden und n,
die Anzahl der kranken Patienten kennzeichne. Es seien X;; = (X;}C),...,XE.‘,?)’, i=0,1, k=1,...,n; die, wie
vorangehend erldutert, strukturierten Zufallsvektoren mit Randverteilungen XEQ ~ FE.”, I=1,...,d,i=0,1,
k=1,...,n;, wobei die Funktionen Fgl) beliebige Verteilungsfunktionen (in normalisierter Version) mit Aus-

nahme des trivialen Falles einer Ein-Punkt-Verteilung seien.
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Zur Bestimmung von Sensitivitit und Spezifitit sei Y\ der Schwellenwert der I-ten Komponente. Das heift,
die Beobachtung XEQ wird als gesund klassifiziert, falls sie kleiner als y” ist und als krank, falls sie groRer ist.
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit gelte hierbei stets P(Xgllz =y" =o.
Zur Berechnung der priadiktiven Werte sei weiter angenommen, dass das Kollektiv in g =1,...,G verschie-
dene Risikogruppen unterteilt werden kann, wobei die Erkrankungswahrscheinlichkeit in der g-ten Gruppe
Tg betrage. m, sei in Vorabstudien bereits durch 7ty = I;—z geschitzt worden, wobei g, der Gesamtstichpro-
benumfang der g-ten Gruppe in dieser Vorabstudie sei und k, die Anzahl der in dieser Gruppe erkrankten
Patienten. []
Es seien weiter

- AUCY = f Fé” dFil) die Fliche unter der ROC-Kurve der [-ten Komponente,

- se = P(Xil,i > y?D) und sp® = P(X(()l,)c < y") die Sensitivitit und die Spezifitit der I-ten Komponente

und

0 0
- Pg+ und Pg-

der [-ten Bedingung, [ =1,...,d.
Diese GiitemalSe werden schlielllich durch

der positive und der negative pradiktive Wert der g-ten Risikogruppe (g =1,...,G) unter

AUC = (AUCWY,...,AUCYDY

se = (se,..., se@y
sp = (sp,...,sp9) und
M) ()

pg,i = (pg,i»-'-,Pg,i)’

in Vektoren zusammengefasst. Analoges gelte fiir die Verteilungsfunktionen F; = (FE.U,...,Fﬁ.d))’ sowie deren
Schatzer F; = F",...,F¥Y, i = 0,1, wobei F” die empirische Verteilungsfunktion von Xﬁ.?,...,XiQi in ihrer
normalisierten Form sei.

Zur spiteren Beweisfiihrung miissen folgende Regularititsannahmen an das Modell gestellt werden:

Voraussetzung 4.1

(1) Firalle I,r =1,...,d sei die bivariate Verteilung von (Xi.l,g,Xi.;c)) gleich fiir alle k =1, ..., n; in der jeweili-
gen Gruppe i =0, 1.

(2) Es gelte: N = min(ng, 11, q1,...,qg) — oo, derart, dass nﬁ, — d;, i=0,1, und qﬁg — eg,8=1,...,G.

3) se,sp?,1=1,...,d und ng,g = 1,...,G liegen in (0,1), das heift, sie sind echt kleiner 1 und echt
groRer 0.

Diese Voraussetzungen lassen sich wie folgt interpretieren: Voraussetzung (1) bedeutet, dass die Abhéngig-
keitsstruktur der Beobachtungen unter den verschiedenen Bedingungen fiir alle Patienten gleich ist. Diese
Voraussetzung ist unmittelbar einsichtig, da sie die Annahme widerspiegelt, dass unterschiedliche Patienten
gleichen Gesundheitszustandes die unabhidngigen Messwiederholungen des Versuches darstellen. Annah-
me (2) stellt sicher, dass die realisierten, reziproken relativen Stichprobenumfinge -, - und qﬁg, g=1,...,G
reprasentativ fiir die reziproken relativen Stichprobenumfinge der Gesamtpopulation sind. Diese Annahme
folgt in intuitiver Art und Weise aus der Reprdsentativitdt der Stichprobe. Die dritte Voraussetzung muss
primér aus technischen Griinden gestellt werden, um eine positive Varianz zu erhalten. Da Experimente
ohne Variabilitdt und der hieraus resultierenden Varianz von 0 jedoch selten Gegenstand der klinischen
Forschung sind, sind diese Randfille im Allgemeinen von untergeordnetem Interesse.

IDie zur Berechnung der pridiktiven Werte erforderlichen Daten kann man hiufig aus der Literatur erhalten. Die Privalenzen der
unterschiedlichen Risikogruppen kénnen dabei durchaus in verschiedenen Studien geschitzt worden sein.
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4.1 Analyse verbundener Stichproben bei Einfachmessungen

4.1.2 Schitzung der diagnostischen Giitemalle

In diesem Abschnitt werden Schétzer fiir die verschiedenen diagnostischen Giitemalie prasentiert. Die in
Satz vorgestellte neue Interpretation von Sensitivitdt und Spezifitit als Flachen unter speziellen ROC-
Kurven wird dabei von zentraler Bedeutung sein: Es wird eine Methodik prédsentiert, mittels derer die ge-
wohnlichen Schitzer von Sensitivitdt und Spezifitit als normale AUC-Schitzer dargestellt werden kdnnen.

Schitzung der AUC

Es sei Rillz der (Mittel-)Rang von Xgl,g unter allen N = ny + n; Beobachtungen der /-ten Komponente und es
5O e ) . () T+
sei R, =n; X, R, der Mittelwert der R;,. Dann gilt:

Satz 4.1 Fiirallel=1,...,d wird die Fliche unter der ROC-Kurve durch

—_— PPN 1 (= m+1
Auc” = f Fg”dFY)z—(R(l,)— ! ) @.1)
Ny 2
konsistent geschditzt.

BEWEIS. Das Ersetzen der Verteilungsfunktionen F((]” und F(ll) durch ihre empirischen Entsprechungen E(]l)
und ?(1” fiihrt zu diesem nichtparametrischen Schitzer der AUC. Dieser Ansatz wurde erstmals von Bamber
(1975) fiir den eindimensionalen Fall verwendet. Zum Nachweis der Konsistenz und der Rangdarstellung
(insbesondere fiir den allgemeinen Fall nicht-stetiger, mehrdimensionaler Verteilungen) sei auf die Arbeit
von Brunner u. a.| (2002) verwiesen. O

Schitzung von Sensitivitit und Spezifitit

Zur Schitzung von Sensitivitdt und Spezifitidt wird, analog zur Schéatzung der gewdhnlichen AUC, zunéchst
ein Plug-In-Ansatz verwendet, wodurch man folgende Schétzer erhilt:

se = f r'"qf fiir die Sensitivitit und
sp = f F{"dr" fiir die Spezifitit (I =1,...,d),

wobei I'” eine Ein-Punkt-Verteilung mit Punktmasse bei Yy bezeichne. Zur Verallgemeinerung der gewhn-
lichen AUC-Schitzung auf Sensitivitidt und Spezifitit sei nun y = (Y, ..., Y'?)’ der Vektor der Cut-Off-Punkte
fiir jede Komponente. Es sei weiter {y,...,y} eine Pseudostichprobe, das heift eine Stichprobe, in der jede
Pseudobeoachtung den Wert y annimmt. Anschaulich kann diese Stichprobe als eine Realisation einer (mul-
tivariaten) ein-Punkt-verteilten Zufallsvariablen mit Punktmasse bei y interpretiert werden. Im Folgenden
bezeichne n,; den Stichprobenumfang dieser Pseudostichprobe. Mit dieser Notation gilt schlieflich:

o 1 &
TP =—73% cx—y") =clx-y") =1"). 4.2)
Rps k=1

Obige Gleichung lisst sich wie folgt interpretieren: Die (geschitzte) empirische Verteilungsfunktion T® der
Ein-Punkt-Verteilung T” konvergiert nicht nur (wie im gewohnlichen Fall keiner Ein-Punkt-Verteilungen)
gegen die tatsichliche Verteilungsfunktion, sondern T'” und I'® sind bereits finit gleich. Damit lassen sich
sich die Schitzer von Sensitivitdt und Spezifitédt als gewdhnliche AUC-Schétzer darstellen.
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4 Analyse verbundener Stichproben

Satz 4.2 Fiir allel=1,...,d werden Sensitivitdt und Spezifitdt durch

e = [r0arp - [T0aR! 43)
P = [Rars = [§aro ",
konsistent geschditzt.

BEwEls. DaT'® =T® gelten die Gleichungen
f rOgED = f FO4RY und (4.5)
f POATO = f B aF o, (4.6)

Die Konsistenz der Schitzer ergibt sich direkt aus den Satzen [2.1Jund 4.1} Nach Satz[2.1]sind Sensitivitdt und
Spezifitdt Flaichen unter speziellen ROC-Kurven, deren konsistente Schitzer in Satz prasentiert werden:
Wihrend die gew6hnliche AUC mittels der Stichprobe der gesunden und der kranken Patienten geschétzt
wird, werden fiir die Sensitivitdt nur die Stichprobe der Kranken und fiir die Spezifitdt nur die Stichprobe
der Gesunden bendtigt. Werden Sensitivitdt und Spezifitit nun als Flichen unter speziellen ROC-Kurven
betrachtet, so wird die nicht bendotigte Stichprobe durch eine Ein-Punkt-verteilte Pseudostichprobe ersetzt,
sodass aus Sensitivitdt und Spezifitdt Pseudo-Zwei-Stichproben-Grifsen werden. Die Konsistenz und Rang-
darstellung dieser Schitzer ergibt sich daher unmittelbar aus Satz denn fiir den Beweis wird die Bedin-
gung, dass weder F(()” noch F(ll) Ein-Punkt-Verteilungen sind, nicht benétigt (vergleiche |Brunner u. a., 2002).
Der spezielle Blickwinkel, der Sensitivitdt und Spezifitdt als AUCs (aus Ein-Punkt-Verteilungen) betrachtet,
macht keinen weiteren Beweis erforderlich. O

Drei Anmerkungen seien an dieser Stelle noch besonders hervorgehoben:
(1) Die Schitzer se” und 5p”’ werden zugunsten des einheitlichen Analyseansatzes mittels Ringen oder

Integralen dargestellt. Dennoch entsprechen sie den gewdhnlichen Schétzern fiir Erfolgswahrschein-
Anzahl richtig Diagnostizierter
Gesamtanzahl

lung der Schétzer — nicht aber der Schitzer selbst — durch die einheitliche Interpretation von Sensiti-

lichkeiten bernoulliverteilter Zufallsvariablen

, sodass gelegentlich die Darstel-

vitdt, Spezifitdit und AUC komplexer wird.

(2) Im Gegensatz zu [F{’dF” und [E{’dF" sind die Ausdriicke [T?dF\" und [T?dF" (beziehungs-
weise [E{’dl'” und [E{’dT") bereits finit gleich. Dieses bedeutet, dass durch die Pseudoschétzung,
das heit durch die Verwendung von T = (T®,...,T®@)" an Stelle von T = (I'V, ..., T@)’, kein Nachteil,
wie beispielsweise eine Vergroflerung der Varianz, entsteht.

(3) Da die Gleichheit T =T, unabhiéngig von n,,, fiir alle empirischen Verteilungsfunktionen r angenom-

0]

men werden kann, kann der Stichprobenumfang n,,, beliebig gewéhlt werden. Die Schétzer se” und

5p” sind unabhingig von der Wahl von Nps.

Schitzung der priadiktiven Werte

Die Schiétzer fiir die pradiktiven Werte ergeben sich nach der Schitzung von Sensitivitidt und Spezifitdt ohne
weiteren Aufwand. Durch die Bayes'sche Formel (vergleiche Gleichung und (2.6), Seite [7) werden die
Funktionen f, und f, als Abbildungen von Sensitivitit, Spezifitit und Pravalenz auf die pradiktiven Werte
p+ und p-_, definiert. Setzt man in f, und f_ nun die entsprechenden Schétzer fiir Sensitivitit, Spezifitit
und Prédvalenz (der g-ten Riskogruppe) ein, so erhilt man fiir jede Risikogruppe g konsistente Schitzer fiir
die priadiktiven Werte p, . und p, _:
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4.1 Analyse verbundener Stichproben bei Einfachmessungen

Satz 4.3 Fiir allel =1,...,d und fiir alle Risikogruppen g = 1,...,G werden der positiv und der negativ prd-
diktive Wert durch

se”-m
~(I ~() —~0) ~ g
Py = fo(5e,5p" ) = o) = 0 Py (4.7)
e’ T+ (1-5p)-(1—Ty)

§l\)(l) (- ﬁg)

~(1 ~() —~() =~
P = £ (520, 55, Rg) =

8- (4.8)

@(1) . (1 _ ﬁg) + (1 _ S.\e(l)) _ﬁg :
konsistent geschiitzt.

BEWEIS. Die Gleichheit gilt nach der Bayes’schen Formel (Bayes, [1763). Die Konsistenz folgt aus der Konsi-
stenz von se'”,5p"” und g und unter Voraussetzung(B) aus dem Slutsky’schen Satz (Slutsky, [1925). O

4.1.3 Asymptotische Verteilung der Schitzer

In diesem Paragraphen wird die asymptotische Verteilung der im letzten Abschnitt vorgestellten Schitzer
hergeleitet. Auch hier werden die Ergebnisse der AUC auf Sensitivitdt und Spezifitdt erweitert. Im Gegen-
satz zu Satz wird fiir den Beweis der asymptotischen Normalitdt der AUC aber die Voraussetzung kei-
ner Ein-Punkt-Verteilungen bendtigt, sodass an dieser Stelle eine Erweiterung der Resultate auf Ein-Punkt-
Verteilungen erforderlich ist.

Asymptotische Verteilung der AUC

Es sei AUC = (AUC",...,AUC""Y der nach Satz u konsistente Schitzer von AUC = (AUCY,...,AUC¥)’.
Weiter sei

BY =fF5”d?§”—fF§”d?g”+1—2~ng”dF§”, I=1,.,d

und B = (BY,...,B™¥)'. Es bezeichne weiter V¢ die Kovarianzmatrix von vNB, und A,,...,A, seien die Ei-
genwerte von Vuyc. Zur Herleitung der asymptotischen Verteilung wird eine zusétzliche Regularitdtsannah-
me benétigt:

Voraussetzung 4.2
Es sei A, = min{Ay,..., A4} das Minimum der Eigenwerte von V. Fiir dieses Minimum gelte:
Amin = Ao >0, wobei Ay > 0 eine beliebige Konstante seiE]

Satz 4.4 Unter den Voraussetzungen und ist die Statistik vVN(AUC—AUC) asymptotisch normalverteilt
mit Erwartungswert 0 und Kovarianzmatrix Vayc.

BEWEIS. Der Beweis geht hauptsédchlich auf den zentralen Grenzwertsatz nach Lindeberg (Lindeberg, |1922)
zuriick. Eine detaillierte Ausarbeitung findet man bei Brunner u. a.| (2002). O

2Da in einem nichsten Schritt gezeigt wird, dass der Ausdruck v'N (AUC-AUC) asymptotisch N(0, Vayc)-verteilt ist, ist die aus dieser
Voraussetzung folgende Regularitédt von Vayc nach der klassischen Definition der multivariten Normalverteilung eine notwendige
Annahme. Erweitert man die Definition der multivariaten Normalverteilung derart, dass 0-Eigenwerte zugelassen sind (siehe zum
Beispiel Munzel, |1996] Abschnitt 5.3), so ldsst sich obige Bedingung analog zu [Kulle| (1999, Kapitel 3.4) etwas abschwichen. Aus
Griinden der Ubersichtlichkeit wird in dieser Arbeit allerdings die stérkere Voraussetzungzugrunde gelegt.
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4 Analyse verbundener Stichproben

Asymptotische Verteilung von Sensitivitit und Spezifitit

Zur Herleitung der asymptotischen Verteilung der Sensitivitdt und Spezifitit miissen die Resultate aus
Satz 4.4 auf Ein-Punkt-Verteilungen erweitert werden. Es bezeichne se = (se", ..., s¢”)’ den nach Satz
konsistenten Schitzer fiir se = (se®,...,se®) und sp = 5p7,...,5p”)’ den entsprechenden Schitzer fiir
sp=(sp',...,sp'?)". Unter diesen Voraussetzungen gelten folgende asymptotische Resultate.

Satz 4.5 Unter Voraussetzung ist die Statistik \/n, (Se — se) asymptotisch normalverteilt mit Erwartungs-
wert 0 und Kovarianzmatrix Vs, = Cov(I'(X;;)) = Cov(y/n;se).

BEWwEIS. Es gilt:

_ . 1 o
sell — se® =f1"“)dF§” —se= =Y TOX)—se®, Vi=1,...d.
n o

Da nun die I'Xyx), k = 1,..., n; unabhéngig und identisch verteilte Zufallsvektoren mit Erwartungswert se
sind, folgt aus dem multivariaten zentralen Grenzwertsatz

V- (se - se) % U ~ N[0, Cov(I'(X,1)) ).

Da
Cov(T(Xy1)) = Cov(y/n15e)
ergibt sich schliefflich die Behauptung. O

Analoges gilt (mit gleicher Beweisidee) fiir die Spezifitit.

Satz 4.6 Unter Vomussetzung ist die Statistik /T, (Sp — sp) asymptotisch normalverteilt mit Erwartungs-
wert 0 und Kovarianzmatrix Vy, = Cov(I' Xo1)) = Cov(y/T,Sp).

Die Sitze [4.5| und [4.6]lassen sich als Ein-Punkt-Fall von Satz [4.4] interpretieren. Um spiter zur Analyse von
Sensitivitdt, Spezifitit und AUC aber einen einzigen Analyseansatz — insbesondere ein einziges Programm —
verwenden zu konnen, sollen Sensitivitdt und Spezifitdt wie bereits im letzten Abschnitt als Pseudo-Zwei-
Stichproben-GroBen aufgefasst werden. Das heilt, die Sensitivitdt kann als die AUC des Kollektivs der Kran-
ken und einer Ein-Punkt-verteilten Population aus Gesunden angesehen werden. Diese wird aus einer Zu-
fallsstichprobe (der Grof3e n;) aus der kranken Population und einer Pseudo-Zufalls-Stichprobe (der Gré3e
nps) aus der Ein-Punkt-verteilten Population der Gesunden geschétzt. Analoges gilt fiir die Spezifitit.

Es soll daher im Folgenden gezeigt werden, dass sich die Resultate der Sétze 4.5/ und [4.6|als Resultate eines
Pseudo-Zwei-Stichproben-Falles darstellen lassen:

Korollar 4.1 Es sei n,, € N der Stichprobenumfang der Pseudostichprobeﬂ Es gelte
1. nys+ny =Ny, — oo derart, dass Nn—f <M, <oo und
2. ny+ nps = Ny, — oo derart, dass Nn—so” =M, <oo,

wobei M; und M, beliebige Konstanten seien.

3Die GréBe der Pseudostichprobe, welche zur Schitzung der Sensitivitit herangezogen wird, muss selbstverstindlich nicht der
GroRe der Pseudostichprobe entsprechen, die zur Schédtzung der Spezifitdt verwendet wird. Die einheitliche Bezeichnung beider
Pseudo-Stichprobenumfénge mit nps dient einer besseren Lesbarkeit.
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4.1 Analyse verbundener Stichproben bei Einfachmessungen

Unter Voraussetzung[4.1| gilt dann
1. /N, - (s€ — se) ist asymptotisch normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Kovarianzmatrix
Ne , y_ =vyP*
n se — Vse-
Des Weiteren gilt
2. /Ny, - (Sp — sp) ist asymptotisch normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Kovarianzmatrix
Nep V., =V”
o sp— Vsp-

BEwELs. Da ¢ und 22 nach Voraussetzung beschrénkt sind, folgt die Aussage direkt aus den Sdtzen

n no

und O

Mit Hilfe des obigen Korollars finden Sensitivitdt und Spezifitdt nun auch hinsichtlich der asymptotischen
Verteilung ihren Platz in der Gruppe der AUCs: Wie bereits zuvor wird zur Analyse der Sensitivitidt die Zu-
fallsstichprobe der Gesunden durch eine Pseudostichprobe {y,...,y} ersetzt, zur Analyse der Spezifitdt die
Stichprobe der Kranken. Korollar zeigt, dass Sensitivitdt und Spezifitdt durch die Verwendung dieser
Pseudostichprobe zu gew6hnlichen AUCs werden.

Asymptotische Verteilung der pradiktiven Werte

In diesem Abschnitt wird die asymptotische Verteilung der priadiktiven Werte hergeleitet. Bereits bei der
Berechnung konsistenter Schitzer diente die Bayes'sche Formel als Ausgangspunkt der Methodik. Auch bei
der Herleitung der asymptotischen Verteilung wird sie das theoretische Fundament bilden. Wie in den Glei-
chungen und seien f, und f- die Bayes'schen Funktionen, die den Zusammenhang zwischen
Sensitivitdt, Spezifitdt und Prévalenz (der g-ten Risikogruppe, g =1,...,G) beschreiben:

se-T

se-nt+(1-sp)-(1-m)
sp-(1-m)

sp-(1-m+(1—-se)n

p+ = fi(se,sp,m) =

p- = f-(se,sp,m) =
Im Folgenden seien

£, (s, sp’,mp)) = (fi (s, spM my),..., fi (se?,sp'¥, 1)) und

£ ((se',sp’,mp)) = (f-(se®, spV,my),..., f-(seP, sp¥, m,))

f+ und f_ in ihrer multivariaten Form und

se
of, | of, | of
Df, =Df, ((Se’ysp’,j'[g)’)z(a—s; as;) aT[;) sp und
Tg
se
of_|of_ | of_
Df_ =Df_ Lsp M) ) = | — | —| —
((se',sp’,mg)") (Gse 3sp Gng) sp
Tg

seien die zu f, und f_ gehorigen Jacobi-Matrizen der ersten partiellen Ableitungen an der Stelle (se’,sp’,m,)".
Es seien weiter p$ =f. ((se/,sp’, 1,)’') die pridiktiven Werte der g-ten Risikogruppe und p§ =£. ((s¢’,sp’,7i,)’)

seien die nach Satz zugehorigen konsistenten Schitzer. Es seien weiter Vg, und Vy, die im letzten Ab-
2 _
2=
von , /mgﬁg, g=1,...,G. Fiir die pradiktiven Werte ldsst sich nun folgendes Resultat zeigen.

schnitt definierten Kovarianzmatrizen von /7;$e und /7,8p. Des Weiteren sei ¢ Mg (1 —7,) die Varianz
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4 Analyse verbundener Stichproben

Satz 4.7 Unter Voraussetzung[4.1| und mit obiger Notation gilt

se se) |
VN@E-p$) = VN |£, | 5p |- £, | sp £B§~N(0,Df+[dlvse@dovspeaegozg]nﬂ) und
Mg g/ ]
se se) |
VN@E-p&) = VN |£|sp | -f | sp §B§~N(0,Df_[dlvse@dovspeaegozg]nf_),g=1,...,G,
Mg Tg) ]

wobei - — d;, i=0,1, % — e, 8§=1,...,G (vergleiche Voraussetzung.

BEWEIS. Nach den Sétzen [4.5|und [4.6] gilt:

V711 - (§e —se) = U ~ N(0,V,,) und 4.9)
V7o 8P —sp) > W~N(©O,V,,). 4.10)

Mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes ldsst sich fiir die Prévalenz in der g-ten Risikogruppe
(g=1,...G) nun ein zu (4.9) und (4.10) vergleichbares Resultat zeigen:

Vg ®g—1g) = Qg ~N(0,0%), g=1,...,G. (4.11)

Da die reziproken relativen Stichprobenumfinge nach Voraussetzung [4.1| konvergieren (% —d; i=0,1

und % —eg, g=1,...,G), konnen die Ausdriicke , und wie folgt dargestellt werden:
\/N' (S/\e_ Se) g’ UH ~ N(Or dl ‘Vse)y
VN (sp-sp) = W’ ~N(0,dy-V,,), und

VN (g~ 1) = Q4 ~N(0,e4-0%), g=1,...,G

Sensitivitdt, Spezifitdt und Prévalenz werden im Fall der Einfachmessungen auf der Basis verschiedener Pa-
tientenkollektive geschdtzt und sind daher stochastisch unabhingig. Daher ergibt sich

se se
— £

VN sp|—-|sp|| —=B~N (0, Ve ® doVs), @ egoz) ,
e g

wobei & die Kronecker-Summe bezeichne.
Die Anwendung von Cramers multivariatem 8-Satz mit den Funktionen f, und f_ als Transformationsfunk-
tionen fiihrt schlielflich zu dem Resultat:

se se
VN@E-pS)=VN |f.|sp | . |sp £B§~N(0,Dfi[dlvse@dovspeaego‘z,]Dfi),gzl,...,G.
Mg g

a
Die Verwendung des §-Satzes zum Beweis der asymptotischen Normalitidt der Schétzer der pradiktiven Wer-

te geht hierbei auf Mercaldo u. a. (2007) zuriick. Im Gegensatz zu den hier gezeigten Ideen fithren Mercaldo
u. a. (2007) den Beweis allerdings nur univariat und fiir eine feste Priavalenz m, die als bekannt vorausgesetzt
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4.1 Analyse verbundener Stichproben bei Einfachmessungen

wird und nicht geschéitzt werden kann.

4.1.4 Schitzung der Kovarianzmatrix

Kovarianzmatrix der AUC

Es sei RE’; der Rang von XEQ unter allen N Beobachtungen der [-ten Komponente und es sei

Rik = (Rglk), . .,RE.‘,?)’ der Vektor dieser sogenannten Globalrénge. Es sei weiter Q%g, k=1,...,n; der Rang von
XEQ unter allen n; Beobachtungen der i-ten Stichprobe der /-ten Komponente und es sei Q;x = (Qg}g, e, QEZ))’

der Vektor dieser sogenannten Internrdnge Q%c), I=1,...,d, i=0,1. Weiter bezeichnen

_ 1 I ,
R.=— ) RjpundQ.=—) Qi=——14 i=0,1
ni =1 ni =1 2

die Mittelwerte dieser Vektoren, wobei 1,; = (1,...,1)" der d-dimensionale Einservektor sei. Es sei schlieRlich
P, =R —Q;r und P;. =R;. —65.. Mit dieser Notation gilt:

Satz 4.8 Die Kovarianzmatrix Vayc von vN (AUC — AUC) wird durch Vaue = VAUC,O + VAUCJ konsistent ge-
schdtzt, wobei

- i(P' —P;.)(P;—P;) -
(N—n)2ni(ni— 1) i k7 H k= Rl |

Vauc,i =
BEWEIS. Fiir den Beweis der L,-Konsistenz von Vy sei auf die Arbeit von [Brunner u. a. (2002) verwiesen. An
dieser Stelle sei angemerkt, dass Brunner u. a.|(2002) fiir den Beweis der Konsistenz des obigen Schétzers die
Voraussetzung, dass keine der Marginalverteilungen eine Ein-Punkt-Verteilung ist, nicht benétigen. Daher
lassen sich die Resultate dieses Satzes ebenfalls als Grundlage fiir eine konsistente Schatzung von V, und
V,, verwenden. O

Kovarianzmatrix von Sensitivitit und Spezifitit

Da Sensitivitdt und Spezifitédt als spezielle AUCs angesehen werden kénnen, lassen sich die Ergebnisse von
Satz[4.8]auf Sensitivitdt und Spezifitat einfach erweitern. Hierfiir wird bei der Auswertung der Sensitivitét die
Stichprobe der Gesunden und bei der Spezifitdt die Stichprobe der Kranken durch eine Pseudostichprobe
ersetzt, um dann mittels Satz [4.8| die Kovarianzmatrix V%, von /Ny, - (se —se) und die Kovarianzmatrix V{,
von /N, - (Sp—sp) zu sch.‘:itzen

Es gilt Cov(y/N,, - (§& —se)) = Vi, = Nn—sl"’ - Vgeund /N, - (Sp—sp) = Vi, = Nn_s: - Vy,. Die Schitzer dieser Kovari-
anzmatrizen hingen daher von der Wahl von n, ab. Es gilt jedoch:

~ N 1 !
Vi =—. Y (TXix) —se) (T'(Xix) — $8)’ sowie
m ny — 1 k=1

70

Vi =—" Y (T (Xor) — 8P) (T (Xox) — §P).
no Mo—1;5

4Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass n ps > 1 gewihlt werden muss, da Gleichung |) sonst nicht definiert ist.
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4 Analyse verbundener Stichproben

Die Ausdriicke
i (I'(X;x) —s)(I'X,;) —se)’ =V, und (4.13)
n—1
17 L k=1
— ];(F(X()k) —8p) T Xor) —5p)' =V, (4.14)

sind nun aber gerade die Stichprobenkovarianzmatrizen von I'(X;;) und I'Xox) und damit als natiirliche
Schitzer der Varianz von /7;se und /7,Sp unabhéngig von n,,. Der Stichprobenumfang der Pseudostich-
probe taucht daher nur als konstanter Faktor auf und wird sich bei der spédteren Berechnung von Teststa-
tistiken und Konfidenzintervallen stets wieder herauskiirzen, sodass die endgiiltigen Resultate schlieBlich
unabhingig von n,, sind. Die Verwendung der Pseudostichprobe gestattet an dieser Stelle zur Analyse von
Sensitivitdt und Spezifitdt die gewohnliche AUC-Software zu verwenden, was den Umweg tiber die komple-
xere Darstellung der Kovarianzmatrix rechtfertigt.

Kovarianzmatrix der pridiktiven Werte

Ahnlich wie bereits bei der Herleitung der Schitzer und der asymptotischen Verteilung der priadiktiven Wer-
te wird auch bei der Schédtzung der Kovarianzmatrix die Bayes’sche Formel in Verbindung mit Cramers mul-
tivariatem &-Satz verwendet.

Satz 4.9 Die Kovarianzmatrix von VNS —p%) wird durch

. — [N. N. N_l~

V¢ =Df, | —V,, 0 —V,,® —52| Df,

+ 14 g +
n ) qg

~) o~ A

konsistent geschiitzt. Hierbei bezeichne Df, = Df, ((s€',sp',7,)') die Jacobimatrix der partiellen Ableitungen
von £, an der Stelle (sAe',§f)’,ﬁg)’ und \758 und Vsp seien die in und angegebenen Stichprobenkova-

rianzmatrizen von /n,$e und /1nySp. Weiter sei 62, = % -ﬁg -(1- ﬁg) der unverzerrte Schdtzer der Varianz
02.
BEWwEIS. Nach Satz gilt:
se se
VN®E -p) = VN |£.|5p |~ |sp || £ BE ~N(0,DL, |1V, @ dVy, @ 02 | DE,), g=1,...,G.
Mg Mg

Df, = Df, ((se’,sp’,m,)’) wird nun nach dem Slutzky’schen Satz durch DI, = Df, ((s€',sp’, 7z)') konsistent
geschitzt. Die Grenzwerte d; und e; werden durch nﬁi, i = 0,1 beziehungsweise qﬁg, g=1,...,G ,geschiitzt".
Des Weiteren werden Vg, und V;, durch die zugehorigen Stichprobenkovarianzmatrizen geschitzt und 02

2:
8

die Folgen nﬁ (i=0,1) und qﬁg (g =1,...,G) konvergieren), folgt die Konsistenz des Plug-In-Schitzers

durch die Stichprobenvarianz G % -ﬁg -(1 —ﬁg). Da alle diese Schitzer konsistent sind (beziehungsweise

. —~ [N. N. N_l~
V¢ =Dt | —V,,® —V,,& —52| DL,
ny Ny qg

aus dem Slutzky’schen Satz. O
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4.1 Analyse verbundener Stichproben bei Einfachmessungen

4.1.5 Teststatistiken und Konfidenzintervalle

Die Tatsache, dass alle betrachteten diagnostischen Giitemale asymptotisch normalverteilt sind, erlaubt ei-
ne einheitliche Darstellung von Teststatistiken und Konfidenzintervallen. Zu diesem Zweck sei
e € {AUG,se,sp,pé,p5, g =1,...,G} das zu analysierende diagnostische GiitemaR und € der zugehérige kon-
sistente Schitzer. Weiter sei V, der Schitzer der Kovarianzmatrix von v/N (€ — e). Mit dieser Notation lassen
sich die bisher prasentierten Resultate kurz durch

VN@-e) ~N(0,V,), ec {AUC,se,sp,p%,p%, g=1,...,G}

zusammenfassen. Da sich die bisherigen Ergebnisse auf diese Art und Weise kurz und prignant einheitlich
darstellen lassen, wird im Folgenden stets von einem beliebigen Giitemal} e gesprochen, welches als AUC,
Sensitivitdt, Spezifitdt oder pradiktiver Wert einer bestimmten Risikogruppe interpretiert werden kann.

Teststatistiken

In diesem Abschnitt werden verschiedene Statistiken zum Testen standardmaiger Hypothesen prisentiert.
In nichtparametrischen Modellen zur multivariaten Datenanalyse wird als Teststatistik fiir gew6hnlich ei-
ne Rangversion der Wald-Typ-Statistik (Puri und Sen, |1971) verwendet. Eine Rangversion der sogenannten
ANOVA-Typ-Statistik wurde von |Brunner u. a.| (1997) und Munzel und Brunner| (2000) als Alternative vorge-
stellt, da diese in Simulationsstudien das Niveau deutlich besser einhélt als die standardmiRig verwendete
Wald-Typ-Statistik von [Puri und Sen! (1971). Auf Grund dieser Uberlegenheit der ANOVA-Typ-Statistik wird
in dieser Arbeit auf eine Darstellung der Wald-Typ-Statistik verzichtet.

Satz 4.10 (Lineares Modell) Es sei e ein Vektor diagnostischer GiitemafSe, welcher durch € konsistent
geschiéitzt wird. Es gelte (in der iiblichen Notation) VN (€é-e) ~N (O,Ve), dann gilt unter Hy : Ce = 0:
Sp(TV,
ANOVA-Typ-Statistik QMS(M) = NM €'Te X5 mit f= —————,
Sp(TV.TV,) Sp(TV,TV,)
wobei T = C'(CC)~C die standardisierte Hypothesenmatrix zur Hypothese Ce = 0 sei. Sp(-) bezeichne hierbei
die Spur einer Matrix.

BEWEIS. Die Beweis ist nachzulesen bei Brunner u. a. (1999), Brunner u. a.| (1997) und Munzel und Brunner
(2000). O

Das hier verwendete Modell zum Testen der Hypothesen ist ein einfaches lineares Modell, da die Hypothe-
sen in der Form Ce = 0 formuliert werden. Die Annahme linearer Effekte ist jedoch bestenfalls diskussions-
wiirdig. Da alle diagnostischen GiitemaBe Wahrscheinlichkeiten sind, wire — analog zur Theorie generali-
sierter linearer Modelle — ein logistisches Modell, welches sich als ein multiplikatives Modell der Chancen
oder Odds interpretieren ldsst, eher addquat.

Satz 4.11 (Logistisches Modell) Es gelten die Vorausseizungen wvon Salz Es sei weiter
gle) = logitle) = (log(lf(—:(,)))H ., die logit-Funktion in ihrer multivariaten Form. Es sei weiter

.....

Vf = Dg(é)VeDg(’é), wobei Dg(€) die Jacobimatrix der partiellen Ableitungen g—i an der Stelle € sei. Dann gilt
unter Hy: C-g(e) =0:

Sp(TVS)?
Sp(TVSTVE)'

Sp(TV?)

ANOVA-Typ-Statistik ATS(T) = N————
R U Sp(TVETV?)

g(@)'Tg(e) X5 mit f =
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4 Analyse verbundener Stichproben

BEWEIS. Nach Cramers multivariatem §-Satz gilt
VN(g@® -g(@) + N(0,V¢),
wodurch die Aussage direkt aus der Anwendung von Satz auf die Statistik v'N (g(@) —g(e)) folgt. O

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass neben der logit-Funktion auch jede beliebige andere Transforma-
tionsfunktion, welche den Anforderungen von Cramers §-Satz genﬁgtﬂ verwendet werden kann. Die logit-
Funktion wird hier einzig wegen ihrer aus der logistischen Regression bekannten, praxisnahen Interpretier-
barkeit in den Vordergrund gertickt.

Konfidenzintervalle

Mit Hilfe der asymptotischen Verteilung vN (€ -e) ~ N(O,Ve) lassen sich Konfidenzintervalle fiir Linear-
kombinationen c’e von e'V,..., e@ auf die iibliche Art und Weise berechnen.

Satz 4.12 (Konfidenzintervalle des linearen Modells) Es gelte VN (@-e) ~ N(0,V,) und es sei u,_« das

2
1- %) -Quantil der Standardnormalverteilung, dann sind

cext——, (4.15)

asymptotische (1 — «)-Konfidenzintervallgrenzen fiir c'e.

BEWwEIS. Das Resultat ergibt sich durch die Anwendung der Pivotmethode auf die studentisierten Teststa-

tistiken 7, = VN - (cec e), deren asymptotische Standardnormalverteilung direkt aus den Voraussetzungen

c'Vec

folgt. O

Analog zu den logistischen Teststatistiken werden nun die Konfidenzintervalle des logistischen Modells pra-
sentiert. Da die den Effekten des logistischen Modells entsprechenden Konfidenzintervalle fiir c'g(e) in der
praktischen Anwendung selten zu interpretieren sind, werden an dieser Stelle lediglich die logistischen Kon-
fidenzintervalle der GiitemaRe e, ..., e@ selbst angegeben.lﬂ

Satz 4.13 (Konfidenzintervalle des logistischen Modells) Es gelte die Notation von Satz und es sei
\7§ [1,1], das l-te Diagnonalelement von \Aff , dann sind

/N8
~() Ve[l:l]'ulf%

+— =, 4.16
g |g(e TN ( )

exp(x)

Wp(x) die Umkehr-

die logistischen (1 — «)-Konfidenzintervallgrenzen fiir e, 1 = 1,...,d, wobei g~*(x) =
funktion der logit-Funktion sei.

BEWEIS. Wie im Beweis von Satz folgt das Resultat aus Cramers 8-Satz und ist beispielsweise beiDom-
hofl (2001) nachzulesen. O

SHinreichend hierfiir ist, dass die verwendete Funktion streng monoton steigend, stetig differenzierbar und bijektiv ist.
6Eine Ausnahme bildet ein aus der logistischen Regression bekannter Zusammenhang: Ist ¢ die Differenz zweier Einheitsvektoren,
so lésst sich exp (c’g(e)) als Odds-Ratio der zu diesen Einheitsvektoren gehérigen Gruppen interpretieren.
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4.2 Analyse verbundener Stichproben bei Clusterdaten

Die Konfidenzintervalle der e, [ = 1,...,d kénnen somit entweder iiber den logistischen oder iiber den
einfachen linearen Ansatz berechnet werden. Wahrend im linearen Ansatz die Konfidenzintervallgrenzen
bei kleinen Stichprobenumfidngen jedoch grofler als 1 oder kleiner als 0 werden konnen, kann dieses im
logistischen Modell nicht passieren, da der Definitionsbereich der logit-Funktion das offene Intervall (0, 1)
ist. Die logistischen Konfidenzintervalle sind somit im Gegenteil zu den Konfidenzintervallen des linearen
Modells bereits per Konstruktion im Bereich (0,1) enthalten.

4.2 Analyse verbundener Stichproben bei Clusterdaten

In diesem Kapitel werden die Resultate des letzten Abschnittes auf die Analyse von Clusterdaten erweitert.
Im Fall von Einfachmessungen folgt die Theorie zur Evaluation von Sensitivitit, Spezifitit und préadiktiven
Werten nach dem in Abbildung[4.2] dargestellten Schema direkt aus der Methodik der AUC-Analyse.

Resultate der
AUC-Analyse

|
Erweiterung auf
1-Punkt-Verteilungen
|
| |

Ersetze die Stichprobe der Ersetze die Stichprobe der
Gesunden durch 1-Punkt-verteilte Kranken durch 1-Punkt-verteilte
Pseudostichprobe Pseudostichprobe
Resultate zur Analyse Resultate zur Analyse
der Sensitivitit der Spezifitit

Bayes'sche Formel
Multivariater 6-Satz

Resultate zur Analyse
der prédiktiven Werte

Abbildung 4.2: Schematische Darstellung des Zusammenhangs der diagnostischen Giitemale bei
Einfachmessungen

Liegt eine Studie mit Clusterdaten vor, resultiert das Verfahren zur Auswertung von Sensitivitit, Spezifitét,
positiv und negativ pradiktivem Wert in analoger Weise aus den Ergebnissen der AUC-Analyse. Eine einzige
Ausnahme besteht in der Verteilung der Statistik der pradiktiven Werte: Anders als bei Einfachmessungen
sind bei Clusterdaten die Schitzer von Sensitivitdt und Spezifitdt nicht mehr unabhingig, da am selben
Patienten sowohl gesunde als auch kranke Beobachtungen vorliegen konnen. Die asymptotische Verteilung
des Ausdrucks

)l

lasst sich daher nicht wie in Abschnitt (Seite[25) kanonisch aus der asymptotischen Normalitét der bei-

VN
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4 Analyse verbundener Stichproben

den Teilvektoren herleiten. Um der Abhingigkeit zwischen se und sp Rechnung zu tragen, muss im Fall von
Clusterdaten fiir den Erweiterungsschritt von Sensitivitdt und Spezifitdt auf die pradiktiven Werte der Vektor
(se’ ,sp’ )’ als Ganzes betrachtet werden. Er kann hier nicht — wie bei einer Studie mit Einfachmessungen —
in die Vektoren se und sp zerlegt werden, da auf Grund der fehlenden Unabhéngigkeit die Kovarianzma-
trix von v'N (s’é’ ,51\)')’ nicht der Kronecker-Summe von Cov(v/N - se) und Cov(vN - sp) entspricht. Dennoch
lasst sich der Vektor (se/,sp’)’ als 2d-dimensionaler Vektor von Flichen unter speziellen ROC-Kurven in-
terpretieren, wodurch die Methodik der AUC-Analyse auch auf den gesamten Vektor (se’,sp’)’ angewendet
werden kann. Insbesondere lédsst sich die Kovarianz zwischen Sensitivitdt und Spezifitdt somit als Kovarianz
zwischen speziellen AUCs interpretieren und schitzen. Das heifst, dass sich auch bei Clusterdaten die Me-
thodik zur Evaluation préadiktiver Werte direkt aus den Verfahren zur AUC-Analyse ergibt. Auf Grund dessen
soll in diesem Kapitel lediglich die Methodik der AUC-Analyse prédsentiert werden, da sich — trotz des be-
schriebenen Unterschiedes zu den Einfachmessungen — die anderen Giitemalfle gemadR Abbildung auf
die AUC-Analyse zuriickfiihren lassen.

Resultate der

AUC-Analyse
Erweiterung auf
1-Punkt-Verteilungen
ﬂ%rsetze Stichprobex ﬂ?rsetze Stichprobex Komponente 1,...,d: ersetzte

der Gesunden durch der Kranken durch Gesunde durch Pseudostichprobe

1-Punkt-verteilte 1-Punkt-verteilte Komponente d +1,...,2d: ersetzte

PSBUdOSUChpfOby QSEUdOSUChpTOb‘y Kranke durch Pseudostichprobe

Resultate zur Analyse Resultate zur Analyse Resultate zur Analyse
der Sensitivitit der Spezifitit von (se',sp’)’

Bayes'sche Formel
Multivariater 6-Satz

Resultate zur Analyse
der prédiktiven Werte

Abbildung 4.3: Schematische Darstellung des Zusammenhangs der diagnostischen Giitemalle bei
Clusterdaten

Diese Erweiterung der Methodik von Sensitivitdt und Spezifitdt hin zur Analyse pradiktiver Werte wird in Ab-
schnitt exemplarisch anhand der gewichteten Effektschétzer illustriert, wodurch die Parallelitdt zum
Fall der Einfachmessungen deutlich wird und die Présentation in den iibrigen Abschnitten auf die AUC-
Analyse reduziert werden kann. Insbesondere wird hierbei exemplarisch erldutert, wie sich der Vektor
(se’,sp’ )' durch Ergdnzung von Pseudobeobachtungen durch einen einzelnen gewthnlichen AUC-Schétzer
schitzen lasst.
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4.2 Analyse verbundener Stichproben bei Clusterdaten

4.2.1 Modell und Notation

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass fiir jedes an der Diagnosestudie teilnehmende Versuchssub-
jekt unter ! = 1,...,d verschiedenen Bedingungen Daten erhoben werden. Verschiedene Bedingungen kon-
nen hierbei beispielsweise differierende Reader-Methoden-Kombinationen oder auch nur unterschiedliche
Reader oder Diagnosemethoden bedeuten. Bei Diagnosestudien mit Clusterdaten werden die Subjekte ge-
miR Definition 3.2] (siehe Seite in vollstdndige und unvollstindige Fille unterschieden. Die auf diese Art
und Weise pro Patient erhobene Fiille an Messwerten wird unter Beriicksichtigung der unterschiedlichen
Datenstruktur bei vollstdndigen und unvollstindigen Féllen gemill dem folgenden Schema in einem Vektor
zusammengefasst. Die Struktur des Vektors wird in Abbildung [4.4] fiir ein vollstindiges Subjekt vorgestellt.
Die graphische Darstellung der vektoriellen Struktur der unvollstindigen Subjekte erfolgt exemplarisch an-
hand eines Patienten mit nur gesunden Beobachtungseinheiten (Abbildung [4.5). Die Datenstruktur eines
unvollstindigen Subjektes mit nur kranken Beobachtungen ist analog.

Vollstindige Fille:
Beobachtungen am k-ten Patienten
W _ (x’ @'’
XY = (X, X
[
Y Y Y Y
unter Bedingung 1 unter Bedingung d
Al _ (x @) ') @) _ (@)’ v’
X, _( v Xk ) X, _( ¢ Xk )
\ Y Y Y
gesunde Subunits || kranke Subunits gesunde Subunits || kranke Subunits
1lv) 1lv) dlv) (dlv)
chv Xk k ’ Xk
Y Y Y Y
m{l” >0 Stiick || m{"” >0 Stiick m{” >0 Stiick || m!4"” > 0 Stiick
X(lly),...,XmV) X(IIV),_”’X(IIU) X(d\v)"“’X(d\v) X(dly),..., (dlv)
0k1 0km{}” 1k1 Lem{ll) 0k1 0km(dl” 1k1 1em @V
Abbildung 4.4: Notationsdarstellung: Vollstdndige Fille
Unvollstindige Félle:
Beobachtungen am k-ten Patienten
@) _ [y @'Y’
XG0 = (X0, X
[
\ Y Y Y
unter Bedingung 1 unter Bedingung d
(11u) Xl
k 0k
i Y
gesunde Subunits gesunde Subunits
(11u) (dlu)
k Xox
Y Y
m{" > 0 Stiick m{" > 0 Stiick
(1w (1w (dlw) (dlu)
Xou ree Xt X" Xt

Abbildung 4.5: Notationsdarstellung: Unvollstindige Félle, exemplarisch fiir den Fall nur gesunder Subunits
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Diese Notation fithrt nun zum statistischen Modell.

Modell 2

Gegeben sei eine Diagnosestudie mit N Subjekten, die sich gemi Definition in n” vollstindige und
)y ni’” unvollstdndige Subjekte aufteilt (n“‘) sei dabei die Anzahl der Patienten mit nur gesunden,
(“) die Anzahl der Patlenten rmt nur kranken Beobachtungseinheiten). Fiir eine spétere einheitliche Nota-

tlon seien analog zu n{” und n{" ebenfalls n{"” = n¥> und n{” = n' definiert. Es sei weiter ny = n) + n"

die Anzahl aller Patienten mit mindestens einer gesunden Beobachtungseinheit, analog sei n, = n”) + n{"

die Anzahl an Patienten, die mindestens eine kranke Subunit besitzen. Es seien in Anlehnung an die Abbil-

dungen [4.4]und [4.5]

n(u) = n,

’ ’ ’ "Ny’
(7 = ([ X8 (x| k=1,
’ ’ n/
X = (X xE L xg) i=0,1, k=1,.,n",
mit
!
X(llv) (Xglklll}), X(llv) “V]) , l=1,...,d,i=0,1, k= 1,...,I’l(y),
!
(luw) (llw) (Il .
X\ = (Xlk';‘, X k”w)) : 1=1,...,d,i=01, k=1,...,n"

die, wie vorangehend erldutert, strukturierten Zufallsvektoren mit Randverteilungen

D GRS S 1=1,...,d, i=0,1, k=1,...,n", s=1,...,m4", (vollstandige Fille)
X~ gl I=1,...,d,i=0,1, k=1,...,n", s=1,...,m\" (unvollstindige Fille).

Hierbei seien die Funktionen Fg.l ") beziehungsweise FE”“) die Verteilungsfunktionen in normalisierter Form.
Es sei weiter

n® n(u) u)

) — U1 — (l\v) (lv) (llu) [12) —

MY = m kz( +m! )kz +Zm1k, I=1,...d
=1 =1

(w)

die Gesamtanzahl an Beobachtungseinheiten der N = n” + n(”) +n," Subjekte unter der /-ten Bedingung,

sowie
n® (u)
(ll) Z (llv) Z (w) —
My, + ) m I=1,...,d,

0k ’

n®

m{l = ) U _
Zm +Zm1k , I=1,...,d

die Summe aller gesunden beziehungsweise kranken Subunits unter Bedingung /. Es seien schlieBlich

n®

m! = Zm(”"), 1=1,....d, i=0,1,

n®

(llu) Zm(”"), I=1,....d, i=0,1

die Summen aller Beobachtungseinheiten im Zustand i getrennt nach vollstindigen und unvollstdndigen
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Fillen. Es sei weiter
mmax:max{m%l”,l= 1,....d,te{u,v},i=0,1k= 1,...,n§.”}

die Grof3e des Clusters mit den meisten Beobachtungen.

11y
ik

@y _ _
ik Seee=mg, 1i=0,1
gelten wird, da die Bezeichnungen gesund (i = 0) und krank (i = 1) immer den Gesundheitszustand der
Beobachtungseinheit nach Goldstandard beschreiben. Die Anzahl an gesunden Subunits pro Patient wird

daher in der Regel unter allen Bedingungen gleich sein. Gleiches ist auch fiir die Anzahl der kranken Beob-

An dieser Stelle sei angemerkt, dass fiir ein Subjekt k in der aller Regel m., " = m

achtungen zu erwarten. Lediglich fehlende Werte kdnnen an dieser Stelle Ursache fiir ungleiche Stichpro-
benumfinge in den verschiedenen Komponenten sein.

Analog zum Modell der Einfachmessungen sei y”’ der zur Bestimmung von Sensitivitit und Spezifitit erfor-
derliche Schwellenwert der /-ten Komponente. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit gelte hierbei dhnlich
zum Fall der Einfachmessungen P(Xgllz s = Y(”) =0.

Ebenfalls analog zum ersten Modell sei zur Berechnung der préddiktiven Werte angenommen, dass
g =1,...,G verschiedene Risikogruppen existieren, wobei die Erkrankungswahrscheinlichkeit in der g-ten
Gruppe 7, betrage. m, sei in Vorabstudien bereits durch 7, = S—Z geschitzt worden, wobei g, der Gesamt-
stichprobenumfang der g-ten Gruppe in dieser Vorabstudie sei und k, die Anzahl der in dieser Gruppe
erkrankten Patienten. Analog zu Modell 1 werden GiitemaRe wieder in Vektoren zusammengefasst:

AUC = (AUCWY,...,AUCH@Y

se = (seW,... sedDy
sp = (sp@,...,sp9) und
m %)

pg,i = (pg_i;---;pgi),.

Zur spéteren Beweisfiihrung miissen nun folgende Regularitdtsannahmen an das Modell gestellt werden:

Voraussetzung 4.3

(1) Die Verteilungsfunktionen Fg.l W 1=1,...,d, te{u,v}, i =0,1 seien keine Ein-Punkt-Verteilungen.
(2) Fur alle I =1,...,d seien die Randverteilungen Fg.”") der vollstindigen Félle und FE””) der unvollstian-
digen Fille gleich, das heilt, es gelte: FE.””) = FE.””) =: Fg.”, vi=1,...,d, i=0,1.

(3) Fiir die gewichteten Schitzer gelte: Fiir alle [ = 1,...,d gelte min(m(()l,"), mil,"), qo,...,qG) — 00, derart,

2
dass —Z= — 0,
m;.
(4) Furalle I,r =1,...,d seien die bivariate Verteilung von (XEQ:),XE,’L’;),) beziehungsweise von (Xglk';‘),xiw))
unabhingig von s, s’ und k. Es seien auBerdem die bivariaten Verteilungen von (XE.IIC'IS‘),X(.”“)) und

iks'
(XEIk‘,”S) ,XE.;C',”S 2) gleich fir alle s, s’ und k, k.
(5) Es gelte min(ny, n1,qo, ..., gc) — oo, derart, dass nﬁ, —d; <00, (i=0,1), und qﬁg —e; <o, (g=1,...,G).
6) se,sp”,1=1,...,d und ng, g = 1,...,G liegen in (0,1), das heit, sie sind echt kleiner 1 und echt

grofler 0.

Des Weiteren kennzeichne zur Vervollstindigung der oben eingefiihrten Vektornotation F; = (FE.U, .. .,Fﬁ.d))’,
i =0,1 den Vektor der Verteilungsfunktionen.

Die obigen Voraussetzungen sind dabei wie folgt zu interpretieren: Die Annahme keiner Ein-Punkt-
Verteilungen (1) stellt sicher, dass die erhobenen Messwerten iiber ein Mindestmal3 an Variabilitit verfii-
gen und die Studie somit nicht vollstindig deterministisch ist. Voraussetzung (2) besagt, dass die Verteilung
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des diagnostischen Testergebnisses unabhédngig davon ist, ob ein Subjekt vollstindig oder unvollstdndig ist,
welches die Annahme widerspiegelt, dass alle Beobachtungen des gleichen Gesundheitszustandes Messwie-
derholungen sind. Die dritte Annahme gewdhrleistet, dass die Anzahl der Beobachtungen, die pro Patient
erhoben werden, beschriankt ist. Fiir die Praxis bedeutet dieses, dass alle Subjekte iiber eine vergleichba-
re Anzahl an Beobachtungseinheiten verfiigen sollten. Die Voraussetzungen (4) bis (6) sind analog zu den
entsprechenden Voraussetzungen bei den Einfachmessungen (siehe Voraussetzung auf Seite zu in-
terpretieren.

4.2.2 Schitzung der diagnostischen Giitemalde

Liegen in einer Studie Clusterdaten vor, so gibt es verschiedene Konzepte bei der Entwicklung konsistenter
Schitzer: die sogenannten gewichteten Schitzer auf der einen Seite und die ungewichteten auf der ande-
ren. Wiahrend bei den ungewichteten Schitzern jedes Cluster (das heilt jeder Patient) das gleiche Gewicht
erhdlt, konnen bei den gewichteten Schitzern die verschiedenen Cluster unterschiedlich gewichtet werden.
In dieser Arbeit wird dabei fiir die gewichteten Schitzer stets eine spezielle Gewichtung verwendet. Die
hieraus resultierenden Schétzer werden kurz als die gewichteten Schitzer bezeichnet — auch wenn der Be-
griff in seiner urspriinglichen Bedeutung weiter gefasst ist. Gewichtete Schitzer beschreiben in dieser Arbeit
jene Schitzer, bei denen jedes Cluster mit der Anzahl an Beobachtungen in diesem Cluster gewichtet wird.
Dieses bedeutet, dass bei den gewichteten Schétzern jede Beobachtung das gleiche Gewicht hat, wohinge-
gen bei den ungewichteten Schétzern jeder Patient das gleiche Gewicht erhilt. Konsequenterweise sind bei-
de Schitzer gleich, wenn alle Patienten sowohl die gleiche Anzahl an gesunden Beobachtungenseinheiten
besitzen, sowie {iber die gleiche Anzahl kranker Subunits verfiigen. Im Folgenden werden die gewichteten
Schitzer stets mit einer Tilde ~ und die ungewichteten stets mit einem Dach ™ gekennzeichnet, wodurch
sich die folgenden beiden Versionen der empirischen Verteilungsfunktionen ergeben:

(u) (l\u) (l\v)
l
i5[0) () (llu)
Fx) = — > Z clx— X3, )+Z Z c(x—-X3,") (4.17)
i- k=1 s=1 k=1 s=1
) miw ) (lIVJ
£ Ry ! . () (Ilv)
Flx=— Y — Z clx— X}, )+Z — Z clx—X37) (4.18)
U\ k=111, s=1 = zk s=1

Die obige Darstellung ldsst erkennen, dass die vollstindigen und die unvollstindigen Fille zur Schitzung
der Verteilungsfunktionen zusammengefasst werden. Durch Anwendung der Plug-In-Methode resultieren
aus diesen Schétzern der Verteilungsfunktionen in kanonischer Art und Weise gepoolte Schitzer fiir die
diagnostischen GiitemaRe. Werner und Brunner| (2007) verfolgen diesen Ansatz der gepoolten Schitzung
auch fiir die Varianzschitzung; Simulationsstudien aus dem Bereich der AUC-Analyse zeigen jedoch, dass
) — nlu) < 10) die ge-
schitzte Kovarianzmatrix des AUC-Schitzers hédufig negativ definit ist. Bei unbalancierten Versuchen tritt

diese Eigenschaft sogar bei groferen Stichprobenumfidngen in Abhéingigkeit vom Verhiltnis % auf (ver-

(w)

schon in balancierten Versuchen bei kleinen Stichprobenumféngen (das hei3t nW = n,

gleiche Konietschke und Brunner, 2009). Da die Stichprobenumfinge n'”, n ' und n;" nicht der Versuchs-
kontrolle unterliegen und die Positivdefinitheit der Kovarianzmatrix durch die Werner-Brunner-Schitzung
daher nicht per Versuchsplanung gesichert werden kann, wird in dieser Arbeit eine an [Konietschke und
Brunner| (2009) angelehnte Schitzung der Kovarianzmatrix verwendet. Die Schitzung erfolgt hier zundchst
getrennt fiir die vollstdndigen und unvollstindigen Félle und ergibt sich schlieBlich als gewichtetes Mittel
dieser unabhingigen Varianz-Kovarianzschitzer. Dieses Vorgehen sichert die Positivdefinitheit der Kovari-
anzschitzer der Giitemalle per Konstruktion (vergleiche [Konietschke und Brunner, 2009). Problematisch bei

dem Ansatz von Konietschke und Brunner| (2009) ist jedoch, dass die Effektschitzer nicht per Konstruktion
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bereichserhaltend sindﬂ Das heil3t, die Schitzer von Sensitivitat, Spezifitdt, AUC und pradiktiven Werten
liegen nur asymptotisch im Einheitsintervall, k6nnen aber — insbesondere im Fall kleiner Stichproben — gro-
Ber als 1 oder kleiner als 0 werden. Dieser als ein Artefakt der Schéatzung auftretender Effekt wird mit den
in dieser Arbeit entwickelten Schitzern korrigiert, sodass sich schliefflich die folgenden gewichteten und
ungewichteten Schitzer ergeben.

Gewichtete Schiitzer

In dieser Arbeit wird mit der Prdsentation der gewichteten Schétzer begonnen. Diese sind — wie spéter zu
erkennen sein wird — leichter handhabbar als die ungewichteten: Wahrend sich fiir die gewichteten Schit-
zer und deren empirische Kovarianzmatrizen kompakte Rangdarstellungen finden lassen, ist dieses fiir die
ungewichteten Schitzer nicht méglich.

Schitzung der Verteilungsfunktionen

Der folgende Satz zeigt die Konsistenz des in Gleichung angegebenen gewichteten Schitzers der
Verteilungsfunktion. Gleichung unterscheidet sich hierbei von der Représentation aus Satz[4.14]ledig-
lich in der Darstellung: Letztere Reprasentation zeigt die empirische Verteilungsfunktion bereits als gewich-
tetes Mittel der empirischen Verteilungsfunktionen der vollstindigen und der unvollstindigen Fille. Diese
Zerlegung bekommt — wie bereits beschrieben — bei der spiteren Schéatzung der Kovarianzenmatrix eine
besondere Bedeutung.

Satz 4.14 (Gewichtete empirische Verteilungsfunktion) Im obigen Modell 2 wird die marginale Verteilung
FE.Z) der Beobachtungen der l-ten Komponente (I =1,...,d) im Zustand i (i =0,1) konsistent durch

(v) (llu)

FO ) = —= - F" (0 + —= F ()
m; m;
i i
geschditzt, wobei
o) mY ) n® i
=) (v FUw oy _ ()
F'(x) = D Zi SZ cx=X3")  und F"(x)= — ]; sZi c(x— X"y

BEWEIS. te€ {u, v} sei im Folgenden der Index, welcher die unvollstindigen (¢ = u) und vollstdandigen Fille
(t = v) kennzeichne. In einem ersten Schritt wird zunichst der Ausdruck E[ifg.l 9 (x) - FE.” (x)]? abgeschiitzt. Es
gilt fiir alle x e R:

= W] R R iy _ Wy _ g
B[00 -F 0| =|—m | X X X Y E[(c =X -FP ) (- X2 - FO )|
m;. k=1 s=1 k'=1 s'=1
2 plt 10
1 e It ! e I
== | X X E[[cc-xD) - FO ) (et - XD - FP ) |
m;. k=1¢,s=1
) 2 g0 pll0 ) 2,0
1 ! 2 m
I o max
<\~ Z Z —im | X (mi) = Zm m
k max = ’
m(llf) — ~ (mgll) = l (llt) m(l\f)

i i

"Bereichserhaltend bedeutet in diesem Fall, dass die Schétzer im Intervall [0, 1] liegen. Eine genauere Definition findet man bei|Efron
und Tibshirani (1993} Abschnitt 13.6).
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wobei im zweiten Schritt verwendet wird, dass die beiden Terme fiir verschiedene k unabhingig sind und
der Erwartungswert der einzelnen Terme 0 ist. Unter Verwendung der c¢,-Ungleichung ldsst sich nun zeigen:

(l|v) 2 ) m(u u)
E[FP)-FP ()] < 2( ) B[R (0 - FP ()| +2(
m

u|)

2
(mmw) (m;yu)) Mo
( +2

2
m(u )) (l|u) (mﬁ”)) mﬁ.””)

2
) [F(”ll) (x) — F(l) (x)

lv) (w)

m n.
=2—0 ISTT 2 l(l\-) r(r;n =4 ?Tf —0. (4.19)
m mi- mi- mz l
\V_z ——
<1 <1

Fiir spatere Zwecke sei an dieser Stelle angemerkt, dass sich aus diesem Resultat und dem Satz von Fubini
direkt folgern ldsst, dass ebenfalls

T (lm ) (1t Mmax _ / .
B [F7 o) - ol )] ey YI=Lod, L € (), sowie (4.20)
m,
E[i:’(l)(x(llt) F(” X(”t")] - HMimax Vi=1,...d tciuv 4.21)
0 Piks 1ks 7y e @ . .
0-
gilt. O

Basierend auf den gewichteten Schétzern der Verteilungsfunktionen, werden im Folgenden mit Hilfe der
Plug-In-Methode die gewichteten Schitzer fiir die verschiedenen diagnostischen Giitemalle hergeleitet.

Schitzung der AUC
In diesem Abschnitt wird zunéchst die Konsistenz des Plug-In-Schétzers fiir die AUC nachgewiesen; im An-
schluss wird eine Rechenzeit-effiziente Rangdarstellung dieses Schitzer prasentiert.

Satz 4.15 Fiirallel =1,...,d wird die Fldche unter der ROC-Kurve konsistent durch
Ao = f B gE

geschditzt.

BEWEIS. Es gilt

(Ilv) (l\v) (lIV) (llu)
fﬁ(z)dﬁ(l) _my T my fF(llu)dF(llu) my. —~ my fF(llv)dF(llu)
0 1~ . .
m® m@

0. 0
(llu) (Ilv) (llu) (lu)
m-" m m ~ _
+ Mo 1 fF(uu)dF(nu) m. fFé”“)de)””)

m(()l.|~) m(ll) m(l\) mgl.l)

(b (13]

-y ¥ my . FUID gEUI0)
an - md 0 L
te{u, v} t'efu,v} My, m,.

a1y (aeh
My — 1y

> X Ty = b

tefu, v} 'efu,v} My, my.
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ist [ léél)dﬁ(ll) das gewichtete Mittel der [ léf]l'”dﬂlfg”ﬂ). Hieraus ergibt sich unter Verwendung der
c¢-Ungleichung:

D s Do) mf)”t) m{"" Ao gl D ’
S0P =10 0 gp0) _ 1. =lo g 0 gpd
E(/FO dF —fFO dFl) _E( >y . p—p fFO dF¢ —fFO dFl)

tefu, v} t'efu,v} My,

an Al ? 2
m, S g3 G0
<4y % ( ) (”))E(fFo dr'" — [ EPar?| (4.22)

tefu, v} ' efu,v} \ M. m,

Fiir die einzelnen Summanden gilt nun mit Hilfe der Jensen- und der c¢,-Ungleichung:

2 2

ol [Fvary - [epary ) <k{ [70-wpar [Rpadyo )
~ ~ I 2 ~ ! 2
szE(f(Fg“”—Fg”)dF;“”) +2E(ng”d(F§“”—F§”))

2
~ 2 o
szE/(Fg"”—Fg)) dp(ll”)+2E(fFél)d(F(llt)_F(lll))

n(t’ (llt
1
U a1 () 1"
(1|;/ Z Z ( 0 (Xlks )_FO (Xlks ))
k=1 s=
n() (llt) (l\t)

(
2 T3 ) 1" ) grd () e 1Y P
+( (m') Z Z’ z_ Z ([FO X ks )_fFo dFy’ | [Fy X F, dF|

e m(llt) G m(llt)
< 2 IZ lzk" Mimax + 2 12 Z F(l) (X(”t’)) _ F(l) dF(l) F(l) (X(”t’)) _ F(l) dF(l)
- (U] [l3] 2 0 1ks 0 1 0 1ks' 0 1
my k=1 s=1 M, ( e ) k=1s',5=1
e m(llt)
2 Mmax 2 L 1k 2Mmax  2Mmax

+ ls———+—+
(e 2 ) ey’
my, (mgl_”l)) kelssel my, ml,'

wobei im vorletzten Schritt fiir den ersten Summanden die Abschitzung (4.20) verwendet wurde. Fiir den
zweiten Summanden wurde die Tatsache ausgenutzt, dass die beiden Terme F[(]” (X;l,‘ci)) - f F(()l)ngl) und
F(()l) (Xilllcf;), -f F((]”dF(ll) fiir verschiedene k unabhingig sind und dass der Erwartungswert der einzelnen Ter-
me = 0 ist.

Das Einsetzen dieses Resultats in Gleichung ergibt nun:

2 D )2
~n o~ m 2m 2m
D 470 _ D g i 0- m. max max
EUFO a8 fFO ks ) (P> " ) ( an ) )
l- 1-

IA

relu, v} f'elu, v} ( m, m.

2 Miax 2mmax)_32mmax 82Mmax

< .
=4 Z (UD] (D] 1) (UD]
tefu, v} f'efu,vy \ 1M, my. m, my.

Hierbei verfidhrt man bei der Abschidtzung im vorletzten Schritt analog zu Abschitzung (4.19) (Seite im
Beweis zu Satz O

Es soll nun eine Rangdarstellung fiir den oben prisentierten Schétzer hergeleitet werden. Dafiir wird zu-
néchst folgendes Lemma bendétigt:
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Lemma 4.1 Essei H” = (mé{")ﬁf)l) + mﬁ’,")ﬁ‘{)) die mittlere gewichtete empirische Verteilungsfunktion von
F und ¥, dann gilt:

__ ~ O |
(1) AUC(D:fFf)”dF‘l” :fH(”d(Fg“—Fg”)JrE, Vi=1,...d
~ 1
) D) [UD) —
@) B =g (les —5), Vi=1,...,d, t€{u,v),

wobei R(l " den Rang von X” ') unter allen Beobachtungen der 1-ten Komponente beschreibe.

BEWEIS.

(1.) Der Beweis erfolgt in Anlehnung an Werner| (2006, Kapitel 3, Lemma 3.1), in deren Arbeit ein ver-
gleichbares Resultat nachgewiesen wird.

1) [UB]
fF(l)dF(l) ”1\';(1) fF(l)dF(l) nl\j[(l) fF(l)dF(l)

(lI) (lI) (lI)

m m
B0 4FO 4 _ W 30
- MO f Fodk, Mo M(” f Frdky
1 (4D

)
:fﬁ(l)d’lfil) ’1:1/[1(1) fF(leF(Z) nl\j[(” fH”’dF“) ’;{m fF(”dF(”

an ) i)
W 450 _750y, ™ 1 my 1 my ) gD w0y, L
fH d(F F )+ MO 2 MO + - > M(Z) =|H d(Fl FO )+ >

(2.) Fiir die mittlere empirische Verteilungsfunktion gilt:

7D (l\-)~(l) [UDESIO) (widlw [UI2kS{UL2) (N lw [UI2551011
A (x) = M(l)( UDED 4 IR )_W( B+ mf{IVE 4 m{OF 4 OFPY)
n(()u (llu) e m(l\l/) (u) m(l\u) ® m(l\z/)
(1) (lv) [12) (llv)
M(l) Z Z clx— XOks)+Z Z clx— XOks)+Z Z clx— Xlks )+Z Z clx— Xlks
k=1 s=1 k=1 s=1 k=1 s=1 k=1 s=1

([) l|r)

= | 2 ZZC(X X |-

Des Weiteren gilt fiir alle [ = 1,...,d und ¢ € {u, v}:

u) mr)

1 1
o o e
Rzks _E Z Z Z Z C(szs Xlk/ )
i=0t'e{u,v} k'=1 §'=
1
— 5 M(l) H(l) (Xil]i?)’

woraus das Resulat HO(X[}?) = - (R(ll,‘c? - %) direkt folgt.

Aus diesem Lemma ergibt sich nun direkt die Rangdarstellung des gewichteten AUC-Schétzers.

Korollar 4.2 (Rangdarstellung des gewichteten AUC Schitzers) Fiir den gewichteten Schiitzer der Fliche
unter der ROC-Kurve AUC gilt:

L (sam _mam), L
auc” Mm(R RO..)+5,
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- (U]
wobei Ril” (z\) T retun Ly i IZ ik R(ll,l? den gewichteten Rangmittelwert beschreibe.

BEWEIS.

S ~ ~ ~ 1 ~ ~ ~ ~
auc” = f HOa@) -F) + 2 = f AV aF) - f HYdE) +

my n gmdln mg.” D gl L
e U IO U [0) ¢
(”.)fH dF) > ”I)fH dFy "+ 2

tefu,v} My tefu,v} My,
m(”” ni myy” m(zm np mi”
_ 1 (l) (l\t) 0 () (llt)
Z (lm Z Z H Xlks Z (lIt) Z Z H (XOks
tefu,v} M tefu,v} My,
U my” Iy ng mg,”
1 m,. ( ! m. 1 1
— R( ln_ ~|_ Z Z Z R( 6 _ = + =
1 Z 1 1 Z Z 1k ] ] 0k
M® ( et m;l) (It) P N retm) m(()\) (It) - = N 2
1 n{ (lm
1 y i Z (R(lm ) y Z (Rur) ) 1
= — —_ | - —_— + —
D\ _an 1k RE) 0k
M® m(,l) te{u,v} k=1 s=1 : (_l) te{u, vt k=1 s= S 2
_ 1 (ﬁ(l|->_§(l|-))+l
M(l) 1- 0-- 2'

Wie bereits in der Einfiihrung dieses Kapitels angekiindigt, erfolgt an dieser Stelle einmalig die Erweiterung
der Theorie fiir die AUC auf die Theorie der iibrigen GiitemaRe. An den iibrigen Stellen sei fiir diese Weiter-
entwicklung an die entsprechende Passage aus dem Kapitel fiir Einfachmessungen verwiesen.

Schitzung von Sensitivitit und Spezifitit

Analog zur Analyse von Sensitivitdt und Spezifitdt bei Einfachmessungen werden auch bei Clusterdaten se
und sp als Flachen unter speziellen ROC-Kurven interpretiert. Um auch hier Sensitivitdt und Spezifitit als
Pseudo-Zwei-Stichproben-Gréen darstellen zu konnen, muss gezeigt werden, dass der gewichtete Schitzer
einer Ein-Punkt-Verteilung I' der Ein-Punkt-Verteilung I' entspricht (vergleiche Gleichung in Abschnitt
4.1). Analog zu Abschnitt 4.1.2 sei y = (yV, ..., y'¥)" der Vektor der Cut-Off-Punkte fiir jede Komponente. Es
sei nun

1 .
l) X1y = y? falls i = i
i'ks XU gonst

i'ks

eine Funktion, die jeder Beobachtung im Zustand i auf den Cut-Off der zugehorigen Komponente abbildet
und den Wert jeder Beobachtungen im zu i komplementdren Zustand beibehilt. Die Stichproben

YO(chv)) ( M (Xéllu) Xmu))’ ’Yéd) (Xéd\u) X(dlv))) k=1,...n"
132 = (16 0L, v (K)o (), =0 k=

kénnen somit als Realisation einem nach F; verteilten Kollektiv von kranken Beobachtungseinheiten und
einem nach T verteilten Kollektiv an gesunden Beobachtungen betrachtet werden. Wird diese Verteilung
der gesunden Beobachtungen nun aus obiger Pseudostichprobe durch die gewichtete empirische Vertei-
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4 Analyse verbundener Stichproben

lungsfunktion geschitzt, so gilt fiir diesen Schétzer:

) mll (10 0
0 () = B0 () = 1 T3 cfxoy (xU0)) 4 1 Y3 efxmy (xU
SO 4 ‘ Yo (Poks ) 4 . Yo (®oks
0- =] §= 0- =] §=
) mi) 8 L
1 0k 1 0 0
_ m Y _ MY _ 10
=— 2 2 c(x-Y)+—m X 2 c(x-Y")=c(x-y") =TV ).
mo. k=1 s=1 mo, k=1 s=1

An dieser Gleichheit lisst sich erkennen, dass zur Schitzung von I'” auch eine beliebige andere Stichpro-
bengrélle an gesunden Patienten hitte verwendet werden konnen. Lediglich zur Vereinfachung der Notati-
on wurde an dieser Stelle die Stichprobe der gesunden Beobachtungen als Basis fiir die Pseudostichprobe
verwendet. Gleiches gilt, wenn mittels der Funktionen Y(ll), l=1,...,d die kranken Beobachtungen mit dem
Cut-Off der entsprechenden Komponente iiberschrieben werden. Analog zum Fall der Einfachmessungen

lasst sich nun auch fiir Clusterdaten ein AUC-Schétzer fiir Sensitivitdt und Spezifitdt angeben:

Satz 4.16 Fiirallel =1,...,d werden Sensitivitit und Spezifitéit durch
b = f rOgF = f T g7 (4.23)
0 = f B grh) = / EO 40 (4.24)

konsistent geschditzt, wobei T'" wie oben beschrieben geschiitzt wird, indem alle gesunden Beobachtungen (bei
der Schiitzung der Sensitivitdt) beziehungsweise alle kranken Beobachtungen (bei der Schéitzung der Spezifi-
tit) durch den Cut-Off der zugehdrigen Komponente ersetzt werden.

BEeEwEIS. Fiir den Beweis der Konsistenz der AUC-Schétzer (Satz wurde die Bedingung, dass keine der
Marginalverteilungen von F, oder F; Ein-Punkt-Verteilungen sind, nicht benétigt. Die Behauptung folgt da-
her direkt aus Gleichheit von T und I' und der Tatsache, dass Sensitivit4t und Spezifitit spezielle AUCs sind
(Satz und Satz (Vergleichbar zu dem entsprechenden Beweis im Falle der Einfachmessungen.) Ei-
ne Rangdarstellung der Schéitzer ergibt sich schlielllich aus dem zu Satz gehorigen Korollar [4.2] O

Es ldsst sich nachweisen, dass die in Satz beschriebenen Schitzer gerade den kanonischen gewichteten
Schitzern

#richtig krank diagnostizierte Beobachtungen

.S’:é(l)
#kranke Beobachtungen

0 = #richtig gesund diagnostizierte Beobachtungen

#gesunde Beobachtungen

fiir Sensitivitat und Spezifitit entsprechen. Die komplexere Préasentation in Integralform verdeutlicht ledig-
lich, dass die Schétzer von Sensitivitdt und Spezifitit sich als gewdhnliche AUC-Schétzer darstellen lassen.
Die parallele Schiitzung von Sensitivitdt und Spezifitit in einem Vektor

Zur spéteren Analyse der pradiktiven Werte soll nun auch der Vektor (se’,sp’)/ mit Hilfe von Pseudobeob-
achtungen geschitzt werden. Dabei handelt es sich bei (se’, sp’)' um einen Vektor der Linge 2d, in welchem
jeder Eintrag die Fliche unter einer speziellen ROC-Kurve darstellt:

F,

rl

se| [/TdF,
(sp) B (fFOdI‘

:fGOdGl mit G[] =

r
) und G; =
0
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4.2 Analyse verbundener Stichproben bei Clusterdaten

Die Schitzung dieses Vektors mit Hilfe von Pseudobeobachtungen erfolgt in Anlehnung an die im letzten
Abschnitt prasentierte Methodik:
(1.) Ersetze bei einem jeden Subjekt alle gesunden Beobachtungen durch den Cut-off YV der entspre-
chenden Komponente.
(2.) Ersetze bei einem jeden Subjekt alle kranken Beobachtungen durch den Cut-off y” der entsprechen-
den Komponente.
(3.) Die neuen Beobachtungsvektoren aus (1.) und (2.) werden fiir jedes Subjekt zu einem Beobachtungs-
vektor doppelter Dimension zusammengefasst.
Dieser Vektor wird nun als Beobachtungsvektor unter 2d Bedingungen interpretiert. Die Beobachtungen
unter den Bedingungen 1, ..., d bestehen aus den kranken Beobachtungen der 1, ..., d verschiedenen Faktor-
stufenkombinationen sowie gesunden, ein-Punkt-verteilten Pseudobeobachtungen. Mit Hilfe dieser Stich-
probe wird daher die Sensitivitdt der 1,...,d verschiedenen Reader-Methoden-Kombinationen geschitzt.
Die Beobachtungen unter den Bedingungen d +1,...,2d bestehen nun aus den gesunden Beobachtungen
der 1,...,d verschiedenen Faktorstufenkombinationen, sowie kranken, ein-Punkt-verteilten Pseudobeob-
achtungen, sodass in den Komponenten d +1,...,2d die Spezifitidt unter den 1,...,d verschiedenen Bedin-
gungen geschétzt wird.
Dieses Vorgehen ldsst sich wie folgt formalisieren: Die neuen Beobachtungsvektoren Y(XSC) ) entstehen durch

). ¢
y&x = (%) e, =01, k=1, 00,
Y1(X;;)
Da die unvollstindigen Fille nur {iber gesunde oder kranke Beobachtungen verfiigen, ladsst sich in diesem
Fall obiger Ausdruck zu
d ()
_ 1 u |
YXW) = (@ L) ¥ : sowie YXDy = 4 , i=0,1, k=1,...,n"
o ([@ia1,0) ¥

0]
)
ik

t € {u, v}, i =0,1 nun als Beobachtungen unter 2d verschiedenen Bedingungen aufgefasst und die zugeho-
rigen AUCs gemil Satz geschitzt, so erhdlt man als Resultat den Vektor (s’é’,’s]?')’. Es ist unverzichtbar,

Sensitivitdt und Spezifitit als einen 2d-dimensionalen Vektor aus AUCs darzustellen, welcher in einem ein-

vereinfachen. Werden diese mit Pseudobeobachtungen ergidnzten Untersuchungsergebnisse yX

zelnen Schritt geschétzt wird. Nur dieses Vorgehen erlaubt es, spéter die Kovarianz zwischen se und sp zu
schitzen. Dieser Kovarianzschitzer ist erforderlich, wenn mit Hilfe von Cramers 6-Satz schliellich die Ver-
teilung und Kovarianzmatrix der pradiktiven Werte berechnet werden soll. Die Methodik der AUC-Analyse
lasst sich somit nicht nur auf die einzelnen Vektoren se und sp iibertragen, sondern — durch die obige Ma-

/

nipulation der Stichprobe - auch direkt auf den Vektor (se’,sp’)

Schiitzung der préadiktiven Werte

Wie bereits im Fall der Einfachmessungen werden auch bei Clusterdaten die pradiktiven Werte mit Hilfe der
Bayes'schen Formel geschétzt.

Satz 4.17 Fiir allel=1,...,d und fiir alle Risikogruppen g = 1,...,G werden der positiv und der negativ prd-
diktive Wert durch

se -7
pY, = fo(se,sp" /) =

(4.25)
se? fy+(1-5p")-(1-Ry)
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4 Analyse verbundener Stichproben

5]5(1) S(1- ﬁg)
3,75(1) ¢! _ﬁg) +(1- fe(”) . ﬁg ’

Py = f(5e?,5p" /) = (4.26)

konsistent geschditzt.

BEWEIS. Analog zum Fall ohne Clusterdaten (Satz[4.3} Seite [23) folgt die Konsistenz aus der Konsistenz von
se®,sp"” und 7, dem Slutsky’schen Satz (Slutsky, 1925) und Voraussetzung O

Ungewichtete Schitzer

Im Gegensatz zu den gewichteten Schétzern erhilt bei den ungewichteten Schétzern nicht jede Beobach-
tung, sondern jeder Patient das gleiche Gewicht. Eine ungewichtete Schitzung scheint daher in den meisten
Féllen addquater zu sein als eine gewichtete, da hier keiner der Patienten durch eine besonders grof3e Clu-
stergrél8e das Ergebnis dominieren kann. Die ungewichteten Schétzer bringen jedoch einen entscheidenden
Nachteil mit sich: Es ldsst sich keine Rangdarstellung dieser Schitzer finden. Werner| (2006) und Konietschke
und Brunner| (2009) umgehen dieses Problem, indem sie sowohl gewichtete als auch ungewichtete Vertei-
lungsfunktionen fiir die Berechnung des Plug-In-Schitzers verwenden. Da diese Schétzer aber nicht per
Konstruktion im Intervall [0, 1] liegen miissen, eignen sie sich lediglich fiir ein lineares Modell. Sie sind hin-
gegen fiir ein logistisches Modell ungeeignet, da wegen der nur asymptotischen Bereichserhaltung die Mog-
lichkeit der Transformation nur fiir N — oo gewihrleistet werden kann. Fiir eine ausfiihrliche Priasentation
dieser Schitzer sei auf die Originalpublikation von [Konietschke und Brunner| (2009) verwiesen.

Schiitzung der Verteilungsfunktionen

Wie bereits im vorherigen Abschnitt werden in einem ersten Schritt ungewichtete Schitzer fiir die Vertei-
lungsfunktionen présentiert, welche als Grundlage fiir die spédteren Plug-In-Schitzer dienen.

Satz 4.18 (Ungewichtete empirische Verteilungsfunktion) Im obigen Modell 2 wird die marginale Vertei-
lung Fi.l) der Beobachtungen l-ten Komponente (l=1,...,d) im Zustand i (i =0,1) konsistent durch

n Y s n n pun nY
Hx) = F () + —— -F'"(x)= —-F ”x+ F'(x
o= B e B W= (@ + = B0
geschditzt, wobei
1 mi nt 1
) . D) Hllw N Ul
B ()= ) 2 U 2, =Xy und  FU(0) = (u) Z m 2 =Xy
k= L'/c s=1 s=1
BEWEIS. Es gilt fiir alle x € R gilt:
o 2
2 ik
D 0 _ oy _ wln
B[R0 -F ()| =E mz - )3 (et =X - ()
nd pd 1 mll0 1o
_ 2y &Y DN D) o
Y Z Z (zm (l\t) > Z [(c(x Xigs )~ F; (x))(c(x Xips) —Fi (x))]
() £ 5 7
1 no 1 2m (U] (k\) 1
- S oy _ o LN D) 1
— ( (m) Y Y B[ XA -F1 ) (cte- XU - FP ()| < 5
(n") k=1 \myy S=1 §=1 . ~ L
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4.2 Analyse verbundener Stichproben bei Clusterdaten

wobei im letzten Schritt verwendet wird, dass die beiden Terme fiir verschiedene k unabhingig sind und
der Erwartungswert der einzelnen Terme = 0 ist.
Aus diesem Resultat folgt schlieflich:

(u
B[R (o) - F‘”(x)] [n F(””)(x)+ F”‘”’(x) F(”(x)]

i

(v)
<2 ("—) E(F"” (0 - F (x))2 +2 ( o

2 2
n\" 1 n\" 1 4
<2 +2|— | —=—-—0
nl. n(V) ni ngu) nl.

Analog zum gewichteten Fall sei an dieser Stelle fiir spdtere Zwecke bereits angemerkt, dass aus dem Satz
von Fubini folgt, dass ebenfalls

w2
) (F(llu)(x) F(l)(x))

— Vvt,t' efu,v}, 1=1,...,d sowie 4.27)

(t)'

[l\t) (llt) (l) (lItJ
E [F zks zks )]

B[R, ) - B, (x 5’,13)] = vieluvh I=1,....d
gilt. O

Ebenfalls analog zum gewichteten Fall wird im folgenden Abschnitt die L,-Konsistenz des aus diesen unge-
wichteten empirischen Verteilungsfunktionen resultieren AUC-Schitzers gezeigt. Auch an dieser Stelle wird
zur Schétzung der AUC ein gewdhnlicher Plug-In-Schitzer verwendet.

Schitzung der AUC

Satz 4.19 Fiirallel=1,...,d wird die Fldche unter der ROC-Kurve konsistent durch
Ao = f B 4R

geschditzt.

BEWEIS. Man betrachte analog zu Satz (Konsistenz des gewichteten AUC-Schétzers) zunidchst
JEIDGEID | ¢ ¢ € {u, v}. Mit Hilfe der Jensen- und der c,-Ungleichung gilt:

2 2
ol [Rvar - [pary | <s{ [F0-rpart - [epadi )
2 2
< ZE( [ (e -£9) dﬁ;“ﬁ) +2E( [Epac _Fg”))

2
~ 2 P
< 2Ef (Fg“” - Fg)) dr{" 4 2E(ng”d(1:;lf> _ an))

e e
2 5 1 . T ~ Ul () It
=—w Z e Z E(FO Xogs ) = Fo Xy ))
ny o k=1my " s=1
(r’) (t) (I\t m(l\t)

2 1 "3 ok () eIt (OFTSl0) ) el ) g0
b Y Y i 3 3 B[R - [Rar? | e [ Rar
(ni”) k=1k'= lk llc’ s=1
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2 A T ) 2 5 1 O () W a0 | [0 i) W D
<L am L T T A T A E(F (Xygs) = f Fy dF} )(F Xipy) = f F§ dFl)
nyCk=1my " s=1 1 (”1 ) k=1 |m I ) 5,8'=1

P T (NP

+ = +—.
nWw 2 2 (1) "
() (]

<

Hierbei wurde verwendet, dass die beiden Terme fiir verschiedene k unabhéngig sind und der Erwartungs-
wert der einzelnen Terme = 0 ist. Die vorletzte Zeile folgt nach der soeben bewiesenen Abschétzung (4.27).
Es gilt weiter:

0 () 2
— 2 n
E(AUC" - Auc?) =E( )IEDY (rfo )UF””dF(”” fF(”dF(”])

te{u, v} t'e{u,v}

nw n(t) R o 2
<4-y ¥ [+ E(ng””dF‘l””—ng”dF‘l”)
tefuv} vefuuy \ Mo T

(r) t\?
n 2 2
1
LI Y A s
te{u, v} t'efu, v} 0 1 n, ny

8 ' ].6(1’11 + n())
_ Z Z n((]t) I)(n(l) gt]) < —0.
”0 n o velu, v}w—/ n no

=nom

4.2.3 Asymptotische Verteilung des AUC-Schitzers

In diesem Abschnitt wird die asymptotische Verteilung der Statistiken VN (XI\IE —-AUC) und
VN (KU\C —AUC) hergeleitet. Analog zum Fall der Einfachmessungen bildet die asymptotische Normalitt
dieser Ausdriicke den Ausgangspunkt der spéteren Teststatistiken.

Die Beweise gliedern sich hierbei in zwei Etappen: In einem ersten Schritt wird eine zu v'N (AAUE —-AUC)
beziehungsweise v'N (A/U\C — AUC) asymptotisch dquivalente Zufallsvariable bestimmt, deren asymptotische
Normalitédt in einem zweiten Schritt gezeigt wird.

Die Beweisideen lassen sich hierbei auch auf Ein-Punkt-Verteilungen tibertragen, sodass die Ergebnisse der
AUC-Analyse analog zum Fall der Einfachmessungen auch fiir Sensitivitdt und Spezifitit gelten. Die Ideen
dieser Erweiterung werden in Kiirze skizziert. Aus dieser Weiterentwicklung der Resultate auf Ein-Punkt-
Verteilung folgt unmittelbar die asymptotische Normalitidt von

VN ((g;) - (:ﬁ)) beziehungsweise \/N((;A;) - (::)),

wodurch sich schlieBlich — wie auch bei den Einfachmessungen — mit Hilfe des multivariaten §-Satzes und
unter Voraussetzung(S) die asymptotische Normalitdt auch fiir die Schétzer der préadiktiven Werte zei-
gen ldsst.
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4.2 Analyse verbundener Stichproben bei Clusterdaten

Gewichtete Schiitzer

Satz 4.20 Es sei

B0 = f RO JFY - f FOAED +1-2. f FOAFY, 1=1,...,d
und es sei weiter B= (BY,...,B9), dann gilt:

| vN(a0C - auc) - VNB| —o.

BEwEIS. Nach Definition der L,-Konvergenz kann der Beweis komponentenweise gefiihrt werden, sodass
~ 2

es geniigt zu zeigen, dass E [\/_(AUCU) AUC(”) - \/NB(”] — 0, VI=1,...,d. Es gilt (beispielsweise nach-

zulesen bei Brunner u. a.} 2002, Beweis zu Theorem 3.3.):

VR(ROC" - AuC?) = VRBY + VN [ (7 - B () - )

~ VRBY + VRA®.

Das heiflt, es muss gezeigt werden, dass E(vNA®)? — 0. Nun gilt mit Hilfe der c,-Ungleichung:

2

Wy ) 2

=E \/_Z Z My, 1m,. f(ﬁ(()””—Ff)”)d(?g””’)—FY))

U] (UIB]
te{u, v} t'e{u,v} mo ¥ ml I

(lm 0 2
DR ey g
<4 ) ) ( an (u)) [\/_fF —F )d(F -k )] (4.28)

te{u, vy t'efu,vy \ My,

o~ o~ I 2 o~
Betrachte daher E [\/Nf(Fé”” —Fé”)d(Fg”” —F(l”)] =E[VNAD]. Es gilt V1, 1’ € {u, v}:

tt

2
B[VRAS] =N [ (’ﬁgm_Fg”)dﬁg“”_ i (ﬁgm_pg”)dl:g”]
(t) (l\l)

— e Ul ) () It iU 0] 0]
~N-E ] Z Z (B o) - B ol ))—f(FOt(x)—FO () dF ()

(t) (l\tJ (z) mtl\lJ
1
=N- (a1t o (O]
=N-E (m' Z Z (llt) Z Z Xlks XOk’s’) Fy (Xlks)
=1 s'=1
b} 2

| X (C(x X{) - Ff)”(x))dp(l”(x)
m. =

Zur besseren Lesbarkeit bezeichnen im Folgenden
o (X(ut) X ) = (XU _xn y _ Y XUy

1ks ?“70k's' lks 0k’s 1ks

P2 (Xg’,Lfl,)— f clx =X ) —F? (0 dF (x).
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Mit dieser Notation gilt:

'y Ul 0 D
B[ VRNA® 1 1w U D W
[ Att’] =N-E aeh Z Z 1 Z 1 (Xlks ’Xok’ ') P2 (Xok’ ’)
ml, =1 s=1 I’)’lo, k'=1 s'=1
nl?) ) im0 0 mff,if) m(()l,if)

N S S Y S k[T e () e )

( (”ﬂ (llt)) ki=lkp=1 s1=1 $= 1k’—1k/—ls _1 s -1 w=1

-

=0, WeNn ki#k, oder k| #k,
(U]

@ m (”“ a0 Mo
N A - TR D)
: Y3y Y. B[ I fon [, X5, ) -2 (X5, )
(m(()”nmil”)) ki=1s1,52=1k]=1s],)= w=1 B
<4
(,) m(m) n mto

N ok _4N-m
Z Z Z W-
m.

(mélltJ,ng{Ir')) 1=1s182=1 k=1 8],5=1

Das Einsetzen dieses Resultats in Gleichung (4.28) liefert schlieflich:

(1o (llt)

E(VNA®)? <4 o [\/ f (B — ) a (F F”’)]
= 1 1
tefu, v} t'efu, v} mé g ( l)
o (llt’) 2 2
<4 my my. 4-N-mInax _ 16-N-my .. 0 1)
- ) ) o, Ul a2 0 L
tefu,v} efu,vy \ My, = My, my m,. mm tefu, v} f'efu, v}
0 1. <D )
0- 1-
64-N-m2 . 64-m’ (ng+mn) 64-m. -ny 64-m?. -m
< — +
- (l\) (lI) - (l\) ) (l\) ) (lI) (l\)
m1 m;. m. my" my.
64- m2, 64-m2..
T w0
my. my,
wobei im letzten Schritt verwendet wurde, dass mg") > n;. O

Im Folgenden wird nun die asymptotische Verteilung von v'NB berechnet. Zu Gunsten einer besseren Les-
barkeit sei zu diesem Zweck die (nicht beobachtbare) Zufallsvariable

i =FY (x0), I=1,...,d, te{u,v}, i=0,1, k=1,...,n", s=1,...,m, (4.29)

definiert. Diese Zufallsvariable wird in Anlehnung an [Brunner und Munzel (2002, Abschnitt 4.4.2) als
asymptotische Rangtransformation bezeichnet. Es bezeichne weiter Vg die Kovarianzmatrix von vNB und
A1,..., A4 seien die Eigenwerte von Vgge. Zur Herleitung der asymptotischen Verteilung wird nun eine zu-
sdtzliche Regularititsannahme benétigt:

Voraussetzung 4.4
Es sei A =min{A,,..., A4} das Minimum der Eigenwerte von Vgge. Fiir dieses Minimum gelte:
Amin = Ao >0, wobei A > 0 eine beliebige Konstante sei. [ﬂ

8Analog zum Fall der Einfachmessungen (siehe Seite lasst sich diese Voraussetzung iiber die Einfiihrung einer multivariaten
degenerierten Normalverteilung etwas abschwéchen (analog zu Kulle, |1999, Kapitel 3.4). Aus Griinden der besseren Lesbarkeit wird
jedoch diese stdrkere Voraussetzung gefordert.
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Satz 4.21 Unter den Voraussetzungen und ist die Statistik vVN(AUC — AUC) asymptotisch normalver-
teilt mit Erwartungswert 0 und Kovarianzmatrix Vyge.

BEWEIS. Um die asymptotische Normalitiit von v'N(AUC—AUC) nachzuweisen, geniigt es nach dem soeben
bewiesenen Satz zu zeigen, dass v'NB asymptotisch normalverteilt ist. Es gilt

B0 = [ dr) - [ B +1-2- a0

(l\v) (l\u)

(Ilv) 0 m (w (u) m!
_m 1 =z m 1
1- (l) (lIv) 1- (l) (llu)
- 1- IUZZF Xlks + 1) luZZF Xlks
1) ( [v) 1) ( |u)
my. k=1 s=1 my. k=1 s=1
llu) (u] llu)
(Ilv) ) my (Ilw)
m 1 7 my 1
0- ) xUv)y 0- )yl . O
IS mv Z Z F Kok |~ —am 70 Z Z Fl'Xpes ) [ +1-2-AUC
m |- | m | I
0- 0-
e ) m(uv) m(uu)
_ (D) (L) (1) ~Ulv)
Z (1|) Z F (Xlks ) - ) Z F (Xoks)
m,
(1) llu (w) (u)
+ ni 1 Z F(l) (X(“u)) _ ni 1 mOZk F(l) (X(”u)) +1-2 ‘AUC(Z)
(l|) 1ks ar 1 YMoks
=1 . k=1\ My~ s=1
(tv) )
1 22 [ o M n® Mok’
_ Z yulv _ Z yum
- . 1k . 0k
n (= mil,‘) =1 s m(()l_l) =1 *
1 [ g " I 0 [l my” un) 0
Tt Z ar Z lks |~ (u) (l|) Z Yo | +1-2-AUC
I’ll k=1 ml, s=1 0 s=1
1 n(V) n( (u) (u) (u (u)
_ vy _ (lv) (l\u) (llu) (l)
T ) "1k (ll)Y (u) Yik. (u) Y +1-2-AUC
s \my. m,
(4.30)

B® ist damit — abgesehen von einer Konstanten — die Summe der Mittelwerte der unabhéngigen Zufalls-
(t)

(u)
(”) und (u) Y(””) Da stets Y(”” < 1 und auBerdem (,H <1

(v ) (v)
n Y(Z|U) nw Y(”W’ S

Varlablen P

gilt, sind d1e elnzelnen Summanden nach Voraussetzung durch Mmax gleichmilig beschrankt (VI = 1 .d,
te{u,v}, i=01, k=1,..., i”, s=1,..., %C\r))_ Die asymptotische Normalitdt von vNBY folgt daher un-
ter den Voraussetzungen und aus dem zentralen Grenzwertsatz nach Lindeberg (Lindeberg, |1922).
Die multivariate Normalitit des Vektors v'NB lisst sich schlieRlich kanonisch mit der Cramer-Wold-Technik
nachweisen. a

Dieser Beweis lédsst sich in kanonischer Art und Weise auch auf Ein-Punkt-Verteilungen tibertragen. In die-
sem Fall wird der erste Beweisschritt, in welchem die asymptotische Aquivalenz nachgewiesen wurde, nicht
benotigt, da sich im Fall der Ein-Punkt-Verteilungen bereits se und sp als Mittelwerte unabhéngiger und
gleichmilig beschrénkter Zufallsvariablen darstellen lassen:

lIt)

1
oD _ | 7D 450D _ 0 450 _ 0] (lll) 4! (llt)
se —ff dF; —fl“ dF” = (ll) ) E E r (Xlks — > ) (l\)c
. te{u,vl k=1 s= ny tefu, vt k=1 M

llt)
- Clkv

Analoges gilt fiir die Spezifitit. Die asymptotische Normalitidt von /72, (sp — sp) und /7 (Se — se) folgt daher
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4 Analyse verbundener Stichproben

wie im Beweis des letzten Satzes direkt aus dem Lindeberg'schen zentralen Grenzwertsatzﬂ Die asymp-
totische Normalitit von vN (sp — sp) und VN(se — se) folgt schlieRlich analog zum Fall der Einfachmes-
sungen (siehe Korollar Seite 24). Aus dieser Erweiterung der Resultate auf Ein-Punkt-Verteilung ergibt
sich gleichsam die asymptotische Normalitit von v/N [(se',sp')' — (se’,sp’)'], woraus sich — analog zu den
Einfachmessungen — unter Zuhilfenahme des multivariaten 8-Satzes die asymptotische Normalitit fiir die
Schitzer der pradiktiven Werte zeigen lasst.

Ungewichtete Schitzer

Die Beweisideen und Resultate im Falle der ungewichteten Schitzer gleichen denen der gewichteten Schit-
zer.

Satz 4.22 Es sei

BO = f RO AR - f FOARY +1-2. f FOAFY, 1=1,...,d
und es sei B= (BY,...,B?Y, dann gilt:

| v~ (&Uc - auc) - VB[ —o.

BEWEIS. Der Beweis ldsst sich analog zum gewichteten Fall fithren und ist im Anhang (Seite[87) nach-
zulesen. |

Es bezeichne nun Vi die Kovarianzmatrix von vNB und Ty, ...,7, seien die Eigenwerte von Vige. Zur
Herleitung der asymptotischen Verteilung wird nun eine zusitzliche Regularititsannahme benotigt:

Voraussetzung 4.5
Es sei T,,;, = min{Ty,..., T4} das Minimum der Eigenwerte von V5. Fiir dieses Minimum gelte:
Tmin = To > 0, wobei 1 > 0 eine beliebige Konstante sei{T_U]

Satz 4.23 Unter den Voraussetzungen |4.3 und|4.5 ist die Statistik VN(AUC — AUC) asymptotisch normalver-
teilt mit Erwartungswert 0 und Kovarianzmatrix Vge.

BEWEIS. Der Beweis befindet sich im Anhang (Seite [89). O

Analog zum gewichteten Fall 1dsst sich auch dieses Resultat kanonisch auf Ein-Punkt-Verteilungen erwei-
tern, sodass die obigen Ergebnisse auch fiir Sensitivitdt und Spezifitdt gelten und sich daher — wie schon im
gewichteten Fall — auf die pradiktiven Werte tibertragen lassen.

4.2.4 Schitzung der Kovarianzmatrix des AUC-Schiitzers

Gewichtete Schiitzung

Analog zum Falle der Einfachmessungen wird bei der Schitzung der Kovarianzmatrix von vN (Kf]f —-AUC)
die Voraussetzung, dass weder Fy noch F; in einer ihrer Komponenten Ein-Punkt-Verteilungen sind, nicht

9An dieser Stelle muss keine zusitzliche Voraussetzung gestellt werden, da eine Voraussetzung entsprechende Annahme bereits
automatisch durch Voraussetzung(ﬁ) (Seite erfiillt ist.
10wie auch schon im gewichteten Fall (siehe Voraussetzung gibt es auch im ungewichteten Fall analoge Moglichkeiten, diese
Voraussetzung etwas abzuschwichen.
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4.2 Analyse verbundener Stichproben bei Clusterdaten

bendtigt, sodass die hier prasentierten Resultate uneingeschriankt und ohne zusétzlichen Beweis auch fiir
Sensitivitit, Spezifitidt sowie den Vektor (se’,sp’)’ gelten. Der Kovarianzschitzer der Statistik v'N (p$ —p$)
ergibt sich schlieBlich — wie bei den Einfachmessungen - unter Anwendung des multivariaten §-Satzes
aus der Schitzung von Var(ﬁg), g=1,...,G, und aus dem in diesem Abschnitt prisentierten Schétzer von

Cov(VN(se',5p')).

Satz 4.24 Es seien

dmg(m(1| ) f.fi")) e R4, i=0,1
M(” dzag(m(”” m\“) e g4, tefu,v}, i=0,1und
MY = dmg(mi}c'”, Lm0y e R, ref{u,v}, i=0,1, k=1,...n"

Diagonalmatrizen, welche die Gesamtanzahlen an gesunden (i = 0) beziehungsweise kranken (i = 1)
Beobachtungseinheiten der Komponenten 1,...,d darstellen. Es seien in Anlehnung an die Definition der
asymptotischen Rangtransformationen in Gleichung (4.29) die beobachtbaren gewichteten Rangtransforma-
tionen

YO =F, (x), I=1,....d, te{u,v}, i=0,1, k=1,...,n", s=1,...,m{"

. . . . . ATIC _ . SR ()] 7w ~(u) _
definiert. Die Kovarianzmatrix Ve von vVN(AUC - AUC) wird dann durch VAUC = VXITC +VAU o VKLTc,l kon

sistent geschditzt, wobei

—w _ Na® 22
v) _

()™ 2 — o0 952 [ o) - o) 57

(o) - ) - [ ) - e ) )
Np®@

Vi = 3 (M) 0 - ) ) (o) - b () )
1

BEWEIS. Der Beweis ist sehr technisch. Er befindet sich daher im Anhang(B.2 auf Seite 90 a

Es soll nun eine Rangdarstellung fiir den Schétzer der Kovarianzmatrix hergeleitet werden. Hierfiir wird zu-
néchst folgendes Lemma benotigt:

Lemma 4.2 Es bezeichne R”m den Globalrang von X(”” das heifst den Rang von X(l ' unter allen Beobach-
tungen der [-ten Komponente und es sei Q(”” der Internrang von X”m (der Rang von X(”” unter allen Beob-
achtungen der l-ten Komponente im Zustand i), dann gilt:

~ 1
v _ 7 ln (llt) o
Ytks F (ths) [UD) ( iks ths) (4.31)
(1-1)-

BEwEIs. Es gilt:

(D) e U0 () () U)TA) ~UD
H (szs )= M[l) ( (1 i) F (szs )+ m. F (szs ))
MOF® (X(.lll)) _ (lI )F(l) (X(l\t))
0] ) iks iks
= F (szs )= ar (4.32)

ma_i.
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4 Analyse verbundener Stichproben

Nun gilt nach Lemma [4.1] (Seite [40):

1
(D) e UID) 1y
H (Xlks )= M(l) (Riks - 5) .

Analog zu Lemma {4.1| zeigt man, dass ebenfalls
1
B oy up)
F (szs (l|) (szs _)

gilt. Das Einsetzen dieser Resultate in Gleichung (4.32) vervollstdndigt schliefflich den Beweis. O

Korollar 4.3 (Rangdarstellung des Schiitzers der Kovarianzmatrix) Es sei R(”” wieder der Globalrang von

XU sowie QWY der Internrang von X" Es seien R\ = R%”, ..., R¥") und Qm Q5. QM"Y die zuge-

(l)
hérigen Vektoren der Rangsummen des k-ten Patienten. Es seien weiter DY =R —Q\) und D" =y D
dann gilt:

. Nn® 10 -1 -1
(V) —Ipng-1 (v) ) (v) (v) (v) (v) (v) (v)
VAI;JC T a1 (MO M, ) I; (DII;C _DOI;C - [Mﬁc (Mlv) D, _Moljc (Mol-}) Dol-/ ])
— _ !
(D4 - gy - [M (M) DY My (M) D
Nn* " 1 1 !
vw 1 (u) (u) @\~ ) (w) (u) W\ )
V]\%E,i (u) 1 (MO M, ) kZl(DiZ —MiZ (eru) D;! ) (Diz _Miblé (Mi-u) Di~u) :

BEWEIS. Das Resultat folgt durch Einsetzten des obigen Resultates (4.31) in die in Satz angegebenen

Varianzschétzer. O
Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass sich die Kovarianzschétzer im Falle von m(”” =. m(d'” mﬁc),
Vte{uv},i=01, k=1,..., (” , das heil3t, in dem Fall, dass fiir jeden Patient unter den verschiedenen
Bedingungen gleich viele Beobachtungen im Zustand i =0, 1 vorliegen, vereinfacht durch
W) n® ) ) W) W) !
Jo - Nn Y (D@ -pw - Mk p® 1 Zok pw | [pw _pw Mk p® 4 ok pw
AUC () — 1)(m m! )2 (v) () 1k 0k () ()
0- 1M.)% k=1 m. m. m. m.
) n ) ) !
v o Nn; i puw _ ik Mk pw | [p M ik py
AUCi (W _1ymOm ()2 &= ik ik W
i 0- 1 i i

darstellen l4sst.

Ungewichtete Schitzer

In zum gewichteten Fall d4hnlicher Weise ldsst sich der ungewichtete Schétzer der Kovarianzmatrix herleiten.

Satz 4.25 Es seien

VU =B (xY), I=1,....d, te{u,v}, i=0,1, k=1,...,n", s=1,...,m{"
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die ungewichteten Rangtmnsformationer[’] und

=D (

1)
— 1 My 1D _ P _ (@)

Yik— = Wzs:lf Yiks’ l—].,...,d, fE{u,U},l—O,l,k—l,...,ﬂi

ik
=) (1) [Ub)
% _ 1 v 1 My Ul _ :
Yi‘. - n@ Zklzl m(lm Zszlf Yik‘s’ l_ly-“)d) tE{u, V}» l_Oyl

i ik

die ungewichteten Mittelwerte der ungewichteten Rangtransformationen. Die Kovarianzmatrix Vige von

AUC — ; U V@ Lyw 0] . . .
VN(AUC - AUC) wird durch Vg = Vige T Vigeo T Vaoen konsistent geschiitzt, wobei

W N nﬁu) 2 = zw\(zu =w)
VA/U\C i - (W), () . Z Yik' _Yi" Yik' _Yi" und
tong (=D ) S

-~ N n® n(v):(,/) n(v) —() n(u) —() n(y):(y)
vo o Ny (1rgv _ngv| _mF
AUC n(l/)(n(v) _ 1) k_l( n 1k- o 0k~] n 1.- o 0- ])
nW=w W =w W= p®=w /
( m o g Yoi | = mo " g Yo ])

BEWEIS. Der Beweis ist, wie auch im gewichteten Fall, sehr technisch. Die Methodik der Beweisfiihrung ist
analog; daher wird in dieser Arbeit auf die Herleitung der Konsistenz des ungewichteten Varianzschétzers
verzichtet. Die Beweisideen konnen jedoch am Beispiel des gewichteten Schétzers (siehe Anhang auf
Seite leicht nachvollzogen werden. O

4.2.5 Teststatistiken und Konfidenzintervalle

Wie auch im Fall der Einfachmessungen l&sst sich auch bei den Clusterdaten fiir alle betrachteten diagnos-
tischen Giitemal3e eine einheitliche Darstellung von Konfidenzintervallen und Teststatistiken finden. Diese
beruht auf der Tatsache, dass fiir alle GiitemaRe e € {AUC, se,sp, p¢,p$, g=1,...,G} gilt:

VN (€—e) ~ N(O,V@) beziehungsweise VN (e—e) ~ N(O,Vg).

Das Vorgehen zur Berechnung von Konfidenzintervallen und Teststatistiken ist hierbei analog zum Fall der
Einfachmessungen, sodass an dieser Stelle nur die Resultate in Kiirze und ohne Beweise dargestellt werden.
Die Darstellung erfolgt aus Griinden einer besseren Lesbarkeit dabei lediglich fiir die gewichteten Schitzer,
entsprechende Resultate gelten aber in gleicher Form auch fiir die ungewichteten Schitzer.

Teststatistiken

Satz 4.26 (Lineares Modell) Es sei e ein Vektor diagnostischer GiitemafSe, welcher durch € konsistent
geschiitzt wird. Es gelte (in der tiblichen Notation) VN (€—e) ~ N(0,V;), dann gilt unter Hy: Ce =0

Sp(TV;)
Sp(TV,TV,)

Sp(TV;)?
Sp(TV,;TV;)

~]

ANOVA-Typ-Statistik Q™M =N x5 mit f =

wobei T = C'(CC')~C die standardisierte Hypothesenmatrix zur Hypothese Ce = 0 sei. Sp(-) bezeichne hierbei
die Spur einer Matrix.

Hobwohl fiir die ungewichteten Rangtransformationen keine Rangdarstellung existiert, wird der Begriff der Rangtransformation an
dieser Stelle aus Griinden der Einheitlichkeit verwendet.

53



4 Analyse verbundener Stichproben

Satz 4.27 (Logistisches Modell) Es gelten die Voraussetzungen von Satz Es sei weiter
gle) = logitle) = (log(%)) die logit-Funktion in ihrer multivariaten Form. Es sei weiter
1-e97)1=1,....d

.....

V‘g = Dg(@)V,;Dg(€), wobei Dg(€) die Jacobimatrix der partiellen Ableitungen 2—5 an der Stelle € sei. Dann gilt
unter Hy : C-g(e) =0:

Sp(TV%) Sp(TV%)?
ANOVA-Typ-Statistik ATS(T) = N——— g(€)'Tg(e) < x2 mit f= ————
P o Sp(TVeTvE) 5% 8 s / Sp(TVETVE)

Konfidenzintervalle

Satz 4.28 (Konfidenzintervalle des linearen Modells) Es gelte VNE-e) ~N (0,\75) und es sei Up-g das
1- %) -Quantil der Standardnormalverteilung, dann sind

v Ve Up-g

cex T (433)

asymptotische (1 — o) -Konfidenzintervallgrenzen fiir c'e.

Satz 4.29 (Konfidenzintervalle des logistischen Modells) Es gelte die Notation von Satz und es sei
Vé11,1), das 1-te Diagnonalelement von V¢, dann sind

VVELL D uy s
(4.34)

VN

-1

g ' g@+

die logistischen (1 — «)-Konfidenzintervallgrenzen fiir e, 1 =1,...,d, wobei g™'(x) = lfgg’(;?x) die Umkehr-

funktion der logit-Funktion sei.
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5 Verbundene Stichproben in der Praxis: die verschiedenen
Studiendesigns

Basierend auf der in der Arbeit von [Lange (2008) vorgestellten Methodik erfolgt in diesem Kapitel die An-
wendung der vorherigen Ergebnisse auf die in Kapitel vorgestellten Studiendesigns. Erarbeitet werden
dabei die vier Hauptkonstellationen von Readern und diagnostischen Methoden in Diagnosestudien (siehe

Tabelle[5.1):

Tabelle 5.1: Hauptkonstellationen diagnostischer Studien

gleiche Reader bei unterschiedliche Reader bei
verschiedenen Methoden verschiedenen Methoden

gleiche Patienten fiir
verschiedenen Methoden
unterschiedliche Patienten
fiir verschiedenen Methoden

Design 1 Design 2

Design 3 Design 4

Lange| (2008) reduziert die Analysemethode fiir die verschiedenen Studiendesigns dabei von den oben pra-
sentierten vier méglichen auf lediglich zwei konzeptionell verschiedene Ansitze: die Analyse abhingiger
Beobachtungen bei verschiedener Methoden (Design 1 und 2) sowie die Analyse unabhéngiger Beobach-
tungen bei verschiedenen Methoden (Design 3 und 4). Doch bevor auf die verschiedenen Designs im Detail
eingegangen wird, sei an dieser Stelle an die zentralen Ergebnisse des vorherigen Kapitels erinnert, welche
sich einheitlich und kompakt in folgendem Resultat zusammenfassen lassen:

Satz5.1 Esseie=(e?),_, _ =(e",...,e) € {AUC,se,sp,p.,p-} der Vektor eines geeigneten diagnostischen
Giitemayfses unter verschiedenen Bedingungen | = 1,...,d, welcher unter den Voraussetzungen von Modell 1
(bei Einfachmessungen, siehe Seite[19) oder von Modell 2 (bei Clusterdaten, siehe Seite[34) durch € bezie-
hungsweise € geschditzt wird. In der Notation des entsprechenden Modells gilt dann stets

.....

VN (€—e) ~ N(O,V@) beziehungsweise VN (e—e) ~ N(O,Vg).

Lange| (2008) zeigt nun, dass sich durch eine Strukturierung des Vektorindex / aus diesem Resultat die Ana-
lysemethoden fiir die faktoriellen Designs ergeben.

Design 1

Es gelten die Voraussetzungen und Notationen von Modell 1 (fiir den Fall von Einfachmessung, siehe Sei-
te beziehungsweise von Modell 2 (bei Clusterdaten, siehe Seite [34). Um den verschiedenen Reader-
Methoden-Kombinationen in der Notation Rechnung zu tragen, wird der in der Modellnotation verwendete
Index ! durch einen Indexvektor (s, r) ersetzt, sodass jedes [ = 1,...,d eine ausgewdhlte Reader-Methoden-
Kombination (s,r), s=1,...,S, r =1,...,R reprédsentiert. Dieses Vorgehen soll anhand des Parametervektors
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des diagnostischen Giitemal3e e illustriert werden, der sich durch die Strukturierung von [ wie folgt darstellt:
e= (e(”l),...,e(l'R),e(z‘”,...,e(z'm,...,e(S'”,...,e(S'R))'. (5.1)

Die verschiedenen zu testenden Hypothesen lassen sich demnach mittels der folgenden Matrizen formulie-

ren.
1
(1.) Methodeneffekt Hg/[eth :CMeth-€=0 Cpeth =Ps ® R 1z
1
(2.) Readereffekt HOR‘*‘Gl :Cpead-€=0 CRead = 3 15 ® Py
(3.) Interaktion H)feth-Read . ¢ oihRead -€ = 0 CMeth«Read = Ps ® Py. (5.2)

Fiir dieses strukturierte e in gelten nun die Resultate aus Satz sodass sich mit Hilfe der Teststatisti-
ken aus den Abschnitten (fiir Einfachmessungen, ab Seite [29) beziehungsweise (bei Clusterdaten
auf Seite die obigen Hypothesen testen lassen. Die Methodik zur Konstruktion geeigneter Konfidenzin-
tervalle wird ebenfalls in den jeweiligen Abschnitten beschrieben.

Design 2

Wie beim ersten Design ldsst sich die Analysemethodik des zweiten Designs durch eine Umstrukturierung
des Vektorindex [ herleiten. Analog zu Design 1 gelten zunichst die Voraussetzungen und Notationen von
Modell 1 beziehungsweise von Modell 2. Da im Fall von Design 2 die verschiedenen diagnostischen Verfah-
ren s =1,...,S von verschiedenen Readern r(s) = 1,...,R; evaluiert werden, erhilt der Parametervektor der
diagnostischen GilitemaRe durch die erforderliche Strukturierung von [ in (s, r(s)) die Form

11 1R 211 2|R: SI1 SIRs)Y}/
e=(e( ! ],...,e(| ”,e( ! ),...,e” 2),....6( ! ],...,e( ! S)) . (5.3)

In analoger Weise werden alle in diesem Modell verwendeten Indizes ! durch den zugehdorigen Indexvektor
(s, 7(s)) substituiert. Die in diesem hierarchischen Design zu testenden Hypothesen lassen sich in Matrixno-
tation wie folgt formulieren.

S
1
(1.) Methodeneffekt HYe! : Cppen-€ =0 Cueth = Ps P = Ik, (5.4)
s=1 S
S
(2.) Reader(Methode)-Effekt HEReadMeth) ; Cp adMeth) -€ = 0 Creadveth) = D Pr, (5.5)

s=1

Teststatistiken sowie Konfidenzintervalle erhilt man analog zum ersten Design durch Anwendung der Re-
sultate aus den Abschnitten [£.1.5 und [4.2.5

Design 3

Im dritten Design wird — analog zum ersten — wieder jede Methode s=1,...,S von jedem Reader r =1,...,R
evaluiert, sodass alle Vektoren die schon in Gleichung prasentierte Struktur aufweisen und die Hypo-
thesen sich analog zum ersten Design mit Hilfe der Matrizen der Gleichungen formulieren lassen. Ana-
log zu|Lange| (2008) seien die folgenden zusitzlichen Notationen eingefiihrt und folgende Voraussetzungen
erfiillt:

Voraussetzung 5.1 Es sei N die Anzahl an Subjekten, welche mittels Diagnoseverfahren s (s = 1,...,S) diag-
nostiziert werden und N = Zi‘zl N; die Gesamtanzahl an Subjekten.
(1) N — oo, derart, dass Nﬁs <C<o, fiiralles=1,...,S.
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(2) Fiir alle s =1,...,S seien die Voraussetzungen von Modell 1 (bei Einfachmessungen) beziehungsweise
von Modell 2 (bei Mehrfachmessungen) erfiillt.

Nach Voraussetzung|[5.1)/(2) und Satz[5.1] gilt
VNG[(0D,... 26— (e017, .. &))< N0, VL), Vs=1,...,8.

Lange| (2008) zeigt nun, dass hieraus mit Hilfe von Voraussetzung (1) folgt

S.N .
VN@-e) * N(o,@N_ ‘;’)
s=1 N
(siehe |Lange, 2008, Abschnitt 3.4.2), wodurch sich die Hypothesen dieses 2-faktoriellen hierarchischen De-
signs nun analog zum ersten Design testen lassen.

Design 4
Da Design 4 sich unter Voraussetzung|5.1)/ (1) in gleicher Art und Weise aus Design 2 ergibt wie Design 3 aus
Design 1, wird an dieser Stelle auf eine Prasentation der Methodik verzichtet.

Ergdnzend sei an dieser Stelle angemerkt, dass sich durch die hier prisentierte Strukturierung des Vektors
auch hoher faktorielle Studien modellieren lassen, indem der Indexvektor (s|r) um weitere Komponenten
ergidnzt wird. So kann man beispielsweise {iber einen Indexvektor (z|s|r), mit der erste Komponente z neben
Reader und Methode zusitzlich verschiedene Zentren kennzeichnen.
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6 Simulationen

Die Moglichkeiten und Grenzen der praktischen Anwendung der entwickelten Verfahren werden in diesem
Kapitel mit Hilfe von Simulationen aufgezeigt. Unter verschiedenen ausgewdhlten Parameterkonstellatio-
nen werden sowohl die Einhaltung des Niveaus als auch die Power der Verfahren mit Hilfe der SAS-Prozedur
PROC IML (SAS 9.2, SAS Institute Inc., Cary, NC, USA) simuliert. Ausfiihrliche Simulationen der verschiede-
nen Reader-Methoden-Kombinationen bei Einfachmessungen findet man bei Lange| (2008). Auf Grund des-
sen werden in diesem Kapitel lediglich die Simulationsergebnisse der Methodik bei Clusterdaten prédsentiert.
Da die Analyse verbundener Stichproben das theoretische Fundament aller vier Designs bildet, wird in die-
ser Arbeit exemplarisch das erste Design simuliert. Die Ergebnisse lassen sich leicht auf die anderen Designs
extrapolieren (vergleiche die Simulationsstudie von |Lange, 2008). Bevor das Simulationsmodell sowie die si-
mulierten Parameterkonstellationen priasentiert werden, stehen zunichst einige theoretische Uberlegungen
hinsichtlich des Vergleiches der gewichteten und ungewichteten Schétzer im Vordergrund.

Satz 6.1 Es sei )\E.lk'”) = 0 das Gewicht, mit welchem der k-te vollstindige Patient in den Schiitzungen der Pa-
rameter und Verteilungsfunktionen beriicksichtigt wird. Es sei weiter )\(”“) =0 das Gewicht mit welchem der

k-te unvolistindige Patient im Zustand i in die Schéitzungen eingeht, wobei }_;c, ,,}Zk 1)\(”” =1,i=0,1. Es
sei schliefslich

] o
n; (lltJ mg.

e a1y
F)\(Z)i(x) Z Z (llt) Z clx— Xlks)

i tefu, vk k=1 ;. s=1

die zu den Gewichten 7\(” )\”"’) N

in®)’

)\(l '”),- )\”'i‘u)) gehorige gewichtete empirische Verteilungsfunk-
tion.[]]
(1.) Es sei aufSerdem

llt) lIt)

(l\t) Z ZCOV(C(X Xglkl?)»c(x Xilkl?))

( \ ~
die Varianz der Summe Z c(x—XE.lkm). Mit dieser Notation ist die Varianz von Ff\l(),, (x) fiir festes x e R
i 1

(llt)

dann minimal, wenn fiir die Gewichte \;" gilt:
2
()
v
A= Tk g—1d, tefu,v), i=0,1, k=1,...,n"

llt)

IDiese Notation bedeutet, dass man mit )\(llt) (l\ die gewichteten und mit )\(”[) n, gerade die ungewichteten Schitzer erhalt.
1
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6 Simulationen

(2.) Es sei

(llt)

plLrio = Z Z Cov(c(x—X""), c(x —XU1™)
o

(rlt)

(bl rI 1)

. . m.
die Kovarianz von ZS:’{‘ c(x — Xilk‘?) und Z

— X9y Es sei p(”m >

ks 0. Die Kovarianz

Cov F”(),) (x),F”(),) (x)| ist fiir festes x € R minimal, wenn fiir die Gewichte gilt:
P
l
ay, (rle)
M Mig
i p(l,rlu]
3 ik _ . _ _ (1)
AN =————  Lr=1,..d, te{uv} i=0,1,k=1,.,n".
WA ULING D)
Y Yy
(l rlv)
te{u,v} k=1

BEWEIS. Die Ergebnisse lassen sich tiber die Berechnung der Ableitungen der zu diesem Optimierungspro-
blem unter Nebenbedingungen gehorigen Lagrangefunktion leicht verifizieren, da es sich bei dem Optimie-
rungsproblem um ein konvexes Programm handelt. O

Wird davon ausgegangen, dass die verschiedenen Reader-Methoden-Kombinationen positiv korreliert sind,
so beeinflussen unter anderem zwei Grof3en die Power des verwendeten statistischen Verfahrens.

(1.) Die Varianz des Effektschétzers: Steigt diese an, wird die Power des Verfahrens kleiner.

(2.) Die Kovarianz zwischen den Reader-Methoden-Kombinationen: Steigt diese an, so bekommt das sta-

tistische Verfahren mehr Power, da die Varianz der Differenzen kleiner wird.

Die Wahl der optimalen Gewichtung stellt somit ein komplexes Problem dar, da sie von der Struktur der
Kovarianzmatrix abhéngt: Sind die Beobachtungen innerhalb eines Clusters komplett unabhéngig, so gilt
Ti.lklt) = m”'” -Var(c(x —X!"”) und somit ist nach Satz der gewichtete Schétzer der Verteilungsfunktion der

ikl
Schétzer minimaler Varianz. Bei vollstdndiger Korrelation der Beobachtungen innerhalb eines Clusters (Du-

(zm n
plizierung der Messwerte) gilt hingegen T; (m ” )

-Var(c(x— X” I”), wodurch der ungewichtete Schétzer
minimale Varianz aufweist. Bei der Kovarlanz beobachtet man ahnhche Effekte: Wahrend bei vollstdndiger
Abhingigkeit der verschiedenen Reader-Methoden-Kombinationen der ungewichtete Schitzer die Kovari-
anz minimiert, minimiert bei vollstdindiger Unabhéngigkeit der gewichtete Schétzer die Kovarianz. Nimmt
man an, dass sich diese Eigenschaften der empirischen Verteilungsfunktionen auf die Schitzer der diag-
nostischen Giitemalle iibertragen, erhilt man die in Tabelle prasentierten Eigenschaften auch fiir die

prasentierten Statistiken. Das Zeichen 7~ ist hierbei das in der Entscheidungstheorie tiblicherweise verwen-

Tabelle 6.1: Analytischer Ansatz zur Evaluation der Gilite der Schitzer in Abhédngigkeit der Korrelation

vollstindige Abhingigkeit der
Reader-Methoden-Kombinationen

vollstindige Unabhéngigkeit der
Reader-Methoden-Kombinationen

vollstdndig abhéngige Cluster

Var: ungewichtet - gewichtet
Cov: ungewichtet = gewichtet
Gesamt: ?

Var: ungewichtet - gewichtet
Cov: ungewichtet =~ gewichtet
Gesamt: ungewichtet >~ gewichtet

unabhingige Cluster

Var: ungewichtet < gewichtet
Cov: ungewichtet = gewichtet
Gesamt: ungewichtet < gewichtet

Var: ungewichtet < gewichtet
Cov: ungewichtet =~ gewichtet
Gesamt: ?
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dete Symbol fiir ,favorisiert” oder ,liberlegen“ und gibt hier an, welcher der beiden Schitzer die hohere
Power aufweist.

Da sich diese Uberlegungen nun aber lediglich an den Eigenschaften der empirischen Verteilungsfunk-
tionen orientieren, jedoch keinen Beweis fiir die die diagnostischen GiitemaRe darstellen, wird anhand
einer Powersimulation der ANOVA-Typ-Statistik fiir die AUC evaluiert, ob sich die obigen Charakteristika
von den empirischen Verteilungsfunktionen auf die Teststatistiken vererben. Exemplarisch wird eine Ein-
Punkt-Alternative bei einer Clustergrof3e von 5 Beobachtungen pro Patient an 50 Patienten bei einer Erkran-
kungsprédvalenz von n = 0.5 simuliert. Bei vollstdndiger Abhédngigkeit der verschiedenen Reader-Methoden-
Kombinationen ist die Durchfithrung eines statistischen Tests zum Nachweis von Unterschieden unnétig, da
die Varianz des Unterschiedes auf 0 geschétzt wird. Bei der Simulation der ANOVA-Typ-Statistik der obigen
vier Extremfélle wird daher anstelle einer vollstindigen Abhingigkeit der Reader-Methoden-Konstellation
nur eine Korrelation von 0.95 angenommen. Man erhilt hierbei die folgenden Ergebnisse:

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Pcluster = 1

Pcluster = 0

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

PReader/Methode = 0.95 PReader/Methode = 0

gewichtet — - —-- ungewichtet Konietschke-Brunner -—---

Abbildung 6.1: Powersimulation der ANOVA-Typ-Statistik (AUC) der in der obigen Tabelle préasentierten vier
Extremfille bei einer Clustergrofle von 5 Beobachtungen, einem Stichprobenumfang von 50
und einer Erkrankungspravalenz von n = 0.5

Abbildung|6.1] zeigt, dass sich die unter Zuhilfenahme von Satz[6.1] plausibilisierten Optimalititseigenschaf-
ten der empirischen Verteilungsfunktionen auf die Optimalitdt der AUC-Teststatistiken zu tibertragen schei-
nen. Diese Tatsache sollte bei der Wahl des optimalen Schitzers nicht auler Acht gelassen werden. Dennoch
sollte die Entscheidung fiir einen bestimmten Schitzer nicht nur anhand der Powereigenschaften getroffen
werden, da die Interpretation der Ergebnisse von der Wahl des Schitzers abhédngt: Ist der Patient das Ziel der
Diagnose, so ist auch die Giite des diagnostischen Verfahrens am Patienten zu beurteilen, wodurch die un-
gewichteten Schétzer angemessener erscheinen. Ist hingegen die Untereinheit das Ziel der Diagnose, sollte
jede gemessene Subunit das gleiche Gewicht bekommen, wodurch an dieser Stelle die gewichteten Schétzer
die Giite addquater beschreiben.
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6 Simulationen

Die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrte Simulationsstudie untersucht sowohl die Methodik der gewich-
teten als auch die der ungewichteten Schitzer im Vergleich zu den von Konietschke und Brunner| (2009)
prasentierten Ansidtzen. Hierbei bleibt die Analyse auf ausgewihlte Korrelationsstrukturen beschridnkt. Die
Beobachtungen des k-ten Patienten (k =1,...,N) werden dabei wie folgt generiertﬂ

M .
Xok1 l Untersuchungsergebnis der

: ersten gesunden Subunit unter
x@ [l den verschiedenen Bedingungen

0kl

M .

0kmoy Untersuchungsergebnis
: > der mgi-ten Subunit unter

Xg;lc) den verschiedenen Bedingungen mE )
j— m,
X = X(I)Ok . ~N p’Im»k'd + @Gcluster]dxﬂl + O-patl(mk-d)x(mk-d) .

1k1 Untersuchungsergebnis der s=1

- ¢ ersten kranken Subunit unter
x@ || den verschiedenen Bedingungen

M) .

Xik Untersuchungsergebnis
: > der my-ten Subunit unter

5‘}? den verschiedenen Bedingungen
mk

Hierbei bezeichne m.; die Gesamtanzahl an Beobachtungseinheiten des k-ten Patienten. Der Erwartungs-
wertvektor p wird entsprechend der gewiinschten Parameterkonstellation variiert: der Erwartungswert aller
gesunden Beobachtungen wird stets auf 0 gesetzt und der Erwartungswert der kranken Subunits der /-ten

+g?

uste r), wobei ®~! die Umkehrfunktion der Standardnormal-

pat

Komponente ist @' (AUC?)- \/2 (1 +0?2

verteilung bezeichne. Der Goldstandard einer jeden Beobachtung wird hierbei zuféllig durch unabhéngig
Bern (n) verteilte Zufallsvariablen festgesetzt. Die Daten entstehen demnach mithilfe eines linearen Modells
mit zufdlligen Effekten

X =p+ ld-m.]c *Qk,par t (Im.k ® 14) - Ak cluster +E, wobei

2 2
Ak,par ~ N(0, Gpat)’ Qg cluster ~ N(O, Gclusterlmk)’ €~ N(O’Id~m.k))

wobei die Beobachtungen verschiedener Patienten stets als unabhéngig betrachtet werden. Demnach gilt:

2

2
2attO

(1.) Die Varianz einer zufélligen Beobachtung betrigt 1 + o  luster®
0.2
pat

(2.) Die Korrelation verschiedener Subunits (des gleichen Patienten) ist ppq; = T
pat

5 .
Octuster

(3.) Die Korrelation zweier Beobachtungen (unter verschiedenen Bedingungen) an der selben Subunit be-

2
opﬂt+aclltster

tragt pbeob = 1+0fm,+0

5 .
cluster

Im Rahmen dieser Simulationstudie wird lediglich die ANOVA-Typ-Statistik simuliert, da Simulationsstudi-
en zeigen, dass diese insbesondere bei kleinen Stichprobenumfiangen das Niveau deutlich besser einhlt

2Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass zu Gunsten einer vereinfachten Darstellung der Korrelationsstruktur der Vektor X}, im Ver-
gleich zur Notation in Modell 2 umstrukturiert wurde.
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6.1 AUC

als die Wald-Typ-Statistik (siehe zum Beispiel Brunner u. a., 2002; Munzel und Brunner, 2000). Simulations-
ergebnisse aus dem Bereich der Diagnosestudien von |Lange (2008) und |Werner| (2006) untermauern diese
Uberlegenheit der ANOVA-Typ-Statistik, sodass bei der hier durchgefiihrten Simulationsstudie auf eine Eva-
luation der Wald-Typ-Statistik verzichtet wird. Sowohl bei den Niveau- als auch bei den Powersimulation
werden folgende Parameter variiert:

(1.) die Clusterkorrelationen (ppar, Ppeos) € {(0.25, 0.5), (0.5, 0.75)}

(2.) die ClustergroBen m., =2, 5

(3.) die Erkrankungswahrscheinlichkeiten it = 0.5, 0.7, 0.9

(4.) die Gesamtanzahl an Patienten N =50, 80, 100 (bei Powersimulation N =50, 100)
Fiir die Niveausimulationen wird des Weiteren die Grofie des untersuchten diagnostischen Giitemalies
AUC, se, sp,=0.7, 0.8, 0.9 variiert. Bei den Powersimulationen wird stets auf einen Ausgangswert von 0.7
eine Ein-Punkt-Alternative von 6 addiert. Man erhélt hierbei die in den folgenden Abschnitten prasentierten
Resultate. Dabei wurden in jeder Simulation 10000 Durchldufe durchgefiihrt.

6.1 AUC

6.1.1 Niveausimulationen

In den Abbildungen [6.2| und [6.3| finden sich die Ergebnisse der Niveausimulation der AUCs. Zu Gunsten ei-

A-__ __ - —A
o 0.08 - -
= L
I —
8 —
< 0.03 — -
. — - 0.08
S - 0.07
I - 0.06
O - 0.05
- — — 0.04
< - - 0.03
r~ 0.08 — —
i L
I -
LD) —
< 0.03 — -
I I I I I I I I I I I I I I I I I I
50 60 70 80 90 100 50 60 70 80 90 100
n=0.5 n=0.7 n=0.9
gewichtet - - -- ungewichtet Konietschke-Brunner -—---

Abbildung 6.2: Niveausimulation des Methodeneffekts der AUC I: Simulationen bei 5% nominellem Niveau
fiir 2 Methoden und 3 Reader bei einer Clusterkorrelation von 0.25 / 0.5 und einer Clustergro-
Be von 2 Beobachtungen; die Ergebnisse der Konietschke-Brunner-Methodik sind auf Grund
ihrer starken Liberalitét fiir m = 0.9 nicht dargestellt.

3privalenzen < 0.5 werden an dieser Stelle nicht simuliert, denn die Ergebnisse sind unter den obigen Simulationsbedingungen
symmetrisch um i = 0.5: Da im Kollektiv der Gesunden und und im Kollektiv der Kranken die Varianzen gleich sind, sind die Stich-
proben der Gesunden und der Kranken austauschbar, wodurch die Resultate an der Stelle m den Ergebnissen bei 1 —m entsprechen.
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6 Simulationen

ner besseren Auflosung zeigen die Graphiken hierbei nur den Bereich von 0.02 bis 0.09. Die von Konietschke
und Brunner| (2009) vorgestellte Methodik weist bei hohen AUCs oder bei starker Unbalanciertheit zwischen
der Anzahl der gesunden und kranken Patienten eine starke Liberalitit auf, sodass diese Statistik bei einer
Préavalenz von m = 0.9 nicht mehr in den Abbildungsbereich féllt. Es sei daher an dieser Stelle auf die zuge-
horigen Powerkurven (siehe Abbildung[6.4) verwiesen, deren Startpunkte das empirische Niveau darstellen.
Das Ausmal} der Liberalitdt der Konieschke-Brunner-Statistik hdngt dabei von Clustergrée und Cluster-
korrelation ab. Mit h6herer Korrelation und gréBeren Clustern wird die Statistik weniger liberal (vergleiche
hierzu auch Abbildung|C.I/im Anhang auf Seite[95). Bei den in dieser Arbeit prasentierten gewichteten und
ungewichteten Schitzern zeigt sich im Allgemeinen, dass das Niveau gut eingehalten wird. Lediglich bei
grofler Unbalanciertheit (i = 0.9) und kleinen Fallzahlen N =50, 80 ldsst sich eine leichte Liberalitédt erken-
nen. Vergegenwdrtigt man sich an dieser Stelle allerdings die Tatsache, dass bei dieser Paramenterkonstel-
lation in Erwartung nur 10% aller Beobachtungen gesund sind, erkennt man, dass die hohe Prdvalenz in
Verbindung mit dem kleinen Stichprobenumfang zu einem sehr kleinen n, fiihrt. Eine leichte Liberalitit
der Teststatistik ist daher nicht iiberraschend.

50 60 70 80 90 100
| | | | | [ | | | | [ | | | | |
-— -A-
o 008 -
i L
I -
8 —
< L
o — AT — 0.08
S - 0.07
I 0.06
Q 0.05
] 0.04
< - 0.03
. 0.08 — A
o
I
g )
0.04 —
< 0.03 -
T T T T T T T T T T - T T T T T
50 60 70 80 90 100 50 60 70 80 90 100
n=0.5 n=0.7 n=0.9
gewichtet - - -- ungewichtet Konietschke-Brunner -----

Abbildung 6.3: Niveausimulation des Methodeneffekts der AUC II: Simulationen bei 5% nominellem Ni-
veau fiir 2 Methoden und 3 Reader bei einer Clusterkorrelation von 0.5 / 0.75 und einer Clu-
stergrolle von 5 Beobachtungen

Niveausimulationen des Readereffekts zeigen, dass sich dieser als zweiter Haupteffekt analog zum Metho-
deneffekt verhdlt und hier d4hnliche nominelle Niveaus erzielt werden. Gleiches gilt auch fiir den Wechsel-
wirkungseffekt.

6.1.2 Powersimulationen

Die Powersimulationen (sieche Abbildung zeigen, dass alle drei Methoden im Falle balancierter De-
signs ein dhnliches Verhalten aufweisen. Lediglich bei starker Unbalanciertheit zeigt die Methodik nach [Ko-
nietschke und Brunner| (2009) trotz anfinglicher starker Liberalitdt ab einem Effekt von § =~ 0.05 weniger
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mp=>5
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0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08
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Abbildung 6.4:

n=0.5 n=0.7 n=0.9
gewichtet - - -- ungewichtet Konietschke-Brunner -—---
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08
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0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08
n=0.5 n=0.7 n=0.9
gewichtet - - -- ungewichtet Konietschke-Brunner -----

Powersimulation des Methodeneffekts der AUC: Simulationen bei 5% nominellem Niveau
und einem Stichprobenumfang von N = 100 fiir 2 Methoden und 3 Reader bei einer Cluster-
korrelation von 0.25 / 0.5 (obere Graphik) beziehungsweise 0.5 / 0.75 (untere Graphik)
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Power. Es lasst sich des Weiteren erkennen, dass mit hoherer Korrelation zwischen den Reader-Methoden-
Konstellationen die Power aller Verfahren zunimmt. Gleiches gilt, wenn die Anzahl an Beobachtungen pro
Patient erhoht wird. Es zeigt sich aullerdem, dass unter den simulierten Parameterkonstellationen die un-
gewichteten Schitzer {iber eine marginal geringere Power als die gewichteten verfiigen.

Exemplarisch werden in dieser Arbeit lediglich die Powerkurven fiir einen Gesamtstichprobenumfang von
N = 100 vorgestellt. Die Powerkurven fiir N = 50 sind durch gleichen Verlauf auf anderem Niveau gekenn-
zeichnet und werden aus Griinden der Ubersichtlichkeit in dieser Arbeit nicht priasentiert. Der Reader-Effekt
als zweiter Haupteffekt hat vergleichbare Powereigenschaften wie der hier gezeigte Methoden-Effekt. Ein
Wechselwirkungseffekt wird mit geringer Power aufgedeckt, die Kurvenverldufe gleichen auf niedrigerem
Niveau jedoch den Powerkurven der Haupteffekte. Zu Gunsten einer besseren Lesbarkeit finden diese Re-
sultate in der vorliegenden Arbeit keine graphische Darstellung.

6.2 Sensitivitdt und Spezifitit

6.2.1 Niveausimulationen

Analog zur AUC-Simulation werden Simulationen von Sensitivitdt und Spezifitdt durchgefiihrt. Die Sensitivi-
tdt beschreibt die Erfolgswahrscheinlichkeit der verschiedenen Reader-Methoden-Kombinationen auf dem
Kollektiv der Kranken, wihrend die Spezifitdt das gleiche auf dem Kollektiv der Gesunden tut. Somit be-

50 60 70 80 90100 50 60 70 80 90100
I I T O A M
0.12 —fAusfall Ausfall Ausfall Ausfall Ausfall —
£%. 1%  0%| 0% 0% = 0%| 0% 0% ' 0%| 0% 0% ' 0%]| 0% 0% 0%
0.10 — A A —
Sk
? 0.08 — —
S 0.06
0.04
—Ausfall Ausfall Ausfall Ausfall Ausfall — 0.12
1% 0% = 0%| 0% 0% = 0%| 0% 0% : 0%]| 0% 0% : 0%| 0% 0% 0%
0 — X - 0.10
C”> — N 0.08
3 4 0.06
T T T T 0.04
0.12 —Ausfall
0% 0% @ 0%| 0% 0% @ 0%| 0% 0% @ 0%| 0% 0% @ 0%| 0% 0% ' 0%
. 0.10 —
? 0.08
S 0.06
0.04
T T T 1 T T T T T 1 7 T T T T T 7 T T T T
50 60 70 80 90100 50 60 70 80 90100 50 60 70 80 90100
n=0.1 n=0.3 n=0.5 n=0.7 =09
gewichtet - - -- ungewichtet Konietschke-Brunner -—---

Abbildung 6.5: Niveausimulation des Methodeneffekts der Sensitivitdt I: Simulationen der Sensitivitédt bei
5% nominellem Niveau fiir 2 Methoden und 3 Reader bei einer Clusterkorrelation von 0.25 /
0.5 und einer Clustergré8e von 2 Beobachtungen
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6.2 Sensitivitidt und Spezifitét

schreiben Sensitivitdt und Spezifitdt den gleichen Effekt — lediglich auf verschiedenen Populationen: Die
Sensitivitdt im Kollektiv der Kranken entspricht gerade der Spezifitdt im Kollektiv der Gesunden. Auf Grund
dessen wird in dieser Arbeit nur die Sensitivitdt simuliert, da sich die Ergebnisse gleichermaen auch auf
die Spezifitét iibertragen lassen. Diese Ergebnisse sind nun aber im Gegensatz zu den AUC-Simulation nicht
mehr symmetrisch um n = 0.5, sodass zusitzlich die Pridvalenzen i = 0.1 und m = 0.3 simuliert werden.

Die Resultate dieser Simulationen finden sich in den Abbildungen [6.5|und Im Fall niedriger Privalen-
zen und kleiner Gesamtstichprobenumfinge (daraus ergibt sich eine kleine Anzahl an kranken Patienten)
kommt es vor, dass der Nenner der Teststatistik 0 wird, die zu testende Hypothese lédsst sich dann nicht
iiberpriifen. Da die Ausfallquoten fiir alle drei simulierten Verfahren in etwa gleich sind, wird der Ubersicht
halber nur die mittlere Ausfallquote in den Graphiken [6.5|und [6.6|dokumentiert. Die Simulationsergebnisse
fiir die Sensitivtédt gleichen denen der AUC-Analyse. Fiir kleine Fallzahlen (geringe Prédvalenz, kleine abso-
lute Fallzahl) sind alle Schitzer liberal, wobei das Ausmal der Liberalitdt von Clustergréf8e und Korrelation
abhingt (vergleiche hierzu auch Abbildung[C.2]im Anhang auf Seite[96). Ab einer Fallzahl von etwa n; = 25
halten die in dieser Arbeit prasentieren gewichteten und ungewichteten Schétzer das Niveau ein, wohinge-
gen die Konietschke-Brunner-Statistik fiir gro8e Fallzahlen leicht konservativ wird.

50 60 70 80 90100 50 60 70 80 90100
S A I I I I Y I U I O O A B
0.12 —Ausfall Ausfall Ausfall Ausfall Ausfall —
0.10 1% 0% @ 0%| 0% 0% @ 0%]| 0% 0% @ 0%| 0% 0% @ 0%| 0% 0% ' 0%
o B
ﬁ 0.08
S 0.06
0.04
Ausfall Ausfall Ausfall Ausfall — 0.12
L% _ - — % —0%| 0% 0% ' 0%]| 0% 0% = 0%| 0% 0% = 0%| 0% 0% ' 0%
o _| - 0.10
ﬁ 0.08
b4 0.06
0.04
0.12 —{Ausfalt — = -~ -A[Ausfall Ausfall Ausfall Ausfall —
0% 0% = 0%]| 0% 0% : 0%]| 0% 0% = 0%]| 0% 0% = 0%]| 0% 0% 0%
. 0.10 — -
S 0.08 —m _ -
I Bk Ny
S 006 (*-———e_ SF---g e | S S
,,,,,,,,,,,,,,,, = ;,,A:-).,: R /el '
0.04 — A ST A A A A
e O A O R
50 60 70 80 90100 50 60 70 80 90100 50 60 70 80 90100
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gewichtet — - -- ungewichtet Konietschke-Brunner -—---

Abbildung 6.6: Niveausimulation des Methodeneffekts der Sensitivitdt II: Simulationen der Sensitivitédt bei
5% nominellem Niveau fiir 2 Methoden und 3 Reader bei einer Clusterkorrelation von 0.5 /
0.75 und einer Clustergroéf3e von 5 Beobachtungen

Fiir den Readereffekt sowie fiir den Wechselwirkungseffekt zeigen sich — wie auch schon bei den AUC-
Simulationen — dhnliche Resultate, die auf Grund einer besseren Ubersichtlichkeit in dieser Arbeit aller-
dings nicht prasentiert werden. Im Falle des Wechselwirkungseffekts erhoht sich die Ausfallquote bei klei-
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nen Stichprobenumfingen jedoch merklich.

6.2.2 Powersimulationen

Auf Grund der in der Niveausimulation dokumentierten Ausfallquoten wird im Rahmen der Powersimula-
tion die Pravalenz m = 0.1 nicht mitsimuliert. Die resultierenden empirischen Powerkurven finden sich in
Abbildung 6.7} Es lassen sich dhnliche Effekte wie auch schon bei der AUC-Simulation feststellen: Mit zu-
nehmender Korrelation zwischen den Reader-Methoden-Kombinationen nimmt die Power aller Verfahren
zu. Gleiches geschieht bei einer Erhohung der Clustergrofe. Im Falle der Sensitivitdt wird die zur Schét-
zung verwendete Stichprobengréle (n;) iiber die Erkrankungswahrscheinlichkeit m kontrolliert. Je hoher
die Pravalenz der Erkrankung ist, umso mehr kranke Patienten nehmen in der Erwartung an der Studie teil,
sodass mit erhohter Erkrankungsprévalenz i die Power fiir die Analyse der Sensitivitat zunimmtﬂ Es sei an
dieser Stelle angemerkt, dass bewusst auch im Rahmen der Sensitivitdts- und Spezifitdtssimulationen die
Erkrankungsprédvalenz n und nicht die Stichprobenumfinge n; variiert wurden, da bei Fallzahlplanungen
héufig die erwartete Pravalenz und nicht die zu realisierenden n; als Grundlage der Studienplanung dienen.
Ein Vergleich der verschiedenen simulierten Verfahren zeigt, dass das Verhalten aller Methoden im simu-
lierten Bereich sehr dhnlich ist: Lediglich die auf den Konietschke-Brunner-Schétzern basierende Statistik
weist bei hohen Fallzahlen minimal weniger Power als die in dieser Arbeit vorgestellten gewichteten und
ungewichteten Schétzer auf. Wie auch bei schon bei der AUC zeigt sich, dass in der simulierten Parameter-
konstellation die gewichteten Schétzer iiber etwas mehr Power verfiigen als die ungewichteten, aber auch
hier ist der Effekt marginal, sodass die Entscheidung fiir den gewichteten oder ungewichteten Schétzer eher
auf Grundlage der spéter gewliinschten Interpretation getroffen werden sollte.

Wie auch schon bei der Powersimulation der AUC zeigen sich dhnliche Resultate fiir den Reader- und den
Wechselwirkungseffekt. Wie zu erwarten, zeigt die Interaktion dabei weniger Power als die Haupteffekte.

6.3 Pradiktive Werte

Das primire Interesse der pradiktiven Werte liegt in ihrer intuitiven Interpretierbarkeit in der klinischen
Praxis. Daher sind fiir pradiktive Werte Hypothesentests nur von untergeordnetem Interesse, das Haupt-
interesse liegt hierbei vielmehr auf der Konstruktion von Konfidenzintervallen. Fiir die pradiktiven Werte
werden daher anstelle der Teststatistiken die Linge und Uberdeckungswahrscheinlichkeiten der Konfidenz-
intervalle simuliert. Hierbei werden sowohl die Konfidenzintervalle des linearen (Standard-) Modells eva-
luiert als auch die Konfidenzintervalle des logistischen Modells. Hierbei kann der Ansatz von Konietschke
und Brunner| (2009) nicht in ein logistisches Modell ibersetzt werden, da die Schitzer nicht per Konstruk-
tion im Intervall [0, 1] liegen und daher nicht transformiert werden kénnen. Exemplarisch werden in dieser
Simulationsstudie folgende Parameterkonstellationen angenommen:

(1) Die Sensitivitét liegt konstant bei 0.7.

(2) Die Erkrankungsprévalenz in der Studie liegt bei = 0.5.

(3) Die Erkrankungsprévalenz der Studie entspricht nicht der Erkrankungspravalenz der spdteren Anwen-
dungspopulation. Diese liegt bei 0.7 und wird aus einer zusétzlichen Studie aus 500 Patienten ge-
schétzt.

(4) Die Sperzifitdt wird variiert: sp € {0.5, 0.7, 0.8, 0.9}, wodurch sich die positiv prddiktiven Werte
p+€1{0.77, 0.85, 0.89, 0.94} ergeben.

4Mit einer Erhohung der Erkrankungsprivalenz sinkt natiirlich gleichermaRen die Anzahl an gesunden Patienten in der Studie, wes-
wegen die durch die Verdnderung der Prévalenz erreichte Powerzunahme im Bereich der Sensitivitdt unweigerlich zu einer Abnah-
me der Power im Bereich der Spezifitdtsanalyse fiihrt.
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0.05 0.10 0.05  0.10

0.05 0.10
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gewichtet - - -- ungewichtet Konietschke-Brunner -----

Abbildung 6.7: Powersimulation des Methodeneffekts der Sensitivitédt: Simulationen bei 5% nominellem Ni-
veau und einem Stichprobenumfang von N = 100 fiir 2 Methoden und 3 Reader bei einer
Clusterkorrelation von 0.25 / 0.5 (obere Graphik) und 0.5 / 0.75 (untere Graphik).
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(5) Clusterkorrelation und Clustergréfe werden wie bei den tibrigen Simulationen variiert.
Es werden hierbei lediglich die positiv pradiktiven Werte simuliert, da zwischen positiv und negativ pradik-
tivem Wert ein dhnlicher Zusammenhang wie zwischen Sensitivitdt und Spezifitdt besteht. Die Simulations-
studie liefert die in den Abbildungen 6.8/ und [6.9| dargestellten Resultate. Wahrend die logit-transformierten
Konfidenzintervalle stets eine Uberdeckungswahrscheinlichkeit von etwa 95% aufweisen, zeigt sich, dass die
Standardmethodik des linearen Modells im Bereich hoher Effekte (das heiSt hoher pradiktiver Werte) liberal
wird.
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Abbildung 6.8: Coverageprobability der 95%-Konfidenzintervalle der positiv pradiktiven Werte: Die Sensiti-
vitét liegt in den Simulationen stets bei se = 0.7, die Prdvalenz in der Diagnosestudie bei 0.5.
Die Bevolkerungspravalenz zur Berechnung der pradiktiven Werte wurde stets auf 0.7 gesetzt
und mit Hilfe von 500 Patienten geschitzt.

Im Hinblick auf die Lange lésst sich erkennen, dass die Konfidenzintervalle mit ansteigender Clustergro-
Be und groler werdendem Effekt kleiner werden. Die verschiedenen Schitzermethoden zeigen hierbei nur
marginale Unterschiede in der Lange auf. Lediglich bei hohen prédiktiven Werten sind die logit-Konfidenz-
intervalle merklich ldnger als die Standard-Konfindenzintervalle, halten aber im Gegensatz zu diesen in die-
sem Bereich noch die Uberdeckungswahrscheinlichkeit ein, sodass insbesondere bei hohen Werten fiir p,
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und p- zu den logistischen Konfidenzinervallen zu raten ist.
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Abbildung 6.9: Linge der 95%-Konfidenzintervalle der positiv pradiktiven Werte: Die Sensitivitdt liegt in den
Simulationen stets bei se = 0.7, die Prdvalenz in der Diagnosestudie bei 0.5. Die Bevélke-
rungsprévalenz zur Berechnung der priadiktiven Werte wurde stets auf 0.7 gesetzt und mit
Hilfe von 500 Patienten geschétzt.
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7 Anwendungsbeispiele aus der klinischen Praxis

7.1 Thrombosediagnostik mittels farbkodierter Dopplersonographieﬂ

Zur Diagnose von Thrombose im Bein oder Becken soll die Giite des Kontrastmittels Levovist mit der Giite
einer Leeraufnahme in der farbkodierten Dopplersonographie verglichen werden. Dabei werden die sono-
graphischen Bilder beider Methoden von zwei Readern evaluiert. Da beide Reader sowohl die Levovist- als
auch die Leeraufnahme auswerten und alle Patienten mittels beider diagnostischer Methoden untersucht
werden, entspricht die faktorielle Struktur dieser Studie dem in Kapitel [5| vorgestellten ersten Design. Durch
das Vorliegen mehrerer potentiell gefahrdeter Gefdale an einem Patienten entstehen in dieser Studie Cluster-
daten, sodass an N = 48 Patienten insgesamt M = 77 GefiRe untersucht werden. Hierbei weisen n'") = 5 Pa-

tienten sowohl gesunde als auch kranke Gefde auf, wohingegen n(()”] = 23 Patienten als vollstindig gesund

diagnostiziert werden und ngu) = 20 Patienten nur kranke Gefdf3e aufweisen. Der Endpunkt beider diagnos-
tischen Tests ist in diesem Fall ein Score von 1 (definitiv keine Thrombose) bis 5 (definitive Thrombose).

Abbildung|7.1] zeigt die zugehorigen ROC-Kurven.
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o o
oS oS
I I I I I [ I I I I I [
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
1-Spezifitit 1-Spezifitit

Abbildung 7.1: ROC-Kurven des Levovist Datensatzes: Die durchgezogenen Linien zeigen die ungewichtete
Schitzung, die gestrichelten die gewichtete.

IDje Daten dieser Studie wurden freundlicherweise von Dr. Jorg Kaufmann von der Firma Bayer Schering zur Verfiigung gestellt.
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Aus den in Abbildung|[7.1]dargestellten ROC-Kurven ergeben sich schlieflich die in Abbildung|7.2|dargestell-
ten AUCs.
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|
.
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0.0

Leeraufnahme Levovist

Abbildung 7.2: AUC-Schitzer mit 95%-Konfidenzintervallen der Levovist-Daten: Die durchgezogenen Linien
zeigen die ungewichtete Schidtzung, die gestrichelten die gewichtete.

Die statistischen Tests zeigen bei der AUC-Analyse schlieflich, sowohl im ungewichteten als auch im ge-
wichteten Fall, neben einem signifikanten Methodeneffekt ebenfalls einen signifikanten Einfluss des Rea-
ders (siehe Tabelle[7.1).

Tabelle 7.1: Ergebnisse der AUC-Analyse des Levovist-Datensatzes

p-Werte ungewichtet | p-Werte gewichtet
Methode 0.0006 0.0017
Reader 0.0004 0.0014
Interaktion 0.3665 0.4061

Es lasst sich damit unabhingig von der Schdtzmethode eine signifikante Verbesserung der diagnostischen
Féhigkeit durch das Levovist nachweisen. Hierbei gibt es zwar Unterschiede in der Evalutionsfidhigkeit bei-
der Reader, allerdings ist die Zunahme der diagnostischen Giite durch das Levovist fiir beide Reader gleich,
sodass von einer homogenen Verbesserung durch das Levovist gesprochen werden kann.

Im Folgenden sollen nun durch Wahl eines addquaten Cut-Offs die Sensitivitdt und die Spezifitidt des Le-
vovists im Vergleich zur Leeraufnahme bestimmt werden. Hierbei wird ein Patient als krank diagnostiziert,
wenn er einen Score von 3, 4 oder 5 erhélt und als gesund, falls er als 1 oder 2 klassifiziert wird (diese Klas-
sifikation ldsst sich beispielsweise durch einem Schwellenwert y = 2.5 realisieren). Die sich hieraus erge-
benden Sensitivititen und Spezifitdten mit zugehorigen 95%-Konfidenzintervallen zeigt Abbildung auf
der folgenden Seite. Im Falle der Sensitivitit kommt es bei Reader 1 nur zu einer leichten Verbesserung
der diagnostischen Fédhigkeit durch das Levovist, wohingegen sich bei Reader 2 deutlichere Unterschiede
zeigen. Die Spezifitdt beider Reader hingegen scheint durch das Levovist homogen verbessert zu werden.
Dabei zeigen sich sowohl im Hinblick auf Sensitivitdt als auch im Hinblick auf Spezifitidt deutliche Unter-
schiede hinsichtlich der diagnostischen Féhigkeit der beiden Reader. Diese deskriptiven Resultate werden
durch die in Tabelle (siehe nachfolgende Seite) dargestellten Ergebnisse untermauert.
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Abbildung 7.3: Schétzer von Sensitivitdt und Spezifitdt mit 95%-Konfidenzintervallen der Levovist-Daten:
Die durchgezogenen Linien zeigen die ungewichtete Schédtzung, die gestrichelten die
gewichtete.

Tabelle 7.2: Ergebnisse der Analyse von Sensitivitdt und Spezifitdt des Levovist-Datensatzes

Sensitivitédt Spezifitit
p-Werte ungewichtet | p-Werte gewichtet | p-Werte ungewichtet | p-Werte gewichtet
Methode 0.0345 0.0575 0.0017 0.0056
Reader 0.0460 0.0504 0.0002 0.0022
Interaktion 0.0532 0.1035 0.9410 0.8144

7.2 Brustkrebsdiagnostik mit und ohne CAD?|

Brustkrebs ist die bei iiber 40-jihrigen Frauen am hédufigsten auftretende Krebsform (siehe zum Beispiel
Mettin, 1999). Diagnosemethoden zur (Friith-)Erkennung von Brustkrebs sind somit ein wichtiges For-
schungsgebiet im Bereich der bildgebenden Diagnostik. Die vorliegende Studie dient zur Evaluation des
klinischen Nutzens eines CAD-Systems (Computer-Assisted Diagnosis) bei der Interpretation von Mammo-
graphiebildern. Im Rahmen dieser Studie untersuchen drei Reader jeweils 100 maligne Fille von Brustkrebs
(histologisch gesichert) sowie 103 Kontrollen (aus einer Screening-Population). Wie in der tdglichen Rou-
tine iiblich werden hierbei sowohl die linke als auch die recht Brust untersucht, wodurch an der gleichen
Patientin mehrere Beobachtungseinheiten vorliegen und somit Clusterdaten auftreten. Details der Studien-
planung und Durchfiihrung finden sich bei [Sohns u.a.| (2010). Die Befundung der einzelnen Brust erfolgt
dabei anhand der sogenannten BI-RADSE] Kategorien 1 bis 5:

2Die Daten dieser Studie wurden durch die Abteilung Diagnostische Radiologie der Universitit Géttingen erhoben und freundlicher-
weise von PD Dr. Silvia Obenauer zur Verfiigung gestellt.
3Breast Imaging Reporting and Data System
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1 Normalbefund

2 sicher benigner / gutartiger Befund

3 vermutlich gutartiger Befund

4 suspekter / verddchtiger Befund

5 Befund mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit fiir Malignitat
Die drei auswertenden Reader weisen hierbei einen unterschiedlichen Erfahrungshorizont auf: Reader 3 ist
Facharzt mit mehrjdhriger Mammographieerfahrung, Reader 1 ein Assistenzarzt mit etwa sechsmonatiger
Mammographieerfahrung und Reader 2 ein Student ohne Erfahrung. Neben der Frage nach der Effektivitit
des CAD-Systems an sich stellt sich somit ebenfalls die Frage, ob das CAD-System allen Readern in gleichem
Ausmal behilflich sein kann oder ob die Giite der computergestiitzen Diagnose von der Erfahrung des Arz-
tes abhingt. Da alle Patientinnen mit und ohne CAD-System befundet wurden, liegt auch in diesem Fall das
erste faktorielle Design vor. Abbildung|7.4]zeigt die ROC-Kurven der drei Reader mit und ohne CAD.
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Abbildung 7.4: ROC-Kurven des CAD Datensatzes: Die durchgezogenen Linien zeigen die ungewichtete
Schitzung, die gestrichelten die gewichtete.

Aus diesen ROC-Kurven ergeben sich schliefllich die AUCs aus Abbildung (siehe nidchste Seite), sowie
die in Tabelle [7.3| dargestellten Ergebnisse des statistischen Tests.

Wie bereits auf Grund der unterschiedlichen Erfahrungswerte der Reader zu vermuten war, ldsst sich sowohl
im gewichteten als auch im ungewichteten Fall ein deutlicher Unterschied in der diagnostischen Fahigkeit
der drei Reader erkennen. Des Weiteren ist eine Zunahme der diagnostischen Giite durch das CAD-System
festzustellen, eine signifikante Wechselwirkung zwischen Reader und Methode kann jedoch nicht nachge-
wiesen werden.

Tabelle 7.3: Ergebnisse der AUC-Analyse des CAD-Datensatzes

p-Werte ungewichtet | p-Werte gewichtet
Methode 0.0023 0.0014
Reader <0.0001 <0.0001
Interaktion 0.1244 0.0612
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Abbildung 7.5: AUC-Schitzer mit 95%-Konfidenzintervallen der CAD-Daten: Die durchgezogenen Linien
zeigen die ungewichtete Schitzung, die gestrichelten die gewichtete.

In einem weiteren Schritt wird die diagnostische Giite nun mittels Sensitivitit und Spezifitdt evaluiert. Zu
diesem Zweck wird im Folgenden y = 3.5 als Cut-Off gewdhlt. Befunde der Bi-rRADS-Kategorien 4 oder 5
werden somit als positiv eingestuft, die tibrigen als negativ. Abbildung[7.6] zeigt die hieraus resultierenden

Schitzer fiir Sensitivitdt und Spezifitdt, sowie die zugehorigen 95%- Konfidenzintervalle.
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Abbildung 7.6: Schétzer von Sensitivitdt und Spezifitdt mit 95%-Konfidenzintervallen der CAD-Daten: Die
durchgezogenen Linien zeigen die ungewichtete Schiatzung, die gestrichelten die gewichtete.

Im Gegensatz zur AUC-Analyse sind bei der Evaluation von Sensitivitdt und Spezifitdt Wechselwirkungen

zwischen Reader und Methode zu erkennen: Wihrend fiir den Facharzt mit mehrjihriger Berufserfahrung
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die Verwendung des CAD-Systems weder zu einer Verbesserung von Sensitivitdt oder Spezifitit zu fiihren
scheint, fithrt das CAD-System zu einer Verbesserung der Sensitivitdt fiir den Assistenzarzt und den Stu-
denten. Bei der Analyse der Spezifitdt zeigt sich fiir den Assistenz- und Facharzt keine Verbesserung der
Diagnostik durch das CAD-System. Fiir den Studenten hingegen verschlechtert sich die Spezifitidt: mit CAD-
System stellt dieser mehr falsch positive Diagnosen als ohne. Diese Interpretationen der Ergebnisse spiegeln
sich auch in den Resultaten in Tabelle [7.4] wieder.

Tabelle 7.4: Ergebnisse der Analyse von Sensitivitdt und Spezifitit des CAD-Datensatzes

Sensitivitdt Spezifitat
p-Werte ungewichtet | p-Werte gewichtet | p-Werte ungewichtet | p-Werte gewichtet
Methode <0.0001 <0.0001 0.0006 0.0016
Reader <0.0001 <0.0001 <0.0001 <0.0001
Interaktion <0.0001 <0.0001 <0.0001 <0.0001

In einem letzten Analyseschritt werden nun die pradiktiven Werte der beiden diagnostischen Verfahren
evaluiert. Da die drei Reader sich deutlich unterscheiden, erfolgt diese Betrachtung nur exemplarisch fiir
Reader 1, den Assistenzarzt. Die Brustkrebspridvalenz nimmt ab einem Alter von 50 Jahren deutlich zu. Auf
Grund dessen werden in dieser Arbeit pradiktive Werte fiir zwei Risikogruppen unterschieden: Frauen im
Alter von 40-49 auf der einen Seite und Frauen é&lter als 50 Jahre auf der anderen Seite. Betrachtet wird hier-
bei eine normale Screening-Population, fiir die keine Informationen tiber weitere Risikofaktoren vorliegen.
Die Schitzung der Brustkrebsprévalenz einer solchen Screening-Population befindet sich in Tabelle [7.5/und
geht zuriick auf|Tabar u. a/(1995) [

Tabelle 7.5: Brustkrebsprédvalenz einer Screening-Population nach |Tabar u. a.| (1995)

Alter || Anzahl der Erkrankten | Gesamtanzahl | Privalenz
40-49 418 35448 0.0118
50-74 2049 97677 0.0210

Aus den obigen Prédvalenzschdtzern erhilt man schliefflich die in Abbildung dargestellten pradiktiven
Werte fiir Reader 1.

Die positiv pradiktiven Werte in einer einfachen Screening-Population sind auf Grund der niedrigen Er-
krankungsprévalenz relativ gering, sodass weder mit noch ohne CAD ausschlieflich mittels Mammographie
diagnostiziert werden sollte. Die Bi-RADS-Klassifikation sieht daher im Fall einer positiven Diagnose zu-
néchst eine histologische Sicherung des Befundes durch eine Biopsie vor, bevor weitere Malinahmen unter-
nommen werden. Die negativ pradiktiven Werte hingegen scheinen relativ hoch, dieses ist jedoch weitestge-
hend auf die geringe Préivalenz der Erkrankung zuriickzufiihren, wie Abbildung|[7.8|zeigt. Die hier dargestell-
ten pradiktiven Werte als Funktionen der Pravalenz zeigen, dass p_(n) nur wenig gréBer als 1 — 7t ist, dass
sich die Post-Test-Erkrankungswahrscheinlichkeit nach einer negativen Diagnose also kaum von der Pra-
Test-Erkrankungswahrscheinlichkeit unterscheidet. Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass die Unterschiede

4Da das Studiendesign dieser Studie dem einer Fall-Kontroll-Studie entspricht, kann die Brustkrebspravalenz keinesfalls aus den Stu-
diendaten geschidtzt werden. Zur Berechnung der pradiktiven Werte muss in diesem Fall eine studienexterne Prévalenzschdtzung
durchgefiihrt werden.
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Abbildung 7.7: Schétzer der prédiktiven Werte einer Screening-Population mit 95%-Konfidenzintervallen:
Die durchgezogenen Linien zeigen die ungewichtete Schédtzung, die gestrichelten die
gewichtete.
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Abbildung 7.8: Darstellung der pradiktiven Werte (des CAD-Systems hier nur die ungewichteten Schitzer)
als Funktion der Prévalenz mit den zugehorigen 95%-Konfidenzintervallen

zwischen Prad- und Post-Test-Erkrankunswahrscheinlichkeit am besten durch die sogenannten Likelihood-
ratios beschrieben werden, die allerdings nicht Thema dieser Arbeit sein sollen. Eine exakte Definition und
Interpretation der Likelihoodratios findet man beispielsweise in den Standardwerken von [Pepe| (2003) oder

Zhou u. a.| (2002).
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Der Vielzahl unterschiedlicher analytischer Konzepte zur Evaluation von Diagnosestudien wurde mit dieser
Arbeit ein einheitlicher, nichtparametrischer Analyseansatz fiir AUC, Sensitivitit, Spezifitdt und pradiktive
Werte in Studien mit und ohne Clusterdaten gegeniibergestellt. Die dargestellte Theorie wurde dabei exem-
plarisch zur Herleitung einer Analysemethode fiir die vier Basisdesigns diagnostischer Studien verwendet,
um auf diese Art und Weise ein weites Anwendungsgebiet fiir die présentierte Methodik zu schaffen. Ent-
wickelt wurden dabei lineare und logistische Modelle.

Likelihoodratios stellen neben den hier priasentierten Gilitemalen eine weitere Moglichkeit zur Charakte-
risierung eines diagnostischen Verfahrens dar (siehe zum Beispiel |Zhou u. a., |2002} Abschnitt 2.7). Sie sind
definiert als Quotient aus Sensitivitdt und 1-Spezifitdt (positiver Likelihoodratio) beziehungsweise als 1;—;‘?
(negativer Likelihoodratio). Mit dem hier présentierten Ansatz der §-Methode zur Analyse pradiktiver Werte
lasst sich die dargestellte Methodik gleichsam auf die faktorielle Analyse von Likelihoodratios erweitern.

In diagnostischen Studien kdonnen neben den in dieser Arbeit bereits modellierten Faktoren Reader und
Methode auch weitere Parameter, wie beispielsweise das Korpergewicht oder das Alter des Patienten Ein-
fluss auf die diagnostische Giite des Verfahrens haben. Eine Erweiterung des hier vorgestellten Analysean-
satzes auf Kovariablen wire daher wiinschenswert. Ansétze zur Beriicksichtigung von Kovariablen in diag-
nostischen Studien findet man beispielsweise bei Janes und Pepe| (2008) und Janes u. a.| (2008), die mittels
eines Regressionsansatzes eine auf Kovariablen adjustierte ROC-Kurve schitzen und die zu den adjustierten
ROC-Kurven gehorigen AUCs schlielllich vergleichen. Zapf| (2009) geht das Problem in umgekehrter Art und
Weise an, indem sie — basierend auf der Theorie der multivariaten Rangstatistiken — nicht die ROC-Kurve
selbst, sondern die AUC direkt auf Kovariablen adjustiert. Dieser Ansatz passt dabei konzeptionell in die
in dieser Arbeit prasentierte Methodik, sodass sich durch eine Erweiterung der Ideen von Zapf (2009) auf
Ein-Punkt-Verteilungen und Clusterdaten der Anwendungsbereich dieser Arbeit auf Kovariablen weiterent-
wickeln lieRe.

Konietschke| (2009) prasentiert einen Ansatz zur Berechnung simultaner Konfidenzintervalle fiir den nicht-
parametrischen relativen Effekt. Da dieser gerade der Fliche unter der ROC-Kurve entspricht, wére eine
Erweiterung der Ideen von Konietschke| (2009) auf Ein-Punkt-Verteilungen, Clusterdaten und faktorielle Ver-
suchsanlagen erstrebenswert, damit auch im Bereich von faktoriellen Diagnosestudien simultane Konfi-
denzintervalle fiir die verschiedenen diagnostischen Giitemalie berechnet werden kénnen.

Da die Datenerhebung in der klinischen Praxis hdufig liickenhaft ist, stellen fehlende Werte eine zusitzliche
Herausforderung an die statistische Methodik. Zhou und Gatsonis| (1996) entwickeln einen Ansatz zur AUC-
Evaluation im verbundenen Zwei-Stichproben-Design mit fehlenden Werten und auch Zapf (2009) stellt im
Ausblick ihrer Arbeit eine Moglichkeit der Erweiterung ihrer Verfahren auf fehlende Werte vor. Eine derartige
Weiterentwicklung der hier prasentierten Methoden wére ebenfalls wiinschenswert, um den Anwendungs-
bereich der vorgestellten einheitlichen Analysemethode noch ausbauen zu kdnnen.
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8 Zusammenfassung und Ausblick
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A Definitionen, Siatze und Notationen

A.1 Matrizenrechnung

Matrizen und Vektoren werden stets fett geschrieben. Eine Matrix A € R"*" hat dabei die Gestalt:

ap ain
A=

aAm1 ... Amn

Die zu A transponierte Matrix wird mit A’ bezeichnet.

Definition A.1 [Spezielle Matrizen]
1. Einheitsmatrix

1 0 0
0 1
I,=
0
0 0 1

2. Einservektor
1,=(1,., D,

3. n x n -Einser-Matrix

1 ... 1

4. Zentrierende Matrix

1 1 1
-2 =% ~
_1oq_1
P,=l,— 1y, =| 7 17w
n—*n n —
n : _1
n
_1 1 oq_1
n 1 n

Definition A.2 [Spur] Fiir eine quadratische Matrix A € R"*" heist Sp(A) =Y.}, a;; die Spur von A.

Definition A.3 [Rang] Fiir eine Matrix A € R™*" heilSst die Anzahl der linear unabhéngigen Zeilenvektoren
r(A) der Rang von A.
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A Definitionen, Sétze und Notationen

Definition A.4 [Kronecker-Summe] Fiir beliebige Matrizen A und B heifSt

AlO
0B

Kronecker-Summe von A und B.

AeoB=

Definition A.5 [Kronecker-Produkt] Fiir beliebige Matrizen A € R™*" und B € RP*9 heilst

dHB alnB
AeB=| B

amlB amnB

Kronecker-Produkt von A und B.

Definition A.6 [Verallgemeinerte Inverse] Fiir eine beliebige Matrix A heilst A~ verallgemeinerte Inverse zu
A, falls AA™A = A ist. Weiter heilSt A reflexive verallgemeinerte Inverse zu A, falls A"AA™ = A"~ gilt.

A.2 Wahrscheinlichkeitstheorie

Definition A.7 [Verteilungsfunktion] Fiir eine Zufallsvariable X heilSt

F (x) = P®X<x) links-stetige
F'(x) = PX<ux) rechts-stetige
1
F(x) = §[F+(x) +F (x)] normalisierte

Version der Verteilungsfunktion.

Definition A.8 [Zihlfunktion] Die Funktion

_ 0, x=0 S .
c(x) = {1’ >0 heifSt links-stetige
0, x<0
c(x) = { . o 0 heilSt rechts-stetige
L X=
1
c(x) = > [c*(x)+ ¢ (x)] heilst normalisierte

Version der Zihlfunktion.

Definition A.9 [Mittelrdnge] Es sei c(x) definiert wie in Definition @, ferner seien x,..., xx beliebige reelle
Zahlen, dann heilSt

Mz

ri=-+) clx;—x;)

1

N~
I
-

der Mittelrang von x; unter allen Zahlen x;,..., Xx.
Definition A.10 [Asymptotische Aquivalenz] Zwei Folgen von Zufallsvariablen Xy, Yx heiflen asymptotisch

dquivalent Xy = Yn), wenn Ve > 0 gilt limy_.., P(IXy — Yn| > €) = 0. Gilt Yy ~ Fy und Xy = Yy so wird verkiir-
zend Xy ~ Fy geschrieben.

84



A.2 Wahrscheinlichkeitstheorie

Satz A.1 (Slutzky) 1. Sei Xy € R¥, N = 1, eine Folge von Zufallsvariablen mit Xy L. a, wobei a € R* kon-
stant ist und sei ferner g(-) stetig in a, dann gilt

gXy) & ga)

2. Sei Xy € R¥, N = 1, eine Folge von Zufallsvariablen mit Xy £ X ~ F(x) und sei g(-) ein F-fast-iiberall
stetige Funktion

g0Xn) = g(X) ~ Fg(x)
Beweis: Siehe [Slutsky] (1925).

Satz A.2 (Cramer) Die Abbildung g: R% — R sei auf einer Umgebung von u € R? stetig differenzierbar. Es
sei Xy eine Folge von d-dimensionalen Zufallsvektoren mit vNXy — p) Z X. Dann gilt VN [8Xn) —8(W] Z
Dg(WX. Insbesondere gilt, falls VN Xy — W 2 U ~N(0,2):

VN [g(Xn) - g(] =V~ N(0, Dg()=Dg(1)")

BEWEIS. Siehe zum Beispiel [Ferguson| (1996, Kapitel 7, Theorem 7). O

Satz A.3 (6-Satz) Es sei ¢ € R eine Konstante und Ty eine Folge von Zufallsvariablen, sodass fiir N — oo gilt
VN(Tx — ) Z T. Ferner sei die Funktion g(t) an der Stelle ¢ stetig differenzierbar. Dann gilt:

VN [g(Tn) -g@)] Z g'@)- T

BEWEIS. Der Beweis ist ein Spezialfall des Satzes von Cramer. O

Satz A.4 (Jensen-Ungleichung) Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F(x) und E(X) < co und
sei g(x) eine konvexe Funktion. Dann gilt

gEX)]<E[gX)]

fxdF(x) sfg(x)dF(x).

BEWEIS. Siehe|Jensen| (1906). O

oder g

Satz A.5 (c,-Ungleichung) Fiir beliebige (abhdingige oder unabhdngige) Zufallsvariablen X undY gilt

1 O<r<l
EX+Y|" < ¢ [E(XI) +E(YID], cr =
2r-1 r>1.

Insbesondere gilt fiir r = 2 die Ungleichung E(X +Y)? < 2E(X?) + 2E(Y?).

BEWEIS. Siehe zum Beispiel |Gut| (2005, Kapitel 3, Theorem 2.2). O
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B Beweise

B.1 Asymptotische Verteilung des gewichteten AUC-Schitzer

B.1.1 Asymptotische Aquivalenz des gewichteten AUC-Schiitzer

Satz B.1 Es sei

BY :ng”d?g”—ng”dﬁg”+1—2-f1:g”d1:§”, I=1,..,d
und es sei B= (BY,...,B9Y, dann gilt:

| vN (a0¢C - auC) - VNB| —o.

— ~ 2
BEWEIS. Es geniigt zu zeigen, dass E [\/N(AUC(D —AUC”)) - \/NB‘”] — 0, Vl=1,...,d. Es gilt (beispiels-
weise nachzulesen bei Brunner u. a., 2002, Beweis zu Theorem 3.3.):

VN(ATC" - Auc®) = VNBY + VN f (B~ F9)q (B - B)

- VB + VRA®,

Das heift, es muss E(vNA®?)? — 0 gezeigt werden. Nun gilt

2

E(VNAY)* =E [\/N f (FY —F)d (F -F)

VN g’ " S0 o) 4w _wo)|
=E|VN fF‘—F)dF‘—F
tE%U} t’E{Zu,U} n(()u)+n(u) n;u)+l’l(l}) ( 0 0 ( 1 1 )
n0 ()2 % - 2
<4 ¥ - E[\/Nf(Fgl”—Fg”)d(F(l”)—F‘l”)] : (B.1)
refuvt efuvy \ 70 T
- ~aly’ 2 -
Betrachte daher zunéchst E [\/Nf(Ff)”” —Ff)”)d(F(l”” —F(I”)] =E [\/NA([?,]Z. Es gilt
12 ~ i -~ 2
E[\/NA(I?I] -N-E [f(Ff]””—Ff]”)ng””—f(Fé””—Fé”)dFﬁ”]
’ / 2
=N-E 1 n;” 1 mgll‘;) ﬁ(l\t) aeh F(l) X(llt') ii(llt) F(l) dF(Z)
I T 2 e 2 |y P () = Fy () ) - o ~ Yo 1
1 k=11 s=1
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B Beweise

) ey m”'”
1 1 ) _ e lin y _ pid )
=N-E (t’)Z e 2 (t) Z o Z cXgs ~Xopry) ~Fo Ky
ny o k=1mg, " s=1 My s'=1
o 2
1 ¥ @ y _ g 0
o Z — L | (XG0 - () dFY ()
My =1
Zur besseren Lesbarkeit bezeichnen im Folgenden
U o W) _xeWn D eIt
@1 (Xlllcs ’XOI(‘?’S/) = C(Xll‘cs XOI‘c’s’) F( )(Xlllcs )
o _ {1 D 0
s (X0 ) = f (cte=X3) ~ E () aFY (0.
Mit dieser Notation gilt:
) i) il 2
2 1M
VNAD | = (1t e Uln) db)
E[ NAtt’] =N-E TG Z (l|tr Z (t) Z (llt) Z ®1 (Xlks Xok's ) P2 (Xﬂk’s’)
nl k= s=1 Ok’ s'=1
al (I\ )
ngﬂ) 2t mlki lk; (()z) n® 1
PR 2 ) PTTITT) 2 L £ £l (1D
(no nl ) k1=1ky= 1m 1k lkz s1=1 s=1 k_]k Oki Oké

i
1 2 2

3 E| 1T (o (<0 x0, ) -0 (x2,)|

J g =
si=1 sp=1  tw=l

/ iy
(" m @ me,
N m 1 1k Ty 1 0k

= zz Z

 —— E
2 O 21 () slézlkgl o) ¢ 550
0o 1 1k ! 0k’ 12

1

%) ml m{l)

N m 1 1k Ty 1 0k}
<

< > —
1., (t" - 1" =1k = (1t T
(I’l n ) k1=1 (m1k1 ) s1=52=1 k=1 (mok’ ) sp=sp=1

1

Das Einsetzen dieses Resultats in Gleichung (B.1) liefert schliefflich:

(1) (1)
ny ny’

E(WNAYY? <4 Y %

retuvt vefuy \ 100 T

E [\/Nfii(()”t) _pig (ﬂur’)

=0, Wenn ki #k, oder k| #k,

2

e (b))
Hl ((pl (Xlkwsw XOk’ /
w=

4-N

(0 ()"
n0 n

_F(ll))r

n® n®\° 4N 16N
=4y ¥ ool - > 0l
< - 5
re{u, v} t'efu, v} Ny My n(()t] ni[) (n()nl) re{u, v} t'elu, V}w_’
<np-m
64N  64(ny+n;,—n"”) 64 64 64n™ _64 64

nony nony ng m nony no
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B.1 Asymptotische Verteilung des gewichteten AUC-Schétzer

B.1.2 Asymptotische Normalitit des gewichteten AUC-Schitzers

Satz B.2 Unter den Vomussetzungen und|4.5 ist die Statistik vVN(AUC—AUC) asymptotisch normalverteilt
mit Erwartungswert 0 und Kovarianzmatrix Vyge.

BEWEIS. Um die asymptotische Normalitédt von VN (m —AUC) nachzuweisen, geniigt es nach Satz zu
zeigen, dass v/NB asymptotisch normalverteilt ist. Nun gilt

E(”:/Ff)”d?”) fF”’dF(”+1 5. AUCY

) ( (u)
n” (1 HZ?W) Z—(uu)
= — 1k —

=1 nl (u)

() n@® (w) (”)
n 1 Ul ny (Tu) )
—~ (— Yor |-— (u) ZYOk +1-2-AUC

ng \ nW o o
(v)
1l (n(“)—mu) n‘”)Y(1|u))
- 1k — 0k-
nW =\ m o

+1-2-AUuCc?

(u) (u) (w)
n —(llu) Ny =l
1 0
(u) Z ( lk - (u) Y

® (w
1 ”Z nsam _nVg o Z nlu gl _ 1 Z
- ‘ 1k 1o (u) = (W)

)
n® S\ m ny" k=1

()

n (l\u)
0 Y

+1-2-AUCY, (B.2)

B® ist damit — abgesehen von einer Konstanten — die Summe der Mittelwerte der unabhingigen Zufalls-

WGy o) al? Sl i —(| u)
Yy —5Yor. S Yo und 7=V, . Die asymptotische Normalitét von vNB" folgt daher

aus dem zentralen Grenzwertsatz nach Llndeberg (Lindeberg, 1922), da diese Zufallsvariablen gleichmé&Rig
beschrinkt sind. Die multivariate Normalitit von v/NB lésst sich analog mit Hilfe des Lindeberg’schen zen-
tralen Grenzwertsatzes kanonisch mit der Cramer-Wold-Technik nachweisen. O

variablen
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B Beweise

B.2 Schitzung der Kovarianzmatrix des gewichteten Schitzers

Satz B.3 Es seien

M = diag(m"",...,m\"") e R4, i=0,1
M"Y = diagim"", ..., mﬁfj'”) e R4 tefu,v}, i=0,1 und
MY = diag(m”,...,m{") e R4, te{u,v}, i=0,1, k=1,...n"

Diagonalmatrizen, welche die Gesamtanzahlen an gesunden (i = 0) beziehungsweise kranken (i = 1)
Beobachtungseinheiten der Komponenten 1,...,d darstellen. Es seien in Anlehnung an die Definition der
asymptotischen Rangtransformationen in Gleichung (4.29) die beobachtbaren gewichteten Rangtransforma-
tionen

v =, (x0), I=1,....d, te{u,v}, i=0,1, k=1,...,n", s=1,...,ml?

iks iks i’

. . . o AT . A R () i) i}
definiert. Die Kovarianzmatrix Ve von vVN(AUC - AUC) wird dann durch Vige = VXLTC +VX{TC, 0 +VXW;,1 kon

sistent geschditzt, wobei

~ Np® 2 1 14 1o -1

(v)  _ ) (v) ) (v) (v) (2} V(O] (V) (v) (23 V(0] (V)
VAI;JC T w2 kZi ((ML) Yllljc- - (Mo~) Yolljc- - [M1l;c (Mll-/ Ml~) le./. _Mol;c (Mol‘/ M0~) Yoli ])
!/

(w)

Nn{" i -1 -1 -1 -1 !
W  _ OV 1w @ (MO 5w OV 1w @ (MO W
VA%’CJ - nw l_ 1 kZl ((Mi-) YiZ- —M,-Z (Mztu Mz‘-) Yi’f ) ((Mi-) YiLIé- —Mf;i (Mi-u Mi~) Yi? ) :
; -
BEWwEIS. Es gilt:
n@® ni") n(()”)
B _ ~1y(v) ~1y(v) ~1y(W) —1y(D)
vNB=vN kz (MY — M, YO’;C_)+kZ (M; Y{,‘C_)—kZ(M0 Y!)+1,-2-AUC
=1 =1 =1

Fiir die Kovarianzmatrix Cov (v NB) = Vg gilt daher:

(w) (u)

n(”) n1 "0
Ve = NCov (Z (MY —M, YY) |+ NCov| Y (MY | +NCov | Y (MY
k=1 k=1 k=1

- V(l/) + V(u) + V(u)
AUC AUC,1 AUC,0

Esgiltnun Vi, r=1,...,d

E (Vigell, 1 - Vigell, 1)

= BV 1+ VO (1, 4V 1) =V (1, =V (1, =V (1,5
=EWVauc!b T+ Vige b T4 Vg o b 1T = Vg L 1= Vige [ 11 = Vige oL

< 4BV 11,71~V (1)) +4E(V (1,1 -V (1) +4B (V. 11—V (). B3)
- AUC "’ AUC AUC1 AUC1"" AUC,0 AUC,0 "’ ’ )

Die Konsistenz von Vige kann daher durch einen separaten Nachweis der Konsistenz der einzelnen Sum-
manden in (B.3) gezeigt werden. Die Methodik der Beweisfiithrung wird in dieser Arbeit nur beispielhaft an

Hand von E(V%E[l,r] - Vf\'{}c[l,r])2 illustriert, da sich die Beweistechnik kanonisch auf
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B.2 Schitzung der Kovarianzmatrix des gewichteten Schitzers

(ngcl[l,r] ngcl[l r1)?, i = 0,1 iibertragen lédsst. Definiere hierfiir

9 Np® 2 -1 -1 -1 -1
(v) _ ) (v) O] (v) ) Wng® (v) (v) (LY (O] (v)
ngfﬁ; T L Z ((Ml-) Yll;o - (M0~) Yolljc' - [Mll;c (Mllf M1-) Y11~)~ _Mol;c (Mol-} Mo~) Yol./- ])

()7 - ) o o) - ()2 )

Esgiltnun VI, r=1,...,d

2 2
(v) (v) (v) 7(V) 7(V) (v)
(Vm[l =V 11, r]) <2E((VAUC[l,r]—Vm[l,r]) +2E(Vm[l,r]—vm[l,r]) . (B.4)

Die beiden Summanden werden nun separat betrachtet, wobei der Konsistenzbeweis beider Summanden
komponentenweise erfolgt. Hierfiir seien [/, r € {1,...,d} beliebig, dann gilt:

AUC

W n® (lv) (lv)

Nn Z 1 Y(llv) 1 Y(l\u) My Y(llv) _ Mo Y(llv)
) 1k 0k- R £ 3 1o

nw—1 = mi{l) (l\) mi{\l}) mi{l) m((){\v) m((){l)

(rlv) (rlv)

my,
R Yo _ 1 yoio _ | e e _ Mok G0
(rl) ~ 1k (rl) ~0k- (rlv) ,, (rl) ~1- (rlv) (rl-) ~ 0~
my. m, my " m; my. " my,

(V) (v) 2
B[V (L= V2 [1,r]]

o n 2
_ (lv) (rlv) _ (rlv)
NCov kzlm(ll) m)YOk ’ (rnY (rnYOk
-1 my. -
1_' 1-i’ (v) (v) (v) (rlv)
LT N S Can . M sam | [y Mk o)
an (r\-) ) Z Yie - (l\v)Y Yip - <r|v>Yi'~~
i=0i=o m,. =1z m; .
e 2
_ (lIV) (rlv)
Nkz COV( by ,Y ) ]
=1

(Ilv)
YU _ Mk Mik_yttv
‘ i)
i

N n(vJ
Z { (rlv)
l’

(rlv)
Y(rlv) My Y(rlu)
i'k
n(U) (n(V) — 1) =1

mm

N 2
Yo yriv)
- —n(U)Cov( lk”,Y'”)H .

Da die Y(l ") durch mumay gleichmiRig beschrinkt sind und E(Y(””)) B(Zik (,“, Y” 1)) lasst sich analog zu Werner

(2006, Theorem 3.5) zeigen, dass

) (lv) (rlv)
N n m m, 1
Z Y(.Q.”) g Y”'”) yurin _ ik Y"'”) Cov (Y(Q”),Y("”)) 0
nw (n(”) - 1) P L mim (rlv) "~ i nw
i il

gilt. Daher folgt:

i=0i'=0 I’}’l m

-0 1 1 1 1 0
< + +——+——|—0,
mI D (1)

2
2 1 1 1 1
(v) _yWw (@4
E|Vielbrl Vm[l,r]] <4-(n™) ZZ( an (r|)) O(n(v))

91



B Beweise

da % <1,i=0,1,1=1,...,d. Die Konsistenz des zweiten Summanden aus Gleichung (B.4) ist damit be-
m;

wiesen.

~ 9 2
W11, -V 1, r]) abgeschitzt werden. Zur Vereinfachung der Notation

.o . )
Im néichsten Schritt soll nun E ( c ATe

seien hierfiir im Folgenden

(Ilv) (Ilv)
Al = 1 yaw 1 yaw g Z M 1 gaw Mo 1 ya
k k -

T 1k ) ~0k- ” vy . l) ~ 1 (U D)
my. m, my my. my. " My,
Olv)

|v) :
0. » sowie

(v)

o~ 1 gaw_ 1 gaw gow Z M 1 gaw Mok 1 gaw
kK~ ) 1k ) 0k ? k - ) 1 ) 0
mP m 19 70 -

Dann gilt Vr,I=1,...,d mit der Jensen- und der c,-Ungleichung:

2
(V) 7(V)
E (Vm[l, -V 1, r])

W) w 2
Nn(i/) n” _ _ _ Nn(v) n
- vy _ gUiv) (rlv) _ Rriv)y _ (v) _ pUlv) (rlv) _ p(riv)
T w2 Z (Ak By )(Ak By ) n_—1 Z (Ak By )(Ak B, )
k=1 k=1

Nn® |’ )2 1K Ay _gUiv) (xriv) _ griv) (v) _ Ul (Arlv) _plriv) 2
— v v v riv riv v v riv riv
- (n(v) -1 (n ) E nw I;I(Ak -B; )(Ak -B; )_ (Ak -B; )(Ak —By )

IA

Nn® |’ ( J,,(u) Ally) _ gl (xtrly) _ Griv) Uy _pUIn)) (A1) _ plriny)?
v v v riv. riv v v rv. riv.
(n(u)_l n I;E((Ak - By )(Ak - By )_(Ak - By )(Ak - By ))

Nn® ’ (v)nm Allv) Uy Arlv) _ R_rlv) (rlv) (rlv)
o) o D E([A BB B - (A )

~ ~ 2
" [A(krm _Bgcrm] [(A(kuv) —Bﬁf'”)) _ (Agcl\u) _Bgm)])

Nn® ’ (v) ! AUy _wdlv) Allv) _Rriv) (rlv) (rlv) 2
n -1 n ;E([Ak —B; ][(Ak -By; )_(Ak -B; )])
=1

+E([A§:'”) —Bg'")] [(K;l\v) _g;cuv)) _ (A(kuv) —Bg'"))])zl )

Nun gilt:
1 1 (rlv) 1 (riv) 1
|A5<r‘v)_B§crly) = (r|-)Y§;c‘-V)_ (rl-)Yt(l;c‘-y)_ %rkm (rl-)YY-ly)+ (()rk\v) (r\-)Yg-lv)
m. my, my."” my. my.'" my.
— 1 Y(rV)_Krkle(rv))_L Y(rlv)_Krklu)Y(rlv)
mYl-) 1k mYlv) L m((;l-) 0k ((;Iv) 0--
< mmax mmax — mmax mmax
- mifl-) mgl') mYl-) m(({l-)'
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B.2 Schitzung der Kovarianzmatrix des gewichteten Schétzers

Analog zeigt man [A{"” -BU""| < mlgﬁ‘ + m‘(‘}ﬁ;‘. Somit folgt:
m.

() (v)
E(Vm[l, -V 1, r])
(v) 2 n®
SZ(NL) ZE(
1

2
-1 (-5 - (- n )
+E(

[(7\2”)—ESC””’)—(A%'”)—Bgf'”))])zl
( N )2 ()[mmax mmax 2w

a1 o L B[R -BY™) - (" - B{)])
1-

mmax mmax
(r\ ) (rI-)
().

mmax mmax

(D] (D]
my, my,

n®

5 Na® \* w) | Mmax mmax E([(Ruw) _gum) _ (pt» _giv 2
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B Beweise

Durch Einsetzen dieser Resulate in (B.5) erhilt man schliefSlich
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C Zusitzliche Simulationsergebnisse
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Abbildung C.1: Niveausimulation des Methodeneffekts der AUC III: Simulationen bei 5% nominellem Ni-
veau fiir 2 Methoden und 3 Reader bei einer Clusterkorrelation von 0.5 / 0.75 und einer Clu-

stergrof3e von 2 Beobachtungen und bei einer Clusterkorrelation von 0.25 / 0.5 und einer
Clustergrofle von 5 Beobachtungen; bei nt = 0.9 ist die Methode nach Konietschke-Brunner
stark liberal, sodass die zugehérigen Simulationsergebnisse zu Gunsten einer besseren Uber-
sichtlichkeit nicht dargestellt sind.
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C Zusitzliche Simulationsergebnisse
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Abbildung C.2: Niveausimulation des Methodeneffekts der Sensitivitdt III: Simulationen bei 5% nominel-
lem Niveau fiir 2 Methoden und 3 Reader bei einer Clusterkorrelation von 0.5 / 0.75 und
einer Clustergréfe von 2 Beobachtungen und bei einer Clusterkorrelation von 0.25 / 0.5 und
einer Clustergrofle von 5 Beobachtungen
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