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1 Einleitung

Ein wesentliches Merkmal eines wissenschaftlichen Experiments ist dessen wieder-
holte Durchfiihrung, die ausschliefen soll, dass die gewonnenen Ergebnisse nur zu-
fallsbedingt sind. Allerdings sind in vielen Anwendungsgebieten, wie beispielsweise
der Medizin oder Biologie, oft nur wenige Versuchseinheiten vorhanden an denen
unabhingige Messwiederholungen vorgenommen werden kénnen. Eine Ursache fiir
diese sehr beschriankte Anzahl an Versuchseinheiten ist die eingeschrankte Verfiig-
barkeit, z.B. wenn es bei seltenen Krankheiten nur wenige erkrankte Patienten gibt.
Oft gibt es aufserdem ethische Einwande, zusitzliche Patienten oder Probanden den
fiir den Versuch notwendigen Behandlungsmaknahmen auszusetzen. Um in einer
solchen Situation verldssliche Aussagen {iber das Vorliegen einer Wirkung der be-
trachteten Behandlung machen zu konnen, miissen statistische Methoden speziell
fiir diese Situation geeignet sein.

Die beiden klassischen Herangehensweisen, die parametrische und die nichtpa-
rametrische Statistik, stofsen hier an ihre Grenzen. Parametrische Testverfahren be-
ruhen auf der Annahme, dass den gewonnen Daten eine bestimmte Wahrschein-
lichkeitsverteilung zugrunde liegt, die eindeutig durch einen endlich-dimensionalen
Parameter bestimmt ist. Die Entscheidung fiir eine bestimmte parametrische Modell-
klasse ist eine grundlegende Schwierigkeit dieser Methoden. So verlieren Parameter
ihre Bedeutung und schliefende statistische Verfahren ihre Giiltigkeit, wenn eine
ungeeignete Modellklasse ausgewdhlt wird. Insbesondere bei wenigen unabhéngi-
gen Versuchswiederholungen ist es oft schwierig, die Wahl einer bestimmten Vertei-
lungsklasse zu rechtfertigen. Nichtparametrische Verfahren benotigen keine solche
Verteilungsannahme oder lassen unendlich-dimensionale Parameter zu. Bei vielen
nichtparametrischen Methoden ist die Anwendung dann aber mit der korrekten
Wahl bestimmter Kenngrofien verbunden, wie beispielsweise bei der Verwendung
von Kernschitzern, oder sie hingen von der Giiltigkeit asymptotischer Verteilungs-
aussagen ab, wie viele Rangmethoden. Beides ist bei geringen Stichprobenumfingen
problematisch. Einen Losungsansatz stellen hier Permutationsmethoden dar. Dabei
wird die Verteilung, die fiir die Anwendung von Testverfahren oder die Berechnung
von Konfidenzintervallen gebraucht wird, aus den gewonnenen Daten bestimmt. Die
Verallgemeinerbarkeit der durch solche Verfahren gewonnenen Ergebnisse iiber die
betrachtete Stichprobe hinaus, hangt allerdings vom Grad der Représentativitit der
Stichprobe fiir die Allgemeinheit ab. In diesem Sinne sind Permutationstests beding-
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te Tests, bedingt auf die beobachteten Daten. Die Représentativitit der Daten kann
durch geeignete Verfahren wie beispielsweise durch Randomisierungsverfahren in kli-
nischen Studien erhéht werden. Permutationsmethoden bieten sich insbesondere an,
wenn nur wenige unabhangige Messwiederholungen zur Verfiigung stehen, da man
dann gegebenenfalls in der Lage ist, alle moglichen Permutationen zu bestimmen.
Dadurch erhilt man vollstdndige Informationen iiber die Verteilung und die durch-
gefiihrten Tests halten das Niveau exakt ein. Allerdings sind Permutationsverfahren
nur exakt, wenn die Zufallsvariablen unter der Hypothese austauschbar sind.

Das Ziel vieler biometrischer Untersuchungen ist der Vergleich von zwei Stich-
proben, beispielsweise wenn die Wirkung eines Medikaments mit Placebo oder eine
neue Behandlungsmethode mit einer etablierte Methode verglichen werden sollen.
Aber auch bei komplexeren Designs der Experimente werden am Ende der Durchfiih-
rung einer hierarchisch gegliederten statistischen Analyse, z.B. einer mehrfaktoriellen
Varianzanalyse, oft Zwei-Stichproben-Vergleiche durchgefiihrt. Wir bezeichnen die
ny Beobachtungen der einen Gruppe mit Xiy,...,X;,, und die ny Beobachtungen
der zweiten Gruppe mit Xs1,...,Xs,,. Die Zufallsvariablen X seine alle unabhingig
und innerhalb einer Gruppe identisch mit Verteilungsfunktion Fj, ¢+ = 1,2 verteilt.

Eine spezielle Rolle unter den Zwei-Stichproben-Problemen nimmt das Behrens-
Fisher-Problem ein. Dabei soll die Lage der zwei Stichproben verglichen werden,
wenn beide Gruppen eventuell unterschiedliche Streuungen haben. Beim klassischen
parametrischen Ansatz betrachten wir die Hypothese gleicher Erwartungswerte u;
bei moglicherweise verschiedenen Varianzen, das heift Hy : g1 = po. Fiir normal-
verteilte Daten wurden verschiedene Tests entwickelt und in der Literatur diskutiert
(z.B. : ; , ; : ; : ;

? )‘

Kann die Normalverteilung der Daten nicht voraussetzt werden, verwendet man
den Wilcoxon-Mann-Whitney-Test (WMW-Test), um zwei unabhéngige Stichpro-
ben zu vergleichen ( , : , ). Dabei wird die Hypo-
these F} = F}, getestet. Sind die Streuungen der beiden Verteilungen allerdings ver-
schieden, so hilt der WMW-Test das Niveau nicht mehr ein ( , ). Fiir semi-
parametrische Modelle wurden Modifikationen des WMW-Tests vorgeschlagen, die
heteroskedastische Verteilungen zulassen ( : ) bzw. auch fiir
nicht-symmetrische Verteilungen geeignet sind ( : ).

( ) bemerken in 1hrem Paper aufserdem, dass ihr Verfahren auch
zum Testen der Hypothese [ F1dFy = 3 ! geeignet ist. Die dieser Hypothese zugrunde
liegende Groke p = [ F1dF, wurde von ( ) als relativer Effekt
eingefiihrt. Der relative Effekt kann als Wahrscheinlichkeit interpretiert werden, mit
der die Beobachtungen der einen Stichprobe tendenziell grofere (kleinere) Werte an-
nehmen als die Beobachtungen der anderen Stichprobe. Fiir symmetrische Verteilun-
gen ist der relative Effekt invariant unter reinen Skalenalternativen, so dass dann die
Hypothese des parametrischen Behrens-Fisher-Problems Hj : ul Lo quivalent ist
7zuHy: p= 1 . Ein Testverfahren fiir die Hypothese Hy : p = = 1st der Rangtest von



( ) und die dazugehorige t-Approximation fiir kleine Stich-
proben. Dieser Rangtest ist auf viele Modelle anwendbar, da beliebige Verteilungen
der Daten zugelassen werden (nur die trivialen Ein-Punkt-Verteilungen sind ausge-
schlossen). Beispielsweise kann dieses Verfahren auch fiir die Analyse von ordinalen
Daten oder Scores verwendet werden. Weitere Testverfahren, die fiir die Hypothese
Hy : p = 3 vorgestellt wurden, sind ein Likelihood-Ratio-Test von ( )
sowie Bootstrap-Prozeduren ( , : , ).

Wir schlagen fiir diese Hypothese einen neuen studentisierten Permutations-
test vor, das heifst einen Permutationstest der auf einer Teststatistik beruht, die
durch einen geeigneten Varianzschétzer dividiert wird. Per Definition sind Permu-
tationstests in einer Behrens-Fisher-Situation zundchst einmal nicht giiltig, da die
Beobachtungen unter der Hypothese nicht austauschbar sind. Verwendet man nun
eine geeignet studentisierte Teststatistik, so erhdlt man durch das Dividieren mit
dem Varianzschitzer asymptotisch die richtige Varianz und kann unter gewissen
Bedingungen zeigen, dass die Permutationsverteilung der Teststatistik gegen eine
Normalverteilung konvergiert. Diese Aussage wird in ( ) allgemein fiir
lineare Teststatistiken bewiesen und speziell fiir die Welch-Statistik im parametri-
schen Behrens-Fisher-Problem nachgewiesen. Weitere asymptotisch giiltige Permu-

tationstests werden in ( ) beschrieben.
Hiufig werden Permutationstests fiir Teststatistiken durchgefiihrt, die direkt
von den Daten X abhingen (vgl. : ). Durch die Verwendung einer

Teststatistik, die ausschlieklich auf den Riangen der Daten definiert ist, erhilt man
eine zusitzliche Robustheit des Verfahrens gegeniiber Ausreifern. Dies ist beson-

ders bei kleinen Stichprobenumfingen wichtig. Wie in ( )
beschrieben schlagen wir hier vor, die lineare Rangstatistik von
( ) fiir den Permutationstest zu verwenden. Die durchgefiihrte Simulationsstu-

die (Abschnitt 3.5) bestétigt gute Eigenschaften des Testverfahrens bei Anwendung
auf kleine Stichprobenumfiinge. Mithilfe des Zentralen Grenzwertsatzes fiir studenti-
sierte Permutationstests von ( ) kénnen wir aukerdem die asymptotische
Normalitét dieser Teststatistik nachweisen (vgl. Abschnitt 3.3).

Neben einem Test auf Lageunterschiede zweier heteroskedastischer Stichproben
stellen wir ein Konfidenzintervall fiir einen zwischen diesen Gruppen auftretenden
Verschiebungseffekt (Shift-Effekt) vor. Um einen Shift-Effekt untersuchen zu kénnen,
wird in der Literatur hdufig ein (reines) Lokationsmodell fiir die Verteilungsfunk-
tionen F; vorausgesetzt. Das heifit wir fordern, dass es eine Verteilungsfunktion F
gibt, so dass

Fi(x)=F(x — ), und Fy(z)=F(x—pu), z€R,

wobei p; der Erwartungswert beziiglich F; sei. Der Shift-Effekt ist dann als 6 =
po — py definiert. Auferdem wird vorausgesetzt, dass die Verteilungsfunktionen F;
stetig sind. Im reinen Lokationsmodell ist die parametrische Hypothese Hy : 6 = 0
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dquivalent zur nichtparametrischen Hypothese Hy : F; = F,. Unter diesen Annah-

men haben ( ) und ( ) Konfidenzintervalle fiir den Shift-
Effekt vorgestellt. Allerdings ist die Methode zur Konstruktion des Konfidenzinter-
valls von ( ) allgemein fiir lineare Rangstatistiken formuliert. Dies werden

wir nutzen, um auch fiir heteroskedastische Verteilungen der Gruppen ein Konfidenz-
intervall fiir den Shift-Effekt herzuleiten. Statt des reinen Lokationsmodells lassen
wir dann ein Lokations-Skalen-Modell zu, das heifst

Fl(x)=F<x_’“), und Fg(x):F<x_’u2), z €R,

01 02

wenn o? die Varianz von F; ist. Dieses Modell entspricht dann wiederum einer
Behrens-Fisher-Situation. Entsprechend betrachten wir statt der nichtparametri-
schen Hypothese Hy : F} = F, des reinen Lokationsmodells, die Hypothese des
nichtparametrischen Behrens-Fisher-Problems Hy : p = % Um die Aquivalenz der
Hypothese Hy : p = % mit der parametrischen Hypothese Hy : 6 = 0 zu ge-
wahrleisten, miissen wir nun fordern, dass die Verteilungsfunktionen F; stetig und
symmetrisch sowie an der Stelle des Erwartungswertes p; invertierbar sind.

Da wir nun die Hypothese Hy : p = % betrachten, verwenden wir wieder die
von ( ) vorgestellte lineare Rangstatistik und konstruieren
damit Konfidenzintervalle nach der Methode von Bauer (vgl. Abschnitt 4.4). Fiir die
Berechnung dieser Konfidenzintervalle bendtigen wir die Quantile der Verteilung der
Teststatistik. Wir schlagen unter anderem vor, die Quantile der Permutationsvertei-
lung der Statistik zu verwenden. Diese Konfidenzintervalle sowie die von
( ) vorgestellten Intervalle vergleichen wir in einer Simulationsstudie (sieche Ab-
schnitt 4.7). Die Simulationen zeigen, dass das Konfidenzintervall nach Bauer mit
Permutationsverteilungsquantilen die besten Eigenschaften aufweist.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut: Zunéchst werden wir einige grundlegende Be-
griffe zu Rangstatistiken und Permutationstests definieren und erkldren (Kapitel 2).
Danach wird in Kapitel 3 der studentisierte Permutationstest vorgestellt und gezeigt,
dass seine asymptotische Permutationsverteilung eine Normalverteilung ist. Das Ver-
halten des Permutationstests bei kleinen Stichprobenumfingen wird anhand einer
Simulationsstudie mit anderen Verfahren verglichen. Alle Verfahren werden dann
auf Beispieldatensitze aus der Medizin angewendet. In Kapitel 4 wird zunéchst die
Konstruktion von Konfidenzintervallen fiir den Shift-Effekt nach Hodges-Lehmann
und nach Bauer vorgestellt. Die Methode nach Bauer wird auf die Anwendung bei
vorliegender Heteroskedastizitéit erweitert und es werden drei verschiedene Interval-
le fiir diese Situation vorgestellt. Alle vorgestellten Intervalle werden mithilfe einer
Simulationsstudie verglichen und auf Daten medizinischer Studien angewendet. Die
verwendeten Sétze sind im Anhang A zitiert. Im Rahmen dieser Arbeit wurden au-
fserdem SAS-IMTL-Makros erstellt. Das Makro zur Berechnung des Permutationstests
wird im Anhang B beschrieben und das Makro zur Berechnung der Konfidenzinter-
valle fiir den Shift-Effekt im Anhang C.
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In diesem Kapitel werden zunéchst einige im Folgenden héufig verwendet Begriffe
eingefiihrt und deren Notation festgelegt. Aufserdem werden Permutationstests defi-
niert und deren praktische Durchfithrung mit bedingten Monte-Carlo-Simulationen
beschrieben.

2.1 Verteilungen, Riange, Modell
Wir betrachten einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, B, P) und die Zufallsvariable X,
X: Q- X,

wobei wir im Folgenden stets X = R betrachten. B sei die Borelsche o-Algebra
auf  und X sei B-messbar. Weiterhin sei P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf B. Ist P eine auf X definierte Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen, so kon-
nen wir das betrachtete Experiment als (X, X,B,P € P) zusammenfassen. Die
(Wahrscheinlichkeits- ) Verteilung von X auf X ist dann Py, wobei fiir A C 2 :

Py(A) := P(X € A).

Die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X werden wir mit F bezeichnen. Wir
verwenden dabei stets die normalisierte Verteilungsfunktion, die an der Stelle x € R
als

F(a) = 5(F* (@) + F~(x))

definiert ist ( ) ). Dabei ist FT(x) = P(X < z) = Px(] — o0, 2])
die klassische rechtsseitig stetige Verteilungsfunktion und F~(z) = P(X < x)
die linksstetige Version. Diese Definition gewahrleistet, dass auch bei nicht-stetigen
Verteilungen und daraus resultierendem Auftreten von identischen Beobachtungen
(Bindungen) jeder Beobachtung eindeutig ein Wert zugeordnet werden kann. Dabei
machen wir keine weiteren Annahmen iiber die Form von F', einzig Ein-Punkt-
Verteilungen schlieffen wir aus.

Sei X = (X,...,Xy)" ein Vektor von N unabhéngigen Zufallsvariablen, die

identisch nach F' verteilt sind. Wir schreiben dafiir abkiirzend X} L F, k=
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1,...,N, wobei u.i.v. fiir ,unabhéngig identisch verteilt* steht. Im Folgenden werden
wir Vektoren und Matrizen immer durch Fettdruck kennzeichnen. Als Schétzer fiir
die Verteilungsfunktion F' verwenden wir die empirische Verteilungsfunktion

N 1 X
x) = N;c(x — X)),

die mithilfe der normalisierten Version der Zahlfunktion ¢ definiert wird, wobei

1 >0
clr):=41 =0
0 x<0.

Diese Definitionen gewéhrleisten, dass F ein konsistenter und erwartungstreuer
Schitzer fir F ist ( , , S. 32). Aukerdem kénnen wir nun
den Mittelrang von X}, beziiglich aller Zufallsvariablen X7, ..., Xy definieren:

N
R, == NF(X;) + Zch—Xz
=1

Die Verwendung der Mittelrdnge ergibt sich aus der Verwendung der normalisierten
Verteilungs- und Zahlfunktion. Wenn Bindungen auftreten kann so der Rang jeder
Beobachtung eindeutig bestimmt werden.

Im Folgenden werden wir ein Zwei-Stichproben-Problem betrachten. Wir wollen
also die Beobachtungen zweier Gruppen miteinander vergleichen. Seien

Xl - (Xlla R >X1n1)/
die n; Beobachtungen der ersten Gruppe und
X2 - (X21, e >X2n2)/

die ny Beobachtungen der zweiten Gruppe. Wir schreiben dann fiir den Vektor aller
Daten X = (X, X})" und es sei N = n; + ny. Es sei Py die Verteilung der Zu-
fallsvariablen in der ersten Gruppe und P, die Verteilung in der zweiten Gruppe.
Entsprechend wird die Verteilungsfunktion in der ersten Gruppe mit F; und die Ver-
teilungsfunktion in der zweiten Gruppe mit F, bezeichnet. Die Beobachtungen seien
unabhingig und innerhalb einer Gruppe identisch verteilt mit Verteilungfunktion
F;:
Xlk uzl\/V E

Der Mittelrang R;; einer Beobachtung Xy (im Folgenden meist nur mit ,Rang®
bezeichnet) ist der Rang beziiglich aller N Beobachtungen beider Gruppen. Fiir
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die Berechnung des internen Rangs von X;; werden nur die n; Beobachtungen der
Gruppe ¢ verwendet und er ist definiert als:

D\ 1
Rz(k) = ;C(Xz‘k — Xa) + B
Mithilfe der internen Rénge und der Mittelrdnge konnen wir nun die normierten
Platzierungen von X, beziiglich der n; Zufallsvariablen Xq,....X;,, der eigenen
Gruppe (F;(X)) und beziiglich der n; Zufallsvariablen Xjy,..., Xj,,, j # i, 4,j €
{1,2} der anderen Gruppe (E(Xm)) bestimmen:

_ 1/ 1
Fy(Xa) = - (Rz(k:) - 5)

2.2 Relativer Effekt

Wir werden die Verteilungsfunktionen F; (i = 1,2) nun benutzen, um einen Unter-
schied zwischen den zwei betrachteten Gruppen zu beschreiben. Wir verwenden dazu
den relativen Effekt p, fiir den wir die folgende, auch fiir nicht-stetige Verteilungen
geeignete, Definition verwenden ( , )

1
p = P(XH < X21) + EP(XH = Xgl) = /Flng

Ist p < 3 (p > 3) so sagt man, dass Xy; zu grokeren (kleineren) Werten tendiert
als Xo;. Gilt p = %, dann spricht man davon, dass ,X;; und Xo; (stochastisch)
tendenziell gleich sind“. Dies motiviert die Formulierung der Hypothese, dass es
keine Gruppenunterschiede gibt, als Hy : p = % Sind X7 und X5 identisch verteilt,
so folgt, dass p = % ist ( , , S. 19) und die Hypothese H{ :
Fy = F5, somit ein Spezialfall von Hy : p = % ist.

Fiir stetige und symmetrische Verteilungen enthilt Hy : p = % aukerdem die
verallgemeinerte parametrische Behrens-Fisher-Hypothese: Hy @y = po, wenn p;
der Erwartungswert in Gruppe ¢ ist. Aufler der Stetigkeit und Symmetrie miissen
wir fordern, dass die Verteilungsfunktion F; an der Stelle p; invertierbar ist bzw. ihre
Dichte f; dort strikt grofer als Null ist. Unter Hy : p = % gilt zunéchst fiir stetige
Verteilungen p = P(X1; < Xo91) = P(X11 > Xo1) = % Aufgrund der Symmetrie gilt

fir Xy, (vgl. Abbildung 2.1):
P(X11 < Xo1) =1 —-P(X11 < Xo1 —2(Xo1 — 1))
=1-P(Xu <2 — Xa)
=1- P(XH + X9 < 2/L1)
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und analog fiir Xo;

P(Xgl < Xn) =1- P(X11 + X9 < 2“2)
Daraus folgt

2

Durch die Forderung der Invertierbarkeit der Verteilungsfunktionen F; an der Stelle

w; gilt damit fiir stetige Verteilungen py = po.

1 X X X X
§:p(m>u):p(u2>%>,

Dichte

ny
X51- 2(X5-my) X5

X]]

Abbildung 2.1: Dichte der symmetrischen Verteilung von Xi;

Einen konsistenten und erwartungstreuen Schétzer fiir p erhélt man, wenn die
Verteilungsfunktionen F; und F, durch die empirischen Pendants ersetzt werden

( , 2002):
N ~ o~ 1
pI:/FldFQZ—

n

1

_ 1 &
L
k=1

— ng + 1 1 — — 1
(Rz. — 22 ) = N(RQ' —Ry)+ 5 (2.2)

2.3 Permutationstests

In diesem Abschnitt werden wir zunéchst einige Begriffe aus der Theorie der Per-
mutationstests vorstellen, gefolgt von der formalen Definition der Permutationsver-



2.3 Permutationstests

teilung und eines Permutationstests. Dann wird eine Invarianzeigenschaft der Per-
mutationsverteilung und der Teststatistik definiert. Abschliefsend stellen wir einen
Algorithmus zur Berechnung von Monte-Carlo-Simulationen der Permutationsver-
teilung vor und zeigen die Konvergenz der so gewonnenen Approximation der Per-
mutationsverteilung gegen die tatsidchliche Permutationsverteilung.

2.3.1 Definition des Permutationstests

Permutationstests sind zunéchst einmal nichtparametrische Tests, da sie keine An-
nahme iiber die den Daten zugrunde liegenden Verteilungen bendétigen. Sie gehoren
wie die Bootstraptests zu den resampling Verfahren, bei denen die zur Durchfiih-
rung von Tests oder zur Berechnung von Konfidenzintervallen benétigte Verteilung
der betrachteten Teststatistik aus der gezogenen Stichprobe ermittelt wird. Permu-
tationstests sind entsprechend auf die beobachteten Daten bedingte Tests. Dabei
wird aus den Daten mehrmals eine neue Stichprobe gezogen. Im Gegensatz zu Boot-
straptests geschieht das Ziehen bei Permutationstests allerdings ohne Zuriicklegen.
Im Zwei-Stichproben-Fall wird also jeder Beobachtung nur die Gruppe, zu der sie ge-
hort, neu zugeordnet. Wenn die Beobachtungen mit den héchsten Werten alle einer
Gruppe zugeordnet werden, konnen sich dadurch vorhandene Gruppenunterschiede
verstirken. Andererseits konnen die Gruppenunterschiede auch abgeschwacht wer-
den, wenn die Beobachtungen mit hohen Werten gleichmifig auf beide Gruppen
verteilt werden. Anhand des Anteils von Permutationen, die zu noch gréferen Grup-
penunterschieden fithren als zu dem tatsidchlich beobachteten Gruppenunterschied,
ldsst sich dann ablesen wie ,extrem* dieser im Verhéltnis ist. Auf diesem Prinzip
basiert die Testentscheidung eines Permutationstests.

Zunichst definieren wir allgemein fiir eine Gruppe von Transformationen einige
Begriffe, die zur formalen Definition eines Permutationstests notwendig sind. Sei
PW) die gemeinsame Verteilung des Vektors X. Dann betrachten wir zuniichst das
allgemeine Testproblem:

Hy : PMePy gegen H{: PM P, wobei Pr=P\P.

Sei G eine Gruppe von Transformationen, die auf XN = RY operiert. G induziert
eine Aquivalenzrelation auf XV mit

*

x~x & 3dgel:x=gx) Vxecil

Damit erhalten wir eine Partition XV / auf XY und zerlegen X'V somit in Aquiva-

lenzklassen O(x), die wir als Orbits bezeichnen:

O(x) == {x", x" = g(x), g € G}, #(O(x)) = M(x).
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Konkret werden wir hier die Permutationsgruppe von N Elementen, das heifst
G=8Syv={mm:{l,....N} = {1,... ,N}}, (2.3)

wobel  7(ik) = (I (k)) 7(k) <,
27 (k) (k) > n.

betrachten, so dass O(x) alle Permutationen des Vektors x enthélt und damit
M(x) < N!. Anhand des Orbits ldsst sich noch einmal verdeutlichen, dass Per-
mutationstests bedingte Tests sind. Der Zufallsmechanismus teilt sich in 2 Schritte:

e die Auswahl des Orbits O(x) und
e die Auswahl eines Elements des Orbits.
Die beziiglich des Orbits O(x) bedingte Verteilung definieren wir als

PM o (A) = PM(x* € Alx* € O(x)) YA C XY messbar.

Wir bezeichnen P* = P&V )|O(x) auch als Permutationsverteilung.
Wir wollen nun formal den zugehdrigen zweiseitigen Permutationstest beziiglich
des Orbits O(x) definieren. Wir betrachten das Testproblem

Hf:0=0 HY: 0+#0

mit einem Parameter 6 € O, der eine Eigenschaft der Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Daten beschreibt. Sei
T:xY¥ R

eine geeignete reellwertige Teststatistik fiir dieses Testproblem und 7 (x) der Per-
mutationssupport der Statistik T unter O(x), das heifst die Menge aller Werte, die
T unter O(x) annimmt:

T(x) = {T*, T* = T(x"), x* € O(x)}.

Dann kénnen die Elemente des Permutationssupports 7 (x) aufsteigend sortiert wer-
den
Ty < - = Tlueoy:

so dass fiir ein Niveau o € (0,1) die kritischen Werte 77, Ts* der Teststatistik fiir
den Permutationstest wie folgt definiert sind:

17 =Ty, wobei M; = [(a/2) - M(x)],
13 :==T(yp,), wobei My = |(1—«/2)- M(x)].

10
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Dabei steht | x| fiir die grofte ganze Zahl, die kleiner oder gleich x ist und [z] fiir die
kleinste ganze Zahl, die grofser oder gleich x ist. Mithilfe der Permutationsverteilung
P* kénnen wir die Permutationsverteilung der Teststatistik 7" definieren:

T <t

Fi(t|O(x)) =P (T <t) =P(T" <tlO(x)) = #{—_}, teR.

M(x)
Fr(t|O(x)) gibt also den Anteil der Permutationen an, fiir die der Wert der Test-
statistik kleiner oder gleich ¢ ist. F7} ist eine Treppenfunktion mit Spriingen an den
Stellen des Permutationssupports der Verteilung Fr:

h
Spi=%——, h=1,.... M :
F {M(X)’ ) ) (X>}

Sr entspricht also der Menge der moglichen Werte, die die Permutationsverteilung
der Teststatistik annehmen kann.

DEFINITION 2.1
Der zweiseitige Permutationstest ® ist definiert als:

D(x) = 1 T(x) <TY oder Ty < T(x)
Sl T < T(x) < T,

so dass unter HY gilt:
/ d(x)dP* = E(®(x)|0(x)) =ad' > a, o € Sp
O(x)

Fiir stetige Verteilungen erfiillt der Test ® fiir fast alle x € XV die Ahnlich-
keitseigenschaft, das heilt, dass das tatséchlich erreichbare Niveau o' nicht von den
Daten x abhidngt. Wenn mit einer positiven Wahrscheinlichkeit Bindungen auftre-
ten, ist das tatsdchlich erreichbare Niveau von den beobachteten Daten abhingig
o/ = o/(x) und die Ahnlichkeitseigenschaft somit nicht erfiillt. Sie ist aber (aufker
fiir Ein-Punkt-Verteilungen) dennoch asymptotisch erfiillt ( , , S. 48).
Aufserdem héngt o {iber die Definition der kritischen Werte 77, T5* natiirlich vom
Niveau a ab.

Damit kénnen wir den zweiseitigen p- Wert flir diesen Test als Anteil der Per-
mutationen definieren, fiir die die Teststatistik einen gréfseren Wert annimmt als fiir
die Originaldaten:

A= AT0) = P (177 2 (109 | 0 ) = HE TSI

A(T'(x)) ist somit nicht-steigend in 7T'(x). Es gilt:

A>d & TV <Tx) <Ts.

11
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2.3.2 Die Invarianzeigenschaft

Um einen giiltigen Permutationstest durchfiihren zu kénnen, miissen die Zufallsvaria-
blen unter der betrachteten Hypothese zwischen den beiden Gruppen austauschbar
sein. Das bedeutet, dass die Gruppen unter H, die gleiche Verteilung haben miissen.
Diese Eigenschaft soll hier formal und allgemein fiir die Gruppe G von Transfor-
mationen definiert werden, die auf XV eine Aquivalenzrelation definiert. Die Aus-
tauschbarkeit der Beobachtungen unter der Hypothese kann dquivalent durch die
Invarianzeigenschaft der Permutationsverteilung P* = PW )]O(X) ausgedriickt wer-
den (vgl. : ).

DEFINITION 2.2 (Invarianzeigenschaft der Permutationsverteilung)
Die Permutationsverteilung P* = P(N)|O(x) besitzt die Invarianzeigenschaft, wenn

sie fir alle Punkte aus einem Orbit O(x) unabhdingig von der Populationsverteilung
PN st wobei PN € Py sei.

Folgenden Aussagen sind dquivalente Formulierungen der Invarianzeigenschaft:

e VgeG: g(x)und x haben die gleiche Wahrscheinlichkeit beziiglich P* unter
HY.

e P* ist die Gleichverteilung auf O(x) unter HY .

Aus der Definition der Invarianzeigenschaft fiir P* auf O(x) leitet sich die Defi-
nition der Invarianzeigenschaft der Teststatistik 7" ab:

DEFINITION 2.3 (Invarianzeigenschaft der Teststatistik)
Die Teststatistik T besitzt die Invarianzeigenschaft, wenn die von P* induzierte
Permutationsverteilungsfunktion der Teststatistik F} unabhdngig von PWN) st fir

PN e Py

Erfiillt die Permutationsverteilung P* die Invarianzeigenschaft, so folgt aus der
Definition der Permutationsverteilung der Teststatistik F7: sofort, dass auch die Test-
statistik T die Invarianzeigenschaft erfiillt:

Fp(t|O(x)) = P*(T < 1).

2.3.3 Bedingte Monte-Carlo-Simulationen

Schon bei verhdltnisméfig kleinen Stichprobenumféngen von beispielsweise n; = 7
pro Gruppe ist die Anzahl aller méglichen Permutationen 14! ~ 87,2 - 10° sehr hoch
und fiihrt zu langen Rechenzeiten bei der praktischen Durchfiihrung. Man kann
aber statt aller moglichen Permutationen auch nur eine gewisse Anzahl von zufillig
ausgewdhlten Permutationen betrachten und die Permutationsverteilung dadurch

12
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approximieren ( ; , ). Diese Monte-Carlo-Simulationen
werden dabei auf dem Orbit O( ) ausgefuhrt und deshalb als ,,bedingt bezeichnet.

Ist unter Hy die Invarianzeigenschaft beziiglich der Daten x erfiillt und sind da-
mit alle Elemente des Orbits O(x) gleichwahrscheinlich, kénnen wir bedingte Monte-
Carlo-Simulationen durchfiihren, um damit die Permutationsverteilungsfunktion der
Teststatistik F7(t|O(x)), t € R und den p-Wert A zu schétzen. Dabei geht man wie
folgt vor:

1. Berechne T'(x).
2. Bestimme eine Permutation der Daten x* € O(x) und berechne 7% = T'(x*).

3. Fiihre B unabhéngige Wiederholungen von Schritt 2 durch, so dass die Menge
{T},i=1,...,B} eine zufillige Stichprobe der Permutationsverteilung von 7'
ist.

4. Berechne die geschitzte Permutationsverteilungsfunktion ﬁ%(t), t € R und
den Schétzer fiir den p-Wert A:

B B
1 ~
= E Z I{T;‘St}a A= Z {ITF 12T (x)[} -
=1 i=1

5. Sei « ein festes Signifikanzniveau. Ist h) < «, dann lehne Hj ab.

Die geschitzte Permutationsverteilungsfunktion ﬁji(t) ist bedingt auf den Orbit
O(x) ein unverzerrter und konsistenter Schétzer fiir die wahre Permutationsver-
teilungsfunktion Fj(t|O(x)) und ebenso ist der Schétzer X bedingt auf O(x) ein
unverzerrter und konsistenter Schétzer fiir den wahren p-Wert \. Auferdem sichert
das folgende Lemma die Konvergenz der geschitzten Permutationsverteilungsfunk-
tion gegen die wahre Permutationsverteilungsfunktion.

LEMMA 2.4

Geht die Anzahl der betrachteten zufdlligen bedingten Monte-Carlo-Simulationsdurch-
ginge B gegen oo, so folgt, dass Fj(t) fast sicher beziglich der Supremumsnorm
gegen die wahre Permutationsverteilungsfunktion F7(t|O(x)) konvergiert.

Dabei konvergiert eine Folge von beschrankten Funktionen ( f,) ey mit f, : X —
R in Supremumsnorm gegen eine Funktion f : X — R, wenn gilt

T [/~ flle =0, wobei [[f]lo = sup {|/(2)| |z € X}.

Beweis. Die Aussage des Satzes erhélt man durch folgende Argumentation aus dem
Satz von Glivenko-Cantelli ( ; , ). Sei m € Sy eine Per-
mutation und © ~ P*, wobei P* = P& )|o d1e Gleichverteilung auf allen Permuta-
tionen von x ist. Die Vertellungsfunktlon der Teststatistik 7" nach Anwendung von

13
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m auf x ist die Permutationsverteilungsfunktion F7. Seien my,..., 75 € Sy die B
zufillig ausgewihlten Permutationen der Monte-Carlo-Simulation. Diese sind damit
also unabhéngig und identisch nach P* verteilt. Weiterhin seien T = T'(x,,) die
Werte, die die Statistik 7" an den durch Anwendung von 7; permutierten Beobach-
tungen x,, annimmt. Dann sind auch die 7} nach F} verteilt. Mit dem Satz von
Glivenko-Cantelli folgt dann, dass die empirische Permutationsverteilungsfunktion
der Ty, also F, in Supremumsnorm mit Rate ¢/v/B gegen die Permutationsvertei-
lungsfunktion F3 konvergiert. Angaben fiir Raten ¢/v/B € R kénnen der klassischen

Literatur entnommen werden (z.B. , ). O
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3 Ein studentisierter
Permutationstest fiir das
Behrens-Fisher-Problem

In diesem Kapitel wollen wir einen Permutationstest fiir das nichtparametrische
Zwei-Stichproben Behrens-Fisher-Problem vorstellen und analysieren. Die Defini-
tion des Behrens-Fisher-Problems impliziert allerdings, dass die Verteilungen der
beobachteten Variablen auch unter der Hypothese nicht gleich sind. Entsprechend
sind die Variablen unter Hy auch nicht austauschbar, so dass die Invarianzeigen-
schaft (vgl. Abschnitt 2.3.2) nicht erfiillt ist und die in Abschnitt 2.3.1 definierten
Permutationstests nicht anwendbar sind.

Aus diesem Grund betrachten wir hier fiir die nichtparametrische Hypothese
Hy: p= % eine studentisierte Teststatistik Ty. Bei einem Testproblem, fiir das die
Invarianzeigenschaft erfiillt ist, besteht kein Unterschied zwischen dem Test mit der
studentisierten Teststatistik und dem Test mit der gleichen aber nicht studentisier-
ten Teststatistik. Diese beiden Tests sind permutationsiquivalent, das heifst, dass
ihre Permutationsverteilungen iibereinstimmen und sie somit immer zur gleichen
Testentscheidung kommen ( , , S. 43). Betrachtet man einen Test fiir
das Behrens-Fisher-Problem, besteht dagegen allerdings ein Unterschied zwischen
Verwendung der studentisierten und nicht studentisierten Teststatistik.

So ermoglicht uns das Betrachten der studentisierten Teststatistik, den Zentra-
len Grenzwertsatz von ( ) anzuwenden. Er besagt, dass die Invarianzei-
genschaft fiir den studentisierten Permutationstest asymptotisch erfiillt ist. Der hier
vorgestellte studentisierte Permutationstest ist also fiir das Behrens-Fisher-Problem
zumindest asymptotisch ein giiltiger Permutationstest. Fiir kleine Stichprobenum-
fdnge untersuchen wir seine Eigenschaften mithilfe einer Simulationsstudie.

Im néchsten Abschnitt (3.1) werden wir die Teststatistik vorstellen. Danach
in Abschnitt 3.2 beschreiben wir drei Methoden, die fiir das nichtparametrische
Behrens-Fisher-Problem vorgeschlagen wurden und insbesondere fiir kleine Stich-
probenumfénge geeignet sein sollen. In Abschnitt 3.3 wird der Zentrale Grenzwert-
satz von ( ) auf die studentisierte Rangstatistik iibertragen. Der Beweis
des Grenzwertsatzes fiir die hier verwendete Rangstatistik wird in Abschnitt 3.4 ge-
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fithrt. Die Ergebnisse unserer Simulationsstudie sind in Abschnitt 3.5 beschrieben
und zwei Anwendungsbeispiele in Abschnitt 3.6.

3.1 Modell, Hypothese und Teststatistik

Wir betrachten zwei Stichproben von unabhéngigen Zufallsvariablen Xiq,...,X1,,
und Xoi,...,Xo,,, wobei X iR F;, k=1,... n; innerhalb einer Gruppe i = 1,2.
Sei N = ny + ny die Anzahl aller Beoachtungen.

Als Vergleichsmaf betrachten wir den relativen Effekt p:

1
p= P(XH < Xgl) + §P(X11 = Xgl) = /FldFQ

Entsprechend lautet die Hypothese ,kein Behandlungseffekt vorhanden® (vgl. Ab-

schnitt 2.2):
1

H() L p= 5

Der relative Effekt ist invariant unter reinen Skalenalternativen. Deshalb ist in die-

ser Hypothese die parametrische Hypothese der Gleichheit der Erwartungswerte bei

eventuell ungleichen Varianzen als Spezialfall enthalten, wenn die zugrunde liegen-

den Verteilungsfunktionen stetig und symmetrisch sowie an der Stelle des Erwar-
tungswertes invertierbar sind (vgl. Abschnitt 2.2).

Ein unverzerrter und konsistenter Schitzer fiir den relativen Effekt p ist (vgl.

Abschnitt 2.2)
R ~ o~ 1 — — 1
p= | FidF; = N(RQ._RL)‘i‘é-

Dabei sind F, die normalisierten Versionen der empirischen Verteilungsfunktionen
und R;; die Mittelrdnge. Zum Testen der Hypothese p = % werden wir die Teststatis-
tik Ky = VN(p— %) verwenden. Um ihre asymptotische Verteilung zu bestimmen,
betrachten wir eine asymptotisch dquivalente Statistik von unabhéngigen Zufallsva-
riablen. Diese Statistik erhilt man aus dem Asymptotischen Aquivalenzsatz (

( ), vgl. Anhang Seite 71). Gilt nﬁ < Ny < 00, i =12 fiir N — oo,
so erhalten wir '

VNG-p)=VNY, -V +1-2p), Y, =

1 &
1

Z Yik,

k=1
wobei die nicht-beobachtbaren Zufallsvariablen Y, = F5(Xyy) und Yo, = Fi(Xoy)
die so genannten Asymptotischen Rang-Transformationen (ART) sind. Das Symbol

= steht fiir asymptotische Aquivalenz, das heillt die Differenz der zwei Folgen auf
der linken und rechten Seite von = konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen 0.
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Per Definition sind die ARTs Y, : = 1,2, k = 1, ... n; gleichméfig beschrankte,
unabh#ngige und innerhalb einer Gruppe ¢ = 1,2 identisch verteilte Zufallsvariablen
mit Varianzen

oi = Var(Fp(Xu)) und  of = Var(Fi(Xa)).

Der Beweis des Asymptotischen _Aquivalenzsatzes beruht auf der Unabhingig-
keit der ARTS und deren Mittelwerte Y, . Sind 0%, 05 > 0, dann folgt bei Anwendung
des Zentralen Grenzwertsatzes unter Hy, dass

Ky N/ 1
VT (1Y o3
ON ON 2
asymptotisch standardnormalverteilt ist, wobei die unbekannte Varianz
N
2 2 2
on = N0y + N0
= 2 (o + mao)
konsistent aus den Daten geschétzt werden muss. Der von ( )

angegebene Schitzer Vi fiir 0% erfiillt diese Eigenschaft, wobei:

1 1
Vi=n (o524 258),

ng ni

mit

1 & v = o+ 1)

52 — +—RY_R, 4

G m_lz(mk Ry = Ri + = ) :

k=1

Dabei ist R der Gesamtrang von X;; beziiglich aller N Beobachtungen und RE,? der
interne Rang von Xj;; beziiglich der n; Beobachtungen Xj;,...,X;,, innerhalb von

Gruppe 4, i = 1,2. Der Varianzschiitzer V hiingt also nur iiber die Ringe Ry, Rg,?
von den Daten ab. ‘
Die Differenz der Rénge R, — RE,? entspricht gerade der normierten Platzierung

E(sz) (vgl. 2.1). Stellen wir diese mithilfe der Z&hlfunktion dar

E(sz) = L ZC(Xi — Xj),

J=1

so wird deutlich, dass die Rangdifferenz die Lage der Beobachtung X;; aus Gruppe
1 beziiglich der Beobachtungen aus Gruppe j beschreibt. Aus diesem Grund wird
der Varianzschitzer V2 Null, wenn die Beobachtungen beider Gruppen komplett
getrennte Wertebereiche haben, weil dann

~ 1 &L -
Fy(Xiw) = — ) F3(Xar) =0
Y k=1
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fir k =1,...,m; und i = 1,2. In diesem Fall wird der Varianzschitzer V2 durch eine
untere Grenze ersetzt, die gerade grofer als Null ist. Diese untere Grenze wird zum
Beispiel angenommen, wenn alle n; kleinsten Beobachtungen in Gruppe 1 auftreten
und die grokte Beobachtung aus Gruppe 1 den gleichen Wert annimmt wie die
kleinste Beobachtung aus Gruppe 2. Dies sei aufserdem die einzige Bindung, die
auftritt. Nehme ohne Einschrankung X;,, den groften Wert in Gruppe 1 an und
X5, den kleinsten Wert in Gruppe 2. Dann erhilt man fiir die Gesamtringe und die
internen Rénge die in Tabelle 3.1 angegebenen Werte.

Tabelle 3.1: Rénge und interne Ringe im Fall kleinster Varianz

Rz’k 1, ceey nl—l, n1+% n1+%, n1—|—2, . ni + neo
R L oo, m—1, m 1, 2, L m
RZk—Rz(IZc) 0, ceey 0, % nl—%, ny, ey sl
-5 - 1 1
R; — Ri, ony = 55,

Daraus folgt dann als Wert fiir die untere Grenze des Varianzschatzers:
N 1 ny — 1 N No — 1 1 N
| /S - — ) = '
Nomin = (471% i 4n? ) * ny ( 4n3 * 471%) 2n1n5

N
2n1n2

Da
—0 fir N— o

spielt diese Ersetzung bei der Betrachtung der asymptotischen Eigenschaften der
Teststatistik keine Rolle. Sie kann allerdings zu konservativem Verhalten des Tests
fithren (vgl. dazu die Simulationsstudie Abschnitt 3.5).

Ersetzen wir oy in (3.1) durch Vi, so erhalten wir die Teststatistik

EQ. - El. ning
Ty = . 2
v= N (32)

SATZ 3.1 (Asymptotische Verteilung von Ty)
Die Teststatistik T ist unter Hy : p = % asymptotisch standardnormalverteilt.

Beweis. Folgt mit obiger Herleitung aus dem Asymptotischen Aquivalenzsatz (siehe
( ), vgl. Anhang A.1). O

3.2 Methoden fiir kleine Stichprobenumfange

Die Statistik Ty ist also nur asymptotisch normalverteilt. Simulationsstudien haben
gezeigt, dass recht grofe Stichprobenumfinge nétig sind, um eine zufriedenstellende
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3.2 Methoden fiir kleine Stichprobenumfinge

Approximation zu erreichen. In vielen medizinischen und biologischen Anwendun-
gen stehen allerdings oft nur wenige Beobachtungen zur Verfiigung. Auferdem sind
Annahmen iiber die Stetigkeit der Verteilungen oft nicht angebracht, was bei einigen
fiir diese Situation sonst geeigneten Verfahren (z.B. , ) eine wichtige
Voraussetzung ist.

Im Folgenden wollen wir Verfahren vorstellen, die fiir die Anwendung auf ein
Behrens-Fisher-Design konzipiert wurden und speziell auch fiir kleine Stichproben-
umfinge geeignet sind. In den néchsten Abschnitten beschreiben wir neben dem
studentisierten Permutationstest drei weitere Verfahren. Alle vier Verfahren werden
in Abschnitt 3.5 in einer Simulationsstudie verglichen.

3.2.1 t-Approximation

( ) schlagen vor, die Verteilungsfunktion der Teststatistik
T’y mit einer tf—\/erteilung zu approximieren. Der Freiheitsgrad fwird dabei wie
im parametrischen Fall mithilfe der Satterthwaite-Smith-Welch Approximation be-
stimmt und durch

Fo_ (ELe/ )
S L@/ (N = ni))?/(n; = 1)

(3.3)

geschitzt. Dabei konvergiert fA — oo wenn n; — oo geht. Das heifst, dass die
ts —Verteilung gegen eine Standardnormalverteilung konvergiert und die Approxi-
mation somit asymptotisch korrekt ist.

3.2.2 Likelihood-Ratio-Test

( ) gibt fiir diese Situation einen Likelihood-Ratio-Test an. Er stellt
eine rekursive Methode vor, die das Bestimmen der n; + no + 3 Parameter des Maxi-
mierungsproblems auf Dimension 1 reduziert und somit eine numerische Berechnung
iiberhaupt praktikabel macht.

Fiir die Anwendung der Methode wird vorausgesetzt, dass die Verteilungsfunk-
tionen Fj diskret sind. Sei n < N die Anzahl unterschiedlicher Werte, die die Beob-

achtungen 211, ..., Z1p,, To1, . ..,To,, annehmen. Dabei konnen manche der n Werte
also mehrfach vorkommen. Sei deshalb m; die Multiplizitdt der Werte der ersten
Stichprobe x; = (x11,...,%1,,) fiir den ¢-ten Wert der gemeinsamen geordneten

Liste von Werten beider Gruppen, t = 1, ... ,n. Ebenso sei mj, die Multiplizitdt der
Werte der zweiten Stichprobe xo = (x91,...,T2,,), ' = 1,...,n. Da die Likelihood-
funktion der Daten von den Ableitungen der Verteilungen abhingt, liegt es nahe, die
Hohe der Spriinge der Verteilungsfunktionen F; zu betrachten. Diese Sprunghohen
beziiglich der gemeinsamen geordneten Liste von angenommenen Werten bezeichnen
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3 Fin studentisierter Permutationstest fiir das Behrens-Fisher-Problem

wir mit ¢;1, ..., ¢n. Das Maximieren der Log-Likelihood

n n
L((hh - q1n,4q21, - - - 7Q2n> - Z log Q?Zf + Z log q;TtL’t/

t'=1

unter den Nebenbedingungen

ZQM =1, 2(1215' =1
t=1

t'=1

fiihrt zu den Schatzern
my ~ m;/

Q= —5 Qv =—".
ni P
Damit ist die Log-Likelihood unter der Alternative bestimmbar. Unter der Hypo-

these Hy : p = % lautet das Maximierungsproblem:

max {Z log g1} + Z log th, }

t'=1
mit den Nebenbedingungen

t'—1

ZQ%' Z Qit = ZQQt’ tht, ZQIt =1, Z%t' = 1. (3.4)

t'=1 t=t'+1 t'=1 t=1 t'=1

Dabei entspricht die erste Nebenbedingung in (3.4) der zur Hypothese dquivalenten
Forderung P(X1; > Xo1) = P(X11 < Xg1). Wendet man auf dieses Maximierungs-
problem Lagrange-Multiplikatoren an, so erhilt man 2n + 3 Gleichungen. Troendle
zeigt nun, dass man dieses System durch geschicktes Einsetzen dieser Gleichungen
auf das Bestimmen eines unbekannten Parameters reduzieren kann. Dafiir muss man
eine Gleichung numerisch durch ein eindimensionales Nullstellenverfahren 16sen. Da-
bei kann es zu Losungen kommen, die die Nebenbedingungen nicht erfiillen. Troendle
schreibt, dass sein Fortran-Simulationsprogramm fiir n; > 10 immer eine mogliche
Losung gefunden hat.
Sind die Maximum-Likelihood-Schétzer

qi1,- -, q1n, 49215 - -, q2n

bestimmt, so kann die Likelihood-Ratio-Teststatistik

L(é\lh s aé\l’rwgz\?lv s 721\271) - L(alh B ’517%21/217 s ﬁ2n)

berechnet werden. Die Verteilung der Likelihood-Ratio-Statistik wird dann durch ein
Permutationsverfahren bestimmt. Dabei werden neue Datenvektoren nicht durch
Anwendung von Permutationen auf die Daten sondern durch Simulationen aus
der diskreten Verteilung gewonnen, die durch die bedingten Maximum-Likelihood-
Schétzer definiert wird. Eine ausfiihrliche Beschreibung des Testverfahrens findet
man in ( ).
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3.2 Methoden fiir kleine Stichprobenumfinge

3.2.3 Bootstraptest

Der Bootstraptest von ( ) basiert auf Welchs Rang-Test und
verwendet entsprechend die folgende Teststatistik:

Ry — R = 1
T : . 2. — Ry . R-:NZZRM'
\/Zi:1 >kt g (R — R.)? i=1 k=1

Um die Bootstrapverteilung der Teststatistik zu ermitteln, werden die Beobachtun-
gen der einer Stichprobe zunichst transformiert, so dass die Nullhypothese H :
p= % erfiillt ist. Durch Sensitivitdtsanalysen begriindet, verwenden

( ) die folgende Transformation mit dem Hodges-Lehmann-Schitzer fiir den
Shift-Effekt:

/
Top = Top +¢, k=1,...n9,
wobei
c = Median{z1y — xo;, k=1,....n9, L =1,... 02}
Aus den transformierten Daten x11,...,T1pn,, T8, . . . ,T,, Werden dann separat aus

den beiden Stichproben mit Zuriicklegen jeweils n; bzw. no Beobachtungen gezogen.
Die dort vorgestellte Simulationsstudie legt nahe, dass sich dieser Bootstraptest
und die t-Approximation von Brunner und Munzel sehr dhnlich verhalten.

3.2.4 Eigenschaften der existierenden Methoden

Simulationsstudien zeigen, dass die oben genannten Verfahren bei der Einhaltung
des festgelegten Niveaus Defizite haben, wenn die zugrunde liegenden Verteilungen
nicht symmetrisch sind oder wenn die Stichprobenumfinge klein sind. Troendles
Likelihood-Ratio-Test wird z.B. bei bimodalen Verteilungen etwas liberal. Aufer-
dem war der Maximum-Likelihood-Schitzer bei Stichprobenumfang sieben bis zu
173 mal bei 10’000 Simulationen nicht berechenbar. Der Bootstraptest von

( ) tendiert zu konservativem Verhalten, insbesondere bei kleinen Stich-
probenumfingen. Die t-Approximation wiederum wird leicht liberal, wenn man zwei-
seitige Tests durchfiihrt und weist insbesondere fiir kleine nominale Niveaus recht
grofse Abweichungen davon auf. Die Verwendung von Adjustierungsmethoden bei
Multiplizitat ist dadurch problematisch.

3.2.5 Studentisierter Permutationstest

Aufgrund dieser Probleme stellen wir fiir das nichtparametrische Behrens-Fisher-
Problem einen Permutationstest vor. Fiir das parametrische Modell beschreibt

( ) einen Permutationstest, der auf einer studentisierten Teststatistik basiert.
Diese Idee geht auf ( ) zuriick, der sie bei Uberlebenszeitanalysen an-
wendete. Wir wollen dies nun auf die standardisierte Rangstatistik T iibertragen,
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3 Fin studentisierter Permutationstest fiir das Behrens-Fisher-Problem

indem wir die Entscheidung, die Hypothese abzulehnen, anhand der Permutations-
verteilung der Statistik treffen.

Da wir die Hypothese Hy : p = % betrachten, sind die Beobachtungen unter
der Hypothese nicht austauschbar, weil sie nicht die gleichen Verteilungen haben
miissen. Deswegen ist die Permutationsverteilung P* nicht die Gleichverteilung.

( ) zeigt fiir lineare studentisierte Statistiken einen Grenzwertsatz,
nach dem die asymptotische Permutationsverteilung dieser Teststatistiken die Nor-
malverteilung ist. Damit sind die Permutationsverteilungen solcher Teststatistiken
zumindest asymptotisch unabhéngig von der Verteilung der Daten und erfiillen
asymptotisch die in Abschnitt 2.3.2 geforderte Invarianzeigenschaft.

Wie wir im Abschnitt 3.3 zeigen werden, kann man eine solche Aussage auch
fiir die studentisierte Rangstatistik 7 nachweisen. Die Giiltigkeit der dafiir nétigen
Bedingungen an die Koeffizienten und den Varianzschétzer der Teststatistik werden
in Abschnitt 3.4 bewiesen.

Allerdings liegt unser Fokus auf der Anwendbarkeit der Verfahren bei geringen
Stichprobenumfingen. Dabei kann gerade die Kombination der zwei nichtparame-
trischen Methoden (Permutationstest mit Rangstatistik) zu einem fiir solche Situa-
tionen geeigneten Verfahren fiihren. Die Verwendung eines Permutationstests bei
kleinen Stichprobenumfiangen liegt nahe, weil keine Verteilungsannahme getroffen
werden muss. Rangstatistiken dagegen haben den Vorteil, robust gegen Ausreifier
zu sein und sind auferdem nicht nur auf stetige Daten, sondern auch beispielweise
auf Scores anwendbar. Deshalb kann man auf gute Eigenschaften des vorgestellten
Permutationstests insbesondere bei kleinen Stichprobenumfingen hoffen. Dass dies
tatsdchlich der Fall ist, zeigt die Simulationsstudie in Abschnitt 3.5.

Fiir die Berechnung der Permutationsverteilung betrachten wir alle Permutatio-
nen von N Elementen 7 € Sy (vgl. Gleichung (2.3)). Die Vektoren der permutierten

Zufallsvariablen werden mit X, R, und RSP, R§r2) bezeichnet, wobei

Xo = (Xran)s s Xe(ing), Xr@1)s - - - Xn(2n))s
Rﬂ' = (Rw(ll)u cee 7R7r(1n1)7 R7r(21)7 s 7R7r(2n2))7
i) _ (pl) (i) _
R® = (Rw(ﬂ), cee Rw(im)>’ 1 =1,2.
Wenn die Originaldaten x durch die permutierten Beobachtungen x, ersetzt werden,
bezeichnen wir die damit neu berechnete Varianz mit V3?, wobei

Vil =V2(R,, RW RO)

da der Varianzschitzer ja nur iiber die Range und internen Rénge von den Daten
abhingt. Die mit den permutierten Beobachtungen neu berechnete Teststatik sei
Ty, wobei

Ty = Tn(R;, RW RX).

Auch Ty ist nur iiber die Rédnge und internen Rénge von den Daten abhéngig.
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3.3 Studentisiertes Permutieren

Wird eine Permutation auf den Vektor aller Beobachtungen angewendet, &ndert
sich die Gruppenzugehorigkeit der Beobachtungen und dadurch auch der Wert der
internen Rdnge und Rangsummen. Deswegen muss fiir jede Permutation die Varianz
Vx? neu berechnet werden, um den neuen Wert der Teststatistik 7% bestimmen zu
kénnen.

Der p-Wert des Permutationstests ist dann als Anteil der Permutationen de-
finiert, fiir die der Wert der Teststatistik mit den Originalbeobachtungen 7y (x)
betragsmafig kleiner oder gleich dem Wert der Teststatistik mit den permutierten
Beobachtungen 77 ist. Fiihren wir npem = #S5 zuféllig ausgewdhlte Permutationen
mit 7 € S C Sy durch, so definieren wir den p-Wert (vgl. Abschnitte 2.3.1 und
2.3.3) als

1

p= #{me S | Tn(x)| < [Tx]}

Nperm

3.3 Studentisiertes Permutieren

In diesem Abschnitt wenden wir den Zentralen Grenzwertsatz von ( ) fiir
bedingte Permutationsverteilungen linearer studentisierter Teststatistiken an (siehe
Anhang, Seite 72), um zu zeigen, dass unser Permutationstest asymptotisch das
festgelegte Niveau einhélt. Insbesondere zeigen wir, dass die asymptotische Permuta-
tionsverteilung von 7T unabhingig von der den Daten zugrunde liegenden Verteilung
ist. Damit erfiillt der auf T basierte Permutationstest zumindest asymptotisch die
in Abschnitt 2.3.2 beschriebene Invarianzeigenschaft.

Da der Grenzwertsatz von Janssen nicht voraussetzt, dass die Zufallsvariablen

unabhéngig sind, kann er direkt auf die Rangstatistik Ty angewendet werden (vgl.

, ). Um der Notation von Janssen zu folgen, formulieren wir die Test-
statistik um und definieren dazu die Zufallsvariablen Z;C

= 1

= — (R, — (i)_@):@ Sy L e
ik N<Rzk: Ry, 7 N(F](Xm) 2), jFi, 1,5 =12 (3.5)

Da die empirischen Verteilungsfunktionen E nur Werte in [0, 1] annehmen, sind die
Zir durch 1/2 gleichméfig beschréinkt:

5 1
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3 Fin studentisierter Permutationstest fiir das Behrens-Fisher-Problem

Wir setzen nun die Zk in die Teststatistik Ty ein:

Ry — Ry n1n2
) 2 N

\/NZz 1Zk 1 N=n; nlnl—l (Rik _RS{) _Ei- +nT+1>

Z2 —Z1 ning
2 s~ = \ 2 N’
Zz IZk 1 nr1 ( 2

da

7 1<~ 5 L (5 i+ 1 ' 1 (= N+1
Zi = — Zz’k:_<Ri._u_&):_(Ri._—;— )

In der Notation von Janssen fiir lineare Rangstatistiken lautet 7y dann:
Ty Zz 1 Ek 1 Cik Zik
\/Zz 1 Zk 1 N n; nl_l(Zik - Zz)Q

/ming 1 _
mit ¢ = { nlnévlm Z: !
A/ N ng 1= 2.

Um den Zentralen Grenzwertsatz von ( ) anwenden zu kénnen, miis-
sen einige Bedingungen fiir die Koeffizienten und den Varianzschitzer der Teststa-
tistik erfiillt sein. Unter diesen Bedingungen zeigt Janssen, dass die asymptotische
Permutationsverteilung der Teststatistik gegen eine Normalverteilung konvergiert.

Fiir unsere Teststatistik Ty zeigen wir die Konvergenz fiir eine geeignete Auswahl
der Bedingungen, die im folgenden Satz angegeben ist.

(3.6)

SATZ 3.2 (Asymptotische Permutationsverteilung)
Es gelte, dass

dke(0,1): %Nlﬁom = %]\ﬂfl—ﬁ

und die Varianzen der ART Y;, seien strikt positiv:
o? = Var(Yy) = Var(Fy(X1)) >0, o3 = Var(Yay) = Var(F1(X21)) > 0.

Sind fir die Teststatistik Ty dann die Bedingungen (5.7) - (3.10) erfillt, so ist
die asymptotische Permutationsverteilung von Ty eine Normalverteilung mit Fr-
wartungswert 0 und Varianz 72 = k(1 — k):

teR

sup (‘P (Tn (R, R, RY) < t) — (t/7)
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3.4 Nachweis der Bedingungen fiir den Grenzwertsatz

wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist. Die Bedingungen
an die Teststatistik T sind:

2 n;
YD =1 YNeN (3.7)

i=1 k=1
2 n;
> D ex=0 YNeN (3.8)
i=1 k=1
m%X]cm —0 wenn N — o0 (3.9)
lijr\?jolcl)p N ;;(Zm - Z_)Ql[dyoo) < Lt — ZD —0 P—fs d—oo (3.10)
1 2 n; -
. = > \2
hzvnilo%fﬁz;;(zik_z“) >0 P—fs. (3.11)
2 n,
1 : ~ = ke
N ZZ(ZNC —Z )2 (ViH iR k(1 —k) wenn N — oo. (3.12)
i=1 k=1
Beweis. Die Aussage gilt nach Satz (3.3) aus ( ) O

Die asymptotische Permutationsverteilungsfunktion F7} von Ty ist also eine Nor-
malverteilung N(0, x(1 — k)) und somit unabhingig von der den Daten zugrunde
liegenden Verteilung. Damit ist die Invarianzeigenschaft fiir T,y asymptotisch unter
Hy: p= % erfiillt und der auf Ty basierende Permutationstest ist asymptotisch
verteilungsfrei.

Wir miissen nun zeigen, dass die Bedingungen (3.7) bis (3.10) von der Teststa-
tistik Ty erfiillt werden. Dies tun wir im folgenden Abschnitt.

3.4 Nachweis der Bedingungen fiir den
Grenzwertsatz

e Nachweis von (3.7)-(3.9):
Die Bedingungen (3.7) bis (3.9) folgen sofort aus der Definition der ¢, in (3.6).
So gilt Bedingung (3.7), da

2 ng
9 nino 1 ning 1 Ng + Ny
g E Cp, =M——5 T Ne——"—5 = =1
, N ny N n; N
i=1 k=1

ist. Bedingung (3.8) ist erfiillt, wegen

2 & ning 1 ning 1
[M1Ng 12
E E i = — — + — =0
A Cik m N ny 12 N ns
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3 Fin studentisierter Permutationstest fiir das Behrens-Fisher-Problem

und dass Bedingung (3.9) gilt, sieht man durch

—oo N
max|czk]_max{ an ’/Nng}N da 0<n_i§NO<OO'

e Um Bedingung (3.10) zu zeigen, berechnen wir zunichst den Mittelwert der Zon:

2 n;
= 1 “ A~ 1 = =
Z. = N Z Ziy = N(nlzl. +n2Zs.)
i=1 k=1
. 1 n (—= ny + 1 N9 Nno [(— No + 1 nq
_N{N (Rl' 2 2)+N(R2' 2 2)}
2 n;
]_ ]_ . (Tll —|— TZQ)(N —|— 1)
_1(L . 0. 3.13

Daraus folgt
~ = ~ 1
| Zi — Z .| = | Zix| € [0, 5] .

Der obige Ausdruck ist also durch 1/2 beschriankt, weshalb der Limes in (3.10)
P—f.s. gleich 0 ist fiir d > 3.

e Nachweis von (3.11): Da der Mittelwert E = 0 ist, bleibt zu zeigen, dass
1 2 n;
.. 2
hNnBOI;f N E_l kE_l Zy >0 P—fs.

Um diesen Grenzwert bei Konvergenz in Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, be-
trachten wir zunachst die Zufallsvariablen

n; 1 .
sz:N] (F](Xlk)_§>7 Z#]a Zaj:172

deren empirische Pendants gerade die

~ n; -~ 1 1 i n;
b (1) o

sind. Es gilt mit p; = [ FjdF; und of = Var(F}

26



3.4 Nachweis der Bedingungen fiir den Grenzwertsatz

wobei ¢ # j, 1,7 = 1,2. Wir kénnen Z;; damit auffassen als

n; - 1
Zik, = (ﬁ) (pi 5 + Uz'fik) )

wobei &;; unabhéngige Zufallsvariablen mit Erwartungswert 0 und Varianz 1 sind,
die innerhalb einer Gruppe, das heifst fiir festes i, die gleiche Verteilung haben.
Die Unabhangigkeit der &;; folgt, da wir vorausgesetzt haben, dass die X;; und
damit auch die Z;;, unabhéngig sind. Somit erhalten wir:

ni 2 9

IZiZk :% [Z:: <%>2 (pl_%+01§1k) +Z<n1> (p2_%+02§2k) ]
:%<%)2<m( —1’51+1>+a%’;§fk+2(ﬁl—%)m;glk>
_ﬁQ“‘i)+U%;€§k+2(ﬁ2—%)02;§2k>

() (o
_.m(l_ﬁ)l<1_ﬁ)(ﬁ§_@+i+af)+m< p2+i—|—02>]

P—fs
= p fir N — oc. (3.14)

n;

12
N
i=1 k

St

S

Dabei ist die Konstante p positiv. Das gilt da p; = 1 — p, ps = p und der relative
Effekt p im Intervall [0,1] liegt, woraus p? — p; + 3 € [0, 1] folgt. Auferdem sind
nach Voraussetzung die o > 0 und « € (0,1) und damit p > 0.

Allerdings bendtigen wir die Konvergenzaussage fiir die empirisch bestimmbaren
Ersetzungen Z;; der nicht—beobaclltbaren Zufallsvariablen Z;;. Fiir die Verteilungs-
funktionen F; und ihre Schétzer F; wird in ( ) Konvergenz
im quadratischen Mittel gezeigt:

o 2
E [Fy(sz) - F](sz:)] <— Q#7047 =12.
n;j
Dies folgt da E(c(Xy, — X)) = [ F;dF; ist und aufgrund der Unabhéingigkeit der

Xii. Daraus folgt, dass F (Xix) — Fj(Xir) L, 0. Dies iibertrigt sich auf die sz

N n;
Zik, — “‘C_N(

Wir erhalten also, dass

Q
\_/
|
=|3
VRS
2T
>
T
|
N | —
N—
1=
(@]

1 ~
~ SN 23 5 >0 (3.15)
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3 Fin studentisierter Permutationstest fiir das Behrens-Fisher-Problem

e Nachweis von (3.12): Um die bedingte Permutationsverteilung von V2 zu bestim-
men, betrachten wir die folgende Zerlegung V2 = Wy — W3 — W2, wobei

ist und

Wir kénnen also nun die Verteilung fiir jeden Teil einzeln bestimmen, indem wir die
bedingten Erwartungswerte und Varianzen berechnen. Wenn wir die permutierten
Beobachtungen verwenden, um die W, zu berechnen, bezeichnen wir sie mit W;.
Mit (3.13) erhalten wir fiir W3 und Wj:

N 1
No N1 — 1

E(W5|R) = Z.=0, BWiR)=,—

Zur Berechnung der Varianzen verwenden wir die Varianzformel aus
( ) (vgl. Anhang Satz A.3). Der Nachweis der Voraussetzungen fiir die
Anwendung der Formel wird im Anhang (ab Seite 73) gefiihrt.

- - N n 1 .
~ N g 1 _
=1 k=1 0 Z _ 2
. 1 _
Var(WXIR) = G — Ty )? L Z _Z )
ar(W5|R) (Z 1(m2k: ms..) ) (N— 1 kZ( k—2Z.) )

=1 k= =1 1
Dabei ist:
. 1 N ny
Mo, = —\/ —
> N n2n1—1
N n 1 1 _
n—mlil(a—N) i=1
= Majp — M2, = LN
- N _n11 i =2
ng n1—
2 n; 2
- N ny 1 1 1
= ik — = — - _ = _—
3 o= (o (5 5) e
N n 1 n 2n n
=t -+ =
n2n1_1 nq N2 nlN N2
_N ny 1 1 _N ny N9 . 1
_n2n1—1 nq N _ngnl—lnlN_nl—l'
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3.4 Nachweis der Bedingungen fiir den Grenzwertsatz

Damit und mit (3.13) ist

1 N 1 -
Var(W}|R) = > > Zi

n—1N—1N “
=1 k=1
Da Zy, € [—3, 3], ist sz durch § gleichmifig beschréinkt. Deshalb erhalten wir:
1 N 1
Var(W3|R) < —— = —0 fiir N — oo

Daraus folgt W5 — 0 in P ® P*-Wahrscheinlichkeit. Das gleiche Ergebnis erhalten
wir analog fiir W3

Fiir die Herleitung der bedingten Verteilung von W} verwenden wir die folgende
Darstellung;:

2 n; N N 1 l _ 1

i=1 k=1 ny ng—1

Der bedingte Erwartungswert von W ist

i=1 k=1 j=1 I=1
Dabei gilt
N 1 N 1 pNow 1 1 1
Nd =n— — — _—=
n1n2n1—1+n2n1n2—1 1—/<;+/£ k(1 — k)

Wie beim Nachweis von Bedinung (3.11) gezeigt wurde, konvergiert

Damit erhalten wir fiir den Grenzwert der bedingten Erwartung von Wy

2

E(W/|R) = ZZdzk—ZZka 1_/{)/)::5 fir N — oco. (3.16)

=1 k=1 =1 k=1

Auferdem berechnen wir wieder die bedingte Varianz mit der Formel nach
( ), sieche Anhang Satz A.3, deren Anwendbarkeit dort ab Seite 75
nachgewiesen wird.

Var(Wi|R) = (ZZ o d ) ZZ(ka—— 2 iéﬁc)Q

=1 k=1 i=1 k=1 i=1 k=1
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3 Fin studentisierter Permutationstest fiir das Behrens-Fisher-Problem

Da Zj} durch C' = 1/2* gleichmiifig beschriinkt ist und die Quadratsumme der d;;
gegen Null konvergiert:

erhalten wir fiir die bedingte Varianz von W7

Var(W{|R) = 0 fir N — oc.

Die Konvergenz von W gegen p = p/(k(1—k)) in P ® P*-Wahrscheinlichkeit folgt
aus der Konvergenz der bedingten Erwartung und Varianz, denn fiir ¢ > 0 gilt
aufgrund der Dreiecksungleichung:

P*(

Wi —p| >e) =P*(
< P(

W — E(WfR) + E(W|R) — p| > ¢)
W — E(W{R)| > ¢) + P*(|JE(WS|R) — p| > ¢)
(3.17)

Der zweite Term in (3.17) konvergiert gegen Null, wie in (3.16) gezeigt. Fiir den
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3.4 Nachweis der Bedingungen fiir den Grenzwertsatz

ersten Term erhalten wir mithilfe der Tschebyschow-Ungleichung:

P*(

—~E(W;|R)| > ¢)
< SRV} ~ BV R))?|R]

[(W3? + EWT|R)® — 2WE(W/|R)|R]

—2E

1 *2
1

&2

E [E(W;|R)*|R] — 2E [W{E W1*|R)\R})

= L (B[R] + BV R - [WFIR]E(WFIR))
1 *2

= _2 Wl [W1 |R]

= - Var (W |R] — 0 fiir N — oc.

Damit folgt
Wi 25 5 = p/(k(1 = k).

Mit diesen Berechnungen fiir Wy, W3 und W} erhalten wir insgesamt fiir V3?2

] ‘ ] o PePr 1 .
VNQZWl—WQQ—W32—>mp fiir N — oc.
Unter Beriicksichtigung des in Gleichung (3.15) berechneten Grenzwertes, ergibt

sich letztendlich fiir den Limes des Quotienten der beiden Folgen aus Bedingung
(3.12):

9 ) ~ =
% Zi:l ZZ;l(sz - Z..)2 P®P*
V2 _>

k(l—k) =72 fiir N — oo.

Damit sind alle Bedingungen des Satzes 3.2 erfiillt und wir haben bewiesen,
dass die asymptotische Permutationsverteilung der Teststatistik T eine Normalver-
teilung ist. Dadurch erfiillt der auf T basierende studentisierte Permutationstest
asymptotisch die Invarianzeigenschaft.
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3.5 Simulationsstudie

Die Eigenschaften des oben hergeleiteten studentisierten Permutationstests bei klei-
nen Stichprobenumféngen werden nun mithilfe einer Simulationsstudie analysiert.
Niveau und Giite werden fiir zwei normalverteilte und zwei bimodal-verteilte Stich-
proben sowie fiir eine normalverteilte gegen eine Y3-verteilte Stichprobe simuliert.
Um die Anwendung auf Scores oder ordinale Daten zu simulieren, werden die Beob-
achtungen diskretisiert, so dass Bindungen auftreten. Der Einfluss von sehr kleinen
und deutlich verschiedenen Stichprobenumfingen wird durch die Verwendung der
folgenden Stichprobenumfinge untersucht:

(n1,m9) € {(15,15),(15,7),(7,15),(7,7)}.

Um die Giite des Tests zu untersuchen, wird in jeder der drei Verteilungskonfigura-
tionen bei einer der Verteilungen der Erwartungswert g um 0.5 bzw. 1 verschoben.
Die Einhaltung des Niveaus wird durch Verwendung von p = 0 iiberpriift.

1. Zwei normalverteilte Stichproben A, (0, 0%), N, (1, o3):
Fiir die beiden Stichproben werden verschiedene Varianzen verwendet, wobei
die grofsere Varianz sowohl auf die groflere Stichprobe als auch auf die kleinere
Stichprobe angewendet wurde:

(07,03) € {(1,1),(1,2),(1.4)}.

Um das Verhalten der Tests bei extrem unterschiedlichen Varianzen zu unter-
suchen, wird fiir n; = ny = 15 Beobachtungen in beiden Gruppen zusétzlich
die Konstellation mit ¢? = 1 in einer Gruppe und o3 = 25 in der anderen
Gruppe simuliert. Fiir Datensétze mit solchen Eigenschaften und noch kleine-
rem Stichprobenumfang stellt sich die Frage, inwieweit ein Test auf Verschie-
bungseffekte noch sinnvoll interpretiert werden kann. Trotzdem werden wir die
beschrieben Varianzstruktur simulieren, da solche Situationen auch in anderen
Arbeiten betrachtet wurden (vgl. , ). Die Simulationser-
gebnisse werden in Abschnitt 3.5.1 beschrieben.

2. Zwei bimodal-verteilte Stichproben:
Die bimodalen Verteilungen werden aus jeweils zwei Normalverteilungen zu-
sammengesetzt. Die verwendeten Werte fiir die Erwartungswerte, die Varian-
zen und die Anteile, zu der die beiden Normalverteilungen verwendet werden,
stellen sicher, dass p = § ist, wenn p = 0 gesetzt wird (vgl. Abbildung 3.1).

7 3
F=— 4.1 — 1
1 10 Nn1( ) )+ 10 Nn1(87 )7
3 7
Py = 15 Ny (207 + 11,2) + 75 Noy (3(2.07 + 1), 2).
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3.5 Simulationsstudie

Fiir zwei normalverteilte Zufallsvariablen X; ~ N'(u1, 02), Xy ~ N (g, 03)

berechnet sich der relative Effekt als

Xo — X1 — (2 — 1) M2 — M2 — ph
p=P(X; <Xy)=P < =0 —— ],
wenn ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist. Fiir die zu-

sammengesetzten Normalverteilungen erhalten wir fiir die gewahlten Parame-
ter dann entsprechend:

7 3 207 -4 7T 3-207—-4
p=Plin = Xa) 1010 <\/1+2)+1010 ( V1+2 )

L33 (207-8) 37 (32078
10100 \vit2/) 1010 \ Vi+2
= 0.500003123.

Die Ergebnisse der Simulationen mit diesen bimodalen Verteilungen sind in
Abschnitt 3.5.2 dargestellt.

0,28 P F,
0,24 -
0,20
0,16

Dichte

0,12
0,08
0,04

0,00

Abbildung 3.1: Dichten zweier bimodaler Verteilungen fiir die die Hypothese p = %

erfiillt ist.

3. Eine normalverteilte Stichprobe Fi = N (uo + p, 0?) gegen eine y2-verteilte
Stichprobe Fy = x3(0):
Numerische Integration ergab, dass bei Verwendung einer Normalverteilung
mit Erwartungswert po = 2.5745 und Varianz 0? = 2 der Wert des relativen
Effekts unter der Hypothese mit p = 0.500013 recht gut approximiert wird. In
Abschnitt 3.5.3 sind die Ergebnisse zu diesen Verteilungen zu finden.
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Zum Vergleich werden das Niveau und die Giite aufser fiir den studentisierten Per-

mutationstest auch fiir die ¢-Approximation von ( ), den
Bootstraptests von ( ) sowie den Likelihood-Ratio-Test von
( ) simuliert.

Da die Anzahl aller moglichen Permutationen (Bootstrap-Stichproben) und da-
mit die Simulationszeiten sehr rasch mit steigendem Stichprobenumfang ansteigen,
werden bedingte Monte-Carlo-Simulationen mit jeweils n,erm =10°000 zufallige Per-
mutationen (Bootstrap-Stichproben) berechnet. Die Niveau- und Giite-Berechnungen
beruhen auf ng,, =10’000 Simulationsdurchgingen. Um Aussagen iiber die Eigen-
schaften von Adjustierungsverfahren fiir auftretende Multiplizitat treffen zu kon-
nen, wurden die empirischen Niveaus fiir 100 Werte von « zwischen 0.1% und 10%
berechnet. Insbesondere fiir Approximationsverfahren wie die t-Approximation ist
die Approximation bei kleinen nominalen Niveaus oft ungenau. Aufgrund langer
Rechenzeiten konnte der Likelihood-Ratio-Test nur fiir das 5%-Niveau analysiert
werden.

Auferdem werden Zufallsstreifen (onow, oup) fiir das empirische Niveau & ei-
nes simulierten , korrekten Tests zum Niveau « berechnet (vgl. , ). Die
Grenzen werden dabei so gewihlt, dass das empirische Niveau & zu 95% innerhalb
der Grenzen liegt:

P(ouow < @ < ayp) = 0.95,

falls des tatséichliche (nominale) Niveau des simulierten Tests « ist. Der Zufalls-
streifen ist das Gegenstiick eines Konfidenzintervalls, da hier bei bekanntem wahren
Wert des Parameters (nominales Niveau «) ein Bereich fiir den Schétzer (empiri-
sches Niveau &) angegeben wird. Der Schétzer a, das heifsit das empirische Niveau,
ist binomialverteilt. Uber die Approximation der Binomialverteilung durch die F-
Verteilung werden die Grenzen (o, ovp) wie folgt berechnet

a(ngm + 1)
o+ (1 — Oé)Fa/Q’

o OMsim — (1 —a)Fi o nd o —
low o+ (1 — Oé)Flfa/Q up

wobei F_y/2 und F,/» Quantile der F-Verteilung sind. Konkret ist

Flfa/2 = Flfa/Q(f{, fé) mit f{ - 2(ansim + 1)7 fé = 2(1 - a)nsima
Fupp = Fop(fis f2) mit f; = 20ngm, fy = 2((1 = @)ngm + 1).

Wenn der Varianzschitzer V2 Null wird, das heilt wenn alle Beobachtungen in
einer Gruppe kleinere Ringe haben als die Beobachtungen in der anderen Gruppe,
wird er durch eine geeignete untere Grenze der Varianz ersetzt, die gerade gro-
fer als Null ist. Dadurch wird die Testentscheidung des Permutationstests und der
t-Approximation in diesem Fall konservativ. Als Wert fiir die untere Grenze des
Varianzschétzers verwenden wir (vgl. Abschnitt 3.1):

9 N

N,min — :
,min 2n1n2
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3.5 Simulationsstudie

Die Simulationen fiir den Permutationstest, den Bootstraptest und die t-Ap-
proximation wurden mit SAS IML 9.1 durchgefiihrt. Fiir den Likelihood-Ratio-Test
erhielten wir freundlicherweise von Dr. Troendle sein FORTRAN 77 Simulations-
programm. Alle Tests wurden als zweiseitige Tests durchgefiihrt.

In den folgenden Abschnitten werden fiir jede Verteilungskonfiguration die Si-
mulationsergebnisse vorgestellt. Die Fahigkeit der Tests das nominale Niveau ein-
zuhalten wird durch Graphiken illustriert, auf deren x-Achse das nominale und auf
deren y-Achse das empirische Niveau dargestellt ist (vgl. Abbildung 3.2). Die Gren-
zen des Zufallsstreifens verlaufen iiber bzw. unterhalb der Diagonale, so dass der
Zufallsstreifen gerade der grau schraffierten Fliache in Abbildung 3.2 entspricht. Wir
sprechen von einem konservativen Test, wenn sein empirisches Niveau kleiner ist als
das nominale Niveau, seine Niveau-Kurve also unterhalb der unteren Grenze des
Zufallsstreifens liegt. Das empirische Niveau eines liberalen Tests iibersteigt das no-
minale Niveau, seine Niveau-Kurve verlduft entsprechend oberhalb der Diagonale
bzw. der oberen Zufallsstreifengrenze.

o
-
o

o 2
= [}
) ®

simuliertes Niveau
o
o
D

0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,0
nominales Niveau

Abbildung 3.2: Niveausimulationen: Schematische Darstellung und Interpretation

3.5.1 Zwei normalverteilte Stichproben

Betrachtet man zwei Normalverteilungen mit gleichen Varianzen (ohne Abbildung),
so liegen bei jeweils 15 Beobachtungen pro Gruppe die Kurven der Tests entweder
auf der oberen (t-Approximation) oder der unteren (Bootstraptest) Grenze des Zu-
fallsstreifens oder innerhalb dieser Grenzen (Permutationstest), das heifit die Tests
erzielen alle vergleichbare Niveaus. Wird der Stichprobenumfang nur in einer Stich-
probe auf 7 Beobachtungen reduziert, so wird die t-Approximation etwas liberal,
wahrend sich die Kurven der anderen beiden Tests kaum verdndern. Bestehen beide
Gruppen nur aus 7 Beobachtungen (vgl. Abbildung 3.3(a)), dann verlauft die Ni-
veaukurve des Permutationstests entlang der oberen Zufallsstreifengrenze, die des
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3 Fin studentisierter Permutationstest fiir das Behrens-Fisher-Problem

Bootstraptests leicht unterhalb der unteren Grenze und die t-Approximation ist li-
beral. Das empirische Niveau des Likelihood-Ratio-Tests liegt fiir alle betrachteten
Stichprobenumfiange bei einem nominalem Niveau von 5% innerhalb der Grenzen
des Zufallsstreifens.

o
=
o

o
-
o

-—- perm -—- perm
= N R boot s | boot
8 0,08/.... t_approx 3 0,08(.... t approx
= =
Z 0,06 Z 0,06
(7] (2]
e = #
@ 0,04 & 0,04 s
5 3 R
£ 002 o002l
n
0,00 0,00
0,00 0,02 0,04 006 0,08 0,10 0,00 0,02 0,04 006 0,08 0,10
nominales Niveau nominales Niveau
(@ o?=c2=1,n1=ny=T7 (b) 02 =1, 05 =25 n; =ny =15

Abbildung 3.3: Zwei Normalverteilungen. Nominales gegen empirisches Niveau, durchge-
zogene Linien stellen die Zufallsstreifen dar.

Ist die Varianz in der zweiten Stichprobe 2 und der Stichprobenumfang in bei-
den Gruppen gleich 7 (vgl. Abbildung 3.4(a)), dann liegt die Kurve des Permuta-
tionstests fiir alle nominalen Niveaus innerhalb des Zufallsstreifens. Der Bootstrap-
test wird dagegen leicht konservativ. Bei verschiedenen Stichprobenumfingen in den
beiden Gruppen verlduft die Kurve des Permutationstests nahe an der unteren (Ab-
bildung 3.4(b)) bzw. oberen (Abbildung 3.4(c)) Grenze des Zufallsstreifens. Tritt
die grofsere Varianz in der groferen Stichprobe auf, so ist der Bootstraptest etwas
konservativ (Abbildung 3.4(b)). Im entgegengesetzten Fall liegt seine Kurve fiir no-
minale Niveaus bis 5% innerhalb des Zufallsstreifens und fiir grofere Werte knapp
unter der unteren Zufallsstreifengrenze (Abbildung 3.4(c)). Die t-Approximation ist
in allen drei Situationen leicht liberal fiir nominale Niveaus bis 6% und erreicht
dann empirische Niveaus innerhalb bzw. sehr nahe am Bereich des Zufallsstreifens.
In Tabelle 3.4(d) werden das Niveau und die Giite aller vier Tests verglichen. Da-
bei markieren fettgedruckte Zahlen Niveaus, die innerhalb des Zufallsstreifens lie-
gen. Die angegebenen Werte sind fiir n; = 15 und ny = 7 berechnet, so dass die
grofsere Varianz in der kleineren Stichprobe auftritt. Hier liegen die Niveaus des
Permutations- und Bootstraptests innerhalb des Zufallsstreifens und alle vier Tests
haben eine vergleichbare Giite.
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3.5 Simulationsstudie

0,10 0,10
-—- perm — = perm
5 | bOOt S5 | boot
® 0,08f-... t approx o 0,08/.... t approx
=2 =2
Z 0,06 Z 0,06
(2] [}
£ £
o 0,04 o 0,04 %
: :
‘& 0,02 ‘5 0,02 g
0,00 0,00%
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10
nominales Niveau nominales Niveau
(@)ny=ng="70=1,05=2 b)yn1=7,ny=15,07=1,03=2
0,10
-—- perm
S 0 08 ..... boot
@ UUO[---- t approx
< Test p=0|pu=05|p=1
b4
2 0.06 DPperm 0.053 | 0.125 0.343
5 0,04 DPpoot 0.046 | 0.108 0.305
2 By approx || 0.059 | 0.132 | 0.349
R PR 0.056 0.126 0.327
0,00

s 2 2
000 002 004 006 008 0,10 (d)n1=15,np=7,0{ =1, 05 =2
nominales Niveau

(c)ny1=15,ny=7,02 =1, 05 =2

Abbildung 3.4: Zwei Normalverteilungen. (a)-(c): Nominales gegen empirisches Niveau,
durchgezogene Linien stellen die Zufallsstreifen dar. (d): Simuliertes Niveau
und Giite fiir « = 5%, fettgedruckte Zahlen markieren Werte innerhalb des
Zufallsstreifens.

Bei Varianz 05 = 4 (ohne Abbildung) verstirken sich die beobachteten Effek-
te, wobei der Bootstraptest die geringsten Verdnderungen zeigt. Um das Verhalten
der Tests auch unter extrem unterschiedlichen Varianzen zu untersuchen, haben wir
auferdem Varianz o2 = 25 in der einen gegeniiber Varianz o2 = 1 in der anderen
Gruppe simuliert. Bei so grofen Varianzunterschieden halten wir die Interpretation
eines Shifteffekts fiir schwierig, wenn die Stichprobenumfiange sehr klein sind. Aus
diesem Grund betrachten wir nur Stichprobenumfang 15 in beiden Gruppen. Abbil-
dung 3.3(b) zeigt, dass in diesem Fall die Kurven aller drei Tests entlang der oberen
Grenze des Zufallsstreifens verlaufen. Fiir nominale Niveaus iiber 5% liegt die Kurve
des Bootstraptests dann innerhalb des Zufallsstreifens. Auch der Likelihood-Ratio-
Test hélt das nominale 5% Niveau innerhalb der Zufallsstreifengrenzen ein.

Der Einfluss von verschiedenen Varianzen bei ny; = 7 und ne = 15 auf die Giite
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3 Fin studentisierter Permutationstest fiir das Behrens-Fisher-Problem

wird in Abbildung 3.5 dargestellt. Wie zu erwarten nimmt die Giite mit steigen-
der Varianz ab. Auferdem ist die Giite geringer, wenn die grofere Varianz in der
kleineren Stichprobe auftritt, als im umgekehrten Fall. Hat die grofere Stichprobe
die groRere Varianz (0% : 03 € {1 :4, 1:2}), so erreicht der Permutationstest die
gleiche Giite wie der Bootstraptest, der als einziger anderer Test auch das Niveau
einhiilt. In der entgegengesetzten Situation (oF : 03 € {2 : 1, 4 : 1}) ist die Giite
des Permutationstests mit der Giite der liberalen ¢-Approximation vergleichbar und
liegt iiber der Giite des Bootstraptests.

0,55 -
g 7 perm
e AN o+ boot
0,45 0-_',;/ N, --o- t-approx
3/ Ny c= LR
2035 ‘ B
oy AN
o % Vs El\..\‘
/ ’:.\"\.\
025 o N
E:
0,15
1:4 1:2 1:1 2:1 4:1

varq:varsp

Abbildung 3.5: Giite-Verlaufe fiir verschiedene Varianzen bei zwei Normalverteilungen mit
ny =7 ne =15 a=5%, u=1.

3.5.2 Zwei bimodal-verteilte Stichproben

Haben die Verteilungen sehr unterschiedliche Formen, wie die beschriebenen bimoda-
len Verteilungen, so kann man Abbildung 3.6 entnehmen, dass die t-Approximation
und der Permutationstest davon wenig beeinflusst werden und sich sehr dhnlich
verhalten, wie bei zugrunde liegenden Normalverteilungen. Die Niveau-Kurve des
Bootstraptests sieht bei 7 Beobachtungen pro Gruppe auch sehr dhnlich aus wie
im normalverteilten Fall (Abbildung 3.6(a)). Fiir Stichprobenumfang 7 in der einen
und 15 in der anderen Gruppe dagegen verlaufen seine Kurven nun innerhalb des
Zufallsstreifens (vgl. Abbildung 3.6(b) + (c¢)). Die Werte in Tabelle 3.6(d) sind fiir
ny = 15 und ny = 7 berechnet. Unter Hy sind der Likelihood-Ratio-Test und die
t-Approximation etwas liberal. Der Permutations- und der Bootstraptest haben sehr
ahnliche Giitekurven unter beiden simulierten Alternativen. Der Likelihood-Ratio-
Test hat trotz seiner Liberalitit die geringste Giite.
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Abbildung 3.6: Zwei bimodale Verteilungen. (a)-(c): Nominales gegen empirisches Niveau,
durchgezogene Linien stellen die Zufallsstreifen dar. (d): Simuliertes Niveau
und Giite fiir « = 5%, fettgedruckte Zahlen markieren Werte innerhalb des
Zufallsstreifens.

3.5.3 Eine normalverteilte vs. eine y3-verteilte Stichprobe

Betrachten wir nun eine symmetrische und eine schiefe Verteilung, z.B. eine normal-
verteilte gegen eine y3-verteilte Stichprobe. Die Eigenschaften der ¢-Approximation
und des Permutationstests dndern sich dadurch wiederum kaum im Vergleich zu
zwei normalverteilten Stichproben (Abbildung 3.7). Bei 7 Beobachtungen in beiden
Gruppen gilt das auch fiir den Bootstraptest (Abbildung 3.7(a)). Bei 7 Beobachtun-
gen in der normalverteilten und 15 Beobachtungen in der y3-verteilten Stichprobe
verlauft seine Niveau-Kurve entlang der unteren Grenze des Zufallsstreifens. Im um-
gekehrten Fall liegt sein empirisches Niveau bis zu einem nominalen Niveau von 6%
innerhalb des Zufallsstreifens und danach knapp darunter.

Tabelle 3.7(d) entnimmt man, dass fiir n; = 15 und ny = 7 nur die t-Approxi-
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mation etwas liberal ist. Alle vier Tests haben hier vergleichbare Giite.

-—- perm -—- perm
5 | boot 5 | boot
® 0,08.... t_approx 8 0,08.... t_approx
= =
Z 0,06 Z 0,06
[70] 2]
£ £
© 0,04 © 0,04
= < 5 4
E oo £ 002 “
w 7’ - /f w
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(a)n1=n2=7 (b)n1:7,n2:15
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0,00 002 004 006 008 010 (d) ny1 =15, ny =7

nominales Niveau
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Abbildung 3.7: Normalverteilung vs. x3-Verteilung. (a)-(c): Nominales gegen empirisches
Niveau, durchgezogene Linien stellen die Zufallsstreifen dar. (d): Simulier-
tes Niveau und Giite fiir @« = 5%, fettgedruckte Zahlen markieren Werte
innerhalb des Zufallsstreifens.

3.6 Anwendungen

3.6.1 Ferritin-Studie

In dieser Studie an Kindern mit hormonell bedingtem Kleinwuchs wurde der Zu-
sammenhang zwischen einer verminderten Synthese des insulin-like-growth-factor
(IGF-1) und einer Erhéhung der Ferritin-Werte untersucht. Die Daten wurden uns
freundlicherweise von Herrn Prof. Lakomek der Abteilung Kinderheilkunde der Uni-
versitit Gottingen zur Verfiigung gestellt. Die Gruppe der Kinder mit verminder-
tem IGF-1-Wert besteht aus 12 Kindern, wiahrend 7 Kinder einen IGF-1-Wert im
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altersbedingten Normalbereich hatten. In Tabelle 3.2 sind fiir beide Gruppen die
Ferritin-Werte in ng/ml angegeben.

Tabelle 3.2: Daten der Ferritin-Studie.

IGF-1 Ferritin [ng/ml|

erniedrigt | 1956, 8828, 2051, 3721, 3233, 6606, 2244
9332, 5428, 2603, 2370, 7565
normal 820, 3364, 1497, 1851, 2984, 744, 2044

Anhand des Boxplots (Abbildung 3.8) sieht man, dass die Verteilung schief ist
und wir nicht von einer Normalverteilung der Daten ausgehen konnen.

10000 -
= Median
[ 25%-75%
o B8990T Min-Max
5
= 6000
£
‘£ 4000
o o
[
2000 . X
0 -
normal erniedrigt

IGF-1

Abbildung 3.8: Boxplot der Ferritinwerte nach IGF-1 Gruppe

Der Rangmittelwert in der Gruppe mit erniedrigtem IGF-1-Wert liegt bei R, =
12.5 und in der Gruppe mit normalem IGF-1-Wert bei R, = 5.7. Die Varianzschiitzer
der Rénge haben den Wert 62 = 1.27 (erniedrigt) bzw. 03 = 6.90 (normal), so dass
die Gruppen als heteroskedastisch anzusehen sind. Der Schéitzer fiir den relativen
Effekt ist p = 0.143. Fiir den Permutationstest wurden wieder 10’000 Permutationen
und fiir den Bootstraptest 10’000 Bootstrap-Stichproben berechnet. Alle 4 Tests
lehnen die Hypothese Hy : p =1 auf dem 5% Niveau ab (vgl. Tabelle 3.3).

Tabelle 3.3: p-Werte fiir die Ferritin-Studie.

CDPerm (I)Boot (I)t—approx (I)LR

0.0092 | 0.0001 | 0.0038 | 0.010
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3.6.2 Schulter-Schmerz-Studie

Hier werden die Daten der in ( ) beschriebenen Schulter-Schmerz-Studie
ausgewertet. In dieser Studie wurde an 6 Zeitpunkten nach der Durchfiihrung einer
Operation ein Schmerz-Score bei 25 weiblichen Patienten erhoben. Dieser Score kann
Werte zwischen 1 (kaum Schmerzen) und 5 (groke Schmerzen) annehmen. Die Pa-
tienten wurden zufillig zwei Behandlungsgruppen zugeteilt, wobei 14 Patienten die
aktive Behandlung (Y) und 11 Patienten die Kontrollbehandlung (N) erhielten. Die
Daten sind in Tabelle 3.4 aufgefithrt. Wir wollen hier die Frage beantworten, ob
und ab welchem Zeitpunkt sich die Werte der Behandlungs- und Kontrollgruppe
unterschieden.

Die p-Werte in Tabelle 3.5 sind nach Bonferroni fiir die Multiplizitdt adjustiert,
die durch die Durchfiihrung der Tests zu allen 6 Zeitpunkten entsteht. Dadurch
werden p-Werte grofer als 0.1667 auf 1 gesetzt. Die Varianzschitzer unterscheiden
sich in den beiden Gruppen recht stark, wobei die Varianz in der Behandlungsgruppe
(6%) deutlich geringer ist als in der Kontrollgruppe (3).

Tabelle 3.4: Daten der Schulter-Schmerz-Studie.

Behandlung (Y) Kontrolle (N)
Zeitpunkt Zeitpunkt
Pat. |1 2 3 4 5 6|Pat. |1 2 3 4 5 6
1 1 11 1 1 1|23 |5 2 3 5 5 4
3 32 2 2 1 1,241 5 3 4 5 3
4 1 111 1 1] 2 |4 4 4 4 1 1
5) 1 111 1 128 |3 4 3 3 3 2
8 2 211 1 131 1 1 111
9 111 11 133 |1 3 2 2 11
10 (3 1 1 1 1 1] 3 (2 2 3 4 2 2
12 12 1 1 1 1 2] 3 |2 2 1 3 3 2
%6 (1 1 1 1 1 136 (1 1 1 1 1 1
1812 1 1 1 1 1|3 |5 5 5 4 3 3
19 |4 4 2 4 2 2| 40 |5 4 4 4 2 2
20 |4 4 4 2 1 1
210111 2 1 1
2 11 11 2 1 2

Alle 4 Tests zeigen, dass die Behandlung (Y) zu signifikant niedrigeren Schmerz-
Scores zu den Zeitpunkten 2 und 4 fiithrt. Zu den Zeitpunkten 3 und 5 findet der
Permutationstest, der Bootstraptest und die ¢-Approximation einen signifikanten
Behandlungseffekt, nur der Likelihood-Ratio-Test nicht. Zu Zeitpunkt 1 ist noch
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kein signifikanter Unterschied festzustellen und zu Zeitpunkt 6 deckt nur der Boot-
straptest einen signifikanten Einfluss der Behandlung auf.

Tabelle 3.5: Adjustierte p-Werte fiir die Schulter-Schmerz-Studie. Signifikante Werte sind

fett gedruckt.

Zeitpunkt | relativer Effekt | 02 0% | Pperm Ppoor Dpapprox | PLr
1 0.630 52 21.6 1 1 1 1
2 0.792 5.7 10.3 | 0.0444 | 0.0360 0.0216 | 0.0462
3 0.789 4.2 129 0.0450 | 0.0114 0.0348 | 0.0522
4 0.828 3.1 12.9 | 0.0258 | <0.0001 | 0.0114 | 0.0282
5) 0.799 0.6 13.8 | 0.0246 | 0.0042 0.0228 | 0.2604
6 0.740 2.9 153 0.1224 0.0324 0.1308 0.1476

3.7 Zusammenfassung

Der hier vorgestellte studentisierte Permutationstest, basierend auf der Zwei-Stich-
proben-Rangstatistik von ( ), scheint eine robuste und weit-
hin anwendbare Methode zu sein. Unsere Simulationsstudie zeigt, dass dieser Per-
mutationstest unempfindlich ist beziiglich nicht symmetrischer Verteilungen, z.B.
wenn die zugrunde liegenden Verteilungen schief oder bimodal sind. Dabei hilt der
Permutationstest das Niveau unter der Hypothese recht gut ein und erreicht eine
hohe Giite unter der Alternative, selbst wenn die Stichprobenumfinge sehr klein
(bis 7 pro Gruppe) oder sehr verschieden sind (z.B. n; = 7, ny = 15). Andere Me-
thoden, die fiir kleine Stichprobenumfinge empfohlen werden, haben vergleichbare
Eigenschaften, zeigen aber Tendenzen zu liberalem (t-Approximation) oder konser-
vativem (Bootstraptest) Verhalten, insbesondere bei kleinen Stichprobenumfingen.
Diese Effekte konnten durch die Verwendung verschiedener Varianzschitzer entste-
hen. So ist der fiir die t-Approximation verwendete Varianzschitzer eine Approxima-
tion, die vom parametrischen Fall iibernommen wurde. Der Bootstraptest von
( ) andererseits basiert auf der Welch-Statistik und verwendet den
entsprechenden Varianzschatzer. Besonders problematisch ist die Verwendung von
Adjustierungsverfahren bei Multiplizitdt mit der t-Approximation. Thre empirischen
Niveaus weisen gerade bei kleinen nominalen Niveaus recht grofte Abweichungen auf.
Niveau und Giite des Likelihood-Ratio-Tests sind vergleichbar mit den Werten des
Permutationstests. Fiir bimodale Verteilungen ist der Likelihood-Ratio-Test aller-
dings etwas liberal und bei Stichprobenumfang sieben in beiden Gruppen war der
Maximum-Likelihood-Schétzer in bis zu 173 von den 10’000 Simlationsdurchgingen
nicht berechenbar.
Fiir groke Stichprobenumfinge konvergiert die Permutationsverteilung des stu-
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dentisierten Permutationstests gegen eine Normalverteilung. Damit erfiillt der Per-
mutationstest asymptotisch die Invarianzeigenschaft und ist fiir grofses /V ein giiltiger
Permutationstest.

Da beziiglich der Verteilungen der Stichproben nur triviale Annahmen nétig
sind, ist dieser Permutationstest auch auf ordinale Daten und Scores anwendbar.
Zur Durchfithrung des Tests wurde ein SAS-IML Makro erstellt, dessen Verwen-
dung im Anhang B n&her erliutert wird. Das Makro kann auf der Web-Seite der
Abteilung Medizinische Statistik der Universitat Gottingen heruntergeladen werden

( , 2006).
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4 Robuste Konfidenzintervalle fur
den Shift-Effekt in

heteroskedastischen Stichproben

Viele der gebrduchlichen statistischen Methoden setzen voraus, dass die zu ana-
lysierenden Effekte rein additiv sind. Das entspricht in vielen Situationen auch der
Vorstellung des Anwenders der Modelle. Eine besondere Stellung unter den additiven
Modellen nimmt das Lokationsmodell ein. Im Zwei-Stichprobenfall betrachten wir
ny Beobachtungen Xy, k = 1,...,ny in der ersten Gruppe und n, Beobachtungen
Xok, k=1,...,no in der zweiten Gruppe. Sei

Xlk u;i\.lv. F17 kzl,...,nl, XQ[ u.fi\.JV. FQ, lzl,...,ng.
Gilt dann fiir eine Verteilungsfunktion F'
F(z) = Fi(x) und F(z—0)=Fy(x), z,0€R,

so liegt ein Lokationsmodell vor. Wenn wie hier vorausgesetzt wird, dass sich die
Verteilungsfunktionen F; ausschlieflich beziiglich einer Verschiebung (Shift) 6 unter-
scheiden, bezeichnen wir das Modell als reines Lokationsmodell. Die parametrische
Hypothese fiir den Shift-Effekt Hy : 6 = 0 ist im reinen Lokationsmodell dquivalent
zur nichtparametrischen Hypothese Hy : F; = F5. Bei stetiger Verteilungsfunktion
F' ist der Hodges-Lehmann-Schétzer (siehe Abschnitt 4.1) ein robuster und asymp-
totisch erwartungstreuer Schétzer fiir den Shifteffekt 6 ( ).

Aufer der Angabe des Punktschétzers fiir den vorliegenden Shlfteffekt beno-
tigt man zu dessen Bewertung noch weitere Informationen, zum Beispiel iiber die
Varianz und Grofse der betrachteten Stichproben. Aus diesem Grund fordern die Zu-
lassungsbehorden fiir Medizinische Produkte wie beispielsweise die “Furopean Agen-
cy for the Evaluation of Medical Products” (EMEA) in ihren Guidelines und PtC
(Points to Consider) fiir klinische Studien die Angabe von Konfidenzintervallen fiir
die geschitzten Effekte: ,Estimates of treatment effects should be accompanied by
confidence intervals, whenever possible (...)“ ( , ).

Da wir insbesondere an Methoden interessiert sind, die fiir kleine Stichproben-
umfinge geeignet sind, betrachten wir nur Verfahren, die keine spezielle Verteilung

45



4 Robuste Konfidenzintervalle fiir den Shift-Effekt

der Daten voraussetzen. Ein solches Konfidenzintervall fiir den Shift-Effekt wur-
de von ( ) vorgestellt. Die Konstruktion beruht auf dem Zusammen-
hang der Verteilungen des Hodges-Lehmann-Schétzers fiir den Shift-Effekt und der
Wilcoxon-Rangsumme

n2
RQ. = Z ng, wobel RQk = Rang{ng]Xik, 1 = 1’2’ k = 17 L 77%.}’

k=1

der unter bestimmten Annahmen besteht (vgl. Abschnitt 4.2). Die daraus resul-
tierenden Konfidenzintervalle werden wir als Hodges-Lehmann-Konfidenzintervalle
bezeichnen. Eine andere Konstruktionsmethode fiir ein robustes Konfidenzintervall
fiir den Shift-Effekt 6 wurde von ( ) beschrieben. Dieses Verfahren beruht
auf einer linearen Rangstatistik und wird in Abschnitt 4.3 naher erldutert. Diese
beiden Verfahren setzen ein reines Lokationsmodell voraus.

Wir wollen diese restriktive Annahme etwas erweitern und unterschiedliche Vari-
anzen in den beiden Gruppen zulassen. Dieses Modell nennen wir Lokations-Skalen-
Modell, wobei fiir eine Verteilungsfunktion F' folgendes gelte:

Fi(x)—F(x_m), i=12 1R,
0i

wenn y; der Erwartungswert und o? die Varianz in der i-ten Stichprobe ist. Zur Kon-
struktion eines Konfidenzintervalls fiir den Shift-Effekt § = po — 11 in diesem Modell
erweitern wir die Konstruktionsmethode von ( ). Dies ist moglich, weil das
Verfahren von Bauer allgemein fiir lineare Rangstatistiken formuliert ist. Durch die
zugelassene Heteroskedastizitdt der Gruppen haben wir im nichtparametrischen Mo-
dell wiederum ein Behrens-Fisher-Design. Wir betrachten deshalb die nichtparame-
trische Hypothese Hy : p = %, die in der klassischen nichtparametrischen Hypothese
fiir reine Lokationsmodelle Hy : F} = F;, enthalten ist. Zur parametrischen Hypo-
these Hy : 6 = 0 ist die Hypothese Hy : p = % aquivalent, wenn die Verteilungs-
funktionen F; symmetrisch, stetig und in p; invertierbar sind (vgl. Abschnitt 2.2).
Unter Verwendung der Teststatistik T (vgl. Gleichung 3.2) kénnen wir dann das
Konfidenzintervall nach dem Vorschlag von ( ) berechnen. Fiir die dafiir
benétigten Quantile der Teststatistik schlagen wir hier unter anderem vor, die Quan-
tile der Permutationsverteilung von T zu benutzen. Dass in einer Behrens-Fisher-
Situation ein asymptotisch giiltiger Permutationstest durchgefiihrt werden kann,
wurde in Abschnitt 3.3 durch einen Grenzwertsatz fiir die Permutationsverteilung
der Teststatistik 7T bewiesen. Das dieser Test auch fiir kleine Stichprobenumfan-
ge gute Eigenschaften hat, zeigen die Simulationsergebnisse in Abschnitt 3.5. Dies
rechtfertigt die Verwendung der Permutationsquantile zur Berechnung des Konfi-
denzintervalls. Die Simulationsstudie zur Uberdeckungswahrscheinlichkeit aller vor-
gestellten Konfidenzintervalle zeigt, dass das Bauer-Konfidenzintervall mit Permu-
tationsverteilungsquantilen die besten Ergebnisse erreicht.
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4.1 Modell

Dadurch, dass wir fiir unser Konfidenzintervall unterschiedliche Varianzen in
den beiden Gruppen zulassen kdnnen, erweitern sich auch die Anwendungsmaglich-
keiten. Eine Anwendung, auf die wir speziell eingehen werden und die in der Praxis
haufig auftritt, sind 2 x 2-Split-Plot-Designs. Ein solches Design liegt beispielsweise
vor, wenn die Verdnderung einer Variable gegeniiber einer Baseline-Messung dieser
Variable betrachtet werden soll. Ist X;;; die Baseline-Messung des k-ten Patienten
aus Gruppe ¢ und X2 die Messung des gleichen Patienten nach der Behandlung, so
betrachten wir die Differenz gegeniiber Baseline D;;, = X;xo — Xjx1. Die Differenzen
D), wollen wir dann auf einen Shift-Effekt zwischen den Gruppen (i = 1,2) untersu-
chen. Die Annahmen an die Abhéngigkeitsstruktur und die Verteilungsfunktionen
werden in Abschnitt 4.6 diskutiert.

Zunichst wird nun im néchsten Abschnitt (4.1) das zugrunde liegende Modell
beschrieben. Danach stellen wir fiir das reine Lokationsmodell die klassischen Kon-
fidenzintervalle nach ( ) (Abschnitt 4.2) und die Intervalle nach
( ) (Abschnitt 4.3) vor. Fiir moglicherweise heteroskedastische Gruppen schla-
gen wir in Abschnitt 4.4 drei Intervalle mit verschiedenen Quantilen vor, die auf der
Konstruktion nach Bauer beruhen und demonstrieren die Berechnung aller vorge-
stellten Intervalle in Abschnitt 4.5. Die Anwendung auf das 2 x 2-Split-Plot-Design
diskutieren wir in Abschnitt 4.6. Eine Simulationsstudie (Abschnitt 4.7) und zwei
Anwendungen (Abschnitt 4.8) vergleichen die Eigenschaften aller betrachteten In-
tervalle.

4.1 Modell

Wir betrachten zwei Gruppen mit insgesamt N = n; + ns unabhéngig verteilten
Zufallsvariablen. Dabei sei

Xlk u.fi\.-lv. F17 kZ:]_,...,nl, ng u.fi\.-‘v. F27 k:]_,...,ng.
Gilt fiir F, F5 ein reines Lokationsmodell, so ist

Fi(x)=F(x—p) und Fy(x)=F(x—p), z€R (4.1)

fiir eine Verteilungsfunktion F', wobei u; der Erwartungswert der Verteilungsfunktion
F; sei. Im Lokations-Skalen-Modell sind auferdem verschieden Varianzen zugelassen,

das heift:
Fi(z) :F(x_‘”) und  Fi(z) :F<x_“2>, (4.2)

01 02

wenn o7 die Varianz der Verteilungsfunktion F; ist.

Fiir beide Konstruktionsmethoden (Lehmann, Bauer) miissen wir voraussetzen,
dass die Verteilungsfunktionen F; stetig sind, also Bindungen mit Wahrscheinlichkeit
Null auftreten.
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Fiir die Anwendung der Konstruktionsmethode nach Bauer im Lokations-Skalen-
Modell miissen wir fiir die Verteilungsfunktionen F; auflerdem voraussetzen, dass sie
symmetrisch und am Erwartungswert p; invertierbar sind. Diese Voraussetzungen
sind fiir dieses Modell notwendig, um die Aquivalenz der Hypothesen Hy : 6 = 0
und Hy : p = 5 zu gewihrleisten (vgl. Abschnitt 2.2).

Bildet man nun die paarweisen Differenzen zwischen den beiden unabhéngigen
Gruppen

Akzl:XZkz_Xlla k‘zl,...,ng,lzl,...,m

so sind diese im reinen Lokationsmodell symmetrisch um den Shift-Effekt 0 = po—pq
verteilt. Dann ist

0= Median{Ag, k=1,...n9, 1l =1,... 01}

ein robuster und asymptotisch erwartungstreuer Schitzer fiir 6. 0 bezeichnen wir als
Hodges-Lehmann-Schitzer fir Shift-Effekt. Im Lokations-Skalen-Modell ist die Ver-
teilung der paarweisen Differenzen nicht symmetrisch, dennoch ist # asymptotisch

erwartungstreu ( : ).
Wir werden nun in den folgenden Abschnitten die Konstruktion der Konfidenz-
intervalle nach ( ) und nach ( ) skizzieren. Bei beiden Kon-

struktionsmethoden sind die Intervallgrenzen Elemente der Menge der paarweisen
Differenzen {Ag, k=1,...n9, 1l =1,... 01}

4.2 Konfidenzintervalle nach Hodges-Lehmann

Es gelte das in (4.1) beschriebene reine Lokationsmodell fiir die Verteilungsfunktio-
nen F;. Fiir die Konstruktion des Konfidenzintervalls nach ( ) werden
zunéchst alle M = n, - ny paarweisen Differenzen Ay = X5, — Xy, berechnet und
aufsteigend sortiert:

Agy < = Ay

Wir betrachten nun die Zufallsvariablen

X =1
Zik = t Z
ng—g 1=2

und bestimmen R;;, den Gesamtrang von Z;., sowie RE,?, den internen Rang von
Z;i, innerhalb der n; Zufallsvariablen Z;y,...,Z;,, einer Gruppe ¢ = 1,2. Durch die
Annahme des reinen Lokationsmodells fiir 7 und F, gilt also fiir die Z;

w.i.v.

Z1ku>iév'ﬁ1,k:1,...,n1 Ly~ E,l:l,...,ng

wobel

Fi(z) = Fy(z) = F(z), z€R.
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Die Zufallsvariablen Z;; sind also unabhéngig und identisch verteilt. Die Verteilung
der geordneten Differenzen A(; kann nun mithilfe der Verteilung der Wilcoxon-
Rangsumme R, = ), Ry bestimmt werden. Fiir ein beliebiges u € N bedeutet
Ay < 0, dass mindestens M — u der paarweisen Differenzen Ay, kleiner oder gleich
0 sind. Das heifst,

P(A(u) S 0) =P (ZZC(XQk _Xll — 9) S M—u) .

k=1 I=1

Da nach Definition

ni ni

ZC(X% — Xy —0)= ZC(sz —Zy) = n1ﬁ1<X2k) = Roy, — Réi)

=1 =1

und
ng 1
> R~ B = Ro— R = Ry - "2 D,
k=1
folgt:
na(ng + 1)
P(Aw <0)=P Rg,—TSM—u .
Entsprechend erhalten wir ebenso:
1
P(Au > 0) =P (RQ,—% ZM—u+1).

Wir kénnen nun entweder die asymptotische Verteilung der Wilcoxon-Rangsumme
oder ihre exakte Verteilung verwenden, um die Quantile zur Berechnung der Kon-
fidenzintervalle zu bestimmen. Die rechtsseitig-stetige Version der exakten Vertei-
lungsfunktion F}, von Ry erhélt man aus der Permutationsverteilung. Sei h(s, na, N)
die Anzahl der mdéglichen Aufteilungen der X;. auf die beiden Gruppen, die zur
Rangsumme Ry = s fiihren. Dann gilt unter Hy : F; = F,

h(s,na, N)
(22)

wobei h(s,ng, N) rekursiv durch folgende Formel bestimmt werden kann:

P(RQ = 8) =

h(s,m,N) =h(s,m,N —1)+h(s—N,m—1,N —1)
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mit den Startwerten:
h(s,m,N)=0 firs<0

1 s=m(m+1)/2
h(s,m,m) - {O sonst
1 s=0

0 sonst.

h(s,O,N):{

Daraus kann Fy, fiir € R nach folgender Formel bestimmt werden:

1
F%_/(x|n2a N) = 7Ny Zh(87n27N)‘

() =

Einen Beweis der Rekursionsformel findet man z.B. in ( ).
Die Permutationsquantile sind dann fiir ¢ € (0, 1) definiert als:

wy(ng, N) =max{z =1,...,N(N +1)/2 | Fj/,(x|na, N) < q}.

Damit konnen wir aus den geordneten paarweisen Differenzen A;) die Grenzen des
Konfidenzintervalls Zii** = [Af), A{,) bestimmen, wobei sich die Indizes U und
O wie folgt berechnen:

U =M +ny(ns+1)/2 — wi_a/2(n2, N),
0O=M +n2(n2 + 1)/2 +wa/2(n2,N).

Aus der Rekursionsformel fiir die Verteilungsfunktion Fji, ldsst sich ein Shift-Al-
gorithmus zur schnellen Berechnung ableiten, der von ( )
vorgestellt wurde.

Auferdem kann man die asymptotische Verteilung der Wilcoxon-Statistik ver-
wenden, um die Quantile zu bestimmen. Die asymptotische Verteilung ist unter
Hy: F| = F; eine Standardnormalverteilung:

(}_%2, - El.) NiN2 N—oo
,/ U~ 0,1).
N(N+1) N — N( Y )

12

Dabei wird verwendet, dass bei stetigen Verteilungen keine Bindungen auftreten
und der Varianzschitzer der WMW-Statistik dann den Wert 6% = N(zl\[;l) annimmt.
Der Beweis der asymptotischen Normalitidt der Wilcoxon-Statistik kann mithilfe des
Asymptotischen Aquivalenzsatzes (vgl. Anhang Satz A.1) gefiihrt werden (

) ). Die Grenzen des asymptotischen Hodges-Lehmann-Konfidenzin-

tervalls
Tigm = (87, A)
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4.3 Konfidenzintervalle nach Bauer

werden dann mithilfe des 1 — a/2-Quantils der Standardnormalverteilung Ul—/2
bestimmt. Die Indizes U, O € {1,..., M} sind bestimmt durch die Forderung, dass
der Index U derjenige ist, der am néchsten an

nng " [ning(N + 1)
2 1-a/2 12

liegt und O derjenige Index, der am néchsten an

ning nan(N + 1)
5 + Ui—ay21/ 19

liegt.

4.3 Konfidenzintervalle nach Bauer

In ( ) wird eine alternative Methode zur Berechnung von Konfidenzinter-
vallen fiir den Shift-Effekt beschrieben. Die Konstruktion dieser Konfidenzintervalle
beruht auf einer beliebigen linearen Rangstatistik 7', die geeignet ist, die Hypothese
Hy . Fy = F, gegen die Alternative eines Shift-Effekts zu testen. Auch hier set-
zen wir fiir die Verteilungsfunktionen F; das reine Lokationsmodell (4.1) voraus. Sei
X = (11, - - - ,T1py,T21, - - - ,Tap, )" der Vektor einer Realisation des Zufallsvektors X.

Man kann die lineare Rangstatistik 7' = T'() als eine Funktion von zy; und o, —
0 auffassen, das heifit letztlich als eine Funktion des Shift-Effekts 6. Das gesuchte
Konfidenzintervall ist dann die Menge

{01T(0) ¢ Ca},

wobei C, der Ablehnungsbereich des betrachteten Tests mit Statistik 7" zum Ni-
veau « € (0, 1) ist. Als Funktion in 6 ist T" eine Treppenfunktion mit Spriingen
ausschlieklich in den Punkten {Ay = zop — 21}
Man berechnet zunéchst alle M = ny - ng Werte {Ay = zox — x1;} und sortiert
sie aufsteigend:
Agy < = B

Dann berechnet man die Werte von T an den Stellen zy;, [ = 1,...,ny, w91, — A, k =
1,...,ng, wobei A gerade rechts von der j-ten Ordnungsstatistik von (A, liegt.
Dann erhélt man eine absteigende Folge von Werten der Teststatistik

T(A)ay 2 - =2 T(A) ).

Auferdem bestimmt man die Quantile der Verteilung der Teststatistik T, beispiels-
weise die Quantile der asymptotischen Verteilung von T'. Dabei sei v;_, /o das obere
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4 Robuste Konfidenzintervalle fiir den Shift-Effekt

Quantil und v, /2 das untere Quantil zum Niveau . Die Grenzen des Konfidenzinter-
valls ergeben sich dann wieder als diejenigen der geordneten paarweisen Differenzen
Ay, die Index U bzw. O haben. Dabei bestimmt man U € {1,..., M} durch

U = max{i|T(A)s) < vi—as2}
und entsprechend O € {1,..., M} aus
O = max{i[T(A)) < vaa},

so dass das Konfidenzintervall gerade Zg = [A1y, A(o)) ist.

4.4 Konfidenzintervalle nach Bauer fiir
heteroskedastische Gruppen

Wie anfangs erwidhnt wollen wir in den unabhéngigen Gruppen unterschiedliche Va-
rianzen zulassen. Moglicherweise gilt also fiir die Zufallsvariablen Xy, [ =1,... nq,
Xok, k=1,... ny, dass Var(Xy1) = 0? # 02 = Var(Xy) ist. Wir setzen also voraus,
dass das Lokations-Skalen-Modell (4.2) fiir die Verteilungsfunktionen F; gilt und be-
trachten die Hypothese Hy : 8 = 0. Durch die Symmetrie- und Stetigkeitsannahmen
an die Verteilungsfunktionen Fj, sowie die Forderung, dass F; in pu; invertierbar ist,
ist diese Hypothese dquivalent zur nichtparametrischen Hypothese Hy : p = %

Die Konstruktionsmethode von ( ) kann auch fiir Konfidenzintervalle
dieser erweiterten Hypothesen verwendet werden, weil sie nicht fiir eine feste Test-
statistik formuliert wurde. Die Formulierung der Hypothese mit dem relativen Effekt
legt nahe, die Statistik T (vgl. Gleichung 3.2) zu verwenden. Sie ist eine lineare
Rangstatistik und geeignet, die Hypothese p = % zu testen, so dass sie alle gestellten
Anforderungen erfiillt.

Man berechnet die Werte der Teststatistik an den Stellen x; und an den um
die Differenz A verschobenen Stellen xor, — A, kK =1,... ny, wobei A gerade rechts
von einer der geordneten paarweisen Differenzen Ay < -+ < Ay liegt. Fiir alle
paarweisen Differenzen Ay, erhalten wir so einen zugehdrigen Wert der Teststati-
stik T. Auferdem bendtigen wir zur Konstruktion der Intervalle noch die Quantile
der Verteilung der Statistik. Wie wir in Kapitel 3 gesehen haben, ist T unter
Hy:p= % asymptotisch standardnormalverteilt. Man konnte also das Quantil der
Standardnormalverteilung u;_,/» verwenden. Fiir kleine Stichprobenumfénge schla-
gen ( ) vor, statt der Normalverteilung eine ¢-Verteilung mit
geschétztem Freiheitsgrad (vgl. Gleichung 3.3) zu verwenden. Wir kénnen also auch
t-Verteilungsquantile benutzen. Aufterdem laft sich wiederum die Permutationsver-
teilung von T bestimmen und daraus die Quantile berechnen. Obwohl wir unter
der Hypothese lediglich p = % fordern und somit fiir die beiden Gruppen nicht
voraussetzen, dass die Verteilungen identisch sind, kénnen wir fiir diese Hypothese
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einen asymptotisch giiltigen Permutationstest durchfiihren. Wie in Abschnitt 3.3
gezeigt, erfiillt dieser Permutationstest asymptotisch die geforderte Invarianzeigen-
schaft, weil die Teststatistik T eine standardisierte Statistik ist. Dass die Permu-
tationsverteilung - zumindest fiir das Treffen der Testentscheidung - auch fiir kleine
Stichprobenumfinge geeignet ist, haben die Simulationen in Kapitel 3.5 gezeigt.

Zur Berechnung der Permutationsverteilungsquantile wenden wir die Permuta-
tionen m € Sy auf den Vektor aller N Beobachtungen x an:

X = (SL’W(H), e ,Iﬂ(lm), Iﬂ(gl), . ,Jiﬂ(gm)).

Fiir jeden permutierten Vektor x, berechnen wir Ty (x,) und sortieren alle auf diese
Weise berechneten N! Werte aufsteigend. Da die Verteilungsfunktionen nach Vor-
aussetzung stetig sind, gibt es mit Wahrscheinlichkeit 1 tatsichlich N! verschiedene
Permutationen. Die Quantile entsprechen dann dem U und O groften Wert, das
heifst

Vi—as2 = Tn(Xs)(0) mit O = |N!-(1-a/2)],
Vo2 = TN(Xz)y mit U= |N!-(a/2)].

Wir haben also drei Moglichkeiten fiir die Wahl der Quantile v1_q /2, va/2 von Ty
und damit fiir die Berechnung von Konfidenzintervallen nach Bauer, die auf dieser
Statistik basieren:

e iiber die asymptotische Verteilung von Ty:
— Normalverteilung: Zg°™ = [AGA™, AG™),

_ t—Verteilung: I]‘;—approx — [A‘E;?proxj A‘E—Oafpm)()

e iiber die Permutationsverteilung von Tv: Zg™™" = [AG", A",

4.5 Datenbeispiel zur Berechnung der
Konfidenzintervalle

Wir wollen nun anhand eines kleinen Datenbeispiels die Berechnung der Konfiden-
zintervalle demonstrieren. Gegeben seien die folgenden Beobachtungen:

x; = (1.5,5.1,1.6,3.2,4.3)", x5 = (3.1,1.4,2.6)".

Wir haben also n; = 5 Beobachtungen in der ersten Gruppe und ny = 3 Beobach-
tungen in der zweiten Gruppe. Die Gesamt- und internen Rénge sind:

Rl = (27 87 37 67 7>/7 R2 = (57 17 4)17
R{" = (1,5,2,3,4), R =(3,1,2)
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Entsprechend ist der Rangmittelwert in Gruppe 1 R;. = 5.2 und der Rangmittelwert
in Gruppe 2 Ry = 3.33. Die geschiitzte Varianz in Stichprobe 1 betriigt 7 = 1.2 und
in Stichprobe 2 53 = 1.33, so dass der Varianzschiitzer V32 = 5.33 ist. Daraus ergibt
sich fiir die Teststatistik ein Wert von Ty = —1.106797. Der geschitzte Freiheitsgrad
fiir die t-Approximation ist f = 5.88. Die M = 5 -3 = 15 paarweisen Differenzen
Ay, und die fiir die Berechnung der Bauer-Konfidenzintervalle benétigten Werte
der Teststatistik an den Stellen x;,%y — Ay — 3, 6 = 11077 sind in Tabelle 4.1
angegeben.

Tabelle 4.1: Die Indizes der Beobachtungen (I=Gruppe 1, k=Gruppe 2), deren paarweisen
Differenzen Ay und Werte der Teststatistik T in x; und gerade rechts von
den um Ay; verschobenen Beobachtungen x,.

Index | | &k Akl TN(Xl, X9 — Akl — (5)
1 2 21]-37 4.5961941
2 5 21-29 2.3452079
3 2 3 1-25 1.7008401
4 2 1| -2 1.1355499
) 4 21-18 0.7372098
6 o 3 |-1.7 0.4423259
7 o 1]-1.2 0.1414214
8 4 31]-0.6 —0.141421
9 1 21-0.2 —0.442326
10 3 2-0.1 —1.106797
11 4 11]-0.1 —1.106797
12 1 3] 1 —1.70084
13 3 3] 1.1 —2.345208
14 1 11]15 —4.596194
15 3 1|16 —10.6066

Aus diesen Werten und den jeweiligen Quantilen der Verteilungen ergeben sich
nun die Indizes derjenigen paarweisen Differenzen Ay, die die Grenzen der zwei-
seitigen Konfidenzintervalle sind. Diese Werte sind fiir ein Niveau von a = 5% in
Tabelle 4.2 angegeben.
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Tabelle 4.2: Quantile, Indizes und Grenzen der Konfidenzintervalle

Quantile Indizes Grenzen
Intervall || (1 —«/2) («/2) | unten oben | unten oben
e 4.60 -4.60 1 14 3.7 1.5
g™ 1.96 -1.96 2 12 -2.9 1
Ty;oprex 2.46 246 | 1 13 | -3.7 1.1
Ia™ 1.96 1.96 1 14 3.7 15
Tgact -2.9 1.1 2 13 29 1.1

4.6 Anwendung im 2 x 2-Split-Plot-Design

In diesem Abschnitt wollen wir darstellen, wie die Annahmen, die zur Berechnung
der Bauer-Konfidenzintervalle im Lokations-Skalen-Modell nétig waren, fiir ein 2 x 2-
Split-Plot-Design lauten. Dabei betrachten wir zwei Faktoren beziiglich derer die
Versuchseinheiten eingeteilt werden konnen. Hiufig treten 2 x 2-Split-Plot-Designs
in der Form eines Vergleichs zweier Gruppen auf, wobei pro Versuchseinheit zwei
Messungen zu verschiedenen Zeitpunkten vorliegen. Deshalb werden wir spater auch
von “Zeiteffekt” sprechen, wenn der Effekt des abhingigen Faktors gemeint ist.

Zunichst formulieren wir das Modell des 2 x 2-Split-Plot-Designs. Wir betrach-
ten N unabhéngige Zufallsvektoren (vgl. Tabelle 4.3)

Xik = (Xik’lyXikQ),y 1= 1a27 k= 17 ey

Tabelle 4.3: Split-Plot-Design

Zeit
1 2
X X
1 : :
é X1n11 X1n12
c Xo11 Xonz
G . .

X2n2 1 X2n22

Fiir die Beobachtungen gelte das folgende additive Modell

Xikj = a; + B + (af)ij + €ikjs
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wobei
e «;, i = 1,2 der Gruppeneffekt,
e 3, j =12 der Zeiteftekt und
o (af);; i =12, j =12 die Wechselwirkung zwischen Zeit und Gruppe ist.

Weiterhin seien

2
€l = (5ik175ik2)/ mit E(Eik) = 0, V(J,T(Eik> = Vz = <Ti’1 Ti’212>
Ti12  Ti2
unabhéngige Vektoren von Fehlern, die innerhalb einer Gruppe (i = 1,2) identisch
verteilt sind. Dabei lassen wir ausdriicklich verschiedene (positiv definite) Kova-
rianzmatrizen V; in den beiden Gruppen und unterschiedliche Varianzen Tfj und
Kovarianzen ;12 an den beiden Zeitpunkten zu.

Die Zufallsvariablen X;;;, k =1, ... n; sind fiir eine feste Gruppe 7 und zu einem
festen Zeitpunkt j identisch verteilt. Die zugehdrigen marginalen Verteilungsfunktio-
nen bezeichnen wir mit G;;. Wir setzen voraus, dass sich die Verteilungsfunktionen
Gi; nur durch Shift-Effekte und Skalenalternativen unterscheiden, das heifit, dass
das folgende Lokations-Skalen-Modell vorliegt

L —%ij .
Gij(z) =G (T—J) ,  wobei i = a; + B + (aB)y
ij
der Erwartungswert in Gruppe ¢ zum Zeitpunkt j sei.
Da wir den Shift-Effekt zwischen den beiden Gruppen untersuchen wollen, bilden
wir zunéchst die Differenzen zwischen den zwei Beobachtungen einer Versuchsein-
heit:

Diy = Xiga — Xia
= [ — O1 + (af)ie — (af)i1 + €ik2 — €ira
= [+ fi T+ ik

Beziiglich der Differenzen Dj; ist also p der Mittelwert, p; der Gruppeneffekt und
Nik sind unabhéngige Fehlerterme mit Erwartungswert 0 und moglicherweise ver-
schiedenen Varianzen o?. Die Differenzen D;; sind damit unabhiingig und innerhalb
einer Gruppe identisch verteilt mit Verteilungsfunktion F;. Damit entsprechend die
Differenzen D;;, den Beobachtungen X, aus Abschnitt 4.4.

Fiir die Konstruktion des Bauer-Konfidenzintervalls fiir den Shift-Effekt 6 =
fo — pp zwischen den beiden Gruppen miissen wir wie in Abschnitt 4.4 fiir die
Verteilung der Differenzen D;;. ein Lokations-Skalen-Modell voraussetzen, das heifst:

Fz-<:v>=F(m_’“>, =12

0;
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4.6 Anwendung im 2 x 2-Split-Plot-Design

Zur Konstruktion des Bauer-Konfidenzintervalls miissen wir zunéchst voraus-
setzen, dass die Verteilungsfunktionen F; stetig sind. Diese Annahme miissen wir im
allgemeinen Split-Plot-Design auch weiterhin an die Verteilungsfunktionen F; der
Differenzen pro Versuchseinheit stellen. Sind die Zufallsvariablen Xj;; beziiglich des
Faktors (;, j = 1,2 unabhéngig (7; 12 = 0) und besitzen die Marginalverteilungen G;;
eine Dichte g;;, so folgt die Stetigkeit der Verteilungsfunktionen F; aus der Faltung.
Sei g;; die Dichte von — X1 und g;5 die Dichte von X9, dann ist die Dichte f; von
F; gegeben durch:

fi(d) = (gi1 * 9i2)(d) = /gil($)9i2(d —x)dr, decR,

so dass F; differenzierbar und damit stetig ist.

Um im Lokations-Skalen-Modell ein Konfidenzintervall fiir den Shift-Effekt be-
rechnen zu kénnen, miissen wir aukerdem annehmen, dass die Verteilungsfunktionen
F; symmetrisch sind. Dies ist zum Beispiel erfiillt, wenn die gleichen Bedingungen
wie fiir die Stetigkeit gegeben sind, das heift, dass die Zufallsvariablen Xj;; bezlig-
lich des Faktors 3;, 7 = 1,2 unabhéngig sind und die Marginalverteilungen G;; eine
Dichte g;; besitzen. Dariiber hinaus darf beziiglich des Faktors 3; nur ein reines
Lokationsmodell vorliegen, das heifst fiir eine Verteilungsfunktion G; mit Dichte g;
gilt:

gin(z) = gi(—r — ), gio(x) = gi(r —7i2), 7 €R,
wobei wiederum g;; die Dichte von — X, und g;» die Dichte von Xz ist. Dabei ist
g () = gi(—x — 1), weil die Verteilungsfunktion G_x einer Zufallsvariable — X in
folgendem Zusammenhang zur Verteilungsfunktion G'x der Zufallsvariable X steht:

G_x(z)=P(-X <2)=P(X >-2)=1-P(X < —z) =1-Gx(—2).
Fiir die Dichte g_x von G_x folgt dann:

g-x(z) = 2 G_x(x) = = (1 - Gx(~a)) = gx(~=).

Wir kénnen nun die Dichte f; wieder aus der Faltung bestimmen und zeigen, dass
F; um ;5 — ;1 symmetrisch ist. Fiir d € R ist:

fil(vi2 — i) +d) = (gi * gi2) (Va2 — Yir) + d)
= /91’1(35)912((%2 —7a) +d—z)dz.

Aufgrund des reinen Lokationsmodells gilt
= /gi(—l’ —71)9i(Viz — 7)) +d — . — vio)dx

= /gi(—$ — i) gi(—=7vi1 + d — x)dz.
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4 Robuste Konfidenzintervalle fiir den Shift-Effekt

Ersetze nun ¢ — =z +d

gi(—x —d— %‘1)%(—37 - %1)d$

/
/gi(’m — Y —d = — v2)ga(z)dr
/

gi2(vi2 — Yo — d — x) g1 (x)dw
= (91'1 * giz)((%z - %1) - d) = fi((%z — ) — d)

und damit ist F; symmetrisch um (7,2 — vi1)-

Um fiir das 2 x 2-Split-Plot-Design mit Lokations-Skalen-Modell beziiglich der
Differenzen D;; ein Bauer-Konfidenzintervall fiir den Shift-Effekt berechnen zu kon-
nen, miissen die Verteilungen der Differenzen F; also stetig und symmetrisch sowie im
Erwartungswert p; invertierbar sein. Dies kann entweder direkt fiir die Verteilungs-
funktionen F; der Differenzen nachgewiesen werden oder folgt unter den genannten
Voraussetzungen an die Verteilungsfunktionen Gj;.

4.7 Simulationsstudie

Im n#chsten Kapitel wollen wir mit einer Simulationsstudie die Eigenschaften der
Konfidenzintervalle nach Bauer mit den verschiedenen Moglichkeiten zur Berech-
nung der Quantile und den beiden Hodges-Lehmann-Konfidenzintervallen beziiglich
ihrer Uberdeckungswahrscheinlichkeiten vergleichen.

In dieser Simulationsstudie sollen die Eigenschaften der verschiedenen Konfi-
denzintervalle sowohl bei sehr kleinen oder sehr unterschiedlichen Stichprobenum-
fangen als auch bei verschiedenen den Beobachtungen zugrunde liegenden Vertei-
lungen analysiert werden. Dazu werden wieder die folgenden Stichprobenumfinge
verwendet:

(n1,m) € {(15,15),(15,7),(7,15),(7,7)}.

Als zugrunde liegende Verteilungen betrachten wir hier die Normalverteilung, bi-
modale Verteilungen, die jeweils als eine Mischung von zwei Normalverteilungen
gebildet werden, und Log-Normalverteilungen. Wir fiihren die Simulationen fiir ein
2 x 2-Design durch, wobei die Beobachtungen der beiden Gruppen jedes Faktors
unabhingig seien. Es wird ein Effekt fiir Faktor § von fy — 81 = 2 und ein Shift-
Effekt v — 71 = 3 verwendet. Konkret werden die folgenden Verteilungsfunktionen
Gij, 1 =12, j = 1,2 simuliert:

e Normalverteilte Stichproben:

Neben dem homoskedastischen Fall mit Varianz 1 zu beiden Zeitpunkten und
in beiden Gruppen betrachten wir den Einfluss von verschiedenen Varianzen.
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4.7 Simulationsstudie

Dabei werden die Beobachtungen bei Faktorstufe 2 des Faktors # mit einem
Faktor skaliert, der in den beiden unabhingigen Gruppen variiert:

Gll == Nn1 (Oa 1)7 G12 = Nn1 (27 2)7
G21 == an(oa 1)a G22 == Nn2(5a4)7

e Bimodal-verteilte Stichproben:
Es werden die folgenden bimodalen Verteilungsfunktionen erzeugt:

7 3

G = m Ny, (4,1) + 10 N, (8, 1),
Gy = % an(9, 1) + % Nn1(13, 1),
Gt — % Noy(2,2) + % N, (6,2),
s — % N, (4,2) + % N,y (8,2).

Da sich die Verteilungen einer Gruppe fiir die beiden Faktorstufen von Faktor 3
nur durch einen Shift unterscheiden, ist die Verteilung der Differenzen Dj, ¢ =
1,2, k=1,...,n; auch hier symmetrisch.

e Log-Normalverteilte Stichproben:
Um reine Lokationsalternativen zu erzeugen, werden fiir alle 4 Stichproben
zundchst standardnormalverteilte Zufallsvariablen erzeugt, die dann mit der
Exponentialfunktion transformiert werden. Danach werden die Zufallsvaria-
blen verschoben. Dadurch haben wir beziiglich der Faktorstufen des Faktors
[ ein reines Lokationsmodell, woraus die geforderte Symmetrie der Verteilung
der Differenzen D;; folgt.

Wir untersuchen nun die Eigenschaften der fiinf oben beschriebenen Konfidenz-
intervalle. Obwohl wir auch Szenarien betrachten, die das reine Lokationsmodell
nicht erfiillen, so dass die Voraussetzungen zur Berechnung der beiden Konfiden-
zintervalle nach Hodges-LLehmann nicht erfiillt sind, wollen wir sie zum Vergleich
dennoch immer berechnen.

Als Vergleichsmaf wird fiir jedes Konfidenzintervall die empirische Uberdeckungs-
wahrscheinlichkeit (Coverage) berechnet, das heifst die Wahrscheinlichkeit, dass der
zugrundegelegte Shift-Effekt auch im Konfidenzintervall enthalten ist:

PO eI).

Zum Vergleich werden die in Kapitel 3.5 beschriebenen Zufallsstreifen fiir die em-
pirische Uberdeckungswahrscheinlichkeit berechnet, allerdings entsprechend fiir die
nominellen Uberdeckungswahrscheinlichkeiten 1 — o, o € [0.001, 0.10]. Es werden
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10’000 Simulationen durchgefiihrt. Zur Darstellung der Simulationsergebnisse ver-
wenden wir Graphiken in denen die nominale gegen die simulierte (das heifst er-
reichte) Uberdeckungswahrscheinlichkeit aufgetragen ist (vgl. Abbildung 4.1). Dabei
entsprechen Punkte unterhalb des Zufallsstreifens Werten von liberalen Konfidenz-
intervallen, denn liberale Konfidenzintervalle sind zu schmal und erreichen deshalb
nur eine simulierte Uberdeckungswahrscheinlichkeit unterhalb der nominalen Uber-
deckungswahrscheinlichkeit. Entsprechend liegen die Kurven von konservativen Kon-
fidenzintervallen oberhalb des Zufallsstreifens, da deren Konfidenzintervalle zu breit
sind und sie eine zu hohe simulierte Uberdeckungswahrscheinlichkeit haben.

-
o
o

o o o
© © O
X o @

o
©
N

simulierte Coverage

o
©
S

090 092 094 09 098 1,00
nominale Coverage

Abbildung 4.1: Coverage-Simulationen: Schematische Darstellung und Interpretation

Zur Berechnung der Permutationsquantile werden bedingte Monte-Carlo-Simu-
lationen verwendet, indem 10’000 zufillige Permutationen auf die Differenzen Dy, k =
1,...,n4, ¢« = 1,2 angewendet werden. Bei Bestimmung der Permutationsquantile er-
setzen wir den Varianzschétzer wiederum durch N/(2nins), wenn dieser Null wird,
weil die Gruppen komplett getrennte Wertebereiche annehmen (vgl. Kapitel 3.5).

Bei den Hodges-Lehmann-Konfidenzintervallen fillt die mit sinkendem Stich-
probenumfang zunehmend ausgepriigte Treppenform der Uberdeckungskurven auf.
Die Ursache dafiir liegt in der Konstruktion der Konfidenzintervalle. Bei der Berech-
nung der Indizes der Intervallgrenzen gehen aufser dem Stichprobenumfang keine
weiteren Merkmale der Stichproben ein. Die Quantile werden lediglich mit einem
nur vom Stichprobenumfang abhéngigen Term multipliziert bzw. um einen solchen
Term verschoben. Deshalb nehmen die Konfidenzintervallgrenzen erst dann einen
neuen Wert an, wenn sich das Niveau um so viel gedndert hat, dass der Index ei-
ne neue der paarweisen Differenzen A;) erreicht. Die Werte der Indixes nehmen fiir
steigende nominale Uberdeckungswahrscheinlichkeit also monoton zu (oberer Index)
bzw. ab (unterer Index). Dadurch wird die nominale Uberdeckungswahrscheinlich-
keit der beiden Hodges-Lehmann-Intervalle kurz vor und kurz nach einem Sprung
des Indizes insbesondere bei kleinem Stichprobenumfang erst unter- und dann iiber-
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troffen. Bei der Berechnung der Konfidenzintervalle nach der Methode von

( ) wird dagegen fiir jede nominale Uberdeckungswahrscheinlichkeit der Index
der paarweisen Differenzen bestimmt, fiir den der Wert der Teststatistik am néchsten
am Quantil liegt. Dadurch wird fiir jedes Niveau ein passender Index fiir die Grenzen
des Intervalls ausgewéhlt und es werden eventuell nicht kontinuierlich fallende bzw.
steigende Indizes verwendet. Die beschriebene ausgeprigte Treppenform tritt auch
bei den als ,exakt® bezeichneten Hodges-Lehmann-Konfidenzintervallen auf. Die-
se Intervalle werden mithilfe der Quantile der exakten Permutationsverteilung der
Wilcoxon-Rangsumme bestimmt. Da ihre Grenzen dann aber iiber den Index aus ei-
ner Menge geordneter Differenzen ausgewahlt werden (vgl. Abschnitt 4.2) entspricht
ihre empirische Uberdeckungswahrscheinlichkeit dennoch nicht genau der nominalen
Uberdeckungswahrscheinlichkeit.

4.7.1 Normalverteilte Stichproben

Betrachten wir fiir normalverteilte Stichproben zunéchst den heteroskedastischen
Fall. Bei Stichprobenumfang 15 in beiden Gruppen liegen die Uberdeckungskurven
der Bauer-Konfidenzintervalle mit Permutations- und ¢-Verteilungsquantilen sowie
die Kurve des Hodges-Lehmann-Konfidenzintervalls mit Normalverteilungsquantilen
und ab einer nominalen Uberdeckungswahrscheinlichkeit von 96% auch die des ex-
akten Hodges-Lehmann-Intervalls sehr dicht beieinander und verlaufen entlang der
unteren Zufallsstreifengrenze (Abbildung 4.2(a)). Das Bauer-Intervall mit Normal-
verteilungsquantilen ist liberal.

Bei nur 7 Beobachtungen in beiden Gruppen werden die Unterschiede zwischen
den Intervallen deutlicher (Abbildung 4.2(a)). Von der starken Treppenform abgese-
hen verliuft die Uberdeckungskurve des Intervalls mit Normalverteilungsquantilen
im Mittel entlang der unteren Zufallsstreifengrenze, wihrend das exakte Intervall
liberal ist. Die Uberdeckungskurve des Bauer-Konfidenzintervall mit Permutations-
quantilen verlauft sehr dicht entlang der unteren Grenze des Zufallsstreifens, wah-
rend die Intervalle mit Normal- bzw. t-Verteilungsquantilen sehr bzw. etwas liberal
sind.
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Abbildung 4.2: Simulierte gegen nominale Uberdeckungswahrscheinlichkeit bei normalver-
teilten Stichproben, durchgezogene Linien stellen die Zufallsstreifen dar.

Bei 7 Beobachtungen in der Gruppe mit geringer Varianz und 15 Beobachtun-
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gen in der anderen Gruppe (Abbildung 4.2(c)) liegt die Uberdeckungswahrschein-
lichkeit des Bauer-Konfidenzintervalls mit Permutationsquantilen knapp unterhalb
der oberen Grenze des Zufallsstreifens. Die Kurven der Hodges-Lehmann-Intervalle
sind ebenfalls nach oben verschoben, so dass das Intervall mit Normalverteilungs-
quantilen nun etwas konservativ wird, wahrend die Kurve des exakten Intervalls
recht genau innerhalb des Zufallsstreifens liegt. Tritt die grofere Varianz in der klei-
neren Stichprobe auf (Abbildung 4.2(d)), so verliduft die Uberdeckungskurve des
Bauer-Intervalls mit Permutationsquantilen wieder entlang der unteren Zufallsstrei-
fengrenze, wihrend beide Hodges-LLehmann-Intervalle hier liberal sind. Die Kurven
der Bauer-Konfidenzintervalle mit Normal- und ¢-Verteilungsquantilen verlaufen bei
ungleichen Stichprobenumfiangen in beiden Fillen mehr (Normalverteilungsquantil)
oder weniger (¢-Verteilungsquantil) weit unterhalb der unteren Zufallsstreifengrenze.

Zum Vergleich haben wir auferdem ein reines Lokationsmodell, das heift ho-
moskedastische Gruppen simuliert. Hier haben die Uberdeckungskurven bei gleichen
Stichproben einen nahezu identischen Verlauf wie wenn die beschriebene heteroske-
dastische Varianzstruktur angewendet wird. Fiir ungleiche Stichprobenumfinge sind
bei Vergleich von Abbildungen 4.2(c) und Abbildung 4.2(e) fiir die Bauer-Intervalle
nur sehr geringe Unterschiede zu erkennen. Die Kurven der Hodges-L.ehmann Konfi-
denzintervalle sind bei Simulation gleicher Varianzen etwas nach unten verschoben,
so dass das Intervall mit Normalverteilungsquantilen die nominale Uberdeckungs-
wahrscheinlichkeit im Rahmen des Zufallsstreifens recht genau trifft, wihrend das
exakte Intervall etwas liberal ist. Obwohl hier die Voraussetzungen fiir die Berech-
nung der Konfidenzintervalle nach ( ) erfiillt sind, zeigen
sie trotzdem keine klare Uberlegenheit zu den Konfidenzintervallen nach Bauer. Ei-

ne Zusammenfassung der Eigenschaften aller fiinf Konfidenzintervalle findet sich in
Tabelle 4.4.

Tabelle 4.4: Eigenschaften der Konfidenzintervalle bei Normalverteilung. ZS = innerhalb
des Zufallsstreifens, ZS/lib — teilweise innerhalb des Zufallsstreifens/teilweise
liberal, lib=liberal, kons=konservativ.

Varianzstruktur | ny, no H e ‘ Zporm ‘ FAC H Zporm ‘ Teact ‘

15, 15 7S
homo- 7, 7 0 o ZS/lib n e
skedastisch 7, 15 N = lib N -
15, 7 lib
15, 15 7S ZS/lib lib lib
hetero- 7, 7 ||ZS/lib| = lib ZS/lib | lib
skedastisch 7, 15 7S - lib kons 7S
15, 7 || ZS/lib lib lib lib
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4 Robuste Konfidenzintervalle fiir den Shift-Effekt

4.7.2 Bimodal-verteilte Stichproben

Sind die zugrunde liegenden Verteilungen bimodal und ist der Stichprobenumfang in
beiden Gruppen gleich, so verlaufen die Uberdeckungskurven aller fiinf Konfidenz-
intervalle sehr &hnlich wie bei zugrunde liegender Normalverteilung (Abbildungen
4.3(a) und (b)).

Bei Stichprobenumfang 15 in der Gruppe mit der grofseren Heteroskedastizitét
sind die Uberdeckungskurven aller Intervalle gegeniiber normalverteilten Beobach-
tungen etwas weiter nach oben verschoben, ohne dass dies die Interpretation dndert
(Abbildung 4.3(¢)). Im umgekehrten Fall mit dem geringeren Stichprobenumfang
bei grokerer Varianz sind alle Kurven entsprechend ein klein wenig nach unten ver-

schoben (Abbildung 4.3(d)).
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Abbildung 4.3: Simulierte gegen nominale Uberdeckungswahrscheinlichkeit bei bimodal-
verteilten Stichproben, durchgezogene Linien stellen die Zufallsstreifen dar.
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4.7 Simulationsstudie

4.7.3 Log-normalverteilte Stichproben

Sind die Stichproben log-normalverteilt und unterscheiden sich wie oben beschrie-
ben nur durch einen Shift-Effekt und einen Effekt fiir Faktor 3, so sind die Uber-
deckungskurven bei gleichen Stichprobenumféingen gegeniiber dem normalverteilten
Fall etwas nach unten verschoben, insbesondere bei ny = ny = 7 (vgl. Abbildungen
4.4(a) und (b)).

Ist ny = 7 und ny, = 15, so verlduft die Kurve des Bauer-Konfidenzintervalls
mit Permutationsverteilungsquantilen und die des Hodges-Lehmann-Intervalls mit
Normalverteilungsquantilen im Mittel innerhalb des Zufallsstreifens. Im umgekehr-
ten Fall sind beide Uberdeckungskurven etwas nach unten verschoben und liegen
damit auf der unteren Grenze des Zufallsstreifens. Die anderen drei Intervalle sind
in beiden Féllen liberal.
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Abbildung 4.4: Simulierte gegen nominale Uberdeckungswahrscheinlichkeit bei log-
normalverteilten Stichproben, durchgezogene Linien stellen die Zufallsstrei-
fen dar.
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4 Robuste Konfidenzintervalle fiir den Shift-Effekt

4.8 Anwendungen

4.8.1 Riickhartung des Dentins

Hier sollen die verschiedenen Konfidenzintervalle auf einen Versuch aus der Zahn-
medizin anwendet werden. In der von ( ) beschriebenen Studie
wurde der Einfluss von verschiedenen Spiillésungen auf die Riickhértung von mit
Limonade aufgeweichten Zahnproben untersucht. Dazu wurden die Zahnproben zu-
néchst in Limonade eingelegt und es wurde eine Baselinemessung (pre) durchgefiihrt.
Dann wurden die auf einer Prothese aufgebrachten Proben in den Mund der Proban-
den eingesetzt. Nach einer Wartezeit von 5 bzw. 30 Minuten spiilten die Probanden
mit einer von drei Spiillésungen und behielten die Zahnproben danach fiir weitere 4
Stunden im Mund. Nach dieser Zeit erfolgte die zweite Messung (post).

_15 _ 8
Qa © T
§ 14 _ —_ = 6
13 e 4
o
212 g
o N2
11 o 8
@ G S0
<} .
810 [] £ € .
N 0=
9
c Q
o 3 4
5 8 = Median g = Median
£ 4 4 [025%-75% S 6 [ 25%-75%
o 6 - T Min-Max o] - T Min-Max
-8
Meridol Milch
Spillésung
(a) Differenzen Post - Pre (b) paarweise Differenzen Ay,

Abbildung 4.5: Differenzen der Oberflichenhérte

Wir betrachten hier nur Zahnproben, die einer Wartezeit von 5 Minuten unter-
lagen und vergleichen nur die beiden Spiillésungen Meridol® und Milch, so dass wir
einen Stichprobenumfang von 20 Zahnproben pro Gruppe haben. Die Messgrofe ist
die Oberfldchenhérte des Dentins, die in Knoob gemessen wird. In Abbildung 4.5(a)
sind die Differenzen der Post- und Pre-Messung dargestellt. Da ihre Verteilung in
beiden Gruppen einigermafen symmetrisch ist, sind die Voraussetzungen fiir die
Berechnung der Konfidenzintervalle fiir Shifteffekte erfiillt. Die Mittelwerte und Va-
rianzen fiir die beiden Spiillésungen sind in Tabelle 4.5 aufgefiihrt.
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4.8 Anwendungen

Tabelle 4.5: Mittelwerte und Varianzen der Dentindifferenzen Post - Pre

Spiillésung \ Meridol Milch

Mittelwert 10.50 10.02
Varianz 2.60 3.43

Abbildung 4.5(b) kann man entnehmen, dass auch die paarweisen Differen-
zen Milch — Meridol Ay symmetrisch um den Median verteilt sind. Der Hodges-
Lehmann-Schétzer fiir den Shifteffekt nimmt den Wert § = —0.9 an. Die Grenzen
der vier untersuchten Konfidenzintervalle sind in Tabelle 4.6 zum Niveau 95% ange-
geben. Alle Konfidenzintervalle haben &hnliche Grenzen und enthalten alle die Null,
das heifst man kann die Hypothese Hy : 6 = 0 nicht ablehnen.

Tabelle 4.6: Grenzen der Konfidenzintervalle fiir einen Shifteffekt der Riickhértung des
Dentins bei Spiilen mit Meridol gegeniiber Spiilen mit Milch.

perm orm t-approx norm exact
Grenzen || Z 13 Iy A A

oben 0.125 0.125 0.125 0.125 0.1
unten -1.6  -1.575 -1.6 -1.6 -1.6

4.8.2 Post-Operatives Odem

Eine weitere Studie, die wir auf einen Shift-Effekt analysieren wollen, beschiftigt sich
mit der Bildung eines Odems bzw. Rétungen der Haut, die nach einem chirurgischen
Eingriff auftreten. Dabei sollte in dieser randomisierten klinischen Studie untersucht
werden, ob ein Medikament im Vergleich mit Placebo das Odem bzw. die Rétungen
schneller abklingen lasst. Es wurden jeweils 29 Patienten mit dem Medikament bzw.
Placebo behandelt. Die Zielvariable ist die Temperatur (in °C mit 10 multipliziert),
die sowohl an den operierten als auch an den nicht-operierten Hinden gemessen wur-
de. Diese Messungen erfolgten am Tag vor der Operation (Baseline) sowie am ersten,
dritten und fiinften Tag nach der Operation. Wir danken Herrn Freundenstein der
Firma Schaper & Briimmer, Salzgitter-Ringelheim, fiir die freundliche Uberlassung
dieser Daten.

Wir wollen hier nur die operierten Hinde betrachten und dabei fiir jeden Zeit-
punkt die Differenzen zur Baseline-Messung analysieren. Die Differenzen zur Baseline-
Messung sind in Abbildung 4.6 dargestellt.
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4 Robuste Konfidenzintervalle fiir den Shift-Effekt

Tag 1 - Baseline Tag 3 - Baseline Tag 5 - Baseline
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Abbildung 4.6: Histogramme der Differenzen zu Baseline

Die Temperatur steigt durch die Operation also gegeniiber Baseline in beiden
Behandlungsgruppen eher an und ist ungefahr symmetrisch, wie gefordert. Die Kon-
fidenzintervalle sollen einen moglichen Shift-Effekt zwischen den mit dem Medika-
ment behandelten Patienten und den mit Placebo behandelten Patienten aufdecken.

Die Mittelwerte und Varianzen in den beiden Gruppen sind fiir die Differenzen
aller drei Zeitpunkte in Tabelle 4.7 zusammengefasst. Die paarweisen Differenzen
Placebo — Medikament Ay, sind in Abbildung 4.7 dargestellt und auch sie sind
hinreichend symmetrisch um den Median verteilt.

Tabelle 4.7: Mittelwerte und Varianzen der Differenzen zu Baseline

\ Behandlung H Tag 1 - Baseline Tag 3 - Baseline Tag 5 - Baseline

Mittelwert Placebo 14.34 14.03 5.79
Medikament 18.14 10.83 6.93

Varianz Placebo 445.6 521.6 482.2
Medikament 366.3 390.1 281.3
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4.9 Zusammenfassung

Tag 1 - Baseline Tag 3 - Baseline Tag 5 - Baseline
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Abbildung 4.7: Paarweise Differenzen Ay, fiir die Differenzen zu Baseline

Da wir hier fiir alle 3 Zeitpunkte Konfidenzintervalle berechnen, miissen wir fiir
die auftretende Multiplizitiat adjustieren, das heifst bei Korrektur nach Bonferroni
das Niveau a = 0.05/3 = 0.0167 verwenden. Die Grenzen der adjustierten Kon-
fidenzintervalle fiir die Differenzen aller drei Tage finden sich in Tabelle 4.8. Fiir
alle drei Zeitpunkte enthalten alle fiinf Konfidenzintervalle die Null und lehnen die
Hypothesen jeweils auf dem 1.67%-Niveau somit nicht ab.

Tabelle 4.8: Grenzen der Konfidenzintervalle fiir einen Shifteffekt von Placebo — Medika-
ment fiir die Differenzen zu Baseline und Hodges-Lehmann-Schétzer fiir den

Shifteffekt
Differenz bzgl. | Grenzen || Z5™ Zporm Z*PProx gnorm  exact [ Qhift Fffekt

Tag 1 oben 9 9 9 10 10 -3
unten -17 -17 -17 -17 -17

Tag 3 oben 17 17 17 18 17 4
unten -10 -10 -11 -11 -10

Tag 5 oben 10 10 10 11 10 -2
unten -14 -14 -14 -14 -14

4.9 Zusammenfassung

Neben den klassischen Konfidenzintervallen fiir den Shift-Effekt nach ( )
mit Permutations- bzw. asymptotischer Verteilung wurden die von ( ) be-
schriebenen Konfidenzintervalle betrachtet. Die Konstruktionsmethode nach Bauer
ermoglicht es, das reine Lokationsmodell durch das Lokations-Skalen-Modell zu er-
setzen, bei dem auch Skalenalternativen zugelassen werden: F;(z) = F((x — ;) /0:),
1 = 1,2. Auf die nichtparametrischen Hypothesen iibertragen bedeutet dies, dass
wir die klassische Hypothese Hy : F; = F, durch die Hypothese Hy : p = % er-
setzen. Der heteroskedastische Fall entspricht dann wiederum einer Behrens-Fisher-

Situation. Deshalb wurde zur Berechnung der Konfidenzintervalle nach Bauer die
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4 Robuste Konfidenzintervalle fiir den Shift-Effekt

fiir diesen Fall geeignete Teststatistik T (vgl. 3.2) verwendet. Die Quantile von
Ty konnen aufer iiber die asymptotisch angenommene Normalverteilung bzw. iiber
die von ( ) fiir kleine Stichprobenumfinge empfohlene Ap-
proximation mit einer ¢-Verteilung, auch iiber die Permutationsverteilung bestimmt
werden.

Die Simulationsergebnisse zeigen, dass die Bauer-Konfidenzintervalle mit Per-
mutationsverteilungsquantilen fiir alle untersuchten Verteilungsfunktionen der Da-
ten sowohl im homoskedastischen Fall als auch bei verschiedenen Varianzen in den
Gruppen die besten Uberdeckungswahrscheinlichkeiten erreichen. Das gilt insbeson-
dere bei sehr kleinen (7 pro Gruppe) und sehr verschiedenen (7 gegeniiber 15 Beob-
achtungen) Stichprobenumfiangen in den beiden Gruppen. Meist liegt die empirische
Uberdeckungswahrscheinlichkeit innerhalb des Zufallsstreifens und anderenfalls wird
das Intervall leicht liberal. Es kommt aber unter allen verglichenen Intervallen der no-
minalen Uberdeckungswahrscheinlichkeit stets am nichsten. Das Hodges-Lehmann-
Konfidenzintervall mit Normalverteilungsquantilen erreicht im Mittel zwar eine &hn-
liche Uberdeckungswahrscheinlichkeit, ist aber aufgrund der vor allem bei kleinen
Stichprobenumfingen sehr groben Treppenstruktur der Uberdeckungskurve unge-
nau. Das Bauer-Konfidenzintervall mit ¢-Verteilungsquantilen ist fiir kleine Stich-
probenumfénge leicht liberal, wogegen das Bauer-Intervall mit Normalverteilungs-
quantilen in allen Fillen liberal ist. Das exakte Hodges-L.ehmann-Konfidenzintervall
mit Permutationsverteilungsquantilen ist ebenfalls in den meisten Fillen liberal, fiir
kleine Stichprobenumfinge auch im homoskedastischen Fall.

Der Vorteil der Verwendung der Teststatistik 7 bei der Konstruktionsmethode
nach ( ) ist, dass keine Homoskedastizitdt der beiden Gruppen gefordert
werden muss. Allerdings muss vorausgesetzt werden, dass die Verteilungsfunktionen
der Gruppen stetig und symmetrisch, sowie am Erwartungswert invertierbar sind.
Benutzt man die Permutationsquantile bei der Berechnung der Intervallgrenzen, so
ist man weder auf die Annahme einer bestimmten Verteilung der Daten noch auf
die Giiltigkeit von asymptotischen oder approximativen Verteilungsaussagen ange-
wiesen. Die Verwendung des im Rahmen dieser Arbeit erstellten SAS-IMIT-Makros
zur Berechnung der hier vorgestellten Konfidenzintervalle wird im Anhang C be-
schrieben. Das Makro kann von der Web-Seite der Abteilung Medizinische Statistik
heruntergeladen werden ( : ).
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A Anhang

A.1 Asymptotischer Aquivalenzsatz

SAaTZ A.1 (Asymptotischer Aquivalenzsatz)

Die Zufallsvariablen X, ~ F;, @ = 1,2, k = 1,...,n; seien unabhdingig, es sei
0? = Var(Fy(X11)) die Varianz in Gruppe 1 und o3 = Var(Fy(Xa)) die Vari-
anz in Gruppe 2. Ferner bezeichne p = %(ﬁg — R+ % den Rangschdtzer fir den
relativen Effekt p = [ FidF,. Falls nﬂ < Ny < o0 fiir N — 00,1 = 1,2 und 0?,05 > 0
sind, dann gilt: '

\/N(ﬁ_]?) =VN <ni222:F1(X2;§) — nili:FQ(Xm) +1-— 2p> .

Beweis. Der Satz folgt aus der allgemeineren Version des Asymptotischen Aquiva-
lenzsatzes, der in ( , S. 207) bewiesen wird. O

A.2 Asymptotische Normalitat der
Permutationsverteilung

Seien Xy1,..., Xyn beliebige reellwertige Zufallsvariablen und sei
N
Ty =Tn(X) = Z cNiXNi
i=1

eine lineare Statistik, die durch das Schema von Koeffizienten (cn;)i<y YN € N
bestimmt ist. Sei N
Ty =Ty Vi

eine studentisierte Version von T, wobei Vy = Vi ((Xni)i<n) als Varianzschitzer
aufgefasst werden kann. Die asymptotische Normalitit der Permutationsverteilung
von Ty beruht auf der Gleichverteilung der Permutationen m € Sy beziiglich der von
der Verteilung der Daten P unabhéngigen Verteilung P*. Die Permutationsstatistik
wird fiir festes (Xnr@))i<n, ™ € Sy mit

7= T ((Xnn(a))izn)
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A Anhang

bezeichnet.

SATZ A.2 (Asymptotische Normalitét)
Es seien die folgenden Bedingungen erfiillt:

N N

ZC?\H = 1, ZCNi =0 VNeN (A].)
i=1 i=1
max |cy;| — 0 wenn N — oo (A.2)
1<i<N
L
. - 2 =y
11?jipN;(XM — XN)Lgoo) (| Xni = Xn|) — 0 P—fs. d—oo (A3)
LN
.. ~ \2
hNHLloIéfN Z(XM —Xn)*>0 P—fs. (A4)

i=1
1 .
37>0 NZ(XM — XN (VN ((Xnn))ien)) B8 72 wenn N — oo. (A.5)

i=1

wobei ¢ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

Beweis. Der Beweis findet sich in Abschnitt 3 in ( ). O

Dann folgt die asymptotische Normalitit:

teR

Sup<'P*<TN((XNn(i))z§N) < t) — O(t/7)

A.3 Varianzformel von Hajek

Betrachte Zufallsvariablen X;, ¢ = 1,... N und deren Rénge R;. Die Verteilung F’
der X; sei unstetig an den Stellen {c,}. Seien A;,..., A, die Mengen der Indizes
auf denen Bindungen der X; auftreten. Sei 75, die Anzahl der Elemente in A;. Die
ay(7) seien Scores, so dass es eine quadratintegrierbare Funktion ¢ gibt, mit

/Ol(gb(u) — ¢)%du >0, wobei ¢ = /01 é(u)du.

Es gelte:
1
]\}im [an (1 + [uN]) — ¢(u)]*du = 0.
Bei Bindungen sei
1 N g
an(i,7) = P Z ay(j) fir i€ Ay
JEAL
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A.3 Varianzformel von Héjek

Auferdem seien fiir e > 0 I, = (F(ap, — €), F(ap,)) Intervalle um die Werte von F
an den Sprungstellen und

Fooy L) ou) u & Upy I
¢ (u) = {flh ¢(v)dv/ [, dv u € Iy, h>1.
Sei nun
N
S = cz-aN(Ri)

i=1

die zugehorige lineare Rangstatistik und

1 & 1< R
_— . - ‘ 2 N =2
a = N ;—1 an(i), ¢ = N ;_1 Ci, 05 = N1 ;_1 (an(i) — @)=

SATZ A.3 (Varianzformel)
Unter der Hypothese, dass die Zufallsvariablen X;, i = 1,... N unabhdngig sind,
und wenn

/ (0F (u) — B)du > 0

sowne v
>oing(ci —¢)?

max; <<y {(c; — €)%}

— oo fir N — oo (A.6)

erfillt sind, ist die auf die Ringe R+, ... ,Ry bedingte Verteilung von S asymptotisch
eine Normalverteilung. Die bedingte Varianz berechnet sich nach folgender Formel:

Var(S|Ry,... . Ry) =02 ) (c;—¢)”. (A7)

i=1
Beweis. Die Konvergenzaussage steht auf Seite 198 in ( ). Die
Varianzformel ist ein Spezialfall des Satzes II 3.1 (a) ( , , Seite
57), der dort bewiesen wird. O

A.3.1 Varianzformel von Hajek im Beweis Satz 3.2

Beim Beweis der asymptotischen Normalitdt der Permutationsverteilung wenden wir
die Varianzformel auf die Teilsummen W; an. Dabei haben W5 und W3 die Form

2 ;g 2 n;
Wo=3_ > meZo= Y caan(nF (X)) i#jij=12r=23

i=1 k=1 i=1 k=1
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und W ist

2 n; 2 oy

i=1 k=1 i=1 k=1

wobei njl?’j(Xi )= Ry — Rg,?. Betrachten wir zunachst W5 und Ws. Dann sind die
Scores an (i) gleich:
1 n; .
an(k) =+ (k=2), j#i
Nach der Definition der normalisierten Verteilungsfunktionen stimmt ay bei Bin-
dungen dann mit der Definition von ( ) iiberein. Die gesuchte
Funktion ¢ definieren wir als
= bei k =1, Nt <
wobei k=max<l=1,... N|l—<wu,.
) Y N —

1—k
2
K .
2 t=

Dann gilt fiir ¢;:

N . . .
C_b':/lqbi(u)du: yXion — T =l oyt
o Tk -y =2 ki =2
Damit folgt:
1
/[¢z(u) ¢,)*du
0
_1i Eoo1o1]?
TN& [N 2 9N
N 9 N
Lk (1,1 1 1\ 1k
"Nt §+W> - <§ W)N;N
L NN+DEN+D) (1 1\* /1 1Y ( 1NN+
- N3 Flz+=) 2(z+—=)|——
’ 6 2" 2N > Tan )\ 2
_1osN-1
3 12N? '

L(hr1-%) welt kL)
1+ [uN]) = w ( 2 N'N T 2N
RCRTOUS AR S 3
NS St e
N )
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wobei k € {1,...,N}. Damit folgt fiir die Differenz von ay und ¢ fiir i = 1:

1 n; K k k 1

L_ Lk ek by 1
aN<1+[uN1>—¢1<u>={f; s eyt

¥ ot ue [§ Tt )

und entsprechend fiir ¢ = 2:

1 nj K k k 1

L_Lgs yelk £y L
aN(l_}'[UN])_QSQ(U):{]; anj i []]:;/ N1 2]k\/+)1

¥ oaw s uel[ytaw )

Damit folgt
an(1+ [uN]) — ¢;(u) =30 fir i=1,2
und damit auch

/0 [an (1 + [uN]) = g(u)]*du =5 0.

Bleibt noch zu zeigen, dass auch Bedingung (A.6) erfiillt ist. Wie im Beweis zu Satz
3.2 gezeigt wird ist

2 n;

Z Z(mzm — My )’ = !

ng—1
i=1 k=1 1

Fiir das Maximum gilt:

o 1 1 No N
(e ) = g {1222}

Damit folgt:

Nno
2 ; _ —= N2 >Mm
D i1 Dokt (m2ik__ M. )? _ o ny <y > N Nooo
max {(mglk — mgn)2} n2
N No = N

Damit sind fiir W5 und Wy alle Voraussetzungen fiir die Anwendung der Varianz-
formel erfiillt.

Fiir W, definieren wir ay als

() = [ (k- 2)]

und entsprechend ¢ als

wobei k::max{lzl,...,]\f‘i<u}.
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A Anhang

Die Bedingungen des Satzes A.3 kénnen dann analog zu obigen Berechnungen gezeigt
werden. Die Bedingung an die Koeffizienten ist auch erfiillt, denn wie im Beweis zu
Satz 3.2 berechnet wird, ist:

— 1 1 No 2 1 1 ni ?
diy —d.)?* = - — -
22( ¥ JT=m <n1—1 nlng—l) A (nz—l 7127”&1—1)

=:n,C? + nyC3

Das Maximum lautet mithilfe der Konstanten C?, C%:
max {(dy — d.)*} = max{C}, C3}.

Daraus folgt fiir den Quotient:

(

CQ
nq +n20_?2 012 > 022

ORI A
HlaX(kdik —d.)? - 7110—% tny CF <Oy
: v 2 — 2
(ny, C2? > C2
ny C} < (3 2% 0.,

N C?=C2

v

\

Damit sind auch fiir die Anwendung der Varianzformel bei W7 alle Voraussetzungen
erfiillt.
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B SAS-Makro fiir den
Permutationstest

Das SAS-IML-Makro PERM BF fiihrt in einem Zwei-Stichproben-Behrens-Fisher-
Design fiir die nichtparametrische Hypothese Hy : p = % einen zweiseitigen Permu-
tationstest durch. Iiir die Teststatistik werden die Rénge berechnet, wobei R;; der
Mittelrang der Beobachtung X, unter allen N = ny; + ny Beobachtungen und RE,?
der interne Rang der Beobachtung X, unter allen n; Beobachtungen aus Gruppe
i (i =12, k=1,...n) ist. Der Permutationstest basiert auf der studentisierten

Teststatistik Ty
Ez. - El. ning
Ty = \/ B.1

wobei die Varianz V2 das gewichtete Mittel der empirischen Varianzen in den beiden

Stichproben ist:
1 1
VZ=N|—6%+ —052
N (m o1+ - 05

mit
n;

0'2»2: Z(Rik_REk)_Ri-+ 9 ) .

n; — 1
v k=1

Der p-Wert des Tests wird ermittelt, indem zufillig ausgewdhlte Permutationen

7 € Sy auf den Datenvektor X = (X1, ..., X1,,,Xo1, - .., Xon,) angewendet werden

und die Statistik Ty jeweils neu berechnet wird. Dabei wird der Anteil der Permu-

tationen bestimmt, fiir die die neu berechnete Statistik 75 einen betragsmafig gro-

fseren Wert annimmt als die Teststatistik Ty mit den Originaldaten. Auferdem wird

der zweiseitige p-Wert der t-Approximation ( , ) bestimmt.
Das Makro wird im SAS-Programm-Editor durch den Befehl

%INCLUDE 'Pfad\PERM BF.SAS’;

eingebunden. Der Datensatz muss als SAS-Datei bereitstehen, also beispielsweise
durch folgenden DATA-Step eingelesen werden:
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B SAS-Makro fiir den Permutationstest

DATA SAS-Name;
INPUT Gruppe Zielvariable;

I Xn

1 Xy,

2 Xop,
RUN;

Aufgerufen wird das Makro im SAS-Programm-Editor mit dem Befehl
%PERM _BF(DATA=SAS-Name, VAR=Zielvariable, GROUP=Gruppe);
Mit zusédtzlichen Optionen konnen folgende Einstellungen gemacht werden:

e die Anzahl der zufilligen Permutationen kann durch Setzen der Variable LOOP
festgelegt werden, die standardméafiig den Wert 10’000 hat,

e die graphische Ausgabe kann fiir den Output auf dem SAS-Output-Fenster
oder fiir den Output als HTML-Datei optimiert werden. Dies geschieht iiber
den Wert der Variable OUTSTYLE, der '"HTML’ oder irgendein anderer Wert
sein kann. Standard ist die optimierte Ausgabe als HTML-Datei, wobei die
Ergebnisse dabei auch im SAS-Output-Fenster angezeigt werden.

Ein Beispielaufruf, in dem die Anzahl der Permutationen auf 100’000 und der Output
fiir das SAS-Output-Fenster optimiert wird, sieht wie folgt aus:

%PERM _BF(DATA=SAS-Name, VAR=Zielvariable, GROUP=Gruppe,
LOOP=100000, OUTSTYLE="");

Das Makro gibt die Gesamtanzahl der Beobachtungen N, sowie die Anzahl
Beobachtungen in den beiden Gruppen ny, ns aus. Auferdem den Schétzer fiir den
relativen Effekt

SRR (S 1 N
p= N(RQ. —Ry)+ > wobei  R; = - ;Rilw

sowie die Werte der Varianzschitzer 67, 75 in beiden Gruppen und der Teststatistik
T bei Verwendung der Originaldaten. Danach folgen die p-Werte fiir den Permu-
tationstest und flir die t-Approximation. Es wird SAS in Version 9.1 benotigt.

Anhand des Ferritin-Datensatzes aus Kapitel 3.6.1 soll die Verwendung des SAS-
Makros demonstriert werden. Die Daten seien in der Datei ferritin.txt gespeichert.
Die folgenden Befehle lesen den Datensatz ein und rufen das Makro auf:
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DATA ferritin;

INFILE 'Pfad\ferrtin.txt’;

INPUT treatment score;

RUN;

%PERM _BF(DATA=ferritin, VAR=score, GROUP=treatment);

Der HTML-Output ist in Abbildung B.1 dargestellt.

The SAS System

RANK PERMUTATION TEST FOR HETEROSKEDASTIC 2-SAMPLE DATA

TOTAL GROUP1 GROUP2

NUMBER OF OBSERVATIONS: 19 12 7

SIGMA1 SIGMAZ2

VARIANCES: 1.27 6.9

P

RELATIVE EFFECT: 0.1428571

kkkkkkkkkk TEST RESULTS *kkkkkkkkk

TESTSTATISTIC

TEST STATISTIC: -3.76

PERMUTATIONTEST T_APPROXIMATION

p-VALUES: 0.0092 0.0038

Abbildung B.1: Output des Makros PERM BF fiir den Datensatz ferritin.

Die p-Werte beider Tests liegen unterhalb von 5%, so dass die Hypothese abzu-
lehnen ist.
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C SAS-Makro fiir robuste
Konfidenzintervalle fur den
Shift-Effekt

Mit dem SAS-IML-Makro PERM KI konnen fiir ein 2x2-Split-Plot-Design Kon-
fidenzintervalle fiir einen Shift-Effekt zwischen den beiden unabhingigen Gruppen
berechnet werden.

Ein 2x2-Split-Plot-Design liegt vor, wenn es fiir zwei unabhéngige Gruppen pro
Versuchseinheit zwei Wiederholungsmessungen gibt, zum Beispiel eine Baseline-Mes-
sung und eine Messung nach der Behandlung. Wir betrachten also die unabhéngigen
Zufallsvektoren X = (Xik1, Xir2)', 0 = 1,2, k =1,...,n; (vgl. Tabelle C.1) und das
folgende lineare Modell

Xigj = o + B + (aB)ij + €inj,

wobei

a;, © = 1,2 der Gruppeneffekt,

B;, j = 1,2 der Zeiteffekt,

(af)ij, i =12, j = 1,2 die Wechselwirkung zwischen Zeit und Gruppe und

€ir = (gir1,€ik2)’s = 1,2, k = 1,...,n; unabhéingige Vektoren von Fehlern mit
E(ex) =0, Var(ey) =V, sind.

Dabei lassen wir ausdriicklich verschiedene Varianzen V; in den beiden Gruppen
und unterschiedliche Varianzen 775 zu den beiden Zeitpunkten zu.
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C SAS-Makro fiir robuste Konfidenzintervalle fiir den Shift-Effekt

Tabelle C.1: Split-Plot-Design

Zeit
1 2
Xin X112
1 : :
é X1n11 X1n12
c Xonw Xoio
T 2 : :

X2n2 1 X2n22

Zunichst werden die Differenzen zwischen den Messwiederholungen berechnet:

Di = Xiko — Xima
= [y — b1 + (af)iz — (af)i1 + €ik2 — €ira
= [+ i+ Nik,

wobei
e ;i der Mittelwert,
e 7;, v = 1,2 die Gruppeneffekte und

® Ny, t =12 k=1,... n; die unabhéingigen Fehler beziiglich der Differenzen
Dy sind, mit Erwartungswert 0 und moglicherweise verschiedenen Varianzen

0?2, i = 1,2 in den beiden Gruppen.

Damit lautet das erweiterte Lokationsmodell fiir die Differenzen innerhalb einer

Gruppe:

Dy, '~ Fy(z) =F (x — %) i=12.
0

Voraussetzung fiir die Berechnung der robusten Konfidenzintervalle ist die Stetigkeit
und Symmetrie der Verteilungsfunktionen F; der Differenzen D;yo. Aukerdem muss
F; an seinem Erwartungswert p; invertierbar sein. Fiir den Shift-Effekt 0 = v — 74
zwischen den beiden Gruppen soll dann das Konfidenzintervall bestimmt werden. Ein
robuster und asymptotisch erwartungstreuer Schétzer fiir ¢ ist der Hodges-Lehmann
Schétzer 6.

Das Makro berechnet einerseits Konfidenzintervalle nach ( ) und
andererseits nach der Methode von ( ). Dabei gibt es jeweils verschiede-
ne Moglichkeiten fiir die Wahl der Quantile. Es werden insgesamt 5 verschiedene
Intervalle bestimmt:
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e Bauer-Konfidenzintervalle

— mit Permutationsverteilungsquantilen aus Monte-Carlo-Simulationen: Z5*™
— mit Normalverteilungsquantilen: Zg°™

— mit t-Verteilungsquantilen: Zj;*P""
e Hodges-Lehmann-Konfidenzintervalle

— mit Normalverteilungsquantilen: Zjy™

— mit exakten Permutationsverteilungsquantilen: Zgz<t

Die Konfidenzintervalle nach Hodges-Lehmann sind allerdings nur fiir den Fall von

homoskedastischen Gruppen giiltig, das heift wenn ein reines Lokationsmodell der

Form Fi(z) = F(z—=;), ¢=1,2vorliegt und sonst nur als Vergleich zu betrachten.
Das Makro wird im SAS-Programm-Editor durch den Befehl

%INCLUDE ’Pfad\PERM KI.SAS’;

eingebunden. Der Datensatz muss als SAS-Datei bereitstehen, also beispielsweise
durch folgenden DATA-Step eingelesen werden:

DATA SAS-Name;
INPUT Gruppe Zeitpunkt Zielvariable;

I 1 X

1 2 X

1 1 Xy

1 2 Xino

2 1 Xopn

2 2 Xopyo
RUN;

Aufgerufen wird das Makro im SAS-Programm-Editor mit dem Befehl

%PERM _KI(DATA = SAS-Name, VAR=Zielvariable, GROUP=Gruppe,
TIME=Zeitpunkt);

Mit zuséitzlichen Optionen konnen folgende Einstellungen gemacht werden

e das Niveau der Intervalle kann durch die Variable ALPHA verdndert werden,
deren default-Einstellung 0.05 ist,
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C SAS-Makro fiir robuste Konfidenzintervalle fiir den Shift-Effekt

e die Anzahl der zufilligen Permutationen kann durch Setzen der Variable LOOP
festgelegt werden, die standardméafiig den Wert 10’000 hat,

e die graphische Ausgabe kann fiir den Output auf dem SAS-Output-Fenster
oder fiir den Output als HTML-Datei optimiert werden. Dies geschieht iiber
den Wert der Variable OUTSTYLE, der 'HTML’ oder irgendein anderer Wert
sein kann. Standard ist die optimierte Ausgabe als HTMIL-Datei, wobei die
Ergebnisse dabei zusétzlich im SAS-Output-Fenster angezeigt werden.

Ein Beispielaufruf,in dem das Niveau auf o = 0.01, die Anzahl Permutationen auf
100’000 und der Output fiir das SAS-Output-Fenster optimiert wird, sieht wie folgt
aus:

%PERM _BF(DATA=SAS-Name, VAR=Zielvariable, GROUP=Gruppe,
TIME = Zeitpunkt, ALPHA = 0.01, LOOP=100000,
OUTSTYLE="");

Das Makro gibt die Gesamtanzahl der Beobachtungen N, sowie die Anzahl der
Beobachtungen in den beiden Gruppen n, ny aus. Aufserdem den Hodges-Lehmann-
Schétzer fiir den Shifteffekt

= Median{Ay = Doy, — Dy k=1,...m0, 1=1,....n1}

sowie den Wert der Varianzschiitzer 67, 75 in beiden Gruppen, wobei

n;

1 v o= ni+1\°
~2 2 : o (l) B ) i

k=1

wenn R;; der Mittelrang der Beobachtung D, unter allen N Beobachtungen und Rg,?
der interne Rang der Beobachtung D;; unter allen n; Beobachtungen aus Gruppe ¢
(1t =12, k =1,...,n) ist. Danach folgen die Konfidenzintervallgrenzen fiir alle 5
genannten Konfidenzintervalle fiir 6. Es wird SAS in Version 9.1 bendtigt.

Anhand der Daten zur Riickhdrtung des Dentins ( , ) soll
die Verwendung des SAS-Makros demonstriert werden. Die Daten seien in der Datei
dentin.txt gespeichert. Die folgenden Befehle lesen den Datensatz ein und rufen das
Makro auf:

DATA dentin;

INFILE "Pfad\dentin.txt’;

INPUT rinsing time dentin;

RUN;

%PERM _KI(DATA=dentin, VAR=dentin, GROUP=rinsing, TIME=time);
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Der HTML-Output ist in Abbildung C.1 dargestellt.

The SAS System

ROBUST CONFIDENCE INTERVALS FOR SHIFT EFFECT

TOTAL GROUP1 GROUP2

NUMBER OF OBSERVATIONS: 40 20 20

TREAT2 TREAT1 SHIFT

SHIFT-EFFECT ESTIMATOR 2 - 1 -0.9

SIGMA1 SIGMA2

VARIANCES OF DIFFERENCES: 24,72 47.14

BOUNDS B_PERM B_NORM B_T_APPROX HL_NORM HL_EXACT

lower -1.6 -1.575 -1.6 -1.6 -1.6

upper 0.125 0.125 0.125 0.125 0.1

B: Confidence Interval according to Bauer, D.

HL: Confidence Interval according to Hodges, Lehmann

perm: using Monte-Carlo-Permutations

norm: using normal quantiles

t_approx: using quantiles of t-approximation

exact: using quantiles of exact permutational distribution

Abbildung C.1: Output des Makros PERM KI fiir den Datensatz dentin.

Alle 5 Konfidenzintervalle schliefen die Null mit ein und lehnen also die Hypo-
these Hy : 6 = 0 nicht ab.
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