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Zusammenfassung

Die vorliegende Dissertation folgt der Entwicklung der Zinsstrukturmodellierung seit
den Anfdngen in den spdten 70ern des vorigen Jahrhunderts bis hin zu den heutigen
multifaktoriellen, wihrungsiibergreifenden Libor-Marktmodellen mit stochastischer
Volatilitidt. Der Aufbau der Arbeit orientiert sich an der vorgenommenen Klassifizie-
rung in die Gattung der klassischen Zinsstrukturmodelle, die das Gleichgewichtsmodell
von Vasicek und das arbitragefreie Modell von Hull/White als entscheidende Entwick-
lungsstufen hervorhebt, und in die modernen Ansétze der marktkonformen Modellie-
rungstechnik, deren namhafteste Beispiele der Heath/Jarrow/Morton-Modellrahmen

(HIM) und das Libor-Marktmodell (LMM) sind.

Ungeachtet der Herleitung einer allgemeinen partiellen Differentialgleichung fiir belie-
bige Payoff-Funktionen, die wesentlich fiir die Bewertung von Zinsderivaten ist, wer-
den die klassischen Zinsstrukturerkldrungsansétze unter Abstraktion von dieser Technik
grundlegend umgestaltet, indem sie in die Gussform der Martingal-Preistheorie hinein-
modelliert werden. In einem weitergehenden Schritt wird ein Optionspreismodell mit
funktionaler Abhéngigkeit der Volatilitit vom Zinssatz entwickelt. Des Weiteren wird
die Aquivalenz des HIM-Konstrukts und des Hull/White-Zinsmodells fiir eine spezifi-
sche Volatilitdtsfunktion nachgewiesen und argumentiert, dass der moderne Ansatz kei-
ne universale, in sich geschlossene Konstruktion definiert, sondern lediglich ein flexib-
leres Parametrisierungsvokabular zur Charakterisierung der Merkmale eines aus der
Vielfalt von Modellierungsmethoden ausgewdhlten, klassischen Zinsstrukturmodells

darstellt.

Im zweiten Teil der Arbeit wird das LMM mit deterministischer Volatilitatsstruktur
implementiert und unter dem Aspekt der perfekten Reproduktion der marktbeobachtba-
ren Black-Volatilititen und der Implikationen fiir den benachbarten Swaptionmarkt ka-
libriert. Aus dem Versuch, eine simultane Kalibrierung sowohl an Caplets als auch an
Swaptions zu erzwingen, resultiert die Feststellung einer eventuellen Inkongruenz zwi-

schen den beiden Markten.

Im abschlieBenden Teil der Dissertation wird auf die Entwicklung eines Cross Currency
LMM mit stochastischer Volatilitidt hingewiesen, das durch seine Parametrisierung den
Skew (das Vanna-Risiko) und den Smile (das Volga-Risiko) der impliziten Volatili-

tatsstrutur steuern kann.
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Abstract

The thesis traces the modelling developments of the term structure of interest rates from
the beginnings in the early seventies of the last century up to the multifactorial cross-
currency stochastic volatility Libor Market Models in modern times. We follow the
general classification in traditional approaches, which emphasise the equilibrium model
by Vasicek and the no arbitrage model by Hull/White (HW) as crucial cornerstones of
interest rate modelling, and in modern market approaches, of which the most prominent
examples include the Heath/Jarrow/Morton (HJM) framework and the Libor Market
Model (LMM).

In spite of deriving a general partial differential equation (PDE) for arbitrary payoffs,
the thesis casts the traditional models in the mould of the martingale pricing theory and
steers clear from the application of PDE techniques. Furthermore, an option pricing
model based on a functional dependence of the volatility structure on the interest rate is
developed. The equivalence between the HIM family and the HW is shown for a spe-
cific volatility function and it is argued that the modern approach defines no universal,
self-contained modelling technique. The modern approach rather provides a more flexi-

ble vocabulary to describe the characteristics of an already existing traditional model.

The second part of the thesis implements the LMM based on a deterministic volatility
function and stages a full-blown calibration procedure under the aspect of perfect repro-
duction of the market observable Black volatilities and the implications for the neig-
hbouring swaption markets. The results from the attempt at a simultaneous calibration
to both caplets and swaptions at the same time indicate the possible lack of congruence

between both markets.

The concluding chapter of the thesis is concerned with stochastic volatility models. It
proposes a cross-currency LMM based on a separate variance process for the exchange
rate. The model is capable of controlling the skew (vanna risk) and the smile (volga
risk) of the implied volatilty surface. In addition, suggestions are made how to extend

the model in order to incorporate as much market information as possible.
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1 Einleitung
11 Meilensteine in der Evolution der Zinsstrukturmodelle und Ausblick auf die
Zukunft

Seit dem zogerlichen Anfang in den spéten 70ern des vorigen Jahrhunderts hat die Ent-
wicklung der Zinsstrukturmodelle einen immensen Fortschritt erfahren. Die Einzel-
schritt-Beschreibung jeder innovativen Anderung von Anbeginn bis zum aktuellen Sta-
tus der Modellierung wiirde den Rahmen dieses einfithrenden Abschnitts sprengen. In
Anbetracht der mdandrischen Route, die das Engineering von Zinsderivaten bislang
zuriickgelegt hat, gilt es stattdessen, die wichtigsten Themen im {ibergeordneten Kon-
text der fortwéhrend evolvierenden theoretischen Konzeptionen auf der langen Reise
von Vasiceks gleichgewichtiger Charakterisierung einer Ansammlung von Zinsstruk-
turkurven, die lediglich einer parallelen Verschiebung unterlagen, bis hin zu den heuti-
gen multifaktoriellen, wéhrungsiibergreifenden Stochastic Volatility Jump-Diffusion
Libor-Marktmodellen mit stochastischer Sprungintensitdt, die jegliche denkbaren For-

men der impliziten Volatilitdtsstruktur reproduzieren kénnen, zu akzentuieren.

Trotz ihrer scheinbaren Simplizitidt waren die Modelle der ersten Generation in gewisser
Hinsicht sehr sophistiziert, da sie beim Pricing von Derivaten den ambitionierten Ver-
such unternahmen, die reale Welt der Zinsprodukte in ihrer Gesamtheit zusammen mit
der Risikoaversion des Investors zu beschreiben. Die Kernidee der Bewertung mittels
perfekter Duplikation und der risikoneutralen Preistheorie noch in ihrem frithen Kindes-
alter, war die zentrale Erkenntnis, dass derivative Instrumente - charakterisiert durch ihr
eigenes dquivalentes Martingalmal - eine spezielle Teilwelt bilden. Dieses Konzept war
noch nicht fest in der Denkweise des Produktstrukturierers verwurzelt. Folglich dringte
sich das reelle, objektive Wahrscheinlichkeitsmal} als natiirlicher Startpunkt der Model-
lierung auf, wobei die Bemiithung der Forscher in diesem epochalen Stadiums der Erkla-
rung der wirklichen Welt (irgendwo da drauflen) galt, anstatt nur einer kleinen, der be-
wertungsrelevanten Portion von ihr - eine Sisyphos-Arbeit. Aus diesem Grund - und
nicht blof3 aus einer Laune heraus - nimmt sich ein bedeutender Teil des Kapitels 2 der
Aufgabe an, die erste Generation der Zinsstrukturerkldrungsansétze grundlegend umzu-
gestalten, indem sie in die Gussform der Martingal-Preistheorie hineinmodelliert wer-

den.

Die anhaltende Vorstellung, dass Modelle zur Zinsstruktur von Natur aus unvollkom-
men, anndhernd und manchmal sogar sehr grob approximativ sind, geniefit nach wie vor

breite Akzeptanz. Allerdings war auf dieser ersten Entwicklungsstufe der Malstab, an-



hand dessen die Giite eines Modells gemessen wurde, nicht die Fahigkeit, gewisse Ei-
genschaften der Marktrealitdt - wie z. B. die implizite Volatilitdt - um jeden Preis prizi-
se zu reproduzieren, wenn das auf Kosten anderer makro6konomischer Aspekte ge-
schah. Das ausgewogene Verhiltnis zwischen der relativen Genauigkeit und der Not-
wendigkeit zusdtzlicher finanzwirtschaftlicher Einflussfaktoren zu beriicksichtigen, die
es schlieflich zu erkldren versuchte, war das Gitesiegel eines jeden Modells in diesen
friihen Jahren. Die erste Gattung der Modelle mag auBerstande gewesen sein, die
Marktzinsstruktur exakt wiederzugeben, aber diese Konstrukte versuchten sie wenigs-
tens zu erkldren. Sie legten alle erdenklichen Formen fest, wie die Zinsstruktur auf der
Grundlage der als wahr angenommenen treibenden Faktoren auszusehen hétte. Fiir je-
den Modellgldubigen indizierte die Diskrepanz zwischen modelltheoretischen und
Markt-Bondpreisen eine Arbitragemdglichkeit, wohingegen die Unfdhigkeit des Mo-
dells, Marktbondpreise zu reproduzieren, fiir den Héandler von Libor-Optionen einfach

die Fehlbewertung des Underlying bedeutete.

Sobald die zweite Generation von Erkldrungsansitzen tiber die Zinsstruktur mit deutlich
stiarker ausgepragtem deskriptivem Charakter unter der treffenden Bezeichnung No Ar-
bitrage-Modelle erschien, konnte praktisch jede Renditekurve, sei sie noch so defor-
miert, modellinhédrent rekonstruiert werden. Das gleiche Schicksal ereilte die Modellie-
rung in diesem fortgeschrittenen Stadium wie jede andere Theorie, die von Natur aus
mehr zu beschreiben versucht: sie biilte ihre Erkldrungsstirke ein. Dieser Verlust fiel
jedoch nicht so gravierend aus, auBler vielleicht fiir den Bond-Arbitrageur, der sein
Werkzeug zur Formulierung von personlichen Ansichten iiber die Form der aktuellen
Zinsstruktur aus der Hand gab. Diese Besonderheit erleichterte gleichzeitig das Leben
des Optionshindlers, der die ersten Caplets und Swaptions bewertete, da er sich nun
beruhigt zuriicklehnen konnte - das Underlying (das relevante Segment der Renditekur-
ve) wurde implizit korrekt gepreist. Dariiber hinaus befand er sich in der attraktiven
Position, die modellgenerierten Delta-Hedgetransaktionen (Kaufen/Verkaufen von

Bonds) zu Marktpreisen durchfiihren zu konnen.

Ohne diesen zweifellos wichtigen Abschnitt aus der Geschichte der Zinsstrukturmodel-
lierung exzessiv zu glorifizieren, schenkt die vorliegende Arbeit diesem Entwicklungs-
stadium die gebilihrende Beachtung, indem sie das Hull/White-Modell ginzlich unter
Verzicht auf PDEs theoretisch neu fundiert und bei maximaler Parameterflexibilitit

rekalibriert. Zusétzlich wird fiir die Optionsbewertung ein neues Zinsmodell mit S/ort



Rate-abhingiger Reaktion auf die Brownschen Schocks im Gegensatz zur damals iibli-
chen Annahme konstanter - bzw. im Rahmen der vorgeschlagenen Erweiterung des

Hull/White-Konstrukts zeitdeterministischer - Volatilitat entwickelt.

So gliicklich wie einerseits der Trader von Plain Vanilla Instrumenten gewesen sein
mag, so war die Position eines Hiandlers exotischer Produkte andererseits in der damali-
gen Finanzszene keineswegs beneidenswert. Die neue Modellfamilie konnte zwar jede
erdenkliche Zinskurve nachbilden, die automatische Reproduktion der Preise aller Stan-
dardoptionen (Caplets und Swaptions) war jedoch mit diesen Modellen nicht moglich.
Der Fokus der Modellierungsbemiihung verschob sich folglich von der Erkldrung der
Form der Renditestrukturkurve auf die Einschitzung der Markt-Volatilitdtsstruktur. Als
Konsequenz ergaben sich die ersten modellgestiitzten Moglichkeiten zur optionsbasier-
ten Arbitrage, da unter der Voraussetzung einer addquat gewidhlten Volatilititsfunktion
Diskrepanzen in den Marktpreisen von Caplets aufgedeckt und ausgenutzt werden
konnten. Allerdings war die grote Anforderung, die der Trader exotischer Produkte an
das Modell stellen konnte, dass seine mit Hilfe von Caplets und Swaptions aufgestellten
Option-Hedges wenigstens fiir jeden separaten Deal mit dem Plain Vanilla Markt im
Einklang waren. Der neue Mallstab zur Beurteilung der Giite des Zinsstrukturmodells
verlagerte sich auf die Erklarung der Volatilitdt von Caplets und Swaptions auf der Ba-
sis einer exogen durch die Erwartungen, die Risikoaversion der Investoren und die An-

nahmen tiber die treibenden Faktoren der Dynamik produzierten Renditestrukturkurve.

Die nédchste Entwicklungsstufe in der Zinsstrukturmodellierung markierte die Gattung
der Marktmodelle, angekiindigt durch die Fokussierung auf ein neues Underlying im
Rahmen des Heath-Jarrow-Morton (/M) Modells und Libor-Marktmodells. Der ent-
scheidende Unterschied zu den bisherigen Ansétzen bestand in der Fahigkeit der neuen
Verfahren, diese sowohl an beliebige Renditestrukturen zu kalibrieren als auch die exo-
gene At-the-Money (ATM) Volatilititsstruktur exakt und mit alarmierender Leichtigkeit
implizit wiederzugeben. Der perfekte Fit an eine Grof3e, die bis jetzt bestenfalls nur un-
prizise reproduziert werden konnte, ermoglichte es, das Risikomanagement durch die
bessere Kontrolle liber das Niveau des Volatilititsrisikos zu optimieren, verkomplizierte
allerdings erneut das Leben eines Héndlers exotischer Optionen, der seine néchste Mar-
ge aus dem Residualrisiko (dem nicht diversifizierbaren und damit einzigen vom Markt
entgoltenen Risiko) erwirtschaften musste. Viel versprechende Spielwiesen fiir die Exo-

ten dieser frithen Zeit waren die Struktur des Volatilititssmile, die Vanna- und Volga-



Risiken, solange sich noch kein Modellierungskonsens iiber die beste Methode, diese
feineren Aspekte des Risikomanagements von komplexen Derivaten addquat zu steuern,

herausgebildet hatte.

So erstrebenswert, wie die Konformitét des Modells mit dem Markt gewesen sein mag,
war diese automatisierte Kalibrierung, so schwer sie mit der vorherigen Generation von
Zinsstrukturmodellen erreichbar war, mittlerweile beunruhigend geworden. In Abhéin-
gigkeit von der gewéhlten Parametrisierung existierten nahezu unendlich viele Mog-
lichkeiten (unzdhlige Freiheitsgrade), diesen “perfekten” Fit mit erstaunlicher Einfach-
heit herbeizufiihren. Ohne die lauernden Gefahren einer solchen einseitigen Ausrich-
tung auf die erfolgreiche Kalibrierung bis auf die flinfte Nachkommastelle erkennen zu
wollen, galt die hochste Prioritédt bei der Konstruktion des Modells der genauesten Re-

produktion der aktuellen Marktdaten.

Einige unerwiinschte Nebenwirkungen ergaben sich als Konsequenz aus der obsessiven
Fokussierung auf die Anpassung an eine immer weiter steigende Anzahl von marktbe-
obachtbaren InputgroBen, ohne die Austauschbeziehung zwischen der Giite des Fits und
der finanzwirtschaftlichen Plausibilitit der Modellfunktionen zu beriicksichtigen. Jede
mogliche Wahl der modelldeterminierenden Parameter (zeitabhidngige Integrale von
instantanen Kovarianztermen) resultierte in unterschiedlichen Preisen fiir die zu bewer-
tenden exotischen Produkte. Viel gravierender war jedoch die Inhomogenitdt, entweder
Forward Rate-spezifisch, zeitabhdngig oder sogar beides gleichzeitig, als unausweichli-
che Begleiterin der Modellierungsbemiihungen in der Entstehungsphase des modernen
Ansatzes, die ein zukiinftiges Modellverhalten - erzwungen durch eine Uberkalibrierung
und nicht als Ausdruck der Hindlererwartungen - unterschiedlich von der bekannten
Vergangenheit voraussagte. Obwohl die Prizision der Kalibrierung an den aktuellen
Markt sehr wichtig ist, da der perfekte Fit die instantan anfallenden Hedgekosten genau
widerspiegelt, konnen die Kosten der durch die zeitinhomogene Evolution der modell-
bestimmenden Funktionen verursachten Notwendigkeit einer Rekalibrierung auf konti-
nuierlicher Basis verheerend ausfallen, vor allem bei langfristigen Kontrakten, die ge-
nau aus diesem Grund alle - unabhéngig davon wie Plain Vanilla sie aussehen mdgen -

als Hybride Strukturen zu bezeichnen sind.

Diesem fundamentalen 7rade-off in seinen vielfdltigen Auspriagungen, charakteristisch
fiir den modernen Modellierungsansatz, wird ein erheblicher Teil der vorliegenden Ar-

beit gewidmet (Kapitel 34), indem die Auswirkungen einer Libor-basierten Modellimp-

4



lementierung und -kalibrierung auf die Reproduktion des komplementdren Swaption-
Marktes detailliert analysiert werden. Zusétzlich dazu wird die Kongruenz der beiden
(Caplet- und Swaption-) Mirkte auf der Basis einer forcierten Joint-Kalibrierung im
Hinblick auf die Modelleigenschaften, die zu diesem Zweck aufgeopfert werden miis-
sen, untersucht und es wird argumentiert, inwieweit und - wenn {iberhaupt - wann es
sinnvoll erscheint, diese simultane Kalibrierung an beide Plain Vanilla Optionsmérkte

Zu erzwingen.

Ausschlaggebend ist jedoch die Entscheidungsfreiheit, die dem Trader sowohl bei der
Implementierung als auch bei der Kalibrierung der Marktmodelle gewéhrt wird. Es ist
duBerst wichtig zu realisieren, dass der Modellanwender allein die unzédhligen Freiheits-
grade reduzieren kann, sogar muss, indem er selbst strenge strukturelle Nebenbedin-
gungen beziiglich der funktionalen Form und der Zeit- bzw. Zustandsabhédngigkeit der
Modellparameter einfiihrt. Diese Auferlegung einer bestimmten instantanen Volatilitéts-
und Korrelationsstruktur stellt de facto das Bindeglied zwischen dem modernen Ansatz
und den konventionellen, arbitagefreien S/ort Rate-Modellen dar. In diesem Sinne rep-
rasentiert die Familie der Marktmodelle keine selbstdndigen Modelle an sich, sondern
ein neues, anpassungsfiahiges Parametrisierungsvokabular flir ein “altes”, traditionelles
Short Rate-Modell. Um diese intrinsische Verbindung aufzudecken, leitet die vorlie-
gende Arbeit eine spezifische instantane Volatilitdtsfunktion her und demonstriert wie
auf deren Basis das /./M-Konstrukt auf das Hull/White-Zinsmodell zuriickgefiihrt wer-

den kann.

Die State-of-the-Art Modellierungstechniken miissen allerdings weit vollkommener
sein, um den komplexen Eigenschaften des heutigen Marktes - unter anderem nicht aus-
reichende Liquiditit bzw. fehlende Handelbarkeit des Underlying und Skew/Smile der
impliziten Volatilitdtsstruktur - gerecht zu werden. Die wahrgenommene Abweichung
des Underlying vom lognormalen Verhalten konnte anfangs durch den Mangel an Pro-
portionalitit in der Forward Rate-Anderung zum aktuellen Zinslevel erklirt werden.
Modelltheoretisch wurde dieser Effekt mit Hilfe der Displaced Diffusion-Dynamik, ei-
ner Mischung aus proportionalen (lognormalen) und unabhéngigen (normalen) Reaktio-
nen auf Brownsche Schocks, bzw. des eng damit zusammenhédngenden CEJ/-Prozesses
als Spezialfille des Local Volatility-Ansatzes eingefangen. Die spater (historisch be-
trachtet wiahrend und unmittelbar nach der russischen Krise) erschienenen asymmetri-

schen Formen der impliziten Volatilitdt erforderten den Einsatz sophistizierterer Metho-



den auf der ewigen Suche nach der “richtigen” Dynamik fiir das Underlying. Immerhin
kann jedes Modell, das geniigend Freiheitsgrade (z. B. in der Gestalt zeitabhingiger
Parameter) aufweist, zwangsweise zur perfekten Reproduktion der aktuellen Marktprei-
se erzogen werden. Wenn jedoch die Dynamik nicht korrekt postuliert worden ist, wird
dieses Modell falsche Risikosensitivititen ermitteln und irrefithrende Hedges empfeh-
len, wie es bei dem Local Volatility-Ansatz in der Umgebung eines stark ausgepriagten

Smile der Fall ist.

Zusétzlich zum Vanna-Risiko, gesteuert durch Skew-generierende Modellierungstechni-
ken, erfihrt die Volatilitit vollkommen zufillige Anderungen unabhiingig von der sto-
chastischen Entwicklung des Underlying - das Volga-Risiko. Praktische Uberlegungen
im Hinblick auf das Risikomanagement erfordern, diesen Exposure von strukturierten
Produkten iiber diverse Assetklassen hinweg einzuschdtzen. Als Folge daraus ergibt
sich die Unerlésslichkeit der Anwendung von Smile-nachbildenden Stochastic Volatili-
ty-Methoden, gegebenenfalls in Kombination mit dem Local Volatility-Ansatz. Sobald
man jedoch die Welt lognormaler Forward Rates und deterministischer Volatilititen
verldsst, geht die Vollstindigkeit des Marktes verloren mit der Konsequenz, dass die

Risikopréferenzen der Investoren fiir den Preisprozess nicht langer irrelevant sind.

Mathematisch betrachtet resultieren aus dem Erfordernis einer arbitragefreien Modellie-
rung grundsitzlich drei mogliche Situationen': (i) Es existiert ein eindeutiges bewer-
tungsrelevantes Wahrscheinlichkeitsmall, wodurch das Modell und dessen Parameter
unmissverstindlich festgelegt werden. Der Markt ist vollstindig und unter der Annahme
kontinuierlichen Handels sind alle derivativen Strukturen gemi dem Martingale Re-
presentation Theorem perfekt replizierbar; (ii) Es existiert kein PricingmaB, folglich
lasst das Modell Arbitrage zu; (iii) Es gibt mehrere Losungen fiir den Marktpreis des
Risikos, es existieren unendlich viele dquivalente Wahrscheinlichkeitsmalle, das Pri-
cingmal ist nicht eindeutig. Arbitragemoglichkeiten sind ausgeschlossen, der Markt ist
allerdings unvollstdndig. Der Payoff von individuellen komplexen Produkten kann nicht

repliziert werden, so dass sie unhedgebaren Residualrisiken ausgesetzt sind.

Wenn der Markt unvollstidndig ist, spiegeln die risikoadjustierten Modellparameter das

Ausmal der momentan vorherrschenden Risikoaversion wider und sind mit einem der

Vgl. (1) J. M. Harrison, S. R. Pliska, “Martingales and Stochastic Integrals in the Theory of Continu-
ous Trading”, Stochastic Processes and Their Applications 11 (1981), S. 215-260; (2) J. M. Harrison
S. R. Pliska, “A Stochastic Calculus Model of Continuous Trading: Complete Markets”, Stochastic
Processes and Their Applications 15 (1983), S. 313-316.




vielen Wahrscheinlichkeitsmalle assoziiert, die mit den aktuellen Preisen kompatibel
sind. Es existiert jedoch keine Garantie, dass der Markt in Zukunft die gleiche Pramie
fiir unhedgebare Risikofaktoren erheben bzw. dasselbe Pricingmal} priaferieren wird.
Der moderne Trader von heute, der seinen Hedge sowohl gegen die Anderungen im
Underlying (Delta-Hedge) und die mogliche Misspezifikation der Modellparameter
(Vega-Hedge) als auch gegen die Residualrisiken (Vanna- und Volga-Risiko) aufgestellt
hat, ist mit einem deutlich subtileren und komplexeren Unsicherheitsfaktor in der Ges-
talt eines “wankelmiitigen” Marktes hinsichtlich seiner nicht ldnger irrelevanten Risiko-

préaferenz konfrontiert.

Realistisch betrachtet kann niemand die Zukunft der Zinsstrukturmodellierung voraus-
sehen. Sicher ist lediglich, dass die Trading Community ihre Bemiihungen intensivieren
wird, um ingenidse Losungsmethoden fiir bestehende Probleme zu finden und besser
auf die Eventualititen, die sie noch nicht erkannt hat, vorbereitet zu sein. Vielleicht
steht die Geburt der nédchsten revolutiondren Generation von Zinsstrukturmodellen un-
mittelbar bevor, wenn nicht in einem plotzlichen Anfall von Genialitét, dann sicherlich
erzwungen durch die Bediirfnisse eines immer komplexer werdenden Marktes. Im Prin-
zip wird die Kernidee des modernen Ansatzes, implizit die globale Kalibrierung an alle
liquiden Mérkte anzustreben und so viel Marktinformationen wie nur moglich in das
Modell einflieBen zu lassen, aufrechterhalten. Lediglich die Palette der Kalibrierungsin-
strumente wird mit der Zeit reichhaltiger werden, von den Plain Vanilla Optionsmirk-
ten (Caplets and Swaptions) heute bis zu First/Second Flow exotischen Produkten in

Zukunft.

12 Struktur der Forschungsarbeit

Auf einer iibergeordneten Ebene ist die vorliegende Arbeit in klassische und moderne
Methoden zur Modellierung der Zinsstrukturkurve gegliedert, wobei dem modernen
Marktansatz ein groferes Gewicht beigemessen wird. Diese hierarchische Anordnung
vertritt die Ansicht des Autors, dass in der heutigen Finanzszene die moderne Modellie-
rungsphilosophie die klassischen Verfahren liberwiegt, wenn der Maf3stab der Bedeu-
tung und Macht angelegt wird. Allerdings reprdsentieren nur diese klassischen Metho-
den einzig wahrhaftige Modelle, im Gegensatz zu den modernen, die lediglich einen
flexibleren und méchtigeren mathematischen Ausdruck eines klassischen Modells dar-
stellen. Zum Zweck des besseren Verstindnisses des Ursprungs und der Macht des mo-

dernen Ansatzes, ist die Konfrontation mit dem klassischen Konzept unvermeidlich.



Bevor in Kapitel 2 bestimmte S/ort Rate-Modelle behandelt werden, wird zunéchst die
fundamentale PDE fiir beliebige Payoff-Funktion von Derivaten auf den Zinssatz herge-
leitet und demonstriert, wie sie auf die bekannte Bondpreis-PDE zur Determinierung
der Bond Curve zuriickgefithrt werden kann. AnschlieBend wird das S/iort Rate-Modell
von Vasicek in Abgrenzung zur im Originalpaper verwendeten PDFE-Technik neu auf-
gestellt. Aus dessen Schwichen beziiglich der Anpassungsfihigkeit heraus geht der
nichste Abschnitt auf das Hull/White-Zinsmodell ein und demonstriert, wie das Kon-
strukt unter maximaler Parameterflexibilitit (zusétzlich mit einer zeitabhidngigen instan-
tanen Volatilititsfunktion) kalibriert werden kann. Das Kapitel kulminiert in der Ent-
wicklung einer Optionspreisformel auf der Basis eines S/iort Rate-Modells mit sto-
chastischer Volatilitdt und schliet mit einem Fazit tiber die Brauchbarkeit und Grenzen

der Short Rate-Modelle ab.

Kapitel 3 beginnt mit einer Demonstration der Aussichtslosigkeit einer effektiven Ka-
librierungsprozedur im Rahmen des erweiterten Short Rate-Modells mit zustandsabhén-
giger Volatilitdtsfunktion und sieht darin den Richtungswechsel der Modellierungsbe-
miihungen hin zur Entwicklung der ganzheitlichen Zinsstrukturdynamik im Gegensatz
zur Bestimmung der Evolution der instantanen Spot Rate begriindet. AnschlieBend wird
eine spezifische instantane Volatilitdtsstruktur hergeleitet, mit deren Hilfe die intrinsi-
sche Beziehung zwischen dem modernen Ansatz (in der Gestalt eines /7/)M-Modells)
und der klassischen Methode (Hull/White-Zinsmodell) aufgedeckt wird. Der groBere
Teil dieses dritten Kapitels wird jedoch der Implementierung des Libor-Marktmodells
gewidmet, in dem unter anderem eine innovative Driftapproximation entwickelt und
eine neue instantane Volatilititsfunktion hergeleitet werden. Im Rahmen der darauf fol-
genden Erstellung vielseitiger Kalibrierungsroutinen wird die Kongruenz zwischen den

beiden Hauptmairkten fiir P/ain Vanilla Zinsoptionen eingehend analysiert.

Kapitel 4 befasst sich - als Schlusswort und Ausblick zugleich - mit den fortgeschritte-
nen Techniken zur moglichst genauen Reproduktion vom Skew/Smile der impliziten
Volatilitatsstruktur und der Kalibrierung an die komplette Marktinformation im Sinne

von Optionspreisen iiber alle verfiigbaren Strikes und Félligkeiten hinweg.

Wichtige mathematische Herleitungen, die das Verstindnis stiitzen sollen, jedoch fiir
die Transparenz der Darstellung als nicht besonders forderlich erachtet werden, sind in

die Anhdnge ausgelagert.



2 Der klassische Ansatz zur Modellierung der Zinsstrukturkurve
21  Die historische Entwicklung der Zinsstrukturmodelle im Kontext der markt-
konsistenten Bewertung von Zinsderivaten

Mit der Modellierung der Zinsstrukturkurve wird stets das Ziel verfolgt, die Dynamik der
Zinsstruktur mathematisch moglichst treffend zu beschreiben. Dieses theoretische Kon-
strukt soll die Entwicklung der Yield to Maturity in Abhdngigkeit von der Zeit abbilden.
Graphisch findet die Beziehung zwischen den Vields to Maturity von Zerobonds, die einer
bestimmten Risikoklasse angehoren, und deren entsprechender Félligkeit ihren Nieder-
schlag in der Yield Curve. Im Zusammenhang mit der marktkonsistenten Bewertung von
Zinsderivaten liegt das Hauptproblem darin, einen arbitragefreien Prozess fiir den zu mo-

dellierenden Parameter aus der zugrunde gelegten Dynamik abzuleiten.

Erste Losungsansitze fokussierten, ausgehend von bestimmten Annahmen iiber die 6ko-
nomischen Variablen, auf das Verhalten der instantanen S/Zort Rate, des Zinssatzes von
heute fiir eine infinitesimal kleine Zeitperiode. Dieser frithen Phase der Bewertung von
Zinsderivaten sind die ersten Gleichgewichtsmodelle” entsprungen. Verantwortlich fiir die
Dynamik der Yield Curve war ausschlieBlich die instantane Short Rate, deren Entwicklung
durch eine stochastische Differentialgleichung, zusammengesetzt aus einer deterministi-
schen mean-reverting Drift und einer stochastischen Komponente mit einem konstanten
oder zur Quadratwurzel der Short Rate proportionalen Diffusionskoeffizienten, beschrie-
ben wurde. Die groe Schwiche dieser Gleichgewichtsmodelle bestand darin, dass sie
nicht kalibriert werden konnten, um automatisch die vorherrschende Zinsstruktur exakt

widerzuspiegeln.

Aus dieser Unzulinglichkeit heraus entstand die nichste Generation von Zinsstrukturmo-
dellen. Die No Arbitrage-Modelle wurden so konzipiert, dass sie zwangslaufig konsistent
mit der aktuellen Zinsstruktur waren, die im Unterschied zu den Gleichgewichtsmodellen
als Inputparameter eingesetzt wurde.” In der Regel erreichte man diesen Effekt, indem die
Drift und/oder die Diffusion der Short Rate im Gegensatz zu den Modellen der vorherge-
henden Phase als eine deterministische Funktion der Zeit gestaltet wurden. Gravierende
Einschrinkungen der Modelle auf dieser Stufe der Entwicklung ergaben sich einerseits

wegen der Abhdngigkeit von nur einem einzigen Unsicherheitsfaktor, einer eindimensiona-

Vgl. (1) O.A.Vasicek, “An Equilibrium Characterization of the Term Structure”, Journal of Financial
Economics, 5 (1977), S.177-188. (2) J.C.Cox, J.E.Ingersoll, S.A.Ross, “A Theory of the Term Structure
of Interest Rates”, Econometrica, 53 (1985), S. 385-407.

Vgl. (1)_T.S.Y.Ho, S.B.Lee, “Term Structure Movements and Pricing Interest Rate Contingent Claims”,
Journal of Finance, 41 (1986), S. 1011-1129. (2) J.Hull, A.White, “Pricing Interest Rate Derivative Secu-
rities”, Review of Financial Studies, 3, 4 (1990), S. 573-592.




len Brownschen Bewegung (Ein-Faktor-Modell), andererseits wegen der Unmdglichkeit
einer vollstdndigen Kontrolle iiber die zukiinftige Volatilitatsstruktur. Daraus folgt unmit-
telbar, dass diese Konstruktionen zum einen nur eine parallele Verschiebung der Yield
Curve rechtfertigen und zum anderen, obwohl sie den zum Zeitpunkt der Bewertung auf
dem Markt vorherrschenden instantanen Volatilititen angepasst werden konnen, eine
nichtstationdre Volatilititsstruktur aufweisen, die das Pricing von nichtstandardisierten
Zinsinstrumenten in einer volatilen Umgebung zusétzlich erschwert. Als nachteilig erwies
sich auch das modelltheoretisch begriindete Auftreten von negativen Zinssitzen mit positi-
ver Wahrscheinlichkeit und damit einhergehend von Preisen fiir Zero Bonds grofer als 1,

was der Grundidee der Arbitragefreiheit widerspricht”.

Alle bisher erwdhnten Modelle konnen als klassische Ansdtze zur Bewertung von Zinsde-
rivaten bezeichnet werden, da sie sich die Beziehung zwischen einem Zero Bond und der
Short Rate zunutze machen, um die Zinsstruktur nachzubilden. Im Rahmen des modernen
Ansatzes verlagert sich das Augenmerk auf die Modellierung der Forward Rates, basie-
rend auf der einfachen Relation zwischen - bis auf ihre Filligkeit - identischen Zero Bonds
und den entsprechenden zukiinftigen Zinssdtzen. Zusitzlich wird der mehrdimensionalen
Unsicherheitsquelle mit Hilfe von Multi-Faktor-Modellen Rechnung getragen. Derartige
Modelle zeichnen sich einerseits durch hohere Komplexitét aus, andererseits gewéhren sie
mehr Flexibilitdt bei der Spezifikation der Volatilititsstruktur und zwar sowohl der mo-
mentan vorherrschenden als auch der zukiinftig zu erwartenden. Sie erweisen sich somit
als ein geeignetes Instrument zur Bewertung von komplexen exotischen Zinsprodukten.

22 Die fundamentale Gleichung zur Bestimmung der Zinsstruktur
221  Einfiihrung und Fragestellung

Aus der Theorie der Optionsbewertung ist die partielle Differentialgleichung (PDFE) von
Black-Scholes bekannt, der der Preis einer Option unter einer bestimmten terminalen Be-
dingung geniigen muss. Daher ist es nahe liegend, die Frage zu stellen, ob sich eine PDFE in

dhnlicher Form fiir zinssensitive Derivate herleiten 1dsst

Die Frage ist zweifach affirmativ zu beantworten. Der erste Weg wird im Wesentlichen
den Gedankenschritten von Vasicek folgen. Ausgehend von der Grundidee, dass Bonds bis
auf ihre Félligkeit identische Instrumente darstellen und daher &hnlichen infinitesimalen

Zufallsschwankungen im Sinne der gleichen Brownschen Bewegung unterliegen, wird es

*  Musiela und Rutkowski stellen zwei Anforderungen an eine Grundgesamtheit von Bonds B(¢,T) .Der

unerwiinschte Effekt B(z,7)>1 verstoBit gegen die zweite, weiter gefasste no-arbitrage condition. Vgl.
M. Musiela, M. Rutkowski, “Martingale Methods in Financial Modelling” (1997), S.330, Definition
14.1.3
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gelingen, unter sorgféltiger Anpassung der Gewichtung ein risikoloses Portfolio aus zwei
(oder mehreren) Bonds zusammenzustellen. Um Arbitragemoglichkeiten auszuschlieBen,
muss die Rendite dieses Portfolios fiir ein infinitesimales Zeitintervall dem risikofreien
Zinssatz entsprechen. Der zweite Weg wird sich der Theorie iiber Diffusionsprozesse be-
dienen. Unter der Annahme, dass die Spot Rate einem Markov-Prozess folgt, wird die Mar-
tingaleigenschaft benutzt und nach Anwendung von /70 s Lemma die Drift der resultieren-

den stochastischen Differentialgleichung (SDE) gleich Null gesetzt.

Die Spezifikation der F,-messbaren Yield to Maturity Y(¢,T) mit 0<¢t <T <T™ ist iden-

tisch mit der Bestimmung des stochastischen Bondpreises B(¢,T) :

B(.T) = e TDY(T)

(2.1)
Y(t,T) = _log B(t,T)
T—t
Bekanntlich gilt:
—Tr(u)du
Bt,T)=E| e | F,
(2.2)
—JT.f(t,u)du
B(t,T)=e"

Ferner kann eine Beziehung zwischen Y (¢,7) und der instantanen Short Rate r(t) herge-

stellt werden:

lim log B(¢,T) — lim 1  0B(T)

lim¥ (¢, 7) = -

T T—t > B(1,T) T
—JT.r(u)du
_0B(1,T) __OE|e’ |F, 2.3)°
oT | T =t
—T[r(u)du
—-E| —r(T)e ' | F, :—E(—r(t)|Ft):r(t)

In Analogie zu (2.3):

> Da die direkte Anwendung des Grenzwertoperators zu einer Unbestimmtheit in der Form 0/0 fiihrt,

wird auf die Regel von L 'Hospital zuriickgegriffen. Vgl. dazu M. Abramowitz, I. A. Stegun, “Handbook
of Mathematical Functions with Formulas, Graphs, and Mathematical Tables” (1972), Abschnitt 3.4.1,
S.13.
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T
_0B(t,T) —[ f(tu)du

vl T P
or |1 T =t (2.4)
T
—[ f(t,u)du
=f(@T)e ! = f(t,1)

Jedes mathematische Modell, das den stochastischen Bondpreis B(t,7) determiniert, legt

automatisch die gesamte Zinsstruktur® im Zeitpunkt 7 fiir T e[¢, 7™ ] fest.

222 Herleitung der PDE mit Hilfe eines risikolosen Portfolios aus zwei Zerobonds

Der erste Schritt zur Herleitung der PDE besteht darin, die Dynamik der ausfallfreien

Bonds mit Restlaufzeiten 7, —¢ bzw. T, —¢ zu postulieren’:

dB(t,T)) = u(B(t,T,),t)B(t,T))dt + o,(B(,T,),t)B(t,T,)dW, 2.5
dB(1.T,) = u(B(t,T,).)B(t,T,)dt + 0, (B(1.T,).0)B(t, T,)dW, '
Ferner wird die instantane S/ort Rate r(t) als ein Diffusionsprozess modelliert:

dr(t) = a(r(t),0)dt + b(r(t),H)dW, 2.6)°

Der Bondpreis B(t,7;,) wird anhand der Entwicklung der instantanen S/ort Rate im Zeit-

intervall (¢,7],) bestimmt, folglich als eine Funktion der Spot Rate:

B(t,T,,,r(s)) = B(t,T,,,r(t)), mitt<s<T, (2.7)

Durch die Beziehung (2.1) lassen sich Bondpreise und Yields to Maturity gegenseitig ineinander tiberfiih-
ren. Mit Zinsstruktur ist in diesem Zusammenhang die Yield Curve gemeint oder die Zinsertragskurve.
Vgl. L, Perridon, M. Steiner, “Finanzwirtschaft der Unternehmung® (2003), S.190-191. Aus (2.1) und
(2.2) kann eine Beziehung zwischen der Yield to Maturity Y(1,T) und der instantanen Short Rate r(t), der

T
i[.r(s)dx

Spot Rate, hergeleitet werden: e """ = E| ¢ |F, |. Falls die Short Rate iiber die Laufzeit des

t

Bonds hinweg konstant bleibt, entspricht sie der Yield to Maturity.
7 Zu den Ausfiihrungen in diesem Abschnitt Vgl. (1) O. A. Vasicek, “An Equilibrium Characterization of
the Term Structure”, Journal of Financial Economics 5 (1977), S. 177-184. (2) S. Neftci, “Mathematics
of Financial Derivatives” (2000), S. 454-460.
Da die Drift nicht als konstant, sondern als eine Funktion der Zeit und des Bonds selbst gestaltet wird,
folgt der Bondpreisprozess nicht notwendigerweise einer Brownschen Bewegung.
Die Drift a(r(t),1) und die Diffusion b(r(1),t) sind entweder anhand historischer Daten zu schitzen, oder
mit Hilfe von Marktpreisen zu kalibrieren. Die Short Rate r(t) weist die Markov-Eigenschaft auf. Fir den
Fall einer geometrischen Brownschen Bewegung gilt: dr(t) = ar(t)dt + br(t)dW,

2 pyimsy ez
)¢t (a 2b (3 s)ezb (t—s)

1
(a—=b" )(t—s
E(r(t)|F,)=r(s)e 2 )E(eb(W’_W“) |F)=r(s)e =r(s)e’"™
Der Erwartungswert von 7(2) bedingt auf r_ hingt lediglich von dem zuletzt beobachteten Wert 7(s) ab.
Okonomisch interpretiert bedeutet dieses Merkmal im Wesentlichen, dass die zukiinftige Entfaltung des
Short Rate-Prozesses, vorausgesetzt die heutige Auspragung ist bekannt, unabhéngig von der vergange-
nen Entwicklung ist, die zum heutigen Wert gefiihrt hat. Fiir den Fall eines mean-reverting-Prozesses

wird die Markov-Eigenschaft im Rahmen des Modells von Hull/White nachgewiesen. Siche dazu Anlage
1.
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Aus diesen zwei Bonds mit Gewichtungsfaktoren 6, bzw. 6, wird ein Portfolio zusam-

mengestellt:
P=6,B(t.T,r(1) - 6,B(t,T,,r (1)) (2.8)

(o)

0= : 2
' B(LT.r())o, - o))

2= : P
B(t,T,,r(H))(0, —0))

(2.9)

b

Die infinitesimale Anderung des Portfolios im Zeitablauf kann folgendermafBen ermittelt

werden:
dP = 0,dB(t,T,,r(1)) ~ 0,dB(t, T, r(1)) (2.10)

Nachdem die SDEs (2.5), die die Dynamik der Bonds beschreiben, und die Gewichtungs-

funktionen (2.9) eingesetzt worden sind, entféllt das //iener-Inkrement:

dP = O-Zlu(B(t,Tl),f)—O'I,U(B(l‘,Tz),f) Pdt (211)
0, —0

Die spezifische Wahl der Bondanteile in (2.9) erlaubt es, die stochastische Komponente
vollstdndig zu eliminieren und das Portfolio risikolos zu gestalten. Folglich muss die de-
terministische Drift dem risikofreien Zinssatz dquivalent sein, um Arbitragemoglichkeiten

auszuschlieBen:

(B 1)) =0 p (BT e iy

0,0,
o, (u(B(t,1)),0) —r(t)) = o,(u(B(t,T,),t) - r(1)) |: 00, (2.12)
(uB.1),0)-r@) _ (uB(,T,),1)~r(1))
O 0,

Relativiert durch die entsprechende Volatilitit sind Risikoprdmien von Bonds mit unter-
schiedlichen Restlaufzeiten gleich. Diese Identitét ist durch die einheitliche Unsicherheits-
quelle im Sinne einer eindimensionalen Brownschen Bewegung begriindet, die sich mittels
einer umsichtigen Anpassung der Gewichtung ausschalten ldsst. Demzufolge lassen sich
solche Beziehungen fiir alle Bonds, die von dem gleichen stochastischen Faktor getrieben
werden, analog herleiten und ergeben somit den Marktpreis des Risikos'’, den Zuwachs an

erwarteter Rendite bezogen auf eine zusitzliche Risikoeinheit'':

1% Zur Bestimmung des Marktpreises des Risikos: (1) _R. Merton, “An Intertemporal Capital Asset Pricing

Model“, Econometrica 41 (1973), S. 867-886. (2) R. Merton, “An Analytic Derivation of the Efficient
Portfolio Frontier, Journal of Financial and Quantitive Analysis 7 (1972), S. 1851-1872.(3) R. Merton
“Optimum Consumption and Portfolio Rules in a Continuous-Time Model”, Journal of Economic The-
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(u(B(.T),1)~r())

(o

1

= AL, 7 (1)) (2.13)

Da der Bondpreis eine Funktion der Spot Rate (1) und des Bewertungszeitpunkts 7 dar-

stellt, erhdlt man nach Anwendung von /70 s Lemma und Einsetzen von (2.6):
dB(r(t),t) = (B a(r(t),t)+ B, +%B,,b(r(t), £)})dt + B.b(r(t),t)dW, (2.14)

Das Gleichsetzen der Drift- bzw. Diffusionsterme in (2.5) resp. (2.14) ergibt wegen deren

zwingender Aquivalenz:

b(r(t),)B, = o(B,t)B

1 . (2.15)
H(B,0)B = B.a(r(t),)+ B+ B,b(r(),0)

Die zweite Gleichung reprisentiert die PDE fiir den Bondpreis unter der Bedingung, dass
sich die unbekannte Drift u(B,¢) bestimmen lieBe. Bezugnehmend auf die Theorie von
Black-Scholes liegt es nahe, den Ubergang zur risikoneutralen Welt zu vollziehen und in
(2.5) w(B,t) durch r(1) bzw. dW, durch dW, —((u(B,t)—r(t))/ o(B,t))dt zu ersetzen.
Diese Umstellung erfordert gleichzeitig die Adjustierung der Drift der Spot Rate a(r(¢),?)
zu ihrem risikoneutralen Aquivalenta (r(¢),t), indem auf die Gleichgewichtsbedingung
der Arbitragefreiheit zuriickgegriffen wird. Die Anpassung erfolgt mit Hilfe des Markt-

preises des Risikos und der ersten Beziehung in (2.15) nach o(B,¢) aufgeldst:
a(r(t),)—a (r(1),1)
b(r(1),1)

HBD =1 _ ) (1) = u(B.t)B = (1) B +b(r().0) B (1))
o(B,t)

= A, (0) = a (r(0).£) = a(r(t),£) — b(r(t), ) AL, 7 (1))
(2.16)

Nachdem die unbekannte Drift x(B,t) determiniert worden ist, erlaubt ein erneuter Riick-

griff auf (2.15) die Spezifikation der fundamentalen PDE:

B (a(r(t),t) = b(r(t),HA(r(t),1)) + B, + %B,rb(r(f ),1)" =r()B=0 (2.17)

B(T,T)=1

ory 3 (1971), S. 373-413. Vgl. bspw. Theorem 1 aus (1), das in (3) in allgemeiner Form dargestellt und
bewiesen wird (S. 384): u, —r =B, (u,, —r), B, =0,, /0, . Daraus resultiert in Analogie zur SML aus

dem CAPM: (g4, =r)/ 0,p, ) =y, —1)/ Oy bzw. (@, —1)/ 0, =(1; —r)/ o, mit p,;=1.

Vgl. S. Benninga/Z. Wiener, “Term Structure of Interest Rates”, Mathematica in Education and Re-
search, 7 2 (1998) zur weiterfithrenden Diskussion iiber den Marktpreis des Risikos in Verbindung mit
Zinsstrukturmodellen, insb. S. 5 zur Bestimmung des Marktpreises des Risikos.
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Wenn ein Zinsstrukturmodell im Sinne von (2.6) mit bekannten Parametern a(7(z),¢)und
b(r(t),t) definiert ist, erzwingt die praktische Anwendung der PDFE gleichzeitig die
Kenntnis iiber den Marktpreis des Risikos A(r(¢),7) .

223  Die fundamentale PDE fiir beliebige Payoff-Funktionen im Licht der Diffusi-
onstheorie

Im Rahmen dieses Abschnitts wird eine alternative Herleitung der PDE vorgestellt, die im
Gegensatz zur vorhergehenden — bis auf den Riickgriff auf den Marktpreis des Risikos, der
fiir die Adjustierung der Driftfunktionen unter den verschiedenen Wahrscheinlichkeitsma-
Ben unverzichtbar ist — auf einer vollkommen anderen theoretischen Basis beruht. Die Vor-
gehensweise lésst beliebige Payoft-Funktionen zu, nicht ausschlie8lich Bondpreisprozesse.
Demzufolge muss die Arbitragefreiheit nicht mittels eines risikolosen Portfolios aus Bonds
und damit einhergehend mit Hilfe einer Gleichgewichtsbedingung fiir den Marktpreis des
Risikos von Bonds hergestellt werden, sondern wird gemél dem ersten Fundamental The-
orem of Asset Pricing” tiber die Existenz eines risikoneutralen WahrscheinlichkeitsmaBes
und eines dazu dquivalenten Forward-MartingalmaBes'® herbeigefiihrt. Erschwerend zu
den Nachteilen der Herleitung mittels eines risikolosen Portfolios kommt ein weiteres Ar-
gument hinzu: es kann nicht sichergestellt werden, dass dieses Portfolio per se selbstfinan-
zierend ist. Im Rahmen eines streng formellen und mathematisch korrekten Ansatzes muss
das Portfolio als Element eines Marktmodells M = (S,¢) zusammengestellt werden, wo-
bei S ein adaptierter stochastischer Prozess und ¢ die Klasse selbstfinanzierender Trading
Strategien sind'”. Unter Ausschaltung des Unsicherheitsfaktors bei gelungener Anpassung
der Potfolioanteile schlieft sich die Herstellung der Arbitragefreiheit mittels eines risikolo-
sen Portfolios an. Mit Hilfe der zu prisentierenden Herleitung der fundamentalen PDFE flir

beliebige Payoff-Funktionen von Zinsderivaten wird diese Problematik umgangen.

2" vgl. Fn.10, 11.

B Vgl. (1) S. Shreve, “Stochastic Calculus for Finance II* (2004), S. 231, Theorem 5.4.7. (2) J. M. Harri-
son, S. R. Pliska, “Martingales and Stochastic Integrals in the Theory of Continuous Trading™, Stochastic
Process and Applications 11 (1981), S. 215-260.

Ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmal3 P", definiert auf einem messbaren Raum (Q,F Tm),

wird gleichzeitig auch ein Martingalmal3 genannt, wenn alle, durch das entsprechende Numeraire (unter
P" ist das Numeraire der Bondpreis B(t,T) ), relativierten Preise fiir Derivate Martingalen beziiglich der

Filtration ' ={F} __ .., T™ €[0,00) folgen. Vgl. M. Musiela, M. Rutkowski, “Martingale Methods

in Financial Modelling* (1997), S.74.

Zu dieser Anmerkung vgl. S. Neftci, “Mathematics of Financial Derivatives” (2000), S. 279 und S. 453-
454. Aus diesem Grund ist die Herleitung im vorigen Abschnitt rein heuristischer Natur, genauso wie die
Herleitung der klassischen PDE von Black-Scholes zur Bestimmung des Optionspreises. Da das Portfo-
lio einer kontinuierlichen Anpassung der Stockposition (des Deltas der Option) bedarf, sind stark restrik-
tive Modellannahmen erforderlich: (1) zeitstetiger Handel, (2) keine Transaktionskosten. Vgl. F. Black
M. Scholes, “The Pricing of Options and Corporate Liabilities, Journal of Political Economy 81 (1973),
S.637-654, insb. S. 640-641, Annahmen (b) und (e). Folglich kann die Eigenschaft des selbstfinanzie-
renden Duplikationsportfolios nur dann gewédhrleistet werden, wenn der Hedge zulasten enormer Trans-
aktionskosten zeitkontinuierlich durchgefiihrt wird.
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Fiir die folgende Darstellung wird aus Vereinfachungsgriinden angenommen, dass der U-
bergang zum risikoneutralen WahrscheinlichkeitsmaB'® bereits vollzogen worden ist. Mit
Riickgriff auf (2.5) und (2.6) wird die Dynamik des Bondpreises bzw. der Short Rate trans-

formiert'’:

dB(t,T)=r(t)Bdt +o,(t)BdW,

. (2.18)
dr(t) =[a(r(1),£) - b(r(1), 1) A, 1dt + b(r (), £)dW,

Betrachtet wird eine willkiirliche, zu einem spéteren Zeitpunkt zu spezifizierende, Payoff-
Funktion eines Derivats auf den Zinssatz A(r(T)) . Die Stochastik der S/ort Rate in (2.18)
ist sehr allgemein gestaltet. Meistens wird ein konkretes Zinsmodell unterstellt, das eine
spezifische Dynamik fiir die Short Rate vorschreibt. In einer vereinfachten Bewertungswelt
kann postuliert werden, dass sich der Zinssatz &hnlich wie der Aktienkurs verhélt und
demzufolge einer geometrischen Brownschen Bewegung'™ gehorcht. Unter dieser Annah-
me wird jedoch der entscheidende Unterschied zwischen dem Aktienkurs und dem Zins-
satz nicht beriicksichtigt, dass ndmlich Zinssdtze langfristig zu einem Durchschnittsniveau
zurlickkehren. Ein i. d. R. vorgetragener Grund fiir dieses Phinomen ist die inverse Bezie-
hung zwischen dem Investitionsvolumen und der Zinshohe. Bei niedrigen (hohen) Zinsen
wird Kapital verstirkt (weniger stark) nachgefragt, die Zinsdynamik weist einen positiven
(negativen) Trend auf und in der langen Sicht werden die Zinssdtze zu einem mittleren

. . o 1
Reversion Level zuriickgedringt' .

Fiir die weiterfiihrenden Uberlegungen zur Herleitung der PDE wird es unumginglich sein,

auf die Markov-Eigenschaft der Short Rate”” zuriickzugreifen:

E” (W(r(T) |F () = E” (h(-(T)) | F(t)) = EXy, (h(H(T)) = g(t,7(1)) (2.19)"

Die mathematische Grundlage fiir diese Transformation wird durch das Girsanov-Theorem geliefert. Zur
Anpassung der Drift und des Unsicherheitsfaktors vom Bond- bzw. Zinsprozess siehe vorigen Abschnitt,
S. 14.

17 A, ist der Marktpreis des Risikos aus dem vorigen Abschnitt. Siehe (2.16).

Vgl. R. Rendleman/B. Bartter, “The Pricing of Options on Debt Securities”, Journal of Financial and
Quantitative Analysis 15 (1980), S. 11-24.

19 Vgl. J. Hull, “Options, Futures, & Other Derivatives” (2000), S. 566-567.

2 Die Markov-Eigenschaft des Short Rate-Prozesses im Fall einer geometrischen Brownschen Bewegung

wurde in FuBnote 9 festgestellt. Jedoch werden aus zwingenden 6konomischen Griinden meistens mean-
reverting Prozesse modelliert. In Anlage 1 wird die Markov-Eigenschaft im Rahmen des Hull/White
Modells streng bewiesen. Mit a(r(¢),t) = a(t)—b(t)r(¢t) und b(r(t),t)=o(t) wird im Rahmen dieses
Abschnitts das in (A1.9) hergeleitete Ergebnis genutzt.

Die Markov-Eigenschaft des Short Rate-Prozesses wird auf die Payoff-Funktion Ah(r(T)) direkt unter

dem risikoneutralen MartingalmaB angewendet, obwohl sie in der Anlage streng genommen lediglich fiir
ein willkiirliches Wahrscheinlichkeitsmal3 P nachgewiesen wurde. Da b(r(¢),t) = o(t) offensichtlich von

21
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Im Folgenden wird mit Hilfe der /7erated Expectations-Eigenschaft gezeigt, dass g(¢,7(t))

ein Martingal darstellt:

E” (g(t,r(t) |F (s) = E” (E” (h(+(T)) | F (£))|F (5)) = E” (h(r(T))| F (5))

* (2.20)
=E" (h(r(T))| (s)) = g(s,7(s))

Infolgedessen muss die Drift nach Anwendung von /70 s Lemma verschwinden:

dg(t,r(1)) = g,dt + g,dr %gwdm = g,di +g,[a(t)~b(t)r(t) ~ o (1)A,1dt

1 .
+28,00  di+godW, =

g(t,r()) = g(0,7(0)) + .[Dgt (u,r(u)) +[a(u) =bu)r(u) —ow)4,1g, (u,r(u))

[ (2.21)
+ % ()'(u)2 g, (u,r(u)) du+ J- o(u)g,(u, r(u))dW:

Mit Hilfe des Martingale Representation Theorems’ und unter Beriicksichtigung der In-

tegralform von g(z,7(¢)) kann gefolgert werden™:

ngt +la(u)—bw)r(w)-o(u)4,lg, +%O'(u)2 g, Odu=0

g,(t,r() +[a(®)=bO)r(t)—o(t)4,]g, (. r(1)) +%0(t)2gw (t,r()=0 (2.22)*
g(T,r(T)) = h(r(T))

Bei sorgfiltiger Uberpriifung von (2.19) stellte man fest, dass g(z,7(¢)) lediglich den er-

warteten Payoff des Derivats A(r(7)) wiedergibt. Um im Zeitpunkt  den Wert des Wert-

22

23

24

r(t) unabhéngig ist, werden sich allein der zweite und der dritte Summand in der dritten Zeile in (A1.4)
marginal dndern und den grundsitzlichen Ansatz in seiner Kernidee nicht umwerfen. Der erste modifi-

t t
zierte Term e (’)j[a(u) —o(u),1e* " du ist deterministisch und der andere e *"" I o) dw’ (u) ist

F (s) -unabhéngig.
Der Prozess o(t)g, (t,7(¢)) ist zu der durch die Brownsche Bewegung erzeugten Filtration {F,"} adap-

tiert.
Die gleiche PDE ergibt sich durch die direkte Anwendung der Kolmogorov Backward Equation (KBE)

auf g(¢,r(t)) = Ef;m(h(r(T)) = j h(x)p(t,T;r(t),x)dx , wobei p(t,T,r(t),x) die Transition Density (TD)

darstellt, d. h. die Dichte tiber die Forward-Variable r(T) bedingt auf die Backward-Variable r(t) . Par-

tielles Ableiten nach den Backward-Variablen ¢ und r(t) fiihrt unmittelbar zur in (2.22) mittels /7o s Dif-
ferenzierungsregel hergeleiteten PDE.

Der Ubersichtlichkeit halber wurden die Argumente 7(2) und « der Funktion ¢ im Integral ausgelassen.
Die PDE erhidlt man, indem beide Seiten nach 7 abgeleitet werden.
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papiers A(t,r(t)) zu bestimmen, muss dieser Payoff laufzeitaddquat angepasst werden, also
zusiatzlich abdiskontiert werden. In der risikoneutralen Welt ldsst sich der Preis des zu be-

wertenden Finanzprodukts folgendermallen ermitteln:

ht,r(1)) = E” (%h(rm) IF (1) (2.23)

Zum Zweck der weiterfithrenden Untersuchung erweist sich die Bewertungsformel unter
dem risikoneutralen Martingalmal3 als ungeeignet, da wegen der impliziten Abhéngigkeit
des Erwartungswertes vom Abzinsungsfaktor nicht direkt auf die Martingaleigenschaft von
E” (h(r(T))|F (1)) = g(t,r(t)) zuriickgegriffen werden kann. Mit Hilfe einer Wahrschein-
lichkeitsmaBtransformation, indem auf das Forward-Martingalmal3 gewechselt wird, ist

diese unerwiinschte Besonderheit eliminierbar:

h(t,r(1)) = B, T)E" (h(r(T) |F (1)) = E” (h(r(T)) | F (¢)) = hg(t—r(T’;) (2.24)

Die Volatilititsfunktion bleibt im Gegensatz zur Driftfunktion von der Anderung des
Wabhrscheinlichkeitsmafles unberiihrt. So muss nur die Drift des Bondpreis- bzw. Short
Rate-Prozesses dem neuen Wahrscheinlichkeitsmal} angepasst werden”. Da P’ und P’
zueinander dquivalent sind, fordert das Arbitragefreiheitsprinzip, dass der abdiskontierte
Erwartungswert der Payoff-Funktion /4(7(7T)) sowohl unter dem risikoneutralen Martin-
galmaB, als auch unter dem Forward-Martingalmal3, den gleichen Preis A(¢,7(¢)) fiir das

Derivat im Zeitpunkt 7 ergibt:

(e, (1)) = B, T)E" (% Fey=pE D E @) =

5 L0 g M) BEDIBeT)
.0 B(I.T)  B,/B

Radon—Nikodym Derivative

IF (1) (2.25)

dP" B(T,T)/B(,T B,
F (0= =ZEDECD)
dP B, /B, B(t,T)B,

¥ An dieser Stelle wird erneut auf das Girsanov-Theorem zuriickgegriffen. Die beiden Wahrscheinlich-

keitsmaBe P" und P’ , definiert auf dem messbaren Raum (Q, F ...) sind absolut stetig, d. h. dquivalent
zueinander: P’ (A4) = I n(t)dP =0, YA<F (t) falls P'(4)=0. Da 7n(¢) >0, kann die Bezichung um-
A
gekehrt werden: P°(A4) = I %dPT =0, VAeF (¢) falls P'(4)=0. Es gilt P"(4)=0 immer dann
n
A
wenn P (A4)=0.
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Aus der ersten Zeile in (2.25) erkennt man, dass unter P’ (P") der Bond B(7,7) (das Geld-

marktkonto B,) das Numeraire darstellt. Unter Ausschluss von Arbitragemdglichkeiten

folgt aus der Aquivalenz der Martingalmafe, dass alle durch das wahrscheinlichkeitsmaf-

inhdrente Numeraire relativierten Derivate unter dem jeweiligen Wahrscheinlichkeitsmal3

Martingalen folgen. Vielmehr ist der Marktpreis des Risikos durch die Volatilitit des ent-

sprechenden Numeraire definiert’®. Demnach kann die Adjustierung der Driftfunktionen

und der Brownschen Bewegung fiir den jeweiligen Prozess folgendermallen vollzogen wer-

den

) —drife: OO -0WA) — 4

Py _((a(z)—b(r)r(z)—a(t)&)—uf j i

27,

=0,()

o(t)

o(t) (2.26)

B(t,T)—drift : MZ%(Q, sz*:thT—[dez

O'B(t) O-B(t)

Da g’ (t,7(t)) = h(t,r(t))/ B(t,T) ein Martingal ist, muss die Drift nach Anwendung von

Jto’s Lemma verschwinden?®:

p {h(t, r(z))} _—hdB(t.T) | dh(t,r(t)) _ —h(r(t)- o, (1)*)Bdt —ho, (1)BdW,"

+

B(t,T) B(t,T) B(t,T) B(t,T)

hdt +h [a(t)—b(t)r(t) — o(t) A, — o (), (D)]dt + h o ()W + ; h o(t)dt

B(.,T) -

26

27

28

Zum Beweis dieser Aussage vgl. J. Hull, “Options, Futures, & Other Derivatives” (2000), S. 508-509.
Der Marktpreis des Risikos wird lediglich als theoretisches Werkzeug zur Anpassung der Driftfunktio-
nen benutzt. Fiir die Fortfithrung der Herleitung im Rahmen dieses Abschnitts ist es unerheblich, wie und
warum er definiert wird. Der Marktpreis des Risikos ist hier nur ein Mittel zur Berechnung der Drift un-
ter dem neuen Wahrscheinlichkeitsmal3. Zur Bestimmung des Marktpreises des Risikos vgl. Fn. 10.

Folgende berechtigte Frage dringt sich auf: Wird unter dem Forward-Martingalmal3 die Martingalei-

genschaft von E” ’ (h(r(T)) | F (¢)) = g(¢,r(t)), giiltig in der risikoneutralen Welt, beibehalten? Es wird

analog wie in Fn. 21 argumentiert und der zweite bzw. dritte Summand in der dritten Zeile in (A1.4)

t
werden marginal gedndert und zu e*“”je“”[a(u) — (A4, + 0, (w)o(u)]du bzw. e ¥ j o) dw’ (u)

s

F (s)—unabhdingig, deterministisch s

F (s)-unabhingig
transformiert. Dementsprechend bleibt die Markov-Eigenschaft von r(7) aufrecht erhalten und folglich
gilt die Martingaleigenschaft auch unter dem neuen Wahrscheinlichkeitsmal P’ , da sie auf der Markov-

Eigenschaft des Short Rate-Prozesses beruht. Es gilt: E 7 (h(r(T))|F (t)) = g" (t,7(¢)) folgt analog zu
(2.20) einem Martingal und rechtfertigt die Bewertungsformel B(¢,T)E r (h(r(T)) | F () = h(t,r(2)) .
Streng genommen wird die SDE von /h(t,7(1))/B(t,T) zuerst in ihre Integralform tiberfiihrt. Fortfiihrend
wird analog zu (2.22) argumentiert, um die allgemeine PDE in (2.27) herzuleiten.
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[(agmz — FH(E)h+ b, +[a(t) = b))~ ()4, — o (t)o, (D)1h, +;a<t)2h,,}dt
B(t,T)

N [hra(t) —ho, (t)] aw’
B(t,T)

(2.27)
(o, ) —r()h+ h +[a(t)-b{)r(t)—o(t)A, —o(t)o,(0)]h, + % o(t)’ h,=0

Die letzte Gleichung in (2.27) stellt die allgemeine PDFE dar, die die Bewertung von belie-
bigen Derivaten auf den Zinssatz ermdglicht. Um diese PDE zu 16sen, bedarf es einer ter-
minalen Bedingung, die sich aus der ndheren Spezifikation des Derivats /1(r(7)) ergibt. Es
sei bspw. eine Call-Option mit einem Strike K und Ausiibungszeitpunkt 7" auf einen Bond
B(T,T™) mit Félligkeit in 7™ zu bewerten. Folglich lautet die terminale Bedingung,
unter welcher die oben hergeleitete PDE zu losen ist, A(r(T)) = max(B(T,T™)-K,0).

Um die Richtigkeit der aufgestellten PDE zu verifizieren, liegt es nahe, einen Bond B(7,7)
zu untersuchen, d. h. /(7,7(1))=B(t,r(t)).Auf diese Weise gelingt es, auf die bereits bekannte

PDE fiir den Bondpreis zuriick zu schlieen.

Bdt+ B dr(t)+ ;Brrdr(t)dr(t)

—(r(t)-0o,(t)’)B-Bdt—B-Bo,(t)dW .
B(t,T)’ B(t,T)
1 2
—(r(t) - o, (1)) Bdi — Bo, (1)dW X Btdt+§BWO'(t) dt
B(t,T) B(t,T)
B.(a(t)-b(t)r(t)—o()A, —o(t)o,(t))dt + B.o(t)dW,"
B(t,T)

(2.28)

[B,(a(t) - b()r(t)—o()4,)+ B, + ;Bm(t)2 —r(t)B]dt
B(t,T)
[B.o(t)—Bo,(t)|aw/ Lo, (1)’ B—B.o(t)o,(1))dt
B(t,T) B(,T)

—+

- (2.29)

B (a(t)-b(t)r(t)— o(t)A,)+ B, +%B,,,a(t)2 —r(t)B=0 mit B(T,T)=1

Die letzte Gleichung in (2.29) ist identisch mit der im vorigen Abschnitt hergeleiteten PDE

(2.17). Da der Ausdruck ein Martingal ist, muss die Drift verschwinden®. Bei sorgfiltiger

¥ Zusitzlich verschwindet in diesem speziellen Fall auch der Koeffizient vor dem Unsicherheitsfaktor
dW in Gleichung (2.29), da B.o(t) = Bo,(t) gilt. Diese Feststellung ist nicht besonders verwunderlich
B(t,r(),T)

untersucht wird, dessen totales Diffe-
B, T)

wenn in Betracht gezogen wird, dass letztendlich [

rential null ergibt.
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Betrachtung stellte man fest, dass (2.29) eine unerwiinschte Korrektur zur Drift enthilt, die
sich im dritten Summanden niederschligt. Es lésst sich zeigen, dass dieser dritte Summand
gleich null ist, wenn man die unter dem Forward-Martingalmall modifizierte SDE des

Bondprozesses genauer untersucht:
(1) dB=(r(t)—0,(t)*)Bdt+ 0, (t)BAW,

(2) dB= {Bt + B [a(t) - b()r(t)— o(t)4, — o(t)o, ()] + %Bﬁ,a(t)z } dt+ B o(t)dW" (2.30)

_o,(O)B
B

r

= o,()B=Bao(t) = o)

Das Einsetzen dieses Ausdrucks fiir die Volatilitit der Skort Rate in (2.29) ldsst den dritten
Summanden verschwinden und bestitigt die fundamentale ZDFE fiir den Bondpreis bzw. fiir
ein beliebiges Derivat auf den Zinssatz [(2.27)].

23  Das Zinsmodell von Vasicek mit zeitunabhéiingiger Volatilititsstruktur und kon-
stanter mean-reverting Driftfunktion

In Anlehnung an Vasicek® wird im Weiteren mit dem Begriff der Yield Curve als einer
graphischen Abbildung der VYields to Maturity in Abhdngigkeit von der Filligkeit der
zugrunde liegenden Bonds argumentiert. Aus der Definition der Vield to Maturity in (2.1),
modelliert im Zeitpunkt 7 als eine Funktion der Falligkeit 7, wird deutlich, dass sich die
Yield Curve im Zeitpunkt 7 aus den Bondpreisen B(7,7), VT €[0,T™"], erschliefen ldsst.
Bei genauer Untersuchung der allgemeinen PDFE in (2.27) stellt man fest, dass die prakti-
sche Anwendung dieser Gleichung auf Bewertung von beliebigen Zinsderivaten wegen der
expliziten Abhéngigkeit von der Bondvolatilitdt o,(¢) die Kenntnis iiber den entsprechen-
den Bondpreis erzwingt. Diesen Gedanken fortfithrend miisste man, bevor die allgemeine
PDE gelost werden kann, mit Hilfe der speziellen Bond-PDE in (2.29) Bondpreise ermit-
teln und daraus Volatilititen implizieren. In einem anderen Zusammenhang, nédmlich Be-
stimmung der Yield Curve, hat Vasicek als erster eine Losung fiir diese Bond-PDE entwi-
ckelt. Nachdem der erschwerende Umstand konstatiert worden ist, dass vor der eigentli-
chen Bewertung von beliebigen Zinsderivaten zuerst Bondpreise berechnet werden miis-
sen, wird anhand des Zinsmodells von Vasicek verdeutlicht, dass die Notwendigkeit der
Losung der Bond-PDE nicht unerlésslich ist, da eine Losung in geschlossener Form auf
alternative Weise erreicht werden kann. Das auf den ersten Blick hinderliche Erfordernis

der Ermittlung von Bondpreisen aus dem postulierten S/ort Rate-Modell wird sich an-

3 0. A. Vasicek, “An Equilibrium Characterization of the Term Structure”, Journal of Financial Econom-

ics, 5 (1977), S.177-188.
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schlieend als hilfreich fiir die Anpassung der geschétzten Parameter des angenommenen
Zinsmodells an die eines ndherungsweise arbitragefreien Short Rate-Prozesses erweisen.

Die Short Rate gehorcht folgender SDE™:

drt)=a(u—rt)dt+odW(t)

. (2.31)
dr(t)= [a(u —r(t))— a/”t]dt +odW (t)

Die zweite SDE beinhaltet die Transformation des WahrscheinlichkeitsmafBBes und die An-
passung der Drift beim Ubergang zur risikoneutralen Welt unter der Annahme eines kon-
stanten Marktpreises des Risikos /. Die Lsung erfolgt iiber die Multiplikation der beiden

Seiten der Gleichung mit e :
e“dr(t)+e” ar(t)dt = e (au—oA)dt + e cdW (1) =

d[e“r(t) | = e (au—oA)dt + e odW' (1) = (2.32)

r()=e“r(0)+e “ (au- o%)'[ e ds+ e’””O'J‘ e dW’ (s)
0 0

Anstatt die Bond-PDE in (2.29) zwecks Ermittlung des Bondpreises zu 16sen, wird direkt

die Beziehung zwischen dem Bond und der S/ort Rate genutzt:

T t
—| (u)du —| r(u)du

B(t,T)=E" (e |F(t) bzw. B(O,)=E"(e® ) (2.33)

t
Es lasst sich zeigen, dass Jr(u)du 0 N(u, 02) . Folglich kann der Bondpreis mit Hilfe der

0

Moment Generating Function (MGF)* mit einem Koeffizienten von -1 ermittelt werden:

1 Diese Modellgleichung fiir den Short Rate-Prozess entspricht der SDE im Modell von Hull/White mit

konstanten Driftparametern und konstanter Volatilitit wie folgt: o = a(?), & = b(t) und o = (7). In An-
lage 1 findet sich die detaillierte Losung zu dieser SDE im allgemeinen Fall, wenn die Driftvariablen und
die Volatilitéit nicht konstant, sondern als Funktion der Zeit modelliert werden. Daher wird die Losung in
diesem Abschnitt lediglich skizziert.

> Mit Hilfe des Marktpreises des Risikos (#”" —r(t))/ """ = A lasst sich die neue Drift unter dem risi-

koneutralen Martingalmal} bestimmen: drifi’ = a(u—r(t))—oA. W' (t) stellt eine Brownsche Bewe-

a(u—r(t)=drifi” )
- .

gung in der risikoneutralen Welt dar: dW" (t) = dW (t) +

L —_——
¥ Indem Ir(u)du =x mit x~N(, 02) gesetzt wird, 1dsst sich die Formel (2.34) auf folgende Art und
0

. | —(x-p)? . | 2 42x(u-0 )i’ 2o o 2o o
Weise herleiten: E” (e™) = J—e"‘e 2" gy = J.—e 27 e ¥ e 2 dx=
—2 —2
<\ 2ro ~~\ 270
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t

. —J.r(u)du -
B(0,t)=E" (e )=e ? (2.34)
Aus dieser Beziehung wird ersichtlich, dass zum Zweck der Bondpreisbestimmung ledig-
lich ; und o determiniert werden miissen. Der in (2.32) ermittelte Ausdruck fiir die

Short Rate r(t) als Losung der SDFE fiir den Zinsprozess wird iiber die Zeit 7 integriert:

jr(u)du = jr(O)e““du + j. (OWT_O%)[I —e “]du+ j.O'e"’” j e”dW (s)du  (2.35)

0 0 0 0 0
Unter Anwendung des stochastischen Fubini-Theorems® wird (2.35) geeignet umgeformt:

ru)du = [ r(0)™du + [ (GHZTh gy + j j e O dudW (s) =
a
0 0

(2.36)
o — oA

rdu =" (BT HET | (20 D s

St~ O~

Der vierte Summand auf der rechten Seite stellt ein /7o-Integral dar und weist somit einen

Erwartungswert von null auf. Die restlichen Terme sind deterministischer Natur:

£ ([radny="Q e+ R Y
‘ “ “ (2.37)
. a(s—t) _

£’ (14”“ C a5 =" e (T (- e

Die Varianz lasst sich folgendermallen berechnen:

t . a(s—t) L _als—) . ,
Var([ r(u)du) = E” (( j %W* )= (E" (] 0(1+)dW ()))* (2.38)

Zur Moment Generating Function vgl. J. F. Kenney, E. S. Keeping, “Mathematics of Statistics” (1951),
Ch. 4.6-4.8, S. 72-77. In diesem Fall ist die Art der statistischen Verteilung bekannt, eine Normalvertei-

t
lung mit jr(u)du e R . Ansonsten wird jede Verteilung eindeutig durch ihre Characteristic Function
0

(CF) spezifiziert, vgl. A. Papoulis., “Probability, Random Variables, and Stochastic Processes™ (1984),
S. 153-162. Lage die Verteilung nicht vor, miisste man zunéchst mittels der Fourier Transformation (FT)
die CF bestimmen, um anschlieBend aus der C/ mit Hilfe der /nverse Fourier Transformation (IFT) die
Dichte der Verteilung zu berechnen. Da zum Zweck der Bondpreisbestimmung die ersten zwei Momente
(die hoheren Momente wie die Schiefe und die Excess Kurtosis sind gleich null) die Verteilung von

Ir(u)du hinlénglich beschreiben, lasst es sich zeigen, dass die Umkehrung der CF mittels der /F'7 die
0

Dichte der Normalverteilung ergibt.

Zum Fubini-Theorem vgl. J. Borwein, D. Bailey, R. Girgensohn, “Experimentation in Mathematics:
Computational Paths to Discovery.” (2004), S. 18.

34
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Der zweite Term auf der rechten Seite ergibt als ein /7o-Integral einen Wert von Null. Da-

her erhilt man fiir die Varianz unter Anwendung der /7o-Isometrie> folgenden Ausdruck:

t . o 1 ea(s t) o 1 ea(s 1)
VW@dmmgﬂfqyi———;hW(») EPQ—ii;—QLdy-
. , i (2.39)
a(s—t o a(s—t —at o —at
—t— az-([e( )ds+a2 .!‘ez ( )ds:—t—2—(1 )+20[3 (1—e?*)

Nachdem der Erwartungswert und die Varianz berechnet worden sind, werden sie in (2.34)

- —2 . .
anstelle von g und o eingesetzt, um den Bondpreis zu ermitteln:

B -~ - 2 2 2 2
r(O)(l,e’m),( ap O%)tJra,U Oﬂ(lfe?m)Jr o ‘ o (I~ )— o (l—e ™ )+ o (17672(1:‘)
a a’ 202 2a° 2a° 4a®

B(0,f)=e “
l-e ™ ol &b o dh o? c? oot o? ot
_, o« e L e e [ e U
l—e™ 0_2 B w l—e™ o_z a2
(R=r(0))=Rt——(2-2¢* ~1+e ") (R=r(0))~Rt——(1-¢"*")
=e ¢ da =e “ da bzw. (2.40)
,—a(T-t) 2
B(.T) Iz (R—r(t))—R(T—z)—f—}(l—e’“(T’”)2
t,Ty=e *“ @
. ol o’
mit R=py——-——
a 2o

Als kennzeichnendes Merkmal der Gleichgewichtsmodelle dréngt sich die mittels Annah-
men tiiber die relevanten 6konomischen Variablen erfolgende Parametrisierung des Siort
Rate-Prozesses in den Vordergrund.”® AnschlieBend wird untersucht, welche Bond- und
Optionspreise dadurch impliziert werden. Diesem Ansatz inhérent ist demzufolge die Un-
fahigkeit des Zinsmodells, automatisch die heutige Zinsstruktur exakt zu reproduzieren.
Eine akkurate Beobachtung der Discount Curve {B(t,T,),i €[0,n),t<T,,T, =T™"} vor-
ausgesetzt, ist das Gleichungssystem (2.33) unterbestimmt, und eine direkte Kalibrierung
zur vorherrschenden Yield Curve, von starken Bond-Interdependenzen abgesehen, stellt
sich als eine duBerst schwierige Aufgabe heraus.”’ Nachtriglich kann jedoch der Versuch
unternommen werden, die geschitzten Parameter des postulierten Zinsmodells unter Be-

riicksichtigung der am Markt zu den diskreten Zeitpunkten 7, beobachtbaren Discount

% Zu dieser Eigenschaft des /7o-Integrals vgl. B. Oksendal, “Stochastic Differential Equations* (2000), S.

29.

Im Rahmen des Zinsmodells in diesem Abschnitt wird davon ausgegangen, dass die Konstanten o, /¢ und
o aus historischen Daten geschétzt werden.

Das Gleichungssystem besteht aus 7+ / Gleichungen, da genauso viele Bondpreise B(¢,7;) , die die Dis-
count Curve zu diesen diskreten Zeitpunkten determinieren, tatsdchlich am Markt beobachtet werden.
Auf der anderen Seite wird ein einziges theoretisches Modell iiber die Entwicklung der Short Rate mit
lediglich vier Freiheitsgraden, nimlich den frei wahlbaren Parametern «, 1, 4 und o, diesen n+/ Glei-
chungen gegeniibergestellt.
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Curve an die eines approximativ arbitragefreien Short Rate-Prozesses anzupassen. Zu die-
sem Zweck werden von den insgesamt vier freien Variablen a, 1, 2 und ¢ drei wie gewohnt
geschitzt und mit einem festen Wert versehen. Die vierte, z.B. /, bleibt als Funktionsvari-
able in einem iterativen Prozess frei zu wihlen. Mittels der Methode der kleinsten Quadra-
te (LSA) kann die Summe der quadrierten Differenzen®® zwischen den aus dem Bondmarkt
extrahierten Bondpreisen B(¢,7;) und den durch das Zinsmodell implizierten Bondpreisen
B(t,T,A) minimiert werden:

i}[B(t,Tl.)—B(r(t),Tl_)]z — Min! = A{ini}:[B(t,Y;)—B(t,Z},/l)]z

ai[B(x,Z) - B(t,T,, )T
- EY)

0B(1, T, 1)
FY) (2.41)

=-2>[B(t,T))-B(1,T,,A)]

—2?[30,7;) —B(t,T, )BT, x)(%(e-a“—” “n+Z(r —z)) =0 =
a o

i=0

ZB(t,T;)B(f,]:,i)—ZB(f,]:,l)z =0 bzw. Z[B(f,]:)—B(Z‘,];,l)]B(l,]:,ﬂ,) =0

i=0 i=0 i=0

Numerisch kann in einem iterativen Auswahlprozess fiir /4 sichergestellt werden, dass die
Bedingung ndherungsweise erfiillt ist. Dadurch wird die bestmogliche Anpassung der mo-
dellimplizierten Bondpreise an die Marktbondpreise am jeweiligen zeitdiskreten Anpas-

sungstermin 7, in Abhdngigkeit von / erreicht.

Formeln in geschlossener Form fiir Optionen auf den Zerobond im Rahmen des Zinsmo-
dells von Vasicek wurden von Jamshidian® entwickelt. Der heutige Preis einer europii-
schen Call- bzw. Put-Option mit Ausiibungszeitpunkt 7 und Basispreis X" auf einen Zero-

bond mit Falligkeit in 7 und Nominalwert N/ ldsst sich folgendermaf3en berechnen:

Call(0,t) = NW - B(0,T)N(h)— X - B(0,£)N(h—o,)

Put(0,1)= X - B(0,t)N(=h+0,)— NW - B(0,T)N(=h) mit (2.42)
. _ 2at
h:LlogMJr&, GB:E[I—e’“(T”)] L
o X -B(0,1) 2 o 2a

Weiterhin beweist Jamshidian, dass Optionen auf kuponzahlende Bonds mit Kupon ¢, zum

Zeitpunkt s, ein Portfolio von Optionen auf die zugrunde liegenden Zerobonds darstellen:

¥ Lediglich die Abstinde zwischen der aus dem Markt hergeleiteten und der geschitzten Discount Curve

sind von Interesse. Es ist durchaus moglich, dass an einer diskreten Stelle Bondpreise unterschétzt und an
einer anderen umgekehrt {iberschitzt werden.

Vgl. F. Jamshidian, “An Exact Bond Option Pricing Formula”, Journal of Finance, 44 (1989), S. 205-
209.
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Call(0,1) = Zn:cl. max[B(¢,s;)— X,] (2.43)

i=1

24  Arbitragefreie Modellierung der Zinsstruktur und modellinhiirente Konsistenz
der zu kalibrierenden Parameter mit Marktpreisen

In der Bestrebung die dem Zinsmodell von Vasicek anhaftende Unfdhigkeit zur Anpassung
an annahmegemal arbitragefreie Marktkonstrukte und die von marktbeobachtbaren Vari-
ablen losgeloste Parametrisierung des Short Rate-Prozesses zu beseitigen, werden die
Drift- und Volatilitdtsfunktion umgestaltet. Die Erweiterung erfolgt im Rahmen des
Hull/White-Modells* mit Funktionsparametern, die exakt die heutige Zinsstruktur wider-
spiegeln. Im Gegensatz zum urspriinglichen Ansatz von Hull/White werden die Bestim-
mung von Bondpreisen, die Kalibrierung zur marktinduzierten Discount Curve und die
Bewertung von Optionen auf Bonds ginzlich unter Verzicht auf partielle Differentialglei-
chungen vollzogen. AuBBerdem wird eine analytische Losung der linearen Differentialglei-
chung zur Anpassung des langfristigen Mittelwerts an verfligbare Marktdaten présentiert.
Dariiber hinaus wird, abweichend von der herkdmmlichen Annahme konstanter Volatilita-
ten, eine Kalibrierungsformel in geschlossener Form fiir die zeitabhdngige Volatilitéts-
struktur des Short Rate- und Bondpreisprozesses hergeleitet. Zum Zweck der Bestimmung
des Optionspreises bedarf es erneut einer Wahrscheinlichkeitsmaltransformation, da sich
der heutige Optionswert in der risikoneutralen Welt mittels Abdiskontierung des erwarte-
ten Payoffs bei Filligkeit der Option determinieren ldsst. Wegen des stochastischen Cha-
rakters des Abzinsungsfaktors ist der Optionspreis mit Hilfe der Dichtefunktion einer biva-
riaten Normalverteilung zu berechnen. Ein handlicher Ausdruck fiir die Korrelation in ana-
lytischer Form wird zwar hergeleitet, jedoch eignet sich der Wechsel auf das Forward-
Wabhrscheinlichkeitsmal} besser dazu, die Unerldsslichkeit des Riickgriffs auf die bivariate

Normalverteilung zu umgehen.

241  Die Dynamik der S/ort Rate und des Bondpreises

Mit maximaler Modellflexibilitdt vor Augen werden alle Parameter der mean-reverting
Driftfunktion und der Volatilitdtsfunktion zeitabhéngig gestaltet, um hochst mogliche An-
passungsfahigkeit zu gewahrleisten. In der risikoneutralen Welt mit Marktpreis des Risikos

/(1) gehorcht die Short Rate folgender SDE:

dr(t) = a’(t) = b()r(t) |dt + o (t)dW (1)

: . (2.44)
a' (1) = a(t) - (OAW), dW'(t)=dW(t)—A(t)dt

40 Vgl. (1) J. Hull, A. White, “Pricing Interest Rate Derivative Securities”, Review of Financial Studies, 3,
4 (1990), S. 573-592. (2) J. Hull, “Options, Futures, & Other Derivatives” (2000), S. 574-578.
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t
Mit K (1) = j-b(u)du erhdlt man als Losung dieser SDE*:
0

A 7

n .
r(T,)=e ¥ {eK(mr(Tl) + j X" (u)du + j O'(u)eK(“)dW*(u)] (2.45)

Demzufolge folgt 7(1) einem Gauflschen Prozess, der dariiber hinaus die Markov-

Eigenschaft besitzt, mit Erwartungswert und Varianz wie folgt**:

E(r(T,)|F (T1>)=e‘“m[e’“>r(z>+f e’““>a*<u>du}

(2.46)

T2
Var (r(T,)| F (T)) =" [ o)’ du

Ul

Ausgehend von der Beziehung fiir die Bestimmung des Bondpreises in der risikoneutralen

Welt (2.33) wird die Short Rate tiber die Zeit ¢ integriert:

T T, T, u

I r(u)du = I " Nr(THe ™ du + J. e’K(“)j e*a’ (s)dsdu +

L L L L

) u 7, T,

j e KW j o ()X dW (s)du = jr(u)du = je’f“l)r(Tl)e—’““)du + (2.47)
T, I T, I

T, u T, T,

j e X _[ e*a’ (s)dsdu + J. o(s)e*™ J. e X dudw’ (s)

7 L L s

Der stochastische Abzinsungsfaktor stellt gleichfalls einen GauBschen Prozess dar. Der

Erwartungswert und die Varianz lassen sich folgendermaflen bestimmen:

T n . u
E(I r(u)du |F (1)) = IeK(Tl)r(Tl)e'K(”)du + j e_K(“)IeK(‘”a*(s)dsdu
L L L L

(2.48)

T

7 7 2
Var( j r(u)du | F (T)) = ja(s)ze”“s) [ j e"K(”)duJ ds
L L s
Die Idee vom letzten Abschnitt aufgreifend, kann der Preis im Zeitpunkt 7] eines Bonds
mit Falligkeit in 7, bestimmt werden, indem man die Moment Generating Function(MGF)

mit einem Koeffizienten von -/ ermittelt*:

I Der Losungsweg wurde in einem anderen Zusammenhang bereits vorgefiihrt. Vgl. Anlage 1, (A1.1) —
(A1.4).

2 Vgl. Anlage 1., (A1.5) und die Ausfiihrung zum /ndependence Lemma.
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T 15 1 )
—jr(u)du —E(J.r(u)du\F (Tl))+EVar(jr(u)du\F )

— i — Ul Ul
B(T,.T,) = E(e |[F(T))=e =
7 7 u 1T2 n >
—IeK(n]r(T})eK(“)dtt—‘l.eK(”)jemx)a*(s)dsdu#—zjo’(s)zeZK(:)[J‘eK“‘)duJ ds
_ i i i i 5
B(I,T,)=e
n n n sz n 2
—J.eK(mr(Tl)eK(“)du—J.eK(S)a*(s)J‘eK(">duds+2J.O'(s)zezms)[jeK(”)du] ds
—e 0 7 s T s

A(

. ) T
T,T,)= IeK(“)a*(s)je_K(”)duds —%IO‘(S)z e Ie‘K(”)du ds
L s L

T (2.49)
— o T WCTL)-ARTY) C(T,T,) :eK(Tl)Ie‘K(“)du,
7

T, 2

s

T 2

T2 T2
. _ 1 _
:I e*Ya (S)Ie K(”)du—EO'(s)zeZK(s) Ie Kdy | ds
T s

s

Mittels totalen Differenzierens nach /7o ldsst sich die Dynamik des Bondpreises herleiten:

dB(1}.T,) _
B(1,,T,)

1
(—cm,T2>dr(ﬂ)+50<n,7;>2dr<m2—r(Tl)ch (T,.T,)dT, - 4, (Tl,mdﬂj:

(—C(Tp72)(6!*(T1)—b(Tl)r(Tl))+%C(Tp7})20(Tl)2 —r(MC, (1, 1)~ 4, (TpTz))del -

o(T)C(T,T)dw () =

* 44
dB(T,,T,) = r(T))B(T,, ,)dT, - o(T))C(5,, ) BT, T,)dW" (T) (2.50)
I 7 5 A T, T,
B Mit J.r(u)du =r(T, Ye' je’K(”)du + I a’(s)e*® I e Xy + J‘ o(s)e*? I e X dudw” (s) und zusitzlich
Ui i i s 7 s
F (1})-mepbar det er min istisch F (T, )—unabhingig

44

T,
(2.48) folgt, dass Ir(u)du die Markov-Eigenschaft besitzt. Demnach kann die //GF, bedingt auf F (7;),
T
—fr(u)du Jlr(u)du,ﬂ —fr(u)du
mit Hilfe der Transition Density (TD) ermittelt werden: E(e ™ |F (1) = E" (e’ ) =

)
Lr—E( [ rdulF ()
!

] ]

*J"(")du @ w 2Var(J' (u)dulF (T;))
0.7} 5 —X —X 1 7 .
B’ ) = [ pTT:00d = [e T e dx . Mit
B - \/27[Var( [ rwyau | F (1))
T

Riickgriff auf die in Fn. 33 angewendete Technik, erhdlt man fiir den letzten Integralausdruck

7 7
—E(Ir(u)dzt\F (Tl))+%Var(J‘r(u)du\F )
7 i

e .
Nachdem die Kalibrierung vollzogen worden ist, d. h. erst nachdem die Funktionen a"(¢), h(t) und o(7)

in Abhédngigkeit von den verfligbaren Marktdaten Gestalt angenommen haben, wird demonstriert, dass
der Ausdruck fiir die Drift dieser SDE tatsdchlich »(7}) - der Short Rate im Zeitpunkt T, - entspricht
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242 Die Option auf den Bond

2421  Bewertung in der risikoneutralen Welt

Betrachtet sei eine europdische Call-Option mit Ausiibungszeitpunkt 7, und Strike K auf
einen Bond mit Félligkeit in 7, . Der heutige Wert des Call wird unter dem risikoneutralen
Martingalmal3 als der abdiskontierte erwartete Payoff am Verfalltag berechnet:

" _]lr(“)d“ . —]lr(u)du
Call0,T)=E" (e (B(I,T,)~-K))=E"(e® (&7 MHRIANE _Kyry =
Call(0,T) = [ [ e (e @™ AR — K" p(x, y)dxdy (2.51)

Um die bivariate Dichte der Normalverteilung p(x,y) fiir den Zinssatz und den Abdiskon-
tierungsfaktor bestimmen zu kénnen, ist vorher die Ermittlung der Korrelation zwischen

T
+(T) und j r(u)du erforderlich®;
0

Cov(| r(u)du, (7)) = E([ [ rwrdu = E(] rwpdin-[7(r) —E(r(ﬂ))]] -

T

n E([ [ Pyt — B[ r)dy)- (7T —E(r(TI»JJ
JVar(r(T)) /Var(j rw)du)p = p=—" 0 - -
’ WVar(r(T) \/ Var(| r(u)du)

E (r(]}) . j r(u)duJ —[e * " (r(0)+ j e“"a" (u)du)]- [Jl‘ e X (r(0)+ ]ieK(S)a* (8)ds)du]

WVar(r(T})) /Var(j r(u)du)

E [[e_K(T‘ ) J]‘ ow)e“ " dw” (u)]- [JL o(u)e®™ f e X dsaw” (u)]]

p:

Var(r(T})) \/Var(.r r(u)du)

L T
E (e_K(T‘) I (f(u)2 ek I e“”dsdu]
0 u

=

T

2
I T
\/e‘zK(mja(u)zeZK(”)du J.O'(u)zeZK(”) (Ie“”ds} du
0 0

u

bzw. 7(1) im allgemeinen Fall, falls es den Bondpreis B(#,7,) im Zeitpunkt  fiir beliebige Félligkeiten T,
zu bestimmen gilte. Vgl. Anlage 2 (A2c).

Es wurde bereits ausgefiihrt, dass der Zinssatz und der stochastische Abzinsungsfaktor separat Gau3sche
Prozesse sind. Erwartungswerte und Varianzen wurden berechnet, vgl. (2.46) bzw. (2.48). Zur Kovarianz
und Korrelation, vgl. D. Bertsekas, J. Tsitsiklis, “Introduction to Probabiblity* (2002), S. 236-239.
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5 5
eiK(T‘)jG(u)2 eZK(“)Je_K(S)dsdu
o= 0 u (2.52)

T, T, T, 2
1 1 1

eiZK(T‘)J.O'(u)zeZK(”)du _[ o(u)’ e’ Ie_K(S)ds du

0 0

u

Indem man von Holder’s Ungleichung®® Gebrauch macht, lisst es sich zeigen, dass der

Ausdruck fiir die Korrelation Werte streng kleiner als eins annimmt”’:

T, 2

T T
e-zK(Tl)ja(u)zezK(“)du Ia(u)zeZK(“) J.efK(S)ds du =
0 0

u

L I U I I
J‘(O'(u)e’“”)’K(T‘))2 du 2 I(O'(u)eK(“)J‘e’K(‘Y)ds)zdu 2 > e’K(T‘)jo(u)zezK(”)je’K(‘v)dsdu

0 0 u 0 u

Mit zunehmender Laufzeit der Option sinkt die Korrelation zwischen dem Abzinsungsfak-
tor und der Auspragung der S/ort Rate am Verfalltag. Am hochstens ist sie bei sehr kurz-
lebigen Optionen und nimmt mit einem sich erweiternden Ausiibungszeithorizont stetig ab.
Hinreichend lang laufende Kontrakte konnten zu dem Trugschluss verleiten, auch wenn
nur approximativ, von Unabhingigkeit auszugehen®®. An dieser Stelle wird dieser Ansatz
nicht weiter verfolgt, da sich der Wechsel auf das Forward-Wahrscheinlichkeitsmaf anbie-

tet und zugleich dadurch ein deutlicher Vereinfachungseftekt erzielt wird.

2422  Bewertung unter dem Forward-Wahrscheinlichkeitsmaf}

Da der Payoff der Option in 7 erfolgt, kann man den heutigen Wert des Call bestimmen,
indem das Forwarding bis zu diesem Zeitpunkt vollzogen wird. Jeder durch das Numeraire
- einen Bond mit Falligkeit in 7, - relativierte Preisprozess eines Wertpapiers folgt dement-

sprechend unter dem Forward-Wahrscheinlichkeitsmal} einem Martingal:

% Zu Holder’s Ungleichungen vgl. I._S. Gradshteyn, I. M. Ryzhik, “Tables of Integrals, Series and Pro-

ducts* (2000), S. 1092 und S. 1099.

Der Nenner in (2.52) ist streng grofer als der Zahler. Gleichheit stellte sich ein, falls sich o(u)e
T

als ein Produkt aus o(u)e*" J. e *“ds und einer Konstante darstellen lieBe, d. h. nur dann wenn

u

47 K(u)-K(Ty)

7

e KMy j e *ds in Abhingigkeit von T, dem Ausiibungszeitpunkt der Option, unveréndert bliebe.

In Wirklichkeit kann die Korrelation zwischen dem Abzinsungsfaktor und der Short Rate niemals null
werden. Eine mogliche Erklarung fiir den beobachteten Effekt wire, dass der Zinssatz am Verfalltag bei
langlebigen Optionen sehr schwach mit den zeitlich am weitesten entfernten Zinssétzen, die in den Ab-
zinsungsfaktor einflieBen, korreliert. Je ndher man dem Ausiibungszeitpunkt kommt, desto stirker wird
die Korrelation. Je langer die Optionslaufzeit, umso mehr Zinssétze, die einen schwachen Zusammen-
hang mit der S/ort Rate bei Terminierung der Option aufweisen, werden in den Abzinsungsfaktor einbe-
zogen und folglich desto geringer wird die Korrelation ausfallen.
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CallO.T) _ s, [ Call(, ) o N
BO.T) =E" ( BT )J = Call(0,7))=B(0,1))E ((B(]IaTz) K)) —

Call(0,T)) = B(O,Y;)j- (eI AN _ gy £(x)dx, f(x)—Dichte von r(T})(2.53)

Der Bond-SDE unter dem risikoneutralen Martingalmal} in (2.50) ist eine Volatilitdt des
Bondpreises und zugleich des Numeraire im allgemeinen Fall von o(¢)C(¢,7,) zu entneh-
men. Demnach kann die Dynamik der treibenden Prozesse mit Kenntnis {iber den Markt-

preis des Risikos folgendermallen an das neue Wahrscheinlichkeitsmall angepasst werden:

dw’' (t)=dW" (t)-o(t)C(t,T)dt
dB(t,T,) =(r(t) + o(t) C(t.T,)" ) B(t, T,)dt — () C(t, T, B(t, T,)dW " (1)
dB(1,T,) = (r(t)+ o(t)’ C(t,T,)C(t.T,) ) B(t, T,)dt - o(t)C(t, T, B(t, T,)dW " (1)

r(T)=e*™ {r(O) + j ““la’ )+ o(u) Cu,T,)]du + j ow)e“dwh (u)}

(2.54)
T
E(r()) = e ™ {r(m +[ e la" @)+ a(u)zC(u,Tl)]du}
0
T
Var(r(T))) = e’zK(Tl)jo-(u)2 ey
0
]l[r(u)m(u)zC(u,Tl)C(zt,rz)%a(u)2C(u,Tz )z:bdu—].la(u)C(u,Tz)dWTl (u)
B(T.T;) = B(0,T,)e’ ° (2.55)

Da mit (2.55) der Bondpreis im Ausiibungszeitpunkt der Option und folglich der Payoff

bekannt sind, I4sst sich der Preis des Call direkt bestimmen™:
h
Call(0,T) = B(0,T)) j (e @A _ k) f(x)dx

. B(0.7) 9, s f o 2
mit h=—In——=—-— und o, =J.O'(u) [C(u,Tz)—C(u,Tl)] du = (2.56)
o, BOT)K 2 0

Call(0,T;) = B(0,T,)N(h+o,)~ B(0,T,)KN(h)

243  Kalibrierung der Modellparameter an Marktdaten

Unter der Voraussetzung einer jederzeit aus beobachtbaren Marktdaten rekonstruierbaren
Discount Curve {B(0,T)),i €[0,n],T, =T™"} im heutigen Zeitpunkt, werden die zeitab-
hingigen Parameter des Zinsmodells so kalibriert, dass es exakt die aktuelle Zinsstruktur

reproduziert. Auf diese Weise wird automatisch die Konsistenz mit Marktpreisen bei der

* Die mathematischen Einzelheiten zur Herleitung der Optionspreisformel sind anhand der Anlage 2 (A2a)

nachzuvollziehen.
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Bewertung von Derivaten auf den Bond™® gewihrleistet, da das Modell den Wert des Un-
derlying implizit korrekt bestimmen wird. Folglich sind alle B(0,T,), a (0), r(0), o(0) und
c(0)C(0,7;) als auch die Volatilitit im heutigen Zeitpunkt von Bonds jeglicher Laufzeit
aus der vorherrschenden Zinsstruktur zu extrahieren. Das Ziel der Kalibrierungsprozedur
besteht darin, die Modellparameter 4(7), o(z) und a’(¢) in einem beliebigen zukiinftigen

Zeitpunkt 7 < T™ als Ausdruck dieser marktimplizierten Funktionen darzustellen.

Da man aus heutiger Sicht iiber die aktuelle Volatilitdtsstruktur des Zinssatzes und Bond-
preises o(0) bzw. a(0)C(0,T) verfligt, ist automatisch auch die Funktion C(0,7) determi-
niert. Mit Hilfe der Definition dieser Funktion in (2.49) lasst sich 5(7) schnell kalibrieren:

—jb(u)du
_, 0C0O.T) _ -k _

T t
C(0,T) = j e Ky e’ weil K(t)= j bu)du =
0

oT 0

10 2CO.1) (2.57)
T T\ T ) 5
J'b(u)du:_logm — bT)=- or _ __o¢c,1)/or
0 or oT 8C(0,T)/oT

Mit (2.49) kann man die Bondpreisformel, in der 7(0) und B(0,7) als Inputparameter fiir die
Kalibrierungsprozedur bekannt sind und C(0,7) mit Hilfe der Volatilititsfunktionen des

Zinssatzes und Bondpreises bereits bestimmt wurde, nach A4 (0, 7) auflésen:

B(0,T) = ¢ OO0 — 400, T) = —r(0)C(0,T) —log B(0,T) (2.58)

Mit Riickgriff auf die Definition von A4(0,7) in (2.49) gelingt es letztlich, ¢(7)"' als einen
Ausdruck darzustellen, der aus bekannten Funktionen zusammengesetzt ist:
T

T T 2
A(0,T) =J‘ eK(“)a(S)J- e Xy —%O'(S)z e UeK(”)duJ s =
0 s

N

0A(0,T) _ j‘[eK(s)a(s)eK(r) —G(S)zezK(s)eK(T)j.eK(“)dujds N
oT 0 .
T T
ek —GA((;;T) = J.(eK(”a(S) ~o(s)’ eZK(S).[e_K(”)du]ds =
0 s

" Da man zeigen kann, dass der Cap als ein Portfolio aus Put-Optionen mit Verfall den Ro//-Over- Termi-

nen auf Bonds mit Félligkeiten den entsprechenden Auszahlungsterminen des jeweiligen Caplet darge-
stellt werden kann, ist das Modell auerdem dazu fahig, nicht nur einfache Optionen auf den Bond, son-
dern auch Zinsoptionen wie Caps und analog Floors marktkonform zu bewerten.

' In Wirklichkeit wird a'(T) = a(T)—o(T)A(T), der risikoadjustierte langfristige Mittelwert der Short
Rate, kalibriert. In der Bestrebung die Notation nicht unnétig zu belasten, wird einfach die iibersichtli-
chere Schreibweise «(7) anstelle von a"(T') benutzt.
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a[em oA(0,T)

or j K(T) r 2 2K(s) ~K(T)
=e a(T)—J.G(s) e e M ds
or 0 (2.59)
a(em) 8A(0,T)j |
T
kM or = eZK(T)a(T) —j()'(s)2 ¥ dy
oT 0

Eine weitere Ableitung beider Seiten nach 7 fiihrt zu einer linearen Differentialgleichung,
deren Losung™ aus den bereits ermittelten Funktion C(0,7), b(T) in (2.57), A(0,T) in (2.58)
und der noch zu kalibrierenden Volatilititsfunktion der Short Rate o(7T) besteht und
schlieBlich die Kalibrierungsformel fiir a(7) liefert:

ook OA0.T)
ol KD oT
oT

=2 Da(T)b(T)+e* Va (T) - o(T)’ " =

oT
7(1)

eV (T)+2a(T)B(T)e™ D (o (T) e + £(T)) =0 = (2.60)

a(T):b(T)aA(O,T)+82A(0,T)+(6C(O,T)jzj~ os) Y .
or or? or ) 3\ac(o,s)/ s

Zuletzt wird der Versuch unternommen, den Volatilitdtsparameter des zugrunde liegenden
Zinsmodells zu bestimmen. In Ubereinstimmung mit der Grundidee, die sich hinter der
Kalibrierungsprozedur verbirgt, ist o(7) in einem beliebigen Zeitpunkt 7 <7™" als Aus-
druck bestehend aus bekannten oder mittels verfligbarer Marktdaten kalibrierbaren Funkti-
onen darzustellen. Als entscheidende Komponente bei der Ermittlung und zugleich Be-
standteil der Kalibrierungsformel fiir o(7) im Zeitpunkt 7, wird zuerst die ,,implizite* Vola-
tilitdt o, als Funktion des Optionsverfalltags 7}, die aus den beobachtbaren heutigen Prei-
sen von Optionen diverser Filligkeiten zwischen () und 7, auf einen Bond mit Fiélligkeit in

. . " 53
T, zu extrahieren ist, ndher untersucht™:

2 Der detaillierte Losungsweg zu der Differentialgleichung, deren Ergebnis letztendlich «(7) definiert, ist

in der Anlage 2 (A2b) zu finden.

Der Verfalltag der Option und die Félligkeit des zugrunde liegenden Bonds sind bewusst im Einklang
mit der bereits bewerteten Call-Option in (2.56) angenommen worden. Diese spezielle Wahl schmalert
die Tauglichkeit der im Folgenden zu prisentierenden Kalibrierungstechnik nicht, da sie allgemein auf
beliebige Zeitpunkte anwendbar ist, solange Optionspreise fiir das entsprechende Underlying zur Verfi-
gung stehen. Mit einer perfekten Korrelation zwischen dem Underlying und dem Bond mit Félligkeit
dem Ausiibungszeitpunkt der europdischen Option, erhdlt man Merton’s Volatilitdt. Vgl. R. Merton,
“Theory of Rational Option Pricing®, Bell Journal of Economics and Management Science 4 (1973), S.
141-183.
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2 _
O'p—

()’ [Cu,T,)~Cu,T)] du= j o)’ [ Cu,T,)* +Cw,T;)’ —=2C(u,T,)C(w.Ty) |du

S e

2 _
O'p—

o)’ Cw,T,)’ +o(u)’Cu,T,)’ -20(u)’ Cw,T))C(u,T,) du =

sy, (u)? sy, (u)? Cov(By; ,Br,) mit Py Br, =1

O ey 3

oy, W) +0, () +2Cov(B, (u), By, (u)) du —4? Cov(B, (1), By, (u) Jdu

o(B(u,T)+B(u,Ty))

O e

Die ,,implizite* Volatilitdt o, setzt sich aus dem Integral vom heutigen Zeitpunkt () bis
zum Ausiibungszeitpunkt der europdischen Call-Option 7, iiber die Varianz des Portfolios
aus zwei Bonds mit Falligkeit in 7] bzw. 7, zusammen, korrigiert um das Integral von 0

bis 7; iiber die vierfache Kovarianz™* zwischen den beiden Bonds:
g L

o} = | o (B@.T,)+ Bw.T,)) du—4[ Cov(B, (u), B,, (u) Jdu (2.61)
0 0

Modelliert als Funktion des Optionsverfalls bei fixierter Laufzeit des zugrunde liegenden
Bonds 7, verschafft die Portfoliovarianz Aufschluss iiber die funktionelle Beziechung zwi-
schen Optionen verschiedener Laufzeiten auf ein und dasselbe Underlying™. Folglich er-
weist sie sich als ein durchaus geeigneter Ausgangspunkt fiir die Bestimmung des Volatili-

tatsparameters o(7) im Zeitpunkt 7;:

C(0,7,)-C(0,u) C(0,T}) - C(O,u)}2 du =

0, (1) = [ o) [C.T) - C, T)] du :I“(”){ oC(O.u)/du  AC(0.u)/ du

ja(u)z[C(O’Tz)_C(O’”)_C(O’TIHC(O’“)}du: [0 _e.1)- 0,7 du=

8C(0,u)/ du 2 [0C(0,u)/ ou]’
o, (1)’ :T o, (2.62)
[C0,1)-CO,T)] 1[0C(0,u)/0u]

> Der Korrelationskoeffizient zwischen den beiden Bonds mit Filligkeiten in T, bzw. T, betrigt eins, da

im Rahmen des zugrunde liegenden Ein-Faktor-Modells ein und derselbe Unsicherheitsfaktor fiir die zu-
falligen Schocks, denen die Bondpreise unterliegen, verantwortlich ist.

Im Ausiibungszeitpunkt der Option wird der Wert der Portfoliovarianz allein durch die Varianz des zwei-
ten Bonds bestimmt, da der erste bereits verfallen ist und demnach eine Varianz von null aufweist. Dar-
iiber hinaus betrigt die Portfoliovarianz bei Falligkeit des Underlying null. Mit (2.61) und 7, =7, wird

55

7 5
diese Tatsache sofort ersichtlich: I 0'(2B(u,T2))2du —4‘[ Cov(BT2 (u), By, (u))du =0
0

0

N

o'(B(u,Tz ))
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Um die zu kalibrierende Volatilitét der S/ort Rate o(1}) oder damit gleichbedeutend die
Volatilitdt des Underlying im Zeitpunkt 7, aus der letzten Gleichung zu extrahieren, indem
man das Integral eliminiert, werden beide Seiten nach 7, differenziert:

1

[C(0,1)~-C(,1)]

aCc(0,T,)

20, (T)[C(0,1,) - C(0, )] o,

+20,(T,)* [C(0,T,)-C(0,T))]

o(T)’
[6C(0,T;)/ 0T ]
20 (1) 0% 1)
2 i o7} 20—,;(];)2
= o(l) = >+ T =
C(0,7,)-C(0,7}) C(0,7,)—-C(0,T))
{ 8C(0,T))/ 0T, } { 0C(0,T,)/ 0T, } (2.63)
26,1, 2% :
o(y =——h 200D

C(T, T,y C(T.T,)

Da die Bondvolatilitit mit der gerade kalibrierten Volatilitdt der Short Rate mittels der

bereits determinierten Funktion C(7,7) verkniipft ist, folgt unmittelbar:

00,(T) , 20,(5)’

%, (B =0MCT) = 0y, (1) =20,()— 5+~
1 1272

(2.64)

it C(TI,T2)={C(O’Tz)_C(O’T‘)}

oCc(0,1,)/ 1,

25 Optionspreismodell mit funktionaler Abhingigkeit der Volatilitit vom Zinssatz

Die Dynamik der S/ort Rate in (2.44) impliziert eine von der Hohe des Zinssatzes unab-
hiangige Reaktion auf Informationsschocks in der Gestalt einer deterministischen Volatili-
tatsfunktion der Zeit o(7). Okonometrische Ansitze und empirisches Beweismaterial®® ver-
deutlichen jedoch die Abhingigkeit der infinitesimalen Anderung der Short Rate infolge
des stochastischen Unsicherheitsfaktors von ihrem eigenen aktuellen Niveau. Uneinigkeit
herrscht lediglich iiber den Grad dieser Dependenz’’. Folglich ist es zwecks Realititsnihe
und verldsslicher Bewertungsergebnisse erforderlich, das Zinsmodell in (2.44) unter Bei-
behaltung der als sinnvoll erachteten mean-reverting Eigenschaft des Zinssatzes zu erwei-

tern, um zusétzlich diesem erschwerenden Umstand Rechnung zu tragen.

% ygl. T. A. Marsh, E. R. Rosenfeld, “Stochastic Processes for Interest Rates and Equilibrium Bond Pri-
ces”, Journal of Finance 38 (1983), S. 635-645.

Zu einer komparativen Gegeniiberstellung alternativer Strukturmodelle der Short Rate vgl. K. C. Chan
G. A. Karolyi, F. A. Longstaff, A. B. Sanders, “An Empirical Comparison of Alternative Models of the
Short-Term Interest Rate”, Journal of Finance 68 (1992), S. 1209-1227.
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251 Die Short Rate im Rahmen des erweiterten Zinsmodells

Unter dem risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmal3 gehorcht die Short Rate folgender SDE
in allgemeiner Form, wobei // Werte zwischen () und / in Abhédngigkeit von der Depen-

denzstiirke annimmt>®:
dr(t) =(a' ()= b(t)r (1)) dt + o(O)r(t)’ dW (1) (2.65)

Im letzten Abschnitt wurde der Grenzfall fiir /=0 griindlich erforscht. Dementsprechend ist
es um der Folgerichtigkeit willen sinnvoll, den anderen Grenzfall zu betrachten. Daher
wird das Zinsmodell in (2.65) im weiteren Verlauf der Uberlegungen fiir =/ im Hinblick
auf die Implikationen fiir die Gestalt von Bondvolatilititen und Optionsbewertungsformeln

ausfiihrlich untersucht®:
dr(t) =(a’(t) = b(O)r(t) ) dt + o (t)r()dW " (¢) (2.66)%

—ja(s)dW*(s)—lja(s)zds
Die Losung dieser SDE erfolgt indem beide Seiten mit M (t,w)=e ° %o mul-

tipliziert werden:

t t
_ * - [o(s)2ds
o(s)dW (s) 2'([0'(3) ds

dr(t)=(a’ ()= b(O)r(t))dt + o ()r(O)dW" (t) |- ¥ =N

M (£, w)dr (1) — o (OrOM (t,w)dW' (1) = (a’ (1) = b(O)r(t) ) M (¢, w)dt, weil

d[M (t,w)r(1)]

d[M(t,w)r(t)] = M (1, w)dr(t) — o (t)M (t, w)r(t)dW " (1) + % o(t)* M (t, w)r(t) (a’W* (t))2

| N ——
dt

—%a(t)zM(t, WYr(2)dt = M (t, w)dr(t) — o ()M (¢, w)r()dW' () =

d[M(t,wyr()] = (a’ (6) = b(t)r(t)) M (1, w)dt

¥ Fiir /=0 erhilt man das Modell in (2.44), f/=1/2 fiihrt direkt zum CIR Square Root Process(SRP): Vgl. 1.
C. Cox, J. E. Ingersoll, S. A. Ross, “A Theory of the Term Structure of Interest Rates*, Econometrica 53
(1985), S. 385-407. Chan et al. argumentieren, dass Zinsmodelle mit Werten fiir / groBBer oder gleich /
besser in der Lage sind, die Dynamik der Short Rate einzufangen.

Ein dhnliches Konstrukt wurde bereits in einem anderen Zusammenhang von Brennan und Schwartz
benutzt, um ein numerisches Modell zur Bewertung von Wandelanleihen aufzustellen. Vgl. M. J. Bren-
nan, E. S. Schwartz, “Analyzing Convertible Bonds”, Journal of Financial and Quantitative Analysis 15
(1980), S. 907-929.

Das auf diese Weise konzipierte Zinsmodell gehdrt zur Gattung der Constant Elasticity of Variance-
Modelle (CEV-Modelle), die 1976 zuerst von Cox/Ross entwickelt wurden. Vgl. J. C. Cox, S. A. Ross,
“The Valuation of Options for Alternative Stochastic Processes”, Journal of Financial Economics 3
(1976), S. 145-166. Die konstante Short Rate-Elastizitat der Varianz gibt dem Modell seinen Namen:

59
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ol . C . R
n o ,= 9 . @ =20(t)’r(t) % = 2. Der Optionspreis wird im allgemeinen Fall als die Diffe-
o or o, o) r()
renz zwischen zwei unendlichen Summen iiber das Produkt der Dichte- und der Verteilungsfunktion der
Gammaverteilung multipliziert jeweils mit dem heutigen Kurs des Underlying bzw. dem abgezinsten

Strike dargestellt.
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Folgende Substitutionen werden vorgenommen, um schlieBlich zu einer ODE zu gelangen:

3 _Y(t,w) dy(t,w) Y(t,w)
M@t wyr@)=Y(t,w) = r@)= M) = ” ( ) -b(t)——— M(w) jM(t, w)
dX (t)

Mit X:t->Y(t,w), VweQ =

a (M (t,w)=b()X (1)

Der letzte Ausdruck konnte so behandelt werden, als stellte er eine deterministische Diffe-
rentialgleichung, mit w als Parameter, nach dem Realisationspfad des stochastischen Pro-
zesses V(1,w) mit der Zeitentfaltung dar. Diese Differentialgleichung ist linear und lasst

sich folgendermalien 16sen:

Mit X&) =u()v(t) = X (€)= O)v(0) +u()v () = d); t( ) L bO)X (1) = a” ()M (1, w) =

u (@) +u@)v () +bOu)v(t)=a (OOM(t,w), u ()v(t)+u(t) [v’ (H)+ b(t)v(t)] =a (HM(t,w)

dv(t) —fb(u)du
Mit v (t) ==b(t)v(t) = —=2=—b(t)dt,Inv(T) = Inv(t) - jb(u)du =>w(T)=v(t)e
.Tb(u)du - 7.’[1’(”)"”
v =a OMEw =YDy = OMw) = du(r) = SO dt
dt v(T)

ja*(S)M (s, w)e_sb(“)d“ds = X(T)=u(T)WT) =u (t)v(x)e_fb(“)d” .

t

1
u(T)=u(t)+ D)

T T T
v(t) —jh(u)duT ~(b@u)du ~Jpwan T —(buydu
ja ()M (s,w)e * ds= Y(T,w)=Y(t,w)e ' +Ia ()M (s,w)e * ds
ﬂ_), ! r(TYM(T,w)  r(O)M(t,w) !
T
[ b(u)du

et

Infolgedessen lautet die Losung fiir die Siort Rate gemél der SDE in (2.66):

V(t)M(t, W) e—'!‘b(u)du . T a* (S)M(S, W) —_[b(u)du

D= T M (T, w)

ds (2.67)
t
Im ndchsten Schritt erfolgt die Herleitung der Bondpreisdynamik mittels Bondpreise ge-
mil der No-Arbitrage-Bewertungsformel unter dem risikoneutralen Wahrscheinlichkeits-

malB in (2.33). Zu diesem Zweck miissen der Erwartungswert und die Varianz von:

. . —wb(u)du S —J‘jb(u)du
Jr(W)dW = j r(t)MA;tsz) dw+ _[ '[ 2 (S)AL(‘Z:)

t t

dsdw (2.68)
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bestimmt werden®'. Der auf F (¢) bedingte Erwartungswert®* berechnet sich zu:

z T [ty Tw by T
E(IF(W)dW| F (t)j = Ir(t)e o dw+ J.Ia*(s)e © dsdw= r(t)eK(’)Ie‘K(‘”)dw+
tt t

t t

Ta* (5)e*® j. e “Mawds = r(t)C(t,T) + j.a* (s)C(s,T)ds (2.69)

‘ s ‘

In Anbetracht des enormen Aufwands bei der Berechnung des bedingten Erwartungswer-
tes, verspricht die direkte Vorgehensweise in der Anlage 3 (A3a) keine Aussicht auf Erfolg
bei der Bestimmung der fehlenden bewertungsrelevanten Komponente im Bondpreis, der
bedingten Varianz. Aus diesem Grund werden im Folgenden zwei alternative Ansétze her-
ausgearbeitet, um diese technische Schwierigkeit zu umgehen und schlieBlich das primére

Ziel zu erreichen, ndmlich die Determinierung der Bondpreisdynamik.

252  Die Dynamik des Bondpreises
Die Bestimmung der bedingten Varianz auf implizitem Weg erfordert zuerst eine behelfs-

miéBige Definition allgemeiner Art als Funktion der Zeit 7 und der Short Rate r(1)*:

VarUr(w)dw IF (z)J —V(t,7(1)) (2.70**

t

')y bezeichnet in diesem Fall lediglich die Integrationsvariable und steht in keiner Verbindung mit der

Zustandsvariable w € Q. Die Abhédngigkeit des Prozesses // von der Zustandsvariablen wird im Folgen-
den zugunsten der Notationsiibersichtlichkeit implizit unterdriickt.

Das Ergebnis folgt intuitiv aus der unmittelbaren Anwendung des bedingten Erwartungswertoperators
auf (2.68), wenn zusitzlich in Betracht gezogen wird, dass der Prozess /() ein exponentielles Martingal

62

{fcr(s)dW*(S)*%:fo'(x)zdx %Tc(x)zdx J‘c(x)dW‘(x) {’ro'(s)dW‘(s)
darstellt: E(M(w)|F (t))=E| e " b IF()|=e ® e Ele’ IF (t) |=
%Tu(s)zds 7j‘a'(s)dW‘(s) %H)zifa(s)zds 7%jo(s)2dsfjo'(s)dw*(s)
e’ e’ e ‘ =e 0 = M (¢) . Fiir einen streng mathematischen Beweis

sei auf Anlage 3 (A3a) verwiesen.

T
5 Aus (2.68) wird ersichtlich, dass Ir(w)dw einen Gaul3schen Prozess darstellt. A/(7)/M(w) und M(s)/M(w)
t

sind normal verteilt mit auf F (#) bedingtem Erwartungswert gleich eins und bedingter Varianz

—[o@)?du (o) du

e I —1 resp. e I —1. Dariiber hinaus weist der Abzinsungsfaktor die Markov-Eigenschaft auf.
Der bedingte Erwartungswert in (2.69) deutet auf die Independenz der zukiinftigen Entwicklung des Pro-
zesses von der Historie der Short Rate hin, da dieser Prognosewert allein von der heutigen Auspragung
7(t) und nicht vom zuriickgelegten Pfad abhéngt. Infolgedessen wird der Bondpreis mit Riickgriff auf die
in Fn. 43 angewendete Technik allein durch den bedingten Erwartungswert und die bedingte Varianz de-

T T T
~[r(w)aw —E(Jr(w)dw\F (t))+%Var(Jr(w*)dw\F )

terminiert: B(¢,T)=E| e |[F (@) |=e

Im weiteren Verlauf der Ausfithrungen wird die funktionelle Bezichung der bedingten Varianz zur Shor

Rate aufgedeckt und die alleinige Abhingigkeit von ihrer aktuellen Auspragung nachgewiesen. An dieser
Stelle sei der Leser gebeten, diese Tatsache zunéchst als gegeben hinzunehmen.
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Folglich lésst sich der Bondpreis in Abhéngigkeit von dem bereits in (2.69) berechneten
bedingten Erwartungswert und der Volatilitdtsfunktion gemif (2.70) bestimmen:

T T T T
—J.r(w)dw —E(Ir(w)dwlF (t))+%Var(jr(w)dw|F (1) —r(t)C(t,T)—J'a*(s)C(.s,T)ds%V(t,r(t))

B(t,T)=E |e" =e ' =e ‘ (2.71)

Mittels totalen Differenzierens nach /7o lisst sich die Dynamik des Bondpreises herleiten®:

dB(t,r(t),T) _ . ~ 1 ,
0D r(t)C,(t,T)dt +a" (£)C(t,T)dt C(t,T)dr(t)+2C(t,T) dr(t)dr(t)
+%V, (¢,r(2))dt +%Vr (t,r(t))dr(t)+ % V_(t,r(®))drt)dr(t) =

* . 1 s
dB(r(0),T) _ —r()C,(t,T)+a (t)Ct,T)-C(t,T)a (r)+ZVWG(t) () + )

B.rO.1) | oo, rypoyr) +%Vt +%C(t, Yo () (1) +%Vr (a0 -b0)r(0)]
+(—C(t,T)a(t)r(t)+lVrO'(t)r(t)de*(t) =

dB(t,r(t),T)

B0 ( r(t)+ V+ C(t TY o (t)*r(f)* +— V [a" () b(t)r(t)]+4V o (t) r (1) j

+(—C(t, T)J(t)r(t)+5Vr0'(t)r(t)de*(t) (2.72)

Da die Bondbewertung in der risikoneutralen Welt erfolgt, ist die Drift in der Dynamik des
Bondpreises zwangsliufig durch den risikolosen Zinssatz determiniert®. Demnach geniigt

die Volatilitatsfunktion //(7,7(1)) folgender PDE unter entsprechender Nebenbedingung:

1 P 2 1 2 2 2
SV La -]+ Vo0 0 SO o 0 =0
V(T,HT)) =0

Diese Gleichung ist mit Hilfe der Finite Difference-Methode®” 16sbar, jedoch nur unter der
Voraussetzung, dass zwei weitere Randbedingungen formulierbar sind. Des Weiteren wiir-
de eine eventuelle Losung nach diesem Ansatz lediglich einen numerischen Wert fiir die

Volatilitdt ergeben, welcher dem primdren Ziel der Bestimmung der Volatilititsfunktion

% GemiB (A2c.4) macht man sich die Giiltigkeit folgender Beziechung zunutze: C(z,T )b()-C,(t,T)=1.
Vgl. Anlage 2 (A2c).

% Es sei erneut auf Anlage 2 (A2c) verwiesen, in deren Rahmen streng mathematisch bewiesen wird, dass
die Drift unter dem risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmal} der Short Rate r(t) entspricht.

7 Zur Finite Difference-Methode vgl. (1) J. Hull, A. White, “Valuing Derivative Securities Using the Ex-
plicit Finite Difference Method”, Journal of Financial and Quantitative Analysis 25 (1990), S. 87-100.
(2) M. J. Brennan, E. S. Schwartz, “The Valuation of American Put Options”, Journal of Finance 32
(1977), S. 449-62.
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gemil (2.70) widerspricht. Die sorgfaltige Untersuchung der Bondpreisdynamik in (2.72)
verdeutlicht die Abhédngigkeit der Bondvolatilitdt von der zu berechnenden Funktion. In-
folgedessen erweist sich das totale Differential der Volatilititsfunktion als ein geeigneter
Ausgangspunkt zur Bestimmung deren partieller Ableitung, die ihrerseits schlielich die

Bondvolatilitit endgiiltig definieren wird:

dVarUr(w)dMF (t)J:dEUr(w)dMF (t)J —d(EUr(w)dwlF (t)D =

t t t

dELir(w)dw|F (t)} —2EU' r(w)dw|F (t)] dE(jr(w)dw\ F (t)] mit

t t t

dE[ [rowyaw| F (r)] =d [r(t)C(t,T) +| a*(s)C(s,T)ds] =r(t)C,(t,T)dt (2.74)

+C(t,T)dr(t)—a (t)C(t, T)dt = r(t)C,(t, T)dt + C(t,T)a’ (t)dt — b(t)r(t)C(t, T)dt
+o(O)rt)C(t, TYAW (t)—a ()C(t,T)dt = —r(t)dt + o (t)r()C(t, T)dW (¢)

Eﬁ”(W)dW F (I)J =r(t)Ct,T)+ ja*(s)C(s, T)ds

t t
Mittels Einsetzens in die Dynamik des Bondpreises geméal (2.72) erhélt man:

dB(t,r(1),T) _ 1 o *
Bro.T) —r(t)dt+2C(t,T) o)’ r@)’dt—o)r(t)C@t,T)dW (¢)

+%dE [j' r(w)dw|F (t)] + r(t)EU- r(w)dw|F (t)) dt
—o(t)r(t)C(t,T)E (JT' r(w)dw|F (z)J AW’ (t)=r(t)dt +r(t)*C(¢,T)dt
+ % C(t,TYo(t)r(t) dt + r(t)} a’(s)C(s,T)dsdt + % dE (_T[ r(w)dw|F (t)j

—a(O)r()Ct,T)dW" () - o (t)r()C(t, T)E (j r(w)dw| F (t)J AW’ (t) =

r(t)dt +r(t)’ C(t,T)dt + % C(t,TYo(t)’r(t) dt+ r(t)j a (s)C(s,T)dsdt

T

+%E, [_T[r(w)dw| F (t)} dt +%E, Ur(w)dw IF (z)] [a" ()b (1) ]t

t t

T

+ i E. (]C r(w)dw|F (t)J o)’ r(t) dt + % E. (J. r(w)dw|F (t)J o(O)r(t)dW' (1)

—o(O)r()CE,T)dW" () - o()r@t)C(t,T)E U r(w)dw| F (z)j dw’ (1)

t
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Mit erneuter Bezugnahme auf die Eigenschaft der Drift unter dem risikoneutralen Wahr-

scheinlichkeitsmaf®® lisst sich die Dynamik des Bondpreises folgendermaBen formulieren:

dB(T,r(),T) 1 (% ’ o *
Sy SO E, (j r(w)dw|F(t)j (O ()W (£) = o ()r()C(t, TYAW' (1)
_a(t)r(t)C(t,T)Eﬁr(w)dw|F(t)de*(t), mit %E ﬁr(w)dw\F(t)j di

t t

%E, ( j r(w)dw|F (t)} [a' () -b()r(1) ]at +%EW ( j r(w)dw|F (r)J o (1)’ r(t) dt

t

=—r(t)*C(t,T)dt —%C(r, TYo(t) r(t) dt— r(t)j a (s)C(s, T)dsdt

Die Verbindung zwischen dieser durch das risikoneutrale Wahrscheinlichkeitsmal3 er-

zwungenen Bedingung und (2.73) kann leicht wie folgt hergestellt werden®:

Vidt+V,] a' (6)=b(t)r(t) |dt+ % V. o(t) r(t) dt =

T

E Ur(w)dw\ F (t)] [a"()-b(t)r(1) | dt + %E [ j r(w)dw|F (t)J o (1)} (1)  dt

t t

+E, (_T[ r(w)dw|F (t )] dt—2E U r(w)dw| F (t)j (H()C,(t,T)dt—a (1)C(t,T)dt

t

¢ T
E,[Ir(w)dwF (t)]dt

t

+a (O)C(t, T)dt —b(t)r(t)C(t,T)dt) = =2r(t)* C(t,T)dt — C(t,T)’ o(t)’ r(¢)* dt

T
E,[Ir(w)dwF (t)][a*(t)b(t)r(t)]dt

t

T T
—2r(t)j a (s)C(s, T)dsdt —2 (r(t)C(t, T)+ ja*(s)C(s, T)ds] (—r(t)dt)
t t
=—C(t,T) o)’ r(t)dt
Daraus kann letztlich geschlossen werden, dass der Bondpreis folgender SDE gehorcht:

dB(t,r(),T) _ 1 T 2
m =r(t)dt—[ 5 E, [J.r(w)dw| F (t)j +C@t,T)

t

. (2.75)
+r(1)C(¢,T)* + C(t, T)Ia*(s)C(s,T)ds]O'(t)r(z‘)dW*(t)

und die Bondvolatilitit nicht ldnger eine einfache deterministische Funktion der Zeit ist:

8 Vgl. Fn. 66.

T
5 Man beriicksichtige, dass E_ ( j r(w)dw|F (t)J =0.

t
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[—%E, U r(w)dw| F (t)J +C@,T)+r()C(t,T) +C(t, T)JT. a’(s)C(s, Tdslo(t)r(t) (2.76)

t

Die endgiiltige Gestalt der Bondvolatilitdt in geschlossener Form wird letztlich erst nach
der Bestimmung der partiellen Ableitung des bedingten Erwartungswertes vom quadrierten

Abzinsungsfaktor aufgedeckt’":

T _Eja(u) du —Ib(u)du
[C(t,T)+r(t)CET) +C(t, T)ja (s)C(s, T)ds — () j e’ dw

(2.77)

2
ja(u) du —jb(u)du T »ja(u) du
—Ia (s)e**Weo e’ Je e *Mdw | dslo(t)r(t)

Demnach vervollstindigt sich die Dynamik des Bondpreises zu einer SDFE folgender Form:

2
vja(u) du —Ib(u)du

%_ H0)dt—[C(t,T)+C(t, T)j a’ (s)C(s,T)ds —r(t) j e’ dw
X (2.78)
T jo(u) du —jb(u)du T —7".0'(14) du
+r()C(t,T) —ja ()X Vet e j e e XMaw | dslo(t)r()dw’ (1)

t N

Der direkte Vergleich mit der Dynamik des Bondpreises gemél (2.72) unter der Nebenbe-
dingung in der Gestalt einer PDE in (2.73) gestattet den sofortigen Riickschluss auf die
partielle Ableitung der bedingten Varianz des Abzinsungsfaktors:

2
G(u) du —Ib(u)du T W.[o—(u) du
V.(t,r(1)) = 2ja (s)eWe0 e [e e XMaw | ds

(2.79)

w w 2
T Low?a —Ib(u)du

+2r(t)| [e et aw ~2r()C(t,T) =2C(t,T)[ @’ ()C(s, T)ds

t

Der Form der partiellen Ableitung nach der Short Rate ist die Abhdngigkeit der bedingten
Varianz, die einen unmittelbaren Eingang in die Bewertungsformel fiir den Bondpreis fin-

det, allein von dem Zinssatz in 7 zu entnehmen’'. Da sich der bedingte Erwartungswert

" Zur Berechnung vgl. Anlage 3 (A3b).

" Vgl. nochmals Fn. 64, in der der Leser gebeten wurde, die angenommene allgemeine Form der bewer-
tungsrelevanten bedingten Varianz zunichst ohne Beweis als gegeben zu akzeptieren. Gleichung (2.79)
untermauert streng mathematisch diese Annahme.
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selbst nur durch seine Dependenz von dem aktuellen Niveau der Short Rate auszeichnet'?,
jedoch nicht von dem in der Vergangenheit verfolgten Pfad, ist der Bondpreis gemil der
No-Arbitrage Definitionsgleichung (2.71) einzig durch seine Abhdngigkeit von () sto-
chastisch. In diesem besonderen Merkmal des Bondpreises spiegelt sich die Markov-

Eigenschaft der Short Rate wider.

253  Die Option auf den Bond mit stochastischer instantaner Volatilitit

Das Bewertungsproblem in der Welt stochastischer Volatilitditen im Rahmen eines Modell-
konstrukts, das der Realitit nicht entfremdet ist”, ist fiir viele namhafte Wissenschaftler
Objekt intensiver Forschung gewesen. Frithere Ansétze streben nach der Erklarung spezifi-
scher Typen von stochastischen Volatilititen bzw. nach Erkenntnissen iiber allgemeine

stochastische Volatilititsstrukturen, jedoch unter vereinfachenden Annahmen’*. Hull und

7JT.b(u)du T * iT[b(u)du iT[b(u)du T . *}b(“)d“
2 E, (r(T)):Et Me ‘ + Me : ds |=r(t)e +ja (8)e ds. Vgl
M(T,w) . M(T,w) y

auch (2.69).

Rubinstein deckt systematische, statistisch signifikante Verzerrungseffekte bei der Optionspreisbestim-
mung nach Black-Scholes beziiglich der Restlaufzeit und des Strikepreises auf der Basis nichtparametri-
scher, verteilungsunabhéngiger Tests auf. Als Grundlage fiir die Bestétigung oder Verwerfung der von
ihm aufgestellten Null-Hypothese dienen Marktdatenberichte der CBOE vom 23.08.1976 bis einschliel3-
lich 31.08.1978. Vgl. M. Rubinstein, “Nonparametric Tests of Alternative Option Pricing Models Using
All Reported Trades and Quotes on the 30 Most Active CBOE Option Classes from August 23, 1976
through August 31, 1978”, Journal of Finance 40 (1985), S. 455-480. In der Absicht, die beobachteten
Abweichungen in den Black-Scholes Optionswerten von tatsdchlichen Marktpreisen theoretisch zu be-
griinden und modellspezifisch einzuordnen, wird eine komparative Analyse zwischen filinf alternativen
Optionspreismodellen durchgefiihrt: Die vergleichende Gegeniiberstellung beinhaltet einerseits Geske’s
Compound Option Diffusion Model und Merton’s Mixed Diffusion-Jump Model, vgl. Fn. 74 und ander-
erseits Cox-Ross’ Pure Jump Model von 1975, vgl. J. C. Cox, S. A. Ross, “The Pricing of Options for
Jump Processes”, Working Paper University of Pennsylvania (1975), deren CEV Diffusion Model von
1976, vgl. Fn. 60 und Rubinstein’s Displaced Diffusion Model, vgl. M. Rubinstein, “Displaced Diffusion
Option Pricing”, Journal of Finance 38 (1983), S. 213-217.

Geske untersucht eine sich in einer systematischen Weise dndernde Volatilitit des Aktienkurses, die aus
der Annahme einer konstanten Unternehmenswertvolatilitit resultiert. Vgl. R. Geske, “The Valuation of
Compound Options”, Journal of Financial Economics 7 (1979), S. 63-81. Merton betrachtet den Fall ei-
nes gemischten Jump-Diffusion-Prozesses fiir den Aktienkurs. Vgl. R. Merton, “Option Pricing when
Underlying Stock Returns are Discontinuous”, Journal of Financial Economics 3 (1976), S. 125-144.
Johnson studiert zwar den allgemeinen Fall, wenn die instantane Volatilitdtsfunktion des Aktienkurses
einem separaten stochastischen Prozess folgt, unterstellt jedoch die Existenz eines Assef, dessen Preis mit
der stochastischen Volatilitdt perfekt korreliert ist, um die PDF fiir den Optionspreis herleiten zu kdnnen.
Vgl. H. Johnson, “Option Pricing when the Variance is Changing”, Working Paper University of Cali-
fornia LA (1979), S. 11-79. Simulationsverfahren zur Losung dieser PDE lieferten erst spater numeri-
sche Ergebnisse. Vgl. H. Johnson, D. Shanno, “Option Pricing when the Variance is Changing”, Work-
ing Paper University of California Davis (1985), S. 85-107. Numerische Losungsverfahren lagen auch
den Forschungsarbeiten von Wiggins und Scott zugrunde. Vgl. L. Scott, “Option Pricing when the Vari-
ance Changes Randomly: Theory and an Application”, Journal of Financial and Quantitative Analysis 22
(1987), S. 419-438 und J. Wiggins, “Option Values under Stochastic Volatilities”, Journal of Financial
Economics 19 (1987), S. 351-372. Merton’s Modell zur Aktienoptionspreisbestimmung mit stochasti-
schen Zinsen wird spéter an die Bewertung von Bondoptionen angepasst. Die Brownsche Bewegung als
treibender stochastischer Faktor des Aktienkurses wird durch eine Brownsche Briicke ersetzt, um den
priméren Unterschied zwischen Aktien und Bonds nachzubilden, ndmlich die Kenntnis iiber den nomina-
len Riickzahlungsbetrag bei Filligkeit des Bonds im Gegensatz zur Aktie, die keinen solchen Zielwert
aufweist. Vgl. C. A. Ball, W. N. Torous, “Bond Price Dynamics and Options”, Journal of Financial and
Quantitative Analysis 18 (1983), S. 517-531.
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White generalisieren die methodische Vorgehensweise indem sie die stochastische Volati-
litdt mittels eines separaten Prozesses modellieren, dessen treibender Faktor mit dem //ie-
ner Prozess des Underlying unkorreliert ist, ohne explizit eine analytische Losung in ge-
schlossener Form zur Optionspreisbestimmung herzuleiten”. Zu dieser Zeit zeichnet sich
die Forschungsausrichtung deutlich durch die restriktive Annahme der Unkorreliertheit der

Volatilitit mit dem Spotpreis des Underlying aus’®.

Aus der Unzuldnglichkeit dieser zugegebenermalBBen bequemen Pramisse heraus entwickelt
Heston'’ eine neue Technik zur Herleitung von analytischen Bewertungsformeln in ge-
schlossener Form fiir europdische Optionen. Die Anregung zur neuen Modellierungsme-
thode findet sich in der Unfédhigkeit des altbewdhrten Ansatzes, den Effekt der )olatility
Skewness einzufangen, der durch die Korrelation zwischen der Volatilitit’® und der Spot-
rendite des Underlying zustande kommt. Eine positive Korrelation resultiert in einer héhe-
ren Varianz wenn der Spotpreis steigt, bzw. in einer niedrigeren Varianz, wenn der Spot-
preis sinkt, fithrt zu fatter right tails und thinner left tails in der bedingten Dichtefunktion.
Damit erhoht sich signifikant der Preis der deep-out-of-the-money Call-Option relativ zu
ihrem Black-Scholes Wert, da die Wahrscheinlichkeit, dass der Kurs des Underlying am
Verfalltag tiber dem Strike liegt, im Fall eines far right tail hoher ist als im Fall der Stan-
dard-Log-Normalverteilung”’. Eine negative Korrelation wirkt sich folgerichtig gegensitz-

lich auf den Optionspreis aus. Steigende Spotpreise ziehen eine niedrigere Varianz nach

7 Sie produzieren eine Losung in der Form einer Taylorreihenentwicklung um den Erwartungswert des

Optionspreises als Funktion der durchschnittlichen stochastischen Volatilitit iiber die Optionslaufzeit.
Zentrales Ergebnis ist, dass der Optionspreis kleiner fiir Optionen az-the-money und grofer fiir Optionen
tief out-of-the-money bzw. in-the-money als der entsprechende Black-Scholes Wert ausfallt. Vgl. J. Hull
A. White, “The Pricing of Options on Assets with Stochastic Volatilities”, Journal of Finance 42 (1987),
S. 281-300.

In der Regel besteht die Losung zum Problem der stochastischen Volatilitit bei Optionspreisfindung in
der Durchschnittsbildung iiber mehrere Black-Scholes Formelwerte entlang verschiedener Volatilitits-
pfade. Vgl. (1) L. Eisenberg, R. Jarrow, “Option Pricing with Random Volatilities in Complete Mar-
kets”, Federal Reserve Bank of Atlanta Working Paper (1991), S. 91-116. (2) E. M. Stein, J. C. Stein,
“Stock Price Distributions with Stochastic Volatility: An Analytic Approach”, Review of Financial Stud-
ies 4 (1991), S. 727-752. Zur gleichen Zeit berichten Melino und Turnbull iiber die Eignung dieser Me-
thode zur Erklarung von Wéhrungsoptionspreisen. Vgl. (1) A. Melino, S. Turnbull, “The Pricing of For-
eign Currency Options with Stochastic Volatility”, Journal of Econometrics 45 (1990), S. 239-265. (2)
A. Melino, S. Turnbull, “The Pricing of Foreign Currency Options”, Canadian Journal of Economics 24
(1991), S. 251-281.

Vgl. S. Heston, “A Closed-Form Solution for Options with Stochastic Volatility with Applications to
Bond and Currency Options”, Review of Financial Studies 6 2 (1993), S.327-343.

Aus Normierungsgriinden fokussiert Heston seine Aufmerksamkeit auf die Volatilitdt der Spotrendite
des Underlying. Auf diese Weise stellt er den Effekt der stochastischen Volatilitit auf den Preis einer
Option relativ zu einer anderen in den Vordergrund. Die Argumentation auf der Basis von Spotpreisen
erfolgt in dhnlicher Weise und ist sogar intuitiv nahe liegender.

Intuitiv wird die deep-out-of-the-money Put-Option in der vorliegenden Situation gegeniiber der ver-
gleichbaren Put-Option in der Black-Scholes Welt benachteiligt, da bedingt durch die thinner left tails
die Wahrscheinlichkeit, dass der Kurs des Underlying bei Félligkeit doch unter dem Strike liegt, kleiner
ist, als das bei der Standard-Log-Normalverteilung der Fall ist.
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sich bzw. sinkende Spotpreise verursachen eine hohere Varianz, als das bei einer Korrela-
tion von null der Fall wére. Als Folge daraus bilden sich tiinner right tails und fatter left
tails mit der Konsequenz, dass sich hohere Preise fiir deep-out-of-the-money Put-Optionen
bzw. niedrigere Preise fiir deep-out-of-the-money Call-Optionen relativ zur Black-Scholes
Welt einstellen, da die Wahrscheinlichkeit, dass der Put zum Ende seiner Laufzeit in-t/e-
money ist bzw. der Call bei Falligkeit ouz-of-the-money bleibt, verhéltnismaBig hoher liegt.
Neben der Erfassung der Volatility Skewness mittels expliziter Beriicksichtigung der Kor-
relation zwischen der stochastischen Volatilitit und der Spotrendite des Underlying, liefert
Heston’s Modell Preisformeln in geschlossener Form fiir européische Optionen, deren Her-
leitung auf der Berechnung bedingter Wahrscheinlichkeiten fiir die Ausiibung der Option
mit Hilfe der Umkehrung deren charakteristischer Funktionen beruht. Unter der entspre-
chenden terminalen Bedingung ergeben sich die charakteristischen Funktionen selbst aus
der Losung zweier PDEs, die sich durch die Substitution der vorgeschlagenen Losung des
Optionspreisproblems in die zweidimensionale fundamentale No-Arbitrage-PDE aufstellen
lassen. Dariiber hinaus ldsst Heston’s Methode die Integrierung stochastischer Zinssétze zu
und generalisiert somit das Modell als allgemein anwendbar auf Bond- und Fremdwéh-
rungsoptionen. Gleichwohl wird in der Literatur auch kritisch hervorgehoben, dass das
Modell nur eine nichtsignifikante Verbesserung im Vergleich zu Black-Scholes Options-
preisen mit sich bringt*’. Die geringfiigige Berichtigung der Black-Scholes Optionspreise

werde schlieBlich durch eine hdhere Anzahl an zu schiitzenden Parametern teuer erkauft®!.

Mit dem gemdl (2.66) entwickelten Zinsmodell und der daraus hergeleiteten Bondpreisdy-
namik gemif (2.78) geht eine von der Short Rate abhdngige Bondvolatilitét einher:

[cm T)—%K(ar(r))}a(zv(t)

. . , 2
s , s o ,
o(u)” du —J‘b(u)du T —EJ.O'(u) du

T
Vr(t,r(t)):2J‘a*(s)eZK(S)e” e’ je 0 e XMaw | ds (2.80)
t N
W w 2
T L o-(u)zdu —|b(u)du T
2J. *
+2r(t) J-e ‘ e’ dw | =2r()C(t,T) —2C(t,T)Ia (s)C(s,T)ds

t

% Vgl. C. von Campenhausen, “Optionsbewertung bei stochastischer Volatilitit: Theorie und Empirie”,

Dissertation St. Gallen (1996), S. 43ff.

Vgl. P. Andres, “Von der Black/Scholes-Optionspreisformel zum GARCH-Optionsbewertungsmodell:
Entwicklung und exemplarische Durchfiihrung eines Ansatzes zur Uberpriifung der Validitit von Opti-
onspreismodellen”, Dissertation Gottingen (1997), S. 173ff.
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Infolgedessen wird der zukiinftige Bondpreis, bedingt auf den heutigen Wert, ungeachtet
der Markov-Eigenschaft der Short Rate nicht mehr einer Log-Normalverteilung geniigen,
sondern von dem vollstindigen Pfad abhingig sein, den die Short Rate zwischen den Be-

trachtungszeitpunkten zuriickgelegt hat:

1H(B(TI,T»

B(t,Tz)jD N(4,B) mit B=.!ld(u)zr(uy[C(u,Tz)—%Vr(;ﬂ(u),Tz)} du

A= [ )+ o) riwy [C(u,Tz) —%K(F(u),Tz)}[C(u,Tl) —%Vr(r(u),Tl)}du

= a(u)zr(u)z[CW’T»‘%K(”(”‘)’D} "

B(]IaTz) - _l 2 2

mit o2(T) = jlc;(u)zr(u)2 [(C(u,Tz) —%Vr(r(u),Tz)j —(C(u,Tl) —%Vr(r(u),Tl)ﬂ du

2

s

T . cr(u)zdu —jb(u)du T; —%:‘fo'(u)zdu
V,,(r(t),];):2J.a (5)e** et e’ Ie 0 e X™Mdw | ds
W W 2
T —%J‘O'(u)zdu —Ib(u)du T; i
+27(f) j e’ e’ dw| -2r()C(tT) -2C(,T) j a'(s)C(s,T)ds, i=1,2

t

Diese Besonderheit unterstreicht aus praktischer und konzeptioneller Sicht den essentiellen
Unterschied zwischen dem zentralen Untersuchungsobjekt dieses Abschnittes gemal3
(2.66) und allen anderen in Grundziigen umrissenen Methoden, um das Problem der sto-
chastischen Volatilitdt zu bewiéltigen. Die natiirliche Filtration, die von dem Short Rate-
Prozess selbst erzeugt wird, ist vollkommen ausreichend, um den Wert der stochastischen
Volatilitdt gemal (2.80) zu bestimmen, im Gegensatz zu allen anderen Modellen, bei de-
nen die Realisation eines von der Diffusion der Short Rate unterschiedlichen stochasti-

schen Prozesses notwendig ist, um die zukiinftige Volatilitit zu determinieren.

Betrachtet sei eine européische Call-Option mit Ausiibungszeitpunkt 7, und Strike K auf
einen Bond mit Félligkeit in 7, %2 Die Bewertung erfolgt unter dem Forward-Wahrschein-
lichkeitsmal} und einem Bond mit Félligkeit in 7, als Numeraire auf der Grundlage von

Uberlegungen, deren ZweckmiBigkeit bereits friiher diskutiert wurde®. Da Gleichungen

82 Zum Zweck der besseren Vergleichbarkeit wurden die Ausstattungsmerkmale der zu bewertenden Opti-

on bewuBt in Ubereinstimmung mit denen des Call aus Abschnitt 242 gewihlt.
8 Vgl. Abschnitte 2421 und insb. 2422.
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(2.66) und (2.78) die Dynamik der Short Rate bzw. des Bondpreises unter dem risikoneut-
ralen Wahrscheinlichkeitsmall zum Ausdruck bringen, muss zuerst die Anpassung an das
bewertungsrelevante Wahrscheinlichkeitsmall mit Hilfe des Wechsels zwischen dquivalen-
ten MartingalmaBlen gemiB dem Girsanov-Theorem vollzogen werden. Der
{F,, 0<t< o} -adaptierte Driftadjustierungsprozess X, % ist durch die Volatilitit des

Numeraire definiert:

X, = —[C(r,m —%K(r(r)ﬂ)}a(r)r(r)

2

s

T . Io‘(u)zdu iib(u)du T —%-‘Ifa(u)zdu
V(r@e) ) =2[a (s)e* Vet e fe e Maw| ds (2.81)
t s
W W 2
T —%J‘G(u)zdu —jh(u)du T .
+2r(t) '[e ‘ e’ dw —2r(t)C(t,Tl)2—2C(t,Tl)ja (s)C(s,T;)ds

Demnach lassen sich die SDEs fiir die Short Rate bzw. fiir die beiden bewertungsrelevan-
ten Bonds nach dem Ubergang vom risikoneutralen auf das Forward-Wahrschein-

lichkeitsmal3 folgendermaRen aufstellen:

(" () - b)r(t))—drifils) .-
o(H)r(?)

X,

aw’(t)=dw" (t)-

AW’ (t) = dW™" (1) + [C(z, T) —%V, (1), Tl)} c(Oritdt = (2.82)
dr(t) = (a*(t) —b()r(t)+o (1)’ r(t) [C(r, T)- % V.(r(t),T, )D dt+o()r(t)dw’ (1)

resp. fiir das Underlying, den Bond mit Félligkeit in 7, :

d”iﬁgi;vjz) —r(?)

[cmm—iV;(r(r)ﬂ;)}a(r)r(z)

d =

aw’ () =dw™ () -

dB(,T,)

2 2 _l _l
BT (r(t)+0'(t) r(7) [C(t,Tl) ZK.(r(t),Tl)}[C(t,T;) 2V,.(r(t),T2)Ddt

(2.83)
—[C(hTz) —%Vr(r(t),Tz)} o (t)r(t)dw' (1)

¥ Der stochastische Prozess X, ist zu der Filtration {F,, 0<¢ <oo} adaptiert, wenn fiir jedes 1 >0 X,

eine F, -messbare Zufallsvariable ist. Vgl. auch Fn. 233.
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und analog fiir das Numeraire, den Bond mit Falligkeit in 7:

driﬁ;f?:n ,—7(?)

W (t)=dW"(t)- . dt =
{C(th)—zVr(’”(f)aTl)}U(f)'”(f)
[co,m—%V,.(r(r),Tl)}a(r)r(r)
dB(t,T) = {r(l) +o(1)’r(t)? |:C(tJT;) —%Vr(r(f)aT])} jB(f,Tl)dl (2.84)

—[C(h ) —%Vr(r(t), Tl)} o(OrOBE,T)dW" (1)

Eine analytische Losung fiir den Preis der Option im Zeitpunkt 7 kann unter Anwendung
der Martingaleigenschaft jedes durch das Numeraire relativierten Preisprozesses hergelei-
tet werden. Unter Bezugnahme auf die bereits entwickelte Optionsbewertungstechnik®
berechnet sich die Portfoliovarianz®, deren Quadratwurzel als der Parameter ,,implizite*

Volatilitét in die Optionspreisformel einflief3t, wie folgt:

o2(T) = [ o(uy riuy chz)—%V,.(rw),Tz)j—[C(u,ﬂ)—éV,(r(u),Tl)ﬂ di

2
s N w
o)’ du 7J.b(u)du T, 7%.([0'(14)2 du

7;
V.(r(t),T)= ZJ‘a*(s)eZK(S)e0 e’ je
t

N

e “Mdw | ds (2.85)

w w 2
T —% o) du —|b(u)du T;
2@ fe” et dw| —2r(0)C(LTY —20,T) [ (5)C(s,T)ds, i=1,2

t

Im Gegensatz zu der Portfoliovarianz in einer deterministischen Umgebung als wertbe-
stimmender Grofe des Optionspreises gemif3 (2.56) wird die Pfadabhéngigkeit der mit
dem letzten Ausdruck definierten Optionsvolatilitdt deutlich. Die implizite Dependenz von
der Short Rate verwandelt o (T) bei Filligkeit der Option in eine stochastische Variable,
die eine bestimmte Verteilung besitzt. Jede erneute Simulation des S/ort Rate-Pfades von ¢
bis 7, wird einen anderen Wert fiir die Portfoliovarianz in 7, und demzufolge iiber die
Bewertungsformel geméf (2.56) einen anderen Optionspreis ergeben. Den Gedankengang
fortfiihrend kann intuitiv geschlossen werden, dass der Optionspreis selbst in Abhéngigkeit
von dem zuriickgelegten Pfad stochastisch ausfallen muss und somit eine Verteilung auf-

weist. Dieser diskursiven Uberlegung entspringt die Vermutung, dass der Optionswert in ¢

%5 Vgl. Abschnitt 2422 und insb. Anlage 2 (A2a).
% Zur Angemessenheit dieser Bezeichnung im deterministischen Fall vgl. Abschnitt 243.
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einen Erwartungswert iiber den Call als Funktion der Portfoliovarianz darstellt, also den
auf eine spezifische Pfadauspriigung von o (7)) bedingten Optionspreis in / gemiB (2.56).
Bevor diese MutmaBlung theoretisch untermauert und mathematisch bewiesen werden
kann, wird als zweckdienlich erachtet, eine erlduternde Bemerkung zur bedingten Vertei-
lung des Bondpreises zu machen, um die zentrale Bewertungsidee bei stochastischer Vola-
tilitdt zu verdeutlichen. Im Rahmen des Zinsstrukturmodells mit deterministischer Volatili-
tit gemiB (2.44) und der daraus resultierenden Bondpreisdynamik® gemiB (2.50) ist der

1} -Preis des Bonds mit Filligkeit in 7, bedingt auf dessen Preis im Zeitpunkt 7 log-normal

verteilt®®:

In (—i ((i’ 77;2))] 0 N( j (r(u)+0'(u)2C(u,Tl)C(u,T2) —%a(u)z C(u,E)zjdu,ja(u)zC(u,Tz)zduJ
B(T,,T,) _ 1 2

ln(B(TTz)j[l N( lnB(l‘,Ti) 2O-P(]I)9O-P(]—I)j

) (2.86)
mit op(h) = [o@) [Cu,T,)~Cw,T)] du

Die Parameter der Log-Normalverteilung hingen lediglich vom Logarithmus des Abzin-
sungsfaktors® unter dem Forward-WahrscheinlichkeitsmaB, dem heutigen Preis des Un-
derlying und der deterministischen Portfoliovarianz ab. Unter der Abwandlung des
Grundmodells zwecks Beriicksichtigung stochastischer Volatilititen gemiB (2.66)° dndert
sich die Portfoliovarianz zu (2.85) und ist folglich pfadabhéngig. Eine unendliche Anzahl

von Pfaden, die die S/ort Rate zwischen den Zeitpunkten 7 und 7, zurticklegt, fiihren aller-

87 Zur Herleitung der Bondpreisdynamik vgl. insb. Anlage 2 (A2c).

% Vgl. insb. die Herleitung in Anlage 2 (A2a).
¥ Der Abzinsungsfaktor B(z,T)) = e """ 4“1) ist eine F, -messbare Zufallsvariable.

% Natiirlich éndert sich auch die Bondpreisformel im Rahmen des neuen Zinsstrukturmodells:

7 2

T w W

—H(OC(T; >—fa”(s>C(x,T.)dv%Var[Ir(w)dw\F, T T, %j’a(u)z du = [ b(u)du

B(t,T))=e ! ! , Var J.r(w)dw| F, |=r@) Ie ! e’ aw
t t
s s w 2 " " 2
L o'(u)z du i“b(u)du T 71-[0'0()2 du Lw —ljlo-(u)zdufjlb(u)du

* (2K Lo i 2 -K(w) * % g

+2r)| |a (s)e" Ve e e e dw | ds |+ a (s)e dsdw
tt

t s

7

—r(t)’ C(t,T,)* = 2r(t)C(¢,T, )j a (s)C(s,T,)ds — (J- a (s)C(s,T, )dsj

t
Der Bondpreis ist zwar durch einen wesentlich komplizierten Ausdruck definiert, bleibt aber basierend
auf der Markov-Eigenschaft der Short Rate eine F, -messbare Zufallsvariable, weil er allein durch seine

Dependenz von der heutigen Auspragung 7(7) stochastisch ist. Lediglich die Pfadabhéngigkeit der Portfo-
B(T,, Tz)]

liovarianz o (T;) zerstort die log-normale Eigenschaft von [ BT
t,1,
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dings zur gleichen Portfoliovarianz o(7;) und resultieren infolgedessen in der gleichen
terminalen Bondpreisverteilung mit der Konsequenz, dass ungeachtet des stochastischen
Charakters der Optionsvolatilitit die Log-Normalverteilung der Bondpreise bedingt auf

eine spezifische Auspriagung von o;(7,) aufrecht erhalten bleibt’'.

Der unter dem Forward-Wahrscheinlichkeitsmal3 laufzeitaddquat angepasste erwartete

Call-Payoff bei Filligkeit in 7, ergibt den gesuchten Optionswert’ im Zeitpunkt />

/(1,B.T,)) =BG, )jf (T,,T,))p(B(T,.T,) | B, T,))dB(T;.T,) =

B(r,ToT [ £(1.B(T,T,)) (BT, 1) | o3 (T) (03T | 7(6))dB(T;, T,)do (T;)

—00 —00

o0

]OB(t,Tl) [ £(1,.B(T,T,)) g (BT, 1) | 03(T) JAB(T, T)h (o3 (5) | () dop(T)

(2.87)

CU(B(t.1y),03 (1)) |=Call( o3 (1))

00

= f(LB.T))= [ Call(op () h(on(D) | r(0)doi(T))
= E,(CI(B(t,1,),03(T)))) = E,(Cal (o3(T)))
Die Portfoliovarianz wird in die bereits hergeleitete Optionspreisformel (2.56) eingesetzt:

Call(o3(T)) = B(t,T,)N (h+0,(T,)) - B(t,T,)KN (h)

__ U . BwT) o,0)
o, () BGLT)K 2

02(T) = [ o(u) riuy HCW,T»—%V,.(mu),n)j—(cw,ﬂ)—%K(r(umﬂ d

2
o’(u) du —J.b(u)du T; 77,[0-(10 du
V.(r(t),T) = 2ja ()X Wer o Je e XMaw | ds
w w 2
7 —%J.O'(u)zdu —J'b(u)du 7 .
+27 () j e’ e’ dw —2r(t)C(t,Ti)2—2C(t,Ti)I a'(s)C(s,T)ds, i=1,2

t

B(1,T,)

91 [B( 1° 2)
B(1.T,)

B(,T,)
log-normal verteilt ist.
/st die allgemeine Preisfunktion des Wertpapiers, die in Abhéngigkeit von 7 und B(#,7,) den heutigen

| ﬁ(Tl)] folgt einer Log-Normalverteilung im Gegensatz zu ( ] das nicht langer

92

Wert des betrachteten Derivats ausdriickt.

% Die implizite Abhéngigkeit der Transition Densities g und /i vom heutigen Bondpreis B(t,T;) wird zur

Notationsentlastung unterdriickt.
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Der Optionspreis’* lisst sich als der Erwartungswert des Call iiber alle méglichen Short
Rate-Pfadausprigungen determinieren, die in einem spezifischen Wert fiir die Portfoliova-
rianz o (7)) resultieren. AuBerdem weist der so berechnete Optionspreis die unerwiinschte
Eigenschaft der Abhédngigkeit vom Marktpreis des Zinsrisikos auf, da in der Optionsvolati-
litidt der risikoadjustierte Langzeit-Mittelwert a (f) = a(t)—o(t)A(t) enthalten ist. Diese
Schwierigkeit ist zu umgehen, indem die Short Rate direkt in einer risikoneutralen Welt
gemal (2.66) modelliert wird, ohne dass die Ermittlung des aus nicht direkt beobachtbaren
Investorpriaferenzen hergeleiteten Marktpreises des Zinsrisikos notwendig ist. Die Berech-
tigung zu dieser Vorgehensweise ergibt sich aus der Grundannahme, dass die aktuelle
Zinsstruktur die Risikoeinstellung des Anlegers und folglich den Marktpreis des Zinsrisi-
kos bereits in sich eingeschlossen hat. Diese Pramisse stellt in keiner Weise eine Beein-
trichtigung der Allgemeingiiltigkeit des Zinsmodells dar, da die hochstmdgliche Flexibili-
tat seiner Parameter eine generelle Adaptierbarkeit an die vorherrschende Zinsstruktur zu-

l4sst.

254  Analytische Bestimmung der 7ransition Density

Bevor man den Callpreis gemil (2.87) mittels Erwartungswertbildung berechnen kann,
muss die bedingte Dichte der Portfoliovarianz determiniert werden, fiir die leider kein di-
rekter Ausdruck in geschlossener Form existiert. Im Folgenden werden zwei alternative

Ansiitze zur Bestimmung der 7ransition Density h(o;(T,)| r(t)) prisentiert.

2541  Der PDE-Ansatz
Da die F, -messbare Zufallsvariable Call (612, (7})) unabhingig vom Zeitpunkt 7 ist, impli-

ziert die /rerated Expectations-Eigenschaft, dass f(¢,B(1,T;)) ein Martingal ist:

0

E,(Call(o3(T))) = [ Cali(o3(T) Ja(o3(T) | 7(6))dop(T) = £ (¢, B, T3))

E,(f(t.B@T)))=E, (E (Call(af,(Tl)))) = E,(Call (o}(1}))) = f (5, B(s.T3)) (2.88)

mit s<t

Folglich wird die Drift nach Anwendung der /70 s Differenzierungsregel eliminiert’:

% Erneut kommt das /ndependence Lemma zur Anwendung, da B(t,T,) F,-messbar ist und andererseits

o7(T;) F, -messbar sowie F, -unabhingigist = E,(CI(B(t,T,),00(T))) = £ (1, B(.T,)) . Vel. Anl. 1.

®of (t,B(t,Tz)) ist als eine Funktion von 7 und r(z) liber die Abhédngigkeit vom Bondpreis B(¢,7,) model-

liert, der allein durch seine Dependenz von der aktuellen Auspragung der Short Rate stochastisch ist -
C(t,7(1)). Vgl. Fn. 90 .
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oC (t,r(1) 1 0°C(t,r(1) >
(6 )a’r(t)+5%(dr(t))

oC(1,r(1)) e

Ot or

dC(t,r(t)) =

= C (t,r(t))+ (a*(t) —b()r(t)+ o)’ r(t)’ {C(r,Tl) —%Vr(r(t), TI)D C.(1,7(1))
+%O'(t)2 rt)C, (t,r(1)=0 (2.89)

Unter Anwendung dieser Technik auf die Integraldarstellung des Call erhdlt man:

oh(o3(1)| (1) do(T)
0o, (T}) d

UEAMING)
ot

)ah(a,%(mr(r))(
or

doi(T))

T Call (op(T))) do(T)+ T Call(af,(T,))[

+T Call (o} (T)) a' () -bO)r()+o () r(t)’ [ca, T) —%er(r), Tl)_jdaé 8]

12°h(ap ()| (1)
2 or?

oh_doy()
doi(T)  di

+T Call((T))) (o@)r()?)doi(T)=0 =

J Catt(o2(t))ih + : (a*(r) —b(O)r () + (1) r(2)? [C(am —%Vr(m'n)D

+%hﬂ (@) r(t) )ldor(T) =0 =

. 0h_dox(T)
ook(T)  dr

+h, (a*(f) ~b(O)r(6) +o(t)’ ()’ [C(LT]) —%Vr(f’(t),T])D

+%h (c@yr@®)’)=0 =

mit G3(T) = [ oy ruy ch,m —%K(rw),m]—(cw,m —%mrw),mﬂ d,

s

Io(u)zdu —jb(u)du {T, —l:‘fa(u)zdu
t 0

7 : 2
V.(r(),T)= 2J.a*(s)eZK(S)e° e Ie e *Mdw | ds

w w 2
T —%Io‘(u)zdu —Ib(u)du T; .
+2r (1) j et e’ dw —2r(z)C(t,z)2—2C(z,z)j a'(s)C(s,T)ds, i=1,2 =

t

_oh
" ooi(T)

(a(r)zrmz HC(LTz)—%Vr(r(t),ﬂ)j—(C(t,Tl)—%Vr(r(t),Tl)ﬂ J
(2.90)

+h, (a*(t)—b(t)r(t)+a(t)2r(t)2 [C(t,Tl)—%Vr(r(t),Tl)D+%hﬂ (o) r(®)})=0

Theoretisch liefert die Losung dieser PDFE die bedingte Dichtefunktion fiir die Portfoliova-
rianz und in Verbindung mit (2.87) und (2.56) den Optionspreis, der durch die Dynamik
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der Short Rate gemdf (2.66) und die daraus folgende Dynamik des Bondpreises gemil3
(2.78) in einer Welt stochastischer Volatilitdt erzwungen wird.

2542  Der numerische Ansatz mittels einer Runge-Kutta%-éihnlichen Approximati-
on der Portfoliovarianz

Das Kernproblem der Pfadabhéngigkeit der Portfoliovarianz liegt in den Schwierigkeiten
bei der Optionspreisberechnung, die auf der entwickelten Bewertungstechnik beruht; es
wurde im Rahmen dieses Kapitels bereits mehrmals diskutiert. Aus theoretischer Sicht ist
im Allgemeinen nicht bekannt, wie der Term unter dem Integralzeichen der ,,impliziten*
Volatilitét iiber einen endlichen Zeitraum zu integrieren ist, da der Integrand nicht mehr
eine deterministische Funktion der Zeit, sondern durch seine Abhédngigkeit von der S/ort

Rate stochastischer Natur ist:

02(T) = [ o(uy riuy [(cw,m—%V,.(rw),Tz)j—(cw,Tl)—%K(r(umﬂ di

s s w 2

T o(u)? du 7J.h(u)du T —%jo‘(u)zdu
Vr(i’(l‘),Z)ZZJa (S)eZK(S)eO e’ je 0

t

N

e XMdw | ds (2.91)

w w 2
T; —% o(u)du —|b(u)du T;
+27 (1) j e’ e’ dw —2r(t)C(t,Ti)2—2C(t,7})I a’(s)C(s,T)ds, i=1,2

t

Die mathematische Hiirde, der man sich gegeniibersieht, rithrt von der Tatsache her, dass
im Zeitpunkt / Unkenntnis iiber die Ausprigung des varianzbestimmenden Zinsprozesses »
zu einem spdteren Zeitpunkt © > 7 herrscht. Um dieses technische Hindernis zu {iberwin-

den, kann man sich des altbewihrten Approximationsverfahrens von Kloeden und Platen’’

% Zu Runge-Kutta Methoden numerischer Integration von ODEs vgl. J. D. Lambert, “Numerical Methods

for Ordinary Differential Systems” (2000), Wiley Third Reprinting, S. 149-213.

Im Gegensatz zu Taylorapproximationen zweiten und héheren Grades, die auf die Bestimmung der ers-
ten und zweiten Ableitung der Drift und der Diffusion angewiesen sind, erfolgt die approximative Lo-
sung der SDE mit zustandsabhéngiger Drift und Diffusion nach Kloeden und Platen unter vollstindigem
Verzicht auf Differentiation:

dY@t)=u¥,)dt+o(Y,t)dW(t) = mit AW@)=W(E+A)-W(t)

97

Y(t+AH) 0 Y () +%( w(Y,0)+ (¥, t))At +%(0'(§’+,t) R ZO'(Y,I))AW(I)

+%(a(¥’+,z) —<;v(§f,z))([m/(t)]2 — At) /A
Y =Y(t)+ u(Y,0)At + o (Y, ) AW (£)

Y =Y () + u(Y,0)At+ (Y, WAL

Vgl. P. E. Kloeden, E. Platen, H. Schurz, “Numerical Solution of SDE through Computer Experiments”
(1997), Corrected Second Printing, S. 198-201 und P. E. Kloeden, E. Platen, “Numerical Solution of
Stochastic Differential Equations”, Springer Applications of Mathematics Vol. 23 (1992), Gleichungen
15.5.14-15.5.15.
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bedienen, das die Portfoliovarianz zu einem hohen Grad an Genauigkeit anndhernd in eine

bedingt deterministische Variable umwandeln wird.

Prinzipiell konnte die S/ort Rate unendlich vielen Pfaden zwischen 7 und 7, folgen, ohne
dass deren Auspridgungen innerhalb des Zeitintervalls bekannt wéren. Eine nahe liegende
Losungsmoglichkeit wire der Versuch, einen Durchschnittsschétzer fiir den Zinssatz ent-
lang eines bestimmten Pfades zu ermitteln, in den der aktuelle und der am Ende der Be-
trachtungsperiode eingetretene Wert der S/hort Rate mit dem gleichen Gewichtungsanteil
einflieBen. Da aus heutiger Sicht die S/orf Rate im Endpunkt unbekannt ist und lediglich
eine Verteilung besitzt, wird sie zuerst entlang eines spezifischen Pfades bis zu 7, mit Hil-

fe der beschriebenen Runge-Kutta-dghnlichen Approximation entwickelt:

dr(t) = (a*(t) —b(O)r(t)+o ()’ r(t)’ {C(r, T)- % V.(r@),T, )D dt+o(O)r(t)dw" () =

mit At=T —t, WI(T)-WT ()= AW (t)=EJAt und E0 N(0,1)

F(T)0 r(t)% a’ (1)~ b(0)r () + o ()’ (0 [C(t,Tl)—%K(r(t),Tl)}w(?) Ar

w(r(0) (2.92)
([AW" ()] - Ar)

JAr
r=r(f)+ (a*(t) —b()r(t)+o(t)’ r(t) {C(t, T)- % V.(r(t),T, )D At +o(t)r() AW (1)

+i(a(t);+ +o()r + 2a(t)r(t))AWT‘ (t) +i(a(t);+ - a(t)?')

) -{a*(z‘) —b(O)r(t)+ () r(t) [C(t,Tl) —%V,(r(z),Tl)DAt + o (t)r(H)NAL

Das FEinsetzen des Durchschnittsschitzers fiir den Zinssatz anstelle der zwischenzeitlichen
Auspriagung der Short Rate in (2.91) erlaubt die Bestimmung der Portfoliovarianz, da jetzt
der Ausdruck unter dem Integralzeichen nicht mehr stochastisch, sondern bedingt auf den
spezifischen Pfad deterministisch®™ ist und folglich im herkdmmlichen Sinne integriert

werden kann:

mit X (r(t),r(T)) = w -

o2(T) =j'c;(u)2()()2 KC(M,TZ)—%Vr(X,Tz)j—(c(u,ﬂ)_%Vr(X,Tl),,ﬂ du

% Bedingt deterministisch in dem Sinne, dass die Portfoliovarianz von der spezifischen GauBschen Variab-

le abhéngt, die exakt einmal gezogen wird, um die Drift der Short Rate bzw. den Durchschnittsschitzer
zu berechnen, die Short Rate gemiB (2.92) zu entwickeln und o, (7;) als deterministisch zu ermitteln.
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2

s

T; i o(u)du 7jrb(u)du T; —%Ta(u)zdu
mit K(X,];):2ja (5)e* e e’ Ie 0 e X™Mdw | ds
t N
, (2.93)
T; —%:‘ta(u)zdu {fh(u)du T; .
2x([e™ e dw| -2XC(,T) -2C(T)|a (5)C(s,T)ds, i=1,2
t t

In dem AusmaB, in dem mittels dieser Substitution Genauigkeit eingebiiit wird, spiegelt
sich die Prizision der Approximation’ wider, die mit Hilfe einer zeitintensiven Monze
Carlo-Simulation mit infinitesimal gestalteten Zeitschritten iiberpriift werden kann.

26 Zur Tauglichkeit, Relevanz und zu den Grenzen der S/orf Rate-basierten Zins-
strukturmodelle

Vor dem Hintergrund der in jlingerer Zeit zu beobachtenden Vielfalt von Zinsprodukten
sind die anfinglichen Bemiihungen, die zugrunde liegende Zinsstruktur modelltheoretisch
auf eine konsistente und zugleich unbefangene Art und Weise zu beschreiben, von Wissen-
schaftlern unter der einschneidenden Annahme unternommen worden, die Dynamik der
Yield Curve sei weitestgehend durch die instantane Siort Rate zu erkldaren. Die stochasti-
sche Darstellung erfolgt mittels einer SDE, die aus einer mean-reverting Drift mit zuerst
konstanten und im Rahmen spiterer Abwandlungen zeitabhdngigen Parametern und einer
zeitabhidngigen oder im allgemeinen Fall zinsabhéngigen Diffusion zusammengesetzt ist.
Die Parametrisierungsfreiheit, die man durch die Umgestaltung der anfangs konstanten
Drift- und Diffusionskomponenten gewonnen hat, verleiht der ihrer Aussagekraft nach
sonst préaskriptiven Zinsstrukturtheorie einen deskriptiven Nachdruck und erdffnet infolge-
dessen die Moglichkeit, eine weitere Modellierungsdimension zu erschlielen, die ebenfalls
dem Oberbegriff des klassischen Ansatzes zur Bewertung von Zinsderivaten subsumiert
wird. Priziser ausgedriickt wird durch diese Theorie, ausgehend von dkonometrisch ge-
schitzten Modellparametern (einschlieBlich des Marktpreises des Risikos), die Form der
aktuellen Zinsstruktur vorgeschrieben. Diesen normativen Charakter besitzt das Zinsmo-
dell von Vasicek mit konstanter mean-reverting Driftfunktion und zeitunabhédngiger Vola-
tilititsstruktur, dessen alternative, auf die Diffusionstheorie gestiitzte Herleitung im Ge-
gensatz zur urspriinglichen Vorgehensweise seines Erfinders unter Verzicht auf die unter

den Finanztheoretikern dieser Zeit verbreitete PDE-Technik im Abschnitt 23 erfolgt.

% Mit Hilfe des numerischen Ansatzes kann die Notwendigkeit der miithsamen Losung der PDE fiir die

Transition Density aus dem vorhergehenden Abschnitt umgangen werden. Der Wert des Call berechnet

sich als die Summe der Optionspreise in Abhéngigkeit von der Portfoliovarianz gemaB (2.56) dividiert
v Call ([o7(T})];

durch die Anzahl der (7)) -Simulationen: ZM .

i=1 n
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Abweichend davon kann dank den durch eine flexiblere Parametrisierung zusitzlich ge-
wonnenen Freiheitsgraden die Methodik in einer impliziten Weise angewendet werden, um
die Modellvariablen so festzulegen, dass sie die vorherrschende Yield Curve mdoglichst
genau reproduzieren. Die durch diesen indirekten Ansatz herbeigefiihrte Umkehrung der
Kausalitét definiert die positive Dimension der Theorie, die unter diesem Blickwinkel die
explikativ-deskriptive Aufgabe iibernimmt, die von der aktuellen Zinsstruktur induzierten
Preise fiir Zinsprodukte zu erkldren. Das Verfahren der Kalibrierung zu Marktdaten ist im
Rahmen des Hull/White-Modells im Abschnitt 24'° unter zusitzlicher Bestimmung der in
der abgewandelten Form des Konstrukts zeitabhingigen Volatilititsfunktion ausfiihrlich
diskutiert und mathematisch fundiert worden. AnschlieBend wendet sich Abschnitt 25 in
der Absicht, eine addquatere Nachbildung der Realitdt zu erreichen, der liberaus gewichti-
gen Problematik stochastischer Volatilititen zu. Zu diesem Zweck wird ein weiteres mearn-
reverting Zinsmodell der CEJ-Familie mit maximaler Flexibilitdt der Driftparameter und
einer Short Rate-basierten Volatilitdtsfunktion entwickelt und im Hinblick auf Bond- und
Optionspreisauswirkungen aufgrund der zustandsabhidngigen Diffusion detailliert unter-

sucht.

Short Rate-basierte Zinsstrukturmodelle, die die explikativ-deskriptive Eigenschaft einer
positiven Theorie aufweisen, erfreuten sich unverkennbar gewissen praktischen Erfolgs
unter den Tradern dieser Zeit (1977-90). Deren Féhigkeit, jede vorstellbare Form der
zugrunde liegenden Yield Curve wiederzugeben, erlaubte einen modelltheoretisch begriin-
deten Delta Hedge mit Plain-Vanilla Zinsinstrumenten durchzufiihren, deren Preise markt-
konsistent berechnet wurden. Bei der Bewertung von exotischen Zinsprodukten stoflen
diese Modelle jedoch sehr schnell an ihre Grenzen. Die héchste Anforderung'®' an ein
Short Rate-basiertes Zinsstrukturmodell'®, mit dem eine iibermiBig fein gestaltete, von der
instantanen S/ort Rate erzeugte Filtration einhergeht, wére die im Einklang mit dem Markt

korrekte Bewertung der komplexeren Zinsderivaten zugrunde liegenden Underlyings'®.

19 Zur Kalibrierungstechnik vgl. insb. Abschnitt 243. Die Herleitung des Modells und die Bestimmung des

Bondpreises bzw. der Optionspreisformel erfolgen erneut génzlich unter Ausschluss von PDEs.

Zugleich die beste Erwartung beziiglich der Performance dieser Modelle.

Die Existenz eines kontinuierlichen Geldmarktkontos wird implizit unterstellt. Zur Bewertung von exoti-
schen Libor-basierten Zinsprodukten bedarf es allerdings meistens einer wesentlich grobkornigen, von
den Zinssidtzen zum Zeitpunkt der diskreten, preissensitiven Ereignisse generierten Filtration, zu der die
einzelnen Payoffs adaptiert sind.

Als wesentlicher Nachteil von gravierendem Ausmal ist zu beriicksichtigen, dass die Kalibrierung der
Modellparameter gemélB Abschnitt 243 fiir beliebige, zukiinftige Zeitpunkte 7 < 7™ unter dem jeweili-
gen Forward-Wahrscheinlichkeitsmal3 erfolgen sollte. Simultane, marktkonsistente Preisbestimmung
von mehreren Plain-Vanilla Zinsinstrumenten (z. B. Reihe von Caplets oder Bonds) unter einem einheit-
lichen Wahrscheinlichkeitsmal} wird erst im Rahmen des modernen Ansatzes zur Bewertung von Zinsde-
rivaten - des Libor Market Model — mbglich sein.
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3 Der moderne Ansatz zur Modellierung der Zinsstruktur und Bewertung von
komplexen Libor-Instrumenten
31 Einfiihrung

Die Zinsstrukturdynamik kann durch zwei distinkte Methoden zur Beschreibung von arbit-
ragefreien Prozessen modellhaft erfasst werden. Als Untersuchungsobjekt des vorherge-
henden Kapitels ist der klassische Ansatz, ausgehend von der ersten Beziehung in (2.2),
auf die Modellierung der Short Rate als Markov-Prozesses ausgerichtet. Mit der Einfiih-
rung einer deterministischen Zeitabhingigkeit der Drift- und Volatilitdtsparameter wird
eine allgemeine Adaptabilitit an die gegenwértige Zinsstruktur angestrebt. Zwecks Deter-
minierung der Yield bzw. Discount Curve'® zu einem spiteren Zeitpunkt ist dann lediglich
die Kenntnis der aktuellen Ausprigung eines einzelnen Zinssatzes erforderlich, ohne dass
die Historie der Zinsentwicklung in Erfahrung gebracht werden miisste. Die Bondpreise,
wie in (2.49) und Fn. 90 dargestellt, offenbaren ihre stochastische Natur allein durch die
Abhidngigkeit von der sich zum Bewertungszeitpunkt gegebenen S/hort Rate und zeichnen
sich nicht nur durch eine instantane perfekte Korrelation untereinander aus, bedingt durch
eine einzige Unsicherheitsquelle in der Gestalt einer Brownschen Bewegung im Rahmen
eines Ein-Faktor-Modells, sondern hingen aufgrund der Pfadunabhéngigkeit auch iiber
finite Zeithorizonte hinweg perfekt miteinander zusammen. Diese vollkommene, intertem-
porale Relation wire zerstort, falls man zur Bestimmung der zukiinftigen Zinsstruktur be-
zliglich des heutigen Zeitpunkts die vollstindige Information benétigte, so wie sich diese

entlang eines spezifischen Pfades entfaltet.

Die Ausschaltung der Pfadabhingigkeit wird in der Regel dadurch erreicht, dass man der
Volatilitdtsfunktion eine konkrete, zeitdeterministische Form auferlegt, die eine perfekte
Korrelation der Forward Rates iiber finite Zeithorizonte hinweg erzwingt und folglich die
Charakterisierung der Zinsstruktur einzig und allein durch die S/ort Rate ermdglicht. Ab-
weichend davon bleibt im Rahmen des neuen, Short Rate-basierten CEV-Modells'®” aus
Abschnitt 25, trotz der Dependenz der Volatilititsstruktur von der Zustandsvariable, die

Markov-Eigenschaft ebenfalls aufrechterhalten'®

. Folglich ist die Prédservation dieses wiin-
schenswerten Merkmals nicht so sehr an die deterministische Form, sondern viel mehr an
die genaue Spezifizierung der Volatilititsfunktion gebunden. Allerdings wird sich die Ka-

librierung des Modells zur vorherrschenden Zinsstruktur als theoretisch schwer implemen-

19 7ur Definition der Yield Curve bzw. der Discount Curve vgl. Abschnitt 221 bzw. Abschnitt 243.

1% Die Motivation fiir die Aufstellung eines neuen Modells mit stochastischer Volatilititsstruktur verbirgt
sich hinter empirischem Beweismaterial, das die Unzuldnglichkeiten einer deterministischen Volatilitéts-
funktion aufgrund der signifikanten Sensitivitit der Short Rate-Volatilitdt beziiglich ihres aktuellen Ni-
veaus unwiderlegbar aufdeckt. Vgl. dazu Fn. 57.

1% vgl. S. 43 und Fn. 90.
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tierbar und praktisch kaum umsetzbar erweisen, insbesondere im Hinblick auf die markt-
konsistente Bewertung von Zinsderivaten und die Eliminierung des Marktpreises des Risi-
kos. Dadurch wird die Notwendigkeit der Modellierung der ganzen Zinsstruktur und nicht
nur der Dynamik der Short Rate bedingt.

Vor dem Hintergrund der dargestellten Uberlegungen riickt - basierend auf der zweiten
Beziehung in (2.2) - die Herleitung eines arbitragefreien Konstrukts in den Vordergrund,
das die stochastische Struktur direkt der Entwicklung der Forward Rate Curve aufzwingt
und das Fundament fiir eine vom klassischen Ansatz grundsétzlich verschiedene Bewer-
tungskonzeption legt. Der kennzeichnende Unterschied, der diese moderne Methode letzt-
endlich von der traditionellen Vorgehensweise abhebt, besteht in der direkten Integration
der Arbitragefreiheitsbeziehung in die Dynamik der Forward Rates mit der Konsequenz,
dass das Erfordernis einer unmittelbaren Modellierung der Forward Rate-Drift entféllt. Die
risikoadjustierte Drift der instantanen Forward Rate ergibt sich als eine Funktion der Vola-
tilitatsstruktur und ist demzufolge vom Marktpreis des Risikos unabhéngig, der in ein i-
quivalentes, risikoneutrales Wahrscheinlichkeitsmal3 absorbiert wird. Zwecks Pricing von
Derivaten auf den Bond - ungeachtet nicht direkt beobachtbarer Investorpriferenzen - wird
der Marktpreis des Risikos im Rahmen des klassischen Ansatzes entweder mit Hilfe der
Inversion der Discount Curve als Ausdruck bekannter Funktionen determiniert und in die
Bewertungsformel des jeweiligen Zinsprodukts eingesetzt, oder mittels der Anpassung der
Parameter des Short Rate-Modells an die aktuelle Zinsstruktur, die die Vorstellung des
Anlegers iiber die Verglitung des iibernommenen Zinsrisikos bereits inkorporiert, implizit
eliminiert. Dank der neuen Gestaltungsmethodik eriibrigt sich diese, wie es in Grundziigen
anhand des erweiterten C£J-Modells mit zustandsabhingiger Volatilitdtsstruktur aus Ab-
schnitt 25 im Folgenden noch zu zeigen gilt, rechnerisch anspruchsvolle Prozedur, da die
Kalibrierung von zusétzlichen Driftparametern und die daraus folgende Risikoadjustierung
nicht langer erforderlich sind. Die Frage nach der Modellierung der instantanen, exponen-
tiell berechneten und spiter mit einem diskreten, finiten Laufzeithorizont ausgestatteten,
linearer Zinsberechnungskonvention unterliegenden Forward Rates'’” wird schlieBlich auf
das Problem der Auswahl und anschlieBender Kalibrierung der Volatilititsfunktion zu-
riickgefiihrt. Die umsichtige Selektion einer der moglichen und aus finanzwirtschaftlichen
Aspekten als sinnvoll erachteten Funktionsformen fiir die Volatilitdtsstruktur liefert das

entscheidende Bindeglied zwischen dem modernen Ansatz und den traditionellen S/Zort

"7 Die Unabwendbarkeit des Ubergangs von instantanen zu diskreten Forward Rates wird im weiteren
Verlauf der Ausfithrungen néher erldutert.
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Rate-basierten Zinsstrukturmodellen, solange sie auf der Basis des Arbitragefreiheitsprin-
zips hergeleitet worden sind. Von diesem Standpunkt aus definiert der moderne Ansatz
keine universale, in sich geschlossene Konstruktion, die ausschlieBlich einer neu geschaf-
fenen Bewertungswelt vorbehalten bleibt, sondern stellt lediglich ein flexibleres Verfahren
zur Charakterisierung der Merkmale eines aus der Vielfalt von Modellierungsmethoden

ausgewdihlten, klassischen Zinsstrukturmodells dar.

Die Ahnlichkeit des oben skizzierten Vorgehens zur Black-Scholes-Methodologie ist un-
verkennbar. Die PDE, die unter der entsprechenden terminalen Bedingung zur Options-
preisformel fiihrt, enthilt die erwartete Rendite des Underlying nicht und ist demnach von
dem Marktpreis des Risikos unabhidngig — ein gliicklicher Umstand, der die Bewertung in
einer kiinstlich geschaffenen, risikoneutralen Welt zuldsst und zugleich die Giiltigkeit des
Ergebnisses fiir jede denkbare Risikopraferenzfunktion sicherstellt. Unter diesem Blick-
winkel betrachtet, sto3t der moderne Ansatz zur Modellierung der Zinsstruktur nicht direkt
in wissenschaftliches Neuland vor und stellt grundsétzlich keine neue Bewertungskonzep-
tion dar, sondern ist im eigentlichen Sinne lediglich eine Erweiterung der Grenzen der

Black-Scholes-Welt auf den Bereich der Bewertung von zinssensitiven Derivaten.

32 Die Aussichtslosigkeit einer effektiven Kalibrierungsprozedur im Rahmen des
erweiterten S/ort Rate-Zinsmodells mit zustandsabhingiger Volatilititsstruktur
als Grund fiir den Ubergang zur Modellierung der gesamten Zinsstruktur im
Gegensatz zur Gestaltung der Dynamik der instantanen Spor Rate

Unter der Voraussetzung einer jederzeit aus beobachtbaren Marktdaten rekonstruierbaren
Discount Curve {B(0,T)),i €[0,n],T, =T™"} im heutigen Zeitpunkt wird durch die exakte
Anpassung der zeitabhéngigen Modellparameter an die aktuelle Zinsstruktur implizit die
marktkonsistente Bewertung von komplexeren, derivativen Zinsprodukten zugrunde lie-
genden Bonds sichergestellt. Durch die Inversion der Discount Curve wird beispielsweise
die explizite Abhdngigkeit des Optionspreises in (2.56), mit Volatilitit definiert in (2.85),
vom Marktpreis des Risikos eliminiert. Allerdings kann sich die Technik der Umkehrung,
wie es im Folgenden noch zu zeigen gilt, sogar bei Existenz analytischer Kalibrierungs-
formeln als schwer implementierbar entpuppen, woraus automatisch der Zwang erwéchst,

ihr eine relativ geringe praktische Relevanz beizumessen.

Folglich besteht das Ziel der Kalibrierungsprozedur darin, aus den zum heutigen Zeitpunkt
bekannten Marktdaten — der gegenwértigen Auspragung der Short Rate r(0), ihrer Volatili-
tit o(0)r(0) und damit einhergehend & (0)), und nicht zuletzt dem aktuellen Bondpreis 5(0,7)

bzw. der Volatilitit des Bondpreises:
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—%J.O'(u)zdu —J'b(u)du

[C(O,T)+C(O,T)_T[a*(s)C(s,T)ds—r(O) je 0 e’ dw | +r(0)C(0,T)’

T ou)du —|buydu| T L o(u)’du
e e
0

N

e *™aw | ds]o(0)r(0) 3.1

die Modellparameter 5(7), o(t) und a'(¢f) in einem beliebigen zukiinftigen Zeitpunkt
T <T™ als Ausdruck dieser marktinduzierten Funktionen zu determinieren. Die Bestim-
mung von a (T) in der Gestalt bekannter, aus der aktuellen Zinsstruktur extrahierter Funk-
tionen, die annahmegemil3 die Risikopréiferenzen der Investoren und deren Vorstellung
iiber die Priamie fiir die Ubernahme des Zinsrisikos bereits beinhaltet, erlaubt die Ausschal-
tung des Marktpreises des Risikos aus den Bewertungsformeln fiir Zinsderivate'®*. Demzu-
folge ist das Augenmerk dieses Abschnitts auf die Herleitung einer solchen Kalibrierungs-
funktion gerichtet, unter der Voraussetzung, dass das Verfahren auf alle anderen Modellpa-

rameter bereits erfolgreich angewendet worden ist'”.

Als Ausgangspunkt der Uberlegungen bediene man sich des aktuellen Bondpreises mit

Verfallsdatum 7, dem Kalibrierungszeitpunkt von a’(¢) :

T T
,r(O)C(O,T)—j.a* (s)C(s,T)ds+;Var[jr(w)dw}
0

B0,T)=e 0
2 2
T T —% o (u) du —jb(u)du Tw —%jo‘(u)zdu—jb(u)du
Var Ir(w)dw =r(0)° I e’ e’ dw | + I I a (s)e dsdw
0 0 00
s K w 2 (3'2)
T o (u) du il.b(u)du T —%Io‘(u)zdu
+2r(0) J.a*(s)eZK“)eO e’ '[e 0 e X™Mdw | ds
0 s

T T 2
—r(0)>C(0,T)> —2r(0)C(0,T) j a’(s)C(s,T)ds —[ja*(s)C(s,T)dsJ

0 0
Beiderseitige Logarithmierung, Addition umsichtig gewéhlter Hilfsterme zwecks der Kom-
plettierung zu bereits bekannten Funktionen und schlieBlich das Umstellen nach a'(¢) lie-

fern eine Integralgleichung nach der gesuchten Modellkomponente:

1% An dieser Stelle sei als einfachstes Beispiel erneut auf die Bewertungsformel fiir die Option auf den
Bond verwiesen, die durch eine pfadabhingige Volatilitit und die Dependenz von a'(f) - und daraus re-

sultierend implizit vom Marktpreis des Risikos - gekennzeichnet ist.
199 (1) kann beispielsweise nach Mafigabe von (2.57) festgelegt werden.
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WJ’a(u) du 7J'b(u)du

—In B(0,T) = r(0)C(0,T) + j a’(s)C(s, T)a’s——r(O) j e’ dw
_r(o) -Ia*(s)eZK(v) IU(M) due—_([b(u)du j:e _[U(u) du —K(w)dw s +%(-Ia*(S)C(S,T)dS}

Jfa(u)z duf_l.b(u)du

—l ].]-Va*(s)e %
2 00

dsdw +r(O)C(O,T)ja*(s)C(s,T)ds+%r(0)2C(O,T)2 =

2

*7J‘O‘(u) du —Ib(u)du 1 T X
—1In B(0, T)_EF(O) I e’ dw +5r(0)2C(0,T)2 = J.a (5)C(s,T)ds
0 0
17 " : 2

Tw [ w)? du=[ b(u)du T Bond Vola

1 [[a(s)e ™ dsdw | +— [ ©)C(s.Tyds | +————
2 2 o(0)
00 0
2

Bond Vola T 7ja(u) du —J.b(u)du

mit —————=7(0)’C(0,T)’ +r(0)C(0,T)~r(0)’| [e e’ dw

a(0) 0

o‘(u) du {b(u)du T Wja(u) du

+r(0)C(0, T)j a’(s)C(s,T)ds —r(0) j a'(s)eXWet e [e e XMaw | ds
0 s
T Tw o du-| ’ 2
i 1 w i —EJ.O'(M) du—jb(u)du 1 T .
.([a ($)C(s,T)ds = ! ! a'(s)e dsdw | +— ! a'(s)C(s,T)ds | =
2 (3.3)
T —7J‘o'(u) du —Ib(u)du 1 Bond Vola
~In B(0, T)——r(O)2 je e’ dw| +=r(0)’C(0,T)? ———M —
0 2 o(0)

A(0,T)

Gemil Gleichung (3.3) wird einem Integralausdruck {iber den zu ermittelnden Parameter
a (t) eine aus heutiger Sicht bekannte Funktion des Kalibrierungszeitpunkts, allgemein als

A(0,T) bezeichnet, gegeniibergestellt''’. Durch einmalige Ableitung nach 7" erhilt man:

o
77_[0'(11 )Z du
"% Falls der Term e unter dem Integralzeichen nicht existierte, wére (3.3) mihelos auf folgende
einfache Integralgleichung zuriickzufiihren, die durch zweifache Differentiation nach 7" geldst werden
konnte:

8{ K(S)]; K(u)du:|
" (5)C(s,T)ds = A(0.T) = a'(T)C(T,T)+ ! ' (s) — ds = aAéOTT N aAg;T ) _

S —y N
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w w T
Tw —7J.0'(u)2du—J.b(u)du - 0'(”) du
‘K(T)Ia (5)e*Vds —e K(T’Ija s)e

dsdwja (s)e e*ds +

e_K(T)J.a*(s)eK(s)dSJ-a*(s)C(s,T)ds = %: J.a*(s)eK(s)dsja*(S)C(s,T)ds + G4
0 0 0 0

—7.'.0'(14) du—J.b(u)du —7}a(u) du
J.a (8)e*ds — Ija (s)e ™ ' dsdwja (s)e oK) gg = ok 040, T)

oT

Eine weitere Ableitung nach 7 und geringfiigige Umformungen erlauben es, nach dem
gesuchten Modellparameter «"(7') umzustellen:

Tw * —%ifa(u)zdu—jfb(u)du . —*J.O'(u) du
—_”a (s)e dsdw| a’ (T)e*" — O'(T) Ia (s)e e*Wds
00
T T 2
+a*(T)eK(T)Ia*(S)C(S,T)a’s +e KD Ua*(s)e’“”dsj
0 0
) J 2 a[e’“” GA(O,T)}
— G(u)zdu
—e KD J-a*(s)e : Vs | +a’ (1) = or =
0 oT
; 2
—2K(T) r WJ.G(M) & oK
a (T)+a (T)J-a ()C(s,T)ds —e ja (s)e ds
0
T 2 Tw —%To-(u)zdu—]fb(u)du
+e KM Ja (5)e*Vds | —a (T)“‘a*(s)e : : dsdw
0 00
: : 0A4(0,7)
w w K(T 2
1 5 K(T)Tw . —%J.o-(u)zdu—.‘.b(u)du —7J‘a(u) du K( ) <) a[e @ aT
+EO'(T) e Ija (s)e ; dsdwja (s)e ds =e P
a aA(OaT) eK(T)
. . BA(0,T) . or 8% 4(0,T)
J-a (5)e* Ve *Nds = Ia (5)efWds = —="L*" = 4 (T)=e*" = 2
) ) or or or
Bond Vola
L AT oy mit 4(0,T) = —In BO,T)—
oT a(0)
17 17 h t
77J.cr(u)zdu Tw . 77J.o'(zt)2du7jb(u)du 77I0(u) du
"' Bei Nichtexistenz des Terms e gilte I ja (s)e dsde‘ a(s)e eXVds =
00
T T

'[a (s)e’“”dsja (5)C(s,T)ds . Als Konsequenz ergibe sich die Integralgleichung aus der vorhergehen-
0 0
T

den FuBnote: J.a*(s)e’“”ds = me’“” )
J or
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0A4(0,T
* - Ty —%J.O'(u)zdu—jb(u)du a{eKm éT)}
a (T) 1+Ia (s)C(s,T)ds—“.a (8)e dsdw |=e ¥
0 00

oT

w w T
—%IG(M)Z dll—Ib(ll)dll —%J.O'(u)zdu

Tw T
—%G(T)Ze_K(T)jja*(s)e : ; dsdwja*(s)e ; e*Wds (3.5)
00 0

T 2
T —%J.O'(u)zdu T 2
+e KM j-a (s)e " Vds | —e T Ia (5)e*ds
0

0

Weitere Vereinfachungen kann man durch die Ablosung des Doppelintegrals erreichen''%:

Tw —lTU(ll)zdu—Tb(ll)dll T —l]‘a(u)zdu
Mit “-a*(s)e % : dsdwja*(s)e x KO ds = —ekD %
00 0 T (3.6)
T T T
+.[ a’(s)e*Vds + I a (s)eK(S)dsj a’ (s)C(s,Tyds =
0 0 0
T T T
ek aA((;)]’WT)—ja*(s)eK(s)a(sJ.a*(s)C(s,T)dS —'[a*(s)e’“”ds
a (T)+a’(T) : 3 :
—%J.O'(u)zdu

a(s)e e*ds

© Ly

r 2
T T —% o(u)’ du T 2
+a*(T)I a (s)C(s,T)ds = e Ia*(s)e K9 ds | —e KD (Ia*(s)eK(”dsj
0

0 0

8[6K0>5A“177} . .
Lo KD — or _%O.(T)ze—K(T)l‘a*(s)eKmdS!a*(s)C(s, T)ds
T
+%U(T)2 aAg;T) —%U(T)Ze_K(T)ga*(S)eK(S)dS

An dieser Darstellungsform lisst sich die Gestalt einer Volterra-Integralgleichung''® zwei-

ter Art erkennen. Versimplifiziert kann sie folgendermaBen geschrieben werden'':

e
»Ia(u)zdu
"2 Falls vom Storterm e " abstrahiert werden konnte, stellte dieser Ausdruck die Losung der Integ-
%M@nﬂﬂ
2
ralgleichung aus Fn. 110 dar: a" (T)=¢ *" or _0 A(02, D, 240.7) b(T) .
oT oT oT

3 7u Volterra-Integralgleichungen vgl. (1) G. Arfken, “Mathematical Methods for Physicists” (1985), 3™
Edition, S. 865ff, (2) W. H. Press, B. P. Flannery, S. A. Teukolsky, “Numerical Recipes in FORTRAN:
The Art of Scientific Computing” (1992), 2™ Edition, S. 786-788.

4 Wie die behelfsmaBigen Funktionen /(7), y(T), K(1,T), e(T) und L(z,7) im Einzelnen auszusehen haben, ist
fiir die Veranschaulichung der Ineffektivitit der Kalibrierungsprozedur nicht von Belang.
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k) QA(O,T)

a[ }
a*(T) _ S+ A4 . f(T)= o KM oT 1 (T) 8A(O T)

[ oT oT
1+ ja (s)C(s,T)ds + B
0

0 0

A= —b(T)j. a’(s)Y(s)ds [.T[a*(s)C(s,T)ds + lj +c(T) [Uza*(s)Z(s,T)dsj - [JT-a*(S)Y(s)dsj ]

B:d(T)ﬁa*(s)Z(s,T)dsj j a (S)Y(s)dsUa ()C(s, T)ds+1j£ja*(S)Z(S,T)ds] =N
ST+ ()| a ()K (s, T)ds
a (T)= — (3.7)
1+e(T) j a’(s)L(s, T)ds

Diese Intergralgleichung kann mittels sukzessiven Ersetzens des zu kalibrierenden Parame-
ters unter dem Integralzeichen durch den auf der rechten Seite vorgegebenen Ausdruck

gelost werden:

S )+ y(9)[ @ @K (u,5)du
Mit a'(s)= — (3.9)
1+ e(s)j a (u)L(u,s)du

= d(T)=

’ ’ y(s)j-a*(u)K(u,s)du
S+ ()| SOKST) et ) [— K(s,T)ds
o1+ e(s)J. a (u)L(u,s)du o1+ e(s)_[ a (u)L(u,s)du
0 0 (3.9)
. ’ y(s)J a (u)K (u,s)du
1+e(T)| S S(S)L(S’ D) s+er) — L(s,T)ds
0 1+e(s)J-a*(u)L(u,s)du 0 1+e(s)J' a (u)L(u,s)du

Eine weitere Substitution dieser Modellkomponente nach Mal3igabe von (3.8) wie folgt:

S @)+ y@)|a K (v,u)dv
a (u)= — , T>s>u>..>0 (3.10)
1+ e(u)J-a*(v)L(v,u)dv
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und das erneute Einsetzen in (3.9) erhohen lediglich die Dimensionalitit der Integralrech-

nung und die Anzahl der Summanden'"

. Unter dem Blickwinkel praktischer Umsetzbar-
keit wird die Behauptung tiber die Ineffektivitit der Kalibrierungsprozedur durch den ex-
ponentiell ansteigenden Rechenaufwand untermauert, woraus sich die natiirliche Bestre-
bung nach einem grundlegend unterschiedlichen Modellierungsverfahren ergibt, das die
Unerlésslichkeit der Determinierung zusitzlicher Driftparameter eliminiert.

33 Der allgemeine Heath-Jarrow-Morton Modellrahmen zur Entwicklung der
ganzheitlichen Zinsstrukturdynamik

Vor dem Hintergrund des unbefriedigenden Befunds aus dem letzten Abschnitt richtet sich
die Aufmerksamkeit auf die Charakterisierung der zeitlichen Entfaltung der gesamten For-
ward Rate Curve mit Hilfe eines generalisierten, zeitkontinuierlichen, stochastischen Pro-
zesses und die Aufdeckung der intertemporalen Verkniipfungen, die zwischen durch endli-
che Zeitrdume getrennten Zinsstrukturen existieren. Basierend auf der nahezu unbegrenz-
ten Flexibilitdt des allgemeinen Konstruktionsgeriists bei der Spezifikation der Volatilitdts-
form und der Korrelationsstruktur zwischen Forward Rates iiber finite Zeithorizonte hin-
weg, ergibt sich als diesem Ansatz immanente Modellierungsschwierigkeit die Notwen-
digkeit der Kenntnis der vollstindigen Pfadinformation innerhalb des betrachteten Zeitin-
tervalls. In der Regel wird es nicht langer ausreichen, lediglich eine einzige Ausprigung
des Zinssatzes am Ende der Beobachtungsperiode zusammen mit der aktuellen Forward
Rate Curve in Erfahrung zu bringen, um die Zinsstruktur in diesem Zeitpunkt eindeutig zu
beschreiben. Als Ausgangspunkt des Ein-Faktor-///)/ Zinsstrukturmodells''®, das die sto-
chastische Struktur direkt den instantanen, exponentiell berechneten Forward Rates

S, T) mit T, <T™ auferlegt, dienen folgende Integralgleichung und SDE:

"3 Der Zeitraum /0,7] wird sehr fein gestaltet und in unendlich viele, infinitesimal kleine Subintervalle
zerlegt: mit n—>0w0 = T/n=At=T-s=s—u=..—>0. Wenn zB. /0,7] so klein ist, dass bereits

u—>0 = a (u)= f(u),ergibt sich die Losung der Integralgleichung einfach aus (3.9) zu:

T T y(s):[f(u)K(u,s)du
F@y+ ] —LOKED gy K(s.T)ds

s

01+ e(s)jf(u)L(u,s)du 01+ e(s)J‘f(u)L(u, s)du

a’(T)=

) VO] @K )
1+e(T)| f ES)L(S’T ) ds+e(T) [— L(s,T)ds

s

o1+ e(s)J S @) L(u,s)du o1+ e(s)I S ) L(u,s)du

Generell wird jedoch eine Losung in dhnlicher Form erst nach unendlich vielen Iterationsschritten er-
reicht werden, wobei die Anzahl der Summanden im Zahler und Nenner exponentiell ansteigen wird.
Vgl. (1) D. Heath, R. Jarrow, A. Morton, “Bond Pricing and the Term Structure of Interest Rates: A New
Methodology for Contingent Claims Valuation”, Econometrica 60 (1992), S. 77-105, (2) D. Heath, R.
Jarrow, A. Morton, “Bond Pricing and the Term Structure of Interest Rates: A Discrete Time Approxi-
mation”, Journal of Financial and Quantitative Analysis 25 (1990), S. 419-440.
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fT)= F(O,T)+ J o, (u,T)du +£ o, (u,T)dW (u) 3.1y

df (t,T)=a,(t,T)dt+c (6, T)AW (1), T e(0,T™]

Bezugnehmend auf die zweite Relation aus (2.2) kann die Bondpreisdynamik untersucht

und daraus die Arbitragefreiheitsbedingung fiir die Driftfunktion hergeleitet werden''®:

T
—J.f(t,u)du

B(t,T)=e " =

—}f(t,u)du T 1 f}f(t,u)du T ?
dB(t,T)=—¢ d[ | f(t,u)du}Ee f (d[ | f(t,u)duD =N

dB(t,T) © 117 2

" F(t,0)dt - j df(t,u)du—kg(d{ j f(t,u)duD =N (3.12)
dB(t,T t 17 2

B((t’T)) :r(t)dt_.!‘(af(t,u)dt+af(t,u)dW(t))du +5U0f(t,u)duJ dt =

dB(1,T . 17 Ll
—B((t, T)) = [r(t) j o, (t,u)du +E[ j af(t,u)du] ]dz“ a,-(t,u)du}dW(t)

Falls (1) bereits die Brownsche Bewegung unter dem risikoneutralen Wahrscheinlich-

keitsmal3 darstellt, muss die Drift in der Bond-SDE dem risikolosen Zinssatz entsprechen:

r(t) —z[af (t,u)du +%@af (t,u)du] =r(t) =
(3.13)

.Taf(t,u)du :%ﬁaf(t,u)du] = a,tT)= O'f(t,T)]‘Jf(t,u)du

Andernfalls muss zuerst der Wechsel auf das dquivalente, bewertungsrelevante Martingal-
malf} nach Maflgabe des Girsanov-Theorems vollzogen werden. Mit dem adaptierten Drift-

adjustierungsprozess /(7), 0 <t <T™, folgt:

7j.l(u)dW(u)flji(u)2du

2 ¢ P

Ei)=e® C L PA)=E|1, &™) | vAeF (™)
4 (3.14)

W (1) = j/l(u)du W) = dW ()= A@)dt+dW ()

""" Die Modellparameter a,(t,T) und o,(t,T) stellen adaptierte, stochastische Prozesse dar. Vgl. dazu Fn.

84. Der Subindex f weist auf die mogliche Abhédngigkeit von den Zustandsvariablen, der instantanen
Forward Rate f(t,T) und/oder der Short Rate r(t) hin.
"8 Vgl. auch S. Shreve, “Stochastic Calculus for Finance II”, Continuous-Time Models (2004), S. 423-430.
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Nachdem (3.14) in (3.12) eingesetzt worden ist, erhdlt man aus der risikoadjustierten”g

Bondpreisdynamik die Arbitragefreiheitsbedingung:

—”g(ti’TT) ) _ r(t)—j‘af(t,u)du+%(ja/,(t,u)du] +A(t)jaf(t,u)du dt—ﬁaf(t,u)du}dW*(f)

r(t) —i!caf (t,u)du +%ﬁ‘af (t,u)du] + ﬂ(t)j o, (tuydu=r(t) =

t

Alt)=— - = (3.15)
IO'f (t,u)du

_I a,(t,u)du+ ;U O'f(t,u)duJ

a,(t,T)=A0)o,(t,T) +o,(t,T) j o, (t,u)du

Unter Beriicksichtigung von (3.14) erlaubt die Substitution von (3.15) in (3.11), die Dyna-
mik der instantanen Forward Rates zu determinieren und die zeitraumumspannende Ver-

bindung zwischen der aktuellen und der zukiinftigen Zinsstruktur in 7 herzustellen:
T

df (t,T) = (ﬁ(z)af(t,T) +o,(, T)J. o, (t,u)du}dt +o,@,T)dw) =
T

df (t,T)= [af (t, T)j o, (t,u)dqut +o, &, TYdW (1) = (3.16)
t T t

f(t,T)= £(0,T)+ j o,(s,T) j o, (s, u)duds + j o, (s, T)aw" (s)
0 s 0

Markant sticht an erster Stelle das Entfallen des Driftmodellierungszwangs hervor, da die

Drift vollstindig durch die Volatilitdtsfunktion beschrieben wird. Fiir allgemeine, zu-

120

standsabhingige Definitionen der Volatilitdtsstruktur = wird die Entwicklung der Forward

"9 Unter der Arbitragefreiheitsbedingung setzt /(7) die Uberschussrendite des Bonds ins Verhiltnis zu sei-
ner Volatilitdt und repriasentiert somit den Marktpreis des Risikos, der vom Félligkeitszeitpunkt 7" unab-
héngig ist.

Falls die Volatilitdtsfunktion deterministischer Natur ist, errechnet sich die Korrelation zwischen zwei
durch einen endlichen Zeitraum getrennten Forward Rates f(¢,T) und f(¢,T,) zu:

120

[o, (5.0, (s, T)ds
0

\/jaf. (s,T)zds\/jq/.(s,Y"l)zds

die einfachste Variante der separierbaren Volatilitidtsform, die im nédchsten Abschnitt hergeleitet wird,
wird diese Bedingung immer erfiillt sein, woraus die perfekte Korrelation folgt:

. —b(T— —b(T—. -b(T,-T -b(T,-T
Mit o,(t,T)=0,()e""™", o,t,T)=0,0)e"" "™ = o, (.T)=¢"""0c,1,T) =

<1, wobei sich Gleichheit einstellt, wenn o, (s,T;) = const - ,(s,T) . Fiir
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Rate Curve durch die gesamte Prozesshistorie im Zeitintervall /(),7/ beeinflusst, woraus in
der Regel der Non-Markov Charakter der Zinsstruktur erwéchst. Mehrere Wissenschaftler
haben die Bedingungen untersucht, unter denen sich die Markov-Eigenschaft aufrechter-
halten ldsst, mit dem Ergebnis, dass bestimmte Volatilitdtsformen existieren, die auf Kos-
ten einer augmentierten Menge von Zustandsvariablen die Priservation dieses Merkmals

sicherstellen'?'.

Vor diesem Hintergrund stellt die bedachte Konkretisierung der Volatilititsform als Input

zu HJM die wichtigste Modellierungsentscheidung dar'**

. Die Anwendung eines konkreten
Short Rate-basierten Zinsmodells stellt sich als dquivalent zur Wahl einer spezifischen
Volatilititsstruktur im /7/M/-Modellrahmen heraus'®. Aus diesem Grund widmet sich der
nichste Abschnitt eingehend der Herleitung einer spezifischen Volatilitdtsform, die unter

finanztheoretischen Aspekten wiinschenswerte Eigenschaften aufweist und zugleich mit

J.Gf» (s,7)o, (s,T)e " Nds e’b(r‘fT)IO'/- (s,T)*ds

p(f(D), £,(T))= - - - = - s -

\/J'af (s,T) ds\/j o, (s,T) e " Nds e ‘T)\/j o, (s,T) ds\/j o,(s,T) ds
0 0 0 0

Im Gegensatz dazu wird die unmittelbar darauf folgende Erweiterung zu dieser grundlegenden funktio-
nalen Gestalt der Zinssatzschwankung oder eine allgemeine deterministische Form der Volatilitatsfunk-
tion mit einer verhdltnismifBig starken Zeitabhingigkeit, die in der Regel diese Voraussetzung nicht er-
fiillt, bereits vollig ausreichend sein, um eine signifikante Dekorrelation herbeizufiihren. Sollte die Vola-
tilitdtsfunktion generell stochastischer Art sein, wiirde der vollkommene, intertemporale Zusammenhang
- bedingt durch die Pfadabhingigkeit der Driftintegrale - auf jeden Fall zerstort werden. Aus diesen U-
berlegungen wird ersichtlich, dass zur Erzielung terminaler Dekorrelationen Mehrfaktoren-Modelle nicht
unerldsslich sind. Ausgehend von einem Ein-Faktor-Modell und der damit einhergehenden perfekten in-
stantanen Korrelation, konnen schlieBlich sogar bei deterministischen Volatilititsfunktionen in Abhén-
gigkeit vom Grad der Zeitdependenz Korrelationen zwischen Forward Rates iiber finite Zeithorizonte
hinweg von deutlich unter 1 erreicht werden.

2 Vgl. (1) R. Bhar, C. Chiarella, “Transformation of Heath-Jarrow-Morton Models to Markovian Sys-
tems”, The European Journal of Finance 3 (1997), S. 1-26; (2) R. Bhar, C. Chiarella, “Approximating
Heath-Jarrow-Morton Non-Markovian Term Structure of Interest Rate Models with Markovian Sys-
tems”, Working Paper 76 (2000), School of Finance and Economics, UTS, S. 1-22; (3) O. Cheyette,
“Term Structure Dynamics and Mortgage Valuation”, Journal of Fixed Income 1 (1992), S. 28-41 und
als Erweiterung zu diesem Modell O. Cheyette, “Markov Representation of the Heath-Jarrow-Morton
Model”, Working Paper (1996), UCLA Workshop on the Future of Fixed Income Financial Theory; (4)
C. Chiarella, O. K. Kwon, “Forward Rate Dependent Markovian Transformations of the Heath-Jarrow-
Morton Term Structure Model”, Finance and Stochastics (2001), Volume 5, Issue 2, S. 237-257.
Gebiihrende Aufmerksamkeit wurde auch der durch das allgemeine //./A/-Gerlist implizierten Short Rate
und den Voraussetzungen fiir die Beibehaltung des Markovian Charakters geschenkt. Vgl. (1) A. P.
Carverhill, “When is the Short Rate Markovian?”’, Mathematical Finance 4 (1994), S. 305-312; (2) A.
Jeffrey, “Single Factor Heath-Jarrow-Morton Term Structure Models Based on Markov Spot Interest
Rate Dynamics”, Journal of Financial and Quantitative Analysis 30 (1995), S. 619-642.

122 ygl. (1) P. Ritchken, L. Sankarasubramanian, “The Importance of Forward Rate Volatility Structures in
Pricing Interest Rate-Sensitive Claims”, The Journal of Derivatives (1995), S. 25-41 und (2) P. Ritchken
L. Sankarasubramanian, “Volatility Structures of Forward Rates and the Dynamics of the Term Struc-
ture”, Mathematical Finance 5 (1995), S. 55-72.

123 ygl. C. Chiarella, O. K. Kwon, “Formulation of Popular Interest Rate Models under the HIM Frame-
work”, Research Paper 13 (1999), Quantitative Finance Research Group, School of Finance and Eco-
nomics, UTS.
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den fiir die Erhaltung der Markov-Beschaffenheit erforderlichen Strukturen harmoniert,

allerdings zulasten einer erhohten, jedoch endlichen Anzahl von Zustandsvariablen.

331 Die separierbare funktionelle Form der instantanen Volatilitatsstruktur

In einer allgemeinen Diffusionsumgebung sei die Volatilitdt Element der Klasse der Le-
besgue quadratisch-integrierbaren Funktionen - o ,(7,T) € L?, so dass die Definierbarkeit
der Korrelationsstruktur'>* sichergestellt werden kann. AuBerdem wird gefordert, dass die
Volatilitdtsfunktion, sofern sie stochastischer Natur ist, einen adaptierten Prozess darstellen
soll, d. h. fiir jedes >0 ist o,(#,7) F,-messbar und unabhéngig von der Realisation sto-

chastischer Variablen in einem zukiinftigen Zeitpunkt 7>7.

Erwartungsgemil werden verschiedene Forward Rates in ihrer Schwankungsbreite zwei-
erlei Reaktion auf die Ankunft finanzwirtschaftlicher Neuigkeiten mit identischem Infor-
mationsgehalt zeigen. In einem bestimmten Zeitpunkt wird der stochastische Faktor in der
Gestalt Brownscher Schocks gleichen Ausmalles in Abhéngigkeit von der Laufzeit der
jeweiligen Forward Rate unterschiedliche Resonanz finden. In der Regel erscheint die An-
nahme plausibel, dass Forward Rates mit Verfallszeitpunkt in wenigen Monaten auf 6ko-
nomisch signifikante Signale volatiler reagieren werden als solche, die z. B. noch zehn
Jahre zu laufen haben. Im Umkehrschluss ist mit der Zeitentfaltung von einer groferen
oder kleineren Anderung im Niveau einer bestimmten Forward Rate auszugehen, in Ab-
hingigkeit davon wie weit das Verfallsdatum auf der Zeitachse entfernt ist — weinige Mo-

nate oder mehrere Jahre.

In Ankniipfung an die Anregungen aus dem letzten Abschnitt gilt es im Folgenden, die
Volatilitatsfunktion als den wichtigsten Inputparameter fiir die Modellkonstruktion zu spe-
zifizieren, indem die diskursive finanztheoretische Interpretation der Schwankungsstruktur
der Forward Rates und der darauf einflussnehmenden Faktoren formalisiert wird. Gestiitzt
auf die Theorie der harmonischen Oszillation'* aus der Physik wird eine lineare, homoge-
ne'*® Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten postuliert, die
der Bewegung der Forward Rates in Abhdngigkeit von der Restlaufzeit ab dem Moment
der Verdringung aus dem Gleichgewichtszustand folgen und die wiederherstellende Kraft

beschreiben kann. Hinter diesem Gleichnis verbirgt sich die Intuition, dass der Modellrah-

124 Vgl. Fn. 120.

125 Vgl. (1) L. Lerner, “Physics for Scientists and Engineers”, Vol.1 (1996), S. 139-168; (2) R. Serway,
“Physics for Scientists and Engineers” (1999), S. 389-423.

Gemil dem Superpositionsprizip linearer Differentialgleichungen stellt die Summe zweier unabhéngiger
Fundamentalldsungen, jeweils mit einer Konstante multipliziert, eine weitere Losung der Gleichung dar.
Eine Fundamentallésung kann nicht als die gewichtete Summe der restlichen dargestellt werden.
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men fiir die Entwicklung der Zinsstrukturdynamik und die Nachbildung der Volatilitits-
struktur - dhnlich wie der harmonische Oszillator — als ein &dquilibristisches, kanonisches
System angesehen werden konnte, das bei Verschiebung der Gleichgewichtsverhéltnisse
eine restaurierende Kraft erfihrt, die in einem konstanten Verhéltnis zu dieser Verdrin-
gung — dem Produkt von der Volatilitit der Forward Rate selbst und einer Kombination
aus Cosinus- und/oder Sinusfunktionen'?” - steht. Dariiber hinaus ist das System einer zur
Geschwindigkeit der Anpassung proportionalen, endogenen Dampfungskraft'*® ausgesetzt,
die fiir die Abschwichung der Schwingungsausschlidge im Zeitablauf sorgt. Vor dem Hin-
tergrund der angestrebten Verbindung zwischen dem modernen, Forward Rate-fundierten
HJM-Ansatz und dem klassischen, Short Rate-basierten Zinsstrukturmodell als Beweis fiir
die essentielle Bedeutung der umsichtigen Wahl einer passenden Volatilitdtsform, stellt
sich die einfache mathematische GesetzmaBigkeit, nach der sich die Amplitude einpendelt,
als besonders geeignet fiir die Abbildung der Schwankungsstruktur heraus. Aufgrund die-
ser Uberlegungen wird sich die Volatilitit der Forward Rates als Funktion des Verfalls-
zeitpunkts 7" indirekt aus der folgenden linearen Differentialgleichung fiir die Positions-

funktion x(7,7) ergeben:

x(t,T) =0 ,(t,T)| cos(w(T — 1)) £sin(w(T -1))], 0<t<T

. o’ x(t,T) L, Ox(.T) (3.17)

oT*> oT

+kx(t,T)=0, mit m,a,k—const.

Unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass die Ableitung der exponentiellen Funktion
durch die exponentielle Funktion selbst gegeben ist, erfolgt die Losung mit Hilfe des An-

satzes Ae*"™:

ma*Ae™ T v aa Ae® T + ke =0 = Ae TV (moz2 +ao + k) =0 =

—a+a® —4km (3.18)

ma’+aa+k=0 = a,=
- 2m

Ein ausreichend kleiner Parameter ¢, so dass der Term unter der Quadratwurzel negativ
wird, sorgt fiir ein oszillierendes System. Gemall dem Superpositionsprinzip setzt sich die
Losung der Differentialgleichung aus der Menge mehrerer unabhéngiger Fundamentallo-

sungen zusammen:

12" Die trigonometrischen Funktionen reprisentieren den komplexen Teil der Losung und sind fiir die
Schwingungen mit einer von der Amplitude unabhéngigen Eigenfrequenz verantwortlich. Aufgrund der
Independenz ist fiir die vorliegende Fragestellung irrelevant wie haufig das System oszilliert - lediglich
wie es wieder zum Gleichgewicht findet, ist von Interesse.

Die Frequenz der Schwingungen ist kleiner als in dem Fall ohne Dampfung und die Amplitude nimmt
mit der Zeit ab.
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a’—4km<0 = a+:_aii Aem —a” =—jxiw, mit j:i,w: ﬁ—a—z
- 2m 2m m  4m? (3.19)

x(t, T) — Ae(*j”W)(T*t) + Be(*j*iW)(T*t)

Durch die Startbedingungen werden die beiden Konstanten 4 und B determiniert:

) x(t,6)=A+B=0,(t,0)=0,(t)

3.20
Gx(t,T) =(_j+l'w)A+(_j—jw)B=—b0r(f) ( )

2 =, .

Aus (3.17) wird ersichtlich, dass die Positionsfunktion am Anfang x(¢,7 )|T=t der Short

Rate-Volatilitit o (¢) entspricht, die sowohl deterministischer als auch stochastischer Na-

tur sein darf, jedoch unabhingig von 7" ist. Durch die zweite Nebenbedingung wird die
anfingliche Geschwindigkeit festgelegt, mit der man sich von o,.(¢) entfernt und gegen

den langfristigen Gleichgewichtszustand strebt'”. Die Losung dieses einfachen Glei-
chungssystems liefert unmittelbar 4 und 5:

(—j+iw)(o,(t)—B)+(—j—iw)B=-bo, (1) =

(b+iw—j)o, (1)

—jo . (t)+ jB+iwo (t)—iwB— jB—iwB=-bo (1) = B= 5
iw

(b+iw—j)0r(t) __(b—iw—j)ar(t)
2iw - 2iw

(3.21)

= A=o0.(t)-B=o0.(t)- =B

A ergibt sich als das komplexe Konjugat von B und durch Einsetzen in (3.19) erhélt man:

b+iw—j)

:|ej(Tt)+iw(Tt) to, (t)( o/ T-D=m(T=0)

(b+iw—j)ar(t)

x(t,T)=|o0.(t)- ™

2iw

=0 (t)e_j(T—t) eiw(T—t) _ Meiw(T—t) + (b +iw— J) e—iw(T—t)

; - b+iw—7j), . ,
= Gr (l‘)e—,](T—t) elw(T—t) _ M (elw(T—t) _ e_,W(T_t) )
2iw

cos(w(T—t))+isin(w(T—t))
L —cos(w(T—t))+isin(w(T—t))

-0 (t)e—j(T—t) eiw(T—t) _
”

(b+iw—j)

2iw

2isin (w(T — t))}

=0o,(t)e’"" cos(w(T—t))+isin(w(T—t))—(b_j)sin(w(T—t))—isin(w(T—t))}
w

12 In diesem allgemeinen Fall ist die Anpassungsrate durch die Konstante » definiert, die mit dem Mean
Reversion-Parameter aus dem Hull/White-Modell iibereinstimmt, wie es im Weiteren fiir eine zeitabhén-
gige Funktion 5(7) noch zu beweisen gilt. AuBerdem ist der zweiten Startbedingung zusitzlich zu ent-
nehmen, dass die Positionsfunktion fiir ein zeitlich weit entferntes 7" gegen Null tendiert. Miihelos kann
man sie jedoch gegen einen beliebigen langfristigen Wert streben lassen, wie im Folgenden gezeigt wird.
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= x(t,T)=o.()e’"™" {cos (WT -1))+ Msin (w(T - z))} (3.22)
w

als allgemeine Losung der linearen Differentialgleichung (3.17) in Abhédngigkeit der Koef-
fizienten 7, @ und k. Mit m der Einfachheit halber auf Eins normiert, impliziert die Wahl
fiir den Koeffizienten ¢ als das Zweifache des Mean Reversion-Parameters b trefflich die
Aquivalenz von j und b, die (3.22) auf folgende vereinfachte Form reduziert'’:
x(t,T)=0,()e"" ™ cos(W(T 1)) = o,tT)=o0, (H)e "

(3.23)
mit a* —4km<0 = 4b* <4k = 0<b<+k

Da die Frequenz der Schwingungen /=w/27z lediglich von der physischen Charakteristik
des Systems'! und nicht von den Nebenbedingungen abhingt — im Gegensatz zur Ampli-
tude, die tiber ihre Dependenz von der Short Rate-Volatilitit und der Mean Reversion Rate
allein durch (/) und (2) in (3.20) determiniert wird - kann die Deskription der Oszillationen
von der Modellierung der Forward Rate-Schwankungsstruktur separiert werden. Erschwe-
rend kommt noch der Umstand hinzu, dass sich die frequenzbestimmenden Parameter oh-
nehin keiner direkten 6konomischen Interpretation fiigen. Im Unterschied dazu entstam-
men die kennzeichnenden Merkmale der Amplitude unmittelbar der finanzwirtschaftlichen
Wirklichkeit. Folglich konnte die einfache Funktion, die den zeitlichen Verlauf der
Schwingungsausschldge unabhingig von der Haufigkeit des Auftretens beschreibt und den
Weg zum langfristigen Gleichgewicht weist, fiir die modellhafte Nachbildung der Volatili-
tatsform verwendet werden. Die Tatsache, dass die Volatilititsfunktion der instantanen
Forward Rates bei (T —t) — o gegen einen konstanten, langfristigen Grenzwert streben
kann, ldsst sich miihelos theoretisch erfassen, indem die Differentialgleichung (3.17) auf
dhnliche Weise flir eine abgewandelte Positionsfunktion g(z,7') = x(¢,7)—d unter entspre-

chend angepassten Startbedingungen gelost wird:

1) gt.t)=x(t,t)—-d=A+B=0 (f)—d

og(t,T)

2 =57

:(—j+iw)A+(—j—iw)B:—b(ar(t)—d) =

T=t

x(t,T)=(o,()—d)e "™ |:COS(W(T—Z))+MSin(W(T—t))}+d
w

19 Andernfalls lige eine Uberlagerung von Cosinus- und Sinusfunktionen mit unterschiedlichen, von den
Nebenbedingungen abhéngigen Amplituden, vor. Eine eindeutige GesetzméBigkeit, der das Ausmal der
Oszillation bzw. der Grad der maximalen Verdringung innerhalb einer Periode folgt, lieBe sich nicht ab-
leiten.

Es handelt sich um die physikalische Realitdt, die durch die exogen vorgegebenen Koeffizienten der
Differentialgleichung 77, ¢ und & zum Ausdruck kommt.
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= x(t,T):(O'r(t)—d)e’b(T’”cos(w(T—t))+d mit j=b
(3.24)
= o,tT)=(o,)-d)e™" ™ +d mit 0<b<+k

Folgende Abbildungen veranschaulichen die in (3.23) und (3.24) hergeleiteten Ergebnisse:

(a) Volatilitat der Forward Rate (b) Volatilitat der Forward Rate
('langfristige’ Vola d=0) ('langfristige’ Vola d=0.02)

0.10
I
0.10

0.05
|
0.|05

— Oszillationen

|
Volatilitat

Volatilitat
0.00

L : : o
2000 4000 6000 Volatilitét

Restlaufzeit

5000 7000

-0.05
I
-0.05

-0.10

Abb. 3-1  Die Volatilitit der Forward Rate als Funktion der Restlaufzeit

In der Grenzwertbetrachtung sinkt die Volatilitit der Forward Rates im ersten Diagramm mit steigender
Restlaufzeit allméhlich auf Null. In (b) tendiert sie gegen einen noch zu kalibrierenden langfristigen Wert,
der zu Demonstrationszwecken willkiirlich bei d=0.02 gewéhlt worden ist.

Aufler im Hinblick auf die Irrelevanz der Oszillationsfrequenz fiir die Modellierung der
Forward Rate-Schwankungsstruktur, kommt das Separationsprinzip zusitzlich beziiglich
der Gestalt der Volatilitdtsfunktion besonders zur Geltung. Nach Mafigabe von (3.23) und
(3.24) wird die Reaktion der Forward Rates auf Finanzinnovationen in einen rein zeitab-
héngigen Bestandteil o, (¢#) und eine Forward Rate-spezifische Funktion der Restlaufzeit
e """ aufgespaltet. Als Konsequenz aus dieser Definition in separierbarer Form ergibt
sich fiir allgemeine, pfadabhingige Short Rate-Volatilititsfunktionen'* die Markov-
Deskription der Zinsstruktur unter Bezugnahme auf lediglich zwei Zustandsvariablen. Der
stochastische Charakter der intertemporalen Verkniipfung zwischen der aktuellen und der
zukiinftigen Discount Curves wird allein tiber die instantane Spof Rate im Zeitpunkt 7 und
eine zusitzliche Komponente, die die Prozesshistorie innerhalb des Zeitintervalls /0,7 er-

. 133
fasst, beschrieben ~~.

"2 Die Forward Rate-Volatilititsform o ,(¢,T) =0, (t)e”"™ ldsst sowohl eine deterministische, als auch

eine stochastische Short Rate-Volatilitatsfunktion zu. Vgl. ausfiihrlich dazu néchsten Abschnitt.
Tatséchlich reicht es nicht langer aus, lediglich eine einzige Ausprigung des Zinssatzes am Ende der
Beobachtungsperiode zusammen mit der aktuellen Forward Rate Curve in Erfahrung zu bringen, um
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332 Die Verbindung zwischen dem Forward Rate-basierten H.JM-Konstrukt und
dem Hull/White-S/hort Rate-Zinsmodell

Zur Untermauerung der These iiber den unselbstindigen Charakter des modernen Model-
lierungsansatzes'* wird im Folgenden anhand der durch die bereits hervorgehobenen 6ko-
nomischen Gegebenheiten erzwungenen, im letzten Abschnitt hergeleiteten Volatilitéts-
struktur (3.23), dessen Beziehung zum klassischen Verfahren zur Erklarung der Zinsstruk-
tur aufgezeigt. Zuvor bedarf es allerdings einer weiterfilhrenden, differenzierten Beschrei-
bung der Volatilitdtsform beziiglich der zeitabhingigen Komponente o, (¢). Hinsichtlich
ihrer mathematischen Beschaffenheit konnte sie - in Abhédngigkeit vom zugrunde liegen-
den Short Rate-Zinsmodell - einerseits rein deterministischer Natur sein, andererseits wére
jedoch eine stochastisch gestaltete Funktion durchaus vorstellbar, wenn nicht sogar wiin-
schenswert. In der Tat konnte die Forward Rate-Volatilitit liber eine funktionale Depen-
denz von der Short Rate als pfadabhingig entwickelt werden - o, (t) = or(t)”, wobei fiir
n =1 die Verbindung zum erweiterten C£/-Modell aus Abschnitt 251 zu untersuchen wé-
re. Falls die Explikation der Zinsstruktur nicht ausschlieBlich der instantanen Spor Rate
vorbehalten bliebe, konnte zusitzlich eine F,-messbare Long Rate f(t,7) in die Volatili-
tatsfunktion inkorporiert werden, mit der Aquivalenz zum Brennan/Schwartz-Modell'** als
Konsequenz dieser Modellierungstechnik. Zum Zweck der Veranschaulichung werden sich
allerdings die weiteren Ausfiihrungen auf eine deterministische S/ort Rate-Volatilitit o(t)

nach MaBgabe des Hull/White-Zinsmodells'*® aus Abschnitt 241 beschrinken.

Abschlielend zu den Priliminarien sei auf den zeitabhdngigen Charakter des Mean Rever-
sion-Parameters hingewiesen, woraus eine variable Geschwindigkeit der Anpassung an den
langfristigen Grenzwert resultiert, der gemaB der Definition in (3.23) null betrigt'’’. Um
die Verinderlichkeit des Adaptionsmechanismus zu beriicksichtigen, muss der einfache

Exponent —h(7-) in der Forward Rate-spezifischen Volatilititskomponente lediglich durch

Kenntnis iiber die Zinsstruktur in diesem Zeitpunkt zu erlangen. Zur separierbaren Volatilititsfunktion
und zur Markov-Charakteristik des /HJ/M-Zinsstrukturmodells vgl. P. Ritchken, L. Sankarasubramanian

“On Markovian Representations of the Term Structure”, Working Paper of the Federal Reserve Bank of
Cleveland (1992), S. 8-12.

Vgl. Abschnitt 31, S. 59 oben. Der moderne Ansatz wurde vorerst als eine flexiblere formale Aus-
drucksweise fiir ein ausgewihltes klassisches Zinsstrukturmodell in den Fokus der weiteren Forschungs-
bemiihungen gertickt.

33 M. J. Brennan, E. S. Schwartz, “A Continuous Time Approach to the Pricing of Bonds”, Journal of
Banking and Finance 3 (1979), S. 133-155.

Diese Entscheidung ist nicht primér auf die extensive Herleitung und Erlduterung des Modells im Kapitel
2 zuriickzufiihren, sondern vielmehr auf die relativ einfache Kalibrierbarkeit seiner Variablen, wie sie im
Abschnitt 243 erfolgt ist, im Gegensatz zum erweiterten C£)/-Zinsmodell mit zustandsabhéngiger Vola-
tilitdt, dessen Parameter vom implementierungstechnischen Gesichtspunkt aus praktisch keiner Anpas-
sung an Marktdaten unterliegen — vgl. die Diskussion im Abschnitt 32.

Unschwer lésst sich ein beliebiger langfristiger Grenzwert in die Volatilititsfunktion aufnehmen, wie im
letzten Abschnitt gezeigt wurde. Vgl. (3.24).
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das entsprechende Integral {liber H(7) ersetzt werden. Mit der so festgelegten GesetzmafBig-
keit fiir die Schwankungsstruktur, kann der durch die arbitragefreie Dynamik der Forward

Rate in (3.16) implizierte Prozess fiir die Short Rate folgendermallen ausgedriickt werden:

T
—| b(x)dx

Mit o,(t,T)=0,()e " und o, (t)=0,(,t)=0(t) =
(3.25)

- h(x)dxt 7Vb(x)dx - b(x)dx
r(t) = £(0,6)+ j o (ue j o (e  dvdu+ j o.(wer dW (u)

u

Mittels totalen Differenzierens erhélt man direkt die zugrunde liegende SDE:

t
- h(x)dxt - b(r)dx t —|b(x)dx

dr(t) = [b(t)j O'(u)e j owe " dvdu—b®)[o,@e* AW ()

72J.h(x)dx

+ j o (u)e +%w+ o ()dW' () =

72J.b(x)dx

dr(t) =[b(@)( £ (0,6)—r(2)) j o (u)e +%]dr+ar(t)dW*(t) (3.26)

Um die Aquivalenz zwischen der aus dem /7/)/-Konstruktionsrahmen hergeleiteten S/ort
Rate-Stochastik und dem Hull/White-Zinsmodell'*® im klassischen Sinn zu beweisen, muss

die Gleichheit beider Driftterme demonstriert werden:

=a (1)-b(t)r(t) =

—2jb(x)dx |
b(6)(f(0,0)=r(t)) jg(u)e +8f(<2,t)_

(3.27)

t

—zjb(x)dx |
- of (0,1) :a*(l‘)
Ot

b(t) £(0,£)+ j o (u)e
Aus der Diskussion iiber die Bestimmung des funktionalen Charakters der Hull/White-
Modellparameter zwecks bestmoglicher Wiedergabe der aktuellen Zinsstruktur kénnen fiir

die Losung des vorliegenden Problems niitzliche Erkenntnisse gewonnen werden'*’

aA(o N, A0, (9O i o) ’
@ H=b0) or ( ot M(acm,s)/as] ds (3.28)

Mit A(0,£) = —r(0)C(0,1)—log B(0,£) = —r(0)C(0,£) + j £(0,5)ds =

B8 Vgl. die Short Rate-Differentialgleichung (2.44).
139 Vgl. Abschnitt 243, insb. Gleichungen (2.57) - (2.60).
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04(0,1) oC(0, t) 82A(O t) B 0°C(0, t) of (0,1)
P r(0)——— Py +/(0,1), r(0) e o

¢ —jb(s)ds —j.b(s)ds (3.29)
Mit cOn=[er = LEOD_o PO _ 4, )80(0 1)

0 ot ot
Das Einsetzen in (3.28) fiihrt direkt zu signifikanter Vereinfachung:
() = b(t)( ) aC(o 900 | 1o, t)j_ 02 g(g ) aféo 1)

t
+(aC(o,t)j I o(s) Y . 530
ot 1 0C(0,5)/0s '

af(o n (eco.nY 4 o) Y
a’(t)=b(t) £(0,1)+ ( - M (ac:(o,s)/asj ds

Daher geniigt es mit Riickgriff auf (3.27), um die gewiinschte modelliibergreifende Uber-

einstimmung anschaulich vorzufiihren, lediglich Folgendes zu zeigen:

t ) —Zj.b(x)dx | 8C(0,l‘) 2 O'(s) 2
I[o;(u) e du—( > j ![a(:(o,s)/as} ds (3.31)

Bezugnehmend auf die Definitionen fiir C'((),7) und dessen Ableitungen in (3.29) kann die

geforderte Aquivalenz unmittelbar hergestellt werden:

2 2 —Zjb(x)dxt 2ifb(x)dx ‘ —2j.b(x)dx
(Mj I __o) du=e ° Ia(u)ze 0 du = Ia(u)ze . du (3.32)
ot v\ 0C(0,u)/ou 0 7

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass unter der Restriktion der spezifischen

Volatilitédtsstruktur auf folgende separierbare Form

T
—|b(x)dx

o,(t.T)=0.()e’ , 0.()=0,@1)=0(1)

aus der HJ/M-Entwicklung der Forward Rate Curve
T
df(t,T)= [af . 7) j o, (1, u)du] dt+o (6, T)dW" (1)

die Dynamik der Short Rate nach MaB3igabe des Hull/White-Zinsstrukturmodells erwéchst:

dr(t) =(a’(t) = b(O)r(t) ) dt + o (t)dW " (1)
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34 Das Libor-Marktmodell. Zeitkontinuierliche Deskription der linearer Zinsbe-
rechnungskonvention unterliegenden Forward Rates an diskreten, preissensiti-
ven Stiitzstellen auf der Zinsstrukturkurve

341 Die Genesis der marktkonformen Modellierungstechnik

Trotz seines unverkennbaren Innovationsgehalts als Vorbote des neuen Zeitalters in der
Modellierung der Zinsstruktur haften dem allgemeinen //./A/-Modellrahmen weiterhin gra-
vierende Nachteile an, die ihn in ein von den handelbaren Plain-Vanilla Zinsinstrumenten
losgelostes und aus praktischer Sicht schwer implementierbares Werkzeug verwandeln.
Bevor die Unzuldnglichkeiten der Methodik in gebotener Kiirze analysiert und zum Anlass
genommen werden, auf eine marktkonforme Modellierungstechnik iiberzugehen, bedarf es

jedoch einer erlduternden Notiz zur Nomenklatur.

Der oben verwendete Begriff “Modellrahmen’’'*’ ist weder willkiirlich noch aus Mangel
an synonymen Bezeichnungen so gewéhlt worden. Faktisch kann es sich um eine nahezu
unendliche Vielfalt von Zinsstrukturmodellen innerhalb des ///M-Bewertungsparadigmas
handeln, die in Abhéngigkeit von der genauen Spezifikation der Volatilitdtsform und der
Korrelationsstruktur zwischen den instantanen Forward Rates tber finite Zeithorizonte
hinweg unterschieden werden. In Anbetracht der diversen Implementierungsversionen,
gestiitzt primér auf die zu modellierende Zustandsvariable (Forward/Swap Rate) und die
Selektion eines geeigneten Numeraire resp. Wahrscheinlichkeitsmalles zur Bestimmung
ihrer Dynamik, hat sich in der finanztheoretischen Gemeinschaft daher auch keine einheit-
liche Uberschrift fiir die auf diskrete, linear berechnete Forward Rates bezogene Vielartig-
keit von Gestaltungstechniken herausgebildet. Einigkeit herrscht lediglich iiber die funda-
mentale Erkenntnis, dass die arbitragefreie Entwicklung der Zustandsvariablen als eine
reine Funktion der Kovarianzelemente'*! determinierbar ist. Leicht widerspriichlich wird
im weiteren Verlauf der Argumentation, basierend auf der zugrunde liegenden Finanz-
quantitit (Forward/Swap Rate), vereinfachend vom Libor- bzw. Swap-Marktmodell ge-
sprochen, obwohl so ein universales und allgegenwirtiges Konstrukt in Wirklichkeit nicht
existiert. Die Konzentration der Modellierungsbemiihungen auf eine der beiden Zustands-
variablen hebt allerdings weder das Erfordernis einer gemeinsamen Beschreibung der sto-
chastischen Entfaltung sowohl der Hauptvariablen als auch der in dem gewihlten Modell-
gerlist sekunddren Variablen auf, noch ldsst sie die Bestrebung nach einer Joint-
Kalibrierung tiberfliissig erscheinen. Als eine erste intuitive Erkldrung fiir die zwingende
Notwendigkeit der prazisen Kenntnis beider Markte, sowohl fiir Forward Rate- als auch

Swap Rate-abhiangige Plain-Vanilla Zinsinstrumente, konnte die unmittelbare Erfahrung

140 Zum allgemeinen Heath-Jarrow-Morton Modellrahmen vgl. ausfiihrlich Abschnitt 33.
! Dieses zentrale Merkmal wird in den darauf folgenden Ausfithrungen griindlich elaboriert.
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aus der Realitdt dienen, dass nahezu keine exotischen Zinsprodukte eine Dependenz aus-

schlieBlich von einer der beiden Variablen als wertbestimmender Komponente aufweisen.

Mit den ersten nichttrivialen Applikationen der ///M-Methodik verlor das angesammelte
Wissen tiiber analytische oder numerische Losungswege fiir partielle Differentialgleichun-

%2 Dariiber hinaus waren die rekombinierenden Binomial-

gen an praktischer Relevanz
Baumtechniken angesichts des Non-Markov Charakters des log-normalen Forward Rate-
Prozesses ebenso machtlos - ein ungliicklicher Umstand, der relativ schnell die Monte-
Carlo-Simulation als letzte Hoffnung am Horizont aufschimmern lie. Urspriinglich auf
der Basis der instantanen Forward Rates entwickelt, wies das FHJM-Modell die uner-
wiinschte Eigenschaft der mit positiver Wahrscheinlichkeit explodierenden log-normal
verteilten Zinssitze auf'*. Spiter stellte sich allerdings heraus, dass die modellimplizierte
infinite Beschaffenheit der Zustandvariable in ursidchlichem Zusammenhang mit der
zugrunde gelegten kontinuierlichen Zinsberechnungskonvention steht. Sobald jedoch die
Forward Rates durch die Diskretisierung der Yield Curve linear ermittelt werden und einen

fixierten endlichen Laufzeithorizont erfahren, wird die gefiirchtete explosionsartige Entfal-

tung der Zinssitze abgewendet'**. AuBerdem besaB die urspriingliche /7.///-Modellvariable

2 Nicht umsonst werden im Kapitel 2, Abschn. 23 resp. 24, die Short Rate-basierten Zinsstrukturmodelle
in die Gussform der “neuen Sprache’’, der Diffusions- und Wahrscheinlichkeitsmaftheorie, hineinge-
presst.

Ausgehend von der Log-Normalverteilung der Zustandsvariable und zu Demonstrationszwecken verein-
fachend von zeitdeterministischer Volatilitit wird die Dynamik der instantanen Forward Rate mit Riick-
griff auf (3.16) folgender mafen beschrieben:
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@XLT):[o}aﬂﬁjaAnuyM]dr+qALTﬁﬂVYﬂ und o, (t,T)=o(t,T)f(1,T) =

df(,T) _
f(@.T)

Bekanntermaflen lautet die Losung dieser SDE:

[O'(t, T)Ta(t,u)f(t, u)duj dt+o(t,T)dW (1)

ja’(s,T)Jo'(s,u)f(s,u)dudsféj-a'(s,T)dej.a'(s,T)dW* (s)
f@,T)=f(0,T)e" 0 0
Allerdings stellt die im Exponent enthaltene orward Rate f(s,u) selbst eine Exponentialfunktion dar:

J‘O’(\’,M)JO'(V,.\')].(V,X)(i\'dV*lJ‘O'(V,ll)zd\)+J‘O'(V,ll)dW* )
v 0 0

S(s.u) = f(O.u)e’ ’

Als Argument einer Exponentialfunktion selbst bewirkt die Exponentialfunktion durch die sukzessive
Substitution der Forward Rate in der Erwartung einen unendlichen Akkumulierungsfaktor und fiihrt so-
mit die Explosion des Prozesses herbei. Folglich existiert keine finite Losung fiir die Forward Rates un-
ter dem risikoneutralen Martingalmal3, demnach auch keine unter jedem Adquivalenten Wahrscheinlich-
keitsmaf. Als Konsequenz daraus ergeben sich Arbitragemoglichkeiten, generiert durch gegen Null kon-
vergierende Bondpreise. Vgl. beispielsweise A. Morton, “A Class of Stochastic Differential Equations
Arising in Models for the Evolution of Bond Prices”, Technical Report (1988), Cornell University.

Das innere Integral verwandelt sich in sein zeitfinites Pendant, eine Summe iiber eine endliche Anzahl
von diskreten Forward Rates. Zur Uberwindung dieser Schwierigkeit durch das Verlegen des Augen-
merks von den instantanen auf die einfachen, linear berechneten Forward Rates vgl. K. Sandmann, D.
Sondermann, “On the Stability of Log-Normal Interest Rate Models”, Discussion Paper B-263 (1994),
University of Bonn.
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- die instantane Forward Rate - kein direkt dem Markt entnommenes Aquivalent, das sich

in den Preisen handelbarer Plain-Vanilla Zinsinstrumente widerspiegelte. Dieser fehlende

Marktbezug fiihrte zu einer sehr mithsam implementierbaren Kalibrierungstechnik, die im

Vergleich zu den Short Rate-basierten Zinsmodellen zusitzlich durch die héhere Dimensi-

onalitdt

195 des FJM-Konstrukts belastet wurde.

Im Gegensatz dazu stellen die einfachen Forward Rates wegen ihrer unmittelbaren oder

mittels Umskalierung'® erreichbaren Beobachtbarkeit den natiirlichen Ausgangspunkt fiir
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Der Leser sei an die Markov-Eigenschaft der Short Rate erinnert, wohingegen die Aufrechterhaltung
dieses Merkmals in der /.JM-Modellwelt nur zulasten einer augmentierten Menge von Zustandsvariablen
erfolgen kann. Unter der Restriktion der Volatilititsstruktur auf eine separierbare Form gemif3 Abschnitt

331 in der Gestalt o,(t,T) = o,(1)e """, wobei o, (f) eine sowohl deterministische als auch stochasti-
sche Definition zuldsst, wird eine zweidimensionale Markovian Darstellung erreicht, in der Short Rate

t =2| b(x)dx
selbst und in einer weiteren Zustandsvariable £(0,¢7) = I o, (u)ye * du , die die Pfadabhéngigkeit er-
0

fasst. Vgl. Anlage 4.

Caplets notieren meistens auf Drei- oder Sechsmonats-/orward Libor Rates im Gegensatz zu Swap Ra-
tes, deren kiirzeste Laufzeit iiblicherweise ein Jahr betrdgt. Zwecks Sicherstellung der Vergleichbarkeit
bei einer Joint-Kalibrierung kann mittels folgender einfacher Umformung in der gebrduchlichen
Schreibweise die Zwolfmonats-Forward Libor Rate ermittelt werden:

148, LY (4T, T, + 8,50,) = [ 14 80y L (LT, T, + 80y ) [ 14 84y LY (6T, + 8,0, T, + 8, |

Mit Blick auf die Determinierung der quadratischen Variation liefert die direkte Anwendung vom /0 ’s
Lemma auf die Dynamik der Modellvariablen auf beiden Seiten der Gleichung einen Ausdruck fiir die
instantane Volatilitit der gesuchten Zwolfmonats-Forward Libor Rate als Funktion der instantanen Vo-
latilititen der beiden Sechsmonats-Forward Libor Rates und deren Korrelation. Ausgehend von der je-
weiligen SDE unter dem entsprechenden Forward Rate-spezifischen Martingalmal3

Mit L;%’IZM (=L@, T;,T; + 5y 10y) und T, =T, + 05,
dLlTiM “_ =P (@AW (1) dL;’V D =M (OAWM (1) dL;j/‘*d‘ D_ =M@ aw M (1)
LlTiM (t) T T; ’ L%M (t) T; T; ’ L%/‘:II (t) Tin Tin

erhilt man nach beiderseitiger Differentiation:
B opy ALY (1) = Sy L (1) + S0y L (0)+ 83 L™ (LY (0)+ 62, L3 (VLS (1) =

SanZr (OLT OdWY (1) = 840, 27" (VLT (AW (1) + 84, 22" (L7 ()d W7 (£) +
SGZML‘Z” (t)L"}j‘f1 (t)E;f‘fl (t)dWTff )+, L"}f” (t)LﬁTf‘j (t)Z‘}f” (t)dWT‘:M ®H =
San EM (OLP AW (1) =] 8, L5 (0)+ 53, L5 (0L () |25 ()W (0)+

[56ML§fj O+, L5 (0L (r)] = ()d W (1)
Der Prozess fiir die quadratische Variation der Zwolfmonats-Forward Libor Rate lautet folgendermalen:
(5 @) (rag. ) +(=5 o) (g z5) +
25 (O (1) (L L g (L 18 ) p, 4 (0)

J+l

mit (LIS ) = 5 L (0 + 62, L3 (VLS (1), g(L3" L5 ) = 8,0 L3 (1) + 62 L3 (DL (1)

T

d(LITZ/M ,LITZ/M )t) = dt

und dW;" W) = pp o (0)dt
Andererseits gilt natiirlich:

AL L) (0) = (le?M (,))2 (LlTiM (z‘))2 dt =
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die modellhaften Uberlegungen dar. Zum ersten Mal in der Geschichte der Pricing-Theorie
gelang es, auf der Basis eines uniformen Numeraire Modellpreise fiir eine Reihe von
Caplets simultan zu bestimmen, die prizise marktkonform waren und dariiber hinaus die
gleichzeitige Bewertung von komplexeren Libor-Instrumenten in einer in sich unwider-
spriichlichen Weise unter einem einheitlichen Wahrscheinlichkeitsma3 ermdglichten. Von
konstruktionstechnischem Gesichtspunkt aus betrachtet, konnten die diesem frithen Ent-
wicklungsstadium innewohnenden exotischen Zinsprodukte auf einmal modellkonsistent
bewertet werden und zusétzlich dazu unter korrekter Determinierung der impliziten Preise
fiir das zugrunde liegende Underlying (Caplets/Swaptions), die nicht nach der Durchfiih-
rung einer bedenklichen Kalibrierungsprozedur fiir die Modellparameter ermittelt worden

waren, sondern explizit als Inputfaktoren in das Konstrukt inkorporiert wurden.

Gebiihrende Beachtung verdienen die Forschungsarbeiten'*’ der Wissenschaftler, die das
Fundament fiir den modernen Bewertungsansatz legten und deren wichtigster Beitrag in
der innovativen Erkenntnis bestand, dass jede zeitdiskrete Implementierung des /H.JM-
Gefiiges vollstindig und eindeutig durch die instantane Volatilitdt und die instantane Kor-
relation von bzw. zwischen den einfachen Forward Rates festgelegt wird. Als gemeinsa-
mes Merkmal dieser Marktmodelle zeichnete sich in erster Linie die einheitliche Zustands-
variable ab, die ausfallrisikofreie Forward Libor Rate. Die Entwicklungen in den letzten
Jahren brachten jedoch die theoretisch untermauerten Versuche hervor, die Gestaltungs-

techniken fiir den Zinsprozess auf ausfallrisikobehaftete Forward Libor Rates zu erwei-

TIPS 6M f(L6M 6%] ’ oM g(LGTMa (}M ’
(Zr, (f)) :(27, ()) [LIT()} +(2r,+1()) [W] +
22?/\4 (t)ng ) f( L6M )g(L(’M L6M) Py 0
/ o (Lle P (t)) "
(olm.()) =(1,~1)" j (224 (s)) as

Somit besteht eine direkte Verbindung zwischen der Black-Volatilitét fiir Zwolfmonats-Caplets mit Ver-
fallszeitpunkt 7}, die Kenntnis iiber deren Ausprédgung im Rahmen einer Joint-Kalibrierung unerlésslich

sein wird, und den instantanen Volatilitdten der beiden Sechsmonats-Forward Libor Rates. Der Leser sei

bereits in diesem friihen Stadium der Diskussion auf den stochastischen Charakter von (o-ﬁf,k (Ti)) als

der zukiinftigen Realisation des Forward Libor Rate-Prozesses hingewiesen. Auf effektive Approximati-
onstechniken zur Uberwindung dieser theoretischen Schwierigkeit wird an geeigneter Stelle spiter niher
eingegangen.

7 Vgl. (1) A. Brace. D. Gatarek, M. Musiela, “The Market Model of Interest Rate Dynamics”, Mathemati-
cal Finance 7 (1997), S. 127-147. (2) F. Jamshidian, “Libor and Swap Market Models and Measures”,
Finance and Stochastics 1 4 (1997), S. 293-330. (3) K. Miltersen, K. Sandmann, D. Sondermann
“Closed Form Solutions for Term Structure Derivatives with Log-Normal Interest Rates”, Journal of Fi-
nance 52 (1997), S. 409-430. (4) M. Musiela, M. Rutkowski, “Continuous-Time Term Structure Models:
Forward-Measure Approach”, Finance and Stochastics 1 4 (1997), S. 261-292.
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tern. Es wurde ein neues /orward-Ausfallwahrscheinlichkeitsmal} kreiert, das als das her-
kommliche Forward-MartingalmaB bedingt auf das Uberleben des zugrunde liegenden
Numeraire - eines ausfallrisikobehafteten Bonds - bis zur Filligkeit angesehen werden
konnte. Einen nachteiligen Nebeneffekt entfaltete allerdings die Existenz von Ereignissen,
die mit einer streng positiven Wahrscheinlichkeit unter dem traditionellen Forward-
Martingalmal} versehen waren, wohingegen sie gleichzeitig eine Wahrscheinlichkeit von
Null unter dem Forward-Ausfallmartingalmal3 aufwiesen. Ungeachtet des wiinschenswer-
ten handelbaren Charakters des Diskontierungsfaktors'*®, ergab sich indessen aus der aus-
fallrisikobehafteten Beschaffenheit des Numeraire die unerwiinschte Eigenschaft der in

199 Alterna-

den meisten Fillen mangelnden beiderseitigen Aquivalenz der MartingalmaRe
tiv zu dieser Methode wurde vor kurzer Zeit die Definition eines abgewandelten Deflator
in Erwigung gezogen, der bedingt durch die fehlende Indikatorfunktion immer positive
Werte annahm und ein jedenfalls zum risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmal} dquivalen-
tes Martingalmal3 implizierte. Auf der gegenseitigen absoluten Stetigkeit der Wahrschein-
lichkeitsmafBe beruhend, konnte somit die Ahnlichkeit zur klassischen arbitragefreien Be-

wertung von Zinsderivaten aufrechterhalten werden, obwohl das Numeraire streng ge-

nommen nicht linger ein handelbares Wertpapier darstellte'’.

Trotz der beabsichtigten Schwerpunktsetzung der vorliegenden Arbeit auf ausfallrisiko-
freie Marktmodelle, wird diese kurze Diskussion iiber ausfallrisikobehaftete Zustandsvari-
ablen im Hinblick auf die existierende 7rade-Off-Beziehung zwischen der Handelbarkeit,
jedoch zulasten des mdglichen Ausfalls des Numeraire, einerseits und der Gewéahrleistung
eines in jedem Szenario positiven Deflator, allerdings unter Inkaufnahme dessen mangeln-
der Handelbarkeit, andererseits als liberaus instruktiv erachtet. Gleichermaflen bahnt sich
eine dhnliche Austauschrelation in der ausfallrisikofreien Modellwelt an, die beziiglich des
jeweiligen Problemfelds zwar unterschiedliche Formen annehmen wird, derer sich der Le-
ser jedoch unterschwellig immer bewusst sein sollte. In Wirklichkeit kann die modellinha-
rente Reproduktion der beobachtbaren Marktpreise von den zugrunde liegenden Plain-
Vanilla Zinsinstrumenten, die sich in den Short Rate-basierten Modellen der ersten und
zweiten Generation und im Rahmen der /7/)M-Methodik als extrem beschwerlich heraus-

stellte, jetzt mit alarmierender Leichtigkeit und in vielfdltiger Art und Weise in Abhédngig-

8 Vgl. dazu (1) P._J. Schénbucher, “A Libor Market Model with Default Risk”, Working Paper (2000),
University of Bonn. (2) P. J. Schénbucher, “A Measure of Survival”, RISK August (2004), S. 79-85.

9" Im Grunde reprisentiert der ausfallrisikobehaftete Bond kein zuléssiges Numeraire.

130 ygl. dazu (1) D. Brigo, “Candidate Market Models and the Calibrated CIR++ Stochastic Intensity Mo-
del for CDS Options and Callable Floaters”, In Proceedings of the 4™ ICS Conference, Tokyo (2004). (2)
D. Brigo, “Market Models for CDS Options and Callable Floaters”, RISK January (2005), S. 89-94.
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keit von der spezifischen Selektion der instantanen Volatilitits- und Korrelationsstruktur'>!
unter den nahezu unendlich vielen moglichen Funktionsformen erreicht werden. Ungliick-
licherweise stehen gerade diese iiberreichlichen Auswahloptionen in ursdchlichem Zu-
sammenhang mit der erstaunlichen Fiille von Verhaltensmustern, die fiir die zu modellie-
rende Zustandsvariable durch verhéltnisméBig einfache marktkonsistente Kovarianzfunkti-
onen erzeugt werden konnen. Infolge dieses breiten Wahlspektrums werden zwar stets die
gleichen und korrekten Preise fiir das zugrunde liegende Underlying impliziert, allerdings
jedes Mal substantiell unterschiedliche Werte fiir die exotischen Zinsprodukte generiert.
Dariiber hinaus kann eine nicht hinreichend umsichtig durchgefiihrte Kalibrierungsroutine
auf der Basis eines willkiirlich zusammengefiigten Kovarianzgebildes aus finanzieller
Sicht duBerst unattraktive oder geradezu pathologische Entwicklungen fiir die Korrelati-
onsmatrix der betrachteten Finanzquantitidt Forward Rate/Swap Rate hervorrufen. Zwin-
gend erforderlich wird aus diesem Grund die Auferlegung starker Struktureinschriankun-
gen, die unter Aufrechterhaltung der effektiven und schnellen Marktpreisanpassungsfahig-
keit die iiberzdhligen Freiheitsgrade in transparenter Weise erheblich verringern konnen.
Diesem Reduktionsprinzip folgend, wird unter dem finanztheoretischen Blickwinkel eine
gerechtfertigte Schwankungsfunktion vorgeschlagen, die intuitiv die Erwartungshaltung
iiber die zeitabhingige, deterministische Evolution der instantanen Volatilitit zum Aus-
druck bringt und zugleich flexibel genug ist, um die marktdeduzierte Black-
Volatilititsstruktur ohne die Notwendigkeit einer Schitzung von schwer zu kalibrierenden
Parametern wie der Mean Reversion Rate oder der Volatilitit der Short Rate zu reproduzie-
ren. Zugegebenermallen ist auch die instantane Volatilitatsfunktion nicht direkt beobacht-
bar, allerdings wird sie anhand der anvisierten Ubersetzungsvorschrift mittels eines trans-
parenten Mechanismus in eine unmittelbar aus dem Markt extrahierte GroBBe — die Black-
Volatilitdt — {iberfiihrt. Der angedrohte 7rade-Off, der ausnahmslos auch diesem Problem-
bereich immanent ist, zeichnet sich durch die anstehende Entscheidung iiber die Anzahl
der beizubehaltenden Frequenzen in der /Fourier-Analyse der einzigen rein zeitabhidngigen

Funktion in der empfohlenen instantanen Volatilititsstruktur aus' .

Dank seiner flexiblen Beschaffenheit beziiglich der zugrunde liegenden Zustandsvariable,
dquivalent in diskreten Forward Rates oder Swap Rates ausgedriickt werden zu konnen,
stellt der moderne Modellierungsansatz das perfekte Werkzeug zur Erforschung der Kon-

gruenz zwischen den beiden Plain-Vanilla Referenzoptionsmirkten (Caplets/Swaptions)

! bzw. in Abhingigkeit von Integralen iiber deterministische Kovarianzelemente, da im Rahmen des Stan-
dard-Marktmodells die instantane Volatilitdt und Korrelation als Funktionen der Zeit gestaltet werden.
32 Im Laufe der weiteren Ausfiihrungen wird dieser kritische Punkt an geeigneter Stelle detailliert erléutert.
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dar. Da die meisten komplexen exotischen Zinsprodukte //edge-Positionen in Underlyings
sowohl aus dem einen als auch aus dem anderen Markt erfordern'”, ist die Untersuchung
der Implikationen einer Forward Rate-basierten Implementierung fiir die Swaption Matrix
und umgekehrt'>* dringend angeraten. Unabinderlich sieht sich der Modellanwender dem
Trade-Off zwischen einer besseren globalen Anpassung der Forward Rate/Forward Rate
Kovarianzmatrix, wiinschenswerten Forward Rate/Forward Rate und dadurch implizierten
Swap Rate/Swap Rate Korrelationsformen, jedoch zulasten der perfekten Nachbildung der
Black-Volatilititsstruktur, einerseits und der exakten Reproduktion der extrahierbaren
Marktvolatilitdten, allerdings unter Inkaufnahme einer mangelhaften Kalibrierung des ge-
samten /“orward Rate/Forward Rate Kovarianzgebildes und auf Kosten unplausibler, bei-
nahe pathologischer Forward Rate/Forward Rate bzw. daraus erwachsender Swap Ra-
te/Swap Rate Korrelationsfunktionen, andererseits ausgesetzt. Erwartungsgemal stellt sich
das gleiche Austauschphinomen in dhnlicher Art und Weise bei einer forcierten Joint-
Kalibrierung ein, die ohnehin sogar unter Hinnahme aller damit einhergehenden Nachteile
nur approximativ, jedoch recht genau, erreicht wird"’.

342  Das Grundgeriist des Libor-Marktmodells in einer multifaktoriellen Kon-
struktionsumgebung

Betrachtet sei der Laufzeithorizont [0,7™*] und die dazu gehorende diskrete® Menge
von Zeitpunkten {7, i<€[0,n], T <T™}. Des Weiteren werden paarweise Kombinatio-
nen von Reset- und Payout-Zeiten (T,,T,,,), 1=0, fir die Gesamtheit umspannender /or-
ward Rates festgelegt, denen folgende Tenorstruktur'>’ @, =T, —T zugrunde liegt. Die

einfache, der linearen Zinsberechnungskonvention unterliegende Forward Rate'™® ldsst

sich folgendermallen definieren:

1+a,-f,.<r>=% - ﬁ(t):B<tf;;tzaT§t,)z+l)

L mit f()=f(.T.T,,)(3.33)

13 Bedingt durch die spezifische Natur des jeweiligen exotischen Zinsprodukts wird abwechselnd mehr

Wert auf die perfekte Reproduktion der Forward Rate oder Swap Rate Volatilitdt gelegt, obwohl Situati-
onen durchaus denkbar wéren, bei denen allein die Korrelation zwischen den beiden zugrunde liegenden
Zustandsvariablen die entscheidende Rolle tibernimmt.

Alternativ sind die Konsequenzen fiir die Caplet-Volatilititsstruktur aus einer Swap Rate-fundierten
Applikation der Methodik zu erforschen.

Dies ist ein erster Hinweis auf die eventuelle Kontraproduktivitit einer um jeden Preis erzwungenen
simultanen Kalibrierung an beide Plain-Vanilla Optionsmérkte.

Diskretisiert wird an dieser Stelle das Kontinuum der Félligkeiten.

Gemeint sind die diskreten Stiitzstellen {7,, i€[0,n], 7, <T™} auf der Zinsstrukturkurve, fiir die im

154
155

156
157

Weiteren dquivalent auch der Begriff Periodenstruktur verwendet wird. Der Bruchteil eines vollen Jahres

o, bezeichnet den Tenor der Forward Rate.

138 Duplikationstheoretisch wird die Forward Rate als der gleichgewichtige Strike ermittelt, der einen Wert

fiir den entsprechenden FRA4 beim Abschluss (d. h. vor Félligkeit) des Geschifts in Hohe von Null er-
zwingt.

83



Von der Evolution der Forward Rates unter dem risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmal3
und dem Geldmarktkonto als Numeraire wird im Folgenden primér aus zweierlei Griinden
abgesehen. Unter diesem WahrscheinlichkeitsmaB ist keine der zu entwickelnden Forward
Rates log-normal verteilt. Unabédnderlich erzwingt die Notwendigkeit der Erzielung einer
Martingaldynamik, um unter anderem Caplets bzw. Swaptions im Einklang mit der Black-
Formel bewerten zu konnen, den Wechsel auf ein Forward-Wahrscheinlichkeitsmal3, das
mit der Payout-Zeit der jeweiligen Forward Rate korrespondiert. AuBBerdem konstituiert
das Forward-Martingalmal3 ohnehin den natiirlichen Modellierungsrahmen zum Pricing
von Cap- und/oder Swaption-basierten Derivaten, die das Fundament des Marktes fiir exo-
tische Zinsprodukte gelegt haben. Allerdings wird vordergriindig als besonders instruktiv
erachtet, zuerst im Allgemeinen15 ? die moglichen Formulierungen der SDEs fiir die Entfal-
tung der Forward Rates vorzustellen, bevor anschlieend die durch das entsprechende /or-

ward-Wahrscheinlichkeitsmal} implizierte arbitragefreie Driftfunktion hergeleitet wird.

3421  Drei dquivalente Deskriptionen der Forward Rate-Dynamik'®’

Ausgedriickt in der vertrauten Matrix-Schreibweise ldsst sich die Struktur der Forward
Rate-Dynamik beziiglich eines spater ndher zu spezifizierenden Wahrscheinlichkeitsmafes

folgendermallen darstellen:

g _ w(f,0)dt +Z()dwe(t) (3.34)
S

mit:
f @)U [nx1] Forward Rate-Spaltenvektor;

u(f,0t [nxl] Spaltenvektor der Drifts, die sowohl zeitabhingig als auch eine Funktion

der Forward Rates selbst sein konnen;

awe(nu [nxl] Spaltenvektor der korrelierten Standard-Brownschen Bewegungen unter
dem bewertungsrelevanten Wahrscheinlichkeitsmall O, das durch das gewahlte Numeraire
definiert wird. Die einzelnen Brownschen Bewegungen héngen tliber die [n X n] symmetri-

. . . T ..
sche instantane Korrelationsmatrix d° (t)(d we (t)) = pdt miteinander zusammen,;

(1)l [n X n] Diagonalmatrix, wobei jedes Element o, die instantane Volatilitéit der jewei-

'3 Die Drifts, die sowohl zeit- als auch zustandsabhingig sein kénnen, werden vorldufig auBer Acht gelas-

sen.
In Anlehnung an R. Rebonato, “Modern Pricing of Interest-Rate Derivatives: The Libor Market Model
and Beyond”, Princeton University Press (2002), p. 66-72.
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ligen Forward Rate f,(t) bezeichnet. Falls die Korrelationsmatrix p, ;, i,j=1,n einen
vollen Rang aufweist, determinieren die Gleichungen in (3.34) die Entfaltung der Zins-
struktur mit einer Menge von dahinter stehenden Faktoren gleich der Anzahl der einzelnen
Forward Rates, die in diesem Fall mittels ihrer eigenen Brownschen Bewegung modelliert
werden. Von essentieller Bedeutung fiir die nachfolgend zu entwickelnde Kalibrierungs-
prozedur ist die Verbindung zwischen der zeitabhdngigen instantanen Volatilitdtsfunktion

der Forward Rate mit Reset-Zeitpunkt T, und ihrer impliziten Black-Volatilitat'®':

T,
o (T, = [ 07 (w)du (3.35)
0

Die Dynamik-Deskription (3.34) stellt zusammen mit der begleitenden, verkniipfungsher-
stellenden Gleichung (3.35) und der Korrelationsstruktur p, ; die transparenteste Beschrei-

bung jeder Forward Rate in einer Black-ghnlichen Welt dar.

Oft ist die Entwicklung der ganzheitlichen Zinsstruktur anhand unabhéngiger Brownscher
Bewegungen unter expliziter Spezifikation der Auswirkung der separaten Brownschen

Schocks auf jede einzelne Forward Rate zweckmaBiger:

% = u(f,0)dt+o()dZ° (1) (3.36)

mit:
dz(t)![l [m X 1] Spaltenvektor der zueinander orthogonalen Brownschen Inkremente;

o) [n X m] reelle Matrix, deren (7,/)-Element o, ,(¢) ausdriicklich die Reaktion der For-
ward Rate f,(t) auf die Deformation (Anderung der Steigung und/oder Konvexitit) der

Zinsstrukturkurve durch den Zuwachs des Unsicherheitsfaktors deQ (¢) hervorhebt.

Aufgrund der Orthogonalitit der Brownschen Inkremente ldsst sich das (7,/)-Element der

Kovarianzstruktur unmittelbar ermitteln:

E{%d?f]} = El:(,u,-dt + io-ikdzk J(/det + io-jkdzkj ]

Cov(fl.,fj)

T
= 6,dz, (Zajkdzkj =>0,(0,) dt, mit dzdt=0,
1 k=1 k=1

""" Die Beziehung ergibt sich aus der wohlbekannten Bewertungsformel fiir Zinsoptionen. Vgl. F. Black,
“The Pricing of Commodity Contracts”, Journal of Financial Economics 3 (March 1976), S. 167-79.
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1 fiir i=
dtdt=0, dZdZ =¢6,dt, o, = und i,j=1,n, ml n
;o o fiir i

) (3.37)
= cov f(t)(f(t)] ooy
[nx1][1xn]

[}’le][WlX}’l]

Bedingt durch die geringere Anzahl der unabhéngigen Faktoren, besitzt die reelle und sym-
metrische Kovarianzmatrix einen entsprechend niedrigeren Rang 7, mit der Konsequenz,
dass man bei ihrer Orthogonalisierung nicht mehr als 72 unterschiedliche Eigenwerte erhilt,
die ungleich Null sind. Nur fiir den Fall der Gleichheit =7 weist sie einen vollen Rang
auf und allein unter dieser Voraussetzung ist die Dynamik-Deskription (3.34) - (3.35) &-
quivalent zu (3.36). Andernfalls resultiert eine Modell-Kovarianzmatrix, deren Korrelati-
onsstruktur sich von der exogenen, marktbeobachtbaren Korrelation aufgrund der einge-
schrinkten Dimensionierung unterscheidet. Mit erneutem Bezug auf die Orthogonalitit der
Brownschen Inkremente ¢Z(t), kann sowohl die Verbindung zwischen den Elementen der
Matrizen Z(¢) und o(¢) als auch deren Verkniipfung mit der impliziten Bl/ack-Volatilitit

hergestellt werden:

HOE ZO'k(t) = obu (DT, = ja ()ddu = jZak(u)du (3.38)

0 k=1

Eine weitere niitzliche Dekomposition der Ladungen der unabhingigen Sicherheitsfaktoren
auf die einzelnen Forward Rates, die fir die separate Darstellung der Korrelationsmatrix

sorgt, erreicht man mit Hilfe von (3.38):

<A ,udt+z Az, ,udt+az ”‘dZ ﬂdzmzm—dz
k=1

1@ = o, /203(

= udi+0,y bdZ,, b, = O

i ik k>
k=1 nxm] z o
ik

Mit Bezug auf (3.37) ldsst sich das (7,/)-Element der Korrelationsmatrix direkt ermitteln:

Cov(f.f,)=E {‘j{ j{} Zb dzk[ajibjkdzkj :ai (b,) odt
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=

Cov m(m
SO f@)
[mx1][1xn]

| o) @0y = o-siey 3.4

[nxn][nxm][mxn][nxn]

Folglich wird durch die Dynamik-Deskription (3.39) die Reaktion der Forward Rate f(t)

auf die orthogonalen Brownschen Schocks in zwei distinkte Bestandteile zerlegt — einer-
seits in die instantane Volatilititsfunktion o,(¢), die den totalen Volatilitétslevel der /or-

mi n

ward Rate angibt, und andererseits in die Korrelationskomponente {b, } " . Falls weniger
Faktoren als zu modellierende Forward Rates verwendet werden, muss die Norm aller

Zeilenvektoren {b, }; 1 sein, um die instantane Volatilitatsstruktur exakt wiederzugeben:

2 ! m
o-f[ZbidekJ =o?Y brdt=cldt = > b =1 (3.41)
k=1 k=1 k=1

Wenn die instantane Volatilititsfunktion zuséitzlich dazu so kalibriert worden ist, dass sie
gemdl (3.35) die korrekte mittlere Quadratwurzel aufweist, ist die Replizierung der
Marktpreise von Caplets entsprechender Falligkeit sichergestellt. Da fiir den Fall m[ n
die Modell-Korrelationsmatrix die von aullen vorgegebene Markt-Korrelationsform nicht
genau nachbilden kann, wird stets eine optimale Reproduktion'®® der exogenen Struktur

unter der Bedingung (3.41) angestrebt.

3422  Die Spezifizierung der arbitragefreien Driftfunktion unter dem terminalen
Forward-Wahrscheinlichkeitsmaf}

Als Ausgangspunkt der Analyse zur Herleitung der arbitragefreien Drift von Forward Ra-

n+l

fes sei das dquivalente Martingalmall Q""" betrachtet, das mit dem am léngsten laufenden
Bond B(¢#,T,,,) assoziiert wird. Mit Riickgriff auf Definition (3.33) stellt das Produkt aus
der Forward Rate und dem ldnger laufenden Bond, das durch den Kauf des kurzen und den
Verkauf des langen Bonds dupliziert werden kann, ein handelbares Wertpapier dar und
folgt demnach bezogen auf das Numeraire, dessen Falligkeit mit der Payout-Zeit der je-

weiligen Forward Rate iibereinstimmt, einem Martingal. Aufgrund dessen weist unter dem

terminalen Forward-Wahrscheinlichkeitsmal3 die letzte Forward Rate keine Drift auf:

0BT, =2 B0 %=an<t>ibnkd%@“<z> (3.42)
an n k=1

192 Abhingig vom zu bewertenden Zinsprodukt kann entweder auf die moglichst exakte globale Reproduk-
tion, oder auch nur auf die Wiedergabe bestimmter Bereiche der Korrelationsstruktur abgestellt werden.
19" Uberall bezeichnen d, orthogonal zueinander gezogene Brownsche Inkremente.
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Folglich stellt jede einzelne Forward Rate unter ihrem eigenen Wahrscheinlichkeitsmal}
jeweils ein Martingal dar, allerdings ist unter dem einheitlichen terminalen Wahrschein-
lichkeitsmal3 keine mehr driftlos. Die Definition des dquivalenten Martingalmalles erfolgt

mit Hilfe des Radon-Nikodym-Derivative (RND):

40" _ o F. - BGT)BOL) _BO.T,)
ao " T BG,T, ) /BO.T,)  BO.T)

[1+a,f,0)] (3.43)

Bezugnehmend auf die SDE von £, (¢) unter Q" liefert die Anwendung von /70 ’s Lemma

direkt die Martingal-Dynamik von 7(¢) :

— B(O’Tnﬂ) ( > n+1) O
dn(t) =————=-= B(O,T,,) LAf (1) = ——== B(O T) a, f,(t)o, (t)z dw () = o a
_ anfn (t) O '

Um den MaBwechsel nach Mal3gabe des Girsanov-Theorems vollziehen zu kénnen, muss

der m-dimensionale, adaptierte Prozess &, (¢) determiniert werden:

)3 j & (s)dm 2 *‘(V)Wj‘Hi( ) ds
n(e)=et

-(Spaor |

(3.45)
W () =W ()= [ £,(s)ds, k=1,m

Nach erneuter Anwendung von /7o s Lemma erhdlt man die alternative Dynamik fiir (%) :
dn(t) = (1) & Oawe (1) (3.46)
k=1

Der Vergleich zwischen den beiden Differentialgleichungen fiir 7(¢) in (3.44) bzw. (3.46)

verschafft unmittelbaren Aufschluss tiber den betreffenden Prozess &, (¢) :

AN <z>2bndeQ ()= Zékmdwg 0 =

Ita f() (3.47)
L) i |

5"0)_—1+anfn(r) o,tb,, Yk=1,m

Fiir die Dynamik der eine Periode frither verfallenden /“orward Rate f, (t), die unter Q"

einem Martingal folgt, ldsst sich dementsprechend herleiten:

Mit W2 () =W (1)=& (H)dt, k=1,m =
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@ _ o, (t)i b, dW2 (1) =

fia®

e =0 O b b T2 0,00, O bW @) = (48
O a,f, (t)a,,( )Pyt N 0.

ot D= am(r)[ S ]drwm(r);b,,wdm 0

Die iterative Applikation der gleichen Technik ermoglicht die Spezifizierung der SDE von

Forward Rates f,(t) mit beliebigen Reset- bzw. Payout-Zeiten:

AW2 (t) = dW 2 (1) - :2:‘1 E(Ddt—E(dt, E,(t)= %UJ by, =

dW2 (1) =dW 2 (t)- ,Z,j‘ll ”?j(f()t) o, (Db =

i{((tt)) (”,;; el a[{;‘z)"’(’)"”‘w)Zb awE @ = o
4O _ ;¢ )Z /Do Py 1o ( f)Z b AW (1)

f:(@) m 1+a f,(0) k=1

Bemerkenswert ist die schwerwiegende Komplikation bei der Entwicklung der Zinsstruk-
tur, die durch die explizite Abhédngigkeit der Driftfunktion von den Forward Rates selbst
herbeigefiihrt wird. Formell nimmt die Losung der Differentialgleichung die bekannte Ex-

ponentialform an:

j{—a,-( )Z%f’gp’ 1o2Gs )}fw]a(s)Zb dwgr (s)

L@ =f(0)e - (3.50)
Allerdings kann die Integration aufgrund des stochastischen Charakters des Driftterms
nicht direkt durchgefiihrt werden. Der Integrand stellt keine einfache deterministische
Funktion der Zeit dar, so dass der Logarithmus der /orward Rates nicht mehr einem mul-
tidimensionalen Gaufischen Prozess folgt. Es existieren jedoch anspruchsvolle Approxima-
tionsverfahren, die in der Lage sind, mit {iberraschender Genauigkeit die Driftfunktion als
bedingt deterministisch zu gestalten und somit die wiinschenswerten Eigenschaften einer
Gaufischen Evolution der Forward Rate Curve zu praservieren. Ohne im Entferntesten den
Anspruch auf Vollstdndigkeit zu erheben, bietet der Anfang des nachfolgenden Abschnitts
einen kurzen Abriss der prominentesten Methoden dar. Anschlieend wird eine weitere
Approximation entwickelt, deren Exaktheit durch den Vergleich mit einer rechenaufwen-
digen Anndherungslosung auf der Grundlage einer sehr feinen Diskretisierung des Driftin-

tegrals iiberpriift wird.
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343  Die Approximation der Driftfunktion
3431  Uberblicksartige Darstellung existierender Approximationsverfahren

Auf der Grundlage der schwachen Runge-Kutta-ahnlichen Approximation'®* zur numeri-
schen Losung von stochastischen Differentialgleichungen mit zustandsabhingiger Drift,
erfreut sich die Predicior-Corrector'® Methode breiter Akzeptanz. Zuerst werden die Lo-
garithmen der Forward Rates nach MaBgabe des stochastischen Log-Euler-Schemas'® so
entwickelt, als wiren die Drifts konstant und gleich ihren Startwerten. AnschlieBend wer-
den die Drifts mit den gerade aus der Evolution der Forward Rate Curve determinierten
Endwerten neu berechnet, bevor letztlich der Durchschnitt mit den anfianglichen Drifts
gebildet wird. SchlieBlich wird die Zinsstruktur mit dem so ermittelten Predictor-
Corrector Driftterm und der gleichen normal verteilten Zufallsvariable erneut entwickelt.
Obwohl die Driftfunktion von der jeweiligen Gaufischen Ziehung des Pfades abhingt, er-
folgt die Entfaltung der Forward Rates bedingt auf diese spezifische Auspriagung so, als ob

die Driftfunktion deterministisch wére. Die Approximation konvertiert die stochastische

Drift in eine bedingt deterministische Funktion.

Ein weiteres Anndherungsverfahren approximiert die Verteilung der Libor und Swap Rates
als log-normal'®’. Im Gegensatz zu allen anderen Methoden, bei denen einzeln die Drift-
funktion eine Adjustierung erfahrt, wird im Rahmen dieses Ansatzes zusitzlich die Volati-
litatsstruktur angepasst. Basierend allein auf partieller Integration, besticht die Technik
durch ihre iiberraschende Einfachheit und eignet sich insbesondere zur Beschleunigung der
Monte-Carlo-Simulation, Akzeleration der Kalibrierungsroutine und zur Modellierung

rekombinierender Binomialbdume dank der log-normalen Eigenschaft aller Rates.

Gestiitzt auf die generelle Methodologie rekombinierender Baumknoten zur Konstruktion
von multidimensionalen Binomialbdumen zwecks Approximation multivariat lognormal
verteilter Prozesse'®, derer man sich spiter zur Entwicklung eines Zwei-Faktoren Spor

Rate Modells der Zinsstruktur'® angenommen hat, existiert eine effiziente Alternative zur

1% Vgl. Abschnitt 2542,

19 Vgl. (1) C. J. Hunter, P. Jickel, M. S. Joshi, “Drift Approximations in a Forward-Rate-Based Libor Mar-
ket Model”, Royal Bank of Scotland Working Paper (2001), S. 1-10, (2) C. J. Hunter, P. Jickel, M. S.
Joshi, “Getting the Drift”, RISK July (2001), S. 81-84, (3) R. Rebonato, “Modern Pricing of Interest-
Rate Derivatives: The Libor Market Model and Beyond”, Princeton University Press (2002), p. 123-131.
Vgl. P. E. Kloeden, E. Platen, H. Schurz, “Numerical Solution of SDE through Computer Experiments”
(1997), Corrected Second Printing, S. 110-115.

17 vgl. A. Daniluk, D. Gatarek, “A Fully Lognormal Libor Market Model”, RISK September (2005), S.
115-118.

Vgl. T. S. Ho, R. C. Stapleton, M. G. Subrahmanyam, “Multivariate Binomial Approximations for Asset
Process with Non-Stationary Variance and Covariance Characteristics”, Review of Financial Studies 8
(1995), S. 1125-1152.

Vgl. S. Peterson, R. C. Stapleton, M. G. Subrahmanyam, “A Multi-Factor Spot Rate Model for the Pric-
ing of Interest-Rate Derivatives”, Journal of Financial and Quantitative Analysis 38 (2003), S. 847-880.
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rechenaufwendigen Monte-Carlo-Simulation der stochastischen Driftfunktion, die sich
adjustierter bedingter Wahrscheinlichkeiten bedient, um schlieBlich eine in zwei Dimensi-

onen rekombinierende Gitterstruktur aufzustellen'”’.

Weitere log-normale Approximationen'’' erstrecken sich von der einfachen Eliminierung
der Driftfunktion, tiber die Picm‘d—Lindeli)"fLO172 Iteration, die faktisch mit dem ,,Einfrieren*
der Libor Rate auf ihrem aktuellen Niveau gleichzusetzen ist und dementsprechend eine
deterministische Natur aufweist, bis hin zur Picard-Lindelof-1 Iteration, die einem Gau/s-
schen Prozess folgt. Besonderer Nachdruck wird dem Simulationsverfahren auf der Basis
log-normaler Zufallsfelder kontrastiert mit der konventionellen numerischen Technik zur

Losung von stochastischen Differentialgleichungen verliehen.

Deutliche Verbesserung der eingangs beschriebenen Predictor-Corrector Methode beziig-
lich der Approximationsgenauigkeit stellt ein neuartiges, auf dem Konzept der endkonditi-
onierten Brownschen Bewegung fundiertes Anniherungsverfahren dar'”. Jede Forward
Rate f,(s),V I = m , im stochastischen Driftterm in (3.50) wird iiber den auf den End-
punkt eines driftlosen Libor-Prozesses bedingten Erwartungswert approximiert:

oy =T AN ) mit [[O)= [0, @)= £ .
w(&)=E[fOILO=£70] = A& =us), ¥ [=i+tln

Auf Kosten der zusétzlichen, leicht restriktiven Annahme einer separierbaren Volatilitits-
struktur, wird eine signifikante Erhdhung der Berechnungsgeschwindigkeit im Vergleich

zur klassischen Monte-Carlo-Simulation erzielt.

3432  Stochastische Driftapproximation mit Hilfe der Brownschen Briicke

Anstatt die im letzten Abschnitt geschilderten Approximationsverfahren zu elaborieren,
wird im weiteren Verlauf der Ausfiihrungen eine neue Methode zur Anndherung der pfad-
abhingigen Driftfunktion vorgestellt, die gleichermallen auf dem Konzept der Brownschen

Briicke'™ beruht. Im Gegensatz zu der Interpolationstechnik von Pietercz et al., die sich

170 vgl. S. Derrick, D. J. Stapleton, R. C. Stapleton, “The Libor Market Model: A Recombining Binomial
Tree Methodology”, Working Paper (2005), S. 1-22.

Vgl. O. Kurbanmuradov, K. Sabelfeld, J. Schoenmakers, “Lognormal Approximations to Libor Market
Models”, The Journal of Computational Finance 6 1 (2002), S.69-100.

Zum Originalwerk iiber das Picard-Lindelof Iterationsverfahren vgl. M. E. Lindel6f, “Sur l'application de
la méthode des approximations successives aux équations différentielles ordinaires du premier ordre”;
Comptes rendus hebdomadaires des séances de 1'Académie des sciences Vol. 114 (1894), pp. 454-457.
Vgl. R. Pietersz, A. Pelsser, M. van Regenmortel, “Fast Drift Approximated Pricing in the BGM Model”,
The Journal of Computational Finance 8 1 (2004), S. 93-124.

Zur Charakterisierung der Brownschen Briicke vgl. Anlage 5.
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zwar der Brownschen Briicke bedient, jedoch ihre bedingt deterministische Natur offenbart
und somit allen anderen Ansidtzen sehr dhnlich ist, emuliert die nachfolgende neuartige
Prozedur den stochastischen Charakter der Zustandsvariablen. Gestiitzt auf die essentielle
Tatsache, dass die Drift in (3.49) offenkundig von den Forward Rates selbst abhdngt, al-
lerdings eine Funktion von bereits ermittelten Liborsétzen darstellt, weist der Prozess einen
natlirlichen Startwert - definiert durch die aktuelle Zinsstruktur - und einen errechenbaren
Endpunkt auf, der in iterativer Weise angefangen mit der letzten, unter dem terminalen
Wahrscheinlichkeitsmall einem Martingal folgenden Libor Rate ermittelt wird. Ausgehend
von der Annahme, dass der Logarithmus der Forward Rate-Evolution einen generalisierten

Wiener Prozess'” représentiert

SO)_H ¢ ahio o 1 b
ln[f,(O)]_o( S lvaf ) 5 1) ]d’u+!0;(u)dW (u),

suggeriert diese Feststellung die Anwendung einer Brownschen Briicke mit trivialem Start-

wert 0 und einem aus der iterativen Prozedur bekannten Endpunkt

j(_ 5 o f, (o, Wo,w) 1

+a, f, () o)’ ”+j0,(u)dWQ"+' (u):ln(M]’
k=l+1 a, f, (u 0

11(0)

0

um den Liborsatz in einem beliebigen Zeitpunkt 0 < s <¢ wie folgt zu approximieren:

In (MJ =0.(t—s)+1In (%} s+ (- s)j—dWBB (1)

£1(0) 1 o L-u (3.52)

L o [ as ()
ln[ﬁ(o)}w(t S)'([ P

Ji(s) = 1,(0)e

Demzufolge wird die Entwicklung der Libor Rate durch das Einsetzen des Ausdrucks fiir

/,(s) aus (3.52) in die Driftfunktion in (3.50) erreicht:

ln( /1(’))”“75)‘}' d”’){}w(u)
—u
0 o,(s)o;(s) 1

t
_N afi(0e

= SO N, pos SWBB (1) 2
0| =i+l 1"[/;(0)]”([ s)(I) P

£,@) = f,(0)e rrai0e (3.53)

1
,(s)? S+J.o'[ (5)dWw 2+ (s)
0

Es muss hervorgehoben werden, dass W,,(¢) als unabhingig von W% (¢) gezogen wird
und ausschlieflich der Konstruktion der Brownschen Briicke dient. Aufgrund der Konditi-

onierung auf eine normal verteilte Zufallsvariable, besitzt die Driftfunktion einen bedingt

> Im Gegensatz zur multifaktoriellen Dynamik in (3.49), wird im Folgenden eine eindimensionale sto-
chastische Entwicklung der Forward Rates und damit einhergehend eine perfekte Korrelation zwischen
den Liborsétzen unterstellt. Fiir die Funktionalitdt der Driftapproximation ist die explizite Integration ei-
ner instantanen Korrelationsstruktur in den Modellierungsrahmen irrelevant.
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deterministischen Charakter, der Forward Rate-Prozess bleibt jedoch durch die Driftde-
pendenz von der Realisation der Libor Rate Non-Markov. Dartiber hinaus ist die Approxi-
mation umso ungenauer, je mehr Liborsédtze ihren Einfluss auf den Driftterm ausiiben bzw.
je weiter man sich entlang der Zeitachse von dem terminalen Zeitpunkt ¢ ., fortbewegt.
Dennoch weist das propagierte Anndherungsverfahren hinreichende Prizision auf, wie es
durch den Vergleich mit einer alternativen Implementierung auf der Basis einer sehr feinen
Diskretisierung des Driftintegrals gezeigt werden kann. In jedem Simulationsschritt wird
die Driftfunktion als abschnittsweise konstant approximiert, wodurch die Zugénglichkeit

des ansonsten stochastischen Integrands gewéhrleistet ist:

Mit k— o resp. At -0, so dass t=k.At—const.

- X (m+1)At k-1 354
_aufi(m-Ar) | j a,(s)ai(s)—;o,(s)zjdwzm(m.m)(W””(m.At+m)—W”“(m-At))( )

S e fi(m A AL m=0

fi(kAr) = f,(0)e

(a) Brownsche Briicke vs. Brute Force (b) Brownsche Briicke vs. Brute Force
© [c)
o 4 o 4
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Abb. 3-2  Die Forward Rate als Funktion der Laufzeit

(a) Die Approximation mittels der Brownschen Briicke vs. die diskretisierte Entwicklung der Zinsstruktur.
(b) Der Prozess der Approximation mittels der Brownschen Briicke vs. den Prozess der diskreten Implemen-
tierung. Die akzeptable Ungenauigkeit aufgrund der angewandten Anniherungsmethode findet ihren visuel-
len Niederschlag in den leicht auseinanderklaffenden Prozessverldufen der beiden alternativen Verfahren der
Evolution der Zinsstruktur mit steigender Laufzeit und zeitméBig groBer werdender Entfernung zum termina-
len Zeitpunkt 7, ,, .

Die obigen Abbildungen stellen eine komparative Veranschaulichung der Approximation
mittels der Brownschen Briicke gemal3 (3.53) und der diskreten Implementierung gemal3

(3.54) und eine Gegeniiberstellung der jeweils dahinter stehenden Prozesse dar.

Die nachfolgende Tabelle quantifiziert die Ergebnisse aus der simulativen Evolution einer
flachen Libor-Struktur und vergleicht die Performance der Approximation auf der Basis
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der Brownschen Briicke mit der diskretisierten Entwicklung der Zinsstruktur und der ein-

gangs erwihnten Methode von Pietercz et al. :

L(t,) 0.04000 | 0.04000 | 0.04000 | 0.04000 | 0.04000

Brute Force | 0.03953 | 0.03965 | 0.03977 | 0.03989 | 0.04000

B. Bridge 0.03950 | 0.03960 | 0.03980 | 0.03990 | 0.04000

Fast Drift | 0.03950 | 0.03960 | 0.03970 | 0.03990 | 0.04000

Eine exemplarische Anleitung zur praktischen Implementierung des vorgeschlagenen Si-

mulationsalgorithmus ldsst sich folgendermaflen zusammenfassen:
(@) man beginne mit der aktuellen Zinsstruktur f;(0), i=1,...,n;
(i)  man determiniere den letzen Liborsatz geméal seiner driftlosen Dynamik:

t t
—lJ‘o'n (u)? d“*_[“n (u)dW 2+ (u)

£, =f,(0)e °

(iii) man berechne alle anderen Forward Rates f,(t), mit i <n, gemiB (3.53) unter Be-
riicksichtigung der Tatsache, dass die Driftfunktion aus bereits in einem fritheren

Simulationsschritt ermittelten Liborsédtzen f,(#) zusammengesetzt ist.

344  Die generellen Inputfaktoren fiir das Grundgeriist des Libor-Marktmodells

Basierend auf einer der wichtigsten Erkenntnisse des einleitenden Abschnitts iiber die Ent-
stehung der marktkonformen Modellierungstechnik'’® — der vollstindigen und eindeutigen
Definition der zeitdiskreten Entwicklung der Zinsstruktur mittels der instantanen Schwan-
kungs- und Korrelationsstruktur'’’ — und der Existenz einer nahezu unerschépflichen Fiille
von Auswahloptionen beziiglich des modelltheoretischen Kovarianzgefiiges, wird in einem
ersten Schritt eine aus dem intuitiven Verstidndnis fiir die ///M-Volatilititsform heraus
ableitbare und vom Kalibrierungsgesichtspunkt aus praktikable Funktionsvorschrift fiir die
instantane Volatilitdt vorgeschlagen. Fundiert durch empirisches Datenmaterial und vor-
rangig unter dem Blickwinkel der finanzwirtschaftlichen Plausibilitdt wird im Hinblick auf
die anschlieBende Demonstration der Fahigkeit der implementierten Kalibrierungsproze-
dur, eine exogen vorgegebene Korrelationsmatrix in Abhingigkeit von der Anzahl der Fak-

toren partiell oder vollstindig zu reproduzieren, eine spezifische Funktionsform fiir die

176 Vgl. die ausfiihrliche Diskussion im Abschnitt 341.
77 Vgl. Formel (3.49).
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Marktkorrelationsstruktur zugrunde gelegt. Des Weiteren wird im Rahmen der simultanen
Anpassung an Daten aus beiden Referenzoptionsmirkten (Caplets/Swaptions) untersucht,
wie die Swap Rate/Swap Rate Zielkorrelationsstruktur in einer Forward Rate-basierten
Entwicklungsumgebung zu modifizieren ist. Wegen des hohen Grades an praktischer Re-
levanz bleibt die technische Ausfithrung der Kalibrierungsroutinen einem separaten Ab-

schnitt vorbehalten.

3441 Die Konstruktion der instantanen Volatilitatsfunktion

In Anlehnung an die rigorose Herleitung der /./)/-Volatilititsfunktion' ™ wird gestiitzt auf
die Theorie der harmonischen Oszillation aus der Physik folgende lineare, homogene Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten fiir die Schwankung der

Forward Rates in Abhéngigkeit der Restlaufzeit aufgestellt:

oo, (t,T) 0o, (t.T)
m +a
oT? oT,

i

+k0'/;_(t,7;):0, mit m,a,k —const. (3.55)

Im Rahmen der /7/M-Zinsstrukturevolution erfihrt die instantane Forward Rate Anderun-
gen innerhalb infinitesimal kleiner Zeitintervalle, woraus eine relativ niedrige Geschwin-
digkeitsanpassung fiir die Riickkehr zum langfristigen Niveau gefolgert werden kann, da
der Zinssatz schlieBlich tiber unendlich viele Gelegenheiten verfiigt, diesen Level zu errei-
chen. Infolgedessen entsprang die instantane Volatilitdtsstruktur einem untergeddmpft os-
zillierenden physikalischen System, wobei die Deskription der Schwingungen von der
Nachbildung der Schwankungsstruktur separiert werden konnte. Im Gegensatz dazu wer-
den die einer linearen Zinsberechnungskonvention unterliegenden Liborsétze zwar zeitkon-
tinuierlich, jedoch an abzdhlbaren, diskreten Stiitzstellen auf der Zinsstruktur modelliert,
woraus fiir die einfache Forward Rate zwangslaufig viel weniger Chancen erwachsen, zum
langfristigen Niveau zuriickzukehren. Folglich muss die gleichgewichtswiederherstellende
endogene Dampfungskraft, ausgedriickt durch die Mean Reversion Rate b=a/2'", deutlich
stirker ausfallen. Diese intuitiven Uberlegungen affirmieren die Entscheidung, fiir die Her-
leitung der instantanen Volatilitdtsfunktion der Libor Rate die kritisch geddmpfte Version
im Unterschied zur untergeddmpften Variante des harmonischen Oszillators zu verwenden.

a(T,~1)

Die Losung der Differentialgleichung erfolgt mit Hilfe des Ansatzes Ae und liefert

78 Vgl. nochmals die Ausfithrungen im Abschnitt 331.
7 vgl. S. 72.
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die entsprechende Positionsfunktion, die in Ermangelung von Schwingungen direkt die

gesuchte Volatilititsstruktur ohne die Notwendigkeit des Separationsprinzips'* beschreibt:

ma® 4e“ " + aa e + kAe® T =0 = Ae* T (ma2 +aa+ k) =0 >

—a+~a*—4km

ma’ +aa+k=0 = a, =
- 2m

_ (3.56)
kritisch geddmpft: o’ —4km=0 = %:_:1:—]

. 4b* -4k .
Mit m=1, a=2b = T:O = Mean Reversion b=k
Gemal dem Superpositionsprinzip setzt sich die Losung der Differentialgleichung aus der
Menge mehrerer unabhingiger Fundamentallosungen zusammen, wobei die Konstanten 4

und B durch die einschlégigen Startbedingungen determiniert werden:

o, (t.T)= Ae /" 4+ Be /U = (4+ B)e " = (44 B)e "

(1) o, (tt)=A+B=0,(1) (3.57)
oo, (t,T) . o .
2) —féT S =—j(4+B)e Y| =—j(A+B)=-bo,(1) = A+B=0,()

7=t

Im Startzeitpunkt 7 entspricht die deskriptive Positionsfunktion o, (t,];)‘T der Short Rate-
y; -

Volatilitit o, (¢), die sowohl deterministischer als auch stochastischer Natur sein darf, je-
doch unabhiéngig von 7 ist. Durch die zweite Nebenbedingung wird die anféngliche Ge-
schwindigkeit festgelegt, mit der man sich von o, (¢) entfernt und gegen den langfristigen

Gleichgewichtszustand strebt. Da (/) und (2) in (3.57) keine unabhéngigen Losungen fiir 4
und B produzieren'™', auBer dass deren Summe mit der Short Rate-Volatilitit iiberein-

stimmt, wird ein multiplikativ um die Restlaufzeit erweiterter Ansatz A(T, —¢)e“" ™ appli-
ziert und in (3.55) eingesetzt:

o[ AT, —1)e" "™ |
oT,

O [ AT, -1)e" " |

oT’

1

m.Ae"" " (2a+a’ (T,-t))+a.Ae"" ™" (1+a(T, ~ 1))+ kAT, - 1)e"" ™ =0 (3.58)

Mit

= A" + . AT —t)e” "™ und

=2a.4e" " + > AT —t)e”" ™"

m(T.—t)a2+(2m+a(7; —t))a+a+k( .—t):O =

1

180 7um Separationsprinzip vgl. S.72 -73.

B Der Ansatz Ae™" ™" ist offensichtlich nicht allgemein genug, da er nur eine einzige Losung liefert. Ein
fundamentales System erfordert jedoch wenigstens zwei voneinander unabhéngige Losungen.
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Folglich ergibt der kritisch geddmpfte harmonische Oszillator:

Mlt a2_4km=0 j— a+=—i und a_:- 2 _i =
m (T'—t) 2m
0, (1T = A(T -0 1 BT, ~1)e" 0 = A+ Be™)(T, 1) 7
1) o,@n=0,0)=0 (3.59)
aaf @7)

(2) = A.eib (fi=) A(T — t)b eib (Ti~1) B'e’sz(TF’) _ B.b.e727b(Trt)

o,

=A+Be” =—bo (1)

Wenig iiberraschend erweist sich dieser erweiterte Ansatz gleichermallen als nicht reich-
haltig genug, um zwei unabhédngige Losungen fiir 4 und 5 zu gewihrleisten. Allerdings

folgt durch die Uberlagerung der beiden Ansitze'™?

fiir die Losung der Differentialglei-
chung (3.55) unter zusétzlicher Beriicksichtigung der Tatsache, dass die Volatilititsfunkti-

on bei (7, —t) — oo gegen einen langfristigen Grenzwert ¢ streben kann:

o, (t.T)= [M+A+B.e‘2 (T, —t)—dje‘b“‘f) +d (3.60)
Im Rahmen der Kalibrierungsprozedur gilt es die Volatilitdtsparameter «, b, ¢, d an Markt-
daten anzupassen, wobei die reine Zeitdependenz der Schwankungsstruktur mit Hilfe der
Short Rate-Volatilitit o (t) = A+ B eingefangen werden kann. Demzufolge muss « in der
impliziten Volatilitdt der Forward Rate mit der kiirzesten Laufzeit entsprechen. Auf der
Basis der deterministischen Short Rate-Volatilitit in (2.63), wird eine im Zeitablauf geméaf
der Mean Reversion Rate exponentiell verfallende Funktion von 7 vorgeschlagen. Um eine
rigide Uberspezifikation der Volatilititsstruktur, welche die Integration wichtiger Beson-
derheiten verfehlt, oder eine iiberméBige Flexibilitit mit zu vielen Freiheitsgraden zu ver-
meiden'®, wird die zugrunde liegende Exponentialfunktion als Fourierreihe mit einer nied-

1'® von zu behaltenden Frequenzen dargestellt'®. Zwecks Sicherstellung der

rigen Anzah
Adaptivitdt der empfohlenen Funktion ist die Multiplikation mit einem weiteren, spéter im

Rahmen der Kalibrierungsroutine anzupassenden Parameter erforderlich. Unter sorgfaltiger

82 GemiB dem Superpositionsprinzip

'8 Vgl. die Diskussion iiber den intrinsischen 77ade-Off auf S. 81-83, insb. S. 82.

'8 Im Rahmen der Kalibrierung werden sich 10 als vollkommen ausreichend erweisen. Es handelt sich um
die ersten 10 Harmonischen der Funktion o, (?), die ein ganzzahliges Vielfaches 7 der Grundfrequenz
27/2L darstellen.

Zur Herleitung vgl. Anlage 6. In Anlehnung an die Ergebnisse aus der in einem spéteren Abschnitt er-
folgenden Kalibrierung wird der Anpassungsparameter 4 auf 0.1 gesetzt.
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Beachtung dieser Uberlegungen nimmt die instantane Volatilititsfunktion der Forward

Rate o ,(t,T;) folgende Gestalt an:
o, t.T)=[o,O)+e(T~1)~d]e"" " +d

— 2L 1 k 1 i m_zzt m_m
o.()=4(1-¢™) 2bL+ZT(m7z)2+(bL)2 {msm( L J+bLCOS( L ﬂ (3.61)

Tn Tl’l’lElX
=—x5
2
o, —zu kalibrierende Funktionsparameter

Mit: L

. k=10, {o,}={A.b.c.d)

l

3442  Die Spezifikation der instantanen Korrelationsfunktion

Nach der Konstruktion der instantanen Volatilititsfunktion ist es zwingend erforderlich,
deren Beziehung zur erreichbaren Dekorrelation zwischen den Zinssétzen zu untersuchen,
da fiir die Bewertung der meisten komplexen Derivate hdufig nicht die unbedingte termina-
le Verteilung einer einzigen Forward Rate, sondern die Wahrscheinlichkeit der gemeinsa-
men bedingten Realisierung einer Reihe von Forward Rates zu verschiedenen Zeitpunkten
ermittelt werden muss. Damit hdngt unmittelbar die Frage nach der Anzahl der zu wihlen-
den Faktoren zusammen, um exotische Produkte'®® realistisch preisen zu konnen. Aller-
dings erfdhrt dieses Problem eine nachrangige Behandlung aufgrund der oft {ibersehenen
Tatsache, dass der Preis des zu bewertenden Zinsderivats nicht von der instantanen Korre-
lations- und Volatilititsfunktion separat abhingt, sondern von den Kovarianzelementen'®’
oder dquivalent von der terminalen Korrelation'®, die den Grad der Dependenz zwischen
den Forward Rates zu einem bestimmten zukiinftigen Zeitpunkt kumuliert angibt, im Ge-
gensatz zur instantanen Korrelation, die ein Indikator fiir die Abhingigkeit zwischen in-
stantanen Zinsédnderungen darstellt. Beeinflusst durch sowohl die instantane Korrelation als
auch die zeitvariable instantane Volatilititsfunktion, ist die terminale Korrelation immer
kleiner oder gleich der instantanen Korrelation. Folglich kann eine signifikante Dekorrela-
tion sogar in einer Ein-Faktor-Entwicklungsumgebung mit perfekter instantaner Korrelati-
on herbeigefiihrt werden, solange der instantanen Volatilitdtsfunktion eine starke Zeitde-
pendenz auferlegt wird. Natiirlich wirft diese Reflektion die Frage nach der Erwiinschtheit
einer solchen Vorgehensweise auf. Allerdings besteht einer der groBiten Vorteile des mo-

dernen Modellierungsansatzes darin, dass die Wahl zwischen den beiden Methoden zur

1% Tatsichlich behilt diese Uberlegung ihre Giiltigkeit nicht nur fiir Exotics. Ein typisches Beispiel fiir ein
Plain-Vanilla Zinsinstrument wére die europédische Swaption, deren Payoff durch die Joint-Evolution der
Forward Rates bestimmt wird, die die Swap Rate konstituieren. Die Swap Rate kann als eine lineare
Kombination der zugrunde liegenden Forward Rates mit stochastischen Gewichten betrachtet werden,
wie spéter verdeutlicht wird.

87 Vgl. die Diskussion im Abschnitt 341, S.77 in Verbindung mit (3.49) bzw. (3.50).

'8 Noch als Dekorrelation bezeichnet.
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Erzielung realistischer terminaler Korrelationen allein dem Modellanwender iiberlassen ist.
Wahrscheinlich wére eine ungefihre Gleichaufteilung auf die beiden Mechanismen ratsam,
wird jedoch im Einzelfall von dem jeweiligen exotischen Zinsinstrument abhdngen und
von den Implikationen der stidrkeren Konzentration auf eines der beiden Verfahren fiir das
Produkt der anderen Methode, wodurch eine weitere Facette des modellinhdrenten 7rade-

Of"® zum Ausdruck kommt.

Die erfolgreiche Implementierung des Marktmodells ist auf die Qualitdt der spezifizierten
instantanen Volatilitits- und Korrelationsfunktionen angewiesen, deren Form finanztheore-
tisch intuitiv verstidndlich und ausreichend flexibel sein soll, ohne iiberzdhlige Freiheits-
grade in der Gestalt frei wihlbarer Parameter zuzulassen, da dadurch die Gefahr einer U-
berkalibrierung entsteht. Der Konstruktion der instantanen Volatilitit dhnlich, kann eine
parametrische Spezifikation der instantanen Korrelationsfunktion vorgenommen werden,
deren Koeffizienten so kalibriert werden, dass die bestmogliche Anpassung an Marktdaten
erreicht wird. Im Gegensatz dazu implizierte ein nichtparametrischer Ansatz, dass die
n(n—1)/2 Elemente einer nxn Korrelationsmatrix direkt aus Marktpreisen bestimmt wer-
den miissten. Die Alternative zwischen den beiden Extrema ist die semiparametrische Kon-
struktion der Korrelationsfunktion'”’, die an dieser Stelle nicht weiter verfolgt wird. Der
Ansatz ist jedoch attraktiv, da er die positive Definitheit'”' der resultierenden Korrelati-
onsmatrix garantiert und die wiinschenswerte Eigenschaft der abnehmenden Dekorrelati-
onsgeschwindigkeit'”> mit steigender Filligkeit der Forward Rates aufweist. Ungeachtet
der gewidhlten Methode ist die Determinierung der Korrelationen aus Marktpreisen eine
sehr mithsame Aufgabe, da es keine Plain-Vanilla Zinsinstrumente gibt, die ausschlieBlich
von der instantanen Korrelation zwischen Forward Rates abhdngig sind, im Gegensatz zu
Capletpreisen, die in einer direkten funktionalen Beziehung zu der instantanen Volatilitit
stehen. De facto ist die europdische Swaption das einzige einfache Zinsprodukt, in deren
Bewertungsformel die instantane Korrelation einflieB3t. Allerdings wird der Preis der Swap-
tion durch die Kovarianz iiber ihre Laufzeit hinweg bestimmt, die sowohl von der Zeitde-
pendenz der instantanen Volatilititsfunktion als auch von der instantanen Korrelation ab-
hingt. Verschiedene Kombinationen der beiden Faktoren konnen in der gleichen Dekorre-

lation und folglich im gleichen Wert flir die Swaption resultieren, wodurch sich die Er-

189
190

Erneut wird auf den einfithrenden Abschnitt 341 - S. 81-83, insb. S. 82 - verwiesen.

Vgl. J. Schoenmakers, B. Coffey, “Systematic Generation of Correlation Structures fort he LIBOR Mar-
ket Model”, International Journal of Theoretical and Applied Finance 6 4 (2003), S. 1-13.
gleichbedeutend mit streng positiven Eigenwerten, da die Korrelationsmatrix quadratisch und symmet-
risch ist.

Die Konvexitit der Korrelationsstruktur ist eine abnehmende Funktion der Filligkeit.
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rechnung des Beitrags der einzelnen Elemente zum Zustandekommen des Preises als du-
Berst schwierig erweist. Auf die empirische Ermittlung der Korrelationen und die damit
einhergehenden Probleme soll an dieser Stelle nicht niher eingegangen werden'”, da dies
kein direkter Bestandteil der vorliegenden Untersuchung ist. Die Intention besteht lediglich
darin, den Leser fiir die Schwierigkeiten bei der Verkniipfung von statistischen Methoden
zur Schitzung von Korrelationen mit der Anforderung einer vom finanzwirtschaftlichen
Gesichtspunkt aus plausiblen Funktionsform zu sensibilisieren. Im weiteren Verlauf der
Arbeit wird eine exogen vorgegebene Korrelationsmatrix angenommen, die Marktkorrela-
tionen beinhaltet und die Zielmatrix darstellt. Basierend auf der Tatsache, dass die Korrela-
tion eine langfristige Charakteristik der Forward Rates ist und somit als relativ homogen
im Zeitablauf erwartet wird, kann sie fiir das Paar f,(¢) und f,(¢#) durch folgende zeitstati-
ondre Funktion generiert werden, deren Parameter flir den asymptotischen Korrelations-
wert und fiir die Dekorrelationsgeschwindigkeit long corr bzw. decay const in einem

separaten Schritt unabhéngig durch 6konometrische Schédtzung ermittelt worden sind:
p, =long _corr+(1—long _corr)e “* ~constfi | (3.62)

Die Hauptzielsetzung besteht in der Entwicklung einer verldsslichen und schnellen Kalib-
rierungsprozedur, die die bestmdgliche Anpassung der instantanen Volatilititsfunktion
(3.61) an die marktimplizierte Volatilititsstruktur und das Fitting der modelltheoretischen
Korrelationen an die exogen vorgegebene Zielkorrelationsmatrix ermdglicht, vor allem
wenn weniger Faktoren als die Anzahl der zugrunde liegenden Forward Rates verwendet

werden.

345 Die Kalibrierung der modelltheoretischen Inputfunktionen an marktbeob-
achtbare Strukturen
3451  Das Fitting der instantanen Volatilititsfunktion

Der Begriff marktimplizierte Volatilititsstruktur bezieht sich auf die aus dem Markt extra-
hierbare Black-Volatilitit o, , (T;), die mit einem Caplet mit Félligkeit in 7, assoziiert ist.
Mit der Definition der diskreten Menge von Zeitpunkten {7,, i€[0,n], T, <T™} inner-
halb des Laufzeithorizonts [0,7™"] und der darauf basierend festgelegten Zinsstruktur
umspannender /“orward Rates, denen folgende Reser- und Payout-Zeiten (T,,T.,), i=0,
zugrunde liegen, ldsst sich die Marktvolatilitdt als die mittlere quadratische Wurzel der

zeitabhingigen instantanen Volatilitdtsfunktion ausdriicken:

193 7u empirischen Informationen iiber die Korrelationsstruktur zusammen mit generellen qualitativen Aus-
sagen {iber die Form der Korrelationsfunktion vgl. F. A. Longstaff, P. Santa-Clara, E. S. Schwartz, “The
Relative Valuation of Caps and Swaptions: Theory and Empirical Evidence®, The Journal of Finance 56
6 (2001), S. 2067-2109.
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Ti
T (TT, = [ 77 (u, T ) (3.63)
0

Diese Aquivalenzbeziehung und die durch Formel (3.61) avancierte, vom finanzwirtschaft-

%Form der instantanen Volatilititsfunktion stellen das

lichen Gesichtspunkt aus plausible
notige Werkzeug zur Verfiigung, um aus den erhéltlichen Caplet-Marktdaten alle mogli-
chen direkten Informationen {iber die Parametrisierung des Modells zu destillieren. Zu die-
sem Zweck wird eine nichtlineare Optimierungsroutine - die standardmiBige Davidon-
Fletcher-Powell™ Methode der variablen Metrik - eingesetzt, die alle Parameter der in-

stantanen Volatilititsfunktion solange simultan dndert, bis die quadrierte Distanz zwischen

der modelltheoretischen und der marktimplizierten Volatilitdtsstruktur minimiert wird:

w (7, 2
mT§=Zjﬁwmwhdm@m,{%%+M@@ (3.64)
a, =l \ ¢
Nach der Ermittlung des globalen Minimums kann durch eine Feinabstimmung mittels
folgender /"orward Rate-charakteristischer Funktion A(T}) = h;:
2
T,
hi2 — To-Black( l) i (365)
[0} (@, T )du
0
die residualen Preisdiskrepanzen aufgefangen werden, wobei je konstanter die Koeffizien-
ten A, sind, desto erfolgreicher ist die Kalibrierungsprozedur in der Erzeugung einer zeit-
homogenen Entwicklung der Volatilititsstruktur. Da o, (7))7, in der Regel keine streng
monoton wachsende Funktion der Capletfélligkeit 7, ist, impliziert der Markt eine Ande-
rung in der zukiinftigen Volatilititsform, wodurch die Integration einer rein zeitabhingigen
Komponente - der Short Rate-Volatilitit o, (¢) - in die propagierte instantane Volatilitéts-
funktion (3.61) erforderlich wird. Als Konsequenz ergeben sich nach dem Fitting (3.64) fiir

mittelfristige Caplets zwar relativ unverdnderliche Koeffizienten 4, im Wertebereich nahe

%% Darunter wird eine Evolution der Volatilitit im Zeitablauf verstanden, die vertretbare oder gerechtfertigte
Eigenschaften aufweist, wie eine nahezu homogene Zeitstruktur und die Aufrechterhaltung einer direkten
Beziehung zur Gestaltung der Volatilititsfunktionen im Rahmen der fritheren Zinsmodellierungstechni-
ken. Die rein zeitabhéngige Komponente der instantanen Volatilitatsfunktion (3.61) ist eine Fourierreihe
mit niedriger Anzahl von Frequenzen der exponentiell verfallenden Siort Rate-Volatilitdt (2.63) im
Hull/White-Zinsmodell, dessen Zusammenhang mit dem /.JA/-Konstrukt im Abschnitt 332 aufgedeckt
wurde. Allerdings kann die Homogenitit der temporalen Volatilititsentwicklung nur approximativ pra-
serviert werden, wie an der Notwendigkeit der Applikation einer zusdtzlichen Forward Rate-spezifischen
Komponente zwecks perfekter Kalibrierung an Capletpreise festzustellen ist.

195 ygl. (1) W. Press. S. Teukolsky, W. Vetterling, B. Flannery, “Numerical Recipes in C. The Art of Sci-
entific Computing”, Cambridge University Press (1996), S. 425-430. (2) J. Greenstadt, “Variations on
Variable-Metric Methods”, Mathematics of Computation 24 109 (1970), S. 1-22.
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um 1 herum, fiir sehr kurzfristige Caplets jedoch schwanken sie mit 0.75 </ <1 deutlich
starker. Zusammenfassend sei ausdriicklich betont, dass nach der Durchfiihrung der Kalib-
rierungsroutine (3.64) und der anschlieBenden Feinabstimmung (3.65), eine explizite Be-

dingung fiir die Bewertung von Caplets definiert wird:

T
i o} (u,T))du
0

Mit o, (t.T)=[o,()+c(T—t)-d]e""™ +4,

l

1 & 1 . A7) 3:66)
o) =Afl-e™) Loy L {m (ﬂj% (ﬂﬂ
2bL 5 (mr)” +(BL) L L

und L—T T , k=10
2 2

3452  Das Fitting der instantanen Korrelationsfunktion. Optimales Verfahren zur
bestmoglichen Reproduktion der exogenen Marktkorrelationsmatrix

Die zweckmiBigste Deskription der /orward Rate-Dynamik in einer Konstruktionsumge-
bung mit einer Anzahl von Faktoren (1), die geringer als die zu modellierenden Forward
Rates (n) ist, wird durch die Gleichungen fiir die stochastische Evolution auf der Basis
orthogonaler Brownscher Inkremente - wie in den Abschnitten 3421 und 3422 hergeleitet -
zum Ausdruck gebracht. Vor dem Hintergrund der bevorstehenden Anpassung der modell-
theoretischen Korrelationsmatrix an die exogen vorgegebene Marktkorrelationsstruktur
(3.62) werden zu Referenzierungszwecken die relevante SDE und die essentielle Bezie-
hung fiir die zu kalibrierende Funktion b, , die eine exakte Reproduktion der instantanen

Volatilitdtsfunktion o, () sicherstellt'”®, nochmals angefiihrt:

Cj]:((tt)) (t)zgl kz; ,kblk & ]j](f() ) o,(t)dt + o, (t)g bideVkQ,,ﬂ (t)

d ) . m m m m
E ii = aiZbidek(aijjdekj =0,) b, (bjk )0de = p, =2 b, (bjk)(3.67)
L j; j; k=1 k=1 k=1 k=1

E_fi(t) f,«(t)} (;b dzj =o; Zb,kdt oldt = Zb =1

1% Falls sie zusitzlich dazu so gewihlt wird, dass 0,(¢) den richtigen mittleren quadratischen Wurzelwert
gemal (3.63) aufweist, werden auch Caplets nach Malligabe der Empfehlungen im letzten Abschnitt kor-
rekt bewertet bzw. deren Marktpreise genau wiedergegeben.
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Unter Einhaltung dieser Nebenbedingung werden die Faktorladungen b, in der meistver-
wendeten Form trigonometrischer Funktionen'’” mittels einer frei wihlbaren Menge reeller

Zahlen (Winkel) 6, parametrisiert und die Modellkorrelationsmatrix p = b(b)T erstellt:

b, =cos (8, )sin (8, )...si (ei(j_l)), 1< j<m (3.68)

n
b,, =sin(6,). s1n<6? )

Aufgrund der reduzierten Dimensionalitét (m 0 n) resultiert die Orthogonalisierung der
Modellkorrelationsmatrix in lediglich . distinkt positiven Eigenwerten mit der Konse-
quenz, dass den restlichen n—m Eigenvektoren keine Bedeutung beigemessen werden
sollte. Demzufolge wird der Erkldrungsgehalt der modellbasierten Korrelationsstruktur
beeintrachtigt und die marktextrahierte Zielkorrelationsmatrix kann nicht perfekt reprodu-
ziert werden. Vor diesem Hintergrund wird erneut die nichtlineare Kalibrierungsroutine
aus dem letzten Abschnitt- technisch der Davidon-Fletcher-Powell Methode nachempfun-
den - mit der Zielsetzung appliziert, Caplets unter Beibehaltung der gewdhlten Parametri-
sierung der instantanen Volatilitdtsfunktion (3.66) exakt preisen zu konnen und gleichzei-

tig die exogene Marktkorrelationsmatrix optimal zu approximieren:

n m 2
min éZ — Z ,j (p;narkt ;nodell) z (p;narkt Zb[k (bjk )Tj (369)
k=1

{Ouk=Lm}  ij=1 i,j=I

Basierend auf einer stilisierten Zinsstruktur determiniert durch n =10 Forward Rates wird

markt

die Marktkorrelationsmatrix p;“" mittels Funktion (3.62) beschrieben, deren Parameter
long corr=0.6 und decay const=0.1 in einem separaten Schritt unabhingig geschitzt
worden sind. Anfangs beinhaltet die Matrix @, identische konstante Gewichtungsfaktoren,
um die bestmogliche globale Anpassung zu bewirken. Die optimale Losung fiir verschie-

dene Faktorisierungen des Modells wird zur Veranschaulichung graphisch dargestellt:

7 Es ldsst sich unmittelbar zeigen, dass ein solcher funktionaler Zusammenhang dem Normierungszwang

im

+sin (6} ).. sm( ) Zb2+s1n( 1) sm(Hl(/ )[cos(@ )+s1n(¢92)] ...... = cos(6; )+

sm(& )[cos(@ )+sm(:9 ):|=COS((9“)+SIII(HI.21)=

m j—1
kz:;bii =1 unterliegt: Mit j=m—1 = b’ +Z:b2 +b. =b. +:Z::‘b,i +cos(0;.)sin(@f)...sin(@i@_]))
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(a) Markt- vs. Modellkorrelation m=2 (b) Markt- vs. Modellkorrelation m=3
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Abb. 3-3  Die instantane Korrelationsfunktion basierend auf einer Zwei- bzw. Drei-
Faktoren-Implementierung

(a) und (b) Die Korrelation zwischen der ersten Zwdlfmonats-/orward Rate und den folgenden neun entlang
der Zinsstruktur fiir die Zielkorrelationsmatrix und die Modellkorrelationsmatrix, die als die optimale Losung
nach der bestmoglichen globalen Kalibrierung auf der Basis von zwei bzw. drei Faktoren, m=2 resp. m=3,
ermittelt worden ist. Markant ist die Unféhigkeit der gewihlten Faktorisierung, die schnelle Dekorrelation
impliziert durch die Zielkorrelation zwischen der ersten, zweiten und dritten Forward Rates herbeizufiihren.
Begriindet in der reduzierten Dimensionalitdt ist diese Eigenschaft bei der Implementierung mit =2 deutlich
starker ausgepragt.

Die Verbesserung des Fittings geht mit der Erhohung der Anzahl der Modellierungsfakto-

ren einher, wie folgende Abbildung visualisiert:

(a) Markt- vs. Modellkorrelation m=4 (b) Markt- vs. Modellkorrelation m=4
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Abb. 3-4  Die instantane Korrelationsfunktion basierend auf einer Vier-Faktoren-
Implementierung

(a) Die Korrelation zwischen der ersten Zwolfmonats-Forward Rate und den folgenden neun entlang der

Zinsstruktur fiir die Zielkorrelationsmatrix und die Modellkorrelationsmatrix, die als die optimale Losung

nach der bestmoglichen globalen Kalibrierung auf der Basis von vier Faktoren, =4, ermittelt worden ist.
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(b) wie in (a), allerdings wird die Korrelation zwischen der fiinften Zwdolfmonats-Forward Rate und den
restlichen neun Forward Rates dargestellt.

Um spezifische Eigenschaften exotischer Zinsprodukte einzufangen, konnen variable Ge-

wichtungsfaktoren @, der Funktion der quadrierten Distanz A* zugeordnet werden:

(a) Markt- vs. Modellkorrelation m=4 (b) Markt- vs. Modellkorrelation m=4

— Modellkorrelation

Korrelation

--- Marktkorrelation

Korrelation

Jahre Jahre

Abb. 3-5  Die instantane Korrelationsfunktion basierend auf einer Vier-Faktoren-
Implementierung mit variablen Gewichtungsfaktoren

Die obige Abbildung spiegelt die Bemiihung wider, die Korrelation zwischen unmittelbar
angrenzenden Forward Rates zulasten derer zwischen weit auseinander liegenden Forward
Rates exakt wiederzugeben. Der optimalen Reproduktion der Nebendiagonalen (ober- und
unterhalb der Hauptdiagonale) wird grofBere Bedeutung als dem Rest der Korrelationsmat-
rix beigemessen. Diese Vorgehensweise wire beispielsweise bei der Bewertung von Rat-
chet Caps geeignet, die eine Reihenfolge von Caplets mit stochastischen, eine Periode frii-
her gefixten Strikes darstellen, da der Payoff ausschlieBlich durch aufeinander folgende

Forward Rates determiniert wird:

N

RatchetCap,, = Zmax(f(Tj,Tj,Tm)—[f(Tf_l,Tj_l,Y})+h},O), h—const.
j=1

Es ist wichtig festzuhalten, dass in Abhdngigkeit vom zu bewertenden Zinsderivat nahezu

beliebige Abschnitte der Marktkorrelationsmatrix anhand der vorgeschlagenen Anpas-

sungsroutine wiedergegeben werden konnen. Die Entscheidung iiber das relevante Seg-

ment und das notwendige Instrumentarium fiir die anschlieBende Kalibrierung liegen in der

Hand des Modellanwenders.
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346 Die Kongruenz zwischen Caplet- und Swaptionmérkten

Bei der Bewertung von komplexen Finanzstrukturen muss man fast immer auf die “Joint-
Dynamics” von Forward und Swap Rates achten, da praktisch der Preis keines exotischen
Produkts ausschlieBlich von den Volatilititen und Korrelation zwischen homogenen Zu-
standsvariablen abhingt. Beispielsweise wird der Wert eines Trigger Swaps separat durch
die Volatilitdt des Trigger (Forward Rate) und die Volatilitit des Underlying (Swap Rate)
beeinflusst, er wird aber gleichzeitig auch durch die Korrelation zwischen den beiden Zu-
standsvariablen determiniert. Dariiber hinaus kann sich die relative Wichtigkeit der exak-
ten Kalibrierung an die Forward /Swap Rate-Volatilititen oder an die Korrelation zwi-
schen den beiden je nach /n/Out-of-the-Moneyness Level der Barriere dndern, wobei im
Falle eines Multi-Look Trigger Swaps zusétzlich noch die Forward Rate/Forward Rate-
Korrelation eine groflere Bedeutung erlangt. Daher ist fiir eine robuste und verldssliche
Modellimplementierung essentiell, die simultane Plausibilitit der durch die gewihlte Pa-
rametrisierung erzwungenen Werte all dieser Variablen zu tiberpriifen. Es ist extrem wich-
tig die Implikationen der anwenderspezifizierten Dynamik der Forward Rates fiir die Ent-
wicklung der Swap Rates und umgekehrt festzustellen. Nachdem die zeitabhéngige Volati-
litatsfunktion und die instantane Korrelation flir die Forward Rate-basierte Umsetzung
festgelegt worden sind, gilt es zu intersuchen, wie sich daraus schnell und effektiv die im-
plizite Swaptionsmatrix ergibt und wie sich Markt- und Modellpreise von Swaptions zu-

einander verhalten.

Angeregt durch diese Diskussion wird in den nachfolgenden Abschnitten die Kalibrierung
an implizite Black-Volatilititen von Caplets unter der Nebenbedingung der Implikation
einer nichtpathologischen Form der Forward Rate/ Forward Rate und Swap Rate/Swap
Rate-Korrelationsmatrix untersucht, bevor anschlieend der Versuch unternommen wird,
an Swaptionsmadrkte zu kalibrieren und gleichzeitig die bestmogliche Anpassung an Markt-
preise von Caplets zu gewihrleisten, i. e. eine Joint-Kalibrierung.

3461  Die Implikationen einer Forward Rate-basierten Modellimplementierung
und -kalibrierung fiir die Swap Rate-Kovarianzmatrix

Der Zinsswap ist ein unbedingter Finanzkontrakt iiber den Austausch einer Reihe von vari-
ablen und fixen Zinszahlungen. Auf der Basis von Payment-Zeitpunkten zwischen T,
und 7,, B> a, zahlt das Fixed Leg jedes Mal 7,K zum Zeitpunkt 7;

i+l
rz.=1T

i i+l

+1
i=a,..,f—1 und
T}, als Gegenleistung fiir Zahlungen aus dem //oating Leg in Hohe von 7, f,(T}).
Mit Reset- und Payout-Zeiten fiir die zugrunde liegenden Forward Rates, ldsst sich der

Preis des Zinsswaps zum Zeitpunkt ¢ <7, folgendermallen determinieren:
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p-1
Swap,, (1) =ZnB(r, T f(O-K] (3.70)

Die faire (Forward) Swap Rate bezeichnet diejenige Fixrate K, bei der der Barwert des

Kontrakts gerade Null ist und kann mit (3.33) wie folgt berechnet werden:

B-1
2 TBW T ) f(0) _
TR R B(t,T,)-B(t,T,) & . B(t,T,
Sy p(0) =5 =— £ =Zw,.f,,(t), w,.(z)=ﬂ_;(—”)(3.71)
zTiB(tﬁT;H) zTiB(tﬂzzH) o ZTiB(t’T;H)

Die letzte Gleichheitsbeziehung ist fiir den Forschungszweck dieses Abschnitts extrem
wichtig, da sie die Swap Rate-Dynamik in einer Forward Rate-basierten Modellierungs-
umgebung unmittelbar erschlieB3t. Die instantane Volatilitdtsfunktion der Swap Rate erhilt

man durch die direkte Applikation von /70 ’s Lemma:

—_

g1 -
2.2 [85,,(0191)][8S,,()/ ()] (D 1,00, (D (1),
ol =4 (3.72)

B-1 2
{Zwiﬁ(r)}

Die Swap Rate hdngt von jeder Forward Rate f,(t) auf zweierlei Weise ab: explizit mit
dem Gewicht w, (¢) und subtiler durch die Dependenz der gleichen Gewichtungsfunktion
w,(¢) von den Forward Rates selbst. Die Definition von w,(¢) in (3.71) verleitet zu der
Vermutung, dass die Volatilitdt der Gewichte im Vergleich zur Schwankung der Forward
and Swap Rates vernachldssigbar klein ausfillt. Daher kdnnte man als eine erste Approxi-

mation den impliziten Einfluss der Forward Rates auf die Swap Rate ignorieren:

p-1 p-1

2 2 wOw,(0) [0 f, (e, (0)p,
Mit 3S, ,()/f () =w(1) = o ,=""F - 5
{Zw,-(t)f,-(t)}

(3.73)

Jickel/Rebonato und Hull/White'”® verfeinern diese Approximation, indem sie die explizi-
te Dependenz der Gewichtungsfunktion w,(¢#) von den Forward Rates f,(t) zulassen. Die
sich dadurch ergebende Korrektur der partiellen Ableitung der Swap Rate hat eine umso

signifikantere Auswirkung auf die Genauigkeit, je steiler die Zinsstrukturkurve verlduft.

%8 Vgl. (1) P. Jickel, R. Rebonato, “Linking Caplet and Swaption Volatilities in a BGM/J Framework:
Approximate Solutions”, QUARC Working Paper (2001), Royal Bank of Scotland. (2) J. Hull, A. White,
“Forward Rate Volatilities, Swap Rate Volatilities and the Implementation of the Libor Market Model”,
Journal of Fixed Income 10 2 (2000), S. 46-62.
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Fiir eine nahezu flache Zinsstruktur, ist die Approximation in (3.73) sehr prizise. Unab-
hingig voneinander entwickelt, erweisen sich die beiden Ansitze als identisch, sobald de-

ren unterschiedliche Notationsweisen in Einklang gebracht worden sind.

Auf der Basis einer vollig deterministischen Volatilitdtsstruktur der Forward Rates gelangt
man zu einem relativ komplexen Ausdruck fiir die instantane Volatilitit der entsprechen-
den Swap Rate, die stochastisch durch ihre Dependenz von der zukiinftigen Realisation der
Forward Rates und der Gewichte ist. Die Konsequenz daraus ist viel weit reichender als
die verbreitete und vollkommen korrekte Schlussfolgerung, dass die lognormale Evolution
der Forward Rates niemals mit einer lognormalen Entwicklung der Swap Rates kompatibel
sein kann. Die Ermittlung der totalen Bl/ack-Volatilitdt der zugrunde liegenden Swaption

erfordert die Integration der instantanen Swap Rate-Volatilitit in (3.73):
2 I
(o2 T, = [ 02 y(s)ds (3.74)
0

Allerdings ist das Integral zustandsabhidngig und jeder einzelne Pfad aus der Evolution der
Zinsstruktur resultiert in einer unterschiedlichen instantanen Swap Rate-Volatilitit. Aus
diesem Grund kann die stochastische Grofle auf der rechten Seite nicht unmittelbar der
(pfadunabhéngigen) reellen Zahl - der B/ack-Volatilitét - gleichgesetzt werden. Die Bewer-
tung von mehreren Swaptions gleichzeitig scheint eine dulerst miihselige Aufgabe zu sein,
die zusitzlich durch die vorausgehende Durchfiihrung der Optimierungsroutine zur Kalib-
rierung der parametrisierten instantanen /orward Rate-Volatilititen erschwert wird. Einige
leistungsfahige Approximationen'”’ existieren dennoch, die sowohl einfache als auch kom-
plexere Verdnderungen in der Renditestruktur beriicksichtigen. Oft beeinflusst die erste
Hauptkomponente (der erste Eigenwert in der Hauptkomponentenanalyse) am stirksten die
Variabilitit der Zinskurve. Dadurch wird eine parallele Verschiebung®” herbeigefiihrt mit
der Konsequenz, dass die Gewichte v, (¢) 2 der Kovarianzterme o,()o;(H)p; in (3.73)
sehr schwach von der stochastischen Realisation der Forward Rates abhéngen. Eine intui-
tive Erklarung dafiir ist die Tatsache, dass die Forward Rates sowohl im Zéhler als auch
im Nenner der instantanen Swap Rate-Volatilitdt enthalten sind und sich dadurch identi-

sche Schocks groBtenteils gegenseitig autheben. Bei Deformierungen der Zinskurve im

19 vgl. R. Rebonato, “Modern Pricing of Interest-Rate Derivatives: The Libor Market Model and Beyond”,
Princeton University Press (2002), S. 296-304.

2 Eine Ein-Faktor-Implementierung des Modells (ein einziger Eigenwert) impliziert perfekte instantane
Korrelation zwischen den Liborsdtzen und 14sst nur parallele Verschiebungen der Zinsstrukturkurve zu.

-1 2
2o Uij(f)=Wf(f)wj(f)ff(f)ff(t)/{zwi(t)fi(f)} :
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Sinne von Anderungen in der Steigung und der Konvexitit werden v;(#) deutlich variabler
aufgrund der Einbeziehung von Hauptkomponenten héheren Grades. Entscheidend ist je-
doch die Feststellung, dass sich die individuellen Gewichte assoziiert mit positiven und
negativen Stress-Szenarien gleichen Ausmafes in der Erwartung erstaunlich konstant ver-
halten. Diese symmetrischen Verformungen sind gleich wahrscheinlich und auf der Basis
einer hohen Anzahl von Pfadsimulationen wird jeder Schock der Zinsstruktur mit dersel-
ben Frequenz auftreten wie sein antithetisches Pendant. Selbst wenn héhere Hauptkompo-
nenten die Forward Rate Curve beeinflussen, entspricht die Erwartung der stochastischen
Variablen in (3.73) fast perfekt der instantanen Swap Rate-Volatilitét, die mit den aktuellen
Werten {w(0)} und {(0)} berechnet wird:

B-1 p-
Y [0S, (018 (0) 1.2 ][ 85, ,(O)/ ()], | £(0) 1, (D)o, (D), (1),

2 i=a j=
Oop= bzw.

B-1 2
{Z w,-fi(O)}

-1 p-1

2 2 w(0w,(0)£(0) £, (0o, (t)o, (1) p,
mit S, ,(1)/ Of,(1)|y= W, (0) = o, =" - .
{Zwi(mf,»(m}

~

(3.75)

Die erwartete durchschnittliche Bl/ack-Volatilitit ndhert sich der integrierten instantanen

Swap Rate-Volatilitét mit auf dem heutigen Level ,,eingefrorenen® {w} und { f } an:

Mit v,(0)= Wf(‘;)_jvf (O)ff(o)f?f") = [of T, = fa;ﬁ (s)ds ~

{Z w,-(om(m} 6576
Ty g1 p-1 £-1 -1 T,
| 225, 005)0,(9)p,ds =3, 33, 00p, [ o,(s)or (s)ds

Die zweiteilige Approximation (3.73) und (3.76) ermdglicht die prazise analytische Bewer-
tung von Swaptions in einer Libor-basierten Modellierungsumgebung und ersetzt die Not-

wendigkeit einer zeitintensiven Monte Carlo-Simulation.

Die folgenden Abbildungen visualisieren separat den Effekt der Drei- und Fiinf-Faktoren
Forward Rate-fundierten Modellimplementierung auf die Swap Rate/Swap Rate Korrelati-
onsstruktur, die sich aus der implizit ermittelten Kovarianzmatrix und den totalen Black-

Volatilititen ergibt.
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(a) Markt- vs. Modellkorrelation m=5 (b) Swap Rate-Korrelation m=5
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Abb. 3-6  Forward Rate- und implizite Swap Rate-Modellkorrelationsfunktionen in einem
Fiinf-Faktoren-Setting

(a) Die Korrelation zwischen der ersten Sechsmonats-/orward Rate und den folgenden vier entlang der stili-

sierten Zinsstruktur fiir die Zielkorrelationsmatrix und die Modellkorrelationsmatrix, die als die optimale

Losung nach der bestmoglichen globalen Kalibrierung auf der Basis von fiinf Faktoren, 7=5, ermittelt wor-

den ist.
(b) Die implizite Modellkorrelation zwischen der ersten Sechsmonats-Swap Rate und den folgenden vier
basiert auf der bestmoglichen globalen Kalibrierung an Capletmérkte.

Die Fiinf-Faktoren-Modellausfithrung resultiert in einer perfekten Reproduktion der
Hauptdiagonale der Marktkovarianzmatrix, d.h. Capletpreise werden vom Modell komplett

wiedergegeben, gleichzeitig jedoch in duBlerst pathologischen Korrelationsfunktionen.

(a) Markt- vs. Modellkorrelation m=3 (b) Swap Rate-Korrelation m=3
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Abb. 3-7  Forward Rate- und implizite Swap Rate-Modellkorrelationsfunktionen in einem
Drei-Faktoren-Setting
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Im Gegensatz dazu zeigt die Drei-Faktoren-Modellimplementierung, dass die Hinnahme
eines tolerablen Fehlers bei der Bewertung der Caplets durch eine bessere globale Anpas-
sung an die Marktkovarianzmatrix und Produktion plausibler Korrelationsstrukturen mehr

als aufgewogen werden kann.

AuBer auf die Modellkorrelationsform insgesamt sei die Aufmerksamkeit des Lesers auch
auf den Ordinatenabschnitt in (b) gelenkt. Da die Swap Rate-Korrelation implizit aus der in
einem Libor-gestiitzten Konstruktionsumfeld entstandenen Swap Rate/Swap Rate Kovari-
anzmatrix und den Marktvolatilititen ermittelt wird, bedeutet die Abweichung von 1 auf
der Ordinate, dass Swaptionpreise nicht perfekt repliziert werden konnen. Im Umkehr-
schluss impliziert die Erzwingung der simultanen Kalibrierung an beide Plain Vanilla Op-
tionsmérkte eine Korrelation der Swap Rate mit sich selbst ungleich 1. Caplet- und Swap-

tionmarkte scheinen inkongruent zu sein.

3462  Joint-Kalibrierung an Caplet- und Swaptionmirkte

Im Folgenden wird der Versuch einer simultanen Kalibrierung der modelltheoretischen
Forward und Swap Rate-Kovarianzmatrizen an die entsprechenden Marktkovarianzmatri-
zen unternommen. In Anlehnung an Abschnitt 3442 wird zunéchst eine plausible Funkti-
onsform fiir die Swap Rate-Zielkorrelationsmatrix vorgeschlagen, deren Parameter durch
okonometrische Schitzung bereits ermittelt worden sind und fiir die zu entwickelnde An-
passungsroutine als exogen vorgegeben angenommen werden. Betrachtet werden ko-
terminale Swap Rates S (t) mit gemeinsamer Payout-Zeit T, und diversen Reser-Zeiten

T}, die sich als Funktion der zugrunde liegenden Forward Rates ausdriicken lassen:

n—-1 n-1

Sl."(t):S(t,];,Tn):(ﬁ[lﬁ-r‘jfj(t)]—lj Y1z t+e50], o =T, -T,3.77)

k=i+l j=k

Basierend auf zwei entscheidenden Schlussfolgerungen, die leicht zu beweisen sind, wird

die Korrelation zwischen S/ (¢) und S, (¢) durch folgende stationdre Funktion generiert:

—d. sr|T, =T, |—cx. T..T,
p_sr, =long corr _sr+(1—long _corr _sr)e ecay _sr|Ti Ty -o.max(T, Ty) (3.78)

Ausgehend von der Definition (3.77) wird erstens eine Swap Rate-Korrelation grofler als

die Korrelation zwischen den entsprechenden Forward Rates festgestellt, p., ., > p, , .

Dieser Effekt wird durch die Wahl einer niedrigeren Dekorrelationsgeschwindigkeit er-

reicht, decay sr<decay const, mit decay const aus (3.62). Dariiber hinaus sinkt die

Dekorrelation entlang der Nebendiagonalen, p v P o P > ..., weil immer
i 290+l i+12°i+2

n n
S:+2 ,S,+3
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weniger Forward Rates ihren Einfluss auf die Dynamik der Swap Rates entfalten. Diesem

Umstand wird mit Hilfe des zusétzlichen Terms a.max(Tl,,T k) im Exponenten der Swap

Rate- Korrelationsfunktion (3.78) begegnet.

Die beiden Abbildungen und Tabellen veranschaulichen die Implikationen der simultanen

Kalibrierung fiir die Modell- Forward und Swap Rate-Korrelationen und die modelltheore-

tische Wiedergabe der Markt-Caplet- und Swaptionpreise.

(a) Markt- vs. Modellkorrelation m=3

(b) Swap Rate-Korrelation m=3
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Abb. 3-8  Forward Rate- und Swap Rate-Modellkorrelationsfunktionen in einem Drei-

Faktoren-Setting bei simultaner geringfiigig iibergewichtiger Kalibrierung,
w_cap=0.59, an Caplet- als an Swaptionmérkte

Ziel-Forward Rate-Vola 0.2 0.22 0.2 0.19 0.185
Modell-Forward Rate-Vola | 0.181650 | 0.194081 | 0.192385 | 0.184439 | 0.18448
Ziel-Swap Rate-Vola 0.1831 0.1868 0.1821 0.1819 0.185
Modell-Swap Rate-Vola 0.185802 | 0.186527 | 0.186047 | 0.189285 | 0.193363

Der Kalibrierungsroutine liegt, dhnlich wie (3.69), folgende Minimierungsvorschrift zu-

grunde, wobei w_cap resp. w_swap =1—w_cap globale und @, resp. w; lokale Fein-

steuerungsinstrumente zur Gewichtsverteilung bei der Anpassung darstellen, deren Werte

sich durch die relative Wichtigkeit der besseren Reproduktion der einen Kovarianzmatrix
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gegeniiber der anderen (global) bzw. spezifischer Segmente davon (lokal) determinieren

lassen:

2 2

n n
va f—markt f—modell s s—markt s—modell
w_cap E w; (Covi]. —Cov;, ) +w_swap E @, (Covij —Cov;, ) (3.79)
ij=1 i.j=1

Die Drei-Faktoren-Implementierung liefert einen besseren globalen Fit insgesamt - im Sin-
ne von einem kleineren Minimalwert fiir (3.79) - und eine plausible wenn auch nicht genau
angepasste Funktionsform der Forward Rate-Korrelation, scheitert jedoch bei der modell-
haften Replizierung der Markt-Optionspreise (Caplets und Swaptions werden nicht préizise
gepreist) und resultiert in einer pathologischen Funktionsform der Swap Rate-Korrelation.
Im Gegensatz dazu werden im Rahmen der Fiinf-Faktoren-Modellausfiihrung Caplets per-
fekt und Swaptions nahezu perfekt bewertet, allerdings verschlechtert sich der globale Fit.
Dariiber hinaus ergibt sich schon eine deutlich plausiblere Funktionsform der Swap Rate-
Korrelation, obwohl sie sich durch eine zu geringe Dekorrelationsgeschwindigkeit aus-
zeichnet. Damit verbunden ist aber die gravierende Qualitdtsverschlechterung der modell-

induzierten Forward Rate-Korrelationsfunktion.

Wenn auch nicht extrem inkonsistent, weisen beide Optionsméirkte einen gewissen Grad an

interner Inkongruenz auf, die in den meisten Fillen*”

auf insuffiziente Liquiditdt und
mangelhafte Angebot/Nachfrage-Bedingungen zuriickgefiihrt wird und sich als Abschre-
ckungsmittel auf die Aktivititen von Hindlern und Arbitrageuren auswirken kann, die
stindig dem inhdrenten 7rade-Off zwischen der Giite des Fits mdglichst vieler marktbeob-
achtbarer Groflen und der finanzmathematischen Eingingigkeit der restlichen Eigenschaf-
ten des Modells (siche erneut Abschnitt 341) ausgesetzt sind. Die Konsequenzen aus dieser
Austauschbeziehung sind weitaus fundamentaler als bloB ein simpler Plausibilitétscheck,
der jedem Trader angeraten ist, um die Ubereinstimmung seiner Modellsichtweise (im Sin-
ne von gewéhlter Parametrisierungsform) mit der dadurch implizierten zukiinftigen Evolu-
tion des Marktes zu gewdhrleisten. Angesichts der Beinaheunmoglichkeit, eine vollstdndi-
ge Vereinbarkeit beider Optionsmirkte zu erzwingen, birgt der obsessive Uberkalibrie-
rungsdrang die Gefahr in sich, die Initialkosten zur Aufstellung der Replikationsportfolios
im Rahmen einer selbstfinanzierenden dynamischen Tradingstrategie, die den terminalen
Payoff des Derivats durch kontinuierliche Transaktionen im Underlying reproduziert und

von jedem arbitragefreien Preismodell vorausgesetzt wird, falsch einzuschitzen. Schlie3-

22 Eine alternative Erklirung wire auch die Annahme inaddquater parametrischer Formen fiir die instanta-
nen Volatilitits- und Korrelationsfunktionen. Die zukiinftigen Anderungen der Volatilitdtsstruktur miis-
sen nicht deterministischer Natur sein und kénnen einem stochastischen Gesetz unterliegen.
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lich ist diese Feststellung lediglich ein Euphemismus fiir die Unfdhigkeit der gewéhlten

Modellparametrisierung, den “richtigen” Wert des exotischen Produkts zu ermitteln.

(a) Markt- vs. Modellkorrelation m=5
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Abb. 3-9

Caplet- und Swaptionmarkte

Forward Rate- und Swap Rate-Modellkorrelationsfunktionen in einem Fiinf-
Faktoren-Setting bei simultaner gleichgewichtiger Kalibrierung, w_cap=0.5, an

Ziel-Forward Rate-Vola 0.2 0.22 0.2 0.19 0.185
Modell-Forward Rate-Vola | 0.19999 | 0.219936 | 0.199979 | 0.189969 | 0.184997
Ziel-Swap Rate-Vola 0.1831 0.1868 0.1821 0.1819 0.185
Modell-Swap Rate-Vola 0.183103 | 0.186811 | 0.182546 | 0.1819 0.185006
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4 Weiterentwicklungen und zukiinftige Forschungsarbeit

Die mit beunruhigender Leichtigkeit erzielbare simultane Kalibrierung an mehrere Markt-
variable auf beiden Optionsmérkten geht mit einem unbefriedigenden Nebeneffekt einher.
Obwohl zweifellos sehr wichtig wegen der exakten Widerspiegelung der aktuellen Hedge-
kosten fiir den Trader, fiihrt der perfekte Fit im Rahmen eines iiberkalibrierten Modells
eine zeitinstationdre, teilweise positiv pathologische Evolution der Inputfunktionen (z. B.
der instantanen Korrelationsfunktion) herbei und erzwingt die Einflihrung einer inhomoge-
nen, zeitabhidngigen instantanen Volatilitidtsfunktion (vgl. die Diskussion im Abschnitt
3441, insb. Formel (3.61). Die Bemiihung um die Konstruktion zeithomogener Modellgro-
Ben wird nicht einfach durch ein &sthetisches Streben diktiert, sondern hingt mit der Vor-
hersagbarkeit der zukiinftigen Evolution zusammen, die eine Ahnlichkeit zur beobachteten
Vergangenheit aufweist. Die Implikation einer unplausiblen zukiinftigen Entwicklung der
Einflussfaktoren erfordert kontinuierliche Rekalibrierung des Modells, um die Ermittlung
der “falschen” zukiinftigen Re-Hedgekosten zu vermeiden. Sogar wenn die Kovari-
anzstrukturen, die das Modell vollstindig beschreiben, deterministischen GesetzméaBigkei-
ten gehorchten, sind sie dem Trader zunichst unbekannt. Augrund der unperfekten Infor-
mation, ist der Markt unvollstindig und dem Héndler stehen tibermaBig viele Freiheitsgra-
de bei der Modellkonstruktion zur Verfligung. Es ist jedoch wichtig, dass er selbst diese
Freiheitsgrade reduzieren kann, indem er seine personliche Sichtweise zum Ausdruck
bringt bzw. sich fiir eine bestimmte Modellimplementierung entscheidet und nicht exogen
durch ein unflexibles, tiberkalibriertes Modell in seinen Wahlmoglichkeiten eingeschrankt

wird.

Erschwerend kommt noch hinzu, dass die Volatilitdten keineswegs deterministisch zu sein
scheinen, wenn aber stochastisch, dann lasst sich deren Verhalten wahrscheinlich nicht in
einer einfachen Diffusionsumgebung erkldren. Die unumstrittene Marktprisenz einer
Caplet-Volatilititsebene - einer separaten Volatilititskurve in Abhéngigkeit vom Basis-
preis fiir jede Capletfalligkeit - indiziert die zwingende Existenz alternativer Dynamiken
fiir die Forward Rates, so dass die resultierenden Capletpreise, ausgedriickt durch die im-
pliziten Black-Volatilititen, eine von der flachen, mit der lognormalen Dynamik konsisten-
ten Struktur abweichende Dependenz vom Strike aufweisen.

Urspriinglich fiir den Equiry-Markt entwickelt, extrahiert der Local Volatility-Ansatz*” aus

Optionspreisen in der Umgebung von der Falligkeit 7' und dem Strike K (zweimal differen-

23 Vgl. (1) B. Dupire, “Pricing with a Smile”, RISK January (1997), S. 18-20. (2) E. Derman, 1. Kani, “Sto-
chastic Implied Trees: Arbitrage Pricing with Stochastic Term and Strike Structure of Volatility”, Inter-
national Journal of Theoretical and Applied Finance 1 1 (1998), S. 61-110.
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zierbarer Volatilitdtssmile) direkte Informationen, um eindeutige Diffusionskoeffizienten
eines alternativen Prozesses fiir das Underlying zu determinieren. Aufgrund der Notwen-
digkeit einer sehr feinen Interpolationstechnik ist das Modell in der Realitdt kaum prakti-
kabel und prognostiziert dariiber hinaus in der Umgebung eines deutlich ausgepragten Smi-
le eine Verschiebung der Volatilitdtsstruktur, die der Evolution des Basiswertes entgegen-
gesetzt ist und folglich im Widerspruch zum typischerweise zu beobachtenden Marktver-
halten steht, das die Gleichldufigkeit von Volatilitdtssmile und Underlying demonstriert™?.
Aus diesem Grund sind die im Rahmen des Local Volatility- Modells ermittelten Hedgepa-
rameter irrefiilhrend. Obwohl das Modell konstruktionstechnisch iiber alle Strikes hinweg
in sich konsistent bleibt und folglich die Aggregation der Risiken aller Optionen auf das

205

gleiche Underlying erlaubt™, liefert es im Vergleich zur (inkonsistenten) Markt-

Benchmark (dem B/ack-Modell) weniger préazise Hedges.

Es existieren zwei Klassen von eng zusammenhidngenden Diffusionsmodellen, die gleich-
zeitig nicht flache implizite Volatilitdtskurven zu einem gewissen Grad an Flexibilitdt er-
klaren kénnen und die Vollstdndigkeit des Marktes aufrechterhalten. In der Tat erschlie3en
alle anderen Smile-reproduzierenden Mechanismen, die entweder deterministische (im Fall
von Jump-Diffusion mit deterministischen Parametern) oder stochastische (im Fall von
Jump-Diffusion mit stochastischen Parametern) Volatilitdtsebenen zur Folge haben, eine

oder mehrere Quellen von Unvollsténdigkeit.

Der Displaced Diffusion-Ansatz**® fiigt in die Dynamik der Libor Rate einen Dislokati-
onsparameter ein und erreicht damit eine Mischung aus normalen und lognormalen Reak-
tion auf die Schocks herbeigefiihrt durch die Brownsche Bewegung. Die Verteilungscha-

rakteristika des Zinssatzes werden modifiziert und fithren zu Optionspreisformeln in ge-

Das Thema iiber die mit einer stochastischen Volatilitit einhergehende Unvollstdndigkeit des Marktes
behandelt Dupire, indem er sich von der damals iiblichen Modellierungstechnik, die auf Gleichgewichts-
argumenten basiert und die Spezifikation des Marktpreises des Volatilitétsrisikos erfordert, abwendet
und ein arbitragefreies Modell aufstellt, das komplexe Instrumente bedingt auf den Spotpreis des Under-
lying und seine Volatilitét fair bewertet und eine perfekte Replikationsstrategie sicherstellt: vgl. B. Dupi-
re, “Arbitrage Pricing with Stochastic Volatility”, SORT Working Paper Banque Paribas (1993), S. 1-18.
Allerdings ist das Wissen iiber die vollstindigen Prozesse des Basiswertes und der Volatilitit - deren
Auspragungen in allen moglichen zukiinftigen Umweltzustinden — notwendig, die Kenntnis der aktuel-
len Werte und der terminalen Verteilungen zum Zeitpunkt der Filligkeit reicht nicht aus.

Vgl. P. Hagan, D. Kumar, A. Lesniewski, D. Woodward, “Managing Smile Risk”, Wilmott Magazine
July (2002), S. 84-108. Aus den Defiziten des Local Volatility-Ansatzes heraus entwickeln die Autoren
das Zwei-Faktoren SABR-Modell mit stochastischer Volatilitéit basierend auf zwei korrelierten Brown-
schen Bewegungen, das prizise die implizite Volatilitdtsstruktur fiir beliebige Falligkeiten reproduzieren
kann und (sogar wichtiger) die korrekte Dynamik des Volatilititskurven voraussagt. Das Kernergebnis
ist die Herleitung der impliziten Volatilitit, die in die B/ack-Formel eingesetzt zum Marktpreis der euro-
paischen Option fiihrt.

Nur das Residualrisiko muss eliminiert werden.

Die Idee findet ihren Ursprung im Aktienmodell von Rubinstein, vgl. M. Rubinstein, “Displaced Diffu-
sion Option Pricing”, Journal of Finance 38 (1983), S. 213-217.
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schlossener Form, die einen monoton fallenden Skew aufweisen. In der Ara multifaktoriel-
ler, wihrungsiibergreifender Zinsstrukturmodelle applizieren Benner et al.*’’ im Rahmen
des Cross-Currency Libor Market Model (CCLMM) diese Technik auf FX-Optionen und
finden heraus, dass Out-of-the-Money und In-the-Money Optionspreise, die einer Displa-
ced Diffusion-Dynamik entspringen und mit Hilfe einer Bewertungsformel, die lognormale
Verteilung des Underlying (der FX Rate) unterstellt, invertiert werden, den monoton fal-
lenden Skew reproduzieren. Zu Verifikationszwecken werden Displaced Diffusion Opti-
onspreise liber mehrere Strikes hinweg zu den entsprechenden lognormalen Optionspreisen
ins Verhéltnis gesetzt mit dem Ergebnis, dass der Quotient geringfiigig iiber Eins fiir /n-
the-Money Optionen liegt, praktisch Eins fiir A7-the-Money Optionen betrdgt und diesen

Wert fiir Out-of-the-Money Optionen deutlich unterschreitet.

Zur zweiten Gattung von Diffusionsmodellen, die sogar noch reichhaltigere implizite Vo-
latilitatsformen generieren konnen, gehort die Andersen/Andreasen””®-Anwendung einer
CEV-Konstruktion® auf das ZM/M. Mittels einer Zeittransformation der Brownschen Be-
wegung und einer zusitzlichen Variablensubstitution driicken die Autoren die SDFE in der
Gestalt eines quadratischen Besselschen Prozesses aus und ermitteln die bedingte Dichte-
funktion, mit deren Hilfe geschlossene Caplet-Bewertungsformeln in Abhingigkeit von der
dezentralen Chi-Quadrat-Verteilung fiir alle Werte des Exponenten in der Dynamik (klei-
ner/groBer als Eins resultiert in einem monoton fallenden/steigenden Skew) hergeleitet
werden. Die theoretische Attraktivitit einer Libor Rate, die im Gegensatz zur Displaced
Diffusion-Methode nicht negativ werden kann, wird durch die zur Berechnung der infiniten
Summe von Gamma Funktion in der Besselschen Funktion erforderliche numerische Inten-

sitét teilweise aufgewogen.

Kennzeichnend fiir den Anfang der 90er Jahre ist, dass die Monotonie der impliziten Vola-
tilititsstruktur ausschlieBlich auf die Abweichung des Underlying vom lognormalen Ver-
halten zuriickgefiihrt wird. Ursdchlich fiir den spiter aufgetretenen und fortbestehenden
Smile in der charakteristischen Hoclkey-Stick*'® Gestalt scheint jedoch in einer zusitzlichen
Eigenschaft verborgen zu sein, die die urspriingliche Abberation von der lognormalen Dy-

namik verantwortlich fiir den monoton verlaufenden Skew iiberlagert. Es ist auBerdem

27 ygl. W. Benner, L. Zyapkov. S. Jortzik, “A Multifactoral Cross-Currency LIBOR Market Model”,
SSRN Working Paper January (2007), S. 1-25.

2% ygl. L. Andersen, J. Andreasen, “Volatility Skews and Extensions of the LIBOR Market Model”, Applied
Mathematical Finance 7 1 (2000), S. 1-32

2" Siehe Fn. 60.

1% Die implizite Volatilititskurve weist fiir hohere Strikes ein unterschiedlich steil ansteigendes Profil auf.
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fraglich, ob die auf den Equity-Markt applizierten Methodologien direkt auf den Zinsderi-
vatemarkt tibertragen werden konnen. Der Mechanismus zur Erklérung des Skew/Smile an
Equity-Mirkten ist eindeutig: die typisch beobachtete negative Korrelation zwischen An-
derungen in Aktienpreisen und Volatilitdten wird vielmehr durch die Auswirkung des Le-
verage®™! als durch die Abweichung des Aktienprozesses von der lognormalen Verteilung
begriindet. Ahnliche Effekte kann man teilweise auch an Zinsmérkten beobachten: fiir sehr
niedrige Zinssétze ist die prozentuale Volatilitdt deutlich hoher als fiir hohere Zinsniveaus.
Obwohl die absolute Zinsdnderung als Reaktion auf Marktinformationen (Brownsche
Schocks) von dem Zinslevel abhédngt, wire die Annahme {iiber perfekt proportionale
(lognormale) Anderungen zu restriktiv. Als Zwischenfazit kann vorerst festgehalten wer-
den, dass auf der Suche nach einem geeigneten Modell fiir die Dynamik des Underlying
eine Dependenz zwischen Proportionalitit (lognormaler Prozess) und Unabhéngigkeit
(normaler Prozess) zusammen mit einer oder mehreren zusétzlichen Eigenschaften (z.B.

Jumps, separater stochastischer Volatilititsprozess) erstrebenswerter erscheint.

Eine Alternative zur direkten Heranziehung stochastischer Volatilitit, die sich jedoch ge-
nauso wie die klassische Jump-Methode begrenzter Akzeptanz erfreut, kommt von Bri-
go/Mercurio®'?. Die Autoren entwickeln ein 21/}, im Rahmen dessen jede Forward Rate
einem Diffusionsprozess eindeutig determiniert durch eine Mischung aus entsprechend
gewichteten lognormalen Dichtefunktionen folgt. Im engeren Sinne wird eine Local Vola-

tility-Funktion O'(t, fj(t)) bestimmt, so dass folgende SDE:
df ()= (1.£,0) f,0dW* 0), f,(O)=f(.T.T,.) 4.1)
eine eindeutige Losung f(¢) hat, deren Dichtefunktion:

O] %0 %4 =

p(») & :

=1 i=1

aus den gewichteten lognormalen Dichten p’(-) zusammengesetzt ist, die mit den determi-

nistischen Diffusionskoeffizienten o,(¢) der i-7en lognormalen Dynamik assoziiert sind:

dfi(t)y=o,(O) f/ ()W (1), i=1..,N (4.3)

211 Bej vorgegebener Fremdkapitalausstattung steigt der Verschuldungsgrad mit sinkendem Aktienpreis und
die Volatilitdt erhoht sich.

12 (1) D. Brigo, F. Mercurio, “A Mixed-Up Smile”, RISK September (2000), S. 123-126. (2) D. Brigo, F.
Mercurio, “Lognormal-Mixture Dynamics and Calibration to Market Volatility Smiles”, International
Journal of Theoretical and Applied Finance 5 4 (2002), S. 427-446.
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Die Inkorporation vom Skew/Smile in die Modellierung der Volatilitdtskurven kann ferner
durch die Einbeziehung von Jumps in die Dynamik des Underlying erreicht werden. Die
klassische Forschungsarbeit von Glasserman/Kou?"? wendet die Jump-Methodik auf das
LMM an und erzielt einen zugegebenermallen sehr guten Smile-Fit. Allerdings wird die
hohe Kalibrierungsqualitdt durch einige technische Schwierigkeiten erkauft, insbesondere
weisen die Verteilungsparameter der Jump-Grofle und die Jump-Haufigkeit einen stark
zeitabhingigen Charakter auf. Daraus resultieren zeitinhomogene (in der Tat abflachende)
Volatilitdtsstrukturen mit der Konsequenz, dass sich der zukiinftige, vom Modell prognos-

tizierte Smile auffallig vom aktuell vorherrschenden unterscheiden wird.

Vor dem Hintergrund der Vielfalt von beobachtbaren Smile/Skew-Formen wird zunehmend
deutlicher, dass deren Komplexitét nicht ausschlieBlich auf die fehlende Proportionalitét in
der Verschiebung des Forward Rate-Niveaus zuriickgefiihrt werden kann. Robustere und
anspruchsvollere Modelle, die iiber die wahrgenommene Abweichung der absoluten Ba-
siswertinderungen von der lognormalen Verteilung hinausgehen, sind notwendig, um die
ausgeprigten Dislokationen der Smile-Struktur (und insbesondere der relativen Preise von

214 70 erkliren. Wenn die

Caplets und Swaptions) vor allem in Zeiten turbulenter Markte
Neigung des Smile, seine Form im Zeitablauf zu verdndern, in die Modellierung einbezo-

gen werden soll, ist die Adaption der Stochastic Volatility-Methodik zu empfehlen.

Als Erweiterung des CEV-LMM von Andersen/Andreasen, das mittels einer frei wihlbaren
Funktion fiir die Dependenz vom Forward Rate-Level einen monoton fallenden Skew ge-
neriert, erginzen Andersen/Brotherton-Ratcliffe’’® das Modell zwecks Reproduktion von
nicht monotonen Smiles um einen skalaren (eindimensionalen) mean-reverting Varianz-
prozess>'®, der als multiplikativer Skalierungsfaktor auf den Diffusionskoeffizienten der
Forward Rate-Dynamik appliziert wird. Eine weitere kennzeichnende Charakteristik ist die
Annahme tiber die Unabhingigkeit der beiden Prozesse, wodurch ein Wechsel vom Spot-
Wahrscheinlichkeitsmal3 auf das relevante Forward-Martingalmal3 die SDE des Varianz-
prozesses unverdndert ldsst. Die Asymmetrie des Volatilititsprofils wird durch die CEJ-
Dynamik der Forward Rates herbeigefiihrt. Folglich kann der restlichen Unsicherheit in

der Spezifikation der Volatilititsstruktur durch die Uberlagerung des Zinsprozesses mittels

23 ygl. P. Glasserman, S. G. Kou, “The Term Structure of Simple Forward Rates with Jump Risk”, Mathe-

matical Finance 13 3 (2003), S. 383-410.

wenn Modelle am meisten gebraucht werden und am schnellsten und sichersten versagen.

215 L. Andersen, R. Brotherton-Ratcliffe, “Extended Libor Market Models with Stochastic Volatility”, The
Journal of Computational Finance 9 1 (2005).

Ein mehrdimensionaler Varianzprozess kann miihelos inkorporiert werden und findet Anwendung vor
allem dann, wenn die Varianz multiple Mean Reversion-Levels aufweist.
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einer unkorrelierten Brownschen Bewegung Rechnung getragen werden. Da das prézise
Pricing von Caplets und Swaptions fiir die effiziente Kalibrierung and diese Optionsmérkte
unerlasslich ist, entwickeln die Autoren analytische Bewertungsformeln, die auf der Er-
mittlung der zentrierten fundamentalen Transformation®'’ der bedingten Dichtefunktion
der integrierten Varianz mittels asymptotischer Analyse basieren. Diese fundamentale
Transformation kann als die M/GF der bedingten Verteilung interpretiert werden, mit deren
Hilfe die zentralen Momente durch sukzessives Differenzieren hoheren Grades berechnet
werden. AnschlieBend wird der Wert des betrachteten Derivats nach der Methode von
Hull/White®'® mittels der 7ay/or-Entwicklung der Black-Optionspreisformel (als Funktion

des Varianzprozesses) um den Erwartungswert der integrierten Varianz approximiert.

Die Zwei-Komponenten-Methode zur Generierung vom Skew/Smile wird auch von Rebo-
nato/Joshi*'’ befiirwortet. Ihr Ansatz basiert abweichend von der vorhergehenden Technik
auf einer Displaced Diffusion-SDE fiir die Entwicklung des Underlying mit der, von Rebo-
nato im deterministischen Fall favorisierten, zeithomogenen instantanen Volatilitdtsfunkti-
on, deren Parameter jetzt allerdings stochastischen, mean-reverting, voneinander und von
der Dynamik der Forward Rates unabhidngigen Prozessen folgen. Im Gegensatz zur etab-
lierten Kalibrierungsphilosophie stehen im Mittelpunkt der Modellierungsbemiihung die
Flexibilitit und die Transparenz bei der Deskription der Zeitevolution von Markt-
Volatilitdtsstrukturen. Obwohl der bestmdgliche Fit an Caplet/Swaption Kovarianzmatri-
zen als wichtiges und erstrebenswertes Nebenprodukt erachtet wird, besteht ein gewisser
Grad an Bereitwilligkeit die Giite der Anpassung aufzuopfern, nur um die finanzwirtschaft-
liche Plausibilitidt und die Erklarungsstirke des Modells aufrechtzuerhalten. Die Giite des
erzielten Fit stellt keine modellinhdrente Eigenschaft dar, sie fungiert auch nicht als eine
Rechtfertigung fiir die gewihlte Technik, sondern sollte wenn iiberhaupt als indirektes Er-

gebnis der Angemessenheit des Modells, als eine notwendige jedoch keineswegs hinrei-

chende Bedingung, interpretiert werden.

27 A.Lewis, “Option Valuation under Stochastic Volatility: With Mathematica Code”, Financial Press
(2005), zeigt im Fall unkorrelierter Brownscher Bewegungen fiir das Underlying und den Varianzpro-
zess, dass die Dichtefunktion der integrierten Varianz und die fundamentale Transformation — die Fou-
rier Transformation des Derivats mit terminaler Randbedingung gleich Eins (die Fourier Transformation
der Payoff-Funktion bei Filligkeit) — Laplace Inversionspaare darstellen. Wenn diese fundamentale
Transformation bekannt wire, konnte man alternativ zur Vorgehensweise von Andersen/Brotherton-
Ratcliffe die Wahrscheinlichkeitsdichte der Varianz mittels der inversen Laplace Transformation be-
rechnen.
Vgl. J. Hull, A. White, “The Pricing of Options on Assets with Stochastic Volatilities”, Journal of Fi-
nance 42 2 (1987), S. 281-300.
219 Vgl. (1) R. Rebonato, “The Stochastic Volatility Libor Market Model”, RISK October (2001), S. 105-
109. (2) M. Joshi, R. Rebonato, “A Displaced Diffusion Stochastic-Volatility Libor Market Model: Mo-
tivation, Definition and Implementation”, Quantitative Finance 3 6 (2003), S. 458-469.
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Piterbargs Methodik**® beruht auf dem Verfahren von Andersen/Brotherton-Ratcliffe, ver-
wendet jedoch die Displaced Diffusion-Dynamik anstelle des CEV-Ansatzes. Basierend auf
der Beobachtung, dass Swaptions mit unterschiedlichen Ausiibungszeitpunkten sehr ver-
schiedene Smile-Strukturen aufweisen, benutzt der Autor eine vollstindige Swaption Skew-
Matrix als Inputfaktor, um die Libor-gestiitzte Implementierung des Marktmodells an
Swaptions iiber alle verfligbaren Félligkeiten und Strikes hinweg zu kalibrieren. Ausge-

hend von einem Displaced Diffusion-Swap Marktmodell mit stochastischer Volatilitat:

ds = (yS@)+(1-7)SO))JV ()odW % (1)

dV (1) = k(6 -V (6))dt + EJV (1)dZ(t) (4.4)
V(0)=0, dW()dZ(t)=0,

das fiir jede einzelne Swap Rate S

a,

, separat kalibriert worden ist, erhdlt man die Matrix

des Tripels {aa,ﬂ, Yaps éw }n_l

P in der die marktimplizite Verteilung des Swapsatzes ko-
diert ist. Auf der modelltheoretischen Seite wird ein Displaced Diffusion-LMM mit jeweils

einer zeitabhingigen, Libor-spezifischen Skew- und Volatilititsfunktion postuliert:

ar @), = (7, £, +(1-7,0) £O)V ()o,()dW 2 (t), i=0,...n—], (4.5)

wobei der Volatility of Variance-Parameter &, der fiir die Generierung des Smile (der
Konvexitit der impliziten Volatilitit als Funktion des Strike) zustdndig ist, konstant gehal-
ten wird. Die approximative’' SDFE fiir die Swap Rate wird mit der zeitabhingigen Volati-
litdt o, ,(¢) und dem variablen Skew-Parameter y, ,(¢) als Funktion der entsprechenden
Forward Rate-GroBen, o,(¢t) und y,(¢), aufgestellt. Der innovative Beitrag dieser For-
schungsarbeit liegt in der Formulierung von dem effektiven Skew ]~/a’ » und der effektiven
Volatilitdt Q’a,ﬁ als zeitstationdren Parametern, die deren zeitvariables Pendant y, ,(¢)
resp. o, ,(¢) approximieren. Anstelle der Notwendigkeit, auf der Grundlage der hergelei-
teten SDE fir die Swap Rate, (approximative) Bewertungsformeln in geschlossener Form
fiir Swaptions zwecks Kalibrierung mittels einer nichtlinearen Minimierungsroutine entwi-
ckeln zu miissen, wird das Fitting von };a’ » und Q'a,ﬂ and die marktimpliziten y, , und

o, nach der Methode der kleinsten Quadrate (L5A4) vollzogen:

220 ygl. (1) V. Piterbarg, “Stochastic Volatility Model with Time-Dependent Skew”, Applied Mathematical
Finance 14 2 (2005), S. 147-185. (2) V. Piterbarg, “Time to Smile”, RISK May (2005), S. 71-75. (3) V.
Piterbarg, “A Stochastic Volatility Forward Libor Model with a Term Structure of Volatility Smiles”,
SSRN Working Paper (2003), S. 1-46.

Zur Swap Rate-Modellierung in einer Libor-basierten Konstruktionsumgebung siehe erneut Abschnitt
3461.
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2 2

mmZ(;/aﬂ }/aﬂ), mmZ(Q’aﬂ o, ), a+pf<n-1 (4.6)

Yab gm0 Tah o B0

In einer zunehmend sophistizierten Modellwelt, deren Komplexitédt durch die Vielféltigkeit
und den Schwierigkeitsgrad der zu bewertenden Derivate (z. B. hybride Strukturen, die
gleichzeitig einem Zins-, Wahrungs- und Kreditausfallrisiko ausgesetzt sind) erzwungen
wird, entwickeln Benner/Zyapkov*** im Rahmen des Cross-Currency Libor-Marktmodells
(CCLMM) eine einheitliche Pricing-Plattform fiir diverse Multiwédhrungsexoten. Da die
Mehrzahl von Cross-Currency Derivaten langjdhrige exotische Produkte darstellen, die
sich in Plain Vanilla FX Optionen nicht ohne weiteres zerlegen lassen, allenfalls hingen
siec vom ganzen Spektrum von FX Optionen iiber eine breite Auswahl von Stri-
ke/Félligkeit-Kombinationen ab, scheint es unmdglich zu sein, fiir die Kalibrierung eine
bestimmte FX Option mit einem spezifischen Strike bzw. Ausiibungszeitpunkt auszusu-
chen. Piterbarg®® weist darauf hin, dass ein Cross-Currency LMM - dhnlich wie dieses von
Schloegl®** - jedoch unter Beriicksichtigung vom FX Skew/Smile und unterstiitzt von ei-
nem verldsslichen Kalibrierungsalgorithmus noch zu entwickeln ist. Das CCLMM von
Benner/Zyapkov wird durch das folgende Gleichungssystem von SDEs, das aus der Zins-
dynamik in den beiden Wéhrungsrdumen, der Evolution des Wechselkurses (der Forward
Foreign Exchange Rate) und dem mean-reverting Volatilititsprozess zusammengesetzt ist,

vollstdndig beschrieben:

GO _ 3 LLO%O o awe o)

VAU o o, 1))
af’ @) _ a,f,(t)o, () : .
o —0; (t)( RONZG pw% 0 IZ]dtwf (AW (t) @

dFXi(t):_Nzlaf(f) o,;(?) 5
X, () T 1+af(0)

dv(t) = [a (0-V )+ EV Doty p ] dt + EJV () aw e (1)

OV O)pysdt -+ OV OdWE (1)

Mit: dw (t)dW,(t) = p,,dt, wobei m,l= {1,2,3,4}, m#l

N-1
af(t’ i z+1) O_(t’T;,]';H)_ aof(tvtvtl)
111+af(t5 i H_]) 1+a0f(t,t,tl)

und o(t,t,)=

o(t,t,t)

2 ygl. W. Benner, L. Zyapkov, “A Multifactoral Cross-Currency LIBOR Market Model with a FX Volatil-
ity Skew”, SSRN Working Paper May (2007), S. 1-21.

223 Vgl. V. Piterbarg, “Smiling Hybrids”, RISK May (2006), S. 66-71.

% vgl. E. Schloegl, “A Multicurrency Extension of the Lognormal Interest Rate Market Models”, Finance
and Stochastics 6 (2002), S. 173-196.
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Weiterhin wird eine modelltheoretische FX Optionspreisformel in geschlossener Form
hergeleitet, die im Mittelpunkt der anschlieBend vorgeschlagenen Kalibrierungsroutine
steht. Im Hinblick auf die Verbesserung der FX Skew-Anpassungsqualitdt wird das Modell
zukiinftig dahingehend erweitert, dass die FX Dynamik von einer mehrdimensionalen
Brownschen Bewegung diktiert wird*®. Diese kleine Verfeinerung wird das Konstrukt mit
zusiétzlichen Freiheitsgraden versorgen und mehr Flexibilitdt beim Fitting bewirken, da
anstelle der skalaren Korrelationskoeffizienten dann fiir die Skew-Reproduktion wahrend
der Kalibrierung simultan variierbare Korrelationsvektoren/-matrizen zur Verfiigung ste-
hen werden. Gleichermallen zukiinftiger Forschungsarbeit gewidmet, bleibt auch die Ein-
beziehung von Jumps in die bis jetzt reinen Diffusionsdynamiken als Versuch, die Beson-

derheiten der Smile-Charakteristik adiquat zu beschreiben.

Der Stochastic Volatility-Ansatz ist zweifellos mit Schwierigkeiten technischer Art hin-
sichtlich der Implementierung und Kalibrierung verbunden. Erschwerend kommt die damit
einhergehende Unvollstindigkeit des Marktes mit all ihren Implikationen hinzu, wie im
einleitenden Kapitel dieser Arbeit eingehend diskutiert wurde. Vor diesem Hintergrund
dringt sich die berechtigte Frage auf, was eigentlich ein Stochastic Volatility-Modell an

zusitzlichem Nutzen einbringt.

Versetze man sich in die Position eines Héndlers hinein, der ein komplexes Produkt auf der
Basis eines LAMM mit deterministischer Volatilitdt bewertet. Dariiber hinaus sei angenom-
men, dass der Trader eine zufrieden stellende Parametrisierungsform fiir die instantane
Volatilititsfunktion ausgewéhlt hat, das Modell so kalibriert hat, dass die Preise der wich-
tigsten Hedge-Instrumente (Caplets/Swaptions) exakt reproduziert werden und die Volatili-
tatsstruktur ein zeithomogenes Verhalten aufweist. Vega Hedge-Transaktionen sind dank
der erfolgreichen Kalibrierung zu Marktpreisen durchgefiihrt worden. Sollte jedoch die
zukiinftige implizite Volatilitidtsebene stochastisch ausfallen””®, wird sich die Zeitstruktur
der Volatilitdten auf eine Art und Weise dndern, die vom verwendeten deterministischen
LMM nicht zugelassen wird, da das Modell einfach diese moglichen Umweltzustdnde nicht

kennt. Im Gegensatz dazu wird eine Stochastic Volatility-Konstruktion, die die vielfaltigen

2 Dieselbe Idee gilt auch fiir die Zinsdynamiken, sobald Skew und Smile auf die gleiche Art und Weise
inkorporiert werden.

Die deutlichen Dislokationen und die Hockey Stick-Gestalt der Volatilititsstruktur in der Zinswelt wer-
den mit dem Marktaufruhr nach der russischen Krise (im August 1998) assoziiert. Historische Ereignisse
haben immer einen profunden Einfluss auf die implizite Volatilitdtsform ausgeiibt, z. B. der Aktien-
markt-Crash im Oktober 1987 wird fiir den negativen Skew verantwortlich gemacht — die implizite
Wahrscheinlichkeitsverteilung des Underlying (risikoneutral) ist relativ zu dieser von empirischen Akti-
enrenditen (reales, physisches Wahrscheinlichkeitsmaf3) linksschief.
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Kombinationen von zukiinftigen Zinsstrukturen und Volatilititsebenen durch deren ge-
meinsame Dynamik untersucht, den auf den Eintritt dieser unbekannten Umweltzustinde
bedingten Preisen ein Gewicht ungleich Null zuweisen und dementsprechend durch Mit-

telwertbildung den richtigen, risikoadjustierten Wert des exotischen Produkts ermitteln.

Es ist korrekt, dass der Markt unvollstindig ist, unendlich viele dquivalente Wahrschein-
lichkeitsmalle existieren, Risikopriaferenzen nicht mehr irrelevant sind und der Payoff indi-
vidueller komplexer Instrumente nicht perfekt replizierbar ist. Wenn jedoch das Modell an
die aktuellen Optionspreise kalibriert worden ist, wird die Mittelwertbildung iiber die zu-
kiinftigen Payoff-Auspridgungen unter dem vom Markt implizit benutzten Wahrscheinlich-
keitsmal} vollzogen, das die zurzeit vorherrschende Marktaversion gegen unhedgebare Ri-
sikofaktoren, Volatilititsrisiko sowohl in der Gestalt allgemeiner systematischer Sensitivi-
tit gegeniiber stochastischen Anderungen der Volatilitit (/o/ga-Risiko) als auch Verschie-
bungen in der Volatilitatsstruktur unter dem Einfluss des Underlying (Vanna-Risiko), wi-
derspiegelt. Unter Anwendung eines in sich konsistenten, arbitragefreien Stochastic Volati-
lity-Modells wie (4.7) werden die adjustierten Preise diverser Instrumente zumindest fiir
eine bestimmte Priferenzfunktion - die des Marktes - das Entgelt fiir die Ubernahme des

Volatilitatsrisikos in kohdrenter Weise reflektieren.

Selbst wenn Jo/ga- und Vanna-Risiken durch die bis zu einem gewissen Grad mogliche
Vervollstindigung des Marktes mit Hilfe von Plain Vanilla Optionen eliminiert werden™’,
bleibt der Dealer weiterhin der Unsicherheit ausgesetzt, dass der Markt das bewertungsre-
levante Wahrscheinlichkeitsmal3 dndert. Finanztheoretisch betrachtet besteht keinerlei Ga-
rantie beziiglich der in Zukunft von einem unvollstindigen Markt erhobenen Prémie fiir
unhedgebare Risikofaktoren. Diese Komplikation wird die kontinuierliche Rekalibrierung
des Modells erfordern, um mit einem hinsichtlich seiner Risikopriaferenz unentschlossenen
Markt im Einklang zu sein, zusitzlich zum iiblichen Hedge des Hindlers gegen Anderun-
gen des Underlying und die mogliche Misspezifikation der Modellparameter. Vor allem
bei sehr langfristigen Finanzkontrakten, die sich iiber Generationen von Tradern erstre-
cken, konnen sich die Auswirkungen der Rekalibrierungsnotwendigkeit kumulativ als ge-
nauso schidigend erweisen wie ein Six Sigma-Ereignis unmittelbar vor Félligkeit eines
kurzfristigen Derivats. Fiir diese perfekten Gewitter ist die von der Finanz-Community
adoptierte Diffusion-Modellierungstechnik (sogar mit stochastischer Volatilitdt) schlecht

vorbereitet. SchlieBlich werden diese in der Finanzwelt gelegentlich tobenden Stiirme als

#7 Uber den Kauf bzw. Verkauf von away-from-the-money Optionen.
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akzeptabler Risikobestandteil des Berufs eines Hindlers exotischer Instrumente, der keine
Astraphobie entwickelt hat, angesehen, solange sie tatsdchlich Ausnahmeerscheinungen

bleiben.

Sind sie es wirklich? Vor dem Hintergrund intrinsisch volatilerer Finanzmirkte sollte die
frither nachdriicklich gemiedene Route allgemeiner Levy Prozesse (Jump Diffusion-
Theorie) vielleicht wieder in den Fokus der Modellierungsbemiihungen riicken, da die -
berwiegend eingesetzten Modelle - geeignet fiir die tigliche “Tretmiihle” auf dem Trading
Floor - am schnellsten und sichersten missgliicken, und zwar ausgerechnet dann, wenn sie

am meisten benotigt werden: in Zeiten starker Unruhe.

Keines dieser Probleme wird das Ende des Handels bzw. der Strukturierung von Zinsderi-
vaten bereiten, aber der Himmel scheint nicht mehr so strahlend blau zu sein, wie man sich
ihn vielleicht wiinschte. Die Reise auf der Suche nach der “richtigsten” Modellierungs-

technik geht weiter.
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Anlage 1: Nachweis der Markov-Eigenschaft des S/hort Rate-Prozesses im Modell von

Hull/White mit Hilfe des /ndependence-Lemmas

Im Rahmen des Modells von Hull/White*?® werden die Parameter der Driftfunktion und die

Diffusion als deterministische Funktionen der Zeit gestaltet:

dr(t) = (a(t) - b()r(t))dt + o()dW (t) (A1.1)*

Der Mean-Reverting Ornstein-Uhlenbeck-Prozess ist die Losung dieser SDE*°. Wenn bei-

de Seiten der Gleichung mit exp{K(r)} multipliziert werden, wobei K(¢) =Ib(u)du gilt, er-
0

hilt man nach Umstellung:

eXdr(t) +b(t)rt)e*dt = a(t)e* Vdt + o (t)e* dW (1)

(A1.2)
d[e*r(t)] = a(t)e*Vdt + o(t)e* dW (1)

Um aus der zweiten Gleichung in (A1.2) die Short Rate r(t) zu extrahieren, werden beide

Seiten iiber das Zeitintervall [0;¢] integriert:

228 Vgl. J. Hull, A. White, “Pricing Interest Rate Derivative Securities”, Review of Financial Studies, 3, 4
(1990), S. 573-592.

Die Parameter a(z), b(¢) und o(¢) sind in diesem Modellrahmen als deterministische Funktionen der
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Zeit angenommen worden. Sollten diese GroBen stochastisch gestaltet werden miissen, ist es notwendig
sicherzustellen, dass sie fiir jedes 0 <¢ <7™ F, -messbar,d. h.zu F ={F } __ .., T™ €[0,0) adap-

tiert sind. Um die Existenz des stochastischen Integrals sicherzustellen, ist weiterhin die technische Be-
dingung der quadratischen Integrierbarkeit erforderlich:

may

Falls der Unsicherheitsfaktor tatsdchlich durch eine Brownsche Bewegung W, dargestellt wird und die-
Variablen der Drift und der Diffusion zu der durch die Brownsche Bewegung erzeugten Filtration
F" ={F,"} T™ €[0,0) adaptiert sind, sind diese beiden Bedingungen ausreichend, um das /to-

OstsTmﬂX 2
Integral zu definieren. {F,"} ist linksseitig-, aber nicht zwingend rechtsseitig-stetig. Aus dieser Eigen-

schaft folgt unmittelbar, dass der Integrand im /7o-Integral nonanticipating ist, d. h. unabhéngig von den
zukiinftigen Auspriagungen des zugrunde liegenden Prozesses. Vgl. S. Neftci, “Mathematics of Financial
Derivatives™ (2000), S.213-216. Bei rechtsseitiger Stetigkeit verbessert ein Einblick in die infinitesimal
nahe Zukunft die Informationsbasis nicht. Falls der treibende Unsicherheitsfaktor keine Brownsche Be-
wegung, sondern ein quadratisch integrierbares Martingal allgemeiner Natur oder ein rechtsseitig-stetiges
Semimartingal mit einer endlichen linksseitigen Grenze ist, miissen o(¢,.) und b(t,.) vorhersehbare

(predictable) Prozesse darstellen, d. h. linksseitig-stetig sein. Die Filtration, die dadurch erzeugt wird, ist
auch linksseitig-stetig. Da im Rahmen dieser Arbeit ausschlieBlich auf die Brownsche Bewegung - ein
stetiges, quadratisch integrierbares Martingal - als Unsicherheitsfaktor abgestellt wird, geniigt es fiir den
Fall stochastischer Parameter zu fordern, dass die Variablen zu {F,"} adaptiert sind und die Eigenschaft

der quadratischen Integrierbarkeit vorliegt. 1. Karatzas, S. Shreve, “Brownian Motion and Stochastic
Calculus” (1991), S.129-131 und S. Shreve, “Stochastic Calculus for Finance II ““ (2004), S. 125-134.

Zu stochastischen Differentialgleichungen und allgemeinen Losungstechniken vgl. B. Oksendal, “Sto-
chastic Differential Equations® (2000), S. 64-65, Ex. 5.1.3 und 5.1.4. Zum Ornstein-Uhlenbeck-Prozess
siehe die Ubungsaufgaben 5.4-5.7, S. 73-74 und vgl. G. E. Uhlenbeck/L. S. Ornstein, “On the Theory of
Brownian Motion®, Physical Review, 36 (1930) , erneut erschienen in N. Wax, “Selected Papers on Noi-
se and Stochastic Processes* (1954), S. 93-111.
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jd[e’((”r(s)] =j a(s)e*ds + j o (s)e*Vdw (s)
0 0 0
X rt)=r(0)+ Jt. a(s)e*Vds + j-O'(s)eK(”dW(s) (A1.3)
0 0
r(t) =e “[r(0)+ j.a(s)eK(S)ds + jO'(S)eK(S)dW(S)]
0 0
Im Folgenden wird gezeigt, dass (¢) mit 0 <s <¢ die Markov-Eigenschaft aufweist:
r(t) = e KOHROKOG.0) + j.a(u)eK(“)du + j.a(u)eK(”)dW(u)]
0 0
+e-’<“>ja(u)e’<<“>du + e‘K(’)jO'(u)eK(”)dW(u) (A1.4)"!

t t
= e KO KOp(s) + e’K”)J.a(u)eK(”)du + e’K(’)J‘O'(u)eK(”)dW(u)

N N

F (s)—messbar F (s)—unabhingig

Bedingt auf F (s) wird der Erwartungswertoperator auf den zu modellierenden Zinssatz
angewendet. Wenn man zusétzlich beriicksichtigt, dass der letzte Summand ein /7o-Integral
darstellt, das unabhéngig von F (s) ist und dessen Erwartungswert demzufolge null ergibt,
erhilt man einen Ausdruck fiir 7(¢), der nur in seiner Abhéingigkeit von r(s) stochastisch

ist:
E@r(@)|F (5)]= e X0 Op(g) 4 *O I a(u)e* " du (A1.5)

Die zukiinftige Entwicklung des Short Rate-Prozesses ist unter der Voraussetzung, dass die
heutige Auspriagung bekannt ist, unabhéngig von der Historie des Zinssatzes, die zum heu-
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tigen Wert gefiihrt hat. Folgendes Lemma®?” wird sich als besonders hilfreich fiir den

Nachweis der Markov-Eigenschaft eines Prozesses erweisen.

Lemma: X und Y seien zwei Zufallsvariablen definiert auf einem Wahrscheinlichkeits-

raum (€, F,P) mit G F . X sei unabhingig von G und Y sei G-messbar. Fiir eine

1 In der dritten Zeile sind die zum Zwecke der Verdeutlichung eingefiigten Bezeichnungen unter der ge-
schweiften Klammer etwas irrefiihrend. Der erste Summand besteht aus einer deterministischen und ei-
ner stochastischen, F (s) -messbaren, Komponente. Der zweite Summand ist vollkommen deterministi-
scher Natur, wogegen der dritte wiederum sowohl deterministische als auch stochastische Bestandteile
aufweist. Der stochastische Term ist dennoch F (s) -unabhingig. Daher bezieht sich die Benennung
F (s) -messbar bzw. -unabhéngig ausschlieBlich auf die stochastischen Inhalte, zumal der Ausdruck zu-
sdtzlich noch deterministische Funktionen enthalten kann.

Bekannt in der Literatur als das /ndependence Lemma. Zur allgemeinen Vorgehensweise bei der Feststel-
lung der Markov-Eigenschaft eines Prozesses vgl. S. Shreve, “Stochastic Calculus for Finance 11 (2004),
S. 73-75.
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Funktion f(x,y) von zwei deterministischen Variablen x und y sei E(f(X,y))=g(»)
definiert. Dann gilt E(f(X,Y)|G)=g(Y).

Es gilt zu zeigen, dass jede Bore/-messbare Funktion #:R — R, wobei E|h(r(?))|< ,

folgende Beziehung erfiillt:

E(h(r@)|F () = E(h(r()) | 7(s)) = E*"Ch(r(2)) = g(s5,7(s)) (AL.6)

Im Folgenden werden X und Y eine F (s)-messbare bzw. eine F (s)-unabhingige sto-
chastische Variable darstellen. Ferner stehen x bzw. y fiir die deterministische Version

der Variablen.

E(h(r()|F (5)) = E(h(e * " ©pr(s)+ eK(’)ja(u)eK(“)du + eK(’)j-O'(u)eK(“)dW(u)) | F (s5))

F (s)—messbar

=E(M(X +Y)[F (s))

F (s)—unabhdngig

Man definiere:
E(h(x+Y)) = j h(x+ y)P(y)dy = g*(x), wobei P(.) die Dichte von Y bezeichnet™*.

Folglich gilt gemaB dem /ndependence Lemma:

E(h(r(0)|F (s)) = E((X +Y)|F (s)=g" (X) =g (e " r(s))

=g " (s,r(s),t)=g(s,r(s)) mit t=const. (AL7)

3 Die ersten zwei mit Gleichheitszeichen verkniipften Erwartungswertausdriicke stellen die am héufigsten
in der Literatur vorzufindende Definition der Markov-Eigenschaft eines Prozesses dar. Vgl. S. Shreve,
“Stochastic Calculus for Finance 1 (2004), S. 45. r(s) ist zu der Filtration {F (s)},,, adaptiert, d. h. fol-
gende Abbildung muss messbar sein: (s, w) = r(s, w): ([0,0)x Q,B([0,0)) ® F (s5)) = (R',B(R")). Mit
anderen Worten muss die inverse Abbildung von r(s,w) Element der Produkt-o-Algebra sein:
{(s,w);r(s,w) e 4} € B([0,0)®F (s), V4eB(R"). Die zweite Bedingung r(s) stellt in Wirklichkeit

eine vereinfachte Schreibweise fiir das kleinste o-Feld F "(s)=o(r(s)) dar, beziiglich dessen r(s) fiir je-

des s >0 messbar ist und ist dquivalent zu dem durch die Zufallsvariable 7(s) selbst erzeugten o-Feld.
Streng mathematisch betrachtet ist das kleinste, durch r(s,w) generierte, o-Feld wiederum eine auf dem
Produktraum [0,0)xQ definierte Produkt-o-Algebra, die so erzeugt werden muss, dass Projektionen der

Form 7 :[0,00)xQ —[0,0), 7 :[0,00)xQ — Q gerade noch messbar sind. Dann wird die Produkt-o-
Algebra  B([0,0))®F "(s) durch folgende Vorschrift o (s (s, w)v o(n(s,w)) =r"(4)vr'(4,),
V4, € B([0,0)) und V4, € F "(s), erzeugt. Zur Erzeugung von Produkten messbarer Rdume vgl. (1) W.
Konig, “Stochastik I (Skriptum 2003), S. 49-51 und insb. Bemerkung 2.9.2. (2) H. Bauer, “Wahrschein-
lichkeitstheorie und Grundziige der Mafitheorie* (1974), S. 112-121.

t t
24y folgt einer Normalverteilung N(a, %) mit « :e’K(’)jeK(“)a(u)du und f’ :e’ZK(”J.eZK(“)O'(u)zdu.

s s
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In Abhéngigkeit von der Falligkeit t <7™" des zu bewertenden Derivats / erhilt man ver-
schiedene Funktionen g;(.) fiir den heutigen Wert. Da ein bestimmtes Wertpapier mit ei-
ner festgelegten Restlaufzeit betrachtet wird, ist ¢ stets ein konstanter Parameter und hat
demzufolge keinen Einfluss auf die zu untersuchenden Variablen in der Funktion g. Be-

dingt auf o(7(s)) wird der Erwartungswertoperator auf (A1.7) angewendet:

E(E(h(r())[F () [7(s)) = E(g(s,7(s)) | (5))

(A1.8)
E(h(r@))|r(s)) = g(s,r(s))

Die rechten Seiten von (A1.7) und (A1.8) sind identisch. Infolgedessen miissen auch die

linken Seiten der beiden Gleichungen miteinander iibereinstimmen. Demnach gilt:
E(h(r(0)) | F (s)) = E(h(r(1)) | 7(s5)) = g(s,7(5)) (A1.9)

Die Short Rate folgt einem Markov-Prozess. Zudem wird aus (A1.9) ersichtlich, dass sich
Erwartungswerte fiir beliebige Payoff-Funktionen von Derivaten auf den Zinssatz ermitteln

lassen.
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Anlage 2: Kalibrierung und Optionsbewertung im erweiterten Vasicek-Zinsmodell mit

zeitabhiéingiger Volatilititsstruktur und mean-reverting Driftfunktion
Ala Herleitung der Optionspreisformel

Ausgangspunkt fiir die nachfolgende Herleitung ist der abdiskontierte erwartete Payoff der

Call-Option unter dem Forward-Wahrscheinlichkeitsmal:
Call(0,T) = B(O,T,)E" ((B(T;,T,) = K)") = B0, T)) [ (B(T,,T,) = K)" f (x)dx (A2a.1)

(B(T,,T,)-K) =B(T,,T,)~K wenn B(T,,T,)>K =

T Ul
I[r(u)m(u)z C(u,T,)C(u,T, %;o-(u)z C,T, )Z}du—“.a(u)C(u,Tz Yaw™ (u)
0

B(0,T,)e’ ~K>0 =

7

Ir(u)du + j[a(u)z Cu,T,)C(u,T,) - ; o) Cu,T,) }du —JLO'(M)C(I/!,TZ)dWT' (u)>1In

0

B(0,T,)

T
Der unbekannte Term Ir(u)du kann aus der Losung der SDF fiir die Dynamik des Nume-
0

raire extrahiert werden:

dB(t.T,) = (r(t)+ o (t)’ C(t,T,)* ) B(t,T))dt - o(t)C(t, ) B, T))dW " () =

5 5
J'[r(u)m(u)ZC(u,Tl )zfia(u)zC(u,Tl)Z}dufj.cr(u)C(u,Tl)dWT‘ (u)
0

B(T,T,) = B(0,T))e* -1 =

T

Ir(u)du =-InB(0,7})- ; JLO'(u)2 Cu,T)’ +j cw)C(u,T)dW" (u)

0

Nach Einsetzen dieses Ausdrucks in die Ungleichung oben, Zusammenfassen der Terme
und Umstellen erhilt man folgende Bedingung:

Ul

ja(uY [Cu,T,)~C,T)] du

0

BOT) 1

!a(u)[C(u,T»—C(“aﬂ)]dW'(”)<1nB(0,T1>K 2

mit ja(u)[C(u,Tz) - C(u,Tl)]dWT‘ (u)l N{O,jo-(u)2 [C(u,Tz) — C(u,Tl)]2 duJ(AZa.Z)

Durch Standardisieren der Gaullschen Variablen wird x ~ N(0, /) definiert:
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r ’ BO,T) 17 2

!a(u)[C(u,Tz)—C(u,Y})]dWl(u) 1nB(éT);( 2[ o(u)’ [Cu,T,)~Cu,T})] du
X =

\/ j o) [Cu,Ty) ~Cu,T;)] du \/Ia(u)z [Cu,T,)~Cu,T)] du

= x<_lnM_&

> "BomKk 2 ™ "pz=j‘f(“)z[c(uaTz)—C(u,Tl)]zdu (A2a.3)

Als Konsequenz aus der Formulierung dieser Bedingung ldsst sich (A2a.1) vereinfachen:

Call(0,T;) = B(o,mT (B(T,.T,)~K)' f(x)dx = B(o,ﬂ)f (B(T,.T)~ K)f (x)dx

(A2a.4)
ln B(0,7,) o,

o, BOT)K 2

mit h=—

Folglich wird der Optionspreis als Differenz zwischen zwei Integralen bestimmt:

—x? —x?

e?dx (A2a.5)

h
Call(0,T)) = B(O,T;) | B(T,,T.

1 1
N on

Aus dem zweiten Integral erhdlt man unmittelbar:

2

h = o
B(0,T) j K——e¢ 2 dx=B(0,T)KN(h), h= 1, B0%L) 9 (A2a.6)
. N27 o, B(0,T)K 2
Das Auflosen des ersten Integrals bedarf geringfiigiger Umformung:
h Tl[r(u)+a(u)2C(u,Tl)C(u,Tz)—%J(u)zC(u,Tz)ﬂdu—]la(u)C(u,Tz)der(u) 1 -
B(0,T) [ BO,T,)e’ g e dx=
1 J;O 2 /—277
~InB(0,T; )—%?U(u)Z[C(u,TZ )7C(u,Tl)]2dufjla(u)[C(u,Tz)fC(u,Tl Yaw ™ (u)
h 0 0 —x?
2 xo 1 —_—
B(0,T)| B(0,T, i ! 2
O.1)[ BOT)e 2= H )
B(0 T)T—B(O’Tz)e‘;“‘z"”” L e%dx—B(O T)jf L e
V) B0,T) N BN GY™
h+o’
o
B(O,T, )j ezdx B(O,T,)N(h+0,), h= 1, B0%L) 9
B0, 7)K 2

Die Differenz zwischen (A2a.7) und (A2a.6) ergibt die Bewertungsformel fiir den Call:

BOL) % arag).

Call(0,7)) = BO,T)N(h+0,) = BOT)KN(h), h=— —In BO,T)K 2

P
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A2b Losung der Differentialgleichung zur Kalibrierung des langfristigen Mittel-

werts der Short Rate

Im Rahmen dieses Abschnitts wird die gedankliche Liicke zwischen der in der zweiten
Zeile von (2.60) aufgestellten linearen Differentialgleichung und dem in der nachfolgenden
Zeile direkt angefiihrten Endergebnis fiir ¢(7) aufgefiillt, indem die Losungsschritte, die
diese Kalibrierungsformel zur Folge haben, ausfiihrlich dargelegt werden. Ausgangspunkt

ist die Definitionsgleichung fiir den langfristigen Mittelwert der Short Rate:

d (1) " +2a(T)b(1)e™ " —(*Da(TY + £(T))=0 =
) (A2b.1)
=0

a'(T)+2a(T)b(T)—(a(T)2 A

NG

Folgende Substitution wird vorgenommen und der daraus resultierende Ausdruck unmit-

telbar in die urspriingliche Differentialgleichung eingesetzt:

a(T)=u(TWT) = a(T)=u (T)W(T)+u(T)v (T)

u (TYW(T) +u(TW (T) + 26T u(TWT) (0> (T)+ f(T)e ) =0 = (A2b.2)
u (T)W(T) +u(T) (v(T) + 2b(T)W(T)) = (T + f(T)e "

Die Unbekannte v(7) wird so gewihlt, dass v'(T)+2b(T)»(T) null ergibt. Demnach muss

zuerst diese behelfsmiBige Differentialgleichung geldst werden:

, - V() av(T) _
V() +26(TYW(T)=0 = ) IN(T) = T OW(TYIT =
) i o (A2b.3)
jdv(”)=—2j bu)du = v(T)=e *  =e?*D it w0)=1
o V() 5

Durch Einsetzen dieses Ergebnisses fiir v(7) in die zu 16sende Differentialgleichung erzielt

man einen deutlichen Vereinfachungseftekt:

U (D)™ D = (T + f(T)e™ D = ¥ (T)=0(T)e* D + f(T) (A2b.4)

Die Losung dieser Differentialgleichung liefert 1(7) und die Multiplikation mit der bereits

ermittelten Funktion v(7) ergibt den zu kalibrierenden Parameter ¢(7) des Zinsmodells:

du(T)=(o(T)' e + f(T))dT = idu(s)=}(a(s)2e2’<<s>+ f()Ms =
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u(T) = i(a(s)%”“” +£(s))ds mit u(0)=0 = a(T)=u(T)W(T)=
0 (A2b.5)

T T
e—2K(T)J.(O_(S)262K(S) +f(S))dS = efzK(T)J-O'(s)zeZK(S)dS+e*2K(T)J-f(S)dS
0 0 ’

Beide Integrale werden separat berechnet. Bezugnehmend auf (2.57) erhélt man fiir das

erste Integral folgenden Ausdruck:

T Zr 2
| a(s)2e2K<s>ds=(aC(0’T)jj o6 | gs mit e* =2€OD noh6
) or ) 1\ ac(o,s)/as or

Mit der Definition von /(7) in (2.60) lédsst sich der Wert des zweiten Integrals bestimmen:

K(s) 0A(0,s)

Oe 5
K(s) A
T B . 6(eK(T) 2A(0, T))
- - - oT
2K(T) ds = e KM ds = e KM
e I f(s)ds=e I 2 s=e e
e K| KM 0 A(O, T) KD 0A(0,T) OK(T) 8 40.7) + 0A(0.7) OK(T) _ = (A2b.7)
oT’ or  oT oT’ or  or
2
0 A(O;T) + () AT 0A4(0,T)
oT oT

Folglich ergibt sich die Kalibrierungsformel flir den langfristigen Mittelwert der Short Rate
als die Summe der letzten beiden Ausdriicke in (A2b.7) und (A2b.6):

(T)_aA(o ,T) b(T)aA(O,T)J{aC(O,T )ﬁ a(s) zds (A2b.8)
or? or or ) 3 ac(0,s)/as '

Die Notwendigkeit der Losung einer Differentialgleichung ldsst sich allerdings umgehen,

wenn Gleichung (2.59) unmittelbar nach a(7) umgestellt wird:

a(eK(T) MO’T)j r
KT or = ezK(T)a(T) —J-O'(s)2 ey =
0

oT
k) 24(0,T)
T

G J
a(T)=e D T or + e_zK(T)J.a(s)2 e*Vds = mit C(0,T)= Ie_K(“)du
0 0

= 9CO.T)|  b(T) 04(0.T) 1 240.7) |, ac(o nY to)
‘O aC0.1) or | oCO0.T) or ! EROA
or or
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o(T) = b(T)aA(O,T)+62A(O,T)+(8C(O,T)j T( o(s) j "

oT or’ or 8C(0,s)/ s

0

Dieser Ausdruck entspricht der Kalibrierungsformel (A2b.8).
A2c¢c  Die Drift des Bondpreisprozesses in der risikoneutralen Welt

Im allgemeinen Fall gilt es den Bondpreis in irgendeinem Zeitpunkt 7 fiir beliebige Fallig-
keiten 7, <7™" zu bestimmen. Da die Bewertung unter dem risikoneutralen Wahrschein-
lichkeitsmal} erfolgt, ist es nahe liegend zu erwarten, dass die Drift in der Dynamik des
Bondpreises dem risikolosen Zinssatz entspricht. Im Folgenden wird die Annahme iiber die
Drift, die bei der Herleitung der SDE fiir den Bondpreis in (2.50) gestiitzt auf diese Erwar-
tungshaltung automatisch getroffen wurde, streng bewiesen. Als Ausgangspunkt fiir die

weiteren Uberlegungen dient die Bondpreisgleichung:
B(1,T) =" C-DAED (A2c.1)

Die Bestimmung der SDE des Bondpreises erfolgt mittels totaler Differentiation nach /7o:

ij((ti, ;) ) _ (_C(t, T)dr(t)+ % C(t,T) dr(t)dr(t)—r(t)C,(t,T)dt — A,(t, T)] =
dB(¢,T) . 1 , ,
BUT) = (—C(t, T) (a () - b(t)r(t)) t5 C(t,T)Yo@) —r(t)C(t,T)- AL, T)j dt (A2c.2)

—o(t)Ct,T)dW' (1)

Die Drift dieser SDE muss durch den risikolosen Zinssatz definiert sein. Demnach gilt es
Folgendes zu beweisen:

(—C(t, T)(a"(t) - b()r(t))+ % C(t,T) o(t)* —r(t)C,(1,T) - A(t, T] =r(f) (A2c.3)

Unter Ausnutzung der Kalibrierungsformel (2.57) fiir den Zinsmodellparameter /() und

Darstellung von C'(7,7) als Ausdruck zusammengesetzt aus kalibrierbaren Funktionen

C(0,T)—C(0,7)

T T t
C@t,T)= eK(’)J‘e’K(")du = J.e’K(“)du —ef® J.e’K(”)du =
t 0 0

0C(0,t)/ ot
C(0,T) C(0,1)
mit K(t)= Ib(u)du =—log oc(0.1 =log ! = V= L
0 ot 0C(0,t)/ 0t 0C(0,t)/ ot

lasst sich (A2c¢.3) folgendermallen umformen:
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C(t, T)b(E)r(t) - C(t,T)a(t) + % Ct,TY o(6,T) —r(6)C.(6T) = A (6, T)=r(t) =

C(t,T)a (t)- ; Ct,TYo(t) + A7) |,
[C(t,T)b(? -C, (t,T)] r(t)— COTBO—CaT) =r(t)
r(t)— (C(r,T)a*(t) —%C(r,T)za(t)z + AL, T)j;r(t), da
~ __C(0,1)-C(0,1) °C(0,1)/ r* _
Ct,T)b(t)-C,(t,T)= 3C0.0 5 aCQ.07a C(t,T) (A2c.4)
8%C(0,1)

C0.T)— C(0.0 3*Co.n o | ~(8COn121) =(C(0.T)=C(0.1)

8C(0,6)/0t  AC(0,1)/ ot (6C(0,1)/ ot)’

ot’

C(0,1)—C(0,T)

(8C(0,1)/ 1)’ , CO.1)-C(0,0)
(8C(0,0)/ ax)’

_ 28*C(0,0)/ 0% =1
(aC(0,)/ét)"  (8C(0,1)/ o)

0°C(0,t)/o0t* +

Daher ist es ausreichend, um die Ubereinstimmung der Drift mit dem risikolosen Zinssatz

zu beweisen, die Giiltigkeit folgender Beziehung zu zeigen:
R 1
C(t,T)a (t)- 5 Ct, TV o) +A4(tT)=0 (A2c.5)

Mit Riickgriff auf die Definition von A4(7,7) in (2.49) und anschlieBender Bestimmung der
partiellen Ableitung nach 7, wird die Aquivalenz sofort hergestellt:

T T T 2
A(t,T) :I eK(“)a*(s)I e ¥ “du —%ezk(s)a(s)2 [Ie"{(“)du] st =

s

T T 2
1
_ K@) ¢ —K(u) 2K (1) 2 —K(u) _
A, T)=—-e""a (t)J;e du +—2 e ol(t) (Ie du] (A2¢.6)

t

—a*(t)C(t,T)+%O'(t)2C(t,T)2 = C(t,T)a*(t)—%C(t,T)za(t)z+A,(t,T):

C(t,T)a' (t)- % Ct,TY oty —a' (H)C(t,T) +%O'(t)2 C(t,T) =0

Dieses Ergebnis beendet den Beweis, dass die Drift in der Dynamik des Bondpreises unter
dem risikoneutralen und gleichzeitig bewertungsrelevanten Wahrscheinlichkeitsmall dem

risikolosen Zinssatz entspricht.
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Anlage 3: Die funktionale Abhiéingigkeit derVolatilititsstruktur von der S/orf Rate im

Rahmen des erweiterten Zinsmodells

A3a Bestimmung des bedingten Erwartungswertes

Auf der Basis des in (2.66) postulierten Zinsmodells gilt es den bedingten Erwartungswert
T

von jr(s)ds als eine der bewertungsrelevanten Komponenten zu bestimmen, um schliel3-
t

lich mittels Bondpreise gemill der No-Arbitrage-Beziehung in (2.33) die Bondpreisdyna-
mik herzuleiten:

dr(t) =(a’(t) = b(O)r(t) ) dt + o () (O)AW ' (1) =

r(Ty=r(t)+ J.(a*(u) —b(u)r(u))du + ja(u)r(u)dW* u) =

o (A3a.1)
E(r(D)|F (1) = r(z)+j(a ()= b@)E (r@)|F (t)))du =

d[ E(r(T)|F (1)) ]
dT

=a (T)-b(T)E(r(T)|F (1))

Der letzte Ausdruck stellt eine ODFE nach dem bedingten Erwartungswert dar, die folgen-

dermalf3en zu l0sen ist:

T

Mit E(r(D)|E (1))=X(T) = % s (T)_b(T)X(T).er@)du _

T T T T T
jb(u)du jb(u)du b(u)du b(u)du b(u)du

e dX(I)+b(M)e' X(T)dT=d (T)e: dT = dle’ X(T)|=a (T)e' dT =

T s
b(u)du b(u)du

e' X(T)zX(t)+J.a*(s)ef ds und mit X(t):E(r(t)|F(t))=r(t) =

—].b(u)du T —].b(u)du T
E(r(D)|F@)=r(e "+ j a’(s)e ds:e"K(T{r(t)eK(’)+ j a’(s)eVds | (A3a.2)

t

T
Um den bedingten Erwartungswert von J-r(s)ds zu determinieren, wird der Ausdruck in

der zweiten Zeile von (A3a.1) nach der Variable 7 integriert:

T T

J.r(s)ds :J.(r(t)+j.(a*(u)—b(u)r(u))du]ds+j.j.a(u)r(u)dW*(u)ds =

t !

Eﬁr(s)ds |F (t)) = T(r(t) + j(a*(u) ~b(u)E (r(u)| F (t)))dqus =

t t
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d l:E“r(s)ds | F (t)ﬂ ;
d - = r(t)+ j (") =b@)E (r@)|F (1)) Jdu = E(r(T)|F (1)) (A3a.3)"*

Die Eliminierung des Integrals erfordert eine weitere Ableitung nach 7

dzE[ir(s)dS |F (t)J .
’ o =a (T)-b(T)E(r(T)|F (1)), mit X(T)=E, [ j r(s)dsJ:
dE[JT.r(s)dsu: (z)] t (A3a4)
de(T)_ . dX(T) . _dX(T) _ dy@) _ . ...
e =a (T)—b(T)d—T, mit Y(T)= o = 0T =a (T)-b(T)Y(T)

Folglich ist mit der Substituierbarkeit der Erwartungswertbildung und der Differentialope-

ration nach 7 gelungen, die zu 16sende ODFE auf eine Gleichung zuriickzufiithren, deren

’ d{Eﬁ.r(s)ds |F (t)j:l
Da X(T)= E[ [r(s)ds | F (r)} _, XDy - !

Losung bereits in (A3a.2) erfolgt ist:

T r =E(r(D)|F (1))

t

Demnach bestimmt sich die Losung der ODFE nach Y(7) mit Riickgriff auf (A3a.2) zu:

% _Y(T)= r(t)e! o | a*(u)e{b(v)dvdu = X(1)-X(1)= E[ [rs)as|F (z)j = [¥(s)ds

t

T
dj r(s)ds
5 Da es leicht gelingt die Giiltigkeit folgender Ableitung — T =r(T) nachzuweisen, folgt daraus

direkt die unmittelbare Austauschbarkeit der Erwartungswertbildung und der Differentialoperation nach

T T
dl:E [Jr(s)ds |F (I)H d[ j r(s)ds}
T: : e = E| - e |F (t) |=E(r(T)|F (r)) . Die Validitiit der Ableitung kann
wie folgt nachgewiesen werden:
r ;Yb(v)dv S ’j”(")‘”
. J‘ r(HM(t)e ds+ J‘J‘ a ()M (u)e duds
dfrsas |7 M) i M(s) w1 ;
—|b(v)dv * —|b(v)dv
A _roM@ 0 tawme Tor
dT dT M(T) . M(T)

r(T)
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T T —j;b(v)dv T s —j;b(v)dv T
E (jr(s)ds |F (t)j =[re” ds+[[a’@e " duds=r@)e"" e Vds+
! tt ¢

t
T

K T T
J.e_K(S)Ia*(u)eK(”)dudS =r(t)C(t,T) +Ia*(u)eK(”)Ie_K(s)deu = (A3a.5)

t

EUr(s)ds |F (t)] =r(t)C(t,T)+ }a*(u)C(u,T)du

t

Die Aquivalenz des im Rahmen dieser Anlage hergeleiteten bedingten Erwartungswertes

mit dem Ergebnis in (2.69) beendet den Beweis.

A3b Die partielle Ableitung des bedingten Erwartungswertes vom quadrierten

Abzinsungsfaktor

Als Ausgangspunkt der nachfolgenden Herleitung dient (2.68) in quadrierter Form:

w w 2
— | b(u)du — | b(u)du

Ur(w)dw] _ TF(I)MJE;)’ dw+ﬁa*(s)]\j4(2:)  dsdw (A3b.1)

t t

Zum Zweck der Bestimmung der Bondvolatilitit als Vorstufe der Herleitung in geschlos-
sener Form von Optionspreisformeln mit funktionaler Abhéngigkeit der ,,impliziten* Vola-
tilitdt von der Short Rate gilt es als letzte unbekannte bewertungsrelevante Komponente,
die partielle Ableitung des bedingten Erwartungswertes vom quadrierten Abzinsungsfaktor

zu determinieren;

2 r —‘:b(u)du - —‘jh(u)du
E, {Ur(w)dw} |F (t)] =E Ir(t)MAE;sz) dw J.J- a (S)Ajl(izf) l dsdw | |F (¢)
; —Tb(u)du - —ifb(u)d”
22E,| | ’"(’)Mﬁggfv)' ] [“ (S)M (S)e dsdw|F (1) |=
, —Tb(u)du ’ —]Eb(u)du . —Th(u)du
2r(0)E, j—dM We' 4l 428 j M (t)e ' j j aOMESe o
M (w) , M(w)
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Der Ubersichtlichkeit halber werden beide Summanden getrennt berechnet™:

2

w

—J:b(u)du e , w 2
TM(t)e : T 7]’0(:4) du il.b(u)du .
2r(t)E ——dw | |=2r(t)| |e e’ dw| mit
' M
: (w) )
M t 2 M t 2 M ¢ 2
E[ ()J: ® =— ()w = (A3b.2)
M(w) 72J.0'(s)dW*(s)7J.0'(s)2ds 7'[a(s)2ds —ZJ.cr(s)dW*(s)
Ex e 0 e’ ] e o
M@’ ~ M(t) B
—Tc(s)zds —2jo(s)dW*<s) —2Tcr<s)dw*<s> —Ta(s)zdv ~2[a()aW" (5) %(—ZYTa(s)Zd(s)
e’ e " ] e ! e ? e ° e 7
M (¢t 2 M(t 2 —IJ(.Y)Zdv
, , (1) _ () o
—Io‘(s)zds* —ZJU(‘Y)(}W*(S) jo‘(s)zds o(s)’ds
e’ e’ e M(t) e

Mit dem Ziel die Integrationsreihenfolge zu rotieren, erhdlt man unter Anwendung des

Fubini-Theorems fiir den zweiten Summanden folgenden Ausdruck:

w

,]ﬁb(,,)du —Ib(u)du

oK IM(t)e’ dwﬁa*(s)M(s)es dsdw | =
M (w) o M(w)

~

t

2F

~

Tw * —]:b(u)du —Tb(u)du
J‘J. a (S)M(S)zjw(t) e e’ dS(dW)2 —
o M)

T T 7wb(u)du 7"'6(14)20,”
* M(t J “K(w . M(@)M (s [
2Et J‘a (S)M(S)eK(S)J-—()Ze 1 e K(m)(dw)ZdS mit Et Lg)]:e s
: M (w) M (w)
T j.a(u)zduT —ifo‘(u)zdu —j.b(u)du —:fb(u)du
=2 Ia (s)e*Wer Ie 0 e KMe e’ (dw)’ds
t N
T . jo‘(u)zduT —Ta(u)zdu —Xb(u)du
=2 ja (s)e* e Ie 0 e KMe (dw)’ds
t s

36 Der Subindex ¢ bezeichnet den Erwartungswert bedingt auf F (f) und steht in keinem Zusammenhang
mit der partiellen Ableitung nach 7. Zur Notationsentlastung wird diese Konvention konsequent bis zum
Ende der Anlage durchgesetzt.

140



2

e *Maw | ds (A3b.3)

s

T Io‘(u)zdu —jb(u)du T —%To’(u)zdu
.
=2 Ia (5)e**Weo e’ Ie 0

t N

Die Giiltigkeit des im Rahmen der Herleitung ohne Beweis verwendeten Erwartungswertes

von den stochastischen Variablen ldsst sich folgendermaB3en demonstrieren:

t t s s
—J.o'(u)dW* (u)—%.[o’(u)2 du —J.G(u)dW* (u)—%jo‘(u)2 du

E,[M(t)M(S)J=Et e’ 0 e’ 0 B

2 w w
M(w) 72ja(u)dW*(u)7J.0'(u)2 du
e 0 0
t t t s s
ifcr(u)dW*(u)f%IO'(u)zdu il.o‘(u)dW*(u) —%J.O'(u)zdu 7J'a(u)dW*(u)
e 0 0 e 0 e 0 e t
[} w E[ w =
—2J.0'(u)dW*(u) —J.G(u)zdu 72J.cr(u)dW*(u)
e’ e’ e !
t s s
_%J.O'(u)zdu —%Io’(u)zdu ~[owan” @)
e e’ e’
w E[ s w =
—J.G(u)zdu 72J.0'(u)dW*(u) 72J.0'(u)dW‘(u)
e 0 e t e K
t 1.\‘
—J.O'(u)zdu —Eja(u)zdu
e’ e ! 1
‘ w Et s w =
—ja(u)zdu —Ia(u)zdu —ja(u)dW*(u) —2J'a(u)dW*(u)
e 0 e t e t e s
—%;I.O'(u)zdu
e ! 1 1
E| — E|—; =
—Io(lt)zdu —Io(lt)dW*(u) —zja(u)dW*(u)
e’ e’ e ’
—lj.a(u)zdu w )
e 2[ 1 1 —jo(u) du
=e ’

—J.cr(u)zdu —J.d(u)zdu %(71)2_[0(14)201” %(—Z)ZJ.G(M)Zdu
e t e s e t s

e
mit E, [Ta(u)dW*(u)] -E, (j o(w)dw" (u)J ) Ua(u)dW*(u)] =0

Var, Ua(u)dW* (u)j =E, [Ta(u)dW*(u)T -~ (Et Ua(u)arW*(u)D2 -E, Ua(u)dW*(u)jz
+(Et (ja(u)dW*(u)Dz = Ta(u)zdu - j o(u) du = fa(u)zdu

Die Zusammensetzung der erhaltenen Ausdriicke fiir die beiden Summanden in (A3b.2)

und (A3b.3) liefert die partielle Ableitung des bedingten Erwartungswertes vom quadrier-

ten Abzinsungsfaktor als letzte unbekannte bewertungsrelevante Komponente:
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w w 2 s s w 2
T —1J'a(u)2du —Jb(u)du T Ia(u)zdu —Jb(u)du T —%J.O'(u)zdu
0

2r(t) Ie % e’ dw | +2 Ia*(s)eZK”)eO e’ Ie

t t N

e XMaw | ds

und determiniert somit die endgiiltige Form der Bondvolatilitit in (2.76).
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Anlage 4: Zweidimensionale Markov HJM-Darstellung der Discount Curve

Unter der Restriktion der Volatilitatsstruktur auf eine separierbare Form gemil3 Abschnitt
331 lasst sich das allgemeine /.JM-Konstrukt zur Deskription der Zinsstruktur auf ein
zweidimensionales Markov-System zuriickfiihren. Ausgangspunkt des nachfolgenden Be-
weises bildet die /7/M-Entwicklung der Forward Rate Curve gemiB (3.16) und die da-

durch implizierte Discount Curve basierend auf der spezifischen Volatilitdtsfunktion:

£(t,T) = (O, T)+jaf (s,T) j o, (S,u)dudSJrjaf(s,T)dW*(s)

T T
—J.f(t,v)dv 7J'b(x)dx

Mit B(.T)=e"  wnd o,(tT)=0,(He’ = (A4.1)
B(O T) _”cr (s)e ‘bmdxjcr (s)e sbm dudsdv— Ijg (Y)ei{b(t)dxdw*(s)dv

B.T)= B(0, r)

Der Einfachheit halber wird der Exponent in seine Bestandteile getrennt, die separat ge-
zielter Umformung zwecks Aktualisierung der ganzen Discount Curve mittels einiger we-

niger Zustandsvariablen unterzogen werden:

Ib(x)dx Ib(x)dx
aw’ dw’(s) =
) jG(S) by T a

- b(x)dx T —J'b(x)dx 1 1 —_fb(x)dx

—alt, T)j (s’ dW'(s) mit a(t,T)=|e =00 b

t

T - b(x)dx

IG(S).[e’ dvd W’ (s) = ja(s)

T —vb(x)dx
Zwecks iibersichtlicher Beweisfithrung werden im Folgenden alle Integrale der Form je ' dv expli-

t

5

zit aufgeldst. Da der Ausdruck deterministischer Natur ist, besteht allerdings keine zwingende Notwen-
digkeit dafiir, zumal die Berechnung nur ndherungsweise erfolgen kann:

, —jb(X)dv —_‘rb(x)dx , ,jbmdx 7},7(““
T ~[b(x)ds T ) ) T [b ’ r
Jer Tafe At et a, ==t v
i . b(v) b(v) / b(v) b(v) ! b(v)
,ij(X)JX r i(/:(x)dx —Ib(x)dx 7j;b(x)dx , 7.‘["/)()()%, 7J‘Lb(x)¢\' *j‘b(x)dx
e’ dle e’ e’ e’ e e
_ |,T+I [ . ]:_ I+ R |,T+3I , dv=— I+ \ H
b(v) b(v) b(v) b(v) 7 b(v) b(v) b(v)
~[bxds Ib(x)dx jb(x)dx —jbu)m Ib(t)dx fb(v)dx
e’ T T T e !
-3 +3.5°¢ -35.7° == +¢ 2j+1
by " by ! by ! by " by ZH @ )b( e

Veremfacht wird imrWeiteren als approximative Darsteltung verembart, allein das erste Glredder Rei-
henentwicklung zu beriicksichtigen. Erneut sei der Leser darauf hingewiesen, dass diese Approximation
keine Auswirkung auf den nachfolgenden Beweis hat, da alle Integrale, die diesen deterministischen
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In dhnlicher Weise wird die andere Komponente des Exponenten behandelt:

- b(x)dxv —[b(x)dx b(x)dx v —Ib(x)dx

—J.J-O' (8)e * IO‘ (s)e I dudsdv = —J.J-O' (s)e J.e ; du |dsdv =

(A4.3)
2 72j;b(x)dx J-h(x)dx
Me ; dsdv — j j 9 (S) dsdv
b(v)
Analog werden beide Integrale einzeln berechnet
Tt o (S)z *j;b(x)dx t o (S)2 T 7jlb(x)dx P o (5)2 e—Jfb(x)dx
—“-’—e dsdv:—'["— J‘e& dv SZI . ds —
"y b(s) b(s) |9 v b(s) b(T)
(A4.4)
—j[b(x)dx
O',,(S)z e’ )J_O_ (S)z —Ib(x)dvds
b(s) b(t) b(s)

SchlieBlich wird die gleiche Technik angewendet, um das andere Integral aufzulosen:

o,(s)’ 72}“”‘“ ‘ —zjhumwe_zjb(")d* —ZJb(x)dr
—=—e ' dsdv=|o,(s)e —dvds = (0, t) dv
o) r b(v) b(v)
0 t (A4.5)
*Zj.h(x)dx

mit [(0,t)= jo; (s)e ° ds

Mit /=T erschlief3t sich aus (A4.1) unmittelbar die Entwicklung der Short Rate:

7J‘h(x)dx iib(x)dx 7J'b(x)dx .
r(t) = £(0,6)+ ja(u)e © Jo,wer  dvdu+ j o wer dW'(u) =

u

- b(x)dx ‘ —jb(x)dx il.h(x)d\:
r(t)— £(0,¢) = j o (u)e fer av du+ja we *  dW' () (A4.6)
o_ (u)z —2J.b(~c)dx o (u) _!.b(x)dwc t —;[b(x)dx .
_ !W du + j e du + { o.(u)e dW" (u)

Charakter aufweisen, einheitlich die gleiche Anndherung erfahren. An der Bondbewertungsvorschrift
(A4.7) erkennt man die gegenseitige Authebung der Approximationseffekte, da die Funktion

T - b(x)dv
a(t,T)= J. ' dv vorerst ungeachtet der Berechnungsmethode als ganze in die Formel einflief3t. Erst
t
im ndchsten Schritt, wenn es den Bondpreis explizit zu bestimmen gilt, wird die Ermittlung eines genau-
en Ausdrucks in Abhéngigkeit von der Mean Reversion-Funktion b(7) relevant.
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Die Summe von (A4.2), (A4.4) und b(r)" f(0,)a(1,T) ergibt —a(t,T)(r(1) - £(0,£)). Mit

dieser Erkenntnis kann der Bondpreis zu einem spiteren Zeitpunkt 7 folgendermallen er-

mittelt werden:

ZJIh(x)dx
dv

B(O T) —a(t,T)(r()-f(0, t))*fa(t T)B(0,1)+5(0, t)J'

B(1,T) = o
B(0, t)
—2_[b(x)dx —Zjllb(x)dx , —2}b(x)dx —2JT'b<x)dx
Mit '[ dv=-5 5 |T—J.e 3 dv=-5 —+ ! 5
b(v) 2b(v) " b(v) 26(T)"  2b(1)
5 —fb(x)dx
ey 1 e (A4.7)
2 b(t)" b(t)b(T)
Jh(x)ux
\_BONawT) fOH pOe !
B(t.T) = B(0,7) T) ~a @D (rO-(0.0) 2 by 0BT b(t)“(’ AN N
’ B(0, t)
—a(t,T)(r(t t BODaD)
B(t.T)= B(0, T) ED(r (0= (0.0)-==7
B(0, t)

Anhand dieser Bewertungsgleichung wird deutlich illustriert, dass alle relevanten Informa-
tionen fiir die Aktualisierung der Discount Curve ausschlieBlich durch die Short Rate r(1)
selbst und eine zusétzliche Zustandsvariable f(0),7) zur Erfassung der Pfadausprigung in-
nerhalb des Zeitintervalls /0.7/ eingefangen werden. Diese spezifische Wahl der Volatili-
tatsfunktion impliziert die Dynamik der Short Rate gemi$ dem Hull/White-Zinsmodell*®,

wohingegen //(0,1) folgender lokal deterministischer Differentialgleichung gehorcht:
dp(0.0)=[ o,(t) —2b()B(0,1) |dt (A4.8)

In Wirklichkeit erweist sich die direkte Ermittlung der pfadabhingigen Zustandsvariable
S(0,1) als extrem schwierig. Allerdings geniigt die Determinierung einer beliebigen Stiitz-
stelle auf der Zinsstruktur im zukiinftigen Zeitpunkt 7, um die ganze Discount Curve rekon-

struieren zu konnen. Zu diesem Zweck wird der Bondpreis partiell nach s differenziert™’:

% vgl. Abschnitt 332.
29 Fiir die partielle Ableitung von a(f,s) nach s folgt mit Fn. 237 :

N —j;b(x)dx 7j;b(x)dx Jb(x)d\f 7j;b(x)dx J‘b(‘()d‘(
[ _'[b(X)dx e’ s e’ N N e’ N N
alt,)=fe’  dv=- [+ -3 f 35— 3575— .. =
: b(v) b(v) b( )’ b(v) b(v)’
,j.b( o Jb(x)dx 7j‘b(x)dx Ib(x)dv ii‘b(x)dx Ib(x)dr
Mds= ‘ ds+ s—e > ds—3 s+3e Z ds+35 ds
Os b(s) b(s) b(s)* b(s) b(s)°
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Mit T=s5s =

0Bt dalt, dalt, 0B(0,5) B(t,
—éi 5) ds=[—a(t,s)ﬂ(0,t) “8(2 D (1)~ f(o,z))—“a(; S)}B(t,s)ds—ir (as 5) B(((t) i)) ds =
—jb(x)dx

=B(t,s) f(t,s)ds = —a(t,9)B(0,0) = (r() = £(0,0)) ]e *  B(t,8)ds— f(0,8)B(t,s)ds

dalt,s) , Tl

—jf(t,u)du B
= 0B(t,5) ds=e ' ds und

Mit B(t,s)=e '

ds =—B(t,s) f(t,s)ds,

o R _, 0B(0,s) B(t,s)

B(0,5)=e © B(,5)

o B0.s) ds = —B(O,S)f(O,s)mds = —£(0,5)B(t,5)ds

Simple algebraische Umformungen liefern schlieBlich einen Ausdruck fiir £(0,7):

b(x)dx

a(t,5)B(0,1) = f(0,6)—r(t) +[ £ (t,5)— f(0,5)]e’ =N
(A4.9)

b(x)dx

L\ 10.0-r0)+[ft.9)- 0,9

a(t,s)

£(0,1) =

Das Einsetzen von f(0,1) in die Bondbewertungsformel gemilB3 (A4.7) betont nachdriick-

lich, dass die Deskription der vollstindigen Discount Curve in einem spéteren Zeitpunkt

einen Markov Charakter beziiglich der beiden Zustandsvariablen 7(7) und f(z,s) besitzt.

ii‘b(x)dx ii‘b(x)dx 7j‘b(x)dx
t t t

—jb(x)dx

¢ ds..=e' ds

e e

s =357 ——ds+3.57—

-3.5
b(s) b(s) ()
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Anlage 5: Das Konzept der Brownschen Briicke

Zur Darstellung des Konzepts bediene man sich der Charakterisierung von Oksendal**,

der die Brownsche Briicke von a nach b als den Prozess Y(¢) definiert, der folgender

eindimensionaler Differentialgleichung geniigt:

b-Y()

dY(t)=———=dt+dW (), 0<t<l1, Y(0)=a und a,b—const. (AS.1)

Es gilt zweierlei zu zeigen:

1) Y(t)= a(l—t)+bt+(1—z)de(s), 0<t<l 452

(2) mY()=b as.

Mittels addquater Substitutionen und anschlieBenden totalen Differenzierens nach /70, er-

halt man fur den ersten Teil des vorzufithrenden Beweises:

Mit C(t)=1—t und D(t)= j@ = Y(t)=aC(t)+b(1-C@t))+C()D(t) =
dY (t) = [(a—b)+ D(1)]dC(t) + C(£)dD(z) + dC(t)dD(t)

dW(t) 1

=—[(a-b)+D(1)]dt +(1-1)——= ~ ——dW (t)dt

0

——adt+bdt—%dt+adt+%dt+dW(t) -
b-Y()

dY(t)=—dt +dW (t)

Fiir den zweiten Teil ist es ausreichend, folgendes zu demonstrieren:

dW(s)

im(1 - t)j =0 as., 0<t<1
t—>1

Zwecks Anwendung des starken Gesetzes der groen Zahlen kann man sich mit Hilfe des

Theorems iiber die Zeittransformation von Martingalen®' des /70 Integrals entledigen:

Mit W™ — eindimensionale Brownsche Bewegung und 0<t<1 =

20 B, Oksendal, “Stochastic Differential Equations”, An Introduction with Applications (2000), 5™ Ed. Zur
Definition des Prozesses vgl. insb. Aufg. 5.11 auf S. 75, deren Losung als Grundlage der nachfolgenden
Ausfithrungen dient.

! Zum Time-Change for Martingales-Theorem vgl. I. Karatzas, S. Shreve, “Brownian Motion and Stochas-
tic Calculus” (1991), 2" Ed., S.174.
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transf .
w 1

—1
(1 t)j dW(S) — (1 t)Wtransf 1—t
1
-t ——1+1
1—¢
transf .
. gl a’W(s)
Aus }1m 1"—’—0 as. = hm(l—t)J. =0 as
= —=1+1
-t

Die letzte Eigenschaft der fast sicheren Konvergenz, worauf sich der Beweis der zweiten

Forderung in (AS5.2) maf3geblich stiitzt, ldsst sich unmittelbar zeigen:
. 2
Mit E(W))=pu=0, EW,) =t, £>0 und n2=1 =

| 1 WY 1
Prob.{ sup |—’—,u>§ <—E| sup (—tj S—E( sup szﬁ
{2" <<ontl t 52 oM << t 52 22’1 o <<t !

el )

Die erste Ungleichung folgt direkt aus der Chebychev’s Inequality®*?, wohingegen die letz-
te auf Doob’s Maximum Inequality®™ fiir Submartingale beruht. Die Anwendung des Li-

mes-Operators in Verbindung mit dem Borel-Cantelli Lemma ergibt:

t—>w 2 <p<pmH - oo§ 2"

. | 8
limProb.{ sup - u>¢<lm——s=0 =
t—© t

w,
Prob. {|t| u><&, unendlich oft}:O = Prob.{limZ=0}:l

Dieser letzte Schritt schlieft den Beweis von (A5.2) ab und vervollstindigt die Charakteri-

sierung der Brownschen Briicke.

2 7Zur Chebychev’s Inequality vgl. B. Oksendal, “Stochastic Differential Equations”, An Introduction with
Applications (2000), 5™ Ed., Aufg. 2.4 auf S. 16.

3 Zur Doob’s Maximal Inequality vgl. I. Karatzas, S. Shreve, “Brownian Motion and Stochastic Calculus”
(1991), 2" Ed., Theorem 3.8 auf S. 14. Es sei angemerkt, dass die Anwendung dieser Ungleichung legi-
tim ist, da die Brownsche Bewegung — ein quadratisch integrierbares Martingal — automatisch die Eigen-
schaft des Submartingals besitzt.
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Anlage 6: Die Fourieranalyse der zeitabhingigen Komponente der instantanen Volatili-

tatsfunktion

Fiir die Fourierreihenentwicklung der gemil der Mean Reversion Rate exponentiell verfal-

lenden Short Rate-Volatilitatsfunktion der Zeit mit Periode 2L ldsst sich schreiben:

o)=L +Z sm( ]Zb cos( ’j, t€[0,2L] (A6.1)

n=1 n=1

Die Koeffizienten a,, a,, b, gilt es auf der Basis der Orthogonalitit der Sinus- und Cosi-

n?o

nusfunktionen auf dem Intervall /-7, 7/ zu determinieren. Exemplarisch wird die Bestim-
mung des Parameters der Sinusreihe vorgefiihrt. Von der rechten Seite in (A6.1) ausge-
hend, ermittelt man fiir das Integral iiber das Produkt der exponentiellen Funktion und der

entsprechenden Sinusfunktion:

mrt
dto,(t)sin =
j o, (1) [ > j
aozj . [ mrt =% (mat) nrt) mrt nrt
— | dtsin| — +Zan.[dts1n — +Zb Idtsm cos| —
2 0 L n=l 0 L L n=1 L L
\_V—_J

0 0 fiir m#n 0
2L

=a, jdtsm (mftjz—jdt%m (mznj— a2m J‘d{l—cos[znzmﬂ
0

a L . (2mr.2L . (2mn.0
=q L——2. sin —sin =a .L
L L

0 0

(A6.2)

Direkt auf die exponentielle Funktion abgestellt, erhdlt man mittels partieller Integration:
t L L t
j dte sm( a ] =———¢e " cos (ﬂj -bh— I dt.e™ cos (ﬂj
L mur L mr 5, L
mrt

0
= —(1 —e cos(2m7z)) — bi Le_b’ sin (Tj

2L 2L
L . [ mrt
+b—jdt.e b gin| ——
mr mr| mr mr L

0

(A6.3)

0

2 2L
:i(l—e’m cos(2m7r))—b2 L . j dr.e™ sin (’"T’”j
0

mrw (l’l’lﬂ')

J.dte sm( mj=L(1—e‘2bL COS(ZmE))/(1+b2 L 2]
L mri (m;z')

Aus der Aquivalenz von (A6.2) und kann fiir @, gefolgert werden:
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mr (1 —e ) _
a, = W mit cos(2m7r) =1 (A64)
mwx

Unter Anwendung der gleichen Technik berechnet man mit der Gleichheit von

b mrt I’ I
(1) J. dte™” cos( j =b 5 (1 —e " cos(2m7r)) 1+5° R
) L) (ma) (mr)
g (A6.5)
mrt
2 dto (t)cos| — |=b_.L
2) j o, (1) ( L J :
fir den Parameter der Cosinusreihe:
bL(1-e ™)
b, =——=——5 mit cos(2mr)=1 (A6.6)
(mz) +(bL)

Demnach lésst sich die S/ort Rate-Volatilitatsfunktion folgendermalen darstellen:

o.(t)= ZbLL(l —e" ) + i nr (1 —© )2 sin [ mrt ) + ; (ZLJZ'()IZ_-f-e(_bL))Z cos ( mzztj (A6.7)

_(1—e)| LS ! [ 7t mt
ar(t)—(l e ) 2bL+;(m7r)2+(bL)2 {mﬂsm[ i j+chos( 7 ﬂ]

(a) Die Fourierreihe der expon. Funktion (a) Die Fourierreihe der expon. Funktion
k=10 k=100

= =4
[S) S
<o) [+
o o
IS o
3 5
3o o
o 9 o <
> o > o — Fourierreihe
2 L
& < & - ---- expon. Funktion
t O € o
2o 2o
%) %)
N N
[y o
IS S
o o
o o
S T T T T S T T T T
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Abb. A-1 Die Approximation der Short Rate-Volatilitit als Fourierreihe mit einer begrenz-
ten Anzahl von Frequenzen.
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