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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Die parametrische Statistik nimmt an, dass die Daten aus einem Versuch oder einer
Studie einem wahrscheinlichkeitstheoretischen Modell aus einer Klasse von Model-
len geniigen, die durch endlich viele reelle Zahlen beschrieben werden kénnen. Diese
endlich vielen Zahlen werden Parameter genannt und besitzen héufig anschauliche
und leicht verstdndliche Interpretationen. Als klassisches Beispiel seien hier die Pa-
rameter 4 und o2 der Normalverteilung genannt, die zur Beschreibung der Lage und
Streuung dieser Verteilung dienen. Aus den erhobenen Daten werden mit formalen
Methoden Riickschliisse auf die Parameter des Modells gezogen. Zu diesen Metho-
den zahlen Punktschéitzer und Konfidenzbereiche sowie Tests von Hypothesen. Eine
grundlegende Schwierigkeit bei der Verwendung von Verfahren aus der parametri-
schen Statistik ist die Wahl der parametrischen Modellklasse. Bei der Wahl einer
ungeeigneten Klasse verlieren im Allgemeinen die Parameter ihre Bedeutung und die
schlieBenden Methoden ihre Giiltigkeit. Deshalb erfordert die parametrische Statistik
viel Sachkenntnis iiber den Versuch und einen breiten Uberblick iiber méglicherweise
geeignete parametrische Modellklassen und die zugehorigen Auswertungsmethoden.
Aber auch wenn diese Sachkenntnis und der entsprechende Uberblick zur Verfiigung
stehen, ist es moglich, dass keine der bekannten parametrischen Modellklassen zur
Beschreibung der Verteilungen geeignet ist. In diesem Fall bietet die nichtparame-
trische Statistik eine Alternative.

Die nichtparametrische Statistik geht nicht davon aus, dass sich die Verteilungen
der Daten durch endlich viele Parameter beschreiben lassen. Sie ldsst eine grofere
Klasse von Verteilungen zu, zum Beispiel die Klasse aller stetigen Verteilungen. Die
Entscheidung, ob eine solche Klasse geeignet ist, kann meist auch ohne tiefergehende
Sachkenntnis iiber den Versuch getroffen werden. Das Gegenstiick zu den Parame-
tern aus der parametrischen Statistik bilden in der nichtparametrischen Statistik die
sogenannten statistischen Funktionale. Diese Funktionale sind Abbildungen von den
Verteilungsklassen in endlichdimensionale Rdume. Thre Aufgabe ist es, die umfang-
reiche Information, die in den Verteilungen enthalten ist, auf wesentliche Aspekte zu
reduzieren. Sie sollten — wie die Parameter — eine anschauliche Interpretation haben,
zum Beispiel als Lage- oder Streumaf. Bekannte Beispiele fiir Lagemafle sind der Er-
wartungswert E : F' +— [z dF(z) und der Median Med : F — F~1(1/2). Wie in
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2 Kapitel 1. Einleitung

der parametrischen Statistik konnen als formale Methoden, um aus Beobachtungen
Riickschliisse auf die Funktionale zu ziehen, Punktschétzer, Konfidenzbereiche und
Tests konstruiert werden.

Die nichtparametrische Statistik geht jedoch nicht immer den Weg iiber Funk-
tionale, sondern befasst sich in einigen Féllen auch direkt mit den Verteilungen.
Insbesondere existiert eine Vielzahl von klassischen Tests, die als Hypothesen die
Gleichheit von Verteilungen stellen. Bekannte Tests fiir die Hypothese, dass die
Verteilungsfunktion F' einer Stichprobe mit einer vorgegebenen Verteilungsfunktion

F, iibereinstimmt, sind der y?-Anpassungstest von ( ) sowie die Ein-
Stichproben-Tests von Cramér und von Mises ( , ; , ) und
von Kolmogorov und Smirnov ( , ; , ). Um die Hy-

pothese der Gleichheit der Verteilungsfunktionen F; und F3 von zwei unverbunde-
nen Stichproben zu testen, konnen die Zwei-Stichproben-Versionen des Cramér-von
Mises-Tests ( , ) und des Kolmogorov-Smirnov-Tests ( : )
aber auch der Run-Test von ( ) und der Wilcoxon-Mann-
Whitney-Test ( , : , ) verwendet werden. Verall-
gemeinerungen auf das Mehr-Stichproben-Problem mit der Hypothese F} = --- = F,
wurden fiir den Cramér-von Mises- sowie fiir den Kolmogorov-Smirnov-Test von

( ) vorgeschlagen. Fiir den Wilcoxon-Mann-Whitney-Test wurde eine ent-
sprechende Verallgemeinerung von Kruskal und Wallis ( , ;

, , ) angegeben.

Die Verwendung statistischer Tests wurde jedoch seit der Kritik von Berkson
( , : , , Teil I; , , ) immer wieder
in Frage gestellt ( , , Kapitel 12). Diese Kritik beinhaltet
aus Sicht des Autors im Wesentlichen folgende Punkte:

e Die Beschriankung der Fragestellung auf die Entscheidung zwischen Hypothese
und Alternative entspricht in den wenigsten Féllen der Fragestellung, die einer
Studie zugrunde liegt. Denn die weitaus meisten Fragestellungen, die anhand
von Studien untersucht werden sollen, sind quantitativer und nicht qualitativer
Art. Eine Entscheidung allein zwischen Hypothese und Alternative ist nicht
spezifisch genug. Auch die zusétzliche Angabe eines p-Wertes hilft nicht bei
der Beantwortung der quantitativen Fragestellung.

Besonders fragwiirdig ist die Verwendung von Punkthypothesen, wie zum Bei-
spiel bei den oben genannten Tests auf Gleichheit von Verteilungen: Eine
Punkthypothese kann bereits ohne die Erhebung von Daten ausgeschlossen
werden, da in der Praxis Parameter, Funktionale oder Verteilungen einer Glei-
chung niemals exakt geniigen.

e Selbst wenn die Entscheidung zwischen Hypothese und Alternative bei der
Beantwortung der Fragestellung einer Studie hilfreich sein sollte, ist die Ent-
scheidung, die mittels eines statistischen Tests gefillt wird, in den seltensten
Féllen sinnvoll. Denn bei einem Test ist lediglich die Wahrscheinlichkeit fiir den
Fehler erster Art nach oben beschréinkt. Diese Schranke liegt zudem meist bei
historisch begriindeten 5% ( , , Kapitel 29, Abschnitt 1),
hat aber keine Begriindung in der Fragestellung des Versuchs.
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Falls also die Hypothese durch einen statistischen Test nicht verworfen wird,
hat man durch den Test keine Information beziiglich der Entscheidung zwi-
schen Hypothese und Alternative gewonnen. Dieses unbefriedigende Ergeb-
nis ist nur schwierig zu vermitteln und fiihrt deshalb immer wieder zu dem
Missverstandnis, die Nichtablehnung der Hypothese sei ein Hinweis auf ihre
Giiltigkeit.

e Die meisten Fragen der Wissenschaft werden durch mehr als eine Studie be-
arbeitet. Zur Zusammenfiihrung der Ergebnisse von mehreren Studien sind
die jeweiligen Testergebnisse aber selbst dann ungeeignet, wenn die Hypothe-
sen und Alternativen der verschiedenen Studien iibereinstimmen: Sie enthalten
nicht mehr geniigend Information, um sie sinnvoll zu kombinieren (

, , Kapitel 32).

Die wiedergegebene Kritik an statistischen Tests spricht also im Allgemeinen
fir die Verwendung von Punktschidtzern und Konfidenzbereichen (
, , Kapitel 12) und speziell in der nichtparametrischen Statistik somit
fiir die Verwendung von Funktionalen (siehe auch , ).

Die meisten der oben genannten statistischen Tests beruhen auf abstrakten Ab-
standsmaflen zwischen Verteilungsfunktionen, die keine anschauliche Interpretation
zulassen. Der Kolmogorov-Smirnov-Test zum Beispiel verwendet eine Teststatistik,
die mit Hilfe des Kolmogorov-Abstandes fiir Verteilungsfuntionen

dg (F1, Fy) = sup{|Fi(z) — F3(x)| : = € R}

definiert wird.

Lohnenswert erscheint dagegen die Auseinandersetzung mit dem Wilcoxon-
Mann-Whitney-Test: Obwohl auch bei diesem Test die Hypothesen direkt in den
Verteilungsfunktionen gestellt werden, kann die zugehorige Teststatistik nach geeig-
neter Transformation als Schéitzer fiir ein Funktional mit anschaulicher Interpreta-
tion aufgefasst werden. Dies wurde erst iiber ein Jahrzehnt nach der Einfithrung des
Tests durch ( ) von ( ) bemerkt. In Formelschreibweise

lautet das Funktional, das wir in dieser Einleitung als Wilcoxon-Mann-Whitney-
Effekt bezeichnen,

1
(Fl,FQ) — /F1 dFQ = P(X1 < Xg) + EP(Xl = XQ),

wobei X; ~ F} und X, ~ F, unabhéngige Beobachtungen aus den beiden Ver-
suchspopulationen sind. Der Wilcoxon-Mann-Whitney-Effekt ist ein Maf3 dafiir, wie
stark Beobachtungen mit der Verteilungsfunktion F; zu grofleren Werten neigen
als Beobachtungen mit der Verteilungsfunktion F,. Eine wichtige Eigenschaft die-
ses Funktionals ist, dass es ausschlieBllich auf der Ordnungsstruktur der moglichen
Beobachtungen beruht. Es kann also immer verwendet werden, wenn Daten mit
mindestens ordinalem Skalenniveau vorliegen. Inzwischen existiert eine grofie An-
zahl an Verdffentlichungen, die sich mit Punktschétzern, Konfidenzbereichen oder
auch Tests fiir den Wilcoxon-Mann-Whitney-Effekt beschiftigen.
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Interessant ist der Wilcoxon-Mann-Whitney-Test, wenn man einmal von der obi-
gen grundsatzlichen Kritik absieht, auch noch aus einem anderen Grund: Er besitzt
nicht nur die klassische Verallgemeinerung auf das Mehr-Stichproben-Problem von
Kruskal und Wallis, sondern hat wiahrend des letzten Jahrzehnts weitere natiirliche
Verallgemeinerungen auf immer umfassendere Klassen von faktoriellen Versuchspla-
nen erfahren ( , : , : ,

; , ). Wie der Wilcoxon-Mann-Whitney- und der Kruskal-
Wallis-Test stellen auch diese Verallgemeinerungen ihre Hypothesen direkt in den
Verteilungsfunktionen. Sowohl fiir den Kruskal-Wallis-Test als auch fiir die Verallge-
meinerungen besteht eine Beziehung zwischen den Teststatistiken und bestimmten
Funktionalen, die eine &hnliche Interpretation wie der Wilcoxon-Mann-Whitney-
Effekt haben. Im Gegensatz zu diesem haben sie aber den schwerwiegenden Nachteil,
von den Stichprobenumfingen abzuhéingen. Diese sind jedoch fiir die Fragestellung
einer Studie irrelevant.

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit von den Stichprobenumfingen un-
abhéngigen Verallgemeinerungen des Wilcoxon-Mann-Whitney-Effekts fiir die sehr
allgemeine Klasse von faktoriellen Versuchsplinen, die von ( ) be-
trachtet wurden. Diese Funktionale werden hier als relative Effekte bezeichnet. Sie
sind insbesondere unter dem fiir die nichtparametrische Statistik wichtigen Gesichts-
punkt der moglichst allgemeinen Verwendbarkeit interessant. Denn zum einen sind
sie wie der Wilcoxon-Mann-Whitney-Effekt fiir alle Daten mit mindestens ordina-
lem Skalenniveau geeignet. Zum anderen konnen sie fiir eine sehr grofle Klasse von
faktoriellen Versuchsplénen definiert werden. Ahnliche, ebenfalls von den Stichpro-
benumfingen unabhéngige Funktionale wurden fiir eine weniger allgemeine Klasse
von faktoriellen Versuchspldnen bereits von ( ) und ( ) behan-
delt. Jedoch stellen die dort verwendeten Funktionale keine Verallgemeinerung des
Wilcoxon-Mann-Whitney-Effekts dar, da sie sich im Zwei-Stichproben-Fall nicht auf
diesen reduzieren. Zudem lag das Gewicht der beiden genannten Arbeiten auf der
Konstruktion von Tests fiir Punkthypothesen, wiahrend sich diese Arbeit aufgrund
der bereits angefiithrten Kritik ausschlieSlich mit den relativen Effekten selbst sowie
Punkschétzern und Konfidenzintervallen dafiir beschéftigt.

Es bleibt noch zu erwéhnen, dass sich die Verwendung jedes der zuletzt genann-
ten Funktionale, also der Funktionale, die in Beziehung zu den Teststatistiken der
Verfahren von ( ) ( )

( ) und ( ) stehen und der von ( ) und ( )
betrachteten Funktionale sowie der hier behandelten relativen Effekte, in das von

( ) vorgeschlagene Prinzip der Ridit-Analyse einordnen ldsst. Allerdings
hat Bross in seiner Arbeit in erster Linie die hinter dem Konzept der Ridit-Analyse
liegenden Uberlegungen geschildert und nur fiir einen Spezialfall Punktschétzer und
Konfidenzintervalle angegeben.

1.2 Awufbau der Arbeit

Im auf diese Einleitung folgenden, zweiten Kapitel werden die Versuchsplane und
wahrscheinlichkeitstheoretischen Modelle vorgestellt, mit denen sich diese Arbeit



1.2. Aufbau der Arbeit 5

beschéftigt. Als Beispiele und Beleg fiir die Verwendbarkeit dieser Plane und Modelle
in der Biometrie dienen vier medizinische Studien, auf die im Folgenden immer
wieder Bezug genommen wird.

Im dritten Kapitel werden die eigentlichen Gegenstéinde dieser Arbeit, die relati-
ven Effekte, eingefiihrt und ausfiihrlich erlautert. Die Kapitel 4 und 5 befassen sich
zunéchst mit der Konstruktion von Punkt- und Intervallschétzern fiir die relativen
Effekte. Dariiber hinaus enthalten sie eine eingehende Untersuchung der finiten und
asymptotischen Eigenschaften der konstruierten Schétzer.

Das abschlieende Kapitel 6 trégt einen etwas spezielleren Charakter als die an-
deren Kapitel: Fiir eine im Vergleich zum Rest der Arbeit deutlich eingeschrénkte
Klasse von Versuchsplidnen wird untersucht, inwiefern zusétzliche Information in
Form von Kovariablen oder Ausgangswerten verwendet werden kann, um die Ge-
nauigkeit der Punkt- und Intervallschitzer zu erhohen.

Da die vorliegende Dissertation in erster Linie eine biometrische Arbeit ist, tre-
ten die mathematischen Beweise fiir die Eigenschaften der diskutierten Methoden
in den Hintergrund. Sie befinden sich deshalb in den meisten Féllen im separaten
Anhang A. Um den Lesefluss nicht zu storen, wurden dariiber hinaus die Anlei-
tungen zu den SAS-Makros RE_CI und SIMPLE_RE_CI, mit denen die vorgestellten
statistischen Verfahren praktisch umgesetzt werden kénnen, sowie die Tabellen mit
Simulationsergebnissen in den Anhéngen B und C platziert.

Im Anschluss an den Anhang findet der Leser noch eine kurze Zusammenstellung
der verwendeten Notation und das Literaturverzeichnis.

Auch wenn die Mathematik in dieser Arbeit nicht um ihrer selbst willen betrieben
wird, so ist sie doch als Sprache zur prézisen Formulierung der entwickelten statis-
tischen Methoden und der dazugehorigen Eigenschaften unentbehrlich. Der Leser
sollte deshalb mit den grundlegenden Begriffen und Resultaten aus der Maf- und
Wahrscheinlichkeitstheorie sowie der mathematischen Statistik vertraut sein, wie
man sie zum Beispiel in den Lehrbiichern von ( ) und ( )
findet. Dies wird insbesondere fiir das Verstdndnis von Anhang A hilfreich sein, in
dem grundlegende mathematische Regeln und Sétze zumeist stillschweigend benutzt
werden.
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Kapitel 2

Versuchspliane und Modelle

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels beschreiben wir die Klasse von Versuchsplénen,
die sogenannten faktoriellen Versuchspléne, fiir die in den folgenden Kapiteln Aus-
wertungsverfahren entwickelt werden. Um Verfahren aus der schlieenden Statistik
zu ermoglichen, geben wir im zweiten Abschnitt entsprechende wahrscheinlichkeits-
theoretische Modelle an. Sowohl die Klasse von Versuchsplénen als auch die Modelle
sind der Arbeit von ( ) entnommen.

2.1 Faktorielle Versuchspline

Wir verwenden in dieser Arbeit Versuchplédne, bei denen die Versuchseinheiten ver-
schiedenen Gruppen angehoren. Die Anzahl der Gruppen bezeichnen wir mit a und
die Anzahl der Versuchseinheiten in der i-ten Gruppe mit n;. Die Beobachtungen
an den einzelnen Versuchseinheiten wiederum kommen unter ¢ verschiedenen Bedin-
gungen zustande, wobei es mdglich ist, dass bei den verschiedenen Versuchseinheiten
unter den verschiedenen Bedingungen unterschiedlich viele Beobachtungen vorlie-
gen. In der Praxis werden die Bedingungen héaufig die Zeitpunkte sein, zu denen
die Beobachtungen gemacht werden. In diesem Fall spricht man von longitudinalen
Daten.

Alle Beobachtungen an einer Versuchseinheit unter einer Bedingung fassen wir
jeweils zu Vektoren

/
Xik:s = (Xiksb ce aXiksmiks>

zusammen, wobei der Index ¢ € {1,...,a} die i-te Gruppe , der Index k € {1,...,n;}
die k-te Versuchseinheit in der i-ten Gruppe und der Index s € {1,...,t} die s-te
Bedingung bezeichnet. Als Werte fiir die Dimensionen m;;, der Vektoren sind alle
natiirlichen Zahlen, aber auch die Null moglich, falls Beobachtungen fehlen. Als
weitere Schreibweisen vereinbaren wir

a
/ / / /
Xik:( ikls - ikt); mik:<mz’k1>~-7mikt>a n= E g,
i=1
n;
1 :myps >0,
)\iks - )\i-s - E )\iks-
0 : Miks = 0, 1
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Somit fasst der Vektor X ;; alle Beobachtungen an der k-ten Versuchseinheit in der
i-ten Gruppe zusammen, My, ist der Vektor der Dimensionen der Teilvektoren X ;.
von X, und n bezeichnet die Gesamtanzahl der Versuchseinheiten. Die Variable
Aiks zeigt an, ob an der k-ten Versuchseinheit in der i-ten Gruppe unter der s-ten
Bedingung iiberhaupt Beobachtungen vorliegen und ;. bezeichnet die Anzahl der
Versucheinheiten in der i-ten Gruppe, fiir die mindestens eine Beobachtung unter
der s-ten Bedingung vorhanden ist.

Bei allen Beobachtungen Xj;is, muss es sich um Beobachtungen der gleichen
Grofle handeln, und die Werte dieser Grofle miissen sich als reelle Zahl darstel-
len lassen. Damit sind auch geordnet kategorielle Daten eingeschlossen, wenn die
verschiedenen Kategorien als reelle Zahlen aufgefasst werden.

Die verschiedenen Gruppen von Versuchseinheiten konnen als Stufen eines Fak-
tors verstanden werden, dessen Einfluss auf die Beobachtungen untersucht werden
soll. Dasselbe gilt fiir die verschiedenen Bedingungen, wobei diese allerdings unter
den Versuchseinheiten verschachtelt sind. Tatsdchlich umfasst die betrachtete Klasse
von Versuchspléanen sogar faktorielle Versuchspldane mit einer beliebigen Anzahl von
Faktoren in beliebiger Anordnung, wenn den Gruppen und Bedingungen eine ent-
sprechende Struktur unterlegt wird. Um solchen Versuchspldnen gerecht zu werden,
miisste allerdings eine aufwendigere Schreibweise mit weiteren Indizes vereinbart
werden, worauf hier aus Sorge um die Lesbarkeit verzichtet wird.

2.1.1 Beispiele

In diesem Unterabschnitt werden exemplarisch vier Versuche vorgestellt. Dabei geht
es zum einen darum, die Verwendung der oben eingefiihrten Schreibweise anhand von
konkreten Beispielen vorzufithren. Zum anderen soll aber auch angedeutet werden,
dass die vorgestellte Klasse von Versuchspldnen viele in der Praxis vorkommende
Pléane umfasst. In den folgenden Abschnitten und Kapiteln werden wir immer wieder
auf die hier beschriebenen Versuche zuriickkommen.

Panik-Skala-Studie 1

Der hier mit Panik-Skala-Studie I bezeichnete Versuch ist Teil einer von

( ) durchgefiihrten Studie. Im Rahmen dieser Studie wurden 16 Patienten
mit Panikstorung und Agoraphobie iiber einen Zeitraum von acht Wochen mit dem
Antidepressivum Imipramin behandelt. Zu Beginn der Behandlung und danach im
Abstand von je zwei Wochen wurde die Clinical Global Impression (CGI) auf einer
Skala mit dem Wertebereich {2,3,...,8} gemessen. Dabei entspricht der Wert 2
einem gesunden und der Wert 8 einem extrem schwer kranken Patienten. Die Daten
des Versuchs sind in Tabelle 2.1 dargestellt.

In der Panik-Skala-Studie I sind die Versuchseinheiten, also die Patienten, nicht
in mehrere Gruppen aufgeteilt (a = 1). Die verschiedenen Bedingungen, unter de-
nen die Beobachtungen gemacht werden, sind die t = 5 Zeitpunkte. An jedem der
n = 16 Patienten wird zu jedem Zeitpunkt genau eine Beobachtung gemacht: Fiir
alle Paare (k, s) gilt also myxs = 1 und somit my, = (1,1,1,1,1)". Die CGI-Scores



2.1. Faktorielle Versuchsplane 9

Tabelle 2.1: CGI-Scores der Patienten aus der Panik-Skala-Studie I.

Woche Woche
Patient 0 2 4 6 8 Patient 0 2 4 6 8
1 8 6 5 5 4 9 5 4 3 3 2
2 8 6 5 4 2 10 8 6 5 5 4
3 6 5 5 4 2 11 7 6 5 4 2
4 6 6 6 5 5 12 6 5 5 4 2
5 7 6 6 6 6 13 6 6 6 5 5
6 8 7 3 2 2 14 8 6 6 6 6
7 7T 6 7 3 3 15 8 7 4 2 2
8 6 4 5 3 3 16 7T 6 7 3 3

eines Patienten entsprechen hier den Vektoren
X = (Xllklv ce 7X,1k5)l = (Xlklla e 7X1k51)l-

Der Index ¢, der fiir die Gruppen der Versuchseinheiten steht, hat hier immer den
Wert 1, so dass man ihn weglassen wiirde, wenn man nur diese eine Studie beschrei-
ben wollte. Er wurde hier lediglich beibehalten, um fiir alle Beispiele eine einheitliche
Notation zu verwenden.

Panik-Skala-Studie I1

Die Daten der Panik-Skala-Studie II entstammen wie die des vorangehenden Unter-
abschnitts der Arbeit von ( ). Diese Studie umfasst 37 Patien-
ten mit Panikstorung, davon 24 mit und 13 ohne Agoraphobie. Wie in der Panik-
Skala-Studie I wurden die Patienten acht Wochen lang mit dem Antidepressivum
Imipramin behandelt. Jedoch wurden keine CGI-Scores, sondern die Schwere der
Panikstorung auf der P&A-Skala ( : ) gemessen, die die ganzen Zah-
len von 0 bis 52 umfasst. Dabei bedeuten kleine Werte eine schwach ausgeprégte
und grofle Werte eine stark ausgepriagte Panikstorung. Ein weiterer Unterschied
zur Panik-Skala-Studie I liegt darin, dass hier bei einigen Patienten Werte fehlen,
zum Teil auf Grund von Therapieabbriichen. Die Versuchsdaten sind in Tabelle 2.2
zusammengestellt. Die fehlenden Werte sind in dieser Tabelle durch einen Punkt
dargestellt.

Die n = 37 Versuchseinheiten der Panik-Skala-Studie II sind in a = 2 Gruppen
eingeteilt: In die Gruppe von n; = 24 Patienten mit Agoraphobie und die Gruppe
von ny = 13 Patienten ohne Agoraphobie. Die Beobachtungen werden unter ¢ = 5
Bedingungen gemacht, die den Zeitpunkten entsprechen. Jedoch liegen nicht fiir
jeden Patienten zu jedem Zeitpunkt Beobachtungen vor: Fiir einige Tripel (i, k, )
gilt m;s = 1, fiir andere aber m;;s = 0. Fiir den sechsten Patienten aus der ersten
Gruppe gilt zum Beispiel

/ /
mig = (mlﬁlum1627m163am1647m165) = (1; 170,070) .
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Tabelle 2.2: P&A-Scores der Patienten aus der Panik-Skala-Studie 11.

mit Agoraphobie ohne Agoraphobie
Woche Woche

Patient 0 2 4 6 8 Patient 0 2 4 6 8
1 42 35 22 16 9 1 21 14 11 6 O
2 36 29 21 13 1 2 29 29 25 21 19
3 43 38 38 31 33 3 16 10 7 . 6
4 37 16 11 6 5 4 21 14 11 6 O
5 24 27 8 14 6 5 290 29 25 21 19
6 27 30 . : . 6 20 0 2 : )
7 31 5 10 2 0 7 15 10 6 2 15
8 22 17 6 1 1 8 31 20 13 16 16
9 28 29 ) ) ) 9 24 6 6 4 9
10 39 36 22 16 9 10 259 11 14 13
11 32 29 21 13 1 11 19 38 30 . .
12 43 38 38 33 33 12 4 8 9 0 0
13 37 16 11 6 5 13 26 14 9 0

14 24 27 8 14 6
15 34 26 25 35 24
16 35 30 17 19 .
17 30 48 22 22 26
18 32 18 28 36 37
19 26 5 6 2 2
20 27 37 22 34 19
21 21 23 16 . .
22 3r 2t . 11 20
23 26 26 14 31 31
24 45 42 18 2 0

Dementsprechend ist
X6 = (X/161> X/162> X/1637 X/1647 X/165)/ = (277 30,5, ')/

ein Vektor mit drei leeren Komponenten.

Schulterschmerz-Studie

Die Daten der Schulterschmerz-Studie sind der Arbeit von ( ) entnom-
men. Sie umfasst 41 Patienten an denen eine laparoskopische Operation durchgefiihrt
wurde. Bei 22 zufillig ausgewihlten Patienten wurde nach der Operation die Luft
nach einem speziellen Verfahren abgesaugt (Behandlung Y), die restlichen 19 Pati-
enten dienten als Kontrolle (Behandlung N). Zu sechs Zeitpunkten nach der Operati-
on haben die Patienten den als Nebenwirkung dieser Operation héufig auftretenden
Schmerz in der Schulterspitze auf einer Skala von 1 (niedrig) bis 5 (sehr stark) be-
wertet. Die Versuchsdaten sind in Tabelle 2.3 wiedergegeben.



2.1. Faktorielle Versuchsplane 11

Tabelle 2.3: Schmerz-Scores der Patienten aus der Schulterschmerz-Studie.

Behandlung Y Behandlung N
Zeitpunkt Zeitpunkt
Patient 1 2 3 4 5 6 Patient 1 2 3 4 5 6
1 111 1 11 1 5 2 3 5 5 4
2 321 1 11 2 1 5 3 4 5 3
3 3 2 2 2 1 1 3 4 4 4 4 1 1
4 11 1 1 1 1 4 4 4 4 4 4 3
5 11 1 1 11 5 2 3 4 3 3 2
6 1 21 1 11 6 3 4 3 3 3 2
7 1 3 2 1 1 1 7 3 3 4 4 4 3
8 2 21 1 11 8 11 1 1 1 1
9 11 1 1 1 1 9 11 1 1 1 1
10 311 1 1 1 10 1 5 5 5 4 3
11 111 1 11 11 1 3 2 2 1 1
12 21 1 1 1 2 12 2 2 3 4 2 2
13 1 2 2 2 2 2 13 2 21 3 3 2
14 3111 3 3 14 11 1 1 1 1
15 21 1 111 15 11 1 1 11
16 111 1 11 16 5 5 5 4 3 3
17 111 1 11 17 33 3 3 11
18 21 1 1 11 18 5 4 4 4 2 2
19 4 4 2 4 2 2 19 1 3 3 3 2 1
20 4 4 4 2 1 1
21 111 2 1 1
22 111 2 1 2

Die n = 41 Teilnehmer dieser Studie sind in a = 2 Gruppen mit n; = 22 und
ny = 19 Patienten eingeteilt. Es liegen pro Person t = 6 Messwerte zu verschiedenen
Zeitpunkten vor, so dass alle m;,s den Wert 1 haben. Alle Beobachtungen an einer
Versuchseinheit fassen wir in Gestalt von Vektoren zusammen:

Xik = (X;kh s aX;k6)/ = (X’ik117 s 7Xik61)/'

Wasser-Irrgarten-Test

In einem Tierversuch zur Priifung der Teratogenitét eines Stoffes wurden 144 Wistar-
Ratten verwendet, wobei davon jeweils zwei zu einem von insgesamt 72 Muttertieren
gehoren. Die Muttertiere erhielten die Substanz wahrend der Tragezeit in drei ver-
schieden hohen Dosen oder ein Placebo. Aus den 72 Muttertieren wurden fiir die
Placebogruppe und die Gruppe mit der geringsten Dosis jeweils 17 und fiir die bei-
den Gruppen mit der mittleren und der hochsten Dosierung jeweils 19 Tiere zufallig
ausgewahlt. Aus den Kindern der Muttertiere wurden wiederum zufillig je zwei
Jungtiere herausgegriffen. Am ersten Versuchstag sollte jedes der 144 Versuchstiere
sechs Mal im Abstand von jeweils einer Stunde den Ausgang aus einem Wasser-
Irrgarten finden. Den Tieren standen dabei jeweils 150 Sekunden zur Verfiigung.
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Tabelle 2.4: Scores fiir die Jungtiere im Wasser-Irrgarten-Test.

Placebo Dosis 1 Dosis 2 Dosis 3

Tag Tag Tag Tag
Mutter 1 7 Mutter 1 7 Mutter 1 7 Mutter 1 7
1 13 21 1 14 21 1 19 18 1 9 18
11 21 21 21 21 21 20 14
2 14 13 2 20 21 2 12 21 2 15 11
20 21 11 20 21 21 9 5
3 17 21 3 21 21 3 16 20 3 13 21
14 21 13 21 5 14 20 11
4 7 20 4 20 20 4 20 21 4 21 21
0 16 21 20 20 21 8 21
5 15 21 5 1 15 5 19 0 5 21 21
16 17 0 18 20 21 18 21
6 20 21 6 20 17 6 8 18 6 12 19
15 21 20 19 2 21 11 15
7 14 18 7 14 18 7 19 19 7 14 21
18 21 19 21 19 21 0 18
8 21 21 8 21 19 8 10 21 8 19 9
14 20 15 12 17 15 18 21
9 7 19 9 18 15 9 21 17 9 11 3
11 6 15 13 21 20 9 14
10 20 21 10 21 21 10 11 21 10 18 21
21 21 11 18 20 21 8 21
11 20 21 11 20 21 11 18 0 11 11 7
5 20 18 21 6 21 6 21
12 12 19 12 6 21 12 6 18 12 13 21
13 15 11 21 15 21 6 15
13 1 19 13 21 21 13 15 21 13 1 21
17 21 18 21 19 21 5 12
14 18 17 14 21 16 14 13 20 14 12 21
21 15 18 21 4 6 6 0
15 16 21 15 14 21 15 16 21 15 13 19
18 18 21 21 19 19 15 18
16 11 20 16 21 21 16 0 6 16 10 14
21 21 15 20 0 5 14 11
17 20 14 17 8 13 17 3 19 17 12 19
19 21 11 0 17 19 12 16
18 11 21 18 19 13
19 21 14 21
19 19 16 19 18 21

21 19 21 21
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Daraus wurde fiir jedes Tier durch Addition ein Score errechnet: Das Finden des
Ausgangs wurde beim ersten Mal mit einem Punkt bewertet, beim zweiten Mal mit
zwei Punkten und bei den folgenden Malen mit jeweils einem Punkt mehr, so dass
die Scores einen Wertebereich von 0 bis 21 haben. Die Versuche wurden nach sechs
Tagen wiederholt und auf dieselbe Art und Weise wurde ein zweiter Score berechnet.
Die Scores aller Wistar-Ratten befinden sich in Tabelle 2.4.

In dieser Studie gibt es a = 4 Gruppen von Versuchseinheiten. Dabei ist zu be-
achten, dass unter den Versuchseinheiten hier die Muttertiere und nicht die Jungtiere
zu verstehen sind. Fiir jedes Muttertier gibt es unter ¢ = 2 Bedingungen (= Tagen)
jeweils zwei Beobachtungen: je eine an jedem der beiden Jungtiere am ersten und
am siebten Versuchstag. Demnach gilt fiir alle Paare (i, k)

M = (M1, Mar2)’ = (2,2).
Fiir jeden Versuchstag und jedes Muttertier liegt also ein Paar
Xiks = (Xikst, Xiks2)'
von Werten vor. Diese werden wiederum zu Vektoren
Xk = (X1, Xipo)' = (Xikr1, Xint2, Xikar, Xirao)'

zusammengefasst.

2.1.2 Bedingungen an die Stichprobenumfinge

Einige der noch folgenden mathematischen Ergebnisse aus den Kapiteln {iber Punkt-
schitzer und Konfidenzintervalle sind asymptotischer Natur. Das heif3t, dass sie Aus-
sagen iiber das Verhalten von Punktschétzern und Konfidenzintervallen fiir eine Fol-
ge von wachsenden Stichprobenumfiangen (ns, ..., n,) treffen. Eine Schreibweise, die
eine korrekte Darstellung einer solchen Folge von Stichprobenumféngen erlauben
wiirde, kdime ohne einen zusétzlichen Index fiir die Symbole n; und A;. s zur Kenn-
zeichnung der Folgenglieder nicht aus. Angesichts der ohnehin schon grofien Anzahl
von Indizes verzichten wir zugunsten der Lesbarkeit auf diesen weiteren Index.

In Bezug auf den Versuchsplan sind asymptotische Resultate fiir Folgen von
wachsenden Stichprobenumfingen insofern zu beriicksichtigen, als die asymptoti-
schen Eigenschaften der statistischen Verfahren nur bei hinreichend groflen Stichpro-
benumfangen als in ausreichendem Maf erfiillt angesehen werden diirfen. Dariiber
hinaus sind bei den Resultaten noch von Fall zu Fall unterschiedliche Teile der fol-
genden drei Annahmen iiber die Folgen von Stichprobenumféingen zu treffen.

(A1) A5 — oo fur alle Paare (i, s)
(A2) n/A.s < ngy < oo fiir alle Paare (i, s)

(A3) mus < my < oo fiir alle Tripel (i, k, s)
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Diese Annahmen bedeuten fiir einen Versuchsplan mit endlichen Stichproben-
umfingen, dass zu priifen ist, ob

(A1) in jeder Gruppe unter jeder Bedingung hinreichend viele Versuchseinheiten
mit mindestens einer Beobachtung vorhanden sind,

(A2) der Versuchsplan in Bezug auf die Zahlen von Beobachtungen an verschiede-
nen Versucheinheiten in den einzelnen Gruppen und unter den verschiedenen
Bedingungen hinreichend balanciert ist,

(A3) die Zahlen von Beobachtungen unter gleichen Bedingungen an den einzelnen
Versucheinheiten nicht zu grof sind.

Die Frage, wann Stichprobenumféinge hinreichend grofl sind oder ein Versuch
ausreichend balanciert ist, wird durch asymptotische Aussagen nicht beantwortet.
Sie ist aber fiir die Praxis von grofiter Bedeutung. Wahrend es — zumindest bei
experimentellen Studien — meist moglich sein wird, vollstéandig balancierte Versuchs-
plédne anzustreben, ist die Forderung nach moglichst groflen Stichprobenumfingen
in Anbetracht der stets vorhandenen &dufleren Zwénge, wie begrenzten Mitteln oder
ethischen Bedenken, wenig hilfreich.

Besonders erstrebenswert ist es, bereits vor der Versuchsdurchfithrung Infor-
mationen iiber bendtigte Stichprobenumfinge zu erlangen, um diese wéhrend der
Versuchsplanung beriicksichtigen zu kénnen. Dazu miissen aber auch vor dem Ver-
such wenigstens ungefihre Vorstellungen iiber das dem Versuch zugrunde liegende
wahrscheinlichkeitstheoretische Modell vorhanden sein. Dann nédmlich kénnen einige
Modelle ausgewéhlt werden, die innerhalb des gesamten in Betracht bezogenen Be-
reichs von Modellen hinreichend dicht liegen. Fiir diese Modelle kann stellvertretend
gepriift werden, wann die Stichprobenumfénge grofi genug sind.

Nichtparametrische Verfahren werden jedoch meist dann verwendet, wenn die
Klasse von méglichen wahrscheinlichkeitstheoretischen Modellen sehr grof§ ist. Dies
erschwert die Bestimmung hinreichend grofler Stichprobenumfénge vor der Versuchs-
durchfithrung mit der oben beschriebenen Vorgehensweise erheblich. Aus diesem
Grund muss man sich unter Umstédnden damit zufriedengeben, erst im Anschluss an
den Versuch auf Grundlage der Ergebnisse schiatzen zu konnen, ob die Stichproben-
umfinge hinreichend grofl waren.

2.2 Wahrscheinlichkeitstheoretische Modelle

Diese Arbeit handelt von schlielender Statistik: Die Entstehung der Beobachtungen
wird durch einen Zufallsmechanismus modelliert und auf Grundlage der Beobach-
tungen werden Riickschliisse auf diesen Zufallsmechanismus gezogen. Die hier ge-
troffenen Annahmen iiber den Zufallsmechanismus, die auch als wahrscheinlichkeits-
theoretisches Modell bezeichnet werden, sind — entsprechend den in der Einleitung
beschriebenen Grundgedanken der nichtparametischen Statistik — sehr allgemein
gehalten und einfach zu priifen. Dennoch sollte auch die Verwendung eines solchen
Modells nicht als selbstverstandlich angesehen werden. Im Zweifel sollte man sich
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auf die Verfahren der beschreibenden Statistik beschrianken, die ohne wahrschein-
lichkeitstheoretische Modelle auskommen (vgl. , , Kapitel 29,
Abschnitt 4).

Das hier verwendete Modell umfasst drei Annahmen:

e Die den Versuchseinheiten entsprechenden Vektoren von Beobachtungen X
sind Zufallsvektoren, deren Verteilungen nur von den Gruppen der Versuchs-
einheiten und den Dimensionsvektoren m;; abhéngen.

e Die Randverteilungen der Zufallsvariablen X, hingen nur von den Gruppen
und Bedingungen, also nur von den Indizes 7 und s ab.

e Alle Zufallsvektoren X, sind unabhéngig.
Diese Annahmen lassen sich wie folgt kurz darstellen:
Xik u. iv. ~ EmiM X’iks@ ~ Es-

Ein solches Modell wird héufig dann verwendet, wenn die Versuchseinheiten in den
verschiedenen Gruppen als zuféllige Stichproben aus hinreichend grofien Grundge-
samtheiten aufgefasst werden konnen. Ziel des Versuchs ist dann, Informationen
iiber die Verteilungen der beobachteten Gréfie in den Grundgesamtheiten unter den
verschiedenen Bedingungen zu erhalten, die durch die Verteilungsfunktionen Fj, dar-
gestellt werden.

Im Hinblick auf Schreibweisen, die spéater noch eingefiihrt werden, fassen wir die
lexikographisch nach den Indexpaaren (i,s) geordneten Randverteilungen in Form

eines Vektors
F: (Fll,...,Flt,...,Fal,...,Fat),

zusaminerl.

2.2.1 Zufillige Messwiederholungsanzahlen

In den meisten praktischen Féllen wird im Rahmen der Versuchsplanung angestrebt,
fiir alle Gruppen, Versuchseinheiten und Bedingungen gleiche Anzahlen an Messwie-
derholungen m;, zu erhalten. Trotzdem ist es sinnvoll, auch den Fall unterschiedlich
vieler Messwiederholungen in Betracht zu ziehen, denn nicht immer gelingt es, al-
le geplanten Beobachtungen auch tatséchlich vorzunehmen. Insbesondere der Fall
fehlender Werte (mg.s = 0) ist von grofler praktischer Bedeutung, was unter an-
derem daran abzulesen ist, dass zu diesem Thema bereits mehrere Monographien
erschienen sind ( , ; , ; , ; , ).

Wie viele der angestrebten Messwiederholungen tatséchlich durchgefiihrt werden
konnen, wird als zufallig angesehen, weil dies nicht schon im Rahmen der Versuchs-
planung festgelegt wird. Um ein vollstandiges wahrscheinlichkeitstheoretisches Mo-
dell fiir die Versuchsdaten zu erhalten, ist dieser Zufallsmechanismus in Beziehung
zu dem oben beschriebenen Zufallsmechanismus zu setzen, der die Verteilung der
Beobachtungen X, bestimmt. Dies ist implizit bereits geschehen, denn die Vertei-
lungsfunktionen Fj,,,, héngen durch die gewahlte Schreibweise von den Zufallsvek-
toren m;; ab und kénnen somit nur als bedingte Verteilungsfunktionen aufgefasst
werden.
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Die oben getroffene Annahme, dass die Verteilungsfunktionen Fj, der Zufallsva-
riablen X unabhéngig von den Anzahlen an Messwiederholungen m;s sind, ist
nur dann gerechtfertigt, wenn der Ausfall einer geplanten Beobachtung unabhéngig
davon ist, welcher Wert beobachtet worden wére. Diese Unabhingigkeit entspricht
in der von ( ) eingefiihrten Terminologie fiir die Klassifikation von zufélli-
gen Mechanismen, die zu fehlenden Werten fithren, der Annahme, dass die Werte
vollstindig zufdllig fehlen. Nur bei vollstandig zuféllig fehlenden Werten kénnen die
beobachteten Werte als reprisentativ fiir die Werte in der zu Grunde liegenden Ge-
samtheit angesehen werden.

2.2.2 Erlauterungen anhand der Beispiele

Im Folgenden werden die in diesem Abschnitt formulierten Annahmen anhand der
Beispiele aus Unterabschnitt 2.1.1 diskutiert.

Panik-Skala-Studie 1

Wenn wir annehmen, dass die 16 Patienten zuféllig aus einer hinreichend groflen
Population herausgegriffen wurden, konnen die Vektoren X als unabhéngige Zu-
fallsvektoren mit gleicher multivariater Verteilung aufgefasst werden. Daraus ergibt
sich die Giiltigkeit des formulierten Modells.

Da alle my,, den Wert 1 haben, eriibrigt sich die Betrachtung zufélliger Stich-
probenumfinge.

Panik-Skala-Studie II

Hier gehen wir zunédchst davon aus, dass sowohl die Patienten mit Agoraphobie
als auch die Patienten ohne Agoraphobie zufillig aus hinreichend grofien Popula-
tionen ausgewéhlt wurden. Damit kénnen wir die um die unbekannten fehlenden
Werte ergénzten Vektoren X, als unabhéngige Zufallsvektoren mit den multivaria-
ten Verteilungsfunktionen F) in der ersten Gruppe und Fj in der zweiten Gruppe
ansehen.

Falls der Zufallsmechanismus, der die fehlenden Werte verursacht, unabhéngig
von den Zufallsvektoren X ;. ist (was hier durchaus in Frage zu stellen ist), so stim-
men die Verteilungen der tatséchlich beobachteten Werte X, mit denen der Kom-
ponenten von X ;; iiberein und héngen deshalb nur von den Indizes < und £ ab.

Schulterschmerz-Studie

Auch bei dieser Studie treffen wir die Annahme, dass alle teilnehmenden Patienten
eine zufillige Stichprobe aus einer hinreichend groflen Obermenge von Patienten
sind und sehen deshalb die Vektoren X als unabhéngige Zufallsvektoren mit den
multivariaten Verteilungsfunktionen F} fiir die Behandlung Y beziehungsweise F3
fiir die Behandlung N an. Damit ergibt sich die Giiltigkeit des formulierten Modells.

Da alle m;s den Wert 1 haben, eriibrigt sich die Betrachtung zufélliger Stich-
probenumfange.
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Wasser-Irrgarten-Test

Wie bei den drei anderen Studien gehen wir davon aus, dass die Versuchseinheiten,
hier also die Muttertiere, zufillig aus einer grofleren Population ausgewéahlt wurden.
Deshalb kénnen wir die Vektoren X, als unabhéngige Zufallsvektoren mit den mul-
tivariaten Verteilungsfunktionen Fj, i = 1,...,4, auffassen. Aber erst dadurch, dass
von jeder Mutter zufillig zwei Jungtiere ausgewéhlt wurden, kann die Annahme
gerechtfertigt werden, dass die Komponenten der Vektoren

Xiks = (Xiksb Xilcs2>/

fir alle Paare (i, s) die gleiche Randverteilungsfunktion Fjs haben.
Da alle m;;s den Wert 2 haben, entfillt die Betrachtung zufélliger Stichprobe-
numfiange.
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Kapitel 3

Relative Effekte

In diesem Kapitel definieren wir die relativen Effekte als statistische Funktionale fiir
die im vorangehenden Kapitel vorgestellten Versuchsplidne und wahrscheinlichkeits-
theoretischen Modelle. Thre Eigenschaften und die daraus resultierenden Interpreta-
tionen werden ausfiihrlich diskutiert.

Um die Darstellung so einfach wie moglich zu halten, behandeln wir relative
Effekte in den ersten beiden Abschnitten dieses Kapitels zunéchst fiir die einfachen
Versuchspldne mit zwei unverbundenen oder zwei verbundenen Stichproben. Erst
im dritten Abschnitt verallgemeinern wir die Definition relativer Effekte auf die
allgemeine Klasse von Versuchsplanen aus Abschnitt 2.1.

3.1 Zwei unverbundene Stichproben
Fiir den einfachen Versuchsplan mit zwei unverbundenen Stichproben (a = 2 Grup-

pen, t = 1 Bedingung, alle m;;; = 1) wéhlen wir zunéchst eine gegeniiber dem
vorangehenden Kapitel vereinfachte Schreibweise:

XikN.Fi, 2'21,2, ]{5:17,TLZ

Als relative Effekte definieren wir fiir diesen Versuchsplan die Linearkombinatio-
nen von Wahrscheinlichkeiten

1
P = P(XQl < Xll) + 5 P(X21 = Xll)a (31)
1
p2 = P(Xu < Xo)+ 5 P(X11 = Xo). (3.2)
Wir nennen p; den relativen Effekt der ¢-ten Gruppe.

In den beiden folgenden Unterabschnitten wird zunéchst die geschichtliche Fnt-
wicklung geschildert, die zur Definition der relativen Effekte in obiger Form fiihrte.
Danach werden einige wichtige Eigenschaften und die Interpretation der relativen
Effekte diskutiert.

19
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3.1.1 Geschichtliche Entwicklung

In diesem Unterabschnitt verwenden wir immer die oben eingefiihrten Schreibweisen
fiir die Zufallsvariablen und die relativen Effekte, auch wenn wir Teile von Veroffent-
lichungen wiedergeben, in denen andere Notationen benutzt werden.

Ausgangspunkt fiir die spétere Definition relativer Effekte ist die Arbeit von

( ), in der ein statistischer Test fiir die Hypothese F; = F; und den

Spezialfall ny = ny angegeben wird. Die Teststatistik des Wilcoxon-Tests ist die
Rangsumme aus der zweiten Stichprobe

n2
Ry. =) Ry
k=1

Dabei steht Ry fiir den Mittelrang (im folgenden kurz mit Rang bezeichnet) der

Beobachtung X, unter allen ny 4+ ny, Beobachtungen. Wie ( ) berichtet,
war Wilcoxon zwar nicht der erste, der einen solchen Test verdffentlichte, jedoch
scheinen die fritheren Arbeiten von ( ) und ( ) keine
breite Beachtung gefunden zu haben.

Der Test von Wilcoxon wurde von ( ) unter Benutzung

der dquivalenten Teststatistik

ng(ng + 1)

U:n1n2+ 5

— Ry

auf den Fall n; # ng verallgemeinert. Jedoch beschriankten sich Mann und Whitney
dabei auf stetige Verteilungsfunktionen F; und F5. In ihrer Arbeit findet sich in einer
Nebenrechnung auf Seite 58 der Ausdruck

P(Xn > X21),

der bei stetigen Verteilungsfunktionen identisch mit dem relativen Effekt p; ist.
Dieser Ausdruck wird aber von Mann und Whitney nicht weiter diskutiert.

Groflere Aufmerksamkeit wurde den relativen Effekten im Zusammenhang mit
dem Wilcoxon-Mann-Whitney-Test von ( ) entgegengebracht: Er
stellte fest, dass der einseitige Wilcoxon-Mann-Whitney-Test genau dann konsis-
tent ist, wenn p; groBer (bzw. kleiner) als 1/2 ist, und dass die zweiseitige Variante
genau im Fall p; # 1/2 konsistent ist. Das erste dieser beiden Ergebnisse wurde un-
abhéingig von van Dantzig auch von ( ) angegeben. Sowohl van Dantzig
als auch Lehmann beschrianken sich allerdings bei ihren Betrachtungen auf stetige
Verteilungsfunktionen. Die Verallgemeinerung ihrer Ergebnisse auf nicht stetige Ver-
teilungen wurde von ( ) erarbeitet.

Die erste Arbeit, die die relativen Effekte um ihrer selbst willen und nicht nur we-
gen ihrer Beziehungen zum Wilcoxon-Mann-Whitney-Test behandelt, stammt von
( ). Das in der Arbeit von betrachtete Anwendungsbeispiel

fiir die relativen Effekte fallt in das Gebiet der Technometrie: Wenn X;; die Halt-
barkeit eines Produktes ist und X5, die Belastung, der das Produkt ausgesetzt ist,
so ist der relative Effekt p; die Wahrscheinlichkeit, dass das Produkt der Belastung
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standhalt. Da Haltbarkeiten und Belastungen in der Technometrie meist als stetige
Groflen aufgefasst werden, beschriankt sich Birnbaum auf den Fall stetiger Vertei-
lungsfunktionen F; und F5, so dass in seiner Definition der relativen Effekte der
Summand P(Xs; = X71)/2 nicht gebraucht wird.

Die von Birnbaum vorgeschlagene Anwendung war fiir die Technometrie Ausloser
einer Reihe von Veroffentlichungen zu relativen Effekten, zum Teil auch in parame-
trischen Modellen. So existieren Arbeiten zu normalverteilten Beobachtungen (z. B.

, ), zu exponentialverteilten Beobachtungen (z. B. , :

, X , ) und zu gammaverteilten Beobachtungen (z. B.

, ). Dariiber hinaus wurden im Zusammenhang mit relativen Effek-

ten Bayes-Modelle ( , ), semiparametrische Modelle (
: ) und Kontaminationsmodelle ( : ) angewandt.
Diese grofie Anzahl von Modellen, die keinen nichtparametrischen Charakter tra-
gen, unterstreicht die gute Interpretierbarkeit der relativen Effekte. Man erkennt,
dass ihre Bedeutung iiber die eines kiinstlichen Parameter-Ersatzes in der nichtpa-
rametrischen Statistik hinausgeht. Allerdings muss angemerkt werden, dass die von
vorgeschlagene technometrische Interpretation der relativen Effekte fiir
zwei Stichproben bei der in in dieser Arbeit (siehe Abschnitt 3.3) vorgeschlagenen
Verallgemeinerung der relativen Effekte auf mehrere Stichproben oder faktorielle
Versuchspléane verloren geht. Dennoch gibt es auch in der Technometrie Ansétze
zu Verallgemeinerungen ( , : ,
), die sich aber von den in dieser Arbeit betrachteten relativen Effekten fiir

mehr als zwei Stichproben grundsétzlich unterscheiden.

Die erste Definition relativer Effekte, die durch Addition von P(X9 = Xi1)/2
auch unstetige Verteilungen sinnvoll beriicksichtigt, wurde von ( ) in sei-
ner Arbeit zur Ridit-Analyse angegeben. Diese Arbeit enthélt neben einer ausfiihr-
lichen Diskussion einiger grundlegender Eigenschaften der relativen Effekte weitere
Anwendungsbeispiele. Diese fallen im Gegensatz zu dem von Birnbaum genannten
Beispiel aber nicht in den Bereich der Technometrie, sondern in den Bereich der
Biometrie. Fiir diese Beispiele ist auch die in der vorliegenden Arbeit vorgeschlage-
ne Verallgemeinerung der relativen Effekte auf mehrere Stichproben oder faktorielle
Versuchspldne sinnvoll.

In der Folgezeit wurde die Verwendung der von Bross eingefiihrten relativen
Effekte fiir zwei unverbundene Stichproben weiter diskutiert, aber auch kritisiert.
Unter den Autoren finden sich zum Beispiel ( ),

(1963), (1971), (1979), (1979), (1979),
(1990, 1992), (1992), (1997),
(2000), (2000) und (2000).

3.1.2 Eigenschaften und Interpretation

Um bei der spateren Diskussion der Eigenschaften und moglichen Interpretationen
der relativen Effekte iiber einen etwas konkreteren Eindruck von diesen Funktionalen
zu verfiigen, beginnen wir diesen Unterabschnitt mit der beispielhaften Berechnung
der relativen Effekte fiir Bernoulli- und Normalverteilungen.
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Relative Effekte bei Bernoulli-Verteilungen

Die Zufallsvariablen X;;. seien Bernoulli-verteilt mit den Erfolgswahrscheinlichkeiten
PXu=1=¢=1-P(X;=0), i=1,2.
Als relativer Effekt p; ergibt sich
p = P(Xa < Xn) +% P(X21 = X11)
= P({Xor = 0} N {Xu = 1)) + 3 P({Xon = X1y = 0} U { X = X1y = 1))

= (I1-q@)u+ ! (1 =q)(1 = q2) + 01¢2)

2
_ 1 q1 q2 q192 q192
= q1— Q192 + 5 7 5 + 5 + 7
G—q 1
= — =+ _. 3.3
5 T3 (3.3)

Analog erhalten wir
©—q 1
= —. 3.4
5 T3 (3.4)
Fiir Bernoulli-Verteilungen sind die relativen Effekte also dquivalent zur Differenz

der Erfolgswahrscheinlichkeiten ¢; — ¢s.

D2

Relative Effekte bei Normalverteilungen

Die Zufallsvariablen X;; seien normalverteilt mit Erwartungwert p; und Varianz o?:
Xir ~ N(pi, 07).

Wegen der Stetigkeit der Normalverteilung und wegen

Xo1 — X1 + 1 — p2

Voi+ o3

~N(0,1)

gilt fiir den relativen Effekt p;

pp = P

p X21—X11+M1—/~L2< f1 — fo
Voi+ o2 " \Jol+ o2

M1 — M2
| 35
\/J%—{—U%) (3:5)

= ¢
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wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet. Analog
berechnen wir

Mo — 1
o1+ 05
Die relativen Effekte p; sind bei normalverteilten Zufallsvariablen also dquivalent
zur standardisierten Differenz der Mittelwerte
M1 — 2

Integraldarstellung der relativen Effekte

Mit Hilfe des Satzes von Fubini konnen wir fiir die relativen Effekte eine Integ-
raldarstellung mit den Verteilungsfunktionen gewinnen. Dabei ist in dieser Arbeit
mit dem Begriff Verteilungsfunktion immer, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes
gesagt wird, die auf ( ) zuriickgehende normalisierte Version der Vertei-
lungsfunktion gemeint, also das Mittel aus rechts- und linksstetiger Version der Ver-
teilungsfunktion. Fiir die in diesem Abschnitt verwendeten Verteilungsfunktionen F;
gilt demnach:

Fi(z) = %[Ff(a:) b FH@)] = P(Xa < 2) + % P(Xiy—2), i—=12

Durch Anwendung des Satzes von Fubini erhalten wir
= P(Xo < Xy) +% P(Xy = X11)
P(Xy < 2) dFy(x) + / * P(Xar = 2) dFi(2)
P(Xo1 < 2) + % P(X1 — x)] P (z)
Fy dF;. (3.7)

Il
— — —

Analog ergibt sich
P2 = /Fl dF2

Die eingefiihrte Integraldarstellung liefert zwar keine anschauliche Interpretation der
relativen Effekte, wird aber unter anderem bei der Verkiirzung von Schreibweisen
und der Herleitung der Schétzer in Kapitel 4 hilfreich sein.

Relative Effekte als Wahrscheinlichkeiten

Grundlegend fiir den leicht verstdndlichen Umgang mit relativen Effekten sind ihre
Definitionen als Wahrscheinlichkeiten (genauer: als Linearkombinationen von Wahr-
scheinlichkeiten). Der Begriff der Wahrscheinlichkeit ist elementarer und fiir den ma-
thematischen Laien einfacher verstandlich als die in der nichtparametrischen Statis-
tik haufig verwendeten Begriffe des Medians und des Erwartungswerts. Insbesonde-
re die allgemeine Definition des Erwartungswerts ist mathematisch aufwendig und
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dem Laien nur mit Hilfe der Gesetze der grofien Zahlen als die Zahl zu erkldren,
der sich ein arithmetischer Mittelwert von unabhéngigen Beobachtungen annihert.
Die groflere Verstandlichkeit des Begriffs der Wahrscheinlichkeit im Vergleich mit
den Begriffen des Medians und des Erwartungswerts zeigt sich auch daran, dass
ersterer als einziger von den drei Begriffen Bestandteil der Alltagssprache ist. Die
Bedeutung dieses Aspektes wird in der Literatur insbesondere von

( ), ( ) und ( ) betont. Jedoch
sollte ebenfalls bedacht werden, dass die relativen Effekte im Gegensatz zum Erwar-
tungswert und Median nicht auf derselben Skala wie die Beobachtungen angegeben
werden. Dies muss aber wegen der hohen Versténdlichkeit der Skala der Wahrschein-
lichkeiten kein Nachteil sein.

Das Einheitsintervall als Skala moglicher Wahrscheinlichkeiten bietet fiir die Wer-
te der relativen Effekte feste Orientierungspunkte: Der Wert 0 fiir den relativen
Effekt p; bedeutet, dass Beobachtungen mit der Verteilungsfunktion Fj fast sicher
kleiner sind als Beobachtungen mit der Verteilungsfunktion F5. Umgekehrt bedeu-
tet ein relativer Effekt p; = 1, dass Beobachtungen mit der Verteilungsfunktion F}
fast sicher grofer sind als Beobachtungen mit der Verteilungsfunktion F». Der Fall
p1 = 1/2 bedeutet, dass keine der beiden Verteilungsfunktionen zu grofieren Werten
als die andere tendiert. Aber auch anderen Werten als 0, 1/2 und 1 lassen sich leicht
versténdliche Bedeutungen zuordnen: Wenn p; kleiner als 1/2 ist, neigen Beobach-
tungen mit der Verteilungsfunktion F} eher zu kleineren Werten als Beobachtungen
mit der Verteilungsfunktion F,, und wenn p; grofler als 1/2 ist, neigen Beobachtun-
gen mit der Verteilungsfunktion F; eher zu groBleren Werten. Falls relative Effekte
in der Ndhe der Rédnder 0 und 1 liegen, kann man von sehr kleinen oder sehr grofien
relativen Effekten sprechen. Relative Effekte um die Mitte 1/2 bedeuten, dass keine
der beiden Verteilungfunktionen in bedeutsamem Maf§ zu gréfleren Werten als die
andere tendiert. Wir halten die soeben eingefiithrten Sprechweisen in einer Definition
fest.

Definition 3.1. Die Verteilungsfunktion F; heifit tendenziell kleiner als die Ver-
teilungsfunktion Fy, falls p; < 1/2 ist. Die Verteilungsfunktion Fj heifit tendenziell
grofler als die Verteilungsfunktion Fy, falls p; > 1/2 ist. Die Verteilungsfunktionen
F; und F; heilen tendenziell gleich, falls p; = 1/2 ist.

Fiir die Beziehung zwischen Zufallsvariablen X7, ~ F; und Xy, ~ F, verwenden
wir die gleichen Sprechweisen.

Aus Symmetriegriinden sollte, wenn F; und F; tendenziell gleich sind, nicht nur
p1 = 1/2, sondern auch p, = 1/2 gelten. Der folgende Satz bestétigt die Giiltigkeit
dieser Forderung.

Satz 3.1. Fir die relativen Effekte p1 und py gilt
p1t+p2 =1

Beweis. Die Ereignisse {X21 < XH}, {X21 = Xll} und {Xll < X21} bilden eine
Zerlegung des Stichprobenraums. Damit erhalten wir
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1 1
pr+p = P(Xo <Xu)+ 5 P(Xy = X11) + P(X11 < Xo1) + 5 P(X11 = X9)
= P(Xo < X11)+P(Xo1 = X11) + P(X11 < Xoy) = 1.

]

Als Folgerung aus obigem Satz erhalten wir die fiir das Rechnen mit Integralen
niitzliche Rechenregel der partiellen Integration.

Korollar 3.2 (Partielle Integration). Fir Verteilungsfunktionen Fy und Fy gilt

/ngFl :1—/F1dF2.

Beweis. Aus den Integraldarstellungen der relativen Effekte und Satz 3.1 folgt

/FQdFlzplzl—pgzl—/FldFQ.

]

In bestimmten Situationen haben wir eine intuitive Vorstellung davon, ob die
Verteilungsfunktion F} tendenziell kleiner als Fj, gleich F5 oder grofler als Fy sein
sollte. So gehen wir davon aus, dass zwei gleiche Verteilungen oder zwei symme-
trische Verteilungen mit dem gleichen Symmetriezentrum auch tendenziell gleich
sind. Wenn F; und F; symmetrisch sind und das Symmetriezentrum von Fj kleiner
(groBer) als das von Fy ist, scheint F tendenziell kleiner (grofier) als Fy zu sein. Falls
F stochastisch kleiner bzw. grofler als Fj ist, erwarten wir, dass F; auch tendenziell
kleiner bzw. grofler als F3 ist. Fiir die Spezialfélle der Bernoulli- und Normalvertei-
lung kénnen wir unsere intuitiven Vorstellungen anhand der Formeln (3.3) — (3.6)
bestétigen. Der folgende Satz zeigt, dass die Begriffe aus Definition 3.1 den formu-
lierten Erwartungen bis auf eine Ausnahme (siehe Beispiel 3.1) auch im Allgemeinen
gerecht werden.

Satz 3.3. (a) Fulls Iy = F; ist oder Xy1 und Xo1 symmetrisch um das gleiche
Symmetriezentrum p verteilt sind, so sind Fy und Fy tendenziell gleich.

(b) Falls Fy und Fy symmetrisch sind und das Symmetriezentrum p, von F
kleiner (grofer) ist als das Symmetriezentrum pg von Fy, so ist Fy tendenziell kleiner
(grofier) als Fy oder tendenziell gleich Fy.

(c) Wenn Fy stochastisch kleiner (grifier) als Fy ist, dann ist Fy tendenziell
kleiner (grofSer) als Fs.

Beweis. Siehe Anhang A.1, Seite 95. O

Wenn wir die erste Aussage von Satz 3.3 (a) auf die Integraldarstellung der
relativen Effekte anwenden, erhalten wir

Korollar 3.4. Fiir jede Verteilungsfunktion F gilt

/Fszl.
2
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Wie folgendes Beispiel zeigt, kann Teil (b) von Satz 3.3 im Allgemeinen nicht
verschérft werden.

Beispiel 3.1. Es gelte P(X;; = 1) = 1 und P(Xy = —2) = P(Xy = 2) = 1/2.
Obwohl F; und F, symmetrisch sind und das Symmetriezentrum von Fj grofler ist
als das von F5, sind F} und F, tendenziell gleich. O

Wenden wir die Teile (a) und (c) von Satz 3.3 in einem Verschiebungsmodell an,
so ergibt sich

Korollar 3.5. Fiir alle x € R gelte
Fy(x) = Fi(z + ).

Falls der Verschiebungsparameter p negativ (positiv) ist, so ist Fy tendenziell kleiner
(grofier) als Fy. Die Verteilungsfunktionen Fy und Fy sind genaw dann tendenziell
gleich, wenn p =0 ist.

Relative Effekte fiir ordinale Daten

In der Definition der relativen Effekte wird fiir die Beobachtungen lediglich voraus-
gesetzt, dass sie miteinander verglichen werden konnen und dass somit festgestellt
werden kann, ob zwei Beobachtungen gleich sind oder — falls das nicht der Fall ist —
welche von zwei Beobachtungen grofier ist. Es wird nicht vorausgesetzt, dass Sum-
men von Beobachtungen erklart sind, wie es beispielsweise zur sinnvollen Bildung
von Erwartungswerten notwendig wire. Relative Effekte konnen also immer ver-
wendet werden, wenn das Skalenniveau der Beobachtungen mindestens ordinal ist.
Die Beispiele aus Unterabschnitt 2.1.1 belegen die praktische Bedeutsamkeit dieser
Tatsache, denn in allen Beispielen ist das Skalenniveau der Beobachtungen ordinal,
aber nicht metrisch.

Die sehr allgemeine Verwendbarkeit von relativen Effekten fiir eine grofie Klasse
von Skalenniveaus kann allerdings nur dadurch erreicht werden, dass die relativen
Effekte ausschlieflich Informationen iiber die Ordnungsstruktur der Beobachtungen
enthalten. Jede dariiber hinausgehende Information spiegelt sich in den relativen
Effekten nicht mehr wieder, denn die relativen Effekte sind offensichtlich invariant
unter streng wachsenden Transformationen der Beobachtungen. Wie ( )
in seiner Kritik an der Arbeit von ( ) gezeigt hat, konnen dabei wichtige
Informationen verloren gehen. Das folgende Beispiel stellt eine Abwandlung des von
Mantel und Bross angegebenen Beispiels dar.

Beispiel 3.2. Fiir zwei verschiedene Fahrzeugtypen A und B werden die Verletzun-
gen des Fahrers bei Crash-Tests mit Dummies in sechs Kategorien eingeteilt: keine,
unwesentlich, leicht, mittel, schwer und todlich. Den Kategorien werden die Zahlen
von eins bis sechs zugeordnet. Wenn wir die Verletzungs-Kategorie fiir den Fahrzeug-
typ A als Zufallsvariable X, und die fiir den Fahrzeugtyp B als Zufallsvariable Xy
ansehen, so sollten die relativen Effekte p; Mafle fiir den Unterschied der Sicherheit
der beiden Fahrzeugtypen sein. Zwei mogliche Verteilungen fiir die Zufallsvariablen
X;1 sind in Tabelle 3.1 angegeben.
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Tabelle 3.1: Mogliche Verteilungen der Verletzungskategorien

Kategorie ¢
1 2 3 4 5 6
P(Xy =1) 0 1/4 1/4 1/4 1/4 0
P(X9 =1) /4 0 1/4 1/4 0 1/4

Bei diesen beiden Verteilungen erscheint der Fahrzeugtyp A sicherer als der Fahr-
zeugtyp B zu sein, denn die meisten Personen werden bei der Beurteilung der Sicher-
heit besonderen Wert auf eine geringe Wahrscheinlichkeit einer todlichen Verletzung
legen. Unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten in den beiden untersten Kategorien
wird dagegen normalerweise eine eher nebenséichliche Bedeutung beigemessen. Mit
anderen Worten: Der Unterschied zwischen einer schweren und einer todlichen Ver-
letzung wird als grofler angesehen als der zwischen einer unwesentlichen und keiner
Verletzung. In den relativen Effekten spiegelt sich dieser Unterschied aber nicht
wieder. Wegen der Symmetrie der beiden Verteilungen um 7/2 gilt nach Satz 3.3
p1 = p2 = 1/2. Entsprechend der in diesem Unterabschnitt vorgeschlagenen Interpre-
tation wiirde das bedeuten, dass keine der beiden Verteilungen zu grofleren Werten
neigt als die andere. Obwohl die Verletzungskategorien nicht metrisch, sondern nur
ordinal sind, scheinen die relativen Effekte hier kein sinnvolles Mafl zur Beurteilung
des Unterschieds zwischen den Sicherheitseigenschaften der beiden Fahrzeugtypen
zu sein. [

Der relative Charakter relativer Effekte

Die Definition der relativen Effekte fiir zwei unverbundene Stichproben werden wir
in den folgenden Abschnitten auf umfangreichere Versuchspléne verallgemeinern.
Fiir nur eine Stichprobe geben wir allerdings keine Definition an. Entsprechend dem
Adjektiv ‘relativ’ in der Bezeichnung ‘relativer Effekt’ sind relative Effekte GréBen,
die Verhéltnisse von Verteilungen zueinander beschreiben. Liegt nur eine Stichpro-
be und somit nur eine Verteilung vor, kann kein solches Verhéltnis gebildet werden
und demzufolge macht der Begriff des relativen Effektes keinen Sinn. Da aber der
Vergleich ein zentrales Prinzip der Statistik ist ( , , Kapitel 1),
bedeutet dies fiir die statistische Praxis nur eine geringe Einschrinkung. Dennoch
sollte beachtet werden, dass sich die relativen Effekte grundsitzlich von anderen
Funktionalen wie dem Erwartungswert und dem Median unterscheiden, die fiir ein-
zelne Verteilungen gebildet werden. Wahrend zwei Verteilungen bereits anhand ei-
nes einzelnen relativen Effekts verglichen werden kénnen, miissen bei Vergleichen
anhand von Erwartungswerten oder Medianen diese Grofien erst durch Differenz-
oder Quotientenbildung in ein Verhéltnis zueinander gesetzt werden.

Die Kritik von ( )

Wie wir an den Formeln (3.5) und (3.6) erkennen konnen, héngen relative Effekte
bei normalverteilten Daten nicht nur von der Differenz der Erwartungswerte pq — s,
sondern auch von den Varianzen 0% und o3 ab. Diese Eigenschaft schliefit nach der
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Auffassung von ( ) eine sinnvolle Verwendung der relativen Effekte als
statistische Funktionale aus: Er ist der Ansicht, dass die Variabilitdt von Beobach-
tungen beim Vergleich von zwei Verteilungen in keiner Weise beriicksichtigt werden
darf. Aus Sicht des Autors der vorliegenden Arbeit ist diese Auffassung in einigen
bestimmten Situationen, aber nicht im Allgemeinen berechtigt. Ob die Variabilitéit
beriicksichtigt werden sollte, hangt nach Meinung des Autors von der Ursache fiir
die Variabilitdt ab.

Fiir die Variabilitdt von zufélligen Beobachtungen gibt es in der Statistik zwei
klassische Begriindungen: den zufilligen Messfehler ( , , Kapi-
tel 24) und das zuféllige Ziehen von Stichproben aus Grundgesamtheiten (

, , Teil VI).

Bei zufalligen Messfehlern wird nicht die Versuchseinheit als zufillig angesehen,
sondern der Vorgang des Messens an der Versuchseinheit. Die Zufallsvariablen set-
zen sich additiv aus einem wahren Wert p; und einem zufélligen Messfehler ¢; mit
Erwartungswert 0 zusammen. In dieser Situation ist tatsdchlich — solange es nicht
um eine Priifung der Genauigkeit des Messvorgangs geht — ausschliefSlich der Wert p;
von Bedeutung. Die Varianz darf deshalb beim Vergleich der Verteilungen der Beob-
achtungen keine Rolle spielen. In der parametrischen Statistik tragen die Varianzen
Var(¢;) = 07 deshalb in diesem Zusammenhang auch den Namen Stérparameter.

Falls aber die Variabilitdt der Beobachtungen durch das zufillige Ziehen von
Stichproben aus verschiedenen Grundgesamtheiten zustande kommt, so spiegelt die
Variabilitéat innerhalb der Stichproben charakteristische Eigenschaften dieser Grund-
gesamtheiten wieder. Deshalb gibt es in dieser Situation auch keinen Grund, die
Beriicksichtigung der Variabilitdt beim Vergleich der Verteilungen der Stichproben
auszuschlielen.

3.2 Zwei verbundene Stichproben

Wir betrachten nun den einfachen Versuchsplan mit zwei verbundenen Stichpro-
ben (¢ = 1 Gruppe, t = 2 Bedingungen, alle my;s = 1). Zur Vereinfachung der
Schreibweise verwenden wir fiir diesen Versuchsplan in diesem Abschnitt nicht die
allgemeine Notation aus Kapitel 2 sondern

Xk:(Xkl,ng)/NF, ]{,':1,...,71.

Die Randverteilungen der beiden Komponenten bezeichnen wir hier mit £} und F5.

3.2.1 Definition

Als relative Effekte definieren wir fiir diesen Versuchsplan
1
P11 = P(X22 < Xll) + 5 P(XQQ = X11)7 (38)
1
P2 = P(Xi < Xg) + B P(X711 = X9). (3.9)

Besonderes Augenmerk muss bei dieser Definition darauf gelegt werden, dass die
betrachteten Zufallsvariablen X;; und X5, Komponenten von zwei unabhéngigen
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Zufallsvektoren sind. Der relative Effekt p; ist also die Summe aus der Wahrschein-
lichkeit, dass eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion F3 kleiner ist als ei-
ne unabhéngige Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion Fj, und der Hélfte der
Wahrscheinlichkeit, dass zwei solche Zufallsvariablen gleich sind. Eine analoge Aus-
sage gilt fiir den relativen Effekt py. Die relativen Effekte hdangen dementsprechend
nur von den Randverteilungsfunktionen F; ab und werden fiir diesen Versuchsplan
deshalb auch als relative Marginaleffekte bezeichnet. Wie bei den relativen Effekten
fiir zwei unverbundenen Stichproben konnen wir auch hier eine Integraldarstellung
mit Hilfe der Randverteilungsfunktionen angeben:

p1:/F2dF1 und pQZ/FldFQ.

3.2.2 DMarginal- und Individualeffekte

Der bekannteste und einfachste Test fiir zwei verbundene Stichproben ist der Vor-
zeichentest (siehe z. B. , , Abschnitt 4.1). Dieser beruht aber nicht auf
den relativen Marginaleffekten, sondern auf Funktionalen ¢;, die man als relative
Individualeffekte bezeichnen koénnte:

1
¢ = P(Xp< X))+ B P(Xi12 = X11),

1
@ = P(Xn <Xp)+ B P(X11 = X19).

Der relative Individualeffekt ¢; ist also die Summe aus der Wahrscheinlichkeit, dass
die zweite Komponente des Zufallsvektors X kleiner ist als die erste, und der Halfte
der Wahrscheinlichkeit, dass die beiden Komponenten identisch sind. Entsprechendes
gilt fiir gs.

Wegen der Ahnlichkeit der relativen Marginal- und Individualeffekte miissen die-
se Funktionale sorgfiltig voneinander unterschieden werden. Wéahrend die relativen
Marginaleffekte ausschlieflich von den Randverteilungsfunktionen F; abhéngen, ent-
halten die relativen Individualeffekte auch Informationen iiber die gemeinsame Ver-
teilungsfunktion F' der Komponenten der Zufallsvektoren X . Dies ldsst sich mit
einem einfachen Beispiel deutlich zeigen.

Beispiel 3.3. Fiir die Zufallsvektoren X, gelte
1

P(Xll = 100, X12 = 1) = m und
1
P(Xyy =i, Xip=i+1) = 100 firi=1,...,99.

Die Randverteilungsfunktionen F; und F, stimmen hier {iberein und deshalb gilt
nach Satz 3.3 p; = ps = 1/2. Im Gegensatz dazu liegen die relativen Individualeffekte
an den Réndern des Einheitsintervalls: ¢; = 1/100 und g, = 99/100. Obwohl also
keine der beiden Randverteilungen zu gréfleren Werten als die andere tendiert, ist
die zweite Komponente der Zufallsvektoren mit 99%iger Wahrscheinlichkeit grofier
als die erste.
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Ohne die Randverteilungen zu verdndern, erhalten wir durch Wahl einer anderen
gemeinsamen Verteilung eine Umkehrung der relativen Individualeffekte. Im Fall

1

P(Xn == 1, X12 == 100) == ﬁ und
: : 1 .
P(X11:Z—|—1,X12:Z) == m fur@zl,...,99
gilt ndmlich ¢; = 99/100 und ¢ = 1/100. O

3.2.3 Geschichtlicher Hintergund

So wie die Betrachtungen relativer Effekte fiir zwei unverbundene Stichproben ihren
Ursprung im Wilcoxon-Mann-Whitney-Test haben, beruht die Idee der Verwendung
von Marginalverteilungen bei zwei verbundenen Stichproben auf den Tests der Hy-
pothese F} = F; von ( ) und ( ). Diese stellen
Ubertragungen des Wilcoxon-Mann-Whitney-Tests auf verbundene Stichproben dar.

Das zu den relativen Marginaleffekten dquivalente Funktional
P(XH < X22) — P(XQQ < X11> = 2]?2 —1=1- 2p1

wurde von ( ) vorgeschlagen und spéter unabhéngig von ( )
behandelt.

3.3 Faktorielle Versuchspline

Das Ziel dieses Abschnittes ist, eine sinnvolle Definition relativer Effekte fiir die
allgemeine Klasse von Versuchsplidnen aus Abschnitt 2.1 anzugeben und diese zu
diskutieren. Die allgemeine Definition soll die Definitionen aus den beiden vorange-
henden Abschnitten als Spezialfille enthalten und die fiir die Spezialfélle diskutierten
Eigenschaften und Interpretationen sollen dabei weitestmoglich erhalten bleiben.

3.3.1 Definition der relativen Effekte

Fiir zwei Stichproben sind die relativen Effekte die Summe aus der Wahrschein-
lichkeit, dass eine Beobachtung mit einer der beiden Verteilungsfunktionen kleiner
ist als eine davon unabhéngige Beobachtung mit der anderen Verteilungsfunktion,
und der Hélfte der Wahrscheinlichkeit, dass diese beiden Beobachtungen gleich sind.
Wenn in faktoriellen Versuchspldnen Beobachtungen mit mehr als zwei verschiede-
nen Verteilungen vorliegen und wir beschreiben wollen, wie sich die Beobachtungen
mit einer der Verteilungsfunktionen im Vergleich zu den Beobachtungen mit den
anderen Verteilungsfunktionen verhalten, konnen wir das arithmetische Mittel aus
allen paarweise gebildeten relativen Effekten verwenden. Wir treffen also die folgende

Definition 3.2. Der relative Effekt der i-ten Gruppe unter der s-ten Bedingung ist

1
at — 1

1
Dis = Z |:P(Xu21)1 < Xis1) + 3 P(Xu2u1 = Xi1s1)

(u,0)#(4,5)
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Bei dieser Definition ist zu beachten, dass sich alle Wahrscheinlichkeiten in der
Summe auf unabhéngige Zufallsvariablen beziehen. Die Zufallsvariablen X,5,; und
X151 sind auch fiir den Fall © = 7 unabhéngig, weil sie von verschiedenen Versuchs-
einheiten stammen. In der im vorangehenden Abschnitt eingefiithrten Sprechweise
ausgedriickt handelt es sich bei den relativen Effekten p;, also um Mittelwerte von
relativen Marginaleffekten.

Offensichtlich stimmen nach obiger Definition im Fall zweier unverbundener
Stichproben (a = 2, t = 1) die relativen Effekte p;; mit den in (3.1) und (3.2)
definierten Groflen p; iiberein. Ebenso sind fiir zwei verbundene Stichproben (a = 1,
t = 2) die relativen Effekte p;s mit den Funktionalen p, aus den Gleichungen (3.8)
und (3.9) identisch.

Als abkiirzende Schreibweise fassen wir die lexikographisch nach den Indizes ge-
ordneten relativen Effekte in Form eines Vektors

P= (P11, Pty Pals- -+ Pat)

zusaminerl.

3.3.2 Eigenschaften und Interpretationen
Integral- und Wahrscheinlichkeitsdarstellungen

Wie bei zwei Stichproben kénnen wir mit Hilfe des Satzes von Fubini Integraldar-
stellungen fiir die relativen Effekte p;s erreichen. Mit der Vereinbarung

1
His:at_l Z Fm}

(u,0)#(i,8)
erhalten wir
1
Dis = p {P wotl < Xits1) + = 7 P(Xu2n1 = Xits1)

(u,v)#(4,8)

= /Fm, dF;,

at

(u,v)#(4,8)

= / Fuv

(u,v)#(4,8)

= /st dEs

Da H;, als arithmetisches Mittel von Verteilungsfunktionen wieder eine Verteilungs-
funktion ist, existiert eine Zufallsvariable Y;, ~ H;,. Wenn wir einen Wahrscheinlich-
keitsraum konstruieren, auf dem Y;; und Xj;15; gemeinsam definiert und unabhéngig
sind, erhalten wir durch erneute Anwendung des Satzes von Fubini wieder eine Dar-
stellung des relativen Effektes p;s als Linearkombination von Wahrscheinlichkeiten:

1
- /st d-Fzs - P(Y;s < Xilsl) + 5 P(}/zs = Xilsl)- (310>
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Aufgrund dieser Darstellung {ibertragen sich die in den vorangehenden beiden Ab-
schnitten diskutierten Eigenschaften der relativen Effekte fiir zwei Stichproben in
wesentlichen Teilen auf die relativen Effekte fiir faktorielle Versuchspléne.

Wie die relativen Effekte fassen wir auch die lexikographisch nach den Indizes
geordneten Verteilungsfunktionen H;, in Form eines Vektors

H:(Hll,...,Hlt,...,Hal,...,Hat),

zusammen. Daraus ergibt sich als kurze Schreibweise fiir den Vektor der relativen

Effekte
/
p:/HdF: (/HndFH,...,/HatdFat) .

Relative Effekte als Wahrscheinlichkeiten

Die wichtigste Eigenschaft der relativen Effekte, die sich vom Zwei-Stichproben-Fall
auf faktorielle Versuchsplédne iibertragt, ist die Interpretierbarkeit auf der Skala der
Wahrscheinlichkeiten. Der Fall p;s = 0 bedeutet, dass die Beobachtungen aus der
i-ten Gruppe unter der s-ten Bedingung fast sicher kleiner als alle anderen im Ver-
such vorkommenden Beobachtungen sind. Gilt p;s = 1, so sind Beobachtungen mit
der Verteilungsfunktion Fj, fast sicher grofler als Beobachtungen mit einer der ande-
ren Verteilungsfunktionen F,,. Fiir die drei Félle p;s < 1/2, p;s = 1/2 und p;s > 1/2
konnen wir die Sprechweisen aus Definition 3.1 iibernehmen. Im ersten Fall ist Fj,
tendenziell kleiner als das Mittel der anderen Verteilungsfunktionen H;y, im zweiten
Fall sind F;; und H;s tendenziell gleich und im letzten Fall ist Fj4 tendenziell grofSer
als H;,. Eine Ubersicht dariiber, unter welchen Bedingungen welcher der drei Fille
eintritt, gibt der folgende

Satz 3.6. (a) Fualls Fis = H;s ist oder Xikse und Yis ~ H;s symmetrisch um das
gleiche Symmetriezentrum verteilt sind, so sind F;s und H;s tendenziell gleich.

Insbesondere sind F;; und H;s dann tendenziell gleich, wenn alle Verteilungsfunk-
tionen F,, (u,v) # (i,8), mit Fis ibereinstimmen oder wenn alle Xywpr, (u,v) #
(1,8), symmetrisch um das gleiche Symmetriezentrum wie Xk verteilt sind.

(b) Falls F;s und H;s symmetrisch sind und das Symmetriezentrum von Fiy klei-
ner (grifler) ist als das Symmetriezentrum von H;s, so ist F;s tendenziell kleiner
(grofSer) als H;s oder tendenziell gleich His.

Insbesondere ist F;s dann tendenziell kleiner (grifer) als H;s oder tendenziell
gleich H;s, wenn das Symmetriezentrum von F; kleiner (grofler) als die Symmetrie-
zentren aller F,, mit (u,v) # (i,s) ist.

(¢) Wenn Fj stochastisch kleiner (grifler) als H;s ist, dann ist F, tendenziell
kleiner (grofser) als His.

Insbesondere ist F;s dann tendenziell kleiner (grifier) als H;s, wenn Fig stochas-
tisch kleiner (grofler) als alle Verteilungsfunktionen F,, mit (u,v) # (i, s) ist.

Beweis. Alle Aussagen konnen mit Hilfe der Integraldarstellung (3.10) auf Satz 3.3
zuriickgefiihrt werden. O
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Vergleich von Verteilungen anhand von relativen Effekten

Die relativen Effekte p;s dienen nach Definition zunéchst einmal zum Vergleich der
Verteilungsfunktion Fj mit der gemittelten Verteilungsfunktion H;,. Es scheint aber
naheliegend, anhand der relativen Effekte p;s und p,, auch die beiden Verteilungs-
funktionen Fj; und F,, zueinander in Beziehung zu setzen. Die Sinnhaftigkeit eines
solchen Vorgehens beruht auf folgendem

Satz 3.7. Fiir alle Paare (i,s) gilt

t — 1
Dis = . /F~-sz's——
at — 1 2(at — 1)

1
= 1 [P(Y < Xis1) + 5 P(Y = Xilsl):| —

1
2(at — 1)’

wobet Y eine von X151 unabhdngige Zufallsvariable mit der gemittelten Verteilungs-
funktion

15t.
Beweis. Siehe Anhang A.2; Seite 97. O

Mit dem obigen Satz haben wir eine Darstellung der relativen Effekte p;, ge-
funden, die sich fir alle Paare (i, s) nur noch auf F;; und die einheitliche Referenz-
verteilung F.. an Stelle der verschiedenen H;, bezieht. Die Ordnungsbeziehungen
zwischen den p;s entsprechen genau den Ordnungsbeziehungen zwischen den Inte-
gralen [ F..dF;,. Fiir letztere fithren wir in der folgenden Definition eine allgemeine
Sprechweise ein.

Definition 3.3. G sei eine beliebige Verteilungsfunktion und Y ~ G sei unabhéngig
von X;14 und X101
(a) Fjs heiBft tendenziell kleiner als F,, mit Bezug auf G, falls
/GdFis =PY < X;14) + % P(Y = Xi151)
< /GdFm, =P < Xu101) + % P(Y = Xy101)-
(b) Fs und F,, heiflen tendenziell gleich mit Bezug auf G, falls
[ GaRL =P < Xa) + 5 PY = Xa)
= /GdFm, =P < Xu101) + % P(Y = Xu101)-
(c) Fjs heifit tendenziell grofler als F,, mit Bezug auf G, falls
/GdﬂS =P < Xja) + % P(Y = Xi141)

1
> /GdFuv =P(Y < Xui) + 5 P(Y = Xuaun).
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Mit der speziellen Wahl G = F.. und Satz 3.7 erhalten wir

Korollar 3.8. (a) Fj, ist genau dann tendenziell kleiner als F,, mit Bezug aufﬁ,.,
wenn

Pis < Puw & /F..dFZ-S < /F.. dF .

(b) Fys und F,, sind genau dann tendenziell gleich mit Bezug auf F .., wenn
po=pw & [Fodb= [F.ap,

(c) Fy, ist genau dann tendenziell grifer als F,, mit Bezug auf F.., wenn

Dis > Puv = /F dEs > /F dFuv

Die Beziehung zwischen den Definitionen 3.1 und 3.3 wird durch folgenden Satz
geklart.

Satz 3.9. (a) Fj, ist genau dann tendenziell kleiner als F,, wenn F;s mit Bezug auf
(Fis + Fuy)/2 tendenziell kleiner als F,, ist.

(b) Fis und F,s sind genau dann tendenziell gleich, wenn Fis und F,, mit Bezug
auf (Fis + Fuy)/2 tendenziell gleich sind.

(¢c) Fis ist genau dann tendenziell grifler als F,,, wenn F;s mit Bezug auf
(Fis + Fuy) /2 tendenziell grifier als F, ist.

Beweis. Siehe Anhang A.3, Seite 97. m

Es wire wiinschenswert, wenn die Relationen, die durch die relativen Effekte
beschrieben werden (z. B. p;s < pu), und die Relationen, die durch die paarwei-
se gebildeten relativen Effekte beschrieben werden (z. B. F;; tendenziell kleiner als
F.,) widerspruchsfrei wiren. Mit anderen Worten: Die tendenziellen Beziehungen
zwischen je zwei Verteilungsfunktionen Fj; und F,, sollten unabhéngig davon sein,
ob sie mit Bezug auf F.. oder (Fj, + F,,)/2 gebildet werden. Dies trifft aber nicht
immer zu. Wie wir sehen werden, sind schon die Relationen, die ausschlieSlich auf
den paarweise gebildeten relativen Effekten beruhen, im Allgemeinen nicht wider-
spruchsfrei.

Zur Klarung dieses Problems beschéftigen wir uns allgemeiner mit der Frage
nach Widerspriichlichkeiten, die zwischen tendenziellen Relationen mit Bezug auf
die gemittelte Verteilungsfunktionen

— 1
Fy = Y Fuo McC{l,...a}x{l,...t}, [M]>2,
’ ’ (i,k)eM
auftreten konnen. Wir fithren dazu in Anlehnung an ( ) zunéchst die beiden

Begrifte Wort und Worterbuch ein.
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Definition 3.4. M sei eine endliche Menge und Q(M) sei die Menge aller Teilmen-
gen von M mit mindestens 2 Elementen. Ein Wort auf M ist eine Abbildung, die
jedem Element M von Q(M) eine Rangfolge der Elemente von M zuordnet. Eine
Menge von Worten auf M heiit Woérterbuch auf M.

Beispiel 3.4. Sei M = {1,2,3,4}. Dann ist
Q(M) = {{17 2}’ {17 3}’ {L 4}7 {27 3}7 {27 4}7 {3a 4}a
{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2, 3,4},
{1,2,3,4}}.

Ein Beispiel fiir ein Wort auf M ist

(1,2} — (1<2)
{1,3} —» (1<3)
(1,4} — (1<4)
2,3} — (3<2)
{2,4} — (4<2)
(3,4} — (3<4)
(1,23 — (3<2=1)
(1,24} — (1=2=4)
(1,34} — (3=4<1)
{2,3,4} — (2<3<4)
(1,2,3,4) — (1<4=2<3)

Dabei bedeutet zum Beispiel (3 < 2 = 1), dass der Teilmenge {1,2,3} durch das
betrachtete Wort die Reihenfolge zugeordnet wird, bei der die 3 vor der 2 und die 2
mit der 1 gleichauf liegt. ]

Fiir jedes (at)-Tupel von Verteilungsfunktionen (Fyy, Fio, ..., F,) erhalten wir
ein Wort auf M = {1,...,a} x{1,...,t}, indem wir jeder Teilmenge M von M mit
mindestens zwei Elementen die Rangfolge zuordnen, die sich aus den tendenziellen
Relationen mit Bezug auf F); ergeben. Die Gesamtheit aller dieser Wérter, die
sich fiir alle (at)-Tupel von Verteilungsfunktionen (Fi1, Fio, ..., Fy) ergibt, nennen
wir das Worterbuch der tendenziellen Relationen auf M. Dieses Worterbuch gibt
Auskunft iiber alle Widerspriichlichkeiten, die bei tendenziellen Relationen zwischen
Verteilungsfunktionen mit Bezug auf die Fy; auftreten konnen.

Ein anderes Worterbuch ist das sogenannte Borda- Wérterbuch auf einer Menge
von Kandidaten {C},...,Cy}, das in ( ) charakterisiert ist. Wir kénnen das
Worterbuch der tendenziellen Relationen auf {1,...,a} x {1,...,t} mit dem Borda-
Worterbuch auf {C1, ..., Cy} vergleichen, wenn wir die beiden Mengen {1, ..., a} x
{1,...,t} und {C4,...,Cu} vermoge der Bijektion (i,s) +— Cjs identifizieren. In
diesem Sinne ist der folgende Satz zu verstehen.
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Satz 3.10. Fliir alle (a,t) € N? enthdilt das Wérterbuch der tendenziellen Relationen
auf {1,...,a} x {1,...,t} das Borda-Wérterbuch auf {Cy,...,Cu}.

Beweis. Siehe Anhang A .4, Seite 98. O

Als Anwendung dieses Satzes geben wir die Ubertragungen einiger Widerspriich-
lichkeiten aus dem Borda-Wérterbuch, die in ( ) genannt sind, in
das Worterbuch der tendenziellen Relationen an.

Beispiel 3.5. (a) Es existieren Verteilungsfunktionen Fiy, ..., Fy, so dass das zu-
gehorige Wort im Worterbuch der tendenziellen Relationen eingeschrinkt auf die
Menge

P={01),(1,2)}{(1,2),(1,3)},....{(a,t =1),(a, 1)}, {(a,?), (1, 1)}}

die folgende Gestalt hat:

—
1
A

{(a’vt - 1)7 <a7 t)} = ((CL?t - 1) ~ (CL, t))?
{(a,8),(1,1)} — ((a;1) < (1,1)).

Die tendenziellen Relationen zwischen den Verteilungsfunktionen Fjg bilden bei die-
sem Beispiel einen sogenannten Condorcet-Kreis: F ist tendenziell kleiner als Fig,
F5 ist tendenziell kleiner als Fi3 und jede weitere Verteilungsfunktion ist tendenziell
kleiner als ihr Nachfolger. Der Kreis wird dadurch geschlossen, dass F; tendenziell
kleiner als F; ist.

(b) Es existieren Verteilungsfunktionen Fyy, ..., Fy;, so dass das zugehorige Wort
im Woérterbuch der tendenziellen Relationen eingeschrinkt auf die Menge N der
verschachtelten Teilmengen

Ny = {(1,1),(1,2)},
N3 = {(171>>(172)’<173)}a

N, = {(L1D),.... (11}
New = {(L1),....(L1),(a1)}

Nua = {(1,1),...,(a,t)}
die folgende Form hat:
Ny = ((1,1) <(L,2))
NS = ((173) = (172) = (17 1))
Ny —  ((1,1)<(1,2) <(1,3) < (1,4))

Usw.



3.3. Faktorielle Versuchsplédne 37

Fiir die Verteilungsfunktionen Fj; heifit das:
e Mit Bezug auf FNQ ist F; tendenziell kleiner als Fjs.

e Mit Bezug auf FN3 ist F; tendenziell grofler als Fio und Fi» tendenziell grofer
als F13.

e Mit Bezug auf FM ist Fi; tendenziell kleiner als Fo, Fis tendenziell kleiner
als Fi3 und Fi3 tendenziell kleiner als Fi4.

Je nachdem ob N, eine gerade oder ungerade Anzahl von Elementen hat, sind die Fj,
mit Bezug auf Fy, also tendenziell lexikographisch oder umgekehrt lexikographisch
nach den Indexpaaren (7, s) geordnet.

(c) Es existieren Verteilungsfunktionen Fiy, ..., Fy;, so dass das zugehorige Wort
im Worterbuch der tendenziellen Relationen eingeschrankt auf die Menge aller Men-
gen mit zwei Elementen und {1,...,a} x{1,...,t} die folgende Form hat: Jede Men-
ge mit zwei Elementen {(i, s), (u,v)} wird genau dann auf ((, s) < (u, v)) abgebildet,
wenn (i, s) lexikographisch kleiner als (u,v) ist. Das Bild von {1,...,a} x {1,...,t}
dagegen hat die Gestalt:

(1,1) < (a,t) < (a,t —1) < (a,t —2) < --- < (1,2)).

Fiir diese Verteilungsfunktionen ist also Fj; genau dann tendenziell kleiner als F,,,,
wenn (7, s) lexikographisch kleiner als (u, v) ist. Mit Bezug auf F'. ergibt sich jedoch
ein ganz anderes Bild:

P11 < Pat < Pat-1) < Pa-2) < -+ < P1a2.

Alle F,; mit Ausnahme von Fi; sind also mit Bezug auf F.. tendenziell in der umge-
kehrten Reihenfolge geordnet, wie es nach Betrachtung der tendenziellen Ordnungen
mit Bezug auf die paarweise gebildeten Mittel F'y(; ) (uv)) z2u erwarten wire. O

Wie wir gesehen haben, besteht zwischen den Aussagen iiber das tendenziel-
le Verhiltnis von Verteilungen zueinander — mit und ohne Bezug auf F. — keine
allgemein giiltige einfache Beziehung. Aber wenigstens fiir den Fall, dass die Ver-
teilungsfunktionen stochastisch geordnet sind, dass heifit, wenn fiir je zwei Vertei-
lungsfunktionen F;, und F,,, entweder F;, < F,,, oder F;; > F,, gilt, konnen wir eine
solche Beziehung nachweisen. Dieser Fall umfasst insbesondere Lokationsmodelle.

Satz 3.11. Die Verteilungsfunktz’onen. Fg,i1=1,...,a, s=1,...,t, seien stochas-
tisch geordnet. Dann gelten folgende Aquivalenzen:

(a) Fis ist genau dann tendenziell kleiner als F,,, wenn F;s mit Bezug auf F.
tendenziell kleiner als F,, ist.

(b) Fis u_nd F,., sind genau dann tendenziell gleich, wenn F;s und F,, mit Bezug
auf F.. tendenziell gleich sind.

(c) Fis ist genau dann tendenziell grifer als F,,, wenn F;s mit Bezug auf F.
tendenziell grofier als F, ist.

Beweis. Siehe Anhang A.5, Seite 98. O
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pis 1,0 T T T T T
0,8 4
4+ i
0,2 .
0’0 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5
Bedingung s

Abbildung 3.1: Relative Effekte p;, fiir die Bernoulli-Verteilungen in Beispiel 3.6.

Beispiele und graphische Darstellungen

Da fiir jede Verteilungsfunktion Fj, ein relativer Effekt p;, definiert ist, eignen sich
die relativen Effekte in d&hnlicher Weise wie Erwartungswerte oder Mediane zur gra-
phischen Darstellung. Anhand einer solchen Darstellung kann man sich — auch wenn
man bei der Interpretation vorsichtig sein muss — schnell einen Uberblick iiber die
Verhiiltnisse der Verteilungen zueinander verschaffen. Dies soll hier fiir zwei einfache
Beispiele exemplarisch gezeigt werden.

Beispiel 3.6. Die Beobachtungen X seien Bernoulli-verteilt mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit ¢;s. Nach Definition der relativen Effekte p;s und Formel (3.3) gilt

1
Pis = Z [P(Xu%l < Xis1) + 5 P(Xu201 = Xi1s1)

o 1 Qis — Quu 1
- oat—1 2 ( 2 +2)'

(u,0)#(i,5)

Die relativen Effekte sind also dquivalent zu den mittleren Differenzen zwischen den
Erfolgswahrscheinlichkeiten g;s und gy, (u,v) # (i, s).

Fiir einen Versuchsplan mit ¢ = 2 Gruppen und ¢t = 5 Bedingungen sind in
Abbildung 3.1 die relativen Effekte dargestellt, die sich aus den Erfolgswahrschein-
lichkeiten

s+1 543
A gos = L os=1,...,5,
T A TR

qis =

ergeben. [



3.3. Faktorielle Versuchsplédne 39

pis 1,0 T T T T T

zweite Gruppe

erste Gruppe

Bedingung s

Abbildung 3.2: Relative Effekte p;, fiir die Normalverteilungen in Beispiel 3.7.

Beispiel 3.7. Die Beobachtungen X;is seien normalverteilt mit Erwartungswert
pis und Varianz o2. Nach Definition der relativen Effekte p;; und Formel (3.5) gilt

1 1
Dis = Z [P<Xu2v1 < Xis1) + = P(Xu21 = Xis1)

at — 1 ' 2
(u,v)#(i,5)

1 s — Muv
T oat—1 Z (b(\u/a-z —i—uUQ).
(u,0)#(i,5) is uv
Die relativen Effekte sind also nicht dquivalent zu den mittleren standardisierten
Differenzen zwischen den Erwartungswerten f;s und fiy,, (u,v) # (i, s).

Fiir einen Versuchsplan mit ¢ = 2 Gruppen und ¢ = 5 Bedingungen sind in
Abbildung 3.2 die relativen Effekte dargestellt, die sich aus den Erwartungswerten

s =5 und pos=s54+2, s=1,...,5,

und Varianzen 0% = 1,1=1,2, s =1,...,5, ergeben. O

3.3.3 Bisherige Verallgemeinerungsansétze

Die in diesem Abschnitt getroffene Definition der relativen Effekte in faktoriellen
Versuchspldnen ist nicht die einzige Verallgemeinerung der relativen Effekte fiir Si-
tuationen mit mehr als zwei Stichproben. Wir stellen in diesem Unterabschnitt einige
andere Verallgemeinerungsansétze aus der Literatur vor.

Einer dieser Ansétze beruht auf der Idee, eine der Verteilungen, zum Beispiel
die Verteilung Fj,, auszuwéhlen und als Referenz zu verwenden. Alle anderen Ver-
teilungen konnen dann jeweils anhand der paarweise gebildeteten relativen Effekte
mit der Referenzverteilung verglichen werden. Beim Vergleich der Referenzverteilung
mit der Verteilung F},, erhalten wir so die Effekte

1 .
P(Xi1s1 < Xuu1) + 5 P(Xisa1 = Xu2w1), (u,v) # (1, 5).
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Diese Groflen kann man zum Beispiel in einer graphischen Darstellung verwenden,
um sich einen Uberblick iiber das Verhéltnis aller Verteilungen zur Referenzvertei-
lung zu verschaffen. Der Vorschlag zur Bildung dieser Funktionale geht auf
( ) zuriick, der aber auch schon bemerkt hat, dass es wichtig ist, eine Referenzver-
teilung auszuwéhlen, die ein moglichst breites Spektrum an Werten abdeckt ( ,
, Abschnitt 3). Falls das nicht mdoglich ist, sind die oben definierten Grofien
eventuell nur dazu geeignet, die Verhéltnisse der Referenzverteilung zu den anderen
Verteilungen zu beschreiben, nicht aber dazu, die Verhéltnisse der anderen Vertei-
lungen untereinander darzustellen. Das folgende iiberspitzte Beispiel verdeutlicht
dieses Problem.

Beispiel 3.8. Es sei a = 10 und t = 1. Die Zufallsvariablen X1, seien gleichverteilt
auf den offenen Intervallen (i — 1,4). Unabhéngig von der Wahl der Referenzvertei-
lungsfunktion Fj; gilt fiir alle u # ¢
1 .
P(Xiin < Xuinn) + 3 P(Xin = Xu) = 0 fiiru <i,
1 ,
P(Xin < Xuinn) + B P(Xjn = Xun) = 1 firu >4

Obwohl die Tréger aller Verteilungen disjunkt sind, gilt fiir alle Verteilungsfunktio-
nen F,; und F,;q mit min{u, u'} > i

1
1 = P(Xilll < Xulll) + 5 P(Xilll - Xulll)»

1
= P(Xun < Xyin) + 5 P(Xan = Xun).

2
Die Verteilungen von X117 und X117 konnen trotz der disjunkten Trager durch
Betrachtung der von definierten Groflen nicht auseinandergehalten werden.

Im Gegensatz dazu konnen wir bei Verwendung der relativen Effekte aus Defini-
tion 3.2 alle Verteilungen anhand der Werte

1
pi1:_<i_1)7 7;:1,...,10,
9
voneinander unterscheiden. Der Grund fiir die grofiere Trennschérfe der relativen Ef-
fekte p;; liegt darin, dass jede der Verteilungsfunktionen H;; ein grofleres Spektrum
an Werten abdeckt als jede nach in Frage kommende Referenzverteilungsfunk-
tion Fil‘ ]

Ein anderer Verallgemeinerungsvorschlag fiir faktorielle Versuchsplédne stammt
von ( ). Statt — wie von vorgeschlagen — alle Vertei-
lungen paarweise mit nur einer Referenzverteilung zu vergleichen, bilden

alle moglichen Paare von Verteilungen. Sie betrachten also fiir alle (i, s)
und alle (u,v) die paarweise gebildeten relativen Effekte

1
P(Xu2v1 < Xi1s1) + 3 P(Xu2u1 = Xits1)-

Im Gegensatz zu der von vorgeschlagenen Methode tritt hierbei das Problem
auf, dass schon bei relativ wenigen Gruppen und Bedingungen eine so grofie Anzahl
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von Paaren gebildet wird, dass diese kaum noch dazu geeignet sind, sich einen Uber-
blick iiber die Verhéltnisse der Verteilungen zueinander zu verschaffen. Bei einem
Versuchsplan mit ¢ = 4 Gruppen und ¢t = 5 Bedingungen gibt es 20 Verteilungs-
funktionen Fj; und deshalb 400 Paare von Verteilungsfunktionen. Eine solch grofie
Anzahl von paarweise gebildeten relativen Effekten ldsst sich auch mit Hilfe gra-
fischer Darstellungen kaum noch iiberblicken. Aus diesem Grund widerspricht die
von vorgeschlagene Strategie dem statistischen Grundprinzip
der Datenreduktion und wird schon bei wenig umfangreichen Versuchspldnen un-
brauchbar.

Neben den von und vorgeschlagenen Verallgemeine-
rungsstrategien, die fiir die allgemeine Klasse von faktoriellen Versuchspldnen aus
Abschnitt 2.1 durchfithrbar sind, gibt es auch Vorschldge fiir die Verwendung paar-
weise gebildeter relativer Effekte in speziellen Versuchspléanen. So beschéftigen sich

( ) anhand der Differenz zweier relativer Effekte mit der Wech-
selwirkung in einem 2 x 2-Versuchsplan mit unabhéngigen Beobachtungen. Fiir den
Versuchsplan mit @ = 2 Gruppen und ¢ Bedingungen vergleichen
( ) und ( , ) die beiden Gruppen anhand der fiir die ¢ Bedingun-
gen paarweise gebildeten relativen Effekte.

3.3.4 Relative Gruppen- und Bedingungseffekte

Nach Definition dient ein relativer Effekt p;s zur Beschreibung des Verhéltnisses der
Verteilungsfunktion in der ¢-ten Gruppe unter der s-ten Bedingung zu den ande-
ren Verteilungsfunktionen F,, mit (u,v) # (i,s). In bestimmten Situationen kann
es aber auch von Interesse sein, mit Hilfe von relativen Effekten das Verhéltnis der
Verteilungsfunktionen in der i-ten Gruppe zu den Verteilungsfunktionen der anderen
Gruppen oder das Verhéltnis der Verteilungsfunktionen unter der s-ten Bedingung
zu den Verteilungsfunktionen unter den anderen Bedingungen zu untersuchen. In der
Panik-Skala-Studie II (siehe Unterabschnitt 2.1.1, Seite 9) konnte man zum Beispiel
daran interessiert sein, die Entwicklung der Panikstérungen unter den unterschied-
lichen Bedingungen (= Zeitpunkten) zu erfassen, ohne zu beriicksichtigen, ob die
Patienten aus der Agoraphobie-Gruppe stammen oder nicht.

Zu diesem Zweck definieren wir die sogenannten relativen Gruppen- und Bedin-
gungseffekte.

Definition 3.5. (a) Sei F;. das Mittel der Verteilungsfunktionen aus der i-ten Grup-
pe und H;, das Mittel aller Verteilungsfunktionen, die nicht aus der i-ten Gruppe
stammen, das heifit,

1 1 d
Fi-zzgﬂs und Hi*:mZZFuU-

u#i v=1

Die Zufallsvariablen X;, ~ F;. und Y, ~ H;, seien unabhéngig. Dann heifit

1
Pix = P(Yie < Xii) + 5 P(Yi. = Xi)
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relativer Effekt der i-ten Gruppe.

(b) Sei F., das Mittel der Verteilungsfunktionen unter der s-ten Bedingung und
H,, das Mittel aller Verteilungsfunktionen, die nicht zu der s-ten Bedingung gehéren,
das heif3t,

. 1 a 1 a t
F~s:5;F’is und H*s: t_a;;Fuv

Die Zufallsvariablen X, ~ F.; und Y,, ~ H,, seien unabhingig. Dann heift
1
Pxs = P(Y;s < X*s) + 5 P(ms = X*s)

relativer Effekt der s-ten Bedingung.

Wie fiir die relativen Effekte p;, existieren auch fiir die Gruppen- und Bedin-
gungseffekte Integraldarstellungen. Sie haben die Form

Dix :/Hz* dfz und DPxs = /H*s dFs

Zu beachten ist bei der obigen Definition, dass die relativen Gruppen- und Be-
dingungseffekte nicht mit den entsprechenden arithmetischen Mitteln der relativen
Effekte iibereinstimmen:

t a
_ 1 _ 1
Dix 7£ b;. = ; Zpis und Pxs 7£ bs= a Zpis'
s=1 i=1

Der Grund dafiir, dass wir in Definition 3.5 von den arithmetischen Mittelwerten
der relativen Effekte abweichen, liegt in den unterschiedlichen Wertebereichen der
pix und p,s auf der einen und der p; und p., auf der anderen Seite. Fiir die relativen
Gruppen- und Bedingungseffekte sind die Wertebereiche jeweils das gesamte Ein-
heitsintervall. Die Grenzen dieses Intervalls bilden bei der Interpretation der Effekte
hilfreiche Orientierungspunkte: p;, = 0 gilt genau dann, wenn jede Beobachtung
aus der i-ten Gruppe fast sicher kleiner ist als jede Beobachtung aus allen anderen
Gruppen. Entsprechend gilt p;x = 1 genau dann, wenn jede Beobachtung aus der
i-ten Gruppe fast sicher grofler ist als jede Beobachtung aus den anderen Gruppen.
Analoge Aussagen gelten fiir die Bedingungseffekte.

Die Mittelwerte der relativen Effekte p; und p liegen als Mittelwerte von Wahr-
scheinlichkeiten zwar auch immer im Einheitsintervall. Aber die Grenzen 0 und 1
sind mit Ausnahme der Sonderfille a = 1 oder ¢t = 1 als Werte ausgeschlossen.

Satz 3.12. Fiir die gemittelten relativen Effekte gilt

t—1 t—1 a—1 a—1

pi. € 2(at—1)’1_2(at—1)] und ]_)'56{2(@75_1)71_2(“_1) '

Beweis. Sieche Anhang A.G, Seite 99. O
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Die Wertebereiche der p;. und p , hingen also im Gegensatz zu denen der relativen
Gruppen- und Bedingungseffekte von der Anzahl der Gruppen a und der Anzahl der
Bedingungen t ab. Um zu beurteilen, ob die gemittelten Effekte auf den Réndern
oder in der Ndhe der Rénder liegen, miissen diese erst ermittelt werden. Deshalb ist
es bequemer, mit den relativen Gruppen- und Bedingungseffekten zu arbeiten.

Bei der Konstruktion von Schétzern fiir die relativen Gruppen- und Bedingungs-
effekte in den néchsten Kapiteln wird die folgende Darstellung mit Hilfe des Vektors
P = (p11,-.-,Pa) von Nutzen sein.

Satz 3.13. Fir die (at)-dimensionalen Spaltenvektoren v, und v, deren Kompo-
nenten durch

at—1 . — at—1 . —
<u@-*>wz{at2—t2 T und <u*s>w={a2t—a2 oo

definiert sind, gilt

t—1 a—1

s =V, p— ——— d ps=vV.p— ——.

Beweis. Siehe Anhang A.7, Seite 100. O
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Kapitel 4

Punktschatzer

Im vorangehenden Kapitel haben wir diskutiert, inwieweit relative Effekte als Funk-
tionale dazu geeignet sind, die Verteilungen in einem faktoriellen Versuchsplan sinn-
voll zusammenfassend zu beschreiben. Dies alleine ist aber noch nicht ausreichend
dafiir, dass relative Effekte in der Statistik niitzlich sind. Es muss dariiber hinaus
auch moglich sein, auf Grundlage der aus dem Versuch vorliegenden Beobachtungen
Riickschliisse auf die relativen Effekte zu ziehen. Die einfachste Methode dazu ist
die Berechnung von Punktschétzern, die der Gegenstand dieses Kapitels sind.

Bevor wir in diesem Kapitel mit der Konstruktion von Punktschétzern beginnen,
geben wir eine kurze Ubersicht iiber die Literatur, die sich mit Punktschétzern fiir
relative Effekte im Fall zweier unabhéngiger Stichproben beschéftigt. Die Idee zur
Konstruktion allgemeinerer Punktschéatzer wird im zweiten Abschnitt dieses Ka-
pitels behandelt und beruht auf der Darstellung (3.10) der relativen Effekte mit
Hilfe der Randverteilungsfunktionen. Aus diesem Grund beschéftigen wir uns im
dritten Abschnitt mit Schétzern fiir die Randverteilungsfunktionen, bevor wir die
Eigenschaften der sich ergebenden Schéitzer fiir die relativen Effekte diskutieren. Ab-
schlieend geben wir noch Hinweise zur praktischen Berechnung der Punktschéatzer
und fiithren diese beispielhaft fiir die in Unterabschnitt 2.1.1 genannten Versuche
durch.

4.1 Bisherige Arbeiten zu zwei unverbundenen
Stichproben

Da die relativen Effekte fiir zwei unverbundene Stichproben, wie sie in Abschnitt 3.1
dargestellt sind, in der statistischen Fachliteratur seit der Arbeit von

( ) immer wieder diskutiert wurden, existiert auch eine beachtliche Anzahl von
Veroffentlichungen, die sich mit Punktschéatzern dazu beschéftigen.

Fiir das hier behandelte nichtparametrische Modell sind der bereits von
verwendete Schitzer sowie dessen Modifikation fiir unstetige Verteilungsfunk-
tionen von nach Kenntnis des Autors jedoch die einzigen Vorschlage. Wir
gehen hier auf diese Schétzer aber nicht ndher ein, da sie Spezialfille der in den
noch folgenden Teilen dieses Kapitels behandelten Schétzer fiir die allgemeine Klas-
se von faktoriellen Versuchsplanen aus Kapitel 2 sind. Erwéhnt sei aber noch die

45
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Vorlesung von ( ), in der — wenn auch mehr als Beispiel fiir einen
mathematischen Sachverhalt — Optimalitatseigenschaften des Schétzers fiir den Fall
stetiger Verteilungsfunktionen nachgewiesen werden.

Fiir verschiedene parametrische Situationen liegt aber eine Vielzahl von Arbei-
ten mit unterschiedlichen Vorschldgen zur Schétzung der relativen Effekte vor. Der
interessierte Leser sei fiir normalverteilte Beobachtungen auf die Veroffentlichungen

von (1964), (1967), (1970),
( ), ( ) ( ) und ( ), fiir

exponentialverteilte Beobachtungen auf ( ), ( ), ( ),
( ) und ( ) sowie fiir gammaverteilte Beobach-
tungen auf ( ) und ( ) verwiesen.

4.2 Idee fiir die Schitzer: Das Einsetzungsprinzip

In der Gleichung (3.10) auf Seite 31 haben wir eine Darstellung der relativen Effekte
mit Hilfe der Verteilungsfunktionen Fj; und H;, hergeleitet:

Dis :/stdﬂs

Da sich Verteilungsfunktionen in unserer Situation gut schéitzen lassen, worauf wir
im folgenden Abschnitt genauer eingehen werden, ist es naheliegend, als Schéatzer
den Ausdruck zu verwenden, der sich ergibt, wenn wir in obiger Gleichung die Ver-
teilungsfunktionen durch ihre Schétzer ersetzen. Dieses Vorgehen ist in der Literatur
auch als Einsetzungsprinzip bekannt. Mit den im néchsten Abschnitt hergeleiteten
Schétzern Fj;,, und H;,, fiir Fj; und H;s erhalten wir als Schétzer fiir p;,

. ~ ~
Disn = Hz's,n dﬂs,n‘

Als bequeme Schreibweise fiir die Vektoren der Schétzer benutzen wir analog zu den
Symbolen p, F und H

o~ o~ o~ o~ !
n (pll,na---7p1t,nw'-apal,na--wpat,n>u

~ ~ ~ ~ /
n (Fll,nu"‘7F1t,n)'"7Fa1,n7"‘7Fat,n) und
—_ A~ AN A A~ /
Hn = (Hll,na-"7Hlt,n7"'7Ha1,n7'"7Hat,n> .

Fiir den Vektor der Schatzer der relativen Effekte konnen wir damit auch

/
ﬁn = /ﬁn dﬁ‘n = (/ ]/—\Ill,n dﬁll,na ce a/ﬁat,n dﬁat,n)
schreiben.

Fiir die Gruppen- und Bedingungseffekte p;, und p,s verwenden wir die wegen
der Darstellungen

t—1 a—1

e =Vp————— und p=Vp—
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aus Satz 3.13 (siehe Seite 43) naheliegenden Schétzer

t—1 =N =R a—1

Ai*n: Dy — d xS, ! 5 /. A\
Pien =ViuPn = 50, gy, W04 Pran = VasPn — 500,

4.3 Empirische Verteilungsfunktionen

In diesem Abschnitt leiten wir die bendtigten Schétzer fiir die Verteilungsfunktionen
her. Diese Schétzer stimmen mit den Schétzern iiberein, die in ( )
fiir die gleiche Klasse von Versuchspldnen angegeben sind.

Zunachst definieren wir punktweise einen erwartungstreuen Schétzer fiir Fj,, der
ausschlieSlich auf der Zufallsvariablen X, beruht:

~

Eksr(l‘) - C(l‘ - Xiksr)~

Im né#chsten Schritt geben wir einen Schétzer fiir Fj; an, der die Informationen
aus allen Komponenten von X5 ausnutzt. Da die gemeinsame Verteilung dieser
Komponenten durch unser Modell nicht ndher bestimmt ist und die naheliegendste
diesbeziigliche Annahme die Austauschbarkeit ist, scheint es natiirlich, den Schétzer
Fm als ungewichtetes Mittel der FZ;W zu wéahlen:

1 Miks n .
o Miks Zrzl iksr - Miks > Oa
0 tmiks = 0.

Dieser Schétzer ist wieder erwartungstreu, und wir konnen vermuten, dass er eine
umso kleinere Varianz hat, je grofler my, ist. Wenn wir also schliefllich Fi;(z) durch
ein gewichtetes Mittel der unabhingigen Zufallsvariablen Eks(x), E=1,...,n
erwartungstreu schétzen wiirden, so konnten wir die Varianz minimieren, indem wir
die Gewichte umgekehrt proportional zu Var (Eks(:p)) wéhlen. Leider sind diese
Varianzen unbekannt und dariiber hinaus im Allgemeinen fiir unterschiedliche z
verschieden, so dass wir hier trotz eines moglichen Effizienzverlustes aus Griinden
der Einfachheit wieder ein ungewichtetes Mittel wéhlen:

iks-

Wie obige Diskussion gezeigt hat, sind unsere Definitionen der Schétzer fiir die Ver-
teilungsfunktionen mit Ausnahme der einfachen Versuchspléine, in denen m;., = 1
fiir alle Tripel (i, k, s) gilt, sicher nicht die einzigen sinnvollen Definitionen. Dennoch
bezeichnen wir diese Schétzer schlichtweg als die empirischen Verteilungsfunktionen.

Als Schétzer fiir die gemittelten Verteilungsfunktionen H;, benutzen wir entspre-

chend der Definition .
ﬁis n — F\uv n-
n=—— > Fu

(u,v)#(i,s)

Wir fassen nun einige Eigenschaften der empirischen Verteilungsfunktionen zu-
sammen.
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Satz 4.1. Die empirischen Verteilungsfunktionen sind erwartungstreu und fiir ihre
Varianzen gelten die Abschdtzungen

Var (ES n(x)) <

Var (f[lsn(x))

A\
H~
|
H
=
¥ M
>/

Beweis. Siehe Anhang A .8, Seite 100. O

Aufgrund des obigen Satzes konnen wir vermuten, das die erste der drei asympto-
tischen Annahmen (A1) — (A3) an die Folge der Stichprobenumfinge (siehe Seite 13)
bereits hinreichend ist, um die Konsistenz der empirischen Verteilungsfunktionen zu
garantieren. Die Richtigkeit dieser Vermutung entnehmen wir der folgenden Verall-
gemeinerung des Satzes von Glivenko-Cantelli.

Satz 4.2. Unter der Bedingung (A1) gilt fir alle Paare (i, s)

) Es,n - Es f_5> 0 und Hﬁis,n - His f—s> 0.
Beweis. Sieche Anhang A.9, Seite 101. m

Wegen der Darstellungen p;; = f H;sdF;s und pis, = f ﬁis,n dﬁis,n koénnen wir
nach diesem Satz erwarten, daf§ die Bedingung (A1) auch fiir die Konsistenz von
Dis.n ausreichend ist. Diese Vermutung wird im folgenden Abschnitt bestétigt.

4.4 Eigenschaften der Punktschéitzer

In diesem Abschnitt werden wir zunéchst untersuchen, inwiefern sich die im vorigen
Abschnitt gefundenen Eigenschaften der empirischen Verteilungsfunktionen auf die
Schitzer fiir die relativen Effekte iibertragen. Dariiber hinaus stellen wir Uberlegun-
gen zur Robustheit und Aquivarianz der Schiitzer an.

Erwartungstreue

Zunéchst befassen wir uns mit der Frage nach der Erwartungstreue. Dazu zerlegen
wir den Schétzer in eine Summe, deren Summanden wir einzeln behandeln kénnen:

pZS,TL / 15 sn d 15 n t _ 1 Z uv,n d 5,Mn




4.4. Figenschaften der Punktschétzer 49

Fiir p;, existiert die analoge Zerlegung

1 1 &
Pis = r 1 j{:} Mo s
(u,v)#£(1,8) w=1 k=1

s

/Fuwv dEk57

wobel Wir Fiuue = AywoFue Und Fips = A\ipsFis definieren.
Damit ist pjs, erwartungstreu, wenn fiir alle Tripel (u,w,v) und (i, k,s) mit

(u,v) # (i, )
E (/ F\uwv dﬁ;ks) - /Fuwv dEks

gilt. Falls (u, w) # (i, k) ist, so ergibt sich dies wegen der Unabhéngigkeit von X .,
und X ;s sowie wegen der Erwartungstreue von F,,, und Fj.s aus dem Satz von

Fubini:
E ( [ P dF) _ [E ( [ P dF x)}
= E {/ Forse dFiks:|
- / Foo dF.

Fiir (u, w) = (i, k) sind X, und X35 = X s aber moglicherweise abhingig, und

dann kann auch
E (/ ﬁuwv dﬁ;ks) 7£ /Fuwv dEks

gelten. Der Schétzer pys ,, ist also im Allgemeinen nicht erwartungstreu. Wir kénnen
aber zumindest die Verzerrung des Schétzers nach oben abschétzen:

E (/ F\uwv dﬁjzks) - /Fuwv dEks
w=1 k=1

1 1 n; n; N R
T lat—1 ; AiwAiss ; b (/ Fiuwo sz‘/’es) - /Fiwv dFips

’E (@s,n) - pzs‘

Ny N4

1 1
N at — 1 Z )\u~v)\i~s
(u,v)#(i,5)

1 k=1
- | S LB ([ Pt - [ R
Jat—1 AMAmkﬂ o Tk ik A iks
= at_le Nis Z_: (/FikvdFiks>_/EkvdEks
<
B at—lz)\ )\ZSkl

t—1 1
<

— = < .
at — 1 vt /\i-s (at — 1))\25 - CL)\Z‘.S
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Die obige Abschéitzung zeigt, dass die Verzerrungen bei hinreichend vielen Gruppen
und hinreichend grofien ;s vernachlissigt werden kénnen. Dariiber hinaus kénnen
wir ablesen, dass der Schétzer fiir den Fall ¢ = 1 unverzerrt ist.

Konsistenz

Wenden wir uns nun der Konsistenz von p;s, zu. Diese ergibt sich ohne Schwierig-
keiten aus Satz 4.2.

Satz 4.3. Unter der Bedingung (A1) auf Seite 13 ist D, stark konsistent.
Beweis. Siehe Anhang A.10, Seite 102. O

Aus obigem Satz folgt unmittelbar

Korollar 4.4. Unter der Bedingung (A1) sind die Schétzer Dix, und Dus, fir die
Gruppen- und Bedingungseffekte stark konsistent.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich mit dem voranstehenden Satz sofort aus den
Darstellungen in Satz 3.13 (siche Seite 43) und der Definition der Schétzer. O]

Robustheit

Mit der Erwartungstreue und der Konsistenz haben wir zwei der wichtigsten ma-
thematisch-statistischen Eigenschaften der Punktschétzer fiir die relativen Effekte
bereits diskutiert. Eine Vielzahl weiterer Aspekte von Punktschétzern, die dann ei-
ne Rolle spielen, wenn die Beobachtungen eines Versuchs einem formulierten Modell
nicht exakt, sondern nur ndherungsweise geniigen, sind Gegenstand der robusten
Statistik. In diesem Unterabschnitt befassen wir uns mit einem dieser Aspekte, dem
Grobe-Fehler Bruchpunkt des Schétzers p;s,,. Weitere Aspekte sind zum Beispiel

in dem Lehrbuch von ( ) oder im Zusammenhang mit nichtpara-
metrischer Statistik in der Monographie von ( )
dargestellt.

Der Grobe-Fehler Bruchpunkt eines Schétzers (genauer: einer Folge von Schét-
zern) gibt Auskunft dariiber, welcher Anteil an Beobachtungen durch Ausreiler er-
setzt werden kann, ohne dass der Schétzer alle in ihm enthaltene Information verliert.
Um den Grobe-Fehler Bruchpunkt exakt definieren zu konnen, fithren wir zunéchst
einige Schreibweisen ein. Das Wahrscheinlichkeitsmaf}, das zu dem Wahrscheinlich-
keitsraum gehort, auf dem die Zufallsvariablen X, ¢ = 1,...,a, k = 1,...,n,,
definiert sind, bezeichnen wir mit Pr. Der Vektor

G = (Glla--~7G1t7---7Ga17‘-'7Gat)/

sei wie F' ein (at)-dimensionaler Vektor von Verteilungsfunktionen. Als Grobe-Fehler
Bruchpunkt des Schétzers p;s,, an der Stelle F' definieren wir (siehe ,
, Seite 97)

€ = su ES : € ompakt EC : . 1—€)F+eG isne e) — .
o (F) = sup {e < 1: 3K, kompakt, K, C [0,1] : VG : Pu_gricc(Disn € Ko) — 1}

15

Wie der folgende Satz zeigt, ist der Grobe-Fehler Bruchpunkt von pj,,, fiir alle
F maximal.
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Satz 4.5. Fiir alle F' und alle Paare (i,s) gilt unter der Bedingung (A1)

er(F) = 1.

Beweis. Sieche Anhang A.11, Seite 102. O

Der obige Satz ist insbesondere deshalb bemerkenswert, weil sogar als beson-
ders robust geltende Schétzer wie der empirische Median nur einen Grobe-Fehler
Bruchpunkt von 1/2 haben.

Aquivarianz

Wenn wir die Beobachtungen X, mit Hilfe einer streng monoton wachsenden Ab-
bildung ¢ durch ¢( X, ) ersetzen und dann die relativen Effekte p;i bilden, so erhal-
ten wir — wie aus Definition 3.2 auf Seite 30 hervorgeht — wieder die urspriinglichen
relativen Effekten, das heif3t,

Wenn wir die Beobachtungen X, dagegen mit Hilfe einer streng monoton fal-
lenden Abbildung ¢ durch ¢(X ;) ersetzen und dann die relativen Effekte pf; bilden,
so gilt

1 [ 1
pa = 1 D |PO(Xuzn) < 6(Xaa) + 5 P(6(Xuzn) = ¢>(Xml>>]
(uv)#(i,8) -
1 [ 1
T oat—1 Z P(Xuz > Xira) + ) P(Xuou1 = Xi151>:|
(u,)#(t,8) =
1 [ 1
T oui—1 Z 1 — P(Xuon < Xi1a1) + 3 P(Xu2u1 = Xﬂsl)}
(u0)#(i,8) =
1 [ 1
= at — 1 Z 1— (P(Xu2vl < Xilsl) + E P(Xqul = Xi151)>:|
(u,v)#(i,8) =
= 1- Dis-

Sowohl fiir streng monoton wachsende als auch fiir streng monoton fallende Ab-
bildungen ¢ erscheint es unmittelbar einleuchtend, dass sich die Schitzer fiir die
relativen Effekte in gleicher Weise wie die relativen Effekte selbst verhalten sollten.
Im ersten Fall sollte also

]/5;?;771 = @S,TL
und im zweiten Fall
ﬁs/n - 1 - @S,n
gelten. Falls die Schétzer p;s,, eine dieser beiden Eigenschaften haben, so heifien sie
dquivariant beziiglich ¢. Tatséchlich gilt

Satz 4.6. Die Schitzer D5, sind dquivariant beziglich jeder streng monotonen Ab-

bildung ¢.
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Beweis. Wie wir im folgenden Abschnitt in den Gleichungen (4.1) und (4.2) sehen
werden, lassen sich die Schétzer p;s,, als Konvexkombinationen von Summanden der

Form
C(Xiksr - quvf)

darstellen. Unter streng monoton wachsenden Abbildungen ¢ sind diese invariant,
und fiir streng monoton fallende Abbildungen ¢ gilt

c(¢(Xiksr> - ¢<quv€)) =1~ C(Xiksr - quv@)-
Die Bildung von Konvexkombinationen iibertriagt dieses Verhalten auf pj . O]

Analoge Uberlegungen fiir die relativen Gruppen- und Bedingungseffekte und die
zugehorigen Schétzer zeigen, dass auch diese dquivariant unter streng monotonen
Transformationen der Beobachtungen sind.

4.5 Praktische Berechnung der Punktschitzer

Die Schétzer Djs,, sind exakt und ohne aufwendige Verfahren aus der numerischen
Mathematik berechenbar. Die Umsetzung zum Beispiel mit der Programmierspra-
che IML, die in dem weit verbreiteten Programmpaket SAS enthalten ist, bereitet
keinerlei prinzipielle Schwierigkeiten. Da Programme in dieser Programmierspra-
che jedoch nur interpretiert und nicht von einem Compiler iibersetzt werden, ist je
nach Grofle und Struktur des Datensatzes die Laufzeit moglicherweise nicht zu ver-
nachléssigen. Dies trifft insbesondere auf Simulationen zu, bei denen tausende von
einem Zufallszahlengenerator erzeugte Datensétze ausgewertet werden. Deshalb wer-
den wir in diesem Abschnitt Vorschlige machen, die bei der effizienten Berechnung
der Punktschétzer hilfreich sein kénnen.

Zunichst stellen wir D, als Linearkombination von Werten der empirischen
Verteilungsfunktionen F,,, mit (u,v) # (i,s) an den Stellen Xy, £ = 1,..., 10,
r=1,...,my,, dar:

@s,n = /ﬁis,ndﬁ;’s,n
= /f] d 1 i 1 mzk:ﬁk
is,n Nis — Moiks £ iksr

1 g 1 Miks - .
= . E E /His,n dFiksr
vs r=1

k=1 Myiks
1 i 1 Miks
- Hisn Xz ST
/\i-s Miks Z ) ( k )
k=1 r=1
o S D D A (4.1)
s Miks at — 1 oo iksr /- :
k=t r=1 CRSEACE)

Die Werte F\uv,n(Xiksr) sind Bausteine sowohl fiir die Schéitzer der relativen Effekte
als auch fiir den in Abschnitt 5.3 (siehe Seite 63) behandelten Schétzer V,, der
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Kovarianzmatrix von /n (p,, — p). Wir gehen deshalb hier auf die Berechnung der
Fuvn(Xiksr) auch fiir den Fall (u,v) = (i, s) ein, der zwar nicht an dieser Stelle, aber

spater fir V,, benotigt wird. R
Ein naiver Ansatz zur Berechnung der Fy,, ,,(Xiks-) fithrt auf die Zahlfunktion e

1 X~

F\uv,n(Xiksr) = \ Z Fuwv(Xiksr)
(U
1 Uz 1 Mywv

- Z Z ﬁuwv((Xiksr)

)\u~v 1 Mywo
w=

/=1
1 N 1 Mywv

- \ Z m Z C(Xiksr - quvf)- (42)
wo 7 Muwe %

Die Auswertung von ¢(Xks — Xuwee) kann mit Hilfe einer einfachen Fallunterschei-
dung durchgefiihrt werden.

Falls fiir alle Versuchseinheiten aus der u-ten Gruppe unter der s-ten Bedingung
die Anzahlen der Messwiederholungen m,,, gleich einer Zahl m,, oder 0 sind, das
heisst, falls

Mo € {0, M} w=1,...,n,, (4.3)

gilt, so existiert fiir ﬁuv,n (Xiksr) die folgende durch Abzéhlen nachvollziehbare Rang-
darstellung:

" e (B -1) o) =),

Fuv,n<Xiksr) = 1 (—uv) .
Ao Myw (RikST - Riksr > : (ua U) 7£ (Zv S)-

Hierbei bezeichnet Rgﬁ)r den Mittelrang von X, unter allen Beobachtungen aus
der Gruppe u unter der Bedingung v, R, den Mittelrang von X, unter allen
Beobachtungen und Rg,;ﬁv) den Mittelrang von X, unter allen Beobachtungen mit
Ausnahme derer aus Gruppe u unter Bedingung v. In IML und vielen anderen sta-
tistisch orientierten Programmiersprachen aus stehen Funktionen zur Berechnung
von Réngen zur Verfiigung. Da in interpretierten Programmen die Durchfiihrung
einzelner Programmschritte mit hohen Grundkosten beziiglich der Laufzeit behaf-
tet ist und durch die Verwendung der Rangdarstellungen die Zahl an Operationen
gegeniiber der naiven Vorgehensweise jedenfalls fiir hinreichend grofie A,.,m., ver-
ringert werden kann, konnen wir auch insgesamt bei Verwendung der Rangdarstel-
lungen auf eine geringere Laufzeit hoffen.

Falls die Bedingung (4.3) nicht erfiillt ist, konnen wir immerhin noch eine allge-

mein giiltige Rangdarstellung fiir die ﬁqu(XikST) angeben:

R i (B —3) ) = k),

Fuwv(Xiksr) = e
(Riker = RE™) s (ww,0) # (32K 5).

Muwv

Dabei bezeichnet R“2Y den Mittelrang von X, unter den Beobachtungen aus
dem Vektor X, und Rg,;ﬁwv) den Mittelrang von X, unter allen Beobachtungen
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mit Ausnahme derer aus dem Vektor X ,,,. Die Darstellung kann wiederum durch
Abzéhlen iiberpriift werden. Durch Verwendung dieser Rangdarstellung ist — wenn
iiberhaupt — kein nennenswerter Gewinn beziiglich der Laufzeit zu erwarten, da die
m;ks in der Regel relativ klein sein werden. Fiir die asymptotische Giiltigkeit der in
Kapitel 5 hergeleiteten Konfidenzintervalle muss jedenfalls die Bedingung (A3) auf
Seite 13 erfiillt sein, die die gleichméflige Beschrinktheit der m;, fordert.

Die in diesem Abschnitt geschilderten Uberlegungen wurden in den SAS-Makros
RE_CI und SIMPLE_RE_CI umgesetzt. Diese Makros sind in Anhang B beschrieben
und wurden zur Berechnung der Punktschétzer fiir die Beispiele im folgenden Ab-
schnitt verwendet.

4.6 Beispiele

Wir berechnen nun fiir die Beispiele aus Unterabschnitt 2.1.1 die in diesem Kapitel
konstruierten Schétzer fiir die relativen Effekte. Diese Schétzer stellen wir jeweils in
graphischer Form dar und geben kurze Hinweise zur Interpretation. Zu Bedenken
ist aber bei jedem der Versuche, dass die Auswertung auf der alleinigen Grundlage
von Punktschétzern zunéchst insofern unvollstédndig bleibt, als noch keine Aussagen
iiber die Genauigkeit der Schéitzer gemacht werden. Aussagen iiber die Genauigkeit
werden anhand von Konfidenzintervallen im anschlieBenden Kapitel behandelt.

Panik-Skala-Studie 1

Das Ziel der Panik-Skala-Studie I war, die Entwicklung der CGI bei den mit Imipra-
min behandelten Patienten mit Panikstérung und Agoraphobie in einem Zeitraum
von acht Wochen zu untersuchen. Die Schétzer fiir die relativen Effekte sind in Ab-
bildung 4.1 dargestellt.

1,0

0,81

0,61

0,4r

0,2r

0,0

1 2 3 4 5
Zeitpunkt s

Abbildung 4.1: Schatzer py, fiir die relativen Effekte in der Panik-Skala-Studie 1.
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Zweck der Behandlung mit Imipramin war eine Verbesserung der CGI, also eine
Verringerung der CGI-Scores. Die Schétzer fiir die relativen Effekte deuten darauf
hin, dass die Behandlung ihren Zweck erfiillt, weil sie von Zeitpunkt zu Zeitpunkt
immer kleiner werden. Nach Definition der relativen Effekte haben wir also Grund
zu der Annahme, dass die CGI-Scores der Patienten zu jedem der fiinf Zeitpunkte
mit umso groBerer Wahrscheinlichkeit kleiner sind als die CGI-Scores zu den anderen
Zeitpunkten, je spéter dieser Zeitpunkt liegt. Bemerkenswert ist auch der Wert 0,90
fiir den Schétzer des relativen Effektes zum Beginn der Behandlung. Wir kénnen
vermuten, dass Patienten zu diesem Zeitpunkt mit einer Wahrscheinlichkeit von
ungefihr 90% einen grofieren CGI-Score haben als die anderen Patienten im Mittel
iiber die iibrigen Zeitpunkte.

Panik-Skala-Studie 11

Das Ziel der Panik Skala-Studie II war die Untersuchung der zeitlichen Entwick-
lung der P&A-Scores von Patienten mit Panikstérung wahrend einer achtwochigen
Imipramin-Behandlung. Dabei sollten die Patienten mit und ohne Agoraphobie ge-
geniibergestellt werden. In Abbildung 4.2 sind die Schétzer fiir die relativen Effekte
angegeben.

Anhand der Grafik konnen wir erkennen, dass sowohl fiir die Patienten mit
Agoraphobie als auch fiir die Patienten ohne Agoraphobie die geschétzten relati-
ven Effekte im Laufe der Zeit immer kleiner werden. Wir haben also wie bei der
Panik-Skala-Studie I Grund anzunehmen, dass die Panikstorung wahrend der Be-
handlung mit Imipramin zuriickgeht, und zwar fiir beide Gruppen von Patienten.
Der zu Beginn der Behandlung sichtbare Unterschied zwischen den beiden Gruppen
scheint durch die Behandlung innerhalb der acht Wochen nicht ausgeglichen werden
zu konnen.

1,0

08rf
mit Agoraphobie
06

04r

ohne Agoraphobie
0,2+

0,0

Zeitpunkt s

Abbildung 4.2: Schitzer p;, fiir die relativen Effekte in der Panik-Skala-Studie II.
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Abbildung 4.3: Schitzer p; fiir die relativen Effekte in der Schulterschmerz-Studie.
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Abbildung 4.4: Empirische Mediane fiir die Daten aus der Schulterschmerz-Studie.

Schulterschmerz-Studie

Mit Hilfe der Schulterschmerz-Studie sollte untersucht werden, inwieweit ein speziel-
les Verfahren zur Absaugung der Luft nach einer laparoskopischen Operation in der
Lage ist, die in der Folgezeit typischerweise auftretenden Schmerzen in der Schulter-
spitze zu reduzieren. Zum Vergleich wurden die Daten auch in einer Kontrollgruppe
erhoben, in der keine Luft abgesaugt wurde. Die Werte der Schéitzer fiir die relativen
Effekte sind in Abbildung 4.3 dargestellt.

Die Schétzer fiir die relativen Effekte liefern einen Hinweis darauf, dass die Be-
handlung ihrem Zweck tatsédchlich geniigt: Wir kénnen vermuten, dass jede Rand-
verteilung der Schmerz-Scores in der Behandlungsgruppe (Behandlung Y) mit Bezug
auf die mittlere Verteilung tendenziell kleiner ist als jede Randverteilung in der Kon-
trollgruppe (Behandlung N). Dariiber hinaus scheinen die Randverteilungen in der
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Kontrollgruppe mit Bezug auf die mittlere Verteilungsfunktion zunéchst tendenziell
groffer und erst nach dem vierten Zeitpunkt tendenziell kleiner zu werden. In der
Behandlungsgruppe dagegen sieht es so aus, als ob die Randverteilungen bereits
vom ersten Zeitpunkt an mit Bezug auf die mittlere Verteilungsfunktion tendenziell
kleiner wiirden. Die geschétzten relativen Effekte liefern hier also nicht nur Hin-
weise zur Wirksamkeit der Behandlung, sondern auch zum zeitlichen Verlauf der
Schmerzintensitdat. Hier liefern die relativen Effekte genauere Informationen als die
sonst in der nichtparametrischen Statistik haufig verwendeten empirischen Mediane
(sieche Abbildung 4.4). Der Grund dafiir liegt darin, dass die verwendete Skala der
Schmerz-Scores mit nur fiinf moglichen Werten sehr grob ist und deshalb auch fiir
die Mediane nur diese fiinf Werte moglich sind.

Wasser-Irrgarten-Test

Ziel des Wasser-Irrgarten-Tests war herauszufinden, inwiefern die verschiedenen Do-
sierungen der verabreichten Substanz sich auf das Geschick und die Lernfahigkeit
der Ratten im Wasser-Irrgarten auswirkt. Die Schétzer p;, fiir die relativen Effekte
sind in Abbildung 4.5 dargestellt.

Die graphische Darstellung ldsst vermuten, dass sich die Substanz insbesondere
in der hochsten Dosierung negativ auswirkt. Dariiber hinaus scheint sich bei allen
Dosierungen das Verhalten der Tiere im Labyrinth von Tag 1 zu Tag 7 zu verbessern.
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Abbildung 4.5: Schitzer p;, fiir die relativen Effekte im Wasser-Irrgarten-Test.
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Kapitel 5

Konfidenzintervalle

In diesem Kapitel leiten wir asymptotische Konfidenzintervalle fiir die relativen Ef-
fekte her. Diese Konfidenzintervalle beruhen auf der asymptotischen Normalvertei-
lung von /n (p,, — p), sowie konsistenten Schétzern fiir die Kovarianzmatrix von
\/n (p,, — p). Zusitzlich zu den direkt auf der asymptotischen Normalverteilung be-
ruhenden Konfidenzintervallen schlagen wir drei andere Konfidenzintervalle vor, die
das vorgegebene Niveau insbesondere fiir kleine Stichprobenumfénge besser einhal-
ten sollen. Durch Simulationen vergleichen wir schliefllich die verschiedenen Verfah-
ren und wenden sie auf die vier Beispiele aus Unterabschnitt 2.1.1 an.

5.1 Ubersicht iiber Arbeiten zu zwei
unverbundenen Stichproben

Bevor wir mit der Herleitung von Konfidenzintervallen fiir die allgemeine Klasse
von Versuchsplinen aus Abschnitt 2.1 beginnen, geben wir noch eine kurze Uber-
sicht iiber die Literatur zu Konfidenzintervallen fiir den einfachen Spezialfall zweier
unverbundener Stichproben (a =2, t = 1, alle my,; = 1).

Konfidenzintervalle fiir normalverteilte Beobachtungen werden von

( ) ( ), ( ) sowie ( )

behandelt. Fiir stetige Verteilungen findet man Vorschldge in den Arbeiten von

(1950), (1958), (1964), Sen (1967),
(1968), Ury (1972), (1984), (1987)

und ( ). ( ) befassen sich mit Lokationsmodellen,
( ) mit kategorisierten Daten und ( : ) mit
geordnet kategoriellen Daten. ( ) schlielich haben Konfi-

denzintervalle fiir die hier behandelte allgemeine Klasse von Verteilungen angegeben.

59
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5.2 Asymptotische Verteilung der Schitzer fiir
die relativen Effekte

Grundlage fiir die Konstruktion asymptotischer Konfidenzintervalle fiir die relativen
Effekte ist die asymptotische Normalverteilung von

\/ﬁ (ﬁis,n - pis) ) \/ﬁ (ﬁz*,n - pi*) bzw. \/ﬁ (ﬁ*s,n - p*s) .

Statt diese getrennt nachzuweisen, behandeln wir allgemeiner die asymptotische mul-
tivariate Normalverteilung der Zufallsvektoren

Vn(p, —p).

Die Grundlage dafiir und spéter auch fiir die konsistente Schitzung der Kovarianz-
matrix bildet der sogenannte asymptotische Aquivalenzsatz.

An dieser Stelle wird zum ersten Mal die Bedingung (A2) an die Stichprobe-
numfénge benotigt, die bereits in Unterabschnitt 2.1.2 auf Seite 13 angegeben wur-
de.

Satz 5.1 (Asymptotischer Aquivalenzsatz). Unter den Voraussetzungen (A1)
und (A2) gilt

\/ﬁ/ﬁnd<ﬁ‘n—F> —ﬁ/Hd(f‘n—F> 2 o.
Beweis. Siehe Anhang A.12, Seite 104. O

Der asymptotische Aquivalenzsatz erlaubt eine Zerlegung von /n (P, — p) in
eine asymptotisch dquivalente zentrierte Summe von unabhéngigen Zufallsvektoren:

Korollar 5.2. Fir die unabhingigen und unter Voraussetzung (A2) gleichmdfig
beschrinkten Zufallsvektoren Wy, , € R, deren Komponenten Wigyyn durch

n - 1 Ny - . s
)\:U f Huv dFukv T oat—1 257&@ /\uﬁs f Fuv dFuks U=,
—1 t i - X .

M [ Fup dFjs u 1,

at—1 s=1 A\;.¢

\Pikuv,n =

definiert sind, gilt unter den Voraussetzungen (A1) und (A2)
R a 1 n;
Vn(p, —p)—vn (Z -~ Z[‘I’zkn - E(‘I’zkn)]> = 0.
i=1 " k=1

Beweis. Siehe Anhang A.13, Seite 107. m

Mit Hilfe des obigen Korollars kénnen wir nun versuchen, die asymptotische
Normalverteilung von y/n (p,, — p) nachzuweisen, indem wir die asymptotische Nor-
malverteilung einer Folge von zentrierten Summen gleichméfiig beschrankter und
unabhéngiger Zufallsvektoren beweisen. Wenn die Folge der Kovarianzmatrizen die-

ser Summen
a 1 ng
V, = Cov (\/ﬁz -~ Z[‘I’mn - E(‘I’zkn)]>
v k=1

=1
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konvergieren wiirde, konnten wir dazu den wohlbekannten multivariaten Zentralen
Grenzwertsatz (siehe z. B. , , Kapitel 2, Complements and Problems 4.7,
oder , , Proposition 2.27) verwenden. Da sich diese Konvergenz
aus den Voraussetzungen (A1) — (A3) aber nicht ergibt und als Bedingung fur die
Versuchsplanung nur schwierig zu deuten ist, werden wir hier vermeiden, sie als
weitere Annahme zu formulieren. Ohne diese Annahme ist aber zunéchst einmal zu
klaren, was unter dem Begriff einer asymptotischen Normalverteilung verstanden
werden soll.

Die einfachste Definition der asymptotischen Normalverteilung besagt, dass eine
Folge von Zufallsvektoren X, asymptotisch normalverteilt ist, wenn eine Kovari-
anzmatrix X existiert, so dass X, 2, N(0,X) gilt. Dies ist, wenn die Folge von
Kovarianzmatrizen V,, nicht konvergiert, aber nicht der Fall. Eine allgemeinere De-
finition von asymptotischer Normalverteilung, die auch fiir unsere Situation geeignet

ist, konnen wir mit Hilfe der sogenannten Prokhorov-Metrik p ( : ) an-
geben, die ein Abstandsmaf fiir Wahrscheinlichkeitsmafle darstellt. Eine Definition
dieser Metrik findet sich zum Beispiel bei ( ) in Abschnitt 11.3. Fiir unse-

re Zwecke reichen die folgenden drei Lemmata zur Arbeit mit der Prokhorov-Metrik
aus. Das erste Lemma erklért, inwiefern Konvergenz beziiglich der Prokhorov-Metrik
die schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaflen verallgemeinert. Die beiden
anderen Lemmata zeigen, dass zwei der wichtigsten Hilfsmittel zur Arbeit mit der
schwachen Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaflen natiirliche Verallgemeinerun-
gen in Bezug auf die Prokhorov-Metrik besitzen.

Lemma 5.3. Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafl P und eine Folge von Wahrschein-
lichkeitsmafen P, auf dem RF sind folgende Aussagen dquivalent:

e PSP
o p(P,P)—0
Beweis. Siehe ( ), Theorem 11.3.3. O

Das zweite Lemma ist eine Verallgemeinerung des Darstellungssatzes von Sko-
rokhod und erklért, was es bedeutet, wenn sich zwei Folgen von Wahrscheinlichkeits-
maflen beziiglich p beliebig nahe kommen.

Lemma 5.4. Fir zwei Folgen von Wahrscheinlichkeitsmaflen P, und @, auf dem
R¥ sind folgende Aussagen dquivalent:

® p(Pp,Qn) =0

o Fs emistieren Zufallsvektoren X, ~ P, und'Y,, ~ Q,, die auf einem gemein-

samen Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind und fir die X,, =Y, 2o qilt.

o FEs existieren Zufallsvektoren X, ~ P, und Y, ~ Q,, die auf einem gemein-

samen Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind und fir die X, —Y, L

gilt.

Beweis. Siehe ( ), Theorem 11.7.1. O
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Das dritte Lemma verallgemeinert den Satz von der stetigen Abbildung, der auch
als Satz von Mann-Wald bekannt ist.

Lemma 5.5. P, und Q, seien zwei Folgen von WahrscheinlichkeitsmafSen auf dem
R* mit p(Pn, Qn) — 0. Fiir eine gleichmdpig stetige Abbildung g : RF — R? gilt
dann auch p(P,og™ ', Q,097 ') — 0.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich aus dem vorangehenden Lemma. O

Wie man an den drei Lemmata 5.3 — 5.5 sieht, ermoglicht die Prokhorov-Metrik
eine sinnvolle Verallgemeinerung des Begriffes der schwachen Konvergenz. Daher
bietet es sich an, eine Folge von Zufallsvektoren X, ~ P, als asymptotisch nor-
malverteilt anzusehen, wenn eine Folge von Kovarianzmatrizen 3, existiert, so dass
p|P,,N(0,%,,)] — 0 gilt. Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir dafiir auch
p[ X, N(0,%,)] — 0.

Mit dieser Definition und den Annahmen (A1) — (A3) aus Unterabschnitt 2.1.2
kénnen wir nun die asymptotische Normalverteilung von /n (p,, — p) nachweisen.

Satz 5.6. Unter den Voraussetzungen (A1) — (A83) gilt

P [\/ﬁ (P, —p), N(O, Vn)} — 0.

Beweis. Siehe Anhang A.14, Seite 108. O
Korollar 5.7. Unter den Voraussetzungen (A1) — (A3) gilt mit den Bezeichnungen
(J%M, o ,ng) = diag(V,,), 01-2*’,1 =vl,V, v und afs’n =V, V, Vs

P [\/503\157” - pis)’ N(07 U?s,n)} - 07
P [ﬁ(i)\l*,n _pz*)7 0'2 )} — 0 wund

y Yixn

P [\/ﬁqj*sm _p*é’)v N(070_zs,n)} — 0.

Beweis. Da die durch

Z

= (T11,..., %) — x5, T— v,z und x— V. x

definierten Abbildungen mit Definitionsbereich R* gleichmiflig stetig sind, ergibt
sich die Behauptung durch Anwendung von Lemma 5.5 auf das Ergebnis aus Satz 5.6.
O

Bemerkung. Satz 5.6 ist bewuft sehr allgemein gehalten. Er kann nicht nur zur
Bestimmung der asymptotischen Verteilung von /n(pisn — pis), v1(Dis.n — Pix) und
V1 (Disn — Pis) verwendet werden, sondern mit Hilfe von Lemma 5.5 kann fiir jede
beliebige gleichméfig stetige, vektorwertige Funktion die asymptotische Verteilung
von g[v/n(p,, —p)| ermittelt werden. Aufler den in dieser Arbeit konstruierten Konfi-
denzintervallen fiir die relativen Effekte sind an weiteren Anwendungen zum Beispiel
simultane Konfidenzintervalle fiir mehrere relative Effekte, Konfidenzintervalle fiir
Minima oder Maxima von relativen Effekte sowie Tests fiir Hypothesen der Form
Cp = 0 mit C € R™*% auf der Basis von quadratischen Formen denkbar.
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5.3 Varianzschatzer

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit dem zweiten wichtigen Baustein fiir die
Konstruktion der Konfidenzintervalle, dem konsistenten Schétzer fiir die Kovarianz-
matrix V,,.

Im vorigen Abschnitt haben wir die Bezeichnungen o2, . fiir die Diagonalelemen-
te dieser Matrix verwendet. In diesem Abschnitt bezeichnen wir die Komponenten
dieser Matrix einheitlich mit o4y n, um nicht zwischen verschiedenen Schreibwei-
sen fiir die Varianzen und Kovarianzen unterscheiden zu miissen. Weil die Vektoren
Win, t=1,...,a, k=1,...,n,;, unabhingig voneinander sind, gilt

Owvu'v'm = Cov (\/_Z Z tkuv,n \Ijik‘uv,n)]:
=1 i
\/_Z Z iku/v'n T (\Ilik:u’v’,n)]>
=1 i

= n Z Z COV ikuv,n — (\Ijikuvm)a \Ijik’u’v’,n - E(\Ijiku’v’,n)]'

lllk‘l

Wegen
Cov(qjikuv,n - E[qjikuv,n]a \Iliku’v’,n - E[qjiku’v/,n])
- E[(\Ijikuv,n - E[\Ijikuv,nb<\lliku’v’,n - E[\Ijiku’v’,n])]
ist
quu v'n — =n Z Z ikuv,n — \Ijikuv,n])(\yiku’v’,n - E[\Ijiku’v’,n]) (51)
i=1 Z k=1

ein erwartungstreuer und deshalb naheliegender Schiitzer® fiir Ouvu'v' m- Leider sind
die Erwartungswerte E[W;ky, ] und E[W;x,. ] unbekannt. Wegen

)\:L;_Lv fHuv d(/\uleuv) - ﬁ Zs#v . f Fuv d )\uksFus) U= i,
— ! fFuv d )\zksEs) ‘U 7& i;

at—1 s=1 )\

E[\Pikuv,n] -

konnen wir durch
% f Huv d <)\ukauv n) - Tlfl ZS#U )\us f Fuv d ()‘uksFus n> U= 2'7
at_—ll i 1 >\ f Fuwd <)\lksEs n) T U 7£ i,

erwartungstreue Schétzer fiir diese Erwartungswerte definieren. Ersetzen wir in (5.1)
die Erwartungswerte durch diese Schiitzer und 1/n? durch 1/(n;(n; — 1)), so erhalten
wir mit

ﬂikuv,n =

g

quu e 1] (\Dikuv,n - ﬂikuv,n)(qjiku’v’,n - [Liku’v’,n)
n;( 1
i\T —

!Der Begriff Schiitzer ist in diesem Abschnitt nicht im Sinne seiner mathematischen Definition
gemeint. Diese verlangt ndmlich von einem Schétzer, dass er nicht von unbekannten Gréflen wie
Verteilungfunktionen abhéngt.
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einen weiteren Schétzer fiir oy 5. Dieser ist zwar im Allgemeinen nicht mehr
erwartungstreu, jedoch in dem Spezialfall, dass fiir jede Gruppe i alle Dimensions-
vektoren m;,, k = 1,...,n;, identisch sind.

Aber auch diesen Schétzer konnen wir noch nicht verwenden, da er die unbekann-
ten Verteilungsfunktionen F;, und H;, enthélt. Ersetzen wir diese durch die entspre-
chenden empirischen Verteilungsfunktionen, so ergibt sich schliellich als praktisch
verwendbarer Schitzer

nq

N ‘ 1 ~ N ~ .
Ouvu/v';n = T Z m Z (qjikuv,n - /h’k:uv,n) (qliku’v’,n - ﬂik‘u’v’,n) ) (52)
i=1 k=1

wobei Wir Wikyy , und figye , durch

Ny 77 ol 1 Lom [ - . _
\/I\’ o Au-w f Huv,n dFUk” T oat—1 Es;é'u Au-s f F’uv,n dFuks U =1,
ikuv,n — 1 ¢ ny j‘ F\ dﬁ Y 7& Z
at—1 s=1 X\;.s uv,n iks : ,
und
n 77 A 1 n - - . .
-~ >\uz~ltv f H’LLU,’I’L d (AUkauvvn> - m Zs;&v AJ: f Fuv,n d (AuksFus) U= 7/7
Hikuv,n = . . e ~ ~ '
at—1 s=1 )\i_:. f FU’U,TL d (Aiksﬂs> = 7& i,
definieren.

Zur praktischen Berechnung von (I\likuv,n und fliguy» kann man diese zunéchst
durch eine Linearkombination der Zufallsvariablen F\uv(Xiksr) darstellen, so wie das
in Abschnitt 4.5 schon fiir p,, durchgefiihrt worden ist. Die F\w(Xiksr) konnen wir
dann — wie in Abschnitt 4.5 beschrieben — mittels einer Rangdarstellung berech-
nen. Die hier vorgeschlagene Vorgehensweise wurde bei den beiden in Anhang B
beschriebenen SAS-Makros RE_CI und SIMPLE_RE_CI umgesetzt.

Obwohl zur Herleitung der in (5.2) angegebenen Kovarianz-Schétzer einige
Schritte notwendig waren, sind diese Schétzer konsistent:

Satz 5.8. Unter den Voraussetzungen (A1) und (A2) auf Seite 13 ist die Matriz V ,,
deren Komponenten Gy n durch (5.2) definiert sind, ein konsistenter Schitzer fir
V., in dem Sinne, dass

V.-V, 20
und
a t a t
Z Z Z Z E [(auvu’v’,n - O-uvu’v’,n)ﬂ — 0.
u=1 v=1 uw/'=1v'=1
Beweis. Siehe Anhang A.15, Seite 111. O

Bemerkung. Im Zusammenhang mit fehlenden Werten kann es in anderen Situatio-

nen als der unseren vorkommen, dass Schétzer fiir Kovarianzmatrizen nicht positiv

semidefinit sind oder die Cauchy-Schwarz-Ungleichung nicht erfiillen (siehe z. B.
, ). Dieses Problem tritt hier nicht auf.
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Korollar 5.9. Unter den Voraussetzungen (A1) und (A2) sind die Schitzer

~2 ~ ~2 7 <> ~2 /] <>
Oion = Oisisms  Open = XNiu Vs und 0., = AN,V

18,1 ik, 1 *S,M
konsistent in dem Sinne, dass

~2 2 f.s. ~2 2 f.s. ~2 2 f.s.
Oisn — — Oixn 0 wund Oxs;n — Oxsn 0

sowie

B|(#2,—02.)’] =0 B|(Gh, —02.)"| = 0und B (B2, - 0%,)°] — 0.

18,1 is,m ik,m *S,M *S,M

Beweis. Folgt aus dem voranstehenden Satz. O]

5.4 Normal-Approximation

Die asymptotische Giiltigkeit der Konfidenzintervalle fiir die relativen Effekte p;s in
diesem und den folgenden zwei Abschnitten beruhen auf dem Resultat

Oisn
Dieses ist aber selbst unter allen bisher benutzten Voraussetzungen an die Stich-
probenumfinge im Allgemeinen nicht richtig. Es wird eine weitere Voraussetzung
benotigt, die aber keine Voraussetzung an die Folge der Stichprobenumfénge, son-
dern eine Annahme beziiglich der Varianzen o7, , ist. Entsprechende Annahmen sind
auch fiir die asymptotische Giiltigkeit der Konfidenzintervalle fiir die Gruppen- und
Bedingungseffekte p;, und p,, zu treffen.
(A4) liminf, 0%, >0

[ERD

(A5) liminf, . 0%, >0

kM

(A6) liminf, .02, >0

*S,M

Satz 5.10. Es seien die Voraussetzungen (A1) — (AS3) auf Seite 13 erfillt. Falls
dariber hinaus eine der Voraussetzungen (A4), (A5) oder (A6) zutrifft, so gilt ent-
sprechend

Es,n _ \/ﬁpzs,ﬁ — Dis 2) N(O, 1)’

Oisn

Thw = Vo 22 =P DN, 1) oder

Oixn

T*s,n = \/ﬁp*sf—_ Dus 2) N(O, 1)

Oxs,n

Beweis. Siehe Anhang A.16, Seite 116. O
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Korollar 5.11. Es seien die Voraussetzungen (A1) — (A3) erfillt. Falls dariber
hinaus eine der Voraussetzungen (A4), (A5) oder (A6) zutrifft, so ist entsprechend
fir alle o € (0, 1)

N N . ~ Oisnfl—a/2 ~ Oisncl—a/2
[uis,rw Ois,n} - Pisjn — \/ﬁ sy Pisn + T y
N N . ~ Oixn?l—a/2 ~ Oixn~l—a/2 d
[ui*,na i*7n:| - Dixn — \/ﬁ y Pixn + T oaer
N N . ~ Oxs,n?l—af2 ~ Oxsn?l—a/2
[u*s,m is,n} - p*s,n - \/ﬁ ) p*s,n + T

ein asymptotisches (1 — o)-Konfidenzintervall fir p;s, D oder pys.

Beweis. Wegen Satz 5.10 gilt

P (pis S [uﬁ\s[,m Og\s{,n}) =P (Za/Q < \/EM < Zl—a/2> —1—a.

Oisn

Die anderen beiden Aussagen lassen sich analog nachweisen. O]

5.5 t-Approximation

Im vorangehenden Abschnitt haben wir auf der Basis von Satz 5.10 eine Approxi-
mation der Verteilungen der Statistiken T, Tj., und Ty, durch eine Standard-
Normalverteilung zur Konstruktion von Konfidenzintervallen fiir die relativen Ef-
fekte verwendet. Dass diese Konfidenzintervalle unter geeigneten Voraussetzungen
asymptotisch das vorgegebene Niveau einhalten, entnehmen wir Korollar 5.11. Wir
konnen aber vermuten, dass die Konfidenzintervalle bei kleinen Stichprobenumfin-
gen das vorgegebene Niveau nicht einhalten. Denn selbst bei normalverteilten Daten

X1, .., X, uw i v. ~ N(u, 0?)
hélt das analog konstruierte Konfidenzintervall

A_321—a/2 ~ 321—(1/2
12 NG » M NG

das vorgegebene Niveau nicht ein. Bei normalverteilten Daten kann man jedoch
ein exaktes Konfidenzintervall erhalten, indem man an Stelle der Quantile der Nor-
malverteilung z;_, /o die Quantile ¢,_; 1_o/2 einer ¢-Verteilung mit n — 1 Freiheits-
graden verwendet. Durch diesen Sachverhalt motiviert leiten wir auf heuristischer
Basis Approximationen der Verteilungen der Statistiken T}, Tix, und Tk, durch
t-Verteilungen her und ersetzen die Quantile der Standard-Normalverteilung durch
die der entsprechenden t¢-Verteilung. Da die Quantile t;;_,/o jeder t;-Verteilung
groBer als z;_q /2 sind, kénnen wir uns so aus einer konservativen Sichtweise nur ver-
bessern. Die genannte t-Approximation scheint — wie sich noch herausstellen wird —
allerdings nur in einem Spezialfall des allgemeinen Versuchsplans aus Abschnitt 2.1
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sinnvoll zu sein: Wir kénnen sie nur dann motivieren, wenn fiir alle Gruppen 7 die
Dimensionsvektoren m, fiir alle k identisch sind.

Die zentrale Idee der t-Approximation ist die Approximation der Verteilung einer
Linearkombination von unabhiingigen y?-verteilten Zufallsvariablen durch eine ge-

streckte x2-Verteilung. Sie geht auf Arbeiten von ( ) ( : )
( ), ( ) und ( ) zuriick und wurde in der nicht-
parametrischen Statistik zum Beispiel von ( ) und
( ) verwendet.

Wir leiten das Approximationsverfahren fiir 7;,,, ausfiihrlich her. Fiir 75, ,, und
T,s, verlauft die Herleitung analog, so dass wir uns fiir diese Statistiken auf die
Nennung der Ergebnisse beschrianken.

Die Statistik 7;,, 188t sich darstellen als

ﬁis,n —DPis
N
T _ Tis,n
is,n .

=
O-is,n/o-is,n

Fiir den Zahler und den Nenner dieses Bruchs gelten unter den Voraussetzun-

gen (A1) — (A4) (siehe Seite 13 und Seite 65)

(\/ﬁpis,n _pis’ O'is,n) 2) N(O, 1) ®517
Oisn Oisn

wobei wir mit ® das Produkt zweier Mafle und mit §; das Einpunkt-Mafl im Punkt

1 bezeichnen. Zghler und Nenner der Statistik sind also asymptotisch unabhéingig,

und der Zahler ist asymptotisch standardnormalverteilt. Um die Verteilung von T;; ,,

durch eine ty,  -Verteilung zu approximieren, miissen wir also die Verteilung des

Nenners durch eine ,/ Xfe I is.n-Verteilung? annéhern.

Wir approximieren zunéchst die Verteilung von 67, ,, durch eine gisnX7,. . / fisn-
Verteilung. Um die Situation zu vereinfachen, ersetzen wir im folgenden den Schétzer
o2 durch die — wie wir im Beweis von Satz 5.8 gesehen haben — asymptotisch

Uis,n
aquivalente Zufallsvariable (ﬁsm = Oisis,n- s gilt

Ny

. - 1 i
Uzzs,n =n uz:l m Z(qjuwism - ,uuwis,n)Q-

w=1

In dem hier betrachteten Spezialfall, dass fiir alle Gruppen u die Dimensionsvek-
toren m,,, fiir alle w iibereinstimmen, sind die Zufallsvariablen W15, ..., Yunyisn
nicht nur unabhéngig, sondern auch noch identisch verteilt. Dariiber hinaus stimmen
die Zufallsvariablen fiis, fiir w € {1,..., n,} mit dem arithmetischen Mittel der
WU wisn iberein, das heifit,

1 &
Huwis,n = \Ilwis,n = E \Ijuwis,n~
Ty,
w=1

2Wir schreiben hier 1/)(?cim/ fisn fiir die Verteilung einer Zufallsvariablen /Z/ fis n, mit Z ~

X% iy Im Folgenden werden analoge abkiirzende Schreibweisen verwendet.
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Aus diesem Grund ist

1 Lz 1 om .
612tis,n = n —1 Z(\Iluwis,n - lauwz’s,n)2 = 1 Z (\Iluwis n \I/u is n)2
v w=1 w w=1

ein erwartungstreuer und konsistenter Schitzer fiir o2, = Var(Voyisyn). Wiren die
Zufallsvariablen W1i5.p, . . ., Wyn,isn Dicht nur unabhanglg identisch verteilt, sondern
auch noch normalverteilt, so wiirde

0.2 2

52 JuisnXna—1 (5.3)

uis,n -1

gelten. Da hier fiir die W5, lediglich die Voraussetzung der Normalverteilung
nicht erfiillt ist, wollen wir bei der weiteren Approximation die Giiltigkeit von (5.3)
behelfsmiiﬁig annehmen. Unter dieser Annahme kénnen wir eine Verteilungsaussage
fiir 67, ,, machen:

a
uzs n uzs anu 1
zs n =n ~
Ny, nu Ny, — 1)
u=

u=1

Um nun diese Verteilung durch eine gisvnx?%s _/ fisn-Verteilung zu approximieren,
bestimmen wir g;s, und f;s, so, dass Erwartungswert und Varianz der beiden Ver-
teilungen iibereinstimmen. Wir erhalten das Gleichungssystem

* o2 X2 1 Gis nX?f-
E ULS, M\ Ty — — 2 — iom = E ’ is,mn
(n; nu(nu - ]-) O-lS,TL Jie, fis,n ’

ol X3 ‘ ot 29> Gisn X+
17 2 : ULS,NANy — 2 2 : uis,n is,n v/ WSNA fisn
o <n Ny (ny — 1) 2n n2(n, — 1) fism ot fism
u=1 u= ’ )

mit der Losung

a o
_ 2 _ 4 22 : uis,m
Gisjm = O4sp und fi87n =05/ T
: ’ n2(n, —1)
u=1 U

Nach unseren Uberlegungen sollte also niherungsweise 2, n/ o2 n Xfcis [ fisn und
damit ungeféhr Tj,,, ~ ty, . gelten. Da nach Annahme (A4) fis;m — oo und deshalb

Cfin % N(0,1) gilt, befindet sich die hergeleitete Approximation im Einklang mit
Satz 5.10.
Den Freiheitsgrad f;s,, schitzen wir kanonisch durch

fis,n Ois n/ Z ng TILZSE 1 (54)

wobei die 77, , durch
n n
]_ “ —~ 2 1 u ~ - 2
~2
Ouis;n = (‘Ijuwis n Mywis n) - <q’uwis,n Y is n)
Ny — 1 Ny, — 1
w=1 w=1
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definiert sind. Im Beweis von Satz 5.8 haben wir gezelgt dass der Schétzer o amsn
unter den Annahmen (A1) und (A2) konsistent fiir o7, , ist:

~2 2 f.s.
Owis;n — Ouis,n 0.

Unter der zusétzlichen Voraussetzung (A4) sind auch die geschétzten Freiheitsgrade

. .. . . N f.s.
konsistent fiir f;s, in dem Sinne, dass f;s, — o0.
Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen und ergénzen sie beziiglich p;, und p,.

Approximationsverfahren 5.12. Fulls fiir alle Gruppen i = 1,...,a die Dimen-
sionsvektoren my, k= 1,... n;, identisch sind, so erfillen die Konfidenzintervalle
¢ ¢ R PN Tisnlf, 1-aj2 - Tisnlf,  1-as2
[uis,n7 is,n:| - Pisn — \/ﬁ y Pisn + \/ﬁ s
¢ ¢ -~ Ui*,ntﬁ*,n,kam ~ Ui*mtﬁ*,n,lfa/z d
ui*,n? i%,n - pi*,n - \/ﬁ ) pi*,n + \/ﬁ un
¢ ¢ I PN U*Smtﬁsyn,kam ~ Oxsnlf  1_a)2
[u*s,n7 Ois,n:| - Pxsn — \/ﬁ ) p*s,n + \/ﬁ

fiir alle o € (0,1) bei hinreichend groflen Stichprobenumfingen néiherungsweise

P ( is € [uzs,n’ Ogs,n}) = 1- «,
P ( i € [uf*nv 02*,71}) = 1l—a und,
P (p*s € [uis,ru Ois,n}) = 1—q.

Die Freiheitsgrade sind dabei durch (5.4) beziehungsweise durch

‘]? _ / uz* n und f . / u*s n
ik E xS, E
Oixn n2 1 Oxsn ng — 1

gegeben, wobei die 52, n und die o o2, n durch
~2 (at — 1) e <A . )2
i - \Iluwi- n — Muwi-n )
Uuz*,n ((lt2 _ t2)2(nu _ 1) ; s % 5
~2 (at — 1)2 T (A R >2
- \Ijuw-s n — Muw-sn 3
Uu*s,n (agt . ag)g(nu . 1) U; y % )

)

t t
\Ijuwvb,n - § ‘Ijuwis,na Muwi-n = E Huwis,n,
s=1 s=1

a a
= = ~ ~
\Ijuuws,n = E \Iluwis,n und Huw-s;n = E Huwis,n

i=1
definiert sind.

Bemerkung. Falls alle Versuchseinheiten einer Gruppe angehoren (a = 1), so ergibt
sich erwartungsgemafl ﬁsm = fism = n — 1. Fiir zwei unverbundene Stichproben
(a=2,t =1, alle myz; = 1) stimmen die hergeleiteten Freiheitsgrade mit denen aus
der Gleichung (5.9) in ( ) tiberein.
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5.6 Transformationsmethode

Die in den vorangehenden beiden Abschnitten vorgestellten Konfidenzintervalle ha-
ben einen wesentlichen Nachteil: Obwohl die relativen Effekte wie auch die dazu-
gehorigen Punktschétzer Elemente des Einheitsintervalls [0, 1] sind, iiberdecken die
(1 — a)-Konfidenzintervalle fiir hinreichend kleines o auch Punkte auflerhalb des
Einheitsintervalls. Sie werden also gréfler, ohne zusétzliche Information zu enthal-
ten. Der gleichen Problematik steht man gegeniiber, wenn man die Normalverteilung
zur Approximation der Binomialverteilung verwendet und auf dieser Basis ein Kon-
fidenzintervall fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1] konstruiert.

In diesem und dem folgenden Abschnitt leiten wir Konfidenzintervalle fiir relative
Effekte her, die diesen Nachteil nicht aufweisen, die also immer im Einheitsintervall
enthalten sind. Konfidenzintervalle mit dieser Eigenschaft werden von

( , Abschnitt 13.6) als bereichserhaltend bezeichnet.

Die zunéchst vorgestellte sogenannte Transformationsmethode beruht auf folgen-
dem einfachen Prinzip: Das offene Einheitsintervall kann durch umkehrbare Funk-
tionen ¢ : (0,1) — R auf die Menge aller reellen Zahlen abgebildet werden. Die
Bilder von pjs,, und p;s unter g bezeichnen wir im Folgenden kurz mit p; , und pj,.
Unter bestimmten Voraussetzungen an die Bijektion g besitzt die Statistik

\/ﬁ [@Z,n - p;s,n] = \/ﬁ [g(]/)\i&n) —4g (pzs,n)]

wieder eine asymptotische Normalverteilung, so dass wir ein asymptotisches Kon-

*

fidenzintervall [uf, 05, ,] fiir die mit g transformierten relativen Effekte pj, ange-

15,n7 Cis,m
* *

ben kénnen. Wegen der Umkehrbarkeit von ¢ ist dann ¢! ([u 0 D ein asym-

is,m? Cis,n
ptotischer Konfidenzbereich fiir p;s, der im Einheitsintervall enthalten ist. Damit

gt ([u* o ]) wieder ein Intervall [uT ol } ist, sollte die Transformation

is,m Cis,n is,n? Yis,n

streng monoton sein. Die soeben skizzierte Methode lasst sich in gleicher Weise auf
die Effekte p;, und p,, anwenden. Sie ist anschaulich in Abbildung 5.1 dargestellt.

Der folgende Satz bildet die Grundlage zur Konstruktion von Konfidenzinterval-
len fiir die transformierten Effekte und schrankt unsere Wahl der Funktion g weiter
ein.

—1

0,1) > [ul,.of,] < [uf,oh,] C R

is,m? Uis,n s,y Cis,n

Abbildung 5.1: Schematische Darstellung der Transformationsmethode.
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Satz 5.13. Es seien die Voraussetzungen (A1) — (A3) auf Seite 13 erfillt und die
Abbildung g : (0,1) — R sei stetig differenzierbar mit ¢'(x) # 0 fir alle xz € (0,1).
Falls dariber hinaus eine der Annahmen (A4), (A5) oder (A6) zutrifft, so gilt ent-
sprechend

\/ﬁpis,n — Dis 2) N(O, 1)’

~x

is,m

\/ﬁp—i*’” — P D, N(0, 1) oder

~x

Bk, N

\/ﬁp*s,n — Das 2} N(O, 1)’

Sk

*S,M

wobei of., ¢F  und c*.. durch

is,n? Y ikmn *S,M

A~x A~

Oisn = 9 (Disn) Tisins O-'Zk*,n = 9'(Dien) Oixn  und a:s,n = g (Pisn) Oss.n
definiert sind.
Beweis. Siehe Anhang A.17, Seite 116. O

Korollar 5.14. Es seien die Voraussetzungen (A1) — (A3) erfillt und die Abbildung
g :(0,1) — R sei streng monoton und stetig differenzierbar mit ¢'(x) # 0 fir alle
z € (0,1). Falls dariber hinaus eine der Annahmen (A4), (A5) oder (A6) zutrifft,
so sind entsprechend fir alle o € (0, 1)

A~y ~y
Oisnl—a/2 Oisncl—a/2
T T _ —1 A~ 8,n a/ o~ 18,Mn a/
[uz’s,n’ Ois,n] = g ( Pispn — y Pisn + C (07 1)7

vn v

[ 8** TLZ -« A~ 6:* nZ —a
[UT OT ] — g_l ( ﬁ;}n — 7”—1/27 p* + ;/2}) C (0’ 1) oder
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asymptotische (1 — a)-Konfidenzintervalle fir p;s, pix oder pys.

Beweis. Wegen der strengen Monotonie und Umkehrbarkeit von g sowie Satz 5.13
gilt

P T T . o) * ~x 8;(3,7121—04/2 ~ a-\?3,1121—()4/2
(pis € [uismﬁ Ois,n}) - Dis € Pismw — == Pisn t——

vn Vn
= P (Za/z < \/ﬁw < Zla/Q) —1—a.

Uis,n
Die anderen beiden Aussagen lassen sich analog nachweisen. O]

Fiir die Transformation g kommen alle streng monotonen und stetig differenzier-
baren Bijektionen g : (0,1) — R in Frage, deren erste Ableitungen auf dem offenen
Einheitsintervall nullstellenfrei sind. Um daraus eine sinnvolle Auswahl zu treffen,

kénnen wir an die Konfidenzintervalle [ul; ,, o, | eine Forderung stellen, die fiir die
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Punktschétzer der relativen Effekte bereits in Satz 4.6 nachgewiesen wurde: Unter
streng monoton fallenden Transformationen ¢ der Beobachtungen werden die relati-
ven Effekte p;s wie die entsprechenden Schétzer ps,, am Wert 1/2 gespiegelt. Damit
dies auch fiir die Konfidenzintervalle nach der Transformationsmethode der Fall ist,
sollte der Graph von g punktsymmetrisch um (1/2,¢(1/2)) sein. Dariiber hinaus
kénnen wir uns ohne Verlust an Allgemeinheit auf Funktionen g mit g(1/2) = 0
beschrianken.

Zwei in der Statistik bedeutsame Funktionen mit diesen Eigenschaften sind zum
Beispiel die logit-Funktion und die probit-Funktion (siehe z. B.

, ). Wegen ihrer guten Handhabbarkeit und grofien Popularitit verwenden
wir in dieser Arbeit die logit-Funktion

— X

x +— logit(z) = log <1 ° )

mit der Ableitung

1
logit'(z) = ———
ogit’(x) pE—
und der expit-Funktion als Umkehrfunktion:
logit™! (x) = expit(z) = (@)
exp(x) + 1

5.7 Perzentilmethode

Eine zweite Methode zur Konstruktion bereichserhaltender Konfidenzintervalle ist
die sogenannte Perzentilmethode, die auf ( ) zuriickgeht. Die Perzentilme-
thode gehort zu den sogenannten Bootstrap-Methoden und wird in den entsprechen-
den Lehrbiichern (z. B. , : , )
allgemein vorgestellt. Eine mathematisch anspruchsvollere Darstellung findet der
interessierte Leser in ( ).

Grundlage der Perzentilmethode ist die Schiatzung der multivariaten Verteilungs-
funktionen Fj,,, durch empirische Verteilungsfunktionen. Um in der Praxis bei die-
sen Schatzungen keine allzu kleinen Stichprobenumféinge zu haben und um die Di-
mensionen dieser Verteilungen nicht zu grof werden zu lassen, beschrinken wir uns
in diesem Abschnitt auf den Fall

mik:1t7 izl,...,a, k:]_,,nz

Wir kénnen wegen dieser Einschrankung fiir die Verteilungsfunktionen Fj,,,, kurz
F; schreiben und bei allen Symbolen auf den Index fiir die abhédngigen Messwie-
derholungen verzichten. Als Schétzer fiir die Verteilungsfunktionen bieten sich die
iiblichen multivariaten empirischen Verteilungsfunktionen an:

ng

~ 1

Fin(z) = o > (Uxpco + Lixuzay) -
v k=1
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Die Relationszeichen in {X;; < x} und {X;; < x} sind dabei komponentenweise
aufzufassen.

Der néchste Schritt der Perzentilmethode besteht in der Betrachtung einer soge-
nannten Bootstrap-Stichprobe

* * * *
X X s X s X

1ni,n al,n> ang,n*

Die Zufallsvektoren X7 , seien dabei bedingt auf die empirischen Verteilungsfunk-

tionen ﬁm unabhiingig, und die bedingten Verteilungsfunktionen der X7 , seien fiir
alle Paare (i, k) gegeben durch

~

*
Xk ~ Fin-

In der gleichen Weise, wie wir aus der urspriinglichen Stichprobe Xz, ¢ =

L,...,a, k = 1,...,n;, die Schétzer p;s,, Divn und Dis, berechnen, kénnen wir

aus der Bootstrap-Stichprobe die Zufallsvariablen p ., p;..,, und py; ,, ermitteln. Die
(1—«)-Konfidenzintervalle fiir die relativen Effekte nach der Perzentil-Methode sind

durch die auf (ﬁ L - ,I*Aﬂam) bedingten Quantile dieser Zufallsvariablen definiert:

P P i a/2 fl—a/2
[uis,n7 Ois,n] - |:£is,n7 i8,m )

P P _ a/2 Jl—af2
[ui*,nﬂ Oi*,n] - |:£i*,n7 fi*,n )

P P _ a/2 fl—af2
[U’*s,rm O*S,n] - [5*8,717 *S,M ] :

Dabei bezeichnet 5?571 das (3-Quantil der bedingten Verteilung von pj ,, §Zﬁ*n das
B-Quantil der bedingten Verteilung von py, ,, und &fw das (f-Quantil der bedingten
Verteilung von py, ,,.

Dass die Konfidenzintervalle nach der Perzentilmethode bereichserhaltend sind,
ergibt sich daraus, dass die Zufallsvariablen py ,,, p. ,, und pJ, ,, Elemente des Ein-
heitsintervalls sind. Dariiber hinaus fillt auf, dass zur Berechnung der Intervalle
im Gegensatz zu den bisher konstruierten Konfidenzintervallen kein Varianzschétzer
benotigt wird.

Anders als bei den in den vorangehenden Abschnitten beschriebenen Konfidenz-
intervallen werden wir an dieser Stelle keinen Versuch unternehmen, die asympto-
tische Korrektheit der Konfidenzintervalle nach der Perzentilmethode zu beweisen.
Eine nach Meinung des Autors gute heuristische Begriindung fiir die asymptotische
Giiltigkeit findet man in Abschnitt 23.1 von ( ). Dariiber hinaus
findet man in den anschliefenden Abschnitten des genannten Buches Konzepte fiir
Beweise der asymptotischen Giiltigkeit. Diese beinhalten jedoch tiefliegende und im
Rahmen dieser Arbeit zu weit fithrende mathematische Methoden wie die Konver-
genz empirischer Prozesse in der von ( ) eingefiihrten Form
und die Hadamard-Differenzierbarkeit statistischer Funktionale. Die Aufwendigkeit
mathematischer Beweise fiir die Korrektheit von Bootstrap-Methoden kann man
auch daran ablesen, dass sich die Dissertation von ( ), die Statistiken
behandelt, die den Statistiken der vorliegenden Arbeit &hnlich sind, zu groflen Teilen
mit solchen Beweisen beschéftigt.

Abschlieflend gehen wir noch kurz auf die praktische Berechnung der beding-
ten Quantile ein. Es scheint nicht einfach, Formeln zur Berechnung dieser Quantile
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auf Grundlage der empirischen Verteilungsfunktionen anzugeben. Dies ist typisch
fiir Bootstrap-Verfahren, bereitet aber bei ausreichenden elektronischen Rechenka-
pazitdten keine ernsthaften Probleme. Die iibliche Vorgehensweise besteht darin,

durch Simulationen eine Anzahl von B auf (ﬁlﬁn, el ﬁan) bedingt unabhéingige
Bootstrap-Stichproben

*1 *1 *1 *1
Ximr o Xipgmr o Xalmr - ,X(mmn,
*2 *2 *2 *2
X Xm0 Xaln - Xang s
*B *B *B *B
Xll,m o ,le,n, o ,Xal,n, o ,Xanmn

zu erzeugen und daraus die Zufallsvariablen

zu berechnen. Als Approximationen fiir die bedingten Quantile kénnen die beding-
ten empirischen Quantile der p;?,, p;*, und p;?,, b = 1,..., B, dienen. Praktische
Aspekte dieser Approximationsmethode werden mit ausfithrlichen Literaturhinwei-
sen von ( ) diskutiert. Dort wird auch empfohlen, B nicht kleiner als
5000 zu wéhlen. Dementsprechend wurde dieser Wert bei den Beispielen und Simu-

lationen im folgenden Abschnitt verwendet.

5.8 Beispiele und Simulationen

Bevor wir Konfidenzintervalle fiir die relativen Effekte in den Beispielen aus Unter-
abschnitt 2.1.1 angeben kénnen, miissen wir uns zwischen den vier verschiedenen
vorgestellten Methoden entscheiden. Hierbei sind im Wesentlichen zwei Kriterien zu
beriicksichtigen: Zunéchst muss gepriift werden, wie gut die asymptotischen Kon-
fidenzintervalle ihr Niveau bei endlichen Stichprobenumféngen einhalten. Dariiber
hinaus sollte auch beachtet werden, wie lang die Konfidenzintervalle sind. Je kiirzer
Konfidenzintervalle sind, umso genauere Aussagen kénnen wir mit ihrer Hilfe treffen.
Das zweite genannte Kriterium sollte allerdings nur dann eine Rolle spielen, wenn
verschiedene Konfidenzintervalle in vergleichbarer Weise das Niveau einhalten oder
wenn sie das Niveau sogar iiberschreiten.

Um die genannten Kriterien zu priifen, stehen als wesentliches Hilfsmittel Si-
mulationen zur Verfiigung. Mit Hilfe von Simulationen, die sich mit der heutigen
elektronischen Datenverarbeitung schnell und in hinreichendem Umfang durchfiihren
lassen, konnen wir priifen, wie sich die Konfidenzintervalle hinsichtlich der genannten
Kriterien fiir bestimmte Versuchspldne und Wahrscheinlichkeitsverteilungen verhal-
ten. Wahrend die Versuchsplédne in der Praxis bekannt sind, haben wir, wenn wir
mit dem nichtparametrischen Modell aus Abschnitt 2.2 arbeiten, nur sehr weni-
ge Informationen {iber die Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Wir stehen hier einem
grundsétzlichen Problem gegeniiber, da das tatséchliche Niveau der Konfidenzin-
tervalle und die Verteilung ihrer Langen sicherlich von den Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen abhéingt. Weil es immer unendlich viele in Frage kommende Verteilungen
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gibt, kénnen wir nicht fiir alle Verteilungen Simulationen durchfiihren. Deshalb sind
wir gezwungen, aus den in Frage kommenden Verteilungen eine Auswahl zu treffen
und die Simulationen fiir diese Auswahl durchzufiihren.

Hier haben wir es bei der Simulation des Niveaus von Konfidenzintervallen ein-
facher als bei der Simulation des Niveaus von statistischen Tests: Bei Konfidenzin-
tervallen koénnen wir die beobachteten (Marginal-)Verteilungen zur Grundlage der
Simulationen machen. Dies ist bei statistischen Tests nicht moglich, weil die beob-
achteten Verteilungen entweder nicht der gestellten Hypothese geniigen oder, wenn
sie der Hypothese doch geniigen, diese nicht verworfen werden kann und Niveausi-
mulationen damit iiberfliissig werden.

Die Simulationen zu den vier Beispielen sind entsprechend den obigen Uberlegun-
gen analog aufgebaut: Die Versuchspline der Simulationen stimmen (mit Ausnahme
der fehlenden Werte bei der Panik-Skala-Studie II) mit denen der Beispiele iiber-
ein. Die den X, entsprechenden Zufallsvektoren wurden in den Simulationen als
unabhéngige Zufallsvektoren

/
Yik = (}/iklh cee 7}/;'klmik17 tee 7}/;'kt17 s 7}/;ktmikt)

mit den Randverteilungsfunktionen ﬁ’is,n erzeugt. Durch die Festlegung dieser Rand-
verteilungen sind die relativen Effekte der simulierten Zufallsvektoren eindeutig auf
die Werte p;s,, festgelegt. Zur Erzeugung der Zufallsvektoren Y ;;, wurden in einem
ersten Schritt multivariat normalverteilte Zufallsvektoren

~ ~ ~ ~ ~ /
Yik’ = <}/;k’117 tee 7}/;klmik17 s 71/;kt17 s 7}/;ktm,-kt> ~ N<O7 W)
generiert. Die Elemente der Kovarianzmatrix W bezeichnen wir mit

Tsrs'r! = Cov (Y;k‘SM }/;ks’r’) .

In einem zweiten Schritt wurden die Komponenten Y ~ Es,n der simulierten
Zufallsvektoren durch eine geeignete Kategorisierung der stetigen Zufallsvariablen
Yirsr gebildet. Bei dieser Konstruktion wird die Abhéngigkeitsstruktur innerhalb
der Zufallsvektoren Y ;;, durch die Kovarianzen 7,,.¢,» bestimmt.

Die Anzahl an Simulationen wurde einheitlich auf die heute weithin iiblichen
10000 festgelegt. Auch bei dem Niveau der Konfidenzintervalle wurde nicht von
den gewohnlichen 95% abgewichen. Die Ergebnisse befinden sich in Anhang C. Alle
Simulationen wurden auf Grundlage der in Anhang B beschriebenen SAS-Makros

RE_CI und SIMPLE_RE_CI durchgefiihrt.

Panik-Skala-Studie I
Fiir die Simulationen zur Panik-Skala-Studie I wurden die Elemente der Kovarianz-
matrix W durch s
1 S—S
Tsls'l = (5)

festgelegt. Somit hidngen die simulierten Zufallsvariablen Yz, und Yj.e1 umso stér-
ker voneinander ab, je kleiner der Abstand zwischen den Zeitpunkten s und s’ ist.
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Abbildung 5.2: Schitzer p;s mit 95%-Konfidenzintervallen auf Grundlage der Trans-
formationsmethode fiir die relativen Effekte in der Panik-Skala-Studie I.

Durch diese Eigenschaft soll der longitudinalen Struktur der Zufallsvektoren Rech-
nung getragen werden.

Fiir den Versuchsplan der Panik-Skala-Studie I konnten die Simulationen auf
Basis des SAS-Makros SIMPLE_RE_CT fiir alle vier verschiedenen Typen von Konfi-
denzintervallen durchgefiihrt werden. Die Ergebnisse befinden sich in Anhang C.1.

Bei den Niveausimulationen féllt zunédchst auf, dass lediglich mit der ¢t-Appro-
ximation zum dritten Zeitpunkt das Niveau eingehalten wird. Im schlechtesten Fall
sinkt das Niveau auf 90,1% (Normal-Approximation und Perzentil-Methode zum
ersten Zeitpunkt). Die beiden geeignetesten Methoden scheinen bei diesem Beispiel
die t-Approximation und die Transformationsmethode zu sein. Die t-Approximation
schneidet im Vergleich mit den anderen Methoden bei den mittleren drei Zeitpunk-
ten am besten ab, die Transformationsmethode dagegen an den Réndern. Fiir die
Transformationsmethode spricht zudem, dass die durchschnittliche Lange der simu-
lierten Konfidenzintervalle im Vergleich zur t-Approximation geringer ist. Insgesamt
scheint deshalb hier die Transformationsmethode am geeignetesten zu sein. Die ent-
sprechenden mit dem SAS-Makro SIMPLE_RE_CI berechneten 95%-Konfidenzinter-
valle [ul} . ol ] sind in Abbildung 5.2 dargestellt.

Im Vergleich zu dem von den relativen Effekten eingeschlossenen Bereich von
0,16 bis 0,90 sind die Konfidenzintervalle eher kurz. Die schon bei der Betrachtung
der Punktschitzer py, in Abschnitt 4.6 aufgestellte Vermutung, dass die relativen
Effekte mit der Zeit immer kleiner werden, wird durch die Konfidenzintervalle weiter
gestiitzt. Abgesehen von der inhaltlichen Interpretation fallt bei der Betrachtung der
Konfidenzintervalle als technischer Aspekt die durch die Transformationsmethode
verursachte Asymmetrie an den Réndern auf.
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Abbildung 5.3: Schitzer p;s mit 95%-Konfidenzintervallen auf Grundlage der Trans-
formationsmethode fiir die relativen Effekte in der Panik-Skala-Studie II.

Panik-Skala-Studie II

Fiir die Simulationen zur Panik-Skala-Studie II wurden die Elemente der Kovarianz-
matrix W wie bei der Panik-Skala-Studie I durch

1 |5_5l|
Ts1s'1 = 5

festgelegt. Somit hidngen die simulierten Zufallsvariablen Yz und Yjie wiederum
umso starker voneinander ab, je kleiner der Abstand zwischen den Zeitpunkten s und
s’ ist. Durch diese Eigenschaft soll die auch hier vorliegende longitudinale Struktur
der Zufallsvektoren beriicksichtigt werden.

Im Gegensatz zur Panik-Skala-Studie I fehlen bei der Panik-Skala-Studie II ei-
nige Beobachtungen. Wie in Abschnitt 2.2.2 erldutert, gehen wir davon aus, dass
die Beobachtungen rein zuféllig fehlen. Deshalb wurden auch bei den Simulationen
Beobachtungen zuféllig aus den Datensétzen entfernt. Als Wahrscheinlichkeiten fiir
das Entfernen der simulierten Beobachtungen wurden die beobachteten relativen
Héufigkeiten aus den Originaldaten verwendet. In der Agoraphobie-Gruppe wur-
den also simulierte Beobachtungen aus den Wochen 4 und 6 mit Wahrscheinlichkeit
3/24 und aus Woche 8 mit Wahrscheinlichkeit 4/24 geloscht. In der Gruppe ohne
Agoraphobie wurden Werte aus den Wochen 6 und 8 mit Wahrscheinlichkeit 3/13
entfernt. Wegen der fehlenden Werte konnen fiir dieses Beispiel Konfidenzintervalle
nur mit der Normal-Approximation und der Transformationmethode berechnet und
simuliert werden. Die Simulationsergebnisse sind in den Tabellen in Anhang C.2
angegeben.

Obwohl die simulierten Konfidenzintervalle auf Basis der Transformationsmetho-
de im Mittel kiirzer sind als die auf Basis der Normal-Approximation, halten sie das
Niveau fiir beide Gruppen zu allen Zeitpunkten besser ein. Bei diesem Beispiel ist die
Entscheidung fiir die Transformationsmethode also eindeutig. Die entsprechenden
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mit dem SAS-Makro RE_CI berechneten Konfidenzintervalle sind in Abbildung 5.3
dargestellt.

Wie bei der Panik-Skala-Studie I sind die Unterschiede zwischen den geschéitzten
relativen Effekten zu den verschiedenen Zeitpunkten im Vergleich zu den Lingen der
Konfidenzintervalle fiir beide Gruppen eher grol. Wir kénnen somit die Vermutung
aus Abschnitt 4.6 festigen, dass die Panikstorungen im Laufe der Zeit sowohl fiir Pa-
tienten mit als auch ohne Agoraphobie zuriickgehen. Dariiber hinaus haben wir, weil
sich die Konfidenzintervalle der beiden Gruppen zu den ersten beiden Zeitpunkten
nicht iiberschneiden, einen starken Hinweis darauf, dass Patienten mit Agoraphobie
zumindest zu Beginn der Imipramin-Therapie zu stérkeren Panik-Stérungen neigen
als Patienten ohne Agoraphobie.

Schulterschmerz-Studie

Die Kovarianzmatrix W wurde aus den gleichen Griinden wie bei den Panik-Skala-

Studien durch )
1 ls—s'|
Ts1s/1 = 5
festgelegt.

Fiir den Versuchsplan der Schulterschmerz-Studie wurden die Simulationen wie-
der auf Basis des SAS-Makros SIMPLE_RE_CI und somit fiir alle vier Methoden
durchgefiihrt. Die Ergebnisse befinden sich in Anhang C.3.

Von den vier Methoden hélt hier die t-Approximation fiir beide Behandlungen
zu allen Zeitpunkten das Niveau am besten ein. Obwohl diese Konfidenzintervalle
im Durchschnitt nicht die kiirzesten waren, scheinen sie am ehesten geeignet zu sein.
Sie sind in Abbildung 5.4 dargestellt.

Die 95%-Konfidenzintervalle [uf,,o.] der beiden Gruppen iiberlappen sich zu

den Zeitpunkten 2 bis 6 nicht und haben teilweise sogar grole Absténde zueinan-

10

0,8} Behandlung N

0,61

0,4r

Behandlung Y
0,2+

0,0

Zeitpunkt s

Abbildung 5.4: Schitzer p;; mit 95%-Konfidenzintervallen auf Grundlage der t-
Approximation fiir die relativen Effekte in der Schulterschmerz-Studie.
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der. Damit gewinnen wir zusétzliche Sicherheit in Bezug auf unsere Vermutung aus
Abschnitt 4.6, dass behandelte Patienten nach der Operation deutlich weniger unter
Schulterschmerzen leiden als Patienten aus der Kontrollgruppe.

Wasser-Irrgarten-Test

Bei den Beobachtungen des Wasser-Irrgarten-Tests liegt eine etwas andere Abhéngig-
keitsstruktur vor als bei den drei anderen Beispielen: Die Zufallsvektoren

/
Xik = (Xiklb Xik127 Xik217 Xik22)

repréasentieren hier Beobachtungen an zwei jungen Ratten mit dem jeweils gleichen
Muttertier an den Tagen 1 und 7. Die dritten Indizes an den Symbolen X, stehen
hier fiir die Zeitpunkte und die vierten fiir die Jungtiere. Es scheint naheliegend,
dass Beobachtungen an demselben Jungtier starker voneinander abhéngen als Beob-
achtungen an verschiedenen Jungtieren. Um dies zu beriicksichtigen, wurde bei den
Simulationen als Kovarianzmatrix

W= = = N
— = N

I e N R g e
N = = =

verwendet. Fiir den Versuchsplan des Wasser-Irrgarten-Tests wurden auf Grund-
lage des SAS-Makros RE_CI Simulationen mit der Normal-Approximation und der
Transformationsmethode durchgefiihrt. Die Ergebnisse befinden sich in Anhang C.4.

Wieder zeigt sich, dass mit der Transformationsmethode das Niveau eher einge-
halten wird als bei der Normal-Approximation. Trotzdem sind die Konfidenzinter-
valle nach der Transformationsmethode im Durchschnitt kiirzer. Dementsprechend
sind diese Konfidenzintervalle in Abbildung 5.5 angegeben.

1,0

0,8+

0,6+

0,4r

0,2r —O— Dosis 1
% Dosis 2
<o Dosis 3

0.0 1 2 -4~ Placebo

Zeitpunkt s

Abbildung 5.5: Schitzer p;s mit 95%-Konfidenzintervallen auf Grundlage der Trans-
formationsmethode fiir die relativen Effekte beim Wasser-Irrgarten-Test.
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Die vielen Uberschneidungen zwischen den 95%-Konfidenzintervallen bei die-
sem Beispiel warnen davor, den Unterschieden zwischen den Punktschéitzern fiir
die relativen Effekte bei den verschiedenen Dosierungen eine allzu grofle Bedeutung
beizumessen. Dabei sollte auch beriicksichtigt werden, dass der geschétzte relative
Effekt fiir die Placebo-Gruppe zwischen den relativen Effekten fiir die Dosierun-
gen 1 bis 3 liegt, was sich wegen der hohen Plausibilitdt einer monotonen Dosis-
Wirkungsbeziehung nur schwer erklédren ldsst. Im Gegensatz zu den drei anderen
Beispielen finden wir hier also kaum eine Bestitigung dafiir, dass die beobachte-
ten Unterschiede in den relativen Effekten auf systematische Unterschiede in den
Verteilungen zuriickzufiihren sind.



Kapitel 6

Varianzreduktion in
randomisierten Versuchsplianen

In diesem Kapitel geht es darum, wie in bestimmten Situationen zusétzliche Informa-
tion zur Konstruktion von verbesserten Schétzern fiir die relativen Effekte verwendet
werden kann. Mit bestimmten Situationen sind hier die in der Biometrie héufig be-
handelten randomisierten Studien gemeint. Unter zusétzlicher Information wollen
wir entweder Ausgangswerte oder Kovariablen mit mindestens ordinalem Skalenni-
veau verstehen. Wir werden uns in den folgenden Abschnitten nicht darum bemiihen,
das Problem der Varianzreduktion in moglichst allgemeiner Form zu behandeln, wie
wir es bei der Diskussion der relativen Effekte in den vorangehenden Kapiteln ge-
tan haben, sondern uns auf einen besonders einfachen Versuchsplan beschranken.
Insgesamt sollen die folgenden Ausfithrungen im Wesentlichen als Anregung fiir die
weitere Forschung dienen, weshalb hier auch auf die ausfiihrliche Diskussion von
Beispielen oder Simulationen verzichtet wird.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels beschreiben wir die betrachteten Versuchs-
plane und Modelle. Im Anschluss daran erldutern wir kurz die Idee der Varianzreduk-
tion. Bevor diese umgesetzt wird, iibertragen wir die Ergebnisse zur asymptotischen
Verteilung der Schéatzer und zur Schétzung der Kovarianzmatrix aus Kapitel 5 in
den Kontext dieses Kapitels. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wird diskutiert,
wie sich die Ideen der Varianzreduktion mit der Transformationsmethode aus Ab-
schnitt 5.6 kombinieren lassen.

6.1 Versuchsplan und Modell

Wir befassen uns in diesem Kapitel mit dem folgenden einfachen Versuchsplan: Die
Beobachtungspaare

(Xig, Yig) ~ F;, i=1,....a, k=1,...,n,

seien unabhéngig. Fir jede der insgesamt n =) ., n; Versuchseinheiten liegen also
genau zwei Beobachtungen vor.

Die Beobachtungen X;; seien die, fiir deren Randverteilungen F;X wir uns inter-
essieren. Um die Verteilungen zu vergleichen, bilden wir die in Abschnitt 3.3 fiir eine

81
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allgemeinere Klasse von Versuchsplianen eingefiihrten relativen Effekte
1
pi =P (Z* < Xu) +§P(ZZX = Xit),
wobei ZX eine von Xj;, unabhiingige Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion

HY = SR

a— 14—
uFi

bezeichnet. Diese relativen Effekte besitzen die Integraldarstellung
b = [ ars.

Die Beobachtungen Y;; seien Ausgangswerte oder Kovariablen, die vor der Zutei-
lung der Versuchseinheiten zu den Gruppen beobachtet wurden. Da wir uns hier nur
mit randomisierten Studien befassen wollen, kénnen wir annehmen, dass alle Y;;, die
gleiche Verteilungsfunktion FY = FY haben. Von den in Abschnitt 2.1.1 genannten
Versuchen konnen wir hier die Schulterschmerz-Studie als Beispiel heranziehen, in
der die Patienten zuféllig den beiden Behandlungen zugeteilt wurden. Als Kova-
riable konnte hier zum Beispiel das Alter der Patienten dienen, dass in der Quelle
fiir den Datensatz ( , ) auch tatséchlich angegeben ist. Andere denkba-
re Kovariablen sind die Dauer der Operation oder die Schmerzempfindlichkeit der
Patienten. Wichtig ist an dieser Stelle, dass es sich bei der Kovariablen um Beob-
achtungen mit mindestens ordinalem Skalenniveau handelt, die mit den eigentlichen
Beobachtungen X;; moglichst stark zusammenhéngen.

Auch fiir die Kovariablen oder Ausgangswerte konnen wir die relativen Effekte

PV =P (2) <Ya) + 5P (2) =Yi)

bilden, wobei Z} eine von Yj;, unabhiingige Zufallsvariable mit der Verteilungsfunk-
tion 1
HY — Z FY =F"

’ a— 14—
uFi

ist. Wegen der Integraldarstellung

pZ:/HfdﬂY:/FYdFY

und Korollar 3.4 auf Seite 25 gilt aber p} = 1/2 fiir alle i € {1,...,a}.

Wie bisher miissen wir fiir die asymptotischen Ergebnisse in diesem Kapitel An-
nahmen an die Folgen der Stichprobenumfinge stellen. Die Annahmen (A1) und
(A2) aus Abschnitt 2.1.2 nehmen fiir die Klasse von Versuchspldnen aus diesem
Kapitel folgende Gestalt an:

(A1) n; — oo fiir allei € {1,...,a},

(A2) n/n; <ng<oofiralleie{1,...,a}.

Wenn wir uns in diesem Kapitel auf (A1) und (A2) beziehen, meinen wir immer
diese iibertragene Form. Auf die Bedingung (A3) kénnen wir hier verzichten, da sie
fiir alle in diesem Kapitel betrachteten Versuchsplane immer erfiillt ist.
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6.2 Idee der Varianzreduktion

Wie die Punktschétzer fiir die relativen Effekte aus Kapitel 4 beruhen auch die
Punktschétzer in diesem Kapitel auf den durch

~ 1 & ~
F-X(x):—Zc(x—Xi) und HL)(,L:

i,n n; .
k=1 uFL

definierten empirischen Verteilungsfunktionen. Zusétzlich betrachten wir

a 1 ¢ . 1 R
Fiaw) = o3 ele=Ya) wnd HY = =53 R
k=1 uFi

Aus Abschnitt 4.4 wissen wir, dass
P = / A5 dFY und §Y, = / Ay, aFy,

erwartungstreue und unter Annahme (A1) stark konsistente Schétzer fiir pX und
pl = 1/2 sind. Auf den ersten Blick scheint es sinnlos zu sein, Schiitzer fiir die
bekannten p! anzugeben. Sinn und Zweck dieser Vorgehensweise deuten sich aber
bereits im folgenden Satz an:

Satz 6.1. Fir alle beschrinkten Folgen reeller Zahlen ~;, und alle i € {1,...,a}

18t
1

i == ven (7 - 5
ein erwartungstrever und unter Bedingung (A1) stark konsistenter Schitzer fiir pX .

Beweis. Die Behauptungen ergeben sich aus den wohlbekannten Rechenregeln fiir
Erwartungswerte und fast sichere Grenzwerte. m

Obiger Satz legt es nahe, unter allen Schétzern ﬁ:’n" denjenigen zu suchen, des-
sen asymptotische Varianz minimal ist. Diese Idee werden wir in den folgenden
Abschnitten konkretisieren und umsetzen.

6.3 Asymptotische Verteilung und Schitzung der
Kovarianzmatrix

Bevor wir mit der Umsetzung der Idee aus dem vorangehenden Abschnitt beginnen,
iibertragen wir die Ergebnisse zur asymptotischen Verteilung der Punktschétzer und
zur Schitzung der Kovarianzmatrix aus Kapitel 5 auf die hier betrachteten Versuch-
pliane. Bei der Schiatzung der Kovarianzmatrix konnen wir als zusétzliche Informa-
tion die Annahme F}Y = FY i =1,...,a, gewinnbringend verwenden.

Als abkiirzende Schreibweise fassen wir die relativen Effekte und die Schétzer
dafiir in Form der Vektoren

1
b :(pla'-wpé(), und pyzila
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sowie
~X /1 ~X ~X \'/ ~Y (Y ~Y \/
b, = (pl,rw te 7pa,n) und p, = (pl,n7 T 7pa,n)
Zusamimen.

Grundlage fiir die Resultate zur asymptotischen Verteilung und zur Konstruktion
von Schétzern der Kovarianzmatrix ist wieder ein asymptotischer Aquivalenzsatz.

Satz 6.2. Fir die unabhdngigen und unter Voraussetzung (A2) gleichmdfig be-
schrinkten Zufallsvektoren

Wi = (lIlz)l(w \Ilz};c) (\Ijzkb e ‘;[lzkm \Dzkb - \I]zka) )

deren Komponenten durch

HX (Xu1) tu =1, HY (Yar) tu =1,
und W), =
e (Xag) cu i, —LFY(Yie) :u#i,

X

iku —

definiert sind, gilt unter den Voraussetzungen (A1) und (A2)

/ a n;
~X X ! (AY_ Y), o i U, — E(P. P 0
\/ﬁl(pn p*) . (b ~p } ﬁ(;n;[ w—E(Ex)]] = 0.
Beweis. Der Beweis der Behauptung kann vollstindig analog zu dem Beweis von
Korollar 5.2 (siehe Seite 60) gefithrt werden. O

In diesem Kapitel bezeichnen wir mit V,, die Kovarianzmatrix von

(S s s

Als Symbole fiir die Komponenten von V', vereinbaren wir
- 'm Cov [ (Z Z quku) ’ (Z Z \Illku )
_ nz . COV \I’Z,m, \Ilf,iu ) ,
n Cov [ (Z Z \Ijzku) ) (Z Z quku)
=1
= n; o Cov (U, Uhw)  sowie (6.1)
O n = Cov [ (Z Z qllku) ) (Z Z quku)
=1 =1

—nz COV \Ifz,w, Zku).
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Auf Grundlage von Satz 6.2 konnen wir die asymptotische Normalverteilung von
X "y !
Vn {(pn —pX) ,(pn —py)}
beweisen.

Satz 6.3. Unter den Voraussetzungen (A1) und (A2) gilt
X X !/ Y v / !
plVn|(p, —p") (P, —P ,N(0,V,)] — 0.

Beweis. Der Beweis kann mit Hilfe von Satz 6.2 genauso gefithrt werden wie der
Beweis von Satz 5.6 (siche Seite 62). O

Wenn wir die Komponenten von V,, nach den gleichen Prinzipien schéitzen, wie
wir das in Abschnitt 5.3 getan haben, so erhalten wir mit den Bezeichnungen

0. Cap — g 7Y cay — g
~ H (Xuk) Cu =1, ~ H, (Yi) tu =1,
Uhun =19 d Wi, =4
iku,n — 1 Dx . un iku — 1Dy .
a_lFu,n(XUk) ‘u 7& L, a_lFu,n(Y;k) ‘u 7& Z,
sowie
=X 1 i =y =Y 1 i ~v
‘Iji-u,n - — § \Iliku,n und \Iji-u,n - E \I[iku,n
L N
k=1 k=1

die Schatzer

sowie

a 1 n; _x _y
~XY _ X T Y T
O/ n = n 1 (\I]zku,n - \Ili~u,n> (\Diku’,n - \Diﬂ’,n) :

k=1

Bei einer genaueren Betrachtung der Herleitung von ‘7“ in Abschnitt 5.3 fallt auf,
dass wir die hier angegebenen Schétzer noch verbessern koénnen, wenn wir beriick-
sichtigen, dass wegen der Randomisierung der Versuchseinheiten fiir alle
i € {1,...,a} die Gleichung HY = FY = FY gilt.

Zunichst lesen wir aus Gleichung (6.1) unter Verwendung von

;

Var (FY (Yy)) u=1=1u,
=L Var (FY (Y, cu=1#u,
Cov (W4, W) = { (7 (xa) 7
=L Var (FY (Yy)) cu A=,
\(a_ll)Q Var (FY (Yi)) :u#i#,
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die Identitat

n Var (FY(Kk)) (% + Z#u Wl_l)Q> cu =, 62)

-1

s n\/al“ (FY<}/;k)) (nu(ialfl) + o (a—1) + Zz%{u,u’} ni(alfl)Q) U ;é u/7

ab. Mit der Definition der empirischen Verteilungsfunktion F\,}b/ durch

izyym

zlkl

als Schétzer fir F* und wegen E (FY (Yy,)) = [ F¥ dFY = 1/2 bietet sich

a n; 2
9 M AR
=1 k=1

als Schiitzer fiir 7¢ = Var (FY (Y;,)) an. Als verbesserten Schétzer fiir o, , erhalten
wir damit
~9 /!
”Tyn( +Zluna ) cu =,

Ouw' n = .
nT}%n ( (a 1) + n /(a 1) + Zl%{uu} n;(a— 1)2> S u 7& u'.

Die zuséatzliche Information iiber die Verteilung der Yy, konnen wir auch in die
XY oinflieBen lassen, indem wir WY durch

Schétzer fiir o7, , iku,n
=~y {(Kk) U =1,

\Ijik’u = 1Dy .

aTFn (}/;k) LU 7é 1,

=Y
und ¥, . durch

ersetzen. Wir erhalten damit

5y L S (g . (P —E (W) (64)
ln( _1> — iku/n iku',n : :

iku,n

Als Schatzer ‘7n fiir die Kovarianzmatrix V,, verwenden wir die Matrix mit den

Eintréigen &, ., 0y, ,, und 3,5} . Dieser Schéitzer ist wie V', aus Abschnitt 5.3 unter

geeigneten Annahmen konsistent.
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Satz 6.4. Unter den Voraussetzungen (A1) und (A2) ist V.. konsistent fiir V., in
dem Sinne, dass

V.-V, %0
und
Z Z |:E ((3£L/,TL - O-iit’,n) ) +E <( Oy n o O—ZM,n) ) +E ((Ai(;}’/n - O-Q)L(u)’/,n)2>i|
u=1 u'=1

— 0.

Beweis. Bis auf einige Vereinfachungen, die wegen des einfacheren Versuchsplans
und der verwendeten zusétzlichen Information moglich sind, verlauft der Beweis
analog zu dem von Satz 5.9 (siehe Seite 65). O

6.4 Punkt- und Intervallschatzer

Entsprechend der Idee aus Abschnitt 6.2 wollen wir uns mit Schitzern der Form

R o1
Dt =D — Vim (pfn — 5)

beschéftigen. Wir werden versuchen, die ; ,, so zu wéhlen, dass die Varianz der nach
Satz 6.2 zu \/n (p;”n" X ) asymptotisch dquivalenten Zufallsvariablen

(52 e i) - (32 S - o))

moglichst klein wird. Unter Verwendung der Bezeichnungen aus dem letzten Ab-
schnitt erhalten wir

(Z Z wwi quwl”)
_%n\/_ (Z Z wwi \Iijz”) ] _Uun Q%ngun +%n i,n

Durch Bildung der ersten Ableitung bestimmen wir

Var

XY
min __ aii,n 2
Vzn - Y argmln {Umn Vi, no-mn _'_/7171 1 n}
ii,n Vi,n €R

Mit Hilfe der im vorangehenden Abschnitt definierten Schétzer @;\ ) und 7,

m,mn
kénnen wir vmm durch
~min __ ~#,n
7171 Y
i,n
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schéatzen. Die Varianz

min 2 min XY min\2 _Y X (0—51(731/) ’
(Ui7n ) = 7,7,n - 27 7,7,n + (77,71 ) azz n = Uz’i,n - Y (65)
i,n

schatzen wir kanonisch durch

2 2 (G5
~min min XY min ~Y X 22,1
(Ui,n ) zz n 2’}/ O n + (72 n ) Uz‘i,n - Uzz n_ Y

i,n

An der Gleichung (6.5) kénnen wir ablesen, dass die Varianz (a;‘gi“y umso kleiner
ist, je grofier der Betrag der Kovarianz affz ist. Aus diesem Grund sollten, wie in
Abschmtt 6.1 bereits erwéhnt wurde, nach Mdéglichkeit Kovariablen gewéhlt werden,

die mit den eigentlichen Beobachtungen moglichst stark zusammenhéngen.
Der folgende Satz zeigt, dass wir mit dem verbesserten Schétzer

mln
~min __ ~in

pzn — Fin

: . ~min) 2 : : . o :
und dem Varianzschéitzer (o7%")” asymptotisch so arbeiten konnen, wie wir es in

den vorangehenden Kapiteln mit py,,, und &7, , getan haben.

Satz 6.5. Die Verteilung der Yy, sei keine Einpunktverteilung und es seien die An-
nahmen (A1) und (A2) erfillt. Dann gilt:
(a) pZ“T‘lm ist fiir allei € {1,...,a} ein stark konsistenter Schitzer fiir p¥.

(b) (Gmm)Q ist fir alle i € {1,...,a} ein stark konsistenter Schitzer fir (ami“)2

in i,n

in dem Sinne, dass
(31m)* — (o) 22,

i\n ©,m

(c) Falls zusdtzlich zu den am Anfang dieses Satzes gestellten Voraussetzungen
noch liminf,,_, . omm > 0 gilt, so konvergiert

~min

X
\/—pzn —D;
mln
Oin

in Verteilung gegen eine Standardnormalverteilung.
Beweis. Siehe Anhang A.18, Seite 117. O

Bemerkung. Die in dem obigen Satz formulierte Annahme, die Verteilung der Y
sei keine Einpunktverteilung, stellt fiir die Praxis keine relevante Einschrankung
dar. Wenn némlich alle Yj;, identisch sind, besteht ohnehin kein Interesse, die Y;.
als Kovariablen oder Ausgangswerte zu beriicksichtigen. Wenn aber nicht alle Y,
identisch sind, wissen wir bereits, dass keine Einpunktverteilung vorliegt.

Auf Grundlage von Teil (c¢) des obigen Satzes konnen wir ohne Schwierigkeiten
Konfidenzintervalle fiir die relativen Effekte p;* konstruieren:
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Korollar 6.6. Unter den Voraussetzungen von Teil (¢) des obigen Satzes ist

min min
[umin min} o |:]’)\min . Ui,n Zl—a/Q ~min + Ui,n Zl—a/2:|
i,n

wn o Cin ] T \/ﬁ 7pi,n \/ﬁ
fiir jedes o € (0,1) ein asymptotisches (1 — )-Konfidenzintervall fiir pX .

Beweis. Nach Teil (c) von Satz 6.5 gilt

Amin _ X
P (5 € [utt, omi]) — P (/ < g /) i

Oi,n

Mit dem Ansatz der Varianzreduktion erhalten wir wegen

(Gx1)° 2
~X ~X ii,n __ (~min
Oiin 2 Oiin — 5V = (Uz‘,n )

i,n

immer Konfidenzintervalle, die kiirzer sind als die ohne Varianzreduktion konstru-

ierten Konfidenzintervalle
f~x [~x
O n?l—a/2 x O n”l—a/2

~ _ vV "
pi,n \/ﬁ 7pz,n + \/ﬁ

Erwdhnenswert ist auch, dass wir zur Konstruktion der verbesserten Punkt- und
Intervallschétzer keine neuen Modellannahmen stellen mussten. Aus diesem Grund
erscheint es lohnenswert, die in diesem Kapitel entwickelten Techniken in den Kon-
text der Dissertation von ( ) zu iibertragen. Diese befasst sich mit Mo-
dellen und Statistiken, die den in der vorliegenden Arbeit behandelten Modellen
und Statistiken dhnlich sind, kommt aber bei der Varianzreduktion nicht ohne eine
zusétzliche Modellannahme aus (siehe : , Annahme (R2), Seite 31).

Andererseits entsteht durch die Varianzreduktion auch eine neue Schwierigkeit:
Wihrend die Punktschétzer @Xn bereichserhaltend, also immer im Einheitsintervall
[0, 1] enthalten sind, trifft diese Eigenschaft nicht mehr auf die Punktschétzer

. . 1
~min __ X ~min [ =Y
Pin —Pin — Yin (pz,n - 5

zu. Bei hinreichend groBen 375" liegt im Fall p, # 1/2 der Schéitzer p/3" auBerhalb
von [0, 1]. Deshalb bietet sich hier schon bei der Konstruktion der Punktschétzer
an, die Bereichserhaltung mit Hilfe der Transformationsmethode zu erzwingen. Dies
beschreiben wir im abschlieBenden Abschnitt dieses Kapitels.
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6.5 Transformationsmethode

Im Folgenden betrachten wir streng monotone, bijektive Transformationen
g :(0,1) — R mit den Eigenschaften, die sich in Abschnitt 5.6 als sinnvoll erwiesen
haben. Das heifit, g sei stetig differenzierbar mit nullstellenfreier erster Ableitung
und punktsymmetrisch um (1/2,0). Mit einer solchen Funktion g transformieren wir
die relativen Effekte pX auf p; =g (pZX ) und schétzen diese durch

@sz =9 (ib\z),{n) - 7: [g (ﬁzn) -9 (p?f)} :

Entsprechend der Grundidee dieses Kapitels werden wir versuchen, 7, so zu wéhlen,
dass die asymptotische Varianz von

NG (ﬁ;:f —p; )

moglichst klein wird. Mit diesem Ansatz erhalten wir Punktschétzer fiir die trans-
formierten relativen Effekte, konnen aber auch Konfidenzintervalle konstruieren.
Durch Anwendung der Umkehrfunktion ¢g~! auf die Schiitzer ergeben sich wie in
Abschnitt 5.6 Schitzer fiir die (nicht transformierten) relativen Effekte p;*.

Mathematische Grundlage fiir die Transformationsmethode ist der multivariate
Delta-Satz. Um diesen bequem anwenden zu konnen, ersetzen wir in diesem Ab-
schnitt die Bedingung (A2) durch die stérkere Annahme

(A2) n/n; — ¢; € Rfiirallei € {1,...,a}.

Aus dieser Annahme ergeben sich die Vereinfachungen

a

X _ E : § _ X
Uuu/,n = n N COV \:[]zk'w zku ) Ci COV (\Ijllmu iku’ ) = Oyu!>
i=1

=1

Y _ 2 § _ Y
Uuu/,n = n n. COV zku’ zku Ci COV zku’ 1ku ) = Oya!>
7

=1
a

_ E XY
Uuu’,n = n N COV (lpzkzu zku G COV quku’ zk’u ) = Oy
i=1

sowie V,, - V.
An Stelle von Satz 6.3 und Satz 6.4 erhalten wir die folgenden beiden stéarkeren
Resultate.

Satz 6.7. Unter den Voraussetzungen (A1) und (A2) gilt
/ !/ /
vi| @ -») (@) 2 N

Beweis. Siehe Anhang A.19, Seite 120. O
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Satz 6.8. Unter den Voraussetzungen (A1) und (A2) ist V., ein stark konsistenter
Schitzer fiir V- und es gilt

SN BN = 0%)") + B (Fhn — o)) +E (G, - 0)")] =0
u=1 u'=1
Beweis. Der Beweis ergibt sich sofort aus Satz 6.4 und V,, — V. O

Der multivariate Delta-Satz liefert

Satz 6.9. Unter den Annahmen (A1) und (A2)’ gilt fir jede stetig differenzierbare
Funktion g : (0,1) — R und allei € {1,...,a} mit 0 <p¥ <1

g (5%) — 9 () )

g () —9 @)
D 0 [ ) 2oX g X) g ()oY
) <( ) ( SN ) g )]l ))

Beweis. Siehe Anhang A.20, Seite 120. m

“

Korollar 6.10. Unter den Annahmen (A1) und (A2)" konvergiert fiir jede stetig
differenzierbare Funktion g : (0,1) — R und alle i € {1,...,a} mit 0 < p;* < 1 und

\ 2
0< (a7) = [g ()] o =279 () 0 () X + (1) [0 W)))" ok

die Verteilung von
e~ %
Pin — D;
o; "

schwach gegen eine Standardnormalverteilung.

Beweis. Der Beweis ergibt sich sofort aus dem obigen Satz und dem Satz von der
stetigen Abbildung. O

A\ 2
. . . k7Y . o . . .
Die asymptotische Varianz (ai V’) wird minimal, wenn wir als Wert fiir ~;

(p) oi” g (") o

Z R R O
wiahlen.
Mit Hilfe der Schitzer p;%,, 7, und 7}, koénnen wir ™" durch

I (X = XY
~smin __ 9 (pz,n) Tiin

izn - 7 (1\ Y
g (5) Oiin
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schéatzen. Die Varianz

(o™ = [ ()] o =297 (0X) g () o + (™) [o (1)) ol
[ ( X)]Z ( X (U‘XY)2>
/ (13
= 19 b 04 — Y
Oij

schatzen wir kanonisch durch

~x min ~ -~ ~x min ~ 1 o~
iy = Gy 6o (1) o
+ @) g LAY
nn 9 ii,n
ol @)
) ( ) )

Oiin

Der folgende Satz zeigt, dass wir mit dem verbesserten Schétzer

~xmin __ ~XYin
pi,n - Fimn
Sk min

und dem Varianzschétzer (Uz,n
Abschnitt 5.6 mit py;,, und (8;‘5771)2 getan haben.

) asymptotisch so arbeiten konnen, wie wir es in

Satz 6.11. Die Verteilung der Yy, sei keine Einpunktverteilung, g : (0,1) — R sei
eine streng monotone, stetig differenzierbare Bijektion mit nullstellenfreier erster
Ableitung und, es seien die Annahmen (A1) und (A2)’ erfillt. Dann gilt fir alle
i€{l,...,a} mit 0 < pX < 1:

(a) pyamin ist ein stark konsistenter Schitzer fiir pj.

(b) (8:;?“)2 ist ein stark konsistenter Schitzer fiir (a;gﬁ“f.
(¢) Falls zusdtzlich zu den am Anfang dieses Salzes gestellten Voraussetzungen
noch of ™" > 0 gilt, so konvergiert

~~x min

*
Pin  —P;
\/ﬁ “~k min
g

in Verteilung gegen eine Standardnormalverteilung.

Beweis. Siehe Anhang A.21, Seite 121. m

1

Durch Anwendung der inversen Transformation g~ erhalten wir bereichserhal-

tende Punkt- und Intervallschétzer:
Korollar 6.12. Unter den am Anfang des obigen Satzes formulierten Bedingungen
gilt fiir allei € {1,...,a} mit 0 < pX < 1:

(a) g7 (prmin) € (0,1) ist ein stark konsistenter Schitzer fir pyX.

(b) Unter der zusitzlichen Bedingung o™ > 0 ist

“~x min ~% min
. . . [ Rl—a/2 . o, Z1—a/2
Tmin T min -1 ~s% min in /2 ~4min in af
[ui,n X Oi,n ] g ( |:pi’n — —7])1.’” 4+ C (07 1)

v vn

fiir alle o € (0,1) ein asymptotisches (1 — a)-Konfidenzintervall fiir pX .
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Beweis. Behauptung (a) ergibt sich aus obigem Satz und der Stetigkeit von g~

Teil (b) folgt sofort aus

ﬁ;kmin _p*

X T mi T mi )

P (p € [ui"™ 0i,"]) =P (Za/2 <Vn Z%#min - < zl—a/2) —1l-a
,n
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Anhang A

Beweise

In diesem Anhang befinden sich die Beweise zu den Ergebnissen des Hauptteils dieser
Arbeit, deren Umfang iiber wenige Zeilen hinausgeht. Dementsprechend sollte dieses
Kapitel nicht fiir sich allein gelesen werden, sondern es sollte wihrend der Lektiire
des Hauptteils bei Bedarf zum Nachschlagen verwendet werden. Um das Suchen der
Beweise zu erleichtern, ist fiir jeden Beweis ein eigener Abschnitt angelegt worden.

Bei allen Beweisen in dieser Arbeit werden die grundlegenden Regeln der Maf-
und Wahrscheinlichkeitstheorie, wie zum Beispiel die Monotonie und die Linearitét
des Erwartungswerts, stillschweigend verwendet. Eine kurze und prézise Ubersicht
zu den wichtigsten Ausgangspunkten der asymptotischen Statistik findet man in den
Kapiteln 2 und 3 des Lehrbuchs von ( ).

A.1 Beweis von Satz 3.3

Beweis von Satz 3.5. (a) Falls F; = F; ist, Xq; also die gleiche Verteilung wie Xg;
hat, so ergibt sich aus Symmetriegriinden

1
p1 = PXa<Xn)+ 5 P(X51 = X11)
1
= P(Xu < Xy) + 5 P(X11 = Xo1) = pa.
Mit p; + po = 1 folgt sofort p; = py = %
Falls X1; und X5, symmetrisch um das gleiche Symmetriezentrum g verteilt sind,

so gilt
Xil_,u'\’,u_Xila i:1727

und deshalb
= P(Xo <Xn)+ % P(Xo1 = X11)
= PXogg—p< Xy —p)+ % P(Xo1 = X11)
= P(p—Xn <M—X11)+% P(Xo = X11)

1
= PXn <Xn) + 5 P(Xu = Xa) = ps.

95
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Der zweite Teil der Behauptung aus Teil (a) des Satzes ergibt sich also wieder aus
p1+p2=1

(b) Sei 0. E. d. A. pu; < pp. Da die Verteilungsfunktion Fy(- 4+ po — ) das
Symmetriezentrum g4 hat, folgt aus Teil (a)

/F2(35 + pip — 1) dFy () = %

Wegen Fy < Fy(- + pe — pq) erhalten wir

b1 = /FQ(ZL‘) dFl(l’) S /FQ(ZE+M2 —,ul) dFl(l’) = %

(c) Sei o. E. d. A. Fy stochastisch groer als Fy, das heifit, es gelte F(z) < Fy(z)
fiir alle z € R und es existiere ein xo mit Fj(xg) < Fo(xg). Aus Teil (a) dieses Satzes
und der Integraldarstellung relativer Effekte ergibt sich

1
/FldFl - 5

/(FQ—Fl)dFl :pl—/FldF1>0

Deshalb geniigt es

Zu zeigen.
Nach Voraussetzung gilt

Fy(xo) — Fi(xo) =€ > 0.

Wegen Fi(x) — 1 fiir ¥ — oo erhalten wir

€
Yo = sup {y cy > wo, Fo(z) — Fi(y) > 5} < 00.

Wir unterscheiden nun zwei Fille in Abhéngigkeit davon, ob Fj in yq stetig ist.

Sei zunéchst F) stetig in yo. Daraus folgt Fy(xg) — Fi(yo) = €/2 und deshalb
Fi(yo) — Fi(zo) = €/2. Fiir alle x € [z, y0] gilt Fy(x) — Fi(xz) > €/2. Insgesamt
erhalten wir

2
€

=—>0.
4

Yo Yo
/(FQ—Fl)dFlz/ (Fg—Fl)dFlz/ nglz :

€ €
0 20 2 2

Sei nun Fj nicht stetig in yg, das heifit, F; habe eine Sprungstelle mit einer Héhe
0 > 0 in yo. Wegen

Fy (o) = Fy () = lim(Fy(a) = Fy(a) >

DO | ™

und
Ey (yo) — Fy" (yo) = lim (Fy(2) — Fi(z)) >0

zlyo



A.2. Beweis von Satz 3.7 97

gilt
Fy(yo) — Filyo) = 5[F5 (s0) — Fi (vo)] + 55 (o) — FY ()] 2
Wir erhalten

/(FQ—Fl)dFl z/ (Fy — ) dF, 2/ Car > S.5>0.
{yo} {yo} 4

]

A.2 Beweis von Satz 3.7

Beweis von Satz 3.7. Wegen Korollar 3.4 auf Seite 25 gilt

1
is  — His dEs = Fuv dEs
P / / at — 1 Z

(u,v)#(i,5)
1
= /at—l Z Fuv+Es_Fzs dEs
(u,v)#(i,s)
R P
at — 1 et v ® o 2(at —1)

N /F.dﬂs—;.
at — 1 2(at — 1)

Die zweite Gleichung ergibt sich wie in (3.7) auf Seite 23 aus dem Satz von Fubini.
[

A.3 Beweis von Satz 3.9

Beweis von Satz 3.9. Sei zunichst F;s mit Bezug auf (Fis+F,,)/2 tendenziell kleiner
qls F,,. Unter Verwendung der Korollare 3.2 und 3.4 auf Seite 25 erhalten wir durch
Aquivalenzumformungen

Fs+ F Fs+ F
/ Zs_g uv dFL < / Zs_g uv dFu,U

= /Edezs+/FuvdEs < /Edeuv+/FuvdFuv
< /FuvdFis < /Edeuv
= /Fuvd-Fis< ]-_/FuvdEs
1
& /Fm,dFiS < 3

on

Damit ist Teil (a) bewiesen. Die anderen beiden Teile kénnen analog bewiesen wer-
den. O
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A.4 Beweis von Satz 3.10

Beweis von Satz 3.10. Fiir eine natiirliche Zahl m und reelle Zahlen x;,,
i=1,...,a, k = 1,....,m, s = 1,...,t, bezeichne r} fiir jede Teilmenge M C
{1,...,a} x{1,...,t} den Mittelrang von x;, unter allen Zahlen

{Tis : (i,8) € M, k=1,...,m}.

Die Rangsummen
m
M _ Z M
Tis = Tiks
k=1

definieren fiir gegebene ;x5 in natiirlicher Weise ein Wort auf {1,...,a} x{1,... t}.

Identifizieren wir {C, ..., Cy} durch die Bijektion Cjs — (i, s) mit {1,...,a} x
{1,...,t}, so kénnen wir dieses Wort als ein Wort auf {C1, ..., Cy} auffassen. Die
Menge aller auf diese Art erzeugter Worter heifit nach ( ) Kruskal-
Wallis-Worterbuch auf {C1,...,Cy}. In ( ) wird die Ubereinstim-
mung des Kruskal-Wallis-Worterbuches auf {C1, ..., Cy} mit dem Borda-Worter-
buch auf {C1, ..., Cy} gezeigt. Wir miissen also nur noch beweisen, dass das Kruskal-
Wallis-Worterbuch in dem Worterbuch der tendenziellen Relationen enthalten ist.

Dazu betrachten wir das Kruskal-Wallis-Woérterbuch wieder als ein Worterbuch
auf {1,...,a} x{1,... t}. Fiir gegebene x5, i =1,...,a,k=1,....m,s=1,...,t
sei F;, die durch

m

Fis(z) = %Zc(w — Tigs)

definierte Verteilungsfunktion. Durch Abzédhlen erhalten wir fiir alle Teilmengen
M c{l,...,a} x {1,...,t} mit den Bezeichnungen Fy = > ;s Fis/ [ M| und
™™ =M /m die Identitit

_ 1 1
FydF,,=—— 714 -~).
/ M m [ M] ( 2)

Also stimmt das zu den x;, gehorige Wort im Kruskal-Wallis-Worterbuch mit dem
zu den Verteilungsfunktionen Fj; gehorenden Wort im Worterbuch der tendenziellen
Relationen iiberein. O

A.5 Beweis von Satz 3.11

Beweis von Satz 3.11. Wir zeigen die folgenden Implikationen:

(a) Wenn Fj, tendenziell kleiner als F, ist, dann ist Fj, mit Bezug auf F.. ten-
denziell kleiner als F,,.

(b) Wen_n F;s und F,, tendenziell gleich sind, dann sind F;, und F,, mit Bezug
auf F.. tendenziell gleich.

(c) Wenn Fj, tendenziell grofler als F,, ist, dann ist F, mit Bezug auf F'.. tenden-
ziell groBer als F,,.



A.6. Beweis von Satz 3.12 99

Zusammen ergeben diese Implikationen die behaupteten Aquivalenzen.

(a) Fjs sei tendenziell kleiner als F,,, das heifit,

DO | —

1
/Fuv dF;s = P(Xuov < Xi1s1) + 5 P(Xu2o1 = Xi1s1) <

Da die Verteilungsfunktionen stochastisch geordnet sind, muss nach Satz 3.3
(siehe Seite 25) Fjs auch stochastisch kleiner als F, sein, also F;; > F,,
gelten. Wir zeigen unter Verwendung der Darstellung aus Satz 3.7 (siehe Sei-
te 33), partieller Integration und Korollar 3.4 (siehe Seite 25) die zur Behaup-
tung, F;s sei mit Bezug auf F.. tendenziell kleiner als F,,, dquivalente Aussage

Puv — Pis > 0.

at — 1
uwv — Mis — FdFuv_—
b P at—l/ 2(at — 1)

_ at /F-dﬂs—;
at — 1 2(at — 1)

S /F..d(Fw—E)
at — 1
at —
= F,— F,)dF.
at—l/( )
at ] — !
e F—F _— F'//
2 fo-ra (53300
1
at — 1

1 1
= 5 Fuv Es
at—1(2 / d >>O

(b) Nach Satz 3.3 kénnen die stochastisch geordneten Verteilungsfunktionen Fj,
und F,, nur dann tendenziell gleich sein, wenn sie identisch sind. Mit der
Darstellung aus Satz 3.7 folgt sofort p;s = puy-

(c) Ergibt sich bei Vertauschung der Verteilungsfunktionen aus Teil (a).

A.6 Beweis von Satz 3.12

Das folgende Lemma dient als Vorbereitung fiir die Beweise der Sétze 3.12 und 3.13.

Lemma A.1. Fir die Mittelwerte der relativen Effekte p;. und p., gilt

__at—t t—1 at — a a—1

i 3% PN d *8 P YT
Pe =il -y " =it awm o
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Beweis. Nach Satz 3.7 auf Seite 33 und Korollar 3.4 auf Seite 25 gilt
1 t
Di. = < His dEs
=2

B li at F dF 1
-t \at—1 T 2(at — 1)

_oat—t ¢ 1
T w1 T2 — 1) 2(at—1)
_oat—t o t-1
T a1 T % -1y
Die zweite Behauptung ergibt sich analog. O]

Beweis von Satz 3.12. Die Behauptungen folgen mit Lemma A.1 aus p;, € [0, 1] und
Pes € [0,1]. O

A.7 Beweis von Satz 3.13

Beweis von Satz 3.15. Nach Definition von v;, und v, geniigt es,

at —1 _ t—1 d at—1 _ a—1
i = i — und  pus=———D,— 5~
b at —t? 2(at —t) b at —al 2(at — a)
zu zeigen. Dies ergibt sich nach elementaren Umformungen aus Lemma A.1. O]

A.8 Beweis von Satz 4.1

Lemma A.2. Fir alle x € R gilt

Var [Eks(x)} < i

Beweis. Mit Hilfe der Jensenschen Ungleichung ergibt sich

Var [ﬁzks(as)} = Var

1 Miks -
Z Eksr (1’)]
iks 1

1 Miks

> Fisr(z) — Fisl)

= E

Miks
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]

Beweis von Satz 4.1. Die Erwartungstreue haben wir bereits durch die Konstruktion
sichergestellt.

Die erste Abschéatzung fiir die Varianzen ergibt sich mit Hilfe von Lemma A.2
folgendermaflen:

n

N 1 i 1 Miks N
Vi <Es n ) = V. Fz sr
ot () a (/\i-s ; Miks ; g (m))

n; Miks
= 5> Var (mlk > F,-ksr@c))

vS k=1 r=1
< 2 iv (ﬁ ( )) <!
— ar [ Fis(x) | < .
TN, k AN

Die zweite Abschatzung folgt aus dieser Ungleichung mit Hilfe der iiblichen Re-
chenregeln fiir Varianzen. O]

A.9 Beweis von Satz 4.2

Beweis von Satz 4.2. Wegen der gleichméBigen Beschrénktheit der Zufallsvariablen
Fis(x), k=1,...,n;, gilt nach dem Starken Gesetz der groBen Zahl in der Darstel-

lung von ( , Satz 11.4) fiir alle x € R
e 1 CAPN f.s
is,n<x> = . szs(x) - ES(I)
1S k=1

Das gleiche Resultat kann man vo6llig analog fiir die links- und rechtsstetigen Ver-
sionen der Verteilungsfunktionen und empirischen Verteilungsfunktionen beweisen.

Fiir jedes € > 0 existiert nun ein Menge & = {zg, x1,...,Zy} mit —oo = g <
< - <z, =00, so dass

Fi (x;) — Fif(zm1) <€

fur alle ¢« € {1,...,m} gilt. Fiir alle z € R\ « gibt es ein ¢ € {1,...,m} mit
Ti—1 < x < z; und deshalb

Fif o (wim1) = Fi(wim) — € < Fyyn(a) — Fyyla) < ﬁ_,n(xi) — Fi (7) +e

i8,m
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Da die fast sichere Konvergenz von Es,n, F;  und F} [+ sicherlich gleichméfig auf der
endlichen Menge @ ist, erhalten wir

f.s.
< e

o0

zsn_Es

lim sup ’

n—oo

Da dies fiir jedes € > 0 zutrifft, folgt die erste Behauptung des Satzes. Die zweite
ergibt sich jetzt aus der Dreiecksungleichung. O

A.10 Beweis von Satz 4.3

Beweis von Satz /.5. Es gilt

|Z/)\is,n - pis| = /—[:—\Izsn dﬁz‘s,n - /His dFis
= / <ﬁzsn — His) dﬁz‘s,n + /His d (ﬁzsn - -Fis>
< / (ﬁis,n — His) dﬁz‘s,n + ‘/Hisd (ﬁzsn — Fis) .

Auf den ersten Summanden konnen wir Satz 4.2 (siche Seite 48) sofort anwenden.

‘/ <ﬁis,n - H’LS) dﬁ’is,n
Den zweiten Summanden integrieren wir zunéchst partiell,
/His d <Es,n - Es) = /st dEs n /st szs

_ / FoundH,— (1— / F, dHis)
_ / (Fi = Fun) i,

um dann auch Satz 4.2 anwenden zu konnen:

'/ s zsn des _‘

fs.
=450

S Hﬁis,n - His

f.s.
=0.

Esn_}?is

e}

A.11 Beweis von Satz 4.5

Beweis von Satz /.5. Es sei 0 < € < 1 und die Verteilung der Zufallsvariablen X,
i=1,...,a, k=1,...,n, sei durch P1_¢picc gegeben. Unter der Bedingung (A1)
auf Seite 13 folgt aus Satz 4.3 (siehe Seite 50)
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Bran £s. / — § (1 — €)Fy + €G] d[(1 — €)Fis + €G]
a/ —
(u,0)#(i,5)

= (1 - 6) Dis + (1 /st dGlS

1— dF,
+e( € /at— Z Gy dF;s

(w,v)#(5,8)

1
+e [ — ) GudGi (A1)
(u,0)#(i,5)

Wegen

/HisdGis e [0,1],

/ T Z GudF;, € [0,1] und
w0)A(0,5)

Z G dGis € [0,1]
(u,v)#(i9)

gilt

(1-— €>€/His dGis+€(1 —€ / . Z Gy dFjs

(u )7 (i)

+€2/at1_1 Y GuwdGi e [0,1—(1—¢)].
(w,0)(irs)

Daraus ergibt sich

(1 —€)?pss + (1 — e)e/His dGis +€(1 —¢)

1_1( )Z G dF,

#(i,)
+ e2/ ! Z GuwdGis € [(1 — €)’pis, 1 — (1 — €)*(1 — pis)] . (A2)

at — 1 ,
(u,0)#(,5)

Falls p;s < 1 ist, sei
1 2
ng 0,1—5(1—6) (1—pw) s
und fiir p;s = 1 sei
1
K. = {5 (1-— 6)2,1] :

In jedem der beiden Félle ist K. kompakt und eine echte Teilmenge des Einheitsin-
tervalls [0, 1]. Wegen (A.1) und (A.2) gilt wie behauptet

Pu-gF+ec(Pisn € Ko) — 1.
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A.12 Beweis von Satz 5.1

Die Technik des Beweises von Satz 5.1 ist der des Beweises von Theorem 3.2 aus
( ) nachempfunden. Wir bereiten den Beweis durch ein Lemma
VOr.

Lemma A.3. Mit der Bezeichnung Fis = \igsFis gilt:
(a) Falls eins der vier Indexpaare (i,k), (i, k"), (u,w) und (v, w") von den drei
anderen verschieden ist, so ist

E |:/ (F\uwv - Fuwv) d (ﬁ;k’s - szs) / <[7\u’w/v’ - Fu’w’v’) d <Ek’s - Ek’s>:| =0.

(b) Falls nicht, so ist

’E |:/ (ﬁuwv - Fuwv) d <ﬁ;ks - Eks) / <F\u’w/v’ - Fu’uﬂv’) d <ﬁ1ik’s - F’ik’s>:| ‘

< 4.

Beweis. (a) Einer der vier Zufallsvektoren Xk, Xigrs, Xuwe und Xy ist un-
abhéangig von den drei anderen, je nachdem welches Indexpaar von den drei anderen
verschieden ist. Falls (¢, k) dieses Paar ist, folgt aus dem Satz von Fubini

E |:/ (ﬁuwv - Fuwv) d (ﬁzks - szs) / <F\u’w’v’ - Fu’w’v’) d (Ek’s - Ek’s):|
= E |:E (/ <ﬁuwv - Fuwv) d (-ﬁzks - Eks)

/ (F\u’w’v’ - Fu’w’v’) d <Ek’s - Ek’s) ‘Xik/57 quvy Xu’w’v’>:|

- b {/ <F\uwv B Fuwv> d(Fiks a szs)/ <ﬁulw/”/ - FU’w’U'> d (ﬁik’s - Ek’s>:|

= 0.
In den drei anderen Féllen verlduft der Beweis analog.

(b) Zunéchst gelten
‘/ (F\uwv - Fuwv) d (ﬁ;ks - Eks)
S ’/ (ﬁuwv - Fuw’u) df’zks + ‘/ (F\uwv - Fuwv) dEks

und aus dem gleichen Grund

/ <F\u’w’v’ - Fu/w’v/> d (ﬁ’ik’s - Ek/s)
Daraus folgt

|i/ (ﬁuwv - Fuwv) d (f’zks - Eks) / (F\u’w’v’ - Fu’w’v’) d (Ek’s - Fik’s)‘| ’ S 4

und somit die Behauptung. O]

<2

<2
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Beweis von Satz 5.1. Wir zeigen in diesem Beweis sogar fiir alle Paare (i, s)

[( 0 [ Biund (P = Fu) = Vit [ Hud () —F))2

was sicherlich die Behauptung beinhaltet.

~0,  (A3)

Wegen

ﬁ/ﬁd (Fin = Fis) —ﬁ/Hd(F—F)
— it [ (B = ) d (Fo - )

- \/_/— (Fuon = Fun) d(Fio — )

(u,v)#(1,8)

- Z / wan = Fur) d (Fion = Fio)
;i RN
s e

1 (u,v w=1 k=1
1 Ny Ny R R
- \/ﬁ / (Fuwv Fuwv) d <szs - Eks)
at —1 C AwoNis
(u,v)#£(1,8) w=1 k=1

erhalten wir durch Ausmultiplizieren

sty afut )

- E[(at—l)QuZ Z /\M)\uv,)\ ZZZ

(u,0)#(1,8) (u' W")#(4,8) w=1w'=1 k=1 k'=1
/ (ﬁuwv - Fuwv) d (Zﬁiks - Eks) / (F\u’w’v’ - Fu’w’v’) d (Ek’s - Ek’s)
S D DD I e WS WER >3y Z
uv);é(z s) (u/ ') #£(i,8) v w=1w'=1 k=1 k'=
E |:/ (ﬁuwv - Fuwv) d (ﬁ;ks - Flks) / (F\u’w/v’ - Fu"w/v’) d (Ek’s - Ek’s>:|

Vv
¢uwviksu’w/v/k/

Ny Mo/ Ny

= Z Z )\ )\u U//\2 Z Z Z Z Qbuwmksu 'w'v' k!

(uv);é(zs)(u W) #(3,8) w=1w'=1 k=1 k'=
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= (at — z): )\ )\u v//\2 Z Z Z ¢uwvzksu "w'v'k

(uv) (3,8) (u/,v")#£(1,s) w=1w'=1 k=1
Sis
at— 1 Z Z )\ )\u v’)\Q Z Z Zz¢uwmksuwv’k/-
(u,0)#(4,8) (! ,0")F#£(i,8) w=1w'=1 k=1 k'#k
T’Ls

Nun schétzen wir die Summanden S;; und T}, getrennt ab. Dabei benutzen wir Lem-
ma A.3. Die Aussagen dieses Lemmas lauten in der hier eingefiithrten Schreibweise:

0: eins der Indexpaare (u,w), (v, w’), (i, k), (i, k") ist
| Duwviksuwvisk’| < von den drei anderen verschieden,

4 : sonst.

Betrachten wir zunéchst S;s. Da fiir £ = k" auch (i, k) = (i, k') gilt, folgt aus
(u,w) # (v,w’), dass wenigstens eins der beiden Paare (u,w) und (v, w’) von
(7,k) und damit von allen drei anderen Paaren verschieden ist, und deshalb also
¢uwviksu’w’v’k = 0. Wir erhalten

|st| = ﬁ Z Z /)\2 Z Z ¢uwmksuwv’k

)\u ‘v
(u,v)#(1,8) v'#s w=1 k=1
n 4
(at — 1)2 Z Z )\u~v)\i~s .
(u,v)#(4,8) v'#s
Aus den Bedingungen (A1) und (A2) auf Seite 13 ergibt sich

(at —1)2 Z Z - Z Zat—12)\ v\

(“U)?é(ls) v'#s uv v (u,v)#(4,8) v ’755

4
PO eSO
(u,v)#(4,8) v ’#s
4t7’L0

(at — DNy

IN

Jetzt schitzen wir |T;| ab. Falls u # o' ist, gilt u # i oder ' # i, und deshalb
unterscheidet sich dann (u,w) oder (u/,w’) von allen drei anderen Indexpaaren. Wir
erhalten

Ny Ny
|Es| E § /)\2 E E E E qbuwmk’suw’v’k’
u,v) v'#s AuvA =1w'=1 k=1 k'#k

Fiir w # ¢ ist (i,k) von allen anderen Indexpaaren verschieden. Es bleibt also nur

noch
’1115 - Z Z )\ )\ /)\2 Z Z Z Z ¢zwvzkszw v’ k!

vts v/ #s w=1w'=1 k=1 k'+k
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iibrig. Wegen u = «' = 7 ist nur noch zu priifen, wann einer der Indizes w, w’, k und &’
von den drei anderen verschieden ist. Dies gilt wegen k # k' sicher fiir w = w'. Falls
aber w # w' ist, sind sogar alle vier Indizes w,w’, k und k' paarweise verschieden,
wenn nicht entweder w = k und w’ = k" oder w = &’ und w’ = k gilt. Es ergibt sich

|Es| - (lt _ 1 Z Z )\ )\ /A2 Z Z ¢zkmkszk’ 1k T+ ¢zk’mkszkv’k’)
vS k=1 k'#k
< (at — 1)? Z Z A2

v#£s v'#s Z S

Nun kénnen wir wieder auf die Annahmen (A1) und (A2) zuriickgreifen und erhalten

at—l ZZ - ZZ at—12)\2

v#s v'#£s l s v#£s v'#s
8”0 8t2n0
< 0.
- Z Z (at — 1)2N;. (at —1)2X;5 -
v#s v'F#s
Damit ist (A.3) schliefllich bewiesen. O

A.13 Beweis von Korollar 5.2

Beweis von Korollar 5.2. Aufbauend auf den asymptotischen Aquivalenzsatz neh-
men wir — unter anderem mittels komponentenweiser partieller Integration — einige

Umformungen an \/ﬁfﬁnd(ﬁ‘n—F)—\/ﬁfHd(ﬁ’n—F> VOr.
\/ﬁ/ﬁnd f‘n—F —\/E/Hd f’n—F>
(/H dF, —/HdF) n(/de’n+/ﬁndF—2/HdF>

— VB, —p) — (/HdF +1at—/FdH —Zp)

Es geniigt also, die Identitat

ﬁ(/Hdﬁ‘n—i—lat —/Fdﬁn—Qp)
R (Z L Z[\P - E<\Iu-k,n>]>

zu zeigen. Wegen

E(/Hdﬁnﬂat—/Fdﬁn—zp) = /HdF+1at—/FdH—2p
= p—i—lat—(lat—/HdF)—Qp—O
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reicht es,

/HdF /FdH Z Z\Ilkn
1=1

zu iiberpriifen. Wir fithren dies komponentenweise durch.

/Huv dﬁuv,n - /Fuv dﬁuv,n

= )\1 i/Huvdﬁukv_ Z /Fuvdﬂsn

WY =1 (zs #(u,v)
= S [ S LY [ R
- /\U.U uv ukv at —1 )\i-s uv iks
k=1 (4,8)#(u,v) k=1

= /\ivzu/Huvdﬁukv_atl_lz)\iSkZu/Fuvdﬁuks
= s#v =1

Fuv dEks

z;ﬁusl zs

zz <at_12 /FdF)

i#u k=
= (e [ b Z”u/Fdﬁ

— Ny s )\u.v uv ukv at — 1 o )\u.s uv uks
t

S (e [ )

= niu ukuv M + Z Z qukuv M

k= i#u k=1

1
= E — zkuv,n

’L

i=1 k=1

Die gleichméflige Beschranktheit der Zufallsvektoren W, ergibt sich wegen
n; < n sofort aus Annahme (A2) auf Seite 13. O

A.14 Beweis von Satz 5.6

Wir benotigen zunéchst folgendes

Lemma A.4. Fir jede Konstante M € R und jede natiirliche Zahl d gibt es eine
Nullfolge positiver Zahlen a,, mit folgender Eigenschaft: Fiir alle Folgen unabhdngig
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identisch verteilter und zentrierter d-dimensionaler Zufallsvektoren Y, mit Kovari-
anzmatriz 3, die durch M fast sicher beschrankt sind, gilt

1 n
P — Y., N0,X)| < ap.
2
Beweis. Nach Proposition A.5.2 auf Seite 457 in ( )
gilt fiir eine Konstante C' € R und jedes € > 0
1 n
pPl—F YlmN(O? 2) S f(ean)a
E

wobei

Fe,n) = max {2 2M2P (Y]] > en'/2) e} + 43023 [P (Y] > Enl/Q)]us
M2 1/2

+ CdMYE - Cd M flog

Mit der Wahl a,, = f (n_l/ 4 n) erhalten wir wegen der Beschranktheit der Y, und
wegen des langsamen Wachstums der Logarithmusfunktion (siehe ( )
Seite 77)

<a, — 0.

P [% g Ylm N(Ov E)

Nach dieser Vorbereitung kommen wir zum

Beweis von Satz 5.6. Wegen Korollar 5.2 auf Seite 60 und Lemma 5.4 auf Seite 61
genligt es,

P [\/ﬁ (Z nl Z{‘I’zkn - E(‘I’zkn)}> ,N(0, Vn)] — 0. (A4)

Zu zeigen.

Wir vereinbaren zunéchst einige Bezeichnungen. Die Menge M, sei das t-fache
kartesische Produkt der Menge {0, 1, ...,mg}. Fiir jedes m € M sei n;,, die Anzahl
der Versuchseinheiten in der i-ten Gruppe mit Dimensionsvektor m, das heif3t,

Nim = #{(i, k) : my, = m}.

Dariiber hinaus gelte

nn’Lm
Sim,n - Z zkn - E(\Ilzk,n)L

)

Vim,n -
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Da die Verteilung der Summanden Wy ,, — E(¥;;,,) nur von ¢ und my, abhéngt, ist
Sim.n €ine Summe unabhéingig identisch verteilter Zufallsvektoren.

Wir unterscheiden nun zwei Fille beziiglich der monoton wachsenden Folgen
(nim): Diese sind entweder beschriankt oder konvergieren gegen oo.

Im ersten Fall gilt

A /nnzm
Sim,n o zk:n - E(\Ilzk,n”
Vitim = —m n;

= \7/1_ Z Wik — E(Pirn)] — 0,

m;L=m

da nach den Annahmen (A1) und (A2) \/n/n; — 0 konvergiert und die Anzahl der
gleichméfig beschrédnkten Summanden in der Summe in der letzten Zeile beschrénkt
bleibt. Folglich gelten auch die Aussagen V', ,, — 0 und

Im zweiten Fall kénnen wir Lemma A.4 anwenden und erhalten eine Nullfolge
(@) mit
1Y [Sim,na N((), Vzm,n)] S anim .

Wegen n;y, — oo gilt a,,,, — 0 und also auch in diesem Fall (A.5).

Wegen Lemma 5.4 und nach (A.5) gibt es fiir alle (¢, m) Wahrscheinlichkeitsréu-
me (Qim, Aim, Pim) und darauf definierte Zufallsvektoren Yy, , und Z;pp, ,, mit

Yz'm,n ~ Sz’m,n) Zim,n ~ N(O, Vzm,n) und Yim,n - Zz'm,n f_S> 0.

Wir bilden das Produkt dieser Wahrscheinlichkeitsraume

(2, A,P) ® X (Uim. Aim, Pim)

i=1 meMy

mit den Elementen

Die darauf definierten Zufallsvektoren ?im,n und Zimm seien durch

Yz'm,n W Yim,n(wim) und Zim,n W Zim,n(wz‘m)

erklédrt. Daraus ergibt sich

gt > gt > f.s

Yim,n ~ Sim,Tw Zim,n ~ N<07 Vzm,n) sowie Yi'rn,n - Zim,n — 07
und damit auch

Z Z i\}irn,n ~ Z Z Sim,n

i=1 meM)j i=1 meMjy

=V (Z nl Z{‘I’zkn — E(‘I’ik,n)}> )
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i Z Zim’” ~ N(O,i Z Vim,n) =N(0,V,)

1=1 meM)j i=1 meMjy

sowie

S V- Y Zow S0

i=1 meM)j i=1 meMy

Die erneute Anwendung von Lemma 5.4 liefert schliefllich wie verlangt (A.4). O

A.15 Beweis von Satz 5.8

Lemma A.5. Xy,,..., X, n € N, seien unabhingige, gleichmdfig beschrdinkte
Zufallsvariablen mit E(Xy,) = 0. Dann konvergiert der Mittelwert

1 n
n
k=1
fast sicher gegen 0.

Beweis. Der Beweis kann vollig analog zu dem Beweis von Theorem 7.2 in
( ) gefithrt werden, wenn wir die dort verwendeten Zufallsvariablen X, ..., X,
jeweils durch X, ..., X, ersetzen. O

Beweis von Satz 5.8. Wir fithren den Beweis komponentenweise und gehen dabei
in den gleichen Schritten wie bei der Herleitung der Schétzer vor. Wir zeigen also
nacheinander

~ f.s.

Owvu'v'n — Owvu/v'n — 07 <A6)

~ . f.s.

Ouvu/v',n — Ouvu/v' ,n > 0 (A7)
und

. ~ f.s.

quu’v’,n — Owou/v',;n 0. <A8)

Aus Lemma A.5 ergibt sich wegen der gleichméfiigen Beschrénktheit der Zufalls-
variablen (Viruwn — E[Vikuon)) (Yikwv' n — E[Vikwo o)) fir alle i € {1,..., a}

1
n;

Z [(\Ilikuv,n - E[\I}ikuv,n])(\lliku’v’,n - E[\I}iku’v’,n])
k=1

- E[(\Dzkuv,n - E[\Ijikuv,n])<‘yiku’v’,n - E{\Diku/v’,n])H — 0.

Damit folgt (A.6) aus Annahme (A2) auf Seite 13.
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Fiir den Beweis von (A.7) zerlegen wir Guywv n — Gupwe n 1 zwel Summanden
und behandeln diese getrennt.

5uvuv no 6-uvuv n
= n Z Z tkuv,n zkuv,n])(qjiku’v’,n - E[\Iliku/v’,n])
i=1 U k=1
a 1 Mg
—-n Z Y (\Ijikuv,n - ﬂikuv,n)(qjiku’v’,n - ﬂiku’v’,n)

—1 ni(n; — 1) k=1

= n Z Z ikuv,n zkuv,n])(qjiku’v’,n - E[\Ilik’u’v',n])

i=1 Z k=1
—-n Z Z ikuv,n ,uzkuv n) (\Ijiku’v’,n - [Liku’v’,n)
i=1 z k=1
—-n Z nz — 1 (\I/ikuv,n - llikuv,n)(\lliku’v’,n — ,aik:u’v’,n)
k:l
a 1 g
= n Z F Z[(\Ijzkuvm - E[\Ijikuvm])(q]iku’v’,n - E[\Ijiku’v’,n])
i=1 ' k=1
_(\Ilikuv,n - ﬂikuv,n)(qjiku’v’,n - ﬂiku’v’,n)] (Ag)
a 1 n;
- NV \Ijz uv,n vi uv,n \I]z u'v'n T vi u'v'\n Alo
n;nf(ni—l);( kv — Hikuon) (Yikworn — Bikwo ) ( )

Der Subtrahend aus (A.10) konvergiert wegen der Annahmen (Al) und (A2)
sowie wegen der gleichméBigen Beschrinktheit der Zufallsvariablen (Vkyy n — flikuv.n)

(\Ijiku’v’,n - ﬂiku’v’,n) gegen 0.
Zur Behandlung des Summanden aus (A.9) zeigen wir zunéchst

max [E(Viunn) = ikl ts00. (A.11)

Im Fall w = 7 erhalten wir durch partielle Integration, die Dreiecksungleichung und
Anwendung von Satz 4.2 (siehe Seite 48)

kElaX _ |E(\Ijzkuv,n) - laikuv,n|

Ty,
= k:nil,a),( ‘_/Huvd )\ukauv - at — 1 Z /Fuvd )\uksFus>
u = m
o /Huv d </\ukauv,n) at — 1 Z /Fuv d )\uksFus n) |

nlj\/\mw /Huv d (Fuv - ﬁuv,n)

- 1 HU/\UkS/Fuvd<Fus_ﬁusn>
at — 1 oy Ayos ’
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X M/ <F\uv,n - Fuv) dHuv

1 A ~
- Hutuks / <Fus n - Fus) dFuv
at —1 = Aues ’

Ny A\ ~

S max ulub / Fuv,n - Fuv dHuv

k=1,..., T )\U"U

n k

_'_k:HllaX t—lz uuS/ us,n us dFuv

nu fas nu = f.s.
< F, — F, + F, - F — 0.
>~ )\u.v uv,n uv - at — 1 S#Zv )\u.s us,n us -

Im Fall u # ¢ kann man (A.11) analog beweisen.

Wir formen den Summanden aus (A.9) weiter um, damit wir (A.11) anwenden
kénnen:

a

1 &
n Z F zkuv,n - E[\Ijikuv,n])(qjiku’fu’,n - E[\Ijiku’v’,n])
i=1 ' k=1

_(\Pikuv,n - ,aikuv,n)(\piku’v/,n - ,aiku’v/,n)]

a 1 n; )
= n Z F zkuv,n] - ‘Pikuv,n)(E[qjiku’v/,n] - ,uiku/v’,n)
i=1 ' k=1
‘f‘(laiku’v’,n - qjiku’v’,n)(E[\I}ikuv,n] - Iaikuv,n)} ‘
a 1 n; )
S n ﬁ |:‘ (E[\I/zkuv,n] - \Ijikuv,n)(E[\Piku’v’,n] - ,uiku’v’,n)}
i=1 v k=1

+| (,aik:u’v’,n - \Piku’v’,n)(E[‘I}ikuv,n] - ,aik:uv,n) ‘:|

‘1
S n Z n_l k:rrll,a},(nl |:| (E[‘llzkuv,n] - \Ijikuv,n)(E[\Ijiku’v’,n] - [Liku’v’,n)|
+| (/]/ik:u’v’,n - \Piku’v’,n)(E[‘I}ikuv,n] - /]/ikuv,n) ‘]
‘1
S n Z n_l < k:rrll,a},(nz |(E[qukuv,n] - \Dikuv,n)(E[\Diku’v’,n] - ,aiku’v’,n)‘
=1

+ & nglax ) |(/1iku’v’,n - \Pz’ku’v’,n)(E[\I}ikuv,n] - /]/ikuv,n) ‘) .

Aus der Annahme (A2), der gleichméBigen Beschrianktheit der Zufallsvariablen
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EWVikuwn] — Yikwwn U0 ik n — Yikworn Sowie (A.11) ergibt sich nun

n Z n; ( maX E[\Ilzkuv,n] - qjikuv,n)(E[qjiku’v’,n] - ﬂiku’v’,n)}

7 -

-~ . f.s.
+ e Hllaxn |(ﬂiku’v’,n - \Diku’v’,n)(E[\Ijikuv,n] - ﬂikuv,n) D - 07
so dass (A.7) schlielich bewiesen ist.
Zur Vorbereitung des Beweises von (A.8) zeigen wir
kEIIlaX qu’kuv,n - {I}ikuv,n f_S> 0 (A12)
und .
K HllaX |/1'zkuv n //Zikuv,n| e 0. (Al?))

Fiir u = i erhalten wir durch die Dreiecksungleichung und Satz 4.2

~

\Ijz’k;uv,n - \Ilikuv,n

Ny ~ 1 Ny ~
Hm,dFuv— FuvdFus
Auv / T at—1 2 Aus / g
s#v
m -~ ~ 1 Ny, ~ ~
- HuvndFuv FuvndFus
)\u-v/ 7 . +at_1;>\us/ 7 ’

n ~ ~
- Huv - Huv n) dFu v
Ny
— I3
(It—lz / uv uvn d uks

max
k=1,....,n4

= max
k=1,...,nq

= max
k=1,...,nq

S max u / ‘Huv,n - Huv dﬁukv
k=1,...,nq uv
n
+kmaXn (Zt—lz = / uv,n uv dFuks
S = Huv,n_Huv + “ Fuvn_Fuv —S>0
)\u-fu 00 at — 1 v )\u~s 00

Fiir u # i ergibt sich (A.12) analog, so wie sich auch (A.13) analog nachweisen lésst.
Nun formen wir zum Nachweis von (A.8) den Ausdruck |Gupuv/.n — Cuvurvrn| SO
um, dass wir (A.12) und (A.13) anwenden konnen:

~

yﬁuvu’v’ n — Ouvu/v' n‘
- n E E |:< ikuv,n ﬂikuv,n) (\I/iku’v’,n - ﬂiku’v’,n)
i=1 Z k=1

- (qjikuv,n - Mikuv,n) (lljiku’v’,n - ,U/iku’v’,n>:| ‘
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a 1 n;
= |n E P |:<‘Ilik:uv,n - ﬂikm},n) <\Ijiku’v’,n - ‘I}iku’v’,n)
; i
- (qlikuv,n - ﬁikuv,n) <[Liku’v’,n - ﬂiku’v’,n)

~

+ (lpiku’v’,n - ,U/ik‘u/v’,n> <\Ijikuv,n - qjikuv,n)

- (‘Ijiku’v’,n - ,uiku’v’,n) (,aikuv,n - Nikuv,n)}

~

a n;
1 « .
S n Z P Z |:’ (‘Ijikuv,n - /M'kuv,n) <\I[iku’v’,n - \I}iku’v’,n) ‘
+ (qjikuv,n - ,aikuv,n) <,a'iku’v/,n - ﬁiku’vﬂn)
+ (‘Iliku’v’,n - ﬁiku’v’,n) <‘I}ikuv,n - qjikuv,n) ‘

+ (qjiku’v’,n - Miku’v’,n) (Iaikuv,n - Mikuv,n)

a 1 ) R
S n Z n—z k:HllaX |:‘ <\Ijikuv,n - Mikuv,n) (\Ijiku’v’,n - \Ijiku’v’,n)
=1
+
_l_

—_

yeees T
(qjikuv,n - Iaikuv,n) (ﬂiku’v’,n - Niku’v’,n)

(qjik’u’v’,n - ﬂiku’v’,n) (qjik‘uv,n - q’ikuv,n) ‘

|

+ (qjiku’v’,n - ﬂiku’v’,n) (,aikuv,n - Mikuv,n)

(\Ilikuv,n - ﬂikuv,n) <\Ijiku’v’,n - \Iliku’v’,n) ’

‘1

< ng —( max
— n; \k=1,..n;
1=

+ max (‘Ijikuv,n - ,aikuv,n) <,aiku’v/,n - ,Uiku’v/,n>

=1,...,n;

+ max (qjiku’v’,n - ﬂiku’v’,n) (lpik’uv,n - qjikuv,n) ‘

=1,...,n;

Aus der Annahme (A2), der gleichméfigen Beschrianktheit der Zufallsvariablen

~

\Ijikuv,n - ﬂikuv,n und \Iliku’v’,n — ﬁiku’v’,n sowie (A12) und (Al?)) ergibt sich

a
1
n E — max
- n; k=1,...,n;
i=1

+ max (\I]ikuv,n - ﬂikuv,n) <,aiku’v’,n - Miku’v’,n)

k:l,...,ni

+ max (qliku’v’,n - Miku’v’,n) (,aikuv,n - Mikuv,n)

k=1,...,’n¢

<\Ijik:uv,n - /likuv,n) (\Iliku’v’,n - \Diku’v’,n)

+ max (\Iliku’v’,n - /M'ku’v’,n) (lllikuv,n - ‘Ijikuv,n) ’

k=1,...,n¢
f.s.
) = 0.

+ max (‘Piku’v’,n - ﬂiku’v’,n) (,aikuv,n - ﬂikuv,n)

k=1,....,n;



116 Anhang A. Beweise

Somit ist schlieBlich auch (A.8) bewiesen.
Die zweite Aussage des Satzes ergibt sich aus der Tatsache, dass aus der fast

sicheren Konvergenz gleichméflig beschrankter Zufallsvariablen auch die Konvergenz
aller Momente folgt (siehe z. B. : , Abschnitt 2.5). O

A.16 Beweis von Satz 5.10

Bewets von Satz 5.10. Nach Satz 5.6 auf Seite 62 und Lemma 5.4 auf Seite 61 exis-
tieren Zufallsvariablen

is,m

Wegen Annahme (A4) folgt Y,,/0is.n— Zn/0isn fs, 0, also wiederum nach Lemma 5.4

p |V =P N, 1)] -0

is,n

und damit aufgrund von Lemma 5.3 /n(Disn — Dis)/Tism 2, N(0, 1). Weiterhin gilt
wegen Annahme (A4) und Korollar 5.9 auf Seite 65

Ois;n Ois;n — Oisn +1 fs.

= =
Oisn Oisn

1.

Mit dem Satz von Slutsky erhalten wir schliefSlich

\/ﬁﬁlsﬁ — Dis _ Zis,n\/ﬁ@s’” — Pis g N(O, 1)

Oisn Ois,n Oisn

Die anderen beiden Aussagen des Satzes konnen analog bewiesen werden. O]

A.17 Beweis von Satz 5.13

Beweis von Satz 5.13. Wir fiihren den Beweis fiir p;s. Fiir p;, und p,, sind analoge
Beweise moglich.

Zunéchst schliefen wir die Félle p;s = 0 und p;s = 1 aus. Im Fall p;s = 0 gilt
nach Definition 3.2 auf Seite 30 fur alle Paare (u,v) # (i, s)

1
P(Xu2v1 < Xi1s1) + B P(Xu2u1 = Xi1s1) = 0.
Deshalb gilt fiir alle Indizes (k, ¢) und (u,w,v,r)
1
P(quvr < Xiksf) + 5 P(qum‘ == Xik:sﬂ) = 0.

Also ist W, fiir alle Paare (u, w) fast sicher konstant:

ni AR 1 ni (pogp B 1 ni .
Ai-s f st dF“US at—1 Zv;ﬁs Ai-s f FZS dF“U’U - at—1 Zv;ﬁs Xiis =14,
_ t f fs. _ t .

L &fESdFuwv = =1 L D1 u.

at—1 v=1 Ay.v at—1 v=1 Ay.v

\I]uwis,n =
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Damit folgt im Widerspruch zu Annahme (A4) auf Seite 65 fir alle n € N

lsn_var (\/_Zn Z\Duwzsn) —nZnQZvaI' uwzsn :0

u=1 w=1

Ebenso ldsst sich zeigen, dass p;s = 1 im Widerspruch zu Annahme (A4) steht.

Wenden wir nun die Delta-Methode in Form von Theorem 3.1 aus
( ) mit den Bezeichnungen ¢ = g, 0 = pjs, T}, = Pisn und 1, = /n/04s, an, so
erhalten wir
\/—g(pzs n) — g<pis> 2) N(O, 1).
(pzs>azs n
Wegen der Konsistenz von p;s, der Stetigkeit von ¢’ und ¢'(p;s) # 0 gilt

g/(pis) f_s>

— 1.
gl(pis,n)

Aus dem Beweis von Satz 5.10 (siehe Seite 65) wissen wir bereits 0ys.,,/0isn Is

konvergiert. Nun folgt die Behauptung aus dem Satz von Slutsky:

~ . ) 1o . . — .
g(pz&n) g(pzs) g (pw) Tisn o g(pzs,n) g(pzs) g N(O, 1)

g/(ﬁis,n)b\'is,n B g/(ﬁis,n) a\'is,n g/(pis)az‘s,n
]
A.18 Beweis von Satz 6.5
Beweis von Satz 6.5. Wir zeigen zunéchst
Fpin — qmin 22 0, (A.14)
Es gilt
;?mln _ /ymln — 851(,5 _ 0-7:)7«{711/ — 37:)7«{3{ (Ozlfn a-\Bl/”) + 0”” (8574(»5 B 0-7:)74{3'4/)
G T CHC

Wenden wir Annahme (A2) auf Seite 13 auf die Gleichungen (6.3) und (6.4) (siehe
Seite 86) an, so erkennen wir, dass die Schétzer O'Z , und o 0'“ n ¥ gleichmiilig beschriinkt
sind. Da die Y kelne Empunktverteﬂung haben, gilt 72 > 0. Mit der Identitit (6.2)
auf Seite 86 folgt o}, > 73 > 0, also 1/0}; 1/712,. Wegen Satz 6.4 (siehe Seite 87)
ergibt sich

nn—

P (hmlnfa > 732/) =1

und damit . )
Pl — < =] =1. A.15
(1o o, = =) (4.15)

Durch Anwendung von Satz 6.4 auf o}, , -0},

nund 0¥ —o; ¥ erhalten wir schlieBlich
(A.14).
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(a) Um die starke Konsistenz von pmln nachzuweisen, miissen wir

~ . s f.s.
Pt =07 =P — 07—V (B — 1)) =2 0
zeigen. Aus Satz 4.3 auf Seite 50 wissen wir bereits
Pl —p =50 wnd B, —pl =0,

Die starke Konsistenz ist deshalb bewiesen, wenn fiir eine Konstante M € R

P (hm sup hmm

n—oo

M) =1 (A.16)

Smin

gilt. Wegen 3" = ;7% /a7, ergibt sich dies aus der gleichméBigen Beschrénktheit
der 75Y und (A.15)

mn,n

(b) Es ist
~min\ 2 i\ 2

min min
@) — (o )

X X mmAXY min _XY ~min]4 Y minl12 _Y f.s.

- Uii,n - Uii,n - 2 (/71 n mn - 7@n Uun) + [’yi,n } 04 no [’72 n ] Uz’i,n 0

A VvV 4 TV 4 ~ TV -
An By Cn

zu zeigen. Dass A, fast sicher gegen 0 konvergiert, wissen wir bereits aus Satz 6.4.
Um nachzuweisen, dass B, und C,, fast sicher gegen 0 konvergieren, zerlegen wir
diese weiter:

o ~min (~XY XY XY (~min min
Bn - 271',71 (Uii,n — 0y n) + 2011 n (/yz n ,yz n )
in2 2
_ ~min ~Y Amm mln
Cn - |:7’L,TL ] (O-ii,n — 0y n Oiin ( Vzn — Yin ] >

- [?:lrlbn] ’ (8—2;n — 0y n) O n (;Y\qu;n + /y;n?’in) (:y\szin - fﬁnrin) .

Nun ergeben sich B, 50 und C, 1%, 0 aus der gleichméfligen Beschrinktheit der
oY der o), und der v sowie aus (A.14), (A.16) und Satz 6.4.

,n ? un ,m

(c) Nach Satz 6.3 auf Seite 85 und Lemma 5.4 auf Seite 61 existieren Zufallsvek-

toren X & .
- (7)-e(£7)
und
() (3 )
T\ ar 0 )\ or oty
mit

r,— A, 0.

Wegen der gleichméfligen Beschranktheit der ’ymm und wegen der Annahme
liminf,,_ amm > ( folgt daraus

X _ ominTY X _ omin AY X X Y Y
Fn ’yi,n Fn . An fyi,n An o Fn - An __ . min Fn - An f.s. 0
O.Inin O.min - min P)/i,n O.min :
2,n i,n 7N @,n
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Unter Beachtung von

FX _ minFY X min (Y _ Y A mlnA
£ ANy Ut i w1 (L. —p) o —iA N0, 1)
Ui,n Ui,n Ji,n
ergibt sich somit durch erneute Anwendung von Lemma 5.4
~ min (Y _ Y
p <\/ﬁpl,n rY;,n:Ln ( 7,1 pz ),N(07 1)) N O
Ui,n
und nach Lemma 5.3 auf Seite 61
=~ _ Amin (Y YV
il TP P20 2 g ),
Zum Beweis der Behauptung fehlt nun nur noch der Nachweis von
~ min (Y _ Y X Amin (Y _ Y
i Pon i w1 (Pl —n)) i P i — (PL—p) » (A17)
Ji,n Ui,n
sowie
’\X_ Smin (Y YV ’\X_ Smin (Y YV
Sl vin?n (Pl —p) i P 7;7; (PL—p) » (A18)
Ui,n Ui,n
Zum Nachweis von (A.17) bemerken wir zunéchst
’\X_ min (Y _ Y ’\X_ Smin (Y _ Y
il an?n (Pl — ) i P vin?n (P, —p))
Ui,n Uin
T — i
= min \/_( l’”« b ) :
O-’LTL
Wegen ’ymm ’yzmﬁn 1%, 0 und lim inf,, O’mm > 0 gilt
71 n ’YZ n f_S) 0.
a;f;;“
Weil zudem auf Grund von Satz 6.3 auch
pVn (i, —p7) N(0.05,)] =0
gilt, ergibt sich (A.17) und damit
=~ Smin (Y Y
oL U RN (A.19)
ot

@,n

aus Lemma D.15 in Domhof (1999).
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Um (A.18) zu beweisen, schreiben wir

5X X _amin (57 _ ¥ 5X _ pX _gmin (57 v
S Lt Ml (Pl —p) i P =P = (P, —p)

min “~~min
(o L
in in
b.\min o O.min ~ _ X _ Zmin (Y _ Y
_ in in \/ﬁpz,n i 72,11 p'L,n b;
- 6.\min O.min '
in in

Wegen Teil (b) dieses Satzes gilt

p (hm inf &0 > lim inf o—;n;n> —1,
n—oo ) n—oo ’

min

©,n

so dass wir auf Grund der Annahme liminf,,_,. o

von Teil (b)

> () bei erneuter Anwendung

“~min min

Oi,n Ji,n f.s.
“~~min 0
g

erhalten. Nun ergibt sich (A.18) unter Beriicksichtigung von (A.19) aus dem Satz
von Slutsky. O

A.19 Beweis von Satz 6.7

Beweis von Satz 6.7. Nach Satz 6.3 auf Seite 85 gilt jedenfalls
~X X / Y v / /
p|Vol(p, —p") (P, —P ,N(0,V,)| — 0.

Da p eine Metrik ist und somit der Dreiecksungleichung geniigt, miissen wir wegen
Lemma 5.3 (siche Seite 61) nur noch

p[N(0,V,,),N(0,V)] — 0

zeigen. Dies ergibt sich auf Grund der gleichméfigen Beschranktheit der V,, aus den
Sétzen D.12 und D.14 in ( ). O

A.20 Beweis von Satz 6.9

Beweis von Satz 6.9. Die Abbildung

e (5)-(5)

ist differenzierbar und hat an der Stelle (x,y) die Jacobische Funktionalmatrix

Do) = ( g’gx) g’?y) ) '
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alam m )=l ) ()

und Satz 6.7 auf Seite 90 liefert die multivariate Delta-Methode (siehe z. B.
, Theorem 3.1)

/i ( 9 (Pin) =9 (p7) ) 2N (0,¢’(p5{,p;)v¢’/ x Y))

g (ﬁZ,/n) -9 (pzf) (pi Dy

() (e )

7 i

Wegen

Y

A.21 Beweis von Satz 6.11

Beweis von Salz 0.11. (a) Aus Satz 4.3 auf Seite 50 wissen wir bereits p;, Lo, pX

und @Yn Is, pY. Wegen der Stetigkeit von g und ¢’ erhalten wir

g9 (P) "9 ). ¢ (B%) "9 () wd g (BL) o). (A20)
Wegen Satz 6.8 auf Seite 91 gilt auflerdem

~x fs. X ~y fs. Y ~XYy fs. XY
Otim — 04y Ogyn — 04 und Oiin > O - (A.21)

Da die Verteilung der Yj; keine Einpunktverteilung ist, gilt o} > 0 und deshalb auch
1 fs. 1

Anhand der Gleichungen (A.20), (A.21) und (A.22) ergibt sich aus den wohlbekann-

ten Rechenregeln fiir die fast sichere Konvergenz schrittweise zunéchst

~Skmin g, (ﬁ’i(n) 8’2{21/ fs. gl (sz) O-gi(y __ _xmin
T C ] S P (A.29)
und damit auch
it = g () A o (i) — 9 (0))]

Ls. * min

g
= g (p) =" g () =9 ()] =Pl

(b) Mit den Gleichungen (A.20), (A.21) und (A.22) und den wohlbekannten
Rechenregeln fiir die fast sichere Konvergenz kénnen wir auch Behauptung (b) be-
weisen:

~*min 2 ~ 2 [~ (851(’5)2
G~ g ) (— gt
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(c) Wegen (A.23) und wegen des Lemmas von Slutsky gilt

* min
~EY; . ~smin __

pzn pz in ;k *min __ 2% min AzYn - 2/

und damit nach Korollar 6.10

~~x min

Vi PPN ),

0;

Aus Teil (b) dieses Satzes und wiederum dem Lemma von Slutsky folgt nun

~Sk min ~Sx min * ~x min * min ~~x min *
\/—pzn \/—pzn b; g, —0; \/—pzn —Db; P 0
* min /\* min “S* min * min

g, g, o,

3 (2 3

und deshalb wie behauptet

~~x min

ylin PP oNo,1).

“S% min
Uz



Anhang B

Software

Zur praktischen Umsetzung von Teilen der in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren
existieren zwei vom Autor der vorliegenden Arbeit erstellte SAS-Makros: RE_CI und
SIMPLE_RE_CI. Die beiden Makros sind iiber das Internet unter der URL

http://www.ams.med.uni-goettingen.de/Projekte/LD/Makros_LD.html

erhéltlich. In den folgenden beiden Abschnitten wird kurz die Handhabung der bei-
den Makros beschrieben.

B.1 Das Makro RE_CI

Ist das Makro RE_CI in der Datei RE_CI.SAS im Pfad PATH enthalten, so kann es in
SAS mit dem Befehl

%INCLUDE ’PATH/RE_CI.SAS’;

eingebunden werden.

Die SAS-Datensétze miissen, um mit dem Makro ausgewertet werden zu konnen,
fiir jede Beobachtung X4, eine Zeile enthalten. Jede Zeile muss die Informationen
dariiber enthalten, zu welcher Gruppe und welcher Versuchseinheit die Beobach-
tung gehort, sowie unter welcher Bedingung die Beobachtung gemacht wurde. Somit
besteht ein Datensatz fiir das Makro RE_CI in der Regel aus vier und in den Spezi-
alfdllen a = 1 oder ¢t = 1 aus drei Variablen mit der folgenden Bedeutung:

e Gruppenvariable (falls a # 1): Bezeichnungen fiir die Gruppen.

e Versuchseinheitsvariable: Bezeichnungen fiir die Versuchseinheiten. Alle Ver-
suchseinheiten miissen auch dann, wenn sie zu unterschiedlichen Gruppen
gehoren, verschiedene Bezeichnungen tragen.

e Bedingungsvariable (falls ¢ # 1): Bezeichnungen fiir die Bedingungen.

e Beobachtungsvariable: Werte der Beobachtungen. Fehlende Werte konnen
durch einen Punkt dargestellt werden.

Der Datensatz fiir den Wasser-Irrgarten-Test kann zum Beispiel auf folgende Weise
erzeugt werden:
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DATA wasser;
INPUT behandlung $ mutter tag score;

CARDS;

Placebo
Placebo
Placebo
Placebo
Placebo
Placebo
Placebo
Placebo

Dosis3

RUN;

NNDNNDNEFE = = -

19

NN, NEDNP-

13
21
11
21
14
13
20
21

21

Das Makro RE_CI verfiigt iiber sechs Schliisselwort-Parameter:

DATA: Name des auszuwertenden Datensatzes.

VAR: Name der Beobachtungsvariablen.

GROUP (falls a # 1): Name der Gruppenvariablen.

TIME (falls ¢ # 1): Name der Bedingungsvariablen.

SUBJECT: Name der Versuchseinheitsvariablen.

ALPHA: Legt das Niveau der Konfidenzintervalle auf 1 - ALPHA fest. Die Vor-

einstellung ist 0.05.

Der Aufruf des Makros zur Berechnung von 90%-Konfidenzintervallen fiir das oben

genannte Beispiel lautet dementsprechend:

#RE_CI(DATA=wasser, VAR=score, GROUP=behandlung, TIME=tag,

SUBJECT=mutter, ALPHA=0.1)

Auf der ersten Seite der Ausgabe des Makros befinden sich allgemeine Informa-
tionen iiber den Datensatz, wie Namen, Anzahlen und Stichprobenumfinge. Fiir das
in diesem Abschnitt gewéhlte Beispiel hat die erste Seite die folgende Gestalt.

Point Estimators and Confidence-Intervals for Relative Effects

SAS-Data-Filename: wasser

Response-Variable: score

Group-Variable:
Time-Variable:

gruppe
tag

Subject-Variable: mutter

Observations:
Groups:
Timepoints:
Subjects:
Missing Values:

288

72
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Group-Nr. Group-Name Time Point-Nr. Time Point-Name
1 Dosisl 1 1
2 Dosis2 2 7
3 Dosis3
4 Placebo
Group Time Subjects Observations Missing Values
1 1 17 34 0
1 2 17 34 0
2 1 19 38 0
2 2 19 38 0
3 1 19 38 0
3 2 19 38 0
4 1 17 34 0
4 2 17 34 0

Die zweite Seite der Ausgabe enthélt die Punktschitzer (Uberschrift RE), Schéit-
zer fiir die Varianzen (Uberschrift Variance) und die Konfidenzintervalle auf Grund-
lage der Normal-Approximation (Uberschriften Normal Low und Normal Up) und
der Transformationsmethode (Uberschriften Trans Low und Trans Up). Zu beach-

ten ist, dass es sich bei den Varianzschéitzern nicht um die 2 . sondern um die

18,

Varianzschétzer fiir die pjs ., also um 81-28771 /n handelt. Fiir das hier betrachtete Bei-
spiel sieht die zweite Seite der Ausgabe folgendermafien aus.

Relative Effects, Variances and Confidence-Limits (alpha=0.1)

Group Time RE Variance Normal Low Normal Up Trans Low Trans Up
1 1 .47709 .00257 .39370 .56049 .39509 .56035
1 2 .65563 .00298 .56590 . 74535 .56131 .73910
2 1 .39234 .00292 .30344 .48124 .30781 .48385
2 2 .61980 .00246 .53829 .70131 .53564 .69733
3 1 .27720 .00188 .20594 .34846 .21181 .35371
3 2 .525651 .00263 .44121 .60981 .44128 .60831
4 1 .38329 .00241 .30251 .46407 .30633 .46659
4 2 .66914 .00189 .59758 . 74070 .59413 .73643

B.2 Das Makro SIMPLE RE_CI

Das SAS-Makro SIMPLE_RE_CI unterscheidet sich von dem Makro RE_CI insofern,
als es nur Datensétze aus Versuchen mit einer einfacheren Strukur auswerten kann.
Fiir alle Tripel (i, k, s) muss bei diesem Makro m,; = 1 gelten. Es diirfen also keine
Werte fehlen und keine abhéngigen Messwiederholungen vorliegen. Zusétzlich zu
den vom Makro RE_CI berechneten Konfidenzintervallen auf Grundlage der Normal-
Approximation und der Transformationsmethode kénnen mit dieser Einschrankung
mit dem Makro SIMPLE_RE_CI aber auch Konfidenzintervalle auf Grundlage der
t-Approximation und der Perzentilmethode ermittelt werden.

Die beiden in diesem Anhang vorgestellten Makros stimmen in Bezug auf ihre
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Einbindung, die Struktur der zugehorigen SAS-Datensétze und die Syntax im We-
sentlichen {iberein. Um also zum Beispiel den Datensatz aus der Schulterschmerz-
Studie zu bearbeiten, konnte der SAS-Datensatz zunédchst durch folgendes Pro-
gramm erzeugt werden:

DATA schulter;
INPUT patient behand $ tag score;

CARDS;
1 Y11
1 Y21
1 Y31
1Y41
1 Y51
1Y61
2Y13
19N 61

RUN;

Beim Aufruf des Makros SIMPLE_RE_CI steht im Vergleich zum Makro RE_CI der
zusétzliche Schliisselwort-Parameter BOOT zur Verfiigung, durch den die Anzahl der
erzeugten Bootstrap-Stichproben festgelegt wird. Die Voreinstellung betriagt 5000.
Um zum Beispiel 95%-Konfidenzintervalle mit 10000 Bootstrap-Stichproben zu be-
rechnen, kann das Makro fiir obiges Beispiel wie folgt aufgerufen werden:

%SIMPLE_RE_CI(DATA=schulter, VAR=score, GROUP=behand, TIME=tag,
SUBJECT=patient, BO0OT=10000)

Die erste Seite der Ausgabe besteht wie bei dem anderen Makro aus allgemeinen
Informationen, also Namen, Anzahlen und Stichprobenumfangen:
SIMPLE_RE_CI
Point Estimators and Confidence-Intervals for Relative Effects

SAS-Data-Filename: schulter

Response-Variable: score Observations: 246
Group-Variable: behand Groups: 2
Time-Variable: tag Timepoints: 6
Subject-Variable: patient Subjects: 41
Group-Nr. Group-Name Subjects Time Point-Nr. Time Point-Name
1N 19

2Y 22

DO WN -
o O W
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Die zweite Seite informiert iber Punktschéitzer, Varianzschéitzer und Konfidenz-
intervalle. Wir geben zunéchst eine Liste der Uberschriften in der Ausgabe und den

darunter zu findenden Grofien an:

e Group: Gruppennummer.

e Time: Bedingungsnummer.

e Bt Low / Bt Up: Untere / obere Grenzen der Konfidenzintervalle [u

RE: Punktschétzer pjs .

Var: Varianzschiitze o2 , /n.

N Low / N Up: Untere / obere Grenzen der Konfidenzintervalle [u
t Low / t Up: Untere / obere Grenzen der Konfidenzintervalle [u

Tr Low / Tr Up: Untere / obere Grenzen der Konfidenzintervalle [u

N N

O:

15,n7 Cis,m

t o

is,my Cis,n] "

T

S,m)

P

1S,m)

Fiir unser Beispiel sieht die zweite Seite der Ausgabe folgendermaflen aus:

Group Time
1

NN NNNDNDRE PP 22

Relative Effects, Variances and Confidence-Limits (alpha=0.05)

OO WNEFE OO WN -

RE

.5760
.7050
.6895
.7333
.5994
.5125
.4647
.4080
.3355
.3523
.2951
.3288

Var
.0036
.0020
.0022
.0019
.0027
.0016
.0031
.0025
.0017
.0018
.0014
.0018

N Low N Up
.4583 .6936
.6162 .7937
.5967 .7822
.6470 .8196
.4970 .7018
.4334 .5915
.3562 .5743
.3099 .5061
.2644 .4165
.2683 .4363
.2229 .3674
.2460 .4116

t Low t Up
.4508 .7011
.6109 .7991
.5909 .7880
.6416 .8249
.4907 .7081
.4296 .5953
.3512 .5783
.3065 .5095
.2518 .4191
.2656 .4389
.2205 .3698
.2434  .4142

of,]

is,n

ol 1.

is,n

Tr Low Tr Up Bt Low Bt Up

.4562
.6093
.5901
.6388
L4942
.4338
.35685
.3146
.2597
.2735
.2283
.2519

.6874
.7854
. 7740
.8104
.6962
.5906
.5743
.5085
.4207
.4400
.3721
.4162

.4610
.6164
.5960
.6459
.4962
.4283
.35692
.3157
.2611
.2749
.2300
.2544

.6879
L7911
.T787
.8155
.6979
.5845
.5736
.5103
.4209
.4413
.3705
.4149
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Anhang C

Simulationsergebnisse

C.1 Panik-Skala-Studie I

Tabelle C.1: Simulierte Niveaus fiir die Konfidenzintervalle zur Panik-Skala-Studie I
bei einem vorgegebenen Niveau von 95%.

Methode
Woche pis, Normal t Transf. Perzentil
0,90 90,1% 91,9% 93,6% 90,1%
0,66 92,6% 94,4% 93,1% 92,1%
0,51  932% 95,0% 93.6% 92,5%
0,27  93,3% 94,9%  93,9% 92,6%
0,16 91,1%  92,7%  93.2% 91,3%

0 O = N O

Tabelle C.2: Simulierte durchschnittliche Langen der Konfidenzintervalle zur Panik-
Skala-Studie I bei einem vorgegebenen Niveau von 95%.

Methode
Woche Dy, Normal t Transf. Perzentil
0 0,90 0,12 0,13 0,13 0,12
0,66 0,15 0,17 0,15 0,15
0,51 0,17 0,19 0,17 0,17
0,27 0,15 0,16 0,14 0,14
0,16 0,19 0,20 0,19 0,18

O O = N

129
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C.2 Panik-Skala-Studie 11

Tabelle C.3: Simulierte Niveaus fiir die Konfidenzintervalle zur Panik-Skala-Studie II
bei einem vorgegebenen Niveau von 95%.

Methode
Agoraphobie Woche p;s,, Normal Transformation
mit 0 0,88  93.8% 94,9%
2 0,75  92,5% 93,7%
4 0,53  94,1% 94,6%
6 0,48  94,1% 94,9%
8 0,37 93,2% 94,8%
ohne 0 0,65 93,9% 94,4%
2 0,44  92,3% 93,3%
4 0,37 92,7% 93,6%
6 0,26  91,7% 93,4%
8 0,28  92,9% 94,1%

Tabelle C.4: Simulierte durchschnittliche Lingen der Konfidenzintervalle zur Panik-
Skala-Studie II bei einem vorgegebenen Niveau von 95%.

Methode
Agoraphobie Woche pjs, Normal Transformation
mit 0 0,88 0,10 0,10
2 0,75 0,18 0,18
4 0,53 0,20 0,19
6 0,48 0,25 0,24
8 0,37 0,29 0,28
ohne 0 0,65 0,16 0,16
2 0,44 0,27 0,26
4 0,37 0,22 0,22
6 0,26 0,25 0,25
8 0,28 0,24 0,24
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C.3 Schulterschmerz-Studie

Tabelle C.5: Simulierte Niveaus fiir die Konfidenzintervalle zur Schulterschmerz-
Studie bei einem vorgegebenen Niveau von 95%.

Methode
Behandlung Zeitpunkt p;s,, Normal t Transf. Perzentil
Y 1 0,46 93,6% 94, 7% 94,3% 93,6%

0,41  93,7% 945% 94,3% 93,8%
0,34 91,6% 924% 92,2% 91,7%
0,35 932% 93,9% 93,6% 93,3%
0,30  922% 93,1% 92.8% 91,9%
0,33 93,0% 93,8% 93,4% 93,0%
0,58 93,0% 94,4% 94,0% 93,0%
0,70  93,0% 94,3% 94,1% 93,1%
0,69 93,0% 94,3% 94,0% 93,2%
0,73 922% 93,7% 93,7% 92, 7%
0,60 932% 944% 93,9% 93,2%
0,51  93.8% 95,0% 94,4% 93,7%

Z
O U N O U WD

Tabelle C.6: Simulierte durchschnittliche Léngen der Konfidenzintervalle zur
Schulterschmerz-Studie bei einem vorgegebenen Niveau von 95%.

Methode
Behandlung Zeitpunkt p;s,, Normal t Transf. Perzentil
Y 1 0,46 0,21 0,22 0,20 0,20

041 0,19 0,19 0,18 0,18
034 0,15 016 0,15 0,15
035 0,16 0,16 0,16 0,15
0,30 0,13 013 0,13 0,12
0,33 0,15 015 0,15 0,14
0,58 025 027 025 0,25

0,70 021 022 0,21 0,20
069 022 023 0,21 0,21
0,73 021 022 0,21 0,20

0,60 024 0,25 0,23 0,23
0,51 020 0,22 0,20 0,20

Z
S Ul W N RO Gt w N
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C.4 Wasser-Irrgarten-Test

Tabelle C.7: Simulierte Niveaus fiir die Konfidenzintervalle zum Wasser-Irrgarten-
Test bei einem vorgegebenen Niveau von 95%.

Methode
Dosis  Tag pjsn Normal Transformation

Placebo 1 0,38 93,6% 94,3%
7 0,67 93,4% 94,1%

1 1 048 93.7% 04,4%

7 0,66 93,3% 93,9%

2 1 0,39 938% 94,5%

7 0,62 93,3% 94,2%

3 1 028 93,6% 94,4%

7 0,53 93,3% 94,0%

Tabelle C.8: Simulierte durchschnittliche Langen der Konfidenzintervalle zum
Wasser-Irrgarten-Test bei einem vorgegebenen Niveau von 95%.

Methode
Dosis  Tag pisn Normal Transformation

Placebo 1 0,38 0,19 0,19
7 067 0,17 0,17

1 1 048 0,21 0,21

7 066 0,18 0,18

2 1 039 0,19 0,19

7 062 0,20 0,19

3 1 028 0,16 0,16

7 053 0,22 0,21




Notation

Vektoren und Matrizen

Wiéhrend wir fiir eindimensionale Groflen Schriften normaler Stérke benutzen, ver-
wenden wir fiir Vektoren und Matrizen Fettschriften. Fiir den zu einem Vektor x
transponierten Vektor schreiben wir @', die Transponierte einer Matrix A bezeichnen
wir mit A’. Als Symbol fiir den aus n Einsen bestehenden Spaltenvektor benutzen
wir 1,,.

Konventionen fiir das Rechnen mit 0 und oo

Fiir jede Zahl x € R\ {0} ordnen wir dem Bruch /0 in Abhéngigkeit von dem
Vorzeichen von x den Wert +00 oder —oo zu. Fiir den Fall x = 0 gelte /0 = 0. Fiir
die Ausdriicke 0 - 0o und 0 - (—o0) vereinbaren wir als Wert die Zahl 0.

Summen und Mittelwerte

Um Summen iiber die moglichen Werte von Indizes abzukiirzen, ersetzen wir die
entsprechenden Indizes durch das Symbol *-’. Zur Darstellung von Mittelwerten ver-
wenden wir zusétzlich Uberstreichungen. Sei zum Beispiel

/
(xlla-'wxlnu-"vrml;-"?xmn)

ein (mn)-dimensionaler reeller Vektor. Fiir die Summen und die Mittelwerte

n n
1 .
E x;; und — E xij, t=1,...,n,
X n <
J=1 Jj=1

schreiben wir dann x;. und Z;..

Spezielle Funktionen

Die Indikatorfunktion einer Menge A bezeichnen wir mit 14. Die Z&hlfunktion
¢ : R — R definieren wir durch

0 :2<0
cr) =<3 2=0.
1 :2>0
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Wahrscheinlichkeitsmafle und Verteilungsfunktionen

Wahrscheinlichkeitsmafie bezeichnen wir im Allgemeinen mit dem Buchstaben P.
Wenn wir von einer Verteilungsfunktion sprechen, so meinen wir, wenn wir nicht
ausdriicklich etwas anderes sagen, stets die normalisierte Version dieser Verteilungs-
funktion. Fiir die linksstetige Version einer Verteilungsfunktion F' schreiben wir F'~
und fiir die rechtsstetige Version F'*.

Spezielle Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Fiir die univariate Normalverteilung mit Erwartungswert p und Varianz o2 schreiben
wir kurz N(u, 02). Die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnen
wir mit ® und das a-Quantil dieser Verteilung bezeichnen wir mit z,. Als Symbol
fiir die multivariate Normalverteilung mit Erwartungswert g und Kovarianzmatrix
3. verwenden wir N(p, X2).

Die y2-Verteilung mit f Freiheitsgraden bezeichnen wir mit Xfc und die ¢-Ver-
teilung mit der gleichen Anzahl an Freiheitsgraden mit ¢;. Als Schreibweise fiir das
a-Quantil dieser ¢-Verteilung benutzen wir ¢y,.

Zufallsvariablen

Als Symbole fiir Zufallsvariablen wéhlen wir Grolbuchstaben. Hat eine Zufallsva-
riable X die Verteilungsfunktion F' oder die Verteilung P, so schreiben wir dafiir
kurz

X~F oder X~P.

Haben zwei Zufallsvariablen X und Y die gleiche Verteilung, so verwenden als ana-
loge Schreibweise X ~ Y.

Den Erwartungswert einer Zufallsvariablen X bezeichnen wir mit E(X), die Vari-
anz mit Var(X). Als Symbol fiir die Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors X schrei-
ben wir Cov(X). Die bedingte Erwartung eines Zufallsvektors X bei gegebenem Y
stellen wir durch das Symbol E(X|Y") dar.

Zufallsvariablen, die als Schétzer fiir ein statistisches Funktional dienen, sind
haufig durch den mathematischen Akzent ‘~’, von Zeit zu Zeit aber auch durch ‘™’
oder 77 gekennzeichnet.

Konvergenzbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie

Konvergiert eine Folge von Zufallsvariablen X,, n € N, in Verteilung gegen eine
Zufallsvariable X ~ P, so stellen wir dies symbolisch durch

X, 2 X oder X,2 P

dar. Konvergiert X,, stochastisch oder fast sicher gegen X, so schreiben wir dafiir
kurz
X, 5 X oder X, %X,

Fiir eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien P, und ein Wahrscheinlichkeitsmafl
P bedeutet der Ausdruck P, % P, dass P, schwach gegen P konvergiert.
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