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1 Einleitung

Bereits im antiken Griechenland wurden diophantische Gleichungen un-
tersucht und auch tiiber die Jahrtausende haben die nach Diophantos von
Alexandria benannten Gleichungen nichts von ihrer Faszination verloren.
Dabei hat sich die Aufgabe, die Losung einer diophantischen Gleichung anzu-
geben oder alternativ nachzuweisen, dass keine existiert, als verhaltnismafig
schwer herausgestellt. Aus diesem Grund stellte David Hilbert als zehntes
Problem seiner berithmt gewordenen Liste |Hil00] lediglich die Aufgabe, einen
Algorithmus zu finden, der die Losbarkeit jeder diophantischen Gleichung
entscheiden kann.

Hilbert ahnte Godels Unvollstédndigkeitssatz [God31] und damit auch die
von Matijasevi¢ [Mat70] im Jahr 1970 gefundene Antwort auf sein zehntes
Problem nicht voraus. Matijasevic¢ zeigte nach Vorarbeiten von Davis, Putnam
und Robinson [DPR61|, dass es keinen Algorithmus geben kann, der die
gestellte Aufgabe bewialtigt. Aus seiner Arbeit folgt sogar, dass man fiir jeden
solchen Algorithmus eine diophantische Gleichung konstruieren kann, an der
der Algorithmus scheitert.

Diese negative Antwort schliefft nicht aus, dass es Klassen von diophan-
tischen Gleichungen gibt, deren Losbarkeit algorithmisch entscheidbar ist.
Es ist schon lange bekannt, dass die Losbarkeit linearer diophantischer Glei-
chungen mithilfe des euklidischen Algorithmus entschieden werden kann. Fiir
quadratische Gleichungen zeigte Siegel [Sie72| die algorithmische Entscheid-
barkeit. Bisher wurde nur fiir einige Arten von kubischen Gleichungen die
Entscheidbarkeit bewiesen (vergleiche [Maz94]). Jones |Jon80] konnte zeigen,
dass die Losbarkeit von Gleichungen vierten Grades nicht algorithmisch
entscheidbar ist.

Wenn die diophantischen Gleichungen nach der Anzahl der Variablen
unterschieden werden, ist weniger bekannt. Im Fall einer Variablen ist das
Problem leicht zu beantworten, wéhrend es im Fall von zwei Variablen
Teilresultate gibt (vergleiche [DMR76]). Die Unentscheidbarkeit ist bisher
lediglich fiir Gleichungen in mindestens neun Variablen [Mat77] bewiesen
worden.

Es gibt zahlreiche Ad-hoc-Methoden um die algorithmische Entscheidbar-
keit zu beweisen, die jeweils auf spezifischen Eigenschaften der untersuchten
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diophantischen Gleichungen basieren. Von diesen abgesehen gibt es nur
wenige systematische Anséatze.

Einer beruht auf der Kreismethode. Mit ihr wird versucht, das Hasse-
Prinzip fiir die untersuchten Gleichungen derart zu verifizieren, dass die
lokale Losbarkeit nur fiir Primzahlen iiberpriift werden muss, die kleiner als
eine effektive Schranke sind. Dadurch kann ein Algorithmus die Losbarkeit
in endlich vielen Schritten entscheiden.

Eine weitere Moglichkeit die algorithmische Entscheidbarkeit zu beweisen
ist das Herleiten einer effektiven Suchschranke fiir die kleinste Losung. Dann
muss ein Algorithmus nur noch endlich viele Moglichkeiten testen, um
entweder eine Losung zu finden oder die Losbarkeit auszuschliefen. Solche
Suchschranken konnen nicht nur dazu genutzt werden, die Entscheidbarkeit
zu beweisen, sondern auch zur Untersuchung diophantischer Ungleichungen.

Es gibt eine Reihe solcher Suchschranken. Cassels |[Casbb| bewies eine
Suchschranke fiir die kleinste nicht triviale Nullstelle einer quadratischen
Form. Der Autor leitete in seiner Masterarbeit [Hell2] eine Suchschranke fiir
die kleinste Losung einer kubischen Form in mindestens 14 Variablen her.

Siegel [Sie72| hat mithilfe einer Suchschranke gezeigt, dass die Losbarkeit
quadratischer Gleichungen der Form

Z ;T T5 + Z hix; =n (1.1)
ij=1 i=1
mit Koeffizienten a;;, hi,n € Z entscheidbar ist. Hierbei kann davon aus-
gegangen werden, dass die Matrix A = (a;;) € Z°*° symmetrisch ist. Wie
Straumann in seiner Diplomarbeit [Str99] zeigen konnte, wichst die aus
Siegels Methode resultierende Suchschranke exponentiell in der Hohe der
Koeffizienten

H = max{|al, [hil, [n| : 1 < 4,5 < s}.

Nach Vorarbeiten von Kornhauser (|[Kor90a|, [Kor90b|) konnte Dietmann in
seiner Dissertation [Die03] die Suchschranke

CoHYH, 5=2,
A C3H?1, s =3,
S(H) B C4H84, s = 4,

CSH55+19+74/(5—4), s>5

fir die kleinste Losung einer quadratischen Gleichung mit nichtsinguldrem
quadratischen Anteil A herleiten. Die Einschrankung auf nichtsingulare Matri-
zen ist keine wesentliche Beschrénkung, denn Grunewald und Segal |GS81} §2]



haben gezeigt, dass sich die Losbarkeit einer quadratischen Gleichung, deren
quadratischer Anteil singulér ist, stets auf die Losbarkeit einer quadratischen
Gleichung mit nichtsingularem quadratischen Anteil in weniger Variablen
zuriickfithren lasst.

Kornhauser fiithrt in seinen Arbeiten Beispiele fiir quadratische diophan-
tische Gleichungen an, die zeigen, dass jede Suchschranke im bindren Fall
mindestens die GroBenordnung 27/° und im Fall von mehr als zwei Variablen
mindestens die GroBenordnung H*/? haben muss. Demnach hat Dietmanns
Suchschranke in etwa die richtige Groflenordnung.

Indem sowohl fiir die Koeffizienten als auch fiir die Losungen Werte aus
dem Ganzheitsring O eines algebraischen Zahlkérpers K vom Grad d zuge-
lassen werden, ist es moglich, die Definition diophantischer Gleichungen auf
Zahlkorper zu verallgemeinern. Aufgrund Matijasevic¢s negativer Antwort
auf das zehnte hilbertsche Problem kann es selbstverstandlich keinen Algo-
rithmus geben, der fiir jede diophantische Gleichung tiber jedem Zahlkoérper
die Losbarkeit entscheidet. Dies schlieit allerdings noch nicht aus, dass es
Zahlkorper gibt, iiber denen die Losbarkeit jeder diophantischen Gleichung
algorithmisch entscheidbar ist. Auf einige Zahlkorper wurde Matijasevics
Resultat bereits iibertragen (vergleiche [PZ00]) und unter der Annahme der
schwachen Shafarevich-Tate Vermutung konnten Mazur und Rubin [MR10]
das Resultat fir alle algebraischen Zahlkorper zeigen. Allerdings bewies
Rumely [Rum86|, dass es einen Algorithmus gibt, der die Losbarkeit jeder
diophantischen Gleichung iiber dem algebraischen Abschluss von QQ entschei-
den kann.

Auch bei diophantischen Gleichungen tiber Zahlkérpern kann untersucht
werden, welche Klassen von Gleichungen algorithmisch entscheidbar sind.
Cassels” Suchschranke fiir die kleinste Losung einer quadratischen Form
wurde von Raghavan [Rag75| auf Zahlkorper verallgemeinert.

In dieser Arbeit werden wir eine Suchschranke fiir die kleinste Losung einer
quadratischen diophantischen Gleichung tiber Zahlkérpern in mindestens drei
Variablen herleiten. Im Folgenden gelte a;;, h;,n € O und wir definieren die
Hohe der Koeffizienten mithilfe der Einbettungen pq, ..., pg des Zahlkorpers
als

Hye = max{|pi(ay)|, |pi(hi)], |pe(n)| - 1<, 5 <s, 1 =1,...,d}.

Das Ergebnis unserer Untersuchungen verallgemeinert Dietmanns Resultat
im Fall s > 3 und liefert im Fall K = Q sogar eine kleinere Suchschranke.

Satz 1. Seie > 0. Wenn die Matriz A nichtsinguldr ist und die Anzahl r
der Einbettungen, in denen A definit ist, kleiner als d ist, ist die diophan-
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tische Gleichung (L.1)) genau dann im Ganzheitsring lésbar, wenn sie eine
Lésung x € O° mit

Oy KH?(Gd-i-lOSOd/(d—ro)—?/Q-&-e s—13
o1(x)| < { Cu g HE + Cy e HE V42148, |, s=4,

CS7KH;21X{232/(3—4),232d/((d—’r0)(S—3))+1}+E/|d£fl)in ’ S Z 5
fir allel =1,...,d besitzt. Wenn A dagegen in jeder Einbettung definit ist,
erfullt jede Lisung

()] < Core Hic/| il

fir alle s >3 undl =1,...,d. Hierbei bezeichnet d%n jeweils den betrags-
majsig kleinsten Eigenwert beziehungsweise Singuldrwert von pi(A). Die nur
von s, K und e abhdingende Konstante C; i ist effektiv.

Genau wie bei Dietmann ist weniger die genaue Groéfle der Suchschranke
von Bedeutung, sondern viel mehr die Tatsache, dass sie polynomiell in
der Hohe der Koeffizienten wéchst. Bemerkenswert ist, dass der Exponent
unter der Voraussetzung einer vollstdndig indefiniten Matrix A aufler bei
s = 3 vom Zahlkorper unabhéngig ist. Vermutlich ist es auch im Fall von
drei Variablen moglich, einen vom Zahlkorper unabhangigen Exponenten zu
erreichen.

Die Suchschranke impliziert insbesondere, dass die Losbarkeit jeder qua-
dratischen diophantischen Gleichung iiber einem Zahlkorper in mindestens
drei Variablen und mit nichtsingularem quadratischen Anteil algorithmisch
entscheidbar ist. Da das schon oben erwdhnte Argument von Grunewald
und Segal |GS81|] problemlos auf Zahlkorper tibertragen werden kann, fehlt
fiir den Beweis, dass die Losbarkeit aller quadratischen Gleichungen tiber
Zahlkorpern algorithmisch entscheidbar ist, nur noch die Behandlung des
bindren Falls.

Die Grundidee des Beweises von Satz [1] ist die gleiche wie bei Dietmann.
Nach einiger Vorbereitung werden wir im zweiten Kapitel den linearen Term
von durch eine Kongruenzbedingung ersetzen und danach nur noch
Gleichungen der Form

Z Qi T = K, =& (n) (1.2)

ij=1

mit a,j, &, K, m € O betrachten.



Wenn die Anzahl der Variablen grofier als fiinf ist oder im Fall von
vier Variablen der konstante Term s nicht verschwindet, werden wir im
dritten Kapitel ein Lokal-Global-Prinzip bei gleichzeitiger Groflenkontrolle
beweisen. Dazu nutzen wir die von Browning und Vishe [BV14] auf Zahlkorper
iibertragene Kloosterman-Verfeinerung der Kreismethode. Auf diese Weise
konnen wir eine Schranke fiir die kleinste Losung von ermitteln.

Auf der Geometrie der Zahlen basiert ein Resultat von Raghavan [Rag75],
das eine Suchschranke fiir die kleinsten nicht trivialen Nullstellen von qua-
dratischen Formen iiber Zahlkérpern liefert. Im vierten Kapitel werden wir
im Fall von drei oder vier Variablen Raghavans Resultat so modifizieren,
dass die gefundene Losung zusétzlich einer Kongruenzbedingung gentigt und
somit (|1.2) im Fall von s = 3,4 und x = 0 erfiillt.

Den letzten verbliebenen Fall, in dem s = 3 und & # 0 gilt, werden
wir im funften Kapitel betrachten. Da sich die Automorphismengruppe der
ternaren quadratischen Formen mithilfe von quadratischen Formen in vier
Variablen parametrisieren lasst, konnen wir Satz [I]im Fall s = 4 nutzen, um
einen Automorphismus fiir terndre quadratische Formen zu finden, der in
konkretisierbarer Hinsicht klein ist und eine Kongruenzbedingung erfiillt.
Unter Zuhilfenahme der Reduktionstheorie quadratischer Formen konnen
wir mit diesem Automorphismus aus einer gegebenen Losung von eine
kleinere konstruieren. Wenn eine Losung existiert, garantiert dieses Verfahren
eine Losung unter einer effektiv berechenbaren Suchschranke.

Danksagung: Mein Dank gebiihrt allen, die mich wiahrend meiner Promo-
tion unterstiitzt haben. Zu groflem Dank verpflichtet bin ich insbesondere
Herrn Professor Briidern, ohne den diese Arbeit nicht existieren wiirde, und
Herrn Professor Blomer, der mir den entscheidenden Impuls fiir das flinfte
Kapitel gab. Danken mochte ich auch Herrn Dr. Dietmann, mit dem ich
wahrend meines Aufenthalts am Royal Holloway College viele fruchtbare
Diskussionen fithren konnte.
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In diesem Kapitel fiihren wir die notwendige Notation und einige den Zahl-
korper beschreibende Lemmata ein. Aulerdem werden den linearen Term
in durch eine Kongruenzbedingung ersetzen und damit Satz [1] auf eine
mit unseren Methoden besser handhabbare Proposition zurtckfithren.

Wie 1iblich ist € im Folgenden stets eine kleine positive reelle Zahl, die an
unterschiedlichen Stellen verschiedene Werte annehmen kann. Alle in dieser
Arbeit auftretenden impliziten Konstanten diirfen sowohl von ¢ als auch vom
Zahlkorper abhangen.

Die den algebraischen Zahlkorper K betreffende Notation ist grofitenteils
der Arbeit von Browning und Vishe [BV14] entnommen. Bezeichne Dy
die absolute Diskriminante von K. Sei r; beziehungsweise 2ry die Anzahl
verschiedener reeller beziehungsweise komplexer Einbettungen von K. Es
gilt d = ry + 2ry. Seien py, ..., p,, die reellen Einbettungen und seien die
komplexen Einbettungen p,, 11, ..., pq so sortiert, dass fir alle 1 <7 < ry die
Einbettungen p,,1; und p;, +,,+; zueinander konjugiert sind. Wir bezeichnen
mit V' die d-dimensionale kommutative R-Algebra

1472
K®QR§ @ Kl.
=1

Die K sind jeweils die Vervollstandigung von K beziiglich p; und folglich
gilt K; =R fir [ < r; und K; = C fiir [ > ry. Die R-Algebra V' hat fiir
den Zahlkorper K die gleiche Bedeutung wie die reellen Zahlen fir Q. Wir
identifizieren K mit seinem Bild in V' beziiglich der kanonischen Einbettung

Q= (pl(Oé)7 ce apn-‘rm(a))'

Insbesondere konnen wir jedes gebrochene Ideal aus K als ein Gitter in V'
auffassen.

Wir schreiben v € K; fiir die Projektion von v € V auf die I-te Kom-
ponente. Es gilt also v = @, v?). Diese Schreibweise werden wir auch fiir
Vektoren und Matrizen verwenden. Die normalen Rechenoperationen, den
Absolutbetrag, die komplexe Konjugation, aber auch das Transponieren von
Matrizen setzen wir von K auf V' (beziehungsweise V**%) fort, indem wir
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die Operationen auf V' einbettungsweise definieren. Es gilt also fir v € V
und A € V**¢ beispielsweise

r1+7r2 r1+72
v = P WO eV, AT = &b AWT ¢ yrsxs,
=1 =1

Die Norm und die Spur setzen wir auf v € V fort, indem wir
Nm(v) _ U(l) . 'U(Tl)lv(Tl+1)|2 . |U(T1+T2)‘2,

TI“(U) Ny +...4+ p(r) + 2%(1)(”‘*‘1)) 4.+ 2%(0(7“1—&-1"2))

definieren.
Als Néachstes fithren wir einige Héhen auf V' und V* ein. Sei

17 [ < T,
Cp =
2, >
Fiir v € V definieren wir die Maximumsnorm (v) = max;|v()| und setzen sie

auf die offensichtliche Art und Weise auf Vektoren und Matrizen fort. Des
Weiteren definieren wir fiir v € V¢ die euklidische Norm

vl = [>_alvOP

1
mithilfe der normalen euklidischen Norm |- | auf K}. Von der Norm Nm(-)
konnen wir die Hohe

r1+72
AV = Reg, v [] max{1,[v?]}e

=1

ableiten. Fiir diese folgt aus Lemma 5.3 von Browning und Vishe [BV14],
dass fiir a > 0 und o < —1 die Abschitzung

/ () dv <, 1 (2.1)
{veV:5#(v)<a}

gleichmafig in a gilt. Die hierbei verwendete Volumenform auf V' leiten wir
vom Lebesguemaf auf R beziehungsweise auf #(C) und I(C) ab, indem wir

dv = do®W - dp™ AR (v A () - AR (VTR A (0 7))

setzen. Diese Volumenform und die zugehorige Volumenform auf V* werden
wir auch im Folgenden verwenden.



2.1 Die Struktur des Ganzheitsrings

Die Idealnorm eines ganzen Ideals a sei Na = #0/a. Wir ordnen jedem
gebrochenen Ideal a aus K sein duales Ideal

a={ae K:Tr(aa) C Z}
zu. Wenn
v={aeK:a0cC 0}

die Differente von K bezeichnet, gilt @ = a=10~1.
Um die Notation zu vereinfachen, setzen wir

(x) = (21,...,2s), (x,b) = (z1,...,25) + b

fiir beliebige Vektoren x € K* und gebrochene Ideale b C K. Fiir a,b € K
schreiben wir (a N b) anstelle von (a) N (b). AuBerdem bezeichne p stets ein
ganzes Primideal.

Des Weiteren wenden wir die Evaluation v,(-) beziiglich p nicht nur auf
Ideale, sondern auch auf Vektoren und Matrizen an, indem wir bei ihnen
den groBiten gemeinsamen Teiler der Eintrédge betrachten.

2.1 Die Struktur des Ganzheitsrings

Obwohl der Ganzheitsring typischerweise kein Hauptidealring ist, kann er in
den meisten Fallen trotzdem naherungsweise so behandelt werden, als ob
er einer ware. Die dafiir notwendigen Resultate fasst das néchste Lemma
zusamien.

Lemma 2.1. Sei a ein gebrochenes und seien b und ¢ ganze Ideale. Weiterhin
seixeV.

(i) Fir alle i > 1 existiert eine Einheit o € O mit {o'z) =; |[Nm z|/?,

(ii) Es existiert ein zu b teilerfremdes Primideal p mit Np < N b® und ein
z € K, sodass pa = (z) und (xz) < [Nmxz|"/? gilt.

(iii) Es gibt ein zu b teilerfremdes u € O\ {0} und ein v € ¢, sodass
() < [Nmu| < Nb°,  (vz)* = [Nmwz| < [Nmz|NcN b

qilt und wv='c ein zu b teilerfremdes ganzes Ideal ist.
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Beweis. Der erste Teil der Aussage ist eine geringfiigige Verallgemeinerung
von Lemma 2.1 von Browning und Vishe [BV14], bei der der Beweis sich
nicht wesentlich éndert.

Die Idee fiir den Rest des Beweises entstammt dem Beweis von Lemma 2.2
von Browning und Vishe [BV14]. Das Ideal b hat O(log N b) Primidealteiler
und es gibt > N b%/? Primideale, deren Norm kleiner gleich N b® ist. Da die
Primideale in den Idealklassen gleichverteilt sind, gibt es also ein Primideal p
mit Np < Nb®, sodass pa ein ganzes Hauptideal ist. Der Erzeuger z dieses
Hauptideals ist nur bis auf eine Einheit bestimmt, sodass der Rest von
aus |(i)| folgt.

Um auch den dritten Punkt zu zeigen, verwenden wir das eben verwendete
Argument zweifach. Wir finden ein zu b teilerfremdes Primideal p;, sodass
¢p; = (v) ein ganzes Hauptideal ist und

(vz)? =< [Nmvz| < [Nmz|Nc¢Nb°

gilt. Weiterhin gibt es ein zu b teilerfremdes Primideal po, sodass p1ps = (u)
ein ganzes Hauptideal mit

(u)* = [Nmu| < N b°
ist. Der Rest folgt aus uv=tc = p,. O]

Der Punkt dieses Lemmas ist insbesondere dann hilfreich, wenn wir
¢ = (y) oder ¢ = (y, b) fiir ein y € O° setzen. Dann ist (uv~'y) teilerfremd
zu b bezichungsweise be™! und es gilt uv~'y € O*. Wir koénnen also den
grofften gemeinsamen Teiler der Eintrége eines Vektors fast vollstandig
herausteilen.

Das folgende Lemma zeigt, dass es in den Aquivalenzklassen beziiglich
ganzer Ideale jeweils kleine Elemente gibt.

Lemma 2.2 (|Coc87, Theorem 3(b)]). Sei b ein ganzes Ideal und o € O
etne Finheit. Dann gibt es zu jedem x € K einy € K mit

y=xz (b), (ay) < Nb'/

Das vollstandige Restsystem beziiglich eines zusammengesetzten Ideals
verhalt sich ebenso, wie man es in Analogie zu Z erwarten wiirde.

Lemma 2.3 (|[BV14, Lemma 7.1]). Seien a und b ganze Ideale.
(1) Wenn a € O fir alle p | ab stets v,(a) = vy(a) erfillt, gilt
O/ab={a+ fa:a e O/a,p € O/b}.

10
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(ii) Wenn a und b teilerfremd sind und wenn a,b € O fir alle p | ab stets
vp(a) = vp(a) und v,(b) = vy, (b) erfillen, gilt

O/ab={fa+ac:a € O/a, € O/b}.

Die hier notwendigen ganzen Zahlen ¢ und b kann uns Lemma [2.1|(ii)
liefern. Insbesondere gibt es zu jedem Primideal p ein p € O, sodass fiir i < j
stets

O/p! ={B+mw': €O/, neO/p™"} (2.2)

gilt. Daraus koénnen wir folgern, dass zu jedem von p° geteilten a € O
ein b € O mit

pb=a (p)) (2.3)

existiert.

2.2 Glatte Gewichtsfunktionen

Im Rahmen dieser Arbeit werden wir eine unendlich oft differenzierbare
Funktion w : V* — C mit kompaktem Trager als glatte Gewichtsfunktion
auf V* bezeichnen. Sei 8 € Z%, und w eine glatte Gewichtsfunktion auf V.
Dann setzen wir -

1 1472
Br
DPww) =100 TI O d5iinyw®).
=1 I=r1+1

In diesem Kontext sei |8 = 51 + ... + 4 der Grad von B. Wir werden diese
Definition auch auf V* verallgemeinert verwenden. Fiir jedes N > 0 und
beliebige glatte Gewichtsfunktionen w auf V* setzen wir auflerdem

MV = sup Gﬂw(x)‘.

xeVs
IBI<N

Bezeichne #;(V) die Menge aller glatten Gewichtsfunktionen w auf V*, bei
denen \Y durch eine Konstante ay > 0 beschrinkt ist. Zudem sei #," (V)
die Teilmenge der nicht negativen Funktionen aus #;(V).

11
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2.3 Additive Charaktere iiber Zahlkorpern

Ein additiver Charakter modulo eines ganzen Ideals b ist eine nicht tiber-
all verschwindende Funktion o auf O/b, fir die o(z + y) = o(x)o(y) fir
alle x,y € O gilt. Wenn ¢ nicht gleichzeitig ein Charakter modulo eines
Ideals ist, das b echt teilt, nennen wir o primitiv. Fir alle z € O gilt die

Orthogonalitatsrelation
N
SRR
)

o (mod b 0, sonst.

Hierbei bedeutet die Notation 3=, (o4 6), dass iiber alle additiven Charaktere
modulo b summiert wird. Wenn o ein primitiver Charakter modulo b ist
und z die Werte aus O/b durchlauft, liefert o¢(z -) jeden Charakter modulo b
genau einmal. Derselbe Zusammenhang besteht zwischen (O/b)* und den
primitiven Charakteren.

Wenn wir ¢(-) = e(Tr-) = exp(2miTr(+)) schreiben, kénnen wir aus Lem-
ma 2.3 von Browning und Vishe [BV14] das folgende Resultat ableiten.

Lemma 2.4. Zu jedem ganzen Ideal b gibt es ein o € b0 und ein zu bd
teilerfremdes v € O, sodass ¢(v/a +) ein nicht trivialer primitiver Charakter
modulo b ist. Sei vy = v/, dann gilt

Z* o(x) = Z o(ayex)

o (mod b) ac(O/b)*
fur alle x € O.

Dabei darf 4, mit einer beliebigen zu b0 teilerfremden ganzen Zahl multi-
pliziert werden, ohne dass 7, die genannten Eigenschaften verliert. Deshalb
konnen wir 4, fiir alle [ > 0 so wéhlen, dass fir das p aus (2.2) jeweils

Yor = DYyt gt
2.4 Quadratische Formen
Fiir jede Matrix A = (a;j) € K**° setzen wir
14D = mi?x|ag)|, den(A) = {z € O : za;; € O Vi, j}.

Mit den(A) wird also das kleinste ganze Ideal bezeichnet, bei dem den(A)a;;
fiir alle 7 und j ein ganzes Ideal ist. Des Weiteren sei adj A = (det A)A~! die
Adjunkte der nichtsinguldren Matrix A.

12



2.4 Quadratische Formen

Fir beliebige Matrizen A, B € V**® und Vektoren x € V* setzen wir
auflerdem A[B] = BTAB und Alx] = xT Ax.

Solange nicht explizit etwas anderes erwiahnt wird, sei A € O im
Folgenden eine s%lfmmetrische, nichtsinguldre Matrix mit Determinante A.

Weiterhin seien d; ) fir [ < r1 die Eigenwerte und fiir [ > r; die Singularwerte

von A = (ag-)) € K. Bs gilt AW = [1d" und wir setzen
di —

@ dz(l)7 dmax = @ maX|d§I)|
1 [

Fir [ < r; folgt aus dem Satz von Gershgorin (siehe z. B. [SB90, Satz 6.9.4])

die Abschitzung |d| < (A). Durch Anwendung des gleichen Satzes auf die
Eigenwerte der hermiteschen Matrix AOH AD folgt dieselbe Aussage auch
far | > ry. Zusétzlich setzen wir

Ul(l) = dz(.l)/|dz(-l)\, o= @a(l) cV.
]

Fir [ > ry gilt agl) =1 fir alle i =1,...,s. Wir sortieren die Einbettungen

von K so, dass A genau dann definit ist, wenn [ < r( gilt. SchlieBlich setzen
wir noch

( ) 07 To = d)
T =
T 1/(d—rg), sonst.

Der in der Einleitung postulierte Satz [1] folgt leicht aus dem folgenden
Resultat, das Proposition 1 von Dietmann [Die03] verallgemeinert.

Proposition 1. Sei s > 3. Es gelten € O\ {0}, k € O und & € O°. Wenn
Alx] = &, x=¢ (n) (2.4)

im Ganzheitsring losbar ist, dann existiert eine Lisung x € O°, bei der
IxD /AW fiir alle 1 kleiner ist als

<A>2|Nmn3A|l/d+€, s=3,k=0,
K0 JAD22((A) 1 |Nm k| + [Nm A])9/2+1083(r0) +¢

X (A [Nm AP0+ ming {1, [ADID]}, s = 3,5 £0,
(A)? INm 7 A3 V4 4 (A [Nm |2/ |[Nm A9, s =4,k =0,

S KO/ A2 172 min a0 112
x N(d* . A(nN A)Q(S*U)’Y(7“0)/(5*3)+57 s>4,k#0,
INm 7/ AV ming|d |2
X N(dfmwA(n N A)Q(s—l))l/(s—4)d+6’ s> 5’ K =

13



2 Vorarbeiten

Bevor wir jedoch zu dem Beweis dieser Proposition kommen, dem der
gesamte Rest dieser Arbeit gewidmet ist, leiten wir mithilfe dieser Proposition

Satz [ her.

Beweis von Satz[ll. Der Beweis basiert auf §1.3 von Dietmann [Die03]. We-
gen

ARAX + €] = 4N A[x] + 4AxT A€ + AJ€]

ist x € O° genau dann eine Losung der quadratischen diophantischen Glei-

chung , wenn
y =2Ax + &
eine ganze Losung von fir
n=2A, ¢ = (adj A)h, k= 4An + Al€]

ist.

Da wir A in jeder Einbettung mithilfe unitarer Matrizen diagonalisieren
konnen und die Eintrdge unitarer Matrizen beschrankt sind, ist fir alle [
stets [|AO-Y| < [d, 7! erfiillt. AuBerdem gilt

0|12
|AD)]

< ‘n(l)’1/2 + HA(Z)71H1/2HK

fir alle {. Mithilfe der Abschatzung aus dem vorhergehenden Lemma folgt
die Behauptung fir ry < d.

Wenn A vollstandig definit ist, gilt fiir jede Losung y von die Ab-
schitzung

PO

O] _ =
|y |<< ‘dI(Ill)in‘l/27 l 17"'7T1+T2'

Entsprechend erfillt jede Losung x von (/1.1 die Ungleichung

)1/2 D—1[1[1/2
x| < [nO]72 4+ A1 ][V +AD ) < Hpg
12 S
fur alle [. O]

Wie in der Einleitung bereits erwahnt, werden wir abhangig von s und «
drei grundsatzlich verschiedene Methoden verwenden, um Proposition (1| zu
beweisen. Jeder dieser Methoden ist ein eigenes Kapitel gewidmet.

14



3 Die Kreismethode uber
Zahlkorpern

Die klassische Kreismethode ist nicht dazu geeignet, eine quadratische Form
in weniger als fiinf Variablen zu behandeln. Erst die von Kloosterman
entwickelte Kloosterman-Verfeinerung der Kreismethode [Klo26] macht es
moglich, auch fiir vier Variablen einen ausreichend kleinen Fehlerterm
zu erhalten. Eine moderne Variante der Kloosterman-Verfeinerung hat
Heath-Brown [Hea96| aufbauend auf der glatten Deltafunktion von Duke,
Friedlander und Iwaniec [DFI93| entwickelt. Es war diese Methode, die
Dietmann dazu verwendet hat, seine Version von Proposition [1|im Fall s > 5
oder s = 4 und k # 0 zu beweisen. In Analogie dazu werden wir die Ver-
allgemeinerung von Heath-Browns Methode auf Zahlkérper von Browning
und Vishe [BV14] einsetzen, um Dietmanns Resultat auf Zahlkérper zu
iibertragen. Das Ziel ist dabei die folgende Proposition.

Proposition 2. Sei s > 4 und sei A € O°*° eine symmetrische, nichtsin-
guldre und nicht vollstindig definite Matriz. Weiterhin seien n € O\ {0},
k€ O und & € O°. Fir diese gelte Al§] = k. Auflerdem gelte s = 4 nur,
wenn Kk nicht verschwindet. Wenn der Parameter

P:@P(” GGPR>O cV

sowohl PY > |kW|Y/2 fiir alle 1 als auch PY < |xO[Y2 fiir alle | < vy erfiillt
und

NmP N (@A a2 (e )

<P>E N (ds AlnnN A)2(sfl)(E)Q(sfl))l/(s_@ , k=0

gilt, hat (2.4) eine Losung x € O° mit

PO

O < ——,
ming|d;”|1/2

l:17...,7"1+7'2.

15



3 Die Kreismethode iiber Zahlkorpern

Als Erstes werden wir dieses Resultat dazu nutzen, Proposition [I] fiir den
Fall zu beweisen, dass s > 5 oder sowohl s = 4 als auch k # 0 gilt.

Teilbeweis von Proposition[]. Wir kénnen o. B.d. A. davon ausgehen, dass
(2.4) im Ganzheitsrings losbar ist. Da & in die zu beweisende Proposition
nur modulo 1 eingeht, diirfen wir sogar A[€] = k annehmen.

Wenn A vollstandig definit ist, gilt analog zum rationalen Fall fiir jede
Losung in jeder Einbettung

|12

IxV| <« —— T
ming|d;”|1/2

Deswegen konnen wir im Folgenden davon ausgehen, dass A nicht vollstandig
definit ist.

Aus Lemma [2.1|(iii)| folgt die Existenz eines v € (£€) und eines zu 7
teilerfremden u € O \ {0}, sodass

u2

¢="2tec0, KW=Srk=-Ag)c0, N(E)< Nmyf
v v
gilt. Um mithilfe von Proposition [2| eine kleine Losung x’ € O° von
AX'| =+, x'=¢& (n)

finden zu kénnen, miissen wir P = @@; P geeignet wihlen.
Im Fall xk # 0 sei

) {|K'/(l)|1/27 [ S To,

& s—3)+e
[ROP2N (@ Ay 0 AP0 VI

Wegen N(¢') < |[Nmn© gilt

Nm P . 1) (s 1\ 1/ (53)
TpE N (dmaxA<77 NA)PED (€)™ 1)) :
(P)
Also gibt es eine Losung x’ € O° mit
PO
|X'(l)|<< l=1,...,m + 7.

minz-|dz(»l) /2’
Demnach ist x = vu™!'x’ eine Losung von (2.4) und fiir alle [ gilt die
Abschatzung

kD12

X < Q
ming|d;”|1/2

max

N (d,0 A(y 0 A)Q(S‘”)W“)/ ot

16



3.1 Die Kreismethode von Browning und Vishe

Im Fall k = 0 kénnen wir davon ausgehen, dass A in keiner Einbettung
definit ist, da andernfalls hochstens x = 0 eine Losung von (2.4)) ist. Wir
setzen

5 lzl,...,Tl—i—TQ.

max

P(l) ~ N (ds A(ﬁ N A)Q(s—l))l/(5*4)d+5

Analog zu dem obigen Vorgehen konnen wir die Existenz einer Losung x’
mit
PO

O <
min,|d;” |1/

lzl,...,T1+T2

folgern. Da w und 7 teilerfremd sind, finden wir mithilfe des Lemmas
ein m € O mit

Nm Al/4

(m

A ><<|Nmn|1/d7 mu=v (1),

sodass x = mx’ die Abschétzung

@ Nmn/A|'/4 s—4)d+e
X | mn/ ‘ N (ds A(T] m A)2(5_1)>1/( 4) +
AD mini|d(l)|1/2 e
fur alle [ erfiillt und eine Losung von (22.4)) ist. ]

Nun widmen wir uns dem Beweis von Proposition [2] Im Rest dieses
Kapitels gelte stets

s >4, ne O\ {0}, k€ O, £ O

AuBerdem sei nicht gleichzeitig s = 4 und k = 0 erfiillt.

3.1 Die Kreismethode von Browning und Vishe

Die Kreismethode von Browning und Vishe baut auf eine Formel fiir die
Indikatorfunktion

1, a=(0),
5 —
x(a) {0, sonst

auf ganzen Idealen a auf.

17



3 Die Kreismethode iiber Zahlkorpern

Satz 2 ([BV14, Theorem 1.2]). Sei Q > 1. Dann ezistiert eine positive
Konstante cg und eine unendlich oft differenzierbare Funktion

h(z,y) : (0,00) x R = R,
sodass
Nb Na
5 a )
K de ;COU(H%[’ (Qd de)

fir alle ganzen Ideale a erfillt ist. Es gilt

cQ = 1+ ON(QiN)

und h(z,y) < z~! fir alle y. Weiterhin gilt h(z,y) # 0 nur dann, wenn
x < max{l,2|y|} erfillt ist.

Die Funktion h(z,y) besitzt eine Reihe hilfreicher Eigenschaften. Bereits
die Definition der Funktion in der Arbeit von Browning und Vishe [BV14]
impliziert h(z,y) = h(z,|y|). Sei j € Z>(. Aus Lemma 3.2 von Browning
und Vishe [BV14] folgt

0 i

Browning und Vishe [BV14] beweisen in ihrem Lemma 4.1 auflerdem, dass
fir beliebige Gewichtsfunktionen f € #1(V) stets

/vf(v>h(%Nm(v))d”:\/z?f( ) +0;,07 ) (3.2)

gilt. Wenn wir uns auf eine nicht negative Gewichtsfunktion w, € #;7 (V)
beschranken, konnen wir aus den Lemmata 6.3 und 6.4 von Browning und
Vishe [BV14] folgern, dass fur

0<Q'<pxl, velV,
po(©) = | wi(@)h(p, Nm(x))o(~vw) da (3.3)

sowohl

Pp(v) Ky o~ (P Q7| ()Y (3.4)

18



3.1 Die Kreismethode von Browning und Vishe

als auch
Pp(v) Ky, [log p[ 7271 (3.5)

gilt. Mithilfe von (2.1)) kénnen wir insbesondere

/V pp(v) dv <oy p3Q° (3.6)

schlieflen.
Wir werden die Formel fiir die Indikatorfunktion dazu nutzen, die gewich-
tete Zahlfunktion

> ailAlx = W ()

xe0*

x=£(n)
fiir eine Gewichtsfunktion W : V¥ — Rs( und einen Parameter P = @, PV
mit P® € R.y zu untersuchen. Abkiirzend werden wir im Folgenden
£ = log (P) schreiben.

Bei der Gewichtsfunktion verbinden wir Ideen von Dietmann mit Ideen von
Browning und Vishe, um so einerseits die Diagonalisierbarkeit quadratischer
Formen wie Dietmann [Die03] ausnutzen und andererseits méglichst viele
Teile des Arguments von Browning und Vishe [BV14] wiederverwenden zu
koénnen.

Sei wy € #;"(R) eine glatte Gewichtsfunktion, die wy(y) = 1 fiir y < 1/4
und wo(y) = 0 fir y > 1 erfillt. Im Folgenden darf jede implizite Konstante
von dieser Gewichtsfunktion abhangen. Fiir jedes [ = 1,...,ry +ry definieren
wir die Gewichtsfunktionen

wl s K = Reo, w (x) = exp <—Cz24 Z|d§l)x§l)2|> ;

i=1
- KP s Rog, 0 () (Dd 0,02, )
Weiterhin seien R € K ;7 fiir [ < ry orthogonale und fiir [ > r; unitéare
Matrizen, sodass A durch R = @, R € V**¢ diagonalisiert wird und somit
RTAR = diag(dy, ..., d,) € V¢

gilt. Fir x € V* setzen wir

T1+72 1472

H wl) (DH 4 l))’ H wl) (WH l))
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3 Die Kreismethode iiber Zahlkorpern

und wéhlen ein geeignetes h € V*. Dann ist
W(x) = w(x — h)wy(x — h)

eine fur unsere Zwecke verwendbare Gewichtsfunktion. Es wird sich heraus-
stellen, dass ein h geeignet ist, wenn

h' = diag (|di['/%,. ., |do'/?) R¥h € V*
die Figenschaften

') < 1, Zalh’Q mlin\h’l(l)\ >2  (3.7)

P2’
besitzt. Wir werden im Folgenden stets annehmen, dass h in diesem Sinne
geeignet gewéhlt ist und zusatzlich auch dass (P) > 1 gilt. Dies impliziert
insbesondere P > |k®|1/2 fiir alle [ und PV < [k®|/2 fiir alle [ < ry.

Das folgende an Theorem 5.1 von Browning und Vishe [BV14] angelehnte
Lemma bildet unseren Startpunkt fiir die Kreismethode.

Lemma 3.1. Es gilt

Ccp2res Iy(m)
N(P)= —2= e 3.8
(P) D3> Nm P2 O%CO Z bﬂn) 38)

mat
= Z* > qb(afyb(A[x] —R)+ mTX),

a (b) x (bNn)
x=£ (n)

o) = [0 (3) 0 (s~ ) om0

Beweis. Aus Satz [2| folgt die Gleichheit von N(P) z

x Nb Nm(Ax]— m))
> Y% et - (5)n (g .
Nm P2 0)#bCO0 (mod b) xe{(?S) P Nm P Nm P?
Da fir alle x/P € supp(W) und jedes [ stets
’A(Z) x0] — ,f(l)‘
< max {’A(l)[ M (l)‘ (R(l)H( 0 /p h(l))) ” 0}

< max{ dlgl (?Ji + P(Z)R(Z)thl))2’ + ’K(l)‘ : w((]l) (y(l)/p(l)) £ 0}
=1

< p2 (3.9)
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3.2 Fourierintegrale

gilt, lasst sich die obige Summation auf diejenigen b beschrinken, die
Nb < Nm P erfiillen. Auflerdem ist im obigen Ausdruck die innere Summe
gleich

X+Yy Nb Nm(A[x+y]— k)
> ol -n) X w( )h( , |
x=£(n

Fir die innere Summe dieses Ausdrucks folgt aus der mehrdimensionalen
poissonschen Summenformel (vergleiche [Ski94, §5] bezichungsweise [MF80])
die Gleichheit zu

27”28

DG 2 oI hm)

mebny
Wegen Lemma [2.4] ist damit alles bewiesen. O

Um aus eine asymptotische Formel herleiten zu kénnen, benttigen
wir ein genaueres Verstdandnis der Fourierintegrale I,(m) und der Exponenti-
alsummen Sy (m). Diese werden wir in den néchsten vier Kapiteln eingehend
untersuchen. Es wird sich herausstellen, dass der Hauptterm nur aus den
Termen mit m = 0 entsteht und alle anderen Terme lediglich zum Fehlerterm
beitragen.

3.2 Fourierintegrale

Die Fourierintegrale kénnen wir wie in §6 von Browning und Vishe [BV14]
abschatzen. Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir fiir beliebige
Ideale b des Ganzheitsrings p = N b/ Nm P.

Analog zu Lemma 5.2 von Browning und Vishe [BV14] erhalten wir durch
mehrfache partielle Integration das folgende Lemma.

Lemma 3.2. Wenn b # (0) ein Ideal des Ganzheitsrings mit Nb < Nm P
ist, gilt fir alle m € V*\ {0} und jedes N € Zxq die Abschditzung

. NmP® o/ Pm\\ "
I"(m)<<NP1MA|1/2<P£2<m>> -

max
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3 Die Kreismethode iiber Zahlkorpern

Beweis. Es gilt

|Iy(m)| = Nm P*

/VS W(x)h (l)a Nm(ﬁf}’i— K>> ¢(—Pm”x)dx

Nm P$ A ritre
= Nm A2 /VS exp(—&*Yx/1?) H wo(|xY|
- h (p, Nm (Z oi(x; + h)? — /<;/P2)> o(—Pm’x)dx| (3.10)
mit
m = diag (||, ..., |d| /*) R"m € V.
Daraus dass die Multiplikation mit R die euklidische Norm || - || erhalt,

konnen wir

max

folgern. Fiir 8 € Z%, gilt
ri+r2
o° <exp —£4x|1?) H wo(|xY| (p, Nm (Z@(ﬂﬁi + hf)? — Ii/PQ)))
< 2

B1.BrELL):
B=B1+B2

1472
P (exp (—£*x[1?) H wo(|xW| )‘

-|0P2h <p, Nm (Y- oy + hj)? - n/P2)>‘ .

i

Aus (3.1)) folgt

0%2h (P, Nm (Zai(% + h)? — /{/PQ)> < plhal=t

r1+re

o (exp (—241x|1) H wo (x| ) <p,| LHA
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3.2 Fourierintegrale

fiir alle x € V* gilt, erhalten wir

r1+7r2
0 (exo-4 ) TT O o (St 410 - w7%) )

g p(p7 €L

Indem wir (3.10)) N-mal partiell integrieren, konnen wir auf das behauptete
Ergebnis schlielen. ]

Fir groffle m ist diese Abschétzung bereits ausreichend. Fiir die restlichen
Terme bendtigen wir jedoch ein weiteres Resultat.

Dazu folgern wir zuerst aus , dass eine von P, A und x unabhéngige
Funktion w; € #;1 (V) existiert, die w;(v) = 1 fiir alle

(v) < 2maX{<A[)§]3;K> : % € Supp(W)}

erfiillt. Jede der folgenden impliziten Konstanten darf von dieser Funktion w;
abhangen.

In dem folgenden Lemma, das auf Ideen aus §6 von Browning und
Vishe [BV14] basiert, nutzen wir die in definierte Funktion p,(v) mit
dem soeben erzeugten wy, um die Fourierintegrale zu vereinfachen.

Lemma 3.3. Sei
I(v, m) = /Sw (2 _ h) 6 (v(Alx] - #) — m"x) dx.
Dann gilt
m) = [ py(0) {0/ P2, m) dv -+ O (exp(~/6)).

Beweis. Es gilt

Iy(m) = / W C_f)) w; ("”’jl;“) h (,0, Nm <A[’;]32_“>> #(—mTx) dx.

Aus der inversen Fouriertransformation folgt

" (A[’;]D;“) h (p, Nm (A[’;]D;“)) — /V pp(0)6 (v(Ax] — x)/P?) dv.
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3 Die Kreismethode iiber Zahlkorpern

Weiterhin konnen wir wegen

/. w(;—h)—W(;)'dx:NmPs/‘/sw(x)ll—wo(x)]dx

< Nm Ps/ exp(—£12%) dz

z>1/2
< exp(—£*/6)

in Iy(m) die Gewichtsfunktion W durch die Gewichtsfunktion w ersetzen
und erhalten dadurch

Io(m) = /V p,(v) /V W (;) 6 (v(Alx] — x)/P? — m"x) dxdv

= [ p@)1(0/P m)dv+ 0 (exp(~£4/6) [ py(o)dv).
v 1%
Nun folgt aus (3.6) die Behauptung. O

Fiir die Abschéitzung von I(v, m) wird ein eher technisches Lemma beno-
tigt, das an Lemma 19 von Skinner [Ski94] angelehnt ist. Da wir anders als
Skinner quadratische Formen behandeln, miissen wir den Beweis mit kleinen
Veranderungen neu fiihren.

Lemma 3.4. Seir € Z~y und Py € Ry erfille (P) > Py. Fir zwei reelle
quadratische Formen fi(t) und fo(t) in r Variablen und ein z € R*\ {0}
setzen wir f,(t) = 21 f1(t) + 22 fo(t).

Wenn die Hesse-Matriz M(f,) von f, sowohl |M(f,)|| < |z| als auch
| M(f.)7 Y| < |27t erfillt, gilt fiir w € R" stets
[ exp(=[t12/ P)e(fu(t) + w't) b
RT
exp(—£2/2) + £ min{|z| /2, P}, |w| < (P + [2] ),
exp(—£2/2), sonst.

Beweis. Als Erstes werden wir dem abzuschatzenden Term kunstlich ein
weiteres Integral hinzufiigen. Sei P, = min{Py/2, |z|~'/?}. Fiir beliebige
0<k<1undueR"gilt

exp(—|ul?) = (Wk(l — k?))irm/TeXp (— 1|i|2k: _b —ku|2> dv.

Wenn wir in diese Gleichung u = t/P, und k = P}?/P¢ einsetzen und im
Integral t; = Pyv substituieren, erhalten wir die Identitét

—r/2 2 2

t]? 2 p? |t1] |t — ¢
Y e (1B e (ol ity
ex"( pp) U TR P\ TR )
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3.2 Fourierintegrale

Wir schreiben

Wolt:) — [t ]2
o) =ep ()
0 1

t, — t|?
I'(ty) :/ exp <—| s | >€(fz(t)+WTt)dt
R" Py
und erhalten damit
/R exp(—]t|2/P02)e(fz(t)—i—WTt) dt < P A Wo(t)I'(t1)dty.  (3.11)

Als Néchstes werden wir I’(t;) abschétzen. Es gilt

[t — t? T
P ) et t) dt
J— ( b ) eldult) + wt)
o0 r—1
< Py </ exp(—x?) da:) /| exp(—2?) dt; < PJ exp(—£?).
0 z[>L£

Fiir ein beliebiges ¢ < r schreiben wir

fa(@) = fo(te, .o tic, @ tia, . L ).

Damit gilt

[t —t|° T
— 2(t t)dt
/|t_tl|§plgexp< o) eldult) + W'

(t1; — t;)? =
/ exp | ———=5— | e(fa(t:) + wit;) dt;|
\ti—tl,i\gPls Pl

wobei das Maximum hier iiber |t; — ¢; ;| < P £ fir j # i gebildet wird. Um
dieses Integral abschétzen zu konnen, verschieben wir den Integrationsweg
und integrieren fiir ein ¢ € R iiber die Verbindungslinien von

< P/ 'max

tl,z’ - Plg, tl,i - P1£ + iC,
ti + AL +ic, tii +PE.
Wir setzen
u+tiv=t; — tl,ia h = fé(tlﬂ) + w;

und wéhlen ¢ so, dass ch > 0 und

lc| = min{ Py, (|Z|P1£)_1}
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3 Die Kreismethode iiber Zahlkorpern

erfullt ist. Damit erhalten wir

(tl P t2>2 U2 U2 U2
Rt )t Y oa
( P? s oW

(fz( )+ mgt;) = f’(tu +u)v +miv = hv + O(1).
Also gilt

max

(tl i tl)Q ~
B z 1 dt
/ti_tl,i|§P1£ P < P12 e<f ( ) +w;t )

2
< exp(—£?)]c| +exp(—27rhc)/ exp —U—Q du
lul<Prg P;
< Py exp(—£?) + Py exp(—27hc).
Wenn I'(t;) > Py exp(—£?) gilt, kénnen wir he < £% und damit auch
[fo(tra) + wil < E(P" + |z| )

folgern. Da i beliebig gewahlt wurde und || M (f,)|| < |z| gilt, folgt in diesem
Fall

IV f(61) + W] < &P + |z|Py).
Zusammen mit der trivialen Abschétzung kénnen wir

Py, [V faltr) + w| < (P + |2|Py),
Pl exp(—£?), sonst

I'(ty) < {

schliefen. Setzen wir diese Abschétzung in (3.11]) ein, erhalten wir

2
P Wo(t1)I'(t1) dty < Al dt
U uizpos o(t)I'(81) dts l61]>Pog exp( P2—p? !
< Pg;/ exp(—2?) dz
z>L
< exp(—£%/2)
und
P Wo(t)I'(t1) dty
[t1|<Pof
2
< exp(=£7) /|t1|<PO)3 Wolt) dts + Jio s ) rwieces Py iaipy 61
|t1|<Po£
a2 . ‘sz(tl) + W| < £3(P1—1 + |Z|_F)1)7
< exp( 2/2)+meas{t1. It,] < Ppe :
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3.2 Fourierintegrale

Hierbei bezeichnet meas{ - } das Mafl der Menge. Damit haben wir

[ exp(- 4P/ )el fult) +wT) dt

30 p—1
< exp(—£2/2) + meas {t1 : IZ{Z(’C;D)OE w| < L(P + |z| ), } (3.12)

gezeigt.

Um den Beweis abzuschliefen, miissen wir noch das Mafl dieser Menge
abschétzen. Sei t; ein Element dieser Menge. Wenn |w| > 2|V f,(t1)] gilt,
dann ist

Wi < 2(Iw| = [V£2(6)]) < 2[Vfo(t) + W] < L3Py + |2|Ry).
Jedoch gilt auch im komplementéren Fall
Wl < 2|V ()| < |2 Rl < L3Py + |z| Py).

Wenn |w| > £3(Py! + |z| Py) erfiillt ist, verschwindet also der zweite Sum-
mand von (3.12)).
Wenn t, ein weiteres Element der Menge ist, gilt

|t1 — t2| < ‘Z|_1|M(fZ)(t1 - tQ)‘
= |z| IV fo(t1) — V fu(t2)]
<SPz + P)
< L8Py 2l ™t + [2[77?).

Dies impliziert

3 —1
meas {t1 : IV falt1) + w| < L(Py + 2] Py), }

|t1| < P(),S
< min{€¥ (P |z " + |2 ?)", L7}
< € min{|a| "%, Py}

und damit ist die Behauptung gezeigt. ]
Wenn wir dieses Lemma in Anlehnung an §6 von Skinner [Ski94] dazu

verwenden, [ (v, m) abzuschitzen, konnen wir der Argumentation in §6.3
von Browning und Vishe [BV14] folgend das nidchste Lemma herleiten.
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3 Die Kreismethode iiber Zahlkorpern

Lemma 3.5. Sei B(v) = @BV (v") und
BO (V) = qW1/2e5 pO=1(1 4 |y1)).

Es gilt

(P)* Nm Ps

Po(v)]
|Nm A|1/2 / veV: d
\m<l)\<<B(l>(v(l)

Iy(m) < exp(—£?/6) + (o) v

)

Beweis. Sei wie zuvor
m = diag (|di| /%, |d/*)R"m € V*.
Dann erhalten wir durch Diagonalisieren
Nm A1 (v, m)|

- ‘/V exp ( — £Yx/P — h'HQ)gzﬁ(vZaixf — rTlTX> dx

= ‘/V exp (= &'x/P|*) ¢ (v 0w —m'x + 20P Y oiha) dx

Wir kénnen auf dieses Integral das vorhergehende Lemma anwenden, wenn
wir es einzeln beztglich der Einbettungen integrieren. Dazu setzen wir fiir
die reellen Einbettungen

r=s,  PR=PY/g  z2=0"0), ft)=> "8
i=1

und

w=—m® 4 200p0 |
o DR

s

Unter der Annahme v # 0 erhalten wir dadurch

o2/ p02 ) g2 {mOT + 200 p (l)h{(l)ti dt
f (=R PO (0 ol = T+ 200 PO S 001 )
&3 min{|o®|~1/2, PO} |w| < £5(PO-1 4 [0 P,

0, sonst.

< exp(—£7/2) + {
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3.2 Fourierintegrale

Wegen (h') < 1 und |m®| < dV1/2jm?| kénnen wir die Bedingung in der
Fallunterscheidung durch [m®| < BO(PW2y()) ersetzen.
Fiir die komplexen Einbettungen setzen wir

r=2s, o= V2P 2= (R(D), S00),
fl(t) = 2Z(t12 - t?—&-s)a f2(t) = _4Zt1tl+s
=1 i=1

2R(—m® +2v<>P(>h<l>)
wW=1_ m® 0)
23(— + 200 POR®)

Wie oben folgt damit fiir v # 0 aus dem vorhergehenden Lemma

/(CS exp(—L4t[>/ PD?) ( Za t2 m7t + 200 pO Z agl)hg(l)ti) dt

265 min{|o®|~1/2, pOY2s M| « BO (P20,

0, sonst.

< exp(—£2/2) + {

Also gilt

INm A|Y2I(v/P? m)
(P)*Nm P*s7(v)~*?, |m®| < BO(v"),

0, sonst.

< exp(—£2/3) + {

Wenn wir diese Abschétzung in Lemma einsetzen, erhalten wir

[b(m)<<<P)ENmPS/ Mdv

‘NmA,UQ |m(l>|2<€];/<é)(v(l)) %(0)8/2

+ exp(—£2/3) /V p,(v) dv + exp(—£2/6).
Wegen (13.6)) folgt damit die Behauptung. ]

Wir sind nun in der Lage, die Fourierintegrale fiir alle m # 0 geeignet
abzuschétzen.
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3 Die Kreismethode iiber Zahlkorpern

3.3 Das singuldre Integral

Wir miissen die Fourierintegrale nur noch fiir m = 0 auswerten. Wie
Browning und Vishe werden wir sie zuerst durch das singulare Integral
approximieren und dann dessen Grofle abschéatzen.

Fiir jedes ganze Ideal b # (0) gilt

I,(0) = Nm P* /VS W(x)h (p, Nm (A[x] - /{/P2)) dx

_ NmpP? [T, wo(|x" — h'@J?)
INm A[1/2 Jys exp(L4|x — h'||?)

Nm P? -
= WLJ(U)h(p, va) dU,

h(p, Nm (Zazxf - R/PQ)) dx

wobei der Integrationsbereich in

[T wo(Ix" — WD)

J(w) = d
() /xoew—l exp(L4|x — h'||2)|Nm(2z,)| 0

auf solche xg = (x9,...,xs) beschrankt ist, fir die ein x; als Losung von
S ow? — K/ P? = v existiert. Wegen gilt im Triger von @y (|x® — h'®)?)
stets \xgl)\ > 1 und somit ist dieses z; eindeutig. Da fur alle [ die Funk-
tion ¥ = 2" (x{", v®) im Triger von @y(|x® — WD[?) glatt ist, ist I(v)
unendlich oft reell differenzierbar.

Fiir ein N > 1 nutzen wir und erhalten

VD Nm P* _ AZANTD )N Nm P
5O = peNm a0+ O | T mAne

Nun werden wir A" wie in §5 von Browning und Vishe [BV14] abschiitzen.

Bei [ < ry folgt aus
otV v\ 1
o (a:::ﬁ“) ~ 200,0
0]

dass im Trager von @y(|x® — h'W|?) die N-te Ableitung von z;”’ nach v®
in On (1) liegt. Deswegen impliziert

8N w0(|X(l) . h/(l)|2)

4N
0N exp( 1< — WO <
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3.3 Das singuldre Integral

die Abschétzung

a / () = WO }?)
OvON Jpe1 exp(£4lx(l) _ h’(l)\2)|2$§l)|

Um das entsprechende Resultat fiir [ > r; zu erhalten, nutzen wir

dx) <« gV,

@) o) ! I
8%(1)(2))) a%(m:x) _ 1 %(355)1) g(l"gl))
03’ 036f)) | = 5,0 \-3(al) R(al")

MR(w®) a3 (vD)
und argumentieren ansonsten wie im Reellen. Auf diese Weise erhalten wir
schliefllich

N <y e
sodass wir insgesamt das folgende Analogon zu (8.4) von Browning und
Vishe [BV14] bewiesen haben.

Lemma 3.6. Fir N > 1 gilt

_ DY*NmP* 50+ 0 Nm P* (P)® p
~ 2n2|Nm AJ1/2 INm A|1/2

Damit haben wir das zu unserem Problem gehorende singulére Integral J(0)
erzeugt. Der nichste Schritt ist, die Grofle des singuldren Integrals abzuschét-
zen. Das folgende Resultat ist unsere Version von Lemma 8.2 von Browning
und Vishe [BV14]. Wie verwenden allerdings lediglich die triviale obere
Schranke.

Lemma 3.7. Es gilt

1,(0)

£240-9) « 3(0) < 1.

Beweis. Die obere Schranke ergibt sich leicht aus

J(0) < dxo < 1
xp€Vs—l:(x—h’)<1

und die Voraussetzungen an h implizieren
30) 3> freret. eomyce A%

Zi o;x2=r /P2

>>/X0€VS_IZ<X>§2_2 dXo
Zi o (22 +2h};)=0

> x0€V* 1 (x0) <72 dxg
132, oi(af+2hiwy)|<[h g2 -~
> 22(1(1—5). 0
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3 Die Kreismethode iiber Zahlkorpern

Wir haben somit das singuldare Integral und damit insgesamt alle Fourier-
integrale abschliefend behandelt.

3.4 Exponentialsummen

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Exponentialsumme Sy(m) aus
Lemma 3.1} Auf Ideen aus §7 von Browning und Vishe [BV14] und §2.4 von

Dietmann [Die03| aufbauend verwenden wir dazu die Exponentialsumme
Semgn) =X 3 o(w(r(AK - ) +mTx))
r(b)  x(b)

x=£ (b,n)

fiir m € O°. Der Zusammenhang dieser Exponentialsumme mit Sp(m) ist
der Folgende.

Lemma 3.8. Fiir alle b # (0), m € b/ﬂ\ns existieren m € O, k € O
und & € O° mit

[Se(m)| = [S(b,m, &, 7).

Beweis. Wegen Lemma existiert ein § € O mit vy(8) = v,(b) fir
alle p | b N 7. Also folgt aus Lemma [2.3(i)], dass

> qﬁ(r% (Alx] — k) + me)

x (bNn)
x=£ (n)
= > ¢yl =r) X ¢(m"(y+82)).
y (b) z ((bNn)/b)
y=¢ (n,8) y+Bz=¢ (1)

Wegen (n,b) = (n, ) gilt (bNn)/b=0ON(n/s). Zusammen mit y = € (n, 5)

folgt daraus, dass die innere Summe genau einen Summanden hat. Des
Weiteren gibt es ein § € (bNn)/b mit 6 =1 ((bNn)/n) und folglich gilt

y+PBz=0y+Pz—-& +E&=0y+(1-06)§& (bnn).

Damit haben wir bereits

Se(m) = 6((1 —0)m"€) 3" > o(rn(Aly] — £) +om’y)  (3.13)
r(b) y(b)
y=¢£ (b,n)

gezeigt.

Seien a € b und v definiert wie in Lemma [2.4] Es gelte also insbesondere
Y = v/ und v sei teilerfremd zu b. Wenn wir bei der Summation vir=r'
und y = vx substituieren, erhalten wir wegen adom € O die Behauptung. [
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3.4 Exponentialsummen

Aus (3.13) koénnen wir aulerdem noch die spater hilfreiche Identitét

— Y S o(melAly] - 0) (3.14)

r(b) ¥ (b)
y=£ (b))
ableiten.
Wir werden uns im Rest dieses Abschnitts nur noch mit der soeben
definierten Exponentialsumme beschaftigen. Wie in §7 von Browning und
Vishe [BV14] lasst sich zeigen, dass sie semimultiplikativ ist.

Lemma 3.9. Sei m € O°. Wenn by und b, teilerfremde ganze Ideale sind,
1st

S<b 627 m E? ) (bh m 51,/‘%1)5(52,1“1,52, '%2)
fiir geeignete &, &,, k1 und ko erfillt.

Beweis. Sei b = byby. Wegen Lemma [2.1ii)| gibt es o und /3, bei denen
vp(a) = vy(b1) und v,(B) = v,(b2) fiir alle p | b erfiillt sind. Fiir a € O
und 3 € O mit aa + B = 1(b) folgt aus Lemma [2.3{(ii)| dass

g(bl an m, 57 ’%)
=Y Y o(w((Br + an)(AlBy +az] - k) + 7 (By + az)))

r1 (b1) y (b1)
ra (b2) z (b2)

=37 > o(Bn(n(Alyl - k) +mTy))
g

: Z > (b(a’yb (TQ(A[ | — a’k) + mTz)>

2 (b2) 2 (b2)
z=af (b2,n)
Da ¢(ae-) und ¢(fB7y-) primitive Charaktere modulo by beziehungsweise by
sind, ist das Lemma damit bewiesen. O

Wegen der Semimultiplikativitéit ist es ausreichend, die Exponentialsum-
men auf Primidealpotenzen p fiir [ > 1 zu betrachten. Dazu folgen wir dem
Argument aus §2.4 von Dietmann [Die03].

Zuerst nehmen wir an, dass p nicht 2 teilt. Damit wir uns auf Diago-
nalformen beschréanken konnen, nutzen wir die folgende Verallgemeinerung
von Theorem 31 von Watson [Wat60]. Watsons Beweis bleibt wegen ([2.3))
unverandert giltig.
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3 Die Kreismethode iiber Zahlkorpern

Lemma 3.10. Wenn p t 2 gilt, gibt es eine Matriz U € O%*° mit zu p
teilerfremder Determinante, sodass UT AU diagonal modulo p' ist.

Wir benétigen ein Analogon zu Lemma 8 von Dietmann [Die03].

Lemma 3.11. Seien a,b € O°. Dann gilt fir p 12 stets

E:*<f[2:Q%%K“Mﬁ‘F@%D>¢C”%”ﬁ)<ﬂVﬁ“HV%}@Qa)

r(ph) M=l (o)

1/2

Hierbei sei T,(p!,a) = N ((pl, k)(p! ar) - (p' as))

Beweis. Der Beweis basiert auf §6 bis §8 von Estermann [Est62]. Es sind
allerdings so viele Anpassungen notwendig, dass wir ihn hier vollstandig
fithren werden.

Fir alle ¢ sei v; = vy(a;) und p; = min{v;, (}. Unabhéngig von r und 7 gilt
wegen (2.2) fiir ganze Zahlen a; und b;, die p*ial = a;(p') und p*ib] = b;(p')
erfiillen, dass

> (7,31 (ra;x? + bzxz)>
z; (pt)
= Z Z ¢(%l (mi(yi +p M 2)? 4 by + pl_’”zi)))

yi (ptri) 2 (pH1)

Y (p'H) z; (pHi)
NS, e O (e (rala? + V) ), pt | b,
07 plh)(bz

Im Folgenden kénnen wir o. B.d. A. davon ausgehen, dass p*i | b; fiir alle 4
erfiillt ist, da ansonsten die zu beweisende Abschitzung trivialerweise richtig
ist. Ebenso kénnen wir von p; = v; fiir alle ¢ ausgehen, da u; = [ unabhangig
von r stets

> gzﬁ(%z (ra;x? + blxz)) = Np!

x; (pt)

impliziert und die Summe fiir solche ¢ damit ausreichend abgeschétzt ist.
Also gilt p 1 a; und somit existieren die multiplikativ Inversen von 2ra;,
und 4ra), beziiglich p’. Fiir diese schreiben wir 2ra’ beziehungsweise 4ral. Es
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3.4 Exponentialsummen

gilt
Z gb( 1 (raga; +b'm,)>

@i (p'7)

> ('ypz v (m (z; — 2ralb))? + b(z; — 2m§b§)))
i (p'")
= ¢(_7pl*”i4ra;b;2) Z (b(Vpl*”iragxz?)'

@y (pl=vi)

Diese Gaufische Summe konnen wir mithilfe der von Hecke entwickelten
Rekursionsformel (siche §54 Hilfssatz b) und Satz 155 von Hecke [Hec54))
auswerten und erhalten

> d(yp-wraiay)

2?1( 1— 'L),L)

Np(l_vi)/27 2 | l .
e (7 : (3.15)

Es zeigt sich auflerdem, dass

’ ;)qﬁ(%x?) = Z Qb(%(xzz - 92)) = Z ¢(%Z2) Z ¢(122y) = Np.

ziyy (p) z (p) y (p)

Das Zusammenfiigen der bisherigen Ergebnisse liefert

> (f[ > d(plrain? + bﬂz’))) (=)

r(pt) Ni=la; (ph)
S ! S
S () Jo (= (S mamre o) )|
2}'&:1‘ p =1

= N pXilv/2

7 (ph)

Diese verallgemeinerte Kloostermansumme kann mithilfe von Proposition 9
von Bruggeman und Miatello [BM95] abgeschétzt werden. Es gilt

s / s
> ( 11 (r‘“) )¢ (‘w (S Trapop + m>> < Npf im0
=1

HCORRNS P

l—'Ui

— N p(l—l-min{Vp(m),l})/Q

und damit ist das Lemma vollstéindig bewiesen. ]
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3 Die Kreismethode iiber Zahlkorpern

Es bietet sich an dieser Stelle an, auch das folgende Lemma zu beweisen,
das wir allerdings erst spater bendtigen werden.

Lemma 3.12. Seien a,b € O°. Dann gilt fir p 12 stets

> (ﬁ > (T’Ypl(aiﬂf + bﬂz’)))

r(pl) Ni=lag (ph)

Beweis. Der Beweis ist im Wesentlichen identisch mit dem des vorherigen
Lemmas.

Da wir oben bis zur Abschéitzung der verallgemeinerten Kloosterman-
summe nicht verwendet haben, dass b; und b} unabhéngig von r € (O/p')*
sind, konnen wir diese Variablen tiberall durch rb; beziehungsweise b er-
setzen. Des Weiteren gilt in diesem Lemma x = 0. Wenn wir mit 4a; das
multiplikativ Inverse von 4a} beziiglich p! bezeichnen, folgt aus

< Npl(s/2+1) HN(PZ> (Ii)l/Q.

S / S
ST (24 Jo( -y aar) < nw
rph) \ =L p i=1
die Behauptung. O]

Wir kénnen nun die Exponentialsumme fiir ungerade Ideale abschatzen
und damit (14) von Dietmann |Die03| auf Zahlkorper verallgemeinern.

Lemma 3.13. Sei b ein zu 2 teilerfremdes ganzes Ideal und sei m € Os.
Dann gilt

S(b,m, ¢, k) < NbEHD/24eN(b, k)2 N(b%, A)Y2,

Beweis. Dietmanns Beweis benétigt nur kleine Anpassungen. Wir haben
bereits gezeigt, dass die Exponentialsumme semimultiplikativ ist, und wegen
Lemma konnen wir quadratische Formen modulo einer Primzahlpotenz
diagonalisieren. Also konnen wir uns in diesem Beweis auf Primzahlpoten-
zen p! und Diagonalformen

AlX] = a2? + ... + a.x?

beschranken.
Fiir alle i seien g; : O — C Funktionen mit Periode p’. Deren endliche
Fourierentwicklung und deren Umkehrung

1
0:(y) = Np! > oi(x)p(—vpzy)
z (p)
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3.4 Exponentialsummen

kénnen wir wie im Beweis von Lemma 2 von Briiddern und Fouvry [BF94]
dazu nutzen, aus dem vorhergehenden Lemma

5 (11 5 e (optrat +60) o)

r () \i=la ()

< Np!CHD2T, (p! a) H S ai(y)
=1y (p!)

zu folgern. Weiterhin ergibt sich aus

() = {1, r=& (o),

0, sonst

durch einfaches Einsetzen und Nachrechnen
Z |§z(y)‘ =1
v (ph)
Wegen T (p',a) < N(p', k)2 N(p’, A) folgt damit die Behauptung. O

Um diejenigen Primideale behandeln zu kénnen, die 2 teilen, benotigen
wir eine Verallgemeinerung von Lemma 10 aus Dietmanns Arbeit [Die03].

Lemma 3.14. Sei B € O%*° eine symmetrische und nichtsingulire Matriz.
Weiterhin sei b € Of und es gelte p | 2. Dann gilt

Z 6(p (Bx] +b7x)) < Np"/2N(p*, det B)"/2.

Beweis. Das Vorgehen in diesem Beweis orientiert sich an dem in §1 von
Pommerenke [Pom59]. Es gilt

2

Z (B +b"x))| = 3 3 (v (B - Blyl + b (x —y))).

(Y x(pH y (ph)

Wenn wir x =y + z setzen, ist dies gleich

Z qﬁ(’ypz +bT ) Z ¢(2'ypzzTBy).

v (1)

Da O/p! ein Hauptidealring ist, folgt aus dem Elementarteilersatz fiir
Matrizen die Existenz von ganzen Matrizen U und V' mit zu p teilerfremden
Determinanten, fiir die D = U7 BV modulo p' eine Diagonalmatrix ist.
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3 Die Kreismethode iiber Zahlkorpern

Wenn wir in obiger Summation y und z durch Vy beziechungsweise Uz
ersetzen, erhalten wir

> (b(”ypz(B[UZ] + bTUz)) > (22" Dy)

z (p') y ()

< Np"#{z € (0/p"): 22" D = 0(p")}

< Np'* N(p', det D).
Da det B und det D gleich oft durch p teilbar sind, ist damit die Behauptung
gezeigt. O

Indem wir Dietmanns Vorgehen imitieren, erhalten wir mithilfe dieses

Lemmas unser Analogon zu (15) von Dietmann [Die03].

Lemma 3.15. Sei m € O° und sei b ein ganzes Ideal, dessen Primfaktoren
alle 2 teilen. Dann gilt

S(b,m, &, k) < Nb¥/2 1+ N(b°, A)Y/2,

Beweis. Wieder geniigt es, dies fiir Primidealpotenzen p' zu zeigen. Sei

J=1—vy(p',n). Wegen (2.2 gilt fiir beliebige r € (O/p")* die Gleichung

> o(w(r(Al] - ) + m"x))

x (b)
x=¢ (b,n)

—| 3 ¢ (i (ral + py) - )+ m (€ +pl_j”)>l
y (p7)

= | 3 0w (184D + 2rE" A+ m)Ty))
y (p7)

Das vorhergehende Lemma liefert uns zusammen mit einer trivialen Abschét-
zung iiber r die Behauptung

S(p',m, &, k) < Np 2 N(pse, p*l=) A)1/2
<< Npl(1+s/2) N(pls, A)l/Q‘ D

Wenn wir die Resultate dieses Abschnitts zusammensetzen, erhalten wir
das folgende, Lemma 7 von Dietmann |Die03| verallgemeinernde, Resultat.

Lemma 3.16. Seien b = biby ganze Ideale mit (b1,2) = O und by +p = O
fir allept2. Firm e bnn gilt
Sp(m) < [Nm A[Y/2N pETD/2+ N by/? N(by, £)'/2.

Diese Schranke ist fiir unsere Zwecke ausreichend.
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3.5 Die singulare Reihe

3.5 Die singuldre Reihe

Als Nachstes werden wir die singuldre Reihe einfiihren und eine untere
Schranke fiir sie herleiten. Fiir das folgende Lemma vergleiche §2.5 von
Dietmann [Die03].

Lemma 3.17. Die singuldre Reihe

|Nm p|*
6= Z 75&(0)
(0 zoco N(bNn)

konvergiert absolut und es gilt

|Sp(0)] INm A|Y2|Nm k| Nm PB=9)/2+2 £ 0,
2 N <€
N(bnn)s

(0)£5CO INm A['/2 Nm P?5/2+ k= 0.
Nb6>Nm P
Beweis. Aus Lemma folgt

3 |56(0)]

(0 zco NN

Nb6>Nm P

< NmA23SNpy S Ne!TYPN(ey, R)Y2, (3.16)

b N b13>Nm P/ N by

wobei b; und by den gleichen Einschrankungen unterliegen, wie in dem
soeben verwendeten Lemma.

Es sei vorerst £ # 0. Wie in §8.1 von Browning und Vishe [BV14] koénnen
wir ausnutzen, dass  hochstens O(|Nm x|®) Idealteiler besitzt und somit fiir
jedes M stets

> N(by,&)2<Y N2 31

M<N by <2M ¢k ¢|by
M<Nby<2M

M
< Z N Cl/2N7c
|k

< M|Nm k| (3.17)

gilt. Also kénnen wir mithilfe einer dyadischen Unterteilung

(3—s)/2+¢
—S8 € N P
Z Nbgl )/2+ N(bl,/{)l/2 < ’Nm/{‘iz <27” m >
N b1>>Nm P/ N b r>0 N b,

Nm P (83—s)/2+e
N by

< |Nm k| (
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3 Die Kreismethode iiber Zahlkorpern

folgern. Also ist die rechte Seite von (3.16]) wegen ], Np = 24 stets

< [Nm A|"2|Nm &[* Nm PG~=*)/2+2 3~ N p, /2
ba

d
< |[Nm A|Y2|Nm x|° Nm p©@-9)/2+e (Z 2’"/2)

r>0
< |Nm A|Y?|Nm k|* Nm P@-9)/2+e

und damit ist die behauptete Ungleichung fiir k # 0 gezeigt.
Im Fall k = 0 impliziert (3.16]) wegen s > 5 direkt

0
s oL >|5 < [Nm A[Y2 Nm P2=#/22 3" N by
(0)£6CO N(bNn) b
Nb>Nm P

< |Nm A|Y2 Nm P>/,

Die absolute Konvergenz der singulédren Reihe folgt in beiden Féllen aus der
bewiesenen Ungleichung. [

Da wir die singulare Reihe auf die gleiche Art und Weise wie Dietmann aus-
werten konnen, basiert der restliche Abschnitt auf §2.6 seiner Arbeit [Die03].
Wie tiblich hat die singuldre Reihe eine Produktentwicklung.

Lemma 3.18. Fiir beliebige ganze Ideale b set

ob) =#{x € (0/b)":x=¢ (b,n), Ax]=x (b)}.

Dann gilt & =[], x, mait

_ s |Nm77|8 _ svp(n) 13 (1—s)l l
XP—Z;)WSW(O)—N;J " lim N pt=p(p).

Insbesondere ist

[Nm n|*
——54(0
N(bNn)s +(0)

als Funktion von b multiplikativ.

Beweis. Zuerst leiten wir wie im Beweis von Lemma 15 von Dietmann [Die03]
einen Zusammenhang zwischen S, und o(b) her.
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3.5 Die singulare Reihe

Wir setzen

und erhalten
o(b) =Nb""> " U(b,7).
7 (b)
Sei 1 die Mobiusfunktion auf den ganzen Idealen. Aus (3.14]) folgt
= >U(r) =2 > wU(b,r) =" p(e) > U(b,7).
7 (b)

r (b) c|(b,r) c|b

c|r

Wir betrachten nun die innere Summe. Wegen Lemma [2.1{(ii )| existieren «

und S mit vy(er) = vp(c) und vy (8) = vp(b/c) fiir alle p | b. Aus Lemma 2.3(i)]
folgt

ZU(b,r) = Z U(b, ar)

‘ 7 (b/c)
= > X ¢(arn(Aly]—x) 1
r(b/c) y(b/c) z (c)
y=€ (b/c, 77) y+B8z=¢ (b,n)
(b/c n)° Z
U(b/c,r)
N(bﬂ?) r (b/¢)
Also gilt
[Nm|* N(b/c,n
———5,(0) =) pu(c U(b/c,r)
o0 = S0 e T Ul

_ N(b/c, n)*
= %HJ(C)WQ([’/C)-

Da wir aus dem chinesischen Restsatz folgern kénnen, dass o(b) multipli-
kativ ist, ist auch die linke Seite der obigen Gleichung als Funktion von b
multiplikativ.

Wie bei Lemma 16 von Dietmann [Die03] konnen wir darauf aufbauend
wie folgt argumentieren. Weil

Xp = Z msp (O)
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3 Die Kreismethode iiber Zahlkorpern

als Teilfolge von & ebenfalls absolut konvergiert, haben wir damit & = [, x,
gezeigt. Des Weiteren gilt

L |Nmpf* 5 777) -
%N(pkm )s p kz%;]ﬂp )Q(p )
N(p', n)*

= Npie 1 o(p")

sodass der Grenziibergang von [ gegen unendlich die Behauptung liefert. [

Wir werden die x, einzeln abschétzen. Dabei beschranken wir uns zuerst
auf diejenigen p die 2nA nicht teilen. Da Dietmann dabei Resultate von
Iwaniec |[Iwa97] verwendet, werden wir auch diese auf Zahlkorper tibertragen.

Das folgende Lemma verallgemeinert (11.72) von Iwaniec [Iwa97].

Lemma 3.19. Sei s =4 und k # 0. Wenn 2nA nicht von p geteilt wird, gilt

(oL (AL (A *11 1 A
Xp = _W F _N7p E _vap(n)—l—l pr(fi)-l—l ’

Beweis. Vorerst nehmen wir nur s > 4 an.

Als Erstes berechnen wir wie in Lemma 10.5 von Iwaniec [Iwa97] Gauisum-
men. Sei [ € N und sei r € O teilerfremd zu p. Dann kénnen wir Lemma [3.10]
nutzen, um lokal zu diagonalisieren. Also existieren m; € O mit [[m; = A
und

> d(ryAlx] H < > ¢(Wplmj«f2)>-

x (p') J=1 Nz (ph)

Analog zu unserem Vorgehen bei (3.15)) folgt die Gleichheit zu

D)5 ) -GG v

wobei €,; = 1 fiir gerade [ und |e,;| = 1 fir ungerade [ gilt.
Damit kénnen wir im restlichen Beweis analog zu dem Vorgehen in §11.5
von Iwaniec [Iwa97] argumentieren. Zusammen mit (3.14]) folgt

0) =33 ¢(ru(Alx] — )

r(p!) x (')
A * T ®
= ( )NpW s <l> P~ k). (3.18)
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3.5 Die singulare Reihe

Sei p(+) wie zuvor die Mobiusfunktion fiir ganze Ideale. Dann folgt fiir alle [
aus der Mobiusschen Umkehrformel

min{l,vp(x)} - ‘
> o) = 3 ulp )Ny

7 (p) J=0

Wenn s gerade ist, folgt aus Lemma [3.18| dass

A
ZNP_ZS/Q <p> plz P(—rpik)

7 (pt)

Vp(ﬁ) o l—7 ls/2 A
= Np/ S pu(p ) Np™/ <pl> €l

7=0 l=j

vp (k) . A A
@)oo
=

Da dies fiir beliebige  richtig ist und x, € R gilt, folgt aus den Fallen
vp(k) = 0 und s € {4,6}, dass sowohl 53 als auch Eg reelle Zahlen sind.
Wegen |e,| = 1 gilt also g, = 1.

Fiir s = 4 konnen wir daher

w55 (3) (-5 5)
(s G -556)) (1 s ()

folgern. Damit ist die Behauptung bewiesen. ]

Z,

Aus diesem Lemma kénnen wir nach kurzer Rechnung folgern, dass fiir
s =4 und k # 0 stets

d ©(Nm k)4

> (1_> > (1_) _ ¢(Nm#)?

g ’ E Np |11\;[nn ‘ledd
p prim

1
> (loglog 3|Nm r|)?

gilt.

Im Fall s > 5 nutzen wir fiir kleine Primideale ein Liftingargument, das
Dietmann erst spater benttigt. Das folgende Lemma verallgemeinert und
verbessert Proposition 2 von Dietmann |Die03] und den darauf folgenden
Absatz. Es gilt unabhéngig davon, ob 2nA von p geteilt wird.
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3 Die Kreismethode iiber Zahlkorpern

Lemma 3.20. Es seil > v,(2A€) > vy(n). Dann gilt

Xp > NpSVP(U)—(Vp(QAﬁ)-‘rl)(s—l).
Beweis. Wir betrachten
) =#{xe (Op) ix=¢ PO Ax =k (pFR)]

Da x = £ (p"»(?49+1) insbesondere p*»(?48) | 2Ax impliziert, ist diese Defini-
tion fiir [ > v,(2A4€) unabhéngig vom gewdhlten Repréisentantensystem fir
O/p'. Wegen A[€] = k gilt also g*(p¥»(248)+1) > 1.

Wir werden zeigen, dass sich jede fiir o*(p') mitgezihlte Losung x zu
N p*~! Losungen fiir o*(p!*1) liften lasst. Wegen gilt

pvp(QAE) H 2Ax, A[X] k= apl+vp(2A£) (pl+1+vp(2A§)>

fir ein a € O.
Fiir jedes u € (O/p)* gilt y = x + plu € (O/p"*1)*. Es folgt

y = 5 (lJVp(ZAﬁ)JrI)7
A[y] k= apl+Vp(2A§) + 2pluTAx (pl+1+Vp(2A£))‘ (319)

Also gibt es ein v # 0 (p), sodass die rechte Seite von genau dann
kongruent zu 0 modulo p!T1+»(248) ist wenn a +u’v =0 (p) gilt. Da diese
Kongruenz fiir Np*~! verschiedene u € (O/p)* erfiillt ist und bei diesem
Verfahren aus unterschiedlichen x verschiedene y entstehen, impliziert dies

ot (pl) > N pl-¥»AO-1(s-1)

Wegen o(p') > o*(p') folgt die Behauptung aus Lemma m O

Dieses Resultat konnen wir auf dieselbe Art wie Iwaniec [lwa97] nutzen. Aus
Lemma 3.1§|folgt, dass Sy (0) fiir zu 1 teilerfremde Ideale multiplikativ in b ist.
Triviales Abschétzen von liefert fiir solche b deshalb |S,(0)| < N b/2+1,
Also gilt im Fall s > 5 fir eine geeignete untere Schranke fiir Np die
Abschatzung

IIxw= > Nb=S0)>1- > Np =/

pi2nA (6,2nA)=0 (b,2nA)=0
Np>1 ptoVp:N pk1 ptoVp:N pk1
1
>1— Y Nb 32> -,
Nb>1 2
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3.5 Die singulare Reihe

Fir kleine p 1 2nA kénnen wir wegen
V(&) = vy (2A8) = v, (AATI24E) > v, (2A€)
aus dem vorhergehenden Lemma

H Xp > H N p(e(©+D0=9) H N pY(©01-9)

pr2nA pr2nA pr2nA
Npk1 Npkl

folgern und haben damit insgesamt
I x> ] Np»©a-
pi2nA pr2nA

gezeigt.
Bei Primidealen, die 2nA teilen, miissen wir anders argumentieren. Wir
beginnen damit,

Su(0)= 3" Y o(ayp(Al] — k)
R

abhangig von [ genauer auszuwerten.
Fir [ < vy(n) gilt

Sp(0) = 3" 6(ar (A[E] = 1)) = p(p). (3.20)
a(ph)

Im Fall von [ > v,(n) nutzen wir (2.2) und ersetzen x durch & + p**™y. Wir
erhalten

Su(0)= 3" 3 d(ar w7 Aly] + 267 Ay)).

a(ph) y (pr=veim)

Fir vy(n) <1< 2v,(n) gilt folglich

0, 246 £0 (pi-v™),

S”Z(O):{so@l)Npsﬂ-W% sag=o (om0

Im Fall [ > 2v,(n) substituieren wir y = z + p!~2"»("u und erhalten so die
Gleichheit von S,:(0) zu

Z* > ¢(a’yp17vP<n)(pr(n)A[Z]+2€TAZ)) > q§(2afypvp(n>£TAu).

a (p) 7 (20 (m) u (p ()
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3 Die Kreismethode iiber Zahlkorpern

Also verschwindet S, (0) fiir p*»*™ f 2A€ und im Fall p*»® | 2A¢ haben wir

Sp(0) =Np* 3" 5 G(arvn (p? 7 Alz] + 267 Az))
a (pl) z (pl72v|_~,(n))

— Np(s+2) vp(n) Z* Z (ﬁ(a’yplﬁv;a(n)(A[Z] + WTZ)) (3.22)

@ (pl72vP(n)) P (pl*QVp(n))

fiir ein wegen ([2.3) existierendes w € O°. Dies konnen wir dazu nutzen, x,
fir p | 2nA nach unten abzuschéitzen. Wenn p»(™ t 2A¢€ gilt, folgt aus dem
Obigen leicht

vp(n)

Z o(p') = Np»®

2vp(n)

|Nm 7n|*
Xp = -
’ ;:) N(p! N ) Sl

Wenn 2A4€ dagegen nicht von p¥»() geteilt wird, miissen wir aufwindiger
argumentieren.

Lemma 3.21. Es gelte p | 2nA und vy(n) < v, (2AE). Aus p 130 folgt

Xp > Nan(n)+(Vp(n)*Vp(2A£))(5*1)

und p | 30 impliziert

o > N pre 0w —v @A) s-1),

Beweis. Wir untersuchen zunéchst den Fall p 1 30. Diese Bedingung impliziert

insbesondere Np > 5. Aus (3.20) und (3.21)) folgt

2vp(n) \Nmn| vp(n) 2vp(n) N(pl 77)8
Neol s (0) = p(p') + L Npt M (p)
2 Nwng 0= L 2 T

= 3 o) = Npew

wéahrend (3.22)) die Gleichung

> [Nmp|*
Sl 2vp(n) O
;Nplva mﬁ)s plt2ve (0)

_ ZNp—lerzvn(n Z 3 (b(a’ypz Z)+w z))

a(p') z(»")
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3.5 Die singulare Reihe

impliziert. Also gilt

Xp = Np2veln ZNp’l“” Yy (b(a’ypz z]+w z))

a (pt) =z (ph)

Wegen Lemma kénnen wir o. B.d. A. davon ausgehen, dass A eine
Diagonalmatrix ist. Diese Diagonalisierung lésst v,(A), v,(A&) und v, (§)
unverandert.

Wenn hochstens s — 3 Diagonaleintrége von A durch p teilbar sind, impli-
ziert Lemma die Abschétzung

Z Z ¢(a’ypz z| +w z))

a(p') z ()
Wegen Np > 5 folgt daraus

1

=1

< Npl=1/2)

Wenn hingegen mindestens s — 2 Diagonaleintriage durch p teilbar sind, gilt
Vp(AE) < vp(A) +vp(§) — s +3,
sodass aus Lemma [3.20] die untere Schranke

> NpSVn —(vp(248)+1)(s—1) > vap m+(vp(n)—vp(248))(s—1)

folgt. Wegen v, (1) < v,(248) < v,(2A€) haben wir damit den ersten Teil
der Behauptung gezeigt.
Im Fall von p | 30 kénnen wir aus v,(A§) < vp(A) + v, (§) analog

Xp 3> N pr (M +p (Ve (A€) (s-1)
schlief3en. .

Das néchste Lemma fasst die in diesem Abschnitt bewiesenen Resultate
zusammen und liefert die benotigte untere Schranke fiir die singulére Reihe.

Lemma 3.22. Sei
K. — {(1oglog 3INmk|)™, s=4,

Es gilt
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3 Die Kreismethode iiber Zahlkorpern

3.6 Die asymptotische Formel

Nachdem wir in den letzten vier Abschnitten die Fourierintegrale und die
Exponentialsummen eingehend untersucht haben, werden wir diese Ergebnis-
se nun dazu nutzen, eine asymptotische Formel fiir die Anzahl der Losungen
von herzuleiten. Der gesamte Abschnitt basiert auf der Arbeit von
Browning und Vishe [BV14].

Doch bevor wir damit beginnen kénnen, benétigen wir noch das folgende
technische Lemma, dessen Ideen sémtlich von Browning und Vishe [BV14]
stammen.

Lemma 3.23. Seien N, K € Roy mit N > ds und sei

M= e]laM@ S EPR>O.

Fiir jedes ganze Ideal q gilt

> 1< Ng'NmM*

0#£meg®
|m(l)|oo<<M(l)

und

> (Mm)™V < N¢*K* V¥ NmM~*.
mEE[\S
(m)>K

Beweis. Wegen Lemma gibt es ein Primideal p mit Np < 1, sodass
qop = () fir ein a € O erfillt ist. Daraus folgt

INm | < Ng, g=(q0) ' =a'p.

Also ist

1= > 1<<< > 1) < Ng°Nm M.

0#£meg® 0#mep® meo
im0 MO Im® | <|a® | MO |m®V|<]a®|pm®
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3.6 Die asymptotische Formel

Ebenso gilt

> (Mm) N <) Y (Mm)
meg® meQO?®
(m)>K (m)>(a) K
< (@ Y #{me0®:j< (Mm)<j+1}N
jz{a)K
‘ds—1

J N
< ()" Y ~j
j>ex NmM

< Ng*K® N Nm M. O

Der Startpunkt fiir die asymptotische Formel ist Lemma Als Erstes
werden wir zeigen, dass in der dortigen Summation alle Terme mit m # 0
lediglich zum Fehlerterm beitragen. Dazu beweisen wir ein Analogon zu
Lemma 6.6 von Browning und Vishe [BV14].

Lemma 3.24. Es gelte Nm P > Nmd'/2 . Weiterhin sei

mazx*

Qo = Nm P 0 - Nm P (P)°
O NmdiE| (P () ()
Dann gilt
_ Sp(m) Iy (m) (P)* Nm P52

NmpP? Yy I g i | B, P dv

OCO g smeiy VO O0) [N A2 Tk

N b<Nm P
mit R={v eV : 7 (v) < NmP(P)*} und

Bep) =A@ Yy S

(0#46CO  otmebr’ (bnn)

Qo<Nb<KQ1 1) |, «BW (D)

Beweis. Zum Abschétzen der Exponentialsumme nutzen wir in diesem Be-
weis Lemma [3.16 und erhalten so

Sp(m) < [Nm A\l/Q N ps/2+1+e

Des Weiteren werden wir in diesem Beweis mehrfach das eben bewiesene
Lemma verwenden, ohne dies jedes Mal explizit zu erwahnen.
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3 Die Kreismethode iiber Zahlkorpern

Bei den Termen mit grofem m nutzen wir Lemma [3.2) mit N = ds+ 1, um
die Fourierintegrale abzuschétzen. Unter Zuhilfenahme des vorhergehenden
Lemmas folgt, dass fiir A > 0 stets

Nm P*Z Z Z Sb(m)]b (m)
Nb<Nm P (m)>Nm P>

s _ —ds—1
< Nm psld+1) p2ds+2 Z N ps(1/2=4) <Pm>
(0)£6CO N(b ) I vz
Nb<Nm P <m>>N11:1]P>‘
< Nm P—>\+d822d8+2 Nm di{gx Z N bs(l/?—d)
(0)#bCO
Nb<Nm P

gilt. Wir kénnen A so grofl wéhlen, dass dies in O(1) liegt.

Wenn m klein ist, nutzen wir fiir die Fourierintegrale Lemma [3.5] und
erhalten

Nm P—2 Z Z Sb(m)[h(m)
OFCO o pmairy 0NN
Nb<Nm P (m)<Nm pX

(P)°Nm P~ [Po(v) Se(m)|
RRRS Tl S S SR 77

(0)#bCO 0£mebry
Nb<Nm P (m)<Nm pA

\m(l)|oo<<3(l)(v<l))

Sei R, = {v eV :#(v) < p~'(P)?}. Der Beitrag von v € V '\ R, zum
obigen Integral ist wegen (3.4) fiir jedes j kleiner als

< <P>€ Nm Psd/\Jrsz Z N bs/2+1+€/ |pP(U)| dw

(0)£6CO V\R, A (v)*/?
N b<Nm P
. (2—5)e/2 sdA\+s—1 s/2+¢ —s/2
< (P) Nm P S Nb () .
(0)#bCO VAR,
Nb<Nm P

Aus (2.1)) folgt, dass dieses Integral durch eine Konstante beschrankt werden
kann. Deswegen konnen wir ein nur vom Koérper K und € abhéngiges j so
wahlen, dass der gesamte Ausdruck in O(1) liegt.

20



3.6 Die asymptotische Formel

Damit haben wir bereits

NmP? % Z bﬂ(m)

(0)#6CO ey’ n)*
Nb<Nm P
(P)¢ Nm P52 / [Pp(v) Se(m)]|
1+ d
<L+ ‘Nm A|1/2 Z Z %(U)S/Q N(b N n)s v

R, P
I\g%)#;QOP ? 0#mebny
<Nm Im® | oo < BO (vD)

gezeigt. Im Rest des Beweises leiten wir lediglich noch Einschrankungen an
die Summation tiber b her.
Aus v € R, folgt

Nb < Nm P (P)* 7#(v)™' = Q..

Erfille m die obigen Summationsbedingungen und o.B.d. A. sei m; # 0.
Dann gilt

0 < [Nmmy| < Nm(dY/2 P~Y) (P)* #(v)

max

und m; € (bNn)~'o~!. Also ist my(bNn)d ein ganzes Ideal und somit gilt
INmm|N(b N n) > 1. Folglich gilt
N(bN Nm P
No s 2eNn) o T = Qo.
|Nm | INm(nduax)| (P)° 7 (v)
Wegen R, C R ={v eV :#(v) < NmP(P)°} kénnen wir aus (3.5)) die
Abschatzung

B m) (P)* Nm P52
Nm P2 > Z )l —/E(U,P)dv
(OACO ey’ Ny [(Nm A2 Jr
Nb<N
folgern. Damit ist die Behauptung gezeigt. ]

Das Integral im letzten Lemma kénnen wir wie in §8 von Browning und

Vishe [BV14] abhandeln.
Lemma 3.25. Aus Nm P > Nmd'/2 folgt

max

N P2 Z Z Sp(m) I (m)

(OO o2meiry’ N(bnn)*

N b<Nm
Nm d%/2 |Nm k| (P)* Nm PE=D/2e - £ 0,
Nm d?/2 (P)* Nm P%/2+<, Kk = 0.
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3 Die Kreismethode iiber Zahlkorpern

Beweis. Sei E(v, P) wie im vorherigen Lemma definiert. Mithilfe der Ab-
schatzung aus Lemma und unter Verwendung von Lemma konnen
wir

S (m)]

E(v. P) = 2 (v)~*/? —_
(U7 ) (U) Z Z/\S N(b N n)s
(0)#6CO 0£mebNn
Qo N bkQ1 Im® | o< BO (v 1)
|NmA’1/2 s s € 1/2
<K W Z NmB Nb( +1)/2+ NbQ/ N(bl,/ﬁl)l/g
(0)#bCO
Qo< N b Q1
INm Ads V2. (v)*/? (P)*
max E E
< Nm Ps Qo«ﬂ%%<<Q1 172
mit
Y= > NbPTYPTEN(ey, R)V2
(0)#£b,CO
M1<Nbj<2M;
o= > Npyrte
(0)#b2CO
M2<Nba<2M2
folgern. Dies impliziert
(P)aNm PS_Q/
~ [ F(v,P)d
Nmapz Jp PP d
Nm ds/2_(P)* /2
max s Y12 do.
< Nm P? /}%%(U) Qo<<J\I/I[118MX2<<Q1 152 G0

Um den Beweis abzuschlieflen reicht es aufgrund des vorhergehenden Lemmas
aus, diesen Ausdruck abzuschéitzen. Einerseits gilt wie bei (3.17)), dass

M1($+3)/2+€|lei‘5, P ?é 0’

Y, < M1(5+1)/2+6 Z N(b1,l€)1/2 <<{ arate
(0)#61CO M,

M1<Nb1<2M;

Y HZO?

und andererseits gilt, dass

22 < M25/2+1+€ Z 1< M25/2+1+€(10g2 2M2)d < M;/2+1+2€.

(0)#b2CO
Mo<N ba<2Ms

Also erhalten wir
(S+3)/2+E|lei|5 K 7é 0

12y < {Qi/2+2+5
1

max
QoK M1 M2k Q1 , k=20

und damit folgt mithilfe von ({2.1)) die Behauptung. O
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Nun kénnen wir wie in §8.3 von Browning und Vishe [BV14] die asympto-
tische Formel beweisen.
Lemma 3.26. Wenn Nm P > Nmd,,., erfillt ist, gilt
27“2(5—1) N Ps—2
N(P) = = ——3(0)&
D N Agy2s|1/2

{0 (Nm d3/2,|Nm k[*(P)e Nm Ple=D/2t) 5 2£ 0,

axr

O (Nm d3/2,(P)* Nm P*/?+¢) | k= 0.

maxr

Beweis. Wir nutzen Lemma[3.6|dazu, die Fourierintegrale durch das singulare
Integral zu ersetzen. Fiir beliebige N > 1 gilt

Cp2r2s Z Sb(O)I[,<O)
D Nm P? g5 N(bNO7)

Nb<KNm P
cp2r2(~D Nm P2 _ Sp(0)
— AG-D/2 12J( ) Z N(bNn)s
Dy "|Nm A[Y (bNn)

(0)£6CO
Nb<Nm P
om0
NmA[?Z 22, Nonmg)
Nbg<Nm P

Sobald N gentigend grof ist, konnen wir die Summation tiber b im Fehlerterm
auf die gleiche Art wie zuvor abhandeln. Der Fehlerterm ist kleiner als

< (P)*Nm ps—2-N+e Z N p(—s+1/2+N+e b%/Q N(by, /4;)1/2

(0)#bCO

Nb<Nm P
INm £[¢ (P)° Nm PE=D/24e g £ 0,
(P)° Nm Ps/%+ Kk =0.

Des Weiteren erhalten wir mithilfe des Lemmas die singulare Reihe. Es
gilt

CP2r2(s—1) Nm PS_2*3( ) Z S6(0)
DY VRINmAPR T Gt N(BN7)*
Nb<Nm P
2r2(s=1) Nm P52 O (INm k[f Nm Pe=D/2+e) 5 £ 0,
- Ci‘*l)/? — 251 2j<0>6 T (‘ 5‘/2+8 ) s
Dy INm An2s|t/ O(NmP ), k= 0.
Da wir alle Terme mit m # 0 bereits in Lemma [3.25] abgehandelt haben,
folgt die Behauptung aus Lemma [3.1] O
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3 Die Kreismethode iiber Zahlkorpern

Mithilfe dieser asymptotischen Formel kénnen wir Proposition [2] beweisen
und dadurch den Beweis von Proposition |1 in dem Fall vervollstdndigen,
dass s > 5 oder sowohl s = 4 als auch k # 0 gilt.

Beweis von Proposition[4 Wegen A[€] = k und aufgrund der Voraussetzun-
gen an P existiert ein h € V| sodass erfiillt ist. Da ansonsten nichts
zu beweisen ware, konnen wir auflerdem Nm P > Nm d,,,« annehmen. Also
folgt aus dem vorhergehenden Lemma

2r2(sfl) Nm P52
e wn UL
Dy INm Ag2s|1/2
O (Nmd/2 (P)* Nm P<H>/2+E), K # 0,
o

Nm d3(2, (P)" Nm P*/?+¢) | k= 0.
Den Hauptterm konnen wir mithilfe der unteren Schranke fiir das singulare
Integral aus Lemma [3.7] und der fir die singulidre Reihe aus Lemma [3.22]
nach unten abschatzen. Es gilt

N(P) =

cp225=1) Nm P52 - Nm Ps—2—¢
e i 08 > e N N AV &)
DSV |Nm An2s |1/ INm A[2N((n N A)(E))

Deswegen folgt aus

NmP N (@A n AR e g,

— > o
(P 7 N (dd(y 1 A2 (g)20-0) 170 e — g,

dass N(P) > 0 gilt und somit dass eine Losung x mit W (x/P) # 0 existiert.
Diese erfiillt

‘diag (\dgl)|1/2, el |dgl)]1/2)RH(l)x(”‘ < pW, I=1,...,r1+79

und damit ist die Behauptung gezeigt. O]
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4 Raghavans Lemma mit
Kongruenzbedingung

Dietmann [Die03] modifiziert in seinem dritten Kapitel ein Lemma von
Cassels [Casbb|, welches eine Suchschranke fiir die Losung einer quadratischen
Form mit ganzzahligen Koeffizienten liefert, derart, dass die kleinste Losung
zusétzlich einer Kongruenzbedingung gentigt. Auf diesem Weg beweist er seine
Version von Proposition im Fall 3 < s < 4 und x = 0. Da Raghavan [Rag75|
das Lemma von Cassels bereits auf algebraische Zahlkorper verallgemeinert
hat, werden wir analog zu Dietmanns Vorgehen Raghavans Lemma eine
Kongruenzbedingung hinzufiigen.

Aus technischen Griinden werden wir dazu als Zwischenschritt die folgende,
Proposition 3 von Dietmann |[Die03] verallgemeinernde, Proposition beweisen.

Proposition 3. Sei 3 < s <4 und £ € O°. Weiterhin sei b C O ein zu (§)
teilerfremdes Ideal. Wenn

Alx] =0, x=¢ (b)

fiir eine symmetrische und nichtsinguldre Matriz A € O%** im Ganzheitsring
losbar ist, gibt es ein'’y € O° und ein zu b teilerfremdes m € O mit

Aly] =0, y=m& (b) (4.1)
und

(A)? N b%/4+<|Nm A|2/4, s=3,

y) <
< {<A>5 N b8/4+¢|Nm AV 4+ (AP N p19/dte 5 =4,

Bevor wir diese Proposition beweisen, werden wir aus ihr Proposition
im Fall 3 < s <4 und sk = 0 folgern.

Teilbeweis von Proposition[]. Es sei b =n/(§,n). Lemma ermoglicht
es uns, ein zu 7 teilerfremdes v € O \ {0} und ein v € (&, 7n) mit

N(&,n)V/?

A AN
(w/A) < KA

INm 7|°, g =uwlé e 0 (£',6)=0
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4 Raghavans Lemma mit Kongruenzbedingung

zu finden. Aus der obigen Proposition folgt die Existenz von y’ € Of und
einem zu b teilerfremden m € O mit

Aly'l =0, y' =m¢g  (b)

und
1y < 4 (AN 0N A, 5 =3,
Y (A)® N 684+ |Nm A|Ve 4 (A)S N plo/d+e s — 4,

Wegen Lemma [2.2) finden wir ein m € O mit
mmu=1 (b), (m) < N4,
Wenn wir y = vmy’ setzen, gilt Aly] = 0 und

y =vmmé& =mmuE =€ (n).
Da u und 7 teilerfremd sind, ist y eine Lésung von (2.4)), die
X |Nrn 77‘ 1/d+e .
<A> < Nmapa &)
[ Nmp e, N
(4)° [Non g A3 /22 4 (AY® [N 242 Nm A1, s = 4

erfiillt. Damit ist dieser Teil der Behauptung gezeigt. O

Im Rest dieses Kapitels werden wir uns nur noch mit dem Beweis von
Proposition [3| beschéftigen. Dabei gelte 3 < s < 4 und & € O°. Auflerdem
bezeichne b stets ein ganzes Ideal.

4.1 Konstruktion einer kleinen Losung

In diesem Abschnitt werden wir aus einer Losung a € O*\{0} von (4.1]), deren
Existenz wir ab jetzt voraussetzen, eine weitere moglichst kleine Losung kon-
struieren. Dazu modifizieren wir das Argument aus §3 von Dietmann [Die03]
mit Ideen von Raghavan [Rag75|. Wie bei Raghavan sei L(l) so gewahlt, dass
! l
@ity | = pax o’

fir alle [ erfillt ist.

Das folgende Lemma ist unsere Alternative zu den Lemmata 19 und 20
von Dietmann [Die03|, die auf Ideen aus §2 von Raghavan [Rag75| basiert.
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4.1 Konstruktion einer kleinen Losung

Lemma 4.1. Seiz € O°. Wenn Alz] # 0 gilt, gibt es ein b € O°\ {0} mit
A[b] =0 und

O TGING)

:::::

Beweis. Der Vektor
b = Alz]a — 2(a” Az)z
erfillt A[b] = 0 und wegen
Alz]b — 2(b" Az)z = Az]*a # 0

gilt b # 0.
Firallel=1,...,dund allez,5 =1, ..., s gilt sowohl

O] O]
laz® — ;Pa®] = | (z(l) — ZL(l)a(l)) — (z(l) - ZLU)a”) a|

N
—
S

g O]
ar
)
z
l LM
20— ZH0 )

!
< la),|
ar1)

als auch

]agl)bg-l) + ay)bgl)| = 2|(a§l)z(l) = zgl)a(l))TA(l)(agl)z(l) = z§l)a(l))|

0] 2
o ~LO)
{

) a®
ar

l
< lal)y? |z (A),

sodass wegen

O 1O 0 1O (r) () (r) 1@
lagp ;| < laggb;” + a5 brpyl + lapa b

J J
HORENE
! L(l
< a2 — 2] (4)
aru
die Behauptung folgt. ]

Wie in §3.3 von Dietmann [Die03] kénnen wir aus dem b des vorherigen
Lemmas eine Losung von (4.1]) konstruieren.
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4 Raghavans Lemma mit Kongruenzbedingung

Lemma 4.2. Der Vektor z € Of erfille Alz] # 0. Dann gibt es eine
Lésung ¢ € Of von (4.1)) mat

2

().

Z(ngw
o _ 0}
VA (l) a

2/d+e 2 2vyp(Alz])/d
(c) < Nb (A T Np*™ max. 0,

po 7

Beweis. Wegen Lemma ‘ gibt es u € O\ {0} und v €[]y, p* >

mit

(u) < Nb°, (v) < [Nmo|"? < [[Np?»AED/IN b2,
plo

sodass uv~! L6 p2Ve(4l2) teilerfremd zu b ist. Nun definieren wir ausgehend

von dem b des vorherigen Lemmas und einem mit Lemma gewahltem
7' =z (vb), das (z') < N(vb)/? erfiillt, den Vektor

c=— (A[z’]b — 2(z/TAb)z’) :

(%

Es gilt ¢ = uv™'A[z]?a (b) und folglich insbesondere auch ¢ € O°. Aulerdem
ist uv~'Alz)? teilerfremd zu b und es gilt

N b®

W (A) N(Ub)z/d (b)

() <

(ay. O

l l

2/d+2¢ / A\ 2 2 vy (Alz])/d
< Nb (A" [[Np max. R

po 77

4.2 Geometrie der Zahlen

Um ein geeignetes z fiir die Konstruktion aus dem vorherigen Abschnitt
zu erhalten, benutzen wir wie Dietmann die Geometrie der Zahlen. Aller-
dings verwenden wir sie auf eine Art und Weise, die eher an Raghavans
Arbeit [Rag75] angelehnt ist.

Ausgehend von Chalks Resultat fiir sukzessive Minima von Linearformen
iiber algebraischen Zahlkorpern erhalten wir folgendes Lemma.

Lemma 4.3. Es existieren ganze Zahlen Ay, ..., A\s € O mit

Ao A < max  (aa)”!
a#0:cac0s
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4.2 Geometrie der Zahlen

und linear unabhdngige Vektoren X1, ...,xs € OF, sodass
NG
) = Zplall < =28 I=1,...d
Lo e

und A[x1] = 0 gilt. Auflerdem ist
N(XiTij 1<i,j<s-— 1) < [Nm A|
und es existiert ein w € O° mit
(w,b0)=0, wla=0, 0< <WTX2> = INmw!x,|4 < N b,

Beweis. Zuerst werden wir die Ao, ..., A als sukzessive Minima konstruieren.
Fiir einen Parameter 7 € Ry betrachten wir die ds Linearformen

0]
LX) =X — a(, XLy, 1<1<d,1<i<s,i#L(l),
ar

Lipay (X)) = T_le,L(l), 1<1<d

in den ds Variablen

Xy = (Xigon Xis)y s Xa= (Xansoo Xay)
mit Determinante 7.
Fiar j = 1,..., s wahlen wir iterativ Vektoren x; € O®*\ {0} jeweils minimal
beziiglich
l
)‘j = n’%%}(lﬁlﬂ(xg)ﬂ
und O-linear unabhangig von x;,...,%;_1.

Aus (8) von Chalk |[Cha80a| (vergleiche das Lemma von Chalk [Cha80b])
folgt, dass diese sukzessiven Minima A; - - Ay < T_ID‘;(/Zd erfiillen. Wenn a

und x; fiir ein j = 1,..., s linear unabhangig sind, gilt
_ ) -1
Aj 2 (a) 1<zg;a1§l<d’&L(l a ' L(l)’ > (a) .

Also kénnen wir 7 so grofl wéihlen, dass a und x; linear abhéngig sind. Dann
folgt

Ao\ € max _ (aa)”'
a#0:aac0s
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4 Raghavans Lemma mit Kongruenzbedingung

AuBlerdem koénnen wir durch VergroBern von 7 erzwingen, dass fiir beliebige

implizite Konstanten und alle [ = 1,...,d die Abschéitzungen
1 d O]
7__ Z|xZ,L(Z)| << >\J7 ] - 2, 3
i=1
gelten.

Als Néchstes werden wir die Norm des Ideals (x] Ax; : 1 <i,j <s—1)
abschatzen. Dazu zeigen wir, dass die Norm des Ideals

T1i T4 . .
= | det ’ 11 <i<j<s
B ( (mu 9%') - )
durch eine Konstante beschrénkt ist. Da x; minimal beztiglich (-) ist, gilt
wegen Lemma die Abschétzung N(x;) < 1. Daher liefert Lemma [2.1}1)
einen Vektor w € O° und eine ganze Zahl 8 € O mit = wix; # 0
und (3) < 1. Wegen Lemma [2.2 finden wir zusétzlich ein o = —w’xy ()

mit (o) < NB;/?. Es gilt

ax; + fx; =0 (Pr).

Aus Lemma folgt die Existenz von p € K mit () < N‘Bfl/ d
und z = p(ax; + fxz) € OF. Daraus resultieren fir alle [ = 1,...,d die

Abschatzungen

0) 9
210 n  TaLa —1/d
o0 2H00]_ = 00 - Bh0a0] g
0 ar)

_ l _ l l —1/d
r 12 < r T (| + T | N BT,

Sobald wir 7 ausreichend grof3 gewéhlt haben, folgt N*3; <« 1 aus der
Minimalitat von x;.
Auf dhnliche Art und Weise lasst sich zeigen, dass die Norm des Ideals

Tii T2i T3:
mg = | det T15 T2 T35 | 1<y <] <k<s
Tik T2k T3k

ebenfalls durch eine Konstante beschréankt ist. Analog zu der Existenz von
w und 3 gibt es

v = Z Wi j det (33177; xZ,i) §£ 0 (42)

1<i<j<s L1 L2
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4.2 Geometrie der Zahlen

mit () < 1. Wegen Lemma [2.2] finden wir

> wijdet <x2’i xg’i> (B2),

o=
L2,5 L35
L1 T3
=— ) w;jdet| ~ ’
ﬁ Z %, (xl,j xS,j) (‘Bz)

mit (o) , (3) < NP3/, Wiederum gilt

ax) + fxa +yx3 =0 (Po). (4.3)

Sei p € Py ein Element, fiir das [Nmp| < N‘,B;/ ? gilt. Wir kénnen Chalks

Resultat [Cha80a] auf die 2d Linearformen

Yi,l7 [ = ]-7 y &y
/6(”}/1,1 _p(l)}/?,lv [ = ]-> 7d
in den 2d Variablen Y} 1, ..., Y5 4 mit Determinante Nm p anwenden. Es zeigt
sich, dass y1, 2 € O mit
(1) < Ngy/™, (B — pya) < N,/

existieren. Wenn wir N, > 1 annehmen, kénnen wir durch Multiplikation
von (4.3) mit y; und mithilfe von Lemma die Existenz von a, 8,7 € O
mit

ax; + BX2 +9x3=0 (m2)7 y#£0 (%2)7
(@) < Ny, (B), (7)) < N,

folgern. Wie oben konnen wir hieraus ein im Widerspruch zur Minimalitat
von A3 stehendes z’' € O° konstruieren. Also gilt Ny < 1.

Aus dem Satz von Gustafson, Moore und Reiner [GMRS]1] folgt die Existenz
einer Matrix T' € O°*° mit

INmdetT'| < NB,_» < 1,

deren ersten Spalten die Vektoren xi,...,x,_1 sind. Wie im Beweis von
Lemma 21 von Dietmann [Die03| folgt aus

xTAx, ... xTAx, ., =
xI' Ax; .0 xT Axg
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4 Raghavans Lemma mit Kongruenzbedingung

dass
(X;-‘FAXJ- 11<i,j<s— 1) | det(A[T]) = Adet T?

und somit

N(xfAx;:1<i,j<s—1) < [NmA|
gilt.

Als Letztes werden wir w konstruieren. Ausgehend von kénnen wir
w; = Z Wi jT1,; — Z Wji%14 j=1,...,s
1<i<j j<i<s
setzen. Dann erfiillt der Vektor w' = (wf, ..., w!) sowohl
T1; G

wla = 1§§§5 w; ; det (:1311] aj> =0

als auch

0< <W/TX2> = < Z Wi 5 det (xl’i x2’i> > < 1.

1<i<j<s T1j T2,

Wegen Lemma [2.1{(i)| und |(iii)| gibt es ein A # 0 mit

(Aw,b) = O, <)\W'Tx2> = |Nm Aw'T'x, |4 « N b°.
Also hat w = Aw’ die gewiinschten Eigenschaften. O

Das gesuchte z entsteht wie in §3.3 von Dietmann [Die03| als Linearkom-
bination der obigen xq,...,x, 1. Zusammen mit den vorherigen Lemmata
erhalten wir das folgende Resultat.

Lemma 4.4. Wenn (4.1|) keine Losung c € O° mit

(c) < (A)YETV/2N p2s=2/d+e N AP/ (a) /2 pax (aa) ™" (4.4)
a#0:aacOs

besitzt, gilt s = 4 und x3 Axy = aT Axy = 0.

Beweis. Wenn wir den Ansatz

s—1
zZ = Z Bix;
=1
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4.2 Geometrie der Zahlen

mit 3; € O verwenden, gilt

s—1
A[Z] = Z ﬁiﬁjX?AXj.

ij=1
Fir s = 3 kénnen wir 5 = 1 setzen und [; mithilfe des chinesischen
Restsatzes so wahlen, dass

ve(Alz]) < v, (QXZTAXJ' 1<4,j<s— 1) (4.5)

fur alle p | b gilt.

Fiir s = 4 kénnen wir iiber den chinesischen Restsatz (1, 82, 83 ebenfalls
so wahlen, dass fir alle p | b erfiillt ist. Da es dabei bei 5, und f3 nur
auf die Restklasse beztiglich b ankommt, kdnnen wir wegen Lemma von
(Ba) , (Bs) < Nb'/? ausgehen.

In beiden Fallen gilt also

N <Hpvp(A[z1>> < NmA|

plb

und ferner auch

L0
20— ZL0 40
aru

< NpC=3/dy .

.....

Aus Lemma folgt damit die Existenz einer Losung ¢ € O° von (4.1
mit
(c) < (A)? N p>=2/T4|Nm A[*4 (a) A2
Des Weiteren impliziert Lemma [4.3] dass

\T1/2 ~1/2

—-1/2
)\371 < maXa;ﬁO:aaEOS (aa) / ) s = 3?
2 maXa;éO:aaGOs <aa)

Wenn xJAx, = alAx, = 0 nicht gilt, kénnen wir Lemma auf xo
oder a + x, anwenden, um 1 < A3 (A) (a) zu schlieBen. Damit folgt die
Behauptung. ]

Solange nicht s = 4 und gleichzeitig x Ax, = a’ Ax, = 0 gilt, kénnen wir
das obige Lemma dazu nutzen, die GroBe der kleinsten Losung abzuschétzen.
Hierzu bietet es sich an, gleich mit einer kleinsten Losung als Startlosung a
anzufangen. Dann gilt (a) < (c) und wir kénnen aus eine obere Schranke
fiir die Grofle dieser kleinsten Losung herleiten.
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4 Raghavans Lemma mit Kongruenzbedingung

Beweis von Proposition @ wenn nicht s = 4 und xI Ax, = al Axy = 0 gilt.
Da (&) zu b teilerfremd ist, ist dies auch (a). Weiterhin finden wir we-
gen Lemma zu b teilerfremde u,v € O mit (u/v) < N(a)~"/4N b*
und wv~ta € O°. Da uv—'a eine Losung von ist, folgt aus der Minima-
litat von a, dass

(a) < <“a> < N(a) V4N b° (a)

v

und damit auch N(a) < N b%.
Die Zahl a € K \ {0} erfiille ca € O%. Dann gilt [Nma|™' < N(a) und
aufgrund der Minimalitdt von a auch

) < 1 N
max aa .
a#0:aacO* |Nm Oz|1/d <a> (a)

Aus Lemma [4.3] folgt deshalb
(a) < <A>(s+1)/2 N b2(s—2)/d+2€|NmA|2/d <a>(573)/2

und somit auch

<a> < <A>(s+1)/(5fs) N [14(5_2)/d/(5_s)+48/(5_5)|NmA’4/d/(5_5).

Dies zeigt in diesem Fall die Behauptung. O]

4.3 Singuldre ternare Formen

Den noch nicht abgehandelten Fall werden wir auf den ternédren Fall zu-
riickfithren. Da wir dabei unter Umstédnden eine singuldre Matrix erhalten,
werden wir in diesem auf §3.1 von Dietmann [Die03| basierenden Abschnitt
ein zu Proposition [3] analoges Resultat fiir den singuléren ternaren Fall
herleiten.

Das folgende Lemma und sein Beweis ist eine fast wortliche Ubernahme
von Lemma 17 von Dietmann [Die03].

Lemma 4.5. Seien a1, as und az FElemente des Ganzheitsrings. Wenn

Zaixi =0, x=¢ (b) (4.6)

lésbar ist, gibt es eine Losung x € O mit

(x) < Nb""max{1, (a1), (az2) , (as)}.

64



4.3 Singulire terndre Formen

Beweis. Wenn keine Losung existiert, ist die Aussage trivial und im Fall von
a; = ay = az = 0 folgt die Behauptung leicht aus Lemma [2.2] Sei y € O3
eine Losung von ({.6) und o. B.d. A. gelte a; # 0. Aus Lemma kénnen

wir die Existenz von 2, z3 € K mit
zi =yi/ar (b)), (zi) < Nb', 1=2,3

folgern. Dann ist x € O3 mit

T1 = —Qag% — a3z23, To = a1z, T3 = a1z3
eine Losung von (4.6) und verfiigt iiber die geforderte Grofie. ]

Auch das néchste Lemma ist eine fast wortliche Ubernahme von Lemma 18
von Dietmann [Die03].

Lemma 4.6. Seien aq, as, as, by und by ganze Zahlen. Wenn

3 3
> air; =Y b =0, x=¢ (b)
i=1 i=2

losbar ist, gibt es eine Losung x € O3 mit
(x) < Nb"max{L, (a1), (az) , (as)} max{L, (ba) , (bs)}.

Beweis. Wenn a; = 0 gilt, sind die Vektoren (aq, az) und (b, b3) entweder

linear abhéngig, sodass die Behauptung aus dem vorherigen Lemma folgt,

oder jede Losung erfiillt zo = 23 = 0, sodass die Behauptung von Lemma [2.2]

impliziert wird. Da die Behauptung fiir by = b3 = 0 direkt aus dem vor-

hergehenden Lemma folgt, konnen wir o. B.d. A. von ay, by # 0 ausgehen.

AuBerdem konnen wir wie oben davon ausgehen, dass eine Losung y existiert.
Wegen Lemma [2.2] konnen wir z3 € K mit

23 = 3 (b), (z3) < Np'/d
a1b2

finden. Dann ist
1 = agbszs — asbyzs, T = —aibszs, T3 = a1byzs
eine Losung x € O? der richtigen Grofe. O]

Diese Lemmata liefern die gesuchte Suchschranke fiir den singularen ter-
naren Fall.
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4 Raghavans Lemma mit Kongruenzbedingung

Lemma 4.7. Sei A € O3 singulir. Wenn
Alx] =0, x=€& (b)
in O3 losbar ist, dann existiert eine (x) < N bY4(1+(A))? erfillende Lisung.

Beweis. Der Beweis ist fast wortlich §3.1 von Dietmann [Die03|] entnommen.
Wenn A = 0 gilt, folgt die Aussage aus Lemma [2.2] Im Fall A # 0 konnen
wir 0. B.d. A. von ay; # 0 ausgehen. Es gilt

3
2
anA[X] = (anxl + Q1222 + Glgl'g) + Z (&HCLZ']' — alia1j>xi$j-
i,j=2
Des Weiteren erfillt
2 2
B = (bij)i j=1 = (a11Gi11541 — Q1i40101,541); j—1

stets

det B = ay; det A = 0, (B) < (A)?.

Da die Behauptung fir B = 0 aus Lemma [4.5] folgt, kénnen wir o. B. d. A.
b1y # 0 annehmen. Wegen det B = 0 gilt

apbi A[X] = bii(anzi + apxs + CL13!103)2 + (b1xe + 512I3)2-

Wenn —by; in O kein Quadrat ist, folgt die Behauptung aus dem vorherigen
Lemma und, wenn ein u € O mit u? = —by; existiert, kénnen wir auf

u(anry + a19s + a13x3) = b1 xo + biaws
und
—u(a1121 + @192 + a1373) = b11xs + b1oxs

jeweils Lemma [4.5] anwenden und so das gewiinschte Resultat erhalten. [

4.4 Der letzte Fall von Proposition 3|

In diesem Abschnitt werden wir den Fall s = 4 und x% Ax, = a’ Axy = 0
wie in §3.3 von Dietmann [Die03] auf den terndren Fall zurtickfithren. Dazu
nutzen wir das folgende auf Lemma 2 von Kornhauser |[Kor90a| basierende
Resultat.
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4.4 Der letzte Fall von Proposition@

Lemma 4.8. Seiy € O°\ {0}. Wenn (y) teilerfremd zu b ist, gibt es eine
Matriz W € O°*° mit

1 < |Nmdet W| < N b7, (W) < (y)Nb*
und zu b teilerfremder Determinante, sodass

y'W = (m,0,...,0), INmm| < N(y) N b°
fiir ein zu b teilerfremdes m € O gilt.

Beweis. O.B.d. A. gelte y; # 0. Wir betrachten die Vektoren

Ys/ 1 Y2/
Vi = ) ) Vi1 = 0 ) Vs = .
0 : i
-1 0 0

Wegen Lemma lassen sich fiir 1 < j < s in den Idealen

7j—1

tj:{tGOZaul,...,Mj_lEOSZMZ'Vi—FthGOS}D(yl)

=1

14+ b=0 und

stets Elemente ¢;; # 0 mit ¢;;t;

t..
<?j]> < |Nm(tjj/y1)|1/d < |th/Nmy1|1/dNbe < Nb°
1

finden. Aus dem gleichen Grund gibt es zu b teilerfremde und von 0 verschie-
dene m; € tjjtj’l mit |[Nmm;| < N be.
Wegen tjj S tj glbt es tjl; R ,tj’j_l € O mit

Wj = tjlvl 4+ ...+ tijj € OS.

Da bei t;; fiir i < j jeweils nur die Restklasse modulo y; relevant ist, konnen
wir wegen Lemma 0.B.d. A. von (t;;/y1) < 1 ausgehen. Folglich ist
(w;) < (y) Nbe.

Als Néchstes zeigen wir

(H mj>(98 C spany(wi, ..., Wy).

J=1
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4 Raghavans Lemma mit Kongruenzbedingung

Da spany(vy, ..., vs) jeden Vektor aus OF enthilt, lasst sich jedes Element
aus (Hj mj> O¢ schreiben als (szl mj) W mit

W= p1vi+ ...+ usvs € O°

und p; € O. Hierbei gilt ug € t; und somit auch mgps/tss € O. Entsprechend
gilt
Msls
tSS

MW — W, =pivi+...+pu_ve,€0°

mit p; € O. Es folgt p),_; € t,_1 und durch Iteration dieses Arguments
erhalten wir schliellich

j=1 i=1 \j<i v

Deshalb teilt die Determinante der Matrix W = (wy, ..., wg) € O*F stets
H;f:l m; und ist teilerfremd zu b. Aulerdem gilt

1 < |Nmdet W| < Nb®, yIW = (t,0,...,0).

Schlussendlich erfillen W und m =t wegen T = (y) auch die restlichen
in der Behauptung geforderten Eigenschaften. O]

Mithilfe dieses Lemmas konnen wir den im Abschnitt begonnenen
Beweis von Proposition 3| wie in §3.3 von Dietmann [Die03| zu Ende fiihren.

Beweis von Proposition @ fiir s = 4 und x% Ax, = al Ax, = 0. Wir konnen
0.B.d.A. b # O annehmen. Aus Lemma [4.3] folgt die Existenz eines w € O°
mit

(w,b) =0, wla =0, 0< <WTX2> = |NH1WTX2|1/d < Nb°.

Wir schreiben m; = w’x, und nutzen Lemma [2.2] um ein y € O° mit
y =w (m1b) und (y) < N b/ zu wihlen. Dann gilt

yTa =0 (m1b>> yTX2 =m (mlb)

und (y,b) = O.

Wenn m;b | w gelten wiirde, wiirde w auch von (w)b geteilt werden.
Wegen b # O gilt also y # 0. Folglich kénnen wir W € O*** und m € O
wie im vorhergehenden Lemma wahlen. Wenn wir

B = A[W], a’ =m(adjW)a, x5 = m(adj W)xs
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4.4 Der letzte Fall von Proposition@

setzen, gilt

Bla'] = B[x}] = a"" Bx}, = 0,
ay = (m,0,...,0)(adjW)a = (det W)y’a=0 (myb),
(det W)my  (mqb).

Fiir z = 7 12’ — ajx3 # 0 gilt 2; = 0 und B[z] = 0. Da wir den ternéren
Fall schon vollstandig behandelt haben, folgt entweder aus Proposition
oder aus Lemma [4.7} dass ein x € O mit

1 =0, B[x] =0, X =moz (mqb)

fir ein zu m b teilerfremdes my € O existiert, das

(x) < max { (B)* N(m1b)***< (B)® N(m1b)"/*(1 + (B))*}
< <A>8 N bl8/d+2e

erfilllt. Weiterhin gilt
Wx = momy(det W)Wa' = mymym(det W)?a  (m;b).

Da mym(det W)? zu b teilerfremd ist, ist m; ' Wx eine Losung von (4.1]) und
erfillt

(mi'Wx) < (A)*N !/,

Damit ist alles gezeigt. [
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5 Aquivalenz quadratischer
Formen

Wir werden den verbliebenen Fall von Proposition (1] auf demselben Weg wie
Dietmann beweisen. Entsprechend sind alle Propositionen und Lemmata
dieses Kapitels Verallgemeinerungen derjenigen aus §4 von Dietmann [Die03].
Wir werden uns den Umstand zunutze machen, dass wir die folgende Proposi-
tion iiber die Aquivalenz quadratischer Formen auf einen bereits vollstindig
bewiesenen Fall von Proposition [1| zuriickfithren kénnen.

Proposition 4. Seien A, B € O3 symmetrische und nichtsingulire Ma-
trizen, sodass B = A[R] fiir eine Matriz R € O3 gilt. Weiterhin sei
n € O\ {0} und G = (A) + (B). Dann gibt es eine Matriz R’ € O**3 mit

B = AlR), R=R ()
und

(<A>24d‘Nm (%06 ‘G54d)27 e od/2
min, {1, |AOdY |}

IR < . l=1,...,d

5.1 Der letzte Fall von Proposition [1]

Wie auch bei den anderen Féllen werden wir zuerst zeigen, wie man mithilfe
der obigen Proposition den letzten Fall von Proposition (1| beweisen kann.
Dazu miissen wir von & ausgehend eine geeignete Matrix R konstruieren.

Zunachst verwenden wir Humberts Reduktionstheorie quadratischer For-
men iiber Zahlkérpern ([Hum39], [Hum49]), um das folgende Lemma zu
beweisen.

Lemma 5.1. Sei die Matriz E € O**% symmetrisch und nichtsinguldr. Dann
existiert fiir jedes a € O\ {0} eine unimodulare Matriz T € O*** mit

(aE[T)) < |[Nm(adet E)|"<.
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5 Aquivalenz quadratischer Formen

Beweis. Die Idee des Beweises ist die gleiche wie bei dem von Lemma 23
von Dietmann [Die03]. Jedoch ist die Anwendung der Reduktionstheorie
aufwéndiger. Wir unterscheiden zwei Félle.

Fall 1: Es gibt kein x € 0% mit (x) = O und E[x] = 0.

Wie in §2 von Humbert [Hum49] kénnen wir £ ein Tupel positiv definiter
symmetrischer beziehungsweise hermitescher Matrizen zuordnen.

Fiir [ < r; schreiben wir EY) = U'§U; mit einer reellen Matrix U; und
einer Diagonalmatrix §; mit Diagonaleintrdgen +1. Die Matrix El = UZTUZ
ist symmetrisch und positiv definit.

Fir ry <1 <ry 4 ry zerlegen wir EW = Ul'U; in das Produkt einer kom-
plexen Matrix U; und deren Transponierten. Dann ist die Matrix El = UITUZ
hermitesch und positiv definit.

Auf das Tupel E = (Ey,...,E, +»,) € V>? kénnen wir Humberts Re-
duktionstheorie [Hum39] so anwenden, wie sie im Beweis der Proposition 2
von Icaza [Ica97| zitiert wird. Aus ihr folgt die Existenz einer unimodularen

Matrix T € O**2 und fiir alle { = 1,..., 7, + ry die Existenz von Matrizen
Fi = <(1] ﬁf) € K, D, = diag(t{", 1)) € R2?

mit
Bl <1, <), 70 ETO =F' DiF.

Wir schreiben #; = (..., #""%™)) ¢ V und kénnen wegen Lemma (iii)

0.B.d. A. von (aty) =< |[Nm aty|'/? ausgehen.
Als Néchstes zeigen wir

INmt;| > 1. (5.1)
Wegen
(0
T t ﬁl
Fy DiFy = (1 )
Gty B + 1)

und TTET € O?*2 reicht es dazu aus,
(1,070 BT® (é) > |1, 0707 EOTO (é) >0

fiir alle [ zu zeigen. Die rechte Ungleichung folgt direkt aus der Bedingung
dieses Falls. Um die linke Ungleichung zu beweisen, schreiben wir

W 0
0 _ [Q11 Q12
ure = (au) (Z>>-

21 Q922
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5.1 Der letzte Fall von Proposition
Fuar | < rq erhalten wir dann
Lo BT (3= 1ot + ol
> |a\)? £ alY?) = ‘(1,O)T(l)TE(“T(“ (é) ’
und fiir [ > r; bekommen wir

L & 1 I I
0 Bt ()] =l + )

1
> ol + ol = [0Lorororo (1)

Damit haben wir (5.1)) gezeigt, sodass wir aus
det EO| = |det Uy|? = |det Ej| = [¢t{"¢{"]

die Abschétzung

1/d

det £
ace < |Nm a det E|'/¢

tq

(at)) < (aty) < ‘Nm

folgern kénnen. Wegen
(UTOTU,T = WTEZT(Z) _ (%)TD;/ZE

ist die Matrix V; = U;T®O(D;F;)~" fiir jedes [ unitir und erfiillt folglich
|Vi]| < 1. Deshalb gilt

(@B[T]) < maslaOUTOI < x| DY? < [Nmer et B!
Fall 2: Es gibt ein x € 0% mit (x) = O und E[x]| = 0.

Dann folgt aus dem Satz von Gustafson, Moore und Reiner [GMR81], dass
eine unimodulare Matrix T} € O?*? existiert, deren erste Spalte x ist und

die deshalb
0 b
E[Tl] = (b C)

fiir geeignete b, c € O erfiillt. Es gilt b?> = — det E und wegen Lemma (iii)
kénnen wir spatestens nach einer Multiplikation von 77 mit einer Einheit
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5 Aquivalenz quadratischer Formen

von (ab) < |Nm ab|'/? ausgehen. Also ist (ab) < |[Nm o det E|'/?. AuBerdem
gibt es wegen Lemma [2.2] ein m € O mit

(ac + 2amb) < |[Nmab|? < |Nm o det E|Y/?,

T:TIG) ”f)

0 ab
ab ac+ 2amb

Die unimodulare Matrix

erfullt also

(aE[T]) = < ( ) > < |Nmadet B4, O

Mithilfe dieses Lemmas konnen wir eine geeignete Matrix R konstruieren.

Lemma 5.2. Der Vektor & € O3 erfiille k = A[€] # 0. Dann existiert eine
Matriz R € O3*3, deren erste Spalte € ist und die

1 < |Nmdet R| < N(&),
(A[R]) < max { (k) 7N(A(€)2>1/d}
erfillt.

Beweis. Der Beweis verlauft im Wesentlichen genau wie der von Lemma 24
aus Dietmanns Arbeit [Die03].

Aus der Arbeit von Gustafson, Moore und Reiner [GMR81] folgt die
Existenz einer Matrix R; € O3> mit erster Spalte & und

1 < |Nmdet R;| < N(&).

Also gibt es ¢ € 0% und D € O?*2 mit

B = A[Ry] = <’Z C;) .

Wenn wir
T
E =D —cc'/k, Sz(l C//€>

setzen, erhalten wir auflerdem
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5.1 Der letzte Fall von Proposition

Wegen kE € O?*? und
det(kE) = kdet B = kA det R}
folgt aus Lemma 5.1 die Existenz einer unimodularen Matrix 7' € O**? mit
(B[T)) = (k' (E)[T]) < [Nm &~ det(xE)| /! < N(A(y)?)"".

Wir wihlen r € O? so, dass s = r + (T7¢)/k der Abschitzung (s) < 1

gentigt. Wenn wir
(1T 3x3
Ry = (0 T) €O

setzen, erhalten wir

1 07\ [k T\ (1 T 1 07\ (k kst
AlR1Re] = <r TT> (c D> (0 T) - (r TT> <c ch—l—DT>

K ksT [k ks!
~ \kc krs” +Ter” + D[T)) — \ks &ss’ + E[T])"
Also hat R = R; R, die in der Behauptung geforderten Eigenschaften. [

Nun kénnen wir den letzten verbliebenen Fall (s = 3 und x # 0) von
Proposition [1] beweisen.

Teilbeweis von Proposition[]. Die Grundidee des Beweises entstammt §4.5
von Dietmann [Die03].

Wie im Beweis des im Kapitel [ behandelten Falls kénnen wir im Folgenden
davon ausgehen, dass A nicht vollstandig definit ist und dass A[€] = & gilt.
Wieder folgt aus Lemma [2.1fi) die Existenz von einem zu 7 teilerfremden
Ideal p und einer Zahl g € K mit

Np < [Nmpl,  p&)7'=(8),  (B°%)=[Nmp]["/"
Sei
g =pge0r, K = k= Al¢] € O,

Aus Lemma [5.2] folgt die Existenz einer Matrix R € O3*3 deren erste
Spalte ¢’ ist und die

1 < [Nmdet R| < N(¢') < [Nmp]*,
(A[R]) < max{(x') , [Nm A|"/*[Nm |}
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5 Aquivalenz quadratischer Formen

erfillt. Fiir B = A[R] gilt b;; = ' und aus Proposition {4 folgt, dass es eine
Matrix R’ € O**3 mit

B = AR, R=R ()

und

(<A>24d |Nm A40n6|G54d 2y(ro)+e Go4/2

min{1, |AO4" |}

IR <

gibt. Es gilt hierbei

G = (A) + (B) < max{(A), (x') , [Nm A["*|Nm |}
< Nmpl (A + [N x| + [Nm Ay,

Fiir die erste Spalte x’ € O3 von R’ erhalten wir

und
((A4)** [Nm A10]
min{1, [AOd{[}
(A" + INm x| + [Nm A

)27(7‘0)—&-5

‘X’(l)‘ <
)9/2+108'y(r0)+5
Also ist x = 7%’ eine Losung von (2.4)) und erfiillt damit insbesondere
x € O3, Auflerdem gilt
O] < O] 0],

sodass Proposition [1| damit vollstandig bewiesen ist. O

5.2 Parametrisierung quadratischer
Automorphismen

Die Hauptidee fiir den Beweis von Proposition [4] ist durch die Beobachtung
inspiriert, dass sich die Automorphismen quadratischer Formen in drei Varia-
blen mithilfe einer quadratischen Gleichung in vier Variablen parametrisieren
lassen. Deshalb konnen wir das Resultat aus Kapitel |3] dazu nutzen, einen
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5.2 Parametrisierung quadratischer Automorphismen

kleinen Automorphismus zu finden, mit dem wir eine kleine Losung fiir
Proposition {4] konstruieren kénnen.

Das folgende Lemma liefert die gesuchte Parametrisierung. Dabei wurde
ein kleiner Fehler bei der Definition von v in Lemma 25 von Dietmann [Die03]
korrigiert.

Lemma 5.3. Sei A € O3 symmetrisch und nichtsinguldir. Fiir alle ty € O
und t € O mit v =13 + AA[t]/4 # 0 ist die Matriz

1 A A
U=~ (tgf - ZA[t]f +to(adj A) Z(t) + 2ttTA> c K (5.2)
v
mit
0 —t3 ty
Z(t) =1 i3 0 -t
—ty t; 0

ein echter Automorphismus von A, d.h. es gilt A{lU] = A und detU = 1.
Auflerdem ist jeder echte Automorphismus U von A von dieser Form.

Beweis. Die wesentlichen Ideen fiir diesen Beweis entstammen dem von
Dietmann zitierten Beweis von Lemma 1 von Jones und Watson [JW56].
Wir unterscheiden drei Félle.
Fall 1: Wenn ty und t gegeben sind, gilt ty # 0 und, wenn ein echter
Automorphismus U gegeben ist, gilt det(I + U) # 0.
Jede schiefsymmetrische Matrix mit Koeffizienten in K lasst sich in der Form
A

_QTf()Z(t)

mit tp € O\ {0} und t € O? schreiben. Des Weiteren zeigt Nachrechnen

t2 A
=—det | A——Z(t)].
CTAT ( 21,7 ))
Deshalb folgt aus Theorem 37.1 von MacDuffee [Mac33|, dass fir alle
to € O\ {0} und t € O3 mit v # 0 durch

A -1 A
U=(A- Q—tOZ(t)) (A+ 2702(1;)) (5.3)
ein Automorphismus von A definiert wird, fiir den wegen Z(t)T = —Z(t)

sogar det U = 1 gilt. AuBerdem gilt im Fall von det(/ + U) # 0 auch die
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5 Aquivalenz quadratischer Formen

Umkehrung, sodass wir dieses Resultat als Grundlage fiir den ersten Fall
nehmen koénnen.

Um geeignet umformen zu kénnen, zeigen wir zuerst fiir alle t € O3
die Identitat

Z(t)(adj A)Z(t) + Alt]A = Att" A. (5.4)

Dazu betrachten wir fiir 1 < ! < d und beliebige Matrizen T' € C3**3 die
schiefsymmetrische Matrix T7Z(Tt®)T. Aus TTZ(Tt)Tt = 0 folgt, dass

T Z(TtO)T = g(T)Z (V)

fiir ein nur von 7" abhéngiges g(T") € C gilt. Dieses g(T) ist eine normierte
alternierende Multilinearform auf der Algebra der Matrizen. Folglich gilt
g(T) =detT.

Fiir ein beliebiges | wihlen wir T € C3*3 so, dass B = AW[T] € C3*®
eine Diagonalmatrix ist und det7 = 1 gilt. Wenn wir t) = T'x in (5.4)
substituieren, erhalten wir

Z(x)(adj B)Z(x) + B[x]B = Bxx'B.
Da B diagonal ist, lasst sich (5.4) mithilfe einer kurzen Rechnung folgern.
Wir betrachten nun wieder ([5.3). Wegen (5.4)) gilt
A 2 : A g
(A- 2702(1:)) (2131 + to(adj A) Z(t) + St A)
o4 Dyry, A :
= 2t;A + §Att A— 52(13)(&(1] A)Z(t)

A A
f— 2 —_— pr— p— _—
=2cA + 5 A[t]A = 2vA v(A 2t0Z(t)> (I+0).

Nach U aufgelost ergibt dies (5.2)).
Fall 2: Es sind t € O und t, = 0 gegeben.
In diesem Fall ldsst sich (5.2)) zu

Alt)U = —AJt)T 4 2tt" A

vereinfachen. Daraus folgt TrU = —1 und rk( + U) = 1, sodass 1 ein
einfacher und —1 ein doppelter Eigenwert von U ist. Insbesondere gilt
det U = 1.

Weiterhin ist

AP A[U] = A[t]2A — 4A[t) Att? A + 4Att7 AttT A = AJt]?A.
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5.2 Parametrisierung quadratischer Automorphismen

Zusammen mit Aft] = v # 0 folgt daraus A[U] = A.
Fall 3: Es ist ein echter Automorphismus U mit det(/ + U) = 0 gegeben.
Wenn U einen Eigenvektor v mit Eigenwert A # 1, —1 besitzt, gilt

Av =UTAUv = \UT Av

und somit ist A™! ein Eigenwert von U’ und damit auch von U. Da wegen
det(I + U) = 0 auch —1 ein Eigenwert von U ist, steht die Existenz eines
solchen A im Widerspruch zu det U = 1.

Also gilt k(I + U) = 1, sodass zwei Vektoren t,s € K\ {0} mit
I + U = tsT A existieren. Aus

AstT Ats" A= (I + U)TAI+U)= AT+ U)+ (I +U)TA
= Ats" A+ AstTA
folgt
st'Z(s) = (st’ A—-Dts’ Z(s) =0

und somit auch t7Z(s) = 0. Dies impliziert s = pt fiir ein g € K \ {0} und
wegen

A=UTAU = (uAtt” — DA(utt™ A — 1)
= 12 AttT AttT A — 2uAttT A+ A
= (nA[t] — 2)pAttTA + A
gilt A[t] # 0 und p = 2/A[t]. Mit ¢, = 0 folgt die Behauptung. O

Es ist leicht moglich, eine Schranke fiir das v aus dem vorherigen Lemma
herzuleiten.

Lemma 5.4. Mit den Bezeichnungen wie im vorherigen Lemma gilt
v | A*den(U)(2ty, t)>.

Beweis. Der Beweis verlauft im Wesentlichen wie der von Lemma 26 von
Dietmann [Die03].

Da die Spur des Produkts einer symmetrischen und einer schiefsymmetri-
schen Matrix verschwindet, gilt

Tr ((adj A)Z(t)) = 0.
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5 Aquivalenz quadratischer Formen

Deshalb folgt aus
2 : A r
v(I+U) =2t51 +to(adj A)Z(t) + 5tt A, (5.5)
dass
, A T 2
3v+vTrlU =Tr (v(I+U)) =665 + 5 Tr(t"At) = 20 + 417,

Da das Ideal vden(U)™! sowohl v als auch v Tr U teilt, resultiert hieraus
vden(U)™! | (2t)*.

Wenn wir ((5.5) mit adj A multiplizieren, erhalten wir

2

A
0 =2t5adj A+ to(adj A)Z(t)(adj A) + 7ttT (vden(U)™).
Wir addieren das Transponierte und bekommen
A*ttT =0 (vden(U)™).

Damit folgt vden(U)~! | A%(t)? und insgesamt die Behauptung. O

5.3 Aquivalenz quadratischer Formen

Um unser Lemma iiber Automorphismen anwenden zu kénnen, miissen wir
zunachst einen Automorphismus konstruieren.

Lemma 5.5. Wenn A, B € O3 symmetrische und nichtsingulire Matri-
zen sind, die B = A[R] fir ein R € K33 erfillen, dann existiert eine
Matriz S € K3*3, sodass

B = A[S] Nden(S) + Nden(S571) + () <« G2
mit G = (A) + (B) gilt.

Beweis. Die Idee des Beweises ist dieselbe wie beim Beweis von Lemma 22
aus Dietmanns Arbeit [Die03]. Sei

_ A 0 6x6
e (f ) e
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5.3 Aquivalenz quadratischer Formen

Da die Form F[X] wegen B = A[R] auf einem dreidimensionalen Unterraum
von K° verschwindet, folgt aus Corollary 2 von Vaaler [Vaa87| die Existenz
von drei K-linear unabhingigen Vektoren xi, Xy, x3 € 0% mit

3 r1+7r2
Il (HNP‘V“ T C’“)
=1

1472 3 @/2d i
v v l l
< | [Imax{ Np= Np=»®) ] (z|a§;r?+|b£}|2> ,
p

=1 \4j=1

die einen K-Vektorraum aufspannen, auf dem F'[X] verschwindet. Die rechte
Seite dieser Abschitzung ist in O(G®/2). Da die linke Seite bei der Skalierung
der x; mit beliebigen Elementen aus K \ {0} unverandert bleibt, kénnen wir
wegen Lemma [2.1f(ii) und (iii) von

1< 1_[1\”3_‘43(3(1')7
ri+re 3
maXH|X o < ] H|X |a/d
=1 i=1
ausgehen. Folglich gilt
maXH]X )|Oo < G372,

=1

Um die Notation im Rest des Beweises zu vereinfachen, schreiben wir
X/
_ 7 r 1o " o__ "o
X = "o X _<X17X27X3>7 X _<X17X27X3>

mit x},x} € O3
Sei vorerst det X” # 0. Dann erfiillt die Matrix S = X'X"~! stets
B = A[S], denn die quadratische Form (B — A[S])[X] verschwindet auf
Kl . )] = K.
Aus den(S) | det X" folgt
ri+re 3
Nden(S) < [Nmdet X”| < ] [Ix"|% < G342
=1 i=1

und den(S1) | det X’ impliziert analog N den(S™1!) < G34/2.
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5 Aquivalenz quadratischer Formen

Des Weiteren folgt mithilfe der Cramerschen Regel
3
(S) < (det X" max [11x")0 < G372,
i=1

sodass fiir det X” #£ 0 bereits alles gezeigt ist.
Wenn dagegen det X" = 0 gilt, konnen wir mithilfe generischer Symmetrien
neue Vektoren erzeugen, auf die wir das eben verwendete Argument anwenden

koénnen. Sei dazu
t/
t = ( t”) € Of

ein beliebiger F[t] # 0 erfiillender Vektor. Dann ist
_ [Tt (%)’ _ - T
og(x) = (Ut(x)”> = Ft]x — 2(x" F't)t

fiir alle x € O° mit F[x] = 0 eine Nullstelle der Form F[X].

Nun untersuchen wir den Rang von X”. Wenn dieser Rang kleiner als 2
ware, konnten wir, indem wir Linearkombinationen bilden, von x§ = x4 =0
ausgehen. Dies wiirde aber implizieren, dass A[X] auf dem zweidimensionalen
Raum K[x},x}] verschwindet. Wie im rationalen Fall steht dies allerdings
im Widerspruch zur Nichtsingularitat von A. Folglich ist der Rang von X"
gleich 2.

Als Néchstes werden wir zeigen, dass fiir generische t die Determinante
von

(Ut<X1)”,0't<X2)”,0't(X3)”> c K3><3

nicht verschwindet. Da sowohl die Determinante als auch o lineare Funk-
tionen sind, konnen wir dabei o.B.d. A. von x} = 0 und rk(x{,x}) = 2
ausgehen. Damit gilt

det (O’t (X1>”, O¢ (X2>//7 O¢ (Xg)//)
= det (F[t]x] — 2(x] Ft)t", F[t]x} — 2(x] Ft)t", —2(x] Ft)t")
= —2(x2 Ft)F[t)* det(x], x5, t") # 0

fiir generische t und somit insbesondere auch fiir ein t € O mit (t) < 1. Es
gilt

100 (%) Vo < G1xY|oe, 1=1,2,3
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5.3 Aquivalenz quadratischer Formen

und damit auch

3
max H|Ut(Xi)(l)’oo < G2,

=1

sodass wir die Behauptung folgern konnen, indem wir das obige Argument
wiederholen. [

Wir sind nun in der Lage, Proposition [4] auf Proposition [I] zuriickzufiihren.

Beweis von Proposition[f. Der Beweis verlauft im Wesentlichen analog zu
dem von Theorem 4 von Dietmann [Die03]. Wir koénnen o.B.d.A. von
A/4 € O ausgehen. Aus Lemma [5.5/folgt die Existenz einer Matrix S € K3*3
mit

B = A[9], Nden(S) + Nden(S71) + (S) < G2,

Da —S diese Eigenschaften ebenfalls erfiillt, konnen wir o.B.d. A. davon
ausgehen, dass U = RS~! ein echter Automorphismus von A ist. Deshalb
konnen wir Lemma anwenden und die Existenz von to € O und t € O3
mit

1

v

U (tgl - iA[t]I +to(adj A) Z(t) + ?ttTA> ,

A
v:t§+ZA[t] € 0O\ {0}

folgern. Weil wir ¢, und t beliebig skalieren diirfen, ohne dadurch U zu
verdndern, konnen wir wegen Lemma [2.1f(ii) von N(¢p,t) < 1 ausgehen.
Deshalb folgt

INmv| < N(A?den(U)) < |Nm A?|Go/2
aus Lemma [5.4, Wegen Lemma [2.1{i) gibt es ein 77 € nv den(S) mit

INm 7j| < N(nvden(S)) < |[NmnA?|G?,

Da AA genau dann positiv definit ist, wenn A definit ist, konnen wir
Proposition [I| nutzen, um ¢, € O und t' € O3 mit

A
to + AR =v, =t (@), =t ()

33



5 Aquivalenz quadratischer Formen

zu finden, die fir alle [ die Abschétzung

e\ v(ro)+e
[p® 172 ((A)* Nm AZ70))
min{1,|AOd"[}1/2
v(ro)+e
lp®]1/2 (<A>24d INm A40n6|G54d>
min{1, |AOd[}1/2

max{|t"], [t'0} <

erfiillen. Die Aquivalenzbedingung impliziert

1 A A
R = - (tg] - ZA[t/]] +ty(adj A) Z(t") + 2t’t’TA> S=R (n)
v
und damit insbesondere auch R’ € 033,
AuBerdem folgt aus Lemma [5.3] dass R'S™! ein Automorphismus von A
ist und somit A[R'] = A[S] = B gilt.
Schlieflich ergibt sich die Abschétzung

max{|t¢"], [t'®]}>

|RO|| < max {]AD| (A), (adj A) } 0] (S)
(<A>24d |Nm A40y6| G4 2y(ro)+e Go/2
< Q
min{1, |A047]}
Damit ist die Behauptung bewiesen. O]

Wir haben nun alle Falle von Proposition (1] abgehandelt und damit den
Beweis von Satz [1] vollstandig gefithrt.
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