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1. Einleitung

In biologischen Systemen spielen Makromolekiile eine wesentliche Rolle und beeinflus-
sen den Verlauf von biologischen Prozessen mafigeblich. Eine charakteristische Eigen-
schaft von vielen dieser Biopolymere ist ihre Semiflexibilitat [6,|35]. Das bedeutet, die
Polymere sind durch eine im Vergleich zur flexiblen Gaufischen Kette hoheren Biege-
steifigkeit gekennzeichnet [9).

Die Tatsache, dass semiflexible Polymere in biologischen Systemen wie zum Beispiel den
eukaryotischen Zellen [31] in einer Vielzahl an Formen und Anordnungen erscheinen
konnen [3,/4,|6], macht zahlreiche biologische Vorgéange erst moglich. Zu deren Ver-
stdndnis wurden im Laufe der letzten Jahrzehnte viele experimentelle Untersuchungen
In Vivo und In Vitro durchgefihrt [26}62,(70,/71] und auflerdem theoretische Modelle
entwickelt, die im Einklang mit den experimentellen Ergebnissen stehen [6,35,[87].

In dieser aus zwei Teilen bestehenden Arbeit werden Modellsysteme studiert, die in
vereinfachter Form speziellen, real existierenden biologischen Systemen nachempfunden
sind.

o Im ersten Teil wird mit Hilfe numerischer Methoden [17,91/[111] eine Ansammlung
von semiflexiblen Polymeren diskutiert, die senkrecht auf einer ebenen Substrat-
oberflache aufgepfropft (gegraftet) sind und iiber eine feste Anzahl an Crosslinks
(auch als Crosslinkzahl bezeichnet) miteinander gekoppelt sind. Als Grundlage
der theoretischen Beschreibung dient das Wormlike Chain (WLC)-Modell |72//100]
in der Weakly Bending-Naherung [13,]87]. Es wird die Entstehung von Biindel-
strukturen présentiert, die beim Vorhandensein einer positiven Crosslink-Dichte
und einer positiven Crosslink-Stirke auftreten. Des Weiteren kann festgestellt
werden, dass eine persistente Biindelstruktur entsteht, falls die Grafting-Anord-
nung der Polymere unregelméafig ist.

e Im zweiten Teil wird mit analytischen Methoden ein Modellsystem studiert, das
aus zwei semiflexiblen Polymeren besteht, die durch eine beliebige Anzahl an N
irreversiblen und &dquidistant angeordneten Crosslinks miteinander in Wechsel-
wirkung stehen [13,51,87]. Analog zum ersten Teil werden die beiden Polymer-
ketten ebenfalls mit Hilfe des Wormlike Chain-Modells in der Weakly Bending-
Naherung beschrieben. Das Ziel bei dieser mathematischen Betrachtung besteht
in der Berechnung der Spannungs-Dehnungs-Kurve (Force-Extension-Relation).
Es kann gezeigt werden, dass diese auf analytischem Wege mit Hilfe verschiedener
Losungsansétze exakt losbar ist. Auflerdem kann abgeleitet werden, dass erwar-
tungsgemaf die Steifigkeit des Systems sowohl mit zunehmender Crosslink-Stérke
als auch mit steigender Crosslinkzahl nichtlinear erhéht wird.






2. Monte-Carlo-Simulationen von
gegrafteten Weakly Bending Wormlike
Chains

2.1. Einfithrung

In diesem Teil présentieren wir Monte-Carlo (MC)-Simulationen [17}34,/91,/111] eines
Systems, das aus parallel ausgerichteten und senkrecht zur ebenen Oberfliche aufge-
pfropften Polymeren besteht. Als Ausgangspunkt der hier présentierten numerischen
Analyse dient ein von Richard L. C. Vink entwickeltes Simulationsprogramm [111,/112].

Die Polymere werden als Wormlike Chains in der Weakly Bending-Naherung beschrie-
ben und benachbarte Ketten kénnen reversibel mit Hilfe von Crosslinks miteinander
verkniipft werden. Dabei werden die Crosslinks durch harmonische Federn modelliert,
die eine attraktive Wechselwirkung zwischen den Polymerketten verursachen. Bei Er-
héhung der Crosslinkzahl zeigen die Simulationen einen Ubergang von einem homo-
genen Zustand zu einem Zustand, bei dem sich die Polymere in Form von Biindeln
anordnen. Sind die Grafting-Positionen der Polymere auf dem Substrat zuféllig ver-
teilt, so erscheinen die Biindelstrukturen rdumlich eingefroren, das heifit, die einmal
angenommene Struktur wird nicht mehr aufgelést. Sind die Polymere dagegen auf der
Oberflache dquidistant aufgepfropft, so sind die Biindel beweglich, das heif}t, sie kénnen
sich jederorts bilden und wieder auflésen.

Biologische Zellen sind die fundamentalen lebenden Einheiten eines Organismus. Es
sind Gebilde von enormer Komplexitdt, die iiber spezielle mechanische und dynami-
sche Eigenschaften verfligen. Dies hdngt mit der Fahigkeit ihrer Grundbausteine zu
Selbstorganisation und Selbstaufbau zusammen [4,31,/67]. Diese Bestandteile besitzen
die Eigenschaft, sich auf vielfdltigste Weise in hochgeordneten Strukturen anordnen
zu koénnen, wodurch die viskoelastischen Eigenschaften der Zelle sowie ihre Form und
Beweglichkeit mafigeblich beeinflusst werden [4,67,68].

So sind bei einer Zelle die Fahigkeit einer Umstrukturierung sowie die mechanische Sta-
bilitdt von herausragender Bedeutung im Hinblick auf die Zellmorphologie sowie auf
viele sich in der Zelle abspielenden Phénomene [35,57,68]. Wichtige Beispiele sind ne-
ben der Erhaltung der mechanischen Stabilitdt viele lebensnotwendige biologische Pro-
zesse hinsichtlich des Wachstums und der Entwicklung eines Organismus, zum Beispiel
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intrazelluldrer Transport, Zellexpansion, Zellteilung und Wundheilung [31,57./68,95].

Diese besonderen Eigenschaften einer lebenden Zelle sind weitestgehend auf das in-
trazelluldre Biopolymer-Geriist, das Zytoskelett, zuriickzufithren. Das Zytoskelett ist
ein komplexes, filamentoses Netzwerk, das im Zytoplasma eukaryotischer Zellen ent-
halten ist. Die wichtigsten Bausteine dieses intrazelluléren Polymer-Geriists sind drei
Gruppen von Biopolymer-Proteinen, und zwar Actinfilamente (F-Actin), Intermediér-
filamente wie zum Beispiel die Keratine und Mikrotubuli [4,21,67,92].

Im Bereich der Biophysik stellt das Zytoskelett seit vielen Jahren einen wichtigen For-
schungsschwerpunkt dar [3}4,/6,/31,/67,/80,81]. Um physikalische Sachverhalte im Zell-
inneren nachvollziehen zu kénnen, das heiffit, um GesetzméfBigkeiten und Phénomene
innerhalb eines komplexen Systems wie der Zelle erklidren zu koénnen, sind bestimmte
Losungsansitze notwendig. So konnten in der Vergangenheit mit gewissen Denkan-
sitzen erfolgreich grundlegende Konzepte des Aufbaus und des Verhaltens sowie der
inneren Organisation des Zytoskeletts aufgezeigt werden [57].

Nach wie vor tragen neben experimentellen Verfahren auch theoretische Ansétze zum
Verstéandnis und der Funktionsweise biologischer Systeme bei [6}/13}35, 38,56} (64} 72,
74,/75,87,/100]. Anders gesagt ist ein Zusammenspiel zwischen theoretischen Modell-
betrachtungen und experimentellen Untersuchungen unabdingbar, um ein umfassendes
Verstédndnis der Mechanismen zu erlangen, die dem Verhalten von biologischen Syste-
men zugrunde liegen.

Die das Zytoskelett aufbauenden Filamente gehoren wie DNS-Molekiile zur Klasse der
semiflexiblen Polymere [6,35,66,68L86]. Sie verfiigen iiber eine bestimmte Biegesteifig-
keit (Bending Stiffness) , mit der stets eine endliche Persistenzlinge L, als charakte-
ristisches Steifigkeitsmafl verbunden ist [35}/64].

Semiflexible Polymere weisen Persistenzlingen auf, die in der GréBenordnung ihrer
Konturlénge liegen [35,(93]. Auf iiber L, hinausgehenden grofien Langenskalen stellt
man bei ihnen ein exponentiell abklingendes Verhalten der Orientierungskorrelation
seiner Polymersegmente fest, das heifit das Polymer erscheint in diesem Fall wie ein
flexibles Polymer [65,/75]. Auf im Vergleich zur Persistenzldnge kleinen Langenskalen al-
lerdings hat die Biegeenergie einen groflen Einfluss auf das Verhalten des Polymers [65],
auf sehr kleinen Langenskalen verhalten sich die Kettenglieder stabartig (rodlike) [56].
Aufgrund der Eigenschaft der Semiflexibilitdt der Polymere muss daher zum Verstédnd-
nis ihrer statistischen Mechanik aufler dem entropischen Beitrag die Biegeenergie der
Filamente bertiicksichtigt werden [35].

Die Biegesteifigkeit der Biopolymere kann stark variieren und héngt von der jeweiligen
zu erfiillenden Aufgabe ab, sie bestimmt viele wichtige Eigenschaften des Polymers
wie zum Beispiel seine Gestalt sowie die Grofle der thermischen Fluktuationen [14}
68]. Dabei erfahren Filamente durch die Einbettung (Confinement) in ein dichtes
Zytoplasma oder in Mikrokanéle starke geometrische Zwangsbedingungen, die sich auf
die thermischen Fluktuationen und die Tangens-Korrelationsfunktion auswirken |70,
71].

Actinfilamente und Mikrotubuli sind mit deutlich voneinander abweichenden Persis-
tenzldngen ausgestattet. Mit Hilfe fluoreszenzmikroskopischer Methoden konnte zum
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Beispiel bei isolierten Actinfilamenten eine Persistenzlédnge von L, ~ 17 pum nachge-
wiesen werden [66,93]. Mikrotubuli sind dagegen deutlich steifer und besitzen dement-
sprechend eine hohere Persistenzlénge von L, ~ 5,2 mm, wie aus der Messung der
Steifigkeit durch die Analyse thermischer Fluktuationen festgestellt werden konnte [41].
Die im Zytoskelett vorkommenden Proteine haben eine Konturldnge in der Groflenord-
nung von einigen Mikrometern. In In Vitro-Experimenten konnte zum Beispiel gezeigt
werden, dass das Protein Actin zu Actinfilamenten mit einer Ldnge von mindestens
L = 20 pm polymerisieren kann [41].

Abbildung 2.1.: Fluoreszenzmikroskopische Aufnahmen des Zytoskeletts. Der Zellkern mit
DNS erscheint beiderseits in Blau, Keratin beiderseits in Griin. Durch rote Farbe werden
in der Aufnahme links Mikrotubuli, in der Aufnahme rechts dagegen Actinfilamente sichtbar
gemacht. Aufnahmen von B. Weinhausen [115]

Zwei fluoreszenzmikroskopische Aufnahmen des eukaryotischen Zytoskeletts zeigt Ab-
bildung [115]. Mit fluoreszierenden Stoffen werden verschiedene Bestandteile des
Zytoskeletts in unterschiedlichen Farben hervorgehoben. So erscheinen die Zellkerne in
Blau und das Keratin-Netzwerk in Griin. Mit der Farbe Rot sind auf dem linken Bild
die Mikrotubuli, auf der Aufnahme rechts dagegen die Actinfilamente hervorgehoben.

Die Mannigfaltigkeit an Formen, die Actinfilamente annehmen koénnen, ist nur auf-
grund von actin-bindenden Proteinen (ABP) wie zum Beispiel Fimbrin oder Fascin
moglich [4]. In der Natur gibt es eine enorme Vielfalt an actin-bindenden Proteinen,
die einen grofien Einfluss auf die Mikrostruktur sowie die mechanischen und viskoelas-
tischen Eigenschaften des Zytoskeletts haben [3,4]. In In Vitro-Experimenten wird
der Einfluss zahlreicher biochemischer Eigenschaften von reversiblen, actin-bindenden
Proteinen mit Hinblick auf die physikalischen Eigenschaften der Actin-Netzwerke iiber-
prift [61,82,/118]. Dabei kommt insbesondere der Reversibilitiat der Filament-Bin-
dungen hinsichtlich der rheologischen Eigenschaften wie Fluidisierung einerseits und
Verstarkung andererseits eine Schliisselrolle zu [112].

Bei Untersuchungen des elastischen Verhaltens eines In Vitro-Netzwerkes aus gebiin-
deltem und mit Crosslinks vernetztem F-Actin wurde gezeigt, wie sich deren Steifigkeit
durch Variation der Actin- oder ABP-Konzentration verédndern lasst [37].

Die actin-bindenden Proteine verfiigen iiber zwei adhésive Enden, mit denen ebenso
viele Filamente miteinander verkniipft werden kénnen [67]. Sie bewirken dadurch eine
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attraktive Wechselwirkung zwischen diesen beiden Proteinstréngen und werden geméfl
ihrer Funktion als Crosslinker bezeichnet. Die Verbindungen zwischen Crosslinks und
Actinfilamenten, auf denen die vielfiltigen Mikrostrukturen beruhen, sind in der Re-
gel reversibel. Das heifit, eingegangene Crosslink-Verbindungen zwischen Filamenten
konnen mit Hilfe thermischer Energie wieder aufgehoben werden [67,82].

Neben der Verkniipfung von Filamenten zu Netzwerken konnen die Crosslinker-Proteine
Biindelstrukturen ermdéglichen, das heifit, die Filamente sind axial und damit parallel
zueinander ausgerichtet und relativ dicht gepackt [3}|4,/66.(67]. Actinbiindel kénnen
in einer Vielzahl von komplexen Strukturen auftreten, sie dienen unter anderem der
Stabilisierung von zelluldren Einstiilpungen oder Doménen der Plasma-Membran [3}/4].
Durch die mit Hilfe von Crosslinks verursachte kooperative Wechselwirkung zwischen
den Actinfilamenten und der damit verbundenen Entstehung einer Biindelstruktur geht
ein Zustand héherer Ordnung einher.

An gegrafteten Polymersystemen wurde in der Vergangenheit innerhalb vieler physika-
lischer Bereiche geforscht, etwa in der Adhésion oder Adsorption sowie der Gestaltung
von Mustern auf Oberflachen oder diinnen Filmen [85[89./116,/119]. Zum Beispiel wurde
bei gegrafteten, semiflexiblen Polymeren mit analytischen und numerischen Methoden
die entropische Kraft untersucht, die bei Vorgédngen innerhalb einer Zelle von Bedeu-
tung ist [40].

Ansammlungen von auf einer Oberfliche aufgepfropften semiflexiblen Polymeren wer-
den aus Griinden der besseren Veranschaulichung oft als Polymerbiirste (Polymer
Brush) bezeichnet.

In Monte-Carlo-Simulationen wurden Selbstanordnungsprozesse bei supramolekularen
Polymeren analysiert, die auf schwachen Interketten-Wechselwirkungen basieren [58].
Dabei konnte durch Senkung der Temperatur oder durch Erhéhung der Teilchendichte
ein Phaseniibergang erster Ordnung zur Bildung von soliden Polymerbiindeln festge-
stellt werden.

Untersuchungen zum Auftreten von Biindelformationen wurden ferner in einer Kombi-
nation aus theoretischen Uberlegungen und MC-Simulationen durchgefiihrt [66]. Die
theoretischen Betrachtungen beruhten auf parallel ausgerichteten semiflexiblen Poly-
meren, zwischen denen eine attraktive Wechselwirkung durch Crosslinker-Molekiile mit
zwei adhéasiven Endgruppen vermittelt wird. Es konnte nachgewiesen werden, dass eine
kritische Konzentration an Crosslinks benétigt wird, um einen diskontinuierlichen Pha-
seniibergang von gleichférmig verteilten Filamenten zur Formation eines oder mehrerer
Biindel zu ermoglichen.

Dariiber hinaus wurden Monte-Carlo-Simulationen in Ergénzung zu analytischen Be-
rechnungen eingesetzt, um die Response eines reversibel durch Crosslinks verkniipften
Filamentbiindels zu untersuchen, das einer dufleren Krafteinwirkung bzw. Biegede-
formation ausgesetzt ist [112]. Es zeigte sich, dass eine zunehmende Kriimmung des
Biindels zu einer Reduzierung der Crosslink-Dichte fihrt, was auf einen kooperativen
Unbinding Process hindeutet.

Im Allgemeinen gilt, dass Phaseniibergéinge zwischen gebiindelten und ungebiindelten
Zustdnden ihren Ursprung im Wechselspiel zwischen der mit transversalen Auslen-
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kungen verbundenen Entropie und der aus der attraktiven Wechselwirkung zwischen
Filamenten herriithrenden potentiellen Energie haben [8,/14,65].

Reversibel durch Crosslinks verbundene, auf ein Substrat aufgepfropfte Polymerbiirs-
ten wurden mit Hilfe von Experimenten mit Rasterkraftmikroskopie auf mechanische
Eigenschaften studiert [85]. Im Fokus des Interesses stehen dabei auch potentielle
technische Anwendungen von Polymerbiirsten-Schichten in der biomedizinischen Inge-
nieurwissenschaft.

MC-Simulationen sind dariiber hinaus anwendbar zur Analyse von Polymerketten, die
auf einer ebenen Oberfliache aufgepfropft sind [77,|78]. Systeme von gegrafteten se-
miflexiblen Polymeren in einer verdiinnten Losung wurden studiert, sie offenbarten die
Formierung verschiedener morphologischer Mizellen-Strukturen [94,/96]. Die Ketten-
konformationen wurden dabei durch die Entropie der Kette sowie der Enthalpie der
Kette-Losungsmittel-Wechselwirkung bestimmt.

2.2. Anwendungsbereich und Ziel der Simulationen

Wir beschéftigen uns im Folgenden mit numerischen Untersuchungen, die sich auf rea-
le Bausteine des Zytoskeletts beziehen. Im Rahmen eines eindimensionalen Modells
wird mit Hilfe von Monte-Carlo-Simulationen das Verhalten von semiflexiblen, parallel
ausgerichteten Polymerketten untersucht, die rechtwinklig auf einer Substratoberfla-
che aufgepfropft sind und iiber Crosslinks attraktive und kollektive Wechselwirkungen
aufeinander ausiiben. Das gesamte Modellsystem befindet sich in Kontakt mit einem
Warmereservoir der Temperatur T'.

Dies geschieht mit Bezug zum realen Pendant der biologischen Zelle, indem ein verein-
fachtes System, bestehend aus Actinfilamenten und actin-bindenden Crosslinker-Pro-
teinen unter dem Einfluss thermischer Energie betrachtet wird.

Die Tatsache, dass die Polymerketten an einem Ende fest sind, reduziert ihre Freiheits-
grade beziiglich der moglichen Kettenkonformationen. Wir untersuchen also Phéno-
mene von Makromolekiilen in einer eingeschrankten Umgebung.

Das Ziel unserer Untersuchung besteht darin, festzustellen, unter welchen Umsténden
Biindelstrukturen entstehen und wie sich diese unter dem Einfluss thermischer Ener-
gie verhalten. Eine Grundannahme dabei ist, dass die Polymerketten als semiflexibel
betrachtet werden konnen, das heifit, wir analysieren Ketten mit einer relativ hohen
Biegesteifigkeit.

2.3. Modellierung der Biopolymere mit Hilfe der Coarse
Graining-Methode

Wie im vorangegangenen Kapitel beschrieben, besteht seit vielen Jahren ein hohes
Interesse am Verstédndnis von biophysikalischen Prozessen. Um das Verhalten von mit-
einander wechselwirkenden Filamenten in komplexen biologischen Systemen und den
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damit verbundenen kollektiven Phinomenen verstehen zu kénnen, bedarf es neben ex-
perimentellen Untersuchungen der Modellierung von biologischen Systemen. Im Fokus
des Interesses steht in unserem Fall ein System, das aus semiflexiblen Polymeren be-
steht, die iiber federartige Crosslinker-Molekiile miteinander in Wechselwirkung treten
kénnen. Trotz einer weitgehenden Vereinfachung der Polymerketten ist das Modell zur
Untersuchung der thermischen Bewegungen und damit der entropischen Eigenschaften
geeignet.

Realistische biologische Systeme auf einer atomistischen Grundlage analytisch zu be-
handeln, erweist sich aufgrund der hohen Teilchenzahl und der damit verbundenen
hohen Zahl an Freiheitsgraden und der zu lésenden Bewegungsgleichungen als ein fak-
tisch unmégliches Unterfangen. Auch fiir Computersimulationen ist es aussichtslos, bei
einer geniigend hohen Teilchenzahl sdmtliche Bewegungsgleichungen zu 16sen und alle
mikroskopischen Details zu beriicksichtigen. Eine mikroskopische Betrachtung eines
Polymers wiirde daher aufgrund seiner vielen inneren Freiheitsgrade zu einer erhebli-
chen Verkomplizierung der Analyse fithren [50,/101].

So sind im Hinblick auf anzuwendende Monte-Carlo-Simulationstechniken [17,34,91,
111] gewisse Vereinfachungen des zu studierenden Modells notwendig. Zum Einen, um
eine Berechnung innerhalb einer angemessenen Zeit zu ermoglichen, zum Anderen wer-
den Groflen von Systemen mit Hilfe von Ndherungen und Vereinfachungen tiberhaupt
erst rechnerisch zugénglich.

Um Systeme mit einer hohen Anzahl an Freiheitsgraden untersuchen zu kénnen, erwei-
sen sich deshalb die Konzepte und Methoden der statistischen Mechanik [101] als ein
niitzliches Werkzeug. Zur Beschreibung unseres Modellsystems sind wir deshalb be-
strebt, den Formalismus der statistischen Physik [50,/64,101] anzuwenden, der im All-
gemeinen zur Behandlung von Vielteilchensystemen wie Festkérper oder Biopolymere
herangezogen wird. Das Konzept der statistischen Physik ist eine wichtige Basis zur
theoretischen Behandlung von Biopolymeren. Es beruht auf der Betrachtung der Kon-
formation und der konformativen Bewegung der Polymerketten auf groffen rdumlichen
und zeitlichen Skalen und erméglicht die Bestimmung der wichtigsten Eigenschaften
von Biopolymeren [46].

Fiir die Kenntnis der universellen mesoskopischen Eigenschaften sind mikroskopische
Details des Systems irrelevant, so dass mikroskopische Freiheitsgrade unberiicksichtigt
bleiben [64].

Dieses Konzept unterscheidet sich von der Polymerchemie, bei der die chemische bzw.
atomistische Zusammensetzung eines Monomers berticksichtigt wird, was zu einer ho-
hen Auflésung durch eine Betrachtung auf mikroskopischer Skala fiihrt [99]. Wahrend
demnach chemische Eigenschaften stark von der jeweiligen atomistischen Zusammenset-
zung eines Polymers abhéngen, sind allgemeine physikalische und mechanische Charak-
teristiken davon unabhéngig [64]. In unserem Fall spielt die chemische Zusammenset-
zung eines Monomers keine Rolle, das heifit, die Betrachtung erfolgt auf einer gréfieren,
mittleren Léngenskala. So kann man sagen, dass die statistische Polymerphysik von
einer verallgemeinerten Beschreibung ausgeht, bei der eine Polymerkette aus einheitli-
chen, nicht niher spezifizierten Monomereinheiten zusammengesetzt ist |64} /108].



2.3. Modellierung der Biopolymere mit Hilfe der Coarse Graining-Methode

Auf Grundlage der Struktur bzw. der Konformation der Polymere kénnen wichtige
physikalische Eigenschaften auf einer mesoskopischen Skala hergeleitet werden [39,/64].
Die konformativen Eigenschaften bestimmen das grundlegende Verhalten der Biopoly-
mere und die bedeutendsten Phédnomene, die auf der Konformation der Polymerketten
basieren, laufen auf einer im Vergleich zur atomaren GréBenordnung deutlich gréfleren

Skala ab .

Hinsichtlich der molekularen Beschreibung eines realen biologischen Systems im Rah-
men der statistischen Physik wenden wir uns der Modellierung von Polymerketten zu.
In unserem Fall wird das fiir ein Actinfilament stehende Biopolymer einer sehr star-
ken Vereinfachung unterworfen. Actinfilamente sind aus vielen Monomereinheiten, dem
globularen G-Actin, zusammmengesetzt und erscheinen in Form einer doppelstrangigen
Helixstruktur [53]. Wir reduzieren geméif$ der Coarse Graining-Methode die An-
zahl seiner Freiheitsgrade, indem sich wiederholende identische Molekiilblocke, die aus
vielen Atomeinheiten zusammengesetzt sind, in Form eines einzelnen, punktférmigen
Polymersegments zusammengefasst werden.

Coarse Graining

t
to t t 3

To

0

r

Abbildung 2.2.: Darstellung eines Ausschnitts von F-Actin mit Ubergang zum Coarse Grai-
ning-Kettenmodell. Protein Data Bank (PDB)-Datei aus Publikation von E. Behrmann et
al. H Bild gerendert mit VMD , modifiziert durch eigene Ergédnzung.

Die Segmente oder auch Monomereinheiten stellen die polymerbildenden Grundbau-
steine im Rahmen der Coarse Graining-Vereinfachung dar. Dariiber hinaus wird in der
Modellierung der Ketten die Doppelhelixstruktur durch ein einfaches kettenformiges
Makromolekiil vereinfacht. Die vollstdndige, molekulare Beschreibung der linearen Po-
lymerkette beinhaltet die kettenférmige Verbindung der Monomereinheiten durch star-
re, stabartige Verbindungsglieder (Bonds) , wodurch eine wesentliche Vereinfa-
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chung des Modellsystems resultiert. Folglich werden, wie bereits erwahnt, molekiilspezi-
fische Details sowie die Sekundérstruktur der Doppelhelix des Makromolekiils [4,/53),84]
ausgeblendet, so dass im Rahmen des verwendeten Modells eine allgemeine Betrach-
tung des Systems erfolgt, fiir das weder die genaue chemische Zusammensetzung noch
die Sekundéarstruktur des Kettenmolekiils erheblich ist.

Im Einklang mit dem Aufbau eines Actinfilaments aus identischen G-Actin-Molekiil-
einheiten [53] analysieren wir dariiber hinaus ausschlieBlich Homopolymere [99], das
heiflt, alle Ketten zeichnen sich durch den gleichen Monomertyp aus. Im Modellsystem
liegen auBlerdem ausschlielich Ketten gleicher Lange und gleicher Segment-Anzahl vor.

Wir beschreiben die Konformation eines Polymers, das aus (L+1) Monomeren besteht,
mit der Angabe der (L + 1) dazugehorigen Positionsvektoren [46,64]

{7‘0,7‘1,...,7’[,}. (2.1)

Dabei werden die Segmente vom Kettenanfang an durchnummeriert. Hieraus kann
unmittelbar die Menge der L Bond-Vektoren

{to,t1,...,tp—1} mit ts=rey; —7rs; s=0,1,...,(L—1), (2.2)

die die Bindungen zwischen zwei benachbarten Segmenten derselben Kette symbolisie-
ren, abgeleitet werden. Zur Erlangung einer genaueren Vorstellung von der Vereinfa-
chung durch die Coarse Graining-Methode dient Abbildung . Dort ist schematisch
der Ubergang von einem komplexen, realititsnahen Modell eines F-Actin-Abschnitts
(vergleiche Modell von K. C. Holmes et al. [53]) zu einer einfachen, linearen Kette mit
identischen Monomereinheiten gezeigt. Die sich im kurzen Ausschnitt der Grafik wie-
derholenden Untereinheiten des F-Actin-Stranges werden auf punktférmige Segmente
(hier durch schwarz umrandete griine Dreiecke symbolisiert) reduziert.

Gehen wir davon aus, dass die (L + 1) punktférmigen Segmente durch Bindungen
konstanter Lénge miteinander verbunden sind und folglich |t5| = b Vs gilt, so ergibt
sich eine Gesamtlédnge der Kette von L, = L - b.

Die thermischen Fluktuationen semiflexibler Polymere und Filamente werden durch
das Verhéltnis von Biegesteifigkeit £ und thermischer Energie kT reguliert, dies fiihrt
uns zum Konzept der Persistenzlange [47,[75]. Die Persistenzldnge L,, stellt ein Maf zur
Quantifizierung der Kettenflexibilitdt dar. Sie gibt die charakteristische Léngenskala
entlang des Polymers an, iiber die die Tangenteneinheitsvektoren der Polymerkette
dekorrelieren und bestimmt somit die Orientierungskorrelation zwischen zwei Segmen-
ten eines Makromolekiils [47,50]. So erscheinen Filamente oder Polymere mit einer
Konturlange L < L, wie starre, dagegen bei L > L,, wie flexible Makromolekiile.

Ist keine thermische Energie vorhanden, so sind thermische Fluktuationen vollsténdig
unterdriickt und die Ketten sind exakt gerade ausgerichtet. Bei einer endlichen, von
Null verschiedenen Temperatur dagegen fithrt das Polymer Fluktuationsbewegungen
aus.
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2.4. Das Wormlike Chain-Modell

Zur statistischen Analyse flexibler Polymerketten im thermischen Gleichgewicht wird in
der Regel die Freely Jointed Chain oder das Gaufische Kettenmodell herangezogen [23,
64]. Zur Beschreibung von semiflexiblen Polymerketten allerdings kénnen diese Modelle
nicht angewendet werden, stattdessen verwenden wir als theoretische Grundlage der
Polymerketten das Wormlike Chain-Modell, das zuerst von O. Kratky und G. Porod
formuliert wurde [72,/100]. Es basiert darauf, dass die Biegung des Polymers mit der
Aufwendung einer Biegeenergie verbunden ist, die proportional zur Biegesteifigkeit ist.

Die Polymerkette wird durch eine ebene und differenzierbare Raumkurve r(s) mit
der Konturlinge L. und dem Parameter der Bogenldnge s € [0, L.] beschrieben. Um
die Kettensteifigkeit einer semiflexiblen Kette zu modellieren, gehen wir von einem
linearen Coarse Graining-Kettenmodell aus. Die flexible, freie Rotation der einzelnen
Bonds wird durch eine elastische Biegeenergie Wyeng eingeschréankt. Dabei geht man
von einem harmonischen Potential beziiglich des Winkels zweier benachbarter Bond-
Vektoren ¢, und ¢, aus [64]:

-1 -1
Ko
Whend = o D s — te1]® = —ko Y ts - tey1 + konst. | (2.3)
s=0 s=0

mit der unskalierten Biegesteifigkeit k. Die elastische Biegeenergie im diskreten Fall
offenbart die Analogie zum eindimensionalen Heisenberg-Modell fiir Ferromagne-
ten [101]. Wir gehen von diesem diskreten Fall in den Kontinuumslimes iiber und
halten die Konturldnge konstant, das heifit, es gilt N — oo, b — 0 und k9 — oo mit
ko/N = konstant. Mit dem Tangentenvektor t(s) und

(4 -1 ()

geht die Biegeenergie

Ko b b % a1 — s\ 2
Woend = | Z b ( ) (2.5)

—0, N JKo—o0 2

mit Z b — Jo ¢ ds und der (skalierten) Biegesteifigkeit x = b k¢ in den kontiuierli-
chen Fall iiber [50]. Die statistischen Eigenschaften der Wormlike Chain werden somit
durch den Hamiltonian der elastischen Biegeenergie

2/Lc ( ds ) z/Lc <d282 )2 (2.6)

bestimmt [74,|75]. Die elastische Biegeenergie ergibt sich demnach aus der Ketten-
konformation, indem iiber die Quadrate der lokalen Krimmungen entlang der Bogen-
lange s integriert wird, unter Beriicksichtigung des konstanten Faktors der Biegestei-
figkeit k. Die Biegesteifigkeit steht mit der Persistenzléinge L, iiber die Beziehung
L, =2k/((D — 1) kgT) in Verbindung, wobei D = 2 die Dimension des Raumes an-
gibt [35]. Im zweidimensionalen Raum und mit kg = 1 vereinfacht sich die Relation zu

11
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L, =2k/T. Ein wesentliches Charakteristikum der Wormlike Chain ist die lokale Un-
dehnbarkeits-Zwangsbedingung (Local Inextensibility Constraint) [t(s)| = 1 [3564175],
mit dem Tangenten-Einheitsvektor

_ dr(s) _ (dm(s) dr(s)

ts) = 0 = (L )z(m(s),n(s)% (27)

der in den Komponenten des Tangentenvektors parallel (#(s)) und senkrecht (¢ (s))
zur z-Achse aufgeteilt werden kann. Die bereits in Kapitel 2.I] erwihnte Tangens-Kor-
relationsfunktion definiert die Persistenzlénge L,, sie zeigt den exponentiellen Zerfall
der Orientierungskorrelation mit wachsendem Abstand zwischen s und s’. Sie ist ein
wichtiges Charakteristikum der Wormlike Chain und gegeben durch

(t(s) t(s")) = eI/ Lo, (2.8)

Da wir von Ketten mit einer hohen Persistenzlange ausgehen, ist der Tangentenvektor
t(s) nahezu parallel zur x-Achse ausgerichtet und die Kettenauslenkungen beziiglich
der y-Richtung konnen als klein angesehen werden . So gilt die Ndherung

dt

20 Ay N\ rdeg N2 fdeg 2
af” _ <“> n <L> ~ (i) . (2.9)
ds ds ds ds
Setzen wir die Approximation (2.9) in (2.6)) ein und bedenken, dass im zweidimensio-

nalen Raum r (s) = y(s) gilt, so erhalten wir den Hamiltonian des Wormlike Chain-
Modells in der Weakly Bending-Ndherung, die von J. F. Marko und E. D. Siggia ein-

gefithrt wurde ,:
L 2 2
Hly(s)] = g/ ds (d y(3>> . (2.10)
0

ds?

Der Hamiltonian der elastischen Biegeenerige in der Weakly Bending-Néaherung ([2.10)
dient als Grundlage fiir die weitere numerische Behandlung der Polymerketten im Rah-
men der statistischen Polymerphysik (siehe Kapitel .

y Kette
~ T — 3
>
1

Xr

Abbildung 2.3.: Veranschaulichung von Beispielen einer erlaubten (Kette 1) und zweier ver-
botenen Kettenkonformationen (Kette 2 und Kette 3)

Im Modell sind die zu analysierenden Polymerketten mit einer hinreichend hohen Bie-
gesteifigkeit x ausgestattet, das heiflt, die Persistenzléinge L, der Ketten ist grofier als

12



2.5. Ein Coarse Graining-Modell einer Polymerbiirste

deren Konturldnge L.: L, > L.. Eine Verknauelung oder Schlaufenbildung der Ket-
ten ist im Rahmen unseres Modells nicht vorgesehen, stattdessen existiert eine axiale
Ausrichtung in positiver z-Richtung (siehe Abbildung ({2.3))).

2.5. Ein Coarse Graining-Modell einer Polymerbiirste

In diesem Kapitel beschreiben wir unser Coarse Graining-Modell einer Polymerbiirste,
welches wir spater mittels Monte-Carlo-Simulationen studieren werden.

Wie bereits erlautert, sind wir bei den Simulationsmessungen bestrebt, den Fokus auf
die Eigenschaften und Phénomene der Polymerketten auf einer mesoskopischen Lén-
genskala zu legen und mikroskopische Details wie den molekularen Aufbau einer Mo-
nomereinheit zu vernachldssigen. Aus diesem Grunde liegt es nahe, zur Modellierung
der Polymerketten ein Gittermodell einzufithren. Dieses hat sich bereits vielfach zur
numerischen Untersuchung von Makromolekiilen bewéhrt [32}39,/64]. Allerdings wird
dabei in der Regel ein periodisches, zweidimensionales Gitter verwendet, bei dem die
Monomere stets auf den Gitterpunkten liegen und daher die Bindungslénge zwischen
zwei benachbarten Monomeren stets konstant und identisch mit der Gitterkonstanten
ist. In unseren Simulationen benutzen wir hingegen fiir jede einzelne Kette ein mo-
difiziertes, eindimensionales Gitter, bei welchem, wie unten noch genauer beschrieben
wird, jeder Gitterplatz aus einem Intervall anstelle eines festen Koordinatenpunktes
besteht.

Y

Substrat

Kette

i=4 84

i=3 83 —
i=2 g2 :

>
AAAAAA
"ATAAY
S

i=1 81

AA

Segments:b by P 3 4 5 6 7 X

Abbildung 2.4.: Schematische Darstellung des Modells mit Ny = 4 Ketten und (L + 1) =8
Segmenten je Kette. Auflerdem sind R = 6 Crosslinks enthalten.

Das Simulationsmodell ist aus den folgenden Komponenten zusammengesetzt (siehe
Abbildung (2.4)):

e einer ebenen, eindimensionalen Substratoberfliche der Lange Hy, sie wird be-
schrieben durch ein halboffenes Intervall G := [0, Hy) auf der y-Achse
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2. Monte-Carlo-Simulationen von gegrafteten Weakly Bending Wormlike Chains

o einer festen Anzahl von Ny identischen, linearen Polymerketten, die aus jeweils
(L + 1) Segmenten und aus L Bindegliedern, den Bonds, bestehen

e einer festen Anzahl von R Crosslinks, die durch ein Hooksches Federpotential
gekennzeichnet sind.

Jede Kette wird mit Hilfe eines Kettenindexes ¢ = 1,2, ..., Ny nummeriert. Die Ketten
sind auf einer ebenen Substratoberfliche rechtwinklig und punktférmig aufgepfropft,
die Verkniipfungsstellen g; € G der Ketten mit der Substratoberfliche werden auch als
Grafting-Points bezeichnet.

Alle Ny Grafting-Points sind voneinander verschieden, das heifit, es existiert immer ein
positiver Abstand zwischen den Grafting-Points unterschiedlicher Ketten. Wir legen
fest, dass der mittlere Grafting-Abstand (dg,) zwischen zwei benachbarten Grafting-
Points auf Eins festgelegt wird, das heifit, es gilt fiir die Lange der Substratoberfléiche
Hy = (dg;) - Ny = Ny . Die Ketten sind aulerdem geordnet, die Indizes verlaufen
also aufeinanderfolgend von der untersten zur obersten Kette, so dass fiir die Menge
der Grafting-Points gilt:

0<gi1<g2<...<gny <Ny mit ¢g€G;i1=12,...,Ny. (2.11)

In unserem Modell sind die Polymerketten entlang der z-Achse ausgerichtet und werden
ausschliellich senkrecht zur axialen Ausrichtung, das heifit parallel zur y-Achse ausge-
lenkt. Diese transversalen Auslenkungen entsprechen den thermischen Fluktuationen
der Polymere und bestimmen deren Kettenkonformation.

Die (L + 1) strukturbildenden Grundeinheiten einer Polymerkette, die Segmente, wer-
den auf ein eindimensionales und reguléres Gitter (xo,x1,...,21) auf dem Intervall
P := [0, L] der z-Achse projiziert, mit den Gitterkoordinaten x5 = b- s, der Segment-
kennzahl s = 0,1,..., L und der Gitterkonstanten b. Wir erhalten folglich fiir alle Ny
Ketten jeweils ein eindimensionales Gitter mit (L + 1) Gitterplitzen. Das gesamte
Modell weist somit insgesamt Ngeg := Ny - (L + 1) Segmente bzw. Gitterplitze auf.

Die Menge der Gitterpunkte bezeichnen wir mit S := {zs € P|zs = b-s,s =0,1,...,L}.
Jeder Gitterplatz wird somit durch genau ein Segment belegt und durch die Zahl s
eindeutig gekennzeichnet. Mit b = 1 ist die Projektionsldnge der gesamten Kette mit
L-b = L festgelegt. Da diese eindimensionalen Gitterplatze nebeneinander bzw. parallel
zueinander angeordnet sind, sprechen wir hierbei von einem (1 + 1)-dimensionalen
Gittermodell.

Wir beschreiben die Auslenkungen der Kette ¢ an der Stelle z; = s (das heifit bei der
Gitterkoordinate z5) mit u;(zs) =: us; . Die Angabe der Kettenposition an der Stelle
des Segments s setzt sich aus der Grafting-Position g; und der Kettenauslenkung bei
xs zusammen und wir schreiben daher fiir die y-Komponente

Yi(Ts) = Ys,i = gi + Usyi - (2.12)

Die Segmentkoordinaten im Modellsystem werden durch die Positionsvektoren r; ; (sie-
he Ausdruck (2.1])) angegeben, die sich aus dem Positionsvektor der Grafting-Points g;
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und dem der Segmentauslenkung us; ergeben, und lauten in unserem Koordinatensys-
tem
Tsi = gi + Us,; = (O,Qi) + (b : Svus,i) = (b : svys,i) . (213)

Daraus ergeben sich auch unmittelbar die Koordinaten der Bond-Vektoren, die vekto-
riell die stabartigen Bindeglieder zweier aufeinanderfolgender Monomere s und (s + 1)
derselben Kette i reprasentieren: ts; = (b, Us41,i — Usi) -

Wichtig zu erwéhnen ist hierbei, dass zwischen den einzelnen Ketten keine Molekiilver-
bindungen, sondern lediglich Verkniipfungen iiber Crosslinks existieren konnen (siehe
unten).

Die vollstdndige Information iiber die Struktur des Systems ergibt sich aus der Anord-
nung der einzelnen Segmente, das heifit durch die Angabe der Ny - L Bond-Vektoren
ts; bzw. der Ny - (L + 1) Positionsvektoren rg ;.

Bei einem periodischen, zweidimensionalen Gittermodell, wie es zum Beispiel in [39]
beschrieben wird, ist die Léange der Bond-Vektoren mit der Gitterkonstanten identisch
(|ts,i| = b). Die Segmente einer Polymerkette konnen dabei auf benachbarte Gitterplét-
ze ausweichen und alle freien Gitterplétze sind theoretisch fiir jedes Segment zuganglich.
Allerdings sind in unserem Fall mit Segmentauslenkungen u,; keine Gitterplatzwech-
sel verbunden. Die Segmente bleiben immer an ihrem urspriinglichen Gitterplatz, der
streng genommen ein eindimensionales Intervall der Lange Ny ist. Folglich ist die
Lange der Bond-Vektoren abhéingig von der Auslenkung der Segmente. Es gilt fiir

den Betrag eines Bond-Vektors: [ts;| = \/b2 + (us; — us—1,)? . Wir gehen allerdings
von einer fiir Ketten mit einer hohen Biegesteifigkeit vernachléssigharen Abweichung
aus und beriicksichtigen lediglich die auf die z-Achse projizierte Lénge, die mit der
Gitterkonstanten b identisch ist.

Im hier zu analysierenden Modell ist dementsprechend die exakte Konturlange L. jeder
Kette des Modells unerheblich, da wir ausschliellich deren Projektion auf die x-Achse
betrachten, das heifit L < L.

Aus der Tatsache, dass Segmente niemals den Gitterplatz wechseln und zu allen Zei-
ten eindeutig mit ein und demselben Gitterplatz assoziiert werden konnen, lésst sich
ableiten, dass sowohl Doppelbesetzungen als auch leere Gitterplatze nicht erlaubt sind.

Alle beweglichen Segmente fiihren lediglich thermische Bewegungen auf ihrem Platz
aus, das heiffit im Rahmen unseres Modells sind ausschliefllich eindimensionale Fluk-
tuationsbewegungen um die jeweilige Ruhelage senkrecht zur Gitterachse méoglich, das
heifit der Freiheitsgrad eines beweglichen Segments ist gleich Eins. Eine Polymerkette
nimmt die Ruhelage ein, falls sie exakt senkrecht zur Substratoberfliche oder parallel
zur x-Achse ausgerichtet ist, das bedeutet, dass in diesem Fall alle Segmentauslen-
kungen gleich Null sind. Im Gegensatz zu den diskreten Gitterpositionen x5 € S ist
fiir die thermischen Segmentbewegungen und den damit assoziierten Auslenkungen ein
kontinuierlicher Wertebereich erlaubt, dabei gilt aufgrund von periodischen Randbe-
dingungen us; € G (siche unten).

Wir bezeichnen im Folgenden mit (s,i) die (L + 1) - Ny =: Ng¢z Gitterkoordinaten
des gesamten Systems, mit den Indizes s = 0,1,...,L und ¢ = 1,2,..., Ny. Eine
weitere wichtige Eigenschaft, durch die sich das Modell auszeichnet, ist die Verwendung
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von periodischen Randbedingungen beziiglich der y-Richtung. Es gilt [17,91,[111]:
(s, Ny +1)=(s,1) Vs =0,1,..., L. Zur einfachen Veranschaulichung der periodischen
Randbedingungen in y-Richtung kann man sich die Polymerketten aufgereiht auf der
Mantelfldche eines Zylinders vorstellen.

Die periodischen Randbedingungen sorgen dafiir, dass sich die gesamte Physik inner-
halb eines beschriankten, quaderformigen Gebiets P x G C R? | der sogenannten Si-
mulationsbox, abspielt. Streng genommen spielt sich die Physik sogar ausschlielich
auf den diskreten Gitterpunkten zs € S ab, so dass fiir die Simulationsberechnungen
lediglich die beschrankte Punktmenge

Q:=85xGcR? (2.14)

relevant ist.

Alle Segmentpositionen g ;, die zu Werten auflerhalb des Intervalls G fithren, treten
am gegeniiberliegenden Rand der Simulationsbox wieder ein. Einer Segmentposition
auBlerhalb dieses Intervalls werden dann neue Koordinaten y,; zugeordnet (es wird
vorausgesetzt, dass die Auslenkungen niemals grofier als Ny sind):

Jsi — Ny , falls Ny < §is; < 2N
ys,iz{ys” Yo e Y = Y v (2.15)

gs,i + Ny , falls — Ny < gjs,i <0.

Beziiglich der Segmentauslenkung gibt es keine Vorzugsrichtung. Somit sind die Auslen-
kungen in positiver und negativer Richtung gleichwahrscheinlich und u,; kann sowohl
positive auch als negative Werte annehmen.

Um der eingangs genannten Forderung nach senkrecht zur Substratoberfliche aufge-
pfropften Ketten gerecht zu werden, sind die beiden ersten Segmente, in unserer Nota-
tion das nullte und das erste Segment jeder Kette starr, das heifit, es gilt die Zwangs-
bedingung:

’U,(),Z‘:uLZ'EO Vi:1,2...,Ny. (216)

Der erste Bond-Vektor jeder Kette, der die Verbindung zwischen den ersten beiden Seg-
menten markiert, steht somit rechtwinklig auf der Oberfliche bzw. ist exakt parallel
zur z-Achse ausgerichtet: 7o ; = (b,0). Offensichtlich besitzt das System in z-Richtung
keine periodischen Randbedingungen, da die Segmente am Kettenanfang fest, am Ket-
tenende dagegen frei beweglich sind. Die in angegebene Bedingung legt die
Zahl der beweglichen Segmente und damit die Freiheitsgrade der Polymersegmente auf
(L —1)- Ny fest.

Die einzelnen, eindimensionalen Gitter sind als unabhéngig voneinander zu betrach-
ten. Allerdings bestehen Wechselwirkungen zwischen den Ketten tiber die Crosslinks,
die Segmente zwischen verschiedenen Ketten verbinden. Eine weitere Moglichkeit der
Interaktion zwischen Polymerketten kann iiber die Fzcluded Volume-Wechselwirkung
bestehen. Dieses Konzept wurde von W. Kuhn und P. J. Flory eingefiihrt [23]/25,32}38].
Das bedeutet, das sich gegebenenfalls aufgrund dieser Ezcluded Volume-Wechselwirkung
zwei Segmente in der freien Bewegung behindern (siehe Kapitel .
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2.6. Biegeenergie H,

2.6. Biegeenergie H,

Der Hamiltonian der Biegeenergie geht von einer kontinuierlichen Raumkurve
y(s) des Polymers aus. Aufgrund der Diskretisierung der Ketten ist deshalb eine Mo-
difizierung des Energiefunktionals H[y(s)] notwendig, das heifit, wir berticksichtigen
daher eine diskrete Krimmung [76).

Mit Hilfe der Methode der finiten Differenzen ldsst sich die Ableitung 2. Ordnung ap-
proximativ berechnen [18,{102]. Unter Verwendung des zentralen Differenzenquotienten
an der Stelle x erhélt man
d’y(z) _ y(z +b) - 2y(z) + y(z — b) 2
= o) . 2.17
L & +O() (217)
Die Schrittbreite entspricht der Gitterkonstanten b. Zur Approximation der Kriim-
mung am Gitterpunkt z tragen gemés (2.17) die Werte von drei aufeinanderfolgenden
Gitterpunkten xs_1,zs, 25413 s = 1,2,...,(L — 1) bei. Anstelle des Integrals in ([2.10)
steht fir jede Kette die Summe tiber (L — 1) diskrete Krimmungswerte. Die beiden
duBeren Gitterpunkte zp und xy, liefern keinen Beitrag zur Biegeenergie.

Wegen (2.12)) heben sich die Grafting-Positionen in (2.17)) gegenseitig auf und es kommt
ausschliefflich auf die Auslenkungen der beweglichen Kettensegmente an. Wir erhalten
durch numerische Integration fiir den Term der Biegeenergie

Ny L-1 Ny L—1

Hoo =33 Hal(s,i)] = 500 D (emri = 2usi + usnns)?, (218)

i=1 s=1 i=1 s=1

s=1,2,...,(L—1) , mit der lokalen Biegeenergie H|(s,i)] = - (ts—1,—2us i+ tss1,i)?
an der Position mit den Koordinaten (s,i). Die auf diese Weise genéherte Biegeenergie
des Gesamtsystems ist somit durch die Ny - (L — 1) Auslenkungskoordinaten u,; und
den Parameter der Biegesteifigkeit x eindeutig bestimmt und wird in dieser Form vom
Programm verwendet.

2.7. Crosslinkenergie Hyjink

Bisher haben wir uns nur mit der Beschreibung der Polymerketten und deren Verkniip-
fungen mit der ebenen Fliche befasst. Allerdings haben wir mit den Crosslinks einen
wesentlichen und wichtigen Bestandteil unseres Modells bisher aulen vorgelassen, der
jedoch fiir die Simulation unerlésslich ist.

Unter einem Crosslink verstehen wir ein Verbindungsglied, das zwei Polymerstriange
miteinander verkniipft. Dieser steht fiir die in Kapitel erlauterten actin-bindenden
Proteine. Die bereits eingefiihrten und durch die Bond-Vektoren dargestellten Bindun-
gen zwischen benachbarten Segmenten derselben Kette sind wie beschrieben starr und
haben in guter Ndherung eine konstante Linge. Im Gegensatz dazu besitzt ein Cross-
link ein harmonisches Federpotential und verkniipft stets genau zwei Segmente von
zwei unterschiedlichen, nebeneinanderliegenden Ketten. Die Crosslinks werden durch
Hooksche Federn mit einer Crosslink-Stérke o modelliert.
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2. Monte-Carlo-Simulationen von gegrafteten Weakly Bending Wormlike Chains

Zwar sind stets zwei Segmente durch genau einen Crosslink miteinander verbunden, zur
exakten Kennzeichnung des Crosslinks allerdings werden per Konvention die Indizes
des oberen Segments zugeordnet. Fiir die Crosslink-Energie eines Crosslinks mit den
Koordinaten (s, ), der die beiden Segmente (s,7 — 1) und (s,4) miteinander verbindet,
schreiben wir daher

|(Yys1 — Ys,ny) + Ny| L fallsi=1

, 2.19
‘ys,i - ys,z‘—l\ , sonst ( )

%Xlink[(svi)] =a- (ds,i)Q ) ds,i = {

mit dem Crosslink-Abstand d ; .

Im Rahmen unseres Modells gibt es genaue Vorgaben fiir Crosslinks hinsichtlich der
Verkniipfung zweier Ketten:

e Die Crosslinks sind reversibel

e Die Anzahl der Crosslinks ist konstant

e Crosslinks setzen ausschliellich an den Segmenten an, nicht jedoch an den Bonds.
e Es werden immer genau zwei Segmente miteinander verkniipft.

e Die beiden iiber einen Crosslink verbundenen Segmente haben stets den selben
Segmentindex s und miissen benachbarten Ketten angehoren.

o Jeder Gitterplatz kann héchstens von einem Crosslink eingenommen werden. Das
bedeutet, dass an jedem Segment maximal zwei Crosslinks andocken kénnen.

Aufgrund der Reversibilitdt der Crosslink-Verbindungen kénnen diese thermisch be-
dingt wieder aufbrechen und an einer anderen Stelle neu entstehen (Detailed Balan-
ce) [91,[111]. Die Crosslinkzahlerhaltung macht es zwingend erforderlich, dass mit dem
Losen einer Verbindung stets die Entstehung einer neuen Bindung an anderer Stelle
erfolgt (siehe Kapitel [2.8)).

Die oben genannten Vorgaben schrianken die Méglichkeiten von Crosslink-Verbindung-
en bzw. die Freiheitsgrade des Systems ein. So stimmt gemé&f unseren Forderungen
trivialerweise die Anzahl der potentiellen Crosslinkpldtze mit der Segmentanzahl iiber-
ein. Auflerdem kann das Segment (s,7) via Crosslink nur mit dem Segment (s,7 + 1)
oder (s,7 — 1) verbunden sein. Unter Beriicksichtigung der periodischen Randbedin-
gungen sind die Ketten mit 7 = 1 und 79 = Ny néachste Nachbarn und folglich tber
Crosslinks miteinander verkniipfbar.

Im Einklang mit den obigen Vorgaben sind somit Crosslink-Verbindungen mit {iber-
néachsten Nachbarn oder weiter entfernten Ketten nicht erlaubt. Auch schrig platzierte
oder offene (das heifit nur an einem einzigen Segment sitzende) Crosslinks werden in
diesem Modell ausgeschlossen. Generell sind alle Crosslinks parallel zur Segmentober-
flache bzw. zur y-Achse ausgerichtet.

Bei der Simulation werden per Zufallsgenerator im Programmablauf [111] R Crosslinks
auf Nges Gitterplatze verteilt. Sei

CZ{(81,’i1>,(SQ,iQ),...,(SR,iR)} (2.20)

die Menge der per Zufall gewdhlten R Gitterplatz-Koordinaten der Crosslinks. Fiir die
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sich aus allen R Crosslinks zusammengesetzte Crosslink-Energie schreiben wir schlief3-
lich:

R R
Hxlink = Z 7'[xlink[(srwin)] =G Z(dsn,in)Q . (221)

n=1 n=1

2.8. Parameter-Einstellungen

Das Modell wird durch unterschiedliche Parametereigenschaften charakterisiert. Da-
durch ergibt sich eine Vielzahl von Kombinationsmdoglichkeiten innerhalb des Parame-
terraums aufgrund verschiedener, voneinander unabhéngiger Parameter. Die Parame-
ter werden zu Beginn der Simulation vom Programm eingelesen. Sie sind im Folgenden
aufgefiihrt:

Parameter 1 und 2: Anzahl der Polymerketten Ny und der Segmente (L + 1)

Die beiden Parameterwerte Ny und (L + 1) sind natiirliche Zahlen, die die System-
grofe, das heifit Hohe und Breite der Simulationsbox und auch die gesamte Anzahl an
Gitterplatzen Ngeg := Ny - (L + 1) vorgeben.

Hierbei ist auf eine geeignete Wahl der Systemgréfie zu achten. Wéahrend ein zu kleines
System nur {iber eine unzureichende Aussagefihigkeit verfiigt und mogliche Phédnomene
nicht sichtbar gemacht werden kénnen, benétigt man bei einem zu grofien System eine
lange Equilibrierungszeit (siche Kapitel [2.13)).

Parameter 3: Crosslink-Dichte p

Mit dem Parameter p wird die Crosslink-Dichte und damit die Anzahl der eingebrachten
Crosslinks bzw. die Anzahl der durch Crosslinks belegten Gitterplétze festgelegt. Dabei
ist die Anzahl der Crosslinks R im Modell die aufgerundete, ganzzahlige Zahl des
Produkts aus Crosslink-Dichte und Anzahl der Gitterplétze:

R:=[p-Nge| , mit 0<p<1, (2.22)

und es gilt folglich 0 < R < Ngee. Dabei kommt es darauf an, p geeignet zu wéhlen, um
crosslink-abhéngige Effekte in verschieden starker Ausprigung aufnehmen zu kénnen.

Parameter 4: Biegesteifigkeit

Der Parameter der Biegesteifigkeit reguliert die Starke der thermischen Fluktuationen
und damit die Segmentauslenkungen. Da die Ketten in der Weakly Bending-Ndherung
betrachtet werden, ist « hinreichend groff zu wéhlen. Allerdings ist auch hierbei Vor-
sicht geboten, denn ein zu hoher Wert von k wiirde die Fluktuationsbewegungen zu
stark unterdriicken. Die Biegesteifigkeit ist umgekehrt proportional zur Temperatur,
das heiBt, es gilt K oc 77! . Eine Erhohung der Biegesteifigkeit ist also gleichbedeutend
mit einer Temperaturabnahme.
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2. Monte-Carlo-Simulationen von gegrafteten Weakly Bending Wormlike Chains

Parameter 5: Crosslink-Starke o

Mit der in (2.19) eingefithrten Crosslink-Stéarke reguliert man die Federstirke bzw.
die Elastizitdt der Crosslinks und damit auch den mittleren Abstand der miteinander
verbundenen Segmente.

Parameter 6: Random Graft RGr

Ein weiterer und wichtiger Parameter ist eine Kennzahl, die die Anordnung der Graf-
ting-Positionen {go, ..., gn, } der Ketten betrifft. Diese Kennzahl RGr kann nur die
Werte Null oder Eins annehmen und gibt an, ob dquidistante Grafting-Points gegeben
sind oder ob eine per Zufall festgelegte Grafting-Konfiguration vorliegt.

e RGr = 0: Die Ketten sind an der Oberfliche regelméflig angeordnet, das heifit
sie sind alle d4quidistant mit Abstand Eins auf der Flache aufgepfropft. So gilt

1

GilRGr=0 =1 — =

S Vi=1,2,..., Ny .
g+ Y

e RGr = 1: Alle Grafting-Positionen werden per Zufallsgenerator auf dem Graf-
ting-Intervall G = [0, Ny) festgelegt. Dabei spielt die Intervallbreite A als Ord-
nungsmafl der Grafting-Konfiguration eine wichtige Rolle (siche unten). Ein
Sortier-Algorithmus ordnet die Ketten anschlieBend, so dass die in (2.11) ge-
forderte Reihenfolge gegeben ist.

Das Programm erzeugt eine gleichverteilte Zufallszahl £ auf dem halboffenen Einheits-
intervall [0,1). Wir betrachten zum Beispiel im Falle von vollig zuféllig angeordneten
Grafting-Points g; deren Verteilung als gleichverteilte Zufallsvariable auf dem Intervall
G mit der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion [22]

flg:) = , (2.23)

NLY falls 0 < g; < Ny
0 sonst

das heifit es werden Ny Zufallszahlen & ; i = 1,2,..., Ny generiert und so geord-
net, dass {1 < & < ... < &y, gilt. SchlieBlich wird die Grafting-Position durch die
Vorschrift

gZ:fZNy 5 iZl,Q,...,Ny (224)

festgelegt.

Parameter 7: Intervallbreite A

Wie spéter noch ausfiihrlich beschrieben wird, ist in manchen Féllen beziiglich des Ord-
nungsgrades ein kontinuierlicher Ubergang von streng angeordneten Ketten (RGr = 0)
hin zu komplett zuféllig angeordneten Ketten sinnvoll. Aus diesem Grund fithren wir
mit A einen Parameter ein, der eine Intervallbreite auf G festlegt. Ausgehend von
der perfekt geordneten, dquidistanten Anordnung erlauben wir jeder Kette eine Abwei-
chung mit einer Breite von A um seine Ausgangsposition. Mit der Zufallszahl & € [0,1)
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2.8. Parameter-Einstellungen

gilt fiir die Grafting-Positionen

1
FG-g)A, (2.25)
gilrRGr=0

und unter Beriicksichtigung der periodischen Randbedingungen (2.15)) werden die Graf-
ting-Positionen der Ketten mit Hilfe eines Sortier-Algorithmus in die richtige Reihen-

folge gebracht (vergleiche (2.11))) .

Wiéhrend A = 0 offensichtlich zum Spezialfall RGr = 0 fithrt, wird im Falle

A = Ny wegen bei der Positionsfestlegung fiir jeden Punkt g; das ganze Intervall
G zugdnglich. Mit der Variation von A € [0, Ny] kann mit der damit verbundenen
kontinuierlichen Verdnderung der Intervallbreite Einfluss auf die Ordnung der Graf-
ting-Positionen genommen werden.

Wie man leicht erkennen kann, wird der Grad der Unordnung schnell mit wachsendem
A zunehmen. Dabei muss zwischen der Unordnung einer einzelnen Grafting-Konfi-
guration und der Mittelung iiber mehrere Konfigurationen unter Beibehaltung eines
festen Wertes fiir A unterschieden werden (siche Kapitel 2.9). Wir verwenden im
Folgenden die Bezeichnung RGr = 1 fiir alle von der dquidistanten Grafting-Konfigu-
ration abweichenden Zufallsanordnungen, das heifit VA > 0 gilt RGr =1.

Parameter &: Excluded Volume Ex-Vol

Aufler der Verkniipfung mit Crosslinks gibt es noch eine weitere Moglichkeit der Po-
lymer-Polymer-Wechselwirkung, némlich iiber den FEzcluded Volume-Effekt. Die Ny
Polymerketten befinden sich jeweils auf ihrem eigenen Gitter und kénnen ohne die
Ezxcluded Volume-Wechselwirkung (das heit fiir Ez-Vol = 0) nicht miteinander in
Wechselwirkung treten. Das bedeutet, dass sich die Segmente ungehindert aneinander
vorbeibewegen kénnen und daher die Méglichkeit der Kreuzung oder Uberlappung der
Ketten besteht.

Diese freie Fluktuationsbewegung kann mit Hilfe des Ezcluded Volume-Parameters un-
terdriickt werden. Wird beim Start der Simulation der Ezxcluded Volume-Effekt ak-
tiviert (das heifit, gilt Ez-Vol = 1), so konnen sich die Segmente desselben Segment-
indexes s nicht mehr aneinander vorbeibewegen oder durchdringen, da alle auf dersel-
ben Geraden mit x; = b - s liegen. Die Segmente stoflen sich wie harte Kugeln ab und
ein Aneinander-Vorbeikommen ist im eindimensionalen Raum nicht moglich.

Das standardméfig verwendete Potential zur Beschreibung der Wechselwirkung von
zwel neutralen Atomen ist das Lennard-Jones Potential [63], bei dem bei grofien Ent-
fernungen der anziehende Anteil, bei kleinen Entfernungen hingegen die Abstofiung
iiberwiegt. In unserem Modell wird jedoch das Potential vereinfacht durch eine unend-
lich hohe Potentialbarriere. So gibt es weder langreichweitige noch attraktive Kréfte
zwischen den Segmenten, sondern lediglich eine repulsive Kraft der als punktférmig
angenommenen Segmente bei Uberlappung. Das effektive Wechselwirkungspotential
zwischen zwei Segmenten (s,i) und (s,7 — 1) kann dementsprechend beschrieben wer-
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2. Monte-Carlo-Simulationen von gegrafteten Weakly Bending Wormlike Chains

den durch
dsi =0
Uex = {OO went @, (2.26)

0 wenn dg; >0.

Anmerkung zu Parameter-Angabe

Bei den im weiteren Verlauf auftretenden Darstellungen der Simulationsdaten werden
die essentiellen Parameter-Werte in den Abbildungen angegeben, so dass stets die re-
levanten Parameter ersichtlich sind.

2.9. OrdnungsmalBe fiir die Grafting-Konfiguration

Hier geben wir die Definitionen der uns interessierenden Schliisselobservablen an, die
spéater in den Monte-Carlo-Simulationen gemessen werden. Insbesondere richten wir
unser Interesse darauf, wie man die Ordnung der Grafting-Konfiguration ermitteln
kann.

Um ein Ma8 fir die Ordnung der Grafting-Konfiguration {go,...,gn, } zu ermitteln,
gibt es zwei geeignete Moglichkeiten:

1. Der statische Strukturfaktor S(s, q)

Der statische Strukturfaktor ist eine wichtige Gréfle zur Bestimmung der Polymer-
struktur [46], und kann als ein Ordnungsma$ fiir die Grafting-Konfiguration verwendet
werden. In Kapitel werden wir im Zusammenhang mit der Auswertung von stru-
kurellen Informationen der Ketten auf ihn zuriickkommen. Im Allgemeinen sind wir
am Strukturfaktor bei einem festen Segmentindex s interessiert, das heifit, relevant
zur Bestimmung von S(s, ¢) sind alle Ny Segmentpositionen entlang der y-Achse mit
demselben Segmentindex s. So erhalten wir geméfl der Anzahl der Segmente (L + 1)
Strukturfunktionen.

Der statische Strukturfaktor beziiglich des Segments s wird definiert durch [46,/48]

S(s,q) < Z exp(iqys,i) > , (2.27)

mit dem Wellenvektor
g=—-n, n=12,..., Nmax , (2.28)
und der geeignet gewdhlten maximalen Quantenzahl ny,x = 2 Ny . Mit (Q) wird der

zeitliche Mittelwert der GroBle @) bezeichnet [48] und ersetzt den thermischen Mittel-
wert:

= lim — / Q' (2.29)

t—oo t
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Die Grafting-Konfiguration an der Substratoberfliche wird zu Beginn eines jeden Simu-
lationslaufs (Runs) einmalig festgelegt und ist fiir diesen Lauf zeitlich konstant. Diese
Konfiguration der Ny verschiedenen Grafting-Positionen wird als Quenched Disorder
angesehen [14,145,60]. So ist fiir die ersten beiden festen Segmente s € {0,1} zur
Bestimmung des statischen Strukturfaktors keine zeitliche Mittelung nétig und
vereinfacht sich mit zu

Ny
5(0.0) = S(L.9) = 5=+ | S expliag) (2:30)
=1

Die Grafting-Positionen hingen von der als Seed bezeichneten Zahl ab, mit der der
Zufallsgenerator beim Programmstart gespeist wird [91,/111]. Unterschiedliche Seeds,
die in den einzelnen, voneinander unabhingigen Runs erzeugt werden, haben konse-
quenterweise auch unterschiedliche Grafting-Positionen zur Folge. Sofern es fiir die
Beschreibung relevant ist, geben wir zur Identifizierung eines Simulations- Runs den

Index, die sogenannte Run-ID r = 1,2,...,7max , an. Damit definieren wir den
Quenched Disorder-Mittelwert einer Grofle @ aus den Werten von Einzelmessungen
Qr;r=1,2,...,Tmax , die aus ryax unterschiedlichen, voneinander unabhéngigen Si-
mulationslaufen ermittelt wurden:
1 Tmax
Qlaa :=—">_ Qr. (2.31)
Tmax .7

2 4 6 8 10 12
q

Abbildung 2.5.: Strukturfaktor S(0, ¢)|qa an der Substratoberfliche als Funktion der Wellen-
zahl ¢ fir Ny = 30 Ketten und r,,, = 20 Runs fiir verschiedene Werte der Intervallbreite
A.

Ein repriasentatives Ordnungsmafl in Abhéngigkeit der Intervallbreite A erreicht man
durch die Mittelung des Strukturfaktors iiber viele Runs mit jeweils unterschiedlichen
Seeds bzw. Grafting-Konfigurationen. Sei {g; ,..., 9Ny } die Konfiguration des r-ten
Laufs und S;(s,q) der dazugehorige Strukturfaktor, dann erhalten wir gemaf
fiir den Quenched Disorder-Mittelwert des Strukturfaktors:

1 Tmax

> 5n(s,q) - (2.32)
r=1

S(8,q)]qd =

Tmax
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In Abbildung ist der Quenched Disorder-Mittelwert des Strukturfaktors fiir die
Substratoberfliche S(0,q)|qqa fiir unterschiedliche A-Werte in Abhéngigkeit von der
Wellenzahl ¢ aufgetragen. Der ideale Ordnungszustand ist bei dquidistant gegrafteten
Polymerketten erreicht (A = 0). Der Strukturfaktor spiegelt dies durch eine periodische
Abfolge von dquidistanten - Peaks mit einem Abstand von 27 wider. Eine kontinuier-
liche Vergréflerung der Intervallbreite A hat bei einer hinreichend hohen Statistik bzw.
einer hohen Anzahl verschiedener Grafting-Konfigurationen einen wachsenden Unter-
grund zwischen den Peaks zur Folge und zeigt damit die wachsende Unordnung der
Grafting-Positionen. Im Grenzfall maximaler Unordnung lassen sich keine Korrelatio-
nen erkennen und S(0, ¢)|qa pendelt sich unabhéngig von der Wellenzahl ¢ bei einem
Wert von circa Eins ein.

Anmerkung zum Quenched Disorder-Mittelwert

Sofern es explizit nicht anders angegeben ist, handelt es sich bei den kommenden Quen-
ched Disorder-Mittelwerten um eine Mittelung aus rmax = 20 verschiedenen Runs mit
ebenso vielen unterschiedlichen Grafting-Positionen.

2. Der empirische Korrelationskoeffizient K (g°, g!)

Als Ma# fiir die Stérke des linearen Zusammenhangs zwischen der gleichméfligen Graf-
ting-Konfiguration der Ketten {go, ..., gn, }rGr=0 und einer unregelméfigen, zufélli-
gen Kettenanordnung {go, . . ., gny } [RGr=1 sind wir an der Bestimmung des empirischen
Korrelationskoeffizienten nach A. Bravais und K. Pearson interessiert [22}|73]. Auf die-
se Weise kann ein weiteres Ordnungsmafl festgelegt werden. Es veranschaulicht, wie
schnell die Ordnung mit wachsendem A sinkt. Fiir die Messung der linearen Korre-

0.1
PO S
wl e 1
_-g— -...*.... *.--* ....... _1r r I
v—Oj 0.001 2 ‘r‘“____%__...q
OCD - !..r-i“
< 0.0001 e
1 e-05 ...........
-
1e-06
0.1 1 10

Intervallbreite A

Abbildung 2.6.: Maf fiir die Unordnung: 1 — K(g°, g')|qa fiir verschiedene Intervallbreiten
A fur Ny = 30 Ketten und rpax = 20 Runs

lation verwenden wir fiir die Grafting-Positionen die Abkiirzungen g;lrgr=0 =: g7 ,
gilrgr=1 =: g}. Es gibt demnach Ny Wertepaare (¢?,9!); i = 1,2,...,Ny , die
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zur Berechnung des Korrelationskoeffizienten K (g%, g') herangezogen werden. Mit den
Mittelwerten

0 1 X, Ny _ 1 X
g ::N—Ylg;gi 27 ) g ::Fy;gi (2.33)
gilt [2273]
K. S (e? — 59) (gt — ") (2.34)

9') = N N N '
VER( - )2 e (g} - 1)

Analog zum ersten Ordnungsparameter (2.32) sind auch hier zum Erreichen einer bes-
seren Statistik mehrere Runs mit voneinander unabhéngigen Zufallszahlen notwendig.
Wir schreiben fiir die Mittelung iiber r.x = 20 Simulationslaufe

Tmax

K(¢°,9")qa = —- > K.(¢°.9") (2.35)
r=1

1
T'max
Zur besseren Veranschaulichung ist in Abbildung der Quenched Disorder-Mittel-
wert (1 — K (g% g')|qa) , der gewissermafien die Unordnung der Grafting-Konfigura-
tion angibt, als Funktion von unterschiedlichen Intervallbreiten A aufgetragen. Die
Fehlerbalken geben die Standardabweichung beziiglich der rpa.x unabhédngigen Runs
an, aus denen der Quenched Disorder-Mittelwert gebildet wurde. Man stellt fur kleine
Intervallbreiten eine stark anwachsende, quadratisch mit A ansteigende Unordnung
fest. Dieser Zuwachs an Unordnung wird allerdings bei etwa A = 1 erwartungsgeméi
wegen des mittleren Grafting-Abstandes von (dg,;) = 1 mit steigender Intervallbreite
abnehmen.

2.10. Allgemeine Informationen zur
Monte-Carlo-Simulationsmethode

Die Absicht dieses Kapitels besteht in der Beschreibung der Monte-Carlo-Simulati-
onsmethode, die wir verwenden, um das Polymer Brush-Modell nach Abbildung
zu simulieren. Zuerst geben wir einige allgemeine Hintergrundinformationen iiber die
Monte-Carlo-Methode an. AnschlieBend, in Kapitel beschreiben wir detailliert
die Implementierung fiir das Polymer Brush-Modell.

Zur Losung von Problemen und Aufgaben in der statistischen Physik sind computer-
gestiitzte numerische Methoden [34,91] von sehr groBer Bedeutung und mitunter uner-
lasslich. Insbesondere Systeme mit vielen Freiheitsgraden wie in der Vielteilchenphysik
kénnen auf analytischem Wege nicht exakt gelost werden bzw. wiirden eine extrem
hohe Berechnungszeit in Anspruch nehmen, so dass numerische Losungsansitze zur
Bestimmung makroskopischer Grofien notwendig werden.
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Unter den rechnergestiitzten numerischen Berechnungsmethoden spielt die Anwen-
dung von Monte-Carlo-Simulationen eine bedeutende Rolle [34,/91,/111]. In unserem
Fall behandeln wir ein klassisches Vielteilchenproblem im thermischen Gleichgewicht
und verwenden als Basis ein Simulationsprogramm mit implementierten Monte-Carlo-
Prozeduren von Richard L. C. Vink [111,|112]. Im Folgenden wollen wir in diesem
Kontext auf essentielle Schritte und Methoden der Monte-Carlo-Simulationstechnik
eingehen.

Wir betrachten ein statistisches System mit konstanter Teilchenzahl N und einem kon-
stanten Volumen V' (da sowohl die Kettenlinge L als auch die Breite der Grafting-
Oberfliche Ny konstant gehalten werden), das sich im thermischen Austausch mit ei-
nem Warmebad mit Temperatur 7" befindet. Somit liegt in unserem Fall ein kanonisches
System vor und wir erhalten aus dem Hamiltonian H die kanonische Zustandssumme
des Systems [101]

Z =Sp(e ) = Ze_ﬂE“ , mit 8= (kgT)~'. (2.36)
I

Die Zustandssumme Z ist von fundamentaler Bedeutung, da sie die gesamte Informa-
tion eines statistischen Systems beinhaltet und alle thermodynamischen Systemgréfien
aus ihr abgeleitet werden kénnen [101].

Die folgende Darstellung der in diesem Kapitel gegebenen allgemeinen Informa-
tionen zur Monte-Carlo-Simulationsmethode folgt [91,111].

Jeder Zustand des Systems p ist mit einer Energie E,, und einer Besetzungswahr-
scheinlichkeit p, verkniipft und das Energiespektrum kann sowohl diskret als auch
kontinuierlich sein [101]. Wir sind an der Bestimmung von makroskopischen Gro8en
Q@ eines thermischen Systems interessiert. Genauer gesagt soll thermisches Gleichge-
wicht vorliegen, so dass alle Besetzungswahrscheinlichkeiten zeitunabhéngig sind. Mit
Hilfe der Monte-Carlo-Methode werden die thermischen Fluktuationen eines Systems
simuliert, das heifit im Laufe der Simulationszeit durchlauft das System eine Vielzahl
an Zustdnden. Zur Berechnung der Erwartungswerte physikalischer Gréflen wird eine
zeitliche Mittelung iiber alle Zusténde vorgenommen [91].

Fiir ein System, das mit einem Warmereservoir der Temperatur 7" in Kontakt steht und
sich im thermischen Gleichgewicht befindet, wird nach J. W. Gibbs und L. Boltzmann
die Wahrscheinlichkeit, dass sich das System im Zustand mit der Energie E,, befindet,
durch die Besetzungswahrscheinlichkeit wiedergegeben [91}/101]

1
Pu = Ee*Eﬂ/’“BT : (2.37)

mit der Zustandssumme als Normierungsfaktor.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung in Gl. (2.37) wird Boltzmann-Verteilung genannt.
Damit kann fiir eine interessierende Grofle () eines Systems im thermischen Gleichge-
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2.10. Allgemeine Informationen zur Monte-Carlo-Simulationsmethode

wicht der Erwartungswert ermittelt werden [91,/111]:

(@) = % > Qe Er . (2.38)

Zur Verdeutlichung der Vielzahl an Zustdnden, die das System einnehmen kann, gehen
wir auf die Freiheitsgrade des Modells ein. Jedes bewegliche Segment kann theoretisch
jeden Wert auf dem Intervall G = [0, Ny ) annehmen. Aufgrund der kontinuierlichen
Positionswerte der Segmente sind die Spektren der Biege- und Crosslink-Energien eben-
falls kontinuierlich. Hinzu kommen die (le%eg) Moglichkeiten, die R Crosslinks auf die
Nseg verschiedenen Gitterplétze zu verteilen.

An diesem Beispiel erkennt man, dass im Allgemeinen schon relativ kleine Systeme iiber
eine derart extrem hohe Zahl an Zusténden verfiigen, so dass diese bei numerischen
Berechnungen innerhalb der normalerweise zur Verfiigung stehenden Simulationszeiten
bei Weitem nicht alle berticksichtigt werden kénnen.

Importance Sampling

So kann zum Beispiel die Berechnung der Erwartungswerte (@) von Observablen @
unter Miteinbeziehung aller Zusténde, wie in Gleichung angegeben, nur fiir kleine
Systeme realisiert werden. Bei grofleren Systemen ist dieser Vorgang nicht effizient und
es ist sinnvoll, anstelle des exakten Wertes (@) einen guten Schitzwert Qs fiir @ zu
berechnen, der gegeben ist durch [91}/111]

- Zi]\il Qmp;ile_fBEui

Zgl p;z‘le_ﬁEui
mit der Eigenschaft, dass im Grenzfall M — oo die Schitzung mit dem exakten Er-
wartungswert iibereinstimmt: @ = (@) [91,111]. In dessen Berechnung gehen jedoch
nicht alle dem System zugdnglichen Zusténde ein, denn wdhrend einer Simulations-
messung nimmt das System bei einer Anzahl von M MC-Schritten nur eine winzige
Teilmenge {u1,...,unr} aus der Gesamtheit aller dem System zugénglichen Zustdnde
ein. Zur Verbesserung der Effizienz der Monte-Carlo-Methode ist es aus diesem Grun-
de plausibel, nur diejenigen Zusténde zu beriicksichtigen, die wesentlich zur Messung
beitragen. Diese Methode wird Importance Sampling genannt [91),111].

Qm (2.39)

Anstatt allen Zustédnden die gleiche Auswahlwahrscheinlichkeit p,, zuzuordnen, erweist
es sich als optimal, die M Zustdnde geméB der Boltzmann-Statistik p, oc exp(—S8E,)
auszuwéhlen. Damit ergibt sich fiir den Schétzer in (2.39) der folgende Ausdruck
[01[111]

1 M
Qm =7 Qu (2.40)
M M ; o

das heifit die Boltzmann-Faktoren heben sich auf und Importance Sampling ist bei allen
Temperaturen 1" anwendbar.

Der effizienten Generierung einer Menge an Zustédnden, die der Boltzmann-Statistik
geniigen, liegt ein Markov-Prozess zugrunde. Bei diesem Mechanismus geht man von
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2. Monte-Carlo-Simulationen von gegrafteten Weakly Bending Wormlike Chains

einem initialen Zustand p aus und generiert von diesem ausgehend einen neuen Zustand
v. Die damit verbundene Ubergangswahrscheinlichkeit, dass das System vom Zustand
p in den Zustand v iibergeht, wird mit 7'(x — v) bezeichnet. Allgemein gilt fir die
Ubergangswahrscheinlichkeiten die Normierungsbedingung

> T(p—v)=1. (2.41)

Die wiederholte Anwendung des Markov-Prozesses fithrt zur Generierung einer Mar-
kovkette, das heiflit ausgehend vom Zustand p wird ein neuer Zustand erzeugt, der
wiederum beim néchsten Markov-Prozess als Ausgangspunkt fiir die Erzeugung des
néchsten Zustands dient, wobei dieser Prozess in der Weise fortgesetzt wird. Damit
wird im Einklang mit der Boltzmann-Verteilung eine Folge von Zustdnden generiert,
und das System nimmt den Gleichgewichtszustand ein [91}/111].

Zum FErreichen des Ziels der Erzeugung von Zustdnden, die der Boltzmann-Statistik
geniigen, sind neben einer hinreichend langen Simulationszeit zur thermischen Equi-
librierung des Systems auflerdem zwei Punkte notwendig, die im Folgenden erldutert
werden: Die Ergodizitat und die sogenannte Detailed Balance.

Ergodizitat

Eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung stellt die Ergodizitiat des Simu-
lationsalgorithmus dar. Das bedeutet, dass jeder mogliche Zustand des Systems im
Rahmen des Markov-Prozesses von jedem beliebigen Zustand aus erreichbar sein muss.
Die Anzahl der dafiir benotigten MC-Schritte hat endlich zu sein [91}/111].

Detailed Balance

Dass die Markov-Kette im thermischen Gleichgewicht Zustédnde generiert, die die ge-
wiinschte Boltzmann-Verteilung aufweisen, wird durch die Detailed Balance-Bedingung
garantiert:

puT(p—v)=p,T(v—p). (2.42)

Um im Speziellen zu erreichen, dass der Markov-Prozess im thermischen Gleichgewicht
boltzmannverteilte Zustinde erzeugt, muss fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten in

Gleichung (2.42)) die Bedingung

Tp—=v)  pv o BB~ Ey) (2.43)

T —=p)  pu
gelten [91}/111].

Mit den positiven Wahrscheinlichkeiten p,, und p, und einer ebenso von Null verschiede-
nen Ubergangswahrscheinlichkeit T'(u — v) folgt daraus die Reversibilitit eines durch
einen MC-Schritt generierten Uberganges zwischen zwei Zustéinden (u <+ v). Diese Ei-
genschaft muss notwendigerweise fiir ein Monte-Carlo-Schema gewéhrleistet sein. Wir
verwenden im Programm als Monte-Carlo-Methode den Metropolis-Algorithmus, der
unter anderem von N. Metropolis eingefithrt wurde [88,(91,/111]. Hierbei werden, wie
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oben diskutiert, iiber einen Markov-Prozess in einer effizienten Weise Zustédnde geméaf
der Boltzmann-Statistik generiert.

Der Metropolis-Algorithmus verlduft wie im folgenden Schema dargestellt [91,[111]:

1. ausgehend vom Zustand p wird per Zufallsbewegung (Random-Move) ein neuer
Zustand v vorgeschlagen.

2. dieser neue Zustand v wird mit einer durch die entsprechende Akzeptanzrate
festgelegten Wahrscheinlichkeit akzeptiert oder abgelehnt.

3. bei Akzeptanz wird der neue Zustand v angenommen, andernfalls bleibt das
System im Zustand p. Dieser Prozess wird mehrfach wiederholt.

Dabei ist wichtig zu betonen, dass die durch den Algorithmus erzeugten Zustandsin-
derungen in der Regel klein sind.

Befindet sich das System im thermischen Gleichgewicht, so sind thermische Fluktuatio-
nen in Relation zur Gesamtenergie des Systems relativ klein. Das System nimmt fast
ausschliefflich nur Zusténde an, bei denen die dazugehorigen Gesamtenergien nicht weit
auseinanderliegen, so dass die Zustandsdnderungen nur zu kleinen Energieinderungen
fithren [91].

Die Ubergangswahrscheinlichkeit lisst sich als ein Produkt zweier Wahrscheinlichkeiten
angeben [91}/111]:

T(p—v)=s(p—v) alp—v). (2.44)
Mit s(u — v) wird die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, dass der Algorithmus ausgehend

vom Zustand p den neuen Zustand v auswahlt, wihrend die Akzeptanzrate a(pu — v)
die Wahrscheinlichkeit angibt, mit der der vorgeschlagene Zustand v akzeptiert wird.

Mit (2.44) kann die Detailed Balance-Bedingung (12.43)) mit Hilfe der Akzeptanzraten
geschrieben werden als [91},/111]

a(p—v)  s(v—rp) o—B(Bu—Ey)
P ey | (2.45)

Die Schrittbreite f, innerhalb der ein neuer Zustand per Bend-Move vorgeschlagen
wird, ist flir alle beweglichen Segmente gleich. Da auch die Zahl der Moglichkeiten fiir
Crosslink-Moves wahrend einer Messung konstant bleibt, folgt daraus eine konstante
Auswahlwahrscheinlichkeit der Zustédnde. Somit gilt s(u — v) = s(v — ), das heifit
deren Quotient hebt sich auf und vereinfacht sich zu

A= v) _ BB (2.46)

a(v — p)

Im Zusammenhang mit der Wahl der optimalen Akzeptanzrate a(y — p) muss in der
Detailed Balance-Bedingung berticksichtigt werden, dass a(yu — v) als Wahr-
scheinlichkeitsmaf} lediglich Werte zwischen Null und Eins annehmen kann. Haben
wir einen Ubergang vom Zustand y in den Zustand v mit den Energien E, > E,, so
gilt geméaf fir die beiden Akzeptanzraten a(v — p) > a(p — v). Dabei wird
die groBere Akzeptanzrate gleich Eins gesetzt (a(v — p) = 1), und das Kriterium des
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Metropolis-Algorithmus lautet [91}/111]

e BB falls B, — E, >0

2.47
1 , sonst ( )

a(wu>={

Dies bedeutet, dass ein Ubergang zu einem Zustand niedrigerer Energie stets beibehal-
ten wird, wahrend ein energetisch hoher gelegener Zustand nur mit einer Wahrschein-
lichkeit entsprechend (2.47)) akzeptiert wird.

2.11. Anwendung auf das Polymer Brush-Modell

Ausgangspunkt fiir die numerische Berechnung ist die Gesamtenergie des Modells. Die-
se setzt sich aus der gesamten Biegeenergie H, der Ny modellierten Polymerketten
2.18) und der Energie der im Modell eingebrachten R Crosslinks Hyjink zusammen
2.21)):

HGes = IH/@ + ,Hxlink . (248)

Betrachten wir ausschliellich die Polymerketten ohne eingebrachte Crosslinks, so gibt es
einen eindeutigen Grundzustand (GS), der die Energie minimiert. Dieser Zustand wird
erreicht, wenn alle Ketten parallel zur x-Achse ausgerichtet sind, das heifit us; = 0
Vi = 0,1,...,Ny ; s = 0,1,...,L . Alle Segmente befinden sich in der Ruhelage,
erfahren demzufolge keine Auslenkung und die Biegeenergie ist Null: HSS = 0. Auf-
grund der Tatsache, dass alle Bond-Vektoren t,; in dieselbe Richtung zeigen, ist der
Grundzustand auch ein geordneter Zustand [111]. Alle anderen davon abweichenden
Kettenkonformationen sind mit Kettenkrimmungen und damit mit einem Zuwachs an
Biegeenergie verbunden, das heif3t, alle ibrigen méglichen Zusténde sind ungeordnete,
angeregte Zustinde mit H, > HSS.

Die Energiednderungen im hier betrachteten Modellsystem werden durch Zustandsén-
derungen (u — v) generiert. Dabei wird zunéchst via Monte-Carlo-Schritt entschieden,
ob die Anderung durch einen Random-Move eines Crosslinks oder durch einen Bend-
Mowve eines Segments verursacht wird. Beim Random-Move wird per Zufall einer der R
Crosslinks ausgewédhlt und wiederum per Zufallsschritt einem bislang leeren Gitterplatz
zugewiesen, wihrend beim Bend-Mowve ein zufillig ausgewédhltes Segment innerhalb ei-
ner festgelegten Breite um die urspriingliche Position per Zufall ausgelenkt wird.

Der Aufbau des Simulationsprogramms

Im Folgenden sind die wesentlichen Schritte des Programmablaufs wiedergegeben:

e beim Start des Programms werden die in Kapitel aufgelisteten Parameter
eingelesen

« die Positionen der Grafting-Points auf der Substratoberfliche werden festgelegt:
je nach Parameterwahl sind diese dquidistant (RGr = 0) oder zufillig verteilt
(RGr =1)
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e es wird die Start-Konfiguration der Kettensegmente zu Beginn der Simulation
vorgegeben, das heifit entweder mit zufélliger Auslenkung us; der (L — 1) - Ny
beweglichen Kettensegmente oder ohne Auslenkung, das heifit aus der Ruhelage

o es werden R Crosslinks geméaf} den in Kapitel 2.7 aufgefiihrten Regeln zuféllig auf
die Nge¢g Segmente verteilt

Vor dem Start der Dauerschleife als wesentlichen Simulationsteil, in welchem per Me-
tropolis-Algorithmus die Zustandsdnderungen erzeugt werden, sind die oben genannten
Schritte zur Festlegung der Grafting-, Segment-, und Crosslink-Positionen fiir den Si-
mulationsablauf unabdingbar. Denn zu Beginn muss ein wohldefinierter Zustand vor-
liegen, der die festgelegten Werte (Parameter, Grafting-Point-Positionen, Anfangskon-
figuration der Ketten und Gitterplatzbelegung der R Crosslinks) vorgibt. Anschlieflend
startet die eigentliche MC-Simulation nach folgendem Schema:

Eine Timing-Routine legt eine Zahl an Monte-Carlo-Schritten fest, die in einem Sweep-
Zyklus verwendet wird [91,/111]. Innerhalb dieser Programmsequenz wird per MC-
Schritt zwischen der Auslenkung eines Segments (Bend-Move) und der Versetzung eines
Crosslinks ( Crosslink-Move) entschieden. Das Verhéltnis dieser beiden Wahrscheinlich-
keiten fiir die Segmentauslenkung p;, und die Crosslinkversetzung py ist ein weiterer,
beliebig wéhlbarer Parameter und betragt in unserer Simulation py, : pyy =9 : 1.

Bend-Move

Féllt die Wahl auf einen Bend-Mowve, so wird per Monte-Carlo-Schritt eines der

(L —1) - Ny beweglichen Segmente (s,i); s =2,3,...,L;i=1,2,..., Ny ausgewahlt.
Anschlielend fiihrt das Programm ausgehend von der alten Position des betreffenden
Segments 1'57 ; einen weiteren Monte-Carlo-Schritt aus, um eine zuféllig erzeugte Aus-
lenkung aus der alten Position hin zu einer neuen Position 7y ; vorzuschlagen:

rg,i = (b 5 ug,z) m Tsy,i = (b © S, ug,i + (05 - f) : f) = (b S, u:,z) ) (249)
mit der bereits eingefithrten gleichverteilten Zufallszahl £ € [0,1) und einer festge-
legten Intervallbreite von f = 3/10, die die in einem MC-Schritt maximal mdogliche
Auslenkungsbreite angibt. Wie in Kapitel bereits erklart wurde, zeichnet sich das
System offensichtlich nicht durch eine feste, diskrete Zustandszahl, sondern durch ein
kontinuierliches Energiespektrum aus.

Wie man sich leicht veranschaulichen kann, ist das Kriterium der Ergodizitét erfiillt.
Denn jedes Segment hat theoretisch die Moglichkeit, durch Fluktuationen jeden Wert
auf dem Intervall G innerhalb einer endlichen Zahl an MC-Schritten zu erreichen, das
heiBBt us; € [0,Ny) Vs=2,3,...,L;i=1,2,...,Ny.

Dies gilt auch fiir den Fall, dass zwischen den Ketten eine Excluded Volume-Wechsel-
wirkung wirkt und die Ketten sich nicht durchdringen oder kreuzen kénnen. Allerdings
besteht hinsichtlich der Gesamtheit aller moglichen Zusténde die Einschrankung, dass
die Segmente in einer wohlgeordneten Abfolge auf dem Intervall G angeordnet sein
miissen:

Usy <o < ... <ugny, +zykl € [0,Ny) Vs=23,...,L, (2.50)
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(fiir s € {0,1} ist die Forderung (2.50) trivialerweise erfiillt).

Fir die Akzeptanzrate a(pn — v) ist die Energiedifferenz AE = E, — E,, , die das
Gesamtsystem durch den vorgeschlagenen MC-Schritt erfihrt, entscheidend. Da das
gewdhlte Segment mit bis zu zwei Crosslinks verbunden sein kann, geht in AFE neben
der Anderung der Biegeenergie gegebenenfalls auch eine Anderung der Crosslinkenergie
ein. Zur effizienten und schnelleren Berechnung berechnet das Programm nach jedem
Monte-Carlo-Schritt lediglich die lokale Energieinderung in der Umgebung des betref-
fenden Segments, da alle restlichen Ketten- und Crosslink-Koordinaten gleich bleiben
und damit keine Energieinderung erfahren.

Die mit dem Bend-Move einhergehende Energiedifferenz AFE wird unter Verwendung
der in Gleichung ([2.48) definierten Gesamtenergie des Modells berechnet.

Bei einem vorgeschlagenen Bend-Move besteht die Moglichkeit, dass das betreffende
Segment ein benachbartes Segment {iberspringt, so dass sich durch diesen Schritt die
Ketten iiberlappen oder kreuzen wiirden. Bei vorhandener Ezcluded Volume-Wechsel-
wirkung (Ez-Vol = 1) wird dieser Schritt durch den Algorithmus abgelehnt.

Bend-Move

Abbildung 2.7.: Schematische Darstellung eines Bend-Moves. Das Segment (s,7) wird nach
oben ausgelenkt, wodurch sich die Lénge des Crosslinks ¢ ;11 verringert.

Abbildung zeigt schematisch die Durchfiihrung eines Bend-Moves anhand eines
beliebigen Segments mit den Koordinaten (s,7). Im gezeigten Beispiel wird das Segment
nach oben ausgelenkt. Dabei wird an der Stelle zum Einen die lokale Biegeenergie
verdndert, zum Anderen wird die Lénge d,;+1 des Crosslinks ¢, ;41 verringert und
damit auch seine Energie.

Crosslink-Move

Bei der Auswahl eines Crosslink-Moves wird per Zufall ein mit einem Crosslink be-
setzter Gitterplatz (s1,41) gewahlt. Die im Metropolis-Algorithmus vorgeschlagene Zu-
standsénderung besteht in der Versetzung dieses Crosslinks auf einen zuféllig gewéhlten
neuen, bisher leeren Gitterplatz (s2,i2). Die damit verbundene Energiedifferenz AFEy;

wird entsprechend Gleichung ([2.48) berechnet.

Auch hier gilt, dass der vorgeschlagene Crosslink-Move auf jeden Fall akzeptiert wird,
falls AE, < 0 gilt, wihrend bei Energieerhohung AFE,; > 0 dieser lediglich mit einer
Wahrscheinlichkeit von a(y — v) = e #2Fx angenommen wird.
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Cs—2,i+1

Crosslink-Move

Abbildung 2.8.: Schematische Darstellung eines Crosslink-Moves. Der Crosslink ¢, ;41 wird
auf den Gitterplatz cs_g ;41 versetzt.

Zur einfacheren Beschreibung zeigt Abbildung das Schema eines Crosslink-Mowves.
Im beispielhaft aufgefithrten Fall wird der Crosslink cs ;41 ausgewéhlt und auf einen
anderen, bislang leeren Gitterplatz (s — 2,7 + 1) versetzt. Mit der Einnahme eines
neuen Gitterplatzes ist flir den umplatzierten Crosslink in der Regel auch eine neue
Crosslink-Lénge verbunden.

Der Sweep-Zyklus in Endlosschleife

Nach dem Durchlauf des Sweep-Zyklus und der damit verbundenen Ausfithrung einer
groflen Zahl an Bend-Moves (p, = 9/10) und Crosslink-Moves (px = 1/10) werden
verschiedene Datensétze zur Ermittlung verschiedener physikalischen Grofien heraus-
geschrieben (siche folgende Kapitelbis 2.23). Dies betrifft sowohl instantane Werte
(wie zum Beispiel die momentanen Segmentpositionen) als auch die fortlaufende Mit-
telung zur Bestimmung des zeitlichen Mittelwertes einer Grofle wie zum Beispiel die
mittlere Gesamtenergie.

Innerhalb einer Endlosschleife, die als Herzstiick des Simulationsprogramms angese-
hen werden kann, wird der Sweep-Zyklus erneut durchlaufen und es werden solange
Daten herausgeschrieben, bis das Programm beendet oder abgebrochen wird. Der
Programmabbruch geschieht in der Regel, wenn das Modellsystem nach Erreichen des
Gleichgewichtszustandes geniigend Zyklen bzw. MC-Schritte durchlaufen hat, so dass
den gewiinschten und zu bestimmenden physikalischen Gréflen eine hinreichend gute
Statistik zugrunde liegt.

Zur ibersichtlicheren Veranschaulichung sind in Abbildung (2.9)) die wesentlichen Ab-
ldufe des Simulationsprogramms abgebildet.
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e Finlesen der Parameter

e Festlegung der Grafting-Positionen, Ketten-Konfiguration

und Crosslink-Verteilung

Ausfuehrung der MC-Schritte (i = 0)

solange (i < sw - Ngeg):

Pb = 0.9

Px1 = 0.1

Bend-Move:

e waehle zuf. Segment (s, 1)
fuer zuf. Auslenkung aus
(B, — E,)

e Metropolis-Algorithmus:

G_BAE‘), AEy >0

1, sonst

Crosslink-Move:

e versetzte zuf. gew. Crosslink
von (s1,11) auf leeren Platz
(Sg,ig) N (EJ‘u — El,)

e Metropolis-Algorithmus:

e_BAE"l, AFEg >0

1, sonst

a<wu>={ a(u—w):{

e bei Ablehnung bleibt System in Zustand u,
bei Akzeptanz wechselt System in Zustand v

e gewachlter Zustand ist Ausgangspunkt beim
naechsten Schleifendurchlauf

wenn (i mod Ngeg == 0):

Sammeln best. Daten Uiy

I

wenn (i == sw - Ngeg — 1):
!

e Aktualisierung der Segment- und Crosslink-Positionen
nach Sweep-Zyklus

e fortlaufende (thermische) Mittelung statistischer Groessen

Abbildung 2.9.: Diagrammatische Darstellung des Algorithmus des Simulationsprogramms
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2.12. Simulationsergebisse

In diesem Kapitel stellen wir die Ergebnisse aus den Monte-Carlo-Simulationen des
Polymer Brush-Modells vor. Zuerst diskutieren wir die mit Bezug auf die Simulations-
dauer notwendigen Begrenzungen der Systemgréfie. Danach werden strukturelle Eigen-
schaften des Polymer Brush-Modells aufgezeigt, die mit Hilfe des statischen Struktur-
faktors analysiert werden kénnen. Hinzu kommen weitere interessante Systemgréfien
wie Fluktuationen und Richtungskorrelationen der Segmente sowie Winkelverteilungen
der Ketten. Zu guter Letzt beschreiben wir die Existenz des Memory-Effektes, der
aufzeigt, dass die selbe Grafting-Konfiguration stets in die selbe persistente Polymer-
struktur miindet.

2.13. Einschrankungen der SystemgroBe

Das zu analysierende System hat im Verlauf eines Simulationsdurchgangs stets die
gleiche Teilchenzahl Nge; sowie ein konstantes, zweidimensionales Volumen V =P x G
(siehe Kapitel und steht im Kontakt mit einem Warmereservoir der Temperatur
T. Als kanonisches Ensemble [101] muss das System notwendigerweise im thermischen
Gleichgewicht vorliegen, wobei das Erreichen des Gleichgewichtszustandes einen irre-
versiblen Vorgang darstellt. Die Irreversibiltat zeichnet makroskopische Phénomene
wie den Austausch thermischer Energie aus und bei gegebenen Randbedingungen gibt
es in der Regel nur genau eine Gleichgewichtskonfiguration, der das System entgegen-
strebt. Dieser Gleichgewichtszustand wird, sofern sich an den dufleren Bedingungen
nichts dndert, dauerhaft beibehalten und es kommt lediglich zur Ausfithrung von ther-
mischen Fluktuationen um die Gleichgewichtskonfiguration [90].

Befindet sich ein System im thermischen Gleichgewicht, so entsprechen die Besetzungs-
wahrscheinlichkeiten der dem System zugénglichen Zustinde der Boltzmann-Vertei-
lung. Unter dem thermodynamischen Limes versteht man in der statistischen Mechanik
ein System im Grenzfall unendlich vieler Teilchen (N — c0) und eines unendlichen Vo-
lumens (V' — o0), wobei die Teilchendichte konstant gehalten wird (% = konst.) [101].
In diesem Grenzfall haben wir es mit einem makroskopischen System zu tun, das sich
mit Hilfe der Gesetze der Thermodynamik beschreiben lasst. Mit wachsender Teilchen-
zahl N wird die Aussage iiber eine makroskopische Gréfle immer scharfer, da deren
relative Schwankung, das heifit, das Verhéltnis von Schwankung zu Mittelwert, in die-
sem Grenzfall verschwindet. Die Begriindung dafiir ist im zentralen Grenzwertsatz zu
finden und es zeigt sich, dass die Fluktuationen mit 1/v/N skalieren [101].

Bei numerischen Berechnungen ist man aufgrund technischer Grenzen wie Speicher-
platz und Rechenzeit beziiglich der zu simulierenden Systemgréfie und den damit ver-
bundenen Freiheitsgraden eingeschrankt. Um bei der computerbasierten Analyse der
gegebenen Rechenleistung gerecht zu werden, sind im Allgemeinen nur Systemgréfien
moglich, die sich weit entfernt vom thermodynamischen Limes befinden.
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2. Monte-Carlo-Simulationen von gegrafteten Weakly Bending Wormlike Chains

Die Zielstellung besteht in der Wahl einer geeigneten Systemgrofle. Bei einem zu grofien
System mit entsprechend vielen Freiheitsgraden wird das System eine zu lange Equili-
bierungszeit benotigen. Daher beabsichtigen wir, die Systemgrofle in Form von Ketten-
und Segmentanzahl derart zu wéhlen, dass sich das System in relativ kurzer Zeit im
thermischen Gleichgewicht befindet und dass gleichzeitig eine ausreichende Systemgro-
Be gewdahrleistet ist.

Um die Simulationszeit abschitzen zu koénnen, die das System bendétigt, um in den
Gleichgewichtszustand zu kommen, fithren wir die ,Magnetisierung“ (in Anlehnung an
eine Bezeichnung aus dem Magnetismus [101]) M (t) ein:

Ny t
M(2) :_]\}Y-Z(um(t)) mit  (ugi(t)) = % /0 i () At (2.51)
=1

Die GroBe (us,i(t)) bezeichnet die fortlaufende Mittelung (fiir die im Grenzfall unend-
licher Zeit gilt: (us (%)) == (us;)) und us;(t') die Auslenkung zum Zeitpunkt ¢’ .

Die ,Magnetisierung“ M (t) beschreibt fiir die Segmente am Kettenende (s = L) die
transversale Abweichung aus der Ruhelage, gemittelt {iber alle Ny Ketten und {iber
die Zeit t, die der Anzahl der durchlaufenen Schleifendurchgéingen entspricht. Zusétz-
lich gibt die Varianz 73] der ,Magnetisierung® o3,(¢) Aufschluss iiber die Abnahme
der Fluktuationen als Funktion der Zeit, so dass dariiber das Erreichen des Gleichge-
wichtszustandes abgeleitet werden kann:

2
N B ) 1 ¥
o(t) : > (ur(t)? - ny-zwm(t)) : (2.52)

Ny A i=1

Mit Hilfe geeigneter Parametervorgaben halten wir das System moglichst einfach, das
heifit wir verwenden &quidistant gegraftete Ketten (RGr = 0) ohne Ezcluded Volu-
me-Wechselwirkung (Ez-Vol = 0) und ohne die Hinzunahme von Crosslinks (p = 0).
Das Ziel besteht darin, den qualitativen Einfluss der beiden Systemgréfien-Parameter
(Anzahl der Segmente pro Kette (L + 1) und Anzahl der Ketten Ny ) auf die Equili-
brierungszeit zu messen.

Abbildung zeigt fir fiinf beliebig gewdhlte Systemgrofien den Verlauf der ,,Ma-
gnetisierung® M (t) aus Einzelmessungen als Funktion der Anzahl an durchlaufenen
Schleifen ¢ . Dartber hinaus sind in Abbildung die dazugehorigen Standardab-
weichungen der ,Magnetisierung® aufgetragen, gemittelt iiber r,,x = 5 unabhéngige
Runs, die wegen RGr = 0 mit UM(t)|ZfdG’":0 bezeichnet werden.

Bei einem equilibrierten System erwartet man, dass freie Ketten und damit auch die
Kettenenden ohne Vorzugsrichtung Fluktuationsbewegungen ausfiihren. Die Wahr-
scheinlichkeit fiir eine Segmentauslenkung u,; in positive y-Richtung ist dabei ge-
nauso grofl wie die Auslenkung in die entgegengesetzte Richtung. Folglich ist mit
dem Erreichen des thermischen Gleichgewichts verbunden, dass die ,,Magnetisierung®
in der Langzeitmittelung verschwindet und deren Schwankung bzw. Standardabwei-
chung gemif des zentralen Grenzwertsatzes der Statistik mit ¢t~'/2 abnimmmt [73].
Die charakteristischen Merkmale fiir das Auftreten des Gleichgewichtszustandes sind

also M (t) = 0 und op(t) ZfdGT:O x % , mit einer Konstanten a .
—00
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2.13. Einschrdnkungen der Systemgréfe

RGr = 0, Ex-Vol = 0, k = 40.0, p = 0.0 RGr =0, Ex-Vol =0, k=40.0,p = 0.0
1
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Abbildung 2.10.: ,Magnetisierung  M(¢{) Abbildung 2.11.: Schwankung der ,Magne-
fiir unterschiedliche Systemgrofen als Funkti- tisierung o/ (£)|%=C fiir unterschiedliche
on von t Systemgroflen als Funktion von ¢

Beide Diagramme machen den Einfluss der Kettenldnge auf die Equilibrierungsdauer
deutlich. Je kleiner die Kettenlinge L, desto weniger Schleifendurchgénge sind zum
Erreichen des Gleichgewichtszustandes notwendig.

Sehen wir uns zum Beispiel explizit das grofite System mit L = 41 an, so ldsst sich
erkennen, dass auch nach mehr als 1,2 - 10* Loops noch keine vollstindige Equilibrie-
rung des Systems vorliegt. Nach etwa 10% Schleifendurchgéingen allerdings nehmen die
Schwankungen geméB des t~/2-Gesetztes ab, liegen jedoch betragsmiBig um mehr als
zwei Groenordnungen iiber denen des kleinsten Systems mit L = 11.

Ebenfalls kann man leicht ablesen, dass im Gegensatz zur Erhéhung der Kettenldnge
L die Erhohung der Kettenanzahl Ny nur einen geringen Einfluss auf die Equilibrie-
rungsdauer hat.

Alternativ konnen Equilibrierungscharakteristiken auch mit Hilfe der mittleren qua-
dratischen Verschiebung (Mean Square Displacement, (MSD))

1/t
@ailt)) 1= 7 [ (waslt))? at (259
0
erlautert werden. Wir betrachten deren Varianz (73], sie ist wie folgt definiert:
9 1 Ny 9 1 Ny 2
osp (t) = Ny ; ((zra()” — Ny ;m,i(t» ~ (2.54)

In Abbildung ist die Mittelung der Standardabweichung der mittleren quadra-
tischen Verschiebung oysp (t) Z]%GTZO iiber rmax = 5 unabhéngige Runs fiir zwei unter-
schiedliche Kettenldngen und vier unterschiedliche x-Werte als Funktion der Schleifen-
durchgéinge t aufgetragen. Das Verhalten ist vergleichbar mit dem der oben bespro-
chenen ,,Magnetisierung”. Erwartungsgeméfl nimmt die Proportionalitdtskonstante a

mit zunehmender Biegesteifigkeit und damit mit kleiner werdenden Auslenkungen ab.
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2. Monte-Carlo-Simulationen von gegrafteten Weakly Bending Wormlike Chains

Ny =30, RGr = 0, Ex-Vol = 0, p = 0.0

k=20.0,L=41
k=40.0,L=41
k=280.0,L=41
k=160.0, L = 41
k=20.0,L=11
k=40.0,L=11
k=280.0,L=11
x=160.0, L =11

-3
10
10° 10 102 10° 10%

Anzahl der Loops: t

Abbildung 2.12.: MSD-Schwankung oassp (t)|zlszT:0 fiir verschiedene Werte von x und L als
Funktion von ¢

Obige Resultate legen nahe, die Simulationen auf relative kleine Systeme zu beschrén-
ken, besonders auf hinreichend niedrige Kettenldngen L , um im Rahmen geeigneter
Simulationszeiten numerische Berechnungen durchfiithren zu kénnen. Dadurch sind
zwar deutliche Beschriankungen in der Dimensionierung des Systems in Kauf zu neh-
men, jedoch werden die relevanten physikalischen Gréfien messbar und die wesentlichen
Phénomene an solch relativ kleinen Systemen ersichtlich sein.

2.14. Der statische Strukturfaktor S(s, q)

In diesem Kapitel kommen wir erneut auf den bereits im vorangegangenen Kapitel
eingefiihrten statischen Strukturfaktor zuriick. Wir sind an der strukturellen Informa-
tion der Ketten interessiert, die sich {iber die Konformation der Kettensegmente bzw.
iiber die rdumliche Anordnung der Ketten ableiten ldsst. Unser Hauptaugenmerk rich-
tet sich dabei auf die Korrelation der Segmente bei festem Segmentindex s und messen
daher die zeitabhéngigen Segmentpositionen ys ;(t') .

Wie Momentaufnahmen (die auch als Schnappschiisse bezeichnet werden) der Poly-
merkonformationen aller Ny Ketten zu einem festen, aber beliebigen Zeitpunkt ¢’ im
thermischen Gleichgewicht offenlegen, gibt es in Abhéngigkeit der Crosslinkdichte p
strukturelle Unterschiede, die auch leicht im Ortsraum erkennbar sind (siehe Abbil-

dungen ([2.20) und (2.21)) in Kapitel [2.16]).

Mit einem geringen Crosslink-Anteil erreicht man lediglich eine kleine Kopplung und
damit nur eine geringe Wechselwirkung zwischen den Ketten. Aus diesem Grund lésst
sich nur eine schwache Korrelation nachweisen, da die Ketten noch weitestgehend unab-
héngig voneinander Fluktuationsbewegungen ausfithren. Steigert man den Crosslink-
Anteil jedoch, so wird die Wechselwirkung zwischen den Ketten wachsen und es bilden
sich zunehmend Polymerbiindel-Strukturen heraus.

Dieser Effekt der Biindelbildung ist visuell leicht im Ortsraum erkennbar, kann je-
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2.14. Der statische Strukturfaktor S(s,q)

Abbildung 2.13.: Skizzierte Darstellung des segmentweisen Scan-Prozesses zur Untersuchung
des Strukturfaktors, hier fiir S(s = 2,¢q)

doch auch im reziproken Raum mit Hilfe der Fouriertransformierten der Zweipunkt-
Korrelationsfunktion, dem statischen Strukturfaktor S(s,q), charakterisiert werden
[2,/48]. Dieser eignet sich besonders zur Charakterisierung des Systems auf mittleren
und gréBeren Langenskalen.

Im Fokus unseres Interesses liegt die segmentweise strukturelle Information, das heifit
bei der Untersuchung von S(s,q) wird der Segmentindex s festgehalten und es werden
alle Ny Segmentpositionen y,; ; ¢ = 1,2,..., Ny fiir die Berechnung herangezogen.
Dieses Vorgehen wird fiir alle s durchgefiihrt. Die Vorgehensweise ist schematisch in
Abbildung skizziert. Im dort dargestellten Fall werden die Segmentkoordinaten
yo2,; zur Ermittlung von S(s = 2, ¢) eingelesen.

Im Impulsraum driicken wir die Teilchendichte in Form der Fouriertransformierten
aus [24/48]:
Ny

p(s,0) = [ ny(s)) expliaes) dy =3 expliqus) (255)
i=1

mit der Teilchendichte im Ortsraum n(y(s)) = Zfiyl d(y(s)—ys,i). Aufgrund der periodi-
schen Randbedingungen in y-Richtung sind die Werte des Wellenvektors g quantisiert
und héngen von der Linge der Substratoberfliche ab. Daher gilt

21

:Niy-n;n:172’...,nmax, (256)

q

mit der beliebig festgelegten maximalen Quantenzahl ny.x = 2 - Ny . Der statische
Strukturfaktor berechnet sich unter Beriicksichtigung der thermischen Mittelung der
reziproken Dichte [2]:

S(s,q) = ]\}Y [(p(s; @)p(s, —a)) = (p(s, ) (p(s, —q))] - (2.57)
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2. Monte-Carlo-Simulationen von gegrafteten Weakly Bending Wormlike Chains

Die schlieBlich aufzutragende Grofie bezeichnen wir mit Sayg(¢g) und ist eine Mittelung
sowohl uber zuféllig ermittelte Grafting-Positionen (Quenched Disorder-Mittelwert) als
auch eine Mittelung tiber die letzten (L —s.) Segmente am freien Kettenende, mit einem
Grenz-Index s., (0 < s, < L). Die letztere Mittelung wurde vorgenommen, um eine
bessere Statistik anhand der Information von mehreren Strukturfaktoren am freien
Ende einflieBen zu lassen. So erhalten wir mit s, = 7:

1 L ] 1 Tmax
Saval(q) = m ) Z 5(5,q)|qa » mit S(s,q)[qa == ’ Z Sr(s,q) . (2.58)
C) s=sc+1 max  .—]

In den Abbildungen ([2.14) und ([2.15)) sind die durch die oben genannten Mittelungen

L=11,Ny =30, RGr =1, Ex-Vol = 0, o = 4.0, k = 20.0 L=11,Ny =30, RGr=1,Ex-Vol =0, k=20.0, p=0.4
6 . ; 6 i T
——  p=0.00 e o=0.0
........... p =0.02 =02
p=0.04 5 : o=0.5
p =0.06 =10
p=0.10 4 o=2.0 |
p=0.20 a=4.0
B p=0.30 G =70
g p =0.40 g 3 a=10.0
&3 \ p=0.50 &
—— =060
1L
0
3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8

Abbildung 2.14.: Sayg(g) fir verschiedene Abbildung 2.15.: Savg(q) fiir verschiedene
Crosslink-Dichten p, a = konst. Crosslink-Stérken «, p = konst.

erzeugten Strukturfaktoren Sayg(¢q) als Funktion von ¢ aufgetragen. Ohne die Beteili-
gung von Crosslinks und damit ohne die Wechselwirkung der Ketten untereinander kén-
nen sich die thermisch fluktuierenden Ketten frei und unabhéngig voneinander bewe-
gen. Das bedeutet, dass die Positionen der Segmente nicht miteinander korreliert sind
und deshalb die Anordnung der Ketten zu einer vollkommen unregelméfligen Struktur
fithrt. Folglich ist im Strukturfakor fiir die beiden Spezialféille p = 0 oder a = 0 kein
Peak zu beobachten, sondern lediglich ein Untergrundwert von Sayg(g > 1)|,—0 =~ 1.

Der statische Strukturfakor &ndert sich allerdings grundlegend, wenn Crosslinks in das
System eingebracht werden. Die Verkniipfung und die damit verbundene Wechselwir-
kung der Ketten untereinander fithrt zu korrelierten und voneinander abhingigen Fluk-
tuationsbewegungen. Je héher der Crosslink-Anteil ist, umso stérker sind die Ketten
miteinander gekoppelt, so dass die Korrelation zwischen den Ketten ansteigt. Damit
verbunden ist unmittelbar die Entstehung von Polymerbiindeln, die mit zunehmendem
p umso deutlicher in Erscheinung treten.

Selbst sehr geringe Crosslinkzahlen fiihren bereits zu einer Peak-Bildung, offenbar exis-
tiert kein kritischer p-Wert, um {iberhaupt eine Biindelbildung zu ermoglichen, sondern
es zeigt sich ein kontinuierlicher Phaseniibergang zwischen der ungeordneten Phase und
der Biindel-Phase.

40



2.15. DoménengréBe [*

Auch der Anstieg der Crosslink-Stérke « fithrt bei gleichbleibender Crosslink-Dichte zu
einem &dhnlichen Phinomen. Denn mit einer ansteigenden Federstérke steigt ebenfalls
die Kopplungsstiarke und damit auch die Korrelation zwischen den Ketten, wihrend
eine Abnahme von « mit einer ansteigenden mittleren Crosslink-Lénge verbunden ist
(siehe Abbildung in Kap. , die im Limes o« — 0 dazu fiihrt, dass die Ketten
wieder frei beweglich sind und die Kopplung verschwindet.

Zu guter Letzt kann man schlussfolgern, dass sowohl mit steigendem Crosslink-Anteil
im System als auch mit einer steigenden Crosslink-Stérke eine verstiarkte Korrelation
der Polymerketten verbunden ist, die zu einer besseren strukturellen Anordnung der
Ketten in Form von Biindeln fithrt, was sich in der Hohe und der Form der Peaks duflert.
Je hoher die Crosslink-Stérke, umso starker spalten sich die Biindel in mehrere, kleinere
Biindel mit einer deutlicher messbaren, schiarferen Struktur auf, im Einklang mit der
Verschiebung des Peak-Maximums zu hoheren Wellenzahlen q.

L=11,Ny =30, RGr=1, Ex-Vol = 0, a = 4.0, k = 20.0, p = 0.3 L=11,Ny =30, RGr=1,Ex-Vol =0, = 4.0, p = 0.4
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Abbildung 2.16.: Sayc(q) fiir verschiedene Abbildung 2.17.: Sayg(q) fir verschiedene
Intervallbreiten A Biegesteifigkeiten k

Zur Ergénzung werden in den Abbildungen und die Auswirkungen der Va-
riation der Intervallbreite A bzw. der Biegesteifigkeit x auf den Strukturfakor gezeigt.
So bildet sich mit steigender Grafting-Ordnung und der damit verbundenen anstei-
genden RegelméfBigkeit der Biindelstruktur das Maximum des Strukturfaktors immer
deutlicher heraus. Des Weiteren bewirkt die Steigerung der Biegesteifigkeit x die For-
mation einer hoheren Anzahl von Biindeln auf der Substratoberflache G. Folglich sind
die Biindel steifer Ketten kleiner, das heifit sie bestehen im Mittel aus weniger Poly-
merketten und die Distanz zwischen zwei Bliindeln nimmt mit steigendem x ab und das
Peak-Maximum wird zu hoheren ¢-Werten verschoben (siehe auch Kapitel .

2.15. DomanengroBe [*

Die Biindelstrukturen lassen sich mit Hilfe der Zweipunkt-Korrelationsfunktion tiber
deren via Fouriertransformation gewonnenen Strukturfakor S(g) charakterisierten. Dar-
iiber hinaus kann in diesem Zusammenhang aus dem Strukturfaktor eine Doménengro-
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2. Monte-Carlo-Simulationen von gegrafteten Weakly Bending Wormlike Chains

e I* abgeleitet werden [91], die Aufschluss iiber die mittlere Grofie der Biindel gibt.

L=11,Ny =30, RGr=1,Ex-Vol =0, o = 4.0 L=11,Ny =30, RGr=1, Ex-Vol =0, k = 20.0
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k=80.0 b p=0.2
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Crosslink-Dichte p Crosslink-Staerke o

Abbildung 2.18.: [*(p)|qa als Funktion von p Abbildung 2.19.: I*(a)|qq als Funktion von
fiir verschiedene x-Werte « fiir verschiedene p-Werte

In unserem Fall liegen nach diskrete Wellenzahlen vor, das heif3t anstelle einer In-
tegration verwenden wir eine Summation iiber diskrete Wellenzahlen ¢. Zudem kénnen
wir lediglich eine endliche Anzahl an Summanden beriicksichtigen und legen aus diesem
Grund eine Abschneidefrequenz bei ¢uax = 47 fest. Um die Vorgabe zu erfiillen, dass
Sava(q) (ﬁ—oo> 0 gilt, wird vom Strukturfaktor der Untergrund wechselwirkungsfreier

Ketten (Sava(q)lp=0) abgezogen, so dass in die Berechnung der Doménengrofie ein mo-
difizierter Strukturfakor Savg(q) eingeht. Wir berechnen unter Berticksichtigung der
obigen Aspekte das erste Moment ¢* der Funktion Savcg(q)

«._ Jo a5(@)avc dg (27T) 2z Save(n) (2.59)
Jo° S(g)ave dg  Diskretisierung  \ Ny Yonmax Sava(n) ’

und daraus den Doménenradius bzw. die Doménengrofie

_27T

I*: o
q

(2.60)

Die daraus resultierenden Ergebnisse sind in den Abbildungen (2.18]) und (2.19) in Ab-
hangigkeit von p bzw. von « gegeben. Offensichtlich fiihrt eine Erhéhung sowohl der
Crosslink-Stérke als auch der Biegesteifigkeit und der Crosslink-Dichte zu einer Verklei-
nerung der Doménengrofe (vergleiche dazu Kapitel . Das bedeutet, die Erh6hung
dieser drei Parameter begiinstigt die Bildung kleinerer Doméanen bzw. Biindel.

2.16. Allgemeine Bemerkungen zur Biindelstruktur

Zur besseren Veranschaulichung werden in diesem Kapitel die in den beiden vorherge-
henden Kapiteln und mit Hilfe des Strukturfaktors Savq(¢) charakterisierten
Biindelformationen der Polymerketten fiir zwei verschiedene Parameterkonfigurationen
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2.16. Allgemeine Bemerkungen zur Biindelstruktur

im Ortsraum gezeigt (siehe Abbildungen und ) Hier sind die Polymer-
konformationen samt den dazugehorigen Crosslinks (symbolisiert durch rote Punkte)
in einer Momentaufnahme prasentiert, das heiffit wir sehen die Ketten in einem zuféllig
gewahlten Moment bei thermischem Gleichgewicht wihrend der laufenden Simulation.

L=11,Ny =30, RGr=0, Ex-Vol =0, a = 16.0, k = 20.0, p = 0.1 L=11,Ny=30,RGr=0, Ex-Vol =0, o = 16.0, x =20.0, p = 0.6
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Abbildung 2.20.: Polymerketten mit Cross- Abbildung 2.21.: Polymerketten mit Cross-
links bei niedriger Crosslink-Dichte (p = 0.1) links bei hoher Crosslink-Dichte (p = 0.6)

Bei beiden Schnappschiissen liegen dquidistant gegraftete Ketten vor, der Unterschied
zwischen einer niedrigen und einer hohen Crosslink-Dichte wird in der Kettenstruktur
deutlich. Wahrend in Abbildung aufgrund der nur unzureichend vorhandenen
Crosslinks eine relativ ungeordnete Struktur zu erkennen ist, bewirkt eine hohe Zahl
an Crosslinks die Entstehung einer deutlich ausgepriagten Biindelstruktur mit sich pe-
riodisch wiederholenden Biindelstringen (Abbildung (2.21)).

FEin interessantes Phénomen mit Hinblick auf die Biindelstruktur wird durch die Ver-
dnderung der Grafting-Anordnung der Ketten offenbart. Wie eingangs in Kapitel [2.§]
beschrieben, kénnen wir mit Hilfe der Intervallbreite A das Mafl der Grafting-Ordnung
kontinuierlich variieren. Dabei steht A = 0 fiir dquidistant gegraftete Ketten und
A = Ny = 30 fiir vollkommen zufillig angeordnete Ketten, wobei das Ordnungsmaf]
aufgrund des mittleren Grafting-Abstandes (dg;) = 1 fir A-Werte zwischen 0 und 1
relativ schnell abfillt (siche Kapitel [2.9).

Bei RGr = 0 haben wir in y-Richtung ein translationsinvariantes System vorliegen, da
die Ketten entlang der Grafting-Oberfliche regelméfliig angeordnet sind. Diese Sym-
metrie der Translationsinvarianz wird aufgehoben, wenn wir mit Hilfe eines von Null
verschiedenenen A-Wertes unregelméflige Grafting-Anordnungen erlauben. So stellt
sich die Frage, welche Auswirkungen der Wert der Breite A auf das zeitliche Verhalten
der Biindel hat.

Wir fiihren die Grofle a(t) ein. Sie gibt die Mittelung des Betrags aller Segmentaus-
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2. Monte-Carlo-Simulationen von gegrafteten Weakly Bending Wormlike Chains

lenkungen (uges(t)), gemittelt iiber die Simulationszeit ¢ an und ist wie folgt definiert:

1 Ny L

a(t) ::t/ot<u(;es(t)>dt’ mit (gt ZZF/ us i (t)dt'| . (2.61)

i=1s5=0
(us,i (1))

Mit Hilfe der Grofe a(t) kann festgestellt werden, ob die Polymerketten im zeitlichen
Mittel

o dauerhaft um ihre jeweilige Ruhelage fluktuieren (das heifit, fiir die beweglichen
Segmente gilt dann (us ; (%)) == 0)

oder ob die Ketten im zeitlichen Mittel

e dauerhaft um eine von der jeweiligen Ruhelage abweichenden Lage Fluktuations-
bewegungen ausfiihren (das heifit, fiir die beweglichen Segmente gilt dann
(us,i(t)) == k1(s,i) , mit einer von Null verschiedenen, von den Segmentkoor-

—00

dinaten (s,4) abhéngigen Konstanten ki (s, 7)) .
Im ersten Fall erwartet man nach dem zentralen Grenzwertsatz eine Proportionalitét
a(t) « % . Im zweiten Fall dagegen wird a(t) nicht kontinuierlich mit der Zeit abfallen,
sondern fiir hinreichend grofie Simulationszeiten einen konstanten, von Null verschie-
denen Wert annehmen: a(t) == ka(a, A, p) # 0. Diese Grofe ist also ein Mafl zur
oo

Messung einer ,eingeforenen Abweichung® der Kettenkonformationen von der Ruhelage
bzw. von der parallelen Ausrichtung beziiglich der x-Achse.

L=11,Ny=380,RGr=1,Ex-Vol =0, 2 =4.0, x=20.0,p=0.4 L=11,Ny=30,RGr=1,Ex-Vol =0, o = 4.0, x = 20.0
2
10°

— = o.oo\

p=0.01

10" b - o e p=0.02
10 ¢ p=0.04
p=0.10
p=0.20
. wewenn 9 =0.30
A=1.00 p=0.40
——  A=200 p =0.50

A=12.00 10° - —— p=0.60

10 102 10° 10* 10° 10! 10? 10°
Anzahl der Loops: t Anzahl der Loops: t

a) lgg

Abbildung 2.22.: a(t)|qa als Funktion der Abbildung 2.23.: a(t)|qa als Funktion der
Zeit t fiir verschiedene A-Werte Zeit t fiir verschiedene p-Werte

Man kann die Segmentauslenkungen us;(t) im Rahmen einer statistischen Beschrei-
bung als Zufallsvariable betrachten. In Kapitel 2.21] wird gezeigt, dass die einzelnen
Segmentauslenkungen unabhingiger Ketten in sehr guter Ndherung durch eine Gauf3-
sche Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Erwartungswert Null beschrieben werden kon-
nen, das heifit, wir erwarten zumindest bei crosslinkfreien Ketten den ersten Fall mit

1
a(t) « T
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2.16. Allgemeine Bemerkungen zur Biindelstruktur

Die Abbildungen und zeigen den Quenched Disorder-Mittelwert von a(t)
als Funktion der Simulationszeit ¢ bzw. der Anzahl an Schleifendurchgéngen. Wir
wissen zum Beispiel durch die Kenntnis des Strukturfaktors Sayg(gq) in Kapitel
dass unabhéingig von der Grafting-Anordnung mit der Existenz von Crosslinks stets
Biindelstrukturen verbunden sind. Damit wird deutlich, dass die Intervallbreite A
einen fundamentalen Einfluss auf die Persistenz dieser Biindelstrukturen hat.

Wie in Abbildung zu erkennen ist, fithren lediglich dquidistant gegraftete Ketten
mit A = 0 dazu, dass die Biindel entlang der y-Achse wandern kénnen. Somit ist in
diesem Falle der Erwartungswert fiir eine Segmentauslenkung gleich Null und es gibt
keinen bevorzugten Ort zur Biindelbildung. Zwar fluktuieren die Ketten eines Biindels
innerhalb eines kleinen Zeitintervalls um eine von der Ruhelage abweichenden Position.
Doch wandern diese Biindel, auf einer grofieren Zeitskala betrachtet, entlang der y-
Achse und die Auslenkungen aller Segmente weisen dann keine Vorzugsrichtung mehr
auf. Es gilt (us;) = 0 und schlieBlich a(t)|qa o 1/v/t entweder fiir p = 0 oder A = 0.

Im Gegensatz dazu haben schon geringfiigige Unregelméfigkeiten in den Kettenabstéin-
den mit A > 0 zur Folge, dass Ketten eine Anordnung jenseits der Ruhelage dauerhaft
einnehmen, das heifit, bei nicht exakt dquidistant gegrafteten Ketten kénnen Biindel-
strukturen beztiglich der y-Achse ortsfest werden. Es gibt bedingt durch variierende
Kettenabstinde entlang der y-Koordinate Orte im System, in denen Biindelbildung
begiinstigt wird und gebiindelte Ketten als Zustand eingefroren werden. Diesen Effekt
bezeichnen wir als den Quenched Disorder-Effekt. Dieser wird mit abnehmender Graf-
ting-Ordnung bzw. mit steigendem A verstirkt, das heifit die betragsméfliige Abwei-
chung aller Segmente von der Ruhelage nimmt zu und a(¢) nimmt hohere Plateauwerte

ein (siehe Abb. (2.22)).

Im Vergleich dazu betrachten wir den Effekt einer steigenden Crosslink-Dichte auf den
Quenched Disorder-Mittelwert von a(t) bei stets maximal unregelméBig gegrafteten
Ketten mit A = 30.0 (siche Abbildung ) Es ist festzustellen, dass nur im Fall
p = 0 die dann voneinander unabhéngigen Ketten alle um ihre Ruhelange fluktuieren,
so dass < us; >— 0 erfiillt wird. Werden im Unterschied dazu Ketten mit Crosslinks
verkniipft, entstehen ortsfeste Biindel, deren Struktur sich mit wachsendem p immer
starker herausbildet, was sowohl im Strukturfaktor als auch in der zunehmenden Ab-
weichung der beweglichen Segmente von der Ruhelage sichtbar wird. Dies geht mit
einem wachsenden Plateauwert von a(t) einher.

FEine alternative Methode zur Messung des Quenched Disorder-Effektes wird im Anhang
erliutert.

Zur anschaulichen Darstellung von eingefrorenen, persistenten Kettenstrukturen im
Ortsraum eignet sich die Messung der zeitlich gemittelten Segmentpositionen im ther-
mischen Gleichgewicht:

(roi) == (b-s,gi + (us;)) . (2.62)
Diese zeitlich gemittelten Segmentpositionen zeigen die Abbildungen und
fiir zwei unterschiedlich stark geordnete Grafting-Konfigurationen. Wie bereits erlau-
tert, fithren dquidistant gegraftete Ketten (A = 0) aufgrund der Translationsinvarianz
in y-Richtung dazu, dass der Erwartungswert der Segmentauslenkungen im thermi-
schen Gleichgewicht verschwindet und fiir die zeitlich gemittelten Segmentpositionen
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2. Monte-Carlo-Simulationen von gegrafteten Weakly Bending Wormlike Chains

L=11,Ny =30, Ex-Vol =0, «=4.0,A=0.5,k=20.0,p =04 L=11,Ny =30, Ex-Vol =0, o = 4.0, A= 30.0, x =20.0, p = 0.4
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Abbildung 2.24.: mittlere Positionen (r,;) Abbildung 2.25.: mittlere Positionen (r;;)
fir A = 0.5 (hohe Grafting-Ordnung) fir A = 30.0 (niedrige Grafting-Ordnung)

deshalb (7, ;)|a=0 = (b-s,g;) gilt. Wenden wir uns der Grafting-Konfiguration mit
—00

der hohen Grafting-Ordnung zu (A = 0.5, Abb. ), so fallt auf, dass sich per-
sistente Biindelstrukturen nur in geringem Mafle herausgebildet haben. Entlang der
Grafting-Oberfliche besteht eine nur geringe Heterogenitét beziiglich der Praferenz von
Orten zur Biindelbildung, so dass Biindel im zeitlichen Mittel fast iiberall gleichmafig
oft erscheinen konnen.

Im Gegensatz dazu fiihrt eine Grafting-Konfiguration mit einer niedrigen Grafting-Ord-
nung (A = 30.0) zu einer starken Heterogenitit entlang der y-Richtung bzw. zu einer
groflen Schwankung in den Absténden benachbarter Ketten. Damit gibt es auf der
Grafting-Oberfliache Stellen, die ausgepriagte und persistente Biindelstrukturen ermog-
lichen und aufweisen. Die eingefrorenen Biindelstrukturen sind durch eine deutliche
Abweichung der zeitlich gemittelten Kettenkonformationen von der jeweiligen Ruhela-
ge der Polymerketten erkennbar.

Ein Maf} zur Quantifizierung der persistenten Abweichung der Kettenenden (s = L)
aus der Ruhelage ldsst sich mit Hilfe von

Ny t

((urs))® mit (uzg) = lim [ up(t') dt’ (2.63)
©Jo

1
D = 5o

N Ny 5
angeben. Sind die Biindel nicht persistent, das heifit, konnen die Biindelstrukturen
entlang der y-Achse wandern, so erwartet man in diesem Falle einen verschwindenen
Qp-Wert. Andernfalls, bei einer eingefrorenen Biindelstruktur, gibt es Ketten, die
dauerhaft eine Position fern der Ruhelage mit (us;) # 0 einnehmen. Wir erwarten
einen umso héheren numerischen Wert von @Qp, je starker der Quenched Disorder-
Effekt ausgepragt ist.

Die Abhéangigkeit der Grofle Qp von der Crosslink-Stéarke o bzw. von der Intervallbrei-
te A ist in den Abbildungen (2.26) und ([2.27)) aufgetragen. Hier ist deutlich sichtbar,
welchen Einfluss die Zunahme der Grafting-Unordnung auf die Gréfle der dauerhaften
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2.17. Memory-Effekt

L =11, Ny =30, RGr=1, Ex-Vol = 0, x = 20.0 L =11, Ny =30, Ex-Vol =0, 0. = 4.0, k = 20.0
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Abbildung 2.26.: Qp(a)|qa als Funktion Abbildung 2.27.: Qp(A)|qa als Funktion
von « fiir verschiedene p-Werte von A fiir verschiedene p-Werte

Abweichungen der Kettenpositionen aus ihrer Ruhelage hat. Dieser Quenched Disor-
der-Effekt wird erwartungsgeméafl mit zunehmender Crosslinkzahl bzw. zunehmender
Kopplung zwischen den Ketten verstéarkt. Im Falle zuféllig verteilter Grafting-Position-
en (A = 30.0) bewirkt erst eine endliche, positive Crosslink-Stiarke a die Einstellung
einer Quenched Disorder-Struktur. Zu erkennen ist auflerdem, dass Qp(c)|qqa ab einer
gewissen Crosslink-Stérke nur noch geringfiigig von a abhéngt.

2.17. Memory-Effekt

In diesem Kapitel gehen wir kurz auf ein weiteres interessantes Phdnomen ein, das
das System im thermischen Gleichgewicht charakterisiert. Es zeigt sich, dass Ketten
mit einer festen, zufillig gewéhlten Grafting-Anordnung (das heifit der Grafting-Seed
ist konstant) unabhéngig von der Startkonfiguration bzw. der Anfangsauslenkung der
Segmente und unabhéngig von der Zufallsverteilung der Crosslinks im Grenzfall t — oo
stets die identische Kettenkonformation einnehmen, um welche die Segmente thermi-
sche Fluktuationen ausfithren. Dies ist ein Hinweis auf die Existenz eines sogenann-
ten Memory-Effektes |[116]. Mit einer fest vorgegebenen Menge an Grafting-Points
{90, ...,9n, } ist stets eine eindeutige Struktur verbunden, zu der die Ketten im ther-
mischen Mittel tendieren. Beim Speziallfall dquidistant gegrafteter Ketten mit A =0
gibt es, wie bereits erwdhnt, keine eingefrorene Biindelstruktur und die Ketten streben
in der Langzeitmittelung eine Ausrichtung senkrecht zur Substratoberfliche an.

Zur Verifizierung des Memory-Effektes lassen wir in ryp,x = 10 unabhingigen Runs ein
System mit einer festen, zufillig gewahlten Grafting-Konfiguration MC-Schritte aus-
fithren, das heifit, die Runs unterscheiden sich nur in der Vorgabe der Anfangskonfigu-
ration der Ketten und den Anfangspositionen der Crosslinks. Wahrend der Simulation
werden die iiber die Zeit gemittelten 7may Positionswerte (yg,;(t)) = gi + (uf;(t)) ;
r=1,2,...,rmax in dquidistanten Zeitabstdnden gespeichert. Fiir jedes einzelne Seg-
ment kann damit die Schwankung der (yg ;(t))-Werte als Funktion der Zeit ermittelt
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2. Monte-Carlo-Simulationen von gegrafteten Weakly Bending Wormlike Chains

L =11, Ny =30, Ex-Vol = 0, a. = 16.0, x = 40.0, p = 0.4, Grafting-Seed = konst.
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Abbildung 2.28.: Varianz 02((Y(t))) als Funktion von ¢ fiir verschiedene Breiten A

werden. Daraus kann schliefilich die Summe der Varianzen aller zeitlich gemittelten
Positionswerte aus den 7y, Simulationsldufen als Funktion der Zeit ¢ abgeleitet wer-
den:

Ny L Ny L
(Y () =D D o ((ysa() = DD o (D)) (2.64)
i=1s=0 i=1s5=2

mit den Varianzen der zeitlich gemittelten Segmentpositionen:

Trmax Trmax 2
a2<<ys,i<t>>>=( ! Z<<yz,i<t>>>2>—< ! Z«y?;,i(tm) . (2.65)

Tmax . Tmax .

Abbildung veranschaulicht die Existenz des Memory-Effektes. Wir sehen ei-
ne geméifl des zentralen Grenzwertsatzes mit der Simulationszeit ¢ abfallende Varianz
o2((Y'(t))) o b/t, das heiBt mit fortschreitender Zeit nihern sich die Werte der ge-
mittelten Segmentpositionen immer weiter an, die Konformationen aller Ny Ketten
miinden also in dieselbe Quenched Disorder-Struktur. Ein interessanter Aspekt dabei
ist, dass der Proportionalititsfaktor b mit der Intervallbreite A skaliert. Je niedriger
die Grafting-Ordnung, desto geringer sind die Schwankungen bei einer fest gewéhlten
Zeit t.

Zur besseren visuellen Veranschaulichung des Memory-Effektes sind in Abbildung
die gemittelten Segmentpositionen eines bestimmten Systemausschnitts gezeigt. An-
hand von vier beliebig gewéhlten Zeitpunkten kann deren Entwicklung fiir vier Runs
nachvollzogen werden. Man erkennt leicht, dass mit zunehmender Simulationsdauer
die Abweichungen zwischen den gemittelten Positionen der verschiedenen Runs immer
weiter abnehmen.
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2.18. Mittlere Biege- und Gesamtenergie

a=16.0,A=230.0,x=40.0,p=0.4 o=16.0,A=30.0,x=40.0,p=0.4
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Abbildung 2.29.: (r, ;(t)) fiir verschiedene Zeiten ¢

2.18. Mittlere Biege- und Gesamtenergie

In diesem Kapitel stellen wir den Einfluss der in Kapitel [2.8|eingefiihrten Parameter a, k
und p auf verschiedene Energiebeitrédge dar. Wie der Hamiltonian verdeutlicht,
kénnen wir die Gesamtenergie des Systems Eges in einen Crosslink-Anteil Fyin und
einen Ketten-Anteil F, aufteilen. Wir geben die Energien im thermischen Equilibrium
pro Polymerkette an, das heifit, wir schreiben fiir alle genannten Energiebeitriage (das
Symbol ,,0¢ steht wahlweise fiir ,Ges“ oder ,,k“)

, .1t W,
N, mit (Ho) = tliglog ; Ho(t') dt", (2.66)
und dem von den instantanen Kettenkonformationen oder Crosslink-Positionen zum
Zeitpunkt ¢' abhéngigen Hamiltonian H,(¢') . Zuerst betrachten wir die mittlere Bie-
geenergie pro Kette F, als Funktion der Crosslink-Stiarke a bzw. der Biegesteifigkeit

k bei einer konstanten Crosslink-Dichte p = 0.4 und verwenden dabei dquidistant ge-
graftete Polymerketten (RGr = 0) (siehe Gleichung ([2.18]) sowie Abbildungen ([2.30))

und (2:31)).

Die Daten zeigen, dass eine Erhohung der Biegesteifigkeit eine Zunahme der Biege-
energie mit sich fiihrt, sofern die Crosslinks eine hinreichend hohe Crosslink-Stérke
von o =~ 1 aufweisen. Auflerdem hat eine Zunahme der Crosslink-Stirke a hat eine
Auffacherung der Energiekurven gleicher Biegesteifigkeit zur Konsequenz. Bei zu wei-
chen Crosslinks hingegen ist F, aufgrund des dann nur geringen Crosslink-Einflusses
nahezu unabhéngig von der Biegesteifigkeit, woraus niedrige Plateauwerte folgen (siehe
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2. Monte-Carlo-Simulationen von gegrafteten

Weakly Bending Wormlike Chains

L=11,Ny=30,RGr=0,Ex-Vol=0,p =04
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Abbildung 2.31.: Mittlere Biegeenergie pro
Kette FE,, als Funktion von s flr verschiedene
a-Werte

Abbildung 2.30.: Mittlere Biegeenergie pro
Kette E, als Funktion von « fiir verschiede-
ne x-Werte

Abb. [2.31). Wihrend ab einem kritischen x-Wert die Biegeenergie stets monoton mit
« steigt, kann bei zu flexiblen Ketten die Biegeenergie mit wachsendem « sogar wieder
abnehmen (sieche Abb. [2.30)).

In den Abbildungen und sind die mittleren Gesamtenergien Eges bei
fester Crosslink-Stirke « in Abhéngigkeit von xk bzw. von p aufgetragen, auch hier gilt
RGr = 0. Es lasst sich festhalten, dass sowohl mit der Zunahme der Crosslink-Dichte
als auch mit der Zunahme der Biegesteifigkeit eine nichtlineare Erhchung der Gesamt-
energie verbunden ist. Die nichtlineare Erhohung von Eqes durch das Hinzufiigen von
Crosslinks héngt mit der Bildung von Biindeln zusammen. So wird der Zuwachs von
FEges mit zunehmenden k-Werten umso stérker, je mehr Crosslinks sich im System
befinden.
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Abbildung 2.32.: Mittlere = Gesamtenergie Abbildung 2.33.: Mittlere = Gesamtenergie

pro Kette FEges als Funktion von p fir
verschiedene k-Werte

pro Kette Fges als Funktion von x fur

verschiedene p-Werte
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2.19. Richtungsabhéngige Korrelation der Segmente

Bei den obigen Energiebetrachtungen hatten wir stets dquidistant gegraftete Ketten
mit RGr = 0 vorliegen. Eine sich stellende Frage ist, wie sich die Variation der In-
tervallbreite A auf die Gesamt- und Biegeenergie auswirkt. Dass auch die Grafting-
Ordnung einen nicht unerheblichen Einfluss auf die Energien des Systems haben, zeigen
die Abbildungen und . Hier sind die iiber rmax = 20 gemittelten Quen-
ched Disorder-Mittelwerte der mittleren Gesamt- bzw. Biegeenergien des Systems als
Funktion von A fiir unterschiedliche Crosslink-Dichten p angegeben.

L =11, Ny =30, Ex-Vol =0, o = 4.0, k = 20.0 L =11, Ny =30, Ex-Vol =0, o. = 4.0, k = 20.0
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Abbildung 2.34.: Mittlere = Gesamtenergie Abbildung 2.35.: Mittlere Biegeenergie pro
pro Kette Eges|qa als Funktion von A fir Kette Ey|qq als Funktion von A fiir verschie-
verschiedene p-Werte dene p-Werte

Die Diagramme zeigen eine Abnahme sowohl der Biegeenergie Ej|qq als auch der Ge-
samtenergie Eges|qqa mit steigender Intervallbreite bzw. mit zunehmender Grafting-
Unordnung. Dabei ist die Energieabnahme der Biege- und der Gesamtenergie mit
wachsendem A umso grofler, je mehr Crosslinks im System enthalten sind. Dieser
Effekt zeigt ebenfalls die mit steigendem p wachsende kollektive Wechselwirkung der
Ketten, die ohne Ezcluded Volume-Wechselwirkung keine weitere Interaktionsmoglich-
keit besitzen. Im Grenzfall crosslinkfreier Ketten liegen unabhéngige Ketten vor. Die
Grafting-Anordnung spielt dann keine Rolle mehr und die Energien sind unabhéngig
von A.

Die Zunahme der Grafting-Unordnung erméglicht eine Anordnung der Crosslinks be-
vorzugt in der Art, dass im thermischen Gleichgewicht im Mittel weniger Crosslink-
und auch weniger Biegeenergie aufgewendet werden muss.

2.19. Richtungsabhadngige Korrelation der Segmente

Bei semiflexiblen Polymerketten mit einer endlichen Biegesteifigkeit x sind im Unter-
schied zu einer Freely Jointed Chain 23] die einzelnen Bond-Vektoren ts derselben
Kette miteinander korreliert, wobei diese Korrelation mit zunehmender Persistenzlan-
ge L, verstarkt wird (siehe Kapitel . Wie erlautert wurde, ist in unserem Modell
eine Knduelbildung unabhéngig vom Wert der Biegesteifigkeit ausgeschlossen, da die
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2. Monte-Carlo-Simulationen von gegrafteten Weakly Bending Wormlike Chains

Segmente lediglich entlang der y-Achse ausgelenkt werden kénnen. Ein Bond-Vektor
weist demzufolge immer eine in positive z-Richtung zeigende z-Komponente auf. Wir
erkennen unmittelbar, dass fiir den Winkel 65 zwischen der Substratoberfliche und ei-
nem Bond-Vektor ts ausschlieBlich Werte aus dem Intervall (0, 7) moglich sind. Bei
hinreichend steifen Ketten allerdings sind nur kleine Auslenkungen aus der Ruhela-
ge moglich und wir erhalten dabei schmale, gau3férmige Winkelverteilungen um den
Mittelwert 6 = 7 (siehe Kapitel .

Aus dem Hamiltonian der Wormlike Chain kann das exponentielle Abklingen
der Tangens-Korrelationsfunktion fiir das thermische Gleichgewicht analytisch bere-
chet werden [46,|75] (siehe Gleichung ) Ubertragen wir dies auf den diskreten
Fall, verwenden wir anstelle des Tangenten-Einheitsvektors £(s) ein diskretes Analo-
gon, ndmlich den Einheits- Bond-Vektor tAS’i = ﬁ Fiir eine frei bewegliche Einzelkette
ohne Wechselwirkungen mit anderen Ketten fithrt dies zu [64]

~ N S1 — 8ol - b
(forini) = e (—’ — 2 ) . (2.67)
p

Wir untersuchen die Richtungskorrelation zwischen den beweglichen Bond-Vektoren
und dem feststehenden, rechtwinklig zur Grafting-Oberfliche aufgepfropften Bond-
Vektor 2o ;, das heiflt, wir sind am mittleren Cosinus des Winkels zwischen dem ersten
und dem (s + 1)-ten Bond-Vektor t; interessiert ((cosfs;)). Aus geometrischen Uber-
legungen ergibt sich fiir eine Kette ¢ zum Zeitpunkt ¢’
;2 , to,i(t) - (1) / "2

toi-ts, t)=— ’ = (1 () — us—1,i(t

(o) 008 = B sty — (1 (e~ )
Dabei mitteln wir zum Einen {iber die Zeit, zum Anderen tber alle Ny Ketten. Wir
definieren demgeméf das diskrete Analogon der Tangens-Korrelationsfunktion im ther-
mischen Mittel:

: (2.68)

- 1 [t .
Culs) = {fo - £5) 1= lim + | (f0-£5) (s, ) dt’, mit (2.69)
1 X
7 n / —_— . h . o n . y ,
(0 1) (5, #) = e ;(toﬂ £:) (i5,t) . (2.70)

In der Abbildung sind die Richtungskorrelationen in Form von Cy(s) fiir frei
bewegliche Ketten aufgetragen. Die Ketten kénnen folglich weder durch Crosslinks
miteinander in Wechselwirkung treten noch sich durch eine Ezcluded Volume-Wechsel-
wirkung in ihren thermischen Bewegungen beeinflussen. Alle Ny Ketten sind somit
unabhéingig voneinander und werden hierbei lediglich zur statistischen Mittelung be-
notigt.

Man kann beobachten, dass die Richtungskorrelation erwartungsgeméaf mit zunehmen-
dem Segmentindex s abfillt, wobei die fluktuierenden Bond-Vektoren bei steiferen Ket-
ten umso stérker in Richtung des starren Referenz- Bond-Vektors % ; ausgerichtet sind.
Dass der Abfall von Cy(s) nicht wie in der theoretischen Vorhersage exakt ei-
nem exponentiellen Verlauf folgt, liegt an einer Einschrénkung in unserem Modell: Da
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2.19. Richtungsabhéngige Korrelation der Segmente

L =11, Ny = 30, RGr = 0, Ex-Vol = 0, p = 0.0 L =11, Ny =30, RGr=0, Ex-Vol = 0, & = 4.0, k = 20.0
1 1
- e, _ sl L) R R
098 b N\ S . . 0.98
0.96
0.96 L EIE)
S o 0.94
0.94
0.92
Ky =20.0 _ oLslexy)
092 t e i
e Ky = 40.0
J— Kg =80.0 0.9 -
v %, =160.0
0.9 ! ! ‘
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Segment s Segment s

Abbildung 2.36.: Cy(s), aufgetragen iiber s Abbildung 2.37.: C(s), aufgetragen iiber s
bei verschiedenen Werten von x und p =0 bei verschiedenen Werten von p

die Ketten sich nicht vollstadndig willkiirlich biegen kénnen, sondern alle Segmentenden
stets auf den &dquidistanten Gitterpunkten x; = b - s entlang der z-Achse zu liegen
kommen, kann der héhere Wert von Cj(s) gegeniiber der theoretischen Vorhersage
nachvollzogen werden. Allerdings wird dieser Effekt bzw. diese Abweichung mit wach-
sendem k-Wert und den damit verbundenen kleiner werdenden Segment-Auslenkungen
us;(t') wie erwartet immer kleiner.

Wird bei einer konstant gehaltenen Biegesteifigkeit die Anzahl der Crosslinks im System
variiert, so kommt es zu deutlichen Abweichungen im Vergleich zum obigen Fall. Wie
in Abbildung zu sehen ist, fiihrt eine Zunahme der Crosslink-Dichte am festen
Ende zu einer geringeren Richtungskorrelation beziiglich Ci(s)|,—0, am freien Ende
hingegen zum gegenteiligen Effekt, das heifit zu einer Erhéhung von Cy(s)|,>0 gegeniiber
Ci(s)|p=0. Dieser Effekt prégt sich mit wachsender Crosslinkzahl umso stérker aus, so
dass bei hohen Crosslinkdichten lokale Minima im Funktionsverlauf entstehen.

Erkléaren lasst sich dies mit der Entstehung von Polymerbiindeln, die sich mit wachsen-
dem p umso stérker herausbilden. Dies fithrt dazu, dass sich die beweglichen Ketten-
Abschnitte in der Nihe des festen Endes, das heifit im Ubergangsbereich zwischen Sub-
strat und Biindel, stirker kriimmen und sich aufgrund der thermischen Bewegungen im
Mittel starker von der axialen, geraden Ausrichtung wegbewegen als im Falle freier Ket-
ten. Damit fallt die Richtungskorrelation bei Ketten, die durch Crosslinks miteinander
verkniipft sind, am festen Ende niedriger aus als bei freien Ketten. Im Gegensatz dazu
bewirkt die Erhohung der Crosslink-Dichte eine Verringerung der mittleren Auslenkun-
gen am freien Ende. Dies bedeutet, dass die durch Crosslinks miteinander vernetzten
Ketten um die Referenzrichtung geringere Fluktuationsbewegungen ausfiihren als freie
Ketten, was sich am freien Ende durch eine mit p wachsenden Richtungskorrelation
zeigt.

Wie sich die Richtungskorrelation bei der Aktivierung der Ezcluded Volume-Wechsel-
wirkung dndert, wird in wenigen Worten im Anhang erlautert.
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2. Monte-Carlo-Simulationen von gegrafteten Weakly Bending Wormlike Chains

2.20. Transversale Fluktuationen

In diesem Kapitel gehen wir auf die transversalen Fluktuationen der beweglichen Po-
lymersegmente ein und zeigen, wie sich die mittlere quadratische Verschiebung (Mean
Square Displacement (MSD)) entlang der Konturldnge, das heifit als Funktion von s
verhélt. Diese wird definiert durch [91}|111]

Ny
MSD(s) = le (2 - () (2.71)
=1

mit den nach Gleichung festgelegten thermischen Mittelwerten der Segmentaus-
lenkungen (us;) und deren Quadrate (u2,). Wir widmen uns zunichst freien Ketten
mit verschiedenen Biegesteifigkeiten x, die keinen Wechselwirkungen durch andere Ket-
ten unterworfen sind und nur thermische Bewegungen ausfiihren (siehe Abb. (2.38)).
Wir kénnen nachweisen, dass am freien Kettenende, geniigend weit von der Substrat-
oberfliche entfernt, die mittlere quadratische Verschiebung exponentiell mit s wéchst
und umgekehrt proportional zu & ist, das heit MSD(s) o s3/x, in Ubereinstimmung

mit der theoretischen Vorhersage [6),14.75]. In einer weiteren Messung fiigen wir dem

L =11, Ny = 30, RGr = 0, Ex-Vol = 0, p = 0.0 L=11,Ny=30,RGr=1,ExVol =0, 0= 4.0, k= 20.0
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Abbildung 2.38.: MSD(s) fiir freie Ketten Abbildung 2.39.: MSD(s)|qa als Funktion
als Funktion von s fiir verschiedene x-Werte  von s fiir verschiedene p-Werte

System Crosslinks hinzu und betrachten den Quenched Disorder-Mittelwert beziiglich
rmax = 20 voneinander unabhéngigen Runs mit RGr = 1. Das Ergebnis ist in Abbil-
dung aufgetragen. Aufgrund der gegenseitigen Verkniipfungen der Ketten durch
Crosslinks hindern sich die Ketten gegenseitig daran, freie thermische Fluktuationsbe-
wegungen auszufithren. Diese Tatsache spiegelt sich in einem geringeren Anstieg von
MSD(s) in Form eines niedrigeren Exponenten beziiglich s wider. So folgt das Mean
Square Displacement der durch Crosslinks vernetzten Ketten am festen Ende unab-
héngig von p einem Potenzgesetz, genauer gesagt gilt die nichtlineare Proportionalitét
MSD(s)|qa x s¢, mit e = 2.2. Am losen Ende dagegen gibt es eine crosslinkab-
héngige Abweichung, das heifit fiir die Potenzfunktion gilt MSD(s)|qqa o s¢P) | mit
einem p-abhingigen Exponenten. Dies fithrt zu einer Aufficherung der Kurven in
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2.20. Transversale Fluktuationen

dem Sinne, dass eine abnehmende Crosslinkzahl zu einem grofieren Exponenten e(p)
fithrt. Im Grenzfall crosslinkfreier Ketten und somit wechselwirkungsfreier Ketten gilt
e(p=0) = 3.0.

L =11, Ny =30, RGr = 1, Ex-Vol = 0, ot = 4.0 L =11, Ny = 30, Ex-Vol = 0, & = 4.0, k = 20.0
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Abbildung 2.40.: MSD(s = L,p)|qa als Abbildung 2.41.: MSD(s = L,A)|qa als
Funktion von p fiir verschiedene x-Werte Funktion von A fiir verschiedene p-Werte

In den folgenden beiden Abbildungen und wird das Verhalten des Quen-
ched Disorder-Mittels der mittleren quadratischen Verschiebung am Kettenende, das
heifit bei festem Segmentindex (s = L) betrachtet. In Abbildung wird da-
bei genauer auf die bereits in Abbildung erlauterte Tatsache eingegangen, dass
Crosslinks zu einer Verminderung der thermischen Bewegungen fithren. Wir sehen, wie
die Zunahme der Crosslink-Dichte bei unterschiedlichen Werten der Biegesteifigkeit zu
einer nichtlinearen Verringerung der Fluktuationen fithrt und erkennen direkt, dass das
Einbringen von Crosslinks bei steifen Ketten erwartungsgeméafl weniger Auswirkungen
auf die Fluktuationen hat als dies bei flexiblen Ketten mit niedrigerem x-Wert der Fall
ist.

Als letzten Punkt in diesem Kapitel wollen wir den Einfluss der Grafting-Ordnung
bzw. der Intervallbreite A auf die mittlere quadratische Verschiebung aufzeigen (Abb.
(2.41))). Dabei ist es bemerkenswert zu beobachten, dass eine steigende Unordnung der
Grafting-Positionen stets mit einer Abnahme der mittleren quadratischen Verschiebung
verbunden ist. Dieser Effekt ist umso stirker ausgeprégt, je hoher die Crosslink-Dichte
ist. Im Grenzfall wechselwirkungsfreier Ketten ist trivialerweise keine A-Abhéngigkeit
vorhanden. Durch die abnehmende Grafting-Ordnung kommt es zu unregelméfigen
Kettenabstinden, die das Einfrieren von Biindelstrukturen begiinstigen ( Quenched Dis-
order). Es stellt sich heraus, dass mit wachsender Unregelméfigkeit der Kettenanord-
nungen und der daraus folgenden verstéirkten Persistenz der Struktur die Ausiibung
von Fluktuationsbewegungen in wachsendem Mafle gehemmt wird.

95



2. Monte-Carlo-Simulationen von gegrafteten Weakly Bending Wormlike Chains

2.21. Winkelverteilungen der Bond-Vektoren

Wir definieren mit 65 den Mittelwert des Winkels aller Ny Bond-Vektoren mit Segment-
Index s, ts;;1=1,2,..., Ny, zur y-Achse. Aus der Greenschen Funktion kann fiir
eine Wormlike Chain die Wahrscheinlichkeit abgeleitet werden, das Segment s mit der
Segment-Ausrichtung s zu finden, sofern das Segment s’ im Winkel 6, ausgerichtet
ist [75]. Wir tibertragen dies auf unseren diskretisierten Fall und betrachten die Bond-
Vektoren als das diskrete Analogon der Tangenten-Vektoren (siehe Kapitel .

Die Greensche Funktion vereinfacht sich wegen kT = 1 und der Grafting-Zwangsbe-
dingung, die die Ausrichtung des ersten Bond-Vektors £o; durch §y = 7 festlegt. Sie
lautet im zweidimensionalen Fall [75]:

k(s — T)2
G(s,0,]0,7/2) = ,/T;exp <—(9282)> . (2.72)

Es liegt offenbar eine gaufiférmige Winkelverteilung vor, deren Breite von der Biege-
steifigkeit x und dem Segmentindex s abhdngt. Im thermischen Mittel erwarten wir
entsprechend der analytischen Vorhersage fiir die Ausrichtung der Bond-Vektoren eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung P(s, ) oc G(s,6,]0,7/2). In der Abbildung sind

L=11,Ny =30, Ex-Vol=0,5=8,p =0.0 Analytische Berechnung: s = 8, p = 0.0
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/8 /4 3n/8 /2 5m/8 3n/4 7n/8 /8 /4 3n/8 /2 5n/8 3n/4 7n/8
Winkel ©g Winkel ©g

Abbildung 2.42.: P(8,0g) fiir verschiedene Abbildung 2.43.: G(8,05|0,7/2) fir ver-
k-Werte bei s = 8 schiedene x-Werte

fiir crosslinkfreie Polymerketten mit unterschiedlichen Biegesteifigkeiten die numerisch
ermittelten Winkelverteilungen fiir einen festen Segmentindex s = 8 aufgetragen. Die
Ketten befinden sich im thermischen Gleichgewicht und es wurde iiber alle voneinander
unabhéngigen Ny Ketten gemittelt. Daneben zeigt Abbildung die dazugehorige
analytische Losung (Gleichung ) fir den Kontinuumslimes.

Vergleicht man das numerische mit dem analytischen Ergebnis, so ist eine sehr gute
Ubereinstimmung insbesondere bei hohen x-Werten zu erkennen. Lediglich bei relativ
biegsamen Ketten (zum Beispiel bei k = 20.0) fallt auf, dass hohe Abweichungen vom
Mittelwert 03 = /2 in der Simulation stérker unterdriickt sind, als die Theorie vorher-
sagt. Diese kleine Diskrepanz ist allerdings auf die bereits genannte Vereinfachung im
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2.22. Segmentabhéangige Crosslink-Dichte p(s)

Modell zuriickzufiihren, die nur sehr kleine Auslenkungen von der Ruhelage erlaubt.

L =11, Ny =30, Ex-Vol = 0, k = 320.0, p = 0.0 Analytische Berechnung: k = 320.0, p = 0.0
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Abbildung 2.44.: P(s,0;) bei festem x fiir Abbildung 2.45.: G(s,05|0,7/2) bei festem
verschiedene Werte von s k fur verschiedene Werte von s

Die Winkelverteilungen crosslinkfreier Ketten bei unterschiedlichen Gitterpunkten g,
aber festem Wert der Biegesteifigkeit (hier x = 320.0), zeigen die Abbildungen
und . Sie lassen den Schluss zu, dass insbesondere bei sehr hohen Werten der
Biegesteifigkeit die analytisch berechnete Wahrscheinlichkeitsverteilung mit den Simu-
lationsergebnissen sehr gut iibereinstimmt. Je héher der Index s, desto weiter entfernt
befindet sich der Messpunkt von der festen Substratoberfliche und desto breiter wird
die Verteilung P(s, ), im Einklang mit dem Ansteigen der thermischen Schwankungen
bzw. der transversalen Fluktuationen hin zum Kettenende.

Natiirlich stellt sich auch die Frage, wie sich der Einfluss von Crosslinks auf die Win-
kelverteilung auswirkt. Dies wird in einem kurzen Kapitel im Anhang behandelt.

2.22. Segmentabhangige Crosslink-Dichte p(s)

Im Folgenden werden einige charakteristischen Aspekte zur Verteilung der Crosslinks
innerhalb des Systems erlautert. Was die Anordnung der Crosslinks betrifft, so gibt
es segmentabhéngig erhebliche Unterschiede, wie die folgenden Abbildungen verdeutli-
chen. Wir gehen wieder von dquidistanten Grafting-Points (RGr = 0) und von Ketten
ohne Fzcluded Volume-Wechselwirkung (Ez-Vol = 0) aus. Hier wird die bislang pau-
schal durch den Mittelwert p ausgedriickte Parameter-Gréfle differenzierter, namlich
segmentabhéngig betrachtet. Mit der Indikatorfunktion

1, falls (s,7) € C(t')

2.73
0, sonst ( )

HC(t’) [(37 Z)] - {

und der Menge der R schleifenzahlabhéngigen Crosslink-Koordinaten

C(t") = {(s1(t),i1(t),..., (sr(t), ir(t))} (2.74)

o7



2. Monte-Carlo-Simulationen von gegrafteten Weakly Bending Wormlike Chains

(siehe ([2.20))) schreiben wir daher

L no 1 X .
p(s) = (pe) = Jim & [ pu(t)at mit plt) = 5 el ] (279

Prinzipiell kann beobachtet werden, dass sich die iiber eine endliche Crosslink-Stérke «
verfiigenden Crosslinks im thermischen Gleichgewicht bevorzugt in der Umgebung des
freien Kettenendes anlagern (siehe Abb. ) Dieser Effekt tritt mit zunehmender
Crosslink-Stéarke verstarkt in Erscheinung, das heifit, die Crosslinks sammeln sich mit
steigendem a vermehrt am freien Kettenende an. Eine steigende Federstérke unter-
driickt ab einem Wert von etwa o = 8.0 die Anlagerung der Crosslinks in der Néhe der
Substratoberfliche, da dies aufgrund der festen Bond-Vektoren tp; mit einer relativ
groflen Energieerhohung verbunden ist, die meist durch den Metropolis-Algorithmus
zuriickgewiesen wird. Offensichtlich geht die zunehmende Ansammlung von Crosslinks
am freien Kettenende mit der verstarkten Bildung von Biindeln einher. Der Zuwachs
von p(s) wird jedoch mit steigendem « immer schwécher.

L=11,Ny =30, RGr=0, Ex-Vol =0, k= 20.0, p= 0.4 L=11,Ny =30, RGr=0, Ex-Vol=0, o =16.0, p = 0.2
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Abbildung 2.46.: Mittlere Crosslink-Dichte Abbildung 2.47.: Mittlere Crosslink-Dichte
p(s) als Funktion von s fiir verschiedene Werte p(s) als Funktion von s fiir verschiedene Werte
von « von K

Wiéhlt man dagegen einen konstanten, geniigend hohen a-Wert und variiert die Biege-
steifigkeit x, so wird deutlich, dass sich die Crosslinks mit steigendem s immer stérker
zum freien Kettenende hin verlagern, wiahrend das feste Kettenende stets ausgespart
bleibt (siche Abb. (2.47)). Genauer gesagt wichst das Maximum der Crosslinkvertei-
lung und verschiebt sich in die Richtung des freien Kettenendes, wihrend die Breite
der Verteilung kleiner wird. Man erkennt hieran, wie die Erhohung der Biegesteifigkeit
und die damit verbundene Verminderung von thermischen Bewegungen das feste Ende
kontinuierlich in Richtung des freien Endes erweitern. Im Grenzfall T'= 0 bzw. bei un-
endlich grolem k wéren keine Fluktuationsbewegungen mehr moglich und die gesamte
Kette wire unbeweglich wie ein starrer Stab.

Die segmentabhéngigen Crosslink-Dichten p(s) fiir unterschiedlich steife Polymerketten
und eine unterschiedliche Anzahl an relativ weichen Crosslinks (o = 4.0) verdeutlichen
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2.23. Mittlere Crosslink-Lénge Iy

L=11,Ny=30,RGr=0, Ex-Vol =0, o = 4.0, k= 10.0 L =11, Ny =30, RGr=0, Ex-Vol = 0, o = 4.0, ¥ = 320.0
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Abbildung 2.48.: Mittlere Crosslink-Dichte Abbildung 2.49.: Mittlere Crosslink-Dichte
p(s) als Funktion von s fiir verschiedene Werte p(s) als Funktion von s fiir verschiedene Werte
von p fiir k = 10.0 von p flir K = 320.0

die beiden néchsten Darstellungen (Abb. (2.48)) und (Abb. (2.49)). Gerade aufgrund
der geringen Federstérke konnen sich die Crosslinks auch in der Néhe der Substrat-
oberflache ansiedeln, wobei allerdings generell das lose Ende bevorzugt wird und es
somit dort, am losen Ende, zu einer hoheren Crosslink-Dichte kommt. Anders als
im Falle harter Crosslinks (vergleiche Abbildung ) fithrt hier eine Erhéhung der
Biegesteifigkeit zu einer vermehrten Ansiedlung von Crosslinks am festen Kettenende.

2.23. Mittlere Crosslink-Lange [y

Es stellt sich die interessante Frage, wie sich die mittleren Crosslink-Léngen der im
System befindlichen R Crosslinks im thermischen Gleichgewicht als Funktion der Pa-
rameter «, k£ und p verhalten. Diese Grofie gibt die zeitliche Mittelung der mittleren
Absténde zweier durch Crosslinks verbundenen Segmente an:

1t 1 &
lxl = lim — d(t/) dt/ mit d(t/) = E . Z dsn(t’),in(t’) . (276)
n=1

t—oo t 0

Die Grofle d, (1) 4, (1) bezeichnet die Lénge des Crosslinks, der zur Zeit t" auf dem Git-
terplatz mit den Koordinaten (s, i,) platziert ist. Die Abbildungen bis
geben iiber das Verhalten von [y in Abhédngigkeit der Parameter o, x und p Auf-
schluss. So wird deutlich, dass erwartungsgeméfl héartere Crosslinks mit einer héheren
Crosslink-Stiarke « miteinander verbundene Ketten stérker zusammenziehen. Diese
Annéherung spiegelt sich in kleinen mittleren Crosslink-Léngen wider und begiinstigt
die Biindelbildung.

Durch die Steigerung der Biegesteifigkeit erreicht man einen gegenldufigen Effekt. Ge-
wissermaflen wirken das Federpotential der Crosslinks und die Biegeenergie kontrar
zueinander. Steifere Ketten leisten der Verbiegung und damit der Kontraktion eines
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2. Monte-Carlo-Simulationen von gegrafteten Weakly Bending Wormlike Chains

Biindels durch die Federkraft der Crosslinks starkeren Widerstand als flexiblere Ketten
mit kleinen k-Werten (siehe Abb. (2.50).
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Abbildung 2.50.: Mittlere Crosslink-Linge Abbildung 2.51.: Mittlere Crosslink-Lénge
lx1 als Funktion von k fiir verschiedene Wer- [y als Funktion von p fiir verschiedene Werte
te von « von K

Eine weitere bemerkenswerte Eigenschaft von Iy wird in Abbildung offensicht-
lich. Bei festgehaltener, relativ niedriger Crosslink-Stiarke wird die Abhangigkeit der
mittleren Crosslink-Lénge von der Crosslink-Dichte fiir unterschiedlich steife Ketten
prasentiert. Neben der bereits diskutierten Charakteristik, dass hohere Biegesteifig-
keiten zu hoheren mittleren Crosslink-Léngen fiihren, stellt man fiir die Variation von
p kein monotones Verhalten fest. Steigert man die Crosslink-Dichte, von einem sehr
niedrigen Wert nahe Null beginnend, zu héheren Werten, so fallen die Werte von Iy
zunéchst, durchlaufen ein Minimum und steigen danach wieder monoton mit wachsen-
dem p an. Das zu durchlaufende Minimum verschiebt sich mit wachsendem & hin zu
niedrigeren Crosslink-Dichten.

Bei niedrigen Crosslink-Dichten iiberwiegt noch die Minderung der mittleren Crosslink-
Lénge aufgrund von Biindelbildung. Dieser Effekt wird bei steigender Crosslinkzahl
von einem gegenldufigen Effekt {iberlagert. Der in Bezug auf die Gesamtzahl relative
Anteil an Crosslinks in Substratnéhe steigt iberproportional mit wachsendem p (siehe

Abbildungen (2.48) und (2.49) in Kapitel , das heifit, eine wachsende Zahl an

Crosslinks kann die Ketten weniger stark zusammenziehen, was dementsprechend zu
einer héheren mittleren Crosslink-Lénge fiihrt.

Zu guter Letzt geben wir Iy als Funktion von « fiir unterschiedliche Biegesteifigkeiten
an (siehe Abb. (2.52))) und erhalten als Ergebnis dabei unmittelbar die Proportionalitit
zwischen der mittleren Crosslink-Lénge und der Crosslink-Stérke: Iy o< ﬁ
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L=11,Ny=30,RGr=0,Ex-Vol=0,p =04
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Abbildung 2.52.: Mittlere Crosslink-Lénge [y als Funktion von « fiir verschiedene Werte von
K

2.24. Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel haben wir im Rahmen der statistischen Physik mit Hilfe von Monte-
Carlo-Simulationsmethoden ein System behandelt, das aus semiflexiblen Polymerketten
besteht, die senkrecht auf eine Substratoberfliche aufgepfropft sind und iiber reversi-
ble Crosslinks miteinander in Wechselwirkung stehen. Die Motivation zur numerischen
Analyse dieses Systems beruht auf dem Bezug zu Biopolymeren im Zytoskelett bio-
logischer Zellen. Solche Polymere wie zum Beispiel Actinfilamente sind semiflexible
Polymerketten, die sich mittels actin-bindender Proteine zu hoch geordneten Struktu-
ren anordnen kénnen und so zur Erfilllung wichtiger innerzelluldrer Prozesse beitra-
gen [3l|4}6}21,31].

Crosslinks bewirken zwischen parallel ausgerichteten Polymerketten eine Wechselwir-
kung in Form von kollektiven Phinomenen. Wahrend im crosslinkfreien System alle
Ketten unabhéngig voneinander Fluktuationsbewegungen ausfithren, fiihrt das Hin-
zufiigen von Crosslinks zu Korrelationen zwischen den Segmentpositionen und weiter
zur Bildung von Biindelstrukturen. Die Biindelstruktur bildet sich sowohl durch eine
steigende Crosslinkzahl als auch durch eine zunehmende Crosslink-Stiarke deutlicher
heraus, was mit Hilfe des Strukturfaktors verdeutlicht werden kann. Daraus kann
abgeleitet werden, dass bei diesem Modell ein kontinuierlicher Phaseniibergang vom
Zustand ungeordneter Ketten in einen Zustand mit einer geordneten Biindelstruktur
existiert.

Die Anordnung der Grafting-Points auf dem Substrat ist von essentieller Bedeutung
fiir die Persistenz der Bundelstruktur. Sie zeigt, dass lediglich dquidistant gegraftete
Ketten und damit vollkommene Homogenitét der Grafting-Positionen dazu fithrt, dass
keine eingefrorenen Kettenstrukturen enstehen und die Biindel in der Lage sind, entlang
der y-Achse zu wandern. Im Unterschied dazu fiihren unregelméfliige Grafting-Kon-
figurationen bei Ketten, die durch Crosslinks miteinander verkniipft sind, zu einer
persistenten Biindelstruktur. Die Stirke dieses Quenched Disorder-Effektes nimmt
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2. Monte-Carlo-Simulationen von gegrafteten Weakly Bending Wormlike Chains

sowohl mit steigender Crosslink-Dichte als auch mit wachsender Grafting-Unordnung
Zu.

Auflerdem konnte nachgewiesen werden, dass eine beliebig gewéhlte, feste Grafting-
Anordnung unabhéngig von der Startkonfiguration der Segmentauslenkungen und der
Crosslink-Anfangsverteilung im Grenzfall t — oo stets zur identischen Biindelstruktur
fithrt (Memory-Effekt) [116].

Fiir zukiinftige Untersuchungen wére es sicherlich von Interesse, das System um ei-
ne Dimension zu erweitern und gegraftete Polymerketten auf einer zweidimensionalen
Oberflache zu betrachten. Damit verbunden wiirden sich viele weitere Fragen stellen,
zum Beispiel:

e Von welcher Ordnung ist der Phaseniibergang zwischen einem Zustand ungeord-
neter Ketten und einem geordneten Biindelzustand?

e Gibt es bei einer zweidimensionalen Substratoberfliche ebenfalls einen Quenched
Disorder- oder einen Memory-Effekt?

o Hiétte die Variation der Grafting-Ordnung auch entsprechenden Einfluss auf diese
Effekte?

Mit der Erweiterung der System-Dimension wére jedoch eine Vervielfachung der Frei-
heitsgrade verbunden, was zu deutlich ldngeren Rechenzeiten fithren wiirde.

Dariiber hinaus kénnte man untersuchen, welche Phanomene bei der Einfithrung un-
terschiedlicher Monomereinheiten zu beobachten sind und welche Unterschiede zum
Beispiel bei der numerischen Behandlung von Copolymeren [108] im Vergleich zu den
Monomeren auftreten wiirden. Auflerdem konnte versucht werden, unterschiedliche
Wechselwirkungspotentiale sowohl fiir Ketten als auch fiir Crosslinks in Betracht zu
ziehen. Zum Beispiel wire es moglich, Wechselwirkungen zu beriicksichtigen, die tiber
die benachbarten Ketten hinausgehen und von den Ketten selbst anstatt von den Cross-
links ausgehen. Auch andere Charakteristiken der Crosslinks wie zum Beispiel die
Moglichkeit, mehr als zwei Ketten miteinander verkniipfen zu kénnen oder eine maog-
liche Verbindung mit iiberndchsten Nachbarn, kénnten zu zusatzlichen interessanten
Phénomenen fithren.
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3. Spannungs-Dehnungs-Kurve von
vernetzten Biopolymeren

3.1. Einfithrung

Durch Crosslinks vernetzte Polymere treten hiufig in kiinstlichen Materialien wie auch
in biologischen Systemen auf und pragen deren elastische Eigenschaften in hohem Mafe
[13,137]. Als Beispiele hierfiir wiren nematische Elastomere [114] und durch actin-
bindende Proteine miteinander verkniipfte Actinfilamente zu nennen [21].

Insbesondere Actinfilamente kénnen sich in einer Vielzahl von unterschiedlichen Struk-
turen anordnen, wie zum Beispiel in Form von Biindeln oder Fasernetzwerken, um so-
mit zur gewiinschten Funktion innerhalb einer Zelle beizutragen [41/66,(67]. Das heifit,
die allgemeinen sowie spezifischen mechanischen Eigenschaften einer Zelle sind auf die
molekulare Struktur des Zytoskeletts und damit auf seine Komponenten zuriickzufiih-
ren [6].

In diesem Kapitel betrachten wir mit mathematisch-analytischen Methoden ein Mo-
dellsystem, das aus zwei identischen Wormlike Chains (WLCs) [72,/100] besteht, die im
Rahmen der Weakly Bending-Néherung [13,87] beschrieben werden.

Die beiden parallel zueinander ausgerichteten Polymerketten dieses Modellsystems sind
durch eine feste Anzahl irreversibler und entlang der Bogenlédnge dquidistant ange-
ordneter Crosslinks miteinander verkniipft. Die als harmonische Federn modellierten
Crosslinks beeinflussen die elastischen Eigenschaften des Systems derart, dass deren
Priasenz die thermischen Fluktuationen minimiert und damit die Biegesteifigkeit des
Modellsystems erhéht. Die Ketten sind entlang einer Achse ausgerichtet und werden
axial einer Zugbelastung ausgesetzt und auf diese Weise auseinandergezogen bzw. ge-
dehnt.

Unser Modellsystem ist an real existierende Biopolymere angelehnt. Viele Makromo-
lekiile wie die DNS oder F-Actinfilamente als Bestandteil des Zytoskeletts [3,131] sind
durch ihre Semiflexibilitdt gekennzeichnet und werden durch ihre Biegesteifigkeit cha-
rakterisiert [35,/47]. Des Weiteren héngt eine Vielzahl von biologischen Prozessen wie
zum Beispiel die Muskelkontraktion von den mechanischen Eigenschaften der Actin-
filamente ab [24]. Zu deren Beschreibung im Rahmen der statistischen Physik muss
das fiir flexible Ketten verwendete Gaufische Kettenmodell [23,50,64] erweitert werden,
was uns zum oben genannten Wormlike Chain-Modell fiihrt.

Zur analytischen Behandlung von doppelstréingigen, miteinander gekoppelten Biopo-
lymeren wurde ein einfaches Modell, das sogenannte Railway-Track-Modell, einge-
fithrt [28]. Es besteht aus zwei Wormlike Chains, die durch harmonische Federn mitein-
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3. Spannungs-Dehnungs-Kurve von vernetzten Biopolymeren

ander gekoppelt sind. Auf diesem Railway-Track-Modell basieren sowohl analytische
als auch numerische Studien zur statistischen Mechanik von doppelstringigen semifle-
xiblen Polymeren [84].

Das Ziel der hier prasentierten mathematischen Betrachtung besteht in der Berechnung
der Spannungs-Dehnungs-Kurve (Force- Extension-Relation) des beschriebenen Modell-
systems. Das bedeutet, wir sind an der Relation zwischen der angelegten Zugkraft und
dem daraus resultierenden End-zu-End-Abstand interessiert. Es werden hierbei ver-
schiedene Losungswege vorgestellt, um das analytische Problem zu l6sen. Dariiber hin-
aus werden wir auf die Grenzfélle einer unendlichen Crosslink-Stérke (Harte Crosslinks)
und einer hohen Zugkraft (Strong-Stretching-Limit) eingehen und sehen, inwieweit sich
die Ergebnisse dabei vereinfachen. In einer Veroffentlichung von A. v. d. Heydt, D.
Wilkin, P. Benetatos und A. Zippelius [51] werden entsprechende Resultate diskutiert.

Die technischen Fortschritte der letzten Jahrzehnte ermoglichten eine Vielzahl von
Experimenten im Bereich der Einzelmolekilmessungen. Dabei wurden mechanische
Messungen der Force-Extension und andere Elastizitdtsmessungen an Makromolekiilen
durchgefiihrt, die sich analytisch mit dem WLC-Modell beschreiben lassen, wie zum
Beispiel den DNS-Molekiilen oder Actin-Filamenten [19}/69,83]. So konnten auch mit
Hilfe der Rasterkraftmikroskopie (Atomic Force Microscopy) und optischen Pinzet-
ten (Optical Tweezers) wichtige Beitrdge zur Erkundung der Elastizititseigenschaf-
ten, sowohl von einzelstrangiger als auch doppelstriangiger DNS gewonnen werden
[20,24,|105}/113].

In Anlehnung an das Netzwerk des Zytoskeletts wurde ein aus starren Staben (Rigid
Rods) bestehendes Zufallsnetzwerk (Random Network) |117] sowie ein Modellsystem
aus durch Crosslinks vernetzten, steifen Filamenten untersucht, um Elastizitédtseigen-
schaften zu studieren [49]. Im Rahmen der statistischen Mechanik waren zudem se-
miflexible Biindel, die aus Wormlike Chains bestehen, Gegenstand einer analytischen
Studie [52]. Des Weiteren sind im Rahmen einer semimikroskopischen Theorie die
Formierung von anisotropen Zufallsnetzwerken semiflexibler Polymere untersucht wor-
den |10]. Dabei spielen permanente und zuféllig platzierte Crosslinks die entscheidende
Rolle hinsichtlich der Netzwerkstruktur. Auflerdem wurde der Effekt von permanenten,
zuféllig gesetzten Crosslinks auf die Struktur und die Elastizitdt einer Anordnung von
ausgerichteten Polymeren, die zwischen zwei Ebenen eingeschlossen sind, studiert [109].
Die Crosslinks werden hierbei als eingefrorene Unordnung (Quenched Disorder) be-
trachtet.

Elastische Eigenschaften wurden auch an einem Komposit-Netzwerk untersucht, das
aus gebtindeltem und mittels Crosslinks verkniipftem F-Actin besteht [37]. Dabei wird
gezeigt, welch hohen Einfluss sowohl die Variation der Crosslink-Dichte als auch die
der Actin-Konzentration auf die Elastizitat hat.

Eine theoretische Studie zur entropischen Elastizitit von Wormlike Chains in zwei
Dimensionen wurde mit Hilfe der Zustandssumme in [97] présentiert. Die Force-
Ezxtension-Relation zweier Weakly Bending WLCs, die mittig durch einen einzelnen
Crosslink miteinander verkniipft sind, war in |13] Gegenstand der mathematisch-analy-
tischen Analyse. Dariiber hinaus wurde der Einfluss einer bogenldngenabhéngigen, in-
trinsischen Eigen-Kriimmung (Spontaneous Curvature) bei Weakly Bending-Filamenten
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3.2. Beschreibung des Modellsystems

auf die Force-Extension analytisch untersucht [11,|12]. Unterschiedliche Randbedin-
gungen an den Kettenenden haben signifikante Auswirkungen auf die transversalen
Fluktuationen und die Force-Extension-Relation, was in [98] gezeigt wird.

3.2. Beschreibung des Modellsystems

Als Ausgangspunkt der analytischen Berechnung betrachten wir zwei identische, se-
miflexible Wormlike Chains [72,|100], die entlang der a-Achse ausgerichtet sind. Ein
wichtiges Charakteristikum der Ketten ist ihre Biegesteifigkeit s, die mit der Persis-
tenzldnge Lp iiber die Relation

2K

Lp=— "
P (D =1)kpT

(3.1)
verbunden ist [47]. Mit D wird die Dimensionalitit bezeichnet, die in unserem Falle
D = 2 betragt. Die Raumkurven der beiden Ketten bzw. die Kettenkonformationen
sind nach der Bogenlédnge parametrisiert und werden durch den jeweiligen Positions-
vektor 7;(s),j € {1,2}, mit s € [0, L] beschrieben. Die beiden Kettenenden bei s = 0
und s = L sind nicht miteinander verbunden, sondern liegen lose aneinander.

Eine weitere wichtige Eigenschaft des zu behandelnden Systems besteht in einer festen
Zahl von N Crosslinks, die die beiden Polymere entlang der Konturlidnge dquidistant
miteinander verkniipfen. Das bedeutet, dass sich die Verkniipfungspunkte s, an denen
die Crosslinks mit den Polymerstrangen verbunden sind, an den Positionen

bL

TN ¥

;b=1,2,...,N (3.2)
befinden. Die Crosslinks werden als harmonische Federn mit einem quadratischen
Potentialterm modelliert, mit einer Crosslink-Stéarke g o< kpT'. Zur Veranschaulichung
sind in Abbildung schematisch zwei Weakly Bending Wormlike Chains dargestellt,
die entlang der x-Achse mit der Kraft f gedehnt werden. Die beiden Ketten sind hierbei
durch N = 3 Crosslinks miteinander verbunden.

Abbildung 3.1.: Schematische Darstellung zweier WLCs, die durch N = 3 Crosslinks mitein-
ander verkniipft sind und mit der Kraft f auseinandergezogen werden

Am soeben eingefithrten und beschriebenen System wird nun die Abhéngigkeit zwi-
schen einer angelegten Kraft und der daraus resultierenden Dehnung analytisch ermit-
telt. Das heifit, das Ziel besteht in der Bestimmung einer Force-FExtension-Relation.
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3. Spannungs-Dehnungs-Kurve von vernetzten Biopolymeren

Die Kraft f wirkt jeweils an den Kettenenden entlang der z-Achse, so dass die Polymer-
ketten ldngs dieser Achse auseinandergezogen werden. Die Energie wird in Einheiten
von kg1 angegeben, wobei kg = 1 gesetzt wird. Das Energiefunktional bzw. den
Hamiltonian dieses Systems geben wir in Abhéngigkeit des Tangentenvektors

dr;(s) dz; dr;
ti(s)=—L—==(—-2,—= ) :
i(5) ds ( ds’ ds (3.3)

an [13/64]. Hierbei gilt es, die lokale Undehnbarkeitsbedingung (Local Inextensibility
Constraint) entlang der Konturlédnge zu berticksichtigen. In diesem Sinne gilt dann

t(5)] = ¢ (L)' (ms) on (34)

SchlieBlich erhalten wir fiir den Hamiltonian des Systems [13}64]

2 L A~ 2 2 L
K dt;(s) . -
Htj(s)] = = / d : - / tj(s)d
[2;(s)] QjZI 0 3( ds ) fwjzl 0 j(s)ds
N Hbend Hstretch (3 5)
9 2
+5 2. (r,1(s0) = 72,1(s))"

b=1

mit dem Tangenten-Einheitsvektor £(s) an der Stelle s und dem Einheitsvektor der
x-Achse .

Der erste Term aus (3.5) Hpena steht fiir die elastische Biegeenergie (Bending Elastic
Energy) und ist proportional zur Biegesteifigkeit £ und damit proportional zur Persis-
tenzlange der Kette.

Der zweite Term in Heireten, beschreibt das Potential der an beiden Kettenenden
wirkenden Zugkraft, wihrend der letzte Ausdruck, eine Summe aus N quadratischen
Potentialtermen, seinen Ursprung in den dem System zugehorigen Crosslinks hat, das
heif3t, mit werden die an den Verkniipfungspunkten s; sitzenden N harmonischen
Crosslinks modelliert.

Aus Griinden einer einfacheren analytischen Berechnung besteht ein naheliegender
Schritt nun darin, die Wormlike Chains in der Weakly Bending-Néherung zu behan-
deln. Dabei gehen wir von geniigend hohen Zugkréaften aus, so dass aufgrund der in
z-Richtung wirkenden hohen Zugkraft der Tangentenvektor nur leicht von der x-Achse
wegkippt [13/51},64]. Diese Annahme koénnen wir unter Beriicksichtigung der Zwangs-
bedingung verwenden und schreiben [13,/64]:

dx 1 (dm_>2 1 1 <drl)2 . d2r 2 d?r, 2 (3.6)
=— = —— ) =1-=— sowie | — | =~ . (3
ds ds 2\ ds ’ ds? ds?
Setzt man diese beiden Naherungen aus (3.6|) in den Hamiltonian (3.5)) ein und bezieht
mit ein, dass die Kettenauslenkung in y-Richtung im zweidimensionalen Fall durch

>

T -
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3.2. Beschreibung des Modellsystems

r1(s) = y(s) gegeben ist, so erhalten wir schlielich das Freie-Energie-Funktional des
Systems Ho in der Weakly Bending-Néherung nach J. F. Marko und E. D. Siggia [87]
plus den in (3.5)) eingefithrten Crosslink-Term Hyiiny :

L) R L

Ho

N
g
52 y1(sp) — ol Sb))2

Hxlink

In den weiteren Rechnungen lassen wir den konstanten Term —2fL in H weg.

Zur Losung dieses Problems verwenden wir Hinged-Hinged-Randbedingungen [13}98].
Das heifit, die Polymerenden werden nicht ausgelenkt, sondern liegen auf der x-Achse.
Auflerdem wirken an diesen Enden keine Drehmomente, das heift, es gilt

d?y;(0) _ dPy;(L)

y;(0) = y;(L) = Fy R =0, firj e {1,2}. (3.8)

Diese Randbedingungen sind experimentell zum Beispiel mit Hilfe der Laser-Tweezers-
Technik realisierbar |1,20,/105.[113]. Dabei sind die Polymerenden an Kiigelchen befes-
tigt, die sich in optischen Fallen befinden. Auf diese Weise kann an den Enden eine
Kraft ohne ein Drehmoment tibertragen werden [98].

Die Randbedingungen (3.8)) erlauben es uns, y;(s) in Fourier-Reihen zu entwickeln.
Mit der Wellenzahl ¢; = und der Modenzahl | € N (mit der Menge der natiirlichen
Zahlen N') schreiben wir fur die Eigenfunktionen [13,86]

2Mn 2Mn

=" Jisin(gs) , ya(s) = Y Kisin(qs),  (3.9)
=1

mit 7 := (N +1). Die obere Grenze der Modenzahl 2Mn mit M € N kann theoretisch
im Falle unendlich scharfer Auflosung gegen unendlich gehen (M — o0), in der Praxis
jedoch ist die Auflésung auf die Grofenordnung molekularer Distanzen beschréankt [51].
Wie im weiteren Verlauf zu sehen sein wird, erweist sich die Angabe der Modenzahl als
ganzzahliges Vielfaches von 27 als giinstig. Wir sind bestrebt, unser Energiefunktional
(3.7) in Matrixschreibweise zu formulieren, um das Problem mit Hilfe einer geeigneten
Darstellung l6sen zu koénnen [13}|51]. Aus diesem Grunde fiihren wir den Vektor

[ :=('1,09,15,Ty,...) = (J, K1, Jo, Ko,...)T € RAM? (3.10)

ein und koénnen unter Verwendung von Normalmoden den Hamiltonian H schliellich
als quadratische Form darstellen [13,51]:

4Mn

1 1
/H[F] = §I‘TGF = 9 Z LigimTm s gim = Cim + Pim (311)

I,m=1
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3. Spannungs-Dehnungs-Kurve von vernetzten Biopolymeren

mit den Matrixelementen g,,, ¢, und py,, der Matrizen G,C und P := UU” (siche
unten) und der Menge der reellen n-Tupel R™ . Man beachte die Ahnlichkeit der
Notation zwischen der Crosslink-Starke g und einem Matrixelement g;,,, der Matrix G .
Wir bezeichnen mit M(m x n,R) die Menge der reellen (m x n)-Matrizen [30]. Die
AMn x 4Mn-Matrix

G=C+UUT (3.12)
in ist symmetrisch (G = GT) und positiv definit. Das heift, fiir die quadratische
Form gilt: T7GT = YM% Tyg;,,T, > 0. Wie in verdeutlicht, setzt sich G aus
zwei Termen zusammen. Die Diagonalmatrix C ergibt sich aus dem Hamiltonian des
Systems ohne Crosslinks Hg und lautet

. L
C= dlag(cla C2, .. ) ®:ﬂ-2 y Cmm = Cm ‘= §qgn(ﬁq72n + f) : (313)
—_—
=C

Dabei bezeichnet ® das Kronecker-Produkt und 15 die 2 x 2-Einheitsmatrix.
Die Matrix

pP:=yUut = (U ® <ll>> : (UT ® (1, —1)) =00 @ (11 _11> (3.14)

stammt vom Anteil der N Crosslinks und ist das Matrixprodukt von U mit seiner
Transponierten U7 € M(N x 4M#,R) . Die Matrixelemente von U sind

Lb
alb:\/g-sin(”> c1=1,2,...,2M# ; b=1,2,...,N. (3.15)
n

Damit ergeben sich unmittelbar die Matrixelemente der 2M 7 x 2M7i-Matrix P = UUT
und wir kénnen schreiben

N bl bmm
ﬁlm:g‘ZSin<~>sin< - > s lm=1,2,...,2Mn. (3.16)
P n n

Die im Mittelpunkt unseres Interesses stehende physikalische Grofle ist die bereits er-
wahnte Force-FExtension-Relation. Das heifit, es wird die Dehnung einer Polymerkette
bei Anliegen der Zugkraft f untersucht. Die Force-FExtension in der Weakly Bending-
Approximation errechnet sich aus den thermischen Fluktuationen transversal zur Aus-
richtungsrichtung und lautet fir eine Kette [13}87]:

2 [e%e]
@(0) = () - @) =L - [ ds < (Qut) > . j;q?uﬁ - 317)

Aus mathematischen Griinden ist es in erlaubt, die endliche Partialsumme we-
gen M — oo zu einer (konvergenten) Reihe zu erweitern. Mit (...) wird der durch
den Boltzmann-Faktor exp(—SH), 8 = (kgT)~ ! gewichtete thermische Mittelwert
bezeichnet. Hieraus folgt unmittelbar die Notwendigkeit, die Grofle

(JP) = (T5_1) = 927l1—1,2l—1 1=1,2,...,2Mn (3.18)

zu berechnen, mit anderen Worten, wir benétigen die Diagonalelemente der Inversen
von G. Die Relation in (3.18]) ergibt sich aus der Berechnung von Gaufischen Integralen

(siehe Anhang |B.1)).
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3.3. Force-Extension mit einem Crosslink (N = 1)

Nun kénnen wir unser soeben eingefithrtes Modell anwenden, um den Fall mit einem
Crosslink (N = 1) zu diskutieren. (Die Force-Eztension dieses Falls wurde von P. Be-
netatos, S. Ulrich und A. Zippelius in [13] berechnet.) Dieser eine Crosslink verbindet
geméf die beiden Ketten mittig bei s; = % . Unter Verwendung der mit den
Hinged-Hinged-Randbedingungen im Einklang stehenden Eigenfunktionen erhal-
ten wir unter Ausnutzung von Orthogonalititsrelationen (siche Anhang fiir den
Hamiltonoperator ({3.7)

4M

L
HI{ K] = 5 3 (kg + faf) (7 + K7)]
=1
AM ; (3.19)
. 7T . m T
+ glmzl(JlJm -+ Kle — 2J1Km) Sin (2> Sin (2) i

Bei lediglich einem Crosslink kann die Matrix U als ein gewthnlicher Vektor u aufgefasst
werden (vergleiche (3.15))) und es gilt:

u=./g" (sin (;T) ,sin (7). .>T ® (_11> . (3.20)

Dadurch vereinfacht sich die Berechnung der Inversen von GG, die mit Hilfe der Sherman-
Morrison-Formel hergeleitet werden kann [13},/103,/104]:

CluuTC—1

-1 _ T\—1 _ ~—1 _
G '=C+w' ) =C W o=

(3.21)

mit der Gréfe A := 1 +«”C~'u. Bei uvu’ = u ® u” handelt es sich um das dyadische
Produkt des Vektors w mit seiner Transponierten, so dass uu’! wieder eine 8M x 8M-
Matrix ergibt.

Wir fithren die folgenden dimensionslosen Einheiten ein

fL? _ glL? .
= I =4 7= 3.22
: K ’ g T ’ ko (3.22)

lassen M gegen Unendlich gehen und erhalten damit fir die Gréfie A(z) :

00 o
M) =1+ u"Clu=14 37 cuum =1+ 3y uw
I,m=1 =1

P sin2(l—“) QT 2 vz (3:23)
ST e = (1 e )

mit den Matrixelementen c,,! der Inversen von C' (siehe Definition in (3.13)). Folglich
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3. Spannungs-Dehnungs-Kurve von vernetzten Biopolymeren

konnen wir fiir die exakte Force-Extension-Relation schreiben:

(L)) _, 1N 9 00 _ _ioo 1 g1 & sin()
L ! 4;“‘”‘1 2;(l7r)2+z+)\(z);(l7r) 2((Im)2 + 2)2
N o .
=1- %(\/Ecoth(\/g) -1)+ 8292T)\(z) (1 — jgtanh(\zf) +5 sech2(\§)> .
(z(L))- L~ g (L)L gink

(3.24)

Das Ergebnis in setzt sich aus zwei Beitrdgen zusammen. Der erste Term
((x(L)) - L' | 4g) rithrt vom crosslinkunabhéngigen Anteil des Hamiltonians Hg her
und entspricht demzufolge dem Marko-Siggia-Term, der das Verhalten einer der beiden
Polymerketten ohne Crosslinks wiedergibt [13,87]. Der zweite Term ((z(L)) L' | i)
beschreibt den Crosslink-Anteil an der Force-Extension durch einen einzelnen, bei

s1 = L/2 fixierten Crosslink mit der Crosslink-Starke g [13].

Sieht man sich den Kurvenverlauf der Force-Extension als Funktion der Kraft z an
(vergleiche Abbildung in Kapitel 3.6]), so wird deutlich, dass die Steifigkeit des
Systems mit Crosslink im Vergleich zum crosslinkfreien Fall erhoht ist. Allerdings wird
dieser Unterschied mit zunehmender Kraft geringer. Des Weiteren ist mit der Erh6hung
der Crosslink-Stérke § ein nichtlinearer Anstieg der Steifigkeit verbunden.

Harte Crosslinks

Sehen wir uns nun an, was passiert, wenn die Crosslink-Starke § unendlich grof wird.
Dieser Grenzfall vereinfacht das Ergebnis des Crosslink-Anteils ((z(L)) - L™ | i) in

(3.24) und wir erhalten fir § — oo

(x(L)) g—vo0 _ (T) ‘ 2\/Ecosh( =) — 651nh( =)+ \/Esech(‘{)
L i 82 \/Ecosh(%) — 2s1nh(%) .

(3.25)

3.4. Berechnung der Force-Extension fiir mehrere Crosslinks
iiber die Zustandssumme Z

Mit Hilfe der Sherman-Morrison-Woodbury-Formel [42}|103}|104] ist es prinzipiell mog-
lich, die Force-FEaxtension auch fiir ein System mit mehreren Crosslinks auszurechnen.
Im Falle von N Crosslinks erhalten wir fiir die Inverse von G mit der in (3.14]) einge-

fuhrten Matrix U (vergleiche (3.21)):

Gl=C+uuhHt=c?t-c'U(iyxn+UTC )y UTC?, (3.26)

mit der N x N-Einheitsmatrix 1y y. Die Komplexitdt der zu invertierenden N x N-
Matrix A := (Iyxny + UTC~U) erhoht sich jedoch mit steigender Crosslinkzahl sehr
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3.5. Berechnung der Spur von log(1 4+ C~'UUT) :

schnell. Daher erscheint es vorteilhaft, zur Berechnung einen alternativen Loésungs-
weg zu finden. Eine Losungsmoglichkeit fithrt iiber die Berechnung der kanonischen
Zustandssumme des Systems [97].

In Bezug auf die Berechnung der Force-Eztension-Relation mit Hilfe der Zustandssum-
me siehe auch die Publikation von A. v. d. Heydt, D. Wilkin, P. Benetatos und A.
Zippelius [51].

Die kanonische Zustandssumme eines Systems, das durch den Hamiltonian #[y;(s)]
beschrieben wird, lautet mit 3 := (kgT) ™! :

z- / Dly(s)Je i) (3.27)

In unserem Fall beschreibt das Freie-Energie-Funktional (3.7) zwei Weakly Bending
WLCs, die durch N Crosslinks dquidistant miteinander verbunden sind und die durch
eine Kraft f entlang der z-Achse auseinandergezogen werden.

Mittels der Zustandssumme kénnen wir die gewiinschte Force-FExtension bestimmen,
namlich tiber die Ableitung des Logarithmus von Z nach der Kraft f [97]:

k:BT) . Odlog Z
2 of

Da die Force-Extension-Relation fiir das System ohne Crosslinks bekannt ist [87], kén-
nen wir uns darauf konzentrieren, lediglich den crosslinkabhéngigen Anteil der Force-
FExtension zu kalkulieren. Das bedeutet, wir berechnen dafiir ausschliellich das Ver-
héltnis der Zustandssumme Zj des crosslinkfreien Systems zur Zustandssumme Z des
gesamten Systems inklusive der N Crosslinks. Fiir dieses Verhéltnis 2, gilt mit Hilfe
der Relation fiir eine quadratische n x n-Matrix W [54]

@)= ( (3.28)

(det W)~ 2 = ¢~z SplogW (3.29)
sowie mit det C' # 0 und unter Beriicksichtigung von ([3.27))

P 2 [ Dly(s)]e PG (et G)™
rel += Zo B fD[y(s)]efﬁHO[y(s)} - (det C)_

Mit Hilfe der Taylorentwicklung des Logarithmus kénnen wir (3.30|) umschreiben und

finden
1N ((—1)kt! 1Tk
Zrel = €XP —5 E TSp(C uu-) . (3.31)

k=1

= (det(1+C'UUT)) 2. (3.30)

[T ST

Die zur Bestimmung von Z,¢ notwendige Berechnung von Sp(C~'UUT)* wird im fol-
genden Kapitel gezeigt.

3.5. Berechnung der Spur von log(1 + C1UUT):

Zur Auswertung der Spur von (p_lUUT)k ik =1,2,...,00 aus (3.31) liegt es nahe,
die Matrixelemente von P := UU” aus (3.16)) zu ermitteln. Wir finden fiir diese (siche
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3. Spannungs-Dehnungs-Kurve von vernetzten Biopolymeren

Anhang (B.3)

~ n
Pmn = <g2> : (6m—n,2ﬁZ - 6m+n,2ﬁ,Z) 5 (332)

mit der Menge der ganzen Zahlen Z .
Mit der Anzahl der Crosslinks N ist die Periodizitit von P verkniipft; demnach ist

P periodisch in den Matrixindizes m und n mit der Periode 272 = 2(N + 1), (siehe
Anhang |B.3).

Unter Anwendung von Eigenschaften des Kronecker-Produktes [106}/110] (siehe Anhang
B.4) sind wir in der Lage, das Matrixprodukt von C~! mit UU” in der folgenden Weise
anzugeben:

CYUT — 61T @ ( o ) , (333
um schliellich die zu berechnende Spur wie folgt zu schreiben:
Sp(CT1UUT)! = Sp (A @ F)*) = Sp(A¥) - Sp(F*), (3.34)
mit den beiden Matrizen
A G007 wd P ( o ) e

Damit haben wir die Bestimmung der Spur (3.34) aufgeteilt und wir kénnen getrennt
Sp(A*) und Sp(F*) ermitteln. Es ist Sp(F) = 2, die Eigenwerte von F sind A\; = 2
und Ao = 0. Mit den Eigenwerten Ay, Ao, ..., A\, einer n x n-Matrix F' gilt:

Sp(F) =" A;, det(F) =[] Ai; allg. Sp(F¥) => " AF. (3.36)
=1 =1 =1

Somit erhalten wir schliefllich
Sp(F*) =2~ . (3.37)

Zur Berechnung der k-ten Potenz von (C~'UUT) befassen wir uns zunéchst mit der
Matrixstruktur. Diese besitzt aufgrund der 2n-Periodizitit die folgende Blockstruktur

(vergl. (B.14) im Anhang|B.3):

A4

. Ay ... Ay

clvot=| © . | eM@Mnx2Ma,R), (3.38)
Ay ... Ay

mit den Matrixelementen der 21 x 2n-Blockmatrix fl# :

- gn _ «
at, = <2> (1) 2my4m Om—n0 = Smn2an-)) , N :={1,2} (3.39)

und der Blockmatrix-Zahl u = 1,2,..., M sowie den Zeilen- und Spaltenindizes in-
nerhalb der Blockmatrix m,n = 1,2,...,2n . Das bedeutet, in der Blockmatrix-
Schreibweise liest sich C~UUT als eine M x M-Matrix mit 27 x 27-Blockmatrizen
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3.5. Berechnung der Spur von log(1 4+ C~'UUT) :

als deren Matrixelemente. Die Matrixmultiplikation der Blockmatrizen verlduft analog
zur Multiplikation von gewohnlichen Matrizen [42,/107]. Zuné&chst fithren wir eine neue
Matrix ein, die wie folgt definiert ist:

M
Z A, , %€ M(2n x 27, R) . (3.40)
Die dazugehorigen Matrixelemente sind

Omn = ( ) Z C(“ 1)(2R)+m 5mfn,0 - 5m+n,2ﬁN*) = Sm(émfn,o - 5m+n,2ﬁN*) .

(3.41)
Wir erhalten damit fiir die k-te Potenz von (C~1UUT):
Alikil - filikil
- -~ Agik_l - AQik_l
(COUT) = . . . : (3.42)
AMSk_l ... AMik_l

Nun liegt es nahe, zunéchst die Potenzen von ¥ zu bestimmen. Wir erhalten fiir %2
die Matrixelemente

%
(5'2)mn = Sm Z(5m—l,0 - 5m+l72ﬁN*)(5l—n,0 - 5l+n,2ﬁN*)Sl
=1
7
Sm Y (0m 101m + 61,25N* —m01,2N* —n — 01,001 2N* —m — Om 101 2N* —n ) S
=

Sm Sn + SZﬁfn)((Snfm,O - 5n+m,2ﬁN*) .

N

I
A

(3.43)

Hierbei sieht man leicht, dass beim Quadrieren die Besetzungsstruktur der Matrix
(C~'UUT) aufgrund des Terms (0n—m,0—0On+m, 25N+ ) erhalten bleibt. Das bedeutet, dass
alle Matrixelemente der Haupt- und Nebendiagonalen (fiir deren Indizes (m—n) € 2nZ
A (m+n) ¢ 207 gilt) durch das Potenzieren weiterhin positiv, die Matrixelemente der
Haupt- und Neben-Gegendiagonalen (fiir deren Indizes (m+n) € 2nZ A (m—n) ¢ 2nZ
gilt) dagegen weiterhin negativ bleiben. Alle restlichen Eintrdge bleiben Null.

Nun konnen wir sukzessive alle weiteren Potenzen von X analog zu ([3.43) ausrechnen

und erhalten fiir die entsprechenden Matrixelemente fiir k£ > 4 :

27

(5k_1)mn = Sm(Sn - S2ﬁ—n)k_3 Z(ém—l,o - 6m+l,2ﬁN*)(6l—n,O - 6l+n,2ﬁN*)Sl
=1 (3.44)

= Sm(sn + S2ﬁ—n)k_2(5n,m - 5n+m72ﬁN*) .
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3. Spannungs-Dehnungs-Kurve von vernetzten Biopolymeren

Auch das Matrixprodukt /Nlu - 3k=1 14sst sich in gleicher Weise berechnen, wir geben

die Matrixelemente dazu an:
2n

(@) = c o +le: md = Om1,2a8+ ) (Sn + S2i—n)* 2 (61 — Oni,2mn+ ) S)
1

= c;(lzﬁ)er(Sn + SZﬁ—n)kfl(fsn,m - 5n+m,2ﬁN*) .
(3.45)

Mit Hilfe eines weiteren Indexes b = 1,2,..., N konnen wir die Symmetrie beziiglich
21 ausnutzen und erhalten fiir die Spur
M n-—1

Sp(C-LOTTYr — ( > ZZ o b 1) (Sacs + Saen) T (3.46)

und mit der Definition von Sm aus ) folgern wir
Sp(CtUUT)*

£
-(5) 3
(3.47)

und erhalten damit zu guter Letzt mit (3.34) sowie (3.37) und der Vertauschung der
Summen die gewilinschte Spur (siehe Veroffentlichung von A. v. d. Heydt, D. Wilkin,
P. Benetatos und A. Zippelius [51])

n—1 oo k
Sp(CTUUT)* = (gn)* - 3 (Z(C~<1zu -+ - 1)+b)> SNCE

b=1 \p=1

n—1

>

M

k—1
b+ Cauenyn) (Z (Cagapr—1)-5 + 05(12#’—1)-&-17))

w=1

n—1 k
(Z 2,u 1)— b+c"( )+b)> ;

b=1

Hierbei wurde die Summation tiber alle Modenzahlen ausgefiihrt (M — oo) .

3.6. Ergebnis der Force-Extension mit Hilfe von Z,

Wir setzen das Ergebnis aus dem vorigen Kapitel Gleichung (3.48)), in die relative
Zustandssumme (3.31]) ein. Es zeigt sich, dass Z.q in N Faktoren faktorisiert (siehe
auch [51]) . Mit

foi=(gn) - Y (Cf_l(lzu—n—b + cf_z(12u—1)+b) b=12,...,N (3.49)
pn=1
finden wir
1.2 (_1)]€+1 n—1 n—1
Zrel_exp{_2z [ L (Z(fb )k>]}: Hexp <_(10g(1+fb))
k=1 b=1 b=1
- _— 1 (3.50)
=[[a+m) 2= ][] (Z0n2)"2,
b=1 b=1
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3.6. Ergebnis der Force-Extension mit Hilfe von Z,

mit dem Faktor

gT sinh (Y2 gT ™
Z(b,n,z)=1-— <9T> : b5 ) +-— g1 <1+tan (22)> : (3.51)

232 cos() + cosh(%2) 227

Dieses Zwischenergebnis ermoglicht uns nun die Ermittlung der Force- Extension-Relation.

Die exakte Losung des crosslinkabhéngigen Anteils lautet mit b= %b

(z(L))
L

= (i) . (m‘ggfzrel) _ (i) . alog(det(ﬂ;fc—lUUT))

__(T 0207,z gT? R A

4L) Z Z (b, 1, 2) _4222 n, 2

b=1

(3.52)

mit den Termen z(b, 71, z) und n(b,n, z), die wie folgt definiert sind:

) <cos(l§) + cosh( [))

b
2

S

\/E) cos?(

n

z(b,m, z) := 3nsinh(

DO |
3

N

—Vz [(COS([A))—FCOSh( - )) + cos?(=) 1+cosh(\/g)cos(i))>

) — (‘E]T> <cos(3)+cosh(\ﬁf)>

l\')\@»/"\

n(b,n,z) == (cos(l;) —l—cosh(\;f)) [( 21/ cos?(

(3.53)

Die gesamte Force-FExtension-Relation beinhaltet aufler dem Crosslink-Term zusétzlich
noch den Term fir die Polymerketten, das heifit wir addieren dafiir lediglich den Marko-

Siggia-Term aus (3.24)) und erhalten:

(z(L)) T
I 1— E(\/ECOth(\/E) -

.z
_ (3.54)
= n(bn,z
In den beiden Abbildungen (3.2)) und (3.3 ist das Verhalten der Force-Ezxtension-
Relation ((x(L)) - L™') bzw. deren Crosslink-Anteil ((z(L)) - L™!| ) als Funkti-
on der Kraft z fiir eine unterschiedliche Anzahl N von Crosslinks dargestellt. Fir
das Verhéltnis von Kontur- zu Persistenzlange gilt nach (3.1)) und (3.22)) die Relation
L/Lp=T/2.

Man kann aus den Kurven schlieflen, dass mit zunehmender Crosslinkzahl das System
immer steifer wird, der Zuwachs jedoch nicht linear verlauft. Genauer gesagt trégt jeder
weitere hinzugefiigte Crosslink immer weniger zur Erhéhung der Steifigkeit bei. Au-
Berdem werden die crosslinkzahlbedingten Unterschiede in der Force-FEaxtension immer
kleiner, je hoher die Zugkraft ist.
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gL3T =100, /L, = 0.1 gL3T =100, LL, = 0.1
0.996 ‘ ; ‘ ‘ 0.006 ‘ ‘ :
—  N=1
0.994 | 0.005 [ N2
L N=4
0.992 £ 0004 L\ |
2 099 = : N=8
& < o003y N T N=16
% 0988 5 ) N =32
X 0.002
0.986 |
0.984 0.001
0.982 ‘ : P 0
0 10 20 30 40 50
z z
Abbildung 3.2.: Force-Extension Abbildung 3.3.: Crosslinkabh.  Anteil der
(z(L)) - L~! als Funktion von z fiir ver- Force-Extension (x(L))-L~! |x1mk als Funkti-
schiedene Crosslinkzahlen N on von z fiir verschiedene Crosslinkzahlen N

Nun legen wir das Augenmerk auf den Fall variabler Crosslink-Stérken g bei einer
konstanten Crosslinkzahl N (siehe Abbildung ) Auch hierbei lasst sich mit zu-
nehmendem § eine nichtlinear abnehmende Elastizitdt bzw. wachsende Steifigkeit des
Modellsystems feststellen. Offensichtlich existiert eine Grenzkurve fiir den Grenzwert
harter Crosslinks, woraus gefolgert werden kann, dass die Steifigkeit des Systems durch
die Erhéhung von g nicht beliebig gesteigert werden kann.

Harte Crosslinks

Im Limes harter Crosslinks (Hard-Crosslink-Limit, § — oo) vereinfacht sich der Aus-
druck (3.52)) ein wenig, das heifit, es gilt in diesem Falle

1
|

to(L) )
L ldink, oo 422 £ ng(b,, 2) (3.55)
mit
- 1 R \/2 2
ng(b,n,z) :=—(— (cos(b) + cosh(% ))
g <\/E> ' (3.56)

2n . z 2 l; 2 \/2
+ <> sinh(~—) cos (5) (cos(b) + COSh()) ’

n

wobei man direkt sehen kann, dass in diesem Grenzfall die Force- Extension unabhéngig
von § ist. Fiir den Fall N = 8 ist in Abbildung die Force-Ezxtension fir harte
Crosslinks iiber der Kraft z aufgetragen. Wéahrend sich bei kleinen Crosslink-Stéarken
die verschiedenen Force-Eztension-Kurven fir groe Werte von z rasch annéahern (siehe
Abbildung ), sind die durch N bedingten Unterschiede im Kurvenverlauf bei harten
Crosslinks immer noch stark ausgeprégt.
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N = 8 Crosslinks, L/L, = 0.1 Hard-Crosslink-Limit: gL2/T — oo, L/L, =01
0.998 ‘ ‘ ‘ : 0.998
0.996 |- 0.996 -
0.994 | e ssns 0.994 |
o 0992 f ] 40992 | i
~ I _4" 2 _ /\\ } o
= o099t T gL/m=0 5 099 -
< e g|2_ /T=4 <
< 0988 [ oL2T = 161 Z 0988 [
| gLAT =64 | 0.986 -
0.986 oL2/T = 256 :
0.984 {/ gL2/T2 =1024 | 0.984
0.982 ‘ ‘ 9L > 0.982 ‘ ‘ ‘ w
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
z z
Abbildung 3.4.: Force-Extension Abbildung 3.5.: Force-Extension
— . . —~1 . .
(z(L)) - L~' als Funktion von z fiir ver- (z(L))-L ’(}—)oo als Funktion von 2z im
schiedene Crosslinkstérken § Hard-Crossink-Limit fur verschiedene N

Strong-Stretching-Limit

Eine andere, weitere Vereinfachung fiir den crosslinkabhéngigen Anteil der Force-FEz-
tension erhalten wir, indem wir den Grenzfall hoher Zugkréfte betrachten, das heifit
dabei gilt z > 1. Dieser Fall wird Strong-Stretching-Limit (ssl) genannt, er fithrt uns
zu dem folgenden Resultat:

| g 1 (ers)
L |aink ssl S 2 bzzzl \/2{ {—Q’FlCOSQ (271;) + Z] 120 25%2) cos? (27-2)} . (3.57)

Ax(L)

Abbildung 3.6.: Relativer Fehler A(x(L)) zwischen exakter Losung und Strong-Stretching-
Limit in Abhéngigkeit von z

Um eine Vorstellung von der Groflenordnung des Fehlers zu erhalten, die mit der Ndhe-
rungslosung des Strong-Stretching-Limits gegeniiber der exakten Losung gemacht wird,
ermitteln wir den relativen Fehler A(x(L)) zwischen der exakten Losung ((z(L))-L™1)
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3. Spannungs-Dehnungs-Kurve von vernetzten Biopolymeren

und der des Strong-Stretching-Limits:

<$(L)>SSI L= <$(L)> L7t |MS, ssl T <$(L)> L |xlink,ssl ) (358)

das heiBt, wir berechnen mit (x(L)) - L~} |ms, s = 1 — L(vz-1)

Das Ergebnis aus ist in Abbildung fiir eine unterschiedliche Anzahl N
an Crosslinks in Abhéngigkeit von z aufgetragen. Offenbar wird der Fehler sowohl
bei Verringerung der Crosslinkzahl N als auch bei Erhéhung von z schnell kleiner.
In Anbetracht des sehr kleinen numerischen Fehlerwertes kann von einer sehr guten
Naherung gesprochen werden.

3.7. Berechnung von G~! mit Hilfe des Theorems von
Cayley-Hamilton

Das Modellsystem mit einer beliebigen Anzahl N an Crosslinks ldsst sich mit Hilfe
der Zustandssumme Z 16sen (siche Kapitel bis . In diesem Kapitel wird eine
alternative Methode vorgestellt, die zur Bestimmung der Force-Extension-Relation des
eingefiihrten Modellsystems mit N Crosslinks verwendet werden kann. Das Ziel dieser
Methode besteht darin, die Matrix G (siehe (3.12)) mit Hilfe des Theorems von Cayley-
Hamilton zu invertieren, um {iiber die Relationen und das angestrebte
Ergebnis zu erhalten.

Das Theorem von Cayley-Hamilton besagt, dass jede quadratische nxn-Matrix B ihrem
charakteristischen Polynom fp()) := det(A1l, — B) geniigt [29,36]. Die n x n—Ein-
heitsmatrix wird dabei mit 1,, und die n x n-Nullmatrix mit 0,, bezeichnet. Ist also

o) = (=1)" X" = p A" £ poX" 2 4 (<17, (3.60)
die charakteristische Funktion einer solchen Matrix B, so gilt
F(B) = (~1)" [B" — piB" 4 puB 4 4 (1)L =0, (361)

und damit fiir die Inverse [29]
= BT BT BT (<) L] (362)

Zur Berechnung der Matrix B~! sind dementsprechend zuerst die Koeffizienten des
charakteristischen Polynoms p1,po,...,p, zu berechnen. Sind Aj, A9, ..., A, die cha-
rakteristischen Wurzeln der Matrix B, das heift, gilt

fBA) = (A =A)A=X) - (A= An), (3.63)
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3.7. Berechnung von G~' mit Hilfe des Theorems von Cayley-Hamilton

so kann gezeigt werden, dass die Potenzen \¥, Ak, ... AF die charakteristischen Wurzeln
der Matrix B¥ sind (k = 1,2,...) [36]. Folglich kann daraus die Spur der Matrix B*

abgeleitet werden:
n

Sp(BF) =sp=> A, k=1,2,.... (3.64)
i=1
Zwischen den Spuren der Matrizen B, B2, ..., B” und den Koeffizienten des charakte-
ristischen Polynoms existiert eine Relation. So werden nach der Methode von U. LE
VERRIER die Spuren sj zur sukzessiven Berechnung der Koeffizienten p1, pa, ..., py mit
Hilfe der Newtonschen Formeln herangezogen. Genauer gilt [29,33]

p1 =51
p2 = (p151 — 52)/2
p3 = (p2s1 — p152 + s3)/3 (3.65)

Pn = (Pn—151 — Pn—282 + ...+ (=1)""1s,)/n.

3.7.1. Rechenschritte

Wir betrachten zundchst die zu invertierende quadratische Matrix
G=C+UUT =C(lyyn +C7OUT) = G71 = (ups + CTrUUTY IO (3.66)

mit der Matrix B := (Lyyn + C7UUT) € M(4M# x 4M7i,R) . Um die Inverse der
Matrix G zu bestimmen, bietet es sich an, zunichst B~! nach der oben erwihnten
Vorgehensweise abzuleiten.

Mit Hilfe des Formalismus der Blockmatrizen [42,107] sind wir in der Lage, die Matrix B
in einer ubersichtlicheren Form darzustellen. Mit der 4n x 4n-Einheitsmatrix 147 := F

sowie den 47 x 4n-Blockmatrizen Aq, As, ... konnen wir sie schreiben als
FE+ A Ay ... Ay
Ao E+ Ay ... As
B = . . ] . (3.67)
Ay A ... E+Ay

Die Blockmatrizen A, kénnen mit Hilfe des Kronecker-Produktes wie folgt ausgedriickt
1

werden: A, = fly &
(3.39) in Kapitel

- gn - *
= (5) G yamemOnno — Smename) N = {12}, (369

1 _11> , mit den Elementen der 27 x 27-Blockmatrix flu aus

und der Blockmatrix-Zahl p = 1,2,..., M sowie den Zeilen- und Spaltenindizes in-
nerhalb einer Blockmatrix m,n = 1,2,...,2n . Zur Kennzeichnung der ,Blockmatrix-
Elemente“ verwenden wir neben p einen weiteren Index v =1,2,..., M . So schreiben
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wir fiir die in (3.67) auftretenden Blockmatrizen
Bu =0uE+ Ay =06,E+A,-Ty mit Tp:=E. (3.69)

Wir berechnen zunéchst beliebige Potenzen der Matrix B und erhalten fiir die ,,Block-
matrix-Elemente” der zweiten Potenz

M
(B =3 (0 B + AuTo) (950 + Aj) = 60 B + Ay (S + 2E)
= (3.70)
=: IU/E + AuTl ,
mit ¥ := M A, . Hohere Potenzen kénnen nun sukzessive mittels wiederholter

Matrixmultiplikation hergeleitet werden, wobei sich die ,,Blockmatrix-Elemente“ der
k-ten Potenz (B¥) w durch den Term T}, charakterisieren lassen. So erhalten wir fiir
die k-te Potenz von B allgemein fiir k£ > 2

M
(Bk)/w = Z (5qu + AukaZ) (5jvE + Aj)
=1
’ (3.71)
= 5MVE + AM (Tk_gz + E + Tk_Q) = 5,ul/E + AuTk—l
= 6wE + 4,57 (B + B - B| |
Fir den Term T}, gilt demnach im Allgemeinen die Relation
T, = »1 [(2 + B - E] . fir k=0,1,2,... , (3.72)

was per vollstdndiger Induktion gezeigt werden kann. Als Induktionsanfang berechnen
wir unmittelbar Ty = E und 77 = ¥ + 2E , in Ubereinstimmung mit und
3.70). Im darauffolgenden Schritt gilt es zu zeigen, dass Tj4q = X1 {(Z + E)k+2 E}
fur alle £ > 1 giiltig ist. Zum Beweis der Induktionsbehauptung verwenden wir die
Beziehung T, = (Tx1 X+ E+Tg—1) ; k = 1,2,... , aus im ersten und die
Induktionsvoraussetzung im zweiten Rechenschritt:

T =TS+ E+ T =371 (S + B — E| S+ B+ 37 (S + B)H - B
= 2*1 [(2 + E)k+2 . E} )
(3.73)

SchlieBlich finden wir fiir die Spur der Matrix B¥ mit E := >, E in Blockmatrix-
Notation:

M
Sp(BY) = sp =Y (E+ Ay Te1) = B+ [(S+E) - B|
v=1
- o k (3.74)
_ gn _ _
=4Mn + Z (1 +2- <2> : Z (CQﬁl,u—i—ﬁ—b + CQﬁlu-i-ﬁ—i-b)) -1
b=1 n=0
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3.7. Berechnung von G~' mit Hilfe des Theorems von Cayley-Hamilton

Im Einklang mit dem Formalismus fiir die Blockmatrizen berechnen wir auch die Koef-
fizienten bezogen auf die Blockmatrizen und bezeichnen diese aus diesem Grunde mit
Pr . Zur Bestimmung der Koeffizienten pi,...,p, gehen wir von der 4Mn x 4Mn-
Matrix B aus, wir definieren in diesem Zusammenhang E als die endliche Summe von
M 47 x 47-Einheitsmatrizen 145 : E = M - E. Als Startwert der schrittweisen Berech-
nung von LE VERRIER kann unmittelbar §; = (E + X) angegeben werden. Man kann
daran erkennen, dass die Koeffizienten p;, fiir & > 2 faktorisieren, das heifit, es gilt

k—1
1 _ _
b= (m) lH(E—z‘-E)] (E+k-%) fir k=23, M.  (3.75)
“/ Li=1
Dies kann zusammenfassend und vereinfachend fiir alle k = 1,2,..., M in der folgenden

Weise geschrieben werden:

= () [+ ()] 379

Insbesondere fiir den Spezialfall £ = M finden wir: py = (E + X) . Die Kenntnis der
Koeffizienten pj; aus sowie die der ,Blockmatrix-Elemente“ (Bk) pv Aus
nutzen wir zur Bestimmung der Inversen von B mit Hilfe des Theorems von Cayley-
Hamilton (siehe Gleichung ([3.62))). Wir erhalten nach einigen Rechenschritten fiir die
Blockmatrix-Elemente von B~! den Term

(143) -6 — Ay
1+

(B = (3.77)

Kehren wir zur standardméfigen Matrix-Indizierung zuriick, so kénnen wir nun die
Diagonalelemente der Matrix B~ angeben. Dazu bietet es sich aus Griinden der
Ubersichtlichkeit an, die Abkiirzung

Coi1,8) = (07 omu + Calpions) o 8 € {12} (3.78)
n=0

einzufithren. Die Diagonalelemente lauten dann mit (3.78)), b=1,...,(n —1);
pw=0,1,2,... und r € {0,1}

i (o.cr (5 py_—1
bl { 1+(112).((§2,~:€)1.2;1’27b;m ) ,firm=2(ntb+2np) — 71 (3.79)
1 , firm mod 2n € {27 — 1,0} .
Die Diagonalmatrix-Elemente sind demnach paarweise identisch, das heif3t
Domom = bam_19m-1 ¥Ym=1,2,... . (3.80)
Die zur Bestimmung der Force-FExtension-Relation bendtigte Spur
Sp(G~1) =Sp(B~lCch) (3.81)
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3. Spannungs-Dehnungs-Kurve von vernetzten Biopolymeren

kann nun mit Hilfe des Hadamard- oder Schur-Produktes ermittelt werden [16,54,55].
Dabei wird die Spur des Matrixproduktes alternativ mit Hilfe des Vektorisierungsope-
rators ausgedriickt. Dieser Operator transformiert eine m x n-Matrix in einen Spalten-
vektor der Lange m - n , indem die Spalten der Matrix der Reihe nach untereinander
angeordnet werden. Sind zum Beispiel dy, do, . . . , @, die jeweils m Matrixelemente ent-
haltenden n Spalten der Matrix A € M(m x n,R), so ergibt die Vektorisierung von
A

VGC(A) = (51, agy .-, 6n)T e R™™ . (3.82)

Die Spur des Produktes zweier Matrizen kann demgeméf als inneres Produkt zweier
Vektoren angesehen werden. So erhalten wir schliefilich

Sp(G1) = sp(B~'C)
= Sp ((C—l)TB—l) — vee(C Y vee(B~Y) = 3 (C1 o B Y

_ —1;-1 __ -1 3-1
- Z Cmnbmn - Z cmmbmm

n—1 ~

- emamnr {1+ (%) 600 -6 n)] 25 s
b=1 m=0

o 3 [0 (%) (26100 - isann) 2eturann }  + 2 it
m=0 p=0

(3.83)

Dieses Ergebnis lésst sich weiter vereinfachen. Nach einer einfachen Umschreibung

ergibt sich fiir (3.83)

Sp(G™) =2 it
pn=0

fi—1
Y0+ (on) - G @) {1+ (97) G (.b)] - 26 (A,5) — (97) Gl b))}

b=1
(3.84)

Fiir die Force-Ezxtension-Relation bendtigen wir die Relation (siehe Gleichungen ([3.49)

bis ([3.51))
1+ (g7i) - G (7, b) = 2 (b, 71, 2) (3.85)

und dartber hinaus die folgenden weiteren Zwischenergebnisse:
T\ & L -1 T T coth( ‘{f)
<2> > (Tr2 (7 + i) + z) = ntma (3.86)

pn=0

T sinh( \f)

T dnyz cos(Z2) + Cosh(‘ﬁﬁ) ’
(3.87)
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3.7. Berechnung von G~' mit Hilfe des Theorems von Cayley-Hamilton

<gﬁ52> | i 21: <7T2 (ﬁ@“ “DF b)2 ' [”2 (ﬁ(% — 1)+ (1) 6)2 + ZD_l

pu=15=0

GT? ,, b (1 + cos(Z2) cosh( ‘f)) 3172 sinh(‘f)
T 8ia? L+ tan (%) * b Va2 | 8252 b vy |
(cos(%) + cosh( ﬁz)) z cos(%2) + cosh(%)

(3.88)

Zur tibersichtlicheren Darstellung des Endergebnisses fithren wir des Weiteren die Ab-
kiirzungen

sin \@ T
e TCZSL( g L ta(b7) = (1 +tan2(22)) (3.89)

n

3 (1 + cos(Z2) cosh(‘f))
b,n,z):= 3.90
t3( ) (COS(%b)+COSh(ﬁ))2 ( )

n

ein und erhalten schliellich fiir die Force-Extension-Relation des Systems
(@(L)) T Tcoth(*2)

1 [e.9]
-1—= P S R N A
L 4";‘1’” Imm = T Iz

n—1 ) - ) T N
_ l; {[a@p(b,n, 2)] 1, {[Q‘a(b,n, z)] - <4ﬁ\/2> (b, 7, 2) (3.91)
_89;32 - [ta(b, ) + t3(b, 1, 2)] + Zi?/z t1(b, 7, z)}} '

Der Ausdruck enthélt definitionsgemé&fl sowohl den Beitrag der WLCs als auch
den der Crosslinks. Fiir den Spezialfall § = 0 vereinfacht sich dieser erwartungsgemé
zum Marko-Siggia-Term, der in gekennzeichnet ist. Somit haben wir eine weitere
Methode zur Ermittlung der Force-Extension gefunden.

Um die beiden komplexen analytischen Ausdriicke und , die durch die
beiden bislang vorgestellten Losungswege hervorgegangen sind, miteinander vergleichen
zu konnen, werden die Resultate graphisch aufgetragen. Zur Uberpriifung der beiden
Ergebnisse sind in Abbildung die aus der Zustandssumme (Z) (siehe Kapitel
und die mit Hilfe des Theorems von Cayley-Hamilton (C) (siehe hiesiges Kapitel
erhaltenen Force-Faxtension-Kurven fiir verschiedene Werte der Crosslinkzahl N bei
einem Verhéltnis zwischen Kontur- und Persistenzldnge von L/Lp = 1.0 aufgetragen.
Offenbar fiihren beide Resultate zu identischen Force-Extension-Kurvenverldufen, das
heifit, sowohl die Auswertung der relativen Zustandssumme wie auch die Anwendung
des Theorems von Cayley-Hamilton liefern das gleiche Resultat.

Im Vergleich zu Abbildung wurde in Abbildung neben zum Teil abweichen-
den Crosslinkzahlen eine zehnfach niedrigere Persistenzlédnge Lp gewéhlt (L/Lp = 1.0).
Die damit verbundene erhéhte Flexibilitdat des Systems fithrt zum Anwachsen der trans-
versalen Fluktuationen und spiegelt sich unmittelbar in kleineren Extensionen, das
heifit in kleineren mittleren End-zu-End-Abstdnden wider.
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3. Spannungs-Dehnungs-Kurve von vernetzten Biopolymeren

LT =100, L/L, = 1.0
0.96

0.94 Apayayaya¥-¥Tlo s =mm

0.92 -

-
/:\\ 09 [ N = O T
< E— N=1,(2) |
x 088 T N=1,(C)
0.86 - N =10, (2) |
N =10, (C)
0.84 N =50, (2) 1
N =50, (C)
0.82 : :
0 10 20 30 40 50

z

Abbildung 3.7.: Vergleich der Force-Extension-Ergebnisse (z(L)) - L™!, gewonnen aus der
Zustandssumme (Z) und mit Hilfe des Theorems von Cayley-Hamilton (C)

3.8. Berechnung der Force-Extension mit Hilfe einer
Reihenentwicklung

Eine dritte und recht kurze Variante zur Kalkulation der Force-FExtension-Relation fiir
eine beliebige Zahl von N = i — 1 Crosslinks l&sst sich durch eine Reihenentwicklung
fir eine inverse Matrix herleiten [43]. Das Ziel besteht auch hier darin, die Spur von
G~! zu bestimmen. Unser Ausgangspunkt der Berechnung ist dementsprechend (siehe
(3.66))):

Gl = (lypn + A7C™ ) mit A:=C oUT. (3.92)

Wir entwickeln nun (14377 +A)~! in eine Reihe, so dass wir fiir (3.92)) schreiben kénnen:

G = <14Mﬁ + i(A)’“) ct. (3.93)
k=1

Damit ist es ganz offenkundig, als néachstes die Spur der Summanden in (3.93)) zu be-
stimmen. Wir finden zunéchst mit den in (B.15]) und (B.16|) angegebenen Eigenschaften

des Kronecker-Produktes (siehe auch (3.33) bis (3.35) und (3.37) in Kapitel [3.5)

Sp(AfC!) = 8p [ARC! @ F*| = Sp(AFCY) - Sp(F*) = 2F - Sp(AFC ). (3.9)

Hiermit und mit Hilfe von (3.46)) und der Abkiirzung (3.78) ergibt sich weiter

M n—1
gn _
o0 =2 () 20 S umny-a + i) s + S
p=t b=l (3.95)

n—1

= (gn) - Y_ €2, b) [(g7) - C1(7, b)) "
b=1

wobei wir im letzten Rechenschritt M gegen Unendlich gehen lassen. Das Zwischen-
ergebnis in (3.95]) ermoglicht es uns, zusammen mit der Definition von Z(b, 7, z) aus
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3.8. Berechnung der Force-FEztension mit Hilfe einer Reihenentwicklung

(3.50) die Spur der obigen Reihe auszurechnen:

o] n—1 00
Sp [Z(—l)k(z‘lkc_l)l = —(gn) - Y_ €2(n,b) {Z [(—=gn) - G1(7, b)]k}

k=1 ;7:11 k=0 (3.96)
= —(g7)- Y (%(n,b) - (Z(b7,2)) ")
b=1

falls |(—gn) - €1(n,b)| < 1. Die Relation in ergibt sich somit aus dem Wert
der geometrischen Reihe innerhalb der geschweiften Klammer. Geméfl der Relation
konnen wir nun die Force-Extension berechnen. Der erste Summand in (3.93)
ist lediglich die Matrix C~! und fiihrt zum bekannten Marko-Siggia-Term [13|/87].
Alle restlichen Reihenglieder enthalten die Matrix A und entsprechen dem crosslink-
abhingigen Anteil der Force-FExtension-Relation. Daraus schlussfolgern wir mit den
Abkiirzungen aus (3.89))

(z(L)) I &, - ko gk el
=24 Sp|)_ (-1)"(A"C™)
L xlink 8 Z : Z::l
VS (L) )+ 1507.9) - () 00,9 (20,52
- 5 n z — n,z n,z .
8 = 7 3 \/E 1\, 74, )
(3.97)
LT =100, /L, = 1.0
0.08 : :
—_ N=1,(2)
007 I - N=1,(R)]
\ —_— N=5,(2) |
. 0.06 \x_x Ns ()
=005 PN N =10, (2)
2 004 * N =10, (R) |
D W N = 50, (2)
T 003} ook W e N =50, (R)
0.02 OSER
0.01 | lidatss = =tEe ---______ =

Abbildung 3.8.: Vergleich der Ergebnisse des crosslinkabhédngigen Anteils an der Force-
Extension (x(L))-L™*| ., gewonnen aus der Zustandssumme (Z) und mit Hilfe der Rei-

xlin
henentwicklung (R)

Mit Abbildung wird graphisch die Gleichheit der Ergebnisse aus der Reihenent-
wicklung (R), (siche Gleichung aus hiesigem Kapitel und aus der relativen
Zustandssumme (Z), (siehe Gleichung aus Kapitel iiberpriift und kann dem-
nach verifiziert werden. Auch hier verwenden wir wie bei Abbildung ein Verhéltnis
von Kontur- zu Persistenzldnge von L/Lp = 1.0.
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3. Spannungs-Dehnungs-Kurve von vernetzten Biopolymeren

Damit haben wir insgesamt drei verschiedene Losungsmethoden diskutiert, mit denen
auf analytischem Wege die Force-Extension-Relation fiir das genannte Modellsystem
berechnet werden kann.

3.9. Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel wurde die Force- Extension-Relation fir mittels Crosslinks vernetzte,
semiflexible Biopolymere, die einer axial an den Kettenenden wirkenden Kraft ausge-
setzt sind, présentiert. Wir konnten feststellen, dass es mehrere Methoden zur Lésung
dieses analytischen Problems gibt.

Aus dem Ergebnis kann abgeleitet werden, dass eine Erhohung der Crosslinkzahl eine
Verringerung der transversalen Fluktuationen zur Folge hat und damit zu einer Ab-
senkung der Elastizitit bzw. zu einer Erhohung der Biegesteifigkeit des Modellsystems
fiihrt. Dieser Anstieg der Steifigkeit ist jedoch nichtlinear, genauer gesagt wird der
Beitrag jedes weiteren, zusétzlichen Crosslinks zur Erhéhung der Steifigkeit immer ge-
ringer. Auflerdem konnten wir sehen, dass der Crosslink-Anteil an der Force-FExtension
mit zunehmender Zugkraft immer kleiner wird.

Als eines der néchsten Ziele konnte man in Betracht ziehen, die Force-FExtension ei-
nes Systems mit dhnlichen Bedingungen zu analysieren. Zum Beispiel kénnte man
andere Randbedingungen an den Kettenenden einfithren [98]. Eine sich stellende Fra-
ge ist die nach dem Einfluss der Crosslink-Positionen, das heifit, wie wiirde sich die
Force-Extension dndern, falls andere Verkniipfungspunkte fir die Crosslinks zugelas-
sen waren.

Zum Beispiel wurde das kollektive Verhalten reversibler Crosslinks unter dem Einfluss
der Zugspannung bereits studiert [15]. Ein anderes, ebenfalls interessantes Vorhaben
ware es, die Anzahl der Ketten des Systems schrittweise zu erhdhen. Dies wiirde einer
Betrachtung von Biindeln entsprechen [14].
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A. Anhang zum Simulationsteil

In diesem Teil des Anhangs liegen einige zusétzliche Informationen und Ergédnzungen
zum Simulationsteil vor. Neben den Akzeptanzraten werden unter anderem supple-
mentire Groflen wie die diskrete Kriimmung oder ein alternatives Mafl zur Messung
des Quenched Disorder-Effektes erlautert.

A.1. Akzeptanzraten

Die in Kapitel besprochenen Akzeptanzraten hidngen aufgrund des exponentiel-
len Charakters des Metropolis-Auswahlkriteriums stark von den gewéhlten Sys-
temvorgaben bzw. den Parametern ab, da diese die durch einen Monte-Carlo-Schritt
bewirkten Energieinderungen AFE wesentlich beeinflussen. Wie grofi dieser Einfluss
ist, wird anhand der folgenden Diagramme verdeutlicht, in denen die Akzeptanzraten
a(p — v) sowohl fiir die Bend-Mowes als auch fiir die Crosslink-Moves in Abhéngigkeit
der wéhlbaren Parameter graphisch wiedergegeben werden.

Wir sind darauf bedacht, zu geringe Akzeptanzraten zu vermeiden. Werden vorgeschla-
gene Zustandsdnderungen zu oft verworfen, so kann dies dazu fiihren, dass thermische
Fluktuationen stark unterdriickt werden und das System als anndhernd statisch be-
trachtet werden kann. Ungilinstig gewédhlte Parameter, die eine geringe Akzeptanz der
vorgeschlagenen MC-Schritte nach sich ziehen, wiirden nur sehr langsame Zustandsin-
derungen zulassen und die zur Equilibrierung des Systems bené6tigte Zeit erhohen.

A.2. Bend- und Crosslink-Moves

Die Akzeptanzraten a(p — v) der in Kapitel beschriebenen Bend-Moves werden
als Funktion der Crosslink-Stirke a (siehe Abb. (A.1])), der Biegesteifigkeit x (siehe
Abb. (A.2))) und in Abhéngigkeit von der Crosslink-Dichte p (siche Abb. (A.3))) gezeigt.
Fiir die Datengenerierung lagen abstandsgleiche Ketten (RGr = 0) ohne eine Fzcluded
Volume-Wechselwirkung vor (Ez- Vol = 0).

Es ldsst sich ganz allgemein schlussfolgern, dass die Akzeptanzrate mit
o steigender Crosslink-Stérke «
o steigender Crosslink-Dichte p
o zunehmender Biegesteifigkeit x

abnimmt.

Offensichtlich weist der Abfall der Akzeptanzrate als Funktion von « einen exponentiel-
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A. Anhang zum Simulationsteil

len Charakter auf, wobei dieser mit zunehmender Crosslink-Dichte (siehe Abb. (A.1]))
sowie mit abnehmender Biegesteifigkeit verstirkt wird. Im Unterschied dazu nimmt die
Akzeptanzrate linear mit wachsender Crosslink-Dichte ab, und die negative Steigung
wiichst mit steigender Crosslink-Stérke a (siehe Abb. (A.3)).

Bend-Move, L = 11, Ny = 30, RGr = 0, Ex-Vol = 0, x = 20.0 Bend-Move, L = 11, Ny = 30, RGr = 0, Ex-Vol =0, p = 0.4
0.6 % 0.7
\-'\.‘ 0.6
2 3 .
"-.,.. Ry 05 [l
> 05 o > 04
1 .’o‘ ........... )
EY s, e EN
= o I e e Z o3
g 04 g s B g — 0=1.0
N p=0.1 .. N gof ww a=8.0
S o S s a=16.0
*g_ p=02 e *;.)_ 0320
N nn | e > =03 °.... N =,
z 03r O e e 2 | - 0=64.0
p=0.4 oq b a=128.0 )
p=0.5 : =256.0
0.0 b o - p=0.6 3.75*x**(-0.5)
0 100 200 300 400 500 10 100
Crosslink-Staerke o Biegesteifigkeit k

Abbildung A.1l.: Bend-Move: a(p — v) in Abbildung A.2.: Bend-Move: a(p — v) in
Abhéngigkeit von « bei verschiedenen Werten Abhéngigkeit von x bei verschiedenen Werten
von p von o

Auflerdem kann man feststellen, dass der Einfluss der Crosslink-Stéarke auf die Akzep-
tanzrate mit zunehmendem x geringer wird. Weisen die Akzeptanzraten bei kleinen
k-Werten noch hohe Unterschiede beziiglich « auf, so wird diese Differenz mit Erhohung
der Biegesteifigkeit stetig kleiner und die Kurven mit unterschiedlichen a-Werten miin-
den in einen gemeinsamen Verlauf, der eine Proportionalitit a(p — v) o« ﬁ offenbart

(siehe Abb. (A.2)).

Bend-Move, L = 11, Ny = 30, RGr = 0, Ex-Vol = 0, x = 20.0 Xlink-Move, L = 11, Ny = 30, RGr =0, Ex-Vol =0, p = 0.4
1 lmnwmw‘w'm
PO o e e "
' . I B
> 058 . B
T ) 0.1
ES Ex
s 056 e T
[0} N [O]
*@' _— a=1.0 4@‘ “n.]
% 0.54 a=2.0 % “, g
5 | e - a=4.0 i 5 001¢ k=10.0 ~ ]
g 0521 .. _ " 8 -
g = a=28.0 " g x=20.0 .
< o=16.0 Y = k=40.0 ,
051 =320 ol =800
e o= 64.0 0.001 £ e =160.0 "
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 1 10 100
Crosslink-Dichte p Crosslink-Staerke o

Abbildung A.3.: Bend-Move: a(pp — v) in Abbildung A.4.: Crosslink-Move: a(p — v)
Abhéngigkeit von p bei verschiedenen Werten in Abhéingigkeit von a bei verschiedenen Wer-
von « ten von K

Mit Hilfe einer einfachen analytischen Abschédtzung kann das Verhalten der Bend-
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A.2. Bend- und Crosslink-Mowves

Move-Akzeptanzraten zumindest in einer einfachen N&dherung nachvollzogen werden
(sieche Anhang [A.3]).

Die Charakteristik der Crosslink-Move-Akzeptanzraten ist erwartungsgeméfl vollig an-
ders. Auch hier fallt a(u — v) wie bei den Bend-Moves mit zunehmender Crosslink-
Stérke ab, was anhand der néchsten drei Diagramme (sieche Abbildungen ,
und ) gezeigt wird. Untersucht man die Abhéngigkeit von &, so fillt eine Beson-
derheit auf: Wahrend die Akzeptanzrate fiir hinreichend kleines o mit gréofier werdender
Biegesteifigkeit ansteigt, ist fiir eine geniigend hohe Crosslink-Stéarke der umgekehrte
Trend festzustellen, das heiit a(u — v) fillt mit zunehmendem & ab, und dieser Abfall
wird mit wachsendem o umso stérker (siehe Abb. (A.6)).

Ubersteigt die Crosslink-Stéirke einen kritischen Wert von a =~ 6, so zeigt sich fiir
die Akzeptanzrate als Funktion von « ein Potenzgesetz (siche Abb. (A.4)): so fallt
a(p — v) umso stérker ab, je hoher die Biegesteifigkeit der Ketten ist und wir finden
a(p — v) o const. - %) mit einem von x abhingigen negativen Exponenten (k).

Wird p bei verschiedenen Werten von « variiert, so bildet sich ein schwach ausgeprégtes
Maximum von a(u — v) bei einem Bereich zwischen p = 0.2, ..., 0.3 heraus (siche Abb.
(A.5)). Steigert man ausgehend von diesem Maximum die Crosslink-Dichte im System,
so stellt man fest, dass je nach Federstirke o die Akzeptanzrate fiir einen Crosslink-
Move unterschiedlich stark abfillt. So féllt a(u — v) zum Beispiel fiir o = 128.0
zwischen p; = 0.25 und ps = 0.6 um circa 3 Gréflenordnungen ab.

Xlink-Move, L = 11, Ny = 30, RGr = 0, Ex-Vol = 0, x = 20.0 Xlink-Move, L = 11, Ny = 30, RGr =0, Ex-Vol =0, p = 0.4
10° . . . . . 10°
B B g L O 107!
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> romnmdemmeheraed >
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w102 — =10 s
Q [0}
® a=20 T 10°
% L o=4.0 % -----------
g 10 .- =80 2, :
g o 10 4
% a=16.0 y E%‘ - a=64.0
104 L o =320 Y e 0=128.0
a=640 T T e 0=256.0
e o= 128.0
10 ‘ ‘ 108
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 10 100
Crosslink-Dichte p Biegesteifigkeit k

Abbildung A.5.: Crosslink-Move: a(n — v) Abbildung A.6.: Crosslink-Move: a(p — v)
in Abhéngigkeit von p bei verschiedenen Wer- in Abhéngigkeit von « bei verschiedenen Wer-
ten von « ten von «

Prinzipiell kann die Gesetzméfigkeit abgeleitet werden, dass hohe Werte der Para-
meter «, k und p zu extrem geringen Crosslink-Move-Akzeptanzraten fithren, die im
Vergleich zu den entsprechenden Bend-Move-Akzeptanzraten um mehrere Gréfienord-
nungen kleiner sind. Die harten Crosslinks sind im thermischen Gleichgewicht vermehrt
am Kettenende zu finden, wo sie Ketten zusammenziehen und innerhalb von Biindel-
strukturen im Mittel kleine Crosslink-Léngen aufweisen (siche Abb. in Kapitel
und Abbildung in Kapitel . Somit besteht bei einem durch den Monte-
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Carlo-Algorithmus vorgeschlagenen Crosslink-Move eine hohe Wahrscheinlichkeit, dass
per Zufall ein Crosslink aus der Biindelformation mit niedriger Lange und damit nied-
riger Crosslink-Energie ausgewahlt wird und der zugewiesene neue Gitterplatz zu einer
Erhéhung der mittleren Crosslink-Lange und damit zu einer a-abhéngigen Energie-
erhohung AF fithren wiirde. Diese Energieerh6hung wiirde allerdings nur mit einer
geringen Wahrscheinlichkeit gemaf akzeptiert werden.

Dies fithrt dazu, dass die Parameter innerhalb geeigneter Grenzen zu wéhlen sind. An-
dernfalls benotigt das System aufgrund der extrem langsamen Equilibierungszeit der
Crosslink-Moves eine lange Simulationszeit bis zum Erreichen des thermischen Gleich-
gewichts.

Eine analytische Abschitzung wie bei den Bend-Mowes ist hier schwieriger, da es bei
den Crosslink-Moves viel starker auf die genaue Kenntnis der Segment-Abstdnde der
dem Crosslink-Move zugeordneten Zustdnde p und v ankommt. So ist in diesem Fall
kein einfaches Modell wie im Falle der Bend-Moves aufstellbar.

A.3. Bend-Move: Analytische Abschatzung der
Akzeptanzrate

In Kapitel sind die sich aus der Simulation ergebenden Akzeptanzraten fiir Bend-
Mowves apend(a, k, p) fir verschiedene Parameter-Kombinationen von «,x und p auf-
getragen. Eine einfache analytische Naherung von apend (@, &, p) ldsst sich dafiir mit
Hilfe der folgenden Annahme realisieren. In unserem Ansatz gehen wir von geraden
Ketten aus, das heifit alle Segmente sind unausgelenkt (us; = 0 Vi = 1,..., Ny ;
s = 0,1,...,L). Der Kettenabstand zweier benachbarter Ketten wird als konstant
angenommen und mit d € [0, 1] bezeichnet.

Das fiir den Bend-Move ausgewéhlte Segment habe die Koordinaten (s, ). Dieses wird
per gleichverteilter Zufallszahl £ innerhalb eines Intervalls mit dem Intervallmittelpunkt
0 und der Breite 2f nach oben oder nach unten ausgelenkt, d. h. £ € [—f, +f]. Mit EY,
E}! werden die lokalen Biegeenergien und mit EY, , E7 die lokalen Crosslink-Energien
des Systems vor (Index v) bzw. nach (Index n) einem Bend-Move bezeichnet. Mit der
Ausfithrung eines Bend-Mowves geht folgende Energiedinderung einher:

AE(E) = (Ep + Eg) — (B + Eg)

A.
= 6k&% + afle((s i+ 1))(€% — 2d€) + e ((s, 1)) (€% + 2d€)] . (A1)

Die charakteristischen Funktionen beriicksichtigen die Moglichkeit einer Verkniipfung
des betreffenden Segments (s,7) mit bis zu zwei Crosslinks, was durch Belegungen der
Gitterplitze (s,i + 1) und (s,i) durch Crosslinks moglich ist. Der besseren Ubersicht
halber definieren wir

p:=1¢(s,i+ 1)+ Le((s,1)) , m:= le((s,i+ 1)) — Le((s, 1)) (A.2)

und geben die Werte der vier moglichen Félle fiir Crosslink-Belegungen an:

1. 0 Crosslinks auf den Gitterplétzen (s, + 1) und (s,i) = p=0,m=0
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A.3. Bend-Mowe: Analytische Abschitzung der Akzeptanzrate

2. 1 Crosslink auf dem Gitterplatz (s,i+1) = p=1,m=+1

3. 1 Crosslink auf dem Gitterplatz (s,i) = p=1,m=—1

4. 2 Crosslinks auf den Gitterpldtzen (s, + 1) und (s,i) = p=2,m=0 ,
wobei die beiden Fille (2.) und (3.) aus Symmetriegriinden dquivalent sind.

Die Energiedifferenz AE(£) ist also im Rahmen dieses Modells nur dann vom Ketten-
abstand d abhéngig, wenn genau ein Crosslink mit dem auszulenkenden Segment (s, 7)
verkniipft ist (siehe GI. ) Zur Bestimmung der Akzeptanzrate, basierend auf den
oben genannten Vereinfachungen, ist das normierte Integral

1 f
IZ(a, k) = o) / exp(—BAE(£)) d¢ mit apend(e, k) = min{l,Z(a,k)} (A.3)
—-f
auszuwerten. Schliefllich erhalten wir fir Z(«, <) in Abhéngigkeit der Parameter a, k
und unter Beriicksichtung der oben genannten Félle

amd)? a(pf—md)+6fk a(pf4+md)+6fK
ﬁexp((a d)n) erf(ARLBDI6T Ry 4 opp(2(p/ tnd) 6]k
I(a, K) _ pa+6 [ v/pa+6k v/pa+6k } ' (A4)

2 /pa + 6k

Machen wir eine weitere Vereinfachung und setzen den Kettenabstand d gleich Null, so

vereinfacht sich (A.4]) zu

merf(f\/ap + 6k
T(a )| mp = YU VP +6r) (A.5)
(\/ap T %)
Beriicksichtigen wir, dass die Wahrscheinlichkeit fiir die Belegung eines Gitterplatzes

mit einem Crosslink der Crosslink-Dichte p entspricht, so kénnen wir die Akzeptanzrate
wie folgt schreiben:

abend(av R, p) = (1 - p)2 : abend(a7 ﬂ)’p:O,m:O

5 (A.6)

+ 2(1 - IO)p : CLbend(aa H)‘p:Lm::l:l + P abend(a7 "f)’p:2,m:0 .
Die Abbildungen (A.7) und (A.8) zeigen exemplarisch die Akzeptanzrate apend (e, &, p)
fiir d = 0. Obwohl es sich hierbei lediglich um eine relativ einfache Abschétzung
handelt, erkennt man dennoch ein vergleichbares Verhalten wie bei den gemessenen

numerischen Akzeptanzraten (vgl. Abb. (A.1)) und (A.2)).

Dass die analytisch berechneten Werte der Akzeptanzraten insgesamt geringer ausfal-
len, ist nachvollziehbar. Denn eine Segmentauslenkung aus einer exakt gerade ausge-
richteten Kette heraus fithrt immer zu einer stirkeren Krimmung und damit zu einer
Energieerhohung. In Wirklichkeit verfiigen die thermisch equilibrierten Ketten iiber
einen von Null verschiedenen Kriimmungsgrad, der in Abhéngigkeit der entsprechenden
Parameter variiert (siehe ndchstes Kapitel . Diese Tatsache alleine fiihrt folglich
dazu, dass in der realen Simulation haufig Bend-Moves vorgeschlagen werden, die vom
Algorithmus immer akzeptiert werden, da sie zu einer geringeren Kettenkriimmung
und damit zu einer Energieerniedrigung fithren. Ein weiterer Grund fiir Abweichungen
zwischen Simulation und analytischer Abschétzung liegt im von Null verschiedenen,
variablen Kettenabstand.
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Bend-Move (analyt. Abschaetzung) , x = 20.0 Bend-Move (analyt. Abschaetzung) , p = 0.4
0.4
e a=1.0
0.3
> >
t t 0.2
ES Ex
® 0.2 w
2 2
o Y
N N
S S 0.1
S 015 p=0.1 o
[ [}
g p=0.2 _Q‘
T | e p=0.3 <
p=0.4
0.1t p=0.5 0.05
............. p=0.6
0 100 200 300 400 500 10 100 600
Crosslink-Staerke o Biegesteifigkeit k

Abbildung A.7.: Akzeptanzrate dpenq in Abbildung A.8.: Akzeptanzrate apepnq in
Abhéngigkeit von « bei verschiedenen Werten Abhéngigkeit von k bei verschiedenen Werten
von p von «

A.4. Diskrete Krimmung c(s)

Wie bereits in Kapitel beschrieben, werden die Polymerketten mit Hilfe von dis-
kreten Segmentkoordinaten (s, i) charakterisiert. Demzufolge kann daraus unmittelbar
die diskretisierte Konformation und damit auch die diskrete Kriimmung c(s) abgelei-
tet werden. Mit der mittleren diskreten Kriimmung bezeichnen wir per Definition die
thermische Mittelung der lokalen Kriimmungen, die durch die Auslenkungswerte dreier
benachbarter Segmente beschrieben wird (siehe Gleichung ([2.18))):

o(5) = (e) = lim ~ [ eu(t) at’, (A7)

t—oo t 0
mit dem Mittelwert der lokalen Krimmung am Segment s

Ny
1
cs(t) == Ny (us—1,i(t") —2us;(t') +usp1;(¥'))? und s=1,2,...,(L—1). (A.8)
i=1

Wir untersuchen also segmentweise die Kriimmungswerte der Ketten, wobei jeweils iiber
alle Ny Ketten gemittelt wird. Fiir die beiden duersten Segmente s € {0, L} ist nach
dieser Definition trivialerweise kein Wert definiert, so dass diese hier unberiicksichtigt
bleiben.

Die beiden Diagramme und zeigen den Verlauf der diskreten Kriimmung
fiir unterschiedliche Werte von p bzw. k, wahrend die jeweils verbliebenen Parameter
konstant gehalten wurden. Erwartungsgeméf fithrt eine geringe Anzahl von Crosslinks
nur zu geringen Krimmungsschwankungen entlang des Segment-Indexes s. Bei der
Erhéhung von p kann man feststellen, dass sich die Kriimmung im Bereich des fes-
ten Endes erhoht. Dies ist auch verstédndlich, denn mit steigender Crosslinkzahl tritt
verstirkt Biindelbildung auf, die dazu fiihrt, dass die Ketten im genannten Ubergangs-
bereich (zwischen den Segmenten s = 1 und s = 6) stirker gekriimmt werden. Im
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L=11,Ny =30, RGr=0, Ex-Vol =0, = 16.0, k = 20.0 L=11,Ny=30,RGr=0,Ex-Vol=0,a=16.0,p =0.2
0.14 : 107!
p=0.1
p=0.2 |
0.12 AR S R S 0-0.3
— p=0.4 ™
2 ot p=0.51 B
< F e e o p=0.6 2
=) p=}
T 0.08 ©
> >
o 0.06 2
3] S 03t x=10.0
B 0.04 P Sy 2 K =20.0
e T Saiius. L e Kk =40.0
¥ k=280.0
0.02 k=160.0
4 K =320.0
0 10 L L L
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Abbildung A.9.: Mittlere Kriimmung c¢(s) Abbildung A.10.: Mittlere Kriimmung c(s)
als Funktion von s fir verschiedene Werte von als Funktion von s fiir verschiedene Werte von

p K

Bereich des freien Endes (hier zwischen den Segment-Indizes s = 6 und s = L), weisen
die Ketten im gebiindelten Zustand in etwa die selbe Kriimmung auf.

Einen verstédndlicherweise erheblichen und deutlich héheren Einfluss auf die Ketten-
Kriimmung hat die Variation der Biegesteifigkeit x (siche Abb. (A.10)). Hierbei wird
sehr klar der Zusammenhang zwischen einer hoheren Biegesteifigkeit und einer Verrin-
gerung der Kriimmung entlang der gesamten Kettenkontur deutlich.

A.5. Richtungskorrelation C;(s) mit Excluded
Volume-Wechselwirkung

Wenn die Ketten sich nicht mehr kreuzen bzw. durchdringen kénnen, stellt dies eine
enorme FEinschrénkung ihrer Bewegungsfreiheit dar. Diese Eigenschaft wird mit Hil-
fe der Ezcluded Volume-Wechselwirkung (Ez-Vol = 1) realisiert (siche Kapitel [2.8).
Die Fluktuationen werden dabei stark unterdriickt, da sich die Ketten gegenseitig be-
hindern. Im zeitlichen Mittel ist deshalb die Bewegung der Bond-Vektoren weg von
der axialen Ausrichtung weniger wahrscheinlich, was zu einer deutlichen Erhéhung der
Richtungskorrelation fithrt (siehe Abb. (A.11))). Diese Tatsache wird durch den Ver-
gleich mit Abbildung in Kapitel verdeutlicht, in der der Fall ohne Ezcluded
Volume-Wechselwirkung (Ez-Vol = 0) aufgetragen ist.

Abbildung zeigt den Einfluss der Ezcluded Volume-Wechselwirkung bei Erho-
hung der Crosslink-Dichte p. Mit steigendem Crosslink-Anteil und einer damit ver-
bundenen verstirkten Verkniipfung der Ketten erfolgt Bindelbildung. Daraus folgt,
dass durch die zunehmende Kopplung der Ketten miteinander verstéirkt kollektive Be-
wegungen moglich sind, so dass die Ketten vermehrt im Gleichklang miteinander und
nicht gegeneinander schwingen, wie im Falle crosslinkfreier Ketten. Dies spiegelt sich
letztendlich in einem niedrigeren Wert von Ci(s)|,>0 im Vergleich zu Cy(s)|,—o wider.
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Abbildung A.11.: Ci(s) (mit (RGr = 1)),
aufgetragen tiber s bei verschiedenen Werten
von kK

Abbildung A.12.: Ci(s) (mit (RGr = 1)),
aufgetragen iiber s bei verschiedenen Werten
von p

A.6. Winkelverteilung unter dem Einfluss von Crosslinks

Bisher hatten wir lediglich die Winkelverteilung von wechselwirkungsfreien Ketten be-
trachtet (siehe Kaptiel. In diesem Kapitel wird kurz erlautert, wie sich das Hinzu-
fiigen von Crosslinks auf die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(s, 65) bei einem beliebig
gewdhlten, aber festen Segment-Index s = 8 auswirkt. Wir beriicksichtigen dabei wie-
der den Quenched Disorder-Mittelwert, das heifit die Mittelung von P(s,8s) bei ryax
verschiedenen Grafting-Positionen (RGr = 1):

1 Tmax
P(s,05)|qa := p— Z P.(s,0s) . (A.9)
max r=1

L=11,Ny=30,RGr=1,Ex-Vol=0,s =8, a = 4.0, k= 20.0
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Abbildung A.13.: P(8,0s)|qa bei festem «
fiir verschiedene Werte von p
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A.7. Alternatives Maf zur Messung des Quenched Disorder-Effektes

Es wird deutlich (siehe Abb. (A.13)), dass auch Polymerketten, die durch Crosslinks
vernetzt sind, Fluktuationsbewegungen ausfithren, die zu einer gaufformigen Winkel-
verteilung fithren. Dabei sind die Schwankungen umso geringer, je héher der Crosslink-
Anteil des Systems ist. Offensichtlich fithren die durch die Crosslinks entstandenen
Polymerbiindel wie eine freie Kette im Kollektiv thermische Bewegungen aus.

Die Abhéngigkeit der thermischen Fluktuationen von « ist hingegen geringer (siehe
Abb. (A.14)). Durch eine hohere Crosslinksstirke a veringert sich die Schwankung
nur geringfiigig.

A.7. Alternatives MaBB zur Messung des Quenched
Disorder-Effektes

In Kapitel haben wir eine Methode vorgestellt, eingeforene Zustédnde mit Hilfe der
Grofle a(t) quantitativ zu erfassen. Der Quenched Disorder-Effekt kann aber auch mit
Hilfe der mittleren quadratischen Verschiebung der Segmente am Kettenende bzw. mit
deren Standardabweichung (siehe Gleichungen und ) verdeutlicht werden.

L=11,Ny=30,RGr=1, Ex-Vol =0, o = 4.0, k = 20.0 L=11,Ny=30,RGr=1,Ex-Vol =0, =4.0, xk=20.0,p=0.4

10° 10! 10? 10° 10! 10? 10° 10*
Anzahl der Loops: t Anzahl der Loops: t

Abbildung A.15.: omsp(t)|qa fiir verschie- Abbildung A.16.: omsp(t)|qa fiir verschie-
dene Crosslink-Dichten p dene Intervallbreiten A

In den beiden Abbildungen und werden die Quenched Disorder-Mit-
telwerte von ongp(f) zum Einen fiir verschiedene Crosslink-Dichten p, zum Anderen
fiir verschiedene Intervallbreiten A in Abhéngigkeit der Zeit ¢ gezeigt. Nur bei un-
abhéngigen (p = 0) oder aquidistant aufgepfropften Ketten (A = 0) kann man fiir
die Standardabweichung der mittleren quadratischen Abweichung die GesetzméafBig-
keit omsp(t)|qa o 1/v/t nachweisen. Andernfalls wird sich oysp(t)|qa im Grenzfall
t — oo auf konstante Plateauwerte einpendeln. Je stirker die zeitlich gemittelten Ket-
tenkonformationen von der Ruhelage abweichen, desto hoher sind die Plateauwerte.
Auch hier ist erkennbar, dass sowohl die Erhéhung von A bei gegebener, von Null
verschiedener Crosslink-Dichte als auch die Erhohung von p bei gegebener maxima-
ler Grafting-Unordnung zu einem vergleichbaren Quenched Disorder-Effekt fithrt, in
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Ubereinstimmung mit den Ergebnissen in Kapitel

Hierbei wird sichtbar, dass die Gréle omsp(t)|qa in vergleichbarer Weise zur Bestim-
mung eines Quenched Disorder-Effektes geeignet ist.
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B. Anhang zum analytischen Teil

Im Anhang werden einige Rechenschritte erldutert, die im Rahmen der analytischen
Berechnung gebraucht wurden. Um den Haupttext iibersichtlicher zu gestalten, sind
bestimmte Berechnungen und Ergédnzungen in den Anhang verschoben worden.

B.1. Der Erwartungswert von J7 :

Den Mittel- oder Erwartungswert von J? bestimmen wir mit Hilfe der Auswertung von
mehrdimensionalen Gaufischen Integralen [44]. Wir erhalten fiir den Erwartungswert
von I'? den folgenden Ausdruck:

fdQMF (Fl)2 676']‘[[1_‘}
[ A?MT e—BHIT]

(rf) = (B.1)

Zur Force-Extension im Falle (N = 1):

Wir berechnen in Kapitel die Force-FExtension fiir ein System, das aus zwei Weakly
Bending Wormlike Chains und einem bei s; = L/2 platzierten Crosslink besteht. Dabei
befinden sich die Kettenenden beider Polymere auf der z-Achse, das bedeutet es gilt
ly1(s) —y2(s)| = 0 fiir s € {0, L} . Damit lasst sich der Hamiltonian im Exponenten als
quadratische Form schreiben.

Der Nenner von (B.1)) lasst sich direkt 16sen, indem wir das 2M-dimensionale Gaufische
Integral verwenden [44]:

/d2MF ¢ 3TTCT _ (9m)M=3SpInG (B.2)

Zur Bestimmung des Integrals im Zahler gehen wir vom obigen Integral aus und fiithren
einen linearen Term samt Hilfsvektor p in den Exponenten ein, so dass wir mittels
zweifacher Differentiation nach der Grole p; das folgende Resultat erhalten [44]:

/dQMF (T2 e~ 3T70T — 022/d2MF e—éFTGF+pTF‘
op;

p=0
M —1spinG 9 1 TGg-1 M, —1SpinG 1 (B3)
:(27r) e 2P Weip P = (27’(’) e 2°Pn gl_J .
Pi p=0
Mit diesen beiden Zwischenresultaten folgt schiefilich unmittelbar das Ergebnis
A = 3| = gt (B4)
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B.2. Erlauterungen zu (N = 1) Crosslinks

Ausgehend vom Hamiltonian (3.7) ergibt sich durch Anwendung der Normalmoden

82 s 2 oo 00 ' .
( 322( )> = Z Z Jlququzn sin(g;s) sin(gms)
=1 m=1 (B5)

oo o0

<9y528)> =3 JiIm@m cos(qis) cos(gms) ,

=1 m=1

und aufgrund der Orthogonalitétsrelation

L L
/ dssin(q;s) sin(gms) =0 / ds cos(qis) cos(gms) =0 fir [#m (B.6)
0 0

fallen die Integrale mit unterschiedlichen Modenzahlen (I # m) weg, so dass wir ledig-
lich bei identischen Indizes einen nicht verschwindenden Beitrag erhalten:

L L  sin(2qL) L L  sin(2qL)
.2 l 2 q
sin“(q;s)ds = — — ———= | /cos s)ds = — + —— . B.7
|| sint(@s)ds = 5 - S [ cost(gayas = 5 + L (B.7)
=0 =0

Daraus folgen die folgenden Vereinfachungen:

kL (P(s)\
*/ as (T /Zqﬂz sin®(q15) qu
2 0s
9 2 LOO
)L [ Rermrs
0 =1 =1

(B.8)

B.3. Berechnung des Matrixelements 7,,,

Mit Hilfe der Partialsumme einer geometrischen Reihe kénnen wir die Matrixelemente
von P (siehe (3.16))) bestimmen. Wir finden fiir (m — n) ¢ 207 A (m +n) ¢ 27

=5 () s () - 55 o (21512) o (50

N

(m n)l‘/r (m—n)lw (m+n)lr _a (mAn)lm
Z< 4 mimeniny iy (i >>
=1

»Nte

(-1t

14 einlmHo1m) _ EOHE (mintm(-1Pm) 1)

im(m+(—1)In)
(—1 +e 7 )

Man erkennt direkt, dass bei ungeraden Summen (und damit auch ungeraden Differen-
zen) der Indizes m,n die Matrixelemente verschwinden, das heift, es gilt

I
RS

<
Il
—

(B.9)

Pmn =0 , wenn (m=+n) mod2=1A(m=xn)¢2nZ. (B.10)
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B.4. Angewandte Eigenschaften des Kronecker-Produktes

Fiir gerade Summen bzw. Differenzen von m,n kénnen wir allgemein schreiben

im(m—n) im(m—n) im(m+n) 27'r(m+n)
; _ 9 —e w)(=l+em ) gll-e w )(=l+e )
1 — cos (7rm n)y 1—cos(%)
1 — cos(Tm=n)y 1 — cos(Tmtn)y (B.11)
= _29 Tr(m n) ) 7r(rr7+n) =0 ’
1 —cos(—=—) 1 —cos(——=—)

wenn (m=+n) mod2=0A(m=*n)¢2nZ

und sehen anhand von (B.10) und (B.11)), dass die Matrixelemente stets verschwinden,
sofern die Bedingung (m 4+ n) ¢ 2nZ gegeben ist.

In den anderen Fallen ergibt sich dagegen

+ % ,wenn (m—n) €2n-Z A (m+n) ¢ 2n -7
pmn_

9 wenn (m+n) €2-ZA(m—n)¢ 27 . (B.12)

0 ,wenn (m—n) € 2n-Z AN (m+n) € 2n-Z

Somit wird erkennbar, dass die Matrix P periodisch in den Indizes m und n mit der
Periode 27 ist. Aufgrund der damit verbundenen Matrixstruktur ist eine Darstellung
mit Hilfe von 271 x 2n-Blockmatrizen sinnvoll. Zur Veranschaulichung nehmen wir hier
explizit den Fall N = 3 Crosslinks. Mit der quadratischen Blockmatrix

410 0 0 0 0 -1 0
0 +1 0 0 0 -1 0 0
0 0 +1 0 -1 0 0 0
B = (92”) 8 8 _01 8 fl 8 8 8 e M(2i x 2i,R)  (B.13)
0 -1 0 0 0 41 0 0
1 0 0 0 0 0 +10
0 0 0 0 0 0 0 0

kénnen wir schlielich die Periodizitdt der quadratischen 2Mn x 2Mn-Matrix P ver-
deutlichen. Die Matrix P enthélt M?-mal die Matrix B :

A A

B ... B
B ... B

B.4. Angewandte Eigenschaften des Kronecker-Produktes

In Kapitel gebrauchen wir ein paar Eigenschaften des Kronecker-Produktes. Seien
die Matrizen My € M(m x n,R), My € M(r x s,R), M3 € M(n x p,R) und
My € M(s x t,R) gegeben. Dann gilt [16}/106,110]

(Ml X Mg)(Mg &® M4) = M1 M3 ® MM, € ./\/l(mr X pt,R) . (B15)

99



B. Anhang zum analytischen Teil

Des Weiteren gilt fiir die Spur des Kronecker-Produktes zweier quadratischer Matrizen
N1 € M(m x m,R) und Ny € M(n x n,R)

Sp(N1 ® N2) = Sp(V1) - Sp(Na) . (B.16)
Damit folgt fiir die Matrizen A und F aus 1} mit der Relation aus (B.15)
SP(ARF)-...- (A® F)) = Sp(A* @ F*) = Sp(4*) Sp(F*). (B.17)
k-mal

B.5. Erlauterungen zu verwendeten Reihen

Einschub zu den Polygamma-Funktionen:

Dieser Einschub zu den Polygamma-Funktionen folgt [27].

Da wir zur Bestimmung der unten stehenden Reihen (B.22]) und (B.25) auf Polygamma-
Funktionen stoflen werden, gehen wir kurz auf diese ein. Zuerst sei die Hurwitzsche
Zeta-Funktion erwahnt, die definiert ist durch

o
1
C(c,q) = —_—, B.18
@0 = > oo 319
mit c€ C, Rez>1und q #0,—1,-2,.... Die Polygamma-Funktion m-ter Ordnung
ist definiert als
m—+1 m

v (q) = e logT(q) = —00(g), meN, (B.19)

dg™
und aus der Entwicklung der Laurent-Reihe von ((c,q) an der Polstelle ¢ = 1 findet
man fiir diese

v (g) = (=)™ ml¢(m +1,q) - (B.20)
SchlieBlich kénnen wir mit Hilfe von unmittelbar die Reihendarstellungen der
Polygamma-Funktionen nullter und erster Ordnung, auch Diagamma- bzw. Trigamma-
Funktion genannt, angeben:

o o0

O (q) = Z oM (g) Z . (B.21)

n+q n+q

Zur Berechnung der hier gebrauchten unendlichen Reihen

Bei der Bestimmung der Force-FExtension-Relation treten zwei Typen von unendlichen
Reihen auf, deren Wert wir benétigen. Mit den in (3.22)) eingefiihrten GroBen gilt im

Allgemeinen mit ¢, := ¥= und fiir a,b # 0

4g $ 1 4T $ < 1 - 1 >
L (et (q(xleptblyz ) 2 i \man+0)? 24 m(an+b)°
49T [ 1 b i b b
_ g <\1,<0) b ey~ e e, ﬂ
z {(aw)z ( ) F ez 2ran/z (a +ica) (a ica) )| -

(B.22)
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B.5. Erlduterungen zu verwendeten Reihen

wobei berticksichtigt wurde, dass

1 1 1 1
m2(an + )2 - [72(an + b)2 + 2] = <Z> . [WZ(CLTL )2 o 2 (an + b)Q] (B.23)

sowie

[e.9]

1 ) 1 1
_nz:%er?rZ(aner) (27Ta\f> ;%((nJr b_ic,)  (n+ L tic,)

v (0) (E+ica)f\11(0) (gfica)

) (B.24)

gilt. Auflerdem erscheint in unserer Berechnung eine weitere konvergente Reihe, fiir die
mit a, b # 0 gilt:
1 =0 1

=qgT
Z 71' an+b (K(ﬂ(aner ) + f) =9 = 7T2(an + b)2 . [71-2(@” + b)? + 2
T2 i ( 1 B 1 B 1 )
22 Z\n2(an+0)2  z47i(an+0)2  (\z+72(an + b)2z71/2)?

g1? [ L )b 3i ( b b )
- "9 N4 - v - o) — ¥ — — 1Cq
22 [ (am)? (a) + dman/z <a +ica) (a ica)

i ()]

]2

(B.25)

Hierbei erkennt man, dass die ersten beiden Terme der Partialbruchzerlegung von

(B.25]) ebenso in (B.22]) auftauchen.
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