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1 Einleitung

1.1 Ubersicht

Bei vielen Experimenten in den Biowissenschaften werden an den Versuchseinhei-
ten (Probanden, Versuchstiere, Ackerparzellen, Kulturen von Pflanzen, Bakterien
oder Pilzen) mehrere gleichartige Messungen an unterschiedlichen Zeitpunkten oder
zu unterschiedlichen Bedingungen erhoben, teils als priméar interessierende Grofe,
teils zu Kontrollzwecken oder fiir sekundére Fragestellungen. Zu solchen Versuchs-
layouts gehoren Split- Plot-Designs, Mefswiederholungen (Repeated Measures) oder
longitudinale Daten.

Hierbei ist es oft der Fall, daf die Zahl der abhédngigen Versuchseinheiten nicht gro-
fser ist als die Zahl der untereinander stochastisch abhéngigen Messungen. Dann
spricht man von hochdimensionalen Daten. Hochdimensionale Daten erfordern spe-
zielle Auswertungsverfahren, weil die Daten in einem echten Unterraum des kartesi-
schen Produktes der Messungen streuen, Varianzen orthogonal zu diesem Unterraum
also scheinbar verschwinden. Mathematisch zeigt sich das in singuldren Kovarianz-
matrizen, so daf viele etablierte Verfahren nicht mehr definiert sind.

Es gibt allerdings verwandte Ansétze, mit denen Hypothesen iiber hochdimensio-
nale Daten getestet werden kénnen, bei denen dieselbe Grofe auf derselben Skala
gemessen wurde. Die Tests verwenden die euklidische Norm der linear transformier-
ten Mittelwertsvektoren, so dak nur die Summe der Varianzen benédtigt wird. Tech-
nisch werden dazu die Tails von quadratischen Formen in den Beobachtungsvektoren
durch Chiquadratverteiltungen approximiert. Die Chiquadratverteilung wird durch
die Modellannahme normalverteilter Daten gerechtfertigt. Diese Tests funktionieren
in einem weiten Parameterbereich recht gut.

Sehr selten wurde in der Literatur behandelt, wie diese Verfahren sich verhalten,
wenn in Wahrheit keine Normalverteilung vorliegt, was man in der Realitit selten
genau wissen kann. Statistiken, die sowohl in der idealen Modellannahme Optima-
litdtseigenschaften zu haben (z. B. beste Power bei Tests, minimaler mittlerer qua-
dratischer Fehler bei Schétzern), und bei moderater Abweichung von den Annahmen
noch akzeptabel sind, nennt man robust.

Etwas mehr Arbeiten gibt es zum Behrens-Fisher-Problem im Kontext hochdimen-
sionaler Daten. Vom Behrens-Fisher-Problem spricht man, wenn zwischen unter-
schiedlich grofien Stichproben unterschiedliche Kovarianzmatrizen vorliegen. In die-
sem Fall gibt es keine exakten Tests mit sinnvollen Eigenschaften. Statt dessen gibt
es approximative Tests, die ebenfalls auf approximativen Verteilungen in den Tails
beruhen.

Die vorliegende Arbeit befafit sich mit dem Behrens-Fisher-Problem und zugleich
mit Robustheit bei hochdimensionalen Daten. Insbesondere ist zu untersuchen, ob
die Approximation fiir das Behrens-Fisher-Problem Robustheitseigenschaften for-
dert. Hierzu wird im néchsten Kapitel in Abschnitt zunachst gefunden, welche
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Form ein Test fiir das hochdimensionale Behrens-Fisher-Problem haben muf. In
Abschnitt wird dann eine approximative hochdimensionale Statistik in einem
Modell hergeleitet, das das Normalverteilungsmodell verallgemeinert. Es stellt sich
heraus, daf Storparameter aus dem verallgemeinerten Modell genau dann verschwin-
den, wenn der Test die fiir das Behrens-Fisher-Problem geeignete Form hat. Im Rest
des Kapitels 2| wird gezeigt, daft mit der hergeleiteten robusten Statistik automatisch
auch eine andere etablierte Statistik robust ist. Dies wird anschliefsend in Simula-
tionen gezeigt, in denen allerdings Modellparameter dort eingesetzt werden, wo in
der Realitat Schitzer benotigt werden. Diese Parameter geben an, wie unterschied-
lich die Komponenten der Beobachtungsvektoren streuen. Es sind daher sogenannte
Sphidrizitdatsparameter.

Mit der robusten Schatzung dieser unbekannten Sphérizitdtsparameter bei hoher Di-
mensionalitét befakt sich Kapitel [3| Die betrachteten Nichtnormalverteilungen sind
hier bestimmte Verallgemeinerungen der multivariaten Normalverteilung. Es wird
mit zwei bekannten Schétzerpaaren gearbeitet. Das eine Paar von Schéatzern hat
die Form von U-Statistiken. Es ist bei Nichtnormalverteilung erwartungstreu und
hat Variationskoeffizienten, die nicht von der Dimensionalitat abhéngen. Das andere
Paar ist auf Normalverteilung ausgelegt und dort erwartungstreu. Mit den Schét-
zern aus U-Statistiken als existierender Majorante wird gezeigt, dafs die Schétzer fiir
Normalverteilung dort optimal hinsichtlich des mittleren quadratischen Fehlers sind.
In Simulationen wird anschliefend gezeigt, daf die Schéatzer aus U-Statistiken bei
Normalverteilung nur vernachléassighar wenig schlechter sind, dafiir aber bei Nicht-
normalverteilung deutlich besser, also robust sind.

Das Kapitel [4] ist dem Phénomen gewidmet, daf die bekannten hochdimensionalen
Tests —auch die robusten— mit erwartungstreuen Schétzern fiir die Sphérizitatspa-
rameter in einem bestimmten Bereich leicht liberal sind. Dies liegt daran, dafs die
Schétzer zwar dimensionsstabil und konsistent sind, die Konvergenz aber von der
liberalen Seite her geschieht, finit also die Schétzer zuviel Varianz haben. Da dies bei
Nichtnormalverteilungen noch schlimmer werden kann, wird dieses Phdnomen be-
schrieben und das Konzept einer Korrektur fiir das Einsetzen der robusten Schétzer
ausgearbeitet.

Im Kapitel 5| wird mit Simulationen gezeigt, dafs sich die robusten Schétzer bewéah-
ren und die Korrektur sowohl Niveauiiberschreitungen dampft, wie auch die Power
nicht nachteilig beeinflufst. Danach werden in Kapitel [6] zwei Anwendungsbeispiele
ausgewertet, die in diesem Kapitel zusammen mit der Notation, den interessierenden
Hypothesen, den Modellen und einem Uberblick der existierenden Literatur vorge-
stellt werden. Im Abschlufkapitel [7] wird das Erreichte zusammengefafft und ein
Ausblick auf mogliche Weiterentwicklungen gegeben.

1.2 Notationen

Matrizen werden mit fetten Grofsbuchstaben bezeichnet, Vektoren mit fetten Klein-
buchstaben und Skalare mit normalen Kleinbuchstaben. Skalare Zufallsvariablen
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wiederum werden mit normalen Grofbuchstaben bezeichnet, vektorwertige Zufalls-
variablen mit fetten Grofbuchstaben. Blockmatrizen werden folgendermafen no-

tiert:
A Ap .. A
A _ Az Az
“a=1,...,a : .
i'=1,...,d A, A,

Der Operator fiir das Kroneckerprodukt wird bezeichnet durch ® und es besagt

anB a.B
AR B=| aB anB

Der Operator fiir die direkte Summe ist &:

A O
Al@AQZ( 01 A2)

Besondere Matrizen sind die k x k-Identitdtsmatriz I mit dem Eintrag 1 auf der
Hauptdiagonalen, sonst 0, die ,Einsenmatrix* Jj = [1] =1,k » €ine k x k-Matrix
nur aus 1. Eine k; x ko-Matrix mit demselben Eintrag ist Jy, «,. Aufserdem ist die
sogenannte zentrierende Matrix Py = I}, — %Jk wichtig.

Verschiedenheit von mehreren Indices wird statt durch k # [, [ # ¢, t # k in
spolnischer Notation“ durch # k,[,t geschrieben.

Das Zeichen ~ bedeutet, dafs in den Tails approximativ die linke Seiten der Ver-
teilung auf der rechten Seite folgt. Mit dem Zeichen = wird Gleichheit im Erwar-
tungswert einer Taylorapproximation erster oder zweiter Ordnung bezeichnet.

1.3 Modellnotation und Normalverteilung

Allgemein gebe es a Stichproben mit n; unabhéngigen Versuchseinheiten in Stich-
probe i. Zur Abkiirzung sei N = Y7 | n; der Gesamtstichprobenumfang.

Das Verteilungsmodell fiir die multivariat normalverteilte Beobachtung k in Stich-
probe i lautet damit

Yk ~ N (g, 34) (1)

wobei p; € R? der Erwartungswertvektor und X; eine symmetrische positivsemi-
definite Matrix, die Kovarianzmatrix, ist. Y;1,..., Y, sind unabhéngig identisch
verteilte Vektoren von Beobachtungen.

Strenggenommen bedeutet multivariat normalverteilt, daf 3; positiv definit sein
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muB. Dann ist die Dichte

1 1
exp | —5 (z — i)/ i (e — )
(2m)" det (3;) ! ( 2 g g )

und jede Projektion der Zufallsvektoren auf einen Unterraum gehort derselben Ver-
teilungsfamilie an. Dies ist eine weit verbreitete Definition der multivariaten Normal-
verteilung. Hier aber soll von multivariater Normalverteilung auch dann gesprochen
werden, wenn eine Verteilung nur in einem Teilraum des R? multivariat normalver-
teilt ist.

Eine Voraussetzung fiir die weitere Arbeit ist, dal nicht alle 3; = 0 sein diirfen,
d. h. in mindestens einer Stichprobe muft wenigstens irgendeine Art von Varianz
vorliegen. Diese Voraussetzung an die Kovarianzmatrizen ist sehr schwach, denn
wenn sie nicht erfiillt ist, ist sowieso nichts zu testen.

Wenn einer Varianz- oder Erwartungswertformel ein normalverteiltes Modell zu-
grundeliegt, wird Vary bzw. E\r geschrieben.

1.4 Fragestellung und Hypothesen

Die Faktoren, die iiber die ¢ = 1,...,a unabhéngigen Stichproben variieren, wer-
den Wholeplotfaktoren genannt. Subplotfaktoren sind Faktoren, die die d Messungen
je Versuchseinheit strukturieren. Zu dem Modell verwandt sind longitudinale Da-
ten und Repeated measures (Mefwiederholungen). Von Mefswiederholungen wird
gesprochen, wenn a = 1 ist, also alle Beobachtungsvektoren identisch verteilt sind.
Bei ¢ > 2 wird das Versuchslayout ein Split-Plot-Layout genannt (Sattler und Pauly
(2018))).

Mit der Schreibweise p := (!, ..., )" werden lineare Hypothesen der Form Hu =
0 betrachtet. H := H, ® H, ist hierbei die Form der Hypothesenmatrix fiir die
gekreuzte Struktur aus a Stufen(kombinationen) aller Wholeplotfaktoren und d Stu-
fen(kombinationen) aller Subplotfaktoren. Die Matrix H, hat also a Spalten und
H ; hat d Spalten.

Lineare Hypothesen, deren Hypothesenmatrix nicht dergestalt als Kroneckerprodukt
geschrieben werden kann, kénnen mit den Methoden der vorliegenden Arbeit nicht
getestet werden, denn solche Hypothesen wiirden nicht zur gekreuzten Struktur der
Wholeplot- und Subplotfaktoren passen.

Stichprobe ¢ nennt man eine hochdimensionale Stichprobe, wenn n; + 1 < d ist,
wenn also ihre Beobachtungsvektoren einen echten linearen Unterraum des Raum-
es aufspannen, in dem die Beobachtungen liegen. Ein hochdimensionaler Test ist
entsprechend ein Test zu einer Hypothese H, wenn

1+Zn,~ <rg(H)
i=1
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ist, wenn also die Dimensionalitdt des Spaltenraumes von H grofer ist als die Di-
mensionalitdt des Raumes, der von den Beobachtungsvektoren aufgespannt wird. In
dieser Arbeit sollten Tests ausgearbeitet werden, die hochdimensional sein kénnen.

Es ist bekanntlich T', = H' (H,H')™ H, symmetrisch und idempotent und eindeu-
tig fiir alle H,, die Hypothesenmatrizen zu dquivalenten Hypothesen sind. Dasselbe
gilt fir Ty = H),(H,H))” H, siche Searle und Gruber (2017) . T =T, ® T ist
dann automatisch auch idempotent und symmetrisch. Es werde T, = [tu/] 1
fiir die Einzelelemente von T', geschrieben.

Typischerweise relevante Hypothesen sind in genau dieser Schreibweise in Happ,
Harrar und Bathke (2016]) aufgefiihrt:

1. ,Kein Haupteffekt des Wholeplotfaktors (auf den Mittelwert {iber die Subplot-
Faktorstufen)“Hy (A) : (P, ® 3J4) p = 0 — Diese Hypothese ist nicht hoch-
dimensional. Fiir sie wird daher nichts weiter ausgearbeitet.

2. ,Kein Subploteffekt* Hy (B) : (%Ja ® Pd) n=0

3. ,Keine Wechselwirkung zwischen Wholeplot- und Subploteffekt: Hy (AB) :
(Poe®Pg)p=0

4. Kein Effekt der Wholeplotfaktoren auf die Subplots als Ganzes (Zeitverlaufe)“:
Ho(AlB): (P, ®I;)p=0

Es sind noch mehr Hypothesen denkbar, wenn auf die Wholeplots nicht ein Faktor
sondern mehrere wirken, ebenso konnen auch die Subplots mehrfaktoriell struktu-
riert sein. In diesen Féllen sind T', bzw. T, ihrerseits Kroneckerprodukte.

1.5 Vorstellung zweier Anwendungsbeispiele

1.5.1 Gewichtsentwicklung von Ratten bei unterschiedlichen Medikatio-
nen

In einem Experiment wurde die Gewichtsentwicklung von Wistarratten erhoben, de-
nen von einem Wirkstoff eine unterschiedliche Dosis je Gramm ihres Kérpergewichts
taglich iiber einen Zeitraum von 22 Mefstagen verabreicht wurde. Die Versuchstiere
waren hierbei in drei Gruppen zu jeweils derselben Dosis eingeteilt.

In diesem Layout ist die Dosisgruppe der Wholeplot-Faktor, wihrend die Zeit einen
Subplot-Faktor darstellt. Die zentrale Fragestellung ist, ob die Dosierung einen Un-
terschied auf die Gewichtsentwicklung hat. Dazu sind zwei verschiedene Hypothesen

denkbar.

Wenn pq, 1, und pg die Vektoren der erwarteten Gewichtsverlaufe in den drei Grup-
pen sind, kann zum einen auf deren Gleichheit getestet werden, also die Hypothese

My
H()I (P3®I22) Ho = 0.

M3
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Diese Hypothese wird schon dann abgelehnt, wenn die Gruppen parallele Gewichts-
verldufe haben, sich also nur in dem Baselinewerten unterscheiden. Will man eine
Wechselwirkung zwischen Gewicht und Dosierung untersuchen, dann ist die Hypo-
these
231
Hy: (P3®Pay) | py | =0
k3

geeigneter.

Ein geeigneter Test fiir diese Hypothesen muf mit den Eigenschaften vertrédglich
sein, die die Verteilungen der Gewichtsmessungen haben. Gedanklich kann man die
Eigenschaften zerlegen in die Abhéngigkeitsstruktur zwischen den Mefwiederholun-
gen und die Verteilung der einzelnen Messungen.

Zwischen den Mefswiederholungen an denselben Versucheinheiten kann keine Un-
abhéangigkeit angenommen werden. Unbekannte Abhéngigkeitsparameter fallen also
an. Weiterhin kann nicht ausgeschlossen werden, daf die Art der Abhéngigkeiten sich
in den Gruppen unterscheiden. Auch die Varianzen der einzelnen Gewichte miissen
nicht identisch zwischen den Gruppen sein.

Bei normalverteilten Daten wiirde dieser Sachverhalt durch die Annahme unter-
schiedlicher Kovarianzen zwischen den Mefkwiederholungen und wiederum unter-
schiedliche Kovarianzmatrizen zwischen den Gruppen abgebildet.

Beziiglich der Verteilung der einzelnen Messungen hat es eine gewisse Plausibili-
tédt, dall Gewichte in guter Ndherung normalverteilt sind, weil argumentiert werden
kann, daf das Gewicht zu einem festen Zeitpunkt die Summe aller vorhergehenden
Gewichtszunahmen ist, welche ihrerseits Voraussetzungen fiir gewisse Formen von
Grenzwertsétzen erfiillen konnen. Entsprechend wurde dieser Datensatz auch schon
von Harden (2013) unter Annahme der Normalverteilung ausgewertet.

Allerdings miissen die Gewichtszunahmen ihrerseits nicht zwingend normalverteilt
sein. Genau diese Zunahmen gehen aber bei der zweiten Hypothese in die Auswer-
tung ein, so daf die Frage nach Vertraglichkeit mit der Nichtnormalverteilungsan-
nahme auch bei Gewichtsdaten von Belang ist.

1.5.2 Laufleistung von Miusen mit und ohne Gendefekt

Dem néchsten Anwendungsbeispiel liegen die téglichen Laufleistungen von jungen
Méusen zweier Genotypen in einem Laufrad zugrunde (siche Hothuis (2013)). Die
Kontrollgruppe waren gewohnliche Laborméuse (,Wildtyp®). Die anderen Mé&use
waren Knock-out-M&use, bei denen ein Gen deaktiviert war, das fiir die Expressi-
on von Dysferlin wichtig ist, einem Muskelprotein. Fehler in Dysferlin-Genen spie-
len auch bei seltenen menschlichen Erberkrankungen eine Rolle, bei denen sich ab
dem Jugendalter eine nicht-todliche Muskeldystrophie entwickelt. Besonders an die-
ser speziellen Muskeldystrophie ist, dafs sich in sehr jungen Jahren der Patienten
zunéchst eine geringere Ermiidungsneigung zeigt. Die Knock-out-Mause sollen als
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Modellorganismen fiir diese Art von Erkrankungen dienen, und im Versuch soll un-
tersucht werden, ob sich das Krankheitsbild menschlicher Patienten bei den Mausen
phénotypisch widerspiegelt.

Aus Kapazititsgriinden konnte nicht allen Mausen fiir die gesamte Versuchsdauer
von 93 Wochen ein eigener Kifig mit Laufrad und Umdrehungszéhler vorgehalten
werden. Deswegen wurden die Méause in groferen Zeitabstédnden ab Geburt fiir je-
weils drei Wochen in einen Kifig gesetzt, in denen ihre Laufleistung gemessen werden
konnte. Die Mefswiederholungen kénnen deswegen durch zwei feste und miteinander
gekreuzte Faktoren modelliert werden: Ein Faktor ist der Tag nach dem Einsetzen in
den Laufradkéfig, der andere Faktor ist der ,Langzeitfaktor, in welcher Lebenswoche
die Maus das Laufrad bekam.

Bei dem Versuch traten fehlende Werte auf, deren Ursachen allesamt geklart werden
konnten und als vollstédndig zufillig (MCAR) vom Versuchsziel betrachtet werden
konnten, also stochastisch unabhéngig vom Mausphéanotyp sind; meist handelte es
sich um Ausfille der Mefsapparatur. An 9 KO-Mé&usen und 10 Mausen vom Wildtyp
liegen jedoch vollstdndige Beobachtungen iiber jeweils 18 Tage vor, die im Alter von
4,12 und 40 Wochen erhoben wurden. Die Rohdaten der 19 M&use sind in Abbildung
abgebildet, indem die Laufleistung jeder Maus gegen den Versuchstag (ndherungs-
weise) ab Geburt der Maus aufgetragen ist. Die langeren Erhebungspausen nach den
Enden der Dreiwochenabschnitte sind mit gestrichelten Vertikalen markiert.

400 T T T T .
3 3 Wildtyp —+—

KO ——

350
300
250
200

150 )

100 A
o ]

Meter pro Tag

50

Abbildung 1: Tégliche Laufleistung der Méause

Die generelle Fragestellung ist, ob der Genotyp einen Effekt auf die Anderung der
Laufleistung hat. Dies kann man am besten testen, indem man alle 54 Mefszeitpunkte
einfaktoriell gegliedert betrachtet.

Wenn man mit d; = 3 die drei langen Mefszeitrdume und mit dy = 18 die Tagesmes-
sungen innerhalb der drei Zeitraume bezeichnet, dann kann man auch eine Wech-
selwirkung zwischen den Mefizeitraumen und den téglichen Anderungen betrachten
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durch eine Hypothesenmatrix T's ® T'1g, also in zweifaktorieller Gliederung der Mes-
sungen. Dies wire eine sekundére Fragestellung nach einem Gewdhnungseffekt, d. h.
ob die tégliche Anderung der Laufleistung sich zwischen den Mefzeitrdumen unter-
scheidet.

Téagliche Laufleistungen kénnen nicht als Bestandsgrofen wie z. B. das Korperge-
wicht aufgefalit werden, fiir die sich eine plausible Begriindung der Normalvertei-
lungsannahme finden liefle. Gegen Normalverteilung spricht auferdem eine Domi-
nanz der Null, denn vor allem ab dem Tag 94 bewegten einige Tiere ihr Laufrad
mindestens einen ganzen Tag lang nicht. Dies ist ein deutliches Zeichen, daf keine
normalverteilten Daten vorliegen, also unbedingt mit robusten Verfahren getestet
werden sollte.

1.6 Robustheit beziiglich der Normalverteilungsannahme

1.6.1 Vorbemerkungen

Die Intention des Robustheitsbegriffs ist es, Aussagen zu treffen, wie empfindlich
Tests (oder Schétzer) auf Abweichungen von ihren urspriinglichen Herleitungsan-
nahmen reagieren. Diese Frage ist fiir die Praxis sehr wichtig, weil in der Realitét
nur sehr selten argumentiert werden kann, ob und warum bestimmte Verteilungsan-
nahmen bei einem Datensatz zwingend zutreffen.

Robustheit soll anschaulich besagen, dafs ,ein Verfahren im urspriinglichen Modell
genau / effizient ist und kleine Abweichungen von den Modellannahmen nur zu klei-
nem Verlust an Genauigkeit / Effizienz fithren (Huber (1981)), S. 5). Arbeiten iiber
die Robustheit statistischer Verfahren konstruieren gewohnlich keine vo6llig neuen
Methoden, sondern beweisen eher die Robustheitseigenschaft eines bekannten Ver-
fahrens, von dem schon im seinem urspriinglichen Modell eine gewisse Optimalitat
bekannt ist. Fiir die mathematische Behandlung ist aber eine genauere Definition
der Robustheitseigenschaft notig. Davon gibt es in der Literatur mehrere.

Eine Moglichkeit, Robustheit zu behaupten liegt darin, Modellerweiterungen zu fin-
den, in denen die Statistik ihre Eigenschaften behélt, die sie im urspriinglichen,
,hormalen Modell hat. Beispiele sind Kariya und Sinha (1989) und insbesondere
Kariya (1981). In letzterer Arbeit wird die multivariate Normalverteilung durch ein
sogenanntes elliptisches Modell —siehe unten im Abschnitt verallgemeinert
und gezeigt, daf Hotellings T2-Statistik ihre Eigenschaften im allgemeineren Modell
behalt.

Ein anderer Robustheitsbegriff ist ,qualitative robustness (Huber (1981)). Sie liegt
vor, wenn die Verteilung einer Statistik stetig in der Verteilung der Daten ist, d. h.
leicht abweichende Verteilung im Sinne der schwachen Topologie verdndert die Ver-
teilung der Statistik nur leicht. Praktisch konnen Aussagen dieser Art {iber Konver-
genzsatze gewonnen werden.
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,Quantitative robustness* (ebenda) soll im Gegensatz dazu Fehlerschranken fiir die
Zielgroke (z. B. Typ-I-Fehler oder Power) in Abhéngigkeit von einem Mafs angeben,
wie ,nichtnormal“ die Daten sind. Dies ist allgemein sehr schwierig zu zeigen. Es setzt
z. B. voraus, dak fiir die Stetigkeit bei der qualitativen Robustheit metrisierbare
Topologien existieren und analytisch zugénglich sind.

All diese Kriterien haben nur Sinn, wenn das ,normale” Modell exakte Statistiken
ermoglicht, also etwa Tests, die den Typ-I-Fehler exakt einhalten. Die Robustheits-
aussage besteht dann darin, daf die Abweichung von dieser exakten Situation gering
ist.

Im vorliegenden Fall mit ungleichen Kovarianzmatrizen und unterschiedlichen Stich-
probenumfiangen, dem sogenannten Behrens-Fisher-Problem, gibt es allerdings schon
bei normalverteilten Daten keine exakte Prozedur, deren Ablehnbereich keine Unste-
tigkeitsstellen hat (siehe Linnik (1968), S. 145). Solche Unstetigkeitsstellen sind aus
Anwendersicht problematisch, weil aus dem Testergebnis auf eine allgemeine qualita-
tive Aussage zur Fragestellung geschlossen werden soll. Dafiir miissen die konkreten
Daten als eine Art Représentation zumindest einer ihrer offenen Umgebungen ver-
standen werden konnen, iiber die dhnliche Aussagen getroffen werden kénnen. Wo
der Rand des Ablehnbereichs unstetig ist, gibt es solche offenen Umgebungen nicht.

Statt exakter Tests gibt es aber Absétze fiir sehr brauchbare approximative Teststa-
tistiken fiir das Behrens-Fisher-Problem. In Abschnitt [[.7 werden davon die Ansétze
referiert, die fiir die vorliegende Arbeit am wichtigsten sind.

Zu untersuchen ist, ob solche Verfahren als robust gelten kénnen. Da aber bei diesen
nichtexakten Verfahren die Wahrscheinlichkeiten fiir den a-Fehler schon bei Nor-
malverteilung nicht exakt zugénglich sind, kann die Robustheit auch nicht auf der
Grundlage beurteilt werden, wie sehr bei Nichtnormalverteilung diese Fehlerwahr-
scheinlichkeiten abweichen.

Aus diesem Grund soll hier eine Robustheit der Herleitung betrachtet werden, d. h.
eine Approximationsprozedur, die bei Normalverteilung funktioniert, soll auch bei
erweiterten Modellen, die gewissen, realistischen Bedingungen geniigen, angewendet
werden kénnen.

Robustheit der Herleitung ist insofern dhnlich dem Robustheitsbeweis durch Model-
lerweiterung, nur mit dem Unterschied, daf von der robust hergeleiteten Statistik
keine FExaktheit erwartet werden mufs, die schon bei Normalverteilung nicht erreich-
bar ist.

Vor allem sollen nicht die charakteristischen Figenschaften der Normalverteilung
benutzt werden. Diese Eigenschaften sind zum einen die Besonderheit, daf aus Un-
korreliertheit linearer Funktionale von multivariaten Normalverteilungen stets ihre
stochastische Unabhéngigkeit folgt, und zum anderen die Momente von quadrati-
schen Formen.

Unvermeidliche Eigenschaften, die die Verteilungen zu erfiillen haben, sind im Rest
dieses Abschnittes dargestellt. Fiir die Statistikapproximationen im néchsten Kapitel
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geniigt ein groberes Rahmenmodell. Fiir Aussagen iiber die zugehorigen Schétzer
werden Verfeinerungen benétigt: Das additiv-lineare und ein elliptisches Modell in
den Abschnitten [[.6.3] und [1.6.4

1.6.2 Rahmenmodell einer allgemeinen Regularitatsbedingung

Fiir die Herleitung der Statistiken bis zum néchsten Kapitel wird nur eine sehr
schwache Regularitatsbedingung benétigt, die das normalverteilte Modell verallge-
meinert. Die Simulationen und die Herleitung passender Parameterschétzungen ab
Kapitel [3| werden mit zwei Sonderféllen dieses Modells durchgefiihrt, die zuséatzliche
Eigenschaften haben. Deswegen soll das Modell, das sowohl diese beide Sonderfille
wie auch das normalverteilte Modell umfafst, Rahmenmodell genannt werden. Die
Parameter des Erwartungswertes und der Kovarianzmatrix, wie sie schon im normal-
verteilten Modell in Abschnitt vorgekommen sind, behalten ihre Bedeutung im
Rahmenmodell. Um Trivialfdlle zu vermeiden, mufs in mindestens einer Stichprobe
tatsachlich Varianz vorliegen.

Definition 1. Im Rahmenmodell folgt der k-te Beobachtungsvektor Y ;. aus Stich-
probe ¢ der Verteilung einer Zufallsvariablen, deren Erwartungswert E (Y ;) = p,
ist und deren Kovarianzmatrix Cov (Y ;) = X; existiert und positiv semidefinit ist,
wobei fiir mindestens eine Stichprobe i’ die Kovarianzmatrix 3; positiv definit ist.
Alle N = >~ | n; Beobachtungsvektoren sind voneinander unabhéngig und die Vek-
toren mit iibereinstimmendem Gruppenindex ¢ sind identisch verteilt. Es gilt dabei
die Regularitatsbedingung

Var (Y, Y i) < oc. (2)

Anschaulich ist die Bedingung erfiillt, wenn die euklidische Norm der Beob-
achtungsvektoren endliche Varianz hat. Da in der Realitat Mefsbereiche praktisch
beschrénkt sind, ist auch diese Varianz gewohnlich endlich.

Das Rahmenmodell ist allerdings zu vage, um es zu simulieren. Auch ist eine so extre-
me Art von Nichtnormalverteilung fiir die Untersuchung der Robustheit iiberfliissig:
Eine Teststatistik gilt dann als robust, wenn sie ,,gut* (prézise im Typ-I-Fehler und
zuléssig oder zumindest unverzerrt in der Powerfunktion) im urspriinglichen Modell
ist —hier der Normalverteilung—, diese Eigenschaften bei einem moderat erweiterten
Modell behélt und bei einem stérker erweiterten Modell keine ,Katastrophe“ auf-
tritt (Huber (1981))). Die Bedingung wird beispielsweise auch von dichotomen
Beobachtungen erfiillt, die reellwertig codiert sind. Diese Art von Verteilung wird
nicht als nahe an der Normalverteilung verstanden.

1.6.3 Additiv-lineares Modell

Das additiv-lineare Modell ist eine Verallgemeinerung des Normalverteilungsmodells,
bei dem die Eigenschaft beibehalten wird, dafs die Randverteilungen der Beobach-
tungsvektoren in jeder Stichprobe als Linearkombinationen unabhéngiger, unbeob-
achtbarer Zufallsvariablen aufgefaftt werden kénnen.
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Die unbeobachtbaren Zufallsvariablen kénnen unterschiedliche Verteilungen haben.
Die Vektoren der unbeobachtbaren Zufallsvariablen, die zu den Beobachtungsvek-
toren gehoren, miissen aber innerhalb jeder Stichprobe identische gemeinsame Ver-
teilungen haben, damit in jeder Stichprobe die Beobachtungsvektoren identische
Verteilungen haben.

Die Koeffizienten der Linearkombinationen in Stichprobe i werden durch die Matrix
I; in der folgenden Definition dargestellt. Dann ist I';T', = 3; die Kovarianzma-
trix. Damit d-dimensionale Beobachtungsvektoren entstehen, muf I'; stets d Zeilen
haben. Die Zahl der Spalten werde r; genannt. Die Zahl r; entspricht zugleich der
Zahl der unbeobachtbaren Zufallsvariablen, die zu einem Beobachtungsvektor der
Stichprobe ¢ kombiniert werden. An r; wird nichts weiter vorausgesetzt, als dafs r;
endlich und grofer als 0 ist. Insgesamt ergibt sich folgende Definition:

Definition 2. Im additiv-linearen Modell folgt der k-te Beobachtungsvektor Y ;
aus Stichprobe ¢ einer Darstellung
Yi =1iZi + p,, (3)

wobei

1. die Matrix T; € R¥" mit r; € N so gestaltet ist, daf T = X, positiv
semidefinit ist und fiir mindestens eine Stichprobe ¢’ im Datensatz mufs X
positiv definit sein,

2. Ziy = (Zig1,- -, Zigr;,) € R Zufallsvektoren der Lénge r; mit unabhéngi-
gen, zentrierten und standardisierten Komponenten sind, also £Z;,; = 0 und
Var (sz]) = 1, und

3. die Verteilungen der Vektoren Zy, ..., Z;,, jeweils identisch sind fiir iiberein-
stimmendes i = 1, ..., a.

4. Die Ferner gilt die zusétzliche Regularitdtsbedingung

EZy; = 6;; < o0. (4)

Von der Unabhéngigkeit wird nur
E(Zijj, Zijj, Zijjs Zijis) = EZijj B Zij3, E 255, E 25, fir # g1, ja

in den Beweisen der vorliegenden Arbeit gebraucht.

Mit diesen Voraussetzungen ist zwangslaufig Cov (Y ;) = ¥;. Die Bedingung
an die vierten Momente sichert, daf die Varianzen quadratischer Formen in den
Zufallsvariablen Y ;. existieren, also Bedingung aus dem Rahmenmodell erfiillt
ist.

Satz 3. Das additiv-lineare Modell gehorcht mit der Bedingung auch der Bedin-
gung (2).
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Beweis. Siehe den Beweis zu Lemma [34] im Anhang auf Seite [87], wenn man dort I,
statt Ty liest. ]

Das additiv-lineare Modell hat mit der Normalverteilung gemein, daft die Abhéngig-
keiten zwischen den Komponenten genau durch die Korrelation /Kovarianz beschrie-
ben wird. Die Randverteilungen kénnen hingegen unterschiedlich nichtnormalverteilt
sein und die Dichtekonturen konnen nicht-elliptisch sein.

1.6.4 Elliptisches Modell

Um elliptische Modelle zu erkldren, wird in der Literatur iiblicherweise von einer
Definition {iber die charakteristische Funktion ausgegangen (siehe z. B. Kariya und
Sinha (1989) und Mathai, Provost und Hayakawa (1995)). Dies wird hier abge-
kiirzt, indem eine handlichere und anschaulichere Definition verwendet wird, die
nach Cambanis, Huang und Simons (1981), Theorem 1, &quivalent zur Erklarung
iiber die charakteristische Funktion ist.

Definition 4. Y ;; folgt einem elliptischen Modell, falls es eine Darstellung der Form
Y. = WyliU iy + p;, (5)

wobei I'; € R¥*" eine Matrix mit rg (T;) = r; < d ist, T'; also vollen Spaltenrang hat.
Fiir mindestens eine Stichprobe ¢ im Datensatz muf gelten r;; > 0. W, ist eine nicht-
negative reellwertige Zufallsvariable, die unabhéngig von der Zufallsvariable U, ist,
welche einer Gleichverteilung auf der Einheitssphére S"i~! folgt. Ui, ..., U;,, und

Wi, ..., Win, sind jeweils identisch verteilt und alle untereinander unabhéngig. Als
Regularitdtsbedingung wird
E (W) = 6 < 0o (6)
gefordert und zuséatzlich
E(W2) =r. (7)

Die Bedingung an den Spaltenrang macht die Bedingung @ eindeutig, welche wie-
derum garantiert, daff auch im elliptischen Modell T';,I", = 3; = Cov (Y ;) ist. Das
vereinheitlicht die Notation zwischen elliptischen und additiv-linearen Modell und
vereinfacht die Beweise, schrankt aber nicht ein, welche Verteilungen die linke Seite
von ([5]) haben kann.

Durch die Regularitdtsbedingung @ fiigt sich das elliptische Modell in das Rah-
menmodell ein.

Satz 5. Das elliptische Modell geniigt mit der Regularititsbedingung @ auch der
Regularititsbedingung aus dem Rahmenmodell.

Beweis. Der Beweis ist identisch zu dem Beweis von Lemma [36]1 im Anhang auf
Seite 00, wenn man dort Ty = I; setzt. O
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Das elliptische Modell hat mit der Normalverteilung gemein, dafs die Dichtekonturen
elliptisch sind, d. h. alle Projektionen der Zufallsvektoren auf eine Dimension haben
bis auf lineare Transformationen dieselben Verteilungen. Die Abhéngigkeit der Kom-
ponenten lafst sich im Unterschied zur Normalverteilung und zum additiv-linearen
Modell nicht mehr allein durch Kovarianzen / Korrelationen beschreiben.

Aus dem Modell ergibt sich unmittelbar, wie man elliptische Verteilungen simu-
lieren kann. Simulationsalgorithmen fiir spezielle elliptische Verteilungen, mit denen
man zugleich die Kovarianzmatrix einfach unter Kontrolle halten kann, sogenann-
te Pearson-Typ-II und -Typ-VII-Verteilungen, finden sich bei Johnson (1987), ab
S. 110.

1.7 Bekannte Statistiken als Ausgangspunkt

1.7.1 ANOVA und Geisser-Greenhouse-Statistik

Die Geisser-Greenhouse-Statistik (Geisser und Greenhouse 1958; Greenhouse und
Geisser |1959)) wendet eine Approximationsprozedur auf die quadratischen Formen
an, die auch in der zweifaktoriellen ANOVA vorkommen. Die Geisser-Greenhouse-
Statistik kennt hierbei nur zwei hochdimensionale Hypothesen: ,Kein Zeiteffekt®
Hy (B) und ,keine Interaktionseffekt zwischen einem Zeit- und einem Gruppenfak-
tor* Hy (AB). Mehr als ein Zeit- oder Gruppenfaktor ist in den Originalarbeiten
nicht vorgesehen. Auch in kommerzieller Statistiksoftware ist nur dieses zweifakto-
rielle Modell implementiert (siehe z. B. |[IBM SPSS Statistics for Windows, Version
25.0 (2017), SAS/STAT ®) 9.3 User’s Guide| (2011)) und |Statistica 15.3.1| (2018))).
Mit
Y =Yy, .Y, .., Y, Y

1ny»

lauten die quadratischen Formen fiir diese Tests Q, := Y'M Y, Q, := Y'M,Y
und Qs := Y'M Y, wobei die Matrizen lauten

1

Ty

Ml = a —1 |: Jnani/ ® Pd:| (8)

M, = <@ ny ', — N—lJN> ® Py 9)
M; =P, P, (10)

Sie sind idempotent. Zu beachten ist, dafs wie in der ANOVA iiblich in der Matrix
M, durch (@?:1 n;t'J, — N'J N) mit gewichteten Mittelwerten gerechnet wird.

7

Die Teststatistik zur Hypothese Hy (B) —kein Zeiteffekt— ist

g (M5) Y,MlY
g (Ml) Y/M5Y
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und die zur Hypothese Hj (AB) —keine Wechselwirkung— ist

g (M5) Y/M4Y
rg (M4) Y/M5Y )

Bei der ANOVA wird die exakte Verteilung dieser Statistiken ausgehend von der An-
nahme gefunden, dafs die Kovarianzen alle identisch seien. Dieselbe Konsequenz hat
auch das allgemeinere Kriterium der sogenannten Sphdrizitat, wenn T3 Ty = ... =
T,%,T,; nur die Eigenwerte 0 und 1 haben, siche Huynh und Feldt (1970), daher
auch Huynh-Feldt-Bedingung genannt. Die Verteilung ist dann eine F'-Verteilung,
deren Freiheitsgrade an den Rédngen abgelesen werden konnen, die in der Statistik
stehen.

Um die Beschrinkung der Sphérizitit zu iiberwinden, wurden schon friih sogenannte
Varianzkomponentenverfahren eingefiihrt (Searle, Casella und McCulloch (1992)).
Sie verwenden eine als bekannt vorausgesetzte Struktur der Kovarianzen, fiir die
dann nur wenige Parameter geschitzt werden miissen. Mit dem Resultat konnen
verallgemeinerte Kleinste-Quadrate-Schétzer (Generalized least squares) ausgerech-
net werden, aus denen dann die Teststatistik besteht.

Dies funktioniert aber nur bei niedrigdimensionalen Situationen zuverlassig, weil
bei vielen Subplotfaktorstufen stets auch viele Parameter falsch geschétzt werden
kénnen und die Schétzungen bei demgegeniiber geringem Stichprobenumfang zu
schlecht sein konnen.

Dagegen gibt es fast ebenso alte Ansitze, die von der Verteilung quadratischer
Formen des gewohnlichen Kleinste-Quadrate-Schétzers bei beliebigen Strukturen
der Kovarianzmatrix ausgehen. Anders als bei der Sphérizitdt der ANOVA haben
Y'M\Y,Y'M,Y und Y'M:Y unter der Annahme einer gemeinsamen aber belie-
bigen Kovarianzmatrix, also 3; = ... = 3, Verteilungen, die Summen aus gewich-
teten und unabhéngigen Chiquadratverteilungen sind. Die Gewichte sind hierbei die
Eigenwerte der typischerweise unbekannten gemeinsamen Kovarianzmatrix.

Die Box-Patnaik-Approximation (Box (1954alb) und Patnaik (1949))) bietet fiir die-
sen Fall eine Moglichkeit, die Tails der Verteilung einer quadratischen Form in zen-
triert multivariat normalverteilten Zufallsvariablen anzunéhern, ohne die Kovarianz-
matrix im Einzelnen kennen zu miissen, sondern nur zwei Funktionale von ihr.

Hierzu wird die quadratische Form durch eine gestreckte Chiquadratverteilung ap-
proximiert, deren Freiheitsgrad und Streckungsparameter so gewahlt sind, dak in
Erwartungswert und Varianz die quadratische Form mit der gestreckten Chiquadrat-
verteilung tibereinstimmt, d. h. es ist mit einer symmetrischen und idempotenten

Matrix M und Xy := Cov (Y)

Y'MY ~ gx7,
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wenn g und f die Gleichungen
E(YMY)=Sp(M'SyM) = gf
Vary (Y'MY) = 2Sp (M'Sy M)* = 24°f
erfiillen. Man erhélt als Approximation also

Y'MY |
NG
Sp(M'Sy M) - F

Da bei normalverteilten Daten die quadratischen Formen (); und ()4 stochastisch
unabhéngig zu ()5 sind und unter der Nullhypothese denselben Erwartungswert
Sp (M'YXy M) haben, kann daraus eine niherungsweise F-verteilte Statistik mit
den Freiheitsgraden ergT und e (N — a) gewonnen werden, wobei

_ Sp” (1)
(d—1)Sp (%9)

(11)

das sogenannte Box’sche Epsilon, als unbekannter Parameter verbleibt.

Die Geisser-Greenhouse-Statistik ist eine der dltesten Anwendungen der Box-Patnaik-
Approximation Box (1954alb) und Patnaik (1949). Noch heute ist sie populdr in
unterschiedlicher Statistik-Software (z.B. |SAS/STAT ®) 9.3 User’s Guide| (2011)),
IBM SPSS Statistics for Windows, Version 25.0 (2017))), obwohl bekannt ist, daf
sie nicht fiir unterschiedliche Kovarianzmatrizen bei gleichzeitig unterschiedlichen
Stichprobenumféngen ausgelegt ist (siehe Brunner, Bathke und Placzek 2012). Bei-
des zusammen reicht bekanntermafen aus (z.B. Oberfeld und Franke (2013)), daf
die Statistik den Typ-I-Fehler erheblich verfehlt, auch schon bei Normalverteilung.

Weil der Hauptunterschied der Geisser-Greenhouse-Statistik zur gewohnlichen zwei-
faktoriellen ANOVA lediglich modifizierte Freiheitsgrade sind, die der beliebigen Ko-
varianzstruktur von 3; Rechnung tragen, sind auch keine besonderen Vorkehrungen
zu erkennen, die die Robustheitseigenschaften bei Nichtnormalverteilung verbessern
kénnten.

Es bleibt daher auch fiir die Geisser-Greenhouse-Statistik ein Resultat von Atiqullah
(1962)) giiltig, wonach quadratische unbalancierte Designs nicht robust sind. Qua-
dratische Balanciertheit wiirde vorliegen, wenn auf der Hauptdiagonalen von M
identische Eintrage stiinden. Quadratische Balanciertheit ist in einem Layout mit
nur einem Wholeplotfaktor gleichbedeutend mit identischen Stichprobenumféangen.

1.7.2 ANOVA-Typ-Statistik bei Normalverteilung

Die ANOVA-Typ-Statistik (ATS) wurde als Verallgemeinerung der ANOVA fiir unba-
lancierte und heteroskedastische normalverteilte Daten entwickelt, insbesondere fiir
den Zweck, eine Rangtransformation der Daten aufzunehmen, die bei Unbalanciert-
heit immer Heteroskedastizitit erzeugt, siehe Brunner, Dette und Munk (1997). Der
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urspriingliche Gedanke der ATS geht von einer Wald-Typ-Statistik der Art
' 2 R— .. n;
Y'H (HSH') HY = Xy fii ni — 00, 2 — i € (0,1)

fiir eine Hypothesenmatrix H aus, wobei (-)* die Moore-Penrose-Inverse ist. Die
Schétzung 3 fithrt speziell bei hochdimensionalen Daten aber zu einer sehr langsa-
men Konvergenz aus der liberalen Richtung. Als Abhilfe wird 3 durch die Identi-
tatsmatrix Iy, ersetzt und anschliefend eine geeignete Naherung fiir die Verteilung
von

Y H (HH"HY
gesucht.

Sie wird gefunden in der Box-Patnaik-Approximation. Diese Approximationsproze-
dur soll als néchstes fiir das unbalancierte Mehrstichprobenlayout wie es bei Becker
(2010), Brunner, Bathke und Placzek (2012), Happ, Harrar und Bathke (2016) und
Harden (2013)) fiir Split-Plot- bzw. Mekwiederholungen vorgestellt werden.

Es sei daran erinnert, daf H' (HH') H=T =T,® Ty ist und T, = [tiir], .,
notiert wird. Ausgegangen wird von der quadratischen Form

YH (HH) HY =Y TY = Q,. (12)

Die Zufallsvariable (),, ist damit eine quadratische Form, die mit der Matrix

M, = (@ n; 'L, ® Id> T (@ n 'L, ® Id) (13)
=1 =1

auch geschrieben werden kann als Q,, = Y'M,Y . Bei Normalverteilung und unter
der Nullhypothese folgt sie einer Linearkombination von unabhéngigen zentrierten
x2-Verteilungen mit einem Freiheitsgrad, also

Qn ~ Z)‘JX%y

wobei \; die Eigenwerte von <@?:1 (Im ® 2?)) M, (@?:1 (Ini ® E?)) sind.
Diese Linearkombination kann nach dem Vorschlag von Box und Patnaik Box|1954a},b;
Patnaik 1949 durch eine gestreckte y2-Verteilung approximiert werden, die in Er-
wartungswert und Varianz mit der Linearkombination iibereinstimmt, also

S 2
@n ~ 9X7,»
Wobei ,, ~ ¢ fiir ,ist approximativ verteilt wie* zu lesen ist.

Der Streckungsparameter g hat die Losung g = Ep, (Qn) = Yoiy 2Sp (T4%;), so
dafs sich anbietet, analog zur ANOVA oder zur Geisser-Greenhouse-Statistik einen
Quotienten aus (), und einer anderen, unabhéngigen quadratischen Formen zu bil-

den, die denselben Erwartungswert hat. Eine solche quadratische Form entsteht sehr
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einfach, indem man den Plug-in-Schétzer fir Fy, (Q,) durch Einsetzen der empiri-
schen Kovarianzmatrizen wéhlt, also

a

Q=Y %Sp (T.5:). (14)

i=1
Mit
EB P O T (15)

kann Q. = Y'M_.Y geschrieben werden. Damit sieht man, daf M, und M ortho-
gonal zueinander sind im Sinne von M, (P I,,, ® £;) M. = 0 (Satz von Craig und
Sakamoto). Daraus folgt schon die Unabhéngigkeit von @), und ). unter Normal-
verteilung.

Fiir Q. kann nach demselben Schema wie fiir (),, eine approximative Chiquadratver-
teiltung gefunden werden. Da @),, und (). unabhéngig sind, ergibt sich als Statistik

@n
Fi= 2= F(fa fe) (16)
Qe
Die Losungen fiir die Freiheitsgrade sind
2E2 2
L2PQ) L 2P Q)
Vary (@) Vary (Q.)

und die Streckungsparameter sind Varys (Q,) /En, (Qn) bzw. Vary (Q.) /En, (Qe)-
Erweitert man mit Ey, ), = EQ., kiirzen sich im Quotienten F' die Streckungspa-
rameter weg.

Die Erwartungswerte und Varianzen fiir die Freiheitsgrade kann man direkt aus-
rechnen. Fiir die Erwartungswerte E? (Q,,) und E? (Q.) sei auf Satz [28 auf Seite 78|
verwiesen. Die Varianz Vary (Q),,) wird in Harden |2013| mit einem Satz {iber die Va-

rianz quadratischer Formen in Normalverteilungen berechnet, ergibt sich aber auch
als Sonderfall aus Satz [9_auf Seite 30l Fiir die Werte dieser Parameter erhalt man

mit den Abkiirzungen

a a t2
b= E*(Qu) = DY —-Sp(Tu%:) Sp (TuZv) (17)
i=1 =1
1 tllt’LZ
by = 5 Vary (Qu) = ZZ oo SP (TaST %) (18)
i=1 i'=1 v
b, = Vary (Q) = zaj—’%‘ Sp (Tu3h)? (19)
e.—2 N e_i:1n?(ni_1)p d~i
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die endgiiltige Form der Losungen

b
fn = i und fe= b (20)

Es ist immer
fn € [17 rg (Ta> rg (Td)] ) (21>

insbes. ist f,, in der Praxis endlich. f,, = 1 kann nur vorkommen, wenn in genau einer
Stichprobe positive Varianz in lediglich einer Messung vorliegt. Ist diese Stichprobe
diejenige mit dem kleinsten Stichprobenumfang, dann nimmt auch f, sein Minimum

an:
fe€| min n; —1,1g(Ty) - (n—a)l. (22)

ie{1,....a}
Die Obergrenzen werden bei T3 Ty = ... =T, T, = T, verwirklicht, also falls

perfekte Sphérizitdt, d. h. die Modellvoraussetzungen der klassischen ANOVA gilt.

Die linke Seite der Geisser-Greenhouse-Statistik unterscheidet sich bei den beiden
Hypothesen Hy (AB) und Hy (B) von der ATS, wenn die Stichprobenumfénge nicht
identisch sind, indem die gepoolte Kovarianzmatrix fiir ), verwendet wird ((Bathke,
Schabenberger u. a. 2009))) und indem fiir den Test auf die Wechselwirkungshypo-
these Hy (AB) mit den gewichteten Mittelwerten gerechnet wird. Bei identischen
Stichprobenumfangen fallen diese Unterschiede zusammen.

Dadurch ,erbt“ die ATS von der Geisser-Greenhouse-Statistik, genau dort mit der
klassischen ANOVA {ibereinzustimmen, wo die ANOVA exakt ist, d. h. wo die so-
genannte Huynh-Feldt-Bedingung (Huynh und Feldt (1970)) erfiillt ist. Man muf
also den Gewinn, eine gute Naherungsstatistik im Behrens-Fisher-Problem oder bei
Nichterfiillung der Huynh-Feldt-Bedingung nicht damit bezahlen, dort ungenau zu
testen, wo die ANOVA exakt wére. Ob die Huynh-Feldt-Bedingung erfiillt ist, ist in
der praktischen Anwendung gewohnlich unbekannt.

1.7.3 Robustheit der ANOVA-Typ-Statistik im Einstichprobenfall

Bei Atiqullah (1962) wird Robustheit der ANOVA gefolgert, wenn gezeigt werden
kann, dafs die Exzess-Kurtosis der Beobachtungen keine Rolle spielt. Von Helms
(2010) wurde die ATS fiir den Fall einer Stichprobe mit unbekannter Kovarianz-
matrix so konstruiert, dafs sie nach diesem Vorbild robust hergeleitet werden kann.
Verwendet wird vereinfacht gesagt ein additiv-lineares Modell wie in Abschnitt [I.6.3]
nur fiir eine einzige Stichprobe.

Fiir die Herleitung werden die quadratischen Formen
Q]l\; = ?,Td?
Qi = Y, (PN & Td> Y = Sp (Tdﬁ:)
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definiert und als Teststatistik wird

1

1
e

gewdhlt.

In den Tails wird die Approximation
F! ~ ng?q

vorgenommen, wenn Freiheitsgrad f; und Streckungsparameter g; so gewahlt sind,
da® Varianz und Erwartungswert von F'' mit denen der g; 1X%—Verteilung iiberein-
stimmen. Hier wird also der gesamte Quotient der quadratischen Formen approxi-
miert. Hintergrund ist, daf Q} und Q! zwar orthogonale quadratische Formen sind,
allerdings wegen des iiber die Normalverteilung hinausgehenden Modells nicht mehr
als stochastisch unabhéngig gelten konnen. Die Abhéngigkeit kann das Verhalten
von F! so verdndern, daf man es fiir eine verniinftige Statistikapproximation nicht
mehr ignorieren kann.

Die Abhéngigkeit wird durch approximative Formeln fiir Varianz und Erwartungs-
wert eines Quotienten von korrelierten Zufallsvariablen einbezogen. Diese Formeln

beruhen auf den Taylorapproximationen aus Korollar |31 aut Seite 84, namlich

B (&) - Pey (l L Var(@y) Cov@}v,czb)
Q) = EQ E2Q)} EQNEQ!
Var (Q2) — Cov (Q, Q2)
E2Q!

o4

(23)

und

v (@) . FPQY (Var(Qh) | Var(@l) _ 2Cov(Q4.Q))
o <@_é)* F2Q) ( B2Qy | BNQl  EQYEQ! )
i, Var (Q}) + Var (Q}) — 2Cov (Qy, QL)

L o . (24)

In einem Modell wie in Modellgleichung , nur fiir eine Stichprobe, wird ausge-
rechnet

Var (Qy) = 2Sp (T2)* + &
Var (Q1) = ——

N-1
Cov (Qn, Qe)

K

Sp (T4X)* + K

wobei k von der Kovarianzmatrix abhingt und im additiv-linearen Modell Zu-
sitzlich von den vierten Momenten der Randverteilungen in den Z-Vektoren. Die
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r-Terme fallen auf diese Weise in den Formeln und weg, wenn diese vierten
Momente endlich sind. Der Streckungsparameter g und der Freiheitsgrad f hingen
damit nur noch von Termen ab, die aus Sp (TdE)Q, Sp? (T¢X) und dem Stichproben-
umfang bestehen, nicht von Termen, die wie x von der Verteilungsfamilie abhéngen.

Die Herleitung der Statistik ist also robust, insofern die vierten Momente in den
Réandern der Z-Vektoren aus Modellgleichung anders sein konnen als im nor-
malverteilten Modell, wenn nur die Regularitétsbedingung eingehalten wird. Bei
Helms (2010) wurde mit Simulationen bestétigt, dafs die Statistik fiir praktische
Anwendungen robust genug sein kann.

Ungeklart durch die Arbeit von Helms (2010)) bleibt, ob ein analoges Vorgehen wirk-
lich zur Robustheit bei unbalancierten Stichproben fiihren kann, weil das Einstich-
probenlayout bei vollstéindigen Beobachtungen ohnehin quadratisch balanciert ist.
Daher kann es nach Atiqullah (1962) ohnehin als robust gelten.

1.8 Andere Ansatze

1.8.1 g-Inverse der empirischen Kovarianzmatrix
Statistiken auf der Grundlage von Wald-Typ-Statistiken wie
— . +
YH (HSH') HY

wurden von Secchi, Stamm und Vantini (2013) sowie Srivastava und Fujikoshi (2006))
vorgeschlagen. Im Niedrigdimensionalen konnen daraus Wald-Typ-Statistiken ge-
wonnen werden, indem bei groffen Stichprobenumfingen dieser Ausdruck einer Chi-
quadratverteilung folgt, deren Freiheitsgrade dem Rang von H entsprechen.

Im Hochdimensionalen hat diese Statistik allerdings den Nachteil, daf fiir Alternati-
ven, die im Kern von HXH’ liegen, nur eine sehr schlechte Power erreichbar ist, wie
auch Secchi, Stamm und Vantini (2013) einrdumen. Die Dimensionalitidt des Kerns
wiederum wéchst mit der Differenz zwischen der Zahl der Mefiwiederholungen und
dem Gesamtstichprobenumfang.

Man kann sich das Komplement des Ablehnbereich eines solchen Tests hinsichtlich
HY bei fest gedachtem 3 geometrisch wie eine Sdule vorstellen, die orthogonal zum
Kern von HXH' ellipsoidal ist und entlang des Kerns unendlich lang ist.

Die empirische Kovarianzmatrix 3 ist aber selbst eine Zufallsvariable, deren Eigen-
rdume von den Vektoren H, (Yik—?i.), i =1,...,n;, k = 1,... n;, aufgespannt
werden. Es ist daher plausibel, wenn auch noch nicht bewiesen, daf die Richtungen,
in denen die Verteilung am wenigsten streut —also die Richtungen der Eigenvektoren
von HXH' mit den kleinsten oder gar verschwindenden Eigenwerten— am ehesten
den Kern von HXH' aufspannen. Das Komplement des Ablehnbereichs hat also
gerade da den kleinsten Durchmesser, wo die Daten am meisten streuen.
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Dieses Verhalten ist unerwiinscht. So konnte ein solcher Test eine bessere Power
bekommen, indem man irrelevante Daten mit einer hohen Varianz hinzufiigt. Solche
Probleme mit der Powerfunktion sollen durch Simulationen belegt, deren Ergebnisse
in Abbildung [2] gezeigt werden.

Simuliert wurde mit festem Stichprobenumfang n = 20 und wachsender Dimensiona-
litét die Statistik aus Vermutung 6 von (Secchi, Stamm und Vantini 2013)), weil diese
Statistik im Niedrigdimensionalen identisch zur T2-Statistik ist. Betrachtet wurden
zwel Alternativen mit demselben Mahalanobis-Abstand zur Null, so dak die Power
beim 7T2-Test dieselbe sein muf. Allerdings liegt der Erwartungswertvektor der er-
sten Alternative auf dem Eigenvektor zum grofsten Eigenwert der Kovarianzmatrix
von X,;. Bei der zweiten Alternative liegt er auf dem Eigenvektor zum kleinsten Ei-
genwert, also in der Richtung der geringsten Streuung der simulierten multivariaten
Normalverteilung. Zum Vergleich wurde auch die Nullhypothese mitsimuliert.

0.9 0 T T T T T
i+ Power bei py; = (4,0,.. 1)
0.8 % i X Power bei puy = (0,..., 5) -
i o tatséchliches Niveau
0.7 =N
0.6 i N
. 2—13 2"1‘ +
0.5 F L + -
04 * +
0.3 n i
0.2 | | .
* +
0.1 ; + i
T E R e 4
0 B e S w e e ow g ow ok w
0 20 40 60 80 100 120 140
d

Abbildung 2: Power und Niveau des vermuteten Tests aus (Secchi, Stamm und
Vantini 2013) bei ¥, = diag (16,8,4,2,1)_5,1), n = 20 und Hy : p = 0 simuliert
mit 10000 Wiederholungen. Von links bis an die gepunkteten Linie bei d = 19 ist
dieser Test identisch zu Hotellings T2-Test.

Man sieht, daR der 7?"-Test bei den gewithlten Parametern im Hochdimensiona-
len noch sehr konservativ ist. Offensichtlich ist die Verteilung von T?*-Statistiken
insbesondere im Finiten noch ldngst nicht gut verstanden. Gravierend ist, dafs wie
vorausgesagt im Hochdimensionalen der T%*-Test die Alternative entlang der grof-
ten Streuung besser aufdeckt, wihrend bei der Alternative entlang der geringsten
Streuung die Wahrscheinlichkeit fiir den Typ-I-Fehler von der Power kaum {iber-
schritten wird. Man beriihrt also die Grenze zur Verzerrtheit eines statistischen
Tests. Der Powerunterschied zwischen beiden Alternativen vergrofsert sich sogar mit
wachsendem d, indem die Power bei der ersten Alternative bestdndig zunimmt. Das
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kontrastiert zu der ebenfalls erwarteten identischen Power bei beiden Alternativen
im Falle der —niedrigdimensionalen— T2-Statistik links von d = 20.

1.8.2 Multivariater Ansatz

Bei Srivastava, Katayama und Kano (2013alb) und Feng u. a. (2015) wird ein hoch-
dimensionaler Test fiir die Hypothese Hy : p; — py = 0 ausgehend von

(Y1 - Y2) D7 (V1 = ¥3) mit D= Lt (051405 ' 55

vorgeschlagen. Diese Metrik wird auch Karl-Pearson-Abstand genannt (siche Chi-
ang (2005))). Eine niedrigdimensionale Version wird ,modified ATS* genannt, siche
Friedrich und Pauly (2018). Mit Statistiken dieser Art kann nur ein Test fiir die Hy-
pothese ,kein Effekt der beiden Gruppen auf die Zeitverlaufe durchgefiihrt werden.
Dabei hangt die Powerfunktion von den komponentenweise standardisierten Diffe-
renzen der Beobachtungsvektoren ab. Solche Tests sind also nur geeignet, wenn es
sachlogisch Sinn hat, die Alternative dergestalt als Vektor normierter Verschiebun-
gen anzugeben.

1.8.3 Asymptotische Ansitze

Es wurde in Abschnitt angedeutet, dak man auch durch Konvergenzsitze quali-
tative Robustheit belegen kann. Oftmals gilt dieselbe Verteilungsaussage iiber eine
Statistik unter der Annahme einer bestimmten Verteilung der Daten wie unter den
Voraussetzungen eines Konvergenzsatzes. Ein wohlbekanntes Beispiel ist der Gauls-
test, dessen Teststatistik bei normalverteilten Daten standardnormal ist. Dieselbe
Verteilung hat diese Teststatistik bei hinreichend groftem Stichprobenumfang, wenn
die Daten nur den Voraussetzungen des zentralen Grenzwertsatzes gehorchen, ohne
normalverteilt zu sein.

Dieses Konzept der Asymptotik iiber den Stichprobenumfang wurde haufig ange-
wendet, ist aber nicht mit dem Paradigma hoher Dimensionalitit vereinbar, weil
eine Asymptotik {iber den Stichprobenumfang bei fixiertem d auf niedrigdimen-
sionale Szenarien hinauslauft. Man kann d auch nicht beliebig wachsen lassen, weil
d = 0(n?) sei mufy, damit der Zentrale Grenzwertsatz greifen kann (Portnoy (1986)).

In der Literatur wird daher oft eine Asymptotik mit festen Stichprobenumfingen
und d — oo oder eine sogenannte Verhdltniskonsistenz gefordert, d. h.

dN,d—>oo
— =" c>0

und eine Bedingung an die asymptotischen Kovarianzmatrizen (Bai und Saranadasa
(1996), S. X. Chen und Qin (2010), Feng u.a. (2015)), Happ, Harrar und Bathke
(2016), Katayama, Kano und Srivastava (2013), Park und Ayyala (2013)), Pauly, El-
lenberger und Brunner (2015), Srivastava und Du (2008), Srivastava und Fujikoshi
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(2006) und Srivastava, Katayama und Kano (2013al) oder an die asymptotische Ab-
héngigkeit zwischen den Messungen (Wang und Akritas (2010))). Meistens besagen
diese Bedingungen, daf die asymptotischen Eigenwerte der Kovarianzmatrizen nicht
zu unterschiedlich oder die Abhéngigkeit nicht zu grof sein soll.

Eine derartige Asymptotik steht allerdings im Widerspruch zur Bedeutung von fe-
sten Faktoren (insbes. Subplotfaktoren) und zufélligen Faktoren. Zuféllige Faktor-
stufen konnen per Definition vermindert oder vermehrt werden, ohne die Bedeutung
zu beriihren, die die Versuchsergebnisse haben kénnen (Verallgemeinerungsregel).
Feste Faktoren hingen hingegen direkt mit der Aussage zusammen, die ein Versuch
haben soll.

Nichtsdestotrotz ist dieser Ansatz populér. Dabei ist die Asymptotik iiber die asym-
ptotische Gestalt der Kovarianzmatrizen schlecht iberpriifbar, wenn schon die finite
Kovarianzstruktur unbekannt ist. Auch sachlogisch ist keine Eindeutigkeit gegeben:
Wenn Mefzeitpunkte enger gewéhlt werden, nimmt die Korrelation zwischen ih-
nen gewohnlich zu. Wenn der Mefszeitraum verlangert wird, nimmt die Korrelation
zwischen der ersten und der letzten Messung gewohnlich ab. Beides fiihrt zu grund-
verschiedenen asymptotischen Kovarianzmatrizen.

Wie entscheidend deren unterschiedliches asymptotisches Verhalten ist, wurde von
Pauly, Ellenberger und Brunner (2015) gezeigt. Bei ungiinstiger asymptotischer Ko-
varianzmatrix und normalverteilten Daten folgen die Statistiken, die ansonsten als
asymptotisch standardnormalverteilt gelten, einer zentrierten und standardisierten
Chiquadratverteilung mit Freiheitsgrad 1.

Wiirde man vorsichtshalber daher nur noch die kritischen Werte aus dieser Chiqua-
dratverteilung benutzen fiir diese Art von Statistiken, dann erreicht man im ungiin-
stigsten Fall nur einen Typ-I-Fehler von 0,0223 beim Signifikanzniveau a = 0,05,
also weniger als die Hilftd] Aus diesem Grunde sind Tests mit einer von einer
Asymptotik abhéngigen Verteilung fiir hochdimensionale Daten unbrauchbar. Eine
asymptotische Pivotgrofse gibt es bei beliebigen Abhéngigkeitsstrukturen nicht.

In Pauly, Ellenberger und Brunner (2015) wird eine ,,Kompromiflésung* vorgeschla-
gen, mit einem anderen Parameter als dem Box’schen Epsilon die ,richtige Grenz-
verteilung auszuwihlen, sieche auch Sattler und Pauly (2018). Dieser Parameter in-
volviert die Schiefe der quadratischen Form in der Teststatistik. Diese ist zwangslau-
fig abhéngig von der Normalverteilungsannahme und ist bei mehreren Stichproben
iiberdies nur mit sehr viel Rechenaufwand zu schétzen.

Im weitesten Sinne ebenfalls asymptotisch ist der parametrische Bootstrap, siehe
z. B. die Anwendung bei Krishnamoorthy, Lu und Mathew (2007). Der parame-

! Ausgabe vom R-Befehl
1 - pnorm((qchisq(0.95,1)-1)/sqrt(2))
oder in SAS

1 - probnorm(QUANTILE(’CHISQUARE’, 0.95, 1));
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trische Bootstrap findet die kritischen Werte zu einer Teststatistik, indem die Sta-
tistik mehrfach mit (pseudo-)Zufallszahlen ausgerechnet wird, die ~bedingt auf die
Nullhypothese— der empirischen Verteilungsfunktion folgen. Letztere konvergiert ge-
wohnlich gegen die wahre Verteilungsfunktion, so dafs die so simulierte Verteilung
gegen die wahre Verteilung der Teststatistik unter der Nullhypothese konvergieren
muf. Im Hochdimensionalen ist diese Konvergenz der empirischen Verteilungsfunk-
tion aber wertlos, da insbesondere die Streuung nur in einem echten Unterraum des
d-dimensionalen Beobachtungsraumes beobachtet werden kann.
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2 Robuste Mehrstichprobenstatistiken

2.1 Skizze des Vorgehens

Ziel dieses Kapitels ist es, eine robuste Statistik fiir unbalancierte Daten bei Ko-
varianzheterogenitit zu entwickeln. Wie in Abschnitt angesprochen, soll in
dieser Arbeit ein Test als robust gelten, wenn er zunédchst bei Normalverteilung
den Typ-I-Fehler gut einhalt, das heift, dafs seine Abweichungen vom vorgegebe-
nen Signifikanzniveau nicht grofer als bei der ANOVA-Typ-Statistik sind. Weitere
Voraussetzungen sind, dak die approximative Verteilung der Teststatistik in den
Modellen aus den Abschnitten [1.6.2] bis [1.6.4] hergeleitet werden kann, daft durch
den robusten Test die Power sich nicht gegeniiber dem bekannten Test verschlech-

tert und daf bei moderater Nichtnormalverteilung das vorgegebene Fehlerniveau
nicht zu stark verfehlt wird. Bei Bradley [1978| wird ein tatséchlicher Typ-I-Fehler
im Bereich jenseits von [¢/2,3/2] als zu stark verfehlt betrachtet.

Vor allem aber soll der robuste Test fiir den Anwendungszweck der ANOVA-Typ-
Statistik geeignet sein. Daraus ergeben sich folgende Eigenschaften:

1. Es sollen lineare Hypothesen der Form aus Abschnitt [I.4] getestet werden kon-
nen.

2. Der Nichtablehnbereich des Tests soll kompakt sein im Unterschied zu den
Methoden mit einer verallgemeinerten Inversen aus Abschnitt

3. Der Test soll invariant unter Skalentransformationen sein, d. h. wenn alle die
Messungen mit einer Transformation z — ax,a € R* transformiert werden,
soll sich das Ergebnis nicht d&ndern.

4. Der Test soll auf Meftwiederholungen bzw. Split-Plot-Designs ausgelegt sein,
also auf der euklidischen Norm von T'p basieren und nicht auf der Pearson-

Distanz aus Abschnitt

5. Auf den Gebrauch von Asymptotiken soll fiir die Herleitung wegen der damit
einhergehenden Probleme bei hoher Dimensionalitéit, die in Abschnitt
berichtet wurden, moglichst verzichtet werden.

Die ersten vier Anforderungen kénnen durch eine Form der ATS erfiillt werden,
wenn (), aus Definition in Abschnitt als Grundlage genommen wird. Die
entscheidende Frage bleibt dann nur noch, welche quadratische Form im Nenner
des Quotienten stehen soll. Sie ist notwendig, um die Skaleninvarianz, die dritte
geforderte Eigenschaft, sicherzustellen. Sie soll dafiir unabhéngig von der tatséch-
lich vorliegenden Alternative denselben Erwartungswert haben, den (), unter der
Nullhypothese hétte.

Um dem Behrens-Fisher-Problem gerecht zu werden, soll diese Erwartungsgleichheit
fiir alle Kombinationen aus Stichprobenumfingen und Kovarianzmatrizen gelten,
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damit die Kovarianzmatrixparameter sich weggkiirzen wie in Abschnitt [1.7.2] Die
unter diesen Anforderungen eindeutige zuldssige Gestalt der quadratischen Form des
Nenners wird im néchsten Abschnitt herausgearbeitet.

Im iiberndchsten Abschnitt wird untersucht, wann Statistiken, die Quotienten aus
2, und anderen quadratischen Formen sind, approximative Verteilungen haben, die
unabhéngig von speziellen Eigenschaften des Normalverteilungsmodells sind. Diese
sind zum einen die Folge der Momente, insbesondere der Momente von quadratischen
Formen in normalverteilten Zufallsvektoren. Zum Anderen wiirde das normalverteil-
te Modell die Eigenschaft garantieren, dafs Orthogonalitidt von quadratischen Formen
in denselben Zufallsvektoren auch deren Unabhéngigkeit bedeutet. In diesem Ab-
schnitt wird darauf eingegangen, wie sich Robustheit von der Normalverteilung zum
Behrens-Fisher-Problem verhélt.

Um die Herleitung einer Statistik von diesen Besonderheiten des normalverteilten
Modells zu befreien, soll eine Approximation des gesamten Quotienten wie in Ab-
schnitt vorgenommen werden mit entsprechenden Approximationen fiir Er-
wartungswert und Varianz des Quotienten. Dadurch wird die Unabhéngigkeit nicht
mehr bend6tigt. Wenn die so entstandene Verteilungsapproximation auch noch frei
von Parametern ist, die von den hoheren Momenten abhédngen, dann kann die Ro-
bustheit folgert werden.

Es stellt sich heraus, daf genau der Test hergeleitet werden kann, ohne Eigenschaf-
ten der Normalverteilung zu benutzen, der auch auf das Behrens-Fisher-Problem
ausgelegt ist.

Zur besseren Vergleichbarkeit mit den bekannten Statistiken aus Abschnitt [I.7] die
vor allem F-verteilt sind, sollen anschliefend F-Verteilungen gefunden werden, die
dhnliche oder zumindest nicht liberalere kritische Werte liefern wie die Verteilungs-
approximation.

2.2 Hochdimensionales Behrens-Fisher-Problem

Ausgangspunkt soll wieder die quadratische Form

Qu=YTY =Y (T, ®T,)Y
sein. Unverandert zum normalverteilten Modell bleiben die Erwartungswerte von
Qn:

Satz 6. Es ist

E@Q)=3 %Sp (S,T) + W'Th (25)
i=1 "

“ Lt
DN Sp (2T)

i=1
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Beweis. Dies ist auszurechnen mit dem Satz von Lancaster, der nicht die Normal-
verteilung voraussetzt, siche im Anhang auf Seite O

Q). soll durch einen erwartungstreuen Schétzer @, fiir Ey, @), dividiert werden, damit
sich dieser unbekannte Erwartungswert herauskiirzt. Auf diese Weise wird ein Schritt
der ATS-Herleitung aus Abschnitt imitiert, da Ep,Q, = EQ sich in der
Statistik herauskiirzte.

Qs soll moglichst effizient sein, d. h. Var (Qs) soll minimal sein. Auferdem soll @
orthogonal zu @, sein, d. h. wenn @, = Y'M,Y und Q, = Y'M,Y geschrie-
ben werden kann, soll M, (@?:1 I,, ®3;) M, = 0 sein. Diese beiden Bedingungen
erfiillen die ATS und die ANOVA, wo sie exakt ist. In diesem Falle sind diese Bedin-
gungen also ein notwendiges Kriterium dafiir, daft die zu findende Statistik mit der
ANOVA iibereinstimmen kann.

Der néchste Satz erweitert Theorem 1 aus Atiqullah (1962). Dort wurde die Effi-
zienz des Residuenschéitzers aus der ANOVA fiir quadratische Balanciertheit oder
Normalverteilung (genauer: Kurtosis wie bei Normalverteilung) gezeigt. Weil hier
eine Aussage jenseits quadratischer Balanciertheit und Normalverteilung angestrebt
wird, muf auch der Satz neu formuliert werden, indem er auf Ep @, ausgelegt
wird anstatt auf die quadratische Form aus der ANOVA. Ey, @, unterscheidet sich
durch die ungewichteten Mittelwerte von den quadratischen Formen aus der ANOVA
bzw. der Arbeit von Atiqullah (1962).

Satz 7. Unter allen positiv semidefiniten quadratischen Formen ist
, [ tii
Y,| —P,®T;)Y;
n;

unverzerrter Schdtzer fiir %Sp (T'3%;) mit minimaler Varianz im Rahmenmodell mit
E(Y,T;Y4) <E(Y,Yu) <.

Beweis. Im Anhang [A] wird der Beweis auf Seite [79] gefiihrt. Er beruht darauf, daf
der optimale Schétzer invariant unter Permutation der Beobachtungsvektoren sein
mufs. 0

Damit ist zwangslaufig @),, durch
Q, =Y’ (@ 5Py, ® Td) Y
i=1

zu dividieren. Ey, @), = EQs wird dann durch Koeffizientenvergleich der a unab-
héngigen Stichproben erreicht, wenn s; = fl—l ist. Es ist also QQ, = Q. mit

Qe = za: %Sp (21‘Td)

i=1
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wie in Abschnitt [1.7.2, Die Teststatistik, die auf das Behrens-Fisher-Problem aus-
gelegt ist, ist daher wie in Abschnitt

_Gn
Qe
Diese Statistik hat zu gegebenen (), das optimale Qs = (.. Das eben bewiesene

F

Resultat kann in folgendem Satz festgehalten werden.

Satz 8. Unter allen Teststatistiken fiir die Hypothese T = 0, die

1. auf der euklidischen Norm von TY basieren,
2. aus einem Quotienten quadratischer Formen bestehen,

3. bet unterschiedlichen Kovarianzmatrizen und Unbalanciertheit keine Kenninis
der Xy, ..., %, voraussetzen,

hat

_ @

F =
Qe

die geringste Varianz.

Zu diesem F' ist im verallgemeinerten Modell mit Regularitdtsbedingung eine
geeignete Verteilungsapproximation zu finden. Wichtig ist, daf man Cov (Q,,, Q.) =
0 nicht mehr verwenden darf, wie fiir den Sonderfall @ = 1 in Abschnitt gesehen.

2.3 Robuste Verteilungsapproximation des Quotienten

Es sei wieder (), eine quadratische Form mit

EHO (Qn) =F (Qs)

und

i=1
Die Approximation fiir die ATS kann ohne Normalverteilungsannahme hergeleitet
werden, indem ein f gefunden wird, so daf in

n < gx; (27)

s

beide Seiten in Varianz und Erwartungswert iibereinstimmen. Auf diese Weise wird
nicht mehr bendétigt, daft bei Normalverteilung Zahler und Nenner stochastisch un-
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abhéangig sind. Man erhélt das Gleichungssystem
Qn>
=gf
£(3

@Qn\ _, o
Var (QS>—2gf.

 Var (%) 267 () o5

N 2F <%> /= Var (%")

Da exakte Formeln fiir diese Varianz und diesen Erwartungswert von den unbekann-

Dessen Losung ist

ten Verteilungen der Daten abhéngen, haben sie fiir die weitere Herleitung keinen
Sinn.

Stattdessen wird eine Taylorapproximation fiir Erwartungswert und Varianz eines
Quotienten von Zufallsvariablen verwendet. Sie beruht auf dem Taylorpolynom er-
ster Ordnung fiir die Funktion (z1,22) — *, entwickelt um (En,Qn, En, Q). Fiir
Details der Herleitung siehe im Anhang Korollar 31 auf Seite 841 Den Erwartungs-

wert erhéalt man naherungsweise durch

=(@) = 5oy

(29)

weil E (Qn) LD (Qs) gefordert wurde. Setzt man diese Approximation fiir den
Erwartungswert ein, ist automatisch der Streckungsparameter

=17 = v (),

Auferdem vereinfacht sich die Varianz in der Taylorapproximation zu

Var (Qn) - (EQH)Q(Var@n) L Var (Q,) _COV(Qn,Qs))

Qs EQ; E2Q, E2Q EQ.EQ,
H, Var (Qn) + Var (Q,) — 2Cov (Q, Q)
- E%,Q. (30)
V n - s
== (ggQ %) (31)

Die Losung fiir den Streckungsparameter und den Freiheitsgrad in der Box-Appro-
ximation des gesamten Quotienten lauft also auf die Statistik

2E%Qs
Var (Qn - Qs)

F~ f_l)(?c mit f =

hinaus.
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Anzumerken ist, dal man hier wie in fir £ (@»/qQ,) eine Taylorapproximation
zweiter Ordnung benutzen konnte. Die zusétzliche Genauigkeit durch die hohere
Ordnung geht spéater aber durch schlechter schiatzbare Parameter wieder verloren.

In der Varianz Var (Q),, — Q) kommt ein neuer Stérparameter hinzu, der sich durch
die Abhéngigkeit von @,, und @, bei Nichtnormalverteilung ergibt:

Satz 9. Mit der Notation rk; (Y1) := E (Y, TyY 1) — 2Sp (T4%:)? — Sp? (T4%)
gilt unter Hy:

1.
2
Varg, (Qy) _QZZt 7S Sp (T TaXy) +Z i (Vi) (32
i=1 z
2. ) )
Var (Q,) =23 (n; — 1) 7Sp (TuS)* + Y > (1) (Y1)
< d £ n; 7 7l
3.

a
tzzsz i

Coviyy (@n, @ ki (Yia)

=1

Beweis. Der Beweis beruht auf Korollar 2 in Bathke und Harrar (2008), siche im
Anhang auf Seite [80] O

Da bei Normalverteilung E (Y}, T4Y 1)° = 2Sp (T4X:)* +Sp? (T4%;) ist (siehe Ma-
thai und Provost (1992, S. 53) verschwinden in diesem Fall die k;-Terme. Dies ist
im Einklang mit der Eigenschaft der Normalverteilung, dafs orthogonale quadrati-
sche Formen stets unabhéngig zueinander sind, denn dadurch verschwindet auch
Covy, (Qn, Qs). Bei Nichtnormalverteilung gilt dies nur in Ausnahmeféllen. Daher
miifte man zusétzlich zu den Termen der Art Sp (T¢X;T;X), die man auch bei
Normalverteilung schétzt —siehe Becker (2010), Brunner, Bathke und Placzek (2012)
und Harden (2013~ auch die x; schétzen. Damit wiirde man aber Genauigkeit im
normalverteilten Fall verlieren.

Die einzige Losung dieser Situation ist, ()5 so festzulegen, dak die x;-Summen in
der Summe Varg, (Q,) + Var (Qs) — 2Covy, (Qn, Qs) sich aufheben. Setzt man die
Resultate aus Satz |§] in die Varianzapproximation des Quotienten ein, dann
verschwinden die x; genau dann, wenn

Lii

ist, also genau im Fall der auf das Behrens-Fisher-Problem ausgelegten Statistik.

S; =

Dieses Ergebnis kann man als folgenden Satz formulieren.
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Satz 10. Eine approrimative Statistik aus einem Quotienten aus @, und einer
quadratischen Form Qs mit Qs = @;_, siPn, ® Ty hingt genau dann nicht von
E(Y T,Y1) miti=1,....a ab, wenn

Ly

1st, also wenn die linke Seite der Statistik mit der ANOVA-Typ-Statistik tiber-
einstimmd.

Beweis. Die detaillierte Rechnung findet sich auf S. O

Anschaulich entscheidet sich die Robustheit an den Koeffizienten vor Termen der
Art Y, T;Y i in Q, und Q.. Treten diese Terme in beiden quadratischen Formen
in iibereinstimmenden Linearkombinationen auf, also weil die Matrizen M, und
M . identische Hauptdiagonalen haben, dann erscheinen die Varianzen dieser Ter-
me nicht mehr in der Naherungsformel 31] fiir die Varianz des Quotienten, genauer
gesagt in Vary, (@, — @s) = Varg, (Q,)+ Var (Qs) —2Covy, (Qn, @s) laut dem Re-
sultat von Satz |§I Aber nur die Varianz von Termen der Art Y, T ;Y ;x hingt von
den unbekannten Termen der Art E (Y;leYﬂ)2 ab, so dals dieser Storparameter
wegfallt.

In der Geisser-Greenhouse-Statistik hingegen stimmen die Hauptdiagonalen bei un-
balancierten Layouts nicht iiberein. Daher ist die Geisser-Greenhouse-Statistik im
Allgemeinen nicht robust.

Abschliefsend kann noch eine Bemerkung zu asymptotischen Ansétzen gemacht wer-
den. Fiir nq,...,n, — oo verschwinden die storenden x;-Terme gegeniiber den Vari-
anzen der quadratischen Formen. Allerdings ist eine Asymptotik iiber die Stichpro-
benumfiange nicht mit hochdimensionalen Daten vereinbar.

Arbeiten, die Asymptotiken nur iiber die Dimensionalitdt benutzen, kénnen an der
Stelle eine Voraussetzung an die asymptotische Abhéngigkeitsstruktur zwischen den
Subplotstufen fordern, die in letzter Konsequenz auf k; 2% 0 hinausliuft. Kann die
Verhéltniskonsistenz gezeigt werden, die in Abschnitt 22| erwdhnt wurde, wiirde in
letzter Konsequenz auch x;n;® — 0 gelten. Auf beide Weisen wiire eine asymptoti-
sche Herleitung einer Statistik aus ), und (). ebenfalls robust.

Die Achillesferse asymptotischer Ansétze ist aber, was bei Nichtzutreffen der An-
nahmen geschieht und was dies fiir die Anwendung bedeutet. In der vorliegenden
Arbeit soll eine Statistik im Vorhinein so konstruiert werden, dafs die Storparameter
sich finit auftheben, wenn noch keine Asymptotik greift.
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2.4 Kritische Werte

Als Resultat des vorherigen Abschnittes kann im nichtnormalverteilten Rahmen-
modell mit der Eigenschaft die Statistik

F & G (33)

approximiert werden mit
b1

f:—anrbe’

wobei by, b, und b, wie in (17), und in Abschnitt auf Seite defi-
niert sind. Im fertigen Test wiirden also die kritischen Werte einer f—1 X;—Verteilung
verwendet werden.

Dies wurde in dem Rahmenmodell hergeleitet, das das multivariat normalverteilte
Modell verallgemeinert. Gleichzeitig ist die linke Seite von Statistik dieselbe
wie von Statistik . Man mochte daher erwarten, dals sich die kritischen Werte
nicht verdndern, ob nun die Daten normalverteilt sind oder nicht. Tatsachlich liegt
genau darin der praktische Wert der Robustheitsaussage. Deswegen soll als néch-
stes argumentiert werden, dafs der Unterschied zwischen den oberen Quantilen einer
f7'xG-Verteilung und einer F'(f,, fe)-Verteilung praktisch nicht ins Gewicht fallen,
die F' (f,, f.)-Verteilung aber zu bevorzugen ist, weil sie konservativer ist.

Satz 11 (Approximation durch F-Verteilung). Die Quantile einer f _1X;-Verteilung
konvergieren an die Quantile einer F (f,, f.) - Verteilung, wenn n; — oo ist.

Beweis. Siehe im Anhang auf Seite [84] [

Numerisch berechnete Unterschiede zwischen den Quantilen bzw. den Verteilungs-
funktionen sollen zur Illustration fiir kleine Werte der Freiheitsgrade dargestellt wer-

den. In Abbildung [3 auf der néchsten Seite ist dafiir ein geeigneter Plot zu finden.
Abgebildet ist mit dem blauen Fléchengitter der von 1 abgezogene Wert der Vertei-

lungsfunktion einer f~! X?—Verteﬂung auf der z-Achse, wenn das 0,95-Quantils einer
F (fn, fe)-Verteilung eingesetzt wird. Mit dem roten Flachengitter ist derselbe Wert
abgebildet, wenn dasselbe Quantil einer F' (f, f.)-Verteilung eingesetzt wird. Auf der
x- und der y-Achse sind f, und fe/f, jeweils zwischen 1 und 8 aufgetragen, da nur
fn < fo von Interesse ist. Der Parameter f. ist bei realistisch grofen Datensétzen
sogar um ein Vielfaches grofier als f,,.

Auf diese Weise kann man also erkennen, welche Typ-I-Fehler zustandekommen,
wenn fiir einen Test der kritische Wert aus einer F-Verteilung mit den jeweiligen
Freiheitsgraden genommen wird, obwohl die Verteilung der Teststatistik einer f~* X?-
Verteilung folgt. Wo das Flachengitter unterhalb von 0,05 auf der z-Achse, liegt ist
der Test konservativ.
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Abbildung 3: Wert der Fg-Verteilungsfunktion

Man erkennt auf Abbildung [3| daf ein Test mit den kritischen Werten sowohl der
einer F' (f,, f.)-Verteilung wie auch der einer F'(f, f.)-Verteilung konsertativ ist,
wenn die wahre Verteilung der Teststatistik einer f—1 X?-Verteilung folgt: Beide Fl&-
chengitter bleiben im Plot unterhalb von 0,05. Sie ndhern sich aber mit wachsendem
fn und f. von unten an 0,05 an. In Bezug auf f. wird dies durch Satz ange-
kiindigt. Fir sehr kleines f., d. h. f. = f,, ist die Approximation mit den beiden
F-Verteilungen sehr konservativ, weil man dann noch sehr weit von der Asymptotik
aus Satz [[1] entfernt ist.

Die am wenigsten konservativen Testentscheidungen kommen mit den kritischen
Werten einer F (f,, f.)-Verteilung zustande, da das blaue Fliachengitter oberhalb
des roten Flachengitters liegt. Daher sind diese kritischen Werte zu bevorzugen.
Am Ende erhélt man auf diese Weise exakt denselben Test wie in Abschnitt [I.7.2]

allerdings ohne Riickgriff auf die Normalverteilungsannahme.

2.5 Simulationen

2.5.1 Simulationslayout

Nur mit Monte-Carlo-Simulationen kann gezeigt werden, inwieweit die Taylor-Ap-
proximationen geeignet sind, wie sich die robuste Statistik insbesondere im Vergleich
zum etablierten Verfahren, der Geisser-Greenhouse-Statistik, verhélt, und wie robust
die Prozedur wirklich ist.
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Die Parameterkonstellationen, die zu simulieren sind, sollen einerseits umfassend ge-
nug sein, damit keine Szenarien iibersehen werden, in denen die Statistiken bzw. die
Approximationen sich sehr anders verhalten als sonst. Andererseits soll auf Szenari-
en verzichtet werden, die etwa durch die Invarianzeigenschaften der Tests redundant
sind. Auferdem sollen auch starke Abweichungen von dem Normalverteilungsmodell
einbezogen werden, solange sie noch den Modellvoraussetzungen aus den Abschnitt

[1.6] geniigen.

Die Hypothesen, zu denen die Tests und die quadratischen Formen simuliert werden,
sind die drei hochdimensionalen Hypothesen in der Aufzéhlung auf Seite 5| Noch
mehr andere Hypothesen, etwa fiir mehrere Wholeplot- und Subplotfaktoren miissen
nicht simuliert werden, weil es einerlei ist, ob die Unterschiedlichkeit der denkbaren
Verteilungen von T'Y durch Variationen in den Hypothesenmatrizen oder in den
Kovarianzmatrizen zustandekommt.

Die Zahl a der Wholeplotfaktorstufen variiert zwischen zwei und vier. Die Zahl d
der Subplotfaktorstufen wird mit

d € {4,8, 16,32, 64,128,256, 512}

festgelegt.

Die Stichprobenumféinge liegen zwischen 10 und 30. Kleinere Stichprobenumfinge
werden von der Anwenderseite bei Versuchsplanungen selten als ausreichend erach-
tet. Grofere Stichprobenumfénge sind fiir diese Arbeit mit ihrem Fokus auf hoher
Dimensionalitdt weniger interessant.

Zunéchst ist das ,Standardmodell“ der Normalverteilung zu simulieren, um den
Effekt von Unbalanciertheit und Heteroskedastizitit vom Effekt durch die Nicht-
normalverteilung unterscheiden zu kénnen. Bei Normalverteilung und allgemein im
elliptischen Modell reduziert sich zugleich der Simulationsaufwand, weil Invarianz
unter linearen Transformationen ausgenutzt werden kénnen, siche Satz
im Anhang. Dieser Satz besagt anschaulich, daf sich bei elliptischen Ver-
teilungen durch lineare Transformationen nur die Parameter Kovarianzmatrix und
Erwartungswert verdndern, nicht die ,,Form* der Verteilung.

Speziell im Fall von identischen Kovarianzmatrizen ist der Vektor der Eigenwer-
te der Kovarianzmatrix der einzig wichtige Parameter neben den Stichprobenum-
fangen, weil die Statistiken invariant unter orthogonalen Transformationen der d-
dimensionalen Beobachtungsvektoren sind. Die genaue Struktur der Kovarianzma-
trix spielt in diesem Fall keine Rolle. So ist es keine Einschrénkung, wenn nur
Toeplitz-Matrizen simuliert werden, also Matrizen, bei denen innerhalb der Dia-
gonalen jeweils identische Werte stehen. Die Toeplitz-Matrizen haben dadurch den
anschaulichen Vorteil, daft die Abhéangigkeit aller Messungen untereinander kom-
plett durch die erste Zeile der Matrix verstanden werden kann. Ferner sind die Ko-
varianzstrukturen, die in Varianzkomponentenverfahren geschitzt werden, meistens
Toeplitz-Matrizen (siehe Searle, Casella und McCulloch (1992)).
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Es werden vier verschiedene Abhéangigkeitsverlaufe zwischen den Subplot-Faktoren
benutzt: Konstante Korrelation, stark und weniger stark geometrisch abnehmende
Korrelationen und linear abfallende Korrelationen. Damit sind auch die Kovarianz-
matrizen unterschiedlich sphérisch, d. h. die nach Grofe sortierten Eigenwerte fallen
unterschiedlich stark ab.

Fiir das additiv-lineare Modell sollen zusétzlich Kovarianzstrukturen verglichen wer-
den konnen, die unter einer Nullhypothese zu unterschiedlichen additiv-linearen Ver-
teilungen bei denselben Kovarianzparametern fithren. Der Grund dafiir ist, daf im
additiv-linearen Modell die Invarianz im Allgemeinen nicht mehr gilt, siehe wie-
derum Satz [32] Zu diesem Zweck werden die Identitdtsmatrix und die sogenannte
Compound-symmetry-Struktur verwendet.

Die einbezogenen Strukturen sind im Detail somit folgendermafen definiert:

1. Die Identititsmatriz I, d. h. die unverdnderte Ubernahme der Z;;-Vektoren
b. Hier ist der grofste Einfluf der Nichtnormalverteilung in additiv-linearen
Modell zu erwarten. Andererseits liegt hier immer Sphérizitat vor, die ANOVA
ware also bei Normalverteilung exakt und

2. Eine Compound-symmetry-Struktur C'S = %I a+ %J 4. Zusammen mit Ty =
P, ergibt sich dieselbe Kovarianzmatrix wie bei der Identitét, allerdings sind
die Komponenten der Y ,;; nunmehr Faltungen. Dies macht fiir das additiv-
lineare Modell einen Unterschied. Die Korrelationen zwischen zwei verschiede-
nen Zeitpunkten sind stets dieselben. Hier liegt mit den Hypothesen Hy (AB)
und H, (B) Sphérizitét vor.

3. Im Zeitverlauf geometrisch abnehmende Korrelationen treten in einer autore-
gressiven Struktur mit geringen Korrelationen

AR(0,6) := [0,6'1—3"'}
Joj'=1,...,d

auf. Sie fiihrt zu einem etwas kleineren f,, als die vorherigen beiden Strukturen.

Aufserdem fithrt diese Struktur und die folgenden bei den interessierenden

Hypothesenmatrizen zu Nichtsphérizitét.

4. Bei einer autoregressiven Struktur mit hohen Korrelationen

AR(0,9) := [0, 9'1—3'"}

Jy'=1,...d

ist f,, noch kleiner.

5. linToe = [1 — %] ist eine Toeplitzstruktur mit linear abfallenden
Gg'=1.d
Korrelationen. Dadurch hat man bei hoher Dimensionalitit gréfere Abhén-

gigkeiten als bei den autoregressiven Strukturen. Gleichzeitig fiihrt es im Ge-
gensatz zur C'S-Struktur unter den genannten Hypothesen zu Nichtsphérizitét.
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6. harToe := [min {1, ﬁ}] ist eine Toeplitzstruktur mit harmonisch
G =1d
abfallenden Korrelationen. Sie steht zwischen der autoregressiven Struktur und

der Struktur mit linear abfallenden Korrelationen.

Neben der Normalverteilung werden im additiv-linearen Modell folgende Verteilun-
gen der Z;; simuliert:

1. Die Rademacher-Verteilung, also die Verteilung mit P (X = —-1) =P (X =1) =
% als extrem diskretes Beispiel.

2. Eine zentrierte Exponentialverteilung mit Parameter 1 als Beispiel fiir eine
extrem schiefe Verteilung.

3. Die Gleichverteilung auf [—@, %] als Beispiel fiir eine stetige Verteilung

mit kompaktem Trager.

4. Eine zentrierte Lognormalverteilung mit den Parametern g = 0 und o? =
log (%) Sie kann erzeugt werden aus U ~ N (0,0%) durch exp (U) —

exp <%2> und ist ein anderes Beispiel fiir eine schiefe Verteilung.

5. Eine 4/3/5 - t5-Verteilung, also eine standardisierte ¢5-Verteilung als Beispiel,
bei dem das fiinfte Momente nicht mehr existiert.

Fiir einen Zufallsvektor Y ;, wird erst ein d-dimensionaler Vektor von Pseudozu-
fallszahlen unabhéangiger Gleichverteilungen auf dem Einheitsintervall erzeugt. Der
Algorithmus fiir diese Pseudozufallszahlen ist der Mersenne-Twister, der in R (R
Core Team (2018))) voreingestellt ist.

Anschliefsend wird Z;; erzeugt, indem die Pseudozufallszahlen aus dem Intervall
(0,1) komponentenweise auf die entsprechende Verteilung mit der Quantilmethode
monoton transformiert werden. Die Pseudozufallszahlen werden dabei fiir die unter-
schiedlichen Verteilungen wiederverwertet. Das spart Rechenzeit und garantiert, daft
unterschiedliche Ergebnisse zwischen den Verteilungen nur auf diese zuriickgefiihrt
werden konnen und nicht zuféllig durch die Pseodozufallszahlen entstehen kénnen.

Zuletzt wird der Z;;-Vektor mit dem I'; aus Modellgleichung multipliziert, das
durch eine Cholesky-Zerlegung der vorgegebenen Kovarianzmatrix ¥; erreicht wird.

Im elliptischen Modell geniigt es, die Verteilung der skalaren Zufallsvariablen W;
aus der Modellgleichung (5)) zu beschreiben. Aus der Modellgleichung (b)) ergibt sich
damit unmittelbar die Erzeugungsmethode der Zufallsvektoren. Folgende Verteilun-
gen werden einbezogen:

1. |Wi| ist exponentialverteilt, d. h. es resultiert eine Verteilung, deren Dichte
ein singulares Maximum beim Erwartungswert hat (,spitzgipflig®).
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2. Yy ist Pearson-II-verteilt mit Parameter m = 1, siehe Johnson (1987), S. 111.
Diese Verteilung ist nicht unimodal. Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist an den
Réndern eines Ellipsoids um den Erwartungswert grofer als um den Erwar-
tungswert selber. Der Zweck dieser Verteilung ist, nicht nur unimodale oder
Gleichverteilungen zu simulieren.

3. Y ist gleichverteilt auf der Menge {:B| xl, < ‘/Tﬁ} Dies ist ebenfalls eine

Pearson-II-Verteilung.

4. Y, ist Pearson-II-verteilt mit Parameter m = % Die Dichte entspricht einer
,Halbkugel®, siehe Johnson (1987, S. 114.

5. Y ist Pearson-II-verteilt mit Parameter m = 1, so dafs die Dichte einer Glocke
mit kompaktem Tréger gleicht, sieche Johnson (1987), S. 115.

6. 12d/5- W3 folgt einer durch normierten ¢-Verteilung mit fiinf Freiheitsgraden.
Dies ist ein Beispiel fiir eine Verteilung, bei der das fiinfte Moment nicht mehr
existiert.

7. W2 + 1 folgt einer Pareto-Verteilung mit der Dichtefunktion

4,08
25:08°

X —r

Dadurch hat W;;, mit 444,889 eine grofere Kurtosis als im Falle einer t5-
Verteilung, bei der es nur 9 sind.

Die elliptisch verteilten Zufallsvektoren werden im Detail erzeugt, indem eine Pseu-
dozufallszahl aus dem (0, 1)-Intervall mit der Quantilmethode auf die gewiinschte
Verteilung von W, bzw. |Wy;| transformiert wird. Bei den Pearson-II-Verteilungen
werden dafiir Beta-Verteilungen verwendet, siche Johnson (1987)) S. 117, dort auch
die Beschreibung der parameterabhéngigen Standardisierung, damit die Kovarianz-
matrizen dieselben Vorfaktoren haben.

Die Gleichverteilung auf der Einheitssphére, also die Vektoren U, aus der Modell-
gleichung () wird mit dem Algorithmus von Tashiro (1977)) am schnellsten erzeugt.
Die T; fiir die beabsichtigte Kovarianzstruktur stammen wieder aus der Cholesky-
Zerlegung von ;.

Die Simulationen bestehen aus jeweils 20.000 Wiederholungen.

Die genauen Kombinationen aus n; und 3; werden im Anhang (B auf Seite 110| ta-

belliert, getrennt nach Konstellationen mit identischen und mit unterscheidlichen
Kovarianzmatrizen. In der Darstellung der Simulationsergebnisse wird auf eine Zu-
ordnung zwischen individuellem Simulationsergebnis und zugehérigen Kovarianz-
matrizen verzichtet, um iibersichtlicher zu bleiben und weil die Matrizen sowieso
als unbekannt vorausgesetzt werden. Ferner werden keine balancierten Szenarien si-
muliert, weil dann ATS und Geisser-Greenhouse-Statistik ohnehin iibereinstimmen
(Bathke, Schabenberger u. a. (2009)).
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2.5.2 Simulation der Taylor-Approximation

Zur Erdrterung der Taylor-Approximation sollen die relativen Fehler der Erwar-
tungswert- und Varianzapproximation des Quotienten @, /Q. unter der Nullhypo-
these fiir die verschiedenen Szenarien gegeneinander aufgeplottet werden. Dies gibt
sowohl einen Eindruck von deren Grofenordnung wie auch vom Verhéltnis zueinan-
der bei verschiedenen Szenarien. Da in der Losung nur Quotienten aus FErwar-
tungswert und Varianz vorkommen, kénnen sich Appoximationsfehler, die fiir beide
Parameter etwa gleich grofs sind, gegenseitig autheben.

Zunéchst werden in Abbildung [] die relativen Fehler fiir die heteroskedastischen
und unbalancierten Szenarien aus dem additiv-linearen Modell getrennt nach Ver-
teilungsfamilie aufgeplottet. Der Ubersichtlichkeit halber sind je drei Familien auf
eine Halfte der Graphik aufgeteilt. Zur Orientierung ist die Grofe der Signaturen
entsprechend den Gesamtstichprobenumfiangen gewihlt. Aufferdem ist die Gerade
y = x durch die Plots gelegt.

| 4-0,8
Sls Z;r; exponentialverteilt — x Zikj ~ts %
~—-1 Z,; Rademacher-verteilt . Z,; lognormalverteilt —-1

Normalverteilung Z;1; gleichverteilt
1,2 | | | | | 1,2
20,2 20,1 20,2 20,1 0
_ 28 _ 2Qn
1-F o 1-F o

Abbildung 4: Relativer Fehler der Approximation von Erwartungswert und Varianz,
add.-lin. Modell

Man erkennt in Abbildung [] daf die relativen Fehler der Varianzapproximationen
im Bereich von 0 bis —0, 4 liegen, die tatsdchlichen Varianzen sind also leicht grofier
als die Approximation. Ahnliches gilt fiir die Erwartungswertapproximation, die
ebenfalls kaum iiberschétzt wird. Dort ist der Approximationsfehler im extremsten
Fall sogar nur halb so groft. Die relativen Fehler sind grob proportional zueinander.
Man kann also erwarten, daf sie sich zum Teil ausgleichen werden. Nur in wenigen
Féllen ist der relative Fehler der Varianzapproximation doppelt so groft wie der der
Erwartungswertapproximation.

In Abbildung [f] wird dasselbe fiir die elliptischen Verteilungen gezeigt.
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Abbildung 5: Relative Fehler der Approximation von Erwartungswert und Varianz,
ellipt. Modell

Abbildung [5] zeigt fiir die elliptischen Verteilungen etwa dasselbe Bild wie fiir die
additiv-linearen Verteilungen. Einzige Ausnahme ist die Pareto-Verteilung von |W;; |+
1 mit der besonders grofsen Kurtosis. Bei ihr ist die tatsdchliche Varianz des Quotien-
ten kleiner als die Approximation voraussagt. In den {ibrigen Simulationsergebnissen
werden die Folgen davon genauer betrachtet.

Insgesamt zeigen sich keine Anhaltspunkte, dafs die Taylorapporximationen zu grob
waren oder zu stark von den Verteilungen abhingen, um sie zur Grundlage einer
robusten Approximation zu machen.

2.5.3 Niveausimulation ohne Schatzer

In den folgenden Abbildungen soll gezeigt werden, wie sich die Geisser-Greenhouse-
Statistik im Vergleich zur ANOVA-Typ-Statistik verhélt, wenn nichtnormalverteilte
Daten vorliegen und, separat davon, wenn die Kovarianzmatrizen normalverteilter
Stichproben nicht {ibereinstimmen. Die in der Realitdt unbekannten Freiheitsgrad-
parameter werden dazu aus den simulierten Modellverteilungen berechnet, um die
Approximationsansétze unabhéngig von den Schiatzungen der Parameter zu verglei-
chen.

Dazu werden zunéchst in Abbildung [] beide Statistiken im Normalverteilungsfall
und exemplarisch im Fall lognormalverteilter Z;;; des additiv-linearen Modelles ver-
glichen.

Der Plot ist so aufgebaut, daft auf der Ordinate das simulierte Niveau aufgetragen
wird. Die gestrichelten Markierungen geben dabei ein 99%-Zufallsintervall fiir das
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Abbildung 6: Vergleich von ANOVA-Typ-Statistik (ATS) und Geisser-Greenhouse-
Statistik (GG) bei tibereinstimmenden Kovarianzmatrizen, Normal- und lognormal-
verteilte Z;;,; im additiv-linearen Modell.

nominelle Niveau o mit der Formel

a(l—a)

4
20000 (34)

Q== ug 995
an. In der Darstellung der Ergebnisse wird stets als nominelles Niveau a = 0,05
verwendet, weil dies in der Anwendung am meisten benutzt wird. Es wurden auch
die Niveaus a = 0,01 und a = 0,1 betrachtet, aber bei ihnen kénnen dieselben
Schlufsfolgerungen wie bei o = 0,05 gezogen werden, bis auf das Detail, dafs bekann-
termafsen die Box-Approximation und alle Statistiken, die daraus abgeleitet werden,
vor allem bei o > 0,05 zunehmend schlechter werden.

Auf der Abszisse sind diskret die Dimensionalitdten von 4 bis 512 aufgetragen. Leicht
versetzt entlang dieser Achse sind die zugehorigen simulieren Niveaus der Simulati-
onsszenarien als Punkte aufgeplottet.

Man erkent in Abbildung [0, daf bei Normalverteilung beide Statistiken sehr ge-
nau das Niveau einhalten: Bei der gewédhlten Anzahl von 20000 Wiederholungen
kann ein Genauigkeitsunterschied zu einer exakten Statistik nicht aufgedeckt wer-
den. Bei Lognormalverteilung der Z;;; aus dem additiv-linearen Modell sieht man
hingegen mit der Geisser-Greenhouse-Statistik eine liberale Tendenz, wo die ANO-
VA-Typ-Statistik etwa so genau wie bei Normalverteilung bleibt. Bei den iibrigen
Verteilungen im additiv-linearen Modell ergeben sich Resultate, die zwischen diesen
beiden liegen und deswegen nicht gezeigt werden.

Fiir den Fall zweier exemplarisch ausgewéhlter elliptischer Verteilungen in Abbil-
dung [7} exponentialverteiltes |W;;| und Pareto-verteiltes |Wjy| + 1 ist das Ergebnis
extremer.

Die ANOVA-Typ-Statistik hélt hier ihr Niveau bei der Exponentialverteilung noch
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Abbildung 7: Vergleich von ANOVA-Typ-Statistik (ATS) und Geisser-Greenhouse-
Statistik (GG) bei iibereinstimmenden Kovarianzmatrizen mit zwei elliptischen Ver-
teilungen.

sehr gut ein. Dieses Bild wiederholt sich auch bei den anderen elliptischen Ver-
teilungen, die nicht gezeigt sind. Bei der Pareto-Verteilung wird die ANOVA-Typ-
Statistik konservativ. Offensichtlich ist das die Folge davon, dafs bei dieser Verteilung
Var (@»/qQ.) deutlich kleiner ist als durch die Taylorapproximation erwartet.

Das Niveau der Geisser-Greenhouse-Statistik hangt im Kontrast dazu sehr viel ex-
tremer von der Verteilung ab. Ab d = 16 liegt das tatséchliche Niveau bei beiden
Verteilungen teils deutlich tiber 7,5%.

In Abbildung [§| wird das Ergebnis fiir die Szenarien unterschiedlicher Kovarianzma-
trizen bei Normalverteilung gezeigt.

Der Effekt unterschiedlicher Kovarianzmatrizen beeinflufst das Niveau der Geisser-
Greenhouse-Statistik mehr als der Effekt von Nichtnormalverteilung. Dieses Er-
gebnis ist bekannt (Oberfeld und Franke 2013). Die Genauigkeit der ANOVA-Typ-
Statistik hingegen wird davon nicht beeintrachtigt.

Damit kann die Schluffolgerung gezogen werden, dafs die Geisser-Greenhouse-Statistik
weder robust noch geeignet fiir unterschiedliche Kovarianzmatrizen ist, und offen-
sichtlich hangt beides miteinander zusammen. Die Gefahr, in der Anwendung keine
normalverteilten Daten zu haben, ist damit zugleich ein Argument gegen die Praxis,
von einem Test auf Gleichheit der (Ko-)Varianzen abhéngig zu machen, ob ein Ver-
fahren verwendet werden kann, das auf identische Kovarianzmatrizen ausgelegt ist,
denn ein solches Verfahren kann schlechtere Robustheitseigenschaften haben, selbst
wenn die Varianzannahmen stimmen.

Die Auslegung der ANOVA-Typ-Statistik auf unterschiedliche Kovarianzmatrizen
wirkt sich hingegen auch fiir die Robustheit positiv aus. Diese Tatsache ist eine
Voraussetzung dafiir, dal es sich lohnt im néchsten Abschnitt Schétzer fiir die un-
bekannten Freiheitsgrade zu finden.
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Abbildung 8: Vergleich von ANOVA-Typ-Statistik (ATS) und Geisser-Greenhouse-
Statistik (GG) bei Normalverteilung und Szenarien mit unterschiedlichen Kovari-
anzmatrizen
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3 Freiheitsgradschatzungen

3.1 Historischer Abriff bei hoher Dimensionalitat

WEeil die neuen Statistiken im vorherigen Kapitel genau wie die bekannten Statisti-
ken aus Abschnitt auf der Box-Approximation fuflen, liegen schon Ansétze vor,
Parameter dhnlich zu f,, f,, zu schitzen. Am umfangreichsten und &ltesten ist hier-
zu die Literatur zur Schétzung des Box’schen e fiir die Geisser-Greenhouse-Statistik
aus Abschnitt [L7.1]

Das Box’sche ¢ spiegelt wieder, wie sehr sich die Freiheitsgrade im Vergleich zur
(exakten) Statistik bei Unabhéngigkeit der Mefswiederholungen vermindern. Es ist
daher ein Ma# fiir die Verschiedenheit der Eigenwerte von T3, T, (siehe (Hoekstra
und Chenier |1994)) mit dem Maximum 1 bei identischen Eigenwerten und dem
Minimum 1/rg (T'4) bei einem einzigen positiven Eigenwert.

Die Untergrenze von € bietet sich als sehr einfache, aber konservative Schatzung fiir
e an, die schon von Geisser und Greenhouse (1958; 1959)) vorgeschlagen wurde. Die
Autoren empfahlen sie, weil fiir sie noch nicht absehbar war, wie sich der Plug-in-
Schétzer durch Einsetzen der empirischen Kovarianzmatrix verhalt. Man solle lieber,
so der Vorschlag aus (Greenhouse und Geisser 1959), nacheinander

1. die Hypothese nicht ablehnen, falls man mit der Obergrenze ¢ = 1 nicht ab-
lehnen wiirde, andernfalls

2. die Hypothese ablehnen, falls mit der konservativen Untergrenze € = (rg (T4)) "
abgelehnt wiirde, andernfalls

3. den Test durchfithren mit dem Plug-in-Schétzer

. SpZng.

= —.
rg (T'4) Sp (TdZ].)

also unter Verwendung der (gepoolten) empirischen Kovarianzmatrix.

Weil € denselben Wertebereich wie € hat, kann € nie einen Wert annehmen, durch
den eine Entscheidung getroffen wiirde, die den Ergebnissen der Stufen [I] oder
widersprechen wiirde. Insofern kénnte sofort mit dem Plug-in-Schitzer € getestet
werden. Die Statistik mit dem Einsetzen von é wird in der Literatur als Geisser-
Greenhouse-Test bezeichnet, obgleich genau davor die beiden Autoren warnten.

Die Schétzung durch € hat in Simulationen von Collier u. a. (1967) und Stoloff (1970)
bei einer kleinen Anzahl von Mefswiederholungen tiberwiegend gute Resultate fiir den
Typ-I-Fehler gebracht. Sofern der doppelte Stichprobenumfang allerdings kleiner als
das die Zahl der Meftwiederholungen ist —also lange vor hoher Dimensionalitat— und
e eher bei 1 liegt, zeigt sich eine konservative Tendenz (Huynh und Feldt [1976). Bei
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hoher Dimensionalitdt wird dies noch schlimmer mit entsprechendem Powerverlust.
Offensichtlich liegt die Ursache darin, dafs € tendenziell zu klein ist: Die kritischen
Werte sind zu grofs, weil sie aus einer F-Verteilung mit zu kleinen Freiheitsgraden
berechnet werden.

Man kann dieses Phanomen im Falle identischer positiver Eigenwerte von T'33,T;
anschaulich erkléren, also bei € = 1. Da die positiven Eigenwerte der empirischen
Version Tdﬁlle fast sicher nicht alle identisch sind, muft das Box’sche Epsilon als
Maf fiir die Verschiedenheit der Eigenwerte bei der empirischen Kovarianzmatrix
strikt kleiner sein als bei der tatséchlichen. Daraus folgt, dafs fast sicher mit gro-
fseren kritischen Werten getestet wird, als eigentlich von der Box-Approximation
vorgesehen wire.

Die erste Arbeit, die sich damit befafte, ¢ fiir hochdimensionale normalverteilte Da-
ten zu korrigieren, um einen weniger konservativen Schétzer zu erhalten, ist von
Huynh und Feldt (1976]). Sie berechnen fiir Nenner und Zahler jeweils unverzerrte
Schétzer, indem die Verzerrung im Normalverteilungsmodell ausgerechnet und ab-
gezogen wird. Der Huynh-Feldt-Schétzeif] € wird also als Quotient von unverzerrten
Schétzern gewonnen.

Dieser Test hat allerdings zwei Nachteile: Zum einen ist aus Simulationen bekannt,
dak er liberal wird, falls e < 0,75 ist, siehe Lane (2016), Maxwell und Arvey (1982)
und Quintana und Maxwell (1994)) und die Originalarbeit Huynh und Feldt (1976)).
In der Literatur ist daher die Meinung weitgehend einhellig, dafs der Huynh-Feldt-
Schétzer nur fir groke e > 0,75 geeignet ist (Huynh (1978)), Kirk (1995), Lane
(2016), Maxwell und Arvey (1982)), Quintana und Maxwell (1994) und Rogan, Ke-
selman und Mendoza (1979))). Teils gibt man sich damit zufrieden, weil Fille von
kleinem Box’schen € selten seien, teils empfiehlt man die Prozedur von Quintana und
Maxwell (1994)), in der vorgeschlagen wird, den Huynh-Feldt-Schétzer einzusetzen,
falls dieser kleiner als 0,75 ist, und andernfalls den Plug-in-Schétzer zu benutzen.
Diese Prozedur wurde erst von Lane (2016)) als Computerprogramm implementiert.
Es gibt auch die Empfehlung, nur den Plug-in-Schétzer anzuwenden Kirk (1995)).

Der andere Nachteil ist ein Erbe der Geisser-Greenhouse-Approximation, ndmlich
die Beschrankung auf identische Kovarianzmatrizen oder identische Stichprobenum-
finge. Dies kann behoben werden, indem die ATS verwendet wird und auf ihre
Freiheitsgrade der Ansatz der Huynh-Feldt-Schétzer iibertragen wird. Dies ge-
schieht in den Arbeiten von Becker (2010]), Harden (2013)) sowie Brunner, Bathke
und Placzek (2012) und Happ, Harrar und Bathke (2016).

Becker (2010) —fiir den Zweistichprobenfall- und Harden (2013)) —fiir den Mehrstich-
probenfall- verwenden dafiir neue erwartungstreue Schéitzer auf der Basis von qua-
dratischen und bilinearen Formen fiir Parameter der Art Sp? (T;%;) und Sp (T'4%;)”
sowie fiir die gemischten Terme Sp (T43;) - Sp (T¢Xy) und Sp (T3, T ;X)) mit

2In der Originalpublikation von Huynh und Feldt (1976) ist bei der Formel fiir den Schiitzer ein
Fehler enthalten, der von Lecoutre (1991)) korrigiert wurde. Seither wird mit Huynh-Feldt-Schétzer
immer die korrigierte Version gemeint.
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i #1'. Aus diesen Teilschédtzern setzt man Schéatzer fiir f,, und f, so zusammen, wie
es analog aus den Gleichungen bis hervorgeht.

Néher an der Idee der Huynh-Feldt-Schitzer, die Verzerrung abzuziehen, sind die
Schétzer bei Brunner, Bathke und Placzek (2012), zunéchst nur fiir den Zweistich-
probenfall. Bei ihnen wird die Verzerrung der Plug-in-Schéatzer unter Normalvertei-
lung berechnet, geschétzt und abgezogen. Die Schatzungen fiir die Parameter f,, und
fe werden anschliefsend wie zuvor erreicht. In Happ, Harrar und Bathke (2016) wird
dieses Konzept fiir den Mehrstichprobenfall verallgemeinert und gezeigt, daf diese
Schatzer verhaltniskonsistent sind. Diese Schétzer werden im Folgenden modifizierte
Huynh-Feldt-Schdtzer genannt.

In diesen Arbeiten wurde stets die Normalverteilungsannahme verwendet. Bei Bo-
no u.a. (2016) wurde aber mit Simulationen beobachtet, daf die Verzerrung des
Plug-in-Schatzers fiir das Box’sche Epsilon nicht nur mit der Zahl der Mefswieder-
holungen wachst, sondern auch von der Verteilung der Zufallsvariablen abhéngt. Es
ist deswegen naheliegend, dafs davon auch die originalen und modifizierten Huynh-
Feldt-Schétzer betroffen sind.

Die Nichtrobustheit der originalen Huynh-Feldt-Statistik wurde in Simulationen
schon von Oberfeld und Franke (2013) gezeigt. Da zu diesem Ergebnis aber die
gezeigte Nichtrobustheit der Geisser-Greenhouse-Statistik beitragt, ist fiir die ATS
mit den modifizierten Huynh-Feldt-Schiatzern damit noch nichts ausgesagt. Auch
die Schéitzer aus quadratischen und bilinearen Formen sind auf ihr Verhalten bei
Nichtnormalverteilung anhand geeigneter Kriterien zu untersuchen und

3.2 Dimensionsstabilitat

Statt der Konsistenz aus der klassischen niedrigdimensionalen Statistik und der Ver-
haltniskonsistenz aus der Mehrheit der hochdimensionalen Literatur wurde in der
Arbeit von Werner (2002) das Kriterium der Dimensionsstabilitit eingefithrt, um
hochdimensional geeignete Schétzer zu charakterisieren. Wenn ein Funktional eines
mehrdimensionalen Verteilungsparameters zu schitzen ist —etwa vom Verteilungs-
parameter X; die Funktionale Sp (TdEi)2, Sp? (T4%;) oder das Box’sche Epsilon-,
dann soll Dimensionsstabilitit aussagen, dafs Verzerrung und Varianz des Schétzers
nur vom Wert des Funktionals und dem Stichprobenumfang abhéngen, nicht von
der Dimensionalitét des Verteilungsparameters.

Definition 12. Ein Feld von Schéatzern én,d fiir einen Parameter 0, heilst dimen-
stonsstabil, wenn eine Nullfolge 2, und eine Folge v, existiert, so dass fiir alle d
gilt
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9;2Var (én,d> < v,.

Bei dimensionsstabilen Schéatzern gibt es gleichméfig fiir alle d eine obere Schranke
fiir den mittleren quadratischen Fehler. Hat man erwartungstreue Schéitzer, dann ist
dieser Fehler gleichméfig durch v,, beschrénkt. Ist v,, eine Nullfolge, dann konvergiert
der Schéatzer émd gleichméfig gegen 6, im Sinne der Lo-Norm und ist insbesondere
damit konsistent.

Dies ist deutlich stédrker als die Verhiltniskonsistenz, die in den asymptotischen
Statistiken aus Abschnitt vorkommt. Erstens ist Lo-Konvergenz stéarker als
Konvergenz in Wahrscheinlichkeit. Zweitens wiirde in der Asymptotik N,d — oo
mit % — ¢ > 0 bei dimensionsstabiler Konsistenz sogar ¢ = 0 zuléssig sein, und
drittens enthélt dieses Kriterium keine Annahme iiber die asymptotische Gestalt
der Kovarianzmatrix, weder asymptotisch noch finit.

Bei Werner (2002) wurden fiir den Einstichprobenfall der ATS, der in Abschnitt
beschrieben ist, unter Normalverteilung dimensionsstabile, konsistente und un-
verzerrte Schétzer fiir Sp? (T431) und Sp (T432;)” gefunden. Sie setzen voraus, dak

E(TyY 1) =0firk=1,....n (35)

gilt, was unter der Nullhypothese im Einstichprobenfall zutrifft. Es sind im Einzelnen

1

_ Y. T,Y,Y T,)Y

k£l
der Schitzer fiir Sp* (T'yX;) und

o
n(n—1)

> (YT’

k£l

der Schitzer fiir Sp (T4%:)°.
Bei Werner (2002) wird die Erwartungstreue mit

E (Y;TdYkY;Tle) - Sp2 (szl)

und

E <(Y2Tle)2) = Sp (Ty%1)?

gezeigt. Diese Schitzer sind damit sogenannte U-Statistiken, siehe Serfling (1980),
S. 172. U-Statistiken beruhen darauf, daft eine Funktion einer Anzahl von unter-
schiedlichen Beobachtungen —der Kern der U-Statistik, hier Y, T;Y .Y T;Y; und
(Y, T le)z— erwartungstreu fiir den unbekannten Parameter ist. Die U-Statistik
mittelt iiber all die Funktionswerte, die man erhalt, wenn man die unabhéngig iden-
tisch verteilten Beobachtungen aus derselben Stichprobe durchtauscht. Dadurch sind
U-Statistiken stets konsistent.
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Von Helms (2010) wird gezeigt, daft diese Schitzer auch in einem additiv-linearen
Modell &@hnlich zu dimensionsstabil, konsistent und erwartungstreu sind. Im
Mehrstichprobenfall gilt eine Bedingung wie nicht mehr, weil auch unter der
Nullhypothese £ (TyY i) =0firi=1,...,aund k = 1,...,n; nicht mehr voraus-
gesetzt werden kann. Daher miissen modifizierte Schétzer verwendet werden.

Eine solche Modifikation ist es bei Becker (2010) und Harden (2013)), die Zentrie-
rung durch eine Differenz aus zwei Beobachtungsvektoren derselben Stichprobe zu
erreichen, und daraus analoge U-Statistiken zu konstruieren.

Offen ist bei diesen Schétzern, ob Dimensionsstabilitit, Konsistenz und Erwartungs-
treue auch bei Nichtnormalverteilung gelten. Fiir das additiv-lineare Modell ist dies
wegen der Ahnlichkeit zu den Einstichprobenschétzern aus Helms (2010) plausibel,
aber nicht bewiesen. Fiir das elliptische Modell ist noch nichts dergleichen ausgear-
beitet.

Dasselbe ist auch fiir die modifizierten Huynh-Feldt-Schéatzer zu zeigen. Ebenso ist
zu untersuchen, welche Schétzer bei Normalverteilung minimale Varianz haben, da
es zum Sinn robuster Verfahren gehort, zunéchst im ,normalen* Modell optimal oder
so gut wie optimal zu sein (Huber (1981)), S. 5).

3.3 Dimensionsstabile Schatzer aus U-Statistiken

Schétzer nach Becker (2010) und Harden (2013) beruhen auf den quadratischen
Formen

Ay =Y = Y) Tay (Y, — Ya) (36)

und den Bilinearformen

Aienivsny = Yie = Ya) Ta(Yis — Y i), (37)
indem
Sp (szz) Sp (szz’) dU.I'Ch Bii’il) = (4711 (nz — 1) Ny (ni/ — 1))71 Z Z Ai(k,l)Ai’(s,t)
#k,l #s,t
(38)
Sp (TdEszEZ/) durch B§Z7Z) = (4%2 (7’Lz - 1) Ty (TLi/ — 1))71 Z Z A?(k,l)i’(s,t)’
#k,l #s,t
(39)
Sp® (T4%s) durch Bf? := ()71 Y Ay Ais ) und (40)
#k,l,s,t
2 () 7y
Sp (T'4%;)” durch By’ = (4m> Z A2 e (41)

#k,l,s,t
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geschétzt wird. Fiir ¢ # ¢’ sind dies genau die Plug-in-Schétzer, siehe Becker (2010),
S. 65 und S. 67.
Satz 13. Sind k, |, s und t untereinander verschieden und k' # I', dann gilt:
E (Ai(kl)Ai(st ) =4 SPQTdEi
( ikt) Asr (kv ) = 45pT' 43 - SpT 43
E (A (st)) = 4SpT %]
E (Aiyir oy )2 = 45pT 431 T33

Beweis. Es wird nur benotigt, dak die Kovarianzmatrix ¥; iiberhaupt existiert. In-
sofern ist der Beweis nicht neu gegeniiber den Arbeiten Becker (2010) und Harden
(2013), wo zwar die Normalverteilung vorausgesetzt, aber nicht gebraucht wird. Der
Vollstandigkeit halber ist der Beweis trotzdem im Anhang zu finden, und zwar ab
Seite 86 im 5. und 6. Teil von Lemma [33] O

Wegen der Unverzerrtheit sind auch diese Schéatzer U-Statistiken. Damit steht fest,
daft B(i) minimale Varianz hat unter den Schétzern, die nur aus Termen der Art
Ai(k1yi(sr) bestehen, siehe Lehmann (2004). Entsprechendes gilt fiir die anderen drei
Schétzer.

Insgesamt ergeben sich die Schétzer

2 . N A .
By =) -ip¥+y L pit) fiir by (42)
-1 U iy T
20, N Litvr ) 3
B,=)_ 5By + > D fiir by, (43)
i—1 i ity
- th (i)
B, = N (R - 1 fir b,.
2 .

Diese Schéatzer sind bei stetigen Verteilungen fast sicher positiv, weil fast sicher
nicht alle Vektoren der Form T'; (Y ;x — Y ;) orthogonal zueinander sind oder ver-
schwinden. Lediglich bei diskreten Verteilungen kann eine geringe Wahrscheinlichkeit
vorhanden sein, daft B, und B, verschwinden und damit die Freiheitsgradschétzer
nicht existieren. Dies geschieht nur dann, wenn alle Differenzenvektoren der Art
T, (Y — YY) aus allen Stichproben orthogonal zueinander sind.

Zu zeigen ist die Dimensionsstabilitat dieser Schatzer im Sinne von Definition [12] im
addltlv—hnearen Modell von Definition [2] und im elliptischen Modell von Definition
I 4l Weil B und B ) als U-Statistiken betrachtet werden konnen, gentigt es hierbei,
zu zeigen, daf fiir die Summanden in der Darstellung (40) bei # k.1, s, t gilt

Var (A o) Ai(sit ) < eSp* (TyX),
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mit einer Konstanten ¢, die zwar vom Modell abhéngt, nicht aber von d. Fiir die
iibrigen Summanden in den Gleichungen bis ist entsprechendes zu zeigen.

Bei Becker (2010) und Harden (2013) wurde dies im normalverteilten Modell durch
Satze iiber die Momente quadratischer bzw. bilinearer Formen in normalverteil-
ten Zufallsvariablen gezeigt. Diese Satze stehen in verallgemeinerten Modellen nicht
mehr zur Verfiigung. Stattdessen ist folgender Satz neu:

Satz 14. Die Schitzer BY), B;i), Bfi’i/) und Béi’i/) aus den Gleichungen bis
(138) sind im additiv-linearen Modell und im elliptischen Modell dimensionsstabil
und konsistent.

Beweis. Der Beweis ist im Anhang ab Seite [95| zu finden und bendétigt einige Lem-
mata, die davor im Anhang ab [85] stehen. O

Ausgehend von diesem Satz konnen geeignete Schétzer fiir f,, und f. gefunden wer-
den durch

. B
bzw.

B

e = Be.

Da Quotientenbildung keine lineare Abbildung ist, konnen diese Schétzer im Allge-
meinen nicht exakt erwartungstreu sein, sondern nur approximativ in der Taylorap-
proximation erster Ordnung fiir den Erwartungswert

£(1) + gy F(i) * Fay

die analog schon in Gleichung verwendet wurde. Erwartungstreue der Quotien-
ten ist allerdings erstens nicht so wichtig, da die Schétzer spéter in die Quantilfunk-
tion der F'-Verteilung eingesetzt werden, die wiederum nicht linear ist.

Entscheidender ist folgende Aussage:

Satz 15. fn* und fe* sind konsistent und ndherungsweise dimensionsstabil in dem
Sinne, daf$ die Varianz einer Taylorapproximation ersten Grades der Quotienten

- B1
In= B,
bzw. B
A % . _1
fe — Be

nicht von d abhdngt.

Beweis. Siche Anhang S. [07] O
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Damit steht fest, daf die Freiheitsgrade auch bei hochdimensionalen Daten, die nicht
multivariat normalverteilt sind, genauso sinnvoll geschatzt werden konnen wie bei
Normalverteilung.

Diese Freiheitsgradschétzer sind allerdings nicht bereichserhaltend. Sie konnen ihren
Parameterbereich, der in und angegeben ist, iiberschreiten. Bei Uberschrei-
tung sollen sie einfach abgeschnitten werden. Es entstehen die endgiiltigen Schétzer

fo = max{l, min {f;{,rgT}} (44)
und
f. := max {le?flna} n; — 1, min {f;,rg (Ty) - (N — a)}} : (45)

3.4 Huynh-Feldt- und Plug-in-Schatzer

Fiir die modifizierten Huynh-Feldt-Schétzer nach Brunner, Bathke und Placzek
(2012) und Happ, Harrar und Bathke (2016), die auf unbalancierte Layouts bei
nicht notwendigerweise identischen Kovarianzmatrizen ausgelegt sind, wird von den
Plug-in-Schétzern ihre Verzerrung unter Normalverteilung abgezogen. Statt Bii) und
Béi) ergibt sich

W = g (9 (18 - S (ris))

= Gt (s () - g ()

Die Schétzer fiir die gemischten Terme Sp (T'43;) Sp (T'4X;/) und Sp (T 4%, T %)
sind dieselben wie zuvor. Schétzer fiir Zahler und Nenner der Freiheitsgrade sind

also
Hy=) SH"+) — B fiir by,
i=1 izi
H,=Y b o 4 Z bilii (i) fiir b
tLap2t? < niny v
=1 ! i’
a 2
und Ho=Y __ti g fiir b,.
p n? (n; — 1)

Die Freiheitsgradschétzer werden daraus analog durch

~_}[1
_Hn

bzw.
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gewonnen.

Hl(i) und HQ(i) sind bei Normalverteilung per Konstruktion zwar unverzerrt, aber
trotzdem keine U-Statistiken. Es kommen Terme der Art (Y, T;Y ) vor, wenn
man H }i) und H. 2(1‘) in Summen iiber vier Indices ausmultipliziert. Dies verkompliziert,
die Varianz dieser Schatzer auszurechnen.

Neu kann dank der Schétzer BY) und Béi) aus und auf Seite 47| mit dem
Satz von Lehmann-Scheffé gezeigt werden, dak H," und H,"” bei Normalverteilung
ebenfalls dimensionsstabil sind und dann sogar besser sind als BY) und Bél) .

Satz 16. Im normalverteilten Modell haben die modifizierten Huynh-Feldt-Spurschdtzer
kleinste Varianz unter allen erwartungstreuen Schdtzern. Insbesondere sind die mo-
difizierten Huynh-Feldt-Spurschdtzer bei Normalverteilung ebenfalls dimensionsstabil
und die Freiheitsgradschdtzer ndherungsweise dimensionsstabil in dem Sinne, daf
eine Taylorapprorimation ersten Grades threr Varianz nicht von d abhdngt.

Beweis. Siehe im Anhang auf Seite [07] O

Diese Aussage ist angewiesen auf die Normalverteilungsannahme. Gilt hingegen im
additiv-linearen Modell - fiir ein ¢,j die Bedingung ¢;; # 3, dann sind die
Schétzer nicht mal mehr erwartungstreu.

Satz 17. (Verzerrung der Huynh-Feldt-Schdtzer bei Nichtnormalverteilung) Die Er-
wartungswerte der Plug-in-Spurschitzer von Sp® (T4%;) sowie Sp (T4%;)? sind im
additiv-linearen Modell aus Definition |9 und im elliptischen Modell aus
Definition [

. 2 ¢
2 . — 2 . . 2 ¢
B (Sp* (TuS) ) = 07 (TuS0) + = Sp (TaZ)" + > (46)
E(S <T 2-)2 — G (1) —Sp? (TS) + & (47)
p d<i —nz_lp d<i nz_lp d<i ni7
wobei (; je nach Modell bedeutet:
1. Im additiv-linearen Modell (3) bedeutet ¢; mit der Abkiirzung A = [a;;], ;. =

I'T,T;

Ty

Gi=) (0 —3)al;. (48)
j=1
2. Im elliptischen Modell und mit der Abkiirzung rg (I'/TT';) = 7; bedeutet

G 53
G = .

ACED) (2Sp (Ta%:)® + Sp* (T4%:)) (49)

Beweis. Siehe im Anhang auf Seite [97] O
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Daraus ergibt sich, daf die Schétzer H{i) und Héi) die Verzerrungen

HY - s (rum) - 2D (50)
EHY - Sp(T4%;)" = (nf —ns + 1) Gi (51)

n; (n; +1) (n; — 2)

haben. Die Verzerrungen kommen daher, daff in <H{i)> und F (Héz)> Terme der

At E (YT ink)2 vorkommen, siche den Beweis zu Satz . Die vierten Momente
kommen als Storparameter nur wegen dieser Terme in der Verzerrung vor. Dadurch
werden die Spuren bei Verteilungen mit negativer Exzess-Kurtosis unterschéitzt (G <
0), bei positiver Exzess-Kurtosis iiberschétzt. Da diese Terme in B und B nicht

auftreten, sind die U-Statistiken robuste Schétzer im Gegensatz zu den modifizierten
Huynh-Feldt-Schétzern.

Immerhin verschwinden fiir n;, — co die relativen Verzerrungen gleichmafig iiber d.

Satz 18. Im additiv-linearen und im elliptischen Modell gibt es eine Nullfolge c,,,
die nicht von d abhdngt, so dafs gilt

EHY — $p* (T,%)) -
Sp* (T4%) -

Analoges gilt fiir HQ(i)
Beweis. Siche im Anhang auf Seite 99 O

Bleibt noch die Varianz der modifizierten Huynh-Feldt-Schitzer bei Nichtnormal-
verteilung zu diskutieren. Hier kann aus dem Vorhergehenden geschlossen werden,
dafs deren Varianz von den achten Momenten abhéngen miissen, weil die Varianz

von Termen der Art (Y;deYik)Q unweigerlich in der Zerlegung von Var (H {Z)) und

Var (Hg(i)) als Summe vorkommen muf. Exakte Varianzberechnungen der Schétzer
sind ohne zusétzliche Annahmen {iber héhere Momente nicht moglich. Deswegen
beschrankt sich der Vergleich der Varianzen auf die simulierten Verteilungen im
Zusammenhang mit dem Monte-Carlo-Simulationen zum Niveau der ATS mit den
eingesetzten Schatzern. Hierbei werden analog zu und die Schéatzer f; und
fe* abgeschnitten an ihren Bereichsgrenzen.

3.5 Simulationen mit den Schatzern

Die ATS mit den eingesetzten hochdimensionalen Schatzern und deren Erwartungs-
wert und Varianz wurden in denselben Layouts und mit denselben Verteilungen
durchgefiihrt wie in Abschnitt [2.5 auf Seite 33| beschrieben. Zunéchst wird Var (B,)
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mit Var (H,) verglichen, indem in Abbildung[9| mittels eines Scatterplots Var (H.,) b2 >
gegen Var (B.) b_? aus den simulierten Szenarien getrennt nach Verteilung aufgeplot-
tet werden. Dafiir sind vier Verteilungsmodelle exemplarisch ausgewéhlt: Die multi-
variate Normalverteilung, das additiv-lineare Modell mit exponentialverteilten Z;;,
die elliptische Gleichverteilung und die elliptische Verteilung mit \/%Vka ~ 1.

4 T T T L T T T T
2 - ;;E;E’ + —
1 'a"‘ ]
-+t
0,5 o ++++ fﬁ%ﬁ%ﬁ + + ++ + -
g 025 +£§ #?& h #+ *ﬁ? 4
—
H
Sl 0125 + ** ++ i
0,0625 i
Zigj ~ Eap (1) x
0,03125 12d/sWip ~ 15+
elliptische Gleichverteilung
0,015625 g2 Normalverteilung  x
d ! ! ! | !
0,015625 0,0625 0,25 1 4 16 64 256 1024 4096
Var(H.)
bZ

Abbildung 9: Quadrierte Variationskoeffizienten von B, und H. gegeneinander auf-
geplottet bei logarithmischer Skalierung.

Man erkennt auf Abbildung [0 daf wie bewiesen Vary (B.) > Vary (H.) ist, der
Unterschied aber sehr gering ist. Nur bei den abgebildeten Ergebnissen unter el-
liptischer Gleichverteilung sind die Unterschiede stdrker. Andersherum ist in den
Simulationen Var (B.) < Var (H.) beim additiv-linearen Modell mit unabhéngig ex-
ponentialverteilten Z;,;. Wesentlich grofer ist der Unterschied bei der elliptischen
Verteilung mit \/mWik ~ t5.

Mit einer Ausnahme liegen die Ergebnisse mit den anderen simulierten Verteilungen
im Rahmen dessen, was in Abbildung[9|gezeigt wird. Die Ausnahme ist die elliptische
Verteilung mit Pareto-verteiltem |Wy| + 1, die gewéhlt wurde, um eine elliptische

Verteilung mit besonders grofen vierten Momenten zu haben. Bei ihr ist Var (H,) —
Var (B.) noch grofer.

Ahnliche Ergebnisse ergeben sich fiir den Vergleich von Var (B,,) mit Var (H,). Sie
werden deswegen nicht abgebildet. Ebenfalls nicht abgebildet wird der Vergleich
von Var (Bj) mit Var (H;), weil dort fiir alle Verteilungen nur geringe Unterschiede
zwischen beiden Varianzen zu erkennen sind.

Man kann an dieser Stelle schlieften, daf die dimensionsstabilen Schéatzer aus U-
Statistiken bei Normalverteilung zwar nicht exakt optimale Schétzer sind, den Op-
timalen aber sehr nahe kommen. Umgekehrt sind die modifizierte Huynh-Feldt-
Schétzer zwar optimal unter Normalverteilung, bei Verteilungen mit schwereren Tails
aber wesentlich schlechter als die U-Statistiken. Letztere konnen daher als robuste
Schétzer bezeichnet werden.
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Dak letztere daher den besten Kompromifs bieten, wird in Abbildung [11] ersichtlich.
Dort ist das simulierte Niveau der ATS bei normalverteilten Daten aufgeplottet,
wobei die modifizierten Huynh-Feldt-Schéitzer, die robusten Schétzer und zum Ver-
gleich die wahren Parameter eingesetzt wurden.

0,08 |- -
0,07 |- -
0,06 - -
oos RPN 2 1 {15
0,04 | 1
0,03 |- -
0,02 |- robuste Schitzer By, B,,, B. + ]
wahre Parameter by,b,,b. %
| mod. PIIuynh—Feldlt H{, H,, PIIC X | | | |
’ 4 8 16 32 64 128 256 512
d

Abbildung 10: Niveau der ATS unter Normalverteilung mit den robusten Schéat-
zern, den modifizierten Huynh-Feldt-Schétzern und zum Vergleich mit den wahren
Parametern.
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\/512 ijgmt5 tHlan» e X
/5 2 ;
0 ! ! ! ! /12|d ik~ |r§1t HI’HW“ e °
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Abbildung 11: ANOVA-Typ-Statistik mit jeweils den robusten Schitzern By, B,,, B,
und den modifizierten Huynh-Feldt-Schéitzern Hy, H,, H, unter Normalverteilung
und elliptischer Verteilung mit 5/12d W3 ~ t;.

In Abbildung [10]ist kaum ein Unterschied auf das Niveau feststellbar, der durch die
unterschiedlichen Schétzer kommt. Offensichtlich hat man tatséchlich keinen Ge-
nauigkeitsverlust durch die robusten Schétzer gegeniiber den bei Normalverteilung
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optimalen modifizierten Huynh-Feldt-Schétzern. Das Niveau wird mit eingesetzten
Schétzern héaufiger iberschritten als wenn die wahren Parameter eingesetzt werden.
Dies ist nicht verwunderlich und in einem gewissen Mafse ertraglich, da es sich um
approximative Verfahren handelt. Allerdings gibt es in einigen Szenarien ab d = 32
gravierende Niveauiiberschreitungen.

Dies erinnert an die bekannte Eigenschaft der Huynh-Feldt-Tests, bei sehr kleinem
Box’schen Epsilon liberal zu werden. Offensichtlich tritt ein dhnlicher Effekt auch
bei der ATS durch das Einsetzen unverzerrter Spurschéitzer auf, wurde aber bislang
in seinem Ausmaf {ibersehen. Dies liegt auch daran, daf die Niveauiiberschreitung
bei festem d nicht in jeder Konstellation aus Kovarianzmatrizen und Stichprobenum-
fangen gleich ist. Im néchsten Kapitel soll deshalb die Ursache fiir die Niveautiber-
schreitungen beschrieben werden und daraus eine Korrektur ausgearbeitet werden.
Diese ist auf die robusten Schétzer ausgelegt, weil deren Erwartungstreue bendtigt
wird. Durch die Verzerrung der modifizierte Huynh-Feldt-Schétzer in nichtnormal-
verteilten Modellen ist es kaum moglich eine Korrektur fiir diese Schétzer zu finden.
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4 Korrektur fur das Einsetzen eines Schatzers

4.1 Verallgemeinerung des Box’schen Epsilons

Da beim Huynh-Feldt-Test Niveauiiberschreitungen mit kleinem Box’schen Epsilon
€ < 0,75 in Zusammenhang gebracht wurden, soll an dieser Stelle die Definition eines
Parameters motiviert werden, der als eine Ubertragung des Box’schen Epsilons auf
das Behrens-Fisher-Problem betrachtet werden kann.

Das Box’sche Epsilon ist in Gleichung als Mafszahl fiir die Nichtsphérizitéat,
d. h. die Unterschiedlichkeit der d Eigenwerte der gemeinsamen Kovarianzmatrix
beschrieben worden, siche Hoekstra und Chenier (1994). Laft man unterschiedliche
Kovarianzmatrizen zu, dann konnen ad Eigenwerte unterschiedlich sein.

Dadurch entsteht eine zusétzliche Art von Nichtspharizitéit allein wegen Unterschie-
de zwischen den a Gruppen. Selbst wenn die verschiedenen Kovarianzmatrizen je-
weils perfekt sphérisch sind, so dafs

T&ZZTd =5 (Irg(Td) D Od—rg(Td))

ist, konnen die Faktoren sy, ..., s, unterschiedlich sein. Bei der Wechselwirkungshy-
pothese Hy (AB) und bei Hy (A|B) kann dies zur Nichtsphérizitit von Cov (TY)
fithren, bei der Hypothese Hy (B) hingegen nicht.

Eine geeignete Verallgemeinerung des Box’schen Epsilon fiir den ersten Freiheits-
grad der ATS muf deswegen bei Hy (B) denselben Parameterwert bringen wie das
gewoOhnliche Box’sche Epsilon, bei den anderen beiden Hypothesen aber einen an-
deren Wert. Mit f,,, dem ersten Freiheitsgrad der ATS wie in (20]) ist eine solche
Verallgemeinerung

_

rg (T)

Sie stimmt mit dem Box’schen Epsilon aus iiberein, wenn der Sonderfall einer
Stichprobe betrachtet wird .

(52)

Fiir den zweiten Freiheitsgrad der ATS kann ein dhnlicher Parameter gefunden
werden, allerdings ist er im Allgemeinen nicht eine lineare Funktion von €. Es geniigt
in dieser Arbeit, sich nur mit dem ersten Freiheitsgrad zu befassen.

Dafs auch bei der ATS eine Niveauinflation bei kleinem Box’schen Epsilon beob-
achtbar ist, wenn erwartungstreue Spurschéitzer eingesetzt werden, kann man in
Abbildung erkennen. Dort ist der simulierte Typ-I-Fehler der ATS mit den ro-
busten Schétzern gegen das verallgemeinerte Box’sche Epsilon aus aufgeplottet
fiir die simulierten Szenarien bei Normalverteilung. Die Punktgréfie ist monoton in
b, %Var (B,,) gewiihlt. Es sind auferdem mit gestrichelten Linien die Zufallsintervalle
aus Gleichung eingezeichnet.
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Abbildung 12: Simulierter Typ-I-Fehlers der ANOVA-Typ-Statistik mit den robusten
Schéitzern gegen

In Abbildung erkennt man, daf bei € < 0,75 die erreichten Typ-I-Fehler mehr-
heitlich oberhalb des Zufallsintervalls liegen. Es ist also auch bei der ATS mit un-
verzerrten Spurschétzern derselbe Effekt wie bei der Geisser-Greenhouse-Statistik
mit den unverzerrten Huynh-Feldt-Spurschétzern erkennbar.

Fiir den Huynh-Feldt-Test wurde von Quintana und Maxwell (1994)) vorgeschlagen,
bei kleinem geschétzten Box’schen Epsilon € den Plug-in-Schéatzer zu nehmen. Von
Lane (2016) wurde dies aufgegriffen. Analog konnte man bei fr/igr) < 0,75 die
Plug-in-Schétzer fiir die ATS nehmen.

Dieser Ansatz fiihrt aber offensichtlich zu Tests, deren Ablehnbereich einen unsteti-
gen Rand hat. Was das fiir die Anwendung bedeutet, ist in den genannten Arbeiten
nicht diskutiert worden. Auch ist denkbar, daff man damit am Ende wieder konser-
vativ wird, wenn auch nicht so stark wie mit den Plug-in-Schétzern. Es ist deswegen
besser, die Ursache fiir die Niveauiiberschreitungen zu beschreiben und daraus einen
Korrekturansatz zu folgern.

In Abbildung kann man zu diesem Zweck zusétzlich sehen, dafs besonders grofse
Niveauiiberschreitungen mit besonders grofem b, ?Var (B, ) einhergehen. Dies gibt
einen Hinweis darauf, dafs das Einsetzen von B,, eine Hauptursache fiir die Niveau-
tiberschreitungen ist, zum einen, weil mit endlichen Stichprobenumféngen Var (B,,)
,zu grof ist, zum anderen wegen der Abhéngigkeit von den Kovarianzmatrizen. Es
wird ausreichen, im Folgenden eine Korrektur nur fiir das Einsetzen dieses einen
Schétzers auszuarbeiten.

4.2 Korrekturformel fir die kritischen Werte

Bei der ATS werden die kritischen Werte aus den Quantilen der F-Verteilung gewon-
nen. Sei also ¢1_, (v1,10) die Quantilfunktion zum 1 — a-Quantil der F-Verteilung
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mit den Freiheitsgraden 1, und 15 als Argumente. Die kritischen Werte zum Ni-
veau « sollen mit q,_ (B1/B,, B1/B.) bzaw. q1_q (¥1/b,,b1/b.) notiert werden, wenn sie
Schétzer By, B, B. aus Abschnitt [3.3] berechnet werden bzw. auf Grundlage der der
wahren Parameter by, b,,b., wie sie in Abschnitt in den Gleichungen —

definiert sind.

Die Spurschéitzer wurden auf Unverzerrtheit hin konstruiert, um die Verzerrung
durch die Plug-in-Schétzer, durch die die ATS konservativ wird, zu beheben. Un-
verzerrtheit ist bei B,, aber strenggenommen nicht das bendtigte Kriterium, da mit
Unverzerrtem B,, die streng konvexe Funktion 1/, nach der Jensen’schen Unglei-
chung wieder verzerrt ist. Es ist aber auch keine ausreichende Losung, die Verzerrung
des Quotienten zu beheben, etwa durch eine approximative Korrektur —nach Bickel
und Lehmann (1969) kann es keine exakt erwartungstreuen Schétzer fiir derarti-
ge Funktionen geben—, weil der Quotient seinerseits wieder in die Quantilfunktion
eingesetzt wird, die wiederum nichtlinear im ersten Freiheitsgrad ist.

Es soll daher die Verzerrung von q;— (1/B,,%1/b.) als Schétzer fiir den ,wahren kri-
tischen Wert* ¢y _q (41/bs, 01/b.) gefunden werden. Weil B,, erwartungstreu ist, kann
hierzu eine Taylorapproximation zweiter Ordnung fiir den Erwartungswert verwen-
det werden (siehe im Anhang [30 auf Seite 82)):

() e (2) oy Z D

B, by an?
by 1 a2Q1—a b% a%—a by
= —a — —V Bn S TA 2 Ty 53
o« (bn)+2 anx ( >( o oo ) Y

Fiir Testentscheidungen oder globale Konfidenzintervalle kann man daraus eine Kor-
rektur des kritischen Wertes machen, die die Verzerrung durch das Einsetzen von
B,, behebt, indem man von ¢, _,, (B1/B.,, B1/B.) den zweiten Summand in abzieht.
Hierfiir miissen die neuen unbekannten Parameter Var (B,,), die beiden Ableitungen
a1-a/ov2 und 991-a/av, sowie b1/t und b1/63 durch ausreichend genaue Schitzer ersetzt
werden.

,Ausreichend genau® ist hierbei ein duferst grofer Bereich. Am wichtigsten ist, dafs
keine positive Korrektur vom unkorrigierten kritischen Wert abgezogen wird, um
den Test nicht noch liberaler zu machen. Dem kann sehr einfach vorgebeugt werden,
indem der Korrekturterm stets bei 0 abgeschnitten wird. Hierdurch entstehen auch
keine Unstetigkeiten wie bei Lane (2016).

Der Absolutbetrag der gesamten Korrektur vertrégt einen recht grofen relativen
Fehler, wobei eine Uberkompensation, die zu einem konservativen Test fithren wiir-
de weniger problematisch wére. Deswegen sollen in Gleichung die Parameter b,
und b,, durch ihre erwartungstreuen, dimensionsstabilen und konsistenten Schétzer
By und B, ersetzt werden, um konservative Schiatzungen der Quotienten 7/p4 und
b1/p3 zu erhalten. Dabei sind etwaige Bereichsiiberschreitungen von B1/B, und B1/B,
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aber zu beriicksichtigen. Es soll deswegen so geklammert werden, daf die Freiheits-
gradschétzer fn und fe, die auf ihren Wertebereich abgeschnitten sind, einbezogen
werden. In die Ableitungen der Quantilfunktion nach dem ersten Freiheitsgrad wer-
den ebenfalls die Freiheitsgradschéatzer fn und fe eingesetzt.

Die grobe Berechnung eines Schitzer fir Vary (B,,), der mit V,, abgekiirzt werde,
wird im folgenden Abschnitt erklért. Die praktische Berechnung der Ableitungen
wird in Abschnitt 4.4 auf Seite 61| erklért. Hierbei ist zu beachten, dak die Ableitun-
gen nach dem ersten Freiheitsgrad nur in einem offenen Bereich berechnet werden

kann, numerisch muf dieser von den Grenzen weg beschréinkt sein.

Da im Bereich grofer Box’sche Epsilon nahe bei 1 kein Anlaf fiir eine Korrektur
besteht, soll die hier vorgeschlagene Korrektur einen Faktor bekommen, der bei
einem geschiitzten Box’schen Epsilon von f/rg(r) = 1 verschwindet. Damit dadurch
im Bereich € < 0,75 die Korrektur nicht zu schwach ist, wird als Ausgleich nochmal
der Faktor 4 eingefiigt. Es ergibt sich als korrigierter kritischer Wert

qr—a = {1« (fn7 fe) +

O A S R O T (Lt O B e O A N e
- rg (T) E min ) fn 81/% + fn 8]/1 ? ( )

n

.

der iiberall dort zu berechnen ist, wo fn > 1 4+ epaschine UNd q1_q < fn, fe) > EMaschine
ist, wobei €pfaschine VOon der Maschinengenauigkeit nach unten begrenzt wird. Fiir
praktische Anwendungen ist €yaschine = 0,001 vollig ausreichend. Die Korrektur k7_,
ist nie positiv.

4.3 Abschitzung fiir Vary (B,)

Man kann mit etwas Geduld Vary (B,,) exakt berechnen.

Satz 19. FEs ist

a 4(2n2 —9In? +9n; + 4) 4
arn (Bn) ; ii (nf(nz—l) (ni —2) (n; — 3) p (%)

Sp? (szi)Z)

+n§’ (n; — 3)

+n/—1) 2
1S g, (o (it Sp (35
e (0 v e P 550

4
n?(n;—1)n

+

2 (g — 1>Sp (Eizi/))

U
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2
4 2,12, Sp (X3, 2.3,
+ Z 2" 711 n2 (nz _ 1) Ny M p ( )

2,2 4 3%
Ot iy, P (B

Beweis. Siehe den Beweis auf Seite [[02] in Abschnitt [A.4.1] O

N2 N
Die Terme Sp? (T'4%;)* und Sp? (X;3y) kénnen durch (Bé”) bzw. (Bg” )> kon-

sistent geschétzt werden.

Es soll vermieden werden, fiir Terme der Art Sp (T43%;)", Sp (T2 43y)?, und
Sp (T2 1) T3, sowie Sp (T3, T 33T ;3,T ;%) vollkommen neue Schitzer zu
entwickeln. Da keine grofse Genauigkeit notig ist, geniigen Behelfsparameter, die in
der Hauptsache abhéngig von den ¥J; dieselben Extremstellen haben sollen wie die
interessierenden Terme und fiir die aus den bereits entwickelten Spurschétzern neue
Schétzer kombiniert werden kénnen. Durch diesen Umweg werden die interessieren-
den Terme zwar sehr ungenau, dafiir aber sehr recheneffizient geschétzt.

Wie bei der Einfithrung des Box’schen Epsilons schon in Abschnitt gesehen,
kann Sp(52)/sp2(5) als Spharizitdtsparameter fiir eine symmetrisch positiv semidefi-
nite d x d-Matrix S interpretiert werden. Ein verwandter Sphérizitdtsparameter ist
SP(S4)/Sp2(s2). Es ist einfach zu zeigen, dafl er dieselben Extrema an derselben Stelle
hat wie SP(SQ)/S;F(S), siche Lemma . Deswegen wird statt fiir

Sp (T4%,)* g

Sp (T,%)* =
p(TuZ) Sp? (T4%,)°

2
p* (T4%)
ein Schétzer fiir Sp sz Sp (T4%;)* benutzt, der mit den vorhandenen Schétzern

durch (BéZ ) (B@) ~ konsistent und in dem Sinne dimensionsstabil geschatzt wer-

den kann, daft die Taylorapproximation der Varianz dieses Bruches nicht vom zu
schitzenden Parameter abhéngt, analog zu Satz [I5] siche Korollar [31] auf Seite [84]
im Anhang.

Ahnlich kann mit den iibrigen Spuren verfahren werden dank folgendem Lemma:

Lemma 20. Seien 3, 39, X3 positiv semidefinite Matrizen. Dann haben

Sp(20)" | Sp (B’
2 7 un S 2 N
Sp” (%1) P~ (%1)

Sp (2122)2 wnd Sp (2122)
Sp2 (2122) Sp (21) Sp (22>
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3.
Sp (21222123) und Sp (2122) Sp (2123)
Sp (2132) Sp (21%3) Sp? (1) Sp (Z2) Sp (Xs)
4 2 2
Sp (£7) Sp (:133) Sp” (31) Sp (Xs)
jeweils dieselben Extrema fir dieselben 31, 3o, 33.
Beweis. Siehe im Anhang auf Seite [I05] O

Die so gewonnenen ungenauen, recheneffizienten Schétzer sind insgesamt also

(BS‘))S (BY’)l fiir Sp (T4%;)"

i\ @i\ ! )
(BQ“ ) (Blm ) fiir Sp (TS T4y

A
)

. o gy . o\ — 1
(ng ) i) pi >> : (BY)BY g ’) fiir Sp (Ty STy S0 TS TS

3 -1
(B B{) (BUBMY)  fiir Sp ((T%1)* Ts)

Diese Schétzer ersetzen die entsprechenden unbekannten Terme in Vary (B,) aus
Satz , um V,, zu erhalten. Die Korrekturformel wird durch derartig grobe
Schatzungen nicht zu schlecht. Erstens kiirzen sich Schéatzfehler durch den Faktor
V,,B, % grob weg, zweitens reicht die Korrektur in den meisten Fillen schon bei einem
recht grofsen relativen Fehler von 50% —also wenn nur halb korrigiert wird—, sehr gut

in den nach Bradleys Kriterium Bradley (1978 definierten tolerierbaren Bereich von
3

unter 5

a, da der extremste simulierte unkorrigierte Typ-I-Fehler bei 2a lag.

Man kann Konsistenz und Dimensionsstabilitéit der bekannten Schéitzer heranziehen,
um zu rechtfertigen, daff man sie einsetzen kann, um Vary (B,,) zu schétzen.

4.4 Zweite Ableitung der Quantilfunktion nach dem ersten
Freiheitsgrad

Die Dichtefunktion der F-Verteilung mit v, und v, Freiheitsgraden sei notiert als

L v2

2,7
1ZBRZ vy —2 _ritva

/ 1 72

FF(I,Vth):Wx T (w+uraz) 2 ,x>0
(5.%)

wobei B (ohne Indices) die Beta-Funktion ist. Die Verteilungsfunktion ist somit

Fr(x,v,15) = / Fp (z,v1,v9) du.
0
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Numerisch wird die Quantilfunktion ¢ (p, v1, 2) zu einem Wahrscheinlichkeitslevel p
und konstanten Freiheitsgraden 14, und vy gewohnlich durch ein Newton-Verfahren
berechnet, das die implitzite Funktionsdefinition von g (p, v1, 1») als Nullstelle in z
der Funktion

g (x,v1,10) 5:/ Fp(t, v, ) dt —p=0 (55)
0

nutzt. So wird etwa fiir die R-Funktion qf ein Newton-Verfahren verwendet, siehe R
Core Team (2018). Hierbei wird das Quantil bis auf eine voreingestellte Fehlertole-
ranz berechnet.

Leider liegt darin auch der Grund, warum derartig implementierte Quantilfunktio-
nen unbrauchbar sind, um sie numerisch zu differenzieren. Numerisches Differenzie-
ren beruht stets auf der Annéherung durch finite Differenzenquotienten der Art

qr (p+h,vi,10) —qr (p — h,v1, 1)
2h

mit kleinem A. Damit {iberhaupt das Vorzeichen der numerischen Ableitung rich-
tig ist, wenn ¢r mit einem Newton-Verfahren mit absoluten Fehler Agr berechnet
wird, muf Agp < (@r(pthrive)—ar(p—hrir2))/a sein. Um also die Fehlertoleranz fiir das
Newton-Verfahren zur Berechnung von gr (p + h, v, v2) und qg (p — h, 11, v5) im er-
sten Schritt einzustellen, wird das Ergebnis aus der Differenz qp (p + h,v1,1v2) —
qr (p — h,v1, ) bendtigt, die erst im zweiten Schritt bekannt ist. Solche Probleme
sind zu vermeiden.

Vom Rechenaufwand wiirde dies dariiber hinaus mehrere Anwendungen des Newton-
Verfahrens erfordern, welche wiederum mehrmals das Integral fox Fp (t, vy, 15) dt aus-
werten. Insgesamt stehen Genauigkeit und Rechenaufwand in keinem ertriglichen
Verhiltnis. Fiir die eigentlich interessierende zweite Ableitung der Quantilfunktion
gilt dies erst recht.

Stattdessen kann mit der Darstellung in Gleichung der Satz iiber die Ableitung
implizit definierter Funktionen angewendet werden, siehe z. B. Heuser (2000), Satz
170. Heraus kommt eine Integraldarstellung der ersten Ableitung, wie der folgende
Satz besagt. Auf diese Weise wird die Berechnung einer Ableitung in die Berechnung
eines Integrals umgewandelt, was numerisch wesentlich giinstiger ist.

Satz 21. Die erste Ableitung der in Gleichung implizit definierten Quantil-
funktion nach dem ersten Freiheitsgrad vy > 1 lautet

a : : QF(p7V17V2)
) iy [ i
141 0
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0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Abbildung 13: Integrand fiir die Integraldarstellung von 2‘1711” bei v = 10 und p =
0,95.

wobei die Abkiirzungen

. +rvo+2

) 2 (ug(t—1)+(ult+y2)-
e (2572~ (*572) +¢ (3)))

1 " v1tvg

w(p, 11, 1) = 5 (qr (p, v1, V2)>1 2 (11qp (p, 11, 10) +12) 2

I/lt + 19

Vo

T1 (t, v, 1/2) = t%_l (

und

gelten und + fir die Digammafunktion ¢ (z) = % steht (siehe Abramowitz und

Stequn (1964), Nr. 6.3). Insbesondere ezistiert das Integral (50).
Beweis. Siehe Seite 106 O

Das Integral in Gleichung ist numerisch auszuwerten. Zu beachten ist hierbei
die Polstelle ¢ = 0 bei kleinem ersten Freiheitsgraden 1 < v; < 2, deren Integrier-
barkeit im Beweis gezeigt wurde. Zur Illustration dieser Polstelle ist der Integrand
fiir verschiedene Werte des ersten Freiheitsgrades v; in Abbildung [13] aufgeplottet.
Es wird p = 0,95 und v, = 10 vorgegeben.

Die numerische Integration an integrierbaren Polstellen ist nur mit speziellen Qua-
draturverfahren moglich. Geeignet fiir den gegebenen Fall ist die Routine qaws
aus der GNU Scientific Library (Galassi u.a. (2011))). Sie verwendet Tschebyscheff-
Polynome zu Gewichtsfunktionen der Art ¢”log(t) mit » > —1 fiir die Polstelle
t=0.
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Fiir die zweite Ableitung des Quantils nach dem ersten Freiheitsgrad kann nume-
risch differenziert werden (z. B. mit dem Algorithmus gsl_deriv_central aus der
GNU Scientific Library). Numerisch effizienter und voraussichtlich besser konditio-
niert ware es, die Gleichung nochmals symbolisch zu differenzieren. Dann sind

zur Berechnung von 8;35 nur zwei Integrale auszuwerten, namlich das Integral aus
1
Gleichung (56) und das Integral aus dessen Ableitung nach v;. Daf letzteres Integral

existiert, zeigt Lemma [41] auf Seite [106]

Leider treten in diesem Integranden aber Terme der Art h (t)t2 log? (t) auf, wobei
h(t) eine beschréankte Funktion ist. Dadurch liegt bei kleinem v4 an ¢ = 0 eine
integrierbare Polstelle vor, in deren Umgebung mit Integrationsroutinen aus der
GNU Scientific Library kein Integral ausgerechnet werden kann. Geeignete Verfahren
miifsten erst verflighar gemacht werden.

4.5 Korrekturformel fiir die p-Werte und geeignete Ausgabe

Konfidenzintervalle, die dual zum Test sind, berichtet man vor allem dann, wenn
auf der Skala der Messungen der Nichtablehnbereich abgebildet werden soll. Fiir
Globaltests ist das nicht mehr moglich, da der Nichtablehnbereich typischerweise
mehrdimensional ist. Deswegen werden hier eher p-Werte berichtet. Statt korrigierter
kritischer Werte zu einem festen o miissen also p-Werte korrigiert werden.

Man kann p-Werte auch als das « betrachten, bei dem der kritische Wert gerade
mit der Teststatistik iibereinstimmt. Eine Moglichkeit wére daher, die nichtlineare
Gleichung

p=1-Fp(F -k f.)

durch ein Newton-Verfahren zu 16sen. Weil & konzeptbedingt recht grob berechnet
wird und fiir ein Newton-Verfahren mehrere Auswertungen notig sind, soll darauf
verzichtet werden und ein anderer Ansatz bevorzugt werden, der im Endeffekt auf
einer linearen Approximation beruht, also gewissermafen einem einzigen Newton-
Schritt.

Wenn ein Test exakt ist, wie in diesem Kapitel fiir die ATS mit bekannten Frei-

heitsgraden angenommen, dann gilt nach Definition (siche Lehmann und Romano
(2005)))

o = E <]]_F>q1—a(b1br_1,1)>
=1- FF (q1—a (blbgl)) . (57)
AuRerdem ist der zugehorige p-Wert 1—Fr (F, bib; ') durch dieselbe Annahme gleich-

verteilt auf [0, 1], siche Lehmann und Romano (2005), Lemma 3.3.1. Wenn man
daher unkorrigiert

pi=1—Fp (an>

schreibt, kann man zu einem korrigierten p-Wert p* gelangen durch eine lineare
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Approximation (H4))
pi=p+ I (F fn> k3.

Auch hier wird auf die Berechnung von kj verzichtet, wenn p < 0,001 ist. Mit
dieser Korrekturformel fiir den p-Wert wurden auch die Monte-Carlo-Simulationen
im folgenden Abschnitt durchgefiihrt.

Wenn Testergebnisse der ANOVA oder der ATS berichtet werden, werden konventio-
nell auch der Wert der Teststatistik, die Freiheitsgrade und die p-Werte angegeben.
Gibt man die korrigierten p-Werte aus, dann liefen sie sich nicht mehr mit den
angegebenen Freiheitsgradschéatzern fn und fe bei der beobachteten Teststatistik F
reproduzieren. Es erspart in der Anwendung daher Irritationen, wenn fn so modi-
fiziert ausgegeben wird, dak man damit und mit der Teststatistik F' und fe den
korrigierten p-Wert erhélt. Dies ist mit einem einfachen Newton-Verfahren moglich.
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5 Simulation mit Schatzern und Korrektur

5.1 Niveau

Als erstes ist die Qualitat der Korrektur bei Normalverteilung hinsichtlich des Typ-
I-Fehlers zu untersuchen. Dies geschieht mit den bekannten Simulationsszenarien in
Abbildung[14] Zum Vergleich werden die Ergebnisse der unkorrigierten ATS mit den
robusten Schétzern und der ATS mit den eingesetzten Parametern der Simulationen
gezeigt. Es ist nicht zu erwarten, daf die Korrektur zu genaueren Ergebnissen fiihrt
als das Finsetzen der wahren Parameter. Weiterhin sind Simulationsergebnisse dar-
gestellt, die sich ergeben, wenn bei fn < 0,75 der Plug-in-Schétzer verwendet wird,
in Analogie zur Arbeit von Lane (2016) und der Idee von Quintana und Maxwell
(1994).

T T T T T T T T
mit robusten Schatzern +
mit wahren Parametern  * + + T
0.08 robuste Schitzer mit Korrektur + + + 1]
’ robuste Schatzer mit Korrektur n%ch Lane + ¢ + T
0,07 - -
0,06 - * -
IS0 PN 1> N £ N 11 S PN || PN | | PN | | . ]
oos g gl il
0,04 pS . -
£
0,03 L E g § g e T
0,02 - % _
I I I I i I I § I I
4 8 16 32 64 128 256 512
d

Abbildung 14: ATS mit und ohne Korrektur und wahren Parametern bei Normal-
verteilung

Man sieht in Abbildung[14], dak die groften Niveautiberschreitungen mit der Korrek-
tur halb so grofs sind wie mit des unkorrigierten Tests. Die kleinsten beobachteten
Typ-I-Fehler der Korrektur sind nur sehr geringfiigig unter denen des unkorrigierten
Tests, ebenfalls sehr geringfiigig und obendrein selten ist die Korrektur konservati-
ver als mit den wahren Parametern. Diese Unterschiede sind aber geringer als die
yhatiirliche” Fehlertoleranz, die durch die begrenzte Zahl von 20000 Simulationswie-
derholungen berticksichtigt werden muf.

Durch das ,,Umschalten® auf den Plug-in-Schitzer bei kleinem f,, entsprechend Lane
(2016) und Quintana und Maxwell (1994) wird der Test zwar nie mehr liberal,
allerdings wird er bei hoher Dimensionalitdt zunehmend konservativ. Durch diesen
Ansatz ist also bei wirklich hochdimensionalen Daten nichts gewonnen.

Exemplarisch fiir die anderen Nichtnormalverteilungen sind in Abbildung [T5] und
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die Ergebnisse fiir das additiv-lineare Modell mit Rademacher-verteilten Z;;; und

lognormalverteilten Z;;,; gezeigt.
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Abbildung 15: ATS mit und ohne Korrektur und wahren Parametern
Rademacher-Verteilung im additiv-linearen Modell
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Abbildung 16: ATS mit und ohne Korrektur und wahren Parametern bei Lognor-
malverteilung im additiv-linearen Modell

Bei Rademacher-Verteilung in Abbildung[15]ist ein &hnliches Ergebnis zu beobachten
wie bei Normalverteilung. Bei Lognormalverteilung in Abbildung[16]zeigt sich wieder

die grofsere Ungenauigkeit, die man schon bei den Simulationen mit den wahren

Parametern gesehen hat. Die Korrektur ist hier 6fter und starker konservativ. Auf

der anderen Seite ist die Korrektur durchaus noch liberal, wenn auch nicht so extrem

wie der unkorrigierte Test.

Mit dem wahren Parametern haben sich bei der elliptischen Verteilung mit Pareto-
verteiltem |W;| 4+ 1 sehr konservative Ergebnisse gezeigt. In Abbildung wird
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dasselbe mit korrigierter und unkorrigierter Schatzung betrachtet.

T T T T T T T T
mit robusten Schéitzern +
mit wahren Parametern  *
0.08 |  robuste Schétzer mit Korrektur i
0,07 - -
0,06 +
L i .
0,04 |- -
0,03 |- I ! -
0,02 - -
X
I I I I I
4 8 16 32 512

Abbildung 17: ATS mit und ohne Korrektur und wahren Parametern bei elliptischer
Paretoverteilung.

In Abbildung [I7] sind zwar auch die ATSen mit den Schétzern konservativ, man
sieht aber nicht, daf die Korrektur dies verschlimmert.

Mit den anderen Verteilungen, insbesondere den iibrigen elliptischen Verteilungen
andert sich das Bild nicht grundlegend. Man kann also schluffolgern, dafs die robu-
sten Schétzer tatsachlich zu robusten Tests fiihren. Es zeigt sich aulerdem, daf eine
Korrektur fiir das Einsetzen von erwartungstreuen Schétzern bei kleinem Box’schen
Epsilon durchaus Verbesserungen bringt.

5.2 Power

Weil die behandelten Spurschétzer alle translationsinvariant sind, ist nicht zu er-
warten, daf sich bei der Power etwas grundlegend anderes zeigt als von der ATS
bislang bekannt. Insbesondere die Poweruntersuchungen in Becker (2010), Brunner,
Bathke und Placzek (2012), Happ, Harrar und Bathke (2016) und Harden (2013)
wiirden sich hier reproduzieren. Es ist aber nicht mehr selbstverstandlich, daf die
Korrektur translationsinvariant ist, wenn die p-Werte wie in Abschnitt beschrie-
ben korrigiert werden. Aus diesem Grunde sind fiir Normalverteilung in Abbildung
Powerkurven fiir d € {20, 50,100,200} aufgeplottet.
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T
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Abbildung 18: Die Powerkurven mit und ohne Korrektur sind fast identisch bei
Normalverteilung, n; = 10, ny = 15, ng = 25, 3y = linToe, 3y = 1,253, 33 =
1,53 und von unten nach oben mit d € {20, 50, 100, 200}.

Als Kovarianzmatrixstruktur wurde die Toeplitzstruktur mit linear abfallenden Ko-
varianzen gewdahlt (linToe), weil bei ihr das Box’sche Epsilon besonders klein werden
kann, so daf die Korrektur eher greift. Es wurden unterschiedlich grofse Stichprobe-
numfénge gewahlt (n; = 10, ny = 15, ng = 25) und die Kovarianzmatrizen in der
zweiten bzw. dritten Stichprobe sind das 1,25-fache bzw. das 1,5-fache der Matrix
aus der ersten Stichprobe. Die kleinste Stichprobe hat also auch die kleinste Vari-
anz. Getestet wurde die Wechselwirkungshypothese und die Alternative ist wie bei
Happ, Harrar und Bathke (2016)) gew&hlt: p; = py = 0 und pg = (0,...,0, 1) mit
p € 0,5].

Man erkennt in Abbildung [1§] keinen Powerunterschied, der sich nicht auch schon
im Typ-I-Fehler gezeigt hatte. Die Korrektur beeintrachtigt die Power also nicht.

Die Nichtnormalverteilungsmodelle unterscheiden sich nicht im Lokationsparameter
w, sondern nur in den Streuungen. Man kann daher erwarten, dak die Powerkurven
sich nur in dem Mafse unterscheiden, wie es sich von den Typ-I-Fehlern her fortsetzt,
die Powerkurven verschiedener Verteilungen also nicht unterschiedlich flach ausfal-
len. Exemplarisch ist die Power bei drei elliptischen Verteilungen in Abbildung
zu sehen, insbesondere der Pareto-Verteilung, die in den Abschnitten und
zu konservativen Tests fiihrte. Powerfunktionen bei Verteilungen im additiv-linearen
Modell sind nicht abgebildet, weil sie fast deckungsgleich sind. Zwischen korrigierter
und unkorrigierter ATS wird in dem Plot auch kein Unterschied gemacht, weil er so
gering ist, dafs er im Plot optisch nicht auflésbar wiére.
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Abbildung 19: Power der ATS bei ausgewéhlten elliptischen Verteilungen und d =
100.

Die elliptische Gleichverteilung und die Exponentialverteilung haben sehr dhnliche
Powerkurven. Einzig bei der Pareto-Verteilung, bei der die ATS bekanntermafen
konservativ ist, erkennt man eine stark abweichende Powerkurve. Interessanterweise
ist im mittleren Bereich bis zu einer Power von 0,8 die Power der Pareto-Verteilung
sogar hoher. Das relativiert erheblich, dafs in den Niveausimulationen bei dieser
Verteilung die ATS konservativ war wegen der ,heavy tails“ dieser Verteilung.

Insgesamt kann man schlieften, dafs die Power der ATS weder bemerkenswert nach-
teilig von der Korrektur noch von Nichtnormalverteilung beeintrachtigt wird.
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6 Auswertung der Anwendungsbeispiele

6.1 Gewichtsentwicklung der Ratten

Die Testergebnisse fiir den Gruppeneffekt, den Zeiteffekt, die Wechselwirkung und
den Zeitverlaufseffekt sind fiir die ATS mit den robusten, unkorrigierten Schétzern
in Tabelle [1| zu sehen. In den Spalten sind der geschitzte erste Freiheitsgrad fn
bezeichnet mit ndf, der zweite Freiheitsgrad fe (ddf), die Teststatistik F, der p-
Wert und —nachrichtlich— das verallgemeinerte Box’sche Epsilon auf Grundlage von
fn eingetragen.

Hypothese ndf ddf Teststatistik p-Wert Box’sches €
Gruppe 1,872 30,447 10,589  0,0004 0,9361
Zeit 4,002 107,151 274,691  0,0000 0,1906
Gruppe * Zeit 6,827 107,151 8,694  0,0000 0,1625
Gruppe | Zeit 1,961 31,915 10,540  0,0003 0,0446

Tabelle 1: Testergebnis zur Gewichtsentwicklung mit robusten Schétzern

Qualitativ gleichen die Ergebnisse in Tabelle [1| denen in Harden (2013): Zum 5%-
Niveau signifikant sind alle getesteten Effekte, insbesondere unterscheiden sich die
Verlaufskurven zwischen den drei Gruppen (vierte Zeile). Am wichtigsten ist die
signifikante Wechselwirkung zwischen Dosisstufe und Zeit (dritte Zeile), denn ih-
retwegen kénnen die beiden Haupteffekte (Zeit und Gruppenzugehorigkeit) nicht
isoliert voneinander interpretiert werden.

Bemerkenswert ist, daft die Box’schen Epsilon aufser beim Gruppeneffekt —der oh-
nehin nicht hochdimensional ist— deutlich unter 0,75 liegen. Deswegen ist die Be-
nutzung der Korrektur angebracht. Die Ergebnisse davon stehen in Tabelle 2l Dort
ist statt dem Box’schen Epsilon in einer Spalte vermerkt, ob die Korrektur wirklich
angewendet wurde. In den Zeilen , Ja* wurde korrigiert. In den Zeilen ,Rand* wurde
keine Korrektur vorgenommen, weil der Rand des Definitionsbereichs der involvier-
ten Funktionen zu nah war.

Hypothese ndf ddf Teststatistik p-Wert Korrektur
Gruppe 1,872 30,447 10,589  0,0004 Rand
Zeit 4,002 107,151 274,691  0,0000 Rand
Gruppe * Zeit 6,827 107,151 8,694  0,0000 Rand
Gruppe | Zeit 1,373 31,915 10,540  0,0011 Ja

Tabelle 2: Testergebnis zur Gewichtsentwicklung Schétzern mit robusten Schétzern
und korrigiertem Test.

In fast allen Féllen waren die unkorrigierten p-Werte zu klein. Eine Berechnung hét-
te am qualitativen Ergebnis allerdings nichts geédndert. Dies ist auch der Fall bei
dem Test auf einen Gruppeneffekt auf die Zeitverlaufskurven. Auch der korrigierte



72 6 AUSWERTUNG DER ANWENDUNGSBEISPIELE

p-Wert liegt noch unterhalb des Signifikanzniveaus von 5%. Der ersten Freiheitsgrad
betragt nach der Korrektur aber nur noch 1,373 und nicht mehr 1,961. Die Inter-
pretation, dafs es eine Wechselwirkung zwischen Dosis und Gewichtszunahme gibt,
bleibt bestehen.

Der Datensatz iiber die Gewichtsentwicklung von Wistar-Ratten ist also ein Beleg
dafiir, dafl Datenséitze mit kleinem Box’schen Epsilon durchaus vorkommen kénnen.

6.2 Laufleistung der Mause

Die Testergebnisse der ANOVA-Typ-Statistik mit den robusten Schétzern sind in
Tabelle [3 zu sehen.

Hypothese ndf ddf Teststatistik p-Wert Box’sches €
Genotyp 1,000 17,000 0,352  0,5608 1,0000
Woche 1,961 28,877 5,818  0,0078 0,9806

Tag 5,781 124,093 15,465  0,0000 0,3401

Genotyp * Woche 1,961 28,877 0,019 0,9802 0,9806
Genotyp * Tag 5,781 124,093 1,607 0,1533 0,3401
Woche * Tag 15,525 252,036 2,818 0,0004 0,4566
Genotyp * Woche * Tag 15,525 252,036 0,652 0,8343 0,4566
Genotyp | Woche 3,000 51,000 0,164 0,9199 1,0000
Genotyp | Tag 2,115 37,686 0,832 0,4488 0,1175
Genotyp | Woche , Tag 7,215 121,832 0,519 0,8236 0,1336

Tabelle 3: Unkorrigiertes Testergebnis mit robusten Schétzern

Bei zwei niedrigdimensionalen Tests ist es notig gewesen, die Freiheitsgradschatzun-
gen auf ihren Bereich zu beschneiden, ndmlich beim Test auf den Haupteffekt des
Genotyps (Zeile ,Genotyp“) und den multivariaten Effekt des Genotyps auf den Ver-
lauf der Gesamtlaufleistungen in den drei grofen Zeitabschnitten (Zeilen ,Genotyp
| Woche").

Wirklich hochdimensionale Tests sind nur in den Zeilen mit ,/ Tag* zu finden. In all
diesen Fillen werden allerdings verallgemeinerte Box’sche Epsilone mit den unver-
zerrten Spurschéitzern geschétzt, die kleiner sind als 0,75. Die Korrektur wiirde also
einen Effekt haben kénnen.

In Tabelle {4 sind die Testergebnisse tabelliert, wenn fiir das Einsetzen der erwar-
tungstreuen Schétzer korrigiert wird. In den Zeilen mit  kons.“ wurde der p-Wert
konstant gelassen, weil die Korrektur ihn verringert hétte.
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Hypothese ndf ddf Teststatistik p-Wert Korrektur
Genotyp 1,000 17,000 0,352  0,5608 Rand
Woche 1,943 28,877 5,818 00,0080 Ja

Tag 5,781 124,093 15,465  0,0000 Rand

Genotyp * Woche 1,961 28,877 0,019 10,9824 Ja
Genotyp * Tag 5,460 124,093 1,607 0,1572 Ja
Woche * Tag 14,684 252,036 2,818 0,0005 Ja
Genotyp * Woche * Tag 15,525 252,036 0,652 0,8343 kons.
Genotyp | Woche 3,000 51,000 0,164 0,9199 Ja
Genotyp | Tag 2,115 37,686 0,832 0,4488 kons.
Genotyp | Woche , Tag 7,215 121,832 0,519 0,8236 kons.

Tabelle 4: Testergebnis mit robusten Schéatzern und korrigiertem Test.

In drei Fallen hat die Korrektur den unkorrigierten p-Wert konstant gelassen. In
fiinf Féllen hat die Korrektur gewirkt, wovon bei einem, ,Genotyp | Woche®, die
korrigierte Differenz unter der Rundungsgenauigkeit lag. Die ersten Freiheitsgrade
haben sich aber durch die Korrektur nur wenig geéndert.

Hypothese ndf ddf Teststatistik p-Wert Korrektur
Genotyp 1,000 17,000 0,352 00,5608 Rand
Zeitpunkt 8,428 129,175 6,791  0,0000 Rand
Genotyp * Zeitpunkt 8,428 129,175 0,576  0,8045 kons.
Genotyp | Zeitpunkt 7,215 121,832 0,019 0,8236 kons.

Tabelle 5: Hauptfragestellung mit Korrektur

Betreffs der Hauptfragestellung nach dem Effekt des Genotyps ist in den Daten
der bis zu 43 Wochen alten Méausen (noch) nichts aufzufinden. Beispielsweise ist
der Genotypeffekt weder signifikant hinsichtlich des Zeitverlaufs aus den 54 Mefsta-
gen, (Zeile Genotyp | Woche, Tag), noch hinsichtlich einer Wechselwirkung mit den
Zeitfaktoren. Falls die KO-Mause anfianglich schneller sind und dann binnen 40 Wo-
chen von den Wildtyp-Mausen iiberholt wiirden, wére eine solche Wechselwirkung
sichtbar gewesen. Der signifikante Haupt-Zeiteffekt ist erwartet worden.

Stattdessen zeigt sich ein sehr deutlicher Zeiteffekt nach dem Einsetzen in den Lauf-
radkéfig in Wechselwirkung mit dem jeweiligen Alter in Wochen in der sekundéren
Fragestellung.

Zum Schluf kann festgehalten werden, dals auch dieser Datensatz ein Beispiel fiir
kleine Box’sche Epsilion ist, bei denen die Korrektur angebracht ist.
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7 Zusammenfassung, Diskussion und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde eine Statistikapproximation auf Basis der ANOVA-
Typ-Statistik hergeleitet, deren Robustheit nach dem Vorbild von Atiqullah (Atiqul-
lah |1962)) gilt, bei dem also die vierten Momente der Ausgangsdaten sich nicht auf
die ersten beiden Momente der Priifgrofen durchschlagen. Hierbei hat sich gezeigt,
daf die Robustheit nicht wie bei der ANOVA von der quadratischen Balanciertheit
abhéngt, sondern von der Auslegung der quadratischen Formen auf das Behrens-
Fisher-Problem.

Die vorliegende Arbeit hat ferner gezeigt, daf keine anderen etablierten Priifgrofen
als die Statistik aus den quadratischen Formen @), und Q. fiir die parametrische
Analyse von hochdimensionalen Mefswiederholungen geeignet sind.

Begleitend zu den Statistiken wurden die beiden bekannten Schétzervarianten unter-
sucht, die fiir die Freiheitsgradschétzung bei hochdimensionalen Daten im Behrens-
Fisher-Problem geeignet sind. So haben sich in der vorliegenden Arbeit die Schétzer
nach Brunner, Bathke und Placzek (2012) und Happ, Harrar und Bathke (2016)) bei
multivariater Normalverteilung als optimal und insbesondere als dimensionsstabil
herausgestellt. Als robuste Schétzer konnen trotzdem die Schétzer auf Basis von
U-Statistiken aus Becker (2010) und Harden (2013)) betrachtet werden. Sie haben
nur geringfiigig schlechtere Varianz bei Normalverteilung, sind aber im elliptischen
und additiv-linearen Verteilungsmodell dimensionsstabil, wenn dort nur die vierten
Momente existieren.

Mit der Korrektur fiir das Einsetzen von B,, konnte die Behebbarkeit eines alten Pro-
blems des Huynh-Feldt-Tests gezeigt werden. Auf diese Weise kann moglicherweise
auch in anderen Anwendungsfillen {iberwunden werden, stets auf Konsistenz und
den Satz von Slutsky rekurrieren zu miissen, um Schéatzer fiir unbekannte Storpa-
rameter einsetzen zu diirfen, sofern nur die ungefdhre Varianz und Erwartungstreue
eines Schétzers bekannt ist.

Die Korrektur selber kann durchaus noch verbessert werden. Beispielsweise kann
etwas rigoroser ausgehend von

a=FE (1F>q17a(b1b51)>
=1—-F (Q1—a (blbrtl))
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der vergroferte Typ-I-Fehler durch Einsetzen des Schéatzers B,, mit

1-F (FF O (1—qa (blB;1)> ~1-— FF O (1—qa (blbgl) -
0% (Fr o q1—a (b1b; 1))
b2

1
§Var (Bn) .

—1—04—1Var(B)- Fio( (b1b,")) 01— b1 i
- 9 n F \d1—a \010, A b%

82(117 b 0qi—a b1
F; R
E < o bk oy bg)

beschrieben werden. Diese lauft auf eine etwas andere Korrektur hinaus, die nicht

untersucht wurde.

Weiterhin ist denkbar, das additiv-lineare und das elliptische Modell weiter zu fassen
oder multivariate Verteilungen allgemein zu charakterisieren, in denen die robusten
Spurschétzer dimensionsstabil bleiben. Eine griindlichere Méglichkeit konnte auch
sein, die Abhéngigkeiten durch Copulae zu modellieren, siche zu dem Begriff (Nelsen
(1999)). Die Frage wire dann, durch welche Bedingungen an Copula und Randver-
teilungen der Verlust bei den Schétzern begrenzt wird, wenn er an Abweichungen
vom vorgegebenen Signifikanzniveau gemessen wird und bei den Randverteilungen
die vierten Momente beschrankt sind.

Diese Fragestellung kénnte iiberleiten zu einer Anwendung der ANOVA-Typ-Statistik
fiir hochdimensionale rangtransformierte Daten in der Nichtparametrik. Fiir die
nichtparametrische Auswertung von Mefiwiederholungen (siehe Brunner, Dette und
Munk (1997)) und fiir die nichtparametrische Auswertung von verschiedenen Gro-
fsen wie in Brunner, Munzel und Puri (2002) werden rangtransformierte Daten in die
ANOVA-Typ-Statistik eingesetzt, deren unbekannte Parameter mit den im Hochdi-
mensionalen konservativen Plug-in-Schétzern geschitzt werden. Dimensionsstabiles
Schétzen auf der Grundlage rangtransformierter Daten hat bislang einer Losung
widerstanden, weil durch die Rangtransformation die Unabhéngigkeit der Beobach-
tungsvektoren verlorengeht, aus denen die robusten Schétzer konstruiert wurden.

Fiir einen rigorosen Beweis der Robustheit wire es wiinschenswert gewesen, wenn
eine Abschétzung der Art
|H (z) = G (2)] < c(x)

angewendet werden koénnte, bei der H und G die Verteilungsfunktionen derselben
Statistik sind, die mal mit, mal ohne normalverteilte Daten berechnet wird. Wenn
es gelingt, eine Schranke fiir ¢ (z) zu finden, die von der Art der Nichtnormalver-
teilung abhédngen, hitte man ein rigoroses Robustheitskriterium in dem Sinne, daf
man abhédngig von diesen Funktionalen garantieren kann, sich nicht zu weit vom
vorgegebenen Typ-I-Fehler zu entfernen.

In der Literatur werden diese Abschatzungen manchmal ,nichtgleichméfiger Berry-
Esséen-Abstand* genannt (siehe z. B. Neammanee (2005)), aber auch Akhiezer (1965)),
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L. H. Chen und Shao (2001)) und Lindsay und Basak (2000)). Die Herausforderung
ist, fiir die rechte Seite solcher Abschiatzungen moglichst scharfe Grenzen zu finden,
die von zugénglichen Funktionalen der multivariaten Nichtnormalverteilungen ab-
héngen und nicht nur fiir die Verteilungen der Mittelwerte gelten sondern auch fiir
Statistiken wie der ATS nutzbar sind.

Als weitere Fortentwicklung wére eine Methode fiir (zumindest) vollstédndig zufallig
fehlende Werte wiinschenswert. Da das Konzept, die Statistiken mittels Uberein-
stimmung der ersten beiden Momente herzuleiten, fiir unbalancierte Stichproben
gedacht ist, ist es logisch kein weiter Schritt, auch ,,Unbalanciertheit der Mefswie-
derholungen® zuzulassen, wenn also bei manchen Versuchseinheiten einzelne Mes-
sungen fehlen. ),, kann ohne weiteres bei fehlenden Werten ausgerechnet werden,
nur mit etwas unhandlicherer Notation. Die Herleitung einer Entsprechung fiir ).
mit moglichst geringer Varianz und die Konstruktion von passenden Spurschétzern
ware anschlieffend zu bewaltigen. Unproblematisch wéren die Spurschétzer, wenn
je Zeitpunktpaar in jeder Stichprobe mindestens vier Versuchseinheiten vorliegen,
doch dies wére kaum zu erwarten.

Ein weiteres wichtiges Thema sind Globaltests, wenn nichtkommensurabele Daten
vorkommen. Haben alle Messungen an einer Versuchseinheit unterschiedliche phy-
sikalische Grofen, dann sind Verteilungen fiir Priifgréfsen wie in Abschnitt zu
finden. In der Praxis kommen jedoch auch Mischungen aus Meffwiederholungen und
nichtkommensurablen Daten vor. In der letzten Arbeit zum Thema nichtkommen-
surable Daten, Friedrich und Pauly (2018), wurde eine Mischung mit Mefwieder-
holungen noch ausgeschlossen, obwohl Mischungen sogar besonders leicht zu hoher
Dimensionalitat fithren.
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A Beweise

A.1 Bekannte Satze

Satz 22. Seien A, B,C konforme Matrizen und x € R. Dann gelten folgende Ei-
genschaften der Spur:

1. Linearitit: Sp (vA) = 2Sp (A)

2. Invarianz unter zyklischen Vertauschungen:Sp (ABC) = Sp (BCA)

3. Die Spur einer symmetrischen Matriz ist die Summe ihrer Figenwerte.

4. Sp(AB) =1, (A#B') 1,4

Beweis. Die Aussagen 1, 2 und 4 finden sich in Brunner und Munzel 2013 in Satz
B.14 auf Seite 265, die Aussage 3 in Satz B.34 auf Seite 270 derselben Publikation.
O

Satz 23. [Satz von Lancaster| Sei' Y ein Zufallsvektor, dessen zweites Moment
ezistiert, so dafi Cov(Y) =X und E(Y) = w ist. Sei ferner A = A'. Dann ist
E(Y'AY)=Sp(AX) + p'Ap.

Beweis. Siehe (Mathai und Provost [1992)), S. 56. O
Satz 24 (Satz von Craig und Sakamoto). Sei Y ~ N (u,X) und seien A und B

positiv semidefinit und b ein konstanter Vektor.

1. Dann ist Y'AY wvon Y'BY stochastisch unabhdingig, falls BXA = 0 ist.

2. AX und b’ X sind stochastisch unabhdngig, falls b3 A = 0 ist. Ohne Nor-
malverteilung gilt hier zumindest Unkorreliertheit.

Lemma 25. (Bathke-Harrar-Lemma) Seien M 4 und M g symmetrische n xn Ma-
trizen und sei Y = (Y1,...,Y,) eine Zufallsmatriz mit unabhdingig verteilten und
zentrierten Zufallsvektoren Yy, deren Kovarianzmatriz jeweils 3y sei. Dann ist

n n

Cov (Sp (YM 4Y'),Sp (YMpY')) = Z Z 211 b Sp (X ) +Z arbirka (Yi)
k=1

k=1 k'=1
mit k4 (Y}) = E (YY) — 2SpE; — Sp?3y..

Beweis. Siehe Bathke und Harrar (2008) O
Satz 26 (Satz von Slutsky). Es sei (Y),_, ., eine Folge von Zufallsvektoren mit

-----

Y, €Rund Y, — Yy € R? in Wahrscheinlichkeit und es sei f sei eine in Y
stetige Abbildung. Dann konvergiert auch f (Y ) — f(Yo) in Wahrscheinlichkeit.

Beweis. Siehe z. B. Lehmann (2004). O
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A.2 Beweise bis zum Kapitel 2| Robuste Mehrstichprobensta-
tistiken

A.2.1 Beweise iiber strukturierte quadratische Formen

Lemma 27. Sei T € R4 symmetrisch und idempotent und Y € R eine Zufalls-
variable, fir die Var(Y') ezistiert. Dann ist E (ngTink) <FE (Y'ksz) .

Beweis. Sei @ € R eine orthogonale Matrix, so daf T diagonalisiert wird zu

Q,TQ - Irg(T) D Od—rg(T)'

Wegen der Invarianz des Skalarprodukts unter orthogonalen Transformationen ist
dann

E(Y'TY) =E(Y'QTQY)
K (Y (Irg( 7) © 04— rg(T)) Y +Y’ ( rg(1) © La- rg(T)) Y)
E

(Y'Y)".

IA

Satz 28. Die Erwartungswerte von Q, und Q. lauten

Z “Sp (Ty3) +p'Tu

BQ, =Y Yisp (T3

=1

ty

— Ty

=1
Beweis. Als Abkiirzung sei

pi= 1, ®u,..., 1, ®u) =E(Y) (58)

der Erwartungswert des Vektors aller Beobachtungen hintereinander. Zur Anwen-
dung kommt der Satz von Lancaster, der nichts anderes voraussetzt, als die Exi-
stenz von Erwartungswertvektor und Kovarianzmatrix, siehe z. B. Searle und Gruber
(2017)), S. 77.

EQn = Sp (M,3) + ' Mup = 0, (Jnsn, @ TITTy) + /' T

i=1

=Y 078D (Jn,un,) S (TTT) + /T

1=1
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a a t”
= 0 't;Sp (TJTLy) = > “SpEiTy+ p'Th
i=1 =1 b

Lii
BQe =Sp (MZ) + pMep = p o= 5—35p (Pny @ TTal) +0
- - n;(n; —
=1
-y bi g,p Sp (D/T,I;)
g : Z(nz _ 1) p ng p 7 dLt 1
=1
 ty
= > —Sp(%;Tq)
n;
=1
m
Zum Beweis von Satz [7| wird ein Lemma benétigt:
Lemma 29. SeienYq,...,Y, Wy Fo Zufallsvariablen im R?, deren Verteilung tiber

0 € F C R parametrisiert ist. Die geringste Varianz von allen unverzerrten Schit-
zern fiir 0 wird von den Schdtzern angenommen, die invariant unter Permutationen
der n Zufallsvariablen sind.

Beweis. Dies ist eine Verkiirzung des Beweises von Theorem 5 aus (Halmos [1946)
um die Teile, die mit der Eindeutigkeit des permutationsinvarianten Schétzers zu
tun haben. Dieser Verzicht ermdglicht, auch Zufallsvariablen zu betrachten, die nicht
reellwertig und nicht auf einem ,finit abgeschlossen Mafkraum definiert sind.

Sei 6 ein beliebiger, méglicherweise nicht permutationsinvarianter erwartungstreuer
Schétzer fiir 6. Bezeichne S,, die Menge aller Permutationen iiber n Elemente; es ist
also |S,,| = n!. Dann ist

. 1 .
9* ZEZH(T(y1a7Iyn))

TESH

ein permutationsinvarianter und ebenfalls unverzerrter Schéatzer. Mit der Jensen’schen
Ungleichung kann man sein zweites Moment abschétzen durch

E(82)=E (% Z%(yl,...,yn))) s% E(0(r (... =E (7).

" TESy " TeS,

Die letzte Gleichheit gilt, da wegen der unabhéngig identischen Verteilung die Vari-
anz von # unabhingig von der Permutation der Beobachtungen dieselbe ist. Wegen
der Unverzerrtheit folgt daraus sofort die Behauptung iiber die Varianz. O

Beweis von Satz[7. Es gentigt, nur fiir den Teil SpT HF nachzuweisen, daf es die
beste unverzerrt schitzende positiv-semidefinite quadratische Form ist. Diese Ei-
genschaft vererbt sich dann auf )} | %Sp (Tdﬁ]Z) , weil die Stichproben voneinan-
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der stochastisch unabhéngig sind und deswegen die Varianz eines erwartungstreuen
Schétzers sich wie der Erwartungswert in eine Summe zerlegen lafit.

Da wegen der Regularitiatsbedingung im Rahmenmodell und Lemma [27] die Unglei-
chungen E (Y, T,Y )’ < E(Y)Y4)” < oo gelten, wird die zu untersuchende
quadratische Form endliche Varianz haben.

Sei Qw = Y'WY eine unverzerrte quadratische Form mit symmetrisch positiv
semidefiniter Matrix W. Diese Matrix kann in d x d-Blocke partitioniert werden:

Qw =) Y, WyY,

k=1

Damit Qy die geringstmogliche Varianz aller unverzerrter Schétzer hat, muf Qw
laut vorhergehendem Lemma 29| invariant unter Permutationen der Yy, ..., Y, sein.
Dies ist erfiillt, falls Wy, = Wy fiiralle k =1,... ,nund Wy, = W, fiir alle k # [

1st.

Aus der Erwartungstreue fiir beliebige Erwartungswertvektoren g, kann fiir W,
und Wy, gefolgert werden, daf sie in

EQw =n; (Sp WuX;) + ;W) + 1, (ng — 1) i, Wi,

die Terme mit p,; verschwinden lassen und tatséchlich n;Sp (W 113;) = Sp (T4X%;)
fiir alle 33; ist. Letzteres wird erreicht durch Wy, = n; 2T, ersteres durch Wy =
n; 2 (n; — 1)71 T ;. Insgesamt ist damit durch die Matrix W = P,,, ® T'; eine unver-
zerrte positiv semidefinite quadratische Form als Schiitzer von n; 'SpT'yX; definiert,
die die geringstmogliche Varianz unter allen Schétzern dieser Klasse annimmt. Mit
diesem W ist der Schétzer aber gerade n; 1SpTd22-. ]

Beweis von Satz[d Mit M, wie in und M, = (P;_, s;P,, ® Ty) als Abkiir-
zung fiir die Matrix in (26) ist unter der Nullhypothese M,p = 0 und immer
Mp = 0, wobei p = E(Y) wie in (58) definiert sei. Daher hidngen auch alle
Momente der quadratischen Formen nicht mehr vom Erwartungswertvektor ab:

E(Y (M, 2Ty)Y)" = E((Yo+n) (M) (Yo+p)
E(Y,M,Y o+ 2Y M+ o/ M,p)"
E

(Y M, Y,)".

Aus diesem Grund kann ohne Einschriankung der Allgemeinheit unterstellt werden,
dak die Erwartungswertvektoren in jeder Stichprobe verschwinden, also £ (Y) =0
ist.
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Es soll das Lemma [25] auf Seite [77] angewendet werden. Dort sind die Daten als
Matrix geschrieben, wihrend im vorliegenden Satz die Daten im Vektor Y angeord-
net sind. Beides kann ineinander {iberfiihrt werden. Im konkreten Fall wird bend-
tigt, daf allgemein mit einem nd-Vektor Y = (Y7,...,Y"), einer d x n-Matrix
Y=(Y4,...,Y,), einer n x n-Matrix M und einer idempotenten d x d-Matrix T'
stets

p(TYMYT) =Y (MxT)Y

gilt.

1. Var@,: Wenn die Beobachtungen k und &’ der Stichprobe i und ' angehoren,
dann ist my = tii,ni_lni_,l. Dieses kommt jeweils n;n; mal in der Doppelsum-

me vor. Es ergibt sich:

Var (@) = 2 Z Z miSp (TaETaSp) + Z mipki (Vi)

k=1 k'=1 k=1

=2 Z Zt ,n n 1Sp sz sz —|— Zt“nz K (Yzl)
i=1 /=1 =1

_2215 Ny n 1Sp (T2 Ty Xy +22t2n2 Sp(TdE)
2752 — %

+ Z tun '%z zl

2. Var (Qs): Die Eintrédge der Matrix M = @@ s;P,,, ® T'; haben die Form

0 k, k' aus unterschiedlichen Stichproben
My = { —3 k, k' aus Stichprobe i, aber k # k'
si(mfl) k — k/

Da die letzten beiden Falle jeweils n; (n; — 1) mal bzw. n; mal auftreten, ergibt
sich

Var (Qs) = 2 Z Z m3Sp (TaZr T qXy)

k=1 k'=1
+ 3 mh (BT = 25 (T2 = 50° (T450)

2

57 3'(”'_1)2 2
=2 i(ng—1 —1 ————— | Sp (T;%;
Z(n n?+n n2 p(Ta%:)" +

%
2

84 Tli —
Z nn— (B (V0T ) = 280 (T4Ze)” — Sp* (TaZ))

=2 Z ) 57SpX?
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2(,_ 2

‘L s2(n;—1 /
+ Z T) (E (YLT Y )" — 28p (Ty=)” — Sp? (sz’“)>

3. Fiir die Kovarianz der quadratischen Formen ergibt sich mit den Bemerkungen
zu den Eintragen der Matrizen M, und M ,:

tii S; tz S; \n; — 1
Cov (Qn, Qs) = 22 (nZ n; (n_fn_) +n; (n?%)) Sp (TCIZZ,)Q+

a

an %M (E (Ylezl) — 2S5p ( ) Sp*%; >

=1 i

_ Z ) siti (B(Viya) - 28p (57) - sp°s))

Beweis von Satz[1d. Mit den Resultaten aus Satz [9] ist

VarHo (Qn - Q ) = VarHo (Qn) + Var (Q ) - 2COVH0 (Qna Qs)

(ZZt ;' Sp (TyXTaX +Z ”

2
—1—2 ) 57Sp (T4%;) +Z—1)/€i (Yi)

n;
tZ’LS’L n;
=1 i=1
—2(222&% nlsp (T2, Ty3)
+ Z 2Sp sz )
: 82277,12 —1)" + t,?z — 225“71151 n; — 1
+Z( (n; —1)° g ( >>m(Yﬂ)).

Es hingt Vary, (Q, — Q) genau dann nicht von Ausdriicken der Art E (Y, T;Y ;1)°
mit i = 1,...,a ab, falls s2n? (n; — 1)* + 3 — 2t;n;s; (n; — 1) = 0 ist fiir alle i =
1,...,a. Die Losung dieser Gleichungen ist jeweils s; = O

i
ni(n;—1)"
A.2.2 Beweise iiber Approximationen und Verteilungen

Satz 30. Sei h: R¥ = R, k = 1,2, zweimal stetig differenzierbar mit ersten beiden
Ableitungen Dh und D?h. Sei ferner X eine Zufallsvariable im R*, deren erste vier
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(Produkt-)Momente existieren, insbesondere sei E (X) = €. Falls dann bei k = 1
die Wahrscheinlichkeit P ({| X1 — & | > €}) bzw. bei k = 2

P{|X1—&] > aU{[Xs—&] > e})

klein ist, gelten die Taylor-Approrimationen erster Ordnung

und

oh (&) Oh (&)

Var (h (X)) = le 5 e Cov(X;, X;)
sowie die Taylorapproximation zweiter Ordnung
2h (&

E(h(X)) Z 0 - Cov(Xi, X;) .

2 2 a@a@
Beweis. Falls P ({|X1| > €}) baw. P ({|X1] > &1} U {|X3| > €}) klein sind, ist nur
der Wert von h in diesen e-Umgebungen um & relevant. Die Taylorentwicklung der
Funktion A bis zu Termen zweiter Ordnung an der Stelle  innerhalb einer solchen
e-Umgebung um & ist

h(@) = h(€)+ Dh(E) (€ o)+ (E—2) Dh(E)€E—=). (39

Man erhélt nun die Naherung fiir £ (h (X)), indem man X fiir « einsetzt und auf
beiden Seiten zum Erwartungswert aufintegriert; also erst

h(X) =~ h(§) + Dh(€) (€ - X) +%(£—X)'D2h(£) (€ —X) (60)

und dann
B (1 (X)) ~ h(€) + Dh () E (€ - X) +3E [(6 ~ X) Dh(€) (€ ~ X))
=hO+ 53 Gege ElE X6~ X)
—h(€)+ % Z agha(g Cov (X;, X;) . (61)

Die Taylorapproximation erster Ordnung des Erwartungswertes ergibt sich, indem
der Summand mit den zweiten Ableitungen von Anfang an weggelassen wird und
somit auch die Summe mit den Kovarianzen nicht mehr in Erscheinung tritt.

Die Varianzapproximation erster Ordnung erhélt man, indem von der Taylorformel
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erster Ordnung
h(X) = h(§)+Dh(€)- (- X)

die Erwartungswertapproximation erster Ordnung abgezogen wird, diese Differenz
—es ist Dh (&) - (€ — X )— quadriert wird und anschliefend der Erwartungswert ge-
nommen wird:

Var (h(X)) ~ E(Dh(€) - (€ — X))’
C(ane 2
-5 (5% )

9& O

]

Korollar 31. Fir Qs > 0 fast sicher gelten die Erwartungswertapprozimation erster

2(&) < 5o

und die Varianzapprorimationen erster Ordnung

Var (@) - (E%)Q (VM’(Qn) Var(Q) 2COU(Qn,Qs)>
Q.) " \EQ.) \ F*Q. = FQ.  EQ.EQ

Ordnung

. N3 o\l
sowie mit B\ > 0 fast sicher <B§l)> (BY))

vy L B (BY) var(BE) var(BY)
() (o)) = S () el
e (B) E?BY 2B
Cov (BY‘), Béi))
EBYEBY)

Beweis von Satz[11] [(Approzimation durch F-Verteilung). Sei qr (1 — alvi,vs), die
Quantilfunktion der F-Verteilung am 1 — a-Quantil mit den Freiheitsgraden v, und
v und ¢,z (1 — afry) die Quantilfunktion der x2 -Verteilung an demselben Quantil.
Nach Abramowitz und Stegun (1964) Nr. 26.6.11, ist

qr (1 — a|vy, vs) 2o Vl_quz (1—aly).

Nach der Definition von f, ist aufserdem f, — oo, falls n; — oo fiir mindestens ein
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t=1,...,a. und in dem Falle auch

f_bn+be_f,;1+fg1 fa:

Daraus folgt g (1= alf, f.) = ar (1 = alfu, f.) “=570.

Fiir Kombinationen aus kleinen f, und f. muf auf numerische Berechnungsergeb-
nisse verwiesen werden, wie sie in Abbildung [3] auf Seite graphisch dargestellt
sind. Offensichtlich sind fiir finite Freiheitsgrade die F' (f,, f.)-Quantile grofer als
die f~'x7-Quantile. O

Satz 32. Das elliptische Modell 1st invariant unter reguléren linearen Trans-
formationen A € GL,4 in dem Sinne, daff wenn Y ;. eine elliptische Verteilung mit
Erwartungswert p; und Kovarianzmatriz 3; hat, AY ;. dieselbe Verteilung mit Er-
wartungswert Ap, und Kovarianzmatriv AX; A’ hat.

Das additiv-lineare Modell hat tm Allgemeinen nicht diese Invarianzeigenschaft.

Beweis. Fiir das elliptische Modell folgt die Behauptung sofort aus der Definition [4]

Fiir die Aussage zum additiv-linearen Modell geniigt ein Gegenbeispiel. Dafiir folge
Zirj jeweils einer Rademacherverteilung, also einer Verteilung mit P (Z;;, = 1) =
P(Zjy,=-1)= % und die Z1, ..., Z;jpq seien unabhéingig. Dann ist £Z;;, = 0 und
Cov (Z;;) = I, und die Verteilung von Y, = Z;;, hat eine positive Wahrscheinlich-
keitsmasse auf der Menge{—1,1}". Sei nun

™

- [cosg —sinZ } ST,

AT s
S1n 6 COS 6

Dann haben Y, und UY ; jeweils denselben Erwartungswert und dieselbe Kovari-
anzmatrix, weil U orthogonal ist. UY ;; hat hingegen nur auf der Menge

2
1+4v/3 v3—11—-+v3 143
{ 2\/_7\/—2 ’ 2\/_7_ 2 }®{_171}d

positive Wahrscheinlichkeitsmasse. Wiren alle additiv-linearen Modelle invariant
unter reguliren linearen Transformationen, dann hitte mit der Ubereinstimmung
in Erwartungswert und Kovarianzmatrix auch Gleichheit der Verteilungen folgen
miissen. 0

A.3 Beweise zum Kapitel (3| Freiheitsgradschatzungen

A.3.1 Saitze iliber beide Modelle zugleich

Lemma 33. Seien Y ;. unabhdngige, in Stichprobe 1 identisch verteilte Zufallsvekto-
ren, deren Kovarianzmatriz existiert. Dann gelten mit Cov(Y i) = X;,i=1,...,n;,
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k=1,...,n; folgende Gleichungen, falls die Vektoren zentriert sind, d. h. E (Y jx) =
0:

1. E(Y,,TqY i) (Y TiY ) =Sp(TyX;)Sp (TsXy) fir k # s oder i # i mit
S = 1,...,711‘/.

2. E(Y,TyY ) =Sp(TiSTS:) fiirk # s oderi #i'.

3. E (Y;deYi’sY;leYi’sY;leYi’tY;k;Tin’t) = Sp (TdEdeEi/)z fU’f’ k 7é l
und t # s und i 1" oder £ k,s,t,Il mitt=1,....ny, l=1,...,n,.

4. E(YL,TY 0 (YY) = Sp? (TaXTySy) fir k # 1 und t # s und
i £ 1" oder £k, s,t,l.

Auch, wenn die Vektoren micht zentriert sind, gilt:

5 Firk #1 undt#sundi+#i oder #k,s,t,l

E(Yi-Y)Ty(Yie—Yi) Yis—Yu) Ty (Yirs—Yi)
= 4Sp (T'4%;) Sp (TaXy)

6. E(Yi—Y3) Ta(Yys— Yi’t))2 = 4Sp (T4X;TyXy) fiir k # 1 und t # s
und i £ 1" oder # k, s,t,1.

Beweis. Die Gleichungen konnen allesamt mit dem Satz von Lancaster bewiesen

werden.
1.
E(Y,TiY )Y, TiYu)=EXY,TJY)E(Y,TJYs)
= Sp (T'4%;) Sp (T'yXy)
2.

E(Y!, T.Y )" =SpE (Y}, TJY s,)°

= ESp (Y T.Y sszTd is)

= ESp (Y, T3Y .Y, . TqY ir)

= ESp (TqY Y, ToY 4,Y,)

= SpE (TyY Y, ToY 1, Y .)

= SpE (TyY Y E(TY 5, Y,)
= Sp(T%,T:%;)
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3. Es werden dieselben Rechneschritte wie zuvor gemacht, nur bei einem langern
Term:

E(Y,T)Y Y, T)Y Y, T)Y Y, TyY ) =SpE (Y, TqY Y, TqY is
Y. T,)Y i Y, TJY i)
=Sp(E(T)Y #Y') E(T3Y #+,Y,)
E (TinlY;z) E (Tin’tY;’t))
= Sp (Ty=,T%x)°

E(Y)TaY ) (YiTaY )" = E(Y3TaY ) E(YiTaY i)’
= Sp* (T4 T %)
5. Dieser Beweis ist identisch zu 1., nur mit Cov (Y, — Yy;) = 2%; statt 3;.

6. Dieser Beweis ist aus demselben Grund identisch zu 2.

A.3.2 Satze fur das additiv-lineare Modell

Folgendes Lemma wird fiir die Beweise benotigt, die das additiv-lineare Modell be-
nutzen:

Lemma 34. Seien Y ;1 mit i = 1,2 zentrierte Zufallsvektoren im additiv-linearen
Modell und auf S.[11], insbesondere Cov (Y ;1) = Xy,

und set Ty eine symmetrische und idempotente Matriz.

1. Dann ist mit der Abkiirzung S1; = [s;j/]. ., =IT,T;

Jig'=1, T1 ?

E(Y{TqY )" =2Sp (Ty%1)? + Sp* (TyZ1) + Y (5; — 3) 555
j=1

2. Mit der Abkiirzung S1y := VT, Ty = [sj5] . 1 .. st ferner
— 9o o0y 1

] :1,...,7’2

E (Y'lleY21)4 = 6Sp (szle22)2 +3Sp? (T 421 TXs)

T T2
+ Z Z S?u'z (513'1523'2 - 9)

Jj1=1j2=1
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+3 Z Z S?1J2S]21j§ (51j1 - 3)

Ji=l1 jzsﬁjé

+3 Z Z S 1o 31]2 52]2 - 3)‘

J1#£5; je=1

Beweis. Im Beweis werden die Indices von Y;; fortgelassen, wo sie redundant sind.

E(Y'T,Y) =E(Z2'8,Z)°

2
3.3’

= Y syspE (22 2y Zyn)

YA S

335353

= Z(SJSN +2 Z S+ Z 55jSi'j’
J#5! 373’
= Z (0; —3)s7; +2 Z 83y + Z 833 Siy’
j=1 3.3 3.3

= " (8; = 3) s3; +2Sp (I'T,I")” + Sp* (T T4I)

= (8 —3) 53+ 2Sp (TyX)” + Sp* (T4%)

In der folgenden Rechnung fiir den zweiten Teil wird man die Terme

Sp (Ta=1Ta%2)” = Sp (S1257,) Z Z Si1j2S 15 3135 St g2
J1.31=1 j2,55=1
und
T1 T2 T1 2
Sp* (TaZ1T43s) = Sp* (S1257,) (Z Z SJ1]2> Z Z Sj142 SJiJé
J1 o J2 J1 J1 J2 Jz
wiedererkennen.

E(Y'\T,Y,) = E(Z,81.2,)"

T1 T2 4
=FE <Z > i, Z2j2>

J1=1j2=1

T T
= E E 8]1]28]1J/S]i,]é/8‘7m 111

A I 1

91,971,373 =1 32,35,35 »35

B (Z1j, 20, Z0gy Zagyr) B (Zagy Zogy Zagy Zogyy )
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rL 7o
o 4
=D > 55,0102,

Ji=1 jz—l

+3 Z Z Sjmz J1J’51J1

Ji=1 .723&.72

+3 Z Z Sj1ja ]1]252.72

J1#41 J2=1

1 ro
+6 E E 3172313455174 5 51 2

jl?éji j2¢jé

EIIDICID

J1#£31 G275

= 6Sp (T'y=1T4%s)” + 35p” (Tu 1T %o)

+ Z Z S 17 61J152J2 - )

J1=1j2=1
r1 r2
2 2
+3 Z Z Sj1j23j1j§ <51j1 - 3)
J1=1 j27éjé
+3 Z Z Sj1jaS ]1J2 52]2 - 3)
J1#£57 J2=1

]

Lemma 35 (Dimensionsstabilitéit im additiv-linearen Modell). Es gelte das additiv-
lineare Modell — und es sei abgekiirzt

Dann ist mat AEZ) und AEQZ()i(Izt) definiert wie in bzw.

)

1. Var (A&)l Ag%) < 484 max {Sl, SZ/} Sp? (T4, Sp* (T4 Xy)

o\ 2 . 2
2. Var ((AEZ)Z()Z(SLJ ) <4 <max {3, 0, 61-/} + 3> Sp? (TdEdeEi/)z .

Beweis. Die Differenz (Y ;x — Y;;) kann geschrieben werden als
(Y —Yy) = (\/_F ) i(kl) (62)
mit einem Zufallsvektor

Zi(kl) = (Zikl — Zitty -+ Zikn- - Zili)/

Sl -
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aus unabhéngigen Komponenten, fiir die Cov (Zi(kl)) = I,, ist und das vierte Mo-
ment F (Zi(kl)j)4 = % (0;j — 3). Damit folgt auch (Y ;; — Y;;) einem additiv-linearen
Modell mit Kovarianzmatrix /2T (\/ﬁfi), = 2%;. Es sei die Abkiirzung

Si = F;T/deI‘Z = [Sjj’]

5,3 =1,...,r;
vereinbart. Man erhilt damit aus Lemma [34] 1
B (A9 ) Z 48p2S,; + 8Sp (S? nl(s 2
( (Icl)) = 4Sp”S; +8Sp (S7) + 5(21_3>5jj
=1
1 /-
< 4Sp*8S; + 8Sp (Sf) + 3 (51- — 3) Z sgj
=1
1 5 T Ti
< 4Sp*8; + 8Sp (Sf) + 3 ( P — 3) Z Z s?j,
j=1 j'=1

1 /-~
— 45p*Si + 5 (3, +13) Sp (S?)

IN

% (5 + 21) Sp?s;

So kann Var <AEQZ)AEZ;))> abgeschétzt werden durch

. . . . 2
6 4@ (@)
Var (A(knA(st)) = ( <kl>A<st>>

0\ 5 (4
(4h) £ (45)

: Sp2 (szl/) Sp2 (szz)
_ Y55, .43 2 (7 53,) Sp? (TS,
= 4 51(511 + 21 (51 + 521 —+ 441 Sp (szzl) Sp (szz)
< 484504 Sp* (T 4X) Sp? (T (%)

Analog kénnen die Differenzen (Y, — Y ;) und (Y5 — Y,) in Lemma .2 einge-
setzt werden. O

A.3.3 Saitze fiir das elliptische Modell

Lemma 36. Seien Y., Y unabhdngig voneinander identisch, zentriert und ellip-
tisch verteilt nach dem elliptischen Modell aus Abschm’tt wobei 1; = rg (T'33;)
i1st. Emtsprechend seien auch'Y 15, Y i1y unabhdngig identisch zentriert und elliptisch
verteilt. Dann gelten

1 E(Y)TJY )" = 72 (250 (Ta%i)* + Sp* (TaX))

/ 4 6Sp(Ty=;TyE,)*+25p% (T2 ,) 4 4
2. B (YideYi/S) _ dh(ffiZ)ﬁ/ (7;1+2) EVVZ}CEW%/S
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Beweis. Sei T'; eine d x r-Matrix, so dak f‘lf‘; = T3, T, ist und rg (f‘z> =
rg (T3, T")) = 7; ist. Es sei daran erinnert, daf damit E (W,)> = 7 > 1 ist.

1. Der Beweis ist am einfachsten ausgehend von der multivariaten Normalver-
teilung zu fithren, die ein Spezialfall des elliptischen Modells ist, siehe den
dhnlichen Ansatz bei Mathai, Provost und Hayakawa (1995)), S. 109. Bei Nor-
malverteilung von T';Y ;. ist demzufolge die Verteilung von Wj, ~ \/X_?v al-
so T,Y i = WiIiUx . Sei deshalb Z ~ N (0,1,), so dafk T3Y i = r,Z
geschrieben werden kann. Dann ist —siehe etwa Mathai und Provost (1992)
S. 53—

Weil in f‘iZ = T,;Y ;. die Kiirzungsregel auf IN‘Z- angewendet werden kann, gilt
auch Z = W;, U ;. Durch die Unabhangigkeit von W;; und U;;, im elliptischen
Modell und durch die Linearitét der Spur kann anschliefend EW}j, als Faktor
isoliert werden:

o~ 2
E(Y,Y3)' = EWAE (ULLDU,)
EWA . 2
LN (Z’r;riz)
T (T2+2)
5.
=—"'  (Sp*%; +2Sp (2?2
G T2 P25 ()

2. Der Beweis beginnt wieder mit der Normalverteilung von Y ;; und Y ;. Es sei
also Z;,Zy ~ N (0,1,), damit I Z; = T3Y i und T'yZ; = T3Y 1 geschrie-

ben werden konnen. Die Bilinearform kann bei Normalverteilung geschrieben
werden als quadratische Form durch

~/~
1 ’ 0 T, Z;
Y, Yo X2 (2 Z0) | e 1

und damit ist ~wiederum nach Mathai und Provost (1992), S. 53—,
. 4
Ex <Z§I‘;I‘,~/ZZ-/> — 6Sp (2,50)2 + 25p? (Z:2y)
Wie im ersten Teil ist damit im Ubergang zu elliptisch verteilten Y ;; und Y,/

)~ 4
E(Y,Yi)' = E (U TTU,) BWAEW,
EW;,EW} . 4
__ BWLEWy, g (Z;r;rifzi,)
7 (Ts + 2) 7y (T + 2)
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a i (75 + 2) Ty (T + 2)

0;0y

Lemma 37 (Dimensionsstabilitéit im elliptischen Modell). Es folgen Y i, Y und
Y., Y dem elliptischen Modell —@. Dann ist

1. Var (AZ-(M)AZ-/(M)) < 144 max {6;, 1} max {dy, 1} Sp* (;) - Sp? (Zy)

2. Var (42 oer)) < 49 max (5o, 1} Sp? (2 50)

Beweis. Weil nicht so leicht zugénglich ist, wie und mit welchen Parametern die Dif-
ferenz zweier elliptisch verteilter Zufallsvariablen verteilt ist, miissen £/ (Az»(hl)Ai,(s’t))Q

und F <A?(k,l) (s, t)> ausmultipliziert werden. Durch die Differenzenbildung Y ;. —Y
kann ohne Einschrankung dabei p; = p;, = 0 angenommen werden. Wie in den Be-
weisen zuvor wird die Notation von T'; unterdriickt.

1. Nach oben abgeschétzt wird Var (Ai(k,l)Ai’(s,t)) mittels der ersten vier Aussagen
von Lemma [36] durch

E(Aiwp)’ = E(Y3Y 5 —2Y Y0+ YY)
= 2B (Y, Y4) +2E (Y, YY), Y3)
+4E (YY)’ = 8E (Y YuYYa)
< 26; (25pX? + Sp’%;) + 2Sp°%;
+4Sp (=7)
< 12max {0;, 1} Sp°%;

Wegen der Unabhéngigkeit von A;q ) und Ay sy ist

FE (Ai(k,l)Ai’(s,t))Q S 144 max {(51, 1} max {52-/, 1} SpZEiSpZEi/

2. Nach oben abgeschiitzt wird Var (A?(k,l)i,(&t)) durch

E (Algnisn) = EY Y =YY =YY, — YY)
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— 4E (Y, Y,)
—12E (Y;kYi’s)Q (Y;kYi/t)Q
— 12K (Y;kYi’S)Q (Y;lYi’S)2
+12E(Y!, Y #,)° E (Y)Y 1)
FUBE (Y, Y 0 Y, Y0 YLV 0 Y Y i)
+ VUME (Y)Y )" (Y Y i) (Y)Y i)
+48E (Y}, Y 5" (Y Y in)

< 46,04 (6SP (Eizi’)Q + 3Sp (zizi’>)
+128p? (Z;3y) + Sp (Z:Z)°

< 49 - max {0,07,1} Sp* (X;3¢)

A.3.4 Zusammensetzen der Dimensionsstabilitatsbeweise

Statt folgendem Lemma fiir die Varianzabschétzung von U-Statistiken konnte zwar
auch die Literatur zitiert werden, siehe etwa Lemma A aus Abschnitt 5.2.1 in Serf-
ling (1980). Allerdings wird dort von U-Statistiken mit symmetrischen Kernen aus-
gegangen, wenn also die Kerne invariant unter Permutationen ihrer Argumente sind.
Die Schétzer in der vorliegenden Arbeit sind aber nicht unter allen Permutationen
invariant. Eine Symmetrisierung konnte z. B. bei Béi) durch

2 R 2 2 2
Aitk s = Aiist) T Aitksyiary T Aitrtyicsn)

vorgenommen werden, aber der Aufwand, hiervon die Varianz abzuschétzen, wére
grofer als der Beweis fiir folgendes Lemma.

Lemma 38. (Varianz von U-Statistiken)

1. Seien Yy, ..., Y, uiv. Zufallsvariablen und U, eine U-Statistik mit einem nicht-
symmstrischen Kern h = h (y1,...,%m), 2m < n, also
(n—m)!
Un =" > h(V, V),
#kl ----- km

dessen zweites Moment existiert. Dann ist

Var(U,) = Var(h (Y1,...,Yn)) - 0o(1)

2. Seien Y i1,...,Y in., Yin, ..., Y im, unabhdingige Beobachtungen aus zwei ver-
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schiedenen Stichproben und

2 . .

., — O st P Vit Y, i =1
i — 1(n., . .
% Z;&kl 77777 km Z;&ll 77777 (Y’ik17 ceey Yik:ma Yilla ... 7Yilm) 1 # Zl'

Dann gilt bei 1 # i’ jeweils

Cov (U, Usy) \/ Var (h (Y, ... Y iom) )
\/Var(h (Yﬂ, . 7Yim7 Yi’l; . 7Yi/m)) * 0 (1)

und

OOU Uuan” \/VG/I" 117-"7Yim7Yi’17-"7Yi’m))'
\/Var(h (Yih . 7}/.,m@, Yi”la . 7Yi”m)) -0 (1) .

Beweis. Unabhéngig sind h (Xg,, ..., Xk,,,) und h(X;,..., X}, ), sofern nur die
Indexmengen {ky,..., kot und {l,...,l3,} disjunkt sind. Daher verschwinden in
n(n—1)-...-(n—2m+ 1) Féllen die Kovarianzen zwischen beiden Ausdriicken.
Die nicht verschwindenden Kovarianzen werden durch die Cauchy-Schwarz’sche Un-
gleichung

Cov (X1, X,) < /Var (X;) Var (X,)

abgeschétzt. Deswegen ist mit

Var (Un) = P) Z Z Cov (h (qu ) Yk‘zm) ) h (Yln ) lem))
(n!) Lo kom 1 dom

Var (b (Y1,...,Yn))
= 0(1) -Var(h(Y1,~-->Y2m))

die erste Aussage bewiesen.

Der Beweis der zweiten Aussage geht genauso, da sich die zusétzlichen Faktoren mit
ny und n;» kiirzen:

Cov (U”7 U“,) _ (nl - 2m)' (le —2 m)' (nl/ _ m)| Z Z Z

Cov (h (Yikla sy Yik2m> s h (Yikla ceey Yikm; Yi’k’17 . 7Yi’k§n))
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. (1_ (ni—Qm)(ni—Bm—i—l)).

n; (ny —m+1)
\/V&I' (h (Yﬂ, ey Y'LZm)) - Var (h (Y“, e ;Yim7 Yi’h e ;Yi’m)>

und

n//

Cov (Uyyr, Usin) = (s = m))” (o = )l o — Z Z Z Z

(nl') un /'TL o]

Cov (h (Yikys- s Yiny, Yir, oo, Yi’k’m) h (Yik’l”7 e Yik;;;, Yi“k/l’ ..... )
< (1_ (ni—m)-...-(ni—2m+1)).

“(ng —m+1)
VVar (h (Yi,....Y i, Yir, ..., Y u))-
VVar (h (Y, ..., Y i, Yri, ..., Y )
D-yVar (h(Yi,....Y i, Yir, ..., Yiun))-
VVar (. (Y, ..., Y i, Yiri, ... Y )

Beweis von Satzn auf Seite [{9 BY, B, B und BS*") sind U-Statistiken. We-
gen Lemma sind sie also dimensionsstabil und konsistent, sofern die Varianz
der Kerne nicht von d abhéngen. Die Varianzabschatzungen aus Lemma fiir
das additiv-lineare Modell und Lemma [37] fiir das elliptische Modell zeigen, daf das
tatséchlich der Fall ist.

Bleibt zu zeigen, dak B;, B,, und B, dimensionsstabil sind. Weil B; in der Darstel-
lungeine Summe aus Bf)— und Bf)(i,)—Termen ist, ist Var (B;) die Summe aus den
(Ko-)Varianzen dieser Summanden. Diese kénnen nach Lemma [38| gliedweise abge-
schétzt werden. Anschliefsend kommt die erste Aussage von Lemma 35| bzw. Lemma
zur Anwendung. Zum Schluf werden positive gemischte Terme ergénzt.

a

Var(Bl):Z“V< ) Zt—g
= n;

i=1 s

< BY, Bf““’")

Z

a

t t 21 /t 7 // Y Y2
i tigtirirtirin (Bu)(z ) g ))
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+2 Z n2 g \/Var <A(12)A(34)> Var <A12 Al )

t tZ//LIt // 1 7, 7:/ z i//
+2 ) - " \/V8Lr <A§2)A§2)> \/Var (A&Q)Agz )>>

£i,i i

S
=o(1)0 (Z #Sp4 (T4%;)

7

1
ngnn p d24i) OP (4 g24;
it v

‘ ttlltlll/
2 ST S (T4 %) Sp (T4 ) Sp (TyZ i
’ ;é;'i// nEM M (Ta%) Sp (T'a3¢) Sp (Ta ))

1)0 Z H %Sp (Ty%;)

i7i,7i,/,i/// je{,i’l'/’l'//’,i//l} .7

=o(1)-E(B)”

Die Abschéitzungen fiir die Varianzen von B,,, B, und B benutzen die zweite Aus-
sage von Lemma [35] sind ansonsten aber identisch. Exemplarisch:

a

Var (B,) = Z b Var < ) Z Z; nl;zl <B§i),B§i)(i/)>
=1 Z ?é 7, g 10g!
zz’t i @) (@@) (z”
+ 2 Z TL M1 50 (B )
#i,0! 3" v
- t;lz (3
—0(1) vaa (Al )

=1 ?

- ZZ ZZ (
+2 Z n3ng \/Var 12)(34 >\/Var (A(m >
zz’tzz” (&)@ ()
+2 Z n2 m/nzu\/ (A (12)( 12)> \/Var (A(12 12 )

#ii! i

=0(1)4 <Z ?Sp (TX)°

=1

+2Z n S (T4X:)” Sp (T T4
4!

2 ”“S (T4%:)? Sp (Ty=s Ty
’ #;’zun Ny Min p d ) p( d d ))
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= : tz‘ltz/l 111
<o(1)d Y — LS (Ty STy %) Sp (TS TaZir)

s ool g1 S
4,47 3" i

—o(1)- E(B,)?

Beweis von Satz auf Seite[{9. Mit den Erwartungswerten F (B;) = by und E (B,,)

b, wird von der Taylorapproximation fiir die Varianz ausgegangen, analog zu Korol-

tar BT B\ 1 (Var(B) Var(B,) 2Cov(Bi,B,)
_1 ~ Y1 ar 1 ar n) oV 1, Dnp
Var (Bn) ( 2 TR bib, )

~ 12
bn n

Die Ausdriicke Vagg(Bl) und Vaian) héngen wegen der Dimensionsstabilitat von B,

und B, nicht von d ab. Dasselbe gilt fiir

Cov (By, B) < Var (B;) Var (B,)
b1by, - by b

Die Konsistenz folgt aus der Konsistenz von B, und B; und der Stetigkeit der
Quotientenbildung. O]

A.3.5 Modifizierte Huynh-Feldt- und Plug-in-Schéatzer

Beweis von Satz[16 auf Seite[5]] . Der Beweis beruht auf dem Satz von Lehmann-
Scheffé (Theorem 5.1 in Lehmann und Scheffé (1950)). Die empirische Kovarianz-
matrix ist eine vollstdndige und suffiziente Statistik fiir unbekanntes (u;, 3;) (siche
Anderson (1984)), S. 77f). Die Huynh-Feldt-Schétzer sind nach Konstruktion im nor-
malverteilten Modell unverzerrt und Funktionen der empirischen Kovarianzmatrix.
Daher haben sie nach Lehmann-Scheffé unter allen unverzerrten Schétzern im nor-
malverteilten Modell die kleinste Varianz, welche freilich noch nicht endlich sein
muf.

Die Existenz der dimensionsstabilen Spurschétzer aus Abschnitt beweist, dafs
diese kleinste Varianz tatséchlich endlich ist und zugleich nicht von d abhéngt. Damit
miissen die Huynh-Feldt-Schétzer H fl) und HQ(l) also ebenfalls dimensionsstabil sein.

Die néherungsweise Dimensionsstabilitidt in dem Sinne, daf die Taylor-Approximation
der Varianz nicht vom Freiheitsgradschitzer abhéngt, beweist man analog zu Satz
O
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Beweis von Satz[I7. Wenn Y7, ein Zufallsvektor mit Cov (Y ;) = Cov (Yf\kf) ist,
dann weisen die Lemmata [341 und [36]1 ¢; als

G=EY,TYy) —E (Y%’TdY;\k{)

aus. Dies und die Nummern 1,2 und 4 aus Lemma [33| werden im Folgenden benutzt.

Ausgegangen wird von der bekannten Tatsache, dafs die empirische Kovarianzmatrix
auch als U-Statistik geschreiben werden kann durch

ng

Y (Yau—Yu) (Y —Yu).

kK =1

A 1
Si=

Ferner kann ohne Einschrinkung unterstellt werden, daft T';Y ;; = 0 ist, da die Ko-
varianzmatrix lokationsinvariant ist. Wegen der Invarianz der Spur unter zyklischen
Vertauschungen kann durch die Umformung

Sp (Y YLY YL =Sp(YLY YY) = (YY)

die Abkiirzung Ak )y = (Yie — Yiw) Tq (Y i — Y i) aus Gleichung verwendet
werden. Damit ergibt sich

2 2
ESp? (sz:i) ==t Y B (A Aien)
£k k' k" k"

= (EA?(k,k’)

n;(n;—1)

+2(n; —2)E (Az'(k,k’)Ai(k,k”))

1

L (B(YLTaY ) + 4B (YT )’ + B (YT i)

= 2ni(ni—1)
2 (n; — 2) <E (Y, TaY i)? + 3E2 (Y;deYik))
+2 (n; — 2) (n; — 3) Sp* (T%))
= s (2(29p (TuX)” + Sp” (Tu) + G) + 45p (TZs)” + 25p° (Ta%)
+2(n; — 2) (2Sp (TaZ:)* + 4Sp* (Ta%:) + ;)
42 (n; — 2) (n; — 3) Sp (TdEi))
= % (niQ +n; (n; — 1) Sp® (T4%;) + 2n,;Sp (TdEi)2)

T ni(ni—1

’ 2
= C + Sp (Td21)2 -+ Sp2 (szz)

Der Erwartungswert des anderen Plug-in-Schétzers ist, wenn mit denselben Rechen-
schritten und der Abkiirzung

Air eyt oy = (Y — Yik’)/Td (Yiwr = Y jpm)
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aus Gleichung gearbeitet wird,

ng

~ \ 2
— 1 2
Esp (Td21> - 4n22(n171)2 Z EAi(k,k,)i(k”,k”/)

kK k" k=1
= m (2n; (ni — 1) EAZ 5019
+4n; (n; — 1) (n; — 2) EA?(l,Q)i(m)
+n; (n; — 1) (n; — 2) (n; — 3) EAZ 9)i5.))
— i (2B (YYa) + 282 (Y Y a) + 4B (VY )’
+2(n; —2) <3E (YY) +E (Y;kYik)2)
+2 (n; — 2) (n; — 3) Sp (T4%s)°)
= 5y (2(29p (T=)” + 5p” (Tu) + )
+28p? (T4%;) + 4Sp (T4 %;)°
+2(n; — 2) (3Sp (TZs)® + 2Sp (Tu=s)? + Sp? (TaX)) + &)
+2 (n; — 2) (n; — 3) Sp (Tu%)?)

n;

Gi 1 2
=2 SpP (TS,

Sp (T4%:)° .

Beweis von Satz[18. Es sei mit den Bezeichnungen aus der [2] zum additiv-linearen

.....

(ZES)

Die Folge ¢, ist damit bei Hfi) wegen Gleichung

(n2 — 2n; + 2) (5 - 3)
n; (n; +1) (n; — 2)

Nn;—r00
=

0.

Cp =
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Fiir Héi) ist die Nullfolge entsprechend

(n2 —n; +1) (5 —3)

n = n; (ni +1) (n; — 2)

Im elliptischen Modell ist die Behauptung analog fiir Hl(i) aus der auf (; angewen-
deten Abschétzung Sp (TQ;EZ’)2 < Sp? (T4X;), zu gewinnen:

EHéi) — Sp(Ty%,)°
Sp (T4%s)?

B 2y~ (i —ni+1)

= (Sp(TuZ)’) (s + 1) (i — 2)
(0} —mit1)  6i-3

=Pl D) (- 2) i (4 2)

(n; —n; +1)(6; — 3)

n; (n; +1) (n; —2)

Gi

<3

Bei Hz(i) hilft die Tatsache, daft nach der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung

Sp* (Ta%) _
Sp (T%:)” ~

ist, da r; in Definition 4| r; = rg (3;) ist:

EHY — Sp (T4%)?
Sp (Td22>2 o n;

n? —n; +1) 0; — 3
n;+1)(n; —2)r; (r; +2)
< (n? —n; +1) 5 — 3
— n;(n; + )( —2)r; (r; +2)

(2Sp (TaX:)” + Sp°T %)

(2 + Ti) Sp (TdZZ)Q

A.4 Beweise zum Kapitel 4| Korrektur

A.4.1 Exakte Berechnung von Var, (B,)

Lemma 39. Secien Q; = X' A, X und Qy = X' Ay X quadratische Formen in nor-
malverteilten Zufallsvektoren X ~ N (w, X) mit symmetrischen Matrizen Ay und
As, durch die Sp (A1X) = Sp (A2X) =0 und E (A1 X) = E(AyX) = 0 ist. Dann
151

Couy (Q1, Q%) = 328p ((A:X)? (A:2)*) + 16Sp (A1 ZA,X)% + 85p? (A, T A,Y)

Beweis. Der Beweis soll {iber die kumulantenerzeugende Funktion gefiihrt werden.
Dafiir sei M (tq,t2) die produktmomenterzeugende Funktion von @; und @, so
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daf In (M (t1,t2)) die gemeinsame kumulantenerzeugende Funktion ist. Die zweite
Kumulante in jeweils ()1 und )5 kann durch

0%In M

Rg 2 =
B0 |, 1,0

= EQ1Q2 - E2Q1Q2
—2(E°Q1EQ; + EQTE*Q> — EQiQ2EQ> — EQ1EQ1Q3)
— 6E*Q1EQ2 + 8EQ1EQ1Q2: EQ,

= EQQ3 — 2E°Q1Q, — EQIEQ;

= Cov (Qf, Qg) —2Cov? (Q1, Q3)

berechnet werden. Bei Normalverteilung ist

Kon = 325p ((r’Alr)2 (I"AQI‘)Q) +16Sp (I A, TT' A,T)?
= 325p ((BA1)* (£A4,)%) + 16Sp (A1 T AX)?,

sieche Mathai, Provost und Hayakawa (1995), Theorem 2.4.1 und insbesondere Glei-
chung (2.4.9) auf S. 31. Ferner ist Covy (Q1, Q2) = 2Sp (A1 X A,3), siche hierzu bei
Mathai und Provost (1992) das Theorem 3.2d.3 auf S. 75. Also ergibt sich

Cov (Q3,Q3) = Kz + 85D (A1 D A,X)

]

Lemma 40. Es seien Yq,...,.Ys ~ N (u;, %) und Yz,..., Y10 ~ N (p, Xy)
sowe A(k,l)(s,t) = (Yk — Yl)/ (YS — Yt).

1. Vary (A?1,2)(7,8)> = 96Sp (X,2:)% + 32Sp? (=, %4)
A%lZ )(3,4) 13)(24> 48Sp (=4) + 8Sp? ( )

(
(45,
( 26Sp +4Sp ( )
(
0. Couy (A%1,2)(7,8)7A%l,Q)(9,10)> = 325p (2:%)"
(
(
(

4. Couy A%u 34)> 13)(25

1,2)( 34)> 14)(35 26Sp +4Sp( )

7. Couy A?1’2)(374),A%L5)(2,6) = 16Sp (24)

7

A2

8. Cou (A2 2. A% 500)) = 1899 (ZiZ)” + 28p* (%)
(1,5)(8,9))

2
?1,2)(6,7)7 = 85p (%;X)



102 A BEWEISE

Beweis. Der Beweis wird fiir Covy (A2 (12)(7s), A%(12)(r9)) gefiihrt. Die anderen Num-
mern werden analog gerechnet. Um Lemma anwenden zu konnen, werden die

Matrizen
O 0 1 -10 O 0 1 0 -1
1 o 0 -1 1 1 0O 0 -1 0 1
A ::§ 1 -1 und A, =3 1 -1
-1 1 0 0 0 0
0 -1 1

definiert. Mit dem Zufallsvektor Y := (Y, Y}, Y%, Y%, Y}) kann nun geschrieben
werden

Aqzyrs) = Y ALY und Aggy o) = Y'ASY.

Esist Covy (V) =3, 0%, 0%, @ Xy @ Xy =: X. Die iibrigen Voraussetzungen an
Lemma [39| sind mit A1 EY = A3;FY = 0 und Sp(XA;) = Sp (XA,) = 0 erfiillt.
Der Rest ist Matrixrechnung. O

2
Beweis von Satz[19 auf Seite 59 Die erste Summe ist » ;. Vary (%Bz> Es ist

Vary (B;) = (4n% (n; — 1) (n; — 2) (n; — 3))_2 Z Z Cov (Al sy Al ary)

kst kst

n;

::@nﬂu%—1)m@—zﬂnf—@yﬂ((4)3-fva(Aam@®)

n;
i ( 4 ) 3-27Covy (Aha) e Alsea)

5\ (i 7 2 2

-+ (2) (5 ) 3-2 COVN (A(172)(3,4)7 A(1,2)(375)>
V()3 25 Covy (42 A

+ 9 5 : OVN( (1,2)(3,4) (1,3)(275))
6 n; 7 2 2

—+ <2> (6 ) 3-2 COVN (A(172)(3,4)7 A(1,2)(5,6))
V()3 2Cov (A2 95,0 A2

+ 2)\6 ) OVN( (1,2)(3,4) (1,5)(2,6))
V("3 2°Covy (42 At

+ 5 6 : OVN( (1,2)(3,4) (1,5)(3,6))

L2
4

(2n3 — 9In? 4+ 9n; +4) s
- L L S TZl
25 = 1) (= 2) (m; — 3) P (Ta®i) "+

4
n? (n; — 3)

)

Sp* (T4%:)

Die Faktoren ()3 -26, ()3 - 27 usw. kommen von den Wiederholungen, die durch
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Symmetrien, Erwartungswertgleichheiten und der Kombinatorik der Indices zustan-
dekommen.

Erwartungswertgleichheit zu Vary, <A%1’2)(37 4)> gibt es fiir die (TZ) Auswahlen der 4

Indices. Sind 4 Indices fixiert, existieren in Cov (A%lﬂ) (3.4)> A?LQ)(Z%, 4)> noch 6 Symme-
trien der Art A?LZ)(3,4) = Aé,l)(&@ und A%172)(3,4) = A%374)(172), also 4 Vertauschungen
innerhalb der Klammern und 2 Vertauschungen der gesamten Klammern, so daft
der Faktor 2% hinzukommt. Ferner gilt Erwartungswertgleichheit durch Permutati-
on der Indices, die nicht durch die Ausfiihrung der Symmetrien darstellbar ist. 4
Indices kénnen auf 4! = 24 Weisen angeordnet werden, aber ,modulo® der 2% = 8
Symmetrien bleiben 3 Kombinationen, die erwartungswertgleich sind; namentlich

Var (A7) 3)0.0)) = Var (Af gy 23)) = Var (Afi2)5.4) -

Zusétzlich zu denselben Uberlegungen kommt vor Cov (A%1,2)(3, 4),A?1 3)( ) der
Faktor 2 wegen der Symmetrie der Kovarianz hinzu. Zuséatzlich steht der F aktor (g)
vor Cov s (A%m)(:s, Y A%1,2)(3,5)> wegen der Anzahl der Moglichkeiten, daf von den 5

Indices sich zwei in beiden Argumenten wiederholen.

Der zusétzliche Faktor 2 vor Cov s (A(1 2)(3.4) A?I 2)(2 5)) rithrt von der Gleichheit in
Erwartung

Cov (A (1,2)(3,4) A%2,3)(1,5)) = Covy (A%l,Q)(?)A)? A%1,3)(2,5))

len der Indices 5 und 6 sowie 3 und 4 untereinander zuséatzlich tauschen.

Der Faktor vor Cov (A%lﬁ) (3.4)" A%1,5)(6,7)) kann erklirt werden, da die 7 Indices per-
mutiert werden kénnen und der Index, der sich in beiden Argumenten wiederholt, in
beiden Argumenten jeweils 4 Positionen haben kann, ohne daf sich an der Kovarianz
etwas verandert. Zum Schluft werden die Ergebnisse aus Lemma [40| eingesetzt.

. . . . . . 2,
Die zweite Summe enthélt die Varianzen der gemischten Terme Var (n?;_/ W) und

COVN< i

2 . .
il s Z—Z'BM>. Es sei daran erinnert, dafs
n;n

Aigyirisy = Yie = Ya) (Yis — Yin)

ist, also die Biliearform aus den Beobachtungen k£ und [ der Stichprobe ¢ sowie s
und ¢ der Stichprobe #'. Es ist

g

Vary (Biw) = (4n (ni — 1) nj; (ny — 1)) Z Z Z Z Cov (A wrrys Alstyirisren)

k£l rs k£l /£t
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= (an = 1) (= 1) ((75) (5 )2V (A2 e)

() (”5’) 2ot (A Asons)

= (3) (%) 20 (v Aoris)

" <7;Z) (T;Z) 3+ 2°Cov (Af,20701.2) Ai1.2)01,)

+ (T;Z) (TZ) 3-2% - dlCovy (A% 2yi(12) A1 2)ir(3.))

+ (CD (7;) 3-2% - 4lCovy (A3 2019 Alis.yi12))

N <§Z> (72) 3+ 2% AlCovi (A 2)i1.2) Ad19y(3,0)

(+ <ZZ> (7’;/) 322 . 41Covy (A?(1,2)i’(1,2)7A?(3,4)i’(1,3))>
_2(ni+ny—1)8p (sz T %) + 2Sp? (TaSTa%r)

nin? (n; — 1) (ny — 1)

2

2 2
i B L”Bi,,i) .

W i

Die dritte Summe fiihrt die Kovarianzen Cov (

Covy (Bg’i,), Béi’i,,)> = (16n;] (n; — 1)%n2 (ny —1)n2, (ny — 1))_1

ZZ Z Z Covv (Apayewrys Aits.yinrm)
k#L st k'AU k£
= (16n; (n; — 1)*n2 (ny —1)n2, (ny — 1))

n; T N )
. ((2) ( 2 ) ( 2 )COVN (A 20,2 Ala2ira,2)
ni ni/ ni” 9
(3) ( 2 ) ( 2 )COVN (A raz; Az‘us)wm)))

2
== Sp (TdEdeEi/TdEdezi//)

n; (nl — 1) N

-1

2
Die vierte Summe faftt alle Terme der Art Covys ( 22 B;, o n’ B,y ) zusaminen.

Covy (BE™, B) = (160 (n; — 1) (n, — 2) (n, — 3) (13) (ny — 1))

Z Z Z Z Covar (Afkayirrry Al oryicsr 1))

k?él kl;éll k//;él// S/l¢t”
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1

ni ’n,,L'/

. (<4) ( 2 2°3Cov (A 2ye1.20» A 2.0)
ni ni/

" (4) < 2 )27BCOVN (A 2002 Al pics)

n; N 4 9 )
+ ( 5) ( 9 )5‘ -2 COVN (Ai(l,Z)i’(l,Q)’ Ai(1,3)i(4,5))>
4

Beweis zu Lemma[20. Seien Aij > 0 die Eigenwerte von 3J;.

1. Ohne Einschrankung kann gefordert werden A1; > A2 > ... > 0. Es ist nach
der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung

Sp(Z)” A

1

- S - S 3

d = Sp?(21)° (X M)
wobei Gleichheit links bei A\j; = ... = Ay gilt und Gleichheit rechts bei
A1 # A2 = ... = 0. So ist schon bei Geisser und Greenhouse (1958) der

Beweis fiir den Bereich des Box’schen Epsilons gefiihrt. Die selben Extrema
mit denselben Extremstellen hat man auch nach dem Ubergang von X; zu X3

2. Seien A(121, - - -, A12)q die Eigenwerte von X;3,. Dann ist

Sp (X13,)
U S (=0)5p (%)
2 Ay
(D2 A15) (D2 Agy)
POFRSTRY

<
(Zj,j/ /\1j/\2j’>
<1

wobei im letzten Schritt Gleichheit gilt, wenn alle bis auf ein A(;9); verschwin-
den. Im ersten Schritt gilt Gleichheit, falls 335 = 0 ist. Damit hat man fiir

2
dieselben X;, X5 dieselben Extrema von ggglef‘;i) und Sps(;)l(lz):éf(é)lg)'

3. Wie bei 2. ist

0 < Sp (21222123)
T Sp(XiX,)Sp (1X3) T
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Laut Marshall und Olkin 1979 , S. 248, ist Zj A12); < Zj A1 Zj Ag;. Damit
ergibt sich

(SP (Z435) Sp (3455) Sp (33%) Sp (2)) 2
- Sp* (1) Sp (X2) Sp (Ts)
(3" Az 2o Ay 2o Aes); Do AT)2
(Z )\lj)2 Z )\zj Z /\3j
= (A0 30 A5 A5 37 Aoy 3T NE)
a (Z )\1_7')22)\2_]'2/\3j
(D2 A1jAaj 2o A1z D0 /\2j)\3j)%
a DAL DS Agj D Az,
C (DA T M)t (D Auhg)*

BV DRI YD DR X IRV DR ST D PP

<1

N

4. Dies folgt aus 3.

A.4.2 Ableitungen der Fr-Quantilfunktion und Integrierbarkeit

Beweis von Satz[21] auf Seite [63 Dieser Satz benotigt folgendes Lemma:
Lemma 41. Die Funktion

7 v1+ro+2

) ’ (v (= 1) + (1t + 1)

por (5%~ (27 + 0 (3)])

ist fiir finite vy < vy und finite obere Grenze uneigentlich integrierbar, d. h.

l/lt —+ s

Vo

1 (ta V17V2) — t%_l (

Zo

I;
xl{‘r(l) i 1 (t, Vl,l/g) dt

existiert fir jedes endliche xo. Dasselbe gilt fiir

A1 +vo+2

(97'1 (t,l/l,VQ) _t%_l (Vlt—l-l/g) 2

oy Vs

(% (log () — % ~log (”“2 ”2>) ((m + ) [ | } (- 1))

+<t[] —|—t—%(ult+1/2) (w’ (#) +§1—w’ (%))))
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wobei [...] die eckige Klammer in der Definition von 1, abkiirzt.

Beweis. Den Beweis kann man fiithren, indem man die rechten Seiten ausmultipliziert
und die entstehenden Summanden separat auf Integrierbarkeit im interessierenden
Intervall untersucht. In beiden Funktionen ist dabei eine Polstelle bei ¢ = 0 zu
beachten, wenn 1 < vy < 2 ist.

Der ausmultiplizierte Funktionsterm von 77 besteht aus acht Summanden, nach Ma-
jorante und Polstelle tabelliert in Tabelle [6]

Produkt aus ... Majorante Polstelle
— t2 Ja, t =0
Vot NG Nein
£ (gt )" log (VIZTQ) vi Nein
NG nt Ty (atr2) Vit Nein
<1 o (2) Vit Nein
log ”1ti“t”2> s. . Ja, t =0
Y2 g () 2 Ja, t =0
Yo (4) t2 Ja, t=0

Tabelle 6: Majoranten und Polstellen der Summanden des Integranden

Von denen haben vier nie eine Polstelle. Von den {ibrigen vier Summanden lassen
sich bei dreien die Betrage gegen ctT ! mit ¢ = vy max {wo (”31) , o (%) , 1} ab-
schatzen. Auf Integrierbarkeit an der Polstelle ¢ = 0 zu untersuchen bleibt daher nur

v v1+tro+2
noch t= ' (14t + 15)” 7 log (%) Hier geniigt eine vereinfachte Betrachtung

fiir den Fall 1 = 1 wegen der Abschatzungen
v _vitvo+2 t v t
U (1t + v9) 2 log nttve <t2 log nttve
I/lt I/lt

< t’élog (14—%) )

Letzterer Ausdruck hat als Stammfunktion Zﬁlog (1 + %) — 4,/ arctan (« /%)
Diese beiden Summanden sind beschrénkt fiir ¢ € (0, 1]. Fiir den ersten Term ist
dies ersichtlich durch Anwendung des Satzes von de I’Hospital

log (1 + =
lim v/t log (1 + ﬁ) = lim g(—lt)
t—0 t t—0 -

fiir den zweiten Term durch die Beschrinktheit des Arkustangens. Damit ist gezeigt,
dafl 7 integrierbar ist.
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Der Funktionsterm von 75 besteht ebenfalls aus Summanden, die im Integrations-
bereich beschrankt sind, und zehn Summanden, die eine Polstelle an ¢ = 0 haben.
Diese Summanden lassen sich bis auf von ¢ unabhéngige Faktoren abschétzen durch
eine der Majoranten in folgender Tabelle:

Majorante Stammfunktion
72 log (t) log (1+2) s. U.
0 Vi (2log (1) — )
t2 log (1 + %) siehe Integrierbarkeit von 7y
t=3 W1t

Zu zeigen bleibt daher nur noch die Existenz des uneigentlichen Integrals
1
. _1 Va
lim [ t 2log(t)log <1 + 7) dt.

z—0 =

Sie wird zunichst fiir den vereinfachten Integranden ¢~ log (t)log (%) gezeigt. An-
schliefend kann analytisch bewiesen werden, dafs im Intervall (0,1] die Differenz
zwischen dem urspriinglichen Integranden und seiner Vereinfachung beschréankt ist.

Eine Stammfunktion fiir ¢~2 log () log (%) ist
Uy
mﬁo%(7)@g@y—m+2byo—8)

Sie ist im Integrationsbereich beschriankt, denn es ist nach dem Satz von de I’Hospital

. v . log () log (t)
lli% Vtlog (%) log (t) = lim L

t—0 t*%
t~llog (&) —t'log (t
iy T 108 () t" log (t)
t—0 _%t—g
log (&) — log (¢
iy o2 () log (1)
t—0 _%t*g
| —21
iy 108 () — 2105 (1)
t—0 _lt—g
2
=2t
= lim =
t—0 %t*§
= lim -8Vt =0
t—0

Damit existiert das unbestimmte Integral lim,_.q le t=3 log (t) log (%) dt. Der Ab-
stand des vereinfachten vom urspriinglichen Integranden

76 (t) 1= |t~ log (1) (log (=) — log (H%)\:‘t—;log(t)log( 2 >‘

t+7/2

ist stetig auf (0, 1] und verschwindet fiir t — 0, so daf 73 stetig auf [0, 1] fortgesetzt
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werden kann. Die Fortsetzung ist offensichtlich stetig und beschrankt, so dafs sie ein
Maximum ¢ besitzt. Durch

1 1
lim [ ¢ 2 log(t)log (1 + @> dt < lim
t x—0

t~2log (t) log (?) ‘ + cdt

z—0 z z
. Yo Va
= lim t72log (t) log (—) ‘ dt + ¢
z—0 z t
existiert auch das letzte benotigte uneigentliche Integral. O]

Wie angekiindigt wird der Satz iiber die Ableitung implizit definierter Funktionen
angewendet. Dafiir ist zu zeigen, dak die partiellen Ableitungen 88_1/91 und % des Inte-

grals in Gleichung auf Seite |62| existieren und % nicht verschwindet. Letzteres
ist gerade die Dichte F. Sie ist fiir alle z > 0 positiv.

Die Ableitung g—ygl kann nach Satz 128.2 aus Heuser (2000) im Punkt (gr, v, 1v5) als
Parameterintegral

ag(QFthVQ) o 8 — a " /
8—1/1_(7V1FF (gr; 11, 10) = o /0 F'(t,0, 1) dt
a qr ,
:a—yl/o F (t,Vl,VQ)dt

gewonnen werden, sofern der Betrag der Ableitung a%lF v (z, 11, 19) fiir alle vy durch

eine nach ¢ integrierbare Funktion majorisiert wird. Die Ableitung lautet

aF, o or2
8yF (t,v1,19) = =12 1y t2 ! (1/2 (t—1)4 (it +1s) -
1
Vit + s V1 + vy 141 N UV n+72n+2 -1
{log( ot ) ‘“’( 2 ) o (5)}) (28 (5 5) tat +)™57)

(64)

% ist im Falle v; > 2 beschréankt fiir alle nicht-negativen ¢. Im Falle 1 < v; < 2

gibt es an t = 0 eine Polstelle, die aber (Lebesgue-)integrierbar ist nach Lemma

lauf Seite 106]
Damit ist % integrierbar und es ist nach dem Satz iiber die Ableitung impliziter
Funktionen
Oqr (p,vi,v2)
aQF(QF<p7V17V2>>V17y2) _ ‘1ng11 :
aI/l F}/7‘(qF(p7V17V2)7V17V2)
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SIMULIERTE KONSTELLATIONEN

B Simulierte Konstellationen

B.1 Konstellationen mit identischen Kovarianzmatrizen.

ny ng ng X =Xy =...
10 20 CS
10 20 AR (0,6)
10 20 AR (0,9)
10 20 harToe
10 20 linT oe
10 15 25 CSs
10 15 25 harToe
10 15 25 AR (0,6)
10 15 25 AR (0,9)
10 15 25 linToe

B.2 Konstellationen aus zwei Stichproben bei unterschiedli-

chen Kovarianzmatrizen.

ny 3 U b3

10 cSs 20 2-CS
20 CcSs 10 2-CS
10 AR(0,6) 20 2-AR(0,6)
20 AR(0,6) 10 2-AR(0,6)
10 AR(0,9) 20 2-AR(0,9)
20 AR(0,9) 10 2-AR(0,9)
10  linToe 20 2-linToe
20  linToe 10 2-linToe
10 harToe 20 2-harToe
20 harToe 10 2-harToe
10 CcSs 20  AR(0,9)
20 cs 10  AR(0,9)
10 cSs 20 linToe
20 cSs 10 linToe
10 cs 20 harToe
20 cs 10 harToe
10 linToe 20 AR(0,9)
20  linToe 10 AR(0,9)
10 harToe 20 AR(0,9)
20  harToe 10 AR(0,9)




B.3 Konstellationen aus drei und vier Stichproben bei unterschiedlichen Kovarianzmatrizen.111

B.3 Konstellationen aus drei und vier Stichproben bei unter-
schiedlichen Kovarianzmatrizen.

ny > o I n3 IR Ty I

30 AR(0,6) 15 2-AR(0,6) 30 cSs

15  AR(0,6) 30 2-AR(0,6) 15 cs

30 AR(0,9) 15 2-AR(0,9) 30 linToe

15  AR(0,9) 30 2-AR(0,9) 15 linT oe

30 AR(0,9) 15 2-AR(0,9) 30 harToe

15  AR(0,9) 30 2-AR(0,9) 15 harToe

10 2-AR(0,6) 15 3-AR(0,6) 20 4-AR(0,6) 30 5-AR(0,6)
30 2-AR(0,6) 20 3-AR(0,6) 15 4-AR(0,6) 10 5-AR(0,6)
10 2-AR(0,9) 15 3-AR(0,9) 20 4-AR(0,9) 30 5-AR(0,9)
30 2-AR(0,9) 20 3-AR(0,9) 15 4-AR(0,9) 10 5-AR(0,9)
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