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EINLEITUNG

Sei p eine Primzahl und k ein nicht-archimedischer lokaler Körper mit endli-
chem Restklassenkörper Fq der Charakteristik p, das heiÿt, k ist entweder iso-
morph zu einer endlichen Erweiterung des p-adischen Zahlkörpers Qp, dann
hat k die Charakteristik 0, oder zum Körper Fq((T )) der Laurentpolynome mit
Koe�zienten in Fq, dann hat k die Charakteristik p. Als reduktive p-adische
Gruppe bezeichnet man die Gruppe G = G(k) der k-rationalen Punkte einer
zusammenhängenden reduktiven a�nen algebraischen k-Gruppe G, und G
ist dann auch eine total unzusammenhängende, lokal kompakte topologische
Gruppe.

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Eine (glatte R-)Darstellung von
G ist ein Paar (π, V ), bestehend aus einem R-Modul V und einem Grup-
penhomomorphismus π : G → AutR(V ) derart, daÿ für jedes v ∈ V die
Stabilisatoruntergruppe Gv = {g ∈ G | π(g) · v = v} o�en in der Topologie
von G ist. Zusammen mit den üblichen G-äquivarianten Abbildungen bil-
den die glatten Darstellungen von G eine abelsche Kategorie R(G), die man
studieren möchte.

Die Hauptwerkzeuge zur Untersuchung von R(G) sind zwei Funktoren,
nämlich parabolische Induktion IM : R(M) → R(G) und Jacquet-Restrik-
tion RM : R(G)→ R(M) bzgl. einer parabolischen Untergruppe P ⊆ G mit
Levifaktor M , der wiederum eine reduktive p-adische Gruppe ist. Es folgt
unmittelbar aus den De�nitionen, daÿ IM rechtsadjungiert zu RM ist. Diese
Frobenius-Reziprozität bezeichnen wir im Kontext dieser Arbeit auch als die
erste Adjungiertheit.

Eine Darstellung π ∈ R(G) heiÿt kuspidal, wenn RM(π) = 0 für alle
Leviuntergruppen M ⊊ G gilt. Die (irreduziblen) kuspidalen Darstellungen
sind gewissermaÿen die �Bausteine� von R(G) in dem folgenden Sinne: jede
irreduzible Darstellung π ∈ R(G) ist Unterquotient einer parabolisch indu-
zierten IM(ρ), wobei ρ ∈ R(M) irreduzibel und kuspidal ist. Das Paar (M,ρ)
ist bis auf Isomorphie und Konjugation durch ein Element von G eindeutig
bestimmt.

In [5] entwickelt Joseph Bernstein für den Fall R = C die nach ihm
benannte Bernsteinzerlegung der Kategorie R(G), mit der er das Zentrum
von R(G), das Bernsteinzentrum, beschreibt. Die Bernsteinzerlegung erlaubt
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es, R(G) als kategorielles Produkt

R(G) =
∏

sR
s(G)

zu schreiben. Dabei sind die Rs(G) unzerlegbare volle abelsche Unterka-
tegorien, die sogenannten Bernsteinblöcke von R(G), und s durchläuft, in
der Terminologie von Bushnell/Kutzko [20], die inertialen Äquivalenzklassen
von kuspidalen Paaren (M,π). Diese letzteren bestehen aus einer Leviunter-
gruppe M ⊆ G (einschlieÿlich G selbst) sowie einer irreduziblen kuspidalen
Darstellung π ∈ R(M), und zwei davon sind äquivalent, wenn sie bis auf
Isomorphie, Konjugation durch ein Element von G und Torsion durch einen
unverzweigten Charakter identisch sind, das heiÿt

(M1, π1) ∼ (M2, π2) :⇐⇒M1 = gM2g
−1 und π1 ⊗ χ ∼= gπ2g

−1

mit χ ∈ Xnr(M1) und g ∈ G. Die Kategorie Rs(G) besteht dann aus denje-
nigen Darstellungen in R(G), deren irreduzible Unterquotienten alle in der
inertialen Äquivalenzklasse s liegen. Die Bernsteinzerlegung ist (aus kategori-
entheoretischen Gründen) insofern eindeutig, als man R(G) auf keine andere
Art undWeise als Produkt von unzerlegbaren Unterkategorien aufteilen kann.

Man möchte die Struktur der Bernsteinblöcke Rs(G) verstehen, und hier
sind zwei Fälle zu unterscheiden: jener der kuspidalen Blöcke zu Inertialklas-
sen der Form s = [G, π] und jener der nicht-kuspidalen. Der kuspidale Fall
ist der einfachere. Bernstein verwendet zur Aufspaltung des kuspidalen Teils
von R(G) in unzerlegbare Blöcke einen gewissen o�enen Normalteiler G◦⊴G
mit kompaktem Zentrum und führt das Problem auf die Aufspaltung von
R(G◦), die von den irreduziblen kompakten Darstellungen von G◦ induziert
wird, zurück. Zur weiteren Untersuchung der Blöcke kommt zum Tragen, daÿ
die kompakte Induktion ind: R(G◦) → R(G) linksadjungiert zur Restrikti-
on Res: R(G) → R(G◦) ist und ind somit projektive Objekte respektiert.
Bernstein konstruiert damit gewisse Progeneratoren, woraus folgt, daÿ die
Blöcke Kategorien von Rechtsmoduln über der Endomorphismenalgebra des
Progenerators sind.

Zur Behandlung des schwierigeren, nicht-kuspidalen Falls greift er auf ein
ähnliches, überraschend schönes, aber schwer zu fassendes Resultat zurück,
nämlich die titelgebende zweite Adjungiertheit, die besagt, daÿ IM nicht nur
rechts-, sondern auch linksadjungiert zu einem Jacquet-Restriktionsfunktor
ist, nämlich zu R̄M , der Jacquet-Restriktion bzgl. der P entgegengesetzten
parabolischen Untergruppe P̄ , die ebenfalls M als Levifaktor enthält. Damit
konstruiert er wiederum einen speziellen Progenerator der Kategorie Rs(G).

Neben dem von Bernstein selbst in [3] skizzierten und von Renard in
[48] ausgearbeiteten Beweis dieses Satzes gibt es einen weiteren von Bush-
nell [19], der auf der Theorie des Bernsteinzentrums, also [5], beruht. Bei
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beiden ist R = C. Älter ist ein Beweis von Casselman [22] für zulässige Dar-
stellungen und R = C, den Vignéras [58, II.3.8] auf den Fall R = Zℓ, Qℓ
oder Fℓ verallgemeinert, wobei ℓ eine Primzahl mit ℓ ̸= p ist. Darüber hin-
aus gibt es inzwischen einen geometrischen Beweis von Bezrukavnikov und
Kazhdan [8], der Gebrauch von der �wundervollen Kompakti�zierung� (won-
derful compacti�cation) von de Concini und Procesi macht. Dieser Beweis
wird für zerfallende reduktive k-Gruppen G geführt, aber die Autoren gehen
davon aus, daÿ er sich verallgemeinern läÿt. In [24] beweist Dat die zweite
Adjungiertheit zunächst für minimale parabolische Untergruppen, dann für
beliebige parabolische Untergruppen, wenn G = GLn oder eine klassische
Gruppe ist. Dabei wird nur verlangt, daÿ R eine Z[1

p
]-Algebra ist. Er zeigt,

daÿ die Existenz spezieller Familien von Idempotenten hinreichend ist, und
greift auf ein Ergebnis von Stevens [55] zurück, der in den genannten Fällen
ebensolche konstruiert.

Über diese Arbeit

Das Hauptresultat der vorliegenden Arbeit ist ein weiterer, im wesentlichen,
wie wir denken, elementarer Beweis der zweiten Adjungiertheit. Dieser beruht
einerseits auf der Identi�zierung der Kategorie R(G) mit der Kategorie MA
der glatten (nicht ausgearteten) Linksmoduln der Heckealgebra A = D(G)
von G. Für diese Identi�zierung notwendig und hinreichend ist gerade die
Bedingung, daÿ R eine Z[1

p
]-Algebra ist. Andererseits werden verschiedene

Zerlegungen verwendet, die sich aus der Theorie der reduktiven Gruppen
über einem lokalen Körper (Bruhat/Tits [17]) ergeben. Dies sind vor allem
die Iwasawa-Zerlegung und verallgemeinerte Bruhatzerlegungen von G, welch
letztere in Bernsteins und Zelevinskys Geometrischem Lemma [7] Ausdruck
�nden. Zudem wird benutzt, daÿ es eine 1-Umgebungsbasis von G aus Pro-p-
Untergruppen gibt, die bezüglich jeder standardparabolischen Untergruppe
eine Iwahori-Zerlegung besitzen.

Die Idee zu diesem Beweis wurde mir von R.Meyer mitgeteilt. Ähnli-
che Ideen �nden sich aber auch in unverö�entlichten Vorlesungsnotizen von
Kazhdan [34, 35]. Jedoch wurde dieser Beweis, soweit ich weiÿ, bisher nicht
ausgeführt.

Ein weiteres Anliegen der Arbeit ist es, die Theorie so weit als möglich
in MA aufzubauen und die verschiedenen Adjungiertheitseigenschaften sowie
die sich daraus ergebenden Zerlegungen von MA detailliert zu untersuchen.
Wertvolle Vorarbeit wurde von Guiraud in seiner am Mathematischen Insti-
tut in Göttingen entstandenen Diplomarbeit [30] geleistet.
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Gliederung

InKapitel 1 werden als Ausgangspunkt die grundlegenden Begri�e der Dar-
stellungstheorie reduktiver p-adischer Gruppen erläutert, die in dieser Arbeit
von Bedeutung sind. Dies sind zunächst die reduktiven p-adischen Gruppen
selbst, sodann allgemeiner ℓ-Räume und ℓ-Gruppen (Bernstein) und ihre glat-
ten Darstellungen. Wir zitieren die Sätze über die Iwasawa-, Cartan- und
Iwahori-Zerlegung und führen die von uns verwendeten Funktionenräume
ein, insbesondere D(G), den Raum der lokal konstanten Funktionen G→ R
mit kompaktem Träger. Zuletzt gehen wir auf das für unsere Methoden un-
verzichtbare Haarmaÿ auf G ein. Dieses existiert dann und nur dann, wenn
R eine Z[1

p
]-Algebra ist.

In Kapitel 2 führen wir die für diese Arbeit wichtigen Begri�e aus der
Modultheorie ein. Dies sind die assoziativen R-Algebren mit genügend Idem-
potenten (die wir als glatte Algebren bezeichnen) und die zugehörigen glatten
Moduln. Insbesondere ist A = D(G) mit der Faltung eine glatte Algebra. So-
dann besprechen wir eine Konstruktion, die, soweit der Autor weiÿ, in der
Darstellungstheorie reduktiver p-adischer Gruppen, bisher noch keine groÿe
Rolle gespielt hat: (Ko)algebren in der Kategorie der Bimoduln über einer
gewissen glatten Algebra B und ihre (Ko)moduln. Wenn R eine Z[1

p
]-Algebra

ist, gilt R(G) ∼= MA . Wir führen die Funktoren RM und IM als von Bimo-
duln induzierte Tensorproduktfunktoren ein:

RM = χ ·N\D(G)⊗G −, IM = D(G/N) · χ⊗M −

und erinnern an das Ergebnis von Guiraud, daÿ diese Funktoren in der
Tat natürlich isomorph zur Jacquet-Restriktion und parabolischen Induk-
tion sind. Hierbei ist χ ein gewisser Charakter von M . Im nicht-normierten
Fall ist χ = 1, im normierten, den wir letztlich betrachten werden, χ = δ

1/2
P .

Wir beschreiben die natürlichen Isomorphismen explizit.
Kapitel 3 ist ein technisches Kapitel über kuspidale Moduln, und aus die-

sem kommen auch weitere Bedingungen an den Ring R. Grundvoraussetzung
ist, daÿ R sogar ein Körper mit p ∈ R∗ oder äquivalent mit Charakteristik
ℓ ̸= p ist. Ziel des Kapitels ist die Aussage von R.Meyer [40], daÿ sich jeder
kuspidale Modul in einen injektiven kuspidalen einbetten läÿt und Quotient
eines projektiven kuspidalen ist. Der projektive Teil ergibt sich ganz natür-
lich. Wir haben jedoch festgestellt, daÿ beim �injektiven Teil� der Aussage
Komplikationen auftreten: Sei G◦ der von den kompakten Untergruppen in
G erzeugte o�ene Normalteiler. Wir greifen auf die Aussage zurück, daÿ die
kompakten Moduln über G◦ halbeinfach sind, und das haben wir nicht über
den �banalen Fall� hinweg verallgemeinern können, daÿ R ein algebraisch ab-
geschlossener Körper der Charakteristik 0 ist. Dieses Ergebnis benutzen wir,
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um zu zeigen, daÿ ein (zu glättendes) direktes Produkt
∏

i∈I V eines kompak-
ten D(G◦)-Moduls V wiederum kompakt ist. Hier kann man die Bedingung,
daÿ R algebraisch abgeschlossen ist, nun fallenlassen, aber die Schwierigkei-
ten positiver Charakteristik bleiben bestehen. In einem letzten Schritt müs-
sen wir zeigen, daÿ jede kurze exakte Sequenz von D(G)-Moduln für jede
kompakte Untergruppe K ⊆ G einen K-äquivarianten Schnitt besitzt. Hier
tritt die (im Fall der Charakteristik 0 stets erfüllte) Bedingung auf, daÿ ℓ
nicht die Proordnung von G teilen darf.

Der ersten Adjungiertheit RM ⊣ IM und ihrer Untersuchung haben wir
das eigene Kapitel 4 gewidmet. Dies ist in der Formulierung durch Bimo-
duln bereits bei Guiraud geschehen, aber wir leiten eine neue Formel für
den Morphismus η : D(G) → D(G/N) ⊗M N\D(G) her, welcher die Eins
1 → IMRM der Adjunktion induziert und uns im weiteren von Nutzen sein
wird. Wir beweisen damit die erste Adjungiertheit in der Formulierung mit
Eins- und Koeins noch einmal. Auÿerdem zeigen wir mit Hilfe des Ergebnisses
aus Kapitel 3 die kategorielle Zerlegung MA = Mc

A × MC in die Katego-
rie Mc

A der kuspidalen A-Moduln und die Kategorie der C-Komoduln über
einer gewissen Koalgebra C ∈ MB B. Genauer ist hier

C =
⊕

L,M<G

χL · U\D(G/N) · χM und B =
⊕
M<G

D(M). (∗)

Die Schreibweise M < G bedeutet, daÿ M eine Standardleviuntergruppe
(bzgl. eines festgelegten maximalen k-zerfallenden k-Torus) von G ist (s. An-
hang B.2). Davon gibt es nur endlich viele.

Kapitel 5 ist ein weiteres technisches Kapitel. In Vorbereitung unse-
res Beweises der zweiten Adjungiertheit rekapitulieren wir einige Ergebnisse
über verallgemeinerte Bruhatzerlegungen. Wir beschreiben explizit die o�e-
nen Filtrierungen von G durch Doppelnebenklassen parabolischer Untergrup-
pen, parametrisiert durch Doppelnebenklassen von Weylgruppen, aufgefaÿt
als Coxetergruppen. Wir erinnern daran, wie sich Produkte P0wP0sP0 und
P̄0wP0sP0 von Bruhatzellen in Vereinigungen von Bruhatzellen zerlegen las-
sen. Hier steht P0 für eine minimale parabolische Untergruppe von G. Für
unseren Beweis der zweiten Adjungiertheit wichtig ist nun die Frage, wann
P̄wQzP ∩ P̄P = ∅ für zwei standardparabolische Untergruppen P , Q und
zwei Elemente w, z der (relativen) Weylgruppe WG gilt. Wir erhalten die
Bedingung ℓ(z) < ℓ(w), wobei ℓ : WG → N∗ die Längenfunktion bedeutet.

Kapitel 6 ist das Kernstück der Arbeit. Wir fassen die zweite Adjun-
giertheit in die Form der Aussage, daÿ die Koalgebra C aus (∗) dual ist zu

C̄ =
⊕

L,M<G

χ−1
M · N̄\D(G/U) · χL
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in dem Sinne, daÿ B⊗BHomB(C,E) ∼= C̄⊗BE für alle glatten B-Moduln E.
Dabei macht B⊗B− aus einem B-Modul einen glatten B-Modul. Es genügt,
nur ein Paar (L,M) und einen D(L)-Modul E zu betrachten. Der Beweis
erfolgt per vollständiger Induktion über den halbeinfachen k-Rang von G.
Wir benutzen eine im wesentlichen wiederum auf Bernstein zurückgehende
Konstruktion einer Abbildung

D(M)⊗M HomL(χL · U\D(G/N) · χM , E)
α−−→ χ−1

M · N̄\D(G/U) · χL ⊗L E.

Aus den Sätzen über die Bruhatzerlegung folgt, daÿ die Moduln auf bei-
den Seiten Filtrierungen gleicher Länge durch gewisse Untermoduln besit-
zen. Dies arbeiten wir konkret aus. Wir zeigen, daÿ diese Filtrierung mit α
kompatibel ist und daÿ α zwischen den Unterquotienten dieser Filtrierungen
nach Induktionsvoraussetzung jeweils einen Isomorphismus induziert. Für
den halbeinfachen k-Rang 1 können wir dies direkt zeigen, und es ist dann
eine elementare algebraische Tatsache, daÿ auch α ein Isomorphismus ist.

In Kapitel 7 leiten wir aus der Dualitätsaussage die zweite Adjungiert-
heit in der bekannten Form her. Auÿerdem erhalten wir, indem wir ähnlich
wie in Kapitel 3 argumentieren, daÿ C̄ eine Algebra in MB B ist und es eine
kategorielle Zerlegung MA = Mc

A × M
C̄

gibt. Daraus folgt, daÿ die volle
Unterkategorie MC der C-Komoduln in MA mit M

C̄
, jener der C̄-Moduln,

übereinstimmt.

Ausblick

Wir ho�en, daÿ die Erforschung dieser Kategorie der C̄-Moduln ein Aus-
gangspunkt weiterer Untersuchungen ist, wodurch die Struktur der Bern-
steinblöcke Rs(G) aus unserer Perspektive beleuchtet werden kann. Dies war
das ursprüngliche Ziel der Arbeit. Des weiteren wäre es wünschenswert, den
Beweis der zweiten Adjungiertheit nach unserer Methode dahingehend zu
verbessern, daÿ die Bedingungen an R aus Kapitel 3 fallengelassen werden
können und nur noch die Voraussetzung übrigbleibt, daÿ R eine Z[1

p
]-Algebra

ist.

Bezeichnungen und Konventionen

Wenn nichts anderes gesagt wird, gelten die folgenden Bezeichnungen:

◦ In der Menge N der natürlichen Zahlen ist die Null enthalten. Wir
setzen N∗ := N∖ {0}.

◦ G ist eine reduktive p-adische Gruppe.
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◦ k ist ein nicht-archimedischer lokaler Körper mit endlichem Restklas-
senkörper Fq der Charakteristik p.

◦ R ist ein kommutativer Ring mit Eins. Wo R ein Körper ist, steht ℓ für
dessen Charakteristik.

◦ P =MN und Q = LU sind parabolische Untergruppen von G mit den
Standardlevifaktoren M , L und den unipotenten Radikalen N , U .

◦ S ist ein maximaler k-zerfallender k-Torus in G.

◦ P0 = M0N0 die minimale parabolische Untergruppe mit M0 = ZG(S).
Manchmal schreiben wir B =MN statt P0. Es handelt sich dann nicht
unbedingt um eine Boreluntergruppe.

◦ |X| steht für die Kardinalität einer Menge X.

◦ Disjunkte Vereinigungen werden A ∪· B und
⋃·
i∈I

Ai geschrieben.

◦ Wir setzen V ⊕I :=
⊕
i∈I

V und V ⊕n :=
n⊕
i=1

V .

◦ A ⊆ B bedeutet das gleiche wie A ⊂ B.

◦ Wenn G eine Gruppe und H ⊆ G eine Untergruppe ist, so schrei-
ben wir g/H für das Bild von g unter der kanonischen Projektions-
abbildung G → G/H, entsprechend bei anderen Quotienten. Aufge-
faÿt als Teilmenge von G, schreiben wir die H-Nebenklassen wie üblich
gH = {gh | h ∈ H} ⊆ G.

◦ Das Gleichheitszeichen steht oft für einen kanonischen Isomorphismus.

◦ Sei U ⊆ G Teilmenge einer Gruppe G und g ∈ G. Dann setzen wir

Ug := gUg−1 und U g := g−1Ug.

◦ Die Di�erenz zweier Mengen X und Y wird X ∖ Y := {x ∈ X | x /∈ y}
geschrieben. Es ist etwas Obacht geboten, weil auch häu�g Quotienten
der Form H\G betrachtet werden.

◦ Sei V ein R-Modul und X ⊆ V eine Teilmenge. Dann ist

⟨X⟩ :=
{ n∑
k=1

λkxk

∣∣∣ λk ∈ R, xk ∈ X, n ∈ N∗
}

die lineare Hülle.
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◦ X ⊗ f : X ⊗ Y1 → X ⊗ Y2 steht für idX ⊗ f .

◦ Seien A und B Algebren. Die Schreibweisen AV , VB, AVB bedeuten: V
ist ein glatter A-Linksmodul, B-Rechtsmodul, (A,B)-Bimodul.
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1. GRUNDLEGENDE BEGRIFFE

In diesem Kapitel erinnern wir an die grundlegenden Begri�e, die im weiteren
Verlauf der Arbeit benötigt werden. Es wird häu�g auf Ergebnisse verwie-
sen, die im Anhang zusammengestellt sind. Sei R ein kommutativer Ring mit
Eins, k ein nicht-archimedischer lokaler Körper mit endlichem Restklassen-
körper der Charakteristik p sowie der Kardinalität q = pd (Anhang A), k ein
algebraischer Abschluÿ von k.

1.1 Reduktive p-adische Gruppen

Wir bezeichnen algebraische Gruppen, betrachtet als Gruppenvarietäten über
k, mit groÿen Frakturbuchstaben, die Gruppen der k-rationalen Punkte mit
den entsprechenden groÿen Antiquabuchstaben und die Lie-Algebren mit den
entsprechenden kleinen Frakturbuchstaben. Zu a�nen algebraischen Grup-
pen siehe Anhang B. Die in diesem Abschnitt wiederholten Aussagen über
a�ne algebraische Gruppen �nden sich zum Beispiel in �� 20, 21 bei Borel [12]
und �� 15, 16 bei Springer [54].

De�nition 1.1.1. Eine p-adische Gruppe ist die Gruppe G := G(k) der
k-rationalen Punkte einer zusammenhängenden über k de�nierten a�nen
algebraischen Gruppe G. Wenn G reduktiv ist, dann heiÿt G reduktive p-adi-
sche Gruppe.

Sei G eine über k de�nierte zusammenhängende reduktive a�ne algebrai-
sche Gruppe und S ⊆ G ein maximaler k-zerfallender k-Torus.

Proposition 1.1.2. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(1) Es gibt eine parabolische k-Untergruppe P ⊆ G.

(2) Es gibt einen nicht-zentralen k-zerfallenden k-Torus in G.

(3) S liegt nicht im Zentrum von G.

(4) Das relative Wurzelsystem kΦ(S,G) ist nicht leer.

(5) Der halbeinfache k-Rang von G ist nicht Null.
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Beweis. �1 ⇔ 2�: Borel [12, 20.6]; �2 ⇔ 3� ist o�ensichtlich; �3 ⇔ 4�: [12,
21.1]; �4⇔ 5�: [12, 21.2].

SeiP ⊆ G eine parabolische k-Untergruppe. Dann sind das Radikal R(P)
und das unipotente Radikal N := Ru(P) über k de�niert. Ein k-Levifaktor
von P ist eine reduktive k-Untergruppe M ⊆ G derart, daÿ die Produktab-
bildung

M×N −→ P, (m,n) 7−→ mn,

ein über k de�nierter Isomorphismus von Varietäten ist. Eine k-Leviunter-
gruppe von G ist ein k-Levifaktor irgendeiner parabolischen k-Untergruppe
von G. Man hat dann die Levizerlegung P = M ⋉ N, und es gilt auch
P =M ⋉N .

Proposition 1.1.3. Die k-Levifaktoren von P sind die Zentralisatoren der
maximalen k-Tori von R(P), und je zwei k-Levifaktoren sind durch ein Ele-
ment von Ru(P)(k) zueinander konjugiert. Ist umgekehrt S ein k-zerfallen-
der k-Torus, dann ist ZG(S) eine k-Leviuntergruppe von G. Die P entge-
gengesetzte parabolische Untergruppe, das ist die eindeutig bestimmte para-
bolische Untergruppe P mit P ∩P = M, ist über k de�niert.

Da die Struktur von G also im wesentlichen bereits über k festliegt, wer-
den im weiteren (fast) nur noch die Gruppen der k-rationalen Punkte notiert.

De�nition 1.1.4. Eine parabolische Untergruppe einer reduktiven p-adi-
schen Gruppe G ist die Gruppe P der k-rationalen Punkte einer parabo-
lischen k-Untergruppe P von G. Sei M ein k-Levifaktor von P. Dann heiÿt
P =MN mit N = Ru(P)(k) Levizerlegung von P . Wir bezeichnenM als Le-
vifaktor von P . In diesem Sinne ist eine Leviuntergruppe von G ein Levifaktor
irgendeiner parabolischen Untergruppe P ⊆ G.

Bei gegebenem S ist M0 := ZG(S) Levifaktor einer minimalen paraboli-
schen Untergruppe P0. Diese halten wir fest.

De�nition 1.1.5. Eine parabolische Untergruppe P ⊆ G mit P0 ⊆ P heiÿt
standardparabolische Untergruppe (standard parabolic subgroup, sous-groupe
parabolique standard), und P ⊇ P0 heiÿt standardparabolische Untergruppe
von G.

Proposition und De�nition 1.1.6. Jede parabolische Untergruppe von G
ist in G zu einer standardparabolischen konjugiert, und es gibt nur end-
lich viele standardparabolische Untergruppen. Sei P eine standardparaboli-
sche Untergruppe. Dann gibt es einen kanonischen Levifaktor M von P mit
M0 ⊆M . Wir schreiben in dieser Situation M < G ([58, II.1.1]).
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Bemerkung 1.1.7. In der Situation M < G zeichnet sich M dadurch aus,
daÿ es sich wiederum um eine reduktive p-adische Gruppe mit maximalem
k-zerfallendem k-Torus S, aber echt kleinerem halbeinfachem Rang handelt.

1.2 ℓ-Räume und ℓ-Gruppen

Sei G eine reduktive p-adische Gruppe. Dann besitzt G eine endlich-di-
mensionale treue lineare Darstellung, das bedeutet, daÿ man G, von die-
ser Darstellung abhängig, mit einer Zariski-abgeschlossenen Untergruppe ei-
ner allgemeinen algebraischen Gruppe GLn, noch konkreter mit der Grup-
pe G(k) ⊆ GLn(k) der k-rationalen Punkte, also mit einer Matrixgruppe
identi�zieren kann. Man �xiert solch eine Darstellung und nimmt diese Iden-
ti�kation vor. Dann ist G ⊆ GLn(k) ⊆ kn

2
. Auf diese Weise kommt ein

Zusammenspiel folgender Eigenschaften zustande, an die wir im Rest des
Abschnitts erinnern:

(1) G wird durch die Topologie auf k und die obengenannte Identi�zierung
zu einer lokal kompakten, total unzusammenhängenden topologischen
Gruppe, und es gibt daher eine harmonische Analysis auf G.

(2) Die Struktur von G ist dadurch, daÿ es sich um die k-rationalen Punkte
einer reduktiven Gruppe handelt, durch die Kombinatorik des relativen
Wurzelsystems bestimmt.

(3) Aus beidem ergeben sich gewisse Zerlegungen von G: die Iwasawa-,
Cartan- und Iwahorizerlegung sowie verallgemeinerte Bruhatzerlegun-
gen in Doppelnebenklassen parabolischer Untergruppen.

In diesem Abschnitt interessieren wir uns für die Topologie und rekapi-
tulieren diverse Begri�e. Der Vollständigkeit halber werden einige Aussagen
bewiesen, die als �Folklore� gelten können.

Ein topologischer Raum X heiÿt lokal kompakt, wenn jeder Punkt eine
kompakte Umgebung besitzt, total unzusammenhängend, wenn die Zusam-
menhangskomponente K(x) jedes Punktes x nur aus diesem Punkt selbst be-
steht, also K(x) = {x}. Da der Abschluÿ einer zusammenhängenden Menge
stets zusammenhängend ist, so ist jeder total unzusammenhängende topologi-
sche Raum ein T1-Raum, d. h., jede einpunktige Menge {x} ist abgeschlossen.
Jede T0-Gruppe ist schon eine T2-Gruppe, also hausdor�sch.

Bemerkung 1.2.1. Allgemein muÿ ein total unzusammenhängender, lokal
kompakter Raum nicht hausdor�sch sein. In der Tat, sei X := Z∪{−∞,∞},
wobei −∞ und∞ zwei verschiedene Punkte seien, die nicht in Z liegen. Eine
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Menge U ⊆ Z sei o�en, wenn U ⊆ Z oder wennX∖U eine endliche Menge ist.
Dadurch wird X sogar zu einem total unzusammenhängenden, kompakten
Raum, der aber nicht hausdor�sch ist, weil −∞ und ∞ keine disjunkten
Umgebungen besitzen.

Lemma 1.2.2. Sei X ein kompakter Hausdor�raum und x ∈ X. Die Zu-
sammenhangskomponente von x stimmt mit dem Durchschnitt aller o�en-
abgeschlossenen Umgebungen von x überein.

Beweis. Siehe Bourbaki [21, Kap. II, � 4, Nr. 4, Prop. 6].

Satz 1.2.3.

(1) Es sei X ein lokal kompakter Hausdor�raum. Dann sind folgende Aus-
sagen äquivalent:

◦ Jeder Punkt in X besitzt eine Umgebungsbasis aus kompakt-offe-
nen (kompakten, o�enen) Mengen.

◦ X ist total unzusammenhängend.

(2) Für eine topologische Gruppe G sind folgende Aussagen äquivalent (van
Dantzig):

◦ G ist lokal kompakt und total unzusammenhängend.

◦ G ist eine T0-Gruppe, und die 1 ∈ G hat eine Umgebungsbasis aus
kompakt-o�enen Untergruppen.

(3) Wenn G sogar kompakt und total unzusammenhängend ist, dann gibt
es eine Umgebungsbasis der 1 ∈ G aus kompakt-o�enen Normalteilern
von G.

Beweis. (1) �⇒� ist klar. �⇐�: Sei x ∈ X beliebig und U ∈ Ux eine Umge-
bung. In einem lokal kompakten Hausdor�raum bilden die kompakten Um-
gebungen jedes Punktes eine Umgebungsbasis [47, 8.16]. Es gibt also eine
kompakte Menge K ⊆ X mit x ∈ K◦ ⊆ K ⊆ U . Im Falle K = K◦ ist nichts
mehr zu zeigen. Anderenfalls gilt

⋂
W∈Wx

W = {x} wegen Lemma 1.2.2, da-
bei Wx das System der o�en-abgeschlossenen Umgebungen von x in K, und
jedes y ∈ ∂K = K ∖ K◦ liegt daher im Komplement irgendeiner Menge
aus Wx. Weil ∂K kompakt ist, gibt es endlich viele W1, . . . ,Wn ∈ Wx mit
∂K ⊆

⋃n
i=1K ∖Wi, und L :=

⋂n
i=1Wi ⊆ K◦ ist dann kompakt-o�en in X

mit x ∈ L ⊆ U .
(2) Eine T0-Gruppe ist schon hausdor�sch. Nach Teil 1 genügt es zu zei-

gen, daÿ jede kompakte Umgebung der Eins eine kompakt-o�ene Untergrup-
pe enthält. Siehe hierzu Hewitt-Ross [32, 7.5]. Die Aussage �ndet sich auch
bei Bourbaki [15, Kap. III, � 4, Nr. 6, Prop. 14, Cor. 1]. (3) Siehe [32, 7.6].
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Der folgende Begri� des ℓ-Raum und der ℓ-Gruppe geht zurück auf Bern-
stein/Zelevinsky ([6, 1.1]):

De�nition 1.2.4. Ein lokal kompakter Hausdor�raum X, für den die bei-
den äquivalenten Eigenschaften aus Satz 1.2.3 (1) gelten, heiÿt ℓ-Raum. Eine
topologische Gruppe G heiÿt ℓ-Gruppe, wenn der zugrundeliegende topo-
logische Raum ein ℓ-Raum ist. Mit Ω(G) bezeichnen wir das System der
kompakt-o�enen Untergruppen von G.

Proposition 1.2.5. Sei G eine ℓ-Gruppe. Dann ist jede kompakte Unter-
gruppe K ⊆ G in einer kompakt-o�enen Untergruppe enthalten.

Beweis. Sei H ∈ Ω(G) eine beliebige kompakt-o�ene Untergruppe. Dann ist
zunächst

L :=
⋂
k∈K

kHk−1

eine vonK normalisierte kompakte Untergruppe von G, aber L ist auch o�en:
Die Operation ρ : G×G→ G, (g, x) 7→ gxg−1, ist stetig mit

ρ(K × {1}) = {1} ⊆ H,

und weil K kompakt ist, gibt es eine o�ene Menge U ⊆ G mit 1 ∈ U und
ρ(K × U) ⊆ H. Wegen K = K−1 kann man

ρ(K × U) =
⋃
k∈K

k−1Uk ⊆ H

schreiben. Daraus folgt aber U ⊆ L, also IntL ̸= ∅; also ist L o�en, und LK
ist eine kompakt-o�ene Untergruppe von G, die K enthält.

Ein topologischer Raum X heiÿt zweitabzählbar (oder erfüllt das zweite
Abzählbarkeitsaxiom), wenn es eine abzählbare Basis der Topologie gibt; Lin-
delöfraum, wenn jede o�ene Überdeckung eine abzählbare Teilüberdeckung
besitzt; separabel, wenn es eine abzählbare Teilmenge gibt, die dicht in X
liegt; parakompakt, wenn jede o�ene Überdeckung eine Verfeinerung derart
besitzt, daÿ es um jeden Punkt eine Umgebung gibt, die nur endlich viele
Mengen dieser Verfeinerung schneidet; σ-kompakt (oder abzählbar im Unend-
lichen), wenn er Vereinigung endlich vieler kompakter Teilmengen ist.

Jeder metrische Raum ist ein parakompakter Hausdor�raum [26, IX.5.3].
Jeder parakompakte Hausdor�raum ist normal (T4) [26, VIII.2.2]. Jeder lokal
kompakte Hausdor�raum ist vollständig regulär [26, XI.6.4]. Jeder metrische
Raum erfüllt das erste Abzählbarkeitsaxiom, ist hausdor�sch und parakom-
pakt. In einem metrischen Raum fallen die Begri�e Lindelöfraum, zweitab-
zählbarer Raum und separabler Raum zusammen [26, IX.5.6]. Ein lokal kom-
pakter Hausdor�raum ist genau dann σ-kompakt, wenn er ein Lindelöfraum
ist [26, XI.7.2].
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Bemerkung 1.2.6. Manche Autoren setzen bei der De�nition der genann-
ten Begri�en die Hausdor�eigenschaft und eventuell weitere Eigenschaften
voraus.

Satz 1.2.7. Eine p-adische algebraische Gruppe G hat die folgenden Eigen-
schaften:

(1) G ist eine ℓ-Gruppe.

(2) G ist ein metrischer Raum und erfüllt das zweite Abzählbarkeitsaxiom.

(3) G ist σ-kompakt, parakompakt, normal.

(4) Für alle kompakt-o�enen Untergruppen K ⊆ G ist der Quotient G/K
ein abzählbarer diskreter Raum.

Beweis. (1, 2, 3) Die Topologie des lokalen Körpers k ist durch die Metrik
d(x, y) := |x − y| des Absolutbetrags gegeben. Die Topologie auf G ist die
Spurtopologie des Produktraums V := km

2
, wenn man G in GLm(k) einbet-

tet. Die Ideale pn (n ∈ Z) sind kompakt-o�ene Untergruppen von (k,+) mit
k =

⋃
n∈Z p

n, so daÿ k insgesamt ein lokal kompakter, total unzusammen-
hängender, metrisierbarer, σ-kompakter Raum ist. Aus diesen Eigenschaften
folgt, daÿ k auch das zweite Abzählbarkeitsaxiom erfüllt. Der Raum V erbt
in der Produkttopologie alle diese Eigenschaften.

Nun ist GLm(k) ⊆ V o�en, und G ⊆ GLm(k) ist abgeschlossen. Also
ist G in V lokal abgeschlossen. Die lokal abgeschlossenen Unterräume lokal
kompakter Hausdor�räume sind ebendie, welche die Eigenschaft erben [26,
XI.6.5]. Also ist G lokal kompakt. Ohne weiteres erbt G die Eigenschaft,
zweitabzählbar, total unzusammenhängend und metrisierbar zu sein. Indirekt
schlieÿen wir, daÿ G mit diesen Eigenschaften auch σ-kompakt sein muÿ. Ein
metrisierbarer Raum ist immer parakompakt und daher auch normal.

(4) Das ist [48, II.3.2]. Man hat die disjunkte Zerlegung G =
⋃· a∈G/K aK,

wobei die a Repräsentanten aus einer Transversale seien. Wähle eine abzähl-
bare Basis B von G. Zu jedem a gibt es dann ein U ∈ B mit a ∈ U ⊆ aK,
weil aK o�en ist. Somit sind die Nebenklassenräume abzählbar.

Die folgende Proposition ist wohlbekannt (siehe etwa [6, 1.2]). Wir stel-
len hier fest, daÿ wir die ℓ-Unterräume sogar als die lokal abgeschlossenen
charakterisieren können:

Proposition 1.2.8. Sei X ein ℓ-Raum. Die ℓ-Unterräume von X sind genau
die lokal abgeschlossenen Unterräume. Insbesondere ist Y ⊆ X ein ℓ-Raum,
wenn Y o�en oder abgeschlossen ist.
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Beweis. Die Eigenschaften �total unzusammenhängend� und �hausdor�sch�
vererben sich auf Unterräume. Wie schon im Beweis von Satz 1.2.7 bemerkt,
sind die Unterräume, welche die Eigenschaft �lokal kompakt� erben, genau
die lokal abgeschlossenen.

Lemma 1.2.9. Sei X ein ℓ-Raum, Y ein Hausdor�raum und φ : X → Y
stetig, o�en und surjektiv. Dann ist Y ein ℓ-Raum.

Beweis. Es ist klar, daÿ Y unter diesen Voraussetzungen lokal kompakt ist.
Seien y1, y2 ∈ Y verschieden. Weil Y hausdor�sch, π aber stetig und o�en ist,
�ndet man wegen Satz 1.2.3 (1) zwei kompakt-o�ene TeilmengenK1, K2 ⊆ X
mit yi ∈ π(Ki) und π(K1) ∩ π(K2) = ∅. Nun ist π(Ki) kompakt-o�en, und
somit können y1, y2 nicht in derselben Zusammenhangskomponente liegen,
und Y ist total unzusammenhängend.

Satz 1.2.10. Sei G eine ℓ-Gruppe, X ein ℓ-Raum und ρ : G×X → X eine
eigentliche stetige Operation. Dann ist der Bahnenraum G\X ein ℓ-Raum.

Beweis. Der Bahnenraum G\X ist hausdor�sch, weil ρ eigentlich ist [56,
20.2]. Die Quotientenabbildung π : X → G\X ist stetig, o�en und surjektiv.
Der Rest folgt daher aus dem Lemma. Vgl. [30, 4.5.2].

Folgerung 1.2.11 ([6, 1.4]). Sei H ⊆ G eine abgeschlossene Untergruppe
einer ℓ-Gruppe. Dann handelt es sich bei den Nebenklassenräumen H\G und
G/H um ℓ-Räume.

Beweis. H operiert auf G durch Linkstranslation H ×G→ G, (h, a) 7→ ha.
Diese Operation ist frei. In diesem Fall ist R = {(a, b) ∈ G × G | ba−1 ∈
H} = φ−1(H) mit der stetigen Abbildung φ : G×G→ G,φ(a, b) = ba−1. Die
Operation ist eigentlich (Anhang C.2), und der Raum H\G der Linksneben-
klassen ist daher hausdor�sch. Für den Raum G/H der Rechtsnebenklassen
ergibt sich das analog.

1.3 Funktionenräume

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Sei d die Charakteristik von R, das
heiÿt, d ist die kleinste positive natürliche Zahl, für die d · 1R = 0 gilt, oder
Null, falls es keine solche gibt. Sei ferner X ein ℓ-Raum und V ein R-Modul.
Versieht man V mit der diskreten Topologie, so ist eine Funktion φ : X → V
genau dann stetig, wenn sie lokal konstant ist, d. h., wenn es zu jedem x ∈ X
eine Umgebung U mit φ|U = φ(x) gibt. Sei C∞(X, V ) der R-Modul der lokal
konstanten Funktionen φ : X → V . Die Elemente von C∞(X, V ) heiÿen auch
glatte Funktionen.
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Wenn X = G eine ℓ-Gruppe ist, dann betrachten wir auÿerdem den R-
Untermodul C∞0 (G, V ) der gleichmäÿig glatten Funktionen φ : G → V , zu
denen es eine kompakt-o�ene Untergruppe K ∈ Ω(G) gibt mit

φ(kg) = φ(g), k ∈ K, g ∈ G.

Der Träger Trφ einer Funktion φ : X → V besteht aus allen x ∈ X mit
φ|U ̸= 0 für alle Umgebungen U von x. Der Träger ist stets abgeschlossen.
Er ist genau dann kompakt, wenn es eine kompakt-o�ene Menge U ⊆ X mit
φ|(X ∖U) = 0 gibt. Mit D(X, V ) bezeichnen wir den Untermodul der Funk-
tionen mit kompaktem Träger von C∞(X, V ) und setzen D(X) := D(X,R).

Bemerkung 1.3.1.

(1) Für ein φ ∈ C∞(X, V ) ist Trφ o�en-abgeschlossen, und es gilt

Trφ = {x ∈ X | φ(x) ̸= 0},

ohne daÿ man hiervon den Abschluÿ bilden muÿ. Für φ ∈ D(X, V ) ist
Trφ eine kompakt-o�en-abgeschlossene Menge.

(2) Die auf Schwartz zurückgehende Notation D(X) für den Raum der
glatten Funktionen auf X mit kompaktem Träger wird bei Renard [48]
verwendet. Bernstein und Zelevinsky [6] verwenden die Schreibweise
S(X) und nennen diese Funktionen Schwartzfunktionen. Vignerás [58]
schreibt R∞

c (X). Verbreitet ist auch C∞c (X).

Der algebraische duale Modul von D(X, V ) ist

D′(X, V ) := HomR(D(X, V ), R),

und seine Elemente heiÿen Distributionen auf X. Wir verwenden die Inte-
gralschreibweise ∫

X

φ(x) dT (x) := T (φ), T ∈ D(X, V ),

oft nur
∫
X

f(x) dx, wenn klar ist, um welches T es sich handelt.

Lemma 1.3.2.

(1) Sei K ⊆ X eine kompakte Teilmenge und K ⊆
⋃
i∈I Ui ⊆ X eine o�ene

Überdeckung derselben. Dann gibt es ein System V = {V1, . . . , Vn} aus
endlich vielen paarweise disjunkten kompakt-o�enen Mengen Vi ⊆ X
derart, daÿ K ⊆

⋃· nj=1 Vj und es zu jedem Ui ein V ∈ V mit V ⊆ Ui
gibt.
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(2) Wenn X abzählbar im Unendlichen ist, dann läÿt sich X als abzähl-
bare disjunkte Vereinigung kompakt-o�ener Teilmengen schreiben, und
jede o�ene Überdeckung von X hat eine abzählbare Verfeinerung aus
paarweise disjunkten kompakt-o�enen Teilmengen.

Beweis. Beide Aussagen �nden sich bei Guiraud [30, 2.1]. Für die erste Aus-
sage siehe zum Beispiel auch Renard [48, II.1].

Die folgenden Aussagen sind wohlbekannt:

Proposition 1.3.3.

(1) Jedes φ ∈ D(X, V ) läÿt sich in der Form

φ =
n∑
i=1

1Ki
vi

mit paarweise disjunkten kompakt-o�enen Mengen Ki und Vektoren
vi ∈ V schreiben.

(2) Wenn X = G eine ℓ-Gruppe ist, so gibt es genauer zu jedem φ ∈ D(G)
eine kompakt-o�ene Untergruppe K ⊆ G, unter der φ biinvariant ist,
das heiÿt φ(k1gk2) = φ(g) für alle k1, k2 ∈ K und g ∈ G. Es gilt dann

φ =
∑

g∈G/K

φ(g) · 1gK =
∑

g∈K\G

φ(g) · 1Kg =
∑

g∈K\G/K

φ(g) · 1KgK .

Nur höchstens endlich viele Summanden sind nicht Null.

(3) Seien X und Y zwei ℓ-Räume und V ein R-Modul. Die durch

α : D(X)⊗R D(Y ) −→ D(X × Y ), α(φ⊗ ψ)(x, y) := φ(x) · ψ(y),
β : D(X)⊗R V −→ D(X, V ), β(φ⊗ v)(x) := φ(x) · v,

de�nierten kanonischen R-linearen Abbildungen sind Isomorphismen.

Beweis. (1) folgt aus dem Lemma. (2) Wegen Satz 1.2.3 kann man zu jedem
g ∈ G ein Kg ∈ Ω(G) derart �nden, daÿ φ|KggKg = φ(g). Da Trφ kompakt
ist, gilt Trφ =

⋃n
i=1KigiKi mit endlich vielen gi ∈ G und Ki := Kgi ∈ Ω(G).

Dann ist K :=
⋂n
i=1Ki eine kompakt-o�ene Untergruppe von G mit den

gewünschten Eigenschaften.
(3) Jedes Element von D(X) ⊗R D(Y ) ist von der Form ξ =

∑
i,j λij ·

1Ki
⊗1Lj

, wobei die λij ∈ R Skalare, (Ki) endlich viele paarweise disjunkte,
kompakt-o�ene Teilmengen von X und (Lj) solche von Y sind. Daraus ergibt
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sich, daÿ dann und nur dann α(ξ) = 0 sein kann, wenn alle Skalare Null sind,
also auch ξ = 0. Andererseits sieht man leicht, daÿ die Elemente von D(X ×
Y ) von der Form (x, y) 7→

∑
i,j λij ·1Ki

·1Lj
mit den gleichen Bezeichnungen

sind. Man benutzt für beide Richtungen Lemma 1.3.2. Daÿ die R-lineare
Abbildung β surjektiv ist, folgt aus (1). Andererseits läÿt sich jedes Element
von D(X) ⊗R V in der Form η =

∑
i 1Ki

⊗vi mit endlich vielen paarweise
disjunkten, kompakt-o�enen Mengen Ki ⊆ X und vi ∈ V schreiben. Es folgt
β(η) = 0⇔ η = 0.

Das nachstehende �Bernstein(-Zelevinsky)sche Lemma� ist ebenso ein-
fach wie grundlegend. Wir werden es immer wieder benutzen.

Lemma 1.3.4 ([6, 1.8, 1.9]). Sei U ⊆ X o�en und A := X ∖ U das
abgeschlossene Komplement. Dann hat man die folgende kurze exakte
Sequenz von R-Moduln:

0 D(U, V ) D(X, V ) D(A, V ) 0.
iU pA

Dabei ist iU die Fortsetzung durch Null und pA die Einschränkung auf
A. Die duale Sequenz

0 D′(A, V ) D′(X, V ) D′(U, V ) 0
p∗A i∗U

ist ebenfalls exakt.

Beweis. Siehe etwa Renard [48, II.1.2].

Bemerkung 1.3.5. D(U, V ) kann mit dem Unterraum der φ ∈ D(G, V ) mit
Trφ ⊆ U identi�ziert werden.

1.4 Die Iwasawa-Zerlegung

Es sei G eine reduktive p-adische Gruppe und P0 eine fest gewählte minimale
parabolische Untergruppe.

Proposition 1.4.1 ([48, V.5.1]).

(1) Es gibt nur endlich viele Konjugationsklassen maximaler kompakter
Untergruppen in G, und jede maximale kompakte Untergruppe ist o�en.

(2) Sei P = MN eine standardparabolische Untergruppe bzgl. P0. Es gibt
zu P0 eine maximale kompakte Untergruppe K0 mit den folgenden Ei-
genschaften:
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(i) G = K0P0 = P0K0 ( Iwasawa-Zerlegung).

(ii) K0 ∩ P = (K0 ∩M)(K0 ∩N).

(iii) Jedes Element w ∈ WG der Weylgruppe von G hat einen Reprä-
sentanten in K0.

(iv) K0,M := K0 ∩ M ist eine maximale kompakte Untergruppe von
M mit den gleichen Eigenschaften für die minimale parabolische
Untergruppe P0 ∩M , wie K0 sie für P0 hat.

Folgerung 1.4.2.

(1) Die Iwasawa-Zerlegung gilt auch für die entgegengesetzte minimale pa-
rabolische Untergruppe: G = K0P̄0 = P̄0K0. Für alle w ∈ WG gilt
allgemeiner

G = K0(wPw
−1) = (wPw−1)K0 = K0(wP̄w

−1) = (wP̄w−1)K0.

(2) Für jede parabolische Untergruppe P ist G/P kompakt.

Beweis. (1) Man kann w ∈ K0 annehmen, da zwei Repräsentanten von w
in NG(S)(k) modulo ZG(S)(k) = M0 ⊆ P gleich sind. Insbesondere gilt
G = w0Gw0 = K0w0P0w0 = K0P̄0. Die übrigen Zerlegungen ergeben sich
ähnlich. (2) Man kann annehmen, daÿ P standardparabolisch ist. Wegen
G = K0P ist die stetige Abbildung K0 G G/P surjektiv.

1.5 Die Cartan- und die Iwahori-Zerlegung

Sei S ein maximaler k-zerfallender k-Torus von G und P0 die minimale para-
bolische Untergruppe mit M0 = ZG(S)(k). Der Torus S ist zugleich ein ma-
ximaler k-zerfallender k-Torus in R(P0) und somit ebendas, was Renard [48]
als Composante déployee bezeichnet, vgl. � 20 bei Borel [12]. Sei Φ = Φ(S,G)
das Wurzelsystem bzgl. S, und wennH ⊆ G eine abgeschlossene Untergruppe
ist, so sei H◦ die von den kompakten Untergruppen von H erzeugte Unter-
gruppe. Das ist ein o�ener Normalteiler von H. Das Folgende übernehmen
wir von Vignéras [58, II.1.3]: Jedes s ∈ S de�niert eine parabolische Gruppe
Ps =MsNs, indem

Ns =
∏
α∈Φnd

v(α(s))>0

N(α), N̄s =
∏
α∈Φnd

v(α(s))<0

N(α)

und Ms von M0 und den N(α) mit v(α(s)) = 0 erzeugt wird. Hierbei ist
v : k → Z ∪ {∞} die nicht-archimedische Bewertung, siehe Anhang A. Es
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gilt nun S ⊆ Ps, aber nicht immer ist P0 ⊆ Ps. Die Menge S+ der s ∈ S, für
die Ps eine standardparabolische Untergruppe darstellt, ist eine Halbgruppe
(also multiplikativ abgeschlossen), welche S◦ enthält, und S+/S◦ ist endlich
erzeugt.

Sei X = M0 oder X = Z(M) mit M < G. Für alle m ∈ X gibt es dann
r > 0 derart, daÿ mr = sx mit s ∈ S und x ∈ X◦, und man ordnet m die
parabolische Gruppe Pm := Ps zu. Die Menge M+

0 derjenigen m ∈ M0, für
die Pm eine standardparabolische Gruppe darstellt, ist eine Halbgruppe, die
M◦

0 enthält, und M+
0 /M

◦
0 ist endlich erzeugt.
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Satz und De�nition 1.5.1. Sei K0 die maximale kompakte Unter-
gruppe aus Prop. 1.4.1.

(1) Es gibt eine 1-Umgebungsbasis von G aus Kongruenzuntergrup-
pen, das sind kompakt-o�ene Untergruppen K ∈ Ω(G) mit den
folgenden Eigenschaften:

◦ K ist ein Normalteiler von K0.

◦ Zu jeder standardparabolischen Untergruppe P = M ⋉ N
besitzt K eine Iwahori-Zerlegung

K = KN̄KMKN , KX := K ∩X.

Die Reihenfolge dieser Faktoren ist beliebig vertauschbar,
und die Multiplikationsabbildung

KN̄ ×KM ×KN → K

ist ein Homöomorphismus.

(2) Es gilt die Cartan-Zerlegung G = K0M
+
0 K0.

(3) Sei P = MN . Für alle m ∈ Z(M) mit Pm ⊆ P gilt dann
mNm−1 ⊆ N und N̄ ⊆ mN̄m−1, und jedes K ∈ Ω(N) de�niert
eine fallende und eine steigende Filtrierung

mKm−1 ⊇ m2Km−2 ⊇ · · · , m−1Km ⊆ m−2Km2 ⊆ · · ·

derart, daÿ

∞⋂
n=1

mnKm−n = {1} und
∞⋃
n=1

m−nKmn = N,

hingegen jedes K̄ ∈ Ω(N̄) eine fallende und eine steigende Fil-
trierung

m−1K̄m ⊇ m−2K̄m2 ⊇ · · · , mK̄m−1 ⊆ m2K̄m−2 ⊆ · · ·

derart, daÿ

∞⋂
n=1

m−nK̄mn = {1} und
∞⋃
n=1

mnK̄m−n = N̄.

Insbesondere sind N und N̄ Vereinigung ihrer kompakten Men-
gen.
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Beweis. Siehe Vignéras [58, II.1.3] und Renard [48, V.5.2].

De�nition 1.5.2. Sei p eine Primzahl. Eine kompakte, total unzusammen-
hängende Gruppe K (mit anderen Worten eine proendliche Gruppe) heiÿt
Pro-p-Gruppe, wenn für jeden o�enen Normalteiler L⊴K die endliche Grup-
pe K/L eine p-Gruppe ist, d. h. wenn |K/L| = [K : L] eine Potenz von p
ist.

Lemma 1.5.3. Jede abgeschlossene Untergruppe einer Pro-p-Gruppe ist wie-
der eine solche.

Beweis. Sei K eine Pro-p-Gruppe, H ⊆ K abgeschlossen und L ⊴ H o�en.
Nach Prop. 1.2.3 gibt es einen kompakt-o�enen Normalteiler N ⊴ K mit
N ∩ H ⊆ L. Auÿerdem ist NH ⊆ K eine o�ene Untergruppe, und es gilt
NH/N ∼= H/(H ∩ N) nach dem ersten Isomorphiesatz, auch topologisch,
weil N kompakt und H abgeschlossen ist. Damit bekommt man [K : N ] =
[K : NH][NH : N ] nebst [NH : N ] = [H : H ∩N ] = [H : L][L : H ∩N ], und
weil [K : N ] nach Voraussetzung eine Potenz von p ist, muÿ auch [H : L]
eine sein.

Sei G eine reduktive p-adische Gruppe und p die Charakteristik des Rest-
klassenkörpers des zugrundeliegenden p-adischen Körpers.

Lemma 1.5.4.

(1) Es gibt eine Pro-p-Untergruppe K ∈ Ω(G).

(2) Sei K ∈ Ω(G) eine Pro-p-Untergruppe. Dann ist [K : L] eine Potenz
von p für alle L ∈ Ω(K).

Beweis. (1) Siehe Meyer/Solleveld [41, 1.1]. (2) Nach Prop. 1.2.3 enthält L
einen o�enen Normalteiler U ⊴ K, der dann auch ein o�ener Normalteiler
von L ist. Aus [K : U ] = [K : L][L : U ] folgt sofort die Behauptung.

Folgerung 1.5.5. Auf allen abgeschlossenen Untergruppen H ⊆ G
gibt es ein Haarmaÿ mit Werten in Z[1

p
] = {f(1

p
) ∈ Q | f ∈ Z[X]}.

Der Ring R erfülle die folgende Bedingung:

◦ Die Primzahl p ist in R invertierbar.

Dann gibt es ein Haarmaÿ in D′(H), also mit Werten in R.
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Beweis. Nach Lemma 1.5.4 gibt es eine Pro-p-Untergruppe K ∈ Ω(G). Nach
Lemma 1.5.3 ist H ∩K eine solche von H, und man kann eine Umgebungs-
basis von 1 ∈ H aus Pro-p-Untergruppen wählen. Die Elemente dieser Um-
gebungsbasis erfüllen dann die Bedingung aus Satz 1.7.7.

Satz und De�nition 1.5.6. Die reduktive p-adische Gruppe G besitzt
eine abzählbare 1-Umgebungsbasis aus Pro-p-Kongruenzuntergruppen,
das sind Pro-p-Untergruppen K ∈ Ω(G), die sich nach Iwahori,
s. Satz 1.5.1 zerlegen lassen, und eine abzählbare Basis der Topologie
aus Translaten dieser Pro-p-Kongruenzuntergruppen.

Beweis. Nach Satz 1.5.1 gibt es eine 1-Umgebungsbasis aus Kongruenzunter-
gruppen K ∈ Ω(G). Ist K ′ ∈ Ω(G) eine Pro-p-Untergruppe, dann bilden die
Gruppen K ∩K ′ eine 1-Umgebungsbasis aus Pro-p-Kongruenzuntergruppen.
Alles Weitere folgt daraus, daÿ G zweitabzählbar ist (Satz 3.4.3).

1.6 Glatte Darstellungen von ℓ-Gruppen

Eine Darstellung (π, V ) von G besteht aus einem R-Modul V und einem
Gruppenhomomorphismus π : G→ AutR(V ).

De�nition 1.6.1. Eine Darstellung (π, V ) von G heiÿt glatt, wenn für jedes
v ∈ V die Stabilisatoruntergruppe Gv = {g ∈ G | π(g) · v = v} in G o�en ist.

Bemerkung 1.6.2.

◦ Diese Bedingung ist äquivalent dazu, daÿ die Abbildung G × V → V ,
(g, v) 7→ π(g) · v, stetig ist, wenn man V mit der diskreten Topologie
versieht.

◦ Oft schreiben wir gv oder g · v statt π(g) · v, wenn nicht zwischen
mehreren π unterschieden werden muÿ.

Seien (πi, Vi), i = 1, 2, Darstellungen von G. Eine R-lineare Abbildung
φ : V1 → V2 heiÿt G-äquivariant oder G-Morphismus, wenn

φ(gv) = gφ(v), g ∈ G, v ∈ V.

Zusammen mit den G-Morphismen bilden die glatten Darstellungen von G
eine abelsche Kategorie, die wir R(G) schreiben. Wir erinnern an einige Be-
gri�e:
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De�nition 1.6.3.

(1) Sei (π, V ) eine glatte Darstellung und K ∈ Ω(G). Der Untervektorraum
der Invarianten von K ist V K := {v ∈ V | ∀k ∈ K : π(k) · v = v}.

(2) Sei H ⊆ G eine Untergruppe. Der H-Koinvariantenraum ist der R-
Modul

VH :=
V

⟨v − hv | h ∈ H, v ∈ V ⟩
.

Er ist der gröÿte Quotient von V , auf dem H trivial operiert.

(3) Eine eindimensionale glatte Darstellung ist das gleiche wie ein Grup-
penhomomorphismus φ : G→ R∗ mit o�enem Kern und heiÿt (miÿver-
ständlich) Charakter von G.

(4) Sei 0 → (π1, V1) → (π, V ) → (π2, V2) → 0 eine kurze exakte Sequenz
in R(G). Dann heiÿt (π1, V1) Unterdarstellung und (π2, V2) Quotient
von (π, V ). Wenn (π, V ) dabei eine Unterdarstellung von (ρ,W ) ist, so
heiÿt (π2, V2) Unterquotient von (ρ,W ).

(5) Eine glatte Darstellung (π, V ) heiÿt

(i) zulässig (admissible), wenn V K für alle K ∈ Ω(G) endlich erzeugt
ist (oder, falls R sogar ein Körper ist, endlichdimensional);

(ii) irreduzibel, wenn 0 und (π, V ) die einzigen Unterdarstellungen
sind;

(iii) endlich erzeugt (oder von endlichem Typ), wenn es eine endliche
Teilmenge V0 ⊆ V derart gibt, daÿ V = ⟨π(g) · v | g ∈ G, v ∈ V0⟩;

(iv) halbeinfach, wenn sich V als direkte Summe irreduzibler Unter-
darstellungen schreiben läÿt;

(v) unzerlegbar (indecomposable, indécomposable), wenn sich V nicht
als direkte Summe nicht-trivialer Unterdarstellungen schreiben
läÿt.

1.7 Das Haarmaÿ auf einer ℓ-Gruppe

Es sei G eine ℓ-Gruppe und R ein kommutativer Ring mit Eins. Wichtig
ist, daÿ wir eine Integrationstheorie für G haben. Diese ist erfreulicherweise
völlig algebraisch und läÿt sich auf Indizes kompakt-o�ener Untergruppen
zurückführen. Wir folgen hier Vignéras [58].
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De�nition 1.7.1. Seien Ki ⊆ G, i = 1, 2, kompakt-o�ene Untergruppen.
Der verallgemeinerte Index davon ist die Zahl

[K1 : K2] :=
[K1 : K1 ∩K2]

[K2 : K1 ∩K2]
∈ Q,

wobei rechts Indizes im üblichen algebraischen Sinne stehen.

Bemerkung 1.7.2. Im Falle K2 ⊆ K1 stimmt der verallgemeinerte Index
[K1 : K2] mit dem üblichen überein.

Auf den Funktionenräumen D(G) und D′(G) operiert G wie üblich durch
Links- und Rechtstranslation:

(gφ)(x) := φ(g−1x), (φg)(x) := φ(xg−1), g, x ∈ G, φ ∈ D(G).

Bemerkung 1.7.3. Man kann zwischen Links- und Rechtsdarstellungen un-
terscheiden. Die Inversion auf G ermöglicht den Übergang von dem einen zum
anderen. Die zur Rechtstranslation korrespondierende Linksdarstellung ist

r : G→ AutR(D(G)), (r(g) · φ)(x) := φ(xg).

De�nition 1.7.4. Ein Haarmaÿ (Linkshaarmaÿ) auf G ist eine Distribution
µ ∈ D′(G) mit folgenden Eigenschaften:

(1) µ ̸= 0.

(2) µ ist invariant unter Linkstranslation von G, das heiÿt gµ = µ für alle
g ∈ G oder gleichbedeutend∫

G

φ(gx) dµ(x) =

∫
G

φ(x) dµ(x), g ∈ G, φ ∈ D(G).

Ein Rechtshaarmaÿ von G erfüllt (2′) µg = µ statt (2).

Bemerkung 1.7.5. Im Falle R = C kann man als dritte Bedingung noch
verlangen, daÿ µ positiv ist, das heiÿt, daÿ µ(φ) > 0 für alle φ ̸= 0 mit φ ≥ 0
([48, II.3.6]).

De�nition 1.7.6. Wir sagen, daÿ K ∈ Ω(G) invertierbare Proordnung in R
hat, wenn [K : L] ∈ R∗ für alle L ∈ Ω(K).
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Satz 1.7.7 ([58, I.2.4]). Sei K1 ∈ Ω(G). Die folgenden Aussagen sind
äquivalent:

(1) Es gibt ein eindeutiges Haarmaÿ µ ∈ D′(G) mit vol(K1) = 1.

(2) Die Gruppe K1 ∈ Ω(G) hat invertierbare Proordnung in R.

Ist dies der Fall, so gilt

vol(K)
Def.

= µ(1K) = [K : K1], K ∈ Ω(G), (1.1)∫
G

φ(g) dµ(g) =
∑

g∈G/K

φ(g) · vol(K), φ ∈ D(G,K). (1.2)

Beweis. �1⇒ 2�: Jedes φ ∈ D(G) ist nach Prop. 1.3.3 von der Form

φ =
∑

g∈G/K

φ(g) 1gK =
∑

g∈G/K

φ(g) g · 1K

mit einem gewissen von φ abhängigenK ∈ Ω(G). Es folgt sofort Formel (1.2),
und für alle L ∈ Ω(K1) gilt [K1 : L] · vol(L) = vol(K1) = 1. Also hat K1

invertierbare Proordnung in R. �2⇒ 1�: Wenn umgekehrt K1 invertierbare
Proordnung in R hat, dann de�niert

µ(φ) :=
∑

g∈G/K1∩K

φ(g) · [K1 ∩K : K1], φ ∈ D(G,K),

ein Haarmaÿ mit µ(K1) = 1. In der Tat, ist φ ∈ D(G,K) ∩ D(G,L), L ∈
Ω(G), so gilt

µ(φ) =
∑

g∈G/K1∩K

φ(g) · [K1 ∩K : K1]

=
∑

g∈G/K1∩K∩L

φ(g) · [K1 ∩K ∩ L : K ∩K1] · [K1 ∩K : K1]

=
∑

g∈G/K1∩K∩L

φ(g) · [K1 ∩K ∩ L : K1].

Indem man die Rollen von K und L vertauscht, sieht man, daÿ die De�nition
nicht von der Wahl von K abhängt. Es ist klar, daÿ µ linksinvariant ist.

Bemerkung 1.7.8. Die Existenz eines Haarmaÿes ist eine von zwei Bedin-
gungen an den Ring R. Natürlich ist dies stets der Fall, wenn R die Charak-
teristik 0 hat. Die andere Bedingung tritt dort auf, wo die kompakten und
kuspidalen Darstellungen ins Spiel kommen.
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1.7.1 Die modulare Funktion

De�nition 1.7.9. Die modulare Funktion δG : G→ Q∗ ist durch den verall-
gemeinerten Index δG(g) := [g−1Kg : K] erklärt, wobei K ∈ Ω(G) beliebig
ist.

Bemerkung 1.7.10. Vignéras [58, 2.6] betrachtet δ−1
G statt δG.

Satz 1.7.11. Die modulare Funktion hat die folgenden Eigenschaften:

(1) Die De�nition hängt nicht von K ab.

(2) δG|K = 1 für alle K ∈ Ω(G).

(3) δG ist ein Charakter von G (d. i. ein Gruppenhomomorphismus mit
o�enem Kern).

Sei µ ∈ D′(G) ein Haarmaÿ auf G.

(4) Die modulare Funktion δG nimmt dann Werte in R an. Wenn G eine
reduktive p-adische Gruppe ist, so nimmt δG Werte in Z[1

p
] an.

(5) Durch φ 7→
∫
G

φ(x)

δG(x)
dµ(x) ist ein Rechtshaarmaÿ auf G gegeben.

(6) Für alle g ∈ G gilt

◦
∫
G

φ(xg) dµ(x) =
1

δG(g)

∫
G

φ(x) dµ(x) und

◦
∫
G

φ(x−1) dµ(x) =

∫
G

φ(x)

δG(x)
dµ(x).

Beweis. Die Eigenschaften 1�5 stehen in [58, 2.7]. (6) Es gibt ein K ∈ Ω(G)
mit vol(K) = 1. Bei der ersten Behauptung steht auf beiden Seiten ein
Haarmaÿ. Es genügt zu zeigen, daÿ für φ = 1K das gleiche herauskommt;
das ist aber wegen∫

G

1K(xg) dx =

∫
G

1K(g
−1xg) dx = vol(gKg−1) = δG(g

−1) =
1

δG(g)

der Fall. Bei der zweiten Behauptung steht beiderseits ein Rechtshaarmaÿ
(das ergibt sich aus der ersten Identität), und es ist klar, daÿ für φ = 1K das
gleiche herauskommt.

De�nition 1.7.12. Wenn δG = 1 gilt, dann heiÿt G unimodular.
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Proposition 1.7.13. Die ℓ-Gruppe G sei (1) kompakt, (2) Vereinigung ih-
rer kompakt-o�enen Untergruppen oder (3) eine reduktive p-adische Gruppe.
Dann ist G unimodular.

Beweis. (1) und (2) folgen sofort aus der De�nition der modularen Funktion.
Zu (3) siehe Renard [48, V.5.4].

Bemerkung 1.7.14. Sei G eine reduktive p-adische Gruppe und P = MN
eine parabolische Untergruppe. Dann ist M wiederum eine reduktive p-adi-
sche Gruppe, und das unipotente Radikal N ist Vereinigung seiner kompakt-
offenen Untergruppen. Also sind G, M und N , falls p ∈ R∗, unimodular,
aber P ist im allgemeinen nicht unimodular.

1.7.2 Maÿe auf homogenen Räumen

Sei G eine ℓ-Gruppe und H ⊆ G eine abgeschlossene Untergruppe. Die homo-
genen Räume H\G und G/H sind ℓ-Räume. Es gebe Haarmaÿe µG ∈ D′(G)
und µH ∈ D′(H). Wir behandeln den ersten Fall und de�nieren

δH\G : H → R∗, δH\G(h) :=
δG(h)

δH(h)
.

Das ist ein (glatter) Charakter von H. Wir folgen nun der Darstellung bei
Renard [48, II.3.9] und de�nieren D(G,H, δH\G) als den Raum der Funktio-
nen φ ∈ C∞(G) mit

φ(hg) = δH\G(h) · φ(g), g ∈ G, h ∈ H,

und kompaktem Träger modulo H, das heiÿt, es gibt eine kompakte Menge
C ⊆ G mit Trφ ⊆ HC. Wenn δH\G = 1 oder, anders ausgedrückt, δG|H =
δH , dann ist D(G,H, δH\G) ∼= D(H\G).

Proposition 1.7.15 ([48, II.3.9]). Die Abbildung D(G) → D(G,H, δH\G),
φ 7→ φ̄, wobei

φ̄(g) :=

∫
H

φ(hg) · δ−1
G (h) dh,

ist eine surjektive G-rechtsäquivariante Abbildung, und auf dem rechtsstehen-
den Raum gibt es eine bis auf einen skalaren Faktor eindeutige G-rechtsin-
variante Distribution. In Abhängigkeit von dem Haarmaÿ auf G läÿt sie sich
durch die folgende Formel beschreiben:∫

H\G
φ̄(y) dy =

∫
G

φ(x) dx.
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1.7.3 Rechenregeln für das Haarmaÿ

Die folgende Fassung des Satzes von Fubini werden wir laufend verwenden:

Proposition 1.7.16 (Satz von Fubini). Seien G und H zwei ℓ-Gruppen
mit Haarmaÿen µG ∈ D′(G) und µH ∈ D′(H). Es gibt genau ein Haarmaÿ
ν ∈ D′(G×H) mit ν(φ⊗ ψ) = µG(φ) · µH(ψ) im Sinne des Isomorphismus
D(G×H) ∼= D(G)⊗R D(H) aus Prop. 1.3.3, und für dieses gilt

ν(f) =

∫
G

[ ∫
H

f(x, y) dµH(y)
]
dµG(x) =

∫
H

[ ∫
G

f(x, y) dµG(x)
]
dµH(y).

Beweis. Die Regel ν(φ⊗ψ) = µG(φ) ·µH(ψ) ist (G×H)-linksinvariant, und
wenn K ∈ Ω(G) und L ∈ Ω(H) die Bedingung aus Satz 1.7.7 erfüllen, dann
auch K×L ∈ Ω(G×H). Die Gleichheiten sind für Elemente der Form φ⊗ψ
klar, da sich die Variablen trennen lassen, aber das genügt bereits, weil jedes
Element von D(G×H) Linearkombination solcher Elemente ist.

Sei G eine reduktive p-adische Gruppe, P = MN eine parabolische,
K0 ⊆ G eine maximale kompakte Untergruppe. Die folgenden Integralfor-
meln �nden sich auch bei Guiraud [30, Prop. 2.5.1]. Wir geben einen Beweis
an.

Proposition 1.7.17. Seien Linkshaarmaÿe auf K0, M und N vorgegeben.
Bis auf einen Normierungsfaktor gilt:

(1)
∫
P

φ(p) dp =

∫
M

∫
N

φ(mn) dn dm.

(2)
∫
G

φ(g) dg =

∫
M

∫
N

∫
K0

φ(mnλ) dλ dn dm.

Beweis. (1) Das folgt unmittelbar aus der Levi-Zerlegung P = M ⋉N . Ein
Linkshaarmaÿ auf P ist somit proportional zum Produktmaÿ auf M ×N .

(2) Aufgrund der Iwasawa-Zerlegung G = PK0 kann man eine stetige,
transitive Operation P × K0 ↷ G durch (p, λ) · g := pgλ−1 de�nieren. Das
Element 1 ∈ G hat die Stabilisatoruntergruppe

H := (P ×K0)1 = {(k, k) | k ∈ K0,P} ∼= K0,P := K0 ∩ P,

und man gewinnt mit Hilfe dieser Operation einen Homöomorphismus

H\(P ×K0) ∼= G.
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Weil H sogar kompakt ist, gibt es auf dem homogenen Raum H\(P ×K0)
ein rechtsinvariantes Maÿ mit∫

P×K0

φ(p, λ) dp dλ =

∫
H\(P×K0)

φ̄
(
H\x) d(H\x),

φ̄(H\x) =
∫
H

φ(hx) dh, x ∈ P ×K0.

Dieses de�niert dann auch ein rechtsinvariantes Maÿ auf G. Weil G unimo-
dular ist, handelt es sich um ein Links- und Rechtshaarmaÿ. Sei φ0 ∈ D(G).
Da K0 kompakt ist, de�niert φ(p, λ) := φ0(pλ) ein Element von D(P ×K0).
Wir erhalten damit und mit dem Satz von Fubini die Formel∫

P

∫
K0

φ0(pλ) dλ dp =

∫
G

∫
K0,P

φ0(kgk
−1) dk dg = vol(K0,P )

∫
G

φ0(g) dg.

Aus (1) folgt dann die Behauptung.

Folgerung 1.7.18. Für φ ∈ D(N) gilt die folgende Formel:∫
N

φ(mnm−1) dn = δP (m)

∫
N

φ(n) dn, m ∈M.

Beweis. Sei K = KMKN ∈ Ω(P ) eine Kongruenzuntergruppe mit invertier-
barer Proordnung in R. Es ist klar, daÿ links ebenfalls ein Haarmaÿ steht. Um
den Faktor, um den es sich von dem gegebenen unterscheidet, zu berechnen,
genügt Auswertung für φ = eKN

. Sei m0 ∈M . Man erhält:∫
N

eKN
(m0nm

−1
0 ) dn =

∫
M

∫
N

eKM
(m0mm

−1
0 ) eKN

(m0nm
−1
0 ) dndm

=

∫
P

eK(m0pm
−1
0 ) dp = δP (m0)

∫
P

eK(p) dp = δP (m0)

∫
N

eKN
(n) dn.



2. DIE MODULSPRACHE

Die Heckealgebra D(G) einer reduktiven p-adischen Gruppe G (mit Werten
in einem kommutativen Ring R mit Eins) gehört zur Klasse der assoziati-
ven R-Algebren mit genügend Idempotenten (hier glatte Algebren genannt),
die im allgemeinen nicht-kommutativ sind und keine Eins haben. Dieses Ka-
pitel erinnert zunächst an diese Objekte. Sei B ein solche Algebra. In der
monoidalen Kategorie MB B der glatten B-Bimoduln, die wir de�nieren wer-
den, kann man wiederum assoziative Algebren und koassoziative Koalgebren
(auch Ringe und Koringe genannt, Brzezi«ski und Wisbauer [18]) betrach-
ten, und zwar diesmal mit Eins bzw. Koeins. Da B jedoch im allgemeinen
keine Eins hat, so ist hier etwas Achtung geboten. Die zugehörigen Algebra-
und Koalgebrakategorien werden wir später für Zerlegungen von R(G) bzw.
der Kategorie MA der glatten Linksmoduln von A = D(G) benötigen. Dann
ist B = D(M).

Des weiteren erinnern wir in diesem Kapitel an die Äquivalenz zwischen
der abelschen Kategorie der glatten (nicht ausgearteten) D(G)-Moduln und
jener der glatten Darstellungen vonG. Für die Konstruktion benötigt man die
Voraussetzung p ∈ R∗, weil es dann, und nur dann, ein Haarmaÿ µ ∈ D′(G)
gibt. Diese bekannte Äquivalenz gibt den Anlaÿ zu dieser Arbeit. Wir erin-
nern ferner an Hom- und Tensorfunktoren, induziert von glatten Bimoduln,
und daran, wie sich die verschiedenen Induktions- und Restriktionsfunkto-
ren, die wir brauchen, als Hom- und die wichtigen alle als Tensorfunktoren
beschreiben lassen. Letzteres, insbesondere der Fall der parabolischen oder
Jacquet-Restriktion und parabolischen Induktion, ist Inhalt der Diplomar-
beit von Guiraud [30]. Für

R(G) R(P ) R(M),

ResGP JN

IndGP

hierbei JN der Jacquetfuntor und der unbezeichnete Pfeil seine Rechtsadjun-
gierte, �ndet sich diese Beschreibung auch bei Renard [48].

Wir versuchen, die Modulsprache, soweit es irgend geht, in den Vorder-
grund zu rücken.
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2.1 Glatte Moduln

2.1.1 De�nitionen und Tensorprodukt

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und A eine (nicht-kommutative) as-
soziative R-Algebra (i. allg. ohne Eins). Wie üblich kann man A beschreiben
als R-Modul A zusammen mit der Multiplikation als R-linearer Abbildung
µ : A⊗R A→ A, a⊗ b 7→ ab, für welche das die Assoziativität ausdrückende
Diagramm

A⊗R A⊗R A A⊗R A

A⊗R A A

µ⊗A

A⊗µ µ

µ

kommutiert. Ein Morphismus f : A → B zweier assoziativer R-Algebren ist
eine R-lineare Abbildung, für welche das Diagramm

A B

A⊗R A B ⊗R B

f

µA µB

f⊗f

kommutiert.
Ein A-Linksmodul oder linker A-Modul ist ein R-Modul V zusammen

mit einer R-linearen Abbildung ρ : A ⊗R V → V , a ⊗ v 7→ av, für die das
Diagramm

A⊗R A⊗R V A⊗R V

A⊗R V V

µ⊗V

A⊗ρ ρ

ρ

kommutiert. Sind V und W zwei linke A-Moduln, dann ist eine R-lineare
Abbildung f : V → W ein Morphismus von linken A-Moduln, wenn das
Diagramm

A⊗R V A⊗RW

V W

A⊗f

ρV ρW

f

kommutiert. Die linken A-Moduln bilden eine abelsche Kategorie, die wir
mit M̃A bezeichnen. Analog de�niert man die Kategorie M̃A der rechten A-
Moduln. Die Kategorie M̃A B der (A,B)-Bimoduln besteht aus den R-Moduln
V , die zugleich ein linker A- und ein rechter B-Modul sind, und zwar so, daÿ
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(av)b = a(vb) für alle a ∈ A, b ∈ B und v ∈ V gilt. Die Schreibweisen AV ,
VA, AVB bedeuten in dieser Reihenfolge V ∈ M̃A , V ∈ M̃A, V ∈ M̃A B.

Bemerkung 2.1.1. Man kann einen A-Linksmodul auch au�assen kann als
einen R-Modul V zusammen mit einem Morphismus von R-Algebren

ρ : A→ EndR(V ), ρ(a) · v = av.

Wir werden auch diese Interpretation benutzen, wenn sie nützlicher ist.

De�nition 2.1.2.

(1) Ein Element e ∈ A heiÿt idempotent, wenn e2 = e gilt. Mit Id(A)
bezeichnen wir die Menge der idempotenten Elemente von A.

(2) Die Algebra A heiÿt glatt, wenn es zu jeder endlichen Teilmenge X ⊆ A
ein idempotentes Element e ∈ Id(A) mit x = exe für alle x ∈ X gibt.

(3) Ein Modul AV heiÿt glatt (oder nicht ausgeartet), wenn es zu jeder
endlichen Teilmenge V0 ⊆ V ein e ∈ Id(A) derart gibt, daÿ v = ev für
alle v ∈ V0. Analog werden glatte Rechtsmoduln über A de�niert. Ein
Bimodul heiÿt glatt, wenn er als Links- und Rechtsmodul glatt ist.

Bemerkung 2.1.3. Auf den Artikel [27] aus dem Jahre 1979 von Flath geht
der Begri� der Algebren mit genügend Idempotenten (frz. algèbres à idem-
potents, avec assez d'idempotents) für die hier de�nierten Objekte zurück.
Er nennt sie idempotented algebras. Bernstein greift den Begri� 1984 in [5]
auf, der sich seither eingebürgert hat. Insbesondere verwenden ihn Renard
[48] und Vignéras [58]. Als Verallgemeinerung von assoziativen Algebren mit
Eins sind sie auch von eigenständigem Interesse. Ánh und Márki [2] sprechen
von Ringen mit lokalen Einheiten (rings with local units). Weil diese Be-
zeichnungen jedoch umständlich sind, versehen wir diese Algebren mit dem
einfachen Adjektiv glatt. Bei anderen Autoren, z. B. Vercruysse [57], gehören
sie zu den festen Ringen (engl. �rm rings).

Seien VA und AW Moduln mit den Strukturabbildungen ρV : V ⊗RA→ V
und ρW : A⊗RW → W . Dann de�niert man das Tensorprodukt V ⊗AW als
R-Modul durch das Koegalisatordiagramm

V ⊗R A⊗RW V ⊗RW V ⊗AW.
ρV ⊗W

V⊗ρW

π

Man kann (π, V ⊗AW ) auch als Kokern des Morphismus ρV ⊗W − V ⊗ ρW
beschreiben. Das Standardmodell ist

V ⊗AW =
V ⊗RW

⟨va⊗ w − v ⊗ aw | a ∈ A, v ∈ V, w ∈ W ⟩
,
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und π ist dann die kanonische Projektion. Die folgende Proposition ist eine
Standardaussage:

Proposition 2.1.4.

(1) Das Tensorprodukt V ⊗AW hat die folgende universelle Eigenschaft: Zu
jeder A-balancierten R-linearen Abbildung φ : V ⊗R W → X in einen
R-Modul X, das heiÿt, φ(va ⊗ w) = φ(v ⊗ aw) für alle a ∈ A, v ∈ V
und w ∈ W , gibt es genau eine R-lineare Abbildung φ̃, die das folgende
Diagramm kommutativ macht:

V ⊗RW V ⊗AW

X.

π

φ ∃!φ̃

(2) Seien B und C zwei weitere assoziative R-Algebren. Wenn BVA und
AWC sogar Bimoduln sind, dann wird V ⊗AW in der o�ensichtlichen
Art und Weise zu einem (B,C)-Bimodul.

(3) Das Tensorieren von Bimoduln ist assoziativ: Sind CVA, AWB, BXD

Bimoduln, dann gilt (V ⊗A W ) ⊗B X ∼= V ⊗A (W ⊗B X) als (C,D)-
Bimoduln.

Proposition 2.1.5. Wenn A glatt ist, dann ist der von der Multiplikation
induzierte kanonische Morphismus µ̃ : A⊗A A→ A ein Isomorphismus (von
A-Bimoduln).

Beweis. Es genügt zu zeigen, daÿ µ̃ bijektiv ist. Die Surjektivität ist klar. Sei
µ̃(x) = 0 mit x =

∑n
i=1 ai ⊗ bi, das heiÿt

∑n
i=1 aibi = 0. Es gibt e ∈ Id(A)

mit eai = ai für alle Indizes, und daraus folgt sofort x = e⊗ µ̃(x) = 0.

Vermutung 2.1.6. Der Umkehrschluÿ, daÿ µ̃ als Isomorphismus die Exi-
stenz genügend vieler Idempotenter impliziert, ist falsch.

Proposition 2.1.7. Sei A glatt. Dann sind für einen Modul AV die folgende
Aussagen äquivalent:

(1) V ist glatt.

(2) V =
⋃

e∈Id(A)

eV .

(3) Der von der Strukturabbildung induzierte Morphismus ρ̃ : A⊗A V → V
ist ein Isomorphismus von A-Moduln.
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Beweis. �1⇒ 2�: Zu jedem v ∈ V gibt es nach Def. 2.1.2 (3) ein e ∈ Id(A)
mit v = ev ∈ eV . �2 ⇒ 3� geht wie im Beweis von Prop. 2.1.5. �3 ⇒ 1�:
Seien v1, . . . , vn ∈ V beliebig. Da A glatt ist, folgt für alle Indizes aus der
Voraussetzung leicht, daÿ es ei ∈ Id(A) und v′i ∈ V mit ρ̃(ei⊗ v′i) = eiv

′
i = vi

gibt, des weiteren e ∈ Id(A) mit eei = ei, also evi = vi.

Die glatten A-Linksmoduln bilden eine volle Unterkategorie MA ⊆ M̃A :
die Morphismen stimmen mit denen in M̃A überein. Entsprechend erhält
man die vollen Unterkategorien MA ⊆ M̃A und MA B ⊆ M̃A B.

2.1.2 Id(A) als gerichtete Menge

Wir folgen Renard [48, I.1]: Durch e ≤ f :⇐⇒ eAe ⊆ fAf läÿt sich auf
Id(A) eine Teilordnung (re�exiv, antisymmetrisch, transitiv) de�nieren, die
zudem gerichtet ist: zu je endlich vielen Elementen e1, . . . , en ∈ Id(A) gibt
es stets ein f ∈ Id(A) mit ei ≤ f für alle Indizes. Sei V ∈ MA und e ≤ f .
Die Inklusionen eV ⊆ fV und eAe ⊆ fAf de�nieren gerichtete Systeme in
R-Mod. Daÿ A als Algebra und V als A-Modul glatt ist, läÿt sich äquivalent
dadurch ausdrücken, daÿ

A = lim−→ eAe und V = lim−→ eV.

Für jedes e ∈ Id(A) ist eAe ⊆ A eine Unteralgebra von A mit dem Eins-
element e, und eV ist ein eAe-Modul. Das zeigt, daÿ die glatten Moduln
über glatten Algebren, die eine Verallgemeinerung der Moduln über einer
assoziativen Algebra mit Eins sind, doch sehr dicht an diesen liegen. Vie-
le Eigenschaften, besonders jene, die mit Tensorprodukten erklärt werden
können, übertragen sich. Ein wesentlicher Unterschied ist, daÿ sich die Hom-
Funktoren weniger angenehm verhalten. Wir setzen dies im nächsten Ab-
schnitt auseinander.

2.1.3 Glättung

Lemma 2.1.8. Sei V ∈ M̃A . Der von der Strukturabbildung induzierte
Morphismus

φ : A⊗A V −→ A · V ⊆ V, a⊗ v 7→ av,

ist dann injektiv.

Beweis. Sei x =
∑n

i=1 ai⊗ vi ∈ A⊗A V ein beliebiges Element mit φ(x) = 0.
Dann gibt es e ∈ Id(A) mit eai = ai für alle Indizes, und man bekommt

x =
n∑
i=1

ai ⊗ vi = e⊗
n∑
i=1

aivi = e⊗ φ(x) = 0.
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De�nition 2.1.9. Als glatten Teil oder Glättung von V bezeichnen wir das
Bild des Morphismus φ.

Die Glättung von V ist der gröÿte glatte A-Untermodul von V , isomorph
zu A⊗A V ∈ MA und von der Form

A · V = {av | a ∈ A, v ∈ V } =
⋃

e∈Id(A)

eV.

Wir verwenden die Schreibweisen A ·V , AV , A⊗A V und V0 synonym für die
Glättung; bei der letzten wird impliziert sein, bzgl. welcher Modulstruktur
geglättet wird. Im Falle A = D(G) schreiben wir auch D(G)⊗G V .

Bemerkung 2.1.10.

(1) Sei W ∈ MA glatt, V ∈ M̃A beliebig und φ : W → V ein Morphismus
von A-Moduln. Dann ist Bild(φ) ein glatter Untermodul von V , also
in A · V enthalten. Punkt 1 der folgenden Proposition drückt das als
Adjungiertheitseigenschaft aus.

(2) Wenn von V ∈ M̃A und W ∈ M̃A mindestens ein Modul glatt ist,
dann gilt V ⊗A A ⊗A W = V ⊗A W . Das bedeutet, daÿ wir nicht
mehr zusätzlich zu glätten brauchen, wenn wir mit einem glatten Modul
tensorieren.

Proposition 2.1.11.

(1) Es gelten die folgenden äquivalenten Aussagen:

(i) Der kanonische Morphismus ρ̃ : A ⊗A V → V hat die folgende
universelle Eigenschaft: Zu jedem Morphismus φ : W → V aus ei-
nem glatten A-Modul W gibt es genau ein φ̃, welches das folgende
Diagramm kommutativ macht:

W V

A⊗A V.

φ

∃!φ̃
ρ̃

(ii) Die Glättung A ⊗A − : M̃A → MA ist rechtsadjungiert zum Ver-
giÿfunktor.

(2) Die Glättung ist linksadjungiert zur �Aufrauhung� (engl. roughening,
Meyer [39])

HomA(A,−) : MA → M̃A ,

wobei A↷ HomA(A, V ) gemäÿ (aφ)(b) = φ(ba) operiert.
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(3) Sei 0 → U → V → W → 0 eine kurze exakte Sequenz in M̃A . Dann
ist auch die Sequenz 0→ A · U → A · V → A ·W → 0 exakt.

(4) Sei (Vi)i∈I ⊆ MA eine Familie von glatten A-Linksmoduln. Dann ist

A ·
∏
i∈I

Vi =
{
(vi)i∈I ∈

∏
i∈I

Vi

∣∣∣ ∃e ∈ Id(A) ∀i ∈ I : evi = vi

}
das kategorielle Produkt in MA , und das kategorielle Koprodukt (die
direkte Summe) ist wie üblich⊕

i∈I

Vi =
{
(vi)i∈I ∈

∏
i∈I

Vi

∣∣∣ vi ̸= 0 nur endlich oft
}
.

(5) MA ist eine bivollständige abelsche Kategorie.

Beweis. (1) Bemerkung 2.1.10 zeigt, daÿ, wenn AV glatt und AW beliebig
ist, jeder Morphismus V → W schon eindeutig faktorisiert in der Form
V → A · W ⊆ W vorliegt. (2) Siehe a. a.O. (3, 4) Wegen der ersten bei-
den Punkte ist die Glättung ein exakter Funktor. Auÿerdem folgt aus den
Adjunktionen, daÿ die Glättung Produkte und direkte Summen respektiert.
Das direkte Produkt in MA ist also von der angegebenen Form. Die direkte
Summe glatter Moduln in M̃A ist hingegen wegen der nun geltenden Endlich-
keitsvoraussetzung wieder glatt, so daÿ sie von der Glättung in sich selbst
überführt wird. (5) Es handelt sich um eine abelsche Kategorie mit belie-
big indizierten Produkten und Koprodukten. Das ist notwendig und hinrei-
chend.

2.1.4 Hom-Moduln

Seien AVB und AWC glatte Bimoduln. Dann ist HomA(V,W ) ∈ M̃B C vermöge

(bφc)(v) := φ(vb)c, b ∈ B, c ∈ C, v ∈ V.

Gleichwohl müssen die entstehenden Strukturen nicht glatt sein. Dies ist
ein Hauptunterschied, den es bei Fehlen eines Einselements der Algebren zu
beachten gilt. Mit Hilfe des Glättungsfunktors erhalten wir jedoch

BHomA(V,W )C = {bφc | φ ∈ HomA(V,W ), b ∈ B, c ∈ C} ∈ MB C .
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2.1.5 Spezielle Moduln

De�nition 2.1.12. Sei V ∈ MA .

◦ Der Modul V heiÿt endlich erzeugt, wenn es endlich viele v1, . . . , vn ∈ V
derart gibt, daÿ

V =
n∑
i=1

Avi = {a1v1 + · · ·+ anvn | ai ∈ A}.

Dies ist äquivalent dazu, daÿ es einen Epimorphismus

(Ae)⊕n −→ V −→ 0, n ∈ N∗,

gibt. Dabei ist (Ae)⊕n die n-fache direkte Summe von Ae mit sich.

◦ Es bezeichne Ab die Kategorie der abelschen Gruppen. Der Modul V
heiÿt

⋄ �ach, wenn der Funktor −⊗A V : MA → Ab exakt ist;

⋄ projektiv, wenn der Funktor HomA(V,−) : MA → Ab exakt ist;
das ist äquivalent dazu, daÿ man kommutative Diagramme der
Art

V

W1 W2 0

∃

stets wie eingezeichnet in MA ergänzen kann;

⋄ injektiv, wenn der kontravariante Funktor HomA(−, V ) : MA →
Ab exakt ist; das ist äquivalent dazu, daÿ man kommutative Dia-
gramme der Art

0 W1 W2

V
∃

in MA ergänzen kann;

⋄ einfach, wenn 0 und V die einzigen Untermoduln sind;

⋄ halbeinfach oder vollständig reduzibel, wenn V direkte Summe ein-
facher Untermoduln ist;
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⋄ unzerlegbar, wenn sich V nicht in nicht-trivialer Weise als direkte
Summe zerlegen läÿt, das heiÿt, aus V = V1⊕V2 folgt V1 = 0 oder
V2 = 0;

⋄ zulässig (engl., frz. admissible), wenn der R-Modul eV für alle
e ∈ Id(A) endlich erzeugt ist.

Proposition 2.1.13. Die Kategorie MA verfügt über genügend projektive
und injektive Objekte. Jeder Modul in MA ist also Quotient eines projektiven
Moduls und Untermodul eines injektiven Moduls.

Beweis. Siehe etwa [48, I.5.2].

Proposition 2.1.14. Ein Modul P ∈ MA ist genau dann endlich erzeugt
und projektiv, wenn er direkter Summand eines Moduls der Form (Ae)⊕n ist.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der De�nition, siehe oben.

Die folgende Proposition geht auf Ánh/Márki [2, 1.5] zurück; wir haben
jedoch zu vereinfachen versucht. Voraussetzung und Formel sind einfacher,
die Aussage ein biÿchen allgemeiner.

Proposition 2.1.15. Seien APB, AVD und DW Bimoduln und Pe für alle
e ∈ Id(B) projektiv und endlich erzeugt. Dann ist die kanonische Abbildung

γ : BHomA(P, V )⊗DW −→ BHomA(P, V ⊗DW ), γ(φ⊗w)(p) := φ(p)⊗w,

ein Isomorphismus.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, daÿ γ wohlde�niert und natürlich ist. Bleibt
die Bijektivität zu zeigen. Sei x =

∑n
i=1 φi⊗wi ∈ BHomA(P, V )⊗DW . Dann

gibt es e ∈ Id(B) mit eφi = φi für alle Indizes. Nach De�nition gilt eφi(p) =
φi(pe). Also läÿt sich x als Element von HomA(Pe, V )⊗D W au�assen, und
dann ist γ(x) ∈ HomA(Pe, V ⊗D W ). Nun ist A(Pe) endlich erzeugt und
projektiv, also direkter Summand eines Moduls der Form (Af)⊕r mit einem
f ∈ Id(A). Daÿ für solche Moduln nun ein Isomorphismus vorliegt, ergibt
sich wie üblich.

Es gibt eine Form der Hom-Tensor-Adjungiertheit:

Proposition 2.1.16. Sei AVB ein glatter Bimodul. Dann ist V ⊗B− : MB →
MA linksadjungiert zu BHomA(V,−) : MA → MB . Mit anderen Worten gibt

es einen natürlichen Isomorphismus

HomA(V ⊗B W,X) ∼= HomB(W,BHomA(V,X)),

der in der o�ensichtlichen Weise gegeben ist.
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Beweis. Siehe etwa Renard [48, Cor. I.22].

Die folgende Proposition �ndet sich für Moduln über kommutativen Rin-
gen mit Eins zum Beispiel bei Wisbauer [61, 25.4]. Wir können dieses Ergeb-
nis auf unseren Fall verallgemeinern.

Proposition 2.1.17. Sei C = DCB. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(1) C ⊗B − : MB → MD kommutiert mit beliebigen Produkten.

(2) Für alle f ∈ Id(D) ist fC als rechter B-Modul endlich präsentiert, das
soll heiÿen, es gibt m,n ∈ N∗, e ∈ Id(B) und eine exakte Sequenz

(eB)⊕m (eB)⊕n fC 0.

Beweis. �2 ⇒ 1�: Sei (Wi)i∈I eine Familie von linken B-Moduln. Man hat
den kanonischen Morphismus

α : C ⊗B
∏
i∈I

Wi −→ D ·
∏
i∈I

C ⊗B Wi, c⊗ (wi)i 7−→ (c⊗ wi)i.

Wir bemerken, daÿ das Produkt im ersten Tensorprodukt nicht zusätzlich
geglättet werden muÿ (Bem. 2.1.10). Damit es sich bei α um einen Isomor-
phismus handle, ist es hinreichend und notwendig, daÿ α für alle f ∈ Id(D)
einen Isomorphismus fC⊗BW ∼=

∏
i fC⊗Wi durch Einschränken induziert.

Da fC nach Voraussetzung endlich präsentiert ist, erhält man ein kommuta-
tives Diagramm

(eB)⊕m ⊗B
∏

iWi (eB)⊕n ⊗B
∏

iWi fC ⊗B
∏

iWi 0

∏
i(eB)⊕m ⊗B Wi

∏
i(eB)⊕n ⊗B Wi

∏
i fC ⊗B Wi 0,

αm αn α

wobei e ∈ Id(B). Anhand des kommutativen Diagramms

(eB)⊕m ⊗B
∏

iWi

∏
i(eB)⊕m ⊗B Wi

(
∏

i eWi)
⊕m ∏

i(eWi)
⊕m

αm

∼ ∼

∼

(2.1)

mit den o�ensichtlichen kanonischen Isomorphismen erkennt man, daÿ αm
und αn Isomorphismen sind. Eine Diagrammjagd ergibt nun, daÿ auch α ein
Isomorphismus ist.
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�1 ⇒ 2�: Ein direktes Produkt der Form XC =
∏

c∈C X kann man als
Raum von Funktionen C → X au�assen. In diesem Sinne ist nun insbeson-
dere der durch

γ : C ⊗B BC −→ D · CC , γ(c⊗ φ)(c′) = cφ(c′),

wohlde�nierte Morphismus nach Voraussetzung ein Isomorphismus. Für jedes
f ∈ Id(D) ist f · idC ∈ D · CC , und daraus folgt, daÿ es endlich viele c1 ⊗
φ1, . . . , cn ⊗ φn ∈ C ⊗B BC derart gibt, daÿ für alle c ∈ C gleichzeitig

fc =
n∑
i=1

ciφi(c)

gilt; die ci erzeugen fC also als rechten B-Modul. Es gibt daher eine kurze
exakte Sequenz

0 kerφ (eB)⊕n fC 0,
φ

aus der wir, W := kerφ setzend, in R-Mod das folgende kommutative Dia-
gramm

W ⊗B BW (eB)⊕n ⊗B BW fC ⊗B BW 0

0 WW ((eB)⊕n)W (fC)W 0

β

mit den kanonischen senkrechten Pfeilen erhalten. Aus der Voraussetzung
folgt, daÿ der rechte senkrechte Pfeil ein Isomorphismus ist; für den mittleren
folgt das wie oben mit (2.1). Eine Diagrammjagd zeigt, daÿ β surjektiv ist,
das heiÿt

idW = β(
n∑
i=1

wi ⊗ φi) =
n∑
i=1

wiφi

für gewisse wi ⊗ φi ∈ W ⊗BW ; also wird W von den wi erzeugt.

Die folgenden beiden Aussagen sind bekannter Art (vgl. etwa Renard [48,
III.1.4]).

Lemma 2.1.18. Sei AV ̸= 0 endlich erzeugt. Dann gibt es maximale echte
Untermoduln von V .

Beweis. Mit dem Zornschen Lemma: Sei U die Menge der echten Untermo-
duln. Diese ist wegen 0 ∈ U nicht leer und durch Inklusion teilgeordnet. Sei
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K ⊆ U eine totalgeordnete Teilmenge. Im Falle K = ∅ ist {0} eine obere
Schranke von K. Anderenfalls kann man den Untermodul

W :=
⋃
N∈K

N ⊆ V

betrachten. Wäre W = V , müÿte es, weil V endlich erzeugt ist, ein N0 ∈
K geben, das ein Erzeugendensystem von V enthielte, weil K totalgeordnet
ist; dann wäre N0 = V , aber das ist absurd. Also ist W ⊊ V ein echter
Untermodul und eine obere Schranke von K. Nach dem Zornschen Lemma
gibt es in U ein maximales Element.

Proposition 2.1.19. Sei AV ̸= 0. Dann gibt es einen einfachen Unterquo-
tienten von V . Wenn V endlich erzeugt ist, dann gibt es einen einfachen
Quotienten von V .

Beweis. Sei AV endlich erzeugt. Nach Lemma 2.1.18 gibt es einen maximalen
echten Untermodul V0 ⊊ V . Der Quotient V/V0 ist dann einfach. Sei V
beliebig und v ∈ V ∖{0}. Dann hat der endlich erzeugte Untermodul Av ⊆ V
nach dem Vorhergehenden einen einfachen Quotienten.

2.1.6 Der duale Modul

Sei V ∈ MA . Der algebraische Dualraum V ∗ = HomR(V,R) ist in kanonischer
Weise ein A-Rechtsmodul durch

(φa)(v) := φ(av), a ∈ A, v ∈ V, φ ∈ V ∗.

Die Glättung Ṽ := V ∗⊗AA ist der zu V duale Modul. Die Bildung des dualen
Moduls ist mit Morphismen verträglich und de�niert einen kontravarianten
Funktor

MA →MA, V 7→ Ṽ.

Analog bildet man den zu einem Rechtsmodul dualen Linksmodul. Man hat
in MA stets den kanonischen Morphismus

θ : V → ˜̃V, θ(v)(φ) := φ(v),

in den bidualen Modul. Über einem kommutativen Ring ist die Bildung des
dualen Moduls im allgemeinen nicht exakt und θ nicht injektiv. Man hat die
folgende Proposition von Vignéras:

Proposition 2.1.20 ([58, 4.18]). Sei R = k sogar ein Körper, und es gebe
ein Haarmaÿ in D′(G). Dann gilt folgendes:

(1) Die Dualraumbildung ist exakt, und θ ist injektiv.
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(2) Genau dann ist θ sogar ein Isomorphismus, wenn V zulässig ist, und
das ist genau dann der Fall, wenn Ṽ zulässig ist.

(3) Wenn V projektiv ist, dann ist Ṽ injektiv.

Proposition 2.1.21. Sei V ∈ MA und W ∈ MA . Dann hat man einen
(in V und W ) natürlichen kanonischen Isomorphismus Hom−,A(V, W̃ ) ∼=
HomA,−(W, Ṽ ). Vgl. [58, I.4.13].

Beweis. Ein φ ∈ Hom−,A(V, W̃ ) de�niert kanonisch ein φ∗ ∈ HomA,−(W, Ṽ )
durch φ∗(w)(v) := φ(v)(w), entsprechend in der anderen Richtung. Nun er-
gibt sich alles durch einfaches Nachrechnen.

2.2 (Ko)moduln über (Ko)algebren

Wir führen hier die Koalgebren und Komoduln sowie die Algebren und Mo-
duln ein, die wir benötigen. Wir verweisen auf das Buch [18] von Brzezi«ski
und Wisbauer. Dort wird von Koringen (corings) gesprochen. Obacht ist ge-
boten, weil unsere Algebren, anders als dort, keine Eins haben, sondern nur
genügend Idempotente.

2.2.1 De�nitionen

Es sei B eine glatte assoziative R-Algebra. Die Kategorie MB B der glatten
B-Bimoduln bildet zusammen mit dem Tensorprodukt−⊗B−, bezüglich des-
sen B das neutrale Element ist, eine monoidale Kategorie. Eine koassoziative
Koalgebra mit Koeins in MB B ist ein Komonoid in ebendieser Kategorie, also
ein B-Bimodul C zusammen mit zwei Morphismen von B-Bimoduln

∆: C → C ⊗B C und ε : C → B,

genannt Komultiplikation und Koeins, für welche die folgenden Diagramme
kommutieren:

C C ⊗B C C C ⊗B B

C ⊗B C C ⊗B C ⊗B C, B ⊗B C C ⊗B C.

∆

∆ 1⊗∆

∼

∼ ∆

∆⊗1

1⊗ε

ε⊗1
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Ein C-Linkskomodul ist ein Modul W ∈ MB zusammen mit einem Mor-
phismus ρ : W → C ⊗BW , so daÿ die folgenden Diagramme in MB kommu-
tieren:

W C ⊗B W W C ⊗B W

C ⊗B W C ⊗B C ⊗B W, B ⊗B W.

ρ

ρ ∆⊗1

ρ

∼ ε⊗1

1⊗ρ

(2.2)

Seien (ρ1,W1) und (ρ2,W2) zwei C-Linkskomoduln. Ein f ∈ MB (W1,W2) ist
dann sogar ein Morphismus von C-Linkskomoduln, wenn das Diagramm

W1 W2

C ⊗B W1 C ⊗B W2

f

ρ1 ρ2

1⊗f

kommutiert. Die C-Linkskomoduln bilden mit ihren Morphismen eine Kate-
gorie, die wir mit MC bezeichnen. Entsprechend de�niert man die Kategorie
MC der C-Rechtskomoduln.

Dual de�nieren wir eine assoziative Algebra mit Eins in MB B als einen
Bimodul D zusammen mit zwei Morphismen

∇ : D ⊗B D −→ D und η : B → D,

Multiplikation und Eins, derart, daÿ die Diagramme

D ⊗B D ⊗B D D ⊗B D B ⊗B D D ⊗B D

D ⊗B D D, D D ⊗B B

1⊗∇

∇⊗1 ∇

η⊗1

∼ ∇

∇

1⊗η

∼

kommutieren. Ein D-Linksmodul in MB B ist ein B-Linksmodul W ∈ MB
zusammen mit einem Morphismus σ : D ⊗B W → W derart, daÿ die Dia-
gramme

D ⊗B D ⊗B W D ⊗B W B ⊗B W

D ⊗B W W, D ⊗B W W

1⊗σ

∇⊗1 σ η⊗1

∼

σ σ
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kommutieren. Ein Morphismus f : W1 → W2 zweier D-Linksmoduln ist ein
Morphismus der zugrundeliegenden B-Moduln, für den zusätzlich das Dia-
gramm

D ⊗B W1 D ⊗B W2

W1 W2

1⊗f

σ1 σ2

f

kommutiert. Die Kategorie der D-Linksmoduln bezeichnen wir mit MD . Die
Kategorie MD der D-Rechtsmoduln wird entsprechend de�niert.

2.2.2 Eigenschaften der Kategorie MC

Sei (C,∆, ε) eine Koalgebra.

Proposition 2.2.1. Die Kategorie MC besitzt die folgenden Eigenschaften:

(1) Kokerne von Morphismen von C-Komoduln sind in kanonischer Weise
ebenfalls C-Komoduln.

(2) Wenn CB �ach ist, gilt das gleiche für Kerne.

(3) Sei (Wi)i∈I eine Familie von C-Komoduln. Die Strukturmorphismen
ρi : Wi → C ⊗B Wi induzieren dann einen kanonischen Morphismus⊕

i∈I

Wi −→ C ⊗B
⊕
i∈I

Wi =
⊕
i∈I

C ⊗B Wi,

wodurch die direkte Summe zu einem C-Komodul wird.

Beweis. Sei φ ∈ HomC(V,W ). Wenn CB �ach ist, dann gibt φ Anlaÿ zu dem
kommutativen Diagramm

0 kerφ V W W/φ(V ) 0

0 C ⊗B kerφ C ⊗B V C ⊗B W C ⊗B W/φ(V ) 0

ι

ρ1

φ

ρV

π

ρW ρ2

C⊗ι C⊗φ C⊗π

in MB . Es ist nun nicht schwer zu sehen, daÿ kerφ durch ρ1 und W/φ(V )
durch ρ2 zu einem C-Komodul wird. Die Konstruktionen aus [18, 1.3.5] funk-
tionieren ohne weiteres. Zur direkten Summe siehe [18, 18.8].

Bemerkung 2.2.2. Unsere Koalgebren werden als Links- oder Rechtsmo-
duln immer �ach sein.
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2.2.3 Der Funktor C ⊗B −

Man hat einen o�ensichtlichen Vergiÿfunktor F : MC → MB . Umgekehrt
kann man zu jedem W ∈ MB den Morphismus

θW : C ⊗B W B ⊗B W W
ε⊗W ∼

bilden, und C⊗BW ist in kanonischer Weise ein C-Komodul mit der Kowir-
kung

ρ : C ⊗B W C ⊗B C ⊗B W.
∆⊗W

De�nition 2.2.3. Man nennt C ⊗B W den kofreien C-Komodul zu W .

Proposition 2.2.4.

(1) Der Morphismus θW hat die folgende universelle Eigenschaft: Zu jedem
V ∈ MC und jedem B-Morphismus φ : V → W gibt es einen eindeutig
bestimmten C-Morphismus φ̃ : V → C ⊗B W , der das folgende Dia-
gramm kommutativ macht:

V W

C ⊗B W.

φ

φ̃
θW (2.3)

(2) Der Funktor C⊗B− : MB → MC ist rechtsadjungiert zum Vergiÿfunk-
tor.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, daÿ durch

εW : F(C ⊗B W )
ε⊗W−−−→ W, W ∈ MB ; ρV : V → C ⊗B F(V ), V ∈ MC ,

natürliche Transformationen de�niert werden: beim ersten unmittelbar, beim
zweiten anhand der De�nition der C-Komodulmorphismen. Dies sind Eins
und Koeins der Adjunktion; das folgt daraus, daÿ die Kompositionen von
Morphismen

V C ⊗B V V, C ⊗B W C ⊗B C ⊗B W C ⊗B W
ρV ε⊗V ∆⊗W C⊗ε⊗W

o�ensichtlich die Identität ergeben. Hieraus folgt auch die universelle Eigen-
schaft aus Teil (1): der Morphismus φ̃ ist gegeben durch

φ̃ : V C ⊗B V C ⊗B W.
ρV C⊗φ
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Für jedes ψ ∈ HomC(V,C⊗BW ) bekommt man das kommutative Diagramm

V C ⊗B W C ⊗B W

C ⊗B V C ⊗B C ⊗B W,

ψ

ρV ∆⊗W
C⊗ψ

C⊗ε⊗W

aus dem θW ◦ ψ = 0 =⇒ ψ = 0 folgt. Somit ist φ̃ eindeutig.

2.3 Formulierung der Theorie mit Moduln

2.3.1 Die Heckealgebra

Siehe z. B. Vignéras [58, I.3]. Es sei G eine ℓ-Gruppe und R ein kommutativer
Ring mit Eins, der die Bedingung erfüllt, daÿ es ein Haarmaÿ µ ∈ D′(G)
gibt, das heiÿt, daÿ es ein K1 ∈ Ω(G) mit invertierbarer Proordnung in R
gibt (Satz 1.7.7). Dann wird D(G) mit der Faltung

(f ∗ g)(x) :=
∫
G

f(y) g(y−1x) dy =

∫
G

f(xy) g(y−1) dy (2.4)

zu einer assoziativen R-Algebra, welche die Heckealgebra von G heiÿt. Wir
schreiben oft fg statt f ∗ g. Die Heckealgebra von G ist nicht-kommutativ,
wenn G nicht-kommutativ ist, und ein Einselement besitzt sie nur, wenn G
kompakt ist, aber es gibt eine Umgebungsbasis der Eins,

B := Ω(K1) ⊆ Ω(G),

aus kompakt-o�enen Untergruppen mit invertierbarer Proordnung in R. Die
Elemente

eK :=
1K

vol(K)
, K ∈ B,

sind idempotent. Auÿerdem induziert die Inversion G → G, g 7→ g−1, eine
Involutionsabbildung

D(G) −→ D(G), φ 7−→ φ̌, φ̌(g) := φ(g−1).

Es gilt o�ensichtlich φ̌ ∗ ψ̌ = ψ ∗φ. Daraus folgt, daÿ φ 7→ φ̌ ein kanonischer
Algebraisomorphismus A→ Aop ist, durch den die Kategorien der (glatten)
Links- und Rechtsmoduln über D(G) isomorph zueinander werden. Man hat
die folgende einfache Proposition:

Proposition 2.3.1.
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(1) Mit den Idempotenten eK, K ∈ B, ist D(G) eine glatte assoziative
R-Algebra.

(2) Zu jedem φ ∈ D(G) gibt es ein K ∈ B, unter dem φ von links und
rechts invariant ist, und es gilt dann φ = eK ∗ φ ∗ eK.

(3) Es gilt dann und nur dann φ = eK ∗φ, wenn φ von links, dann und nur
dann φ = φ ∗ eK, wenn φ von rechts K-invariant (unter Translation)
ist.

Beweis. (1) Siehe Vignéras [58, I.3.2]. (2) Das folgt sofort aus Prop. 1.3.3 (2)
und (2.4). (3) Wegen (2.4) ist klar, daÿ zum einen eK∗φ von linksK-invariant
ist und zum anderen, wenn φ von links K-invariant ist, eK ∗ φ = φ gilt.

2.3.2 Eine Äquivalenz von Kategorien

Wir erinnern an den folgenden wohlbekannten Satz, aufgrund dessen man
Aussagen über die Kategorie R(G) der glatten Darstellungen von G gewin-
nen kann, indem man statt dessen die Kategorie MA betrachtet, was ebendas
Bestreben dieser Arbeit ist. Die Konstruktion setzt voraus, daÿ es ein Haar-
maÿ µ ∈ D′(G) gibt. Sei B weiterhin eine Umgebungsbasis der Eins von G
aus kompakt-o�enen Untergruppen mit invertierbarer Proordnung in R. Falls
G eine reduktive p-adische Gruppe ist, genügt es anzunehmen, daÿ p ∈ R∗.

Satz 2.3.2. Die Kategorie R(G) der glatten Darstellungen π : G →
AutR(V ) der ℓ-Gruppe G ist isomorph zur Kategorie MA der glatten
Moduln ρ : A → EndR(V ). Zwei zueinander inverse Funktoren lassen
sich folgendermaÿen beschreiben:

(1) Sei (π, V ) ∈ R(G). Dann wird V durch

π : D(G) −→ EndR(V ), π(φ) · v :=

∫
G

φ(g) π(g) · v dg,

zu einem glatten D(G)-Modul.

(2) Sei (ρ, V ) ∈ MA . Dann de�niert

ρ : G→ AutR(V ), ρ(g) · v := π(ge) · v,

eine glatte Darstellung von G auf V . Dabei ist e = eK, K ∈ B,
ein idempotentes Element mit ev = v und (ge)(x) = e(g−1x).

Beweis. Siehe Renard [48, III.1.4], Guiraud [30, 3.3.2].
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2.3.3 Rechtsdarstellungen

Sei V ein R-Modul. Eine glatte Linksdarstellung von G auf V ist das gleiche
wie eine stetige, lineare Operation G × V → V , wobei V mit der diskreten
Topologie versehen ist. Oft operiert G jedoch von rechts, und wir wollen aus-
einandersetzen, wie sich eine solche Rechtsdarstellung in einen Rechtsmodul
von A = D(G) übersetzen läÿt. Man kann die Konstruktion mit dem von dem
Linkshaarmaÿ µ de�nierten Rechtshaarmaÿ λ wiederholen. Nach Satz 1.7.11
ist dieses gegeben durch∫

G

φ(x) dλ(x) =

∫
G

φ(x−1) dµ(x) =

∫
G

φ(x)

δG(x)
dµ(x).

Eine glatte Rechtsoperation π : V ×G→ V de�niert nun eine Rechtsmodul-
struktur V ⊗R A→ V , v ⊗ a 7→ va, durch

va :=

∫
G

π(v, g) a(g) dλ(g)

=

∫
G

π(v, g−1) a(g−1) dµ(g) =

∫
G

π(v, g) a(g)

δG(g)
dµ(g).

Bemerkung 2.3.3. Wenn G unimodular ist, dann sind die beiden Maÿe
gleich. Gelegentlich wird G jedoch eine parabolische Untergruppe einer re-
duktiven p-adischen Gruppe sein.

2.4 Einige Bimodulidentitäten

Dieser Abschnitt ist einigen bekannten Lemmata gewidmet, die im weiteren
benötigt werden.

Sei G eine reduktive p-adische Gruppe und P = MN eine parabolische
Untergruppe. Das unipotente Radikal N wird von seinen kompakt-o�enen
Untergruppen ausgeschöpft, das heiÿt

N =
⋃

K∈Ω(N)

K,

siehe Satz 1.5.1. Sei p ∈ R∗. Es gibt eine Pro-p-Untergruppe K ′ ∈ Ω(G), und
man kann eine 1-Umgebungsbasis B(N) ⊆ Ω(N) aus Pro-p-Untergruppen
�nden. Insbesondere gibt es ein Haarmaÿ in D′(N). Wir de�nieren eine R-
lineare Abbildung α : D(G)→ D(N\G), φ 7→ φ̄, durch

φ̄(N\g) :=
∫
N

φ(ng) dn, (2.5)
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die sich wegen

α(m0φg0)(g) = δ−1
P (m0) · α(φ)(m−1

0 gg−1
0 ), g0, g ∈ G, m0 ∈M,

siehe Folg. 1.7.18, als Morphismus

α : D(G)→ δ−1
P · D(N\G)

von (M,G)-Bimoduln au�assen läÿt.

Bemerkung 2.4.1.

◦ Wir bezeichnen Abbildungen wie in (2.5) oft nur mit einem Querstrich,
dessen Bedeutung sich aus dem Kontext ergibt.

◦ Der Ausdruck �G-Modul� usf. bedeutet �D(G)-Modul�.

Lemma 2.4.2. Es gibt ein h ∈ C∞(G) mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Die Funktion h ist von rechts invariant unter einer Pro-p-Untergruppe
K ∈ Ω(G).

(2) Für alle g ∈ G ist die Funktion N → R, n 7→ h(ng), ein Element von
D(N) mit ∫

N

h(ng) dn = 1.

Beweis. Wir benutzen die Konstruktion aus [30, 4.3.4]: Sei K ∈ Ω(G) eine
beliebige Pro-p-Untergruppe, Γ ein Repräsentantensystem von N\G/K in G
und

L :=
⋃·
γ∈Γ

γK.

Jedes feste g ∈ G ist von der Form g = ngγgkg für irgendwelche kg ∈ K,
γg ∈ Γ, ng ∈ N . Wie man leicht sieht, liegt die FunktionN → R, n 7→ 1L(ng),
in D(N), und es gilt dafür∫

N

1L(ng) dn = vol(γgKγ
−1
g ∩N) ∈ R∗.

Nun kann man h durch h(g) :=
1L(g)∫

N
1L(ng) dn

de�nieren.
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Proposition 2.4.3 ([30, 4.3]). Der Morphismus α ist surjektiv mit

kerα = D(G)(N) := ⟨φ− nφ | n ∈ N, φ ∈ D(G)⟩. (2.6)

Folglich gilt N\D(G) := D(G)/D(G)(N) ∼= δ−1
P · D(N\G) als (G,M)-

Bimoduln.

Beweis. Sei ψ ∈ D(G/N). Dann ist α(ψ0) = ψ für ψ0(g) := h(g)ψ(g/N),
siehe Lemma 2.4.2. Das zeigt die Surjektivität. Es bleibt (2.6) nachzuweisen:
�⊇� ist o�ensichtlich. �⊆�: Wir passen den Beweis von [30, 4.3.3] an: Sei φ ∈
kerα und K ∈ Ω(G) eine Pro-p-Untergruppe derart, daÿ φ rechtsinvariant
unter K ist. Zunächst ist Trφ ⊆

⋃m
i=1NgiK für endlich viele Repräsentanten

gi ∈ N\G/K, und zu jedem gi kann man endlich viele ni1, . . . , niνi ∈ N derart
wählen, daÿ

Trφ =
m⋃·
i=1

νi⋃·
j=1

nijgiK und φ =
m∑
i=1

νi∑
j=1

φ(nijgi) · 1nijgiK , (2.7)

weil Trφ vollständig in K-Linksnebenklassen zerfällt und diese entweder dis-
junkt oder identisch sind. Wir setzen ξi(g) :=

∫
N
1giK(ng) dn. Dafür gilt

ξi(gj) =

{
vol(giKg

−1
i ∩N) für i = j,

0 sonst.

Wenn p ∈ R∗, dann ist das hier auftretende Volumen auch in R∗. Für alle
g ∈ G gilt nun weiter nach Voraussetzung

0 =

∫
N

φ(ng) dn =
m∑
i=1

νi∑
j=1

φ(nijgi) ·
∫
N

1nijgiK(ng) dn

=
m∑
i=1

( νi∑
j=1

φ(nijgi)
)
· ξi(g).

Indem man g = g1 usf. setzt, erhält man
νi∑
j=1

φ(nijgi) = 0, 1 ≤ i ≤ m.

Wenn man noch 1ngK = n ·1gK beachtet, kann man dies in die Formel für φ
bei (2.7) einsetzen. Es gilt dann nämlich

φ =
m∑
i=1

νi∑
j=1

φ(nijgi) · (nij · 1giK −1giK) ∈ D(G)(N).
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Wir fassen einige Varianten davon zusammen:

Lemma 2.4.4 ([30, 4.6]).

(1) N\D(G) ∼= δ−1
P · D(N\G).

(2) D(G)/N ∼= D(G/N) · δP .

(3) N\D(P ) ∼= δ−1
P · D(M).

(4) D(P )/N ∼= D(M) · δP .

Lemma 2.4.5. Sei π : D(N) → EndR(V ) ein glatter Modul von N . Dann
gilt

V (N) := ⟨v − π(n) · v | v ∈ V, n ∈ N⟩ =
⋃

K∈B(N)

kerπ(eK).

Beweis. Vgl. [48, Prop. III.2.9]. �⊆�: Sei w := v−π(n) · v einer der Erzeuger
von V (N). Wähle eine kompakt-o�ene Untergruppe K ∈ Ω(N) mit n ∈ K.
Wegen eK(xn−1) = eK(x) und weil N unimodular ist gilt dann

π(eK) · π(n) · v =

∫
N

eK(x)π(xn) · v dx

=

∫
N

eK(xn
−1) π(x) · v dx =

∫
N

eK(x)π(x) · v dx = π(eK) · v

und somit π(eK) · w = 0.
�⊇�: Sei v ∈ kerπ(eK1) für ein K1 ∈ B(N). Weil der Modul V glatt

ist, gibt es K2 ∈ B(N) mit π(eK2) · v = v. Sei K := K1 ∩ K2. Durch die
Abbildungsvorschrift n 7→ eK1(n) π(n) · v wird ein Element von D(N, V )
de�niert, das rechtsinvariant unter K ist. Damit erhalten wir eine Formel für
das Integral, das nach Voraussetzung Null ist:

0 = π(eK1) · v =

∫
N

eK1(n) π(n) · v dn

=
vol(K)

vol(K1)

∑
n∈N/K

1K1(n) π(n) · v =
1

|K1/K|
∑

n∈K1/K

π(n) · v.

Wir bemerken |K1/K| ∈ R∗. Das ist eine natürliche Zahl. Daraus folgt aber
sofort

v = v − π(eK1) · v =
1

|K1/K|
∑

n∈K1/K

(
v − π(n) · v

)
∈ V (N).

Lemma 2.4.6. Seien Q = L⋉U und P =M⋉N parabolische Untergruppen
von G mit Q ⊆ P . Dann istM∩Q eine parabolische Untergruppe vonM mit
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der Leviuntergruppe L und Ru(M ∩Q) =M ∩U , und man hat die folgenden
Zerlegungen:

M ∩Q = L(M ∩ U), U = (M ∩ U)N, (M ∩Q)N = LU = Q.

Insbesondere hat man N ⊆ U . Wenn man δP , δQ, δM∩Q als Charaktere von
L au�aÿt, dann gilt die Identität δP δM∩Q = δQ.

Beweis. Die UntergruppenQ und P sind standardparabolisch bzgl. desselben
P0. Sei ∆ die entsprechende Basis des relativen Wurzelsystems und J ⊆ I ⊆
∆ so, daÿ Q = PJ und P = PI . Dann wirdMI erzeugt von ZG(S)(k) und den
Wurzeluntergruppen N(α) mit α ∈ ⟨I⟩nd, wohingegen NI Produkt der N(α)

mit α ∈ Φnd∖ ⟨I⟩ ist, entsprechend für PJ . Daraus folgt L ⊆M und N ⊆ U .
Aufgrund von [48, V.4.6] wissen wir, daÿ M ∩ Q eine standardparabolische
Untergruppe von M ist und daÿ die folgenden Zerlegungen gelten:

M ∩Q = (M ∩ L)(M ∩ U) = L(M ∩ U),
U = P ∩ U = (M ∩ U)(N ∩ U) = (M ∩ U)N,

LU = Q = P ∩Q = (M ∩Q)(N ∩Q) = (M ∩Q)N.

Die Formel für die Deltafaktoren ist ein Spezialfall von [30, 2.5.4].

Lemma 2.4.7 ([30, Prop. 4.1.2]). Die Abbildung

χ · D(M) · χ −→ D(M), φ 7−→ χ−1φ,

de�niert einen Isomorphismus von B-Bimoduln. Dabei ist

(χ−1φ)(m) := χ−1(m) · φ(m), φ ∈ D(M), m ∈M,

und χ kann irgendein Charakter von M sein.

Seien nun H ⊆ P ⊆ G und H ′ ⊆ Q ⊆ G irgendwelche abgeschlossenen
Untergruppen; es gebe einen topologischen Isomorphismus α : H → H ′, und
H operiere gemäÿ

ρ : H ↷ P ×Q, h · (p, q) := (ph−1, α(h)q).

Lemma 2.4.8. Die Operation ρ ist stetig, frei und eigentlich.

Beweis. Siehe [9, Lemma 3.1 (a)].
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Den Bahnenraum, der somit ein ℓ-Raum ist, bezeichnen wir mit P ×H Q.
Sei φ ∈ D(P × Q) und h ∈ H. Dann de�nieren wir eine neue Funktion
φh ∈ D(P ×Q) durch φh(p, q) := φ(ph, α(h−1)q). Auÿerdem betrachten wir

H\D(P ×Q) := D(P ×Q)
D(P ×Q)(H)

,

D(P ×Q)(H) :=
〈
φ− δH(h) · φh

∣∣ h ∈ H〉
.

Man erhält ein kommutatives Diagramm:

D(P )⊗R D(Q) D(P ×Q) D(P ×H Q)

D(P ) · δ−1
H ⊗H D(Q) H\D(P ×Q).

∼
α

κ1 κ2

β

α̃
∼

β̃

Hierbei ist α der kanonische Isomorphismus, siehe (1.3.3). Dieser induziert,
wie nicht schwer zu sehen ist, einen Isomorphismus α̃. Weiter ist β der fol-
gende Morphismus von (P,Q)-Bimoduln:

β(φ)[p, q] :=

∫
H

φ
(
ph, α(h−1)q

)
dh.

Dieser induziert einen eindeutigen Morphismus β̃. Die Morphismen κ1 und
κ2 sind die kanonischen Projektionen.

Proposition 2.4.9. Der Morphismus β̃ ist ein Isomorphismus.

Beweis. Es bleibt nur zu zeigen, daÿ β̃ bijektiv ist. Für die Injektivität zei-
gen wir ker β ⊆ D(P × Q)(H). Die umgekehrte Inklusion ist klar. Wir pas-
sen den Beweis von Guiraud [30, Th. 5.4.5] an: Sei φ ∈ D(P × Q) mit∫
H
φ
(
ph, α(h−1)q

)
dh = 0 für alle (p, q) ∈ P × Q. Es gibt Pro-p-Kongruenz-

untergruppen K ∈ Ω(P ) und L ∈ Ω(Q) derart, daÿ

φ|(Kp× qL) = φ(p, q), (p, q) ∈ P ×Q.

Der Träger Trφ zerfällt in endlich viele Xi := Kpi × qiL, i ∈ {1, . . . , n},
wobei man pi ∈ K\P und qi ∈ Q/L nimmt. Zwei verschiedene Xi sind also
disjunkt. Betrachte die Funktionen

ξi(p, q) :=

∫
H

1Xi

(
ph, α(h−1)q

)
dm.

Zu j ∈ I sei ⟨j⟩ := {i ∈ I | ∃h ∈ H : Xj = hXi}. Dann kann man J ⊆ I
so wählen, daÿ I =

⋃· j∈J⟨j⟩, und für i ∈ ⟨j⟩ gilt dann, wie man leicht sieht,
ξi = δH(hi) · ξj, wenn

Xj = h−1
i Xi. (2.8)
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Es gibt Skalare ci ∈ R, mit denen man φ =
∑

i∈I ci · 1Xi
schreiben kann.

Nach Voraussetzung gilt nun

0 =

∫
H

φ
(
ph, α(h−1)q

)
dh =

∑
j∈J

[∑
i∈⟨j⟩

ciδH(hi)
]
ξj(p, q), (p, q) ∈ P ×Q,

und man hat Tr ξj ⊆ H ·Xj. Für zwei verschiedene j, k ∈ J haben daher ξj
und ξk disjunkte Träger. Auÿerdem gilt

ξj(pj, qj) = vol
(
p−1
j Kpj ∩H ∩ α−1(qjLq

−1
j ∩H ′)

)
∈ R∗,

weil es sich bei K und L und Pro-p-Untergruppen handelt. Dies impliziert∑
i∈⟨j⟩

ciδH(hi) = 0, j ∈ J,

und wegen (2.8) ergibt das nun

φ =
∑
i∈I

ci 1Xi
=

∑
j∈J

∑
i∈⟨j⟩

ci

(
1Xi
−δH(hi) · 1Xj

)
=

∑
j∈J

∑
i∈⟨j⟩

ci

(
1Xi
−δH(hi)hi · 1Xi

)
∈ D(P ×Q)(H).

Für die Surjektivität können wir den Beweis [30, 4.5.3] von Guiraud nicht
benutzen, weil er auf einem Miÿverständnis beruht (siehe Anhang, Bemer-
kung C.6). Aber wir können seine Konstruktion aus [30, 4.3.4] anpassen:
Seien wiederum K ∈ Ω(P ) und L ∈ Ω(Q) zwei Pro-p-Untergruppen. Wir
betrachten die Operation

K ×H × L↷ P ×Q, (k, h, l) · (p, q) := (kph−1, α(h)ql−1),

wählen ein Repräsentantensystem Λ ⊆ P×Q des BahnenraumsK\P×HQ/L
und setzen

Γ :=
⋃·

(p,q)∈Λ

Kp× qL.

Für festes (p, q) liegt die Funktion h 7→ 1Γ
(
ph, α(h−1)q

)
in D(P × Q), und

es gilt∫
H

1Γ
(
ph, α(h−1)q

)
dh = vol

(
p−1
0 Kp0 ∩H ∩ α−1(q0Lq

−1
0 ∩H ′)

)
∈ R∗

für irgendein (p0, q0) ∈ Λ. Man erhält nun in

ψ(p, q) :=
1Γ(p, q)∫

H
1Γ

(
ph, α(h−1)q

)
dh
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eine glatte Funktion mit
∫
H
ψ
(
ph, α(h−1)q

)
dh = 1 für alle (p, q). Sei nun

φ ∈ D(P ×HQ) beliebig und κ : P ×Q→ P ×HQ die kanonische Projektion.
Wir de�nieren

φ0(p, q) := φ[p, q] · ψ(p, q).
Dieses φ0 liegt in D(P ×Q). In der Tat, es bleibt zu zeigen, daÿ der Träger
kompakt ist, aber es gilt

Trφ0 = κ−1(Trφ) ∩ Γ, (2.9)

und weil Γ sowie κ o�en sind und Trφ kompakt ist, gibt es endlich viele

(p1, q1), . . . , (pn, qn) ∈ Λ

mit

κ(Trφ0) ⊆ Trφ ∩
n⋃
i=1

Kpi ×H qiL

=⇒ H · Trφ0 ⊆ κ−1(Trφ) ∩
⋃

i=1,...,n
h∈H

Kpih× α(h−1)qiL.

Zusammen mit (2.9) ergibt dies

Trφ0 ⊆ κ−1(Trφ) ∩
n⋃
i=1

Kpi × qiL,

und rechts steht eine kompakte Menge, weil κ−1(Trφ) abgeschlossen und die
Vereinigung kompakt ist. Abschlieÿend sieht man nun leicht, daÿ β(φ0) = φ
gilt.

Folgerung 2.4.10. Die Abbildung

γ : D(P ) · δ−1
H ⊗H D(Q) −→ D(P ×H Q),

γ(φ⊗ ψ)[p, q] :=
∫
H

φ(ph) · ψ
(
α(h−1)q

)
dh,

ist ein Isomorphismus von (P,Q)-Bimoduln.

2.5 Induktion und Restriktion

Sei G eine reduktive p-adische Gruppe und A = D(G) die Heckealgebra. Die
Werkzeuge, mit deren Hilfe man MA untersucht, sind Restriktion ResGH und
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Induktion IndGH bzgl. einer abgeschlossenen Untergruppe H ⊆ G. Die Iden-
ti�kation dieser Funktoren mit Funktoren zwischen den Modulkategorien,
induziert von Bimoduln, �ndet sich bei Renard [48]. Die Identi�kation von
parabolischer Restriktion und Induktion mit Funktoren der FormX⊗B− und
Y ⊗A−, wobei AXB und BYA Bimoduln sind, ist ein Ergebnis der Diplomar-
beit von Guiraud [30]. Wir rekapitulieren diese Dinge in diesem Abschnitt.

2.5.1 Die Funktoren im einzelnen

Sei P =MN eine parabolische Untergruppe von G. Hierzu gibt es die Hecke-
algebren

B := D(M) und D := D(P ).

Man betrachtet die folgenden Funktoren:

◦ Die Restriktion ResGP : R(G)→ R(P ). Diese ist o�ensichtlich isomorph
zu dem Funktor

A⊗A − : MA −→ MD ,

wobei A als (D,A)-Bimodul betrachtet wird. Die Struktur DA wird von
der Linkstranslation P ↷ D(G) induziert. Hier kann P eine beliebige
abgeschlossene Untergruppe von G sein. Siehe [30, 4.2.3].

◦ Die Induktion IndGP : R(P )→ R(G). Sei (ρ,W ) ∈ R(P ). Dann besteht
IndGP (W ) aus den Funktionen φ ∈ C∞(G,W ) mit folgenden Eigenschaf-
ten:

(1) Die Funktion φ ist von links gleichmäÿig lokal konstant unter ei-
nem K ∈ Ω(G), das heiÿt φ(kg) = φ(g) für k ∈ K, g ∈ G.

(2) Es gilt φ(gp−1) = ρ(p) · φ(g) für alle g ∈ G und p ∈ P .

Morphismen werden in der o�ensichtlichen Weise abgebildet. Auf IndGP
operiert G durch Linkstranslation. Diese De�nition unterscheidet sich
vom Üblichen, wo G durch Rechtstranslation operiert; unsere Formulie-
rung ist aber besser an unsere Zwecke angepaÿt. Es ist leicht zu sehen,
daÿ (ResGP , Ind

P
G) ein adjungiertes Paar ist, und daraus folgt wegen Pro-

position 2.1.16 sofort, daÿ IndGP isomorph ist zu dem Funktor

AHomD(A,−) : MD −→ MA ;

man kann aber auch einen Isomorphismus angeben, siehe dazu [48,
III.2.5]. Hier kann wiederum P eine beliebige abgeschlossene Unter-
gruppe von G sein.
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◦ Die kompakte Induktion indGP : R(P ) → R(G) ist ein Unterfunktor
von IndGP , wobei ind

G
P (W ) ⊆ IndGP (W ) aus denjenigen Funktionen φ ∈

IndGP (W ) besteht, für die zusätzlich gilt:

(3) Der Träger Trφ ist kompakt modulo P , das heiÿt, daÿ Bild(Trφ) ⊆
G/P ist kompakt, vgl. Lemma 2.5.1 unten.

Dieser Funktor ist isomorph zu

D(G) · δ−1
P ⊗P − : MD −→ MA ,

wobei D(G) als (G,P )-Bimodul betrachtet wird:

(φ · p)(g) = δ−1
P (p)φ(gp−1), φ ∈ D(G), p ∈ P, g ∈ G;

(φ · y)(g) =
∫
P

δP (p)φ(gp) y(p
−1) dp, φ ∈ D(G), y ∈ D, g ∈ G.

Die Formel für den Isomorphismus lautet folgendermaÿen:

f : D(G) · δ−1
P ⊗P W −→ indGP (W ),

f(φ⊗ w)(g) =
∫
P

φ(gp) ρW (p) · w dp,

vgl. [48, III.2.5] und [30, 4.4]. Wenn P eine parabolische Untergruppe
von G ist, dann ist G/P kompakt, siehe Folg. 1.4.2, und daher ist
indGP = IndGP .

◦ Den Jacquet-Funktor jN : R(P ) → R(M). Zu (ρ,W ) ∈ R(P ) bildet
man

NW =
W

⟨w − ρ(n) · w | n ∈ N, w ∈ W ⟩
.

Das ist mit Morphismen verträglich, und man hat die Translationsope-
ration M ↷ NW , wodurch eine glatte Darstellung von M entsteht.
Dieser Funktor ist isomorph zu

D(M)⊗P − : MD −→ MB ,

wobei D(M) als (M,P )-Bimodul betrachtet wird. Dabei operiert P von
rechts auf D(M) durch

(φp)(m) := φ(mm−1
p ), p ∈ P, m ∈M, φ ∈ D(M),

und mp kommt von der eindeutigen Zerlegung p = mpnp in P = MN .
Siehe [48, III.2.10].
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◦ Den Funktor bN : R(M)→ R(P ), der eine glatteM -Darstellung (ρ,W )
durch p · w := ρ(mp) · w zu einer glatten P -Darstellung macht. Dieser
Funktor ist rechtsadjungiert zum Jacquet-Funktor. Es folgt sofort, daÿ
er isomorph ist zu

DHomB(B,−) : MB −→ MD ,

aber es gibt darüber hinaus noch einen natürlichen Isomorphismus

DHomB(B,−) ∼= B ⊗B −,

wobei B auf der rechten Seite als (D,B)-Bimodul, auf der linken aber
als (B,D)-Bimodul aufgefaÿt wird. Siehe [48, III.2.10].

Wir notieren noch das folgende Lemma, welches die Eigenschaft �Tr f
ist kompakt modulo H� einer Funktion f ∈ IndGH(W ) charakterisiert, wobei
H ⊆ G eine abgeschlossene Untergruppe ist.

Lemma 2.5.1. Sei κ : G → G/H die kanonische Projektion und G/H wie
üblich mit der Quotiententopologie bzgl. κ versehen. Für eine Funktion f ∈
IndGH(W ) sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) Tr f = LH für eine kompakte Menge L ⊆ G.

(2) Tr f ⊆ LH für eine kompakte Menge L ⊆ G.

(3) κ(Tr f) ist kompakt.

Beweis. �1 ⇒ 2� und �1 ⇒ 3� sind klar. �2 ⇒ 1�: Es gibt ein K ∈ Ω(G),
unter dem f von links invariant ist. Der Träger Tr f ist dann von links unterK
und von rechts unterH invariant, zerfällt also in (K,H)-Doppelnebenklassen.
Diese sind o�en, und weil κ(LH) = κ(L) kompakt ist, folgt, daÿ Tr f in
endlich viele davon zerfällt, also

Tr f =
n⋃·
i=1

KgiH =
( n⋃·
i=1

Kgi

)
H.

�3 ⇒ 2�: Wenn κ(Tr f) kompakt ist, dann ist κ(Tr f) ⊆
⋃n
i=1 κ(KgiH) für

endlich viele gi ∈ G. Abermals gilt Tr f = κ−1
(
κ(Tr f)

)
⊆

(⋃· ni=1Kgi
)
H.

Bemerkung 2.5.2. Im allgemeinen sind diese Eigenschaften nicht äquiva-
lent, und man muÿ achtgeben, was �kompakt modulo H� bedeuten soll.
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2.5.2 Parabolische Induktion und Restriktion

Sei weiterhin G eine reduktive p-adische Gruppe und P = MN eine para-
bolische Untergruppe von G. Wir nehmen an, daÿ p ∈ R∗. Das ist damit
gleichbedeutend, daÿ alle auftretenden Gruppen ein Haarmaÿ haben. Der
modulare Charakter δP nimmt Werte in Z[1

p
] ⊆ R an. Die parabolische Re-

striktion rM und die parabolische Induktion iM sind die zusammengesetzten
Funktoren

R(G) R(M)

R(P ).

rM

ResGP

iM

bNIndPG

jN

Die normierten Funktoren sind rM := δ
1/2
P ⊗ rM und iM := iM(δ

−1/2
P ⊗

−). Diese haben die etwas schöneren Eigenschaften, daÿ iM unitäre und
duale Moduln respektiert. Wir werden sie auch in Kap. 6 verwenden, da die
dortige Konstruktion so besser zusammenpaÿt. Zur De�nition der normierten
Funktoren muÿ an den Ring R die zusätzliche Bedingung gestellt werden,
daÿ p eine Quadratwurzel besitzt. Wir können jedoch beide Fälle gleichzeitig
betrachten. Dazu führen wir einen Charakter χ von M ein:

De�nition 2.5.3. Sei von nun an χ : M → R∗ ein fester Charakter
von M . Im nicht-normierten Fall ist χ = 1, im normierten χ = δ

1/2
P ,

und der Ring R muÿ dann die obengenannte Bedingung erfüllen.

Schreiben wir jetzt rM und iM für die Funktoren mit dem Charakter χ,
dann ist

rM(V ) = NV mit M ↷ NV , m · [v] = [χ(m) ρV (m) · v],

und iM(W ) können wir au�assen als den Raum aller Funktionen φ : G/N →
W mit folgenden Eigenschaften:

(1) Die Funktion φ ist von links invariant unter einem K ∈ Ω(G), das heiÿt

φ(kg/N) = φ(g/N), k ∈ K, g ∈ G.

(2) Es gilt φ(gm−1/N)·χ(m) = ρW (m)·φ(g/N) für allem ∈M und g ∈ G.

Man hat G↷ iM(W ), (g · φ)(x/N) = φ(g−1x/N).
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Bemerkung 2.5.4.

◦ Es gilt χ|K = 1 für alle kompakt-o�enen Untergruppen K ⊆ G und
allgemeiner χ|N = 1, da die Gruppe N Vereinigung ihrer kompakt-
o�enen Untergruppen ist.

◦ Wir schreiben ⊗G statt ⊗D(G) u. ä.

◦ Es gibt bei der De�nition der normierten Funktoren (scheinbar) ver-
schiedene Konventionen. Wir folgen hier, wie Renard und Guiraud,
Bernstein/Zelevinsky [7, S. 444]. Bei Vignéras ist χ = δ

−1/2
P , aber wie

schon in Bem. 1.7.10 erwähnt, de�niert Vignéras δP als das, was bei
uns δ−1

P ist.

Lemma 2.5.5. Sei K ∈ Ω(G) eine Pro-p-Kongruenzuntergruppe, Λ ⊆ G ein
Repräsentantensystem von K\K0/K0,P und φ ∈ eK ∗ D(G/N). Dann hat
man

φ(g/N) =
1

vol(KM)

∑
λ∈Λ

∫
M

φ(λm/N) · 1Kλm/N(g/N) dm. (2.10)

Beweis. Der Träger von φ zerfällt in Mengen der Form KλM/N , wobei
λ ∈ K\G/P . Aufgrund der Iwasawa-Zerlegung (Satz 1.4.1) ist dieser Dop-
pelquotient endlich, und man kann λ ∈ Λ wählen. Es gilt G =

⋃· λ∈ΛKλMN .
Sei g ∈ G beliebig. Es ist dann von der Form g = kgλmgng für ein λ ∈ Λ, und
nur der zu diesem gehörige Summand liefert einen Beitrag zu dem Integral
in (2.10). Indem man ausnutzt, daÿ K ein Normalteiler in K0 ist, erhält man

x :=

∫
M

1Kλ/N(λmgm
−1/N) · φ(λm/N) dm

=

∫
M

1K/N(m
−1/N)φ(λmmg/N) dm.

Nun ist m−1/N ∈ K/N genau dann, wenn m ∈ KM = λ−1Kλ ∩M . Daraus
folgt x = vol(KM) · φ(g/N).

Wir de�nieren nun zwei Bimoduln AXB und BYA durch

X := D(G/N) · χ und Y := χ ·N\D(G).

Der folgende Satz ist eines der Ergebnisse aus der Diplomarbeit von Guiraud:
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Satz 2.5.6 ([30, 4.6]). Die parabolische Restriktion ist isomorph zu
dem Funktor

R = RG
M := Y ⊗A − : MA → MB ,

die parabolische Induktion hingegen zu dem Funktor

I = IGM := X ⊗B − : MB → MA .

Erster Beweis. Man kann die in Abschnitt 2.5.1 zusammengefaÿten Charak-
terisierungen der Einzelfunktoren von Renard benutzen. Wegen IndGP = indGP
erhält man

rM ∼= D(M)⊗P D(G)⊗G − und iM ∼= D(G) · δ−1
P ⊗P D(M)⊗M −.

Wie Guiraud argumentiert, bekommt man die Behauptung für iM durch ein-
fache Bimodulmanipulationen und weil sich Tensorprodukte assoziativ ver-
halten; die Bildung der Koinvarianten läÿt sich als Tensorprodukt R ⊗N −
mit trivialer Operation auf R schreiben. Man erhält

D(G)·δ−1
P ⊗PD(M) = D(G)·δ−1

P ⊗PD(P )/N ·δ
−1
P = D(G)/N ·δ−1

P = D(G/N).

Die gleiche Methode kann man auf rM anwenden:

D(M)⊗PD(G) = δ−1
P ·D(M)·δ−1

P ⊗PD(G) = N\D(P )·δ−1
P ⊗PD(G) = N\D(G).

Betrachtet man statt dessen die normierten Funktoren, erhält man

rM ∼= δ
1/2
P ·N\D(G) und iM ∼= D(G/N) · δ1/2P .

Wir geben noch einen zweiten, konstruktiven Beweis des Satzes an, da
wir später die konkreten Abbildungen benötigen.

Zweiter Beweis von Satz 2.5.6. Es ist o�ensichtlich, daÿ D(G) ⊗G V ∼= V
einen Isomorphismus

N\D(G)⊗G V −→ NV , [φ]⊗ v 7−→ [φ ∗ v], (2.11)

induziert. Für die Induktion konstruieren wir eine R-lineare Abbildung:

f : D(G/N) · χ⊗M W −→ iM(W ),

f(φ⊗ w)(g/N) :=

∫
M

φ(gm−1/N) · χ(m) ρW (m−1) · w dm.
(2.12)
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Es ist leicht zu überprüfen, daÿ f wohlde�niert und ein Homomorphismus von
G-Moduln ist. Sei K ∈ Ω(G) eine Pro-p-Kongruenzuntergruppe. Es genügt
zu zeigen, daÿ die Einschränkung

eK ∗ D(G/N) · χ⊗M W eK ∗ iM(W )
f

h

bijektiv ist. Dazu geben wir h an. Sei ψ ∈ eK ∗ iM(W ). Der Träger von ψ
zerfällt ähnlich wie in der Situation des Lemmas 2.10 in Mengen der Form
KλM/N , λ ∈ Λ, und man kann dann ψ =

∑
λ∈Λψλ schreiben, wobei ψλ die

Funktion mit Trψλ = KλM/N ist, die durch

ψλ(kλm
−1/N) · χ(m) = ρW (m) · ψ(λ), k ∈ K, m ∈M,

gegeben ist. Wir de�nieren nun eine R-lineare Abbildung durch

h(ψ) :=
1

vol(KM)

∑
λ∈Λ

1Kλ/N ⊗ψ(λ/N). (2.13)

Jedes beliebige g ∈ G ist von der Form g = kgλmgng ∈ KλMN für ein
gewisses λ ∈ Λ. Sei c := vol(KM)−1 ∈ R∗. Eine ähnliche Rechnung wie im
Beweis des Lemmas ergibt

(
f ◦ h(ψ)

)
(g/N) = c

∫
M

1Kλ/N(gm
−1/N) · χ(m) ρ(m−1) · ψ(λ/N) dm

= c

∫
M

1λ−1Kλ/N(mgm
−1/N)ψ(λm/N) dm

= c

∫
M

1K/N(m
−1/N)ψ(λmmg/N) dm = ψ(g/N).

Andererseits bekommt man mit dem Lemma

h ◦ f(φ⊗ w) = c
∑
λ∈Λ

1Kλ/N ⊗f(φ⊗ w)(λ/N)

= c
∑
λ∈Λ

1Kλ/N ⊗
(∫

M

φ(λm/N) · χ−1(m) ρ(m) · w dm
)

=
(
c
∑
λ∈Λ

∫
M

φ(λm/N) · 1Kλ/N ·ρ(m) dm
)
⊗ w

=
(
c
∑
λ∈Λ

∫
M

φ(λm/N) · 1Kλm/N dm
)
⊗ w = φ⊗ w.



3. KUSPIDALE MODULN

In diesem Kapitel erinnern wir an die kuspidalen Moduln, die sich dadurch
charakterisieren lassen, daÿ die Jacquet-Funktoren RM für echte Leviunter-
gruppen M ⊊ G alle Null ergeben, und die gewissermaÿen die Bausteine
der Kategorie MA darstellen. Wir rekapitulieren eine Aussage von R.Meyer
[40], die besagt, daÿ jeder kuspidale Modul unter gewissen Bedingungen an
R Quotient eines projektiven kuspidalen und Untermodul eines injektiven
kuspidalen Moduls ist. Dieses Ergebnis benutzen wir im nächsten Kapitel,
um den kuspidalen Anteil vom Rest der Darstellungstheorie abzuspalten, was
wir später zum Beweis der zweiten Adjungiertheit benötigen. Wie die kuspi-
dalen Moduln jedoch aussehen, wird in dieser Arbeit nicht beleuchtet. Wir
verweisen zum Beispiel auf den Artikel von Kim Ju-Lee [23, Ch. 3].

Sei G, sofern nichts anderes gesagt wird, eine reduktive p-adische Gruppe,
G◦ die von den kompakten Untergruppen in G erzeugte Untergruppe sowie
A = D(G) und B = D(G◦) die zugehörigen Heckealgebren. Dann hat man

◦ Restriktion Res = A⊗A − : MA → MB und

◦ Induktion Ind = AHomB(A,−) : MB → MA ,

wobei A als (B,A)-Bimodul betrachtet wird, sowie

◦ kompakte Induktion ind = A⊗B − : MB → MA ,

wobei A als (A,B)-Bimodul betrachtet wird, s. Abschn. 2.5.1. Hierbei bilden
(ind,Res) und (Res, Ind) jeweils ein adjungiertes Paar, und für jeden Modul
V ∈ MA ist die V -Komponente der Eins der Adjunktion (Res, Ind) sogar ein
Monomorphismus, die der Koeins der Adjunktion (ind,Res) hingegen sogar
ein Epimorphismus. Man erhält kurze exakte Sequenzen

0 −→ V −→ Ind ◦Res(V ) und ind ◦Res(V ) −→ V −→ 0,

und es ist zu zeigen, daÿ ind ◦Res(V ) kuspidal und projektiv, ind ◦Res(V )
hingegen kuspidal und injektiv ist.

Daÿ ind ◦Res(V ) kuspidal ist, ergibt sich ganz natürlich und wird in
[40] gezeigt. Hierzu muÿ R nur ein kommutativer Ring mit p ∈ R∗ sein.



3. Kuspidale Moduln 58

Wesentlich ist, daÿ ind ◦Res(V ) über G◦ isomorph zu einer direkten Summe
(in geeignetem Sinne) kuspidaler Moduln ist (hier kommen die kompakten
Moduln ins Spiel). Genauer gilt

Res ◦ ind ◦Res(V ) ∼=
⊕

g∈G/G◦

Res(V ),

und die Behauptung ergibt sich dann daraus, daÿ ein Modul genau dann
kuspidal über G ist, wenn er es über G◦ ist, und direkte Summen kuspidaler
Moduln wiederum kuspidal sind.

Ähnlich ist Ind ◦Res(V ) über G◦ isomorph zu einem (geglätteten) direk-
ten Produkt:

Res ◦ Ind ◦Res(V ) ∼= B
∏

g∈G/G◦

Res(V ).

Daÿ Ind ◦Res(V ) kuspidal ist, ergäbe sich nun unmittelbar aus der zweiten
Adjungiertheit, die zur Folge hat, daÿ Produkte kuspidaler Moduln wiederum
kuspidal sind, aber da wir diese neu beweisen wollen, müssen wir die Aussage
direkt zeigen. Wir haben festgestellt, daÿ das weitaus schwieriger als der
vorherige Fall ist, und weisen es in diesem Kapitel in dem Falle nach, daÿ R
irgendein Körper mit Charakteristik 0 ist. Dazu verwenden wir die Aussage,
daÿ die kuspidalen Moduln über G◦, das sind gerade die kompakten, über
einem (zunächst) algebraisch abgeschlossenen Körper R halbeinfach sind.
Hierzu benötigen wir jedoch, daÿ die einfachen Unterquotienten eines solchen
Moduls eine formale Dimension besitzen, und das ist gewiÿ der Fall, wenn
R die Charakteristik 0 hat. Ein Versuch, diese Voraussetzung loszuwerden,
hat sich leider als Irrweg herausgestellt. Wir vermuten in der Tat, daÿ die
Darstellungstheorie in positiver Charakteristik nicht halbeinfach ist, so daÿ in
diesem Fall eine andere Strategie als die hier vorgestellte notwendig erscheint.

In [40] wird gezeigt, daÿ die kuspidalen Moduln die Eigenschaft haben,
projektiv und injektiv bezüglich derjenigen kurzen exakten Sequenzen

0 V1 V2 V3 0
sK

in MA zu sein, die für jede kompakte Untergruppe K ⊆ G einen K-äquiva-
rianten Schnitt sK besitzen. Wenn R ein Körper ist, dann zerfällt jede kurze
exakte Sequenz von A-Moduln in der Kategorie der R-Vektorräume. Wenn R
von Charakteristik ℓ ̸= p ist, so hat man auf jeder kompakten Untergruppe
K ⊆ G ein Haarmaÿ, mit dem man den R-linearen Schnitt K-äquivariant
machen kann. Damit die so entstehende Abbildung jedoch ein Schnitt bleibt,
muÿ sich das Haarmaÿ mit vol(K) = 1 normieren lassen. Das ist möglich,
wenn ℓ nicht die Proordnung von G teilt, das heiÿt wenn die Indizes [K : L]
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für alle kompakt-o�enen Untergruppen L,K ∈ Ω(G), L ⊆ K, nicht Null in
R und mithin invertierbar sind. Das ist die zweite in positiver Charakteristik
auftretende Schwierigkeit.

De�nition 3.0.1. Ein Modul V ∈ MA heiÿt kuspidal, wenn⊕
M<G

RM(V ) = 0.

Die direkte Summe erstreckt sich über alle Standardlevifaktoren echter stan-
dardparabolischer Untergruppen P = MN , d. h. P0 ⊆ P ⊊ G, wenn P0 die
gewählte minimale parabolische Untergruppe bezeichnet, siehe Anhang B.2.
Die kuspidalen Moduln bilden eine volle Unterkategorie von MA , die wir mit
Mc

A bezeichnen.

Bemerkungen 3.0.2.

(1) Weil jede parabolische Untergruppe konjugiert zu einer standardpara-
bolischen ist, gilt, wenn V kuspidal ist, RM(V ) = 0 für überhaupt
alle echten parabolischen Untergruppen. Auch hängt dies nicht von der
Wahl des Levifaktors ab. Die Levifaktoren sind durch ein eindeutiges
Element von N in P konjugiert zueinander.

(2) Die Begri�s�ndung ist in der Literatur sehr uneinheitlich. Mit der Be-
zeichnung kuspidal folgen wir Vignéras [58]. Renard [48] verwendet den
Begri� superkuspidal (supercuspidale). Bei Vignéras sind die superku-
spidalen Darstellungen die irreduziblen, die keine Unterquotienten von
Darstellungen sind, die man durch parabolische Induktion von einer
Leviuntergruppe einer echten parabolischen Untergruppe erhält. Bei
Bernstein und Zelevinsky [6, 7] werden die Moduln bzw. die Darstel-
lungen, die in dieser Arbeit kuspidal heiÿen, quasikuspidal genannt,
und die kuspidalen sind darüber hinaus zulässig. Diese quasikuspidalen
Darstellungen heiÿen bei Casselman [22] wiederum absolut kuspidal.

Proposition 3.0.3.

(1) Sei 0→ X → V → Y → 0 eine kurze exakte Sequenz in MA . Dann ist
V dann und nur dann kuspidal, wenn X und Y es sind. Mit anderen
Worten sind Untermoduln, Quotienten und Erweiterungen kuspidaler
Moduln wieder kuspidal.

(2) Jedes V ∈ MA besitzt einen eindeutig bestimmten maximalen kuspida-
len Untermodul V c, den wir den kuspidalen Teil von V nennen.
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(3) Sei (Vi)i∈I eine Familie kuspidaler Moduln. Dann ist auch
⊕

i∈I Vi ku-
spidal.

Beweis. (1) folgt sofort daraus, daÿ RM exakt ist. (2) Sei V ∈ MA . Da 0 ku-
spidal ist, sieht man wie üblich mit dem Zornschen Lemma, daÿ es maximale
kuspidale Untermoduln von V gibt: Sei X eine durch Inklusion totalgeordnete
Menge kuspidaler Untermoduln von V . Die Vereinigung

W ′ :=
⋃
W∈X

W

ist dann kuspidal, weil alle W kuspidal sind, jedes w ∈ W also Null in NW
für alle P =MN .

Sei V0 ein maximaler kuspidaler Untermodul und V1 irgendein kuspidaler
Untermodul. Man bekommt die exakte Sequenz

0 −→ V0 −→ V0 + V1 −→ V1/(V1 ∩ V0) −→ 0

und sieht mit dem Vorherigen, daÿ sie aus kuspidalen Untermoduln besteht.
Da V0 maximal ist, folgt V0 + V1 = V0, also V1 ⊆ V0.

(3) RM ist linksadjungiert zu IM und respektiert daher alle Kolimites
und insbesondere direkte Summen.

Folgerung 3.0.4. Mc
A ist eine abelsche Unterkategorie von MA .

3.1 Das Lemma von Schur

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und A eine R-Algebra. Für einen
einfachen A-Modul V ist der Endomorphismenring EndA(V ) eine Divisions-
algebra mit Eins über R.

Lemma 3.1.1 (Schur). Ist R ein algebraisch abgeschlossener Körper mit
|R| > dimRA, so ist EndA(V ) ∼= R.

Beweis. Der bei Renard [48, Annexe B] gegebene Beweis funktioniert gerade
unter den hier genannten Voraussetzungen.

Proposition 3.1.2. Für eine reduktive p-adische Gruppe G ist A = D(G)
als R-Modul höchstens abzählbar erzeugt. Wenn R ein überabzählbarer alge-
braisch abgeschlossener Körper ist, dann gilt folglich EndA(V ) ∼= R für jeden
einfachen A-Modul V .

Beweis. Nach Satz 1.2.7 ist G/K für jedes K ∈ Ω(G) abzählbar. Es gibt eine
abzählbare 1-Umgebungsbasis (Kn)n∈N ⊆ Ω(G), und die abzählbar vielen
Elemente 1gKn , g ∈ G/Kn, erzeugen D(G) als R-Modul, s. Prop. 1.3.3 und
Satz 1.5.6.
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3.2 Die Gruppe G◦

De�nition 3.2.1. Die Gruppe G◦ ist die Untergruppe von G, die von allen
kompakten Untergruppen von G erzeugt wird.

Proposition 3.2.2. Die Gruppe G◦ hat die folgenden Eigenschaften:

(1) G◦ ist ein o�ener (und deswegen auch abgeschlossener) unimodularer
Normalteiler von G mit kompaktem Zentrum Z◦ := Z(G◦). Dieses ist
die maximale kompakte Untergruppe von Z := Z(G).

(2) G/G◦ ist eine freie abelsche Gruppe von endlichem Rang.

(3) Der o�ene Normalteiler G◦Z von G hat endlichen Index.

Beweis. Siehe Abschnitt II.1.3 bei Vignéras [58].

3.3 Kompakte Moduln

Sei B = D(H) mit einer unimodularen ℓ-Gruppe H. In D′(H) gebe es ein
Haarmaÿ. Zu jedem W ∈ MB läÿt sich die kanonische Abbildung

γ : W ⊗R W̃ → C∞0 (H), γ(w ⊗ φ)(h) := φ(h−1w),

in den Raum der gleichmäÿig lokal konstanten Funktionen H → R (Ab-
schn. 1.3) erklären.

De�nition 3.3.1. Die Bilder elementarer Tensoren unter γ, also die Funk-
tionen

H −→ R, h 7−→ φ(h−1w), w ∈ W, φ ∈ W̃,
heiÿen (Matrix-)Koe�zienten von W .

De�nition 3.3.2. Ein Modul W ∈ MB heiÿt kompakt (oder endlich), wenn
die Koe�zienten von W sogar in D(H) liegen, jeder Koe�zient von W also
kompakten Träger (und somit einen endlichen Wertebereich) hat.

Proposition 3.3.3. Sei W ∈ MB .

(1) Wenn für alle w ∈ W und e = eK ∈ Id(B), dabei K ∈ Ω(H) von
invertierbarer Proordnung in R, die Funktion

ψ = ψe,w ∈ C∞0 (H,W ), ψ(h) := eh−1w,

sogar in D(H,W ) liegt, also kompakten Träger hat, dann ist W kom-
pakt. Wenn R ein Körper ist, dann gilt hiervon auch die Umkehrung.
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(2) Sei R ein Körper. Für kompakte Moduln kann man dann schlieÿen:

einfach =⇒ endlich erzeugt =⇒ zulässig.

Beweis. (1) Vgl. Bernstein [4, Theorem 6], Vignéras [58, I.7.3] oder Renard
[48, IV.1.3]: Sei ξ(h) = φ(h−1w) mit w ∈ W und φ ∈ W̃ ein Koe�zient.
Dann gibt es e ∈ Id(A) mit φe = φ, wenn wir W̃ ∈MA betrachten; also ist

ξ(h) = φ(eh−1w).

Aus ξ(h) ̸= 0 folgt eh−1w ̸= 0. Nach Voraussetzung liegt h dann in einer
kompakten Menge, und Tr ξ ist somit ebenfalls kompakt.

Sei nun R ein Körper und ψ : H → W , h 7→ eh−1w, vorgegeben. Sei

W0 := ⟨ψ(h) | h ∈ H⟩ ⊆ eW

der von Bild(ψ) ⊆ eW erzeugte Untervektorraum. Aus dem Erzeugendensy-
stem {ψ(h) | h ∈ H} kann man eine BasisB = (ψ(hi))i∈I vonW0 auswählen,
und weil ψ von rechts K-invariant ist, kann man annehmen, daÿ die hi paar-
weise verschiedene Repräsentanten von Nebenklassen aus H/K sind. Man
kann B zu einer R-Basis von eW und dann ganz W fortsetzen und eine Li-
nearform λ ∈ W ∗ durch λ(x) = 1 für x ∈ B und λ(x) = 0 für alle anderen
Basisvektoren de�nieren. Man hat die Zerlegung W = eW ⊕ (1−e)W , wobei
(1 − e)W = {w − ew | w ∈ W}. Auf (1 − e)W sind λ und λe Null, und auf
eW gilt λe = λ. Also ist überhaupt λe = λ und somit λ ∈ W̃ . Man erhält
einen Koe�zienten

ξ : H −→ R, h 7−→ λ(h−1w) = λ(eh−1w) = λ ◦ ψ(h).

Nach Voraussetzung hat ξ kompakten Träger. Da ξ von rechts K-invariant
ist, zerfällt Tr ξ in endlich viele Nebenklassen hK, h ∈ H, aber das impliziert
nach Konstruktion von λ, daÿW0 endliche Dimension haben muÿ. Man kann
also h1, . . . , hn ∈ H/K so auswählen, daÿ die Vektoren bi := ψ(hi) = eh−1

i w
eine Basis von W0 bilden. Sei {β1, . . . , βn} ⊆ W̃e die duale Basis. Man hat
dann

ψ(h) =
n∑
i=1

βi ◦ ψ(h) · bi, h ∈ H,

und aus ψ(h) ̸= 0 folgt βi ◦ ψ(h) = βi(h
−1w) ̸= 0 für irgendeinen Index,

aber durch βi ◦ ψ sind endlich viele Koe�zienten von W gegeben, die nach
Voraussetzung kompakten Träger haben, so daÿ auch Trψ kompakt ist.

(2) Die erste Implikation ist trivial. Vgl. im weiteren Bernstein [4, Propo-
sition 11]: Sei W ∈ MB kompakt und endlich erzeugt und e = eK ∈ Id(B).
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Seien w1, . . . , wn Erzeuger von W als B-Modul und w ∈ eW . Mit gewissen
bi ∈ B erhält man

w =
n∑
i=1

biwi mit biwi =

∫
H

bi(h)hwi dh.

Sei L ⊆ K eine kompakt-o�ene Untergruppe mit in R invertierbarer Proord-
nung derart, daÿ eLwi = wi und eLbieL = bi für alle Indizes. Dann bekommt
man weiter

w = ew =
∑

1≤i≤n
h∈H/L

vol(L) · bi(h) · ehwi,

und da die Inversion ein Automorphismus von H ist, können wir schlieÿen,
daÿ eW als R-Vektorraum von den Vektoren eh−1wi, h ∈ H erzeugt wird.
Nach (1) haben die K-rechtsinvarianten Funktionen H → W , h 7→ eh−1wi,
kompakten Träger. Das impliziert, daÿ es in Abhängigkeit von h nur endlich
viele verschiedene Vektoren eh−1wi gibt und eW somit endliche Dimension
hat.

Proposition 3.3.4.

(1) Quotienten und direkte Summen kompakter Moduln sind stets kompakt.

(2) Wenn R ein Körper ist, dann sind auch Untermoduln kompakter Mo-
duln kompakt.

(3) Wenn die Aussage des Schurschen Lemmas gilt, also EndB(W ) = R
für einfache Moduln W , dann folgt aus der Existenz eines kompakten
Moduls, daÿ Z(H) kompakt sein muÿ.

Beweis. (1) Sei π : V → W ein Epimorphismus in MB und V kompakt. Der
duale Morphismus π̃ : W̃ → Ṽ ist dann injektiv. Sei

ξ : H −→ R, h 7−→ φ(h−1w), w ∈ W, φ ∈ W̃,

ein Koe�zient von W und v ∈ V mit w = π(v). Da V kompakt ist, hat ξ
wegen ξ(h) = π̃(φ)(h−1v) kompakten Träger; also ist W kompakt.

Sei jetzt X =
⊕

i∈I Xi eine direkte Summe kompakter Moduln, weiter
x =

∑
i∈I xi ∈ X und ψ ∈ X̃. Durch

η : H −→ R, η(h) := φ(h−1x) =
∑
i∈I

φ(h−1xi),
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ist ein Koe�zient von X gegeben, aber für jedes xi de�niert h 7→ φ(h−1xi)
einen von Xi, der nach Voraussetzung kompakten Träger hat. Da nur endlich
viele xi nicht Null sind, hat auch η kompakten Träger, und X ist kompakt.

(2) Das folgt unmittelbar aus der in Prop. 3.3.3 (1) gegebenen Charakte-
risierung kompakter Moduln.

(3) Vgl. Renard [48, IV.1.3]: Sei (ρ,W ) ∈ MB kompakt. Nach Prop. 2.1.19
gibt es einen einfachen Unterquotienten, der nach dem Vorherigen wieder
kompakt ist, so daÿ man o. b. d.A. annehmen kann, daÿ W selbst einfach
ist. Für jedes z ∈ Z := Z(H) de�niert w 7→ zw ein Element von AutB(W ).
Wegen EndB(W ) = R gibt es einen Charakter χ : Z → R∗ mit zw = χ(z)w.
Sei nun w ∈ W∖{0} beliebig und e ∈ Id(B)mit ew = w. Nach Prop. 3.3.3 (1)
hat die Funktion

φ : H −→ W, h 7−→ eh−1w,

kompakten Träger. Da nun φ(z) = χ(z−1)w ̸= 0 für alle z ∈ Z gilt, hat man
Z ⊆ Trφ, und weil Z abgeschlossen ist, so ist Z auch kompakt.

Bemerkung 3.3.5. Die ℓ-Gruppe H = G◦ hat in der Tat ein kompaktes
Zentrum (Prop. 3.2.2), und dies ist auch der einzige Fall von Belang für uns.

3.3.1 Zusammenhang mit den kuspidalen Moduln

Sei G eine reduktive p-adische Gruppe, H = G◦, weiter Z = Z(G) das
Zentrum von G und Z◦ = Z(G◦).

De�nition 3.3.6. Eine Menge U ⊆ G nennen wir Z-kompakt oder kompakt
modulo Zentrum, wenn U abgeschlossen und das Bild von U in G/Z kompakt
ist.

Lemma 3.3.7. Sei U ⊆ G eine Z-kompakte Menge. Dann ist U ∩ G◦ kom-
pakt.

Beweis. Wir betrachten das kommutative Diagramm

G◦ G

G◦/Z◦ G/Z

ι

π κ

ι̃

topologischer Gruppen mit den kanonischen Morphismen: π = κ|G◦ ist stetig,
o�en und surjektiv, κ◦ ι stetig und o�en. Daraus folgt, daÿ ι̃ stetig und o�en
ist. Auÿerdem ist ι̃ injektiv und, weil G◦/Z◦ und G/Z topologische Gruppen
sind, daher auch abgeschlossen. Weil die Fasern leer oder einpunktig sind,



3. Kuspidale Moduln 65

ist ι̃ sogar eigentlich. Sei A ⊆ G◦ abgeschlossen. Dann ist π−1(π(A)) = AZ◦

abgeschlossen, weil Z◦ kompakt ist; also ist π abgeschlossen. Die Fasern von π
sind die Linksnebenklassen von Z◦, also kompakt; somit ist π sogar eigentlich.
Damit können wir nun folgendermaÿen schlieÿen:

ι̃ ◦ π(U ∩G◦) = κ(U ∩G◦) ⊆ κ(U)

ist als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge kompakt. Weil ι̃◦π
eigentlich ist, folgt, daÿ das Urbild (U ∩ G◦)Z◦ kompakt ist, aber dann ist
auch U ∩G◦ kompakt, weil es eine abgeschlossene Teilmenge davon ist.

Proposition 3.3.8. Sei V ∈ MA und p ∈ R∗. Die folgenden Aussagen sind
äquivalent:

(1) V ist in MA kuspidal, A = D(G).

(2) Der Träger jedes Koe�zienten von V ist kompakt modulo Z.

(3) V ist in MB kompakt, B = D(G◦).

Beweis. �1 ⇔ 2�: Vignéras [58, II.2.7]. �2 ⇒ 3�: Lemma 3.3.7. �3 ⇒ 2�:
Proposition 3.3.3 und Meyer [40, 3.11].

Bemerkung 3.3.9. Die Charakterisierung kuspidaler Moduln mit Hilfe der
Koe�zienten in Prop. 3.3.8 erlaubt es, dieselben für jede ℓ-Gruppe zu de�-
nieren. Die kuspidalen D(G◦)-Moduln sind in diesem Sinne gerade die kom-
pakten.

Proposition 3.3.10. Sei R ein Körper mit Charakteristik ℓ ̸= p und R̄ ein
algebraischer Abschluÿ von R.

(1) Wenn W ein kompakter D(H)-Modul ist, dann ist die Koe�zientener-
weiterung WR̄ = R̄⊗RW ein kompakter DR̄(H)-Modul.

(2) Ein kompakter DR̄(H)-Modul ist auch als D(H)-Modul kompakt.

Beweis. (1) Sei e = eK zu K ∈ Ω(H) ein idempotentes Element, weiterhin
w′ =

∑n
i=1 λi ⊗ wi ∈ WR̄, und φ : H → C∞0 (H,WR̄) sei de�niert durch

φ(h) := ehw′ =
n∑
i=1

λi ⊗ ehwi.

Wir stellen fest, daÿ stets e ∈ D(H) ⊆ DR̄(H) gilt. Wenn φ(h) ̸= 0, dann
muÿ ehwi ̸= 0 für mindestens ein i gelten, und h liegt nach Voraussetzung
in einer kompakten Menge Ki, die von wi abhängt. Die endliche Vereinigung



3. Kuspidale Moduln 66

K =
⋃n
i=1Ki ist dann kompakt mit Trφ ⊆ K. Also ist Trφ als Menge und

W ′ nach Prop. 3.3.3 als Modul kompakt.
(2) Sei e wie im vorherigen Teil, W ein kompakter DR̄(H)-Modul und

w ∈ W . Die Behauptung folgt daraus, daÿ die über R̄ de�nierten Funk-
tionen φ(h) = ehw wegen AutR̄(W ) ⊆ AutR(W ) und D(H) ⊆ DR̄(H) alle
Funktionen dieses Typs über R ergeben, mit denen nach Prop. 3.3.3 die Kom-
paktheit zu überprüfen ist, wenn man W eben mit Hilfe dieser Inklusionen
als D(H)-Linksmodul (oder H-Darstellung) au�aÿt.

3.4 Kompakte Moduln sind halbeinfach

Sei R ein Körper mit Charakteristik ℓ ̸= p, weiterhin B = D(H) mit H = G◦

und (ρ,W ) ∈ MB . Wir rekapitulieren in diesem Abschnitt eine Konstruktion
von Bernstein [4], mit der er für R = C zeigt, wie ein einfacher kompakter
Modul die Kategorie MB in ein Produkt aufspaltet. Wir verweisen auÿerdem
auf das Buch von M.-F. Vignéras [58, I.7] und den Artikel von A.Roche [23,
1.2]. Wir brauchen die Aussage, daÿ kompakte Moduln halbeinfach sind.

Lemma 3.4.1.

(1) Die kanonische Abbildung W → ˜̃W ist injektiv; W ist genau dann
zulässig, wenn W̃ zulässig ist, und in diesem Falle ist W genau dann
einfach, wenn W̃ einfach ist.

(2) Seien W1,W2 ∈ MB , und sei W := W1 ⊗R W2 der davon gebildete
Linksmodul über B ⊗R B ∼= D(H × H). Wenn W1,W2 zulässig sind,
dann auch W . Wenn W1,W2 einfach sind, dann auch W .

Beweis. (1) Siehe Vignéras [58, I.4.18]. (2) Siehe Renard [48, III.1.4].

Sei W einfach und kompakt. Die Moduln

W ∈ MB , W̃ ∈MB und W ⊗R W̃ ∈ B-Bim

sind dann einfach und zulässig (Prop. 3.3.3), und man erhält in der Kategorie
der B-Bimoduln das Diagramm

W ⊗R W̃ B

EndR(W )0,

α

β
ρ (3.1)

das wir jetzt erläutern:
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◦ ρ ist die Abbildung, die W zum B-Modul macht.

◦ β ist die kanonische Abbildung

β(w ⊗ φ)(z) = φ(z)w, w, z ∈ W, φ ∈ W̃.

Weil W zulässig ist und R ein Körper, ist mit einem Dimensionsargu-
ment leicht zu sehen, daÿ β stets ein Isomorphismus ist.

◦ Die Bildung der Koe�zienten de�niert die Abbildung

γ : W ⊗R W̃ −→ D(H), (w ⊗ φ)(h) = φ(h−1w), h ∈ H, w ∈ W.

In der De�nition steht h−1 statt h, damit γ ein Morphismus in B-Bim
wird. Als Elemente von B = D(H) operieren die Koe�zienten von W
vermöge ρ auf W , aber sie operieren auch auf jedem anderen B-Modul.

◦ EndR(W ) wird durch (b1φb2)(w) = b1φ(b2w) zum B-Bimodul gemacht,
und EndR(W )0 ist die Glättung davon.

De�nition 3.4.2. Man sagt, daÿ (ρ,W ) eine formale Dimension (oder einen
formalen Grad) hat, wenn es einen Skalar dρ ̸= 0 derart gibt, daÿ das Dia-
gramm (3.1) mit α = dργ kommutiert. Dieses dρ ist dann die formale Di-
mension von (ρ,W ).

Wenn R ein algebraisch abgeschlossener Körper ist, dann gilt für W und
W ⊗R W̃ die Aussage des Schurschen Lemmas, nämlich

EndB(W ) = R = EndB⊗Bop(W ⊗R W̃ ),

siehe [58, I.6.11], und man �ndet

β−1 ◦ ρ ◦ γ ∈ EndB⊗Bop(W ⊗R W̃ ).

Also existiert cρ ∈ R derart, daÿ

ρ ◦ γ = cρ · β, (3.2)

und es gibt eine formale Dimension genau dann, wenn cρ ̸= 0, in welchem
Fall dρ = c−1

ρ . Aus dieser Betrachtung ergibt sich unmittelbar die

Proposition 3.4.3. Sei R ein algebraisch abgeschlossener Körper mit Cha-
rakteristik ℓ ̸= p. Dann besitzt der einfache kompakte Modul (ρ,W ) dann
und nur dann eine formale Dimension, wenn es einen Koe�zienten ξ ∈
D(H) von W mit ρ(ξ) · W ̸= 0 gibt. Ist das der Fall, dann ist s := dργ ◦
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β−1 : EndR(W )0 → B ein Schnitt zu ρ, und aus der Kommutativität des
Diagramms (3.1) folgt sofort die Schursche Orthogonalitätsrelation∫

H

φ(h−1w)ψ(hz) dh = cρ φ(z)ψ(w), w, z ∈ W, φ, ψ ∈ W̃.

Der Schnitt s ist ein Algebrahomomorphismus.

Beweis. Die ersten beiden Aussagen folgen sofort aus Gl. (3.2). Einsetzen in
die De�nitionen der Abbildungen ergibt∫

H

φ(h−1w)hz dh = ρ ◦ γ(w ⊗ φ)(z)

= cρβ(w ⊗ φ)(z) = cρφ(z)w, w, z ∈ W, φ ∈ W̃,

worauf man dann irgendein ψ ∈ W̃ anwenden kann.
Seien nun x, y ∈ EndR(W )0. Nach De�nition ist s ein Morphismus von

D(H)-Bimoduln und ρ auÿerdem ein Algebrahomomorphismus. Es folgt

s(xy) = s
(
ρs(x)ρs(y)

)
= sρ

(
s(x)s(y)

)
= sρs

(
s(x)y

)
= s

(
s(x)y

)
= s(x)s(y).

Hat (ρ,W ) eine formale Dimension dρ und nimmt man irgendeinen Modul
(π, V ) ∈ MB hinzu, so erhält man das Diagramm

EndR(W )0 D(H) EndR(V )0

W ⊗R W̃

s
π

ρ

α=dργ
β ∼ (3.3)

und kann zeigen, daÿ W die Kategorie MB spaltet. Wir orientieren uns für
den Rest dieses Unterkapitels an der Darstellung bei A.Roche [23]. Man
vergleiche die Ausführungen hier mit denen dort: Für jedes idempotente Ele-
ment e = eK ∈ D(H), dabei K ∈ Ω(H), ist pe : W → W , w 7→ ew, also die
Projektion auf eW , ein idempotentes Element von EndR(W )0.

Lemma 3.4.4 ([23, 1.2.2.1]). Die Endomorphismen pe haben die folgenden
Eigenschaften:

(1) pe = pfe für e, f ∈ Id(B) mit e ≤ f .

(2) pheh91 = hpeh
−1 für h ∈ H.
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Beweis. (1) Aus e = fef folgt pfe(w) = pf (ew) = few = ew = pe(w).
(2) Für h ∈ H gilt (hpeh−1)(w) = hpe(h

−1w) = (heh−1)w = pheh−1(w).

Proposition 3.4.5 ([23, 1.2.3]). Sei V ∈ MB beliebig.

(1) Der einfache kompakte Modul (ρ,W ) de�niert ein idempotentes Ele-
ment Eρ = Eρ,V ∈ EndB(V ) durch

Eρ|eV = π ◦ s(pe), e ∈ Id(B).

(2) Durch (Eρ,V )V ist ein Element des Zentrums der Kategorie MB gege-
ben, das heiÿt, daÿ, wenn φ : V1 → V2 ein Morphismus in MB ist, das
folgende Diagramm kommutiert:

V1 V2

V1 V2.

Eρ

φ

Eρ

φ

(3) Man hat die Zerlegung

V = Eρ(V )⊕ (1− Eρ)(V ) = Eρ(V )⊕ kerEρ,

und diese ist kategoriell, zerlegt also MB in ein kategorielles Produkt

MB = MB (W )× MB (W )⊥,

wobei MB (W ) aus denjenigen V besteht, die isomorph zu einer direk-
ten Summe W⊕ν sind, dabei ν eine höchstens abzählbare Kardinalzahl,
und MB (W )⊥ aus denjenigen V , die keinen zu W isomorphen Unter-
quotienten besitzen.

Beweis. (1) Aus Lemma 3.4.4 (1) folgt die Wohlde�niertheit, da s(pe) =
s(pf )e für e ≤ f . Wenn v ∈ eV ∩ e′V , kann man ein f ∈ Id(B) mit e, e′ ≤ f
wählen, und es folgt dann s(pe) · v = s(pe′) · v. Da es sich bei s um einen
Algebrahomomorphismus handelt, siehe Prop. 3.4.3, so ist mit den pe auch
Eρ idempotent. Sei v ∈ eV und h0 ∈ H. Aus Lemma 3.4.4 (2) folgt dann,
weil wir es mit Bimodulmorphismen zu tun haben, sofort

Eρ(h0v) = π ◦ s(ph0eh910 ) · h0v

=
(
h0
(
π ◦ s(pe)

)
h−1
0

)
· h0v = h0

(
π ◦ s(pe) · v

)
= h0Eρ(v);

also ist Eρ ∈ EndB(V ).
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(2) Sei v1 ∈ eV1. Dann ist φ(v1) ∈ eV2, und daraus folgt sofort

Eρ ◦ φ(v1) = π2 ◦ s(pe) · φ(v1) = φ
(
π1 ◦ s(pe) · v1

)
= φ ◦ Eρ(v1).

(3) Es gibt abzählbar viele kompakt-o�ene Untergruppen K1 ⊇ K2 ⊇ · · ·
von H, die eine Umgebungsbasis der Eins bilden. Sei e1 ≤ e2 ≤ · · · die zu-
gehörige Kette von idempotenten Elementen aus D(H). Deren Gesamtheit
nennen wir I. Die R-Vektorräume e1W ⊆ e2W ⊆ · · · sind alle endlichdimen-
sional, und man kann eine höchstens abzählbare R-Vektorraumbasis (zi)i∈I
von W derart wählen, daÿ {z1, . . . , znr} eine Basis von erW ist für eine auf-
steigende Folge (nr) natürlicher Zahlen. Zu jedem φ ∈ EndR(W )0 gibt es
ein e ∈ I mit eφe = φ; also ist φ(zi) ̸= 0 für nur endlich viele Indizes. Wir
de�nieren eine R-lineare Abbildung

α : EndR(W )0 −→
⊕
i∈I

W, φ 7−→ (φ(zi))i∈I .

Diese ist injektiv und, weil W einfach ist, sogar bijektiv, aber es handelt sich
sogar um einen Morphismus und daher einen Isomorphismus in MB . Da s
injektiv ist, so ist auch Bild(s) ⊆ D(H) als B-Linksmodul isomorph zu W⊕I .
Sei e ∈ I und v ∈ eV . Durch

φv : Bs(pe) −→ V, x 7−→ π(x) · v,

wird ein Morphismus von B-Linksmoduln de�niert, und Eρ(v) = π ◦ s(pe) · v
liegt in dessen Bild. Als Untermodul von Bild(s) ist Bs(pe) isomorph zu ir-
gendeiner direkten Summe W⊕J mit J ⊆ I, also zu einem Untermodul von
W⊕I , und das gleiche gilt für das Bild von φv. Es folgt, daÿ ganz Eρ(V ) ∈ MB
isomorph zu einem Untermodul von W⊕I ist, also selbst von der gleichen
Form. Wenn V ̸= 0, dann hat V einen Untermodul, insbesondere einen Un-
terquotienten, der zu W isomorph ist.

Seien V1 ⊆ V2 ⊆ kerEρ,V mit V2/V1 = W . Dann gibt es einen Projek-
tionsmorphismus f : V2 → W . Es gilt Eρ,V2 = 0 und Eρ,W = idW . Aus Teil
(2) folgt dann f = 0, also W = 0, aber das kann nicht sein, so daÿ kerEρ,V
folglich keinen zu W isomorphen Unterquotienten besitzt.

Es ist klar, daÿ MB (W ) und MB (W )⊥ orthogonal sind, und daÿ die
Zerlegung mit Morphismen verträglich ist, folgt aus Teil (2).

Der folgende Satz gilt im �banalen Fall�, daÿ R ein algebraisch abge-
schlossener Körper mit Charakteristik 0 ist:
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Satz 3.4.6. Sei R ein algebraisch abgeschlossener Körper mit Charak-
teristik ℓ ̸= p. Jeder kompakte Modul, dessen einfache Unterquotienten
alle eine formale Dimension besitzen, ist halbeinfach, also die (direkte)
Summe seiner einfachen Untermoduln.

Beweis. Siehe Bernstein [4, 5.1, Th. 7 (2)], Renard[48, VI.1.6] oder Roche [23,
1.2.3.2]: Sei V ∈ MB kompakt und V0 ⊆ V die (automatisch direkte) Summe
aller einfachen Untermoduln von V . Angenommen, es wäre V0 ̸= V . Dann
besitzt V/V0 nach Folg. 3.3.4 einen einfachen Unterquotienten (ρ,W ). Dieser
ist kompakt, weil V es ist, und wennW eine formale Dimension besitzt, dann
ist Eρ(V ) ∼= W⊕ν nach Prop. 3.4.5, also Eρ(V ) ⊆ V0. Da Eρ idempotent ist,
bekommt man Eρ(V ) = Eρ(V0), und aus dem kommutativen Diagramm

0 V0 V V/V0 0

0 V0 V V/V0 0

Eρ Eρ Eρ

mit den o�ensichtlichen exakten Zeilen ergibt sich Eρ(V/V0) = 0, aber nach
Prop. 3.4.5 kann W dann kein Unterquotient von V/V0 sein, und durch Wi-
derspruch folgt mit V0 = V die Behauptung.

Bemerkung 3.4.7. Das Folgende geht auf Mitteilungen von M. Solleveld
zurück: Die Aussage [58, I.7.7 (ii)] bei Vignéras besagt in der Situation des
Diagramms (3.3): Wenn W keine formale Dimension hat, so gilt π(ξ) ·V = 0
für alle Koe�zienten ξ von W und alle (π, V ) ∈ MB .

Daraus könnte man folgende Schluÿfolgerungen ziehen: Sei ξ ∈ D(H) ein
Koe�zient von W und e ∈ Id(B) mit e ∗ ξ ∗ e = ξ. Man kann insbesondere
V = D(H) betrachten, und dann gilt ξ = ξ ∗ e = ρ(ξ) · e = 0. Also sind
die Koe�zienten eines W ohne formale Dimension alle Null. Daraus folgt
W = 0, denn sei w0 ∈ W ∖ {0}, weiter f ∈ Id(B) mit fw0 = w0 und λ ∈ W ∗

irgendeine Linearform mit λ(w0) = 1. Dann ist λe : W → R, w 7→ λ(ew), ein
Element von W̃ , aber der Koe�zient ξ0 : H → R, h 7→ λe(h

−1w0), ist wegen
ξ0(1) = 1 nicht Null, im Widerspruch zum soeben Gezeigten.

Somit würde Satz 3.4.6 für einen algebraisch abgeschlossenen Körper mit
Charakteristik ℓ ̸= p gelten, da die Schwierigkeit mit der formalen Dimension
nicht auftreten kann. Allerdings scheint [58, I.7.7 (ii)] falsch zu sein. Gegen-
beispiel: Sei H = {−1, 1} die (multiplikative) Gruppe aus zwei Elementen
mit der diskreten Topologie. Das ist gewiÿ eine ℓ-Gruppe, und D(H) besteht
aus sämtlichen Funktionen H → R. Alle D(H)-Moduln sind kompakt. Sei
R ein algebraischer Abschluÿ des Körpers F2 aus zwei Elementen. Man hat
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also charR = 2. Sei W = R und ρ : H → AutR(W ), h 7→ idW , der triviale
Charakter. Dann ist (ρ,W ) kompakt und einfach. Jeder Koe�zient ξ von
W ist eine konstante Funktion, und daraus folgt, wenn wir auf D(H) das
Zählmaÿ nehmen,

ρ(ξ) · w =
(
ξ(1) + ξ(−1)

)
w = 0, w ∈ W,

so daÿ W keine formale Dimension hat. Sei indes V = D(H) und φ ∈ D(H).
Die Identität idR ist ein Element von W̃ = W ∗ = EndR(R), und durch
ξ1 : H → R, h 7→ idR(ρ(h)

−1 · 1) = 1, ist daher ein Koe�zient von W
gegeben. Dieser operiert durch Faltung auf V , und man bekommt

ξ1 ∗ φ(h) = ξ1(1) · φ(h) + ξ1(−1) · φ(−h) = φ(1) + φ(−1), (3.4)

aber man kann φ durch φ(1) = 1 und φ(−1) = 0 festlegen, und dann ergibt
(3.4) nicht Null.

3.5 Eine Endlichkeitsaussage

Die folgende auf Bernstein zurückgehende Endlichkeitsaussage ist als Satz
über die gleichmäÿige Zulässigkeit (Uniform Admissibility Theorem) bekannt.

Satz 3.5.1 ([58, II.2.17]). Sei R ein Körper der Charakteristik ℓ ̸= p.
Zu jedem e ∈ Id(A) gibt es dann nur endlich viele Isomorphieklassen
einfacher kompakter Moduln V über H mit eV ̸= 0.

3.6 Restriktion und kompakte Induktion für G◦

Zu den vielen schönen Eigenschaften von H = G◦ zählt auch, daÿ es eine of-
fene Untergruppe der topologischen Gruppe G ist. Aufgrund des Bernstein-
schen Lemmas 1.3.4 können wir B = D(H) als Unteralgebra von A = D(G)
au�assen, die alle idempotenten Elemente eK enthält. Die kompakte Induk-
tion und Restriktion zwischen den Kategorien MA und MB bezeichnen wir
mit ind und Res. Es ist wohlbekannt, daÿ eine einfache Art der zweiten Ad-
jungiertheit in diesem Falle gilt, nämlich daÿ (ind,Res) ein adjungiertes Paar
von Funktoren ist. In der Modulsprache gilt

Res ∼= D(G)⊗G − : MA −→ MB , ind ∼= D(G)⊗H − : MB −→ MA .

Eins und Koeins dieser Adjungiertheit lassen sich besonders einfach hinschrei-
ben: Für

η◦ : D(H) −→ D(G)⊗G D(G) ∼= D(G)
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nehmen wir einfach die Inklusion und de�nieren

ε◦ : D(G)⊗H D(G) −→ D(G), φ⊗ ψ 7−→ φ ∗ ψ,

wobei φ ∗ ψ(g) =
∫
H

φ(x)ψ(x−1g) dx.

Proposition 3.6.1. ε◦ und η◦ induzieren die Adjungiertheit (ind,Res).

Beweis. Wir müssen dafür zeigen, daÿ

D(H)⊗H D(G)

D(G) D(G)⊗H D(G) D(G)

D(G)⊗H D(H)

η◦⊗1∼

∼

ε◦

1⊗η◦

auf zwei Arten die Identität auf D(G) ergibt (Lemma 4.1.3), aber das ist
klar: Sei φ ∈ D(G) beliebig. Wähle K ∈ Ω(G) so, daÿ φ = eK ∗φ ∗ eK . Dann
bekommt man oben entlang φ 7→ eK ⊗φ 7→ eK ⊗φ 7→ eK ∗φ = φ und unten
entlang φ 7→ φ⊗ eK 7→ φ⊗ eK 7→ φ ∗ eK = φ.

Proposition 3.6.2. Der homogene Raum G/H ist diskret (sogar eine Grup-
pe), und ∫

G/H

φ(g/H) d(g/H) :=
∑

g∈G/H

φ(g/H)

de�niert ein homogenes Maÿ auf D(G/H), für das die übliche Weilsche For-
mel gilt: ∫

G

φ(g) dg =

∫
G/H

∫
H

φ(gx) dx d(g/H).

Beweis. Der Raum ist diskret, weil H o�en ist. Es ist klar, daÿ das ein
homogenes Maÿ ist und daÿ die Formel bis auf einen Faktor gilt, weil das
homogene Maÿ bis auf einen solchen eindeutig ist (Abschnitt 1.7.2). Indem
man φ = eK für irgendein K ∈ Ω(G) einsetzt, sieht man, daÿ der Faktor
gleich 1 ist.

Bemerkung 3.6.3. Mit (3.6.2) können wir Eins und Koeins für die Darstel-
lungen, also die Komponenten der natürlichen Transformationen

ε◦V : ind(V ) −→ V, η◦W : W −→ ind(W ), V ∈ MA , W ∈ MB ,



3. Kuspidale Moduln 74

gewinnen, wobei wir Res nicht explizit mit angeschrieben haben: Der Isomor-
phismus D(G)⊗H V → ind(V ) bildet x := φ⊗ v auf die Funktion

ψ(g) =

∫
G0

φ(gx) ρV (x) · v dx, g ∈ G, (3.5)

ab, siehe Abschnitt 2.5.1, kompakte Induktion. Unter

D(G)⊗H V D(G)⊗H D(G)⊗G V D(G)⊗G V V∼ ε◦⊗V ∼

wird andererseits x auf den Vektor

φ ∗ v =

∫
G

φ(x) ρV (x) · v dx =
∑

g∈G/H

∫
H

φ(gx) ρV (gx) · v =
∑

g∈G/H

ρV (g) · ψ(g)

abgebildet; also ist
ε◦V (ψ) =

∑
g∈G/H

ρV (g) · ψ(g).

Wir betrachten nun das Diagramm

W D(H)⊗H W

ind(W ) D(G)⊗H W.

∼

η◦W η◦⊗W

∼

Sei w ∈ W mit eK ∗ w = w. Dann gilt

η◦W (w)(g) =

∫
H

eK(gx) ρW (x) · w dx =

{
gw, falls g ∈ H,
0 sonst.

Proposition 3.6.4.

(1) Weil H o�en und daher abgeschlossen ist, ist die Einschränkung π ein
Schnitt von η◦:

0 D(H) D(G) D(G∖H) 0.
η◦

π

(2) Für alle V ∈ MA ist die V -Komponente der Eins ein Epimorphismus
mit Schnitt s:

0 ker ε◦V D(G)⊗H V V 0.

ε◦V

s
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Es gilt ε◦V (φ ⊗ v) = φ ∗ v, und wenn eK ∗ v = v in V für K ∈ Ω(G),
dann ist s(v) = eK ⊗ v. Das hängt nicht von eK ab, weil D(H) alle
diese idempotenten Elemente enthält, und s, zunächst nur R-linear, ist
D(H)-äquivariant. Insbesondere ist s äquivariant bzgl. aller kompakten
Untergruppen von G.

3.7 Restriktion und Induktion für G◦

Wir führen den vorherigen Abschnitt fort. Für die Induktion MB → MA
schreiben wir Ind. In der Modulsprache ist dann Ind ∼= AHomB(A,−), und
es gilt das übliche Frobeniussche Reziprozitätsgesetz, daÿ nämlich (Res, Ind)
ein adjungiertes Paar ist. Die Eins dieser Adjungiertheit schreibt sich in der
Form

ηV : V −→ AHomB(A, V ), η(v)(a) = a ∗ v, v ∈ MA ,

die Koeins hingegen in der Form

εW : BHomB(A,W ) −→ W, ε(eKF ) = F (eK), W ∈ MB .

Es ist nicht schwer, die �Zickzackgleichungen� für η und ε zu zeigen.
Glätten mit A ist das gleiche wie Glätten mit B.

Proposition 3.7.1. Für alle V ∈ MA ist die V -Komponente der Eins ein
Monomorphismus, zu dem es einen R-linearen, B-äquivarianten Schnitt s
gibt. Insbesondere ist er bezüglich aller kompakten Untergruppen von G äqui-
variant. Man bekommt die kurze exakte Sequenz

0 V AHomB(A, V ) coker ηV 0.
ηV

s

Der Schnitt s ist de�niert durch s(eF ) := F (e), wenn e ∈ Id(A) mit eF = F
gewählt wird.

Beweis. Man sieht leicht, daÿ die De�nition von s nicht von der Wahl von
e abhängt. O�ensichtlich ist s auch R-linear. Sei v ∈ V und e ∈ Id(A) mit
ev = v. Dann gilt ηV (v)(e) = v; also muÿ ηV injektiv sein. Auÿerdem ergibt
sich s ◦ ηV (v) = ηV (v)(e) = v; also ist s ein Schnitt. Schlieÿlich sei g ∈ H.
Dann ist s(gF ) = gF (geg−1) = F (ge) = gF (e) = gs(F ).

3.8 ind ◦Res und Ind ◦Res erhalten kuspidale Moduln

Sei W ∈ MB und C∞0 (G,W ) der R-Modul der von links unter irgendeinem
K ∈ Ω(G) gleichmäÿig lokal konstanten Funktionen G → W . Wir fassen
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Ind(W ) auf als den R-Untermodul der φ ∈ C∞0 (G,W ) mit der linksregulären
Operation von G und

ρW (h) · φ(gh) = φ(g), h ∈ H, g ∈ G.

Sei φ ∈ eK ∗ Ind(V ), K ∈ Ω(K). Dann zerfällt Trφ in (K,H)-Doppelneben-
klassen, aber weil H der von allen kompakten Untergruppen von G gebildete
Normalteiler ist, gilt

KgH = K(gHg−1)g = KHg = Hg = gH, g ∈ G.

Der Träger Trφ zerfällt daher sogar in Rechts- oder Linksnebenklassen von
H. Sei Abb(G/H, V ) der R-Modul der Funktionen G/H → R. Hierauf ope-
riert G durch

G↷ Abb(G/H, V ), (g · φ)(x/H) := ρV (g) · φ(g−1x/H), g, x ∈ G.

Sei Abb(G/H, V )0 die Glättung bzgl. dieser Operation.

Proposition 3.8.1. Sei V ∈ MA . Dann hat man den kanonischen Isomor-
phismus

α : Ind ◦Res(V ) −→ Abb(G/H, V )0, α(φ)(g/H) := ρV (g) · φ(g),

und es gilt

Res ◦ Ind ◦Res(V ) ∼= B
∏

g∈G/H

Res(V ), Res ◦ ind ◦Res(V ) ∼=
⊕
g∈G/H

Res(V ),

wobei rechts Produkt und Koprodukt in MB stehen.

Beweis. O�ensichtlich ist α wohlde�niert und A-äquivariant. Ein inverser
A-Morphismus ist

α−1 : Abb(G/H, V )0 → Ind ◦Res(V ), α−1(ψ)(g) = ρ(g−1) · ψ(g/H).

Für h ∈ H gilt α(hφ) = ρV (h) · α(φ), und man kann Res
(
Abb(G/H, V )0

)
mit dieser Modulstruktur in der o�ensichtlichen Weise mit dem glatten Pro-
dukt identi�zieren. Wir bemerken, daÿ Res aufgrund der beiden Adjunk-
tionen (Res, Ind) und (ind,Res) sowohl mit direkten Produkten als auch
mit direktem Summen vertauschbar ist. Nun besteht ind ◦Res(V ) aus den
φ ∈ Ind ◦Res(V ), für die Bild(Trφ) ⊆ G/H kompakt, also endlich ist. Das
ergibt die zweite Behauptung.
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Satz 3.8.2. Sei R ein Ring mit p ∈ R∗ und V ∈ MA kuspidal.

(1) Auch ind ◦Res(V ) ist kuspidal [40].

(2) Wenn R ein Körper der Charakteristik 0 ist, dann ist auch
Ind ◦Res(V ) kuspidal.

Beweis. (1) Nach Prop. 3.3.4 und 3.3.8 ist Res ◦ ind ◦Res(V ) ∼= Res(V )⊕G/H

kompakt und ind ◦Res(V ) daher kuspidal. (2) Für das Produkt funktioniert
das gleiche Argument, sobald wir gezeigt haben, daÿ

V ′ := B
∏

g∈G/H

Res(V )

kompakt ist. Sei v′ ∈ V ′ ein Vektor, e = eK für ein K ∈ Ω(G) = Ω(H) und

φ : H −→ V ′, φ(h) := ehv′.

Es gilt nachzuweisen, daÿ Trφ ⊆ H kompakt ist, s. Prop. 3.3.8. Zunächst ist
v′ von der Form v′ = (vg)mit vg ∈ V für alle g ∈ G/H, wobei es ein e′ ∈ Id(A)
mit e′v′ = v′ gibt. Sei f ∈ Id(A) mit e, e′ ≤ f . Dann gilt fv′ = v′, und wenn
φf ∈ C∞(H, V ′) durch φf (h) := fhv′ de�niert wird, so gilt Trφ ⊆ Trφf , und
wenn Trφf kompakt ist, so auch Trφ. Man kann also ohne Einschränkung
e = e′ annehmen. Sei φ(h) ̸= 0. Dann gibt es ein v = vh ∈ V , das von h
abhängig ist, mit ehv ̸= 0. Wir müssen eine kompakte Menge �nden, in der
h enthalten ist, die aber von dieser Wahl von v nicht abhängt.

Wir nehmen nun zunächst an, daÿ R algebraisch abgeschlossen ist. Über
H zerfällt V nach Satz 3.4.6 in die direkte Summe einer Familie (Wi)i∈I
einfacher kompakter B-Moduln:

V =
⊕
i∈I

Wi =⇒ eV =
⊕
i∈I

eWi.

Die Vektorräume eWi sind nach Prop. 3.3.3 endlichdimensional. Sei {wij |
1 ≤ j ≤ r(i)} eine Basis von eWi. Nach dem Satz 3.5.1 über die gleichmäÿige
Zulässigkeit gibt es bis auf Isomorphie nur endlich viele Wi mit eWi ̸= 0.
Wir können also I = {1, . . . , n} setzen, wenn wir die Wi mit einer möglichen
Vielfachheit auftreten lassen. In diesem Sinne ist dann

eV =
n⊕
i=1

(eWi)
⊕νi

mit Kardinalzahlen νi. Zu jedem wij gibt es eine kompakte Menge Kij derart,
daÿ, wenn ehwij ̸= 0, dann h ∈ Kij, weil Wi kompakt ist. Die Menge K :=
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⋃
i,jKij ist kompakt und hängt nur noch von e ab. In der Tat, es gibt in

absolutem Sinne nur endlich viele Isomorphieklassen einfacher kompakter
Moduln mit eWi ̸= 0. Aus ehv ̸= 0 folgt nun h ∈ K.

Das nun folgende Argument, mit dem die Bedingung aufgehoben wird,
daÿ R algebraisch abgeschlossen sei, geht auf eine Mitteilung von M. Solleveld
zurück: Sei R irgendein Körper der Charakteristik 0 und R̄ ein algebraischer
Abschluÿ vonR. Nach Prop. 3.3.10 (1) ist R̄⊗RRes(V ) ein kompakterDR̄(H)-
Modul, und nach dem bisher Gezeigten ist das glatte Produkt

DR̄(H)⊗H
∏

g∈G/H

R̄⊗R Res(V )

als DR̄(H)-Modul, nach Prop. 3.3.10 (2) daher auch als D(H)-Modul kom-
pakt. Nun ist V ′ ein D(H)-Untermodul davon und daher wiederum kom-
pakt.

3.9 Projektive und injektive kuspidale Moduln

In diesem Abschnitt rekapitulieren wir ein Ergebnis von R.Meyer [40], das
wir benutzen wollen. Gegenstände der Betrachtung sind die Kategorien MA
und MB . Er führt die folgenden Begri�e ein:

De�nition 3.9.1.

(1) In MA heiÿt eine kurze exakte Sequenz

0 U V W 0
g

f

s

c-zerfallend (von compact), wenn f einen R-linearen Schnitt s besitzt,
der K-äquivariant für alle kompakten Untergruppen K ⊆ G ist, und
cmc-zerfallend (von compact modulo centre), wenn s statt dessen K-
äquivariant ist für (abgeschlossene) UntergruppenK, für dieK/(K∩Z)
kompakt ist. Hier ist Z = Z(G) das Zentrum von G.

(2) Ein Modul P ∈ MA heiÿt c-projektiv bzw. cmc-projektiv, wenn der
Funktor HomA(P,−) exakt auf allen c-zerfallenden bzw. allen cmc-
zerfallenden kurzen exakten Sequenzen ist.

(3) Ein Modul I ∈ MA heiÿt c-injektiv bzw. cmc-injektiv, wenn der kon-
travariante Funktor HomA(−, I) die analogen Eigenschaften hat.
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Mit Hilfe gewisser kompakt-o�ener Pro-p-Untergruppen von G, konstru-
iert von P. Schneider und U. Stuhler in [52], ergibt sich folgende Eigenschaft
kuspidaler Moduln:

Satz 3.9.2 (Meyer). Jeder kuspidale Modul in MA ist cmc-projektiv und
cmc-injektiv.

Beweis. Abschnitte 3.1 und 4.1 in [40].

Folgerung 3.9.3 ([40, 3.12]). Kuspidale Moduln in MB sind c-projektiv und
c-injektiv.

Beweis. Für jede abgeschlossene Untergruppe K ⊆ H bekommt man die
kurze exakte Sequenz

1 Z◦ ∩K K K/(Z◦ ∩K) 1.

Mit Z◦ ist auch Z◦ ∩K stets kompakt. Es ist nun eine Eigenschaft topolo-
gischer Gruppen, daÿ K genau dann kompakt ist, wenn K/(Z◦ ∩ K) es ist
[32, 5.24]. Also sind c-zerfallende exakte Sequenzen in MB das gleiche wie
cmc-zerfallende.

Folgerung 3.9.4 ([40, 3.6]). Sei p ∈ R∗. Zu jedem kuspidalen V ∈ MA gibt
es

(1) eine c-zerfallende kurze exakte Sequenz

0 V1 V2 V 0, (3.6)

in der V2 kuspidal und c-projektiv ist, und,

(2) falls R ein Körper mit Charakteristik ℓ ̸= p ist, eine c-zerfallende kurze
exakte Sequenz

0 V V ′
2 V ′

3 0, (3.7)

in der V ′
2 kuspidal und c-injektiv ist.

Beweis. Vgl. [40, S. 4 f.]. Man kann die zerfallenden Sequenzen aus den Pro-
positionen 3.6.4 und 3.7.1 nehmen. Nach Satz 3.8.2 sind V2 = ind ◦Res(V )
und V ′

2 = Ind ◦Res(V ) unter den gegebenen Voraussetzungen kuspidal. Des
weiteren ist Res(V ) überH kompakt, siehe Prop. 3.3.8, was in diesem Fall das
gleiche wie �kuspidal� bedeutet, und daher nach Folg. 3.9.3 sowohl c-injektiv
als auch c-projektiv. Weil H alle kompakten Untergruppen erhält, respek-
tiert Res c-zerfallende Sequenzen, und aus der Adjunktion HomA(V2, X) ∼=
HomB(Res(V ),Res(X)) folgt, daÿ V2 c-projektiv ist, andererseits aus der Ad-
junktion HomA(X, V

′
2)
∼= HomB(Res(X),Res(V )), daÿ V ′

2 c-injektiv ist.
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De�nition 3.9.5. Sei R ein Körper. Wir sagen, daÿ die Charakteristik von
R nicht die Proordnung von G teilt, wenn [K : L] ∈ R∗ für alle L,K ∈ Ω(G)
mit K ⊇ L gilt.

Satz 3.9.6 ([40, Th. 1.2]). Es sei R ein Körper, und ℓ teile nicht die
Proordnung von G. Insbesondere ist ℓ ̸= p. Dann ist jede kurze exakte
Sequenz in MA c-zerfallend. Sei V ∈ MA kuspidal. Dann gilt:

(1) V ist Quotient eines projektiven kuspidalen Moduls.

(2) Wenn sogar ℓ = 0 ist, dann ist V Untermodul eines injektiven
kuspidalen Moduls.

Beweis. Ausgearbeitet nach [40, 3.13]: Wenn R ein Körper ist, liegen Vek-
torräume zugrunde, und jede kurze exakte Sequenz

0 U V W 0
g

f

s

zerfällt in R-Mod. Sei L ⊆ G eine kompakte Untergruppe. Nach Prop. 1.2.5
gibt es eine kompakt-o�ene Untergruppe K ∈ Ω(G) mit L ⊆ K. Auf dieser
gibt es ein Haarmaÿ, und sie ist unimodular. Für jedes w ∈ W ist

φw : K −→ V, k 7−→ ks(k−1w),

ein Element von D(K,V ), und man erhält so eine K-äquivariante Abbildung

s̃ : W −→ V, s̃(w) :=

∫
K

ks(k−1w) dk.

Zu festem w ∈ W sei K ′ ∈ Ω(K) eine Pro-p-Untergruppe, unter der φw von
rechts invariant ist. Dann gilt

f ◦ s̃(w) =
∑

k∈K/K′

vol(K ′) · f
(
ks(k−1w)

)
=

∑
k∈K/K′

vol(K ′) · w = [K : K ′] · vol(K ′) · w = vol(K) · w.

Wenn ℓ nicht die Proordnung von G teilt, dann kann das Haarmaÿ auf K
mit vol(K) = 1 normiert werden, und s̃ ist insbesondere ein L-äquivarianter
Schnitt von f . Daraus folgt, daÿ jede kurze exakte Sequenz in MB sogar
c-zerfallend, der Modul V2 aus Folgerung 3.9.4 sogar projektiv und der Modul
V ′
1 sogar injektiv ist.



4. ERSTE ADJUNGIERTHEIT

Die erste Adjungiertheit ist eine Form der Frobenius-Reziprozität und be-
sagt, daÿ (R, I) ein adjungiertes Paar von Funktoren ist. Dies ist einfach
zu sehen; man kann ein Paar kanonischer, zueinander inverser natürlicher
Isomorphismen unmittelbar hinschreiben:

HomM(NV ,W ) HomG(V, i
G
M(W )),

f

g

{
f(φ)(v)(g/N) = φ[g−1v],

g(ψ)[v] = ψ(v)(1/N).

Wir wollen diese erste Adjungiertheit nun aber genau untersuchen, und zwar
zwischen den Kategorien MA und MB . Wir leiten eine neue Formel für die
Eins dieser Adjungiertheit her, mit der wir zuerst die erste Adjungiertheit
erneut beweisen, die uns aber vor allem beim Beweis der zweiten Adjungiert-
heit dienlich sein wird.

4.1 Hilfsmittel aus der Kategorientheorie

Seien A und B zwei Kategorien, R : A→ B und I : B→ A zwei Funktoren.

De�nition 4.1.1. Ein Funktor F : A → B heiÿt treu (voll, volltreu), wenn
die Abbildung

F : A(X, Y ) −→ B(FX,FY ), f 7−→ F(f),

für alle Paare (X, Y ) ∈ Ob(A)×Ob(B) injektiv (surjektiv, bijektiv) ist.

De�nition 4.1.2. Der Funktor R ist linksadjungiert zu I, der Funktor I
rechtsadjungiert zuR und (R, I) ein adjungiertes Paar von Funktoren, wenn
es einen natürlichen Isomorphismus

B(R−,−) ∼= A(−, I−) : Aop ×B −→Me

gibt. Dabei ist Me die Kategorie der Mengen.
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Lemma 4.1.3. Genau dann ist (R, I) ein adjungiertes Paar von Funktoren,
wenn es zwei natürliche Transformationen, die Eins η : 1 → IR und die
Koeins ε : RI → 1 der Adjunktion, derart gibt, daÿ

R(V ) RIR(V ) R(V ),

I(W ) IRI(W ) I(W )

R(ηV ) εR(V )

ηI(W ) I(εW )
(4.1)

für alle V ∈ Ob(A) und W ∈ Ob(B) jeweils die Identität auf R(V ) bzw.
I(W ) ergeben. Wir bezeichnen diese Identitäten als die �Zickzackgleichun-
gen�.

Beweis. Siehe zum Beispiel [51, 4.2.6].

Lemma 4.1.4. Sei (R, I) ein adjungiertes Paar, und seien η : 1→ IR und
ε : RI → 1 Eins und Koeins dieser Adjunktion. Dann gilt folgendes:

(1) Der Funktor R : A→ B ist dann und nur dann

(i) treu, wenn ηV : V → IR(V ) für alle V ∈ ObA ein Monomorphis-
mus ist;

(ii) voll, wenn es zu ηV : V → IR(V ) einen Schnitt sV : IR(V ) → V
gibt, das heiÿt ηV ◦ sV = 1; insbesondere ist ηV dann ein Epimor-
phismus;

(iii) volltreu, wenn η ein natürlicher Isomorphismus ist.

(2) Der Funktor I : B→ A ist dann und nur dann

(i) treu, wenn εW : RI(W )→ W für alle W ∈ ObA ein Epimorphis-
mus ist;

(ii) voll, wenn es zu εW : RI(W ) → W für alle W einen Schnitt
tW : W → RI(W ) gibt, das heiÿt tW ◦ εW = 1; insbesondere
ist εW dann ein Monomorphismus;

(iii) volltreu, wenn ε ein natürlicher Isomorphismus ist.

Beweis. Siehe zum Beispiel [51, 4.5.13].

4.1.1 Adjungierte Paare von Tensorproduktfunktoren

Seien A und B assoziative Algebren mit genügend idempotenten Elemen-
ten über dem Ring R. Wir nehmen nun an, daÿ wir es zu tun haben mit
Funktoren der Form

R = Y ⊗A − : MA → MB , I = X ⊗B − : MB → MA ,
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die von Bimoduln X ∈ MA B und Y ∈ MB A induziert werden. Sei

C := Y ⊗A X ∈ MB B und D := X ⊗B Y ∈ MA A.

Lemma 4.1.5. Seien Y, Z ∈ MB A. Jede natürliche Transformation

τ : Y ⊗A − → Z ⊗A −

ist von der Form τ = φ⊗− mit einem Morphismus φ ∈ HomB,A(Y, Z).

Beweis. Sei τ gegeben. Der gesuchte Morphismus φ ist dann derjenige, wel-
cher das Diagramm

Y ⊗A A Z ⊗A A

Y Z

τA

∼ ∼

φ

kommutativ macht: für jedes a ∈ A ist A → A, x 7→ xa, ein Morphismus in
MA . Weil τ eine natürliche Transformation ist, folgt daraus, daÿ φ rechts A-

äquivariant ist, insgesamt also ein Morphismus in MB A, weil die Strukturen
miteinander verträglich sind. Sei V ∈ MA beliebig. Mit Hilfe der Morphismen
A→ V , a 7→ av, wobei v ∈ V , zeigt man ähnlich, daÿ τ von der angegebenen
Form ist.

Proposition 4.1.6.

(1) Genau dann ist (R, I) ein adjungiertes Paar, wenn es Morphismen von
Bimoduln

ε ∈ HomB,B(Y ⊗A X,B) und η ∈ HomA,A(A,X ⊗B Y )

derart gibt, daÿ die davon gebildeten Morphismen Y → Y und X → X
die Identität ergeben, das heiÿt, daÿ die folgenden Diagramme kommu-
tieren:

Y Y

Y ⊗A A Y ⊗A X ⊗B Y B ⊗B Y,

X X

A⊗A X X ⊗B Y ⊗A X X ⊗B B.

∼

idY

Y⊗η ε⊗Y

∼

∼

idX

η⊗X X⊗ε

∼

(4.2)
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(2) Sei (R, I) ein adjungiertes Paar, ε und η wie im vorhergehenden Teil.
Dann gilt des weiteren folgendes:

(i) Mit den Morphismen

∆: C
Y⊗η⊗X−−−−−→ C ⊗B C und ∇ : D ⊗A D

X⊗ε⊗Y−−−−→ D

wird das Tripel (C,∆, ε) zu einer koassoziativen Koalgebra mit
Koeins in MB B und (D,∇, η) zu einer assoziativen Algebra mit
Eins in MA A, siehe (2.2).

(ii) Für alle V ∈ MA ist R(V ) ein linker C-Komodul mit der Kowir-
kung

R(V ) = Y ⊗A V
Y⊗η⊗V−−−−→ Y ⊗A X ⊗B Y ⊗A V = C ⊗B R(V ).

Dadurch läÿt sich R als Funktor MA → MC au�assen, der vom
Vergiÿfunktor MC → MB faktorisiert wird.

(iii) Für alle W ∈ MB ist I(V ) ein linker D-Modul mit der Wirkung

D ⊗A I(W ) = X ⊗B Y ⊗A X ⊗B V
X⊗ε⊗W−−−−−→ X ⊗B W = I(W ).

Dadurch läÿt sich I als Funktor MB → MD au�assen, der vom
Vergiÿfunktor MD → MA faktorisiert wird.

(iv) Durch

X X ⊗B Y ⊗A X X,

Y Y ⊗A X ⊗B Y Y

η⊗X X⊗ε

Y⊗η ε⊗Y

wird X zu einem linken D-Modul und einem rechten C-Komodul,
Y zu einem linken C-Komodul und einem rechten D-Modul. Ge-
nauer gilt X ∈ MD B ∩ AM

C und Y ∈ MB D ∩ MC A.

Beweis. (1) Nach Lemma 4.1.3 ist die Adjunktion äquivalent zur Existenz
von Eins- und Koeinstransformation, η̃ : 1 → IR und ε̃ : RI → 1, die nach
Lemma 4.1.5 von der Form η̃ = η ⊗ − und ε̃ = ε ⊗ − mit η : A → D und
ε : C → B sind, wobei η = η̃A und ε = ε̃B. Die Zickzackgleichungen (4.1)
sind daher äquivalent zu (4.2).

(2) (i) Die Komultiplikation ∆ ist von selbst koassoziativ, die Multiplika-
tion ∇ von selbst assoziativ, sobald η und ε gegeben sind. Das liegt daran,
daÿ man, sich das Diagramm

C C ⊗ C

C ⊗ C C ⊗ C ⊗ C

∆

∆ ∆⊗C

C⊗∆
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vorlegend, (∆ ⊗ C) ◦∆ = (C ⊗∆) ◦∆ = Y ⊗ η ⊗ η ⊗X �ndet, wenn man
C ∼= Y ⊗ A ⊗ A ⊗ X schreibt, ähnlich für ∇. Aus der Kommutativität der
Diagramme (4.2) folgt sofort, daÿ

C C ⊗ C C und D D ⊗D D∆
ε⊗C

C⊗ε

η⊗D

D⊗η

∇

jeweils die Identität ergeben, also η Eins der assoziativen Algebra (D,∇) und
ε Koeins der koassoziativen Koalgebra (C,∆) ist.

(ii�iv) Alle Aussagen sind leicht zu zeigen. Wir führen (ii) aus: Das Dia-
gramm der Koassoziativität

Y ⊗A V C ⊗B Y ⊗A V

C ⊗B Y ⊗A V C ⊗B C ⊗B Y ⊗A V

Y⊗η⊗V

Y⊗η⊗V C⊗Y⊗η⊗V

Y⊗η⊗X⊗Y⊗V

kommutiert, weil quer auf beiden Wegen der Morphismus

Y ⊗A X = Y ⊗A A⊗A A⊗ V C ⊗B C ⊗B Y ⊗A V
Y⊗η⊗η⊗V

herauskommt. Das ergibt sich also von selbst. Das zweite zu überprüfende
Diagramm, nämlich daÿ

Y ⊗A V C ⊗B Y ⊗A V Y ⊗A V
Y⊗η⊗V ε⊗Y⊗V

die Identität ergibt, folgt wiederum aus (4.2).

Bemerkung 4.1.7. Indes X ∈ AM
C usw. völlig klar ist, hat man i. allg.

nicht X ∈ DM
C , das heiÿt, die Kowirkung X → X ⊗B C muÿ nicht D-linear

sein. Die D-Linearität der Kowirkung wäre nämlich gleichbedeutend damit,
daÿ in dem Diagramm

X ⊗B Y ⊗A X X ⊗B Y ⊗A X

X
X⊗ε

η⊗X⊗ε

η⊗X

der gestrichtelte Pfeil die Identität ergäbe.

Seien ρV : V → V ⊗B C und ρW : W → C ⊗B W Komoduln über der
Koalgebra C ∈ MB B. Insbesondere ist C bzgl. der Komultiplikation ∆: C →
C ⊗B C ein Links- oder Rechtskomodul über sich selbst. Wir bilden die R-
lineare Abbildung

φV,W : V ⊗B W
ρV ⊗W−V⊗ρW−−−−−−−−−→ V ⊗B C ⊗B W.
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De�nition 4.1.8. Das Kotensorprodukt V ⊠C W ist der Kern von φV,W .

Lemma 4.1.9. Die Sequenz

0 V V ⊗B C V ⊗B C ⊗B C
ρV φV,C

ist exakt, das heiÿt V ⊠C C ∼= V . Analog dazu gilt C ⊠C W ∼= W .

Beweis. Vgl. [18, 10.1]. Sei ρ = ρV und φ = φV,C . Aus (V ⊗ ε) ◦ ρ = idV ,
siehe immer wieder die Diagramme in Abschnitt 2.2, folgt sofort, daÿ ρ ein
Monomorphismus ist. Es bleibt ρ(V ) = kerφ zu zeigen. Die Inklusion �⊆�
ist klar. �⊇�: Sei x =

∑
vi ⊗ ci ∈ kerφ. Dann ist v :=

∑
vi · ε(ci) ∈ V , und

wir behaupten ρ(v) = x. Dazu betrachten wir die Komposition

V ⊗B C
φ−−→ V ⊗B C ⊗B C

V⊗C⊗ε−−−−−→ V ⊗B C.

Aus φ(x) = 0 folgt (V ⊗ ∆)(x) = (ρ ⊗ C)(x) und durch Anwendung von
V ⊗ C ⊗ ε hierauf weiter, da ρ ein Morphismus in MB ist,

x =
∑
vi ⊗ ci =

∑
vi ⊗ (C ⊗ ε) ◦∆(ci) =

∑
ρ(vi) · ε(ci) = ρ(v).

Sei nun V ∈ MC
A , das heiÿt, es ist V ∈ MA B und das folgende Diagramm

kommutiert:
A⊗R V A⊗R V ⊗B C

V V ⊗B C.

A⊗ρV

πV πV ⊗C

ρV

Hierbei ist πV der Strukturmorphismus, der V zum A-Linksmodul macht,
und die Kommutativität des Diagramms bedeutet πV ∈MC und ρV ∈ MA .
Wir setzen jetzt φ = φV,W . In dem Diagramm

A⊗R (V ⊠C W ) A⊗R V ⊗B W A⊗R V ⊗B C ⊗B W

0 V ⊠C W A⊗R V ⊗B W A⊗R V ⊗B C ⊗B W

A⊗φ

πV ⊗V πV ⊗C⊗W

φ

mit exakter unterer Zeile wird, durch die universelle Eigenschaft des Kerns
V ⊠C W , der eindeutig bestimmte gestrichelte Pfeil induziert, wodurch das
Diagramm insgesamt kommutativ wird und V ⊠C W ∈ MA .

Sei weiter U ∈ MA ein Rechtsmodul und ι : V ⊠C W → V ⊗B W die
Inklusion. Der B-Rechtsmodul U ⊗A V wird durch

U ⊗A V
U⊗ρV−−−→ U ⊗A V ⊗B C
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in kanonischer Weise zu einem C-Rechtskomodul. Aus diesen Betrachtungen
ergibt sich das folgende Diagramm mit exakter unterer Zeile:

U ⊗A (V ⊠C W )

0 (U ⊗A V )⊠C W U ⊗A V ⊗B W U ⊗A V ⊗B C ⊗B W.

U⊗ι
ψ

⊆ U⊗φ

Wegen (U ⊗φ) ◦ (U ⊗ ι) = U ⊗ (φ ◦ ι) = 0 gibt es, aufgrund der universellen
Eigenschaft des Kerns (U ⊗A V ) ⊠C W , eine eindeutig bestimmte R-lineare
Abbildung ψ, die das Diagramm kommutativ macht.

Lemma 4.1.10. Wenn UA �ach ist, dann ist ψ ein Isomorphismus. Analog
gilt (V ⊠CW )⊗A U ′ ∼= V ⊠C (W ⊗A U ′) für W ∈ MC A und U ′ ∈ MA , wenn
AU

′ �ach ist.

Beweis. Unter dieser Voraussetzung ist U ⊗ ι ein Monomorphismus mit

Bild(U ⊗ ι) = ker(U ⊗ φ),

und daraus folgt sofort, daÿ ψ ein Isomorphismus ist. Vgl. [18, 21.4].

Bemerkung 4.1.11. Mit anderen Worten verhalten sich Tensorproduk-
te und Kotensorprodukte unter gewissen Flachheitsbedingungen assoziativ.
Diese Bedingungen werden für uns aufgrund der Exaktheit der Induktions-
und Restriktionsfunktoren immer erfüllt sein.

Sei nun f : W1 → W2 ein Morphismus von C-Linkskomoduln. Dann erhält
man das kommutative Diagramm

0 V ⊠C W1 V ⊗B W1 V ⊗B C ⊗B W1

0 V ⊠C W2 V ⊗B W2 V ⊗B C ⊗B W2

∃!V ⊠f

φV,W1

V⊗f V⊗C⊗f
φV,W2

mit einem von der universellen Eigenschaft des Kerns V ⊠C W2 induzierten
eindeutigen Morphismus V ⊠f ∈ MA . In diesem Sinne wird V ⊠C− zu einem
Funktor MC → MA . Dieser Funktor ist im allgemeinen weder links- noch
rechtsexakt; es ergibt sich jedoch sofort:

Lemma 4.1.12. Wenn VB �ach ist, dann ist V ⊠C − linksexakt.

Proposition 4.1.13. Seien R = Y ⊗A − und I = X ⊗B − wie zuvor mit
Bimoduln AXB und BYA. Sei (R, I) ein adjungiertes Paar, C = Y ⊗AX die
Koalgebra und D = X ⊗B Y die Algebra dazu. Schlieÿlich sei

S := X ⊠C − : MC −→ MA .
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(1) Es gilt S ◦ (C ⊗B −) = I. Die Adjunktion (R, I) läÿt sich also in die
adjungierten Paare (R,S) und (V , C ⊗B −) aufspalten,

MA MC MB ,
R V

S C⊗B−
(4.3)

wobei V der Vergiÿfunktor ist;

(2) ebenso in die adjungierten Paare (D ⊗A −,V) und (Y ⊗D −, I),

MB MD MA .
I V

Y⊗D− D⊗A−

(4.4)

(3) Y ⊗D− ist volltreu. Wenn YA �ach ist, dann ist auch X⊠C− volltreu.

Beweis. (1) Daÿ (V , C ⊗B −) ein adjungiertes Paar bildet, wurde in Ab-
schnitt 2.2.3 behandelt.

Wir zeigen X ⊠C (C ⊗B W ) ∼= X ⊗B W für W ∈ MB . Lemma 4.1.10
können wir dafür jedoch nicht benutzen, da BW nicht �ach zu sein braucht.
Sei

ρX : X
∼−−→ A⊗A X

η⊗X−−−→ X ⊗B C

die Strukturabbildung, dieX zum C-Rechtskomodul macht, s. Prop. 4.1.6 (2).
Wir bilden die Sequenz

0 X ⊗B W X ⊗B C ⊗B W X ⊗B C ⊗B C ⊗B W,
ρX⊗W

X⊗ε⊗W
φ

von der wir zeigen, daÿ es eine zerfallende exakte ist. Hierbei ist

φ = ρX ⊗ C ⊗W −X ⊗∆⊗W und kerφ = X ⊠C (C ⊗B W ),

zur Erinnerung ∆ = Y ⊗ η ⊗ X. Es folgt sofort Bild(η ⊗ X ⊗W ) ⊆ kerφ.
Sei nun y =

∑
xi ⊗ ci ⊗ wi ∈ kerφ beliebig. Damit de�nieren wir

y0 :=
∑
xiε(ci)⊗ wi ∈ X ⊗B W.

und behaupten (ρX ⊗W )(y0) = y. In der Tat, sei e ∈ Id(A) mit exi = xi für
alle Indizes. Indem wir

X ⊗B C ⊗B C ⊗B W
X⊗C⊗ε⊗W−−−−−−−→ X ⊗B C ⊗B W
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auf φ(y) anwenden, �nden wir

(ρX ⊗W )(y0) =
∑
η(e)⊗ xiε(ci)⊗ wi

=
∑
xi ⊗ (C ⊗ ε) ◦∆(ci)⊗ wi =

∑
xi ⊗ ci ⊗ wi = y.

Der Rest ist klar, und somit haben wir S ◦ (C ⊗B −) = I.
Es bleibt nun zu zeigen, daÿ (R,S) ein adjungiertes Paar bildet. Seien

V ∈ MA undW ∈ MC . Mit ε : C = Y ⊗AX → B und η : A→ D = X⊗B Y ,
der Koeins und Eins der Adjunktion (R, I), können dann einerseits

ε̃W : Y ⊗A (X ⊠C W )
Y⊗ι−−→ C ⊗B W

ε⊗W−−−→ W

betrachten, wobei ι die Inklusion ist. Andererseits de�nieren wir η̃V im Sinne
des Diagramms

V X ⊠C (Y ⊗A V )

X ⊗B Y ⊗A V

η̃V

η⊗V
ι′

als Faktorisierung der V -Komponente der Eins η ⊗ V von (R, I) durch die
kanonische Inklusion ι′. Wir zeigen, daÿ die so de�nierten natürlichen Trans-
formationen η̃ und ε̃ Eins und Koeins der Adjunktion (R,S) sind: Für die
eine Zickzackgleichung bekommen wir

Y ⊗A V Y ⊗A
(
X ⊠C (Y ⊗A V )

)
Y ⊗A V

C ⊗B Y ⊗A V.

R(η̃V )

Y⊗η⊗V

ε̃R(V )

Y⊗ι′
ε⊗Y⊗V

Hierbei ist wiederum ι′ die kanonische Inklusion. Das Diagramm kommutiert,
und daÿ die Zeile die Identität ergibt, folgt somit aus der Adjunktion (R, I).
Für die zweite Zickzackgleichung erhalten wir das kommutative Diagramm

X ⊠C W X ⊠C

(
Y ⊗A (X ⊠C W )

)
X ⊠C W

D ⊗A (X ⊠C W ) X ⊠C (C ⊗B W )

X ⊗B C ⊗B W X ⊗B W.

η̃S(W )

η⊗S(W )

S(ε̃W )

⊆
S(Y⊗ι′)

ι

D⊗ι
⊆

S(ε⊗W )

∼=

X⊗ε⊗W
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Nun gilt (D⊗ ι)◦ (η⊗S(W )) = (η⊗X⊗W )◦ ι. Weil ι ein Monomorphismus
ist, folgt aufgrund der Adjunktion (R, I), daÿ die obere Zeile die Identität
ergibt.

(2) Analog wie zuvor, aber einfacher, da Tensorprodukte rechtsexakt sind
und sich daher als Kokerne assoziativ verhalten.

(3) Die Eins der Adjunktion (Y ⊗D −, I) nimmt die Gestalt des natürli-
chen Isomorphismus

V ∼= D ⊗D V ∼= X ⊗B (Y ⊗D V ), V ∈ MD ,

an. Wenn YA �ach ist, dann nimmt die Koeins der Adjunktion (R,S) nach
Lemma 4.1.10 die Gestalt des natürlichen Isomorphismus

Y ⊗A (X ⊠C W ) ∼= C ⊠C W ∼= W, W ∈ MC ,

an. Die Behauptung folgt nun aus Lemma 4.1.4.

4.2 Die erste Adjungiertheit

Seien R = Y ⊗A− : MA → MB und I = X ⊗B − : MB → MA parabolische
Restriktion und Induktion wie in Abschnitt 2.5.2 bzgl. einer parabolischen
Untergruppe P ⊆ G mit

X = D(G/N) · χ und Y = χ ·N\D(G).

Eins und Koeins der Adjunktion (R, I) werden von Morphismen

η : A −→ X ⊗B Y, ε : Y ⊗A X −→ B

induziert, die wir selbst der Einfachheit halber auch als Eins und Koeins der
Adjunktion bezeichnen. Wie sich diese in Formeln hinschreiben lassen, daran
erinnern wir in den folgenden beiden Abschnitten.

4.2.1 Die Koeins ε

Wir interpretieren I(W ) für W ∈ MB als Modul der von links gleichmäÿig
lokal konstanten Funktionen G/N → W mit

φ(gm−1/N) · χ(m) = ρ(m) · φ(g/N), g ∈ G, m ∈M,

vgl. Abschnitt 2.5.2; zu χ siehe Def. 2.5.3. Die Koeins ist in der einfachsten
Formulierung, wie wohlbekannt ist, von der Form

εW : χ ·N\I(W ) −→ W, εW [φ] = φ(1/N).
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Das ist ein Morphismus in MB und, wenn man W = D(M) setzt, sogar ein
Morphismus von B-Bimoduln. Man hat den Isomorphismus

F : D(G/N) · χ⊗M W −→ I(W ), (4.5)

F (φ⊗ w)(g/N) =

∫
M

χ−1(m)φ(gm/N) ρW (m) · w dm, (4.6)

siehe (2.12). Wendet man darauf den Funktor R an und setzt es mit εW für
W = D(M) zusammen, erhält man das Diagramm

χ ·N\D(G/N) · χ χ ·N\D(G/N) · χ⊗M D(M)

D(M) χ ·N\I(D(M)).

∼

ε R(F )

εW

Der obere horizontale Isomorphismus bildet [φ] auf [φ]⊗ eK ab, wobei K ∈
Ω(M) beliebig so gewählt ist, daÿ φ von rechtsK-invariant ist. Nach einfacher
Rechnung bekommt man

ε : χ ·N\D(G/N) · χ −→ D(M), ε[φ](m) = χ−1(m)φ(m/N),

also den gewünschten Morphismus ε : Y ⊗A X → B unter der Identi�kation

Y ⊗A X = χ ·N\D(G)⊗G D(G/N) · χ = χ ·N\D(G/N) · χ,

siehe Abschnitt 2.4. Zu dieser Formel kommt auch Guiraud [30, Obs. 5.1.2].

4.2.2 Die Eins η

Die Eins der ersten Adjungiertheit ist in ihrer einfachsten Ausprägung von
der Form

η : D(G) −→ I(χ ·N\D(G)), η(φ)(g/N) = [g−1φ].

Das ist ein Morphismus von A-Bimoduln. Indem wir W = N\D(G) bei dem
Isomorphismus aus (4.5) setzen, können wir die Identi�kation

X ⊗B Y = I(χ ·N\D(G)) = D(G/N)⊗M N\D(G)
= D(G)/N · δ−1

P ⊗M N\D(G)
(4.7)

tre�en, siehe Abschnitt 2.4.
Eine weitere nützliche Interpretation des Bimoduls X ⊗B Y betrachtet

Guiraud [30, Rem. 4.5.13]:
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De�nition 4.2.1. Der R-Modul D(G/N ×M N\G, δ−1
P ) besteht aus den

Funktionen φ : G/N ×N\G→ R mit folgenden Eigenschaften:

(1) Die Funktion ist von beiden Seiten gleichmäÿig glatt, das heiÿt, es gibt
K ∈ Ω(G) mit

φ(k1g1/N,N\g2k2) = φ(g1/N,N\g2), ki ∈ K, gi ∈ G.

(2) Es gilt

φ(g1m
−1/N,N\mg2) = δ−1

P (m) · φ(g1/U, U\g2), gi ∈ G, m ∈M.

(3) Bild(Trφ) ⊆ G/N ×M N\G ist kompakt.

Mit Hilfe des Isomorphismus N\D(G)→ δ−1
P · D(N\G) erhält man

D(G/N)⊗M N\D(G) ∼−−→ iM(χ ·N\D(G)) ∼−−→ iM(χ · δ−1
P · D(N\G)).

Der rechtsstehende Modul besteht aus Funktionen φ : G/N → D(N\G), und
es ist leicht, ihn direkt mit D(G/N ×M N\G, δ−1

P ) zu identi�zieren. Man
erhält den Isomorphismus

F : D(G/N)⊗M N\D(G) −→ D(G/N ×M N\G, δ−1
P ),

F (φ⊗ [ψ])(g/N,N\h) =
∫
M

φ(gm/N) ψ̄(N\m−1h) dm,

ψ̄(N\m−1h) =

∫
N

ψ(nm−1h) dn.

4.2.3 Eine neue Formel für η

Wir betrachten das Diagramm

D(G) D(G)/N · δ−1
P ⊗M N\D(G)

I(χ ·N\D(G)).

?

η ∼

Obwohl wir η so, wie es hier angeschrieben ist, und den unbezeichneten Iso-
morphismus in der einen eingezeichneten Richtung gut verstehen, möchten
wir η gerne in möglichst beherrschbarer Form in Gestalt des gestrichelten
Pfeiles haben. Diese Herleitung ist Aufgabe des vorliegenden Abschnitts.

Es sei K stets eine Pro-p-Kongruenzuntergruppe und K0 eine fest gewähl-
te maximale kompakte Untergruppe von G, siehe Satz 1.5.1. Wenn p ∈ R∗,
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dann gibt es ein Haarmaÿ in D′(G), aber auch in D′(K0), und KN̄ , KP ,
KN sind ebenfalls Pro-p-Untergruppen. Wegen Prop. 1.7.17 kann man Haar-
maÿe auf G, N̄ , M , N eindeutig so wählen, daÿ vol(KN̄) = vol(KP ) =
vol(KN) = vol(K) = 1. Wir stellen an den Ring auÿerdem die Bedingung,
daÿ K0,P = K0 ∩P invertierbares Volumen hat. Diese Bedingung ermöglicht
es uns, die Formel für η als Integral über K0 zu schreiben. Daneben gibt es
eine Summenformel, die ohne diese Bedingung auskommt. Letztlich wird der
Faktor vol(K0,P ) doch keine Rolle spielen.

Bemerkung 4.2.2. In Charakteristik 0 gibt es natürlich keine Schwierigkeit:
normiert man vol(K) = 1, dann gilt, weil K0 selbst eine kompakt-o�ene
Gruppe ist,

vol(K0) = [K0 : K] und vol(K0,P ) = [K0,P : KP ] vol(KP ) ∈ Z[1p ].

Beispiel 4.2.3. Wenn G = GLn(k), so ist K0 = GLn(o) eine maximale
kompakte Untergruppe. Sei q die Anzahl der Elemente im Restklassenkörper
o/p von K. Ein Haarmaÿ auf G mit vol(K0) = 1 gibt es dann und nur dann,
wenn (q − 1) · · · (qn − 1) ∈ R∗ (Vignéras [58, I.2.5]).

Wir wollen η als Morphismus

η : D(G)→ D(G)/N · δ−1
P ⊗M N\D(G) (4.8)

beschreiben. Als Morphismus von D(G)-Bimoduln ist η durch die Bilder
η(eK) schon eindeutig bestimmt.

Lemma 4.2.4. Man hat volG(KN̄K0,P ) = volN̄(KN̄) · volP (K0,P ) und

|K\G/P | = vol(K0)

vol(KN̄) · vol(K0,P )
.

Beweis. Wir betrachten die stetige Gruppenoperation

K0 ↷ K\G/P, λ ·KgP := KλgP.

Aufgrund der Iwasawa-Zerlegung ist diese Operation transitiv. Der Raum
K\G/P ist endlich. Isotropiegruppe des Punktes K1P ist, wie man leicht
sieht, KK0,P = KN̄K0,P , wobei wir hier die Iwahori-Zerlegung von K bzgl.
P benutzt haben. Wegen K ⊴ K0 ist klar, daÿ KK0,P eine kompakt-o�ene
Untergruppe von K0 ist, die K als Normalteiler enthält. Nun gilt

volG(KN̄K0,P ) =

∫
G

1KN̄K0,P
(g) dg

=

∫
N̄

∫
M

∫
N

δ−1
P (m) 1KN̄K0,P

(n̄mn) dn̄ dm dn

=

∫
N̄

∫
P

1KN̄
(n̄) 1K0,P

(p) dn̄ dp = volN̄(KN̄) · volP (K0,P ).
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Das ist das erste. Weiter hat man vol(K0) = [K0 : K0,PKN̄ ] · vol(K0,PKN̄)
und [K0 : K0,PKN̄ ] = |K\G/P |.

Satz 4.2.5. Sei W := χ ·N\D(G).

(1) Der Morphismus η wird beschrieben von

η : D(G) −→ IGM(W ), η(φ)(g/N) = [g−1φ].

(2) Er wird auch beschrieben von

η : D(G) −→ D(G/N ×M N\G, δ−1
P ),

η(φ)(g/N,N\h) =
∫
N

φ(gnh) dn.

(3) Schlieÿlich lautet unsere neue Beschreibung

η : D(G) −→ E := D(G)/N · δ−1
P ⊗M N\D(G),

η(eK) =
1

vol(K0,P )

∫
K0

[λeK ]⊗ [eKλ
−1] dλ

= vol(KN̄)
∑

λ∈K\G/P

[λeK ]⊗ [eKλ
−1].

Dabei ist K ∈ Ω(G) eine Pro-p-Kongruenzuntergruppe, und die
Integralformel setzt vol(K0,P ) ∈ R∗ voraus.

Beweis. (1) und (2) wurden oben schon bemerkt. (3) In IGM(W ) ist ξ := η(eK)
nach Teil 1 die Funktion

ξ : G/N → W, ξ(g/N) = [g−1eK ] = [eg91K ] = [eK(g )]. (4.9)

Sei Λ ein Repräsentantensystem von K\G/P . Dann ist Λ endlich: G/P ist
kompakt, und K\G ist diskret. Daraus folgt, daÿ K\G/P kompakt und dis-
kret, also endlich ist. Aufgrund der Iwasawa-Zerlegung können wir Λ ⊆ K0

annehmen. Wir betrachten nun das Element

x := vol(KP )
−1

∑
λ∈Λ

[λ1K ]⊗ [eKλ
−1] ∈ D(G)/N · δ−1

P ⊗M N\D(G). (4.10)

Wenn wir dieses mit dem Isomorphismus (4.5) zu einem Element ψ ∈ IGM(W )
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transformieren, erhalten wir

ψ(g/N) = vol(KP )
−1

∑
λ∈Λ

∫
M

∫
N

1λK(gmn) ρW (m) · [λ−1 · eK ] dn dm. (4.11)

Wir benutzen immer wieder, daÿ K ein Normalteiler von K0 ist. Sei g ∈ G
beliebig. Dann gibt es genau ein λ ∈ Λ, so daÿ g ∈ KλP . Wir schreiben
g = k0λm0n0. Einfache Umformungen ergeben dann

ψ(g/N) = vol(KP )
−1

∫
M

∫
N

1KM
(m) 1KN

(n) ρW (m−1
0 m) · [λ−1eK ] dn dm

= ρW (m−1
0 ) · [λ−1eK ] = [g−1eK ] = ξ(g/N).

Das bedeutet, daÿ η(eK) in D(G)/N ⊗M N\D(G) im Sinne unserer Isomor-
phismen von x repräsentiert wird. Sei E wie im Text des Satzes. Wir de�-
nieren

φ ∈ D(K0, E), φ(λ) := [λeK ]⊗ [eKλ
−1] = [eKλ]⊗ [λ−1eK ], (4.12)

Wegen vol(K) = vol(KN̄) vol(KP ) können wir damit

x = vol(KN̄)
∑
λ∈Λ

φ(λ) (4.13)

schreiben. Weiterhin gilt φ|KλP = φ(λ) für alle λ ∈ K0, und wegen

K\G/P ∼= K0/KN̄K0,P

können wir das Integral folgendermaÿen berechnen:∫
K0

φ(λ) dλ =
∑
λ∈Λ

φ(λ) vol(KN̄) vol(K0,P ) = vol(K0,P ) · x. (4.14)

4.2.4 Beweis der ersten Adjungiertheit

Wir betrachten einerseits

ε : χ ·N\D(G)⊗G D(G/N) · χ ∼−→ χ ·N\D(G/N) · χ −→ D(M),

[φ]⊗ ψ̄ 7−→ (χ−1 · φ ∗ ψ̄)|M.
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Es ergibt sich folgende Formel:

χ−1 · φ ∗ ψ̄(m) = χ−1(m) ·
∫
G

φ(g) ψ̄(g−1m/N) dg

= χ−1(m) ·
∫
G

∫
N

φ(g)ψ(g−1mn) dn dg.

Andererseits betrachten wir

η : D(G) −→ D(G/N)⊗M N\D(G),

η(eK) = c ·
∫
K0

λ · eK ⊗ [eK ] · λ−1 dλ, c :=
1

vol(K0,P )
.

Proposition 4.2.6. Die Abbildungen η und ε stellen als Eins und Koeins
eine Adjungiertheit (R, I) her.
Beweis. Wir schreiben χ zur Vereinfachung der Formeln nicht mehr mit an.
Betrachten wir zunächst

D(G/N) D(G/N)⊗M N\D(G)⊗G D(G/N) D(G/N)

D(G)⊗G D(G/N) D(G/N)⊗M D(M).

∼ 1⊗ε
η⊗1 ∼

Wir müssen zeigen, daÿ die obere Zeile die Identität ergibt. Sei φ̄ ∈ D(G/N).
Wir können ein K ∈ Ω(G) �nden mit eK ∗ φ̄ = φ̄. Dann wird φ̄ unter dem
ersten Isomorphismus auf eK ⊗ φ̄ abgebildet und dann weiter auf

c

∫
K0

λeK ⊗ ε
(
[eKλ

−1]⊗ φ̄
)
dλ = c

∫
K0

λeK ⊗ (χ−1 · λ−1eK ∗ φ̄)|M dλ

= c

∫
K0

λeK ⊗ (χ−1 · λ−1φ̄)|M dλ ∈ D(G/N)⊗M D(M).

Wir haben hier λ−1eK = eKλ
−1 benutzt. Wenn h ∈ D(G/N) das Bild von

φ̄ unter dieser Komposition von Morphismen bezeichnet, dann erhalten wir
dafür

h(g/N) = c

∫
M

∫
K0

eK(λ
−1gm−1/N) φ̄(λm/N) dλ dm

= c

∫
M

∫
K0

eK(λgm/N) φ̄(λ−1m−1/N) dλ dm

= c

∫
M

∫
N

∫
K0

eK(gmnλ) φ̄
(
(mnλ)−1/N) dλ dn dm

=

∫
G

eK(gx) φ̄(x
−1/N) dx =

∫
G

eK(x) φ̄(x
−1g/N) dx = φ̄(g/N).
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Hier sind einige Bemerkungen angebracht: Wie der Beweis von Lemma 1.7.17
zeigt, verschwindet die Konstante c gerade, wenn wir mit dem Dreifachinte-
gral ein Haarmaÿ auf G erklären. Der Charakter χ verschwindet, weil wir es
ja mit D(G/N) · χ zu tun haben.

Betrachten wir nun

N\D(G) N\D(G)⊗G D(G/N)⊗M N\D(G) N\D(G)

N\D(G)⊗G D(G) D(M)⊗M N\D(G).

∼ ε⊗1
1⊗η ∼

Wir geben uns [φ] ∈ N\D(G) vor. Wenn eK ∗ φ ∗ eK = φ, so ein K ∈ Ω(G)
können wir immer �nden, dann wird [φ] abgebildet auf

c

∫
K0

ε
(
[φ]⊗eK ·λ

)
⊗ [eK ] ·λ−1 dλ = c

∫
K0

(
χ−1 ·φ∗ (eK ·λ)

)
|M⊗ [eK ] ·λ−1 dλ,

und das geht nun weiter auf

c

∫
M

∫
K0

(
χ−1 · φ ∗ (eK · λ−1)

)
(m)χ(m) (mλ) · [eK ] dλ

= c

∫
G

∫
M

∫
N

∫
K0

φ(g) eK(g
−1mnλ) [(mnλ) · eK ] dλ dn dm dg

=

∫
G

∫
G

φ(g) eK(g
−1h) [h · eK ] dg dh =

∫
G

∫
G

φ(hg) eK(g) [h · eK ] dg dh

=
[∫

G

φ(g) g · eK dg
]
= [φ ∗ eK ] = [φ].

4.2.5 Eigenschaften von Restriktion und Induktion

Man hat aufgrund der bisherigen Betrachtungen die folgende (wohlbekannte)
Situation: (R, I) ist ein adjungiertes Paar von Funktoren, aber auch (I,R′)
ist eines, wenn man

R′ := BHomA(X,−) : MA −→ MB

betrachtet. Dies folgt aus der Hom-Tensor-Adjunktion 2.1.16. Also gibt es zu
I sowohl einen links- als auch einen rechtsadjungierten Funktor. Wir wollen
in diesem Abschnitt einige ebenfalls bekannte Eigenschaften von R und I
zusammenstellen (siehe etwa Vignéras [58, II.2]), verwenden aber die Modul-
sprache.

Lemma 4.2.7.
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(1) Sei K ∈ Ω(G) und e = eK . Dann sind

Y e = N\D(G) ∗ e ∈ MB und eX = e ∗ D(G/N) ∈MB

endlich erzeugt.

(2) Für alle e ∈ Id(B) ist Xe als Element von MA endlich erzeugt.

Beweis. (1) Zunächst besteht D(G) ∗ eK aus den φ ∈ D(G), die rechtsinva-
riant unter K sind. Sei Γ ein Repräsentantensystem von P\G/K. Dann ist
Γ endlich, und {

[egK ]
∣∣ g ∈ Γ

}
ist ein Erzeugendensystem von N\D(G) ∗ eK als B-Modul. In der Tat, wir
können ja jedes φ ∈ D(G) ∗ eK in der Form

φ =
∑

g∈G/K

φ(g)1gK

schreiben, und in jeder BahnM · [1gK ] liegt ein 1gK mit g ∈ Γ. Für eX ergibt
es sich ganz analog.

Proposition 4.2.8.

(1) I erhält alle Limites und Kolimites.

(2) R erhält alle Kolimites.

(3) I und R sind exakt.

(4) I ist treu.

(5) I erhält injektive Moduln; R erhält projektive Moduln.

(6) R und I sind transitiv in folgendem Sinne: Sind P =MN und Q = LU
parabolische Untergruppen mit Q ⊆ P ⊆ G, dann gilt

RM
L RG

M
∼= RG

L , IGMIML ∼= IGL .

Diese beiden Aussagen sind äquivalent.

(7) R erhält endlich erzeugte Moduln, I zulässige Moduln.
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Beweis. (1�3) Das folgt daraus, daÿ (R, I) und (I,R′) zwei adjungierte Paa-
re sind. Nur daÿ R linksexakt ist, bleibt zu zeigen: Sei φ ∈ HomA(V,W )
injektiv. Es genügt zu zeigen, daÿ [φ(v)] = 0 in N\W nur gilt, wenn v = 0.
Aus Lemma 2.4.5 folgt: [φ(v)] = 0 dann und nur dann, wenn eKN

∗ φ(v) = 0
für ein KN ∈ Ω(N). Aber es gilt eKN

∗ φ(v) = φ(eKN
∗ v). Das impliziert

eKN
∗v = 0, weil φ injektiv ist, und das ist nach demselben Lemma äquivalent

zu [v] = 0 in N\V .
(4) Aufgrund der Adjungiertheit (R, I) und Lemma 4.1.4 genügt es zu

zeigen, daÿ ε : N\D(G/N) ⊗M W −→ D(M) surjektiv ist. Nun ist ε[eK ] =
vol(KN̄)

−1 · eKM
, und weil es zu jedem w ∈ W ein K mit eKM

∗ w = w gibt,
so ist klar, daÿ die angeschriebene Abbildung surjektiv ist.

(5) folgt aus (3).
(6) Wegen der Adjungiertheit und der Eindeutigkeit (bis auf Isomorphie)

eines adjungierten Funktors ergibt sich die Transitivität von I aus der von R
und umgekehrt. Es genügt, die Aussage für R zu zeigen. Nach Lemma 2.4.6
hat man in der vorliegenden Situation

L ⊆M, N ⊆ U, δQ = δP δM∩Q,

U = (M ∩ U)N, Q = (M ∩Q)N, M ∩Q = L(M ∩ U).

Dabei ist M ∩Q eine parabolische Untergruppe von M mit der angegebenen
Levizerlegung. Manipulationen von Bimoduln führen dann auf

RM
L RG

M(V ) = δ
1/2
M∩Q · (M ∩ U)\D(M)⊗M δ

1/2
P ·N\D(G)⊗G V

= δ
1/2
M∩Q · δ

1/2
P ·

(
(M ∩ U)N

)
\D(G)⊗G V

= δ
1/2
Q · U\D(G)⊗G V = RG

L(V ).

(7) Sei V ∈ MA endlich erzeugt. Dann gibt es einen Epimorphismus

(Ae)⊕n V 0.
φ

Weil R exakt ist und die endlichen Biprodukte erhält, so ist auch

(Y e)⊕n R(V ) 0
R(φ)

exakt, und da Y e endlich erzeugt ist (4.2.7), folgt die Behauptung.
Sei nun W ∈ MB zulässig, d. h., eW ist für alle e ∈ Id(B) ein endlich

erzeugter R-Modul. Sei f ∈ Id(A). Dann ist fX ein endlich erzeugter B-
Rechtsmodul. Sei ⊕n

i=1 eB fX 0
ψ
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ein Epimorphismus in MB. Das ist insbesondere auch ein R-Epimorphismus.
Der Funktor −⊗B W ist rechtsexakt, so daÿ man eine exakte Sequenz⊕n

i=1 eW fX ⊗B W 0
I(ψ)

erhält. Das zeigt aber, daÿ fX ⊗B W ein endlich erzeugter R-Modul und
I(W ) somit in MA zulässig ist, wenn W es in MB ist.

Bemerkung 4.2.9. Mit Hilfe tieferliegender Eigenschaften von reduktiven
p-adischen Gruppen zeigt man, daÿ R zulässige und I endlich erzeugte Mo-
duln erhält. Das erste folgt aus dem Jacquetschen Lemma für zulässige Mo-
duln, das zweite aus der Bernsteinzerlegung, die u. a. zur Folge hat, daÿ MA
noethersch ist, siehe [48, VI.7.5].

4.3 Die erste Zerlegung der Kategorie MA

Wir betrachten den R-Modul

B :=
⊕
M<G

D(M).

Diese direkte Summe ist endlich, und indem wir die Multiplikation kom-
ponentenweise de�nieren, wird B eine assoziative R-Algebra mit genügend
Idempotenten. Ein (glatter) B-Linksmodul ist ein R-Modul W , der von der
Form

W =
⊕
M<G

WM

ist, wobei WM jeweils ein D(M)-Linksmodul ist. Ein Morphismus

f : W1 → W2

zwischen zwei B-Linksmoduln ist von der Form f = (fM), wobei

fM : W1,M → W2,M

jeweils ein Morphismus von D(M)-Linksmoduln zwischen den Komponenten
ist. Auf diese Weise entsteht die abelsche Kategorie MB und entsprechend
MB. Wie üblich de�niert man Kategorien von Bimoduln.

Lemma 4.3.1. Sei V ∈MB und W ∈ MB . Dann gilt

V ⊗B W =
⊕
M<G

VM ⊗M WM .
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Beweis. Schreiben wir die Elemente von V und W als Summen der Kom-
ponenten. Sei v ∈ V und w ∈ W . Die Behauptung folgt aus der Beobach-
tung, daÿ vM ⊗ wL = 0 für M ̸= L in V ⊗B W gilt. In der Tat, sei eM
ein idempotentes Element von D(M) mit vMeM = vM in VM . Als Element
von V hat eM Nullen in allen anderen Komponenten, und in V ⊗B W gilt
vM ⊗ wL = vMeM ⊗ wL = vM ⊗ eMwL = 0.

Die Bimoduln, die wir nun betrachten, sind die folgenden:

Y :=
⊕
M<G

N\D(G), Ȳ :=
⊕
M<G

N̄\D(G), X :=
⊕
M<G

D(G)/N.

Sei wie immer A = D(G). Es ist dann Y, Ȳ ∈ MB A sowie X ∈ MA B, und
diese Bimoduln haben die folgende Interpretation:

◦ I := X ⊗B − steht für die gemeinsame parabolische Induktion eines
Tupels (WM)M<G, wobei WM ein D(M)-Modul ist.

◦ R := Y ⊗A− und R̄ := Ȳ ⊗A− stehen für die gleichzeitige parabolische
Restriktion bzgl. aller echten standardparabolischen Untergruppen von
G bzgl. P0 bzw. P̄0.

Proposition 4.3.2. (R, I) ist ein adjungiertes Paar von Funktoren.

Beweis. Das ist klar, weil die direkten Summen endlich sind.

Die Eins dieser Adjunktion wird von dem Morphismus

η : D(G) −→ D :=
⊕
M<G

D(G)/N ⊗M N\D(G), φ 7−→
∑
M<G

ηM(φ).

die Koeins von dem Morphismus

ε : C :=
⊕

L,M<G

U\D(G)/N −→ B =
⊕
L<G

D(L),
∑

L,M<G

[φL,M ] 7−→
∑
L<G

εL[φL,L].

Aus Proposition 4.1.6 folgt nun:

◦ (C,∆, ε) ist eine koassoziative Koalgebra mit Koeins ε und Komulti-
plikation ∆ = Y ⊗ η ⊗X. Die Koalgebra C beschreibt alle möglichen
Funktoren RLIM .

◦ (D,∇, η) ist eine assoziative Algebra mit Eins η und ∇ = X ⊗ ε⊗ Y .

◦ X ∈ MD B und X ∈ AM
C sowie Y ∈ MC A und Y ∈ MB D.
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Ohne weiteres erhält man:

Proposition 4.3.3.

(1) R = Y ⊗A − läÿt sich als Funktor MA → MC au�assen, und S :=
X ⊠C − ist dazu rechtsadjungiert.

(2) R ist exakt, und S ist linksexakt.

(3) YA und XB sind �ach.

(4) S ist volltreu, insbesondere bis auf Isomorphie eindeutig auf den Ob-
jekten. Äquivalent dazu ist ε : RS → 1 ein natürlicher Isomorphismus.

(5) V ∈ MA ist genau dann kuspidal, wenn R(V ) = 0.

Aufgrund der Proposition wissen wir, daÿ sich MC als volle Unterkate-
gorie von MA au�assen läÿt. Wir wollen zeigen, daÿ sogar eine kategorielle
Produktzerlegung MA = MC × Mc

A vorliegt:

Satz 4.3.4.

(1) Sei η : 1→ SR die Eins der Adjunktion (R,S). Der Untermodul
ker ηV ⊆ V ist dann der kuspidale Anteil von V (s. 3.0.3).

Sei R ein Körper, dessen Charakteristik nicht die Proordnung von G
teilt, so daÿ die Voraussetzungen von Satz 3.9.6 erfüllt sind. Sei MC

mit Hilfe des volltreuen Funktors S als volle Unterkategorie in MA
eingebettet. Dann gilt:

(2) Die vollen Unterkategorien MC und Mc
A von MA sind orthogo-

nal.

(3) Es gilt die kategorielle Zerlegung MA = MC × Mc
A .

(4) MC besteht aus den A-Moduln, die keine nicht-trivialen kuspida-
len Unterquotienten haben.

Beweis. Sei V ∈ MA beliebig und V c der kuspidale Anteil. Dann erhält man
zunächst aufgrund der Adjunktion (R,S) das kommutative Diagramm

R(V ) RSR(V )

R(V ),

R(ηV )

id εR(V )∼
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wobei εR(V ) nach Prop. 4.3.3 ein Isomorphismus ist. Daraus folgt, daÿ R(ηV )
ebenfalls ein Isomorphismus ist. Weil R exakt ist, erhält man weiter die
exakte Sequenz

0 R(ker ηV ) R(V ) RSR(V ) R(coker ηV ) 0,
R(ηV )

∼

aus der R(ker ηV ) = 0 = R(coker ηV ) folgt. Also sind ker ηV und coker ηV für
alle V kuspidal.

(1) Daÿ ker ηV kuspidal ist, bedeutet ηV ⊆ V c. Aus dem kommutativen
Diagramm

0 ker ηV V SR(V )

V c 0

⊆ ηV

ηV c

⊆
φ

⊆

folgt aufgrund der universellen Eigenschaft des Kerns, daÿ es einen eindeutig
bestimmten Morphismus φ gibt, der das Diagramm kommutativ erweitert.
Dieser ist injektiv, das heiÿt V c ⊆ ker ηV , also V c = ker ηV .

(2) Sei V ∈ Mc
A und W ∈ MC . Wegen

HomA(V,X ⊠C W ) = HomC(Y ⊗A V,W ) = 0

ist klar, daÿ es keine nicht-trivialen Morphismen V → X ⊠C W geben kann.
Sei umgekehrt φ ∈ HomA(X ⊠C W,V ). Wir betrachten das Diagramm

X ⊠C W Bild(φ) V

P.

φ ⊆

π
∃π̃

Zur Erläuterung: Der Morphismus φ wurde, wie üblich in abelschen Katego-
rien, aufspalten, und Bild(φ) ist nach Prop. 3.0.3 kuspidal. Gilt Satz 3.9.6,
dann gibt es, wie eingezeichnet, einen projektiven kuspidalen Modul P und
einen Epimorphismus π, der von φ faktorisiert wird, weil P projektiv ist.
Aber der Morphismus π̃ muÿ Null sein, weil P kuspidal ist. Daraus folgt
π = 0, somit Bild(φ) = 0, somit φ = 0.

(3) Wir zeigen, daÿ ηV einen Schnitt besitzt: Weil coker ηV kuspidal ist,
gibt es einen projektiven kuspidalen Modul P und einen Epimorphismus
f : P → coker ηV , der, weil P projektiv ist, von dem kanonischen Epimor-
phismus π : SR(V )→ coker ηV faktorisiert wird:

SR(V ) coker ηV 0

P.

π

f

∃f̃
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Wegen HomA(P,SR(V )) ∼= HomC(R(P ),R(V )) = 0 ist f̃ = 0 und somit
coker ηV = 0, so daÿ ηV selbst ein Epimorphismus ist.

Da ker ηV kuspidal ist, gibt es einen Monomorphismus g : ker ηV → I
in einen injektiven kuspidalen Modul I, der von dem kanonischen Mono-
morphismus ι : ker ηV → V faktorisiert wird. Man erhält das kommutative
Diagramm

I

0 ker ηV V SR(V ) 0

kerh SR(kerh) 0.

ι

g
∃h

η

j

η

SR(j) ∼

(4.15)

Da I kuspidal ist, muÿ, weil R als exakter Funktor Kerne erhält, R(j) und
somit auch SR(j) ein Isomorphismus sein. Daraus folgt, daÿ

φ := η ◦ j = SR(j) ◦ η

ein Epimorphismus ist. Aber es handelt sich sogar ebenfalls um einen Iso-
morphismus, da kerh∩ ker ηV = {0}. Daraus folgt V = ker ηV ⊕ kerh, wobei
kerh ∼= SR(V ).

(4) Sei W ∈ MC . Alle A-Untermoduln von X ⊠C W sind nach dem Vor-
hergehenden C-Unterkomoduln, und daraus folgt, daÿ es keine nicht-trivialen
kuspidalen Unterquotienten von X⊠CW geben kann. Umgekehrt ist der ku-
spidale Anteil V c eines V ∈ MA ein kuspidaler Unterquotient. Hat V keinen
nicht-trivialen, muÿ folglich V c = 0 und somit V ∈ MC sein.

Bemerkung 4.3.5. Wir sind hiermit auf etwas anderem Wege zu der Zer-
legung der Kategorie MA in kuspidalen und nicht-kuspidalen Teil gelangt
und haben nun die Aussage gewonnen, daÿ der nicht-kuspidale Teil von der
Kategorie der C-Komoduln beschrieben wird.

Lemma 4.3.6. Sei V ∈ MA rein nicht-kuspidal. Dann ist

ηV : V −→ IR(V ) =
⊕
M<G

D(G/N)⊗M N\D(G)⊗G V︸ ︷︷ ︸
=IMRM (V )

ein Monomorphismus.

Beweis. Eingeschränkt auf die volle Unterkategorie der rein nicht-kuspidalen
Moduln, ist R treu, so daÿ die Behauptung aus Lemma 4.1.4 folgt.



5. DOPPELNEBENKLASSEN PARAB. UNTERGRUPPEN

Sei G eine reduktive p-adische Gruppe und S ein maximaler k-zerfallender k-
Torus, weiter P0 =M0N0 die minimale parabolische Untergruppe mit M0 =
ZG(S)(k) und W = WG = NG(S)(k)/ZG(S)(k) die (relative) Weylgruppe
von G.

5.1 Coxetergruppen

Wir verweisen, was Coxetergruppen anbetri�t, auf das Buch von Björner und
Brenti [11]. Wir stellen hier einiges Grundlegende zusammen. Ein Coxetersy-
stem ist ein Paar (W ,Σ), bestehend aus einer Gruppe W mit einem System
Σ ⊆ W von Erzeugern, die Relationen der Form

(st)m(s,t) = 1, m(s, t) ∈ {1, 2, 3, . . .} ∪ {∞}

unterworfen sind, wobei die folgenden Axiome gelten:

(1) s2 = 1 für alle s ∈ Σ, d. h. m(s, s) = 1.

(2) m(s, t) = m(t, s) ≥ 2 für s ̸= t.

(3) m(s, t) =∞, wenn s und t keiner Relation unterworfen ist.

Die Gruppe W selbst heiÿt in diesem Kontext Coxetergruppe; die Elemente
von Σ heiÿen einfache Spiegelungen, die Konjugate

Σ′ := {wsw−1 | w ∈ W , s ∈ Σ}

Spiegelungen. Eine Darstellung w = s1s2 · · · sn eines Elements w ∈ W durch
Erzeuger si ∈ Σ nennen wir ein Wort für w. Ein Wort minimaler Länge heiÿt
reduziertes Wort. Diese minimale Länge ist wohlbestimmt und de�niert die
Längenfunktion ℓ : W → N∗. Man setzt ℓ(1) = 0.

Proposition 5.1.1 ([11, I.4.2]). Die Längenfunktion ℓ hat folgende Eigen-
schaften:

(1) ℓ(sw) = ℓ(w)± 1 für alle s ∈ Σ.
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(2) ℓ(w−1) = ℓ(w).

(3) |ℓ(w)− ℓ(z)| ≤ ℓ(wz) ≤ ℓ(w) + ℓ(z).

(4) d(w, z) := ℓ(wz−1) ist eine Metrik auf W.

De�nition 5.1.2. Schreibe w → z für w, z ∈ W , wenn tw = z mit t ∈ Σ′

und ℓ(w) ≤ ℓ(z). Die (starke) Bruhatordnung ist diejenige Halbordnung auf
W , die folgendermaÿen de�niert ist: w ≤ z dann und nur dann, wenn es
eine Kette w = w0 → w1 → . . . → wn = z gibt. Der Bruhatgraph ist der
gerichtete Graph mit den Elementen von W als Ecken und den Relationen
w → z als Kanten.

Proposition 5.1.3. Seien w, z ∈ W.

(1) Sei w = s1 · · · sn ein reduziertes Wort für w. Es gilt z ≤ w dann und
nur dann, wenn z durch Wegstreichen einiger der si aus w entsteht,
das heiÿt, wenn z = si1 · · · sir mit gewissen 1 ≤ i1 < . . . < ir ≤ n.

(2) �Streichungseigenschaft�: Sei w = s1 · · · sn irgendein Wort für w. Gilt
ℓ(w) < n, so erhält man aus s1 · · · sn durch Wegstreichen einiger Buch-
staben ein reduziertes Wort für w.

(3) �Hochhebungseigenschaft�: Sei z < w und s ∈ Σ mit z < sz und
sw < w. Dann gilt sz ≤ w und z ≤ sw.

Beweis. (1) [11, Th. 2.2.2], (2) [11, Prop. 1.4.7], (3) [11, Th. 2.2.7].

Wenn W endlich ist, und dies ist der einzige Fall, den wir betrachten,
dann gibt es ein eindeutiges Element maximaler Länge w0.

Proposition 5.1.4 ([11, Abschn. 2.3]). Das Element w0 hat die folgenden
Eigenschaften:

(1) w2
0 = 1.

(2) ℓ(ww0) = ℓ(w0)− ℓ(w) für alle w ∈ W.

(3) w 7→ w0w und w 7→ ww0 sind ordnungsumkehrende Automorphismen
von W.

(4) w 7→ w0ww0 ist ein ordnungserhaltender Automorphismus von W.



5. Doppelnebenklassen parab. Untergruppen 107

Sei nun Φ = Φ(G,S) das relative Wurzelsystem des Paares (G,S). Dieses
ist ein abstraktes (im allgemeinen nicht reduziertes) Wurzelsystem in dem
reellen Vektorraum V = ⟨Φ⟩ ⊗Z R, und die Weylgruppe W ist kanonisch
isomorph zur Weylgruppe des Wurzelsystems Φ, weil W treu auf S operiert.
Man versieht V mit einem W-invarianten Skalarprodukt. Sei ∆ die zu P0

korrespondierende Basis von Φ.

Proposition 5.1.5 ([43, C.10]). Die Weylgruppe W, aufgefaÿt als Weyl-
gruppe des Wurzelsystems Φ, wird von den orthogonalen Re�exionen σα mit
α ∈ ∆ erzeugt, und diese Erzeuger unterliegen einzig den Relationen

(σασβ)
m(α,β) = 1,

wobei m(α, β) die Ordnung von σασβ in W ist. Folglich ist W zusammen mit
dem Erzeugendensystem Σ := {σα | α ∈ ∆} eine Coxetergruppe.

5.2 Zellzerlegung von G

5.2.1 Minimaler Fall

O�ensichtlich zerfällt G disjunkt in (P0, P0)-Doppelnebenklassen. Das Bru-
hatsche Lemma besagt, daÿ diese von der (endlichen) Weylgruppe WG indi-
ziert werden:

Proposition 5.2.1 ([12, V.21]).

(1) Es gilt die (relative) Bruhatzerlegung G =
⋃·

w∈WG

P0wP0.

(2) Der Morphismus (N0 ∩wN̄0w
−1)×P0 → P0wP0, (x, y) 7→ xwy, ist ein

k-Isomorphismus von Varietäten.

Bemerkung 5.2.2. Bei gegebenem w ∈ WG soll die (unpräzise) Schreib-
weise P0wP0 bedeuten, daÿ man einen Repräsentanten ẇ ∈ NG(S)(k) ⊆ G
von w auswählt und P0ẇP0 bildet. Selbstverständlich erhält man für jeden
Repräsentanten dieselbe Doppelnebenklasse.

Sei C(w) := P0wP0 für w ∈ WG.

Proposition 5.2.3.

(1) Sei w ∈ WG und w = s1s2 · · · sn ein reduziertes Wort. Dann gilt

C(w) =
⋃·

1≤i1<···<ir≤n

P0si1 · · · sirP0.

Der Abschluÿ versteht sich im Sinne der Zariskitopologie, stimmt jedoch
mit dem Abschluÿ bzgl. der p-adischen Topologie überein.
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(2) Es gilt w ≤ z bzgl. der Bruhatordnung auf WG genau dann, wenn
C(w) ⊆ C(z) gilt.

Beweis. (1) Siehe die Sätze 3.13 und 3.15 in [14]. (2) Sei z = s1s2 · · · sr
ein reduziertes Wort. Dann ist w ≤ z äquivalent dazu, daÿ w aus z durch
Wegstreichen einiger der si entsteht. Das zeigt C(w) ⊆ C(z), aber die Um-
kehrung ist dann ebenfalls klar.

Infolge der Proposition kann man also schreiben:

C(w) =
⋃·
z≤w

C(z). (5.1)

Proposition 5.2.4.

(1) C(w) ist genau dann o�en, wenn w = w0 ist.

(2) Sei w0, w1, . . . , wn irgendeine Numerierung der Elemente von WG, wel-
che die invertierte Bruhatordnung zu einer Totalordnung verfeinert, so
daÿ w0 das eindeutige längste und wn = 1 das eindeutige kürzeste Ele-
ment ist. Dann ist

C(w0) ⊆ C(w0) ∪· C(w1) ⊆ · · · ⊆
n⋃·
i=0

C(wi) = G

eine Filtrierung von G durch o�en ineinanderliegende Teilmengen.

Beweis. (1) Aus den einleitenden Bemerkungen und daraus, daÿ w0 das ein-
deutige Element maximaler Länge ist, ergibt sich

G = C(w0) =
⋃·
z≤w0

C(z), C(w0) = G∖
⋃

ℓ(z)=ℓ(w0)−1

C(z).

Das erste ist die Bruhatzerlegung. Die Vereinigungen sind endlich. Deswegen
ist C(w0) sowohl in der Zariski-Topologie als auch in der p-adischen Topologie
o�en. Sei umgekehrt C(w) o�en. Weil G zusammenhängend ist (das heiÿt
irreduzibel in der Zariskitopologie), gilt C(w) = G. Dann muÿ w aber das
eindeutige Element maximaler Länge sein, weil in der Charakterisierung (5.1)
des Abschlusses sonst nicht alle Doppelnebenklassen vorkämen.

(2) Für alle k ∈ {0, 1, . . . , n− 1} gilt[
G \ C(wk+1)

]
∩
k+1⋃·
i=0

C(wi) =
k⋃·
i=0

C(wi).

Das zeigt, daÿ diese Vereinigungen von Zellen o�en ineinanderliegen und
daÿ es auf die Totalordnung überhaupt nicht ankommt, solange sie nur die
Bruhatordnung verfeinert.
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Sei C′(w) := P̄0wP0. Aus der Bruhatzerlegung folgt wegen P̄0 = w0P0w0

leicht
G =

⋃·
w∈WG

C′(w) =
⋃·

w∈WG

P̄0wP0.

Da WG → WG, w 7→ w0w, eine ordnungsumkehrende Bijektion ist, ergibt
sich ohne weiteres die

Folgerung 5.2.5.

(1) C′(1) = P̄0P0 ist o�en in G, und C′(w) ist nur dann o�en, wenn w = 1
ist.

(2) Sei w0, w1, . . . , wn eine Numerierung der Elemente von WG wie in Pro-
position 5.2.4 (2). Dann ist

C′(wn) ⊆ C′(wn) ∪· C′(wn−1) ⊆ · · · ⊆
n⋃·
i=0

C′(wn−i) = G

eine Filtrierung von G durch o�en ineinanderliegende Teilmengen.

Beweis. Beides folgt aus Proposition 5.2.4: (1) Wegen P̄0P0 = w0(P0w0P0)
ist C′(1) das Bild einer o�enen Menge unter einem Homöomorphismus, al-
so o�en. Ist C′(w) o�en, muÿ P0w0wP0 o�en sein, und das geht nur, wenn
w0w = w0, also w = 1 ist. (2) Wir setzen w′

i := w0wn−i. Das de�niert eine
neue die inverse Bruhatordnung verfeinernde Totalordnung, und es gilt dann
C′(wn−i) = w0C(w

′
i). Nun kann man die Proposition auf die C(w′

i) anwen-
den.

5.2.2 Standardparabolische Untergruppen

Seien P und Q standardparabolische Untergruppen bzgl. P0. Sei∆ die von P0

de�nierte Basis des Wurzelsystems Φ(G,S) und I, J ⊆ ∆ jene Teilmengen,
für die P = PI und Q = PJ ist. SeienWI undWJ die von I und J erzeugten
Untergruppen von W =WG. Wir setzen X(w) := PwQ.

De�nition 5.2.6. Für u, v ∈ W setzen wir [u, v] :=
{
w ∈ W

∣∣ u ≤ w ≤ v
}
.

Diese Mengen heiÿen Bruhatintervalle.

Proposition 5.2.7. Jede Doppelnebenklasse D(x) = WIxWJ ⊆ W hat ein
eindeutiges Element kleinster und ein eindeutiges Element gröÿter Länge. Es
handelt sich bei D(x) sogar um ein Bruhatintervall.
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Beweis. Da W eine endliche Gruppe ist, muÿ es in D(x) ein Element mi-
nimaler (bzw. maximaler) Länge geben. Zu zeigen ist, daÿ dieses eindeutig
bestimmt ist. Seien y und y′ zwei Elemente in D(x). Dann kann man

y′ = wyz

mit w ∈ WI und z ∈ WJ schreiben: falls y = w1xz1 und y′ = w2xz2 mit
w1, w2 ∈ WI und z1, z2 ∈ WJ , so nehme man w = w2w

−1
1 und z = z−1

1 z2,
denn WI und WJ sind ja Untergruppen von W . Schreiben wir nun

y′ = wyz = (w1w2 · · ·wr)(y1y2 · · · ys)(z1z2 · · · zt)

mit wi ∈ I, yj ∈ ∆, zk ∈ J und reduzierten Wörtern für w, y, z. Wenn
der Ausdruck rechts nicht schon reduziert ist, so erhält man daraus nach
Prop. 5.1.3 (2) durch Wegstreichen einiger Buchstaben ein reduziertes Wort
für y′. Wenn y′ in D(x) = D(y′) minimale Länge hat, darf dieses reduzierte
Wort aber nicht mit einem Buchstaben aus I beginnen oder einem aus J
enden, so daÿ es ein Unterwort von y1y2 · · · ys sein muÿ. Wenn auch y von
minimaler Länge ist, muÿ daher y = y′ gelten.

Sei nun y von maximaler Länge. Wir folgen Kobayashi [36, Prop. 23]: Es
gilt zunächst wiy < y und yzj < y für alle Indizes, insbesondere wry < y.
Aus der Hochhebungseigenschaft der Bruhatordnung, s. Prop. 5.1.3 (3), folgt
wr−1wry ≤ y. Gleichheit kann aber nicht gelten, weil dann wegen wr−1wr = 1
das Wort für w nicht reduziert gewesen wäre, also hat man wr−1wry < y und
per Induktion wy < y. Wegen yz1 < y führt eine erneute Anwendung der
Hochhebungseigenschaft zu wyz1 ≤ y. Bei Gleichheit hat man wyz1z2 < y;
sonst erhält man durch erneute Anwendung wyz1z2 ≤ y und induktiv y′ =
wyz ≤ y. Wenn auch y′ von maximaler Länge ist, geht das aber nur, wenn
y = y′ ist. Man kann auch schlieÿen, daÿ aus Symmetriegründen zugleich
y ≤ y′ gelten muÿ, woraus ebenfalls y = y′ folgt.

Man kann nun o. b. d.A. annehmen, daÿ x das minimale Element von
D(x) ist. Sei mit neuen Bezeichnungen

uxv ≤ y ≤ wxz, u, w ∈ WI , y ∈ W , v, z ∈ WJ ,

und seien

w = w1 · · ·wr, x = x1 · · ·xs, z = z1 · · · zt, wi ∈ I, xj ∈ Σ, zk ∈ J,

reduzierte Wörter. Durch Streichen einiger der Buchstaben erhalten wir we-
gen Prop. 5.1.3 ein reduziertes Wort für wxz. Daraus entsteht y wiederum
durch Streichen einiger Buchstaben, also

y = (wi1 · · ·wia)(xj1 · · · xjb)(zk1 · · · zkc).
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Daraus wiederum entsteht uxv durch Streichen weiterer Buchstaben, also

x = (u−1wia1 · · ·wiaα )(xjb1 · · ·xjbβ )(zkc1 · · · zkcγ v
−1).

Da das Element x das minimale von D(x) ist, kann keines seiner Wörter mit
einem Buchstaben aus I beginnen oder mit einem Buchstaben aus J enden.
Da seine Länge zudem eindeutig bestimmt ist, muÿ xjb1 · · ·xjbβ = x sein.
Dann ist also y = (wi1 · · ·wia)x(zk1 · · · zkc) ∈ D(x).

De�nition 5.2.8. MitWmin
I,J bezeichnen wir das System der Repräsentanten

minimaler Länge vonWI\W/WJ , mitWmax
I,J das System der Repräsentanten

maximaler Länge.

Die Mengen Wmin
I,J und Wmax

I,J sind halbgeordnete Teilmengen von W un-
ter der Bruhatordnung. Dadurch wird auch WI\W/WJ eine halbgeordnete
Menge, und die Quotientenabbildung W → WI\W/WJ ist ordnungserhal-
tend.

Proposition 5.2.9. Man hat die folgenden Zerlegungen:

(1) P =
⋃·

w∈WI

P0wP0 und Q =
⋃·

w∈WJ

P0wP0.

(2) G =
⋃·

w∈WI\W/WJ

PwQ (verallgemeinerte Bruhatzerlegung).

(3) PzQ =
⋃·

w∈WIzWJ

P0wP0.

Beweis. Siehe Borel-Tits [13, 5.17 und 5.20].

Proposition 5.2.10. Sei u0, . . . , un eine beliebige Verfeinerung der umge-
drehten Bruhatordnung auf Wmin

I,J , und seien v0, . . . , vn die zugehörigen Ele-
mente in Wmax

I,J .

(1) Sei [u, v] ∈ WI\W/WJ mit u ∈ Wmin
I,J und v ∈ Wmax

I,J . Dann ist

PxQ = P0vP0 =
⋃·
w∈W
w≤v

P0wP0, x ∈ [u, v].

(2) X(u0) = X(v0) ist o�en, und X(u) ist nur dann o�en, wenn u ∈
WIu0WJ . Hierbei ist X(w) = PwQ.
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(3) Man erhält folgendermaÿen eine Filtrierung o�en ineinanderliegender
Teilmengen:

X(u0) ⊆ X(u0) ∪· X(u1) ⊆ · · · ⊆
n⋃·
i=1

X(ui) = G.

Beweis. (1) Weil sich der Abschluÿ mit endlichen Vereinigungen verträgt,
gilt

X(v) =
⋃

u≤w≤v

C(w) = C(v).

Wegen v0 = w0 folgt daraus (2) wie in 5.2.4. (3) Wir erhalten eine Zerlegung

W = [un, vn] ∪· . . . ∪· [u0, v0]
von W in Bruhatintervalle, die eine Verfeinerung der Bruhatordnung auf W
de�niert. Somit folgt die Behauptung aus (5.2.4).

Sei jetzt X′(w) := P̄wQ (w ∈ W) mit der P entgegengesetzten paraboli-
schen Untergruppe.

Proposition 5.2.11.

(1) Es ergibt sich auch für die X′(w) eine Bruhatzerlegung, nämlich

G =
⋃·

w∈WI\W/WJ

X′(w) =
⋃·

w∈WI\W/WJ

P̄wQ.

(2) Seien [u0, v0], . . . , [un, vn] wie in 5.2.10. Dann ist

X′(un) ⊆ X′(un) ∪· X′(un−1) ⊆ · · · ⊆
n⋃·
i=1

X′(un−1) = G

eine Filtrierung von G durch o�en ineinanderliegende Mengen.

(3) X′(w) ist dann und nur dann o�en, wenn w ∈ [un, vn], wenn also
X′(w) = P̄Q.

Beweis. (1) Die Gruppe w0P̄w0 enthält P0 = w0P̄0w0 und ist daher stan-
dardparabolisch, und zwar zu w0Iw0 ⊆ ∆. Die zugehörige Weylgruppe ist
w0WIw0. Man erhält daraus die verallgemeinerte Bruhatzerlegung

G =
⋃·

w∈w0WIw0\W/WJ

P̄w0wQ.

Nun gilt es zu bemerken, daÿ

w0WIw0\W/WJ −→WI/W/WJ , [x] 7→ [w0x],

eine (ordnungsumkehrende) Bijektion ist. Daraus folgt alles Weitere, weil die
Bruhatintervalle der Doppelnebenklassen ineinander überführt werden.
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5.3 Die Multiplikation von Doppelnebenklassen

5.3.1 Minimale parabolische Untergruppen

Wir schreiben nun B = MN für unsere minimale parabolische Untergruppe
P0. Wohlgemerkt handelt es sich im allgemeinen nicht um eine Borelunter-
gruppe. Sei (W ,Σ) die Weylgruppe von G, aufgefaÿt als Coxetersystem mit
dem Erzeugendensystem Σ der einfachen Spiegelungen. Aus der Bruhatzer-
legung folgt, daÿ G von P0 und NG(S)(k) erzeugt wird. Nach Borel-Tits [13,
Prop. 5.16] gilt für s ∈ Σ und w ∈ W des weiteren

wBs ⊆ BwB ∪· BwsB und sBs ̸= B. (5.2)

Das bedeutet, daÿ (G,B,NG(S)(k), S) ein Titssystem ist, siehe Bourbaki
[16, S. 22]. Man kann daraus die folgende Multiplikationsregel folgern:

Proposition 5.3.1. Sei s ∈ Σ und w ∈ W. Dann gilt die folgende
Multiplikationsregel:

(BwB)(BsB) =

{
BwsB, falls ℓ(ws) > ℓ(w),

BwB ∪· BwsB, falls ℓ(ws) < ℓ(w).

Beweis. Siehe Borel-Tits [14, 3.5] oder auch Humphreys [33, 29.3].

Folgerung 5.3.2. Unter denselben Voraussetzungen wie in Propositi-
on 5.3.1 gilt

(B̄wB)(BsB) =

{
B̄wsB, falls ℓ(ws) < ℓ(w),

B̄wB ∪· B̄wsB, falls ℓ(ws) > ℓ(w).

Beweis. Man hat (B̄wB)(BsB) = w0(Bw0wBsB). Die Behauptung folgt
dann aus der Proposition, weil w 7→ w0w die Ordnung umkehrt.
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5.3.2 Durchschnitte mit der groÿen Zelle, minimaler Fall

Satz 5.3.3. Sei B ⊆ G eine minimale parabolische Untergruppe und
w ∈ W beliebig. Für alle z ∈ W gilt dann:

(1) ℓ(z) < ℓ(w) =⇒ (B̄wB)(BzB) ∩ B̄B = ∅.

(2) Wenn ℓ(z) = ℓ(w), dann gilt:

(B̄wB)(BzB) ∩ B̄B ̸= ∅ ⇐⇒ z = w−1,

und in diesem Fall ist (B̄wB)(Bw−1B) = B̄B.

Beweis. (1) Die Bedingung erzwingt ℓ(w) ≥ 1. Für z = 1 erhält man dann
B̄wB ∩ B̄B = ∅, weil je zwei verschiedene Bruhatzellen disjunkt sind. Für
ℓ(z) ≥ 1 können wir z als reduziertes Wort z = s1 · · · sr schreiben. Aus der
Multiplikationsregel 5.3.2 folgt mit vollständiger Induktion über ℓ(z) dann

B̄wBzB = B̄w(Bs1B)(Bs2B) · · · (BsrB) ⊆
⋃

1≤i1<...<is≤r

B̄wsi1 · · · sisB. (5.3)

Daran erkennt man aber, daÿ die �dicke Zelle� B̄B wegen r < ℓ(w) nicht
unter den Zellen der Vereinigung vorkommen kann.

(2) Wenn w = z−1 = sr · · · s1, dann folgt mit Hilfe der Multiplikationsre-
gel sofort B̄wBzB = B̄B. Umgekehrt ist B̄wzB die einzige Zelle der Vereini-
gung rechts in (5.3), die nicht-leeren Durchschnitt mit der dicken Zelle haben
kann, und eintreten kann das nur, wenn z = w−1, da sonst ℓ(wz) > 1.

5.4 Standardparabolische Untergruppen

Seien P = PI =
⋃·w∈WI

BwB und Q = PJ =
⋃·w∈WJ

BwB wie in Pro-
position 5.2.9. Sei C(I, J) das System der Vertreter maximaler Länge von
Doppelnebenklassen aus WI\W/WJ und D(I, J) das System der Vertreter
minimaler Länge. Wir haben:

◦ QcP =
⋃·

w∈WJcWI

BwB für c ∈ C(J, I).

◦ P̄ dQ =
⋃·

w∈WIdWJ

B̄wB für d ∈ D(I, J).

◦ Insbesondere gilt P̄P =
⋃·

w∈WI

B̄wB.
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Satz 5.4.1. Sei w ∈ D(I, J). Dann gilt:

ℓ(z) < ℓ(w) =⇒ P̄wQzP ∩ P̄P = ∅.

Wenn ℓ(z) = ℓ(w), dann ist P̄wQzP ∩ P̄P ̸= ∅ nur für z = w−1.

Beweis. Wegen Q =
⋃· u∈WJ

BuB und Folgerung 5.3.2 ist wQz enthalten in
einer Vereinigung von Doppelnebenklassen der Form B̄wuz′B, wobei u ∈ WJ

und z′ ≤ z. Daraus folgt

P̄wQzP ⊆
⋃
u∈WJ
z′≤z

P̄wuz′P.

Wegen w ∈ D(I, J) ist stets ℓ(w) ≤ ℓ(wu), und aus ℓ(z) < ℓ(w) folgt
P̄wuz′P ̸= P̄P . Sei nun ℓ(z) = ℓ(w) und P̄wQzP ∩ P̄P ̸= ∅. Dann muÿ
P̄wuz′P = P̄P für irgendwelche u ∈ WJ und z′ ≤ z sein. Die Bruhatzerle-
gung impliziert wuz′ ∈ WI , also

(vwu)z′ = 1

für ein v ∈ WI . Wegen ℓ(z′) ≤ ℓ(z) = ℓ(w) ≤ ℓ(vwu) ist das wegen der
Eindeutigkeit des Elements kleinster Länge in seiner Doppelnebenklasse nur
möglich, wenn z = z′ und vwu = w ist.

5.5 Beispiele

Wir betrachten als Beispiele SL2 und GL3. In unserer Notation stehen Dop-
pelkreuze (#) für Matrixeinträge, die nicht Null sind, und Sterne (∗) für
völlig beliebige Matrixeinträge.

5.5.1 SL2

Sei G = SL2(k) die Gruppe der unimodularen (2×2)-Matrizen mit Einträgen
aus k, das heiÿt

G =
{(

a b
c d

)
∈M2(k)

∣∣ ac− bd = 1
}
.

Diese Gruppe ist halbeinfach, daher insbesondere reduktiv. Ihr halbeinfacher
Rang ist 1. Es gibt nur eine einzige Konjugationsklasse echter parabolischer
Untergruppen. Der k-Torus

T =
{(

t 0
0 t−1

) ∣∣ t ∈ k∗} ∼= Gm(k)
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ist maximal in G und zerfällt über k. Er ist daher sein eigener Zentralisator
und selbst Levifaktor einer minimalen parabolischen Untergruppe, nämlich

B =
{(

a b
0 a−1

) ∣∣ a ∈ k∗, b ∈ k},
mit dem unipotenten Radikal

U =
{(

1 n
0 1

) ∣∣ n ∈ N} ∼= Ga(k).

Es gilt also B = T ⋉U = Gm⋉Ga. Für die B entgegengesetzte parabolische
Untergruppe B̄ = TŪ hat man B̄ =

(
# 0
∗ #

)
und Ū =

(
1 0
∗ 1

)
. Der Normalisator

NG(T ) besteht aus allen Monomialmatrizen in G, das heiÿt

NG(T ) =
{(

t 0
0 t−1

)
,
(

0 −s
s−1 0

) ∣∣ s, t ∈ k∗}.
In der Weylgruppe W = NG(T )/T bleiben davon zwei Nebenklassen übrig,
als deren Vertreter in G wir 1 =

(
1 0
0 1

)
und w0 :=

(
0 −1
1 0

)
wählen können. Es

gilt w−1
0 = w0, B̄ = w0Bw0 und N̄ = w0Nw0.

Sei x :=
(
a b
c d

)
∈ G. Wenn c = 0, dann ist x ∈ B. Wenn c ̸= 0, dann

überzeugt man sich leicht, daÿ
(
a b
c d

)
=

(
c−1 a
0 c

)(
0 −1
1 0

)(
1 dc−1

0 1

)
, das heiÿt, es

gilt die Bruhatzerlegung

G = B ∪· Bw0B = B ∪· Bw0U.

Dabei ist B die abgeschlossene Zelle, und Bw0B ist die o�ene Zelle: B besteht
aus denjenigen x ∈ G mit x21 = 0 und Bw0B aus denjenigen mit x21 ̸= 0.
Weiter ergibt sich die Bruhatzerlegung

G = B̄w0B ∪· B̄B = B̄w0U ∪· B̄U,

wobei B̄B o�en und B̄w0B abgeschlossen ist: B̄w0B besteht aus denjeni-
gen x ∈ G mit x11 = 0 und B̄B aus denjenigen mit x11 ̸= 0. Die beiden
nicht-trivialen Produkte von Bruhatzellen können wir mit der Regel 5.3.2
ausrechnen:

B̄Bw0B = B̄B ∪· B̄w0B = G, B̄w0Bw0B = B̄B.

Zusammen mit B̄w0B ∩ B̄B = ∅ ergibt das die Aussage von Prop. 5.3.3.

5.5.2 GL3

Sei G = GL3(k) = {x ∈ M3(k) | det(x) ̸= 0} die Gruppe der invertierbaren
(3× 3)-Matrizen mit Einträgen in k. Diese Gruppe ist k-zerfallend mit dem
k-zerfallenden maximalen k-Torus

T =

{t1 0 0
0 t2 0
0 0 t3

 ∣∣∣∣∣ ti ∈ k∗
}
∼= G3

m(k).
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Wir haben drei echte parabolische Untergruppen:

B =

# ∗ ∗
0 # ∗
0 0 #

, P =

∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗
0 0 #

 mit

∣∣∣∣p11 p12
p21 p22

∣∣∣∣ ̸= 0,

Q =

# ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

 mit

∣∣∣∣q22 q23
q32 q33

∣∣∣∣ ̸= 0,

davon B die minimale. Die Weylgruppe von G ist

W = S3 = {1, s1, s2, s1s2, s2s1, s1s2s1},

wobei s1 = (1, 2) und s2 = (2, 3) als Zyklen. Wir identi�zieren die Elemente
von W mit den folgenden Permutationsmatrizen in G:

s1 =

0 1 0
1 0 0
0 0 1

, s2 =

1 0 0
0 0 1
0 1 0

, s1s2 =

0 0 1
1 0 0
0 1 0

,
s2s1 =

0 1 0
0 0 1
1 0 0

, s1s2s1 =

0 0 1
0 1 0
1 0 0

.
Wir schreiben w0 := s1s2s1 = s2s1s2 für das Element maximaler Länge. Der
Bruhatgraph ist

w0

s1s2 s2s1

s2 s1

1.

Proposition 5.5.1. Die in der Standardbruhatzerlegung G =
⋃·w∈W BwB
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auftretenden Zellen sind folgende:

B =

# ∗ ∗
0 # ∗
0 0 #

, Bs1B =

 ∗ ∗ ∗# ∗ ∗
0 0 #

, Bs2B =

# ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 # ∗

,
Bs1s2B =

 ∗ ∗ ∗
# ∗ ∗
0 # ∗

, Bs2s1B =

 ∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗
# ∗ ∗

 mit

∣∣∣∣x21 x22
x31 x32

∣∣∣∣ = 0,

Bw0B =

 ∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗
# ∗ ∗

 mit

∣∣∣∣x21 x22
x31 x32

∣∣∣∣ ̸= 0.

Bemerkung 5.5.2. Man kann sagen, daÿ die groÿe Zelle Bw0B aus denje-
nigen Matrizen x ∈M3(k) besteht mit

x31 ̸= 0,

∣∣∣∣x21 x22
x31 x32

∣∣∣∣ ̸= 0,

∣∣∣∣∣∣
x11 x12 x13
x21 x22 x23
x31 x32 x33

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.

Beweis. Seien stets a, b ∈ B. Es ist also aii ̸= 0, weiter aij = 0 für i > j und
aij beliebig für i < j. Wir betrachten awb ∈ BwB. Wegen BwB = BwN
können wir bii = 1 setzen.

(1) Ein beliebiges Element x = as1b ∈ Bs1B ist von der Form

x =

a12 a11 + a12b12 a11b23 + a12b13 + a13
a22 a22b12 a22b13 + a23
0 0 a33

.
Man liest sofort x21 = a22 ̸= 0 und x22 = a33 ̸= 0 ab. Die einzige weitere
Einschränkung rüht von

0 ̸= a11 = x12 − a12b12 = x12 −
x11x22
x21

⇐⇒
∣∣∣∣x11 x12
x21 x22

∣∣∣∣ ̸= 0

her; das ist aber zusammen mit x33 ̸= 0 äquivalent dazu, daÿ x invertierbar
ist, was vorausgesetzt ist. Also hat Bs1B die angegebene Form.

(2) Ein beliebiges Element x = as2b ∈ Bs2B ist von der Form

x =

a11 a11b12 + a13 a11b13 + a12 + a13b23
0 a23 a22 + a23b23
0 a33 a33b23

.
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Man liest sofort x11 = a11 ̸= 0 und x32 = a33 ̸= 0 ab. Die einzige weitere
Einschränkung rüht von

0 ̸= a22 = x23 − a23b23 = x23 −
x22x33
x32

⇐⇒
∣∣∣∣x22 x23
x32 x33

∣∣∣∣ ̸= 0

her; das ist aber zusammen mit x11 ̸= 0 äquivalent dazu, daÿ x invertierbar
ist, was vorausgesetzt ist. Also hat Bs2B die angegebene Form.

(3) Ein beliebiges Element x = as1s2b ∈ Bs1s2B ist von der Form

x =

a12 a12b12 + a13 a11 + a12b13 + a13b23
a22 a22b12 + a23 a22b13 + a23b23
0 a33 a33b23

.
Man liest sofort x21 = a22 ̸= 0 und x32 = a33 ̸= 0 ab. Die einzige weitere
Einschränkung rüht von

0 ̸= a11 = x13 − a12b13 − a13b23 = x13 − x11 ·
x23 − a23b23

x21
− (x12 − x11b12)b23.

(5.4)
Setzt man b23 = x33/x32 und a23 = x22−x21b12 ein, so fallen die Terme mit b12
weg, und man �ndet, daÿ (5.4) äquivalent ist zu a11x21x32 = det(x) ̸= 0, so
daÿ keine zusätzliche Bedingung entsteht und Bs1s2B die angegebene Form
hat.

(4) Ein beliebiges Element x = as2s1b ∈ Bs2s1B ist von der Form

x =

a13 a11 + a13b12 a11b23 + a12 + a13b13
a23 a23b12 a22 + a23b13
a33 a33b12 a33b13

.
Man erhält die Bedingung x31 ̸= 0; für x22, x12 und x23 �ndet man die
Bedingungen∣∣∣∣x21 x22

x31 x32

∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣x11 x12
x31 x32

∣∣∣∣ = −x31a11 ̸= 0,

∣∣∣∣x21 x23
x31 x33

∣∣∣∣ = −x31a22 ̸= 0.

(5.5)
Nun gilt aber für x stets, wenn man x31 ̸= 0 und x22x31 = x21x32 benutzt,

0 ̸= x31 ·det(x) = x31x11

∣∣∣∣x22 x23
x32 x33

∣∣∣∣−x31x12 ∣∣∣∣x21 x23
x31 x33

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣x11 x12
x31 x32

∣∣∣∣·∣∣∣∣x21 x23
x31 x33

∣∣∣∣,
und das ist äquivalent zu den letzten beiden Bedingungen in (5.5), so daÿ
diese über�üssig sind.
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(5) Ein beliebiges Element x = aw0b ∈ Bw0B ist von der Form

x =

a13 a12 + a13b12 a11 + a12b23 + a13b13
a23 a22 + a23b12 a22b23 + a23b13
a33 a33b12 a33b13

.
Man erhält sofort die Bedingung x31 = a33 ̸= 0 und die Relationen

a13 = x11, a23 = x21, b12 =
x32
x31

, a12 = x12− a13b12 =
x12x31 − x11x32

x31
,

b13 =
x33
x31

, b23 =
x23 − a23b13

a22
=
x21x33 − x23x31
x21x32 − x22x31

,

und x11, x12, x21, x23, x32, x33 sind hierdurch frei wählbar. Für x22 erhält
man die Bedingung ∣∣∣∣x21 x22

x31 x32

∣∣∣∣ = −x31a22 ̸= 0.

Durch Einsetzen alles Bisherigen erhält man für x13 schlieÿlich die Relation

a11x31

∣∣∣∣x21 x22
x31 x32

∣∣∣∣ = det(x) ̸= 0,

die a priori erfüllt ist.

Folgerung 5.5.3. Die (B̄, B)-Bruhatzellen von GL3(k) sind:

B̄w0B =

 0 0 #
0 # ∗
# ∗ ∗

, B̄s1s2B =

 0 0 #
# ∗ ∗
∗ ∗ ∗

,
B̄s2s1B =

 0 # ∗
0 ∗ ∗
# ∗ ∗

,
B̄s1B =

 0 # ∗
# ∗ ∗
∗ ∗ ∗

, B̄s2B =

# ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

 mit

∣∣∣∣x11 x12
x21 x22

∣∣∣∣ = 0,

B̄B =

# ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

 mit

∣∣∣∣x11 x12
x21 x22

∣∣∣∣ ̸= 0.

Bemerkung 5.5.4. Anders ausgedrückt, besteht die groÿe Zelle B̄B aus
denjenigen Matrizen, deren führende Hauptminoren invertierbar sind.

Beweis. Wegen B̄ = w0Bw0 folgt das unmittelbar aus Prop. 5.5.1.
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Uns interessiert, welche Produkte (B̄wiB)(BwjB) = B̄wiBwjB leeren
Durchschnitt mit B̄B haben. Mit unserer Multiplikationsregel 5.3.2 können
wir dieselben ausrechnen:

w B̄wB B̄wBs1B B̄wBs2B

w0 B̄w0B B̄s1s2B B̄s2s1B

s2s1 B̄s2s1B B̄s2B B̄s2s1B ∪· B̄w0B

s1s2 B̄s1s2B B̄s1s2B ∪· B̄w0B B̄s1B

s2 B̄s2B B̄s2B ∪· B̄s2s1B B̄B

s1 B̄s1B B̄B B̄s1B ∪· B̄s1s2B
1 B̄B B̄B ∪· B̄s1B B̄B ∪· B̄s2B

w B̄wBs1s2B

w0 B̄s1B

s2s1 B̄B

s1s2 B̄s1B ∪· B̄s2s1B
s2 B̄B ∪· B̄s2s1B ∪· B̄w0B

s1 B̄B ∪· B̄s2B
1 B̄B ∪· B̄s1B ∪· B̄s2B ∪· B̄s1s2B

w B̄wBs2s1B B̄wBw0B

w0 B̄s2B B̄B

s2s1 B̄s2B ∪· B̄s1s2B B̄B ∪· B̄s1B
s1s2 B̄B B̄B ∪· B̄s2B
s2 B̄B ∪· B̄s1B B̄B ∪· B̄s1B ∪· B̄s2B ∪· B̄s1s2B
s1 B̄B ∪· B̄s1s2B ∪· B̄w0B B̄B ∪· B̄s1B ∪· B̄s2B ∪· B̄s2s1B
1 B̄B ∪· B̄s1B ∪· B̄s2B ∪· B̄s2s1B G

Wir können anhand dieser Tabelle Prop. 5.3.3 veri�zieren: Es gilt

(1) B̄wBzB ∩ B̄B = ∅ für ℓ(w) ≥ ℓ(z) mit w ̸= z−1,

(2) B̄wBw−1B = B̄B.
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Die nicht minimalen Fälle

Wir betrachten P = MN und Q = LU wie eingangs. Die Levifaktoren und
unipotenten Radikale sind

M =

(
GL2 0
0 #

)
, L =

(
# 0
0 GL2

)
, N =

1 0 ∗
0 1 ∗
0 0 1

, U =

1 ∗ ∗
0 1 0
0 0 1

,
die Weylgruppen WM = {1, s1} und {1, s2} = WL, beide also isomorph zu
S2. Es gibt zwei (WL,WM)-Doppelnebenklassen in WG, nämlich:

WLWM =WLs1WM =WLs2WM =WLs2s1WM ,

WLw0WM =WLs1s2WM .

Man sieht insbesondere, daÿ die Doppelnebenklassen, im Gegensatz zu ein-
fachen Nebenklassen, nicht gleichmächtig sind, auÿerdem, daÿ jede ein ein-
deutiges Element von minimaler und ein eindeutiges von maximaler Länge
enthält. Wir betrachten nun des weiteren die P entgegengesetzte parabolische
Untergruppe

P̄ =

∗ ∗ 0
∗ ∗ 0
∗ ∗ #

.
Es gilt P = B ∪· Bs1B, P̄ = B̄ ∪· B̄s1B̄ und Q = B ∪· Bs2B. Man hat die
Bruhatzerlegungen

G = P̄Q ∪· P̄w0Q = Qw0P ∪· QP
mit den o�enen Zellen P̄Q und Qw0P . Weiter ist unmittelbar klar, daÿ

P̄Q = B̄B ∪· B̄s1B ∪· B̄s2B ∪· B̄s1s2B, P̄w0Q = B̄s2s1B ∪· B̄w0B,

QP = B ∪· Bs2B ∪· Bs1B ∪· Bs2s1B, Qw0P = Bw0B ∪· Bs1s2B,
P̄w0P = B̄s2B ∪· B̄s1s2B ∪· B̄s2s1B ∪· B̄w0B, P̄P = B̄B ∪· B̄s1B.
Wir können nun Prop. 5.4.1 veri�zieren, denn es gilt

P̄w0QP = (B̄s2s1B ∪· B̄w0B)(B ∪· Bs1B)

= B̄s2B ∪· B̄s1s2B ∪· B̄s2s1B ∪· B̄w0B

= P̄w0P,

also P̄w0QP ∩ P̄P = ∅; andererseits bekommt man genauso einfach

Q̄w0PQ = (B̄s1s2B ∪· B̄w0B)(B ∪· Bs2B)

= B̄s1B ∪· B̄s1s2B ∪· B̄s2s1B ∪· B̄w0B,

Q̄Q = B̄B ∪· B̄s2B,
also Q̄w0PQ ∩ Q̄Q = ∅.



6. EINE DUALITÄTSAUSSAGE

SeiG eine reduktive p-adische Gruppe, P =MN undQ = LU zwei standard-
parabolische Untergruppen von G, ferner P̄ = MN̄ die P entgegengesetzte
parabolische Untergruppe,

A = D(G), B := D(M), D := D(L)

die Heckealgebren, W ∈ MB und E ∈ MD glatte Moduln.
Wir verwenden in diesem Kapitel die normierten Funktoren bzw. Bimo-

duln, setzen also χM = δ
1/2
P usw., siehe Def. 2.5.3, da dies den Vorzug hat,

daÿ sich die Unterquotientenbimoduln, die ab Abschnitt 6.5 betrachtet wer-
den, so unmittelbar mit (wiederum normierten) Restriktions- und Indukti-
onsfunktoren schreiben lassen. Es ergibt sich die Bedingung, daÿ p in R eine
Quadratwurzel besitzen muÿ.

Wir betrachten die Bimoduln

S := δ
1/2
Q · U\D(G)/N · δ

−1/2
P ∈ MD B,

S̄ := δ
−1/2
P · N̄\D(G)/U · δ−1/2

Q ∈ MB D.
(6.1)

Für diese gilt dann S ⊗B W ∼= RG
L ◦ IGM(W ) und S̄ ⊗D E ∼= R̄G

M ◦ IGL (E).
Insbesondere hat man S ∼= RG

L ◦ IGM(B) und S̄ ∼= R̄G
M ◦ IGL (D). In diesem

Kapitel beweisen wir die Kernaussage der Arbeit, nämlich daÿ es einen in E
natürlichen Isomorphismus

BHomD(S,E) ∼= S̄ ⊗D E

gibt. Später zeigen wir, daÿ diese Dualität zwischen S und S̄ äquivalent
zur Bernsteinschen zweiten Adjungiertheit ist, daÿ nämlich (IGM , R̄G

M) und
(ĪGM ,RG

M) adjungierte Paare von Funktoren sind.

6.1 Der Morphismus η̄

Eine abstrakte Begründung für die Existenz einer Abbildung

HomG(IGM(W ), V )→ HomM(W, R̄G
M(V )), (6.2)
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bei der die Filtrierung von R̄G
M ◦ IGM aus dem Geometrischen Lemma ver-

wendet wird, geht zurück auf Bernstein [3], siehe auch [4, 3.1]. In der Di-
plomarbeit von Guiraud [30, 7.4] wird konkreter ausgeführt, daÿ es einen
Morphismus

η̄ : D(M) −→ C̄M = χ−1 · N̄\D(G/N) · χ
von B-Bimoduln gibt, der dann (6.2) induziert. Wir rekapitulieren dieses
Argument hier und geben dann eine Formel für η̄ an:

Die (P̄, P )-Bruhatzelle P̄P ⊆ G ist als einzige o�en, siehe Prop. 5.2.11.
Aufgrund des Bernsteinschen Lemmas 1.3.4 ist die Fortsetzung durch Null
D(P̄P ) → D(G) ein Monomorphismus von (P̄, P )-Bimoduln, der einen Mo-
nomorphismus

N̄\D(P̄P )/N −→ N̄\D(G)/N
induziert. Andererseits erhält man mit δP̄ = δ−1

P und Folgerung 2.4.10 die
kanonischen Isomorphismen

N̄\D(P̄P )/N ∼= N̄\D(P̄ )⊗M D(P )/N
∼= δP · D(M)⊗M D(M) · δP ∼= δP · D(M) · δP .

(6.3)

Wegen D(M) ∼= χ−1 · D(M) · χ−1, siehe Lemma 2.4.7, liefert das einen Mor-
phismus von D(M)-Bimoduln

η̄ : D(M) −→ χ−1 · N̄\D(P̄P )/N · χ−1 −→ χ−1 · N̄\D(G)/N · χ−1.

Dieser wird die Eins der Bernsteinschen zweiten Adjungiertheit vermitteln,
und wir nennen ihn auch selbst die Eins der zweiten Adjungiertheit.

Proposition 6.1.1. Sei χ = δ
1/2
P und φ ∈ D(M), weiter K ∈ Ω(G)

eine Kongruenzgruppe mit φ = eKM
∗φ ∗ eKM

und φ̃ ∈ D(G) die durch

φ̃(g) :=

{
χ(m) · eKN̄

(n̄) · φ(m) · eKN
(n), falls g = n̄mn ∈ P̄P,

0 sonst

de�nierte Funktion. Dann gilt η̄(φ) = [φ̃].

Beweis. Zunächst hat man den Isomorphismus

D(M) −→ χ · D(M) · χ, φ 7→ χφ,

siehe Lemma 2.4.7; daher rührt der Faktor χ. Weiterhin hat man

χ · D(M) · χ χ · D(M)⊗M D(M) · χ χ−1 · N̄\D(P̄ )⊗M D(P )/N · χ−1

ψ eKM
⊗ ψ [eKP̄

]⊗ [ψeKN
],

∈ ∈ ∈
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siehe Prop. 2.4.3. Für die Funktion φ̃, aufgefaÿt als Element von D(P̄P ),
erhält man mit Folgerung 2.4.10 die Formel

φ̃(n̄mn) =

∫
M

eKP̄
(n̄mx) (χφeKN

)(x−1n) dx

= eKN̄
(n̄) · eKN

(n) ·
∫
M

eKM
(x) (χφ)(x−1m) dx

= χ(m) · eKN̄
(n̄) · eKN

(n) · eKM
∗ φ(m)

= χ(m) · eKN̄
(n̄) · φ(m) · eKN

(n).

Wir haben hier χ|KM = 1 benutzt. Nun wird φ̃ durch Null auf ganz G
fortgesetzt.

Bemerkung 6.1.2. Insbesondere gilt η̄(eKM
) = [eK ], wie auch Guiraud

feststellt.

6.2 Der Ansatz

Wir de�nieren einen Morphismus τ von (B,B)-Bimoduln als die folgende
Komposition:

τ : B N̄\D(G)/N S̄ ⊗D S.
η̄ [η]

Dieser Morphismus induziert eine (in W und E) natürliche Transformation

τ ∗ : HomD(S ⊗B W,E) −→ HomB(W, S̄ ⊗D E). (6.4)

Weiter gibt τ in MB zu der folgenden Komposition von Morphismen Anlaÿ:

α : BHomD(S,E) BHomB(B, S̄ ⊗D E) S̄ ⊗D E,τ∗

∼
ν−1

(6.5)

wobei der eingezeichnete Isomorphismus ν−1 der kanonische ist: zu jedem
ψ ∈ BHomB(B, S̄ ⊗D E) gibt es e ∈ Id(B) mit eψ = ψ, und dann ist
ν−1(ψ) = ψ(e). Das ist o�ensichtlich unabhängig von der Wahl von e. Für
e ∈ Id(B) bekommt man

α(eφ) = (S̄ ⊗ φ) ◦ τ(e). (6.6)

Satz 6.2.1. Der Morphismus α ist ein Isomorphismus.

Der Beweis dieses Satzes, welcher zu Bernsteins zweiter Adjungiertheit
äquivalent ist, wird sich über den Rest des Kapitels erstrecken.
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Annahme 6.2.2. Wir führen den Beweis mit vollständiger Induktion
über den halbeinfachen Rang von G, und machen daher die folgende
Induktionsannahme: Die Bernsteinsche zweite Adjungiertheit gelte für
alle reduktiven p-adischen Gruppen, deren halbeinfacher Rang echt
kleiner als der von G ist. Weiterhin sei angenommen, daÿ η̄ in diesem
Falle tatsächlich die Eins der zweiten Adjungiertheit ist.

Diese Induktionsannahme tri�t vor allem auf alle Levifaktoren aller ech-
ten parabolischen Untergruppen von G zu. Der Induktionsanfang ist trivial,
denn G hat genau dann den halbeinfachen Rang 0, wenn es gar keine echten
über k de�nierten parabolischen Untergruppen gibt [43, Ch. 20 a].

6.3 Algebraisches Lemma

Sei f : G→ H ein Morphismus zwischen zwei abelschen Gruppen G und H.
Zu dem Paar (G,H) sei eine endliche aufsteigende Filtrierung durch Unter-
gruppen,

0 = G0 ⊆ · · · ⊆ Gn = G und 0 = H0 ⊆ · · · ⊆ Hn = H,

gegeben. Der Morphismus f erhält die Filtrierung, wenn

f(Gk) ⊆ Hk, k = 0, 1, . . . , n.

Die Gruppen Gk/Gk−1 und Hk/Hk−1 sind die Unterquotienten der Filtrie-
rung.

Lemma 6.3.1.

(1) Wenn f die Filtrierung erhält, so induzieren die Einschränkungen

fk := f |Gk : Gk −→ Hk

jeweils eindeutig bestimmte Morphismen f̃k zwischen den Unterquoti-
enten, die das folgende Diagramm kommutativ machen:

Gk Hk

Gk/Gk−1 Hk/Hk−1.

fk

f̃k

(2) Wenn alle f̃k Isomorphismen sind, dann ist auch f ein Isomorphismus.
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Bemerkung. Insbesondere besagt die Voraussetzung bei (2), daÿ f1 : G1 →
H1 ein Isomorphismus ist.

Beweis. (1) ist eine Konsequenz der universellen Eigenschaft des Quotien-
ten. (2) Der Morphismus f1 ist nach Voraussetzung ein Isomorphismus. Das
Diagramm

0 Gk−1 Gk Gk/Gk−1 0

0 Hk−1 Hk Hk/Hk−1 0

fk−1 fk f̃k

hat exakte Zeilen und kommutiert, wobei die unbezeichneten horizontalen
Pfeile die kanonischen Injektionen und Projektionen sind. Wenn fk−1 ein
Isomorphismus ist, und f̃k ist nach Voraussetzung einer, so ist nach dem
kurzen Fünferlemma auch fk ein solcher. Mit vollständiger Induktion können
wir schlieÿen, daÿ auch f = fn ein Isomorphismus ist.

6.4 Direkte Summenzerlegungen

Es ist ein wichtiges Zwischenergebnis, daÿ die Heckealgebra D(G) einer re-
duktiven p-adischen Gruppe G als regulärer Links- und Rechtsmodul, d. h.
über sich selbst, projektiv ist. In [38, Prop. 4.12] beweist R.Meyer dies für
glatte Darstellungen lokal kompakter Gruppen auf bornologischen Vektor-
räumen. Wir leiten dieses Ergebnis für unseren Spezialfall jedoch in diesem
Unterabschnitt direkt unter Verwendung idempotenter Elemente her.

6.4.1 Die Heckealgebra ist projektiv über sich selbst

Lemma 6.4.1 ([30, 2.5.12]). Es gibt eine 1-Umgebungsbasis von G, die aus
einer abzählbaren absteigenden Folge

K1 ⊇ K2 ⊇ · · ·

kompakt-o�ener Pro-p-Kongruenzuntergruppen von G besteht.

Beweis. Nach Lemma 1.5.4 gibt es eine Pro-p-Untergruppe K ′ ∈ Ω(G), nach
Satz 1.2.7 eine abzählbare 1-Umgebungsbasis (K ′

n)
∞
n=1 ⊆ Ω(G), und nach

Satz 1.5.1 kann man o. b. d.A. annehmen, daÿ die K ′
n Kongruenzuntergrup-

pen sind. In

Kn :=
n⋂

m=1

K ′
m ∩K ′, n = 1, 2, . . . ,
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erhält man wegen Lemma 1.5.3 dann eine 1-Umgebungsbasis mit den ge-
wünschten Eigenschaften.

Proposition 6.4.2. Sei (Kn)
∞
n=1 eine 1-Umgebungsbasis wie in Lemma 6.4.1

und en := eKn.

(1) Die idempotenten Elemente en bilden eine Kette e1 ≤ e2 ≤ · · · in
Id(A), siehe Abschn. 2.1.2, und kommutieren miteinander.

(2) Die Elemente f1 := e1 und fn := en−en−1 für n > 1 bilden eine Familie
orthogonaler idempotenter Elemente, das heiÿt f 2

n = fn und fnfm = 0
für n ̸= m.

(3) Die Algebra A besitzt in den en genügend idempotente Elemente, das
heiÿt

A =
∞⋃
n=1

enAen.

(4) In MA gilt Aen = Aen−1 ⊕ A(en − en−1) für n > 1, und daraus ergibt
sich die Zerlegung

A =
∞⊕
n=1

Afn. (6.7)

(5) Für jedes e ∈ Id(A) ist Ae ∈ MA projektiv und endlich erzeugt.

(6) In MA gelten analoge Aussagen.

Beweis. (1) Es ist genau dann n ≤ m, also Km ⊂ Kn, wenn en = emenem,
also en ≤ em, weil en dann von beiden Seiten Km-invariant ist. Daraus folgt
enem = emen = en. (2) ergibt sich unmittelbar durch Nachrechnen. (3) Die
en bilden genügend Idempotente, weil die Kn eine Umgebungsbasis der Eins
bilden. (4) Aus enfn = fnen = fn folgt

Aen ⊆ Aen−1 + Afn = (Aen−1 + Afn)en ⊆ Aen =⇒ Aen = Aen−1 + Afn.

Aus en−1fn = fnen−1 = 0 folgt Aen−1 ∩ Afn = {0}, so daÿ die Summe wie
behauptet direkt ist. O�ensichtlich gilt

⊕∞
n=1Afn ⊆ A. Wir müssen zeigen,

daÿ sogar Gleichheit gilt. Sei aber a ∈ A. Dann gibt es en mit enaen = a.
Aus en = f1 + · · · + fn folgt dann das Gewünschte. (5) Als linker A-Modul
wird Ae von e erzeugt. Betrachten wir nun in MA das Diagramm

Ae

V W 0

ψ
ψ̃

φ
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mit irgendeinem Epimorphismus φ und Morphismus ψ. Es gibt ve ∈ V mit
φ(ve) = ψ(e), und ψ̃(ae) := ave de�niert dann einen Morphismus, der das
Diagramm kommutativ macht. (6) ist klar.

Bemerkung. Die Proposition besagt, daÿ die Heckealgebra einer redukti-
ven p-adischen Gruppe sogar genügend idempotente Elemente im Sinne von
Fuller [28] hat. Er spricht auch von einem vollständigen Satz idempotenter
Elemente (engl. complete set of idempotents).

Folgerung 6.4.3. Die Heckealgebra D(G) einer reduktiven p-adischen
Gruppe G ist als Links- bzw. Rechtsmodul über sich selbst projektiv,
zwar i. allg. nicht endlich erzeugt, aber eine abzählbare direkte Summe
endlich erzeugter Links- bzw. Rechtsideale.

Beweis. Das folgt daraus, daÿ direkte Summen projektive Moduln respektie-
ren.

6.4.2 Direkte Summenzerlegung von S

Sei K1 ⊇ K2 ⊇ · · · eine 1-Umgebungsbasis von M wie in Lemma 6.4.1.
Die Bezeichnungen im weiteren sind wie in Prop. 6.4.2. Für n ≤ m gilt
emenem = en, und daraus folgt

Sen ⊆ Sem, S(en − em) ⊆ Sem, n ≤ m.

Proposition 6.4.4. Sei f1 := e1 und fn := en − en−1 für n > 1. Für S als
linken D-Modul gilt dann

S =
∞⊕
n=1

Sfn.

Beweis. Die fn bilden einen Satz orthogonaler Idempotenter, so daÿ die Sum-
me auf jeden Fall direkt ist. Die Sfn kann man als D-Untermoduln von S
au�assen, und es bleibt nur �⊆� zu zeigen. Das ist aber klar, denn zu jedem
s ∈ S gibt es ein en mit s = sen = se1 + s(e2 − e1) + · · ·+ s(en − en−1).

Wegen Sfn = S ⊗B Bfn = RG
L ◦ IGM(Bfn) folgt also aus der Induktions-

annahme (und später aus dem erbrachten Beweis), daÿ DS projektiv ist, weil
die zweite Adjungiertheit es nach sich zieht, daÿ die Induktionsfunktoren I
projektive Objekte respektieren.
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6.5 Die Unterquotientenbimoduln

Guiraud [30, 6.2] zeigt, daÿ es einen in W ∈ MB natürlichen Isomorphismus

ILL∩ Mw ◦ w ◦ RM
M∩Lw(W ) = δ

1/2
Q · U\D(QwP )/N · δ

−1/2
P ⊗M W (6.8)

=
(
D(L)/(L ∩ Nw ) · δ−1/2

L∩ Pw

)
⊗L∩ Mw

(
δ
1/2
M∩Qw · (M ∩ Uw)\D(M)

)
⊗M W

gibt. Dabei operiert L∩ Mw unten auf dem mittleren Tensorfaktor von links
vermittelst des kanonischen Isomorphismus

L ∩ wMw−1 −→ w−1Lw ∩M, x 7→ w−1xw.

Wir müssen wissen, wie Elemente von dem Isomorphismus (6.8) konkret ab-
gebildet werden. Das setzen wir in diesem Abschnitt auseinander.

Sei H := Q ∩ Pw . Wir erinnern daran (Abschnitt 2.5.1), daÿ der (Q,P )-
Bimodul indQH D(P ) aus den Funktionen φ : Q → D(P ) mit den folgenden
Eigenschaften besteht:

(1) φ ist von links gleichmäÿig glatt unter einem K ∈ Ω(Q), das heiÿt

φ(kq) = φ(q), k ∈ K, q ∈ Q.

(2) Es gilt φ(qh)(p) = φ(q)(w−1hwp) für alle q ∈ Q, p ∈ P , h ∈ H.

(3) Es gibt eine kompakte Menge Γ ⊆ Q mit Trφ ⊆ ΓH. Äquivalent dazu
ist, daÿ Bild(Trφ) ⊆ Q/H kompakt ist, siehe Lemma 2.5.1.

Es ergibt sich leicht, daÿ, wenn φ und K wie in (1) gewählt sind,

Trφ =
n⋃·
i=1

KqiH

mit endlich vielen Repräsentanten qi von (K,H)-Doppelnebenklassen. So-
dann wird indQH D(P ) zu einem (glatten) (Q,P )-Bimodul durch

(q0ψp0)(q)(p) := ψ(q−1
0 q)(pp−1

0 ), q0, q ∈ Q, p0, p ∈ P, ψ ∈ indQH D(P ).

Proposition 6.5.1. Man hat

D(QwP ) ∼= indQH D(P ) ∼= D(Q) · δ
−1
H ⊗H D(P )

als (Q,P )-Bimoduln. Die Abbildung

γ : D(Q) · δ−1
H ⊗H D(P ) −→ D(QwP ),

γ(φ⊗ ψ)(qwp) =
∫
H

φ(qh)ψ(w−1h−1wp) dh
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ist ein Isomorphismus von (Q,P )-Bimoduln und induziert einen Isomorphis-
mus von (L,M)-Bimoduln

γ̃ : U\D(Q) · δ−1
H ⊗H D(P )/N

∼−−→ U\D(QwP )/N.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, daÿ es sich bei D(QwP ) und indQH D(P ) um
Spielarten des gleichen Objekts handelt; zwei zueinander inverse Isomorphis-
men lassen sich unmittelbar hinschreiben:

D(QwP ) indQH D(P ),
f

g

f(φ)(q)(p) := φ(qwp),

g(ψ)(qwp) := ψ(q)(p).

Es ist klar, daÿ diese R-linear, (Q,P )-äquivariant und invers zueinander
sind. Zur Wohlde�niertheit: Sei ψ ∈ indQH D(P ) von links invariant unter
K ∈ Ω(Q). Es gibt dann endlich viele Repräsentanten q1, . . . , qn von Doppel-
nebenklassen K\Q/H derart, daÿ

Trψ =
n⋃·
i=1

KqiH.

Wegen ψ(kqih)(p) = ψ(qi)(w
−1hwp) kann man nun schlieÿen, daÿ

Tr g(ψ) ⊆
n⋃
i=1

KqiwTrψ(qi).

Also ist Tr g(ψ) kompakt. Es ist klar, daÿ g(ψ) lokal konstant ist.
Sei umgekehrt φ ∈ D(QwP ) vorgegeben. Man hat den Homöomorphis-

mus
Q×H P −→ QwP, [q, p] 7−→ qwp,

siehe [30, Lemma 6.1.2]. Dabei ist Q×H P der Bahnenraum der Operation

H ↷ Q× P, h · (q, p) := (qh−1, hp).

Daraus folgt, daÿ esK1 ∈ Ω(Q) undK2 ∈ Ω(P ) sowie endlich viele qi ∈ K1\Q
und pi ∈ P/K2 derart gibt, daÿ

Trφ =
⋃

1≤i≤n
1≤j≤m

K1qiwpjK2.

Ist nun f(φ)(q) ̸= 0, dann gibt es p ∈ P mit φ(qwp) ̸= 0, also qwp =
k1qiwpjk2 ∈ KqiwpiL für irgendwelche Indizes. Es folgt

(kqi)
−1q = wpjk2p

−1w ∈ H = Q ∩ wPw−1,
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also q ∈ k1qiH und somit

Tr f(φ) ⊆
n⋃
i=1

KqiH.

Mithin ist Tr f(φ) kompakt modulo H. Schlieÿlich ist klar, daÿ f(φ)(q) für
festes q kompakten Träger hat. Die Glattheitsbedingungen sind gleichfalls
klar.

Es ist bekannt, daÿ γ, aufgefaÿt als Abbildung

γ : D(Q) · δ−1
H ⊗H D(P ) −→ indQH D(P ),

ein Isomorphismus ist, vgl. Abschnitt 2.5.1. Es folgt, daÿ γ̃ ein Isomorphismus
ist, weil γ ein solcher von (Q,P )-Bimoduln ist.

Wir schreiben Isomorphismen der Art D(P )/N · δ−1
P → D(M) mit Hilfe

eines Querstrichs, dessen Bedeutung sich aus dem Kontext ergibt:

f : D(P )/N · δ−1
P −→ D(M), [φ] 7−→ φ̄ := f([φ]), φ̄(m) :=

∫
N

φ(mn) dn,

(6.9)
vgl. Abschnitt 2.4. Sei ψ ∈ D(M). Dann gibt es eine Kongruenzuntergruppe
K ∈ Ω(G) mit eKM

∗ ψ ∗ eKM
= ψ, und die Levizerlegung P = MN erlaubt

es, die Funktion

ψeKN
∈ D(P ), (ψeKN

)(mn) := ψ(m)eKN
(n),

zu de�nieren. Für diese gilt ψeKN
= ψ. Es folgt, daÿ man den zu (6.9)

inversen Isomorphismus folgendermaÿen notieren kann:

f−1 : D(M) −→ D(P )/N · δ−1
P , f−1(ψ) = [ψeKN

]. (6.10)

Lemma 6.5.2 ([30, Th. 2.5.4]). Als Charakter von L ∩ Mw ist

δ2H = δQ · δ Pw · δL∩ Pw · δQ∩ Mw .

Proposition 6.5.3. Man hat den folgenden Isomorphismus von (L,M)-
Bimoduln:

θ : δ
1/2
Q · U\D(Q) · δ

−1
H ⊗H D(P )/N · δ

−1/2
P

−→ D(L)/(L ∩ Nw ) · ξ ⊗L∩ Mw (M ∩ Uw)\D(M),

[φ]⊗ [ψ] 7−→ [δ
1/2
Q · φ̄]⊗ [ψ̄ · δ−1/2

P ].
(6.11)

Dabei ist ξ = δ−1
H · δ

1/2
Q · δ1/2Pw = δ

−1/2
Q∩ Mw · δ−1/2

L∩ Pw , aufgefaÿt als Charakter von
L ∩ Mw .
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Beweis. Man hat zunächst die folgende Komposition von Isomorphismen:

δ
1/2
Q · U\D(Q) δ

−1/2
Q · D(L) D(L) · δ1/2Q

[φ] φ̄ δ
1/2
Q φ̄,

∈ ∈ ∈ (6.12)

entsprechend auf der anderen Seite

D(P )/N · δ−1/2
P δ

−1/2
P · D(M)

[ψ] δ
−1/2
P ψ̄,

∈ ∈ (6.13)

siehe Abschnitt 2.4. Hierdurch entsteht die Abbildungsvorschrift (6.11) mit
dem Charakter ξ von L ∩ Mw . Es ist leicht zu sehen, daÿ θ ein Morphismus
von (L,M)-Bimoduln ist. Sei h0 ∈ H. Dann gibt es eine Zerlegung

h0 = wmlnlmunuw
−1,

ml ∈Mw ∩ L, mu ∈Mw ∩ U, nl ∈ Nw ∩ L, nu ∈ Nw ∩ U.

Sei l0 := wmlnlw
−1 ∈ L ∩ Pw und u0 := wmunuw

−1 ∈ U ∩ Pw . Es gilt:

θ([φ] · h0 ⊗ [ψ]) = [δ
1/2
Q · φ · h0]⊗ [ψ̄ · δ−1/2

P ],(
δ
1/2
Q · φ · h0

)
(l) = δ

1/2
Q (l) · δ−1

H (l0)

∫
U

φ(ull−1
0 ) du

=
(
δ
1/2
Q · δ

−1
H · ξ

−1
)
(l0) ·

(
(δ

1/2
Q · φ̄) · l0

)
(l),[

δ
1/2
Q · φ · h0

]
⊗ [ψ̄ · δ−1/2

P ] =
[
(δ

1/2
Q · φ̄)

]
⊗ δ−1/2

P (ml) ·ml · [ψ̄ · δ−1/2
P ],(

(w−1h0w) · ψ · δ−1/2
P )

)
(m) = δ

−1/2
P (m)

∫
N

ψ(w−1h−1
0 wmn) dn

= δ
−1/2
P (m)

∫
N

ψ(n−1
u m−1

u n−1
l m−1

l mn) dn

= δ
−1/2
P (ml) · (δ−1/2

P ·mu · ψ̄)(m−1
l m), also

θ([φ]⊗ (w−1h0w) · [ψ]) = [δ
1/2
Q · φ̄]⊗

[
(w−1h0w) · ψ · δ−1/2

P )
]

=
[
(δ

1/2
Q · φ̄)

]
⊗ δ−1/2

P (ml) ·ml · [ψ̄ · δ−1/2
P ]

= θ([φ] · h0 ⊗ [ψ]).

Das zeigt, daÿ θ auch H-balanciert ist. Es ist klar, daÿ θ surjektiv ist. Daÿ θ
auch injektiv ist, folgt nun aus

θ([φ]·l0⊗[ψ]) = θ([φ]⊗[ψ]) = θ([φ]⊗m0 ·[ψ]), l0 ∈ L∩ Nw , m0 ∈M∩Uw,

und der Tatsache, daÿ (6.12) und (6.13) Isomorphismen sind.
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Proposition 6.5.4. Der Bimodulmorphismus, welcher die natürliche Trans-
formation

HomL(ILL∩wM ◦ w ◦ RM
M∩Lw(W ′), E ′)

−→ HomM(W ′, IMM∩Lw ◦ w−1 ◦ R̄M
L∩wM(E ′)) (6.14)

vermittelt, ist durch

τ ′ : D(M) −→ X := D(M)/(M ∩ Uw)⊗M∩Lw (L ∩ wN̄)\D(L)
⊗L D(L)/(L ∩ wN)⊗M∩Lw (M ∩ Uw)\D(M),

eKM
7−→ 1

vol(K0,M∩Qw)

∫
K0,M

[λ · eKM
]⊗ [eKL

]⊗ [eKL
]⊗ [eKM

· λ−1] dλ

gegeben, vorausgesetzt vol(K0,M∩Qw) ∈ R∗. Nach Induktionsannahme 6.2.2
handelt es sich bei (6.14) um einen natürlichen Isomorphismus.

Beweis. Sei zur Abkürzung c := vol(K0,M∩Qw)−1. Der Morphismus τ ′ setzt
sich wie folgt zusammen:

D(M)
η−−→ D(M)/(M ∩ Uw)⊗M∩Lw (M ∩ Uw)\D(M)

γ−−→ D(M)/(M ∩ Uw)⊗M∩Lw D(L ∩ wM)⊗M∩Lw (M ∩ Uw)\D(M)
1⊗η̄⊗1−−−−→ D(M)/(M ∩ Uw)⊗M∩Lw (L ∩ wN̄)\D(L)

⊗L D(L)/(L ∩ wN)⊗M∩Lw (M ∩ Uw)\D(M).

Nach Satz 4.2.5 ist dabei

η(eKM
) = c

∫
K0,M

[λ · eKM
]⊗ [eKM

· λ−1]dλ.

Unter dem Isomorphismus γ wird dies weiter abgebildet auf

γ ◦ η(eKM
) = c

∫
K0,M

[λ · eKM
]⊗ eKL∩wM

⊗ [eKM
· λ−1]dλ.

Die kompakt-o�ene Untergruppe KL von L hat die Iwahori-Zerlegung

KL = KL∩wN̄KL∩wMKL∩wN ,

siehe [58, II.1.3 (vi)]. Daraus folgt, daÿ eL∩wM unter η̄ gemäÿ

D(L ∩ wM) −→ (L ∩ wN̄)\D(L)/(L ∩ wN), eL∩wM 7−→ [eKL
],

abgebildet wird, siehe Bem. 6.1.2. Das ergibt nun leicht die Behauptung.
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Proposition 6.5.5. Seien die Bezeichnungen wie in Prop. 6.5.4. Un-
ter dem Isomorphismus

X
∼−→ N̄\D(P̄w−1Q)/U ⊗L U\D(QwP )/N (6.15)

wird τ ′(eKM
) abgebildet auf

Φ′ :=
1

vol(K0,M∩Qw)

∫
K0,M

[eKP̄λw
91KQ

]⊗ [eKQwλ91KP
] dλ (6.16)

∈ N̄\D(P̄w−1Q)/U ⊗L U\D(QwP )/N,

wobei


eKP̄λw

91KQ
:=

vol(KP̄ ∩ w−1KQw)

vol(KP̄ ) · vol(KQ)
· 1KP̄λw

91KQ
,

eKQwλ91KP
:=

vol(KP ∩ w−1KQw)

vol(KP ) · vol(KQ)
· 1KQwλ91KP

.

Man erhält die folgende Summenformel:

Φ′ = vol(KM∩Ūw)
∑

λ∈KM\M/(M∩Qw)

[eKP̄λw
91KQ

]⊗ [eKQwλ91KP
].

Beweis. Wir können die beiden Tensorfaktoren in (6.15) getrennt betrachten.
Der Isomorphismus setzt sich wie folgt zusammen:

D(M)/(M ∩ Uw)⊗M∩Lw (L ∩ wN̄)\D(L) ζ−−→ N̄\D(P̄ )⊗P̄∩Qw D(Q)/U
β−−→ N̄\D(P̄w−1Q)/U.

Dabei ist

ζ([λ · eKM
]⊗ [eKL

]) = [eKN̄
eKM
· λ]⊗ [eKL

eKU
] = [λ · eKP̄

]⊗ [eKQ
],

und β([eKP̄
· λ] ⊗ [eKQ

]) ist die Klasse der Funktion φ ∈ D(P̄w−1Q), die
gegeben ist durch

φ(p̄w−1q) =

∫
P̄∩Qw

eλKP̄
(p̄x)eKQ

(wx−1w−1q) dx.

Es ist nur dann φ(p̄w−1q) ̸= 0, wenn

(p̄, q) ∈
⋃

x0∈P̄∩Qw

(λKP̄x
−1
0 )× (wx0w

−1KQ). (6.17)
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Dann gilt p̄w−1q ∈ KP̄λw
−1KQ, und für (p̄, q) wie in (6.17) gilt umgekehrt

φ(p̄w−1q) =

∫
P̄∩Qw

eKP̄
(x)eKQ

(wx−1w−1) dx =
vol(KP̄ ∩ w−1KQw)

vol(KP̄ ) vol(KQ)
.

Das zeigt die Behauptung. Der andere Tensorfaktor ergibt sich analog.
Um die Summenformel zu erhalten, argumentieren wir ähnlich wie im

Beweis von Satz 4.2.5. Der Integrand bei (6.16) ist rechtsinvariant unter
der kompakt-o�enen Untergruppe KM(K0,M ∩Qw) von K0,M . Aufgrund der
Iwasawa-Zerlegung M = K0,M(M ∩Qw) hat man

KM\M/(M ∩Qw) = KM\K0,M/(K0,M ∩Qw)

= K0,M/(KMK0,M∩Qw) = K0,M/(KM∩ŪwK0,M∩Qw).

Daraus ergibt sich unmittelbar das Gewünschte.

6.6 Die Filtrierung

Seien [u0, v0], . . . , [un, vn] ⊆ W die Bruhatintervalle, welche die (WI ,WJ)-
Doppelnebenklassen repräsentieren. Die Numerierung ist so gewählt, daÿ
sie eine die entgegengesetzte Bruhatordnung verfeinernde Totalordnung dar-
stellt. Die weiteren Betrachtungen sind von der Wahl der Numerierung un-
abhängig (Abschnitt 5). Sei wi ∈ [ui, vi] ein beliebiger Vertreter. Es ist dann
v0 = w0 das eindeutige Element maximaler Länge und un = 1 das eindeutige
Element minimaler Länge in W . Sei

Sk := U\D
( k⋃·
i=0

QwiP
)
/N, und S̄k := N̄\D

( k⋃·
i=0

P̄wn−iQ
)
/U.

Insbesondere ist Sn = S = U\D(G)/N und S̄n = S̄ = N̄\D(G)/U .

De�nition 6.6.1. Sei Z ⊆ G eine o�ene, von rechts P -invariante Teilmenge
und W ∈ MB . Es sei dann IZ/N(W ) der Untermodul der ψ ∈ IM(W ) mit
Trψ ⊆ Z/N .

Lemma 6.6.2. Seien φ ⊗ w ∈ D(Z/N) · χ ⊗M W und ψ ∈ IZ/N beide
nicht Null. Dann gibt es eine Pro-p-Kongruenzuntergruppe K ∈ Ω(G) derart,
daÿ, wenn Λ ⊆ G ein Repräsentantensystem des endlichen Doppelquotienten
K\G/P ist, folgendes gilt:

(1) Die Funktionen φ und ψ sind von links gleichmäÿig glatt unter K.
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(2) g−1Kg ⊆ K für alle g ∈ Λ.

(3) g ∈ Z =⇒ KgM/N ⊆ Z/N für alle g ∈ Λ.

(4) Es gibt g1, . . . , gn ∈ Λ mit Trψ =
⋃· ni=1KgiM/N und g′1, . . . , g

′
n ∈ Λ

mit Trφ =
⋃· ni=1Kg

′
iM/N .

(5) w ∈ WKM .

Beweis. Es ist klar, daÿ wir ein K mit den Eigenschaften (1) und (5) �nden
können. Weil Z o�en und von rechts P -invariant ist, kann man annehmen,
daÿ K auch Eigenschaft (3) hat. Schlieÿlich kann man von K zu K ′ :=
K ∩

⋃
g∈Λ gKg

−1 übergehen, um Eigenschaft (2) zu bekommen. Aussage (4)
folgt daraus, daÿ G/P kompakt ist und die Träger Trψ und Trφ vollständig
in Bilder von (K,P )-Doppelnebenklassen zerfallen. Für ψ folgt das aus

ψ(gm−1/N) · χ(m) = ρ(w) · ψ(g/N), g ∈ G, m ∈M ;

für φ aus φm−1 ⊗mw = φ⊗ w ̸= 0 für alle m ∈M .

Lemma 6.6.3. Jedes Element x ∈ D(Z/N) · χ ⊗M W kann man mit einer
gewissen Pro-p-Kongruenzuntergruppe K ∈ Ω(G) in der Form

x =
∑

g∈K\G/P

1Kg/N ⊗wg

schreiben, wobei einige der wg Null sein können und für alle anderen die
Zusatzeigenschaft Kg/N ⊆ Z/N gilt.

Beweis. Sei x = φ ⊗ w ̸= 0 und φ von links gleichmäÿig glatt unter K.
Zunächst zerfällt Trφ in endlich viele Mengen der Form Ky/N , wobei y ∈
K\G/N und wir annehmen können, daÿ K die Zusatzeigenschaft hat. Au-
ÿerdem können wir annehmen, daÿ jedes solche y von der Form y = gm mit
g ∈ K\G/P und m ∈ M ist. Es gibt also endlich viele solche gi und mj

derart, daÿ

x =
∑

1≤i≤n
1≤j≤m

1Kgimj/N ⊗w =
( n∑
i=1

1Kgi/N

)
⊗

( m∑
j=1

mjw
)
.

Daraus folgt dann auch, daÿ die Aussage für irgendwelche Elemente gilt.

Proposition 6.6.4. Sei Z ⊆ G eine o�ene, von rechts P -invariante Teil-
menge und ι : D(Z/N)→ D(G/N) die Fortsetzung durch Null (1.3.4). Dann
ist

ι⊗W : D(Z/N) · χ⊗M W −→ D(G/N) · χ⊗M W
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injektiv, und unter dem Isomorphismus (2.12), nämlich

γ : D(G/N) · χ⊗M W −→ IM(W ),

γ(φ⊗ w)(g/N) =

∫
M

χ−1(m)φ(gm/N) ρW (m) · w dm,

ist D(Z/N) ⊗M W isomorph zum Unterraum IZ/N der ψ ∈ IM(W ) mit
Trψ ⊆ Z/N .

Beweis. Wir betrachten die Komposition

γ̃ : D(Z/N) · χ⊗M W D(G/N) · χ⊗M W IM(W ).
ι⊗W γ

∼ (6.18)

Es ist klar, daÿ, wenn Trφ ⊆ Z/N , so auch Tr γ(φ ⊗ w) ⊆ Z/N für alle
w ∈ W . Somit ist Bild(γ̃) ⊆ IZ/N(W ).

Sei umgekehrt ψ ∈ IZ/N(W ) und K ∈ Ω(G) wie in Lemma 6.6.2. Dann
kann man ψ =

∑n
i=1 ψi schreiben, wobei die ψi ∈ IZ/N(W ) Funktionen sind

mit Trψi = KgiM/N und

χ−1(m) ρW (m) · ψi(kgim/N) = ψi(gi/N), k ∈ K, m ∈M.

Auÿerdem kann man das Element

x :=
n∑
i=1

1Kgi/N ⊗ψ(gi/N)

vol(g−1
i Kgi ∩M)

∈ D(Z/N) · χ⊗M W

betrachten. Sei φ := γ ◦ (ι⊗W )(x). Es ist nicht schwer zu sehen, daÿ

Trφ =
n⋃·
i=1

KgiM/N und φ(gi/N) = ψi(gi/N).

Das impliziert φ = ψ und somit Bild
(
γ ◦ (ι⊗W )

)
= IZ/N(W ).

Es bleibt zu zeigen, daÿ ι⊗W injektiv ist. Sei dazu

0 ̸= y :=
∑

g∈K\G/P

1Kg/N ⊗wg ∈ D(Z/N) · χ⊗M W

irgendein Element (Lemma 6.6.3), wobei wir K so wählen können, daÿ es die
Eigenschaften aus Lemma 6.6.2 für alle 1Kg/N ⊗wg gleichzeitig hat. Vermöge
ι ⊗W können wir y als Element von D(G/N) · χ ⊗M W au�assen. Sei h ∈
K\G/P mit wh ̸= 0. Dann gilt

γ(y)(h/N) =

∫
M

χ−1(m)1h−1Kh/N(m/N) ρ(m) · wh dh

= vol(h−1Kh ∩M) · wh ̸= 0.

Hier wird h−1Kh ⊆ K benutzt, wonach h−1Kh auch eine Pro-p-Kongruenz-
untergruppe ist. Also ist y ̸= 0 in D(G/N) · χ⊗M W .
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Bimoduln vom Typ N̄\D(X)/U , N\D(X)/U oder U\D(X)/N sind von
nun an immer wie in (6.1) mit Deltafunktoren tordiert.

Proposition 6.6.5.

(1) Die sukzessive Fortsetzung durch Null induziert eine Filtrierung durch
(D,B)-Bimoduln

S0 = U\D(Qw0P )/N ⊆ · · · ⊆ Sn = S = U\D(G)/N (6.19)

sowie eine Filtrierung von (B,D)-Bimoduln

S̄0 = N̄\D(P̄Q)/U ⊆ · · · ⊆ S̄n = S̄ = N̄\D(G)/U. (6.20)

Für die Unterquotienten gilt

Sk/Sk−1 = U\D(QwkP )/N und S̄k/S̄k−1 = N̄\D(P̄wn−kQ)/U.
(6.21)

(2) Tensorieren mit −⊗BW , wobeiW ∈ MB , bzw. −⊗DE, wobei E ∈ MD ,
erhält die Filtrierungen und Unterquotienten.

(3) Unter der Induktionsannahme 6.2.2 gilt

Sk =
k⊕
i=0

U\D(QwiP )/N und

Sk ∗ eKM
=

k⊕
i=0

U\D(QwiP )/N ∗ eKM
, KM ∈ Ω(M),

in MD , und die Inklusionen (6.19) sowie die Bildung der Unterquotien-
ten stimmen überein mit den natürlichen Inklusionen und Projektionen

0 −→ Sk−1 ⊗M W −→
(
Sk−1 ⊗M W

)
⊕
(
U\D(QwkP )/N ⊗M W

)
−→ U\D(QwkP )/N ⊗M W −→ 0.

Beweis. (1) Das folgt aus den Filtrierungen in Kapitel 5, auf die man das
Bernsteinsche Lemma 1.3.4 sowie die Tatsache, daÿ die Bildung der Koinva-
riantenräume bzgl. der unipotenten Radikale exakt ist, anwendet. Siehe auch
Guiraud [30, 6.2].

(2) Sei ιk : Sk−1 → Sk die Injektion. Weil Tensorieren immer rechtsexakt
ist, genügt es einzusehen, daÿ

Sk−1 ⊗B W Sk ⊗B W
ιk⊗W
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injektiv ist. Das folgt aber aus Lemma 6.6.4.
(3) Sei e = eKM

für eKM
∈ Ω(M). Nach (6.8) gilt

U\D(QwP )/N = D(L)/(L ∩ wN)⊗L∩wN (M ∩ Uw)\D(M)

= ILL∩ Pw ◦ w ◦ RM
M∩Qw(B) und entsprechend

U\D(QwP )/N ∗ e = ILL∩ Pw ◦ w ◦ RM
M∩Qw(Be).

Nach Prop. 6.4.2 und Folgerung sind B und Be als Linksmoduln über sich
selbst projektiv; Restriktionsfunktoren respektieren projektive Moduln (siehe
Proposition 6.4.2); nach Induktionsvoraussetzung ist ILL∩ Pw linksadjungiert
zu dem exakten Funktor RL

L∩ P̄w und respektiert somit ebenfalls projektive
Moduln. Folglich sind U\D(QwP )/N und U\D(QwP )/N∗e als Linksmoduln
projektiv. Die kurze exakte Sequenz

0 −→ Sk−1 −→ Sk −→ U\D(QwkP )/N −→ 0

zerfällt daher, und es gilt Sk = Sk−1⊕U\D(QwkP )/N . Daraus folgt sukzes-
sive die direkte Summenzerlegung von Sk, entsprechend für Sk ∗ e.

6.6.1 Die Filtrierung für S∗

Für E ∈ MD sei S∗(E) := HomD(S,E) = HomL(U\D(G)/N,E) sowie

S∗
k(E) :=

{
f ∈ S∗(E)

∣∣ f |Sn−k−1 = 0
}
, k = 1, . . . , n− 1, S∗

n(E) := S∗(E)

unter Verwendung der Filtrierung aus (6.19). Dies ergibt in M̃B eine Filtrie-
rung

S∗
0(E) ⊆ S∗

1(E) ⊆ · · · ⊆ S∗
n(E) = S∗(E). (6.22)

Für e = eKM
kann man auÿerdem den R-Modul eS∗(E) = HomD(Se,E)

betrachten. Dieser besitzt ebenfalls eine Filtrierung

eS∗
0(E) ⊆ eS∗

1(E) ⊆ · · · ⊆ eS∗
n(E) = eS∗(E), (6.23)

wobei eS∗
k(E) :=

{
f ∈ eS∗(E)

∣∣ f |Sn−k−1e = 0
}
.

Proposition 6.6.6. Aus der Induktionsvoraussetzung 6.2.2 folgt für die Un-
terquotienten der Filtrierung (6.23)

eS∗
k(E)

eS∗
k−1(E)

∼= eQ∗
k := Hom(U\D(Qwn−kP )/N · e,D).



6. Eine Dualitätsaussage 141

Beweis. Aufgrund von Prop. 6.6.5 hat man

Sn−k · e = Sn−k−1 · e⊕ U\D(Qwn−kP )/N · e, k = 1, . . . , n,

S · e =
n⊕
k=0

U\D(QwkP )/N · e.

Daraus folgt, daÿ die Sequenz

0 e · S∗
k−1 e · S∗

k e ·Q∗
k 0ι∗ π∗

exakt ist. Dabei ist ι∗ die Inklusion, und wenn f ∈ e ·S∗
k , das heiÿt f |Sn−k−1 ·

e = 0, dann ergibt sich π∗(f) aus dem Diagramm

0 Sn−k−1 · e Sn−k · e U\D(Qwn−kP )/N · e 0

E

f

∃!π∗(f)

aufgrund der universellen Eigenschaft des Quotienten.

6.7 α erhält die Filtrierung

Lemma 6.7.1. Sei θ ∈ D(G/U ×L U\G, δ−1
Q ), siehe (6.18), und weiterhin

Z ⊆ G eine von rechts Q-invariante o�ene Teilmenge. Dann gibt es eine
Pro-p-Kongruenzuntergruppe K ∈ Ω(G) derart, daÿ, wenn Λ ⊆ G ein Re-
präsentantensystem von K\G/Q ist, folgendes gilt:

(1) Die Funktion θ ist auf beiden Seiten gleichmäÿig glatt unter K, das
heiÿt

θ(k1g1/U, U\g2k2) = θ(g1/U, U\g2), g1, g2 ∈ G, k1, k2 ∈ K.

(2) g−1Kg ⊆ K für alle g ∈ Λ.

(3) g ∈ Z =⇒ Kgl/U ⊆ Z/U für alle g ∈ Λ und l ∈ L.

(4) Es gibt g1, . . . , gn, h1, . . . , hm ∈ Λ mit

Tr θ =
⋃·

1≤i≤n
1≤j≤m
l∈L

(Kgil/U × U\l−1h−1
j K).
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Beweis. Die Funktion θ ist gleichmäÿig glatt auf beiden Seiten durch ein
gewisses K ∈ Ω(G), von dem wir annehmen können, daÿ es sich um eine
Pro-p-Kongruenzuntergruppe handelt. Der Träger von θ ist kompakt modulo
der Diagonaloperation von L. Sei Λ ⊆ G ein Repräsentantensystem von
K\G/Q. Dieses ist aufgrund der Iwasawa-Zerlegung endlich, und es gibt
gi, hj ∈ Λ derart, daÿ man die Zerlegung in (4) hat. Zu jedem g ∈ Λ∩Z gibt
es Kg ∈ Ω(K) mit Kgg ⊆ Z, weil Z o�en ist. Da Z von rechts Q-invariant ist,
kann man, indem man eventuell von K zu K ′ :=

⋂
g∈ΛKg übergeht, o. b. d.A.

annehmen, daÿ K auch die Eigenschaft (3) besitzt. Sei nun

K ′′ := K ∩
⋂
g∈Λ

gKg−1 ⊆ K.

Dies ist wiederum eine Pro-p-Kongruenzuntergruppe, aber K ′′ hat nun auch
die Eigenschaft (2). Indem man eventuell von K zu K ′′ übergeht, kann man
o. b. d.A. annehmen, daÿ K alle Eigenschaften besitzt.

Satz 6.7.2. Sei τ : B → S̄ ⊗D S der kanonische Morphismus von B-
Bimoduln. Für das Bild dieses Morphismus gilt dann

τ(B) ⊆
n⋂
k=0

(S̄k ⊗D S + S̄ ⊗D Sn−k−1).

Bemerkung 6.7.3. Der Satz gilt auch ohne die Induktionsannahme 6.2.2.

Beweis. Dieweil es sich bei τ um einen Morphismus von B-Bimoduln handelt,
genügt es,

τ(eKM
) ∈ S̄k ⊗D S + S̄ ⊗D Sn−k, k = 0, . . . , n,

zu zeigen. Dabei ist wie immer KM derM -Anteil einer Kongruenzuntergrup-
pe K ∈ Ω(G). Wir betrachten τ im Sinne des Diagramms

D(M) N̄\D(G)/N

N̄\D(G/U ×L U\G, δ−1
Q )/N N̄\D(G/U)⊗L D(U\G)/N,

η̄

τ [η]

∼

(6.24)
siehe dazu Abschnitt 4.2.2. Nach Satz 6.1.1 gilt η̄(eKM

) = [eK ], und setzen
wir θ := η(eK), so daÿ τ(eKM

) = [θ], so gilt dafür die Formel

θ(g/U, U\h) =
∫
U

eK(guh) du. (6.25)
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Wir betrachten die o�enen Mengen Z̄, Z und die abgeschlossenen Komple-
mente Z̄c, Zc, de�niert durch

Z̄ :=
n⋃·

i=n−k

P̄w−1
i Q, Z̄c :=

n−k−1⋃·
i=0

P̄w−1
i Q, Z :=

n−k−1⋃·
i=0

QwiP, Zc :=
n⋃·

i=n−k

QwiP.

Es gilt dann also

S̄k = N̄\D(Z̄/U) und Sn−k−1 = D(U\Z)/N.

Aufgrund der Iwahori-Zerlegung ist K = KN̄KMKN ⊆ P̄P . Die Elemente
g, h in der Formel (6.25) liegen in gewissen Bruhatdoppelnebenklassen, das
heiÿt g ∈ P̄w−1Q und h ∈ QzP für irgendwelche w, z ∈ WL\W/WM . Dann
liegt guh ∈ P̄w−1QzP . Wenn ℓ(z) ≤ ℓ(w), aber z ̸= w, dann ist das Integral
in (6.25) nach Prop. 5.4.1 Null, weil dann P̄w−1QzP ∩ P̄P = ∅ gilt. Das
impliziert

θ|(Z̄c/U × U\Zc) = 0,

Tr θ ⊆ (Z̄/U × U\G) ∪ (G/U × U\Z).
(6.26)

Wir erinnern daran, daÿ w0 das längste und wn das kürzeste Element ist.
Wir können nun eine Pro-p-Kongruenzuntergruppe Γ, ein Repräsentan-

tensystem Λ ⊆ G von Γ\G/Q und gi, hj mit den vier Eigenschaften aus
Lemma 6.7.1 für die o�enen Mengen Z̄ und Z wählen. Insbesondere haben
wir eine Zerlegung

Tr θ =
⋃·

1≤i≤ν
1≤j≤m
l∈L

(Γgil/U × U\l−1h−1
j Γ).

Wir können θ =
∑

i,j θij schreiben, wobei θij die Funktion ist, die auf der
o�enen, modulo L kompakten Menge

⋃
l∈L(Γgil/U×U\l−1h−1

j Γ) mit θ über-
einstimmt und sonst Null ist.

Um die Behauptung zu zeigen, verwenden wir den Isomorphismus

ξ : D(G/U)⊗L δ−1
Q · D(U\G) −→ D(G/U ×L U\G, δ

−1
Q ),

ξ(φ⊗ ψ)(g/U, U\h) =
∫
L

δ−1
Q (l)φ(gl/U)ψ(U\l−1h) dl.

Sei nun fij := 1Γgi/U ⊗1U\h91j Γ. Es ist dann

Tr ξ(fij) =
⋃
l0∈L

(Γgil0/U × U\l−1
0 h−1

j Γ)
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Weil die Untergruppen g−1
i Γgi und h

−1
j Γhj nach dem Lemma Pro-p-Kongru-

enzuntergruppen sind (diese besitzen eine Iwahorizerlegung, und alle abge-
schlossenen Untergruppen haben ein invertierbares Maÿ in R), erhält man

ξ(fij)(γ1gil0/U, U\l−1
0 h−1

j γ2) = δQ(l0) · cij,

cij :=

∫
L

1g91i Γgi/U(l/U) 1U\h91j Γhj(U\l
−1) dl

= vol(g−1
i Γgi ∩ h−1

j Γhj ∩ L) ∈ R∗,

und andererseits θ(γ1gil0/U, U\l−1
0 h−1

j γ2) = δQ(l0) · θ(gi/U, U\hj). Sei

θ̃ij := θ(gi/U, U\hj) · c−1
ij · fij.

Dann folgt aus dem Vorangehenden

D(G/U)⊗L δ−1
Q · D(U\G) D(G/U ×L U\G, δ−1

Q )

θ̃ij θij.

ξ

∈ ∈

Hiervon kann man jetzt die Behauptung ablesen: Wir können annehmen, daÿ
die gi und hj so numeriert sind, daÿ

g1, . . . , gr ∈ Z̄, gr+1, . . . , gν ∈ Z̄c, h1, . . . , hs ∈ Z, hs+1, . . . , hm ∈ Zc.

Dann ist

◦ [θ̃ij] ∈ S̄k ⊗ S für 1 ≤ i ≤ r und 1 ≤ j ≤ m,

◦ [θ̃ij] = 0 für r + 1 ≤ i ≤ n und s+ 1 ≤ j ≤ m und

◦ [θ̃ij] ∈ S̄ ⊗ Sn−k−1 für r + 1 ≤ i ≤ n und 1 ≤ j ≤ s.

Folgerung 6.7.4. Der Morphismus α : S∗(E) = BHomD(S,E) → S̄ ⊗D E
erhält die Filtrierung, das heiÿt

α(S∗
k) ⊆ S̄k ⊗D E, k = 1, . . . , n.

Beweis. Sei f ∈ S∗
k(E), das heiÿt f |Sn−k−1 = 0. Wir betrachten

B S̄ ⊗D S S ⊗D E.τ S̄⊗f

Per de�nitionem ist α(f) = (S̄ ⊗ f) ◦ τ(eKM
), wenn man eine Pro-p-Kongru-

enzuntergruppe K ∈ Ω(G) so wählt, daÿ eKM
∗ f = f . Aus Satz 6.7.2 folgt

dann sofort die Behauptung.
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6.8 α induziert den Isomorphismus

6.8.1 Die induzierte Abbildung

Wir setzen auseinander, wie die von α : BHomD(S,E) → S̄ ⊗D E auf den
Unterquotienten induzierte Abbildung aussieht. Sei e = eKM

, wobei KM der
M -Anteil einer Kongruenzuntergruppe K ∈ Ω(G) ist, und

F = eF ∈ eS∗
k(E) ⇐⇒ F |Sn−k−1e = 0. (6.27)

Weil Gn−k
n :=

⋃· ni=n−kQwiP ⊆ G abgeschlossen ist, kann man nach Lem-
ma 1.3.4 den Einschränkungsmorphismus

π : S −→ S⊥
n−k−1 := U\D(Gn−k

n )/N

betrachten, und wegen (6.27) kommutiert das Diagramm

B S̄ ⊗L S S̄ ⊗L E

S̄ ⊗L S⊥
n−k−1.

τ S̄⊗F

S⊗π
S̄⊗F |S⊥

n−k−1

Man hat nun

(S ⊗ π) ◦ τ(e) ∈ N̄\D(G)/U ⊗L U\D
( n⋃·
i=n−k

QwiP
)
/N,

aber wir wissen aus Abschnitt 6.7, daÿ dieser Ausdruck in dem Untermodul
S̄k ⊗L S⊥

n−k−1 liegt, das heiÿt

(S ⊗ π) ◦ τ(e) ∈ N̄\D
( n⋃·
i=n−k

P̄w−1
i Q

)
/U ⊗L U\D

( n⋃·
i=n−k

QwiP
)
/N.

Wir setzen w := wn−k. Die Menge
⋃· ni=n−k P̄w−1

i Q ⊆ G ist o�en, und P̄w−1Q
ist in dieser o�enen Menge abgeschlossen. Man hat also einen Einschrän-
kungsmorphismus

ρ : N̄\D
( n⋃·
i=n−k

P̄w−1
i Q

)
/U −→ N̄\D(P̄w−1Q)/U.

Wir bemerken nun, daÿQwP ⊆
⋃· ni=n−kQwiP o�en ist, und mit dem gleichen

Argument wie zuvor sieht man, daÿ

Φ := (ρ⊗ π) ◦ τ(e) ∈ N̄\D(P̄w−1Q)/U ⊗L U\D(QwP )/N.
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Der Morphismus F induziert F̃ : U\D(QwP )/N ∗ e→ E, und die von α auf
den Unterquotienten induzierte Abbildung ergibt sich dann gemäÿ

BHomD(U\D(QwP )/N,E) −→ N̄\D(P̄w−1Q)/U ⊗L E,
F̃ 7−→ (1⊗ F̃ )(Φ).

Wir haben für Φ die folgenden Formeln (Satz 4.2.5):

Φ = Φw =
1

vol(K0,Q)

∫
K0

[(λ · eK)|P̄w−1Q]⊗ [(eK · λ−1)|QwP ] dλ

= vol(KŪ)
∑

λ∈K\K0/K0,Q

[(λ · eK)|P̄w−1Q]⊗ [(eK · λ−1)|QwP ].
(6.28)

Für die Integralform muÿ vol(K0,Q) ∈ R∗ gefordert werden. Weil K eine
Pro-p-Kongruenzuntergruppe ist, hat man stets vol(KŪ) ∈ R∗, wenn p ∈ R∗,
was wir ohnehin voraussetzen. Der Rest des Beweises besteht nun darin zu
zeigen, daÿ Φ (bis auf einen invertierbaren Faktor) mit dem Element Φ′ aus
Prop. 6.5.5 übereinstimmt.

6.8.2 Fallreduzierung

Wir nehmen im weiteren an, daÿ die Voraussetzungen von Satz 4.3.4 (3)
gelten.

Satz 6.8.1. Wenn der Morphismus αE : BHomD(S,E) → S̄ ⊗D E
für alle kuspidalen E ∈ MD ein Isomorphismus ist, dann für alle E
schlechthin.

Beweis. Mit vollständiger Induktion über den halbeinfachen Rang von L:
Wenn dieser minimal ist, dann hat L keine echten parabolischen Untergrup-
pen, so daÿ jeder D-Modul per de�nitionem kuspidal ist. Sei L also beliebig.
Aufgrund der Zerlegung E = Ec ⊕ Enc, siehe Satz 4.3.4, und weil αE mit
endlichen direkten Summen verträglich ist, genügt es, E = Enc anzunehmen.
Dann ist aber

η : E −→ V :=
⊕
L′<L

D(L/U ′)⊗L′ U ′\D(L)⊗L E︸ ︷︷ ︸
=IL

L′RL
L′ (E)

ein Monomorphismus, siehe Lemma 4.3.6, wobei sich die direkte Summe über
die endlich vielen echten standardparabolischen Untergruppen Q′ = L′U ′ ⊊
L erstreckt. Man erhält daraus die kurze exakte Sequenz

0 −→ E
η−−→ V −→ W := coker η −→ 0 (6.29)
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in der Kategorie der rein nicht-kuspidalen D-Moduln (Satz 4.3.4).
Wir wollen im nächsten Schritt zeigen, daÿ αV ein Isomorphismus ist.

Es genügt, nur einen der direkten Summanden zu betrachten. Wir �xieren
also eine standardparabolische Untergruppe Q′ = L′U ′ ⊆ Q und setzen zur
Abkürzung V ′ := RL

L′(E). Wir machen uns die Transitivität von Induktion
und Restriktion zunutze, siehe Prop. 4.2.8. Man hat zunächst

S = RG
LIGM(B) und S̄ ⊗D ILL′(V ′) = R̄G

MIGL ILL′(V ′) = R̄G
MIGL′(V ′).

Aufgrund der ersten Adjungiertheit kann man das folgende Diagramm be-
trachten:

BHomL(U\D(G)/N, ILL′(V ′)) S̄ ⊗D ILL′(V ′)

BHomL(U
′\D(G)/N, V ′).

α

1. Adj.β
α′

(6.30)

Nach Induktionsvoraussetzung ist der Morphismus α′, der wie α, nur mit Q′

statt Q, konstruiert wird, ein Isomorphismus, und da auch β ein Isomorphis-
mus ist, genügt es nun einzusehen, daÿ das Diagramm (6.30) kommutiert.
Wir verwenden dazu wieder Bimoduln und Lemma 2.4.6. Sei

φ ∈ BHomL

(
U\D(G)/N,D(L)/(L ∩ U ′)⊗L′ ⊗V ′).

Dann wird α′ ◦ β(φ) von der Komposition von Bimodulmorphismen

D(M)
τ−−→ N̄\D(G)/U ⊗L U\D(G)/N

1⊗ηL
L′⊗1

−−−−−→ N̄\D(G)/U ⊗L D(L)/(L ∩ U ′)⊗L′ (L ∩ U ′)\D(L)⊗L U\D(G)/N
1⊗1⊗1⊗φ−−−−−→ N̄\D(G)/U ⊗L D(L)/(L ∩ U ′)⊗L′ (L ∩ U ′)\D(L)/(L ∩ U ′)⊗L′ V ′

1⊗1⊗εL
L′⊗1

−−−−−−→ N̄\D(G)/U ⊗L D(L)/(L ∩ U ′)⊗L′ V ′

vermittelt. Dabei sind

ηLL′ : D(L) −→ D(L)/(L ∩ U ′)⊗L′ (L ∩ U ′)\D(L),
εLL′ : (L ∩ U ′)\D(L)/(L ∩ U ′) −→ D(L′)

wie gehabt Eins und Koeins der ersten Adjungiertheit. Nun gilt

(1⊗ 1⊗ εLL′) ◦ (1⊗ 1⊗ 1⊗ φ) ◦ (1⊗ ηLL′) ◦ τ

=
(
1⊗

(
(1⊗ εLL′) ◦ (ηLL′ ⊗ 1)

)
⊗ 1

)
◦ (1⊗ φ) ◦ τ = (1⊗ φ) ◦ τ.
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Das ist aber gerade der Bimodulmorphismus, der α vermittelt. Also kommu-
tiert das Diagramm (6.30). Wir haben hier die �Zickzackgleichungen� (4.2)
verwendet.

Aus der exakten Sequenz (6.29) erhalten wir nun im letzten Schritt das
kommutative Diagramm

0 BHomD(S,E) BHomD(S, V ) BHomD(S,W )

0 S̄ ⊗D E S̄ ⊗D V S̄ ⊗D W.

αE αV∼ αW

Weil es sich bei αV erwiesenermaÿen um einen Isomorphismus handelt, ist
αE ein Monomorphismus. Weil V rein nicht-kuspidal ist, so ist auch W als
Quotient von V rein nicht-kuspidal. Indem wir E durch W ersetzen, sehen
wir, daÿ auch αW ein Monomorphismus sein muÿ. Daraus folgt aber, daÿ αE
sogar ein Isomorphismus ist.

Folgerung 6.8.2. Satz 6.2.1 gilt schon unter der Induktionsannah-
me 6.2.2, wenn die von α induzierte Abbildung

BHomL(U\D(QwP )/N,E) −→ N̄\D(P̄w−1Q)/U ⊗L E

ein Isomorphismus ist für alle w ∈ WL,M mit

L ⊆ wMw−1. (6.31)

Beweis. Aufgrund von Satz 6.8.1 kann man o. b. d.A. annehmen, daÿ E ku-
spidal ist; dann ist aber

N̄\D(P̄w−1Q)/U ⊗L E = IMM∩Lw ◦ w−1 ◦ R̄L
L∩ Mw (E) = 0,

wenn L ∩ wP̄w−1 ⊊ L, und

HomL(U\D(QwP )/N,E) = HomL

(
ILL∩ Mw ◦ w ◦ RM

M∩Lw(B), E
)

= HomL∩ Mw

(
w ◦ RM

M∩Lw(B), R̄L
L∩ Mw (E)

)
= 0,

wenn L ∩ wPw−1 ⊊ L, beides aufgrund der De�nition der Kuspidalität,
wobei wir beim zweiten die Induktionsannahme haben verwenden können.
Übrig bleibt also der Fall, daÿ L∩wP̄w−1 = L oder L∩wPw−1 = L. Hieraus
folgt in jedem Fall L ∩ wMw−1 = L, also (6.31).
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Bemerkung und Vermutung 6.8.3. Die Idee, auf den Fall L ⊆ wMw−1

zu reduzieren, �ndet sich auch bei Kazhdan [35, S. 53 f.]. Wir benötigen dies
lediglich, um im folgenden Abschnitt

P̄wQ ∩ PwQ =MwQ (6.32)

zeigen zu können. Diese Fallreduzierung ist jedoch nur ein Notbehelf. Ele-
ganter wäre es, wenn wir sie gar nicht benötigten. Wir vermuten, daÿ (6.32)
auch allgemein richtig ist, aber es ist nicht gelungen, das zu beweisen.

6.9 Φ′ ist bis auf einen Faktor gleich Φ

Lemma 6.9.1. Wenn w das eindeutig bestimmte Element minimaler Länge
in WMwWL ist, dann gilt MwQ ∩K0 = K0,MwK0,Q.

Beweis. Sei Q′ := wQw−1. Es ist M ∩ K0 eine maximale kompakte Un-
tergruppe und M ∩ Q′ eine standardparabolische Untergruppe von M bzgl.
M ∩ P0, und nach der Iwasawa-Zerlegung gilt M = (M ∩K0)(M ∩Q′), also
MQ′ = (M∩K0)Q

′. Daraus folgt aber sofortMQ′∩K0 = (M∩K0)Q
′∩K0 =

(M∩K0)(Q
′∩K0), und wegen w ∈ K0 ist das äquivalent zur Behauptung.

6.9.1 P̄wQ ∩ PwQ =MwQ

Wir stellen hier zunächst einige Ergebnisse aus Borel [12, � 21] zusammen:
Sei S ein maximaler über k zerfallender (nicht zentraler) Torus von G und Φ
das relative Wurzelsystem des Paares (G,S). Dieses Wurzelsystem muÿ nicht
reduziert sein, d. h., daÿ neben α ∈ Φ auch 2α ∈ Φ oder 1

2
α ∈ Φ vorkommen

kann. Wenn Ψ ⊆ Φ eine abgeschlossene Teilmenge von Φ ist, d. h.

∀α, β ∈ Ψ: α + β ∈ Φ =⇒ α + β ∈ Ψ,

so bezeichnet man mit Ψnd die Teilmenge derjenigen Wurzeln α ∈ Ψ, für die
1
2
α /∈ Ψ. Für α ∈ Φ bezeichnet man mit (α) die Teilmenge der positiven Viel-

fachen von α in Φ. SeiWG = NG(S)/ZG(S) die relative Weylgruppe, P0 eine
minimale parabolische Untergruppe, Φ+ das System der von P0 de�nierten
positiven Wurzeln, Φ− := −Φ+ und ∆ die von P0 de�nierte Basis von Φ.

Zu jedem α ∈ Φ gibt es eine eindeutig bestimmte abgeschlossene zusam-
menhängende unipotente k-Untergruppe N(α), die von ZG(S) = M0 norma-
lisiert wird und welche die Lie-Algebra

g(α) =
⊕
β∈(α)

gβ
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besitzt. Die Lie-Algebra ist also entweder gα oder gα ⊕ g2α, je nachdem, ob
2α vorkommt oder nicht. Siehe Borel [12, Proposition 21.9.i].

Zu jeder abgeschlossenen Teilmenge Ψ ⊆ Φ gibt es eine eindeutig be-
stimmte abgeschlossene zusammenhängende unipotente k-Untergruppe NΨ,
die von M0 normalisiert wird und welche die Lie-Algebra

g(α) =
⊕
β∈Ψ

gβ

besitzt. Die Untergruppe NΨ ist in beliebiger Reihenfolge das Produkt der
N(α) mit α ∈ Ψnd. Mit anderen Worten ist der Produktmorphismus∏

α∈Ψnd

N(α) −→ NΨ

bei beliebiger Anordnung der Faktoren ein Isomorphismus von Varietäten.
Siehe Borel [12, Proposition 21.9.ii].

Für die unipotenten Radikale von P0 und P̄0 gilt in diesem Sinne

N0 =
∏
α∈Φ+

nd

N(α) und N̄0 =
∏
α∈Φ−

nd

N(α).

Siehe Borel [12, Abschnitt 21.11].
Die standardparabolischen Untergruppen von G bzgl. P0 be�nden sich in

Bijektion mit den Teilmengen I ⊆ ∆. Sei ⟨I⟩ die Menge der ganzzahligen
Linearkombinationen in Φ von Elementen aus I und Φ(I)+ := Φ+ ∖ ⟨I⟩.
Also besteht Φ(I)+ aus denjenigen α =

∑
β∈∆ cββ ∈ Φ+ mit cβ > 0 für

mindestens ein β /∈ I. Die von I bestimmte standardparabolische Gruppe PI
hat den StandardlevifaktorMI = ZG(SI) mit dem Torus SI := (

⋂
α∈I kerα)

◦.
Die Gruppe MI wird erzeugt von M0 und denjenigen N(α) mit α ∈ ⟨I⟩. Das
unipotente Radikal von PI ist NI = NΦ(I)+ . Siehe Borel [12, Abschnitt 21.11].

Lemma 6.9.2. Die Teilmenge Φ(I)+ ⊆ Φ+ ist abgeschlossen, und man hat
Φ(I)+nd = Φ+

nd ∖ ⟨I⟩.

Beweis. Seien α1, α2 ∈ Φ+ mit cβ1(α1), cβ2(α2) > 0 für β1, β2 ∈ I. Es ist klar,
daÿ dann cβi(α1+α2) > 0. Daraus folgt die erste Behauptung. Was die zweite
Behauptung betri�t, so gilt o�ensichtlich (Φ+∖ ⟨I⟩)nd ⊇ Φ+

nd∖ ⟨I⟩. �⊆�: Sei
α ∈ Φ+ ∖ ⟨I⟩ mit α

2
/∈ Φ+ ∖ ⟨I⟩. Wäre α /∈ Φ+

nd, hieÿe das
α
2
∈ Φ+ ∩ ⟨I⟩, also

auch α ∈ Φ+ ∩ ⟨I⟩, im Widerspruch zur Annahme an α.

Da man die gleichen Betrachtungen für das System der negativen Wurzeln
durchführen kann, �ndet man für die unipotenten Radikale von PI und P̄I
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nach dem Obenstehenden die Produktzerlegungen

NI =
∏

Φ+
nd∖⟨I⟩

N(α) und N̄I =
∏

Φ−
nd∖⟨I⟩

N(α).

Die Weylgruppe WG = NG(S)/ZG(S) operiert auf Φ ⊆ X(S) durch �Zwi-
schenschaltung� innerer Automorphismen. Wir notieren dies in der Form

w.α(s) := α(w−1sw), w ∈ WG, α ∈ Φ, s ∈ S.

Lemma 6.9.3. Man hat die Zerlegung

U = (U ∩Mw)(U ∩Nw)(U ∩ N̄w) = (U ∩ Pw)(U ∩ N̄w).

Beweis. Für das unipotente Radikal U kann man

U =
∏

α∈Φ(J)+nd

N(α)

schreiben, wobei es nicht auf die Reihenfolge der Faktoren dieses Produkts
ankommt. Das Wurzelsystem Φ(J)+nd = Φ+

nd ∖ ⟨J⟩ können wir disjunkt so
aufteilen, daÿ wir die folgende Zerlegung erhalten:

U =
∏

α∈Φ+
nd∖⟨J⟩

N(α) =
(∏
α∈Φ+

nd∖⟨J⟩
w.α∈⟨I⟩

N(α)

)
×
(∏
α∈Φ+

nd∖⟨J⟩
w.α∈Φ+∖⟨I⟩

N(α)

)
×
(∏
α∈Φ+

nd∖⟨J⟩
w.α∈Φ−∖⟨I⟩

N(α)

)

= (U ∩Mw)(U ∩Nw)(U ∩ N̄w).

Lemma 6.9.4. Für alle parabolischen Untergruppen P,Q gilt das Kriterium

P̄wQ ∩ PwQ =MwQ ⇐⇒ N̄w ∩ PwQ ⊆MwQ. (6.33)

Beweis. �⇒�: Man schlieÿt N̄w∩PwQ ⊆ P̄wQ∩PwQ =MwQ. �⇐�: Hier
kann man P̄wQ∩PwQ =M(N̄w∩PwQ)Q ⊆MwQ schlieÿen. Die Inklusion
�⊇� ist trivialerweise auch richtig.

Lemma 6.9.5. Sei P = MN eine minimale parabolische Untergruppe von
G. Dann sind die Multiplikationsabbildungen

(N ∩ wN̄w−1)× P −→ PwP und (N̄ ∩ wN̄w−1)× P −→ P̄wP, (6.34)

die also gemäÿ (x, y) 7→ xwy abbilden, Isomorphismen von Varietäten.
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Beweis. Borel [12, 21.14] beweist, daÿ die Produktabbildung (N∩wN̄w−1)×
N → NwN ein Isomorphismus von Varietäten ist. Da M = ZG(S) von w,
identi�ziert mit einem beliebigen Vertreter aus NG(S), normalisiert wird, hat
man PwP = NwNM , und daraus folgt leicht die Behauptung für die erste
Abbildung, aber auch für die zweite, da

P̄wP = w0Pw0wP = w0(N∩w0wN̄w
−1w0)w0wP = (N̄∩wN̄w−1)wP.

Proposition 6.9.6. Sei P = MN eine minimale parabolische Unter-
gruppe von G. Dann gilt P̄wP ∩ PwP = wP .

Beweis. Die Inklusion �⊇� ist klar. �⊆�: Sei x ∈ P̄wP ∩ PwP . Nach Lem-
ma 6.9.5 kann man x = n̄wp = nwq mit n̄ ∈ N̄ ∩ N̄w , n ∈ N ∩ N̄w und
p, q ∈ P schreiben. Es folgt pq−1 = (w−1n̄−1w)(w−1nw) ∈ P ∩ N̄ = {1}, also
p = q und n = n̄ ∈ N ∩ N̄ = {1}, so daÿ x ∈ wP .

Proposition 6.9.7. Seien wiederum P =MN und Q = LU standard-
parabolisch. Unter Annahme 6.31, also L ⊆ w−1Mw, gilt

P̄wQ ∩ PwQ =MwQ.

Beweis. Wegen Lemma 6.9.3 folgt aus der Voraussetzung

PwQ = PwU = Pw(w−1Pw∩U)(w−1N̄w∩U) = Pw(w−1N̄w∩U). (6.35)

Wegen N̄ ∩ P = {1} folgt daraus aber, daÿ das Kriterium aus Lemma 6.9.4
erfüllt ist:

N̄w ∩ PwQ = N̄w ∩ Pw(w−1N̄w ∩ U) (∗)
= N̄w ∩ wU ⊆ wQ ⊆MwQ.

Wir begründen (∗): �⊆�: Sei x ∈ N̄w ∩ Pw(w−1N̄w ∩ U), das heiÿt

x = n̄1w = pwu mit u = w−1n̄2w, n̄i ∈ N̄, p ∈ P, u ∈ U.

Es folgt p = n̄1n̄
−1
2 , also p = 1 und somit x ∈ N̄w ∩ wU . Die Inklusion �⊇�

ist trivial.

Proposition 6.9.8. Sei K eine Kongruenzgruppe von G und λ ∈
K0,M . Unter Annahme (6.31) gilt λwK ∩ PwQ = KPλwKQ.
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Beweis. Da K ein Normalteiler von K0 ist, wird K0,P von λ normalisiert,
und wenn die Behauptung für λ = 1 gilt, folgt daraus sofort λwK ∩ PwQ =
λ(wK ∩ PwQ) = λKPwKQ = KPλwKQ. Es genügt daher, folgendes zu
zeigen:

K ∩ w−1PwQ = w−1KPwKQ.

�⊇�: Da man w ∈ K0 wählen kann und w somit K normalisiert, erhält man

w−1KPwKQ ⊆ w−1KwK ∩ w−1PwQ = K ∩ w−1PwQ.

�⊆�: Wir behaupten, daÿ man folgendermaÿen schlieÿen kann:

K ∩ w−1PwQ = K ∩ w−1Pw(w−1N̄w ∩ U)
= w−1KPw(w

−1KN̄w ∩ U) ⊆ w−1KPw(K ∩ U) ⊆ w−1KPwKQ.

Das erste Gleichheitszeichen ist (6.35). Es bleibt daher

K ∩ w−1Pw(w−1N̄w ∩ U) = w−1KPw(w
−1KN̄w ∩ U)

zu beweisen. Die Inklusion �⊇� ist klar. �⊆�: Sei

k = (w−1pw)u mit u = w−1n̄w, k ∈ K, p ∈ P, n̄ ∈ N̄, u ∈ U.

Es folgt pn̄ ∈ K, da wK = K, und aus der Iwahorizerlegung K = KPKN̄

nebst P ∩ N̄ = {1} ergibt sich weiter p ∈ KP und n̄ ∈ KN̄ . Das zeigt bereits
das Gewünschte.

Beispiel 6.9.9. Wir führen das Beispiel GL3 aus Abschnitt 5.5.2 weiter.
Proposition 6.9.6 kann man unmittelbar veri�zieren:

(1) B̄B ∩B = B.

(2) B̄s1B ∩Bs1B =

 0 # ∗
# ∗ ∗
∗ ∗ ∗

 ∩
 ∗ ∗ ∗# ∗ ∗

0 0 #

 =

 0 # ∗
# ∗ ∗
0 0 #

 = s1B.

(3) B̄s2B ∩Bs2B besteht aus den Matrizen

x ∈ Bs2B =

# ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 # ∗

 mit

∣∣∣∣x11 x12
x21 x22

∣∣∣∣ = 0.

Daraus folgt B̄s2B ∩Bs2B =

# ∗ ∗
0 0 #
0 # ∗

 = s2B.
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(4) B̄s1s2B ∩Bs1s2B =

 ∗ ∗ ∗
# ∗ ∗
0 # ∗

 ∩
 0 0 #
# ∗ ∗
∗ ∗ ∗


=

 0 0 #
# ∗ ∗
0 # ∗

 = s1s2B.

(5) B̄s2s1B ∩Bs2s1B besteht aus den Matrizen

x ∈ B̄s2s1B =

 0 # ∗
0 ∗ ∗
# ∗ ∗

 mit

∣∣∣∣x21 x22
x31 x32

∣∣∣∣ = 0.

Daraus folgt B̄s2s1B ∩Bs2s1B =

 0 # ∗
0 0 #
# ∗ ∗

 = s2s1B.

(6) B̄w0B ∩Bw0B = B̄w0B = w0B.

Für die nicht-minimalen parabolischen Untergruppen P und Q veri�zieren
wir Kriterium 6.9.4. Es gibt die folgenden Doppelnebenklassen:

Pw0Q = Bs2s1B ∪· Bw0B, PQ = B ∪· Bs1B ∪· Bs2B ∪· Bs1s2B,
Qw0P = Bs1s2B ∪· Bw0B, QP = B ∪· Bs1B ∪· Bs2B ∪· Bs2s1B,

P = B ∪· Bs1B, Pw0P = Bs2B ∪· Bs1s2B ∪· Bs2s1B ∪· Bw0B,

Q = B ∪· Bs2B, Qw0Q = Bs1B ∪· Bs1s2B ∪· Bs2s1B ∪· Bw0B.

Zu betrachten sind Durchschnitte mit

N̄ =

1 0 0
0 1 0
∗ ∗ 1

, N̄w0 =

0 0 1
0 1 0
1 ∗ ∗

, Ū =

1 0 0
∗ 1 0
∗ 0 1

, Ūw0 =

0 0 1
0 1 ∗
1 0 ∗

.
Zur Erinnerung:

P =

∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗
0 0 #

 ∩GL3, Q =

# ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

 ∩GL3,

w0P =

0 0 #
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

 ∩GL3, w0Q =

 0 ∗ ∗
0 ∗ ∗
# ∗ ∗

 ∩GL3 .
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Man sieht sofort N̄w0 ∪ Ūw0 ⊆ Bw0B, auÿerdem N̄w0 ∪ Ūw0 ⊆ w0Q∩w0P .
Daraus folgt

N̄w0∩Pw0Q = N̄w0∩Pw0P = N̄w0 und Ūw0∩Qw0P = Ūw0∩Qw0Q = Ūw0,

somit

N̄w0 ∩ Pw0Q ⊆ w0Q, N̄w0 ∩ Pw0P ⊆ w0P,

Ūw0 ∩Qw0P ⊆ w0P, Ūw0 ∩Qw0Q ⊆ w0Q.

Für w = 1 bleiben vier Fälle. Zwei davon sind trivial, nämlich N̄∩P = {1} =
Ū ∩Q. Schlieÿlich ist

N̄ ∩ PQ = N̄ ∩Bs2B =

1 0 0
0 1 0
0 # 1

 ⊆ Q,

Ū ∩QP = Ū ∩Bs1B =

 1 0 0
# 1 0
0 0 1

 ⊆ P.

6.9.2 Induktionsschritt

Sei V := N̄\D(P̄w−1Q)/U ⊗L U\D(QwP )/N und f ∈ D(K0, V ) die durch
f(λ) := [1Kλ]⊗ [1λ−1K ] de�nierte Funktion. Dabei ist 1Kλ als die auf P̄w−1Q
und 1λ−1K als die auf QwP eingeschränkte Funktion zu verstehen. Nach
Satz 4.2.5 und Prop. 6.5.5 hat man

Φ = r
∑

λ∈K\K0/K0,Q

f(λ) und Φ′ = s
∑

λ∈KM\K0,M/K0,M∩Qw

[1KP̄λw
91KQ

]⊗ [1KQwλ91KP
]

mit zwei gewissen Konstanten r, s ∈ pZ, die als Brüche von Volumina von
Pro-p-Untergruppen von G in R invertierbar sind, wenn p ∈ R∗. Mit Hilfe
von Lemma 6.9.1 und Prop. 6.9.7 erhält man

Kλ ∩ P̄w−1Q ∩ Pw−1Q = Kλ ∩Mw−1Q ∩K0

= Kλ ∩K0,Mw
−1K0,Q

= Kλ ∩ (K0,MK0,Qw) · w−1.

Also gilt f(λ) ̸= 0 nur für λ ∈ (KK0,MK0,Qw) · w−1. Daraus folgt

sr−1 · Φ = s
∑

λ∈K\K0/K0,Q

f(λ) = s
∑

λ∈KM\K0,M/K0,M∩Qw

f(λw−1) = s
∑

λ∈KM\K0,M/K0,M∩Qw

[1Kλw91 ]⊗ [1wλ91K ]

(∗)
= s

∑
λ∈KM\K0,M/K0,M∩Qw

[1KP̄λw
91KQ

]⊗ [1KQwλ91KP
] = Φ′.

Hierbei ergibt sich der Schritt (∗) mit Hilfe von Prop. 6.9.8.
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6.10 Halbeinfacher Rang 1

Wir wollen den einfachsten nicht-trivialen Fall als Beispiel auseinandersetzen:
Sei G von halbeinfachem Rang 1. Das ist äquivalent dazu, daÿ W = {1, s}.
Sei P = MN unsere �xierte minimale parabolische Untergruppe. Für die
entgegengesetzte hat man dann sPs = P̄ = MN̄ . In den Filtrierungen des
Geometrischen Lemmas für (P, P ) und (P̄, P ) tritt jeweils nur ein einziger
nicht-trivialer Unterbimodul auf, nämlich zu den o�enen Doppelnebenklassen
P̄P und PsP ; hingegen sind P̄ sP und P abgeschlossen in G. Sei χ = δ

1/2
P ,

weiter B = D(M) und

C1 := χ ·N\D(PsP/N) · χ, C := χ ·N\D(G/N) · χ,
C̄2 := χ−1 · N̄\D(P̄ sP )/N · χ−1, C̄ := χ−1 · N̄\D(G)/N · χ−1.

Wir erhalten die beiden kurzen exakten Sequenzen

0 −→ C1
ι−−→ C

ε−−→ B −→ 0,

0 −→ B
η̄−−→ C̄

π−−→ C̄2 −→ 0.
(6.36)

Der Morphismus ι wird von der Fortsetzung durch Null induziert, und ε ist
die Koeins der ersten Adjungiertheit:

ε[φ](m) =

∫
N

φ(nm)

χ(m)
dn.

Der Morphismus π wird von der Einschränkung induziert, und η̄ ist die Eins
der zweiten Adjungiertheit:

η̄(φ) =
[
eKN̄

(χ−1φ)eKN

]
, falls φ = eKM

∗ φ ∗ eKM
.

Man hat also C1 = ker ε und C̄2 = coker η̄. Wir betrachten nun C∗ =
BHomB(C,B). Sei C∗

1 :=
{
f ∈ C∗

∣∣ f |C1 = 0
}
. Wir erhalten dann eine

kurze exakte Sequenz

0 −→ C∗
1 −→ C∗ −→ BHomB(C1, B) −→ 0,

wobei der zweite Pfeil die Inklusion und der dritte die Einschränkung auf C1

ist. Sei nun sD(M) der Bimodul D(M), versehen mit der von

(m1φm2)(x) := φ(sm−1
1 sxm−1

2 ), m1,m2, x ∈M, φ ∈ D(M),

induzierten Struktur in MB B und e = eKM
zu einer Kongruenzuntergruppe

K ∈ Ω(G). Es gilt dann C1
∼= sD(M) ∼= C̄2, siehe (6.8), und wir haben wegen

sKMs = KM den Isomorphismus von linken B-Moduln

sD(M) ∗ e −→ D(M) ∗ e, φ 7−→
(
x 7−→ φ(sxs)

)
.
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Nun ist Be projektiv, und daher folgt Ce ∼= Be ⊕ Be aus (6.36). Es genügt
nun zu zeigen, daÿ in dem kommutativen Diagramm

0 eC∗
1 eC∗ HomB(C1e, B) 0

0 eB eC̄ eC̄2 0

α

mit exakten Zeilen die senkrechten Pfeile, insbesondere α, Isomorphismen
von R-Moduln sind. Die unbezeichneten werden von α induziert. Aber dieses
Diagramm geht in das folgende über:

0 HomB(Be,B) eC∗ HomB(Be,B) 0

0 eB eC̄ eB 0.

α

Die unbezeichneten senkrechten Pfeile kommen von dem kanonischen Iso-
mophismus BHomB(B,B) → B, bφ 7→ φ(b) und sind daher selbst Isomor-
phismen von R-Moduln. Aus dem Fünferlemma folgt dann, daÿ auch α ein
solcher ist.



7. FOLGERUNGEN

In diesem Kapitel sollen einige Schluÿfolgerungen daraus gezogen werden,
daÿ

D(M)⊗M HomL(U\D(G/N), E) ∼= N̄\D(G/U)⊗L E. (7.1)

Es ist eine Fortsetzung des Abschnitts 4.3. Die Bezeichnungen und Begri�e
sind dieselben wie dort, und es werden nun der Restriktions- und Indukti-
onsfunktor bezüglich P̄ hinzugenommen, also

Ī = X̄ ⊗B −, X̄ =
⊕
M<G

D(G/N̄) · χ−1
P ;

R̄ = Ȳ ⊗A −, Ȳ =
⊕
M<G

χ−1
P · N̄\D(G).

Im Falle der normierten Funktoren ist χP = δ
1/2
P , im Falle der nicht nor-

mierten hingegen χP = 1. Des weiteren ist δP̄ = δ−1
P . Der Faktor χP wird

im folgenden explizit nicht mehr erwähnt, sondern als implizit in den D(M)-
Modulstrukturen enthalten betrachtet. Sei

C := Y ⊗A X =
⊕

L,M<G

U\D(G/N) und C̄ := Ȳ ⊗A X =
⊕

M,L<G

N̄\D(G/U).

Hierbei ist C die aus Abschnitt 4.3 bekannte Koalgebra in B-Bim über der
Algebra

B =
⊕
M<G

D(M).

7.1 Die zweite Adjungiertheit

Aus (7.1) kann man die �klassische� zweite Adjungiertheit von Bernstein
folgern:

Satz 7.1.1. Sei P = M ⋉ N ⊊ G eine parabolische Untergrup-
pe, R̄M die parabolische Restriktion via P̄ und IM die paraboli-
sche Induktion via P . Dann gibt es einen natürlichen Isomorphismus
HomG(IM(W ), V ) ∼= HomM(W, R̄M(V )).
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Beweis. Sei W ein D(M)-Modul und V ein D(G)-Modul, beide von links.
Dann hat man zunächst den natürlichen Isomorphismus

HomG(D(G/N)⊗M W,V ) = HomM(W,HomG(D(G/N), V )0), (7.2)

wobei HomG(D(G/N), V )0 := D(M) ⊗M HomG(D(G/N), V ) gesetzt wurde.
Wir wenden nun Satz 4.3.4 an. Nach diesem können wir V = V c⊕V ′ schrei-
ben, wobei V c der maximale kuspidale Untermodul von V ist und V ′ iso-
morph zu einem C-Komodul. Nun ist (7.2) mit dieser Zerlegung verträglich,
und weil Mc

A und MC orthogonal zueinander sind, ergibt sich für V = V c

auf beiden Seiten Null. Daher kann man ohne Einschränkung annehmen, daÿ
V selbst zu einem C-Komodul isomorph ist, also von der Form

V = S(E) = X ⊠C E, E ∈ MC .

Das Kotensorprodukt ist ein Kern. Sei

0 X ⊠C E X ⊗B E X ⊗B C ⊗B E

die de�nierende exakte Sequenz und F := HomG(D(G/N),−)0. Man erhält
das kommutative Diagramm

0 F(X ⊠C E) F(X ⊗B E) F(X ⊗B C ⊗B E)

0 R̄M(X ⊠C E) R̄M(X ⊗B E) R̄M(X ⊗B C ⊗B E).

∼ ∼

Zur Erläuterung: Die Funktoren F und R̄M sind linksexakt. Der mittige
und der rechte vertikale Pfeil kommen durch die in J ∈ MB natürlichen
Isomorphismen

F(X ⊗B J) = HomG(D(G/N), X ⊗B J)0 ∼= HomB(Y ⊗G D(G/N), J)0

∼=
∏
L<G

HomB(U\D(G/N), JL)0
(∗)∼=

⊕
L<G

N̄\D(G/U)⊗L JL = R̄M(X ⊗B J)

zustande, wobei das auftretende Produkt endlich ist und daher das gleiche wie
die direkte Summe. An der Stelle (∗) geht das Ergebnis (7.1) aus Kap. 6 ein.
Schlieÿlich existiert der gestrichelte vertikale Pfeil aufgrund der universellen
Eigenschaft des Kerns R̄M(X ⊠C E). Eine �Diagrammjagd� ergibt, daÿ es
sich um einen Isomorphismus handelt.

Bemerkung 7.1.2. Indem man die Rollen von P und P̄ vertauscht, erhält
man die Aussage, daÿ auch (Ī,R) ein adjungiertes Paar ist.
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Man kann nun noch eine verallgemeinerte zweite Adjungiertheit anschrei-
ben:

Folgerung 7.1.3. (X⊗B−, Ȳ ⊗A−) ist ein adjungiertes Paar von Funktoren
zwischen den Kategorien MA und MB .

Beweis. Das folgt ohne weiteres aus Satz 7.1.1:

HomG(X ⊗B W,V ) =
∏
M<G

HomG(D(G/N)⊗M WM , V )

=
∏
M<G

HomM(WM , N̄\D(G)⊗G V )

= HomB(W, Ȳ ⊗A V ).

7.2 Die verallgemeinerte Dualitätsaussage

Zu C kann man die duale Algebra C∗ = BHomB(C,B) bilden, wobei hier
die Morphismen C → B in MB (also der Linksmoduln) betrachtet werden
und B auf denselben durch Rechtstranslation operiert.

Satz 7.2.1. Es gilt BHomB(C,E) = C̄⊗BE. Insbesondere ist C∗ = C̄.

Beweis. Das ergibt sich unmittelbar aus (7.1) nur mit Hilfe der De�nition
von C, C̄ und der Morphismen in MB :

BHomB(C,E) =
∏

L,M<G

D(M)⊗M HomL(U\D(G/N), EL)

=
∏

L,M<G

N̄\D(G/U)⊗L EL = C̄ ⊗B E.

Indem man E = B setzt, ergibt sich die zweite Aussage.

Bemerkung 7.2.2. Hierdurch erhält C̄ die Struktur einer Algebra.

7.3 Die zweite Zerlegung von MA

Seien η̄ : D(M) −→ N̄\D(G/N) und ε̄ : D(G/N) ⊗M N̄\D(G) die Morphis-
men von Bimoduln, welche Eins und Koeins der Adjunktion (I, R̄) induzie-
ren. Die Ergebnisse aus Kapitel 4 besagen, daÿ C̄ = Ȳ ⊗A X eine Algebra
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in B-Bim mit der Eins η̄ und der Multiplikation ∇̄ = Ȳ ⊗ ε̄ ⊗X ist. Auch
Y ⊗A X̄ ist eine Algebra. Seien

η̄M : D(M) −→ N̄\D(G/N) und ε̄M : D(G/N)⊗M N̄\D(G) −→ D(G)

Eins und Koeins der zweiten Adjunktion bei festem M . Es besteht der fol-
gende Zusammenhang:

η̄ :
⊕
L<G

D(L) −→
⊕

L,M<G

Ū\D(G/N),
∑
L<G

bL 7−→
∑
L<G

η̄L(bL),

ε̄ :
⊕
M<G

D(G/N)⊗M N̄\D(G) −→ D(G),
∑
M<G

zM 7−→
∑
M<G

ε̄M(zM).

Proposition 7.3.1. Die Involution D(G)→ D(G), φ 7→ φ̌, φ̌(g) = φ(g−1),
induziert einen Isomorphismus Ȳ ⊗A X → Y ⊗A X̄ von R-Moduln, der ein
Antimorphismus von Algebren ist, das heiÿt Ȳ ⊗A X = (Y ⊗A X̄)op.

Gemäÿ Kapitel 4 ist R̄(V ) für V ∈ MA ein C̄-Modul, und R̄ wird in
diesem Sinne von dem Vergiÿfunktor M

C̄
→ MB faktorisiert.

Satz 7.3.2.

(1) Aufgefaÿt als Funktor MA → M
C̄

, ist R̄ rechtsadjungiert zu S̄ :=
X ⊗C̄ −.

(2) Der Funktor S̄ ist volltreu, und M
C̄

ist somit isomorph zu einer
vollen Unterkategorie von MA .

(3) Man hat die kategorielle Zerlegung MA = Mc
A × M

C̄
.

(4) M
C̄

= MC .

Beweis. (1) Die Eins dieser Adjunktion wird von der Eins η̄ : B → C̄ der
Algebra C̄ induziert, die Koeins von dem Morphismus ζ, der sich aus dem
folgenden Diagramm ergibt:

X ⊗B C̄ ⊗B Ȳ X ⊗B Ȳ X ⊗C̄ Ȳ 0

D(G).

φ

ε̄
ζ

Erläuterung: Der Morphismus φ ist durch φ = ε̄ ⊗ X ⊗ Ȳ − X ⊗ Ȳ ⊗ ε̄
gegeben, wobei ε̄⊗X die C̄-Multiplikation von XC̄ ist, Ȳ ⊗ ε̄ jene von C̄ Ȳ ,
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und das Tensorprodukt Y ⊗C̄ Ȳ ist per de�nitionem der Kokern von φ. Wegen
ε̄◦φ = 0 existiert in eindeutiger Weise ζ und bildet gemäÿ ζ(x⊗ ȳ) = η̄(x⊗ ȳ)
ab. Die �Zickzackgleichungen� für η̄ und ζ folgen daher aus denjenigen für η̄
und ε̄.

(2) Sei W ∈ M
C̄

. Die W -Komponente von η̄ ist dann

W = B ⊗B W C̄ ⊗C̄ W = W,
η̄⊗W

und das ist ein natürlicher Isomorphismus. Die Behauptungen ergeben sich
nun aus Lemma 4.1.4.

(3) Der Beweis ist ähnlich wie jener von Satz 4.3.4: Für alle V ∈ MA
ergibt

R̄(V ) R̄ĪR̄(V ) R̄(V )
η̄R̄(V ) R̄(ζV )

die Identität auf R̄(V ), und weil η̄R̄(V ) ein (in V natürlicher) Isomorphismus
ist, so auch R̄(ζV ). Wendet man den exakten Funktor R̄ auf die kurze exakte
Sequenz

0 ker ζV S̄R̄(V ) V coker ζV 0ι ζV π

an, so folgt aus der vorhergehenden Bemerkung, daÿ

R̄(ker ζV ) = 0 = R̄(coker ζV ),

daÿ also ker ζV und coker ζV kuspidal sind. Nach Satz 3.9.6 gibt es einen
Monomorphismus f : ker ζV → I in einen injektiven kuspidalen A-Modul I,
welcher von ι faktorisiert wird:

0 ker ζV S̄R̄(V )

I.

ι

g
∃g̃

Wegen HomA(S̄R̄(V ), I) = HomC̄(R̄(V ), R̄(I)) = 0 ist g̃ = 0, aber dann
muÿ ker ζV = 0 sein, folglich ζV ein Monomorphismus. Andererseits gibt es
nach Satz 3.9.6 auch einen Epimorphismus g : P → coker ζV ausgehend einem
projektiven kuspidalen A-Modul P , der von π faktorisiert wird:

P

0 S̄R̄(V ) V coker ζV 0

0 S̄R̄(cokerh) cokerh.

∃h
g

ζV

φ∼

π

j

ζ
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Weil P kuspidal ist, d. h. R̄(P ) = 0, muÿ R̄(j) ein Isomorphismus sein. Dann
ist auch φ := S̄R̄(j) ein solcher, und ψ := ζ ◦ φ ist injektiv. Aber ψ ist auch
surjektiv: Sei v ∈ V beliebig. Dann gibt es p ∈ P mit π(v) = g(p) = π ◦h(p),
also π(h(p)− v) = 0. Daher gibt es ein x ∈ S̄R̄(V ) mit ζ(x) = h(p)− v, und
dafür gilt ψ(x) = j ◦ ζ(x) = j(v). Insgesamt ist ψ also ein Isomorphismus,
und s := ψ−1 ◦ j ist ein Schnitt zu ζV , d. h. s ◦ ζV = 1. Daraus folgt

V = S̄R̄(V )⊕ coker ζV ,

wobei S̄R̄(V ) isomorph zu einem C̄-Modul ist und coker ζV ∈ Mc
A . Es bleibt

nur noch zu zeigen, daÿ M
C̄

und Mc
A als volle Unterkategorien von MA

orthogonal sind. Für V ∈ Mc
A ist HomA(S̄(W ), V ) = HomC̄(W, R̄(V )) = 0.

Sei umgekehrt φ ∈ HomA(V, S̄(W )). Dann ist V/ kerφ ∼= Bild(φ) ⊆ X⊗C̄W
kuspidal. Mit anderen Worten gibt es einen MonomorphismusW0 → X⊗C̄W
in MA mit kuspidalemW0. Zu diesem gibt es einen MonomorphismusW0 → I
in einen injektiven kuspidalen Modul I, der sich auf X⊗C̄W fortsetzen läÿt,
aber diese Fortsetzung ist Null:

0 W0 X ⊗C̄ W

I.

0

Dann muÿ W0 = 0 und somit φ = 0 gewesen sein. Wendet man das auf W =
R̄(V ) und W0 = S̄R̄(V ) ∩ V c an, �ndet man insbesondere coker ζV = V c.

(4) Man hat nun die beiden Zerlegungen MA = Mc
A × MC = Mc

A × M
C̄

.
Daraus folgt MC = M

C̄
.
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A Lokale Körper

Wir verweisen auf die Bücher von Neukirch [45, ��3, 5] und Serre [53].
Ein diskreter Bewertungsring ist ein lokaler Hauptidealring o, der jedoch

kein Körper ist. Sei p das eindeutig bestimmte maximale Ideal. Ein Erzeuger
ϖ davon heiÿt uniformisierendes Element. SeiK der Quotientenkörper von o.
Jedes Element x ∈ K∗ läÿt sich in der Form x = x0ϖ

v(x) schreiben mit einer
Einheit x0 ∈ o∗ und einer ganzen Zahl v(x) ∈ Z, die nur von x, nicht aber
von der Wahl des uniformisierenden Elements abhängt. Hierdurch entsteht
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus v : K∗ → (Z,+), den man durch
v(0) :=∞ zu einer Abbildung

v : K → Z ∪ {∞}

fortsetzt. Man kann v auch durch v(x) = sup{n ∈ Z | x ∈ pn} beschreiben,
und man hat die folgenden Eigenschaften:

(1) v(x) =∞ ⇐⇒ x = 0,

(2) v(xy) = v(x) + v(y),

(3) v(x+ y) ≥ min{v(x), v(y)},

(4) ∃x ∈ K∗ : v(x) ̸= 0.

Eine solche Abbildung auf einem beliebigen Körper K heiÿt nicht-archime-
dische Bewertung, und K heiÿt dann ein diskret bewerteter Körper. Jeder
diskret bewertete Körper kommt auf diese Weise zustande. Der zugehörige
diskrete Bewertungsring mit K als Quotientenkörper ist

o = {x ∈ K | v(x) ≥ 0}.

Das maximale Ideal und die Einheitengruppe sind

p = {x ∈ K | v(x) > 0}, o∗ = {x ∈ K | v(x) = 0}.
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Der Körper k = o/p heiÿt Restklassenkörper von K.
Sei K ein diskret bewerteter Körper mit endlichem Restklassenkörper k

der Kardinalität q, das heiÿt q = pn mit einer Primzahl p. Dann de�niert v
einen Absolutbetrag

| · | : K → Z[1
q
], |x| := q−v(x).

Dieser hat folgende Eigenschaften:

(1) |x| = 0 ⇐⇒ x = 0,

(2) |xy| = |x| |y|,

(3) |x+ y| ≤ max{|x|, |y|},

(4) ∃x ∈ K∗ : |x| ≠ 1.

Die Ungleichung (3) heiÿt verschärfte Dreiecksungleichung. Durch | · | wird K
insbesondere ein topologischer Körper. Die Topologie läÿt sich durch Konver-
genz von Folgen charakterisieren, und man kann fragen, ob K vollständig ist.
Wie üblich kann man einen diskret bewerteten Körper stets vervollständigen
und in seine Vervollständigung einbetten.

De�nition A.1. Sei K ein diskret bewerteter Körper mit endlichem Rest-
klassenkörper k = o/p ∼= Fpr . Man bezeichnet K als lokalen Körper, wenn K
bzgl. | · | vollständig ist.

Bemerkung A.2. Wir haben die Terminologie von Neukirch übernommen.
Oft nennt man diese Körper nicht-archimedische lokale Körper. Die archi-
medischen lokalen Körper sind dann die in bezug auf einen Absolutbetrag
| · | vollständigen, für welche die verschärfte Dreiecksungleichung |x + y| ≤
max{|x|, |y|} aber falsch ist. Die einzigen archimedischen lokalen Körper sind
(bis auf Isomorphie) der Körper R der reellen Zahlen und der Körper C der
komplexen Zahlen. In dieser Arbeit geht es aber ausschlieÿlich um nicht-
archimedische lokale Körper.

Satz A.3.

(1) Ein diskret bewerteter Körper ist genau dann vollständig, wenn er lokal
kompakt ist.

(2) Ein lokaler Körper ist ein total unzusammenhängender, lokal kompak-
ter, hausdor�scher topologischer Körper.
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(3) Der diskrete Bewertungsring o ist eine maximale kompakte Untergruppe
der topologischen Gruppe (K,+). Die Ideale pn (n ∈ Z) bilden eine Um-
gebungsbasis des neutralen Elements 0 ∈ (K,+) aus kompakt-o�enen
Untergruppen.

(4) Klassi�kation: Die lokalen Körper der Charakteristik 0 sind die endli-
chen Erweiterungen der p-adischen Zahlkörper Qp; diejenigen von Cha-
rakteristik l ̸= 0 sind die Potenzreihenkörper Flr((X)).

De�nition A.4. Die endlichen Erweiterungskörper der p-adischen Zahlkör-
per Qp, also die lokalen Körper der Charakteristik 0, heiÿen p-adische Zahl-
körper.

Beispiele:

(1) Auf dem Körper Q der rationalen Zahlen hat man den üblichen Ab-
solutbetrag, der in diesem Kontext mit | · |∞ bezeichnet wird und eine
archimedische Bewertung ist. Für jede Primzahl p hat man auÿerdem
den p-adischen Absolutbetrag | · |p: jede rationale Zahl x hat eine ein-
deutige Darstellung x = pr a

b
mit r ∈ Z und nicht durch p teilbaren

Zahlen a, b ∈ Z, und man setzt nun |x|p := p−r. Dies ist eine nicht-
archimedische Bewertung, und bis auf Äquivalenz sind das bereits alle:
jede Bewertung auf Q ist zu einer der Bewertungen

| · |2, | · |3, | · |5 · · · | · |∞

äquivalent. Die Vervollständigung von Q bzgl. | · |p ist der p-adische
Zahlkörper Qp. Seine Elemente lassen sich als formale Laurentreihen
f =

∑∞
n=m fnp

n mit fn ∈ {0, 1, . . . , p − 1} und m ∈ Z darstellen. Die
p-adischen Zahlen mit m ≥ 0 bilden den diskreten Bewertungsring Zp
der ganzen p-adischen Zahlen. Die Bewertung ist durch

v(f) = min{n ∈ Z | fn ̸= 0}

gegeben. Die Ringstruktur auf Zp ergibt sich folgendermaÿen: für f ∈
Zp betrachtet man die Partialsummen sk :=

∑k−1
n=0 fk. Dann ist

(sk mod pk)∞k=1 ∈
∞∏
k=1

Z/pkZ,

und so als Unterring des Produkts aufgefaÿt, bilden die ganzen p-
adischen Zahlen gerade den inversen Limes lim←−Z/p

kZ des inversen Sy-
stems Z/pZ← Z/p2Z← . . .
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(2) Der Ring FqvXw der formalen Potenzreihen ist ein diskreter Bewer-
tungsring. Ein Element ist von der Form f(X) =

∑∞
n=0 fnX

n mit
fn ∈ Fq. Die algebraischen Operationen sind die üblichen. Die Ein-
heitengruppe ist

FqvXw∗ = {f ∈ FqvXw | f0 ̸= 0}.

Das Komplement ist das eindeutige maximale Ideal (X) mit dem uni-
formisierenden Element X. Der Quotientenkörper von FqvXw ist der
Körper Fq((X)) der formalen Laurentreihen, dessen Elemente sich in
der Form f =

∑∞
n=−m fnX

n mit m ∈ Z schreiben lassen. Die Bewer-
tung ist

v : Fq((X))∗ → Z, v(f) = min{n ∈ Z | fn ̸= 0},

der Absolutbetrag |f | = q−v(f).

Bemerkung A.5. Sei Qp ein algebraischer Abschluÿ von Qp. Der Absolut-
betrag von Qp läÿt sich in eindeutiger Weise auf Qp fortsetzen. Die Kör-
pererweiterung Qp ⊆ Qp ist ∞-dimensional, aber Qp ist nicht vollständig.
Die Vervollständigung von Q̄p wird mit Cp bezeichnet und ist algebraisch
abgeschlossen, aber nicht lokal kompakt. Als Körper ist Cp isomorph zu C.

B A�ne algebraische Gruppen

Wir verweisen auf die Bücher von Borel [12], Humphreys [33], Springer [54],
Milne [43], zu reduktiven Gruppen besonders auch auf Borel/Tits [13, 14].
Eine gute und knappe Übersicht über alles, was wir brauchen, bietet der
Artikel [44] von Murnaghan.

Sei k ein Körper und K = k ein algebraischer Abschluÿ.

De�nition B.1. Eine a�ne algebraische Gruppe (wir werden dafür kurz
algebraische Gruppe schreiben) ist eine Gruppe G, die zugleich eine a�ne
algebraische Varietät (über K) ist, und zwar so, daÿ die Multiplikation und
Inversenbildung als Abbildungen

µ : G×G→ G und ι : G→ G

Morphismen von Varietäten sind.

Es ist ein bemerkenswerter Umstand, daÿ jede (a�ne) algebraische Grup-
pe isomorph ist zu einer (Zariski-)abgeschlossenen Untergruppe irgendeiner
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allgemeinen algebraischen Gruppe GLm(K), also zu einer Matrixgruppe, wo-
her die synonyme Bezeichnung lineare algebraische Gruppe rührt. Genauer
gibt es eine treue Darstellung G → GLm, von der diese Identizi�erung ab-
hängt. Wir stellen uns G als in einen a�nen Raum Kn eingebettet vor. Da
wir die Ergebnisse, die wir benötigen, nur zitieren werden, legt es uns für
die vorlegende Arbeit keine Beschränkung auf, diese sehr konkrete Betrach-
tungsweise anzunehmen.

De�nition B.2.

(1) Eine a�ne algebraische Varietät X ⊆ Kn heiÿt über k de�niert oder
k-Varietät, wenn das Ideal I(X) ⊆ K[X1, . . . , Xn] der Polynome, deren
Nullstellengebilde sie ist, Erzeuger mit Koe�zienten in k besitzt.

(2) Ein Morphismus φ : X → Y zwischen zwei über k de�nierten a�nen
algebraischen Varietäten ist selbst über k de�niert, wenn seine polyno-
mialen Koordinatenfunktionen Koe�zienten in k haben.

(3) Schlieÿlich heiÿt eine a�ne algebraische Gruppe G über k de�niert oder
k-Gruppe, wenn G, µ und ι in diesem Sinne über k de�niert sind.

(4) Die Menge G(k) := G∩ kn wird als die Menge der k-rationalen Punkte
bezeichnet und besitzt eine Gruppenstruktur.

Die Einheitskomponente von G ist die eindeutig bestimmte irreduzible
Komponente vonG, die das Einselement enthält, und wird mitG◦ bezeichnet.
Es handelt sich um einen Normalteiler von endlichem Index in G, dessen
Nebenklassen die irreduziblen Komponenten von G sind. Gilt G = G◦, so
wird G üblicherweise als zusammenhängend bezeichnet, weil Irreduzibilität
und Zusammenhang bei algebraischen Gruppen das gleiche bedeuten. Wenn
G eine k-Gruppe ist, so auch G◦.

De�nition B.3. Ein Element x ∈ G heiÿt

(1) halbeinfach, wenn es, als Matrix aufgefaÿt, diagonalisierbar ist, das
heiÿt, es gibt g ∈ GLn(K) derart, daÿ g−1xg eine Diagonalmatrix ist;

(2) unipotent, wenn x − 1 nilpotent ist, also (x − 1)n = 0 für irgendein
n ∈ N.

Die Jordanzerlegung besagt, daÿ sich jedes g ∈ G eindeutig in der Form
g = gsgu = gugs zerlegen läÿt, wobei gs halbeinfach (semisimple) und gu
unipotent ist.
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Bemerkung. Wenn man algebraische Gruppen abstrakter de�niert, dann
gibt es eine treue Darstellung G → GLn(K), die mit der Jordanzerlegung
verträglich ist.

Die Kommutatoruntergruppe D(G) = [G,G] ist abgeschlossen, zusam-
menhängend, wenn G es ist, und über k de�niert, wenn G es ist. Die alge-
braische Gruppe G heiÿt au�ösbar, wenn sie es im üblichen algebraischen
Sinne ist.

De�nition B.4.

(1) Das Radikal R(G) von G ist die Einheitskomponente des eindeutig be-
stimmten maximalen au�ösbaren Normalteilers von G. Dieser ist stets
abgeschlossen.

(2) Das unipotente Radikal Ru(G) ist die Gruppe, die aus den unipotenten
Elementen von R(G) besteht. Es handelt sich um den eindeutig be-
stimmten maximalen zusammenhängenden unipotenten Normalteiler
von G und ist stets abgeschlossen.

(3) Man nennt G halbeinfach, wenn R(G) = {1} ist, und reduktiv, wenn
Ru(G) = {1} ist.

(4) Ein Torus ist eine algebraische Gruppe T, die zu einem endlichen Pro-
dukt Gd

m = Gm × · · · ×Gm (d-mal) multiplikativer Gruppen isomorph
ist. Die natürliche Zahl d ist die Dimension von T. Der Torus T heiÿt
k-Torus, wenn er über k de�niert ist, und k-zerfallender k-Torus, wenn
auÿerdem der Isomorphismus T ∼= Gd

m über k de�niert ist.

Wenn k unendlich ist, was bei uns immer der Fall sein wird, dann gibt es
einen über k de�nierten maximalen Torus in G, siehe [54, 13.3.6].

De�nition B.5.

(1) G heiÿt k-zerfallend oder auch nur zerfallend (split), wenn es einen
k-zerfallenden maximalen k-Torus gibt.

(2) G heiÿt quasizerfallend (quasi-split), wenn es eine über k de�nierte
Boreluntergruppe gibt.

Es sei von jetzt an G eine zusammenhängende reduktive k-Gruppe.

Proposition B.6.

(1) Das Radikal R(G) ist ein zentraler Torus. Es ist die Einskomponente
des Zentrums, d. h. R(G) = Z(G)◦. Der Durchschnitt R(G) ∩ D(G)
ist endlich. Siehe [54, 7.3.1].



8. Anhang 170

(2) D(G) ist halbeinfach, und G wird von R(G) und D(G) erzeugt, in dem
Sinne, daÿ G = R(G) ·D(G). Siehe [54, 8.1.6].

(3) Es gibt in G einen maximalen über k zerfallenden k-Torus. Siehe [54,
13.2.4, 13.3.6].

(4) Zwei maximale über k zerfallende k-Tori sind durch ein Element von
G(k) zueinander konjugiert. Siehe [54, 15.2.6].

De�nition B.7.

(1) Der Rang von G ist die Dimension eines maximalen Torus von G.

(2) Der k-Rang von G ist die Dimension eines maximalen über k zerfallen-
den k-Torus von G.

(3) Der halbeinfache Rang von G ist der Rang von G/R(G).

(4) Der halbeinfache k-Rang von G ist der k-Rang von G/R(G).

Bemerkung B.8. Weil zwei verschiedene T konjugiert sind, so hängt der
k-Rang nicht von der Wahl von T ab und ist somit eine Invariante von G.

Eine Boreluntergruppe ist eine maximale zusammenhängende, au�ösbare
Untergruppe B von G. Es gibt solche Untergruppen, aber eine Borelunter-
gruppe ist im allgemeinen nicht über k de�niert. Der Quotient G/B ist eine
projektive Varietät, und für eine Zariski-abgeschlossene Untergruppe P ⊆ G
ist G/P dann und nur dann eine projektive Varietät, wenn P eine Borel-
untergruppe enthält. Eine solche Untergruppe P wird als parabolische Un-
tergruppe bezeichnet. Eine parabolische Untergruppe ist zusammenhängend
und ihr eigener Normalisator in G.

Sei P eine parabolische k-Untergruppe von G. Ein k-Levifaktor von P ist
eine reduktive k-Untergruppe M ⊆ P mit P = M⋉N, wobei N := Ru(P).
Diese Zerlegung heiÿt Levizerlegung von P, aber sie ist nicht eindeutig. Wir
bezeichnen eine k-Untergruppe M ⊆ G als k-Leviuntergruppe von G, wenn
M ein k-Levifaktor einer parabolischen k-Untergruppe P ist.

Die reduktive k-Gruppe G ist selbst eine parabolische k-Untergruppe mit
Ru(G) = {1}. Es gibt also solche. Daher gibt es auch minimale parabolische
k-Untergruppen.

Proposition B.9.

(1) Das unipotente Radikal N einer parabolischen k-Gruppe P ist über k
de�niert und zerfällt über k. Es gibt über k de�nierte Leviuntergruppen
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von P, und zwei solche sind durch ein eindeutiges Element von N :=
N(k) zueinander konjugiert. Des weiteren enthält P einen maximalen
über k zerfallenden k-Torus von G. Siehe [54, 16.1.1].

(2) Dann und nur dann gibt es echte parabolische k-Untergruppen von G,
wenn der halbeinfache k-Rang von G nicht Null ist. Das ist äquivalent
dazu, daÿ es einen über k zerfallenden Torus gibt, der nicht in Z (G)
liegt. Siehe [13, 4.17].

(3) Der halbeinfache k-Rang eines Levifaktors einer echten parabolischen
k-Untergruppe ist echt kleiner als der von G.

(4) Zwei minimale parabolische k-Untergruppen von G sind durch ein Ele-
ment von G(k) zueinander konjugiert.

(5) Sei P0 eine minimale parabolische Untergruppe. Dann gibt es einen
maximalen über k zerfallenden k-Torus T von G, der in P0 liegt, und
der Zentralisator M0 = ZG(T) ist über k de�niert und ein k-Levifaktor
von P0. Der halbeinfache k-Rang von M0 ist Null.

Bemerkung B.10. Punkt (2) erlaubt es uns, Beweise mit Hilfe vollständiger
Induktion über den halbeinfachen k-Rang von G zu führen.

De�nition B.11. Wenn G eine über k de�nierte echte parabolische Unter-
gruppe besitzt, heiÿt G isotrop, sonst anisotrop.

B.1 Die Liealgebra einer a�nen algebraischen Gruppe

Sei G eine a�ne algebraische Gruppe über K und A := K[G] der a�ne Koor-
dinatenring. Dessen Elemente kann man, wenn G als Matrixgruppe vorliegt,
als polynomiale Funktionen G→ K au�assen. Eine Derivation auf A ist eine
K-lineare Abbildung D : A→ A, für welche die Produktregel

D(φ · ψ) = φ ·D(ψ) +D(φ) · ψ (8.1)

gilt. Die Derivationen auf A bilden einen K-Vektorraum DerK(A), der mit
dem Kommutator [D1, D2] := D1 ◦D2 −D2 ◦D1 eine Lie-Algebra wird. Zu
gegebenem g ∈ G sei

λg : A −→ A, (λgφ)(x) := φ(g−1x), φ ∈ A, x ∈ G,

die Linkstranslation. Die Lie-Algebra von G ist

g = Lie(G) := {D ∈ DerK(A) | ∀g ∈ G : λg ◦D = D ◦ λg}.
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Es handelt sich um eine Lie-Unteralgebra von DerK(A), die man die Lie-
Algebra der linksinvarianten Derivationen von A nennt.

Der Tangentialraum Te(G) := DerK(A,K) von G bei e besteht aus den
K-linearen Abbildungen D : A→ K mit

D(φ · ψ) = φ(e) ·D(ψ) + ψ(e) ·D(φ), φ, ψ ∈ A,

und ist als K-Vektorraum isomorph zu Lie(G). Durch

α : DerK(A)→ DerK(A,K), α(D)(φ) := (Dφ)(e),

ist ein kanonischer Isomorphismus gegeben. Durch Strukturtransport wird
Te(G) so zur Lie-Algebra, und mit Hilfe dieser Identi�zierung erweist sich
die Bildung der Lie-Algebra als Funktor: Zu einem Morphismus φ : G1 → G2

algebraischer Gruppen kann man das Di�erential dφ : g1 → g2 de�nieren. Ist
D ∈ g1, so ergibt sich dφ(D) aus dem Diagramm

K[G2] K[G1]

K.

φ∗

dφ(D)
D

Das Di�erential ist ein Homomorphismus von Lie-Algebren. Hiervon gibt
zwei wichtige Spezialfälle:

(1) Sei H ⊆ G eine abgeschlossene Untergruppe und ι : H ↪→ G die Inklu-
sion. Dann ist dι : h ↪→ g ein Monomorphismus von Lie-Algebren. Man
kann also h als Lie-Unteralgebra von g au�assen.

(2) Zu jedem g ∈ G kann man das Di�erential des inneren Automorphismus
ιg : G→ G, ιg(x) := gxg−1, betrachten. Dieses ist ein Automorphismus
von g. Hierdurch wird die adjungierte Darstellung von G auf g de�niert:

Ad: G −→ AutK(g), Ad g(D) := dιg(D).

B.2 Wurzelzerlegung einer reduktiven k-Gruppe

Sei G = G(k) eine reduktive p-adische Gruppe mit maximalem k-zerfallen-
dem k-Torus S = S(k). Dann sind NG(S) und ZG(S) über k de�niert.

De�nition B.12. Wir schreiben

NG(S) := NG(S)(k) und ZG(S) := ZG(S)(k).
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De�nition B.13. Die Weylgruppe von G ist die endliche Gruppe

W =WG := NG(S)/ZG(S) = NG(S)/ZG(S).

Dabei ist M0 = ZG(S) Levifaktor einer minimalen parabolischen k-Un-
tergruppe P0 von G. Es gibt ein Repräsentantenssystem von W in G, und
W operiert einfach transitiv auf der Menge der minimalen parabolischen
k-Untergruppen von G.

Bemerkung B.14. Wenn T ein maximaler Torus in einer zusammenhän-
genden reduktiven Gruppe G ist, dann gilt ZG(T) = T. Ein maximaler k-
zerfallender k-Torus muÿ jedoch nicht im ganzen maximal sein.

Unter der adjungierten Operation Ad: S → AutK(g) läÿt sich die Lie-
Algebra g in Wurzelräume zerlegen:

g = m0 ⊕
⊕
α∈Φ

gα, gα :=
{
X ∈ g

∣∣ ∀s ∈ S : Ad s(X) = α(s)X
}
.

Dabei ist m0 die Liealgebra von M0 und Φ = Φ(G,S) ⊆ X(S) die Menge
der Charaktere α von S mit gα ̸= 0. Diese Charaktere sind über k de�niert,
und Φ ist das Wurzelsystem des Paares (G,S). Sei ⟨Φ⟩ ⊆ X(S) die von Φ
erzeugte Untergruppe und V := ⟨Φ⟩ ⊗Z R die Koe�zientenerweiterung zu
einem reellen Vektorraum. Dann kann man Φ als Teilmenge von V au�assen,
und (V,Φ) ist in diesem Sinne ein abstraktes Wurzelsystem (Bourbaki [16,
Ch. VI]), das aber (im Gegensatz zum absoluten Fall, wo man einen absolut
maximalen Torus T ⊆ G betrachtet) nicht reduziert sein muÿ, das heiÿt, zu
α ∈ Φ kann es die Vielfachen ±1

2
α,±α,±2α in Φ geben. Man betrachtet die

nicht-teilbaren (non-divisible) Wurzeln

Φnd :=
{
α ∈ Φ

∣∣ 1
2
α /∈ Φ

}
,

und dies ist ein reduziertes Wurzelsystem. Die Weylgruppe W(V,Φ) ist die
von den Re�exionen sα in GL(V ) erzeugte endliche Untergruppe und kano-
nisch isomorph zu WG. Das Wurzelsystem beinhaltet die ganze Struktur der
reduktiven Gruppe, insbesondere die für uns wichtigen parabolischen Unter-
gruppen. Wir fassen einiges zusammen:

◦ Der Rang rg(Φ) ist per de�nitionem gleich dimR V und stimmt überein
mit dem halbeinfachen k-Rang von G.

◦ Eine Basis ∆ ⊆ Φ ist eine Teilmenge mit #∆ = rg(Φ) derart, daÿ ∆
eine Basis von V ist und sich jedes α ∈ Φ in der Form

α =
∑
β∈∆

cβ(α)β
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schreiben läÿt, wobei die cβ(α) ganze Zahlen mit gleichem Vorzeichen
sind. Dadurch zerfällt Φ = Φ+

∆∪· Φ
−
∆ in die Teilmengen der Wurzeln, die

positive bzw. negative ganzzahlige Linearkombinationen über ∆ sind.

◦ Sei α ∈ Φ. Dann ist

g(α) :=

{
gα, falls 2α /∈ Φ,

gα ⊕ g2α sonst

eine Lie-Unteralgebra von g. Die Wurzeluntergruppe von α ist die ein-
deutig bestimmte vonM0 normalisierte zusammenhängende unipotente
k-Untergruppe U(α) mit g(α) als Lie-Algebra.

◦ Die minimalen parabolischen Untergruppen P0, die S enthalten, be-
�nden sich in Bijektion mit den Basen ∆ von Φ. Sei ∆ ausgewählt und
Φ+ das System der positiven Wurzeln bzgl. ∆. Dann gilt

N0 =
∏
α∈Φ+

nd

U(α) und M0 = ZG(S).

◦ Seien P0 und ∆ festgelegt. Die standardparabolischen Untergruppen
von G sind dann diejenigen, die P0 enthalten, und be�nden sich in
Bijektion mit den Teilmengen I ⊆ ∆. Die von I bestimmte standard-
parabolische Untergruppe PI ist folgendermaÿen gegeben: Sei zunächst
⟨I⟩ := Z · I ∩ Φ. Dann gilt für das unipotente Radikal

NI =
∏

α∈Φ+
nd∖⟨I⟩

U(α),

und MI , die von M0 und den U(α) mit α ∈ ⟨I⟩ erzeugte Untergrup-
pe von G, ist ein Levifaktor von PI , den wir als Standardlevifaktor
bezeichnen. Wir schreiben M < G. Insbesondere hat man die Extrem-
fälle P0 = P∅ und G = P∆.

Für M < G haben wir die Weylgruppe WM = NM(S)/ZM(S). Wegen
M0 ⊆M gilt ZM(S) = ZG(S) = M0, und daraus folgt, daÿ manWM als Un-
tergruppe von WG au�assen kann. Aus den vorhergehenden Betrachtungen
ergibt sich auÿerdem, daÿ der halbeinfache k-Rang eines Levifaktors einer
echten parabolischen Untergruppe von G echt kleiner als der von G selbst
ist.
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C Gruppenoperationen

Das Material in diesem Abschnitt �ndet sich zum Beispiel in dem Buch [56]
von Tammo tom Dieck.

Sei G eine topologische Gruppe, X ein topologischer Raum und

ρ : G×X −→ X, (g, x) 7−→ gx,

eine stetige Gruppenoperation. Diese gibt Anlaÿ zu der stetigen Abbildung

θ : G×X → X ×X, (g, x) 7→ (x, gx).

Sei R := Bild θ ⊆ X × X. Wenn die Operation ρ frei ist, das heiÿt gx = x
dann und nur dann, wenn g = 1, so läÿt sich auÿerdem die Abbildung

φ : R→ G, (x, gx) 7→ g,

de�nieren. Diese ist nicht von vornherein stetig.

De�nition C.1. Eine stetige Abbildung f : Z → Y zwischen topologischen
Räumen heiÿt eigentlich, wenn wenn sie abgeschlossen ist und alle Urbilder
f−1({y}) von Punkten y ∈ Y kompakt sind. Die Operation ρ heiÿt eigentlich,
wenn die stetige Abbildung θ eigentlich ist.

Proposition C.2 (tom Dieck [56, I.11, VIII.19 f.]).

(1) Sei f : X → Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Räumen.
Wenn f eigentlich ist, dann sind die Urbilder f−1(K) aller kompakten
Mengen K ⊆ Y kompakt. Wenn X ein lokal kompakter Hausdor�raum
und Y ein Hausdor�raum ist, dann gilt davon auch die Umkehrung,
und man kann schlieÿen, daÿ Y auch lokal kompakt ist.

(2) Wenn die Operation frei ist, dann ist sie genau dann eigentlich, wenn
R abgeschlossen und φ stetig ist.

(3) Sei ρ eigentlich und x ∈ X. Dann gilt folgendes:

◦ Der Bahnenraum G\X ist hausdor�sch in der Quotiententopo-
logie. Wenn G hausdor�sch ist, dann muÿ auch X hausdor�sch
sein.

◦ Sei H ⊆ G eine abgeschlossene Untergruppe und A ⊆ X eine G-
stabile Teilmenge. Dann sind die Einschränkungen H × X → X
und G× A→ A eigentliche Operationen.

◦ Die Abbildung G→ X, g 7→ gx, ist eigentlich.
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◦ Die Standgruppe Gx = {g ∈ G | gx = x} ist kompakt.
◦ Die kanonische Abbildung G/Gx → Gx ist ein Homöomorphis-
mus.

◦ Die Bahn Gx ist in X abgeschlossen.

(4) Sei G hausdor�sch und lokal kompakt mit einer abzählbaren Basis, X
ein lokal kompakter Hausdor�raum und ρ transitiv. Für jedes x ∈ X
ist die Abbildung G → X, g 7→ gx, dann o�en und die induzierte
Abbildung G/Gx → X ein Homöomorphismus.

Bemerkung C.3. Es ist eine wesentliche Tatsache, daÿ der Bahnenraum
einer eigentlichen stetigen Operation hausdor�sch ist.

De�nition C.4. Eine stetige Abbildung p : X → Y in einen topologischen
Raum Y heiÿt G-Prinzipalbündel, wenn sie auf den Bahnen der Operation
konstant ist, das heiÿt p(gx) = p(x) für alle g ∈ G, und wenn jedes y ∈ Y
eine o�ene Umgebung U derart besitzt, daÿ es einen G-Homöomorphismus
ψ : p−1(U)→ G× U gibt, mit dem das folgende Diagramm kommutiert:

p−1(U) G× U

U.

ψ

∼

p
pr2

Dabei operiert G durch g(h, u) := (gh, u) auf G× U . Die Abbildung ψ heiÿt
Bündelkarte.

Wenn es auf dem G-Raum X ein G-Prinzipalbündel gibt, dann muÿ die
Operation frei sein. Denn sei gx = x ∈ p−1(U), wobei U Bildbereich einer
Bündelkarte mit p(x) ∈ U ist. Dann ist ψ(x) = (h, p(x)) = (gh, p(x)) für
ein eindeutig bestimmtes h ∈ G, also g = 1. Die von p induzierte Abbildung
G\X → Y ist ein Homöomorphismus. Daraus folgt, daÿ die Quotientenab-
bildung q : X → G\X ebenfalls ein G-Prinzipialbündel ist. Man kann nun
umgekehrt fragen, wann die Quotientenabbildung einer beliebigen freien ste-
tigen Operation ρ sogar ein G-Prinzipalbündel ist. Dies ist eine schwierige
Frage. Es genügt nicht, daÿ die Operation eigentlich ist. Man hat jedoch:

Proposition C.5. Sei ρ frei.

(1) Wenn G diskret ist, dann q : X → G\X genau dann ein G-Prinzipal-
bündel, wenn φ stetig ist [56, I.11.2]. Insbesondere ist das der Fall,
wenn ρ frei und eigentlich ist.
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(2) Im allgemeinen ist q genau dann ein Prinzipalbündel, wenn es eine
o�ene Überdeckung X =

⋃
i∈I Ui durch triviale G-Unterräume gibt,

das heiÿt, es gibt zu jedem Index eine stetige G-Abbildung fi : Ui → G
[56, IX.1.4].

Bemerkungen C.6. Die zweite Aussage charakterisiert die G-Prinzipalbün-
del als die lokal trivialen G-Räume. Was den Begri� des G-Prinzipalbündels
anbetri�t, so besteht eine gewisse historische Uneinheitlichkeit: in manchen
Texten, etwa Palais [46], wird als G-Prinzipalbündel (im weiteren Sinne) ein
vollständig regulärer (T3a + T1) G-Raum X bezeichnet, auf dem eine lokal
kompakte Gruppe G frei operiert. Die lokale Trivialität wird nicht gefordert.
Bei Cartan [21], wo der Begri� wohl zum erstenmal eingeführt wurde, ist ein
Prinzipalbündel (frz. éspace �bré principal) per De�nition dasselbe wie eine
freie, eigentliche Operation. Aber eine solche muÿ nicht lokal trivial sein.

De�nition C.7 ([56, VIII.20.7]). Für zwei Teilmengen U, V ⊆ X sei

W(U, V ) := {g ∈ G | gU ∩ V ̸= ∅}.

Die Operation ρ hat kompakte Wiederkehr, wenn es zu jedem Paar (x, y) ∈
X × X o�ene Umgebungen Ux und Vy derart gibt, daÿ W(Ux, Vx) in einer
kompakten Teilmenge von G liegt.

Proposition C.8 ([56, VIII.20.8 �.]).

(1) Sei X hausdor�sch. Wenn ρ kompakte Wiederkehr hat, dann ist ρ ei-
gentlich. Wenn G lokal kompakt ist, dann gilt hiervon auch die Umkeh-
rung.

(2) Sei G\X hausdor�sch. Dann hat ρ genau dann kompakte Wiederkehr,
wenn X ein Cartanscher G-Raum (Palais [46]) ist, das heiÿt, jedes x ∈
X besitzt eine Umgebung V derart, daÿ W(V, V ) in einer kompakten
Menge liegt.
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