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� Einleitung

In einer Vielzahl von Anwendungen aus Wissenschaft� Wirtschaft und Industrie be�
steht die Notwendigkeit� Funktionen aus vorgegebenen Daten zu rekonstruieren� Da�
bei treten nicht selten auch Daten von Funktionen mit sehr vielen Variablen auf� die
mit entsprechenden Interpolationsmethoden behandelt werden m�ussen�

Im Rahmen der multivariaten Approximationstheorie werden solche Problemstellun�
gen wirkungsvoll durch die Interpolation mit Basisfunktionen gel�ost� Im klassi�
schen Fall verwendet man Basisfunktionen� die radial sind� eine derartige Vorgehens�
weise ist jedoch nicht zwingend erforderlich und auch nicht in jedem Fall zweckm�a�ig�
Wir formulieren eine solche eindeutig bestimmte Interpolante sf���X an eine Funktion
f auf dem Datensatz X � fx�� � � � � xNg mit zugrundegelegter Basisfunktion � mittels

sf���X �
NX
j��

�j���� xj� � p

mit p � P und

NX
j��

�j �p�xj� � � f�ur alle �p � P�

dabei mu� die Basisfunktion � bedingt positiv de�nit bez�uglich des Raumes P sein�
Benutzt wird die Interpolation mit �radialen� Basisfunktionen beispielsweise zum
Entwurf neuronaler Netze� zur L�osung von partiellen Di�erentialgleichungen �		� oder
im Bereich des Computer Aided Design �����

Bei der Interpolation in hohen Raumdimensionen f�uhrt jedoch ein auch aus vielen
anderen Teilbereichen der numerischen Mathematik bekanntes Ph�anomen zu einem
schwerwiegenden komplexit�atstheoretischen Problem� Um in jeder Raumdimension
gleichbleibend gute Resultate zu erzielen� mu� der Daten� und damit auch der Re�
chenaufwand mit Erh�ohung der Raumdimension in exponentieller Weise anwach�
sen� Dieser Sachverhalt wird deshalb auch als Fluch der Dimension bezeichnet�
Im Rahmen der Interpolationstheorie nimmt dieser Fluch folgende Gestalt an� Bei
der Reproduktion einer Funktion f durch eine Interpolante sf�X auf dem Datensatz
X � fx�� � � � � xNg messen wir die Qualit�at oder Approximationsg�ute einer solchen
numerischen Operation in vielen F�allen durch Beschr�ankung der Norm des Fehler�
funktionals

kf � sf�Xk � C h�X��

in Abh�angigkeit von der F�ulldistanz

hX�� � sup
y��

min
x�X

kx� yk�
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einer Ma�gr�o�e f�ur die Datenverteilungsdichte auf dem Gebiet �� Man bezeich�
nte dann � als Approximationsordnung� Ist der Datensatz X quasi�regul�ar� d�h� in
gleichm�a�iger Art und Weise verteilt� so kann auf einem beschr�ankten Gebiet die
F�ulldistanz hX�� in Beziehung zur Anzahl N der Daten und der Raumdimension d
gesetzt werden� Die Norm des Fehlerfunktionals erh�alt dann eine obere Schranke der
Form

kf � sf�Xk � �C N��
d �

und die Approximationsg�ute verschlechtert sich deutlich mit anwachsender Raumdi�
mension� wenn nicht die Anzahl der Daten entsprechend erh�oht wird�

Eine L�osungsm�oglichkeit f�ur dieses Problem besteht in der Anwendung desAlgorith�
mus von Smolyak �
��� der 	
�� f�ur das Gebiet der numerischen Integration eine
Methode entwickelt hat� welche dem Fluch der Dimension erheblich entgegenwirkt�
Grundlage dieser Methode ist es� die Komplexit�at voller d�dimensionaler Tensorpro�
dukte bzw� Tensorprodukt�Operatoren durch geschickt gew�ahlte Kombination von
Di�erenzen zu reduzieren� Voraussetzung f�ur eine zielgerichtete Nutzung des Verfah�
rens ist eine hinreichend hohe Gl�atte der zugrundegelegten Funktionen�
Seit dieser Zeit wurde der Smolyak�Algorithmus auf eine Vielzahl von hochdimen�
sionalen Problemstellungen angewandt� Dazu z�ahlen etwa die L�osung von partiellen
Di�erentialgleichungen ����� �	��� die trigonometrische Interpolation und Interpolation
mit Wavelets �
	�� die Polynominterpolation ���� naturgem�a� die numerische Integra�
tion �
��� ����� dabei insbesondere die Approximation von stochastischen Integralen
����� ���� und als Anwendung derselben die numerische Berechnung hochdimensiona�
ler Integrale aus dem Finanzwesen zur Bewertung von Finanzderivaten� Alle diese
Arbeiten benutzen einen speziellen Datensatz� der gitterartig strukturiert ist� aber
gegen�uber einem vollbesetzten Gitter eine deutlich geringere Punktanzahl aufweist
und deshalb auch d	unnes Gitter genannt wird�

In dieser Arbeit wird der Smolyak�Algorithmus zum ersten Mal bei der Interpolation
mit Basisfunktionen angewandt� Es k�onnen dabei die verschiedensten Arten von Ba�
sisfunktionen� einschlie�lich solcher in radialer Form� verwandt werden� Als besonders
geeignet erweist es sich allerdings� auf Basis von Tensorproduktfunktionen zu inter�
polieren� Das l�a�t sich unter anderem dadurch begr�unden� da� damit die Gl�atte der
zugrundegelegten Basisfunktion im Gegensatz zur radialen Funktion gleichen Typs
deutlich erh�oht wird� Als Resultat erhalten wir verschiedene multivariate Interpolan�
ten sf���X an eine Funktion f mit der Basisfunktion � auf dem Datensatz X� welche
durch Verwendung des Smolyak�Algorithmus Fehlerabsch�atzungen der Form

kf � sf���Xk� � �C N�� ��d� log�N���d���������c
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folgern lassen� dabei bezeichnet N die Anzahl der Punkte des Datensatzes� Bei gleich�
bleibener Datengr�o�e ergeben sich damit Fehlerschranken� die im Vergleich mit eindi�
mensionalen Ergebnissen fast optimal sind und sich mit Anwachsen der Raumdimen�
sion nicht wesentlich verschlechtern� Teilweise erreichen wir dabei sogar exponentielle
Approximationsg�uten� in diesen F�allen gilt

kf � sf���Xk� � �C e��cdN �	d�log�N��d��

gegen�uber klassischen Fehlerabsch�atzungen der Gestalt

kf � sf���Xk� � C e�cN
�
d

in Abh�angigkeit von der Gr�o�e N eines regul�aren Datensatzes auf dem beschr�ank�
ten Gebiet �� durch Absch�atzungen der obigen Form ist der Fluch der Dimension
dort erheblich entsch�arft worden� Damit ist f�ur das Komplexit�atsproblem bei der
Interpolation mit �radialen� Basisfunktionen eine brauchbare L�osung gefunden� Neu�
artig ist der mir bekannten Literatur zufolge auch die Nutzung der Methode auf
einem allgemeineren� chaotischen Datensatz� denn der Smolyak�Algorithmus wird
nicht mehr ausschlie�lich auf dem d�unnen Gitter angewandt� daraus folgt eine deut�
lich erh�ohte Anwendungsbreite des Verfahrens� Als Beispiel f�ur eine Nutzung einer
solchen Smolyak�Interpolation mit Basisfunktionen k�onnte unter anderem m�oglicher�
weise die Approximation hochdimensionaler Integrale aus dem Finanzwesen in Frage
kommen� dort werden bisher Smolyak�Polynominterpolanten ���� auf d�unnen Gittern
als Hilfsmittel genutzt�

Abb�� Zweidimensionales und dreidimensionales d�unnes Gitter
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Der Aufbau der Arbeit gliedert sich folgenderma�en�

Abschnitt � enth�alt die Grundlagen der Interpolation mit �radialen� Basisfunktio�
nen� Dabei wird insbesondere auf die sp�ater besonders relevanten Themen wie die
Methoden der Fehlerabsch�atzung und die Theorie der R�aume der zu interpolierenden
Funktionen� den sogenannten Native Spaces� eingegangen�

Abschnitt � ist der Methode von Smolyak gewidmet� Dort wird der Smolyak�Algorith�
mus� der sowohl bei Datenmengen� Funktionen� Funktionenr�aumen und lineare Ope�
ratoren eingesetzt werden kann� zun�achst in einer sehr allgemeinen Gestalt und
schlie�lich in den verschiedenen Anwendungen vorgestellt� Da f�ur die Nutzung des
Smolyak�Algorithmus die Theorie der Tensorprodukte und Tensorr�aume von ent�
scheidender Bedeutung ist� wird sie hier ausf�uhrlich behandelt� Es folgt die Beschrei�
bung des Smolyak�Tensorproduktoperators in seinen verschiedenen Darstellungsfor�
men� er wird sp�ater f�ur die Interpolation genutzt� Besondere Beachtung �ndet auch
der zugrundegelegte Datensatz� das d�unne Gitter� Da die zu erwartenden Fehler�
absch�atzungen in Abh�angigkeit von seiner Punktanzahl dargestellt werden sollen�
kommt ihrer Bestimmung erh�ohte Bedeutung zu� Aus diesem Grund enth�alt der Ab�
schnitt auch eigene Ergebnisse zu dieser Fragestellung� und insgesamt wurde auf die
detallierte Darstellung der Konstanten in Abh�angigkeit von der Raumdimension viel
Wert gelegt� um diese Information an die sp�ateren Fehlerabsch�atzungen weitergeben
zu k�onnen� Zudem betrachten wir einen neuen Typ von multivariaten Funktionen�
den wir gewinnen� wenn wir den Smolyak�Algorithmus auf univariate Funktionen
anwenden� Wichtige Beispiele f�ur solche Funktionen sind multivariate Polynome� de�
ren Monombasen ebenfalls einer Smolyak�Struktur folgen und die wir deshalb als
Smolyak�Polynome bezeichnen wollen�

Auf Basis der im vorangegangenen Abschnitt bereitgestellten theoretischen Grund�
lagen wird in Abschnitt � in allgemeiner und ausf�uhrlicher Form festgestellt� unter
welchen Umst�anden die Methode von Smolyak genutzt werden kann und unter wel�
chen Bedingungen sie den Fluch der Dimension behebt� Dabei wird deutlich� da� die
Nutzbarkeit des Algorithmus im wesentlichen auf die Struktur der zugrundegelegten
Funktionenr�aume und ihrer mit einer besonderen Eigenschaft ausgestatteten Normen
zur�uckzuf�uhren ist� Dementsprechend enth�alt dieser Abschnitt eine Sammlung von
Funktionenr�aumen� die f�ur die Verwendung des Smolyak�Algorithmus geeignet sind�
Darauf aufbauend ist die Anwendbarkeit der Smolyak�Methode auf spezielle Inter�
polanten wie etwa auf Polynome nach ��� oder auf eine Vielzahl von Splines sofort
nachvollziehbar� F�ur letzteres Interpolationsproblem werden entsprechende Fehler�
schranken bereitgestellt� die schlie�lich keinem Fluch der Dimension mehr unterlie�
gen�
Besondere Aufmerksamkeit wird naturgem�a� der Fragestellung gewidmet� inwiefern
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die der Interpolation mit Basisfunktionen zugrundegelegten Funktionenr�aume� die
Native Spaces� ebenfalls den beschriebenen Bedingungen gen�ugen� welche eine Nut�
zung der Smolyak�Methode zur Behebung des Fluches der Dimension erm�oglichen�
Eine Untersuchung der Strukturen der Native Spaces f�uhrt zu dem Ergebnis� da� wir
dem Komplexit�atsproblem entgegenwirken k�onnen� wenn wir mit Tensorprodukten
einer univariaten� positiv de�niten Basisfunktion interpolieren� Angewandt auf das
Tensorprodukt von Wendlandfunktionen wird erwartungsgem�a� eine in Abh�angigkeit
von der Anzahl der Datenpunkte des d�unnen Gitters in jeder Raumdimension kon�
stante polynomiale Approximationsg�ute erreicht� unwesentlich abgeschw�acht durch
einen logarithmischen Faktor� Im Fall der Interpolation mit Gau�glocken oder ten�
sorierten Inversen Multiquadrics gewinnen wir in Abh�angigkeit von der Datenpunkt�
anzahl sogar exponentielle Approximationsg�ute� bei der der Fluch der Dimension
erheblich abgemildert werden konnte�

Voraussetzung f�ur alle diese Ergebnisse ist die Verwendung des d�unnen Gitters als Da�
tensatz� In Abschnitt 
 wird der Smolyak�Algorithmus in einer modi�zierten� nicht
der �ublicherweise verwandten Methode folgenden Form benutzt� Dadurch wird er�
reicht� da� auf einem chaotischen verteilten Datensatz interpoliert werden kann� Die�
ser Datensatz verh�alt sich bez�uglich der Verteilungsdichte seiner Punkte analog zum
d�unnen Gitter und wird deshalb gest	ortes d	unnes Gitter genannt� Eine weitere
deutliche Verallgemeinerung gegen�uber dem vorangegangenen Abschnitt besteht in
der M�oglichkeit� mit einer wesentlich gr�o�eren Menge von Basisfunktionen zu arbei�
ten� Der Grund f�ur diese Verbesserungen liegt in der Wahl der Interpolante� die im
Vergleich mit der herk�ommlichen Interpolation mit �radialen� Basisfunktionen anstel�
le eines klassischen Polynomanteils ein Smolyak�Polynom enth�alt� Dadurch �nden
wir f�ur allgemeine� bez�uglich des Smolyak�Polynomraumes bedingt positiv de�nite
Basisfunktionen Fehlerabsch�atzungen� die auf Approximationsfehler in diesem Poly�
nomraum zur�uckzuf�uhren sind und die mit Hilfe der Resultate aus Abschnitt � zur
Beseitigung des Fluches der Dimension genutzt werden k�onnen� Bei Verwendung von
Tensorprodukt�Basisfunktionen erhalten wir schlie�lich ohne Gebrauch der Ergebnis�
se des vorangegangenen Abschnittes sowohl direkt auf dem d�unnen Gitter als auch
auf dem gest�orten d�unnen Gitter weitere Fehlerschranken� Diese stellen verglichen mit
dem ersten Resultat f�ur allgemeine Basisfunktionen eine Verbesserung dar� Wie auch
in Abschnitt � k�onnen wir damit dem Fluch der Dimension f�ur die positiv de�niten
Tensor�Wendlandfunktionen� Gau�glocken und tensorierten Inversen Multiquadrics
entgegenwirken� wobei allerdings auf dem chaotischen Datensatz noch keine expo�
nentielle Konvergenz nachgewiesen werden kann� Nach gr�undlicher Untersuchung der
bedingten positiven De�nitheit im Smolyak�Polynomraum k�onnen schlie�lich auch
Multiquadrics� Thin Plate Splines und Polynomials zur Interpolation herangezogen
werden� Im Tensorproduktfall erreichen wir f�ur alle diese Funktionen von der Anzahl
der Daten abh�angige Fehlerschranken� welche sich mit anwachsender Raumdimensi�
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on bei gleichbleibender Gr�o�e des Datensatzes nicht verschlechtern� sondern sogar
in allen diesen F�allen zu einer gegen�uber einer klassischen eindimensionalen Fehler�
schranke verbesserten Approximationsg�ute f�uhren�

Die in dieser Arbeit verwendeten Symbole entsprechen den in der Mathematik allge�
mein �ublichen Bezeichnungen� Zur Begri�skl�arung �nden sich weiterf�uhrende Nota�
tionen im Symbolverzeichnis�

F�ur die Betreuung dieser Dissertation m�ochte ich mich ganz herzlich bei meinem
Doktorvater� Herrn Prof� Dr� Robert Schaback� bedanken� Weiterhin danke ich Herrn
Prof� Dr� Jochen Werner f�ur die �Ubernahme des Korreferates und der Graduier�
tenf�orderung des Landes Niedersachsen f�ur die Finanzierung meiner Arbeit� Beson�
derer Dank geb�uhrt meiner Familie f�ur ihre Unterst�utzung w�ahrend des gesamten
Studiums und beim Entstehen dieser Dissertation�

G�ottingen� im Mai ����
Anja Schreiber



� INTERPOLATION MIT BASISFUNKTIONEN 	�

� Interpolation mit Basisfunktionen

Bei gegebenem beliebig chaotisch verteiltem Datensatz X � fx�� � � � � xNg mit
xj � IRd und gegebener Funktion � � IRd � IR suchen wir zur Funktion f � IRd � IR
eine Interpolante der Gestalt

sf���X�x� �
NX
j��

�j��x� xj� �
QX
k��

�kpk�x�

mit sf���X�xj� � f�xj� �� yj f�ur alle j� Es gelte dabei � �� f��� � � � � �Ng�
� �� f��� � � � � �Qg � IRd� wobei die Nebenbedingung

NX
j��

�jpk�xj� � �

erf�ullt sei� weiterhin bezeichne fp�� � � � � pQg mit pk � IRd � IR eine Basis des Poly�
nomraums P� Wir erhalten mit Hilfe der Matrizen A��X �� ���xj � xl����j�l�N und
PX � �pk�xj�� ��j�N

��k�Q
das Gleichungssystem

�
B� A��X PX

P T
X �

�
CA
�
B� �

�

�
CA �

�
B� y

�

�
CA � �	�

wobei y � �y�� � � � � yN� gelte�

Entscheidend f�ur die L�osbarkeit dieses Gleichungssystems und damit f�ur die Durchf�uhr�
barkeit der Interpolation mit Basisfunktionen ist folgender Begri��

De�nition �
� Die Funktion � � C�IRd� hei�t bedingt positiv de�nit bez�uglich des
Polynomraums P auf IRd� wenn bei beliebiger Wahl von paarweise verschiedenen
x�� � � � � xN � IRd und f�ur alle ��� � � � � �N � IR mit

NX
j��

�jp�xj� � �

f�ur jedes p � P die Bedingung

NX
j��

NX
k��

�j�k��xj � xk� � � ���

mit Gleichheit nur im Fall �� � � � � � �N � � gilt� Die Funktion � hei�t positiv
de�nit� falls ��� f�ur alle ��� � � � � �N gilt�



� INTERPOLATION MIT BASISFUNKTIONEN 		

Der Grund f�ur die Wichtigkeit der bedingten positiven De�nitheit ist der folgende

Satz �
� Ist die Basisfunktion � bedingt positiv de�nit bez�uglich des Polynomraums
P auf IRd� so ist das lineare Gleichungssystem �	� bei injektiver Matrix PX eindeutig
l�osbar�

Der Beweis ist bei ���� zu �nden� �

Im klassischen� �ublicherweise verwandten Fall benutzen wir den Polynomraum

IP d
m �� span

n
xj�� � � � � � xjdd � j � �j�� � � � � jd� � INd


 � jjj � m� 	
o

und formulieren�

De�nition �
� Die Funktion � � C�IRd� hei�t bedingt positiv de�nit der Ordnung
m auf IRd� wenn sie bedingt positiv de�nit bez�uglich des IP d

m auf IRd ist� Wir nennen
sie bedingt positiv de�nit der Ordnung �� falls sie positiv de�nit ist�

Um im klassischen Fall eine Funktion auf bedingte positive De�nitheit zu �uberpr�ufen�
bietet sich ein Ergebnis von Iske �	�� an� welches eine Verallgemeinerung des Satzes
von Bochner ��� darstellt�

Satz �
� Die stetige Funktion � � IRd � IR besitze eine verallgemeinerte Fourier�
transformierte �� � IRd � IR� f�ur die eine reelle Zahl s existiert� so da� �����k�ks
um Null integrierbar ist� Dann ist � genau dann bedingt positiv de�nit der Ordnung
m � s

	
auf IRd� wenn ����� � � f�ur alle � � IRdnf�g und �� �	 � erf�ullt ist�

Aus diesen S�atzen erhalten wir f�ur Funktionen mit gew�ohnlicher Fouriertransformier�
ter� vgl� �
���

Satz �

 Eine stetige Funktion � � L��IR
d� ist genau dann positiv de�nit� wenn f�ur

ihre Fouriertransformierte die Bedingungen ����� � � f�ur alle � � IRdnf�g und �� �	 �
gelten�

Im Tensorproduktfall folgt daraus

Lemma �
� Sei � die Tensorproduktfunktion stetiger� auf IRdj positiv de�niter Funk�
tionen �j � L��IR

rj�� 	 � j � b� mit
Pb

j�� rj � d� Dann ist � positiv de�nit auf IRd�
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Beweis� O�enbar ist � stetig und entstammt dem Raum der Lebesgue�integrierbaren
Funktionen L��IR

d�� Die �gew�ohnlichen� Fouriertransformierten der jeweiligen Funk�
tionen bezeichnen wir mit �� bzw� ��j� Wenden wir nun Satz ��� auf die Funktionen

�j und ihr Tensorprodukt � an� so folgt wegen �� � ��� 
 � � �
 ��b die Behauptung��

Dieses Ergebnis wird sich in einem sp�ateren Abschnitt noch erweitern lassen�

��� Fehlerabsch�atzungen

Die Interpolante kann nach Basiswechsel auch in ihrer Lagrangedarstellung

sf���X �
NX
j��

uj f�xj�

geschrieben werden� Sind dabei beliebige Lagrangefunktionen uj zugelassen� f�ur die
folglich nicht unbedingt sf���X�xj� � f�xj� gelten mu�� so spricht man von Quasi�
Interpolation� Den Interpolationsfehler k�onnen wir nun mit Hilfe des Deltafunktionals
�yf �� f�y� f�ur alle y � IRd darstellen�

f�x�� sf���X�x� �

�
��x � NX

j��

uj�x��xj

�
A f�

Wir bezeichnen das Fehlerfunktional der Quasi�Interpolante im Punkt x durch

	x�X�u �� �x �
NX
j��

uj�x��xj

mit u � fu�� � � � � uNg� es gilt also f�x�� sf���X�x� � 	x�X�u f und die f�ur die Interpo�
lation n�otige Nebenbedingung l�a�t sich nun durch die Gleichung 	x�X�u p � � f�ur alle
p � P beschreiben� Damit ist also 	x�X�u im IR�Vektorraum

LP��� � P� ���

�
�
	 � 	 lineares Funktional der Form 	f �

N�X
i��

��i f
�
x�i
�
auf C���

mit � � X� �
n
x�� � � � � � x

�
n

o
� X� paarweise verschieden und unisolvent�

N�X
i��

��i p�x
�
i � � � f�ur alle p � P� 	 	 � oder ��i �� �� 	 � i � N�

�
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enthalten� Ist nun die Basisfunktion � bedingt positiv de�nit bez�uglich P� so ist f�ur
alle 	� 
 � P� durch

�	� 
�� �� 	u
v��u� v�

ein Skalarprodukt auf P� erkl�art� Genauso wird auf dem Funktionenraum

L
�
P�� �

n
f� � 	u���� u�� 	 � P�o

bei bijektivem L � 	 � f� mittels �f�� f��� �� �	� 
�� ein Skalarprodukt de�niert�
F�ur die dadurch induzierte Norm gilt

k	x�X�uk� � sup
f��L�P��
kf�k� ���

jf��x��PN
j�� uj�x�f��xj�j
kf�k� �

Die Norm des Fehlerfunktionals im Punkt x auf diesem Raum Px�X�u �� k	x�X�uk�
hei�t Power� oder G�utefunktion der Quasi�Interpolation f � PN

j�� uj�x�f�xj� auf

L
�
P�

�
in x � Wir erhalten damit eine Fehlerabsch�atzung

jf��x��
NX
j��

uj�x�f��xj�j � kf�k� Px�X�u� �
�

wobei die durch 	x�X�u beschriebene Quasi�Interpolante exakt auf P sei�

Weiterhin wird auf dem Vektorraum L
�
P�

�
� P mit �f�� p� �� � f�ur p � P� 	 � P�

durch ��� ��� eine symmetrische Bilinearform auf L
�
P�

�
� P mit Kern P de�niert�

Der erste Faktor kf�k� in der Fehlerabsch�atzung �
� wird schlie�lich unter allen

Elementen aus L
�
P�

�
� P in der zugeh�origen Seminorm k � k� minimal� wenn man

die Basisfunktionen�Interpolante zu � einsetzt� Zum Beweis dieses Sachverhaltes vgl�
�����
F�ur die weitere Absch�atzung der Powerfunktion Px�X�u kann nun genutzt werden� da�
sie bei gegebenem Datensatz X durch solche Lagrangebasen u � fu�� � � � � uNg� die
aus den L�osungen des Interpolationsproblems mit der bez�uglich P bedingt positiv
de�niten Basisfunktion � resultieren� minimiert wird� vgl� wieder ����� Es gilt also f�ur
alle Lagrangebasen �u � f�u�� � � � � �uNg mit

NX
j��

�uj�x�p�x� � � f�ur alle p � P ���

die Ungleichung

Px�X�u � Px�X��u�

Diese Vorgehensweise wird im folgenden Abschnitt im klassischen Fall der Interpola�
tion mit radialen Basisfunktionen� welche bez�uglich des Polynomraumes IP d

m bedingt
positiv de�nit sind� erl�autert�
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��� Fehlerabsch�atzungen bei radialen Basisfunktionen

In diesem Abschnitt benutzen wir wie angek�undigt solche Basisfunktionen� welche
sowohl radial als auch auf allgemein �ubliche Weise bedingt positiv de�nit im Sinn
von De�nition ��� sind� Im folgenden wird eine Lagrangebasis �u mit Eigenschaft ���
ausgew�ahlt� welche eine weitere Absch�atzung der Powerfunktion Px�X��u erm�oglicht�
Dazu werden zun�achst Aussagen �uber lokale Interpolation im klassischen multivaria�
ten Polynomraum IP d

M gemacht�

Lemma �
� �Lokale Polynominterpolation� Es gelten folgende Aussagen�

	
� Die Polynominterpolation im IP d
M � spanfx� � j�j �M � 	g ist in den Punkten

�� j�j �M � 	 stets eindeutig m�oglich�

	�� Es gilt det
�
��
�

�j�j�j�j�M�� �� ��

	
� Es existiert �
 � �� so da� f�ur alle x� mit kx���k � �
 die Polynominterpolation
im IP d

M eindeutig l�osbar ist�

Die Gitterdaten werden nun mit Hilfe des folgenden Lemmas gest�ort� wodurch zu
chaotisch verteilten Daten �ubergegangen werden kann�

Lemma �
� �St	orungslemma� Zu jedem k � IN und f�ur alle 
 � � existieren
Konstanten h
 � �� und c�� c	 � �� so da� es f�ur alle x � IRd� f�ur jeden Datensatz
X � fx�� � � � � xNg 
 IRd und

h��x� �� sup
ky�xk��

min
��j�N

ky � xjk � h


lokale Lagrangefunktionen �u��x�� � � � � �uN�x� � IR gibt mit

	
�
PN

j�� �uj�x�p�xj� � p�x� f�ur alle p � IP d
k �

	�� �uj�x� � � f�ur alle j mit kxj � xk � c�h��x� und

	
�
PN

j�� j�uj�x�j � c	�

Beide Beweise sind etwa in ���� zu �nden� Nun kann die G�utefunktion PX�x�u ab�
gesch�atzt werden� Da die in diesem Abschnitt betrachteten Basisfunktionen radial
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sind� ist es m�oglich� die univariate Funktion F mit ��x� � ��kxk� �� F �kxk	� zu
bestimmen� Es bezeichne nun

E�k� �� �� �� inf
p�IP �

k

kF � pk�
������ ���

Die L�osung dieser Approximationsaufgabe stellt einen wesentlichen Bestandteil der
oberen Schranke f�ur die Powerfunktion dar�

Satz �
� Die d�variate radiale Basisfunktion � sei bedingt positiv de�nit der Ord�
nung m� Dann gilt f�ur alle Datens�atze X � fx�� � � � � xNg und f�ur jeden IRd�wertigen
Punkt x mit

h��x� � sup
ky�xk��

min
��j�N

kxj � yk � h
 �

�


M � 	 �

�
 �
�
	
und N �M � m die Absch�atzung der G�utefunktion

P 	
X��u�x � �	 � c	�

	E�k� �� �	�

mit � � �c�h��x�� M � �k � 	� c� � 	 � M��
��

und der von �
 und M abh�angigen
Lebesgueschen Konstante c	�

Entscheidend f�ur den Beweis ist Eigenschaft ��� des St�orungslemmas ���� Zur weiteren
Absch�atzung von ��� werden �ublicherweise Jackson�S�atze aus der Approximations�
theorie benutzt�

��� Native Spaces

F�ur sp�atere Anwendungen ist es notwendig� die Eigenschaften der der Interpola�
tion mit Basisfunktionen zugrundeliegenden Funktionenr�aume zusammenzustellen�
Die Beweise der zitierten Ergebnisse und Aussagen k�onnen � falls keine anderen In�
formationen gegeben werden � in ���� oder ��
� nachgelesen werden�

Als grundlegend erweist sich bei der Untersuchung der Funktionenr�aume� die bei der
Interpolation mit Basisfunktionen benutzt werden� der folgende Begri��

De�nition und Satz �
�� Die Funktion K � X � X � IR hei�t Kernfunktion
oder reproduzierender Kern eines Hilbertraumes HK von Funktionen auf X� falls
K��� y� � HK f�ur alle y � X erf�ullt ist und die Reproduktionseigenschaft

f�y� � �f�x�� K�x� y��HK
���

f�ur alle x� y � X und f�ur alle f � HK gilt� Mit ��� ��HK
bezeichnen wir dabei das

Skalarprodukt von HK� Die Kernfunktion eines Hilbertraumes ist eindeutig�
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Die Beweise sind beispielsweise bei ���� ��	� oder ��	� zu �nden� Damit de�nieren wir
zun�achst�

De�nition �
�� Sei � � � � � � IR eine symmetrische� positiv de�nite Funktion�
welche der reproduzierende Kern eines reellen Hilbertraumens H von reellwertigen
Funktionen auf � ist� Dann hei�t N���� �� H Native Space von ��

Sind keine Mi�verst�andnisse zu erwarten� so schreiben wir auch N� anstelle von
N����� Wegen ���x� �����y� ��� � ��x� y� besteht der Native Space einer positiv de�
�niten Funktion aus dem Abschlu� F���� des Raumes

F���� �

	

�

NX
j��

	j��xj� �� � 	j � IR� n � IN� xj � �
�

�

bez�uglich des Skalarproduktes ��� ���� Setzt man voraus� da� Punktauswertungsfunk�
tionale in diesem Raum stetig sind� so kann man die Elemente f aus F���� mittels

f�x� � �x�f� � �f� ��x� ����
f�ur alle x � � beschreiben� und F���� ist ein Funktionenraum� In einem solchen
Fall ist ein reproduzierender Kern eine positiv de�nite Funktion� Da ein Hilbertraum
von reellwertigen Funktionen genau dann einen reproduzierenden Kern hat� falls die
zugeh�origen Punktauswertungsfunktionale stetig sind� hat jede positiv de�nite Funk�
tion einen Native Space�
Im Fall einer bedingt positiv de�niten Basisfunktion wird zun�achst der Raum der auf
P verschwindenden Funktionale LP��� aus �
� bez�uglich der ��� ����Norm zu LP �����
vervollst�andigt� Da dieser Raum nicht unbedingt Funktionen enth�alt� konstruieren
wir den Native Space mit Hilfe einer zus�atzlichen� im allgemeinen aber leicht zu
erf�ullenden Voraussetzung� Wir nehmen an� da� � einen auf P unisolventen Punk�
tesatz � � f��� � � � � �qg mit q � dim�P� enth�alt� Nun w�ahlen wir eine Lagrangebasis
fp�� � � � � pqg von P mit pj��k� � �jk�

p�x� �
qX

j��

pj�x�p��j�

f�ur alle p � P� x � � und de�nieren das Funktional

��x� � �x �
qX

j��

pj�x��	j
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aus LP���� das Funktionen aus P auf die Null abbildet� Damit �nden wir eine Iso�
metrie

R��� � LP������ R����LP����

mit R����	��x� �
�
	� ��x�

�
�
f�ur alle x � �� Wegen


 �R����	�� � �R����
�� R����	��� � �
� 	��

f�ur alle 
� 	 � LP����� ist R��� die Riesz�Abbildung� Addieren wir den Raum

F��P �� R����LP����

zum Nullraum P� so erhalten wir eine direkte Summe und schreiben

De�nition �
�� Sei � eine bez�uglich P bedingt positiv de�nite Funktion� � sei ein
Gebiet� Dann hei�t der Raum N��P��� � F��P���� P Native Space zu ��

Wir bezeichnen nun f�ur alle f � �� IR den Projektor

 P�f��x� ��
qX

j��

pj�x�f�
j��

Zu jedem f � N��P��� existiert ein 	f � L��P���� so da� die Gleichung

f �  P�f� � R����	f�

erf�ullt ist� Daraus folgt� da� man jedes Element f � N��P��� f�ur alle x � � mittels

f�x� � � Pf��x� �
�
f �  Pf� R������x��

�
�

darstellen kann� Die Funktion ! mit !�x� y� �� R������x���y�� die f�ur alle f � F��P���
die Reproduktionseigenschaft ��� erf�ullt� hei�t Normalisierung von �� f�ur sie gilt

!�x� y� � �Id�  P�x �Id�  P�y ��x� y��

O�enbar ist ! die reproduzierende Kernfunktion des Hilbertraumes F��P����
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� Der Smolyak�Algorithmus

H�au�g wird der Smolyak�Algorithmus in der Literatur durch seinen wichtigsten Spe�
zialfall� den Smolyak�Tensorproduktoperator� erkl�art� Wir wollen diesen Begri� etwas
allgemeiner verstehen und den Smolyak�Tensorproduktoperator an sp�aterer Stelle de�
�nieren�
Wir ben�otigen nun zun�achst d Mengen M�� � � � �Md� auf deren jeweiligen kartesischen
Produkten eine Abbildung

Dl � Ml �Ml �Ml

mit 	 � l � d de�niert sei� die wir Di�erenzenabbildung nennen wollen� Weiterhin sei
W eine Menge� welche zusammen mit einer Verkn�upfung� die wir hier symbolisch als
Addition oder Summation bezeichnen� einen Monoiden bildet� und es sei

P � M� � � � ��Md �W

eine Abbildung� die Produktabbildung hei�en soll�
Wir de�nieren nun f�ur q� d � IN � q � d� den Smolyak�Algorithmus

Aq�d ��
X
jjj�q

j��j������jd��IN
d

P
�
D��m

�
j�
� m�

j����� � � � � Dd�m
d
jd
� md

jd���
�

ml
j � Ml� 	 � j � q � d � 	� 	 � l � d� Der Ausdruck "Algorithmus" kann dadurch

erkl�art werden� da� sein relativ kompliziertes Bildungsgesetz einer algorithmischen
Anweisungsfolge nahekommt bzw� als solche verstanden werden kann�
Sinn und Zweck des Smolyak�Algorithmus kann an dieser Stelle nur sehr inexplizit
beschrieben werden und wird in Verbindung mit den sp�ater aufgef�uhrten relevanten
Beispielf�allen klarer verdeutlicht� Dennoch k�onnen wir ganz allgemein die Aussage
tre�en� da� mit Hilfe des Smolyak�Algorithmus ein multivariater Ausdruck mit im
Vergleich zum mehrfachen Produkt herabgesetzter Komplexit�at entsteht� Das wird
durch den Einsatz der bis jetzt noch nicht n�aher spezi�zierten Di�erenzenabbildun�
gen erreicht� die deshalb wesentliche Bestandteile des Smolyak�Algorithmus sind� Die
Wahl der Di�erenzenabbildungen geschieht h�au�g schon implizit durch die Mengen
Ml� Handelt es sich dabei etwa um Funktionenr�aume� so w�urde man als Bild der Dif�
ferenzenabbildung klassische Di�erenzenfunktionen w�ahlen� betrachten wir Mengen
von Untervektor�aumen� so w�are das Bild der Di�erenzenabbildung ein Di�erenzen�
vektorraum� enthalten die Mengen Operatoren� so w�urden wir uns f�ur Di�erenzen�
operatoren entscheiden� und best�unden sie aus �Daten��Mengen� so w�are die Bildung
von Di�erenzmengen naheliegend�
Im folgenden besch�aftigen wir uns mit einer Produktabbildung� die obligatorisch wird�
sobald M�� � � � �Md und W Vektorr�aume sind�
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��� Tensoren und Tensorprodukte

Es gibt eine Vielzahl von M�oglichkeiten� einen Zugang zu Tensoren und Tensorpro�
dukten zu �nden� vgl� etwa �	�� �	��� �	��� �	��� ����� ����� Ganz allgemein und umfassend
de�niert man sie auf folgende Art und Weise�

De�nition und Satz �
� Sind X�� � � � � Xd Vektorr�aume� so gibt es einen bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmten Vektorraum T zusammen mit einer multilinearen
Abbildung 
 � X� � � � � � Xd � T � so da� es f�ur alle Vektorr�aume W und alle
multilinearen Abbildungen f � X� � � � � � Xd � W genau eine lineare Abbildung
g � T � W mit f � � � g gibt�
Der Vektorraum T wird mit X� 
 � � �
Xd bezeichnet und hei�t Tensorproduktraum
oder Tensorraum von X�� � � � � Xd� seine Elemente hei�en Tensoren 	der Stufe d��

Der folgende Satz aus �	�� erm�oglicht es uns� Tensorproduktr�aume induktiv zu be�
handeln�

Satz �
� Seien X�� � � � � Xd Vektorr�aume� Dann gilt

�X� 
 � � �
Xd���
Xd � X� 
 � � �
Xd�

Wir nennen einen solchen Tensorproduktraum der Gestalt X�
 � � �
Xd d�variat� Im
folgenden reicht es h�au�g aus� von einer bilinearen Abbildung 
 auszugehen� Nach
�	�� k�onnen wir jedes Element z aus X 
 Y mit den Vektorr�aumen X und Y in
abstrakter Weise als

z �
nX
j��

xj 
 yj

mit xj � X� yj � Y darstellen� ist f�x�g��A eine Basis von X� so k�onnen wir z als
endliche Summe

z �
X
j�A

�xj 
 yzj

mit eindeutig bestimmten yzj � Y schreiben� Analog formulieren wir die endliche
Summe

z �
X
j�B

xzj 
 �yj�
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falls f�y�g��B eine Basis von Y ist� Die Elemente xzj aus X sind dabei ebenfalls ein�
deutig bestimmt� Die Addition zweier Elemente wird beschrieben als

nX
j��

xj 
 yj �
mX

j�n��

xj 
 yj �
mX
j��

xj 
 yj

falls m � n� Multiplikation mit a � IR wird mittels

a
nX
j��

xj 
 yj �
nX
j��

a � xj 
 yj �
nX
j��

xj 
 a � yj

veri�ziert� Eine f�ur sp�atere Zwecke n�otige Folgerung ist die das Nullelement betref�
fende Gleichung x
 � � �
 y � �
 � f�ur alle x � X und y � Y �
Wir betrachten nun Tensorproduktr�aume der FormX�
� � �
Xd� wobeiXl� 	 � l � d�
Banachr�aume sind� Unter Verwendung der Normen von Xl gibt es verschiedene
M�oglichkeiten� vgl� �	��� eine Norm auf ihrem Tensorraum zu de�nieren� Dabei in�
teressieren wir uns insbesondere f�ur solche Tensorraumnormen mit der folgenden
Eigenschaft�

De�nition �
� Eine Norm k � kX��


�Xd
auf dem Tensorraum X� 
 � � � 
 Xd der

normierten R�aume �Xl� k � kXl
�� 	 � l � d� hei�t Kreuznorm� falls sie f�ur alle xl � Xl

die Bedingung

kxl 
 � � �
 xdkX��


�Xd
� kx�kX� � � � � � kxdkXd

erf�ullt�

Ein Beispiel f�ur eine Kreuznorm ist die folgende Abbildung�

De�nition und Lemma �
� Seien �Xl� k � kXl
� f�ur 	 � l � d Banachr�aume� Wir

bezeichnen mit
�
X�
l � k � kX�

l

�
die Dualr�aume von Xl� wobei

k�kX�
l
� sup

x�Xl
kxkXl

��

j��x�j

de�niert wird� Dann ist die Abbildung k � k��X��


�Xd
� X� 
 � � �
Xd � IR� mit

kzk��X��


�Xd
�� sup

��X�
�

k�kX�
�
��

������
nX
j��

��xj� yj

������
��X��


�Xd

f�ur z �
Pn

j�� xj
yj und xj � X�� yj � X	
� � �
Xd eine Kreuznorm auf X�
� � �
Xd�
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Beweis� Wir zeigen die Behauptung f�ur d � � und benutzen dann Satz ���� Gilt
kzk��X�Y � �� so folgern wir f�ur alle � � X� mit k�kX� � 	X

j�B
��xzj� �yj � ��

aufgrund der linearen Unabh�angigkeit der �yj und der Linearit�at von � gilt x
z
j � � f�ur

alle j und damit

z �
X
j�B

xzj 
 �yj �
X
j�B

�
 �yj � �
 ��

Die Dreiecksungleichung erhalten wir aus der Linearit�at von � und daraus� da� k � kY
diese Eigenschaft besitzt� alle weiteren Normeigenschaften sind o�ensichtlich� Wir
m�ussen nun nur noch zeigen� da� k � k��X�Y die Kreuznormbedingung erf�ullt� Es gilt

kx
 yk��X�Y � sup
��X�

k�kX���

k��x� ykY � sup
��X�

k�kX���

j��x�j kykY � kxkX kykY �

�

Der Beweis folgt einer Idee aus �	��� �Ahnlich de�nieren wir die Dualraumnorm�

De�nition und Lemma �

 Seien �X� k � kX� und �Y� k � kY � normierte R�aume�
X� und Y � seien ihre Dualr�aume� Es sei k � k��X�Y eine Norm auf X 
 Y � Dann
de�niert

�����
mX
k��

�k 
 �k

�����
���X��Y �

� supPn

j��
xj�yj�X�Y���Pn

j��
xj�yj

���
��X�Y

��

������
mX
k��

nX
j��

�k�xj��k�yj�

������

eine Norm auf X� 
 Y ��

�

Wir nennen diese Tensorraumnorm die zu k � k��X�Y duale Norm� Es gilt�

Lemma �
� Die zu k � k��X�Y duale Norm k � k���X��Y � ist eine Kreuznorm�

Der Beweis �ndet sich in �	���

Einer Tensorraumnorm nach �	��� die die verschiedenen Darstellungsm�oglichkeiten
der Elemente aus X� 
 � � �
Xd ausnutzt� begegnen wir im folgenden�
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De�nition und Lemma �
� Seien �Xl� k � kXl
�� 	 � l � d� Banachr�aume� Dann

wird durch

kzk��X��


�Xd
� inf

z�
Pn

j��
xj�yj

xj�X��yj�X������Xd

nX
j��

kxjkX�kyjk��X��


�Xd

eine Kreuznorm de�niert�

Bemerkung �
� Die besondere Eigenschaft der 	� und ��Kreuznormen besteht da�
rin� da� sie f�ur jede Kreuznorm k � k��X��


�Xd

und f�ur jedes z � X� 
 � � � 
Xd die
Ungleichung

kzk��X��


�Xd
� kzk��X��


�Xd

� kzk��X��


�Xd

erf�ullen� Der Beweis �ndet sich bei Schatten �
���

Die folgende Tensorraumnorm stellt eine Erweiterung der ��Kreuznorm dar�

De�nition und Lemma �
� F�ur einen Banachraum �Xl� k � kXl
�� 	 � l � d� sei

die p�Nuklearnorm f�ur 	 � p � � mit �
p
� �

q
� 	 und z � X� 
 � � �
Xd de�niert als

kzk���X��


�Xd
� inf

z�
Pn

j��
xj�yj

xj�X��yj�X������Xd

�
� nX
j��

kxjkX�

�
A sup

���X������Xd�
�

k�k
�X������Xd�

���

�
max
��k�n

j��yk�j
�

kzk�p�X��


�Xd
� inf

z�
Pn

j��
xj�yj

xj�X��yj�X������Xd

�
� nX
j��

kxjkpX�

�
A

�
p

sup
���X������Xd�

�

k�k
�X������Xd�

���

�
nX

k��

j��yk�jq
� �

q

kzk���X��


�Xd
� inf

z�
Pn

j��
xj�yj

xj�X��yj�X������Xd

�
max
��j�n

kxjkX�

�
sup

���X������Xd�
�

k�k
�X������Xd�

���

�
nX

k��

j��yk�j
�
�

Die p�Nuklearnorm ist eine Kreuznorm�

Den Beweis �nden wir bei �	��� Mit Bemerkung ��� wird o�ensichtlich� da� die
��Tensorraumnorm und die ���Tensorraumnorm �ubereinstimmen�

Eine weitere Eigenschaft von Kreuznormen spezi�zieren wir mit Hilfe der folgenden
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De�nition �
�� Seien Al � Xl � Vl� 	 � l � d� lineare Operatoren�
wobei Xl und Vl Vektorr�aume darstellen� Dann hei�t der Operator
A� 
 � � �
 Ad � X� 
 � � �
Xd � V� 
 � � �
 Vd mit

�A� 
 � � �
 Ad� z �
nX
j��

�A�xj�
 ��A	 
 � � �
 Ad�yj�

und z �
Pn

j�� xj 
 yj f�ur alle xj � X�� yj � X	 
 � � �
Xd Tensorproduktoperator�

W�ahlen wir die nicht�rekursive Darstellung des Tensorproduktoperators� so schreiben
wir

�A� 
 � � �
 Ad� z �
X

��jl�nl
��l�d��

�A�x�j���A	x	j�j�� � � � � � �Ad��xd��j�


jd����Adxd j�


jd���

f�ur alle z �
P

��jl�nl
��l�d��

x�j�x	j�j� 
 � � � 
 xd��j�


jd�� 
 xdj�


jd�� mit xlj�


jl � Xl�

	 � l � d� 	� und xd j�


jd�� � Xd�

Da wir lineare Operatoren betrachten� folgern wir die Unabh�angigkeit von der Dar�
stellung von z� wenn wir die Basen der R�aume Xl benutzen� Nun formulieren wir�

De�nition �
�� Seien �Xl� k � kXl
� und �Vl� k � kVl� f�ur 	 � l � d Banachr�aume� Die

Tensorraumnorm k�kX��


�Xd
hei�t mit der Tensorraumnorm k�kV��


�Vd gleichm�a�ig

vertr�aglich� falls sie die Ungleichung

k �A� 
 � � �
 Ad� zkV��


�Vd � kA�kX��V� � � � � � kAdkXd�VdkzkX��


�Xd

f�ur alle linearen Operatoren Al � Xl � Vl� 	 � l � d� und f�ur alle z � X� 
 � � �
Xd

mit

kAlkXl�Vl � sup
x�Xl

kxkXl
��

kAlxkVl

erf�ullt� Wir nennen eine Tensorproduktraumnorm k � kX��


�Xd
im Fall Xl � Vl�

	 � l � d� gleichm�a�ig� falls sie mit sich selbst gleichm�a�ig vertr�aglich ist�

De�nieren wir

kA
BkX��


�Xd� V��


�Vd �� sup
z�X������Xd

kzkX������Xd
��

k�A� 
 � � �
 Ad�zkV��


�Vd�
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so gilt wegen

kA� 
 � � �
 AdkX��


�Xd� V��


�Vd
� sup

x������xd�X������Xd
kx������xdkX������Xd

��

k �A� 
 � � �
 Ad� �x� 
 � � �
 xd�kV��


�Vd

� sup
xl�Xl

kxlkXl
��

��l�d

k�A�x��
 � � �
 �Adxd�kV��


�Vd

� sup
xl�Xl

kxlkXl
��

��l�d

kA�x�kV� � � � � � kAdxdkVd

� kA�kX��V� � � � � � kAdkXd�Vd

f�ur die auf gleichm�a�ig vertr�aglichen Kreuznormen basierenden Operatornormen die
Gleichung

kA� 
 � � �
 AdkX��


�Xd�V��


�Vd � kA�kX��V� � � � � � kAdkXd�Vd�

Den Abschlu� eines Tensorproduktraumes X� 
 � � � 
 Xd bez�uglich einer Tensor�
raumnorm k � k��X��


�Xd

bezeichnen wir mit X� 
� � � � 
� Xd� Ist die Kreuznorm
k � k�X �X��


�Xd

mit der Kreuznorm k � k�V �V��


�Vd gleichm�a�ig vertr�aglich� so gilt
kA� 
 � � �
 AdkX���X 


��XXd�V���V 


��V Vd � kA�kX��V� � � � � � kAdkXd�Vd ���

f�ur alle linearen Abbildungen Al � Xl � Vl� 	 � l � d� Da diese Eigenschaft ��� f�ur die
kommenden Ausf�uhrungen von entscheidender Bedeutung sein wird� wollen wir im
folgenden alle zu normierten Tensorr�aumen bzw� zu deren Abschl�ussen isomorphen
R�aume als Tensorr�aume bezeichnen�

Beispiele f�ur vertr�agliche bzw� gleichm�a�ig vertr�agliche Tensorraumnormen sind die
bekannten Normen�

Satz �
�� F�ur die Banachr�aume Xl und Vl� 	 � l � d� mit zugeh�origer Norm gilt

	a� k � k��X��


�Xd
und k � k��V��


�Vd sind gleichm�a�ig vertr�aglich�

	b� Jede Kreuznorm k � k��X��


�Xd
ist mit k � k��V��


�Vd gleichm�a�ig vertr�aglich�

	c� k � k��X��


�Xd
und k � k��V��


�Vd sind gleichm�a�ig vertr�aglich�

	d� k � k��X��


�Xd
ist mit jeder Kreuznorm k � k��V��


�Vd gleichm�a�ig vertr�aglich�

	e� k � k�p�X��


�Xd
und k � k�p�V��


�Vd sind f�ur 	 � p � � gleichm�a�ig vertr�aglich�
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Beweis� Auch hier reicht es aus� die Behauptung f�ur d � � zu zeigen� Wir bezeichnen
A� � A� A	 � B� X� � X� X	 � Y � V� � V und V	 � W � Es gilt bei �a� unter
Verwendung von De�nition und Kreuznormeigenschaft der dualen Norm�������A
 B�

nX
j��

xj 
 yj

������
��V�W

� sup
��V �

k�kV ���

������
nX
j��

��Axj�
 �Byj�
������
W

� sup
��V �

k�kV ���

sup
��W�

k�kW���

������
nX
j��

��Axj�
 ��Byj�

������
� sup

��V �

k�kV ���

sup
��W�

k�kW���

��� � A�
 �� �B��
������
nX
j��

xj 
 yj

������
� sup

��V �

k�kV ���

sup
��W�

k�kW���

k�� � A�
 �� �B�k���X��Y �

������
nX
j��

xj 
 yj

������
��X�Y

� sup
��V �

k�kV ���

sup
��W�

k�kW���

k� � AkX� k� �BkY �
������

nX
j��

xj 
 yj

������
��X�Y

� sup
��V �

k�kV ���

sup
x�X

kxkX��

j��Ax�j sup
��W�

k�kW���

sup
y�Y

kykY ��

j��By�j
������

nX
j��

xj 
 yj

������
��X�Y

� kAkX�V kBkY�W
������

nX
j��

xj 
 yj

������
��X�Y

�

Der Fall �c� ist ein Spezialfall von Fall �e�� F�ur �e� gilt einerseits

�
� nX
j��

kAxjkpV
�
A

�
p

� kAkX�V
�
� nX
j��

kxjkpX
�
A

�
p

und genauso

max
��j�n

kAxjkV � kAkX�V max
��j�n

kxjkX �

andererseits

sup
��V �

k�kV ���

�
nX

k��

j��Byk�jq
��

q

� sup
��V �

k�kV ���

�
nX

k��

k�kqV �kBykkqW �

��
q
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� kBkY�W
�

nX
k��

kykkqY
� �

q

� kBkY�W sup
��V �

k�kV ���

�
nX

k��

j��yk�jq
� �

q

und mit analogen Schritten

sup
��V �

k�kV ���

max
��k�n

j��Byk�j � kBkY�W sup
��V �

k�kV ���

max
��k�n

j��yk�j�

Insgesamt folgern wir in den F�allen �a�� �c� und �e� durch beidseitiges Anwenden des
In�mums inf z�

Pn

j��
xj�yj

xj�X�yj�Y

die Behauptungen� Die F�alle �b� und �d� folgen aus �a� und

�c� mit Bemerkung ���� �

Der folgende Satz aus �	�� und ��	� f�uhrt zu einer weiteren Kreuznorm�

Satz �
�� Seien H�� H	 reelle Hilbertr�aume mit Skalarprodukten ��� ��H� und ��� ��H��
Dann wird f�ur die Elemente h �

Pn
j�� h�j 
 h	j bzw� �h �

Pm
k��

�h�k 
 �h	k aus dem
Tensorproduktraum H� 
H	 mittels

�h� �h���H��H� ��
nX
j��

mX
k��

�h�j� �h�k�H��h	j� �h	k�H�

ein Skalarprodukt auf H� 
H	 de�niert�

Analoges gilt aufgrund von Satz ��� f�ur mehrfache Tensorprodukte von Hilbert�
r�aumen� Weiterhin gilt�

Lemma �
�� Die Skalarprodukte ��� ����H��


�Hd
bzw� ��� ���� �H��


� �Hd

auf den Tensor�

produkten von Hilbertr�aumen H�� � � � � Hd bzw� �H�� � � � � �Hd induzieren gleichm�a�ig ver�
tr�agliche Kreuznormen k�k��H��


�Hd

bzw� k�k�� �H��


� �Hd
� Der Abschlu� H�
� � � �
�Hd

bzgl� k � k��H��


�Hd
ist ein Hilbertraum�

Der Beweis folgt im wesentlichen �	�� und ��	��

Wir sind nun in der Lage� den Smolyak�Tensorproduktoperator zu de�nieren�
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��� Bildung und Eigenschaften des Smolyak�Tensorprodukt�

Algorithmus

Der Smolyak�Tensorproduktoperator besteht aus einer auf eine bestimmte Weise ge�
bildeten Linearkombination von Tensorproduktoperatoren� Wir ben�otigen dazu vek�
torr�aume F und V� univariate lineare Operatoren U�� U	� � � � mit Uj � Fj � Vj� wobei
Fj � F und Vj � V Vektorr�aume bezeichnen und zudem die Di�erenzenoperatoren
#j �� Uj � Uj��� j � IN��� bzw� #� �� U�� welche die Vektorr�aume Fj � Fj�� auf
die Vektorr�aume Vj � Vj�� abbilden� Wir de�nieren nun f�ur alle q � d � IN den
Smolyak�Tensorproduktoperator

Aq�d ��
X
jjj�q

j��j������jd��IN
d

�#j� 
 � � �
#jd� �

er bildet Elemente des Vektorraumes SVF��


�Fq�d��q�d auf den Vektorraum SVV��


�Vq�d��q�d

ab� wobei wir den Smolyakraum

SVX��


�Xq�d��q�d ��
X
jjj�q

j��j������jd��IN
d

��Xj� � Xj����
 � � �
 �Xjd � Xjd����

unter Verwendung der Vektorr�aume X�� � � � �Xq�d�� bezeichnen� Im Fall
X� � � � � � Xq�d�� �� X gilt nat�urlich

SVX��


�Xq�d��q�d � X 
 � � �
X �
Sind �F � k � kF� und �V� k � kV� normierte Vektorr�aume und gilt Fj � F bzw� Vj � V�
so werden auf SVF��


�Fq�d��q�d und SVV��


�Vq�d��q�d durch Nutzung der Tensorraumnormen
k � k�F � �Fj��Fj�����


��Fjd�Fjd��� bzw� k � k�V � �Vj��Vj�����


��Vjd�Vjd��� zwei Normen de�
�niert� die auf den Unterr�aumen SVF��


�Fq�d��q�d bzw� SVV��


�Vq�d��q�d der Tensorr�aume
F 
�F � � �
�F F bzw� V 
�V � � �
�V V mit den Tensorraumnormen �ubereinstimmen�
O�ensichtlich erhalten wir im trivialen Fall Ad�d � Ud�d � U� 
 � � � 
 U�� Weiterhin
gilt Aq�� � Uq im Eindimensionalen und

Aq�	 �
q��X
j��

�Uj 
 Uq�j��
q�	X
j��

�Uj 
 Uq���j�

f�ur d � �� Eine andere� f�ur praktische Belange hilfreiche Formulierung des Smolyak�
Tensorproduktoperators geht auf Wasilkowski und Wo$zniakowski �
�� zur�uck� Wir
de�nieren dazu den d�variaten Tensorproduktoperator

Uj�d �� Uj� 
 � � �
 Ujd

mit j � �j�� � � � � jd� � INd� es gilt
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Satz �
�
 Der Smolyak�Tensorproduktoperator erf�ullt die Identit�at

Aq�d �
X

q�d���jjjd�q
��	�q�jjjd

�
d� 	
q � jjjd

�
Uj�d�

Wir bezeichnen dabei im folgenden immer jjjd � jjj� falls j � �j�� � � � � jd� � INd gilt�
F�ur die sp�atere Anwendung ben�otigen wir�

Lemma �
�� F�ur den Smolyak�Tensorproduktoperator gilt

�a�Aq�d �
q��X
l�d��

Al�d�� 
#q�l �
q��X
l�d��

#q�l 
 Al�d���

�b�Aq�d �
X

jjjd���q��
#j� 
 � � �
#jd�� 
 Uq�jjjd��

�
X

jjjd���q��
Uq�jjjd�� 
#j� 
 � � �
#jd�� �

Beweis� Es gilt bei �a�

Aq�d �
X
jijd�q

#i� 
 � � �
#id

�
qX

j�d

j�d��X
l��

X
jijd���j�l

#i� 
 � � �
#id�� 
#l

�
q��X
l�d��

lX
jijd��

#i� 
 � � �
#id�� 
#q�l�

Im Fall �b� folgern wir

Aq�d �
q��X
l�d��

�Al�d�� 
#q�l�

�
q��X
l�d��

�Al�d�� 
 Uq�l�
q��X
l�d�	

�Al���d�� 
 Uq�l�

� Ad���d�� 
 Uq�d�� �
q��X
l�d�	

X
jjjd���l

#j� 
 � � �
#jd�� 
 Uq�l

�
q��X
l�d��

X
jjjd���l

#j� 
 � � �
#jd�� 
 Uq�l�
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daraus folgt die erste Gleichheit� die zweite l�a�t sich f�ur �a� und �b� v�ollig analog
beweisen� �

H�au�g verwandt wird der Smolyak�Tensorprodukt�Algorithmus unter Nutzung von
Operatoren Uj � Fj � Vj� 	 � j � q � d� 	� der Form

Uj�f� ��
mjX
l��

ajl f�xjl� �
mjX
l��

ajl �xjl�f��

wobei Fj und Vj IR�Vektorr�aume sind und f � Fj gilt� Die Daten xjl � IR� ihre
Anzahl mj � IN und ajl � Vj werden dabei f�ur alle Werte von l und j als gege�
ben vorausgesetzt� Weiterhin bezeichne � das Punktauswertungsfunktional� es gelte
�x�f� � f�x� f�ur einen festen Punkt x � IR und eine Funktion f � Das Tensorprodukt
zweier solcher Operatoren U� und U�� 	 � �� � � q � d� 	� angewandt auf das Ele�
ment f �

Pn
k�� f��k 
 f��k eines Tensorraumes F� 
F�� erh�alt dann nach De�nition

��	� die Gestalt

�U� 
 U��

�
nX

k��

f��k 
 f��k

�
�

nX
k��

m�X
l���

f��k�x�l��
m�X
l���

f��k�x�l�� a�l� 
 a�l�

�
m�X
l���

m�X
l���

nX
k��

f��k 
 f��k �x�l� � x�l�� a�l� 
 a�l�

�
m�X
l���

m�X
l���

f�x�l� � x�l�� a�l� 
 a�l� �

F�ur die Tensorproduktoperatoren Uj � Fj�
 � � �
Fjd � Vj�
 � � �
Vjd folgt induktiv
mit j � �j�� � � � � jd�

Uj�f� � �Ui� 
 � � �
 Uid� �f�

�

�
�mj�X
l���

aj�l� �xj�l� 
 � � �

mjdX
ld��

ajdld �xjdld

�
A �f�

�
X

��kl�mjl
��l�d

f�xj�k� � � � � � xjdkd� �aj�k� 
 � � �
 ajdkd�

und der Smolyak�Tensorproduktoperator bekommt f�ur f � SVF����Fq�d��q�d die Gestalt

Aq�d�f�

�
X

q�d���jjjd�q
��	�q�jjjd

�
d� 	
q � jjjd

�
Uj
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�
X

q�d���jjjd�q

��kl�mjl

k��k������kd��IN
d

��	�q�jjjd
�
d� 	
q � jjjd

�
f�xj�k�� � � � � xjdkd� �aj�k� 
 � � �
 ajdkd� � �
�

In einigen F�allen wie etwa der numerischen Integration� vgl� ����� nimmt man Vj � IR
f�ur alle Werte von j an� im Rahmen der Interpolations� und Approximationstheorie
f�allt die Wahl naturgem�a� auf Funktionenr�aume�
Im folgenden Abschnitt soll die Struktur der vom Smolyak�Tensorproduktoperator
�
� verwandten Daten fxjlgj�l n�aher betrachtet werden� Dabei wird deutlich werden�
da� auch sie dem Bildungsgesetz des Smolyak�Algorithmus folgen�

��� Das d�unne Gitter und die Anzahl seiner Punkte

Basis f�ur die Anwendung des Smolyak�Tensorproduktoperators bildet in vielen F�allen
ein entsprechendes d�dimensionales sogenanntes d�unnes Gitter� vgl� �
�� Diese Be�
zeichnung ist darin begr�undet� da� das d�unne Gitter weniger Knotenpunkte enth�alt
als im klassischen Fall und von daher mit zunehmender Dimension auch keinen so
starken Anstieg seiner Gitterpunktanzahl zu verzeichnen hat� Genauer de�nieren wir
das d�unne Gitter zun�achst als

Hq�d ��
�

jkjd�q
�Xk� � � � �� Xkd�

mit d� q � IN � q � d� und den reellen Punktmengen

Xj �� fxj�� � � � � xjmj
g�

Indem wir diese Mengen Xj� 	 � j � q � d � 	� sukzessive ineinander verschach�
teln und ihre Elemente entsprechend ordnen� d�h� X� 
 X	 
 � � � 
 Xq�d��� wobei
xji � xki erf�ullt ist� falls j � k und i � mi gilt� fordern wir damit einerseits
mj � mk f�ur j � k und andererseits erhalten wir die vereinfachte Darstellung

Hq�d �
�

jkjd�q
�Xk� � � � �� Xkd��

Unter diesen Umst�anden ist es weiterhin m�oglich� die Anzahl der Punkte des d�unnen
Gitters und damit den bei Interpolationen� welche den Smolyak�Algorithmus verwen�
den� n�otigen Datenaufwand zu formulieren�
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Abb�� Das d�unne Gitter HCC	

��

Satz �
�� Die Anzahl der Punkte n�q� d� des d�unnen Gitters Hq�d mit d� q � IN und
q � d erf�ullt

n�q� d� �
X

�h��


�hq�d����Jq�d���d

d%

h�% � � � � � hq�d��%

q�d��Y
���

�m� �m����h� � �	��

wobei m
 �� � gilt und die Indexmenge

Jk�d ��

�
h � �h�� � � � � hk� � f�� � � � � dgk �

kX
l��

hl � d und
kX
l�	

�l � 	�hl � k � 	
�

de�niert ist�

Beweis� Zun�achst soll das d�unne Gitter in disjunkte Teilgitter zerlegt werden� Dazu
bezeichnen wir Y� �� X� und Yl �� Xl�Xl�� f�ur l � 	� Da die Punktmengen Xl suk�
zessive ineinander verschachtelt sind� sind diese Teilmengen Yl � fxlml����� � � � � xlml

g
disjunkt�
Weiterhin de�nieren wir die Teilgitter Gk��


�kd �� Yk� � � � �� Ykd f�ur kl � IN � sie sind
folglich ebenfalls disjunkt� Da diese Teilgitter mit Hilfe von Kreuzprodukten de�niert
sind� kann die Anzahl ihrer Gitterpunkte leicht bestimmt werden� sie lautet

jGk��


�kdj � �mk� �mk�����mk� �mk���� � � � � � �mkd �mkd���� �		�
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Es gilt nun also

Hq�d �
�

jkjd�q
�Xk� � � � ��Xkd�

�
�

jkjd�q
��Y� � � � � � Yk��� � � �� �Y� � � � � � Ykd��

�
�

jkjd�q
�Yk� � � � �� Ykd�

�
q�
i�d

�
jkjd�i

�Yk� � � � �� Ykd�

�
q�
i�d

�
jkjd�i

Gk��


�kd� �	��

Wegen �		� sollen nun diejenigen Teilgitter Gk��


�kd und Gl��


�ld zusammengefa�t
werden� die die gleiche Anzahl von Gitterpunkten haben� also f�ur die gilt

k�� � � � � kd � ��l�� � � � � ld�

f�ur jede Permutation � � Sd� Jede Zi�er l tritt in solch einer Indexmenge mit einer
bestimmten H�au�gkeit hl auf� wir schreiben

Gk��


�kd � G
�h�� �� h�� 	� 


� hq�d��� �q�d�����

Dabei gilt hl � IN
 mit � � hl � d f�ur alle l� Weiterhin handelt es sich bei den Gittern
um ein kartesisches Produkt von d Punktmengen� daraus folgt also

Pq�d��
l�� hl � d�

Zus�atzlich summieren sich in �	�� die Indizes kl zu i� was auf
Pq�d��

l�� l hl � i schlie�
�en l�a�t� Aus kombinatorischen �Uberlegungen folgt schlie�lich� da� genau d�

h���


�hq�d���
Teilgitter die gemeinsame Anzahl von Punkten �		� besitzen� Zusammenfassend er�
gibt sich daraus

n�q� d� �
X

Pq�d��

l��
hl�dPq�d��

l��
l hl�q

��hl�d

d%

h�% � � � � � hq�d��%

q�d��Y
���

�m� �m����h� �

und damit folgt die Behauptung� �

Bemerkung �
�� Aus dem Beweis von Satz 
�
� wird gleichzeitig deutlich� da� wir
das verschachtelte d�unne Gitter auch als

Hq�d �
�

jkjd�q
��Xk��Xk����� � � �� �Xkd�Xkd����
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schreiben k�onnen� Wir wenden in diesem Fall also den Smolyak�Operator � quasi
als Smolyak�Kreuzproduktoperator � auf Datenmengen an� welche reellwertige 	und
damit eindimensionale� Datenpunkte enthalten� und erhalten auf diese Weise einen
gitterartig strukturierten� IRd�wertigen Datensatz�

Vielfach ist es sinnvoll� ein spezielles d�unnes Gitter nach Clenshaw und Curtis zu
benutzen� Hierbei gilt

m� � 	 und mk � �
k�� � 	 f�ur k � �� �	��

wir nennen es das Clenshaw�Curtis�Gitter und bezeichnen es mitHCC
q�d � In Anlehnung

daran wird das d�unne Gitter mitmk � �
k���	� 	 � k � q�d�	� mitHCC	

q�d benannt�

Abb�� Clenshaw�Curtis�Gitter HCC

�	 Abb�� Das d�unne Gitter HCC	


�	

Bemerkung �
�� W�ahlt man das Clenshaw�Curtis�Gitter �	��� so vereinfacht sich
seine Gitterpunktanzahl zu

n�q� d� �
q�dX
i�


�i�d
X

�h��


�hq�d����Jiq�d���d

d%

h�% � � � � � hq�d��%
�h��h� �	
�

mit der Indexmenge

J ik�d ��

�
h � �h�� � � � � hk� � f�� � � � � dgk �

kX
l��

hl � d und
kX
l��

�l � 	�hl � i

�
�
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Beweis� Sei k �� q � d� Wir schreiben

n�q� d� �
kX
i�


X
�h��


�hk����Jik���d

d%

h�% � � � � � hk��%

k��Y
���

�m� �m����h�

und setzen ein

k��Y
���

�m� �m����h� � �h�
k��Y
���

����	�h� � �h��
Pk��

���
���	�h� � �h��

Pk��

���
�����h��d�h�

� �i�d�h��h��

�

Zur rechnergest�utzten Auswertung k�onnen folgende Formulierungen n�utzlich sein�

Korollar �
�� Sei

Sk�d ��
X

�h��


�hk��Jkk�d

d%

h�% � � � � � hk%
kY

���

�m� �m����h�

f�ur alle d� k � IN � Dann gilt f�ur q � IN � q � d

	
� n�q� d� � n�q � 	� d� � Sq�d�d � dmd��
� �mq�d�� �mq�d��

	�� n�q� d� � md
� �

Pq�d
��� S��d � dmd��

� �mq�d�� �m���

Beweis� Mit q � k � d gilt

n�q� d� �
X

�h��


�hk����Jk���d

d%

h�% � � � � � hk��%

k��Y
���

�m� �m����h�

�
X

�h������hk����Jk���d
hk����

d%

h�% � � � � � hk��%

k��Y
���

�m� �m����h�

�
X

�h������hk����Jk���d
hk��	�

d%

h�% � � � � � hk��%

k��Y
���

�m� �m����h� �
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Ist in der zweiten Summe hk�� � 	� so folgt wegen

k �
k��X
l��

�l � 	�hl �
kX
l��

�l � 	�hl � k � k

ein Widerspruch� Damit kommt an dieser Stelle nur hk�� � 	 � h	 � � � � � hk � �
und h� � d� 	 in Betracht� Der Ausdruck vereinfacht sich zu

n�k � d� d� � n�k � d� 	� d�

�
X

�h��


�hk��Jkk�d

d%

h�% � � � � � hk%
kY

���

�m� �m����h�

� dmd��
� �mk�� �mk��

Induktiv erhalten wir damit auch den zweiten Teil der Behauptung� �

An dieser Stelle wird die Wichtigkeit der Forderung m� � 	 deutlich� da f�ur je�
de andere Wahl von m� die Gitterpunktanzahl mit steigender Dimension zu stark
anw�achst� Bereits in den F�allen q � d und q � d�	 erhalten wir etwa die Ergebnisse
n�d� d� � md

� und n�d� 	� d� � md
� � dmd��

� �m	 �m���

Weiterhin formulieren wir wie bei Bemerkung ��	
�

Bemerkung �
�� Im Clenshaw�Curtis�Fall �	�� gilt n�d� d� � 	� n�d�	� d� � 	��d
und f�ur q � d � 	

	
� n�q� d� � n�q � 	� d� � Sq�d�d � �q�d��d�

	�� n�q� d� � 	 � �q�dd�
Pq�d

j�	 Sj�d

mit

Sj�d � �j�d
X

�h��


�hj��Jjj�d

d%

h�% � � � � � hj% �
h��h��

Daraus l�a�t sich das Verhalten der Gitterpunktanzahl f�ur gro�e Werte von d folgern�

Lemma �
�� Im Clenshaw�Curtis�Fall �	�� gilt f�ur feste k

n�k � d� d� � O�dk�� d���
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Beweis� F�ur gro�e Werte von d dominiert derjenige Summand von Sk�d� bei dem
h� � d � k gilt� Dann folgt

Pk
l�	 hl � k �

Pk
l�	 �l � 	� hl� durch Di�erenzbildungPk

l�� �l � �� hl � � und damit h	 � k� �

Das asymptotische Verhalten der Punktanzahl des d�unnen Gitters f�ur gro�e Werte
von q �nden wir bei M�uller�Gronbach ����� dort wird das d�unne Gitter HCC	

q�d mit
mk � �

k�� � 	 f�ur alle k � 	� betrachtet�
Um die Gitterpunktanzahl von klassischem und d�unnem Gitter vergleichen zu k�onnen�
w�ahlen wir das kleinste d�dimensionale klassische Gitter

�Hq�d � Xq�d�� � � � � � Xq�d���

das unser d�unnes Gitter Hq�d noch enth�alt� O�ensichtlich betr�agt seine Knoten�

punktanzahl
��� �Hq�d

��� �� m�q� d� � md
q�d��� Im Clenshaw�Curtis�Fall gilt also

m�q� d� � ��q�d�	�d� Wir stellen nun beide Gitterpunktanzahlen in einigen konkre�
ten F�allen gegen�uber�

q � d n�q� d� m�q� d�

� 	 	
	 �d� 	 �d

� �d	 � �d� 	 �d

� �
�
d� � �d	 � ��

�
d� 	 
d


 	
�
d� � �

�
d� � 		

�
d	 � 	


�
d� 	 	�d

� �
��
d� � 	

�
d� � 	


�
d� � ��

�
d	 � ���

��
d� 	 ��d

� �
��
d� � �

��
d� � �


�
d� � �	

�
d� � �	��

��
d	 � ���

��
d� 	 ��d

� 

���

d� � �
��
d� � �	

��
d� � �	

�
d� � ����

��
d� � 		
�

��
d	 � ���	

�
�
d� 	 	�
d

F�ur sp�atere Anwendungen sind Absch�atzungen der Punktanzahl eines d�unnen Gitters
wie etwa im folgenden Lemma von Wasilkowski und Wo$zniakowski �
�� von Bedeu�
tung�

Lemma �
�� Sei q � d� die Gr�o�e des eindimensionalen Datensatzes Xi erf�ulle f�ur
alle j die Bedingung

mj � F
�F
j � 	� �	��

mit F
� F � IN � Dann gilt f�ur verschr�ankte Datenmengen X� 
 X	 
 � � � 
 Xq�d��

die Ungleichung

n�q� d� � F d

 �F � 	�d

q�dX
j�


F j

�
j � d� 	
d� 	

�
�	��
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mit Gleichheit im Fall mj � F
�F
j � 	�� Daraus folgt

n�q� d� � F d



�
F � 	
F

�d
F q

�
q � 	
d� 	

�
min

�
F

F � 	 �
q

d

�
�

Bei letzterer Absch�atzung verwenden wir die Summenformel �A�	� aus dem Anhang�

Bemerkung �
�� Da im Clenshaw�Curtis�Fall �	�� Bedingung �	�� mit F
 � 	 und
F � � erf�ullt ist� folgern wir also f�ur seine Gitterpunktanzahl die obere Schranke

n�q� d� � �q�d
�
q � 	
d� 	

�
min

�
��

q

d

�

� ���d���

�d� 	�% �
q qd���

Letztere Ungleichung ergibt sich aus
�
q��
d��
�
� �

�d���� q
d��� was man leicht induktiv be�

weisen kann� Eine andere M�oglichkeit besteht darin� die ebenfalls induktiv beweisbare
Absch�atzung n�d� k� d� � �k�� dk zu w�ahlen�
Verwenden wir ein d�unnes Gitter mit mj � �

j� 	 � j � q � d� 	� so folgt

n�q� d� � �q��

�d� 	�% q
d���

Weiterhin folgern wir�

Korollar �
�
 F�ur alle q � d� � � j � q � d gilt

X
�h��


�hq�d����Jjq�d���d

d%

h�% � � � � � hq�d��%
�

�
j � d� 	

j

�
�

Beweis� Wir verwenden �	�� f�ur den Spezialfall mj � F
�F
j � 	�� Mit

�h�� � � � � hq�d��� � J jq�d���d gilt �m� � m����h� � F
�F � 	�F ��� und schlie�lichQq�d��
��� �m� � m����h� � F d


 �F � 	�dF j� Unter Verwendung von �	�� folgt die Be�
hauptung� �

Damit kann die Gitterpunktanzahl eines weiteren speziellen d�unnen Gitters exakt
berechnet werden�
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Korollar �
�� Die Punktanzahl eines verschachtelten d�unnen Gitters Hq�d mit

mj � j �m� m � IN � betr�agt md
�
q

d

�
�

Auch erhalten wir mit Hilfe von Korollar ���� eine untere Schranke f�ur das Clenshaw�
Curtis�Gitter HCC

q�d mit �	���

Korollar �
�� Im Clenshaw�Curtis�Fall �	�� gilt n�q� d� � max
��

q

d

�
� �q�	d

�
�

Beweis� Wir verwenden Formulierung �	
�� mit h�� � � � � hq�d�� � J iq�d���d schreiben
wir

�h��h� � �d�
Pq�d��

j�	
hj � �d�

Pq�d��

j�	
�j���hj � �d�i�h� � �d�i�

damit gilt n�q� d� � Pq�d
i�


�
d���i

i

�
�
�
q

d

�
� Weiterhin folgern wir mit �h��h� � 	 die

untere Schranke

n�q� d� �
q�dX
i�


�i�d
�
d� 	 � i

i

�
� ��d

q�dX
i�


�i
�
d� 	 � i

i

�
� ��d��q�d�� � 	� � �q�	d�

�

Ebenso ergibt sich�

Korollar �
�� Sei mj �mj�� � F
�F � 	�F j��� Dann besitzt die Punktanzahl des
zugeh�origen d�unnen Gitters Hq�d die untere Schranke

n�q� d� � F d

 �F � 	�d��max

�
min�	� F �q�d �F � 	�

�
q

d

�
� F q�d�� � 	

�
�

Beweis� Es gilt

n�q� d� �
q�dX
i�


X
�h��


�hq�d����Jiq�d���d

d%

h�% � � � � � hd%
q�d��Y
j��

�mj �mj���
hj

� F d

 �F � 	�d

q�dX
i�


X
�h��


�hq�d����Jiq�d���d

d%

h�% � � � � � hd%
q�d��Y
j��

F i

� F d

 �F � 	�d

q�dX
i�


�
i � d� 	

i

�
F i�
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Einerseits folgern wir mit Formel �A�	� aus dem Anhang

n�q� d� � F d

 �F � 	�d min�	� F �q�d

q�dX
i�


�
i� d� 	

i

�

� F d

 �F � 	�d min�	� F �q�d

�
q

d

�
�

andererseits erreichen wir

n�q� d� � F d

 �F � 	�d

q�dX
i�


F i

� F d

 �F � 	�d��

�
F q�d�� � 	

�
�

�

Fassen wir die vorangegangenen Ergebnisse zusammen� so erhalten wir untere und
obere Schranken f�ur q in Abh�angigkeit von der Gitterpunktanzahl n�q� d� und der
Raumdimension d�

Korollar �
�� Im Clenshaw�Curtis�Fall �	�� gilt f�ur die Gitterpunktanzahl
n � n�q� d�

log��d� 	�%� � �d� 	�� �d� 	� log ��d� log�n�� � log�n� � q � �d� log�n��

Beweis� Die obere Schranke folgern wir unmittelbar aus Korollar ����� Mit Bemer�
kung ���
 folgt

q � log
�
�d�� �d� 	�% q��d��� n

�
� d� 	 � log �ln��d� 	�%� � log�n�� �d� 	� log�q��

Zusammen mit der oberen Schranke gilt

q � d� 	 � log �ln��d� 	�%� � log�n�� �d� 	� log ��d� log�n�� �

�

Genauso folgern wir�



� DER SMOLYAK�ALGORITHMUS 
�

Korollar �
�� Im d�unnen Gitter HCC	
q�d mit mj � �j�� � 	� 	 � j � q � d � 	 gilt

f�ur die Punktanzahl n � n�q� d�

log ��d� 	�%�� 	� �d� 	� log ��d� log�n�� � log�n� � q � �d� log�n��

Beweis� Unter Verwendung von Korollar ���� folgern wir mit F
 � 	 und F � � die
Schranke n � �q�d� Mit Bemerkung ���
 gilt

n � �q��

�d� 	�% ��d� log�n��
d�� �

es folgt die Behauptung� �

Es gilt auch�

Korollar �
�� Gilt in einem d�unnen Gitter mj � �
j� 	 � j � q� d� 	� so folgt f�ur

seine Punktanzahl n �� n�q� d�

log ��d� 	�%�� 	� �d� 	� log �d� log�n�� � log�n� � q � d� log�n��

Der Beweis ist analog zu denen von Korollar ���
 und ���� zu f�uhren� Ebensolche
Schranken gibt es in einem weiteren Fall�

Korollar �
�� Sei Hq�d ein d�unnes Gitter mit mj � z � j� 	 � j � q � d � 	� Dann
gilt f�ur seine Punktanzahl n � n�q� d�

n
�
d

z
� q � d

n
�
d

z
�

Beweis� Es gilt einerseits

�
q

d

�
�

d��Y
j�


�
q � j

d� j

�
�

d��Y
j�


�
	 �

q � d

d� j

�
�

d��Y
j�


�
	 �

q � d

d

�
�

�
q

d

�d
�

andererseits folgern wir auf analoge Weise�
q

d

�
� qd�

�
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��� Smolyakfunktionen

Unter Verwendung des Algorithmus von Smolyak kann weiterhin eine neue Art von
Funktionen konstruiert werden�

De�nition �
�� Es seien ��� � � �� �q�d�� reellwertige� univariate Funktionen� Dann
hei�t die d�variate Funktion

Aq�d���� � � � � �q�d��� �
X
jjjd�q

��j� � �j����
 � � �
 ��jd � �jd���

q�te Smolyakfunktion der Dimension d mit zugrundeliegenden Funktionen ��� � � � � �q�d��

und �
 � ��

Analog zu Satz ��	� gilt o�ensichtlich

Aq�d���� � � � � �q�d��� �
X

q�d���jjjd�q
��	�q�jjjd

�
d� 	
q � jjjd

�
��j� 
 � � �
 �jd� �

Stimmen die univariaten Funktionen �uberein� so wird die Smolyakfunktion zur Ten�
sorproduktfunktion�

Lemma �
�� Die univariate� reellwertige Funktion � erf�ullt f�ur alle x � �x�� � � � � xd�
� IRd die Gleichung

Aq�d��� � � � � ���x� �
dY

j��

��xj� � Ad�d����

Eine weitere Smolyakfunktion wird im folgenden berechnet�

Lemma �
�
 Seien � und � univariate und reellwertige Funktionen� Dann gilt

Aq�d��� � � � � �� �� � � 
 �
 � � �
 �� � � �� �
 � � �
 �
 �

��d� 	��
 � � �
 ��

Beweis� Aus praktischen Gr�unden schreiben wir jede TensorproduktfunktionNn�
j��� �� 
 � � � 
Nnm

jm�� �m als
N
��� � n�� � � � � �m � nm�� wobei ��� � � � � �m univariate

Funktionen bezeichnen� Wir zeigen nun induktiv� da� die Gleichung

Aq�d��� � � � � �� ��

� Aq�u�d�u��� � � � � �� ��

O
�� � u� �

u��X
l�


O
�� � d� l � 	� �� � �� � 	� � � l�
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f�ur 	 � u � d � 	 gilt� Mit �
 � �� �� � � � � � �q�d � � und �q�d�� � � folgern
wir f�ur die Di�erenzfunktionen #� � �� #	 � � � � � #q�d 	 � und #q�d�� � � � ��
Aufgrund von Lemma ��	� schreiben wir nun

Aq�d��� � � � � �� �� �
q�	X
l�d��

Al�d����� � � � � ��
#q�l � Aq���d����� � � � � �� ��
#�

� Ad���d�����
 �� � �� � Aq���d����� � � � � �� ��
 �

�
O
�� � d� 	�
 �� � �� � Aq���d����� � � � � �� ��
 ��

Genauso folgt induktiv

Aq�d��� � � � � �� ���
u�	X
l�


O
�� � d� l � 	� � � � � 	� � � l�

� Aq�u���d�u����� � � � � �� ��

O
�� � u� 	�

� Aq�u�d�u��� � � � � �� ����� � � � � �� ��

O
�� � u� �

�
O
�� � d� u�
 �� � ��
O �� � u� 	� �

Wir schlu�folgern daraus mit u � d� 	

Aq�d��� � � � � �� ��

� Aq�d������� � � � � �� ��

O
�� � d� 	� �

d�	X
l�


O
�� � d� l � 	� �� � �� � 	� � � l�

�
O
�� � 	� � � d� 	� �

d�	X
l�


O
�� � d� l � 	� � � 	� � � l�� �d� 	�O �� � d� �

Bemerkung �
�� Damit gilt Aq�d��� � � � � �� �� � Ad���d��� ���

Lemma ���� l�a�t sich unter Beachtung der vorangehenden Bemerkung ���� noch
weiter verallgemeinern� Im zugeh�origen Beweis zeigen wir die Richtigkeit von Lemma
���� noch auf eine andere Weise�

Lemma �
�� F�ur die reellwertigen Funktionen �� ��� � � �� �l mit 	 � l � q � d� 	
gilt

Aq�d��� � � � � �� ��� � � � � �l� � Ad�l�d��� ��� � � � � �l��
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Beweis� Mit Hilfe von Lemma ��	� schreiben wir

Aq�d��� � � � � �� ��� � � � � �l�� Ad�l�d��� ��� � � � � �l�

�
q��X

j�d��
Aj�d�� 
#q�j��� � � � � �� ��� � � � � �l��

d�l��X
j�d��

Aj�d�� 
#d�l�j��� ��� � � � � �l�

� Aq���d����� � � � � �� ��� � � � � �l�
 �� Ad�l�	�d����� � � � � �� ��� � � � � �l�
 ��� � ��

�
lX

j�	

Ad�l�j���d����� � � ��
 ��j � �j���

�Ad�l���d����� ��� � � � � �l�
 �� Ad�l�	�d����� � � ��
 ��� � ��

�
lX

j�	

Ad�l�j���d�� 
 ��j � �j���

� �Aq���d����� � � � � �� ��� � � � � �l�� Ad�l���d����� ��� � � � � �l��
 ��

Daraus folgern wir induktiv

Aq�d��� � � � � �� ��� � � � � �l�� Ad�l�d��� ��� � � � � �l�

� �Aq�u�d�u��� � � � � �� ��� � � � � �l�� Ad�l�u�d�u��� ��� � � � � �l��

O
�� � u� �

mit u � d� 	 folgt schlie�lich
Aq�d��� � � � � �� ��� � � � � �l�� Ad�l�d��� ��� � � � � �l�

� �Aq�d������� � � � � �� ��� � � � � �l�� Al������� ��� � � � � �l��

O
�� � d� 	�

� ��l � �l�

O
�� � d� 	�

� ��

�

Einige spezielle Smolyakfunktionen entstehen� wenn die zugrundegelegten Funktionen
univariate Polynome sind� Wir de�nieren�

De�nition �
�� F�ur q� d�m�� � � � � mq�d�� � IN und q � d hei�t

SPm��


�mq�d��

q�d ��
�

jijd�q

�
IPmi�


 � � � 
 IPmid

�

Smolyak�Polynomraum�
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O�enbar gilt SPm��


�mq�d��

q�d � SVIPm� �


�IPmq�d��

q�d � Wir folgern�

Lemma �
�� Sei q � d � 	� mj � IN f�ur 	 � j � q � d� 	� Dann gilt

Aq�d�p�� � � � � pq�d��� � SPm��


�mq�d��

q�d

falls pj � IPmj
�
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� Interpolation auf dem d�unnen Gitter

Mit Hilfe des Smolyak�Tensorproduktoperators ist es m�oglich� Interpolanten f�ur Da�
ten auf einem passenden d�unnen Gitter zu �nden� Das folgende Lemma verdeutlicht
die Zusammenh�ange�

Lemma �
� Seien Fj � F und Vj � V f�ur 	 � j � q � d � 	 Vektorr�aume�

weiterhin sei f � SVF��


�Fq�d��q�d eine d�variate Funktion� F�ur 	 � j � q � d � 	
bezeichnen Uj lineare Operatoren Uj � Fj � Vj� mit Il � I� 
 � � � 
 I� sei ein
l�variater Tensorproduktoperator� der den Tensorraum F 
 � � �
 F auf den Tensor�
raum V
� � �
V abbildet� benannt� Sei Hq�d ein verschachteltes d�unnes Gitter� welches
auf den univariaten Datens�atzen X� � X	 � � � � � Xq�d�� basiert� es gelte

Ujfj�x� � I�fj�x�

f�ur alle x � Xj� fj � Fj� Dann folgt

Aq�df�x� � Idf�x�

f�ur alle x � Hq�d�

Beweis� Gilt x � ��x� xd� � Hq�d� so folgern wir �x � Hq�k�d�� und xd � Xk f�ur
	 � k � q � d� 	� Wir k�onnen dabei k so w�ahlen� da� �x � Hq�k�d��nHq�k���d�� gilt�
Mit Lemma ��	� folgt induktiv

Aq�df�x�

�
q��X
l�d��

�Al�d�� 
#q�l� f�x�

�
q�k��X
l�d��

�Al�d�� 
#q�l� f�x� �
q��X
l�q�k

�Al�d�� 
#q�l� f�x�

�
q�k��X
l�d��

�Al�d�� 
 Uq�l� f��x� xd��
q�k��X
l�d��

�Al�d�� 
 Uq�l��� f��x� xd� �

�
q��X
l�q�k

�Id�� 
#q�l� f��x� xd�

�
q�k��X
l�d��

�Al�d�� 
 I�� f��x� xd��
q�k��X
l�d��

�Al�d�� 
 I�� f��x� xd� �
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�
q��X
l�q�k

�Id�� 
#q�l� f��x� xd�

� �Id�� 
 Uk� f��x� xd�

� Idf�x��

�

Ein �ahnlicher Beweis �ndet sich unter nicht ganz so allgemeinen Bedingungen bei
���� Ein Beispiel f�ur einen Operator Il stellt die Einbettungsabbildung des Raumes
F 
 � � � 
 F in den Raum V 
 � � � 
 V dar� denn unter Ausnutzung der Eindeutig�
keit dieser Abbildung folgern wir� da� sie ein Tensorproduktoperator� bestehend aus
den univariaten Einbettungsabbildungen� sein mu�� Es folgt dann Aq�df � f und wir
erhalten damit die M�oglichkeit� aus univariaten Interpolanten auf den Datens�atzen
X�� � � � � Xq�d�� multivariate Interpolanten auf dem d�unnen Gitter zu konstruieren�
Andere Operatoren Il dieser Art werden beispielsweise bei der numerischen Integra�
tion benutzt�
Um Tensorproduktoperatoren de�nieren zu k�onnen� ben�otigen wir die Tensorr�aume
Fj�
� � �
Fjd bzw� Vj�
� � �
Vjd� Der n�achste Satz nach Wasilkowski und Wo$zniakowski
�
�� zeigt� da� sich f�ur eine Fehlerabsch�atzung bei der Interpolation mit Hilfe des
Smolyak�Algorithmus noch eine weitere Eigenschaft als n�utzlich erweist�

Satz �
� Es seien Fj � F und Vj � V f�ur 	 � j � q � d � 	 Banachr�aume�
die Norm des zugeh�origen l�variaten Tensorr�aume �F 
 � � �
 F � k � kF�


�F � sei mit
der Norm des Tensorraumes �V 
 � � �
 V� k � kV�


�V� f�ur � � l � d gleichm�a�ig
vertr�aglich� Dann gilt f�ur den d�variaten Tensorproduktoperator Id � I�
 � � �
 I� die
Fehlerabsch�atzung

kId � Aq�dkF�


�F �V�


�V

� kI� � Uq�d��kF �V kI�kd��F �V �

�
d��X
k��

X
jjjk�q�d�k

kY
���

kI�kd���kF �V
�
kI� � Uj	kF �V � kI� � Uj	��kF �V

�
�

�kI� � Uq�d�k���jjjkkF �V �

Beweis�Wir bezeichnen das j�fache Tensorprodukt F
� � �
F mit Fj bzw� V
� � �
V
mit Vj� Wegen Lemma ��	� gilt

kId � Aq�dkFd�Vd
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� kId�� 
 I� �
q��X
l�d��

#j� 
 � � �
#jd�� 
 Uq�lkFd�Vd
� k �Id�� � Aq���d���
 I� �

X
jjjd���q��

#j� 
 � � �
#jd�� 
 �I� � Uq�jjjd���kFd�Vd

� k �Id�� � Aq���d���
 I�kFd�Vd �
X

jjjd���q��
k#j� 
 � � �
#jd�� 
 �I� � Uq�jjjd���kFd�Vd

� kId�� � Aq���d��kFd���Vd��kI�kF �V �
�

X
jjjd���q��

k#j�kF �V � � � � � k#jd��kF �V � kI� � Uq�jjjd��kF �V

� kId�� � Aq���d��kFd���Vd��kI�kF �V �

�
X

jjjd���q��

d��Y
���

�
kI� � Uj	kF �V � kI� � Uj	��kF �V

�
� kI� � Uq�jjjd��kF �V

aufgrund von k#jkF �V � kI� � Uj�� � I� � UjkF �V � kI� � UjkF �V � kI� � Uj��kF �V �
Induktiv folgern wir mit 	 � �k � d� 	

kAq�dkFd�Vd
� kId��k � Aq��k�d��kkFd��k�Vd��k kI�k

�k
F �V �

�
�kX

k��

kI�kk��F �V
X

jjjd�k�q�k

d�kY
���

�
kI� � Uj	kF �V � kI� � Uj	��kF �V

�
�

�kI� � Uq�k���jjjd�kkF �V

� kI� � Uq�d��kF �V kI�kd��F �V �

�
d��X
k��

kI�kk��F �V
X

jjjd�k�q�k

d�kY
���

�
kI� � Uj	kF �V � kI� � Uj	��kF �V

�
�

�kI� � Uq�k���jjjd�kkF �V

� kI� � Uq�d��kF �VkI�kd��F �V �

�
d��X
k��

kI�kd�k��F �V
X

jjjk�q�d�k

kY
���

�
kI� � Uj	kF �V � kI� � Uj	��kF �V

�
�

�kI� � Uq�d�k���jjjkkF �V
falls wir �k � d� 	 w�ahlen� Es folgt die Behauptung� �

Gilt F � V und ist Id auf dem Unterraum F 
 � � �
F die Identit�atsabbildung dieses
Raumes auf sich selbst� so k�onnen wir diese Fehlerabsch�atzung f�ur die Interpolation
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auf dem d�unnen Gitter nutzen� Im Fall kI�kF �V � 	 gilt
kId � Aq�dkF�


�F �V�


�V

� kI� � Uq�d��kF �V �

�
d��X
k��

X
jjjk�q�d�k

kY
���

�
kI� � Uj	kF �V � kI� � Uj	��kF �V

�
� kI� � Uq�d�k���jjjkkF �V �

Haben die univariaten Fehlerschranken eine spezi�sche Gestalt� so kann man die
Interpolante auf folgenden Art und Weise darstellen�

Korollar �
� Es gelten neben den Voraussetzungen von Satz ��� die Fehlerabsch�atzun�
gen

kI� � UjkF �V � c �Bj und kI�kF �V � K�

Dann folgt

kId � Aq�dkF�


�F �V�


�V � cBq�d��

�
q

d� 	
�
max �K� c �	 �B��d�� �

Beweis� Es ist mit Formel �A��� aus dem Anhang

kId � Aq�dkF�


�F �V�


�V
� cBq�d��Kd�� �

d��X
k��

Kd���k X
jjjk�q�d�k

kY
���

�
c
�
Bj	 �Bj	��

��
cBq�d�k���jjjk

� cBq�d��Kd�� �
d��X
k��

ck��Kd���k X
jjjk�q�d�k

kY
���

�
Bj	 �Bj	��

�
Bq�d�k���jjjk

� cBq�d��Kd�� �
d��X
k��

ck��Kd���k X
jjjk�q�d�k

kY
���

�
	 �B���Bj	Bq�d�k���jjjk

� cBq�d��

�
	 �

d��X
k��

�
c

K

�k
�	 �B�k

� X
jjjk�q�d�k

	

� cBq�d��Kd��
d��X
k�


�
c

K

�k
�	 �B�k

�
k � q � d

k

�

� cBq�d��Kd�� max
�
	�
�
c

K

�
�	 �B�

�d�� d��X
k�


�
k � q � d

k

�

� cBq�d��

�
q

d� 	
�
max �K� c �	 �B��d�� �
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�

In Abh�angigkeit von der Gitterpunktanzahl des Clenshaw�Curtis�Gitters folgt daraus�

Korollar �
� Unter den Voraussetzungen von Korollar ��
 gilt mit � � B � 	

kId � Aq�dkF�


�F �V�


�V
� nlog�B� ��d� log�B���d����� log�B���� c

�d� 	�% B
log��d����� max �K� c �	 �B��d�� �

Dabei bezeichnet n �� n�q� d� die Anzahl der Punkte des d�unnen Gitters nach Clens�
haw und Curtis� Im Fall B � ��l folgern wir

kId � Aq�dkF�


�F �V�


�V
� n�l ��d� log�n���d����l��� c

�d� 	�%l��
max

�
K� c

�
	 � ��l

��d��
�

Beweis� Mit Korollar ���
 gilt

B�q�d���l � Blog��d����� l �Bl log�n�	d�log�n����d����

� Blog��d����� l � nl log�B� ��d� log�n����d���l log�B�

und wir folgern wegen

�
q

d� 	
�

� qd��

�d� 	�% �
��d� log�n��d��

�d� 	�%
die Behauptung� �

��� Untersuchung geeigneter Funktionenr�aume und ihrer Nor�

men

Um Satz 
�� bei der Fehlerabsch�atzung von Smolyak�Interpolanten anwenden zu
k�onnen� m�ussen die Normen der zugrundegelegten Tensorr�aume gleichm�a�ig ver�
tr�aglich sein� Im folgenden Satz �nden wir einen Tensorraum mit dieser Eigenschaft�
der aufgrund seiner besonderen Struktur auf vielf�altige Art und Weise angewandt
werden kann�
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Satz �

 Es gilt

IR
 � � �
 IR � IR�

und jede Kreuznorm k � k��IR�


�IR erf�ullt f�ur z �
Pn

j�� xj 
 yj mit xj � IR�
yj � IR
 � � �
 IR die Gleichung

kzk��IR�


�IR �

������
nX
j��

xjyj

������ �

Beweis� Wir f�uhren den Beweis f�ur ein einfaches Tensorprodukt� Es sei z � IR
 IR�
mit Hilfe der Basis f	g von IR schreiben wir

z �
nX
j��

xj 
 yj �
nX
j��

xj 
 �	 � yj� �
nX
j��

�xj � yj�
 	

�
nX
j��

�xj � yj � 	�
 	 �
nX
j��

�xj � yj��	
 	��

O�enbar stellt damit f	 
 	g eine Basis von IR 
 IR dar� und wir k�onnen eine Iso�
morphie F � IR
 IR� IR mit

F

�
� nX
j��

xj 
 yj

�
A �

nX
j��

xjyj

de�nieren�
Nach ���� gilt mit z � X�
 � � �
Xd f�ur jede Kreuznorm k�k��X��


�Xd

auf X�
 � � �
Xd

die Ungleichung

kzk��X��


�Xd
� kzk��X��


�Xd

� kzk��X��


�Xd
�

Wir zeigen nun� da� kzk��IR�IR � kzk��IR�IR erf�ullt ist und folgern damit die Behaup�
tung� Es gilt mit z �

Pn
j�� xj 
 yj

kzk��IR�IR � sup
��IR�

k�kIR���

������
nX
j��

��xj�yj

������ � sup
��IR�

k�kIR���

j��	�j
������
nX
j��

xjyj

������

� sup
��IR�

j��x�j��
x�IR� jxj��

j��	�j
������
nX
j��

xjyj

������ �
������
nX
j��

xjyj

������
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� inf
z�
Pn

j��
xjyj��

xj�IR�yj�IR

������
nX
j��

xjyj

������ j	j �
������

nX
j��

xjyj 
 	
������
��IR�IR

�

������
nX
j��

xj 
 yj

������
��IR�IR

� kzk��IR�IR�

�

Bemerkung �
� Damit gilt f�ur jede Kreuznorm k � k��IR�


�IR die Isomorphie

IR
� � � �
� IR � IR�

und wir k�onnen diesen Tensorraum in Verbindung mit jedem anderen� auf Basis
einer gleichm�a�ig vertr�aglichen Kreuznorm bestehenden Tensorraum nutzen� was f�ur
die Anwendung auf Punktauswertungen von Bedeutung ist�

Der kommende Satz stellt eine Erweiterung eines Theorems aus �	��� welches Aussa�
gen �uber stetige d�variate Funktionen beinhaltet� dar� Wir ben�otigen dazu zun�achst

De�nition �
� Sei d � IN � r � �r�� � � � � rd� � INd

 und U � IRd o�en� Dann benen�

nen wir den Raum aller Funktionen f � U � IR� die im l�ten Argument� 	 � l � d�
rl�fach stetig di�erenzierbar sind� mit Crd�U�� Gilt r� � � � � � rd �� �r� so schreiben
wir C�r

d�U��

Satz �
� Sei der Raum

F r
d�S� ��

n
f � Crd�S� � kfkFr

d
�s� ��

o

mit S � IRd�

kfkFr
d
�� sup

�����������d��IN
d
�

�l�f������rlg

kD�fk��S � ��

und r � fr�� � � � � rdg bzw� r � IN
 de�niert� Es seien Sj 
 IRdj � 	 � j � �d� kompakt�

Dann gilt mit Rj � IN
dj

 und r � �r�� � � � � r �d�

F r�
d�
�S��
� � � �
� F r 
d

d 
d
�S �d� � F r

d��


�d 
d
�S� � � � �� S �d��
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Beweis� Aufgrund von Satz ��� f�uhren wir den Beweis f�ur �d � �� Wir zeigen zun�achst�
da� die Abbildung

F � F r�
d�
�S��
� F r�

d�
�S	� � F r

d �S� � S	�

f �� Ff

mit f �
Pn

j�� f�j 
 f	j und

Ff �s�� s	� �
nX
j��

f�j�s�� f	j�s	�

f�ur s� � S� und s	 � S	 isometrisch ist� Es gilt

kfk��Fr�
d�

�S���Fr�
d�

�S��
� sup

��F
r�
d�

�S��
�

k�k
F
r�
d�

�S��
���

������
nX
j��

��f	j� f�j

������Fr�
d�

�S��

� sup
��F

r�
d�

�S��
�

k�k
F
r�
d�

�S��
���

sup
��������������d�

��IN
d�
�

��l�f������r�lg

sup
s��S�

������
nX
j��

��f	j�D
��f�j�s��

������

� sup
��������������d�

��IN
d�
�

��l�f������r�lg

sup
s��S�

sup
��F

r�
d�

�S��
�

k�k
F
r�
d�

�S��
���

�������
�
� nX
j��

f	jD
��f�j�s��

�
A
������

� sup
��������������d�

��IN
d�
�

��l�f������r�lg

sup
s��S�

sup
��F

r�
d�

�S��
�

k�k
F
r�
d�

�S��
���

���� �D���
Ff �s�� ��
����

� sup
��������������d�

��IN
d�
�

��l�f������r�lg

sup
s��S�

���D���
Ff�s�� ��
���Fr�

d�
�S��

� sup
�j���j�������jdj

��IN
dj
�

�jl�f������rjlg� j����

sup
s��S�
s��S�

jD�����Ff �s�� s	�j

� kFfkFr
d
�S�	S���

Wir zeigen nun die Dichtheit von F �F r�
d�
�S��
 F r�

d�
�S	�� in F r

d�S� � S	� und folgern
damit die Behauptung� Wir w�ahlen g � F r

d �S� � S	�� Die Funktion �g�s�� �� g�s�� ��
beschreibt eine stetige Abbildung �g � S� � F r�

d�
�S	�� Da S� kompakt ist� folgt auch

die Kompaktheit von �g�S��� Da �g�S�� als metrischer Raum interpretiert werden kann�
folgern wir damit� da� �g�S�� pr�akompakt ist� d�h�� �g�S�� l�a�t sich durch endlich viele
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Kugeln mit beliebigem Radius � � � �uberdecken� Wir bezeichnen diese Kugeln mit
den Mittelpunktfunktionen f	j � F r�

d�
�S	� als

B�f	j� �� � fh � F r�
d�
�S	� � kh� f	jkFr�

d�
�S��

� �g

und benennen ihre Anzahl mit n� Auf einem Kompaktum lassen sich nach �	�� belie�
big oft stetig di�erenzierbare Funktionen g�� � � � � gn � �g�S�� � ��� 	� �nden� die eine
Zerlegung der Eins

Pn
j�� gj � 	 darstellen und f�ur 	 � j � n die Bedingung gj�x� � �

f�ur alle x � �g�S��nB�f	j� �� erf�ullen� Wir k�onnen nun die Funktionen

f�j �� gj � �g � S� � ��� 	�

konstruieren� sie sind im l�ten Argument f�ur alle l �rTel��fach stetig di�erenzierbar�
wobei el den l�ten Einheitsvektor darstellt� und erf�ullen ebenfalls die Bedingung

nX
j��

f�j � 	�

Weiterhin gilt f�j�s�� � �� falls k�g�s��� f	jkFr�
d�

�S��
� �� Daraus folgern wir

������g �
nX
j��

f�j 
 f	j

������Fr
d
�S�	S��

� max
��������������d�

��IN
d�
�

��j�f������r�jg

sup
s��S�

������g�s�� ���
nX
j��

f�j�s��
 f	j

������Fr�
d�

�S��

� max
��������������d�

��IN
d�
�

��j�f������r�jg

sup
s��S�

������
nX
j��

f�j�s�� �g�s�� ��� f	j�

������Fr�
d�

�S��

� max
��������������d�

��IN
d�
�

��j�f������r�jg

sup
s��S�

nX
j��

f�j�s�� kg�s�� ��� f	jkFr�
d�

�S��

� max
��������������d�

��IN
d�
�

��j�f������r�jg

sup
s��S�

nX
j��

f�j�s�� �

� �

und das Bild von F r�
d�
�S��
F r�

d�
�S	� ist dicht in F r�

d�
�S	�� �

Nun k�onnen wir also Satz 
�� mit Sj � S� �Sj � �S� Fj � F rj
dj
�Sj� und Vj � F sj

dj
� �Sj�

benutzen� Bei der numerischen Integration mit dem Smolyak�Algorithmus� vgl� �����
wendet man diese R�aume f�ur n � d� r � r� � � � � � rd und Sj � �Sj � ��	� 	��
	 � j � d� unter Nutzung von Satz 
�� an�
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Bemerkung �
� Genauso k�onnen wir f�ur den Funktionenraum F r
d �S� die Norm

kfkFr�k
d

��
� X

�����������d��IN
d
�

�l�f������rlg

kD�fkk��S

� �
k

mit f � F r
d �S� w�ahlen�

Auf analoge Weise kann man auch das folgende Ergebnis zeigen�

Satz �
�� Sei U eine o�ene Menge� seien Sj� 	 � j � �d� o�ene Teilmengen des
IRdj � Bezeichne Crd�c�U� den Raum der Funktionen aus Crd�U� mit kompaktem Tr�ager�

Dann ist der Tensorraum Cr�d��c�S�� 
� � � � 
� Cr 
dd 
d�c�S �d� mit d � d� � � � � � d �d und

r � fr�� � � � � r �dg dicht in Crd�S� � � � � � S �d�� Ist D�U� der Raum der unendlich oft
di�erenzierbaren Funktionen auf U mit kompakten� in U enthaltenen Tr�agern� so ist
D�S��
� � � �
� D�S �d� dicht in D�S� � � � �� S �d��

Der Beweis ist auch in �
�� zu �nden� Daraus folgt das f�ur sp�atere Anwendungen
bedeutende

Korollar �
�� Sei

Sd �

�
� � C��IRd� � lim

kxk
�

���xkDl��x�
��� � � f�ur alle k� l � INd




�

der Schwartzsche Raum� Dann ist der Tensorraum Sd�
� � � �
�Sd 
d dicht in Sd��


�d 
d �

Beweis� Wir de�nieren eine Funktion

� �
nX
j��

��j 
 �	j � Sd� 
 Sd�

mit ��j � Sd� und �	j � Sd� � O�enbar gilt

lim
kxk
�

���xkDl�z�x�
��� � lim

kx�k
�

kx�k
�

������
jX

n��

xk�� D
l���j�x�� � xk�	 Dl��	j�x	�

������ � �

und es ist Sd� 
 Sd� � Sd� Nach ��� ist D�S� f�ur alle S 
 IRd im Schwartzschen
Raum Sd enthalten und ist dort dicht� weiterhin gilt Satz 
�	�� Damit ist einerseits
also auch der Tensorraum D�S��
� D�S	� mit S� 
 IRd� und S	 
 IRd� dicht in Sd�
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andererseits folgt die Dichtheit von D�S�� 
 D�S	� in Sd� 
� Sd� � Insgesamt folgern
wir die Behauptung� �

Weitere Beispiele �nden wir� wenn wir Tensorprodukt�Hilbertr�aume mit der Hilbertraum�
Kreuznorm aus Lemma ��	
 verwenden�

Satz �
�� Seien Sj � IRdj Mengen� die aus abz�ahlbaren me�baren Mengen bestehen�
Dann folgt

L	�S��
� � � �
� L	�Sd� � L	�S� � � � �� Sd��

Der Satz wird in �	�� bewiesen� �Ahnliche Resultate gelten auch f�ur R�aume vom
Sobolev�Typ� Dazu ben�otigen wir zun�achst

De�nition �
�� Sei S � IRd und r � INd

 � Dann de�nieren wir

F r
d�L�
�S� �

n
f � L	�S� � kfkFr

d�L�
�S� ��

o
mit

kfkFr
d�L�

�S� � sup
�����������d��IN

d
�

�j�f������rjg

kD�fkL��S�

f�ur alle f � F r
d�L�
�S��

Satz �
�� Es gilt f�ur aus abz�ahlbaren me�baren Mengen bestehende Sj � IRdj �
	 � j � �d� und r � �r�� � � � � r �d�

F r�
d��L�

�S��
� � � �
� F r 
d
d 
d�L�

�S �d� � F r
d��


�d 
d�L�

�S� � � � �� S �d��

Beweis� Wir zeigen zun�achst� da� F r
d�L�

ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

�f� g�Fr
d�L�

�S� � sup
�����������d��IN

d
�

�j�f������rjg

�D�f�D�g�L��S�

ist� Da sich Symmetrie� Bilinearit�at und positive De�nitheit vom L	�Skalarprodukt
�ubertragen� mu� nur noch die Vollst�andigkeit gezeigt werden� Es sei also ffkgk�IN
eine Cauchyfolge in F r

d�L�
�S�� Dann ist fD�fkgk�IN f�ur alle � � INd


 eine Cauchyfolge
in L	�S�� Da L	�S� vollst�andig ist� existiert f

� � L	�S� mit

D�fk �k�kL��S� f��
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insbesondere gilt fk �k�kL��S� f 
 �� f � und wegen Abgeschlossenheit der schwa�
chen Ableitungsabbildung folgt D�f � f�� Damit gilt fk �Fr

d�L�
�S� f �

Ohne Einschr�ankung sei �d � �� Wir de�nieren nun eine Abbildung F auf
F r�
d��L�

�S��
 F r�
d��L�

�S	� mit F �z� � fz� wobei

fz�s�� s	� �
nX
j��

xj�s��yj�s	�

f�ur alle s� � S�� s	 � S	 und z �
Pn

j�� xj 
 yj � F r�
d��L�

�S��
F r�
d��L�

�S	� gelte� Da der
Satz von Fubini angewandt werden kann� folgern wir

kfzkFr
d��d��L�

� sup
�����������d��IN

d
�

�j�f������r
T ejg

Z
S�	S�

D�f 	�s�� s	�d�s�� s	�

� sup
�����������d��IN

d
�

�j�f������r
T ejg

Z
S�

Z
S�

�D�f�s�� s	��
	 ds	ds�

� sup
�����������d��IN

d
�

�j�f������r
T ejg

Z
S�

Z
S�

X
��j�n
��k�n

D� �xj�s��yj�s	��D
� �xk�s��yk�s	�� ds	ds�

�
X

��j�n
��k�n

sup

������������d�

��IN
d�
�

�j�f������r
T ejg

Z
S�

D���xj�s��D
���xk�s��ds� �

� sup

�����d���

������d��IN
d�
�

�j�f������r
T ejg

Z
S�

D���yj�s	�D
���yk�s	�ds	

�
X

��j�n
��k�n

�xj� xk�Fr�
d��L�

�S��
�yj� yk�Fr�

d��L�
�S��

� kzk��Fr�
d��L�

�S���Fr�
d� �L�

�S��

und das Bild F
�
F r�
d��L�

�S��
 F r�
d��L�

�S	�
�
ist enthalten in F r

d�L�
�S� � S	�� Die Abbil�

dung ist wohlde�niert� denn ist z �
Pn

j�� xj 
 yj � F r�
d��L�

�S��
 F r�
d��L�

�S	� eine Dar�
stellung der Null in diesem Raum� so folgern wir f�ur jedes �z � F r�

d��L�
�S��
F r�

d��L�
�S	�

die Gleichung z � �z � �z� damit gilt

k�zk	Fr�
d��L�

�S���Fr�
d��L�

�S��
� ��z� �z�Fr�

d��L�
�S���Fr�

d��L�
�S��

� �z � �z� �z�Fr�
d��L�

�S���Fr�
d��L�

�S��

� �z� �z�Fr�
d��L�

�S���Fr�
d��L�

�S��
� k�zk	Fr�

d��L�
�S���Fr�

d��L�
�S��

�
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und schlie�lich folgt

� � �z� z�Fr�
d� �L�

�S���Fr�
d��L�

�S��
� kzk	Fr�

d��L�
�S���Fr�

d��L�
�S��

� kfzkFr
d��d��L�

�

F ist also eine Isometrie� und der Abschlu� F
�
F r�
d��L�

�S��
 F r�
d��L�

�S	�
�
ist die Ver�

vollst�andigung des Raumes F r�
d��L�

�S�� 
 F r�
d��L�

�S	� bez�uglich seiner Norm
k � k��Fr�

d��L�
�S���Fr�

d��L�
�S��
� Da der Abschlu� eines metrischen Raumes der Menge al�

ler Grenzwerte konvergenter Folgen aus diesem Raum entspricht� folgern wir aus der
Linearit�at von F die Inklusion

F
�
F r�
d��L�

�S��
F r�
d��L�

�S	�
�
� F r

d�L�
�S� � S	��

es gilt also

F r
d�L�
�S� � S	� � F

�
F r�
d��L�

�S��
F r�
d��L�

�S	�
�

� F
�
F r�
d��L�

�S��
 F r�
d��L�

�S	�
��
�

F�ur f � F
�
F r�
d��L�

�S��
F r�
d��L�

�S	�
��
folgern wir aufgrund des Satzes von Fubini mit

x � F r�
d��L�

�S��� y � F r�
d��L�

�S	�

� � �x
 y� f�Fr
d�L�

�S�	S��

� sup
�����������d��IN

d
�

�j�f������r
T ejg

Z
S�

Z
S�

�D�x�s��y�s	�� �D
�f� �s�� s	�ds	ds�

� sup

������������d�

��IN
d�
�

�j�f������r
T ejg

Z
S�

D ���
s�
x�s��D

���
s�

sup

�����d���

������d��IN
d�
�

�j�f������r
T ejg

Z
S�

D���y�s	�D
���f�s�� s	�ds	ds�

und damit

sup

�����d���

������d��IN
d�
�

�j�f������r
T ejg

Z
S�

�
D���y�s	�

� �
D���f

�
�s�� s	�ds	 � �

f�ur fast alle s� und genauso f�s�� s	� � � fast �uberall in S� � S	� �

Bemerkung �
�
 Aus Gr�unden der Norm�aquivalenz k�onnen wir auch

F r
d�L�
�S� �

n
f � L	�S� � kfkFr

d�L�
�S��	 ��

o
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mit

kfkFr
d�L�

�S��	 �
� X

�����������d��IN
d
�

�j�f������rjg

kD�fk	L��S�
��
�

schreiben�

�Ahnliches folgern wir unter anderem f�ur das Tensorprodukt von klassischen eindi�
mensionalen Sobolev�R�aumen�

De�nition �
�� F�ur S � IRd und r � INd

 gilt

Wr
d�Lp
�S� ��

�
f � Lp�S� � kfkWr

d�Lp
�S� ��

�

mit

kfkWr
d�Lp

�S� �
�
kfk	Lp�S� � kDr��


�r 
dfk	Lp�S�

� �
� �

Damit gilt�

Satz �
�� F�ur aus abz�ahlbaren me�baren Mengen bestehende Sj � IRdj � 	 � j � �d�
und r � �r�� � � � � r �d� ist die Isomorphie

Wr�
d��L�

�S��
� � � �
� Wr 
d
d 
d�L�

�S �d� � Wr
d��


�d 
d�L�

�S� � � � �� S �d�

erf�ullt�

Der Satz kann in v�olliger Analogie zum Beweis von Satz 
�	
 gef�uhrt werden�

Der folgende Satz ist ein Resultat aus �	��� Er verwendet den Begri� des Atoms in
einem me�baren Raum� welcher eine me�bare Menge A mit positivem Ma� de�niert�
wobei jede me�bare Untermenge entweder das Ma� � oder das von A besitzt�

Satz �
�� Seien S�� � � � � Sd endliche me�bare atomfreie R�aume� Dann gilt f�ur
	 � p ��

Lp�S��
�p � � �
�p Lp�Sd� � Lp�S� � � � �� Sd��
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Da Lebesgue�me�bare R�aume atomfrei sind� kann der Satz dort angewandt werden�
Im Fall p �� wird im allgemeinen keine Gleichheit erlangt� dort ist der Tensorpro�
duktraum lediglich im Raum L��S� � � � �� Sd� enthalten� Wir verallgemeinern�

Satz �
�� Sind S�� � � � � S �d endliche me�bare atomfreie R�aume� so gilt f�ur 	 � p ���
	 � j � �d und r � �r�� � � � � r �d�

F r�
d��Lp

�S��
�p � � �
�p F r 
d
d 
d�Lp

�S �d� � F r
d��


�d 
d�Lp

�S� � � � �� S �d��

Um den Satz beweisen zu k�onnen� formulieren wir zun�achst

De�nition �
�� Sei S me�bar� Mit F r
d�Lp
�S� Y � sei f�ur d � IN und r � �r�� � � � � rd�

der Raum der Funktionen f � S � Y bezeichnet� f�ur die

kfkFr
d�Lp

�S�Y � � sup
�����������d��IN

d
�

�l�f������rlg

�Z
kD�f�s�kpY ds

� �
p

� �

gilt�

Satz �
�� Sei S ein endlicher me�barer atomfreier Raum� Y sei ein Banachraum
mit

F r
d�Lp
�S�
�p Y � Y 
�p F r

d�Lp
�S��

Dann folgt f�ur 	 � p ��
F r
d�Lp
�S�
�p Y � F r

d�Lp
�S� Y ��

Beweis von Satz �
��� Grundlage dieses Beweises ist die Verwendung von Elemen�
tarfunktionen� d�h� von me�baren Funktionen� die nur endlich viele Werte annehmen�
und ihrer Dichtheit in den Lp�R�aumen f�ur 	 � p � �� vgl� �
�� Nach �	�� gibt
es solche Elementarfunktionen �f�� � � � � �fn � Lp�S� mit k �fj � fjk � � zu gegebenen
f�� � � � � fn � Lp�S�� � � � und

�fj � spanfg�� � � � � gmg
mit gj � gk � � f�ur j �� k und

Pm
k�� gk � 	� Die Funktionen gj bestehen dabei

aus Produkten von charakteristischen Funktionen� Aus der Abgeschlossenheit der
schwachen Ableitungsabbildung folgern wir die Dichtheit der Elementarfunktionen
aus F r

d�Lp
�S� im selben Raum� Damit existieren zu Funktionen f�� � � � � fn � F r

d�Lp
�S�
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Elementarfunktionen �f�� � � � � �fn � F r
d�Lp
�S� mit den oben genannten Eigenschaften�

Weiterhin benutzen wir im Beweis� da� die Normen der Einbettungsoperatoren

A � F r
d�Lp
�S� Y � � Y 
�p F r

d�Lp
�S�

und

B � F r
d�Lp
�S�
�p Y � F r

d�Lp
�S� Y �

den Wert 	 besitzen� was im folgenden noch zu zeigen ist� Bezeichnen wir die Iso�
metrie zwischen F r

d�Lp
�S� 
�p Y und Y 
�p F r

d�Lp
�S� mit F � so folgern wir f�ur jede

Elementarfunktion f � F r
d�Lp
�S� Y � der Gestalt f�s� �

Pn
j�� gj�s�yj

�B � F � A�f�s� � �B � F � A�
nX
j��

gj�s�yj

� �B � F �
nX
j��

yj 
 gj

� B
nX
j��

gj 
 yj

�
nX
j��

gj�s�yj

� f�s��

Wegen kAkFr
d�Lp

�S�Y �� Y��pFr
d�Lp

�S� � kBkFr
d�Lp

�S���pY�Fr
d�Lp

�S�Y � � 	 folgern wir

kfkFr
d�Lp

�S�Y � � kAfkY��pFr
d�Lp

�S� �	��

und

k�F � A�fkFr
d�Lp

�S���pY � k�B � F � A�fkFr
d�Lp

�S�Y � � kfkFr
d�Lp

�S�Y � �	��

und damit

kfkFr
d�Lp

�S�Y � � kAfkY��pFr
d�Lp

�S�

� kFkFr
d�Lp

�S���pY� Y��pFr
d�Lp

�S�kAfkY��pFr
d�Lp

�S�

� k�F � A�fkFr
d�Lp

�S���pY

� kfkFr
d�Lp

�S�Y ��

Es folgt k�F � A�fkFr
d�Lp

�S���pY � kfkFr
d�Lp

�S�Y �� F � A ist also eine Isometrie und

F r
d�Lp
�S� Y � die Vervollst�andigung von F r

d�Lp
�S�
 Y unter der �p�Norm�
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Es bleibt noch zu zeigen� da� die Normen von A und B den Wert 	 haben� Im Fall
von A w�ahlen wir eine Elementarfunktion aus F r

d�Lp
�S� Y �� die wir in der Form

f�s� �
nX
j��

gj�s�yj

mit yj � Y und gj �gk � � f�ur j �� k darstellen k�onnen� Da die Funktionen gj Produkte
von charakteristischen Funktionen sind� gilt gj �� � und wir k�onnen kgjkFr

d�Lp
�S� � 	

annehmen� Wir wollen nun zeigen� da�

kAfk�p� Y�Fr
d�Lp

�S� � kfkFr
d�Lp

�S�Y �

erf�ullt ist� Nach �	�� gilt mit �
p
� �

q
� 	

sup
��X�

k�kX���

�
� nX
j��

j��gj�jq
�
A

�
q

� supPn

j��j�jjp��
���������n��IR

n

������
nX
j��

	jgj

������
X

f�ur jeden Banachraum X� und im Fall g�� � � � � gn � Lp�S� nimmt dieser Ausdruck den
Wert max��j�n kgjkLp�S� an� Daraus folgt

sup
��Fr

d�Lp
�S��

k�kFr
d�Lp

�S����

�
� nX
j��

j��gj�jq
�
A

�
q

� supPn

j��j�jjp��
���������n��IR

n

sup
�����������d��IN

d
�

�l�f������rlg

������
nX
j��

	jD
�gj

������
Lp�S�

� sup
�����������d��IN

d
�

�l�f������rlg

max
��j�n

kD�gjkLp�S�

� max
��j�n

kgjkFr
d�Lp

�S�

� 	�

Damit gilt

kAfk�p� Y�Fr
d�Lp

�S� � inf
Af�

Pn

j��
yj�gj

�
� nX
j��

kyjkpY
�
A

�
p

�
�
� nX
j��

kyjkpY
�
A

�
p

�

�
� nX
j��

kyjkpY
�
A

�
p

kgjkFr
d�Lp

�S�
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�

�
� nX
j��

kyjkpY kgjkpFr
d�Lp

�S�

�
A

�
p

�	
�

�

�
BB�

nX
j��

kyjkpY sup
�����������d��IN

d
�

�l�f������rlg

Z
S
jD�gj�s�jpds

�
CCA

�
p

� sup
�����������d��IN

d
�

�l�f������rlg

�
�Z

S

nX
j��

kyjD�gj�s�kpY ds
�
A

�
p

� sup
�����������d��IN

d
�

�l�f������rlg

�
� nX
k��

Z
ft � D�gk�t���
g

nX
j��

kyjD�gj�s�kpY ds
�
A

�
p

� sup
�����������d��IN

d
�

�l�f������rlg

�
nX

k��

Z
ft � D�gk�t� ��
g

kykD�gk�s�kpY ds
� �

p

� sup
�����������d��IN

d
�

�l�f������rlg

�Z
S
k

nX
k��

ykD
�gk�s�kpY ds

� �
p

� kfkFr
d�Lp

�S�Y ��

F�ur f
�s� � c � y mit der auf S konstanten Funktion c� wobei kckFr
d�Lp

�S� � 	 und

y � Y erf�ullt seien� gilt wegen �	
�

kf
kFr
d�Lp

�S�Y � � kykY � kAf
k�p�Y�Fr
d�Lp

�S�

und wir folgern kAkFr
d�Lp

�S�Y ��Fr
d�Lp

�S� � 	�

Im Fall B schreiben wir Bz�s� �
Pn

j�� gj�s�yj �� fz�s� f�ur ein Element
z �

Pn
j�� gj 
 yj aus F r

d�Lp
�S�
 Y � Es gilt f�ur � � q ��

kfzkFr
d�Lp

�S�Y � � sup
�����������d��IN

d
�

�l�f������rlg

�
�Z

S
k

nX
j��

yjD
�gj�s�kpY ds

�
A

�
p

� sup
�����������d��IN

d
�

�l�f������rlg

�
B�Z

S
sup
��Y �

k�kY ���

������
nX
j��

��yj�D
�gj�s�

������
p

ds

�
CA

�
p

�
nX
j��

kgjkFr
d�Lp

�S� sup
��Y �

k�kY ���

�
nX

k��

j��yk�jq
� �

q
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und genauso

kfzkFr
d�L�

�S�Y � �
nX
j��

kgjkFr
d�L�

�S� sup
��Y �

k�kY ���

�
max
��k�n

j��yk�j
�
�

Damit folgt

kfzkFr
d�Lp

�S�Y � � kzk�p�Fr
d�Lp

�S��Y �

und f�ur z
 � g 
 y mit g � F r
d�Lp
�S� und y � Y die Gleichheit

kfz�kFr
d�Lp

�S�Y � � kgkFr
d�Lp

�S�kykY � �

Beweis von Satz �
��� Um Satz 
��	 anwenden zu k�onnen� m�ussen wir zeigen�
da� die R�aume F r�

d��Lp
�S��
 F r�

d��Lp
�S	� und F r�

d��Lp
�S	�
 F r�

d��Lp
�S�� isometrisch sind�

Die Abbildung

F � F r�
d��Lp

�S��
 F r�
d��Lp

�S	� � F r�
d��Lp

�S	�
 F r�
d��Lp

�S��

mit F �z� � �z f�ur z �
Pn

j�� f�j 
 f	j� �z �
Pn

j�� f	j 
 f�j und fij � F ri
di�Lp

�Si� f�ur
i � 	� � erf�ullt diese Bedingung� denn nennen wir die Funktion

f�s�� �
nX
j��

f�j�s��f	j � F r�
d��Lp

�
S��F r�

d��Lp
�S	�

�
�

so folgern wir mit �	�� und �	��

kzkFr�
d��Lp

�S���Fr�
d� �Lp

�S��
� kfkFr�

d��Lp

�
S��Fr�

d��Lp
�S��

� � kF �z�kFr�
d��Lp

�S���Fr�
d��Lp

�S��

und aus Symmetriegr�unden die Behauptung� Nun mu� noch bewiesen werden� da�
auch die R�aume F r��r�

d��d��Lp
�S��S	� und F r�

d��Lp

�
S��F r�

d��Lp
�S	�

�
isometrisch sind� Dazu

de�nieren wir eine Abbildung �f � f � wobei

�f�s�� s	� � f�s���s	� �
nX
j��

f�j�s��f	j�s	�

benannt sei� Mit dem Satz von Fubini gilt

k �fkFr��r�
d��d��Lp

�S�	S�� � sup
���������d��IN

d
�

�l�f������rlg

�Z
S�	S�

jD� �f�s�� s	�jpd�s�� s	�
� �
p

� sup
���������d�

��IN
d�
�

�l�f������rlg

�Z
S�

kD�f�s��kpFr�
d��Lp

�S��
ds�

� �
p

� kfkFr�
d��Lp

�
S��Fr�

d��Lp
�S��

��
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Genauso beweisen wir�

Satz �
�� Sind S�� � � � � Sd me�bare atomfreie R�aume und gilt r � �r�� � � � � r �d�� so ist
die Isomorphie

Wr�
d��Lp

�S��
� � � �
� Wr 
d
d 
d�Lp

�S �d� � Wr
d��


�d 
d�Lp

�S� � � � �� S �d�

erf�ullt�

��� Untersuchung geeigneter Native Spaces

In diesem Abschnitt werden Native Spaces in Hinblick auf ihre Anwendbarkeit bei der
Interpolation mit Unterst�utzung des Smolyak�Algorithmus betrachtet� Dazu m�ussen
wir vorbereitend noch ein anderes Ergebnis formulieren�

Satz �
�� Seien �j f�ur 	 � j � �d stetige� bedingt positiv de�nite Funktionen der
Ordnung mj auf �j� Jede Funktion �j besitze eine verallgemeinerte Fouriertrans�

formierte ��j mit der zus�atzlichen Eigenschaft� da� ��j��j�k�jksj f�ur sj � �mj mit
�j � �j um Null integrierbar ist� Dann ist die Funktion � � �� 
 � � � 
 � �d bedingt

positiv de�nit der Ordnung m �
P �d

j��mj�

Beweis� Wir benutzen Satz ��
 von Iske� Dazu m�ussen wir zun�achst �uberpr�ufen� ob
� eine verallgemeinerte Fouriertransformierte �� besitzt� F�ur jede Funktion � � Sd
m�u�te die Gleichung

��� ���L��IRd� �
�
��� �

�
L��IRd�

erf�ullt sein� Aufgrund von Korollar 
�		 reicht es aus� Funktionen aus dem Tensorraum
von passenden Schwartzschen R�aumen zu betrachten� Es gilt also mit
� �

Pn
j�� ��j 
 �	j � Sd� 
 Sd� und dem Satz von Fubini

��� ���L��IRd� �

�
��� nX

j��

���j 
 ��	j
�
A
L��IRd�

�
Z
IRd
��x�

nX
j��

���j 
 ��	j�x� dx

�
Z
IRd�

Z
IRd�

���x���	�x	�
nX
j��

���j�x����	j�x	� dx
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�
nX
j��

Z
IRd�

���x�����j�x�� dx�

Z
IRd�

�	�x	���	j�x	� dx	

�
nX
j��

Z
IRd�

����x����j�x�� dx�

Z
IRd�

��	�x	��	j�x	� dx	

�
Z
IRd

��� 
 ��	�x�
nX
j��

��j 
 �	j�x� dx

�
�
��� 
 ��	� �

�
L��IRd�

�

und ��� 
 ��	 ist die verallgemeinerte Fouriertransformierte von �� Genauso ist also
���
 � � �
 �� �d die verallgemeinerte Fouriertransformierte von ��
 � � �
 � �d� Weiterhin

mu� �����k�ks f�ur s � �m um Null integrierbar sein� Wir betrachten dazu f�ur ein

beliebig kleines � � � mit sj � �mj und s �
P �d

j�� sjZ
k��k�


�k� 
dk��

�����k�ks d�

�
Z
k��k�


�k� 
dk��

������� � � � � � �� �d�� �d�
�
k��k	 � � � �� k� �dk	

� s
� d�

�
Z
k��k�


�k� 
dk��

������� � � � � � �� �d�� �d�
�dY

j��

�
k��k	 � � � �� k� �dk	

� sj
� d�

�
Z
k��k�


�k� 
dk��

������� � � � � � �� �d�� �d�
�d
s
�

�dY
j��

k�jksj d�

� �d
s
�

�dY
j��

Z
k�jk��

��j��j�k�jksj d�j
� ��

dabei wurde der Satz von Fubini benutzt� WegenZ
k�k��

����������� k�ksd� �
Z
k��k�


�k� 
dk��

����������� k�ksd�
bei passender Wahl von � ist �����k�ks f�ur s � �m um Null integrierbar� Aus der
bedingten positiven De�nitheit der Funktionen �j schlie�en wir ��j��j� � � f�ur alle

�j �� � und ��j �	 � und damit ����� � � f�ur alle � �� � und �� �	 �� �

Nun steuern wir zun�achst auf ein Ergebnis f�ur positiv de�nite Funktionen zu�

Satz �
�� Seien HK�� � � � � HKd
reelle Hilbertr�aume mit Kernfunktionen K�� � � � � Kd�

Dann besitzt auch ihr Tensorraum bzw� seine Vervollst�andigung die Kernfunktion
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K� 
 � � �
Kd� Genauer gilt

HK� 
� � � �
� HKd
� HK��


�Kd

�

Der Beweis �ndet sich bei ��	�� Damit folgern wir

Satz �
�
 Seien N�j ��j� f�ur 	 � j � �d Native Spaces von stetigen� symmetrischen�
positiv de�niten Funktionen �j� welche eine verallgemeinerte Fouriertransformierte
besitzen� Dann gilt

N�� ����
� � � �
� N� 
d
�� �d� � N���


�� 
d

��� � � � �� � �d� �

Der Beweis folgt sofort mit Satz 
���� F�ur bedingt positiv de�nite Funktionen folgern
wir

Satz �
�� Es seien �j f�ur j � 	� � bez�uglich Pj bedingt positiv de�nit� ihre Tensor�
produktfunktion �� 
 �	 sei bedingt positiv de�nit bez�uglich P� 
 P	� Dann erf�ullen
ihre Native Spaces N�j �Pj��j� folgende Eigenschaften�

	
� N���P�����
N���P���	� � F���P�����
F���P���	�� P�������� � �	��
	�� F���P�����
� F���P���	� � F������P��P���� � �	�

mit

P�������� � �	� �� �P� 
 F���P���	��� �F���P�����
 P	�� �P� 
 P	� �

Beweis� Die Identit�at

N���P�����
N���P���	� � F���P�����
 F���P���	�� P�������� � �	�

ist o�ensichtlich� wenn man die Darstellung jedes Elementes

nX
j��

f�j 
 f	j � N���P�����
N���P���	�

mit flj �  Pjflj �
�
Id�  Pj

�
flj betrachtet� F�ur das Funktional

	 �
nX
j��

	�X�j �M�j

 		X�j �M�j

� LP�����
 LP���	�
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mit 	lXlj �Mlj
� LPl��l� und den Punktes�atzen Xl � fxl�� � � � � xlMl

g folgern wir

	�f� �
nX
j��

M�jX
k���

M�jX
k���

	�k�		k�f�x�k� � x	k�� � LP��P���� � �	��

da zus�atzlich 	 �P� 
 P	� � f�g erf�ullt ist� Damit gilt auch
LP�����
� LP���	� � L��P���

mit � �� �� 
 �	� P �� P� 
 P	 und � �� �� � �	� Wir bezeichnen das Skalarpro�
dukt von LP�����
� LP���	� mit ��� ���������� Es stimmt mit dem Skalarprodukt von
L��P��� aufgrund von

�	� 
�������� �
MX
j��

NX
k��

�	�j� 
�k����		j� 
	k���

�
MX
j��

NX
k��

	x��j 

y�
�k ���x�� y��	

x�
	j 


y�
	k �	�x	� y	�

�
MX
j��

NX
k��

�	�j 
 		j�
x �
�k 
 
	k�

y ��x� y�

� 	x
y ��x� y�

� �	� 
��

mit 	 �
PM

j�� 	�j 
 		j und 
 �
PN

k�� 
�k 
 
	k � LP�����
� LP���	� �uberein� Wir
w�ahlen nun

f �
nX
j��

f�j 
 f	j � F���P�����
 F���P���	�

mit flj � F�l�Pl��l�� Da zu flj Funktionale 	flj aus L�l�Pl��l� existieren mit
R�l��l�	flj � � flj� schreiben wir f�ur x � �� � �	

f�x� �
nX
j��

R������	f�j �
 R������	f�j ��x�

�
nX
j��

�
	f�j � ��x��

�
��

�
	f�j � ��x��

�
��

�
nX
j��

	y�f�j ��x�� ���x�� y��	
y�
f�j

��x�� �	�x	� y	�

� �
nX
j��

	y�f�j 
 	y�f�j � ���x�� 
 ��x������x�� y���	�x	� y	�
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� �
nX
j��

	f�j 
 	f�j �
y ��x���x� y�

� �
nX
j��

	f�j 
 	f�j � ��x���

� R����
nX
j��

	f�j 
 	f�j ��

damit gilt f � F��P��� und

F���P�����
F���P���	� � R��� �LP���� �

Wegen

kfk	������� � �f� f�������� � �	f � 	f�������� � �	f � 	f�� � kfk	�
mit 	f �

Pn
j�� 	f�j 
 	f�j folgern wir F���P�����
� F���P���	� � F��P���� �

Ein Analogon kann o�ensichtlich auch f�ur d�variate Tensorprodukte formuliert wer�
den�

Wir w�ahlen folgende

De�nition �
�� Wir nennen den Raum

N�
������P��P���� � �	� �� F���P�����
� F���P���	�� P�������� � �	�

Tensor Native Space der Native Spaces N���P����� und N���P���	�� Im d�variaten Fall
hei�t

N�
���


��d�P��


�Pd��� � � � �� �d�

�� F���P�����
� � � �
� F�d�Pd��d�� P���


��d��� � � � �� �d�

bei entsprechender Wahl des Nullraumes P���


��d���� � � ���d� Tensor Native Space
der Native Spaces N���P������ � � � �N�d�Pd��d��

��� Polynom�Interpolation

Aufgrund von Lemma 
�	 sehen wir� da� wir f�ur eine Funktion f aus einem Smolyak�

Raum SVF��


�Fq�d��q�d immer ein Smolyak�Polynom �nden k�onnen� so da� es f in den
Punkten eines passenden verschachtelten d�unnen Gitters interpoliert� Es gilt sogar�
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Lemma �
�� Die Interpolation im Smolyak�Polynomraum SPm��


�mq�d��

q�d mit
q� d � IN � q � d und mj � IN falls 	 � j � q � d � 	 ist auf den Datenpunk�
ten des d�unnen Gitters

H
m��


�mq�d��

q�d �
�

jijd�q
�Xi� 
 � � � 
Xid�

mit den verschachtelten Datens�atzen Xj mit jXjj � mj f�ur 	 � j � q � d � 	 stets
eindeutig m�oglich�

Beweis� Da das d�unne Gitter aus dem kartesischen Produkt von verschachtelten
Datens�atzen besteht� k�onnen wir auchH

m��


�mq�d��

q�d �
S
jijd�q �Xi� � � � ��Xid� schrei�

ben� damit wird o�ensichtlich� da� die Dimension des Smolyak�Polynomraumes
SPm��


�mq�d��

q�d der Anzahl der Punkte des d�unnen Gitters H
m��


�mq�d��

q�d entspricht�
Der Rest folgt mit Lemma 
�	� �

Wir betrachten im folgenden Smolyak�Polynominterpolanten der Gestalt
Aq�df � SPm��


�mq�d��

q�d f�ur alle f � F 
 � � � 
 F � wobei die grundlegenden univa�
riaten Operatoren Uj� 	 � j � q � d� 	� auf den Banachraum F wirken�

Eine Fehlerabsch�atzung f�ur ein spezielles verschachteltes d�unnes Gitter �nden wir in
���� Barthelmann� Novak und Ritter w�ahlen dort als Gitterpunkte die Extremwer�
te der Tschebysche�polynome und erhalten mit Hilfe der f�ur diese Wahl der Punkte
bekannten Lebesgueschen Konstanten eine Fehlerschranke f�ur eine solche Polynomin�
terpolation� Das folgende Ergebnis folgt im wesentlichen ����

Satz �
�� Sei V � C�c der Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Tr�ager� Im
Tensorproduktraum F
 � � �
F mit dem Banachraum F � C���a� b��� � � IN
� dessen
Norm �aquivalent zur k � k��Norm ist� und zu V 
 � � � 
 V gleichm�a�ig vertr�aglicher
Norm gilt f�ur mj � �

j�� � 	 und 	 � j � q � d� 	 die Ungleichung

kId � Aq�dkF�


�F �V�


�V � c d max ���� � c�
d��
� � ���qq	d���

Im Clenshaw�Curtis�Fall folgt

kId � Aq�dkF�


�F �V�


�V � c ��d d max �	� � c�
d��
� � ���qq	d���

Dabei benutzt der auf den univariaten Polynominterpolationsoperatoren
Uj � F � IPmj

aufbauende Smolyak�Operator Aq�d ein spezielles d�unnes Gitter

Hq�d �
�

q�d���jijd�q
�Xi� � � � ��Xid� �
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wobei

Xj �

�
xjk � xjk � � cos

�
� �k � 	�
mj � 	

�
� 	 � k � mj

�

gilt�

Der Beweis f�ur mj � �
j���	� 	 � j � q�d�	� kann bei ��� nachgelesen werden� Die

Absch�atzung f�ur den Clenshaw�Curtis�Fall erhalten wir� wenn wir die Konstante der
univariaten Fehlerabsch�atzungen in ��� mit �� multiplizieren und dann das Resultat
entsprechend korrigieren�

Korollar �
�� Es gelten die Voraussetzungen von Satz ����� Dann folgern wir in
Abh�angigkeit von der Anzahl der Punkte des d�unnen Gitters n �� n�q� d� die Fehler�
absch�atzung

kId � Aq�dkF�


�F �V�


�V � Cd�� n
�� ��d� log�n�����	��d�����

mit

Cd�� �
c d ��

�d� 	�%� max ��c� c��
d��

und c� � 	 im Clenshaw�Curtis�Fall und c� � �
� im Fall mj � �

j�� � 	�

��� Interpolation mit Splines

Wir betrachten in diesem Abschnitt zun�achst univariate Interpolanten aus dem li�
nearen Raum der polynomialen Splines

Sk�X� ��
n
s � Ck����� � sj�xi���xi� � IP �

k��� 	 � i � N � 	
o
�

wobei X � fx�� � � � � xN��g � � eine Knotenfolge mit
a � x� � � � � � xN�� � b

und � � �a� b� bezeichnet� Stellt

Uj�Xj
f � sj

eine Spline�Interpolante an eine Funktion f � Fj � F auf der Knotenfolge Xj dar�
so ist Uj�Xj

ein linearer Operator� der den Raum Fj auf einen Raum Vj � V mit
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Skj �Xj��Fj � Vj abbildet� Gilt zus�atzlich X� � � � � � Xq�d�� f�ur q � d� so k�onnen

wir nach Lemma 
�	 zu einem d�variaten f � SVF��


�Fq�d��q�d eine Smolyak�Spline�
Interpolante der Gestalt Aq�df mit zugeh�origen univariaten Interpolationsoperatoren
Uj �� Uj�Xj

auf einer d�dimensionalen Knotenfolge

Hq�d �
�

jjjd�q
�Xj� � � � ��Xjd�

in Form eines d�unnen Gitters mit mj � Nj � 	 f�ur alle j �nden� Ist die Norm
des Raumes F 
 � � � 
 F mit der Norm von V 
 � � � 
 V gleichm�a�ig vertr�aglich�
so kann der Fehler der multivariaten Interpolation unter Verwendung des univaria�
ten mit Hilfe von Satz 
�� bestimmt werden� Im folgenden werden wir nun solche
Fehlerabsch�atzungen f�ur einige konkrete F�alle bereitstellen� Dabei bezeichne
hj �� max��i�Nj

jxji�� � xjij den Abstand der Knotenpunkte der j�ten Knotenfolge�
die betrachteten Knotenpunkte seien Xj �

n
xj�� � � � � xjNj��

o
f�ur 	 � j � q � d � 	�

Wir starten mit dem einfachsten Fall�

Lemma �
�� Zu jedem f � C	��j� sei Uj�Xj
f �� sj � S��Xj� der eindeutig

bestimmte Polygonzug mit sj�xjlj � � f�xjlj� f�ur 	 � j � q � d � 	 und
	 � lj � Nj � 	� Sei Aq�d der zugeh�orige Smolyak�Spline�Interpolationsoperator�
Dann gilt mit � �� �� � � � �� �d

kId � Aq�dkFr
d
����C��� � h	 ��	�q�d���

�

�
q

d� 	
�	�

��
	 � h � 	

p
	p

������
�������h�




�d��
� sonst

f�ur alle r � � und hj � h ��j�

Beweis� Wegen

jf�x�� sj�x�j � 	

�
kf ��k�h	j �

vgl� ����� folgern wir

kI� � UjkFr
� ��j��C��j� � h	j

�

und nutzen dann Korollar 
�� aufgrund der gleichm�a�igen Vertr�aglichkeit von
k � kFr

d
��� mit k � kC���� �

Damit folgt�
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Korollar �
�� Unter den Voraussetzungen von Lemma ��

 gilt f�ur � � 	
kId � Aq�dkFr

d
����C��� � n�	 log��� ��d� log�n���d����	 log������ Kd��� h�

mit

Kd��� h� ��
h	 ��	 log��d�����

� �d� 	�%

	�

��
	 � h � 	

p
	p

������
�������h�




�d��
� sonst

�

Dabei bezeichnet n �� n�q� d� die Anzahl der Punkte des d�unnen Gitters HCC
q�d �

F�ur kubische Splines gilt folgende Fehlerabsch�atzung�

Lemma �
�� F�ur f � C���j� mit �j � �aj� bj� sei Uj�Xj
f der eindeutig bestimmte

Spline sj � S��Xj�� wobei sj�xjlj � � f�xjlj� f�ur 	 � j � q�d�	 und 	 � lj � Nj�	
gelte� Zudem sei entweder

s
�

j�aj�� f
�

�aj� � s
�

j�bj�� f
�

�bj� � � oder

s
��

j �aj�� f
��

�aj� � s
��

j �bj�� f
��

�bj� � �

erf�ullt� Dann gilt f�ur den zugeh�origen Smolyak�Spline�Interpolationsoperator Aq�d mit
r � 
� hj � h ��j und � �� �� � � � �� �d die Ungleichung

kId � Aq�dkFr
d
����C��� � � h� ����q�d���

��


�
q

d� 	
�	�

��
	 � h � �

p
	

��������
�
��

� �������h�

�
�

�d��
� sonst

�

Beweis� Nach �	
� gilt

kf � sjk� � �

��

h�jkf ���k��

Daraus folgern wir

kI� � UjkFr
� ����C��� � �

��

h�j �

und es ergibt sich mit Korollar 
��

kId � Aq�dkFr
d
����C��� � � h�

��

����q�d���

�
q

d� 	
�
max

�
	�
�
	 � ���

� � h�
��


�d��
�

�

Die Schranke erh�alt in Abh�angigkeit von der Punktanzahl des d�unnen Gitters HCC
q�d

die folgende Gestalt�
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Korollar �
�� Es gelten die Voraussetzungen von Lemma ��

� Dann folgt mit � � 	

kId � Aq�dkFr
d
����C��� � n�� log��� ��d� log�n���d����� log������ Kd��� h��

wobei

Kd��� h� ��
� h� ��� log��d�����

��
 �d� 	�%

	�

��
	 � h � �

p
	

��������
�
��

� �������h�

�
�

�d��
� sonst

�

und n �� n�q� d� die Anzahl der Punkte des Clenshaw�Curtis�Gitters bezeichnet�

Eine allgemeinere� aber weniger konkrete Schranke ergibt sich aus

Lemma �
�
 Zu f � F	m
��L�
��j� gelten f�ur das eindeutig bestimmte Element

Uj�Xj
f � sj � S	m�Xj� die Gleichungen f�xjlj� � sj�xjlj� und

f �k��aj�� s
�k�
j �aj� � f �k��bj�� s

�k�
j �bj� � �

mit �j � �aj� bj�� � � k � m� 	� 	 � j � q � d� 	 und 	 � lj � Nj � 	� Dann folgt
mit hj � h � ��j f�ur den entsprechenden Smolyak�Spline�Interpolationsoperator Aq�d

kId � Aq�dkF�m
d�L�

����L���� � Kh	m��	m�q�d���

�
q

d� 	
�
max

�
	� �	 � ��	m�Kh	m

�
�

Beweis� Nach �

� gilt f�ur � � k � �m� 	

kf � skL���j� � Kh	mj kfkF�m
��L�

��j��

Wir schlu�folgern daraus

kI� � UjkF�m
��L�

��j��L���j� � Kh	mj �

und damit ergibt sich aufgrund der gleichm�a�igen Vertr�aglichkeit von k �kF�m
d�L�

��� und

k � kL���� mit Korollar 
�� die Behauptung� �

Es folgt�
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Korollar �
�� Unter den Voraussetzungen von Lemma ��
� gilt mit
n �� n�q� d� �

���HCC
q�d

���
kId � Aq�dkF�m

d�L�
����L���� � n�	m log��� ��d� log�n���d����	m log������ Kd�m��� h��

Dabei sei

Kd�m��� h� ��
K h	m

�d� 	�%�
�	m log��d����� max

�
	� �	 � ��	m�Kh	m

�d��
�

In den folgenden zwei Lemmata benutzen wir explizit �aquidistante Knotenfolgen�

Lemma �
�� Es gelte f � F r��
��Lp��j�� �j � �aj� bj�� sei Uj�Xj

f � sj � S	m�Xj� der
eindeutig bestimmte Spline mit f�xjlj � � sj�xjlj � f�ur 	 � lj � Nj und 	 � j � q�d�	�

f �	k����aj�� s�	k���j �aj� � f �	k����bj�� s�	k���j �bj� � � f�ur 	 � �k � 	 � r�

s
�	k���
j �aj� � s

�	k���
j �bj� � � f�ur r � �k � 	 � �m� �

und �aquidistanter Knotenfolge Xj� Dann gilt mit hj � h ��j

kId � Aq�dkF	
d�Lp

����Lp���

� Khr�����r����q�d���

�
q

d� 	
�
max

�
	� �	 � ���r����Khr��

�d��

f�ur alle 
 � r � 	�

Beweis� Wir wenden die Ergebnisse von �

� an� Danach gilt

kI� � UjkF	
��Lp

����Lp��� � Khr��
j

und wir folgern mit Korollar 
�� die Behauptung� �

Lemma �
�� F�ur � � r � �m sei f � F r��
d�Lp
���� Sei Uj�Xj

f � sj � S	m�X� der
eindeutig bestimmte Spline mit f�xjlj� � sj�xjlj � f�ur 	 � lj � Nj�	� 	 � j � q�d�	�

f �k��aj�� s
�k�
j �aj� � f �k��bj�� s

�k�
j �bj� � � f�ur � � k � min�r�m� 	��

s
�k�
j �aj� � s

�k�
j �bj� � � f�ur min�r�m� 	� � k � m� 	
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mit �aquidistanter Knotenfolge Xj� Dann gilt f�ur den Smolyak�Spline�Interpolations�
operator Aq�d

kId � Aq�dkF	
d�Lp

����Lp���

� Khr�����r����q�d���

�
q

d� 	
�
max

�
	� �	 � ���r����Khr��

�d��

f�ur alle 
 � r � 	 und hj � h ��j�

Beweis� Mit �

� folgern wir kI��UjkF	
��Lp

����Lp��� � Khr��
j und mit Korollar 
�� die

Behauptung� �

In Abh�angigkeit von den Gitterpunkten eines �aquidistanten d�unnen Gitters gilt�

Korollar �
�� Unter den Voraussetzungen von Lemma ��
� bzw� von Lemma ��
�
folgt mit n �� n�q� d� �

���HCC
q�d

���
kId � Aq�dkF	

d�Lp
����Lp��� � n��r��� log��� ��d� log�n���d�����r��� log������ Kd�r��� h�

und

Kd�r��� h� ��
K hr��

�d� 	�%�
��r��� log��d����� max

�
	� �	 � ���r����Khr��

�d��
�

��	 Interpolation mit Basisfunktionen

In diesem Abschnitt wollen wir den Smolyak�Algorithmus auf die Interpolation mit
Basisfunktionen auf dem d�unnen Gitter anwenden� Um die vorangegangenen Ergeb�
nisse benutzen zu k�onnen� ben�otigen wir eine univariate� positiv de�nite Basisfunk�
tion � und Datens�atze X�� � � � � Xq�d�� mit Xj � fxj�� � � � � xjmj

g und Xj � Xj��� Wir
de�nieren mit f � N���j� 
 C��j� und ajk � IR f�ur alle j� k

Ujf � sf���Xj
��

mjX
ij��

ajij���� xjij��

Nach Satz ��� sind die Gleichungssysteme

Ujf�x� � f�x� f�ur alle x � Xj
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eindeutig l�osbar� Mit Lemma 
�	 folgern wir� da�

Aq�df�x� � Idf�x�

f�ur alle x � Hq�d und f�ur alle f � N����� 
 � � � 
 N���d� � N��


����� mit
� �� ���� � ���d gilt� Da die Norm des Native Space k�k��N������


�N���d� � k�k��


��
mit der Norm k � k��� � k � k��Ck�����


�Ck��d� gleichm�a�ig vertr�aglich ist� l�a�t sich der
Interpolationsfehler mit Satz 
�� absch�atzen�

Wir ben�otigen dazu aber zun�achst noch folgenden

Satz �
�� Sei I� � N���� � V f�ur V � C��� der Einbettungsoperator� im Fall
V � IR sei I� der Punktauswertungsoperator� Es gelte k�k� ��� Dann folgt

kI�k��V � c� k�k�
mit c� � IR��

Beweis� Wir w�ahlen zun�achst

f �
NX
j��

	j���� xj� � F�����

Es folgt mit 	 � �	�� � � � � 	N�

kfk� �
NX
j��

j	jj k�k� � j	j k�k� � c
�
	T	

� �
� k�k��

aufgrund der positiven De�nitheit von �

kfk	� �
NX

j�k��

	j	k��xj� xk� � �c 	T	

und damit

kfk� � C k�k� kfk��

Sei nun fn � F���� eine Cauchyfolge mit Grenzwert f � Es existiert dann zu jedem
� � �� � � IR ein M��� � IN mit

kfn � fk� � ��
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Es gilt

f�x� � �f� ���� x���
� �f � fn� ���� x��� � �fn� ���� x���
� kf � fnk� k���� x�k� � fn�x�

� � ����� x�� ���� x��
�
�
� � fn�x�

� ���x� x�
�
� � fn�x�

und daraus folgern wir

kfk� � �k�k
�
�� � kfnk�

� �k�k
�
�� � C k�k� kfk�

� ��� � C� k�k� kfk��

und es folgt die Behauptung f�ur den Einbettungsoperator� o�enbar verl�auft der Be�
weis f�ur den Punktauswertungsoperator analog� �

Wir werden im folgenden nun eine Fehlerabsch�atzung f�ur eine Smolyak�Interpolation
mit Wendlandfunktionen angeben�

Satz �
�� Seien � �� �k���k univariate Wendlandfunktionen� wir bezeichnen die zu�
geh�origen Basisfunktionen�Interpolanten an f � N���j� mit sf���Xj

� Ujf � Unter den
Voraussetzungen von Satz ��� folgt dann f�ur den zugeh�origen Smolyak�Interpolations�
operator Aq�d

kId � Aq�dk���

� c hk�
�
����q�d����k� �

��
�

q

d� 	
�
max

�
c�Ck� c h

k� �
�

�
	 � ���k�

�
��
��d��

mit der d�variaten Basisfunktion � �� � 
 � � � 
 �� den F�ulldistanzen hj �� h��j�

� � 	 und Ck �

�
	 � k � �
B�	k�k���
	k����k�

� sonst

Beweis� Wir folgern das Ergebnis mit Korollar 
�� aufgrund von

kI� � Ujk � c h
k� �

�
j
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aus �
��� weiterhin sch�atzen wir die Norm der Wendlandfunktion

k�k� � Ck

ab� da die Funktion nach ���� im Ursprung ihr Maximum Ck annimmt� �

Korollar �
�� Unter den Voraussetzungen von Satz ���
 gilt mit der Punktanzahl
n �� n�q� d� des Clenshaw�Curtis�Gitters

kId � Aq�dk��� � n� log��� �k� �
�� ��d� log�n���d�����k�

�
�
� log������ Kd�k��� h�

mit

Kd�k��� h� ��
c hk�

�
�

�d� 	�% �
��k� �

�� log��d����� max
�
c�Ck� c h

k� �
�

�
	 � ���k�

�
��
��d��

�

Im Fall hj � �
�j folgern wir

kId � Aq�dk��� � n��k�
�
�� ��d� log�n���d����k�

	
�� Kd�k

mit

Kd�k ��
c

�d� 	�%k� 	
�

max
�
c�Ck� c

�
	 � ���k�

�
��
��d��

�

Im Rahmen der Interpolation mit radialen Wendlandfunktionen � erhalten wir bei
Nutzung eines quasi�regul�aren Datensatzes X mit jXj � N auf dem beschr�ankten
Gebiet eine Fehlerabsch�atzung vom Typ

kf � sf���Xk� � cd�kN
�
�
k��

�
d

�
�

Dabei bezeichnet sf���X die Interpolante an f auf dem Datensatz X� O�ensichtlich
wird unter Verwendung einer Smolyak�Interpolante der Gestalt

X
q�d���jij�q

i�INd

��	�q�jij
�
q � jij
d� 	

� �
sf���Xi�


 � � �
 sf���Xid

�

der Fluch der Dimension beseitigt�

Um weitere Beispiele zu �nden� formulieren wir zun�achst die folgende
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De�nition �
�� Ein abgeschlossenes kompaktes Gebiet � � IRd mit nichtleerem
Inneren gen�ugt einer inneren Kegelbedingung� falls es einen festen Winkel � � � und
eine feste H�ohe � gibt� so da� jeder beschr�ankte Punkt x Scheitelpunkt eines in �
liegenden zylindrischen Kegels mit Winkel � und H�ohe � ist�

Wir wenden uns nun den Gau�glocken zu� Hier w�ahlen wir V � IR und damit
V 
 � � � 
 V � IR� da die Gau�glocke keinen kompakten Tr�ager besitzt und wir
Satz 
�� anstelle von Satz 
�� anwenden�

Satz �
�� Sei Uj � N���j� � C��j� der zur Basisfunktion � mit ��x� �� ���x� �
e��jxj

�
� x � �j� geh�orige Interpolationsoperator� wobei die Gebiete �j einer inne�

ren Kegelbedingung gen�ugen� Dann erf�ullt der entsprechende Smolyak�Interpolations�
operator Aq�d unter den Voraussetzungen von Satz ��� f�ur � �� � 
 � � � 
 � mit
hj � h ��j� h � 	� q � d�� und x � �� � � � �� �d die Fehlerabsch�atzung

jf�x�� Aq�df�x�j � Ce�	
�q�d��� c

h

�
q

d� 	
�
max �c�� � c��

d�� kfk��

Beweis� Zun�achst nutzen wir aus� da� nach ���� die Fehlerabsch�atzung

kI� � Ujk��IR � c� h
l
j

f�ur alle l � IN
 gilt� Dabei erf�ullt die Konstante c� f�ur alle hj� h
��
j �� die Bedingung

c� h
l
j � Ce

� c
hj �

Aus Korollar 
�� folgern wir

kId � Aq�dk��IR � c� h
l ��l�q�d���

�
q

d� 	
�
max

�
c�� c� hl �	 � ��l�

�d��

� c� h
l
q�d��

�
q

d� 	
�
max

�
c�� c� hl �	 � ��l�

�d��

� Ce�c h
��
q�d��

�
q

d� 	
�
max

�
c�� c� hl �	 � ��l�

�d��

� Ce�	
�q�d��� c h��

�
q

d� 	
�
max �c�� � c��

d�� �

�
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Korollar �
�
 Unter den Voraussetzungen von Satz ���� gilt f�ur n � � f�ur alle
x � IRd

jf�x�� Aq�df�x�j � e�
c
h
�d���� n �	d�log�n����d��� ��d� log�n��d�� Kd�� kfk�

mit

Kd�� �
C

�d� 	�% max �c
�� � c��

d�� �

Dabei bezeichnet n �� n�q� d� die Gitterpunktanzahl des d�unnen Gitters HCC
q�d �

Beweis� Wir benutzen die Absch�atzung

e�	
�q�d��� c

h � e�
c
h
�d���� n �	d�log�n����d���

und �
q

d� 	
�

� 	

�d� 	�% ��d� log�n��
d�� �

�

Bei der klassischen Interpolation mit Gau�glocken bekommen wir Fehlerschranken
der Form

kf � sf���Xk� � cd e
�cN �

d �

wobei N � jXj die Anzahl der Daten eines quasi�regul�aren Datensatzes darstellt�
Das Ergebnis von Korollar 
�
� zeigt� da� wir durch die Verwendung des Smolyak�
Algorithmus bei der Interpolation mit Gau�glocken den Fluch der Dimension deutlich
bes�anftigt haben�

Ein �ahnliches Ergebnis erreichen wir f�ur Inverse Multiquadrics�

Satz �
�� Es sei ��x� �� �c���x� �� �c	 � x	�
��

� f�ur c � IR�� � � IR�n�IN die
Basisfunktion zur Interpolante sf���Xj

� Uj�f� mit f � N���j� auf dem Datensatz
Xj� Die Gebiete �j gen�ugen einer inneren Kegelbedingung� es seien die Vorausset�
zungen von Satz ��
 erf�ullt� Dann gilt mit q � d�� f�ur den zugeh�origen Smolyak�
Interpolationsoperator und f�ur alle x � �� � � � �� �d

jf�x�� Aq�df�x�j � Ce�	
q�d�� c

h

�
q

d� 	
�
max

�
c��� � c�

�d�� kfk��
mit � �� �
 � � �
 ��
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Der Beweis verl�auft analog zu dem von Satz 
�

� Wir folgern�

Korollar �
�� Es gelten die Voraussetzungen von Satz ����� Dann folgt

jf�x�� Aq�df�x�j � e�
c
h
�d���� n �	d�log�n����d��� ��d� log�n��d�� Kd�� kfk�

mit

Kd�� ��
C

�d� 	�% max
�
c��� � c�

�d��
�

Auch in diesem Fall haben wir durch Verwendung des Smolyak�Algorithmus den
Fluch der Dimension entscheidend abgemildert� denn bei der klassischen Interpolation
mit radialen Multiquadrics erzielen wir Fehlerabsch�atzungen der Form

kf � sf���Xk� � cd e
�N �

d �

X ist dabei wieder ein quasi�regul�arer Datensatz mit jXj � N �

Wir fassen zusammen� da� die Methode von Smolyak auch bei der Interpolation mit
radialen Basisfunktionen angewandt werden kann und dort Wirkung zeigt� Besonders
hervorzuheben ist� da� der Fluch der Dimension nicht nur im Fall polynomialer� son�
dern auch bei exponentieller Konvergenz deutlich bes�anftigt werden kann� Allerdings
ist bei Anwendung des Smolyak�Algorithmus nach der in diesem Abschnitt darge�
stellten klassischen Methode lediglich eine Nutzung von solchen Basisfunktionen� die
sich als Tensorprodukt einer positiv de�niten� univariaten Funktion schreiben lassen�
m�oglich� Das wird sich im kommenden Abschnitt� in dem der Gebrauch allgemeiner
Basisfunktionen m�oglich sein wird� �andern�

Ausblickend stellen wir weiterhin fest� da� eine �ahnliche Vorgehensweise auch in
allgemeineren F�allen� insbesondere bei bedingt positiv de�niten Funktionen� m�oglich
w�are� Wir betrachten Funktionen� die dem Tensorproduktraum univariater
Native Spaces entstammen� Dazu w�ahlen wir verschiedene Tensorprodukt�Basisfunktion
�i � �i� 
 � � � 
 �id mit i � INd� jij � q� wobei die univariaten Basisfunktionen �il
bedingt positiv de�nit bez�uglich Pil sind� Die Funktionen �

i seien positiv de�nit
bez�uglich Pi� 
 � � � 
 Pid� Zu den univariaten Funktionen fj � N�j �Pj ��j� gibt es
univariate Basisfunktionen�Interpolanten S�ij �Xij

fj � sfj ��ij �Xij
der Gestalt

S�il �Xil
fl �

NilX
jl��

�iljl�il��� xiljl� � pil�
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f�ur die das Gleichungssystem

S�il �Xil
fl�xrlsl� � fl�xrlsl�

mit pil � Pil und dem Datensatz Xil � fxi�j� � � � � � xidjdg f�ur alle l � 	� � � � � d�
jij� jrj � q� 	 � jl � Nil und 	 � sl � Nrl l�osbar ist� Deshalb folgern wir auch
die L�osbarkeit der Systeme�

S�i� �Xi�
f� 
 � � �
 S�id �Xid

fd
�
�xr�s�� � � � � xrdsd� � f�xr�s�� � � � � xrdsd�

mit f � f� 
 � � �
 fd� welche sich unter Verwendung der Lagrangedarstellungen der
Gleichungen auch mittels�

S�i� �Xi�

 � � �
 S�id �Xid

�
f�xr�s� � � � � � xrdsd� � f�xr�s�� � � � � xrdsd� ����

schreiben lassen� es folgt ���� f�ur alle f � N�i� �Pi� ��i�� 
 � � � 
 N�id �Pid ��id� und
schlie�lich auch auf dem entsprechenden Tensor Native Space

F�i� �Pi� ��i��
� � � �
� F�id �Pid ��id� � P�i� �


��id
��i� � � � �� �id��

Damit gilt auch

f�xr�s�� � � � � xrdsd�

�
X
jij�q

i�INd

��	�q�jij
�
d� 	
q � jij

��
S�i� �Xi�


 � � �
 S�id �Xid

�
f�xr�s�� � � � � xrdsd�

aufgrund von �A�
� f�ur jrj � q und 	 � sl � Nrl f�ur alle f � SV
N���P�

�


�N�d�Pd
q�d � Wir

haben damit eine Interpolante an f auf dem d�unnen Gitter Hq�d� welches aus den
univariaten Datens�atzen Xj � fxj�� � � � � xjNj

g f�ur 	 � j � q � d � 	 besteht� gefun�
den�
Da die gleichm�a�ige Vertr�aglichkeit von Tensorraumnormen nicht unbedingt f�ur Ten�
sorr�aume mit Seminormen gilt� sind die Fehlerabsch�atzungen dieses Abschnittes in
dieser Form nicht unmittelbar �ubertragbar� Wir gehen deshalb im folgenden Ab�
schnitt auf eine Methode �uber� die solche Kern� bzw� Polynomr�aume benutzt� f�ur die
wir eine Aussage tre�en k�onnen�
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� Interpolation auf dem gest�orten d�unnen Gitter

Neben dem Ansatz in Abschnitt � gibt es noch eine weitere M�oglichkeit� den Smolyak�
Algorithmus f�ur die Interpolation mit Basisfunktionen zu verwenden� Diese Vorge�
hensweise soll in diesem Abschnitt realisiert werden� Wir gehen von einer Situation
aus� wie sie f�ur die klassische Interpolation mit radialen Basisfunktionen entwickelt
wurde� vgl� Abschnitt �� Dabei verwenden wir den Smolyak�Algorithmus bei der In�
terpolation mit Basisfunktionen so� da� der zugeh�orige Polynomraum einer Smolyak�
Struktur folgt� Zu einer allgemeinen� �d�variaten Basisfunktion � formulieren wir
f�ur jede Funktion f � N� auf einem IRd�wertigen Datensatz X � fx�� � � � � xng die
Interpolante

sf���X �
nX
j��

�j ���� xj� � p

mit ��� � � � � �n � IR und p � SPm��


�mq�d��

q�d � wobei

nX
j��

�j �p�xj� � �

f�ur alle �p � SPm��


�mq�d��

q�d gelte� Ist nun die Basisfunktion � bedingt positiv de�nit

bzgl� des Smolyak�Polynomraumes SPm��


�mq�d��

q�d � so gibt es immer eine L�osung f�ur
das lineare Gleichungssystem� Die L�osung ist nach Satz ��� eindeutig� wenn X einen
unisolventen Datensatz auf SPm��


�mq�d��

q�d enth�alt bzw� wenn die Matrix P injektiv
ist� Die Gleichungssysteme lassen sich f�ur jeden Datensatz X mit n � jXj � jHq�dj
auf eine weitere Weise beschreiben� Wir bezeichnen dabei den Datensatz mittels

X � fxijg i�Iq�d

j� 
Jq�d

mit den Indexmengen

Iq�d � fi � �i�� � � � � id� � jij � qg und

�Jq�d � fj � �j�� � � � � jd� � 	 � jl � mil� l � 	� � � � � d und i � Iq�dg �

Zudem de�nieren wir uns eine weitere Indexmenge

K�q�d � fk � �k�� � � � � kd� � 	 � kl � �mil� l � 	� � � � � d und i � I�q�dg �
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Nun formulieren wir die Interpolante mittels

sf���X �
X
i�Iq�d

j� 
Jq�d

�j ���� xij� �
X
i�I
q�d
k�K
q�d

�kpk

mit pk � pk��


�kd � �IPk� 
 � � �
 IPkd�� den reellen Zahlen �j � �j��


�jd� �k � �k��


�kd
und X

i�Iq�d

j� 
Jq�d

�j �p�xij� � �

f�ur alle �p � SP �m��


� �m
q�d��

�q�d � Wir stellen das Gleichungssystem wie auch im klassischen
Fall �ublich mit Hilfe von Matrizen dar�

�
B� A��X P

P T �

�
CA
�
B� �

�

�
CA �

�
B� y

�

�
CA � ��	�

Dabei de�nieren wir die Matrizen A��X � ���xij � xrs�� i�r�Iq�d
j�s� 
Jq�d

� Pk � �pk�xrs��k�K
q�d
r�Iq�d

s� 
Jq�d

�

die Vektoren � � ��j�j� �Jq�d
� � � ��k�k�K
q�d

und y � �f�xij�� i�Iq�d
j� 
Jq�d

� Die Matrix A��X

hat n�q� d� Zeilen und Spalten� wenn wir mit n�q� d� die Anzahl der Punkte des
d�unnen Gitters Hq�d bezeichnen� Die Matrix P besitzt ebenfalls n�q� d� Zeilen� die
Anzahl ihrer Spalten entspricht der Dimension �n��q� d� des Smolyak�Polynomraumes

SP �m��


� �mq�d��

�q�d � Entsprechend sind � und y Vektoren der L�ange n�q� d�� der Vektor �
ist �n��q� d��zeilig�

	�� Bedingte positive De
nitheit im Smolyak�Polynomraum

Um eine Interpolation mit Basisfunktionen mit Smolyak�Polynomraum durchf�uhren
zu k�onnen� mu� die zugrundegelegte Basisfunktion bedingt positiv de�nit bez�uglich
dieses Polynomraumes sein� Eine solche Bedingung erf�ullt jede Funktion� die bedingt
positiv de�nit bez�uglich eines im Smolyak�Polynomraum enthaltenen Raumes ist�
Wir formulieren deshalb�

Lemma 

� Seien �q� d�m � IN mit �q � d �max��� m � ��� Dann gilt mit m� � 	�
mj � �j�� � 	 f�ur � � j � �q � d� 	

IP d
m � SPm��


�m
q�d��

�q�d �
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Beweis� F�ur m � 	 kann die Inklusion einfach nachgerechnet werden� Im folgenden
sei also m � �� Es sei xj � xj�� � � � � �xjdd ein Basiselement von IP d

m� An ein Basiselement
xj � xj�� � � � � � xjdd � SPm��


�m
q�d��

�q�d sind die Nebenbedingungen

� � jl � mil � 	 und
i� � � � �� id � �q

gekn�upft� Von daher ist xj gleichzeitig Basiselement von SPm��


�m
q�d��

�q�d � falls
�i�� � � � � id� � IN
 existieren mit

i� � � � �� id � �q und
� � jl � �il��

f�ur alle 	 � l � d�
W�are also xj ein Basiselement von IP d

m�� � SPm��


�mq�m����d��

q�m����d � so w�are x
�j mit �j �

j � ek und ek � ��lk���l�d f�ur alle l ein Element der Monombasis des IP
d
m� und jedes

Basiselement des IP d
m lie�e sich auf diese Weise beschreiben� Das Monom x

�j ist kein
Basiselement von SPm��


�mq�m����d��

q�m����d � falls �jk � �
ik�� � 	 f�ur ik � 	 bzw� falls �jk � 	

f�ur ik � 	 gilt� Dann folgt aber �jk � ��ik����� und x
�j ist ein Basiselement von

SPm��


�mq�m����d��

q�m������d � Daraus schlie�en wir� da�

�q � q�m� � q�m� 	� � 	 � � � � � q��� �m� � � d�m� �

gelten mu�� ��

Zusammen mit Satz 
��� folgt

Korollar 

� Die stetigen Funktionen �j� 	 � j � d� seien bedingt positiv
de�nit der Ordnung mj� Dann ist ihre Tensorproduktfunktion � � �� 
 � � � 
 �d
bedingt positiv de�nit bez�uglich des Smolyak�Polynomraumes SPm��


�m
q�d��

�q�d mit

�q � d�max
�
��
Pd

j��mj � �
�
� m� � 	 und ml � �l�� � 	�

Wie schon im Beweis zu erahnen ist� erhalten wir mit Lemma ��	 nur eine grobe
Schranke� Konkret k�onnen wir diesen Sachverhalt etwa im Fall d � 	 �uberpr�ufen� wo
o�ensichtlich q � 	�max ��� log�m� 	�� gelten mu�� Auch f�ur d � � k�onnen wir eine
genauere Schranke �nden�

Lemma 

� Sei m � IN � m� � 	� mj � �
j�� � 	� � � j � q�m�� 	� Dann gilt

IP 	
m � SPm��


�mq�m���

q�m��	
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falls

q�m� �

	���

����

m� 	 � m � 	� �
m � m � �� 
� �
� � log�m� �� � m � �� �� �
	 � � log�m� �� � m � 


�

Beweis� Die F�allem � 	� � � � � � k�onnen direkt nachgepr�uft werden� Ein Basiselement
des IP d

m xj�� x
j�
	 mit j� � j	 � m � 	 ist ebenfalls ein Basiselement von SPm��


�mq�d��

q�d �
falls i�� i	 � IN
 existieren mit

i� � i	 � q � ��
j� � �i� � �i��
 und

j	 � �i� � �i��
�

Von daher betrachten wir im folgenden nur noch Basiselemente des IP d
m der Form

xj�� x
j�
	 mit j� � j	 � m � 	� Gilt nun �j�� j	� � ��� m � 	�� so folgern wir mit

�i�� i	� � ��� �
q�	� wegen m� � � �
j� � � � �i� � �i��
 und

j	 � m� 	 � �m� ��	
�

� �	 log�m�	��� � �q�m��	�

Die letzte Absch�atzung folgern wir aus�
� � log�m� �� � 	 � � log�m� �� � m � �� �� �
� � log�m� �� � 	 � � log�m� �� � m � 


�
�

F�ur die Basiselemente x
j���
� xj���

	 des IP d
m gebe es �i�� i	� � IN
 mit i� � i	 � q � ��

j� � 	 � �i� � �i��
 und

j	 � 	 � �i� � �i��
�

Wir betrachten nun das Basiselement xj�� x
j�
	 � Gilt j� � �i� � �i��
� so haben wir f�ur

�j�� j	� das Zahlenpaar �i�� i	� gefunden� Ansonsten gilt j� � �i� � 	 � �i��
� Wir
bezeichnen �i� � i� � 	� Es gilt dann

j� � �i� � 	� �i��
 � �i��� � �
�i��

Wir wollen nun zeigen� da�

j	 � �q�	��i� � �q�	��i��
 � �q���i� � �q���i��
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erf�ullt ist� Sei zun�achst i� � q � �� Aufgrund von j	 � m � 	� j� � m � �� �i� ist
die Ungleichung genau dann erf�ullt� wenn

m� 	 � �m� �� � 	 � �q���i� � �i� � 	 �
�q��

j� � 	 � j�

gilt� Wegen

�q�m��� � �m� ��	



� �j� � 	��m� �� j��

ist dieser Sachverhalt durch q�m� � 	 � � log�m� �� gegeben� Letztere Ungleichung
erhalten wir� wenn wir die Funktion fm�x� �� �x� 	��m� 	� x� n�aher untersuchen�
Die Funktion ist auf dem Intervall �	� m

	
� monoton steigend� nimmt an der Stelle

x � m
	
ihr Maximum an� um dann auf dem Intervall �m

	
� m� 	� monoton abzufallen�

Im Fall i� � q� � mu� die Ungleichung j	 � � bzw� m� 	 � ���q�� gelten� Es folgt
die Behauptung� �

In einem weiteren Spezialfall folgern wir

Lemma 

� Gilt mj � z � j f�ur z � IR�� und 	 � j � q � �d� 	� so ist mit

�q � max�d� d�m� z�

der klassische Polynomraum IP d
m im Smolyak�Polynomraum SPm��


�m
q�d��

�q�d enthalten�

Beweis� Unter Beachtung von IP d
z � SPm�

d�d gehen wir analog zum Beweis von Lemma
��	 vor� ��

Ein weiteres Resultat erhalten wir� wenn wir Smolyak�Funktionen� bestehend aus
univariaten positiv de�niten Funktionen� betrachten�

Lemma 


 Es seien �j� 	 � j � q � d � 	� paarweise verschiedene� stetige� po�

sitiv de�nite Funktionen mit verallgemeinerten Fouriertransformierten ��j� f�ur die

die Ungleichung ��j��� � ��j����� f�ur alle � �� � erf�ullt sei� Dann ist die Smolyak�
funktion Aq�d���� � � � � �q�d��� bedingt positiv de�nit bez�uglich des Smolyak�Polynom�

raumes SP �m��


� �mq�d��

q�d mit �m� �� m� und �mj � max�mj� mj��� f�ur j � ��
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Beweis�
Da ��j um Null integrierbar ist� folgern wir dieselbe Eigenschaft f�ur die Funktion
��j � ��j�� und es gilt wegen ��j � ��j�� � � mit dem Satz ��
 von Iske die positive
De�nitheit von �j � �j��� Aufgrund von Satz 
��� sind also die Funktionen

��j� � �j����
 � � �
 ��jd � �jd���

positiv de�nit� Damit folgt

nX
l��

nX
k��

�l�kAq�d���� � � � � �q�d����xl� xk�

�
X

jjj��d�q

j�INd

nX
l��

nX
k��

�l�k��j� � �j����
 � � �
 ��jd � �jd����xl� xk� � ��

�

	�� Das gest�orte d�unne Gitter

In diesem Abschnitt werden wir kl�aren� welchen chaotisch verteilten Datensatz wir
verwenden wollen� Wir werden diesen Datensatz ein gest�ortes d�unnes Clenshaw�
Curtis�Gitter nennen und beziehen uns dabei sowohl auf das klassische Clenshaw�
Curtis�Gitter HCC

q�d mit m� � 	� mj � �
j�� � 	� � � j � q � d � 	� als auch auf das

d�unne Gitter HCC	
q�d mit mj � �

j��� 	� 	 � j � q� d� 	� In Analogie zum gest�orten
vollbesetzten Gitter bzw� quasi�regul�arem Datensatz formulieren wir�

De�nition 

� Sei � kompakt� sei q � d� Wir nennen den Datensatz X 
 � mit
jXj �

���HCC
q�d

��� oder jXj � ���HCC	
q�d

��� ein gest�ortes 	d�unnes� Clenshaw�Curtis�Gitter auf
�� falls er f�ur

&q � min
x�
x�X
x��
x

kx� �xk und

h � hX�� � sup
y��

min
x�X

kx� yk

die Bedingung

&q � h � c� d �
�q�d� d��

d &q ����

mit c� � IR� erf�ullt� Wir bezeichnen X mit LCC
q�d bzw� LCC	

q�d �
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Ein Clenshaw�Curtis�Gitter ist unter folgender Bedingung auch gleichzeitig ein gest�ortes�

Satz 

� Sei HCC
q�d ein Clenshaw�Curtis�Gitter mit q � d� und sei HCC	

q�d ein d�unnes
Gitter mit mj � �

j���	� Bei beiden d�unnen Gittern seien die univariaten Datens�atze
Xj � fxj�� � � � � xjmj

g� 	 � j � q � d� 	� verschachtelt� es gelte

xj��k �
x
jb k��� c � x

jd k��� e
�

� ����

im Clenshaw�Curtis�Fall sei x�	 �� x��� Dann sind beide Gitter gest�orte Clenshaw�
Curtis�Gitter�

Bedingung ���� bedeutet� da� die Datenpunkte des univariaten Datensatzes Xj��nXj

genau zwischen den Punkten des Datensatzes Xj liegen� Die Daten sind damit �aqui�
distant verteilt� und die Schrittweite jxjk � xjk��j� � � j � q � d � 	� 	 � k � �j���
halbiert sich mit jeder Verfeinerung des Datensatzes�

Beweis� Die Ungleichung &q � hHCC
q�d

�� ist trivial� Wir benennen im folgenden beide

d�unnen Gitter mit Hq�d� Bezeichne Gq�d das vollbesetzte Gitter mit

Gq�d � Xq�d�� � � � ��Xq�d���

es erf�ullt

hGq�d�� � &q�

Sei �x � Gq�d der Gitterpunkt� f�ur den

hGq�d�� � sup
y��

k�x� yk

angenommen wird� O�enbar gilt �x � ��x�� � � � � �xd� � Xl� � � � � � Xld mit
d � jljd � d�q � d � 	�� Wir w�ahlen nun einen Punkt Blj ��xj� �� xj nach folgen�
der Abbildungsvorschrift� F�ur �xj � XljnXlj�� sei xj � xlj��k � IR der Datenpunkt
aus Xlj��� f�ur den �xj Mittelpunkt der Strecke zwischen xlj��k und einem Nach�
barpunkt xlj��k�� oder xlj��k�� darstellt� Im Clenshaw�Curtis�Fall nehmen wir den
Nachbarpunkt xlj��k�� falls k � �lj�� � 	� andernfalls entscheiden wir uns f�ur den
Nachbarpunkt xlj��k��� Im Fall des zweiten d�unnen Gitters HCC	

q�d w�ahlen wir genau
umgekehrt� Nun de�nieren wir die Abbildung

Bli �� Bi�� �Bi�	 � � � � �Bl�
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die komponentenweise Anwendung dieser Punktauswahl wird mit Hilfe des Symbols

 formuliert� Wir folgern mit z � �Bl�i� 
 � � �
 Bldid� �x � Xi� � � � ��Xid f�ur jijd � q

hHq�d�� � sup
y��

kz � yk
� sup

y��
�kz � �xk� k�x� yk�

� kz � �xk�
p
d

�
&q�

Jetzt untersuchen wir

kz � �xk � k �Bl�i� 
 � � �
 Bldid� �x� �xk�
Bezeichnen wir mit I� die Identit�atsabbildung� so gilt f�ur entsprechende �z o�enbar

k �I� 
 � � �
 I� 
 Bl 
 I� 
 � � �
 I�� �z � �zk � �q�d���l &q�

Damit folgern wir f�ur l � i unter Verwendung der Dreiecksungleichung

k �I� 
 � � �
 I� 
 Bli 
 I� 
 � � �
 I�� �z � �zk �
lX

��i��

�q�d���� &q

� �q�d���l
l�i��X
��


��

� �q�d���l ��l�i � 	�
� �q�d���i

und schlie�lich f�ur lj � ij� 	 � j � d� wieder mit Hilfe der Dreiecksungleichung

k �Bl�i� 
 � � �
Bldid� �x� �xk �
dX

j��

�q�d���ij �

Wir w�ahlen nun i� � � � � � i
d���b qdc��q �

j
q

d

k
und i

d���b qdc��q�� � � � � � id � 	�
j
q

d

k
�

Es gilt dann

k �Bl�i� 
 � � �
 Bldid� �x� �xk
�

��
d
�
	 �

�
q

d

��
� q

�
�q�d���b qdc �

�
q �

�
q

d

�
d
�
�q�d������b qdc�

�
&q

�
�
� d

�
	 �

�
q

d

��
� � q �

�
q �

�
q

d

�
d
��

�q�d�b qdc &q

�
�
�d� d

�
q

d

�
� q

�
�q�d�

q
d
�� &q

� d ��q�d�
d��
d

�� &q
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und wir folgern

hHq�d�� �
�
d ��q�d�

d��
d

�� �

p
d

�

�
&q � �

�
d ��q�d�

d��
d &q�

�

Auf einem solchen gest�orten d�unnen Gitter gilt�

Satz 

� Sei � beschr�ankt� Ist X � LCC
q�d bzw� LCC	

q�d ein gest�ortes d�unnes Gitter auf
�� so folgern wir mit &c � IR�

hX�� � &c
�
�
d d

�d� 	�% �d ��d� log�n��
d��
d n�

�
d � ��
�

Dabei bezeichnet n die Anzahl der Punkte des Datensatzes�

Beweis� Sei Nq�d � ��q�d���d die Anzahl der Punkte auf dem vollbesetzten Git�
ter Gq�d � Xq�d�� � � � � � Xq�d��� Aufgrund der Kompaktheit von � schlu�folgern
wir N &qd � C� Das ist einzusehen� wenn man um jeden Gitterpunkt von Gq�d eine
d�dimensionale Kugel mit Radius �q

	
legt und dann das Volumen dieser Kugelmenge

gegen das von � absch�atzt� Es gilt also

&q � C N� �
d � C ���q�d���

und wir folgern unter Nutzung der Korollare ���
 und ���	

hX�� � c� d �
�q�d� d��

d &q

� c� d �
� q
d

� � c�
�
�
d d

�d� 	�% �d n
� �
d ��d� log�n��

d��
d �

�

Vergleichen wir die F�ulldistanz eines vollbesetzten Gitters mit der F�ulldistanz eines
gest�orten d�unnen Gitters bei gleicher Punktanzahl� so erhalten wir folgendes Ergeb�
nis�
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Korollar 

� Es gelten die Voraussetzungen von Satz ���� Dann folgt f�ur den Quo�
tienten der F�ulldistanz hX�� eines gest�orten d�unnen Gitters X und der F�ulldistanz
hGd�� eines vollbesetzten d�dimensionalen Gitters Gd bei fester Punktanzahl
jXj � jGdj � n die Ungleichung

hX��
hGd��

� O�d�� d��

Beweis� Wegen hGd�� � n�
�
d betrachten wir den Faktor

Kn�d� ��
�
�
d d

�d� 	�% �d ��d� log�n��
d��
d �

Unter Verwendung der Stirlingschen Formel folgt f�ur gro�e Werte von d

�
�
d d

�d� 	�% �d �
�
�
d d��

�
d

d%
�
d

� O
�
� �

�
d d��

�
d

�� � d�
�
�d d e��

�
A � O

��
� d ���

� �
�d

�

� O
�
exp

�
	

�d
ln
�
� d ���

���
� O�	�� d���

es gilt auch

��d� log�n��
�
d � exp

�
	

d
ln ��d� log�n��

�
� O�	�� d��

und zusammengefa�t folgern wir Kn�d� � O�d�� d��� �

Im folgenden Unterabschnitt werden zur Bestimmung des Interpolationsfehlers vor�
bereitende Ergebnisse ermittelt�

	�� Fehlerabsch�atzungen

Bei der Fehlerabsch�atzung im Rahmen der Interpolation mit Basisfunktionen wird
darauf abgezielt� eine obere Schranke f�ur die entsprechende G�utefunktion zu �nden�
Dabei wird� wie bereits in Abschnitt � erw�ahnt� auf Ergebnisse der Polynominterpo�
lation zur�uckgegri�en� Deshalb notieren wir an dieser Stelle einige Folgerungen aus
Lemma 
���� die f�ur derartige Zwecke nutzbar sind� Wie auch im klassischen Fall
formulieren wir aufgrund der Stetigkeit der Determinante
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Korollar 

�� F�ur die Punkte des speziellen d�unnen Gitters

HZZ
q�d �

�
jijd�q

�XZZ
i�

 � � � 
XZZ

id
�

mit XZZ
i � f�� � � � � mi � 	g gilt

	
� det�kl�k�l�HZZ
q�d
�� � und

	�� es existiert �
 � �� �
 � IR� so da� f�ur alle xk mit kxk � kk � �
 und k � HZZ
q�d

die Polynominterpolation bez�uglich SPm��


�mq�d��

q�d eindeutig l�osbar ist�

Lemma 

�� F�ur alle q � d� ml � 	� 	 � l � q�d�	 und zu jedem 
 � � existieren
h
 � �� c�� c	 � �� so da� es f�ur alle X � fx�� � � � � xNg 
 IRd und

h��x� �� sup
ky�xk��

min
z�X

kz � yk � h


�u��x�� � � �� �uN�x� � IR gibt mit

	
� p�x� �
PN

j�� �uj�x� p�xj� f�ur alle p � SPm��


�mq�d��

q�d �

	�� �uj�x� � � f�ur alle j mit kxj � xk � c� h��x� und

	
�
PN

j�� j�uj�x�j � c	�

Beweis� Sei � � HZZ
q�d gegeben� Bezeichne y� �� x � � c
 h��x�� Es gilt

ky� � xk � k� c
 h��x�k � j�j kc
 h��x�k � max
��j�d

i������id�q

�mij � 	� kc
 h��x�k

� mq�d c
 h
 � mq�d c




mq�d c

� 


mit mq�d �� max ��j�d
i������id�q

�mij � 	� und h
 �� �

mq�d c�
� Damit folgt

h��x� � minz�X ky� � zk und zu jedem � � HZZ
q�d existiert z� � X mit

ky��z�k � h��x�� In diesen Punkten fz�g��HZZ
q�d
ist eine Polynominterpolationm�oglich�

denn mit w� �� z� � x gilt kw� � � c
 h��x�k � h��x� � h
 und folglich
k w�
c� h��x�

� �k � �
c�
� Unter Anwendung von Korollar ��	� kann also in den Punk�

ten w�
c� h��x���HZZ

q�d

auf dem Polynomraum SPm��


�mq�d��

q�d mit �
 �
�
c�
interpoliert werden�
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W�ahlen wir also eine Lagrangebasis fu��x�g��HZZ
q�d

� SPm��


�mq�d��

q�d mit

u�
�

w�
c� h��x�

�
� ��� �� so ist u�

� �
c� h��x�

�
Lagrangebasis zu fw�g��HZZ

q�d
und damit er�

halten wir eine Lagrangebasis u�
� � �x
c� h��x�

�
zu fz�g��HZZ

q�d
� Nun sind wir in der Lage�

die im Lemma beschriebene Lagrangebasis zu de�nieren� Wir bezeichnen

�ul�y� �� u�

�
y � x

c
 h��x�

�
�xl� z�

mit 	 � l � N � y � IRd und � � HZZ
q�d� Hiermit gilt f�ur alle p � SPm��


�mq�d��

q�d

p�y� �
X

���j�mij
��

�����������d��IN
d
�

jijd�q

u�

�
y � x

c
 h��x�

�
p�z��

�
NX
l��

�ul�y� p�xl��

Weiterhin schlie�en wir vom Nichtverschwinden von �ul�y� auf xl � z�� von daher ist
die Ungleichung

kx� � c
 h��x�� xlk � h��x�

erf�ullt� Damit folgt auch

kx� xlk � h��x� � j�j c
 h��x� � h��x� c�

wobei c� �� �	 � c
mq�d� de�niert ist� Zudem gilt

NX
l��

j�ul�x�j �
NX
l��

ju����j �xl�z� �
X

��HZZ
q�d

ju����j � c	

mit c	 � IR�� Zuletzt mu� noch die Eindeutigkeit der Darstellung der Datenpunkte
angemerkt werden� aus xl � z� � z� und der Wahl von c
 � � folgt

kx � � c
 h��x�� z�k � kx� � c
 h��x�� z�k � � h��x�

und deshalb k��� �� c
 h��x�k � � h��x� � 	� �

Bemerkung 

�� Die Konstanten c� und c	 aus Lemma ��

 unterscheiden sich
deutlich von denen aus Lemma ����
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�
� Allgemeine Basisfunktionen

Nun wollen wir die G�utefunktion im allgemeinen Fall absch�atzen�

Satz 

�� Seien q� �q� d� k� �m�� � � �� �m�q�d��� m�� � � �� mq�d�� � IN nat�urliche Zahlen�

welche die Bedingungen P � SP �m��


� �m
q�d��

�q�d � �mj � mj und q � �q� k � d f�ur einen
d�variaten Polynomraum P erf�ullen� Dann gilt f�ur eine d�variate� bez�uglich P be�
dingt positiv de�nite Basisfunktion �� f�ur jeden Datensatz X � fx�� � � � � xNg mit
N � jHCC

q�d j oder jHCC	
q�d j und jeden Punkt x � IRd mit

h��x� � sup
ky�xk��

min
z�X

kz � yk � h
 �

 �

mq�d

und �
 �
�
	
die Absch�atzung

P 	
X��u�x � �	 � c	�

	ES
d �k��� ��

mit � � � c� h��x�� c� � 	�
mq�d

��
� der ebenfalls von �
 und mq�d � maxjijd�q �mij � 	�

abh�angigen Lebesgueschen Konstanten c	 � IR� und dem Approximationsfehler

ES
d �k��� �� �� inf

p�SPm������mk�d��
k�d

max
kxk��

j��x�� p�x�j� ����

Beweis� Wir bezeichnen die L�osung der Approximationsaufgabe ���� mit p
S��
k�d und

de�nieren f�ur alle y � IRd

QS
x��u�y� �� pS��k�d �x� y� �

NX
j��

�uj�x� p
S��
k�d�xj � y��

Wegen k � q wird pS��k�d�x� y� durch die Lagrangefunktionen exakt reproduziert und
es gilt QS

X��u�y� � �� Daraus k�onnen wir

� � QS
x��u�x� �

NX
j��

QS
x��u�xj�

� pS��k�d ��� � �
NX
j��

�uj�x� p
S��
k�d �xj � x� �

NX
i�j��

�uj�x� p
S��
k�d �xi � xj�
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schlie�en� Wir betrachten nun

P 	
X��u�x � ����� �

NX
j��

�uj�x� ��xi � x� �
NX

i�j��

�ui�x� �uj�x� ��xi � xj�

�
�
����� pS��k�d ���

�
�
�
�� NX

j��

�uj�x� ��xi � x�� �
NX
j��

�uj�x� p
S��
k�d�xi � x�

�
A �

�

�
� NX
i�j��

�ui�x� �uj�x� ��xi � xj��
NX

i�j��

�ui�x� �uj�x� p
S��
k�d�xi � xj�

�
A �

Unter Anwendung von Teil ��� von Lemma ��		 folgern wir wegen

� � � c� h��x� � � max
��j�N

uj�x����

kxj � xk � kxi � xk � kxj � xk

und genauso � � kxj � xk f�ur alle i� j mit �ui�x�� �uj�x� �� � die Absch�atzung

P 	
X��u�x � ES

d �k��� �� � �
NX
j��

j�uj�x�j ES
d �k��� �� �

�
� NX
j��

j�uj�x�j
�
A

	

ES
d �k��� ��

� �	 � � c	 � c		� E
S
d �k��� �� � �	 � c	�

	 ES
d �k��� ���

�

Durch Anwendung von Satz 
��
 erhalten wir f�ur bestimmte Basisfunktionen eine
konkretere Fehlerschranke�

Satz 

�� Sei F � C���� mit � � IR ein Banachraum� Das d�unne Gitter HCC
q�d mit

den Gitterpunkten xiljl � � cos ���jl � 	��mil � 	���� f�ur 	 � jl � mil�
i � �i�� � � � � id� � INd� k � d � 	 � jij � k und 	 � l � d sei in � enthalten� Unter
den Voraussetzungen von Satz ��

 gilt f�ur h � 	� ��� h� � � und � � F 
 � � � 
 F
mit Tensorraumnorm k � kF�


�F

ES
d �k��� h� � c d max ��c� c��

d�� ���k k	d�� k�kF�


�F
mit c� � 	 im Clenshaw�Curtis�Fall und c� � �� im Fall mj � �j�� � 	�
	 � j � q � d� 	�

Beweis� Es gilt

inf
p�SPm������mk�d��

k�d

max
kxk�h

j��x�� p�x�j � max
kxk�h

j��x�� �p�x�j



� INTERPOLATION AUF DEM GEST �ORTEN D�UNNEN GITTER 
�

f�ur alle �p � SPm��


�mk�d��

k�d � also auch� falls wir

�p�x� � �p��x� �
X

��jl�mil
k�d���jij��d�k

��	�k�jijd
�

d� 	
k � jij��d

�
��xi��j�� � � � � xid�jd� x

j

�
X

k�d���jij��d�k
��	�k�jijd

�
d� 	

k � jij��d

�
Ui�d����x�

w�ahlen mit

xij � � cos
�
��j � 	�
mi � 	

�

und

Ui�d����x� ��
X

��jl�mil
��l�d

��xi�j�� � � � � xidjd� x
j�

wobei i � �i�� � � � � id� gilt� Unter diesen Voraussetzungen schreiben wir �p� 	 Aq�d���
gem�a� �
� aus Abschnitt � und folgern

ES
d �k� �� h� � max

kxk�h
jId����x�� Aq�d����x�j

� kId���� Aq�d���k�
�h�d��

� c d max ��c� c��
d�� ���k k	d�� k�kF�


�F �

Die letzte Ungleichung erhalten wir unter Nutzung von Satz 
��
� �

Wir verdeutlichen nun die Zusammenh�ange zwischen Fehlerabsch�atzung und Gitter�
punktanzahl n �� n�q� d��

Korollar 

�
 Mit den Voraussetzungen von Satz ��
� folgern wir f�ur jede Funktion
f � N� und ihre Interpolante sf���X auf dem gest�orten d�unnen Gitter X � LCC

q�d oder
LCC	
q�d mit jXj � n

kf � sf���Xk� � C��d n
� 


� ��d� log�n��
�
����d�����

� kfk�
mit

C��d �� �	 � c	�
c
p
d �



�

�d� 	�% 
� max
�
�c	� c�

� d��
� k�k

�
�
F�


�F �

Dabei gilt c� � 	 im Clenshaw�Curtis�Fall und c� � �
� falls n �

���LCC	
q�d

����
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�
� Tensorprodukt�Basisfunktionen

Naturgem�a� kommt in diesem Zusammenhang solchen Basisfunktionen� welche sich
als Tensorprodukt eindimensionaler Basisfunktionen schreiben lassen� besondere Be�
deutung zu� In diesem Fall k�onnen die Ergebnisse von Lemma ��		 auf weitere� ver�
schiedenste Weisen angewandt werden� Wir erhalten damit zun�achst folgenden

Satz 

�� F�ur die nat�urlichen Zahlen q� �q� d� k� �m�� � � � � �m�q�d��� m�� � � � � mq�d��

gelte P 
 SP �m��


� �m
q�d��

�q�d � �mj � mj und q � �q� k � d� wobei P einen d�variaten
Polynomraum darstelle� Die bez�uglich P bedingt positiv de�nite Funktion � sei eine
d�variate Basisfunktion in Tensorproduktform� d�h� � � ��
� � �
�d besteht aus dem
Produkt von univariaten� um den Nullpunkt symmetrischen Funktionen �j� 	 � j � d�
Es gilt dann f�ur alle Datens�atze X � fx�� � � � � xNg mit N � jHCC

q�d j oder jHCC	
q�d j und

jeden Punkt x � IRd mit

h��x� � sup
ky�xk��

min
z�X

kz � yk � h
 �

 �

mq�d

und �
 �
�
	
die Absch�atzung

P 	
X��u�x � �	 � c	�

	ES��
d �k��� ��

mit � � � c� h��x�� c� � 	 �
mq�d

��
� der von �
 und mq�d � max ��j�d

i������id�q
�mij � 	�

abh�angigen Lebesgueschen Konstanten c	 � IR�� weiterhin

ES��
d �k��� ��

��
dY

��	

k��k�
�����E�mk�d��� ��� �� �

�
d��X
���

��	Y
��


k�d��k�
�����
X

jijd���k��

d��Y
j��

�
E�mij � �j� �� � E�mij��� �j� ��

�
�

�E�mk�����jijd��� �d����� ���

E��� �j� �� �� k�jk�
������ und
E�l� �� �� �� inf

p�IPl
k� � pk�
����� ����

f�ur eine auf dem Intervall ��� �� de�nierte univariate Funktion � und f�ur
	 � � � q � d� 	�
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Beweis� Es sei p���l � IPml
L�osung der Approximationsaufgabe ����� auch bezeichne

f�ur i � INd das Polynom p�i �� p����i�

 � � �
 p���did

� und es gelte

p�k�d ��
X
jijd�k

��	�k�jijd
�
d� 	
k � jijd

�
p�i �

Damit de�nieren wir f�ur alle y � IRd

Qx��u�y� �� p�k�d�x� y� �
NX
j��

�uj�x� p
�
k�d�xj � y��

O�enbar gilt p�k�d � SPm��


�mk�d��

k�d 
 SPm��


�mq�d��

q�d f�ur k � q� deshalb verschwindet
Qx��u�y� und wir folgern wie im Beweis von Satz ��	�

p�k�d��� � �
NX
j��

�uj�x� p
�
k�d�xj � x� �

NX
i�j��

�uj�x� p
�
k�d�xi � xj� � ��

Weiterhin stellen wir nun das Smolyak�Polynom p�k�d mit Hilfe von Lemma ��	� auf
eine andere Art dar� es gilt

p�k�d �
X
jijd�k

�p����i�
� p����i����
 � � �
 �p���did

� p���did���

�
X

jijd���k��
�p����i�

� p����i����
 � � �
 �p���d��id��
� p

���d��
id�����
 p���dq�jijd��� ����

Wir sch�atzen nun in Analogie zur Methode von Wasilkowski und Wo$zniakowski �
��

f�ur alle y � �y�� � � � � yd� � IRd mit kyk � � den Betrag der Di�erenz
�����y�� p�k�d�y�

���
ab� Es gilt mit �y � �y�� � � � � yd��������y�� p�k�d�y�

���
�

������� 
 � � �
 �d�� � p�k���d��
�

 �d

�
�y�
����

�

������
X

jijd���k��

d��Y
j��

�p
���j
ij

� p
���j
ij����yj���d � p���dk�jijd����yd�

������
� k�dk�
�����

������ 
 � � �
 �d�� � p�k���d��
�
��y�
����

�
X

jijd���k��

d��Y
j��

����p���jij
� p

���j
ij����yj�

��� ����d�yd�� p���dk�jijd���yd�
���
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� k�dk�
�����
������ 
 � � �
 �d�� � p�k���d��

�
��y�
����

�
X

jijd���k��

d��Y
j��

������j � p
���j
ij
��yj�

���� �����j � p
���j
ij����yj�

���� �����d � p���dk�jijd����yd�
���

� k�dk�
�����
������ 
 � � �
 �d�� � p�k���d��

�
��y�
����

�
X

jijd���k��

d��Y
j��

�
E�mij � �j� �� � E�mij��� �j� ��

�
E�mk�jijd��� �d� ��

mit E��� �j� �� � k�jk�
����� und induktiv folgern wir f�ur 	 � l � d� 	�����y�� p�k�d�y�
���

�
l��Y
��


k�d��k�
�����
������ 
 � � �
 �d�l � p�k�l�d�l

�
��y�
����

�
lX

���

��	Y
��


k�d��k�
�����
X

jijd���k��

d��Y
j��

�
E�mij � �j� �� � E�mij��� �j� ��

�
�

�E�mk�����jijd��� �d����� ��� ����

mit l � d� 	 folgt
�����y�� p�k�d�y�

��� � ES��
d �k��� ��� Zudem gilt ebenfalls wie in Satz

��	�

� � � c� h��x� � � max
��j�N

uj�x����

kxj � xk � kxi � xk � kxj � xk

� j�xi � x�T elj� j�xj � x�T elj�
wobei mit el� 	 � l � d� der l�te Einheitsvektor gemeint ist� und ebenso
� � kxj � xk � j�xj � x�T elj f�ur alle i� j mit �ui�x�� �uj�x� �� �� Insgesamt folgern wir
nun

P 	
X��u�x �

�
����� p�k�d���

�
�
�
�� NX

j��

�uj�x� ��xi � x�� �
NX
j��

�uj�x� p
�
k�d�xi � x�

�
A �

�

�
� NX
i�j��

�ui�x� �uj�x� ��xi � xj��
NX

i�j��

�ui�x� �uj�x� p
�
k�d�xi � xj�

�
A

� �	 � c	�
	 ES��

d �k��� ���

�
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Bemerkung 

�� Die Lebesgueschen Konstanten c	 stimmen in beiden vorangehen�
den S�atzen ��

 und ��
� �uberein�

Bemerkung 

�� Aufgrund von IP d
m � SP��


�m

m�d���d ist Satz ��
� auch zur klassischen
Fehlerabsch�atzung bei der Interpolation mit Tensorprodukt�Basisfunktionen verwend�
bar�



�
� Tensorprodukt�Basisfunktionen auf dem d	unnen Gitter

Im folgenden betrachten wir nun noch eine weitere Methode� den Interpolationsfeh�
ler von Tensorprodukt�Basisfunktionen abzusch�atzen� welche allerdings nur auf einem
d�unnen Gitter funktioniert� Wir benutzen dazu das St�orungslemma ��� nur im eindi�
mensionalen� also klassischen� Fall� Auch hier resultieren im Vergleich zu den S�atzen
��	� und ��	� ver�anderte Lebesguesche Konstanten c	�

Satz 

�� Die um den Nullpunkt symmetrischen univariaten Basisfunktionen �j mit
	 � j � d seien die Faktoren der d�variaten� bez�uglich P bedingt positiv de�ni�
ten Basisfunktion in Tensorproduktform � �� �� 
 � � � 
 �d� F�ur q� �q� d� k � IN �
�k � �k�� � � � � kd� � INd mit q � �q� k� k� � d und �m�� � � � � �m�q�d��� m�� � � � � mq�d�� � IN

gelte P � SP �m��


� �m
q�d��

�q�d � Dann folgt f�ur alle Datens�atze auf einem d�unnen Gitter
Hq�d �

S
jijd�q �Xi� 
 � � � 
Xid� mit Xj � fxj�� � � � � xjmj

g und xjl � IR f�ur alle m�ogli�
chen Werte von j und l und jeden Punkt x � �x�� � � � � xd� � IRd mit

h��x� � sup
ky�xk��

min
z�Hq�d

kz � yk � h
 �

 �


mq�d�� � 	 �

�
 �
�
	
und mit � � � c� h��x�� c� � max����q�d��

�
	 �

m���
��

�
� der von �
 und m��

	 � � � q � d� 	� abh�angigen Lebesgueschen Konstanten c�	 � IR� die Absch�atzung

P 	
X��u�x � �	 � c�	�

	ES��
d �k��� ���

Beweis� Nach Satz ��� existieren zu allen � � IN � m� � 	 und zu allen 
 � � reelle
Zahlen h
�� � �� c���� c��	 � �� so da� es f�ur alle X� � fx��� � � � � x�m�

g� z � IR und

h����z� �� sup
jz�yj��
y�IR

min
��j�m�

jx�j � yj � h
��
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reelle �u���z�� � � � � �u�m�
�z� gibt mit

�	�
Pm�

j�� �u�j�z� p�x�j� � p�z� f�ur alle p � IPm�
�

��� �u�j�z� � � f�ur alle j mit jx�j � zj � c��� h��z� wobei c��� �
�
	 �

m���
��

�
und

���
Pm�

j�� j�u�j�z�j � c��	�

Es existieren also zu vorgegebenen 
� l� il� mil � zum d�unnen Gitter Hq�d und
x � �x�� � � � � xd� � IRd reelle f�uiljl�xl�g��jl�mil

mit

X
��jl�mil
��l�d

��ui�j� 
 � � �
 �uidjd��x� p�xi�j�� � � � � xidjd� � p�x�

f�ur alle p � IPmi�

 � � �
 IPmid

� damit folgt unter Ausnutzung von Formel �A�
�

X
jijd�k

��	�k�jijd
�
d� 	
k � jijd

� X
��jl�mil
��l�d

�uij�x� p�xij� � p�x�

mit i � �i�� � � � � id� � INd� j � �j�� � � � � jd� � INd� �ui�j �� �ui��j� 
 � � � 
 �uid�jd und
xij �� �xi�j�� � � � � xidjd� f�ur alle p � SPm��


�mk�d��

k�d � Weiterhin gelten die Eigenschaften
��� und ��� f�ur alle m�oglichen Werte von �� deshalb folgt aus �u�j �� � die Ungleichung
c� h��z� � jx�j � zj� Bezeichne nun p��jl die L�osung der Approximationsaufgabe

inf
p�IPl

k�j � pk�
������

es gelte

p�k�d ��
X
jijd�k

��	�k�jijd
�
d� 	
k � jijd

� �
p���i� 
 � � �
 p��did

�
�

Mit y � IRd de�nieren wir

Q�
x��u�y� �� p���k�d�x� y� � X

jijd�k

��jl�mil
��l�d

�uij�x� p
���
k�d�xij � y� � �

f�ur k � q wegen p���k�d � SPm��


�mk�d��

k�d � Es gilt auch � � � c� h��x�� und unter der
Bezeichnung Hq�d �� fx�� � � � � xNg mit N � jHq�dj folgern wir

� � � c� h��x� � � c��� h����x
T el� � � max

��j�N

ulj ���

jxT el � xTj elj



� INTERPOLATION AUF DEM GEST �ORTEN D�UNNEN GITTER 	��

� jxT el � xTi elj� jxT el � xTj elj

mit f�ur 	 � k � d� 	 � � � q � d � 	 und 	 � i� j � N � dabei wird mit el der
l�te Einheitsvektor bezeichnet� Damit folgt analog zum Beweis von Satz ��	� f�ur alle
y � IRd mit kyk � �

j��y�� p��ak�d�y�j � ES��
d �k��� ���

Daraus resultiert

P 	
X��u�x �

�
����� p���k�d���

�
�

��
X
jijd�k

i�INd

��jl�mil
��l�d

�uij�x�
�
��xij � x� � p���k�d�xij � x�

�
�

�
X
jijd�k

��jl�mil
��l�d

X
jrjd�k

��sl�mrl
��l�d

�uij�x� �urs�x�
�
��xij � xrs� � p���k�d�xij � xrs�

�
�

Wir folgern damit schlie�lich

P 	
X��u�x � �	 � c�	�

	ES��
d �k��� ��

mit

c�	 ��
X
jijd�k

��jl�mil
��l�d

j�uij�x�j�

�

Bemerkung 

�� Beim �ublicherweise verwendeten sukzessive verschachtelten d�unnen
Gitter

Hq�d �
�

jijd�q
�Xi� 
 � � � 
Xid�

mit X� 
 X	 
 � � � 
 Xq�d�� gilt nat�urlich c� � 	 �
mq�d����

��
� Anders als bei Ver�

wendung von Lemma ��

 ist die Konstante c� hier in den meisten F�allen wesentlich
kleiner�
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�
� Smolyak�Basisfunktionen

Aufgrund ihrer besonderen Struktur bietet es sich an� Smolyak�Basisfunktionen�
Interpolanten n�aher zu untersuchen�

Satz 

�� Es sei � Q�te Smolyakfunktion der Dimension d mit zugrundeliegenden
univariaten Funktionen ��� � � � � �Q�d��� � sei bedingt positiv de�nit bez�uglich des Po�

lynomraumes P � SP �m��


� �m
q�d��

�q�d � Dann gilt f�ur jeden Datensatz X � fx�� � � � � xNg
mit N � jHCC

Q�d j oder jHCC	
Q�d j und jeden Punkt x � IRd mit

h��x� � sup
kx�yk��

min
z�X

kz � yk � h
 �

�

mq�d

und �
 �
�
	
die Absch�atzung

P 	
X��u�x � �	 � c	�

	ES��
Q�d �k��� ��

mit q � �q� k � d� � � �c�h��x�� c� � 	� mq�d

��
� der von �
 und mQ�d �

P
jijd�Q�mij � 	�

abh�angigen Lebesgueschen Konstanten c	 � IR��

ES��
Q�d �k��� �� ��Md��

����Q�d��E�mk�d��� �Q�d��� ���

�
d��X
���

M���
����Q�d��

X
jljd���Q��

jijd���k��

d��Y
���

�
E�mi� � �l� � �� � E�mi� � �l���� �� � E�mi���� �l� � �� �

� E�mi���� �l���� ��
�
E�mk�����jijd��� �Q�����jljd��� ���

E�m
� �j� �� �� k�jk�
����� und M����J �� max��j�J k�jk�
������

Beweis� Wir gehen analog zum Beweis von Satz ��	� vor� p���l sei wie dort de�niert�

Wir schreiben p�����lj �� p���lj � p
���l��
j f�ur 	 � j � k � d � 	 und 	 � l � Q� d � 	�

Weiterhin sei f�ur l � INd

p�k�d�l ��
X
jijd�k

i�INd

�
p
�����l�
i�

� p
�����l�
i���

�

 � � �


�
p
�����ld
id

� p
�����ld
id��

�

und

�p�k�d�Q ��
X
jljd�Q

l�INd

p�k�d�l � SPm��


�mk�d��

k�d 
 SPm��


�mq�d��

q�d �
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Es gilt weiterhin wie bei ����

�p�k�d�Q �
X
jljd�Q

jijd���k��

�
p
�����l�
i�

� p
�����l�
i���

�

 � � �


�
p
�����ld
id��

� p
�����ld
id����

�

 p

�����ld
k�jijd��

�
X
jljd�Q

jijd���k��

�
p
�����l�
i�

� p
�����l�
i���

�

 � � �


�
p
�����ld
id��

� p
�����ld
id����

�


�
p
���ld
k�jijd�� � p

���ld��
k�jijd��

�

�
X

jljd���Q��

jijd���k��

�
p
�����l�
i�

� p
�����l�
i���

�

 � � �


�
p
�����ld
id��

� p
�����ld
id����

�

 p

���Q�jljd��
k�jijd�� �

damit folgt f�ur y � ��y� yd� � IRd mit #� �� �� und #j �� �j��j��� � � j � Q�d�	

������
X
jljd�Q

�
#l� 
 � � �
#ld � �p�k�d�l

�
�y�

������
�

�����
X

jljd���Q��

�
#l� 
 � � �
#ld�� 
 �Q�jljd��

�
�y��

� X
jljd���Q��

jijd���k��

�
p
�����l�
i�

� p
�����l�
i���

�

 � � �


�
p
�����ld��
id��

� p
�����ld��
id����

�

 p

���Q�jljd��
k�jijd�� �y�

�����

�
�����

X
jljd���Q��

�
#l� 
 � � �
#ld�� 
 �Q�jljd��

�
�y��

� X
jljd���Q��

jijd���k��

�
p
�����l�
i�

� p
�����l�
i���

�

 � � �


�
p
�����ld
id��

� p
�����ld��
id����

�

 �Q�jljd���y�

�����

�

�����
X

jljd���Q��

jijd���k��

�
p
�����l�
i�

� p
�����l�
i���

�

 � � �


�
p
�����ld��
id��

� p
�����ld��
id����

�





�
p
���Q�jljd��
k�jijd�� � �Q�jljd��

�
�y�

�����
� M����Q�d��

������
X

jljd���Q��

�
#l� 
 � � �
#ld�� � �p�k���d���l

�
��y�

�������

�
X

jljd���Q��

jijd���k��

d��Y
���

�
E�mi� � �l� � �� � E�mi� � �l���� �� � E�mi���� �l� � �� � E�mi���� �l���� ��

�
�

�E�mk���jijd��� �Q���jljd��� ���
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induktiv folgt mit������
Q�d��X
l���

�
#l� � �p�k�d�����l�

�
�y��

������ �
��� ��Q�d�� � p

���Q�d��
k�d��

�
�y��

��� � E�k � d� 	� �Q�d��� ��

f�ur ky�k � � analog zum Beweis von Satz ��	� die Behauptung� �

Im Fall Q � k l�a�t sich eine weitere� einfachere obere Schranke f�ur das Quadrat der
Powerfunktion �nden�

Satz 

�� Unter den Voraussetzungen von Satz ���
 gilt

P 	
X��u�x � �	 � c	�

	 �ES��
Q�d �Q��� ��

mit

�ES��
d �Q��� �� �� Md��

����Q�d��E�mQ�d��� �Q�d��� �� �

�
d��X
���

M���
���

X
jljd���Q��

d��Y
���

�
E�ml� � �l� � �� � E�ml� � �l���� ��

�
�

�E�mQ�����jljd��� �Q�����jljd��� ���

Beweis� Wir w�ahlen p
�����l
j wie im Beweis von Satz ���	 und de�nieren

�p�Q�d ��
X
jljd�Q

l�INd

p
�����l�
l�


 � � �
 p
�����ld
ld

�

Wir folgern daraus������
X
jljd�Q

�#l� 
 � � �
#ld�� �p�Q�d
������ �

������
X

jljd���Q��

�
#l� 
 � � �
#ld�� 
 �Q�jljd��

�
�

� X
jljd���Q��

�
p�����l� 
 � � �
 p�����ld�� 
 p

�Q�jljd��
Q�jljd��

�������
� M���

������
X

jljd���Q��

�
#l� 
 � � �
#ld�� � p�����l� 
 � � �
 p�����ld��

��������

�

������
X

jljd���Q��

d��Y
���

�
E�ml� � �l� � �� � E�ml� � �l���� ��

�
E�mQ�jljd��� �Q�jljd��� ��

������
� �ES��

Q�d �Q��� ��
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analog zum Beweis von Satz ���	� �

Bemerkung 

�� Aufgrund von Lemma 
�
� gilt

A �Q�d���� � � � � � �Q�d��� � AQ�d���� � � � � ��� �	� � � � � � �Q�d����

damit ist Satz ���� auch f�ur �Q�te Smolyakfunktionen mit �Q � Q anwendbar�



�

 Praktische Fehlerschranken

Wir wollen nun die vorangegangenen Ergebnisse auf bestimmte Typen von Feh�
lern� welche bei der Bestapproximation univariater Funktionen entstehen� anwenden�
Bisher hatten wir aus praktischen Gr�unden die Norm der univariaten
Funktionen k�jk�
�h��� auch mitE�m
� �j� h� bzw� E��� �j� h� bezeichnet� Diese Schreib�
weise m�ussen wir nun zugunsten der besseren Anwendbarkeit aufgeben und wir for�
mulieren deshalb�

Satz 

�� Unter den Voraussetzungen von Satz ��
� oder Satz ��
� gilt

ES��
d �k��� h�

�
d��X
��


	

�%

dY
����	

k��k�
�h���
� ���X
u�


�
�

u

�
k�dX
l���u

E�mk�d���l� ����� h�
X

�S�

�

�
uX
j�


�
u

j

�
jY

r��

k�
�r�k�
�h���
uY

p�j��

E�m�� �
�p�� h� �

� X
P�

��u��
i�����l

i��j��IN���j�

�Y
�j�u��

�
E�mi��
j���� �
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Beweis� Sei Sk die Gruppe der Permutationen der nat�urlichen Zahlen f	� � � � � kg�
Wir betrachten

X
jij��k�d��

�Y
j��

�
E�mij � �j� h� � E�mij��� �j� h�

�
E�mk�d�����jij�� ����� h�
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�
k�d��X
l��

X
jij��l

�Y
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�
E�mij � �j� h� � E�mij��� �j� h�
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�
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k�d��X
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X
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j������ju

mit ij������iju��

und il
�falls l��j������ju

�Y
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�
E�mij � �j� h� � E�mij��� �j� h�

�
�
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�Y
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X
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�
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�
E�mk�d�����l������h� �

�
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�
�Y
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X
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j��

�
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�E�m�� �j�� h� � E�m
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�
���X
u�


k�dX
l���u

X

�S�

	

u%��� u�%

X
P�

��u��
i�����l

i��j��IN���j�

P 

u���l �

	

�%

X

�S�

P 

����


mit

P 

u���l ��

uY
j���

�E�m�� �j�� h� � E�m
� �j�� h�� �

�
�Y

j��u��

�
E�mi��j����� �
�j��� h� � E�mi��j��

� �
�j��� h�
�
E�mk�d���l� ����� h�

f�ur alle in Frage kommenden u und �� Wir wenden uns nun P 

u���l zu� Zun�achst gilt

f�ur das Produkt von verschiedenen Summanden aj� bj

nY
j��

�aj � bj� �
nX
j�


	

j%�n� j�%

X

�Sn

jY
p��

a
�p�
nY

r�j��

b
�r��

was man leicht induktiv beweisen kann� Wir wenden dieses Ergebnis nur auf das erste
Produkt von P 


u���l an� da eine Umformulierung des zweiten zwar m�oglich ist� aber
keine praktische Relevanz besitzt� Die Menge der Permutationen auf f��j�g��j�b f�ur
� � Sn� 	 � b � n nennen wir nun S


b und wir folgern damit

P 

u���l �

uX
j�


	

j%�u� j�%

X

��S�u

jY
p��

k�
�

�p�k�
�h���
uY

r�j��

E
�
m�� �
�

�r�� h

�
�

�
�Y

�j�u��

�
E�mi��
j���� �
��j�� h� � E�mi��
j�

� �
��j�� h�
�
E�mk�d���l� ����� h�

und

X

�S�

P 

u���l � u%

X

�S�

uX
j�


	

j%�u� j�%

jY
p��

k�
�p�k�
�h���
uY

r�j��

E
�
m�� �
�r�� h

�
�

�
�Y

�j�u��

�
E�mi��
j���� �
��j�� h� � E�mi��
j�

� �
��j�� h�
�
E�mk�d���l� ����� h��

Die letzte Gleichung gilt deshalb� da jede Permutation

��j� ��

�
�� � ��j� � 	 � j � u
��j� � u� 	 � j � �
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ein Element aus S� ist� welches auf u% m�oglichen Wegen entstehen kann� �

Wir wollen nun dieses Ergebnis auf verschiedene F�alle anwenden� Wir starten mit
den einfachsten Voraussetzungen�

Korollar 

�
 Es gelten die Voraussetzungen von Satz ��
� oder Satz ��
�� weiterhin
sei f�ur alle l � IN

E�l� ��� h� � K���h��

Dann folgt f�ur alle mj� 	 � j � q � d� 	

ES��
d �k��� h� � max


���d��

�
�� �K��d�h�

�� k

d� 	
�

mit

�K��d�h� ��
	

�%

X

�S�
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�j��

jY
r��

k�
�r�k�
�h���
�Y

p�j��

K���p��h�K�����h�
dY

����	

k��k�
�h����

Gilt �� � � � � � �d �� �� so ist

ES��
d �k��� h� � K��h�

�
max

�
K��h�� k�k�
�h���

�
�K��h�

�d�� � k

d� 	
�
�

Bemerkung 

�� Da Korollar ���� f�ur allgemeine mj G�ultigkeit besitzt� kann es
wegen IP d

m � SP��


�m
m�d���d zur klassischen Fehlerabsch�atzung bei der Interpolation mit

Tensorprodukt�Basisfunktionen genutzt werden�

Beweis des Korollars� Es gilt mit
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�
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die Ungleichung

ES��
q�d �k��� h� �

d��X
��


��
� ���X
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�
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wegen der Formeln �A��� und �A��� aus dem Anhang� es folgt die Behauptung� Bei
�Ubereinstimmung aller univariater Funktionen �j gilt
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Wir bekommen eine andere Formulierung von Korollar ����� falls wir die Fehlerschran�
ke in Abh�angigkeit von der Gitterpunktanzahl n �� n�q� d� des jeweiligen d�unnen
Gitters formulieren�

Korollar 

�� Sei n �� n�q� d� die Anzahl der Punkte des Clenshaw�Curtis�Gitters
HCC
q�d bzw� HCC	

q�d � Unter den Voraussetzungen von Korollar ���� gilt

ES��
d �k� �� h� � cd�

�d� 	�% max

���d��

�
�� �K��d�h�

�
��d� log�n��d��

bzw�

ES��
d �q� �� h� � K��h� c

d
�

�d� 	�%
�
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�
K��h�� k�k�
�h���

�
�K��h�

�d��
��d� log�n��d��

im Fall �� � � � � � �d � �� Wir bezeichnen dabei c� � 	 im Clenshaw�Curtis�Fall und
c� � �� f�ur n �

���HCC	
q�d

���� Ist n �� n�q� d� die Anzahl der Punkte des d�unnen Gitters
Hq�d mit mj � z � j f�ur 	 � j � q � d� 	� so folgern wir unter den Voraussetzungen
von Korollar ����

ES��
d �q� �� h� � max


���d��

�
�� �K��d�h�

� n

d zd
�

und f�ur �� � � � � � �d � � gilt
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d �q� �� h� � K��h�

�
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K��h�� k�k�
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�
�K��h�

�d�� n

d zd
�

O�enbar kann mit univariaten Fehlerschranken wie in Korollar ���� der Fluch der
Dimension nicht behoben werden� Deshalb gehen wir im folgenden zu besser anwend�
baren eindimensionalen Schranken �uber� Das folgende Ergebnis stellt eine Verallge�
meinerung von Korollar ���� dar�

Korollar 

�� Die Voraussetzungen von Satz ��
� oder Satz ��
� seien erf�ullt� Es
gelte

E�l� �j� h� � K�j �h� �f�h��
l

mit l � IN � 	 � l � q � d � 	� Dann folgern wir f�ur m� � 	� �� mj � �j�� � 	�
� � j � q � d� 	 und f�h� � 	
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wobei �K��d�h� wie in Korollar ���� de�niert ist� Im Fall �� � � � � � �d �� � gilt
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�

Beweis� Wir f�uhren den Beweis f�ur n �
���HCC	

q�d

��� durch� Im Clenshaw�Curtis�Fall

nutzen wir dieses Ergebnis� wobei wir die Konstanten K�j � 	 � j � d� durch f�h�
dividieren� Es gilt
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Analog zum Beweis von Korollar ���� folgern wir
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wie im Beweis von Korollar ���� erhalten wir das Behauptete� Falls �j � � f�ur alle j
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Es folgt damit

Korollar 

�� Unter den Voraussetzungen von Korollar ���� gilt f�ur die Punktan�
zahl n � n�q� d� des d�unnen Gitters mit mj � �

j�� � 	� 	 � j � q � d� 	�
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im Clenshaw�Curtis�Fall�

Bemerkung 

�� M�oglich wird der Beweis von Korollar ���� durch die Absch�atzung
f�h�	

j � f�h�	�j� tats�achlich bekommen wir eine �ahnliche Schranke im Fall mj � � �j�
Die Bestimmung sch�arferer Schranken ist schon im Fall d � � relativ kompliziert�
Ersetzen wir nun unter ansonsten gleichbleibenden Voraussetzungen die Bedingung
mj � �

j�� � 	 durch mj � z � j� z � IN � so erhalten wir bei fast analogem Beweis die
Fehlerabsch�atzung
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falls �� � � � � � �d �� �� In Abh�angigkeit von der Punktanzahl des entsprechenden
d�unnen Gitters Hq�d mit mj � z � j gilt aber n �� n�q� d� � zd

�
q
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�
und wir folgern
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F�ur z � 	 und q � m � d � 	 be�nden wir uns im Fall der Interpolation mit
Tensorprodukt�Basisfunktionen und dem klassischen Polynomraum IP d

m� vgl� Bemer�
kung ��
��

Korollar 

�� Unter den Voraussetzungen von Satz ��
� oder Satz ��
� gelte f�ur
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mit

M��� �

�
�� � � � �
�	 � ���� � � � �

�

Weiterhin gilt
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c

	�
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�
und c� � 	 im

Clenshaw�Curtis�Fall und c� � �
� im Fall mj � �

j���	� 	 � j � q� d�	� de�niert
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Beweis� Wir berechnen f�ur den Fall m� � � zun�achstX
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und wir folgern

ES��
d �k��� h� � ���k�d����

d��X
��


�K���

�X
u�


�
�

u

��
k � d

�� u

�
�u �	 � �����u

� ���k�d����
d��X
��


�K���M���

�X
u�


�
�

u

��
k � d

�� u

�

� ���k�d����
d��X
��


�K���M���

�
k � d� �

�

�

� ���k�d���� max

���d��

�
M���

�K���

� d��X
��


�
k � d� �

�

�
�

Den zweiten Teil beweisen wir anfangs analog� es ist

ES��
d �k��� h�
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d��X
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weiterhin gilt
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und wir folgern
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�
d��X
��


���k�d����K��h�

�
k � d� �

�

�
�K��h� � �

�C����
d�� �

Der Clenshaw�Curtis�Fall folgt durch Multiplikation der Konstanten K�j � 	 � j � d�
des vorangegangenen Ergebnisses mit ��� �

Die Schranken bekommen in Abh�angigkeit von der Punktanzahl des d�unnen Gitters
folgende Gestalt�

Korollar 

�� Sei n � n�q� d� die Anzahl der Datenpunkte des d�unnen Gitters HCC
q�d

oder HCC	
q�d � Dann gilt unter den Voraussetzungen von Korollar ��



ES��
d �q��� h� � Kd���h�

�d� 	�%���
n�� ��d� log�n���d��������

mit

Kd���h� ��

	

� K��h� �K��h� � �

�C����
d�� � �� � � � � � �d � �

max
���d��
�
M���

�K��d�h�
�

� sonst
�

Dieses Ergebnis ist auf jede glatte Funktion anwendbar�

Satz 

�� Es gelten die Voraussetzungen von Korollar ��

� Dann folgt f�ur jede Ba�
sisfunktion � � �� 
 � � �
 �d mit �j � C� f�ur 	 � j � d auf dem gest�orten d�unnen
Clenshaw�Curtis�Gitter LCC	

q�d und f�ur alle f � N� die Fehlerabsch�atzung

kf � sf���Xk� � C��d���h�n
� 


� ��d� log�n��
�d����
���

� kfk�
mit

C��d���h� �
�	 � c	� c

�d� 	�% 
���
�
c	 �max

�
c	� �c� max

��j�d
k�jk�
�h���

�� d��
�

�

Gilt � � 	� so folgern wir

kf � sf���Xk� � �C��d���h�n
� 

�
� �
�d ��d� log�n��

�d����
���
�

� d��
�d kfk�

mit

�C��d���h� �
�	 � c	� c �

�
�d

p
d

�d� 	�% 
��� � �
�d

�
c	 h �max

�
c	 h� �c� max

��j�d
k�jk�
�h���

�� d��
�
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�c� �

�
��	� � X � LCC

q�d

	 � X � LCC	
q�d
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Beweis� Wir nutzen Korollar ���	 und ein Resultat von Jackson� Es gilt f�ur l � �

E�l� �j� h� � c���j

�
h

l

��

und damit auch f�ur l � �

E�l� �j� h� � c	��j

�
h

l

�l
� c	��j l

�� l��l � c	��j l
�� �� �

Insgesamt folgt

E�l� �j� h� � c���j l
��

f�ur allgemeine � und

E�l� �j� h� � c���j h l
��

f�ur � � 	� �

Bemerkung 

�� Unter Verwendung von Satz ��

 erhalten wir im Vergleich mit
Korollar ��
� h�ohere Approximationsg�uten� Interpolieren wir also mit Tensorprodukt�
Basisfunktionen� so bietet sich in jedem Fall die Nutzung von Satz ��

 an�

	�� Auswertung



�
� Wendlandfunktionen

Wir wenden uns Tensorprodukt�Wendlandfunktionen zu� Dazu formulieren wir�

De�nition 

�
 Seien �si �� �si���si univariate Wendlandfunktionen� Dann be�
zeichnet �s � �s� 
 � � � 
 �sd mit s � fs�� � � � � sdg � INd


 die Tensorprodukt�
Wendlandfunktion�

Diese Funktionen sind nach Satz 
��� positiv de�nit� Es folgt
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Satz 

�� Sei � �� �s eine Tensorprodukt�Wendlandfunktion� Es gelten die Voraus�
setzungen von Satz ��
� und ��
�� Dann folgern wir f�ur jede Funktion f � N�

kf � sf���Xk� � C��d n
��s� �

�d� ��d� log�n���s�
�
���d���� d��

�d kfk�

mit der Basisfunktionen�Interpolante sf���X auf dem Datensatz X � LCC
q�d oder LCC	

q�d

mit jXj � n� s � min��i�d si� h � 	

C��d�h� �
�	 � c	� c �

�
�d

p
d

�d� 	�%s� �
�
� �
�d

�
c	 h�max

�
c	 h� �cs max

��j�d
Csj

�� d��
�

�

Csi �

�
	 � si � �
B�	si�si���
	si����si�

� sonst
und �cs �

�
	��s � X � LCC

q�d

	 � X � LCC	
q�d

�

Beweis� Wir verwenden Satz ���� mit � � �s wegen �sj � Csj � Da die Wendland�
funktion im Ursprung ihr Maximum Csi annimmt� vgl� ����� folgern wir sofort die
Behauptung� �

Dieses Ergebnis ist der klassischen Fehlerschranke hinsichtlich der Komplexit�atspro�
blematik deutlich �uberlegen� Allerdings erhalten wir auf dem gest�orten d�unnen Gitter
eine etwas geringere Approximationsg�ute als direkt auf dem d�unnen Gitter� vgl� Satz

�
	�



�
� Gau�glocken

Aufgrund ihrer Funktionalgleichung stellen die Gau�glocken die einzigen Funktionen
dar� welche gleichzeitig radial und tensoriert sind� Von daher ist jede Gau�glocke im
Raum F l

� 
 � � � 
 F l
� f�ur alle l � IN
 enthalten und wir k�onnen Satz ���� auch im

radialen Fall anwenden�

Satz 

�� Es gelten die Voraussetzungen der S�atze ��
� bzw� ��
�� Sei
� �� �� � e��k�k

�
mit � � IR� die Gau�glocke� Dann gilt f�ur alle l � IN
� f�ur alle

f � N� und ihre Interpolanten sf���X auf dem gest�orten d�unnen Clenshaw�Curtis�
Gitter X � LCC

q�d oder LCC	
q�d die Fehlerschranke

kf � sf���Xk� � �Cd�� n
�l� �

�d ��d� log�n���d����l�
�
�
�� d��

�d kfk�
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mit

�Cd�� �
�	 � c	� c �

�
�d

p
d

�d� 	�%l� �
�
� �
�d

�
c	 h�max

�
c	 h� �cl max

��j�d
k�jk�
�h���

�� d��
�

und �cl �

�
	��l � X � LCC

q�d

	 � X � LCC	
q�d

�

Mit Satz ���� bekommen wir zwar eine Fehlerschranke� bei der der Fluch der Dimen�
sion erfolgreich bek�ampft werden konnte� exponentielle Approximationsg�ute erhalten
wir auf dem chaotischen Datensatz jedoch noch nicht� Die Begr�undung liegt darin�
da� wir hier im Vergleich zum klassischen Fall ver�anderte Lebesguesche Konstanten
bekommen� deren Verhalten in Abh�angigkeit von der Raumdimension noch unge�
kl�art ist� Folgt man der �ublicherweise verwandten Auswertung der Lebesgueschen
Konstanten �	
�� so wird die extreme Aufwendigkeit dieser Fragestellung deutlich�

Das folgende Ergebnis erhalten wir mit Korollar ����� Hier ist die Approximationsg�ute
noch abh�angig von der Raumdimension und der Punktanzahl der Daten� von daher
ist die Verwendung von Satz ���� vorzuziehen� Wir formulieren dennoch�

Satz 

�� F�ur die Gau�glocke � �� �� � e��k�k
�
mit � � IR� folgern wir unter den

Voraussetzungen der S�atze ��
� bzw� ��
� und mit h � ��
�
�

kf � sf���Xk� � �	 � c	� �
d��
�q

�d� 	�%
CCd
d�� n

��d���n� ��d� log�n���d�����d���n��
�
�� kfk��

wobei

�d���n� � �Cd

d
� log �Cd��� �

	

d
log

�
n ��d� log�n����d���

�
�

Cd�� �
� &c �

�
d d

�d� 	�% und

Cd �

�
�
	
d� 	� log��d� 	�%� � X � LCC

q�d

�d� 	� log��d� 	�%� � X � LCC	
q�d

falls

Cd
d�� e

Cd � n ��d� log�n����d���

f�ur alle f � N�� Dabei bezeichnet sf���X die Interpolante an f auf dem gest�orten
d�unnen Clenshaw�Curtis�Gitter X � LCC

q�d oder LCC	
q�d � die Konstante &c entstammt

Bedingung ��
� aus Satz ����
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Beweis� Unter Nutzung der Exponentialreihe folgern wir mit � �� �� � e��jxj
�

E�l� �� h� � ��h	�	b
l��
�
c

l%
� ��h	�l�	 �

�
�h	

��	 �
�h	

�l

f�ur alle l � IN � Es folgt mit Korollar ����

ES��
d �k��� h� � f�h�	�k�d���

g�h�

�
max

�
	

f�h�	 g�h�
� 	

�
�

	

g�h�

�d�� �
k

d� 	
�

� f�h�	�k�d���

g�h�d

�
	 � f�h��	

�d�� � k

d� 	
�

�
�
� h	

�	k�����CC�d
�d��

�
k

d� 	
�

mit den Bezeichnungen f�h� � ��h	�
�	
� g�h� wie in Korollar ���� und

	CC �

�
	 � X � LCC

q�d

� � X � LCC	
q�d

�

Damit gilt

kf � sf���Xk�
� �

d��
�

Gd�n�
�
�q

�d� 	�%
�
Cd�� n

� �
d Gd�n�

�
d

�k� ����CC�d

� kfk�

� �
d��
�

Gd�n�
�
�q
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�
Cd�� n

� �
d Gd�n�

�
d

�log��d������log�n��log�Gd�n���d�CC��� ����CC �d

� kfk�

� �
d��
�

Gd�n�
�
�q

�d� 	�%
�
Cd�� n

� �
d Gd�n�

�
d

��Cd�log�n��log�Gd�n�� kfk�

�
�
d��
� CCd

d��q
�d� 	�%

nlog�Cd����
Cd
d
� �
d
log�n�� �

d
log�Gd�n��Gd�n�

�
�
�Cd

d
� �
d
log�n��log�Cd���� �

d
log�Gd�n�� kfk�

mit

Gd�n� � ��d� log�n��d�� �

�
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�
� Inverse Multiquadrics

Zun�achst formulieren wir

De�nition 

�� Die Funktion �b�c �� ����c� 
 � � � 
 ��d�cd mit b � f��� � � � � �dg �
�IR�n�IN�d� c � fc�� � � � � cdg � IRd

� und ��j�cj�xj� �
�
c	j � x	j

��j
� f�ur xj � �j hei�t

Inverser Tensorprodukt�Multiquadric�

Inverse Tensorprodukt�Multiquadrics sind nach Satz 
��� positiv de�nit� Wir erhalten
folgende Fehlerschranken�

Satz 

�� Es gelten die Voraussetzungen von Satz ��

� Sei
� �� �b�c � ����c� 
 � � � 
 ��d�cd mit b � f��� � � � � �dg � �IR�n�IN�d und
c � fc�� � � � � cdg � IRd

� ein Inverser Tensorprodukt�Multiquadric� Mit h � 	 folgt
f�ur f � N�� f�ur die Interpolante sf���X auf dem gest�orten d�unnen Gitter X � LCC

q�d

oder LCC	
q�d mit jXj � n und f�ur alle l � IN


kf � sf���Xk� � �C��d���h�n
�l� �

�d ��d� log�n���d����l�
�
���

d��
�d

mit

�C��d���h� �
�	 � c	�

p
d

�d� 	�%l� �
�
� �
�d

�
c	 h�max

�
c	 h� �cl max

��j�d

�
c	j � h	

��
�

�� d��
�

und �cl �

�
	��l � X � LCC

q�d

	 � X � LCC	
q�d

�

Zum Beweis benutzen wir Satz ����� Ein weiteres Ergebnis liefert Korollar �����

Wie auch im Fall der Gau�glocken k�onnen wir bei Verwendung der Inversen Multi�
quadrics dem Fluch der Dimension entgegenwirken� mit gleicher Begr�undung erhalten
wir auch hier keine exponentielle Approximationsg�ute� Weiterhin betrachten wir auch
hier eine Folgerung aus Korollar ����� bei der die Approximationsg�ute von der Raum�
dimension und der Anzahl der Punkte des zugrundegelegten Datensatzes abh�angt�

Satz 

�� Es gelten die Voraussetzungen von Satz ��
� oder Satz ��
�� Sei
� �� �b�c � ����c 
 � � � 
 ��d�c mit b � f��� � � � � �dg � �IR�n�IN�d und
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c � fc� � � � � cg � IRd
� ein Inverser Tensorprodukt�Multiquadric� Dann folgt f�ur h � c

	
�

f�ur f � N�� f�ur ihre Interpolante sf���X mit X � LCC
q�d oder LCC	

q�d und jXj � n

kf � sf���Xk�
� 	 � c	q

�d� 	�%
�
�j�� j c��

� d
�

CCd
d�c n

��d�c�n� ��d� log�n���d�����d�c�n��
�
�� kfk��

wobei

�d�c�n� �
Cd

d
� log�Cd�c� �

	

d
log

�
n ��d� log�n����d���

�
�

Cd�c �
&c ���

�
d d

c �d� 	�% und

Cd � d
�
	CC
�

� 	
�
� log��d� 	�%�� 	�

falls

Cd
c�d � n ��d� log�n����d���

erf�ullt ist� Mit &c bezeichnen wir die Konstante aus Bedingung ��
� von Satz ����

Beweis� Mit ���� folgern wir k���ck�
�h��� � �j�� j c�� und

E�l� ���c� h� � �j�� j c
�
�
��

c� h

�
�h

c

�l
�

aufgrund von Korollar ���� gilt dann

ES��
d �k��� h�

�
�
�h

c

�	�k�d�
uc�h� �

j�� j c
�
�
��

c� h

�
�max

�
��j�� j c

�
�
��

c� h
uc�h�� �

j�� j c��
�
A �

�

�
�h

c

�	

uc�h� �
j�� j c

�
�
��

c� h

�
A
d�� �

k

d� 	
�

�

�
�h

c

�	�k�d�
uc�h�

�
��j�� j c

�
�
��

c� h

�
A
d �
�max

�
uc�h�� 	� h

c

�
�

�
�h

c

�	
�
A
d�� �

k

d� 	
�

�

�
�h

c

�	�k�d�
uc�h�

�
��j�� j c

�
�
��

c� h

�
A
d �
�	 �

�
�h

c

�	
�
A
d�� �

k

d� 	
�
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�
�
�h

c

�	�k�d�
udc�h�

�
�j�� j c��

�d ��	 �
�
�h

c

�	
	

uc�h�

�
A
d�� �

k

d� 	
�

�
�
�h

c

�	k�d�	��CC� �
�j�� j c��

�d
�d��

�
k

d� 	
�

mit uc�h� �

�
c
	h

� X � LCC
q�d

	 � X � LCC	
q�d

und 	CC wie im Beweis von Satz ����� Wir de��

nieren Gd�n� ebenfalls wie im Beweis von Satz ���� und folgern dann

kf � sf���Xk�

� �	 � c	�

�
�h

c

�k�d��� �
�
�CC� �

�j�� j c��
� d

� Gd�n�
�
�q

�d� 	�%
� K��c�d

�
Cd�c n

� �
d Gd�n�

�
d

�log��d������log�n���d�CC����log�Gd�n���d��� �
�
�CC�

Gd�n�
�
�

� K��c�d

�
Cc�d n

� �
d Gd�n�

�
d

�Cd�log�n��log�Gd�n��
Gd�n�

�
�

� K��c�dC
Cd
d�c n

log�Cd�c�� �
d
log�n��Cd

d
� �
d
log�Gd�n��Gd�n�

� log�Cd�c��
Cd
d
� �
d
log�n�� �

d
log�Gd�n���

�
�

mit

K��c�d �
	 � c	q
�d� 	�%

�
�j�� j c��

� d
�

�



�
� Multiquadrics

Zun�achst formulieren wir

De�nition 

�� Wir nennen die Funktion �b�c � �j � IR mit

�b�c �� ����c�
 � � �
��d�cd mit b � f��� � � � � �dg � �IR�n�IN�d� c � fc�� � � � � cdg � IRd
�

und ��j �cj�xj� � ��	�
l
�j
�

m �
c	j � x	j

��j
� f�ur xj � �j Tensorprodukt�Multiquadric�

Der Smolyak�Polynomraum SPm��


�m
q�d��

�q�d � der bei der Interpolation mit Tensorprodukt�
Multiquadrics verwandt wird� mu� f�ur m� � 	� mj � �j�� � 	� � � j � �q � d � 	

nach Lemma ��	 die Bedingung �q � d�max
�
��
Pd

j��

l
�j
	

m
� �

�
erf�ullen� Wir erhalten

folgende Fehlerschranken�



� INTERPOLATION AUF DEM GEST �ORTEN D�UNNEN GITTER 	��

Satz 

�� Es gelten die Voraussetzungen der S�atze ��
� und ��
�� Weiterhin sei
� �� �b�c � ����c� 
 � � � 
 ��d�cd mit b � f��� � � � � �dg � �IR�n�IN�d und
c � fc�� � � � � cdg � IRd

� ein Tensorprodukt�Multiquadric� Es gelte h � 	� Wir folgern
f�ur f � N�� f�ur die Interpolante sf���X auf dem Datensatz X � LCC

q�d oder X � LCC	
q�d

mit jXj � n

kf � sf���Xk� � C��d���h�n
��

� ��d� log�n��
�d��������

� kfk�
mit

C��d���h� �
�	 � c	� c

�d� 	�%����

�
c	 �max

�
c	� �c� max

��j�d

�
c	j � h	

��j
�

�� d��
�

und

�c� �

�

�� � X � LCC

q�d

	 � X � LCC	
q�d

f�ur � � � � 	� F�ur � � 	 gilt

kf � sf���Xk� � �C��d���h�n
��

�
� �
�d ��d� log�n��

�d��������
�

� d��
�d kfk�

mit

�C��d���h� �
�	 � c	�

p
d c

�d� 	�%���� � �
�d

�
c	 �max

�
c	� �c� max

��j�d

�
c	j � h	

��j
�

��d��
�

�

Beweis� Wir benutzen Satz ���� wegen ��j�cj � C�j � �

Da die Multiquadrics keine positiv de�niten Funktionen darstellen� wurden sie in
diesem Abschnitt zum ersten Mal zur multivariaten Interpolation mit Verwendung
des Smolyak�Algorithmus eingesetzt� Auch in diesem Fall wurde dem komplexit�ats�
theoretischen Problem entgegengewirkt� denn bei der klassischen Interpolation mit
radialen Multiquadrics erhalten wir Fehlerabsch�atzungen der Gestalt

kf � sf���Xk� � C��dN
� �
�d �

wobei N die Anzahl der Punkte eines quasi�regul�aren Datensatzes auf einem be�
schr�ankten Gebiet darstellt� Gilt � � 	� so k�onnen wir abgesehen von einen logarith�
mischen Faktor sogar Approximationsg�uten gewinnen� die vergleichbaren Gr�o�en aus
der klassischen eindimensionalen Interpolation �uberlegen sind�

Wie auch bei den Inversen Multiquadrics erhalten wir wieder ein Ergebnis aus Ko�
rollar �����



� INTERPOLATION AUF DEM GEST �ORTEN D�UNNEN GITTER 	��

Satz 

�� Unter den Voraussetzungen von Satz ��
� oder Satz ��
� sei
� �� �b�c � ����c 
 � � � 
 ��d�c mit b � f��� � � � � �dg � �IR�n�IN�d und
c � fc� � � � � cg � IRd

� ein Tensorprodukt�Multiquadric� Es gil dann f�ur h � c
	
� f�ur

f � N�� f�ur ihre Interpolante sf���X mit X � LCC
q�d oder LCC	

q�d und jXj � n

kf � sf���Xk�
� 	 � c	q

�d� 	�%
�
�j�� j c��

� d
�

CCd
d�c n

��d�c�n� ��d� log�n���d�����d�c�n��
�
�� kfk��

wobei

�d�c�n� �
Cd

d
� log�Cd�c� �

	

d
log

�
n ��d� log�n����d���

�
�

Cd�c �
&c ���

�
d d

c �d� 	�% und

Cd � d
�
	CC
�

� 	
�
� log��d� 	�%�� 	�

f�ur

Cd
c�d � n ��d� log�n����d���

erf�ullt ist� Die Konstante &c stammt aus Bedingung ��
� von Satz ����

Der Beweis verl�auft analog zu dem von Satz ��
	�



�

 Thin Plate Splines

Wir de�nieren wieder

De�nition 

�
 Sei ��j � �j � IR mit ��j�xj� � ��	��j� �� �xj�
�j log�xj� mit

xj � �j� �j � �IN
 und 	 � j � d ein Thin Plate Spline� Dann hei�t die d�variate

Funktion �b � ��� 
 � � � 
 ��d mit b � f��� � � � � �dg � ��IN�d Tensorprodukt Thin
Plate Spline�

Wollen wir bei der Interpolation mit Tensorprodukt Thin Plate Splines den Smolyak�
Polynomraum SPm��


�m
q�d��

�q�d nutzen� so mu� �q � d � max
�Pd

j��
�j
	
� �

�
gelten� Es

folgt



� INTERPOLATION AUF DEM GEST �ORTEN D�UNNEN GITTER 	��

Satz 

�� Es seien die Voraussetzungen von Satz ��
� bzw� von Satz ��
� erf�ullt�
Sei � � �b� b � f��� � � � � �dg � ��IN�d ein Tensorprodukt Thin Plate Spline� Dann
folgern wir f�ur f � N�� ihre Interpolante sf���X auf dem Datensatz X � LCC

q�d oder

LCC	
q�d mit jXj � n� � �� min��i�d �i � � und h � �

� �
� �

kf � sf���Xk� � �C��d���h�n
����

� ��d� log�n��
�d��������

� kfk�
mit

�C��d���h� �
�	 � c	� d

d
� �

d��
�d

�d� 	�%����
�
c	 �max

�
c	� �c� log�h�

�� d��
�

und �c� �

�

�� � X � LCC

q�d

	 � X � LCC	
q�d

�

Beweis�Da die Funktion ��i�r� �
���r�i log�r���� im Intervall ��� �� �

�i � monoton anw�achst�

gilt k��ik�
�h��� � h� log�h� � h log�h�� Damit folgern wir unter Verwendung von Satz
����

kf � sf���Xk� � C��d���h�n
��

�
� �
�d ��d� log�n��

�d��������
�

� d��
�d kfk�

mit

C��d���h� �
�	 � c	�

p
d

�d� 	�%���� � �
�d

h
d��
�

�
c	 �max

�
c	� �c� log�h�

�� d��
� �

aus Satz ���� folgt

h
d��
� � c

�
d��
�d d

d��
�

�d� 	�% d���d

n�
d��
�d ��d� log�n��

�d����

�d

und zusammenfassend bekommen wir das Ergebnis� �

Auch die tensorierten Thin Plate Splines werden an dieser Stelle erstmalig zur kom�
plexit�atsreduzierenden Interpolation nach Smolyak angewandt� Bei der klassischen
Interpolation mit Thin Plate Splines � auf dem quasi�regul�aren Datensatz X 
 �
bei beschr�anktem Gebiet � und jXj � N kann die Norm des Fehlerfunktionals durch
Schranken der Form

kf � sf���Xk� � C��dN
�
d

abgesch�atzt werden� f�ur positive Werte von � folgern wir also� da� wir abgesehen vom
nicht so sehr wesentlichen logarithmischen Faktor im Vergleich zu den eindimensio�
nalen klassischen Ergebnissen verbesserte Approximationsg�uten gewinnen k�onnen�



� INTERPOLATION AUF DEM GEST �ORTEN D�UNNEN GITTER 	�




�
� Polynomials

De�nition 

�� Seien ��j � �j � IR� 	 � j � d� mit ��j�xj� � ��	��j� x
�j
j f�ur

xj � �j univariate Polynomials� Dann hei�t die Funktion �b � ��� 
 � � � 
 ��d mit
b �� f��� � � � � �dg � IRd

� Tensor Polynomial�

Bei der Interpolation mit dieser Basisfunktion mu� f�ur den Smolyak�Polynomraum
SPm��


�m
q�d��

�q�d die Bedingung �q � d�max
�
��
Pd

j��

l
�j
	

m
� �

�
gelten�

Satz 

�� Es seien die Voraussetzungen der S�atze ��
� und ��
� erf�ullt�
�b � ��� 
 � � � 
 ��d mit b � f��� � � � � �dg � IRd

� sei ein Tensor Polynomial� Dann
folgern wir f�ur alle f � N� und ihre Interpolante sf���X mit X � LCC

q�d oder X � LCC	
q�d

mit jXj � n

kf � sf���Xk� � �C��d�� n
���
� ��d� log�n��

�d��������
� kfk�

mit

�C��d�� �
�	 � c	� c d

d
� �

d��
�d

�d� 	�%����
�
c	 �max

�
c	� �c�

��d��
�

mit n � jXj und �c� �
�

�� � X � LCC

q�d

	 � X � LCC	
q�d

�

Beweis�
Der Beweis verl�auft analog zu dem von Satz ��
�� �

Im Fall der Tensor Polynomials erreichen wir hinsichtlich der Komplexit�atsreduktion
ebenfalls unser Ziel� Die Approximationsg�ute kann sogar f�ur jeden Wert von � bis
auf den logarithmischen Faktor im Vergleich zur eindimensionalen Interpolation mit
radialen Polynomials verbessert werden� da wir im klassischen Fall Fehlerschranken
der Gestalt

kf sf���Xk� � C��dN
��
d

f�ur einen quasi�regul�aren Datensatz X mit jXj � N auf dem beschr�ankten Gebiet �
vorliegen haben� Das gleiche Ergebnis erreichen wir� falls die zugrundegelegte Basis�
funktion aus dem Tensorprodukt von univariaten Thin Plate Splines und Polynomials
besteht�



SYMBOLVERZEICHNIS 	��

Symbolverzeichnis

d Raumdimension
q Parameter f�ur den Smolyak�Algorithmus
�� �j Gebiet
�� Gew�ohnliche oder verallgemeinerte Fouriertransformierte

der Funktion �
Sk Gruppe der Permutationen der Zahlen f	� � � � � kg� k � IN
log Logarithmus zur Basis �
E�k� �� �� infp�IP �

k
k�� pk�
�����

ES
d �k��� �� Vgl� d� Seiten 
�� 	��

ES��
Q�d �k��� �� Vgl� Seite 	�


X� 
 � � �
Xd Tensorproduktraum� vgl� Seite 	
Pn
j�� xj 
 yj Tensor� vgl� Seite 	


X� Algebraischer Dualraum des Vektorraumes X
A
 B Tensorproduktoperator� vgl� Seite ��
X� 
� � � �
� Xd Bez�uglich der k � k��X��


�Xd

abgeschlossener Tensorraum
Aq�d Smolyak�Operator� vgl� d� Seiten 	�� ��

SVX��


�Xq�d��q�d Smolyak�Vektorraum� vgl� Seite ��
Hq�d D�unnes Gitter� vgl� Seite ��
n�q� d� Anzahl der Punkte des d�unnen Gitters
HCC
q�d Clenshaw�Curtis�Gitter� vgl� Seite ��

HCC	
q�d D�unnes Gitter mit mj � �

j�� � 	� 	 � j � q � d� 	� vgl� Seite ��
Aq�d���� � � � � �q�d��� Smolyak�Funktion� vgl� Seite 
	
Ik k�variater Tensorproduktoperator der Form I� 
 � � �
 I�
LCC
q�d � L

CC	
q�d Gest�ortes d�unnes Clenshaw�Curtis�Gitter� vgl� Seite ��

&q Separationsdistanz� vgl� Seite ��
hX F�ulldistanz� vgl� Seite ��

Normen und Skalarprodukte

k � k Euklidische Norm
k � k� Maximumsnorm
k � k�a�b��� Maximumsnorm auf dem Intervall �a� b�
��� ��L� L	�Skalarprodukt
k � kLp Norm des Raumes Lp� 	 � p � �
k � kX Norm auf dem Banachraum X
j � j Norm mit jxj � jx�j� � � �� jxdj f�ur x � �x�� � � � � xd� � IRd

j � jd Norm� die ausschlie�lich auf Vektoren j � �j�� � � � � jd� � INd

angewandt wird mit jjjd � jjj



SYMBOLVERZEICHNIS 	�	

kUkX�Y Norm eines Operators U � X � Y mit Banachr�aumen X und Y
kUk��V Norm eines Operators U � N� � V mit Banachr�aumen V
��� ��� Skalarprodukt im Native Space� vgl� Seite 	�
k � k� Norm bzw� Seminorm im Native Space
k � k��X��


�Xd

Tensorraumnorm
k � k���X�

��


�X�
d

Duale Tensorraumnorm� vgl� Seite �	
k � k��X��


�Xd

Spezielle Tensorraumnorm� vgl� Seite ��
k � k��X��


�Xd

Spezielle Tensorraumnorm� vgl� Seite ��
k � k�p�X��


�Xd

p�Nuklearnorm� 	 � p � �� vgl� Seite ��
��� ����H��


�Hd

Tensor�Skalarprodukt� vgl� Seite ��

Spezielle Begri�e aus der Theorie der Interpolation mit Basisfunktionen

Px�X�u Power� oder G�utefunktion� vgl� Seite 	�
�x� x � � Punktauswertungsfunktional mit �xf � f�x� f�ur alle

Funktionen f auf �
��x� Vgl� Seite 	�
	x�X�u Vgl� Seite 	�
LP��� Vgl� Seite 	�

L
�
P�

�
Vgl� Seite 	�

N����� N� Native Space� vgl� Seite 	�
N��P���� Native Space� vgl� Seite 	�
F����� F���� Vgl� Seite 	�
R��� Vgl� Seite 	�
LP ����� Vgl� Seite 	�
N�
������P��P���� � �	� Tensor Native Space� vgl� Seite ��

Funktionenr	aume

IP d
m Raum der Polynome in d Variablen vom Gesamtgrad kleiner m

P Allgemeiner Polynomraum
SPm��


�mq�d��

q�d Smolyak�Polynomraum� vgl� Seite 
�
C��� Raum der stetigen Funktionen auf �
Cc��� Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Tr�ager auf �
C l���� C l Raum der l�fach stetig partiell di�erenzierbaren

Funktionen auf �
C l
c���� C

l
c Raum der l�fach stetig partiell di�erenzierbaren

Funktionen mit kompaktem Tr�ager auf �
Cr
d Vgl� Seite �	

F r
d Vgl� Seite �	

Crd�c�U�� D�U� Vgl� Seite �

Sd Vgl� Seite �




SYMBOLVERZEICHNIS 	��

Lp��� Quotientenvektorraum der Lp�integrierbaren Funktionen�
	 � p � �

F r
d�Lp
�S� Vgl� d� Seiten ��� ��

Wr
d�Lp
�S� Vgl� Seite ��

Sk�X� Raum der polynomialen Splines� vgl� Seite ��

Indexmengen

Jk�d vgl� Seite �	� J
i
k�d vgl� Seite ��� Iq�d� �Jq�d und K�q�d vgl� Seite ���
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A Anhang

Dieser Abschnitt enth�alt einige Umformulierungen f�ur solche Summen� die in dieser
Arbeit h�au�g verwendet worden sind� Sie �nden sich ohne Beweise auch in �	���
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Beweis� Wir beweisen �A��� mit Hilfe von �A��� und �A�	��
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Eine weitere Beweisvariante besteht darin� Lemma ��	� vonWasilkowski undWo$zniakowski
auszunutzen� denn f�ur die Smolyakfunktion �
 � � �
 � gilt

�
 � � �
 � � Aq�d��� � � � � �� �
X
jij�q
i�IN�

��	�q�jij
�
d� 	
q � jij

�
��
 � � �
 �� �

�

A

 Seien n�m � �� Es gilt dann

�X
j�


�
n

j

��
m

�� j

�
�

�
n�m

�

�
�

Beweis� Wir folgern

�X
j�


�
n

j

��
m

�� j

�
�

	

�%

�X
j�


�
�

j

�
n%

�n� j�%

m%

�m� �� j�%

�
	

�%

�X
j�


�
�

j

��
�j �xn�

�xj

� ����
x��

�
���j �xm�
�x��j

� ����
x��

�
	

�%

�
�� �xn � xm�

�x�

� ����
x��

�
	

�%

�
�� �xn�m�

�x�

� ����
x��

�
	

�%

�n�m�%

�n�m� ��%

�

�
n �m

�

�
�

�



Lebenslauf

Pers�onliche Daten

Name Anja Schreiber
Geburtstag 		� Mai 	
�	
Geburtsort Uslar

Schulausbildung

August 	
�� � Juli 	
�	 Grundschule Uslar
August 	
�	 � Juli 	
�� Orientierungsstufe Uslar
August 	
�� � Mai 	

� Gymnasium Uslar
��� Mai 	

� Abitur

Studium an der Georg�August�Universit�at G�ottingen

Oktober 	

� � Oktober 	

� Grundstudium Mathematik�
Studienrichtung Wirtschaftsmathematik

Oktober 	

� � November 	

� Hauptstudium Mathematik�
Studienrichtung Wirtschaftsmathematik

seit November 	

� Promotionsstudiengang Mathematik mit
Nebenf�achern Betriebswirtschaftslehre und Stochastik

Studienabschl�usse

��� Oktober 	

� Vordiplom Mathematik�
Studienrichtung Wirtschaftsmathematik

��� November 	

� Hauptdiplom Mathematik�
Studienrichtung Wirtschaftsmathematik

Sonstiges

seit Juli 	

� Stipendium der Graduiertenf�orderung des Landes Niedersachsen


