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1 EINLEITUNG 4

1 Einleitung

In einer Vielzahl von Anwendungen aus Wissenschaft, Wirtschaft und Industrie be-
steht die Notwendigkeit, Funktionen aus vorgegebenen Daten zu rekonstruieren. Da-
bei treten nicht selten auch Daten von Funktionen mit sehr vielen Variablen auf, die
mit entsprechenden Interpolationsmethoden behandelt werden miissen.

Im Rahmen der multivariaten Approximationstheorie werden solche Problemstellun-
gen wirkungsvoll durch die Interpolation mit Basisfunktionen geltst. Im klassi-
schen Fall verwendet man Basisfunktionen, die radial sind; eine derartige Vorgehens-
weise ist jedoch nicht zwingend erforderlich und auch nicht in jedem Fall zweckmifig.
Wir formulieren eine solche eindeutig bestimmte Interpolante s¢ ¢ x an eine Funktion
f auf dem Datensatz X = {z1,...,zy} mit zugrundegelegter Basisfunktion ® mittels

N
srex = Y a;0(, 1) +p
7=1
mit p € P und
N
> ap(z) = 0 fiir alle p € P;
7j=1

dabei muf} die Basisfunktion ® bedingt positiv definit beziiglich des Raumes P sein.
Benutzt wird die Interpolation mit (radialen) Basisfunktionen beispielsweise zum
Entwurf neuronaler Netze, zur Losung von partiellen Differentialgleichungen [11] oder
im Bereich des Computer Aided Design [32].

Bei der Interpolation in hohen Raumdimensionen fiihrt jedoch ein auch aus vielen
anderen Teilbereichen der numerischen Mathematik bekanntes Phéinomen zu einem
schwerwiegenden komplexitéitstheoretischen Problem. Um in jeder Raumdimension
gleichbleibend gute Resultate zu erzielen, mufi der Daten- und damit auch der Re-
chenaufwand mit Erhéhung der Raumdimension in exponentieller Weise anwach-
sen. Dieser Sachverhalt wird deshalb auch als Fluch der Dimension bezeichnet.
Im Rahmen der Interpolationstheorie nimmt dieser Fluch folgende Gestalt an: Bei
der Reproduktion einer Funktion f durch eine Interpolante s x auf dem Datensatz
X = {z,...,xy} messen wir die Qualitéit oder Approximationsgiite einer solchen
numerischen Operation in vielen Féllen durch Beschrinkung der Norm des Fehler-
funktionals

If =spxll < Chio
in Abhéngigkeit von der Fiilldistanz

hxo = supminfo -yl
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einer Mafigrole fiir die Datenverteilungsdichte auf dem Gebiet 2. Man bezeich-
nte dann 3 als Approximationsordnung. Ist der Datensatz X quasi-regulédr, d.h. in
gleichméBiger Art und Weise verteilt, so kann auf einem beschrinkten Gebiet die
Fiilldistanz hx g in Beziehung zur Anzahl N der Daten und der Raumdimension d
gesetzt werden. Die Norm des Fehlerfunktionals erhélt dann eine obere Schranke der
Form

x5 B
If = spxll < CN74,

und die Approximationsgiite verschlechtert sich deutlich mit anwachsender Raumdi-
mension, wenn nicht die Anzahl der Daten entsprechend erhéht wird.

Eine Losungsmoglichkeit fiir dieses Problem besteht in der Anwendung des Algorith-
mus von Smolyak [40], der 1960 fiir das Gebiet der numerischen Integration eine
Methode entwickelt hat, welche dem Fluch der Dimension erheblich entgegenwirkt.
Grundlage dieser Methode ist es, die Komplexitit voller d-dimensionaler Tensorpro-
dukte bzw. Tensorprodukt-Operatoren durch geschickt gewé#hlte Kombination von
Differenzen zu reduzieren. Voraussetzung fiir eine zielgerichtete Nutzung des Verfah-
rens ist eine hinreichend hohe Glitte der zugrundegelegten Funktionen.

Seit dieser Zeit wurde der Smolyak-Algorithmus auf eine Vielzahl von hochdimen-
sionalen Problemstellungen angewandt. Dazu zidhlen etwa die Losung von partiellen
Differentialgleichungen [38], [16], die trigonometrische Interpolation und Interpolation
mit Wavelets [41], die Polynominterpolation [5], naturgeméf die numerische Integra-
tion [40], [25], dabei insbesondere die Approximation von stochastischen Integralen
[30], [23] und als Anwendung derselben die numerische Berechnung hochdimensiona-
ler Integrale aus dem Finanzwesen zur Bewertung von Finanzderivaten. Alle diese
Arbeiten benutzen einen speziellen Datensatz, der gitterartig strukturiert ist, aber
gegeniiber einem vollbesetzten Gitter eine deutlich geringere Punktanzahl aufweist
und deshalb auch diinnes Gitter genannt wird.

In dieser Arbeit wird der Smolyak-Algorithmus zum ersten Mal bei der Interpolation
mit Basisfunktionen angewandt. Es konnen dabei die verschiedensten Arten von Ba-
sisfunktionen, einschliellich solcher in radialer Form, verwandt werden. Als besonders
geeignet, erweist es sich allerdings, auf Basis von Tensorproduktfunktionen zu inter-
polieren. Das 1488t sich unter anderem dadurch begriinden, dafl damit die Gléitte der
zugrundegelegten Basisfunktion im Gegensatz zur radialen Funktion gleichen Typs
deutlich erhoht wird. Als Resultat erhalten wir verschiedene multivariate Interpolan-
ten sy e x an eine Funktion f mit der Basisfunktion ® auf dem Datensatz X, welche
durch Verwendung des Smolyak-Algorithmus Fehlerabschitzungen der Form

1f=spaxllo < CNP (2d—|—log(N))(d*1)(»3+1)+c
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folgern lassen; dabei bezeichnet NV die Anzahl der Punkte des Datensatzes. Bei gleich-
bleibener Datengrofie ergeben sich damit Fehlerschranken, die im Vergleich mit eindi-
mensionalen Ergebnissen fast optimal sind und sich mit Anwachsen der Raumdimen-
sion nicht wesentlich verschlechtern. Teilweise erreichen wir dabei sogar exponentielle
Approximationsgiiten; in diesen Fillen gilt

~ ~ d—1
If = spouxlles < G Ciloat)

gegeniiber klassischen Fehlerabschitzungen der Gestalt

1
If = spoxlle < Ce®™

in Abhéngigkeit von der Grofle N eines reguldren Datensatzes auf dem beschrink-
ten Gebiet €2; durch Abschitzungen der obigen Form ist der Fluch der Dimension
dort erheblich entschirft worden. Damit ist fiir das Komplexitdtsproblem bei der
Interpolation mit (radialen) Basisfunktionen eine brauchbare Losung gefunden. Neu-
artig ist der mir bekannten Literatur zufolge auch die Nutzung der Methode auf
einem allgemeineren, chaotischen Datensatz, denn der Smolyak-Algorithmus wird
nicht mehr ausschliefilich auf dem diinnen Gitter angewandt; daraus folgt eine deut-
lich erh6hte Anwendungsbreite des Verfahrens. Als Beispiel fiir eine Nutzung einer
solchen Smolyak-Interpolation mit Basisfunktionen kénnte unter anderem moglicher-
weise die Approximation hochdimensionaler Integrale aus dem Finanzwesen in Frage
kommen; dort werden bisher Smolyak-Polynominterpolanten [27] auf diinnen Gittern
als Hilfsmittel genutzt.

Abb.: Zweidimensionales und dreidimensionales dinnes Gitter
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Der Aufbau der Arbeit gliedert sich folgendermaflen:

Abschnitt 2 enthilt die Grundlagen der Interpolation mit (radialen) Basisfunktio-
nen. Dabei wird insbesondere auf die spiter besonders relevanten Themen wie die
Methoden der Fehlerabschétzung und die Theorie der Rdume der zu interpolierenden
Funktionen, den sogenannten Native Spaces, eingegangen.

Abschnitt 3 ist der Methode von Smolyak gewidmet. Dort wird der Smolyak-Algorith-
mus, der sowohl bei Datenmengen, Funktionen, Funktionenrdumen und lineare Ope-
ratoren eingesetzt werden kann, zunichst in einer sehr allgemeinen Gestalt und
schliefllich in den verschiedenen Anwendungen vorgestellt. Da fiir die Nutzung des
Smolyak-Algorithmus die Theorie der Tensorprodukte und Tensorrdume von ent-
scheidender Bedeutung ist, wird sie hier ausfiihrlich behandelt. Es folgt die Beschrei-
bung des Smolyak-Tensorproduktoperators in seinen verschiedenen Darstellungsfor-
men; er wird spéter fiir die Interpolation genutzt. Besondere Beachtung findet auch
der zugrundegelegte Datensatz, das diinne Gitter. Da die zu erwartenden Fehler-
abschétzungen in Abhéngigkeit von seiner Punktanzahl dargestellt werden sollen,
kommt ihrer Bestimmung erhéhte Bedeutung zu. Aus diesem Grund enthélt der Ab-
schnitt auch eigene Ergebnisse zu dieser Fragestellung, und insgesamt wurde auf die
detallierte Darstellung der Konstanten in Abhéngigkeit von der Raumdimension viel
Wert gelegt, um diese Information an die spiteren Fehlerabschétzungen weitergeben
zu konnen. Zudem betrachten wir einen neuen Typ von multivariaten Funktionen,
den wir gewinnen, wenn wir den Smolyak-Algorithmus auf univariate Funktionen
anwenden. Wichtige Beispiele fiir solche Funktionen sind multivariate Polynome, de-
ren Monombasen ebenfalls einer Smolyak-Struktur folgen und die wir deshalb als
Smolyak-Polynome bezeichnen wollen.

Auf Basis der im vorangegangenen Abschnitt bereitgestellten theoretischen Grund-
lagen wird in Abschnitt 4 in allgemeiner und ausfiihrlicher Form festgestellt, unter
welchen Umsténden die Methode von Smolyak genutzt werden kann und unter wel-
chen Bedingungen sie den Fluch der Dimension behebt. Dabei wird deutlich, daf die
Nutzbarkeit des Algorithmus im wesentlichen auf die Struktur der zugrundegelegten
Funktionenrdume und ihrer mit einer besonderen Eigenschaft ausgestatteten Normen
zuriickzufiihren ist. Dementsprechend enthilt dieser Abschnitt eine Sammlung von
Funktionenrdumen, die fiir die Verwendung des Smolyak-Algorithmus geeignet sind.
Darauf aufbauend ist die Anwendbarkeit der Smolyak-Methode auf spezielle Inter-
polanten wie etwa auf Polynome nach [5] oder auf eine Vielzahl von Splines sofort
nachvollziehbar. Fiir letzteres Interpolationsproblem werden entsprechende Fehler-
schranken bereitgestellt, die schliefllich keinem Fluch der Dimension mehr unterlie-
gen.

Besondere Aufmerksamkeit wird naturgemifl der Fragestellung gewidmet, inwiefern
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die der Interpolation mit Basisfunktionen zugrundegelegten Funktionenrdume, die
Native Spaces, ebenfalls den beschriebenen Bedingungen geniigen, welche eine Nut-
zung der Smolyak-Methode zur Behebung des Fluches der Dimension ermdglichen.
Eine Untersuchung der Strukturen der Native Spaces fiihrt zu dem Ergebnis, dafl wir
dem Komplexitdtsproblem entgegenwirken konnen, wenn wir mit Tensorprodukten
einer univariaten, positiv definiten Basisfunktion interpolieren. Angewandt auf das
Tensorprodukt von Wendlandfunktionen wird erwartungsgeméf eine in Abhéngigkeit
von der Anzahl der Datenpunkte des diinnen Gitters in jeder Raumdimension kon-
stante polynomiale Approximationsgiite erreicht, unwesentlich abgeschwéicht durch
einen logarithmischen Faktor. Im Fall der Interpolation mit Gaufiglocken oder ten-
sorierten Inversen Multiquadrics gewinnen wir in Abhéngigkeit von der Datenpunkt-
anzahl sogar exponentielle Approximationsgiite, bei der der Fluch der Dimension
erheblich abgemildert werden konnte.

Voraussetzung fiir alle diese Ergebnisse ist die Verwendung des diinnen Gitters als Da-
tensatz. In Abschnitt 5 wird der Smolyak-Algorithmus in einer modifizierten, nicht
der iiblicherweise verwandten Methode folgenden Form benutzt. Dadurch wird er-
reicht, dafl auf einem chaotischen verteilten Datensatz interpoliert werden kann. Die-
ser Datensatz verhélt sich beziiglich der Verteilungsdichte seiner Punkte analog zum
diinnen Gitter und wird deshalb gestortes diinnes Gitter genannt. Eine weitere
deutliche Verallgemeinerung gegeniiber dem vorangegangenen Abschnitt besteht in
der Moglichkeit, mit einer wesentlich grofleren Menge von Basisfunktionen zu arbei-
ten. Der Grund fiir diese Verbesserungen liegt in der Wahl der Interpolante, die im
Vergleich mit der herkdmmlichen Interpolation mit (radialen) Basisfunktionen anstel-
le eines klassischen Polynomanteils ein Smolyak-Polynom enthilt. Dadurch finden
wir fiir allgemeine, beziiglich des Smolyak-Polynomraumes bedingt positiv definite
Basisfunktionen Fehlerabschétzungen, die auf Approximationsfehler in diesem Poly-
nomraum zuriickzufithren sind und die mit Hilfe der Resultate aus Abschnitt 3 zur
Beseitigung des Fluches der Dimension genutzt werden kénnen. Bei Verwendung von
Tensorprodukt-Basisfunktionen erhalten wir schliefilich ohne Gebrauch der Ergebnis-
se des vorangegangenen Abschnittes sowohl direkt auf dem diinnen Gitter als auch
auf dem gestorten diinnen Gitter weitere Fehlerschranken. Diese stellen verglichen mit
dem ersten Resultat fiir allgemeine Basisfunktionen eine Verbesserung dar. Wie auch
in Abschnitt 3 konnen wir damit dem Fluch der Dimension fiir die positiv definiten
Tensor-Wendlandfunktionen, Gaufiglocken und tensorierten Inversen Multiquadrics
entgegenwirken, wobei allerdings auf dem chaotischen Datensatz noch keine expo-
nentielle Konvergenz nachgewiesen werden kann. Nach griindlicher Untersuchung der
bedingten positiven Definitheit im Smolyak-Polynomraum konnen schliefllich auch
Multiquadrics, Thin Plate Splines und Polynomials zur Interpolation herangezogen
werden. Im Tensorproduktfall erreichen wir fiir alle diese Funktionen von der Anzahl
der Daten abhéngige Fehlerschranken, welche sich mit anwachsender Raumdimensi-
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on bei gleichbleibender Grofle des Datensatzes nicht verschlechtern, sondern sogar
in allen diesen Fillen zu einer gegeniiber einer klassischen eindimensionalen Fehler-
schranke verbesserten Approximationsgiite fiihren.

Die in dieser Arbeit verwendeten Symbole entsprechen den in der Mathematik allge-
mein iiblichen Bezeichnungen. Zur Begriffskldrung finden sich weiterfiihrende Nota-
tionen im Symbolverzeichnis.

Fiir die Betreuung dieser Dissertation mdchte ich mich ganz herzlich bei meinem
Doktorvater, Herrn Prof. Dr. Robert Schaback, bedanken. Weiterhin danke ich Herrn
Prof. Dr. Jochen Werner fiir die Ubernahme des Korreferates und der Graduier-
tenforderung des Landes Niedersachsen fiir die Finanzierung meiner Arbeit. Beson-
derer Dank gebiihrt meiner Familie fiir ihre Unterstiitzung wéhrend des gesamten
Studiums und beim Entstehen dieser Dissertation.

Gottingen, im Mai 2000
Anja Schreiber
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2 Interpolation mit Basisfunktionen

Bei gegebenem beliebig chaotisch verteiltem Datensatz X = {zy,...,xy} mit
z; € IR? und gegebener Funktion @ : IR* — IR suchen wir zur Funktion f : R — IR
eine Interpolante der Gestalt

N Q
spax() = Y a;®(x—x;) + > Bipk(x)
j=1 k=1

mit spex(z;) = f(r;) = y,; fir alle j. Es gelte dabei o = {o,...,an},
B:={0,...,00} € R, wobei die Nebenbedingung

N
Y ajpe(z;) = 0
7j=1

erfiillt sei; weiterhin bezeichne {pi,...,pg} mit py : IR? — IR eine Basis des Poly-
nomraums P. Wir erhalten mit Hilfe der Matrizen Ag x := (®(z; — 21)),; ;< und
Px = (p(z;)) 1<j<v das Gleichungssystem -

<k<Q

A<I>,X Px « Y
)6
P){ 0 I} 0

wobei y = (y1,...,yn) gelte.

Entscheidend fiir die Losbarkeit dieses Gleichungssystems und damit fiir die Durchfiihr-
barkeit der Interpolation mit Basisfunktionen ist folgender Begriff.

Definition 2.1 Die Funktion ® € C(IR?) heifst bedingt positiv definit beziiglich des
Polynomraums P auf IR, wenn bei beliebiger Wahl von paarweise verschiedenen
T1,...,on € IR und fir alle oy, ..., ax € IR mit

N
Y oaplz;) = 0
7j=1

fiir jedes p € P die Bedingung

N N
Y3 aja®(z; —z) > 0 (2)
j=1k=1

mit Gleichheit nur im Fall o = ... = ay = 0 gilt. Die Funktion ® heifit positiv

definit, falls (2) fir alle aq, ..., ayx gilt.
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Der Grund fiir die Wichtigkeit der bedingten positiven Definitheit ist der folgende

Satz 2.2 Ist die Basisfunktion ® bedingt positiv definit beziiglich des Polynomraums
P auf IR, so ist das lineare Gleichungssystem (1) bei injektiver Matriz Py eindeutig
losbar.

Der Beweis ist bei [22] zu finden. O

Im klassischen, iiblicherweise verwandten Fall benutzen wir den Polynomraum
Pt = Span{x{l-...-xff © =, 54) € N, 5] gm—l}

und formulieren:

Definition 2.3 Die Funktion ® € C(IRY) heifit bedingt positiv definit der Ordnung
m auf IRY, wenn sie bedingt positiv definit beziiglich des IP¢ auf IR? ist. Wir nennen
sie bedingt positiv definit der Ordnung 0, falls sie positiv definit ist.

Um im klassischen Fall eine Funktion auf bedingte positive Definitheit zu iiberpriifen,
bietet sich ein Ergebnis von Iske [15] an, welches eine Verallgemeinerung des Satzes
von Bochner [6] darstellt:

Satz 2.4 Die stetige Funktion ® : IR® — IR besitze eine verallgemeinerte Fourier-
transformierte ® : IR — IR, fiir die eine reelle Zahl s ezistiert, so daf ®(w)||w||*
um Null integrierbar ist. Dann ist ® genau dann bedingt positiv definit der Ordnung
m > % auf R, wenn ®(w) > 0 fir alle w € RN\{0} und ® # 0 erfiillt ist.

Aus diesen Sétzen erhalten wir fiir Funktionen mit gewohnlicher Fouriertransformier-
ter, vgl. [47]:

Satz 2.5 Fine stetige Funktion ® € Ll(le)A ist genau dann positiv definit, wenn fiir
ihre Fouriertransformierte die Bedingungen ®(w) > 0 fiir alle w € RN\{0} und ® # 0
gelten.

Im Tensorproduktfall folgt daraus

Lemma 2.6 Sei ® die Tensorproduktfunktion stetiger, auf IRY positiv definiter Funk-
tionen ¢; € Li(IR™7), 1 < j <b, mit 22:1 r; = d. Dann ist ® positiv definit auf IR®.



2 INTERPOLATION MIT BASISFUNKTIONEN 12

Beweis: Offenbar ist ® stetig und entstammt dem Raum der Lebesgue-integrierbaren
Funktionen L;(IR?). Die (gewthnlichen) Fouriertransformierten der jeweiligen Funk-
tionen bezeichnen wir mit ® bzw. éj. Wenden wir nun Satz 2.5 auf die Funktionen
¢; und ihr Tensorprodukt ® an, so folgt wegen $ = gz§1 R...® gng die Behauptung.O

Dieses Ergebnis wird sich in einem spédteren Abschnitt noch erweitern lassen.

2.1 Fehlerabschitzungen

Die Interpolante kann nach Basiswechsel auch in ihrer Lagrangedarstellung

N
spox =y u;f(z;)
7j=1

geschrieben werden. Sind dabei beliebige Lagrangefunktionen u; zugelassen, fiir die
folglich nicht unbedingt sfe x(7;) = f(z;) gelten muB, so spricht man von Quasi-
Interpolation. Den Interpolationsfehler konnen wir nun mit Hilfe des Deltafunktionals
6,f == f(y) fiir alle y € IR? darstellen:

f@) = spax(®) = <5z - Ejluj(x)(Smj) f.

Wir bezeichnen das Fehlerfunktional der Quasi-Interpolante im Punkt x durch

N
Apxu = Op— Z ()6,
j=1
mit v = {uy,...,un}; es gilt also f(x) — sy x(2) = Ay x,u f und die fiir die Interpo-

lation notige Nebenbedingung 148t sich nun durch die Gleichung A, x, p = 0 fiir alle
p € P beschreiben. Damit ist also A\, x, im [R-Vektorraum

Lp(Q) = P+ (3)
N)\
= {)\ : A lineares Funktional der Form A\f = > a2 f (x;\) auf C(2)
i=1

mit Q C X* = {x{‘, e ,x?;}, X? paarweise verschieden und unisolvent,

NA
> alp(z}) =0 fiir allep € P,A =0 oder o # 0,1 <i < NA}
i=1
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enthalten. Ist nun die Basisfunktion ® bedingt positiv definit beziiglich P, so ist fiir
alle \, u € P+ durch

(A e = A'p"®(u,v)
ein Skalarprodukt auf P+ erklirt. Genauso wird auf dem Funktionenraum
L(PY) = {fi=X®(,u), \eP}

bei bijektivem L : A — fy mittels (fx, fu)e = (A, t)s ein Skalarprodukt definiert.
Fiir die dadurch induzierte Norm gilt

(@) = £ (@)l

Ao xulle = sup
fren(rl) ||f)\||<1>
173 g0
Die Norm des Fehlerfunktionals im Punkt = auf diesem Raum P, x, = |[A;x,

heiBt Power- oder Giitefunktion der Quasi-Interpolation f — YN u;(x) f(x;) auf
L (PL) in x . Wir erhalten damit eine Fehlerabschétzung

| fa(z Zu] ) falzi)| < [ fille Pexus (4)

wobei die durch A, x , beschrlebene Quasi-Interpolante exakt auf P sei.
Weiterhin wird auf dem Vektorraum L (PL) @® P mit (fy,p) =0 fiirpe P, A € P+

durch (-,-)s eine symmetrische Bilinearform auf L (PL) @ P mit Kern P definiert.
Der erste Faktor ||fi|]le in der Fehlerabschéitzung (4) wird schlieBlich unter allen
Elementen aus L (PL) @ P in der zugehorigen Seminorm || - || minimal, wenn man
die Basisfunktionen-Interpolante zu ® einsetzt. Zum Beweis dieses Sachverhaltes vgl.
[33].

Fiir die weitere Abschétzung der Powerfunktion P, x, kann nun genutzt werden, daf3
sie bei gegebenem Datensatz X durch solche Lagrangebasen u = {uy,...,uyx}, die
aus den Losungen des Interpolationsproblems mit der beziiglich P bedingt positiv
definiten Basisfunktion ® resultieren, minimiert wird, vgl. wieder [33]. Es gilt also fiir
alle Lagrangebasen o = {ﬂl, ..., Uy} mit

Zuj =0 fiirallep e P (5)

die Ungleichung
Px,X,u S P:L‘,X,ﬂ-

Diese Vorgehensweise wird im folgenden Abschnitt im klassischen Fall der Interpola-
tion mit radialen Basisfunktionen, welche beziiglich des Polynomraumes P2 bedingt
positiv definit sind, erldutert.
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2.2 Fehlerabschitzungen bei radialen Basisfunktionen

In diesem Abschnitt benutzen wir wie angekiindigt solche Basisfunktionen, welche
sowohl radial als auch auf allgemein iibliche Weise bedingt positiv definit im Sinn
von Definition 2.3 sind. Im folgenden wird eine Lagrangebasis @ mit Eigenschaft (5)
ausgewdhlt, welche eine weitere Abschétzung der Powerfunktion P, x; ermoglicht.
Dazu werden zunéchst Aussagen iiber lokale Interpolation im klassischen multivaria-
ten Polynomraum IP{, gemacht:

Lemma 2.7 (Lokale Polynominterpolation) FEs gelten folgende Aussagen:

(1) Die Polynominterpolation im IP{, = span{x® : |a| < M — 1} ist in den Punkten
o, |a] < M — 1 stets eindeutig maglich.

(2) Es gilt det (aﬂ) # 0

0<]al,|8|<M—1
(3) Es existiert eg > 0, so daf$ fir alle xo mit ||z, — || < € die Polynominterpolation

im IP¢, eindeutig lisbar ist.

Die Gitterdaten werden nun mit Hilfe des folgenden Lemmas gestort, wodurch zu
chaotisch verteilten Daten iibergegangen werden kann:

Lemma 2.8 (Stérungslemma) Zu jedem k € IN und fir alle ( > 0 existieren
Konstanten hy > 0, und c¢,c; > 0, so daf es fiir alle x € IR?, fiir jeden Datensatz
X ={x,...,2n} C R und

= i —zj|| <
he(@) Hyﬁ‘;ﬁg@%nzv||y il < ho

lokale Lagrangefunktionen @y(x), ..., iy(z) € IR gibt mit
(1) Z;-Vzl aj(x)p(z;) = p(z) fir allep € PE,
(2) uj(x) = 0 fir alle j mit |z; — x| > e1he(x) und

(3) Zé'vzl ()| < e

Beide Beweise sind etwa in [33] zu finden. Nun kann die Giitefunktion Py, ab-
geschiatzt werden. Da die in diesem Abschnitt betrachteten Basisfunktionen radial



2 INTERPOLATION MIT BASISFUNKTIONEN 15

sind, ist es mdglich, die univariate Funktion F' mit ®(x) = é(||z||) =: F(||z||*) zu
bestimmen. Es bezeichne nun

E(k,¢,¢) = pier};'IHF—p“[o,e},oo- (6)
k

Die Losung dieser Approximationsaufgabe stellt einen wesentlichen Bestandteil der
oberen Schranke fiir die Powerfunktion dar:

Satz 2.9 Die d-variate radiale Basisfunktion ® sei bedingt positiv definit der Ord-

nung m. Dann gilt fiir alle Datensitze X = {x1,...,zx} und fir jeden IR*-wertigen
Punkt x mat
he(x) = sup min |lz;—y|| < hy = (e ,
lly—z)|<¢ <IN - M—1

€ < % und N > M > m die Abschdtzung der Gitefunktion
Piiw < (L4+)°E(k, ¢,€)

sU,T

mit € > 2cihe(x), M > 2k -1, ¢y =1+ M€_0—1 und der von €y und M abhingigen
Lebesgueschen Konstante cs.

Entscheidend fiir den Beweis ist Eigenschaft (2) des Storungslemmas 2.8. Zur weiteren
Abschétzung von (6) werden iiblicherweise Jackson-Sétze aus der Approximations-
theorie benutzt.

2.3 Native Spaces

Fiir spatere Anwendungen ist es notwendig, die Eigenschaften der der Interpola-
tion mit Basisfunktionen zugrundeliegenden Funktionenrdume zusammenzustellen.
Die Beweise der zitierten Ergebnisse und Aussagen kénnen - falls keine anderen In-
formationen gegeben werden - in [33] oder [34] nachgelesen werden.

Als grundlegend erweist sich bei der Untersuchung der Funktionenrdume, die bei der
Interpolation mit Basisfunktionen benutzt werden, der folgende Begriff.

Definition und Satz 2.10 Die Funktion K : X x X — IR heifit Kernfunktion
oder reproduzierender Kern eines Hilbertraumes Hyi von Funktionen auf X, falls
K(-,y) € Hg fir alle y € X erfillt ist und die Reproduktionseigenschaft

fly) = (f@), K(2,9)) (7)

fur alle x,y € X und fir alle f € Hg gilt. Mit (-,*) g, bezeichnen wir dabei das
Skalarprodukt von Hy. Die Kernfunktion eines Hilbertraumes ist eindeutig.
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Die Beweise sind beispielsweise bei [3], [21] oder [31] zu finden. Damit definieren wir
zundchst:

Definition 2.11 Se: ® : Q x Q — IR eine symmetrische, positiv definite Funktion,
welche der reproduzierende Kern eines reellen Hilbertraumens H wvon reellwertigen
Funktionen auf Q ist. Dann heifit No(Q2) := H Native Space von ®.

Sind keine Miflverstindnisse zu erwarten, so schreiben wir auch Ng anstelle von
No(§2). Wegen (®(z,-), ®(y,-)) = ®(x,y) besteht der Native Space einer positiv de-
finiten Funktion aus dem Abschlul Fg(Q2) des Raumes

N
F@(Q) = {Z)\](I)(IL'],) : )\j GR,TLEW,IL‘]'EQ}
7j=1

beziiglich des Skalarproduktes (-, -)g. Setzt man voraus, dal Punktauswertungsfunk-
tionale in diesem Raum stetig sind, so kann man die Elemente f aus Fg(£2) mittels

f(l‘) = 6:v(f) = (fa (I)(Ia'))é

fiir alle x € Q beschreiben, und Fy(2) ist ein Funktionenraum. In einem solchen
Fall ist ein reproduzierender Kern eine positiv definite Funktion. Da ein Hilbertraum
von reellwertigen Funktionen genau dann einen reproduzierenden Kern hat, falls die
zugehorigen Punktauswertungsfunktionale stetig sind, hat jede positiv definite Funk-
tion einen Native Space.

Im Fall einer bedingt positiv definiten Basisfunktion wird zunéchst der Raum der auf
P verschwindenden Funktionale Lp(2) aus (4) beziiglich der (-, -)p-Norm zu Lp ¢(12)
vervollstindigt. Da dieser Raum nicht unbedingt Funktionen enthélt, konstruieren
wir den Native Space mit Hilfe einer zusitzlichen, im allgemeinen aber leicht zu
erfiilllenden Voraussetzung. Wir nehmen an, daf} €2 einen auf P unisolventen Punk-
tesatz = = {&, ..., &} mit ¢ = dim(P) enthilt. Nun wihlen wir eine Lagrangebasis

{p1,...,pg} von P mit p; (&) = 0,
q
p() = > pi(@)p(&)
7=1
fiir alle p € P, x € 2 und definieren das Funktional

q
0wy = 0o — Y pji(a)dg
7=1
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aus Lp(Q2), das Funktionen aus P auf die Null abbildet. Damit finden wir eine Iso-
metrie

Rog : Lpo(Q) = Reo(Lp(Q))
mit Reo(V)(z) = (A, &), fiir alle 2 € Q. Wegen
1(Ren(N) = (Reo(p) Rea(N)y = (1,M)g
fir alle 1, A € Lp ¢(12) ist Re o die Riesz-Abbildung. Addieren wir den Raum
Fop = Roa(Llp())

zum Nullraum P, so erhalten wir eine direkte Summe und schreiben

Definition 2.12 Sei ® eine beziiglich P bedingt positiv definite Funktion; €2 sei ein
Gebiet. Dann heift der Raum Ng p(Q2) = Fo p(Q2) & P Native Space zu P.

Wir bezeichnen nun fiir alle f : 2 — IR den Projektor
q
p(f)(z) = Y pi(x) F(E)-
7=1

Zu jedem f € Npp(Q) existiert ein Ay € Lo p(£2), so dafl die Gleichung
f=Tp(f) = Rea()f)
erfiillt ist. Daraus folgt, dal man jedes Element f € Ngp(Q2) fiir alle 2 € Q mittels
fx) = (Upf)()+ (f — Opf, Reo(dw))

darstellen kann. Die Funktion ¥ mit ¥(z,y) := Rea(d())(y), die fiir alle f € Fg p(Q2)
die Reproduktionseigenschaft (7) erfiillt, heifit Normalisierung von ®; fiir sie gilt

P

U(z,y) = (Id—Tp)" (Id—p)’ ®(z,y).

Offenbar ist ¥ die reproduzierende Kernfunktion des Hilbertraumes Fg »(€2).



3 DER SMOLYAK-ALGORITHMUS 18

3 Der Smolyak-Algorithmus

Héaufig wird der Smolyak-Algorithmus in der Literatur durch seinen wichtigsten Spe-
zialfall, den Smolyak-Tensorproduktoperator, erkldrt. Wir wollen diesen Begriff etwas
allgemeiner verstehen und den Smolyak-Tensorproduktoperator an spéterer Stelle de-
finieren.

Wir benétigen nun zunéchst d Mengen M, ..., My, auf deren jeweiligen kartesischen
Produkten eine Abbildung

Dl : MZXMZ—>MZ

mit 1 <[ < d definiert sei, die wir Differenzenabbildung nennen wollen. Weiterhin sei
W eine Menge, welche zusammen mit einer Verkniipfung, die wir hier symbolisch als
Addition oder Summation bezeichnen, einen Monoiden bildet, und es sei

P My x..xM;—W

eine Abbildung, die Produktabbildung heiflen soll.
Wir definieren nun fiir ¢, d € IN, q¢ > d, den Smolyak-Algorithmus
Agg = > P(Dumj,m}, )., Da(mf,,m, )

J1? -1 Ja’ " ja—1
l71<q

mé eM,1<j<qg—d+1,1<1<d. Der Ausdruck ’Algorithmus’ kann dadurch
erklart werden, daf} sein relativ kompliziertes Bildungsgesetz einer algorithmischen
Anweisungsfolge nahekommt bzw. als solche verstanden werden kann.

Sinn und Zweck des Smolyak-Algorithmus kann an dieser Stelle nur sehr inexplizit
beschrieben werden und wird in Verbindung mit den spéter aufgefithrten relevanten
Beispielfiillen klarer verdeutlicht. Dennoch kénnen wir ganz allgemein die Aussage
treffen, da mit Hilfe des Smolyak-Algorithmus ein multivariater Ausdruck mit im
Vergleich zum mehrfachen Produkt herabgesetzter Komplexitéit entsteht. Das wird
durch den Einsatz der bis jetzt noch nicht niher spezifizierten Differenzenabbildun-
gen erreicht, die deshalb wesentliche Bestandteile des Smolyak-Algorithmus sind. Die
Wahl der Differenzenabbildungen geschieht hiufig schon implizit durch die Mengen
M;. Handelt es sich dabei etwa um Funktionenrdume, so wiirde man als Bild der Dif-
ferenzenabbildung klassische Differenzenfunktionen wihlen, betrachten wir Mengen
von Untervektordumen, so wire das Bild der Differenzenabbildung ein Differenzen-
vektorraum, enthalten die Mengen Operatoren, so wiirden wir uns fiir Differenzen-
operatoren entscheiden, und bestiinden sie aus (Daten-)Mengen, so wire die Bildung
von Differenzmengen naheliegend.

Im folgenden beschéftigen wir uns mit einer Produktabbildung, die obligatorisch wird,
sobald M, ..., M, und W Vektorrdume sind.
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3.1 Tensoren und Tensorprodukte

Es gibt eine Vielzahl von Méglichkeiten, einen Zugang zu Tensoren und Tensorpro-
dukten zu finden, vgl. etwa [1], [13], [17], [18], [20], [36]. Ganz allgemein und umfassend
definiert man sie auf folgende Art und Weise:

Definition und Satz 3.1 Sind Xy,..., X, Vektorrdume, so gibt es einen bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmten Vektorraum T zusammen mit einer multilinearen
Abbildung ® : X1 x...x Xy — T, so daf es fir alle Vektorrdume W und alle
multilinearen Abbildungen f : X1 x ... x Xy — W genau eine lineare Abbildung
g:T — W mit f=¢og gibt.

Der Vektorraum T wird mit X1 ® ... ® Xy bezeichnet und heifit Tensorproduktraum
oder Tensorraum von X, ..., X4; seine Elemente heifflen Tensoren (der Stufe d).

Der folgende Satz aus [13] ermdoglicht es uns, Tensorproduktriume induktiv zu be-
handeln:

Satz 3.2 Seien Xi,..., Xy Vektorrdume. Dann gilt

(X1i®..0X4 )Xy ~ Xi®...0 Xy

Wir nennen einen solchen Tensorproduktraum der Gestalt X; ®...® X, d-variat. Im
folgenden reicht es hiufig aus, von einer bilinearen Abbildung ® auszugehen. Nach
[13] konnen wir jedes Element z aus X ® Y mit den Vektorrdumen X und Y in
abstrakter Weise als

n
2= ) Ty
j=1

mit z; € X, y; € Y darstellen; ist {Z,},., eine Basis von X, so kénnen wir z als
endliche Summe

z = Zi:j@)yj
jEA

mit eindeutig bestimmten y? € Y schreiben. Analog formulieren wir die endliche
Summe

z = Zx;’f@gjj,

JjEB
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falls {75} 4. p eine Basis von Y ist. Die Elemente =7 aus X sind dabei ebenfalls ein-
deutig bestimmt. Die Addition zweier Elemente wird beschrieben als

n m m
Y@yt Y 1®y = Y 1;0Y;
j=1 j=n+1 j=1

falls m > n; Multiplikation mit a € IR wird mittels

a) 1@y = Y a-z®y; = ) ;a0 y
J=1 Jj=1 Jj=1

verifiziert. Eine fiir spétere Zwecke notige Folgerung ist die das Nullelement betref-
fende Gleichung 1 @ 0=0®y=0® 0 fiir allez € X und y € Y.

Wir betrachten nun Tensorproduktrdume der Form X ®...®X,, wobei X;, 1 <[ <d,
Banachrdume sind. Unter Verwendung der Normen von X; gibt es verschiedene
Moglichkeiten, vgl. [18], eine Norm auf ihrem Tensorraum zu definieren. Dabei in-
teressieren wir uns insbesondere fiir solche Tensorraumnormen mit der folgenden
Eigenschaft.

Definition 3.3 Eine Norm || - ||x,5..9x, auf dem Tensorraum X; ® ... ® Xy der
normierten Raume (X, || - ||x,), 1 <1 < d, heifit Kreuznorm, falls sie fir alle z; € X
die Bedingung

7@ ... ®rdlxy0.0x, = lT1llx, -0 ll7allx,
erfillt.

Ein Beispiel fiir eine Kreuznorm ist die folgende Abbildung.

Definition und Lemma 3.4 Seien (X, || - ||x,) fir 1 <1 < d Banachriume. Wir
bezeichnen mit (Xl*, |- |

Xz*) die Dualrdume von X;, wobei

9]

Xy = Sup |9 ()]
z€X]
llzll x, =1

definiert wird. Dann ist die Abbildung || - ||\ x,0..0x, : X1 ® ... ® Xq — Ry mit

zllax10..0x, = sup

.
oEX]

ol xx=1
Xl

éd’(%‘) "

)\,X2®...®Xd

fir z =370 2;@y; und x; € X1, y; € Xo®...@Xy eine Kreuznorm auf X1®...®Xq.
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Beweis: Wir zeigen die Behauptung fiir d = 2 und benutzen dann Satz 3.2. Gilt
IZ]|x,xoy = 0, so folgern wir fiir alle ¢ € X* mit ||¢|

> o(x5) 55 = 0;

JjEB

xe =1

aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der y; und der Linearitét von ¢ gilt 27 = 0 fiir
alle j und damit

z = ij@)gj = ZO@?]]‘:O@O.

jeB jeB
Die Dreiecksungleichung erhalten wir aus der Linearitét von ¢ und daraus, da8 || - ||y
diese Eigenschaft besitzt; alle weiteren Normeigenschaften sind offensichtlich. Wir
miissen nun nur noch zeigen, daf || - | xgy die Kreuznormbedingung erfiillt. Es gilt
lz@ylixey = sup fo(@)ylly = sup |o(@)]lylly = [lzlx[[ylly-
pex pex~
I9llx « =1 I9llx « =1
|
Der Beweis folgt einer Idee aus [18]. Ahnlich definieren wir die Dualraumnorm:
Definition und Lemma 3.5 Seien (X, ||-||x) und (Y| -||y) normierte Rdume;
X* und Y* seien ihre Dualrdume. Es sei || - ||a,xov €ine Norm auf X @ Y. Dann
definiert
m m n
> ok @ Uy = sup S de(z)) Uily;)
k=1 a* X*QY* Z;'L=1 wj®YjEXBY k=1j=1
HZ;:lxjmj a,X®Y=1
eine Norm auf X* @ Y*.
|
Wir nennen diese Tensorraumnorm die zu || - ||, xey duale Norm. Es gilt:
Lemma 3.6 Die zu || - ||x xgy duale Norm || - ||x+ x-gy+ st eine Kreuznorm.

Der Beweis findet sich in [18].

Einer Tensorraumnorm nach [18], die die verschiedenen Darstellungsmdoglichkeiten
der Elemente aus X; ® ... ® X, ausnutzt, begegnen wir im folgenden.
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Definition und Lemma 3.7 Seien (X, ||x,), 1 <! < d, Banachriume. Dann
wird durch

n

2]l x10..0x, = inf >zl x5, xow.0x
=)o % j=1
@ EX ],y EX2®...0X

eine Kreuznorm definiert.
Bemerkung 3.8 Die besondere Figenschaft der \- und v-Kreuznormen besteht da-

rin, dafl sie fir jede Kreuznorm || - ||a.x\0..0x, und fir jedes z € X, ® ... ®@ X, die
Ungleichung

Iz

wvae.ex, < 2llexie.sx, < l2lhxie.ex,

erfillen. Der Beweis findet sich bei Schatten [36].
Die folgende Tensorraumnorm stellt eine Erweiterung der v-Kreuznorm dar:

Definition und Lemma 3.9 Fir einen Banachraum (X, |- ||x,), 1 <1 < d, sei
die p-Nuklearnorm fir 1 < p < oo mit % + % =lund z € X; ®...® X, definiert als

n
z = inf T sup (max >
R L (“n J||X1> o (s )
TiEX],Yj€EX9®...0X =1

||¢\|(X2®___®Xd)

n > n L
Pl xioon, = it Sl s (S )
j=1

F=2 =1 i %Y VE(Xp®..®Xg)"  \k=1

T;E€EX],Y;€EX2®..0X ||¢\|(X2®___®Xd)*:1

n
z = inf (max x; ) su .
Flovoon = oot () s (S )
i €X1,y;€X2Q...0Xg Hw”(X2®...®Xd)*=l

Die p-Nuklearnorm ist eine Kreuznorm.

Den Beweis finden wir bei [18]. Mit Bemerkung 3.8 wird offensichtlich, dafl die
v-Tensorraumnorm und die a;-Tensorraumnorm iibereinstimmen.

Eine weitere Eigenschaft von Kreuznormen spezifizieren wir mit Hilfe der folgenden
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Definition 3.10 Seien A, @ X; — V,, 1 < [ < d, lineare Operatoren,
wobeir  X;  und 'V,  Vektorrdume darstellen. Dann  heifft  der  Operator

n

(A®...04)z = D (Aiz)) @ (A2 ®...® Ag)y;)

Jj=1

und z =374 x; @y; fir alle xj € X1, y; € Xo ® ... ® Xy Tensorproduktoperator.

Wihlen wir die nicht-rekursive Darstellung des Tensorproduktoperators, so schreiben
wir

(Ai®...0d)z = D (Adwy)(Aea;g) o (Aer@a i ge o) (AaTagi. g o)
1< <ny
1<I<d—1

fir alle z = Ellgl]égnll L1, 224,752 ® ... Td—171..50-1 X Tdjy..50-1 mit Zijy..5 € Xl,

1<I<d~— 1, und Tdjy..jag_, € Xy

Da wir lineare Operatoren betrachten, folgern wir die Unabhéingigkeit von der Dar-
stellung von 2z, wenn wir die Basen der Rdume X; benutzen. Nun formulieren wir:

Definition 3.11 Seien (X, || - ||x,) und (Vi,|| - ||v;) fir 1 <1 < d Banachriume. Die
Tensorraumnorm ||| x,e..0x, heifit mit der Tensorraumnorm ||-||v,e..ov, gleichmdfig
vertraglich, falls sie die Ungleichung

[(Ar®... @A) 2lvie.evi < [lAillxin - [[Addlxgvallzlixe. ox,

fiir alle linearen Operatoren Ay : X; — V), 1 <1 <d, und fir alle z € X1 ®...® Xq4
mit

[Allx v = sup [[Azlly
zEX]
lell x, =1
erfallt. Wir nennen eine Tensorproduktraumnorm || - || x,0..9x, im Fall X; =V,

1 <1< d, gleichmdfsig, falls sie mit sich selbst gleichmafig vertriglich ist.

Definieren wir

||A X B||X1®...®Xd,V1®...®Vd = sup ||(A1 ®...® Ad)z||V1®...®Vd7

2EX|®..0X
Izl x) ®..0x,;=!
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so gilt wegen

|41 ® ... ® A4l x10..0x, Vie...0V,

> sup (A1 ®...0 Ag) (71 ® ... Q z4)|lns..ov,

- ml®...®md6X1®...®Xd
lz1®...02qllx, @..0x ;=1

= sup [[(Aiz1) ®...® (Aaxq)||vim..0v,

T €EX)
llegllx, =1
1<1<d

= sup |[Aimi|ly; - ... || Agzally,
CElEXl
legllx, =1
1<1<d

= [[Aillx, oo [ Aallxgv

fiir die auf gleichméBig vertriaglichen Kreuznormen basierenden Operatornormen die
Gleichung

|41 ® ... ® Adllxie.oxvie.ov, = [Aillxin - |1 Adlx,v,-

Den Abschluf3 eines Tensorproduktraumes X; ® ... ® X, beziiglich einer Tensor-

raumnorm || - ||a.x,0..0x, bezeichnen wir mit X; ®, ... ®, Xg4. Ist die Kreuznorm
|- lox . x1®..0x, mit der Kreuznorm || - ||oy vie..0v, gleichmiBig vertréglich, so gilt
[A1® ... ® Adll X100y Oay XaViay - @ay Ve = NAillxin - [Aallx, v, (8)

fiir alle linearen Abbildungen A; : X; — V}, 1 <[ < d. Da diese Eigenschaft (8) fiir die
kommenden Ausfiihrungen von entscheidender Bedeutung sein wird, wollen wir im
folgenden alle zu normierten Tensorrdumen bzw. zu deren Abschliissen isomorphen
R&aume als Tensorrdume bezeichnen.

Beispiele fiir vertrigliche bzw. gleichméfig vertrégliche Tensorraumnormen sind die
bekannten Normen:

Satz 3.12 Flr die Banachriume X; und V;, 1 <1 < d, mit zugehériger Norm gilt

(a) ]| Irxi®..0x, und || - |[xvie..ov, sind gleichmdfig vertrdglich;
(b) Jede Kreuznorm || - ||a.x,0..0x, 15t mit || - [\ vie..ov, gleichmdfig vertrdglich;
() lvxie.0x, und || - ||y vie..cov, sind gleichmdfig vertrdglich;

(d) |-

(e) || - llapx10..0x, und || - ||la, vie..ov, sind fir 1 < p < oo gleichmdfig vertrdglich.

Iy x10..0x, st mit jeder Kreuznorm || - ||a,vie..ov, gleichmdfig vertriglich;
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Beweis: Auch hier reicht es aus, die Behauptung fiir d = 2 zu zeigen. Wir bezeichnen

A1:A,A2:B,X1:X,X2:Y,V1:VundVQ

= W. Es gilt bei (a) unter

Verwendung von Definition und Kreuznormeigenschaft der dualen Norm

(A®B)Y z;®y;

i=1

AVRW
n
= sup Z ¢(Ax;) @ (By;)
ol [19=1 w
n
= sup  sup |y ¢(Ax;) ® (By;)
peve  pew= 5T
I6llys =1 [y ==1
= sup sup ((poA)® (¢oB)) ;® Y
PEV* YeEW™*
I6llys =1 [y ==1
n
< Seuvlz sup ||[(¢po A)® (¢ o B) A X @Y Zx]’ ® yj
e =1 16 e =1 g=1 AXQY
- Sup sub |60 Allx- i ® Y
V*
1=t 16 g =1 AXQY
= sup sup |[¢(Az)| sup - sup ¥(By)| | ® Y,
PEV* rEX EW*
I6llys=1 llzllx=1 et Iyl =1 AX®Y
n
= ||A||X,V ||B||Y,W ij ® Y
j=1 ALX®Y

Der Fall (c) ist ein Spezialfall von Fall (e). Fiir (e) gilt einerseits

(z ||ij||pv)

max [ Az, v

und genauso

andererseits

"
ol e=1 K

1<5<n

sup* (Z |(Byy)|

1

=

<

>q§

=

=

(Z ||xj||§()p

nax Jolx,

1
n q
o (3 10l 1Bl

Il e=1 k=1
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1

< |1Bllvar (Zuykn%)
k=1
1
= sup (ZWJ Yr) )
Hiloe ey k=1

und mit analogen Schritten

<
Egvp 1%?)( Y (Byr)| < ||B||YW EUVP lfgkag( [V (yk)|-

11y * =1 Iy« =1

Insgesamt folgern wir in den Fillen (a), (¢) und (e) durch beidseitiges Anwenden des
Infimums inf,_g~» die Behauptungen. Die Fille (b) und (d) folgen aus (a) und
J

—1%5%®Y5
zj €X,y]- €Yy

(c) mit Bemerkung 3.8. 0

Der folgende Satz aus [18] und [21] fiithrt zu einer weiteren Kreuznorm.

Satz 3.13 Seien Hy, Hy reelle Hilbertrdume mit Skalarprodukten (-, -)g, und (-, ),
Dann wird fir die Elemente h = Z?:1 hij ® haj bzw. h = 3700, hig ® hoy, aus dem
Tensorproduktraum H, ® H, mittels

(ha h)ﬁ,H1®H2 = Z Z hl]ahlk H h2]7h2k)
j: :
ein Skalarprodukt auf Hy ® Hy definiert.

Analoges gilt aufgrund von Satz 3.2 fiir mehrfache Tensorprodukte von Hilbert-
rdumen. Weiterhin gilt:

Lemma 3.14 Die Skalarprodukte (-, )5 mo..om; b20. ()5 0. 00, ouf den Tensor-

produkten von Hilbertriumen Hy, ..., Hy bzw. Hy, ..., Hy induzieren gleichmdaf$ig ver-
trigliche Kreuznormen ||-||s me..om, b2w. ||"ll5.m0. .00, Der Abschluf Hi®s. . .®pH,
bzgl. || - ||g.m0..0m, ist ein Hilbertraum.

Der Beweis folgt im wesentlichen [18] und [21].

Wir sind nun in der Lage, den Smolyak-Tensorproduktoperator zu definieren.
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3.2 Bildung und Eigenschaften des Smolyak-Tensorprodukt-
Algorithmus

Der Smolyak-Tensorproduktoperator besteht aus einer auf eine bestimmte Weise ge-
bildeten Linearkombination von Tensorproduktoperatoren. Wir bendtigen dazu vek-
torrdume F und V), univariate lineare Operatoren Uy, Us, ... mit U; : F; — V;, wobei
F; € F und V; C VY Vektorrdume bezeichnen und zudem die Differenzenoperatoren
Aj:=U; = Uj_1, j € INsq, bzw. Ay := Uy, welche die Vektorrdume F; — F;_; auf
die Vektorrdume V; — V;_; abbilden. Wir definieren nun fiir alle ¢ > d € IN den
Smolyak-Tensorproduktoperator

Aga = > (8 ®...04);
J=015ig) ENG

er bildet Elemente des Vektorraumes SVfl’ »Fad+l guf den Vektorraum SVVI’ #Va-dti
ab, wobei wir den Smolyakraum

X ooy
SV, = Yoo (X, - X )@ (&), — X))
lil<
j=(jl,.]..,jZ)esz
unter Verwendung der Vektorrdume A&),...,X, 441 bezeichnen. Im Fall
X = ... =&, g4 = X gilt natiirlich

Syttt = X @ e X.
Sind (F, || - [|#) und (V, || - ||v) normierte Vektorrdgume und gilt F; C F bzw. V; C V),

b 7f — AR ]
so werden auf Sl/qfi = und SV ViYasdtt qurch Nutzung der Tensorraumnormen
|| ’ ||ocf, (Fjy =Fiy 1)@ @(Fjy —Fijy— bZW || ||av,(vjl7vj1,1)®,,,®(vjd,vjd71) zwel Normen de-
FiyeeesFge Vi ooV ”
finiert, die auf den Unterraumen SV, 7T baw. SV, ;7 der Tensorriume

FRas - Qar F bzw. V®g,, ... ®ay, V mit den Tensorraumnormen iibereinstimmen.
Offensichtlich erhalten wir im trivialen Fall A3y = Uyqy = Uy ® ... ® U;. Weiterhin
gilt A, = U, im Eindimensionalen und

q—1 q—2

Agp = Z (Uj ® Uq*j) - Z (Uj ® Uqflfj)

j=1 j=1
fiir d = 2. Eine andere, fiir praktische Belange hilfreiche Formulierung des Smolyak-
Tensorproduktoperators geht auf Wasilkowski und Wozniakowski [46] zuriick. Wir
definieren dazu den d-variaten Tensorproduktoperator

Uj,d = Ujl X "'®Ujd

mit j = (jl;---ajd) € Wd, es gllt
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Satz 3.15 Der Smolyak-Tensorproduktoperator erfillt die Identitdt

Aga = > (~1)hl ( ! >Uj,d-

g—d+1<jla<q q = |7la

Wir bezeichnen dabei im folgenden immer |j|; = |j|, falls j = (j1,...,Ja) € INy gilt.
Fiir die spatere Anwendung benétigen wir:

Lemma 3.16 Fir den Smolyak-Tensorproduktoperator gilt

qg—1 qg—1

(a) Aga = Z Alg 1 @Ay = Z Ay ® Ajg1;
I=d—1 I=d—1

(b) Aq,d = Z Ajl ®...® Ajdq ® Uq—|j\d—1
l7la—1<g—1

= Y Upj ®85,®...® 4, .
l7la=1<gq—1
Beweis: Es gilt bei (a)
Aga = DA ®...0A;,

lila<q
q j—d+1

= ZZ Z AZ1®®AZd_1®Al

j=d =1 Jilg_y=j1

q—1 [
e Z ZAil®...®Aid_l®Aq—l'

I=d—1 |i|4_,
Im Fall (b) folgern wir
q—1
Aga = (Aja1®Agy)
I=d—1
q—1 q—1
= (Aa1®@U;) Z (Ai1,01®Ugpy)
I=d—1 I1=d—2
q—1
= Apra1®Upgn+ D D0 485,004, @Up
(=d—2 |jla—1=
g—1

= Z Z Aj1®“‘®Ajd—l®Uq_l;

I=d—1 |j|4_1=!
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daraus folgt die erste Gleichheit; die zweite 148t sich fiir (a) und (b) vollig analog
beweisen. O

Héaufig verwandt wird der Smolyak-Tensorprodukt-Algorithmus unter Nutzung von
Operatoren U; : F; = V;, 1 < j <q—d+ 1, der Form

Uj(f) = Zajzf(l"jz) = Zajl(sivjl(f)?
=1 =1

wobei F; und V; IR-Vektorrdume sind und f € F; gilt. Die Daten z; € IR, ihre
Anzahl m; € IN und a; € V; werden dabei fiir alle Werte von [ und j als gege-
ben vorausgesetzt. Weiterhin bezeichne § das Punktauswertungsfunktional; es gelte
d.(f) = f(x) fiir einen festen Punkt x € IR und eine Funktion f. Das Tensorprodukt
zweier solcher Operatoren U, und Ug, 1 < o, f < ¢ — d + 1, angewandt auf das Ele-
ment f =Y}, far ® fax eines Tensorraumes F, ® Fp, erhélt dann nach Definition
3.10 die Gestalt

n n Mma mg
(Uy ® Up) (Z far ® f,@,k) = > > far(@ar) Y for(2s1,) at, ® ag,
k=1

k=1la=1 lg=1

mag ™MB n

= DD fark ® fok (Tatas Tary) Gat, © apy,

la=11g=1k=1

mq M

- Z Z f(xala7xﬂlg) aala & aﬁlﬁ.

la=115=1

Fiir die Tensorproduktoperatoren U; : F;, ® ... @ F;, — V;, ®...®V;, folgt induktiv
mit ] = (j17 s 7jd)

U;(f) = Uy ®...0U,)(f)

L Mjq
= Z g1y 55”]’111 ®...0 Z A,y (Swjdld (f)
=1 l=1
= Z f(lekla s ’dekd) (ajlkl ®...® ajdkd)
1<k <my
1<i<d

und der Smolyak-Tensorproduktoperator bekommt fiir f € SVZ;@JQ’“I die Gestalt

Agalf)
ST N (R I

g—d+1<|jla<q ¢~ |jla
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d—1
q_|j|d

S e

q—d+1<1j]g<q

1§kl§mjl

)f(lekla s ’xjdkd) (ajlkl ®...0 ajdkd) : (9)

In einigen Féllen wie etwa der numerischen Integration, vgl. [25], nimmt man V; = IR
fiir alle Werte von j an, im Rahmen der Interpolations- und Approximationstheorie
fallt die Wahl naturgemifl auf Funktionenrdume.

Im folgenden Abschnitt soll die Struktur der vom Smolyak-Tensorproduktoperator
(9) verwandten Daten {z;},, néher betrachtet werden. Dabei wird deutlich werden,
daf} auch sie dem Bildungsgesetz des Smolyak-Algorithmus folgen.

3.3 Das diinne Gitter und die Anzahl seiner Punkte

Basis fiir die Anwendung des Smolyak-Tensorproduktoperators bildet in vielen Féllen
ein entsprechendes d-dimensionales sogenanntes dinnes Gitter, vgl. (9). Diese Be-
zeichnung ist darin begriindet, daf§ das diinne Gitter weniger Knotenpunkte enthélt
als im klassischen Fall und von daher mit zunehmender Dimension auch keinen so
starken Anstieg seiner Gitterpunktanzahl zu verzeichnen hat. Genauer definieren wir
das diinne Gitter zunéchst als

Hq,d = U (Xkl X ... X Xkd)

lkla<q
mit d, ¢ € IN, ¢ > d, und den reellen Punktmengen

X

j = {lea Ce ,.il,'jmj}.

Indem wir diese Mengen X;, 1 < j < ¢ — d + 1, sukzessive ineinander verschach-
teln und ihre Elemente entsprechend ordnen, d.h. X; C Xy, C ... C X,_441, wobei
xj = wyp,; erfiillt ist, falls 7 < &k und ¢+ < m; gilt, fordern wir damit einerseits
m; < my fiir j < k und andererseits erhalten wir die vereinfachte Darstellung

Hq,d = U (ch1 X ... X Xkd)-
kla=q

Unter diesen Umsténden ist es weiterhin méglich, die Anzahl der Punkte des diinnen
Gitters und damit den bei Interpolationen, welche den Smolyak-Algorithmus verwen-
den, nétigen Datenaufwand zu formulieren.
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Abb.: Das dinne Gitter H&CQ

Satz 3.17 Die Anzahl der Punkte n(q,d) des dinnen Gitters H, 4 mit d, ¢ € IN und
q > d erfillt

d! a-dit
(m¢ —m¢1)", (10

n(g,d) = > ,

hil-...-hy g.q!
(h1yeshg—at1)ETg—dr1,a F g—d+ls (=1

wobet my := 0 ¢ilt und die Indermenge

k k
Jk,d = {h:(hl,,hk)E{O,,d}k : Zhl:dund Z(l—l)hlgk—l}

=1 =2

definiert ist.

Beweis: Zunichst soll das diinne Gitter in disjunkte Teilgitter zerlegt werden. Dazu
bezeichnen wir ¥} := X; und V; := X;/ X, ; fiir [ > 1. Da die Punktmengen X; suk-
zessive ineinander verschachtelt sind, sind diese Teilmengen Y, = {@, 415 - - Zim, }
disjunkt.

Weiterhin definieren wir die Teilgitter Gy, ., = Yi, X ... x Y}, fiir k; € IV; sie sind
folglich ebenfalls disjunkt. Da diese Teilgitter mit Hilfe von Kreuzprodukten definiert
sind, kann die Anzahl ihrer Gitterpunkte leicht bestimmt werden, sie lautet

kd| = (mkl - mklfl)(mkz - mszl) Tt (mkd - mkdfl)' (11)

.....
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Es gilt nun also

Hq,d = U (Xkl X...XXkd)

|kla=q

= U ((Mu...uY,)x...x(Y1U...UYy))
|kla=q

= U (Ykl X X ka)
|kla<q
q

= U U hx...xY)
i=d |k|g=t
q

= U U G (12)
i=d  |k|g=i

Wegen (11) sollen nun diejenigen Teilgitter Gy, ., und Gy, . ;, zusammengefafit
werden, die die gleiche Anzahl von Gitterpunkten haben; also fiir die gilt

k‘l,...,kd = O'(ll,...,ld)

.....

fiir jede Permutation o € Sy. Jede Ziffer [ tritt in solch einer Indexmenge mit einer
bestimmten Haufigkeit h; auf; wir schreiben

Ghyyky = Go(hit1,hot2, . hg_gsit (g—d+1))-

Dabei gilt h; € INg mit 0 < h; < d fiir alle [. Weiterhin handelt es sich bei den Gittern
um ein kartesisches Produkt von d Punktmengen; daraus folgt also Z?:_{Hl h; = d.
Zusétzlich summieren sich in (12) die Indizes k; zu i, was auf Z?:_{Hl [ h; = 7 schlie-
Ben 1iaBt. Aus kombinatorischen Uberlegungen folgt schlieflich, daf genau m
Teilgitter die gemeinsame Anzahl von Punkten (11) besitzen. Zusammenfassend er-
gibt sich daraus

d! q—d+1
: h
n(qa d) = Z hil. h ! (mC - mC—l) Ca
I py=a Irree titg=dt s ooy
oy ihise
0<h;<d
und damit folgt die Behauptung. a

Bemerkung 3.18 Aus dem Beweis von Satz 3.17 wird gleichzeitig deutlich, daf$ wir
das verschachtelte diinne Gitter auch als

Hq,d = U ((Xkl/Xkl—l) X... X (Xkd/Xkd—l))

|kla<q
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schreiben kénnen. Wir wenden in diesem Fall also den Smolyak-Operator - quasi
als Smolyak-Kreuzproduktoperator - auf Datenmengen an, welche reellwertige (und
damit eindimensionale) Datenpunkte enthalten, und erhalten auf diese Weise einen
gitterartig strukturierten, IR*-wertigen Datensatz.

Vielfach ist es sinnvoll, ein spezielles diinnes Gitter nach Clenshaw und Curtis zu
benutzen. Hierbei gilt

m;=1und my =251+ 1 fiir k > 2; (13)

wir nennen es das Clenshaw-Curtis-Gitter und bezeichnen es mit H, “C In Anlehnung
daran wird das diinne Gitter mit my, = 28" '4+1,1 < k < g—d+1, mlt H§? benannt.

Abb.: Clenshaw-Curtis-Gitter H&C Abb.: Das diinne Gitter H86:202

Bemerkung 3.19 Wahit man das Clenshaw-Curtis-Gitter (13), so vereinfacht sich
seine Gitterpunktanzahl zu

SE d!
) = o w e
i=0 (h1seees hq7d+1)6‘]é—d+1,d 1- g—d+1-

mit der Indermenge

k k
Jhg = {h:(hl,...,hk)e{(),...,d}’“ : Y hy=d und Z(l—l)hl:i}.
=1 =1
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Beweis: Sei k := q¢ — d. Wir schreiben

k d! k+1 .
n(q’d) - Z Z hy! B! H(mc_mgfl) ¢
=0 (S hk+1)€Jli+1,d 1 k+1- (=1
und setzen ein
k+1 k+1
H (m¢ — mc,l)hC = o H 9(C=2)h¢ _ 2h2+zlg§ (C=2he _ 2h2+E§:;(C71)h<7d+hl
¢=1 ¢=3
2i—d+h1+h2‘

Zur rechnergestiitzten Auswertung konnen folgende Formulierungen niitzlich sein:

Korollar 3.20 Se:

fir alle d, k € IN. Dann gilt fiir q € IN, ¢ > d
(1) n(q,d) =n(g = 1,d) + Sy—ga +dm{™" (mg_gp1 — my—a);

(2) nlg,d) =m{+ ZZ;? Sca+dmi™t (mg_ap —my).

Beweis: Mit ¢ = k + d gilt

d’ k+1
n(q,d) = > il ol II (m¢ —me)™
(hisehpp1)€pgr,a 1 R (=1
d’ k+1
T g L memme®
(R seens hpi1)€dk41,d Irrees k+1: ¢=1
hjpp1=0
d' k+1
+ 2 e L e me
(hisoshpp )€ jpr,g 07T Tk =g

hpip21
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Ist in der zweiten Summe hy, 1 > 1, so folgt wegen

k41 k
k > Z(l—l)hl > Z(l—l)hl—l—k >k
=1 =1
ein Widerspruch. Damit kommt an dieser Stelle nur hyyy =1, hy = ... = hy =0

und h; = d — 1 in Betracht. Der Ausdruck vereinfacht sich zu

n(k+d,d) = n(k+d-1,d)

+ > 7h1!-....-hk! I (me — me_1)h

(hl,...,hk)EJ}cc,d ¢=1
+ dm‘f‘l (m;,H_l - mk)
Induktiv erhalten wir damit auch den zweiten Teil der Behauptung. O

An dieser Stelle wird die Wichtigkeit der Forderung m; = 1 deutlich, da fiir je-
de andere Wahl von m; die Gitterpunktanzahl mit steigender Dimension zu stark
anwéchst. Bereits in den Féllen ¢ = d und ¢ = d + 1 erhalten wir etwa die Ergebnisse
n(d, d) = m¢ und n(d + 1,d) = m¢ + dmé" (my — my).

Weiterhin formulieren wir wie bei Bemerkung 3.19:

Bemerkung 3.21 Im Clenshaw-Curtis-Fall (13) gilt n(d,d) = 1, n(d+1,d) = 1+2d
und firq > d + 1

(1) n(q,d) =n(qg—1,d) + Sy—a4+ 90—d=1g.
(2) n(q,d)=1+29"d+ %5 S;q
mit

. d!
—d hi+h
Sig = ¥ > hj!21+ 2,

(R1yeeey h]-)eJ]J:,d h’l- —_—
Daraus 148t sich das Verhalten der Gitterpunktanzahl fiir grole Werte von d folgern:

Lemma 3.22 Im Clenshaw-Curtis-Fall (13) gilt fir feste k
n(k+d, d = O(@d¥), d— .
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Beweis: Fiir grofle Werte von d dominiert derjenige Summand von Sy 4, bei dem
hy = d — k gilt. Dann folgt >F , hy = k = X}, (I — 1) h;, durch Differenzbildung
SF s (I —2) hy = 0 und damit hy = k. O

Das asymptotische Verhalten der Punktanzahl des diinnen Gitters fiir grofle Werte
von ¢ finden wir bei Miiller-Gronbach [23], dort wird das diinne Gitter HS'¢? mit
my = 2F~1 + 1 fiir alle £ > 1, betrachtet.

Um die Gitterpunktanzahl von klassischem und diinnem Gitter vergleichen zu kénnen,
wihlen wir das kleinste d-dimensionale klassische Gitter

Hq,d = Xq7d+1 X ... X Xq7d+17

das unser diinnes Gitter H,4 noch enthélt. Offensichtlich betrégt seine Knoten-
punktanzahl ‘ﬁqyd‘ = m(q,d) = mf]ifdﬂ. Im Clenshaw-Curtis-Fall gilt also

m(q,d) = (29?4 1)%. Wir stellen nun beide Gitterpunktanzahlen in einigen konkre-
ten Féllen gegeniiber:

[¢—d] nlq,d) [ m(g,d) |
01 1
1]2d+1 34
2| 2d*+2d+1 54
3] I +2d2+ Ud+1 97
A[3d"+ 38+ 2+ Pd+ 1 177

4 75 2 74 20 73 34 12 196 d
Z Egﬁ 1 3idd5++ ?3—8dd4++ ?ﬁid;zr 11%—4%;1 387 41 ggd

42 7 154 6 992 5 362 4 %276 3 125206 2 4132 d
T smd + 2d° + B+ Bd' + B8P + 257 + 24 +1 | 129

Fiir spiatere Anwendungen sind Abschétzungen der Punktanzahl eines diinnen Gitters
wie etwa im folgenden Lemma von Wasilkowski und Wozniakowski [46] von Bedeu-
tung:

Lemma 3.23 Sei q > d; die Grifie des eindimensionalen Datensatzes X; erfiille fiir
alle 5 die Bedingung

m; < Fy(F7—1) (15)

mit Fo, F € IN. Dann gilt fir verschrinkte Datenmengen X1 C Xo C ... C X, 441
die Ungleichung

(16)

o (j+d—1
R D Sl A
§=0 B
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mit Gleichheit im Fall m; = Fy(F? — 1). Daraus folgt
F—1\1 qg—1 F g
< Fd(———>ﬁw '(---).
na.d) s B~ (mq)mnF—rd

Bei letzterer Abschétzung verwenden wir die Summenformel (A.1) aus dem Anhang.

Bemerkung 3.24 Da im Clenshaw-Curtis-Fall (13) Bedingung (15) mit Fy = 1 und
F =2 erfillt ist, folgern wir also fiir seine Gitterpunktanzahl die obere Schranke

—afq—1) . q
n(q,d) < 2 <d B 1> min { 2, y

9—(d—1)

< @y

29q

Letztere Ungleichung ergibt sich aus (gj) < d—ll ! ¢, was man leicht induktiv be-

weisen kann. Eine andere Mdglichkeit besteht darin, die ebenfalls induktiv beweisbare
Abschitzung n(d + k, d) < 281 dF zu wihlen.
Verwenden wir ein diinnes Gitter mit m; =27, 1 < j < q—d+1, so folgt

2l1+1

e d) < Ty

Weiterhin folgern wir:

Korollar 3.25 Fiir alleq>d, 0<7j<q—d gilt

d! j+d—1
Y e ()

(hl ..... hQ*d+1)EJ;—d+l,d

Beweis: Wir verwenden (10) fiir den Spezialfall m; = Fy(F/ — 1). Mit
(hiy s hg-ar1) € J)_gi1q gilt (me — meq)" = Fo(F — 1)F¢" und schlieflich
M (me — me_y)™ = F¢(F — 1)?FJ. Unter Verwendung von (16) folgt die Be-
hauptung. O

Damit kann die Gitterpunktanzahl eines weiteren speziellen diinnen Gitters exakt
berechnet werden:
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Korollar 3.26 Die Punktanzahl eines verschachtelten dinnen Gitters H,q mit
m; = j-m, m € IN, betrigt md(g).

Auch erhalten wir mit Hilfe von Korollar 3.25 eine untere Schranke fiir das Clenshaw-
Curtis-Gitter H{{ mit (13):

Korollar 3.27 Im Clenshaw-Curtis-Fall (13) gilt n(q,d) > max ((g), 24_2‘1).

Beweis: Wir verwenden Formulierung (14); mit hy, ..., hg_gs1 € J}_4,, 4 schreiben
wir
—d+1 q—d+1, . . .
hiths _ od—y 173" h; d=>4T5T (G—Dhj _ od—ith d—i
2 1 pA— 2 Zj_g J 2 2 Zj_g J — 2 2 Z 2 ,

damit gilt n(q,d) > S_¢ (d_;”) = (3). Weiterhin folgern wir mit 2"+ > 1 die
untere Schranke

ol afd—1+i Tl (d—1+i
N(q, d) > Z 22d< ) + Z) _ 27d Z 27,( ) + Z> > 2—d(2‘]*d+1 _ 1) > 2!]*2d.
i=0 t i=0 t

O

Ebenso ergibt sich:

Korollar 3.28 Sei mj —m;_1 > Fy(F — 1)F7~". Dann besitzt die Punktanzahl des
zugehdrigen dinnen Gitters Hyq die untere Schranke

n(g,d) > FYUF —1)"" max (min(l, F)=d(F - 1) (Z) | pamdl 1) .

Beweis: Es gilt

q—d d! q—d+1

n(g,d) = >, m [I (my—m; )™

J=1

p dq—d d! q—d+1
> Fy(F—1) > T 1L
=0 (hyphgap1)€i_ypy, LT =L
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Einerseits folgern wir mit Formel (A.1) aus dem Anhang

n(g,d) > FHF —1)¢ min(1, F) qE_: <Z+d—1>

1=0

= FYF — 1) min(1, F)? <Z>

andererseits erreichen wir

g—d
n(g.d) > F{(F-1)'Y F
i=0

= FUF - 1)‘1—1_(Fq—d+1 -1).

Fassen wir die vorangegangenen Ergebnisse zusammen, so erhalten wir untere und
obere Schranken fiir ¢ in Abhéngigkeit von der Gitterpunktanzahl n(q,d) und der
Raumdimension d:

Korollar 3.29 Im Clenshaw-Curtis-Fall (13) gilt fir die Gitterpunktanzahl
n =n(g,d)

log((d — 1))+ (d—1) — (d — 1) log (2d + log(n)) +log(n) < ¢ < 2d+log(n).

Beweis: Die obere Schranke folgern wir unmittelbar aus Korollar 3.28. Mit Bemer-
kung 3.24 folgt

qg > log (2d_1 (d—1)! gD n)
d—1+log (In((d — 1)!) +log(n) — (d — 1) log(q).

Zusammen mit der oberen Schranke gilt

q > d—1+1log(In((d—1)!)+log(n) — (d — 1) log (2d + log(n)) .

Genauso folgern wir:
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Korollar 3.30 Im dinnen Gitter H$? mit mj =271 +1,1 < j < q—d+1 git
fiir die Punktanzahl n = n(q, d)

log ((d—1)!) =1 —(d —1)log(2d + log(n)) +log(n) < ¢ < 2d+ log(n).

Beweis: Unter Verwendung von Korollar 3.28 folgern wir mit Fy =1 und F' = 2 die
Schranke n > 27~ Mit Bemerkung 3.24 gilt
2‘]+1

< G-y @+ log(n))*™;

es folgt die Behauptung. a

Es gilt auch:

Korollar 3.31 Gilt in einem diinnen Gitter m; =27, 1 < j < q—d+1, so folgt fiir
seine Punktanzahl n := n(q,d)

log ((d—1)!) =1 —(d—1)log(d +1log(n)) +1log(n) < ¢q < d+log(n).

Der Beweis ist analog zu denen von Korollar 3.29 und 3.30 zu fiihren. Ebensolche
Schranken gibt es in einem weiteren Fall:

Korollar 3.32 Sei H, 4 ein dinnes Gitter mit m; = z-j, 1 <j <q—d+1. Dann
gilt fiir seine Punktanzahl n = n(q, d)

=
S
a

©o<g<ad=
V4 VA

Beweis: Es gilt einerseits

() - 162 - 1059 - 1659 -

andererseits folgern wir auf analoge Weise

) < e
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3.4 Smolyakfunktionen

Unter Verwendung des Algorithmus von Smolyak kann weiterhin eine neue Art von
Funktionen konstruiert werden:

Definition 3.33 Es seien ¢y, ..., ¢4_aqr1 reellwertige, univariate Funktionen. Dann
heif$t die d-variate Funktion

Aq,d(¢17 ceey ¢qfd+1) - Z (¢J1 - ¢]‘1*1) ®...0 (¢Jd - ¢jd*1)

lila<q

q-te Smolyakfunktion der Dimension d mit zugrundeliegenden Funktionen ¢1, . .., @g—d1

und ¢g = 0.
Analog zu Satz 3.15 gilt offensichtlich

A1 ibpar) = X (—1>q—f"d(d‘1)(@1@...@%.

g—d+1<|jla<q q = |7la

Stimmen die univariaten Funktionen iiberein, so wird die Smolyakfunktion zur Ten-
sorproduktfunktion:

Lemma 3.34 Die univariate, reellwertige Funktion ¢ erfillt fir alle x = (xq, ..., z4)
€ IR? die Gleichung

Aga(®;- -, 0)(x) = 1:[1¢(fvj) = Ada(9)-

Eine weitere Smolyakfunktion wird im folgenden berechnet:

Lemma 3.35 Seien ¢ und v univariate und reellwertige Funktionen. Dann gilt

Agpa(hyo o s00) = VR0 .. Qd+...+9¢0...0 90
—(d-1)0®...®¢.

Beweis: Aus praktischen Griinden schreiben wir jede Tensorproduktfunktion

RN 1@ ... Q)" b als @ (d1En1,..., Pminm), Wobei ¢y,..., ¢, univariate
Funktionen bezeichnen. Wir zeigen nun induktiv, daf} die Gleichung

Aq,d(qsa"'ad)a,w)

=0
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fiir 1 <u < d-—1gilt. Mit ¢pg =0, ¢ = . gb —d = ¢ und ¢,_441 = 1 folgern
wir fiir die Differenzfunktionen A; = ¢, Az =...=A¢=0und A4 =7 — 0.
Aufgrund von Lemma 3.16 schreiben wir nun

q—2
Aq,d(gﬁ, ey ¢, 'l/)) — Z Al,d—l(d)a ey ¢) ® Aq—l —|— Aq—l,d—l(d); ceey d), ’QZ)) ® Al

l=d—-1

= Ad,Ld,l((]ﬁ) ® (w - ¢) + Aqfl,dfl((]s; IO ¢7 w) ® ¢
= @@td—1)@ W) —¢) + Ago1,4-1(9, ..., 6, 0) ® ¢.

Genauso folgt induktiv

u—2

Aq,d(¢7---7¢7w)_Z®(¢ﬂd_l_1aw_¢ﬂla¢u:l)

=0

- Aq7u+1,d7u+1 (¢7 R ¢7 w) ® ® (¢u:u - 1)
— Aqfu,dfu(¢a---a¢ 1/))(¢,,¢¢ ®® ¢ﬁu +
+ Q) (ptd—u) @ (Y —0) Q) (dfu—1).

Wir schlufifolgern daraus mit v =d — 1
Aq,d(d)a ey ¢7 'l/))
d—2
= Aq—d+1,1(¢)7"'7¢7w)®®(¢ﬁd_ 1)+Z®(¢ﬁd_l_ ].,('l/)—d))ﬁ].,gﬁﬁl)
1=0

d—2

= QWilotd—1)+> Q@dtd—1-1,v1,02) — (d—1)Q(¢1d).

1=0
Bemerkung 3.36 Damit gilt Ay (o, ..., ¢, %) = Agy1.4(0, ).

Lemma 3.35 148t sich unter Beachtung der vorangehenden Bemerkung 3.36 noch
weiter verallgemeinern. Im zugehorigen Beweis zeigen wir die Richtigkeit von Lemma
3.35 noch auf eine andere Weise.

Lemma 3.37 Flir die reellwertigen Funktionen ¢, ¢y, ..., ¥y mit 1 <[ <qg—d+1
gilt

Aq,d(¢7 sy ¢71/)17 e '7wl) — Ad+l,d(¢7w17 .. '7wl)'
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Beweis: Mit Hilfe von Lemma 3.16 schreiben wir

Aq,d(¢7 SRR ¢71/)17 - '7wl) - Ad+l,d(¢7'§/)17 .- -;wl)

q—1 d+1-1

= Z Aj:dfl®AQ*]‘(¢7"'7¢7¢17"'7¢! Z A]d 1®Ad+[ ](¢ 7/)1,---,1?1)

j=d—1 j=d—1

= Aqfl,d71(¢7 e Oy, ) @ O+ Ad+l—2,d71(¢a s Oy, ) ® (Y1 — @)
1
+ ZAd+Z—j—1,d—1(¢a ) ® (Y — i)

J=2

—Agri1,a-1(0, 01, 0) @ ¢ — Agi24-1(0,...) @ (Y1 — @)
!
= Adrijra1 ® (P — 1)

i=2

= (Ag1a-1(0 -0 01, 0) — Adicr,a—1(9, 91, 1)) @ ¢

Daraus folgern wir induktiv
Aga(@y -, 0,01, b)) = Adsra(d, 91, - )
= Ayt By s D1y s 00) = Adst a0, 1) © R (620)
mit u = d — 1 folgt schliellich
Aga(@ -y 0,01, ) — Adra(d, 01, )

q— d—l—ll( ¢ 'l/)la-- @Z}l)_Al+1’1(¢,'l/)1,---,'¢}l))®®(¢ﬁd_]-)

(A
= (=) ®® ¢ptd—1)
)

Einige spezielle Smolyakfunktionen entstehen, wenn die zugrundegelegten Funktionen
univariate Polynome sind. Wir definieren:

Definition 3.38 Firq,d,my,...,mg_qy1 € IN und q > d heifst

Spyymi = Y (P, ® @ P,

lila<q

Smolyak-Polynomraum.
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. MY yenny mg_ Pm aaaa Pm — .
Offenbar gilt SP, ;""" = &Y, ;" =4t Wir folgern:

Lemma 3.39 Seiqg>d>1, m; € N firl <j<gq-—d+1. Dann gilt

Mg—d+1

Aq7d(p17 e ’pq—d+1) c 8}3;7;'/; .....

falls pj € IPy,; .

44
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4 Interpolation auf dem diinnen Gitter

Mit Hilfe des Smolyak-Tensorproduktoperators ist es moglich, Interpolanten fiir Da-
ten auf einem passenden diinnen Gitter zu finden. Das folgende Lemma verdeutlicht
die Zusammenhénge.

Lemma 4.1 Seien F; C F und V; CV fir 1 < j < qg—d+ 1 Vektorrdume,
weiterhin sei [ € SVZ; """ Fa-dtt eine d-variate Funktion. Fir 1 <j<qg—d+1
bezeichnen U; lineare Operatoren U; : F; — Vi; mit I} = I, ® ... ® I, sei ein
l-variater Tensorproduktoperator, der den Tensorraum F ® ...Q F auf den Tensor-
raum V®...QV abbildet, benannt. Sei H, 4 ein verschachteltes diinnes Gitter, welches
auf den univariaten Datensdtzen X, C Xy C ... C X, 411 basiert; es gelte

Uifj(z) = ©f(x)
fir alle x € X;, f; € Fj. Dann folgt
44%df(x) = Iﬁf(x)
fiir alle x € Hyq
Beweis: Gilt v = (T,z4) € Hyq, so folgern wir £ € H,_j4-1 und z4 € X}, fiir

1 <k <q—d+1. Wir kénnen dabei k so wihlen, da # € Hy_ 41\ Hy—k—1,4-1 gilt.
Mit Lemma 3.16 folgt induktiv

14%df(x)
q—1
= Y (A1 94 f(2)
I=d1
q—k—1 qg—1
= (Ald 1®Aq l Z Ald 1®Aq—l)f(x)
I=d1 1=
qg—k—1 qg—k—1
= (Apam1 @ Ugy) (&, 2q) — D (Apgm1 @ Upya) f(Z,24) +
I=d1 I=d1
q—1
+ (a1 ® Agy) f(Z,4)
l=q—k
q—k—1 q—k—1
= (Apgm1 @ ) f(Z,2q) — > (Apa—1 @ ) (T, 24) +
I=d1 I=d1
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q—1
+ (Id,1 ®Aq7l) f(jjaxd)
I=q—k

(Io-1 @ Uy) f(Z,24q)
= I;f(z).

Ein #hnlicher Beweis findet sich unter nicht ganz so allgemeinen Bedingungen bei
[5]. Ein Beispiel fiir einen Operator I; stellt die Einbettungsabbildung des Raumes
F®...0 F in den Raum V ® ... ® V dar, denn unter Ausnutzung der Eindeutig-
keit dieser Abbildung folgern wir, daf} sie ein Tensorproduktoperator, bestehend aus
den univariaten Einbettungsabbildungen, sein muf}. Es folgt dann A, ,f = f und wir
erhalten damit die Mdoglichkeit, aus univariaten Interpolanten auf den Datensétzen
Xi,...,Xj—4g+1 multivariate Interpolanten auf dem diinnen Gitter zu konstruieren.
Andere Operatoren I; dieser Art werden beispielsweise bei der numerischen Integra-
tion benutzt.

Um Tensorproduktoperatoren definieren zu kénnen, benétigen wir die Tensorrdume
Fi®...QF;, bzw. V; ®...®V;,. Der néchste Satz nach Wasilkowski und Wozniakowski
[46] zeigt, daB sich fiir eine Fehlerabschéitzung bei der Interpolation mit Hilfe des
Smolyak-Algorithmus noch eine weitere Eigenschaft als niitzlich erweist.

Satz 4.2 Es seien F; C F und V; C V fir 1 < j < q—d+ 1 Banachriume;
die Norm des zugehdrigen l-variaten Tensorriume (F® ...Q F, || - ||rs..0r) sei mit
der Norm des Tensorraumes (V ® ...@V,|| - ||lve.sv) fir 2 < 1 < d gleichmdfig
vertrdglich. Dann gilt fir den d-variaten Tensorproduktoperator I, = 1, ®...® I; die
Fehlerabschdtzung

||Id - Aq,d

|.7:®...®.7:,V®...®V
< N = Upasllz v 1T l|505 +

+d§ > ﬁth

k=1 |jle<q—d-+k n=1

(I = Uiz + 1 = U llz,v) -

N = Ugmarrri-ijiell =, v-

Beweis: Wir bezeichnen das j-fache Tensorprodukt F®...@ F mit F; bzw. V®...QV
mit V;. Wegen Lemma 3.16 gilt

||[d - Aq,d“}—d,Vd
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q—1
= Maa®Li— > A;®... @40, @Upillz, v

l=d—1
= [(gm1 —Agmra-) O L+ Y, A @04, @ (I — Ug—jla_ )| Fayva
l7la—1<g—1
< NTger = A1) @ Lllzgva + Y. 11485 ® .. @4, ® (I — Upjja) | 7a,va
l7la—1<q—1

= a1 — A¢g vallryva I Illzy +
+ Y MAlEy 1A Emy - = Uiy 7,y

l7la—1<g—1

< Mo = Agvaallz va M Illzy +

2 dﬁ (I = U, |

l7la—1<q—1 p=1

Fv+ L= Uj, |

Fv) I = Upjjiac, 7y

aufgrund von [|A;|lzy = |11 —=Uj—s = L+ Ujllz,y < || = Ujllz v + 11+ Uil 7, v-
Induktiv folgern wir mit 1 < k <d —1

||Aq7d||fd:vd

< Mack = Appacillz_pva g I Ey +

k d—k
+>3 005y Y I (= Uilley + 1= Ui allzv) -
k=1

l7la—r<g—k p=1
N = Ugmpgi—jlai |7y
= I = Upasrllz v |55 +
d—1 o d—k
+> Ll > 11 (||11 - Uj,|
k=1

l7la—r<g—k p=1
N = Upkprpjlaill v

Fv)

Fv+ L= Uj, |

= || = Upeari |z | L5y +

d—1 k
+3 Ll Y I (L -l
k=1

l7lk<q—d+k p=1

Fv+ L= Uiallzy) -

Ny = Upmdgrrr=ijill #,v

falls wir & = d — 1 wiihlen. Es folgt die Behauptung. O

Gilt F C V und ist I auf dem Unterraum F ®...® F die Identitdtsabbildung dieses
Raumes auf sich selbst, so konnen wir diese Fehlerabschitzung fiir die Interpolation
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auf dem diinnen Gitter nutzen. Im Fall ||I; ||z = 1 gilt

Ia — AgdllFro..0F,ve. .oV

< M = Ugpearal

Fy+

d—1 k
+> Y I =Uley + I = Ui llzv) - 1 = Uparri iz v

k=1 |jle<q—d+k n=1

Haben die univariaten Fehlerschranken eine spezifische Gestalt, so kann man die
Interpolante auf folgenden Art und Weise darstellen:

Korollar 4.3 Es gelten neben den Voraussetzungen von Satz 4.2 die Fehlerabschdtzun-
gen

||[1_Uj||}',]} S C'Bj und ||[1||j:7v S K.
Dann folgt

q

I,— A

lFo. 0rve.oy < CBq_d+1< ) max (K, c (1+ B))dil .

Beweis: Es ist mit Formel (A.3) aus dem Anhang

1a — AgdllFo..0Fve. oV

d—1 k
< Bt K L KRSt T (e (B + Bjuoa)) e BRI
k=1 i1k <q—d+k p=1

N Y as + di:lckﬂ Kd-1-k Z ﬁ (Bju + ijl) qud+k+17|j\k

k=1 lilk<g—d+k p=1
_ CqudJrl K1 + dz:lckﬂ Kd-1-k Z ﬁ (1 + Bfl) Bjqufd+k+17\j|k
k=1 lilk<q—d+k p=1
d—1 c k
— ¢ B4t (1 +> (-) (1+ B)k> o1
k=1 K 7|k <q—d+k
_ _ ol c\* k k + q— d
— CBq d+1 Kd 1 Z (_) (1—|—B) ( )
o K k
d—1d-1
S CBq_d+1 Kd—l max <1, <£> (1 + B)) Z <k‘ + q d)
K P k

= B! (d 1 1) max (K, ¢ (1+ B))* .
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In Abhéngigkeit von der Gitterpunktanzahl des Clenshaw-Curtis-Gitters folgt daraus:

Korollar 4.4 Unter den Voraussetzungen von Korollar 4.3 gilt mit 0 < B <1

||Id - Aq,d |_7-'®...®.7-',V®...®V

< nle® (24 4 log(B))(-lea®)H) €

log((d—1)!) d—1
(d—l)!Bg max (K,c¢ (1+ B))" .

Dabei bezeichnet n := n(q,d) die Anzahl der Punkte des dinnen Gitters nach Clens-
haw und Curtis. Im Fall B = 27 folgern wir

I — Agdllro. .07 ve. v

< 0! (2d + log(n)) @ VHD -

(d—i(‘i)!l“ max (K, c (1 + 2_l))

Beweis: Mit Korollar 3.29 gilt
B(q—d+1)l < Blog((d—l)!)l . Bl log(n(2d+10g(n))_(d_l))
Blog((d—l)!)l . nl log(B) (2d + log(n))—(d—l)l log(B)

und wir folgern wegen

q g (2d + log(n))"™"
(d—l) SR EN ]

die Behauptung. a

4.1 Untersuchung geeigneter Funktionenridume und ihrer Nor-
men

Um Satz 4.2 bei der Fehlerabschitzung von Smolyak-Interpolanten anwenden zu
kénnen, miissen die Normen der zugrundegelegten Tensorrdume gleichméflig ver-
tréglich sein. Im folgenden Satz finden wir einen Tensorraum mit dieser Eigenschaft,
der aufgrund seiner besonderen Struktur auf vielfiltige Art und Weise angewandt
werden kann.
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Satz 4.5 FEs qilt

R®..®R ~ IR,

und jede Kreuznorm || - ||ake..om erfillt fir z = Stz @y mit o; € IR,
Yy € R®...® IR die Gleichung

||Z o, R®..QIR —

n
Z TjYj
j=1

Beweis: Wir fithren den Beweis fiir ein einfaches Tensorprodukt. Es sei z € IR ® IR;
mit Hilfe der Basis {1} von IR schreiben wir

n n

2= >rey = Y -y = Y (r-y)®1
=1 =1
n n

= Dy Hel = 3 (z-y)1e1).

j=1 j=1

Offenbar stellt damit {1 ® 1} eine Basis von IR ® IR dar, und wir kénnen eine Iso-
morphie F': R ® IR — IR mit

F(Z%’&%) = Y x5y
j=1 j=1

definieren.
Nach [36] gilt mit z € X; ®...® X, fiir jede Kreuznorm || || x,,..x, auf X;®...® X,
die Ungleichung

||Z||A,X1®...®Xd < ||Z||a,X1®...®Xd < ||Z||’Y,X1®...®Xd'

Wir zeigen nun, daB ||2||x remr > ||2||y,rer erfiillt ist und folgern damit die Behaup-
tung. Es gilt mit z =37, 7; ® y;

n n
lzllamer = sup |D_d(x;)y;| = sup |o(1)] D z;y;
R VS e j=1
1) e =1 1] pom =1
= sup (D) | Do wyl = D
G 1 j=1 j=1

z€R, |z|=1
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n n

> _Eninf. . Z:cjyj 11| = ijyj@)l

_zjeju:a,lyjjeyfa =t =t 7 RIR

n
= 1>z ®y; = llzlymrom-

=t 7 ROR

|
Bemerkung 4.6 Damit gilt fir jede Kreuznorm || - ||o,re..or die Isomorphie

R®,..®,R ~ IR,

und wir kénnen diesen Tensorraum in Verbindung mit jedem anderen, auf Basis
einer gleichmdfig vertriglichen Kreuznorm bestehenden Tensorraum nutzen, was fiir
die Anwendung auf Punktauswertungen von Bedeutung ist.

Der kommende Satz stellt eine Erweiterung eines Theorems aus [18], welches Aussa-
gen iiber stetige d-variate Funktionen beinhaltet, dar. Wir benétigen dazu zunéchst

Definition 4.7 Seid € IN, r = (ry,...,7q) € INy und U C IR? offen. Dann benen-
nen wir den Raum aller Funktionen f : U — IR, die im [-ten Argument, 1 <1 < d,
ri-fach stetig differenzierbar sind, mit C3(U). Gilt ry = ... = rq =: T, so schreiben
wir Ch(U).

Satz 4.8 Sei der Raum

FiS) = {FeCiS) : Iflm < oo}
mit S C IR?,
1fllz = sup  [[Dflse,s < 00,
a=(aq,..., ad)€wg
a€{0,..., i}

und r = {ry,...,rq} bzw. r € INy definiert. Es seien S; C R%, 1< j < d, kompakt.
Dann gilt mit R; € lNgj und r = (ry,...,r;)

Fi(S1) @ @ Fl(S) = Fipya (S1x ... % Sy).
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Beweis: Aufgrund von Satz 3.2 fiihren wir den Beweis fiir d = 2. Wir zeigen zunichst,
daf} die Abbildung

F o Fil(S1) @x Fi2(S2) — Fy(S1x Ss)
f — Ff

mltf E 1f1]®f2] und
F 81,32 Zflj S1 f2] 82)

fiir s; € S; und sy € S, isometrisch ist. Es gilt

n
S)RFR(S:) T sup > U(fz) fry
YeEF (52)* i—1 r
ol =1 ’ Fgy (51)
F 42 (52)"
n
_ aq
— sup sup L swp > U(fa) D™ f1j(s1)
¢€_’Fd2(s2)* a1=(@1qs aldl)ewol $1€S1 j=1
10l v L =1 aq7€{0,..., i}
Fy2(52)

= sup sup  sup ¢ (i faj Dalflj(sl)) ‘
j=1

d T2
aj=(a11,..., a1d1)€ﬂV01 51€51 1/1€-7:d2(52)*

0,..., =1
ay€q T} ||¢\|f;§(52)*
- sup sup sup WP (Dal’UFf(sl, ))‘
ap=(agg,e aldl)eﬂvgl $1€51 1/1€7:;2(52)*
a1y €{0,rys} 9272 55y =1
_ ay,0
= sup sup HD P Fy(s, )‘fw(&)
a;=(a11,..., a1d1)€ﬂVgl 51€51 da
a171€40,..., i}
= sup sup | D2 Fy(sq, s2)|

d; s1€S
(s . Jo o SL=2l
j*(a‘jl ..... a]dj)EWO 55€So

ocjl€{0 ..... rjl},j:1,2

= £yl

.7:‘;(51><52)'

Wir zeigen nun die Dichtheit von F'(F3' (S1) ® Fy2(S2)) in Fj(S1 x Sp) und folgern
damit die Behauptung. Wir wéhlen g € Fj(S; x S3). Die Funktion g(s;) := g(s1, ")
beschreibt eine stetige Abbildung g : S1 — F32(S2). Da S; kompakt ist, folgt auch
die Kompaktheit von §(S7). Da §(S;) als metrischer Raum interpretiert werden kann,
folgern wir damit, da8 §(S;) prakompakt ist, d.h., §(S;) 18t sich durch endlich viele
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Kugeln mit beliebigem Radius € > 0 iiberdecken. Wir bezeichnen diese Kugeln mit
den Mittelpunktfunktionen fo; € Fy2(S,) als

B(faj,6) = {h € Fg(S2) : ||h— fol

Fi2(S2) < ¢}

und benennen ihre Anzahl mit n. Auf einem Kompaktum lassen sich nach [10] belie-
big oft stetig differenzierbare Funktionen gy,...,¢g, : §(S1) — [0, 1] finden, die eine
Zerlegung der Eins 327, g; = 1 darstellen und fiir 1 < j < n die Bedingung g;(z) = 0
fir alle € §(S1)\B(f2;, €) erfiillen. Wir kénnen nun die Funktionen

flj::gjo§:51—>[0, ]_]

konstruieren; sie sind im I-ten Argument fiir alle [ (rTe;)-fach stetig differenzierbar,
wobei ¢; den [-ten Einheitsvektor darstellt, und erfiillen ebenfalls die Bedingung

n

Zflj = 1.

J=1

Weiterhin gilt fi;(s1) = 0, falls ||g(s1) — f2j||f;;(52) > €. Daraus folgern wir

n n
Q_Zf1j®f2j = max ., SUp 9(817')_Zf1j(51)®f2j
"~ Fssy T = Fi(s)
n
= al:(alfiil)ewgl sup jZlfu(sl) (9(s1,°) = f2)) }
ap €40,.r15} F g5 (52)

IN
=
IS4
»

n
sup Zflj(sl) lg(s1,+) — f2j||f§§(52)

ap=(0gge-ms O‘ldl)ewg S1ES1 j:l
n

< max sup > fij(s1) €
ap=(agg, - aldl)eﬂ\ldl $1ES1 j=1

= €

und das Bild von F,;'(S1) ® F;2(S2) ist dicht in F;2(Ss). 0

Nun kénnen wir also Satz 4.2 mit S; C S, S; C S, F; = ]—"gj (S;) und V; = ]—";;(5’])
benutzen. Bei der numerischen Integration mit dem Smolyak-Algorithmus, vgl. [25],
wendet man diese Rdume firn =d,r =r = ... =rgund §; = S'j = [-1, 1],
1 <7 < d, unter Nutzung von Satz 4.5 an.



4 INTERPOLATION AUF DEM DUNNEN GITTER 54

Bemerkung 4.9 Genauso konnen wir fir den Funktionenraum F;(S) die Norm

ol

e = (X 10%s)

mit f € F}(S) wihlen.
Auf analoge Weise kann man auch das folgende Ergebnis zeigen.

Satz 4.10 Sei U eine offene Menge; seien Sj, 1 < j < d, offene Teilmengen des
IR% . Bezeichne Cj (U) den Raum der Funktionen aus Cj(U) mit kompaktem Triger.
Dann ist der Tensorraum Cy; (S1) ®x ... ®a C;Z;C(SJ) mit d = dy + ...+ d; und
r={r,...,r;} dicht in Cj(S; x ... x Sj). Ist D(U) der Raum der unendlich oft
differenzierbaren Funktionen auf U mit kompakten, in U enthaltenen Trigern, so ist

D(Sl) Ry ... D(SJ) dicht in D(Sl X ... X S(i)

Der Beweis ist auch in [45] zu finden. Daraus folgt das fiir spitere Anwendungen
bedeutende

Korollar 4.11 Se:

S, = {7 € C*(R%) lim ‘kalv(x)‘ =0 fir alle k,l € Wg}

llz]| =00

der Schwartzsche Raum. Dann ist der Tensorraum Sq, @) . . .(X))\de~ dicht in Sd1+,,.+dd~.

Beweis: Wir definieren eine Funktion
n
v o= Z%j ®v2; € Sg ® Sa,
j=1
mit v1; € Sg, und 755 € Sy,. Offenbar gilt
/ k1 ol ko 1l
lim lelDl’)’1j($1) - 232 DPyp5(w2)| = 0

[z ll—o00
lz2[| =00

lim ‘kalfyz(x)‘ =
][00 n—1
und es ist Sy, ® Sy, € Sy Nach [2] ist D(S) fiir alle S C IR? im Schwartzschen
Raum Sy enthalten und ist dort dicht, weiterhin gilt Satz 4.10. Damit ist einerseits

also auch der Tensorraum D(S;) ®y D(Sz) mit S; C R und S, C R% dicht in Sy,
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andererseits folgt die Dichtheit von D(S;) @ D(Sz) in Sy, @) Sy,. Insgesamt folgern
wir die Behauptung. a

Weitere Beispiele finden wir, wenn wir Tensorprodukt-Hilbertrdume mit der Hilbertraum-
Kreuznorm aus Lemma 3.14 verwenden.

Satz 4.12 Seien S; C IR% Mengen, die aus abzihlbaren mefbaren Mengen bestehen.
Dann folgt

LQ(SI) ®g e ®5 LQ(Sd) ~ LQ(Sl X ... X Sd)

Der Satz wird in [18] bewiesen. Ahnliche Resultate gelten auch fiir Réume vom
Sobolev-Typ. Dazu benétigen wir zunéchst

Definition 4.13 Sei S C IRY und r € INJ. Dann definieren wir

i,(S) = {feLa(9) : |If]

].-L;,L2 () < OO}
mit

||f||}'g,L2(S) = sup 1D flla(s)

fiir alle f € Fjp,(S).

Satz 4.14 Es gilt fir aus abzdhlbaren mefbaren Mengen bestehende S; C R%,
1<j<d,undr=(r,...,rj)

fgll,Lg (Sl) ®/8 ct ®ﬁ f;j:,Lg (S(i) = £1+...+dd~,L2 (Sl X ... X S(i)

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dafi F;; ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

(f:9)r;, .9 = sup (D*f, D%9)1,s)

ist. Da sich Symmetrie, Bilinearitdt und positive Definitheit vom Ls-Skalarprodukt
tibertragen, mufl nur noch die Vollsténdigkeit gezeigt werden. Es sei also { fi}ren
eine Cauchyfolge in Fj ; (S). Dann ist {D® fi}re fiir alle a € IN§ eine Cauchyfolge
in Ly(S). Da Ly(S) vollsténdig ist, existiert f* € Ly(S) mit

Dfe = ip,e 5
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insbesondere gilt fi s f® =: f; und wegen Abgeschlossenheit der schwa-
chen Ableitungsabbildung folgt D*f = f®. Damit gilt f —Fr (9 [
Lo

Ohne Einschriinkung sei d = 2. Wir definieren nun eine Abbildung F auf
0.1, (S1) ® Fi2 1, (Se) mit F(z) = f., wobei

f2(s1,82) Z (51)y;(s2)

fiir alle s, € S1, s € Syund 2z = Y0, 7, ®@y; € Fyl 1, (S1) ® Fyl 1, (S2) gelte. Da der
Satz von Fubini angewandt werden kann, folgern wir

— o 2
Ifillmy 0 = sup /SIX&D F2(s1, 52)dls1, 52
= sup / D f 51732)) dsodsy
S1 Sz

= s /Sl fo X D @ilouuys2)) D* nlsu)y(sn)) dsas

ajE{O ..... 1<k<n
= > sup D% x;(s1) D™ xp(s1)dsy -
ISiSn @it eagpengt U5
aJG{O ..... r e]}
sup D*y;(s9) D*yy,(s2)dsy

Sa

= Z (xj,xk)]_—;ll,]d (S )(yjayk) L (S2)

1<j<n
1<k<n

T T
» dll,L2(Sl)®fd;,L2(S2)

und das Bild F (7!, (S1) ® F2,(S2)) ist enthalten in 7}, (Sy x S). Die Abbil-
dung ist wohldefiniert, denn ist z = >7_, ; ® y; € Fy! 1, (S1) ® Fy’ 1, (S2) eine Dar-
stellung der Null in diesem Raum, so folgern wir fiir jedes Z € F,! ; (S1) ® ;2 1, (S2)
die Gleichung z 4+ Z = Z, damit gilt

||Z||]:;1L (S1)® ; Ly (S2) = (~ )}'dll L2(51)®.7-';;L2(52)

= (z—i—z,z)fdl,L (S1)@Fy2 1, (S2)

= (Zag)}'; 1y (SNOF2 | (S2) +121%

T1 T2
d Lo }—@,LZ (S52)?
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und schlief8lich folgt

0= (Zaz)f;1 L, (S®F2 | (S2) ||Z||]-';1L (S®F,2 1. (S2) = ||fz||.7-';l+d2,L2-

F ist also eine Isometrie, und der Abschluf§ F (.7:,’1"11 ,(S1) ® f;;LQ(SQ)) ist die Ver-
vollstéindigung des Raumes Fj'; (S1) ® F;2;,(S2) beziiglich seiner Norm
|- llg 2o L S)BFR . (S2)" Da der Abschluf eines metrischen Raumes der Menge al-

ler Grenzwerte konvergenter Folgen aus diesem Raum entspricht, folgern wir aus der
Linearitdt von F' die Inklusion

F( a1, (51) ® Fg; LQ(S2)) C Fi,L,(S1 X S2);

es gilt also

|
Fir(Six8) = F(F(S)@Fz2,,(S) L F(F,(S)@Fz2,,(S) .

L
Fir f € F (fdl L2(51) ® ]—"g;h(SQ)) folgern wir aufgrund des Satzes von Fubini mit
v € Fyl 1, (S1), y € Fyp,(S9)

O = (x®y7f) (;,L (SlXSQ)

_ sup /S [ %)y (s2)) (D7) (1, sa)dsads

= sup Dfllx(sl)Dg? sup D%y(s5) D% f (51, 55)dsodsy
a1=(ay,..., adl)€Wd1 S1 Go (adl+1 ..... Ocd)EWg2 S2
aJG{O ..... rTe]} aJG{O ..... rTe]}
und damit
sup (DO‘Zy(SQ)) (D”f) (s1,82)dsy = 0

fiir fast alle s; und genauso f(s1,s9) = 0 fast tiberall in S} x Ss. O

Bemerkung 4.15 Aus Grinden der Normdquivalenz kénnen wir auch

i,(S) = {felu(S) : |If

Fy 1, ()2 < OO}
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mit

1
2

Iflzp,me = (X I1D%le)

schreiben.

Ahnliches folgern wir unter anderem fiir das Tensorprodukt von klassischen eindi-
mensionalen Sobolev-Raumen.

Definition 4.16 Fiir S C IR? und r € IN¢ gilt

Win,(8) i= {7 €L,(S) « lIflbwy, s < o0
mit
2 2 )3
1wy, o0 = (111Z,0) + 1D f 117, 5))
Damit gilt:

Satz 4.17 Fir aus abzihlbaren mefbaren Mengen bestehende S; C R%, 1 < j < d,
und r = (ry,...,r;) ist die Isomorphie

ngl,Lg (Sl) ®/8 tee ®ﬁ W;Z:,LQ(SJ) = W51+...+dd”,L2 (Sl X ... X S(i)

erfillt.

Der Satz kann in volliger Analogie zum Beweis von Satz 4.14 gefiihrt werden.

Der folgende Satz ist ein Resultat aus [18]. Er verwendet den Begriff des Atoms in
einem mefibaren Raum, welcher eine mefibare Menge A mit positivem Maf} definiert,
wobei jede mefibare Untermenge entweder das Mafl 0 oder das von A besitzt.

Satz 4.18 Seien Si,...,Sq endliche mefSbare atomfreie Rdume. Dann gilt fiir
1<p<o

L,(S1) ®a, - - ®ay Lp(Sa) =~ L,(Si x ... x Sy).
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Da Lebesgue-mefibare Rdume atomfrei sind, kann der Satz dort angewandt werden.
Im Fall p = oo wird im allgemeinen keine Gleichheit erlangt; dort ist der Tensorpro-
duktraum lediglich im Raum L. (S; X ... x S;) enthalten. Wir verallgemeinern:

Satz 4.19 Sind Sy, ..., S; endliche mefbare atomfreie Riume, so gilt fir 1 < p < oo,
1<j<dundr=(r,...,rj)

71 T 5 ~ T ~
dl,Lp(Sl) ®ap et ®ap fdJ,Lp (Sd) - d1+...+dd~,Lp(Sl X X Sd)
Um den Satz beweisen zu kénnen, formulieren wir zunéchst

Definition 4.20 Sei S mefibar. Mit Fj, (S,Y) sei fir d € IN und r = (r1,...,7q)
der Raum der Funktionen f :S — Y bezeichnet, fir die

/]

e = s ([0 Dlpas)” < o

qgilt.

Satz 4.21 Sei S ein endlicher mef$barer atomfreier Raum, Y sei ein Banachraum
mat

(;,Lp (S) ®ap Y = Y ®ap (;,Lp (S)
Dann folgt fiir 1 <p < oo

g,Lp(S) Qq, ¥ =~ g,Lp(Sa Y).

Beweis von Satz 4.21: Grundlage dieses Beweises ist die Verwendung von Elemen-
tarfunktionen, d.h. von mef3baren Funktionen, die nur endlich viele Werte annehmen,
und ihrer Dichtheit in den L,-Réumen fiir 1 < p < oo, vgl. [4]. Nach [18] gibt
es solche Elementarfunktionen fi, ..., f, € L,(S) mit ||f; — f;|| < € zu gegebenen
fisooos fn € Lp(S), € > 0 und

fj S Span{gla s 7gm}

mit g; - g = 0 fiir 7 # k und }>J*, g» = 1. Die Funktionen g¢; bestehen dabei
aus Produkten von charakteristischen Funktionen. Aus der Abgeschlossenheit der
schwachen Ableitungsabbildung folgern wir die Dichtheit der Elementarfunktionen
aus Fj; (S) im selben Raum. Damit existieren zu Funktionen fy,..., f, € Fj, (5)
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Elementarfunktionen fi,..., f, € Fi,1,(S) mit den oben genannten Eigenschaften.
Weiterhin benutzen wir im Beweis, dal die Normen der Einbettungsoperatoren

A: }"g,LP(S, V) - Y Ra, Zi"’Lp(S)
und
B : f,’;pr(S) Rq, ¥ — fgpr(S, Y)

den Wert 1 besitzen, was im folgenden noch zu zeigen ist. Bezeichnen wir die Iso-
metrie zwischen Fj; (S) ®q, Y und Y ®q, Fj; (S) mit F, so folgern wir fiir jede
Elementarfunktion f € Fj; (S,Y) der Gestalt f(s) = >7_; g;(s)y;

(BoFoA)f(s) = (BoFoA)Y. gls)y
= (BoR)Yyey

= BY g;®y;
7=1

= Yol

= f(s).
Wegen ||A] Fr 1 (S Y 0ay By, () = ||B||].‘;‘,Lp(5)®apy’]-"Ti‘,Lp(S,Y) = 1 folgern wir
1l vy = A llvoa,z, ) (17)
und
[(E o) fliz;, 9190,y = [(BoFoA)flz sy = [Iflzg, ¢ (18
und damit

1fllz, vy = NAfllyea, 7, o)

= Fllz, )90y veu7, @A lve.n,7;, o
> [[(FoA)f] Fi 1, (S)BapY
> Nl -
Es folgt [[(F' o A)fll7r, ($)@a,y = Ifll77, (sv); o A ist also eine Isometrie und
»Lp P

i1, (S, Y) die Vervollstindigung von Fj; (S) ® Y unter der a;-Norm.
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Es bleibt noch zu zeigen, dal die Normen von A und B den Wert 1 haben. Im Fall
von A wihlen wir eine Elementarfunktion aus 73 ; (S5,Y’), die wir in der Form

ig](s)y]

mit y; € Y und g;-g, = 0 fiir j # k darstellen kénnen. Da die Funktionen g; Produkte
von charakteristischen Funktionen sind, gilt g; # 0 und wir konnen ||g;||7 (s) =1
yLp

annehmen. Wir wollen nun zeigen, daf}

1A oy vorg, 9 < IIf]

Fy 1, (5Y)

erfiillt ist. Nach [18] gilt mit J + - =1

> Aigj

j=1

1
q
Sup (le 9;) ) = sup
Ilix=1 V=1 (?f:ll”;'e;
e

X

fiir jeden Banachraum X, und im Fall gy, ..., g, € L,(S) nimmt dieser Ausdruck den
Wert max; <<y, ||g)|z,(s) an. Daraus folgt

n : i
verr L) 2 [(gy)l - Sup sup > AiD%;
S d,L * 7=1 A =1 a=(ag,..., ag)EN, j=1
Wiz IES)*:I (;ﬁ,l,ln])LRn a;€{0,...,r;} 0 L,(S)
d,Lp
= sup max || D%g;||r,s
a=(aq,..., ad)eﬂvd 1<]< J p
a;€40,..., rr}
= lrg]a;%“gy“fh (S)
= 1.
Damit gilt
1
p

1A oy vor;, 5 = inf (Z ||yj||§1/)

Af:zjzl Y Qg5

1
n p
(§ : ||yj||’§v)
=1
1

(Z |yJ||p) ||g] £,(9)

IN
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SA

= ]EZ:I IijII’{/IlngI”dr,Lp(S)) (19)

s =

= z“%“p sup [ [D7g(s)Pds
0

1
- s (/GZ||ijagj(s>||@ds)
=1

ST

= D°g;(s)|}5-d
sup 0(2 Lo oy 250750 )

7=1

— D gi(s)|Bds |
w0 (S, D0

- sup </ [ ZykDo‘gk )5 ds>

= |/l

Fiir fo(s) = ¢y mit der auf S konstanten Funktion ¢, wobei ||c[|z  (s) = 1 und
»Lp

f;"Lp(S,Y) .

y € Y erfiillt seien, gilt wegen (19)

1follz;, sy = lylly = [[Afollayyer;, )

und wir folgern || A] Fr o (SY)Fp L (8) = 1.
Im Fall B schreiben wir Bz( ) = Yi9i(s)y; = f.(s) fiir ein Element
z=37,9;®y;aus Fy; (S)@Y. Esgilt fiir 2 < ¢ < oo

1
n P
Il o0 = s (] ||zijagj<s>||%ds)
a=(aq,..., ad)GZNO 7=1
a;€40,..., r}
1
p P
= sup / Suyp Zz/) y;) D%;(s)| ds
6 *

llys=1 =1

(le/) i) )

H¢Ily* =1

Q|

IN

n
> lgillz,
7=1
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und genauso

1<k<
1 lly«=1

Il 0 € Slole,o s (s W)

Damit folgt

| f=] Fy 1, (SY) < ||Z||ap,f§,Lp(S)®Ya
und fir zp = ¢ ®y mit ¢ € Fj;(S) und y € Y die Gleichheit
1faollzg sy = llgllz; ) llylly- O

Beweis von Satz 4.19: Um Satz 4.21 anwenden zu kénnen, miissen wir zeigen,
daf die Riume Fy! ; (S1) ® F; ; (S2) und Fg?  (Ss) ® Fy! p (S1) isometrisch sind.
Die Abbildung

F fgll,Lp(Sl) ® fg;,Lp(Sﬂ — fg;,Lp(S2) ® fgll,Lp(Sl)

mit F(z) = 2 fiir 2 = Y7, fi; ® foy, 2 = Xy fo; ® fi; und fi; € Fyip (S) fiir
1 =1, 2 erfiillt diese Bedingung, denn nennen wir die Funktion

Z&&MG%%@,mﬁm
Jj=

so folgern wir mit (17) und (18)

1E )7

||Z||.7-'d 1, (SBFL2 , (S) < [|f] Fp2 L (S)OFL, (51)

Fas Ly (sl Fag Ly (52))
und aus Symmetriegriinden die Behauptung. Nun mufl noch bewiesen werden, daf
auch die Rdume F5'/'3 ; (S1 x S2) und Fy! ;- (51, fg;Lp(SQ)) isometrisch sind. Dazu
definieren wir eine Abbildung f — f, wobei

n

fls1,82) = f(s1)(s2) = D fij(s1) fa(s2)

j=1
benannt sei. Mit dem Satz von Fubini gilt
1
o = D*f Pq >”
||f| Fylla 1, (S1x52) (al,..s.,gggwd </Sle2 |D* f (51, 52)[Pd(s1,52)
ay€{0,..., rr}
= sup </Sl 1D f(s1) ' d81>
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Genauso beweisen wir:

Satz 4.22 Sind Sy, ..., Sq mefbare atomfreie Riume und gilt r = (ry,...,75), so ist
die Isomorphie

P

Wil r,(S1) ®g ... @3 W'

d’

L, (Sg) =~ W£1+...+dJ,Lp (S1x ... x5

erfillt.

4.2 Untersuchung geeigneter Native Spaces

In diesem Abschnitt werden Native Spaces in Hinblick auf ihre Anwendbarkeit bei der
Interpolation mit Unterstiitzung des Smolyak-Algorithmus betrachtet. Dazu miissen
wir vorbereitend noch ein anderes Ergebnis formulieren.

Satz 4.23 Seien ¢; fir 1 < j < d stetige, bedingt positiv definite Funktionen der
Ordnung m; auf €. Jede Funktion ¢; besitze eine verallgemeinerte Fouriertrans-
formierte ¢] mit der zusdtzlichen Eigenschaft, daf ¢](w3)||w]||sf fur s; < 2m;j mit
w; € S um Null integrierbar ist. Dann ist die Funktion ® = ¢ ® ... ® ¢; bedingt

positiv definit der Ordnung m = E;i:l m;.

Beweis: Wir benutzen Satz 2.4 von Iske. Dazu miissen wir zunéchst iiberpriifen, ob
® eine verallgemeinerte Fouriertransformierte ® besitzt. Fiir jede Funktion v € Sy
miifite die Gleichung

(@, /?)LQ(IRd) - (&)’ 7) Lo (IRY)

erfiillt sein. Aufgrund von Korollar 4.11 reicht es aus, Funktionen aus dem Tensorraum
von passenden Schwartzschen R&umen zu betrachten. Es gilt also mit
Y= 22721715 @ Y25 € Siy ® Sy, und dem Satz von Fubini

((I)a &)L2(Rd) = ((1)7 Z ’AYlj ® fS/Qj)
Lo (IRY)

= / ®(x)23/1j®§/2j(x)dx
R? =

= /Rdl . ¢1(21) P (w2 Z (1) Y2 (w2) do
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= Jznjl - P1(21) 415 (21) dy /de2 P2(2)Yaj(22) ds
= j}:/mdl ¢;1($1)71j($1) dx, /de2 ¢;2(1‘2)72j($2) dxo

= /]Rd 61 ® ho() Y- 11 © 795 (w) d
7j=1

= (¢1®¢277)L le)a

und qﬁl ® ¢2 ist die verallgemeinerte Fouriertransformierte von ®. Genauso ist also

qﬁl R...® qu die verallgemeinerte Fouriertransformierte von ¢; ® ... ® ¢ ;. Weiterhin

muf (I>( )|w[|* fiir s < 2m um Null integrierbar sein. Wir betrachten dazu fiir ein

beliebig kleines € > 0 mit s; < 2m; und s = E;l:l 5;

/ b ()l do
lwil|=--=llwgll<e

-/ Br(wn) - 3wa) (il + ..+ logl”) " dw
lwrll=--=llwgll<e
) d 5
2
-/ or(1) - dyteog) IT (ol - ) T o
lwil|=--=llwgll<e j=1
-/ n) - Salwp) TT ey do
lwil|=--=llwgll<e j=1
= d2H/ WJ [Jw;l[* dw;
"-’J||<€
< 0o0;

dabei wurde der Satz von Fubini benutzt. Wegen

[ |e@)|llras < [ ()| llw]l*dw
llw||<o lwill=...=llwgll<e

bei passender Wahl von ¢ ist ®(w)||w]|® fiir s < 2m um Null integrierbar. Aus der
bedingten positiven Definitheit der Funktionen ¢; schlielen wir ¢;(w;) > 0 fiir alle
wj # 0 und ¢; # 0 und damit &(w) > 0 fiir alle w # 0 und & # 0. O

Nun steuern wir zunéchst auf ein Ergebnis fiir positiv definite Funktionen zu.

Satz 4.24 Seien Hg,, ..., Hg, reelle Hilbertriume mit Kernfunktionen K, ..., Kq.

Dann besitzt auch ihr Tensorraum bzw. seine Vervollstindigung die Kernfunktion
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K ®...®% K4. Genauer gilt

HK1 ®5 e ®5 HKd ~ HK1®...®Kd-
Der Beweis findet sich bei [21]. Damit folgern wir

Satz 4.25 Seien Ny, () fir 1 < j < d Native Spaces von stetigen, symmetrischen,
positiv definiten Funktionen ¢;, welche eine verallgemeinerte Fouriertransformierte
besitzen. Dann gilt

N¢1 (Ql) Qg ... Qg N%” (QJ) = '/\/’¢>1<X>---(X)¢d~ (Ql XX QJ) .

Der Beweis folgt sofort mit Satz 4.23. Fiir bedingt positiv definite Funktionen folgern
wir

Satz 4.26 Es scien ¢; fir j = 1,2 beziiglich P; bedingt positiv definit; ihre Tensor-
produktfunktion ¢1 ® ¢o sei bedingt positiv definit beziiglich Py @ Py. Dann erfillen
ihre Native Spaces Ny, p,(S2;) folgende Eigenschaften.:

(1) N¢1’Pl (Ql) ® N¢2’P2 (92) - ‘7‘151’7)1 (Ql) ® f¢7277’2 (QQ) ® P¢1,¢2 (Ql X QZ)7
(2) Form (1) ©5 Foop(2)  © Fros,proms ($h X (1)

mit
Porgo (1 X ) = (P1 @ Fppp,(22)) ® (Fpy (1) @P2) @ (PL @ P) .
Beweis: Die Identitat

N¢71,7’1 (Ql) ®N¢2,7’2 (QZ) = ‘7451,7’1 (Ql) ® f¢>2,7’2 (QQ) D P¢>1,¢2 (Ql X QZ)

ist offensichtlich, wenn man die Darstellung jedes Elementes

Y 15 ® faj € Noyp () @ Ny, 2, (Q2)

i=1

mit fi; = lp, fi; + ([d — prj) fi; betrachtet. Fiir das Funktional

>\ = Z A}(lj,Mlj ® A%{Qj,MQj 6 LPI (Ql) ® LPZ (92)

=1
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mit )‘lej,Mlj € Lp, () und den Punktesidtzen X; = {x, ...,z } folgern wir

n My Msj

Z Z Z Alkl)‘th(l‘lklal?kz) € L771®772 (Ql X 92)7

7=1k1=1ko=1
da zusitzlich A (P; ® P,) = {0} erfiillt ist. Damit gilt auch
Lp, () ®p Lp,(22) € Lop(2)

mit @ := ¢ ® P, P := P; ® Py und 2 := Q; x Qy. Wir bezeichnen das Skalarpro-
dukt von Lp, (1) ®p Lp,(€22) mit (-,)4, 4, 5- Es stimmt mit dem Skalarprodukt von
Lo p(£2) aufgrund von

N
Z )\1]’ IU’UC)¢1 ()‘237 M?k)

M=

()‘a N)¢1,¢2”3

<.
Il
-
Ed
-

N
ATk b1 (@, y1) A3 by 2 (22, y2)

I
NE

<

Il
_
=~

Il
—

Il
M=
™ =

<

Il
_
=~

Il
—

(Mg ® Agj)” (pk @ piar,)” (z, )

i

= )\mluy
(A )e

mit \ = Ej]‘il A1j ® Agj und p = SNk ® ok € Lp (1) ®5 Lp,(Q) iiberein. Wir
wahlen nun

(z,y)

>
=

Y

Y 15 ® foj € Fpypi () @ Fyyp,(2)
=1

mit fi; € Fy.p(S4). Da zu f; Funktionale Aj aus Lg p(€) existieren mit
Rg,.0,(Af;) = fij, schreiben wir fiir x € € x

F5) = 3 Ry (\ny) @ Rapan (A, ) (1)

1

<.
Il

(Aflj’ 6($1))¢>1 (Af?j’ 5($2))¢2

<
Il
-

(R
= 1=

N () G1(21, Y1) AT O Ba (22, y2)

.

Il
i M: A

fu Aij‘; 51‘1)®‘5(:v2))¢1(331ay1)¢2($2,y2)
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= (X Ap, ©Ap,)! 2y ®(z,y)
=1

= (Z )\flj ® )\f2j7 6(90))(1)
=1

= R*‘I’,Q( Z )\flj ® )‘f2j);

7=1
damit gilt f € Fp »(2) und
Forp (1) @ Fop,(§2) € Rogo (Lp(2)).

Wegen

161008 = (FDorges = A Agians = Ardpe = Iflle

mit )\f = 2?21 )\flj X )\ij fOlgeI‘Il wir fm,fpl (Ql) ®g .7:(1527732 (Qg) C fqu(Q). O

Ein Analogon kann offensichtlich auch fiir d-variate Tensorprodukte formuliert wer-
den.

Wir wihlen folgende

Definition 4.27 Wir nennen den Raum
NG gopip (1 X Qo) 1= Fyy 2, (1) @5 Fy 0, (D2) ® Py 9, (1 X Q)

Tensor Native Space der Native Spaces Ny, p, (1) und Ny, p,(Q2). Im d-variaten Fall
heufst

Nﬁ,...,¢d,P1,...,Pd(Q1 X ... %X Q)

= Foup () ®p ... Qs Fpu 20 () ® Py, (1 X .o X Q)

.....

bei entsprechender Wahl des Nullraumes Py, . 4,(Sh X ... x Qq) Tensor Native Space
der Native Spaces Ny, p, (1), ..., Ny, p,(Qa).

4.3 Polynom-Interpolation

Aufgrund von Lemma 4.1 sehen wir, dafl wir fiir eine Funktion f aus einem Smolyak-
Raum &/ﬁi’""fq_d“ immer ein Smolyak-Polynom finden konnen, so daf es f in den
Punkten eines passenden verschachtelten diinnen Gitters interpoliert. Es gilt sogar:
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Lemma 4.28 Die Interpolation im Smolyak-Polynomraum SPml’ AL it

g, d € IN, g > dund m; € IN falls 1 < j < qg—d+ 1 ist auf den Datenpunk-
ten des dinnen Gitters

szdl,...,mq—dﬂ = U (X, ®-®X;)

lilg=q

mit den verschachtelten Datensditzen X; mit |X;| = m; fir 1 < j < q—d+1 stets
eindeutig moglich.

Beweis: Da das diinne Gitter aus dem kartesischen Produkt von verschachtelten
Datensiitzen besteht, kdnnen wir auch Hy'y™"™ ™" = U <, (X;, x ... x X;,) schrei-
ben; damit wird offensichtlich, daf§ d1e Dimension des Smolyak-Polynomraumes
SPml’ »Ma=d+t der Anzahl der Punkte des diinnen Gitters Hml’ Ma=d+l antspricht.
Der TRest folgt mit Lemma 4.1. O

Wir betrachten im folgenden Smolyak-Polynominterpolanten der Gestalt
Agaf € SPml’ PMamdt fijr alle f € F® ... ® F, wobei die grundlegenden univa-
riaten Operatoren U;, 1 <j<q—d+1, auf den Banachraum F wirken.

Eine Fehlerabschitzung fiir ein spezielles verschachteltes diinnes Gitter finden wir in
[5]. Barthelmann, Novak und Ritter wihlen dort als Gitterpunkte die Extremwer-
te der Tschebyscheffpolynome und erhalten mit Hilfe der fiir diese Wahl der Punkte
bekannten Lebesgueschen Konstanten eine Fehlerschranke fiir eine solche Polynomin-
terpolation. Das folgende Ergebnis folgt im wesentlichen [5]:

Satz 4.29 SeiV = C! der Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Trdger. Im
Tensorproduktraum F®...QF mit dem Banachraum F C C¥([a,b]), v € INy, dessen
Norm dquivalent zur || - ||o-Norm ist, und zu V & ... ® V gleichmdfSig vertrdglicher
Norm gilt fir m; =27""+1 und 1 < j < q—d+1 die Ungleichung

11s — Agdllre. orve. ey < cdmax(2”,2¢) 2 -2 VgL,

Im Clenshaw-Curtis-Fall folgt

11s — Agdllre. orve. ey < ¢2°%dmax(1,2¢) 2 -2 7% L,

Dabei  benutzt der auf den univariaten  Polynominterpolationsoperatoren
Uj : F = IP,,; aufbauvende Smolyak-Operator Ay q ein spezielles dinnes Gitter

Hq,d = U (Xilx...xXid),

g—d+1<Jil4<q
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wobes

qgilt.

Der Beweis fiir m; =2/"1+1,1 < j < ¢—d+1, kann bei [5] nachgelesen werden. Die
Abschétzung fiir den Clenshaw-Curtis-Fall erhalten wir, wenn wir die Konstante der
univariaten Fehlerabschéitzungen in [5] mit 2 multiplizieren und dann das Resultat
entsprechend korrigieren.

Korollar 4.30 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 4.29. Dann folgern wir in
Abhdingigkeit von der Anzahl der Punkte des dinnen Gitters n := n(q,d) die Fehler-
abschdtzung

11g — Agall 7o, crve.ov < Capn™ (2d + log(n))@ 2D
mait
cd?2¥

Cap = 7((1 —w max (2¢,¢,)"

und ¢, = 1 im Clenshaw-Curtis-Fall und c, = 2" im Fall m; = 271 4 1.

4.4 Interpolation mit Splines

Wir betrachten in diesem Abschnitt zunichst univariate Interpolanten aus dem li-
nearen Raum der polynomialen Splines

Sp(X) = {S € CF Q) sl g €EPL,1<i< N+ 1},
wobei X = {z1,...,zx11} C Q eine Knotenfolge mit
a=21<...<xyy1 =0Db
und Q = [a, b] bezeichnet. Stellt
Uix, | = sj

eine Spline-Interpolante an eine Funktion f € F; C F auf der Knotenfolge X dar,
so ist Uj x; ein linearer Operator, der den Raum F; auf einen Raum V; C V mit



4 INTERPOLATION AUF DEM DUNNEN GITTER 71

Sk, (X;), Fj € V; abbildet. Gilt zusétzlich X, C ... C X,_41, fiir ¢ > d, so konnen

wir nach Lemma 4.1 zu einem d-variaten f € SVZ; """ Fa=4+1 gine Smolyak-Spline-

Interpolante der Gestalt A, 4f mit zugehorigen univariaten Interpolationsoperatoren
U; := U, x; auf einer d-dimensionalen Knotenfolge

Hq,d = U (XJIXXX])
ljla=q
in Form eines diinnen Gitters mit m; = N; 4+ 1 fiir alle j finden. Ist die Norm

des Raumes F ® ... ® F mit der Norm von V ® ... ® V gleichméflig vertriglich,
so kann der Fehler der multivariaten Interpolation unter Verwendung des univaria-
ten mit Hilfe von Satz 4.2 bestimmt werden. Im folgenden werden wir nun solche
Fehlerabschdtzungen fiir einige konkrete Félle bereitstellen. Dabei bezeichne
h; := max;<i<n;, |zji41 — xj;| den Abstand der Knotenpunkte der j-ten Knotenfolge;
die betrachteten Knotenpunkte seien X; = {le, e ,xijH} firl<j<qg—d+1.
Wir starten mit dem einfachsten Fall.

Lemma 4.31 Zu jedem f € C?*(Q;) sei Ujx,f = s; € S1(X;) der eindeutig
bestimmte Polygonzug mit sj(xy,) = f(zy,) fir 1 < j < ¢ —d+ 1 und
1 < 1l; < Nj+ 1. Sei Ayq der zugehdrige Smolyak-Spline-Interpolationsoperator.
Dann gilt mit Q :=Q X ... X Qy

. 2v2
h2 g-2(a—d+1) q 1 : h < W
8 d—1 (<1+ﬁ*2>h2)d*1

8

s — Agall7r@).c@) <

fiir alle v > 2 und h; = h 377.

Beweis: Wegen

1,
[f@) =)l < Sllf looh

vgl. [35], folgern wir

h2
1 =Ujllm ey < 5
und nutzen dann Korollar 4.3 aufgrund der gleichméfligen Vertraglichkeit von
|+ 75 mit [ |le)- O

Damit folgt:
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Korollar 4.32 Unter den Voraussetzungen von Lemma 4.31 gilt fiir 8 > 1
17a = Agallmponc@ < 07250 (2d +log(n)) V=Y Ky (5, 1)

mit
. 22
h2 =2 log((d=1)}) 1 : h< =
Ky(B,h) = ' i V14672 ‘
8(d—1)! (7(14'% ) ) sonst

Dabei bezeichnet n = n(q,d) die Anzahl der Punkte des dinnen Gitters Hqc,dc_
Fiir kubische Splines gilt folgende Fehlerabschatzung:

Lemma 4.33 Fir f € C*(Q;) mit Q; = [aj,b;] sei Ujx, f der eindeutig bestimmte
Spline s; € S3(X;), wobei s;(xji;) = f(xj,) firl <j<q—d+1und1 <[; < N;j+1
gelte. Zudem sei entweder

si(a;) = fa;) = s;(b;) = f (b)) =0 oder

sjlaj) = f(a;) = s;(b;) = f (b)) = 0
erfillt. Dann gilt fir den zugehdorigen Smolyak-Spline-Interpolationsoperator Aq 4 mit
r>4, hi =hp77 und Q:=Q x ... x Qq die Ungleichung

. 3v2
5 b4 574(q7d+1) q 1 : h< —Sv2
lE @00 < p (GHo67DT

384 -1 T i O
(%) sonst

<=

||Id - Aq,d

Beweis: Nach [14] gilt
5
— il < — Y| fW| .
Daraus folgern wir
5 14
11 = Ujllzryc@) < @hja
und es ergibt sich mit Korollar 4.3

5 R 5h\ "
s — Agall7;0),00) < 5_4(‘1_(”1)( ¢ ) max (1, (1 + 5_4) ) .

384 d—1 384
O

Die Schranke erhilt in Abhéngigkeit von der Punktanzahl des diinnen Gitters H{¢
die folgende Gestalt.



4 INTERPOLATION AUF DEM DUNNEN GITTER 73

Korollar 4.34 Es gelten die Voraussetzungen von Lemma 4.33. Dann folgt mit 3 > 1

s — Agallmpnc < 0B (2d + log(n)) '~ B Ky (8, ),
wobeil
Ko 5 bt gt og((d=1)) { 1 7 N : h< % |
BUA-D! | (2w

und n :=n(q,d) die Anzahl der Punkte des Clenshaw-Curtis-Gitters bezeichnet.
Eine allgemeinere, aber weniger konkrete Schranke ergibt sich aus

Lemma 4.35 Zu f € F{7,() gelten fir das eindeutig bestimmte Element
Ujx, | = 55 € Som(X;) die Gleichungen f(xj;) = sj(xj;) und

f®ay) = s (a;) = FP ;) = sPb) =0
mit Q; = [aj,b;], 0<k<m-—-1,1<j<qg—d+1und1<Il; <N;+1. Dann folgt

mit h; = h - 377 fiir den entsprechenden Smolyak-Spline-Interpolationsoperator Ay 4

m QQ—zim(q— q —zMm m
Ha = Aqallrzn @)L < Kp2mg2mladth) (d—l) max (17(1+5 MK h? )

Beweis: Nach [44] gilt fiir 0 <k <2m —1

If — 8||L2(Qj) < Kh§m||f||f§f22(nj)-
Wir schluifolgern daraus

11 — Uj||f12jg2(9j),L2(Qj) < Kh?m,

und damit ergibt sich aufgrund der gleichméfiigen Vertriglichkeit von || - || Fam_ () und
2

|| - || 25(0) mit Korollar 4.3 die Behauptung. O

Es folgt:
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Korollar 4.36 Unter den Voraussetzungen won Lemma 4.35 qilt mit
n:=n(q,d) = |HEY
q, q,d

|1y — Aq’d”ff,”ZQ(Q),Lz(Q) < p2mlos(d) (2d+10g(n))(d*1)(2m log(8)+1) Kaim(B,h).

Daber sei

Kh2m
(d—1)!

-1

Kd,m(ﬂ, h) ﬂf2m log((d—1)!) max (1, (1 + ﬁf2m)Kh2m)d

In den folgenden zwei Lemmata benutzen wir explizit dquidistante Knotenfolgen.
Lemma 4.37 Es gelte [ € ]:fii(Qj), Q; = laj, b;]; sei Ujx; [ = 55 € Som(Xj) der
eindeutig bestimmte Spline mit f(xj,;) = sj(xy,) firl <1y < Njund1 < j < g—d+1,

FOD(a) — s V(@) = fEED0) 5P V) = 0 fir 1<2k—1<n,

sg%_l)(aj) = sg%_l)(bj) =0 fir r<2k—1<2m-3
und dquidistanter Knotenfolge X;. Dann gilt mit hj = h 77

o = Agall 7, @)L,

< KR gerea=dt ( ; 1 1) max (1, (1 4+ =00 )

fir alle p > r + 1.

Beweis: Wir wenden die Ergebnisse von [44] an. Danach gilt
|11, — Uj”}‘{‘,Lp(Q),Lp(Q) < Kh;ﬂ

und wir folgern mit Korollar 4.3 die Behauptung. O

Lemma 4.38 Fir 0 < r < 2m sei f € .7:52(9) Sei Ujx,f = 55 € Som(X) der
eindeutig bestimmte Spline mit f(xj;) = sj(xj;) firl <1; < Nj+1,1 < j < g—d+1,

F®(a;) — s (a;) = f®0;) - s (b)) = 0 fir 0<k<min(r,m—1),
k

)
sgk)(aj) = sg )(bj) =0 fir min(rm—-1)<k<m-1
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mit dquidistanter Knotenfolge X;. Dann gilt fir den Smolyak-Spline-Interpolations-
operator A, 4

||Id - Aq,d

|7, @)Ly

< K gty ( . 1) max (1, (1+ 3~ pr+) "

fiir alle p > r+1 und h; = h 3.

Beweis: Mit [44] folgern wir [[[1 — Ujl| 7+ (a),1,(@) < KK und mit Korollar 4.3 die
Behauptung. O

In Abhéngigkeit von den Gitterpunkten eines dquidistanten diinnen Gitters gilt:

Korollar 4.39 Unter den Voraussetzungen von Lemma 4.37 bzw. von Lemma 4.38
folgt mit n :=n(q,d) = ‘Hchc‘

11a = Agallzg, @i < D (2d 4 log(n) D EDT g (8, )

und

Khr+1 —(r 0 —1)! —(r r d—1
Kq.(8,h) = = 1)'5 (r+1) log((d=1)) 1roe (1, (14 8 C)Kh +1) .

4.5 Interpolation mit Basisfunktionen

In diesem Abschnitt wollen wir den Smolyak-Algorithmus auf die Interpolation mit
Basisfunktionen auf dem diinnen Gitter anwenden. Um die vorangegangenen Ergeb-
nisse benutzen zu konnen, bendtigen wir eine univariate, positiv definite Basisfunk-
tion ¢ und Datensitze X1, ..., Xo_gp1 mit X; = {z;1,..., ), } und X; C X;. Wir
definieren mit f € Ny(Q;) C C(;) und a;), € IR fiir alle j, k

Ujf = Stex; = Z ajij¢('7xjij)'

Nach Satz 2.2 sind die Gleichungssysteme

U;f(z) = f(z) fiir alle z € X
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eindeutig 16sbar. Mit Lemma 4.1 folgern wir, daf3

Aq,df(x) - [df(x)
fir alle ©+ € H,4 und fiir alle f € Ny(1) @ ... @ Ny(Q) = Nyg..96(2) mit
Q1= Qy x...xQq gilt. Da die Norm des Native Space |||/ x; 1)s...0n; @) = I'll¢0..06

mit der Norm || - ||oc.0 = || - [\ co(01)2...00, (2,) gleichmiBig vertraglich ist, 148t sich der
Interpolationsfehler mit Satz 4.2 abschéitzen.

Wir benotigen dazu aber zunéchst noch folgenden

Satz 4.40 Sei I} : Ny(Q) — V fir V = C(Q) der Einbettungsoperator; im Fall
V = IR sei I, der Punktauswertungsoperator. Es gelte ||¢||o < 0o. Dann folgt

Hillsy < ¢l

mit c* € IR,
Beweis: Wir wiahlen zunéchst
N
fo= 2 No(,xj) € Fy(Q).
7=1
Es folgt mit A = (A, ..., Ay)

N 1
flle < 3 Nl I0lee = M NI6llee < ¢ (ATA)? 16]100;
j=1
aufgrund der positiven Definitheit von ¢

N
IFZ = D0 Nd(zj,ar) > eATA

jk=1

und damit

[fllo < Clidllos lIf]ls-

Sei nun f, € F,(Q2) eine Cauchyfolge mit Grenzwert f. Es existiert dann zu jedem
€>0, €€ IR ein M(e) € IN mit

||fn - f||¢7 < e
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Es gilt

f@) = (fo(,a),

= (f = fn ¢(,x))¢ + (fas d)(?‘r))q&
1f = ulls G, 2) 1o+ ful2)
€(6( ), 6(,2))2 + fula)
e¢(x,x)% + ful(2)

IN

AN

und daraus folgern wir

1
ellpll3 + Il falloo

ellolZ + C ol I f1ls
(E+C) 6]l | Flls-

1/l

ININ A

und es folgt die Behauptung fiir den Einbettungsoperator; offenbar verlduft der Be-
weis fiir den Punktauswertungsoperator analog. O

Wir werden im folgenden nun eine Fehlerabschitzung fiir eine Smolyak-Interpolation
mit Wendlandfunktionen angeben.

Satz 4.41 Seien ¢ := @Qp11 univariate Wendlandfunktionen; wir bezeichnen die zu-
gehdrigen Basisfunktionen-Interpolanten an f € Ny(;) mit sy x; = U; f. Unter den
Voraussetzungen von Satz 2.9 folgt dann fiir den zugehorigen Smolyak-Interpolations-
operator A, q

g — Agalle,

< ¢ pk+Egladt)(kt3)
< c 5 S P

)Inax<c*6%vchk+%(14-ﬁUH§)>>d1

mit der d-variaten Basisfunktion ® := ¢ ® ... ® ¢, den Filldistanzen h; :== h3™7,

> 1 und Gy = - R=0
§ 21 undCy = ’;,E“’_’i”;al)) sonst

Beweis: Wir folgern das Ergebnis mit Korollar 4.3 aufgrund von

k+3
J

1L =Ujll < ch
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aus [47]; weiterhin schéitzen wir die Norm der Wendlandfunktion

ab, da die Funktion nach [37] im Ursprung ihr Maximum C} annimmt. O

Korollar 4.42 Unter den Voraussetzungen von Satz 4.41 gilt mit der Punktanzahl
n:=n(q,d) des Clenshaw-Curtis-Gitters

Ma = Agallase < 075D 043) (20 4 log(m)) = (E0 @) g, (5, 1)
mit

1
c hF+s d—1

Kar(B,h) = mﬁ(’“%)log((dl)!) max <C* Oy e b+ <1 n 5(”%)))

Im Fall h; = 277 folgern wir

||[d — Aq,d||<I>,oo S Tl_(k)-‘_%) (2d + IOg(N))(d_l)(IH_%) Kd,k
mit

Kop = ‘ Cue (1427 6N
dk = mmax C ks, C + .

Im Rahmen der Interpolation mit radialen Wendlandfunktionen & erhalten wir bei
Nutzung eines quasi-reguléren Datensatzes X mit |X| = N auf dem beschrinkten
Gebiet eine Fehlerabschéitzung vom Typ

(%
Nf—sr0xlle < caxN ( a )

Dabei bezeichnet s ¢ x die Interpolante an f auf dem Datensatz X. Offensichtlich
wird unter Verwendung einer Smolyak-Interpolante der Gestalt

—1z q— Z
Z (—1)7 I (d_|1|> (Sf,¢,Xi1 ®"'®8f’¢’Xid)

q—d+1<]i|<q
iend

der Fluch der Dimension beseitigt.

Um weitere Beispiele zu finden, formulieren wir zunéchst die folgende
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Definition 4.43 Ein abgeschlossenes kompaktes Gebiet Q C IRY mit nichtleerem
Inneren geniigt einer inneren Kegelbedingung, falls es einen festen Winkel v > 0 und
eine feste Hohe 0 gibt, so daf jeder beschrinkte Punkt x Scheitelpunkt eines in <)
liegenden zylindrischen Kegels mit Winkel ~v und Hohe ¢ ist.

Wir wenden uns nun den Gaufglocken zu. Hier wéhlen wir V = IR und damit
V®...0 YV = IR, da die Gauglocke keinen kompakten Tréger besitzt und wir
Satz 4.5 anstelle von Satz 4.8 anwenden.

Satz 4.44 Sei U; : Ny(Q;) — C(y) der zur Basisfunktion ¢ mit ¢(x) = ¢o(z) =
e~olel® g e Q;, gehorige Interpolationsoperator, wobei die Gebiete €); einer inne-
ren Kegelbedingung gentigen. Dann erfillt der entsprechende Smolyak-Interpolations-
operator Agq unter den Voraussetzungen von Satz 2.9 fir ® = ¢ @ ... ® ¢ mit

hj=h2"7, h<1,q—d— o0 undx €y x...x§y die Fehlerabschdtzung

(@) = Agaf ()] < Ce-”q‘“”%(dﬁl) max (¢, 2¢5)"" || f -

Beweis: Zunéchst nutzen wir aus, dafl nach [33] die Fehlerabschitzung
I = Uillor < cohj

fiir alle [ € INj gilt. Dabei erfiillt die Konstante ¢ fiir alle A, hj_1 — oo die Bedingung

Co hé. < Ce M.

Aus Korollar 4.3 folgern wir

d—1

M = Agal

®.R S C¢) hl 2*Z(Q*d+1) <d q 1> max (C*, C¢ hl (1 + 271))

d—1

IN

cohly_ g (d i 1) max (c*, cp h (1 + 2_l))

d—1

—c -1 q * —
< Ce tMa-an (d B 1) max (c , Co At (1+2 l))

S 06—2(q7d+1) ch™! (d q 1) max (C*, 2 C¢)d71 ‘
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Korollar 4.45 Unter den Voraussetzungen von Satz 4.44 gilt fiir n — oo fiir alle
r € IR?

—<(d=1D'n os(n —(d—1) _
f(z) — Agaf(z)] < i (@ inldtlogn) (2d + log(n))" " Kag || flle
mait
C

Kag (d—1)!

max (¢*,2¢4)" "
Dabei bezeichnet n = n(q,d) die Gitterpunktanzahl des dinnen Gitters Hchdc.

Beweis: Wir benutzen die Abschéitzung

e 207N g o~ (d-1)!n (2d+log(n))” TV

und

(dL) < (d—ll)! (2d + log(n))* .

Bei der klassischen Interpolation mit Gaufiglocken bekommen wir Fehlerschranken
der Form
1

If = sroxlle < cae N7,
wobei N = |X| die Anzahl der Daten eines quasi-reguldren Datensatzes darstellt.
Das Ergebnis von Korollar 4.45 zeigt, dafl wir durch die Verwendung des Smolyak-
Algorithmus bei der Interpolation mit Gauflglocken den Fluch der Dimension deutlich
besinftigt haben.

Ein &hnliches Ergebnis erreichen wir fiir Inverse Multiquadrics:

Satz 4.46 Es sei ¢(z) = ¢op(x) = (02—|—x2)_% fir c € Ry, f € IR.\2IN die
Basisfunktion zur Interpolante sg g4 x, = U;(f) mit f € Ny(;) auf dem Datensatz
X;. Die Gebiete Q) geniigen einer inneren Kegelbedingung; es seien die Vorausset-
zungen von Satz 2.9 erfillt. Dann gilt mit ¢ — d — oo fiir den zugehorigen Smolyak-
Interpolationsoperator und fir alle x € 0y X ... x y

)= Auaf @] < € (T Js (260) " Wl

mit®:=¢®...0¢.
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Der Beweis verlduft analog zu dem von Satz 4.44. Wir folgern:

Korollar 4.47 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 4.46. Dann folgt
—<(d=1D'n og(n))~(¢—1) _
[F(2) = Agaf(2)] < emRUTDIMCAREED T (90 + log(n) " Kagl|fle
mat

C B d—1
Kip = =1 max (c ﬁ,?c(b) .

Auch in diesem Fall haben wir durch Verwendung des Smolyak-Algorithmus den
Fluch der Dimension entscheidend abgemildert, denn bei der klassischen Interpolation
mit radialen Multiquadrics erzielen wir Fehlerabschétzungen der Form

=

If = sroxllo < cae™™%;

X ist dabei wieder ein quasi-regulirer Datensatz mit |X| = N.

Wir fassen zusammen, dafl die Methode von Smolyak auch bei der Interpolation mit
radialen Basisfunktionen angewandt werden kann und dort Wirkung zeigt. Besonders
hervorzuheben ist, dafl der Fluch der Dimension nicht nur im Fall polynomialer, son-
dern auch bei exponentieller Konvergenz deutlich besanftigt werden kann. Allerdings
ist bei Anwendung des Smolyak-Algorithmus nach der in diesem Abschnitt darge-
stellten klassischen Methode lediglich eine Nutzung von solchen Basisfunktionen, die
sich als Tensorprodukt einer positiv definiten, univariaten Funktion schreiben lassen,
moglich. Das wird sich im kommenden Abschnitt, in dem der Gebrauch allgemeiner
Basisfunktionen méglich sein wird, &ndern.

Ausblickend stellen wir weiterhin fest, dafl eine &hnliche Vorgehensweise auch in
allgemeineren Féllen, insbesondere bei bedingt positiv definiten Funktionen, méglich
ware. Wir betrachten Funktionen, die dem Tensorproduktraum univariater
Native Spaces entstammen. Dazu wihlen wir verschiedene Tensorprodukt-Basisfunktion
P =, ®...® ¢;, mit i € INY, |i| < g, wobei die univariaten Basisfunktionen ¢
bedingt positiv definit beziiglich P;, sind. Die Funktionen ®° seien positiv definit
beziiglich P;, ® ... ® P;,. Zu den univariaten Funktionen f; € Ny, p,(€;) gibt es
univariate Basisfunktionen-Interpolanten S@,j X fi=s Fabiy X der Gestalt

Ny,
S‘bil Xy fi = Z ailjl¢il('7 xizjz) + Pi,
Ji=1
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fiir die das Gleichungssystem

S¢il,Xil fl(xrzsz) = Ji (xrlsz)

mit p;, € P, und dem Datensatz X;, = {z;,,,...,7i,,} fir alle | = 1,...,d,
lil,|r] < ¢, 1 < < N, und 1 < 5, < N,, 16sbar ist. Deshalb folgern wir auch
die Losbarkeit der Systeme

(S¢i1:Xi1f1 ®®S¢zdaX1dfd) (xrlsla"'adesd) — f(xrlsla"'axrdsd)

mit f = f1 ®...® f4, welche sich unter Verwendung der Lagrangedarstellungen der
Gleichungen auch mittels

(S¢7i1,Xi1 ®...® S(z’id:Xid) f(xTI-Sl? T 7x7'd5d) = f(‘,'vT'1517 T 7x7'd5d) (20)

schreiben lassen; es folgt (20) fiir alle f € Ny, », (%) ® ... ® Ny, p, (€;,) und
schliefllich auch auf dem entsprechenden Tensor Native Space

f¢i17Pi1 (Qll) ®ﬁ et ®/6 f¢id7pid (de) + ’P¢i17"'7¢id (Qll XX Qld)

Damit gilt auch

f(xrlsly .. ’xrdsd)
= 20 e (s ®...85 ) fl@ Trysy)
— > q— |7,| ¢i1:Xi1 e ¢id’Xid Fis1s - - Lrgsy
ienNd

aufgrund von (A.4) fiir [r| < gund 1 < s < N, fiir alle f € WZ;I’PI""’N”%. Wir

haben damit eine Interpolante an f auf dem diinnen Gitter H, 4, welches aus den
univariaten Datensdtzen X; = {x;1,...,2;y,} fiir 1 < j < ¢ —d+1 besteht, gefun-
den.

Da die gleichméfBige Vertréiglichkeit von Tensorraumnormen nicht unbedingt fiir Ten-
sorrdume mit Seminormen gilt, sind die Fehlerabschitzungen dieses Abschnittes in
dieser Form nicht unmittelbar iibertragbar. Wir gehen deshalb im folgenden Ab-
schnitt auf eine Methode iiber, die solche Kern- bzw. Polynomridume benutzt, fiir die
wir eine Aussage treffen konnen.
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5 Interpolation auf dem gestérten diinnen Gitter

Neben dem Ansatz in Abschnitt 4 gibt es noch eine weitere Moglichkeit, den Smolyak-
Algorithmus fiir die Interpolation mit Basisfunktionen zu verwenden. Diese Vorge-
hensweise soll in diesem Abschnitt realisiert werden. Wir gehen von einer Situation
aus, wie sie fiir die klassische Interpolation mit radialen Basisfunktionen entwickelt
wurde, vgl. Abschnitt 2. Dabei verwenden wir den Smolyak-Algorithmus bei der In-
terpolation mit Basisfunktionen so, dafi der zugehorige Polynomraum einer Smolyak-
Struktur folgt. Zu einer allgemeinen, 2d-variaten Basisfunktion ® formulieren wir
fir jede Funktion f € Ny auf einem IR%-wertigen Datensatz X = {xy,...,7,} die
Interpolante

n
spax = » a;®(,x;) +p
=1

mi,...,Mg—d+1

mit ay,...,a, € Rund p € SP , wobei

Yoaplz;) = 0
7j=1

fiir alle p € 6732;""’%_“1 gelte. Ist nun die Basisfunktion ® bedingt positiv definit
bzgl. des Smolyak-Polynomraumes SPZ&""’m"_d“, so gibt es immer eine Losung fiir
das lineare Gleichungssystem. Die Losung ist nach Satz 2.2 eindeutig, wenn X einen
unisolventen Datensatz auf SPZ?; """ M4t enthilt bzw. wenn die Matrix P injektiv
ist. Die Gleichungssysteme lassen sich fiir jeden Datensatz X mit n = |X| = |H, |

auf eine weitere Weise beschreiben. Wir bezeichnen dabei den Datensatz mittels

X = {xij}ie{q,d

J€dgq
mit den Indexmengen
I = {i=(i1,...,1q) : il <q} und
Joa = {=01--ja) : 1<ji<my,l=1,...,dundicI,4}.

Zudem definieren wir uns eine weitere Indexmenge

Kij,d = {k':(kl,...,k'd) : lgklg’ﬁlil,lzl,...,dundiEIq’d}.
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Nun formulieren wir die Interpolante mittels

spox = ., @ my)+ Y Brpw

ie}q,d ie]d,d
jejq,d kEKq,d
mit pr = Py, ky € (P, ® ... Q@ IPy,), den reellen Zahlen o = ;. s> Bk = Bky,oky
und
> ajplzy) = 0
i€l q
jEJq’d

fiir alle p € 6732;""’%_“1. Wir stellen das Gleichungssystem wie auch im klassischen

Fall iiblich mit Hilfe von Matrizen dar:

Aq;.,X P (6 Y
- . (21)
PT 0 3 0

Dabei definieren wir die Matrizen Agp x = (®(zij — Trs)) ireryus Pi = (Pk(Trs)) erga,s

Jrs€dg q Te{q,d
sEJq,d
die Vektoren o = (aj)jejqd’ B = (Be)rer,, wmd y = (f(ij)) icr,a - Die Matrix Ao x
’ ’ i€dg.d

hat n(q,d) Zeilen und Spalten, wenn wir mit n(gq,d) die Anzahl der Punkte des
diinnen Gitters H, 4 bezeichnen. Die Matrix P besitzt ebenfalls n(g,d) Zeilen; die
Anzahl ihrer Spalten entspricht der Dimension 7(q, d) des Smolyak-Polynomraumes

ist n(q, d)-zeilig.

5.1 Bedingte positive Definitheit im Smolyak-Polynomraum

Um eine Interpolation mit Basisfunktionen mit Smolyak-Polynomraum durchfiihren
zu kénnen, muf} die zugrundegelegte Basisfunktion bedingt positiv definit beziiglich
dieses Polynomraumes sein. Eine solche Bedingung erfiillt jede Funktion, die bedingt
positiv definit beziiglich eines im Smolyak-Polynomraum enthaltenen Raumes ist.
Wir formulieren deshalb:

Lemma 5.1 Seien ¢,d,m € IN mit ¢ = d + maxz(0,m — 2). Dann gilt mit m; > 1,
m; > 2 41 fir2<j<qg—-d+1

d MLy MG—d 41
P c SPIY .

m =
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Beweis: Fiir m = 1 kann die Inklusion einfach nachgerechnet werden. Im folgenden
sei also m > 2. Es sei 2/ = 7' -...-27f ein Basiselement von IPZ. An ein Basiselement

; ] ] M yeeeyMG— . . .
) =it - -ayt € SPy 7 sind die Nebenbedingungen

0 <y < m—1 und
it tig <G

gekniipft. Von daher ist a7 gleichzeitig Basiselement von SPpy™"7 " falls
(i1,...,14) € INp existieren mit
...+ < ¢ und

0 < g <20t

fir alle 1 <[ <d. i
Wiire also 2/ ein Basiselement von IP¢ | C SPZZ;L:’SZ(W””“, so wiire 27 mit j =
j+ex und eg = (6),;y fiir alle [ ein Element der Monombasis des P4, und jedes

Basiselement des IP? lieBe sich auf diese Weise beschreiben. Das Monom 7 ist kein

m v _ 1
Basiselement von SP;?;:’{;Z(”_U_“I, falls j, = 2% 1 + 1 fiir i, > 1 bzw. falls j, =1
fiir i, = 1 gilt. Dann folgt aber j, < 20*D-1 und 27 ist ein Basiselement von
SP;?;,’L:’lr)nj(f?d_l)_d“. Daraus schlieen wir, daf
§g>qm) = qm—-1)+1 = ... = ¢q2)+m—-2 = d+m—2
gelten muf. 0.

Zusammen mit Satz 4.23 folgt

Korollar 5.2 Die stetigen Funktionen ¢;, 1 < j < d, seien bedingt positiv
definit der Ordnung m;. Dann ist thre Tensorproduktfunktion ® = ¢ ® ... ® ¢q

MLy MG—d+1

bedingt positiv definit beziglich des Smolyak-Polynomraumes SPg mit
¢ = d + max (0, Z;l:l m; — 2), my > 1 und my > 271 4+ 1.

Wie schon im Beweis zu erahnen ist, erhalten wir mit Lemma 5.1 nur eine grobe
Schranke. Konkret konnen wir diesen Sachverhalt etwa im Fall d = 1 {iberpriifen, wo
offensichtlich ¢ > 1+max (0, log(m — 1)) gelten muf. Auch fiir d = 2 kénnen wir eine
genauere Schranke finden:

Lemma 5.3 Seim € IN, my =1, m; =271+ 1,2 < j < q(m) — 1. Dann gilt

PQ C ‘gpml,...,mq(m)_Q
m

- q(m)72
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falls
m+1 m=1,2
m m=3,4,5
> Y Y
q(m) = 3+ log(m — 3) m=6,7,8
1+ 2log(m — 2) m>9
Beweis: Die Fillem = 1,...,5 konnen direkt nachgepriift werden. Ein Basiselement

des IP% o'z} mit j, + ja < m — 1 ist ebenfalls ein Basiselement von SP """ """,

falls i1, 19 € INp existieren mit

7:1 + ’i2 = q— 2,
1 < 2" =60 und
j2 S - 6127
Von daher betrachten wir im folgenden nur noch Basiselemente des IP¢ der Form
' mit jy + jo = m — 1. Gilt nun (ji,5) = (0,m — 1), so folgern wir mit

(i1,12) = (0,2972) wegen m — 2 > 3
o= 0=2"=6., und

2
jo = m—1 < (m_ 2) — 2210g(m—2)—1 < 2q(m)—2‘
> ) >

6,7,8
9 .

Fiir die Basiselemente x{“%?“ des ]P,‘fl gebe es (i1,13) € INg mit i + iy = q — 2,

Die letzte Abschitzung folgern wir aus

I\/ ||

3+log(m—3) > 1+ 2log(m—2)
3+log(m—3) < 1+ 2log(m—2)

2i1 — (57;1,0 und

2" — di,0-

an—1 <
Je+1 <
Wir betrachten nun das Basiselement z]'23*. Gilt j; < 2 — &; o, so haben wir fiir

i1, j2) das Zahlenpaar (i;,iy) gefunden. Ansonsten gilt j; = 2 + 1 — §;, o. Wir
(J1,J2) das p ,i2) 8 gilt j L
bezeichnen 4, = 7; + 1. Es gilt dann

jio= 204108, < 207 = 21
Wir wollen nun zeigen, dafl

J2 < Pl ) = 2077 — 0

q—2—21 ,0
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erfiillt ist. Sei zunichst i; < ¢ — 3. Aufgrund von jo, = m — 1 — j; = m — 2 — 2% st
die Ungleichung genau dann erfiillt, wenn
q—3

o 2
m—1 = (m—2)+1 < 20731 4211 41 = A
Jr—

gilt. Wegen

(m —2)?

9a(m)=3  ~
- 4

> (i —D(m—=2-j)

ist dieser Sachverhalt durch g(m) =1+ 2 log(m — 2) gegeben. Letztere Ungleichung
erhalten wir, wenn wir die Funktion f,,(z) := (z — 1)(m — 1 — x) n&her untersuchen.
Die Funktion ist auf dem Intervall [1,%') monoton steigend, nimmt an der Stelle
x = % ihr Maximum an, um dann auf dem Intervall (%, m — 1] monoton abzufallen.
Im Fall 7; = ¢ — 3 muf die Ungleichung j, < 0 bzw. m — 1 < 2+ 2773 gelten. Es folgt
die Behauptung. O

In einem weiteren Spezialfall folgern wir

Lemma 5.4 Gilt mj = z-j fir z € IR>, und 1< j<qg—d+1, soist mit

¢ > max(d,d+m — z)

der klassische Polynomraum IP¢ im Smolyak-Polynomraum WZ;""’mq_d“ enthalten.

Beweis: Unter Beachtung von IP? C SP4 gehen wir analog zum Beweis von Lemma
5.1 vor. 0.

Ein weiteres Resultat erhalten wir, wenn wir Smolyak-Funktionen, bestehend aus
univariaten positiv definiten Funktionen, betrachten:

Lemma 5.5 Es seien ¢;, 1 < j < g — d + 1, paarweise verschiedene, stetige, po-
sitiv definite Funktionen mit verallgemeinerten Fouriertransformierten dA)j, fiir die
die Ungleichung qAﬁj(w) > qAﬁj,l(w) fiir alle w # 0 erfillt sei. Dann ist die Smolyak-
funktion Aga(dr,. .., Qg—a+1) bedingt positiv definit beziiglich des Smolyak-Polynom-

mi,.--sMg_d+1 - ~ L ~ o . .
raumes SP 4 mit my := my und m; = max(m;, mj_,) fir j > 2.
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Beweis:

Da dA)j um Null integrierbar ist, folgern wir dieselbe Eigenschaft fiir die Funktion
gzgj — ngﬁj_l und es gilt wegen ngﬁj — dA)j_l > 0 mit dem Satz 2.4 von Iske die positive
Definitheit von ¢; — ¢;_;. Aufgrund von Satz 4.23 sind also die Funktionen

(bj, — bji—1) ® ... ® (b5, — Djy—1)

positiv definit. Damit folgt

SN aarAga(on, - -, dgar) (@, Tk)

I=1k=1

= > Z Z g (dj, — djy 1) @ ... @ (dj, — bj, 1) (w1, z1) > 0.
il q<a =1 k=1

5.2 Das gestorte diinne Gitter

In diesem Abschnitt werden wir kldren, welchen chaotisch verteilten Datensatz wir
verwenden wollen. Wir werden diesen Datensatz ein gestortes diinnes Clenshaw-
Curtis-Gitter nennen und beziehen uns dabei sowohl auf das klassische Clenshaw-
Curtis-Gitter H¢ mit my =1, m; = 2/"' +1,2 < j < ¢ —d + 1, als auch auf das
diinne Gitter HCC2 mitm; =2"14+1,1<j<¢g—d+1.In Analogle zum gestorten
vollbesetzten Gltter bzw. quasi- regularem Datensatz formulieren wir:

Definition 5.6 Sei Q) kompakt, sei ¢ > d. Wir nennen den Datensatz X C Q mit
| X| = ‘Hgf‘ oder | X| = ‘Hq(/:f? ein gestortes (dinnes) Clenshaw-Curtis-Gitter auf
Q, falls er fur

¢ = min [lz—2  und
TH#T
h = hxgq = sup min ||z —y||
yEQ reX
die Bedingung
i < h < ¢d209% (22)

mit ¢, € IRy erfillt. Wir bezeichnen X mit LG bzw. LTT?.
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Ein Clenshaw-Curtis-Gitter ist unter folgender Bedingung auch gleichzeitig ein gestortes:

Satz 5.7 Sei Hqc, ein Clenshaw-Curtis-Gitter mit ¢ > d, und sei HCC2 ein dinnes
Gitter mit m; = 2/=1 1. Bei beiden diinnen Gittern seien die umvamaten Datensdtze
Xj={zj1,. .., 2jm, }, 1 < j < q—d+ 1, verschachtelt, es gelte

il T
2 ?

(23)

Tj+1k

im Clenshaw-Curtis-Fall sei x19 := x11. Dann sind beide Gitter gestorte Clenshaw-
Curtis-Gitter.

Bedingung (23) bedeutet, daf die Datenpunkte des univariaten Datensatzes X1\ X;
genau zwischen den Punkten des Datensatzes X; liegen. Die Daten sind damit dqui-
distant verteilt, und die Schrittweite |z;; — zjp1], 2 <j<qg—d+1,1 <k <271
halbiert sich mit jeder Verfeinerung des Datensatzes.

Beweis: Die Ungleichung ¢ < h,Hoc o ist trivial. Wir benennen im folgenden beide
diinnen Gitter mit Hy 4. Beze1chne Gq ¢ das vollbesetzte Gitter mit

Gq,d = Xq—d+1 X ... X Xq—d-i—l;
es erfillt

ha, .0 < 4

Sei T € G4 4 der Gitterpunkt, fiir den

ha,.0 = sup |7 -yl
yeN

angenommen wird. Offenbar gilt ¢ = (Z1,...,%4) € X;, x ... x X, mit
d < |llg £ d(q —d+1). Wir wihlen nun einen Punkt Bj;(Z;) =: x; nach folgen-
der Abbildungsvorschrift: Fiir 7; € X, \ij—1 sei x; = xy; 1 € IR der Datenpunkt
aus Xj, i, fiir den z; Mittelpunkt der Strecke zwischen z;,_1; und einem Nach-
barpunkt x;, 151 oder ;141 darstellt. Im Clenshaw-Curtis-Fall nehmen wir den
Nachbarpunkt z;, 1, falls & > 2L=3 4+ 1; andernfalls entscheiden wir uns fiir den
Nachbarpunkt ;; 111 Im Fall des zweiten diinnen Gitters H‘fdm wéahlen wir genau
umgekehrt. Nun definieren wir die Abbildung

Bli = Bi+loBi+2o---OBl;
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die komponentenweise Anwendung dieser Punktauswahl wird mit Hilfe des Symbols
® formuliert. Wir folgern mit z = (B,;, ® ... ® By,;,) T € X;, x ... x X, fiir |i|g < ¢

ha,.0 < sup ||z —yl|
yeN
< sup (||lz = & + |7 — yl])
yeN

Vd

|z — || + 57

IN

Jetzt untersuchen wir
lz =2l = [ (Bui, ®...® Bii,) & — |-
Bezeichnen wir mit I; die Identitdtsabbildung, so gilt fiir entsprechende Z offenbar
1L ®.. [ @B RL®...01)7 3| < 207%-lg
Damit folgern wir fiir [ > ¢ unter Verwendung der Dreiecksungleichung
!
(L ®.. [ ®B, L @...0 L)z -2 < Y 207 #rg
p=i+1
I—i—1
— 9q—d+1-l S o
un=0
9q—d-+1-1 (214 _ 1)
< 9u—d+l-i

und schlielich fiir [; > i;, 1 < j < d, wieder mit Hilfe der Dreiecksungleichung

| (Buiy ® .. ® By, ) & — || < ZQq d1-i;

Wir -Wiihlen nun i, = ... = id(HL%J)w = [%J und id(HL%J)qu =...=ig=1+ [%J'
Es gilt dann
| (Bi, ® ... ® Byi,) & — 7
T e oo [g e
< oo [) - o-[1]4) =
< <2d+d{ J >2q—d—%+1q
< d2e T
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und wir folgern

¢

—d) =11 5 —d
hir g0 < <d2<q T ) d < A2t

Auf einem solchen gestorten diinnen Gitter gilt:

Satz 5.8 Sei Q beschrinkt. Ist X = L(Y baw. LTG? ein gestirtes dinnes Gitter auf

Q, so folgern wir mit ¢ € IR,

. 2id

C——— T
(d—1)ld

=

hya < (2d + log(n)) T n~. (24)

Dabei bezeichnet n die Anzahl der Punkte des Datensatzes.

Beweis: Sei N, 4 = 2le—d+1)d dje Anzahl der Punkte auf dem vollbesetzten Git-
ter Gyaq = Xg—ar1 X ... X Xy_gy1. Aufgrund der Kompaktheit von €2 schlufifolgern
wir N ¢? < C. Das ist einzusehen, wenn man um jeden Gitterpunkt von G, 4 eine
d-dimensionale Kugel mit Radius g legt und dann das Volumen dieser Kugelmenge
gegen das von {2 abschétzt. Es gilt also

§ < CNi = 02 (adtD)

und wir folgern unter Nutzung der Korollare 3.29 und 3.31

hxo < cd20 9T g
S 63d27%
1
2ad d-1
< 2¢3 (d_d T noi (2d+log(n))ddl.

Vergleichen wir die Fiilldistanz eines vollbesetzten Gitters mit der Fiilldistanz eines
gestorten diinnen Gitters bei gleicher Punktanzahl, so erhalten wir folgendes Ergeb-
nis:
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Korollar 5.9 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 5.8. Dann folgt fir den Quo-
tienten der Filldistanz hx o eines gestorten dinnen Gitters X und der Filldistanz
ha,a eines wvollbesetzten d-dimensionalen Gitters Gy bei fester Punktanzahl
| X| = |G4| = n die Ungleichung
hxa

< 0(d), d—
ha, o

Beweis: Wegen hg, o ~ n=i betrachten wir den Faktor

1

24 d d—1
K,(d) = W(?d—!—log(n)) .

=

Unter Verwendung der Stirlingschen Formel folgt fiir grofle Werte von d

21 d 21 't 21 d'+a I\
d—nu  ar O((Md)ide—l N 0((2% ) )

= O(exp (% ln(2d7r1)>> = O(1), d— oc;

es gilt auch
1 1
(2d + log(n))i = exp (3 In (2d+log(n))> — 0(1), d—

und zusammengefafit folgern wir K, (d) = O(d), d — oc. O

Im folgenden Unterabschnitt werden zur Bestimmung des Interpolationsfehlers vor-
bereitende Ergebnisse ermittelt.

5.3 Fehlerabschitzungen

Bei der Fehlerabschitzung im Rahmen der Interpolation mit Basisfunktionen wird
darauf abgezielt, eine obere Schranke fiir die entsprechende Giitefunktion zu finden.
Dabei wird, wie bereits in Abschnitt 2 erwdhnt, auf Ergebnisse der Polynominterpo-
lation zuriickgegriffen. Deshalb notieren wir an dieser Stelle einige Folgerungen aus
Lemma 4.28, die fiir derartige Zwecke nutzbar sind. Wie auch im klassischen Fall
formulieren wir aufgrund der Stetigkeit der Determinante
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Korollar 5.10 Fiir die Punkte des speziellen dinnen Gitters

HY = X e---@X7)

lila=q

mit XZ = {0,...,m; — 1} gilt

(1) det(kl)k,lEHZd % 0 und
(2) es emistiert eg > 0, € € IR, so daff fir alle x mit ||z, — k|| < e und k € H,

die Polynominterpolation beziiglich SPml’ PMa=dt eindeutig lGsbar ist.

Lemma 5.11 Firalleqg > d, m;> 1,1 <[ < g—d+1 und zu jedem ¢ > 0 existieren
ho > 0, c1, ca > 0, so daf es fiir alle X = {xy,...,xn} C IR und

= — <
h¢(x) e min ||z —y/| ho

Uy (x), ..., un(z) € IR gibt mit
(1) p(x) = ]  Uj(x) p(x;) fur alle p € SPZE""’mq_d“,
(2) u;(x) =0 fir alle j mit ||z; — x| > ¢1 he(x) und

(3) Tior |4(@)] < e

Beweis: Sei a € HZ gegeben. Bezeichne y, := x + a ¢y he(z). Es gilt

1Yo — 2|l = llacohe(@)]| = lalllcohc(@)] < max (my; —1)[lco he(2)]]
i1+.7..+7id=q
< mgacohy = mgaco = (
Myg.d Co
mit myg = maXilf.qu (mi; — 1) und hy = qudCO. Damit folgt

he(r) > minex [lye — 2| und zu jedem o € HZ existiert z, € X mit
lYa—2al| < h¢(x). In diesen Punkten {z, }oc nz, ist eine Polynommterpolatlon moglich,
denn mit w, = 2z, — @ gilt ||we, — acohe(x)]| < he(xr) < hy und folglich
—af < 6—10 Unter Anwendung von Korollar 5.10 kann also in den Punk-

mi,..., mg_
auf dem Polynomraum SpP, ;=" *!

|| co hC
ten

wa

co h((:L‘) aquZd

mit €y = é interpoliert werden.
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.....

ug (CO;L“—?(QE)) = 0,8, SO ist ug (m) Lagrangebasis zu {wa}aerd und damit er-

halten wir eine Lagrangebasis ug (Coh;g’(”x)) zu {za}aerd. Nun sind wir in der Lage,
die im Lemma beschriebene Lagrangebasis zu definieren. Wir bezeichnen

~ Yy—x
Ul(y) = ug <COTC($)> 5131:35

mit 1 <1< N,y € R und § € HZ. Hiermit gilt fiir alle p € S~

D VI e L

OSB] Smlj -1

B=(B1,-,B4) €N
lilg<q

N

= Y w(y)p(z).

=1

Weiterhin schlieflen wir vom Nichtverschwinden von @,(y) auf z; = z5; von daher ist
die Ungleichung
[ = Beohe(w) —ml < he()
erfiillt. Damit folgt auch
le =zl < he(x) + [Bleohe(r) < he(x) e

wobei ¢; 1= (1 + ¢gmyq) definiert ist. Zudem gilt

N N
Yo lw@)] = Y |us(0)0nes = D us(0)] < e
=1 =1 pen’Z,

mit ¢o € IR, . Zuletzt mufl noch die Eindeutigkeit der Darstellung der Datenpunkte
angemerkt werden; aus x; = z, = 2 und der Wahl von ¢y > 2 folgt

[+ acohe(x) = zall + [l + Beohe(w) = 25l < 2he()

und deshalb [|(a — §) co he(2)]| < 2he(z) < 1. O

Bemerkung 5.12 Die Konstanten c¢; und co aus Lemma 5.11 unterscheiden sich
deutlich von denen aus Lemma 2.8.
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5.3.1 Allgemeine Basisfunktionen

Nun wollen wir die Giitefunktion im allgemeinen Fall abschétzen.

Satz 5.13 Seiengq, ¢, d, k, mq, ..., Mg_q11, M1, ..., My_qq1 € IN natirliche Zahlen,

welche die Bedingungen P C SP;’E """ MadrL m; < m; und q > ¢,k > d fir einen

d-variaten Polynomraum P erfillen. Dann gilt fir eine d-variate, beziglich P be-

dingt positiv definite Basisfunktion ®, fir jeden Datensatz X = {xy,...,xy} mit
= |H{T| oder |HS?| und jeden Punkt x € IR® mit

C €o
= — < =
ete) Hysglll)<c IZIéI)I(I 2=l "o Mq,d

und €y < % die Abschdtzung
P)Z(,ﬂ,:n < (1 + 62)2 E:is(ka (I)a 6)

mit € > 2¢i he(x), ¢ = (mi; — 1)
abhingigen Lebesgueschen Konstanten co € IR, und dem Approzimationsfehler

ES(k,®,€) = inf max |®(x) — p(z)]. (25)

pesp™ ka1 [laf|<e

Beweis: Wir bezeichnen die Losung der Approximationsaufgabe (25) mit pf,’; und
definieren fiir alle y € IR?

N

S*
fu(y) = pkdx_ Z y pkd —y).
J=1

Wegen k£ < ¢ wird pf,’;(x — y) durch die Lagrangefunktionen exakt reproduziert und
es gilt Q% ;(y) = 0. Daraus kénnen wir
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schlieffen. Wir betrachten nun

Phas = 00) =23 () @ —2) + 3 () ,(x) e~ )
= (2(0) - p5(0)) - (2 IRICLCEREEDY @(x)pk’d(xz—x)) +

+ (2_:1 u;(z) uj(z) ®(z; — x;) — .2_:1 w; () ﬂj(x)p‘,i’;(xi — x])) )

Unter Anwendung von Teil (2) von Lemma 5.11 folgern wir wegen
e > 2eih@) = 2 max oy —all > o — ol + s —a

und genauso € > ||z; — || fiir alle 4, j mit @,(z), @;(x) # 0 die Abschidtzung

2
N N
PRiae < Ej(k, @) + 23 Ju(z)] Ej(k,®.€) + | 3 Iﬂj(w)l) B (k, @,¢)

Jj=1 J
< (T+2c+c3) BES(k,®,¢) = (1+¢)? E5(k, ®,¢).

Durch Anwendung von Satz 4.29 erhalten wir fiir bestimmte Basisfunktionen eine
konkretere Fehlerschranke.

Satz 5.14 Sei F C C¥(Q) mit Q C IR ein Banachraum. Das dinne Gitter HS§ mit
den Gitterpunkten z;;, = —cos(n(jy—1)(m; —1)"") fir 1 < 5 < my,
i = (i1,...,40q) € INY, k—d+1<|i|] <kund1 <1< d seiinQ enthalten. Unter
den Voraussetzungen von Satz 5.13 gilt fir h < 1, [0,h]| CQ und P € F®...® F
mit Tensorraumnorm || - || re. oF

Ef(k, ® h) < cdmax(2c, cl,)d*1 27k k241D e F
mit ¢, = 1 im Clenshaw-Curtis-Fall und ¢, = 2" im Fall m; = 271 41,
1<7<q—d+1.
Beweis: Es gilt

inf max |®(z) — p(x)] < max |®(x) — p(x
it 5 200) P S s [00) 50|
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fiir alle p € SPy g™ ~*** also auch, falls wir

97

p(z) = pa(z) = > (—1)k_|i|d< -l >q’($i1,jl,...,xid,jd)xj

1< <my; k — |i|1,d

k—d+1<]i]; g<k

SR |

k—d+1<[i]1 4<k

) — 1
l‘i]’ = — COS (M>

d—1
k—lil1,q

JU@@

wahlen mit

und
Ui,d(q)) (:U) = Z (I)(xilju S 7xidjd) xja
1< <my,
1<i<d
wobei i = (iy,...,1i4) gilt. Unter diesen Voraussetzungen schreiben wir pg

gemdf (9) aus Abschnitt 3 und folgern
Ej(k,¢,h) < max [Io(®)(z) — Aga(®)(2)]

llz(|<h

< | 1a(®@) = Aga(®)

[0,h]4,00

< edmax (2¢,¢,)"" 27 BB | e 07

Die letzte Ungleichung erhalten wir unter Nutzung von Satz 4.29.

Wir verdeutlichen nun die Zusammenhénge zwischen Fehlerabschiatzung und Gitter-

punktanzahl n := n(q, d):

Korollar 5.15 Mit den Voraussetzungen von Satz 5.14 folgern wir fir jede Funktion

f € Ng und ihre Interpolante spo x auf dem gestorten dinnen Gitter X =

LT mit | X[ =n

(v+2)(d—1)+1
2

oo < Cuan™? (2d +log(n)) 1/ lle

If = srex
mit
c\/d23 a1

1
Cu,d = (1 + 02) T oz Mmax (202701/) ’ ||q)||2f®...®f-

Dabei gilt ¢, =1 im Clenshaw-Curtis-Fall und ¢, = 2" falls n = ‘Li?‘.

LSS oder
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5.3.2 Tensorprodukt-Basisfunktionen

Naturgemifl kommt in diesem Zusammenhang solchen Basisfunktionen, welche sich
als Tensorprodukt eindimensionaler Basisfunktionen schreiben lassen, besondere Be-
deutung zu. In diesem Fall konnen die Ergebnisse von Lemma 5.11 auf weitere, ver-
schiedenste Weisen angewandt werden. Wir erhalten damit zunéchst folgenden

Satz 5.16 Fir die natiirlichen Zahlen q, ¢, d, k, my,...,Mg_qy1, M1, ..., Mg—d41
gelte P C SPml’ PMa-att m; < m; und ¢ > ¢,k > d, wobei P einen d-variaten
Polynomraum darstelle. Die beziiglich P bedingt positiv definite Funktion ® sei eine
d-variate Basisfunktion in Tensorproduktform; d.h. ® = ¢ ®...Q¢, besteht aus dem
Produkt von univariaten, um den Nullpunkt symmetrischen Funktionen ¢;, 1 < j <d.
Es gilt dann fir alle Datensitze X = {y,...,an} mit N = |HEE| oder |[HEG?| und
jeden Punkt x € IR® mit

G €o
ot) Hysglll)@ gg(l le=vll =t Mq,d

und €y < % die Abschdtzung
PX < (L)’ Ey®(k )

mit € > 2c¢; he(z),

abhdngigen Lebesgueschen Konstcmten co € IR, weiterhin

, der von ¢ und mgq = max igj<a  (my; — 1)
i1+ +ig=q

ES®(k, ®,€)

d
H |¢a|| 0,¢],00 mk—d+17¢176) +
a=2

d—1 p— d—p
- 1:[ |¢d—a|| [0,€],00 Z H (E(mij7 d)ja 6) + E(mij—17 d)ja 6)) ’

Md—pSk—P J=1

(mkfp+17|i|d,p7 ¢dfp+17 6)7

E(0, ¢, €) := ||#5ll10,6),00, und
E(lawae) = plenﬂf;l ||'§/) _p“[U,e},oo (26)

fir eine auf dem Intervall [0,€] definierte wunivariate Funktion  wund fir
1<p<qg—d+1.
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Beweis: Es sei pZ"w € P, Losung der Approximationsaufgabe (26), auch bezeichne
fir i € IN? das Polynom p} := p;’m ®...0 p;:%, und es gelte

* —l4 d—1 *
Pra = (=1)fh (k . )pi-
ila<k — lila
Damit definieren wir fiir alle y € IR¢
N

Qualy) = pralr—y) — Z: w; () ppa(i — ).

(Qz,a(y) und wir folgern wie im Beweis von Satz 5.13

N N
Pra(0) — 2> () pyglz; — ) + D ay(x) pp gl — x5) = 0.
j=1 ij=1

Weiterhin stellen wir nun das Smolyak-Polynom pj , mit Hilfe von Lemma 3.16 auf
eine andere Art dar; es gilt

Pha = 2 0 —pit) @@ (" —pit)
lila<k
*, ®, *,0q *,0q— *,
= Y @ -ptne.ewlt —pt et o (27)
ilg—1<k—1

Wir schétzen nun in Analogie zur Methode von Wasilkowski und Wozniakowski [46]
fir alle y = (y1,...,yq) € IR? mit ||y|| < € den Betrag der Differenz ‘(P(y) - p,’;,d(y)‘
ab. Es gilt mit § = (y1,...,%41)
@) = pha)]
< ‘(((/)1 Q...0 P41 — pZ—l,dfl) ® d)d) (y)‘ +

-1
*7¢' *7¢' *,
+Y L@ = ™) Wi (éa — vty ) (Wa)
lilg—1<k—1j=1

1éllio o0 | (61 ® - ® Guct = Pi1as) @)] +

d—1
+ > T =20 w9)] [alve) — %%, (va)]
[ila—1<k—17=1

IN
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< lallo.e,00 ‘(dﬁ ®...Q pg-1 — plt—l,dfl) (?j)‘ +
t > Hl (|5 = 2™ i) | + (65 — 220 w))]) [(6a = P, ) (wa)|
tlg-1<k—17
< Nlgalloaeo [(61® - ® duct — phrar) (D] +

d—1
+ Z H (E(mij7¢j76) +E(mijfla¢j7€)) E(mk—\i\d—ugbd;ﬁ)

g <k—1 =1
mit E(0, ¢j,€) = ||#;]/10,q,00 und induktiv folgern wir fiir 1 <1 <d—1
@) = pha)]

-1
< Ho |Pa—alli0,6,00 ‘(¢1 ®...8 Qa1 — pz—z,d—z) (?7)‘ +
ol

I p—2 d—p
+ Z H Hd)d—OAH[O,E],oo Z H (E(mij7 d)jvﬁ) + E(mij—l’ ¢jv€)) ’

p=1a=0 lil4—p<k—p j=1

'E(mkfp+lf|i|d,p7 ¢dfp+17 6)7 (28)

mit [ = d — 1 folgt | D(y) — p u(y)| < E5(k, @, ¢). Zudem gilt ebenfalls wie in Satz
5.13
€ > 2cihe(z) > 2 max |x;—x| > | — 2| + [|lz; — ]|

1< <N
@ (2)#0

> |(zi—2)" el + |(z; —2)" el

wobei mit e, 1 < [ < d, der [-te Einheitsvektor gemeint ist, und ebenso
€ > ||lz; — xf] > |(x; — )" ¢ fiir alle 4, j mit @,;(x), G;(z) # 0. Insgesamt folgern wir
nun

+ (Z i (x) j(x) ®(z; —xj) — Y ﬂi(ﬁ)ﬂj(w)pz,d(xi—%)>

i,j=1 5=l

< (14¢9)? Ef’@)(k, D e).
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Bemerkung 5.17 Die Lebesgueschen Konstanten co stimmen in beiden vorangehen-
den Sdtzen 5.13 und 5.16 iberein.

Bemerkung 5.18 Aufgrund von P2 = SP,{,;';;ﬁl,d ist Satz 5.16 auch zur klassischen
Fehlerabschdtzung bei der Interpolation mit Tensorprodukt- Basisfunktionen verwend-
bar.

5.3.3 Tensorprodukt-Basisfunktionen auf dem diinnen Gitter

Im folgenden betrachten wir nun noch eine weitere Methode, den Interpolationsfeh-
ler von Tensorprodukt-Basisfunktionen abzuschétzen, welche allerdings nur auf einem
diinnen Gitter funktioniert. Wir benutzen dazu das Stérungslemma 2.8 nur im eindi-
mensionalen, also klassischen, Fall. Auch hier resultieren im Vergleich zu den Séitzen
5.13 und 5.16 verdnderte Lebesguesche Konstanten cy:

Satz 5.19 Die um den Nullpunkt symmetrischen univariaten Basisfunktionen ¢; mit
1 < j < d seien die Faktoren der d-variaten, beziiglich P bedingt positiv defini-
ten Basisfunktion in Tensorproduktform ® = ¢1 ® ... ® ¢4. Fiir q, q, d, k € IN,
k= (ki,...,kq) € IN* mit ¢ > G, k, kg > d und 1y, ..., Mg_qp1, M1, .., Mg_ap1 € IN
gelte P C Wgé""’mq_d“. Dann folgt fiir alle Datensdtze auf einem diinnen Gitter
Hya = Ujij=q (Xi, ® - @ Xj,) mit X ={xj1,...,Zjm; } und x5 € IR fiir alle mogli-
chen Werte von j und | und jeden Punkt x = (z1,...,74) € IR mit

; C€o
he(x) = su min ||z — < hy = —>22
@) = swp i gl < ko=

mg—1

€ < % und mit € > 2c¢i he(x), ¢ = Maxi<g<g—d+1 (1 + = ), der von €y und mg,
1< B <q—d+1, abhingigen Lebesqueschen Konstanten ¢ € IR, die Abschditzung
P2, < (14¢&)ESPFk, ®,e).

X,u,x

Beweis: Nach Satz 2.8 existieren zu allen 8 € IN, mg > 1 und zu allen ¢ > 0 reelle
Zahlen ho s > 0, ca1, cs2 > 0,50 daB es fiir alle X5 = {zp1,...,7pm,}, 2 € R und

hep(z) = sup - min |z —y| < hog
yeR
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reelle g (2), ..., Ugm,(2) gibt mit

m

(1) Ejfl ugj(z) p(xg;) = p(z) fir alle p € P,

(2) ug;(z) = 0 fiir alle j mit |xg; — z| > 51 he(z) wobei ¢ = (1 + mB—_l) und

€0

(3) X2 lugi(2)] < cgpo

Es existieren also zu vorgegebenen (, [, ¢, m;, zum diinnen Gitter H,4 und
_ d ~ .
Tr = (1‘1, .. .,.'L'd) € IR" reelle {uiljl (xl)}lﬁjlﬁmil mit

Z (ailjl ®...0 aidjd)(x) p(xiljlv s 7‘7:1',1]}1) = p(x)
1<y <my,
1<i<d

fir alle p € P, ®...® Py, ; damit folgt unter Ausnutzung von Formel (A.4)

—|3 d_l ~

> o ()T a@nte) = s

lila<k —lila) 1<fizn,
1<i1<d

mit ¢ = (i1,...,40) € N j = (1,....Ja) € N% 4 ; = ;5 ®@...® G,,, und
Tij = (Tiyjys-- - Tigy,) fiir alle p € SPYy "™ ="' Weiterhin gelten die Eigenschaften
(2) und (3) fiir alle méglichen Werte von 3; deshalb folgt aus ug; # 0 die Ungleichung

c1he(z) > |xgj — z|. Bezeichne nun p;” die Losung der Approximationsaufgabe

pienllfDI ||¢] - pH[O,E],oo;

es gelte
Pea =y (=1FT (k— /i] ) (ri'e...op).
lila<k d
Mit y € IR? definieren wir
*,0 ~ *,0
i,ﬂ(y) = pk,d(x —y) — Z ;i () pk,d(xij —y) =0
1S|1j‘ldﬁsﬂl’iil
1<i<d

Bezeichnung H, 4 =: {z1,. .. ,3’5N} mit N = |H, 4| folgern wir

€ 2 2cih(x) = 2¢p1hep(ate) > 2 max ze —ajel

iy #0
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> |z —ale| + 2" e —a] e

mit fiir 1 <k <d, 1 << qg—d+1und 1 < 1,57 < N; dabei wird mit ¢; der
[-te Einheitsvektor bezeichnet. Damit folgt analog zum Beweis von Satz 5.16 fiir alle
y € R mit ||y|| < e

[(y) = praly)] < E7C (k0.

Daraus resultiert

Pia. = (200) - pp5(0) +

lilg<k
icNd
1< <my,
1<i<d
+ Y (@) (@) (i — ) — DR — Ts) ) -
lilg<k [rlg<k
1<jp<my,  1<s;<mp;
1<i<d 1<i<d

Wir folgern damit schliellich
Pla, < (L+&2ES (k0

YU, T

mit

Bemerkung 5.20 Beim diblicherweise verwendeten sukzessive verschachtelten dinnen
Gitter

Hq,d — U(XZ®'®XZ)
lila=q

mit X; C Xo C ... C Xy_gp1 gilt natirlich ¢; = 1+ mq%oﬂ_l Anders als bei Ver-
wendung von Lemma 5.11 ist die Konstante ¢, hier in den meisten Fillen wesentlich
kleiner.
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5.3.4 Smolyak-Basisfunktionen

Aufgrund ihrer besonderen Struktur bietet es sich an, Smolyak-Basisfunktionen-
Interpolanten nidher zu untersuchen.

Satz 5.21 Es sei ® Q-te Smolyakfunktion der Dimension d mit zugrundeliegenden
uniwariaten Funktionen ¢1, ..., ¢g_ar1. ® sei bedingt positiv definit beziiglich des Po-

m17 7mq d+1

lynomraumes P C SP; . Dann gilt fir jeden Datensatz X = {x1,...,2n}
mit N = |HGG| oder |HCCQ| und jeden Punkt x € IR? mit

€
hele) = sup miplle =yl < by = -
und €y < % die Abschdtzung
Pi.., < (1+ CQ)QESﬁ(k‘, D, ¢)
mit ¢ > q,k > d, € > 2cihe(z), g = 1+ 222 der von €y und mg.q = = Yjiju=q(my; —1)

abhdingigen Lebesqueschen Konstanten co E ]R+,
ES’A(I‘? D, €) := M<I>eQ d+1 E(Mi—ai1, a1, €)+

d—a
+ Z M‘%E,Q d+1 Z H (E(mig7¢l<7€) +E(mi<7¢)lg—17€) +E(mig—la¢l<7€) +

g a<@-a (=1
lilg_q<k—a

+ E(mi 1, 1.1, 6)) E (M —at1-fily—u> P@—at1—|lluas €)
E(mo, ¢,€) := ||$jllp.d00 und Mo s := maxi<j<y [[65ll0,6.00
Beweis: Wir gehen analog zum Beweis von Satz 5.16 vor; pZ"w sei wie dort definiert.

Wir schreiben p}‘-’Am = p; Mg —p;-’d"’l firl<j<k—-d+1und1<I[<@Q—d+1.
Weiterhin sei fiir [ € IN¢

* o *7A7¢ll *7A7¢l1 *7Aa¢ld *7Aa¢ld
Phag = (pil —DPiy1 )®---® Pig T DPig1
lilg<k
iemd
und
~3k . miye..,Mp—_d41 myp,...,Mg— d+1
Praq ‘= > Pray € SPra C SPy4
g<Q

lend
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Es gilt weiterhin wie bei (27)

~ *,A:¢7l *,A:¢7l *,A:¢7l *7Aa¢l *,A:¢7l
Prae = > (Pil i 1) ®...0 (pidl ¢ —pid1f> QD"
lHg<Q
lil g <k—1

*,A:¢7l *,A:¢7l *,A:¢7l *7Aa¢l *7¢l *7¢l —1
= Z (pi1 i 1) Q...0 (pidl ‘- pid1?> ® <pk|?|d1 - pk|;|d1>

[1g<@Q
lilg_1<k—1

*;Az(z)l *;Az(z)l *7A7¢l *7A7¢l *’(bQ*”l _
= > (pil " =D ) ®...0 (pidl ‘ —pid1?> ®p o

k—lilq—1
[lg—1<Q-1
lilg_ <k—1

damit folgt fiir y = (7, yq) € R mit Ay := ¢y und A; :=¢; —¢;_1,2<j < Q—-d+1

S (AL @ @A, — i) ()
[1a<@Q

Z (All ®...0A4, ,® ¢Q*‘”d71) (v) —

[lg—1<Q—1

* A, ¢ ENARGY] * A _ VA0 _ *7¢Q—\l| _
- Y @M ensM)e.e <pid_1 SR N ) ® Phfilur l(y)‘

g—1<Q-1
lilg—1<k—1

> (Ah ®...04,,® ¢Q—\l\d_1) (y) —

[lg—1<Q-1

*,0,¢ AN RYAW) 0,1 —
- Z (ph b — Pij—1 ll) ®...® <pid—1 ! _pid—l_% 1) ®¢Qld1(y)‘

g—1<Q-1
lilg—1<k—1

*7A7¢l *7A7¢l *’A7¢l — *7A7¢l _
Z (pil ' — Piy—1 1) ®...Q (pid_l - —pid_l—f 1) ®

Hlg—1<Q-1
lilg—1<k—1

IN

+

£0Q— 14—
® (pkidld - %—zd_l) (y)‘

Z (All ®...® Ald—l - ﬁ;;—l,d—l,l) (Zj)

[Hg—1<Q—1

d—1
+ > I (E(miga D1 €) + E(mi, 1, €) + E(mie—1, ¢, €) + E(mye_1, dre—1, 6)) :

ltg_1<Q@-1 ¢=1
lilg_ 1 <k—1

. E(mk—1—|i|d—17 ¢Q—1—|l|d—17 6);

< My eg-d+1 +
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induktiv folgt mit

Q—d+1
> (All - ﬁzfd+1,1,zl) ()| = ‘ (¢Qfd+1 - pk’—qsgﬁm) (y1)‘ < E(k—d+1,99-a+1,¢€)
I1=1

fiir ||y1|| < € analog zum Beweis von Satz 5.16 die Behauptung. O

Im Fall Q) = k 148t sich eine weitere, einfachere obere Schranke fiir das Quadrat der
Powerfunktion finden:

Satz 5.22 Unter den Voraussetzungen von Satz 5.21 gilt
Piae < (L4’ By (Q )

U, T
mit
ESQ,P,6) = M o_an BE(mg-ai1, bg-ar1,€) +
d—1 d—a
+ Z M'g;l Z H (E(mlga¢l<7€) +E(mlga¢l<—17€)) '
a=1 md—aSQ_a ¢=1

'E(mQ—a-l-l—\l\d—av ¢Q—a+1—\l\d—av 6)'

a(bl

Beweis: Wir wihlen p;f’A wie im Beweis von Satz 5.21 und definieren

~% o *7Aa¢ll *,A:@d
PQa = E Dy, ®...0p, .
Hg<Q
lenvd

Wir folgern daraus

Z (All ®"'®Ald) _ﬁ?g,d

Z (All XR...Q Ald,l ® ¢Q—md—1) -

[tla<@ [fa-1<Q—1
A, N bo—11,_
- 2 (p M. @pt ®pQ|l|dd11>‘
[fa-1<Q-1
< Mcb,e Z (All ®...0 Ald71 — p*’A"bll R...Q0 p*’A’¢’ld—1) +
[lla-1<Q-1
d—1
| X I (B0 b€ + E(mg, d-1,€)) E(mo-i, - da-a-©)
[lg-1<Q—-1¢=1

< By (Q @)
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analog zum Beweis von Satz 5.21. a

Bemerkung 5.23 Aufgrund von Lemma 3.37 gilt

AQ,d(¢17 T ¢Q7d+1) = AQ,d(¢17 oy @1, P2y ¢Q7d+1);

damit ist Satz 5.22 auch fir Q-te Smolyakfunktionen mit Q < Q anwendbar-.

5.3.5 Praktische Fehlerschranken

Wir wollen nun die vorangegangenen Ergebnisse auf bestimmte Typen von Feh-
lern, welche bei der Bestapproximation univariater Funktionen entstehen, anwenden.
Bisher hatten wir aus praktischen Griinden die Norm der univariaten
Funktionen ||¢;||j0,5],00 auch mit E(myg, ¢;, h) bzw. E(0, ¢;, h) bezeichnet. Diese Schreib-
weise miissen wir nun zugunsten der besseren Anwendbarkeit aufgeben und wir for-
mulieren deshalb:

Satz 5.24 Unter den Voraussetzungen von Satz 5.16 oder Satz 5.19 gilt

EJ%(k, @, h)
d—1 1 d -1 p k—d
= T 1L Iodlone(E(0) 3 Bloserstpn) 3
p=0 P! o= p+e u=0 I=p—u €5,
Z ( ) H ||¢UT || 0,h], H (m17¢0'(p),h) .
j=0 p=j+1

p

2 11 (E( i+ Go Gy h) + B0 646) ))+

D it lo(s) =1 U+l

in(j)ENVo ()
P
+E(mkfd+17¢p+17 Z Z < ) H ||¢0’ (r) || 0,h], H (m17¢0(p)7h))‘
0eS, j=0 \J p=j+1
Beweis: Sei Sy, die Gruppe der Permutationen der natiirlichen Zahlen {1,... k}.

Wir betrachten

p
> 11 (E(mij, Gj, h) + E(mg; 1, ¢j, h)) E(mk—dspr1—i,» Pot1, h)

|i],<k—d-+p j=1
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k—d+p p
= Z H (E(mija d)ja h) + E(mij—la d)ja h)) E(mk7d+p+lfl,¢p+1,h)
I=p |il,=lj=1
k—d+p

P
= Z H (E(mija ¢j7 h) + E(mi]‘fla ¢j7 h)) E(mk7d+p+1*l7 ¢p+17 h) +

1]‘>1
1<j<p
p—1 k—d+p p
+Z Z Z H(E(mljad)])h)+E(mlj—17¢]7h))
u=1[=2p—u 3;I|p=éu Jj=1
mit i; =..=i; =

und i;>1falls 1#£jq,....5u

-E(Mk—drp1-15 Pps1, D +H (m1, ¢, h) + E(mo, 5, h)) E(My—di1, Pps1, h)

k—d+p

= Z Z H( mij+17¢j7h) "‘E(mij,(ﬁj,h)) E(mkfd+p+lfl,¢>p+1,h) +

=2p lil,=l-pj=1

—1 k—d+p p
+ Z Z Z Z H ( (mla ¢J7 ) + E(mio(j)fla ¢j7 h)) )
u=1[=2p— uUESp EB wi lo (@)=t Jj=1
to(1)=:" _lc'(u)_
ig(j)>1 fiir j>u

'E(mk dtpt1-1s Ppt1s h) +
+H m17¢]7 +E(m07¢)jah)) E(mk)—d—l—lad)p-i-lah’)

k— d+p
= > > H ( (mi;, dj, h) + E(my;_1, ¢, h)) E(mp—aspr1-1, Gp1, h) +
1=2p |i|,=l—pj=1
p—1 k—d+p 1 [
Z H (E(m17¢j17h)+E(m07¢j1vh))'

p . i—=
D et io(gy=l—e J171
ip(1) ==l (4)=1
io(j) €N fiir j>u

P
H (E(mia(h)-l-la d)a(jz)a h) + E(mia(h)a ¢o’(j2)7 h)) E(mk—d-i-p—l—l—la ¢p+17 h’) +
je=u+1
1 P
- H mlad)]a )+E(m07¢]7 )) (mk—d+17¢p+17h’)

g€S, p j=1

u=1[=2p—u oES) U'(p - U,)'

+

A
—_
T
U
+
hs)
—_

1
g g
Z Puvpvl_p + ﬁ Z Pp7p70
g=u+1i0(ﬁ):17" €S
ia_(j)€WV0'(j)
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p—1 k—d 1 1
- ul( _ u) Z Py u,p,l +5 Z Pp,p,O
u=0l=p—uoccS, P ZB witio(®=! p g€S,
i (j) €NV ()
mit
P;,p,l = H (E(m17¢j17h)+E(m07¢j17h’)) :
Ji=1
p
H (E(mia(h)-l-la ¢tr(j2)a h’) + E(mio.(h)a d)a(jz)a h’)) E(mk—d+1—l7 ¢p+17 h’)
Jo=u+1

fir alle in Frage kommenden u und p. Wir wenden uns nun P7 , zu. Zunichst gilt
fiir das Produkt von verschiedenen Summanden a;, b,

1i[1(aj+b 2:: ZHGO' H a(r)s

n o ] oESy p=1 r=j+1

was man leicht induktiv beweisen kann. Wir wenden dieses Ergebnis nur auf das erste
Produkt von Py, an, da eine Umformulierung des zweiten zwar moglich ist, aber
keine praktische Relevanz besitzt. Die Menge der Permutationen auf {o(j)}, ;. fiir
o € Sy, 1 <b < n nennen wir nun Sy und wir folgern damit

u

PQZPJ - Z Z H ||¢U oo (p || 0,h], H (m17¢0*oa(r)7h) :

]OJ(U’_] o—es’o'pl :]+1
p
H (E( by (G )+1,¢ G) ,h) + E(m; (),¢> (1),]7/)) E(my—ati-1, $ps1,h)
3:u+1
und
J u
Z upl - U/' Z Z H |¢U ||[0ah]700 H E (m17¢0'(7‘)7h) -
o€S, o€S, j= 0-7 p=1 r=j+1
p
11 (E( Mi_ 115 Boiy 1)+ B s 8oy 1)) B(mik—aii i, @pi1, h).
3:u+1

Die letzte Gleichung gilt deshalb, da jede Permutation

N o*oo(j)
7(j) = {U(])

J
1

IAIA

2 M
+ IN
IN
s
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ein Element aus S, ist, welches auf u! moglichen Wegen entstehen kann. a

Wir wollen nun dieses Ergebnis auf verschiedene Félle anwenden. Wir starten mit
den einfachsten Voraussetzungen:

Korollar 5.25 Fs gelten die Voraussetzungen von Satz 5.16 oder Satz 5.19; weiterhin
sei fiir alle | € IN

E(l7 ¢p: h) < K¢>,, (h)

Dann folgt fiir allem;, 1 <j <qg—d+1

~ k
S,® o
ES®(k,®,h) < 0552351(2 K,a(h)) (d__ 1)
mit
B 1 J P d
Kpa(h) = = > max [[ omllome II Koo (W) Ko () TI [1@allon.co:
P ges, SISy p=j+1 a=p+2

Gilt o1 = ... = ¢g =: ¢, so ist

EJ®(k,®,h) < .Kh(h)Onax(ﬁ%(h%H¢Hmme)*‘B%(h»d1<dfi1>'

Bemerkung 5.26 Da Korollar 5.25 fir allgemeine m; Giiltigkeit besitzt, kann es
wegen P4 = 673717;';’,1"117,1 zur klassischen Fehlerabschdtzung bei der Interpolation mit
Tensorprodukt-Basisfunktionen genutzt werden.

Beweis des Korollars: Es gilt mit

1 . i u J P d
522 () oollone T Ko 050,00 1T oo
P-es,  j=0 \J/ r=1 p=j+1 a=p+2
1 J ’ d
< = 2 max [T domllomee IT Koo (W) Ko, () T l1¢allpme
Pl es, 1< 5 p=it1 apt2
1 J ’ .
< = > max [ domllonee [T Koo (WK, (h) 11 [10allppec
Pl o3, 15i%h pjti a=pt2

= kpyd(h)
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die Ungleichung

By (k,®,h) < df?ﬂ(pzl(”)&,d(m 5 (pl‘l >+f<p,d<h>)

p=0  uzo \U S \p—u—1
_ j;tmd(h)(g (P) (’;jj) 1)
- S g ()
- Srkun(* 7))

wegen der Formeln (A.2) und (A.5) aus dem Anhang; es folgt die Behauptung. Bei
Ubereinstimmung aller univariater Funktionen ¢; gilt

w\ 2 p d
N Z 2/) w Z (]) H ||¢a’(7‘) || [Urh}’oo H K(bo-(p) (h)K¢7p+l (h) H ||¢a || [Oah]voo
r=1

' oES), j=0 p=j+1 a=p+2

—Uu ¢ 311 ], 00
= 28Il e Ks(R)? +1<“ Loy 2

+K¢(h)>u

[0llon00 , 1)"

IN

d— p 1 p+1 Hd)H[O,h],oo 1 b
Pl Kot o (e 1

_ 2p||¢||d p % (h)p+1 (2%;33) + %)

IN

Ky(h)  max

20 (Co(h) + Ky (h))”

= Ky(h) max(||¢||[o,h],oo,c¢(h>+K¢<h>)d‘1

= Ky(h) (Co(h) + Ky(h))"™

mit Cy(h) := max (Ky(h), [|6/ljo.m.0)- O
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Wir bekommen eine andere Formulierung von Korollar 5.25, falls wir die Fehlerschran-
ke in Abhéngigkeit von der Gitterpunktanzahl n := n(q,d) des jeweiligen diinnen
Gitters formulieren:

Korollar 5.27 Sein := n(q,d) die Anzahl der Punkte des Clenshaw-Curtis-Gitters
H{Y bzw. HCF?. Unter den Voraussetzungen von Korollar 5.25 gilt

Cd

E7®(k,¢,h) < d _”1)! o Joax (2”I~(p,d(h)) (2d + log(n))*"

bzw.
Kg(h) cd d-1 _
B0 < A (i (K0, [0lc) + Ko)™ (2 + doglo))"
im Fall oy = ... = ¢pg = ¢. Wir bezeichnen dabei ¢, = 1 im Clenshaw-Curtis-Fall und

¢, =2V firn = ‘Hgﬁ‘. Ist n := n(q,d) die Anzahl der Punkte des dimnen Gitters
Hyqgmitmj=z-j7 firl <j<gq-—d+1, so folgern wir unter den Voraussetzungen
von Korollar 5.25
S,® PR n
ES®(q,¢,h) < max (2°K,q(h)) oyt

0<p<d—1

und fiir o1 = ... = ¢g = ¢ gilt

1 n

0 < ) s (500 )+ )

Offenbar kann mit univariaten Fehlerschranken wie in Korollar 5.25 der Fluch der
Dimension nicht behoben werden. Deshalb gehen wir im folgenden zu besser anwend-
baren eindimensionalen Schranken iiber. Das folgende Ergebnis stellt eine Verallge-
meinerung von Korollar 5.25 dar:

Korollar 5.28 Die Voraussetzungen von Satz 5.16 oder Satz 5.19 seien erfiillt. Es
gelte

E(l,¢j,h) < Ky (h) (f(h)

mit | € IN, 1 <1 < q—d+1. Dann folgern wir fir my = 1,2, m; = 2971 + 1,
2<j<qg—d+1und f(h) <1

e S ) [ |
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wobei K, 4(h) wie in Korollar 5.25 definiert ist. Im Fall ¢, = ... = dg =: ¢ gilt
E3%(k, ®,h)
(f ()2 Ky(h) 1*(h) Tk
< SISk (s (B2 o) + £ Do) (,° )
. h) = LYY
mztg(h):{{( ) : §:£§z@ :

Beweis: Wir fiihren den Beweis fiir n = ‘H&C?‘ durch. Im Clenshaw-Curtis-Fall
nutzen wir dieses Ergebnis, wobei wir die Konstanten Ky ,1 < j < d, durch f(h)
dividieren. Es gilt

p

H (E(miamﬂ, Do) h) + E(mia(;), Do (5> h)) E(mk—g+1-1, bps1, h)

Jj=u+1

<

B, 5 (B) | gy () ( (1) Zmuss (%m(h)) Ok

Koy () (f (1)) (L P2 () (£ )

p—u

VAN
s {2
15

Ky, (B) | Koy (R)(F(R)25D (14 £2(h))

Analog zum Beweis von Korollar 5.25 folgern wir
(1+ 12(0)" Kpa(h)
1 ou o U 9 J
> )™ > ) FR) ™ TT 160w oo -
r=1

ol
p'UESp j=0 J
d

p
) H K(bo(p) (h) K¢p+l (h) H ||¢0€ || [Oyh},OCH

damit gilt
d—1

Bk, @, k) < (F(R)E 30 Kpa(h) (14 f2(h)” (Z <p>li (pl_l )“);

p=0
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wie im Beweis von Korollar 5.25 erhalten wir das Behauptete. Falls ¢; = ¢ fiir alle j
gilt mit Cy(h) := max (K¢(h), ],oo)

(1 7200)"" 2 3 3 (2) ) T o

T o€ES) j=0

p

o0 H Kd’o—(p) (h)
p=j+1

d

Ky (h) TI N dallion,co

a=p+2

= (e rm) T umry (1) o2tz
et (1 ) ol (LI [0l
() toti (" )

)
_ e 2( P = iy 1 oo = Ko(h))*
_ (1+ £2(m)" gl ( * Ky(h) (1+f2(h))>
)

< Ky (14 £2(0)" lelli o <1+ C¢(';)_K¢(h))>p

Ky(h) (1 + f2(h)
= KeWlelios < e (1+f||(¢|)|)o: i¢(h) _Kd)(h))
g (OO

-1

Ky(h) (Ko(h) f2(R) + Col))*

IN

Es folgt damit

Korollar 5.29 Unter den Voraussetzungen von Korollar 5.28 gilt fir die Punktan-
zahl n = n(q,d) des diinnen Gitters mit mj =271 41,1 <j<qg—-d+1,

E7%(q,®,h)
(2d + log(n))* 2(d—1)1—2(d—1)+n—2(d—1)(2d+log(n)) 201 \\P T
< o V) Jax ((1+ f2(1) Ky a(h)
bzw.
E7®(q,®,h)

(2d + log(n))* 2(d=1)!+n—2(d—1)(2dHog(n)) 1o 1+ (k)" =
= (d-1) (f(R)) 0<p<d1<< F(h) ) K”’d(h)>
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1m Clenshaw-Curtis-Fall.

Bemerkung 5.30 Méglich wird der Beweis von Korollar 5.28 durch die Abschiitzung
f(R)? < f(h)?7; tatsichlich bekommen wir eine dhnliche Schranke im Fallm; = 2-j.
Die Bestimmung schirferer Schranken ist schon im Fall d = 2 relativ kompliziert.
Ersetzen wir nun unter ansonsten gleichbleibenden Voraussetzungen die Bedingung
mj =271+ 1 durch mj = z-j, 2 € IN, so erhalten wir bei fast analogem Beweis die
Fehlerabschdtzung

0<p<d—1 -1

ESS a0 < (1) max (4 0P Rum) (")

fiir beliebige ¢; , 1 < j <d, und

By (k, ®, 1)
z(k— z d-1 k
< (DR (s (0. [ol) + £ s) ()
falls o1 = ... = ¢q =: ¢. In Abhdingigkeit von der Punktanzahl des entsprechenden

diinnen Gitters Hyq mit m; = z - j gilt aber n := n(q,d) = 2¢ (g) und wir folgern

/=

ES2(q. @) < S (FO)'T (F0) 0D max (14 F(R) Kpa(h)
tm allgemeinen Fall und
E7%(¢,®, h)
< PN ()0 Ky () (max (Ko (h), [6lloec) + £ (K (h) "
fir o1 = ... = ¢qg=: ¢.
Fir z =1 und ¢ = m + d — 1 befinden wir uns im Fall der Interpolation mit

Tensorprodukt-Basisfunktionen und dem klassischen Polynomraum IPS

¢, vgl. Bemer-
kung 5.18.

Korollar 5.31 Unter den Voraussetzungen von Satz 5.16 oder Satz 5.19 gelte fiir
le N

mit v € IR. Dann folgt

S oV p+l k
Ed ’®(/€, P, h,) < 2—(Ic—d+1)1/ max (Mp,l, (—) Kp,d(h)> (d 1)
SPS Cy -
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mit
T
Weiterhin gult
ES®(k,®,h) < 2 (k-d+y (i—:)df%(h) (Ky(h) + 2" Cp, )" " (dﬁl>
falls ¢y = ... = ¢4 =t ¢ und Cy, := max (Ky(h), #\6llone) und ¢, = 1 im

Clenshaw-Curtis-Fall und ¢, = 2 im Fallm; =271 +1,1 < j < q—d+ 1, definiert
15t.

Beweis: Wir berechnen fiir den Fall m; = 2 zunéchst
p
Z H (E(mio_u)-l—laqs () ,h) +E(mlo_u)7¢)o'(5)7h))

Z§=u+1 io(8)=! j=utl
in(j) ENYo())

p .
= II Koy Y 270" (1+2)
j=utl Dt ()=
iy (j) €NV ()
4 _
= I K (e T
~ d)o'(j) p_u_]_ '
Jj=u+1
Damit gilt
-1 1 d - k—d
S ||¢a||0hooz() S Blmsini by 1) Y
p=0 P a=p+2 u=0 I=p—u gES)

u

Z<]>H|l¢m||0h I[I E(ni, dog, b)-

j=0 p=j+1
p
Z H (E(mio(])-l-la d) () h’) + E(ml o)’ ¢ () h))

D it lo(s) =1 U+l
iy (j)ENYa())

_ 2(’“d+1)”6l2:1f~(¢,ppzl<> i 22:() (1+2%) (pi;1—1>

p=0 u=0 l=p—
-1 p-1 P k—d -1

: z—w—wmzo (1)
70 — ~ p—u—1

e 0 B ) e
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und wir folgern

ES®(k,®,h) <

IN

()

o (k—d+1)v Z f(¢ ,

p=0

117

k—d
2U (1 42V
Co)rae)

w36

d—1
—(k—d+1)v - kE—d+p
= 9 (k—d+1) Z K¢,p Mp,y< )

< 27(k7d+1)l/

p=0 P
- N E—d+p
0<pait (M Ko,) ;) ( p >

Den zweiten Teil beweisen wir anfangs analog, es ist

Ef’@’(k ®, h)

< znwWﬂl kd“>C§(ﬁ

u=0 u

E (s

I=p—u

_ ZH(/)Hd p—1o—(k—d+1)v (Z

u=0

- anWﬂl ez o)

Weiterhln gllt

(0

= 2

]
(

<y

u=0

k —

<
b

)

Jeoer
ot

500G

:K¢

und wir folgern

ESO(h@,h) < zmwumm k“WK<m(

) (1+2")~

v n - u j
Loy z(>Kﬁﬁ1nw%Mw+

i=0 \J

:<>K”“lﬂw%ﬁm>
() Dasrrs

()Kﬂﬁlnw%ﬂm)
)

Ky(h)

£ (8o fo

u=0

(i)
om0
) (i)

(" nmﬁfaw>

k—d+ p> <K¢,(h) + 2Vc¢,,,>d‘1
p [16]0.21,00
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il k—d -
= > 2‘(’“‘d+1)”K¢>(h)< ' P) (Ky(h) +2"Cy,)" .

p=0 P
Der Clenshaw-Curtis-Fall folgt durch Multiplikation der Konstanten Ky ,1 < j < d,
des vorangegangenen Ergebnisses mit 2. a

Die Schranken bekommen in Abhéngigkeit von der Punktanzahl des diinnen Gitters
folgende Gestalt:

Korollar 5.32 Sein = n(q,d) die Anzahl der Datenpunkte des diinnen Gitters Hgf
oder Hgdm. Dann gilt unter den Voraussetzungen von Korollar 5.51

Kaa(h o
E7%(q, ®,h) Eai%%&i};n_”(2d-+log0ﬂ)w D0+
mat
Kyo(h) := Ky(h) (Ko(h) + 2V~C¢,V)d_l D= =0a=9
d.® ' maxp<p<d—1 (Mp,qu,d(h)) : sonst ’

Dieses Ergebnis ist auf jede glatte Funktion anwendbar:

Satz 5.33 Es gelten die Voraussetzungen von Korollar 5.31. Dann folgt fiir jede Ba-
sisfunktion ® = ¢1 @ ... ® ¢pg mit ¢; € C¥ fiir 1 < j < d auf dem gestérten dinnen
Clenshaw-Curtis-Gitter Lg? und fiir alle f € Ng die Fehlerabschditzung

d-1)(v+1)

If = srexllo < Craa(h)n % 2d+log(n)) > |If]e

mit
C (h,) = 7(1 02) ¢ <62 + max <C2 ¢, max ||¢)|| >> dgl
v,d,® ( / 1)!11-%-1 » bu 1<5<d 5 11[0,h],00

Gilt v > 1, so folgern wir

(d=1)(v+1)  d—1

If =sraxloe < Coaalh)n 272 (2d+log(n)" = 5 ||fle

mit
~ B (1+¢)e2:/d (), 0. - o
Cuaell) = "G s (Ch+m“<cmc”gﬁﬁwmmﬁ§»
mat
) W . X = LC¢
Cv = . qd‘é*Z :
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Beweis: Wir nutzen Korollar 5.31 und ein Resultat von Jackson. Es gilt fiir [ > v

h 1%
E(l7¢j7h) < C1,¢; (7)

und damit auch fir [ < v

h [
E(l,¢j,h) < C2,¢; <7> < 2,0, i < Co.,; I~V V.

Insgesamt folgt
fiir allgemeine v und

fir v > 1. O

Bemerkung 5.34 Unter Verwendung von Satz 5.33 erhalten wir im Vergleich mit
Korollar 5.15 hohere Approximationsgiiten. Interpolieren wir also mit Tensorprodukt-
Basisfunktionen, so bietet sich in jedem Fall die Nutzung von Satz 5.33 an.

5.4 Auswertung
5.4.1 Wendlandfunktionen

Wir wenden uns Tensorprodukt-Wendlandfunktionen zu. Dazu formulieren wir:

Definition 5.35 Seien ¢, = @541 univariate Wendlandfunktionen. Dann be-
zeichnet @5 = ¢y, @ ... @ ¢, mit s = {s1,...,54} € IN{ die Tensorprodukt-
Wendlandfunktion.

Diese Funktionen sind nach Satz 4.23 positiv definit. Es folgt
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Satz 5.36 Sei @ := &4 eine Tensorprodukt- Wendlandfunktion. Es gelten die Voraus-
setzungen von Satz 5.16 und 5.19. Dann folgern wir fiir jede Funktion f € Ny

o < Coan (731 (2d + log(n)) (F3) @ D5 || £ |1,

1f = spex

mit der Basisfunktionen-Interpolante sy o x auf dem Datensatz X = ng oder ngz
mit | X| =n, s =minj<<qs;, h <1

1 224 \/d a5t
Coa(h) = (Lte)e ld \1/_ (Cz h + max <c2 h, ¢, max CS<>>
(d—1)15+3% 2 i<j<d

Y

1 D s =0 167 : X =LC¢
— .5 Cs = tie
Cn {<—<; sonst 4 G {1 X =Ly

Beweis: Wir verwenden Satz 5.33 mit v = 2s wegen ¢,, € (/. Da die Wendland-
funktion im Ursprung ihr Maximum Cj, annimmt, vgl. [37], folgern wir sofort die
Behauptung. a

Dieses Ergebnis ist der klassischen Fehlerschranke hinsichtlich der Komplexitétspro-
blematik deutlich iiberlegen. Allerdings erhalten wir auf dem gestorten diinnen Gitter

eine etwas geringere Approximationsgiite als direkt auf dem diinnen Gitter, vgl. Satz
4.41.

5.4.2 Gauflglocken

Aufgrund ihrer Funktionalgleichung stellen die Gaufiglocken die einzigen Funktionen
dar, welche gleichzeitig radial und tensoriert sind. Von daher ist jede Gaufiglocke im
Raum F! @ ... ® Fl fiir alle [ € INy enthalten und wir kénnen Satz 5.33 auch im
radialen Fall anwenden.

Satz 5.37 Es gelten die Voraussetzungen der Sdtze 5.16 bzw. 5.19. Sei
®:=d, = e mita e IR, die Gaufglocke. Dann gilt fiir alle | € INy, fiir alle

f € No und ihre Interpolanten sfo x auf dem gestirten dinnen Clenshaw-Curtis-
Gitter X = L{§ oder L{G? die Fehlerschranke

~ | DLy d=t
If = spaxlle < Casn 720 (2d+log(n)) =257 || fllg
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mit
- (l+e)e2mVd 2, T
Coo = (d— 1)!l+%+i (c h + max <c h,¢ lrg% ||¢j| [O,h],oo>>
16=" : X =L¢
und ¢; = Go -
! { I

Mit Satz 5.37 bekommen wir zwar eine Fehlerschranke, bei der der Fluch der Dimen-
sion erfolgreich bekdmpft werden konnte; exponentielle Approximationsgiite erhalten
wir auf dem chaotischen Datensatz jedoch noch nicht. Die Begriindung liegt darin,
daf} wir hier im Vergleich zum klassischen Fall verdnderte Lebesguesche Konstanten
bekommen, deren Verhalten in Abhingigkeit von der Raumdimension noch unge-
klart ist. Folgt man der iiblicherweise verwandten Auswertung der Lebesgueschen
Konstanten [19], so wird die extreme Aufwendigkeit dieser Fragestellung deutlich.

Das folgende Ergebnis erhalten wir mit Korollar 5.28. Hier ist die Approximationsgiite
noch abhéingig von der Raumdimension und der Punktanzahl der Daten; von daher
ist die Verwendung von Satz 5.37 vorzuziehen. Wir formulieren dennoch:

Satz 5.38 Fir die Gaufiglocke ® := &, = e~ mit o € IR, folgern wir unter den

Voraussetzungen der Sdtze 5.16 bzw. 5.19 und mit h < a™2

d—1
14¢)27 2 5 n ~ .
Hf—sfﬁb,X”oo < %Cﬁzn Bd,a(n) (2d+10g(n))(d 1)(/8d,a( )+2) ||f||<1>7
(d—1)!
wobet
C 1 o
Pia(n) = _?d —log (Caa) + a log (n (2d + log(n)) (d 1)) ,
aé2id
Cao = g1 und
o 2d+1—log((d—1)!) : X =L7
T l2d+1-log((d—1)) : X=L{F
falls

Cine < n(2d+ log(n))~ @Y

fiir alle f € Ng. Dabei bezeichnet sfo x die Interpolante an f auf dem gestirten
diinnen Clenshaw-Curtis-Gitter X = L{7 oder LTT?; die Konstante ¢ entstammit
Bedingung (24) aus Satz 5.8.
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Beweis: Unter Nutzung der Exponentialreihe folgern wir mit ¢ := ¢, = e—olal?

(ah?)? 5
!
fiir alle [ € IN. Es folgt mit Korollar 5.28

E3%(k,®,h) < % (maX< ;g(h ’1> +Lh>d_ (dﬁ1>

f(h)2(k—d—1) d—1
S A (d 1

o\ 2k—(4+1lcc)d 4 4
< (ar?) ) <d—1>
mit den Bezeichnungen f(h) = (ah?)~?, g(h) wie in Korollar 5.28 und

1 _ 1:XLCC
“ T 1o X= Lg’g‘?‘

E(l,¢,h) < < (ahQ)l—Q _ (ahg)—2 (ahz)l

Damit gilt

If = sp8.x]|

a0 G 2 1 1 k—(4+126@)d
< st Galn)> Caan @ Ga(n)d 1flle
(d—1)!
L Gy(n)s . 1\ log((d—1)!)+log(n)—log(Ga(n)) +d1 o —1— LH1oc)d
< ot GalE o g ) d) D) e log(Gatm e 1l
(d—1)! ~
1
d—1 Ggy(n)z 1 1\ —Cgq+log(n)—log(Ga(
- 22—7§J5;«%andaamd) d “ £l
C 1 Y4 1 1_Cg_ 1 _1
— d,a nOg(Cda)+ 7 log(n)+% log(Ga(n Gd( )2 A+ log(n)—10g(Ca o )— 5 log(Ga(n
(d—l)

mit

Ga(n) = (2d +1log(n))* .

M1 £lle
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5.4.3 Inverse Multiquadrics

Zunichst formulieren wir

Definition 5.39 Die Funktion ®Ppc := ¢pc, @ ... ® ¢p,0c, mit b = {f1,..., 04} €
B.

(R_\2IN)", ¢ = {c1,...,cq} € RY und g, ., (2;) = (c? +x§)7 fiir z; € Q; heifst
Inverser Tensorprodukt-Multiquadric.

Inverse Tensorprodukt-Multiquadrics sind nach Satz 4.23 positiv definit. Wir erhalten
folgende Fehlerschranken:

Satz 5.40 FEs gelten die Voraussetzungen von Satz 5.13. Sei
D = Ppe = g @ ... ® Ppe, mit b = {B,...,0 € (R \2IN)* und
c = {c,...,cq) € ]R‘i ein Inverser Tensorprodukt-Multiquadric. Mit h < 1 folgt
fir f € Ng, fir die Interpolante s x auf dem gestérten dinnen Gitter X = ng
oder LS§? mit | X| =n und fir alle | € INg

~ 1 d—
lf —sroxlle < Csaalh) nl3 (2d+log(n))(d*1)(l+§)+2—lf

mat
d—1
5 _ (4 Vd 2 21 = 2 | p2 7
C@dﬂ)(h) = m c¢“h+max | c h, Cy lréljagxd (C] +h )

@

. 1670« X =LY
undcl:{l _ X:L%ZCQ.
. q’

Zum Beweis benutzen wir Satz 5.33. Ein weiteres Ergebnis liefert Korollar 5.28.

Wie auch im Fall der Gauglocken kénnen wir bei Verwendung der Inversen Multi-
quadrics dem Fluch der Dimension entgegenwirken, mit gleicher Begriindung erhalten
wir auch hier keine exponentielle Approximationsgiite. Weiterhin betrachten wir auch
hier eine Folgerung aus Korollar 5.28, bei der die Approximationsgiite von der Raum-
dimension und der Anzahl der Punkte des zugrundegelegten Datensatzes abhingt:

Satz 5.41 Es gelten die Voraussetzungen wvon Satz 5.16 oder Satz 5.19. Sei
D = Ppe = ¢p0® ... 0 ¢g,0 mit b = {Bi,...,0;} € (R_\2IN)* und



5 INTERPOLATION AUF DEM GESTORTEN DUNNEN GITTER 124

c={c,...,c} € R% ein Inverser Tensorprodukt-Multiquadric. Dann folgt fir h < 5
fir f € N, fiir ihre Interpolante sgo x mit X = LG oder L{G? und | X| =n

1f = spa.xlloo

da
1 = ) (20#163)7 Cgnaetn) (2 4 1og(m)) e | 1,
d—1)! ’
wobet
Cy 1 —(d—1)
Bae(n) = —F —log(Cue) + ~log (n (2d + log(n)) ),
é2'ad
Cd,c = m und
1
Ci = d (% - 1) +log((d—1)1) — 1,
falls

C’gd < n(2d+log(n))7(d71)

erfillt ist. Mit ¢ bezeichnen wir die Konstante aus Bedingung (24) von Satz 5.8.

Beweis: Mit [33] folgern wir ||ds.c(/0,],00 < 2151 ¢% und

L+ !
8| c2 2h
E(l, ¢5.0h) < 2|2|C_h<7>,

aufgrund von Korollar 5.28 gilt dann

E;°(k, @, h)
2(k—d) 811 811
< (B et 20 (max (2|%|§_ .2 ) +

o (Y ol h) ()
C ()" (1) (s 2) o (2)) ()
Bt (2|e|f_+;)d [+ (%)) ()
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d—1
2h\ " s )\ 2h\° 1 k
N h 2|5| 5) 1 -
) () (- () o) (05)
% 2k—d(2+1cc) <2|§|C§>d2d1 k
c d—1

c . —_gcCC
mit u.(h) = f" _ § _ L%ZCQ und 1o wie im Beweis von Satz 5.38. Wir defi-
. q’

nieren G4(n) ebenfalls wie im Beweis von Satz 5.38 und folgern dann

1f = srex|le
k—d(1+i1c0) d 1
2 2
< u+@>(ﬁ> (2lf]2)" Gl
c (d—1)!

)IOg((d*1)!)+10g(n)+(d100*1)*108;(Gd(”))*d(1+%10(7)

M

S Kﬁ,c,d (Cd,c n_% Gd (n)% Gd (TL)

1 1\ Cyq+log(n)—log(G4(n 1
— Kiea (Cc,dnig Gd(n)ﬁ) a+log(n)—log(Ga(n)) Ga(n)?

C C
Kp g C5 n)o8(Cae)=gloa(m)=Tt +5108(Ga(m) @ () = 108(Cae)+ T+ log(n)= g log(Ga(m)+5

mit

K = 714_02 <2|§|C§>%
o (d—1)! |

5.4.4 Multiquadrics

Zunichst formulieren wir

Definition 5.42 Wir nennen die Funktion @, : Q; — IR mit

Dpe i = Opres @ . @Pppe, mitb ={B1,..., 0} € (R \2IN)?, c = {c1,...,ca} € RE

0 0
und ¢g, o, (2;) = (—1)[ 21 (c? + x?) * fir x; € Q; Tensorprodukt-Multiquadric.

.....

Der Smolyak-Polynomraum SPZ?; "a-d+1der bei der Interpolation mit Tensorprodukt-
Multiquadrics verwandt wird, muB fir my > 1, m; > 27+ 1,2 < ;< g—d+1
nach Lemma 5.1 die Bedingung ¢ > d+ max (0, 2?21 [%1 — 2) erfiillen. Wir erhalten
folgende Fehlerschranken:
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Satz 5.43 Es gelten die Voraussetzungen der Sdatze 5.16 und 5.19; Weiterhin sei
D = Ppe = gy @ ... ® Ppe, mit b = {B,..., 0} € (IR\2IN)* und
c=A{c,...,cq} € ]Ri ein Tensorprodukt-Multiquadric. Es gelte h < 1. Wir folgern
fir f € Ng, fir die Interpolante sfo x auf dem Datensatz X = ng oder X = Lng
mit | X|=n

B d-1)(B+1) )(B+1)

If = srexlle < Cpaa(h)n™> (2d+1logn)) > |[flle
mat
(1+¢)c AN
Csan(h) = W ¢® + max ( ¢*, s max, (c]+h)
_ <j<
und
. 476 X =LY
g = 1 X = LCC’Z
fir0< B <1. Fir 8 >1 gt
A _B_ L w 1
If = spexllo < Coaa(h)n™273 (2d +log(n)) T flle
mat
d—1
A _ (1+0e) Ve 2 2 AN
Cpaw(h) = A1) ¢® + max | ¢*,é5 max, (cj+h) :
Beweis: Wir benutzen Satz 5.33 wegen ¢4, .. € Cj, . O

Da die Multiquadrics keine positiv definiten Funktionen darstellen, wurden sie in
diesem Abschnitt zum ersten Mal zur multivariaten Interpolation mit Verwendung
des Smolyak-Algorithmus eingesetzt. Auch in diesem Fall wurde dem komplexitéts-
theoretischen Problem entgegengewirkt, denn bei der klassischen Interpolation mit
radialen Multiquadrics erhalten wir Fehlerabschidtzungen der Gestalt

_B
||f_8f,'i>,X||oo S C@de 2d

wobei N die Anzahl der Punkte eines quasi-regulidren Datensatzes auf einem be-
schrankten Gebiet darstellt. Gilt # < 1, so konnen wir abgesehen von einen logarith-
mischen Faktor sogar Approximationsgiiten gewinnen, die vergleichbaren Gréflen aus
der klassischen eindimensionalen Interpolation iiberlegen sind.

Wie auch bei den Inversen Multiquadrics erhalten wir wieder ein Ergebnis aus Ko-
rollar 5.28:
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Satz 5.44 Unter den Voraussetzungen wvon Satz 5.16 oder Satz 5.19 sei
D = Ppe = ¢pe® ... ® ¢pge mit b = {Bi,...,0 € (R \2IN)" und
c = {c,...,¢} € R} ein Tensorprodukt-Multiquadric. Es gil dann fir h < &, fir
[ € N, fir ihre Interpolante sy x mit X = LG oder LS§? und | X| =n

1f = spo.xlloo

1 d
) (d+ 8] (21#1¢#) Cgianrset) (2d -+ Log(n)* Vet 3) | g,
wobet
Cy 1 —(d—1)
Bae(n) = —F —log(Cue) + ~log (n (2d + log(n)) ),
¢ d
Cd,c = m und
1
Ci = d (% - 1) +log((d—1)1) — 1,
fiir

C’Zd < n(2d+log(n))7(d71)

erfillt ist. Die Konstante ¢ stammt aus Bedingung (24) von Satz 5.8.

Der Beweis verlduft analog zu dem von Satz 5.41.

5.4.5 Thin Plate Splines

Wir definieren wieder

Definition 5.45 Sei ¢3, : Q; — IR mit ¢p,(v;) = (—1)67”rl (z)% log(z;) mit
xj € Qj, B € 2INg und 1 < j < d ein Thin Plate Spline. Dann heifit die d-variate
Funktion ®p, = ¢35, @ ... dg, mit b = {B1,..., 8} € (2IN)* Tensorprodukt Thin
Plate Spline.

Wollen wir bei der Interpolation mit Tensorprodukt Thin Plate Splines den Smolyak-
Polynomraum SPZE nutzen, so mufl ¢§ > d + max (E?Zl %] — 2) gelten. Es
folgt
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Satz 5.46 Es seien die Voraussetzungen von Satz 5.16 bzw. von Satz 5.19 erfiillt.
Sei ® = &y, b ={f,...,04} € (2ﬂ\7)d ein Tensorprodukt Thin Plate Spline. Dann
folgern wir fir f € Ng, ihre Interpolante sy x auf dem Datensatz X = ng oder
ngZ mit | X|=mn, f:=mini<,<qf; >0 und h < 27%,

- gl (d=1)(5+2)
If = srexlle < Cpaa(h)n™ = (2d+log(n)) 2 [|flle

mit
= 14 ¢y)d? 2% . 1
Cpan(h) = ( (d 0_2)1)'2i2d (62+max (02,% log(h)))
48 X =I1CG
und ¢z = gd
’ {1 : X =L10¢?

Beweis: Da die Funktion ¢g, (1) = ‘rﬁi log(r)‘ im Intervall [0, 2_5%'] monoton anwéchst,

gilt [|dg,]l[0,n1,00 < hPlog(h) < h log(h). Damit folgern wir unter Verwendung von Satz
5.33

(d=1)(B+D) | d-1
8 T2 Tt

If = sroxlle < Coas(h)n 273 (2d +log(n)) 1/ ]le

mit

Cawe(h) = (L+c) vV hT (02 + max (62, Cp log(h)))d_;1 ;

aus Satz 5.33 folgt

- 2733 d= - d-1)2
his O 5 (2d + log(n))
(d—1)=z
und zusammenfassend bekommen wir das Ergebnis. a

Auch die tensorierten Thin Plate Splines werden an dieser Stelle erstmalig zur kom-
plexititsreduzierenden Interpolation nach Smolyak angewandt. Bei der klassischen
Interpolation mit Thin Plate Splines ® auf dem quasi-reguléren Datensatz X C
bei beschranktem Gebiet 2 und |X| = N kann die Norm des Fehlerfunktionals durch
Schranken der Form

5
If —spexlle < CoqgNd

abgeschitzt werden; fiir positive Werte von [ folgern wir also, dafl wir abgesehen vom
nicht so sehr wesentlichen logarithmischen Faktor im Vergleich zu den eindimensio-
nalen klassischen Ergebnissen verbesserte Approximationsgiiten gewinnen kénnen.
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5.4.6 Polynomials

Bj .
Definition 5.47 Seien ¢5, :  — R, 1 < j < d, mit ¢ (z;) = (~=1)% 2 fiir
x; € §); univariate Polynomials. Dann heifit die Funktion ®y, = ¢p, @ ... ® ¢g, mit
b:={p,..., B} € R: Tensor Polynomial.

Bei der Interpolation mit dieser Basisfunktion muf fiir den Smolyak-Polynomraum
SPyy " die Bedingung § > d + max (0,4, [ %] — 2) gelten.

Satz 5.48 Es seien die Voraussetzungen der Sdtze 5.16 und 5.19 erfiillt;
Py, =g, ® ... ¢, mit b={p,...,04} € ]Ri set ein Tensor Polynomial. Dann
folgern wir fir alle f € Ng und ihre Interpolante spo x mit X = ch, oder X = LCC2
mit | X|=n

541 @=1)(B+2)
I/ < Cpaen'® (2d+log(n)) 1f]le

mat

~ 14 ¢y) cd? 257 WS

Chao = ( 2) 52 (02 + max (02, 05))

(d—1)
-8 cc

mitn:|X|und65:{11l § ECCQ.
Beweis:
Der Beweis verlduft analog zu dem von Satz 5.46. a

Im Fall der Tensor Polynomials erreichen wir hinsichtlich der Komplexitatsreduktion
ebenfalls unser Ziel. Die Approximationsgiite kann sogar fiir jeden Wert von [ bis
auf den logarithmischen Faktor im Vergleich zur eindimensionalen Interpolation mit
radialen Polynomials verbessert werden, da wir im klassischen Fall Fehlerschranken
der Gestalt

_8
| f spoxlloo < CogN 4

fiir einen quasi-reguléren Datensatz X mit |X| = N auf dem beschrinkten Gebiet 2
vorliegen haben. Das gleiche Ergebnis erreichen wir, falls die zugrundegelegte Basis-
funktion aus dem Tensorprodukt von univariaten Thin Plate Splines und Polynomials
besteht.
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Symbolverzeichnis

d Raumdimension

q Parameter fiir den Smolyak-Algorithmus

Q, Q; Gebiet

ngﬁ Gewdhnliche oder verallgemeinerte Fouriertransformierte
der Funktion ¢

Sk Gruppe der Permutationen der Zahlen {1,...,k}, k € IN

log Logarithmus zur Basis 2

E(k, ¢, ¢€) infpePkl o — p“[O,e},oo

ES(k,®,¢) Vgl. d. Seiten 95, 107

By (k@) Vgl. Seite 104

Xi®...08X, Tensorproduktraum, vgl. Seite 19

i1 T ® Y Tensor, vgl. Seite 19

X Algebraischer Dualraum des Vektorraumes X

A® B Tensorproduktoperator, vgl. Seite 23

X Qn...Qq Xy Beziiglich der || - ||o.x,..0x, abgeschlossener Tensorraum

Aga Smolyak-Operator, vgl. d. Seiten 18, 27

SV;(,Q""’X"_“I Smolyak-Vektorraum, vgl. Seite 27

H,q Diinnes Gitter, vgl. Seite 30

n(q, d) Anzahl der Punkte des diinnen Gitters

H,fdc Clenshaw-Curtis-Gitter, vgl. Seite 33

HE? Diinnes Gitter mit m; =271 +1,1 < j < ¢q—d+1, vgl. Seite 33

Ay a(dry. .. 0g—ar1) Smolyak-Funktion, vgl. Seite 41

1. k-variater Tensorproduktoperator der Form [} ® ... ® I;

LCG, LEG? Gestortes diinnes Clenshaw-Curtis-Gitter, vgl. Seite 88

q Separationsdistanz, vgl. Seite 88

hx Fiilldistanz, vgl. Seite 88

Normen und Skalarprodukte
|- |l Euklidische Norm

|- 1loo Maximumsnorm

| - {l1a,81,00 Maximumsnorm auf dem Intervall [a, b]

() Lo Ly-Skalarprodukt

- |z, Norm des Raumes L,, 1 <p < oo

|- 1lx Norm auf dem Banachraum X

N Norm mit |z| = |z1] + ... + |z4] fiir © = (21,...,24) € R
|- |a Norm, die ausschliefilich auf Vektoren j = (ji,...,jq) € IN¢

angewandt wird mit |j|s = |j|
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Ul x,v

1UMlg,v

) )e

- le

I lloxio..0x,

- llas xr0.0x;
-l xe..0x,

-l xi®..0x4

| Mapx19..@x,

('7 ')ﬂ,H1®...®Hd

Norm eines Operators U : X — Y mit Banachrdumen X und Y
Norm eines Operators U : Ny — V mit Banachrdumen V
Skalarprodukt im Native Space, vgl. Seite 13

Norm bzw. Seminorm im Native Space

Tensorraumnorm

Duale Tensorraumnorm, vgl. Seite 21

Spezielle Tensorraumnorm, vgl. Seite 20

Spezielle Tensorraumnorm, vgl. Seite 22

p-Nuklearnorm, 1 < p < oo, vgl. Seite 22
Tensor-Skalarprodukt, vgl. Seite 26

Spezielle Begriffe aus der Theorie der Interpolation mit Basisfunktionen

Px,X,u
0z, T €

O(z)

)\w,X,'u,

Lp(Q)
L(P*)
Na(Q), Np
N@,P(Q)a
F@(Q)v -,F<I> (Q)
Re o

Lp.s(2)

'/\/21?1,452,7’1 ;P2 (Ql X QQ)

Funktionenrdume

Pd

m

P

C(Q)
Ce(2)
cl(Q),

Ci(9), Ct

r
Cd
r

d
Ci.(U), D(U)
Sa

Power- oder Giitefunktion, vgl. Seite 13
Punktauswertungsfunktional mit d,f = f(z) fiir alle
Funktionen f auf Q

Vgl. Seite 16

Vgl. Seite 12

Vgl. Seite 12

Vgl. Seite 13

Native Space, vgl. Seite 16
Native Space, vgl. Seite 17

Vgl. Seite 16

Vgl. Seite 17

Vgl. Seite 16

Tensor Native Space, vgl. Seite 68

Raum der Polynome in d Variablen vom Gesamtgrad kleiner m
Allgemeiner Polynomraum

Smolyak-Polynomraum, vgl. Seite 43

Raum der stetigen Funktionen auf €2

Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Triager auf 2
Raum der [-fach stetig partiell differenzierbaren

Funktionen auf 2

Raum der [-fach stetig partiell differenzierbaren

Funktionen mit kompaktem Tréger auf (2

Vgl. Seite 51

Vgl. Seite 51

Vgl. Seite 54

Vgl. Seite 54
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L,(Q) Quotientenvektorraum der £y-integrierbaren Funktionen,
I1<p<oo
ar,(5) Vgl. d. Seiten 55, 58
Wi, (S) Vgl. Seite 58
S (X) Raum der polynomialen Splines, vgl. Seite 70
Indexmengen

Ji,a Vgl Seite 31, Ji ; vgl. Seite 33, I 4, Jgq und K4 vgl. Seite 83,
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A Anhang

Dieser Abschnitt enthélt einige Umformulierungen fiir solche Summen, die in dieser
Arbeit hdufig verwendet worden sind. Sie finden sich ohne Beweise auch in [12].

Al Firk,j € Ny, k>j git

s() - 200 - ()

Beweis: Im Fall k£ = j ist nichts zu zeigen. Sei also k£ > j. Unter der Annahme, daf
(A.1) fiir & — 1 gilt, folgt

=) - G2)+0) - G2)

A.2 Seiend € IN, n € INy. Dann gilt

d+n—1
1= > 1= ( )
lil=d+n li|l=n d—1
iemNd ieﬂvg

Beweis: Die Behauptung ist fiir d = 1 klar; weiterhin sei sie fiir d — 1 schon gezeigt.
Dann folgern wir

S1-% % 1=

n

o1

jil=d+n =1 lil=d+n—j =0 lil=d—1+n—;
iemd iemd ieNd
B 2": <d—2+n—j> - z": (d—2+j>_
= d—2 =\ d-2 )
nun benutzen wir (A.1). O

A.3 Mitde IN, n € INy gilt

d
Y1 = Y1 = ( +">.
jil<dtn lil<n d
ieNd iemg
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Beweis: Wir beweisen (A.3) mit Hilfe von (A.2) und (A.1):

S 1=y Y- z(d“‘l) _ (d+").
lil<d+n G=0 |i|=d+j d—1 d
ieNd iemvd

A.4 Firk e INy gilt

li|<k
ielNg

Beweis: Mit (A.2) folgern wir

2 0 )

J=0

() -

> T3

o (1))
e ()

() (e

(-1 (6’“ (=7 (?)x]’))
k! oxk
(_2)' B (:Ud_l(l‘—F 1)k) .
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Eine weitere Beweisvariante besteht darin, Lemma 3.15 von Wasilkowski und Wozniakowski

auszunutzen, denn fiir die Smolyakfunktion ¢ ® ...

PR...0¢ = Agalo,...

® ¢ gilt
,¢) = Z(—l)qi<d__1.>(¢®...®¢).
li<a q — ||

A.5 Seien n,m > p. Es gilt dann

Beweis: Wir folgern

20)6%)

2060 = (50)

£

— \J/ (n =) (m—p+j)

57

b__|>—t
S,

s

720) (57)

(%)
(5l

=1

SRS

r=1

| —

oxP

b—-

=1

(n+m—p)!

1

p!

<n+m>
, )

(n+m)!
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