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Einleitung

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit der Darstellung konjugationsinva-
rianter Funktionen auf dem Raum gl, x gl, der Paare von Matrizen mittels
Thetafunktionen. Dadurch stellen wir eine Verbindung zwischen zwei klassi-
schen Gebieten der Mathematik her: den Aquivalenzklassen von Paaren von
Matrizen und den Thetafunktionen.

Zwei Paare von komplexwertigen k x k-Matrizen (C, D) und (C’, D) heiflen
dquivalent, wenn es eine invertierbare Matrix X € GL; mit XCX ! = ¢’ und
XDX™! = D' gibt. Jede Aquivalenzklasse (A4, B) € (gl;. x gl,)/GL;, definiert
eine algebraische Kurve vom Grad k, die sogenannte Spektralkurve, durch

SA7B = {(Vl Ly V3) S IED2 ‘ det(Vl]lk + V2A+ VgB) = O} .

Die Menge Mg aller Aquivalenzklassen von Paaren von Matrizen mit fester
Spektralkurve S stimmt gerade mit der affinen Jakobischen J(S)\© iiberein
([E03]). Jede holomorphe Funktion f : Mg — C entspricht folglich einer
meromorphen Funktion ]/”\: J(S) — C, wobei die Polstellen von fnur im The-
tadivisor © C J(S) auftreten:

Mg =—=J(S)\®
fi e

LT
C

Die Menge aller meromorphen Funktionen auf J(S) mit Polstellen in © ist
bekannt. Jede solche Funktion ldsst sich mittels Thetafunktionen ausdriicken
([M83]). Dadurch erhalten wir eine Verbindung zwischen Thetafunktionen und

Aquivalenzklassen von Paaren von Matrizen.

Paare von Matrizen spielen in vielen Bereichen der Mathematik eine Rolle.
Zum Beispiel ist die Menge aller k-dimensionalen Darstellungen der nicht-
kommutativen Algebra A := C < x,y > gleich gl, x gl,, siehe hierzu [P03].
Bezeichnet A, die Gruppe der affinen Transformationen von C? und & die
Gruppe der elementaren Transformationen

{(l’,y) = ()\156 + )‘27Vy —i—p(x)) | )‘17)‘27V € C? pE Cm}a
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so wirkt das amalgamierte Produkt G := Ay & mit I' = A, NE auf gl, x gl,.
Diese Wirkung ist durch die Wirkung der Untergruppen As und & auf gl, x gl
durch

(A, B) — ()\114 + )\2B + )\3]lk, 1/114 —+ VQB + l/?)]lk)

bzw.

(A, B) = (MA+ M1y, vB + p(A))

definiert. Die Wirkung ist konjugationsinvariant und erhélt bis auf skalare
Vielfache den Kommutator u(A, B) := [A, B] zweier Matrizen A und B.
Nach Artamkin ([A89], [P03]) ist der G-Orbit O4 p durch ein allgemeines
Paar (A, B) dicht in x*(C) mit C' = [A, B]. Sind Nap := Oap/GL; und
Noe:={(A,B) egl, xgl, | 3N € C: u(A, B) = \C'} /GLy, so kénnen wir den
Schnitt Mg N N4 p beschreiben, indem wir die Mengen der auf No bzw. Mg
konstanten Funktionen betrachten und diese mittels Thetafunktionen aus-
driicken.

In der Theorie der vollstédndig integrablen Systeme ist das Zusammenspiel von
Algebraischer Geometrie und Dynamischen Systemen wohlbekannt. Viele inte-
grable Systeme (fiir Beispiele siche [BBT03]) lassen sich in der Lax-Paar-Form
C = [C, D] schreiben, wobei hier C' = C(z,¢) und D = D(z,¢) Matrixpoly-
nome in einem Spektralparameter ¢ sind. Losungen (C, D) dieser Lax-Paar-
Gleichung definieren die gleiche Spektralkurve S¢ p und werden durch Fliisse
auf der affinen Jakobischen J(S¢ p)\© zu S¢ p beschrieben.

Wir interessieren uns fiir Paare von Matrizen und damit fiir Matrixpolynome
A+ (B vom Grad eins in (. Anders als im Fall von Lax-Paaren ist keine
Differentialgleichung gegeben, deren Losungen wir bestimmen wollen, son-
dern wir suchen eine Beschreibung aller Funktionen auf Mg durch Thetafunk-
tionen. Trotzdem konnen wir auch hier die Theorie der integrablen Syste-
me und der Painlevé-Analysis ([VO8]) nutzen. Hier liegen potentielle weitere
Anwendungsgebiete dieser Arbeit. Unter Verwendung der Painlevé-Analysis
kénnen wir Untervarietédten des Thetadivisors durch Familien von formalen
Laurentreihen mit Koeffizienten in gl, x gl, /GL; ausdriicken. Mithilfe die-
ser Arbeit ergibt sich dadurch unter Umstédnden ein neuer Zugang zur Brill-
Noether-Theorie, in der es darum geht, Untervarietdten von Picd(S ) der Art
Wi (S) = {L € Pic*(5) | h°(S, L) > r + 1} zu beschreiben.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut:

In Kapitel 1 fassen wir Grundlagen zusammen und legen Notationen fest.
In Abschnitt 1.1 geben wir bekannte Resultate zu rationalen Regelflichen
an. Diese werden in Kapitel 2 bei der Beschreibung der Kohomologieklassen
H(S,0(n)), n € N, bendtigt. In Abschnitt 1.2 beschreiben wir die Spektral-
kurve S als Nullstellenmenge (1) eines Schnittes ¢ € H(R, 750p1(k)) im
Totalraum R des Geradenbiindels Op:i(1). Bezeichnet n € HO(R, 750p1(1))



den tautologischen Schnitt, so ist ¢ von der Form
Y =det(nly + A+ (B) =0+ an* '+ ...+ ay

mit a; € HY(P', O(i)). Diese Beschreibung der Spektralkurve verwenden wir in
der gesamten Arbeit. In Abschnitt 1.3 fassen wir Grundlagen iiber Thetafunk-
tionen zusammen und stellen eine Beschreibung aller meromorphen Funktio-
nen auf Jakobischen mit Polstellen im Thetadivisor vor. In Abschnitt 1.4 gehen
wir auf die Identifizierung von Mg mit J(S)\© ein. SchlieBlich geben wir in
Abschnitt 1.5 fiir m := L(k — 1) mit ungeradem k einen festen Punkt O(m)

2
im Thetadivisor © C J(S) fir eine glatte Spektralkurve S an.

Im zweiten Kapitel berechnen wir Basen von H*(S,0) und H®(S,O(n)) mit
n € N. Dazu wurden die Beweisideen vom Fall der Nahmgleichungen (siehe
[Hi83]) auf Spektralkurven zu Aquivalenzklassen von Paaren von Matrizen
iibertragen. AuBerdem beschreiben wir den Raum H'(S, O(m)). In Abschnitt
2.4 gehen wir auf die wohlbekannten Lax-Paar-Bedingungen an Aquivalenz-
klassen von Paaren von Matrizen ein, die einem linearen Fluss in J(5)\O
entsprechen. Jede Richtung 3 € H'(S, O) definiert hierbei eine andere Lax-
Paar-Bedingung. Schliefllich zeigen wir in Abschnitt 2.5, dass lineare Fliisse
in der Jakobischen durch Punkte des Thetadivisors diesen sofort verlassen.

Kapitel 3 ist ein Hauptteil dieser Arbeit und weitgehend unabhéngig von
den beiden vorhergehenden Kapiteln. Wir geben in Abschnitt 3.1 eine kur-
ze Einfiihrung in die Painlevé-Analysis. Diese fithren wir in den folgenden
Abschnitten fiir die in Abschnitt 2.4 bewiesenen Lax-Paar-Gleichungen C' =
[C, D] durch, wobei gilt C(z) = A(z) + (B(z). In Abschnitt 3.2 zeigen wir,
dass fiir jede Richtung # im zugehorigen Fluss (A(z), B(z)) die Matrix B
konstant ist, falls A + (B die Lax-Paar-Bedingung fiir 3 erfiillt. In Abschnitt
3.3 wahlen wir eine feste Richtung 8 und berechnen die indizierende Menge
zur zugehorigen Lax-Paar-Gleichung. In Abschnitt 3.4 bestimmen wir die so-
genannte Kowalevski-Matrix, mit deren Hilfe weitere Koeffizienten formaler
Laurentlésungen von C' = [C, D] bestimmt werden kénnen. Indem wir dies
fiir ein ausgewéhltes Element aus der indizierenden Menge in Abschnitt 3.5
durchfithren, konnen wir zeigen, dass es sich bei der so berechneten Familie
von formalen Laurentlosungen um eine Hauptbalance handelt. Durch Fixie-
rung der Spektralkurve S stellt sie das asymptotische Verhalten von Aquiva-
lenzklassen von Paaren von Matrizen im allgemeinen Punkt des Thetadivisors
in J(S) entlang [ dar.

Zwei weitere Hauptteile dieser Arbeit sind Kapitel 4 und 5. Bevor wir diese
im Detail beschreiben, wollen wir sie kurz motivieren: Mithilfe der Ergebnis-
se aus Kapitel 3 konnen wir in Kapitel 6 bereits jede konjugationsinvariante
Funktion f auf Paaren von Matrizen bis auf einen konstanten Term mittels
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Thetafunktionen als meromorphe Funktion f : J (S) — C ausdriicken. Um
diesen konstanten Term berechnen zu kénnen, untersuchen wir das Verhalten
von f bzw. f im konkreten Punkt O(m) des Thetadivisors. Zu einem linearen
Fluss L*(m) durch O(m) definiert durch die Richtung 3 € H'(S, O) bestim-
men wir das asymptotische Verhalten der Urbilder in Mg. Hierzu miissen wir
explizit auf die Identifizierung zwischen Mg und J(S)\© eingehen.

In Kapitel 4 beschéftigen wir uns mit holomorphen Schnitten des Vektor-
biindels O(m), die sich fiir |z| hinreichend klein zu einer Familie von holo-
morphen Schnitten der Vektorbiindel L#(m) fortsetzen lassen. Hier benotigen
wir die konkreten Beschreibungen von H'(S,0), H°(S,0(n)), n € N, und
H'(S,0(m)) aus Kapitel 2. Wir definieren in Abschnitt 4.1 ein Vektorbiindel
V, fiir das fiir allgemeines z # 0 gilt V. = H°(S,L*(m)). Wir interessieren
uns folglich fiir Vo € H°(S,O(m)). In den Abschnitten 4.2 und 4.3 definieren
wir Fortsetzungen von holomorphen Schnitten aus H°(S, O(m)) und driicken
Fortsetzungen endlicher Ordnung [ als Schnitte eines Vektorbiindels F*(m)
iiber S aus. Hierbei sind einige spezielle Fortsetzungen durch Schnitte eines
Vektorbiindels E'(n) iiber P! mit passendem n € N definiert, darum geht es
in den Abschnitten 4.4 bis 4.8. In Abschnitt 4.9 stellen wir eine Beziehung
zwischen den zuriickgezogenen Biindeln E'(n) iiber S und dem Biindel F'(m)
her. Schliefilich geben wir in Abschnitt 4.10 eine Basis von H°(S, F'(m)) fiir
I < m an, mithilfe der wir in Abschnitt 4.11 eine genaue Beschreibung von
Vo erhalten. In Abschnitt 4.12 fithren wir einen Algorithmus ein, mit dem
wir zu jedem Schnitt aus Vj Fortsetzungen zu Schnitten von L*(m) beliebiger
Ordnung konstruieren kénnen.

In Kapitel 5 definieren wir ein Vektorbiindel K iiber C vom Rang k, dessen
Faser fiir allgemeines z # 0 gleich dem Kern der Multiplikationsabbildung

mult, : HO(S, O(1)) ® HY(S, L*(m)) — H°(S, L*(m + 1))

ist. In Abschnitt 5.2 bestimmen wir Ky, d.h. die Schnitte aus dem Raum
H°(S,0(1)) ® Vo € H°(S,0(1)) ® H(S, O(m)), die sich fiir hinreichend klei-
nes |z| > 0 zu Elementen aus K, fortsetzen lassen. Durch solche konkreten
Fortsetzungen, die in Abschnitt 5.3 mithilfe der Berechnungen aus Kapitel 4
ermittelt werden, konnen wir in Abschnitt 5.4 die Polordnungen und Residuen
der zugehorigen Paare von Matrizen A(z), B(z) bestimmen.

In Kapitel 6 geben wir schliellich als ein zentrales Ergebnis einen Algorith-
mus zur Beschreibung von konjugationsinvarianten Funktionen auf Paaren von
Matrizen mittels Thetafunktionen an. Mithilfe der in Kapitel 3 berechneten
Hauptbalance konnen wir Laurententwicklungen von konjugationsinvarianten
Funktionen f auf Paaren von Matrizen in allgemeinen Punkten des Thetadivi-
sors in Richtung 3 bestimmen. Dadurch stellen wir f bis auf einen konstanten
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Term mittels Thetafunktionen dar. Zur Berechnung dieses konstanten Terms
verwenden wir die Resultate aus den Kapiteln 4 und 5. Beispielhaft stellen
wir die Funktion tr([A, B]?) mittels Thetafunktionen dar.

Ein Ausblick schlieft die Arbeit ab.
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Kapitel 1

Allgemeines

In diesem Kapitel fassen wir bekannte und fiir unsere Berechnungen niitzliche
Aspekte von algebraischen Kurven und rationalen Regelflichen zusammen und
legen Notationen fest. Weitergehende Details findet man z.B. in [GHT78], [H77]
und [F98].

In Abschnitt 1.3 wiederholen wir Eigenschaften von Thetafunktionen auf Ja-
kobischen, bevor wir allgemein meromorphe Funktionen auf Jakobischen mit
Polstellen hochstens in einem fest gewdhlten Riemannschen Thetadivisor be-
schreiben. Hier richten wir uns nach [GH78] und [M83].

In Abschnitt 1.4 wiederholen wir den Satz von Beauville, der die Isomorphie
zwischen Aquivalenzklassen von Paaren von Matrizen mit fester Spektralkur-
ve und der zugehorigen Jakobischen ohne dem Thetadivisor beweist. Details
findet man z.B. in [Hi83] oder in [E03].

In Abschnitt 1.5 geben wir einen festen Punkt im Thetadivisor der Jakobischen
einer Spektralkurve an.

Wir setzen grundlegende Begriffe der Algebraischen Geometrie, wie man sie
z.B. in [GHT78] Kapitel 0 und 1 findet, voraus.

1.1 Rationale Regelflichen

Sei R der Totalraum des tautologischen Geradenbiindels Op1 (1) {iber P! und
R ™8 P! die kanonische Projektion.

Die Kompaktifizierung R = P(Op1(1)@0O) von R ist eine rationale Regelflédche.
Hierin ist die Faser R,y C R von R fiir ({o : (1) € P' gegeben durch

{(v:1)|v e (Op(1)coc)> 1 € (Op1) i) } -
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Divisoren in R

Sei g : R — P! die kanonische Projektion und Oz(1) das relative tautologi-
sche Biindel tiber R. Sei Op(1,0) := 750m (1), Op(0,1) := Op(1) und damit
Ox(1,1) := W%Opl(l) ® Ox(1).

Wir beschreiben im Folgenden einige fiir spdtere Berechnungen wichtige Di-

visoren in R genauer. Dabei nutzen wir die allgemeine Tatsache, dass jeder
Biindelhomomorphismus

Vv

w

NS

IF)’I’L

eindeutig einem Schnitt s, € H°(P(V), T W @ Op(v(1)) entspricht, wobei
fir jedes p € P" gilt: (s4)0 N (P(V)],) = P(ker(¢,)). Hierbei ist die Abbil-
dung mp(v) : P(V) — P die kanonische Projektion und Opgyy(1) das relative
tautologische Geradenbiindel iiber P(V').

1. Es bezeichne Ey den Nullschnitt in R. Dieser Divisor ist durch den mit-
tels des Biindelhomomorphismus

Op1 (1

Opi (1

\/

definierten Schnitt s € HO(R, O5(1,1)) definiert. Es gﬂt Eg (s)o und

(S)O = {(O : w)|0 € (OP1(1>>(C01§1)7 0#we (OIF”) (Co:¢1)» E Pl}
Das Geradenbiindel [Ejp] ist gleich O5(1,1).

2. Ist o ein holomorpher Schnitt von Op:i(1), so definieren wir einen Divisor
E, C R durch E, ={(0:1)|o({o : 1) € (Op1(1))(oic)s 1 € (Op1) ey
mit jeweils ((y : (1) € PL. Die Divisoren E, und F, sind fquivalent, und
fiir die zugehorigen Geradenbiindel gilt [E,]| = [Ey] = Op(1,1).

3. Bezeichne C eine Faser in R —% P'. C ist dann gleich (t)o fur einen
Schnitt ¢t € H(R, 7%0p1(1)). Das Geradenbiindel [C] ist gleich O(1,0).

Die Divisoren C, Ey und E, in R skizzieren wir in Abbildung 1.1.
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4. Sei E, die Nullstellenmenge des durch den Biindelhomomorphismus

Op(1) &0
S

definierten Schnittes ¢ € HO(R, 05(0,1)). Dann ist das Geradenbiindel
[Ex] gleich O3(0,1). Fiir 0 € H(P', Opi (1)) definiert der Schnitt (o, 0)

von Opi(1) @ O auBerhalb der Nullstellen von o eine Kurve in R, der
Abschluf3 dieser Kurve ist dann F.

O

Faser C

Divisor E,

Divisor Ey

Abbildung 1.1: Beispiel fiir eine allgemeine Regelfliche P(O(d) @ O) mit d € N.
In diesem Fall schneiden sich Fy und E, in genau d Punkten.

Fiir die Schnittzahlen gilt:

(1.1) Ey-Ey=1
(1.2) Ey- By =0
(1.3) Ey-C=E, - C=Ey,-C=1
(1.4) C-C=0.
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Da R eine rationale Regelflache ist, wird Pic(ﬁ) durch die Geradenbiindel
Ox(1,1) = [Ep] und Ox(1,0) = [C] erzeugt. Genauso erzeugen die Gera-
denbiindel Oz(1,0) = [C] und O3(0,1) = [EL] die Picardgruppe Pic(R)
(siche [GHT78] S. 518). Insbesondere gibt es ganze Zahlen a und b mit E,, =
aEy + bC. Mit den Schnittzahlen (1.1)—(1.4) folgt a =1 und b = —1, d.h.

EOO:E(]—C

und damit
E, E,=-1.

Auflerdem folgt mit der Adjunktionsformel ([GHT78] S. 519) fiir den kanoni-
schen Divisor K :

C-C+C Kz
0= 4(C)= +2 Ryl = O Kp= 2
Ey-Eo+ Ey- Kz
0= g(E) = — 02 U Rl = Ey-Kp= —2-1
und damit
(L.5) Kp=—2E,—C.

Verschwindungssatz von Kodaira

Zur Berechnung von Kohomologieklassen ist der Verschwindungssatz von Ko-
daira fiir ample Geradenbiindel auf algebraischen Fléchen niitzlich:

Satz 1.1. ([F98] S. 22) Sei D ein ampler Divisor auf einer glatten algebrai-
schen Fliche X. Dann gilt H(X,[—D]) = 0 fiir i = 0,1. Auferdem gilt dual
H(X,[Kx +D]) =0 firi=1,2.

Fiir die amplen Geradenbiindel auf der rationalen Regelfliche R gibt es eine
einfache Beschreibung:

Satz 1.2. ([H77] S. 365) (Kriterium von Nakai-Moishezon) FEin Divisor D
auf der Fliche X ist genau dann ampel, wenn D? > 0 und D - F > 0 fiir alle
wrreduziblen Kurven F in X gilt.

Fiir die oben definierten Divisoren E,, und C' gilt:

Lemma 1.3. ([F98] S. 116) Fir ganze Zahlen a,b € Z ist das Geradenbiindel

aF.+bC iiber der rationale Regelfliche R genau dann ampel, wenn b > a > 0
qgilt.
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AN

1.2 Die Spektralkurve in R

Wir betrachten die Menge aller Aquivalenzklassen von Paaren von Matrizen
(gl x gly)/GLy mit festem k € N.

Ist (A, B) € (gl x gl,.), so bezeichnet das Polynom A 4 (B einen Schnitt aus
HO(PY, (C* @ (CF)Y) @ Opi(1)). Sei n € HY(R, 750 (1)) der tautologische
Schnitt. Bezeichnet A + (B ebenfalls den Schnitt 7},(A + (B) in dem Raum
HO(R,(Ct ® (C*)V) ® m50p1(1)), so ist ¢ := det((A + ¢(B) + nly) von der
Form
Y=n"+a(On*" +... +ax(¢) € H'(R, 7;0p (k)

mit a;(¢) € THH (P!, O(i)). Insbesondere ist a; () = tr(A + (B) = trA + (trB
und a(¢) = det(A + (B).

n € H°(R,m30p (1)) besitzt eine kanonische Fortsetzung zu einem Schnitt
n € HYR,[Ep)). Mit £ € H°(R,[E,]) gibt es dann eine Fortsetzung von
Y € H'(R, m50p (k)) zu

~

?/) = ﬁk + alﬁk_lg+ CLQ?’]Ak_Q? + e + aké% € Ho(ﬁ, [k?E()D

Geometrisch ist die Konstruktion die folgende: Wir betrachten den Biindel-
homomorphismus

CA+G1B

Ck @ Op: Ck @ Opi (1)

. N

ROR P!

Sei h := 75(¢0A + (1 B) + nly, also

Ck @ 73(Op) b~ CF @7 (Op(1))

~

R

und dementsprechend h := gw%(COA + G B) + 1l :

Cr® O "~ CF o 0p(1,1)

N

R
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Dann ist ¢ = det(E7* (A + GB) + 1) € HO(R, [kEy]) = HY(R, Oz(k, k))
gleich dem Schnitt o,,7 zum Biindelhomomorphismus

AB: APCP @ Of = Of — AFCF @ Ok, k) = Op(k, k).

Definition und Satz 1.4. Die Spektralkurve S zur Aquiva/l\enzklasse des
Paares (A, B) € gl x gl,, sei der Divisor S := S,y := (1)o C R in der ratio-
nalen Regelfliche R. S ist eine algebraische Kurve vom Grad k, die vollstindig

in R enthalten ist. Sie hingt nur von der Aquivalenzklasse von (A, B) ab.

Bemerkung 1.5. Die Schnitte des Geradenbindels 73,Op1 (1) definieren eine
BEinbettung v : R — P2 Hierbei liegt der Punkt p := (0 : 0 : 1) € P? nicht
im Bild «(R). Die rationale Regelfiiche R entspricht der Aufblasung von P?
im Punkt p. Das Bild von S wunter der Abbildung v ist gleich der Spektral-
kurve X = {(v1 : vy : ) € P? | det(pl + 1A + 1, B) = 0} C P2. Wir betrach-
ten in dieser Arbeit stets die in R bzw. der rationalen Regelfldche R eingebet-
tete Kurve S, da dies insbesondere die konkreten Berechnungen von Erweite-
rungen von Schnitten von L*(m) in Kapitel 4 erlaubt.

Das Geschlecht von S 148t sich fiir nichtsinguldre S mit der Adjunktionsformel
ermitteln:

:S~S+2S~K§+1

_ () (k) + () (25 =C)

g9(S)

_ %(k Sk —2).

1.3 Thetafunktionen

Geradenbiindel definiert durch Multiplikatoren

Sei T" := C" /A ein komplexer r-dimensionaler Torus mit Gitter A und Projek-
tion mpr : C" — T7. Sei L ein beliebiges Geradenbiindel iiber 7". Dann ist das
zuriickgezogene Geradenbiindel 77.. £ iiber C” trivial. Sei ¢ : 77, L — C" x C
eine globale Trivialsisierung. Da fiir z € C" und A € A die Fasern 77, £|, und
7 L] 4+ iibereinstimmen, definiert

¢Z::¢| L)z >
ex € T (L), = (L) ain 25 (2 4+ M) x C
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einen Automorphismus e)(2) := ¢.;y0 ¢! : C — C mit w — ex(2) - w und
damit eine Menge von Multiplikatoren {e) € O*(C")|A € A}, die

(16) 6)\/(24—)\)6)\(2) = 6,\(Z+)\/)€)\/<Z) = 6)\+)\/(2)

erfiillen. Umgekehrt definieren Multiplikatoren {ej}aca, fiir die (1.6) gilt, ein-
deutig ein Geradenbiindel £ — T" mit diesen Multiplikatoren: £ sei der Quo-
tientenraum von C” x C unter der Identifizierung (z,w) ~ (z + A, ex(z) - w).
Holomorphe Schnitte des Geradenbiindels £ sind dann definiert durch holo-
morphe Funktionen 9 : C" — C, die ¥(z + A) = e)(2)¥(2) fiir alle z € C" und
A € A erfiillen (Details siehe z.B. [GH78] S. 307 ff.).

Riemannsche Thetafunktionen

Jede Jakobische J(S) einer kompakten Riemannschen Flache S besitzt eine
Periodenmatrix II der Gestalt IT = (1,,Z) mit Z' = Z und Im(Z) positiv
definit. Damit ist jede Jakobische eine Abelsche Varietét, die eine Hauptpola-
risierung, d.h. ein positives Geradenbiindel £ mit ¢;(£) = [w] und w von der
Form Y7, dx; A dx g4y, besitzt (Details zu Abelschen Varietédten und Polari-
sierungen siehe zum Beispiel [GH78] S. 300 ff.).

Angenommen ein komplexer Torus 77 = C"/A ist eine Abelsche Varietit
mit Polarisierung w = »",_, &;dx; A dz,4y, &|0+1 mit einer geeigneten reellen
Basis @1, ... 29, von C" = R?". Sei Ay, ..., Ao, die ganzzahlige Basis von A mit
dx;(N;) = &5, und zy,. .., 2, lineare komplexe Koordinaten von C" definiert
durch dz;(\;) = 6;6;;. Dann gilt:

Satz 1.6. [GH78] Das Geradenbiindel L, definiert durch die Multiplikatoren
ex,(2) =L und ey, (2) = e fir j=1,...,r hat c1(L) = [w]. Alle Gera-
denbiindel mit fester Chernklasse sind bis auf Translation eindeutig bestimmdt.

Aufgrund der Definition des Geradenbiindels £ durch die Multiplikatoren
ex,(z2) = 1 und ey, (2) = e fiir j = 1,...,r sind Schnitte des Ge-
radenbiindels £ eindeutig definiert durch Thetafunktionen, d.h. holomorphe
Funktionen ¢ : C" — C, die 9(z + \;) = ¥(2) und 9(z + \j1,) = e *™#9(2)
fir j = 1,...,r erfiillen. Es gilt

Satz 1.7. [GH78] Sei L — T" ein positives Geradenbiindel mit Elementartei-
ler 61, . ..,0, der Polarisierung ci(L) von T". Dann gilt: dim H°(T", O(L)) =

I1 ..
=1

Ist insbesondere ¢; (L), wie im Fall fiir die Jakobische 79 = J(S) einer alge-
braischen Kurve S, eine Hauptpolarisierung von 79 mit Periodenmatrix (1, Z),
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so wird der eindimensionale Raum H%(T9,O(L)) erzeugt durch den Schnitt
¥, der definiert ist durch die holomorphe Funktion

9:C9 - C, 9z2):=0922)= Z emi<bZl> | 2mi<lz>

lez9

Dies ist die sogenannte Riemannsche Thetafunktion. Multiplikatoren von L
sind hier ey, = 1 und ey, (2) = e~2mi+ ) Der zugehorige Riemannsche
Thetadivisor © = (0)y = ((1)o modulo A) ist bis auf Translation eindeu-
tig durch die Hauptpolarisierung definiert (Details zu diesem Abschnitt siehe

[GH78] S. 310 f£.).

Thetadivisoren auf der Jakobischen

Sei © der Riemannsche Thetadivisor in J(.S). Die Jakobische J(S) ist via der
Abel-Jakobi-Abbildung u, : Pic?(S) — J(S) isomorph zu J%(S) := Pic%(S),
wobei der Isomorphismus fiir d # 0 von der Wahl eines Basispunktes in S
abhiingt. Wir bezeichnen im Folgenden mit © C J¢(S) das Urbild des The-
tadivisors © C J(S) unter der Abel-Jacobi-Abbildung u,. Bezeichnen wir mit
W,-1(S) € J971(S) den Divisor in J9~!(S) aller Geradenbiindel vom Grad
g — 1 iiber S, die nichttriviale globale holomorphe Schnitte besitzen, so gilt
der Satz von Riemann:

Satz 1.8. [ACGHS85] Es gibt einen Punkt x € J(S), so dass W,_1(S) =0 —k
qgilt.

Hierbei héngt die Riemannsche Konstante k ebenfalls von einem Basispunkt
p € S bzw. einem ausgewiihlten Punkt in J971(S) ab.

Auflerdem gilt

Satz 1.9. (Riemannscher Singularitiatensatz/ACGH85]) Ist S eine glatte Kur-
ve vom Geschlecht g, so gilt multy,.(0) = h°(S, O(L)) fiir jedes Geradenbiindel
LeW, ,CJ(8S).

Wir bezeichnen zur Vereinfachung im Folgenden mit © ebenfalls den Divisor
W,—1 C J91(S). Aus dem Kontext ist in diesen Féllen ersichtlich, ob der
Riemannsche Thetadivisor © oder der um die Riemannsche Konstante —x
verschobene Riemannsche Thetadivisor, d.h. W,_;, gemeint ist.
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Meromorphe Funktionen auf J(S)

Wir interessieren uns fiir meromorphe Funktionen auf der Jakobischen J(.S)
mit Periodenmatrix (1, Z) mit Polstellen im Thetadivisor © C J(5), d.h. holo-
morphe Schnitte von H°(J(S), O s)(n©)) fiir ein n € N. Das Geradenbiindel

[nO] ist durch die Multiplikatoren ey, = 1 und e, = =240 o
finiert. Der Raum der Schnitte H°(J(S),O(n©)) ist damit isomorph zum
Raum der Thetafunktionen RZ vom Gewicht n, d.h. holomorphen Funktio-

nen ¥ : €9 — C, die 9(z + \;) = 9(2) und O(z + Ajp,) = e~ 2Cit 3)y(2)

fiir j = 1,..., g erfiillen. Fiir R kann man eine Basis durch sogenannte The-
tafunktionen {Z} (z,Z) mit rationalen Charakteristiken a und b angeben

(Details siehe [M83] Kapitel 2). Diese sind fiir a,b € QY durch

a/ . .
¥ |:b:| (27 Z) = E em<l+a,Z(l+a)> . 627rz<l—i—a,z—‘,—b>
lezZ9

definiert. Es gilt

Satz 1.10. [M83] Fiir ein festes n € N definieren fir a € N9 mit 0 < a; <n
die n9 Funktionen

halz) = 0 m (nz,nZ)

eine Basis von RZ.
Bemerkung 1.11. Firb e N9 mut 0 < b; < n definieren die n9 Funktionen
~ 0 1
iu(z) =0 3] (222
- n
ebenfalls eine Basis von RZ. Istn = [? fiir einl € N, so definieren fiir a,b € N
mit 0 < a;, b; < | die Funktionen

hap(2) =1 l } (12, Z)

~|o~|Q

eine dritte Basis von Rﬁ. Die verschiedenen Basen hq, hy und hgy erfiillen
7T _ 2min~l<a,b> T 2ril~l<c,b>
hy=>",€ he bzw. hap =D —y mod 1 € he.

Mit der Identifizierung
H°(J(S),0(nO)) = L(nO) = {f : J(S) — C|f meromorph, (f) > —nO}

erhalten wir so eine Beschreibung aller meromorphen Funktionen f auf J(S)
mit Polstellen im Thetadivisor: eine solche meromorphe Funktion f ist gleich
ﬁfﬁreingERZ n € N.

n?
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Beispiel 1.12. Fiir n = 2 ist fir eine feste Riemannsche Thetafunktion
¥ :C9 — C zum Gitter A = (1, Z) die Funktion

) 9o _ (do do
d dzqdzp dzq dzp

192

mit 1 < a,b < g eine meromorphe Funktion auf C9/A mit Polen im Thetadi-

visor. Hierbei ist der Zihler z(z) der Funktion dzdde log ¥ eine quasiperiodi-

. Zjj
sche Funktion mit z(z + X\;) = z(2) und z(z + \j1y) = e*2mCEH202(2) fiir
1<j<g, dh. ein Element aus RZ, und kann deshalb mittels Funktionen hq
dargestellt werden.

Weitere Beispiele findet man in [M83] Kapitel 2.3.

1.4 Der Satz von Beauville

Sei (A, B) € (gl, x gl,)/GLy fest gewidhlt mit nichtsingulérer Spektralkurve
S := S(a,p). Diese ist eine Invariante zu Aquivalenzklassen von Paaren von
Matrizen. Sie ist jedoch keine vollstdndige Invariante, d.h. zu (A, B) gibt es
nicht-dquivalente Paare (C, D) € gl x gl, mit der gleichen Spektralkurve S.

Sei Mg C (gl, x gl,.)/GLj der Raum aller Aquivalenzklassen von Paaren von
Matrizen mit fester nichtsingulérer Spektralkurve S. Dann gilt

Satz 1.13. (/B90]) Mg kann mit der Jakobischen ohne dem Thetadivisor,
JF97L(S)\O, identifiziert werden.

Ein ausfiihrlicher Beweis wird in [E03] gegeben.

Die Identifizierung erfolgt dariiber, dass jeder Aquivalenzklasse (C,D) von
Paaren von Matrizen ein Eigenvektorbiindel Lop € J¥9~1\O vom Grad
k 4+ g — 1 zugeordnet wird. Eine Faser des Eigenvektorbiindels iiber einem
allgemeinen Punkt (7, () € S entspricht hierbei dem Dualraum des Eigenrau-
mes von C' + (D.

Umgekehrt ist fiir jedes Geradenbiindel L € J**97!(5)\© der Raum H°(S, L)
k-dimensional. Wir verwenden in dieser Arbeit die Konstruktion einer Aqui-
valenzklasse von Paaren von Matrizen zu L durch

Satz 1.14. ([Hi83]) Sei mult : H°(S, 750p (1)) ® H°(S,L) — HY(S,L(1))
die Multiplikationsabbildung. Dann ist der Homomorphismus h : Ker(mult) —
HO(S, L), dern® so+ 1 ® 81 + C ® so mit 8o, 51 und sy aus HY(S, L) auf sg
abbildet, ein Isomorphismus.
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Dadurch sind eindeutig Endomorphismen C und D von H 0(S, L) definiert, fiir
die mult(n®sp+1®Csy+(® Dsy) = 0 mit sy € H(S, L) gilt. Die Wahl einer
Basis von H°(S, L) liefert das gesuchte Matrixpaar (C, D) mit Spektralkurve
S.

1.5 Ein fester Punkt im Thetadivisor

Wir nehmen in der gesamten Arbeit an, dass & > 1 ungerade ist. Dann hat
fiir eine glatte Spektralkurve S das Geradenbiindel 750O(%(k — 1)) den Grad
tk(k—1) = k4 g — 1. Da fiir k¥ > 3 das Geradenbiindel Op: (3(k — 1)) ®
Op1(—1) = Op1(2(k — 3)) tiber P! nichttriviale globale holomorphe Schnitte
hat, ist die Dimension des Raumes der globalen holomorphen Schnitte des
zuriickgezogenen Geradenbiindels, h°(S, 75Op: (5(k — 3))), groBer oder gleich
eins. Damit ist 75O(3(k — 1)) ® 75O(—1) € W,y C J(S) nach dem Rie-
mannschen Singularitétensatz (Satz 1.9) ein singuldrer Punkt des Thetadi-
visors © = W,_4, falls £ > 3. Aufgrund der Adjunktionsformel gilt fiir das
kanonische Biindel Kg der Kurve S die Gleichung

Ks = (Kz ®[5])]s,

und mit § = (¢)o mit ¢ € HY(R, [kEy]) und Kz = —2E; — C (siche (1.5))
folgt

Ks = ([-2B0 = C + kEo])|s = ([(k = 2) Es + (k = 3)C))|s = m5O(k — 3).

Damit ist der Punkt 75O(5(k —1)) @ 750(—1) = m5O(5(k — 3)) des Thetadi-
visors W, C J971(S) eine Thetacharakterisik,

ng(%(k _3)e ng(%(k _3) = Ks.

Wir wihlen diesen Punkt als Ursprung N := 750(3(k—3)) von J9(S), d.h.
wir identifizieren J971(S) mit J°(S) via L — L ® N~!, und erhalten so einen
Isomorphismus J971(S) ~ J(S).

Definition 1.15. Mit den Konventionen k > 1,k € N und k ungerade sei ab
sofort stets

m = %(k —1).
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Kapitel 2

Grundlegende Berechnungen
zur Spektralkurve S

Sei k € N, k ungerade und grofer als 1. Sei (A, B) € (gl x gly,), m = 3(k — 1)
und S := S,y = (¥)o eine glatte Spektralkurve. Das folgende Kapitel be-
steht aus zwei Teilen. In Abschnitt 2.2 und 2.3 beschreiben wir H'(S,O)
und H°(S,O(n)) fiir beliebige natiirliche Zahlen n < k sowie H'(S,O(m))
genauer: Jedes Element 3 € H'(S,0) kann eindeutig dargestellt werden als
B =0 imre; mit ¢; € HY(PY, Opi(—i)). Fiir n < k kann jeder Schnitt s €
H(S,O(n)) eindeutig in der Form s = Y"1  n'm*¢; mit ¢; € H°(P', Op1(n—1i))
geschrieben werden. Jedes Element aus H'(S,O(m)) kann eindeutig darge-
stellt werden als >, n™*ir*e; mit ¢; € H'(P', Opi(—i)). Hierbei bezeichne
n € H°(S,0(1)) jeweils den tautologischen Schnitt.

Im zweiten Teil, den Abschnitten 2.4 und 2.5, gehen wir zunéchst auf die
Lax-Paar-Bedingung ein. Diese wird durch die Wahl einer Richtung [ im
Tangentialraum H'(S, O) in einem Punkt der Jakobischen festgelegt und gibt
eine Bedingung an Aquivalenzklassen von Paaren von Matrizen in Mg definiert
durch lineare Fliisse in J*™971(S)\O. In Abschnitt 2.5 zeigen wir, dass alle
linearen Fliisse in der Jakobischen, die in Punkten des Thetadivisors starten,
diesen sofort verlassen.

2.1 Karten von S

Seien Uy := {(Co:¢) € P #0} und Uy := {({: ¢) € P ¢ # 0} die
Standardiiberdeckungen von P! mit Karten ¢ : Uy — C, (o : (1) — g—; und

(UL —C, (Go:¢) £ Uber Upn Uy gilt ¢ = 1.
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Uber P! sind Vektorbiindel und ihre Schnitte mit diesen Karten darstell-
bar. Fiir n € Z ist das Geradenbiindel Opi(n) durch die Ubergangsfunkti-
on gy,u, = (" liber Uy N Uy definiert. Globale holomorphe Schnitte aus dem
Raum H°(P!, Op:i(n)) sind eindeutig gegeben durch ihre Reprisentanten, d.h.
holomorphe Funktionen Y7, a;¢" iiber Uy (und damit iiber U; durch holomor-
phe Funktionen Y 7  a,—i(™" = > 1 a,—i(¢')" ). Eine kanonische Basis von
H°(P', O(n)) ist definiert durch die holomorphen Funktionen ¢/ mit 0 < j <n
iber U,.

Genauso kénnen er H 1(IP’1, O(—n)) beschreiben durch holomorphe Funktio-
nen der Form ZZ 1 aZC iiber Uy NU;. Eine kanonische Basis von dem Raum
H'(P', O(—n)) ist definiert durch ihre Reprisentanten ¢/ mit —n+1 < j < —1
iiber UO N U- 1-

Auf dhnliche Weise konnen wir Schnitte von Geradenbiindeln iiber dem To-
talraum R des Geradenbiindels Op:i (1) beschreiben. Seien Uy := 7" (Up) und
Uy = 75 (U1). Der tautologische Schnitt n € HO(R O(1)) ist dann definiert
durch holomorphe Funktionen 7 : Uo — Cund 7' : Uy — C, die iiber Uo NnU;
erfiillen 5 = (/. Wir erhalten so Karten (Up, (17, ¢)) bzw. (Ul7 (n',¢")) von R.
Mittels Einschrinken auf S C R erhalten wir schlieflich mit U := /Uvo NS und
U :=U; NS Karten fiir S.

2.2 Der Tangentialraum der Jakobischen

Die Jakobische J(S) ~ H'(S,0)/H,(S,Z) der Spektralkurve S ist ein g-
dimensionaler Torus. Wir beschreiben im folgenen Satz den Tangentialraum
H'(S,0) an die Jakobische in einem Punkt p € J(S). Die Beweisideen aus
([Hi83], Proposition 3.1) fiir den Fall von Spektralkurven zu Nahm-Gleichungen
werden hier auf unseren Fall iibertragen.

Satz 2.1. Jedes Element 3 € H'(S,O) kann eindeutig dargestellt werden als
k-1

(2.1) B = ZT}ZW*CZ'
=2

mit ¢; € HY (P, Op1(—1)). Dabei istn € H°(S,O(1)) der tautologische Schnitt.

Beweis:

Wir zeigen zuniichst H!(R, (k—1)Es) = H'(S, ©). Hierzu betrachten wir die
exakte Sequenz

0 = Op((k — 1)En — kEg) % Op((k — 1)Ex) — Os((k — 1)Ex) — 0
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sowie die zugehorige lange exakte Sequenz. Da Ey - Eoc = 0 und S = (T:D\)()
mit ¢ € H(R, [kEp)) gilt, ist das Biindel Og((k — 1)E,,) trivial, und obige
Sequenz hat die Form

0— Oﬁ((/{ — 1)Ew — kEy) — Oﬁ((k —1)E.) — Og — 0.

Es gilt (k — 1)Ex — kEy = (kK — 1)Ex — k(Ex + C) = —Es — kC. Nach
Lemma 1.3 ist das Biindel F., + kC' ampel. Damit folgt nach dem Verschwin-
dungssatz von Kodaira (Satz 1.1):

HR,(k —1)Es — kEy) = H'(R, —Es — kC) =
und R R

HYR,(k—1)E — kEy) = H'(R, —E, — kC) =
R ist eine rationale Regelfliche, die Eulercharakteristik x(Op) ist gleich
1 — hY(R,Op) + h*(R,Og) = 1. Mit dem Satz von Riemann-Roch folgt mit
Kp=—2E,—C = —2E, — 3C, siehe (1.5),

W (R, (k = 1) By — kEp) = X(Og) + 5 (((k = 1) B — KEp):
((k = 1)Ex — kEy + 2B+ + 3C))
= 1+%(—(kz—1)2—2(k:—1)+3(k:—1)+k2—3k)

Somit ist die Einschrinkungsabbildung H 1( ,(k—1)EL) — H'(S,0) ein Iso-
morphismus. Damit ist der erste Teil, H*(R, (k — 1)Ey) = H(S, O), gezeigt.

Sei nun wie in Abschnitt 1.2 £ € H(R, [Ex)), und sei 77 € H(R, [Eo]) die
kanonische Fortsetzung vom tautologischen Schnitt n € H(R, 7gOp1(1)). Wir
definieren

k-1
A= {a = Zﬁg’“ ‘r*c; | ¢ € H' (P', Opi (— ))} C HI(E [(k —1)Ex])

und zeigen dim A = h'(S, O).

Die Erzeuger des Raumes A sind durch Basen der Riume H'(P!, Opi(—i))
gegeben. Wir weisen die lineare Unabhéngigkeit der Erzeuger von A nach.

Angenommen a = Zf ;ﬁ@ =ig*c; = 0. Dann gilt insbesondere alg,, = 0,

und da f‘Eoo = 0 gilt, folgt (N* 17*cr_1)|p. = 0= cx_1 = 0. Wir erhalten
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Aus der exakten Sequenz
0> Oa((l — 1)Ex) > Ox(1Ey) — Op I(Ey—C) — 0, 1€Z,
—_———

und der zugehérigen langen exakten Sequenz folgt mit H°(PY, Opi(—1)) = 0
fiir alle [ > 0 die Injektivitiat der Abbildung

£:HY(R,(1—1)Ex) — HY(R,E.)

und damit induktiv ¢; = 0 fiir alle ¢ = 2, ...,k — 1. Somit bilden die Basisele-
mente von H'(P!, Opi(—1)) eine Basis des Raumes A. Es folgt

k—1
dim A =Y " h'(P', Op(—i))
=Y -
= (k= 1)k —2)
= dim H'(S, O).

O

Folgerung 2.2. Jedes Element 3 € H'(S, O) kann eindeutig dargestellt wer-
den als

(2.2) Bn,¢) = in% (i auC’)

=1

mit komplexen Zahlen a;;.

2.3 Beschreibung von H'(S,O(n))

Lemma 2.3. Jeder Schnitt von HO(}A%, nky), n € N, ist von der Form

n
5§ = E e T e
i=0

mit ¢; € H'(PY, Op1 (n — i)).



2.3 Beschreibung von H(S,O(n)) 27

Beweis: Seil € N; [ < n+1. Wir betrachten die exakte Sequenz von Garben

0— Os((n —1)Es +nC) — Op((n =1+ 1)Exx +nC) — Op_(I1—1) =0
und die zugehorige lange exakte Sequenz.
Da das Biindel (n — [ + 2)Ew + (n + 3)C ampel ist (siche Lemma 1.3), folgt
mit dem Verschwindungssatz von Kodaira (Satz 1.1) HYR,(n —1+2)E, +
(n+3)C + Kg) = H'(R, (n — 1) Ex 4+ nC) = 0. Damit folgt

HR,(n —1+1)Ey +nC) = HYP',O( — 1)) & H(R, (n — ) Ex, + nC)
und induktiv

H°(R,nEy) = H'(R,n(Ex + C))

H'R,(n—1+1)Ey + C)

H°(R, (n—1)Es +nC) & H(P', 0)

— @ HO(P*, Opi(n —1)).

O

Satz 2.4. Fiir n < k kann jeder Schnitt s € H°(S,O(n)) eindeutig in der
Form .
s = Z N
=0

mit ¢; € HY(PY, Opi(n — 1)) und dem tautologischen Schnitt n € H°(S, O(1))
geschrieben werden.

Beweis: (siehe auch [Hi83] Proposition 4.5)

Wir zeigen, dass die Einschriinkungsabbildung HO(R,nEy) — H(S, O(n))
ein Isomorphismus ist, aus Lemma 2.3 folgt dann die Behauptung. Hierzu
betrachten wir die exakte Sequenz

0 — Ox((n — k)Eg) % Op(nEy) — Og(n) — 0
und die zugehorige lange exakte Sequenz.

Wegen der Voraussetzung n — k < 0 ist Ho(ﬁ, (n — k)Ey) = 0. Es bleibt also
HY (R, (n — k)Ey) = 0 zu zeigen. Hierzu betrachten wir fiir [ € N die exakte
Sequenz

0 — Op(—lEy) — Ox((1 = 1)Ey) — Op,(1 = 1) — 0.
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Aufgrund der Rationalitit von Rist H l(ﬁ, O) = 0. Fiir [ = 1 erhalten wir
insgesamt die lange exakte Sequenz

0—0— H(R,0) = H'(Ey,0) — H'(R,—Ey) — 0.
Da HO(R,0) = HY(Ey, O) gilt, folgt H'(R, —Ey) = 0.
Fiir [ > 1 ist H°(Ep, Og,(1 — 1)) = 0 und damit die Abbildung
HY(R,—1E,) — HY(R, (1 — )E,)

injektiv. Somit wird H'(R, —1E) fiir [ > 1 injektiv in H'(R, —FEy) abgebil-
det. Wegen H'(R,—Epy) = 0 folgt fiir [ := k —n > 1, dass H'(R, —1F,) =

HY (R, (n — k)Ey) = 0 gilt und damit die Behauptung. O

Bemerkung 2.5. Wir hdtten die globalen holomorphen Schnitte von O(n)
tiber S auch tiber die Karten (U, (n,()) und (U’, (1, (")) berechnen konnen. Ein
Schnitt von Og(n) ist gegeben durch holomorphe Funktionen s =37, i, dijn'c?
iber U, s' =37, . o di;(n')'(¢') diber U', mit s = ¢"s" diber UNU’, da (" = gy
die Ubergangsfunktion des Biindels Og(n) = 7*Opi (n) diber S ist. Ein Koeffi-
zientenvergleich ergibt die Aussage des Satzes. Die Einschrinkung n < k folgt
aus der Tatsache, dass iiber S gilt n* +a;n* 1+ ... +a, = 0.

Fiir spiitere Berechnungen ist eine genauere Beschreibung von H'(S, O(m))
wichtig. Mit dem Satz von Riemann-Roch
(S, O(m)) — h'(S,0(m)) =1 — g + km
1

—1—§(k—1)(k—2)+%k(k—1)

folgt aus Satz 2.4
h'(S, O(m)) = h°(S,0(m)) — k

(%(k—n—iﬂ) —k

(k1)

:(%(/g_1)+1)2— %Z i| —k

=0

Il
(]

(k—1)2—i(k;—1)

(k—1)(k—3)

DO = 0ol = 00| =
3
=
3
|
-
N—
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Damit zeigen wir nun

Satz 2.6. Jedes Element aus H'(S,O(m)) kann eindeutig dargestellt werden
als

(2.3) Z n"tirte;
mit ¢; € Hl(]P)l, Opl(—l))

Beweis: (siehe auch [Hi83] Proposition 5.2)

Wir zeigen zunéichst, dass die Einschrinkungsabbildung H' (R, m(Ex+Ep)) —
H'(S,O(m)) ein Isomorphismus ist. Dazu betrachten wir die exakte Sequenz

0 — Op(mEyx + (m —k)Ey) — Og(m(Ex + Ey)) — Og(m) — 0

sowie die zugehorige lange exakte Sequenz. Es gilt mFEo+(m—k)Ey = mE+
(m—k)(Ex+C) = (2m—Fk)Esx+(m—k)C. Das Biindel —(mE+(m—k)Ey) =
(k —2m)Ewx + (kK — m)C ist nach Lemma 1.3 wegen k —m > k —2m > 0
ampel. Damit folgt mit dem Verschwindungssatz von Kodaira (Satz 1.1)

H(R,mEy + (m — k)Eg) = H'(R,mEy + (m — k)Eg) = 0.
Mit dem Satz von Riemann-Roch und Kz = —2E,; — C' erhalten wir
~ 1
hQ(R, mEsx + (m — k)Ep) = X(Oﬁ) + 3 (mEos + (m — k) Ep)
-(mEx 4+ (m —k)Ey + 2Ey + C)

1
=1+ (—m*+m+ (m—k)*+2(m—k)+m—k)

2
1
:1—|—§(k2—2mk‘—|—4m—3k)
1
:1+§(k2—(k—1)k+2k:—2—3k:)
= 0.

Somit ist die Einschrankungsabbildung H' (R, m(Ex + Eg)) — H'(S,O(m))
ein Isomorphismus.

Wir zeigen nun, dass mit 77 € H(R, [Ey]) und € € HY(R, [Ex]) die Dimension
des Unterraumes

A= {a = prtigminr e, | ¢; € Hl(Pl,@pl(—i))}
=2
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von HY (R, m(Ex + Ey)) gleich h'(S,O(m)) = im(m — 1) ist, und damit die
Behauptung.

Die Erzeuger des Raumes A sind durch Basen der Riume H'(P!, Opi(—i))
gegeben. Wir weisen die lineare Unabhéingigkeit der Erzeuger nach. Ange-
nommen a = y .0, "™ in*e; = 0. Dann ist insbesondere auch a|g, = 0,

d.h. es folgt ¢,, = 0. Wir erhalten

Mit der exakten Sequenz

0 — Of((1=1) B tmEg) 5 Og(lEs+mEg) — Op., (I(Ey — C) + mky) — 0

folgt mit H°(P!, Opi(—1)) = 0 fiir alle [ > 0 die Injektivitiit der Abbildung
£:HYR,(I-1)Esx + mEy) — H(R,lE., +mF,) und damit induktiv ¢; = 0
fiir alle i = 2,...,m. Wir erhalten

dimA =Y h'(P', Opi(—i))

M-

=2

NE

(i —1)

||
N

= —m(m —1)

RS, O(m)).

DO | =

2.4 Lax-Paar-Bedingung

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur lineare Fliisse in J*T971(S)\O. Sei
B € HY(S,0) und L € J*971\O ein Geradenbiindel mit Ubergangsfunktion
[ := lyy. Die Ubergangsfunktionen I exp(z(3) definieren eine Familie L*®L von
Geradenbiindeln {iber S vom Grad k+¢—1 mit L*®L € J*971(S5)\O fiir all-
gemeines z € C. Sei M — C x S das Geradenbiindel definiert durch M|, ) =
(L @ L)|w, (z,w) € C x S. Die direkte Bildgarbe m,M mit 7 : C x S — C ist
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iiber C torsionsfrei, aufgrund des Struktursatzes fiir endlich erzeugte Moduln
also eine lokal freie Garbe. Somit definiert 7, M ein Vektorbiindel V' iiber C
vom Rang k mit Faser V, = H°(S, L* ® L) fiir allgemeines z, d.h. fiir 2z mit
L*®L¢ 0.

Wir zeigen

Satz 2.7. Fir jeden linearen Fluf L* ® L in der Jakobischen J*9-1(S)\O
gibt es in einer hinreichend kleinen Umgebung U von 0 € C eine Familie von
Reprdasentanten (A(z), B(2)) der Urbilder von L*®L in Mg C (gl, X gl.)/ GLx,
die die Laz-Paar-Bedingung S-C = [C,D] mit C = C(z) = A(z) + (B(2)
und D = ((C(z), ()" erfillen. Hierbei bezeichne 3(C(z),()" den polynomialen
Anteil von B(C(2),() in (.

Beweis: ([AHH90]) Sei U cine Umgebung von 0 € C, in der fiir alle z € U
das Geradenbiindel L* ® L nicht im Thetadivisor © C J*971(S) liegt. Die
Urbilder von L* ® L in Mg C (gl, x gl,.)/GLy sind nach Satz 1.14, fir z € U

definiert durch die Endomorphismen A(z), B(z) von V, = H°(S, L ® L) mit

—_~

(n+ A(2) + (B(z2))o(z) = 0 fiir alle o(z) € V,. Hierbei ergibt fiir festes z
die Wahl einer Basis der Faser V, ein Paar von Matrizen (A(z), B(z)) mit
Spektralkurve S. Die Matrizen sind nur abhingig von der Wahl der Basis,
d.h. modulo Konjugation mit Matrizen X(z) € GLj eindeutig bestimmt.

Wir konstruieren im Folgenden eine Rahmung des Vektorbiindels V' — C,
d.h. eine Familie von Basen 0y(z2),...0x(2) von V,, die holomorph von z
abhéngt und fiir die der Flu8 (A(z), B(z)) € gl;, x gl die Lax-Paar-Bedingung
4 = [C, D] erfiillt. Diese spezielle Rahmung definieren wir durch kovariant
konstante Schnitte beziiglich eines noch zu definierenden Zusammenhangs des

Vektorbiindels V — C.

Sei o ein Schnitt von V iiber U. Jedes Element o(z) € V. = H(S,L* ® L)
wird durch holomorphe Funktionen s(z) : U — C und §'(z) : U" — C mit
s(z) = lexp(26(n,())s'(z) iiber U N U’ definiert. Ableiten nach z ergibt iiber
unu’:

O = Bl Olepl=(n, )5 (2) + Lexp(3(m, ) 5
= B, )s(=) + Lexp(=(1. ) o
= B(~(A+ CB). Qolunr + Lexp(z6(n, )2

da no = —£g+ (B)o gilt. Sei ﬁ(—(g + Cé), Ot der polynomiale Anteil von
B(—(A+(B), () abhéngig von (, entsprechend 5(—(A+(B), ()~ der Laurent—



32 Kapitel 2. Grundlegende Berechnungen zur Spektralkurve S

Hauptteil von ﬁ(—(ﬁ—l— Cé), ¢) abhéngig von (. Dann gilt iiber U N U’ :

% — B(—=(A+(B),¢) s = B(—(A+¢B),C) s + Lexp(26(n, O)Z_j
= 6(_(Z+C§),§)_lexp(2ﬁ(n, 0))s
s’

+Lexp(=6(1, ) 5

~ texp(z8(01,)) (G + 9(~(A+ 6B, 0 ).

Hierbei ist % —B(—(A+(B), ¢)*s holomorph in ¢ und %—i+ﬁ(—(ﬁ+§§), ()¢
holomorph in ¢ ~1. Wir erhalten also einen wohldefinierten Zusammenhang V.,
von V' iber U mit

Vool = 55— B(~(A+(B),Q)*slo

bzw.
/

) ~ ~
V.olo = 5+ A=A+ ¢B).0) o

Es gibt nun eine (evtl. kleinere) Umgebung U C i von 0 und Schnitte
o1y...,01 € DU, V|y), so dass fiir alle z € U die Elemente o1(2),...,0%(2)
eine Basis von V. bilden und kovariant konstant in U sind. Sei C:=A+ ¢ B
und C = A + (B die Matrixdarstellung von C beziiglich der Basis o1, ..., 0.

Sei ¢ € I'(U,V]y) ein kovariant konstanter Schnitt. Wegen (n + C)o = 0
folgt dann (n + C)92 + %0 = 0. Da o kovariant konstant in U ist, gilt

0z

9 — 3(—C,¢)*o = 0 iiber U. Wir erhalten iiber U :

0= +C)8* (~C. Qo+ 50
= (=€, O +CHH (.o + S0

= —037(=C,{)Co +CBT(-C,{)o + a—id

- (s -c.al+ 5 ) o a

Wir zeigen nun 9¢ = —[C, 87(—C, ()] :

Sei zg € U fest. Sei C' C R eine Faser, so dass der Schnitt S N C aus k
verschiedenen Punkten {zi, ...z} besteht. Dies entspricht k verschiedenen
Eigenwerten zur festen Matrix ((oA + (1 B) mit festem ({, : ¢;) € P!, wobei
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wir ohne Einschréinkung ((y : (1) € Uy annehmen. C' ist der Divisor eines
Schnittes 6 € HY(R, 75Op1(1)). Aus der exakten Sequenz

0— OS(LZO &® L) ® 7rf§(91p1(—1) i Os(LZO & L) — Ognc — 0

erhalten wir mit der Voraussetzung L* @ L ¢ © C J*™¥1(S) und damit
H(S,L*®L(—1)) =0und H'(S, L*®L(—1)) = 0, dass die Einschrinkungs-
abbildung

HY(S, L*® L) — H'(SNC,0) = H'({x1,...,2:},0)
ein Isomorphismus ist. Damit gibt es also eine Basis by, ..., by von H°(S, L* ®

L) mit b;(z;) = 0 falls i # j und b;(z;) # 0 falls i = j. Bezeichne M die Matrix
([C,8%] + %) . Dann folgt 2521 M;;bi(x;) = 0 fiir alle I, 7 und damit M,; =0

fiir alle 4, 7. Damit erhalten wir % =—[C,B7(=C,{)]. O
Bemerkung 2.8. Verwenden wir statt einer Rahmung o1(z),...,0x(z) von
kovariant konstanten Schnitten eine beliebige Rahmung o1(2),...o05(z) dber

U, so gilt — falls C die Matrizdarstellung von C beziiglich der o} und N, die
Matrizdarstellung von ¥V, beziiglich der o ist — lokal

ac
0=(n+C)B"(-C. ()} + @aé + (n+C)N.o;

ac
= [7(—=C,{no; + CBT(=C,)o; + 502 + (n+C)N.o;

— BH(=C,C)Co 4 CBH(—C, ) + <a_c s NZJ) 0!

0z
oC

= ([C,ﬁ*(—C,C)] to, T C, NZ]) ..

Bemerkung 2.9. Die Anwendung von Resultaten dieser Arbeit auf Hitchins
Spektralkurve zu den Nahm-Gleichungen ist eine Untersuchung wert: Ist (wie
in Kapitel 3) 8 = ﬂg und erfillt C(z) := A(z)+(B(z) die Laz-Paar-Bedingung
C = [C,B(C, )], so beschreibt C(z)* Hitchins Spektralkurve ([Hi83]) zu den

Nahmgleichungen, d.h. C(z)?* erfiillt die Lax-Paar-Bedingung
(Co+CC1+ (PCy)' = [Co + CCy + (PCy, Cy + (Y]

mit Cy := A%, C, := AB + BA und Cy := B2.



34 Kapitel 2. Grundlegende Berechnungen zur Spektralkurve S

2.5 Isospektrale Fliisse durch den Thetadivi-
sor

Wir haben bisher isospektrale Fliisse in J*™9~1(S)\© betrachtet. Fiir die
spatere Darstellung von Funktionen mithilfe von Thetafunktionen ist gerade
das Verhalten in Punkten des Thetadivisors interessant. In diesem Abschnitt
geht es darum, dass jeder Fluss L* @ L € J*971(S) mit L* definiert durch
ein 3 € H'(S,0) und L € © den Thetadivisor sofort verldsst, d.h. L*®L ¢ ©
fir z # 0, |z| hinreichend klein.

Der Tangentialraum 7,0 in einem Punkt p € © ist durch die Nullstellenmenge
von

gegeben. Hierbei bezeichnet ¢ die Riemannsche Thetafunktion. Die Gaussab-
bildung G : Ogjaey — P91, die durch

= )

definiert ist, bildet einen glatten Punkt des Thetadivisors auf seinen zugehori-
gen Tangentialraum ab. Da das Bild der Gaussabbildung in keiner Hyperebene
enthalten ist (siehe [BLO4] Proposition 4.4.1), ist der Schnitt aller in den Ur-
sprung verschobenen Tangentialrdume an nichtsingulédren Punkten von © leer,
d.h. jedes beliebige lineare Vektorfeld V von J97!(S) schneidet den Thetadivi-
sor © € J971(S) im allgemeinen Punkt transversal. In diesen Punkten L folgt
sofort, dass L* ® L fiir z # 0, |z| hinreichend klein, nicht mehr in © liegt.

Angenommen, fiir einen Startpunkt L € © verlauft der lineare Fluss L* ® L
fiir z € U mit einer Umgebung U von 0 € C im Thetadivisor. Dann enthélt
der Thetadivisor den gesamten Fluss L* ® L. Verschieben wir © entlang dieses
Flusses 229 mal so, dass jeweils der verschobene Divisor durch eine Thetacha-
rakteristik verlduft, so erhalten wir 229 Geradenbiindel, die eine Einbettung
der Jakobischen in den projektiven Raum definieren. Jedoch liegt nach Kon-
struktion die Gerade g in der Basismenge fiir jedes der neuen Geradenbiindel.
Dies ist ein Widerspruch dazu, dass sie eine Einbettung definieren und damit
die Schnitte nicht in allen Punkten gleichzeitig verschwinden konnen.



Kapitel 3

Painlevé- Analysis

Sei wie bisher k eine natiirliche ungerade Zahl grofier als eins und (A, B) ein
Element von (gl x gl,)/GLy mit glatter Spektralkurve S := S(4 p), und sei
Mg die Menge aller Aquivalenzklassen von Paaren von Matrizen mit Spek-
tralkurve S. Mit dem Satz von Beauville (Satz 1.13) wissen wir, dass Mg
mit der Jakobischen von S ohne dem Thetadivisor identifiziert werden kann,
Mg = J(5)\©. Diese Identifizierung nutzen wir, um Funktionen auf Mg mit-
tels Thetafunktionen auszudriicken:

Mg == J(S)\®
fl e

LT
C

Eine holomorphe Funktion f : Mg — C entspricht einer meromorphen Funkti-
on f: J(S) — C, die genau in © Polstellen hat. Die Menge aller meromorphen
Funktionen mit Polstellen im Thetadivisor ist in Abschnitt 1.3 beschrieben.
Jede solche Funktion f 148t sich durch Thetafunktionen mittels f Fr mit
g € R?, n € N, darstellen, siche hierzu Satz 1.10. Zur exakten Bestlmmung
von f muss die Art der Polstellen in Punkten von © untersucht werden. Auf
den genauen Algorithmus gehen wir in Kapitel 6 ein. Wir nutzen dabei die
Tatsache, dass das Verhalten von f in einem allgemeinen Punkt p des Thetadi-
visors eindeutig durch das Verhalten von f entlang eines zu © transversalen
linearen Flusses in J(S) durch p bestimmt ist. Dies folgt aus

n?

Satz 3.1. [AMV04] Sei V ein holomorphes Vektorfeld auf der Jakobischen
J(S) definiert durch 3 € H'(S,O). Dann gibt es fiir jeden allgemeinen Punkt
p € © (d.h. fiir jeden glatten Punkt p € ©, in dem V transversal zu © ist)
eine Koordinatenumgebung p € U C J(S) mit Koordinaten (t,z, ..., x,) und
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eine Umgebung p € V. C © wvon p mit Koordinaten (xq,...,x,) in ©, so dass
V= % tiber U gilt.

Wir bestimmen in diesem Kapitel das asymptotische Verhalten einer Fami-
lie von Aquivalenzklassen von Paaren (A(z), B(2)), fiir die die zugehorigen
Geradenbiindel entlang eines festen isospektralen Flusses in der Jakobischen
definiert durch eine Richtung 3 € H'(S, ) gegen einen allgemeinen Punkt
im Thetadivisor laufen. Hierzu verwenden wir Painlevé-Analysis.

3.1 Grundlegende Prinzipien

Wir fassen zunéchst fiir uns wichtige Begriffe der Painlevé-Analysis zusam-
men. Details findet man zum Beispiel in [AMV04] und in [VO08]. Sei

(3.1) &= f(x)
eine Differentialgleichung in C", wobei die Komponenten f; von f=(f1,..., fu)
Polynome in x4, ..., z, seien.

Definition 3.2. ([AMV04] Definition 6.6) Ein n—Tupel von Laurentreihen
zi(2) = =300, xl@zk mit i = 1,...,n und ganzen Zahlen r; € Z heifst

formale Lzalurentlésung von & = f(x), falls die x;(2) eingesetzt in die Diffe-
rentialgleichung (3.1) eine formale Gleichheit von Reihen ergeben. Gibt es ein

€ > 0, so dass die formalen Laurentreihen (x1(z),...,x,(2)) fir 0 < |z| < €

konvergieren, so sprechen wir von konvergenten Laurentlosungen. st xgo) # 0,
so hat x;(z) fiir positives r; einen Pol der Ordnung r; bzw. fiir negatives r;
eine Nullstelle der Ordnung |r;|. Ist r := max{r;} > 0, so sprechen wir von
einer strikten Laurentlosung mit Polordnung 7.

Fiir jeden beliebigen Startpunkt p € C" existiert nach dem Satz von Picard-
Lindelof fiir gewohnliche Differentialgleichungen eine eindeutige Losung von
(3.1). Diese definiert eine konvergente Taylorreihe und damit eine konvergente
(nicht strikte) Laurentlosung. Die Menge all dieser Taylorlosungen wird durch
die Startpunkte p € C" parametrisiert. Analog zu den Taylorlosungen koénnen
wir auch strikte Laurentlosungen von (3.1) zu Familien zusammenfassen. Diese
Familien werden nicht mehr durch Teilmengen von C", sondern durch (in
unserem Fall algebraische) Mengen (¢ C") parametrisiert.

Definition 3.3. (J[AMV0/] Definition 6.7) Eine Familie x(z) von strikten
formalen Laurentlosungen von (3.1), die durch eine irreduzible Komponente
einer algebraischen Menge parametrisiert wird, heifst Balance. Die Dimensi-
on der irreduziblen Komponente bestimmt hierbei die Anzahl der Parameter,
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von denen die formalen Laurentlosungen x(z) abhdngen. Ist diese Dimension
gleich n — 1, so sprechen wir von einer Hauptbalance, ansonsten von einer
niedrigeren Balance.

Wir haben zu Beginn dieses Abschnittes eine nichtsingulédre Spektralkurve fi-
xiert. Eine Richtung 3 € H'(S,O) definiert ein lineares Vektorfeld auf der
Jakobischen .J(S) und damit die LaxPaar-Gleichung C = [C, D] (siche Satz
2.7), wobei diese eine Differentialgleichung auf ganz (gl, x gl,.)/GLy definiert.
Statt einer festen Spektralkurve betrachten wir nun eine Familie von Spek-
tralkurven und damit eine Familie von Jakobischen, auf die sich das durch
definierte Vektorfeld fortsetzen 1a83t.

Satz 3.4. ([AMV04] Theorem 6.9) Sei F' : C* — C*® eine polynomiale Ab-
bildung, so dass fiir einen allgemeinen Punkt ¢ € C*® ein Isomorphismus
Jo : F71(c) — TI\D. mit einer irreduziblen Abelschen Varietit T; der Di-
mension r = n — s und einer analytischen Hyperfliche D, von T ezistiert.
Ist V ein lineares Vektorfeld auf C™, welches sich fiir allgemeines ¢ auf ein

lineares Vektorfeld auf ganz T fortsetzen lisst, so gibt es fir ein allgemeines
Cy € Cs

(a) eine Umgebung U C C* von cy,

(b) eine nichtsingulire algebraische Varietit M(U),
(c) eine surjektive Abbildung m : M(U) — U,

(d) eine Einbettung 1 : F~Y(U) — M(U) und

(e) eine analytische Hyperfliche D von M (U),
so dass

1. das Diagramm

kommutiert,

2. 1: F7Y(U) — M(U)\D ein Isomorphismus ist und
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3. es fir jedes c € U einen Isomorphismus i, : 7 (c) — T gibt, so dass

I

kommutiert.

M(U) besitzt ein holomorphes Vektorfeld V, welches 1-bezogen zur Einschrdin-
kung von V auf F~Y(U) ist.

Bemerkung 3.5. [AMV0/] Satz 3.4 gilt auch mit der schwicheren Voraus-
setzung, dass T fir einen allgemeinen Punkt ¢ € C® eine (unter Umstinden
nicht mehr irreduzible) Abelsche Varietit ist und Integralkurven zu V, die in
D, starten, den Divisor D, sofort verlassen.

Haben wir fiir eine feste, nichtsinguldre Spektralkurve Sy eine Richtung 3 €
H'(Sp, O) gewihlt, so definiert diese ein Vektorfeld auf der universellen Jako-
bischen und damit, via der Lax-Paar-Gleichung C = [C, 5(C, ()], C = A+(B,
eine Differentialgleichung bzw. ein Vektorfeld auf der Menge der Aquivalenz-
klassen von Paaren von Matrizen. In unserem Fall ist F': (gl, x gl,)/GLy —
C2**++3) definiert durch die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms, das
Vektorfeld V definiert durch die Lax-Paar-Bedingung, M (U) die universelle
Jakobische und fiir jeden festen Punkt ¢ € C2¢*+3) und damit F~(c) = Mg
mit einer festen Spektralkurve S und damit fester Jakobischer J(S), der Divi-
sor D, gleich dem Thetadivisor © € J(S). Wir werden bei der Beschreibung
der Balancen einer gegebenen Lax-Paar-Gleichung den folgenden Satz fiir ho-
mogene Vektorfelder benutzen. Homogene Vektorfelder sind Vektorfelder, de-
ren Differentialgleichungen nur aus homogenen Polynomen vom gleichen Grad
bestehen. Eine homogene Laurentlosung eines homogenen Vektorfeldes sei von
der Form z;(z) = 2 3%, 2V 2 mit 2© £ 0.

Satz 3.6. ([AMV04] Theorem 7.25) Sei V' ein homogenes polynomiales Vek-
torfeld auf C". Ist x(z) eine homogene Balance zu V', so ist x(z) fir z # 0
und |z| hinreichend klein konvergent.

3.2 Painlevé-Analysis

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Menge aller strikten homogenen
Laurentlosungen zu einer Lax-Paar-Gleichung C = [C, 5(C,()"] mit einem
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B € HYS,0) und C = A + ¢(B. Wir zeigen zunichst, dass fiir jede Wahl
von [ die Losung B konstant sein muss. Da wir in Abschnitt 2.5 gezeigt
haben, dass jedes Vektorfeld von J971(S) den Thetadivisor in allgemeinen
Punkten transversal schneidet, kénnen wir, um szpéiter Satz 3.1 anzuwenden,
ohne Einschrdnkung eine feste Richtung 8 = & € H 1(S,0) wihlen. Fiir
deren zugehorige Lax-Paar-Gleichung bestimmen wir dann strikte formale
Laurentlosungen. Diese entsprechen dem asymptotischen Verhalten von Aqui-
valenzklassen von Paaren von Matrizen in Punkten des Thetadivisors, wie der

folgende Satz zeigt:

Satz 3.7. Jede strikte homogene Laurentlisung zu C = [C, 3(C, ()] mit C =
A + (B beschreibt das asymptotische Verhalten von Aquivalenzklassen von
Paaren von Matrizen entlang (3, deren Bild in der Jakobischen J(S) einer
festen Spektralkurve S gegen einen Punkt des Thetadivisors lduft.

Beweis: Die Lax-Paar-Gleichung C = [C, 5(C, ¢)*] ist homogen. Nach Satz
3.6 konvergiert jede strikte homogene Laurentlosung (A(z), B(z)) fir z # 0, | 2|
hinreichend klein. Die (A(z), B(z)) definieren jeweils die gleiche Spektralkurve
S = Sa),B(z)- Jedes solche (A(z), B(2)) definiert damit einen Punkt L(z) in
der Jakobischen der Spektralkurve S. Da nach Definition der Differentialglei-
chung C = [C, B(C,¢)*] jeder Fluss (A(z), B(z)), z # 0, in (gl, x gl,)/GLy
einem Fluss in J(5)\© zum Vektorfeld definiert durch 8 entspricht und dieser
in J(S) eindeutig ist, muss dieser fiir z = 0 durch den Thetadivisor laufen (an-
sonsten gébe es ein Paar (A, By) € (gl x gl )/GLg mit lim,_o((A(z), B(z)) =
(Ao, By), ein Widerspruch zur angenommenen Striktheit). O

Satz 3.8. Fiir jede Laurentlosung C(z) := A(z) + (B(z) der Laz-Paar-Glei-
chung C = [C, D] mit D = 3(C, ()™ und beliebigem 3 € H'(S, O) ist B(z) = B
konstant.

Beweis: Wir stellen 3 € H'(S, O) wie in Folgerung 2.2 dar als Summe

Zﬁ;; n"( ?:_11 aC™). Sei C(z) = A(z) + ¢B(2) eine Losung der Lax-Paar-
Gleichung C = [C, D]. Bezeichne (A" : B%) die Summe aller Worter beste-
hend aus n — i mal A und ¢ mal B. Z.B. ist (A% : B?) = A’B? + A?BAB +

A’B*A+ ABA?’B+ ABABA+ AB?A? + BA3B+ BA2BA+ BABA? + B2 A3,
Dann ist A(A": BY) + B(A"~t!: Bi71) = (A"~ . BY) sowie
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(Anfi . BZ)A + (AnfiJrl . Bifl)B = (A”’Prl : Bi), und es gilt

D= B(C,Q)* = (im By (i g))

n=2

5 -
k—1 n—1 k—1 n—1
_ CO . < anl(Al . Bn—l)) + Cl . ( anl(Al_l . Bn+1—l)>

+ hohere Potenzen von (.

Damit gilt fiir den Koeffizienten vor ¢ des Kommutators von [C, D|:

=2 [=1 n=2 [=1
k—1 n—1 k—1 n—1
- (Z (AL Bn+l—l)> A — (ZZanl(Al : B”")) . B
n=2 l=1 n=2 [=1
k—1 n—1
= an (A(A": B 4 B(A: B™)
n=2 |=1
—(A"7 B A — (A BN B)
= 0.

Satz 3.9. Allgemein definiert eine Richtung 3 = ZZ;E n™( ?:_11 a ¢t in
HY(S,0) auf der Jakobischen via der Laz-Paar-Gleichung die folgende Diffe-
rentialgleichung auf der Menge der Aquivalenzklassen von Paaren von Matri-
zen:
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Beweis: Wir miissen nur noch (3.2) nachweisen. Allgemein gilt

o= - (St o (£ee)

n=2

= ( ] (Z(A“ L B¢

i 3
o
~
VR
NNl
S
=3
I
4
N~
~—
+

n=2
k—2 k—1 n—1
=N "¢ (A B”*J’l)))
j=0 n=j4+1,n>2 \l=4,I1>1
und damit
C=(A+¢B)
::[Cvl)]
k—2 k—1 n—1
= |A+(B)> ( > ( > au(AT B"ﬂ'—l)))]
j=0 n=j+1,n>2 \Il=4,1>1
k—1 n—1
=" an (A(A": B") — (A': B A)
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da fiir j > 1 gilt:

k—1 n—1
> an ((A(A'7: B=h — (A9 B 4))
n=j+1,n>21=31>1
k—1 n—1
+ an (B(Al—j—H . Bn—i—j—l—l) _ (Al—j—i-l . Bn+j—1—l)B>
n=j,n>2l=j—1,I>1
k—1 n—1

_ (anl(A(Al_j . Bn-l—j—l) _ (Al—j . Bn-i—j—l)A

+B(Alfj+1 . BTL‘Fj*l*l) . (Al*j‘l’l . Bn+jflfl>B))

[
Aufgrund von Satz 3.1 geniigt es spéter, das asymptotische Verhalten von
(A(z), B(z)) entlang einer fest gewéhlten Richtung (5 zu betrachten. Wir fi-
xieren ab sofort § = %
Folgerung 3.10. Fir 8 = ’7<—2 hat die Differentialgleichung (3.2)-(3.3) die
Gestalt

(3.4) A= [A% B]
B

Strikte formale homogene Laurentlosungen von (3.4)-(3.5) haben Pole erster
Ordnung.

Fiir formale Laurentlésungen

[e.9] [e.9]

A= %ZA(DZZ _ ZA(Z)Zl—l

=0 =0

von (3.4)-(3.5) folgt

A=S"(1-1)A0 2

OM8

N~

A(A B)— (A: B)A)
Q,B]

l
(Z (ADWA=DB — BAD A= ))>zl_2,
q=0

K

Mg

l

I
=)
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und damit

(3.6) —AY = [(A"), B],
0= [A(O)A(l),B} + [14(1)14(0)7 B]

und allgemein

(3.8) (1—1)AD =>"[A@A B

3.3 Berechnung der indizierenden Menge

Gesucht sind alle k& x k-Matrizen A und B, die
(3.9) —A® = [(A9)? B]

erfiillen. Die Losungsmenge wird indizierende Menge genannt.

Offensichtlich sind die Losungen invariant unter Konjugation, d.h. wir konnen
ohne Einschrankung annehmen dass A in Jordanscher Normalform vorliegt.
Gesucht sind also a;; 1= a ) e C,1<i,j<kmit

ko k
a;j = E (—@iq@gcbej + bigGacac;)
c=1 d=1
2
(3.10) = aj;biy + ajja-130; 51+ aj_1ja5-15-10; -1 + a1 505210 5o

- aiisz - aiiai,i+1bz‘+1,j - ai,i—l—lai—i-l,i—l—lbi—l—l,j - ai,i+1ai+1,i+2bi+2,j-

Allgemein gilt

Satz 3.11. Liegt A©) in Jordanscher Normalform vor, so sind alle Diagonal-
eintrige von A©) gleich null.

Beweis: Mit (3.10) erhalten wir sofort, dass, falls a;—1; = a;;41 = 0 gilt,
auch ay = 0 folgt. Insbesondere gilt A® = 0, falls A} Diagonalgestalt hat.
In diesem Fall liegt keine strikte formale Laurentreihe vor.

Wir betrachten nun Jordanblécke mit J > 0 Einsen, sei also a;;4; = 1 fiir
l=n,....n+J—-1flreinl1 <n<k—Jund ap_1, = @pyjnts+1 = 0. Der
Fall J = 1 ist trivial, da a,, = a = —2ab,+1,, und apy1pt1 = a = 2abp11 4y
gilt. Sei also J > 1. Dann ist a := a,, = ... = @ptjnts, und wir erhalten mit
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(3.10)

Apnpn = 0 = _2abn+1,n - bn+2,n

Aptin+l = A = 2abn+1,n - 2abn+2,n+1 - bn+3,n+1

Unyinti = @ = 20y i i1 + Ongintio2 — 200y i1 nti
—bntivonti, 2<1<J—2,

n4Jj—-1n+J—1 = A = 2abn+J71,n+J72 + bn+J71,n+J73 - 2abn+J,n+Jfl

AptJn+J = Q@ = 2abn+],n+J—1 + bn+J,n+J—27

und damit
(J + 1)CL = _2abn+1,n - bn+2,n + 2abn+1,n - 2abn+2,n+1 - bn+3,n+1
J—2
+ Z(2abn+i,n+i—1 + bptinti-2 — 20bp+it1 n4i — Ongivonti)
i=2
+2abpy g1 pnrg—2 + bngpy—1mri-3 — 2abpygnys-1
+ 2abnt gt g-1 + bnsgnri—2
—0,
folglich

O

Wir zeigen nun, dass nur Jordanblocke der Lange 2/+41, d.h. mit gerade vielen,
J = 2l, Einsen, vorkommen koénnen, [ € N.

Satz 3.12. Liegt A©) in Jordanscher Normalform vor, so besteht A©) nur aus
Jordanblocken ungerader Linge, d.h. mit gerade vielen Einsen.

Beweis: Da nach Satz 3.11 alle Diagonaleintrige von A(® null sind, gilt
ij = Gj—1,j0j-2j-1bij—2 — Qijr10i11i12bit2 )

fir 1 <4,7 <k, aon = a—i0 = appt1 = apt1,k+2 = 0, und speziell fiir ein n mit
1<n<k

(311) Apn+l = Apn+l (an—l,nbn,n—l - an+1,n+2bn+2,n+1>‘

Angenommen A© besitzt einen Jordanblock mit ungerade vielen, d.h. mit
0 < J = 2]+ 1 Einsen fiir eine natiirliche Zahl [ € N.
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Es gelte also ap—1,, = @pyjntgy1 = 0flirein 1 <n < k—Jund apqiptiv1 =1
fir i =0,...,J — 1. Insbesondere folgt aus (3.11) sofort J > 1. Dann gilt

Apn+l = 1= _bn+2,n+1

Ap+1n+2 = 1= bn+1,n - bn+3,n+2
ntintitl = 1 = bniintio1 — bngivonyiv, 1<1<J—-2=20—-1,

A2t nt2041 = 1 = bpiopnyoi—1,

und damit

!
E pt2in42i+1 = L+ 1

i=0
_J+1
2
-1
= —bptont1 + Z(bn+2i,n+2i71 — bps2itont2i41) + Ongoint2i-1
i=1
=0,
ein Widerspruch zu J > 1. O

Losungen von (3.9) sind somit von der Form (A B) mit A(®) bestehend aus
¢ Jordanblocken der Lange 21; + 1,...,2l, + 1 mit jeweils 21y, ..., 2l, Einsen,
l; € N, d.h. mit

Anyng4+1 = « -« = Qpy 420 -1,y 420 — 17 Apq 420,01 4+201+1 = 0

anz,ng-i-l = ... = an2+212—17n2+2l2 = 1; an2+2l2,n2+212+1 = anz—l,nz = O
(3.12)

ang,nngl = ... = ang+21471,n¢+2lg = 17 ang+2[g,ng+2[g+l = a/ngfl,n[ = 07
wobei wir ohne Einschrinkung 1 =n; <ns < ... <ny < k — 1 annehmen.

Fir die konstante Matrix B erhalten wir aus
Qij = Aj-1,0j-2j-1bij-2 — Qi i+10i+1,i+2bit2,

die folgenden Bedingungen:
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1. Firi e {ne...,n.+ 2l. — 2} fiir ein 1 <¢ < ¢ und
j¢{nd+2,...,nd+2ld} fﬁrallede{l,...,ﬁ} ist

aj_1jaj—2;-1 = 0und a; ;1104142 = 1.
Wir erhalten

® 0= —bjo falls j #¢+1und

o 1 =—bjyo; falls j =7+ 1, und damit i = n,.

2. Firje{n.+2,...,n.+2l.} firein 1 <c¢ < /¢ und
i ¢ {ng,...,n.+2ly— 2} fir alled € {1,...,¢} ist

aj—1,jaj—2-1 =1 und @;;41G;41,42 = 0.
Es folgt

o 0= bi’j_g falls j 7é 1+ 1
o 1="0;;9falls j =i+ 1 und damit i = n. + 2, — 1.

3. Firi e {n.,...,n.+2l. — 2} fiirein 1 < ¢ < ¢ und
JeE{na+2,...,ng+ 2y} fur ein 1 < d </ gilt

Aj-1j0j-2j-1= 1= Qii+10i+1i+2.
Es folgt

L] b@j,Q = bi+2,j falls ] 7é 1+ 1

o 1= bi’j_g — bi+2,j falls ] =1+ 1.
Da fiir alle anderen Kombinationen von 7 und j die a;; verschwinden, sind alle
anderen Eintrdge von B unbestimmt.

Beispiel 3.13. 1. Besteht A©) nur aus einem Jordanblock mit 2 Einsen,
so sind A und B von der Form

(3.13)
0100 --0 b1y
0 0 10 -0 1 by *
A©) — O O =y 00
: : : *

Wir werden spdter sehen, dass hierdurch eine Hauptbalance definiert
wird.
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2. Besteht A9 nur aus einem Jordanblock mit 4 Einsen, so gilt

0O 1 0 O0O0O0 0
0O 0 1 0 0O 0
0O 0 010 0
0O 0 0010 0
0) _
AT =19 0
0 0
und
bll b12 bl3
2 b22 b23 *
0 0 1 by byg 0 --- 0
B=10 0 0 -2 b3 0 --- 0
. . . k
0 0 0 ik

3. Besteht A9 qus einem Jordanblock mit k — 1 Einsen, so gilt

by bz biz by e b1y

Bl byy baz bos e bay,
0 —1 b bio o big—a
B=0 0 % bao R S
0 0 0 =2 by -+ biga

00 0 0 - 0 -kl op,

Hierbei ist die Menge aller Aquivalenzklassen von Losungen von (3.9) durch
feste A und die Menge aller zugehorigen oben definierten B = B(A®)
modulo Konjugation mit Matrizen X aus dem Stabilisator von A(®) gegeben.

Zum Beispiel besitzen Matrizen X des Stabilisators von A©®) wie in (3.13)
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insgesamt k% — 4k + 5 freie Parameter und sind von der Form

Ti11 Ti2 T13 s Tk
0 11 T12 0 ... 0
X — 0 T11 0 ... 0 :
*
0 0

d.h. B modulo X besteht aus (k—1)(k —3)+2k —1— (k* —4k+5) = 2k — 3

freien Parametern.

3.4 Die Kowalevski—Matrix

Alle weiteren Koeffizienten v(a®) := (a§l1), ag, . a,(gl,z) mit [ > 1 von forma-

len strikten Laurentlésungen lassen sich 1ndukt1v aus der indizierenden Men-
ge durch Lésen des linearen Gleichungssystems K (I)v(a®) = v(a(®, ..., a=Y)
mit einer k? x k?-Matrix K (1), der sogenannten Kowalevski-Matriz, berechnen.
Die Losungen sind nicht eindeutig. Die Anzahl der insgesamt frei wahlbaren
Parameter gibt an, um welche Art von Balance es sich bei der Losungsmenge
handelt.

Formale Laurentl6sungen komponentenweise

Betrachten wir komponentenweise formale Laurentreihen

o
_ 0 -1
ajj = E a;;z o,
1=0

so folgt aus (3.8) die Bedingung

0=(l— 1)%(,;) _ Z Z((A(q)A(l—q))mbnj — by (AW AC=DY

k k
(RT3 ) WU TSRO

. Die indizierende Menge ist durch Losungen der Gleichung

k k
(0) + Z Z < Qi mn afm()rr)za'gr?;bln> =0

n=1m=1

an die a;; 0
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gegeben. Die Koeffizienten a ) der formalen Laurentlosungen lassen sich fiir
{ > 1 aus ihnen mittels

agll) agn)qagm )bn1 aﬁlqma Q)b
ai3 Aol — Bally?h,
. -1 k k .
3.14 K(l _ :
(3.14) (1) g) 2 ;n; a8, — bnalal=?
al(fllz a;rzlawgln )bnk — a%%agl;q)bkn

berechnen, wobei die Eintrige (K (1)) i) ca) der k? x k*-Matrix K(I) gegeben
sind durch

,

(1-1)— é bnj — a\Vby; + é binal) +bial)  falls (if) = (cd)
(3.15) — Zk: a(o)b (O)bdj + bua((ij) fallsi=c¢, j #d
—al(c)b” + Z b; nagw) + bwa( ) fallsi #£ ¢, j=d
| —a!Pby + bwag@) falls i # ¢, j # d.

Definition 3.14. K(I) =: K(I)(k) ist die sogenannte Kowalevski-Matrix.

Die Nullstellen der Determinante der Kowalevski-Matrix geben an, fiir wel-
che | die Matrizen A" freie Parameter besitzen. Fiir alle anderen [ ist K (I)
invertierbar, d.h. AY eindeutig durch alle AY) mit j < [ bestimmt.

Bemerkung 3.15. Die Determinante der k* x k*-Kowalewski-Matriz (3.15)
zu (3.18), d.h. zu A bestehend aus nur einem Jordanblock mit zwei Einsen
und zugehorigem B, ist das Produkt ihrer Diagonaleintrige, und es gilt

det K(1) = (1 + 1)PF4(1 — 1)F*=4+6(] — 2)2k=4(] — 3).
Beweis: (Induktion nach k):

e Induktionsanfang: Sei k = 3. Dann hat K (I)(3) die Gestalt

[ —2 0 0 0 —1 0 b1y 0 0
bii—byp I 0 0 bip—by 1 bis bio 0
—bys 0 [—=1 —big big—0by3 0 0 bi3 bi2
0 0 0 [—1 0 0 bog—0by; —1 0
1 0 0 0 [+1 0 baz — by 0 1
0 1 0 —=byy byp—0bn | —bis 0 bay—biy
0 0 0 0 0 0 [—3 0 0
0 0 0 —1 0 0 byg—byy 1—1 0
0 0 0 0 —1 0 —bas 0 [ —2
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Thre Determinante ist (I + 1)I2(1 — 1)3(1 — 2)2(I — 3).

Induktionsschritt (k — 1 — k):

K(I)(k) entsteht aus K(I)(k — 1) durch Hinzuftigen der Zeilen Z(1,k
bis Z(k — 1, k), der Spalten S(1,k) bis S(k — 1,k) und der k +k — 1
2k — 1 quadratischen k x k—Matrizen M (k,c), M (i, k) mit 1 < i,c
k gegeben durch (M(k,c))ja = (K)(K)) k), (cay bzw. (M(i,k));a
(B (D) (K)) i), k)

~—

[IVANI

Insbesondere ist M (k, k) eine untere Dreiecksmatrix, da (M (k,k));q =
(K(1)(k))k,5),(k,a) fiir d > j gleich null ist. Dies liegt daran, dass nach
Voraussetzung A®) wie in (3.13) nur aus einem Jordanblock mit zwei
Einsen besteht und b3; = 0 gilt. Damit ist die Determinante von M (k, k)
gleich dem Produkt ihrer Diagonaleintriage. Da jetzt k > 3 gilt und da-
mit fir ¢ = 1,...,k — 1 jeweils die letzte Spalte von M(i, k) gleich
null ist ((M(i,k))jk = (K)(K)) i),k = 0), ist det(M(i,k)) = 0 fiir
i=1,...,k—1. AuBerdem sind in jeder Spalte (i, k) sowohl die Eintrige
K jy.am(l)(k) fur j =1,...,k —1 iber dem Diagonaleintrag, also auch
die Eintrége K(;y1,)60()(k) fir j = 1,...,k — 1 unter dem Diagonal-
eintrag gleich null.

Tauschen wir also die Zeilen Z(1, k) bis Z(k —2, k) zu einem Block iiber
der Zeile (k — 1,k) nach unten und die Spalten (1,%) bis (k — 2,k) zu
einem Block neben der Spalte (k — 1, k) nach rechts, so verandert dies

—_—

nicht die Determinante von K (I)(k), und die neue Matrix K ([)(k) hat
die Gestalt
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0
: M(1,k)
0
K()(k—1)
0
0
Z (1,k) * M(k—1,k)
0 =
Z(k-1,k) --- 00 =«
M(k, k)

Damit folgt nach Induktionsvoraussetzung, dass die Determinante von
K(1)(k) gleich dem Produkt der Diagonaleintrége ist. Mit

1 falls j =1 1 falls i = 2
0 sonst 0 sonst

erhalten wir

det K(1) = (14 1)I2*4(1 — 1)~ 4+6(] — 2)2k~4(] — 3).

3.5 Bestimmung weiterer Koeffizienten

Wir haben in Abschnitt 3.3 gesehen, dass fiir A® wie in (3.13), d.h. mit
A bestehend aus nur einem Jordanblock mit zwei Einsen, die Matrix B
von 2k — 3 Parametern abhéngt. Kénnen wir zeigen, dass die zugehorigen
Koeffizienten A®) von k? — 4k + 6 Parametern, A® von 2k — 4 Parametern
und A® von einem Parameter abhiingen, so hingt die zugehorige Balance
von 2k — 3+ k*> — 4k 4+ 6 + 2k — 4 + 1 = k? Parametern ab, ist also mit
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Satz 3.7 eine Hauptbalance (da dim(gl, x gl,)/GLy = k? + 1 gilt). Fiir A®
ist die Behauptung klar, da (I — 3) nur mit Vielfachheit eins ein Faktor der
Determinante von K (1) ist. Im folgenden Abschnitt beschéiftigen wir uns mit
den Koeffizienten AN und A®).

Bestimmung von A
Wir bestimmen zur Balance (3.13) den Koeffizienten A®) der formalen Lau-

rentreihe A = Y70 AD2"1 Wir erinnern daran, dass dieser nach (3.7) defi-
niert ist durch 0 = [A@ AW + AW AO) B]. Mit

0 falls 2 > 3
(AVA =3
a;/; fallse=1,2
und
falls j =1 >4
(A(l)A(O))Z-j _ 0(1) a Sj. oder j >
a;;y falls j=2,3
erhalten wir
= ([AQAD 4 4D 40) B))y
k
=D ((ADAD)by; + (ADAO )by — ba( AP AD)5 — by (ADA),5).
=1
Damit folgt
= ([ADAD 1 AW AO) B}, = 2a§11) —

AOAM 4 AW AO Bl =) =0 firi > 3
AO AW L AW A0 B e aél.) =0 firj>4

0y = —ay) =0 fir j >4

2 = —A;° = fur223
W _ 0 _q

o O O O O o o o o o
I
— — — — ~~ ~~ ~~ ~—~ ~—~ —~
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Somit ist die Matrix A

ohne weitere Bedingungen an die verbliebenen al

von der Form

(1) (1)

ayy Qo
0 —agll)
0 0
0 0
0 0

1
ags)

1
_a§2)

1)
Qi3

(1)

Ay
0O --- 0
0O --- 0
1 1
az(m) T az(lk)
(1)
A

’Lj’

da alle Eintrage ([A® A0 4

AW AO | B]),;; mit dieser Wahl bereits verschwinden. Insbesondere hingt A1)
von k% — 4k + 6 freien Parametern ab.

Bestimmung von A®

Der Koeffizient A® ist schwerer zu bestimmen, da er von B, A und A®
abhéingt. (Man beachte hierbei, dass wir zwar in Beispiel 3.13 gezeigt haben,
dass B nur von 2k —3 Parametern abhéngt, wir aber weiterhin die Darstellung
(3.13) wie in Beispiel 3.13 fiir B verwenden, da eine Normalform von B keine
Vereinfachung der Bedingungen an A®) bewirkt.) Wir zeigen im Folgenden
nur den

Satz 3.16. A® hingt von 2k — 4 freien Parametern ab.

Beweis: Wegen (3.8) fiir [ = 2 erfiillt A® die Bedingung

AP) = [AOA®, B) 4 [AV", B) 4 [A®A©), B),

bzw. in Koordinaten (siehe (3.14) fiir [ = 2)

a(lzl) alma(l)b anma bln
a%) agnl(z?(’éztbrﬂ - anmamgbln
. kook :
K(2 = '
O @ | =2 22 | @b — boaltha®
a,(f,g a (W ani by — am,)za,(nib
Damit folgt fiir A® sofort a:(fl) = 0, a%) = 0 und aézl = a32 Wir zei-

gen nun, dass der Rang rang(K(2)) gleich dem Rang der erweiterten Matrix
rang(K(2) : W) gleich k? — (2k — 4) ist, und damit die Behauptung.
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Da afﬁ) = ag) = 0 gilt, zeigen wir stattdessen rang(m) = rang(l/(@/) W)
k% — 2k + 2, wobei die k? x (k? — 2)-Matrix K (2) durch Streichen der Spalten
(3,1) und (2,2) von K(2) entsteht. Man rechnet leicht nach, dass dann alle

Eintriage der insgesamt 2k — 3 Zeilen (3,1), (1,1) sowie (3,7) und (¢,1) von

K (2) fiir ¢ > 3, 7 > 2 gleich null sind, genauso wie die entsprechenen Eintrige
des Vektors w. Aulerdem ist die Zeile (2,1) gleich der Zeile (3,2). Damit ist

—~—

der Rang von K (2) hochstens gleich k? — 2k + 2. Betrachtet man nun die Spal-
ten (1,7), 7 >2,(2,1),(1,1),(2,7),7 > 3, und (4,7) mit ¢ > 3,5 # 1, so kann
man hier einen Gauflschen Algorithmus durchfithren und erhélt die lineare Un-

abhéngigkeit dieser Vektoren, d.h. rang(l/(\(Q/)) = rang(m cw) = k*—2k+2
und damit rang(K (2)) = k? — 2k +4, d.h. die Menge der Losungen A® hingt
von 2k — 4 Parametern ab. U

Beispiel 3.17. Fiir k = 3 ist die Matriz A® von der Form

_ a(?)_ ) agg) .
—CL:%) (b11—b22)agy (321)12+b23) 3o + —aé?(bm N 623)
as) 0 ()4 G thrajo o
2 2
’ aéQ) a§3)
it = 2l + o

Ergebnis

Insgesamt erhalten wir den folgenden

Satz 3.18. Ist

001 00 -0 by
000 100 1 by )
0 - 0 —
o | U P R BT
. 0
: : : *
0 ... 0 0 br,

eine Familie von indizierenden Ldsungen von A= [A%2 B], B =0, so defi-
nieren die zugehorigen strikten formalen Laurentldsungen eine Hauptbalance
von A = [A%,B], B = 0. Diese beschreibt das asymptotische Verhalten von
Aquivalenzklassen von Paaren von Matrizen in allgemeinen Punkten des ver-
allgemeinerten Thetadivisors.



Kapitel 4

Fortsetzungen von holomorphen
Schnitten

Sei (A, B) € (gl x gl,)/GLy so gewihlt, dass die zugehorige Spektralkurve S
nichtsingulér ist. S ist gegeben durch die Nullstellenmenge von ¢ = det((A +
(B)+nl;) € H'(R, 7;0p (k)). Wir erinnern an dieser Stelle an m := 3 (k—1).
Der Schnitt ¢ ist von der Form @ = n*™1 + a;n®*™ + apn*™ 1 + ... + a4
mit Schnitten a; € H°(P', Opi(i)). Zum Beispiel ist a; = tr(A + ¢(B) und
ap = det(A + (B).

Mithilfe der Painlevé — Analysis aus Kapitel 3 konnen wir jede Funktion
f € Clgl, x gl,]% bis auf eine Konstante mit Thetafunktionen ausdriicken.
In Kapitel 6 fiihren wir dies explizit durch, indem wir die in Kapitel 3 be-
rechneten strikten formalen Laurentlosungen A(z), B, die das asymptotische
Verhalten von Aquivalenzklassen von Paaren von Matrizen entlang 3 in allge-
meinen Punkten des Thetadivisors beschreiben, in die Funktion f einsetzen.
Zur Bestimmung des konstanten Terms betrachten wir das Verhalten von f in
einem konkreten Punkt des Thetadivisors © C J(S). Dieser konkrete Punkt
ist gegeben durch Og(m) := 150 (m) = 750, (3(k — 1)) € © C JF971(S)
(sieche Abschnitt 1.5).

In diesem Kapitel untersuchen wir daher einen Fluss L?(m) mit L°(m) = O(m)
in J¥971(S) definiert durch die tangentiale Richtung 8 = n?¢~! € H'(S, O).
Wir definieren ein Vektorbiindel V' iiber C, das den Fluss L*(m) parame-
trisiert und fiir das fiir z # 0 und |z| hinreichend klein die Faser V, gleich
HY(S,L*(m)) ist.

Im Verlauf des Kapitels werden wir V; als Unterraum von H°(S, O(m)) genau
beschreiben. V) besteht aus den Schnitten aus H(S, O(m)), die sich, fiir |z|

hinreichend klein, zu Schnitten von L*(m) fortsetzen lassen. Diese Fortset-
zungen werden wir konkret berechnen und in Kapitel 5 zur Bestimmung des
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asymptotischen Verhalten von A(z), B(z) entlang  durch O(m) verwenden.

4.1 Definition des Vektorbiindels V

Seien wie in Abschnitt 2.1 (U, ¢) und (Uy, ¢’) Karten von P!, 7 := mx : R — P!
die Projektion vom Totalraum R des Biindels Op: (1) auf P* und Uy = 7 (Up)
bzw. Uy = 7~ 1(Uy). Seien (Up, (n,¢)) und (Uy, (7, ¢’)) die in Abschnitt 2.1
definierten Karten von R. Insbesondere gilt ¢/ = 1 bzw. ' = 2 {iber ﬁg N /le

Die jeweiligen Einschrankungen auf die Spektralkurve S C R nennen wir wie
in Abschnitt 2.1 (U, (,()) bzw. (U, (0, {")).

Wir definieren ein Vektorbiindel V' — C wie folgt:

Sei M das Geradenbiindel iiber C x S mit Faser M| ,) = L*(m)|, und
7 : Cx S — C die Projektion. Hierbei sei L*(m) definiert durch die Ubergangs-
funktion gy = (™ exp(z%). n*¢~! ist Reprisentant von 8 = m*a € H(S,O)
mit o € H' (P!, O(—2)) repriisentiert durch gy, = (7! iiber Uy N U;.

Anders als in Abschnitt 2.1 starten wir nun fiir z = 0 in einem Punkt des
Thetadivisors, wobei aufgrund von Abschnitt 2.5 fiir z # 0 mit |z| hinrei-
chend klein L*(m) ¢ © gilt, d.h. der Fluss den Thetadivisor sofort verlésst.
Die direkte Bildgarbe (7).M iiber C ist eine torsionsfreie Garbe. Nach dem
Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen ist w, M ei-
ne lokal freie Garbe, definiert also ein Vektorbiindel V' — C. Da das Gera-
denbiindel L?(m) im Allgemeinen nicht im Thetadivisor © C J**971(9) liegt,
hat fiir allgemeines z das Biindel L*(m) ® 7&Op1(—1) keine globalen holo-
morphen Schnitte. Damit gilt h°(S, L*(m)) = k fiir allgemeines z # 0. Es ist
rang V' = k, und fiir eine allgemeine Faser V,, z # 0, gilt V, = H°(S, L*(m).

Wir wollen in diesem Kapitel Vo € HY(S,O(m)) genauer untersuchen. Wir
berechnen also gerade die Schnitte von O(m) := w5O(m) iiber S, die sich lokal
zu Schnitten von L*(m) iiber S fortsetzen lassen, wobei lokal hier bedeutet,
dass z betragsméfig hinreichend klein ist. Wir erinnern an dieser Stelle daran,
dass wir in Satz 2.4

H°(S,0(m)) = @niHO(Pl, O(m — 1))
sowie in Satz 2.6
a'(S,0(m)) = @nm“Hl(Pl, O(—1))

gezeigt haben.
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Fiir n € Z schreiben wir ab sofort H°(P!, O(n)) fiir 7*H° (P, Opi(n)), falls
aus dem Zusammenhang klar ersichtlich ist, dass wir die zuriickgezogenen
holomorphen Schnitte von Og(n) meinen. Ein moglicher Kandidat fir die
Faser Vp ist HO(PY, O(m)) C H°(S, O(m)). Es gilt jedoch

1
dim HO(P', Op: (m)) =m + 1 = (k= 1) +1 <F.

Insbesondere ist dim Vy — dim H°(P', O(m )) =
Satz 4.35, dass Vo = HY(P', O(m)) & nH°(P!

(k — 1) = m. Wir zeigen in
—1)) g

Ol

4.2 Holomorphe Fortsetzungen

Fiir festes 2 € C ist ein globaler holomorpher Schnitt 5(z) € H°(S, L*(m))
gegeben durch holomorphe Abbildungen s(z) : U — C und §'(z) : U — C mit

s(z) =¢™ exp(z%)s’(z) tiber UNU’. Suchen wir eine holomorphe Fortsetzung

von 5y € H°(S,O(m)) auf ein Gebiet um 0 € C, so bendtigen wir holomorph
von z abhiingige Schnitte 5(z) € H°(S, L*(m))) mit 5(0) = 5, d.h. holomorph
von z abhéngige holomorphe Abbildungen s(z) : U — C und §'(z) : U’ — C
mit s(z) = (™ exp(z%)s’(z) iiber UNU'.

Es gibt genau dann eine holomorphe Fortsetzung von §; auf eine Umgebung
von 0 € C, falls es konvergente Potenzreihen in z gibt mit

s(z) = so + zs1 + 2%sy + ... iiber U

§'(2) = s + zsh + 2%sh + ... iiber U’

die s(z) = ¢™ exp(z%)s’(z) tiber U N U’ erfiillen, wobei die s; bzw. s} holo-
morphe Funktionen s; : U — C bzw. s} : U' — C sind.

Bemerkung 4.1. Untersuchen wir die einzelnen Koeffizienten vor den Po-
tenzen von z, so erhalten wir, falls s und s eine Fortsetzung eines Schnittes
S0 aus Vi definieren, iiber U N U’ die Bedingungen

= ("sp,
2
= (eSS
und allgemein
N |
(4.1) 5 = Z UQ(Zij)CmilJrij/‘

an die Abbildungen s; und s;.
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Diese Bedingungen bedeuten, dass jeder durch (4.1) definierte Kozykel

i—1
m 2(1—7) rm—i+7 1 /
$i— ¢ Si—Z'fZ( ¢ ]mé’j
7=0
iiber UNU’ ein Reprisentant von 0 € H'(S, O(m)) sein muss. Schon fiir i = 1
mit s;—¢"s) = n*C1(¢(™s}) = n?('sp erhalten wir so einen Hinderungsgrund
fiir die Existenz einer holomorphen Fortsetzung. Ist z.B. n™py € n™H°(P!, O)
und py # 0, soist B-n™py = n*m*a-n™py € N T2HY (P, O(-2)) C H'(S,O(m))
ungleich null und wird durch n™*2(~!p, iiber U N U’ reprisentiert. Ein sol-

—

ches 5 = n™py kann somit keine holomorphe Fortsetzung zu Schnitten s(z) €
H°(S, L*(m)) besitzen.

4.3 Fortsetzungen endlicher Ordnung

Will man eine Fortsetzung eines Schnitts Sy konstruieren, so bietet es sich an,
dies schrittweise durchzufiihren:

Definition 4.2. Sei | € N. Eine Fortsetzung eines Schnittes So von O(m)
tiber S zu einem Schnitt von L*(m) zur l-ten Ordnung sei definiert durch
holomorphe Funktionen

s:=5(2) =80+ 25 + 2259 + ...+ 2's;, s, € H(U,O),
s i=5(2) = sy +zsh +22sh+... + 28, sie HY(U,0),

mit s = (™ exp(z%)s’ mod 2!t diber UN U,

Die holomorphen Funktionen s; € O(U) bzw. s; € O(U’) fir 0 < i <[ zu
Fortsetzungen zur [-ten Ordnung miissen ebenfalls Gleichung (4.1) erfiillen.

Fortsetzungen von Schnitten von O(m) zur [-ten Ordnung sind Schnitte des
folgenden Vektorbiindels vom Rang [ + 1 {iber S:

Definition 4.3. Sei F'(m) das Vektorbiindel vom Rang |+ 1 iiber S definiert
durch die Ubergangsfunktion gyy: = M!(m) mit

(i7m) o [P o< <isi

ij 0 sonst.

Ein globaler holomorpher Schnitt 5 von F'(m) ist dann definiert durch jeweils

[ 4+ 1 holomorphe Funktionen s; : U — C bzw. &, : U’ — C, 0 < i <[, mit
Mm)| | =]: | iiber UNU".

s s
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Fiir alle 0 <7 <[ muss folglich

l i
82 et (Ml(m)> . S/, — fr]2(l_3)(m_2+]+8/'
]Z; = (=57

iiber U N U’ gelten. Fiir einen Schnitt § € H(S, F'(m)) repriisentieren die
ersten Eintrige g, sj einen Schnitt 5 aus H°(S,O(m)). Somit stellt § eine
Fortsetzung von 5y zur Ordnung [ dar.

In exp(zﬂg) kommen nur gerade Potenzen von 7 vor. Besonders einfache Fort-

setzungen von Schnitten sy aus H°(P!, O(m)) € H°(S,O(m)) zur Ordnung I
sind daher:

Definition 4.4. Die spezielle Fortsetzung eines 55 € 7*H°(P', O(m)) zur
Ordnung | sei definiert durch Funktionen

s =80+ 2n’s; + -+ 2'nPs, iiber U

s = s+ 207 + -+ 27 iiber U’
mit s = (™ exp(z%)s’ mod z!*1
abhdngig von n und n' seien.

tiber U NU’, wobei die einzelnen s;, s. un-
bl Y 7

Spezielle Fortsetzungen zur Ordnung [ kénnen ganz analog auch fiir Schnit-
te eines Vektorbiindels O(n) fiir beliebiges n € N definiert werden. Wir
werden in Abschnitt 4.8 sehen, dass spezielle Fortsetzungen eines Schnittes
S0 € H°(P',O(n)) zur Ordnung [ globalen holomorphen Schnitten eines Vek-

torbiindels E'(n) iiber P! entsprechen. Diese Biindel definieren wir im folgen-
den Abschnitt.

4.4 Yoneda-Erweiterungen iiber P!

Sei wie in Abschnitt 4.1 das Element 0 # o € HY(P',O(-2)) repriisen-
tiert durch den Kozykel (! iiber Uy N Uy, wir schreiben hierfiir o = (L.
a € HY(P', Op1(—2)) = Ext!(Op1, Op1(—2)) reprisentiert eine exakte Sequenz

0— Op(—2) = E' = Op — 0

von Vektorbiindeln iiber P*. Da o = ¢! gilt und Ubergangsfunktionen gy,
von Op: durch 1 bzw. von Opi(—2) durch (72 iiber Uy N Uy gegeben sind, ist
das Vektorbiindel E' vom Rang zwei definiert durch die Ubergangsfunktion

- ( 1 0 >
Juy, Uy = C_l C—Q .
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Durch Twisten mit einem Geradenbiindel Opi(n), n € N, erhalten wir die
exakte Sequenz

0 — Opi(n—2) — E'(n) — Opi(n) — 0

von Vektorbiindeln iiber P'. E'(n) ist durch die Ubergangsfunktion

" 0
Ju,u; = (Cg_l Cn—2) =: Ml(”)
definiert.

Definition 4.5. Seien I,n € N. Sei E'(n) das Vektorbindel vom Rang | + 1
iiber P* definiert durch die Ubergangsfunktion gu,r, = M'(n) mit
1
1 L S '
(4.2) (M (n))ij = (i =)

0 sonst.

¢ fir0<j<i<l

Wir verallgemeinern nun o € H'(P', O(-2)) :

Definition 4.6. Sei !l € N. Dann definieren wir

Q= \((;1—1:3;!C—(H—1) o C—l) c O(U() N U1)®(l+1).

I+1 Stellen

J/

Die Ubergangsmatrix M'(n) ist somit von der Form

a0 . 0
—1 —2 0
¢t 0 s ,
Ml(n) — %Cn—Q Cn—?) Cn—4 — (n)
’ o Q1 - Ml—l(n Cn—2l
Lent ¢l -2l (i-1) )

(-1

Damit folgt

Satz 4.7. Fir |l € N ist ag_y) Reprdsentant eines Kozykels aus dem Raum
HY(P', (E-Y(n))Y @ O(n — 21)) = Ext'(E'"Y(n),O(n — 21)), der die evakte

Sequenz von Vektorbindeln

(4.3) 0 — Opi(n —21) — E'(n) — E"*(n) -0
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darstellt. Fir die zugehorige lange exakte Sequenz von globalen holomorphen
Schnitten

0— H°(P',O0(n —21)) — H°(P*, E'(n)) — H°(P', E"(n))
2 HY (P, O(n —21)) — . ..

ist der Verbindungshomomorphismus 6 gleich aq_yy, d.h. definiert durch die
Multiplikation mit a1y € H' (P, (E'71(n))Y @ O(n — 21)).

4.5 Eigenschaften von E'(n)
Fiir [ = n gilt

Satz 4.8. Das Vektorbiindel E™(n) diber P* ist trivial.

Beweis: Nach dem Satz von Birkhoff-Grothendieck ist jedes Vektorbiindel
iiber P! eine direkte Summe von Geradenbiindeln. Wir stellen E™(n) als eine
solche direkte Summe dar, indem wir die Ubergangsmatrix M"(n) in eine
Diagonalmatrix XM™(n)Y ™! mit X € GL(n + 1,C[¢]) und Y € GL(n +
1,C[¢™"]) transformieren. Sind die Diagonaleintrige dieser Matrix konstante
komplexe Zahlen, so ist E"(n) trivial.

Zunéchst vertauschen wir die Zeilen der Matrix M™(n) und erhalten die Ma-
trix

[

1 ¢ ¢? —n
(T?! (n—=1)!  (n—2)! T C
¢ 1 ¢! ¢
(n=1)!  (n—=2)! (n=3)!
¢ ¢ 1 0

Mn(C) = (”—.2)! (n=3)!  (n—4)!

Diese definiert als Ubergangsmatrix ebenfalls das Vektorbiindel E™(n) iiber
Pt M,(¢) ist eine pseudosymmetrische Matrix. Pseudosymmetrisch bedeu-
tet hierbei, dass M, (¢)! = M,(¢™1) gilt. Aufgrund dieser Symmetrieeigen-
schaft sind alle Minoren Minor(0) = -, Minor(1) = —m, ..., Minor(n) =
det(M,(¢)) von M,(C) konstante komplexe Zahlen ungleich null. Induktiv
lasst sich nun zeigen, dass es Matrizen X € GL(n + 1,C[(]) und Y € GL(n +
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1,C[¢]) gibt mit

Minor(1)
Minor(0)
Minor(2)

XMH<C)Y71 = Minor(1)

det(M)
Minor(n—1)

Hierbei ist X = (Y~1)" (¢71).

Die einzelnen Minoren Minor(7) und damit auch die Diagonaleintrige von
XM, (Y)Y~ hingen nicht von ¢ bzw. (7! ab. Somit ist E"(n) gleich der
direkten Summe (’)[?I(MI). O

Folgerung 4.9. Fiir I,n € N ist E'(n) = E'(I) ® Opi(n — 1) von der Form
Op1 (n — [)2U0+D),

Folgerung 4.10. Fiir | > n hat das Vektorbiindel E'(n) iiber P! keine nicht-
trivialen globalen holomorphen Schnitte.

4.6 Kanonische Erweiterungen

Wir erinnern an dieser Stelle daran, dass wir globale holomorphe Schnitte
eines Vektorbiindels Opi(n) iiber P! durch ihre Reprisentanten s € O(Up)
iiber der offenen Menge U, darstellen. Z.B. beschreibt ¢ mit 0 < j < n den
Schnitt § € HO(P', Op1(n)) mit s = ¢7, s’ = (¢')" 7 und s = ("’ iiber UyNU;.
Diese Beschreibung hiingt von der Wahl der Ubergangsmatrix gu,u, = (" des
Biindels Op:(n) ab.

Elemente aus H' (P!, Opi(n)) sind durch ihre Reprisentanten aus O(Uy N Uy)
definiert. Z.B. ist eine Basis von H'(P', O(—n)) gegeben durch die Reprisen-
tanten (7" mit 1 < j <n— 1.

Analog sind globale holomorphe Schnitte von E'(n) fiir [ < n definiert durch
ihre Reprédsentanten s = (50 sl)t iiber Uy. s steht dann fiir ein Paar s
iiber Uy, s’ iiber U; mit s = M'(n)s" iiber Uy N U;. Wie fiir Geradenbiindel
Opi(n) sind die moglichen Eintriige s; von s durch das Biindel E'(n) be-
stimmt. Diese Beschreibung hingt ebenfalls von der Wahl einer Ubergangs-
matrix gy, = M'(n) ab.

Analog zu Erweiterungen von Schnitten von Og(n) zur Ordnung [ definieren
wir iiber P! :
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Definition 4.11. Seien n,l € N mit | < n. Ein Schnitt s € H°(P*, E'(n)),
fiir den der erste Eintrag so tiber Uy den Schnitt 5 € H°(PY, O(n)) definiert,
heifit Fortsetzung von Sy zur Ordnung (.

Betrachten wir zu einem Schnitt s € H°(P', E'(n)) nur den durch den er-
sten Eintrag s, definierten Schnitt 55 € H°(P', Opi(n)), so entspricht dies

der Projektionsabbildung E'(n) =% Opi(n). Zu einem festen Schnitt 5, €
H°(P', Opi(n)) gibt es moglicherweise viele verschiedene Erweiterungen zur
Ordnung [. Z.B. ist fiir [ = 1 die zu (4.3), der Sequenz

0— Opi(n—2l) — E'(n) — E'"'(n) — 0,
gehorige lange exakte Sequenz von der Form
0 — HO(P', Opi(n — 2)) — H°(P', E*(n)) =2 H(P', Opi (n))
S HY (P, Opi(n—2)) — ...

Ist hier n > 0, so ist fiir beliebiges 5, € H°(P', O(n)) das Urbild pry'(5) von
der Dimension h°(P!, Opi(n — 2)). Fiir n = 0 ist a ein Isomorphismus und
HO(P', E) = 0.

Allgemein ist der Kern der Projektionsabbildung E'(n) 2% Opi(n) das Vek-
torbiindel vom Rang I mit Ubergangsfunktion gy, = MUY (n — 2) mit

20 ... 0

n—3 n—4 .
C ‘ C . _ M(l—l)(n _ 2>‘
ﬂ o 2

=1

Wir erhalten die exakte Sequenz von Vektorbiindeln

(4.4) 0— E""Y(n—2) — E'(n) 2 Opi(n) — 0

iiber P

Definition und Satz 4.12. Sei n € N. Dann gibt es zu jedem Schnitt

S0 € HY(P', Opi(n)) eine eindeutige Fortsetzung s € H°(P', E™(n)) zur Ord-
nung n. Diese Fortsetzung nennen wir kanonische Fortsetzung.

Beweis: Mit Folgerung 4.10 erhalten wir fiir [ = n zur Sequenz (4.4) die
lange exakte Sequenz

Pro

0 —= HO(P', B\ (n — 2)) — HO(P', E"(n)) — HO(P', Op: (n)) — 0

0
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Somit ist pr, ein Isomorphismus. 0J

Im folgenden Satz geben wir zu jedem Schnitt 5y € H°(P!, Opi(n)) die kano-
nische Erweiterung in H(P', E™(n)) an:

Satz 4.13. Fiir (¢ € H°(P', Opi(n)) mit 0 < j < n beschreibt der n + 1-
dimensionale Vektor

Cj
iCj—l
bn,n(j) - f (])ijz iber UO
Jan(J)
mit
jl(n —)! o
fin(h) =il —i)n! falls0 <4<
0 sonst

die kanonische Erweiterung von (7.

Beweis: Wir miissen lediglich zeigen, dass bnn(j) einen globalen holomor-
phen Schnitt von E"(n) beziiglich der Ubergangsmatrix M™(n) beschreibt.
Die Projektion pro von b, ,(j) ist dann automatisch gleich dem Schnitt ¢7.

Beschreiben allgemein s : Uy — C bzw. t : U} — C mit s = ("t iiber Uy N Uy
einen globalen holomorphen Schnitt von Op:(n), so gilt fiir die Ableitungen
nach ¢ iiber Uy N Uy:

S, — ncn—lt . Cn—Qt/
s =n(n— 1" —2(n— 1) 3 + ¢

(t ist eine Funktion in ¢/, und ¢’ = ¢! iiber Uy N U;). Allgemein gilt fiir die
i-te Ableitung mit ¢+ < n

iber UO N Ul.
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Ist insbesondere s = (7, so definieren fiir [ < n

Cj
s IS
s :
s e
| = HO(] — )¢
=

sél) d \ .

(@)

t
und das zugehorige : einen globalen holomorphen Schnitt des Vek-

+@

torbiindels £!(n) iiber P* definiert durch die Ubergangsfunktion gy,i;, = N'(n)
mit

¢ 0 0
nC"—l _Cn—Q .
N'(n) = ) ; |
|
ﬁ@l (=D
wobei
i\ (n—c)! e |
(Nl(n))w: (C) (n—z’)!(_l) ¢ fir0<c<i<l
0 sonst

gilt. El(n) ist gleich dem Vektorbiindel E'(n), denn mit der (I + 1) x (I + 1)-
i1
Diagonalmatrix X (1) mit X (1);. = i! [[(n — ¢)d;c und der (I + 1) x (I + 1)-

q=0
Diagonalmatrix Y (1) mit Y (1);c = (—1)%;. gilt fiir ¢ >4

(X(Z)Ml(n)) ~0
= (N'(n)Y ()X (1))se

’c
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und fir ¢ < 4:

(X)) = XV (' (),

ic
i—1

Damit ist X ()M (n)X(1)~'Y(I)~! = N'(n) und
C]'

x| TG -0

q=0

dl: ,
d—C(C)

definiert einen Schnitt von E'(n) beziiglich der Ubergangsmatrix M'(n).
Mit

Cj
¢ :
X(n)~! dnf _ ql%)l(rq) i
d—C(CJ) i 1 ()
¢
= | )

folgt die Behauptung. O
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Bemerkung 4.14. Finen anderen Beweis zu Satz 4.13 erhdlt man, indem
man fiir den tber Uy definierten Vektor

(@
b{n,n(j) = | (=1 fin(n _ ()i

(_1)nfn:n(n )

nachrechnet, dass iber Uy N Uy gilt MY (n)b), ,(j) = bun(j). Wir haben den
Beweis dort so gefiihrt, weil dieser explizit die Gleichheit des Jetbiindels Ji(n)
mit E'(n) firl <n zeigt.

Jetbiindel

Das durch die Ubergangsfunktion gy,i;, = N'(n) definierte Vektorbiindel vom
Rang [ + 1 iiber P! ist das sogenannte I-te Jetbiindel J;(Opi(n)) zu Op:i(n).
Fiir [,n € N ist die Sequenz

0 —=5"(21) ® Op1(n) — Jy(n) —= Ji_1(n) —=0
O[pl (n — 2[)

exakt. Fiir [ < n ist J;(Opi(n)) gleich Opi(n — [)®+Y) (zu Jetbiindeln siehe

2.B. [DRSO1]).

4.7 Kanonische Erweiterungen in H(P!, E'(n))

Seien ¢, l,n € N. Die Projektionsabbildung pr, : E'(n) — Op:(n) kénnen wir
fiir 0 < ¢ <[ verallgemeinern zur Projektionsabbildung pr, : E'(n) — E¢(n).
Auch hier ist der Kern ein Vektorbiindel. Dieses ist vom Rang [ — ¢ und ist
definiert durch die Ubergangsfunktion

(0 L0
n—3—2c n—4—2c
¢ ¢ = M""(n —2(c+1)).

n—l—1—c

T ¢
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Wir erhalten die exakte Sequenz von Vektorbiindeln
0— E=Yn—-2(c+1)) — E'(n) = E(n) — 0

iber P!. Fiir [ = n liefert die zugehorige lange exakte Sequenz eine injektive
Abbildung

(4.5) H(P', E"(n)) %5 HO(P', E°(n)).

Definition 4.15. Seien I,n € N und | < n. Sei 55 € H(P', Op1(n)) mit
kanonischer Erweiterung s € H°(P', E"(n )) Das Bild von s unter der injek-
tiven Abbildung pr, : H°(P!, E™(n)) — H°(P', E'(n)) nennen wir kanonische
Erweiterung von 5y zur Ordnung (.

Sei bl,n(j) = prl(bn,n(j))'

Bemerkung 4.16. Fir0 < j <n hat die kanonische Erweiterung b;,,(j) von
¢7 € H(PY, Opi(n)) zur Ordnung | die Gestalt

Cj
(4.6) bin(j) = : € H'(P', E'(n)).
f l,n(j )Cj_l
Allgemein konnen wir den Vektorraum aller globalen holomorphen Schnitte
von E'(n) folgendermafien beschreiben:

Satz 4.17. Seien [, n natiirliche Zahlen mit | < n. Dann gilt:

n—+1

éHO(]P’l,Opl(n—Qi)) firl <
HO(P17 El(n)) o =0

n—l
HO(PL, Opi(n)) © @ HO(P, Opi (n — 24))Y  fiir 1 >
=1

n—l—l

Beweis: Fiir die Dimension von H°(P!, O(n — 21)) gilt

n—2l+1 fallsn> 2l
0 falls n < 20 — 1.

RO (P, Opi (n — 21)) = {
Auflerdem gilt
hY(P!, Opi(n — 21)) = h°(P*, Op1 (21 — n — 2))

40 fallsn > 2l -1
C)20—n—1 fallsn<?2l—1.
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Wir betrachten nun die in (4.3) definierte exakte Sequenz

pPr;_1

0— Opi(n—20) — E'(n) =" E"Y(n) — 0.

Fiir I < 2 ist H'(P',O(n — 21)) = 0, und die zugehorige lange exakte

Sequenz ist von der Form
0 — H°(P', Opi(n — 21)) — H°(P', E'(n)) — H°(P', E'""'(n)) — 0.
Induktiv folgt damit fiir [ < ”TH die Behauptung.

Fiir [ > 2 ist H(P',O(n — 21)) = 0, und die zugehorige lange exakte

Sequenz ist von der Form

|
0—— H°(PY,O(n — 21)) —— HO(P', E!(n)) — H°(P', E'=1(n))

—— HY(PY, Op1 (n — 21)) — HY (P!, E'(n)) — HY (P!, E"~(n)) —=0

o)

HO(PL, 020 —n —2))Y

Mit H'(P!, E"(n)) = 0 und H°(P', E"(n)) = H°(P', O(n)) folgt induktiv die
Behauptung. 0

Die kanonischen Erweiterungen von Schnitten aus H°(P*, O(n)) liegen immer

m
l

H°(P',0(n)) € @) H°(P', O(n — 2i)) = HO(P', E'(n))

1=0

bzw. in

H°(P', O(n)) c H'(P*,0(n)) & @HO(Pl, O(n — 2i))¥ = HY(P', E'(n)).

Zusitzlich zur konkreten Berechnung der kanonischen Erweiterung b, (j) €
H°(P!, E'(n)) eines Schnittes ¢ € H°(P', Opi(n)) zur Ordnung [ koénnen
wir auch das Bild von b;,(j) unter dem Verbindungshomomorphismus o :
HO(PL, EY(n)) — HY(P', O(n — 21 — 2)) genau angeben.
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Definition 4.18. Wir definieren
l
(4.7) Bia(j) =Y (-1
c=0

Dann gilt

Satz 4.19. Seien I,n,7 € N mit | < n und 7 < n. Dann wird das Bild von
bin(j) € HO(P', EY(n)) unter dem Verbindungshomomorphismus

aqy : HO(PY, EY(n)) — H*(P',O(n — 2l — 2)) reprisentiert durch den Kozykel
¢ By L(4), wir schreiben

(4.8) amwbia(j) = G B ().

Beweis: o) hat nach Definition 4.6 die Form

(D' ge L,

bi»(7) hat nach (4.6) die Form

Es folgt

Bemerkung 4.20. Fiir | <n ist agb,,(j) =0€ H (P!, O(n — 2 — 2)).
Fiirl =n gilt

: ‘ gl (n— )

By (j) = Bun(j) = (—1)— LI

(4) n(7) = (=1) (n+ 1) ]

Beweis: Fiir [ < n folgt dies daraus, dass ein Schnitt b;,,(j) € H°(P', E'(n))
genau dann zu einem Schnitt der Ordnung [+ 1 aus H°(P!, E'+1(n)) erweitert
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werden kann, wenn aq)b,(j) =0 € H' (P!, O(n —2(1 + 1))) gilt, und daraus,
dass b, .(j) € H(P', E"(n)).

Fiir { = n gilt
Brnld) = i}‘”’”‘c(n - i+ ] c{één—_c;):u
- <‘”’”W g(_wc (7; _ S) A(n —1c 1)
S S ()
- (5T

4.8 FE'(n) und spezielle Fortsetzungen

Ab sofort betrachten wir wieder Vektorbiindel und ihre Schnitte iiber der
Spektralkurve S mit Projektion 7 : S — P! In Definition 4.4 haben wir
eine spezielle Fortsetzung eines Schnittes 50 € H(P', O(m)) € H°(S, O(m))
zur Ordnung [ definiert. Als globaler holomorpher Schnitt des Vektorbiindels
F'(m) wird sie reprisentiert durch

tiber U, wobei sy und das zugehorige s, den Schnitt 5, reprasentieren und die
einzelnen s; bzw. s, unabhéngig von n bzw. 7’ sind.

Diese speziellen Erweiterungen héngen eng mit den kanonischen Erweiterun-
gen aus H°(P!, E'(m)) von Schnitten 5, € H(P!, Opi(m)) zusammen.

Satz 4.21. Seien I,n € N. Dann ist die Menge aller speziellen Fortsetzun-
gen zur Ordnung | aller Elemente aus 7*H°(P*, O(n)) gleich der Menge aller
Schnitte aus 7 H (P, E'(n)).
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Beweis: Bei einer speziellen Erweiterung héngen die Funktionen s; € O(U)
und s; € O(U’) nicht mehr von 1 bzw. ' ab und kénnen deswegen als Funk-
tionen aus O(Up) bzw. O(U;) aufgefasst werden. sg, s, definieren hierbei einen
globalen holomorphen Schnitt aus 7* H°(P!, O(n)), und allgemein erfiillen die
s; bzw. s, einer speziellen Fortsetzung die Bedingung

i S oy miny L 2j
n*s; = Z P 9¢ +]m ()™ s]
=0
1 .
2 n—i—j ./
= (i=17) ’

Dies ist genau dann der Fall, wenn gilt

% 7

=2 (i jj)!gnijsg' =>_ (M),

j=0 Jj=0

mit der Ubergangsfunktion M'(n) des Vektorbiindels E'(n). Damit folgt die
Behauptung. ([l

Folgerung 4.22. Derin Satz 4.21 definierte Isomorphismus zwischen zuriick-
gezogenen Schnitten 7w HO(P', E'(m)) und der Teilmenge in H°(S, F'(m)) al-
ler speziellen Fortsetzungen von 7 HY(P!, Opi(m)) zur Ordnung | bildet die
kanonische Fortsetzung m*bym(j) von (7 € m*HO(P!, Op1(m)) auf den Schnitt

Cj
2 N i1
a0 o= | TS o )

7 i ()G
ab.

Damit gilt sogar fiir beliebiges n € N

Satz 4.23. Zu jedem Schnitt p € w5HO(PY, Opi(n)) gibt es eine eindeutige
spezielle Fortsetzung p zur Ordnung n zu einem Schnitt von L*(n). Es gibt
jedoch keine spezielle Fortsetzung von p zur Ordnung n + 1 (und damit auch
nicht zu hoheren Ordnungen).

Definition 4.24. Die zu sq € 7*H(P', Opi(n)) eindeutig definierte spezielle
Erweiterung der Ordnung n nennen wir ebenfalls die kanonische Erweiterung
von Sg.
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4.9 Yoneda-Erweiterungen iiber S

In Abschnitt 4.1 haben wir eine Familie von Geradenbiindeln L*(m) iiber S
durch die Ubergangsfunktionen gy = ¢™ exp(zﬂ;) iiber UNU’ definiert. Hier-
bei ist n?¢ ! Reprisentant des Elementes 3 = n*n*a € n?n*H' (P!, Opi1 (—2)) C
H(S,0).

Genauso wie a reprisentiert 3 € H'(S, 0) = Ext'(O, O) = Ext'(O(m), O(m))
die exakte Sequenz

0 — Og(m) = F'(m) = Og(m) — 0

von Vektorbiindeln iiber S, wobei F*(m) gleich dem in Definition 4.3 definier-
ten Vektorbiindel mit Ubergangsfunktion

guur = MY (m) = <n2g:—1 an)

ist. Hierbei ist x; eine Inklusion und pr, Projektion.

Da 3 = n’n*« gilt, erhilt man 3 durch Multiplikation von 7*« aus dem Raum
Ext'(Og(m), Og(m — 2)) mit n? € H°(S,0(2)) = Ext®(Og(m — 2), Og(m)):

O—>(’)s(m—2)—>E§(m)—>(’)S(m)—>0 ™«

e -

0 ——=0s(m) F'(m) —= Og(m) —0 B

Definition 4.25. Sei |l € N. Dann definieren wir

1 _ _
ﬁ(l) — ((_1>l (l " 1>!n2(l+1)< (l-l-l)7 o 7772C 1) )

—_—

Die in Definition 4.3 gegebene Ubergangsfunktion M!(m) des Vektorbiindels
F'(m) ist somit von der Form

" 0 ... 0 0

]m) _ 7]2<m—1 Qm . _ Ml_l(m) .
I 0 0
A Bayy - M=1(m) | ¢™
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Dies folgt aus

-1

(80020 Tm) = S (=1 g (31m))

— o) ;
c:O (Il —¢)! cj

) et -1 1 1
et Z(_l) ) 70([ — )l (c—7)!

c=j

I—1—j 1 1
— 2(0=7) pm—i+tj -1 l-1-j—¢__ - =
e Z;< ) (—c—jld

(fjgﬁ'E:(—1Y1j6<l;j>

= (- (141 )

I
=

mit 0 < j <[—1.

Wie in Satz 4.7 folgt:

Satz 4.26. Firl € N ust §;_1) Reprisentant eines Kozykels aus der Menge
HY (P, F'=Y(m)" ® Og(m)) = Ext'(F'=Y(m), Os(m)), der die evakte Sequenz
von Vektorbiindeln

pPr;_1

(4.9) 0 — Os(m) = Flim) ™5 FI-l(m) — 0

darstellt. Fir die zugehorige lange exakte Sequenz von globalen holomorphen
Schnitten

0 — H°(S,0(m)) — H°(S, F'(m)) — H°(S, F'"'(m))
" H'(S,0(m)) —
ist der Verbindungshomomorphismus § gegeben durch Multiplikation mit B;_1).

Wir schreiben hierfiir H°(S, F'=Y(m)) — %y H'(S,0(m)).

Fiir die zuriickgezogenen Biindel E%(m) definieren wir

Definition 4.27. Fiir | € N seien induktiv Abbildungen ¢, : EL(m) — F'(m)
folgendermajen definiert: Sei oy die durch

0— Os(m —2) — EL(m) — Og(m) —=0

.

00— Os(m) FY(m) —= Os(m) —=0
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eindeutig definierte Abbildung @1 : E&(m) — FY(m). Firl > 1 sei ¢ die
eindeutig definierte Abbildung ¢, : E5(m) — F'(m), fir die das Diagramm

0= Os(m — 21) — E}(m) — E5 ™ (m) —>0,

Pk e

0 Og(m) FY(m) ——F"1(m) —0

kommutiert.

4.10 Globale Schnitte von F'(n)

In Satz 2.4 haben wir
H'(S,0(n)) = @ n'H (P, O(n — i)
=0

gezeigt. Dies konnen wir verallgemeinern zu

Satz 4.28. Seien [,n € N. Dann ist

@niﬂﬂ(ﬂﬂ, E'(n —1)) C H°(S, E'(n)).

1=0

Aufgrund der Eindeutigkeit der Abbildung ¢; : H(S, E'(m)) — H°(S, F'(m))
(Definition 4.27) bildet ¢; wie in Folgerung 4.22 jede kanonische Fortset-
zung by, (j) € H°(P', E'(m)) von ¢ € HO(P',O(m)) C H°(S,0(m)) auf
@m(j;0) € HO(S, F'(m)) ab.

Definition 4.29. Seien u,l,n,j € N mit j <n undu <[ <n. Sei
0

. 0
Qin\);u) = men i
tnlds ) nmre

77m—n—&-2(l—u) flfu,n (j)cj—l—&-u

Hierbei steht der Index n fiir einen zuriickgezogenen Schnitt des Biindels
Os(n), j fiir den j-ten Basisvektor ¢/ € H°(P!, Op(n)) C H°(S,Os(n)),
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[+ 1 fiir die Anzahl der Eintrége von ¢, (j; u) und u fiir die Anzahl der ersten
u Eintrége von ¢, (j;u), die gleich null sind.

Allgemeiner bildet dann ¢; jedes nby,,—1(j) € nH° (P!, E'(m—1)) auf g, ,,,—1(3,0)
und, fiir 0 <4 < m —1, jedes 5'by—i(j) € " H(P', E'(m — 1)) auf q;,,—i(j;0)
ab.

Geeignete g;,,(j;u) bilden nun fiir [ < m eine Basis von HO(S, F'(m)).

Satz 4.30. Seil € N, | < m. Dann ist eine Basis von H°(S, F'(m)) gegeben
durch

{ami(Gi0) 1 0<i<m—1,0<j <m—1i}

U {QI,m—i(j§1)|0§i§m—l+1, ogjgm_@'}

U {Qz,mfi(j;l)logz'gm, Ogjgm—i}.

Beweis: Jedes ¢ pm—i(7;u) mit 0 <u<[,0<i<m—Il4+uund0<j<m—i
repriisentiert einen globalen holomorphen Schnitt von F!(m). Dies folgt aus
der Tatsache, dass die nichtverschwindenden Eintrage

¢
= ql—u,m—i (]7 0)
nz+2(l—u) fl—u,m—i (j)CJ_H_u

von qpm_i(j;u) den Schnitt ¢, (1t _ym—i(j)) von F'=%(m) definieren.

Nach Definition sind die g ,—i(j;«) linear unabhéngig. Induktiv zeigen wir
firl’! =0,...,[,dassfir 0 <u <0l',0<i<m—0U'4uund 0 <j <m—idie
qv.m—i(j; u) tatsichlich den ganzen Raum H(S, F"(m)) aufspannen.

Fir I’ =0 ist

m

H°(S, F°(m)) = H'(S,0(m)) = @' H (', O(m — i))

=0
und die qo,_i(j;0) bilden eine Basis von H°(S, O(m)).

B bildet ™ H°(P!, O) isomorph auf n™2H (P! O(-2)) ¢ HY(S,O(m)) ab
alle anderen Untervektorrdume n' H*(P', O(m — 1)) von H°(S,O(m)) werden
auf null abgebildet. Mit der fiir [ = 1 zur exakten Sequenz

0 — Og(m) ™ Fl(m) "5 F'"Y(m) — 0
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aus (4.9) gehorigen langen exakten Sequenz
0 — H(S,0(m)) = H(S, F'(m)) = H(S,0(m))
2 HY(S,0(m)) — ...

folgt die Behauptung fiir I’ = 1: Es ist £1(gom—i(4;0)) = q1.m—i(J;1) mit
0<i<mund 0 < j < m— i und pro(qrm-i(45;0)) = Gom—i(J;0) und
B(qom—i(j;0)) =0fir 0<i<m—1,0<j<m—1.

Fiir beliebiges [ < m bildet 3 jeden Schnitt g ,,—i(j;u) € H(S, F'(m)) auf

Bwytim—i(J5 1) = Bu—wy@—um—i(J; 0)

l—u z n2(lfu+1fc)<>f(l7u+lfc) » '
_ —1)lu—e i+2c (] j—c
c=0
l—u
L 1
— 2l—2uti+2 rj—l+u—1 § -1 l—u—c N
77 g ( ) (l_u+1_c)'fc7m—l(j)

c=0
— ?72l72u+2+i<-jfl+ufl Blfu,mfi (])

B {nm+l+2—u¢j—l+u—1—(l_jgi—g!@j_);)! falls i = m +u — I

0 sonst

ab. Damit folgt fiir 0 <u <1l'—1

5“/_1) (<QZ’—1,Z’—U—1(j; u>>0§j§l’7u71> — 77TfL-H’—i—l—u‘Ell (IP)17 O(U _ l/ o 1))7
alle anderen qy_; ,,—i(j; u) werden auf null abgebildet.
Spannen fiir /' mit 0 <u <l'—1,0<i<m—1"4+1+u die ¢y_1m—i(j;u) den
ganzen Raum H°(S, F*~'(m)) auf, so folgt aus der langen exakten Sequenz

Kyt prys_

0 —H’(S, O(m)) =5 H(S, F'(m)) =" H°(S, F'~Y(m))

MY, Om)) — ...

zu (4.9) mit Ky (qo.m—i(7;0)) = qum—i(J; ') und, fir u < ', pry_1 (qr m—i(j;u)) =
qr—1.m—i(J; u) die Behauptung. OJ

Folgerung 4.31. Sei 0 < u <1 <m. Dann gilt fir
Qi(u) = <9l,m—i(]§ U)>O§i§m_l+u’ o<’

dass
l

H(S, F'(m)) = @D Qu(u).

u=0
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Bemerkung 4.32. Auch fir l > m definieren die Vektoren
{ql’m_i(j;u)|0§u§l, 0<i<m-—1I+u, Ogjgm—i}

linear unabhdngige globale holomorphe Schnitte von F'(m). Es gilt

l

P Qu(w) € H(S, Fl(m)).

u=0
Die Abbildung By - H°(S, F{(m)) — H(S,O(m)) bildet qm—i(j;u) auf

B(Z)QI,m—i (.]a u) = n2l_2u+2+igj_l+u_1Bl—u,m—i (])

B prtttiougitte=lg () fallsi=mo+u—1
- 0 sonst

ab. Fiir die kanonischen Fortsetzungen by_y m—i(j) von (7 € m*HO(PY,O(m — 1))
folgt

B(Z)QI,mfi (.71 U) = n2172u+2+i<‘jil+uilBlfu,mfi (])

_ n2l_2u+2+ia(l—u)bl_u7m_i (]) :

4.11 Genaue Beschreibung von V|

Wir wollen nun Erweiterungen von globalen holomorphen Schnitten sy von
Os(m) zur Ordnung [, d.h. Schnitte s aus H°(S, F'(m)) mit pry(s) = so,
berechnen.

Der Hinderungsgrund dafiir, dass eine Erweiterung s zur Ordnung [ nicht zu
héheren Ordnungen erweitert werden kann, liegt immer im Raum

m

H'(S,0(m)) = @™ H"(P', 0(=i)).

1=2

Ist I <mund n'¢? € n HO(P', O(m — 1)) € H°(S,O(m)) mit 0 < j < m — 1,
so ist fiir 0 < i < m — [ die Menge aller Erweiterungen von 7'¢? zur Ordnung
[ gegeben durch Elemente

q1,m—i (]a 0) + Z Cungl,m—g(d; U’)

1<u<l
0<g<m—Il+u
0<d<m—g

mit komplexen Zahlen c¢,4q € C.
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Bemerkung 4.33. Aus Satz 4.30 folgt, dass es fiiri > m — | keine Erwei-
terungen von Elementen aus n'H°(P',O(m — 1)) zur Ordnung | (und damit
auch keine hoheren Erweiterungen) gibt.

Beispiel 4.34. Sein™~( ein Basisvektor von n™ 'HO(P, O(1)) c H°(S, O(m))
mit kanonischer Erweiterung o1(n™ 1b11(1)) = ¢1.1(1;0) € HO(S, F'(m)).
Dann ist B1yq1,1(1;0) ungleich null und wird reprisentiert durch das Element
T aus B HY (P!, O(—3)). Damit gibt es keinen globalen holomorphen
Schnitt aus H°(S, F?(m)), dessen Bild unter pry gleich q11(1,0) ist, da n™ ¢
nicht im Kern der Abbildung (1) liegt. Die Menge aller Erweiterungen von
™Y zur Ordnung 1 ist gegeben durch

¢11(1,0) + Z Cijq1m—i(J3 1)-
0<i<m
0<j<m-—s

Da jedoch

N2t fallsi=m

0 sonst

Bay@im—i(J;1) = {

ist, gibt es zu keiner Erweiterung s € HY(S, F'(m)) von n™ ¢ ein Element
aus H°(S, F?(m)), dessen Bild unter pr, gleich s ist.

Kommen wir nun zum Hauptresultat dieses Abschnittes. Die Faser Vj des
in Abschnitt 4.1 definierten Vektorbiindels V' besteht aus den Schnitten aus
HY(S,0(m)), die sich zu Schnitten von H°(S, L*(m)) mit |z| hinreichend klein
fortsetzen lassen, siehe hierzu Abschnitt 4.2. Es gilt

Satz 4.35. Vo = H°(P', O(m)) & nH°(P', O(m — 1)).

Beweis: Das Vektorbiindel V' hat den Rang k. Da die Dimension des Raum-
es H'(P', O(m)) ® nH°(P',O(m — 1)) gleich 2m + 1 = k ist, geniigt es,
Vo C HY(P',O(m)) ® nHO(P!,O(m — 1)) zu zeigen.

Vo ist eine Teilmenge von
H'(S,0(m)) = @ n'H (P, O(m — i)).
1=0

Wir haben in Bemerkung 4.33, folgend aus Satz 4.30, gesehen, dass fiir ¢ > 1
die Schnitte aus ' H°(P*, O(m — 1)) keine Fortsetzungen zur Ordnung m — 1
oder hoherer Ordnung besitzen. Damit folgt

Vo € HY(P',O(m)) & nH (P!, O(m — 1))

und damit die Behauptung. 0
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4.12 Konkrete Erweiterungen

Der Beweis von Satz 4.35 ist ein Existenzbeweis. Fortsetzungen von Elementen
aus H°(P', O(m)) & nH°(P*, O(m — 1)) zur Ordnung [ fiir beliebiges [ € N
kann man auch konkret berechnen. Insbesondere konnen fiir u € N die ersten
u Eintrage fiir Fortsetzungen beliebiger Ordnungen berechnet werden.

Fortsetzungen von Elementen aus nH"(P!, O(m — 1))

Sei 0 < j < m — 1. Wir bestimmen im Folgenden fiir die Basis n¢’ von
nH°(P', O(m — 1)) konkret die ersten Eintréige von Fortsetzungen beliebiger
Ordnung.

Aus Satz 4.30 folgt

Satz 4.36. Sei | < m. Dann ist die Menge aller Erweiterungen von n¢? zur
Ordnung | gegeben durch

V(l) = {QI,mfl(j; 0) + Z Cungl,mfg(d; 'LL)
|1 1<u<l,0<g<m—I+u,0<d<m—g,cuq€C}.
Aufgrund von Satz 4.26 wissen wir, dass es zu einem Element v € V(I) ge-

nau dann eine Erweiterung zur Ordnung [ + 1 gibt, wenn gilt Sgpv = 0 €

H'(S,0(m)).
Mit Bemerkung 4.32,
77m+l+2_ucd_l+u_le,g(d) falls g=m-+u— l

0 sonst

By Qg (d; u) = {

folgt Buyqim—1(j;0) =0 fiir I <m — 1. Fiir [ = m — 1 gilt

Satz 4.37. Die Basisvektoren qum—1.m—1-u(d;u) von H(S, F™ 1 (m)) mit 0 <
u<m-—1und 0 < d< m—1—u werden unter der Abbildung Bm—1) :
HO(S, P (m) — H(S,0(m)) anf

ﬁ(m—l)mel,mflfU(d; u) = 772m+17u<d7m+uBm717u(d)

ungleich null abgebildet.

Trotzdem gibt es einen Unterraum von <qm_17m_1_u(d; uw) | 0<u<m—1,0<

d < m-—u-— 1>, der im Kern der Abbildung B3¢,_1) liegt. Ergénzend zu
Definition 4.29 sei q;,,(j; u) = 0, falls j € Z negativ oder j > n ist. Dann gilt:
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Satz 4.38. Nur Linearkombinationen von Elementen

Umfl(j) = mel,mfl(j; O) +

m m+1—1

Bn1(J) ¢m-1iog—m+c+i—1,m+1—1
SIS et P el )
c=0

=2 Bl,Q(]—m‘i‘C‘i‘/L—l)

mit 0 < j < m — 1 liegen im Kern von B,—1) eingeschrinkt auf den Raum
(dmrm 1) [0Su<m=1,0< ) <m—u-1).

Beweis: Fiir festes 1 < u < m — 1 sind die Bilder von ¢,,—1m—1-(d; v) mit
0 <d<m-—1—uunter B,_1 linear unabhéngig in n** A (P', O(—m+
u—1)) C H'(S,0(m)), d.h. die Elemente

{Bum-1)tm-1m-1-u(d;u) [1<u<m—=1,0<d<m—1—u}

= {Bm-1)m-1i2(d;m+1-14)[2<i<m,0<d<i—2}

bilden eine Basis von H'(S, O(m)). Wir stellen B(mm—1)¢m—1,m-1(7; 0) beziiglich
dieser Basis dar.

Uber S gilt nach Definition der Spektralkurve S

2m+1 2m
n = —an — ... — Qg

mit a; € H(P', O(i)). a; wird hierbei durch ein Polynom a;(0)+¢a;(1) +. .. +
C"a;(i) vom Grad i dargestellt. Damit folgt

ﬂ(mfl)Qm—l,m—l (.77 0) = 772m+1ijmBm—1 (])
2m
= Z nc(_a2m+1—c<—j_m)Bm—l (])
c=0

= 0*"(=a1¢? " Bm-1(4)) + n*" (a2’ " Bo1(4)) + - ..
+ 0" (—am-1¢7 " Bi—1(4))
+ (" (—am T Bmo1(4)) + - - - + (—ar " Bo1(4)))-

Folglich wird B(,-1)¢m-1,m-1(j;0) € H*(S,O(m)) reprisentiert durch

m

(4.10) Bon-1)@m—1m-1(5:0) = > 0™ [=ams1 ¢ B (4).

=2

Die eckigen Klammern [—a,,1_;(?~™] bezeichnen hierbei den Repriisentanten
VON — @y iq-¢7 ™ in HY(PY, O(—i)), d.h.

[—amy1-¢’ "] = Z (—ami1-i(c)) g/,

cEN mit
—i+1<j—m+c<-1
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Mit

Bmfl<j) mel,if2(]’ —-m+4c+i—1,m+1-— z))
st P

_ Umi1—c(C)Bpo1(J)n™Ti¢I—mre falls —i+1<j—m+c<—1
0 sonst

folgt die Behauptung. O

Zu diesen Elementen v, 1(j) € H°(S, F™~!(m)) gibt es folglich Fortsetzungen
vm(j) € HY(S, F™(m)) mit pr,,_(vm(5)) = vm-1(j). Es gilt:

Satz 4.39. Der Vektor

mat
m . +
Sm(j) = Z nc<_a2m+1—c€]_m> Bm—l(j)
c=0

reprisentiert einen Schnitt aus H°(S, F™(m)) mit pr,,(vym) = vm_1. Hierbei

) + .
bezeichne (—anH,cG_m) den polynomialen Anteil von —agmi1-_.C7~™, d.h.
die Summe 3 (—azmir1—c(d)T—mT)

deN mit
m—j<d<2m+41l—c

Beweis: Da fir 0 < j < m — 1 jedes v,,_1(j) € H°(S,F™ '(m)) nach
Satz 4.38 im Kern von (3,1 liegt, gibt es eine Fortsetzung von v,,_1(j) zu
einem Schnitt von HO(S, F™(m)). Somit gibt es Abbildungen s € O(U) und
s € O(U"), so dass iiber U N U’

0
Mg—\(m) : _ V' -1(7) B Um-1(J)
; -
By - M™=L(m) | ¢ s/ s
gilt.
Da Mg—\l(/m)v,'n_l(j) = Vp—1(7) ist, missen die holomorphen Funktionen

s= > dgn?C" und s = > d,(n')?(¢")" mit komplexen Zahlen dg, und
9.h>0 9.h>0
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d, die Bedingung

ﬁ(m—l)vm—l(j> + Cm Z d;hngc-—g—h = Z dghngCh

g,h>0 g,h>0

tiber U N U’ erfiillen. Sei s := s,,,(7) und

2m _
8/ = S/m(j) -= ch (a2m+1—ccj_m> Bm—l(])
c=0
Hierbei sei (agm41-.¢?~™)~ definiert als

Z Agmy1—c(d)¢7TH

deN mit
j—m+d<min{O,m—c+1}

Mit Ban—1)(@m-1,m-1(j;0)) = Zi:”o N°(—a2m11-eC’ ™) Bpm_1(7) und der Defini-
tion von v,,_1(7) folgt die Behauptung. OJ

Insgesamt folgt:
Bemerkung 4.40. Eine Basis von H°(S, F™(m)) ist gegeben durch
{tnm(i:0) [0 < j <m

U {qm,m—i(j;l)\oéigl, Ogjgm_l'}

U {qm,m—i(j;Tn)!OSigm, ogjgm_i}

U {om)0<j<m—1}.

Die Menge aller Fortsetzungen von n¢? zur Ordnung m ist somit gegeben
durch

{Um<j)+zcugdqm,mfg<d;u) | 1 SUSmaoSgguaogdgm_gacugdec}-

Allgemeine Fortsetzungen

Alle Bilder unter der Abbildung ;) von Elementen v aus H°(S, F'(m)),l € N,
liegen in H'(S,O(m)) und kénnen nach Satz 2.6 dargestellt werden als

m

(4.11) Buy(v) = Z N hy

=2
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mit passenden h; € H'(P!,O(—1i)). Diese Darstellung nutzen wir in allen
Berechnungen. Wird ein Element aus H'(S, O(m)) durch eine hohere Potenz
7™ . (Konstante) dargestellt, nutzen wir induktiv die Bedingung

" L™+ 4 a, =0

iiber S mit a; € H°(P', O(4)), um diesen Term in der Form (4.11) darzustellen.
Allgemein definieren wir:

Definition 4.41. Fiiri,j € N mit j < k seien Polynome P;; € H°(P', O(j +
i — 1)) induktiv definiert durch

Py = —ay

und A
= P 4 Pan* 2 L+ Py

Dann ist
Pl,jPi,l + Pi,j+1 falls j <k
P = .
PlkPil falls ] = k.

Die h; € H' (P!, O(—1)) erhalten wir aus

Satz 4.42. Sei | > m — 1. Die Elemente Buyqii—u(j;u) in H*(S,O(m)) mit
I—m+2<u<lund0<j<Il—u bilden eine Basis von H'(S,O(m)).

Beweis: Dies folgt aus

ﬁ(l)qufu(j; u) = ner(liquQ)CjilJruilBlfu (j)
e e gyt O(u — 1 - 2)).

U

Zur konkreten Berechnung einer Erweiterung eines Elementes ¢/ € H*(P', O(m))
mit 0 < j < m bzw. n¢? € H'(P*,O(m — 1)) mit 0 < j < m — 1 haben wir
den folgenden Algorithmus entwickelt:

1. Seien w;(j) bzw. v(j) € H°(S, F'(m)) jeweils eine Erweiterung von ¢J
bzw. n¢/ zur Ordnung [. Ohne Einschrinkung gelte [ > m — 1. Wir
berechnen jeweils das Polynom Sy w;(j) bzw. Byyvi(j).

2. Hohere Potenzen n*** mit ¢ > 1 in den Polynomen Syyw;(j) bzw.

Bwvi(J) ersetzen wir durch die in Definition 4.41 gegebenen Polynome
Pan '+ ...+ Py.
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3. Wir stellen das durch den Kozyklus Bgwi(j) bzw. Bupvi(j) gegebene
Element aus H'(S, O(m)) als Linearkombination der Basis 5(qi—u(J; v)
aus Satz 4.42 dar.

4. Dadurch erhalten wir Korrekturterme zu w;(j) bzw. v;(j) als Urbilder
der in 3. berechneten Linearkombinationen. Da gilt | —m +2 < u <[
lassen diese die ersten [—m+2 Eintréige der w;(j) bzw. v;(j) unveridndert.

5. SchlieBlich konstruieren wir Abbildungen s;,:U — Cund s;,:U" — C,
so dass (v;(§)!, s141)" einen Schnitt aus H°(S, F'*1(m)) definiert. Durch
die Bedingung Bgyvi(j)+¢™s' (1, (") = s(n,¢) an s, s" tiber UNU" kénnen
wir s und s’ mithilfe des in 2. bestimmten Polynoms angeben: s ist sein
polynomialer Anteil, s’ der Hauptteil ohne die Terme, die Kozykeln aus
H'(P', O(—14)) mit 2 < i < m definieren.

Zum Beispiel gilt
5(m)Qm,m<j; 0) = 772m+2<j_m_le(j)
2m
= Z UC(PQ,Zm-i-l—ch_m_l)Bm(j)
=0
= 0" (Po a7 B (9)) + - A " (P 1 T B(4))
+ an(Pz,ij_m_le(J)) +...+ P2,kcj_m_le(j>‘
Da fiir 2 < i < m mit ¢ € N gilt

5(m)Qm,172(j—m+c+i—2;m+2—i)
N {nm”Cj‘m‘”cBi2(j+z'—m—2+c) falls 0 < j+i—m—2+c<i—2

0 sonst,

erhalten wir

Satz 4.43. Zu ¢/ € H°(P',O(m)) liegt

Wm (]) =Gqmm (7;0)
m m—i+2
=2

Z P (C>Bm(j)qm7i_2(j—m+c—|—i—2;m+2—i)
— i Bio(j+i—m—2+c¢)

i

im Kern von B(n).
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Kapitel 5

Das asymptotische Verhalten
im festen Punkt O(m)

Sei erneut (A, B) € (gl x gl,)/G Ly, mit nichtsingulirer Spektralkurve S. Wir
untersuchen im Folgenden das asymptotische Verhalten der Aquivalenzklassen
von Paaren von Matrizen (A(z), B(2)) zum Fluss L*(m) in J¥*971(S) definiert
durch die tangentiale Richtung § = % € H'(S,0)). Allgemein erhilt man
fiir ein Geradenbiindel L € J*™1(S)\© und L(—1) := L @ 750m(—1) C
J91($)\O die Endomorphismen A und B von H(S, L) durch Satz 1.14:

Satz. Sei mult : H°(S, 750p (1)) ® HY(S, L) — H°(S,L(1)) die Multiplikati-
onsabbildung. Dann ist der Homomorphismus h : Ker(mult) — H°(S, L), der
nN®sy+1® s+ (R sy mit sy, s1 und sy aus HY(S, L) auf so abbildet, ein
Isomorphismus.

A und B sind folglich Endomorphismen von H 9(S, L) mit no + Ao+ (Bo =0
fiir o € HO(S, L).

In Kapitel 4 haben wir ein Vektorbiindel V' iiber C definiert, fiir das die Faser
V. gleich HY(S, L*(m)) mit m = 5(k — 1) fiir allgemeines z # 0 ist. In diesem
Kapitel untersuchen wir die Familie von Multiplikationsabbildungen

H(S,0(1) @ V. ™5 HO(S, L*(m + 1))

und das asymptotische Verhalten der dadurch definierten Endomorphismen

A(z), B(z) von V, fiir z — 0. Hierzu definieren wir in Abschnitt 5.1 analog zum
Biindel V ein , Kernbiindel“ K iiber C, fiir dessen Faser K, fiir allgemeines
z # 0 gilt K, = Ker(mult,). In Abschnitt 5.2 beschreiben wir die Faser
Ky C H°(S,0(1)) ® H°(S,O(m)) genauer. Dies sind genau die Elemente, fiir
die Fortsetzungen zu Elementen aus K, fiir z # 0 und |z| hinreichend klein
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existieren. Elemente aus K sind von der Form

Sww =1 ® s +1® 50 + ¢ @ s

mit w € H*(P', O(m)) und v € H°(P!, O(m—1)). Zu einem Element s,,, € Ky
betrachten wir in Abschnitt 5.4 eine Fortsetzung zu s, ,(z) € K,. Fiir z # 0
und |z| hinreichend klein kénnen wir Satz 1.14 anwenden. Die Endomorphis-

—_~—

men A(z) und B(z) erfiillen

—_~— P

sl (z) + A(z)s8(z) + B(2)s(") (2) = 0.

—~—

Es ist A(z)sgw’v)(z) = s(ew’v)(z) und B(z)s%w’v)(z) = séw’v)(z), und es gilt jeweils
lim s (2) = s™)(0) fiir i =, e, ¢. Dadurch kénnen wir das asymptotische

Verhalten von A(z) und B(z) auf V, bestimmen.

5.1 Definition des Kernbiindels

Wir definieren das Kernbiindel &hnlich wie Hitchin in [Hi83] fir Nahmglei-
chungen. Nach Satz 2.4 ist H(S,O(1)) = H°(R,O(1)) dreidimensional, und
es gilt H°(S,0(1)) = nH°(P', 0) @& H°(P', O(1)). Wir betrachten die kanoni-
sche Einbettung

L:R—P?
p— (n(p) : 1p) : {(p))
definiert durch die Basis n € nH°(P, 0), 1, € H°(P', O(1)) der holomor-
phen Schnitte des Geradenbiindels 75Op1 (1) iiber R. Hierbei bezeichnen wir

wie in Kapitel 4 einen Schnitt aus H°(R, O(1)) durch seinen Repriisentanten

iiber der offenen Menge Uj. Das zugehorige Linearsystem hat keine Basispunk-
te. Fiir das Hyperebenenbiindel Op2(1) iiber P? folgt t*(Op2(1)) = m5Op1(1).
Die Eulersequenz

0 — Qp2(1) — (C*)* — Op2(1) — 0

liefert wegen der kanonischen Isomorphie

2.4
~

(C?)* = H(P?, Op2(1)) = HY(R, 75,0p (1)) = HY(R, Ey) = H'(S, Op1(1))

via tensorieren mit L*(m) die kurze exakte Sequenz iiber S

0 — Qpo|sL*(m +1) — H°(S,0p1(1)) @ L*(m) — L*(m + 1) — 0.
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Hierbei identifizieren wir S C R mit «(S) C P2 +(S) ist gleich der in [E03] de-
finierten Spektralkurve 3 = {(v; : vy : v3) € P?|det(v1 1), + 10 A + 13B) = 0}
in P2. Wir erhalten die lange exakte Sequenz

0 — H%S,QplsLl*(m+1)) — HS,Op(l)) @ H(S,L*(m)) mult
HO(S’Lz(m+1)) - Hl(S’Q%D2|SLZ(m_‘I_1)) —

Fiir z # 0, |2| hinreichend klein, ist der Kern HY(S,Q'L?*(m + 1)) der Multi-
plikationsabbildung

mult, : H°(S,O(1)) ® H°(S, L*(m)) — H°(S, L*(m + 1))

isomorph zur Faser V, (siehe Satz 1.14). Allgemein betrachten wir das Gera-
denbiindel W,

CxS<=—W
C K

mit Faser W, ;) = Q2|sL*(m + 1)|, und definieren das Vektorbiindel K — C
als Biindel definiert durch die direkte Bildgarbe 7, WW. Dann ist das Biindel K
vom Rang k mit Faser K, = H°(S,Q'L*(m + 1)) fiir allgemeines z # 0.

5.2 Berechnung von K

Wir beschreiben nun K, C H°(S,QY(m + 1)) € H°(S,0(1)) @ H°(S,O(m))
genauer.
Nach Definition von K besteht Ky aus den Schnitten s € H°(S, O(1)) ® V,

die fiir z = 0 im Kern der Multiplikationsabbildung mult, liegen und sich lokal
zu Elementen s(z) aus K, fortsetzen lassen, d.h.

Ko={s€ H(S,0(1))® Vo | Fe > 0: 3s(z) € H’(S,0(1)) ® V. mit
s(z) holom. in z, s(0) = s und mult(s(z)) = 0 V|z| < €}.

Diese Fortsetzung ist sl(2,C)-aquivariant. Bezeichne P; den Raum der ho-
mogenen Polynome in zwei Variablen vom Grad i. Fiir die abstrakten Dar-
stellungsrdume von sl(2,C) gilt mit Satz 2.4, HY(S,0(1)) = nH°(P',0) &
HO(P', O(1)) = nPy® Py, und Satz 4.35, Vo = H°(PY, O(m)) ®&nH° (P!, O(m—
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1)) = Pm@T]Pm_li

Ko C H°(S,0(1)) ® Vj
~ (nH°(P', O)pH (P!, O (1)))@(H (P!, Op: (m))&nH(P', Op (m — 1)))
=P @ P1) ® (P ®1nPn-1)
=nk, & 772me1 O (PP, ® NP P,_1)
~ P ® NPy ® Pyt ® Pt ® NP2 ® 0Py,
~ Poi1 ®nPn &P 1 ®0PPh2 @ (P, ® 1Py 1).

Fiir das Bild Im(mult) folgt

Im(multy) € H°(S,O(m + 1))
m+1

N HY(PY, Opi (m + 1 — 1))
i=0

- erl@anEBnQmel@nBPm72@--~€B7]m+1PO-

2.4

Damit ist Ker(multy)|zo(s,0(1))av, isomorph zu P, ®nP,,_;. Konkret ist P, ®
NP1 in HY(S,0(1)) ® V; durch eine sl(2, C)-fiquivariante nichttriviale Ab-
bildung gegeben. Wir definieren die folgenden Abbildungen, wobei wir mit ¢
mit 0 <i < m—1bzw. ¢ mit 0 < j < m jeweils die Standardbasen von P,,_;
bzw. P,, bezeichnen: Sei

Em:pm—>P1®7]Pm,1
definiert durch ‘ . .
¢ 1@ (m— )¢’ — C®gng’

und
L1 inPy — PL® P,

definiert durch ' ' '
¢ = 1® T = (@
Diese Abbildungen sind nichttrivial, sl(C)-dquivariant und nach dem Lemma

von Schur eindeutig bis auf skalare Vielfache. Sie definieren eine sly(C)-aqui-
variante Abbildung

EPm@/r/Pm—l_>(nPO@P1)®(Pm®77Pm—1)
durch

(¢ n¢") —ne@md +1@ (¢ = (m—j)n¢?) + ¢ @ (=¢' — jn¢® ™)
=n@m¢ + £, (¢7) + En1(nC’).
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t ist sly(C)-dquivariant, und es gilt multy(¢(P, & nF,—1)) = 0.
Wir definieren Abbildungen X, X, Y, und Y, wie folgt:

Xe:Ppoy— P\ <1>,

. i1
C],_>Cj+;

Xclpm_lﬁpm\<cm>,

¢ = =

Ye:Pm_>Pm—17

¢ = =m0 = (= m)¢?

und damit ker(Y.) =< (™ >;
Y'C : Pm - mela

¢ =i

und damit ker(Y;) =<1>.

Beziiglich der Standardbasen von P, und P,,_; haben die zugehorigen Matri-

zen die Form

00
1 0
X.=10 1
0 0
-1 0
0 -1
Xe= 0 0
0 0
—-m 0
Y, = O 1-m
0 0

und

€ M((m+ 1) x m,C),

0
€ M((m + 1) x m,C),
—1
0
0 O
| e M(m x (m+1),0),
0
-1 0
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-1 ... 0 0
0 O : :

Ye=1 . € M(m x (m+1),C).
Do —-m+1
0 O 0 —-m

¢: HO(P', O(m)) @ nH°(P',O(m)) — Ky c H*(S,0(1)) @V,
hat dann die Gestalt
t(w,nv) =n@mw+1® (X (v) +nYe(w)) + ¢ ® (Xc(v) + nYe(w)).
Da die Abbildung £ injektiv ist und der Rang des Vektorbiindels K gleich k
ist, folgt
Satz 5.1. Jedes Element aus Ky kann eindeutig in der Form
t(w, nv) =n@mw + 18 (Xe(v) +n¥e(w)) + €& (Xc(v) + 1Y (w))

mit Elementen w € H°(P',O(m)) und v € H°(P',O(m — 1)) geschrieben
werden.

5.3 Erweiterungen von Elementen aus K

Wir haben im vorigen Abschnitt Ky C H°(S,O(1)) ® Vi bestimmt. Zu Ele-
menten s = g(w,v) € K, gibt es folglich holomorph von z abhingige
Schnitte s (z) in K, = ker(mult,) C H°(S,0(1)) ® H°(S, L*(m)) fiir |2|
hinreichend klein. Wie fiir das Vektorbiindel V' definieren wir eine Fortsetzung
von s zur Ordnung ! als ein Element der Form

o=@ (s 4 2sly o s
+1®<s§“””)+ +zs§“()”)>
+C®(s<0’+---+zls§fg’“)>

mit
1 (w,v) (wv) (w,v) (w,v)
mutz(a) NSp0 T Seo +C5 +z(ns,1 +3e1 +C<1

4t 2 <ns,(7[)+s +Cs<l >

= 0.
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Dies entspricht einem Element o' aus H°(S, O(1))® H°(S, F'(m)), fiir das gilt
mult, (o) = 0 € H°(S, F*'(m)) und pry(c') = s*), wobei die Projektions-
abbildung pr, : H°(S,0(1)) @ H°(S, F'(m)) — H°(S,0(1)) ® H°(S,O(m))
durch pry : H°(S, F'(m)) — H°(S,O(m)) induziert sei.

Eine Basis von K| ist gegeben durch

{1e¢*" —(a|0<i<m-—1}
Ulnemd 10 m—jim¢ o (in¢"") |0<j <m}.

Hierbei sind ("t = X,.(¢*) und ¢" = —X¢(¢*) Elemente aus H°(P', O(m)) und
entsprechend (m — j)n¢? = —nYe(¢?) und jn¢?~' = —nY:(¢?) Elemente aus
nH° (P!, O(m — 1)). Fortsetzungen der Basiselemente erhilt man nun, indem
man die zugehorigen Elemente aus H°(P', O(m)) bzw. (H*(P',O(m — 1))
wie in Kapitel 4 fortsetzt und den Term bei 1 so wahlt, dass die Summe im
Kern der Multiplikationsabbildung liegt. Z.B. gilt mit den Bezeichnungen aus
Kapitel 4:

Satz 5.2. Seien | < m und 0 < i <m — 1 natirliche Zahlen. Dann sind
1 _ . ,
n®<—5%m1@D)+1®mm@+L®—C®mm@®

Elemente in H(S,O(1)) ® H°(S, F'(m)), deren Bilder unter der Projektions-
abbildung pry gleich 1 @ ("' — ( @ €' sind und die im Kern der Abbildung
mult, liegen.

Beweis: Es gilt ¢,,-1(i;1) € H(S, F'(m)). AuBerdem sind q,,(i + 1;0)
und q;,,(7;0) Elemente in H°(S, F{(m)) mit pry(q.(i + 1;0)) = ¢+ und
pro(qm(7;0)) = ¢'. Mit

N (@ (i 4 150) — Cqrm(3;0) an der Stelle 0 < ¢ < 1)
= 7771 (772C(f0,m(i +1) - fc,m(i))(jHlic)

_ 771+2(c—1) 7’|(m _ C)| Ci+l—c
(c—=Di+1—c)m!
1

_ _771+2(071)fc71,m71 (i)CiJrlfc
m
1

= — (@m-1(7; 1) an der Stelle 0 < ¢ <)
m

folgt die Behauptung.
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5.4 Berechnung der Polordnungen und Resi-
duen

Die Wahl von Basen w; = ¢/ von H*(P',O(m)) mit 0 < j < m und v; = n¢"*
von nHY(P!',O(m — 1)) mit 0 < i < m — 1 definiert eine Basis von V}. Diese
Basiselemente konnen wir zu Schnitten w;(z), v;i(z) € H°(S,L*(m)) fort-
setzen. Fiir hinreichend kleines |z| sind w;(z) und v;(2) ebenfalls eine Basis
in H°(S, L*(m)). Wir erhalten durch w;,v; somit eine Rahmung des Vek-
torbiindels V' {iber einer kleinen Umgebung von 0 € C. Verschiedene Fortset-
zungen von w; und v; definieren lediglich verschiedene Trivialisierungen von V'
{iber einer Umgebung von 0 € C. Da wir nur Funktionen auf Aquivalenzklas-
sen von Paaren von Matrizen, (gl, x gl,)/GLy, betrachten, kénnen wir ohne
Einschréinkung zu jedem Basisvektor aus V[ eine Fortsetzung und damit eine
Rahmung fixieren. Wir wihlen hier Fortsetzungen zu w; bzw. v;, die wir durch
induktive Korrekturen der kanonischen Fortsetzungen g, (j;0) von w; zur
Ordnung m bzw. ¢y—1,m-1(4;0) von v; zur Ordnung m — 1 wie in Abschnitt
4.12 erhalten.

Wir betrachten nun das asymptotische Verhalten der durch Satz 1.14 gege-
benen Endomorphismen A = A(z) und B = B(z) von H°(S, L*(m)) bzw.
das Verhalten der zugehorigen Matrizen beziiglich einer fest gewédhlten Rah-
mung. Seien n¢* € HY(P',O(m — 1)) und ¢ € H(P!,O(m)) Basen. Da
Xec(¢) € HY(P', O(m)) sind, gibt es Fortsetzungen zu X, ((¢*), deren ersten
beiden Komponenten mit den Eintrigen der kanonischen Fortsetzungen von
X, ¢(¢") zur Ordnung m iibereinstimmen. Dies folgt aus Bemerkung 4.40, nach
der die ¢, (7;0) mit 0 < 7 < m Elemente von H°(S, F™(m)) sind, und Satz
4.42, wonach fiir hohere Fortsetzungen notige Korrekturterme die ersten bei-
den Eintrége von g, (j;0) unverdndert lassen. Mit Satz 5.2 folgt, dass jede
Fortsetzung des Basiselementes 1 ® ¢! — ¢ @ ¢! mit 0 < i < m — 1 von der
Form

n® <—izn<i + z%*)) +1® (C“l + 21 (Z ha 1<i> + z%*))
m m

#ew (~¢t P (o) 4 200)

lim zA(n¢") = lim A(=n’)

z—0

ist. Wir erhalten:

— liy ~mA(zn(~)C)

z—0
— _mgi+1



5.4 Berechnung der Polordnungen und Residuen 95

und analog
lim 2B(5¢") = lim —m B(zn(=—)(")
=m(".
Auflerdem gilt
. 1 ~
PLI(])A(C )= llgcl) mA(mQ )
1 .
= — - ] ]
—(m = j)n¢
und
lim B(¢7) = LS
z—0 m .
Es folgt

Satz 5.3. Die Endomorphismen A und B von V. haben in z = 0 einen Pol
erster Ordnunyg.

Beziiglich der gewihlten Rahmung gilt fiir die Residuen der Matrizen A, B zu
den Endomorphismen A, B:

0 o 0
0m+1
—ml
(5.1) Res(A) = fm
0m><(m+1) Oy
und
0m+1 m]lm
(5.2) Res(B) = o . 0
Omx(m+1) Om
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Kapitel 6

Beschreibung mittels
Thetatunktionen

Wir stellen nun einen Algorithmus zur Beschreibung von konjugationsinvari-
anten Funktionen auf Paaren von Matrizen mittels Thetafunktionen vor. Sei
f € Clgl, x gl,]9". Sei (A, B) € (gl, x gl,)/GLy, fest gewihlt mit nichtsin-
guldrer Spektralkurve S. Die Einschrénkung von f auf die Menge Mg aller
Aquivalenzklassen von Paaren von Matrizen mit Spektralkurve S driicken wir
folgendermaflen durch Thetafunktionen auf der affinen Jakobischen J(S)\©
aus:

S 1 Im ersten Schritt bestimmen wir das Verhalten von f in einer Umgebung
eines allgemeinen Punktes des Thetadivisors © C J(S).

In Abschnitt 2.5 haben wir gesehen, dass jedes lineare Vektorfeld auf
der Jakobischen definiert durch ein beliebiges 8 € H'(S,O) den The-
tadivisor in allgemeinen Punkten transversal schneidet. Wir wéahlen 3 €
H'(S, O) reprisentiert durch %

Mit Satz 3.1 ist die Ordnung einer meromorphen Funktion f : J(S) — C
in einem allgemeinen Punkt des Thetadivisors durch seine Ordnung ent-
lang des Flusses definiert durch 3 bestimmt.

Nach Satz 3.7 beschreibt jede strikte homogene Laurentlosung zur Lax-
Paar-Gleichung € = [C, 3(C, ()] mit C = A+(B das asymptotische Ver-
halten von Aquivalenzklassen von Paaren von Matrizen, deren zugehéri-
ger FluB8 in der Jakobischen J(X) einer festen Spektralkurve ¥ =S4(.) 5(2)
gegen einen Punkt des Thetadivisors © C J(X) lauft.
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S 2

Nach Satz 3.18 ergeben die durch die indizierende Menge

001 00 -0 bt
00 100 1 by )
0 0 —
o | J N R 0
’ 0
: : : *
0 ... 0 0 bik

definierten strikten homogenen formalen Laurentlésungen eine Hauptba-
lance von C = [C, 5(C, ¢)*] und beschreiben das asymptotische Verhalten
von Aquivalenzklassen von Paaren von Matrizen in allgemeinen Punk-
ten des verallgemeinerten Thetadivisors. Durch Fixieren der Spektral-
kurve S und damit Festlegung von %k(k + 3) Parametern der Losungen
A(z), B hingt die zugehorige Familie von strikten formalen homoge-
nen Laurentlésungen nur noch von k? — 1k(k +3) = sk(k —3) =g — 1
Parametern ab. Sie beschreibt das asymptotische Verhalten von Aquiva-
lenzklassen von Paaren von Matrizen entlang 3 durch einen allgemeinen
Punkt des Thetadivisors in der Jakobischen J(S). Die fest gewidhlten
Parameter sind durch die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms
fixiert. In Abschnitt 3.5 haben wir konstante Terme A®) solcher mogli-
chen Laurentlosungen bestimmt. Bei Bedarf konnen weitere Terme A®
mittels Losen des linearen Gleichungssystems (3.14), unter Umsténden
mithilfe eines Computers, berechnet werden. Die Anzahl der benétigten
Koeffizienten A®) hingt hierbei von der zu untersuchenden Funktion f
ab. Die berechneten strikten formalen Laurentlosungen werden in die
Funktion f eingesetzt und so ihr Verhalten, d.h. z.B. ihre Polordnungen
und Residuen bzw. der gesamte Hauptteil der Laurentreihen in Richtung
£, in einem allgemeinen Punkt des Thetadivisors bestimmt.

Im zweiten Schritt wird die Menge aller meromorphen Funktionen auf
der Jakobischen J(S) untersucht, deren Polordnungen in allgemeinen
Punkten des Thetadivisors gleich der in Schritt 1 berechneten Polord-
nung ist. Hierfiir verwendet man die in Abschnitt 1.3 angegebenen The-
tafunktionen. Ist die Polordnung von f in einem allgemeinen Punkt von
O gleich n € N, so sind alle gesuchten moglichen Funktionen gegeben
durch

H°(J(S),0(n®)) = {f : J(S) — C | f meromorph , (f) > —nO}.

f ist in diesem Fall gleich £ fiir ein g € RZ (RZ ist der Raum der The-
tafunktionen vom Gewicht n zur Jakobischen J(S) mit Periodenmatrix
(1, Z), siehe Satz 1.10).
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Findet man eine solche Funktion f := &, deren Hauptteil der Lau-
rententwicklung in Richtung 3 in einem allgemeinen Punkt gleich dem
im ersten Schritt berechneten Hauptteil ist, so stimmen f und f auf
J(S) ohne einer Untervarietit der Kodimension groer oder gleich zwei

{iberein. Damit ist ihre Differenz f — f eine konstante Funktion.

S 3 Um den konstanten Term von f — f zu bestimmen, miissen wir jeweils
die konstanten Terme der Laurententwicklungen von f(A(z), B(z)) bzw.
f (z) in einem konkreten Punkt des Thetadivisors bestimmen. Im drit-
ten Schritt fithrt man dies fiir f(A(2), B(z)) durch. Der einzige Punkt
des Thetadivisors in der Jakobischen, der explizit bekannt ist, ist der
Punkt Og(m) € © C J¥971(S). Laut Satz 5.3 haben die Endomorphis-
men A(z), B(z) von H°(S,L?(m)) in z = 0 einen Pol der Ordnung eins.
Eine Laurententwicklung A(z), B(z) (bzw. ihre ersten Koeffizienten) zu
den Endomorphismen A(z), B(z) entlang # kann mithilfe der in Kapitel
4 angegebenen Erweiterung von Schnitten von H°(S, O(m)) berechnet
werden. Hierzu erweitert man die in Satz 5.1 gegebenen Elemente aus
Ky zu Elementen von K, indem man jeweils zu Basiselementen aus 1}
die kanonische Erweiterung ¢, m(7;0) bzw. ¢y.m-1(7; 0), siche Satz 4.30,
berechnet, und diese dann induktiv durch Korrekturterme aus Satz 4.42
und Definition 4.41 korrigiert. Zugehorige Elemente in K, erhilt man
dann durch die Bedingung, dass sie im Kern der Multiplikationsabbil-
dung mult, liegen miissen. Durch eine geeignete Wahl einer Rahmung
von V, kénnen die gesuchten Matrixpolynome bestimmt werden.

S 4 Im vierten Schritt berechnen wir die Laurententwicklung der in Schritt 2
bestimmten Funktion f in Og(m) entlang 5. Unter Umstinden miissen
wir hierzu zusétzliche Eigenschaften von Og(m), z.B. dass Og(m) eine
Thetacharakteristik ist (sieche Abschnitt 1.5), benutzen.

S 5 Die Differenz der Laurententwicklungen in Og(m) entlang 3 von f aus
Schritt 3 [S 3] und f aus Schritt 4 [S 4] ergibt die gesuchte Konstante.

Konkretes Beispiel tr([A, B]?)

Beispielhaft beschreiben wir die Funktion f := tr([A, B]?) bis auf einen kon-
stanten Term mittels Thetafunktionen.

S 1 Hierzu betrachten wir eine al2lgemeine formale Laurententwicklung von
A und B in Richtung § = %, d.h. A = %A(O) + AD 4240 4+ B
konstant mit
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0 1 00 0
0O 0 10 0
0 --- 0
A0 — |, )
0 0
und
1 1
agl) agz)
0 —aﬁ)
0 0
AN —
0 0
0 0

(1)
Q3

b1
1
0
0

ba2
—1

(1)
Ay

0

0
1)
az(ug

()
A

bkk

Dies entspricht einer Hauptbalance, d.h. der Entwicklung von A, B in
einem allgemeinen Punkt des Thetadivisors, wobei durch die Koeffizien-
ten des charakteristischen Polynoms einige der Koeffizienten agjl-) bzw.

b;; fixiert sind.

Es gilt

tr([A, B]?) = iztr([A@, B)?) + é(tr([A(o), B][AY, B] 4+ [AY B][A©), B]))
+ (tr([AY, B2 + [AQ) B][A® | B] 4+ [A®, B][A©), B]))

z

=1 n=0

00 +2
+ Z Zl <Z[A(n)7 B] [A(H—Q—n), B]

) |

Mit
k
([A”, B])i; = > (A B)a(A”' B)y; — (A”B)a(BA),
=1
—(BA)u(AQB)y; + (BAD)y(BAY);)
und
k 0 falls 7 7& 1, 2
(AOB);; = auby = by fallsi=1
=1 b3j falls i = 2
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0 falls 7 # 2,3

(0))1] = Zbuaz]' =< by fallsj =2
= biQ falls j =3

folgt
([A© B)?);; =0 fiir i > 4
([A(O) B)*)11 = b, + bagbsy — bybs; = 1
([AD)] B]?)gy =
([A9, B)33 =1
und damit

6
tr([A,BP):?+%+co+zc1+....

Das Residuum c_; erhalten wir durch

tr ([A, V. B] + [AY, B][A©), B])

2tr ([A A<1> , B])

2t (A©)( 2BA B — AW B* — B2AW))

2 (2(BAYB),; + 2(BAYB)3, — (AY B?)y,
_(A(l)B2)32 — (B2A(1))21 — (B2A(1))32)

(2(0511)(511 — by) + a'y) + 2(al}) (bas — b11) — aly) + 0)

2
0.

S 2 Im Schritt [S 1] haben wir das asymptotische Verhalten von f entlang der
Richtung § = I’; bestimmt. Insbesondere kennen wir nun die Polordnung
von f entlang O, sie ist gleich 2. Entwickeln wir die Thetafunktion ¥ in
einem allgemeinen Punkt L von © in Richtung (3, so hat ¢ die Form
¥ = z(ag + za; + z%as + ...). Ein moglicher Kandidat fiir die gesuchte
Funktion f : .J(S) — C ist dann die Funktion

d? d? 2
7 VL 0) — (£0))
—log ¥ =
dz?
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(siehe auch Beispiel 1.12). Offensichtlich hat - logz? in L elnen Pol
zweiter Ordnung. Den zugehorigen Faktor c¢_s VOI‘ dem Term Z—Q in der

Laurententwicklung von d—22 log ¥ in L erhalten wir durch durch:

c_o = Resy, <1199/> <ResL <1199/',) Res;, (g))
=1(0-1)
=-1

Da das Residuum von log19 wegen

/
2 2290 — 22 (9)°
Resy, (d 5 logﬁ) = llil(l) ( 5

1
= lim — (22070 + 2299"0" + 2°9*9" — 229(0')?

z—0 193
—42299"90" + 22*(9')?)
=0
verschwindet und der konstante Term ¢y der Laurententwicklung von
der Form
d? 1
co—hm (d 5 log ¥ + )

= lim

z—0

(apz + a12® +...)(2a; + 6agz +...) — (ag + 2a12 + ... )?
22(ag+ a1z +...)2

N (a0+a1z+...)2)2>

22(ag + a1z + ...

— lim (2a0a22— at)z + 23(...)
2—0 agz? +23(...)
2apay — a?
= 2
ist, folgt
d? 1 2apay —a?
@logﬁz—ﬁ—k—a% +z(...).

Da die Laurententwicklung von tr([A, B]?) gleich
6
tr([A, B]?) = §+co+zcl—|—....

ist, ist die Funktion tr([4, B]?) 4 64 log19 holomorph auf der Jakobi-
schen, also konstant.
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Berechnung des konstanten Terms

Um die Konstante g := tr([A, B]*) 4 64 @ Jog ) zu berechnen, miissen wir
zunéchst die Laurententwicklungen ZA0+A1 +2zAs+... und ZBO—i—Bl +2zBy+

. der Matrizen A(z) und B(z) entlang 3 im Punkt O(m) € © berechnen. Die
Residuen Ay und By hierzu haben wir in (5.1) und (5.2) beziiglich einer dort
fest gewdhlten Rahmung bestimmt. Weitere Koeffizienten kann man durch
das in Schritt S3 beschriebene Verfahren berechnen, wobei jedoch schon die
Korrekturterme zu kanonischen Erweiterungen schnell sehr lang werden, bei-
spielhaft siehe hierzu v,,—(j) aus Satz 4.38 und w,,(j) aus Satz 4.43. Zur Be-
rechnung des konstanten Terms von tr([A, B]?) ist die Berechnung der ersten
vier Koeffizienten Ay, ..., A3 bzw. By, ..., B3 nétig. Dies folgt aus [Ag, Bg] = 0
und

1 1 2
tr([A’B]Q): tr<|:;A0+A1+ZA2—|—,;Bo+Bl+ZBQ+:| )

_ ;tr (([Ao, BJ] + [A1, Bo))?)

+ étr (Ao, Bi] + [Ay, Bo])([Ao, Bal + [A1, Byl + [As, Bo)))
+ tr (2([Ao, B1] + [A1, Bol)([Ao, Bs] + A4, Bz} [Ag, Bi] + [A3, Bol)
+([Ao, Ba] + [A1, Bi] + [A2, Bo))?) +

Man beachte hierbei, dass die Matrizen A(z), B(z) nicht die Lax-Paar-Bedin-
gung erfiillen miissen, da a priori keine Rahmung von kovariant konstanten
Schnitten gewéhlt wurde.

Ist der dritte Schritt durchgefiihrt, sind die Berechnungen in Schritt S4 und
S5 leicht: Der konkrete Punkt m5O(m — 1) = 75O0p (3 (k —3)) € © C J97(9)
ist bei der Identifizierung J9~!(S) ~ J(S) der Ursprung, und nach Abschnitt
1.5 eine Thetacharakteristik. Damit folgt insbesondere ® = —©, d.h. lokal im
Ursprung ist die Thetafunktion von der Form

9(2) = 2N (ag + as2® + a2t 4+ ...)

mit einem N € N. Hierbei sind ag = 9™ (0), ay = 579" +2(0), und

Nt (N+2)'
damit
2 N Qo * g
—logd(z) = —— +2
72108 (2) 5+ 2 +
N N 20N +2)(0) N
22 (N+D(N+2)9M(0)
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Wir wissen bereits, dass tr([A, B]?) + 6% log ¥(z) konstant ist. Damit folgt

N = tr (([Ao, Bl] + [Al, Bo])Q) s
0 = tr (2([Ao, Bi] + [A1, Bo])([Ao, Ba] + [A1, Bi] + [Az, Bo]))

und damit

g = tr (2([Ao, B1] + [A1, Bo)([Ao, Bs] + [A1, Ba] + [Ag, Bi] + [As, Bo))
219(N+2)(0)
(N +1)(N + 2)19(N)(0)'

+([Ag, Ba] + [A1, BJ] + [Ag, By))?) +



Kapitel 7

Ausblick

Wir haben in Kapitel 6 beispielhaft die Funktion tr([A4, B]?) mittels The-
tafunktionen ausgedriickt. Zur genauen Beschreibung des Schnittes der Menge
My aller Aquivalenzklassen von Paaren von Matrizen mit fester Spektralkurve
S mit der Menge N¢ aller Aquivalenzklassen von Paaren von Matrizen mit
Kommutator C' ist die Darstellung weiterer auf Ng konstanter Funktionen
f : Ng — C mittels Thetafunktionen sinnvoll. Interessant wére hier die fiir
die Berechnung des konstanten Faktors wichtigen Laurententwicklungen der
Matrizen A(z), B(z) entlang 8 im Punkt O(m) explizit zu berechnen und hier-
zu die Painlevé-Analysis aus Kapitel 3 zu benutzen. Da O(m) ein singuldrer
Punkt des Thetadivisors ist, sind A(z) und B(z) formale Laurentlésungen
in einer niedrigeren Balance. Durch eine geeignete Eichtransformation kann
diese unter Umsténden durch endlich viele Koeffizienten der Laurentreihen
A(z), B(z) berechnet werden. Eine Einschrankung an die in Frage kommen-
den niedrigeren Balancen erhélt man evtl. bereits aus Dimensionsgriinden,
indem man O(m — 1) € © C J97!(S) als Element eines geeigneten Linear-
systems W, | = {L € J9~'(S) | h°(S, L) > r 4 1} darstellt. Durch die niedri-
gere Balance wiren alle weiteren Koeffizienten der Laurentreihen durch das
Gleichungssystem (3.14) bestimmt.
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