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Einleitung

In dieser Arbeit beschäftigen wir uns mit der Darstellung konjugationsinva-
rianter Funktionen auf dem Raum glk × glk der Paare von Matrizen mittels
Thetafunktionen. Dadurch stellen wir eine Verbindung zwischen zwei klassi-
schen Gebieten der Mathematik her: den Äquivalenzklassen von Paaren von
Matrizen und den Thetafunktionen.

Zwei Paare von komplexwertigen k × k-Matrizen (C,D) und (C ′, D′) heißen
äquivalent, wenn es eine invertierbare Matrix X ∈ GLk mit XCX−1 = C ′ und
XDX−1 = D′ gibt. Jede Äquivalenzklasse (A,B) ∈ (glk × glk)/GLk definiert
eine algebraische Kurve vom Grad k, die sogenannte Spektralkurve, durch

SA,B =
{

(ν1 : ν2 : ν3) ∈ P2 | det(ν11k + ν2A+ ν3B) = 0
}
.

Die Menge MS aller Äquivalenzklassen von Paaren von Matrizen mit fester
Spektralkurve S stimmt gerade mit der affinen Jakobischen J(S)\Θ überein
([E03]). Jede holomorphe Funktion f : MS → C entspricht folglich einer

meromorphen Funktion f̂ : J(S)→ C, wobei die Polstellen von f̂ nur im The-
tadivisor Θ ⊂ J(S) auftreten:

MS

∼= //

f

��

J(S)\Θoo

bfzz
C

Die Menge aller meromorphen Funktionen auf J(S) mit Polstellen in Θ ist
bekannt. Jede solche Funktion lässt sich mittels Thetafunktionen ausdrücken
([M83]). Dadurch erhalten wir eine Verbindung zwischen Thetafunktionen und
Äquivalenzklassen von Paaren von Matrizen.

Paare von Matrizen spielen in vielen Bereichen der Mathematik eine Rolle.
Zum Beispiel ist die Menge aller k-dimensionalen Darstellungen der nicht-
kommutativen Algebra A := C < x, y > gleich glk × glk, siehe hierzu [P03].
Bezeichnet A2 die Gruppe der affinen Transformationen von C2 und E die
Gruppe der elementaren Transformationen

{(x, y) 7→ (λ1x+ λ2, νy + p(x)) | λ1, λ2, ν ∈ C, p ∈ C[t]} ,
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so wirkt das amalgamierte Produkt G := A2 ∗Γ E mit Γ = A2∩E auf glk×glk.
Diese Wirkung ist durch die Wirkung der Untergruppen A2 und E auf glk×glk
durch

(A,B) 7→ (λ1A+ λ2B + λ31k, ν1A+ ν2B + ν31k)

bzw.
(A,B) 7→ (λ1A+ λ21k, νB + p(A))

definiert. Die Wirkung ist konjugationsinvariant und erhält bis auf skalare
Vielfache den Kommutator µ(A,B) := [A,B] zweier Matrizen A und B.
Nach Artamkin ([A89], [P03]) ist der G-Orbit OA,B durch ein allgemeines
Paar (A,B) dicht in µ−1(C) mit C = [A,B]. Sind NA,B := OA,B/GLk und
NC := {(A,B) ∈ glk × glk | ∃λ ∈ C : µ(A,B) = λC} /GLk, so können wir den
Schnitt MS ∩ NA,B beschreiben, indem wir die Mengen der auf NC bzw. MS

konstanten Funktionen betrachten und diese mittels Thetafunktionen aus-
drücken.

In der Theorie der vollständig integrablen Systeme ist das Zusammenspiel von
Algebraischer Geometrie und Dynamischen Systemen wohlbekannt. Viele inte-
grable Systeme (für Beispiele siehe [BBT03]) lassen sich in der Lax-Paar-Form
Ċ = [C,D] schreiben, wobei hier C = C(z, ζ) und D = D(z, ζ) Matrixpoly-
nome in einem Spektralparameter ζ sind. Lösungen (C,D) dieser Lax-Paar-
Gleichung definieren die gleiche Spektralkurve SC,D und werden durch Flüsse
auf der affinen Jakobischen J(SC,D)\Θ zu SC,D beschrieben.

Wir interessieren uns für Paare von Matrizen und damit für Matrixpolynome
A + ζB vom Grad eins in ζ. Anders als im Fall von Lax-Paaren ist keine
Differentialgleichung gegeben, deren Lösungen wir bestimmen wollen, son-
dern wir suchen eine Beschreibung aller Funktionen auf MS durch Thetafunk-
tionen. Trotzdem können wir auch hier die Theorie der integrablen Syste-
me und der Painlevé-Analysis ([V08]) nutzen. Hier liegen potentielle weitere
Anwendungsgebiete dieser Arbeit. Unter Verwendung der Painlevé-Analysis
können wir Untervarietäten des Thetadivisors durch Familien von formalen
Laurentreihen mit Koeffizienten in glk × glk/GLk ausdrücken. Mithilfe die-
ser Arbeit ergibt sich dadurch unter Umständen ein neuer Zugang zur Brill-
Noether-Theorie, in der es darum geht, Untervarietäten von Picd(S) der Art
W r
d (S) =

{
L ∈ Picd(S) | h0(S, L) ≥ r + 1

}
zu beschreiben.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut:

In Kapitel 1 fassen wir Grundlagen zusammen und legen Notationen fest.
In Abschnitt 1.1 geben wir bekannte Resultate zu rationalen Regelflächen
an. Diese werden in Kapitel 2 bei der Beschreibung der Kohomologieklassen
H i(S,O(n)), n ∈ N, benötigt. In Abschnitt 1.2 beschreiben wir die Spektral-
kurve S als Nullstellenmenge (ψ)0 eines Schnittes ψ ∈ H0(R, π∗ROP1(k)) im
Totalraum R des Geradenbündels OP1(1). Bezeichnet η ∈ H0(R, π∗ROP1(1))
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den tautologischen Schnitt, so ist ψ von der Form

ψ = det(η1k + A+ ζB) = ηk + a1η
k−1 + . . .+ ak

mit ai ∈ H0(P1,O(i)). Diese Beschreibung der Spektralkurve verwenden wir in
der gesamten Arbeit. In Abschnitt 1.3 fassen wir Grundlagen über Thetafunk-
tionen zusammen und stellen eine Beschreibung aller meromorphen Funktio-
nen auf Jakobischen mit Polstellen im Thetadivisor vor. In Abschnitt 1.4 gehen
wir auf die Identifizierung von MS mit J(S)\Θ ein. Schließlich geben wir in
Abschnitt 1.5 für m := 1

2
(k − 1) mit ungeradem k einen festen Punkt O(m)

im Thetadivisor Θ ⊂ J(S) für eine glatte Spektralkurve S an.

Im zweiten Kapitel berechnen wir Basen von H1(S,O) und H0(S,O(n)) mit
n ∈ N. Dazu wurden die Beweisideen vom Fall der Nahmgleichungen (siehe
[Hi83]) auf Spektralkurven zu Äquivalenzklassen von Paaren von Matrizen
übertragen. Außerdem beschreiben wir den Raum H1(S,O(m)). In Abschnitt
2.4 gehen wir auf die wohlbekannten Lax-Paar-Bedingungen an Äquivalenz-
klassen von Paaren von Matrizen ein, die einem linearen Fluss in J(S)\Θ
entsprechen. Jede Richtung β ∈ H1(S,O) definiert hierbei eine andere Lax-
Paar-Bedingung. Schließlich zeigen wir in Abschnitt 2.5, dass lineare Flüsse
in der Jakobischen durch Punkte des Thetadivisors diesen sofort verlassen.

Kapitel 3 ist ein Hauptteil dieser Arbeit und weitgehend unabhängig von
den beiden vorhergehenden Kapiteln. Wir geben in Abschnitt 3.1 eine kur-
ze Einführung in die Painlevé-Analysis. Diese führen wir in den folgenden
Abschnitten für die in Abschnitt 2.4 bewiesenen Lax-Paar-Gleichungen Ċ =
[C,D] durch, wobei gilt C(z) = A(z) + ζB(z). In Abschnitt 3.2 zeigen wir,
dass für jede Richtung β im zugehörigen Fluss (A(z), B(z)) die Matrix B
konstant ist, falls A+ ζB die Lax-Paar-Bedingung für β erfüllt. In Abschnitt
3.3 wählen wir eine feste Richtung β und berechnen die indizierende Menge
zur zugehörigen Lax-Paar-Gleichung. In Abschnitt 3.4 bestimmen wir die so-
genannte Kowalevski-Matrix, mit deren Hilfe weitere Koeffizienten formaler
Laurentlösungen von Ċ = [C,D] bestimmt werden können. Indem wir dies
für ein ausgewähltes Element aus der indizierenden Menge in Abschnitt 3.5
durchführen, können wir zeigen, dass es sich bei der so berechneten Familie
von formalen Laurentlösungen um eine Hauptbalance handelt. Durch Fixie-
rung der Spektralkurve S stellt sie das asymptotische Verhalten von Äquiva-
lenzklassen von Paaren von Matrizen im allgemeinen Punkt des Thetadivisors
in J(S) entlang β dar.

Zwei weitere Hauptteile dieser Arbeit sind Kapitel 4 und 5. Bevor wir diese
im Detail beschreiben, wollen wir sie kurz motivieren: Mithilfe der Ergebnis-
se aus Kapitel 3 können wir in Kapitel 6 bereits jede konjugationsinvariante
Funktion f auf Paaren von Matrizen bis auf einen konstanten Term mittels
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Thetafunktionen als meromorphe Funktion f̂ : J(S) → C ausdrücken. Um
diesen konstanten Term berechnen zu können, untersuchen wir das Verhalten
von f bzw. f̂ im konkreten Punkt O(m) des Thetadivisors. Zu einem linearen
Fluss Lz(m) durch O(m) definiert durch die Richtung β ∈ H1(S,O) bestim-
men wir das asymptotische Verhalten der Urbilder in MS. Hierzu müssen wir
explizit auf die Identifizierung zwischen MS und J(S)\Θ eingehen.

In Kapitel 4 beschäftigen wir uns mit holomorphen Schnitten des Vektor-
bündels O(m), die sich für |z| hinreichend klein zu einer Familie von holo-
morphen Schnitten der Vektorbündel Lz(m) fortsetzen lassen. Hier benötigen
wir die konkreten Beschreibungen von H1(S,O), H0(S,O(n)), n ∈ N, und
H1(S,O(m)) aus Kapitel 2. Wir definieren in Abschnitt 4.1 ein Vektorbündel
V , für das für allgemeines z 6= 0 gilt Vz = H0(S, Lz(m)). Wir interessieren
uns folglich für V0 ⊂ H0(S,O(m)). In den Abschnitten 4.2 und 4.3 definieren
wir Fortsetzungen von holomorphen Schnitten aus H0(S,O(m)) und drücken
Fortsetzungen endlicher Ordnung l als Schnitte eines Vektorbündels F l(m)
über S aus. Hierbei sind einige spezielle Fortsetzungen durch Schnitte eines
Vektorbündels El(n) über P1 mit passendem n ∈ N definiert, darum geht es
in den Abschnitten 4.4 bis 4.8. In Abschnitt 4.9 stellen wir eine Beziehung
zwischen den zurückgezogenen Bündeln El(n) über S und dem Bündel F l(m)
her. Schließlich geben wir in Abschnitt 4.10 eine Basis von H0(S, F l(m)) für
l < m an, mithilfe der wir in Abschnitt 4.11 eine genaue Beschreibung von
V0 erhalten. In Abschnitt 4.12 führen wir einen Algorithmus ein, mit dem
wir zu jedem Schnitt aus V0 Fortsetzungen zu Schnitten von Lz(m) beliebiger
Ordnung konstruieren können.

In Kapitel 5 definieren wir ein Vektorbündel K über C vom Rang k, dessen
Faser für allgemeines z 6= 0 gleich dem Kern der Multiplikationsabbildung

multz : H0(S,O(1))⊗H0(S, Lz(m))→ H0(S, Lz(m+ 1))

ist. In Abschnitt 5.2 bestimmen wir K0, d.h. die Schnitte aus dem Raum
H0(S,O(1))⊗ V0 ⊂ H0(S,O(1))⊗H0(S,O(m)), die sich für hinreichend klei-
nes |z| > 0 zu Elementen aus Kz fortsetzen lassen. Durch solche konkreten
Fortsetzungen, die in Abschnitt 5.3 mithilfe der Berechnungen aus Kapitel 4
ermittelt werden, können wir in Abschnitt 5.4 die Polordnungen und Residuen
der zugehörigen Paare von Matrizen A(z), B(z) bestimmen.

In Kapitel 6 geben wir schließlich als ein zentrales Ergebnis einen Algorith-
mus zur Beschreibung von konjugationsinvarianten Funktionen auf Paaren von
Matrizen mittels Thetafunktionen an. Mithilfe der in Kapitel 3 berechneten
Hauptbalance können wir Laurententwicklungen von konjugationsinvarianten
Funktionen f auf Paaren von Matrizen in allgemeinen Punkten des Thetadivi-
sors in Richtung β bestimmen. Dadurch stellen wir f bis auf einen konstanten
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Term mittels Thetafunktionen dar. Zur Berechnung dieses konstanten Terms
verwenden wir die Resultate aus den Kapiteln 4 und 5. Beispielhaft stellen
wir die Funktion tr([A,B]2) mittels Thetafunktionen dar.

Ein Ausblick schließt die Arbeit ab.
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Kapitel 1

Allgemeines

In diesem Kapitel fassen wir bekannte und für unsere Berechnungen nützliche
Aspekte von algebraischen Kurven und rationalen Regelflächen zusammen und
legen Notationen fest. Weitergehende Details findet man z.B. in [GH78], [H77]
und [F98].

In Abschnitt 1.3 wiederholen wir Eigenschaften von Thetafunktionen auf Ja-
kobischen, bevor wir allgemein meromorphe Funktionen auf Jakobischen mit
Polstellen höchstens in einem fest gewählten Riemannschen Thetadivisor be-
schreiben. Hier richten wir uns nach [GH78] und [M83].

In Abschnitt 1.4 wiederholen wir den Satz von Beauville, der die Isomorphie
zwischen Äquivalenzklassen von Paaren von Matrizen mit fester Spektralkur-
ve und der zugehörigen Jakobischen ohne dem Thetadivisor beweist. Details
findet man z.B. in [Hi83] oder in [E03].

In Abschnitt 1.5 geben wir einen festen Punkt im Thetadivisor der Jakobischen
einer Spektralkurve an.

Wir setzen grundlegende Begriffe der Algebraischen Geometrie, wie man sie
z.B. in [GH78] Kapitel 0 und 1 findet, voraus.

1.1 Rationale Regelflächen

Sei R der Totalraum des tautologischen Geradenbündels OP1(1) über P1 und

R
πR→ P1 die kanonische Projektion.

Die Kompaktifizierung R̂ = P(OP1(1)⊕O) von R ist eine rationale Regelfläche.

Hierin ist die Faser R(ζ0:ζ1) ⊂ R̂ von R für (ζ0 : ζ1) ∈ P1 gegeben durch{
(v : 1)|v ∈ (OP1(1))(ζ0:ζ1), 1 ∈ (OP1)(ζ0:ζ1)

}
.
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Divisoren in R̂

Sei π bR : R̂ → P1 die kanonische Projektion und O bR(1) das relative tautologi-

sche Bündel über R̂. Sei O bR(1, 0) := π∗bROP1(1), O bR(0, 1) := O bR(1) und damit
O bR(1, 1) := π∗bROP1(1)⊗O bR(1).

Wir beschreiben im Folgenden einige für spätere Berechnungen wichtige Di-
visoren in R̂ genauer. Dabei nutzen wir die allgemeine Tatsache, dass jeder
Bündelhomomorphismus

V
φ //

  A
AA

AA
AA

A W

}}||
||

||
||

Pn

eindeutig einem Schnitt sφ ∈ H0(P(V ), π∗P(V )W ⊗OP(V )(1)) entspricht, wobei

für jedes p ∈ Pn gilt: (sφ)0 ∩ (P(V )|p) = P(ker(φp)). Hierbei ist die Abbil-
dung πP(V ) : P(V )→ Pn die kanonische Projektion und OP(V )(1) das relative
tautologische Geradenbündel über P(V ).

1. Es bezeichne E0 den Nullschnitt in R̂. Dieser Divisor ist durch den mit-
tels des Bündelhomomorphismus

OP1(1)⊕O //

%%KKKKKKKKKK
OP1(1)

{{xx
xx

xx
xx

x

P1

definierten Schnitt s ∈ H0(R̂,O bR(1, 1)) definiert. Es gilt E0 = (s)0 und
(s)0 =

{
(0 : w)|0 ∈ (OP1(1))(ζ0:ζ1), 0 6= w ∈ (OP1)(ζ0:ζ1), (ζ0 : ζ1) ∈ P1

}
.

Das Geradenbündel [E0] ist gleich O bR(1, 1).

2. Ist σ ein holomorpher Schnitt von OP1(1), so definieren wir einen Divisor

Eσ ⊂ R̂ durch Eσ =
{

(σ : 1)|σ(ζ0 : ζ1) ∈ (OP1(1))(ζ0:ζ1), 1 ∈ (OP1)(ζ0:ζ1)

}
mit jeweils (ζ0 : ζ1) ∈ P1. Die Divisoren E0 und Eσ sind äquivalent, und
für die zugehörigen Geradenbündel gilt [Eσ] = [E0] = O bR(1, 1).

3. Bezeichne C eine Faser in R̂
π bR−→ P1. C ist dann gleich (t)0 für einen

Schnitt t ∈ H0(R̂, π∗bROP1(1)). Das Geradenbündel [C] ist gleich O bR(1, 0).

Die Divisoren C, E0 und Eσ in R̂ skizzieren wir in Abbildung 1.1.
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4. Sei E∞ die Nullstellenmenge des durch den Bündelhomomorphismus

OP1(1)⊕O //

%%KKKKKKKKKK O

����
��

��
��

P1

definierten Schnittes q ∈ H0(R̂,O bR(0, 1)). Dann ist das Geradenbündel
[E∞] gleich O bR(0, 1). Für σ ∈ H0(P1,OP1(1)) definiert der Schnitt (σ, 0)

von OP1(1) ⊕ O außerhalb der Nullstellen von σ eine Kurve in R̂, der
Abschluß dieser Kurve ist dann E∞.

Faser C

Divisor Eσ

Divisor E0

Abbildung 1.1: Beispiel für eine allgemeine Regelfläche P(O(d) ⊕ O) mit d ∈ N.
In diesem Fall schneiden sich E0 und Eσ in genau d Punkten.

Für die Schnittzahlen gilt:

E0 · E0 = 1(1.1)

E0 · E∞ = 0(1.2)

E0 · C = Eσ · C = E∞ · C = 1(1.3)

C · C = 0.(1.4)
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Da R̂ eine rationale Regelfläche ist, wird Pic(R̂) durch die Geradenbündel
O bR(1, 1) = [E0] und O bR(1, 0) = [C] erzeugt. Genauso erzeugen die Gera-

denbündel O bR(1, 0) = [C] und O bR(0, 1) = [E∞] die Picardgruppe Pic(R̂)
(siehe [GH78] S. 518). Insbesondere gibt es ganze Zahlen a und b mit E∞ =
aE0 + bC. Mit den Schnittzahlen (1.1)–(1.4) folgt a = 1 und b = −1, d.h.

E∞ = E0 − C

und damit
E∞ · E∞ = −1.

Außerdem folgt mit der Adjunktionsformel ([GH78] S. 519) für den kanoni-
schen Divisor K bR :

0 = g(C) =
C · C + C ·K bR

2
+ 1 ⇒ C ·K bR = −2

0 = g(E0) =
E0 · E0 + E0 ·K bR

2
+ 1 ⇒ E0 ·K bR = −2− 1

und damit

K bR = −2E0 − C.(1.5)

Verschwindungssatz von Kodaira

Zur Berechnung von Kohomologieklassen ist der Verschwindungssatz von Ko-
daira für ample Geradenbündel auf algebraischen Flächen nützlich:

Satz 1.1. ([F98] S. 22) Sei D ein ampler Divisor auf einer glatten algebrai-
schen Fläche X. Dann gilt H i(X, [−D]) = 0 für i = 0, 1. Außerdem gilt dual
H i(X, [KX +D]) = 0 für i = 1, 2.

Für die amplen Geradenbündel auf der rationalen Regelfläche R̂ gibt es eine
einfache Beschreibung:

Satz 1.2. ([H77] S. 365) (Kriterium von Nakai-Moishezon) Ein Divisor D
auf der Fläche X ist genau dann ampel, wenn D2 > 0 und D · F > 0 für alle
irreduziblen Kurven F in X gilt.

Für die oben definierten Divisoren E∞ und C gilt:

Lemma 1.3. ([F98] S. 116) Für ganze Zahlen a, b ∈ Z ist das Geradenbündel

aE∞+bC über der rationale Regelfläche R̂ genau dann ampel, wenn b > a > 0
gilt.
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1.2 Die Spektralkurve in R̂

Wir betrachten die Menge aller Äquivalenzklassen von Paaren von Matrizen
(glk × glk)/GLk mit festem k ∈ N.

Ist (A,B) ∈ (glk × glk), so bezeichnet das Polynom A+ ζB einen Schnitt aus
H0(P1, (Ck ⊗ (Ck)∨) ⊗ OP1(1)). Sei η ∈ H0(R, π∗ROP1(1)) der tautologische
Schnitt. Bezeichnet A + ζB ebenfalls den Schnitt π∗R(A + ζB) in dem Raum
H0(R, (Ck ⊗ (Ck)∨) ⊗ π∗ROP1(1)), so ist ψ := det((A + ζB) + η1k) von der
Form

ψ = ηk + a1(ζ)ηk−1 + . . .+ ak(ζ) ∈ H0(R, π∗ROP1(k))

mit ai(ζ) ∈ π∗RH0(P1,O(i)). Insbesondere ist a1(ζ) = tr(A+ ζB) = trA+ ζtrB
und ak(ζ) = det(A+ ζB).

η ∈ H0(R, π∗ROP1(1)) besitzt eine kanonische Fortsetzung zu einem Schnitt

η̂ ∈ H0(R̂, [E0]). Mit ξ̂ ∈ H0(R̂, [E∞]) gibt es dann eine Fortsetzung von
ψ ∈ H0(R, π∗ROP1(k)) zu

ψ̂ = η̂k + a1η̂
k−1ξ̂ + a2η̂

k−2ξ̂2 + . . .+ akξ̂
k ∈ H0(R̂, [kE0]).

Geometrisch ist die Konstruktion die folgende: Wir betrachten den Bündel-
homomorphismus

Ck ⊗OP1

ζ0A+ζ1B //

$$H
HHHHHHHHH

Ck ⊗OP1(1)

yysssssssssss

R̂ ⊃ R
πR // P1

Sei h := π∗R(ζ0A+ ζ1B) + η1k, also

Ck ⊗ π∗R(OP1)
h //

&&LLLLLLLLLLL
Ck ⊗ π∗R(OP1(1))

wwpppppppppppp

R

und dementsprechend ĥ := ξ̂π∗bR(ζ0A+ ζ1B) + η̂1k :

Ck ⊗O bR bh //

##G
GG

GG
GG

GG
G

Ck ⊗O bR(1, 1)

yyrrrrrrrrrrr

R̂
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Dann ist ψ̂ = det(ξ̂π∗(ζ0A + ζ1B) + η̂1) ∈ H0(R̂, [kE0]) = H0(R̂,O bR(k, k))
gleich dem Schnitt σΛkbh zum Bündelhomomorphismus

Λkĥ : ΛkCk ⊗O bR = O bR → ΛkCk ⊗O bR(k, k) = O bR(k, k).

Definition und Satz 1.4. Die Spektralkurve S zur Äquivalenzklasse des
Paares (A,B) ∈ glk×glk sei der Divisor S := S(A,B) := (ψ̂)0 ⊂ R̂ in der ratio-

nalen Regelfläche R̂. S ist eine algebraische Kurve vom Grad k, die vollständig
in R enthalten ist. Sie hängt nur von der Äquivalenzklasse von (A,B) ab.

Bemerkung 1.5. Die Schnitte des Geradenbündels π∗ROP1(1) definieren eine
Einbettung ι : R → P2. Hierbei liegt der Punkt p := (0 : 0 : 1) ∈ P2 nicht

im Bild ι(R). Die rationale Regelfläche R̂ entspricht der Aufblasung von P2

im Punkt p. Das Bild von S unter der Abbildung ι ist gleich der Spektral-
kurve Σ = {(ν1 : ν2 : µ) ∈ P2 | det(µ1 + ν1A+ ν2B) = 0} ⊂ P2. Wir betrach-

ten in dieser Arbeit stets die in R bzw. der rationalen Regelfläche R̂ eingebet-
tete Kurve S, da dies insbesondere die konkreten Berechnungen von Erweite-
rungen von Schnitten von Lz(m) in Kapitel 4 erlaubt.

Das Geschlecht von S läßt sich für nichtsinguläre S mit der Adjunktionsformel
ermitteln:

g(S) =
S · S + S ·K bR

2
+ 1

=
(kE0) · (kE0) + (kE0) · (−2E0 − C)

2
+ 1

=
1

2
(k − 1)(k − 2).

1.3 Thetafunktionen

Geradenbündel definiert durch Multiplikatoren

Sei T r := Cr/Λ ein komplexer r-dimensionaler Torus mit Gitter Λ und Projek-
tion πT r : Cr → T r. Sei L ein beliebiges Geradenbündel über T r. Dann ist das
zurückgezogene Geradenbündel π∗T rL über Cr trivial. Sei φ : π∗T rL → Cr × C
eine globale Trivialsisierung. Da für z ∈ Cr und λ ∈ Λ die Fasern π∗T rL|z und
π∗T rL|z+λ übereinstimmen, definiert

z × C
φz :=φ|(π∗

Tr
L)z←− (π∗T rL)z = (π∗T rL)z+λ

φz+λ−→ (z + λ)× C
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einen Automorphismus eλ(z) := φz+λ ◦ φ−1
z : C → C mit w 7→ eλ(z) · w und

damit eine Menge von Multiplikatoren {eλ ∈ O∗(Cr)|λ ∈ Λ} , die

eλ′(z + λ)eλ(z) = eλ(z + λ′)eλ′(z) = eλ+λ′(z)(1.6)

erfüllen. Umgekehrt definieren Multiplikatoren {eλ}λ∈Λ, für die (1.6) gilt, ein-
deutig ein Geradenbündel L → T r mit diesen Multiplikatoren: L sei der Quo-
tientenraum von Cr × C unter der Identifizierung (z, w) ∼ (z + λ, eλ(z) · w).
Holomorphe Schnitte des Geradenbündels L sind dann definiert durch holo-
morphe Funktionen ϑ : Cr → C, die ϑ(z + λ) = eλ(z)ϑ(z) für alle z ∈ Cr und
λ ∈ Λ erfüllen (Details siehe z.B. [GH78] S. 307 ff.).

Riemannsche Thetafunktionen

Jede Jakobische J(S) einer kompakten Riemannschen Fläche S besitzt eine
Periodenmatrix Π der Gestalt Π = (1g, Z) mit Zt = Z und Im(Z) positiv
definit. Damit ist jede Jakobische eine Abelsche Varietät, die eine Hauptpola-
risierung, d.h. ein positives Geradenbündel L mit c1(L) = [ω] und ω von der
Form

∑g
l=1 dxl ∧ dxg+l, besitzt (Details zu Abelschen Varietäten und Polari-

sierungen siehe zum Beispiel [GH78] S. 300 ff.).

Angenommen ein komplexer Torus T r = Cr/Λ ist eine Abelsche Varietät
mit Polarisierung ω =

∑r
l=1 δldxl ∧ dxr+l, δl|δl+1 mit einer geeigneten reellen

Basis x1, . . . x2r von Cr ∼= R2r. Sei λ1, . . . , λ2r die ganzzahlige Basis von Λ mit
dxl(λj) = δlj, und z1, . . . , zr lineare komplexe Koordinaten von Cr definiert
durch dzj(λl) = δjδlj. Dann gilt:

Satz 1.6. [GH78] Das Geradenbündel L, definiert durch die Multiplikatoren
eλj(z) = 1 und eλr+j(z) = e−2πizj für j = 1, . . . , r hat c1(L) = [ω]. Alle Gera-
denbündel mit fester Chernklasse sind bis auf Translation eindeutig bestimmt.

Aufgrund der Definition des Geradenbündels L durch die Multiplikatoren
eλj(z) = 1 und eλr+j(z) = e−2πizj für j = 1, . . . , r sind Schnitte des Ge-
radenbündels L eindeutig definiert durch Thetafunktionen, d.h. holomorphe
Funktionen ϑ : Cr → C, die ϑ(z + λj) = ϑ(z) und ϑ(z + λj+r) = e−2πizjϑ(z)
für j = 1, . . . , r erfüllen. Es gilt

Satz 1.7. [GH78] Sei L → T r ein positives Geradenbündel mit Elementartei-
ler δ1, . . . , δr der Polarisierung c1(L) von T r. Dann gilt: dimH0(T r,O(L)) =
r∏
l=1

δl.

Ist insbesondere c1(L), wie im Fall für die Jakobische T g = J(S) einer alge-
braischen Kurve S, eine Hauptpolarisierung von T g mit Periodenmatrix (1, Z),



18 Kapitel 1. Allgemeines

so wird der eindimensionale Raum H0(T g,O(L)) erzeugt durch den Schnitt
ϑ̃, der definiert ist durch die holomorphe Funktion

ϑ : Cg → C, ϑ(z) := ϑ(z, Z) =
∑
l∈Zg

eπi<l,Zl> · e2πi<l,z>.

Dies ist die sogenannte Riemannsche Thetafunktion. Multiplikatoren von L
sind hier eλj = 1 und eλj+g(z) = e−2πi(zj+

Zjj
2

). Der zugehörige Riemannsche

Thetadivisor Θ = (ϑ̃)0 = ((ϑ)0 modulo Λ) ist bis auf Translation eindeu-
tig durch die Hauptpolarisierung definiert (Details zu diesem Abschnitt siehe
[GH78] S. 310 ff.).

Thetadivisoren auf der Jakobischen

Sei Θ der Riemannsche Thetadivisor in J(S). Die Jakobische J(S) ist via der
Abel-Jakobi-Abbildung ud : Picd(S) → J(S) isomorph zu Jd(S) := Picd(S),
wobei der Isomorphismus für d 6= 0 von der Wahl eines Basispunktes in S
abhängt. Wir bezeichnen im Folgenden mit Θ ⊂ Jd(S) das Urbild des The-
tadivisors Θ ⊂ J(S) unter der Abel-Jacobi-Abbildung ud. Bezeichnen wir mit
Wg−1(S) ⊂ Jg−1(S) den Divisor in Jg−1(S) aller Geradenbündel vom Grad
g − 1 über S, die nichttriviale globale holomorphe Schnitte besitzen, so gilt
der Satz von Riemann:

Satz 1.8. [ACGH85] Es gibt einen Punkt κ ∈ J(S), so dass Wg−1(S) = Θ−κ
gilt.

Hierbei hängt die Riemannsche Konstante κ ebenfalls von einem Basispunkt
p ∈ S bzw. einem ausgewählten Punkt in Jg−1(S) ab.

Außerdem gilt

Satz 1.9. ( Riemannscher Singularitätensatz[ACGH85]) Ist S eine glatte Kur-
ve vom Geschlecht g, so gilt multL+κ(Θ) = h0(S,O(L)) für jedes Geradenbündel
L ∈ Wg−1 ⊂ Jg−1(S).

Wir bezeichnen zur Vereinfachung im Folgenden mit Θ ebenfalls den Divisor
Wg−1 ⊂ Jg−1(S). Aus dem Kontext ist in diesen Fällen ersichtlich, ob der
Riemannsche Thetadivisor Θ oder der um die Riemannsche Konstante −κ
verschobene Riemannsche Thetadivisor, d.h. Wg−1, gemeint ist.
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Meromorphe Funktionen auf J(S)

Wir interessieren uns für meromorphe Funktionen auf der Jakobischen J(S)
mit Periodenmatrix (1, Z) mit Polstellen im Thetadivisor Θ ⊂ J(S), d.h. holo-
morphe Schnitte von H0(J(S),OJ(S)(nΘ)) für ein n ∈ N. Das Geradenbündel

[nΘ] ist durch die Multiplikatoren eλj = 1 und eλj+g = e−2πni(zj+
Zjj
2

) de-
finiert. Der Raum der Schnitte H0(J(S),O(nΘ)) ist damit isomorph zum
Raum der Thetafunktionen RZ

n vom Gewicht n, d.h. holomorphen Funktio-

nen ϑ : Cg → C, die ϑ(z + λj) = ϑ(z) und ϑ(z + λj+g) = e−2πni(zj+
Zjj
2

)ϑ(z)
für j = 1, . . . , g erfüllen. Für RZ

n kann man eine Basis durch sogenannte The-

tafunktionen ϑ

[
a
b

]
(z, Z) mit rationalen Charakteristiken a und b angeben

(Details siehe [M83] Kapitel 2). Diese sind für a, b ∈ Qg durch

ϑ

[
a
b

]
(z, Z) :=

∑
l∈Zg

eπi<l+a,Z(l+a)> · e2πi<l+a,z+b>

definiert. Es gilt

Satz 1.10. [M83] Für ein festes n ∈ N definieren für a ∈ Ng mit 0 ≤ ai < n
die ng Funktionen

ha(z) := ϑ

[
a
n

0

]
(nz, nZ)

eine Basis von RZ
n .

Bemerkung 1.11. Für b ∈ Ng mit 0 ≤ bi < n definieren die ng Funktionen

h̃b(z) := ϑ

[
0
b
n

]
(z,

1

n
Z)

ebenfalls eine Basis von RZ
n . Ist n = l2 für ein l ∈ N, so definieren für a, b ∈ Ng

mit 0 ≤ ai, bi < l die Funktionen

ĥa,b(z) := ϑ

[
a
l
b
l

]
(lz, Z)

eine dritte Basis von RZ
n . Die verschiedenen Basen ha, h̃b und ĥa,b erfüllen

h̃b =
∑

a e
2πin−1<a,b>ha bzw. ĥa,b =

∑
c≡a mod l e

2πil−1<c,b>hc.

Mit der Identifizierung

H0(J(S),O(nΘ)) ∼= L(nΘ) = {f : J(S)→ C|f meromorph, (f) ≥ −nΘ}

erhalten wir so eine Beschreibung aller meromorphen Funktionen f auf J(S)
mit Polstellen im Thetadivisor: eine solche meromorphe Funktion f ist gleich
g
ϑn

für ein g ∈ RZ
n , n ∈ N.
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Beispiel 1.12. Für n = 2 ist für eine feste Riemannsche Thetafunktion
ϑ : Cg → C zum Gitter Λ = (1g Z) die Funktion

d2

dzadzb
log ϑ =

ϑ d2ϑ
dzadzb

−
(
dϑ
dza

dϑ
dzb

)
ϑ2

mit 1 ≤ a, b ≤ g eine meromorphe Funktion auf Cg/Λ mit Polen im Thetadi-
visor. Hierbei ist der Zähler z(z) der Funktion d2

dzadzb
log ϑ eine quasiperiodi-

sche Funktion mit z(z + λj) = z(z) und z(z + λj+g) = e2·(−2πi(zj+
Zjj
2

)z(z) für
1 ≤ j ≤ g, d.h. ein Element aus RZ

2 , und kann deshalb mittels Funktionen ha
dargestellt werden.

Weitere Beispiele findet man in [M83] Kapitel 2.3.

1.4 Der Satz von Beauville

Sei (A,B) ∈ (glk × glk)/GLk fest gewählt mit nichtsingulärer Spektralkurve
S := S(A,B). Diese ist eine Invariante zu Äquivalenzklassen von Paaren von
Matrizen. Sie ist jedoch keine vollständige Invariante, d.h. zu (A,B) gibt es
nicht-äquivalente Paare (C,D) ∈ glk × glk mit der gleichen Spektralkurve S.

Sei MS ⊂ (glk × glk)/GLk der Raum aller Äquivalenzklassen von Paaren von
Matrizen mit fester nichtsingulärer Spektralkurve S. Dann gilt

Satz 1.13. ([B90]) MS kann mit der Jakobischen ohne dem Thetadivisor,
Jk+g−1(S)\Θ, identifiziert werden.

Ein ausführlicher Beweis wird in [E03] gegeben.

Die Identifizierung erfolgt darüber, dass jeder Äquivalenzklasse (C,D) von
Paaren von Matrizen ein Eigenvektorbündel LC,D ∈ Jk+g−1\Θ vom Grad
k + g − 1 zugeordnet wird. Eine Faser des Eigenvektorbündels über einem
allgemeinen Punkt (η, ζ) ∈ S entspricht hierbei dem Dualraum des Eigenrau-
mes von C + ζD.

Umgekehrt ist für jedes Geradenbündel L ∈ Jk+g−1(S)\Θ der Raum H0(S, L)
k-dimensional. Wir verwenden in dieser Arbeit die Konstruktion einer Äqui-
valenzklasse von Paaren von Matrizen zu L durch

Satz 1.14. ([Hi83]) Sei mult : H0(S, π∗SOP1(1)) ⊗ H0(S, L) → H0(S, L(1))
die Multiplikationsabbildung. Dann ist der Homomorphismus h : Ker(mult)→
H0(S, L), der η ⊗ s0 + 1⊗ s1 + ζ ⊗ s2 mit s0, s1 und s2 aus H0(S, L) auf s0

abbildet, ein Isomorphismus.
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Dadurch sind eindeutig Endomorphismen C̃ und D̃ von H0(S, L) definiert, für

die mult(η⊗s0 +1⊗C̃s0 +ζ⊗D̃s0) = 0 mit s0 ∈ H0(S, L) gilt. Die Wahl einer
Basis von H0(S, L) liefert das gesuchte Matrixpaar (C,D) mit Spektralkurve
S.

1.5 Ein fester Punkt im Thetadivisor

Wir nehmen in der gesamten Arbeit an, dass k > 1 ungerade ist. Dann hat
für eine glatte Spektralkurve S das Geradenbündel π∗SO(1

2
(k − 1)) den Grad

1
2
k(k − 1) = k + g − 1. Da für k ≥ 3 das Geradenbündel OP1(1

2
(k − 1)) ⊗

OP1(−1) = OP1(1
2
(k − 3)) über P1 nichttriviale globale holomorphe Schnitte

hat, ist die Dimension des Raumes der globalen holomorphen Schnitte des
zurückgezogenen Geradenbündels, h0(S, π∗SOP1(1

2
(k − 3))), größer oder gleich

eins. Damit ist π∗SO(1
2
(k − 1)) ⊗ π∗SO(−1) ∈ Wg−1 ⊂ Jg−1(S) nach dem Rie-

mannschen Singularitätensatz (Satz 1.9) ein singulärer Punkt des Thetadi-
visors Θ = Wg−1, falls k > 3. Aufgrund der Adjunktionsformel gilt für das
kanonische Bündel KS der Kurve S die Gleichung

KS = (K bR ⊗ [S])|S,

und mit S = (ψ̂)0 mit ψ̂ ∈ H0(R̂, [kE0]) und K bR = −2E0 − C (siehe (1.5))
folgt

KS = ([−2E0 − C + kE0])|S = ([(k − 2)E∞ + (k − 3)C])|S = π∗SO(k − 3).

Damit ist der Punkt π∗SO(1
2
(k−1))⊗π∗SO(−1) = π∗SO(1

2
(k−3)) des Thetadi-

visors Wg−1 ⊂ Jg−1(S) eine Thetacharakterisik,

π∗SO(
1

2
(k − 3))⊗ π∗SO(

1

2
(k − 3)) = KS.

Wir wählen diesen Punkt als Ursprung N := π∗SO(1
2
(k−3)) von Jg−1(S), d.h.

wir identifizieren Jg−1(S) mit J0(S) via L 7→ L⊗N−1, und erhalten so einen
Isomorphismus Jg−1(S) ' J(S).

Definition 1.15. Mit den Konventionen k > 1, k ∈ N und k ungerade sei ab
sofort stets

m :=
1

2
(k − 1).
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Kapitel 2

Grundlegende Berechnungen
zur Spektralkurve S

Sei k ∈ N, k ungerade und größer als 1. Sei (A,B) ∈ (glk× glk), m = 1
2
(k − 1)

und S := S(A,B) = (ψ)0 eine glatte Spektralkurve. Das folgende Kapitel be-
steht aus zwei Teilen. In Abschnitt 2.2 und 2.3 beschreiben wir H1(S,O)
und H0(S,O(n)) für beliebige natürliche Zahlen n < k sowie H1(S,O(m))
genauer: Jedes Element β ∈ H1(S,O) kann eindeutig dargestellt werden als
β =

∑k−1
i=2 η

iπ∗ci mit ci ∈ H1(P1,OP1(−i)). Für n < k kann jeder Schnitt s ∈
H0(S,O(n)) eindeutig in der Form s =

∑n
i=0 η

iπ∗ci mit ci ∈ H0(P1,OP1(n−i))
geschrieben werden. Jedes Element aus H1(S,O(m)) kann eindeutig darge-
stellt werden als

∑m
i=2 η

m+iπ∗ci mit ci ∈ H1(P1,OP1(−i)). Hierbei bezeichne
η ∈ H0(S,O(1)) jeweils den tautologischen Schnitt.

Im zweiten Teil, den Abschnitten 2.4 und 2.5, gehen wir zunächst auf die
Lax-Paar-Bedingung ein. Diese wird durch die Wahl einer Richtung β im
Tangentialraum H1(S,O) in einem Punkt der Jakobischen festgelegt und gibt
eine Bedingung an Äquivalenzklassen von Paaren von Matrizen in MS definiert
durch lineare Flüsse in Jk+g−1(S)\Θ. In Abschnitt 2.5 zeigen wir, dass alle
linearen Flüsse in der Jakobischen, die in Punkten des Thetadivisors starten,
diesen sofort verlassen.

2.1 Karten von S

Seien U0 := {(ζ0 : ζ1) ∈ P1 | ζ0 6= 0} und U1 := {(ζ0 : ζ1) ∈ P1 | ζ1 6= 0} die
Standardüberdeckungen von P1 mit Karten ζ : U0 → C, (ζ0 : ζ1) 7→ ζ1

ζ0
und

ζ ′ : U1 → C, (ζ0 : ζ1) 7→ ζ0
ζ1

. Über U0 ∩ U1 gilt ζ ′ = 1
ζ
.
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Über P1 sind Vektorbündel und ihre Schnitte mit diesen Karten darstell-
bar. Für n ∈ Z ist das Geradenbündel OP1(n) durch die Übergangsfunkti-
on gU0U1 = ζn über U0 ∩ U1 definiert. Globale holomorphe Schnitte aus dem
Raum H0(P1,OP1(n)) sind eindeutig gegeben durch ihre Repräsentanten, d.h.
holomorphe Funktionen

∑n
i=0 aiζ

i über U0 (und damit über U1 durch holomor-
phe Funktionen

∑n
i=0 an−iζ

−i =
∑n

i=0 an−i(ζ
′)i ). Eine kanonische Basis von

H0(P1,O(n)) ist definiert durch die holomorphen Funktionen ζj mit 0 ≤ j ≤ n
über U0.

Genauso können wir H1(P1,O(−n)) beschreiben durch holomorphe Funktio-
nen der Form

∑n−1
i=1 aiζ

−i über U0∩U1. Eine kanonische Basis von dem Raum
H1(P1,O(−n)) ist definiert durch ihre Repräsentanten ζj mit−n+1 ≤ j ≤ −1
über U0 ∩ U1.

Auf ähnliche Weise können wir Schnitte von Geradenbündeln über dem To-
talraum R des Geradenbündels OP1(1) beschreiben. Seien Ũ0 := π−1

R (U0) und

Ũ1 := π−1
R (U1). Der tautologische Schnitt η ∈ H0(R,O(1)) ist dann definiert

durch holomorphe Funktionen η : Ũ0 → C und η′ : Ũ1 → C, die über Ũ0 ∩ Ũ1

erfüllen η = ζη′. Wir erhalten so Karten (Ũ0, (η, ζ)) bzw. (Ũ1, (η
′, ζ ′)) von R.

Mittels Einschränken auf S ⊂ R erhalten wir schließlich mit U := Ũ0 ∩ S und
U ′ := Ũ1 ∩ S Karten für S.

2.2 Der Tangentialraum der Jakobischen

Die Jakobische J(S) ' H1(S,O)/H1(S,Z) der Spektralkurve S ist ein g-
dimensionaler Torus. Wir beschreiben im folgenen Satz den Tangentialraum
H1(S,O) an die Jakobische in einem Punkt p ∈ J(S). Die Beweisideen aus
([Hi83], Proposition 3.1) für den Fall von Spektralkurven zu Nahm-Gleichungen
werden hier auf unseren Fall übertragen.

Satz 2.1. Jedes Element β ∈ H1(S,O) kann eindeutig dargestellt werden als

(2.1) β =
k−1∑
i=2

ηiπ∗ci

mit ci ∈ H1(P1,OP1(−i)). Dabei ist η ∈ H0(S,O(1)) der tautologische Schnitt.

Beweis:

Wir zeigen zunächst H1(R̂, (k−1)E∞) ∼= H1(S,O). Hierzu betrachten wir die
exakte Sequenz

0→ O bR((k − 1)E∞ − kE0)
bψ→ O bR((k − 1)E∞)→ OS((k − 1)E∞)→ 0



2.2 Der Tangentialraum der Jakobischen 25

sowie die zugehörige lange exakte Sequenz. Da E0 · E∞ = 0 und S = (ψ̂)0

mit ψ̂ ∈ H0(R̂, [kE0]) gilt, ist das Bündel OS((k − 1)E∞) trivial, und obige
Sequenz hat die Form

0→ O bR((k − 1)E∞ − kE0)→ O bR((k − 1)E∞)→ OS → 0.

Es gilt (k − 1)E∞ − kE0 = (k − 1)E∞ − k(E∞ + C) = −E∞ − kC. Nach
Lemma 1.3 ist das Bündel E∞+ kC ampel. Damit folgt nach dem Verschwin-
dungssatz von Kodaira (Satz 1.1):

H0(R̂, (k − 1)E∞ − kE0) = H0(R̂,−E∞ − kC) = 0

und
H1(R̂, (k − 1)E∞ − kE0) = H1(R̂,−E∞ − kC) = 0.

R̂ ist eine rationale Regelfläche, die Eulercharakteristik χ(O bR) ist gleich

1 − h1(R̂,O bR) + h2(R̂,O bR) = 1. Mit dem Satz von Riemann-Roch folgt mit
K bR = −2E0 − C = −2E∞ − 3C, siehe (1.5),

h2(R̂, (k − 1)E∞ − kE0) = χ(O bR) +
1

2
(((k − 1)E∞ − kE0)·

((k − 1)E∞ − kE0 + 2E∞ + 3C))

= 1 +
1

2
(−(k − 1)2 − 2(k − 1) + 3(k − 1) + k2 − 3k)

= 0.

Somit ist die Einschränkungsabbildung H1(R̂, (k−1)E∞)→ H1(S,O) ein Iso-

morphismus. Damit ist der erste Teil, H1(R̂, (k− 1)E∞) ∼= H1(S,O), gezeigt.

Sei nun wie in Abschnitt 1.2 ξ̂ ∈ H0(R̂, [E∞]), und sei η̂ ∈ H0(R̂, [E0]) die
kanonische Fortsetzung vom tautologischen Schnitt η ∈ H0(R, πROP1(1)). Wir
definieren

A :=

{
a =

k−1∑
i=2

η̂iξ̂k−1−iπ∗ci | ci ∈ H1(P1,OP1(−i))

}
⊂ H1(R̂, [(k − 1)E∞])

und zeigen dimA = h1(S,O).

Die Erzeuger des Raumes A sind durch Basen der Räume H1(P1,OP1(−i))
gegeben. Wir weisen die lineare Unabhängigkeit der Erzeuger von A nach.
Angenommen a :=

∑k−1
i=2 η̂

iξ̂k−1−iπ∗ci = 0. Dann gilt insbesondere a|E∞ = 0,

und da ξ̂|E∞ = 0 gilt, folgt (η̂k−1π∗ck−1)|E∞ = 0⇒ ck−1 = 0. Wir erhalten

ξ̂

k−2∑
i=2

η̂iξ̂k−2−iπ∗ci︸ ︷︷ ︸
∈H1( bR,(k−2)E∞)

= 0.
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Aus der exakten Sequenz

0→ O bR((l − 1)E∞)
bξ→ O bR(lE∞)→ OE∞l(E0 − C)︸ ︷︷ ︸

=OE∞ (−l)

→ 0, l ∈ Z,

und der zugehörigen langen exakten Sequenz folgt mit H0(P1,OP1(−l)) = 0
für alle l > 0 die Injektivitiät der Abbildung

ξ̂ : H1(R̂, (l − 1)E∞)→ H1(R̂, lE∞)

und damit induktiv ci = 0 für alle i = 2, . . . , k − 1. Somit bilden die Basisele-
mente von H1(P1,OP1(−i)) eine Basis des Raumes A. Es folgt

dimA =
k−1∑
i=2

h1(P1,OP1(−i))

=
k−1∑
i=2

(i− 1)

=
1

2
(k − 1)(k − 2)

= dimH1(S,O).

�

Folgerung 2.2. Jedes Element β ∈ H1(S,O) kann eindeutig dargestellt wer-
den als

(2.2) β(η, ζ) =
k−1∑
i=2

ηi
1

ζ i

(
i−1∑
l=1

ailζ
l

)

mit komplexen Zahlen ail.

2.3 Beschreibung von H i(S,O(n))

Lemma 2.3. Jeder Schnitt von H0(R̂, nE0), n ∈ N, ist von der Form

s =
n∑
i=0

η̂iξ̂n−iπ∗ci

mit ci ∈ H0(P1,OP1(n− i)).
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Beweis: Sei l ∈ N, l ≤ n+1. Wir betrachten die exakte Sequenz von Garben

0→ O bR((n− l)E∞ + nC)→ O bR((n− l + 1)E∞ + nC)→ OE∞(l − 1)→ 0

und die zugehörige lange exakte Sequenz.

Da das Bündel (n− l + 2)E∞ + (n + 3)C ampel ist (siehe Lemma 1.3), folgt

mit dem Verschwindungssatz von Kodaira (Satz 1.1) H1(R̂, (n − l + 2)E∞ +

(n+ 3)C +K bR) = H1(R̂, (n− l)E∞ + nC) = 0. Damit folgt

H0(R̂, (n− l + 1)E∞ + nC) ∼= H0(P1,O(l − 1))⊕H0(R̂, (n− l)E∞ + nC)

und induktiv

H0(R̂, nE0) = H0(R̂, n(E∞ + C))

= H0(R̂, (n− 1 + 1)E∞ + C)

= H0(R̂, (n− 1)E∞ + nC)⊕H0(P1,O)

= . . .

=
n⊕
i=0

H0(P1,OP1(n− i)).

�

Satz 2.4. Für n < k kann jeder Schnitt s ∈ H0(S,O(n)) eindeutig in der
Form

s =
n∑
i=0

ηiπ∗ci

mit ci ∈ H0(P1,OP1(n − i)) und dem tautologischen Schnitt η ∈ H0(S,O(1))
geschrieben werden.

Beweis: (siehe auch [Hi83] Proposition 4.5)

Wir zeigen, dass die Einschränkungsabbildung H0(R̂, nE0) → H0(S,O(n))
ein Isomorphismus ist, aus Lemma 2.3 folgt dann die Behauptung. Hierzu
betrachten wir die exakte Sequenz

0→ O bR((n− k)E0)
ψ→ O bR(nE0)→ OS(n)→ 0

und die zugehörige lange exakte Sequenz.

Wegen der Voraussetzung n− k < 0 ist H0(R̂, (n− k)E0) = 0. Es bleibt also

H1(R̂, (n − k)E0) = 0 zu zeigen. Hierzu betrachten wir für l ∈ N die exakte
Sequenz

0→ O bR(−lE0)→ O bR((1− l)E0)→ OE0(1− l)→ 0.
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Aufgrund der Rationalität von R̂ ist H1(R̂,O) = 0. Für l = 1 erhalten wir
insgesamt die lange exakte Sequenz

0→ 0→ H0(R̂,O)
∼→ H0(E0,O)→ H1(R̂,−E0)→ 0.

Da H0(R̂,O) ∼= H0(E0,O) gilt, folgt H1(R̂,−E0) = 0.

Für l > 1 ist H0(E0,OE0(1− l)) = 0 und damit die Abbildung

H1(R̂,−lE0)→ H1(R̂, (1− l)E0)

injektiv. Somit wird H1(R̂,−lE0) für l > 1 injektiv in H1(R̂,−E0) abgebil-

det. Wegen H1(R̂,−E0) = 0 folgt für l := k − n ≥ 1, dass H1(R̂,−lE0) =

H1(R̂, (n− k)E0) = 0 gilt und damit die Behauptung. �

Bemerkung 2.5. Wir hätten die globalen holomorphen Schnitte von O(n)
über S auch über die Karten (U, (η, ζ)) und (U ′, (η′, ζ ′)) berechnen können. Ein
Schnitt von OS(n) ist gegeben durch holomorphe Funktionen s =

∑
i,j>0 dijη

iζj

über U , s′ =
∑

i,j>0 d
′
ij(η

′)i(ζ ′)j über U ′, mit s = ζns′ über U∩U ′, da ζn = gUU ′

die Übergangsfunktion des Bündels OS(n) = π∗OP1(n) über S ist. Ein Koeffi-
zientenvergleich ergibt die Aussage des Satzes. Die Einschränkung n < k folgt
aus der Tatsache, dass über S gilt ηk + a1η

k−1 + . . .+ ak = 0.

Für spätere Berechnungen ist eine genauere Beschreibung von H1(S,O(m))
wichtig. Mit dem Satz von Riemann-Roch

h0(S,O(m))− h1(S,O(m)) = 1− g + km

= 1− 1

2
(k − 1)(k − 2) +

1

2
k(k − 1)

= k

folgt aus Satz 2.4

h1(S,O(m)) = h0(S,O(m))− k

=

1
2

(k−1)∑
i=0

(
1

2
(k − 1)− i+ 1

)
− k

=

(
1

2
(k − 1) + 1

)2

−

 1
2

(k−1)∑
i=0

i

− k
=

1

8
(k − 1)2 − 1

4
(k − 1)

=
1

8
(k − 1)(k − 3)

=
1

2
m(m− 1).
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Damit zeigen wir nun

Satz 2.6. Jedes Element aus H1(S,O(m)) kann eindeutig dargestellt werden
als

(2.3)
m∑
i=2

ηm+iπ∗ci

mit ci ∈ H1(P1,OP1(−i)).

Beweis: (siehe auch [Hi83] Proposition 5.2)

Wir zeigen zunächst, dass die EinschränkungsabbildungH1(R̂,m(E∞+E0))→
H1(S,O(m)) ein Isomorphismus ist. Dazu betrachten wir die exakte Sequenz

0→ O bR(mE∞ + (m− k)E0)→ O bR(m(E∞ + E0))→ OS(m)→ 0

sowie die zugehörige lange exakte Sequenz. Es gilt mE∞+(m−k)E0 = mE∞+
(m−k)(E∞+C) = (2m−k)E∞+(m−k)C. Das Bündel−(mE∞+(m−k)E0) =
(k − 2m)E∞ + (k − m)C ist nach Lemma 1.3 wegen k − m > k − 2m > 0
ampel. Damit folgt mit dem Verschwindungssatz von Kodaira (Satz 1.1)

H0(R̂,mE∞ + (m− k)E0) = H1(R̂,mE∞ + (m− k)E0) = 0.

Mit dem Satz von Riemann-Roch und K bR = −2E0 − C erhalten wir

h2(R̂,mE∞ + (m− k)E0) = χ(O bR) +
1
2

(mE∞ + (m− k)E0)

· (mE∞ + (m− k)E0 + 2E0 + C)

= 1 +
1
2
(
−m2 +m+ (m− k)2 + 2(m− k) +m− k

)
= 1 +

1
2

(k2 − 2mk + 4m− 3k)

= 1 +
1
2

(k2 − (k − 1)k + 2k − 2− 3k)

= 0.

Somit ist die Einschränkungsabbildung H1(R̂,m(E∞ + E0)) → H1(S,O(m))
ein Isomorphismus.

Wir zeigen nun, dass mit η̂ ∈ H0(R̂, [E0]) und ξ̂ ∈ H0(R̂, [E∞]) die Dimension
des Unterraumes

A :=

{
a =

m∑
i=2

η̂m+iξ̂m−iπ∗ci | ci ∈ H1(P1,OP1(−i))

}
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von H1(R̂,m(E∞ + E0)) gleich h1(S,O(m)) = 1
2
m(m− 1) ist, und damit die

Behauptung.

Die Erzeuger des Raumes A sind durch Basen der Räume H1(P1,OP1(−i))
gegeben. Wir weisen die lineare Unabhängigkeit der Erzeuger nach. Ange-
nommen a =

∑m
i=2 η̂

m+iξ̂m−iπ∗ci = 0. Dann ist insbesondere auch a|E∞ = 0,
d.h. es folgt cm = 0. Wir erhalten

ξ̂
m−1∑
i=2

η̂m+iξ̂m−i−1π∗ci︸ ︷︷ ︸
∈H1( bR,(m−1)E∞+mE0)

= 0.

Mit der exakten Sequenz

0→ O bR((l−1)E∞+mE0)
bξ→ O bR(lE∞+mE0)→ OE∞(l(E0 − C) +mE0)︸ ︷︷ ︸

=OE∞ (−l)

→ 0

folgt mit H0(P1,OP1(−l)) = 0 für alle l > 0 die Injektivitiät der Abbildung

ξ̂ : H1(R̂, (l− 1)E∞+mE0)→ H1(R̂, lE∞+mE0) und damit induktiv ci = 0
für alle i = 2, . . . ,m. Wir erhalten

dimA =
m∑
i=2

h1(P1,OP1(−i))

=
m∑
i=2

(i− 1)

=
1

2
m(m− 1)

= h1(S,O(m)).

�

2.4 Lax-Paar-Bedingung

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur lineare Flüsse in Jk+g−1(S)\Θ. Sei
β ∈ H1(S,O) und L ∈ Jk+g−1\Θ ein Geradenbündel mit Übergangsfunktion
l := lUU ′ . Die Übergangsfunktionen l exp(zβ) definieren eine Familie Lz⊗L von
Geradenbündeln über S vom Grad k+g−1 mit Lz⊗L ∈ Jk+g−1(S)\Θ für all-
gemeines z ∈ C. Sei M → C×S das Geradenbündel definiert durch M |(z,w) =
(Lz ⊗ L)|w, (z, w) ∈ C× S. Die direkte Bildgarbe π∗M mit π : C× S → C ist
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über C torsionsfrei, aufgrund des Struktursatzes für endlich erzeugte Moduln
also eine lokal freie Garbe. Somit definiert π∗M ein Vektorbündel V über C
vom Rang k mit Faser Vz = H0(S, Lz ⊗ L) für allgemeines z, d.h. für z mit
Lz ⊗ L /∈ Θ.

Wir zeigen

Satz 2.7. Für jeden linearen Fluß Lz ⊗ L in der Jakobischen Jk+g−1(S)\Θ
gibt es in einer hinreichend kleinen Umgebung U von 0 ∈ C eine Familie von
Repräsentanten (A(z), B(z)) der Urbilder von Lz⊗L in MS ⊂ (glk×glk)/GLk,
die die Lax-Paar-Bedingung d

dz
C = [C, D] mit C = C(z) = A(z) + ζB(z)

und D = β(C(z), ζ)+ erfüllen. Hierbei bezeichne β(C(z), ζ)+ den polynomialen
Anteil von β(C(z), ζ) in ζ.

Beweis: ([AHH90]) Sei Û eine Umgebung von 0 ∈ C, in der für alle z ∈ Û
das Geradenbündel Lz ⊗ L nicht im Thetadivisor Θ ⊂ Jk+g−1(S) liegt. Die

Urbilder von Lz ⊗ L in MS ⊂ (glk × glk)/GLk sind nach Satz 1.14, für z ∈ Û
definiert durch die Endomorphismen Ã(z), B̃(z) von Vz = H0(S, Lz ⊗ L) mit

(η + Ã(z) + ζB̃(z))σ(z) = 0 für alle σ(z) ∈ Vz. Hierbei ergibt für festes z
die Wahl einer Basis der Faser Vz ein Paar von Matrizen (A(z), B(z)) mit
Spektralkurve S. Die Matrizen sind nur abhängig von der Wahl der Basis,
d.h. modulo Konjugation mit Matrizen X(z) ∈ GLk eindeutig bestimmt.

Wir konstruieren im Folgenden eine Rahmung des Vektorbündels V → C,
d.h. eine Familie von Basen σ1(z), . . . σk(z) von Vz, die holomorph von z
abhängt und für die der Fluß (A(z), B(z)) ∈ glk×glk die Lax-Paar-Bedingung
d
dz
C = [C, D] erfüllt. Diese spezielle Rahmung definieren wir durch kovariant

konstante Schnitte bezüglich eines noch zu definierenden Zusammenhangs des
Vektorbündels V → C.

Sei σ ein Schnitt von V über Û . Jedes Element σ(z) ∈ Vz = H0(S, Lz ⊗ L)
wird durch holomorphe Funktionen s(z) : U → C und s′(z) : U ′ → C mit
s(z) = l exp(zβ(η, ζ))s′(z) über U ∩ U ′ definiert. Ableiten nach z ergibt über
U ∩ U ′ :

∂s

∂z
= β(η, ζ)l exp(zβ(η, ζ))s′(z) + l exp(zβ(η, ζ))

∂s′

∂z

= β(η, ζ)s(z) + l exp(zβ(η, ζ))
∂s′

∂z

= β(−(Ã+ ζB̃), ζ)σ|U∩U ′ + l exp(zβ(η, ζ))
∂s′

∂z
,

da ησ = −(Ã + ζB̃)σ gilt. Sei β(−(Ã + ζB̃), ζ)+ der polynomiale Anteil von

β(−(Ã+ζB̃), ζ) abhängig von ζ, entsprechend β(−(Ã+ζB̃), ζ)− der Laurent–
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Hauptteil von β(−(Ã+ ζB̃), ζ) abhängig von ζ. Dann gilt über U ∩ U ′ :

∂s

∂z
− β(−(Ã+ ζB̃), ζ)+s = β(−(Ã+ ζB̃), ζ)−s+ l exp(zβ(η, ζ))

∂s′

∂z

= β(−(Ã+ ζB̃), ζ)−l exp(zβ(η, ζ))s′

+ l exp(zβ(η, ζ))
∂s′

∂z

= l exp(zβ(η, ζ))

(
∂s′

∂z
+ β(−(Ã+ ζB̃), ζ)−s′

)
.

Hierbei ist ∂s
∂z
−β(−(Ã+ζB̃), ζ)+s holomorph in ζ und ∂s′

∂z
+β(−(Ã+ζB̃), ζ)−s′

holomorph in ζ−1. Wir erhalten also einen wohldefinierten Zusammenhang ∇z

von V über Û mit

∇zσ|U =
∂s

∂z
− β(−(Ã+ ζB̃), ζ)+s|U

bzw.

∇zσ|U ′ =
∂s′

∂z
+ β(−(Ã+ ζB̃), ζ)−s′|U ′ .

Es gibt nun eine (evtl. kleinere) Umgebung U ⊂ Û von 0 und Schnitte
σ1, . . . , σk ∈ Γ(U , V |U), so dass für alle z ∈ U die Elemente σ1(z), . . . , σk(z)

eine Basis von Vz bilden und kovariant konstant in U sind. Sei C̃ := Ã + ζB̃
und C = A+ ζB die Matrixdarstellung von C̃ bezüglich der Basis σ1, . . . , σk.

Sei σ ∈ Γ(U , V |U) ein kovariant konstanter Schnitt. Wegen (η + C)σ = 0
folgt dann (η + C)∂σ

∂z
+ ∂C

∂z
σ = 0. Da σ kovariant konstant in U ist, gilt

∂σ
∂z
− β(−C, ζ)+σ = 0 über U. Wir erhalten über U :

0 = (η + C)β+(−C, ζ)σ +
∂C
∂z
σ

= β+(−C, ζ)ησ + Cβ+(−C, ζ)σ +
∂C
∂z
σ

= −β+(−C, ζ)Cσ + Cβ+(−C, ζ)σ +
∂C
∂z
σ

=

(
[C, β+(−C, ζ)] +

∂C
∂z

)
σ.

Wir zeigen nun ∂C
∂z

= −[C, β+(−C, ζ)] :

Sei z0 ∈ U fest. Sei C ⊂ R eine Faser, so dass der Schnitt S ∩ C aus k
verschiedenen Punkten {x1, . . . , xk} besteht. Dies entspricht k verschiedenen
Eigenwerten zur festen Matrix (ζ0A + ζ1B) mit festem (ζ0 : ζ1) ∈ P1, wobei
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wir ohne Einschränkung (ζ0 : ζ1) ∈ U0 annehmen. C ist der Divisor eines
Schnittes δ ∈ H0(R, π∗SOP1(1)). Aus der exakten Sequenz

0→ OS(Lz0 ⊗ L)⊗ π∗SOP1(−1)
δ→ OS(Lz0 ⊗ L)→ OS∩C → 0

erhalten wir mit der Voraussetzung Lz0 ⊗ L /∈ Θ ⊂ Jk+g−1(S) und damit
H0(S, Lz0⊗L(−1)) = 0 und H1(S, Lz0⊗L(−1)) = 0, dass die Einschränkungs-
abbildung

H0(S, Lz0 ⊗ L)→ H0(S ∩ C,O) = H0({x1, . . . , xk},O)

ein Isomorphismus ist. Damit gibt es also eine Basis b1, . . . , bk von H0(S, Lz0⊗
L) mit bi(xj) = 0 falls i 6= j und bi(xj) 6= 0 falls i = j. Bezeichne M die Matrix(
[C, β+] + ∂C

∂z

)
. Dann folgt

∑k
j=1Mijbj(xl) = 0 für alle l, i und damit Mij = 0

für alle i, j. Damit erhalten wir ∂C
∂z

= −[C, β+(−C, ζ)]. �

Bemerkung 2.8. Verwenden wir statt einer Rahmung σ1(z), . . . , σk(z) von
kovariant konstanten Schnitten eine beliebige Rahmung σ′1(z), . . . σ′k(z) über

U , so gilt – falls C die Matrixdarstellung von C̃ bezüglich der σ′i und Nz die
Matrixdarstellung von ∇z bezüglich der σ′i ist – lokal

0 = (η + C)β+(−C, ζ)σ′i +
∂C
∂z
σ′i + (η + C)Nzσ

′
i

= β+(−C, ζ)ησ′i + Cβ+(−C, ζ)σ′i +
∂C
∂z
σ′i + (η + C)Nzσ

′
i

= −β+(−C, ζ)Cσ′i + Cβ+(−C, ζ)σ′i +

(
∂C
∂z

+ [C, Nz]

)
σ′i

=

(
[C, β+(−C, ζ)] +

∂C
∂z

+ [C, Nz]

)
σ′i.

Bemerkung 2.9. Die Anwendung von Resultaten dieser Arbeit auf Hitchins
Spektralkurve zu den Nahm-Gleichungen ist eine Untersuchung wert: Ist (wie

in Kapitel 3) β = η2

ζ
und erfüllt C(z) := A(z)+ζB(z) die Lax-Paar-Bedingung

Ċ = [C, β(C, ζ)+], so beschreibt C(z)2 Hitchins Spektralkurve ([Hi83]) zu den
Nahmgleichungen, d.h. C(z)2 erfüllt die Lax-Paar-Bedingung

(C0 + ζC1 + ζ2C2)′ = [C0 + ζC1 + ζ2C2, C1 + ζC2]

mit C0 := A2, C1 := AB +BA und C2 := B2.
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2.5 Isospektrale Flüsse durch den Thetadivi-

sor

Wir haben bisher isospektrale Flüsse in Jk+g−1(S)\Θ betrachtet. Für die
spätere Darstellung von Funktionen mithilfe von Thetafunktionen ist gerade
das Verhalten in Punkten des Thetadivisors interessant. In diesem Abschnitt
geht es darum, dass jeder Fluss Lz ⊗ L ∈ Jk+g−1(S) mit Lz definiert durch
ein β ∈ H1(S,O) und L ∈ Θ den Thetadivisor sofort verlässt, d.h. Lz⊗L /∈ Θ
für z 6= 0, |z| hinreichend klein.

Der Tangentialraum TpΘ in einem Punkt p ∈ Θ ist durch die Nullstellenmenge
von

g∑
i=1

∂ϑ

∂zi
(p)(zi − zi(p))

gegeben. Hierbei bezeichnet ϑ die Riemannsche Thetafunktion. Die Gaussab-
bildung G : Θglatt → Pg−1, die durch

p 7→
(
∂ϑ

∂z1

(p) : . . . :
∂ϑ

∂zg
(p)

)
definiert ist, bildet einen glatten Punkt des Thetadivisors auf seinen zugehöri-
gen Tangentialraum ab. Da das Bild der Gaussabbildung in keiner Hyperebene
enthalten ist (siehe [BL04] Proposition 4.4.1), ist der Schnitt aller in den Ur-
sprung verschobenen Tangentialräume an nichtsingulären Punkten von Θ leer,
d.h. jedes beliebige lineare Vektorfeld V von Jg−1(S) schneidet den Thetadivi-
sor Θ ∈ Jg−1(S) im allgemeinen Punkt transversal. In diesen Punkten L folgt
sofort, dass Lz ⊗ L für z 6= 0, |z| hinreichend klein, nicht mehr in Θ liegt.

Angenommen, für einen Startpunkt L ∈ Θ verläuft der lineare Fluss Lz ⊗ L
für z ∈ U mit einer Umgebung U von 0 ∈ C im Thetadivisor. Dann enthält
der Thetadivisor den gesamten Fluss Lz⊗L. Verschieben wir Θ entlang dieses
Flusses 22g mal so, dass jeweils der verschobene Divisor durch eine Thetacha-
rakteristik verläuft, so erhalten wir 22g Geradenbündel, die eine Einbettung
der Jakobischen in den projektiven Raum definieren. Jedoch liegt nach Kon-
struktion die Gerade g in der Basismenge für jedes der neuen Geradenbündel.
Dies ist ein Widerspruch dazu, dass sie eine Einbettung definieren und damit
die Schnitte nicht in allen Punkten gleichzeitig verschwinden können.
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Sei wie bisher k eine natürliche ungerade Zahl größer als eins und (A,B) ein
Element von (glk × glk)/GLk mit glatter Spektralkurve S := S(A,B), und sei
MS die Menge aller Äquivalenzklassen von Paaren von Matrizen mit Spek-
tralkurve S. Mit dem Satz von Beauville (Satz 1.13) wissen wir, dass MS

mit der Jakobischen von S ohne dem Thetadivisor identifiziert werden kann,
MS
∼= J(S)\Θ. Diese Identifizierung nutzen wir, um Funktionen auf MS mit-

tels Thetafunktionen auszudrücken:

MS

∼= //

f

��

J(S)\Θoo

bfzz
C

Eine holomorphe Funktion f : MS → C entspricht einer meromorphen Funkti-
on f̂ : J(S)→ C, die genau in Θ Polstellen hat. Die Menge aller meromorphen
Funktionen mit Polstellen im Thetadivisor ist in Abschnitt 1.3 beschrieben.
Jede solche Funktion f̂ läßt sich durch Thetafunktionen mittels f̂ = g

ϑn
mit

g ∈ RZ
n , n ∈ N, darstellen, siehe hierzu Satz 1.10. Zur exakten Bestimmung

von f̂ muss die Art der Polstellen in Punkten von Θ untersucht werden. Auf
den genauen Algorithmus gehen wir in Kapitel 6 ein. Wir nutzen dabei die
Tatsache, dass das Verhalten von f̂ in einem allgemeinen Punkt p des Thetadi-
visors eindeutig durch das Verhalten von f̂ entlang eines zu Θ transversalen
linearen Flusses in J(S) durch p bestimmt ist. Dies folgt aus

Satz 3.1. [AMV04] Sei V ein holomorphes Vektorfeld auf der Jakobischen
J(S) definiert durch β ∈ H1(S,O). Dann gibt es für jeden allgemeinen Punkt
p ∈ Θ (d.h. für jeden glatten Punkt p ∈ Θ, in dem V transversal zu Θ ist)
eine Koordinatenumgebung p ∈ U ⊂ J(S) mit Koordinaten (t, x2, . . . , xg) und
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eine Umgebung p ∈ V ⊂ Θ von p mit Koordinaten (x2, . . . , xg) in Θ, so dass
V = ∂

∂t
über U gilt.

Wir bestimmen in diesem Kapitel das asymptotische Verhalten einer Fami-
lie von Äquivalenzklassen von Paaren (A(z), B(z)), für die die zugehörigen
Geradenbündel entlang eines festen isospektralen Flusses in der Jakobischen
definiert durch eine Richtung β ∈ H1(S,O) gegen einen allgemeinen Punkt
im Thetadivisor laufen. Hierzu verwenden wir Painlevé-Analysis.

3.1 Grundlegende Prinzipien

Wir fassen zunächst für uns wichtige Begriffe der Painlevé-Analysis zusam-
men. Details findet man zum Beispiel in [AMV04] und in [V08]. Sei

ẋ = f(x)(3.1)

eine Differentialgleichung in Cn, wobei die Komponenten fi von f=(f1, . . . , fn)
Polynome in x1, . . . , xn seien.

Definition 3.2. ([AMV04] Definition 6.6) Ein n–Tupel von Laurentreihen

xi(z) = 1
zri

∑∞
k=0 x

(k)
i zk mit i = 1, . . . , n und ganzen Zahlen ri ∈ Z heißt

formale Laurentlösung von ẋ = f(x), falls die xi(z) eingesetzt in die Diffe-
rentialgleichung (3.1) eine formale Gleichheit von Reihen ergeben. Gibt es ein
ε > 0, so dass die formalen Laurentreihen (x1(z), . . . , xn(z)) für 0 < |z| < ε

konvergieren, so sprechen wir von konvergenten Laurentlösungen. Ist x
(0)
i 6= 0,

so hat xi(z) für positives ri einen Pol der Ordnung ri bzw. für negatives ri
eine Nullstelle der Ordnung |ri|. Ist r := max{ri} > 0, so sprechen wir von
einer strikten Laurentlösung mit Polordnung r.

Für jeden beliebigen Startpunkt p ∈ Cn existiert nach dem Satz von Picard-
Lindelöf für gewöhnliche Differentialgleichungen eine eindeutige Lösung von
(3.1). Diese definiert eine konvergente Taylorreihe und damit eine konvergente
(nicht strikte) Laurentlösung. Die Menge all dieser Taylorlösungen wird durch
die Startpunkte p ∈ Cn parametrisiert. Analog zu den Taylorlösungen können
wir auch strikte Laurentlösungen von (3.1) zu Familien zusammenfassen. Diese
Familien werden nicht mehr durch Teilmengen von Cn, sondern durch (in
unserem Fall algebraische) Mengen (* Cn) parametrisiert.

Definition 3.3. ([AMV04] Definition 6.7) Eine Familie x(z) von strikten
formalen Laurentlösungen von (3.1), die durch eine irreduzible Komponente
einer algebraischen Menge parametrisiert wird, heißt Balance. Die Dimensi-
on der irreduziblen Komponente bestimmt hierbei die Anzahl der Parameter,
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von denen die formalen Laurentlösungen x(z) abhängen. Ist diese Dimension
gleich n − 1, so sprechen wir von einer Hauptbalance, ansonsten von einer
niedrigeren Balance.

Wir haben zu Beginn dieses Abschnittes eine nichtsinguläre Spektralkurve fi-
xiert. Eine Richtung β ∈ H1(S,O) definiert ein lineares Vektorfeld auf der
Jakobischen J(S) und damit die Lax–Paar–Gleichung Ċ = [C, D] (siehe Satz
2.7), wobei diese eine Differentialgleichung auf ganz (glk × glk)/GLk definiert.
Statt einer festen Spektralkurve betrachten wir nun eine Familie von Spek-
tralkurven und damit eine Familie von Jakobischen, auf die sich das durch β
definierte Vektorfeld fortsetzen läßt.

Satz 3.4. ([AMV04] Theorem 6.9) Sei F : Cn → Cs eine polynomiale Ab-
bildung, so dass für einen allgemeinen Punkt c ∈ Cs ein Isomorphismus
jc : F−1(c) → T rc \Dc mit einer irreduziblen Abelschen Varietät T rc der Di-
mension r = n − s und einer analytischen Hyperfläche Dc von T rc existiert.
Ist V ein lineares Vektorfeld auf Cn, welches sich für allgemeines c auf ein
lineares Vektorfeld auf ganz T rc fortsetzen lässt, so gibt es für ein allgemeines
c0 ∈ Cs

(a) eine Umgebung U ⊂ Cs von c0,

(b) eine nichtsinguläre algebraische Varietät M(U),

(c) eine surjektive Abbildung π : M(U)→ U,

(d) eine Einbettung ι : F−1(U)→M(U) und

(e) eine analytische Hyperfläche D von M(U),

so dass

1. das Diagramm

F−1(U)
ι //

F

��

M(U)

π
yysssssssssss

U

kommutiert,

2. ι : F−1(U)→M(U)\D ein Isomorphismus ist und
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3. es für jedes c ∈ U einen Isomorphismus ῑc : π−1(c)→ T rc gibt, so dass

T rc

F−1(c)

jc

::tttttttttt

ι|F−1(c)

// π−1(c)

ῑc

OO

kommutiert.

M(U) besitzt ein holomorphes Vektorfeld V̄ , welches ι-bezogen zur Einschrän-
kung von V auf F−1(U) ist.

Bemerkung 3.5. [AMV04] Satz 3.4 gilt auch mit der schwächeren Voraus-
setzung, dass T rc für einen allgemeinen Punkt c ∈ Cs eine (unter Umständen
nicht mehr irreduzible) Abelsche Varietät ist und Integralkurven zu V, die in
Dc starten, den Divisor Dc sofort verlassen.

Haben wir für eine feste, nichtsinguläre Spektralkurve S0 eine Richtung β ∈
H1(S0,O) gewählt, so definiert diese ein Vektorfeld auf der universellen Jako-
bischen und damit, via der Lax-Paar-Gleichung Ċ = [C, β(C, ζ)+], C = A+ζB,
eine Differentialgleichung bzw. ein Vektorfeld auf der Menge der Äquivalenz-
klassen von Paaren von Matrizen. In unserem Fall ist F : (glk × glk)/GLk →
C 1

2
k(k+3) definiert durch die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms, das

Vektorfeld V definiert durch die Lax-Paar-Bedingung, M(U) die universelle

Jakobische und für jeden festen Punkt c ∈ C 1
2
k(k+3) und damit F−1(c) = MS

mit einer festen Spektralkurve S und damit fester Jakobischer J(S), der Divi-
sor Dc gleich dem Thetadivisor Θ ∈ J(S). Wir werden bei der Beschreibung
der Balancen einer gegebenen Lax-Paar-Gleichung den folgenden Satz für ho-
mogene Vektorfelder benutzen. Homogene Vektorfelder sind Vektorfelder, de-
ren Differentialgleichungen nur aus homogenen Polynomen vom gleichen Grad
bestehen. Eine homogene Laurentlösung eines homogenen Vektorfeldes sei von
der Form xi(z) = 1

z

∑∞
l=0 x

(l)
i z

l mit x(0) 6= 0.

Satz 3.6. ([AMV04] Theorem 7.25) Sei V ein homogenes polynomiales Vek-
torfeld auf Cn. Ist x(z) eine homogene Balance zu V , so ist x(z) für z 6= 0
und |z| hinreichend klein konvergent.

3.2 Painlevé-Analysis

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Menge aller strikten homogenen
Laurentlösungen zu einer Lax-Paar-Gleichung Ċ = [C, β(C, ζ)+] mit einem
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β ∈ H1(S,O) und C = A + ζB. Wir zeigen zunächst, dass für jede Wahl
von β die Lösung B konstant sein muss. Da wir in Abschnitt 2.5 gezeigt
haben, dass jedes Vektorfeld von Jg−1(S) den Thetadivisor in allgemeinen
Punkten transversal schneidet, können wir, um später Satz 3.1 anzuwenden,
ohne Einschränkung eine feste Richtung β = η2

ζ
∈ H1(S,O) wählen. Für

deren zugehörige Lax-Paar-Gleichung bestimmen wir dann strikte formale
Laurentlösungen. Diese entsprechen dem asymptotischen Verhalten von Äqui-
valenzklassen von Paaren von Matrizen in Punkten des Thetadivisors, wie der
folgende Satz zeigt:

Satz 3.7. Jede strikte homogene Laurentlösung zu Ċ = [C, β(C, ζ)+] mit C =
A + ζB beschreibt das asymptotische Verhalten von Äquivalenzklassen von
Paaren von Matrizen entlang β, deren Bild in der Jakobischen J(S) einer
festen Spektralkurve S gegen einen Punkt des Thetadivisors läuft.

Beweis: Die Lax-Paar-Gleichung Ċ = [C, β(C, ζ)+] ist homogen. Nach Satz
3.6 konvergiert jede strikte homogene Laurentlösung (A(z), B(z)) für z 6= 0, |z|
hinreichend klein. Die (A(z), B(z)) definieren jeweils die gleiche Spektralkurve
S = SA(z),B(z). Jedes solche (A(z), B(z)) definiert damit einen Punkt L(z) in
der Jakobischen der Spektralkurve S. Da nach Definition der Differentialglei-
chung Ċ = [C, β(C, ζ)+] jeder Fluss (A(z), B(z)), z 6= 0, in (glk × glk)/GLk
einem Fluss in J(S)\Θ zum Vektorfeld definiert durch β entspricht und dieser
in J(S) eindeutig ist, muss dieser für z = 0 durch den Thetadivisor laufen (an-
sonsten gäbe es ein Paar (A0, B0) ∈ (glk×glk)/GLk mit limz→0((A(z), B(z)) =
(A0, B0), ein Widerspruch zur angenommenen Striktheit). �

Satz 3.8. Für jede Laurentlösung C(z) := A(z) + ζB(z) der Lax-Paar-Glei-
chung Ċ = [C, D] mit D = β(C, ζ)+ und beliebigem β ∈ H1(S,O) ist B(z) = B
konstant.

Beweis: Wir stellen β ∈ H1(S,O) wie in Folgerung 2.2 dar als Summe∑k−1
n=2 η

n(
∑n−1

l=1 anlζ
l−n). Sei C(z) = A(z) + ζB(z) eine Lösung der Lax-Paar-

Gleichung Ċ = [C, D]. Bezeichne (An−i : Bi) die Summe aller Wörter beste-
hend aus n − i mal A und i mal B. Z.B. ist (A3 : B2) = A3B2 + A2BAB +
A2B2A+ABA2B+ABABA+AB2A2 +BA3B+BA2BA+BABA2 +B2A3.

Dann ist A(An−i : Bi) +B(An−i+1 : Bi−1) = (An−i+1 : Bi) sowie
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(An−i : Bi)A+ (An−i+1 : Bi−1)B = (An−i+1 : Bi), und es gilt

D = β(C, ζ)+ =

(
k−1∑
n=2

(A+ ζB)n

(
n−1∑
l=1

anl
1

ζn
ζ l

))+

=

(
k−1∑
n=2

(
n∑
i=0

(An−i : Bi)ζ i

)(
n−1∑
l=1

anlζ
l−n

))+

= ζ0 ·

(
k−1∑
n=2

n−1∑
l=1

anl(A
l : Bn−l)

)
+ ζ1 ·

(
k−1∑
n=2

n−1∑
l=1

anl(A
l−1 : Bn+1−l)

)
+ höhere Potenzen von ζ.

Damit gilt für den Koeffizienten vor ζ des Kommutators von [C, D]:

Ḃ = A ·

(
k−1∑
n=2

n−1∑
l=1

anl(A
l−1 : Bn+1−l)

)
+B ·

(
k−1∑
n=2

n−1∑
l=1

anl(A
l : Bn−l)

)

−

(
k−1∑
n=2

n−1∑
l=1

anl(A
l−1 : Bn+1−l)

)
· A−

(
k−1∑
n=2

n−1∑
l=1

anl(A
l : Bn−l)

)
·B

=
k−1∑
n=2

n−1∑
l=1

anl
(
A(Al−1 : Bn+1−l) +B(Al : Bn−l)

−(Al−1 : Bn+1−l)A− (Al : Bn−l)B
)

= 0.

�

Satz 3.9. Allgemein definiert eine Richtung β =
∑k−1

n=2 η
n(
∑n−1

l=1 anlζ
l−n) in

H1(S,O) auf der Jakobischen via der Lax-Paar-Gleichung die folgende Diffe-
rentialgleichung auf der Menge der Äquivalenzklassen von Paaren von Matri-
zen:

Ȧ =
k−1∑
n=2

n−1∑
l=1

anl(A(Al : Bn−l)− (Al : Bn−l)A)(3.2)

Ḃ = 0.(3.3)
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Beweis: Wir müssen nur noch (3.2) nachweisen. Allgemein gilt

D = β(C, ζ)+ =

(
k−1∑
n=2

(A+ ζB)n

(
n−1∑
l=1

anl
1

ζn
ζ l

))+

=

(
k−1∑
n=2

(
n∑
i=0

(An−i : Bi)ζ i

)(
n−1∑
l=1

anlζ
l−n

))+

=
k−1∑
n=2

(
n−1∑
j=0

ζj

(
n−1∑

l=j,l≥1

anl(A
l−j : Bn+j−l)

))

=
k−2∑
j=0

ζj

(
k−1∑

n=j+1,n≥2

(
n−1∑

l=j,l≥1

anl(A
l−j : Bn+j−l)

))

und damit

Ċ = (A+ ζB)′

= [C, D]

=

[
A+ ζB,

k−2∑
j=0

ζj

(
k−1∑

n=j+1,n≥2

(
n−1∑

l=j,l≥1

anl(A
l−j : Bn+j−l)

))]

= ζ0

k−1∑
n=2

n−1∑
l=1,l≥1

anl
(
A(Al : Bn−l)− (Al : Bn−l)A

)
+

k−2∑
j=1

ζj

(
k−1∑

n=j+1,n≥2

n−1∑
l=j,l≥1

anl
(
A(Al−j : Bn+j−l)− (Al−j : Bn+j−l)A

)
+

k−1∑
n=j,n≥2

n−1∑
l=j−1,l≥1

anl
(
B(Al−j+1 : Bn+j−1−l)− (Al−j+1 : Bn+j−1−l)B

))
+ ζk−1

(
ak−1,k−2

(
B(A0 : Bk−1)− (A0 : Bk−1)B

))
=

k−1∑
n=2

n−1∑
l=1

anl
(
A(Al : Bn−l)− (Al : Bn−l)A

)
,
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da für j ≥ 1 gilt:

k−1∑
n=j+1,n≥2

n−1∑
l=j,l≥1

anl
(
(A(Al−j : Bn+j−l)− (Al−j : Bn+j−l)A)

)
+

k−1∑
n=j,n≥2

n−1∑
l=j−1,l≥1

anl
(
B(Al−j+1 : Bn+j−1−l)− (Al−j+1 : Bn+j−1−l)B

)
=

k−1∑
n=j+1,n≥2

n−1∑
l=j

(
anl(A(Al−j : Bn+j−l)− (Al−j : Bn+j−l)A

+B(Al−j+1 : Bn+j−1−l)− (Al−j+1 : Bn+j−1−l)B)
)

= 0.

�
Aufgrund von Satz 3.1 genügt es später, das asymptotische Verhalten von
(A(z), B(z)) entlang einer fest gewählten Richtung β zu betrachten. Wir fi-

xieren ab sofort β = η2

ζ
.

Folgerung 3.10. Für β = η2

ζ
hat die Differentialgleichung (3.2)-(3.3) die

Gestalt

Ȧ =
[
A2, B

]
(3.4)

Ḃ = 0.(3.5)

Strikte formale homogene Laurentlösungen von (3.4)-(3.5) haben Pole erster
Ordnung.

Für formale Laurentlösungen

A =
1

z

∞∑
l=0

A(l)zl =
∞∑
l=0

A(l)zl−1

von (3.4)-(3.5) folgt

Ȧ =
∞∑
l=0

(l − 1)A(l)zl−2

= (A(A : B)− (A : B)A)

= [A2, B]

=
∞∑
l=0

(
l∑

q=0

(
A(q)A(l−q)B −BA(q)A(l−q))) zl−2,
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und damit

−A(0) =
[
(A(0))2, B

]
,(3.6)

0 =
[
A(0)A(1), B

]
+
[
A(1)A(0), B

]
(3.7)

und allgemein

(l − 1)A(l) =
l∑

q=0

[
A(q)A(l−q), B

]
.(3.8)

3.3 Berechnung der indizierenden Menge

Gesucht sind alle k × k-Matrizen A(0) und B, die

−A(0) =
[
(A(0))2, B

]
(3.9)

erfüllen. Die Lösungsmenge wird indizierende Menge genannt.

Offensichtlich sind die Lösungen invariant unter Konjugation, d.h. wir können
ohne Einschränkung annehmen, dass A(0) in Jordanscher Normalform vorliegt.
Gesucht sind also aij := a

(0)
ij ∈ C, 1 ≤ i, j ≤ k mit

aij =
k∑
c=1

k∑
d=1

(−aidadcbcj + bidadcacj)

= a2
jjbij + ajjaj−1,jbi,j−1 + aj−1jaj−1,j−1bi,j−1 + aj−1,jaj−2,j−1bi,j−2(3.10)

− a2
iibij − aiiai,i+1bi+1,j − ai,i+1ai+1,i+1bi+1,j − ai,i+1ai+1,i+2bi+2,j.

Allgemein gilt

Satz 3.11. Liegt A(0) in Jordanscher Normalform vor, so sind alle Diagonal-
einträge von A(0) gleich null.

Beweis: Mit (3.10) erhalten wir sofort, dass, falls al−1,l = al,l+1 = 0 gilt,
auch all = 0 folgt. Insbesondere gilt A(0) = 0, falls A(0) Diagonalgestalt hat.
In diesem Fall liegt keine strikte formale Laurentreihe vor.

Wir betrachten nun Jordanblöcke mit J > 0 Einsen, sei also al,l+1 = 1 für
l = n, . . . , n + J − 1 für ein 1 ≤ n ≤ k − J und an−1,n = an+J,n+J+1 = 0. Der
Fall J = 1 ist trivial, da an,n = a = −2abn+1,n und an+1,n+1 = a = 2abn+1,n

gilt. Sei also J > 1. Dann ist a := ann = . . . = an+J,n+J , und wir erhalten mit
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(3.10)

an,n = a = −2abn+1,n − bn+2,n

an+1,n+1 = a = 2abn+1,n − 2abn+2,n+1 − bn+3,n+1

...

an+i,n+i = a = 2abn+i,n+i−1 + bn+i,n+i−2 − 2abn+i+1,n+i

− bn+i+2,n+i, 2 ≤ i ≤ J − 2,

...

an+J−1,n+J−1 = a = 2abn+J−1,n+J−2 + bn+J−1,n+J−3 − 2abn+J,n+J−1

an+J,n+J = a = 2abn+J,n+J−1 + bn+J,n+J−2,

und damit

(J + 1)a = −2abn+1,n − bn+2,n + 2abn+1,n − 2abn+2,n+1 − bn+3,n+1

+
J−2∑
i=2

(2abn+i,n+i−1 + bn+i,n+i−2 − 2abn+i+1,n+i − bn+i+2,n+i)

+ 2abn+J−1,n+J−2 + bn+J−1,n+J−3 − 2abn+J,n+J−1

+ 2abn+J,n+J−1 + bn+J,n+J−2

= 0,

folglich
a = 0.

�

Wir zeigen nun, dass nur Jordanblöcke der Länge 2l+1, d.h. mit gerade vielen,
J = 2l, Einsen, vorkommen können, l ∈ N.

Satz 3.12. Liegt A(0) in Jordanscher Normalform vor, so besteht A(0) nur aus
Jordanblöcken ungerader Länge, d.h. mit gerade vielen Einsen.

Beweis: Da nach Satz 3.11 alle Diagonaleinträge von A(0) null sind, gilt

aij = aj−1,jaj−2,j−1bi,j−2 − ai,i+1ai+1,i+2bi+2,j

für 1 ≤ i, j ≤ k, a01 = a−10 = ak,k+1 = ak+1,k+2 = 0, und speziell für ein n mit
1 ≤ n < k

an,n+1 = an,n+1(an−1,nbn,n−1 − an+1,n+2bn+2,n+1).(3.11)

Angenommen A(0) besitzt einen Jordanblock mit ungerade vielen, d.h. mit
0 < J = 2l + 1 Einsen für eine natürliche Zahl l ∈ N.
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Es gelte also an−1,n = an+J,n+J+1 = 0 für ein 1 ≤ n ≤ k−J und an+i,n+i+1 = 1
für i = 0, . . . , J − 1. Insbesondere folgt aus (3.11) sofort J > 1. Dann gilt

an,n+1 = 1 = −bn+2,n+1

an+1,n+2 = 1 = bn+1,n − bn+3,n+2

...

an+i,n+i+1 = 1 = bn+i,n+i−1 − bn+i+2,n+i+1, 1 ≤ i ≤ J − 2 = 2l − 1,

...

an+2l,n+2l+1 = 1 = bn+2l,n+2l−1,

und damit

l∑
i=0

an+2i,n+2i+1 = l + 1

=
J + 1

2

= −bn+2,n+1 +
l−1∑
i=1

(bn+2i,n+2i−1 − bn+2i+2,n+2i+1) + bn+2l,n+2l−1

= 0,

ein Widerspruch zu J > 1. �

Lösungen von (3.9) sind somit von der Form (A(0), B) mit A(0) bestehend aus
` Jordanblöcken der Länge 2l1 + 1, . . . , 2l` + 1 mit jeweils 2l1, . . . , 2l` Einsen,
li ∈ N, d.h. mit

an1,n1+1 = . . . = an1+2l1−1,n1+2l1 = 1, an1+2l1,n1+2l1+1 = 0

an2,n2+1 = . . . = an2+2l2−1,n2+2l2 = 1, an2+2l2,n2+2l2+1 = an2−1,n2 = 0

...(3.12)

an`,n`+1 = . . . = an`+2l`−1,n`+2l` = 1, an`+2l`,n`+2l`+1 = an`−1,n` = 0,

wobei wir ohne Einschränkung 1 = n1 < n2 < . . . < n` < k − 1 annehmen.

Für die konstante Matrix B erhalten wir aus

aij = aj−1,jaj−2,j−1bi,j−2 − ai,i+1ai+1,i+2bi+2,j

die folgenden Bedingungen:



46 Kapitel 3. Painlevé-Analysis

1. Für i ∈ {nc, . . . , nc + 2lc − 2} für ein 1 ≤ c ≤ ` und
j /∈ {nd + 2, . . . , nd + 2ld} für alle d ∈ {1, . . . , `} ist

aj−1,jaj−2,j−1 = 0 und ai,i+1ai+1,i+2 = 1.

Wir erhalten

• 0 = −bi+2,j falls j 6= i+ 1 und

• 1 = −bi+2,j falls j = i+ 1, und damit i = nc.

2. Für j ∈ {nc + 2, . . . , nc + 2lc} für ein 1 ≤ c ≤ ` und
i /∈ {nd, . . . , nc + 2ld − 2} für alle d ∈ {1, . . . , `} ist

aj−1,jaj−2,j−1 = 1 und ai,i+1ai+1,i+2 = 0.

Es folgt

• 0 = bi,j−2 falls j 6= i+ 1

• 1 = bi,j−2 falls j = i+ 1 und damit i = nc + 2lc − 1.

3. Für i ∈ {nc, . . . , nc + 2lc − 2} für ein 1 ≤ c ≤ ` und
j ∈ {nd + 2, . . . , nd + 2ld} für ein 1 ≤ d ≤ ` gilt

aj−1,jaj−2,j−1 = 1 = ai,i+1ai+1,i+2.

Es folgt

• bi,j−2 = bi+2,j falls j 6= i+ 1

• 1 = bi,j−2 − bi+2,j falls j = i+ 1.

Da für alle anderen Kombinationen von i und j die aij verschwinden, sind alle
anderen Einträge von B unbestimmt.

Beispiel 3.13. 1. Besteht A(0) nur aus einem Jordanblock mit 2 Einsen,
so sind A(0) und B von der Form

A(0) =



0 1 0 0 · · · 0
0 0 1 0 · · · 0
0 · · · 0
...

...
...

...
0 · · · 0


, B =



b11

1 b22 ∗
0 −1 b11 0 · · · 0
0
... ∗
0 bkk


.

(3.13)

Wir werden später sehen, dass hierdurch eine Hauptbalance definiert
wird.
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2. Besteht A(0) nur aus einem Jordanblock mit 4 Einsen, so gilt

A(0) =



0 1 0 0 0 0 · · · 0
0 0 1 0 0 0 · · · 0
0 0 0 1 0 · · · 0

0 0 0 0 1 0
... 0

0 · · · 0
...

...
...

...
0 · · · 0


und

B =



b11 b12 b13

2 b22 b23 ∗
0 −1 b11 b12 b13 0 · · · 0
0 0 1 b22 b23 0 · · · 0
0 0 0 −2 b11 0 · · · 0
...

...
...

...
...

... ∗
0 0 0 bkk


.

3. Besteht A(0) aus einem Jordanblock mit k − 1 Einsen, so gilt

B =



b11 b12 b13 b14 · · · b1k
k−1

2
b22 b23 b24 · · · b2k

0 −1 b11 b12 · · · b1,k−2

0 0 k−3
2

b22 · · · b2,k−2

0 0 0 −2 b11 · · · b1,k−4
...
0 0 0 · · · 0 −k−1

2
b11


.

Hierbei ist die Menge aller Äquivalenzklassen von Lösungen von (3.9) durch
feste A(0) und die Menge aller zugehörigen oben definierten B = B(A(0))
modulo Konjugation mit Matrizen X aus dem Stabilisator von A(0) gegeben.

Zum Beispiel besitzen Matrizen X des Stabilisators von A(0) wie in (3.13)
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insgesamt k2 − 4k + 5 freie Parameter und sind von der Form

X =



x11 x12 x13 . . . x1k

0 x11 x12 0 . . . 0
... 0 x11 0 . . . 0
...

...
∗

0 0


,

d.h. B modulo X besteht aus (k− 1)(k− 3) + 2k− 1− (k2− 4k+ 5) = 2k− 3
freien Parametern.

3.4 Die Kowalevski–Matrix

Alle weiteren Koeffizienten v(a(l)) := (a
(l)
11 , a

(l)
12 , . . . , a

(l)
kk)

t mit l ≥ 1 von forma-
len strikten Laurentlösungen lassen sich induktiv aus der indizierenden Men-
ge durch Lösen des linearen Gleichungssystems K(l)v(a(l)) = v(a(0), . . . , a(l−1))
mit einer k2×k2-Matrix K(l), der sogenannten Kowalevski-Matrix, berechnen.
Die Lösungen sind nicht eindeutig. Die Anzahl der insgesamt frei wählbaren
Parameter gibt an, um welche Art von Balance es sich bei der Lösungsmenge
handelt.

Formale Laurentlösungen komponentenweise

Betrachten wir komponentenweise formale Laurentreihen

aij =
∞∑
l=0

a
(l)
ij z

l−1,

so folgt aus (3.8) die Bedingung

0 = (l − 1)a
(l)
ij −

l∑
q=0

k∑
n=1

((A(q)A(l−q))inbnj − bin(A(q)A(l−q))nj)

= (l − 1)a
(l)
ij −

l∑
q=0

k∑
n=1

k∑
m=1

(a
(q)
ima

(l−q)
mn bnj − bina(q)

nma
(l−q)
mj )

an die a
(l)
ij . Die indizierende Menge ist durch Lösungen der Gleichung

a
(0)
ij +

k∑
n=1

k∑
m=1

(
a

(0)
ima

(0)
mnbnj − a(0)

nma
(0)
mjbin

)
= 0
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gegeben. Die Koeffizienten a
(l)
ij der formalen Laurentlösungen lassen sich für

l ≥ 1 aus ihnen mittels

K(l)



a
(l)
11

a
(l)
12
...

a
(l)
ij
...

a
(l)
kk


=

l−1∑
q=1

k∑
n=1

k∑
m=1



a
(q)
1ma

(l−q)
mn bn1 − a(q)

nma
(l−q)
m1 b1n

a
(q)
1ma

(l−q)
mn bn2 − a(q)

nma
(l−q)
m2 b1n

...

a
(q)
ima

(l−q)
mn bnj − bina(q)

nma
(l−q)
mj

...

a
(q)
kma

(l−q)
mn bnk − a(q)

nma
(l−q)
mk bkn


(3.14)

berechnen, wobei die Einträge (K(l))(ij),(cd) der k2 × k2-Matrix K(l) gegeben
sind durch

(l − 1)−
k∑

n=1
a

(0)
jn bnj − a

(0)
ii bjj +

k∑
n=1

bina
(0)
ni + biia

(0)
jj falls (ij) = (cd)

−
k∑

n=1
a

(0)
dn bnj − a

(0)
ii bdj + biia

(0)
dj falls i = c, j 6= d

−a(0)
ic bjj +

k∑
n=1

bina
(0)
nc + bica

(0)
jj falls i 6= c, j = d

−a(0)
ic bdj + bica

(0)
dj falls i 6= c, j 6= d.

(3.15)

Definition 3.14. K(l) =: K(l)(k) ist die sogenannte Kowalevski–Matrix.

Die Nullstellen der Determinante der Kowalevski–Matrix geben an, für wel-
che l die Matrizen A(l) freie Parameter besitzen. Für alle anderen l ist K(l)
invertierbar, d.h. A(l) eindeutig durch alle A(j) mit j < l bestimmt.

Bemerkung 3.15. Die Determinante der k2 × k2-Kowalewski-Matrix (3.15)
zu (3.13), d.h. zu A(0) bestehend aus nur einem Jordanblock mit zwei Einsen
und zugehörigem B, ist das Produkt ihrer Diagonaleinträge, und es gilt

detK(l) = (l + 1)l2k−4(l − 1)k
2−4k+6(l − 2)2k−4(l − 3).

Beweis: (Induktion nach k):

• Induktionsanfang: Sei k = 3. Dann hat K(l)(3) die Gestalt

l − 2 0 0 0 −1 0 b12 0 0
b11 − b22 l 0 0 b11 − b22 1 b13 b12 0
−b23 0 l − 1 −b13 b12 − b23 0 0 b13 b12

0 0 0 l − 1 0 0 b22 − b11 −1 0
1 0 0 0 l + 1 0 b23 − b12 0 1
0 1 0 −b23 b22 − b11 l −b13 0 b22 − b11

0 0 0 0 0 0 l − 3 0 0
0 0 0 −1 0 0 b11 − b22 l − 1 0
0 0 0 0 −1 0 −b23 0 l − 2


.
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Ihre Determinante ist (l + 1)l2(l − 1)3(l − 2)2(l − 3).

• Induktionsschritt (k − 1→ k):

K(l)(k) entsteht aus K(l)(k − 1) durch Hinzufügen der Zeilen Z(1, k)
bis Z(k − 1, k), der Spalten S(1, k) bis S(k − 1, k) und der k + k − 1 =
2k − 1 quadratischen k × k−Matrizen M(k, c),M(i, k) mit 1 ≤ i, c ≤
k gegeben durch (M(k, c))j,d = (K(l)(k))(k,j),(c,d) bzw. (M(i, k))j,d =
(K(l)(k))(i,j),(k,d).

Insbesondere ist M(k, k) eine untere Dreiecksmatrix, da (M(k, k))j,d =
(K(l)(k))(k,j),(k,d) für d > j gleich null ist. Dies liegt daran, dass nach
Voraussetzung A(0) wie in (3.13) nur aus einem Jordanblock mit zwei
Einsen besteht und b31 = 0 gilt. Damit ist die Determinante von M(k, k)
gleich dem Produkt ihrer Diagonaleinträge. Da jetzt k > 3 gilt und da-
mit für i = 1, . . . , k − 1 jeweils die letzte Spalte von M(i, k) gleich
null ist ((M(i, k))j,k = (K(l)(k))(i,j),(k,k) = 0), ist det(M(i, k)) = 0 für
i = 1, . . . , k−1. Außerdem sind in jeder Spalte (i, k) sowohl die Einträge
K(i,j),(i,k)(l)(k) für j = 1, . . . , k− 1 über dem Diagonaleintrag, also auch
die Einträge K(i+1,j)(i,k)(l)(k) für j = 1, . . . , k − 1 unter dem Diagonal-
eintrag gleich null.

Tauschen wir also die Zeilen Z(1, k) bis Z(k−2, k) zu einem Block über
der Zeile (k − 1, k) nach unten und die Spalten (1, k) bis (k − 2, k) zu
einem Block neben der Spalte (k − 1, k) nach rechts, so verändert dies

nicht die Determinante von K(l)(k), und die neue Matrix K̃(l)(k) hat
die Gestalt
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

0
... M(1, k)
0

K(l)(k − 1)
. . .

...
0
...
0

Z (1, k) · · · ∗ M(k − 1, k)
0 ∗

Z (k − 1, k) · · · 0 0 ∗

M(k, k)



.

Damit folgt nach Induktionsvoraussetzung, dass die Determinante von
K(l)(k) gleich dem Produkt der Diagonaleinträge ist. Mit

(K(l))(i,j)(i,j) = l − 1−


1 falls j = 1

−1 falls j = 2

0 sonst

+


1 falls i = 2

−1 falls i = 3

0 sonst

erhalten wir

detK(l) = (l + 1)l2k−4(l − 1)k
2−4k+6(l − 2)2k−4(l − 3).

�

3.5 Bestimmung weiterer Koeffizienten

Wir haben in Abschnitt 3.3 gesehen, dass für A(0) wie in (3.13), d.h. mit
A(0) bestehend aus nur einem Jordanblock mit zwei Einsen, die Matrix B
von 2k − 3 Parametern abhängt. Können wir zeigen, dass die zugehörigen
Koeffizienten A(1) von k2 − 4k + 6 Parametern, A(2) von 2k − 4 Parametern
und A(3) von einem Parameter abhängen, so hängt die zugehörige Balance
von 2k − 3 + k2 − 4k + 6 + 2k − 4 + 1 = k2 Parametern ab, ist also mit
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Satz 3.7 eine Hauptbalance (da dim(glk × glk)/GLk = k2 + 1 gilt). Für A(3)

ist die Behauptung klar, da (l − 3) nur mit Vielfachheit eins ein Faktor der
Determinante von K(l) ist. Im folgenden Abschnitt beschäftigen wir uns mit
den Koeffizienten A(1) und A(2).

Bestimmung von A(1)

Wir bestimmen zur Balance (3.13) den Koeffizienten A(1) der formalen Lau-
rentreihe A =

∑∞
l=0A

(l)zl−1. Wir erinnern daran, dass dieser nach (3.7) defi-
niert ist durch 0 = [A(0)A(1) + A(1)A(0), B]. Mit

(A(0)A(1))ij =

{
0 falls i ≥ 3

a
(1)
i+1,j falls i = 1, 2

und

(A(1)A(0))ij =

{
0 falls j = 1 oder j ≥ 4

a
(1)
i,j−1 falls j = 2, 3

erhalten wir

0 = ([A(0)A(1) + A(1)A(0), B])ij

=
k∑
l=1

(
(A(0)A(1))ilblj + (A(1)A(0))ilblj − bil(A(0)A(1))lj − bil(A(1)A(0))lj

)
.

Damit folgt

0 = ([A(0)A(1) + A(1)A(0), B])31 = 2a
(1)
31 = 0

0 = ([A(0)A(1) + A(1)A(0), B])i1 = a
(1)
i1 = 0 für i > 3

0 = ([A(0)A(1) + A(1)A(0), B])3j = a
(1)
3j = 0 für j ≥ 4

0 = ([A(0)A(1) + A(1)A(0), B])32 = −a(1)
21 = 0

0 = ([A(0)A(1) + A(1)A(0), B])11 = a
(1)
22 + a

(1)
11 = 0

0 = ([A(0)A(1) + A(1)A(0), B])21 = a
(1)
32 = 0

0 = ([A(0)A(1) + A(1)A(0), B])33 = a
(1)
33 + a

(1)
22 = 0

0 = ([A(0)A(1) + A(1)A(0), B])2j = −a(1)
2j = 0 für j ≥ 4

0 = ([A(0)A(1) + A(1)A(0), B])i2 = −a(1)
i2 = 0 für i ≥ 3

0 = ([A(0)A(1) + A(1)A(0), B])23 = −a(1)
23 − a

(1)
12 = 0.
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Somit ist die Matrix A(1) von der Form

A(1) =



a
(1)
11 a

(1)
12 a

(1)
13 · · · a

(1)
1k

0 −a(1)
11 −a(1)

12 0 · · · 0

0 0 a
(1)
11 0 · · · 0

0 0 a
(1)
43 a

(1)
44 · · · a

(1)
4k

...
...

...
...

0 0 a
(1)
k3 · · · a

(1)
kk


ohne weitere Bedingungen an die verbliebenen a

(1)
ij , da alle Einträge ([A(0)A(1)+

A(1)A(0), B])ij mit dieser Wahl bereits verschwinden. Insbesondere hängt A(1)

von k2 − 4k + 6 freien Parametern ab.

Bestimmung von A(2)

Der Koeffizient A(2) ist schwerer zu bestimmen, da er von B, A(0) und A(1)

abhängt. (Man beachte hierbei, dass wir zwar in Beispiel 3.13 gezeigt haben,
dass B nur von 2k−3 Parametern abhängt, wir aber weiterhin die Darstellung
(3.13) wie in Beispiel 3.13 für B verwenden, da eine Normalform von B keine
Vereinfachung der Bedingungen an A(2) bewirkt.) Wir zeigen im Folgenden
nur den

Satz 3.16. A(2) hängt von 2k − 4 freien Parametern ab.

Beweis: Wegen (3.8) für l = 2 erfüllt A(2) die Bedingung

A(2) = [A(0)A(2), B] + [A(1)2
, B] + [A(2)A(0), B],

bzw. in Koordinaten (siehe (3.14) für l = 2)

K(2)



a
(2)
11

a
(2)
12
...

a
(2)
ij
...

a
(2)
kk


=

k∑
n=1

k∑
m=1



a
(1)
1ma

(1)
mnbn1 − a(1)

nma
(1)
m1b1n

a
(1)
1ma

(1)
mnbn2 − a(1)

nma
(1)
m2b1n

...

a
(1)
ima

(1)
mnbnj − bina(1)

nma
(1)
mj

...

a
(1)
kma

(1)
mnbnk − a(1)

nma
(1)
mkbkn


︸ ︷︷ ︸

=:−→w

.

Damit folgt für A(2) sofort a
(2)
31 = 0, a

(2)
22 = 0 und a

(2)
21 = a

(2)
32 . Wir zei-

gen nun, dass der Rang rang(K(2)) gleich dem Rang der erweiterten Matrix
rang(K(2) : −→w ) gleich k2 − (2k − 4) ist, und damit die Behauptung.
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Da a
(2)
31 = a

(2)
22 = 0 gilt, zeigen wir stattdessen rang(K̃(l)) = rang(K̃(2) : −→w ) =

k2− 2k+ 2, wobei die k2× (k2− 2)–Matrix K̃(2) durch Streichen der Spalten
(3, 1) und (2, 2) von K(2) entsteht. Man rechnet leicht nach, dass dann alle
Einträge der insgesamt 2k − 3 Zeilen (3, 1), (1, 1) sowie (3, j) und (i, 1) von

K̃(2) für i > 3, j > 2 gleich null sind, genauso wie die entsprechenen Einträge
des Vektors −→w . Außerdem ist die Zeile (2, 1) gleich der Zeile (3, 2). Damit ist

der Rang von K̃(2) höchstens gleich k2−2k+2. Betrachtet man nun die Spal-
ten (1, j), j ≥ 2, (2, 1), (1, 1), (2, j), j ≥ 3, und (i, j) mit i > 3, j 6= 1, so kann
man hier einen Gaußschen Algorithmus durchführen und erhält die lineare Un-

abhängigkeit dieser Vektoren, d.h. rang(K̃(2)) = rang(K̃(2) : w) = k2−2k+2
und damit rang(K(2)) = k2−2k+ 4, d.h. die Menge der Lösungen A(2) hängt
von 2k − 4 Parametern ab. �

Beispiel 3.17. Für k = 3 ist die Matrix A(2) von der Form
−a(2)

33
(b11−b22)a

(2)
33 −(2b12+b23)a

(2)
32 +c

3
−a(2)

33 (b12 + b23)

a
(2)
32 0

(b11−b22)a
(2)
33 +(2b23+b12)a

(2)
32 +c)

3

0 a
(2)
32 a

(2)
33


mit c := −2a

(1)
11 a

(1)
13 + (a

(1)
12 )2.

Ergebnis

Insgesamt erhalten wir den folgenden

Satz 3.18. Ist

A(0) =



0 1 0 0 · · · 0
0 0 1 0 · · · 0
0 · · · 0
...

...
...

...
0 · · · 0


, B =



b11

1 b22 ∗
0 −1 b11 0 · · · 0
0
... ∗
0 bkk


eine Familie von indizierenden Lösungen von Ȧ = [A2, B], Ḃ = 0, so defi-
nieren die zugehörigen strikten formalen Laurentlösungen eine Hauptbalance
von Ȧ = [A2, B], Ḃ = 0. Diese beschreibt das asymptotische Verhalten von
Äquivalenzklassen von Paaren von Matrizen in allgemeinen Punkten des ver-
allgemeinerten Thetadivisors.



Kapitel 4

Fortsetzungen von holomorphen
Schnitten

Sei (A,B) ∈ (glk × glk)/GLk so gewählt, dass die zugehörige Spektralkurve S
nichtsingulär ist. S ist gegeben durch die Nullstellenmenge von ψ = det((A+
ζB)+η1k) ∈ H0(R, π∗ROP1(k)). Wir erinnern an dieser Stelle an m := 1

2
(k−1).

Der Schnitt ψ ist von der Form ψ = η2m+1 + a1η
2m + a2η

2m−1 + . . . + ak
mit Schnitten ai ∈ H0(P1,OP1(i)). Zum Beispiel ist a1 = tr(A + ζB) und
ak = det(A+ ζB).

Mithilfe der Painlevé – Analysis aus Kapitel 3 können wir jede Funktion
f ∈ C[glk × glk]

GLk bis auf eine Konstante mit Thetafunktionen ausdrücken.
In Kapitel 6 führen wir dies explizit durch, indem wir die in Kapitel 3 be-
rechneten strikten formalen Laurentlösungen A(z), B, die das asymptotische
Verhalten von Äquivalenzklassen von Paaren von Matrizen entlang β in allge-
meinen Punkten des Thetadivisors beschreiben, in die Funktion f einsetzen.
Zur Bestimmung des konstanten Terms betrachten wir das Verhalten von f in
einem konkreten Punkt des Thetadivisors Θ ⊂ J(S). Dieser konkrete Punkt
ist gegeben durch OS(m) := π∗SOP1(m) = π∗SOP1(1

2
(k − 1)) ∈ Θ ⊂ Jk+g−1(S)

(siehe Abschnitt 1.5).

In diesem Kapitel untersuchen wir daher einen Fluss Lz(m) mit L0(m) = O(m)
in Jk+g−1(S) definiert durch die tangentiale Richtung β = η2ζ−1 ∈ H1(S,O).
Wir definieren ein Vektorbündel V über C, das den Fluss Lz(m) parame-
trisiert und für das für z 6= 0 und |z| hinreichend klein die Faser Vz gleich
H0(S, Lz(m)) ist.

Im Verlauf des Kapitels werden wir V0 als Unterraum von H0(S,O(m)) genau
beschreiben. V0 besteht aus den Schnitten aus H0(S,O(m)), die sich, für |z|
hinreichend klein, zu Schnitten von Lz(m) fortsetzen lassen. Diese Fortset-
zungen werden wir konkret berechnen und in Kapitel 5 zur Bestimmung des
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asymptotischen Verhalten von A(z), B(z) entlang β durch O(m) verwenden.

4.1 Definition des Vektorbündels V

Seien wie in Abschnitt 2.1 (U0, ζ) und (U1, ζ
′) Karten von P1, π := πR : R→ P1

die Projektion vom Totalraum R des Bündels OP1(1) auf P1 und Ũ0 = π−1(U0)

bzw. Ũ1 = π−1(U1). Seien (Ũ0, (η, ζ)) und (Ũ1, (η
′, ζ ′)) die in Abschnitt 2.1

definierten Karten von R. Insbesondere gilt ζ ′ = 1
ζ

bzw. η′ = η
ζ

über Ũ0 ∩ Ũ1.
Die jeweiligen Einschränkungen auf die Spektralkurve S ⊂ R nennen wir wie
in Abschnitt 2.1 (U, (η, ζ)) bzw. (U ′, (η′, ζ ′)).

Wir definieren ein Vektorbündel V → C wie folgt:

Sei M das Geradenbündel über C × S mit Faser M |(z,w) = Lz(m)|w und
π : C×S → C die Projektion. Hierbei sei Lz(m) definiert durch die Übergangs-

funktion gU,U ′ = ζm exp(z η
2

ζ
). η2ζ−1 ist Repräsentant von β = π∗α ∈ H1(S,O)

mit α ∈ H1(P1,O(−2)) repräsentiert durch gU0U1 = ζ−1 über U0 ∩ U1.

Anders als in Abschnitt 2.1 starten wir nun für z = 0 in einem Punkt des
Thetadivisors, wobei aufgrund von Abschnitt 2.5 für z 6= 0 mit |z| hinrei-
chend klein Lz(m) /∈ Θ gilt, d.h. der Fluss den Thetadivisor sofort verlässt.
Die direkte Bildgarbe (π)∗M über C ist eine torsionsfreie Garbe. Nach dem
Struktursatz für endlich erzeugte Moduln über Hauptidealringen ist π∗M ei-
ne lokal freie Garbe, definiert also ein Vektorbündel V → C. Da das Gera-
denbündel Lz(m) im Allgemeinen nicht im Thetadivisor Θ ⊂ Jk+g−1(S) liegt,
hat für allgemeines z das Bündel Lz(m) ⊗ π∗SOP1(−1) keine globalen holo-
morphen Schnitte. Damit gilt h0(S, Lz(m)) = k für allgemeines z 6= 0. Es ist
rang V = k, und für eine allgemeine Faser Vz, z 6= 0, gilt Vz = H0(S, Lz(m).

Wir wollen in diesem Kapitel V0 ⊂ H0(S,O(m)) genauer untersuchen. Wir
berechnen also gerade die Schnitte von O(m) := π∗SO(m) über S, die sich lokal
zu Schnitten von Lz(m) über S fortsetzen lassen, wobei lokal hier bedeutet,
dass z betragsmäßig hinreichend klein ist. Wir erinnern an dieser Stelle daran,
dass wir in Satz 2.4

H0(S,O(m)) =
m⊕
i=0

ηiH0(P1,O(m− i))

sowie in Satz 2.6

H1(S,O(m)) =
m⊕
i=2

ηm+iH1(P1,O(−i))

gezeigt haben.



4.2 Holomorphe Fortsetzungen 57

Für n ∈ Z schreiben wir ab sofort H0(P1,O(n)) für π∗H0(P1,OP1(n)), falls
aus dem Zusammenhang klar ersichtlich ist, dass wir die zurückgezogenen
holomorphen Schnitte von OS(n) meinen. Ein möglicher Kandidat für die
Faser V0 ist H0(P1,O(m)) ⊂ H0(S,O(m)). Es gilt jedoch

dimH0(P1,OP1(m)) = m+ 1 =
1

2
(k − 1) + 1 < k.

Insbesondere ist dimV0 − dimH0(P1,O(m)) = 1
2
(k − 1) = m. Wir zeigen in

Satz 4.35, dass V0 = H0(P1,O(m))⊕ ηH0(P1,O(m− 1)) gilt.

4.2 Holomorphe Fortsetzungen

Für festes z ∈ C ist ein globaler holomorpher Schnitt ŝ(z) ∈ H0(S, Lz(m))
gegeben durch holomorphe Abbildungen s(z) : U → C und s′(z) : U ′ → C mit

s(z) = ζm exp(z η
2

ζ
)s′(z) über U ∩U ′. Suchen wir eine holomorphe Fortsetzung

von ŝ0 ∈ H0(S,O(m)) auf ein Gebiet um 0 ∈ C, so benötigen wir holomorph
von z abhängige Schnitte ŝ(z) ∈ H0(S, Lz(m))) mit ŝ(0) = ŝ0, d.h. holomorph
von z abhängige holomorphe Abbildungen s(z) : U → C und s′(z) : U ′ → C
mit s(z) = ζm exp(z η

2

ζ
)s′(z) über U ∩ U ′.

Es gibt genau dann eine holomorphe Fortsetzung von ŝ0 auf eine Umgebung
von 0 ∈ C, falls es konvergente Potenzreihen in z gibt mit

s(z) = s0 + zs1 + z2s2 + . . . über U

s′(z) = s′0 + zs′1 + z2s′2 + . . . über U ′,

die s(z) = ζm exp(z η
2

ζ
)s′(z) über U ∩ U ′ erfüllen, wobei die si bzw. s′i holo-

morphe Funktionen si : U → C bzw. s′i : U ′ → C sind.

Bemerkung 4.1. Untersuchen wir die einzelnen Koeffizienten vor den Po-
tenzen von z, so erhalten wir, falls s und s′ eine Fortsetzung eines Schnittes
ŝ0 aus V0 definieren, über U ∩ U ′ die Bedingungen

s0 = ζms′0,

s1 = ζm
η2

ζ
s′0 + ζms′1,

und allgemein

(4.1) si =
i∑

j=0

η2(i−j)ζm−i+j
1

(i− j)!
s′j

an die Abbildungen si und s′i.
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Diese Bedingungen bedeuten, dass jeder durch (4.1) definierte Kozykel

si − ζms′i =
i−1∑
j=0

η2(i−j)ζm−i+j
1

(i− j)!
s′j

über U ∩U ′ ein Repräsentant von 0 ∈ H1(S,O(m)) sein muss. Schon für i = 1
mit s1−ζms′1 = η2ζ−1(ζms′0) = η2ζ−1s0 erhalten wir so einen Hinderungsgrund
für die Existenz einer holomorphen Fortsetzung. Ist z.B. ηmp̂0 ∈ ηmH0(P1,O)
und p̂0 6= 0, so ist β·ηmp̂0 = η2π∗α·ηmp̂0 ∈ ηm+2H1(P1,O(−2)) ⊂ H1(S,O(m))
ungleich null und wird durch ηm+2ζ−1p0 über U ∩ U ′ repräsentiert. Ein sol-

ches ŝ0 = ηmp̂0 kann somit keine holomorphe Fortsetzung zu Schnitten ŝ(z) ∈
H0(S, Lz(m)) besitzen.

4.3 Fortsetzungen endlicher Ordnung

Will man eine Fortsetzung eines Schnitts ŝ0 konstruieren, so bietet es sich an,
dies schrittweise durchzuführen:

Definition 4.2. Sei l ∈ N. Eine Fortsetzung eines Schnittes ŝ0 von O(m)
über S zu einem Schnitt von Lz(m) zur l-ten Ordnung sei definiert durch
holomorphe Funktionen

s := s(z) = s0 + zs1 + z2s2 + . . .+ zlsl, si ∈ H0(U,O),

s′ := s′(z) = s′0 + zs′1 + z2s′2 + . . .+ zls′l, s′i ∈ H0(U ′,O),

mit s = ζm exp(z η
2

ζ
)s′ mod zl+1 über U ∩ U ′.

Die holomorphen Funktionen si ∈ O(U) bzw. s′i ∈ O(U ′) für 0 ≤ i ≤ l zu
Fortsetzungen zur l-ten Ordnung müssen ebenfalls Gleichung (4.1) erfüllen.

Fortsetzungen von Schnitten von O(m) zur l-ten Ordnung sind Schnitte des
folgenden Vektorbündels vom Rang l + 1 über S:

Definition 4.3. Sei F l(m) das Vektorbündel vom Rang l+ 1 über S definiert

durch die Übergangsfunktion gUU ′ := M̃ l(m) mit(
M̃ l(m)

)
ij

:=

{
1

(i−j)!η
2(i−j)ζm−(i−j) für 0 ≤ j ≤ i ≤ l

0 sonst.

Ein globaler holomorpher Schnitt ŝ von F l(m) ist dann definiert durch jeweils
l + 1 holomorphe Funktionen si : U → C bzw. s′i : U ′ → C, 0 ≤ i ≤ l, mit

M̃ l(m)

s
′
0
...
s′l

 =

s0
...
sl

 über U ∩ U ′.
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Für alle 0 ≤ i ≤ l muss folglich

si =
l∑

j=0

(
M̃ l(m)

)
i,j
· s′j =

i∑
j=0

η2(i−j)ζm−i+j
1

(i− j)!
s′j

über U ∩ U ′ gelten. Für einen Schnitt ŝ ∈ H0(S, F l(m)) repräsentieren die
ersten Einträge s0, s

′
0 einen Schnitt ŝ0 aus H0(S,O(m)). Somit stellt ŝ eine

Fortsetzung von ŝ0 zur Ordnung l dar.

In exp(z η
2

ζ
) kommen nur gerade Potenzen von η vor. Besonders einfache Fort-

setzungen von Schnitten s0 aus H0(P1,O(m)) ⊂ H0(S,O(m)) zur Ordnung l
sind daher:

Definition 4.4. Die spezielle Fortsetzung eines ŝ0 ∈ π∗H0(P1,O(m)) zur
Ordnung l sei definiert durch Funktionen

s = s0 + zη2s1 + · · ·+ zlη2lsl über U

s′ = s′0 + zη′
2
s′1 + · · ·+ zlη′

2l
s′l über U ′

mit s = ζm exp(z η
2

ζ
)s′ mod zl+1 über U ∩ U ′, wobei die einzelnen si, s

′
i un-

abhängig von η und η′ seien.

Spezielle Fortsetzungen zur Ordnung l können ganz analog auch für Schnit-
te eines Vektorbündels O(n) für beliebiges n ∈ N definiert werden. Wir
werden in Abschnitt 4.8 sehen, dass spezielle Fortsetzungen eines Schnittes
ŝ0 ∈ H0(P1,O(n)) zur Ordnung l globalen holomorphen Schnitten eines Vek-
torbündels El(n) über P1 entsprechen. Diese Bündel definieren wir im folgen-
den Abschnitt.

4.4 Yoneda-Erweiterungen über P1

Sei wie in Abschnitt 4.1 das Element 0 6= α ∈ H1(P1,O(−2)) repräsen-
tiert durch den Kozykel ζ−1 über U0 ∩ U1, wir schreiben hierfür α = ζ−1.
α ∈ H1(P1,OP1(−2)) = Ext1(OP1 ,OP1(−2)) repräsentiert eine exakte Sequenz

0→ OP1(−2)→ E1 → OP1 → 0

von Vektorbündeln über P1. Da α = ζ−1 gilt und Übergangsfunktionen gU0U1

von OP1 durch 1 bzw. von OP1(−2) durch ζ−2 über U0 ∩ U1 gegeben sind, ist
das Vektorbündel E1 vom Rang zwei definiert durch die Übergangsfunktion

gU0,U1 =

(
1 0
ζ−1 ζ−2

)
.
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Durch Twisten mit einem Geradenbündel OP1(n), n ∈ N, erhalten wir die
exakte Sequenz

0→ OP1(n− 2)→ E1(n)→ OP1(n)→ 0

von Vektorbündeln über P1. E1(n) ist durch die Übergangsfunktion

gU0U1 =

(
ζn 0
ζn−1 ζn−2

)
=: M1(n)

definiert.

Definition 4.5. Seien l, n ∈ N. Sei El(n) das Vektorbündel vom Rang l + 1
über P1 definiert durch die Übergangsfunktion gU0U1 = M l(n) mit

(
M l(n)

)
ij

:=


1

(i− j)!
ζn−i−j für 0 ≤ j ≤ i ≤ l

0 sonst.
(4.2)

Wir verallgemeinern nun α ∈ H1(P1,O(−2)) :

Definition 4.6. Sei l ∈ N. Dann definieren wir

α(l) :=

(
(−1)l

(l + 1)!
ζ−(l+1) . . . ζ−1

)
︸ ︷︷ ︸

l+1 Stellen

∈ O(U0 ∩ U1)⊕(l+1).

Die Übergangsmatrix M l(n) ist somit von der Form

M l(n) =



ζn 0 . . . . . . 0

ζn−1 ζn−2 0
1
2
ζn−2 ζn−3 ζn−4 ...
...

. . . 0
1
l!
ζn−l ζn−l−1

(l−1)!
. . . ζn−2l


=

 M l−1(n)

0
...

0

α(l−1) ·M l−1(n) ζn−2l

 .

Damit folgt

Satz 4.7. Für l ∈ N ist α(l−1) Repräsentant eines Kozykels aus dem Raum
H1(P1, (El−1(n))∨ ⊗ O(n − 2l)) ∼= Ext1(El−1(n),O(n − 2l)), der die exakte
Sequenz von Vektorbündeln

0→ OP1(n− 2l)→ El(n)→ El−1(n)→ 0(4.3)
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darstellt. Für die zugehörige lange exakte Sequenz von globalen holomorphen
Schnitten

0→ H0(P1,O(n− 2l))→ H0(P1, El(n))→ H0(P1, El−1(n))

δ→ H1(P1,O(n− 2l))→ . . .

ist der Verbindungshomomorphismus δ gleich α(l−1), d.h. definiert durch die
Multiplikation mit α(l−1) ∈ H1(P1, (El−1(n))∨ ⊗O(n− 2l)).

4.5 Eigenschaften von El(n)

Für l = n gilt

Satz 4.8. Das Vektorbündel En(n) über P1 ist trivial.

Beweis: Nach dem Satz von Birkhoff-Grothendieck ist jedes Vektorbündel
über P1 eine direkte Summe von Geradenbündeln. Wir stellen En(n) als eine
solche direkte Summe dar, indem wir die Übergangsmatrix Mn(n) in eine
Diagonalmatrix XMn(n)Y −1 mit X ∈ GL(n + 1,C[ζ]) und Y ∈ GL(n +
1,C[ζ−1]) transformieren. Sind die Diagonaleinträge dieser Matrix konstante
komplexe Zahlen, so ist En(n) trivial.

Zunächst vertauschen wir die Zeilen der Matrix Mn(n) und erhalten die Ma-
trix

Mn(ζ) :=



1
(n)!

ζ−1

(n−1)!
ζ−2

(n−2)!
. . . ζ−n

ζ1

(n−1)!
1

(n−2)!
ζ−1

(n−3)!
ζ2−n 0

ζ2

(n−2)!
ζ

(n−3)!
1

(n−4)!
. . . 0 0

...

ζn 0 . . . 0


.

Diese definiert als Übergangsmatrix ebenfalls das Vektorbündel En(n) über
P1. Mn(ζ) ist eine pseudosymmetrische Matrix. Pseudosymmetrisch bedeu-
tet hierbei, dass Mn(ζ)t = Mn(ζ−1) gilt. Aufgrund dieser Symmetrieeigen-
schaft sind alle Minoren Minor(0) = 1

n!
, Minor(1) = − 1

n!(n−1)!
, . . . ,Minor(n) =

det(Mn(ζ)) von Mn(ζ) konstante komplexe Zahlen ungleich null. Induktiv
lässt sich nun zeigen, dass es Matrizen X ∈ GL(n+ 1,C[ζ]) und Y ∈ GL(n+
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1,C[ζ−1]) gibt mit

XMn(ζ)Y −1 =



1
n!

Minor(1)
Minor(0)

Minor(2)
Minor(1)

. . .
det(M)

Minor(n−1)

 .

Hierbei ist X = (Y −1)
t
(ζ−1).

Die einzelnen Minoren Minor(i) und damit auch die Diagonaleinträge von
XMn(ζ−1)Y −1 hängen nicht von ζ bzw. ζ−1 ab. Somit ist En(n) gleich der

direkten Summe O⊕(n+1)

P1 . �

Folgerung 4.9. Für l, n ∈ N ist El(n) = El(l) ⊗ OP1(n − l) von der Form
OP1(n− l)⊕(l+1).

Folgerung 4.10. Für l > n hat das Vektorbündel El(n) über P1 keine nicht-
trivialen globalen holomorphen Schnitte.

4.6 Kanonische Erweiterungen

Wir erinnern an dieser Stelle daran, dass wir globale holomorphe Schnitte
eines Vektorbündels OP1(n) über P1 durch ihre Repräsentanten s ∈ O(U0)
über der offenen Menge U0 darstellen. Z.B. beschreibt ζj mit 0 ≤ j ≤ n den
Schnitt ŝ ∈ H0(P1,OP1(n)) mit s = ζj, s′ = (ζ ′)n−j und s = ζns′ über U0∩U1.
Diese Beschreibung hängt von der Wahl der Übergangsmatrix gU0U1 = ζn des
Bündels OP1(n) ab.

Elemente aus H1(P1,OP1(n)) sind durch ihre Repräsentanten aus O(U0 ∩U1)
definiert. Z.B. ist eine Basis von H1(P1,O(−n)) gegeben durch die Repräsen-
tanten ζ−n+j mit 1 ≤ j ≤ n− 1.

Analog sind globale holomorphe Schnitte von El(n) für l ≤ n definiert durch

ihre Repräsentanten s =
(
s0 . . . sl

)t
über U0. s steht dann für ein Paar s

über U0, s′ über U1 mit s = M l(n)s′ über U0 ∩ U1. Wie für Geradenbündel
OP1(n) sind die möglichen Einträge si von s durch das Bündel El(n) be-
stimmt. Diese Beschreibung hängt ebenfalls von der Wahl einer Übergangs-
matrix gU0U1 = M l(n) ab.

Analog zu Erweiterungen von Schnitten von OS(n) zur Ordnung l definieren
wir über P1 :
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Definition 4.11. Seien n, l ∈ N mit l ≤ n. Ein Schnitt s ∈ H0(P1, El(n)),
für den der erste Eintrag s0 über U0 den Schnitt ŝ0 ∈ H0(P1,O(n)) definiert,
heißt Fortsetzung von ŝ0 zur Ordnung l.

Betrachten wir zu einem Schnitt s ∈ H0(P1, El(n)) nur den durch den er-
sten Eintrag s0 definierten Schnitt ŝ0 ∈ H0(P1,OP1(n)), so entspricht dies

der Projektionsabbildung El(n)
pr0−→ OP1(n). Zu einem festen Schnitt ŝ0 ∈

H0(P1,OP1(n)) gibt es möglicherweise viele verschiedene Erweiterungen zur
Ordnung l. Z.B. ist für l = 1 die zu (4.3), der Sequenz

0→ OP1(n− 2l)→ El(n)→ El−1(n)→ 0,

gehörige lange exakte Sequenz von der Form

0→ H0(P1,OP1(n− 2))→ H0(P1, E1(n))
pr0→ H0(P1,OP1(n))

α→ H1(P1,OP1(n− 2))→ . . . .

Ist hier n > 0, so ist für beliebiges ŝ0 ∈ H0(P1,O(n)) das Urbild pr−1
0 (ŝ0) von

der Dimension h0(P1,OP1(n − 2)). Für n = 0 ist α ein Isomorphismus und
H0(P1, E1) = 0.

Allgemein ist der Kern der Projektionsabbildung El(n)
pr0→ OP1(n) das Vek-

torbündel vom Rang l mit Übergangsfunktion gU0U1 = M (l−1)(n− 2) mit
ζn−2 0 . . . 0

ζn−3 ζn−4 . . .
...

...
. . . 0

ζn−l−1

(l−1)!
. . . ζn−2l

 = M (l−1)(n− 2).

Wir erhalten die exakte Sequenz von Vektorbündeln

0→ El−1(n− 2)→ El(n)
pr0→ OP1(n)→ 0(4.4)

über P1.

Definition und Satz 4.12. Sei n ∈ N. Dann gibt es zu jedem Schnitt
ŝ0 ∈ H0(P1,OP1(n)) eine eindeutige Fortsetzung s ∈ H0(P1, En(n)) zur Ord-
nung n. Diese Fortsetzung nennen wir kanonische Fortsetzung.

Beweis: Mit Folgerung 4.10 erhalten wir für l = n zur Sequenz (4.4) die
lange exakte Sequenz

0 // H0(P1, En−1(n− 2)) // H0(P1, En(n))
pr0 // H0(P1,OP1(n)) // 0

0
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Somit ist pr0 ein Isomorphismus. �

Im folgenden Satz geben wir zu jedem Schnitt ŝ0 ∈ H0(P1,OP1(n)) die kano-
nische Erweiterung in H0(P1, En(n)) an:

Satz 4.13. Für ζj ∈ H0(P1,OP1(n)) mit 0 ≤ j ≤ n beschreibt der n + 1-
dimensionale Vektor

bn,n(j) :=



ζj
j
n
ζj−1

...
fi,n(j)ζj−i

...
fn,n(j)


über U0

mit

fi,n(j) :=


j!(n− i)!
i!(j − i)!n!

falls 0 ≤ i ≤ j

0 sonst

die kanonische Erweiterung von ζj.

Beweis: Wir müssen lediglich zeigen, dass bn,n(j) einen globalen holomor-
phen Schnitt von En(n) bezüglich der Übergangsmatrix Mn(n) beschreibt.
Die Projektion pr0 von bn,n(j) ist dann automatisch gleich dem Schnitt ζj.

Beschreiben allgemein s : U0 → C bzw. t : U1 → C mit s = ζnt über U0 ∩ U1

einen globalen holomorphen Schnitt von OP1(n), so gilt für die Ableitungen
nach ζ über U0 ∩ U1:

s′ = nζn−1t− ζn−2t′

s′′ = n(n− 1)ζn−2t− 2(n− 1)ζn−3t′ + ζn−4t′′

(t ist eine Funktion in ζ ′, und ζ ′ = ζ−1 über U0 ∩ U1). Allgemein gilt für die
i-te Ableitung mit i ≤ n

s(i) =
i∑

c=0

(
i

c

)
(n− c)!
(n− i)!

(−1)cζn−i−ct(c)

über U0 ∩ U1.
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Ist insbesondere s = ζj, so definieren für l ≤ n



s
s′

...
s(i)

...
s(l)


=



ζj

jζj−1

...
i−1∏
q=0

(j − q)ζj−i

...(
dl

dζ

)
(ζj)



und das zugehörige

 t
...
t(l)

 einen globalen holomorphen Schnitt des Vek-

torbündels Ẽl(n) über P1 definiert durch die Übergangsfunktion gU0U1 = N l(n)
mit

N l(n) =


ζn 0 . . . 0

nζn−1 −ζn−2 . . .
...

...
. . . 0

n!

(n− l)!
ζn−l . . . . . . (−1)lζn−2l

 ,

wobei

(N l(n))ic =


(
i

c

)
(n− c)!
(n− i)!

(−1)cζn−i−c für 0 ≤ c ≤ i ≤ l

0 sonst

gilt. Ẽl(n) ist gleich dem Vektorbündel El(n), denn mit der (l + 1)× (l + 1)-

Diagonalmatrix X(l) mit X(l)ic = i!
i−1∏
q=0

(n − q)δic und der (l + 1) × (l + 1)-

Diagonalmatrix Y (l) mit Y (l)ic = (−1)cδic gilt für c > i

(
X(l)M l(n)

)
ic

= 0

= (N l(n)Y (l)X(l))ic
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und für c ≤ i:(
X(l)M l(n)

)
ic

= X(l)ii
(
M l(n)

)
ic

= i!
i−1∏
q=0

(n− q) · 1

(i− c)!
ζn−i−c

=
i!

c!(i− c)!
· (n− c)!

(n− i)!
· c!

c−1∏
q=0

(n− q)ζn−i−c

= (N l(n))ic · (−1)cX(l)cc

= (N l(n)Y (l)X(l))ic.

Damit ist X(l)M l(n)X(l)−1Y (l)−1 = N l(n) und

X(l)−1



ζj

...
i−1∏
q=0

(j − q)ζj−i

...
dl

dζ
(ζj)


definiert einen Schnitt von El(n) bezüglich der Übergangsmatrix M l(n).

Mit

X(n)−1


ζj

...
dn

dζ
(ζj)

 =



ζj

...
i−1Q
q=0

(j−q)

i!
i−1Q
q=0

(n−q)
ζj−i

...



=


ζj

...
fi,n(j)ζj−i

...


= bn,n(j)

folgt die Behauptung. �
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Bemerkung 4.14. Einen anderen Beweis zu Satz 4.13 erhält man, indem
man für den über U1 definierten Vektor

b′n,n(j) =


(ζ ′)n−j

...
(−1)ifi,n(n− j)(ζ ′)n−j−i

...
(−1)nfn,n(n− j)


nachrechnet, dass über U0 ∩ U1 gilt M l(n)b′n,n(j) = bn,n(j). Wir haben den
Beweis dort so geführt, weil dieser explizit die Gleichheit des Jetbündels Jl(n)
mit El(n) für l ≤ n zeigt.

Jetbündel

Das durch die Übergangsfunktion gU0U1 = N l(n) definierte Vektorbündel vom
Rang l + 1 über P1 ist das sogenannte l-te Jetbündel Jl(OP1(n)) zu OP1(n).
Für l, n ∈ N ist die Sequenz

0 // Sl(Ω1
P1)⊗OP1(n) // Jl(n) // Jl−1(n) // 0

OP1(n− 2l)

exakt. Für l ≤ n ist Jl(OP1(n)) gleich OP1(n − l)⊕(l+1) (zu Jetbündeln siehe
z.B. [DRS01]).

4.7 Kanonische Erweiterungen in H0(P1, El(n))

Seien c, l, n ∈ N. Die Projektionsabbildung pr0 : El(n) → OP1(n) können wir
für 0 ≤ c ≤ l verallgemeinern zur Projektionsabbildung prc : El(n)→ Ec(n).
Auch hier ist der Kern ein Vektorbündel. Dieses ist vom Rang l − c und ist
definiert durch die Übergangsfunktion

ζn−2−2c 0 . . . 0

ζn−3−2c ζn−4−2c . . .
...

...
. . . 0

ζn−l−1−c

(l−1−c)! . . . ζn−2l

 = M l−1−c(n− 2(c+ 1)).
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Wir erhalten die exakte Sequenz von Vektorbündeln

0→ El−c−1(n− 2(c+ 1))→ El(n)
prc→ Ec(n)→ 0

über P1. Für l = n liefert die zugehörige lange exakte Sequenz eine injektive
Abbildung

H0(P1, En(n))
prc→ H0(P1, Ec(n)).(4.5)

Definition 4.15. Seien l, n ∈ N und l ≤ n. Sei ŝ0 ∈ H0(P1,OP1(n)) mit
kanonischer Erweiterung s ∈ H0(P1, En(n)). Das Bild von s unter der injek-
tiven Abbildung prl : H0(P1, En(n)) → H0(P1, El(n)) nennen wir kanonische
Erweiterung von ŝ0 zur Ordnung l.

Sei bl,n(j) := prl(bn,n(j)).

Bemerkung 4.16. Für 0 ≤ j ≤ n hat die kanonische Erweiterung bl,n(j) von
ζj ∈ H0(P1,OP1(n)) zur Ordnung l die Gestalt

bl,n(j) =

 ζj

...
fl,n(j)ζj−l

 ∈ H0(P1, El(n)).(4.6)

Allgemein können wir den Vektorraum aller globalen holomorphen Schnitte
von El(n) folgendermaßen beschreiben:

Satz 4.17. Seien l, n natürliche Zahlen mit l ≤ n. Dann gilt:

H0(P1, El(n)) ∼=


l⊕

i=0
H0(P1,OP1(n− 2i)) für l ≤ n+ 1

2

H0(P1,OP1(n))⊕
n−l⊕
i=1

H0(P1,OP1(n− 2i))∨ für l >
n+ 1

2
.

Beweis: Für die Dimension von H0(P1,O(n− 2l)) gilt

h0(P1,OP1(n− 2l)) =

{
n− 2l + 1 falls n ≥ 2l

0 falls n ≤ 2l − 1.

Außerdem gilt

h1(P1,OP1(n− 2l)) = h0(P1,OP1(2l − n− 2))

=

{
0 falls n ≥ 2l − 1

2l − n− 1 falls n < 2l − 1.
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Wir betrachten nun die in (4.3) definierte exakte Sequenz

0→ OP1(n− 2l)→ El(n)
prl−1→ El−1(n)→ 0.

Für l ≤ n+1
2

ist H1(P1,O(n − 2l)) = 0, und die zugehörige lange exakte
Sequenz ist von der Form

0→ H0(P1,OP1(n− 2l))→ H0(P1, El(n))→ H0(P1, El−1(n))→ 0.

Induktiv folgt damit für l ≤ n+1
2

die Behauptung.

Für l > n+1
2

ist H0(P1,O(n − 2l)) = 0, und die zugehörige lange exakte
Sequenz ist von der Form

0

0 // H0(P1,O(n− 2l)) // H0(P1, El(n)) // H0(P1, El−1(n))

// H1(P1,OP1(n− 2l))

∼=

// H1(P1, El(n)) // H1(P1, El−1(n)) // 0

H0(P1,O(2l − n− 2))∨

Mit H1(P1, En(n)) = 0 und H0(P1, En(n)) ∼= H0(P1,O(n)) folgt induktiv die
Behauptung. �

Die kanonischen Erweiterungen von Schnitten aus H0(P1,O(n)) liegen immer
in

H0(P1,O(n)) ⊂
l⊕

i=0

H0(P1,O(n− 2i)) ∼= H0(P1, El(n))

bzw. in

H0(P1,O(n)) ⊂ H0(P1,O(n))⊕
n−l⊕
i=1

H0(P1,O(n− 2i))∨ ∼= H0(P1, El(n)).

Zusätzlich zur konkreten Berechnung der kanonischen Erweiterung bl,n(j) ∈
H0(P1, El(n)) eines Schnittes ζj ∈ H0(P1,OP1(n)) zur Ordnung l können
wir auch das Bild von bl,n(j) unter dem Verbindungshomomorphismus α(l) :
H0(P1, El(n))→ H1(P1,O(n− 2l − 2)) genau angeben.
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Definition 4.18. Wir definieren

Bl,n(j) :=
l∑

c=0

(−1)l−c
1

(l − c+ 1)!
f(c,n)(j).(4.7)

Dann gilt

Satz 4.19. Seien l, n, j ∈ N mit l ≤ n und j ≤ n. Dann wird das Bild von
bl,n(j) ∈ H0(P1, El(n)) unter dem Verbindungshomomorphismus
α(l) : H0(P1, El(n))→ H1(P1,O(n− 2l− 2)) repräsentiert durch den Kozykel
ζj−l−1Bl,n(j), wir schreiben

α(l)bl,n(j) = ζj−l−1Bl,n(j).(4.8)

Beweis: α(l) hat nach Definition 4.6 die Form(
(−1)l 1

(l+1)!
ζ−(l+1), . . . , ζ−1

)
,

bl,n(j) hat nach (4.6) die Form ζj

...
fl,n(j)ζj−l

 .

Es folgt

α(l) · bl,n(j) =
l∑

c=0

(−1)l−c
1

(l + 1− c)!
ζ−(l+1−c)f(c,n)(j)ζ

j−c

= ζj−l−1Bl,n(j).

�

Bemerkung 4.20. Für l < n ist α(l)bl,n(j) = 0 ∈ H1(P1,O(n− 2l − 2)).

Für l = n gilt

Bn(j) := Bn,n(j) = (−1)n−j
j!(n− j)!
(n+ 1)! n!

Beweis: Für l < n folgt dies daraus, dass ein Schnitt bl,n(j) ∈ H0(P1, El(n))
genau dann zu einem Schnitt der Ordnung l+1 aus H0(P1, El+1(n)) erweitert
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werden kann, wenn α(l)bl,n(j) = 0 ∈ H1(P1,O(n− 2(l + 1))) gilt, und daraus,
dass bn,n(j) ∈ H0(P1, En(n)).

Für l = n gilt

Bn,n(j) =

j∑
c=0

(−1)n−c
1

(n− c+ 1)!

j!(n− c)!
c!(j − c)!n!

= (−1)n−j
(n− j)!j!

n!

j∑
c=0

(−1)j−c
(
n− c
j − c

)
1

c!(n− c+ 1)!

= (−1)n−j
j!(n− j)!
n!(n+ 1)!

j∑
c=0

(−1)j−c
(
n− c
j − c

)(
n+ 1

c

)

= (−1)n−j
j!(n− j)!
n!(n+ 1)!

j∑
c=0

(
j − n− 1

j − c

)(
n+ 1

c

)
= (−1)n−j

j!(n− j)!
n!(n+ 1)!

.

�

4.8 El(n) und spezielle Fortsetzungen

Ab sofort betrachten wir wieder Vektorbündel und ihre Schnitte über der
Spektralkurve S mit Projektion π : S → P1. In Definition 4.4 haben wir
eine spezielle Fortsetzung eines Schnittes ŝ0 ∈ H0(P1,O(m)) ⊂ H0(S,O(m))
zur Ordnung l definiert. Als globaler holomorpher Schnitt des Vektorbündels
F l(m) wird sie repräsentiert durch

s =


s0

η2s1
...

η2lsl


über U , wobei s0 und das zugehörige s′0 den Schnitt ŝ0 repräsentieren und die
einzelnen si bzw. s′i unabhängig von η bzw. η′ sind.

Diese speziellen Erweiterungen hängen eng mit den kanonischen Erweiterun-
gen aus H0(P1, El(m)) von Schnitten ŝ0 ∈ H0(P1,OP1(m)) zusammen.

Satz 4.21. Seien l, n ∈ N. Dann ist die Menge aller speziellen Fortsetzun-
gen zur Ordnung l aller Elemente aus π∗H0(P1,O(n)) gleich der Menge aller
Schnitte aus π∗H0(P1, El(n)).
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Beweis: Bei einer speziellen Erweiterung hängen die Funktionen si ∈ O(U)
und s′i ∈ O(U ′) nicht mehr von η bzw. η′ ab und können deswegen als Funk-
tionen aus O(U0) bzw. O(U1) aufgefasst werden. s0, s

′
0 definieren hierbei einen

globalen holomorphen Schnitt aus π∗H0(P1,O(n)), und allgemein erfüllen die
si bzw. s′i einer speziellen Fortsetzung die Bedingung

η2isi =
i∑

j=0

η2(i−j)ζn−i+j
1

(i− j)!
(η′)

2j
s′j

= η2i

i∑
j=0

1

(i− j)!
ζn−i−js′j.

Dies ist genau dann der Fall, wenn gilt

si =
i∑

j=0

1

(i− j)!
ζn−i−js′j =

i∑
j=0

(
M l(n)

)
ij
s′j

mit der Übergangsfunktion M l(n) des Vektorbündels El(n). Damit folgt die
Behauptung. �

Folgerung 4.22. Der in Satz 4.21 definierte Isomorphismus zwischen zurück-
gezogenen Schnitten π∗H0(P1, El(m)) und der Teilmenge in H0(S, F l(m)) al-
ler speziellen Fortsetzungen von π∗H0(P1,OP1(m)) zur Ordnung l bildet die
kanonische Fortsetzung π∗bl,m(j) von ζj ∈ π∗H0(P1,OP1(m)) auf den Schnitt

ql,m(j; 0) :=


ζj

η2f1,m(j)ζj−1

...
η2lfl,m(j)ζj−l

 ∈ H0(S, F l(m))

ab.

Damit gilt sogar für beliebiges n ∈ N

Satz 4.23. Zu jedem Schnitt p ∈ π∗SH
0(P1,OP1(n)) gibt es eine eindeutige

spezielle Fortsetzung p̄ zur Ordnung n zu einem Schnitt von Lz(n). Es gibt
jedoch keine spezielle Fortsetzung von p zur Ordnung n + 1 (und damit auch
nicht zu höheren Ordnungen).

Definition 4.24. Die zu s0 ∈ π∗H0(P1,OP1(n)) eindeutig definierte spezielle
Erweiterung der Ordnung n nennen wir ebenfalls die kanonische Erweiterung
von s0.
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4.9 Yoneda-Erweiterungen über S

In Abschnitt 4.1 haben wir eine Familie von Geradenbündeln Lz(m) über S

durch die Übergangsfunktionen gUU ′ = ζm exp(z η
2

ζ
) über U∩U ′ definiert. Hier-

bei ist η2ζ−1 Repräsentant des Elementes β = η2π∗α ∈ η2π∗H1(P1,OP1(−2)) ⊂
H1(S,O).

Genauso wie α repräsentiert β ∈ H1(S,O) ∼= Ext1(O,O) ∼= Ext1(O(m),O(m))
die exakte Sequenz

0→ OS(m)
κ1→ F 1(m)

pr0→ OS(m)→ 0

von Vektorbündeln über S, wobei F 1(m) gleich dem in Definition 4.3 definier-
ten Vektorbündel mit Übergangsfunktion

gUU ′ = M̃1(m) =

(
ζm 0

η2ζm−1 ζm

)
ist. Hierbei ist κ1 eine Inklusion und pr0 Projektion.

Da β = η2π∗α gilt, erhält man β durch Multiplikation von π∗α aus dem Raum
Ext1(OS(m),OS(m− 2)) mit η2 ∈ H0(S,O(2)) ∼= Ext0(OS(m− 2),OS(m)):

0 // OS(m− 2) //

·η2

��

E1
S(m) //

��

OS(m) // 0 π∗α

·η2

��
0 // OS(m) // F 1(m) // OS(m) // 0 β

Definition 4.25. Sei l ∈ N. Dann definieren wir

β(l) :=

(
(−1)l

1

(l + 1)!
η2(l+1)ζ−(l+1), . . . , η2ζ−1

)
.

Die in Definition 4.3 gegebene Übergangsfunktion M̃ l(m) des Vektorbündels
F l(m) ist somit von der Form

M̃ l(m) =


ζm 0 . . . 0

η2ζm−1 ζm
. . .

...
...

. . . 0

1
l!
η2lζm−l . . . . . . ζm

 =


M̃ l−1(m)

0
...

0

β(l−1) · M̃ l−1(m) ζm

 .
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Dies folgt aus(
β(l−1)M̃ l−1(m)

)
j

=
l−1∑
c=0

(−1)l−1−c 1

(l − c)!
η2(l−c)ζ−(l−c)

(
M̃ l(m)

)
cj

= η2(l−j)ζm−l+j
l−1∑
c=j

(−1)l−1−c 1

(l − c)!
1

(c− j)!

= η2(l−j)ζm−l+j
l−1−j∑
c=0

(−1)l−1−j−c 1

(l − c− j)!
1

c!

= η2(l−j)ζm−l+j
1

(l − j)!

l−j−1∑
c=0

(−1)l−1−j−c
(
l − j
c

)
︸ ︷︷ ︸

=(−(−1+1)l−j+1)

=
(
M̃ l(m)

)
l,j

mit 0 ≤ j ≤ l − 1.

Wie in Satz 4.7 folgt:

Satz 4.26. Für l ∈ N ist β(l−1) Repräsentant eines Kozykels aus der Menge
H1(P1, F l−1(m)∨ ⊗OS(m)) ∼= Ext1(F l−1(m),OS(m)), der die exakte Sequenz
von Vektorbündeln

0→ OS(m)
κl→ F l(m)

prl−1→ F l−1(m)→ 0(4.9)

darstellt. Für die zugehörige lange exakte Sequenz von globalen holomorphen
Schnitten

0→ H0(S,O(m))→ H0(S, F l(m))→ H0(S, F l−1(m))

δ→ H1(S,O(m))→ . . .

ist der Verbindungshomomorphismus δ gegeben durch Multiplikation mit β(l−1).

Wir schreiben hierfür H0(S, F l−1(m))
β(l−1)−→ H1(S,O(m)).

Für die zurückgezogenen Bündel El
S(m) definieren wir

Definition 4.27. Für l ∈ N seien induktiv Abbildungen ϕl : El
S(m)→ F l(m)

folgendermaßen definiert: Sei ϕ1 die durch

0 // OS(m− 2) //

·η2

��

E1
S(m) //

ϕ1

��

OS(m) // 0

0 // OS(m) // F 1(m) // OS(m) // 0
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eindeutig definierte Abbildung ϕ1 : E1
S(m) → F 1(m). Für l ≥ 1 sei ϕl die

eindeutig definierte Abbildung ϕl : El
S(m)→ F l(m), für die das Diagramm

0 // OS(m− 2l) //

·η2l

��

El
S(m) //

ϕl
��

El−1
S (m) //

ϕl−1

��

0

0 // OS(m) // F l(m) // F l−1(m) // 0

,

kommutiert.

4.10 Globale Schnitte von F l(n)

In Satz 2.4 haben wir

H0(S,O(n)) =
n⊕
i=0

ηiH0(P1,O(n− i))

gezeigt. Dies können wir verallgemeinern zu

Satz 4.28. Seien l, n ∈ N. Dann ist

n−l⊕
i=0

ηiH0(P1, El(n− i)) ⊂ H0(S,El(n)).

Aufgrund der Eindeutigkeit der Abbildung ϕl : H0(S,El(m))→ H0(S, F l(m))
(Definition 4.27) bildet ϕl wie in Folgerung 4.22 jede kanonische Fortset-
zung bl,m(j) ∈ H0(P1, El(m)) von ζj ∈ H0(P1,O(m)) ⊂ H0(S,O(m)) auf
ql,m(j; 0) ∈ H0(S, F l(m)) ab.

Definition 4.29. Seien u, l, n, j ∈ N mit j ≤ n und u ≤ l ≤ n. Sei

ql,n(j;u) :=



0
...
0

u

ηm−nζj

...
ηm−n+2(l−u)fl−u,n(j)ζj−l+u


.

Hierbei steht der Index n für einen zurückgezogenen Schnitt des Bündels
OS(n), j für den j-ten Basisvektor ζj ∈ H0(P1,OP1(n)) ⊂ H0(S,OS(n)),
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l+1 für die Anzahl der Einträge von ql,n(j;u) und u für die Anzahl der ersten
u Einträge von ql,n(j;u), die gleich null sind.

Allgemeiner bildet dann ϕl jedes ηbl,m−1(j) ∈ ηH0(P1, El(m−1)) auf ql,m−1(j, 0)
und, für 0 ≤ i ≤ m− l, jedes ηibl,m−i(j) ∈ ηiH0(P1, El(m− i)) auf ql,m−i(j; 0)
ab.

Geeignete ql,n(j;u) bilden nun für l < m eine Basis von H0(S, F l(m)).

Satz 4.30. Sei l ∈ N, l < m. Dann ist eine Basis von H0(S, F l(m)) gegeben
durch {

ql,m−i(j; 0) | 0 ≤ i ≤ m− l, 0 ≤ j ≤ m− i
}

⋃ {
ql,m−i(j; 1) | 0 ≤ i ≤ m− l + 1, 0 ≤ j ≤ m− i

}
...⋃ {

ql,m−i(j; l) | 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ m− i
}
.

Beweis: Jedes ql,m−i(j;u) mit 0 ≤ u ≤ l, 0 ≤ i ≤ m− l+u und 0 ≤ j ≤ m−i
repräsentiert einen globalen holomorphen Schnitt von F l(m). Dies folgt aus
der Tatsache, dass die nichtverschwindenden Einträge ηiζj

...
ηi+2(l−u)fl−u,m−i(j)ζ

j−l+u

 = ql−u,m−i(j; 0)

von ql,m−i(j;u) den Schnitt ϕl−u(η
ibl−u,m−i(j)) von F l−u(m) definieren.

Nach Definition sind die ql,m−i(j;u) linear unabhängig. Induktiv zeigen wir
für l′ = 0, . . . , l, dass für 0 ≤ u ≤ l′, 0 ≤ i ≤ m− l′+ u und 0 ≤ j ≤ m− i die
ql′,m−i(j;u) tatsächlich den ganzen Raum H0(S, F l′(m)) aufspannen.

Für l′ = 0 ist

H0(S, F 0(m)) = H0(S,O(m)) =
m⊕
i=0

ηiH0(P1,O(m− i))

und die q0,m−i(j; 0) bilden eine Basis von H0(S,O(m)).

β bildet ηmH0(P1,O) isomorph auf ηm+2H1(P1,O(−2)) ⊂ H1(S,O(m)) ab,
alle anderen Untervektorräume ηiH0(P1,O(m− i)) von H0(S,O(m)) werden
auf null abgebildet. Mit der für l = 1 zur exakten Sequenz

0→ OS(m)
κl→ F l(m)

prl−1→ F l−1(m)→ 0
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aus (4.9) gehörigen langen exakten Sequenz

0→ H0(S,O(m))
κ1→ H0(S, F 1(m))

pr0→ H0(S,O(m))

β→ H1(S,O(m))→ . . .

folgt die Behauptung für l′ = 1: Es ist κ1(q0,m−i(j; 0)) = q1,m−i(j; 1) mit
0 ≤ i ≤ m und 0 ≤ j ≤ m − i, und pr0(q1,m−i(j; 0)) = q0,m−i(j; 0) und
β(q0,m−i(j; 0)) = 0 für 0 ≤ i ≤ m− 1, 0 ≤ j ≤ m− i.

Für beliebiges l ≤ m bildet β(l) jeden Schnitt ql,m−i(j;u) ∈ H0(S, F l(m)) auf

β(l)ql,m−i(j;u) = β(l−u)ql−u,m−i(j; 0)

=
l−u∑
c=0

(−1)l−u−c
η2(l−u+1−c)ζ−(l−u+1−c)

(l − u+ 1− c)!
ηi+2cfc,m−i(j)ζ

j−c

= η2l−2u+i+2ζj−l+u−1

l−u∑
c=0

(−1)l−u−c
1

(l − u+ 1− c)!
fc,m−i(j)

= η2l−2u+2+iζj−l+u−1Bl−u,m−i(j)

=

{
ηm+l+2−uζj−l+u−1 j!(l−u−j)!

(l−u+1)!(l−u)!
falls i = m+ u− l

0 sonst

ab. Damit folgt für 0 ≤ u ≤ l′ − 1

β(l′−1)

(
〈ql′−1,l′−u−1(j;u)〉0≤j≤l′−u−1

)
= ηm+l′+1−uH1(P1,O(u− l′ − 1)),

alle anderen ql′−1,m−i(j;u) werden auf null abgebildet.

Spannen für l′ mit 0 ≤ u ≤ l′− 1, 0 ≤ i ≤ m− l′+ 1 +u die ql′−1,m−i(j;u) den
ganzen Raum H0(S, F l′−1(m)) auf, so folgt aus der langen exakten Sequenz

0→H0(S,O(m))
κl′→ H0(S, F l′(m))

prl′−1→ H0(S, F l′−1(m))

β(l′−1)→ H1(S,O(m))→ . . .

zu (4.9) mit κl′(q0,m−i(j; 0)) = ql′,m−i(j; l
′) und, für u < l′, prl′−1(ql′,m−i(j;u)) =

ql′−1,m−i(j;u) die Behauptung. �

Folgerung 4.31. Sei 0 ≤ u ≤ l < m. Dann gilt für

Ql(u) :=
〈
ql,m−i(j;u)

〉
0≤i≤m−l+u, 0≤j≤m−i

,

dass

H0(S, F l(m)) =
l⊕

u=0

Ql(u).
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Bemerkung 4.32. Auch für l ≥ m definieren die Vektoren{
ql,m−i(j;u) | 0 ≤ u ≤ l, 0 ≤ i ≤ m− l + u, 0 ≤ j ≤ m− i

}
linear unabhängige globale holomorphe Schnitte von F l(m). Es gilt

l⊕
u=0

Ql(u) ( H0(S, F l(m)).

Die Abbildung β(l) : H0(S, F l(m))→ H1(S,O(m)) bildet ql,m−i(j;u) auf

β(l)ql,m−i(j;u) = η2l−2u+2+iζj−l+u−1Bl−u,m−i(j)

=

{
ηm+l+2−uζj−l+u−1Bm−i,m−i(j) falls i = m+ u− l
0 sonst

ab. Für die kanonischen Fortsetzungen bl−u,m−i(j) von ζj∈π∗H0(P1,O(m− i))
folgt

β(l)ql,m−i(j;u) = η2l−2u+2+iζj−l+u−1Bl−u,m−i(j)

= η2l−2u+2+iα(l−u)bl−u,m−i(j).

4.11 Genaue Beschreibung von V0

Wir wollen nun Erweiterungen von globalen holomorphen Schnitten s0 von
OS(m) zur Ordnung l, d.h. Schnitte s aus H0(S, F l(m)) mit pr0(s) = s0,
berechnen.

Der Hinderungsgrund dafür, dass eine Erweiterung s zur Ordnung l nicht zu
höheren Ordnungen erweitert werden kann, liegt immer im Raum

H1(S,O(m)) =
m⊕
i=2

ηm+iH1(P1,O(−i)).

Ist l < m und ηiζj ∈ ηiH0(P1,O(m− i)) ⊂ H0(S,O(m)) mit 0 ≤ j ≤ m− i,
so ist für 0 ≤ i ≤ m− l die Menge aller Erweiterungen von ηiζj zur Ordnung
l gegeben durch Elemente

ql,m−i(j; 0) +
∑
1≤u≤l

0≤g≤m−l+u
0≤d≤m−g

cugdql,m−g(d;u)

mit komplexen Zahlen cugd ∈ C.
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Bemerkung 4.33. Aus Satz 4.30 folgt, dass es für i > m − l keine Erwei-
terungen von Elementen aus ηiH0(P1,O(m − i)) zur Ordnung l (und damit
auch keine höheren Erweiterungen) gibt.

Beispiel 4.34. Sei ηm−1ζ ein Basisvektor von ηm−1H0(P1,O(1))⊂H0(S,O(m))
mit kanonischer Erweiterung ϕ1(ηm−1b1,1(1)) = q1,1(1; 0) ∈ H0(S, F 1(m)).
Dann ist β(1)q1,1(1; 0) ungleich null und wird repräsentiert durch das Element
1
2
ηm+3ζ−1 aus ηm+3H1(P1,O(−3)). Damit gibt es keinen globalen holomorphen

Schnitt aus H0(S, F 2(m)), dessen Bild unter pr1 gleich q1,1(1, 0) ist, da ηm−1ζ
nicht im Kern der Abbildung β(1) liegt. Die Menge aller Erweiterungen von
ηm−1ζ zur Ordnung 1 ist gegeben durch

q1;1(1, 0) +
∑

0≤i≤m
0≤j≤m−i

cijq1,m−i(j; 1).

Da jedoch

β(1)q1,m−i(j; 1) =

{
ηm+2ζ−1 falls i = m

0 sonst

ist, gibt es zu keiner Erweiterung s ∈ H0(S, F 1(m)) von ηm−1ζ ein Element
aus H0(S, F 2(m)), dessen Bild unter pr1 gleich s ist.

Kommen wir nun zum Hauptresultat dieses Abschnittes. Die Faser V0 des
in Abschnitt 4.1 definierten Vektorbündels V besteht aus den Schnitten aus
H0(S,O(m)), die sich zu Schnitten von H0(S, Lz(m)) mit |z| hinreichend klein
fortsetzen lassen, siehe hierzu Abschnitt 4.2. Es gilt

Satz 4.35. V0 = H0(P1,O(m))⊕ ηH0(P1,O(m− 1)).

Beweis: Das Vektorbündel V hat den Rang k. Da die Dimension des Raum-
es H0(P1,O(m)) ⊕ ηH0(P1,O(m − 1)) gleich 2m + 1 = k ist, genügt es,
V0 ⊂ H0(P1,O(m))⊕ ηH0(P1,O(m− 1)) zu zeigen.

V0 ist eine Teilmenge von

H0(S,O(m)) =
m⊕
i=0

ηiH0(P1,O(m− i)).

Wir haben in Bemerkung 4.33, folgend aus Satz 4.30, gesehen, dass für i > 1
die Schnitte aus ηiH0(P1,O(m− i)) keine Fortsetzungen zur Ordnung m− 1
oder höherer Ordnung besitzen. Damit folgt

V0 ⊂ H0(P1,O(m))⊕ ηH0(P1,O(m− 1))

und damit die Behauptung. �
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4.12 Konkrete Erweiterungen

Der Beweis von Satz 4.35 ist ein Existenzbeweis. Fortsetzungen von Elementen
aus H0(P1,O(m)) ⊕ ηH0(P1,O(m − 1)) zur Ordnung l für beliebiges l ∈ N
kann man auch konkret berechnen. Insbesondere können für u ∈ N die ersten
u Einträge für Fortsetzungen beliebiger Ordnungen berechnet werden.

Fortsetzungen von Elementen aus ηH0(P1,O(m− 1))

Sei 0 ≤ j ≤ m − 1. Wir bestimmen im Folgenden für die Basis ηζj von
ηH0(P1,O(m − 1)) konkret die ersten Einträge von Fortsetzungen beliebiger
Ordnung.

Aus Satz 4.30 folgt

Satz 4.36. Sei l < m. Dann ist die Menge aller Erweiterungen von ηζj zur
Ordnung l gegeben durch

V(l) :=
{
ql,m−1(j; 0) +

∑
cugdql,m−g(d;u)

| 1 ≤ u ≤ l, 0 ≤ g ≤ m− l + u, 0 ≤ d ≤ m− g, cugd ∈ C} .

Aufgrund von Satz 4.26 wissen wir, dass es zu einem Element v ∈ V(l) ge-
nau dann eine Erweiterung zur Ordnung l + 1 gibt, wenn gilt β(l)v = 0 ∈
H1(S,O(m)).

Mit Bemerkung 4.32,

β(l)ql,m−g(d;u) =

{
ηm+l+2−uζd−l+u−1Bm−g(d) falls g = m+ u− l
0 sonst

folgt β(l)ql,m−1(j; 0) = 0 für l < m− 1. Für l = m− 1 gilt

Satz 4.37. Die Basisvektoren qm−1,m−1−u(d;u) von H0(S, Fm−1(m)) mit 0 ≤
u ≤ m − 1 und 0 ≤ d ≤ m − 1 − u werden unter der Abbildung β(m−1) :
H0(S, Fm−1(m))→ H1(S,O(m)) auf

β(m−1)qm−1,m−1−u(d;u) = η2m+1−uζd−m+uBm−1−u(d)

ungleich null abgebildet.

Trotzdem gibt es einen Unterraum von
〈
qm−1,m−1−u(d;u) | 0 ≤ u ≤ m−1, 0 ≤

d ≤ m − u − 1
〉

, der im Kern der Abbildung β(m−1) liegt. Ergänzend zu

Definition 4.29 sei ql,n(j;u) = 0, falls j ∈ Z negativ oder j > n ist. Dann gilt:
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Satz 4.38. Nur Linearkombinationen von Elementen

vm−1(j) := qm−1,m−1(j; 0) +
m∑
i=2

(m+1−i∑
c=0

am+1−i(c)
Bm−1(j) qm−1,i−2(j −m+ c+ i− 1,m+ 1− i)

Bi−2(j −m+ c+ i− 1)

)
mit 0 ≤ j ≤ m − 1 liegen im Kern von β(m−1) eingeschränkt auf den Raum〈
qm−1,m−1−u(j;u) | 0 ≤ u ≤ m− 1, 0 ≤ j ≤ m− u− 1

〉
.

Beweis: Für festes 1 ≤ u ≤ m− 1 sind die Bilder von qm−1,m−1−u(d;u) mit
0 ≤ d ≤ m− 1−u unter β(m−1) linear unabhängig in η2m+1−uH1(P1,O(−m+
u− 1)) ⊂ H1(S,O(m)), d.h. die Elemente{

β(m−1)qm−1,m−1−u(d;u) | 1 ≤ u ≤ m− 1, 0 ≤ d ≤ m− 1− u
}

=
{
β(m−1)qm−1,i−2(d;m+ 1− i) | 2 ≤ i ≤ m, 0 ≤ d ≤ i− 2

}
bilden eine Basis von H1(S,O(m)). Wir stellen β(m−1)qm−1,m−1(j; 0) bezüglich
dieser Basis dar.

Über S gilt nach Definition der Spektralkurve S

η2m+1 = −a1η
2m − . . .− ak

mit ai ∈ H0(P1,O(i)). ai wird hierbei durch ein Polynom ai(0)+ζai(1)+ . . .+
ζ iai(i) vom Grad i dargestellt. Damit folgt

β(m−1)qm−1,m−1(j; 0) = η2m+1ζj−mBm−1(j)

=
2m∑
c=0

ηc(−a2m+1−cζ
j−m)Bm−1(j)

= η2m(−a1ζ
j−mBm−1(j)) + η2m−1(−a2ζ

j−mBm−1(j)) + . . .

+ ηm+2(−am−1ζ
j−mBm−1(j))

+ (ηm+1(−amζj−mBm−1(j)) + . . .+ (−akζj−mBm−1(j))).

Folglich wird β(m−1)qm−1,m−1(j; 0) ∈ H1(S,O(m)) repräsentiert durch

β(m−1)qm−1,m−1(j; 0) =
m∑
i=2

ηm+i[−am+1−iζ
j−m]Bm−1(j).(4.10)

Die eckigen Klammern [−am+1−iζ
j−m] bezeichnen hierbei den Repräsentanten

von −am+1−iζ
j−m in H1(P1,O(−i)), d.h.

[−am+1−iζ
j−m] =

∑
c∈N mit

−i+1≤j−m+c≤−1

(−am+1−i(c))ζ
j−m+c.
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Mit

β(m−1)

(
am+1−i(c)

Bm−1(j) qm−1,i−2(j −m+ c+ i− 1,m+ 1− i)
Bi−2(j −m+ c+ i− 1)

)
=

{
am+1−c(c)Bm−1(j)ηm+iζj−m+c falls − i+ 1 ≤ j −m+ c ≤ −1

0 sonst

folgt die Behauptung. �

Zu diesen Elementen vm−1(j) ∈ H0(S, Fm−1(m)) gibt es folglich Fortsetzungen
vm(j) ∈ H0(S, Fm(m)) mit prm−1(vm(j)) = vm−1(j). Es gilt:

Satz 4.39. Der Vektor

vm(j) :=

(
vm−1(j)
sm(j)

)
mit

sm(j) :=
2m∑
c=0

ηc
(
−a2m+1−cζ

j−m
)+

Bm−1(j)

repräsentiert einen Schnitt aus H0(S, Fm(m)) mit prm(vm) = vm−1. Hierbei

bezeichne
(
−a2m+1−cζ

j−m
)+

den polynomialen Anteil von −a2m+1−cζ
j−m, d.h.

die Summe
∑

d∈N mit
m−j≤d≤2m+1−c

(
−a2m+1−c(d)ζj−m+d

)
.

Beweis: Da für 0 ≤ j ≤ m − 1 jedes vm−1(j) ∈ H0(S, Fm−1(m)) nach
Satz 4.38 im Kern von β(m−1) liegt, gibt es eine Fortsetzung von vm−1(j) zu
einem Schnitt von H0(S, Fm(m)). Somit gibt es Abbildungen s ∈ O(U) und
s′ ∈ O(U ′), so dass über U ∩ U ′

˜Mm−1(m)

0
...

0

β(m−1) · ˜Mm−1(m) ζm

 ·


v′m−1(j)

s′

 =


vm−1(j)

s


gilt.

Da ˜Mm−1(m)v′m−1(j) = vm−1(j) ist, müssen die holomorphen Funktionen
s =

∑
g,h≥0

dghη
gζh und s′ =

∑
g,h≥0

d′gh(η
′)g(ζ ′)h mit komplexen Zahlen dgh und
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d′gh die Bedingung

β(m−1)vm−1(j) + ζm
∑
g,h≥0

d′ghη
gζ−g−h =

∑
g,h≥0

dghη
gζh

über U ∩ U ′ erfüllen. Sei s := sm(j) und

s′ := s′m(j) : =
2m∑
c=0

ηc
(
a2m+1−cζ

j−m
)−
Bm−1(j).

Hierbei sei (a2m+1−cζ
j−m)− definiert als∑

d∈N mit
j−m+d<min{0,m−c+1}

a2m+1−c(d)ζj−m+d.

Mit β(m−1)(qm−1,m−1(j; 0)) =
∑2m

c=0 η
c(−a2m+1−cζ

j−m)Bm−1(j) und der Defini-
tion von vm−1(j) folgt die Behauptung. �

Insgesamt folgt:

Bemerkung 4.40. Eine Basis von H0(S, Fm(m)) ist gegeben durch{
qm,m(j; 0) | 0 ≤ j ≤ m

}
∪

{
qm,m−i(j; 1) | 0 ≤ i ≤ 1, 0 ≤ j ≤ m− i

}
...

∪
{
qm,m−i(j;m) | 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ m− i

}
∪

{
vm(j) | 0 ≤ j ≤ m− 1

}
.

Die Menge aller Fortsetzungen von ηζj zur Ordnung m ist somit gegeben
durch{
vm(j) +

∑
cugdqm,m−g(d;u) | 1 ≤ u ≤ m, 0 ≤ g ≤ u, 0 ≤ d ≤ m− g, cugd ∈ C

}
.

Allgemeine Fortsetzungen

Alle Bilder unter der Abbildung β(l) von Elementen v aus H0(S, F l(m)), l ∈ N,
liegen in H1(S,O(m)) und können nach Satz 2.6 dargestellt werden als

(4.11) β(l)(v) =
m∑
i=2

ηm+iπ∗hi
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mit passenden hi ∈ H1(P1,O(−i)). Diese Darstellung nutzen wir in allen
Berechnungen. Wird ein Element aus H1(S,O(m)) durch eine höhere Potenz
η2m+i · (Konstante) dargestellt, nutzen wir induktiv die Bedingung

η2m+1 + a1η
2m + . . .+ ak = 0

über S mit ai ∈ H0(P1,O(i)), um diesen Term in der Form (4.11) darzustellen.
Allgemein definieren wir:

Definition 4.41. Für i, j ∈ N mit j ≤ k seien Polynome Pi,j ∈ H0(P1,O(j+
i− 1)) induktiv definiert durch

P1,j := −aj

und
η2m+i = Pi,1η

k−1 + Pi,2η
k−2 + . . .+ Pi,k.

Dann ist

Pi+1,j =

{
P1,jPi,1 + Pi,j+1 falls j < k

P1kPi1 falls j = k.

Die hi ∈ H1(P1,O(−i)) erhalten wir aus

Satz 4.42. Sei l ≥ m − 1. Die Elemente β(l)ql,l−u(j;u) in H1(S,O(m)) mit
l −m+ 2 ≤ u ≤ l und 0 ≤ j ≤ l − u bilden eine Basis von H1(S,O(m)).

Beweis: Dies folgt aus

β(l)ql,l−u(j;u) = ηm+(l−u+2)ζj−l+u−1Bl−u(j)

∈ ηm+(l−u+2)H1(P1,O(u− l − 2)).

�

Zur konkreten Berechnung einer Erweiterung eines Elementes ζj∈H0(P1,O(m))
mit 0 ≤ j ≤ m bzw. ηζj ∈ H0(P1,O(m − 1)) mit 0 ≤ j ≤ m − 1 haben wir
den folgenden Algorithmus entwickelt:

1. Seien wl(j) bzw. vl(j) ∈ H0(S, F l(m)) jeweils eine Erweiterung von ζj

bzw. ηζj zur Ordnung l. Ohne Einschränkung gelte l ≥ m − 1. Wir
berechnen jeweils das Polynom β(l)wl(j) bzw. β(l)vl(j).

2. Höhere Potenzen η2m+i mit i ≥ 1 in den Polynomen β(l)wl(j) bzw.
β(l)vl(j) ersetzen wir durch die in Definition 4.41 gegebenen Polynome
Pi1η

k−1 + . . .+ Pik.
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3. Wir stellen das durch den Kozyklus β(l)wl(j) bzw. β(l)vl(j) gegebene
Element aus H1(S,O(m)) als Linearkombination der Basis β(l)ql,l−u(j;u)
aus Satz 4.42 dar.

4. Dadurch erhalten wir Korrekturterme zu wl(j) bzw. vl(j) als Urbilder
der in 3. berechneten Linearkombinationen. Da gilt l −m + 2 ≤ u ≤ l
lassen diese die ersten l−m+2 Einträge der wl(j) bzw. vl(j) unverändert.

5. Schließlich konstruieren wir Abbildungen sl+1 :U → C und s′l+1 :U ′ → C,
so dass (vl(j)

t, sl+1)t einen Schnitt aus H0(S, F l+1(m)) definiert. Durch
die Bedingung β(l)vl(j)+ζms′(η′, ζ ′) = s(η, ζ) an s, s′ über U∩U ′ können
wir s und s′ mithilfe des in 2. bestimmten Polynoms angeben: s ist sein
polynomialer Anteil, s′ der Hauptteil ohne die Terme, die Kozykeln aus
H1(P1,O(−i)) mit 2 ≤ i ≤ m definieren.

Zum Beispiel gilt

β(m)qm,m(j; 0) = η2m+2ζj−m−1Bm(j)

=
2m∑
c=0

ηc(P2,2m+1−cζ
j−m−1)Bm(j)

= η2m(P2,1ζ
j−m−1Bm(j)) + . . .+ ηm+2(P2,m−1ζ

j−m−1Bm(j))

+ ηm+1(P2,mζ
j−m−1Bm(j)) + . . .+ P2,kζ

j−m−1Bm(j).

Da für 2 ≤ i ≤ m mit c ∈ N gilt

β(m)qm,i−2(j −m+ c+ i− 2;m+ 2− i)

=

{
ηm+iζj−m−1+cBi−2(j + i−m− 2 + c) falls 0 ≤ j + i−m− 2 + c ≤ i− 2
0 sonst,

erhalten wir

Satz 4.43. Zu ζj ∈ H0(P1,O(m)) liegt

wm(j) :=qm,m(j; 0)

−
m∑
i=2

(
m−i+2∑
c=0

P2,m−i+1(c)
Bm(j)qm,i−2(j −m+ c+ i− 2;m+ 2− i)

Bi−2(j + i−m− 2 + c)

)

im Kern von β(m).
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Kapitel 5

Das asymptotische Verhalten
im festen Punkt O(m)

Sei erneut (A,B) ∈ (glk× glk)/GLk mit nichtsingulärer Spektralkurve S. Wir
untersuchen im Folgenden das asymptotische Verhalten der Äquivalenzklassen
von Paaren von Matrizen (A(z), B(z)) zum Fluss Lz(m) in Jk+g−1(S) definiert

durch die tangentiale Richtung β = η2

ζ
∈ H1(S,O)). Allgemein erhält man

für ein Geradenbündel L ∈ Jk+g−1(S)\Θ und L(−1) := L ⊗ π∗SOP1(−1) ⊂
Jg−1(S)\Θ die Endomorphismen Ã und B̃ von H0(S, L) durch Satz 1.14:

Satz. Sei mult : H0(S, π∗SOP1(1))⊗H0(S, L)→ H0(S, L(1)) die Multiplikati-
onsabbildung. Dann ist der Homomorphismus h : Ker(mult)→ H0(S, L), der
η ⊗ s0 + 1 ⊗ s1 + ζ ⊗ s2 mit s0, s1 und s2 aus H0(S, L) auf s0 abbildet, ein
Isomorphismus.

Ã und B̃ sind folglich Endomorphismen von H0(S, L) mit ησ+ Ãσ+ ζB̃σ = 0
für σ ∈ H0(S, L).

In Kapitel 4 haben wir ein Vektorbündel V über C definiert, für das die Faser
Vz gleich H0(S, Lz(m)) mit m = 1

2
(k− 1) für allgemeines z 6= 0 ist. In diesem

Kapitel untersuchen wir die Familie von Multiplikationsabbildungen

H0(S,O(1))⊗ Vz
multz→ H0(S, Lz(m+ 1))

und das asymptotische Verhalten der dadurch definierten Endomorphismen

Ã(z), B̃(z) von Vz für z → 0. Hierzu definieren wir in Abschnitt 5.1 analog zum
Bündel V ein

”
Kernbündel“ K über C, für dessen Faser Kz für allgemeines

z 6= 0 gilt Kz = Ker(multz). In Abschnitt 5.2 beschreiben wir die Faser
K0 ⊂ H0(S,O(1))⊗H0(S,O(m)) genauer. Dies sind genau die Elemente, für
die Fortsetzungen zu Elementen aus Kz für z 6= 0 und |z| hinreichend klein
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existieren. Elemente aus K0 sind von der Form

sw,v = η ⊗ s(w,v)
η + 1⊗ s(w,v)

e + ζ ⊗ s(w,v)
ζ

mit w ∈ H0(P1,O(m)) und v ∈ H0(P1,O(m−1)). Zu einem Element sw,v ∈ K0

betrachten wir in Abschnitt 5.4 eine Fortsetzung zu sw,v(z) ∈ Kz. Für z 6= 0
und |z| hinreichend klein können wir Satz 1.14 anwenden. Die Endomorphis-

men Ã(z) und B̃(z) erfüllen

ηs(w,v)
η (z) + Ã(z)s(w,v)

η (z) + B̃(z)s(w,v)
η (z) = 0.

Es ist Ã(z)s
(w,v)
η (z) = s

(w,v)
e (z) und B̃(z)s

(w,v)
η (z) = s

(w,v)
ζ (z), und es gilt jeweils

lim
z→0

s
(w,v)
i (z) = s

(w,v)
i (0) für i = η, e, ζ. Dadurch können wir das asymptotische

Verhalten von Ã(z) und B̃(z) auf Vz bestimmen.

5.1 Definition des Kernbündels

Wir definieren das Kernbündel ähnlich wie Hitchin in [Hi83] für Nahmglei-
chungen. Nach Satz 2.4 ist H0(S,O(1)) ∼= H0(R,O(1)) dreidimensional, und
es gilt H0(S,O(1)) = ηH0(P1,O)⊕H0(P1,O(1)). Wir betrachten die kanoni-
sche Einbettung

ι : R→ P2

p 7→ (η(p) : 1(p) : ζ(p))

definiert durch die Basis η ∈ ηH0(P1,O), 1, ζ ∈ H0(P1,O(1)) der holomor-
phen Schnitte des Geradenbündels π∗ROP1(1) über R. Hierbei bezeichnen wir
wie in Kapitel 4 einen Schnitt aus H0(R,O(1)) durch seinen Repräsentanten

über der offenen Menge Ũ0. Das zugehörige Linearsystem hat keine Basispunk-
te. Für das Hyperebenenbündel OP2(1) über P2 folgt ι∗(OP2(1)) = π∗ROP1(1).
Die Eulersequenz

0→ Ω1
P2(1)→ (C3)∗ → OP2(1)→ 0

liefert wegen der kanonischen Isomorphie

(C3)∗ ∼= H0(P2,OP2(1)) ∼= H0(R, π∗ROP1(1)) ∼= H0(R̂, E0)
2.4∼= H0(S,OP1(1))

via tensorieren mit Lz(m) die kurze exakte Sequenz über S

0→ Ω1
P2|SLz(m+ 1)→ H0(S,OP1(1))⊗ Lz(m)→ Lz(m+ 1)→ 0.
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Hierbei identifizieren wir S ⊂ R mit ι(S) ⊂ P2. ι(S) ist gleich der in [E03] de-
finierten Spektralkurve Σ = {(ν1 : ν2 : ν3) ∈ P2| det(ν11k + ν2A+ ν3B) = 0}
in P2. Wir erhalten die lange exakte Sequenz

0 → H0(S,Ω1
P2|SLz(m+ 1)) → H0(S,OP1(1))⊗H0(S, Lz(m))

multz−→
H0(S, Lz(m+ 1)) → H1(S,Ω1

P2|SLz(m+ 1))→ . . .

Für z 6= 0, |z| hinreichend klein, ist der Kern H0(S,Ω1Lz(m + 1)) der Multi-
plikationsabbildung

multz : H0(S,O(1))⊗H0(S, Lz(m))→ H0(S, Lz(m+ 1))

isomorph zur Faser Vz (siehe Satz 1.14). Allgemein betrachten wir das Gera-
denbündel W ,

C× S
π

��

Woo

C Koo

mit Faser W(z,p) = Ω1
P2|SLz(m+ 1)|p und definieren das Vektorbündel K → C

als Bündel definiert durch die direkte Bildgarbe π∗W. Dann ist das Bündel K
vom Rang k mit Faser Kz = H0(S,Ω1Lz(m+ 1)) für allgemeines z 6= 0.

5.2 Berechnung von K0

Wir beschreiben nun K0 ⊂ H0(S,Ω1(m + 1)) ⊂ H0(S,O(1)) ⊗ H0(S,O(m))
genauer.

Nach Definition von K besteht K0 aus den Schnitten s ∈ H0(S,O(1)) ⊗ V0,
die für z = 0 im Kern der Multiplikationsabbildung multz liegen und sich lokal
zu Elementen s(z) aus Kz fortsetzen lassen, d.h.

K0 =
{
s ∈ H0(S,O(1))⊗ V0 | ∃ε > 0 : ∃s(z) ∈ H0(S,O(1))⊗ Vz mit

s(z) holom. in z, s(0) = s und mult(s(z)) = 0 ∀|z| < ε} .

Diese Fortsetzung ist sl(2,C)-äquivariant. Bezeichne Pi den Raum der ho-
mogenen Polynome in zwei Variablen vom Grad i. Für die abstrakten Dar-
stellungsräume von sl(2,C) gilt mit Satz 2.4, H0(S,O(1)) = ηH0(P1,O) ⊕
H0(P1,O(1)) = ηP0⊕P1, und Satz 4.35, V0 = H0(P1,O(m))⊕ηH0(P1,O(m−
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1)) = Pm ⊕ ηPm−1:

K0 ⊂ H0(S,O(1))⊗ V0

'
(
ηH0(P1,O)⊕H0(P1,OP1(1))

)
⊗
(
H0(P1,OP1(m))⊕ηH0(P1,OP1(m− 1))

)
= (ηP0 ⊕ P1)⊗ (Pm ⊕ ηPm−1)

= ηPm ⊕ η2Pm−1 ⊕ (P1 ⊗ Pm)⊕ (ηP1 ⊗ Pm−1)

' ηPm ⊕ η2Pm−1 ⊕ Pm−1 ⊕ Pm+1 ⊕ ηPm−2 ⊕ ηPm
' Pm+1 ⊕ ηPm ⊕ η2Pm−1 ⊕ η3Pm−2 ⊕ (Pm ⊕ ηPm−1).

Für das Bild Im(mult0) folgt

Im(mult0) ⊂ H0(S,O(m+ 1))

2.4
=

m+1⊕
i=0

ηiH0(P1,OP1(m+ 1− i))

= Pm+1 ⊕ ηPm ⊕ η2Pm−1 ⊕ η3Pm−2 ⊕ . . .⊕ ηm+1P0.

Damit ist Ker(mult0)|H0(S,O(1))⊗V0
isomorph zu Pm⊕ηPm−1. Konkret ist Pm⊕

ηPm−1 in H0(S,O(1)) ⊗ V0 durch eine sl(2,C)-äquivariante nichttriviale Ab-
bildung gegeben. Wir definieren die folgenden Abbildungen, wobei wir mit ζ i

mit 0 ≤ i ≤ m−1 bzw. ζj mit 0 ≤ j ≤ m jeweils die Standardbasen von Pm−1

bzw. Pm bezeichnen: Sei

km : Pm → P1 ⊗ ηPm−1

definiert durch
ζj 7→ −1⊗ (m− j)ηζj − ζ ⊗ jηζj−1

und
km−1 : ηPm−1 → P1 ⊗ Pm

definiert durch
ηζ i 7→ 1⊗ ζ i+1 − ζ ⊗ ζ i.

Diese Abbildungen sind nichttrivial, sl2(C)-äquivariant und nach dem Lemma
von Schur eindeutig bis auf skalare Vielfache. Sie definieren eine sl2(C)-äqui-
variante Abbildung

k : Pm ⊕ ηPm−1 → (ηP0 ⊕ P1)⊗ (Pm ⊕ ηPm−1)

durch

(ζj, ηζ i) 7→η ⊗mζj + 1⊗
(
ζ i+1 − (m− j)ηζj

)
+ ζ ⊗

(
−ζ i − jηζj−1

)
= η ⊗mζj + km(ζj) + km−1(ηζ i).
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k ist sl2(C)-äquivariant, und es gilt mult0(k(Pm ⊕ ηPm−1)) = 0.

Wir definieren Abbildungen Xe, Xζ , Ye und Yζ wie folgt:

Xe : Pm−1 → Pm\ < 1 >,

ζj 7→ ζj+1;

Xζ : Pm−1 → Pm\ < ζm >,

ζj 7→ −ζj;
Ye : Pm → Pm−1,

ζj 7→ −mζj + jζj = (j −m)ζj

und damit ker(Ye) =< ζm >;

Yζ : Pm → Pm−1,

ζj 7→ −jζj−1

und damit ker(Yζ) =< 1 > .

Bezüglich der Standardbasen von Pm und Pm−1 haben die zugehörigen Matri-
zen die Form

Xe =


0 0 · · · 0

1 0
...

0 1
...

...
0 0 · · · 1

 ∈ M((m+ 1)×m,C),

Xζ =


−1 0 · · · 0

0 −1
...

0 0
...

... −1
0 0 · · · 0

 ∈ M((m+ 1)×m,C),

Ye =


−m 0 · · · 0 0

0 1−m ...
...

...
... 0

...
0 0 · · · −1 0

 ∈ M(m× (m+ 1),C),

und
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Yζ =


0 −1 · · · 0 0

0 0
...

...
...

... −m+ 1
...

0 0 · · · 0 −m

 ∈ M(m× (m+ 1),C).

k : H0(P1,O(m))⊕ ηH0(P1,O(m))→ K0 ⊂ H0(S,O(1))⊗ V0

hat dann die Gestalt

k(w, ηv) = η ⊗mw + 1⊗ (Xe(v) + ηYe(w)) + ζ ⊗ (Xζ(v) + ηYζ(w)) .

Da die Abbildung k injektiv ist und der Rang des Vektorbündels K gleich k
ist, folgt

Satz 5.1. Jedes Element aus K0 kann eindeutig in der Form

k(w, ηv) = η ⊗mw + 1⊗ (Xe(v) + ηYe(w)) + ζ ⊗ (Xζ(v) + ηYζ(w))

mit Elementen w ∈ H0(P1,O(m)) und v ∈ H0(P1,O(m − 1)) geschrieben
werden.

5.3 Erweiterungen von Elementen aus K0

Wir haben im vorigen Abschnitt K0 ⊂ H0(S,O(1)) ⊗ V0 bestimmt. Zu Ele-
menten s(w,v) = k(w, v) ∈ K0 gibt es folglich holomorph von z abhängige
Schnitte s(w,v)(z) in Kz = ker(multz) ⊂ H0(S,O(1)) ⊗ H0(S, Lz(m)) für |z|
hinreichend klein. Wie für das Vektorbündel V definieren wir eine Fortsetzung
von s(w,v) zur Ordnung l als ein Element der Form

σl := η ⊗
(
s

(w,v)
η,0 + zs

(w,v)
η,1 + · · ·+ zls

(w,v)
η,l

)
+ 1⊗

(
s

(w,v)
e,0 + · · ·+ zls

(w,v)
e,0

)
+ ζ ⊗

(
s

(w,v)
ζ,0 + · · ·+ zls

(w,v)
ζ,0

)
mit

multz(σ
l) =

(
ηs

(w,v)
η,0 + s

(w,v)
e,0 + ζs

(w,v)
ζ,0

)
+ z

(
ηs

(w,v)
η,1 + s

(w,v)
e,1 + ζs

(w,v)
ζ,1

)
+ · · ·+ zl

(
ηs

(w,v)
η,l + s

(w,v)
e,l + ζs

(w,v)
ζ,l

)
= 0.
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Dies entspricht einem Element σl aus H0(S,O(1))⊗H0(S, F l(m)), für das gilt
multz(σ

l) = 0 ∈ H0(S, F l+1(m)) und pr0(σl) = s(w,v), wobei die Projektions-
abbildung pr0 : H0(S,O(1)) ⊗ H0(S, F l(m)) → H0(S,O(1)) ⊗ H0(S,O(m))
durch pr0 : H0(S, F l(m))→ H0(S,O(m)) induziert sei.

Eine Basis von K0 ist gegeben durch{
1⊗ ζ i+1 − ζ ⊗ ζ i | 0 ≤ i ≤ m− 1

}⋃{
η ⊗mζj − 1⊗ (m− j)ηζj − ζ ⊗ (jηζj−1) | 0 ≤ j ≤ m

}
.

Hierbei sind ζ i+1 = Xe(ζ
i) und ζ i = −Xζ(ζ

i) Elemente aus H0(P1,O(m)) und
entsprechend (m − j)ηζj = −ηYe(ζj) und jηζj−1 = −ηYζ(ζj) Elemente aus
ηH0(P1,O(m− 1)). Fortsetzungen der Basiselemente erhält man nun, indem
man die zugehörigen Elemente aus H0(P1,O(m)) bzw. ζH0(P1,O(m − 1))
wie in Kapitel 4 fortsetzt und den Term bei η so wählt, dass die Summe im
Kern der Multiplikationsabbildung liegt. Z.B. gilt mit den Bezeichnungen aus
Kapitel 4:

Satz 5.2. Seien l < m und 0 ≤ i ≤ m− 1 natürliche Zahlen. Dann sind

η ⊗
(
− 1

m
ql,m−1(i; 1)

)
+ 1⊗ ql,m(i+ 1; 0)− ζ ⊗ ql,m(i; 0)

Elemente in H0(S,O(1))⊗H0(S, F l(m)), deren Bilder unter der Projektions-
abbildung pr0 gleich 1 ⊗ ζ i+1 − ζ ⊗ ζ i sind und die im Kern der Abbildung
multz liegen.

Beweis: Es gilt ql,m−1(i; 1) ∈ H0(S, F l(m)). Außerdem sind ql,m(i + 1; 0)
und ql,m(i; 0) Elemente in H0(S, F l(m)) mit pr0(ql,m(i + 1; 0)) = ζ i+1 und
pr0(ql,m(i; 0)) = ζ i. Mit

η−1 (ql,m(i+ 1; 0)− ζql,m(i; 0) an der Stelle 0 ≤ c ≤ l)

= η−1
(
η2c(fc,m(i+ 1)− fc,m(i))ζ i+1−c)

= η1+2(c−1) i!(m− c)!
(c− 1)!(i+ 1− c)!m!

ζ i+1−c

=
1

m
η1+2(c−1)fc−1,m−1(i)ζ i+1−c

=
1

m
(ql,m−1(i; 1) an der Stelle 0 ≤ c ≤ l)

folgt die Behauptung.

�
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5.4 Berechnung der Polordnungen und Resi-

duen

Die Wahl von Basen wj = ζj von H0(P1,O(m)) mit 0 ≤ j ≤ m und vi = ηζ i

von ηH0(P1,O(m − 1)) mit 0 ≤ i ≤ m − 1 definiert eine Basis von V0. Diese
Basiselemente können wir zu Schnitten wj(z), vi(z) ∈ H0(S, Lz(m)) fort-
setzen. Für hinreichend kleines |z| sind wj(z) und vi(z) ebenfalls eine Basis
in H0(S, Lz(m)). Wir erhalten durch wj, vi somit eine Rahmung des Vek-
torbündels V über einer kleinen Umgebung von 0 ∈ C. Verschiedene Fortset-
zungen von wj und vi definieren lediglich verschiedene Trivialisierungen von V
über einer Umgebung von 0 ∈ C. Da wir nur Funktionen auf Äquivalenzklas-
sen von Paaren von Matrizen, (glk × glk)/GLk, betrachten, können wir ohne
Einschränkung zu jedem Basisvektor aus V0 eine Fortsetzung und damit eine
Rahmung fixieren. Wir wählen hier Fortsetzungen zu wj bzw. vi, die wir durch
induktive Korrekturen der kanonischen Fortsetzungen qm,m(j; 0) von wj zur
Ordnung m bzw. qm−1,m−1(i; 0) von vi zur Ordnung m − 1 wie in Abschnitt
4.12 erhalten.

Wir betrachten nun das asymptotische Verhalten der durch Satz 1.14 gege-

benen Endomorphismen Ã = Ã(z) und B̃ = B̃(z) von H0(S, Lz(m)) bzw.
das Verhalten der zugehörigen Matrizen bezüglich einer fest gewählten Rah-
mung. Seien ηζ i ∈ H0(P1,O(m − 1)) und ζj ∈ H0(P1,O(m)) Basen. Da
Xe,ζ(ζ

i) ∈ H0(P1,O(m)) sind, gibt es Fortsetzungen zu Xe,ζ(ζ
i), deren ersten

beiden Komponenten mit den Einträgen der kanonischen Fortsetzungen von
Xe,ζ(ζ

i) zur Ordnung m übereinstimmen. Dies folgt aus Bemerkung 4.40, nach
der die qm,m(j; 0) mit 0 ≤ j ≤ m Elemente von H0(S, Fm(m)) sind, und Satz
4.42, wonach für höhere Fortsetzungen nötige Korrekturterme die ersten bei-
den Einträge von qm,m(j; 0) unverändert lassen. Mit Satz 5.2 folgt, dass jede
Fortsetzung des Basiselementes 1 ⊗ ζ i+1 − ζ ⊗ ζ i mit 0 ≤ i ≤ m − 1 von der
Form

η ⊗
(
− 1

m
zηζ i + z2(∗)

)
+ 1⊗

(
ζ i+1 + zη2

(
i+ 1

m
ζ i
)

+ z2(∗)
)

+ ζ ⊗
(
−ζ i − zη2

(
i

m
ζ i−1

)
+ z2(∗)

)
ist. Wir erhalten:

lim
z→0

zÃ(ηζ i) = lim
z→0

Ã(zηζ i)

= lim
z→0
−mÃ(zη(− 1

m
)ζ i)

= −mζ i+1
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und analog

lim
z→0

zB̃(ηζ i) = lim
z→0
−mB̃(zη(− 1

m
)ζ i)

= mζ i.

Außerdem gilt

lim
z→0

Ã(ζj) = lim
z→0

1

m
Ã(mζj)

= − 1

m
(m− j)ηζj

und

lim
z→0

B̃(ζj) = − 1

m
jηζj−1.

Es folgt

Satz 5.3. Die Endomorphismen Ã und B̃ von Vz haben in z = 0 einen Pol
erster Ordnung.

Bezüglich der gewählten Rahmung gilt für die Residuen der Matrizen A,B zu
den Endomorphismen Ã, B̃:

Res(A) =


0m+1

0 . . . 0

−m1m

0m×(m+1) 0m


(5.1)

und

Res(B) =


0m+1 m1m

0 . . . 0

0m×(m+1) 0m


.(5.2)
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Kapitel 6

Beschreibung mittels
Thetafunktionen

Wir stellen nun einen Algorithmus zur Beschreibung von konjugationsinvari-
anten Funktionen auf Paaren von Matrizen mittels Thetafunktionen vor. Sei
f ∈ C[glk × glk]

GLk . Sei (A,B) ∈ (glk × glk)/GLk fest gewählt mit nichtsin-
gulärer Spektralkurve S. Die Einschränkung von f auf die Menge MS aller
Äquivalenzklassen von Paaren von Matrizen mit Spektralkurve S drücken wir
folgendermaßen durch Thetafunktionen auf der affinen Jakobischen J(S)\Θ
aus:

S 1 Im ersten Schritt bestimmen wir das Verhalten von f in einer Umgebung
eines allgemeinen Punktes des Thetadivisors Θ ⊂ J(S).

In Abschnitt 2.5 haben wir gesehen, dass jedes lineare Vektorfeld auf
der Jakobischen definiert durch ein beliebiges β ∈ H1(S,O) den The-
tadivisor in allgemeinen Punkten transversal schneidet. Wir wählen β ∈
H1(S,O) repräsentiert durch η2

ζ
.

Mit Satz 3.1 ist die Ordnung einer meromorphen Funktion f̂ : J(S)→ C
in einem allgemeinen Punkt des Thetadivisors durch seine Ordnung ent-
lang des Flusses definiert durch β bestimmt.

Nach Satz 3.7 beschreibt jede strikte homogene Laurentlösung zur Lax-
Paar-Gleichung Ċ = [C, β(C, ζ)+] mit C = A+ζB das asymptotische Ver-
halten von Äquivalenzklassen von Paaren von Matrizen, deren zugehöri-
ger Fluß in der Jakobischen J(Σ) einer festen Spektralkurve Σ=SA(z),B(z)

gegen einen Punkt des Thetadivisors Θ ⊂ J(Σ) läuft.
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Nach Satz 3.18 ergeben die durch die indizierende Menge

A(0) =



0 1 0 0 · · · 0
0 0 1 0 · · · 0
0 · · · 0
...

...
...

...
0 · · · 0


, B =



b11

1 b22 ∗
0 −1 b11 0 · · · 0
0
... ∗
0 bkk


definierten strikten homogenen formalen Laurentlösungen eine Hauptba-
lance von Ċ = [C, β(C, ζ)+] und beschreiben das asymptotische Verhalten
von Äquivalenzklassen von Paaren von Matrizen in allgemeinen Punk-
ten des verallgemeinerten Thetadivisors. Durch Fixieren der Spektral-
kurve S und damit Festlegung von 1

2
k(k + 3) Parametern der Lösungen

A(z), B hängt die zugehörige Familie von strikten formalen homoge-
nen Laurentlösungen nur noch von k2 − 1

2
k(k + 3) = 1

2
k(k − 3) = g − 1

Parametern ab. Sie beschreibt das asymptotische Verhalten von Äquiva-
lenzklassen von Paaren von Matrizen entlang β durch einen allgemeinen
Punkt des Thetadivisors in der Jakobischen J(S). Die fest gewählten
Parameter sind durch die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms
fixiert. In Abschnitt 3.5 haben wir konstante Terme A(1) solcher mögli-
chen Laurentlösungen bestimmt. Bei Bedarf können weitere Terme A(l)

mittels Lösen des linearen Gleichungssystems (3.14), unter Umständen
mithilfe eines Computers, berechnet werden. Die Anzahl der benötigten
Koeffizienten A(l) hängt hierbei von der zu untersuchenden Funktion f
ab. Die berechneten strikten formalen Laurentlösungen werden in die
Funktion f eingesetzt und so ihr Verhalten, d.h. z.B. ihre Polordnungen
und Residuen bzw. der gesamte Hauptteil der Laurentreihen in Richtung
β, in einem allgemeinen Punkt des Thetadivisors bestimmt.

S 2 Im zweiten Schritt wird die Menge aller meromorphen Funktionen auf
der Jakobischen J(S) untersucht, deren Polordnungen in allgemeinen
Punkten des Thetadivisors gleich der in Schritt 1 berechneten Polord-
nung ist. Hierfür verwendet man die in Abschnitt 1.3 angegebenen The-
tafunktionen. Ist die Polordnung von f̂ in einem allgemeinen Punkt von
Θ gleich n ∈ N, so sind alle gesuchten möglichen Funktionen gegeben
durch

H0(J(S),O(nΘ)) ∼= {f : J(S)→ C | f meromorph , (f) ≥ −nΘ} .

f̂ ist in diesem Fall gleich g
ϑn

für ein g ∈ RZ
n (RZ

n ist der Raum der The-
tafunktionen vom Gewicht n zur Jakobischen J(S) mit Periodenmatrix
(1, Z), siehe Satz 1.10).
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Findet man eine solche Funktion f̃ := g
ϑn

, deren Hauptteil der Lau-
rententwicklung in Richtung β in einem allgemeinen Punkt gleich dem
im ersten Schritt berechneten Hauptteil ist, so stimmen f̃ und f auf
J(S) ohne einer Untervarietät der Kodimension größer oder gleich zwei
überein. Damit ist ihre Differenz f̃ − f eine konstante Funktion.

S 3 Um den konstanten Term von f̃ − f zu bestimmen, müssen wir jeweils
die konstanten Terme der Laurententwicklungen von f(A(z), B(z)) bzw.
f̃(z) in einem konkreten Punkt des Thetadivisors bestimmen. Im drit-
ten Schritt führt man dies für f(A(z), B(z)) durch. Der einzige Punkt
des Thetadivisors in der Jakobischen, der explizit bekannt ist, ist der
Punkt OS(m) ∈ Θ ⊂ Jk+g−1(S). Laut Satz 5.3 haben die Endomorphis-

men Ã(z), B̃(z) von H0(S, Lz(m)) in z = 0 einen Pol der Ordnung eins.
Eine Laurententwicklung A(z), B(z) (bzw. ihre ersten Koeffizienten) zu

den Endomorphismen Ã(z), B̃(z) entlang β kann mithilfe der in Kapitel
4 angegebenen Erweiterung von Schnitten von H0(S,O(m)) berechnet
werden. Hierzu erweitert man die in Satz 5.1 gegebenen Elemente aus
K0 zu Elementen von Kz, indem man jeweils zu Basiselementen aus V0

die kanonische Erweiterung qm,m(j; 0) bzw. qm,m−1(i; 0), siehe Satz 4.30,
berechnet, und diese dann induktiv durch Korrekturterme aus Satz 4.42
und Definition 4.41 korrigiert. Zugehörige Elemente in Kz erhält man
dann durch die Bedingung, dass sie im Kern der Multiplikationsabbil-
dung multz liegen müssen. Durch eine geeignete Wahl einer Rahmung
von Vz können die gesuchten Matrixpolynome bestimmt werden.

S 4 Im vierten Schritt berechnen wir die Laurententwicklung der in Schritt 2
bestimmten Funktion f̃ in OS(m) entlang β. Unter Umständen müssen
wir hierzu zusätzliche Eigenschaften von OS(m), z.B. dass OS(m) eine
Thetacharakteristik ist (siehe Abschnitt 1.5), benutzen.

S 5 Die Differenz der Laurententwicklungen in OS(m) entlang β von f aus
Schritt 3 [S 3] und f̃ aus Schritt 4 [S 4] ergibt die gesuchte Konstante.

Konkretes Beispiel tr([A,B]2)

Beispielhaft beschreiben wir die Funktion f := tr([A,B]2) bis auf einen kon-
stanten Term mittels Thetafunktionen.

S 1 Hierzu betrachten wir eine allgemeine formale Laurententwicklung von
A und B in Richtung β = η2

ζ
, d.h. A = 1

z
A(0) + A(1) + zA(2) + . . . , B

konstant mit
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A(0) =



0 1 0 0 · · · 0
0 0 1 0 · · · 0
0 · · · 0
...

...
...

...
0 · · · 0


, B =



b11

1 b22 ∗
0 −1 b11 0 · · · 0
0
... ∗
0 bkk


und

A(1) =



a
(1)
11 a

(1)
12 a

(1)
13 · · · a

(1)
1k

0 −a(1)
11 −a(1)

12 0 · · · 0

0 0 a
(1)
11 0 · · · 0

0 0 a
(1)
43 a

(1)
44 · · · a

(1)
4k

...
...

...
...

0 0 a
(1)
k3 · · · a

(1)
kk


.

Dies entspricht einer Hauptbalance, d.h. der Entwicklung von A,B in
einem allgemeinen Punkt des Thetadivisors, wobei durch die Koeffizien-
ten des charakteristischen Polynoms einige der Koeffizienten a

(1)
ij bzw.

bij fixiert sind.

Es gilt

tr([A,B]2) =
1

z2
tr([A(0), B]2) +

1

z
(tr([A(0), B][A(1), B] + [A(1), B][A(0), B]))

+ (tr([A(1), B]2 + [A(0), B][A(2), B] + [A(2), B][A(0), B]))

+
∞∑
l=1

zl

(
l+2∑
n=0

[A(n), B][A(l+2−n), B]

)
.

Mit

([A(0), B]2)ij =
k∑
l=1

(
(A(0)B)il(A

(0)B)lj − (A(0)B)il(BA
(0))lj

−(BA(0))il(A
(0)B)lj + (BA(0))il(BA

(0))lj
)

und

(A(0)B)ij =
k∑
l=1

ailblj =


0 falls i 6= 1, 2

b2j falls i = 1

b3j falls i = 2
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(BA(0))ij =
k∑
l=1

bilalj =


0 falls j 6= 2, 3

bi1 falls j = 2

bi2 falls j = 3

folgt

([A(0), B]2)ii = 0 für i ≥ 4

([A(0), B]2)11 = b2
21 + b22b31 − b11b31 = 1

([A(0), B]2)22 = 4

([A(0), B]2)33 = 1

und damit

tr([A,B]2) =
6

z2
+
c−1

z
+ c0 + zc1 + . . . .

Das Residuum c−1 erhalten wir durch

c−1 = tr
(
[A(0), B][A(1), B] + [A(1), B][A(0), B]

)
= 2tr

(
[A(0), B][A(1), B]

)
= 2tr

(
A(0)(2BA(1)B − A(1)B2 −B2A(1))

)
= 2

(
2(BA(1)B)21 + 2(BA(1)B)32 − (A(1)B2)21

−(A(1)B2)32 − (B2A(1))21 − (B2A(1))32

)
= 2

(
2(a

(1)
11 (b11 − b22) + a

(1)
12 ) + 2(a

(1)
11 (b22 − b11)− a(1)

12 ) + 0
)

= 0.

S 2 Im Schritt [S 1] haben wir das asymptotische Verhalten von f entlang der

Richtung β = η2

ζ
bestimmt. Insbesondere kennen wir nun die Polordnung

von f entlang Θ, sie ist gleich 2. Entwickeln wir die Thetafunktion ϑ in
einem allgemeinen Punkt L von Θ in Richtung β, so hat ϑ die Form
ϑ = z(a0 + za1 + z2a2 + . . . ). Ein möglicher Kandidat für die gesuchte
Funktion f̂ : J(S)→ C ist dann die Funktion

d2

dz2
log ϑ =

ϑ d2

dz2
(ϑ)−

(
d2

dz
(ϑ)
)2

ϑ2

=
ϑ′

ϑ

(
ϑ′′

ϑ′
− ϑ′

ϑ

)
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(siehe auch Beispiel 1.12). Offensichtlich hat d2

dz2
log ϑ in L einen Pol

zweiter Ordnung. Den zugehörigen Faktor c−2 vor dem Term 1
z2

in der

Laurententwicklung von d2

dz2
log ϑ in L erhalten wir durch durch:

c−2 = ResL

(
ϑ′

ϑ

)(
ResL

(
ϑ′′

ϑ′

)
− ResL

(
ϑ′

ϑ

))
= 1(0− 1)

= −1.

Da das Residuum von d2

dz2
log ϑ wegen

ResL

(
d2

dz2
log ϑ

)
= lim

z→0

(
z2ϑϑ′′ − z2 (ϑ′)2

ϑ2

)′
= lim

z→0

1

ϑ3

(
2zϑ2ϑ′′ + z2ϑϑ′ϑ′′ + z2ϑ2ϑ′′ − 2zϑ(ϑ′)2

−4z2ϑϑ′ϑ′′ + 2z2(ϑ′)3
)

= 0

verschwindet und der konstante Term c0 der Laurententwicklung von
der Form

c0 = lim
z→0

(
d2

dz2
log ϑ+

1

z2

)
= lim

z→0

(
(a0z + a1z

2 + . . . )(2a1 + 6a2z + . . . )− (a0 + 2a1z + . . . )2

z2(a0 + a1z + . . . )2

+
(a0 + a1z + . . . )2

z2(a0 + a1z + . . . )2

)
= lim

z→0

(
(2a0a2 − a2

1)z2 + z3(. . . )

a2
0z

2 + z3(. . . )

)
=

2a0a2 − a2
1

a2
0

ist, folgt

d2

dz2
log ϑ = − 1

z2
+

2a0a2 − a2
1

a2
0

+ z(. . . ).

Da die Laurententwicklung von tr([A,B]2) gleich

tr([A,B]2) =
6

z2
+ c0 + zc1 + . . . .

ist, ist die Funktion tr([A,B]2) + 6 d2

dz2
log ϑ holomorph auf der Jakobi-

schen, also konstant.
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Berechnung des konstanten Terms

Um die Konstante g := tr([A,B]2) + 6 d2

dz2
log ϑ zu berechnen, müssen wir

zunächst die Laurententwicklungen 1
z
A0 +A1 +zA2 +. . . und 1

z
B0 +B1 +zB2 +

. . . der Matrizen A(z) und B(z) entlang β im PunktO(m) ∈ Θ berechnen. Die
Residuen A0 und B0 hierzu haben wir in (5.1) und (5.2) bezüglich einer dort
fest gewählten Rahmung bestimmt. Weitere Koeffizienten kann man durch
das in Schritt S3 beschriebene Verfahren berechnen, wobei jedoch schon die
Korrekturterme zu kanonischen Erweiterungen schnell sehr lang werden, bei-
spielhaft siehe hierzu vm−1(j) aus Satz 4.38 und wm(j) aus Satz 4.43. Zur Be-
rechnung des konstanten Terms von tr([A,B]2) ist die Berechnung der ersten
vier Koeffizienten A0, . . . , A3 bzw. B0, . . . , B3 nötig. Dies folgt aus [A0, B0] = 0
und

tr([A,B]2) = tr

([
1

z
A0 + A1 + zA2 + . . . ,

1

z
B0 +B1 + zB2 + . . .

]2
)

=
1

z2
tr
(
([A0, B1] + [A1, B0])2

)
+

1

z
tr (2([A0, B1] + [A1, B0])([A0, B2] + [A1, B1] + [A2, B0]))

+ tr (2([A0, B1] + [A1, B0])([A0, B3] + [A1, B2] + [A2, B1] + [A3, B0])

+([A0, B2] + [A1, B1] + [A2, B0])2
)

+ z . . .

Man beachte hierbei, dass die Matrizen A(z), B(z) nicht die Lax-Paar-Bedin-
gung erfüllen müssen, da a priori keine Rahmung von kovariant konstanten
Schnitten gewählt wurde.

Ist der dritte Schritt durchgeführt, sind die Berechnungen in Schritt S4 und
S5 leicht: Der konkrete Punkt π∗SO(m− 1) = π∗SOP1(1

2
(k− 3)) ∈ Θ ⊂ Jg−1(S)

ist bei der Identifizierung Jg−1(S) ' J(S) der Ursprung, und nach Abschnitt
1.5 eine Thetacharakteristik. Damit folgt insbesondere Θ = −Θ, d.h. lokal im
Ursprung ist die Thetafunktion von der Form

ϑ(z) = zN(a0 + a2z
2 + a4z

4 + . . . )

mit einem N ∈ N. Hierbei sind a0 = 1
N !
ϑ(N)(0), a2 = 1

(N+2)!
ϑ(N+2)(0), und

damit

d2

dz2
log ϑ(z) = −N

z2
+ 2

a0 · a2

a2
0

+ . . .

= −N
z2

+
2ϑ(N+2)(0)

(N + 1)(N + 2)ϑ(N)(0)
+ . . . .
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Wir wissen bereits, dass tr([A,B]2) + 6 d2

dz2
log ϑ(z) konstant ist. Damit folgt

N = tr
(
([A0, B1] + [A1, B0])2

)
,

0 = tr (2([A0, B1] + [A1, B0])([A0, B2] + [A1, B1] + [A2, B0]))

und damit

g = tr (2([A0, B1] + [A1, B0])([A0, B3] + [A1, B2] + [A2, B1] + [A3, B0])

+([A0, B2] + [A1, B1] + [A2, B0])2
)

+
2ϑ(N+2)(0)

(N + 1)(N + 2)ϑ(N)(0)
.



Kapitel 7

Ausblick

Wir haben in Kapitel 6 beispielhaft die Funktion tr([A,B]2) mittels The-
tafunktionen ausgedrückt. Zur genauen Beschreibung des Schnittes der Menge
MS aller Äquivalenzklassen von Paaren von Matrizen mit fester Spektralkurve
S mit der Menge NC aller Äquivalenzklassen von Paaren von Matrizen mit
Kommutator C ist die Darstellung weiterer auf NC konstanter Funktionen
f : NS → C mittels Thetafunktionen sinnvoll. Interessant wäre hier die für
die Berechnung des konstanten Faktors wichtigen Laurententwicklungen der
Matrizen A(z), B(z) entlang β im Punkt O(m) explizit zu berechnen und hier-
zu die Painlevé-Analysis aus Kapitel 3 zu benutzen. Da O(m) ein singulärer
Punkt des Thetadivisors ist, sind A(z) und B(z) formale Laurentlösungen
in einer niedrigeren Balance. Durch eine geeignete Eichtransformation kann
diese unter Umständen durch endlich viele Koeffizienten der Laurentreihen
A(z), B(z) berechnet werden. Eine Einschränkung an die in Frage kommen-
den niedrigeren Balancen erhält man evtl. bereits aus Dimensionsgründen,
indem man O(m − 1) ∈ Θ ⊂ Jg−1(S) als Element eines geeigneten Linear-
systems W r

g−1 = {L ∈ Jg−1(S) | h0(S, L) ≥ r + 1} darstellt. Durch die niedri-
gere Balance wären alle weiteren Koeffizienten der Laurentreihen durch das
Gleichungssystem (3.14) bestimmt.
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