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Vorwort

Diese Arbeit beschäftigt sich im Wesentlichen mit Poincarédualitäts-
algebren. Das sind Algebren über einem Körper , die eine endliche -
Vektorraum-Dimension haben und deren Basiselemente (als graduierter
Vektorraum über ) bei einer geeigneten Darstellung ein symmetrisches
Rautenmuster ergeben. Diese Gebilde traten zunächst als Kohomolo-
giegruppen geschlossener Mannigfaltigkeiten in der Topologie auf und
gehen zurück auf H. Poincaré (siehe zum Beispiel [21], Abschnitt 69).
Dort haben auch die Steenrod-Operationen ihren Ursprung, die auf Poin-
carédualitätsalgebren durch gewisse charakteristische Klassen, die Wu-
Klassen (vergleiche [1]), dargestellt werden können. Die vorliegende Ar-
beit beschäftigt sich jedoch nicht mit Topologie sondern mit den Poinca-
rédualitätsalgebren, die im Zusammenhang mit der Invariantentheorie,
also in der Algebra, auftreten.

Invariantenringe sind Unteralgebren (in dieser Arbeit von Polynomrin-
gen), die aus allen Polynomen bestehen, die invariant unter der Opera-
tion einer endlichen Gruppe auf dem Polynomring sind. Wird das Ideal,
das die nichttrivialen Elemente des Invariantenrings im Polynomring
erzeugen, aus ebendiesem herausgeteilt, erhalten wir die Koinvarianten,
die unter bestimmten Voraussetzungen eine Poincarédualitätsalgebra
sind. Haben wir erst einmal Poincarédualitätsalgebren, können wir in
ihnen die Wu-Klassen untersuchen, unabhängig von ihrer topologischen
Herkunft.

Diese Arbeit ist wie folgt gegliedert:

Im ersten Kapitel werden die allgemeinen Grundlagen eingeführt. Hier
wird im Wesentlichen auf Beweise verzichtet und nur verwiesen. Ledig-
lich einige Aussagen im Abschnitt über die Dickson-Algebra sind neu und
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werden bewiesen, und Sätze, bei denen der Beweis auch noch Informatio-
nen liefert, die dem Verständnis der Grundlagen dienlich sind.

Das zweite Kapitel beschäftigt sich mit den Wu-Klassen und vor allem
der Frage, wann sie trivial sind. Als Anwendung werden die Wu-Klassen
einiger Koinvarianten untersucht.

Im dritten Kapitel kommt eine neue Methode hinzu: Um die Wu-Klassen
untersuchen zu können, muss die Struktur der betrachteten Poincaré-
dualitätsalgebren gut bekannt sein. Macaulay beschrieb in [14] (in mod-
erne Sprache übersetzt in [15], Teil II) eine Möglichkeit, eine Poincaré-
dualitätsalgebra über ein einziges Element, die sogenannte Macaulay-
Inverse eines Ideals, zu charakterisieren. Diese Macaulay-Inverse wird
hier für mehrere Poincarédualitätsalgebren berechnet und es werden
einige allgemeine Berechnungsmethoden entwickelt.

Das vierte Kapitel beschäftigt sich mit einem anderen Aspekt der Koin-
varianten. Die Gruppe, durch die die Koinvarianten entstanden sind,
operiert wiederum auf ihnen, und in bestimmten Fällen ist diese Opera-
tion nicht fixpunktfrei. Es wird versucht, die Gruppenoperation auf den
Koinvarianten näher zu beleuchten.

Im fünften Kapitel schließlich wird eine Arbeit von J.F. Adams ([1])
ergänzt. In dieser Arbeit untersucht und entwickelt Adams Beziehungen
zwischen Wu-Klassen und Steenrod-Operationen, die in allen Poincaré-
dualitätsalgebren gelten und deshalb auch in einem von ihm eingeführten
universellen Objekt. Dessen Struktur wird hier genauer untersucht.

Ich möchte mich sehr herzlich bei L. Smith von der Universität Göttingen
für die gute und geduldige Betreuung bedanken. Er hat es verstanden,
mich immer wieder zu motivieren und die richtigen Fragestellungen
aufzuwerfen, auch wenn ich mich irgendwo festgefahren hatte. Ferner
stand er jederzeit für meine Fragen zur Verfügung. Auch für die Bereit-
stellung von LS TEX möchte ich mich bedanken.

Weiterhin schulde ich unserem Oberseminar (L. Smith, D.M. Meyer, T.-Z.
Lin, J. Uliczka, C. Albrecht, C. Schulte) großen Dank. Seine Mitglieder
haben geduldig meine Vorträge angehört und auseinandergenommen mit
Fragen, die mich weitergebracht und gezwungen haben, sauber und kor-
rekt zu arbeiten.

Kathrin Kuhnigk
Göttingen, April 2003
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1.4 Poincarédualitätsalgebren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.5 Steenrod-Operationen und Wu-Klassen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2. Triviale Wu-Klassen 27
2.1 Bedingungen für triviale Wu-Klassen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.2 Die Wu-Klassen der Dickson-Koinvarianten . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.3 Weitere Beispiele für triviale Wu-Klassen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3. Macaulay-Inverse von Idealen 41
3.1 Was sind Macaulay-Inverse? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.2 Zwei Macaulay-Inverse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.3 Macaulay-Inverse für Frobenius-Potenzen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.4 Rechenbeispiele und konkrete Macaulay-Inverse . . . . . . . . . . . . . 54
3.5 Beispiele zu den Stiefel-Whitney-Klassen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4. Stabile GL( n ; ) - Invarianten 63
4.1 Stabile Invarianten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.2 Relative Invarianten in den Koinvarianten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
4.3 Invarianten der Koinvarianten von GL(n; ) . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

V



5. Exkurs: Eine Ergänzung zu J.F. Adams 75
5.1 Wichtige Notationen und Operationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
5.2 Abgeschlossenheit unter Steenrod-Operationen . . . . . . . . . . . . . . 78
5.3 Ein Invariantenring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

Literaturverzeichnis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

VI



Kapitel 1
Einführung

In diesem einleitenden Kapitel werden die Grundlagen zusammen getra-
gen, die im Weiteren benötigt werden. Beweise werden nur vorgestellt,
wenn sie entweder neu sind oder wichtig für den Inhalt dieser Arbeit.

1.1 Kommutative Algebra

Zunächst möchte ich an einige Begriffe erinnern und die durchgängig ver-
wendeten Grundlagen und Konventionen einführen.

In dieser Arbeit werden im Wesentlichen kommutative Objekte unter-
sucht. Lediglich Gruppen dürfen nicht-kommutativ sein.

Ferner werden wir diese kommutativen Objekte graduiert über be-
trachten, das heißt zum Beispiel für eine Algebra A , dass sie nur ho-
mogene Elemente beinhaltet und daher eine Familie ihrer homogenen
Komponenten ist:

A =
�
Ai = {a � A : deg(a) = i} : i � � .

Indem wir jedem Element den Grad 0 geben, können wir aus jeder Algebra
eine graduierte Algebra machen. Die inhomogenen Elemente erhalten
wir wieder, indem wir zur Totalisierung von A übergehen:

Tot(A) := �
i ���

Ai .

In der Literatur ist oft dieses Objekt gemeint, wenn von einem gradu-
ierten Objekt geredet wird. Für eine Einführung in die kommtutative
Algebra sei hier auf [4] oder auf [6] verwiesen. Die hier verwendete
Graduierung und darüber hinausgehende Aspekte der graduierten Al-
gebra untersucht C. Albrecht in [2].
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2 EINFÜHRUNG [KAP. 1

Falls bei einer -Algebra A0 = ist, so sprechen wir von einer zusam-
menhängenden Algebra.

Seien B � A kommutative graduierte zusammenhängende -Algebren.
Dann bezeichnet B := (b � B : deg(b) > 0) � B das Augmentierungsideal
von B in B und (B) � A dessen Erweiterung in A . Wenn A wie beschrie-
ben graduiert und zusammenhängend ist, ist

�
A ein lokaler Ring und

A � A das eindeutige maximale Ideal.

Eine Algebra über einem Körper , die als -Vektorraum endliche Di-
mension hat, nennen wir total endlich. Wir benötigen aber noch einen
weiteren Dimensionsbegriff.

DEFINITIONDEFINITIONDEFINITIONDEFINITIONDEFINITION: Die Krulldimension einer kommutativen graduierten
zusammenhängenden Algebra über einem Körper ist die maximale
Länge k eine Kette von Primidealen in A ,

p0 � p1 � · · · � pk � A,

oder � , falls es unendlich lange solche Ketten gibt. Schreibe

dim(A) = k .

Emmy Noether bewies zur Krulldimension:

THEOREM 1.1.1THEOREM 1.1.1THEOREM 1.1.1THEOREM 1.1.1THEOREM 1.1.1 (Noether-Normalisierung): Sei A eine endlich erzeug-
te kommutative graduierte zusammenhängende Algebra über . Dann
sind folgende Bedingungen an die Zahl r � äquivalent:

(i) r = dim(A) ,
(ii) r = min{j � : ∃ Folge a1 , . . . , aj � A so dass A/(a1 , . . . , aj) total

endlich ist},
(iii) r = max{j � : ∃ Folge a1 , . . . , aj � A so dass a1 , . . . , aj alge-

braisch unabhängig in A sind}.

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Siehe Theorem 5.3.3 in [27]. �
Nun macht die folgende Definition Sinn.

DEFINITIONDEFINITIONDEFINITIONDEFINITIONDEFINITION: Sei A eine endlich erzeugte kommutative graduierte zu-
sammenhängende Algebra über der Krulldimension r . Ein graduier-
tes (oder homogenes) Parametersystem f ür A ist jede Menge von r
Elementen a1 , . . . , ar � A , so dass A/(a1 , . . . , ar) total endlich ist.

Noch spezieller sind Regulärfolgen:

DEFINITIONDEFINITIONDEFINITIONDEFINITIONDEFINITION: Sei A eine kommutative graduierte zusammenhängen-
de Algebra über . Eine Folge a1 , . . . , ar � A heißt Regulärfolge, falls a1
kein Nullteiler in A ist und ai kein Nullteiler in A/(a1 , . . . , ai−1) ist, f ür
i = 2 , . . . , r . Ein Ideal, das von einer Regulärfolge erzeugt wird, nennen
wir reguläres Ideal.
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SATZ 1.1.2SATZ 1.1.2SATZ 1.1.2SATZ 1.1.2SATZ 1.1.2: Sei A eine kommutative graduierte zusammenhängende
Algebra über und a1 , . . . , ar eine Regulärfolge in A . Dann gilt:

(i) a1 , . . . , ar sind algebraisch unabhängig.
(ii) Auch ak1

1 , . . . , akn
n sind (für ki � ) eine Regulärfolge in A .

1.2 Invariantentheorie

In diesem Abschnitt werden die Grundzüge der Invariantentheorie endli-
cher Gruppen vorgestellt. Für eine ausführliche Einführung (und darüber
hinaus) in die Invariantentheorie sei hier auf das Buch “Polynomial In-
variants of Finite Groups” ([27]), aus dem auch die Beispiele stammen,
und den Überblicksartikel [28], beides von L. Smith, verwiesen.

Sei ein Körper und V ≅ n ein n-dimensionaler -Vektorraum, n � .
Sei {z1 , . . . , zn} eine Basis von V ∗ , dem Dualraum von V . Dann bezeich-
nen wir mit

[z1 , . . . , zn]
die Algebra der Polynomfunktionen über dem Körper , definiert als
die symmetrische Algebra auf V ∗ , das heißt,

[z1 , . . . , zn] = [V ] = { , V ∗, S2(V ∗), S3(V ∗), · · ·}

als Familie. Dabei bezeichnet Sm(V ∗) die m-te symmetrische Potenz von
V ∗ , die aus den homogenen Polynomen vom Grad m in z1 , . . . , zn besteht.
Indem wir jedem zi den Grad 1 geben, betrachten wir [V ] als graduier-
ten Ring oder graduierte -Algebra.

Da in dem Fall, dass Char( ) = p > 0 (p prim) ist, Probleme auftreten
können, zum Beispiel bei der Unterscheidung der Funktion zi von zp

i ,
erlauben wir, dass Polynomfunktionen auf n-Tupeln aus dem algebrais-
chen Abschluß von ausgewertet werden, so dass sie auch Werte in
annehmen können.

Sei G (im Folgenden immer) eine endliche Gruppe und � : G � GL(V )
eine treue Darstellung . Vermöge

(gf )(v) = (g(f (v)) := f ( � (g−1)v) ,

wobei wir der Einfachheit halber normalerweise die Darstellung weglas-
sen, operiert G auf [V ], und die Fixpunktmenge unter der Operation
von G ist der Invariantenring

[V ]G := {f � [V ] : gf = f ∀ g � G} .

BEISPIEL 1BEISPIEL 1BEISPIEL 1BEISPIEL 1BEISPIEL 1 : Sei V der n-dimensionale Permutationsdarstellungs-
modul für die symmetrische Gruppe Σn , und seien z1 , . . . , zn � V ∗ die
Dualen der Permutationsbasis. Dann ist

[V ]Σn = [e1 , . . . , en] ,
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wobei ei = ei(z1 , . . . , zn) das i-te elementarsymmetrische Polynom in
z1 , . . . , zn ist,

ei(z1 , . . . , zn) =
�

{j1 ,..., ji }� {1 ,..., n}

zj1 · · · zji .

Auch für eine gewisse Art von “annähernd invarianten” Elementen gibt
es eine Beschreibung: Wir bezeichnen mit × die multiplikative Gruppe
des Körpers , und diese kann mit GL(1; ) identifiziert werden. Wenn� : G ��� × eine eindimensionale Darstellung von G ist, dann ist der
Modul der � -relativen Invarianten durch

[V ]G� := {f � [V ] : g(f ) = � (g)f ∀ g � G}

definiert.

Emmy Noether zeigte 1916 in [18] für Char( )=0, später (1926, [19]) auch
allgemein, dass die Invarianten immer eine endlich erzeugte -Algebra
sind und konnte für den Fall, dass Char( ) = 0 ist, auch eine obere Grenze
für den Grad der Erzeuger angeben (siehe Abschnitt 2.4 in [27]). Folgen-
des Theorem bewies sie in größerer Allgemeinheit, uns reicht diese Ver-
sion.

THEOREM 1.2.1THEOREM 1.2.1THEOREM 1.2.1THEOREM 1.2.1THEOREM 1.2.1 (Noether): Sei ein Körper, V ≅ n und G eine end-
liche Gruppe, die durch Automorphismen auf [V ] operiert. Dann ist

[V ]G auch eine endlich erzeugte kommutative -Algebra, und [V ] ist
endlich erzeugt als Modul über [V ]G .

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Siehe zum Beispiel Theorem 2.3.1 in [27]. �
Es lässt sich dann auch recht leicht zeigen, dass mindestens n Elemente
nötig sind, um [V ]G als -Algebra zu erzeugen (folgt aus Proposition
1.2.4 in [27]). Die nächste Frage ist, wenn n Algebra-Erzeuger gefun-
den wurden, wie sich feststellen lässt, ob sie bereits den Invariantenring
erzeugen. Ein wichtiges Hilfsmittel dazu ist die Poincaréreihe, eine for-
male Potenzreihe, die in jedem Grad i die Dimension der i-ten Kompo-
nente der betrachteten -Algebra als -Vektorraum angibt.

DEFINITIONDEFINITIONDEFINITIONDEFINITIONDEFINITION: Für einen positiv graduierten (das heißt Mi < 0 falls
i < 0) Modul M von endlichem Typ (das heißt, alle Komponenten sind
endlichdimensional) heißt die formale Potenzreihe

P(M, t) := ��
i=0

dim� (Mi)t i

die Poincaréreihe von M . Analog ist sie f ür positiv graduierte -Alge-
bren definiert.
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EIGENSCHAFTEN:

Seien M, N, N � graduierte -Moduln.
(1) Ist 0 ��� N � � M ��� N � ��� 0 eine kurze exakte Sequenz, so gilt

P(M, t) = P(N, t) + P(N � , t) .

(2) Ist M = N ⊗ N � , wobei Mi =
�

j+k=i Nj ⊗ N �k ein Tensorprodukt
über ist, so gilt

P(M, t) = P(N, t) · P(N � , t) .

(3) Falls A � M ein Ring ist und M frei als A-Modul ist, folgt

P(M, t) = P(A, t) · P( ⊗A M, t) .

Die Beweise sind einfach und finden sich zum Beispiel in [27] oder in [11].

BEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNG: Falls P(M, 1) < � , so ist M total endlich.

BEISPIEL 2BEISPIEL 2BEISPIEL 2BEISPIEL 2BEISPIEL 2 : Die Poincaréreihe einer Algebra, die die Struktur eines
Polynomrings trägt, A := [f1 , . . . , fn], wobei deg(fi) = di sei, lässt sich
leicht bestimmen. Mit

A = [f1 , . . . , fn] ≅ [f1] ⊗ · · · ⊗ [fn]

folgt aus Eigenschaft (2) der Poincaréreihen, dass

P(A, t) =
n�

i=1

P( [fi], t) =
n�

i=1

��
j=0

t jdi =
n�

i=1

1
1 − tdi

ist.

Was für Strukturen lassen sich noch mit Hilfe von Invariantenringen
erzeugen?

Das Augmentierungsideal ( [V ]G) � [V ] eines Invariantenrings wird
Hilbertideal von G genannt und

h(G) := ( [V ]G) � [V ]

geschrieben. Dann sind die Koinvarianten folgendermaßen definiert:

[V ]G := [V ]/h(G) = ⊗� [V ]G [V ] ,

wobei [V ]G auf [V ] durch Multiplikation von Polynomen operiert, und
auf durch den Augmentierungshomomorphismus � : [V ]G ��� , der
jedes Element aus [V ]G auf 0 abbildet und die Elemente aus fest lässt.
Diese Arbeit wird sich hauptsächlich mit Koinvarianten und ähnlichen
Strukturen beschäftigen.
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BEISPIEL 3BEISPIEL 3BEISPIEL 3BEISPIEL 3BEISPIEL 3 : Betrachten wir Beispiel 1 für n = 3. Es ist

[x, y, z]Σ3 = [x + y + z, xy + xz + yz, xyz] ,

das heißt, der Ring der Koinvarianten ist

[x, y, z]Σ3 =
[x, y, z]

(x + y + z, xy + xz + yz, xyz)
.

Aus der Relation x + y + z = 0 � [x, y, z]Σ3 erhalten wir

[x, y, z]Σ3 ≅
[x, y]

(x2 + xy + y2, x2y + xy2)
.

Diese Koinvarianten sind also ein endlichdimensionaler -Vektorraum
und lassen sich auf folgende Weise (bildlich) darstellen:

x2y = −xy2

•
x2 • • y2

x • • y
•
1

.

Hier entspricht die Höhe des Knotens dem Grad des dazugehörigen Ba-
siselements. Das heißt, der Knoten mit der 1 liegt auf der Höhe Null, die
1 ist das Basiselement im Grad 0. Die Knoten mit x und y liegen auf der
Höhe Eins, was dafür steht, dass x und y die Basiselemente im Grad 1
sind. Dabei fällt eine Symmetrie zum Einen zur senkrechten Achse durch
den oberen und den unteren Knoten auf, aber auch zu einer horizontalen
Achse in der Mitte zwischen den Graden. Koinvarianten haben nicht im-
mer diese schöne Struktur. Algebren von dieser schönen, symmetrischen
Struktur heißen Poincarédualitätsalgebren und werden in dieser Arbeit
genauer untersucht.

BEISPIEL 4BEISPIEL 4BEISPIEL 4BEISPIEL 4BEISPIEL 4 : Mit Hilfe der 3. Eigenschaft der Poincaréreihen lässt
sich die des Koinvariantenrings ausrechnen für den Fall, dass

[V ]G = [f1 , . . . , fn] � [z1 , . . . , zn] = [V ]

ist. Dann ist [V ] frei als Modul über [V ]G (siehe [27], Korollar 6.7.13).
Nach Definition ist

[V ]G = ⊗� [V ]G [V ] .
Wenden wir Eigenschaft (3) der Poincaréreihen an, erhalten wir:

P( [V ]G , t) =
P( [V ], t)

P( [V ]G , t)
.

Die beiden rechten Poincaréreihen sind durch Beispiel 1.2.2 berechnet,
deshalb ist

P( [V ]G , t) =
n�

i=1

1 − tdi

1 − t
=

n�

i=1

(1 + t + · · · + tdi−1) = 1 + · · · + t � n
i=1(di−1) .
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Hieran ist erkennbar, dass diese Koinvarianten einen endlichdimensiona-
len -Vektorraum bilden, dass der höchste Grad, in dem ein Basiselement
liegt, � n

i=1(di − 1) ist, und dass die Basis in diesem höchsten Grad eindi-
mensional ist. All dies sind charakteristische Eigenschaften von Poinca-
rédualitätsalgebren, die in Abschnitt 1.4 vorgestellt werden.

Wir haben bisher nur Beispiele gesehen, in denen der Invariantenring
eine Polynomalgebra ist. Das muss aber nicht immer der Fall sein.

BEISPIEL 5BEISPIEL 5BEISPIEL 5BEISPIEL 5BEISPIEL 5 : Betrachte /2 < GL(2; ) erzeugt von der Matrix�
−1 0
0 −1 �

wobei Char( ) �= 2. Dann gibt es im Grad 1 keine und im Grad 2 genau 3
invariante Monome, nämlich

x2, xy, y2 .

Diese erzeugen [x, y]� /2 und sind nicht assoziiert, erfüllen aber die
Beziehung

x2 · y2 = (xy) · (xy) .
Daher ist [x, y]� /2 keine Polynomalgebra sondern isomorph zu einer Al-
gebra der Form

[x, y]� /2 ≅
[X, Y , Z]

(Z2 − X Y )
.

Das folgende Theorem liefert für bestimmte Fälle ein Kriterium, wann
der Invariantenring eine Polynomalgebra ist. Dazu benötigen wir den
folgenden Begriff. Sei V ein n-dimensionaler -Vektorraum und G eine
endliche Gruppe, die auf V operiert. Ein Element g � G heißt Pseudo-
spiegelung, falls

(1) g �= id � G ,
(2) dim� (V g) = n − 1 .
(3) g hat endliche Ordnung.

Eine Pseudospiegelung hat also den mindestens (n − 1)-fachen Eigenwert
1. Eine Gruppe, die von Pseudospiegelungen erzeugt wird, heißt Pseudo-
spiegelungsgruppe. Zum Beispiel ist GL(n; ) eine Pseudospiegelungs-
gruppe, falls endlich ist.

THEOREM 1.2.2THEOREM 1.2.2THEOREM 1.2.2THEOREM 1.2.2THEOREM 1.2.2 (Shephard-Todd, Chevalley): Sei ein Körper, V ein
endlichdimensionaler -Vektorraum und � : G � GL(V ) eine treue Dar-
stellung einer endlichen Gruppe G . Sei (G, Char( )) = 1. Dann sind
folgende Bedingungen äquivalent:

(i) G wird von Pseudospiegelungen erzeugt.
(ii) [V ]G ist eine Polynomalgebra.
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BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Siehe [27], Theorem 7.4.1. �

Falls (G, Char( )) > 1 folgt, wenn [V ]G eine Polynomalgebra ist, dass
G eine Pseudospiegelungsgruppe ist (siehe [22], in Verbindung mit [5]).
Die Umkehrung ist jedoch nicht allgemein richtig, wie Beispiele in Ab-
schnitt 7.4 in [27] zeigen. Bedingungen, unter denen sie richtig ist, un-
tersucht T.-C. Lin in [12].

Wir haben hier ein erstes Beispiel gesehen, in dem die Charakteristik des
Grundkörpers eine Rolle spielt. Mit dem sogenannten modularen Fall,
in dem G = 0 � ist, wollen wir uns jetzt beschäftigen. Dass die Invari-
anten eine endlich erzeugte -Algebra sind, gilt, wie E. Noether (Theorem
1.2.1) gezeigt hat, unabhängig von der Charakteristik des Grundkörpers.
Falls Char( ) = 0 ist, konnte sie sogar eine obere Grenze, nämlich G,
für den Grad der Erzeuger von [V ]G angeben, zusammen mit einem
Algorithmus zur Berechnung (siehe Abschnitt 2.4 in [27]). Dieses Ergeb-
nis wurde von L. Smith und R.E. Stong auf den Fall, dass G! � ×

ist, verallgemeinert [29]. Obwohl inzwischen auch für einige andere
Spezialfälle Grenzen gefunden wurden (siehe zum Beispiel [10] oder [24]),
funktioniert der von E. Noether angegebene Algorithmus zur Erzeugung
von genügend Invarianten nicht im modularen Fall. Daher ist in der
modularen Invariantentheorie auch heute noch viel zu tun!

Neue Aspekte kommen aber hinzu, zum Beispiel ist für einen endlichen
Körper mit q = p s Elementen (p prim) die Gruppe GL(n; ) endlich und
hat die Ordnung

GL(n; ) = (qn − 1)(qn − q) · · · (qn − qn−1) ,

und einen Invariantenring, der ein Polynomring ist. Und da wir die
endlichen Gruppen G immer mit Darstellungen � : G � GL(n; ) be-
trachten, so dass sie (eigentlich � (G)) sich als Untergruppen von GL(n; )
auffassen lassen, gilt für alle endlichen Gruppen

[V ]GL(n;� ) � [V ]G ,

und [V ]G ist eine endliche Erweiterung von [V ]GL(n;� ) . Wir haben also
universelle Invarianten, die in jedem Invariantenring enthalten sind. Da
L.E. Dickson sie 1911 in [9] als erster berechnete, wird

D∗(n) := [V ]GL(n;� )

die Dickson-Algebra genannt und die Erzeuger dn,0 , . . . , dn,n−1 heißen
Dickson-Invarianten. Da sie in dieser Arbeit eine wichtige Rolle spie-
len, ist ihnen ein eigener Abschnitt, 1.3, gewidmet.
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1.3 Die Dickson-Algebra und die Eulerklasse

In diesem Abschnitt wird die Dickson-Algebra D∗(n) = [V ]GL(n;� ) vor-
gestellt und einige (im Allgemeinen bekannte) Eigenschaften gezeigt,
die später für einige Berechnungen nötig sind. Eine vollständige (soweit
Vollständigkeit bei einem mathematischen Thema überhaupt möglich ist)
Einführung der Dickson-Algebra findet sich in [27], Kapitel 8, worauf ich
hiermit verweise. Fehlende Beweise finden Interessierte dort.

Im ganzen Abschnitt sei nun V ein n-dimensionaler Vektorraum über
dem Körper = q mit q = p � Elementen.

SATZ 1.3.1SATZ 1.3.1SATZ 1.3.1SATZ 1.3.1SATZ 1.3.1: Die Algebra [V ]GL(n;� ) der Invarianten der Operation
der GL(n; ) auf dem Ring der Polynomfunktionen [V ] wird mit D∗(n)
bezeichnet und Dickson-Algebra genannt. Sie ist eine Polynomalgebra,

D∗(n) = [dn,0 , . . . , dn,n−1],

mit Erzeugern

dn,i = eqn −q i (v1 , . . . , vqn −1), i = 0 , . . . , n − 1,

vom Grad
deg(dn,i) = qn − q i .

Dabei sind v1 , . . . , vqn −1 die qn − 1 verschiedenen Linearformen aus
V ∗\{0} und ej(X1 , . . . , Xr) bezeichnet das j-te elementarsymmetrische
Polynom in X1 , . . . , Xr .

Es gibt noch einige andere Beschreibungen der Dickson-Polynome, zum
Beispiel als Determinante einer Matrix (siehe Dicksons Original-Beweis
[9]) oder als Summe über gewisse Unterräume von V von Produkten über
die Linearformen aus diesen Unterräumen (siehe [27], Kapitel 8). Die
oben angegebene Beschreibung ist die, die ich benutzen werde.

BEISPIEL 1BEISPIEL 1BEISPIEL 1BEISPIEL 1BEISPIEL 1 (Konkrete Dickson-Polynome):
(1) Sei n = 2 und {x, y} eine Basis für V ∗ , also [V ] = [x, y].

(a) p = 3:

d2,0 = x6y2 + x4y4 + x2y6,

d2,1 = x6 + x4y2 + x2y4 + y6.

(b) p beliebig:

d2,0 =
p−1�
j=0

(xp−1)j+1(yp−1)p−j ,

d2,1 =
p�

j=0

(xp−1)j(yp−1)p−j .
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Für n = 2 lassen sich diese Polynome leicht mit Hilfe der in Satz
1.3.1 angegebenen Formel ausrechnen.

(2) Sei nun n beliebig und p = 2, {z1 , . . . , zn} eine Basis für V ∗ . D.
Arnon hat in [3] eine Formel bewiesen, mit der sich die Dickson-
Polynome ausrechnen lassen:

dn,i =
�

s1+···+sn =2n −2i

mit sj � {0,2,22 ,..., 2
rj : 2

rj ≤2n −2i }

z s1
1 · · · z sn

n .

Im Allgemeinen scheint es quasi unmöglich zu sein, eine geschlossene
Form als Polynom in Basiselementen für dn,i anzugeben. In [8] werden
einige Formeln angegeben, wie zum Beispiel dn,i und dn−1,i−1 zusam-
menhängen. Einige davon werden in späteren Kapiteln benötigt und
dann an Ort und Stelle vorgestellt. Auf einem recht einfachen Weg lässt
sich jedoch immerhin eine Aussage über Leitglieder dieser Polynome
machen, wozu der folgende eher zahlentheoretische Hilfsatz benötigt
wird.

HILFSSATZ 1.3.2HILFSSATZ 1.3.2HILFSSATZ 1.3.2HILFSSATZ 1.3.2HILFSSATZ 1.3.2: Das Produkt über die Einheiten eines endlichen
Körpers q mit q Elementen (dabei ist q = p � und p prim) ist 1 oder −1,
und zwar

�
� � � ×

q

�
=

�
1 falls q gerade,
-1 falls q ungerade.

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Sei � eine (q − 1)-te primitive Einheitswurzel, das heißt,
×
q = { � , � 2 , . . . , � q−1}

und � q−1 = 1. Dann ist

�
� � � ×

q

�
=

q−1�

i=1

� i = � � q−1
i=1 = � (q−1)(q−2)

2 .

Ist q ungerade, muss, da ( � q−1
2 )2 = � q−1 = 1 ist, � q−1

2 = −1 sein (da � eine
primitive Einheitswurzel ist). Da mit q auch q − 2 ungerade ist folgt
daher, dass � (q−1)(q−2)

2 = ( � q−1
2 )q−2 = −1 ist.

Ist q = 2, ist die Behauptung klar.

Ist q > 2 und gerade, so schreiben wir, da in diesem Fall q−2
2

eine ganze

Zahl, und daher � q−2
2 � ×

q ist,

� (q−1)(q−2)
2 = ( � q−2

2 )q−1 = 1,

und die Behauptung ist vollständig bewiesen. �
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Sei V ∗ = Span� {z1 , . . . , zn} und nach lexikographischer Ordnung sei

z1 � lex · · · � lex zn .

Die lexikographische Ordnung lässt sich von Monomen unkompliziert auf
Terme erweitern:

azk1
1 · · · zkn

n � lex bz l1
1 · · · z ln

n

genau dann, wenn entweder

(i) zk1
1 · · · zkn

n � lex z l1
1 · · · z ln

n oder (i i) zk1
1 · · · zkn

n = z l1
1 · · · z ln

n und a > b.

Folgende Aussage über Leitglieder der Dickson-Polynome kann nun be-
wiesen werden:

LEMMA 1.3.3LEMMA 1.3.3LEMMA 1.3.3LEMMA 1.3.3LEMMA 1.3.3: V ∗ habe eine Basis, die wie eben angegeben nach lexi-
kographischer Ordnung sortiert sei. Dann ist, falls q ungerade ist,

LT (dn,i) = (−1)n−i zqn −qn−1

1 zqn−1−qn−2

2 · · · zq i+1−q i

n−i .

Falls q gerade ist, ändert sich nur das Vorzeichen auf +1.

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Sortieren und nummerieren wir alle v � V ∗ nach der gegebe-
nen lexikographischen Ordnung, lassen sie sich geschickt aufzählen:

Es gibt (q − 1)qn−1 = qn − qn−1 Linearformen der Gestalt
�

1z1 + · · · +
�

n zn ,
�

1 �= 0.

Diese werden v1 , . . . , vqn −qn−1 genannt.

Dann gibt es (q − 1)qn−2 = qn−1 − qn−2 Linearformen der Gestalt
�

2z2 + · · · +
�

n zn ,
�

2 �= 0.

Diese sollen vqn −qn−1+1 , . . . , vqn −qn−2 heißen.

So wird fortgefahren, das heißt es gibt (q − 1)qn−k Linearformen der
Gestalt �

k zk + · · · +
�

n zn ,
�

k �= 0,

die dann vqn −qn−(k−1)+1 , . . . , vqn −qn−k genannt werden, für k = 0 , . . . , n − 1.

Es ist offensichtlich, dass auf diese Art alle qn − 1 Linearformen aus
V ∗\{0} aufgezählt werden und wir können annehmen, dass für i < j gilt,
dass vi � lex vj ist. Setzen wir diese Linearformen nun definitionsgemäß
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in die Formel für dn,i ein, erhalten wir

dn,i = eqn −q i (v1 , . . . , vqn −1)

=
�

j1<···<jqn −qi � {1 ,..., qn −1}

vj1 · · · vjqn −qi

= v1v2 · · · vqn −q i +
�

j1<···<j
qn −qi � {1 ,..., qn −1}

(j1 ,..., j
qn −qi ) �=(1 ,..., qn −qi )

vj1 · · · vjqn −qi .

Dabei wurde für die dritte Gleichheit der lexikographisch größte Sum-
mand vor die Summe gezogen. Daraus folgt, dass

LT (dn,i) = LT (v1v2 · · · vqn −q i )
= LT (v1v2 · · · vqn −qn−1 vqn −qn−1+1 · · · vqn −qn−(n−i−1) · · · vqn −qn−(n−i) )

= (
�

�
1 � � ×

q

�
1)qn−1

zqn −qn−1

1 (
�

�
2 � � ×

q

�
2)qn−2

zqn−1−qn−2

1 · · ·

· · · (
�

�
n−i � � ×

q

�
n−i)qn−(n−i)

zqn−(n−i+1)−qn−i

n−i .

Wenden wir nun den Hilfssatz an, erhalten wir für q ungerade

LT (dn,i) = (−1)n−i zqn −qn−1

1 zqn−1−qn−2

2 · · · zq i+1−q i

n−i ,

und für gerades q bleibt das Vorzeichen positiv. �
Analog funktioniert dieses Lemma natürlich für alle anderen möglichen
lexikographischen Ordnungen auf z1 , . . . , zn , wovon es Σn = n! gibt. Es
macht daher Sinn, folgende Schreibweise zu verwenden:

BEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNG: Die Notation�
� � Σn

sgn( � )z
� (

�
1)

1 · · · z
� (

�
n )

n

taucht in dieser Arbeit sehr häufig auf. Gemeint ist, dass Σn durch ihre
Elemente � auf der Menge {

�
1 , . . . ,

�
n} der Exponenten des “Ausgangs-

monoms” z
�

1
1 · · · z

�
n

n operiert. Alternativ kann Σn auch auf der Menge
{1 , . . . , n} der Indizes der zi operieren. Die Summe oben wird dann

�
� � Σn

sgn( � )z
�

1� (1) · · · z
�

n� (n)

geschrieben.

Als Folgerungen ergeben sich:

KOROLLAR 1.3.4KOROLLAR 1.3.4KOROLLAR 1.3.4KOROLLAR 1.3.4KOROLLAR 1.3.4: Mit den Voraussetzungen wie in Lemma 1.3.3 gilt:

dn,i =
�

� � Σn

zqn −qn−1
� (1) · · · zq i+1−q i

� (n−i) + Terme, die unter keiner der lexikogra-
phischen Ordnungen Leitglied sind.
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KOROLLAR 1.3.5KOROLLAR 1.3.5KOROLLAR 1.3.5KOROLLAR 1.3.5KOROLLAR 1.3.5: Mit den Voraussetzungen wie in Lemma 1.3.3 gilt
ferner:

(i) dn,1 , . . . , dn,n−1 werden nicht von z1 , . . . , zn geteilt.
(ii) dn,1 , . . . , dn,n−1 werden nicht von

� k
j=1 zij geteilt, wobei k ≤ n und

{i1 , . . . , ik} � {1 , . . . , n} ist.
(iii) dn,0 wird von

� n
i=1 zi geteilt.

Welche Tatsachen über die Dickson-Algebra werden außerdem noch be-
nötigt? Steinberg in [30] und Campbell, Hughes, Shank und Wehlau in
[8] haben die Struktur von [V ] als Modul über D∗(n) (sogar über einer
etwas allgemeineren Algebra) mit Hilfe einer Monombasis beschrieben.

Zunächst wird eine verallgemeinerte Dickson-Algebra eingeführt. Sei für
l ≥ 0

D∗(n, l) := [dq l

n,0 , . . . , dq l

n,n−1]
und

Ω(n, l) := {z i1
1 · · · z in

n : 0 ≤ ik < q l(qn − qn−k), k = 1 , . . . , k} .

Bei der Definition von Ω(n, l) fällt auf, dass sie insofern nicht “sym-
metrisch” ist, als sie für zi größere Exponenten als für zj erlaubt sofern
i > j ist. Das liegt daran, dass hier die lexikographische Monomordnung
mit z1 � lex · · · � lex zn gewählt wurde. Bei einer anderen Auswahl der
Monomordnung würde Ω(n, l) entsprechend anders aussehen. Da ver-
schiedene Basen für einen Modul ja durchaus möglich sind, ist das hier
kein Problem. Wir benötigen den folgenden Satz zum Beweis des Theo-
rems über eine Basis für [z1 , . . . , zn] als Modul über D∗(n).

SATZ 1.3.6SATZ 1.3.6SATZ 1.3.6SATZ 1.3.6SATZ 1.3.6: Seien f1 , . . . , fn � [z1 , . . . , zn] eine Regulärfolge. Dann
hat [z1 , . . . , zn] als freier [f1 , . . . , fn]-Modul den Rang

rk� [f1 ,..., fn ]( [z1 , . . . , zn]) =
n�

i=1

deg(fi) .

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Wir werden den Beweis mit Hilfe von Poincaréreihen führen.
Nach Eigenschaft (3) gilt:

P( [z1 , . . . , zn], t) = P( [f1 , . . . , fn]), t) · P( ⊗� [f1 ,..., fn ] [z1 , . . . , zn], t) .

Da

P( [z1 , . . . , zn], t) =
1

(1 − t)n

und

P( [f1 , . . . , fn], t) =
n�

i=1

1
1 − tdeg(fi )
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ist, erhalten wir für die Poincaréreihe von ⊗� [f1 ,..., fn ] [z1 , . . . , zn]:

P( ⊗� [f1 ,..., fn ] [z1 , . . . , zn], t) =
n�

i=1

1 − tdeg(fi )

1 − t

=
n�

i=1

(1 + t + · · · + tdeg(fi )−1
� ��� �

deg(fi ) Summanden

) .

Beim Ausmultiplizieren ergeben sich also (vor dem Zusammenfassen glei-
cher Summanden) genau deg(f1) · · · deg(fn) Summanden, alle mit dem Ko-
effizienten 1, was bedeutet, dass

P( ⊗� [f1 ,..., fn ] [z1 , . . . , zn], t)t=1 = deg(f1) · · · deg(fn) ,

was die Anzahl der Basiselemente des freien Moduls [z1 , . . . , zn] über
[f1 , . . . , fn] ist. Also folgt die Behauptung. �

Kommen wir nun zu dem Theorem, für dessen Beweis dieser Satz nötig
ist.

SATZ 1.3.7SATZ 1.3.7SATZ 1.3.7SATZ 1.3.7SATZ 1.3.7 (H.E.A. Campbell, I.P. Hughes, R.J. Shank, D.L. Wehlau):
Ω(n, l) ist eine Basis f ür [z1 , . . . , zn] als freier Modul über D∗(n, l), das
heißt,

[z1 , . . . , zn] = �
m � Ω(n,l)

D∗(n, l) · m .

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Der Beweis soll hier nur skizziert werden, damit seine
Abhängigkeit von der gewählten Monomordnung, die wir noch ausnutzen
wollen, deutlich wird. Der vollständige Beweis befindet sich in [8], Theo-
rem 3.2.

Zunächst wird gezeigt, dass für ein Monom m � Ω(n, l)

zn · m � SpanD∗(n,l){Ω(n, l)}

ist. Dann wird per Induktion über n gezeigt, dass Ω(n, l) ein Erzeugen-
densystem für [z1 , . . . , zn] als Modul über D∗(n, l) ist. Dabei wird auch
wieder die “Sonderrolle” von zn deutlich, da von der Induktionsvoraus-
setzung, dass [z1 , . . . , zn−1] als D∗(n − 1, l)-Modul von Ω(n − 1, l) erzeugt
wird, durch den Algebrahomomorphismus

Φl : D∗(n − 1, l + 1) ��� D∗(n, l)

dq l+1

n−1,n−i
� � dq l

n,n−i

auf die Aussage in n geschlossen werden kann. Dabei wird sozusagen zn
“angehängt”. Mit Hilfe von Satz 1.3.6 lässt sich dann noch zeigen, dass
Ω(n, l) die richtige Größe hat, also sogar eine Basis ist und [z1 , . . . , zn]
ist frei über Ω(n, l). �
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Wenden wir uns nun noch den Invarianten der speziellen linearen Gruppe

SL(n; ) = {g � GL(n; ) : det(g) = 1} < GL(n; )

zu. Hier spielt die im Titel dieses Abschnitts genannte Eulerklasse Ln
eine wichtige Rolle.

Sei V ≅ n . Für jeden Untervektorraum W � V mit dim� (W) = n − 1
können wir eine lineare Abbildung � W : V ��� wählen, so dass
ker( � W ) = W ist. Dann definieren wir

Ln :=
�

W � V : dim� (W )=n−1

� W .

Die Eulerklasse ist offenbar eindeutig bis auf skalare Vielfache. Da jedes� W den Grad 1 und die Gestalt� W =
�

1(W)z1 + · · · +
�

n(W)zn

hat, für eine Basis {z1 , . . . , zn} von V ∗ , nicht alle
�

i (W) = 0, hat 1 Ln den
Grad qn −1

q−1 .

BEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNG: Wir wollen folgende Notation verwenden: Um Klam-
mern zu sparen und der Übersichtlichkeit zu dienen, schreiben wir für
A � GL(n; )

detk(A) := � det(A) � k ,

in Anlehnung an Schreibweisen wie � sin(x) � 2 = sin2(x).

LEMMA 1.3.8LEMMA 1.3.8LEMMA 1.3.8LEMMA 1.3.8LEMMA 1.3.8: Die Eulerklasse Ln ist, bis auf skalare Vielfache, die
Determinante der folgenden Matrix:

Zq,n :=

����
�

z1 zq
1 · · · zqn−1

1

z2 zq
2 · · · zqn−1

2
...

. . .
...

zn zq
n · · · zqn−1

n

�
			
� .

Deshalb macht es Sinn, det(Zq,n) als Vertreter für die Eulerklasse Ln zu
wählen und im Folgenden Ln = det(Zq,n) zu benutzen.

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Da alle det−1-relativen Invarianten invariant unter der
Operation von SL(n; ) auf [z1 , . . . , zn] sind, sind sie Elemente von

[z1 , . . . , zn]SL(n;� ) = [Ln , dn,1 , . . . , dn,n−1] (Theorem 8.1.8 in [27]). Aus
Gradgründen ist also Ln die einzige (bis auf skalare Vielfache) SL(n; )-
Invariante vom Grad qn−1 + qn−2 + · · ·+ q +1. Wir werden jetzt zeigen, dass
deg � det(Zq,n) � =deg(Ln) ist und dass det(Zq,n) det−1-relativ invariant, also
ein Element von [z1 , . . . , zn]SL(n;� ) ist. Aufgrund der eben beschriebenen

1 Es gibt qn − 1 verschiedene Linearformen �= 0, dabei sind immer q − 1 skalare Vielfache
voneinander, haben also den gleichen Kern.
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Eindeutigkeit (bis auf skalare Vielfache) der SL(n; )-Invarianten in dem
Grad, in dem Ln sitzt, muss dann det(Zq,n) ein Vertreter von Ln sein.

(1) Zeige: det(Zq,n) �= 0.

Entwickeln wir det(Zq,n) nach Leibniz, erhalten wir

det(Zq,n) =
�

� � Σn

sgn( � )z
� (1)
1 z

� (q)
2 · · · z

� (qn −1)
n .

In dieser Summe stehen n! verschiedene Monome (mit Koeffizienten 1
oder −1) als Summanden, somit können sie sich nicht gegenseitig weghe-
ben und det(Zq,n) �= 0.

(2) Zeige: deg � det(Zq,n) � = deg(Ln).

Wenn wir uns die Form, die det(Zq,n) in (1) hat, ansehen, wird offen-
sichtlich, dass der Grad

deg � det(Zq,n) � = 1 + q + · · · + qn−2 + qn−1

ist.

(3) Zeige: det(Zq,n) ist det−1-relativ invariant.

Wir müssen also ausrechnen, ob für alle g � GL(n; ) gilt, dass

g(det−1(Zq,n)) = det−1(g) det(Zq,n)

ist. Da GL(n; ) von Pseudospiegelungen erzeugt wird und die Determi-
nantenfunktion multiplikativ ist reicht es, dieses für die verschiedenen
Typen von Pseudospiegelungen zu zeigen, als da wären

s1 :=

���
�

�
0

1
. . .

0 1

� 		
� , s−1

1 =

���
�

� −1 0
1

. . .
0 1

� 		
� ,

so dass

s−1
1 zi =

� � −1z1 falls i = 1
zi falls i > 1

ist, und

s2 :=

���
�

1 1 0
1

. . .
0 1

� 		
� , s−1

2 =

���
�

1 q − 1 0
1

. . .
0 1

� 		
� ,

so dass

s−1
2 zi =

�
z1 + (q − 1)z2 falls i = 1
zi falls i > 1

ist. Dabei steht s2 stellvertretend für die sogenannten Überschiebungen.
s2 ist die Jordanform einer Überschiebung, und durch Basiswechsel lässt
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sich jede Überschiebung in dieser Form darstellen. Daher reicht es, s1
und s2 zu betrachten. Es ist

s1(det(Zq,n)) =
�

� � Σn

sgn( � )(s−1
1 z1)

� (1)(s−1
1 z2)

� (q) · · · (s−1
1 zn)

� (qn−1)

=
�

� � Σn

sgn( � )(
� −1z1)

� (1) z
� (q)
2 · · · z

� (qn−1)
n ,

wobei wir die vorher berechnete Operation von s−1
1 auf den Basisele-

menten eingesetzt haben. Da (
� −1)q i =

� −1 ist, für alle i , steht in jedem
Summanden

� −1 , was daher ausgeklammert werden kann:

s1(det(Zq,n)) =
� −1

�
� � Σn

sgn( � )z
� (1)
1 z

� (q)
2 · · · z

� (qn −1)
n .

Da
� −1 = det−1(s1) folgt die Behauptung für s1 .

Entsprechend ist, wiederum unter der Verwendung der oben berechneten
Operation,

s2(det(Zq,n)) =
�

� � Σn

sgn( � )(s−1
2 z1)

� (1)(s−1
2 z2)

� (q) · · · (s−1
2 zn)

� (qn−1)

=
�

� � Σn

sgn( � )(z1 + (q − 1)z2)
� (1)z

� (q)
2 · · · z

� (qn−1)
n .

Diese Summe können wir auseinanderziehen und mit der gleichen Argu-
mentation wie für

� −1 auch q − 1 ausklammern.

s2(det(Zq,n)) =
�

� � Σn

sgn( � )z
� (1)
1 z

� (q)
2 · · · z

� (qn −1)
n

+ (q − 1)
�

� � Σn

z
� (1)+ � (q)
2 · · · z

� (qn−1)
n .

Die zweite Summe ist 0, denn zu jedem � � Σn mit � (1) = qk und � (q) = q t

gibt es genau ein � � Σn mit � (1) = q t , � (q) = qk und � (q i) = q i für alle
i ≥ 2. Da für solche � , � gilt, dass sgn( � ) = −sgn( � ), heben sich die dazu
gehörenden Summanden gegenseitig weg, und daher wird die Summe zu
0.

Da ferner det−1(s2) = 1, sehen wir auch für s2 die det−1-relative Invarianz
von det(Zq,n).

Damit ist das Lemma bewiesen. �
Aus dem Beweis folgt noch:

KOROLLAR 1.3.9KOROLLAR 1.3.9KOROLLAR 1.3.9KOROLLAR 1.3.9KOROLLAR 1.3.9: Ln = Zq,n ist det−1-relativ invariant unter der Ope-
ration von GL(n; ) auf [z1 , . . . , zn].

Damit ist Ln invariant unter der Operation von SL(n; ) und es gilt mit
den Bezeichnungen wie bisher:
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THEOREM 1.3.10THEOREM 1.3.10THEOREM 1.3.10THEOREM 1.3.10THEOREM 1.3.10 (L.E. Dickson):

[V ]SL(n;� ) ≅ [Ln , dn,1 , . . . , dn,n−1] .

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Siehe Theorem 8.1.8 in [27]. �
BEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNG: Da deg(Lq−1

n )=deg(dn,0) und Lq−1
n invariant ist unter der

Operation von GL(n; ) (da (det−1(g))q−1 = 1), folgt:

Lq−1
n = dn,0 .

1.4 Poincarédualitätsalgebren

Kommen wir nun zu den Objekten, die in dieser Arbeit eine Hauptrolle
spielen.

DEFINITIONDEFINITIONDEFINITIONDEFINITIONDEFINITION: Sei H eine kommutative graduierte zusammenhängen-
de -Algebra. Dann heißt H eine Poincarédualitätsalgebra der for-
malen Dimension f−dim (H) = d , falls

(i) Hi = 0, f ür alle i > d ,
(ii) dim� (Hd) = 1,

(iii) die Paarung
Hi ⊗ Hd−i ��� Hd

a ⊗ b � � a · b
ist nicht-singulär, das heißt, eine Klasse a � Hi ist nur Null
genau dann, wenn ab = 0 ∀ b � Hd−i ist.

Für die Multiplikation in einer Poincarédualitätsalgebra H wird oft das
Zeichen “∪” verwendet, in Anlehnung an die Schreibweise in der Topolo-
gie.

Zu a � Hi heißt jedes b � Hd−i mit 0 �= a ∪ b � Hd eine Poincaréduale
zu a . Eine Klasse 0 �= [H] � Hd heißt Fundamentalklasse f ür H .

BEOBACHTUNGBEOBACHTUNGBEOBACHTUNGBEOBACHTUNGBEOBACHTUNG : Diese Definition für eine Poincarédualitätsalgebra
H ist äquivalent dazu zu fordern, dass

(1) Hi = 0, für alle i > d ,
(2) AnnH ([H]) = H ,
(3) AnnH (H) = · [H].

Wir werden einige Sätze und Formeln über Poincarédualitätsalgebren
und gebrochene Ideale brauchen. Für eine ausführliche Einführung sei
hier auf [15], Abschnitte I.1 und I.2 verwiesen.
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In Poincarédualitätsalgebren H definieren wir folgende Bilinearform:

< > : H × H � � , (a, b) � � < a b > ,

wobei

< a b > :=
� �

, falls a · b =
�

[H],
0 , falls a · b /� Hd .

Aus der Definition der Poincarédualitätsalgebra folgt, dass < >
• symmetrisch (< a b >=< b a > ∀ a, b � H) ,
• mittel − assoziativ (< ac b >=< a cb > ∀ a, b, c � H) ,
• nicht − ausgeartet (< a b >= 0 ∀ b � H ⇐⇒ a = 0)

ist. Sehr häufig wird statt < a b > die Schreibweise < ab [H] > mit
der gleichen Bedeutung benutzt, damit die Abhängigkeit von H und [H]
deutlich wird.

Das folgende Lemma beschreibt eines der grundlegenden Doppel-Duali-
täts-Resultate des Studiums von Poincarédualitätsalgebren.

LEMMA 1.4.1LEMMA 1.4.1LEMMA 1.4.1LEMMA 1.4.1LEMMA 1.4.1: Sei H eine Poincarédualitätsalgebra über dem Körper
und I � H ein Ideal. Dann ist

AnnH � AnnH (I) � = I .

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Siehe Lemma I.1.1 in [15]. �
Ein Poincarédualitätsquotient von [V ] ist eine Quotientalgebra H
von [V ], die eine Poincarédualitätsalgebra ist. Welche Quotienten einer
kommutativen graduierten zusammenhängenden Algebra über sind
Poincarédualitätsquotienten ?

SATZ 1.4.2SATZ 1.4.2SATZ 1.4.2SATZ 1.4.2SATZ 1.4.2: Sei A eine kommutative graduierte zusammenhängende
-Algebra. Dann liefert jedes A-primäre, irreduzible (das heißt, falls

I = I � ∩ I � � folgt I = I � oder I = I � � ) Ideal I � A einen Poincarédualitäts-
quotienten

H = A/I .

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Siehe Proposition I.1.4 in [15]. �
Eine weitere Konstruktionsmöglichkeit für Poincarédualitätsalgebren
liefert das folgende Lemma, ebenfalls bewiesen in [15].

LEMMA 1.4.3LEMMA 1.4.3LEMMA 1.4.3LEMMA 1.4.3LEMMA 1.4.3: Sei H eine Poincarédualitätsalgebra über dem Körper
und h � H .

(i) Dann ist H /(0 : h) auch eine Poincarédualitätsalgebra über und
hat die Formaldimension

f−dim (H /(0 : h)) = f−dim (H) − deg(h).
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(ii) Sei hv � H eine Poincaréduale zu h , dann ist das Bild von hv in
H /(0 : h) eine Fundamentalklasse für H /(0 : h), das heißt, wenn

�
h die kanonische Projektion von H nach H /(0 : h) beschreibt,

gilt:
�

h : H � � H
(0 : h)

hv � � [H /(0 : h)] .

(iii) Ist umgekehrt
�
H = H /J eine Poincarédualitätsalgebra deren

Fundamentalklasse ein Urbild wv � H mit einer Poincarédualen
w � H hat, dann ist

J = (0 : w).

Kennen wir also umgekehrt die Formaldimensionen von H und H /(0 : h),
können wir daraus den Grad des Erzeugers w aus dem Lemma bestim-
men.

Wie wir eben gesehen haben, spielen gebrochene Ideale eine nicht un-
wesentliche Rolle bei der Untersuchung von Poincarédualitätsalgebren.
Der Umgang damit lässt sich etwas formalisieren. Sei A eine kommutati-
ve graduierte zusammenhängende Noethersche Algebra über dem Körper

und I � A ein Ideal. Dann bezeichnet over(I) die Menge aller Oberide-
ale von I , das heißt,

over(I) = {J � A Ideal : J � I} .

Dann ist ein echtes Ideal I irreduzibel genau dann, wenn es ein ein-
deutiges minimales, echtes Oberideal besitzt. Sei nun I ein A-primäres,
irreduzibles Ideal, also eines, für das A/I eine Poincarédualitätsalgebra
ist. Zariski und Samuel führen in “Commutative Algebra” ([33]), Kapi-
tel 4 eine Korrespondenz ΘI ein, die einem Ideal ein gebrochenes Ideal
zuordnet:

ΘI(J) := (I : J) � over(I) .
Diese Korrespondenz induziert eine Involution

ΘI : over(I) ��� over(I)

mit den Eigenschaften (für J � , J � � � over(I)):
(i) ΘI(J � ∩ J � � ) = ΘI(J � ) + ΘI(J � � ),

(ii) ΘI(J � + J � � ) = ΘI(J � ) ∩ ΘI(J � � ),
(iii) � ΘI(J � ) : ΘI(J � � ) � = ΘI(J � · J � � ) = � ΘI(J � � ) : ΘI(J � ) � ,
(iv) ΘI(J � : J � � ) = J � � · ΘI(J � ).
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Aus diesen Eigenschaften lässt sich ein wichtiger Satz über gebrochenene
Ideale herleiten, der sich bei Zariski und Samuel findet. Nachforschungen
ergeben jedoch, dass er auf Emmy Noether zurückzuführen ist.

THEOREM 1.4.4THEOREM 1.4.4THEOREM 1.4.4THEOREM 1.4.4THEOREM 1.4.4 (E. Noether): Seien K � [V ] ein ( [V ])-primäres, ir-
reduzibles Ideal und L � over(K ). Dann ist L genau dann ( [V ])-primär
und irreduzibel, wenn es ein h � [V ] gibt, f ür dass gilt:

(i) (K : L) = (h) + K ,
(ii) (K : h) = L .

h heißt dann eine Übergangsinvariante f ür L über K .

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Der Beweis findet sich in [15] in den Erklärungen am Anfang
des Abschnitts über Eigenschaften von irreduziblen Idealen (Abschnitt
I.2) oder in [33], Abschnitt 16, Theorem 35. �
Also haben alle ( [V ])-primären, irreduziblen Ideale die Form (Q : a), für
ein Parameterideal (d.h. ein Ideal, dass von einem Parametersystem
erzeugt wird) Q � A und ein geeignetes Element a � A .

Als Folgerung erhalten wir, wenn wir das Theorem und das Lemma
zusammen packen:

KOROLLAR 1.4.5KOROLLAR 1.4.5KOROLLAR 1.4.5KOROLLAR 1.4.5KOROLLAR 1.4.5: Seien K und L wie in Theorem 1.4.4 und h eine
Übergangsinvariante für L über K . Dann hat h folgenden Grad:

deg(h) = f−dim ( [V ]/K ) − f−dim ( [V ]/L) .

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Sei H = [V ]/K die Poincarédualitätsalgebra , für die Lem-
ma 1.4.3 gilt. Dann müssen wir zeigen, dass [V ]/L = H /(0 : h) ist, damit
die Gleichung (i) aus dem Lemma zu

f−dim ( [V ]/L) = f−dim ( [V ]/K ) − deg(h)

wird und anwendbar ist. Wir müssen (0 : h) als Ideal in H betrachten.
Hier ist

f � (0 : h) � H
genau dann, wenn

f h = 0 � H = [V ]/K
ist. Das gilt aber genau dann, wenn f h � K ist, also

f � (K : h) .

Also sind in [V ]/L = [V ]/(K : h) (die Gleichheit gilt wegen Theorem 1.4.4
(ii)) die gleichen Elemente 0 wie in H /(0 : h) = ( [V ]/K )/(0 : h) und deshalb
sind sie gleich. �
Wie sieht es mit der Struktur der Koinvarianten aus? Aus I.1 in [15] folgt
dieses Lemma:
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LEMMA 1.4.6LEMMA 1.4.6LEMMA 1.4.6LEMMA 1.4.6LEMMA 1.4.6: Die Quotientenalgebra
�

:=
[V ]

h(G)

ist eine Poincarédualitätsalgebra genau dann, wenn h(G) := ( [V ]G) irre-
duzibel und [V ]-primär ist.

1.5 Steenrod-Operationen und Wu-Klassen

Die ursprünglich aus der algebraischen Topologie stammenden Steenrod-
Operationen sind ein wichtiges Hilfsmittel in der modularen Invarianten-
theorie, da sich mit ihrer Hilfe zum Beispiel aus bekannten Invarianten
Neue gewinnen lassen (ausführlich in [27], Abschnitte 10.3 und 10.4).
Ferner ist es eine notwendige Eigenschaft eines Invariantenrings, eine
Algebra über der Steenrod-Algebra zu sein. Doch dazu später.

Sei in diesem Abschnitt ein endlicher Körper mit q = p s Elementen (p
prim). Die Steenrod-Operationen P

i können durch eine erzeugende
Funktion

P(� ) : [V ] ��� [V ][[� ]]
definiert werden, für die die Eigenschaften

(1) P( � ) ist -linear,
(2) P( � )(v) = v + vq � ∀ v � V ∗ ,
(3) P( � )(uw) = P( � )(u)P( � )(w) ∀ u, w � [V ],
(4) P( � )(1) = 1.

gefordert werden. � erhält den Grad −(q − 1), so dass P(� )(f ) für f � [V ]
in homogene Komponenten aufgeteilt werden kann,

P( � )(f ) = ��
i=0

P
i(f ) � i ,

und deg(P i) = i(q − 1) ist. Die Steenrod-Operationen P i sind -linear und
genügen den

(i) Instabilitätsbedingungen: P i(u) =
�

uq : i = deg(u)
0 : i > deg(u) ,

(ii) Cartan-Formeln: P k(uv) = �
i+j=k

P
i(u)P j(v).

Die MODMODMODMODMOD p-Steenrod-Algebra P
∗ ist die graduierte freie assoziative

-Algebra mit 1, die von den P
i erzeugt wird, modulo dem Ideal, das

von den Beziehungen zwischen den P
i , die in jeder Polynomalgebra

[z1 , . . . , zn], n � , gelten. Das inhomogene Element

P = 1 + P1 + P2 + · · · � Tot(P∗)

wird totale Steenrod-Operation genannt.
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Das folgende Lemma lässt sich durch einfaches Nachrechnen beweisen,
oder in [27], Abschnitt 10.4 nachschlagen.

LEMMA 1.5.1LEMMA 1.5.1LEMMA 1.5.1LEMMA 1.5.1LEMMA 1.5.1: Sei A � [V ] eine P
∗-Unteralgebra auf der eine endli-

che Gruppe G < GL(n; ) (linear) operiert und f � A . Dann kommutieren
die Steenrod-Operationen mit der Gruppenoperation, das heißt f ür alle
g � G gilt:

g(P(f )) = P(gf ) .
Insbesondere ist, falls f invariant unter der Operation von G auf A ist,
auch P(f ) invariant, und falls f eine detk -relative Invariante unter der
Operation von G ist, dann ist auch P(f ) eine detk -relative Invariante. �
An diesem Lemma sehen wir, dass sich mit Hilfe der Steenrod-Operatio-
nen aus bekannten Invarianten Neue produzieren lassen. Wir kommen
deshalb zu folgender Definition:

DEFINITIONDEFINITIONDEFINITIONDEFINITIONDEFINITION: Eine Algebra A , die ein Modul über P
∗ ist und der Insta-

bilitätsbedingung und den Cartan-Formeln genügt, heißt instabile Al-
gebra über der Steenrod-Algebra oder auch abkürzend instabile P

∗-
Algebra.

[V ] ist offensichtlich eine instabile P
∗-Algebra und auch für Invari-

antenringe ergibt sich als Folgerung aus Lemma 1.5.1:

SATZ 1.5.2SATZ 1.5.2SATZ 1.5.2SATZ 1.5.2SATZ 1.5.2: Sei � : G � GL(n; ) eine treue Darstellung einer
endlichen Gruppe G über dem endlichen Körper . Dann ist [V ]G eine
instabile Algebra über der MODMODMODMODMOD p-Steenrod-Algebra.

Ein Ideal I � [V ] heißt P
∗-stabil, falls für alle f � I gilt, dass P i(f ) � I

ist, für alle i � (oder, wegen der Instabilität, für alle i ≤ deg(f )). Unter
bestimmten Bedingungen gilt Lemma 1.5.1 auch für Quotienten von [V ].

LEMMA 1.5.3LEMMA 1.5.3LEMMA 1.5.3LEMMA 1.5.3LEMMA 1.5.3: Sei I � [V ] ein P
∗-stabiles Ideal, das auch unter der

Operation einer Gruppe G < GL(n; ) stabil bleibt, so dass G wiederum
auf [V ]/I operiert. Dann ist [V ]/I auch eine P

∗-Algebra, auf der die
Steenrod-Operation mit der Gruppenoperation kommutiert.

Insbesondere ist der Koinvariantenring eine P
∗-Algebra, auf der die

Gruppenoperation mit der Steenrod-Operation kommutiert.

Des Weiteren gilt folgendes Lemma, das als Beispiel für einen typischen
Beweis mit Steenrod-Operationen auch hier bewiesen wird.

LEMMA 1.5.4LEMMA 1.5.4LEMMA 1.5.4LEMMA 1.5.4LEMMA 1.5.4: Seien K � [V ] und L � over(K ) P
∗-stabile Ideale.

Dann ist auch (K : L) P
∗-stabil.

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Sei f � (K : L), also gibt es für alle � � L ein k � K so dass
f � = k . Sei P i � P

∗ ein Erzeuger. Wir führen eine Induktion über i , wobei
der Anfang für i = 0 trivial ist, da P0 = id ist. Sei nun P j(f ) � (K : L) für
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j < i . Dann gilt

P
i(k) = P i(f � )

=
�

r+s=i

P
r(f )P s( � ) .

Nach Voraussetzung sind P
i(k) =: ki � K und P

s( � ) =: � s � L , daher
können wir schreiben:

ki =
�

r+s=i

P
r(f ) � s ,

was nach Umstellen auf (mit � 0 = � )

P
i(f ) � = ki −

i−1�
j=0

P
j(f ) � i−j

führt. Hier ist nach Induktionsvoraussetzung P
j(f ) � i−j � K , also die

rechte Seite in K , und damit ist P i(f ) � � K , was genau dann gilt, wenn
P

i(f ) � (K : L) ist. �

Die Steenrod-Operationen auf Poincarédualitätsalgebren liefern durch
deren totale Endlichkeit und die Eindimensionalität im höchsten Grad
gewisse ausgezeichnete Elemente in den Poincarédualitätsalgebren, die
sogenannten Wu-Klassen:

Sei H eine Poincarédualitätsalgebra der Formaldimension f−dim (H) = d ,
die auch P

∗-Algebra ist, f � H und P k � P
∗ so, dass deg(f ) + k(q − 1) = d .

Dann wird die Steenrod-Operation P k auf Hd−k(q−1) aufgrund des Satzes
von Riesz 2 eindeutig durch Multiplikation mit einer Klasse aus Hk(q−1)
dargestellt, die nach ihrem Entdecker k-te Wu-Klasse heisst, und für alle
f � Hd−k(q−1) gilt:

< Pk(f ) [H] >=< f Wuk [H] > .

Dann ist die totale Wu-Klasse von H die Summe der k-ten Wu-Klassen
für k = 0 , . . . ,  d

q  (vergleiche [15], III.4):

Wu(H) = 1 + Wu1 + · · · + Wu d
q  .

Trivial wird die totale Wu-Klasse dann genannt, wenn für k >0 alle Wuk =
0, also trivial sind, und damit Wu(H) = 1 ist.

Zur Steenrod-Operation P
k gibt es den konjugierten Antiautomorphis-

2 Sei V ein endlich-dimensionaler � -Vektorraum mit einem festen inneren Produkt < − − >
und T : V ����� eine lineare Abbildung. Dann existiert genau ein Vektor AT � V (abhängig
von T ), so dass T(B) =< B AT > ist, für alle B � V . Siehe [26].
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mus � (Pk), der rekursiv durch die Gleichung

0 =
k�

j=0

P
k−j � (P j)

definiert wird. Und so, wie

P = 1 + P1 + · · · + P k + · · ·

die totale Steenrod-Operation ist, ist analog
� (P) = 1 + � (P1) + · · · + � (Pk) + · · ·

die totale konjugierte Steenrod-Operation. Wir erhalten dann analog zur
Wu-Klasse die konjugierte Wu-Klasse � Wuk durch

< � (Pk)(f ) [H] >=< f � Wuk [H] >

und die totale konjugierte Wu-Klasse ist dann wieder die Summe � Wu(H).
Es ist leicht einzusehen, dass Wu(H) trivial ist genau dann, wenn � Wu(H)
trivial ist (vergleiche auch Lemma III.4.1 in [15]). Wir werden hier von
einigen Poincarédualitätsalgebren zeigen, dass ihre konjugierten Wu-
Klassen trivial sind, wobei folgendes Resultat benötigt wird.

LEMMA 1.5.5LEMMA 1.5.5LEMMA 1.5.5LEMMA 1.5.5LEMMA 1.5.5: Sei H, H � , H � � Poincarédualitätsalgebren so dass H =
H � ⊗ H � � ist. Dann ist

Wu(H) = Wu(H � ) · Wu(H � � ) ,

und das Gleiche gilt natürlich auch für � Wu(H � ⊗ H � � ).

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Auf H = H � ⊗ H � � (mit den Formaldimensionen d, d � bzw.
d � � ) erhalten wir eine Linearform < > durch < >H � · < >H � � . Das heißt,
für

h �i � H �i , h �d � −i � H �d � −i

h � �j � H � �j , h � �d � � −j � H � �d � � −j

gilt:

(∗) < h �i ⊗ h � �j h �d � −i ⊗ h � �d � � −j > = < h �i h �d � −i > · < h � �j h � �d � � −j > .

Für die Wu-Klassen auf H gilt (für deg(h) + i(q − 1) = d):

< P i(h) [H] > = < h · Wui(H) [H] > .

Ein typisches Element in H hat die Form h = � h � ⊗ h � � , es reicht wegen
der Additivität der Linearform also aus, h = h � ⊗ h � � zu prüfen. Ferner
ist die Fundamentalklasse von H das (Tensor-)Produkt der Fundamen-
talklassen von H � und H � � (denn nur so ergibt sich ein Element im Grad
d = d � · d � � = f−dim (H)). Also gilt:

< P i(h) [H] > = < P i(h � ⊗ h � � ) [H] >

=
�

i � +i � � =i

< P i � (h � ) ⊗ P i � � (h � � ) [H � ] ⊗ [H � � ] > .
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In dieser Summe liefern nur die Summanden einen Beitrag, in denen

i � + deg(h � ) = d � und i � � + deg(h � � ) = d � �

gilt. Wegen (∗) lassen sich die Linearformen jetzt auseinander ziehen und
wir erhalten�

i � +i � � =i

< P i � (h � ) ⊗ P i � � (h � � ) [H � ] ⊗ [H � � ] >

=
�
i � +i � �

< P i � (h � ) [H � ] > · < P i � � (h � � ) [H � � ] >

= < h � · Wui � (H � ) [H � ] > · < h � � · Wui � � (H � � ) [H � � ] > ,

was sich dann wieder zusammensetzen lässt und somit die Behauptung
liefert. �



Kapitel 2
Triviale Wu-Klassen

In diesem Kapitel wird für einige endliche Gruppen der Satz von Mitchell
(2.1.2), der besagt, dass die Wu-Klassen in vielen Poincarédualitätsalge-
bren trivial sind, wiederum anders und außerdem für einige weiterge-
hende Fälle bewiesen.

Die Frage nach trivialen Wu-Klassen kommt aus der Topologie, wo beim
Versuch, das sogenannte “Hit-Problem” (untersucht vor allem von R.
Wood, z.B. in [32] oder in [31]) zu lösen, nach Fundamentalklassen in
Poincarédualitätsalgebren (also in Kohomologiegruppen geschlossener
Mannigfaltigkeiten) gesucht wird, die nicht dadurch entstehen können,
dass eine Steenrod-Operation auf ein Element von niedrigerem Grad
wirkt. Die Antwort auf diese Fragen wiederum hilft bei der Lösung des so-
genannten “Immersions-Problems” (siehe [20]). Doch auch als Algebraik-
erin finde ich die Frage interessant. Die algebraische Herangehensweise
liefert vielversprechende neue Ansätze, die das Problem weniger kom-
binatorisch zu machen scheinen. Für die Anwendung zur Lösung des
“Hit-Problems” lassen sich in [15] Beispiele finden.

2.1 Bedingungen für triviale Wu-Klassen

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, welche Voraussetzungen
erfüllt sein müssen, damit

�
:=

[V ]
( [V ]G)

eine Poincarédualitätsalgebra mit trivialen Wu-Klassen ist. Als Beispiel
vorweg wird eine Poincarédualitätsalgebra vorgestellt, die triviale Wu-
Klassen hat.

27
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SATZ 2.1.1SATZ 2.1.1SATZ 2.1.1SATZ 2.1.1SATZ 2.1.1: Die Wu-Klassen Wu � (zqk1

1 , . . . , zqkn

n ) � der Poincaréduali-
tätsalgebra

[z1 , . . . , zn]

(zqk1

1 , . . . , zqkn
n )

sind trivial.

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Der Beweis soll hier nur skizziert werden. Da
[z1 , . . . , zn]

(zqk1

1 , . . . , zqkn
n )

≅
[z1]

(zqk1

1 )
⊗ · · · ⊗

[zn]

(zqkn
n )

ist, und da die Faktoren in dem Tensorprodukt auch alle Poincaréduali-
tätsalgebren sind, können wir Lemma 1.5.5 anwenden und die einzelnen
Faktoren ansehen. Nun ist aber zqki −1

i � � [zi ]

(zqki
i )

ein Vertreter der Funda-

mentalklasse, der “untouchable” ist, ein sogenannter “Spike”. Das be-
deutet, dass es keine Steenrod-Operation Θ � P

∗ , deg(Θ) > 0, und kein f �
[zi] gibt, so dass Θ(f ) = zqki −1

i ist. Da � [zi ]

(zqki
i )

und [zi] aber bis zum Grad

qki − 1 übereinstimmen, ist zqki −1
i natürlich auch in � [zi ]

(zqki
i )

unberührbar.

Da jedes Θ � P
∗ eine Hintereinanderausführung von Pk s ist, muss für

deg(f ) + k(q − 1) = qki − 1 gelten:

0 =< Pk(f ) zqn −1
i >=< Wuk f zqn −1

i > ,

und das gilt genau dann, wenn P k(f ) = Wuk f = 0 ist für alle f vom Grad
qki − 1 − k(q − 1). Das kann aber nur dann der Fall sein, wenn Wuk = 0
ist. �

BEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNG: Die Ausdrücke “untouchable” und “spike” stammen von
W.M. Singer, [23].

In [16] beweist S.A. Mitchell, dass die Wu-Klassen der Algebra der Koin-
varianten trivial sind, falls G eine endliche Gruppe ist, so dass [V ]G

eine Polynomalgebra ist. Dank der Erklärungen von R.E. Stong (vie-
len Dank an ihn) gibt es für diesen Satz inzwischen einen in unserem
Zusammenhang leichter verständlichen Beweis. Dieser findet sich in
aller Ausführlichkeit in [15], Abschnitt IV.2. Der Satz ist etwas allge-
meiner formuliert und lautet wie folgt:

SATZ 2.1.2SATZ 2.1.2SATZ 2.1.2SATZ 2.1.2SATZ 2.1.2 (S.A. Mitchell): Sei q = p s , wobei p � eine Primzahl und
s � ist. Sei [f1 , . . . , fn] � [z1 , . . . , zn] eine P

∗-invariante Unteralge-
bra und f1 , . . . , fn � [z1 , . . . , zn] eine Regulärfolge.Dann ist

Wu � [z1 , . . . , zn]
(f1 , . . . , fn)

� = 1.

Bei der Untersuchung der Voraussetzungen für triviale Wu-Klassen wer-
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den mehr hinreichende als notwendige Bedingungen auftreten. Eine
notwendige Bedingung ist jedenfalls klar, denn zunächst muss [V ]/L
überhaupt eine Poincarédualitätsalgebra sein, daher wird im Folgenden
immer L ein irreduzibles, ( [V ])-primäres Ideal sein (vergleiche 1.4.2
und 1.4.6) 1 . Sei K � L � [V ] ein Ideal, für das Wu(K ) = 1 gilt. Ein
wunderschönes Theorem aus [15] verrät uns etwas über die Beziehungen
zwischen den Wu-Klassen von K und L .

THEOREM 2.1.3THEOREM 2.1.3THEOREM 2.1.3THEOREM 2.1.3THEOREM 2.1.3: Seien K � L � [V ] irreduzible, [V ]-primäre, P
∗-

stabile Ideale. Sei h � [V ] eine Übergangsinvariante für L über K , also
(K : L) = (h)+ K . Dann ist (h) auch P

∗-stabil, also gibt es w und
�
w � [V ],

so dass P(h) = w · h MODMODMODMODMOD K und � (P)(h) =
�
w · h MODMODMODMODMOD K ist. Dann gilt

Wu(L) ≡
�
w · Wu(K ) MODMODMODMODMOD L

und
� Wu(L) ≡ w · � Wu(K ) MODMODMODMODMOD L .

FOLGERUNG 2.1.4FOLGERUNG 2.1.4FOLGERUNG 2.1.4FOLGERUNG 2.1.4FOLGERUNG 2.1.4:
(i) Falls Wu(K ) = 1 ist, sind Wu(L) =

�
w und � Wu(L) = w .

(ii) Falls K triviale Wu-Klassen hat, dann hat L genau dann auch
triviale Wu-Klassen, wenn w ≡

�
w ≡ 1 MODMODMODMODMOD L ist.

Nun wird sich zu jedem wie oben konstruierten Ideal L ein Monomideal
K = (zq j1

1 , . . . , zq jn

n ) finden lassen, so dass K � L ist. Doch wie finden
wir ein passende Übergangsinvariante? Das nächste Lemma liefert eine
Möglichkeit. Damit der Beweis nicht zu unangenehm und technisch wird,
mache ich einige Voraussetzungen, die bei allen Beispielen, die später
gerechnet werden, erfüllt sind. Es zeigt sich auch, dass diese Vorausset-
zungen nicht notwendig sind (siehe Theorem 2.1.6).

LEMMA 2.1.5LEMMA 2.1.5LEMMA 2.1.5LEMMA 2.1.5LEMMA 2.1.5: Seien K =(zq j1

1 , . . . , zq jn

n ) � L =(f1 , . . . , fn) � [V ] regu-
läre, [V ]-primäre Ideale. Vorausgesetzt, es gibt a11, a12 , . . . , ann � [V ],
so dass für i = 1 , . . . , n gilt,

zq ji

i = ai1 f1 + · · · + ain fn ,

also ����
�

zq j1

1

zq j2

2
...

zq jn

n

� 			
� =

����
�

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

� 			
�

����
�

f1
f2
...
fn

� 			
� ,

1 Das ist eine etwas weichere Anforderung an das Ideal, nach dem der Poincarédualitäts-
quotient gebildet wird, als im Satz von Mitchell (2.1.2). Ferner muss in Mitchells Satz die
Unteralgebra � [f1 , . . . , fn ] P

∗ -stabil sein, im Folgenden nur das Ideal (nach dem der Poin-
carédualitätsquotient gebildet wird).
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und
(i) deg � det(ALK ) � = f−dim ( [V ]/K ) − f−dim ( [V ]/L), wobei ALK =

(aik) ist,
(ii) det(ALK ) /� K ,

dann ist det(ALK ) � (K : L) und eine Übergangsinvariante für L über K .

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Es muss gezeigt werden, dass unter den angegebenen Be-
dingungen

(K : L) = (det(ALK )) + K
ist. Nach Korollar 1.4.5 hat det(ALK ) nach Voraussetzung den richti-
gen Grad. Multiplizieren wir die Matrixgleichung aus der Voraussetzung
nach Cramers Regel 2 mit A cof

LK , so erhalten wir:

A cof

����
�

zq j1

1

zq j2

2
...

zq jn

n

� 			
� = det(ALK )

����
�

f1
f2
...
fn

� 			
� ,

was bedeutet, dass det(ALK )(f1 , . . . , fn) � (zq j1

1 , . . . , zq jn

n ) ist, also

det(ALK ) � (K : L) .

Gemäß Theorem 1.4.4 ist
(K : L)

K
= (h) � [V ]/K

ein Hauptideal, dessen Erzeuger h nach Korollar 1.4.5 den Grad deg(h) =
f−dim ( [V ]/K )− f−dim( [V ]/L) hat und der nicht in K liegt (sonst wäre ja
(K : L) = K ). Nach Voraussetzung (ii) liegt det(ALK ) nicht in K also folgt,
dass det(ALK ) � (h), und da nach Voraussetzung (i) der Grad von det(ALK )
gleich deg(h) ist, kann sich det(ALK ) von h in [V ]/K höchstens durch
Multiplikation mit einem Skalar unterscheiden, womit die Behauptung
bewiesen ist. �
Dieses Lemma ist nur ein Spezialfall des folgenden Theorems, welches in
[15] bewiesen wird.

THEOREM 2.1.6THEOREM 2.1.6THEOREM 2.1.6THEOREM 2.1.6THEOREM 2.1.6: Sei R eine kommutative, graduierte, zusammenhän-
gende Algebra über und h1 , . . . , hn und f1 , . . . , fn Regulärfolgen in R ,
so dass K =(h1 , . . . , hn) � (f1 , . . . , fn)= L . Dann gibt es eine Matrix ALK =
(ai j) � GL(n; R), so dass� (h1 , . . . , hn) : (f1 , . . . , fn) � = � det(ALK ) � + (h1 , . . . , hn)

2 Cramers Regel hilft entweder die Determinante oder die Inverse auszurechnen. Sie lautet:
ALK · A cof

LK = det(ALK ) · Id . Das genaue Aussehen der Kofaktormatrix lässt sich z.B. im
“Linear Algebra”-Buch von L. Smith, [26], nachschlagen.
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ist. Daher ist det(ALK ) eine Übergangsinvariante für (f1 , . . . , fn) über
(h1 , . . . , hn).

Diese Matrix ALK lässt sich jetzt genauso erklären wie die im vorherge-
henden Lemma. Da (h1 , . . . , hn) � (f1 , . . . , fn), gibt es ai j � R , so dass
für alle i = 1 , . . . , n

hi =
n�

j=1

ai j fj

ist, was als Matrix geschrieben gerade zu����
�

h1
h2
...

hn

� 			
� =

����
�

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

� 			
�

����
�

f1
f2
...
fn

� 			
�

führt. Spannend ist, dass det(ALK ) tatsächlich ohne weitere Vorausset-
zungen (wie in Lemma 2.1.5 gemacht) eine Übergangsinvariante ist. Die
Matrix ALK wollen wir als Übergangsmatrix für L über K bezeichnen.

LEMMA 2.1.7LEMMA 2.1.7LEMMA 2.1.7LEMMA 2.1.7LEMMA 2.1.7: Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen von Lem-
ma 2.1.5 oder Theorem 2.1.6, wobei im zweiten Fall K = (zqk1

1 , . . . , zqkn

n )
und L = (f1 , . . . , fn) ist, gilt:

� Wu(L) =
P(det(ALK ))

det(ALK )
� Tot(

[V ]
L

) .

Insbesondere bedeutet das, falls
P(det(ALK ))

det(ALK )
≡ 1 MODMODMODMODMOD L

ist, dann ist Wu(L) trivial.

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Da K und L beide P
∗-stabil sind, ist nach Lemma 1.5.4

auch (K : L) P
∗-stabil. Daher gibt es ein w � Tot( [V ]), so dass

P(det(ALK )) = w · det(ALK ) + K (∗)

ist. Damit ist det(ALK ) eine Übergangsinvariante für L über K und
erfüllt die Voraussetzung für Theorem 2.1.3, weshalb

� Wu(L) ≡ w · � Wu(K ) MODMODMODMODMOD L

ist. Da nach 2.1.1 die Wu-Klassen von K trivial sind, sind auch die kon-
jugierten Wu-Klassen trivial. Deshalb ist

� Wu(L) ≡ w MODMODMODMODMOD L .

Ferner gibt es in Tot( [V ]) keine Nullteiler, daher dürfen wir in (∗) teilen
und es gilt in Tot( [V ]):

P(det(ALK ))
det(ALK )

= w + K ,
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und da K � L , ist dann

P(det(ALK ))
det(ALK )

≡ w MODMODMODMODMOD L .

und wir erhalten durch Gleichsetzen die Behauptung. �
Wenden wir uns nun wieder dem Fall zu, den wir aus der Invarianten-
theorie erhalten. Aus dem vorhergehenden Lemma lässt sich eine hinrei-
chende Bedingung für triviale Wu-Klassen in den Koinvarianten folgern.

SATZ 2.1.8SATZ 2.1.8SATZ 2.1.8SATZ 2.1.8SATZ 2.1.8: Sei ( [V ]G) = h(G) � [V ] das Augmentierungsideal des
Invariantenrings unter der Operation einer endlichen Gruppe G , also
ihr Hilbertideal, und ( [V ]G) werde von einer Regulärfolge f1 , . . . , fn
erzeugt. Falls es ein irreduzibles, ( [V ])-primäres Ideal

K = (zqk1

1 , . . . , zqkn

n ) �
h(G)

gibt und ein k � , so dass die Übergangsinvariante hh(G),K f ür h(G) über
K detk -relativ invariant unter der Operation von G ist, dann sind die Wu-
Klassen von [V ]/( [V ]G) trivial, das heißt,

Wu � ( [V ]G) � = 1 � [V ]
( [V ]G)

.

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Da ( [V ]G) = (f1 , . . . , fn) von einer Regulärfolge erzeugt
wird, ist [V ]/( [V ]G) eine Poincarédualitätsalgebra, also total endlich.
Es gibt also k1 , . . . , kn , so dass

K := (zqk1

1 , . . . , zqkn

n ) � (f1 , . . . , fn) = h(G)

und eine Übergangsmatrix Ah(G),K , so dass mit hh(G),K = det(Ah(G),K )

(K : h(G)) = (hh(G),K ) + K .

Da die Wu-Klassen von K nach Satz 2.1.1 trivial sind, gilt laut dem vor-
angehenden Lemma 2.1.7 dann für die Wu-Klassen von h(G):

� Wu(h(G)) =
P(hh(G),K )

hh(G),K
� Tot � [V ]

h(G)
� .

Falls nun hh(G),K eine detk -relative Invariante in [V ]/h(G) ist, ist nach
Lemma 1.5.1 auch P(hh(G),K ) eine detk -relative Invariante, deshalb gilt
für alle g � G :

g
�
P(hh(G),K )

hh(G),K � =
detk(g)P(hh(G),K )

detk(g)hh(G),K
=
P(hh(G),K )

hh(G),K
.

Das bedeutet, dass P(hh(G),K )
hh(G),K

� Tot( [V ]G) ist. Da P = P0 +P1 + · · · ist, und
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P
0 die Identität, ist (wie im vorangehenden Beweis)

P(hh(G),K )
hh(G),K

= 1 +
P1(hh(G),K )

hh(G),K
+ · · · � Tot( [V ]G) ,

was bedeutet, dass die einzelnen Komponenten in [V ]G liegen, also kon-
gruent 0 sind in [V ]/h(G). Dort bleibt nur die 1 übrig, der nichts passiert,
und somit ist

� Wu(h(G)) ≡ 1 MODMODMODMODMOD h(G) .
Also ist nach Abschnitt 1.5 auch Wu(h(G) trivial, und das ist die Aussage
des Satzes. �

2.2 Die Wu-Klassen der Dickson-Koinvarianten

In diesem Abschnitt soll als Beispiel und als Anwendung des vorange-
henden Abschnitts die Trivialität der Wu-Klassen von [V ]GL(n;� ) gezeigt
werden.

SATZ 2.2.1SATZ 2.2.1SATZ 2.2.1SATZ 2.2.1SATZ 2.2.1: Seien K := (zqn

1 , . . . , zqn

n ) und

L := (dn,0 , . . . , dn,n−1) = h(GL(n; ))

Ideale in [z1 , . . . , zn]. Dann ist K � h(GL(n; )) und�
K : h � GL(n; ) � � = (Ln) + K .

Das heißt, Ln ist eine Übergangsinvariante für h(GL(n; )) über K .

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Es soll Lemma 2.1.5 angewendet werden. Wir betrachten
� (X ) � [V ]GL(n;� )[X ], die erzeugende Funktion der Dickson-Polynome
(vgl. dazu Abschnitt 8.1, Poly).

� (X ) =
�

v � V ∗

(v + X )

=
n�

i=0

dn,i X q i
,

wobei dn,n = 1 ist. Dann gilt für alle v � V ∗ , dass (v + X ) � (X ), also ist
� (−v) = 0, das heißt 3 :

� (−v) = dn,0 v + dn,1vq + · · · + dn,n−1vqn−1
+ vqn

= 0 .

Insbesondere gilt das für Basiselemente z1 , . . . , zn von V ∗ , so dass wir n
Gleichungen erhalten. Für i = 1 , . . . , n ist dann � (zi) = 0, also

−zqn

i = dn,0 zi + dn,1zq
i + · · · + dn,n−1zqn−1

i ,

3 Falls q ungerade ist, ist (−v)q i
= −vq i

, und die Gleichung kann mit −1 multipliziert werden,
um die angegebene Form zu erhalten, falls q gerade ist, ist (−v)q i

= vq i
und wir haben gleich

die angegebene Form stehen.
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woran wir sehen, dass K �
h(GL(n; )) ist. Das Gleichungssystem lässt

sich in folgender Form schreiben:

−

����
�

zqn

1
zqn

2
...

zqn

n

� 			
� =

����
�

z1 zq
1 · · · zqn−1

1

z2 zq
2 · · · zqn−1

2
...

. . .
...

zn zq
n · · · zqn−1

n

� 			
�

����
�

dn,0
dn,1

...
dn,n−1

� 			
� .

Nach Lemma 1.3.8 ist det(Zq,n) = Ln und

deg(Ln) = qn−1 + qn−2 + · · · + q + 1 .

Nach Korollar 1.4.5 hat eine Übergangsinvariante hh(GL(n;� )),K für
h(GL(n; )) über K = (zqn

1 , zqn

2 , . . . , zqn

n ) den Grad

deg(hh(GL(n;� )),K ) = f−dim ( [V ]/K ) − f−dim
�

[V ]/h � GL(n; ) � �
= n(qn − 1) −

n−1�
i=0

(qn − q i − 1)

=
n−1�
i=0

qn − qn + q i + 1 − 1

=
n−1�
i=0

q i ,

was der Grad von Ln ist. Weiterhin ist Ln /� K = (zqn

1 , . . . , zqn

n ), da in
jedem Summanden die maximale Potenz eines zi der Wert qn−1 ist.
Also erfüllt Ln die Bedingungen von Lemma 2.1.8 und ist daher eine
Übergangsinvariante für h(GL(n; )) über (zqn

1 , . . . , zqn

n ). �
Dank Satz 2.1.8 ist nun der Satz über die Wu-Klassen der Dickson-
Koinvarianten bewiesen:

THEOREM 2.2.2THEOREM 2.2.2THEOREM 2.2.2THEOREM 2.2.2THEOREM 2.2.2: Die Wu-Klassen der Dickson-Koinvarianten

[V ]GL(n;� ) =
[V ]

h(GL(n; ))

sind trivial, also

Wu( [V ]GL(n;� )) = Wu(h(GL(n; ))) = 1 .

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Die Voraussetzungen für die Anwendung von Satz 2.1.8 gel-
ten, wie Lemma 2.2.1 und Korollar 1.3.9 zeigen, das heißt, Ln ist eine
det−1-relativ invariante Übergangsinvariante für h(GL(n; )) über ein
Monomideal K . Dann liefert der besagte Satz genau die Aussage dieses
Theorems. �
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2.3 Weitere Beispiele für triviale Wu-Klassen

Auch zu den Koinvarianten bezüglich der Operation einiger anderer
Gruppen lässt sich konkret ausrechnen, dass ihre Wu-Klassen trivial
sind. Für die symmetrische Gruppe wurde das in [15] bereits vorgerech-
net, was ich der Vollständigkeit wegen hier aber nochmal aufnehmen
möchte (auch für die Dickson-Koinvarianten steht es bereits dort). Für
die Koinvarianten der unipotenten Gruppe findet sich dort aber noch
nichts.

SATZ 2.3.1SATZ 2.3.1SATZ 2.3.1SATZ 2.3.1SATZ 2.3.1: Die Wu-Klassen der Koinvarianten der symmetrischen
Gruppe Σn sind trivial, das heißt,

Wu � h(Σn) � = 1 � [V ]
h(Σn)

.

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Wir werden zeigen, dass es eine Übergangsinvariante für
h(Σn) über das Monomideal K = (zqn

1 , . . . , zqn

n ) gibt, die invariant unter
der Operation von Σn ist. Damit wären die Voraussetzungen für die An-
wendung von Satz 2.1.8 erfüllt und die Behauptung bewiesen.

Folgende Funktion ist eine erzeugende Funktion für die elementarsym-
metrischen Polynome (siehe dazu Abschnitt 1.1 in [27]):

�
(X ) =

n�

i=1

(X + zi) =
n�

i=1

ei(z1 , . . . , zn)X n−i .

Aufgrund der Konstruktion ist zu sehen, dass für j = 1 , . . . , n
�

(zj) = 0

ist, also ist

−zn
j = e1(z1 , . . . , zn)zn−1

j + e2(z1 , . . . , zn)zn−2
j + · · · + en(z1 , . . . , zn) ,

und das wieder für alle j � {1 , . . . , n}, so dass wir folgende Matrixglei-
chung erhalten:

−

����
�

zn
1

zn
2
...

zn
n

� 			
� =

����
�
1 z1 · · · zn−1

1
1 z2 · · · zn−1

2
...

. . .
...

1 zn · · · zn−1
n

� 			
�

� � � �

=:Zn

����
�

e1
e2
...

en

� 			
� .

Das Ideal (zn
1 , . . . , zn

n ) ist aber noch “zu groß“, jedenfalls wissen wir nichts
über seine Wu-Klassen. Sei aber

K := (zqn

1 , . . . , zqn

n ) � (zn
1 , . . . , zn

n ) .
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Dann ist ����
�

zqn

1
zqn

2
...

zqn

n

� 			
� =

��
� zqn −n

1 0
. . .

0 zqn −n
n

� 	
�

����
�

zn
1

zn
2
...

zn
n

� 			
� .

Wir können also in der zweiten Matrixgleichung den Vektor [z n
1 , . . . , zn

n ]tr

durch die erste Gleichung ersetzen und erhalten als Übergangsmatrix das
Produkt der Matrizen diag(zqn −n

1 , . . . , zqn −n
n ) · Zn und als Übergangsinva-

riante für h(Σn) über K das Produkt der Determinanten dieser Matrizen,
also

hh(Σn ),K : = zqn −n
1 · · · zqn −n

n · det(Zn)

= � en(z1 , . . . , zn) � qn −n · det(Zn) .

Dass � en(z1 , . . . , zn) � qn −n invariant unter der Operation von Σn ist, ist
klar. Wie sieht es mit det(Zn) aus? det(Zn) ist die Van-der-Monde-
Determinante (siehe zum Beispiel [13], S. 155):

det(Zn) =
�

� � Σn

sgn( � )z
� (0)
1 · · · z

� (n−2)
n−1 z

� (n−1)
n .

Dieses Polynom liegt im Bild des Transferhomomorphismus (siehe [8],
Theorem 9.16)

TrΣn : [V ] ��� [V ]Σn

f � �
�

� � Σn

� (f ) ,

ist also auch unter der Operation von Σn invariant 4 . Damit ist die Über-
gangsinvariante hh(Σn ),K invariant unter der Operation von Σn und genügt
den Bedingungen von Satz 2.1.8, also sind die Wu-Klassen der Koinvari-
anten der symmetrischen Gruppe trivial. �

Nun werden einige Bezeichnungen eingeführt. Da wir im nächsten Be-
weis eine Induktion über n , die Dimension von V in [V ] führen wollen,
setzen wir

Vn := V ∗ = Span� {z1 , . . . , zn},
Vi := Span� {z1 , . . . , zi},
V0 := {0}

wobei i natürlich � {1 , . . . , n − 1} ist. Dann haben die Dickson-Polynome

4 Es ist leicht einzusehen, dass TrG(f ) � � [V ]G ist, denn die Anwendung eines g � � G auf�
g � G g(f ) liefert nur eine andere Reihenfolge der Summanden. Vergleiche z.B. [11].
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die folgende Erzeugendenfunktion:
�

i(X ) =
�

v � Vi

(X + v)

=
i�

j=0

di,j X q j
,

und wie bisher ist di,i = 1. In [27], Abschnitt 8.3, werden die Invarianten
unter der Operation der unipotenten Gruppe Uni(n; ) < GL(n; ) berech-
net. Es ist

[z1 , . . . , zn]Uni(n;� ) ≅ [hn,0 , . . . , hn,n−1] ,
wobei, für i = 1 , . . . , n ,

hn,n−i =
�

z � [zi ]Uni(n;� )

z =
�

v � Vi−1

(v + zi)

=
i−1�
j=0

di−1,j zq j

i = �
i−1(zi)

ist. Wir setzen jetzt also

L = (hn,0 , . . . , hn,n−1) = h(Uni(n; )) .

In [8] finden sich Formeln zu weiteren Beziehungen zwischen den Dick-
son-Polynomen und den Invarianten der unipotenten Gruppe. Für die
unipotente Gruppe lässt sich im Gegensatz zur GL(n; ) zeigen, dass es
ein Monomideal K = (z1, zq

2 , . . . , zqn−1

n ) gibt, so dass K = h(Uni(n; )) gilt.
Da die Wu-Klassen von [V ]/K trivial sind, sind die Wu-Klassen von

[V ]/h(Uni(n; )) es dann auch. Wir werden ausnutzen, dass das Hilbert-
Ideal h(GL(n; )) = (dn,0 , . . . , dn,n−1) in unserem jetzigen h(Uni(n; )) ent-
halten ist, das heißt, für alle i ist

(di,0 , . . . , di,i−1) � (hi,0 , . . . , hi,i−1) . (♠)

LEMMA 2.3.2LEMMA 2.3.2LEMMA 2.3.2LEMMA 2.3.2LEMMA 2.3.2: Folgende Beziehungen zwischen den Dickson-Polyno-
men und den Invarianten der unipotenten Gruppe gelten f ür i ≥ 2:

(i) di,j = dq
i−1,j−1 − di−1,jh

q−1
i,0 .

(ii) di,0 = (−1)n(hn,n−1 · · · hn,0)q−1 .

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Siehe [8], Propositionen 1.1.(ii) und 1.2. �
LEMMA 2.3.3LEMMA 2.3.3LEMMA 2.3.3LEMMA 2.3.3LEMMA 2.3.3: Für die Invarianten der unipotenten Gruppe gilt f ür

i ≥ 1 und j ≥ 0:
hi,j = hi+1,j+1 .

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Diese Behauptung lässt sich durch Nachrechnen oder schar-
fes Hingucken beweisen. �
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LEMMA 2.3.4LEMMA 2.3.4LEMMA 2.3.4LEMMA 2.3.4LEMMA 2.3.4: Sei K := (z1, zq
2 , . . . , zqn−1

n ) und L := (hn,0 , . . . , hn,n−1) =
h(Uni(n; )) Ideal in [z1 , . . . , zn]. Dann ist

K = h(Uni(n; )) = L.

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Wir zeigen, dass z1, zq
2 , . . . , zqn−1

n in h(Uni(n; )) liegen, und
zwar mit Induktion über n . Dazu zeigen wir, dass es a11 , . . . , ann � [V ]
gibt, so dass ����

�
z1
zq

2
...

zqn−1

n

� 			
� =

����
�

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

� 			
�

����
�
hn,n−1
hn,n−2

...
hn,0

� 			
� ,

ist.

Induktionsanfang: Sei n = 1. Dann ist h1,0 = z1 � K = (z1) und die Behaup-
tung ist klar.

Induktionsvoraussetzung: Für k < n gebe es akj � [z1 , . . . , zk], so dass
für i = 1 , . . . , k ��

� z1
...

zqk−1

k

� 	
� =

��
� a11 · · · a1k

...
. . .

...
ak1 · · · akk

� 	
�

��
� hk,k−1

...
hk,0

� 	
� ,

gilt.

Induktionsschritt: Wegen Lemma 2.3.3 ergibt die Induktionsvorausset-
zung ��

� z1
...

zqn−2

n−1

� 	
� =

��
� a11 · · · a1,n−1

...
. . .

...
an−1,1 · · · an−1,n−1

� 	
�

��
� hn,n−1

...
hn,1

� 	
� .

Daher sind noch an,1 , . . . , ann � [z1 , . . . , zn] zu finden, so dass

zqn−1

n = an1hn,n−1 + · · · + annhn,0

ist. Da

hn,0 = �
n−1(zn) =

n−1�
j=0

dn−1,j zq j

n

ist, erhalten wir unter Verwendung von Lemma 2.3.2

hn,0 = zqn−1

n +
n−2�
j=1

(dq
n−2,j−1 − dn−2,jh

q−1
n−1,0)zq j

n + (−1)n(hn−1,n−2 · · · hn−1,0)q−1zn .

was genau dann gilt, wenn (wir stellen um, wenden Lemma 2.3.3 an und
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klammern hn−1,0 = hn,1 aus)

zqn−1

n = − � n−2�
j=1

dq
n−2,j−1 zq j

n �
� � � �

=:� � (dn−2,0 ,..., dn−2,n−3)

+an,n−1hn,1 + hn,0 .

Und da gemäß (♠) (dn−2,0 , . . . , dn−2,n−3) � (hn−2,0 , . . . , hn−2,n−3), gibt es
an1 , . . . , an,n−2 � [z1 , . . . , zn] so dass

� =
n−2�
j=1

anjhn−2,n−2−j ,

was mit Lemma 2.3.3 zu

� =
n−2�
j=1

anjhn,n−j

wird, womit die obige Gleichung für zqn−1

n die gesuchte Form

zqn−1

n =
n−1�
j=1

anjhn,n−j + hn,0

annimmt. Wir haben also gezeigt, dass K � L .

Nun wird die Gleichheit folgendermaßen gezeigt: Da für i = 1 , . . . , n die
Grade deg(zq i−1

i ) = deg(hn,n−i) übereinstimmen müssen wir noch zeigen,
dass hn,n−i � K ist für alle i . Das gilt aber genau dann, wenn sich die Ma-
trix An := (ai j) invertieren lässt, also wenn ihre Determinante ungleich 0
ist, und zwar für alle (b1 , . . . , bn) � n , an denen die ai j � [z1 , . . . , zn]
ausgewertet werden könnten. Mit Hilfe der eben geführte Induktion
können wir die Determinate von An ausrechnen. Am Induktionsanfang
sehen wir, dass det(A1) = 1 ist, und nach Induktionsvoraussetzung ist
det(Ak) = 1, für alle k < n . Schreiben wir nun die aus dem Induktions-
schritt erhaltene Matrix An auf, erhalten wir

det(An) = det
� ���

�
0

An−1
...
0

an1 · · · an,n−1 1

� 		
� �

= det(An−1) · 1 ,

so dass nach Induktionsvoraussetzung det(An) = 1 ist. Dank Cramers
Regel ist die Inverse durch A−1

n = det(An)−1 · A cof
n = A cof

n berechenbar,
also ist dadurch, dass die Determinante ein Körperelement �= 0 ist, auch
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A−1
n � Mat(n × n; [V ]). Und durch

A−1
n

��
� z1

...
zqn−1

n

� 	
� =

��
� hn,n−1

...
hn,0

� 	
�

schließlich entstehen die Gleichungen die zeigen, dass L � K ist. �
Da wir nun eine Monombasis für L gefunden haben, ist als Folgerung die
Trivialität der Wu-Klassen klar:

KOROLLAR 2.3.5KOROLLAR 2.3.5KOROLLAR 2.3.5KOROLLAR 2.3.5KOROLLAR 2.3.5: Die Wu-Klassen der Koinvarianten unter der Ope-
ration der unipotenten Gruppe Uni(n; ) sind trivial, also

Wu( [V ]Uni(n;� )) = 1 .



Kapitel 3
Macaulay-Inverse von Idealen

In diesem Kapitel werden wir Macaulay-Inverse (bzw. inverse Systeme)
zu einigen Idealen berechnen. Dabei handelt es sich um Elemente aus
der dualen Algebra zu [V ] mit dem Vorteil, dass ein einziges Element
das ganze Ideal in [V ] charakterisiert.

3.1 Was sind Macaulay-Inverse?

Bei der Einführung von Macaulay-Inversen lehne ich mich eng an die in
[15], Teil II, an, versuche aber, mich auf die für diese Arbeit wesentlichen
Aspekte zu konzentrieren.

Die Polynomalgebra [V ] trägt eine Hopf-Algebrastruktur, wobei das Ko-
produkt

�
: [V ] ��� [V ]⊗ [V ] durch

�
(z)= z ⊗1+1⊗ z für alle Linear-

formen z � V ∗ definiert ist. Die duale Hopfalgebra wird mit Γ (V ) bezeich-
net. Ähnliche Konstruktionen lassen sich mit [z−1

1 , . . . , z−1
n ] beschreiben,

wenn z1 , . . . , zn eine Basis von V ∗ ist. Γ (V ) ist eine Dividierte-Potenzen-
Algebra (siehe dazu [15], II.1) und [z−1

1 , . . . , z−1
n ] eine Algebra von in-

versen Polynomen (siehe dazu [7]). Dabei interessiert uns hauptsächlich,
dass sie auch ein Modul über [z1 , . . . , zn] durch die folgende Operation
ist: Sei

{zE = z e1
1 · · · z en

n : E = (e1 , . . . , en) � n
0 }

die sich aus der vorliegenden Basis von V ∗ ergebende Monombasis für
[z1 , . . . , zn]. Dann ist

{z−F = z−f1
1 · · · z−fn

n : F = (f1 , . . . , fn) � n
0 }

41
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die duale Basis für [z−1
1 , . . . , z−1

n ], so dass die kanonische Paarung

[z−1
1 , . . . , z−1

n ]i × [z1 , . . . , zn]−i ���
(H, F) � � < H F >

hier auf
< z−F zE >= � F,E

führt (für F = E) und allgemeiner gilt:

zE ∩ z−F =
�

z−(F−E) falls F − E � n
0

0 sonst.
Die Operation “∩”, die das Produkt eines Elements aus [z1 , . . . , zn] mit
einem aus [z−1

1 , . . . , z−1
n ] bezeichnet, wird auch als Stripping-Opera-

tion bezeichnet.

Wir definieren nun zu einem Element � � [z−1
1 , . . . , z−1

n ] ein Ideal I(� ) �
[z1 , . . . , zn] durch

I(� ) : = {f � [z1 , . . . , zn] : < � f h >= 0 ∀ h � [z1 , . . . , zn]}
= Ann� [z1 ,..., zn ](< � >� [z−1

1 ,..., z−1
n ])

= {f � [z1 , . . . , zn] : f ∩ � = 0} .

Das Ideal I(� ) in [z1 , . . . , zn] wird also allein durch das Element �
aus [z−1

1 , . . . , z−1
n ] bestimmt. � wird die Macaulay-Inverse zu I(� )

genannt, auch kurz MCI(I(� )).

� erzeugt in [z−1
1 , . . . , z−1

n ] einen zyklischen (=monogenen) [z1 , . . . , zn]-
Modul

M(� ) =< � >� [z−1
1 ,..., z−1

n ] � [z−1
1 , . . . , z−1

n ] ,

der genau der Annulator von I(� ) in [z−1
1 , . . . , z−1

n ] ist und daher auch
mit I(� )−1 bezeichnet wird:

I(� )−1 = Ann� [z−1
1 ,..., z−1

n ] � I(� ) �
=< � >� [z−1

1 ,..., z−1
n ]= M(� ) .

Diese Dualität wird beschrieben in dem Satz von Macaulay (siehe auch
[15], Theorem II.3.2):

THEOREM 3.1.1THEOREM 3.1.1THEOREM 3.1.1THEOREM 3.1.1THEOREM 3.1.1 (Macaulay): Zwischen den nicht-trivialen zyklischen
[z1 , . . . , zn]-Untermoduln von [z−1

1 , . . . , z−1
n ] und den echten irreduzi-

blen, [z1 , . . . , zn]-primären Idealen in [z1 , . . . , zn], gibt es eine bijek-
tive Korrespondenz: Einem zyklischen Untermodul

M(� ) � [z−1
1 , . . . , z−1

n ]

wird sein Annulator-Ideal

I(� ) = Ann� [z1 ,..., zn ] � M(� ) � � [z1 , . . . , zn]
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zugeordnet, und einem echten [z1 , . . . , zn]-primären, irreduziblen Ideal

I � [z1 , . . . , zn]

wird der zyklische Untermodul Ann� [z−1
1 ,..., z−1

n ](I) � [z−1
1 , . . . , z−1

n ] von Ele-
menten, die von I annuliert werden, zugeordnet.

Ist das Ideal I vorgegeben, so wird die Macaulay-Inverse, ein Erzeuger
von Ann� [z−1

1 ,..., z−1
n ](I) = I−1, mit � I bezeichnet. I−1 wird auch das inverse

System zu I genannt.

Was ist nun der Vorteil daran, ein ( [V ])-primäres irreduzibles Ideal I
über seine Macaulay-Inverse � I zu beschreiben? Aus � I erhalten wir die
möglichen Vertreter der Fundamentalklasse von [V ]/I , und da sich aus
der Kenntnis der Fundamentalklasse einer Poincarédualitätsalgebra ihre
Struktur erklärt, ist die Kenntnis der Fundamentalklasse von größtem
Interesse. Und diese direkt von I , welches von mindestens n Elementen
erzeugt wird, zu erhalten, ist allein aufgrund der Anzahl der I erzeugen-
den Elemente schwierig!

BEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNG: Eine P
∗-Poincarédualitätsalgebra [V ]/I hat triviale

Wu-Klassen genau dann, wenn � I P
∗-invariant ist. Diese Tatsache wird

bei der Suche nach der Lösung des “Hit-Problems” in [15], III.4, aus-
genutzt.

Wie erhalten wir nun Vertreter der Fundamentalklasse von [V ]/I , vor-
ausgesetzt, wir kennen � I � [z−1

1 , . . . , z−1
n ]−d?

I(� I) = {f � [V ] : f ∩ � I = 0} ,

das sind genau die Polynome f � [V ], deren Multiplikation mit � I ein
Element

f · � I � [z1, z−1
1 , . . . , zn , z−1

n ]\ [z−1
1 , . . . , z−1

n ]
ergibt, also eines, bei dem in jedem Summanden mindestens ein posi-
tiver Exponent auftritt. Daher liegt jedes Polynom f � [V ], dessen Grad
größer als d = − deg(� I) ist, in I = I( � I) (diese Gleichheit gilt nach Theo-
rem 3.1.1 (von Macaulay)), ferner die Monome zF mit F = d , deren Ex-
ponententupel mit keinem eines Summanden von � I (bis auf Vorzeichen)
übereinstimmen. Das heißt,

zF /� I = I( � I)

genau dann, wenn
< � I zF > �= 0 .

Das bedeutet aber, dass diese zF �=0 in [V ]/I sind. Da, wie vorher erklärt,
alle Polynome von Graden größer als d in I liegen und somit 0 sind in

[V ]/I , ist
f−dim ( [V ]/I) = deg([ [V ]/I]) = d.
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Daher sind alle zF mit < � I zF > �= 0 Vertreter der Fundamentalklasse
von [V ]/I (und alle Summen solcher Vertreter, die sich nicht gegenseitig
aufheben). Kurz gesagt (und mit dem bisher Erklärten bewiesen):

LEMMA 3.1.2LEMMA 3.1.2LEMMA 3.1.2LEMMA 3.1.2LEMMA 3.1.2: Sei I � [V ] ein irreduzibles ( [V ])-primäres Ideal und
� I � [z−1

1 , . . . , z−1
n ]−d eine Macaulay-Inverse zu I . Dann gilt:

(i) f−dim ( [V ]/I) = d ,
(ii) f � [z1 , . . . , zn]d ist Vertreter von [ [V ]/I] genau dann, wenn

< � I f > �= 0.

Als Beispiel schauen wir uns ein [z1 , . . . , zn]-primäres Monomideal I an.
Für solche Ideale wird in [15] kurz nach Theorem II.3.2. die Macaulay-
Inverse ausgerechnet. Sei

�
(I) = {F � n

0 : zF /� I} .

Dann ist
I−1 = Ann� [z−1

1 ,..., z−1
n ](I)

= Span� {z−F : F � �
(I)} .

Falls I irreduzibel ist, hat
�

(I) ein eindeutiges maximales Element M
und � I = z−M .

LEMMA 3.1.3LEMMA 3.1.3LEMMA 3.1.3LEMMA 3.1.3LEMMA 3.1.3: Sei I = (za1
1 , . . . , zan

n ) � [z1 , . . . , zn], wobei alle ai ≥ 1
sind. Dann ist

� I = z−(a1−1)
1 · · · z−(an −1)

n .

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: I ist [z1 , . . . , zn]-primär und irreduzibel, und
�

(I) = {(b1 , . . . , bn) � n
0 : 0 ≤ bi ≤ ai − 1} .

Damit ist das eindeutige maximale Element von
�

(I) klar. �
KOROLLAR 3.1.4KOROLLAR 3.1.4KOROLLAR 3.1.4KOROLLAR 3.1.4KOROLLAR 3.1.4: Die Fundamentalklasse von [z1 , . . . , zn]/I , dabei

sei I wie im Lemma, ist

[ [z1 , . . . , zn]/I] = za1−1
1 · · · zan −1

n .

In [15] findet sich als Theorem II.6.1 das folgende, welches die Bezieh-
ung zwischen den Macaulay-Inversen zweier sich enthaltender Ideale be-
schreibt:

THEOREM 3.1.5THEOREM 3.1.5THEOREM 3.1.5THEOREM 3.1.5THEOREM 3.1.5 (K − L-Paradigma): Seien K � L � [V ] irreduzible
[V ]-primäre Ideale. Wenn h eine Übergangsinvariante für L über K

ist, also
(K : L)

K
= (h) � [V ]

K
,
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und � K eine Macaulay-Inverse zu K , dann berechnet sich die Macaulay-
Inverse zu L wie folgt:

� L = h ∩ � K .
Dieses Theorem ist besonders nützlich in dem Fall, in dem � K eine ein-

fache Form hat, also zum Beispiel, falls K ein Ideal wie in Lemma 3.1.3
ist.

3.2 Zwei Macaulay-Inverse

In diesem Abschnitt berechnen wir die Macaulay-Inversen für das Dick-
son-Ideal und für das Augmentierungsideal der Invarianten der unipo-
tenten Gruppe.

Das Dickson-Ideal ist das von dn,0 , . . . , dn,n−1 in [V ] erzeugte Ideal,
also das Hilbertideal von GL(n; ). In unserem Fall mit K =(zqn

1 , . . . , zqn

n ),
h(GL(n; )) := (dn,0 , . . . , dn,n−1) und h = Ln (vergleiche 2.2) können wir
also, da � K aus Lemma 3.1.3 bekannt ist, versuchen � h(GL(n;� )) auszurech-
nen.

In Lemma 1.3.8 haben wir Ln genauer untersucht und im Beweis fest-
gestellt, dass

Ln =
�

� � Σn

sgn( � )zqn−1
� (1) · · · zq� (n−1)z � (n) ,

oder auch
Ln =

�
� � Σn

sgn( � )z
� (qn−1)
1 · · · z

� (q1)
n−1 z

� (q0)
n .

Also ergibt sich die Macaulay-Inverse als

� h(GL(n;� )) =
�

� � Σn

sgn( � )z
� (qn−1)
1 · · · z

� (q)
n−1 z

� (1)
n ∩ z−(qn −1)

1 · · · z−(qn −1)
n

=
�

� � Σn

sgn( � )z
� (−(qn −qn−1−1))
1 · · · z

� (−(qn −q1−1))
n−1 z

� (−(qn −q0−1))
n

=
�

� � Σn

sgn( � )z
� (−(deg(dn,n−1)−1))
1 · · · z

� (−(deg(dn,1)−1))
n−1 z

� (−(deg(dn,0)−1))
n

womit folgendes Theorem bewiesen ist:

THEOREM 3.2.1THEOREM 3.2.1THEOREM 3.2.1THEOREM 3.2.1THEOREM 3.2.1: Der Erzeuger von h(GL(n; ))−1 � [z−1
1 , . . . , z−1

n ],
also des inversen Systems von h(GL(n; )) = (dn,o , . . . , dn,n−1) ist die
Macaulay-Inverse

� h(GL(n;� )) =
�

� � Σn

sgn( � )z
� (−(deg(dn,n−1 )−1))
1 · · · z

� (−(deg(dn,1)−1))
n−1 z

� (−(deg(dn,0)−1))
n .

Aus diesem Theorem lassen sich mit Lemma 3.1.2 die Fundamental-
klassenvertreter von [V ]/h(GL(n; )) herleiten. Jedes Polynom, das
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einen größeren Grad als f−dim ( [V ]GL(n;� )) = � n−1
i=0 � deg(dn,i) − 1 � hat, wird

in I( � h(GL(n;� ))) sein. Jedes Polynom vom Grad= f−dim ( [V ]GL(n;� )),
das nur aus Summanden besteht, die Exponententupel der Form

� � (deg(dn,n−1) − 1 , . . . , deg(dn,0) − 1 � haben, die sich mit einem von
� h(GL(n;� )) zu (0 , . . . , 0) aufheben, liegt auch in I( � h(GL(n;� ))). Damit kommt
jeder Summand dieser Art als Fundamentalklassenvertreter in Frage,
und auch Summen solcher Summanden, sofern sie keine “ungünstigen”
Vorzeichen mitbringen (dann könnten die Vorzeichen in � h(GL(n;� )) dafür
sorgen, dass das Produkt 0 und nicht in × ist). Damit ist als Folgerung
aus dem Theorem dieses Korollar bewiesen:

KOROLLAR 3.2.2KOROLLAR 3.2.2KOROLLAR 3.2.2KOROLLAR 3.2.2KOROLLAR 3.2.2: Für die Fundamentalklasse von

[V ]/(dn,0 , . . . , dn,n−1) = [V ]/h(GL(n; ))

gibt es folgende Vertreter:

Sei S � Σn eine Teilmenge, f ür die gilt, dass p � S. Dann ist
�

� � S

sgn( � )z
� (deg(dn,n−1)−1)
1 · · · z

� (deg(dn,1)−1)
n−1 z

� (deg(dn,0)−1)
n

ein Vertreter der Fundamentalklasse von [V ]/h(GL(n; )). Falls
�

S := { � � S : sgn( � ) = 1} − { � � S : sgn( � ) = −1} �≡ 0 MODMODMODMODMODp

ist, so ist auch �
� � S

z
� (deg(dn,n−1 )−1)
1 · · · z

� (deg(dn,1)−1)
n−1 z

� (deg(dn,0)−1)
n

ein Fundamentalklassenvertreter. Allgemein ist jede Summe�
� � Σn

� � z
� (deg(dn,n−1)−1)
1 · · · z

� (deg(dn,1)−1)
n−1 z

� (deg(dn,0)−1)
n

mit � � � {−1, 0, 1} ein Fundamentalklassenvertreter, falls�
� � Σn

sgn( � ) � � �≡ 0 MODMODMODMODMODp

ist.

BEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNG: Aus diesem Korollar folgt, dass ein einziges Monom als
Fundamentalklassenvertreter von [V ]GL(n;� ) ausreicht, zum Beispiel

[ [V ]GL(n;� )] = zqn −qn−1−1
1 · · · zqn −q−1

n−1 zqn −2
n .

Also ist

[V ]GL(n;� ) ≅ Span� {z
�

1
1 · · · z

�
n

n : 0 ≤
�

i ≤ qn − qn−i − 1, i = 1 , . . . , n}

≅
[z1 , . . . , zn]

(zqn −qn−1

1 , . . . , zqn −q−1
n−1 , zqn −2

n )
.

Diese Isomorphie ist eine -Vektorraum-Isomorphie.
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BEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNG: Dieses Ergebnis bestätigt (oder wird bestätigt durch)
Satz 1.3.7.

Eine weitere interessante Beobachtung lässt sich machen.

LEMMA 3.2.3LEMMA 3.2.3LEMMA 3.2.3LEMMA 3.2.3LEMMA 3.2.3: Die kleinste Potenz k , so dass

zk
i � (dn,0 , . . . , dn,n−1) = h � GL(n; ) �

liegt, ist k = qn − 1.

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Im Beweis von Satz 2.2.1 wurde die Gleichung

−zqn

i = dn,0zi + dn,1zq
i + · · · + dn,n−1zqn−1

i

benutzt, die zeigt (wir teilen auf beiden Seiten durch zi ), dass

zqn −1
i � (dn,0 , . . . , dn,n−1) = h � GL(n; ) �

ist. Nach der vorangegangenen Bemerkung ist

zqn −qn−1−1
1 · · · zqn −q−1

n−1 zqn −2
n = zqn −1−1

n · (zqn −q−1
n−1 · · · zqn −qn−1−1

1 ) �= 0

eine Fundamentalklasse für [V ]GL(n;� ) und deshalb nicht Null. Da-
her ist zqn −q−1

n−1 · · · zqn −qn−1−1
1 eine Poincaréduale zu zqn −2

n , und das Produkt
der beiden ist nicht Null, weshalb auch die Faktoren nicht Null sind in

[V ]GL(n;� ) . Daher kann

zqn −2
n /� (dn,0 , . . . , dn,n−1) = h � GL(n; ) �

sein. Das gleiche Argument funktioniert für alle zqn −2
i (i = 1 , . . . , n − 1),

wenn jeweils ein geeigneter Fundamentalklassenvertreter gewählt wird
(was nach Korollar 3.2.2 möglich ist). �

Gehen wir nun zur Bestimmung der Macaulay-Inversen des Ideals

h(Uni(n; )) = ( [V ]Uni(n;� )) = (hn,0 , . . . , hn,n−1)

über. Wie in 2.3 gezeigt, ist

h(Uni(n; )) = K = (z1, zq
2 , . . . , zqn−1

n ) .

Daher ist natürlich auch die Macaulay-Inverse zu h(Uni(n; )) die gleiche
wie zu K und wir erhalten:

SATZ 3.2.4SATZ 3.2.4SATZ 3.2.4SATZ 3.2.4SATZ 3.2.4: Die Macaulay-Inverse zu

h(Uni(n; )) = ( [V ]Uni(n;� )) � [V ]

ist
� h(Uni(n; )) = z−(q−1)

2 z−(q2−1)
3 · · · z−(qn−1−1)

n � [z−1
1 , . . . , z−1

n ] .

Und als mögliche Fundamentalklassenvertreter gibt es in diesem Fall nur
einen.
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FOLGERUNG 3.2.5FOLGERUNG 3.2.5FOLGERUNG 3.2.5FOLGERUNG 3.2.5FOLGERUNG 3.2.5: Die Fundamentalklasse von [V ]Uni(n;� ) wird ein-
deutig (bis auf skalare Vielfache ungleich 0) vertreten von

[ [V ]Uni(n;� )] = zq−1
2 zq2−1

3 · · · zqn−1−1
n .

Die Macaulay-Inverse des von den elementarsymmetrischen Polynomen
erzeugten Ideals wird in Abschnitt 3.4 berechnet.

3.3 Macaulay-Inverse für Frobenius-Potenzen

In diesem Abschnitt wollen wir weitere Macaulay-Inverse ausrechnen,
und zwar zu Frobenius-Potenzen von Idealen. Frobenius-Potenzen von
Idealen und auch ihre Macaulay-Inversen werden in [15], Abschnitt II.6,
vorgestellt, betrachtet und teilweise ausgerechnet, ich steige hier aber
etwas tiefer in die genaue Berechnung ein.

Sei im Weiteren immer p die Charakteristik von = q , dem Körper mit
q Elementen, wobei q = p � ist.

DEFINITIONDEFINITIONDEFINITIONDEFINITIONDEFINITION: Sei I � [V ] ein Ideal. Dann ist die q s -te Frobenius-
Potenz von I das Ideal aller q s -ten Potenzen von Elementen aus I und
wird mit I [qs ] bezeichnet.

LEMMA 3.3.1LEMMA 3.3.1LEMMA 3.3.1LEMMA 3.3.1LEMMA 3.3.1: Sei wieder I � [V ] ein Ideal und h1 , . . . , hr � [V ] ein
Erzeugersystem für I . Dann ist

I [qs ] = (hqs

1 , . . . , hqs

r ).

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Sei f � I [qs ] . Nach Definition der Frobenius-Potenz eines
Ideals gibt es dann ein F � I so dass

f = F qs
.

Da F � I gibt es a1 , . . . , an � [V ], so dass

F =
n�

i=1

ai hi

ist. Dann gilt für f :

f = F qs
= (

n�
i=1

ai hi)qs
=

n�
i=1

aqs

i hqs

i .

Also erzeugen hqs

1 , . . . , hqs

n die Frobenius-Potenz I [qs ] . �
Wir können nun leicht folgern:
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KOROLLAR 3.3.2KOROLLAR 3.3.2KOROLLAR 3.3.2KOROLLAR 3.3.2KOROLLAR 3.3.2: Sei I = (zk1
1 , . . . , zkn

n ) � [V ] ein Ideal. Dann ist

� I [qs ] = z−(k1 qs −1)
1 · · · z−(kn qs −1)

n .

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Nach Lemma 3.3.1 folgt die Behauptung nach Anwendung
von Lemma 3.1.3. �
Seien nun h1 , . . . , hn und f1 , . . . , fn Regulärfolgen in [z1 , . . . , zn] und

K = (h1 , . . . , hn) � L = (f1 , . . . , fn).

Dann gibt es also ai j � [z1 , . . . , zn] so dass����
�

h1
h2
...

hn

� 			
� =

����
�

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

� 			
�

����
�

f1
f2
...
fn

� 			
�

ist. Sei A := (ai j). Gemäß Theorem 2.1.6 ist dann

det(A) =
�

� � Σn

sgn( � )a1 � (1) · · · an � (n)

eine Übergangsinvariante für L über K . Kennen wir also die Macaulay-
Inverse zu K , dann liefert uns das K − L-Paradigma 3.1.5:

� L = � K ∩ det(A)

= � K ∩
�

� � Σn

sgn( � )a1 � (1) · · · an � (n)

=
�

� � Σn

sgn( � ) � K ∩ a1 � (1) · · · an � (n).

Betrachten wir nun die Frobenius-Potenzen von K und L . Aufgrund des
Lemmas und weil es sich um q-Potenzen handelt sehen wir, dass

K [qs ] � L[qs ] (♣)

und ����
�

hqs

1
hqs

2
...

hqs

n

� 			
� =

����
�

aqs

11 aqs

12 · · · aqs

1n
aqs

21 aqs

22 · · · aqs

2n
...

. . .
...

aqs

n1 aqs

n2 · · · aqs

nn

� 			
�

����
�

f qs

1
f qs

2
...

f qs

n

� 			
� (♠)

ist. Das nun folgende Lemma liefert eine nützliche Beziehung zwischen
der Determinante von A = (ai j) und der von (aqs

i j ).
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LEMMA 3.3.3LEMMA 3.3.3LEMMA 3.3.3LEMMA 3.3.3LEMMA 3.3.3: Für die Determinante von quadratischen Matrizen mit
Einträgen aus gilt:

det �
��
� aqs

11 · · · aqs

1n
...

. . .
...

aqs

n1 · · · aqs

nn

� 	
� � = detqs �

��
� a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann

� 	
� � .

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Der Beweis wird einfach durchgerechnet:

det �
��
� aqs

11 · · · aqs

1n
...

. . .
...

aqs

n1 · · · aqs

nn

� 	
� � =

�
� � Σn

sgn( � )aqs

1 � (1) · · · aqs

n � (n)

=
�

� � Σn

(sgn( � )a1 � (1) · · · an � (n))qs
,

wobei sich die Klammer auch um das sgn( � ) klammern lässt, denn falls
q gerade ist, verschwindet das Vorzeichen, und falls q ungerade ist, ist
(−1)qs = −1. Weil es sich um q-Potenzen handelt, dürfen wir sie auch ganz
nach außerhalb der Summe ziehen und erhalten damit die Behauptung.

�
Damit erhalten wir detqs

(A) aufgrund der Gleichung (♠) als Übergangs-
invariante für L[qs ] über K [qs ] und es gilt wegen des K − L-Paradigmas
3.1.5:

SATZ 3.3.4SATZ 3.3.4SATZ 3.3.4SATZ 3.3.4SATZ 3.3.4: Mit den bisherigen Bezeichnungen ergibt sich f ür die
Macaulay-Inverse � L[qs ] der Frobenius-Potenz L [qs ] eines Ideals L � [V ]
bei bekanntem � K :

� L[qs ] = � K [qs ] ∩ detqs
(A) .

Damit haben wir eine allgemeine Information über die Macaulay-Inverse
einer Frobenius-Potenz. Ist über die Ideale mehr bekannt, lässt sich
auch Genaueres über die Macaulay-Inversen sagen. Dafür benötigen wir
aber zunächst das folgende vorbereitende Lemma das zeigt, dass sich das
∩-Produkt gegenüber q-Potenzen genauso verhält wie das “normale” Pro-
dukt.

LEMMA 3.3.5LEMMA 3.3.5LEMMA 3.3.5LEMMA 3.3.5LEMMA 3.3.5: Seien b1 , . . . , br � [z1 , . . . , zn] Polynome in z1 , . . . , zn
und c1 , . . . , ck � [z−1

1 , . . . , z−1
n ] Polynome in z−1

1 , . . . , z−1
n . Dann ist

r�
i=1

bqs

i ∩
k�

j=1

cqs

j = (
r�

i=1

bi ∩
k�

j=1

cj)qs
.
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BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Da
r�

i=1

bqs

i ∩
k�

j=1

cqs

j =
r�

i=1

k�
j=1

bqs

i ∩ cqs

j

ist, reicht es, bqs

i ∩ cqs

j zu betrachten. bi und cj sind Summen von
Monomen aus den jeweiligen Ringen, also

bi =

�
b�

� =1

bi � und cj =

�
c�

�
=1

cj
� .

Dann ist

bqs

i ∩ cqs

j =

�
b�

� =1

bqs

i � ∩

�
c�

�
=1

cqs

j
�

=

�
b�

� =1

�
c�

�
=1

bqs

i � ∩ cqs

j
� .

bi � und cj
� sind Monome, es ist bi � = z � i1

1 · · · z � in
n und cj

� = z−
�

j1
1 · · · z−

�
jn

n ,
mit �

i1 , . . . , �
in , � j1 , . . . , � jn � 0 . Wenden wir nun die Definition des

∩-Produkts an:
bqs

i � ∩ cqs

j
� =

=
�

zqs � i1−qs �
j1

1 · · · zqs � in −qs �
jn

n falls q s �
i1 − q s � j1 , . . . , q s �

in − q s � jn ≤ 0
0 sonst

=
�

(z � i1−
�

j1
1 · · · z � in −

�
jn

n )qs falls �
i1 − � j1 , . . . , �

in − � jn ≤ 0
0 sonst

= (bi � ∩ cj
� )qs

.

Setzen wir das zurück ein, erhalten wir dank der q-Potenzen die Behaup-
tung. �
Falls nun K ein Ideal aus “ungemischten” Monomen ist, lässt sich die
Macaulay-Inverse von L[qs ] noch expliziter angeben. Da L von einer
Regulärfolge erzeugt wird, wird L [qs ] das auch, somit ist [V ]/L[qs ] total
endlich und daher muss es ein Ideal K = (zk1

1 , . . . , zkn
n ) geben, das in L

enthalten ist, so dass nach (♣) auch

K [qs ] = (zk1 qs

1 , . . . , zkn qs

n ) � L[qs ]

ist.

SATZ 3.3.6SATZ 3.3.6SATZ 3.3.6SATZ 3.3.6SATZ 3.3.6: Falls K [qs ] = (zk1 qs

1 , . . . , zkn qs

n ) � L[qs ] ist, dann ist

� L[qs ] = (z1 · · · zn) ∩ � det(A) ∩ z−k1
1 · · · z−kn

n � qs

wobei det(A) die aus der Determinante der Übergangsmatrix für L über
K gewonnene Übergangsinvariante für L über K ist.
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BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Zunächst ist

� K = z−k1+1
1 · · · z−kn +1

n

und
� K [qs ] = z−qs k1+1

1 · · · z−qs kn +1
n

= z−qs k1+qs −qs +1
1 · · · z−qs kn +qs −qs +1

n

= z1 · · · zn ∩ (z1 · · · zn)−qs
· (z−k1+1

1 · · · z−kn +1
n )qs

= z1 · · · zn ∩ (z−1
1 · · · z−1

n · z−k1+1
1 · · · z−kn +1

n )qs

= z1 · · · zn ∩ (z−1
1 · · · z−1

n · � K )qs
.

Damit ergibt sich nach Satz 3.3.4:

� L[qs ] = � K [qs ] ∩ detqs
(A)

= (z1 · · · zn ∩ (z−1
1 · · · z−1

n · � K )qs
) ∩ detqs

(A) .

Die [z1 , . . . , zn]-Moduleigenschaft von [z−1
1 , . . . , z−1

n ] und Lemma 3.3.5
erlauben uns nun, umzuklammern und dann das q s nach außen zu
ziehen:

� L[qs ] = z1 · · · zn ∩ � z−1
1 · · · z−1

n ∩ � K ∩ det(A) � qs

,
was nach Einsetzen von � K auf die Behauptung führt. �
In dem Beweis wird deutlich, dass det(A) ∩ z−k1

1 · · · z−kn
n eine wichtige Rolle

spielt, daher soll der Ausdruck eine eigene Bezeichnung erhalten:

DEFINITIONDEFINITIONDEFINITIONDEFINITIONDEFINITION: Sei K = (zk1
1 , . . . , zkn

n ) � L = (f1 , . . . , fn) � [z1 , . . . , zn]
und A � Mat(n × n; [z1 , . . . , zn]) so, dass

[zk1
1 , . . . , zkn

n ]tr = A · [f1 , . . . , fn]tr

ist (wobei [...]tr den transponierten Vektor beschreibt). Dann bezeichne

� LK := det(A) ∩ z−k1
1 · · · z−kn

n

die Übergangsklasse f ür L über K .

Damit kann der vorangehende Satz umformuliert werden.

KOROLLAR 3.3.7KOROLLAR 3.3.7KOROLLAR 3.3.7KOROLLAR 3.3.7KOROLLAR 3.3.7: Mit den Bezeichnungen aus der Definition gilt:
(i) � L = z1 · · · zn ∩ � LK .

(ii) � L[qs ] = z1 · · · zn ∩ � qs

LK .

(iii) � L[qs ] K [qs ] = � qs

LK .

(iv) � L[qs ] = (z1 · · · zn)−q+1 · � q
L[qs−1] .
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BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: (i) und (ii) sind nach dem Vorhergehenden klar. (iii) folgt
direkt aus (ii). Somit muss nur zu (iv) etwas gesagt werden. Nach (ii) ist

� L[qs−1] = z1 · · · zn ∩ � qs−1

LK ,

und daher

� q
L[qs−1] = (z1 · · · zn)q ∩ � qs

LK ,

woraus sich nach Multiplikation mit (z1 · · · zn)−q+1 die Behauptung ergibt.

�

Wenden wir uns nun einem spezielleren Fall der Übergangsmatrix für L
über K zu, nämlich dem, in dem ai j = z

�
j

i ist. Dabei muss für alle i und
j gelten, dass

�
j < ki ist, denn sonst könnte K = (zk1

1 , . . . , zkn
n ) nicht in

L = (f1 , . . . , fn) enthalten sein. In diesem Fall erhalten wir die Determi-
nante der Übergangsmatrix:

det(A) =
�

� � Σn

sgn( � )z
� (

�
1)

1 · · · z
� (

�
n )

n .

Wir erhalten dann als weitere Folgerung aus Satz 3.3.6:

KOROLLAR 3.3.8KOROLLAR 3.3.8KOROLLAR 3.3.8KOROLLAR 3.3.8KOROLLAR 3.3.8: Sei K = (zk1
1 , . . . , zkn

n ) � L = (f1 , . . . , fn) und es gebe
eine Übergangsmatrix A f ür L über K der Form A = (ai j) = (z

�
j

i ). Dann
ist

(i) � LK = � � � Σn
sgn( � )z−k1+ � (

�
1)

1 · · · z−kn + � (
�

n )
n .

(ii) � L = � � � Σn
sgn( � )z−k1+ � (

�
1)+1

1 · · · z−kn + � (
�

n )+1
n .

(iii) � L[qs ] = z1 · · · zn ∩ � � � Σn
� sgn( � )z−k1+ � (

�
1)

1 · · · z−kn + � (
�

n )
n � qs

.

BEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNG: Das ist natürlich das gleiche Ergebnis wie in [15],
II.7.5:

� L[qs ] = z1 · · · zn ∩
�

� � Σn

� sgn( � )z−k1+ � (
�

1)
1 · · · z−kn + � (

�
n )

n � qs

= z1 · · · zn ∩
�

� � Σn

sgn( � )z(−k1+ � (
�

1))qs

1 · · · z(−kn + � (
�

n ))qs

n

= z1 · · · zn ∩
�

� � Σn

sgn( � )(z1 · · · zn)−qs
z(−k1+ � (

�
1)+1)qs

1 · · · z(−kn + � (
�

n )+1)qs

n

= (z1 · · · zn)−qs +1
�

� � Σn

� zk1− � (
�

1)−1
1 · · · zkn − � (

�
n )−1

n � −qs

.

Die letzte Zeile ist die, die in [15] steht.
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3.4 Rechenbeispiele und konkrete Macaulay-Inverse

In diesem Abschnitt werden wir mit Hilfe der Sätze aus dem vorigen Ab-
schnitt die Macaulay-Inversen von Frobenius-Potenzen einiger bekann-
ter Ideale berechnen. Für einige Spezialfälle lässt sich daraus sogar die
Macaulay-Inverse eines Ideals, das keine “volle” Frobenius-Potenz ist
(das heißt, es werden nicht alle Erzeuger mit q s potenziert), herleiten.

Frobenius-Potenzen des Dickson-Ideals

In 3.2 wurde die Macaulay-Inverse zu

h(GL(n; )) = (dn,o , . . . , dn,n−1)

mit
K = (zqn

1 , . . . , zqn

n )
berechnet Dabei war die Übergangsmatrix für h(GL(n; )) über K die Ma-
trix

A = (ai j) = (zqn−j

i ) .
Gemäß Definition (oder nach Korollar 3.3.8) erhalten wir dann die Über-
gangsklasse von h(GL(n; )) nach K :

� h(GL(n;� ))K =
�

� � Σn

sgn( � )z
� (−(qn −qn−1 ))
1 · · · z

� (−(qn −1))
n ,

und können weiterhin mit 3.3.8 die Macaulay-Inverse von h(GL(n; ))[qs ]

ausrechnen:

� h(GL(n;� ))[qs ] = z1 · · · zn ∩ � qs

h(GL(n;� ))K

= z1 · · · zn ∩
�

� � Σn

� sgn( � )z
� (−(qn −qn−1 ))
1 · · · z

� (−(qn −1))
n � qs

=
�

� � Σn

sgn( � )z
� (−(qn+s −qn+s−1 −1))
1 · · · z

� (−(qn+s −2))
n

was in der Schreibweise von [15] auch als

� h(GL(n;� ))[qs ] = (z1 · · · zn)−(qs −1) ∩
�

� � Σn

� sgn( � )z
� (qn −qn−1−1)
1 · · · z

� (qn −2))
n � −qs

geschrieben werden kann.

Frobenius-Potenzen der elementarsymmetrischen Polynome

Zu h(Σn) = (e1 , . . . , en) haben wir die Macaulay-Inverse noch nicht berech-
net. Dank der Sätze aus Abschnitt 3.3 geht das jetzt aber ganz leicht
(auch, wenn es ohne die vorbereitenden Sätze eher einfacher als die
Berechnung der Macaulay-Inversen des Dickson-Ideals ist, ist es eine
schöne Anwendung von Abschnitt 3.3).
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Wie finden wir das passende Ideal K � h(Σn) und die Übergangsmatrix
zwischen den beiden? Das ist in diesem Fall recht leicht und ähnlich wie
beim Dickson-Ideal. Wir betrachten die erzeugende Funktion der elemen-
tarsymmetrischen Polynome:

� (X ) :=
n�

i=1

(X + zi) =
n�

i=0

ei X n−i = X n + e1X n−1 + · · · + en .

Dann sind −z1 , . . . , −zn Nullstellen von � , also ist für i = 1 , . . . , n

−zn
i = e1zn−1

i + · · · + en .

Dann ist K = (zn
1 , . . . , zn

n ) � h(Σn) und wir erhalten als Übergangsmatrix
für h(Σn) über K die Matrix A = (ai j) = (zn−j

i ), so dass

−[zn
1 , . . . , zn

n ]tr = A[e1 , . . . , en]tr

ist. Das ergibt nach Korollar 3.3.8 die Übergangsklasse

� h(Σn )K =
�

� � Σn

sgn( � )z
� (−1)
1 · · · z

� (−n)
n

und weiterhin
� h(Σn) =

�
� � Σn

sgn( � )z
� (0)
1 · · · z

� (−(n−1))
n ,

die Frobenius-Potenzen ergeben sich zu

� h(Σn )[qs ] = z1 · · · zn ∩ � qs

h(Σn )K

= z1 · · · zn ∩
�

� � Σn

sgn( � ) � z � (−1)
1 · · · z

� (−n)
n � qs

=
�

� � Σn

sgn( � )z
� (−(q s −1))
1 z

� (−(2q s −1))
2 · · · z

� (−(nq s −1))
n

= (z1 · · · zn)−(qs −1)
�

� � Σn

sgn( � ) � z � (0)
1 · · · z

� (n−1)
n � −qs

.

Dabei wurde � h(Σn )[qs ] in verschiedenen Formen dargestellt, es erweist sich
oft, je nach Situation, eine als besser handzuhaben als andere.

Da en = z1 · · · zn ein Monom ist, lässt sich hier noch die Macaulay-Inverse
zu einem Ideal berechnen, das keine “volle” Frobenius-Potenz ist: Sei

h(Σn) = (eqs

1 , . . . , eqs

n−1, eqs −a
n ) ,

wobei 0 ≤ a ≤ q s ist und das kleine Ideal

K = (eqs

1 , . . . , eqs

n ) � h(Σn)

ist. Die Übergangsmatrix hat dann die einfache Form, dass auf der Dia-
gonale nur Einsen stehen bis auf an der letzten Stelle, dort steht e a

n , und
sonst überall Nullen.
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Damit ist die Übergangsinvariante für h(Σn) über [V ]/K

det(A) = ea
n = (z1 · · · zn)a

und nach dem K − L-Paradigma 3.1.5 ist

� h(Σn) = ea
n ∩ � K

= (z1 · · · zn)a ∩ (z1 · · · zn)−qs +1
�

� � Σn

� sgn( � )z
� (0)
1 · · · z

� (n−1)
n � −qs

= (z1 · · · zn)−(qs −a−1) ∩
�

� � Σn

� sgn( � )z
� (0)
1 · · · z

� (n−1)
n � −qs

=
�

� � Σn

� sgn( � )z
� (−(q s −a−1))
1 z

� (−(2q s −a−1))
2 · · · z

� (−(nq s −a−1))
n � −qs

.

Damit steht die Macaulay-Inverse hier auch wieder in verschiedenen For-
men, so dass bei weiterer Anwendung die gerade am besten passende be-
nutzt werden kann.

Das von den Invarianten der unipotenten Gruppe erzeugte Ideal

Bereits in Abschnitt 3.2 haben wir die Macaulay-Inverse zu

h(Uni(n; )) = ( [V ]Uni(n;� )) = (hn,0 , . . . , hn,n−1)

berechnet. Da nach Lemma 2.3.4 h(Uni(n; )) = K = (z1, zq
2 , . . . , zqn−1

n ) sich
als Monomideal schreiben lässt, folgt mit Korollar 3.3.2:

� h(Uni(n;� ))[qs ] = z−(qs −1)
1 z−(qs+1−1)

2 · · · z−(qs+n−1 −1)
n .

3.5 Beispiele zu den Stiefel-Whitney-Klassen

Wir wenden uns nun einem ganz speziellen Beispiel zu. In diesem Ab-
schnitt sei n = 3 und q = 2. Die Stiefel-Whitney-Klassen w2, w3, w4 entste-
hen indem aus [w, x, y, z]Σ4 = [e1 , . . . , e4], was eine Algebra der Krull-
dimension 4 ist, das von e1 erzeugte Ideal herausgeteilt. Übrig bleibt eine
Algebra der Krulldimension 3:

[w2, w3, w4] � [x, y, z] ,

in dem die Basispolynome nach Einsetzen von e1 = 0, das heißt von
w = x + y + z , in e2, e3, e4 folgende Gestalt haben:

w2 = x2 + xy + xz + y2 + yz + z2 ,

w3 = x2y + x2z + xy2 + xz2 + y2z + yz2 ,

w4 = x2yz + xy2z + xyz2 .

Dann ist
L = (w2, w3, w4) � [x, y, z]
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ein irreduzibles, [V ]-primäres Ideal (diese Eigenschaften erbt es von
(e1 , . . . , e4), dessen Quotient es ja ist), so dass [V ]/L eine Poincaréduali-
tätsalgebra ist. Aus den Beziehungen für (w4, x4, y4, z4) � (e1 , . . . , e4)
lassen sich die Beziehungen für

K = (x4, y4, z4) � L

herleiten: �� x4

y4

z4

�� =

�� x2 x 1
y2 y 1
z2 z 1

�� �� w2
w3
w4

�� .

Also ist
det(A) =

�
� � Σ3

x
� (2)y

� (1)z
� (0) .

Nach Korollar 3.3.8. (i) erhalten wir die Übergangsklasse

� LK =
�

� � Σ3

x
� (−2)y

� (−3)z
� (−4) , (1)

was mit (iii) auf die Macaulay-Inverse von L ,

� L =
�

� � Σ3

x
� (−1)y

� (−2)z
� (−3) , (2)

führt, und auf die Macaulay-Inverse der Frobenius-Potenzen von L :

� L[2s ] = xyz ∩ � 2s

LK

=
�

� � Σ3

x
� (−(2·2s −1)) y

� (−(3·2s −1)) z
� (−(4·2s −1)) . (3)

Wir wollen nun Macaulay-Inverse zu “Derivaten” von L berechnen, bei
denen nur ein oder zwei der wi mit 2s potenziert werden. Dabei helfen
uns die Sätze aus Abschnitt 3.3 nur soweit sie keine Frobenius-Potenzen
betreffen.

Potenzierung eines Erzeugers

Wir betrachten zunächst den Fall

Ls2 = (w2s

2 , w3, w4) .

Dann erhalten wir durch Potenzieren der Gleichungen

u4 = u2w2 + uw3 + w4 (u � {x, y, z})

mit 2s die Beziehung�� x4·2s

y4·2s

z4·2s

�� =

�� x2·2s x2w2s−1
3 w2s−1

4
y2·2s y2w2s−1

3 w2s−1
4

z2·2s z2w2s−1
3 w2s−1

4

�� �� w2s

2
w3
w4

�� .
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Damit ist
(x4·2s

, y4·2s
, z4·2s

) = K [2s ] � Ls2 (4)
das kleine Ideal und die oben angegebene Übergangsmatrix wird mit As2
bezeichnet. Ihre Determinante, also die Übergangsinvariante für Ls2
über K [2s ] ist

det(As2) = (w3w4)2s −1
�

� � Σ3

x
� (2·2s ) y

� (2s ) z
� (0)

= (w3w4)2s −1
�

� � Σ3

(x
� (2)y

� (1)z
� (0))2s

= (w3w4)2s −1 · det2s
(As2) .

Wir erhalten also die Übergangsklasse für Ls2 über K [2s ] gemäß Defini-
tion:

� Ls2 K [2s ] = (w3w4)2s −1 · det(A)2s
∩ x−4·2s

y−4·2s
z−4·2s

,
was nach Umklammern und mit Lemma 3.3.5 zu

� Ls2 K [2s ] = (w3w4)2s −1 · � det(A) ∩ x−4y−4z−4 � 2s

wird. Hier finden wir jetzt in der zweiten Klammer genau � LK , das be-
deutet nach Korollar 3.3.7.(iii):

� Ls2 K [2s ] = (w3w4)2s −1 ∩ � 2s

LK

= (w3w4)2s −1 ∩ � L[2s ] K [2s ] .
(5)

Nun berechnen wir mit Korollar 3.3.7.(i) die Macaulay-Inverse von Ls2 :

� Ls2 = xyz ∩ � Ls2 K [2s ]

= xyz · (w3w4)2s −1 ∩ � L[2s ] K [2s ]

= (w3w4)2s −1 · (xyz ∩ � L[2s ] K [2s ]) .

Wenden wir das gleiche Korollar nochmal auf die Klammer rechts in dem
Ausdruck an, erhalten wir, dass

� Ls2 = (w3w4)2s −1 ∩ � L[2s ] , (6)

wobei � L[2s ] = � � � Σ3
x

� (−(2·2s −1)) y
� (−(3·2s−1)) z

� (−(4·2s −1)) ist.

BEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNG: Es ist leicht einzusehen, dass diese Rechnung auch für
“die anderen” Ideale dieser Art funktioniert:

(i)
L3s : = (w2, w2s

3 , w4) ,

� L3s = (w2w4)2s −1 ∩ � L[2s ] .

(ii)
L4s : = (w2, w3, w2s

4 ) ,

� L4s = (w2w3)2s −1 ∩ � L[2s ] .



§5] BEISPIELE ZU DEN STIEFEL-WHITNEY-KLASSEN 59

(iii)
L2,3,s : = (w2s

2 , w2s

3 , w4) ,

� L2,3,s = w2s −1
4 ∩ � L[2s ] .

(iv)
L2,4,s : = (w2s

2 , w3, w2s

4 ) ,

� L2,4,s = w2s −1
3 ∩ � L[2s ] .

(v)
L3,4,s : = (w2, w2s

3 , w2s

4 ) ,

� L3,4,s = w2s −1
2 ∩ � L[2s ] .

BEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNG: Der Übergang von s nach s + 1 lässt sich als Operator
beschreiben. Ich zeige das hier exemplarisch wieder an L2s , für die an-
deren Ideale führen analoge Überlegungen zum Ziel. Nach 3.3.7.(i) und
(iii) ist

� L2,s+1 = xyz ∩ � L2,s+1 K[2s+1 ]

= xyz · (w3w4)2s+1−1 ∩ � 2s+1

LK .
Dieser Ausdruck kann im vorderen Teil umsortiert und umgeklammert
werden und führt zu

� L2,s+1 = xyzw3w4 ∩ � (w3w4)2(2s −1) ∩ � 2·2s

LK � .

Nun darf nach Lemma 3.3.5 die 2 nach außen gezogen werden. Dann
bleibt in der Klammer (w3w4)2s −1 ∩ � 2s

LK = � L2s K [2s ] stehen und wir erhalten:

� L2,s+1 = xyzw3w4 ∩ � 2
L2s K [2s ] .

Wir sehen, dass die Operationen, die nötig sind, um von � L2s K [2s ] zu
� L2,s+1 zu kommen, unabhängig von s sind. Daher ist diese Zerlegung
der Macaulay-Inversen die Grundlage ihrer Berechnung mit Hilfe eines
Operators, die im folgenden Lemma beschrieben wird.

LEMMA 3.5.1LEMMA 3.5.1LEMMA 3.5.1LEMMA 3.5.1LEMMA 3.5.1: Der Operator, der � L2s auf � L2,s+1 abbildet, wird wie folgt
erklärt:� 2+ : [x−1, y−1, z−1](−(2s+1+4)) � � [x−1, y−1, z−1](−(2s+2+4))

� L2s

� � xyzw3w4 ∩ � 2
L2s K [2s ] = � L2,s+1 .

Die entsprechenden Operatoren für die anderen Ideale lassen sich genau-
so erklären.

Mit Hilfe dieses Operators lässt sich auch noch eine sehr konkrete Formel
für � L2s angeben.
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LEMMA 3.5.2LEMMA 3.5.2LEMMA 3.5.2LEMMA 3.5.2LEMMA 3.5.2: Die Macaulay-Inverse des Ideals

Ls2 = (w2s

2 , w3, w4) � [x, y, z]

hat folgendes Aussehen:

� L2s =
�

� � Σ3

2s +1�
i=2

x
� (−1)y

� (−i)z
� (−2s+1−3+i) .

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Der Beweis wird per Induktion über s geführt.

Induktionsanfang: Sei s = 1. Nach (5) ist

� L2,1 = w3w4 ∩ � L[2] .

Für � L[2] setzen wir nach Lemma 3.3.7.(ii) xyz ∩ � 2
LK ein. Nach Ausmul-

tiplizieren ist

xyzw3w4 =
�

� � Σ3

x
� (5)y

� (3)z
� (2)

und � LK wurde in (1) berechnet. Setzen wir das ein, erhalten wir:

� L2,1 =
�

� � Σ3

x
� (5)y

� (3)z
� (2) ∩

�
� � Σ3

x
� (−4)y

� (−6)z
� (−8) .

Hier handelt es sich um ein Produkt von Summen mit jeweils 6 Summan-
den. Das lässt sich ausmultiplizieren und ergibt

� L2,1 =
�

� � Σ3

3�
i=2

x
� (−1)y

� (−i)z
� (−7+i) .

Das ist genau die Behauptung und damit haben wir den Induktionsan-
fang bewiesen.

Induktionsvoraussetzung: Sei

� L2s =
�

� � Σ3

2s +1�
i=2

x
� (−1)y

� (−i)z
� (−2s+1−3+i) .

Induktionsschritt: Nach (4) ist K [2s ] � L2s und deshalb ist nach Lemma
3.3.7.(i) � L2s = xyz ∩ � L2s K [2s ] . Wegen der Induktionsvoraussetzung muss
also

� L2s K [2s ] =
�

� � Σ3

2s +1�
i=2

x
� (−2)y

� (−(i+1)) z
� (−(2s+1+4−i))

sein. Laut Lemma 3.5.1 ist � L2,s+1 = � 2+( � L2s ), das heißt,

� L2,s+1 = xyzw3w4 ∩ � 2
L2s K [2s ] .
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Hier setzen wir nun xyzw3w4 = � � � Σ3
x

� (5)y
� (3)z

� (2) und das eben berech-
nete � L2s und erhalten

� L2,s+1 =
�

� � Σ3

x
� (5)y

� (3)z
� (2) ∩

�
� � Σ3

2s +1�
i=2

x
� (−4)y

� (−2i−2) z
� (−2s+2−8+2i) .

Wenn nun die linke Summe ausgeschrieben wird, kann jeder Summand
mit der rechten (Doppel-) Summe gestrippt werden und es ergibt sich

� L2,s+1 =
�

� � Σ3

2s +1�
i=2

� x � (−1)y
� (−2i+3) z

� (−2s+2−6+2i)

+ x
� (−1)y

� (−2i)z
� (−2s+2−3+2i)

+ x
� (−2)y

� (−2i+3)z
� (−2s+2−5+2i)

+ x
� (−2)y

� (−2i+1) z
� (−2s+2−3+2i) � ,

was zugegebenermaßen ein furchtbarer Ausdruck ist. Er wird sich auch
innerhalb der nächsten Schritte eher verschlimmern, um zum Schluß
doch endlich auf die gesuchte Form gebracht worden zu sein und damit
die Behauptung zu beweisen.

Im nächsten Schritt wird im dritten Summand umgeklammert bei den
i , um eine Indexverschiebung vorzubereiten, und der dritte und vierte
Summand werden getauscht.

� L2,s+1 =
�

� � Σ3

2s +1�
i=2

� x � (−1)y
� (−2i+3) z

� (−2s+2−6+2i)

+ x
� (−1)y

� (−2i)z
� (−2s+2−3+2i)

+ x
� (−2)y

� (−2i+1)z
� (−2s+2−3+2i)

+ x
� (−2)y

� (−2(i−1)+1) z
� (−2s+2−3+2(i−1)) � .

Nun ziehen wir die Summe über i nach innen und verschieben den In-
dex im vierten Summanden. Dann ist schon zu sehen, dass sich fast alle
Summanden der beiden letzten Summen gegenseitig wegheben.

� L2,s+1 =
�

� � Σ3

� 2s +1�
i=2

� x � (−1)y
� (−2i+3)z

� (−2s+2−6+2i) + x
� (−1)y

� (−2i)z
� (−2s+2−3+2i) �

+
2s +1�
i=2

x
� (−2)y

� (−2i+1)z
� (−2s+2−3+2i)

+
2s�
i=1

x
� (−2)y

� (−2i+1)z
� (−2s+2−3+2i) � .

Von der dritten und vierten Summe bleiben dann nur die beiden
Summanden x

� (−1)y
� (−2)z

� (−2s+2−1) (i = 1 in der vierten Summe) und
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x
� (−2)y

� (−2s+1−1) z
� (−2s+1−1) (i = 2s + 1 in der dritten Summe) übrig. Sum-

miere ich den zweiten dieser beiden Terme aber über alle � � Σ3 auf,
taucht jeder Summand in dieser Summe genau zweimal auf, so dass der
Term in der Charakteristik 2 am Ende wegfällt und deshalb auch hier
gleich weggelassen werden kann.

� L2,s+1 =
�

� � Σ3

� 2s +1�
i=2

� x � (−1)y
� (−2i+3)z

� (−2s+2−6+2i) + x
� (−1)y

� (−2i)z
� (−2s+2−3+2i) �

+ x
� (−1)y

� (−2)z
� (−2s+2−1) � .

Wenn wir die innere Summe (über i) jetzt einmal ausschreiben werden
wir sehen, dass sich das Ganze dann zu dem gesuchten Ausdruck zusam-
menfassen lässt.

� L2,s+1 =
�

� � Σ3

�
x

� (−1)y
� (−1)z

� (−2s+2−2) + x
� (−1)y

� (−4)z
� (−2s+2+1)

+ x
� (−1)y

� (−3)z
� (−2s+2) + x

� (−1)y
� (−6)z

� (−2s+2+3)

+ x
� (−1)y

� (−5)z
� (−2s+2+2) + x

� (−1)y
� (−8)z

� (−2s+2+5)

+ · · ·
+ x

� (−1)y
� (−2s+1+5) z

� (−2s+1−8) + x
� (−1)y

� (−2s+1+2) z
� (−2s+1−5)

+ x
� (−1)y

� (−2s+1+3) z
� (−2s+1−6) + x

� (−1)y
� (−2s+1)z

� (−2s+1−3)

+ x
� (−1)y

� (−2s+1+1) z
� (−2s+1−4) + x

� (−1)y
� (−2s+1−2) z

� (−2s+1−1)

+ x
� (−1)y

� (−2)z
� (−2s+2−1) � .

Der erste Summand in der Klammer kann weggelassen werden: Wird
über alle � � Σ3 aufsummiert, tritt jedes Exponententupel genau zweimal
auf und hebt sich deshalb, da die Koeffienten aus 2 kommen, weg. Da wir
über alle � � Σ3 aufsummieren, ist die Reihenfolge egal und wir können
den letzten Term auch als x

� (−1)y
� (−2s+1−1) z

� (−2s+1−2) schreiben, so dass er
“in die Reihe passt”. Dann ergibt sich die Summe, wenn wir sie wieder
zusammen fassen, zu dem gesuchten Ausdruck:

� L2,s+1 =
�

� � Σ3

2s+1+1�
i=2

x
� (−1)y

� (−i)z
� (−2s+2−3+i) .

�
BEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNG: Analog lässt sich bei Interesse dieser Beweis auch für

die anderen Ideale der Art führen.



Kapitel 4
Stabile GL( n ; ) - Invarianten

Wir haben uns bisher hauptsächlich mit Poincarédualitätsalgebren im
Allgemeinen beschäftigt. In diesem Kapitel wenden wir uns den spe-
ziellen Poincarédualitätsalgebren zu die entstehen, wenn das Augmentie-
rungsideal eines Invariantenrings [V ]G aus dem Polynomring [V ] her-
ausgeteilt wird, und wir lassen die Gruppe G auf diesem Gebilde wieder
operieren. Die Anregung zu dieser Untersuchung entstammt der Arbeit
[17] von F. Neumann, M.D. Neusel und L. Smith.

4.1 Stabile Invarianten

Zunächst müssen wir uns mit dem in [17] vorgestellten Konzept der sta-
bilen Invarianten vertraut machen.

Sei A eine positiv graduierte zusammenhängende Algebra über einem
Körper und G eine Gruppe von Algebraautomorphismen. Dann be-
zeichnet AG � A die Unteralgebra der G-invarianten Elemente, und

QAG (A) = A/AG A ≅ ⊗AG A =: AG

sind die unzerlegbaren Elemente von A als AG -Modul (wobei A durch die
Inklusion zum AG -Modul wird). Da wir hier den Aspekt der Gruppen-
operation betonen wollen, benutzen wir in diesem Kontext die Bezeich-
nung AG , auch die Algebra der Koinvarianten genannt. Da der Kern
der Quotient-Abbildung A ��� AG G-stabil ist, operiert G auf AG und es
macht Sinn, nach den Invarianten unter dieser Operation auf AG zu fra-
gen. Wir können also die Konstruktion der Koinvarianten iterieren und
definieren induktiv für m � :

AGm := (AGm−1 )G = AGm−1 /(AGm−1 )G AGm−1 .

(Dabei ist AG0 = A und AG1 = AG .) Wenn wir mit hm(G) � A den Kern
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der natürlichen Abbildung A ��� AGm bezeichnen, so formen die Ideale
hm(G), m � eine aufsteigende Kette

(0) = h0(G) �
h1(G) �

h2(G) � · · · �
hm(G) � · · · � A .

Dann wird
h

�
(G) := �

m ���
hm(G)

das Ideal der stabilen Invarianten genannt und h1(G) = h(G), das
Hilbert-Ideal, in dem Sinn, in dem es bisher in dieser Arbeit benutzt
wurde. Alternativ lässt sich hm(G) auch wie folgt induktiv definieren:

hm(G) =
�

(0) falls m = 0
({a � A : ga − a � hm−1(G)}) falls m > 0.

Falls die Algebra A Noethersch ist, wie zum Beispiel die Polynomalgebra
[V ], wird die Kette der Ideale hm(G) stationär. Die obere Grenze für

die Länge der Kette ist der Wert der Poincaréreihe an der Stelle t = 1,
denn P( [V ]G ; 1) = dim� � Tot( [V ]G) � . Im “längsten” Fall verringert sich
die Dimension bei jeder Invariantenbildung um 1.

Eine kleine Hilfe bei der Bestimmung der stabilen Invarianten kann der
folgende Satz (Proposition 1.3 in [17]) sein, vor allem erleichtert er die
Berechnung für den Fall, dass G � × beträchtlich.

SATZ 4.1.1SATZ 4.1.1SATZ 4.1.1SATZ 4.1.1SATZ 4.1.1: Sei � : G � GL(n; ) eine treue Darstellung einer endli-
chen Gruppe G . Sei H < G eine Untergruppe mit H � × . Dann wird
hm(G) f ür alle m � ∪ � erzeugt von Elementen von [V ]H . Insbeson-
dere gilt, falls G � × , ist

h1(G) = h2(G) = · · · = h

�
(G) .

Auch für p-Gruppen sind die stabilen Invarianten uninteressant, wie der
folgende Satz (Proposition 1.8 in [17]) zeigt.

SATZ 4.1.2SATZ 4.1.2SATZ 4.1.2SATZ 4.1.2SATZ 4.1.2: Sei A eine zusammenhängende, positiv graduierte, kom-
mutative Algebra von endlichem Typ über einem Körper der Charakte-
ristik p �= 0. Falls P eine endliche p-Gruppe von Automorphismen von A
ist, dann ist

h

�
(P) = (A) � A ,

beziehungsweise AP � = .

Sind die Wu-Klassen nicht trivial, haben sie eine interessante Eigen-
schaft, sie liegen dann nämlich in ( [V ]G)G , also in h2(G):

SATZ 4.1.3SATZ 4.1.3SATZ 4.1.3SATZ 4.1.3SATZ 4.1.3 (R.E. Stong): Sei G eine endliche Gruppe, ein Körper der
Charakteristik p und h(G) irreduzibel und ( [V ])-primär. Dann sind die
Wu-Klassen von [V ]G invariant unter der Operation von G auf [V ]G ,
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das heißt, f ür alle g � G ist

gWui( [V ]G) = Wui( [V ]G) + h(G) .

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Nach Lemma 1.4.6 ist wegen der vorausgesetzten Eigen-
schaften von h(G) der Koinvariantenring [V ]G eine Poincarédualitäts-
algebra . Daher sind die Wu-Klassen definiert und es gilt in [V ]G , falls
i(q − 1) + deg(f ) = f−dim ( [V ]G):

< P i(f )[ [V ]G] >=< f · Wui[ [V ]G] > .

Da die Steenrod-Operationen mit der Gruppenoperation kommutieren,
gilt für alle g � G :

gf · Wui = P i(gf ) = gP i(f ) = g(f · Wui) = gf · gWui .

Da die Wui eindeutig sind je i folgt, dass

Wui = gWui

in [V ]G sein muss. �
Dieser Satz ist durchaus interessant. Zwar liefert der Satz von Mitchell
(2.1.2) die Trivialität der Wu-Klassen einer großen Klasse von Koinvari-
anten, doch es gibt Invariantenringe, die keine Polynomalgebren sind
(wie im Satz von Mitchell gefordert), deren Koinvarianten aber eine Poin-
carédualitätsalgebra sind. Es könnte also sein, dass solche Koinvari-
anten nichttriviale Wu-Klassen enthalten. Bisher ist diesbezüglich nichts
bekannt.

BEISPIEL 1BEISPIEL 1BEISPIEL 1BEISPIEL 1BEISPIEL 1 : Wir betrachten die Vektorinvarianten

2 � x1 x2
y1 y2 � � /2

.

Dabei operiert /2 durch die simultane Vertauschung von xi mit yi . Es
ist leicht zu sehen, dass folgende Polynome invariant sind,

x1 + y1, x1y1, x2 + y2, x2y2, x1y2 + x2y1

und auch keines überflüssig ist zur Erzeugung des Invariantenrings.
Aber aufgrund der Beziehung

x2(x1 + y1) + x1(x2 + y2) = x1y2 + x2y1

sehen wir, dass nur die ersten vier Polynome nötig sind, um das Hilbert-
ideal zu diesem Invariantenring zu erzeugen. Daher ist

2 � x1 x2
y1 y2 ���

�
2 � x1 x2

y1 y2 � � /2 �
eine Poincarédualitätsalgebra , obwohl der Invariantenring nicht die Vor-
aussetzungen des Satzes von Mitchell erfülllt.
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In Abschnitt 2.2 wurde bereits gezeigt, dass die Wu-Klassen der Koin-
varianten von GL(n; ) trivial sind. Aber die Gruppe GL(n; ) wird
von keinem der beiden Fälle der Sätze 4.1.1 und 4.1.2 abgedeckt und
verspricht deshalb interessante stabile Invarianten. Den Versuch, sich
diesen zu nähern, enthalten die nächsten Abschnitte.

4.2 Relative Invarianten in den Koinvarianten

Für den Rest dieses Kapitels sei
�

:= [V ]GL(n;� ) .

Wir wollen uns dem Thema vorsichtig nähern und einige relative Invari-
anten in [V ]GL(n;� ) bestimmen, die Elemente in ( [V ]GL(n;� ))SL(n;� ) sind.
Das eine ist die Fundamentalklasse, wie L. Smith in [25] gezeigt hat, denn
det−1-relative Invarianz bedeutet natürlich Invarianz unter der Opera-
tion von Elementen, deren Determinante 1 ist.

SATZ 4.2.1SATZ 4.2.1SATZ 4.2.1SATZ 4.2.1SATZ 4.2.1 (L. Smith): Sei G � GL(n; ) eine endliche Gruppe so dass
[V ]G eine Polynomalgebra ist. Dann ist die Fundamentalklasse � [V ]G �

eine det−1-relative Invariante in [V ]G , das heißt, dass für alle g � G

g � [V ]G � = det−1(g) · � [V ]G �
ist.

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Siehe [25], Theorem 2.1. �
Das nächste Element ist det−1-invariant in [V ] und bleibt es in den Koin-
varianten [V ]GL(n;� ) , da es nicht im Augmentierungsideal des Invari-
antenrings liegt (sein Grad ist auf alle Fälle zu klein falls q > 2 ist). In-
variant unter der Operation von SL(n; ) wird es aus dem gleichen Grund
wie die Fundamentalklasse. Die Aussage ist nur eine Umformulierung
von Lemma 1.3.8, hier im Hinblick auf das formuliert, was uns in diesem
Abschnitt interessiert.

LEMMA 4.2.2LEMMA 4.2.2LEMMA 4.2.2LEMMA 4.2.2LEMMA 4.2.2: Sei q ≥ 3. Die Eulerklasse Ln , vertreten von

det(Zq,n) := det
� ����

�
z1 zq

1 · · · zqn−1

1

z2 zq
2 · · · zqn−1

2
...

. . .
...

zn zq
n · · · zqn−1

n

� 			
� � ,

ist in [V ] det−1-relativ invariant und bleibt es deshalb auch in
�

. Sie
ist die einzige det−1-relative Invariante in [V ], die nicht auf 0 � �

abge-
bildet wird und die einzige det-relative Invariante in

�
<deg(dn,n−1) .

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Die Darstellung von Ln haben wir bereits in Lemma 1.3.8
kennengelernt. Dort wurde auch gezeigt, dass det(Zq,n) in [V ] eine
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det−1-relative Invariante ist und dass es das einzige Element der Art ist.
Aus Gradgründen wird sie nicht auf 0 � �

abgebildet. �
Die Potenzen der Eulerklasse sind dann det−k -relativ invariante Ele-
mente:

KOROLLAR 4.2.3KOROLLAR 4.2.3KOROLLAR 4.2.3KOROLLAR 4.2.3KOROLLAR 4.2.3: Für k = 1 , . . . , q − 2 ist Lk
n eine det−k -relative In-

variante, liegt also auch in ( [V ]GL(n;� ))SL(n;� ) . Insbesondere ist Lq−2
n det-

invariant.

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Der Beweis ist unter Beachtung des Beweises von Lemma
4.2.2 klar. �

4.3 Invarianten der Koinvarianten von GL(n; )

Wir wollen uns zunächst mit dem ersten Iterationsschritt, das heißt, mit
der Suche nach Invarianten in

�
= [V ]GL(n;� ) beschäftigen. Nach Defi-

nition der stabilen Invarianten ist f � � GL(n;� ) genau dann, wenn es sich
im Kern der Abbildung von [V ] ��� [V ]GL(n;� )2 befindet. Dieser Kern ist
das Ideal h2(GL(n; )) und wiederum nach Definition ist f � h2(GL(n; ))
genau dann, wenn für alle g � GL(n; ) gilt, dass

(g − 1)f � h1(GL(n; )) = (dn,0 , . . . , dn,n−1)

ist. Leider werden wir sehr schnell an die Grenzen dessen kommen, was
bisher bekannt ist! Wir werden keine Invariante der Koinvarianten aus-
rechnen und nur für einige Grade feststellen können, dass es in ihnen
keine geben kann.

Zunächst lässt sich zeigen, dass es in den kleinen Graden keine Invari-
anten in

�
geben kann.

LEMMA 4.3.1LEMMA 4.3.1LEMMA 4.3.1LEMMA 4.3.1LEMMA 4.3.1: Da für alle Grade k ≤ deg(dn,n−1) − 1 = qn − qn−1 − 1 gilt,
dass

�
k = [V ]k , können wir in diesen Graden auch in

�
keine GL(n; )-

Invarianten finden, das heißt,

(
�

≤qn −qn−1−1)GL(n;� ) = .

LEMMA 4.3.2LEMMA 4.3.2LEMMA 4.3.2LEMMA 4.3.2LEMMA 4.3.2: In
�

gibt es unter der Operation von GL(n; ) keine
Invarianten vom Grad kleiner als dem von dn,n−2 , das heißt

� GL(n;� )
<deg(dn,n−2) = 0.

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Wir wissen schon, dass
� GL(n;� )

≤qn −qn−1−1 = ist. Nehmen wir also
an, dass es ein h � � GL(n;� ) gibt, h �≡ 0 � �

, und qn − qn−1 ≤ deg(h) = k <
qn − qn−2. Aus Gradgründen muss dann für alle g � GL(n; )

gh = h + f · dn,n−1
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sein, mit geeignetem f � [V ]. Das gilt genau dann, wenn für alle
g � GL(n; ):

(∗) (g − 1)h = f · dn,n−1.

Wir wählen jetzt ein geeignetes g � GL(n; ) aus, für das (∗) nicht gilt.
Wenn wir ein solches g finden können, muss die Annahme falsch gewesen
sein.

Wenn 1i,j � Mat(n × n; ) die (n × n)-Matrix bezeichnet, deren Einträge
nur Nullen sind bis auf eine 1 an der Stelle (i, j), dann sei für j = 2 , . . . , n

g = gj := id +11,j � GL(n; )

die Einheitsmatrix mit einer zusätzlichen 1 in der ersten Zeile in der j-ten
Spalte. Dann ist (gj − 1) = 11,j und daher

(gj − 1)zi =
�

0 : i �= 1
zj : i = 1 ,

also ist (gj − 1)h =
�

zk
j (mit

� � ) und daher müsste es für alle j = 2 , . . . , n
ein fj � [V ] geben, so dass �

zk
j = fj · dn,n−1

ist. Korollar 1.3.4 besagt, dass

dn,n−1 = zqn −qn−1

1 + · · · + zqn −qn−1

n + Rest

ist, wobei Rest “gemischte” Terme sind (das heißt, Produkte aus min-
destens zwei verschiedenen zj ). Es wird nun gezeigt, dass zk

j �� (dn,n−1)
ist.

Falls zk
j � (dn,n−1) wäre, müsste es ein f � [z1 , . . . , zn] vom Grad

deg(f ) = k − (qn − qn−1) geben, so dass zk
j = f · dn,n−1 ist. Da dn,n−1 nicht

von zj geteilt wird, muss zj � f gelten, also sogar zk
j � f . Dann ist aber

deg(f ) ≥ k ≥ qn − qn−1.

Da der Grad von f aber k − (qn − qn−1) ist, ist das ein Widerspruch, also
ist zk

j �� (dn,n−1) und das Lemma ist bewiesen. �
Damit brauchen die kleinsten Grade nicht auf Invarianten hin unter-
sucht zu werden. Im Folgenden wird ein Kriterium entwickelt das hilft
festzustellen, ob es in bestimmten Graden in [V ]GL(n;� ) überhaupt In-
varianten unter der GL(n; )-Operation geben kann.

LEMMA 4.3.3LEMMA 4.3.3LEMMA 4.3.3LEMMA 4.3.3LEMMA 4.3.3: Sei G ≤ GL(n; ) eine endliche Gruppe, n = dim� (V ) und
(f1 , . . . , fm) � [V ] ein G-stabiles Ideal. G operiere auf

H =
[V ]

(f1 , . . . , fm)
.

Dann gilt:
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In jedem Grad k , f ür den es ein
� �= 1 � × gibt, für das

� k �= 1 ist, und G
enthält das Element

g =

��
�

�
0

. . .
0

�

� 	
� ,

ist H G
k = 0.

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Der Beweis wird durch Widerspruch geführt. Nehmen wir
an, dass es ein nichttriviales h � H G

k gibt (also h �= 0 � H ). Dann muss
für alle g � G

gh = h + F, F � (f1 , . . . , fm)k

sein, also gilt für

g =

��
�

�
0

. . .
0

�

� 	
� , mit

� �= 1 � × ,

also gh =
� k h , dass

(g − 1)h = (
� k − 1)h = a1f1 + · · · + am fm ,

für geeignete ai � [V ]. Da nach Voraussetzung
� k �= 1 � ist, darf durch

(
� k − 1) geteilt werden und wir erhalten

h =
1

(
� k − 1)

(a1f1 + · · · + am fm) � (f1 , . . . , fm)k ,

was bedeutet, dass h = 0 � Hk ist. Das ist aber ein Widerspruch zur An-
nahme, da h als nichttrivial vorausgesetzt war. �

KOROLLAR 4.3.4KOROLLAR 4.3.4KOROLLAR 4.3.4KOROLLAR 4.3.4KOROLLAR 4.3.4: Aufgrund des Lemmas (die Notationen werden bei-
behalten) können mögliche Invarianten nur in folgenden Graden liegen:

(i) In Graden k , f ür die gilt, dass es kein
� � × gibt, so dass

� k �= 1
ist. Da in endlichen Körpern mit q = p s Elementen jedes Element
“hoch q − 1” die 1 ergibt, es aber für alle Zahlen j , die kleiner
als q − 1 sind, mindestens ein Element

�
gibt, f ür das

� j �= 1
ist (zum Beispiel eine primitive Einheitswurzel der zyklischen
Gruppe ×), sind auf alle Fälle alle Grade, die von q − 1 geteilt
werden, zu untersuchen.

(ii) Es kann Grade k geben, die nicht von q − 1 geteilt werden, und
für die es somit mindestens ein

� � × gibt, für das
� k �= 1 gilt,

aber das Element

g =

��
�

�
0

. . .
0

�

� 	
�

liegt nicht in G . In diesen Graden kann es also Invarianten unter
der Operation von G auf H = [V ]/(f1 , . . . , fm) geben.
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Daraus ergeben sich nun in unserem Fall schon deutlich weniger Grade
zu untersuchen, da es in GL(n; ) (falls q > 2 ist) Elemente der Form��

�
�

0
. . .

0
�

� 	
� ,

� �= 1,

gibt und der Fall (ii) aus dem Korollar nicht greift, da GL(n; ) “groß“
genug ist:

SATZ 4.3.5SATZ 4.3.5SATZ 4.3.5SATZ 4.3.5SATZ 4.3.5: Für
�

= [V ]GL(n;� ) gilt: In
� GL(n;� ) ist

� GL(n;� )
k = 0 f ür

alle k , die nicht von q − 1 geteilt werden. Das bedeutet, dass die Grade
k = a(q − 1) mit

qn−1 + qn−2 ≤ a ≤

�
f−dim (

�
) − 1

q − 1 � , a � ,

auf Invarianten untersucht werden müssen.

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Weil
�

= � [V ]
(dn,0 ,..., dn,n−1)

sind die Voraussetzungen von Lemma
4.3.3 erfüllt. Da für alle

� � ×
q gilt, dass

� q−1 = 1 ist, müssen die Grade,
die von q − 1 geteilt werden noch untersucht werden. Sei d := f−dim (

�
).

Nach Lemma 4.3.1 und 4.3.2 reicht es, folgende Grade k = a(q − 1) zu
untersuchen:

qn − qn−2 ≤ a(q − 1) ≤ d − 1 .
Dabei reicht es aus, bis zum Grad d − 1 zu untersuchen, weil im Grad d
nur die Fundamentalklasse sitzt (und ihre skalaren Vielfachen), von der
wir bereits wissen, dass sie det−1-relativ invariant (bzw. invariant, falls
q = 2) ist. Teilen wir nun durch q − 1, erhalten wir die angegebenen Werte
für a . �

BEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNG: Hatten wir am Anfang dieses Abschnitts noch d =
f−dim ( [V ]GL(n;� )) Grade zu untersuchen, wobei

d =
n−1�
i=0

� deg(dn−i) − 1 �
= (qn − 1)(n −

1
q − 1

) ,

also von der Größenordnung her nqn Grade, so sind es jetzt noch höch-
stens d−1

q−1 − qn−1 − qn−2 + 1, was sich nicht lohnt auszurechnen, aber der
dominierende Term ist jetzt (n − 1)qn−1. Wir haben also etwas gewon-
nen, aber trotzdem noch nicht viel erreicht, weil immer noch sehr viele
Grade übrig bleiben, die untersucht werden müssen, wofür uns noch eine
nützliche Handhabe fehlt.
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BEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNGBEMERKUNG: Die folgende, eigentlich naheliegende Rechnung darf
nicht gemacht werden: Sei h � � GL(n;� ) eine Invariante und hv eine
Poincaréduale zu h . Dann bietet sich folgende Rechnung an, die zeigt,
dass hv det−1-invariant ist:

h · hv =
�

[
�

] ⇐⇒ hv =
�

[
�

]
h

,

und für alle g � GL(n; ) ergibt sich

ghv =
�

g[
�

]
gh

=
(det(g))−1 ·

�
[

�
]

h
= (det(g))−1 · hv .

Diese Rechnung ist a priori FALSCH, weil es in
�

natürlich viele Null-
teiler gibt und daher die Kürzungsregeln nicht gelten! Es lasse sich
also niemand verführen, auf diese Art und Weise aus bekannten det−1-
Invarianten richtige Invarianten ausrechnen zu wollen!

Mit der gleichen Methode wie zum Beweis von Lemma 4.3.3 lässt sich
berechnen, in welchen Graden sich det−1-relative Invarianten finden
könnten.

LEMMA 4.3.6LEMMA 4.3.6LEMMA 4.3.6LEMMA 4.3.6LEMMA 4.3.6: In
�

= [V ]GL(n;� ) gilt für die detr -relativen Invarianten
der Koinvarianten: In jedem Grad k , f ür den q − 1 � k − nr gilt (f ür
r � {1 , . . . , q − 2}), ist

(
� GL(n;� )

detr )k = 0 .

Falls speziell n von q − 1 geteilt wird, dann ist in jedem Grad k , f ür den
q − 1 � k gilt,

(
� GL(n;� )

detr )k = 0 .

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Sei h � � GL(n;� )
detr , h �≡ 0. Dann muss, analog zum Beweis von

Lemma 4.3.3, für alle g � GL(n; ) und r � {1 , . . . , q − 2} gelten:

gh = (det(g))r h + F, F � h(GL(n; )),

also

(g − (det(g))r id)h � h(GL(n; )).

Das ergibt mit g =

��
�

�
0

. . .
0

�

� 	
� für geeignete a0 , . . . , an−1 � [V ]:

(
� k −

� nr)h = a0dn,0 + · · · + an−1dn,n−1.
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Falls nun
� k −

� nr �= 0 ist, können wir teilen und erhalten

h =
1� k −

� nr (a0dn,0 + · · · + an−1dn,n−1) � h(GL(n; )),

also ist h ≡ 0 � �
, also keine nichttriviale detr -relative Invariante in

�
.

Das heißt, nur wenn
� k −

� nr = 0 ist, kann es in
�

k überhaupt detr -
relative Invarianten geben. Wann ist nun

� k −
� nr = 0 ? Umstellen ergibt,

dass das genau dann der Fall ist, wenn� k−nr ≡ 1 MODMODMODMODMOD q

ist, also wenn k − nr von q − 1 geteilt wird, und die allgemeine Behaup-
tung ist bewiesen.

Falls speziell q − 1n , dann teilt q − 1 auch nr und wir sehen, dass q − 1k
gelten muss, damit k − nr ≡ 0 MODMODMODMODMOD(q − 1) sein kann. �
Schauen wir uns ein Beispiel an:

BEISPIEL 1BEISPIEL 1BEISPIEL 1BEISPIEL 1BEISPIEL 1 : Wenn n = 2 und q = 3 ist, sind nur noch 2 Grade auf
Invarianten hin zu untersuchen: Da deg(d2,0) = 8 und deg(d2,1) = 6 ist, ist

d = f−dim ( 3[x, y]
(d2,0, d2,1)

) = 12 .

Nach Lemma 4.3.5 sind also für folgende a die Grade k = a(q − 1) zu un-
tersuchen:

qn−1 + qn−2 ≤ a ≤ � d − 1
q − 1 � ,

was in diesem Beispiel zu
4 ≤ a ≤ 5

führt, es sind also nur die Grade 8 und 10 auf Invarianten zu untersuchen.
Dabei versagen jedoch sogar diverse Computeralgebra-Programme.

Im folgenden kleinen Beispiel lassen sich die Invarianten der Koinvari-
anten ausrechnen (siehe auch [17], Beispiel 1.10):

BEISPIEL 2BEISPIEL 2BEISPIEL 2BEISPIEL 2BEISPIEL 2 : Sei nun n = 2 und q = 2. Dann ist

d = f−dim ( 2[x, y]
(d2,0, d2,1)

) = 3 ,

und Lemma 4.3.5 liefert, da hier q − 1 = 1 ist, direkt die folgenden zu
untersuchenden Grade k :

3 ≤ k ≤ 2 .
Wir müssen also gar nicht mehr suchen. Eine Invariante kennen wir
allerdings schon, denn die Fundamentalklasse

[ 2[x, y]
(d2,0, d2,1)

] ≡ xy2
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ist hier invariant, da det−1-relative Invarianz beim Körper mit 2 Ele-
menten zu Invarianz führen muss. Folglich ist

h2(GL(2; 2)) = (d2,0, d2,1, xy2) � 2[x, y] ,

und die Invarianten der Koinvarianten sind

2[x, y]GL(2;� 2)2 = 2[x, y]
h2(GL(2; 2))

≅ Span� 2
{1, x, y, xy, y2} .

Wir sehen, dass 2[x, y]GL(2;� 2)2 keine Poincarédualitätsalgebra ist, aber
auch, dass es bis auf den Grad 3 mit 2[x, y]GL(2;� 2) übereinstimmt. Da es
in zweiterem schon in den Graden 1 und 2 keine Invarianten gab, kann
es sie in 2[x, y]GL(2;� 2)2 auch nicht geben. Die Operation von GL(2; 2)
darauf hat also nur triviale Fixpunkte. Wir haben also die stabilen In-
varianten gefunden:

h

�
(GL(2; 2)) = h2(GL(2; 2)) = (d2,0, d2,1, xy2) .





Kapitel 5
Exkurs: Eine Ergänzung zu J.F.
Adams

In diesem Kapitel wird ein unendliches Objekt untersucht, das nach Her-
austeilen eines geeigneten unendlichen Ideals endlich wird und sogar iso-
morph zu einem polynomialen Invariantenring ist. Dieses Objekt führt
J.F. Adams in [1] ein, um etwas zu haben, worin er Steenrod-Operationen
auf Elementen verschiedener Poincarédualitätsalgebren in einem ihnen
gemeinsamen Rahmen untersuchen kann. Das Objekt ist ein Polynom-
ring U in unendlich vielen Variablen, die den Grad i(q − 1) haben. Wir
werden zunächst ein unendliches Ideal aus ihm herausteilen, so dass ein
Polynomring in endlich vielen Unbestimmten zu untersuchen bleibt. Für
diesen können wir eine Strukturaussage machen. Gehen wir dann mit
Hilfe eines Grenzwertprozesses wieder zum Ausgangsring über, erhalten
wir diese Strukturaussage auch für ihn und ergänzen damit die Aussagen
des Papers.

Im Gegensatz zu den bisherigen Kapiteln sei mit dem Körper in diesem
Kapitel der endliche Körper p mit p Elementen (p prim) gemeint. Das
liegt daran, dass Adams in seinem Artikel, auf den ich mich beziehe, die
Einschränkung macht. Ich habe zwar nicht den Eindruck, dass seine Aus-
sagen schief gehen, wenn sie auf q erweitert werden, habe das jedoch
nicht explizit geprüft. Deshalb bleibe ich hier auch bei = p .

5.1 Wichtige Notationen und Operationen

In diesem Abschnitt werden die notwendigen Begriffe, die Adams in
seiner Arbeit [1] verwendet, eingeführt und eine Steenrod-Operation
von rechts definiert. Ferner werden die Sätze zitiert, die aus der Arbeit
benötigt werden. Da wir hier Algebra betreiben, werde ich statt der Ko-
homologiegruppen, über die Adams redet, die für mich als Algebraikerin

75
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interessanteren dazu isomorphen Polynom- und Poincarédualitätsalge-
bren betrachten. Es ist

H∗( � , /p) = p[z]

H∗( k , /p) = p[z]
(zk+1)

H∗( � , /2) = 2[z]

H∗( k , /2) = 2[z]
(zk+1)

H∗( k1 × · · · × km , /p) = p[z1 , . . . , zm]
(zk1+1

1 , . . . , zkm +1
m )

.

Beginnen wir mit der benötigten Rechts-Operation der Steenrod-Algebra.
Sei H eine instabile Poincarédualitätsalgebra über der Steenrod-Algebra
der Formaldimension f−dim (H) = d . Dann ist H auch ein graduierter
Rechts-P∗-Modul: Sei h � Hk und P

i � P
∗ , dann ist h ° P

i für alle
x � Hd−k−i(p−1) durch die Gleichung

< (h ° P
i) · x[H] > = < h · P i(x)[H] >

definiert (siehe [1], S. 742)). Dass H durch diese Definition tatsächlich zu
einem Rechts-P∗-Modul wird, lässt sich leicht nachrechnen.

Das Objekt U wird folgendermaßen eingeführt. Zunächst sollen Wörter
in einem Objekt UWort folgende Regeln erfüllen:

(i) 1U � UWort .
(ii) Ist u � UWort und P j � P

∗ , so sind P j(u) und u °P
j � UWort , das

heißt, UWort ist von links und von rechts P
∗-abgeschlossen.

(iii) Sind u, u � � UWort , so ist uu � � UWort .
(iv) Sind u, u � � UWort , so ist

�
u + � u � � UWort , für alle

�
, � � .

Für eine Poincarédualitätsalgebra H , die eine instabile Links-P∗-Alge-
bra und ein Rechts-P∗-Modul ist wird eine Abbildung ΘH definiert, die
einem Wort u � UWort ein Element h � H zuordnet:

ΘH : UWort ��� H

via
(i) ΘH (1U) = 1H .

(ii) ΘH (P i(u)) = P i(ΘH (u)), ΘH (u ° P
i) = (ΘH (u)) ° P

i .
(iii) ΘH (uu � ) = ΘH (u)ΘH(u � ).
(iv) ΘH (

�
u + � u � ) =

�
ΘH (u) + � ΘH (u � ).

Teilen wir nun die Wörter in Äquivalenzklassen, wobei 2 Wörter genau
dann äquivalent sind, wenn in jeder Poincarédualitätsalgebra H ihre
Bilder unter ΘH gleich sind:

u ∼ u � ⇐⇒ ΘH (u) = ΘH (u � ) .
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U ist der von diesen Äquivalenzklassen erzeugte Ring und nach Konstruk-
tion gelten Formeln, die in U gelten auch in allen instabilen P

∗-Poincaré-
dualitätsalgebren H . U wurde also konstruiert, um ein universelles Ob-
jekt zu haben, in dem für beliebige (instabile P

∗-) Poincarédualitätsalge-
bren allgemeingültige Rechenformeln aufgestellt werden können. Adams
zeigt dann, dass U ein Polynomring in unendlichen vielen Erzeugern ist,

U := [u1, u2, . . .] ,

wobei
ui = 1U °

� (P i)
also den Grad

deg(ui) = i(p − 1)
hat.

Das Ziel dieses Kapitels ist es zu zeigen, dass das Objekt, das übrig bleibt,
wenn das P

∗-invariante (was auch zu zeigen ist) Ideal
�

n := (un+1, un+2, . . .) � U

aus U herausgeteilt wird, der Invariantenring unter der Operation des
Kranzprodukts Σn � /(p − 1) ist, folglich muss dann U in gewissem Sinn
der Invariantenring der Gruppe Σ

�
� /(p − 1) sein.

Nach Korollar 3 in [1] gilt: Falls ΘH (u) = 0 ist für alle Poincarédualitäts-
algebren der Form

H =
[z1 , . . . , zn]

(zk1
1 , . . . , zkn

n )
,

dann ist es für alle Poincarédualitätsalgebren 0.

LEMMA 5.1.1LEMMA 5.1.1LEMMA 5.1.1LEMMA 5.1.1LEMMA 5.1.1: Sei H eine Poincarédualitätsalgebra der Form

H =
[z1 , . . . , zn]

(zps −1
1 , . . . , zps −1

n )

und p s − 2 ≥ n . Dann ist

ΘH (uj) =
�

ej(zp−1
1 , . . . , zp−1

n ) f ür j ≤ n,
0 f ür j > n.

die j-te elementarsymmetrische Funktion in zp−1
1 , . . . , zp−1

n . Dabei be-
zeichnet ΘH jetzt die Abbildung von U � � H , die durch die Bildung
der Äquivalenzklassen in UWort induziert wird. Da wir UWort nicht mehr
benötigen, ist keine Verwirrung zu befürchten.

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Dieses ist Lemma 7 in [1], welches Theorem 2 beweist.
Adams weist darauf auch am Anfang des Beweises von Theorem 13 hin.
Allerdings hat er den zweiten Teil, nämlich, dass ΘH (uj) = 0 ist für j > n ,
nicht erwähnt. Ich möchte das daher hier nachtragen.
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Wir benutzen, wie vorhin eingeführt, die Darstellung uj = 1U °
� (P j) und

führen nur den Beweis von Lemma 6 in [1] weiter aus:

ΘH (uj) = ΘH (1U °
� (P j)) = 1H °

� (P j).

Da H ≅ H1 ⊗ · · · ⊗ Hn , mit Hi = [zi]/(zps −1
i ), lässt sich dieser Ausdruck

(wieder wie in dem zitierten Beweis von Lemma 6) aufspalten:

1H °
� (P i) =

�
j1+···+jn =j

(1H1 °
� (P j1 )) ⊗ · · · ⊗ (1Hn °

� (P jn )).

Mit Lemma 5 aus [1] lässt sich diese Summe auswerten, denn es gilt

1Hi °
� (P ji ) =

�� � zp−1
i : ji = 1,

0 : ji > 1,
1 : ji = 0.

Um aus n Summanden, j1 , . . . , jn , eine Summe, die größer als n ist, her-
auszubekommen, muss immer mindestens ein Summand größer als eins
sein. Daher wird immer mindestens ein Faktor in dem Tensorprodukt 0
sein, und es ist

�
j1+···+jn =j>n

(1H1 °
� (P j1 )) ⊗ · · · ⊗ (1Hn °

� (P jn )) = 0,

und die Behauptung ist bewiesen. �
Folgende Rechenregel in U werden wir benötigen:

LEMMA 5.1.2LEMMA 5.1.2LEMMA 5.1.2LEMMA 5.1.2LEMMA 5.1.2: Sei P I := P i1 · · ·P il . Dann gilt für I > 0 und u � U:

(1U ° P
I )u = P I (u) +

�
I � +I � � =I,
I � ,I � � �=I

P
I � (u) ° P

I � � + u ° P
I .

Das Lemma ist ein Teil von Lemma 8 in der Arbeit [1] von Adams.

5.2 Abgeschlossenheit unter Steenrod-Operationen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass das Ideal
�

n � U ,

abgeschlossen unter der Operation der Steenrod-Algebra P
∗ , also P

∗-
invariant ist. Da die Steenrod-Operationen {P i , i � 0}, ein Erzeugen-
densystem für P

∗ bilden, müssen wir also für alle u � �
n zeigen, dass

u ° P
i und P i(u) in

�
n liegen.

BEOBACHTUNGBEOBACHTUNGBEOBACHTUNGBEOBACHTUNGBEOBACHTUNG : Es reicht, für Basiselemente uj , j ≥ n + 1 zu zeigen,
dass uj ° P

i und P i(uj) in
�

n liegen:
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(1) Da jedes u � U ein Polynom in endlich vielen der u1 , . . . , uk , . . .
ist, kann u in Monome aufgeteilt werden, das heißt

u =
�

a � u
�

,

wobei u
�

= u
�

j1
j1 · · · u

�
jk

jk
ist.

(2) Da die Monome -linear unabhängig sind (schließlich ist U eine
Polynomalgebra), muss mit u � �

n auch jedes Monom u
� � �

n
sein (da

�
n ein Monomideal ist), was genau dann gilt, wenn es

für jedes Monom u
�

ein uj(
�

) gibt, so dass uj(
�

)u
�

, also

u
�

= uj(
�

) · u �
� �

.

(3) Da die erzeugende Funktion P(� ) der Steenrod-Operationen ein
Algebrahomomorphismus ist, ist

P( � )(uj(
�

) · u �
� �

) = P(� )(uj(
�

))P(� )(u �
� �

)

=
�
i≥0

P
i(uj(

�
))� i

�
k≥0

P
k(u �

� �
)� k

=
�
i≥0

� i�
k=0

P
k(uj(

�
))P

i−k (u �
� �

) � � i .

Falls also Pk(uj(
�

)) � �
n für alle k , dann ist auch P k(u) � �

n für
alle u � �

n .

LEMMA 5.2.1LEMMA 5.2.1LEMMA 5.2.1LEMMA 5.2.1LEMMA 5.2.1: Für alle uj � �
n , also mit j ≥ n + 1, und P i � P

∗, i � 0 ,
ist

uj ° P
i � �

n .

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Für den Beweis bedienen wir uns der Vorgehensweise im Be-
weis von Theorem 13 in [1]. Wir ziehen uns zum Rechnen in ein geeignetes
endliches Objekt zurück und wählen dazu die Poincarédualitätsalgebra

H :=
[z1 , . . . , zn]

(zps −1
1 , . . . , zps −1

n )
,

wobei n ≥ i + deg(uj) = i + j(p − 1) sein soll. Da nach Lemma 5.1.1 ja
ΘH (uj) = ej(zp−1

1 , . . . , zp−1
n ) =: � j , rechnen wir jetzt in H und leiten daraus

die Aussagen für die Urbilder in U ab. Da ΘH jedenfalls in den unter-
suchten Graden injektiv ist, wiederum gemäß 5.1.1, sind diese Urbilder
sogar eindeutig.

Die zweite Formel in [1], Theorem 13 besagt, dass in H gilt:
� (P i)(z1 · · · zn · � j) = ( � j ° P

i)z1 · · · zn = z1 · · · zn · r( � 1 , . . . , � n).
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Hier kann jetzt das Polynom r ausgerechnet werden.

Da wir H (also n) passend gewählt haben, ist die Rechtsoperation von P i

hier definiert, und es gilt:

( � j ° P
i)z1 · · · zn = � j · P i(z1 · · · zn) .

� j kennen wir, also berechnen wir noch P i(z1 · · · zn) über die totale Steen-
rod-Operation P( � ).

P(� )(z1 · · · zn) = P(� )(z1) · · ·P(� )(zn)
= (z1 + zp

1 � ) · · · (zn + zp
n � ) .

Wenn dieser Ausdruck ausmultipliziert und nach Potenzen von � sortiert
wird, ergibt sich

P(� )(z1 · · · zn) =z1 · · · zn

+ (
n�

i=1

z1 · · · zp
i · · · zn) �

+ (
�

1≤k1<k2≤n

z1 · · · zp
k1

· · · zp
k2

· · · zn) � 2

+ · · ·

+ (
�

1≤k1<···<ki ≤n

z1 · · · zp
k1

· · · zp
k2

· · · zp
ki

· · · zn) � i

+ · · · + (z1 · · · zn)p � n .

Also ist für alle i � {1 , . . . , n}

P
i(z1 · · · zn) =

�
1≤k1<···<ki ≤n

z1 · · · zp
k1

· · · zp
k2

· · · zp
ki

· · · zn .

Hier lässt sich z1 · · · zn ausklammern und wir erhalten

P
i(z1 · · · zn) = z1 · · · zn

�
1≤k1<···<ki ≤n

zp−1
k1

· · · zp−1
ki

= z1 · · · zn · ei(zp−1
1 , . . . , zp−1

n )
= z1 · · · zn � i .

In H ergibt sich also die Formel

( � j ° P
i) · z1 · · · zn = � j � i · z1 · · · zn ,

daher erhalten wir für die Urbilder in U:

uj ° P
i = uj · ui � �

n ,

da ja nach Voraussetzung uj � �
n ist. �
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LEMMA 5.2.2LEMMA 5.2.2LEMMA 5.2.2LEMMA 5.2.2LEMMA 5.2.2: Für alle uj � �
n , also mit j ≥ n + 1, und P i � P

∗, i � 0 ,
ist

P
i(uj) � �

n .

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Der Beweis läuft als Induktion über i .

Induktionsanfang: Es ist P0(uj) = uj � �
n .

Induktionsvoraussetzung: Für k < i sei Pk(uj) � �
n .

Induktionsschritt: Wegen der Induktionsvoraussetzung ist für k < i , da�
n ein Ideal ist, nach Lemma 5.2.1 auch

P
k(uj) ° P

i−k � �
n .

Damit ist
i−1�
k=1

P
k(uj) ° P

i−k � �
n .

Wir wenden nun Lemma 5.1.2 an für I = i und u = uj . Daher gilt:

(1U ° P
i)uj = P i(uj) +

i−1�
k=1

P
k(uj) ° P

i−k + uj ° P
i .

Vom letzten Summanden wissen wir dank Lemma 5.2.1, dass er in
�

n
liegt. Die linke Seite liegt in

�
n , da 1U ° P

i � U, nach Definition von U,
und uj � �

n . Dieses ist ein Ideal in U, daher muss (1U ° P
i)uj � �

n sein.
Das heißt, dass wir von allen Summanden dieser Gleichung, außer von
P

i(uj), und der Summe selbst wissen, dass sie in
�

n liegen. Dann muss
aber auch

P
i(uj) � �

n

sein. �
Da sich alle Elemente aus Kombinationen von Steenrod-Operationen als
Rechts- oder Linksoperation zusammensetzen, können wir also als Theo-
rem formulieren:

THEOREM 5.2.3THEOREM 5.2.3THEOREM 5.2.3THEOREM 5.2.3THEOREM 5.2.3: Sei U = [u1, u2, . . .] die in 5.1 eingeführte insta-
bile P

∗-Polynomalgebra in unendlich vielen Veränderlichen uj vom Grad
deg(uj) = j(p − 1). Dann ist das Ideal

�
n = (un+1, un+2, . . .) � U

abgeschlossen unter den Operationen der Steenrod-Algebra P
∗ .

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Lemma 5.2.1 und Lemma 5.2.2. �
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5.3 Ein Invariantenring

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass der Quotientring U/
�

n ein Invari-
antenring ist. Wir können sogar die Gruppe angeben, unter deren Opera-
tionen seine Elemente invariant sind.

LEMMA 5.3.1LEMMA 5.3.1LEMMA 5.3.1LEMMA 5.3.1LEMMA 5.3.1: Der Quotientring U/
�

n ist isomorph zu einer Polynom-
algebra in n Unbestimmten vom Grad i(p − 1) f ür i = 1 , . . . , n , das heißt,

U/
�

n ≅ [u1 , . . . , un] .

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: In Abschnitt 5.1 wurde gesagt, dass U eine Polynomalgebra
in unendlich vielen Veränderlichen ui vom Grad deg(ui) = i(p − 1) ist,

U ≅ [u1, u2, . . .] .

Adams beweist es in [1] als Theorem 1. Teilen wir aus einer solchen un-
endlichen Polynomalgebra das Ideal heraus, das aus allen Variablen ab
einem bestimmten Index aufwärts besteht, bleibt eine Polynomalgebra in
endlich vielen Veränderlichen übrig, hier also

U/
�

n ≅
[u1, u2, , . . . , un, un+1, . . .]

(un+1, un+2, . . .)
≅ [u1 , . . . , un] .

�
Damit U/

�
n ein Invariantenring sein kann, muss es eine instabile Algebra

über der Steenrod-Algebra sein. Das haben wir im Grunde im vorigen
Abschnitt gezeigt.

LEMMA 5.3.2LEMMA 5.3.2LEMMA 5.3.2LEMMA 5.3.2LEMMA 5.3.2: Der Polynomring

U/
�

n ≅ [u1 , . . . , un] ,

deg(ui) = i(p − 1), ist eine instabile Algebra über der Steenrod-Algebra.

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Der Polynomring U ist als instabile P
∗-Algebra konstruiert,

das Ideal
�

n ist nach Theorem 5.2.3 P
∗-abgeschlossen. Wird also

�
n aus

U herausgeteilt, so bleibt der Quotient eine instabile Algebra über der
Steenrod-Algebra. �
Nun soll die Hauptaussage dieses Kapitels formuliert werden.

THEOREM 5.3.3THEOREM 5.3.3THEOREM 5.3.3THEOREM 5.3.3THEOREM 5.3.3: Der Quotientring U/
�

n ist isomorph zu den Invari-
anten unter der Operation des Kranzprodukts von Σn mit /(p − 1), das
heißt,

U/
�

n ≅ [z1 , . . . , zn]Σn � � /(p−1) .

Um dieses Theorem zu beweisen, soll zunächst in einem eigenen Lemma
gezeigt werden, wie der Invariantenring von Σn � /(p − 1) aussieht.
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LEMMA 5.3.4LEMMA 5.3.4LEMMA 5.3.4LEMMA 5.3.4LEMMA 5.3.4: Es ist

[z1 , . . . , zn]Σn � � /(p−1) ≅ [e1(zp−1
1 , . . . , zp−1

n ) , . . . , en(zp−1
1 , . . . , zp−1

n )] ,

wobei ei(zp−1
1 , . . . , zp−1

n ) das i-te elementarsymmetrische Polynom in
zp−1

1 , . . . , zp−1
n bezeichnet.

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Das Kranzprodukt Σn � /(p − 1) ist eine Abkürzung für das
semidirekte Produkt Σn

�
( /(p − 1))n . Daher gilt:

[z1 , . . . , zn]Σn � � /(p−1) = [z1 , . . . , zn]Σn � (� /(p−1))n

= ( [z1 , . . . , zn](� /(p−1))n
)Σn

= ( [z1]� /(p−1) ⊗ · · · ⊗ [zn]� /(p−1))Σn ,

wobei der zweite Schritt direkt aus der Definition des semidirekten Pro-
dukts kommt und die letzte Gleichheit nach [27], Proposition 1.5.2, gilt.
Da zp−1

i invariant unter der Operation der zyklischen Gruppe mit p − 1
Elementen ist, ergibt sich, wenn wir das Tensorprodukt wieder zusam-
menfassen,

[z1 , . . . , zn]Σn � � /(p−1) = [zp−1
1 , . . . , zp−1

n ]Σn

= [e1(zp−1
1 , . . . , zp−1

n ) , . . . , en(zp−1
1 , . . . , zp−1

n )] ,

womit die Behauptung bewiesen ist. �

Nun kann das Theorem bewiesen werden.

BEWEIS VON THEOREM 5.3.3BEWEIS VON THEOREM 5.3.3BEWEIS VON THEOREM 5.3.3BEWEIS VON THEOREM 5.3.3BEWEIS VON THEOREM 5.3.3: Sei

H(s) :=
[z1 , . . . , zn]

(zps −1
1 , . . . , zps −1

n )
.

Wir bedienen uns der Abbildung ΘH(s) : U ��� H(s), die in 5.1 eingeführt
wurde und zeigen, dass sie über U/

�
n faktorisiert, dass also das folgende

Diagramm kommutiert:
U

ΘH(s)��� H(s)
�

U/
�

n
Da es sich bei den beteiligten Abbildungen um Algebra-Homomorphismen
handelt brauchen wir nur zu prüfen, was auf den Erzeugern von U, also
auf u1, u2, . . . passiert. Der senkrechte Pfeil ist lediglich eine Projektion,
nennen wir sie �

n , die uj für j > n auf 0 abbildet, und bei j ≤ n nichts
ändert. Nach Lemma 5.1.1 bildet aber auch ΘH(s) die uj für j > n auf 0 ab,
weshalb die induzierte Abbildung Θ H(s) : U/

�
n ��� H(s) auf u1 , . . . , un

einfach nur das Gleiche tut wie ΘH(s) . Das ist auch der Grund dafür,
dass Θ H(s) mit den Steenrod-Operationen kommutiert, denn ΘH(s) ist in
5.1 mit dieser Eigenschaft definiert worden. Also kommutiert das oben
angegebene Diagram und ΘH(s) faktorisiert über U/

�
n .
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Welche Eigenschaften hat also die induzierte Abbildung Θ H(s)?
(1) Θ H(s)(uj) = ej(zp−1

1 , . . . , zp−1
n ).

(2) Θ H(s) = Θ H(s+1) in den kleinen Graden bis q s − 1.
(3) Θ H(s) kommutiert mit den Steenrod-Operationen.

Das heißt, dass wir einen P
∗-Algebra-Homomorphismus

Θ : [u1 , . . . , un] ��� [z1 , . . . , zn] (♠)

definieren können, durch

Θ(u) = Θ H(s)(u) : s >> 0

so, dass q s − 1 > deg(u), und diese Abbildung ist dank Eigenschaft (2)
eindeutig, und da jedes u � [u1 , . . . , un] endlichen Grad hat, gibt es für
jedes solche u ein s >> 0 so, dass Θ H(s)(u) definiert ist und Θ(u) damit
eindeutig festgelegt ist. Dabei wird

Θ(uj) = ej(zp−1
1 , . . . , zp−1

n ) � [z1 , . . . , zn]Σn � � /(p−1),

das heißt,

Im(Θ) = [e1(zp−1
1 , . . . , zp−1

n ) , . . . , en(zp−1
1 , . . . , zp−1

n )] = [z1 , . . . , zn]Σn � � /(p−1).

e1(X1 , . . . , Xn) , . . . , en(X1 , . . . , Xn), die elementarsymmetrischen Poly-
nome, sind algebraisch unabhängig (siehe dazu zum Beispiel [27], Theo-
rem 1.1.2). Dann sind

e1(zp−1
1 , . . . , zp−1

n ) , . . . , en(zp−1
1 , . . . , zp−1

n )

auch algebraisch unabhängig. Daher ist die Abbildung Θ injektiv.

Insgesamt erhalten wir also, dass die Abbildung

Θ : [u1 , . . . , un] ��� Im(Θ) = [z1 , . . . , zn]Σn � � /(p−1)

ein Isomorphismus von Algebren ist und das Theorem ist bewiesen. �
Diese Aussage kann noch auf das Objekt U übertragen werden. Dazu
erinnern wir uns zunächst daran, wie (inverse) Limites und das notwen-
dige Beiwerk dazu definiert sind.

Sei � eine kleine Kategorie, das heißt, Obj(� ) ist eine Menge. Sei
{Bi}

� Obj(� ) eine Teilmenge, die wir ohne Notationsänderung als Un-
terkategorie von � betrachten wollen, indem Obj({Bi}) = {Bi} ist und
Mor({Bi}) = { � � Mor(� ) : � bildet zwischen 2 Objekten aus Obj({Bi})
ab}.

Sei nun C � Obj(� ). Ein Morphismus Ψ : C ��� {Bi} ist eine Sammlung
{Ψi : C ��� Bi , ∀ Bi � Obj({Bi})}, für die gilt, dass für alle � � Mor({Bi}),
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Bk , Bs � Obj({Bi}), das Diagramm

C
Ψk Ψs

Bk

�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Bs

kommutiert.

Der (inverse) Limes von {Bi}, geschrieben lim��� {Bi}, ist ein A � Obj(� )
zusammen mit einem Morphismus Ψ : A ��� {Bi}, der folgende uni-
verselle Eigenschaft besitzt: Für jeden Morphismus Ψ � : A � � � {Bi} gibt
es genau einen Morphismus � : A � � � A , so dass

A � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� A �

Ψs Ψ �s

Bs

kommutiert.

In unserem Fall betrachten wir P
∗ − Alg � , die Kategorie der P

∗-Algebren
über , in der U und alle Un := U/

�
n , n � 0 , liegen, wie wir ja bereits

gesehen haben. Dann ist, wie eben allgemein konstruiert, {Un} mit den
entsprechenden Morphismen eine volle Unterkategorie von P

∗ − Alg � .

Sei � := { �
k : k � 0} die Familie folgender Projektionen:

�
n−1 : [z1 , . . . , zn]Σn � � /(p−1) � � [z1 , . . . , zn−1]Σn−1 � � /(p−1)

ei(zp−1
1 , . . . , zp−1

n ) � �
�

ei(zp−1
1 , . . . , zp−1

n−1) : i ≤ n − 1
0 : sonst

der P
∗-Algebra-Homomorphismus, der von der gewöhnlichen Projektion

[z1 , . . . , zn] ��� [z1 , . . . , zn−1], zn
� � 0, induziert wird.

Wir definieren nun eine geeignete Abbildung

ΘU : U � � [z1 , . . . , zn]Σn � � /(p−1) ,

die Sammlung {ΘU
n : U ��� [z1 , . . . , zn]Σn � � /(p−1), ∀ n � 0} (die uns dann

zum (inversen) Limes verhilft), indem ΘU
n : U � � [z1 , . . . , zn]Σn � � /(p−1)

auf den Erzeugern ui wie folgt definiert wird:

ΘU
n : U ��� [z1 , . . . , zn]Σn � � /(p−1)

ui
� �

�
Θ(ui) : i ≤ n
0 : i > n

.

Θ ist der P
∗-Algebra-Homomorphismus, der im Beweis von Theorem

5.3.3 unter (♠) definiert wurde. Folgende Eigenschaften ergeben sich
aus der Definition und den Eigenschaften von Θ und � und sind leicht
einzusehen:
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Eigenschaften von ΘU

(1) ΘU
n ist surjektiv für alle n � 0 .

(2) (ΘU
n )k(p−1) ist injektiv für alle k ≤ n

(weil deg(un+1) = (n + 1)(p − 1) und un+1 das “kleinste” Element
in ker(ΘU

n ) ist).
(3) ΘU

n kommutiert mit den Steenrod-Operationen, das heißt, ΘU
n ist

ein P
∗-Algebra-Homorphismus.

(4) ΘU
n kommutiert mit �

n−1 , das heißt, �
n−1 ° ΘU

n = ΘU
n−1, für alle

n � .

Diese Eigenschaften benötigen wir zum Beweis des folgenden Satzes.

SATZ 5.3.5SATZ 5.3.5SATZ 5.3.5SATZ 5.3.5SATZ 5.3.5: Die Algebra U � Obj(P∗ − Alg � ) ist mit

ΘU : U ��� [z1 , . . . , zn]Σn � � /(p−1)

der (inverse) Limes von { [z1 , . . . , zn]Σn � � /(p−1)}, das heißt,

U = lim��� { [z1 , . . . , zn]Σn � � /(p−1)} .

BEWEISBEWEISBEWEISBEWEISBEWEIS: Es muss gezeigt werden, dass es für alle T � Obj(P∗ − Alg � ),
zusammen mit einem Morphismus Ψ : T ��� { [z1 , . . . , zn]Σn � � /(p−1)}, der
mit � kommutiert, genau einen P

∗-Algebra-Homomorphismus
� : T ��� U gibt, so dass für alle n das Diagramm

T
∃!

�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � U

Ψn ΘU
n

[z1 , . . . , zn]Σn � � /(p−1)

kommutiert. Im Folgenden sei zur besseren Übersichtlichkeit für alle
n � 0 :

Fn := [z1 , . . . , zn]Σn � � /(p−1) ,

und

s := k(p − 1) .

Wir betrachten das Ganze zunächst gradweise und für n ≥ k . Dann ist,
wie Eigenschaften (1) und (2) zeigen,

(ΘU
n )s : (U)s

≅� � (Fn)s

ein Isomorphismus. Also lässt sich

( � )s := (ΘU
n )−1

s ° (Ψn)s
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definieren und bringt das Diagramm

(T)s

�
s� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (U)s

(Ψn )s (ΘU
n )s

(Fn)s

zum kommutieren. Nach Konstruktion ist � s für alle n ≥ k eindeutig
und ein P

∗-Algebra-Homomorphismus. Um festzustellen, ob � damit
eindeutig auf ganz T definiert ist, müssen wir prüfen, ob das Diagramm
mit dieser Definition von � auch kommutiert, wenn n < k ist. Dazu be-
trachten wir folgendes Diagramm, in dem n = k ist:�

s �
�

(T)s
(Ψn )s��� (Fn)s

(ΘU
n )s� � (U)s

(Ψn−1)s

�
� (� n−1)s (ΘU

n−1 )s

(Fn−1)s

Es ist zu überprüfen, ob auch (ΘU
n−1)s ° � s = (Ψn−1)s ist. In diesem Dia-

gramm kommutieren aber die Einzeldreiecke:

Das obere Dreieck (das mehr wie ein Viereck aussieht wegen des geknick-
ten Pfeils) kommutiert, weil hier n ≥ k ist und wir das für den Fall eben
gezeigt haben.

Das linke Dreieck kommutiert, weil das eine der Eigenschaften ist, die Ψ
haben muss.

Das rechte Dreieck kommutiert nach Eigenschaft (4) von ΘU .

Damit muss dann auch das äußere Dreieck

(T)s

�
s� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (U)s

(Ψn−1)s (ΘU
n−1 )s

(Fn−1)s

kommutieren, und das war zu zeigen. Analog können wir daraus, wieder
mit einem großen Diagramm wie oben, folgern, dass das Diagramm mit
n − 2 kommutiert und so weiter bis zu n = 0. Daher ist

� : T ��� U

durch
� k(p−1) = � (ΘU

n )−1 ° Ψn � k(p−1)

mit n ≥ k eindeutig bestimmt und ist nach Konstruktion ein P
∗-Algebra-

Homomorphismus. Das zeigt, dass U die universelle Eigenschaft des (in-
versen) Limes vom {( [z1 , . . . , zn]Σn � � /(p−1))k(p−1)} hat und es folgt

U=lim� � {( [z1 , . . . , zn]Σn � � /(p−1))k(p−1)} . �
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[16] S.A. Mitchell, Finite Complexes with � (n) Free Cohomology, Topology 24
(1985), 227-248.

[17] F. Neumann, M.D. Neusel, L. Smith, Rings of generalized and stable in-
variants of pseudoreflections an pseudoreflection groups, J. of Algebra 182
Nr.1 (1996), 85-122.

[18] E. Noether, Der Endlichkeitssatz der Invarianten endlicher Gruppen, Math.
Ann. 77 (1916), 89-92.

[19] E. Noether, Der Endlichkeitssatz der Invarianten endlicher linearer Grup-
pen der Charakteristik p, Nachr. v.d. Ges. d. Wiss. zu Göttingen (1926),
28-35.

[20] F.P. Peterson, � -Generators for Certain Poynomial Algebras, Proc. Camb.
Phil. Soc 105 (1989), 311-312.

[21] H. Seifert und W. Threlfall, Lehrbuch der Topologie, Chelsea Publ. Co, New
York NY 1947.

[22] J.-P. Serre, Groupes finis d’automorphismes d’anneaux locaux réguliers,
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