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Kapitel 1

Einleitung

Die mathematischen Modellierungen physikalischer Ereignisse fiihren oft auf
partielle Differentialgleichungen, deren Losung gewisse Bedingungen auf dem
Rand des untersuchten Gegenstandes erfiillen muss. Zum Beispiel fiihrt die
Modellierung der Streuung von zeitharmonischen akustischen Wellen an Hin-
dernissen zu dufleren Randwertproblemen fiir die Helmholtzgleichung.

Wenn der Druck der Welle auf dem Rand des Hindernisses verschwin-
det, sprechen wir von einem schallweichen Hindernis. Dadurch entsteht ein
dufleres Dirichlet Problem. Falls die Normalgeschwindigkeit der Welle auf
dem Rand des Hindernisses verschwindet, haben wir es mit einem &ufleren
Neumann Problem zu tun. Ein solches Hindernis nennen wir schallhart.

Am Anfang interessiert man sich nur fiir die Berechnung der durch das
(bekannte) Hindernis gestreuten Welle, was wir heute als direktes Problem
bezeichnen. Fiir hinreichend glatte geschlossene Flichen (3-D) hat z.B. Weyl
[31] die Eindeutigkeit und Existenz der Losung zum Dirichlet Problem mit
einem Doppelschichtpotential Ansatz bewiesen. Leis [21] hat die eindeutige
Losbarkeit des Neumann Problems mit Hilfe eines Einfachschichtpotential
Ansatzes geklart. Der Eindeutigkeitsbeweis basiert dabei auf der Arbeit von
Rellich [29]. In beiden Féllen fithrt der Losungsansatz zu Integralgleichungen
zweiter Art, deren Losungstheorie schon in der Potentialtheorie bekannt ist
(s. Kellogg [13]). Die Methode 148t sich nach leichterer Modifikation auch auf
hinreichend glatte geschlossene Kurven in IR? iibertragen (s. [6]).

Die Behandlung von offenen Kurven in IR? wurde erstmals von Hayashi
[12] vorgenommen. Im Gegensatz zu dem Fall geschlossener Kurven entsteht
dort eine Integralgleichung erster Art. In diesem Fall ist die Riesz-Fredholm
Theorie nicht mehr unmittelbar anwendbar. Die von Wickham in [32] ent-
wickelte Methode mit der sogenannten ,, Crack Green Funktion“ kann dabei
helfen, das Streuproblem in eine Integralgleichung zweiter Art zu iiberfiihren.
Danach kann die Riesz-Fredholm Theorie auf die daraus resultierende Glei-
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chung angewendet werden. Die zusétzliche Schwierigkeit des Randwertpro-
blems fiir den offenen Bogen besteht darin, daf§ die Losung nicht mehr glatt
ist. Die Losung der Integralgleichung besitzt eine Wurzelsingularitit (s. Mar-
tin [24]). Diesem Verhalten muss man bei dem numerischen Losungsverfahren
besondere Aufmerksamkeit schenken. In unserer Arbeit kiimmert sich die in
[33] vorgestellte Cosinus-Substitution um die Wurzelsingularitiat der Losung.
Wir werden spéter noch einmal zu diesem Punkt zuriickkehren. Weitere Be-
handlungen der (direkten) Streuprobleme fiir den schallweichen bzw. schall-
harten Bogen findet man z.B. in [25], [30], [22] und [2].

Wihrend das direkte Problem aus der Kenntnis des Hindernisses als Aus-
kunft die gestreute Welle gibt, nimmt das inverse Problem diese als Eingabe
fiir die Bestimmung des Hindernisses. Allgemein gesprochen lassen sich die in-
versen akustischen Streuprobleme in zwei Kategorien teilen, inverse Objekte
Probleme und inverse Medien Probleme. Bei den inversen Objekte Proble-
me wird anhand der vorgegebenen Randbedingungen und des Kenntnisses
des Fernfeldes das homogene Hindernis erforscht. In der einfachsten Fassung
sind die Hindernisse bei den inversen Medien Probleme inhomogen, d.h. die
konstitutiven Parameter des Objektes dndern sich stetig. Die Aufgabe der
inversen Medien Probleme ist dann die Bestimmung eines Parameters oder
mehrerer Parameter.

Fiir die Behandlung der inversen Randwertprobleme im Fall geschlossener
Kurve wollen wir auf die Artikel [14], [15], [19] und die Monographien [5]
(inverse Objekte Probleme), [6] verweisen.

Das inverse akustische Streuproblem fiir einen offenen Bogen wurde erst-
mals von Kress in der Arbeit [16] behandelt. Dort wurde der Fall eines schall-
weichen Bogens untersucht (Dirichlet Problem). Fiir den Fall eines schall-
harten Bogens (Neumann Problem) sei auf die Dissertation von Monch [26]
verwiesen.

Die Idee dieser Arbeit ist eine Losungstheorie wie in [16] und [26] fiir
inversen Medien Probleme zu entwickeln. Diesem Gedanke zufolge untersu-
chen wir in dieser Arbeit ein Impedanz Randwertproblem fiir einen offenen
Bogen in IR?. Da eine verniinftige Untersuchung von inversem Problem ohne
solides Wissen iiber das direkte Problem nicht stattfinden kann, werden wir
diese Arbeit in zwei Teile unterteilen. In dem ersten Teil untersuchen wir das
direkte Impedanzproblem. Der zweite Teil dieser Arbeit wird sich dann dem
inversen Problem widmen.

Im Kapitel 2 wird zunéchst das direkte Impedanz Randwertproblem fiir
einen C3—glatten Bogen I' € IR? erklirt. Hierbei handelt es sich um die
Bestimmung einer ausstrahlenden Losung u der Helmholtzgleichung, die auf
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den beiden Ufern des Bogens eine Impedanz Randbedingung der Form

a;—i +ikduy = fy auf I’

erfiillt. Dabei wird von der Impedanzfunktion vorausgesetzt
ReA>0 aufl.

Wir heben hervor, daf§ in der Problemformulierung keine expliziten Vorga-
ben {iber die Art der Singularitit von u in den Endpunkten von I'" gemacht
wird. Der Nachweis fiir die Eindeutigkeit der Losung erfolgt mit dem Green-
schen Satz und dem Rellich Lemma. Dabei wird aufbauend auf dem Beweis
von Monch fir das Neumannsche Problem, d.h. den Fall A = 0, eine Idee
von Heinz zur Beriicksichtigung der Endpunktsingularititen im Greenschen
Satz benutzt. Wéahrend der Existenzbeweis fiir das Dirichlet oder das Neu-
mann Problem mit einem Einfachschichtpotential oder einem Doppelschicht-
potential gelingt, ist beim Impedanz Randwertproblem eine Kombination
aus Einfachschichtpotential und Doppelschichtpotential erforderlich. Dieser
fithrt auf ein System von zwei Integralgleichungen fiir die beiden unbekann-
ten Dichten, welches wegen des Auftretens der Normalableitung des Doppel-
schichtpotentials hypersingulédr ist. Zum Existenzbeweis (und zur spiteren
numerischen Losung) wird das Integralgleichungssystem durch eine Para-
metrisierung des Bogens und die Cosinus Substitution auf ein Integralglei-
chungssystem auf dem Intervall [0, 7] zuriickgefiihrt. Genauer haben wir das
folgende System

/ {QWCOSTstOSUQ/;l(T)—f(l(m)zpl( 7) — K(0, 7)s(r }d7>
—ikA(2(cos(0)))¢n (o) sina|2'(cos 7)) = g1(o)
10) = 2N aleosl))) [ {Ralo7)un(r) + Koo, )il b

= g2(0), o € 10,7,

wobei die Kerne K;,i = 1,....,4 logarithmische Singularitdt besitzen. An-
ders als beim Dirichlet bzw. Neumann Problem kann das System weder ge-
rade noch ungerade und periodisch auf [0, 27] fortgesetzt werden, sondern
muss durch Regularisierung des hypersingulidren Operators auf [0, 7] mittels
Riesz Theorie gelost werden. Die Ursache fiir die obigen Erschwernisse liegt
in dem Umstand, dafl die Cosinus Substitution die Endpunktsingularitéten
nicht vollig beseitigt, sondern nur abmildert. Grob gesprochen verhélt sich
die Losung des Dirichlet und des Neumann Problems in einer Umgebung der
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Endpunkte wie u(s) = y/sw(s), wobei s der Abstand zu den Endpunkten
angibt und w so glatt ist wie der Bogen und die Randwerte. Dies &ndert
sich beim Impedanzproblem. Die Losung verhélt sich in der Ndhe der End-
punkte zwar noch wie u(s) = /sw(s), aber die Funktion w besitzt nun eine
logarithmische Singularitét.

Im Kapitel 3 wird ein numerisches Verfahren zum Losen des in dem letzten
Kapitel gewonnenen Integralgleichungssystems beschrieben. Dieses numeri-
sche Verfahren ist im Wesentlichen eine Kombination von Quadraturformel-
verfahren und Kollokationsverfahren. Zunéchst werden Quadraturformelver-
fahren eingesetzt, wobei die Integrale in dem Gleichungssystem durch inter-
polatorische Quadraturformeln ersetzt werden. Die hier bendtigen Quadra-
turformeln, die die Integrale fiir verschiedene Kerne iiber [0, 7] approximieren,
werden in dem ersten Abschnitt entwickelt. Um ein voll diskretes System zu
erhalten, wird noch das Kollokationsverfahren verwendet. Das urspriingliche
Integralgleichungssystem wird dadurch approximativ auf ein lineares Glei-
chungssystem reduziert. Das resultierende lineare Gleichungssystem kénnen
wir dann z.B. mit dem Gaufl Eliminationsverfahren 16sen. Wegen der End-
punktsingularitdten der Losung muss das Gitter in der Ndhe der beiden
Endpunkte noch verfeinert werden. Wéahrend die Cosinus Substitution bei
Dirichlet und auch Neumann Probleme sehr erfolgreich ist, fithrt sie nur zum
Teilerfolg im Fall des Impedanz Problems. Das liegt daran, dal die Losung
eine zusétzliche logarithmische Singularitdt hat. Die Fehleranalysis des nu-
merischen Verfahrens wird nach klassischem Vorgehen in Hélderrdume durch-
gefiihrt. Das Konvergenzverhalten beim Impedanzproblem ist anders als beim
Dirichlet oder Neumann Problem. Wegen der Singularitdt der Losung kann
bei dem Impedanzproblem keine exponentielle Konvergenz erwartet werden.

In dem vierten Kapitel werden wir anhand einiger Beispiele das numeri-
sche Verfahren testen. Wir berechnen jeweils das Fernfeld des gestreuten Fel-
des. Ziemlich unterschiedliches Konvergenzverhalten fiir verschiedene Grup-
pen von Impedanzen werden wir hier beobachten kénnen. Auf den Vergleich
zu dem Neumann Problem wird Bedeutung gelegt. Dadurch werden wir den
Einfluss der Endpunktsingularitit auf die Konvergenzgeschwindigkeit deut-
licher erkennen kénnen.

In dem letzten Kapitel werden wir uns mit einem inversen Problem be-
fassen. Das Ziel dieses inversen Problems ist die Impedanzfunktion A unter
der Voraussetzung des bekannten Bogens zu bestimmen. Als Eingabe des in-
versen Problems haben wir das gemessene Fernfeld u.,. Als erstes beweisen
wir ein Eindeutigkeitsresultat. Numerisch 16sen wir diese Aufgabe in zwei
Schritten. Zunéchst wird der Fernfeldoperator

F U= us



KAPITEL 1. EINLEITUNG 6

definiert, wobei W = (¢1,9) die Dichte in der Potentialdarstellung des ge-
streuten Feldes u° ist. Nach dem Rellich Lemma ist F' wohl definiert. In dem
ersten Schritt wird die Gleichung F(¥) = u., gelost. Da der Fernfeldope-
rator kompakt ist, ist das Losen nach W schlecht gestellt. Diesem zufolge
muf hier ein Regularisierungsverfahren verwendet werden. Zur Formulierung
der Tikhonov Regulariserung beweisen wir, dafl F' injektiv ist und dichten
Wertebereich besitzt. Den Regularisierungsparameter in der Tikhonov Regu-
larisierung
(ol + F*F)VU, = Frue, a>0.

bestimmen wir nach dem Diskrepanzprinzip. Im zweiten Schritt werden wir
die Impedanzfunktion anhand der Randbedingungen bestimmen. Die Impe-
danzfunktion 1&8t sich nach den Randbedingungen und den Sprungbeziehun-
gen der Potentiale in einer einfachen Form darstellen :

_ ¥
2iku’

wobei u = u’ + u® das Gesamtfeld ist. Aus dieser Darstellung ist es er-
sichtlich, da die Losung in der N&he der Nullstellen von dem Gesamtfeld u
unstabil sein konnte. Um eine stabilere Losung zu erhalten, wird hier noch
die Methode der kleinsten Quadrate eingesetzt. Am Ende dieses Abschnittes
zeigen wir einige Beispiele sowohl fiir exakte Daten als auch fiir fehlerhafte
Daten.

Herrn Prof. Dr. R. Kre3 mochte ich fiir die Anregung zur Beschéftigung
mit dieser interessanten Thematik und fiir seine wertvollen Ratschlédge bei der
Anfertigung dieser Arbeit recht herzlich danken. Herrn Dr. R. Potthast danke
ich fiir die Ubernahme des Korreferates. Diese Arbeit wurde finanziell zum
grofiten Teil unterstiitzt von der Nachwuchsforschergruppe ,, Neue numerische
Verfahren zur Losung inverser Probleme®, dafiir bedanke ich mich.



Kapitel 2

Das direkte
Impedanzrandwertproblem fiir
einen Kurvenbogen in R?

In diesem Kapitel werden wir das direkte Problem fiir unsere Aufgabe de-
finieren. AnschlieBend wird die Eindeutigkeit des direkten Problems unter
Verwendung eines speziellen Greenschen Satzes und des Rellich Lemmas be-
wiesen. Durch Parametrisierung des Bogens und die Impedanzrandbedingun-
gen wird ein hypersingulédres Integralgleichungssystem entstehen. Die Tech-
nik der Cosinus-Substitution ermoglicht uns, dieses Gleichungssystem in eine
leichter behandelbare Form zu bringen. Nachdem die Eindeutigkeit des Pro-
blems festgestellt worden ist, konnen wir die Losbarkeit des Problems mit
Hilfe der Riesz Theorie beweisen.

2.1 Das direkte Randwertproblem

Abbildung 2.1: Offener Bogen
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Es sei ' € R? ein Kurvenbogen der Klasse C°, d.h. T' = {z(s) : s €
[—1, 1]} mit injektivem und dreimal stetig differenzierbarem z : [-1,1] — R?.
Ferner seien die Endpunkte des Bogens mit z*; := z(—1) und z} := 2(1)
bezeichnet. Mit I'g bezeichnen wir die Menge I' \ {z*,,z}}. Die Richtung
des Kurvenbogens sei von x* ; nach x7. Dariiber hinaus bezeichen wir mit I';
bzw. I'_ die linke bzw. rechte Seite von I'. v sei die in Richtung I'; orientierte
Einheitsnormale.

Wir betrachten das Streuproblem fiir zeitharmonische Wellen mit Impe-
danzrandbedingungen.

Definition 2.1. (Das direkte Impedanzproblem)
Gesucht wird eine Funktion u € C?(IR? \ T'), welche sich nach ', und nach
['_ stetig fortsetzen 148t in dem Sinne, dafl

uy(z) == }ILILI(lj u(zx + hv(x))

gleichméBig fiir alle x € I existiert. Ferner geniigt u den folgenden Bedin-
gungen :

1. w ist stetig in den beiden Endpunkten z*,, x7.
2. Au+k*u=0in R*\ T,k > 0.

3. Die Normalableitungen

6u§y(x) = hlir«?o (v(z), grad u(z £ hv(x))) (2.1)

existieren fiir alle x € I'y lokal gleichméBig.
4. Fiir A € C%(T') mit Re()\) > 0 sollen die Impedanzrandbedingungen

aaﬁ +ikMuy = fr auf T (2.2)
14

erfiillt werden, wobei fi € C%¥(T).

5. u erfillt die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung, d.h.

0
lim /7 (_u — zku) =0, r= x|,

—00 aV

T

gleichméBig fiir alle Richtungen z := ik
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2.2 Eindeutigkeit der Losung des Randwert-
problems

In diesem Abschnitt wollen wir die Eindeutigkeit des eben definierten Rand-
wertproblems feststellen. Wie beim Randwertproblem fiir geschlossene Kur-
ven spielt die Giiltigkeit des Greenschen Satzes eine wichtige Rolle. In dem
néichsten Lemma formulieren wir einen Greenschen Satz, der fiir das Impe-
danzproblem geeignet ist. Fiir R > 0 definieren wir das offene Kreisgebiet

Br:={z € R*| |z| < R}

Lemma 2.1. Sei u eine Lisung des homogenen Impedanzrandwertproblems
fuir den offenen Bogen. Dann gelten fiir geniigend groffes R

1. grad u € L*(Bg) und

2. der Greensche Satz

[ teraduty)ay— 1 [ Juto)Py
Br

Br
ou(y . <
— [ at) T st — ik [ Aw) () + - )P) dsto)
dBr v r
(2.3)
Beweis: 1. Wir nehmen zuerst an, dafl die Losung u des homogenen

Randwertproblems reellwertig ist. Nun definieren wir eine Funktion

v:R? - R, v € C*(IR?), v(a]) =u(z)), =-1,1.

(2

Jetzt betrachten wir die Funktion
wi=u—v

Aus den Definitionen von v, w folgt w(z*;) = w(x}) = 0. Nun wéhlen
wir eine monoton wachsende ungerade Funktion ¢ € C'(R) mit der

Eigenschaft
(z) 0, 0<z<1
€Tr) =
7 r, 2<zx

Wir betrachten die Folge

p(nw)
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Es ist nach dieser Definition klar, dafl die Folge w,, gleichmé&fig gegen w
konvergiert. Auflerdem ist noch zu beobachten, daf§ die Funktionen w,,
in einer Umgebung der beiden Endpunkte wegen der Definition von w
verschwinden. Eine Anwendung des ersten Greenschen Satzes auf w,,, w
in By ergibt

{< gradw,, gradw > 4w, Aw}dy

Bgr
ow ow, ow_
= n—d - n+ o Wn—-—"a5 d )
/BBRw "’ /F(w o T U e )ds

fiir alle n € IN. Nach der Definition ist es klar, da3 die rechte Seite und
der zweite Term der linken Seite beschrinkt sind fiir alle n € IN. Es
folgt unmittelbar

/ < gradw,(y), gradw(y) > dy < oo, fiir alle n € IN.
Br

Es gilt auflerdem

< gradw, (y), gradw(y) >= ¢'(nw(y))|gradw(y)* > 0

nach der Definition von . Ferner haben wir

lim < gradw,(y), gradw(y) >= |gradw(y)|?

n—~oo

fir alle y ¢ S := {y € Bgrlw(y) = 0 A gradw(y) # 0}, welche eine
Nullmenge ist. Daher konnen wir das Lemma von Fatou auf die Folge

< gradw,, gradw >,
anwenden und erhalten
gradw € L*(Bg).

Daraus folgt
gradu = gradw + gradv € L*(Bg).

Sei nun u eine komplexwertige Losung des homogenen Randwertpro-
blems. Dann erfiillen Re(u) und Im(u) die Voraussetzung des Lemmas.
Es gilt dann

grad(Re(u)) € L*(Bg), grad(Im(u)) € L*(Bg).
Daraus folgt
gradu = grad(Re(u)) + i grad(Im(u)) € L*(Bg).
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2. Um die Aussage iiber den Greenschen Satz zu beweisen, wenden wir den
(klassischen) Greenschen Satz auf das Gebiet Br \ (B:(z*,) U B:(z7))
an. Wir erhalten namlich

/ | grad u|*dy — kQ/ | u|?dy
Br\(Be (2" 1)UB:(27)) Br\(Be (2" 1)UB:(27))
ou

— [ ugras- [ A sl + Juf)ds
oBy OV \{(B:(z* | )UB:(z}))Nl'}

ou ou
—/ u—uds—/ u—uds
OB:(z* ) ov dB:(x?}) v

Das Lemma ist dann bewiesen, wenn wir zeigen konnen, dafl

-
liminf/ utds =0,  i=-1,1. (2.4)
e—0 OB (z%) ay

Denn wir konnen dann den Konvergenzsatz von Lebesgue auf die Funk-
tion X g\ (8. (2* ,)UB. (o7)) (| grad u |* — k?| w|?) anwenden. Der Grenziiber-
gang ¢ — 0 liefert dann die Behauptung. Um (2.4) zu zeigen, definieren
wir

ou
I;(e ::/ u(y)—=—ds, 1=—1,1.
(¢) o W),

Mit Hilfe von Cauchy-Schwarz Ungleichung schétzen wir [;(g) ab :

2 3
ds)

ou

)aV

ou

1)) <l [ o

OBc(xf

Be(a7)

ds < |||V 2me (/
0

2

dsde

Daraus folgt
ou

T [z 2 T
/ﬂdeszwllullio//
o € 0 Jop.(z) |V

< 2 lullSllgrad ullZz g, < oo

Der letzten Ungleichung zufolge existieren Teilfolgen {e;}r von {e}

mit

khm Ii(ei,k;) = 0, 1= —1, 1.
Dies impliziert liminf. 4 [;(¢) = 0,7 = —1,1. Also ist das Lemma
bewiesen.

O
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Nachdem wir den Greenschen Satz auf der Hand haben, kénnen wir den
folgenden Eindeutigkeitssatz beweisen.

Satz 2.2. Das direkte Impedanzproblem 2.1 hat hochstens eine Lésung.

Beweis: Sei u eine Losung des homogenen Impedanzrandwertproblems 2.1.
Aus der Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung folgt unmittelbar

2 _
lim { + E*|u)? + 2kIm (u%> } ds =0
R—o0 Jop, ov

Der Greensche Satz (2.3) zusammen mit den Tatsachen, dafl £ > 0, Re(\) >
0, ergibt

ou

ov

ou

u— >0
8Bg aV

Im

Die beiden Gleichungen liefern dann

lim
R—o0 OBg

Nach dem Rellich Lemma folgt nun u = 0. O

ou

ov

2
+ k‘2|u|2} ds =10

2.3 Aufstellung des Integralgleichungssystems

In diesem Abschnitt werden wir mit Hilfe des Potentialansatzes ein Inte-
gralgleichungssystem aufbauen, dessen Losung der Losung des Randwertpro-
blems entspricht. Wie beim Impedanzproblem fiir geschlossene Kurve wird
ein Losungsansatz durch einen gemischten Potentialansatz gegeben. Bevor
wir einen Losungsansatz iiberhaupt angeben kénnen, miissen wir zuerst er-
klaren, was man unter dem Begriff ,, Potential fiir offene Kurven* versteht.
Zuerst wird der folgende Funktionenraum fiir 0 < o < 1 definiert:

Coiop(T) = Cion (D) N {p € C(D) (™) = p(27) = 0,¢" € L'(T)}
Fiir p € O (T) ist ¢ lokal gleichmiBig holderstetig differenzierbar auf T'y.

Definition 2.2. (Einfachschichtpotential fiir offene Kurve)
Sei ¢ € C(I"). Dann heifit

ulz) = / B(r,y)p(y)ds(y),  weRA\T

das Finfachschichtpotential mit Dichte .
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Definition 2.3. (Doppelschichtpotential fiir offene Kurve)
Sei p € C’év’f;k(lj). Dann heifit

o) i= [ ois), ce AT

das Doppelschichtpotential mit Dichte .

Heuristisch gesechen sichert die Wahl des Funktionenraumes Colfjk(l“ ) die
obige Definition des Doppelschichtpotentials. Spater werden wir sehen, dafl
die Funktionen aus diesem Raum noch andere interessante Eigenschaften
haben.

Zunichst wollen wir aber einige Eigenschaften der Potentiale untersuchen,
die fiir unseren Zweck nétig sind. Grob gesagt haben die Potentiale fiir einen
offenen Bogen die gleichen Eigenschaften wie die fiir eine geschlossene Kurve.

Die Idee besteht darin, daff wir die offene Kurve zu einer geschlossenen
Kurve ergidnzen und die Dichten durch Null fortsetzen. Wir fassen einige
Ergebnisse in dem folgenden Satz zusammen.

Satz 2.3.

1. Das FEinfachschichtpotential u und das Doppelschichtpotential v sind
ausstrahlende Liosungen der Helmholtzgleichung in R* \ T

2. Das Einfachschichtpotential uw mit Dichte ¢ € C(I') ist holderstetig in
R2.

3. Fiir die Normalableitung des Einfachschichtpotentials u mit Dichte €
C(T) gilt die folgende Sprungbeziehung:

Ouy () 0P (z,vy)

(o) W@(y)dS(y) T %ﬁ(w), z €Ty (2.5)

4. Das Doppelschichtpotential v mit Dichte ¢ € Cé”f;k(F) ist holderstetig
fortsetzbar nach U'. Es gilt ferner die folgende Sprungbeziehung:

o) = [ L) o pas(y) + Lota),  aeT. (26

ov(y) 2
5. Der Gradient des Doppelschichtpotentials mit der Dichte ¢ € Céf;k 15t

hélderstetig fortsetzbar von R* \ T' nach Ty. Die Normalableitung von
v 1st gegeben durch

Ovp(x) 0 0P(x,y)
ov(z)  ov(z) Jr Ov(y) Ply)ds(y),

S PQ. (27)
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Beweis: Wir geben hier nur den Beweis fiir 3 an. Die Beweise der anderen
Behauptungen sind analog. Um Behauptung 3 zu beweisen, betrachten wir
zundchst einen beliebigen, festen Punkt xq € I'y. Seien die Teilbogen I'y, 'y so
gewihlt, dafl xqg € I'ys C 'y C I’y gilt. Nun ergénzen wir den Teilbogen I'; zu
einer geschlossenen Kurve 7 der Klasse C%. Dann kénnen wir eine Funktion
n € CHT) so wihlen, daB sie die Eigenschaften n|r, = 1 und 9|\, = 0
besitzt. Nun zerlegen wir das Einfachschichtpotential u in zwei Termen

u(xg) = uq (o) + uz(xo)
mit
m@w:ﬁémwmmwwww,muw:[éwwmrmmww@m

Es gilt offenbar

uy (o) = / (o, y)n(y)xr,0(y)ds(y)

und

ummzﬁwéwwm—mwmwwm

Da die Dichte nxr,¢ € C(7), kénnen die Sprungbeziehungen fiir die Nor-
malableitung eines Einfachschichtpotentials mit stetiger Dichte {iber eine ge-
schlossene Kurve auf u; angewandt werden. Fiir xy € I'y ist uy stetig diffe-
renzierbar. Zusammen ergeben sie die Behauptung 3. O

Als Losungsansatz fiir das Impedanz Randwertproblem wéhlen wir einen
gemischten Potentialansatz :

ua)i= [ T owast) + [ ownetist). 29

r

wobel ¢, € C’éjﬁ‘)k(lj),gog € O(') N CY2(T). Die zusitzliche Foderung der
lokalen Holderstetigkeit von o auf I'y dient nur dazu, dafl der Ansatz den
Randbedingungen (2.2) gentigt.

Nun wollen wir ein Integralgleichungssystem herleiten, welches die Dich-
ten des Ansatzes erfiillen miissen, um das Randwertproblem zu losen. Aus
den Impedanzrandbedingungen (2.2) und den Sprungbeziehungen von dem
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Satz 2.3 erhalten wir

fr(z)
_ 35;(;‘7;) T ikA @) ()
0 0P(x,y) 0P(x,y) 1
- 577 | e masm) + [ ) - geale)
+HM($)< F%wl(y)%(ywr/r@(%y)%( )ds(y) + 901 )
(2.9)
und
f-(x)

_ Ju_@) —tkAx)u_(x

- aljx)/Fag)iz;il)%(y)ds(y)ﬂL/rag)y(g)w@Q(y)ﬂL%gog(x)
s(y) FCD Y)p2

. 0P(x,y) 1
—iinGa) [ 5 yasto + [ oo eali)dst) - Jor(o))

(2.10)

fir x € T'y. Wir addieren die beiden letzten Gleichungen und substrahie-
ren (2.9) von (2.10). Wir erhalten dann das folgende Gleichungssystem, das
dquivalent zu den Randbedingungen (2.2) ist.

(,(_0 [0y 99 (z, y) |
2(8u( ) S ov(y) p1(y)ds(y) + o) @2(3/))—0—@/{)\(96)@1(@

() + fi(2)

-
pali) = 20030) [ 5D pasty + [
o)~ fula)

®(z, y)soz(y)dS(y))

(2.11)
fir x € T'y.
Bemerkung. Da Einfach- und Doppelschichtpotential nach Satz 2.3 (Teil

2 und 4) bis in den Endpunkten stetig sind, gilt die zweite Gleichung von
(2.11) auch in den beiden Endpunkten.

Nach diesen Uberlegungen gilt also der folgende Satz.
Satz 2.4. Der Lisungsansatz (2.8) lost das Impedanzrandwertproblem, wenn

die Dichten ¢, € C’é;ﬁ)k(lﬂ), @y € C(T) N CX(T) Lisung des Gleichungssy-
stems (2.11) sind.
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Beweis: Aus dem Satz 2.3 wissen wir, dal der Losungsansatz u ausstrah-
lende Losung der Helmholtzgleichung ist und die Regularitétsanforderungen
aus Definition 2.1 erfiillt. Insbesondere folgt die Stetigkeit von u in den bei-
den Endpunkten aus den Sprungbeziehungen (2.6) unter Verwendung von
wl(xj) = 0,7 = 1,2 und der Tatsache, dafl das Einfachschichtspotential in
R? stetig ist. Nach den obigen Uberlegungen erfiillt der Losungsansatz die
Randbedingungen (2.2). O

Bemerkung. Aus den beiden Sétzen 2.2, 2.4 wissen wir nun, dafl das Glei-
chungssystem (2.11) hochstens eine Losung hat.

Ehe wir das Gleichungssystem (2.11) losen, iiberlegen wir uns, ob es
Moglichkeiten gibt, das System zu vereinfachen. Eine grundlegende Technik
erlaubt uns, den Grad der Singularitit des ersten Terms der ersten Gleichung
zu reduzieren. Dies wird im néchsten Satz beschrieben. Mit ¥} bezeichnen wir
die Einheitstangente.

Satz 2.5. Fiir p € C&v’f;k(lj) gilt fir z € Ty

azjx) A ag}fz;i/ ) e(y)ds(y)

_ [ 9%(z,y) Op(y) )
—/F 89 (x) 819(y)d8(y)+k <V($)’/F¢(x,y)¢(y)V(y)ds(y)>. (2.12)

Beweis: Fiir den Gradienten des Doppelschichtpotentials v mit Dichte ¢ €
Cé”f;k(l“) gilt fiir v € R*\ T :

gradv(z) = (aixzw(x) + wy(x), —aixlw(x) + w2(x)) ,

wobel
w(x) = —/F%w(y)dsw),
vi(y)e(y)ds(y)

wn() = / B (2, y)va(y)o(y)ds(y).

Dies folgt leicht aus der Tatsache, da§ die Grundlosung ®(z,y) die Helm-
holtzgleichung fiir z ¢ I erfiillt. Da ¢ € C’éjﬁ‘)k(lj) ist, kénnen wir die partielle
Integration ohne weiteres durchfithren. Wir erhalten

wle) = [ o) dsto)
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Nun brauchen wir nur noch die Sprungbeziehungen fiir den Gradienten eines
Einfachschichtpotentials iiber geschlossene Kurve auf unseren Fall zu iiber-
tragen. Dies wird erledigt wie in dem Beweis von Satz 2.3. O

Mit Hilfe des letzten Satzes sehen wir, daf§ das Gleichungssystem (2.11)
zu dem folgenden Gleichungssystem dquivalent ist

0P (z,y) 5’@1(y) 2
Q{sz noal <>+k<<>[éuwmuwwwmwﬁ
+ [ D st | + iAo

2.4 Die Parametrisierung

Die C3-glatte Kurve I' wird wie im Abschnitt 2.1 parametrisiert. Nach der
Parametrisierung mit x = z(s),y = z(t) erhalten wir das folgende parame-
trisierte Integralgleichungssystem:

’2</_1 {Kn(s’ )d@lc(;( ) + Kia(s,t)1(2(t)) + Ka(s, t)pa(z }dt)

+ikA(2(s))p1(2(s))|2'(s)]
= (f= + f1)(2(s))[# ()]
)

se) = 20 GO ([ {5,001 ((0) + Ko Dl )
= (- F)()

fir s € (—1,1) mit

V)

(2.14)
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Kur(s,1) 1= S (K|=(s) — =(0)) <Z(|SZ>(;)Z_<2’(;‘(S>>

Kia(s,t) := % (/(s), 2/ (1)) H" (k|2(s) — 2(1)])

Koo t) = ALY b12(0) = 2(0)) SR o 1)
Kals. ) = = Y b1ats) = (o)) 0L D

Kas,1) = L H (kl=(s) — 2(0)])|2/(0)

wobei n(s) := v(z(s)).

Um das Gleichungssystem zu losen, spalten wir die Singularitdten von den
Kernen ab. Der Kern K7j; enthélt sowohl eine logarithmische Singularitét
als auch eine Singularitdt vom Cauchy Typ. Wir spalten sie jedoch gleich-
zeitig ab. Wir machen es unter Beriicksichtigung des Integrals, in dem K1
vorkommt. Mit Hilfe von partieller Integration und Ausnutzung der Voraus-
setzungen von z € C*([—1,1]) und ¢; € Cé”ﬁ‘)k(l“) erhalten wir

/ Ku(s,t) <P1( ()>dt

:/%i_ldﬂwwxﬂﬁwﬁ%@®&ﬁ(m®

2nt — s dt

wobei

Ki(s,t) = — i&@@w+i 1}

2rs —t
Ein direktes Rechnen liefert

{k2 < z(t) — 2(s)

Kl = o~ 0

2k < z(s) — 2(1), 2/ (t) >< z(s) — 2(t), 2/ (s) >

|2(s) — 2(t)?
_ k<2(t),2(s) > (1) 1 1

‘Z(S) —Z(t)| 1 (]{]‘Z(S) - Z(t>|> } _5(8 _t>2

Der Kern Ki1(s,t) besitzt also wie die anderen Kerne nur noch eine lo-
garithmische Singularitdt. Wir fassen die Kerne K7, und K, zusammen als
den neuen Kern K, genauer:

Kl(S,t) = Rll(s,t)‘i‘Klz(S,t), S,te (—1,1)

H (k|2(s) —

2(t) >< z(s) — z(t), Z/(s) >H((]1)(k|2(3) —2(t)|)

2(t)])
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Nun spalten wir die logarithmische Singularitdt von den Kernen K;,i =
1,..., 4, in der folgenden Form auf:

Ki(s,t) = My(s,t)logd(s — t)* + Ny(s,t), i=1,..., 4 (2.16)
wobel
(s )= = { EEA0S Z<3)’| j;s';)_f(g‘(f )= 20,25 > 1 1) — =)
2k < z(s) — 2(t), 2/ (t) >< z(s) — 2(t), Z'(s) > .
¥ e Ji(kl=(s) — =(0))
_k:<z’(t),z’(s)> 2(s) — 2 2 2(s) — z 2'(s), 2
S A kl=(s) = #(0]) + K (k]2(5) — (0] (), 7 (0) }
Ma(o.1) = 1= e(e) =0 L= )
Ma(o,0) = =g (bla(s) = () LI
Mi(s,1) = —3-Jo(H{=(s) — (DI (2)

fiir t # s.
Nach dem Grenziibergang t — s erhalten wir

2

Mi(s,5) = |2/ (s)P

1 k|2 k212 (s)]2
N1(878):E{(7m+1_20_210g ‘24(8)‘) |22(8)‘ .

(), () 1P (2(s), ()
o IR T e )

Ms(s,s) =0

1 24(s)25(5) — 4(5)4()
M) = )
M;(s,s) =0

1 24(s)25(5) — ()4
AR T FIRE
Mi(s,5) = —=|2/(s)

o= o)
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Nun kann das Integralgleichungssystem (2.14) in die folgende Form um-
geschrieben werden:

/ (L 1 d<P1 ()) + Ki(s,t)p1(2(t)) + Ka(s, t)pa(z }dt)

2t — s
+ikA(2(s))¢ (2(8))|Z( )|
= (f- + f1)(2(s))[¢(s)

0a(2(5)) — 2ikA(2(s)) / {Ks(s, )1 (2(8)) + Ka(s, t)pa(z }dt)
\— (f— - f+)(z(

(2.17)
fiir s € (—1,1). Statt eine Losungstheorie fiir dieses Gleichungssystem zu ent-
wickeln, mochten wir die in [33] vorgestellte Cosinus-Substitution einfiihren.
Die Cosinus-Substitution erlaubt uns eine einfachere Analyse und ergibt auch
bessere numerische Ergebnisse. Nun wird das Gleichungssystem (2.17) mit-
tels der Cosinus-Substitution s = coso,t = cosT und durch Multiplikation
der ersten Gleichung mit sin o zu dem folgenden Gleichungssystem gebracht:

27T COST — COS O

—ikA(z(cos(0)))r (o) sina|2 (coso))| = g1(0)
(0) = 2N aleosl))) [ {Ralo7)un(r) + Ko, )il b
\292(0)7

/ {— o ————— (1) — K1 (o, 7)1 (1) — Ks(0, T)a(T }dT)

(2.18)
fir o € [0, ], wobei
Ui(0) = p1(2(cos0)),  a(0) = p2(2(cos o)),
K;(o,7) =sinosin7K;(coso,cos7), j=1,2
Kj(o,7) =sinTKj(coso,cosT), j=3,4
und
gi(o) == =(f- + f+)(2(cos 0))|z'(cos o)| sin o
92(0) == (f- = f1)(2(cos 7))
Die Kerne K;,i = 1,...,4 werden entsprechend zu der folgenden Form trans-
formiert:

Ki(o,7) = M(0,7)log4(cosT — cos0)? + Ny(o,7), i=1,....4 (2.19)
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Es sei bemerkt, dafl durch Multiplikation mit sin o die erste Gleichung des
Gleichungssystems (2.17) auf [0, ] fortgesetzt wurde. Fiir 0 < o < 1 definie-
ren wir den folgenden Funktionenraum C2®[0, 7] durch

Cy0.7] = {p e C*[0, 7], 9(0)=p(m) =0}, keNU{o}
Fiir die beiden Gleichungssysteme (2.13),(2.18) gilt die folgende Beziehung:

Satz 2.6. Fulls i, € Cy*[0,7], p € C?[0, 7] Lisung des Systems (2.18)
sind, dann sind p;(z(s)) := ;(arccos s),i = 1,2 Lisung des Systems (2.13)
mit g1 € Cyo(D), 02 € C(0) N G (T)

Beweis: Sei (Y1, 1,) € Cy*[0, 7] x C%¥[0, 7] eine Losung des Systems (2.18).
Wir zeigen zunéchst, daB (@1, @) € Cy®(I") x C(T) ist. Nach den Definitionen
und der Tatsache 11 (0) = v (7) = 0 ist es klar, daB (g1, 2) € Co*(T) x C(I)
ist. Die lokale Holderstetigkeit von @9 auf I'y folgt direkt aus der gleichméfi-
gen Holderstetigkeit von 10y, Also gilt o € C(T') N C2(T). Durch Differen-

tiation erhalten wir
Y’ (arccos s)

RO
Daraus folgt ¢ € C&’f;k(f‘). Wir konnen jetzt die Normalableitungen des
Einfachschicht- und Doppelschichtpotentials wie in den Satz 2.3 behandeln.

Wir erhalten also, dafl die eben definierten Dichten eine Losung des Glei-
chungssystems (2.13) sind. Damit ist der Beweis erbracht. O

Pi(z(s)) =

Bemerkung. Aus dem Beweis von Satz 2.6 sehen wir, dafl die erste Ablei-
tung von ¢ eine Wurzelsingularitét in den Endpunkten besitzt.

Um die Darstellung des Gleichungssystems {ibersichtlicher zu machen,
definieren wir an dieser Stelle die folgenden Operatoren

[1,T0,A1,A3, Bl,Bg . COLQ[O,W] — Cg’a[o,ﬂ']

und

Iy, Ay, Ay, By, By : C%[0, 7] — C°[0, 7]
durch

/7T SiLi//(T)dT,
0

(o

1

T COST — COST (2.20)
(A) (o) = 2/0 M;(o,7)log4(cos o — cos 7)) (7)dr,

J

Ni(a, T)U(T)dT
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fire=1,...,4.
Nun kann das Gleichungssystem (2.18) in die folgende Matrixform umge-
schrieben werden :

(L-A)T =g (2.21)

wobei

. (T 0 e (Ay+B1)+15  (Ay+ Bs)
S \0 L) " \ikA(A3 + B3)  ikA(Ay + By)

v= () o= ()

Bemerkung. Wir werden die behaupteten Abbildungseigenschaften des Ope-
rators Ty in dem néchsten Abschnitt zeigen. Die Abbildungseigenschaften der
iibrigen Operatoren sind eine einfache Folgerung der entsprechenden Glatt-
heit der zugehorigen Kerne.

Wir fassen unsere bisherigen Ergebnisse in dem folgenden Satz zusammen.
Satz 2.7. Der Operator L—A : Cy®[0, 7] x C%[0, 1] — Co*[0, 7] x C%[0, 7]
ist injektiv. Wenn W die Léosung der Gleichung (2.21) ist, dann lost der

Losungsansatz (2.8) mit den im Satz 2.6 definiereten Dichten das direkte
Impedanzproblem 2.1

Beweis: Folgerung von den Sdtzen 2.6, 2.4 und 2.2 O

2.5 Ein Existenzbeweis

Wir wollen anhand der Riesz-Theorie die Existenz einer Losung zu (2.21)
beweisen. Wir miissen also die beschriankte Invertierbarkeit des Operators L
und Kompaktheit des Operators A zeigen.

Zuniichst betrachten wir den Operator T': C12[0, 271] — C22[0, 27)

1 2 sin o

(sz) (0) = W (7)dr, (2.22)

2m Jy coso —cosT

wobei
C’fﬂ[o, 27) = {@/} e Ch0,2n], ungerade} , k € IN.

Auf Grund der Identitat

sin o 1 T—0 o+T
— = —<cot — cot
COSO — COST 2 2 2
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gilt

(T@/}) (0) = —% /O " ot T 3 Ty (r)dr. (2.23)

Dieser Operator ist bekanntlich beschrankt invertierbar. Die beschréankte In-
vertierbarkeit des Operators Tj ergibt sich aus dem folgenden Lemma.

Lemma 2.8. Fiir i) € Cy®[0, ] gilt: Typ = T4, wobei ) ungerade Fortset-
zung von ¥ auf [0, 27| ist.
Beweis: Nach der Definition von T (2.22) ist es klar, daB fiir eine 27-

periodische ungerade Funktion ¢ der Integrand in (2.22) beziiglich der Inte-
gralvariable gerade ist. Wegen der Beschrinktheit des Operators T' gilt

1 2w

(70) ()= L

2m Jo coso —cosT s COST — COST

Daher haben wir -
Toyy = T.
O

Die beschrinkte Invertierbarkeit von T folgt nun aus der von 7. Also ist
der Operator Ty : Cy®[0,7] — Co*[0, 7] beschréinkt invertierbar. Der Ope-
rator I, ist als Identitéit beschriankt invertierbar. Nach diesen Uberlegungen
gilt der folgende Satz

Satz 2.9. Der Operator L : Cy*[0, 7] — Cy*[0, 7] ist beschrinkt und besitzt
ein beschrdnktes Inverse.

Da die Funktionen N;, i = 1,...,4 stetig bzgl. der beiden Variablen sind,
ist es klar, da3 die Operatoren By, Bs : C&’O‘[O,W] — C’g’a[O,w] und By, B, :
C%0, r] — C%]0, 7] kompakt sind.

Aus der trigonometrischen Identitét

T—0 . oT+0

(cos o — cos T)? = 4sin? 5 sl —

folgt
T ——

(An) = 4 / Mi(o,7) log 4sin? ——Zap(r)dr (2.24)
0
Da die Funktionen M;,i = 1,...,4 stetig bzgl. der beiden Variablen und
stetig differenzierbar bzgl. der ersten Variablen sind, sind die Operatoren
A;yi=1,...,4 kompakt.(Siehe dazu [17], Lemma 4.1.)
Der Operator I; ist kompakt, da er die Zusammensetzung eines beschrank-
ten Operators und einer Einbettung i : Cy*[0, 7] € Cy*[0, 7] ist.
Zusammengefasst haben wir den folgenden Satz
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Satz 2.10. Der Operator A : Cy®[0, 7] x C%*[0, 7] — C*[0, 7] x C%[0, 7]
15t kompakt

Als Folgerung der Sétze 2.7, 2.9 und 2.10 haben wir also den folgenden
Satz, der die eindeutige Losbarkeit der Gleichung (2.21) behauptet :

Satz 2.11. Zu jeder rechten Seite g € Cy*[0, 7] x C%(0, 7] existiert genau
eine Losung U € Cy°[0, 7] x C%*[0, 7] der Integralgleichung

(L-A)¥ =g
Beweis: Die Behauptung folgt direkt aus der Riesz-Theorie. U

Bemerkung. An dieser Stelle wollen wir darauf hinweisen, daf§ sich die
Losungstheorie der Gleichung (2.21) auf die Hilbertrdume tibertragen las-
sen kann. Man hat zum Beispiel fiir ¢ € L?[0,7] x L?[0, 7] die Losung
U e H' 0, 7] x L?[0, 7].

Aus den Satzen 2.6, 2.11 folgt nun die eindeutige Losbarkeit des Rand-
wertproblems.

Satz 2.12. (Eindeutige Losbarkeit des Randwertproblems)
Das direkte Impedanzrandwertproblem 2.1 ist eindeutig ldsbar.

Wie bei den Behandlungen des Dirichletschen Problems oder des Neu-
mannschen Problems hitten wir gerne das Gleichungssystem (2.18) auch auf
[0, 27] fortgesetzt. Dann wiirden wir uns nur noch mit 27-periodischen Ope-
ratoren beschéftigen zu miissen, deren Eigenschaften bzw. Losungstheorien
schon vorhanden sind. Es ist uns aber nicht gelungen, das Gleichungssystem
fortzusetzen, ohne die Strukturen des Systems zu zerstoren. Irgendwie ist das
Gleichungssystem (2.18) nicht einheitlich. Wenn wir zum Beispiel die Dichte
Yy wie beim Neumann Problem (s. [26], [27]) ungerade auf [0, 27] fortset-
zen mochten, dann bildet der Operator [; ungerade Funktionen auf gerade
Funktionen ab. Deswegen konnen wir ¢, nicht ungerade fortsetzen. Wenn
wir aber die Dichte ¢, gerade fortgesetzt hétten, dann wiirde der Operator
Ty keine Inverse besitzen. Wir sind daher gezwungen, das Gleichungssystem
auf dem Intervall [0, 7] zu 16sen. Wie wir spéter sehen werden, wird dies die
numerischen Behandlungen noch erschweren.



Kapitel 3

Die numerische Behandlung
des direkten Impedanzproblems

In diesem Kapitel soll ein numerisches Verfahren zum Losen des direkten
Impedanzproblems fiir einen Kurvenbogen in IR? entwickelt werden. Hier
werden zunéchst Quadraturformeln genutzt. Das resultierende Gleichungs-
system l6sen wir dann an den Kollokationspunkten. Anschliefend werden
wir eine Fehleranalysis durchfiihren.

3.1 Das Numerische Verfahren

In diesem Abschnitt werden wir ein numerisches Verfahren zum Losen der
Gleichung (2.21) beschreiben. Dieses Verfahren basiert im Wesentlichen auf
Interpolation. Wir definieren zunéchst die folgenden Rdume der trigonome-
trischen Polynome auf dem Intervall [0, 7]:

T, {¢€COOW|¢ Zaksmka akEC}

Ty {qﬁeCOW\qﬁ Zbkcoska bkeC}

Sei n € IN gegeben. Wir wihlen nun dle n + 1 dquidistanten Stiitzstellen:

G I

joT T

Jetzt wollen wir die Interpolationsaufgabe beziiglich der Stiitzstellen auf dem

Raum
7;1 = Tl,n X T2,n

25
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l6sen. Der zugehorige Interpolationsoperator
P, : Col0, 7] x C[0, 7] — T,
wird dann komponentenweise definiert. Fiir ¥ = (11, 1) definieren wir
(PoY)(0) := (Prathi(0), Panibe(0)), o€ 1[0,7] (3.1)
Fiir ¢, € Cy[0, 7] haben wir

i
L

P (o) = a}({n) sin ko
1

B
Il

mit Koeffizienten
Zwl smka , k=1,...,n.

Fiir ¢9 € C[0, 7] erhalten wir

Py pihe(0) = Z b cos ko + 53 cosno
mit
b/(gn = —1/12 sz (n) ) cos ka + wz(U n)) cos k0-7(1n)7 k=0,....n

Die beiden Interpolatlonsoperatoren P, P, ,, lassen sich in der folgenden
Lagrangesehen Form darstellen: (P, ,1;)(0) = > =0 wl( ))EZ(T;) (0),1=1,2

wobei EH ,j = 0,...,n die Lagrange Basis beziiglich der Stiitzstellen sind,
welche durch

" 1 n—1 . .
E(Lj)(a) =— {Z cosk(o — 05- )) —cosk(o + UJ(. ))} (3.2)

"=
1 n—1
= {Z 2sin ko sin k‘a](-n) }
k=1
und
n—1
ngj)(a) :% { [cos k(o + O'J('n)) + cos k(o — a( ))} + 14 (1)’ cos na}

k=1

(3.3)

n—1
{ 2 cos ko cos k:aj(-n) + 14 (=1) cos na}
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fir y=1,...,n — 1 sowie

n—1
1 n n ]
=5, { [cosk o+ 0; ))+Cosk(a—a§ ))} +1+(—1)]cosna}
n

k=1

(3.4)

n—1
1 .
=5~ { E 2 cos ko cos k:aj(.n) + 1+ (—1)? cos na}
n

k=1

fiir j = 0,n gegeben sind.

Sofern es kein Mifiverstindnis geben kann, werden wir in der Zukunft 0](-”)
einfach mit o; bezeichnen.

Um das numerische Verfahren zu beschreiben, benétigen wir noch kon-
vergente Quadraturformeln fiir die Integraloperatoren. Wahrend die Quadra-
turformeln fiir die Integrale (2.20) auf dem Intervalle [0, 27] schon seit lange
benutzt worden sind ([11], [20], [23]), sind die Quadraturen auf [0, 7] noch
nicht bekannt. Das folgende Lemma wird zur Beschreibung der Quadratur-
formeln gebraucht.

Lemma 3.1. Es gilt

1.
1 [7 i 0 k=0
1 / _ MO inkrydr = (3.5)
T Jy COSO — COST ksinko, k>0
2.
0 k=0
/ log4(cosT — cos o)’ coskrdr = (3.6)
—rcosko kelN
3.
/ log 4(cos T — cos ¢)? sin krdr (3.7)

= {(cos ko — (—1)%)log 4 cos® 74 (1 — cos ko) log 4 sin® g
Tk 2 2

_1(1_(_1)k)_221(1_(—1)l)cos(k—5)a} keN
k x ’

Beweis: Die erste Behauptung (3.5) folgt aus (2.23) und dem Integral

2
cot

— cos ktdT = —sin ko, o € [0,27]
2m
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Aus der trigonometrischen Identitéat

.o T—0 . oT+0
(cos o — cos T)* = 4sin? 5 sin? 5

folgt

/ log 4(cos T — cos o) 2e*Tdr
0

= / log (4 sin? 2) e dt —I—/ log (4 sin? H—a) e dt
0 2 0 2
] T—0 ) T+o
= e”‘w/ log <4 sin 2) efTdt + e "/ log (4 sin 2) e*Tdt

g

Fiir k € IN ergeben sich die Behauptungen (3.6), (3.7) durch Ausrechnen der
beiden Integrale auf der rechten Seite, indem wir die folgenden Identitéten
ausnutzen

d , . A
e {(e”‘” — 1) log 4 sin? %} — ike* log 4 sin” % + (e — 1) cot %

und
k-1

/ log 4(cos T — cos o)*dr
0

1 2 2m T
=3 / log4(cosT — coso)?dr = / log 4 sin? idT
0

1 2 1 2m
=3 / log 4 sin? ng + = / log 4 cos® —dT = - / log 4 sin® 7dr
0 0

2
I 1
= Z/o log 4 sin® gdr = 5/ log 4 sin® —dT

1

:—/ log 4(cos T — cos o)?dr
2 Jo

Daraus folgt
/ log 4(cos T — cos 0)%dT = 0.
0
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Bevor wir das Quadraturformelverfahren beschreiben wollen, méchten wir
noch einen Blick auf das Gleichungssystem (2.18) werfen. Wegen der Cosinus-
Substitution besitzen alle Kerne der Integrale (auBer dem ersten Integral der
ersten Gleichung) den Faktor sin 7, den wir zuvor in die Kerne K; (und auch
in M;, Ni) integriert haben. Das ist zwar fiir die Darstellung iibersichtlicher,
aber fiir die numerische Behandlung nicht geeignet. Der Grund dafiir ist die
Definition der Operatoren P;,,. Der Operator F;, bildet die Funktion ; in
den Raum 7;, ab, aber nicht sin -1);. Deswegen werden wir den Faktor sin 7
aus den Kernen separieren miissen. Wir definieren daher die neuen Kerne
M;, N; durch Abspalten des Faktors sin 7 aus den Kernen M;, N;. Genauer

~ ~ ~

M;(o,7) = M;(o,7)sin7, Ni(o,7) = Ni(o,7)sinT, i=1,...,4.

Nun fithren wir die folgenden Quadraturformeln ein :

/ LAY / ST p gy e)dn (38)
0 0

COST — COST COST — COST
/ M;(o,7)log 4(cos o — cos )%, (1)dr,
0

~ / log 4(cos & — cos 7)2 Py (Mi(o, )i ) (7) sin 7dr, (3.9)
0

/0 ’ N;(o, 7);()dr ~ /0 ’ P, (N;(0, );) (1) sin Tdr (3.10)

Bemerkung. Da 7, dicht in Cy[0, 7] x C[0, 7] ist, sind die oben eingefiihrten
Formeln nach dem Lemma 3.1 und dem Satz von Szegé (siehe z.B. Theorem
12.4 in [18]) konvergent.

An dieser Stelle kénnen wir die Quadraturoperatoren zu den einzelnen
Komponenten in der Gleichung (2.21) definieren:

1 sin o

(T ) (o) = — / TS0 p ),

™ COSO — COST

(A )(0) = 2/” log 4(cos 0 — cos 7) Py, (M; (o, )1);) (1) sinTdr, (3.11)
0

(BO03)(0) =2 [ Pa(i(o. o)) sindr

fiir j = 1,2, i=j,j +2.
Eine Anwendung des Quadraturformelverfahrens auf (2.21) fithrt zu der
folgenden semidiskretisierten Gleichung:

(Ly— AT =g (3.12)
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wobel

L.:(ﬂ@ 0) 4o (AT BT+ L (4 + By
V0 L) T Uik + BMYY ikA(AM + BMY)

Um eine voll diskretisierte Gleichung zu gewinnen, wenden wir den (tri-
gonometrischen) Interpolationsoperator P,, auf die Gleichung (3.12) an. Wir
erhalten

PoL, ¥ — P, AU = P,g

Wegen . . .
P.L,V =L,V =LV

fiir U € 7, 148t sich diese Gleichung noch vereinfachen. Wir erhalten also die
Kollokationsgleichung ) )
LYV — P, AV =P,g (3.13)

fiir U € 7,,. Dies bedeutet, da wir die Gleichung (3.12) an den Stiitzstellen
(Kollokationspunkten) lésen sollen.

Zweckmafig geben wir auch das diskretisierte Gleichungsystem zu (2.18)
an. Um das Gleichungssystem iibersichtlicher zu schreiben, fithren wir die
folgenden Notationen ein:

n -1 [ 1T—0 .,
cﬂ@:7ﬂmt2thT (3.14a)
™y [ 200y g
D; (o) = /0 log4(cosT —coso)°L; /() sinTdr (3.14b)
SZ-(Z) ::/ EZ(-Z-)(T) sin 7dr (3.14c)
0

Nun haben wir ein lineares Gleichungssystem, das wir numerisch 16sen
konnen :

(3 {Cﬁ-”’( ) = 2D{)(0:) M (01, 75) — 2607 N0, 7) b (o)
SNSRI CANACRARY Nm,a])} Us()
—1kX1(0;)|Z (cos a;)| sin o;
= g1(0y), i=1,...,n—1
@Q@J—QMAXTI{Dm(QM%@%%)+SWNﬂmmﬁ}wﬂ@)
20k 2y { DL () Mi(1, 03) + €5 N, ) } ()

\292((7@')7 ZZO,,TL

(3.15)
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3.2 Konvergenzuntersuchung

In diesem Abschnitt werden wir das Konvergenzverhalten des numerischen
Verfahrens untersuchen. Wir werden zeigen, daf fiir hinreichend grofies n €
IN, die Kollokationsgleichung (3.13) eine eindeutige Losung hat, welche gegen
die wahre Losung der Gleichung (2.21) konvergiert. Um dieses Ergebnis zu
erhalten, werden wir zeigen, dafl fir n € IN grofl genug, die Operatoren
L—P, A, beschrankt sind und gegen L— A gleichméfig konvergieren. Aus dem
folgenden Satz folgt dann die eindeutige Losbarkeit der Kollokationsgleichung
(3.13) und die Giite der Approximation.

Satz 3.2. Seien X,Y Banachrdume und sei A : X — Y ein beschrdankter
linearer Operator. Ferner sei A, : X — Y eine in der Operatornorm gegen A
konvergente Folge beschrinkter linearer Operatoren, d.h. ||A, — Al — 0,n —
0o. Dann gilt folgendes:

Besitzt A eine beschrinkte Inverse, dann existiert fiir alle hinreichend
groffen n, genauer fir alle n mit

A7 (A, = A)] < 1,
der inverse Operator A, 1Y — X und ist beschrinkt durch

A
= A4, — A

14 <

Fiir die Losungen der Gleichungen

AYv = f und Ay, = [

qilt die Fehlerabschdtzung

1A~
[t — | < I(An = Al + [1fn = £ -
A A A }
Beweis: Siehe [18], Theorem 10.1. O

Als erstes wollen wir deshalb die Beschrénktheit des Operators L — P, A,
fiir grofles n bestétigen. Die Begriindung dafiir ist dieselbe wie fiir die des
Operators L — A. Als néchstes wird der Interpolationsfehler der trigonome-
trischen Interpolation in Hélderrdumen beschrieben.

Satz 3.3. Es seien 0 < p < ¢, 0 < o < B < 1. Fiir f € C9° qilt die
Fehlerabschdtzung

logn
”Pnf - pr,a < Ci”f”qﬁ

nCI*erﬁ*a
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Beweis: Siehe [28] Seite 40. O

Nun wird die Operatornorm von A bzw. A, abgeschitzt. Dazu wird wie-
der auf die Arbeit [17] verwiesen. Der dortige fiir 2m-periodische Funktionen
ausgefiithrte Beweis ist auch in unserem Fall verwendbar. Es gilt ndmlich

Satz 3.4. Sei K : [0,27] x [0,27] — C p-mal stetig differenzierbar beziiglich
der beiden Variablen und (p+1)-mal stetig differenzierbar beziiglich der ersten
Variable. Dann gilt fiir

u(o) == / log 4(coso — cos 7)? K (o, 7)dr, o€ [0,7]
0

die Abschdtzung

|ul[pa < C <||K||p,OO + Ha— ) , fir alle o € (0, 1)
p,00

mit einer Konstanten C', die nur von a und der nicht negativen ganzen Zahl
p abhdngt.

Nach dem letzten Satz kénnen wir nun die Norm ||A — A, || abschétzen.

Laut der Definitionen reicht es aber, die Normen || A; —Agn) | und || B; — BZ-(n) I
abzuschétzen. Wir haben dann den folgenden Satz :

Satz 3.5. Die Operatorfolge A™ : C2[0,7] — €20, 7] konvergiert in
der Operatornorm gegen A; : Cy'[0,71] — Cy*[0, 7] fir alle a,y € (0,1),
wobei i = 1,3. Fiir i = 2,4 konvergiert die Operatorfolge AE") : 0070, 71] —
C%[0, 7] in der Operatornorm gegen A; : C*7[0,7] — C%[0,n] fiir alle
a,v € (0,1).

Beweis: Um die Behauptungen zu beweisen, wenden wir den Satz 3.4 an
mit o
K(0.7) = (Pyn(Mi(o.)0)(7) = i, 7)isy(7) ) sin
Firj=11=1,3 gilt

1(A™ = Ay lo.a < C (HKHW + Hé’_

o ap A

= G II?IE%)% Iél[%X} %Pl "( z( )%) Mi(‘77 )wl
= ocl0,7 0,8
logn .

< n1+’Y ﬁ”lel’Y’ m1t0<ﬁ<’y<1
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Fiir j = 2,i = 2,4 gilt

n 0K
”(Az( )~ Ai)sllo.a < C1 (HKHOOO + H 3 )
g 0,00
< Comax mac ||, (W10, o) — o o, o
X X || =— n i ilo,:
o 217:0 1 oelo,n || DoP 2 2 2 0.5
lo n )
< C g ngHov, mit 0 < B <y < 1.
Alle Konstanten sind nur von «, vy abhéingig. O

Bemerkung. Aus dem Beweis des letzten Satzes und dem Prinzip der gleich-
méfigen Normbeschrianktheit folgt unmittelbar die gleichméfige Beschrankt-
heit der Folge (Agn)), 1=1,2,3,4.

Nun kénnen wir die Konvergenz der Operatorfolge (P, A,) gegen A zeigen.
In dem néchsten Satz zeigen wir wie vorher die Konvergenz der Komponen-
ten.

Satz 3.6. Die Operatorfolge Pl,nAgn) L Cy[0, ] — C9*(0, 7] konvergiert in
der Operatornorm gegen A; : Cy7[0, 7] — CS*[0, 7] fiir alle a.,y € (0, 1), wo-
beii = 1,3. Firi= 2,4 konvergiert die Operatorfolge Pg,nAEn) : C070, 7] —
C%0, 7 in der Operatornorm gegen A; : C*7[0,7] — C%0, 7] fir alle
a,v € (0,1).

Beweis: Nach der Dreiecksungleichung erhalten wir

1(Pin A" — A)jllo.a < [[(Pin AN = AT Vb5 ]l0.0 + 11(A™ = A)b5]l0.0

Mit Hilfe der Abschétzung des Interpolationsfehlers und der gleichméfigen
Beschrénktheit der Folge (A( )) kénnen wir den ersten Term abschitzen
durch

logn
npth—a

logn
< Co— B sy

(P A = A )hll0.0 < C) 1ADgl,s  mit o< 8 <1

fir g =1,p=1,i =1,3und j = 2,p = 0,7 = 2,4. Zusammen mit dem
letzten Satz erhalten wir die Abschatzung

logn

|l = Adiylloa < C— 221185l

fur alle ¢; € [0, 7] mit einer Konstanten C' und mit einem festen € € (0,1),
die beide nur abhéngig von «, sind. Daraus folgt die Normkonvergenz der
Operatorfolge. O
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Der Beweis fiir die Normkonvergenz der Operatorfolge (Bi(")) gegen B,
ist leichter und wird hier nicht ausgefiihrt. An dieser Stelle wollen wir den
Funktionenraum X?4“ definiert durch

XPae .= CP*0, 7] x CT0, 7
fir p,q € NU{0},a € (0,1). Wir haben also den folgenden Satz bewiesen.

Satz 3.7. Die Operatorfolge L — P, A, : X107 — X902 Lonvergiert in der
Operatornorm gegen L — A : X197 — X009 iy qlle o,y € (0,1).

Aus dem Beweis des Satzes 3.6 erhalten wir die folgende

Folgerung 3.8. Die Operatormatrizen L — P,A, : X0 — X00a gind
gleichmapsig beschrankt fir alle o,y € (0,1).

Nun koénnen wir die bisherigen Ergebnisse in dem folgenden Satz zusam-
menfassen.

Satz 3.9. Die Ndherungsgleichung (3.13) besitzt genau eine Losung V,, fir
hinreichend groffesn € IN. Sei ¥ die eindeutige Lisung der Gleichung (2.21).
Es gqilt die Fehlerabschdtzung

19, = Wlxi0e < CLIPag = gllxooe + [(Padn — A)lxo0a},  (3.16)
mit einer Konstanten C', die nur von o abhdingt.

Beweis: Da die Operatorfolge L — P, A, gleichméBig beschrankt ist und
in der Norm gegen L — A konvergiert, ist L — P, A, nach dem Satz 3.2
fiir grofes n € IN beschréankt invertierbar. Es gilt auflerdem die folgende
Fehlerabschétzung :

19, — ¥llxr0n < CLI(PaAy — AW x0ne + [[Pag - gllxooe}.

wobeil die Konstante C' eine obere Schranke fiir
(L —A)~"
1= [[(L = A)"Y(P,A, — A

ist. Die Konstante C' ist nach Satz 3.6 nur von « abhéngig. O

Bemerkung. Aus dem Satz 3.7 und der Fehlerabschétzung (3.16) sieht man
leicht, dafl genau dann die Losungen W,, der Ndherungsgleichung gegen die
wahre Losung ¥ konvergieren, wenn

Hpng - g”XQO,a —0 firn— o

Dies entspricht dem Hauptbestandteil des Approximationsfehlers.
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Nach dem Satz 3.3 haben wir

Folgerung 3.10. Fiir alle a € (0,1) und fiir alle rechten Seite g € X0
mit o < v < 1 konvergiert die Folge der Niherungslosungen (V,,) gegen die
wahre Losung.

Anschlieflend wird die Giite des numerischen Verfahrens in dem néachsten
Satz geklart.

Satz 3.11. Fiirg € X*" 0 <a <y <1 gilt

logn
nr—«

10, — Ol 500 < C—22 )T x00 (3.17)

mit einer Konstanten C', die nur von «,~ abhdngt.

Beweis: Nach dem Satz 3.9 brauchen wir nur die rechte Seite von (3.16)
abzuschétzen. Aus Satz 3.3 und der beschrankten Invertierbarkeit von L — A
folgt die Abschétzung

logn

1Pag = gllxooe < Cr220

9] x10.e

Aus dem Beweis von Satz 3.5 und dem Beweis von Satz 3.6 folgt die zweite
Abschétzung

logn
ny—«

(P — AW x000 < Coll ]| x1.00

Die Konstanten C', C; héingen nur von «, v ab. Der Beweis ist damit erbracht.
O



Kapitel 4

Numerische Ergebnisse des
direkten Problems

In diesem Kapitel werden wir vermoge einiger Beispiele das im letzten Kapitel
beschriebene numerische Verfahren zur ndherungsweisen Losung des Rand-
wertproblems diskutieren. In der (direkten) Streutheorie ist die gestreute
Welle im Unendlichen das am meisten interessierende Objekt. Das hdngt mit
der Tatsache zusammen, dafl in der Realitdt die gestreute Welle sich nicht
nahe an den Hindernissen messen 148t. Das Verhalten der gestreuten Welle im
Unendlichen wird durch das sogenannte Fernfeld charakterisiert. Nach dem
Rellich Lemma ist das gestreute Feld durch das Fernfeld eindeutig bestimmt.
Es ist also sinnvoll das Fernfeld numerisch zu berechnen.

4.1 Das Fernfeld

Eine ausstrahlende Loésung der Helmholtzgleichung u® verhélt sich im Un-
endlichen asymptotisch in der Form

wi(z) = i/% {uoo(i“) +0 (%) } . 2| — oo, (4.1)

gleichméfig in allen Richtungen & := % Die Funktion u.,, welche auf dem
Einheitskreis Q € IR? definiert ist, heifit das Fernfeld von u®.

Unter Verwendung der Asymptotik der Hankelfunktionen erhalten wir
fiir das Fernfeld einer Losung der Helmholtzgleichung fiir eine ebene Welle
in Form eines Doppelschichtpotentials die folgende Darstellung:

o1 —i [k s
Ut 0o(E) = 1 \/; /F <v(y), & > e "I (y)ds(y) (4.2)
3

6
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Fiir das Einfachschichtpotential erhalten wir das Fernfeld
141

AvEkr Jr

In der parametrisierten Form haben wir

e~ I 0y (y)ds (y) (4.3)

U2700 (i’) =

1

ul,oo(i‘) =

4_2'\@ [ < (0. > g () sin )| cos() e
(4.4)
und
) 1414
U2.00(F) = Wk Jr

Wir werden daher das zusammengesetzte Fernfeld o, 1= 4 o0 + U2 o berech-
nen.

o~k <,z(cos(r))> ¢2(7—) Sin(T) |z’(cos(7')) |d7' (4‘5)

4.2 Numerische Beispiele

In diesem Abschnitt werden wir anhand einiger numerischen Beispiele das
Konvergenzverhalten des numerischen Verfahrens diskutieren.

Beispiel 4.1. Als erstes Beispiel nehmen wir das Geradenstiick
Z(t) = (ta 0)7 le [_17 1]

Fiir die einfallende Welle wéahlen wir die ebene Welle mit Einfallsrichtung
d= %(1, 1).

Die ersten Ergebnisse in den Tabellen 4.1 und 4.2 sind nicht uninteres-
sant. Wihrend fir das Neumannproblem (den Fall A = 0) das numerische
Verfahren sehr schnell konvergiert, ist dagegen die Konvergenz bei dem Impe-
danzproblem mit konstanter Impedanz A # 0 sehr langsam. Der Grund dafiir
ist das unterschiedliche Verhalten der Losungen an den beiden Endpunkten.
Beim Streuproblem fiir einen offenen Bogen verhélt sich die Singularitat der
Losung wie u = y/sw in der Ndhe der beiden Endpunkte, wobei s die Di-
stanz zu den Endpunkten ist. Beim Neumann- oder Dirichletproblem besitzt
das Teil w quasi die gleiche Glattheit wie die der Randdaten. Die Singula-
ritdt wird dann durch die Cosinus-Substitution aufgehoben. Daher ist die
exponentielle Konvergenz des numerischen Verfahrens zu beobachten. Bei
dem Impedanzproblem enthélt die Losung noch eine logarithmische Singu-
laritét in der Nahe der beiden Endpunkte (siche [7], [3]). Wir werden mit
anderen Impedanzen diese Tatsache verifizieren. An dieser Stelle wollen wir
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n Reuq (d) Imu (d) Reto, (—d) Imu, (—d)

4 10.2188930593 | 0.7048408180 | 0.7327472842 | -0.0476271951

k=18 |0.2193498394 | 0.7059285113 | 0.7349202501 | -0.0506430287

16 | 0.2193498387 | 0.7059285133 | 0.7349202214 | -0.0506429978

32 | 0.2193498387 | 0.7059285133 | 0.7349202214 | -0.0506429978

4 | -1.2655090731 | 1.1733478171 | 0.6898474091 | 0.0919528921

8 | -0.8232049220 | 1.4463599064 | -0.4107776255 | -0.1920337717

k=25|16 | -0.8191108671 | 1.4477138852 | -0.4190981208 | -0.1949351993

32 | -0.8191108727 | 1.4477138906 | -0.4190981164 | -0.1949352203

64 | -0.8191108727 | 1.4477138906 | -0.4190981164 | -0.1949352203

Tabelle 4.1: Fernfeld fiir das Geradenstiick mit Impedanz A\ = 0

n Reto(d) Imu(d) Retoo (—d) Imuy, (—d)
4 | -0.2785431331 | 0.6380378058 | 0.2325201743 | -0.1437696597
8 | -0.2783708059 | 0.6394323083 | 0.2359879426 | -0.1458041367
k=1| 16 | -0.2783435149 | 0.6394631981 | 0.2360065709 | -0.1458247692
32 | -0.2783418024 | 0.6394651450 | 0.2360077531 | -0.1458260351
64 | -0.2783416956 | 0.6394652672 | 0.2360078274 | -0.1458261135
128 | -0.2783416890 | 0.6394652748 | 0.2360078321 | -0.1458261184
4 | -1.1057449551 | 1.0073845548 | 0.0057774742 | 0.0628638972
8 |-1.0321181482 | 1.1305992223 | -0.2032606329 | 0.1604200205
k=51 16 | -1.0318551380 | 1.1306605046 | -0.2002133807 | 0.1620149409
32 | -1.0318486423 | 1.1306713800 | -0.2002199134 | 0.1620130689
64 | -1.0318482505 | 1.1306720631 | -0.2002203030 | 0.1620129305
128 | -1.0318482263 | 1.1306721059 | -0.2002203272 | 0.1620129215

Tabelle 4.2: Fernfeld fiir das Geradenstiick mit Impedanz A\ = 0.5

noch darauf hinweisen, dafl in beiden Féllen die Cosinus-Substitution fiir die
Konvergenzgeschwindigkeit eine zentrale Rolle spielt. In Vergleich zu [4], [9]
und [8], wo eine hypersingulire Integralgleichung dieser Art auf [0, 7] ohne
Cosinus-Substitution gelost wurde, zeigt unser Verfahren eine bessere Kon-

vergenz.

In der Tabelle 4.3 sehen wir, daf§ die Konvergenz fiir die Impedanz \ = t?
etwa die gleiche Geschwindigkeit wie die fiir die konstante Impedanz hat.
Interessanter sind aber die Ergebnisse in den Tabellen 4.4 und 4.5. Die Im-
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n Reto (d) Imu(d) Retoo (—d) Imu, (—d)

4 1-0.1361181083 | 0.4728432271 | -0.0880992386 | -0.2527419463

8 | -0.1355375898 | 0.4757064961 | -0.0867611068 | -0.2539361694

k=1| 16 | -0.1354690959 | 0.4757556353 | -0.0868134099 | -0.2539985769

32 | -0.1354651652 | 0.4757583851 | -0.0868164521 | -0.2540020989

64 | -0.1354649250 | 0.4757585534 | -0.0868166379 | -0.2540023149

128 | -0.1354649101 | 0.4757585639 | -0.0868166494 | -0.2540023284

4 1 -0.9544688942 | 0.6366495612 | 0.4112042803 | -0.1230386445

8 | -0.8873542050 | 1.0916648169 | -0.0210017297 | -0.0421801982

k=51 16 | -0.8834642019 | 1.0898505951 | -0.0162015336 | -0.0356346849

32 | -0.8834548673 | 1.0898729531 | -0.0161814229 | -0.0356596957

64 | -0.8834543679 | 1.0898742902 | -0.0161801531 | -0.0356612174

128 | -0.8834543382 | 1.0898743729 | -0.0161800729 | -0.0356613116

Tabelle 4.3: Fernfeld fiir das Geradenstiick mit Impedanz \ = ¢

n

Reto(d)

Imu(d)

Retoo (—d)

Imuy, (—d)

4
8
k=11 16
32
64
128

4
8
k=5| 16
32
64
128

-0.3287810982
-0.3314470388
-0.3314494646
-0.3314495049
-0.3314495055
-0.3314495055

-0.8358576206
-0.8014498286
-0.8008821968
-0.8008826799
-0.8008826877
-0.8008826878

0.3935596712
0.3930949619
0.3930937175
0.3930936935
0.3930936931
0.3930936931

0.5951655438
0.8575069795
0.8567216603
0.8567213668
0.8567213619
0.8567213618

-0.1499003912
-0.1488117378
-0.1488110867
-0.1488110650
-0.1488110646
-0.1488110646

0.1032184255
0.0328581774
0.0335649990
0.0335653946
0.0335653996
0.0335653997

-0.0840035751
-0.0817796639
-0.0817772539
-0.0817772166
-0.0817772160
-0.0817772160

-0.0561534229
-0.1566651556
-0.1563748384
-0.1563743307
-0.1563743222
-0.1563743221

Tabelle 4.4: Fernfeld fiir das Geradenstiick mit Impedanz \ = (1 — ¢?)

pedanzfunktion verhélt sich in diesen Fillen wie A = o(s”) in der Nédhe der
Endpunkte. Aus den beiden Tabellen sehen wir, je grofler v ist, desto schnel-
ler ist die Konvergenz. Das entspricht auch der oben genannten Tatsache.
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n Reto (d) Imu(d) Retoo (—d) Imu, (—d)

4 1-0.2706934161 | 0.3769022310 | -0.1499090822 | -0.1094422354

8 |-0.2770395614 | 0.3847161552 | -0.1424358846 | -0.1084057856

k=1| 16 | -0.2770367776 | 0.3847136679 | -0.1424385068 | -0.1084017919

32 | -0.2770367755 | 0.3847136690 | -0.1424385081 | -0.1084017937

64 | -0.2770367755 | 0.3847136690 | -0.1424385081 | -0.1084017937

4 1 -0.8563180981 | 0.6392250142 | 0.1272992523 | -0.0520830222

8 |-0.7649731169 | 0.8765565147 | 0.0403565163 | -0.2037031552

k=5 16 | -0.7675574178 | 0.8710482182 | 0.0407405317 | -0.1981921425

32 | -0.7675574890 | 0.8710481333 | 0.0407398633 | -0.1981923144

64 | -0.7675574889 | 0.8710481334 | 0.0407398632 | -0.1981923145

128 | -0.7675574889 | 0.8710481334 | 0.0407398632 | -0.1981923145

Tabelle 4.5: Fernfeld fiir das Geradenstiick mit Impedanz A = (1 — ¢%)?

Beispiel 4.2.

In diesem Beispiel betrachten wir die Halbellipse

() = (0.4 Cos(%t),O.S sin(Z4y),

tel[-1,1
; ~1,1]

Fiir die einfallende Welle wéhlen wir die ebene Welle mit Einfallsrichtung

d=(1,0).

Abbildung 4.1: Halbellipse

In diesem Beispiel sehen wir, dal das Konvergenzverhalten im Wesentli-
chen dasselbe wie im ersten Beispiel ist. Wieder ist die exponentielle Kon-
vergenz in den Tabellen 4.6 und 4.8 zu beobachten. Fiir A = 0.5 konvergiert
das Verfahren wegen der Endpunktsingularitéit langsamer.
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n Reuq (d) Imu (d) Reto (—d) Imuy, (—d)

41 0.0727641747 | 0.0841271176 | -0.0033061678 | -0.1107694880

k=1] 8| 0.0725927828 | 0.0838843976 | -0.0052254239 | -0.1106213718

16 | 0.0725927723 | 0.0838843839 | -0.0052252925 | -0.1106213640

32 | 0.0725927723 | 0.0838843839 | -0.0052252925 | -0.1106213640

41 -0.2069384755 | 0.2780807831 | -0.4725361034 | 0.1247235608

8 1 -0.2705490861 | 0.2230216582 | -0.4119431034 | 0.1597578733

k=51161|-0.2704716912 | 0.2230158988 | -0.4121804562 | 0.1594777809

32| -0.2704716912 | 0.2230158988 | -0.4121804562 | 0.1594777808

64 | -0.2704716912 | 0.2230158988 | -0.4121804562 | 0.1594777808

Tabelle 4.6: Fernfeld fiir die Halbellipse mit Impedanz A = 0

n Reto(d) Imu(d) Retoo (—d) Imuy, (—d)
41-0.1122551824 | 0.1713030138 | -0.1569681143 | -0.0258242601
8 1 -0.1127542999 | 0.1710709719 | -0.1586815177 | -0.0268321028
16 | -0.1127531309 | 0.1710714330 | -0.1586826372 | -0.0268341834
k=1| 32|-0.1127529408 | 0.1710714449 | -0.1586827125 | -0.0268342411
64 | -0.1127529286 | 0.1710714457 | -0.1586827172 | -0.0268342446
128 | -0.1127529279 | 0.1710714458 | -0.1586827175 | -0.0268342448
41-0.3929107795 | 0.4242259725 | -0.1946436832 | -0.0858151095
8 | -0.3866612444 | 0.4093911613 | -0.1458904327 | 0.0229823642
16 | -0.3866597744 | 0.4093897074 | -0.1457851822 | 0.0226627417
k=51 32|-0.3866595049 | 0.4093887419 | -0.1457852730 | 0.0226624140
64 | -0.3866594855 | 0.4093886810 | -0.1457852798 | 0.0226623975
128 | -0.3866594842 | 0.4093886772 | -0.1457852803 | 0.0226623965

Tabelle 4.7: Fernfeld fiir die Halbellipse mit Impedanz A = 0.5
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n Reuq (d) Imu(d) Reto (—d) Imuy, (—d)

8 |1 -0.1178202452 | 0.1597228483 | -0.1577507368 | -0.0623993040

k=11161|-0.1178273326 | 0.1597192039 | -0.1577512969 | -0.0624059901

32 | -0.1178273330 | 0.1597192041 | -0.1577512973 | -0.0624059905

64 | -0.1178273330 | 0.1597192041 | -0.1577512973 | -0.0624059905

8 1 -0.3678417611 | 0.3681344789 | 0.0221863540 | 0.0226335621

k=5116|-0.3681260737 | 0.3682506750 | 0.0220491039 | 0.0201697400

32 | -0.3681261029 | 0.3682506316 | 0.0220492504 | 0.0201694309

64 | -0.3681261029 | 0.3682506316 | 0.0220492504 | 0.0201694309

Tabelle 4.8: Fernfeld fiir die Halbellipse mit Impedanz A = (1 — ¢?)?
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Beispiel 4.3. In diesem Beispiel wollen wir das numerische Verfahren an
einem geometrischen etwas komplizierten Bogen testen.

z(t) = (cos(5t) + 0.1t, 2 sin(3t) — 0.2¢),

te[-1,1]

(4.6)

Fiir die einfallende Welle wéahlen wir die ebene Welle mit Einfallsrichtung

d = (1,0).

Abbildung 4.2: Bogen 4.6

Reto(d)

Imu(d)

Retoo (—d)

Imuy, (—d)

16
32

128
256

16
32
k=5| 64
128
256

-1.0270849962
-0.9471404714
-0.9477179020
-0.9477177121
-0.9477177121

-3.5700860224
-2.2615102586
-2.0484623707
-2.0484173342
-2.0484173342

1.1833403947
1.2008539862
1.2005689586
1.2005691135
1.2005691135

2.0189118870
2.2091358180
2.2888384065
2.2887924434
2.2887924434

-0.6792034126
-0.3494519210
-0.3543286374
-0.3543282595
-0.3543282595

-0.0105090364
-1.3880387773
-1.3379153651
-1.3378687450
-1.3378687450

-1.5909083854
-1.6670655147
-1.6660103836
-1.6660104605
-1.6660104605

-1.3175995053
-0.8553366852
-0.3625445662
-0.3625586588
-0.3625586588

Tabelle 4.9: Fernfeld fiir den Bogen (4.6) mit Impedanz A =0

In diesem Beispiel ist wieder exponentielle Konvergenz zu erkennen. We-
gen der Form des Bogens ist allerdings die spéitere Erscheinung der expo-
nentiellen Konvergenz zu erwarten. Im Vergleich zu den Féllen A = 0 und

A= (1

hier wegen der Endpunktsingularitit langsamer.

Aus den verschiedenen Beispielen sehen wir, dafi die Konvergenz immer
nach demselben Muster kommt: Exponentielle Konvergenz fiir die Impedanz-
funktion A = 0 und fast exponentielle Konvergenz fiir die Impedanz, die

—1?)? konvergiert das numerische Verfahren fiir den Fall A = 0.5 auch
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n Reto (d) Imu(d) Retoo (—d) Imu, (—d)
16 | -1.1208195318 | 1.1805107232 | -0.2431159889 | -0.2132405333
32 | -1.0877388284 | 1.1946305225 | -0.1974890817 | -0.2472094673
k=1| 64 |-1.0879938741 | 1.1943662399 | -0.1982845150 | -0.2467406530
128 | -1.0879939475 | 1.1943663130 | -0.1982843562 | -0.2467413980
256 | -1.0879939559 | 1.1943663160 | -0.1982843637 | -0.2467414371
16 | -2.3429057040 | 2.4929802050 | -0.2081831651 | 0.0635167092
32 | -2.4498018130 | 2.4441499829 | 0.0582745433 | 0.0530810378
k=25 64 | -2.4574436460 | 2.4560496827 | -0.0168640076 | 0.0713094739
128 | -2.4574590250 | 2.4560767364 | -0.0168570649 | 0.0713169178
256 | -2.4574590261 | 2.4560767288 | -0.0168568873 | 0.0713169512

Tabelle 4.10: Fernfeld fiir den Bogen (4.6) mit Impedanz A = 0.5

n

Reus(d)

Imue(d)

Rets (—d)

Imus, (—d)

16
32
k=1| 64
128
256

16
32
k=5| 64
128
256

-1.3751723167
-1.3415425975
-1.3418197983
-1.3418197160
-1.3418197159

-1.9595044495
-2.4605553571
-2.4873547044
-2.4873993736
-2.4873993736

1.1685067430
1.1896861321
1.1893501329
1.1893501474
1.1893501474

2.6854834854
2.3492712292
2.3668130480
2.3668153126
2.3668153126

-0.3823940547
-0.3114715880
-0.3126760063
-0.3126758116
-0.3126758116

-0.5872993347
-0.8759941170
-0.9579557087
-0.9579577982
-0.9579577982

-1.0982081587
-1.1262424973
-1.1260333319
-1.1260332887
-1.1260332887

-0.1468812373
-0.1835262605
-0.1772261238
-0.1772099362
-0.1772099362

Tabelle 4.11: Fernfeld fiir den Bogen (4.6) mit Impedanz A = (1 — ¢?)?

an beiden Endpunkten schnell zu 0 geht. Fiir Impedanz, die nicht zu der
ersten Katagorie gehort, herrscht langsamere Konvergenz wegen der End-
punktsingularitéit der Losung. Also ist das numerische Verfahren recht sta-
bil, wenn auch nicht fiir alle Impedanzen exponentielle Konvergenz erzielt

werden kann.




Kapitel 5

Ein inverses Randwertproblem

In diesem Kapitel werden wir ein inverses Streuproblem fiir einen Bogen mit
den Impedanzrandbedingungen beschreiben. Anschliefend wird die Eindeu-
tigkeit des inversen Problems bewiesen. Wegen der inkorrekten Gestelltheit
des inversen Problems wird fiir die Losungstheorie ein Regularisierungsver-
fahren benotigt.

5.1 Beschreibung des inversen Problems

Bevor wir das inverse Problem definieren, méchten wir einige Bezeichnungen
fiir das gesamte Kapitel festlegen. Mit ) bezeichnen wir den Einheitskreis
in R?, d.h. Q := {# € R?||z| = 1}. Fiir die einfallende Welle wihlen wir
stets die ebene Welle, welche durch v'(z) := e*<®%> d € Q, x € IR? definiert
ist. Wir bezeichnen mit 1., das Fernfeld der durch u* an dem Bogen I' € IR?
gestreuten Welle u°. Ferner nennen wir das Feld u := u’ 4+ u* das Gesamtfeld
des Streuproblems. Wegen der Abhéangigkeit der Felder von der Einfallsrich-
tung d, werden wir auch die Notationen u'(-,d), u*(-,d), uso(+, d) und u(-, d)
verwenden. Nun kénnen wir das inverse Problem, das wir untersuchen wollen,
definieren.

Definition 5.1. (Inverses Impedanzproblem)

Gegeben sei ein offener Bogen I' € IR? mit Impedanzrandbedingungen. Die
Aufgabe des inversen Impedanzproblems besteht darin, aus der Kenntnis des
Fernfeldes uy (-, d) fir eine Einfallsrichtung d und fiir eine feste Wellenzahl
k > 0 die Impedanz A zu rekonstruieren.

Der néchste Satz beantwortet die Frage der Eindeutigkeit des inversen
Problems.

45
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Satz 5.1. Falls uj,us5 Losungen zu dem inversen Impedanzproblem mait Im-
pedanz A\ bzw. Ay sind und die entsprechenden Fernfelder uy oo bew. ug o
wdentisch sind, dann gilt Ay = Xo. Mit anderen Worten, die Impedanz ist
eindeutig bestimmt durch das Fernfeld.

Beweis: Esseien A\; und A\, Losungen des inversen Problems mit zugehorigen
Losungen u; und uj des direkten Streuproblems. Nach Voraussetzung haben
uf und uj das gleiche Fernfeld und stimmen daher nach dem Rellich Lemma
iiberein, d.h. uj = u§ =: u®. Fiir u := v* + v’ gilt dann

Ouy ou

o, Fikhus =0= a; + ikAus  auf Ty (5.1)

Als néchstes definieren wir A := A\; — Ag. Fiir A gilt offenbar
Aug =0 auf T'.

Die Menge {z € T'|A\(z) = 0} bezeichnen wir mit 3. Der Satz ist dann bewie-
sen, wenn wir > = [' beweisen konnen. Falls ¥ # " gibt es wegen der Ste-
tigkeit von A eine nichtleere offene Teilmenge ¥y C 'y mit A(z) # 0,z € %.
Daraus folgt uy(z) = u_(z) = 0, fir x € ¥,. Die Gleichung (5.1) ergibt
%(z) = 0,z € 3y. Nachdem wir I zu einer geschlossenen C?—Kurve ergéinzt
haben, kann der Holmgren’s Eindeutigkeitssatz hier angewendet werden. Wir
haben also u = 0. Dies ist ein Widerspruch, da u’ nicht die Ausstrahlungs-

bedingung erfiillt. O

Den Impedanzrandbedingungen nach haben wir fiir die Impedanzfunktion
A die folgenden Gleichungen :

Ous +ikAug =0 auf Iy (5.2)
ov
Wir nehmen diese Darstellung als Ausgangspunkt und bauen darauf eine
Losungsstrategie fiir unsere Aufgabe.
Aus der Losungstheorie des direkten Problems wissen wir, dafl die Losung
des Randwertproblems sich in Form eines gemischten Potentials darstellen
1a8t. Wir schreiben

wio)i= [T indst) + [ @ piaisia e BT, (53)

fiir W := (41, 45) € L3(T) x L*(T)
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Die beiden Gleichungen (5.2) werden wir wie in dem Abschnitt 2.3 be-
handeln. Genauer gesagt erhalten wir mit der Hilfe der Sprungbeziehungen
der Potentiale die Gleichungen (vgl. (2.11))

aya(x) /F agﬁ;/)wl(y)ds(y)w /F %wz(y)ds@)
+2ik < v(2),d > u'(w,d) = —ikA(@)Y1 (2)
0%(z, y)

2it\(o) (| S ()as(o) + [ @l nvatuhast) + o)) :(;/}1(;@

fiir x € T'y. Diese Gleichungen deuten an, wie die Impedanzfunktion A\ be-
rechnet werden kann, wenn die Dichte ¥ bekannt ist.

Bemerkung. Die zweite Gleichung ermoglicht sogar die folgende Darstel-
lung fiir die Impedanz A :

= wQ
2iku

Diese Gleichung ist auch numerisch giinstiger.

auf I, (5.5)

Nun wollen wir wissen, wie das inverse Problem gelost werden kann. Als
Daten haben wir das Fernfeld u., des gestreuten Feldes u°. Fiir die Beobach-
tungsrichtung & € Q ist das Fernfeld von (5.3) gegeben durch

Uoo (T) == Cl/F < v(y), & > e "<V (y)ds(y) + Cy /r e RSB0 (y)ds(y),
(5.6)

wobei (' := %\/g, Cy = 41%”.

Fiir U := (¢1,1,) € L*(T") x L*(T') kénnen wir nun den folgenden Fern-
feldoperator F : L*(T') x L?(T") — L*(Q) definieren durch

F(D)(F) = C) / < U(y), & > R () ds(y) +Co / B () ds(y).

(5.7)
Mit anderen Worten, der Operator F' bildet die Dichte ¥ des Potentials u*
nach dem Fernfeld u,, von u® ab. Nach Rellich Lemma ist die Definition
(5.7) sinnvoll. Wenn wir die Gleichung (5.7) fiir ¥ lésen konnen, angesichts
der Darstellungen (5.4) und (5.5), dann koénnen wir das inverse Problem
16sen.

Es ist ersichtlich, dafl der Operator F' kompakt ist. Folglich ist das Losen
der Gleichung (5.7) schlecht gestellt. Um eine stabile Ndherung zu der Glei-
chung (5.7) zu finden, ist ein Regularisierungsschema wie z.B. Tikhonov Re-
gularisierung notwendig. Die Idee eines Regularisierungsverfahrens besteht
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darin, daf§ die unbeschrénkte Inverse eines kompakten Operators durch einen
beschrénkten Operator approximiert wird. Die Naherungsgleichung ist somit
nicht nur eindeutig losbar, die Losung hiangt auch stetig von den Daten ab.
Wir werden im néchsten Abschnitt ein Regularisierungsverfahren fiir unsere
Aufgabe vorstellen.

5.2 Das Regularisierungsverfahren

Wie bereits erwahnt, hilft ein Regularisierungsverfahren beim Losen eines
schlecht gestellten Problems eine stabile Ndherung zu diesem Problem zu
finden. Ein Regularisierungsverfahren wird folgendermaflen definiert.

Definition 5.2. (Regularisierungsverfahren)
X, Y seien nomierte Rdume. Der Operator A : X — Y sei linear, beschrinkt
und injektiv. Eine Familie

R,:Y — X, a >0,

von beschrinkten linearen Operatoren heifit ein Regularisierungsverfahren
fiir

Ap =,
falls die punktweise Konvergenz
lin% R, Ap = ¢ fiir alle p € X (5.8)

gilt. o heiit Regularisierungsparameter.

Aus der Definition sehen wir, daf8 die Gleichung (5.8) zu
lin% Rof = A7Yf,  fiir alle f € A(X). (5.9)

aquivalent ist.

Die Rdume X, Y sind ab sofort bis zum Ende dieses Abschnittes Hilber-
traume, falls nichts anders explizit gesagt wird.

Der folgende Satz beschreibt ein Regularisierungsverfahren, dem wir fol-
gen wollen.

Satz 5.2. Der Operator A : X — Y sei kompakt und linear. Dann ist fir
jedes o > 0 der Operator

al + AA X - X
bijektiv mit beschrinkter Inverse. Falls zusdtzlich A injektiv ist, dann ist
Ry = (al + A*A)'A*, a>0

ein Regularisierungsverfahren mit || Ry || < ﬁ
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Beweis: Siehe [18], Theorem 15.23. O

Der néchste Satz gibt uns eine andere Interpretation des Regularisierungs-
verfahrens.

Satz 5.3. Sei A: X — Y ein beschrdnkter linearer Operator. o > 0. Dann
gibt es fir jedes f € Y genau ein p, € X, so dafs

1A¢a = fll + allgall = infyex {IlAp — fII* + allol*} (5.10)
qilt. , ist die eindeutige Losung der Gleichung
ap, + A" Ap, = A* f (5.11)
und hdngt stetig von f ab.

Beweis: Siehe Theorem 16.1 in [18]. O

Das Regularisierungsverfahren aus Satz 5.2 minimiert also das Ttkhonov
Funktional, das durch die rechte Seite von (5.10) definiert ist. Dieser Interpre-
tation zufolge minimiert das Verfahren den Fehler ||Ay — f|| und stabilisiert
die Losung durch den zusitzlichen Term al|¢||?. Die Tikhonov Regularisie-
rung kann deshalb auch als Minimierungsproblem betrachtet werden. Daher
mochten wir den folgenden Begriff vorstellen.

Definition 5.3. Sei A : X — Y beschréankt und linear. 6 > 0. Fiir f € Y
heifit g € X eine Minimumnormlésung von Ay = f mit Diskrepanz ¢, falls

[Ago — fII < 6 und [|@oll = infjap-p<sll]l-

Wie bereits erwihnt, haben wir als Eingabe des inversen Problems das
Fernfeld. Es besteht meistens aus Mefidaten und enthélt bekanntlich Feh-
ler. Deshalb ist es auch sinnvoll, die orginale Gleichung nicht exakt 16sen zu
miissen, sondern Fehler zu erlauben. Daher ist es auch verniinftig, dafl man
fiir das Problem die Minimumnormlésung sucht. Die néchsten beiden Séatze
sollen die eindeutige Losbarkeit der (Tikhnov) Regularisierung (als Minimie-
rungsproblem) und das Verhalten der Minimumnormlésung kléren.

Satz 5.4. A : X — Y sei ein beschrinkter linearer Operator, der dichten
Wertebereich habe. & > 0. Dann existiert fir jedes f € Y eine eindeutige
Minimumnormlisung po von Ap = f mit Diskrepanz §. Ferner kann a so
gewdhlt werden, daf$ o die Losung von (5.11) ist mit ||Apg — f|| = 0.

Beweis: Siehe Theorem 16.12 in [18]. I
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Satz 5.5. A: X — Y sei beschrinkt, linear und injektiv mit dichtem Wer-
tebereich. 6 > 0, f € A(X). Fiir f €Y mit ||f° — f|| <9 und 6 < ||f°]|. Es

gilt dann
= AT, 50,

wobei ¢° die Minimumnormlosung mit Diskrepanz & ist.
Beweis: Siche Theorem 16.13 in [18]. O

Bemerkung. Die Forderung § < ||f°|| in dem letzten Satz ist berechtigt.
Denn normalerweise ist die Storung nicht grofler als die Losung. Wenn aber
§ > || f°| ist, dann ist ¢° = 0 die Minimumnormlésung der Gleichung.

5.3 Numerisches Verfahren zum inversen Pro-
blem

Anhand der Ergebnisse des letzten Abschnitts konnen wir nun die Diskussion
um das Losen des inversen Problems fortsetzen. Als erstes soll der adjungierte
Operator zu F bestimmt werden. Fiir g € L*(Q) ist der zu F adjungierte
Operator F* : L?(Q) — L*(T") x L*(T") gegeben durch

P = (G [ <vln> = rg@a. G [ @i,
! ! (5.12)
fiir y € T'. Dies erfolgt durch Vertauschen von Integrationsreihenfolgen.
Fiir einen linearen, beschrinkten Operator A ist der adjungierte Ope-
rator A* auch linear und beschriankt. Es gilt aulerdem noch die folgenden
Beziehungen.

Satz 5.6. A sei ein beschrdnkter, linearer Operator. Es gilt

AX)E=N(AY),  NA) = AX)
Beweis: Theorem 15.8 in [18]. O

Die folgende Aussage garantiert die Anwendbarkeit des Regularisierungs-
verfahrens fiir unsere Aufgabe.

Satz 5.7. Der Operator F' ist injektiv und hat dichten Wertebereich.

Beweis: Sei F'U = 0. Als Folge der beiden Definitionen (5.6), (5.7) und des
Rellich Lemmas gilt fiir das durch (5.3) definierte Potential v®(z) = 0 fiir alle
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x € R*\T. Aus der Sprungbezichung (im L?— Sinne) des Doppelschichtpo-
tentials folgt zunéchst ¢; = 0. Dann gilt fiir das Einfachschichtpotential

w@:[@@ww@@@wemﬂn

offenbar w(z) = 0 fiir alle z € R* \ I". Aus der Sprungsbeziechung des Ein-
fachschichtpotentials im L2-Sinne

Ow(z + hv(z))  Odw(x — hv(x)) - ? () —
el D s o) o) =0

lim

ergibt sich ¢y = 0. Die Injektivitdt des Operators F' ist damit bewiesen.

Um die zweite Aussage des Satzes zu beweisen, reicht es nach dem letzten
Satz, die Injektivitdt des zu F' adjungierten Operators F* zu beweisen. Um
die Injektivitat des Operators F** zu beweisen, folgen wir der Idee des Bewei-
ses zum ersten Teil. Zu diesem Zweck definieren wir zunichst fiir g € L*(2)
die Herglotzfunktion

v@wzzfmiwa@w@x yER?.

Sei nun F*(g)(y) = 0, fiir y € T". Daraus folgt v = 0 auf I". Fiir y € ' gilt

ferner
du(y)

ov(y)

Die Herglotzfunktion v 16st die Helmholtzgleichung. Nach dem Eindeutig-
keitssatz von Holmgren ist v = 0 in IR®. Da v Herglotzfunktion ist, gilt
g = 0 auf I (Theorem 3.15 in [6]). Daraus folgt die Injektivitét des Opera-
tors [, O

=< v(y), gradv(y) >=< v(y), ikv(y)z >= 0.

Nun kénnen wir das im Satz 5.2 beschriebene Regularisierungsverfahren
auf Gleichung (5.7) anwenden. Nach dem Satz haben wir die folgende Glei-
chung

(al + F*F)V = F*uy, « >0, (5.13)

zu l6sen. Wir bezeichnen mit ¥, die eindeutige Losung dieser Gleichung fiir
ein vorgegebenes «.
Nach dem Satz 5.4 kann die Minimumnormlésung durch Losen von G(«) =
0 fiir ein vorgegebenes § gewonnen werden, wobei die Funktion G : (0, 00) —
R durch
G(a) = |[|[F¥, — usl|* — 62
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definiert ist. Numerisch wird hier das Newton Verfahren genutzt. Zu diesem
Zweck formulieren wir zunéchst die Darstellung von G um durch

G(a) == ||F¥, — us||* — 62
=< Ugo — FU Uy > — < F* (o — FV,), ¥, > —0°
= [[Uso||*— < Wy, F*us > —al| T, ||* —
Aus ]
(Wasn = Wo) = — (] + F'F) " Wy

sehen wir, daf8 die Losung ¥, von (5.13) differenzierbar bzgl. « ist. AuBlerdem
erfiillt das Differential die Gleichung

dv,, dv,,
=0, 5.14
@ do da ( )

Daher ist auch G differenzierbar mit

d¥ Al
/ _ [e% * . 2 [e}
G'(a) = < 1o uoo> I 2aRe< 1o a>

Also ist hier das Newton Verfahren anwendbar.

Nachdem wir fiir vorgeschriebenes ¢ die Minimumnormloésung ¥° gefun-
den haben, kénnen wir z.B. geméf (5.5) die Impedanz A lsen. Die dadurch
gewonnene Losung kann aber unstabil gegen kleine Storung in der Néhe der
Nullstelle von dem Gesamtfeld v sein. Um dies zu vermeiden, suchen wir
die Losung nach der Methode der kleinsten Quadrate. Die Impedanzfunk-
tion wird als lineare Kombination von einer Menge linearer unabhéngigen
Funktionen dargestellt. Wir schreiben

A= Z Ampm auf I (5.15)

Die Aufgabe ist nun die Bestimmung der Koefizienten a,,, fiir die die folgende

Summe )

N
Z o) — 2iku(z, Zamwm Tp) (5.16)
n=1 m=1

minimiert wird, wobei x,, € I'yn =0,..., N die Stiitzstellen der Diskretisie-

rung sind (Vgl. [1]). In diesem Zusammenhang ist es ersichtlich, da8 die Zahl
M auch als Regularisierungsparameter angesehen werden kann.
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5.4 Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt prasentieren wir einige numerischen Testergebnisse fiir
das inverse Problem. Als einfallende Welle wihlen wir stets die ebene Wel-
le u'(-,d) := €*<+4> mit der Einfallsrichtung d = (0, 1). Da keine explizite
Losung des direkten Problems bekannt ist, nehmen wir als Daten des in-
versen Problems das Fernfeld, das wir beim Losen des direkten Problems
bekamen. Dies hat die Folge, daf§ die Daten selbst schon Fehler enthalten.
Wir wihlen das Fernfeld u? ,n = 256, d.h. das Fernfeld, das wir fiir n = 256
bei dem direkten Problem gerechnet haben. Fiir das inverse Problem wéhlen
wir N = 32. Die dadurch entstandene Impedanzfunktion bezeichnen wir mit
Asz2. Sie wird mit gebrochener Linie in den Bildern dargestellt. Als Basisfunk-
tionen fiir die Methode der kleinsten Quadrate wahlen wir die trigonometri-
schen Funktionen ¢,,(z) := e~™® Wir wihlen den Parameter M = 5 und
bezeichnen mit A, die kleinste Quadrate Losung, welche durch die Punktlinie
gezeichnet wird. Die wahre Impedanz wird immer mit A bezeichnet und mit
durchgezogener Linie dargestellt.

Beispiel 5.1. In dem ersten Beispiel betrachten wir ein Geradenstiick wie
in Beispiel 4.1. Wie bei dem direkten Randwertproblem werden wir auch
einige Impedanzfunktionen an diesem Bogen testen. Wir testen jeweils die
Impedanzfunktionen A = 0, 1,#* und (1 — ¢?)? fiir die Wellenzahl k = 1 und
k = 5.

0.01
0.005 B
o+ \2r A /A\ /,\ 7N 2>~ - = |
A Ny v —\»/ g ~ -7 T~ !
-0.005 B
_0.01 | | | | | | | | | | |
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 5.1: k=1,A=0, a=18FE"M | A3 -\, =13FE3

Wir sehen in diesem Beispiel, dafl unser Verfahren sehr gut funktioniert.
Selbst das direkte Rechnen ohne die Methode der kleinsten Quadrate bei
dem problematischen Fall A = 1 funktioniert ohne Probleme.
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Abbildung 5.2: k=1, =1,
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0.6

0.4¢

0.2¢
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[As2 — All2 = 8.6 E~3

-1

-0.5

Abbildung 5.3: k = 1, \ = 2,

0

0.5

a=19F"1

1

||/\32 — )\||2 =11FE2
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0.5
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1.05

0.95

0.9

1 L
0.8}
0.6
0.4¢
0.2}
0 L
-1 -0.5 0 0.5 1
Abbildung 5.4: k =1, = (1—-t3?, a=31E" | A =\ =38E3
X 10
- B _ _ L
1 08 06 04 -0z 0 02 04 06 08 1
Abbildung 5.5: k =5A=0, a=22E"'2 | A — )| =84E"
/- | bv\'\.
L -
1 08 06 04 -0z 0 02 04 06 08 1

Abbildung 5.6: k =5\ =1,

a=15E"12

A2 = A2 =3.9E~2
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0.8¢

0.6}

0.4¢

0.21

-1 -0.5 0 0.5 1

Abbildung 5.7: k =5, A =1t2, a=19E1 |l — )|, =38FE?

0.8}

0.6

0.4¢

0.2¢

-1 -0.5 0 0.5 1

Abbildung 5.8: k =5, A= (1 —t*)?, a=66E"1" | A —A|[p=74E3
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Beispiel 5.2. In diesem Beispiel betrachten wir das Geradenstiick von dem
letzten Beispiel. Um zu testen, ob die Losung stabil ist, verwenden wir statt
exakter Daten f nun fehlerhafte Daten f° fiir die rechte Seite. Genauer :
f =1+ ((-=1)"+ 2)0) f;. Hier wiithlen wir § = 0.1.

0.01

0.005 T

- ~ \

/\ N _ RS [N /\
OF +—< = < ==  —— — 77 ]

| - - ASEEAN

|

-0.005 T

_001 | | | | | | | | | | |

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 5.9: k=1,A =0, a=12E"" | A3 -\, =18F3

1.2
11f ~ N T = - 1
/'/ - - \)'“A
1, -
09 T
0.8 I I I I I I I I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 5.10: k=1, =1, a=15E" | A —A|lz=T7T4FE?2

In diesem Beispiel wird es deutlich spiirbar, wie unterschiedlich die Im-
pedanzfunktionen auf Stérungen reagieren. Wéahrend fiir den Fall A = 0 die
direkte Methode vollig ausreicht, ist fiir den Fall A = (1 — ¢?)? der Einsatz
der Methode der kleinsten Quadrate unvermeindbar. Fiir den Fall A = 1 ist
der Einflufl der fehlerhaften Daten noch deutlicher zu sehen.
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1.2

el

32

0.8

0.6

0.4

0.2

Abbildung 5.11: k = 1,A = (1 —1?)?, a=21E" |32 — )| =33FE7?

x 10
1 T
051 |
ok lv\\/ﬁ\\/ ———— ==~ = dﬁ\l |
_0.57 -
_1 | | | | | | | | | | |
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 5.12: k=5,A=0, a=26FE"" | A3 —A|p=82FE75
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Abbildung 5.13: k =5, A = 1,
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Beispiel 5.3. In diesem Beispiel betrachten wir einen Teilbogen von dem
Einheitskreis
z(t) = (cos(t), sin(t)), tel[-1,1]

Wir testen an diesen Bogen die Impedanzen A = 0,A = 1 und A = (1 —
t?)2. Die Ergebnisse von exakten Daten f werden mit den Ergebnissen von
fehlerhaften Daten f°,6 = 0.1 verglichen.

0.05

-0.05 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Abbildung 5.15: k =1,A=0, a=4E% | A3 — A =6.7FE3

0.05

_005 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Abbildung 5.16: k = 1,LA =0, §d = 0.1, a =4EY% | — A =
7T2E73

Dieses Beispiel zeigt ungeféihr das gleiche Verhalten wie bei den letzten
zwei Beispiele.
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5.5 Ausblicke

Wir haben in dem Abschnitt 5.4 gesehen, dafl die Rekonstruktion der Impe-
danz nicht immer ganz ohne Probleme verlief. Das ist zwar die Eigenschaft
des inversen Problems (schlechte Gestelltheit), aber auch die unvollstandige
Kenntnis des direkten Problems hat dazu beigetragen. Daher muss die End-
punktsingularitdt der Losung noch genauer untersucht werden. Obwohl der
Versuch beim direkten Problem mit einigen rationalen Substitutionen, die in
z.B. [18] und [10] verwendet worden sind, in Kombination mit der Cosinus
Substitution erfolglos geblieben war, ist es nicht auszuschlieSen, Substitutio-
nen zu finden, die die Singularitéten gleichzeitig behandeln kénnen, nachdem
diese genauer charakterisiert worden sind.

Eine weitere Untersuchungsrichtung wire die Bestimmung des Bogens,
mit oder ohne Kenntnis der Impedanz. Dies erfordert dann das Losen einer
nichtlinearen Gleichung F'(I') = ue. GroBeren Aufwand erfordert dabei die
Berechnung der Fréchet Ableitung des Fernfeldoperators bzgl. dem Bogen I,
die fiir Newton Verfahren benétigt wird.
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