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Kapitel 1

Einleitung

Das menschlichen Gehirn enthält ungefähr 1010 Nervenzellen. Sie kommunizieren über 1013

synaptische Verbindungen und bilden so ein höchst komplexes System, das für unsere
geistigen Fähigkeiten verantwortlich ist.

Offensichtlich liegt einer solchen Struktur eine grandiose Organisation zugrunde, die bis
heute weitgehend unverstanden ist. Der Versuch, die dabei wirkenden Mechanismen zu
verstehen, ist Gegenstand der Neurowissenschaften. Dabei geht der vollen Funktionsfähig-
keit des Gehirns ein raffinierter Entwicklungs- und Selbstorganisationsprozess voraus. So
sind bei den höheren Lebewesen nicht vom ersten Tag nach der Geburt alle kognitiven
Fähigkeiten verfügbar, sondern diese entwickeln sich erst im Laufe der ersten Lebensmo-
nate. Eine Vielzahl von biologischen Experimenten belegen das koordinierte Fortschreiten
der kognitiven und mentalen Entwicklungsprozesse. Die Sehschärfe nimmt beispielsweise
in den ersten Lebenswochen erheblich zu [Norcia & Tyler, 1985].

Ein besonders interessanter Aspekt ist dabei die Frage, inwieweit unsere mentalen Fähig-
keiten durch Erfahrung erworben werden und inwieweit sie angeboren sind. Dabei ist die
Hirnrinde, der Kortex, aus verschiedenen Gründen ein Gebiet von besonderem Interesse.
Obwohl sich die Anforderungen an die Informationsverarbeitung im Bereich des Sehens,
des Hörens oder des Tastens stark unterscheiden, ist die histologische Struktur des gesam-
ten Kortex in allen Arealen relativ homogen. Wenn allgemeine Lernprozesse in bestimmten
Regionen des Gehirns tatsächlich eine Rolle spielen, dann ist es am ausichtsreichsten dort
danach zu suchen, wo ein homogenes Substrat verschiedenartige Reize verarbeitet. Ist im
Kortex ein solcher allgemeiner Lernvorgang tatsächlich vorhanden, kann im Umkehrschluss
angenommen werden, dass die Umleitung visueller Reize auf den auditorischen Kortex zu
ähnlichen Strukturbildungsprozessen führen sollte, wie sie normalerweise im visuellen Kor-
tex gefunden werden. Tatsächlich ist in neuester Zeit ein solches Experiment erfolgreich
durchgeführt worden [Sharma et al., 2000]. Kortikale Strukturbildungsprozesse sind also
aussichtsreiche Gebiete für den Nachweis eines stimulusgetriebenen Selbstorganisations-
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prozesses.

Im Rahmen dieser Arbeit ist die Entwicklung des Sehsysytems Gegenstand der Untersu-
chung. Das Sehen ist das Musterbeispiel neuronaler Vearbeitung, mit dem sich die kogniti-
ven Neurowissenschaften bevorzugt auseinandersetzen, um letztlich unter anderem auf die
Frage nach der Erfahrungsabhängigkeit der neuronalen Entwicklungsprozesse einzugehen
und sie im Detail zu beantworten.

Das Sehen ist bei den höheren Vertebraten mit Abstand der Sinn, der die meisten korti-
kalen Resourcen verbraucht. Ungefähr 30 % der Kortexoberfläche und diverse Kerne des
Zwischenhirns befassen sich mit der Verarbeitung der Sehreize. Darüberhinaus sind die
visuellen kortikalen Areale physiologisch gut erforscht, so dass eine Vielzahl von Details
des Sehsystems bekannt ist.

Um diese Entwicklungsprozesse und speziell die des visuellen Kortex zu verstehen, hat sich
eine eigene Forschungsrichtung im Rahmen der visuellen Neurowissenschaften etabliert, die
sich mit der Entwicklung von Merkmalskarten befasst. Dabei werden in vielen Fällen ver-
schieden Varianten selbstorganisierender Karten verwendet. Bereits das erste dieser Model-
le [von der Malsburg, 1973] vermochte wichtige Eigenschaften des adulten visuellen Kortex
mit Prinzipien der Selbstorganisation zu erklären. In der Folge sind viele andere Modelle
hinzugekommen, die versuchen die Phänomene im visuellen Kortex mit selbstorganisie-
renden Kartenmodellen zu erklären (zB. [Erwin et al., 1995], [Brockmann et al., 1997b],
[Wolf & Geisel 1998]). Von experimenteller Seite steht ebenfalls eine Vielzahl von Ergebnis-
sen zu Verfügung, insbesondere solche, die mit der optical imaging Methode in Verbindung
stehen (u.a. [Bonhoeffer & Grinvald, 1991], [Bosking et al., 1997], [Löwel, 1998]).

Eine andere, neuere Richtung versucht die Eigenschaften der rezeptiven Felder im Kortex
mit einer nach bestimmten Kriterien optimalen Verarbeitung von visueller Information zu
identifizieren. Hier werden Komponenten in natürlichen Bildern (Fotos), also den Stimu-
lierungsarten untersucht, die unserer visuellen Erfahrung in etwa entsprechen. Vertreter
dieser Richtung sind [Field, 1994], [Ruderman, 1997], [Olshausen & Field, 1996].

Diese beiden Bereiche, selbstorgansierende Merkmalskarten und Komponenten natürlicher
Bilder, fließen in diese Arbeit ein. Mit ihrer Hilfe sollen einige experimentelle Befunde mit
konzeptionell möglichst einfachen Modellen in Einklang gebracht werden.

Um die Frage nach der Erfahrungsabhängigkeit zu präzisieren, sollen drei Szenarien für
Entwicklungsprozesse unterschieden werden. So können diese

1. genetisch determiniert,

2. durch eine interne Dynamik, die verschiedene Verarbeitungsstufen umfassen könnte,
wesentlich moduliert sein oder

3. getrieben durch äußere Stimulierung als erfahrungsabhängig gelten.
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Der vorliegenden Arbeit liegt das dritte Szenario als Arbeitshypothese zugrunde. Die Er-
fahrungsabhängigkeit zweier Aspekte der Strukturbildung im Kortex – nämlich der Ent-
wicklung rezeptiver Felder und der Entwicklung von Merkmalskarten – soll mit weiterent-
wickelten Varianten der oben erwähnten Modelle getestet werden.

Die Arbeit gliedert sich in drei Teile, die in sich geschlossen sind. Zusammen stellen sie die
Entwicklung in meiner persönlichen Auseinandersetzung mit den Themen rezeptive Felder,
kortikale Merkmalskarten und Modelle der Selbstorganisation dar.

Nach einer Einführung in die biologischen Grundlagen wird im ersten Teil dieser Arbeit un-
tersucht, zu welchem Grad die Entwicklung einzelner Neurone des visuellen Kortex von der
visuellen Erfahrung abhängt. Die Stimulierung erfolgt im Modell durch natürliche Bilder
(Fotos). Die Ergebnisse aus diesen Untersuchungen werden mit entsprechenden biologi-
schen Resultaten in Beziehung gesetzt. Es sind eine Reihe von Experimenten an Tieren
durchgeführt worden, die die Entwicklung des neuronalen Verhaltens unter verschieden-
artig modifizierten Umweltbedinungen untersuchen. Diese werden zum Vergleich mit den
Ergebnissen dieses Modells herangezogen. Anders als in früheren Ansätzen wird ein retina-
ler Entwicklungsvorgang als Erklärungsmuster für einige Phänomene bei der Entwicklung
rezeptiver Felder in das Modell eingebaut.

Der zweite Teil wird mit einem Überblick über die Fakten zu biologischen Merkmalskar-
ten eingeleitet. Im weiteren Verlauf werden Modelle zur topographischen Strukturbildung
im visuellen Kortex untersucht. Dabei werden wieder natürliche Bilder als Stimulus ver-
wendet. Es stellt sich jedoch heraus, dass die zunächst verwendeten selbstorganisierenden
Karten in diesem Fall nicht mit den biologisch gefundenen Resultaten in Einklang zu brin-
gen sind. So kann die retinotope Anordnung der rezeptiven Felder nicht erhalten werden,
was im Widerspruch zu biologischen Befunden steht. Als Grund dafür wird ein einfacher
metrischer Zusammenhang zwischen zwei Stimuluseigenschaften festgestellt. Als Alterna-
tive wird ein Modell verwendet, das lokal lineare adaptive Unteräume (lokale PCA) zur
Stimulusrepräsentation verwendet. Dieses Modell vermag die Retinotopie zu erhalten und
ergibt zwanglos die Antworteigenschaften kortikaler complex cells.

Schließlich wird im dritten Teil eine kanonische Abbildung einer bestimmten Modellklasse,
zu der auch das zuvor erarbeitete Modell gehört, auf äquvalente Modelle im niedrigdimen-
sionalen Reizraum abgebildet. Dabei soll auf eine nichteuklidische Riemannsche Metrik
zurückgegriffen werden, deren grundlegende Eigenschaften sich aus den Symmetrien des
Modells ergeben. Der explizite differentialgeometrische Ansatz ist ein originärer Bestand-
teil dieser Arbeit und wurde bisher noch nicht auf feature-Modelle angewendet. Die Arbeit
schließt mit einer Diskussion und Zusammenfassung ab.
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Kapitel 2

Grundlagen zur Formation rezeptiver
Felder

Der erste Teil dieser Arbeit beschränkt sich auf die Entwicklung rezeptiver Felder von
Neuronen im primären visuellen Kortex. Zunächst sollen die biologischen Fakten zu die-
sem Thema dargestellt werden. Das rezeptive Feld beschreibt die Menge der Reize, die eine
signifikant erhöhte Aktivität der Neuronen verursachen. Das Konzept des rezeptiven Feldes
bezieht sich auf die in der klassische Elektrophysiologie typische Versuchsanordnung, bei
der von einem meist anästhesierten Tier die elektrische Aktivität mittels einzelner Elektro-
den abgeleitet wird. Meist beschränkt sich diese Untersuchungsmethode auf die primären
Gebiete der Großhirnrinde. Durch systematische Platzierung der Elektroden und durch
die verfügbaren bildgebenden Verfahren konnten zunehmend auch die Lagerelationen von
Neuronen mit ähnlicher Reizantwort aufgeklärt werden. Die experimentellen Fakten zu den
topographischen Eigenschaften kortikaler Karten werden in Kapitel 4 nachgeliefert, um den
zweiten Teil dieser Arbeit einzuleiten.

2.1 Neuron als Grundbaustein des Gehirns

Der funktionelle Grundbaustein des zerebralen Gewebes ist die Nervenzelle. Eine Nerven-
zelle besteht aus einem Dentritenbaum, einem Zellkörper und einem Axon (siehe Abb.
2.1). Synapsen verbinden Axone und die Dentriten anderer Nervenzellen, und bewältigen
die transzelluläre Informationsübermittlung.

Das Neuron verarbeitet die eingehende Information und kodiert sie seinerseits in Aktions-
potentiale (spikes). Diese können als diskrete, zeitliche Signale angesehen werden. Verein-
fachend soll die Rate dieser Aktionspotentiale als ein analoges Signal des Neurons inter-
pretiert werden.
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Abbildung 2.1: Ein kortikales Neuron (hier eine Pyramidenzelle) nach [Cajal, 1955]. Der Si-
gnalweg läuft von links nach rechts.

Ein Neuron lässt sich als eine Verarbeitungseinheit vorstellen, die aus einem Satz von
Eingangswerten V ∈ S ein Ausgangssignal R erzeugt. Ein einfache Näherung, die auf
[Mc Culloch & Pitts, 1943] zurückgeht, ist

R = S (
∑

VξWξ). (2.1)

Dabei ist S eine im Allgemeinen nichtlineare monoton steigende (beispielsweise sigmoida-
le) Übertragungsfunktion, und W ein Vektor, der die Gesamtheit der zu den Eingängen
gehörenden synaptischen Gewichte kodiert. Innerhalb dieses Modells lässt sich dann das re-
zeptive Feld durch eine Bedingung für R als die Menge der Stimuli charakterisieren, die das
Neuron erregen. W repräsentiert die Stärke der synaptischen Verbindung zum betrachteten
Neuron.

Sind die Einträge in W positiv, spricht man von exzitatorischen, sind sie negativ von inhi-
bitorischen Verbindungen. Offensichtlich wird die Antwort des Neurons zu einer gegebenen
Signalstärke

∑
(Vξ)

2 dann maximal sein, wenn Signal und rezeptives Feld parallel

Vξ ∝ Wξ (2.2)

sind. Der Vektor W beinhaltet also hier ein Abbild des Stimulus, der im Neuron die stärkste
Antwort hervorruft.
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Stimulus 

Spike train 

Feuerzeitpunkte

dunkel

Korrelogramme

hell

Abbildung 2.2: Reverse Korrelation zur Bestimmung eines rezeptiven Feldes (bearbeitet aus
[Jones & Palmer, 1987a]). In diesem Experiment wurden zufällig positionierte helle und dunkle
Pixel auf einem neutralen Hintergrund präsentiert. Falls das Neuron zum Feuern angeregt worden
ist, trägt der Stimulus zum Korrelogramm bei.

2.2 Die Methode der reversen Korrelation

Seit den zwanziger Jahren des zwanzigsten Jahrhunderts kann die elektrische Aktivität ein-
zelner Nervenzellen gemessen werden. Mit Hilfe von Elektroden, die entweder in der unmit-
telbaren Umgebung eines Neurons angebracht werden oder die Zellmembran durchdringen,
lässt sich der Zustand des biologischen Neurons untersuchen. Insbesondere kann festgestellt
werden, ob in dem Neuron bzw. der Neuronengruppe ein Aktionspotential ausgelöst wurde.
Setzt man die Aktivität des Neurons mit den Umweltbedingungen des Versuchstieres in
Beziehung, so lassen sich experimentell Rückschlüsse auf die rezeptiven Feldeigenschaften
des Neurons treffen.

Die unvoreingenommenste Technik ein biologisches rezeptives Feld W zu messen, ist die
reverse Korrelation (reverse correlation). Die hier gegebene Darstellung folgt dem Expe-
riment, das von [Jones & Palmer, 1987a] durchgeführt wurde. Die entscheidende Frage ist
nun, welche Stimulierung am besten geeignet ist, um aus der Antwort des Neurons den
rezeptiven Feldvektor zu erschließen.

Angenommen, ein Neuron erweist sich in Voruntersuchungen für einen bestimmten Aus-
schnitt des Sehfeldes sensitiv, dann wird dieses Neuron einer stochastischen Sequenz von
Pixelmustern Yr,t ∈ T ausgesetzt, die im sensitiven Bereich des Neurons zentriert sind. Im
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Abbildung 2.3: Die Anatomie des Sehweges. (Gezeichnet von N.M. nach [Hubel, 1990])

Anhang A wird im Rahmen einer hier hinreichenden Vereinfachung gezeigt, dass

E [Yr,tR]T ∝ F (S(.),Wr) (2.3)

ist, wobei F eine durch das Antwortverhalten S(.) des Neurons gegebene Funktion ist.
Somit lässt sich aus dem Antwortverhalten R die Gestalt des rezeptiven Feldes Wr rekon-
struieren.

2.3 Anatomie und Physiologie des Sehens

Die Hauptverarbeitungslinie des Sehens beginnt in der Netzhaut und führt über den Seh-
nerv und die Sehwegkreuzung (Chiasma opticum) zum seitlichen Kniehöcker (Corpus ge-
niculatum laterale, CGL). Von dort geht es weiter über die Sehstrahlung (Radiatio optica)
zur Sehrinde (visueller Kortex). Diesen anatomischen Gegebenheiten sollen nun physiolo-
gische Tatsachen zugeordnet werden.

Das Bild des Sehfeldes wird von dem okularen Linsensystem auf der Netzhaut (Retina)
abgebildet. Hier befinden sich verschiedenartige Rezeptorzellen, die die visuellen Reize in
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Abbildung 2.4: Rezeptive Felder a) ON-center und b) OFF-center in retinalen Ganglienzel-
len dargestellt in Koordinaten des visuellen Feldes. Hell schraffiert sind Bereiche, in denen das
Antwortverhalten der Zelle mit hellem Licht, schwarz entsprechend Bereiche in denen das Ant-
wortverhalten mit dunklem Licht korreliert ist.

Membranpotentialen kodieren. Dieses Signal wird schließlich in retinalen Ganglienzellen
gemittelt. Bei den retinalen Ganglienzellen herrschen zwei rezeptive Feldformen vor: ON-
center und OFF-center Zellen. Der erste Typ führt zum Auslösen von Aktionspotentialen
der retinalen Ganglienzellen bei einer hellen Kontur auf dunklem Hintergrund, der zweite
Typ löst ein Antworten der Zelle bei einer dunklen Kontur auf einem hellen Hintergrund
aus. Neben diesem Unterscheidungsmerkmal lassen sich retinale Ganglienzellen auch durch
andere physiologische Unterschiede in eine Vielzahl von Klassen einteilen. So wird das Ant-
wortverhalten der Y-Zellen als eine lineare Summation über die lokalen Reizungen ange-
geben, während andere Zelltypen nichtlinear antworten. Der exakte Effekt der retinalen
Verarbeitung von Reizen lässt sich also nicht in einer einfachen Regel wiedergeben und
wird in den folgenden Modellen als ein lokaler Bandpassfilter wiedergegeben.

Die überwiegende Mehrheit retinaler Reizleitungen mündet im seitlichen Kniehöcker. Ana-
tomisch ist der CGL als Teil des Thalamus in sechs Schichten unterteilt, die die retinalen
Afferenzen sowohl nach ihrer Herkunft als auch nach ihrer Funktion trennen. Im CGL sind
die Afferenzen von beiden Augen noch streng getrennt, so dass jedes Augen auf jeweils drei
Schichten projiziert. Für jedes Auge zeichnet sich eine Schicht durch große Zellkörper aus
und wird deshalb magnozelluläre Schicht genannt. In ihr terminieren die Afferenzen aller
Ganglienzelltypen. In den beiden anderen Schichten, die aufgrund von kleineren Zellkörpern
parvozelluläre Schichten genannt werden, terminieren lediglich die Y-Zellen. Die Form der
rezeptiven Felder im CGL ist der der retinalen rezeptiven Felder sehr ähnlich.

Der am Hinterhauptslappen befindliche visuelle Kortex ist als Teil des Isokortex histolo-
gisch grob in sechs Schichten zu unterteilen. Der visuelle Kortex gliedert sich wiederum
in verschiedene Areale, von denen eines das Areal V1 ist. In ihm zeigt sich ein sogar mit
bloßem Auge erkennbarer dunkler Streifen, weshalb dieses Gebiet auch Area striata ge-
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Gabor-Funktionen

rezeptive Felder

Differenzen

Abbildung 2.5: Rezeptive Felder kortikaler simple cells, wie sie mit Hilfe von reverse correlation
Methoden gefunden werden (oben); die ähnlichsten Gabor-Filter (in der Mitte) und die Differenz
aus rezeptivem Feld und Gaborfilter (unten) (aus [Jones & Palmer, 1987a]).

nannt wird. Diesem Teil des visuellen Kortex wird das Hauptinteresse dieser Arbeit gelten.

Im visuellen Kortex V1 können histologisch mehrere verschiedene Neuronentypen unter-
schieden werden. Experimentelle Messungen sind vor allem an Pyramidenzellen durch-
geführt worden. Bei den Pyramidenzellen unterscheidet man zwischen komplexen Zellen
(complex cells) und simplen Zellen (simple cells). Zunächst sollen nur die simple cells von
Interesse sein. Mit Hilfe von reversen Korrelationstechniken konnten die mit dem Feuern
der Zelle korrelierten Reizeigenschaften ohne weitergehende Annahmen studiert werden.
Die Experimente führten bei simple cells zu rezeptiven Feldformen, die die Gestalt ei-
nes zweidimensionalen Gaborfilters haben [Jones & Palmer, 1987c] (siehe Abb. 2.5). Ein
rezeptives Feld einer kortikalen simple cell setzt sich aus zwei bis drei parallelen Subfel-
dern zusammen, die alternierend über Afferenzen von genikulaten on-center und off-center
Zellen verfügen.

Schon Hubel und Wiesel [Hubel & Wiesel, 1959] zeigten, dass die kortikalen Neurone im
Gegensatz zu den darunter liegenden Verarbeitungsstufen, dem CGL und der Retina, selek-
tiv auf Reize einer bestimmten Orientierung reagieren. Unter Benutzung eines rezeptiven
Feldes, das einem Gaborfilter entspricht, kann dieses Phänomen leicht erklärt werden (siehe
Abb. 2.6). Das Skalarprodukt eines Gaborfilters und einer Kante quer zu seiner Orientie-
rung verschwindet im Wesentlichen, während das Skalarprodukt zwischen einer Kante längs
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der Orientierung und einem Gaborfilter stark fluktuiert. Die Funktion dieser Neurone ist
folglich die eines orientierungsselektiven Kantendetektors. Da auch in der technischen Bild-
verarbeitung zu diesem Zweck solche Filter verwendet werden, lag es nahe, diese auch im
Kortex zu postulieren. Hubel und Wiesel nahmen deshalb eine entsprechende Verschaltung
zwischen den kortikalen Neuronen und ihren genikulaten Afferenzen an.

Neben diesen Afferenzen aus dem CGL sind die kortikalen Neurone auch lateral verschaltet
und haben darüber hinaus noch Input von höheren kortikalen Arealen. Diese Verbindungen
sind teils inhibitorischer, teils exzitatorischer Natur. Die lateralen Verschaltungen lassen
sich in drei Gruppen unterteilen [Kisvárday et al., 1997]. Die erste Gruppe verbindet un-
spezifisch exzitatorische Neurone auf kurzen Abständen, die zweite Gruppe ist inhibitorisch
und ebenfalls unspezifisch. Die dritte Gruppe verbindet selektiv Neurone mit einer ähnli-
chern Orientierungspräferenz exzitatorisch.

2.4 Die Plastizität kortikaler rezeptiver Felder

Das visuelle System ist bei der Geburt nicht vollständig strukturiert, sondern entwickelt
sich als ein dynamischer Prozess. Wie schon in der Einleitung angedeutet wurde, ist die
interessanteste Frage, inwieweit diese Vorgänge genetisch bedingt sind oder ob sie von der
Umgebung beeinflusst werden. Es lassen sich verschiedene biologische Indizien angeben, die
helfen können, diese Frage zu beantworten. Sie betreffen insbesondere die ersten Wochen
nach der Geburt, die kritische Phase. In diesem Zeitraum werden eine Reihe von Vorgängen
durch visuelle Erfahrungen beeinflußt. Neurologische Defekte, die mit Störungen der Stimu-
lusstatistik einhergehen, wie beispielsweise durch Schielen (Strabismus), bleiben in dieser
Phase reversibel. Sie sind aber im späteren Leben festgelegt. Auch Veränderungen in der
kortikalen Strukturbildung durch solche Einflüsse sind beobachtet worden [Löwel, 1998]
(siehe auch [Sengpiel et al., 1999]).

Solche Effekte weisen darauf hin, dass Lernprozesse im Kortex stattfinden. Eine weit-
hin akzeptierte Auffassung, wie solche Lernprozesse ablaufen, wurde von Donald Hebb
[Hebb, 1949] formuliert. Im Hebb’schen Sinne erhöhen zwei Neurone die synaptische Stärke
ihrer Verbindung, wenn ihre Aktivität positiv korreliert ist. Ein solcher Vorgang lässt sich
durch die Lernregel

∂W

∂t
= γRVt (2.4)

erzielen, wobei γ eine charakteristische Zeitkonstante ist. Diese Lernregel hat sich in vielen
Modellen als erfolgreich erwiesen und zeichnet sich zudem durch ihre Einfachheit aus.

Damit die funktionelle Variabilität der kortikalen Neurone als Ergebnis eines solchen Lern-
prozesses erklärt werden kann, ist es zudem notwendig eine laterale Wechselwirkung zwi-
schen kortikalen Neuronen zu postulieren, die inhibitorisch sein soll. Diese dient dazu die



18 Grundlagen zur Formation rezeptiver Felder

�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������

�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������

�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������

�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������
�����������������������������������������������

a.)                                                     b.)

Abbildung 2.6: Angenommen das rezeptive Feld eines Neurons im visuellen Feld hätte grob
die Gestalt eines Gaborfilters, so ergeben sich orientierungsselektive Antworten auf Kanten im
visuellen Feld. Hat eine Kante die im Fall a skizzierte Orientierung so wird dies zu einer starken
Antwort des Neurons führen, im Fall b zu keiner Antwort.

Aktivität auf bestimmte Neuronengruppen zu konzentrieren und auf diese Weise ein Spe-
zialisierung der Neuronen auf bestimmte Reize zu ermöglichen. Die tatsächlich vorhanden
inhibitorischen lateralen Verbindungen zwischen kortikalen Neuronen mögen als Indiz für
die Plausibilität dieser Modellkomponente gewertet werden.

Der Extremfall ist, dass das den Simulus repräsentierende Neuron die anderen Neuronen
so stark unterdrückt, dass nur dieses eine Neuron aktiv sein kann. Man spricht dann von
einem winner takes all - Ansatz. Dieses Prinzip wird in der vorliegenden Arbeit vorwiegend
verwendet werden. Alternativ dazu werden im nächsten Abschnitt die spärlichen Kodierung
und später (siehe Kapitel 4) das Elastische Netz als abgeschwächte Varianten vorgestellt.

2.5 Statistische Eigenschaften von natürlichen Bil-

dern

Das visuelle System von Lebewesen ist der Stimulierung durch natürliche Bilder ausgesetzt.
Bei der Modellierung wird ein gewisser Realismus dadurch erreicht, daß die Stimuli aus
Fotografien natürlicher Szenerien erzeugt werden. In der Praxis werden vorzugsweise Fotos
von Wiesen und Wäldern mit Landschaftsdetails verwendet.

Natürliche Bilder zeichnen sich somit gegenüber Zufallsbildern durch besondere statistische
Eigenschaften aus. Analysen großer Bildmengen [Ruderman, 1997], [Field, 1994] haben ins-
besondere die beiden folgenden Resultate erhärtet.

1. Natürliche Bilder haben auf verschiedenen Längenskalen charakteristische Funktio-
nen. Die Fouriertransformierte der Autokorrelationsfunktion zeigt im Mittel folgende
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Eigenschaft:

c̃(k) =
c0

|k|2+η
,

mit einem kleinen |η|, dessen Wert normalerweise unter 0.3 liegt. k ist die Wellenzahl
des zweidimensionalen Spektrums eines Bildes. Die Korrelation fällt im Fourierraum
also algebraisch ab und ist gegenüber Skalierungsänderungen invariant.

2. Es existieren Kanten zwischen Bereichen relativ homogener Einfärbung. Diese indu-
zieren Korrelationen höherer Ordnung, welche einen Zusammenhang zwischen Ori-
entierung und Ort aufweisen.

Bilder die lediglich aus Kanten bestehen, verfügen im Prinzip ebenfalls über ein
|k|−2-Spektrum. Allerdings mitteln sich diese bei zufälliger Anordnung weitgehend aus.

Es ist in der Natur kein ungewöhnlicher Vorgang, dass sich biologische Systeme unter dem
Druck der Evolution sehr spezifisch auf die Optimierung hinsichtlich typischer Eigenschaf-
ten der tatsächlich vorhandenen Signale einrichten. Dabei ist zunächst unerheblich, ob
die Verarbeitungsmechanismen selbst genetisch überliefert sind oder nur der Lernvorgang
ein genetisch gegebener Prozess ist, der im Lebewesen im Laufe der Entwicklung zu einer
optimale Verarbeitung führt.

Deswegen ist es nicht sehr überaschend, dass Eigenschaften der kortikalen Verarbeitung, die
hier an rezeptiven Feldern untersucht werden sollen, sich auch in Modellalgorithmen finden
lassen, die eine Verarbeitung der natürlichen Bilder nach bestimmten Kriterien optimieren.
Im nächsten Abschnitt wird ein kurzer Überblick über verschiedene informationstheoreti-
schen Ideen gegeben, die sich als biologisch relevant erwiesen haben.

2.6 Komponenten natürlicher Bilder

In den letzten Jahren haben sich einige Resultate auf dem Gebiet der statistischen Analyse
natürlicher Bilder für die kortikale Entwicklung als bedeutsam erwiesen. Hier soll kurz auf
zwei die Entropie der Darstellung maximierende, lineare Kodierungen eingegangen werden.

Wir betrachten die Abbildung

a = f(b) (2.5)

des Stimulusraumes S auf den Raum der möglichen neuronalen Aktivitäten A, wobei die
b ∈ S die zu kodierenden Daten darstellen und a ∈ A den Kode, also die Aktivität eines
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Neuronenensembles. Der Kode soll vereinfachend als linear angenommen werden. Nun lässt
sich die Gleichung

a = Ĉ b (2.6)

schreiben, wobei Spalten der Matrix Ĉ als Basisvektoren des Kodes bezeichnet und als nor-
miert definiert werden. Um aus dem neuronalen Kode den Stimulus wieder rekonstruieren
zu können, bedarf es der Umkehrabbildung D̂ = Ĉ−1:

b = D̂ a (2.7)

Um eine geeignete Kodierung zu erhalten, ist es naheliegend die Korrelationsmatrix der
Bilder zu betrachten:

Rij = E
[
(bi − E [bi]S)(bj − E [bj]S)

]
S , (2.8)

wobei bi die Einträge von b und E [bi]S deren Mittelwert über S darstellen. Da R̂ symme-
trisch ist, ist eine Diagonaldarstellung mit reellen Eigenwerten möglich

R̂ = Ĉ Diag(λjj) Ĉ−1. (2.9)

Dabei besteht R̂ aus den Rij. Nun kann die Transfomationsmatrix als Kodierungsmatrix Ĉ
verwendet werden. Die Eigenvektoren stellen dann die Komponenten der natürlichen Bilder
dar, wie sie auch bei Hauptachsentransformationen (principal component analysis, PCA)
gefunden werden. Ĉ ist in diesem Fall orthonormal, so dass D̂ = ĈT ist. Die transformierte
Darstellung a = Ĉb zeigt nun die Korrelationsmatrix

E [aiaj]S = δijλjj. (2.10)

Sie ist somit unkorreliert. Offensichtlich lässt sich auch jeder Spalte Cj von Ĉ ein λjj zuord-
nen, welches die Varianz der Komponente widerspiegelt. Ein weiterer Aspekt wird deutlich,
wenn angenommen wird, dass eine Komponente aj ausfällt. Wählt man die Komponente,
welche die kleinste Varianz σ2

j = λjj besitzt, so lässt sich zeigen, dass die obige Darstel-
lung optimal im Sinne des quadratischen Restfehlers ist (siehe [Deco & Obradovic, 1996]).
Zahlreiche biologisch motivierte Modelle mit lernenden Neuronen [Oja, 1982, Sanger, 1989]
produzieren ein Antwortverhalten, das einer Hauptachsentransformation auf dem Stimu-
lusset entspricht.

Allerdings führen die Basisvektoren dieser linearen Kodierung im Falle visueller Stimulie-
rung nicht zu rezeptiven Feldern, wie sie im visuellen Kortex gefunden werden (siehe Abb.
2.7). Anders als dort sind die Hauptkomponenten nicht lokal und entsprechen in ihrem
Aussehen nicht Gaborfiltern.

Ein neuerer, ebenfalls linearer Ansatz geht auf die der Beobachtung zurück [Field, 1994],
dass in der Retina und im Kortex das Stimulusensemble durch die Vielzahl der Neuronen
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Abbildung 2.7: Rezeptive Feldformen, wie sie durch die Anwendung verschiedener informati-
onstheoretischer Prinzipien auf natürliche Bilder zustandekommen. Im Fall der PCA (oben) sind
die zehn Hauptkomponenten dargestellt, deren Eigenwerte am größten sind. Im Fall der spärliche
Kodierung (unten) nach [Olshausen & Field, 1996] sind zehn repräsentative Basisvektoren aus-
gewählt worden. Hell bedeutet jeweils Exzitation durch helle Bildabschnitte, dunkel entsprechend
durch dunkle Abschnitte.

repräsentiert ist. Der Stimulusraum ist also mit einem übervollständigen Satz an Basisvek-
toren repräsentiert. Zu einem gegebenen Stimulus sind aber nur wenige Neuronen gleich-
zeitig aktiv. Man spricht dann von einer spärlicher Kodierung (sparse coding). Als Maß der
Spärlichkeit (sparseness) einer Verteilung kann zum Beispiel die Kurtosis, also die vierte
Kumulante der Aktivitätsverteilung verwendet werden. Die Bestimmungsgleichung lautet
hier zu einem einzelnen präsentierten Stimulus

K =
E
[
a4
j − E [aj]

4
N
]
J

E
[
(aj − E [aj]J )2

]2
J

− 3, (2.11)

wobei J für die Gesamtzahl der Übertragungskanäle j steht. Im Falle einer gaußverteilten
Aktivität unter einem gegebenen Stimulus ist die Kurtosis gleich Null.

Ein zweiter Ansatz ist, dass die neuronale Verarbeitung darauf abzielt, die Transinforma-
tion

I =
∑
x

∑
y

p(x, y) log

(
p(x, y)

p(x)p(y)

)
(2.12)

zwischen dem Antwortverhalten zweier Neurone zu minimieren, wobei x, y die Aktivität
der beiden betrachteten Neurone und p(.) die Wahrscheinlichkeitsverteilung zu einem ge-
gebenen Stimulusset darstellt.

Der Stimulus soll so kodiert werden, dass jeder Kanal des Ausgangs unabhängig von den
anderen antwortet. Solche Verfahren werden als Quellentrennung bezeichnet. Geht man
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von einer linearen Kodierung aus, so spricht man von einer independent component analysis
(ICA).

Es sind verschiedene Verfahren zur ICA bekannt [Hyvärinen & Oja, 1997,
Cardoso & Laheld, 1996, Bell & Sejnowski, 1995]. Alle führen zu quasi identischen
Ergebnissen bei natürlichen Bildern und ähneln den Resultaten der spärlichen Kodierung.
Allerdings lässt sich ein Stimulusensemble im Allgemeinen nicht in unabhängige Quellen
zerlegen, so dass die Ergebnisse dieser Algorithmen im Falle von natürlichen Bildern weit
davon entfernt sind, wechselseitig unabhängige Kanäle zu liefern.

Eine der vierten Kumulante (vgl. Gl (2.11)) sehr ähnlich Funktion ist

K2 = E
[
a4
j − E [aj]

4
J
]
J − 3E

[
(aj − E [aj]J )2

]2
J . (2.13)

Sie wird in der Literatur Kurtosis 2 genannt und entspricht der ersten Formulierung im
Falle einer normierten Varianz.

Es lässt sich zeigen [Blais et al., 1998], dass falls eine Quellentrennung vollständig möglich
ist, auch die Kurtosis 2 der einzelnen Kanäle ihr Maximum erreicht, sobald die unabhängige
Darstellung des Stimulussets gefunden wurde. Damit besteht auch formal ein Zusammen-
hang zwischen spärlicher Kodierung und ICA.



Kapitel 3

Formation rezeptiver Felder in
Abhängigkeit der visuellen Erfahrung

Bis hierher wurde referiert, dass die rezeptiven Feldformen, wie sie im visuellen Kortex
gefunden werden, nach verschiedenen informationstheoretischen Kriterien als optimal für
die Verarbeitung von natürlichen Bildern angesehen werden können. Das allein ist aber
noch kein Hinweis darauf, dass es sich im Kortex um einen stimulusgetriebenen Selbst-
organisationsprozess handelt. Ebensogut könnten, als Ergebnis der Evolution, gerade die
Gene überlebt haben, die solche kortikalen rezeptiven Felder hervorbringen. So ist auch
die Entwicklung der menschlichen Hand eher als genetisch vorgegeben anzusehen, denn als
Resultat eines Selbstorganisationsprozesses auf der Basis des Umgangs mit Stöcken und
Steinen.

Um die Rolle der visuellen Erfahrung aus der kortikalen Strukturbildung herauszufiltern,
müssen sich Modelle, die die Auswirkung natürlicher Bilder bzw. die Auswirkungen ihres
Fehlens betreffen, an entsprechenden Experimenten am biologischen Vorbild orientieren.
Als natürliche Grundlage sind daher Vergleichsuntersuchungen an binokulär deprivierten
(BD) Tieren und solchen, denen eine normale Entwicklung ermöglicht wurde, zu sehen.

3.1 Befunde von Vergleichsuntersuchungen von BD

und normal entwickelten Tieren

Unter binokulärer Deprivation wird in der Praxis die Aufzucht in permantenter Dunkelheit
oder die Vernähung der Augenlider verstanden. Das bevorzugte Versuchstier ist die Katze
[Smith et al., 1980, Raczowsky et al., 1988, Ohzawa & Freeman, 1988, Crair et al., 1998].
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Abbildung 3.1: Entwicklung der Orientierungsselektivitäten in normalsichtigen und binokulär
deprivierten Katzen aus [Crair et al., 1998].

Es zeigt sich, dass die Orientierungsselelektivität sowohl bei binokulär deprivierten, als
auch bei normalsichtigen Tieren zunächst anwächst. Erst später entwickeln sich die Ori-
entierungsselektivitäten in diesen beiden Gruppen unterschiedlich: Bei den binokulär de-
privierten Tieren fallen die mittleren Orientierungsselektivitäten wieder ab und gehen ge-
gen Ende der kritischen Phase gegen Null. Bei den normalsichtigen Katzen konvergiert
die Orientierungsselektivität gegen ein Lebenszeitmaximum. Einzelableitungen im Kortex
[Ohzawa & Freeman, 1988] zeigen, dass als Folge binokulärer Deprivation Neurone entwe-
der komplett insensitiv gegenüber visueller Stimulierung oder unzuverlässig werden oder
dass die verbleibenden Neuronen ein stark gestörtes Orientierungs- und Frequenztuning
zeigen.

Offensichtlich haben die rezeptiven Felder binokulär deprivierter Tiere andere rezeptive
Feldeigenschaften als normalsichtige. Im Gegensatz zu einem rezeptiven Feld einer normal-
sichtigen Katze (Abb. 3.3 A) wird deshalb [Ohzawa & Freeman, 1988] für BD Katzen ein
rezeptives Feld angenommen, wie es in Abb. 3.3 B skizziert ist.

Auf der anderen Seite zeigen sich bei Untersuchungen von Tieren vor dem normalen Öff-
nen der Augen (z.B. bei Katzen [Hubel & Wiesel, 1963, Albus & Wolf,1984]) oder sogar in
den embryonalen Entwicklungsstufen (bei Affen [Wiesel & Hubel, 1974]) Orientierungsse-
lektivitäten und -karten im visuellen Kortex. Ein biologisch relevantes Modell sollte daher
sowohl die anfängliche vorhandene Orientierungsselektivität aufgrund des unspezifischen
Inputs, als auch den späteren Abfall bei der Beibehaltung des unspezifischen Inputs im
Unterschied zu einem weiteren Ansteigen im Fall von natürlichen Bildstatistiken erklären
können.

Die erste Aufgabe wurde von Miller [Miller, 1992, Miller, 1994] gelöst. Ihm gelang es, Ori-
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Abbildung 3.2: Die Entwicklung der Wellenlänge der retinalen und kortikalen rezeptiven Felder
aus [Braastad & Heggelund, 1985]: Hier dargestellt ist die Weite des exzitatorischen Bereichs bei
ON-center bzw. des inihibitorischen Bereichs bei OFF-center Zellen in der Netzhaut (Kreise).
Diese Bereiche werden hier dominant discharge field zone (DZ) genannt. Demgegenübergestellt
sind die entsprechenden DZ- Weiten der (orientierten) kortikalen Neurone (Punkte). Die Zahlen
geben die Anzahl der untersuchten Neurone wieder.

entierungsselektivitäten aus unspezifischem Input durch bestimmte lokale Korrelationen
darzustellen. (Weil das im Folgenden dargestellte Modell dieses Ergebnis als Spezialfall
enthält, soll auf eine weitere Erläuterung an dieser Stelle verzichtet werden.)

Eine wichtige Fragestellung ist nun, wieso einerseits die Erfahrung natürlicher Bilder wich-
tig für das Aufrechterhalten der Orientierungsselektivität kortikaler Neurone ist, wenn sie
andererseits für deren Entstehung nicht unbedingt notwendig sind.

Für ein Modell, das zum Verständnis dieses Sachverhaltes beitragen könnte, wurde ein
weiterer ein retinaler Entwicklungsprozess ins Kalkül gezogen. Aus Untersuchungen zum
retinalen Bandpassfilter (Katze [Rusoff & Dubin, 1977], Mensch [Norcia & Tyler, 1985])
geht hervor, dass sich die Wellenlänge des retinalen Bandpassfilters verändert. Dies wurde
zumindest für die Katze direkt in der Retina [Rusoff & Dubin, 1977], als auch indirekt beim
Menschen [Norcia & Tyler, 1985] festgestellt. In beiden Fällen ergab sich eine Reduzierung
der Filterwellenlänge etwa um den Faktor sechs. Diese retinalen Veränderungen werden
in Übereinstimmung mit Ableitungen in der Retina [Raczowsky et al., 1988] als von der
Erfahrung unabhängig angenommen.

Zudem soll die anatomische Begrenzung der Enervierung des Gesichtsfeldes durch ein ein-
zelnes kortikales Neuron in das Modell einbezogen werden. Ein einzelnes Neuron kann sein
rezeptives Feld nur in dem Bereich des visuellen Feldes entwickeln, der durch die Ausdeh-
nung seines Dentritenbaumes erreichbar ist. Das bedeutet, dass auch der Ausschnitt des
Gesichtsfeldes für den ein einzelnes Neuron sensitiv werden kann, begrenzt ist. Die Weite
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Abbildung 3.3: Aufgrund von Vergleichsuntersuchungen von Experimentatoren vermute-
ten rezeptiven Felder von normalsichtigen (A) und binokulär deprivierten Katzen (B) (aus
[Ohzawa & Freeman, 1988]).

des Ausschnittes, den das Neuron im visuellen Feld hat, bezeichnet man als Arborweite.

Im Folgenden wird eine Gaußverteilung für die Wahrscheinlichkeitsverteilung der anatomi-
schen Begrenzung der kortikaler Enervierung im visuellen Gesichtsfeld angenommen. Die
Annahme ist nun, dass diese Weite sich nicht wesentlich ändert. Die biologischen Daten
[Lübke & Albus, 1989, Kakabadze, 1985] sprechen dafür, dass ein Teil der Dentritenbäume
postnatal noch im Wachstum begriffen ist. Dies trifft allerdings eher für eine Minderheit
zu, während für die Mehrheit der Dentriten dieser Wachstumsprozess abgeschlossen ist. Es
findet sogar eine optisch sichtbare Differenzierung in dieser Phase statt. In keinem Fall wur-
de jedoch eine Schrumpfung der Arborweite festgestellt, die eine ähnliche Größenordnung
hätte, wie die der retinalen Filterweite. Die Annahme, daß sich das Verhältnis aus Filter-
wellenlänge zu Arborweite stark ändert, ist für das folgende Modell von entscheidender
Bedeutung.

In den folgenden Abschnitten wird ein Modell der Formation rezeptiver Felder entwickelt,
das mit Hilfe der obigen Annahmen sowohl die Entstehung der Orientierungsselektivität
unter der Abwesenheit visueller Stimulierung erklären kann, als auch den späteren Ab-
fall, falls die Deprivation andauert. Zunächst wird auf die im Modell verwendete retinale
Filterfunktion eingegangen. Es schließt sich dann eine Beschreibung der unterschiedlichen
Stimulierungen an. Dabei wird diskutiert, welche Stimulusstatistiken den verschiedenen
Aufzuchtkonditionen zuzuordnen sind. Schließlich soll ein einfaches Modell für den kor-
tikalen Lernprozess vorgestellt werden und seine Relevanz gegenüber dem biologischen
Vorbild diskutiert werden.

3.2 Modellvoraussetzungen: Der retinale Filter

Wie bereits erläutert, lassen sich im Antwortverhalten die retinalen Ganglienzellen in zwei
Gruppen unterteilen: in on-center und off-center Zellen. Das Zusammenwirken dieser Zell-
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typen kann (siehe Abschn. 2.3) als linearer Bandpassfilter angesehen werden, dessen Wir-
kung grob gesprochen, die eines Kantendetektors ist [Marr & Hildreth, 1980].

Es wird sich im Verlauf der Untersuchungen zeigen, dass die exakte Form des Filters einen
entscheidenden Einfluss auf die Statistik der rezeptiven Feldformen hat. Da die biologische
Situation nicht eindeutig ist, sollen zwei variante Filterformen untersucht werden. Ein
denkbarer Filter ist [Olshausen & Field, 1996]

f(k) = k exp
(
− (k/k0)4) . (3.1)

Ein anderer möglicher Filter stellt die zweite Ableitung einer zweidimensionale Gaußver-
teilung dar

f(k) = k2exp
(
− (k/k1)2) . (3.2)

Beide Filter haben im Ortsraum die Form eines Sombreros. Die Filter zeigen für k0/k1 =
1.62 eine optimale Übereinstimmung bezüglich Maximum, Mittelwert und Varianz.

Der entscheidende Unterschied zwischen diesen beiden Filtern ist der Gradient in der Nähe
des Ursprungs (siehe Abb. 3.4). Daraus resultiert – setzt man natürliche Bilder als Reizen-
semble voraus – ein unterschiedliches Spektrum. Das der Bilder verhält sich ja im Mittel
wie

P (k) = 1/k2−η.

Da der erste Filter um den Ursprung linear ist zeigt das aus Stimulus und Filter resultieren-
de Spektrum eine sensitive Abhängigkeit von η. Vermöge kleiner Schwankungen in η kann
sich das Maximum praktisch vom Ursprung bis in die Nähe der maximal transmittierten
Frequenz verschieben.

Obwohl die biologische Filterfunktion nicht exakt angegeben werden kann, lassen psycho-
physische Experimente eher auf die erstere Funktion schließen [Atick & Redlich, 1992].

3.3 Stimulusensembles

Die unterschiedlichen experimentellen Bedingungen sollen von unterschiedlichen Stimulus-
typen reflektiert werden.
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Abbildung 3.4: Illustration der Effekte des retinalen Filters auf die bevorzugte Frequenz der
kortikalen rezeptiven Felder. Es wird das prognostizierte Energiespektrum (Amplitudenbetrags-
quadrate der Fouriertransformierten) verschiedener Stimulusensembles bei verschiedenen Filtern
dargestellt. Während der Filter Gl. (3.1) (links) eine starke Abhängigkeit des resultierenden Spek-
trums von den Eigenschaften des Stimulusspektrums zeigt, ist Filter Gl. (3.2) (rechts) eher indif-
ferent. Es werden das Spektrum der Filter (durchgezogene Linie), das resultierende Spektrum im
Falle einer Stimulierung mit η = −0.2 (gestrichelt), und η = +0.2 (gepunktet) dargestellt.

Der erste Stimulustyp sind natürliche Bilder. Alle Bilder hatten eine Größe von 1536×1024
Pixeln und wurden jeweils gefiltert in zufällig gewählten 32 × 32 Pixeln großen, zufällig
orientierten Ausschnitten als Inputstimuli präsentiert. Diese Ausschnitte wurden pixelwei-
se mit einer zweidimensionalen Gaußverteilung mit σp = 12 Pixeln multipliziert, deren
Ursprung sich in der Mitte des Ausschnittes befand.

Im Falle von binokulärer Deprivation wird eine vorherrschende spontane Aktivität retinaler
Ganglienzellen postuliert, die zwar ursprünglich lokal unkorreliert ist, aber der gleichen
Filterung unterliegt wie bei den anderen Bildtypen. Es wurde ein gleichverteiltes weißes
Rauschen verwendet dessen Mittelwert bei Null lag.

Zusätzlich wurde die Hypothese getestet, dass das algebraische Spektrum natürlicher Bilder
nicht ausreichend ist, um die Unterschiede in den Orientierungsselektivitäten zu erklären.
Zu diesem Zweck wurden Zufallsbilder mit algebraischem Spektrum verwendet. Zunächst
wurde dabei ein Zufallsfeld f(kx, ky) erzeugt:

f(kx, ky) = (k2
x + k2

y)
− 2+η

4 exp (2πiγ(kx, ky)), (3.3)

wobei γ eine für jedes Tupel (kx, ky) eigens ermittelte Zufallszahl war. Dieses Feld wurde in
den Ortsraum transformiert. Es wurden zwei Varianten dieser Bilder verwendet, der Fall
η = 0.2 und η = −0.2.
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3.4 Der Adaptionsprozess

Da in diesem Kapitel allein rezeptive Feldformen betrachtet werden, sollte auch ein Modell
ohne Berücksichtigung der topologische Anordnung, d.h. ohne abstandsabhängige Wech-
selwirkung zwischen den Neuronen, ausreichen.

Es soll nun die Adaption der kortikalen rezeptiven Felder an die Stimulusmanigfaltigkeit
S simuliert werden. Als Modell für den Adaptionsvorgang wird ein Vektorquantisierer ver-
wendet. Der Vektorquantisierer besteht aus einem Satz von 256 rezeptiven Feldvektoren,
die jeweils aus 32× 32 Pixeln bestehen und im Folgenden W̃i genannt werden. Der Lern-
vorgang ist

∂

∂t
W̃i∗ = γ (V − W̃i∗), (3.4)

wobei V ∈ S ist und i∗, mit

i∗ = argmaxi
1

1 +H(i)
V W̃i (3.5)

bestimmt wird, d.h. nur ein Neuron, der Sieger, darf jeweils lernen. Für eine theoretische
Diskussion zu diesem Vektorquantisierungsalgorithmus siehe [Ahalt et al., 1990]. H(i) wird
durch die Vorgeschichte des Lernprozesses festgelegt. Es soll die Anpassung auch von sol-
chen Neuronen ermöglichen, die zunächst selten Sieger werden. H(i) wird jedesmal um
eins erhöht, wenn das i-te Neuron gewinnt und fällt gleichzeitig bei jeder Iteration um
den Faktor 1.001 ab. γ nimmt während der gesamten 216 Iterationen von 0.1 nach 0.003
exponentiell ab. Beide, V und W̃i, werden auf eins normalisiert. Es wurden fünf Läufe
von allen möglichen Kombinationen der drei Bildtypen, der beiden Filter und von zehn
verschiedenen Werten von k0 gemacht.

3.5 Rekonstruktion des rezeptiven Feldes

Der Vektorensatz W̃i am Ende des durch Gl. (3.4) definierten Lernprozesses bezeichnet
nun die Gewichtung, mit der das Antwortverhalten des kortikalen Neurons auf thalami-
sche on- bzw. off -center Afferenzen bestimmt wird. Die biologischen Experimente bezogen
sich aber auf das Antwortverhalten auf visuelle Reize. Da die visuellen Testreize bei der
reversen Korrelationsmethode ebenfalls der retinalen Filterung unterworfen werden, be-
steht zwischen der internen Repräsentation W̃i und den rezeptiven Feldern, wie sie mit
der Analyse festgestellt werden, ein Unterschied (siehe Abb. 3.5), der bei quantitativen Un-
tersuchungen berücksichtigt werden muss. Hierzu wird folgendende Überlegung angestellt:
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Abbildung 3.5: Eine schematische Darstellung der Stimulus- und Neuronenräume: Der Stimulus
erfährt durch den retinalen Filter eine Transformation, die bei der Rekonstruktion des rezeptiven
Feldes berücksichtigt werden muss. Der retinale Filter f überführt die Stimulusrepräsentation
S in die modifzierte Repräsentation S ′. Der Lernprozess der W̃i findet auf dieser modifizierten
Stimulusrepräsentation statt. Die reverse Korrelation misst jedoch das rezeptive Feld W, das die
Beziehung zwischen Neuronenmanigfaltigkeit und dem ungefilterten Stimulus angibt.

Es soll angenommen werden, dass das Gesichtsfeld des Neurons mit weißem Rauschen sti-
muliert wird. Das Neuron antworte linear als Funktion seiner genikulaten Afferrenzen. Das
rezeptive Feld definiert sich analog zum Verfahren der reversen Korrelation als

Wξ = E [Yξ R]T , (3.6)

wobei Y ∈ T ein zufälliger Stimulus aus der Gesamtheit der möglichen normierten Vektoren
mit der Dimensionalität des Eingangsraumes S ist. ξ bezeichne die Position eines Pixels
im Eingangsraum. Die Antwortfunktion ihrerseits sei

R =

∫
aξ′W̃ξ′dξ

′, (3.7)

wobei a′ξ den Stimulusvektor durch die genikulaten Afferenzen darstellt. Dies ist nichts
anderes als die Stimulierung der Retina gefaltet mit dem Retinalfilter

aξ′ =

∫
Yξ′′f(ξ′′ − ξ′)dξ′′. (3.8)

So ergibt sich für das rezeptive Feld

Wξ =

∫
W̃ξ′E [aξ′Yξ]T dξ′ =

∫
Wξ′

∫
f(ξ′′ − ξ′)E [Yξ′′Yξ]T dξ′′dξ′ (3.9)
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Abbildung 3.6: Oben: Die rezeptiven Felder, wie sie sich für Filter Gl. (3.2) ergeben. Die Rei-
hen stehen für natürliche Bilder, weißes Rauschen, Zufallsbilder mit einem spektralen Exponenten
von 1.8 und schließlich solche mit einem Exponenten von 2.2 (von oben nach unten). Die Spal-
ten zeigen Ergebnisse für jeweils k0 = 25.0, 50.0, 75.0, 100.0, 150.0, 200.0, 300.0, 400.0, 500.0 bzw.
600.0× 1/2048 Zyklen pro Pixel (von links nach rechts), bei einem konstanten σp von 12 Pixeln
bei einer zentrierten zweidimensionalen Gaußglocke, mit der die Stimuli multipliziert wurden.
Unten: Ein Vergleich zwischen W (obere Reihe) und W̃ (untere Reihe) bei solchen rezeptiven
Feldern aus Filter Gl. (3.1) und einer Stimulierung durch natürliche Bilder. Die Spalten stehen
auch hier für verschiedene verwendete Filterwellenlängen. Mit dem sich vergrößernden Verhältnis
aus Arborweite und spatialer Wellenlänge vergrößern sich auch die Unterschiede zwischen W und
W̃. Die Inputvektordimension ist 32 × 32 Pixel. Die anderen Modellparameter entsprechen den
in Abschnitt 3.4 gemachten Angaben.

Schließlich erhält man wegen E [Yξ′′Yξ]T = δξ′′−ξ:

Wξ =

∫
W̃ξ′f(ξ′ − ξ)dξ′ (3.10)

Daraus folgt, dass sich das rezeptive Feld formal als Faltung der internen Repräsentation
und dem retinalen Filter ergibt.
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3.6 Numerische Resultate

Die Resultate des Modells sind als Analogon zu rezeptiven Feldern kortikaler simple cells
zu interpretieren. Da sich, wie zuvor ausgeführt, die retinale Filterwellenlänge reduziert,
können verschiedene Wellenzahlen k0 des Filters zu den verschiedenen Zeitpunkten der
frühen postnatalen Entwicklung zugeordnet werden. Die resultierenden rezeptiven Felder
(siehe Abb. 3.6) zeigen für die verschiedenen Stimulustypen und Wellenlängen wesentlich
unterschiedliche Strukturen.

Die Simulationen zeigen, dass im Bereich großer Wellenlängen alle Stimulusarten zu einer
Struktur führen die einem Gaborfilter ähnelt. So erscheint es zumindest plausibel, dass
sich solange das Verhältnis zwischen Arborweite σp und Wellenlänge 2π/k0 bzw. 2π/k1 des
Retinalfilters klein ist, auch im biologischen Vorbild rezeptive Felder ausbilden können,
die eine gaborfilterartige Struktur haben, Für solche niedrigen Verhältnisse ist es also
unwichtig, ob die Stimulierung, wie im Fall der natürlichen Bilder, strukturiert oder, wie
im Fall der stochastische Artefakte, unstrukturiert ist.

Dieses Ergebnis korrespondiert mit entsprechenden Resultaten für die rezeptiven Felder
aus anderen Modellen [Miller, 1992, Miller, 1994], die schon angesprochen wurden. Auch
dort wurde lediglich eine Korrelation zweiter Ordnung verwendet, die letztlich dem hier
vorgestellten Fall von weißem Rauschen und retinalem Filter entspricht. Weiterhin wird
auch dort eingeräumt, dass die Qualität der Ergebnisse entscheidend von dem Verhältnis
aus Arborweite und Filterwellenlänge abhängt. Schon für Änderungen von wenigen Pro-
zenten berichtet Miller von starken Änderungen des Ergebnisses. Obwohl die Details zu
diesem Aspekt dort nicht erörtert werden, ist anzunehmen, dass die Art der Veränderun-
gen der Ergebnisse denen entspricht, die hier für größere Verhältnisse aus Arborweite und
Wellenlänge im Falle des unspezifische Inputs gefunden werden.

Für größere Verhältnisse zwischen Arborweite und Wellenlänge (σp > λ , in diesem Fall
für k0 > 170) ergibt sich ein unterschiedliches Bild einerseits für die rezeptiven Felder aus
natürlichen Bildern, und andererseits für die aus den anderen Stimulustypen gewonnenen.
Im Falle der natürlichen Bilder zeigen sich auch hier rezeptive Felder mit der Ausformung
eines Gaborfilters, wobei diese längs ihrer Orientierung gestreckt zu sein scheinen.

Eine andere Arbeit [Law & Cooper, 1994] kann gut mit den Ergebnissen in diesem Be-
reich verglichen werden. Genauso wie hier, wurde eine Vergleichsuntersuchung von natürli-
chen Bildern und gefiltertem weißen Rauschen vor dem Hintergrund diverser Depriva-
tionsszenarien durchgeführt. Auch wurde eine Begrenzung der Enervierung durch eine
Weite festgelegt, die etwa Wellenlänge der retinalen Filterung entsprach. Das Modell be-
ruht auf einem Ansatz nach der Bienenstock, Cooper und Munro (BCM) Adaptionsregel
[Bienenstock et al., 1982]. Auch in diesem Modell wurde ein gradueller Unterschied der
Orientierungsselektiven festgestellt. Dies entspricht in dem in diesem Kapitel präsentierten
Modell den Verhältnissen in etwa bei k0 = 200. Ein Unterschied zwischen dem hier präsen-
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tierten Modell und dem BCM-inspirierten ist, dass dort als das wesentliche dynamische
Element unterschiedliche Aktivitätslevel für die spontane Aktivität angenommen wurden.
Der Frequenzshift der retinalen Filterung, der hier ein entscheidender Faktor ist, wird dort
nicht berücksichtigt.

3.7 Orientierungsselektivität

Um den Grad der Orientierungsstärke der resultierenden rezeptiven Felder festzustellen,
wurden die Vektoren Wi einer Fourieranalyse unterzogen. Sie wurden skalar mit komplexen
ebenen Wellen verschiedener Wellenlänge λ und Orientierung Φ multipliziert. Die Testori-
entierungen waren gleichverteilt auf dem Interval [0, π[. Für die Wellenlänge wurde ein
geeignetes Fenster ausgewählt. Es ergibt sich dann eine Matrix komplexer Skalarprodukte
sλ,Φ. Um die Orientierungsstärke zu ermitteln, bestimmt man zunächst die Antwort auf
die optimale Wellenlänge

SΦ = maxλ(sλ,Φ) (3.11)

und mit

κ =
1

2
log(

∑
ΦS(Φ)exp(i2Φ)∑

ΦS(Φ)
). (3.12)

schließlich die Orientierungsstärke

Z = E
[
exp
(
κξ + κ∗ξ

)]
ξ
, (3.13)

wobei κ∗ξ jeweils das komplex Konjugierte zu κξ ist. Die finalen rezeptiven Felder (sie-
he Fig. 3.7) des Vektorquantisierers zeigen unterschiedliche Orientierungsstärken für wei-
ßes Rauschen und natürliche Bilder. Außerdem übersteigt die Orientierungsselektivität für
natürliche Bilder bei hohen k0 die Selektivität der beiden anderen Bildtypen, was mit den
experimentellen Befunden in Einklang steht.

Bezüglich der Orientierungsselektivität ergeben sich nur relativ kleine Unterschiede zwi-
schen den beiden verwendeten Filtertypen. Im Falle natürlicher Bilder erhält man für den
ersten Filter etwas kleinere Orientierungsselektivitäten als für den zweiten. Für die anderen
Stimulustypen ergeben sich lediglich im Falle des ersten Filters für große Verhältnisse aus
Arborweite und Wellenlänge merkliche Unterschiede in der Orientierungsselektivität.

Auch solche rezeptiven Felder, die aus Zufallsbildern mit einer (1/k2±η)-Statistik resul-
tieren, zeigen im Bereich hoher Verhältnisse deutlich weniger Orientierungsselektivität als
die, die aus natürlichen Bildern resultieren, Dadurch wird deutlich, dass Korrelationen
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Abbildung 3.7: Orientierungsselektivitätsindex in Abhängigkeit der Arborweite im Fall von
Filter Gl. (3.1) (links) und Filter Gl. (3.2) (rechts). Die Stimuli wurden von natürlichen Bildern
(Sterne), weißem Rauschen (Kreuze) und Zufallsphasenbildern mit einem (1/k1.8) Energiespek-
trum (Dreiecke) und schließlich von Zufallsphasenbildern mit einer (1/k2.2) Statistik (Kreise)
genommen. Die Indizierung an der Abzisse entspricht den Parameterwerten der Filterfunkti-
on k0 = 25.0, 50.0, 75.0, 100.0, 150.0, 200.0, 300.0, 400.0, 500.0 bzw. 600.0 × 1/2048 und k1 jeweils
k1 = k0/1.62. Die anderen Modellparameter entsprechen denen aus Abb. (3.6). Das unterschied-
liche Verhalten der Filter spiegelt sich in der unterschiedlichen Orientierungsselektivität wieder.

höherer als zweiter Ordnung die Struktur der rezeptiven Feldformen beeinflussen. Es ist
davon auszugehen, dass solche Korrelationen von den in natürlichen Bildern vorhandenen
Kanten induziert werden. Schließlich ähneln die rezeptiven Felder dieses Modells im Falle
von weißem Rauschen und hohen k0 stark den rezeptiven Feldformen, welche für binokulär
deprivierte Tiere in [Ohzawa & Freeman, 1988] vermutet wurden.

3.8 Wellenlängenverteilungen

Besonders gilt es zwischen den Verbindungstärken der kortikalen Neuronen zu den geni-
kulaten Afferenzen W̃i und den rezeptiven Felder Wi, wie sie durch reverse Korrelation
entstehen, zu unterscheiden (vgl. Abschn. 3.5). In den Abb. 3.8 und 3.9 sind deshalb jeweils
die Histogramme, die aus der Verteilung der W̃i hervorgehen, gestrichelt wiedergegeben,
während die Verteilung der rezeptiven Felder Wi mit einer durchgezogenen Linie markiert
ist. Zudem muss auch zwischen den Simulationen bei verschiedenen Verhältnissen zwischen
Arborweite und Wellenlänge unterschieden werden. Abb. 3.9 b) zeigt ein Beispiel für ein
kleines Verhältnis (Stimulus: natürliche Bilder). Es lassen sich kaum Unterschiede zwischen
den Filtertypen feststellen. Auch der Unterschied zwischen Wi und W̃i ist sehr gering.

Anders dagegen verhält es sich im Falle großer Wellenzahlen, also großer Verhältnisse zwi-
schen Arborweite und Wellenlänge (Abb. 3.9 b-d) ). Auf Abb. 3.9 b) ist die Wellenlängen-
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Abbildung 3.8: Die Verteilung der Orientierungsselektivitäten im Falle der Stimulierung durch
natürliche Bilder bei k0 = 600, k1 = 600/1.62 × 1/2048 Zyklen pro Pixel. Zu sehen sind die
Ergebnisse für Filter Gl. (3.1) (links) und Filter Gl. (3.2) (rechts), sowohl im Fall der rezeptiven
Felder Wi (Linie), als auch der Afferenzen W̃i (gestrichelt).

verteilungen bei einem großen Verhältnis und der Stimulierung durch natürliche Bilder
zu sehen. Hier ist ein deutlicher Unterschied zwischen den beiden verwendeten Filtern zu
erkennen. Während Filter Gl. (3.1) bei natürlichen Bildern eine breite Verteilung an Wel-
lenlängen über mehrere Oktaven zeigt, ergibt Filter Gl. (3.2) eine schmale Verteilung mit
einer deutlichen Spitze bei einer etwas über der Wellenlänge des Stimulus liegenden Wel-
lenlänge. Dieser Unterschied ist im Falle der Gewichte der kortikogenikulaten Afferenzen
W̃ deutlicher als im Falle der rezeptiven Felder W, wie sie sich aus der Rekonstruktion
ergeben.

Die Verteilung der resultierenden rezeptiven Felder bei Filter Gl. (3.1) entspricht den Ver-
teilungen, wie sie in physiologischen Untersuchungen im Kortex gefunden werden, eher
als Filter Gl. (3.2) (vergleiche [Schiller et al., 1976] für den fovealen Bereich des Are-
als 17 im Rhesusaffen, und den Grenzbereich zwischen Areal 17 und 18 in der Katze
[Holub & Morton-Gibson, 1981]). Auch für den Fall der Zufallsphasenbilder mit algebrai-
schem Spektrum (siehe Abb. 3.9 c) und d) finden sich diese Unterschiede zwischen den
Filtern bei einem Exponenten von 2.2 wieder. Im Falle eines Exponenten von 1.8 (sie-
he Abb. 3.9 d) ) ist die Verteilung unabhängig vom Filtertyp spitz und enger begrenzt.
Während Filter Gl. (3.2) also nicht wesentlich zwischen einer Verteilung mit einem Ex-
ponenten von 1.8 und einer mit einem Exponenten von 2.2 unterscheidet, ergeben sich
deutliche Unterschiede bei Filter Gl. (3.1). Die Ergebnisse passen zu den Überlegungen,
die in Abschn. 3.2 angestellt wurden.

3.9 Ähnlichkeit zu Gaborfiltern

Analog zu den Arbeiten mit reversen Korrelationsmethoden an rezeptiven Feldern
[Jones & Palmer, 1987a, Jones & Palmer, 1987b, Jones & Palmer, 1987c] wurde nun die
Ähnlichkeit der hier erhaltenen rezeptiven Felder mit zweidimensionalen Gaborfiltern ge-
messen.
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Abbildung 3.9: Histogramme für verschiedene Wellenlängenverteilungen und Filter Gl. (3.1)
(links), sowie rechts Filter Gl. (3.2) (rechts). Die anderen Modellparameter entsprechen denen
aus Abb. 3.6. Die durchgezogene Linie zeigt die Ergebnisse der Analyse der rezeptiven Felder
Wi, während die gestrichelte Linie jeweils die Analyse der entsprechenden kortikogenikulaten Af-
ferenzen W̃i darstellt. a) Die Verteilung der Wellenlängen bei der Stimulierung durch natürliche
Bilder. Die Ordinate zeigt die Wellenlängenhistogramme in Pixeln. Die Wellenlängen der Filter
betrugen hier k0 = 75 bzw. (k1 = 75/1.62) ×1/2048 Zyklen pro Pixel. Bei den in b-d) dargestell-
ten Histogrammen handelt es sich um Filter mit k0 = 600 bzw. k1 = 600/1.62 × 1/2048 Zyklen
pro Pixel. b) Die Verteilung der Wellenlängen bei der Stimulierung durch natürliche Bilder. c)
dito, bei Zufallsbildern mit einem algebraischen Energiespektrum mit einem Exponenten von 1.8.
d) dito, bei Zufallsbildern mit einem algebraischen Energiespektrum mit einem Exponenten von
2.2.
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Abbildung 3.10: Mittlere Distanz der rezeptiven Felder zu einem optimalen Gaborfilter in
Abhängigkeit der Wellenzahl k0. Die Modellparameter entsprechen denen aus Abb. 3.6 .

Ein zweidimensionaler Gaborfilter ist das Produkt

G = G(x, y) = gw × gg, (3.14)

wobei

gw(x, y) = cos

(
ω ×

(
1
0

)
· T̂ (Φ1) ·

(
x
y

)
+ Θ

)
(3.15)

und

gg = exp

(
−
∣∣∣∣( b1

b2

)
· T̂ (Φ2) ·

(
(ξ1 − ξ1)

(ξ2 − ξ2)

)∣∣∣∣2
)

(3.16)

mit

T̂ (θ) =

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
. (3.17)

(Φ1,Φ2,Θ, ξ1, ξ2, ω, b1, b2) sind freie Parameter. Dabei legen Φ1 und Φ2 die Orientierungs-
präferenz fest. Die Größen Θ, ω sollen im Folgenden lokale oder spatiale Phase bzw. Wel-
lenlänge genannt werden. Diese Art Filter soll so optimiert werden, dass der Abstand

d(G,Wi) =
|G−Wi|
|G||Wi|

(3.18)

minimal wird.
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Diese Minimierung wurde mit Hilfe der Simplexmethode [Nelder & Mead, 1965] durch-
geführt, einem Algorithmus, der auch dazu verwendet wurde, die Ähnlichkeit zwischen bio-
logischen rezeptiven Feldern und Gaborfiltern zu quantifizieren [Jones & Palmer, 1987c].
Es wurden acht Simplexvektoren verwendet, um die acht Parameter des Gabors zu optimie-
ren. Die Simplexvektoren wurden mit Schätzungen, wie sie sich durch die zuvor gemachten
Analysen (Orientierung, retinale Position) ergaben, initialisiert; dort, wo Schätzungen fehl-
ten, wurden sie um Standardwerte gestreut.

Der Mittelungsfaktor σSI des Algorithmus wurde auf 0.8 der Spiegelungsfaktor γSI auf 1.5
festgesetzt. Die Optimierung wurde abgebrochen, sobald die Varianz der auf eins normier-
ten Simplexvektoren im Durchschnitt kleiner war als 10−5. Der Algorithmus erwies sich als
äußerst robust.

Im Falle von kleinen k0 liegen viele unentwickelte rezeptive Felder vor. Das führt dazu,
dass die mittlere Distanz zwischen Stimulus und der nächsten Gaborfunktion dort hoch
(siehe Abb. 3.10) ist. Sie fällt zunächst für ansteigendes k0 bei beiden Stimulustypen ab, da
die mittlere Zahl unentwickelter rezeptiver Felder gegen Null abfällt. Für hohe Werte von
k0 findet man wieder ein gegensätzliches Verhalten für rezeptive Felder aus natürlichen
Bildern und solchen aus weißem Rauschen. Während bei weißem Rauschen die mittlere
Distanz mit ansteigendem k0 wieder ansteigt, geht sie bei den natürlichen Bildern gegen
einen minimalen Wert. Dieses Verhalten ist nicht unerwartet, wenn man sich die Struktur
der rezeptiven Felder selbst wieder in Erinnerung ruft (siehe Abb. 3.6). Auch dort wurde
deutlich, dass der wesentliche strukturelle Unterschied zwischen den Stimulustypen der
Grad der Ähnlichkeit zu Gaborfiltern ist.

Für die weiteren Untersuchungen wurden nur solche rezeptiven Felder verwendet, die einen
kleineren Abstand als 0.5 zum nächsten Gaborfilter hatten. Diese Bedingung wurde je nach
Wellenzahl des Filtes von mehr als 43% der rezeptiven Felder erfüllt. In dieser Gruppe
wurde das Verhältnis von r1 bzw. r2 zu der Wellenlänge λ = 2π/k gemessen. Es zeigt sich,
dass für solche rezeptiven Felder diese Verhältnisse die größten Werte bei großen k0 (siehe
Abb. 3.11) annimmt. Auch die normale kortikale Entwicklung bedingt also strukturelle
Veränderungen in der Gestalt der rezeptiven Felder, obwohl ihr prinzipielles Aussehen
weiterhin dem von Gaborfiltern entspricht.

Die Tabelle 3.1 enthält Mittelwerte, die sich für biologischen Neuronen
[Jones & Palmer, 1987c] extrahieren lassen und vergleicht diese mit den entsprechenden
Werten, die sich aus dem Modell für die verschiedenen Filtertypen bei k0 = 600.0 ergeben.
Ein Blick auf die in Abb. 3.11 dargestellten Verhältnisse für andere Modellparameter macht
deutlich, dass große Werte für E [r1/λ] bzw. E [r2/λ] nur bei großen Verhältnissen zwischen
Arborweite und Wellenlänge erzielt werden können. Die in [Jones & Palmer, 1987c]
gemessenen reifen rezeptiven Felder zeigen (siehe Tabelle 3.1) ebenfalls große Verhältnisse
zwischen E [r1/λ] bzw. E [r2/λ]. Sie tragen also die Signaturen einer späten Entwicklung,
die durch den Einfluss natürlicher Bilder geprägt ist.
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Filtertyp E [r1/λ] E [r2/λ]
Gl. (3.1) 0.77± 0.02 0.43± 0.01
Gl. (3.2) 0.93± 0.02 0.62± 0.01
[Jones & Palmer, 1987c] 0.82± 0.07 0.48± 0.06

Tabelle 3.1: Vergleich zwischen den rezeptive Feldern des Modells unter den Parametern von
Abb. 3.6, sowie einer Filterung von k0 = 600.0 bzw. k1 = 600.0/1.62. Die angegebene Standard-
abweichung ist der mittlere Fehler.

3.10 Diskussion

Der Anspruch der hier vorgestellten Modelle ist, allgemeine Prinzipien der postnatalen
Entwicklung der kortikalen rezeptiven Felder wiederzugeben. Die hier erhaltenen Resul-
tate entsprechen im Wesentlichen den Entwicklungswerten im biologischen Subjekt unter
verschiedenen Aufzuchtskonditionen. Sowohl das initiale Ansteigen unter allen vier verwen-
deten Stimulierungsszenarien als auch der folgende Abfall bei der unstrukturierten Stimu-
lierung entsprechen den biologischen Befunden. Auch die detailierteren Untersuchungen der
rezeptiven Felder im Modell im Vergleich mit den Eigenschaften, wie sie im visuellen Kor-
tex gefunden werden, stimmen sehr gut überein. Es lassen sich sogar Kriterien festmachen,
an denen aus der Form der rezeptiven Felder entschieden werden kann, ob strukturierte
Stimulierung, also Stimulierung durch natürliche Bilder, an der Formation des rezeptiven
Feldes beteiligt war, oder ob der Prozess in einem intermediären Stadium, in dem auch
noch unstrukturierter Input zu orientierungsselektiven rezeptiven Feldern führen kann,
zum Stehen kam. Der Vergleich mit biologischen Daten zeigt, daß diese Lernprozesse bis in
die Phase visueller Erfahrung andauern. Darüberhinaus können verschiedene Rückschlüsse
über die Ursachen dieser unterschiedlichen Entwicklung gezogen werden.

Hierbei sind die Ergebnisse der Stimulierung durch Inputs mit Zweipunktkorrelationen
hilfreich, die der Statistik natürlicher Bilder entsprechen. Es zeigt sich, daß diese Stati-
stik nicht ausreicht, um die Orientierungsselektivität in den späteren Entwicklungsstadien
zu erhalten. Das Entstehen der Orientierungsselektivität ist deshalb als eine Konsequenz
höherer Korrelationen in natürlichen Bildern zu verstehen.

Die Modellannahmen sind eigentlich schlicht. Es wurde versucht, die Entwicklung rezep-
tiver Felder als Prozess darzustellen, der einerseits durch intrakortiale laterale Inhibition
und andererseits durch Adaption an den Stimulusraum bestimmt wird.

Da sich das verwendete Modell im Hinblick auf die rezeptive Feldentwicklung als hin-
reichend zum Verständnis der hier dargelegten Prozesse erwiesen hat, kann geschlossen
werden, dass andere Eigenschaften des Kortex, wie seine Topographie für ein entwick-
lungstheoretisches Verständnis der rezeptive Feldbildung nicht essentiell sind.
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Abbildung 3.11: Die Verhältnisse zwischen r1 (links) bzw. r2 (rechts) zur Wellenlänge der
rezeptiven Felder als Funktion von k0 bei natürlichen Bildern und Filter Gl. (3.1) (Linie), (3.2)
(Striche). Für Parameter des Modells, sowie der Gaboranalysen, siehe Abb. 3.10.

3.11 Zusammenfassung

Hier wurde ein einfaches Modell vorgestellt, das auf einem Vektorquantisierer basiert. Um
die kortikale Entwicklung während der ersten Lebenswochen rekonstruieren zu können,
wurde berücksichtigt, dass die Wellenlänge der retinalen Filterung während dieser Phase
essentiell abnimmt. Durch eine Änderung des Verhältnisses zwischen retinaler Wellenlänge
und des Bereichs der kortikalen Ennervierung kann sowohl die Entstehung von Orientie-
rungsselektivität als auch deren Verschwinden im Falle unkorrelierter, spontaner Aktivität
der retinalen Ganglienzellen reproduziert werden. Rezeptive Feldformen, die durch Stimu-
lierung mit natürlichen Bildern hervorgebracht werden, sind in beiden Fällen orientierungs-
selektiv und haben die Gestalt von zweidimensionalen Gaborfiltern. Allerdings weisen die
rezeptiven Felder jeweils bestimmte Unterschiede auf. Die im reifen Kortex gemessenen
rezeptiven Felder zeigen genau die Eigenschaften, die den rezeptiven Felder des Modells
entsprechen, die bei großen Wellenzahlen entstanden sind. Gleichzeitig erweist sich die
Zweipunktkorrelation natürlicher Bilder als nicht ausreichend für das Entstehen von Ori-
entierungspräferenzen. Die Kanten, die sich als die signifikanten Komponenten natürlicher
Bilder erweisen, ergeben dagegen die Orientierungsselektivität auch für große Verhältnisse
zwischen Arborweite und retinalem Bandpassfilter.



Kapitel 4

Neuronale Karten im visuellen
Kortex

In diesem Kapitel wird ein kurzer Überblick über die biologischen Fakten zur Entwicklung
kortikaler Merkmalskarten nachgereicht.

4.1 Biologische Fakten

Versuche, bei denen die Ableitungselektroden längs der Kortexoberfläche verschoben wer-
den, machen klar, dass einige der rezeptiven Feldeigenschaften benachbarter Neurone im
visuellen Kortex ähnlich sind [Hubel & Wiesel, 1962]. So zeigen Messungen in Abhängigkeit
der kortikalen Position einen kontinuierlichen Wechsel der präferierten Orientierung (siehe
Abb. 4.1). Diese Beobachtung lässt den Schluss zu, dass bestimmte Reizeigenschaften auf
den visuellen Kortex zumeist kontinuierlich in dessen Oberflächenkoordinaten abgebildet
werden.

Bewegt man sich auf der Kortexoberfläche, so ergibt sich ein fließender Übergang in der Re-
präsentation bestimmter Stimulusparameter. Damit lässt sich nicht nur einem bestimmten
Neuron ein rezeptives Feld zuordnen, sondern allen Neuronen, die sich an einer bestimmten
kortikalen Position befinden. Wenn vorkommende Abweichungen (scatter) vernachlässigt
werden, lassen sich diese rezeptiven Feldeigenschaften als Funktionen der Koordinaten
der Kortexoberfläche definieren. Die Abbildungen der kortikalen Oberfläche in die Merk-
malsräume der Stimulusmanigfaltigkeit werden kortikale Merkmalskarten genannt. Eine
mögliche bildliche Darstellung dieser Eigenschaften ist die Kodierung mit Farben oder
Grauwerten auf der Kortexoberfläche.

Mit Hilfe verschiedener bildgebender Verfahren eröffnet sich die Struktur der Reizrepräsen-
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Abbildung 4.1: Die präferierte Reizorientierung bei einer sehr schrägen Penetration des Kor-
tex. Es zeigt sich, dass sich die Orientierungspräferenz der kortikalen Neurone kontinuierlich als
Funktion der Wegstrecke ändert. Aus [Hubel, 1990]

tation auf der Kortexoberfläche experimentell. Eine Methode ist die 2-Deoxyglukose (2-DG)
Autoradiographie. Hier wird diese Verbindung, die mit 14C markiert ist, injiziert. Sie ge-
langt in die Zelle, kann dort aber nicht abgebaut werden. In der Folge reichert sich der
Stoff in Abhängigkeit der Zellaktivität an [Sokoloff et al., 1977]. Der dadurch entstehende
Nachteil der Methode ist, dass sich an einem Tier nur eine Messung durchführen lässt.

Unter anderem kann mit Hilfe der 2-DG Methode gut gezeigt werden [Tootell et al., 1982],
dass die Positionen der Neurone im Kortex die Position des rezeptiven Feldes im Wesent-
lichen topographisch widerspiegeln (siehe Abb. 4.2). Die Wiedergabe des visuellen Feldes
auf der Kortexoberfläche behält die retinale Anordnung in etwa bei. Ein Neuron, das sich
im visuellen Kortex unten links befindet wird sein rezeptives Feld oben rechts im visuel-
len Feld haben, respektive ein Neuron mit einem rezeptiven Feld oben rechts unten links.
Dieses Phänomen nennt man Retinotopie.

Weiterhin steht von der experimentellen Seite her noch die sogenannte optical ima-
ging Methode zur Verfügung. Hier wird ausgenutzt, dass sich die spektralen Eigen-
schaften des Hirngewebes in Abhängigkeit seiner neuronalen Aktivität schwach ändert
[Grinvald et al., 1986]. Am lebenden Tier wird die Kortexoberfläche durch ein Fenster für
eine Kamera zugänglich gemacht. Durch geringfügige Kontraste zwischen aktivem und in-
aktivem kortikalem Gewebe können diese in einer Analyse voneinander getrennt werden.

In neuester Zeit ist auch die funktionelle Kernspintomographie in der Lage die hier relevan-
ten Strukturen darzustellen [Kim et al., 2000]. Hier liegen allerdings zur Zeit nur unsichere,
wenn auch perspektivisch hochinteressante Ergebnisse vor.
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Abbildung 4.2: Wie eine Dartscheibe in V1 von Makakken in neuronale Aktivität umgesetzt
wird (aus [Tootell et al., 1982]). Einem Makakken wurde 2-DC injeziert und dem Tier ein flackern-
der Stimulus in Form einer Dartscheibe präsentiert. Das angeregte neuronale Gewebe verbraucht
mehr Zucker, wodurch sich der radioaktive, unverdauliche Agent anlagert.

Eine Orientierungskarte kann am besten mit der optical imaging Methode ermittelt werden.
Hierbei werden statt der Zufallsmuster der reversen Korrelation triftende Streifenmuster
(sog. gratings) verwendet. Das endgültige Orientierungsmuster wird dann mit Hilfe der
vektoriellen Summation von kortikalen Aktivitätsmustern zu verschiedenen Orientierungen
ermittelt (siehe Abb. 4.3). Für die Darstellung dieser Karten hat sich die Kodierung jeder
einzelnen Orientierung mit einer Farbe auf dem Farbenkreis als geeignet erwiesen.

Ein typisches Merkmal dieser Orientierungskarten sind Punktsingularitäten, die wegen ih-
res Aussehens im Farbkode pinwheels (Windrädchen) genannt werden.

Als letzte hier noch zu erwähnende Eigenschaftskarte existiert die Karte der präferierten
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Abbildung 4.3: Beispiel für die Messung einer Orientierungskarte. Hier eines Tupaias aus
[Bosking et al., 1997]. In A) sind Differenzbilder zu sehen, wie sie mit Hilfe der optical imaging
Methode aus den vier Stimuluswinkeln 0◦, 45◦, 90◦ und 135◦ aus einem einzelnen Tier aus V1
gewonnen werden. Die dunklen Gebiete deuten hier auf eine höhere Aktivität hin als die helleren.
B) zeigt eine Orientierungskarte, wie sie durch Vektorsummation aus A) erzeugt wird. Darunter
befindet sich eine Legende der Farbkodierung. C) zeigt vergrößerte Ausschnitte aus B), einen von
einem Gebiet mit relativ parallelen Orientierungsanordnungen (links) und zwei Singularitäten
(pinwheels) (rechts).

spatialen Wellenlängen (vergleich Abb. (4.4)). Sie ist schwächer ausgeprägt als die Orien-
tierungskarte. In ihr treten Inseln mit kleinen spatialen Frequenzen [Tootell et al., 1981,
Hübener et al., 1997] in einer See von hohen spatialen Frequenzen auf.
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Abbildung 4.4: Karten der präferierten Wellenlänge. Eine Karte zeigt die präferierten Wel-
lenlänge (links). Hell steht für hohe spatiale Frequenzen, dunkel entsprechend niedrige. Rechts:
Die selben Daten überlagert mit Isoorientierungslinien. Aus [Hübener et al., 1997]

Im visuellen Kortex zeigt sich eine – abgesehen von Punktsingularitäten – stetige Abbildung
der zweidimensionalen Oberfläche (r1, r2) auf den Stimulusraum mit diversen Freiheitsgra-
den (Orientierung, retinale Position, Okulardominanz, etc.).

Diese Nachbarschaftsabhängigkeit der rezeptiven Felder lässt sich durch eine abstands-
abhängige Korrelationsfunktion messen. Im Falle der Okulardominanz und auch der präfe-
rierten Orientierung ist die Korrelationsfunktion positiv für kurze Abstände und negativ
für die weiter entfernt liegenden. In Anlehnung an ihr Aussehen in zwei Dimensionen wird
sie auch Mexikanerhutfunktion genannt. Diese Korrelationsfunktion spiegelt dabei die ty-
pischen Wellenlängen der Orientierungs- und Okulardominanzkarte wieder, die in beiden
Fällen bei etwa 1 mm liegt. Diese abstandsabhängige Korrelation ist ein Phänomen des
Hirns und findet sich auch in anderen Hirnregionen ubiquitär wieder.

Eine interessante Frage ist schließlich, in welcher Weise sich die diversen Merkmalskarten
beeinflussen. In einer Arbeit [Das & Gilbert, 1997] wurde speziell die Beziehung zwischen
Positionskarten und Orientierungskarten gemessen. Es wurde ein beinahe linearer Zusam-
menhang zwischen Orientierungs und Postionsgradient auf der Kortexoberfläche gefunden
(siehe Abb. (4.5)) also

∂Φ

∂|r|
∝ ∂|ξ|
∂|r|

(4.1)

wobei Φ(r) die Orientierungs- bzw ξ(r) die Positionspräferenz am Kortexpunkt r darstel-
len soll. Allerdings ist dieses Ergebnis nicht unumstritten und konnte bisher von anderen
Arbeitsgruppen nicht bestätigt werden [White et al., 1999b].

Im folgenden sollen Eigenschaften der kortikalen Karten wie sie sich aus den sogenannten
optical imaging - Methoden ergeben, untersucht werden. Speziell sollen die Auswirkun-
gen der im vorherigen Kapitel gefundenen rezeptiven Feldformen auf die topographische
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Abbildung 4.5: Die Rate der Änderung des Orientierungsshifts gegen die Rate der Positi-
onsänderung (Nach Daten aus [Das & Gilbert, 1997]).

Struktur ihrer Anordnung geprüft werden.

4.2 Modelle zur Strukturbildung im visuellen Kortex

Kehrt man zurück zur tragenden Prämisse dieser Arbeit, dass nämlich einerseits die Sti-
mulierung in irgendeiner Form für die rezeptive Feldformation im visuellen Kortex re-
levant ist und andererseits benachbarte Neurone in irgendeiner Form wechselwirken, so
ist es konsequent anzunehmen, dass letztlich auch die Kartenbildung durch den Stimulus
beeinflusst wird. Dem bereits präsentierten Modell muss eine solche Komponente noch
hinzugefügt werden. Im biologischen Subjekt sind laterale Verbindungen erwähnt worden
[Kisvárday et al., 1997], die teils exzitatorischer, teils inhibitorischer Natur ist. Diese Ver-
bindungen mögen bei der biologischen Begründung zur dynamischen Kartenbildung eine
Rolle spielen.

Ein solches Konzept lag schon dem ersten Modell zur Kartenbildung
[von der Malsburg, 1973] und praktisch allen folgenden zugrunde (siehe unter
anderem [Kohonen, 1995a], [Obermayer et al., 1992], [Riesenhuber et al., 1996],
[Brockmann et al., 1997a], [Wolf, 1998], [Wiemer et al., 2000a], für eine Übersicht
siehe [Swindale, 1996]).

In diesen Realisierungen wird jedem Punkt der Kortexoberfläche r ein rezeptives Feld Wr

zugeordnet. Alle Kartenmodelle, die auf dem Prinzip der stimulusgetriebenen Selbstorga-
nisation beruhen, optimieren zwei letztlich konkurrierende Kriterien.

1. Die Karte soll den Stimulusraum soll möglichst gleichmässig und vollständig repräsen-
tiern. Die Karte soll also – näherungsweise – den Stimulusraum ausfüllen oder anders
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formuliert, soll sich die Karte so in den Stimulusraum einfalten, dass jedem Punkt des
Stimulusraumes ein korrespondierender Punkt auf der Karte möglichst nahe kommt.
Es gibt in neuester Zeit auch einige Untersuchungen, die zu dem Ergebnis kommen,
dass dies in biologischen Karten gut erfüllt ist [Swindale et al., 2000].

2. Benachbarte Punkte auf der Karte sollen sich im Stimulusraum möglichst nahe kom-
men. Auf der Karte soll also in einer zunächst nicht näher bestimmten Weise die
Glattheit optimiert werden, was letztlich die topographischen Eigenschaften der Kar-
te hervorbringt.

Die relative Stärke dieser beiden Kriterien zueinander bestimmt die Entwicklung der Kar-
te. In einem bestimmten Parameterbereich wird eine entsprechende Dynamik zu einem
Auffalten der Karte im Stimulusraum führen.

An dieser Stelle sollen zwei konkrete Modelle vorgestellt werden, deren Vertreter und
Varianten für den Rest der Arbeit eine große Rolle spielen werden. Das erste Modell
ist die von Kohonen entwickelte selbstorganisierende Karte (self-organizing map, SOM)
[Kohonen, 1995a]. Das zweite das elastische Netz, das ursprünglich zur Lösung des trave-
ling salesman-Problems entwickelt wurde [Durbin & Willshaw, 1987]. Beide Modelle zeich-
nen sich durch ihre konzeptionelle Einfachheit aus und wurden u.a. in [Wolf, 1998] für ein
Modell mit effektiv zweidimensionalem Stimulusraum ausführlich untersucht.

In den hier verwendeten Modellen werden die Neuronen auf einem quadratischen Gitter
angeordnet und mit r indiziert. Die Lerndynamik erfolgt in diskreten Zeitschritten.

Dem Modell aus dem letzten Kapitel liegt die selbstorganisierende Karte von der Kon-
zeption her näher. Zu diesem Modell muss lediglich eine weitere Komponente hinzugefügt
werden. Wieder wird in jeder Iteration das dem Stimulus nächstliegende Neuron bestimmt,
also das mit dem größten Überlapp

r∗ = argmaxr [VWr] . (4.2)

Statt wie zuvor von einem zufällig vernetzten kortikalen Gewebe auszugehen, soll nun
berücksichtigt werden, dass sich Neuronen in Abhängigkeit ihres Abstandes beeinflussen
können. Dieser Tatsache wird mit der Verwendung einer gaußförmigen Nachbarschafts-
funktion Rechnung getragen

H(r, r∗) = exp(−(r− r∗)2/2/σ2
K) (4.3)

Diese Nachbarschaftsfunktion fließt in die Lerndynamik mit ein

∂W

∂t
= γ H(r, r∗)[V −W], (4.4)



48 Neuronale Karten im visuellen Kortex

wobei γ die Lernrate ist. Das elastische Netz lässt sich durch die Gleichung

∂W

∂t
= γ [V −Wr] e(r,S,W(·)) + η

∑
|r2−r|=1

Wr2 −Wr (4.5)

definieren, wobei

e(r,S,W(·)) =
exp(−(V −Wr)

2/2/σ2
EL)∑

r∗∈N exp(−(V −W∗
r)2/2/σ2

EL)
(4.6)

und N die Neuronenmenge ist.

Diese Gleichung ist so konstruiert, dass sie im Kontinuumsfall zu

∂W

∂t
= γ [V −W] e(r,S,W(·)) + η∆W, (4.7)

wird, was sich für analytische Zwecke eignet, wobei ∆ den Laplaceoperator symbolisiert.
Die Größen γ, sowie σK bzw. η und σEL sind freie Parameter der Modelle.

Erscheinen beide Modelle formal und auch von der konzeptionellen Grundidee ähnlich,
so sind sie in zweierlei Hinsicht verschieden. Während die selbstorganisierende Karte das
Konzept des Vektorquantisierers durch eine Nachbarschaftsfunktion erweitert und vor al-
lem durch seine Einfachheit überzeugt, hat die Adaptionsregel des elastischen Netzes die
Eigenschaft, dass die Dynamik als Gradientenabstieg der Kostenfunktion

E = σ2
ELE

[
log

(∑
N

exp

(
−(V −Wr)

2

2σ2
EL

)
dr

)]
S

+
η

2

∑
N

∑
|r2−r|=1

(Wr2 −Wr)
2 (4.8)

darstellbar ist. Für weitere Betrachtungen wird sich diese Eigenschaft als vorteilhaft erwei-
sen.



Kapitel 5

Kartenalgorithmen mit natürlichen
Bildern als Inputs

Hier soll untersucht werden, inwieweit die im letzten Kapitel vorgestellten Algorithmen,
speziell die selbstorganisierende Karten, unter der Stimulierung durch natürliche Bilder
analog zu der Vorgehensweise im Kapitel 3 verwendbar sind. Die Resultate dieser Mo-
delle werden mit den im vorangegangenen Kapitel beschriebenen biologischen Befunden
verglichen.

Es wird sich schnell zeigen, dass einige Modifikationen notwendig sind, um biologisch re-
levante Ergebnisse zu erhalten. Bei der Erweiterung der Modelle wurde eher versucht, die
konzeptionelle Einfachheit des Modells zu erhalten, als physiologische Details zu reprodu-
zieren.

5.1 Die Eigenschaften des SOM-Modells

Zunächst sollen selbstorganisierende Kartenalgorithmen diskutiert werden, in denen ähn-
lich wie im vorigen Modell Derivate von natürlichen Bildern verwendet werden. Für die
hier diskutierten Karten werden Arrays aus 128 × 128 Neuronen benutzt. Jedes Neuron
hat einen Eingangsraum von 24× 24 Pixeln. Es werden wiederum vorgefilterte natürliche
Bilder verwendet. Aus diesen wird in jeder Iteration ein zufälliger Ausschnitt in der Größe
des Eingangsraumes verwendet. Diese Ausschnitte werden mit Gaußverteilungen einer Wei-
te von σp von 3.2 Pixeln multipliziert, die diesmal aber nicht zentriert, sondern an einer
zufälligen Position im Eingangsraum innerhalb eines Randes von 8 Pixeln positioniert sind.

Die verwendeten natürlichen Bilder haben eine Dimension von 516× 516 Pixeln. (Sie sind
der von [Olshausen & Field, 1996] verwendeten Datenbank entnommen worden.) Sie sind
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Abbildung 5.1: Ein Auschnitt von 16 × 16 aus einer Karte mit insgesamt 128 × 128 Neuro-
nen. Der Eingangsraum eines Neurons besteht aus 24× 24 Pixeln Die Karte wurde retinotop mit
Gaussverteilungen initialisiert, die mit weißem Rauschen multipliziert wurden. Als Stimulus wur-
den zufällige Bildausschnitte aus mit Filter Gl. (3.1) und k0 = 0.38×2π/ Pixel gefilterten Bildern
verwendet, was einer Wellenlänge von etwa 3.65 Pixeln entspricht. Diese wurden ihrerseits mit
einer Arborfunktion mit σp = 3.2 Pixel multipliziert, die innerhalb von Rändern von 8 Pixeln
zufällig positioniert wurden. Das Modell hatte eine Lernrate, die γ während der gesamten 220

Iterationen exponentiell von 0.1 auf 0.005 abfiel. Die Nachbarschaftsweite σK des Modells betrug
2.0 Neurone.

mit dem Filter nach Gl. (3.1) bei k0 = 200 Zyklen / Bild gefiltert worden. Die maximale
Transmission dieses Filters hat dann eine Wellenzahl von rund 0.27 Zyklen / Pixel, was
einer Wellenlänge von etwa 3.65 Pixeln entspricht. Das Verhältnis aus Arborweite und
spatialer Wellenlänge liegt daher etwas unter eins. Nach den Überlegungen aus dem vo-
rigen Kapitel handelt es sich hier um ein intermediäres oder sogar frühes Stadium der
Entwicklung und nicht um den adulten Reifezustand.
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tatsächliche PositionSchwerpunkt
Ursprung

a.) b.)

Mitte 

Abbildung 5.2: Die Vorteile einer Positionsbestimmung des rezeptiven Feldes in einem peri-
odischen Raum im Vergleich zu einem abgeschlossenen (schematisch). Während im Falle eines
endlichen Raumes der Schwerpunkt durch ein gleichmäßiges Rauschen zur Mitte des Raumes
verschoben ist, kann durch die im Abschnitt 5.2 vorgeschlagenen Modifizierung der mit dem
optischen Zentrum koinzidierende Punkt bestimmt werden.

In diesem Bereich ist darüberhinaus

W̃ ≈W (5.1)

und daher soll im Rahmen dieses Kapitels auf die Berücksichtigung des Unterschiedes
zwischen kortikogenikulaten Verbindungstärken und dem rezeptiven Feld (siehe Abschn.
3.5) verzichtet werden.

Die Karten wurden mit retinotop angeordneten Gaußverteilungen initialisiert, die mit
weißem Rauschen multipliziert wurden. Die Lernrate γ fiel exponentiell ab. Die Nach-
barschaftsweite σK wurde konstant gehalten.

5.2 Methoden der Extraktion von Merkmalskarten

Es lassen sich aus den erhaltenen Simulationsergebnissen die Eigenschaftskarten, die zu
den mit optical imaging Methoden gefundenen äquivalent sind, extrahieren, insbesondere
die Karte der präferierten Orientierung und die der präferierten lokalen Wellenlänge der
Gaborfilter. Die Methoden sind dabei ähnlich wie in Kapitel 3. Insbesondere kann die
Orientierung nach Gl. (3.13) bestimmt werden. Anders als vorher ist ist die Analyse der
resultierenden Positionsverteilungen im visuellen Feld von erheblichem Interesse.

Die einfachste Methode ist die Bestimmung des Schwerpunktes

ξspi =

∫
Ξ

ξi
∣∣W2

ξ1,ξ2

∣∣ dξ, (5.2)

wobei ξi wiederum eine der beiden Koordinaten des visuellen Felds und W den zu unter-
suchenden Vektor des rezeptiven Felds darstellt.
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Abbildung 5.3: Eine Orientierungskarte, wie sie nach Gl. (3.13) aus den Daten von Abb. 5.1
gewonnen werden kann.

Mit dieser Methode findet allerdings eine systematische Verschiebung des ermittelten Po-
stionswertes in Richtung des Mittelpunktes des Eingangsraumes statt (siehe Abb. 5.2).
Der Grund dafür ist ein ubiquitäres Rauschen, dessen Stärke an allen Punkten des Ein-
gangsraumes im Mittel konstant ist, dessen Schwerpunkt also ungefähr in der Mitte des
Eingangsraumes lokalisiert ist. W2

ξ1,ξ2
ist also die Summe aus dem rezeptiven Feld und

diesem Rauschen. Der Schwerpunkt wird dann zur gewichteten Summe aus diesen beiden
Termen. Damit verschiebt sich der berechnete Schwerpunkt systematisch in die Mitte des
Eingangsraumes Ξ. Das kann vermieden werden, indem man stattdessen die Position als
periodische Variable des Eingangsraumes Ξ definiert. Auf diese Weise läßt sich der Punkt,
der optisch dem Zentrum des rezeptiven Feldes entspricht genauer als die zuvor beschrie-
bene Methode bestimmen, siehe Abb. 5.2.

Es ist hilfreich die komplexe Größe
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ρi = log

∫
Ξ

exp(iξi/Ξx) W2(ξ1, ξ2)dξ (5.3)

einzuführen, wobei Ξx für die Grösse des Eingangsraumes in einer Richtung steht. ρi hat
dann für die Position des rezeptiven Feldes eine ähnliche Bedeutung wie die Variable κ
aus Gl. (3.13) bei der Orientierungsanalyse. Der Imaginärteil kodiert den so berechneten
Schwerpunkt, der sich mit

ξpri = Im [ρi] (5.4)

extrahieren läßt. Der Realteil kann als Maß für die Signifikanz des ermittelten Schwerpunk-
tes interpretiert werden.

Außerdem können die Größen Position, Orientierung, lokale Wellenänge durch eine Gabo-
ranalyse, wie sie in Kapitel 3 vorgestellt wurde, ermittelt werden.

5.3 Numerische Resultate zu selbstorganisierenden

Karten

Die rezeptiven Felder der einzelnen Neuronen (siehe Abb. 5.1) ähneln in ihrem Aussehen
denen, die mit Hilfe des Vektorquantisierers (Kapitel 3) aus dem nichttopographischen
Modell gewonnen wurden. Sie zeigen also ebenfalls ein Aussehen, das dem von biologischen
simple cells entspricht.

Vergleicht man rezeptive Felder von Neuronen, die zueinander benachbart liegen, bemerkt
man, dass diese einander ähnlich sind. Geht man auf einem Pfad über die Oberfläche r
des Modells so ändern sich die Eigenschaften der rezeptiven Felder kontinuierlich. Das Mo-
dell besitzt in dieser Hinsicht die Eigenschaften, die im visuellen Kortex gefunden werden
(vgl. Abschn. 4.1) und wie sie auch andere Modelle mit reduzierten Stimuluseigenschaften
aufweisen [Swindale, 1996]. Das Modell erscheint daher zunächst als plausibles Pendant
sowohl zu anderen Kartenmodellen als auch zu den Modellen, in denen natürlichen Bildern
verwendet werden (vgl. [Mayer et al., 1998b]).

Allerdings deutet die Analyse der Karteneigenschaften auf Unstimmigkeiten hin. Die extra-
hierten Orientierungskarten (siehe Abb. 5.3) sehen dem biologischen Gegenstück leidlich
ähnlich. Es fällt allerdings eine etwas fleckige Musterung auf. Die Karten der präferier-
ten Wellenzahlen (siehe Abb. 5.4) zeigen isolierte Gebiete mit kleineren Wellenzahlen, wie
sie auch in biologischen Karten [Hübener et al., 1997] gefunden werden. In vielen Fällen
weisen Gebiete mit einer schwache Orientierungsselektivität auch eine großen spatiale Wel-
lenlänge auf. In anderen Fällen können niedrige Orientierungsselektivitäten auch durch Ab-
weichungen vom Aussehen eines Gaborfilters verursacht sein. In Abb. 5.5 sind die Gebiete



54 Kartenalgorithmen mit natürlichen Bildern als Inputs

 ω ≥ 1.20 

 ω ≤ 0.01 

Abbildung 5.4: SOM: Die extrahierte Karte der präferierten Wellenzahlen. Es handelt sich
um die selben Daten wie Abb. 5.7). Die Wellenzahlen wurde mit der in Kapitel 3 beschriebenen
Gaboranalyse ermittelt.

geringer Orientierungsselektivität im Vergleich zu einer kombinierte Karte der präferierten
Wellenlängen und des Abstandes zum nächstgelegenen Gaborfilter dargestellt. Einerseits
erkennt man ein netzartiges Muster geringer Orientierungsselektivität, das die Orientie-
rungsdomänen voneinander abgrenzt. Dort wird die geringe Orientierungsselektivität durch
größere Distanzen zum nächsten Gaborfilter bewirkt. Das andere – eher fleckige – Muster
entsteht durch die Bereiche großer spatialer Wellenlängen. In biologischen Karten treten
solche linienartigen Gebilde nicht auf. Vielmehr bleiben Stellen geringer Orintierungsse-
lektivität auf einzelne Punkte beschränkt. Aufgrund dieser qualitativen Unterschiede zeigt
sich das klassische SOM-Modell als ungeeignet, wenn mit angenähert realistischen Reizen
gearbeitet wird.

Dies wird durch eine Analyse der extrahierten Positionskarten unterstützt. Die Karten der
Position des rezeptiven Feldes im Stimulusraum (siehe Abb. (5.7)) haben ein unstruktu-
riertes Aussehen. Sie sind kaum retinotop und deshalb nicht mit dem biologischen Vorbild
zu vereinbaren. Der Grund dafür ist ein metrisches Problem zwischen der Repräsentation
der spatialen Phase und der Position im visuellen Feld. Diese Zusammenhänge bilden den
Ausgangspunkt zu einer Erweiterung des Modells.
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Abbildung 5.5: Es sind Orientierungspräferenzen und die Größen, die die Ursache für ge-
ringe Orientierungsräferenzen sind, dargestellt. a) Die aus der Abb. 5.1 gewonnenen Orientie-
rungsstärken. Die dunklen Bereiche stehen für niedrige Orientierungstärken, die hellen für große.
b) Eine kombinierte Karte, die mit gelben Farben Stellen kodiert, die eine starke Abweichung
von dem nach der Optimierung nächstgelegenen Gaborfilter haben; hellblau für solche Stellen, die
eine niedrige spatiale Frequenz besitzen. Die verschiedenen Kombinationen werden mit korrespon-
dierenden Farbkombinationen kodiert. Solche Stellen, die entweder eine niedrige lokale Frequenz
aufweisen oder eine große Abweichung von dem ähnlichsten Gaborfilter aufweisen, befinden sich
meist an Stellen geringer Orientierungspräferenz.

5.4 Der Zusammenhang zwischen lokaler Phase und

Retinotopie

Eine wesentliche Größe für die Strukturbildung in neuronalen Karten ist der euklidische
Abstand zwischen zwei hochdimensionalen Vektoren, in diesem Fall zwischen dem Stimulus
V und den rezeptiven Feldern W. Das führt dazu, dass zwei rezeptive Felder mit entgegen-
gesetzter Phase, die sich an derselben Position befinden einen doppelt so größeren Abstand
im hochdimensionalen Raum besitzen wie zwei dislozierte rezeptive Felder (siehe Abb. 5.6).
Da selbstorganisierende Karten topographieerhaltend sind, also dazu tendieren, Distanzen
in ihrer Repräsentation zu erhalten, kann die retinotope Anordnung von rezeptiven Fel-
dern in der Karte nicht erhalten bleiben. Zur Lösung dieses Problems wurde eine Variante
der selbstorganisiernden Karte verwendet, die selbstorganisierende Abbildung adaptiver
Unterräume oder adaptive subspace self-organizing map (ASSOM) [Kohonen, 1995a].
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c.)b.)a.)

Abbildung 5.6: Rezeptive Felder (schematisch, in Koordinaten des visuellen Feldes). Schwarze
und weiße Regionen korrespondieren, wie vorher mit Subfeldern aus genikulaten Afferenzen zu
ON-center und OFF-center Zellen respektive. a und c haben unterschiedliche Positionen, während
ihre Phase koinzidiert. Bei a und b stimmen die Positionen überein, während die Phase verschoben
ist. Betrachtet man die rezeptiven Felder als Vektoren, so ist der euklidische Abstand zwischen
den beiden rezeptiven Feldern a und b größer als zwischen a and c.

5.5 Eine Karte aus adaptiven Unteräumen

Die adaptive subspace SOM [Kohonen, 1995a] ist eine Variante der normalen selbstorga-
nisierenden Karte. Die Darstellung ihrer Anwendung auf die Gegebenheiten im visuellen
Kortex folgt den Darstellungen in [Mayer et al., 1998a, Mayer et al., 2000a]. Jedes Neuron
des Nx × Nx großen Arrays verfügt statt über einen rezeptiven Feldvektor Wr über L
Basisvektoren Wr,l = (Wl)r, deren Abstand zu einem Stimulus V

D2(V, (W)r) = minal

(∣∣∣∣∣V −∑
L

alWr,l

∣∣∣∣∣
)2

(5.5)

definiert ist. Die Einzelvektoren Wr,l eines Ortes r sollen zueinander orthonormiert sein,
so dass

al,min = V ·Wr,l. (5.6)

sein muss. Das kann durch folgende Überlegung leicht bewiesen werden: Man kann durch
ein geeignetes Verfahren die Wr,l mit anderen Vektoren KL+1 . . . KΞ so ergänzen, dass
die Vektormenge Wr,l,Kl eine Orthonormalbasis des Stimulusraumes darstellt, die die
Dimension Ξ des Eingangsraumes aufweist. Der Abstandsvektor zwischen Stimulus V und
einer beliebigen Superposition der Basisvektoren (W)r ist

(β1, . . . , βL,V ·KL+1, . . . ,V ·KΞ) , (5.7)
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wobei

βl = (V − alWl,r) ·Wl,r, (5.8)

was offensichtlich wegen WW = 1 für

al = V ·Wl,r (5.9)

die βl verschwinden läßt und so zum kürzest möglichen Abstand führt.

Anstatt den winner als das Neuron zu definieren, dessen Abstand in der in Gl. (5.5) ge-
gebenen Form minimal ist, ist es unter den gegebenen Nebenbedingungen gleichwertig die
maximale Aktivierung zu verwenden. Danach ist der winner das Neuron an der Stelle

r∗ = argmaxr

(∑
L

al,r

)
(5.10)

mit der Antwortfunktion

al,r = V ·Wl,r. (5.11)

Der Adaptionsprozess erfolgt in Analogie zur normalen selbstorganisierenden Karte dann
durch

∂Wl,r

∂t
= γ exp(−(r− r∗)2

2σ2
K

(al,rV −Wl,r) . (5.12)

Nach der Präsentation eines Stimulus werden die Wl,r in jeder einzelnen Einheit l mit
Hilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens orthogonalisiert. Dieses Modell hat sich insofern als
erfolgreich erwiesen, als dass sich diese beiden Basisvektoren immer derart anordnen, dass
sich alle lokalen Phasen durch Superpositionen von den jeweiligen Basisvektoren dargestellt
werden können. Auf diese Weise wird die lokale Phase in der Karte nicht topographisch
repräsentiert.

5.6 Numerische Resultate zum Modell mit adaptiven

Unterräumen

Um die Vergleichbarkeit zwischen selbstorganisierenden Karten und den entsprechenden
Karten von adaptiven Unterräumen zu gewährleisten, wurden gleiche Parameterwerte für
σK und γ gewählt. In den in diesem Kapitel beschriebenen Modellen entsprechen deshalb
die Werte dieser Größen den unter Abb. 5.1 gegebenen. Auch die Initialisierung dieses
Modells wurde in gleicher Weise durchgeführt. Es werden hier nur Karten des ASSOM
diskutiert, die einen zweidimensionalen Unterraum L aufweisen.
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Abbildung 5.7: Die Einfaltung des Netzes der rezeptiven Felder im visuellen Feld. Links: SOM,
Rechts: ASSOM. Die ASSOM wurde mit L = 2 Dimensionen betrieben. Sonst entsprechen die
Parametereinstellungen denen der SOM von Abb. 5.1.

Die beiden Basisvektoren entwickeln rezeptive Feldformen, die in ihrem Aussehen denen
des Vektorquantisierers und denen der selbstorganisierenden Karte entsprechen. Vergleicht
man die beiden Basisvektoren an einem Maschenpunkt r des Modells, so zeigen sich im All-
gemeinen rezeptive Felder, die in ihrer Position im visuellen Feld und in ihrer präferierten
Orientierung koinzidieren, aber die eine um etwa 900 verschobene lokale Phase aufwei-
sen. In Abb. 5.9 sind die Histogramme der Winkeldifferenzen und Positionsunterschiede
jeweils zwischen den beiden Basisvektoren dargestellt. Es ist eine deutliche Bevorzugung
der gleichen präferierten Orientierung und der Position im visuellen Feld erkennbar.

Wie an einem typischen rezeptiven Feld des Modells erkennbar wird (siehe Abb. 5.14), ist
im generischen Fall die lokale Phase die Größe, die am stärksten zwischen beiden Basis-
vektoren variiert. Auf diese Weise gelingt es also in der Tat, die Repräsentation der lokalen
Phase auf der Kortexoberfläche zu eliminieren. Damit werden Störungen in der Retino-
topie minimiert, was sich an entsprechend unterschiedlichen Entwicklungen der lokalen
Repräsentationen von selbstorganisierender Karte und ASSOM zeigt.

Um den Erfolg der Verwendung der adaptiven Unterräume zu visualisieren, wurde die
Einfaltung der neuronalen Karte in das visuelle Feld dargestellt (Abb. 5.7). Wenn auch
die retinotope Initialisierung und die im Vergleich zum Gesamtausmaß der selbstorga-
nisierenden Karte geringe Nachbarschaftsweite σK dazu geführt hat, dass die retinotope
Anordnung nicht gänzlich zerstört wurde, so zeigen sich unstrukturierte Verschiebungen.
Auch die ASSOM zeigt deutliche Verzerrungen, deren Wellenlänge in etwa mit der Größe
der Orientierungskolumnen übereinstimmt. Allerdings bleibt das Netz der Neuronen als
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Abbildung 5.8: Die Orientierungskarte jeweils der ersten Basisvektoren der adaptiven Unter-
raummodells (ASSOM) und Beispiele für rezeptive Felder, nach der Orientierung geordnet. Es
wurden die gleichen Daten wie in Abb. 5.7 verwendet.
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Abbildung 5.9: Histogramme der Differenzen jeweils der beiden Basisvektoren. Die Differenz
der präferierten Orientierung (links) und die Differenz der Position im visuellen Feld (rechts, in
horizontaler Richtung, identische Daten wie Abb. 5.7).
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Abbildung 5.10: Histogramme typischer Schnittwinkel beim selbstorganisierenden Kartenal-
goritmus (links), und dem ASSOM-Modell (rechts). Während sich im SOM-Modell eine leichte
Präferenz für senkrechte Schnittwinkel ergeben, ist die Schnittwinkelverteilung beim Modell ad-
aptiver Unteräume gleichverteilt.

 ω ≥ 1.20 

 ω ≤ 0.01 

Abbildung 5.11: ASSOM: Extrahierte Karten der präferierten Wellenzahlen. Links, jeweils die
ersten Basisvektoren, rechts die zweiten. (es handelt sich wiederum um die gleichen Daten wie
Abb. 5.1). Diese wurde mit der in Kapitel 3 beschriebenen Gaboranalyse ermittelt.

solches erkennbar; die Strukturen sind hier geordneter als bei der selbstorganisierenden
Karte. Die Störungen, die aber auch hier massiv sind, können als Hinweis darauf gewer-
tet werden, dass es bei der ASSOM eine Kopplung zwischen der Orientierungskarte und
der Positionskarte existiert. Diese Vermutung befindet sich auch in Übereinstimmung mit
von [Dimitrov & Cowan, 1984] untersuchten Orts-Richtungs-Korrelationen in natürlichen
Bildern.

Um diesen Zusammenhang zu beleuchten, wurde das Spektrum der rezeptiven Feldposito-
nen relativ zur retinotopen Karte

ξ̃r = ξr − ξretinotop,r (5.13)

ermittelt. Dabei wurde für beide kartesischen Koordinaten eine Wellenlänge von rund 20
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Abbildung 5.12: Die Ursachen von schwachen Orientierungsstärken bei der Karte adaptiver
Unterräume sind denen der selbstorganisierenden Karte ähnlich. Hier die zu Abb. 5.5 analoge
Abbildung zur ASSOM. Oben, jeweils die ersten Basisvektoren, unten die zweiten. Unter a ist die
Karte der Orientierungsstärke wiedergegeben. Hell repräsentiert sind Gebiete mit einer starken
Orientierungspräferenz, dunkel Gebiete mit einer schwachen. Unter b sind für dieselbe Karte
die Messwerte für die lokale Wellenlänge und die Abweichung vom nächstgelegenen Gaborfilter
angegeben. Ganz rechts ist dargestellt, welche Farbenkodes für die verschiedenen Kombinationen
von spatialer Wellenlänge und Abweichung bei der Gaboranalyse verwendet wurden.

Neuronen festgestellt.

Die Orientierungskarte der ASSOM zeigt ebenfalls eine Wellenlänge ungefähr 20 Neuronen,
was deutlich grösser ist als die Wellenlänge der Orientierungsdomänen in der selbstorga-
nisierenden Karte mit ungefähr 12 Neuronen unter den gleichen Simulationsbedingungen
(siehe Abb. 5.8). Die Zahl der pinwheels pro Wellenlängenquadrat liegen bei der ASSOM
etwa bei 3.3, bei der selbstorganisierenenden Karte etwa bei 2.7.

Ein Blick auf die Karte der lokalen Wellenlängen (siehe Abb. 5.11) zeigt, dass die schon
im selbstorganiserenden Kartenmodell prävalenten Inseln mit einer großen spatialen Wel-
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Abbildung 5.13: Histogramme der präferierten Wellenlängen (b) und deren Kombination bzgl.
der beiden Basisvektoren (a). Die Häufigkeit des Auftretens einer Kombination ist mit dem
Farbübergang von Dunkelblau (selten) zu Gelb (häufig) kodiert. Es ist zu erkennen, dass der
zweite Basisvektor eher kürzere lokale Wellenlängen repräsentiert. (identische Daten wie Abb.
5.7.

lenlänge hier nur im ersten Basisvektor auftreten. Der zweite Basisvektor hat in vielen
Fällen an diesen Stellen eine niedrigere Wellenlänge (vgl. Abb. 5.13) An diesen Stellen
variiert also eher die lokale Wellenlänge, als die lokale Phase.

Die rezeptiven Felder der ASSOM werden durch zwei orthogonale Vektoren in jeder Einheit
produziert. Diesen entsprechen ähnliche Positionen and Orientierungen, aber eine 90◦ Pha-
senverschiebung führen (siehe Fig. 5.14 a)). Stimuli an einer ähnlichen Position und mit
einer ähnlichen Orientierung aber einer beliebigen Phase können also durch eine Einheit
der ASSOM repräsentiert werden.
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Positionsvariation

Rezeptive Felder

Orientierungs-
variation

Phasenvariation

Abbildung 5.14: Ein Beispiel für ein rezeptives Feld des ASSOM-Modells (W)r (aus den Daten
Abb. 5.7. Die beiden Basisvektoren zeigen rezeptive Felder von einem gaborartigen Aussehen. Die
präferierte Orientierung und Position im visuellen Feld sind beinahe identisch, die spatiale Phase
zeigt einen Unterschied von etwa 900. Darunter die Antwort al der beiden rezeptiven Felder l
bzw. ihrer Quadratsumme

∑
l a

2
l auf einen Teststimulus (Gaborfilter) der in der Position variiert

wurde. Darunter die Antwort auf eine Orientierungsvariation und auf eine Variation der lokalen
Phase eine Phasenvariation.
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a)

Abbildung 5.15: Neuronales Antwortverhalten: a.) simple cells und b.) complex cells. Unten ist
jeweils eine denkbare Folge von Aktionspotentialen der Zellen gezeichnet. Hell schraffiert positive
synaptische Gewichte, schwarz negative synaptische Gewichte. Während simple cells sehr selek-
tiv auf die Position des Reizbalkens reagieren, antwortet eine complex cell während des ganzen
Durchgangs gleichmäßig.

5.7 Ein Vergleich der Modellresultate mit biologi-

schen Fakten

Das Verhalten der einzelnen Einheiten der ASSOM ähnelt dem Antwortverhalten kortikaler
complex cells (siehe Abb. 5.15). Dieser Zelltyp antwortet auf Stimulierung selektiv bezüglich
Orientierung und Position im visuellen Feld aber unabhängig von der Phase des Stimulus
(siehe Abb. 5.14). Auch im Modell antwortet ein Punkt des Kortex auf einen Stimulus in
Abhängigkeit seiner Orientierung und Position aber phasenunabhängig. Dabei ist festzu-
stellen, dass einzelne Stellen des Kortex fast konstant auf alle Phaseneinstellungen antwor-
ten. Die rezeptiven Feldeigenschaften der beiden Basisivektoren stimmen dabei sowohl mit
theoretischen Überlegungen überein, wie sie für das Zustandekommen rezeptiver Feldeigen-
schaften für komplexe Zellen schon früher gefordert wurden [Heeger, 1991, Yuille, 1989], als
auch mit den physiologischen Gegebenheiten, wie sie tatsächlich in biologischen rezeptiven
Feldern von einander benachbarten simple cells gefunden werden [Freeman et al., 1997].

Während nämlich die Eigenschaften rezeptiver Felder wie Orientierung, Position und Oku-
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lardominanz, wie eingangs dieses Kapitels erwähnt, stetig auf die Kortexoberfläche abge-
bildet werden, gilt dies nicht für die lokale Phase. Zunächst wurde allerdings angenommen,
dass sie sich in regelmäßigen Sprüngen von 90◦ anordnen würden [Pollen & Ronner, 1981,
Liu et al., 1991]. Dagegen geht man heute davon aus, dass benachbarte Neuronen beliebi-
ge Verschiebungen der spatialen Phase aufweisen [Freeman et al., 1997]. Die Karten bildet
also diese Eigenschaft nicht stetig ab.

Wie funktioniert nun eine komplexe Zelle? Die Einheiten des hier vorgestellten Modells sind
hierarchisch aufgebaut. Zwei Antworten von Neuronen mit orthogonalen Phasen, die also
von kortikalen simple cells stammen können, efferieren auf eine Verrechnungseinheit, die
man als eine kortikale complex cell interpretieren kann. Damit befindet sich dieses Modell in
Übereinstimmung mit theoretischen Überlegungen und Modellen, die in der Vergangenheit
vorgeschlagen wurden [Yuille, 1989, Heeger, 1991, Chance et al., 1999]. Allerdings scheinen
im biologischen Substrat diese Hierarchien nicht zu existieren [Alonso & Martinez, 1998].
Die complex cells erhalten eher direkt Zugang über genikulate Afferenzen bzw. deren Zwi-
schenstationen als über simple cells. Daher scheint die Vermutung angebracht, dass sich
complex cells und simple cells während der Lernphase zwar beeinflussen, sich möglicherwei-
se gegenseitig optimieren, dass aber eine reife kortikale complex cell keine afferenten simple
cells für ihr typisches Antwortverhalten benötigt, sondern die obengenannten Verechnungs-
vorgänge intern bewältigt. Eine komplementäre Erklärungsmöglichkeit bieten Berechnun-
gen auf dem Dendritenbaum [Mel & Archie, 2000]. Die Unterstützung des Lernens würde
sich dann durch Hebbsches Lernen in einer strukturierten afferenten Verschaltung nieder-
schlagen.

Typische Schnittwinkel zwischen Phasenkarte und Orientierungskarten werden beim AS-
SOM nicht gemessen (siehe Abb. 5.10). Bei der selbstorganisierenden Karte gibt es eine
schwache Präferenz für senkrechte Schnittwinkel. Bei biologischen Karten liegen zwei wi-
dersprüchliche Ergebnisse vor. Während eine Arbeit die Existenz typischer Schnittwinkel
negiert [Kim et al., 1999], berichtet eine zweite von einer schwachen statistischen Präferenz
für senkrechte Schnittwinkel zwischen Orientierungsgradienten und Wellenlängengradien-
ten [Hübener et al., 1997].

Bei den hier vorgenommenen Simulationen hat die Entwicklung der Karten den stabilen
Endzustand nicht mit Sicherheit erreicht. Stattdessen wurde ein intermediärer Zustand nu-
merisch durch die exponentielle Abnahme der Lernrate γ quasi während des Lernprozesses
eingefroren. Der Grund dafür liegt darin, dass der numerische Aufwand bei der Berechnung
dieser hochdimensionalen Modelle erheblich ist. In den nachfolgenden Kapiteln soll daher
das Modell reduziert werden, um die stabilen Zustände tatsächlich zu erhalten.
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5.8 Metriken und adaptive Featureräume

Metrische Überlegungen zu einem Zusammenhang zwischen spatialer Phase und Retino-
topie haben zu den richtigen rezeptiven Feldformen von complex cells im visuellen Kortex
geführt. Anders als in Kapitel 3 standen hier metrische Überlegungen explizit im Vorder-
grund und haben in der Konsequenz zu einem alternativen Konzept eines Modells selbst-
organisierender Karten beigetragen.

In der Zwischenzeit ist auch von anderer Seite [Hyvärinen & Hoyer, 2000] ein ähnliches
Modell entwickelt worden, das ebenfalls auf adaptiven Unterräumen aufbaut, aber statt
eines winner-takes-all-Prinzips auf einer independent component analysis basiert zu der in
ähnlicher Weise wie hier beschrieben topographische Elemente hinzukommen. Wie in dem
hier vorgestellten Ansatz ist das Ziel dieses Modell den Anspruch das Antwortverhalten
kortikaler komplexer Zellen korrekt wiederzugeben.

Die Wellenlänge des ASSOM-Modells ist fast doppelt so groß wie die des unter gleichen
Bedingungen entstandenen einfachen Kartenmodells. Die Ursache dafür könnte darin lie-
gen, dass die bei der selbstorganisierenden Karte dominierende Eigenschaft, nämlich die
spatiale Phase, beim ASSOM nicht mehr in ihren verschiedenen Kombinationen mit den
anderen Stimuluseigenschaften repräsentiert wird. Das effektive Volumen des Stimulusrau-
mes verringert sich durch die Reduktion der spatialen Phase, während sich die effektiven
Abstände zwischen zwei benachbarten Orientierungen nicht ändern.

Ein Blick auf die Einfaltung der ASSOM- Modellneuronen in das visuelle Feld gibt einen
Hinweis darauf welche Eigenschaften besonders von den einfacheren Featureansätzen abwei-
chen. Ist die Retinotopie der ASSOM auch im Groben erhalten (siehe Abb. 5.7), so lassen
sich doch lokal etwa in der Wellenlänge der Orientierungskolumnen, erhebliche Störungen
feststellen. Diese wurden auch schon in anderen hochdimensionalen Modellen gefunden.
Schon weil die Wellenlängen dieser Störungen mit der Wellenlänge der Orientierungspräfe-
renzen übereinstimmen, ist es naheliegend, anzunehmen, dass diese Störungen auf einer
metrischen Kopplung zwischen der Position und Orientierung beruhen. Um eine Untersu-
chung der essentiellen Eigenschaften dieser Kopplung durchzuführen soll im folgenden Ka-
pitel ein vereinfachtes Modell untersucht werden, das auf einem reduzierten Stimulusraum
aufbaut, jedoch im Wesentlichen mit den gerade präsentierten Modellen übereinstimmt.

5.9 Die topologischen Eigenschaften des generischen

rezeptiven Feldes in SOM und ASSOM

Die generischen rezeptiven Felder der Karten haben sowohl im Falle der selbstorganisie-
renden Karte als auch bei der ASSOM näherungsweise die Form zweidimensionaler Ga-
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a)                                                   b)

Abbildung 5.16: Kleinsche Flasche. Die kombinierte Variierung der präferierten Orientierung
und Φ und der spatialen Phase Θ bei Gaborfiltern führt zu einer geschlossenen Manigfaltigkeit,
die die Eigenschaften einer Kleinschen Flasche hat (aus [Tanaka, 1995]).

borfilter. Um die Vorgehensweise zu vereinfachen, soll nun angenommen werden, daß auch
der generische Stimulus im Wesentlichen ein Gaborfilter ist. Stimulus und rezeptive Felder
lassen sich also formal durch (vgl. Gl. (3.14)):

G = G(ξ1, ξ2) = gw × gg (5.14)

mit

gw = cos

(
ω ×

(
1
0

)
· T̂ (Φ1) ·

(
(ξ1 − ξ1)

(ξ2 − ξ2)
+ Θ

))
(5.15)

und

gg = exp

(
−
∣∣∣∣( b1

b2

)
· T̂ (Φ2) ·

(
(ξ1 − ξ1)

(ξ2 − ξ2)

)∣∣∣∣2
)

(5.16)

beschreiben. Dabei soll die Orientierung Φ durch eine koinzidierende Ausrichtung Φ1 und
Φ2 festgelegt sein. Zudem werden für Stimulus und Karte konstante Werte für b1 und
b2 angenommen, die beide gleich groß sein sollen. Weiterhin soll von einer Variation der
spatialen Frequenz und der Position des Stimulus im visuellen Feld abgesehen werden.

Daraus ergeben sich folgende Fragen. Welche topologischen Eigenschaften hat der Sti-
mulusraum dieser vereinfachten Beschreibung? Wie unterscheiden sich die topologischen
Eigenschaften des Stimulusraums von SOM und ASSOM?
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Im Falle der selbstorganisierenden Karte ist der um die Postionsvariation reduzierte Sti-
mulusraum eine Manigfaltigkeit, die von den beiden periodischen Variablen lokale Phase Θ
und Orientierung Φ abhängt, wobei die spatiale Phase 2π periodisch und die Orientierung
π periodisch ist. In Abb. 5.16 ist dargestellt, wie sich die beiden Variablen Θ und Φ auf
dieser Fläche darstellen lassen. Versucht man nun die Ränder in der Weise aneinanderzu-
heften, dass eine an allen Punkten stetige Abbildung entsteht, so müssen der eine vertikale
Rand an der Horizontalen gespiegelt an den linken geheftet werden. Der obere horizon-
tale Rand kann dagegen ohne Spiegelung an den unteren horizontalen geheftet werden.
Eine solche Manigfaltigkeit ist homöomorph zu einer Kleinschen Flasche. Der Bezug zu Ei-
genschaften rezeptiver Felder wurde zuerst von S. Tanaka [Tanaka, 1995] dargestellt. Die
erwähnten neuen Ergebnisse zur Repräsentation der räumlichen Phase lassen die an sich
interessanten Betrachtungen von Tanaka jedoch als irrelevant erscheinen. Bei der Karte li-
nearer adaptiver Unteräume reduziert sich die Darstellung von Phase und Orientierung des
Stimulusraumes durch den Wegfall der spatialen Phase nämlich auf einen eindimensional
π-periodischen. Alle Phasen sind in einer einzelnen Einheit des Modells vereinigt. Die wei-
teren topologischen und metrischen Auswirkungen linearer adaptiver Unteräume können
formal mit Hilfe eines Abstandsmaßes untersucht werden, das den Eigenschaften linearer
adaptiver Unterräume entspricht. Ein plausibler Ansatz ist der in Gl. (5.5) gegebene:

D2(V, (W)r) = minαl

(∣∣∣∣∣V −∑
L

αlWr,l

∣∣∣∣∣
)2

(5.17)

Zwei Annahmen soll nun gemacht werden: Erstens sollen sich sowohl die Stimuli als auch
die rezeptiven Felder auf die oben genannten Gaborfilter reduzieren lassen. Zweitens soll
die lokale Phase zwischen den beiden rezeptiven Feldvektoren W1 und W2 einer Einheit
um etwa 900 differieren. Die anderen Eigenschaften des Gaborfilters sollen in beiden Ba-
sisvektoren gleich sein. Das führt dazu, dass durch die Variation der αl im Wesentlichen
die spatiale Phase variiert wird. Damit wird das Abstandsmaß äquivalent zu

D2(V, (W)r) = minΘ (G(v)−G(w,Θ))2 , (5.18)

wobei die Eigenschaftsvektoren v,w lokale Phase, Orientierung und Position wiedergeben
sollen. Weiterhin definieren wir

Θmin = argminΘ (G(v)−G(w,Θ))2 . (5.19)

Da Spiegelungen eines Gaborfilters längs seiner Orientierung zu einem Gaborfilter führen,
der die inverse spatiale Phase aufweist, ändert sich bei gleichzeitiger Spiegelung beider
rezeptiver Felder der Abstand nach Gl. (5.19) nicht. Lediglich Θmin transformiert sich zu
−Θmin. Treten alle spatialen Phasen gleichmäßig in der Stimulierung auf, so kann argu-
mentiert werden, daß auch der effektive Stimulus diese Symmetrie aufweist. Weiterhin
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ist ein Gaborfilter spiegelsymmetrisch gegenüber Siegelungen quer zu seiner präferierten
Orientierung. Diese Symmetrie führt nicht zu einer Veränderung Θmin.

Diese beiden Eigenschaften der Metrik bezüglich des Stimulusraumes für das Modell ad-
aptiver Unterräume sollen nun festgehalten werden:

1. Die Metrik ist spiegelsymmetrisch bezüglich Spiegelungen der Positionskoordinaten
längs und quer zur präferierten Orientierung.

2. Die Metrik ist π - periodisch bezüglich der präferierten Orientierung.

Im nächsten Kapitel werden diese Eigenschaften benutzt.

In der Darstellung der Analysemethoden in Abschnitt 3.7 wurde der Begriff Orientie-
rungsstärke als Messgröße eingeführt, die ein Maß für die Signifikanz einer ermittelten
Orientierung darstellt. In den bisher vorgestellten Modellen ließ sich die Variation der
Orientierungsstärke schon auf mindestens zwei Ursachen zurückführen (vgl. Abb. 5.5 und
5.12). Einerseits erwiesen sich Bereiche mit weniger großen spatialen Wellenlängen als we-
niger orientierungsselektiv. Es gab andererseits aber auch solche Stellen, die Gaborfiltern
unähnlich waren. Im Folgenden soll auf die einzelnen Ursachen der Orientierungsselekti-
vität nicht mehr eingegangen werden, d.h. die Stärke der Orientierungsselektivität wird
lediglich als skalarer Modellparameter einbezogen, siehe Abb. 5.17.

Die Defizite des vereinfachten Modells können durch eine kompliziertere metrische Struktur
ausgeglichen werden. Bevor im Kapitel 7 auf die Karteneigenschaften eingegangen wird,
werden nun die Bedingungen für eine dem Kartenbildungsprozess zugrundeliegende Metrik
abgeleitet.

5.10 Zusammenfassung

Die Erweiterung des Modells aus dem 3. Kapitel auf die klassische selbstorganisierende
Karte führt zu topographischen Problemen. So wurde aus metrischen Gründen die nor-
male hochdimensionale selbstorganisierende Karte durch ein topographisches Modell das
lineare Unteräume adaptiert (ASSOM) ersetzt. Dieses Modell vermag sowohl die retinotope
Anordnung der kortikalen rezeptiven Felder weitgehend zu erhalten als auch des Antwort-
verhalten komplexer Zellen im visuellen Kortex zu reproduzieren.
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Abbildung 5.17: Die Vereinfachung des Modells durch die Einführung eines skalaren Orientie-
rungsparameters. a) Die Orientierungsselektivität hängt in den Modellen, die natürliche Bilder
als Stimulierung verwenden, von verschiedenen Ursachen ab. In den in diesem Kapitel präsentier-
ten Modellen wurden mindestens zwei Ursachen beobachtet (vgl Abb. 5.5 und 5.12): erstens Die
Variation der spatialen Wellenlänge (in diesem Schema horizontal) und zweitens die Abweichung
von dem Aussehen eines Gaborfilters (vertikal). Die Kombination von Abweichung vom nächsten
Gaborfilter und Variation der Wellenlänge führt zu unterschiedlichen Orientierungstärken, wo-
bei die ungefähren Konturen der Orientierungsstärke rot eingezeichnet sind. b) Der kombinierte
Raum der Orientierungsstärke und der Orientierung soll im Folgenden als homöomorph zu C
bzw. R2 gedacht werden, wobei die Transformationsgleichung (Scos(2Φ), Ssin(2Φ))→ (z1, z2) ist.



Kapitel 6

Projektion hochdimensionaler Karten
in den Featureraum

Am Ende des Kapitels 5 wurden topologische Überlegungen dazu angestellt, wie eine in
beiden Richtungen stetige Abbildung eines hochdimensionalen Reizensembles in bestimmte
Unterräume des Eigenschaftsraumes aussehen könnte.

Nun sollen, analog zu den topologischen die metrischen Eigenschaften untersucht werden.
Es soll also die Frage beantwortet werden, wie die Abstände bei einer Projektion in den
Eigenschaftsraum zu transformieren sind. Es stellt sich heraus, dass die Kreisscheibe ei-
ne mit Einschränkungen akzeptable Darstellung der Orientierungseigenschaften ergibt und
dass außerdem ein zweidimensionaler Raum für die Darstellung der möglichen Positionen
notwendig ist. Es lässt sich dann unter Annahme einiger plausibler Symmetrien, ein infini-
tesinales Abstandsmaß finden, welches für eine große Klasse von Stimulusräumen geeignet
ist.

6.1 Grundlegende Überlegungen

Bis hierher wurden Untersuchungen in einer Modellklasse vorgenommen, die im Allge-
meinen als hochdimensionale Modelle bezeichnet werden. Die Vertreter der dazu komple-
mentären Klasse werden Featuremodelle genannt. Zunächst soll der wesentliche Unterschied
dargestellt werden.

Wie bereits diskutiert, werden bei hochdimensionalen Ansätzen die Stimulusvektoren V
als Aktivitätsverteilung über viele parallele Kanäle ξ aus genikulaten Afferenzen Vξ re-
präsentiert, wobei jeder Kanal eine Dimension des Vektors darstellt. Konkret resultiert ein
Stimulus von 16× 16 Pixeln in einen 256 dimensionalen Vektor. Die Aktivierung ar eines
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kortikalen Neurons an der Stelle r wird durch den Überlapp zwischen Stimulus V und dem
rezeptivem Feldvektor Wr

ar = (V ·Wr) . (6.1)

definiert, beziehungsweise, im Falle des Modells adaptiver Unteräume, durch

ar =
∑
L

(V ·Wl,r) . (6.2)

Das Ziel der neuronalen Optimierung ist es, diesen Überlapp zu maximieren. Wie schon
gezeigt, ist dieser Überlapp im normierten Fall dem Abstand D (V, (W)r) entgegengesetzt
proportional. Dabei ist die Stimulusmanigfaltigkeit S formal Ξ-dimensional, wobei Ξ die
Zahl der Kanäle bezeichnet.

Die Aktivitäten treten in diesen Kanälen keineswegs unabhängig voneinander auf. Vielmehr
sind die Aktivitäten stark korreliert, wodurch biologische Neuronen im Falle einer normalen
Entwicklung zumeist gaborfilterartige rezeptive Felder entwickeln. Die effektive Dimension
dieser Strukturen liegt dabei deutlich unter der Anzahl der verwendeten Kanäle. Mit an-
deren Worten, die Stimulusmanigfaltigkeit S ist lediglich ein Unterraum des Raums aller
theoretischen Aktivitätsverteilungen der Kanäle, der eine deutlich niedrigere Dimension
hat als die Zahl der Pixel. Featurekartenmodelle benutzen diese Tatsache und repräsen-
tieren auch intern Stimuli und rezeptive Felder im niedrigdimensionalen Eigenschaftsraum
s .

Die Struktur der relevanten Dimensionen, die s bestimmen, kann aus den Eigenschaften der
Stimulussets im hochdimensionalen Raum berechnet werden. Zunächst sollen allgemeine
Eigenschaften aus den Symmetrien der Stimulusmenge extrahiert werden.

6.2 Kodierung der Stimuli im Featureraum

Für die folgende Darstellung reicht zur Beschreibung von Stimulus und rezeptiven Feld-
eigenschaften eine Beschränkung auf vierdimensionale Vektoren aus. Zwei Parameter ent-
fallen auf die Orientierung und zwei auf die Position des Stimulus bzw. des rezeptiven
Felds.

Für die Position des Stimulus können die beiden Positionskoordinaten (ξ1, ξ2) verwendet
werden. Bei der Orientierungsstärke Z und der Orientierung Φ, die π periodisch ist, eignet
sich die Kodierung
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z1 = Z cos(2Φ) (6.3)

z2 = Z sin(2Φ). (6.4)

Diese Darstellung erscheint deshalb sinnvoll, weil sie stetig die π-periodische Größe der
Orientierung auf den 2π-periodischen Richtungsvektor (z1, z2) abzubilden vermag.

6.3 Eine Modifikation des elastischen Netzes

Bevor die metrischen Eigenschaften des Featureraumes detailiert untersucht werden, sollen
in diesem und im folgenden Abschnitt die Adaption der hochdimensionalen Kartenmodelle
auf den niedrigdimensionalen Fall vorgenommen werden. Zunächst wird das elastische Netz
betrachtet. Dessen Kostenfunktion (vgl. Gl. (4.8))

E = σ2
ELE

[
log

(∑
N

exp

(
−(V −Wr)

2

2σ2
EL

)
dr

)]
S

+
η

2

∑
N

∑
|r2−r|=1

(Wr2 −Wr)
2 (6.5)

enthält die Vektoren der rezeptiven Felder in zwei Termen. In beiden Fällen handelt es
sich um quadratische euklidische Abstände. Im ersten Fall um den quadratischen Abstand
zwischen dem Stimulus V und dem rezeptiven Feld Wr

(V −Wr)
2 = D2 (V,Wr) . (6.6)

Im zweiten Fall um den Abstand aus benachbarten rezeptiven Feldern∑
|r2−r|=1

(Wr2 −Wr)
2. (6.7)

Nimmt man an, dass sich sowohl alle hochdimensionalen Stimuli V als auch die rezeptiven
Felder Wr formal durch die niedrigdimensionalen Eigenschaftsvektoren v und wr mit V =
G(v) und W = G(w) ausdrücken lassen, so sollte schon die Kenntnis des Abstandsmaßes

D (V,Wr) = D (G(v),G(w)) (6.8)

ausreichen, um das Minimum der Kostenfunktion zu bestimmen. Es ist gleichwertig, die
Distanzfunktion auf den Featureraum herunterzuziehen, das heißt

D (G(v),G(w)) = d (v,w) . (6.9)
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Damit wird die Kostenfunktion im elastischen Netz zu

E = σ2
ELE

[
log

(∫
N

exp

(
−d2 (v,wr)

2σ2
EL

)
dr

)]
S

+
η

2

∑
N

∑
|r2−r|=1

d2 (wr,wr) . (6.10)

Ist die Distanz klein, so genügt es, die quadratischen Terme des Abstandsmaßes, das heißt
die ersten nichtverschwindenden Terme einer Polynomreihenentwicklung zu betrachten. Da
eine Metrik bei identischen Positionen verschwindet und obendrein eine gerade Funktion
der beiden Positionsvektoren ist, sind die ersten Entwicklungsterme, die nicht verschwinden
mindestens zweiter Ordnung. Ist tatsächlich schon die zweite Ordnung relevant, handelt es
sich um eine Riemannsche Metrik. Im Falle kleiner Abstände ist also

d2(w,w + ∆w) ≈ ∆w g(w) ∆w, (6.11)

wobei (g) eine quadratische Matrix ist, die im Grenzfall infinitesimaler Abstände einen me-
trischen Tensor darstellt. In den numerischen Simulationen soll angenommen werden, dass
die Abstände zwischen Stimulus und rezeptivem Feld ebenfalls gut durch ein quadratisches
Abstandsmaß genähert werden können.

Eine Transformation des Stimulusraumes führt immer zu einer entsprechenden kovarianten
Transformation der Metrik. Gesetzt den Fall, der stabile Endzustand, welchen die Karte
unter S schließlich einimmt, ließe sich auch auf die Mannigfaltigkeit S ′ abbilden, so lässt
sich ein Tupel (S ′,D ′) finden, das zum identischen Endzustand des Algorithmus wie unter
(S,D) führt. Dabei kann sich jedoch die Dynamik des Gradientenabstieges in Abhängigkeit
der Darstellung der Mannigfaltigkeit deutlich unterscheiden.

6.4 Entsprechendes zum Kohonenalgorithmus

Da der Kohonenalgorithmus nicht über eine Kostenfunktion verfügt, die zu minimieren
wäre, kann der Endzustand nicht über ein Minimum definiert werden. Es bleibt, die ko-
variante Dynamik gegenüber der Darstellungstransformationen des Featureraumes zu be-
rechnen. Es ist naheliegend, von einer Darstellung der Dynamik

∂tWr = F (W,S) (6.12)

auszugehen und durch Koordinatentransformation W(w)→ w zur Dynamik

∂twr =
∂wr

∂Wr

F (W(w),S) = f(w) (6.13)

überzugehen. Dieser Weg ist jedoch aus verschiedenen Gründen meist praktisch nicht an-
wendbar (jedoch siehe [Thomas & Cowan, 2000]). Ist das Distanzmaß im Featureraum be-
kannt (vgl. Abschnitt 6.5), so kann man einen anderen Weg beschreiten. Die Lernregel im
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hochdimensionalen Kohonenmodell (vgl. Gl. (4.3)) lässt sich als

∂tW = γ(V −Wr) exp(−(r− r∗)2/2/σ2
K) (6.14)

schreiben, wobei

r∗ = argminr

[
(V −Wr)

2
]
. (6.15)

Gl. (6.14) kann durch

∂tW = γ E D(V,Wr) exp(−(r− r∗)2

2σ2
K

) (6.16)

ausgedrückt werden. Hierbei stellt

E =
V −W

|V −W|
(6.17)

den normierten Richtungsvektor in Richtung der stärksten Abnahme der Distanz im hoch-
dimensionalen Raum dar. Diese sollte mit der Richtung der stärksten Abnahme der Distanz
im Featureraum übereinstimmen. So kann die korrespondierende Dynamik im Featureraum

∂twr = γ e d(v,wr) exp(−(r− r∗)2/2/σ2
K) (6.18)

geschrieben werden. e stellt wie E einen Einheitsvektor in Richtung der stärksten Abnahme,
jetzt allerdings von d(v,wr), dar. e läßt sich dann aus

ẽ = −(g)−1 · ∂d(v,wr)

∂wr

, (6.19)

mit (g)−1 als dem inversen metrischen Tensor, zu

e =
ẽ

|ẽ|
(6.20)

berechnen. Die Gl. (6.19) leitet sich aus der Minimierung der Kostenfunktion (siehe
[Amari 2000] für ein identisches Vorgehen im Falle des natürlichen Gradientenabstiegs,
natural gradient descent)

E =
∂d(v,wr)

∂wr

· ẽ + λ
(
ẽT (g)ẽ−N

)
(6.21)

ab, wobei in diesem Falle λ einen Lagrangemultiplikator darstellt, der die Normierung von
ẽ auf den Betrag N sicherstellt.
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v2

v1

w

Abbildung 6.1: Zwei Stimuli und ein rezeptives Feld in einem hochdimensionalen Modell (sche-
matisch). Obwohl beide Stimuli die gleiche Distanz in retinalen Koordinaten aufweisen ist der
pixelweise Überlapp von v1 mit w kleiner als der zwischen v2 und w. Der Grund dafür liegt
darin, dass einer der Stimuli zum rezeptiven Feld längs seiner Orientierung disloziert ist, während
der andere quer dazu verschoben ist. Die Kreuze inmitten der Stimuli respektive des rezeptiven
Feldes geben ihre Symmetrieachsen wieder.

6.5 Symmetrieüberlegungen zur Metrik

Es soll nun das Ziel sein, zu verschiedenen hochdimensionalen Stimulusmanigfaltigkeiten
die jeweilige Metrik der Featureräume zu berechnen. Im Stimulusraum hat die infinitesimale
Abstandsgleichung für zwei vierdimensionale Eigenschaftsvektoren u1,u2, die zueinander
den Abstand du = (dξ, dz) = (dξ1, dξ2, dz1, dz2) haben, grundsätzlich folgendes Aussehen:

d(u1,u2) = gξξdξ
2 + 2gξzdξ dz + gzzdz2. (6.22)

(Statt der Bezeichnungen (ξ1, ξ2) sollen in den verbleibenden Kapiteln die Bezeichnungen
(ξ1, ξ2) für die Schwerpunkte, also die Positionen der rezeptiven Felder bzw. der Stimuli
im visuellen Feld verwendet werden.) Die Zerlegung soll der Übersichtlichkeit dienen. Der
gesamte metrische Tensor setzt sich dann zusammen als

(g) =

(
gξξ gξz
gξz gzz

)
. (6.23)

Zunächst soll versucht werden, durch Einschränkung der Modellklasse einige generelle Aus-
sagen über die Eigenschaften des metrischen Tensors zu machen. Diese Einschränkungen
sind Symmetrieannahmen, wie sie in den gängigen hochdimensionalen Modellansätzen vor-
kommen und die im visuellen Kortex plausibel erscheinen. Alle bisherigen Featureansätze
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Abbildung 6.2: Invarianz gegen Positionsinversionen. Da die Orientierung von v1 und v2 gleich
sind, der Betrag der Dislozierung übereinstimmt, und außerdem Stimulus und rezeptives Feld π

- symmetrische Strukturen sind, muss die Abstandsfunktion d für d(v1,w) gleich d(v2,w) sein.

nehmen implizit ein euklidisches Abstandsmaß an, also

gξξ = gzz =

(
1 0
0 1

)
(6.24)

gξz =

(
0 0
0 0

)
. (6.25)

Dieses vermag aber bestimmte Eigenschaften des Stimulusraumes, wie sie in hochdimen-
sionale Karten auftreten, nicht zu reproduzieren. Am anschaulichsten lassen sich die dabei
auftretenden Phänomene am Beispiel einer hochdimensionalen selbstorganisierenden Kar-
te mit rezeptiven Feldern verstehen, die eine zigarrenartige Form haben. Die Richtung der
Zigarre indiziere die Orientierung. Solche Stimulusräume waren schon Gegenstand von Un-
tersuchungen zu hochdimensionalen Karten [Obermayer & Blasdel, 1997]. Man stelle sich
nun ein Stimuluspaar v1, v2 vor, das dem rezeptiven Feld ähnelt (siehe Abb. 6.1). Der
Unterschied besteht darin, daß v1 quer zur gemeinsamen Orientierung und v2 längs der
Orientierung disloziert ist. Der Abstand in retinalen Koordinaten des visuellen Feldes sei
in beiden Fällen gleich. Das bedeutet, dass im Falle eines euklidischen Abstandsmaßes im
Featureraum der Abstand in beiden Fällen gleich sein muss, denn dξ2 ist in beiden Fällen
gleich und dz2 jeweils Null. Dagegen wird der Abstand zwischen zwei hochdimensionalen
Vektoren durch den Überlapp bestimmt. Dieser ist bei dem Vektorpaar v2 und w wesentlich
größer als im Fall v1 und w.

Um ein Abstandsmaß im Featureraum zu erhalten, das in der Lage ist, hochdimensionale
Überlapps durch Featureabstände auszudrücken, muss letztlich über die Aktivitätsvertei-
lung intergriert werden.
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Zunächst soll der Frage nachgegangen werden, in welcher Weise sich der allgemeine me-
trische Tensor einschränken lässt. Dazu sollen folgende Symmetrieüberlegungen angestellt
werden.

1. Betrachtet wird zuerst die Invarianz der Energiefunktion gegenüber Translationen im
visuellen Feld. Zumindest in den hier vorgrestellten Modellen ist diese erfüllt. Biolo-
gisch mag das fragwürdig erscheinen, denn bekannterweise ist die Repräsentation des
visuellen Feldes in der Retina, wie auch im visuellen Kortex stark verzerrt. Jedoch
spielen sich diese Verzerrungen auf größeren Längenskalen als die Orientierungsko-
lumnen ab. Deshalb soll im Rahmen dieses Modells – wie auch der meisten anderen
[Obermayer et al., 1992, Obermayer et al., 1990, Wolf, 1998, Wolf & Geisel 1998] –
auf die Berücksichtigung von Inhomogenitäten verzichtet werden. So mag das Modell
als Simulation im fovealen Bereich interpretiert werden, wo die Effekte der Verzerrung
am schwächsten sind. Daraus folgt, dass

d(ξ1, ξ2) = d(ξ1 − ξ2) (6.26)

lediglich eine Funktion der Distanz der beiden Positionskoordinaten sein darf. Auf-
grund der inifinitesimalen Formulierung der Metrik darf (g) auch keine explizite
Funktion von dξ enthalten. Es treten also weder die Positionskoordinaten ξ noch
ihre Verrückung dξ im metrischen Tensor auf.

2. Der Abstand d soll invariant gegenüber der Inversion der retinalen Positionsdifferenz
sein (vgl. Abb. 6.2), d. h.

d(dξ) = d(−dξ). (6.27)

Daraus folgt, dass die gemischten Terme gξzdξ dz verschwinden müssen, da die Metrik
dann keine ungerade Funktion in dξ sein darf. Daher ergibt sich

gξz =

(
0 0
0 0

)
. (6.28)

3. Weiterhin wird Invarianz gegen Drehungen des Gesamtsystems gefordert. Die Metrik
sollte also mindestens für Φa ≡ Φb invariant gegenüber der Koordinatentransforma-
tion

(ξ, z) ·
(

T̂Φa 0

0 T̂2Φb

)
→ (ξ, z) (6.29)

sein, wobei T̂Φ zweidimensionale Rotationen bezeichnen.

Zunächst erfüllt die Metrik

d̃(du) = du g̃ du (6.30)
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mit

g̃ =


ν 0 0 0
0 ν 0 0
0 0 δ 0
0 0 0 δ

 (6.31)

die genannten Symmetrien. Es handelt sich hierbei um die allgemeine ungekoppelte Metrik,
die diagonal sein muss. Aufgrund der letzten geforderten Symmetrie darf sie nur die beiden
freien Funktionen δ und ν abhängen. Dieses Abstandsmaß erfüllt allerdings noch eine
weitere Symmetrie. Beispielsweise ließen sich hier die rezeptiven Felder w1 und w2 (in
Abb. 6.1) ohne Änderung des Abstandes ineinander überführen. Es lassen sich also auch
Transformationen nach Gl. (6.29) durchführen, bei denen Φa 6= Φb ist. Um der Situation
im Hochdimensionalen gerecht zu werden, führe ich nun Kopplungen zwischen dz bzw. dξ
mit z ein. Aufgrund der dritten Symmetrie, die streng nur für Φa = Φb gelten soll, ist nur
eine Kopplung der Art

c1 = f(|z|, |dξ|, 2χ− 2Φ) (6.32)

zwischen dξ und z möglich. Dabei ist

dξ = |dξ|
(

cos(χ)
sin(χ)

)
(6.33)

und wie definiert

z = |z|
(

cos(2Φ)
sin(2Φ)

)
. (6.34)

Es muss nun berücksichtigt werden, dass es sich bei der Kopplung von dξ und z um eine
Kopplung eines 2π-periodischen und eines π periodischen Vektors handelt. Das macht die
Hilfskonstruktion

dξ̃ = |dξ|2
(

cos(2χ)
sin(2χ)

)
=

(
dξ2

1 − dξ2
2

2dξ1dξ2

)
(6.35)

notwendig. Da

2χ− 2Φ = arccos

(
dξ̃

|dξ̃|2
· z

|z|

)
(6.36)

ist, lässt sich Gl. (6.32) zu

c1 = f

(
|z|, |dξ|, arccos

(
dξ̃

|dξ̃|2
· z

|z|

))
= f̃

(
|z|, |dξ|, dξ̃ · z

)
(6.37)
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a)                                                 b)                                              c)                                                   d)

Abbildung 6.3: Die Festlegung der Kodierung von z, die bei Gl. (6.44) vorausgesetzt ist. Die
Pfeile bezeichnen die Koordinatenachsen x1 und x2 des visuellen Feldes. Die Darstellungen der
Orientierungen im Featureraum muss dann für z = (z1, z2) lauten a) (|z|, 0), b) (0, |z|), c) (−|z|, 0),
d) (0,−|z|).

vereinfachen. Da der durch den metrischen Tensor dargestellte infinitesimale Abstand aus-
schließlich quadratische Formen von dξ und dz enthalten darf, verbleibt als einzig möglicher
Ausdruck für c1 der quadratische Entwicklungsterm der Polynomentwicklung in dξ von Gl.
(6.37):

c1 = µ(|z|)
(

dξ2
1 − dξ2

2

2dξ1dξ2

)
· T̂(Φ′) ·

(
z1

z2

)T
, (6.38)

wobei T̂(Φ′) eine zunächst nicht näher bestimmte Drehmatrix einer Drehung um den Win-
kel θ darstellen kann.

Offensichtlich lässt sich diese Kopplung auf den vereinfachten Ausdruck

c1 = µ(|z|)
(

dξ2
1 − dξ2

2

2dξ1dξ2

)
·
(
z1

z2

)T
(6.39)

reduzieren, wenn man die Orientierung entsprechend

T̂(−Φ′)

(
z1

z2

)T
→
(
z1

z2

)T
(6.40)

umdefiniert. Wie einige einfache Überlegungen zeigen, ist das der Fall (siehe Abb. 6.3),
wenn die beiden Orientierungen, bei denen die beiden Symmetrieachsen auf den Haupt-
achsen des Koordinatensystems der Positionskodierung liegen, mit (z1 = |z|, z2 = 0) bzw.
(z1 = −|z|, z2 = 0) kodiert werden. Von einer solchen Kodierung soll im Folgenden ausge-
gangen werden.
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a)                                                                b)

Abbildung 6.4: Die Kopplung zwischen z und dz ist anschaulich der metrische Unterschied
zwischen einer Drehung und einer Stauchung. Die Pfeile symbolisieren jeweils die Richtung des
infinitesimalen Orientierungsunterschiedes dz in ihrer π-periodischen Darstellung. Im Fall a) ist
dz · z = 0 im Fall b) −|z||dz|. Dieser Unterschied korrespondiert mit den im allgemeinen Fall
unterschiedlichen Überlappungen in der hochdimensionalen Darstellung.

Schließlich ist noch eine Kopplung zwischen z und dz möglich. Anschaulich handelt es
sich hierbei um die Darstellung von Unterschieden zwischen einer Drehung und einer Stau-
chung bei der Projektion in den Featureraum (siehe Abb. 6.4). Diese sollten wegen der
Rotationsinvarianz eine Funktion des Skalarprodukts

c2 = f(z · dz) (6.41)

sein. Aufgrund analoger Argumente im Fall der Kopplung zwischen Orientierng und Posi-
tion erhält man schließlich

c2 = ζ(|z|)(dz2
1z

2
1 + dz2

2z
2
2 + dz1dz2z1z2). (6.42)

Insgesamt hat dann die Metrik die Form

d = d̃ + c1 + c2 = du (g) duT (6.43)

mit

(g) =

(
gξξ gξz
gzξ gzz

)
=


ν + µz1 µz2 0 0
µz2 ν − µz1 0 0
0 0 δ + εz1z1 εz1z2

0 0 εz1z2 δ + εz2z2

 (6.44)

als allgemeinster Darstellung unter den gegebenen Symmetrien. Auch über die Eigenschaf-
ten der vier freien Parameter lassen sich Aussagen machen. Die Funktionen ν, δ, µ, ε dürfen
nur von |z| abhängen. Eine Abhängigkeit von ξ ist wegen der Translationsinvarianz nicht er-
laubt. Abhängigkeiten von dξ und dz sind aufgrund des infinitesimalen Kalküls des Tensors
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verboten. Schließlich verletzen Abhängigkeiten von z die Rotationsinvarianz des Gesamt-
systems. Da die Metrik positiv definit sein muss, ist es notwendig, dass ihre Eigenwerte
positiv sind. Da die Matrix ihrer Konstruktion nach eine Metrik definiert, die gegenüber
Orientierungsvariationen der oben beschriebene Art invariant ist, genügt es, den Spezialfall
z1 = |z|, z2 = 0 zu betrachten. Hier ist (g) schon diagonal und es ergeben sich

ν − µ|z| > 0 (6.45)

ν + µ|z| > 0 (6.46)

δ + ε|z|2 > 0 (6.47)

δ > 0 (6.48)

als Nebenbedingungen für den metrischen Tensor.

Im Anhang C wird für einen Spezialfall, nämlich elongierten Gaußverteilungen der konkrete
metrische Tensor berechnet. Für die später folgende Simulation wurde der Einfachheit
halber, ein abstraktes Featureset verwendet, welches die die Symmetrien (1)-(3) aufweist
und außerdem über einen nichtverschwindenden Kopplungsterm verfügt.

Wie oben schon dargelegt, enthält die obige Darstellung noch einen Freiheitsgrad, die Defi-
nition von |z|. Das kann dazu führen, dass äquivalente Systeme unterschiedlich erscheinen.
Zudem kann eine sinnvolle Definition von |z| eine der vier freien Funktionen eliminieren
helfen. In Anhang B wird gezeigt, dass die Transformation

z̃1 ← z1f(|z|2) (6.49)

z̃2 ← z2f(|z|2) (6.50)

mit

f = Cexp

(∫ |z|
0

− 1

2|z|2
+

1

2

√
1

|z|4
+
ε

δ

1

|z|2
d|z|

)
(6.51)

zu einer Eliminierung von ε(|z|) führt, so dass sich alle relevanten Metriken auf die Äqui-
valenzklassen

˜(g) =


ν̃ + µ̃z̃1 µ̃z2

µ̃z2 ν̃ − µ̃z1

δ̃

δ̃

 (6.52)

reduzieren lassen. In diesem Anhang wird außerdem gezeigt, warum der Versuch, statt ε(|z|)
eine der andern drei Funktionen (ν, µ, δ) durch eine Transformation von |z| zu eliminieren,
scheitern muss.
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6.6 Diskussion

Solange von hochdimensionalen Modellen die Rede war, schien es, dass sich die Analyse
der verschiedenen Phänomene auf eine Beschreibung von Ergebnissen der numerischen
Berechnung. zu beschränken hatten.

Die Situation hat sich nun geändert. Statt mit einem Stimulusraum von mehreren hundert
Dimensionen hat man es nun mit einem vierdimensionalen zu tun. Erstens kann man jetzt
die Auswirkungen bestimmter Eigenschaften der hochdimensionalen Modelle direkt im Ei-
genschaftsraum testen. Das veringert den numerischen Aufwand der Simulation. Zweitens
sind nun formale, analytische Untersuchungen möglich. Drittens kann man das Resultat
dieses Kapitels mit dem Katalog bestehender Eigenschaftsmodelle, die auf ähnlichen Prin-
zipien, beruhen vergleichen und diese bestehenden Modelle in den nun größeren Raum von
metrischen Möglichkeiten einordnen.

6.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wird eine Klasse von Metriken im Eigenschaftsraum vorgestellt, die als
die nach den Einschränkungen durch verschiedene Symmetrieüberlegungen allgemeinste
anzusehen ist. Sie verfügt über drei verschiedene freie Parameterfunktionen.
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Kapitel 7

Ein einfaches Modell mit
nichteuklidischem Featureraum

Nun soll an einigen Repräsentanten der im vorhergehenden Kapitel diskutierten Metriken
untersucht werden, inwiefern unter Berücksichtigung realistischer Symmetrieeigenschaften
im stationären Zustand Strukturänderungen der Merkmalskarte auftreten können. Beson-
deres Augenmerk soll dabei auf die Orientierungskarte und ihre strukturellen Eigenschaften
gerichtet werden, weil hierzu eine Vielzahl von experimentellen, modellbasierten und theo-
retischen Untersuchungen vorliegt.

7.1 Eigenschaften des α-Modells

Es geht in diesem Abschnitt darum, an einem Beispiel die Konsequenzen der metrischen
Kopplungen zwischen der Richtung der Positionsverschiebung und Orientierungskarte zu
untersuchen. Als ein einfacher denkbarer Ansatz soll als Abstandsmaß zwischen den zwei
Punkten ua = (ξa1 , ξ

a
2 , z

a
1 , z

a
2) und ub =

(
ξb1, ξ

b
2, z

b
1, z

b
2

)
des Stimulusraumes

d2
(
ua,ub

)
=
(
|ua − ub

∣∣)2 + α C1, (7.1)

gewählt werden, wobei

C1 =
za1 + zb1

2

((
ξa1 − ξb1

)2 −
(
ξa2 − ξb2

)2
)

+ 2
za2 + zb2

2

(
ξa2 − ξb2

) (
ξa1 − ξb1

)
(7.2)

die metrische Kopplung zwischen Orientierungs und Positionskarte definiert. Im Grenzfall
konvergiernder Punkte ua und ub geht die Abstandsfunktion in

d2 = du (g) du (7.3)
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mit einem metrischen Tensor

(g) =


1 + αz1 αz2

αz2 1− αz1

1
1

 (7.4)

über. Im Kontext der Überlegungen des letzten Kapitels ergibt sich ν = δ = 1, µ = α,
ε = 0. Diese Metrik ist durch die Nebenbedingungen nach den Gln. (6.45)- (6.48) bei der
Orientierungsstärken max (|z|) < 1/α positiv definit.

Die Abweichung vom Euklidischen Fall geht über den Parameter α ein, der es erlaubt,
zwischen einer stark gekrümmten und der euklidischen Metrik zu interpolieren.

Der Lernalgorithmus soll das im vorigen Kapitel modifizierte elastische Netzmodell (vgl.
Gl. (6.10)) sein. In jeder Iteration wird dem Modell ein Stimulus v = (z, ξ) präsentiert.
Die Orientierungskomponente z = (z1, z2) des Stimulus ist dabei auf einer Kreisscheibe
gewählt, wobei die Repräsentation von |z| gleichmäßig auf dem Intervall [0, 2] liegt. Die
Schwerpunktkordinaten im visuellen Feld ξ = (ξ1, ξ2) werden zufällig aus einem Intervall-
quadrat mit der Kantenlänge Sx ermittelt.

Für die Positionskoordinaten ξ im visuellen Feld und für die kortikalen Koordinaten r
werden periodische Randbedingungen angenommen.

Initialisiert wird die Karte nicht orientierungsspezifisch und retinotop, wobei auf der Ori-
entierungskarte an jedem Punkt eine Zufallsorientierung mit einer Amplitude der Orien-
tierungsselektivität von 0.01 appliziert wird. Die Adaption erfolgt iterativ durch die durch
den Gradienten der Kostenfunktion gegebene Lernregel

∂wr

∂t
= −γ ∂E

∂wr

. (7.5)

In den Untersuchungen wird ein Gitter von Nx ×Nx = 64× 64 Neuronen verwendet, was
einer Größe eines visuellen Feldes von Sx×Sx = 10×10 Einheiten gleichkommt. Es werden
sowohl bei den Positionskoordinaten des visuellen Feldes (ξ), als auch bei denen des Kortex
(r) periodische Randbedingungen verwendet, wobei die Periodizität im Stimulusraum Sx
ist. Die Gesamtheit der Neuronen N , sieht man sie als Kontinuum, formt damit einen
Torus.

Das Minimum der Kostenfunktion wird durch den Gradientenabstieg ermittelt, wobei statt
des Erwartungswertes über den Stimulusraum in jeder Iteration ein zufällig ermittelter
Vetreter verwendet wird. Die Lernrate γ in jeder Iteration ist konstant 0.01
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7.2 Der Fall α = 0

Für α = 0 erhält man die euklidische Metrik d
(
ua,ub

)
=
(
|ua − ub

∣∣)2, die sowohl für die
selbstorganisierende Karte als auch im Fall des elastischen Netzes schon früher eingehend
analyisch untersucht worden ist [Wolf, 1998]. Insbesondere ist ein Phasenübergang von
einer Phase, bei der alle Neuronen orientierungsunspezifisch sind, zu einer orientierungs-
pezifischen Phase für σEL > σ∗EL beobachtet und analytisch untersucht worden, wobei

σ∗EL =

√
var[z]

2
− η∗ + η∗log

(
2η∗

var[z]

)
(7.6)

Die Wellenzahl der dann entstehenden Orientierungskarte ist

|k| = 1

σEL

√
log

(
var[z(r)]

2η∗

)
(7.7)

wobei var[z] = E [z2]s die Varianz der Orientierungskoordinaten des Stimulus darstellt und

η = Sx2

Nx2η∗ Für das elastische Netz wird in [Wolf, 1998] ist analytisch gezeigt worden,
dass in der Nähe des oben beschriebenen Phasenübergangs keine stabilen Orientierungs-
singularitäten existieren. Numerisch ist in dieser Arbeit gefunden worden, dass auch im
selbstorganisierenden Kartenalgorithmus für dieses Abstandsmaß keinen stabilen Orientie-
rungssingularitäten erhalten bleiben.

7.3 Numerische Resultate zum α-Modell

In dem hier verwendeten Modell wird die Entwicklung – insbesondere die der Orientie-
rungssingularitäten – auf großen Zeitskalen untersucht. Es zeigt sich, dass auch über sehr
lange Zeiträume hinweg in Abhängigkeit der Kopplungsstärke pinwheels erhalten bleiben.
Die hier diskutierten Karten werden über einen Zeitraum von bis zu 240× 220 Iterationen
untersucht.

Bei Simulationen, die sich weiter vom Phasenübergang entfernt befinden, werden zwar
ebenfalls über lange Zeitskalen Orientierungssingularitäten beobachtet, allerdings ent-
wickeln sich keine regelmäßigen Muster, wie sie in Abb. 7.2 beobachtet werden.

Es stellt sich heraus, dass sich für verschiedene Kopplungsstärken α der für den Fall α = 0
ermittelte Phasenübergang etwas verschiebt (siehe Abb. 7.1). Der wesentliche Grund dafür
ist wohl die Veränderung in der Varianz des Stimulussets durch den hinzukommenden
Stimulusparameter.
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Abbildung 7.1: Die mittleren Orientierungsstärken der Karten nach 32× 220 Iterationen gegen
die Stärke von σEL im Fall α = 0 (Kreuze) und α = 0.5 (Quadrate). Die Lernrate γ wird bei
0.01, sowie η bei 0.025 konstant gehalten. Stimuliert wird das Modell mit Reizen deren Orientie-
rungspräferenz gleichmäßig zwischen 0 und 2.0 verteilt ist.

Weiterhin ergeben sich in der Nähe des Phasenübergangs auf langen Zeitskalen für alle
untersuchten α -Werte in einem Bereich von 0.0 bis 0.5 regelmäßige Muster, die bei einem
α unter 0.3 pinwheel-frei sind und bei Werten darüber pinwheels enthalten (siehe Abb.
7.2). Die stabilen pinwheel-Dichten entsprechen in etwa den pinwheel-Dichten, wie sie im
visuellen Kortex gefunden werden.

Es ist anzumerken, dass der Kohonenalgorithmus (vgl Abschn. 6.4) sich in der α - Dy-
namik etwas vom elastischen Netz unterscheidet. Während für kleine α beide Algorith-
men in ähnlicher Weise Streifenmuster produzieren, kommen geordnete pinwheel-Gitter
bei größerem α nur transient vor. D.h. die ungeordnete Pinwheelkonfiguration durchläuft
eine Phase, die ähnlich der des elastische Netz ist, um dann wieder in ein streifenähnlicher
Muster zu fallen. Dieser Effekt kann in Analogie zu den analytischen Untersuchungen in
[Der & Herrmann, 1994] damit erklärt werden, dass der Zustand des Netzes durch stimu-
lusbedingte Fluktuationen aus dem Minimum eines effektiven Ginzburg-Landau-Potenzials
getrieben und erst durch Terme 3. Ordnung weit weg von der instabilen Fixpunktlage auf-
gefangen wird. Aufgrund der Symmetrien des Systems resultieren dominierende Terme 3.
Ordnung in Streifenmustern [Wolf, 1998].



7.4 Der Prozess der Kartenbildung 89

Abbildung 7.2: Die finalen Karten nach 120× 220 Iterationen. Die Parametereinstellungen von
links nach rechts: erste Zeile: α = 0.0, σEL = 0.78; α = 0.1, σEL = 0.75; α = 0.2, σEL = 0.77;
zweite Zeile: α = 0.3, σEL = 0.78; α = 0.4, σEL = 0.80; α = 0.5, σEL = 0.82. Die leichte Verschie-
bung von σEL ist in der im Text erwähnten Verschiebung des Phasenübergangs in Anhängigkeit
der Kopplungstärke begründet. Für die anderen Modellparameter siehe Abb. 7.1.

7.4 Der Prozess der Kartenbildung

Die Entwicklung der Karten lässt sich in zwei Phasen unterteilen: das anfängliche Entste-
hen von Orientierungspräferenzen und einen darauf folgenden globalen Strukturbildungs-
prozess. Während das anfängliche Ansteigen der Orientierungspräferenzen unter den hier
für das Modell benannten Bedingungen meist deutlich unter 220 Iterationen stattfindet,
ist die Dauer der globalen Strukturbildung durchaus nicht sehr weit (etwa 1/8 - 1/1) un-
ter der Größenordnung der Dauer der Simulation von 120 × 220 Iterationen. Diese Werte
stimmen in etwa mit denen in [Wolf, 1998] angegebenen Werten für den dort untersuchten
Spezialfall von α = 0 überein.

Es wird versucht heuristische Größen zu finden, die den Fortschritt während des Struk-
turbildungsprozesses quantitativ widerspiegeln sollen. Dabei erweist sich die Gaußsche
Krümmung der Karte als hilfreich.

Da es sich bei den Simulationen um Karten mit periodischen Randbedingungen handelt,
formt die Karte eine periodisch Untermanigfaltigkeit im Stimulusraum, genauer handelt es
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sich um einen Torus. Nach dem globalen Gauß - Bonnet - Theorem gilt∫
N
κrdr = 2πχ. (7.8)

In unserem Fall gilt also, da die Euler - Poincaré Charakteristik χ eines Torus gleich 0 ist

E [κr]N = 0. (7.9)

Hier wird die Varianz der Gaußschen Krümmung var (κr) untersucht. Es zeigt sich (siehe
Abb. 7.3), dass diese sowohl im Falle einer schwachen Kopplung, also bei der Konvergenz
der Karte gegen den pinwheel-freien Fall, als auch im Falle einer starken Kopplung kontinu-
ierlich abnahm. Dieses Phänomen wird bei allen Simulationen des α - Modells beobachtet.

7.5 Vergleich mit Featurekarten hochdimensionaler

Modelle

In diesem Abschnitt sollen nun die Orientierungskarten, wie sie nach langen Zeitskalen aus
dem α - Modell entstehen, mit originär hochdimensionalen Ansätzen verglichen werden.

Statt der ASSOM, die numerisch aufwendig ist, von der auch nicht bekannt ist, wo sich der
Phaenübergang zwischen der unselektiven und der orientierungsselektiven Phase befindet,
soll ein anderes, einfacheres Modell verwendet werden. Es wird eine hochdimensionale Karte
verwendet, deren Stimulierung durch zweidimensionale elongierte Gaussverteilungen

Ggs(ξ1, ξ2) = exp

(
−
∣∣∣∣( 1/2/σ2,gs

2

1/2/σ1,gs
2

)
· û(Φgs) ·

(
(ξ1 − ξ1)

(ξ2 − ξ2)

)∣∣∣∣2
)

(7.10)

erfolgt. In solchen Karten ist der Phasenübergang zwischen der Orientierungsun-
spezifischen und der orientierungsselektiven Phase schon früher erforscht worden
[Riesenhuber et al., 1996]. Es werden Simulationen von einem Gitter mit Nx×Nx = 64×64
Neuronen durchgeführt. Die Größe des Eingangsraumes Ξ beträgt 24×24 Pixel. Die Stimu-
lation erfolgte mit elonigerten Gaussverteilungen wobei diese konstante Halbmesser σ1,gs

und σ2,gs aufweisen. Die Weite der Nachbarschaftsfunktion σK wird so gewählt, dass es
sich in der Nähe des von [Riesenhuber et al., 1996] ermittelten Phasenübergangs befinden.

Es zeigt sich, dass die sich ausbildende Struktur (siehe Abb. 7.5) in beiden Fällen ähnlich
ist.
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a)

b)

Abbildung 7.3: Beispiele für zwei Entwicklungsprozesse. a) Eine Simulation mit α = 0.2 und
σEL = 0.77, restliche Parameter siehe Abb. 7.2), mit dem pinwheel-freie Karten erzielt werden und
b) α = 0.3 und σEL = 0.79, der in einer pinwheel-reichen, kristallinen, Karte endet. Gezeigt wird
die Anzahl der pinwheels pro Wellenlängenquadrat der Orientierungskolumnen (jeweils oben) und
die Varianz der Gaußschen Krümmung var(κr) . Obwohl die beiden Karten in unterschiedliche
Strukturen konvergieren nehmen in beiden Fällen die ermittelten Werte für var(κr) kontinuierlich
ab.
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σ=0.82
α=0.5α=0.0

σ=0.78

Abbildung 7.4: Die Simulationen zeigen sich stabil gegen die Initialisierung. Die Karte wird
retinotop mit schwachen, stochastischen Orientierungspräferenzen initialisiert. Die Karte wird
einem Lernprozess von α = 0.0 und σEL = 0.86 48 × 220 Iterationen ausgesetzt. In diesem
Zeitraum verschwanden praktisch alle pinwheels. Nach dieser ersten Phase wird die Simulation
unter geänderten Konditionen fortgeführt. Der Parameter der Metrik α beträgt 0.5 bei σEL = 0.96

7.6 Diskussion

Für das elastische Netz wird in [Wolf, 1998] analytisch gezeigt, dass in der Nähe des oben
beschriebenen Phasenübergangs für den Fall der hier als der Fall α = 0 bezeichnet wird
keine stabilen Orientierungssingularitäten existieren. Numerisch wird in dieser Arbeit auch
im selbstorganisierenden Kartenalgorithmus für dieses Abstandsmaß keinen stabilen Orien-
tierungssingularitäten gefunden. Aus diesen Befunden wird dort geschlossen, dass die große
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Abbildung 7.5: Ein Vergleich zwischen Karten wie nach langen Zeitskalen aus hochdimensio-
nalen selbstorganisierenden Karten entstehen können mit den finalen Karten des α-Modells. Der
Repräsentant des α - Modells hat eine Kopplung α von 0.4 und ein σEL von 0.80. Die damit
verglichene Repräsentantin einer hochdimensionalen selbstorganisierenden Karte wird mit elon-
gierten Gaußverteilungen stimuliert. Deren größerer Halbmesser σ1,gs ist konstant bei 7.46 und
der kleinere σ2,gs bei 2.15 lag. Die Weite der Nachbarschaftsfunktion σK ist in diesem Lauf auf
5.0 konstant gehalten worden; die Lernrate γ beträgt 0.05. Es sind 224 Iterationen ausgeführt
worden.

Zahl von pinwheels im adulten Kortex nicht durch afferente Gegebenheiten erklärte werden
kann, sondern ein Phänomen sind, das durch orientierungsspezifische, langreichweitige, la-
terale Wechselwirkungen im visuellen Kortex hervorgerufen wird. In diesem Kapitel konnte
gezeigt werden, dass das Auftreten von Orientierungssingularitäten unter Umständen ei-
ne Konsequenz bestimmter Eigenarten des Stimulusraumes sein können, und dass diese
Möglichkeit bei zukünftigen Überlegungen in Betracht gezogen werden muss.

7.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel werden einige Vertreter der im letzten Kapitel ermittelten möglichen
Metriken im Hinblick auf die beiden Modellsysteme, selbstorganisierende Karte und elasti-
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sches Netz numerisch untersucht. Es wird ein Parameter eingeführt, der in den Metriken
die Stärke der Kopplung der Positionskarte mit der Orientierungskarte repräsentiert. Die
Simulationen zeigen, dass die Strukturbildung durchaus von der Diversität dieser Metri-
ken affektiert wird. Insbesondere zeigen sich diese Einflüsse in der Zahl der über lange
Zeiträume stabilen Orientierungssingularitäten.



Kapitel 8

Zusammenfassung und Diskussion

Die Erfahrungsabhängigkeit der Entwicklung des visuellen Kortex und damit in Verbindung
stehende strukturelle Selbstorganisationsprozesse werden in dieser Arbeit mit verschiede-
nen methodischen Ansätzen modelliert.

Die Arbeit teilt sich in drei Themenbereiche. Der erste Teil befasst sich mit einem nichtto-
pographischen Modell, welches die Antworteigenschaften kortikaler rezeptiver Felder simu-
liert. Im zweiten Teil wird diesem Modell eine topographische Komponente hinzugefügt. Da
allerdings die biologischen Befunde von kortikalen Merkmalskarten so nicht reproduziert
werden können, wird dieses Modell zu einer Karte mit adaptiven Unterräumen erweitert.
Der dritten Teil dieser Arbeit beschreibt die metrischen Eigenschaften hochdimensionaler
Modelle mit bestimmten Symmetrien in einem vierdimensionalen Eigenschaftsraum. Es
kann eine Klasse von relevanten Metriken extrahiert werden, die in der Lage ist, Eigen-
schaften hochdimensionaler Inputmanigfaltigkeiten zu beschreiben. Eine einfache Variante
aus dieser Klasse wird verwendet, um die Kartenbildung in diesem Fall zu untersuchen.
Dabei interessiert, inwiefern die notwendige Verallgemeinerung der Euklidischen Metrik
auf den nichteuklidischen Fall die Strukturbildung in diesen Modellen beeinflusst. Es soll
nun detaillierter auf die einzelnen Teile eingegangen werden.

Im ersten Teil wird gezeigt, wie die kortikale Entwicklung durch Veränderungen bei der
retinalen Verarbeitung beeinflusst wird. Während einer kritischen Phase zeigt sich, dass die
normale Erfahrungswelt für eine normale Entwicklung des visuellen Kortex benötigt wird.
Als Steuerungsparameter dieses Entwicklungsvorgangs wird die retinale Filterwellenlänge
identifiziert, die sich während der hier relevanten Entwicklungsphasen erheblich verändert.
Die rezeptiven Felder des Modells entsprechen in hohem Maße denen im biologischen Kor-
tex in den betrachteten Entwicklungstadien.

Insgesamt erweist sich dieses Modell als effektiv in der Erklärung verschiedener, bis da-
to unverstandener Phänomene, die mit Experimenten unter visueller Deprivation in Zu-
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sammenhang stehen, wobei sich die Reduzierung der retinalen Filterwellenlänge, die in
bisherigen Modellen unberücksichtigt geblieben ist, als essentiell erweist.

Am Anfang der Entwicklung weist der retinale Filter eine hohe Wellenlänge auf. In die-
ser Phase verläuft die kortikale Entwicklung laut biologischen Befunden eher unabhängig
von der visuellen Erfahrung. Dies kann im Modell reproduziert werden. Unterhalb eines
kritischen Wertes dieser Wellenlänge ist die Art der Erfahrung essentiell für die kortikale
Strukturbildung, was hier anhand der Entwicklung rezeptiver Felder gezeigt werden konnte.

Als Maß für das Entwicklungsdefizit wurde experimentell die Stärke der Orientierungs-
selektivität kortikaler Neuronen verwendet. Das dazu analog am Modell abgeleitete Maß
der Orientierungsstärke zeigt einen synchronen Verlauf unter den verschiedenen Stimulus-
konditionen. Damit ist die Annahme bestätigt, dass die retinale Filterwellenlänge in den
frühen postnatalen Entwicklungsstufen die Funktion eines Kontrollparameters in der visu-
ellen Entwicklung einnimmt. Der Sinn dieser Veränderung könnte darin liegen, dass das
visuelle System im Laufe dieses Prozesses an das Umfeld angepasst wird. Als solches Um-
feld im weiteren Sinne kann auch die Physiognomie des Tieres angesehen werden, auf die
sich das visuelle System erst einstellen muss.

Im zweiten Teil werden natürliche Bilder als Inputs für selbstorganisierenden Karten be-
nutzt. Ein Teil der Eigenschaften dieses Modells deckt sich durchaus mit experimentellen
Befunden. Es stellt sich jedoch heraus, dass die zunächst verwendeten selbstorganisierenden
Karten in diesem Fall nicht mit den biologisch gefundenen Resultaten in Einklang zu brin-
gen sind. So kann die retinotope Anordnung der rezeptiven Felder nicht stabil bleiben. Als
Grund dafür wird ein einfacher metrischer Missmatch zwischen zwei Stimuluseigenschaf-
ten – nämlich der lokalen Phase und der retinotopen Position – festgestellt. Alternativ
wird ein Modell verwendet, das lokal lineare adaptive Unteräume (lokale PCA) zur Stimu-
lusrepräsentation verwendet. In diesem Modell bleibt die grobe Retinotopie erhalten. Die
einzelnen Einheiten zeigen ohne, dass dies explizit in die Modellanahme einging, ein Ant-
wortverhalten, das unabhängig von der spatialen Phase des Stimulus ist. Dies entspricht
dem Antwortverhalten von complex cells im visuellen Kortex. Auf einer kleinen Größenskala
zeigen sich Abweichungen von der retinotopen Karte. Die Wellenlänge dieser Abweichungen
entspricht in etwa der Wellenlänge der Orientierungskarte. Diese Tatsache kann als Hinweis
darauf interpretiert werden, dass zwischen der Positions- und der Orientierungskarte eine
Kopplung besteht.

Im dritten Teil der Arbeit wird eine Metrik in einem vierdimensionalen Eigenschaftsraum
eingeführt, die einer bestimmten Eigenschaft einer Klasse von hochdimensionalen Karten
Rechnung trägt, nämlich, daß – wie oben gesagt – Positionskarte und Orientierungskarte
metrisch aneinander gekoppelt sind. Unter Berücksichtigung von Symmetrien, die in den
meisten hochdimensionalen Modellen exakt und im visuellen Kortex näherungsweise erfüllt
sind, wird eine Metrik in der Form eines metrischen Tensors als allgemeinste mögliche
Darstellung dieses Abstandes eingeführt. Durch Normierung eines Freiheitsgrades werden
die vier ursprünglichen Parameter auf nur noch drei skalare freie Parameterfunktionen
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reduziert

Daraufhin wird ein einfacher Repräsentant solcher Metriken vorgestellt, welcher mit Hilfe
eines Parameters die Stärke der Kopplung einzustellen vermag. Es zeigt sich nun, daß sich
Unterschiede in der topologischen Struktur der Karten ergeben. Insbesondere ändert sich
die Dichte der schließlich verbleibenden Ortientierungssingularitäten (pinwheels). Im Falle
einer starken Kopplung zwischen Positions und Orientierungskarte erhält man eine finale
Pinwheeldichte, die nahe bei der im biologischen Kortex gefundenen liegt.

Es wurde bei höheren Säugetieren mehrfach die Frage diskutiert, inwieweit der visuelle
Kortex in seiner Struktur, sowohl der Ausformung seiner rezeptiven Felder, als auch in
der Musterbildung, ein Produkt der Erfahrung ist, inwieweit das Ergebnis einer genetisch
bedingten Vorlage. In dieser Arbeit werden unter der Prämisse, daß die kortikale Entwick-
lung stark erfahrungsabhängig ist, Phänomene reproduziert, wie sie tatsächlich im visuellen
Kortex gefunden werden.

Insbesondere trifft dies auf die Untersuchungen zur Entwicklung rezeptiver Felder zu. Hier
können tatsächlich verschiedene Details, wie der initiale Anstieg der Orientierungsselekti-
vität, wie auch der spätere Abfall im Falle binokulärer Deprivation rekonstruiert werden.
Dies kann in der Konsequenz so interpretiert werden, dass die Vorgänge, die die Entwick-
lung der rezeptiven Felder betreffen, tatsächlich stark erfahrungsabhängig sind und daß die
zugrundeliegenden Prozesse im Rahmen des Modells gut verstanden sind.

Bei dem selbstorganisierenden Kartenmodell adaptiver Unterräume kommt ein anderer
Aspekt hinzu. Hier wird der Stimulusraum nicht nur repräsentiert, sondern auch von einer
Eigenschaft des Stimulusraumes, der lokalen Phase, abstrahiert. Der visuelle Kortex sieht
von einer Eigenschaft ab und ermittelt stattdessen die gegenüber dieser Eigenschaft inva-
rianten Größen Orientierung und Position im visuellen Feld. Auf einer abstrakteren Ebene
ist ein solches Verhalten in zunehmenden Maß in höheren Arealen zu beobachten, in denen
beispielsweise Gesichter unabhängig von der Perspektive erkannt werden, und diese Neu-
ronen genau dann feuern, wenn ein Gesicht im visuellen Feld erscheint [Bruce et al., 1980].
Oder man denke an intermediäre visuelle Areale in denen Neurone exakt dann feuern,
wenn ein Schraubenzieher im visuellen Feld erscheint [Kobatake & Tanaka, 1994]. Ob-
wohl hier in der Entwicklung andere Abstraktionskriterien verwendet werden, ist das
Prinzip dort ähnlich. Statt der Verwendung linearer Superponierbarkeit, können in die-
sem Fall andere Kriterien verwendet werden, wie beispielsweise zeitlich Koinzidenz (zB.
[Wiskott, 1998],[Wiemer et al., 2000b]).

Die im letzten Teil der Arbeit praktizierte Anwendung der Differentialgeometrie ist ein
gänzlich neuer Aspekt, nicht nur im Bereich der biologischen Modelle des visuellen Kor-
tex, sondern generell in der Theorie der selbstorganisierenden Karten. Zwar wurde in ei-
ner technischen Anwendung ein hyperbolischer Selbstorganisierender Kartenalgorithmus
[Ritter et al., 1999] verwendet. In diesem war allerdings nicht die Stimulusmanigfaltigkeit
explizit gekrümmt, sondern die Manigfaltigkeit der Neuronen. Die Qualitäten dieses hyper-
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bolischen Raumes lassen es lohnend erscheinen, weitergehende Überlegungen zu biologisch
relevanten Kartenalgorithmen mit allgemeinen Geometrien sowohl im Input- und im Out-
putraum anzustellen.



Anhang A

Rekonstruktion des rezeptiven Feldes
aus der neuronalen Aktivität

Angenommen, ein Neuron erweist sich in Voruntersuchungen als für einen bestimmten
Ausschnitt des Sehfeldes sensitiv, dann wird dieses Neuron einer Sequenz von Pixelmustern
yr,t ausgesetzt, die im sensitiven Bereich des Neurons zentriert sind. Im Folgenden wird
sich zeigen, daß gerade solche Stimulusensembles geeignet sind, die für alle geraden n > 0
folgende Eigenschaft besitzen:

E [yr1,t1yr2,t2 . . . yrn,tn ]S = µnδr1,r2,... ,rnδt1,t2,... ,tn (A.1)

die E [yr1,t1yr2,t2 . . . yrn,tn ]S mit ungeraden n sollen dagegen verschwinden. Eine solches Sti-
mulusensemble lässt sich leicht erzeugen, indem einzelne Pixel entweder den Wert eins oder
minus eins zugeordnet bekommen. Es ist naheliegend anzunehmen, daß die Korrelation

E [yr,t ·Rt]S (A.2)

die Information über Wr enthält. Es wird nun in mehreren Serien die bedingte Wahrschein-
lichkeit einer Spikenantwort R gemessen. Die Aktivierung einer Nervenzelle sei durch Gl.
(2.1) bestimmt. Die Nichtlinearität der Aktivierungsfunktion läßt sich in einer Taylorreihe
entwickeln:

S(x) =
∑
n

anx
n (A.3)

Als Response eines Neurons auf den Stimulus ergibt sich dann:

Rt =
∑
n

an(

∫
yr,tWrdr)

n (A.4)



100 Rekonstruktion des rezeptiven Feldes aus der neuronalen Aktivität

Setzt man Gl. (A.4) in (A.2) ein, ergibt sich

E

[
yr,t(

∑
n

an(

∫
yr′,tWrdr

′)n)

]
(A.5)

=
∑
n

an

(∫
· · ·
∫ (

E [yr,tyr1,t . . . yrn,t]SWr1 . . . wrn
)

dr1 . . . drn

)
(A.6)

=
∑

(n+1 mod 2)=0

anµ
n+1W n

r (A.7)

= µ
S(µWr)− S(−µWr)

2
. (A.8)

Damit erhält man

E [yr,t Rt]S = F (S(.),Wr) = µ
S(µWr)− S(−µWr)

2
. (A.9)



Anhang B

Eichung der Orientierungsselektivität

Dieser Abschnitt der Arbeit zeigt, wie aus der aus den Symmetrien ermittelten allgemeinen
Metrik Gl. (6.44)


ν + µz1 µz2 0 0
µz2 ν − µz1 0 0
0 0 δ + εz1z1 εz1z2

0 0 εz1z2 δ + εz2z2

 (B.1)

durch Redefinition der Orientierungsstärke |z| der Parameter ε zu Null gemacht werden
kann. Deshalb betrachten wir die Koordinatentransformation

z̃1 ← z1f(|z|2) (B.2)

z̃2 ← z2f(|z|2). (B.3)

die zu einer Metrik mit dem Tensor


ν̃ + µ̃z̃1 µ̃z2 0 0
µ̃z2 ν̃ − µ̃z1 0 0

0 0 δ̃ 0

0 0 0 δ̃

 (B.4)

führt Für die folgenden Ausführungen ist das Abstandsmaß bezüglich dξ unerheblich,
deshalb werden die zu dξ gehörenden Terme zunächst nicht berücksichtigt. Da das Ab-
standsmaß d sich bei der Transformation nicht ändern soll, wird der Ansatz
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d = δdz2 + ε(dz2 z)2 = δ̃dz̃2 (B.5)

versucht. Aus den Gln. (B.2) und (B.3) ergibt sich

dz̃1 = (f + 2z2
1f
′)dz1 + 2z1z2f

′dz2 (B.6)

dz̃2 = (f + 2z2
2f
′)dz2 + 2z1z2f

′dz1, (B.7)

was in Gl. (B.5) eingesetzt werden kann. Man erhält

δ̃ (dzf + 2zf ′ (dz z))
2

= δ̃dz2f 2 + 4δ̃ (dz z)2 (ff ′ + z2(f ′)2). (B.8)

Damit wird Gl. (B.5) zu

δdz2 + ε(dz2 z)2 = δ̃dz2f 2 + 4δ̃ (dz z)2 (ff ′ + z2(f ′)2). (B.9)

Durch den Koeffizientenvergleich von dz2 und dz z bekommt man nun

δ = δ̃f 2 (B.10)

ε = 4δ̃
(
ff ′ + z2(f ′)2

)
(B.11)

und damit für den Quotienten

ε

δ
= 4

f ′

f
+ 4z2

(
f ′

f

)2

. (B.12)

Diese quadratische Gleichung hat zwei Lösungen

f ′

f
= − 1

2|z|2
± 1

2

√
1

|z|4
+
ε

δ

1

|z|2
, (B.13)

die Integration liefert

log(f) =

∫ |z|
0

− 1

2|z|2
± 1

2

√
1

|z|4
+
ε

δ

1

|z|2
d|z|+ C. (B.14)

Demnach ist die Transformation durch

f = C ′exp

(∫ |z|
0

− 1

2|z|2
± 1

2

√
1

|z|4
+
ε

δ

1

|z|2
d|z|

)
(B.15)
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gegeben, wobei C ′ > 0. Offensichtlich ist f > 0. Es muss nun noch überprüft werden, in
welchen Fällen diese Transformation erlaubt ist. Damit die beiden Definitionen von z zuein-
ander homöomorph sind, ist es notwendig, dass die Transformation unter Gl. (6.50) bijektiv
die beiden Definitionen der metrischen Darstellung aufeinander abbildet. Die Funktionen

z1f(|z|2) und z2f(|z|2) (B.16)

müssen also monoton steigend bezüglich z1 beziehungsweise z2 sein. Daraus folgt für z1,
dass

∂z1f(|z|2)

∂z1

= f + 2z2
1f
′ !
> 0 (B.17)

sein muss. Setzt man Gl. (B.13 ) ein, so bekommt man

f

[
1 + 2z2

1

(
− 1

2|z|2
± 1

2

√
1

|z|4
+
ε

δ

1

|z|2

)]
!
> 0 (B.18)

Offensichtlich erfüllt die positive Variante dieser Gleichung eher die Bedingung. Berück-
sichtigt man zusätzlich noch die metrische Nebenbedingung von Gl. (6.47), so lässt sich
schließen, dass

δ

ε
> − 1

|z|2
. (B.19)

Weil nunf > 0,erhalten wir

f

[
1 + 2z2

1

(
− 1

2|z|2
+

1

2

√
1

|z|4
+
ε

δ

1

|z|2

)]
> (B.20)

f

[
1 + 2z2

1

(
− 1

2|z|2
+

1

2

√
1

|z|4
− 1

|z|4

)]
= (B.21)

f

[
1− z2

1

|z|2

]
≥ 0. (B.22)

Damit ist die Bedingung in jedem Fall erfüllt. Es ist jedoch unmöglich, eine andere der
vier freien Funktionen der Metrik zu eliminieren. Die beiden Funktionen ν und δ müssen
aufgrund der Nebenbedingungen der Gln. (6.45) und (6.46) bzw. (6.47) erhalten bleiben.
Der Versuch µ zu eliminieren scheitert, da aus

d = ν(dξ2
1 + dξ2

2) + µ
[
(dξ2

1 − dξ2
2)z1 + 2dξ1dξ2z2

]
= ν̃(dξ̃1

2
+ dξ̃2

2
) (B.23)

bei einem analogen Vorgehen wie zwischen den Gln. (B.8) und (B.11) sofort f ≡ 0 folgt.
Somit transformieren die Funktionen unter der oben genannten Bedingung:
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ε̃ = 0 (B.24)

δ̃ =
δ(f−1(|z̃|))

f 2
(B.25)

ν̃ = ν(f−1(|z̃|)) (B.26)

µ̃ =
µ(f−1(|z̃|))

f
. (B.27)



Anhang C

Praktikable Herleitung der Metrik
im Featureraum

Im Folgenden soll eine Methode entwickelt werden, wie die in Kapitel 6 eingeführten Metri-
ken, also letztlich die Funktionen µ, δ, ν und ε, relativ einfach aus einem hochdimensionalen
Stimulusraum konstruiert werden können.

Die direkte Bestimmung einer konkreten Metrik ist oft mühselig. Allerdings lassen sich
die Symmetrien auch hier als Hilfe anwenden. Es genügt, die entsprechenden Integrale für
zwei Orientierungen zu berechnen. Hier wird, der Einfachheit halber, die senkrechte und
die waagrechte Orientierung verwendet. G(ξ1, ξ2)(|z|) sei ein hochdimensionales rezepti-
ves Feld, dessen Orientierung parallel zur ξ2-Achse liegt. Der Schwerpunkt liegt auf dem
Ursprung.

Zunächst ergeben die Integrale

a = g11|z1=−|z|,z2=0 = −
∫ (

∂G

∂ξ1

)2

dξ (C.1)

und

b = g11|z1=|z|,z2=0 = −
∫ (

∂G

∂ξ2

)2

dξ (C.2)

aus denen erhält man die beiden Funktion ν und µ durch

ν =
a+ b

2
(C.3)

µ =
b− a
2|z|

(C.4)
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Bei den Funktionen δ und ε soll analog vorgegangen werden. Es ist dabei sinnvoll, zunächst
die Darstellung in Polarkoordinaten (|z|, φ) zu wählen. Man berechnet zunächst an der
Stelle φ = 0

c =

∫ (
∂

∂φ
G(T̂(φ) · ξT )

)2

dξ

=

∫ ∣∣∣∣∣
(
∂G

∂ξ1

,
∂G

∂ξ2

)T
· (−ξ2, ξ1)

∣∣∣∣∣
2

dξ (C.5)

und außerdem

e =

∫ (
∂G

∂|z|

)2

dξ. (C.6)

Diese beiden Einträge sind genau die Diagonalkomponenten eines metrischen Tensors der
Darstellung in Polarkoordinaten

d =

(
d|z|
dφ

)
.

(
e 0
0 c

)(
d|z|
dφ

)
. (C.7)

Da z1 = |z| ist, gilt dz1 = d|z| und dz2 = 2|z|dφ. Damit wird der metrische Tensor an
dieser Stelle zu

(
dz1

dz2

)(
e 0
0 c

4|z|2

)(
dz1

dz2

)
. (C.8)

Da andererseits gilt

d =

(
dz1

dz2

)(
δ + ε|z|2

δ

)(
dz1

dz2

)
, (C.9)

erhält man

δ =
c

4|z|2
(C.10)

ε =
e− δ
|z|2

. (C.11)

Als kleine Fingerübung soll nun eine konkrete Metrik berechnet werden. Ein einfaches
Beispiel ist die Metrik elongierter Gaußblobs. Ein elongierter Gaußblob ist die Funktion
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G(p, σ1, σ2,Θ)(x) = A exp(−(ξ − ξ0) Ω̂ (ξ − ξ0)) (C.12)

mit

Ω̂ = T̂(Θ) · Diag

(
σ−2

1 /2
σ−2

2 /2

)
· T̂(−Θ)undT̂(Θ) =

(
cos(Θ) −sin(Θ)
sin(Θ) cos(Θ)

)
. (C.13)

Das Volumen der Gaußverteilung soll auf eins normiert sein. Zudem wird A = 1 definiert.
In der numerischen Simulation können diese Größen durch die Wahl der Stimulussets be-
stimmt werden. Es ergibt sich unter Benutzung von

∫
exp(−a2x2)d x =

√
π/a

∫
G2
gdξ = πσ1σ2 := 1 . (C.14)

Das hochdimensionale Abstandsmaß ist der euklidische Abstand. Als Orientierung des
Gaußblobs sei Θ definiert. Der Schwerpunkt liegt bei ξ0. Für die obige Berechnung wird
er nach Null verschoben. Dieses Stimulusensemble ist spiegelsymmetrisch längs und quer
der präferierten Orientierung. Es erfüllt also die in Kapitel 6 vorausgesetzten Symmetrien.
Es bleibt eine geeignete Definition der Stärke der Orientierungspräferenz zu definieren. Es
wird im Folgenden

|z| = (σ2 − σ1) (C.15)

als Definition von |z| verwendet werden.

Man erhält

a = −
∫ (

∂G

∂ξ1

)2

dξ = π
σ1

σ2

(C.16)

sowie

b = −
∫ (

∂G

∂ξ2

)2

dξ = π
σ2

σ1

(C.17)

und
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c =

∫ ∣∣∣∣∣
(
∂G

∂x1

,
∂G

∂x2

)T
· (−x2, x1)

∣∣∣∣∣
2

dx =

π|z|2(4 + π|z|2)

4
(C.18)

und schließlich

e =

∫ (
∂G

∂|z|

)2

dx =
π

4 + π|z|2
. (C.19)

Damit ergibt sich:

ν =
π2

2
|z|2 + π (C.20)

µ =
π2

2

√
|z|2 +

4

π
(C.21)

δ =
π(4 + π|z|2)

8
(C.22)

ε = −π(8π + π2|z|2)

32 + 8π|z|2
. (C.23)
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he väterlichen Beistand beim Zustandekommen dieser Arbeit. Hans-Ulrich Bauer sei dafür
gedankt, dass er mich nach Göttingen in diese Arbeitsgruppe geholt hat. Meiner Schwester
Michaela gilt mein besonderer Dank für ihr Gegenlesen, für das sie viel Zeit geopfert hat.
Weiterhin danke ich der Arbeitsgruppe, Steffen Arnich, Rita Bartels, Dmitri Bibitchkov,
Wolf-Dieter Brandt, Dirk Brockmann, Markus Diesmann, Silke Dodel, Ragnar Fleisch-
mann, Lars Hufnagel, Matthias Kaschube, Roland Ketzmerick, Tsampikos Kottos, Björn
Naundorf, Alexander Ossipov, Mark-Felix Otto, Felix Petri, Holger Schanz, Michael Schna-
bel, Dennis Springsguth, Frank Steinbach, Tom Tezlaff, Marc Timme, Corinna Trautsch,
Matthias Weiß und Fred Wolf, für die angenehme Atmosphäre und Diskussionsbereitschaft.
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