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Kurzfassung

Die turbulente Kanalstromung wird, durch periodische Variation der Wandgeschwindigkeiten oder
der treibenden Kraft, einer zeitlichen Verédnderung der Randbedingungen ausgesetzt. Die zeitab-
hangigen Antworten verschiedener Strukturparameter — modulierte Statistik — werden mittels einer
direkten numerischen Simulation hinsichtlich der Frage untersucht, ob die Turbulenz als Zusam-
menspiel wechselwirkender Strukturen verstanden werden kann. Statistische Grofen die stabil auf
die schwache dufiere Storung reagieren, werden als Eigenschaften von solchen Strukturen angesehen,
die, falls sie sich als selbstkonsistent erweisen, als Grundbausteine der Turbulenz verwendet wer-
den konnten. Insbesondere konnten in zukiinftigen Arbeiten die Invarianten der Stromung (stabile
Eigenschaften bzw. Strukturen) als Grundlage eines Turbulenzmodells verwendet werden, das auch
in zeitabhéngigen Stréomungen zuverldssige Voraussagen liefert, oder es konnten zunéchst die An-
nahmen vorhandener Turbulenzmodelle — die bei instationdren Stromungen in der Regel versagen —
dahingehend tiberpriift werden, ob sie sich als konsistent mit den hier untersuchten Reaktionen der
Stromung erweisen.

Untersucht wurden die zeitlichen Modulationen, mit der die rdumliche Turbulenzstruktur auf die
Variation der Randbedingungen antwortet. Einige Vergleiche wurden mit vorhandenen experimen-
tellen Daten durchgefiihrt, jedenfalls dort, wo solche Vergleiche moglich waren. Die Homogenitat der
wandparallelen Ebenen legte es nahe, die rdumliche Struktur des Stromungsfeldes durch rdumliche
Korrelationen bzw. Leistungsspektren zu erforschen, wobei, aufgrund fehlender Phaseninformatio-
nen, keine »echten« Stromungsstrukturen erfasst werden. Jedoch kénnen damit phinomenologische
Modellvorstellungen /-annahmen leicht verifiziert werden. Neben den Modulationen der Korrelatio-
nen und Spektren wurden auch Modulationen von Amplitudenverteilungen diverser Stréomungspa-
rameter ausgewertet, insbesondere die der drei Geschwindigkeitskomponenten.

Bei kleinen und moderaten Anregungsamplituden blieben alle langzeitgemittelten statistischen
Eigenschaften der Turbulenz praktisch unbeeinflusst. Bei héhere Amplituden wurde in Abhéngig-
keit der Modualtionsfrequenz eine Erh6hung oder auch eine Absenkung des Strémungswiderstandes
beobachtet. Fiir die stationdre und die langzeitgemittelten instationdren Strémungen zeigte sich,
dass bestimmte Wellenzahlbereiche der gleichzeitig axial- und spannweitig aufgelésten turbulenten
Schubspannung zu einer negativen Produktion von turbulenter kinetischer Energie fiihrt, also zu
einem Energiefluss von der Turbulenz zuriick in die mittlere Stromung.

Vielfach hat sich gezeigt, dass die spektral nach Raumfrequenzen aufgelésten Modulationen von
turbulenten Schwankungsbewegungen wesentlich hohere Modulationsfaktoren hervorbringen, als et-
wa die Modulation der Gesamtleistung. Bei hohen Frequenzen werden die Spektren iiberproportional
stark moduliert. Die spannweitige Struktur der Stromung wird dabei meist einheitlich und weit we-
niger beeinflusst als die axiale. R&umliche Kohérenzen sind vergleichsweise stabil. Die modulierten
Histogramme der Schwankungsamplituden weisen darauf hin, dass auch die Form der Amplituden-
verteilungen zu den stabileren Eigenschaften der Stromung gezéhlt werden kann. Verglichen mit der
Gesamtleistung (zweites Moment) dndern sich die héheren Momente der Verteilungen nur wenig.

Mit der Auswertung des Ubertragungsfaktors zwischen der modulierten Scherrate und der modu-
lierten turbulenten Schubspannung konnte ein direkter Nachweis dafiir erbracht werden, dass das
turbulente Stromungsfeld viskoelastisch auf schnelle zeitliche Anderungen reagiert.

Fiir die Dynamik der wandnahen Turbulenz zeigte sich in vielerlei Hinsicht eine besondere Bedeu-
tung fiir den Wandabstandsbereich von etwa 25 bis 30 viskosen Einheiten. Unter anderem findet man
hier oft minimale Antwortzeiten. Bei hohen Anregungsfrequenzen wurden vor allem im wandnahen
Bereich und insbesondere fiir die turbulente Schubspannung Resonanzeffekte beobachtet.
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Bezeichnungen

Physikalische Grollen

f treibende Kraft der Grundstrémung; f = (f1,0,0)T
h halbe Kanalhohe

7 dynamische Zahigkeit

v kinematische Zahigkeit; v = pu/p

pldyn) dynamischer Druck

P kinematischer Druck; p = p(d¥») /p

Reg Mitten-Reynoldszahl; Rey, = ugh/v

Reg Durchfluss-Reynoldszahl; Reg = ulc*llmh Jv

Re Wand-Reynoldszahl; Re; = u.h/v

P Dichte

t Zeit

Tw Wandschubspannung; 7, = %

Ur Wandschubspannungsgeschwindigvi]{eit; Ur = /Tw/p
up Durchflussgeschwindigkeit; u, = (2/3)ula™

U] Mittengeschwindigkeit

ulcal‘m Mittengeschwindigkeit einer Poiseuille Stromung mit gleichem Durchfluss

Geschwindigkeit; @ = (u1,u2,u3)’ = (u,v,w)T

Ol‘t; T = (x17x27x3)T = (x7y7 Z)T

Mittelungsoperatoren

Elq] Erwartungswert bzw. Ensemblemittel

q Mittelung in der Zeit und in den homogenen Richtungen
<q> Phasenstarre Mittelung (immer auch in z, z gemittelt)
Modulation

o~
v

Stokeslinge; Iy = 1/2v/wy

CI> Phasenmittel

Wechselanteil; ¢ = (q) — g
turbulenter Anteil; ¢ = g — <q>

QY Q_ QYo

komplexe Ampiltude; § = ge'“~! + ev. hohere Harmonische



X Bezeichnungen

g n’te Harmonische vom Phasenmittel; ¢ = €[<q>(t)e*i”wwt]
aq relative Amplitude; a, = q/q
mg Modulationsfaktor; mq = a4/ar, = % / %
T Periodendauer der Anregung
Wy Kreisfrequenz der Anregung; wy, = 27 /Ty,
Zr Wandschubspannungsimpedanz; z; = —7y, /Uy
Statistik
ke, k. axiale- und spannweitige Wellenzahl (Raumfrequenz)
w Zeitfrequenz
E raumliches Leistungsdichtespektrum
S zeitliches Leistungsdichtespektrum
P raumlich-zeiliches Leistungsdichtespektrum
Kohéarenzfunktion
Ty T2 axiale- und spannweitige Verschiebung
T zeitliche Verschiebung
R Korrelationsfunktion (rdumlich und/oder zeitlich)
X Korrelationskoeffizient
pdf Wahrscheinlichkeitsdichte
Mathematische Symbole und Operatoren
v Nabla-Operator
A Laplace-Operator
Re{q} Realteil der Grofie q
Im{q} Imaginarteil der Grofe q
i Imaginére Einheit (i = v/—1)
Indizes, Akzente und Konventionen
1,2,3 Index der Stromab-, Wandnormalen- und Spannweitenrichtung
cl Index fiir Kanalmitten-Groéfien
b Index fiir volumetrische gemittelte Grofen
w Wandindex
qt mit Wandeinheiten (v und u,) entdimensionalisiert Grofe q
g’ Transponierte der Grofe g
q* komplex konjugierte Grofe ¢
q vektorwertige Grofie
def

definiert als



Bezeichnungen X/

Physikalische Dimensionen

Fast alle Grofien (Gleichungen) konnen sowohl als dimensionslos als auch als dimensionsbehaftet
betrachtet werden. Der Durchfluss () der Stromungen wird konstant gehalten. Im dimensionslosen
Fall denke man sich die Groéfien mit der halben Kanalhéhe h, der Mittengeschwindigkeit einer
Poiseuille Stromung mit gleichem Durchfluss uljm, der dynamischen Zahigkeit ;1 und der Dichte p
entdimensionalisiert. Im dimensionslosen Fall gilt damit h = 1, u, = 2/3, p = 1 und u = v = 1/Req.
Mochte man die Gleichungen als dimensionsbehaftet betrachten, dann beachte man, dass in dieser

Arbeit p immer den kinematischen Druck bezeichnet.






1 Einleitung

1.1 Motivation

Bereits turbulente Strémungen mit zeitlich stationdren Randbedingungen sind in ihrer Erscheinungs-
form und inneren Dynamik so kompliziert, dass es — trotz intensiver Forschung — bisher nicht gelun-
gen ist, allgemeingiiltige Modelle der Turbulenz aufzustellen. Zeitlich variierende Randbedingungen
erschweren das Problem in der Regel zusétzlich, sodass es hierzu auch nur vergleichsweise wenige
Untersuchungen gibt. Stort man aber eine zunéchst im stationiren Gleichgewicht befindliche Stro-
mung, durch gezielte zeitliche Verdnderung der Randbedingungen, so kann man unter Umstanden
sehr viel mehr Informationen tiber die Stromungsstrukturen und vor allem deren Wechselwirkungen
erfahren, als es im rein stationdren Fall moglich ist. Eigenschaften der Stromung, die sich als stabil
gegeniiber solchen Stérungen erweisen, sind wahrscheinlich sehr viel besser als sogenannte Bausteine
der Turbulenz geeignet, als Eigenschaften die sich nur im stationéren Fall zeigen.

Auf einer sehr abstrakten Ebene ist die Navier-Stokes Gleichung eine solche Eigenschaft. Sie stellt
zusammen mit der Kontinuitdtsgleichung ein geschlossenes Gleichungssystem dar, das jede Stro-
mung eines Kontinuums konstanter Dichte — insbesondere auch die turbulenten — in eindeutiger
Weise beschreibt!. Eine analytische Losung des Gleichungssystems ist aber nur fiir wenige Spezial-
falle und auch nur fiir den laminaren Fall bekannt. Daher sucht man nach weiteren (einfacheren)
Beschreibungsmoglichkeiten, die fiir eine moglichst grofie Klasse von Stromungen zuverlassige Vor-
aussagen ermoglichen. Die Hoffnung, weitere derartige Eigenschaften zu finden, beruht auf der Er-
fahrung, dass selbst turbulente Stromungen nicht vollkommen stochastisch ablaufen, sondern teils
ausgepragte Strukturen aufweisen. Das heifit, es wird nur eine begrenzte Anzahl von moglichen
Freiheitsgraden angeregt. Auch ist man hiufig nur an Wirkungen von Strémungen interessiert, etwa
am Auftrieb und am Widerstand eines Tragfliigels. Man braucht die Stromung gar nicht im Detail
zu kennen, sondern die Vorhersagen konnen sich auf wenige relevante Mittelwerte beschranken. Der
naheliegende Ansatz, die Navier-Stokes Gleichung selbst bzw. daraus abgeleitete Gleichungen zu
mitteln, um so ein neues Gleichungssystem allein fiir die Mittelwerte zu erhalten, fiihrt allerdings
— als Folge der Nichtlinearitdt der Gleichungen — zu dem bekannten Schlieffungsproblem, das heifit,
man erhélt mehr Unbekannte als Gleichungen.

Turbulenzmodelle dienen gerade dazu, die notige zuséatzliche Beziehung zwischen Schwankungsbe-
wegungen und Mittelwerten festzulegen. Herkémmliche Turbulenzmodelle sind meist fiir zeitlich
stationdre Stromungen entwickelt worden und Versuche, diese auf den instationdren Fall zu erwei-
tern, haben allenfalls zu Teilerfolgen gefiihrt (Mankbadi & Liu 1992; Cotton et al. 1997). Selbst
mittels einer Large Eddy Simulation, bei der nur die kleinskaligen Turbulenzphinomene modelliert

1" Kompressible Stromungen und Strémungen bei denen Temperaturgradienten wichtig sind, werden hier nicht be-

handelt, denn dafiir miissten auch der Energiesatz und Zustandsgleichungen beriicksichtigt werden.



2 1 Einleitung

werden, waren die Ergebnisse enttduschend (Dejoan et al. 1997). Offenbar reichen die Informationen,
die man aus der Untersuchung stationirer Stromung extrahiert hat, nicht aus, um die Turbulenz aus-
reichend gut zu beschreiben. Es bleibt die Hoffnung die zusatzlichen unbekannten Eigenschaften der
Turbulenz aus solchen Untersuchungen zu gewinnen, die sich nicht auf im stationdren Gleichgewicht
befindliche Stromungen beschrénken — so wie in der vorliegenden Arbeit.

1.2 Stand der Forschung

Schitzungsweise werden zur Zeit jahrlich etwa 2000 Artikel zur Turbulenz veréffentlicht (John L.
Lumley in turbulence@mailbase.ac.uk). Einige Ubersichtsartikel zu den hier relevanten Themen fin-
det man zum Beispiel in Cantwell (1981) und Robinson (1991). Eine sehr umfangreiche Literaturda-
tenbank, mit mehr als 10 000 Artikelreferenzen zu allen Aspekten der Turbulenz, hat Peter Bradshaw
(Mechanical Engineering Department, Stanford University) zusammengestellt. Wéahrend turbulen-
te, wandbegrenzte Stromungen mit zeitlich stationdren Randbedingungen bereits in vielen Details
untersucht worden sind, liegen zum Einfluss zeitlich variierender Randbedingungen vergleichsweise
wenige FErkenntnisse vor. Obwohl in der vorliegenden Arbeit hauptsichlich die instationdre Stro-
mung untersucht wird, werden zunéchst einige generelle Aspekte wandnaher Turbulenz erwéhnt,
die in der Literatur hdufig zu finden sind.

1.2.1 Ausgewihlte Aspekte turbulenter, wandbegrenzter Strémungen

Viele Arbeiten zur Turbulenz kénnen einer gewissen Grundeinstellung der Forscher zugeordnet wer-
den (Lesieur 1997). Ein Teil der Untersuchungen beschéftigt sich hauptsichlich mit der Statistik
der Turbulenz. Es wird dabei unter anderem versucht den Transport von gemittelten Stromungsgro-
fen zu modellieren. Die Phidnomenologie der Energiekaskaden ist ein typisches Arbeitsmittel dieser
Gruppen. Hingegen wird jegliche Art koharenter Struktur oder Ordnung im Zusammenhang mit der
Turbulenz bestritten oder als nicht niitzlich angesehen. Auf der anderen Seite findet man den rein
deterministischen Ansatz. Stabilitdtsuntersuchungen von Stromungen gehéren zu den charakteristi-
schen Arbeitsmethoden dieser Gruppe. Ebenso wie die experimentellen Untersuchungen, bei denen
Stromungsphysiker immer wieder von kohérenten Strukturen berichteten (Kline et al. 1967). Keiner
der beiden Gruppen ist es bis heute gelungen, ein befriedigendes Modell der Turbulenz anzugeben.

Struktur der stationdren Stromung

Der Begriff der erwéahnten kohérenten Struktur ist dabei sehr vage, er wird aber dennoch haufig
verwendet. Eine von vielen Definitionen findet man zum Beispiel in Robinson (1991). Da auch in der
vorliegenden Arbeit teilweise von Strukturen der Strémung die Rede ist, sei bereits hier angemerkt,
dass auch der von uns verwendete Strukturbegriff keine prazise Definition gestattet. Man sollte hier
unter Struktur eine Art stabile Eigenschaft der Stréomung verstehen, so wie sie in Abschnitt 1.1
motiviert wurde.

Die numerischen Experimente, die seit einigen Jahren moglich sind, haben ganz neue Wege in der
Turbulenzforschung ermoglicht. Die Ergebnisse der direkten numerischen Simulation (DNS) sind
mittlerweile nicht unterscheidbar von denen physikalischer Experimente, aber sie bieten in der Re-
gel weitaus grofere Untersuchungsmoglichkeiten (Moin & Mahesh 1998). Allerdings ist die DNS
auf kleine Reynoldszahlen beschrénkt, woran sich auch in Zukunft, aller Voraussicht nach, nicht
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viel &ndern wird. Es kann aber beispielsweise auch »falsche« Physik simuliert werden, zum Beispiel
Stréomungen die in der Natur nicht vorkommen, aber dennoch Einblicke in generelle Mechanismen
gestatten. So haben Jiménez & Pinelli (1999) den wandnahen Turbulenzbereich unabhéingig von
der Aufenstromung simuliert. Sie haben damit gezeigt, dass der oft postulierte Zyklus zwischen
Geschwindigkeitsstreifen und Léngswirbeln existiert und unabhéngig von der Aufenstrémung ist.
Die langgestreckten Gebiete vergleichsweise langsamer lokaler Geschwindigkeit (Low-speed-streaks)
und vergleichsweise schneller lokaler Geschwindigkeit (High-speed-streaks) werden dabei durch Kon-
vektion des mittleren Profils (Impulstransport) von wandnahen Léngswirbeln erzeugt, wihrend eine
Wendepunkt-Instabilitdt der Geschwindigkeitsstreifen zunéchst zur Erzeugung von Wirbeligkeit in
der wandnormalen Richtung fiihrt, die dann aber durch die Scherung zu einer Verstarkung der
Langswirbel fiihrt. Die Beobachtung, dass die Geschwindigkeitsstreifen durch Langswirbel hervor-
gerufen werden, ist lange bekannt (Blackwelder & Eckelmann 1979) und nahezu unbestritten. Die
Entstehung der Langswirbel hat aber viele kontroverse Diskussionen hervorgerufen (Swearing &
Blackwelder 1987; Aubray et al. 1988; Brooke & Hanratty 1993), vor allem beziiglich der Bedeu-
tung der Wand und der Aufenstromung. Jiménez & Pinelli (1999) zogen aus ihrer Simulation den
Schluss, dass die Alternativen (zum Beispiel sogenannte Sweeps von der Aufienstromung oder die
von den Lingswirbeln erzeugten Sekundirwirbel) zu dem von ihnen bevorzugten Zyklus zwar meist
vorhanden sind, aber dynamisch keine wichtige Rolle spielen und daher als untergeordnete Effekte
bei der Erzeugung von Langswirbeln betrachtet werden kénnen.

Einen weiteren interessanten Ansatz zur genauen Untersuchung der wandnahen Stromungsvorgéange
findet man in der Arbeit von Hamilton et al. (1995). Sie simulieren eine minimale Couette-Strémung
um »einzelne« Strukturen wandbegrenzter Scherstrémungen isoliert betrachten zu kénnen. Die Idee
der sogenannten Minimalzelle geht dabei auf Jiménez & Moin (1991) zuriick. Die Ausdehnung — und
damit die Freiheitsgrade — des in spannweitiger und longitudinaler Richtung periodisch fortgesetz-
ten Rechengebiets wird immer weiter herabgesetzt, sodass aber die Turbulenz gerade noch erhalten
bleibt. Man kann so die spannweitige Ausdehnung auf Werte um L} =~ 100 herabsetzen?, wobei
L} die mit der kinematischen Viskositéit v und der Wandschubspannungsgeschwindigkeit u, ent-
dimensionalisierte Periodenldnge des Rechengebiets ist. Der Wert von 100 Pluseinheiten, von dem
in sehr vielen Arbeiten berichtet wird (Kline et al. 1967; Smith & Metzler 1983; Kim, Moin &
Moser 1987), korrespondiert mit dem typischen Abstand von zwei Low-speed-streaks, sodass man
in der Regel auch nur einen Low-speed-streak im minimalen Rechengebiet findet. Die Statistik der
Minimalzellenturbulenz stimmt im Wesentlichen mit der Statistik »echter« turbulenter Strémungen
tiberein. Hamilton et al. (1995) haben in ihrer minimalen Couette-Strémung auch die Reynolds-
zahl auf ein Minimum reduziert, Re = 400 gebildet mit der Wandschubspannungsgeschwindigkeit.
Die Scherung ist bei der Couette-Stromung — im Gegensatz zur Kanalstrémung, bei der man an
den beiden Wénden ein unterschiedliches Vorzeichen findet — iiberall gleichgerichtet. Wie Hamilton
et al. (1995) berichten, enthélt ihre Minimalzelle bei den minimalen Reynoldszahlen nur einen Satz
von Strukturen. Die beiden Winde sind somit Abgrenzungen eines Stromungs(teil)gebietes — mit
konstanter Schubspannung — das die wandnahe Turbulenz einer Scherstromung simuliert. Sie finden
einen quasizyklischen Regenerierungsprozess der wandnahen Strukturen (Geschwindigkeitsstreifen
und Langswirbel), dhnlich wie den, von dem spéter Jiménez & Pinelli (1999) berichten.

Fiir den allgemein akzeptierten Geschwindigkeitsstreifenabstand von ca. 100 Pluseinheiten findet

2 Der Wert ist nahezu unabhingig von der Reynoldszahl, jedenfalls fiir die drei von Jiménez & Moin (1991) untersuch-
ten moderaten Durchfluss-Reynoldszahlen von 2000, 3000 und 5000 (zur Definition der verschiedenen Reynoldszah-
len siehe Abschnitt Bezeichnungen auf Seite IX). Die minimale longitudinale Ausdehnung L7 ist dagegen abhingig
von der Reynoldszahl (L} ~ 200 bis 500 in der zitierten Arbeit).



4 1 Einleitung

man in der Literatur einige Erklarungsversuche (Jang et al. 1986; Waleffe et al. 1993; Butler &
Farrell 1993; Hamilton et al. 1995). So schlagen Hamilton et al. (1995) als Erklarung vor, dass
die Zeitskalen der Streifenerzeugung, des Zusammenbruchs und der Wirbelgenerierung, die sie in
ihrem quasizyklischen Prozess beschreiben, nicht mehr zusammenpassen, wenn der Streifenabstand
zu klein wird. Unterbricht man aber einen Teil vom Zyklus, so kann die Turbulenz nicht aufrecht
erhalten werden und die Stromung wird bzw. bleibt laminar.

Viele Autoren heben die dynamische Bedeutung der Langswirbel hervor. So besteht nach Choi
et al. (1998) eine starke Korrelation zwischen der lokalen Wandschubspannung und den wandnahen
Langswirbeln. Als Ursache fiir die Widerstandsverminderung durch Riblets wird ebenfalls haufig die
Langswirbelstruktur angegeben (Bechert et al. 1989; Luchini et al. 1991; Choi et al. 1993). Allerdings
unterscheiden sich die Erklarungsversuche zur genauen Wirkung der Riblets. Der beste Abstand der
Riblets wird mit etwa dz™ = 15 angegeben, ansonsten kann es auch zu einer Widerstandserhhung
kommen. Eine quantitative Analyse der Korrelation zwischen den Léngswirbel iiber der Wand und
der Schubspannung an der Wand findet man in Kravchenko et al. (1993). Auch sie geben als mogliche
Anwendung eine Beeinflussung der Langswirbel mit dem Ziel der Widerstandsverminderung an.

Detektionsverfahren

In der Vergangenheit haben sich viele Arbeiten mit der Auswertung von Gréfen beschéaftigt, die
— anders als in der vorliegenden Arbeit — kohérente Strukturen unmittelbar charakterisieren sol-
len. Dabei wird versucht, das Vorbeischwimmen besonders ausgepragter Strukturen am Messort
mittels geeigneter Kriterien in den gemessenen Turbulenzsignalen zu detektieren. Die Auswahl von
geeigneten Kriterien bedarf dabei einer a priori Vorstellung iiber die vorhandenen Strukturen und
kommt in der Regel nicht ohne einzustellende Parameter aus. Das bekannteste Beispiel ist wohl
das VITA Verfahren, es hat zwei freie Parameter. Auch fiir die instationare Strémung wurden sol-
che Detektionsverfahren zur Untersuchung koharenter Strukturen benutzt (Tardu et al. 1996). Die
ohnehin freien Parameter miissen dabei durch weitere Annahmen an die zeitabhéngige Turbulenz-
charakteristik angepasst werden. Insgesamt sind Schlussfolgerungen aus solchen Untersuchungen
mit erheblichen Unsicherheiten behaftet. Eine Studie mit Surrogatsignalen hat zu einer weiteren
Verunsicherung bei der Struktursuche in den Zeitsignalen gefiihrt. Die dazu erzeugten kiinstlichen
Signale stimmen mit den gemessenen Turbulenzsignalen nur in einigen wenigen langzeitgemittelten
statistischen Eigenschaften iiberein und hatten insbesondere keine intermittenten Ereignisse ein-
gebaut. Trotzdem waren die Ergebnisse der Struktursuche in diesen Signalen praktisch nicht von
denen der echten Turbulenzsignale zu unterscheiden (Hartmann 1995; Hartmann & Ronneberger
1996).

1.2.2 Turbulente Wandstromungen mit zeitabhingigen Randbedingungen

Die weiter oben zitierten Arbeiten, die sich mit der Widerstandsverminderung der turbulenten
Strémung beschéftigen, haben alle die stationdre Stromung untersucht. Neben passiven Moglich-
keiten zur Widerstandsverminderung, wie Riblets, bietet sich auch eine aktive Kontrolle an. Die
Langswirbelstruktur sollte besonders stark beeinflusst werden, wenn man etwa spannweitig die
Wandschubspannung variiert. Tatséachlich kann man beispielsweise mit spannweitig oszillierenden
Wanden, unter gewissen Voraussetzungen, den Stromungswiderstand einer wandbegrenzten turbu-
lenten Stromung deutlich absenken. Diesen Effekt haben zuerst Jung et al. (1992) in einer direkten
numerischen Simulation entdeckt, er wurde dann spéter in experimentellen (Laadhari et al. 1994;
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Choi et al. 1998) und weiteren numerischen Arbeiten (Baron & Quadrio 1996) bestétigt. Ein neuerer
Erklarungsversuch des Effekts stammt von Dhank & Si (1999). Sie stiitzten sich auf ein Modell von
Orlandi & Jiménez (1994), um die Wechselwirkung der induzierten Stokeswelle mit den wandna-
hen Langswirbeln zu untersuchen und sie kénnen damit die Verminderung der Wandschubspannung
erkldren. Einen #hnlichen Erklarungsversuch geben Choi et al. (1998). Zum einen soll eine von
der Wandbewegung erzeugte spannweitige Wirbeligkeit den Effekt bewirken, andererseits wird die
spannweitige Auslenkung der Lingswirbel und die damit verbundene Absenkung der axialen Wir-
beligkeit als Ursache der Verminderung der Wandschubspannung angegeben. Ohne weiter auf die
genauen Einzelheiten der vorgeschlagenen Erklarungen einzugehen sei noch angemerkt, dass der
Effekt wohl nicht nur darauf beruht, dass die Stromungsstruktur instantan gestért wird, sondern
vor allem dadurch, dass der Regenerierungszyklus zwischen den Strukturen signifikant beeinflusst
wird.

Bei geeigneter Wahl der Parameter kann man den Strémungswiderstand durch spannweitige Os-
zillation der Wande um bis zu 40% vermindern. Das wird sowohl fiir Kanalstromungen, als auch
fiir Rohrstromungen (Quadrio & Sibilla 2000) berichtet. Diese konzeptuell sehr einfache Methode
schneidet jedoch in einer Gesamtenergie-Bilanz wesentlich schlechter ab. Grofse Effekte erzielt man
nur mit vergleichsweise groffen Amplituden. Die Kraft, die dann fiir die Bewegung der Wéande zur
Uberwindung der Wandschubspannung aufgebracht werden muss, fithrt aber bei hohen Wandam-
plituden zu einer negativen Energiebilanz, das heifit, um etwa einen vorgegebenen Durchfluss zu
realisieren, muss man insgesamt mehr Energie aufwenden als ohne Beeinflussung der Stréomung.
Vermindert man die Amplitude (Quadrio & Sibilla (2000) geben hier das siebenfach der Wand-
schubspannungsgeschwindigkeit als oberen Schwellwert an), kann jedoch ein netto Energiegewinn
nachgewiesen werden. Dieser liegt dann aber nur bei ca. 5%. Weitere Verluste durch die technische
Realisierung sind dabei nicht mit einbezogen.

Zusammenhang mit der vorliegenden Arbeit

Die Beeinflussung der Turbulenz ist in solchen und &hnlichen numerischen und realen Experimenten
in der Regel sehr stark. So muss die Amplitude bei spannweitiger Oszillation der Wiande vergleichs-
weise groft gewihlt werden, um eine deutliche Widerstandsverminderung zu erreichen. Die hier
vorgestellte Untersuchung einer instationdren Kanalstrémung hat dagegen priméar ein anderes Ziel.
So soll die Turbulenz nur so wenig beeinflusst werden, dass die Reaktionen der Turbulenz im We-
sentlichen linear bleiben. Dann ist es auf relativ einfache Weise moglich, die Antwort der Turbulenz
auf eine induzierte Stoérung quantitativ zu erfassen. Der Gleichgewichtszustand der Turbulenz soll
nur ein wenig gestort werden. Alle dynamisch relevanten und damit stabilen Strukturen sollten dann
erhalten bleiben, ihre wechselseitigen Beeinflussungen aber verdndert werden. Wir untersuchen dazu
die turbulente Kanalstromung, bei der die Wande longitudinal und mit kleiner Amplitude schwin-
gen.

Die Idee auf diese Weise Strukturen oder Strukturparameter — solche die fiir die Dynamik entschei-
dend sind — aus der turbulenten Stréomung zu extrahieren, wird in unserer Arbeitsgruppe schon
seit ldngerem verfolgt. Allerdings ist dies die erste Untersuchung, die sich nicht auf Experimente,
sondern auf eine direkte numerische Simulation stiitzt. Einige experimentelle Untersuchungen zu
dhnlichen instationdren Strémungen, wie wir sie betrachten, finden sich auch in anderen Arbeits-
gruppen (Binder et al. 1985; Mao & Hanratty 1986; Tardu et al. 1987; Finnicum & Hanratty 1988;
Tardu & Binder 1993; Brooke & Hanratty 1993; Tardu et al. 1994). Die Motivation beschrankt
sich dabei nicht auf grundsétzliche Fragen zur Turbulenz (wie sie hier primér betrachtet werden
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sollen), sondern instationire Stromungen sind auch von grofem technischen Interesse. Man denke
beispielsweise an pulsierende Stromungen durch Rohre und Kanéle (zum Beispiel Kiihlkreisldufe),
an die Umstrémung von Schaufeln in Turbinen und Kompressoren, an Sedimenttransport durch
quasiperiodische Wellenbewegungen oder auch an die Wechselwirkungen von Schall mit turbulenten
Stromungen, um nur eine beliebige Auswahl von vielen moglichen Anwendungen zu nennen. Neben
Stréomungsgrofen die besonders robust gegen dufiere Storungen sind, sind — insbesondere fiir die
Steuerbarkeit von Stréomungen — solche Gréfhen wichtig, die sehr labil reagieren.

Experimentelle Arbeiten und deren Ergebnisse

Experimente mit longitudinal schwingender Wand wurden vor allem in unserer Arbeitsgruppe durch-
gefiihrt, wihrend in verschiedenen anderen Laboratorien — insbesondere in der Gruppe von G. Bin-
der, Grenoble — die Kanalstrémung mit variierendem Durchfluss untersucht wurde. Pulsierende
Rohrstromungen wurden ebenfalls betrachtet, unter anderem in der Arbeitsgruppe von T. J. Han-
ratty, Urbana (USA). In den Experimenten konnten nur einzelne Grofen gemessen werden, insbe-
sondere die axiale Komponente der Stromungsgeschwindigkeit u(¢) oder die Wandschubspannung
Tw(t). Auch sind solche Experimente in der Regel auf lokale Messungen an einem Ort beschrankt.
Vereinzelt wurden zwar simultan mehrere Komponenten gemessen (Schewe 1988), oder auch an
mehreren Positionen (Beykirch 1996), aber wenn man daraus auf die rdumliche Struktur der Turbu-
lenz schlieffen mdchte, kommt man nicht ohne gewisse Annahmen aus. So wird im Allgemeinen die
Taylorhypothese benutzt, um aus den Zeitsignalen auf die rdumliche Struktur zu schlieffen. In der
Simulation ist dies nicht notig, vielmehr lasst sich die Giiltigkeit der Taylorhypothese damit iiber-
priifen. Was insbesondere fiir die zeitlich instationdre Strémung interessant ist. Von Hesse (1995)
wurde die Modulation zeitlicher Spektren betrachtet. Sie fand dabei unter anderem eine starke Mo-
dulation der Form der Spektren. Es stellte sich die Frage, ob oder in wie weit sich die Ergebnisse
auch auf die in der Simulation ausgewerteten raumlichen Spektren iibertragen lassen.

Fiir hohe Modulationsfrequenzen wurden unabhéngig voneinander von Mao & Hanratty (1986) und
Tardu & Binder (1993) eine unerwartete Modulation der Turbulenzintensitat der Wandschubspan-
nung gefunden. Mit steigender Modulationsfrequenz erwartet man in der Regel eine immer schwi-
chere Beeinflussung der Turbulenz, und zwar nicht nur weil die induzierte Scherwelle dann sehr
schnell — innerhalb der viskosen Unterschicht — abklingt, sondern auch, weil die Turbulenz keine
Zeit hat, auf die gednderte Randbedingung zu reagieren. Da Messungen in Wandné&he, insbesondere
auch Messungen der Wandschubspannung, haufig mit experimentellen Unzulénglichkeiten behaftet
sind, war es interessant zu iiberpriifen, ob auch wir in der direkten numerischen Simulation den

beobachteten Anstieg in der Modulation der Turbulenzintensitdt der Wandschubspannung finden.

Mit sinkender Wandfrequenz werden die Amplituden der Turbulenzantworten gréfter und die Pha-
sendifferenzen, bezogen auf die als Ursache der Verformung des Stromungsfeldes anzusehende Os-
zillation der Wandschubspannung, kleiner. Die bisherigen Experimente deuten darauf hin, dass die
Ergebnisse mit den Wandparametern (v und u.) skalieren. Von besonderem Interesse ist der Fre-
quenzbereich von 3 - 1074 < fa <3 1073, denn dann wird die dynamisch wichtige Pufferschicht
(5 < y* < 50) von der induzierten Scherwelle mit nennenswerten Amplituden erreicht, und sie rea-
giert mit ausgeprigten Phasenverzogerungen. Die Experimente habe gezeigt, dass die Turbulenz-
intensitdt und die Form der zeitlichen Spektren stark moduliert sind (Tardu et al. 1994; Flotke
et al. 1989; Hesse 1995; Beykirch 1996). Dagegen bleibt die Form der untersuchten Amplituden-
verteilungen relativ stabil (Flotke 1987). Auch rdumliche Kohédrenzen gehoren zu den eher schwach
modulierten Grofen (Beykirch 1996; Finnicum & Hanratty 1988).
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Eine stark oszillierende Kanalstromung, mit Amplituden bis zu 70% der Mittengeschwindigkeit,
untersuchten Tardu et al. (1994). Selbst unter solch extremen Anderungen der Randbedingungen,
konnten sie fiir die meisten Langzeitmittelwerte keine nennenswerten Unterschiede zu denen der sta-
tiondren Stromung feststellen. Die meisten anderen Untersuchungen bestétigen diese Beobachtung
(Jayaraman et al. 1982; Mao & Hanratty 1986; Tardu et al. 1987; Finnicum & Hanratty 1988). Bei
bestimmten Frequenzen und recht groffen Amplituden der modulierten Rohrstromung finden dage-
gen Tu & Ramaprian (1983) (siehe auch Teil 2: Ramaprian & Tu (1983)) eine (kleine) Beeinflussung
der mittleren Stromungsstruktur. Menendez & Ramaprian (1983) beobachten einen Einfluss auf die
Mittelwerte bei einer gestorten Grenzschicht vor allem in den wandfernen Bereichen. Auch zeigt
sich in ihrem Experiment, wie spéter auch bei Mao & Hanratty (1991), eine leichte Absenkung
der gemittelten Wandschubspannung mit steigender Anregungsfrequenz. Solche und &dhnliche Ab-
weichungen von den stationdren Mittelwerten zeigen sich aber nur fiir eher grofe Amplituden der
Storung.

Fiir die wandnormale Ausbreitungsgeschwindigkeit der modulierten Turbulenzintensitéit geben Tar-
du et al. (1994) einen in der logarithmischen Schicht konstanten Wert von 0,4 u, an. Sie merken
an, dass die Modulation der (axialen) turbulenten kinetischen Energie mit der gleichen Diffusivi-
tat von der Wand weg diffundiert, wie die der zeitgemittelte turbulente Energie in der stationéiren
Strémung.

Numerische Arbeiten

Der turbulenten kinetischen Energie kommt, neben den turbulenten Schubspannungen, in vielen Tur-
bulenzmodellen eine besondere Bedeutung zu, denn fiir sie werden h&ufig Modellannahmen gemacht.
Um die Giiltigkeit der Modelle im instationdren Fall zu untersuchen, sind daher die Modulationen
der kinetischen Energie und der turbulenten Schubspannung von besonderem Interesse. Verwendet
man die gleichen Schlieffungsanséitze, die sich bei einigen stationdren Stréomungen bew#hrt haben,
auch im instationédre Fall, dann fiihrt das im Allgemeinen nicht zum Erfolg. Solche Ansitze fin-
den sich beispielsweise in Menendez & Ramaprian (1983) oder Mankbadi & Mobark (1991). Die
Ergebnisse stimmen allenfalls fiir den quasi stationidren Grenzfall mit experimentellen Beobachtun-
gen liberein. Die wichtige turbulente Stokesschicht der zeitlich periodischen Stréomungen bleibt bei
den Anséatzen vollig unberiicksichtig. Mankbadi & Liu (1992) versuchten hier wenigsten fiir hohe
Frequenzen der Anregung eine brauchbaren Schliefungsansatz zu entwickeln, bei dem unter ande-
rem eine linarisierte aber zeitabhingige Transportgleichung fiir die turbulente kinetische Energie
benutzt wurde. Wahrend die Linearisierung bei kleinen Anregungsamplituden sicherlich gerechtfer-
tigt ist, erwies sich der auf der »Rapid-distortion« Theorie (siehe etwa Hunt & Carruthers (1990))
beruhende Schliefsungsansatz, auch bei Beschrankung auf die hohen Frequenzen und damit zusam-
menhéngenden kurzen Zeitkonstanten, als unzureichend, denn viele Ergebnisse wichen sehr deutlich
vom Experiment ab. Auch die spéater von Dejoan et al. (1997) verwendete Large Eddy Simulation,
bei der die grofen Skalen ohne Modellannahmen direkt aus der Navier-Stokes Gleichung berechnet
wurden und nur die kleinskaligen Turbulenzbewegungen modelliert worden sind, konnten in den
Ergebnissen nicht iiberzeugen.

1.3 Zielsetzung und Ubersicht

In dieser Arbeit wird die zeitabhéngige turbulente Kanalstréomung direkt, das heift, ohne jeglich
Modellannahmen, aus der Navier-Stokes Gleichung berechnet. Es werden keinerlei Annahmen zur
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Turbulenz gemacht.

1.3.1 Kanalstromung mit instationdren Randbedingungen

Die turbulente Stromung zwischen zwei ebenen (hier auch glatten), unendlich ausgedehnten, paral-
lel angeordneten Platten — die turbulente Kanalstrémung — dient als Untersuchungsobjekt fiir eine
Vielzahl von Forschungen iiber grundsétzliche Turbulenzphdnomene. Die geometrische Einfachheit
bringt zum einen experimentelle sowie numerische Vereinfachungen, vor allem aber werden grundle-
gende Figenschaften der Turbulenz nicht durch besondere Randbedingungen iiberdeckt. Auch in der
vorliegenden Arbeit wird diese Strémung untersucht. Im Gegensatz zu den meisten anderen Arbeiten
auf diesem Gebiet wird mit zeitlich variablen Randbedingungen gearbeitet, um damit der turbulen-
ten Grundstromung definierte Stérungen zu iiberlagern. Am iibersichtlichsten ist die Reaktion der
Turbulenz auf eine aufgepriagte Stérung dann, wenn die Stérung rdumlich mdglichst homogen ist.
Es bietet sich z.B. an, den Durchfluss zeitlich zu variieren. Der Einfluss des in Stromungsrichtung
homogen oszillierenden Druckgradienten auf die Turbulenz, der zur Erzeugung der Durchflussdnde-
rung notwendig ist, beschrankt sich zunachst auf Schubspannungsvariationen an der Wand. Dadurch
wird eine Scherwelle angeregt, die sich von den Wanden in die Stromung ausbreitet. Eine physi-
kalisch exakt gleiche Strémung erh&lt man, wenn die Scherwelle durch longitudinal schwingende
Winde erzeugt wird.? Eine einfache Koordinatentransformation der Navier-Stokes Gleichung zeigt,
dass beide Falle physikalisch vollkommen &dquivalent sind. Ein homogen oszillierender Druckgradient
an sich hat keinen direkten Einfluss auf die zeitliche Entwicklung der Turbulenz. Werden allerdings
Messungen — etwa mit einer Heissfilmsonde — innerhalb der Stromung durchgefiihrt, so ist das Ko-
ordinatensystem in dem man misst sehr wohl von Bedeutung. Was beim Vergleich von Ergebnissen
der beiden méglichen Anregungen beachtet werden muss.

1.3.2 Details der duBeren Stérung

Um die Reaktion der Turbulenz auf die aufgepragte Storung moglichst einfach beschreiben zu kon-
nen, bietet sich neben der Homogenitéat der Stérung an, sich auf kleine Amplituden zu beschranken.
Dann kann man erwarten, dass die Stromung — im zeitlichen Mittel betrachtet — linear antwortet.
Man kann sich nun, aufgrund des unter den Voraussetzungen geltenden Superpositionsprinzips, auf
harmonische Anregungen bei den interessierenden Frequenzen beschranken. Gerade vom experimen-
tellen Standpunkt aus betrachtet verkleinert sich der nétige Aufwand erheblich. Die Amplitude der
Anregung sollte aber auch nicht zu klein gewahlt werden, da mit sinkender Amplitude das Verhélt-
nis zwischen der Antwortamplitude und den unkorrelierten turbulenten Fluktuationen zunehmend
unglinstiger wird. Ideal ist eine Amplitude die zwar so klein ist, dass fiir alle untersuchten Eigen-
schaften nichtlineare Effekte vernachlissigt werden konnen, die aber auch nicht kleiner als diese
Grenze ist. Allerdings kann man diesen Wert nur unzureichend abschétzen.

Besonderes Interesse bei den Untersuchungen gilt den Modulationsfrequenzen, bei denen verschie-
dene Turbulenzgrofen mit deutlich unterschiedlichen Phasenverzégerungen auf die Anderungen der
Randbedingungen antworten. Diesen Frequenzbereich findet man zwischen einer quasistationédren
Antwort der Turbulenz bei sehr tiefen Frequenzen — die Turbulenz ist hierbei stédndig im Gleich-
gewicht mit den momentanen Randwerten — und dem sogenannten quasilaminaren Bereich, den

3 Spannweitig schwingende Winde bzw. ein spannweitig oszillierender Druckgradient sind ebenfalls méglich. Der

Einfluss auf die Turbulenzstruktur ist dabei aber sehr viel grofler, so kommt es bei geeigneter Anregungsfrequenz
und -amplitude zu einer deutlichen Widerstandsverminderung der Stromung.
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man fiir sehr hohe Wandfrequenzen findet, so hoch, dass die induzierte Scherwelle im Wesentlichen
innerhalb der viskosen Unterschicht abgeklungen ist und kaum mit der Turbulenz wechselwirkt.
Die Dynamik der Turbulenz wird wesentlich von einem Bereich aufferhalb der wandnahen visko-
sen Unterschicht, der sogenannten Pufferschicht, dominiert. Dort findet man unter anderem den
Ort maximaler Turbulenzproduktion. Um die Turbulenz durch die aufgepragte Stérung aus dem
Gleichgewichtszustand zu bringen, ist es daher sinnvoll die Frequenz der Anregung so tief zu wih-
len, dass die Scherwelle die Pufferschicht mit ausreichender Amplitude erreicht. Sie sollte aber nicht
so tief sein, dass die Pufferschicht als ganzes (quasistationér) antwortet, weil dann die Dynamik
nur vergleichsweise schwach gestort wird. Untersucht wurde dennoch ein Frequenzbereich der vom
quasilaminaren bis zum quasistationiren (jedenfalls in Wandnéhe) reicht.

1.4 Aufbau der Arbeit

Im Anschluss an diese Einleitung wird im zweiten Kapitel das numerische Verfahren vorgestellt. Es
werden einige Bemerkungen zur Auswahl des Verfahrens und dessen Anwendbarkeit gemacht. Die
Beschreibung ist knapp, aber ausfiihrlich genug, damit alle wesentlichen Details der Implementie-
rung deutlich werden. So kann ein geneigter Leser alle Resultate im Prinzip nachrechnen. Im dritten
Kapitel werden kurz die Quellen und die Parameter der experimentellen Daten beschrieben, die
in unserer eigenen Arbeitsgruppe entstanden sind. Diese, zusammen mit weiteren experimentellen
und numerischen Daten anderer Autoren, dienen hauptséichlich der Validierung der Implementie-
rung. Das vierte Kapitel beschreibt einige physikalische Grundlagen, von denen in den folgenden
Kapiteln haufig Gebrauch gemacht wird. Unter anderem wird die instationidre Reaktion einer la-
minaren Grundstréomung diskutiert, wenn die Randbedingungen zeitlich variieren. Auch werden
die spéater benodtigten Modulationsfaktoren eingefiihrt, die Ausgangspunkt fast aller Auswertungen
sind. Im fiinften, sechsten und siebten Kapitel werden die wesentlichen Ergebnisse der numerischen
Rechnungen prasentiert. Die stationiren und langzeitgemittelten instationiren Strémungen werden
hauptsachlich im fiinften Kapitel behandelt. Die hier berechneten Stromungsgréfien dienen vor allem
der Validierung des Verfahrens. Sie geben aber auch einen guten Uberblick iiber die Langzeitstatistik
der Turbulenz, deren Modulationen spater diskutiert werden und zeigen, dass es bei groferen An-
regungsamplituden zu kleinen Verédnderungen der Langzeitmittelwerte kommen kann. Im sechsten
und siebten Kapitel werden die wesentlichen Ergebnisse der instationdren Kanalstromung vorge-
stellt, von denen einige in dieser Arbeit erstmals gezeigt werden. Einige Vergleiche konnten mit
vorhandenen experimentellen Daten gemacht werden. Jedoch sind solche Vergleiche haufig nicht
durchfithrbar, denn viele berechenbare Groéfien konnen experimentell nur mit groffem Aufwand oder
iiberhaupt nicht ermittelt werden. Ein Schwerpunkt der Arbeit ist die Analyse der modulierten
rdumlichen Spektren, die ausfiihrlich im siebten Kapitel behandelt werden.






2 Das numerische Verfahren

Die dreidimensionale, zeitabhéngige, inkompressible Navier-Stokes Gleichung

?;;ﬂaﬁ)mﬁp:fwm (2.1)

sowie die Kontinuitatsgleichung

V-i=0 (2.2)

werden mittels eines Finite-Differenzen-Verfahrens fiir die Strémung zwischen zwei parallel angeord-
neten Winden numerisch gelost. Dabei ist @ = (u, v, w)" die Geschwindigkeit (hier in kartesischen
Koordinaten angegeben), p der kinematische Druck!, f = (f1,0,0)T eine dufere Kraft und v die ki-
nematische Viskositat. Alle Grofen sind mit einer charakteristischen Lange L (hier: halber Abstand
der Kanalwiinde h) und einer charakteristischen Geschwindigkeit U (hier: U = u/3™ = (3/2)u;, mit
up = Durchflussgeschwindigkeit) dimensionslos gemacht, wobei der Druck p auf pU? bezogen wird,
p ist die Dichte des Fluids. Die dimensionslose Viskositét ist damit einfach 1/Reg.

Das Integrationsgebiet {2 umfasst den in Bild 2.1 dargestellten Integrationsbereich

0 < x < L,
—h < y < +h (2.3)
0 < 2z < L,

In den horizontalen Richtungen x und z werden periodische Randbedingungen vorgeschrieben:
U(x+ Ly,y,z+ Ly, t) = t(x,y, 2,t) Y,y 2t (2.4)

An den Kanalwénden gilt die Haftbedingung, die, unter Bertiicksichtigung von eventuell in z-Richtung
bewegten Wanden, wie folgt lautet:

i(z,y = £h, 2,t) = (ux(t),0,0)" vV, zt. (2.5)
Alternativ kénnen die Wande auch gegenphasig bewegt werden:
i(z,y = +h, z,t) = (£uy(t),0,0)T Yz, z,t. (2.6)

Das hat den Vorteil, dass in dem Fall der Durchfluss nicht gedndert wird. Die Wande kénnen auch
unabhéngig voneinander bewegt werden, davon wurde in diese Arbeit aber kein Gebrauch gemacht.

Durch die Vorgabe von periodischen Randbedingungen kann es fiir den Druck keinen mittleren
Gradienten geben, daher ist zum Antrieb der Stromung eine dufierer Kraft f notwendig?. Sie sei

L Soweit nichts anderes gesagt wird, steht p im Folgenden immer fiir den kinematischen Druck, also den dynamischen

Druck bezogen auf die Dichte des Fluids.
Diese Kraft kann nicht aus einem Potenzial abgeleitet werden, denn dieses miisste in  und z ebenfalls periodisch
sein und konnte so keine mittlere Kraft hervorrufen.
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2h

L,

Abb. 2.1: Rechengebiet und Koordinatensystem

unabhéngig vom Ort. Bei konstanter dufiere Kraft bewirken die turbulenten Schwankungsbewegun-
gen eine zeitliche Variation im Durchfluss, die aber um so geringer ist, je groffer die Periodenldngen
gewahlt werden. Eine geeignete zeitliche Variation der dufleren Kraft f = f (t) ermoglicht es aber
auch, der Stréomung einen konstanten Durchfluss aufzupragen. Auch dann, wenn die Wéande nicht
ruhen, sondern gegenphasig bewegt werden.

Der Basisalgorithmus zur effektiven numerischen Lésung des Problems basiert auf der sogenannten
Projektionsmethode?, die in einer Reihe von Arbeiten vor etwa 30 Jahren von Chorin (1967, 1968,
1969) eingefithrt wurde. Der Grundgedanke dieses Verfahrens besteht darin, die Berechnung der
Geschwindigkeit von der Berechnung des Drucks zu entkoppeln, wodurch eine wesentlich einfachere
(und schnellere) Losung des betrachteten Systems — bestehend aus der Impulsgleichung und der
Kontinuitatsgleichung — moglich wird. In einem ersten Teilschritt wird ein vorlaufiges Geschwin-
digkeitsfeld aus der Impulsgleichung berechnet, in der aber der Druckterm vernachldssigt wird. Die
Kontinuitatsgleichung wird in diesem Schritt noch nicht beriicksichtigt. Das vorlaufige Geschwin-
digkeitsfeld erfiillt sie daher in der Regel nicht. In einem zweiten Schritt wird nun dieses vorlaufige
Feld in den Raum der divergenzfreien Vektorfelder projiziert, wozu der zunichst vernachlassigte
Druckterm verwendet wird.

Es werden keinerlei Modellannahmen zur Turbulenz gemacht. Alle relevanten Skalen der Strémung
miissen daher vom rdumlichen und zeitlichen Gitter aufgelost werden. Es handelt sich damit um
eine sogenannte direkte numerische Simulation.

2.1 Zeitlich variierende Randbedingungen

Untersucht wird hauptséichlich die Stromung mit zeitlich veranderlichen Randbedingungen uy,(t), bei
denen die Wénde beschleunigte (vorzugsweise harmonische) Bewegungen durchfithren. Man kann,
wenn sich die Wande gleichsinnig bewegen (Gleichung (2.5)), zur Beschreibung der resultierenden
Stréomung ein Bezugsystem verwenden, das sich mit den Wanden mitbewegt, sodass in diesem
Bezugsystem immer uy () = 0 gilt. Die oben angegebene Form der Navier-Stokes Gleichung (2.1) gilt
aber nur in einem Inertialsystem. Bei beschleunigten Bezugsystemen kommen noch Tragheitsterme

3 Auch bekannt unter »fractional step method, »splitting scheme«, und weiteren Namen.
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hinzu. Im Fall einer geradlinig beschleunigten Bezugsystembewegung (also ohne Drehbewegungen®)
gilt fiir die Navier-Stokes Gleichung (Spurk 1996)

ol ., =, = - L
E—i—(u-V)u%—Vp:f%-yAu—a, (2.7)
wobei d(t) die Beschleunigung des bewegten Bezugsystems ist. Bewegt sich das Bezugsystem mit
den Wanden, so gilt a(t) = duy(t)/dt. Zu losen sind dann die Gleichungen (2.7) und (2.2) zusammen
mit der Randbedingung uy(t) = 0.

Aus einem Inertialsystem betrachtet beschreiben Gleichung (2.7) und Gleichung (2.2) zusammen
mit der Randbedingung uy(t) = 0 eine Stromung, die neben der duferen Kraft f noch zusitzlich
von der Volumenkraft —a(t) getrieben wird.?

Folglich erhélt man exakt die gleichen Strémungen, wenn man entweder eine dufiere Kraft der Grofe
—duy (t)/dt aufpragt oder alternativ beide Kanalwénde (gleichphasig) mit uy () bewegt.

Zeitliche Variationen der Wandgeschwindigkeiten bieten aber mehr Moéglichkeiten, als eine zeitlich
variierte duftere Kraft. Die Kanalwénde miissen nicht synchron bewegt werden, sondern kénnen un-
abhéngige Bewegungen ausfithren. Sie werden in allen hier betrachteten Versuchen gegenphasig be-
wegt, sodass der Durchfluss zeitlich konstant bleibt. Die hohen Anregungsfrequenzen erzeugen stark
gedampfte Scherwellen an den Wéanden, sodass die gestorte Turbulenz in Wandnéhe unabhéngig
von der gegeniiberliegenden Kanalwand untersucht werden kann. Bei tieferen Anregungsfrequenzen
kann es aber durchaus zu Beeinflussungen kommen.

2.2 Zeitliche Diskretisierung und Projektionsmethode

Die zeitliche Diskretisierung wird fiir den Konvektionsterm (A' e (a - 6)1‘[) mit einer Adams-
Bashforth Methode (A"+1/2 = (34" — A"~1)/2) durchgefiihrt, dabei ist n der Zeitindex. Der Druck-
term und die duftere Kraft werden implizit und der Diffusionsterm semi-implizit nach Crank-Nicolson
behandelt. Man erhalt damit zundchst folgendes zeitdiskretes (im Raum aber kontinuierliches) Glei-

chungssystem:
1 1
EHM_ u" 4 (@2 g2 L2 = 2 VAJH + u"
(2.8)
V-att =0

Bei konstanter Zeitschrittweite ist der zeitliche Diskretisierungsfehler von der Ordnung O((at)?).
Mit vorgegebenen Randbedingungen (nur solche fiir @ sind notwenig) kann dieses System im Prin-
zip direkt gelost werden. Das ist aber, durch die Koppelung zwischen den Unbekannten #"*! und
pn—|—1/2’6

der Berechnung der Geschwindigkeit. Dazu wird ein sogenanntes Zwischengeschwindigkeitsfeld «*

sehr ineffizient. Die Projektionsmethode entkoppelt nun die Berechnung des Drucks von

eingefiihrt, indem in der Impulsgleichung der Druck zunéchst vernachléssigt wird. Im konkreten Al-
gorithmus wird allerdings das sogenannte Druckkorrekturverfahren benutzt, das heifst, der Druck-
term wird nicht vollkommen vernachléssigt, sondern es wird der Druckterm des vorhergehenden

4 Sonst kommen noch Corioliskréfte: —2(} x @ und Zentrifugalkrafte: —Q x (Q x &) sowie bei verdnderlicher Win-

kelgeschwindigkeit $}(¢) der Term —d(}/dt x Z hinzu.

a(t) ist dabei eine reine Tragheitskraft, die sich aus der Bewegung des Bezugsystems relativ zum Inertialsystem
ergibt.

Druck und Geschwindigkeit werden zu Zeitpunkten berechnet, die um At/2 verschobenen sind.
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Zeitschritts eingesetzt (mit Ausnahme des ersten Zeitschritts). Zur Anpassung eines konstanten

Durchflusses, ist es aufserdem auch fiir die duflere Kraft notwendig, zundchst den vorhergehenden

Wert zu benutzen. Man hat somit:

—% —n — —n
U T (@2 )@t /2 = etz A Y tu

At
—n41 _ 7% . .

Vit =0 )

Dabei ist 6p" = (p"+/2 — p»~1/2) /2 die Druckkorrektur und 6™ = (f*+1/2 — fr=1/2) /9 die

(2.9)

Kor-

rektur der auferen Kraft. Gleichung 1 und 2 des Systems (2.9) ergeben zusammen gerade wieder

At =
Gleichung 1 von (2.8), allerdings mit einem Fehlerterm VTAV(Sp" 7. In dem System (2.9) sind die

Unbekannten p"*1/2 (bzw. 0p™) und u™*! nicht mehr gekoppelt, sodass sich zusammengefasst der

folgende effektive Losungsalgorithmus verwenden lésst.

Der Losungsalgorithmus (Projektionsmethode)

1. Aus Gleichung 1 von (2.9) berechnet man das Zwischengeschwindigkeitsfeld «*
(Prediktor-Schritt):

(é _ %A)(ﬁ* _ ’t_[n) _ _gn—s—l/Q + ]E'n—l/Q _ ﬁpn—l/Q + vAT" (210)
- - 1 =
Mit An+1/2 — %(m Sy~ Gt Dy,

2. Durch Kombination der Gleichungen 2 und 3 von (2.9) erhélt man:

R 1 -
V.V = Vi, (2.11)

woraus die Druckkorrektur dp” berechnet wird und damit dann p"*+1/2.
3. Um einen konstanten Durchfluss ) zu gewéhrleisten, muss auch die treibende
Kraft f = (f1,0,0)T angepasst werden. Da Q = i f w1 dy ist, ergibt sich aus
—h
Gleichung 2 von (2.9) fiir 0 f{* (woraus dann f1n+1/2 folgt):
1 h —
Q- ﬁ,J;; u* — Atg-op™ dy

S = Iy . (2.12)

4. @' berechnet sich schlieflich aus Gleichung 2 von (2.9) (Korrektor-Schritt):

@ = @ 4 At — Voph). (2.13)

7 Siehe aber 2.2.2
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2.2.1 Implizit nur in Wandnormalenrichtung

Der Vorteil von impliziten Verfahren gegeniiber expliziten Verfahren ist die grofere numerische Sta-
bilitat. Allerdings erkauft man sich diesen mit einem in der Regel wesentlich h6herem Rechenauf-
wand. Fiir die Kanalstromung ergeben sich bei expliziten Verfahren hauptsachlich fiir die Richtung
senkrecht zu den Wianden Stabilitdtsprobleme, daher wird im konkreten Algorithmus nur die Rich-
tung senkrecht zu den Wanden implizit nach Crank-Nicolson behandelt. Die homogenen Richtungen
(parallel zu den Wénden) werden wie der Konvektionsterm nach Adams-Bashforth berechnet. Aus
Gleichung (2.10) wird damit:

1 v T 7 Vi o2
L VAV — i) — _ AntL/2 h—1/2 _ 7,n—1/2 i 2.14
(At 5 )@ —am) + f Vp +uay2u (2.14)
Mit A" = (@™ - V)i" — (ﬁ + ai)*” a Az = 3 gn L e
1 = (u u v 8;L‘2 822 U un — 2 9 .

2.2.2 Pseudodruck

Durch das Operatorsplitting des Prediktor-Korrektor Verfahrens ergibt sich in der Impulsgleichung
AN
ein Fehlerterm %AV&]J". Um den echten Druck zu erhalten, kann man p im L&sungsalgorithmus

als eine Art Pseudodruck ¢ ansehen und aus diesem dann mit Hilfe des Zusatzterms den echten
Druck berechnen (Kim & Moin 1985):

At
p=o— %Mqﬁ (2.15)
im urspriinglichen Algorithmus, bzw.
vAt 02
— 4 2.16

wenn nur die y-Richtung implizit behandelt wird.

2.3 Anmerkungen zur semi-impliziten Zeitdiskretisierung und zur
Projektionsmethode im Allgemeinen

Obwohl die Projektionsmethode und vor allem deren Variationen noch nicht bis in alle Einzelheiten
analysiert werden konnten, wird sie sehr hiufig angewandt, vor allem bei viskosen inkompressiblen
Stromungen mit moderaten Reynoldszahlen. E & Liu (1995) sagen, dass es Jahrzehnte lang nach der
Einfithrung der Projektionsmethode durch Chorin (1967, 1968, 1969) noch ein Rétsel war, dass die
Projektionsmethode scheinbar besser funktioniert als man erwarten konnte. Sie rAumen des Weiteren
ein, dass es immer noch kontroverse Diskussionen um die optimale Wahl der Randbedingungen des
Projektionsschrittes gibt.

Die Analyse des oben beschriebenen Verfahrens in zeitlich semi-impliziter Form (nur die Zeit, nicht
aber der Ort sind diskretisiert) ist weit verbreitet, birgt aber einige Probleme in sich. Zum Beispiel
sind zur Berechnung der Poissongleichung (Schritt 2 im Ldsungsalgorithmus) Randwerte fiir den
Druck und fiir das Zwischengeschwindigkeitsfeld n6tig. Im urspriinglichen System waren diese nicht
notig, vielmehr wire damit das System sogar liberbestimmt. Der Druck ist eine passive Variable,
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er kann aus einem gegebenen Geschwindigkeitsfeld berechnet werden, sodass man ihn im Prinzip
aus dem System eliminieren kann. Durch Verwendung eines versetzten rdumlichen Gitters, tritt
im konkreten Verfahren das Problem nicht auf. Es gibt aber auch andere Lésungsanséatze, die von
vornherein das vollstdndig diskretisierte Gleichungssystem betrachten (Perot 1993; Perot 1995). Alle
Randbedingungen werden dabei direkt mit in die diskreten Operatoren aufgenommen, sodass keine
weiteren Annahmen oder Pseudo-Randbedingungen nétig sind. Viele der kontroversen Diskussionen
iiber die »richtigen« Randbedingungen fiir das Zwischengeschwindigkeitsfeld und den Druck werden
dadurch gegenstandslos.

Bis heute gibt es noch keine exakte Analyse (zum Beispiel Konvergenzverhalten und Fehlerab-
schatzung) der Projektionsmethode so wie sie oben vorgestellt wurde. Vor allem die nicht periodi-
schen Randbedingungen, wie man sie hier in y—Richtung hat, bereiten Schwierigkeiten. Neben der
recht genauen, aber mathematisch sehr anspruchsvollen Untersuchungen von E & Liu (1995, 1996)
haben kiirzlich Strikwerda & Lee (1999) die Methode erneut analysiert. Letztere konnten zeigen,
dass die Randbedingungen im Projektionsschritt nicht exakt erfiillt werden kénnen, und dass die
Genauigkeit der Methode dadurch begrenzt wird. Sie konnten auch die heuristischen Argumente
von Perot (1993), dass der Fehler im Druck in jeder Projektionsmethode von erster Ordnung ist,
beweisen und seine Annahme rechtfertigen.

In dieser Arbeit wird das Verfahren als Hilfsmittel eingesetzt, ohne das es selbst Gegenstand der
Untersuchung ist. Spezielle Eigenschaften des Verfahrens werden daher hier nicht weiter betrachtet.
Die Rechtfertigung, dass die berechneten Stromungen nicht durch numerische Fehler und Artefakte
dominiert werden, wird durch Vergleiche mit experimentellen Daten gegeben. Jedenfalls dort, wo
solche Vergleiche moglich sind.

Neben dem hier verwendeten Finite-Differenzen-Verfahren, gibt es eine Reihe weiterer Verfahren,
um die Navier-Stokes Gleichung numerisch zu integrieren. Hier sind vor allem Finite-Elemente- und
Spektralverfahren zu nennen. In der Zeitrichtung werden jedoch (fast) immer Finite-Differenzen
verwendet. Die Vorteile von Finite-Differenzen-Verfahren sind: grofie Flexibilitit, eine vergleichs-
weise einfache Implementierung und effiziente Programme. Der letzte Punkt ist bei den von uns
durchgefiihrten Simulationen sehr wichtig, denn die Kanalstrémung musste mit unterschiedlichen,
zeitlich-variierenden Randbedingungen jedesmal neu simuliert werden. Aufgrund der geometrischen
Einfachheit der Kanalstromung hétte sich auch ein Spektral-Verfahren angeboten — bei gegebener
Gitterpunktzahl erreicht man damit in der Regel eine héhere Genauigkeit bei der Berechnung der
raumlichen Ableitungen — jedoch ergeben sich dann grofie Schwierigkeiten bei der Implementierung
von zeitlich verdnderlichen Randbedingungen.

2.4 Raumliche Diskretisierung

Die Navier-Stokes Gleichung (2.1) bildet zusammen mit der Kontinuitétsgleichung (2.2) ein partielles
Differentialgleichungssystem in x, y, z und ¢. Zur numerische Lésung dieses Systems miissen neben
der Zeitrichtung auch alle drei Raumrichtungen diskretisiert werden. Im Folgenden wird zunéchst
das fiir die Diskretisierung notwendige raumliche Gitter beschrieben. Anschliefend wird erldutert,

wie die drei rdumlichen Differantialoperatoren: Divergenz (V-), Gradient (V) und Laplace (A), in
das raumdiskrete System transformiert worden sind.
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2.4.1 Das raumliche Gitter

Das Integrationsgebiet wird in IV, x N, x N, Gitterzellen mit
den rdumlichen Abmessungen Az X Ay; X Az (j = 1,..., Ny)
aufgeteilt. Fir jede Zelle wird ein Wert fiir den Druck und je
ein Wert fiir die drei Geschwindigkeitskomponenten gespei-
chert, allerdings fiir unterschiedliche Positionen innerhalb der
Zelle. Der Druckwert p ist der vom Zellmittelpunkt, die Kom-
ponenten der Geschwindigkeit v, v und w sind die von den
Zentren der Seitenflichen, so wie in Bild 2.2 dargestellt. Um
die unterschiedlichen Positionen innerhalb einer Gitterzelle zu
indizieren, wird folgende Notation verwendet: Wenn alle Indi-
zes ganzzahlig sind, bezieht sich das Indextripel i, j, k auf den
Zellmittelpunkt. Es werden aber auch halbzahlige Indizes zu-
gelassen (Index +1/2), dann bezieht sich das Indextripel auf

Abb. 2.2: Versetzte Anordnung

den entsprechenden Randwert der Zelle. Fiir jede Gitterzelle werden also p; j k, wit1/25ks Vi j+1/2,k

und w; j 1.41/2 gespeichert.

Der Vorteil dieser versetzten Anordnung der Gitterpunkte gegeniiber einer Anordnung, bei der

Druck und alle Komponenten der Geschwindigkeit vom gleichen Ort gespeichert werden, liegt vor

allem darin, dass es hier keine unerwiinschten Druckoszillationen gibt. Ein weiterer Vorteil ist, dass

bei der zu 16senden Poissongleichung keine Randwerte fiir den Druck benéotigt werden (siehe weiter

unten).

In den homogenen Richtungen x und

y=h1=

z der Stromung haben die Zellen eine — f-

konstante Abmessung von Az = L, /N, —
und Az = L,/N,. In Wandnormalen-
richtung haben die Zellen verschiedene
Groken: Ay; = yji1/2 — Y;j—1/2 und un-
terschiedlichen Absténde der Zellmittel- —
punkte: Ay;_ /5 = yj — yj_l.g Bei fast

allen Rechnungen wurde folgende Vertei-

lung der Zellmittelpunkte vorgegeben:

tanh(chil) + tanh(c%\f(];ll))

Yi = 2 tanh(c) y=-hy
(2.17)

mit ¢ = 1,8417. Durch diese Verteilung Abb. 2.3: Verteilung der Zellmittelpunkte

erhilt man kleine Abstdnde in der N&-
he der Wéande und grofere Abstande
in der Kanalmitte. Andere Verteilungen

sind ebenfalls méglich und auch getestet worden. Alle »verniinftigen« Verteilungen fithren aber zu

kaum unterschiedlichen Ergebnissen, sodass hier auf eine weitere Analyse verzichtet wird.

8 Es gilt: y; = (Yj+1/2 + Yj—1/2)/2, aber es gilt nicht: Y112 = (yj+1 + y;)/2. Vergleiche Abbildung 2.5. Der
Mittelwert zweier Zellmittelpunkte fiele nur bei einem dquidistantem Gitter mit dem Rand der Zelle zusammen.
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2.4.2 Die Randzellen

Abbildung 2.4 zeigt ein zweidimensionales so-

_ _ _ genanntes MAC? Gitter in der Nihe einer
Wand. Man kann hier gut die versetzte Anord-
j=3 o e o e o e o nung der einzelnen Gitterpunkte von u, v und
p erkennen. Ein »vollstandiges« Gitter ist in
o \ .y v Abbildung 2.5 in zwei Querschnitten zu sehen.
j=2 o o 4 ° - o 4 Im Vergleich zum Gitter innerhalb des Rechen-
Pij  |Wit1/2;) gebietes, gibt es am Rand eine Besonderheit.
j=1 ; T ; T ; T Es werden abweichend von der oben beschrie-
,77;; 57 o= 7 o S benen Regel, u-Gitterpunkte (im dreidimen-
) ) sionalen Fall auch w-Gitterpunkte) direkt an
1—1 i 1+ 1

Abb. 2.4: Das MAC Gitter

der Wand (das heifét, bei y = £1) gesetzt. Dies
ist daher sinnvoll, da man die Geschwindigkeit
direkt an der Wand vorgeben méchte. Diese
Randpunkte entsprechen den haufig verwende-

ten sogenannten »Ghost«-Punkten'?, die in der Regel zur Implementierung der Randbedingungen

eingefiihrt werden. Die Randwerte fiir den Druck kann man, wie weiter unten noch gezeigt wird,

bei Verwendung eines MAC Gitters, aus den Gleichungen eliminieren. In der Implementierung ist

es aber einfacher auch Randwerte fiir den Druck vorzusehen, diese werden in jedem Zeitschritt auf

die in Abschnitt 2.6 angegebenen (Pseudo-)Werte gesetzt.

2.4.3 Raumliches Differenzieren mit der »Upwind «-Methode

@O

O--

o

Abb. 2.6: Prinzip der verwendeten
» Upwind «-Ableitungen

0-<@—-0-n

077

Die rdumlichen Ableitungen werden mit einer sogenann-
ten » Upwind «-Methode fiir die Konvektionsterme berechnet,
wahrend die Diffusionsterme mit zentralen Differenzen appro-
ximiert werden. Bei der Upwind-Methode werden zur Berech-
nung der Ableitungen mehr Gitterpunkte entgegen der Rich-
tung der lokalen Konvektion benutzt als in dieser Richtung.
Abbildung 2.6 zeigt das Prinzip: An den durch die ausgefiill-
ten Kreise markierten Punkten soll die Ableitung (etwa dp/dy
oder dp/dx) berechnet werden. Je nach lokaler Geschwindig-
keit, im Bild durch Pfeile symbolisiert, wird entschieden, in
welcher Richtung mehr Punkte verwendet werden. Bei gege-
bener Anzahl der Gitterpunkte erhoht sich dadurch die Sta-
bilitat gegeniiber zentralen Differenzen, jedenfalls solange die
Konvektion dominiert. Fiir die Kanalstromung ist die Rich-

tung der treibenden Kraft eine Vorzugsrichtung und die Strémung ist stark konvektionsdominant.

Hier fiihren zentrale Differenzen regelméfig zu numerischen Instabilitaten.

% Der Name stammt aus dem von Harlow & Welch (1965) entwickelten Marker-And-Cell Verfahren zur Lésung
inkompressibler Stromungen mit freien Oberflichen. Sie haben dabei die in Abschnitt 2.4.1 beschriebene versetzte

Gitterpunktanordnung benutzt, aber nur in einer zweidimensionalen Form.
10 Das sind Punkte auferhalb des Rechengebietes.



2.4 Riaumliche Diskretisierung

19

e =y yoam s i s i o iy (. iy s 57 ‘o’ oy o
0 - - - - - M- R
T P A
e 8 & L e B e ¥ e ¥ o ® s o
o o o o o o o
»m®m o O o o o O o ©O o O o O o D}IA%
v
7 7 7 7 7 7 7 -
B O o o o oP g% o o oLt Ay
EEEEEEEREEEERE T
m O ee o Hﬁ o Hﬁ o Hﬁ 0 ee o ee o p-- 2
18 o o o O o o ¢ 3 6 o o o o o1
. N ! % ! N e oy A oY e N e /)4\
~j=1/2
[ L, -
o k=1)2
- *® % % *® *® % %
1 S .
B O OO O O O O O m o m o O O --29
® O O O O O O o O o O o O o o
L. o p o p o p O § o O O O O [ IA 2
B o O o O o oo o o o g% o o o o
® O O O O O O o O o O o O o o
L 5 S S R S S S S R
)/ f f [ f
i=1/2 1 2 AT N,

Abb. 2.5: Versetztes Gitter: oben z-y-Ebene, unten x-z-Ebene. v =0, v = V, w = X, p = o. Die

werden miissen.

ausgefiillten Quadrate und die fett gezeichneten Kreuze kennzeichnen Werte, die aufgrund
der Periodizitdten in x- und 2-Richtung, redundant sind und nicht extra gespeichert
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2.4.4 Diskrete Operatoren

Der Laplace Operator des Prediktorschrittes wird wie folgt diskretisiert (A — L = (L1, Lo, L3)7;

L3 entspricht Li, wenn man Az durch Az ersetzt)'!:

—30¢i41/2 + 16(qiy3/2 + @Gim1/2) — (Gits5/2 + Gi—3/2)
12(ax)?

(L1@) i1 /2,58

—30¢; + 16(gi+1 + ¢i—1) — (git2 + gi—2)
12(Az)?

(L19)i jiy1/2.k

_ r(=2
L2@)ijr1j20 = Ly

-2 —1 0 1 2
(L2@)it1/050 = Lé,j )Qj—2 + Lé,j )Qj—l + L(Q’])'Qj + Lg,;Qj+1 + LgJ)'Qj—m-

An den Wanden (j =1 und j = N,) ist:

_ (-1 (0) (1)
(LQQ)LJ’H/M = Lz,j+1/2qj—1/2 + L2,j+1/2qj+1/2 + L27j+1/2qj+3/2
1 0 1 (2.19)
(L2@)it1y050 = Lé,j )ijl + Lé,])-qj' + Lé,])'Qj+1~

Die Zahlenwerte Lg) werden durch Differenzieren von lokalen Interpolationspolynomen bestimmt.
Durch je fiinf Punkte (am Rand drei Punkte) wird ein Lagrangepolynom vierten Grades gelegt
(zweiten Grades am Rand). Das Polynom ist durch die fiinf (bzw. drei) Punkte eindeutig bestimmt.
Nach zweimaliger Differentiation des Polynoms erhélt man aus den Faktoren vor den y-Potenzen
die Gewichte Lg’}. Sie miissen nur einmal zu Beginn der Rechnung berechnet werden. Es werden
aber zwei Sitze dieser Faktoren benétigt, einen fiir das v-Gitter (die y;,1/,-Positionen) und einen

fiir das u-, das w- und das p-Gitter (die y;-Positionen).

Der diskrete Gradientoperator G = (G, G2, G3)T (wird in jedem Schritt gebraucht) und der diskrete
Divergenzoperator D = (D1, Dy, D3)T (Schritt 2) werden in dquivalenter Weise bestimmt, man findet
sie im Anhang A.

2.5 Direkter spektraler Loser fiir die Poissongleichung

Zu 16sen ist folgende diskrete Gleichung:
T n 1 T %

Fiir eine kiirzere Notation sei (nur in diesem und im néchsten Abschnitt) ¢ = dp™ und r = éDT-U*.
Damit schreibt sich nun die zu l6sende diskrete Poissongleichung als:

(D1G19); j 1 + (D2G29); 55, + (D3G30); 1 = Tijih- (2.21)

1 Gleichbleibende Indizes sind auf den rechten Seiten jeweils ausgespart.

(2.18)

) (-1 (0) 1) (2)
t1/2di-3/2 Lo iy pli—12 + Lo pliarse Lo jog niasje + Lo sy 0i45)2
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Man beachte, dass durch Verwendung eines MAC Gitters D1 G; nicht dem entsprechenden diskreten
Laplaceoperator L; entspricht (ebenso entspricht D3Gs nicht Ls und auch DyGso entspricht nicht
Ly). Der ware:

—7840q; + 4320(gi+1 + gi—1) — 432(qi+2 + gi—2) + 32(qi+3 + Gi—3)

Liqg). ., = 2.22
( 1Q)z,],kz 2880(A1’)2 ( )
im Vergleich zu
—7300q; + 3915(q; i—1) — 270(q; i 5(q; -
(DIGIQ)L]"]C _ q; + (QH—I +q; 1) (QH-Q + i 2) + (QH-S + i 3). (2'23)

2880(Ax)?

Daher sei £ = (L1, L2, £3)T % (D1Gy, D2Ga, D3G3)7.

Durch die Vorgabe von periodischen Randbedingungen in den homogenen Richtungen x und z, kann
man Gleichung (2.21) sehr effektiv im Spektralraum der Fouriertransformation lésen. Durch eine
zweidimensionale diskrete Fouriertransformation (DF7 )2 erhélt man:

(LyP)y g + DFT{(Lap); j 1} + (L3P), 1 = Rijim. (2.25)

l’j’m

Die diskreten Operatoren ﬁl und [',3 wirken dabei auf die Wellenzahlindizes [ bzw. m. Es ist

(ﬁlp) = LA:UPZJM und (ﬁgP) = 23’m1Dl’j,m. Fiir die Zahlenwerte ergibt sich:

l7j7m l7j7m

EALZ = E() + 2(5( )cos(27rl/N) + 5(2) cos(4wl/N;) + £(13) cos(6ml/Ny))

R 2.26

L3m = /Jéo) (Eé)cos(Qﬂm/Nz) + EgQ) cos(dmm/N,) + £g3) cos(6mm/N.)). (2.26)
Nach der Auflésung des zweiten Terms in Gleichung (2.25) folgt damit:

L14Pjm + (L2P)1jm + L3mPrjm = Rijm. (2.27)

Ausgeschrieben ist das:
cS9p; cSop; Lr gt L4 Ly,m) Prjm+ L5 P P =R 2.28
2,j l,jfZ,m"’ 2,j l,]fl,m‘f'( 1,l+ + 3 m) 1,J, mt 2,51 Lj+1, mT 2,5t Lj+2,m l,j,m- ( . )

Das ist ein lineares Gleichungssystem (pentadiagonale Matrix) welches fiir alle vorkommenden Wel-
lenzahlindizes [ und m mit noch festzulegenden Wandrandwerten gelost werden muss. Fiir l =m =0
ist auch ,CAU = EAgjm = 0 und das Gleichungssystem wird singuldr. Nur wenn die rechte Seite die
Kompatibilitatsbedingung!® erfiillt, ist das System 16sbar. Dann zwar nicht eindeutig, sondern mit
einem zuséatzlichen Freiheitsgrad. Der Freiheitsgrad entspricht gerade der additiven Konstante, die
man dem Druck in der Navier-Stokes Gleichung hinzufiigen kann.

12 Der Vollstandigkeit halber folgt die Definition:

Ny—1N,—1 Ny—1N,—1

w3 2 Qe R i Qu= 3 e O o
=0 k=0

=0 m=0

13 Piir die betrachtete Kanalstrémung entspricht das gerade der Kontinuititsgleichung. Da fiir  und z periodische
Randbedingungen vorgegeben werden, heifit die Bedingung: »Ein netto Massenfluss an einer Wand muss durch
einen negativen netto Massenfluss an der anderen Wand kompensiert werden«.
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2.6 Randbedingungen

Um die Druck-Poissongleichung (2.20) 16sen zu kénnen, benétigt man im Allgemeinen Wandrandwer-
te fiir den Druck und fiir die rechte Seite. Diese ergeben sich durch Multiplikation der zeitdiskreten
Impulsgleichung mit dem Aufseren Normalenvektor 7. Im Gegensatz zu Dirichlet-Randbedingungen,
bei denen die Funktion am Rand selbst gegeben ist, handelt es sich hier um Neumann-Randbedin-
gungen. Allgemein gilt, dass die Poissongleichung mit Neumann-Randbedingungen

V-Vé=r in Q,  Vé-di=f auf 0N (2.29)
nur dann l6sbar ist, wenn die Kompatibilitdtsbedingung

/rdV: /fdo (2.30)
o0N

Q

erfiillt ist. Die Losung ist dann bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt. Dass die Losung
der Navier-Stokes Gleichung nicht von einer additiven Druckkonstante abh&ngen kann, sieht man
bereits an (2.1), denn der Druck taucht dort nur als Gradient auf.

Durch Verwendung eines versetzten Gitters kann man aber bereits in (2.20) die Abhéngigkeit von
den Randwerten eliminieren. Man betrachte dazu die Gleichungen fiir die untere Wand:

Die Poissongleichung ist

(G20p™| 5y — G20p")

(D1G15pn)Ay/2+ +(D3G35pn)Ay/2 =

Ay
Vhy — Vs
(D1u") py o + yA =+ (D3w™) oy /2

J (2.31)

At
und aus dem Korrektor-Schritt hat man

,Un-i-l — ¥

Setzt man die zweite Gleichung in die erste ein, dann erkennt man, dass die Poissongleichung

unabhingig von v} wird. Man kann daher in der Implementierung v}, = v"*! setzen, woraus rein

formal folgt, dass G20p"|,, = 0, also die Normalableitung des Druckes an der Wand verschwindet.

2.7 Parallelisierung und Schlussbemerkung

Das entwickelte Rechenprogramm ist vollstdndig parallelisiert. Alle Rechnungen wurden auf den
Parallelrechnern »Cray T3E« der Gesellschaft fiir wissenschaftliche Datenverarbeitung Gottingen
und »Cray T3E« des Konrad-Zuse-Zentrums fiir Informationstechnik Berlin durchgefiihrt. Es sind
zwei Alternativversionen entwickelt worden: Eine Version, die unter Verwendung des sogenannten
» Massage-Passing Interface« (MPI) implementiert wurde, sowie eine Version, die direkt Cray T3E
spezifische Routinen einsetzt. Wahrend die erste Alternative nahezu auf allen (Parallel)rechnern
eingesetzt werden kann, ist die zweite Version fiir die Cray T3E optimiert.

Fiir die Parallelisierung wird das Rechengebiet entlang der Hauptstromungsrichtung in dberlappende
Teilgebiete unterteilt. Die zeitliche Entwicklung der N Teilgebiete wird dann parallel von N Pro-
zessoren berechnet. Nach jedem Zeitschritt werden die Randwerte in den Uberlappungsbereichen
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zwischen den Prozessoren ausgetauscht. Gegeniiber einer Parallelisierung mit nicht {iberlappenden
Teilgebieten, muss man die dazu nétige Zusatzzeit in Kauf nehmen. Der grofe Vorteil ist jedoch,
dass die Ergebnisse dann nicht durch die kiinstlichen Rénder beeinflusst werden. Man erhalt exakt
die gleiche Stromung, unabhéngige davon, in wieviele Gebiete man die Strémung unterteilt.

Die Periodizitat des Rechengebietes in den wandparallelen Ebenen ermdoglicht die sehr effiziente Lo-
sung der Poissongleichung im Spektralraum. Die sonst iiblichen Lésungsmethoden wie »Succesive
Over Relaxation« (SOR) oder auch Mehrgitterverfahren wiirden die Rechenzeit eines Zeitschrittes
wesentlich erh6hen. Bei nicht periodischen Rechengebieten (zum Beispiel mit Seitenwénden in der
z-Richtung) kann das Programm zwar weiterhin verwendet werden, aber fiir den Loser der Poisson-
gleichung miisste dazu ein anderer Algorithmus implementiert werden.

Der verfiigbare Massenspeicher reicht leider bei weitem nicht aus, um die vollstdndigen Daten einer
Stromung — geschweige denn die Daten aller zu untersuchenden Stromungen — zu speichern. Diese
miissen iiber so lange Zeitintervalle simuliert werden, dass die Amplituden der interessierenden Tur-
bulenzgrofien mit hinreichender statistischer Sicherheit ausgewertet werden kénnen. Das bedeutet,
dass die Auswertung schon wahrend der Simulation durchgefiihrt wird, dass also das Rechenpro-
gramm und die fiir die jeweilige Auswertung notwendige Datenorganisation bei neuen Fragestel-
lungen im Laufe des Vorhabens aktualisiert werden musste und jeweils eine neue Simulation der
Strémung notig war.

Die Auswertungen wiahrend der Rechnung erfordern natiirlich zusétzliche Rechenzeit, und es stellt
sich die Frage, wie man diese Zusatzzeit minimieren kann. Eine Moglichkeit ist die, dass man das
Koordinatensystem (KS) mit der mittleren Konvektionsgeschwindigkeit der Stromung mitbewegt.
Dann sind die auftretenden Zeitgradienten wesentlich kleiner als bei einem ruhendem KS, sodass die
Zeitdifferenz zwischen zwei Stromungsfeldern die zur Mittelung verwendet werden, unter Umstdnden
wesentlich erh6ht werden kann. Die zeitlichen Korrelationsfunktionen fallen um so langsamer ab, je
mehr man sich der Konvektionsgeschwindigkeit annéhert. Jedoch findet man bei unterschiedlichen
Wandabsténden auch unterschiedliche Konvektionsgeschwindigkeiten. Aufierdem unterscheidet sich
in Wandn&he die Konvektionsgeschwindigkeit des Drucks von der der drei Geschwindigkeitskompo-
nenten. Man muss also in jedem Fall einen gewissen Mittelwert fiir die Geschwindigkeit des mitbe-
wegten KS wéahlen. Des Weiteren hat man nicht in jedem Fall Vorteile gegeniiber einem ruhenden
KS. So kann etwa bei dem Langzeit- oder auch beim Phasenmittel pro ausgewertetem Zeitschritt oft
in der homogenen z-z-Ebene gemittelt werden. Im néchsten Zeitschritt wird das Stromungsmuster
um einen gewissen Weg weiter konvektiert sein, aber durch die periodischen Randbedingungen hat
man keinen Ein- und keinen Ausfluss, sodass eine erneute Mittelung in derselben Ebene erst dann
sinnvoll ist, wenn die zeitliche Entwicklung der Strémung das Muster nennenswert geandert hat. Es
ist in dem Fall unerheblich, ob man sich mit der Konvektionsgeschwindigkeit mitbewegt oder nicht.

Man koénnte annehmen, dass bei mitbewegtem KS der Rechenzeitschritt grofier gewahlt werden
kann als bei ruhendem KS, da die hohen Zeitfrequenzen hauptséichlich durch die Konvektion der
hohen Raumfrequenzkomponenten entstehen. In der jetzigen Implementierung gilt das aus folgen-
dem Grund jedoch nicht: Die Abbruchfehler der Differenzenquotienten sind nicht vollkommen un-
erwiinscht, vielmehr verleihen sie dem Verfahren die Stabilitédt. Die kinetische Energie kann nur bis
zur groften, gerade noch aufgeldsten Frequenz transportiert werden, wo sie dissipiert werden muss.
(Geschieht das nicht, »explodiert« das Verfahren, das heifit, es wird instabil). Einige Rechenver-
fahren fiithren dazu direkt eine kiinstliche Viskositat ein; hier wird das im Wesentlichen durch die
erwiahnten Fehlerterme der numerischen Differentiation geleistet.



24 2 Das numerische Verfahren

Ein mitbewegtes KS bringt vor allem beim Auswerten von zeitlichen und raumlich-zeitlichen Spek-
tren Vorteile. Aufgrund der geschilderten Stabilitdtsprobleme, kann man damit aber nicht immer
Rechenzeit sparen. Prinzipiell sollte man mit einem geeigneten numerischen Verfahren wesentlich
grokere Vorteile aus einem mitbewegten KS ziehen koénnen, als das hier moglich ist. Von einer
vertieften Analyse des Problems wurde aber abgesehen.

2.8 Anwachsrate kleiner Storungen

Ein Standardtest, um ein numerisches Verfahren und dessen Implementierung zu testen, ist die Be-
rechnung des Anwachsens kleiner Stérungen aus einer ansonsten laminaren Grundstromung (Canuto
et al. 1987; Malik 1985). Konkret wird eine bekannte Losung der Orr-Sommerfeldgleichung fiir das
zeitliche Anwachsen kleiner (harmonischer) Stérungen der zweidimensionalen Kanalstrémung dem
mittleren Geschwindigkeitsprofil tiberlagert und zeitlich integriert. Fiir kleine Stérungen wird die
Anwachsrate, die aus der numerischen Integration folgt, mit der Anwachsrate verglichen, die aus
der Orr-Sommerfeldgleichung folgt. Die lineare Losung hat folgende Form:

u(z,y,t) = (1 —y?) + e Re{g" (y)e! 1)} (2.33)
v(z,y,t) = e Re{g?(y)el@r2t)} (2.34)

Die Eigenfunktionen ¢"(y) und ¢"(y) sowie die Eigenfrequenz w werden zunéchst durch Losen
der Orr—Sommerfeldglgichung fiir eine vorgegebene raumliche Wellenzahl o bestimmt. Gibt man
beispielsweise & = 1 und eine Reynoldszahl von Re = 7500 vor, so erhélt man als die am stérksten
angefachte Mode, eine mit der komplexen Frequenz w = 0,2498915 + 10,00223498 4. Die zeitliche
Zunahme der kinetischen Energie ergibt sich dann aus

E(t) = E(0) e*it. (2.35)

Als Rechengebiet wird der Bereich —1 < y < 1 und 0 < z < 27 definiert. In Strémungsrichtung
werden periodische Randbedingungen vorgegeben. Die Storungen werden der Grundstromung mit
einer kleinen Amplitude — um lineares Verhalten zu gewéhrleisten — von € = 0,0001 {berlagert. Ab-
bildung 2.7 zeigt den Vergleich zwischen berechnetem Energiezuwachs und dem Energiezuwachs der
aus der linearen Stabilitatstheorie folgt. Die Anwachsrate die sich aus der numerischen Simulation
ergibt liegt nur geringfiigig (ca. 1,5%) unter der Anwachsrate der linearen Stabilitdtstheorie. Fiir
die kleine Abweichung ist unter anderem die numerische Viskositét verantwortlich. Anderungen in
der Berechnung der finiten Differenzen zeigen sich hier sehr deutlich, sodass verschiedene Implemen-
tierungen auf einfache Art beurteilt werden kénnen. Das gezeigte Anwachsverhalten entspricht der
Implementierung!®, die fiir nahezu alle Rechnungen dieser Arbeit verwendet wurde. Bei genauem
Hinsehen féllt auf, dass die Anwachsrate erst nach einer gewissen Zeit konstant wird. Die zuvor
numerisch ermittelte Orr-Sommerfeldlésung ist wahrscheinlich nicht ganz exakt, sodass ein gewis-
ses Einschwingen nicht vermieden werden konnte. Dieses Einschwingen hat aber sicherlich keinen
nennenswerten Einfluss auf die sich einstellende konstante Anwachsrate.

' Die zugehérige Geschwindigkeitsverteilung ¢"(y) hat mir freundlicher Weise Theofilis Vassilios (DLR Géttingen)
zur Verfiigung gestellt. ¢*(y) kann daraus leicht berechnet werden.
5 Die rdumlichen Auflésungen unterscheiden sich jedoch in der Regel.
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Abb. 2.7: Anstieg der kinetischen Energie kleiner Storungen. Der laminare Grundstromung wurden

kleine Stérungen in Form der am stirksten angefachten Orr-Sommerfeld Mode (o = 1,
Re = 7500, w = 0,2498915 + 10,00223498) iiberlagert und das zeitliche Anwachsen der
kinetischen Energie numerisch ermittelt. Verglichen wird das Ergebnis mit dem theoreti-

schen Anwachsverhalten E(t) = E(0)e?i! (lineare Stabilititstheorie).






3 Daten und Parameter der
numerischen und realen Experimente

Zur Verifikation der Simulationsergebnisse wurden vorwiegend experimentelle Daten aus unserer ei-
genen Arbeitsgruppe und numerische Daten von Gilbert & Kleiser (1991) sowie Moser et al. (1999)
verwendet. Die numerischen Vergleichsdaten wurden frei zuginglichen Datenbanken entnommen,
lagen also direkt in digitaler Form bereit. Wichtige Parameter der Messungen und der Simulationen
sind in diesem Kapitel zusammengestellt. Zunichst folgen die Parameter der eigenen Simulations-

rechnungen.

3.1 Numerische Experimente

Als Startfeld der Simulationen wird das Poiseuille-Strémungsprofil vorgegeben. Dieser laminaren
Grundstromung werden dann kleine zuféllige Storungen tiberlagert und es wird von dem so mo-
difizierten Feld weitergerechnet. Dabei wird die treibende Kraft so geregelt, dass der Durchfluss
immer konstant bleibt. Zwar erfiillt das Stromungsfeld direkt nach der Uberlagerung des Zufalls-
feldes weder die Navier-Stokes Gleichung noch die Kontinuitatsgleichung, aber bereits der folgende
Zeitschritt sorgt dafiir, dass beide Gleichungen erfiillt werden. Bei ausreichend hohem Durchfluss
dauert es dann etwa 100 bis 150 h/uy; bis sich das Laminarprofil deutlich umgeformt hat und die
Stromung turbulent wird. Bis die Stromung voll ausgebildet ist, dauert es nochmal etwa 50 h/uy,.

Einen typischen numerischen Transitionsprozess zeigt Abbildung 3.1.
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Dieser numerische Transitionsprozess sollte nicht mit dem natiirlichen Transitionsprozessen vergli-
chen werden, da die Startbedingungen unphysikalisch gewéhlt wurden. Die vollturbulente Strémung
ist aber unabhéngig von bestimmten Startbedingungen, denn ihr » Gedéchtnis«! ist nur von begrenz-
ter Dauer, sodass zeitlich begrenzte Stérungen, gleich welcher Art, im Laufe der Zeit vollkommen
verschwinden. Fir verschiedene Periodenlédngen des Rechengebiets und verschiedene raumliche Auf-
l6sungen wurden so mehrere voll ausgebildete turbulente Stromungsfelder berechnet. Tabelle 3.1
stellt die wichtigsten Parameter dieser Felder zusammen.

Re,  Req  Ly/h  L./h  NyxNy,xN, Azt ayb. syl szt
207 3864 6,000 3,000 96 x 97 x 96 130 0820 826 6,48
207 3847 3,750 1,875 48 x 97 x 48 16,2 0,820 826 8,09
206 3862 7,500 3,750 96 x 97 x 96 16,1 0816 822 8,05
206 3839 6,000 3,000 64 x 67 x 64 193 1,260 12,5 9,66
206 3850 357w 197 128 x129x 128 9,03 00611 502 4380
207 3873 1500 1875 192x97x48 162 0820 826 8,09
207 3884 3,750 1875  96x97x48 809 0820 826 8,09
199 4100 2,500 0,625 32 x 97 x 16 155 0,792 792 781

TN EOQW T

Tabelle 3.1: Stationare Startfelder der Simulationen

Ausgehend von den turbulenten Startfeldern wurden dann die Kanalwinde gegenphasig mit verschie-
denen Amplituden und Frequenzen harmonisch in axialer Richtung bewegt. Nach einem Einschwing-
vorgang erhilt man so — im statistischen Sinne — eine zeitlich periodische turbulente Strémung. Es
wurden etwa 200 instationire Stromungen berechnet. Eine Zusammenstellung der Parameter findet
man im Anhang D. Die wichtigsten Daten der Hauptserien (A, B, C' und D) sind in der folgenden
Beschreibung zusammengestellt.

A-Serie ... 24 Strémungen mit Wandperioden zwischen Ty, = 4,5h/up (wy ~ 24,5 - 1072) und
Ty = 476,715 h/up (w ~ 0,211 - 1072). Die Wandamplitude betrug uy, = 0,6 up (= 0,52 uy ~
9,7u;). Bei 11 zusétzlichen Simulationen wurde mit halber Wandamplitude gerechnet, bei 5
weiteren mit der viertel Amplitude. Die Zusatzfelder sind im mit v, = 0,6 u; mitbewegten
Koordinatensystem berechnet worden.

B-Serie ... Mit einer Wandamplitude von uy, = 0,15u (=~ 0,13 uy ~ 2,4u,) sind 21 verschiedene
Simulationen mit Wandperioden zwischen Ty, = 10,125 h/up (wi ~ 10,9 - 1072) und T}y, =
1500 h/up (wih =~ 0,0734 - 10~2) berechnet worden. Bei 4 zusitzlichen Simulationen wurde mit
einer 2,5 fach kleineren Amplitude gerechnet.

C-Serie ... Fiir 8 verschiedene Wandperioden zwischen Ty, = 51,255 h/up (wi =~ 2,14 - 1072) und
Ty = 389,25 h/up, (w ~ 0,280-1072) wurden Einzelsimulationen durchgefiihrt. Die Wandam-
plitude betrug uy = 0,15 up (= 0,13 uy ~ 2,4 u,).

D-Serie ... 22 Strémungen mit Wandperioden zwischen Ty, = 4,5 h/uy, (wi ~ 24,8-1072) und T, =
525 h/up (wy ~ 0,193 - 1072) und Wandamplituden zwischen uy, = 0,154, und uy, = 0,6 up
(einmal uy, = 1,2 fiir wl = 3,36 - 1072).

! Etwa das integrale ZeitmaR [~ R(At)dAt (mit einer geeignete Korrelationsfunktion R).
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3.2 Experimentelle Vergleichsdaten

Alle vorliegenden Messdaten stammen von Martin Beykirch, Katrin Breuer, Kerstin Hesse und
Camilla V6ltz, die mir die Daten freundlicherweise zur Verfiigung gestellt haben.

In der turbulenten Strémung eines Kanals mit rechteckigem Querschnitt (Abbildung 3.2) wurde
die Geschwindigkeit in Hauptstromungsrichtung u(y,t) an festen Orten y als Funktion der Zeit ¢
gemessen, und zwar nacheinander fiir ca. 20 (je nach Messung) verschiedene Wandabstédnde. Der
Kanal wurde von Ronneberger und Hoéhler erbaut und basiert auf dem von Reichardt und Eckelmann
konstruierten Olkanal des Max-Planck-Instituts fiir Strémungsforschung in Gottingen, mit dem
Unterschied, dass jetzt die Mess- und Riicklaufstrecken iibereinander und nicht mehr nebeneinander
angeordnet sind. Die Messstrecke ist H = 8cm hoch, B = 36 cm = 4,5 H breit und etwa L =~ 4m =
50 H lang.

Als Stromungsfluid wird Ol verwendet. Es hat bei der iiblichen Messtemperatur von 23,2° eine ki-
nematische Viskositidt von v = 6,24 meQ Durch die vergleichsweise hohe Viskositat in Kombination
mit einer eher kleinen Strémungsgeschwindigkeit erreicht bereits die viskose Unterschicht Abmes-
sungen, die der Messung zugénglich sind. Dennoch sind vor allem wandnahe Messungen problema-
tisch. Damit man sicher sein kann, dass die Turbulenz am Ende der Messstrecke voll entwickelt ist,
wurden am Anfang der Messstrecke auf der oberen und unteren Wandbegrenzung Stolperschwellen
angebracht, die den Ubergang von der laminaren zur turbulenten Strémung beschleunigen.

Die Geschwindigkeit wird am Ende der Messstrecke mit einer Heissfilmsonde nach der Konstant—
Temperatur—Methode bestimmt. Die Spannung wird 800 mal in der Sekunde abgetastet und digital
im Computer gespeichert. Damit ergibt sich eine Abtastperiode von AT = 1,25 ms, was etwa 0,4
viskose Zeiteinheiten entspricht. Fiir jeden Messpunkt, d.h. fiir die unterschiedlichen wandnormalen
Positionen der Sonde, werden typischerweise etwa 10® Spannungswerte gespeichert — das entspricht
einer Messdauer von rund 20 Minuten. Die Spannungen werden mit einer vorher ermittelten Eich-
tabelle (dazu wird die Sonde mit definierter Geschwindigkeit durch das ruhende Ol gezogen) in
Geschwindigkeiten umgerechnet. Aufferdem wird von dem so erhaltenen Signal noch ein Storsignal
abgezogen, um die vom Netzbrummen und der Drehschieberpumpenfrequenz herriihrenden Stérun-
gen herauszufiltern.

Weitere Einzelheiten zu den Messungen findet man in der Doktorarbeit von Beykirch (1996) sowie
in den Diplomarbeiten von Breuer (1995) und Hesse (1995).
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3 Daten und Parameter der numerischenntkalehxperimente

Stolperdraht

_ - --[ "
AL
|

Teilchenfilter
«—

Schwingwand

Sondenzuleitung

Heissfilmsonde

4000 mm

Kiihler

Abb. 3.2: Schematische Darstellung des Olkanals in der Seitenansicht.

Hohe

Breite

Lange
Mitten-Reynoldszahl
Wand-Reynoldszahl
Mittengeschwindigkeit
Kinematische Viskositét
Wandschubspannungsgeschwindigkeit
Viskose Zeiteinheit
Viskose Langeneinheit
Abtastfrequenz
Uberhitzungsverhaltnis
Heissfilmsonde

H =80mm = 5771,

B =360mm = 25961, = 4,5 H
L =4m =288461, =50 H
Recl = UCZ(H/Q)/I/ = 5513
Re; =u,;(H/2)/v = 288
Uy = 860mm/s

v =6,24mm?/s

ur = 45mm/s

t. = 3,08 ms

l, = 0,139 mm

1/At = 800 Hz = 2,47 /t,
(Ry — Ri)/Rr = 1,8%
TSI 1276-10AW

Tabelle 3.2: Parameter der Messungen



3.3 Numerische Vergleichsdaten 31

3.3 Numerische Vergleichsdaten

Neben Vergleichen mit den experimentellen Daten die in unserer Arbeitsgruppe gewonnen wurden,
werden einige Ergebnisse mit numerischen Daten von Gilbert & Kleiser (1991) und Moser et al.

(1999) verglichen.

Gilbert & Kleiser (1991)
Mit einem Spektralverfahren (160 x 160 Moden in z- und z-Richtung, Chebyshev Polynome
der Ordnung 128 in y-Richtung) haben Gilbert & Kleiser die turbulente Kanalstrémung simu-
liert. In ihrer Implementierung wurde — wie bei uns — der Durchfluss konstant gehalten. Um
Rechenzeit zu sparen, wurde die spannweitige Symmetrie der Kanalstrémung fest vorgegeben.

Re, Reg L./h L./h Ny x N, x N, Axt Ay Azt
211 3831 3,57 1,97 160 x 128 x 160 14,8 5,2 7,4

Moser et al. (1999)
Auch Moser et al. benutzen ein Spektralverfahren zur Simulation der turbulenten Kanalstro-

mung. Die folgende Zusammenstellung zeigt die Parameter ihrer drei Simulationen.

Re, Reg L./h L./h Ngyx N, x N, Axt Ay Azt
178,13 3260 A am 128 x 129 x 128 17,7 5,9 4.4
392,24 7897 27 T 256 x 193 x 192 10,0 6,5 6,5
587,19 12485 27 T 384 x 257 x 384 9,7 4,8 7,2







4 Physikalische Grundlagen und
Details der Auswertung

In diesem Kapitel werden einige grundlegende physikalische GesetzméaRigkeiten der (turbulenten)
Kanalstrémung bzw. der wandbegrenzten (turbulenten) Scherstrémung aufgefiihrt. Der kurze Uber-
blick enthélt die fiir die Untersuchungen relevanten Aspekte, unter anderem die der instationéiren
Stréomung. Meist wird ein konkreter Bezug zur vorliegenden Arbeit gegeben. Die Mehrzahl der in
den folgenden Kapiteln gemachten Auswertungen beruht auf der Analyse von Modulationsfaktoren.
Die Definition und das zugrundeliegende Konzept findet sich am Ende diese Kapitels.

4.1 Turbulente Kanalstromung

Die Stromung zwischen zwei unendlich ausgedehnten parallel angeordneten Platten wird tiblicher-
weise als Kanalstromung bezeichnet. Diese idealisierte Stromung lasst sich weder im Experiment
noch in der Simulation exakt realisieren. Im Experiment hat man immer einen Ein- und Ausstrém-
bereich sowie begrenzende Seitenwinde. In der Simulation setzt man ein endliches Gebiet periodisch
fort. Getrieben wird die Stromung von einer dufteren Kraft bzw. einem aufgepragtem Druckgradi-
enten. Ab einem gewissen Verhéltnis der Tragheitskrafte zu den viskosen Kréften geht die rein
laminare Poiseuille-Stromung iiber in einen turbulenten Zustand — ausgezeichnet durch ein hohes
Maf an unregelméfigen rdumlichen und zeitlichen Fluktuationen von Geschwindigkeit, Druck und
anderen Stromungsgréfien. Die zur turbulenten Durchmischung erforderliche Energie, wird der mitt-
leren Stréomung entnommen, sodass z.B. bei vorgegebenem konstantem Druckgradient der Durchfluss
einer turbulenten Kanalstrémung deutlich unter dem Durchfluss der rein laminaren Stromung liegt.

Die in der turbulenten Kanalstromung auftretende Schubspannung wird fast im gesamten Kanal
durch die turbulente Schubspannung (—pu/v’) dominiert. Lediglich in der Nihe der festen Winde —
an denen das Fluid haftet — kann die viskose Schubspannung (udu/dy) nicht vernachléssigt werden.
Die Grofle dieses Bereiches wird durch die Reynoldszahl bestimmt. Mit steigender Reynoldszahl
wird der Bereich immer kleiner. Das universelle Wandgesetz besagt aber, dass fiir hinreichend hohe
Reynoldszahlen unter anderem der Verlauf des mittleren Geschwindigkeitsprofiles, ausgedriickt in
Wandeinheiten', in unmittelbarer Nihe der Wand unabhiingig von der Reynoldszahl ist, es gilt dann
u't = f(y™). Hinreichend hohe Reynoldszahlen sind bei den bis heute durchfiihrbaren direkten nu-
merischen Simulationen jedoch schwerlich zu erreichen. Ebenso beschranken sich viele Experimente
auf vergleichsweise kleine Reynoldszahlen.

L Solche Einheiten ergeben sich durch Entdimensionalisierung mit der Wandschubspannungsgeschwindigkeit u, =

\/Tw/p und der kinematischen Viskositat v. Die entsprechenden Grofien werden iiblicherweise mit einem hochge-
stellten Pluszeichen gekennzeichnet.
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Fiir die Dynamik wandbegrenzter turbulenter Stromung ist der wandnahe Bereich besonderes wich-
tig. Ganz dicht an der Wand (y™ < 5) findet man die viskose Unterschicht, in der die turbulenten
Spannungen noch keine nennenswerte Rolle spielen. Sie gewinnen aber kurz auferhalb der viskosen
Unterschicht, innerhalb der sogenannten Pufferschicht, sehr schnell an Bedeutung und sorgen zu-
sammen mit der mittleren Scherrate fiir die maximale Produktion turbulenter kinetischer Energie
bei yT =~ 12. Sie wird der mittleren Stréomung entzogen. Auch die stark intermittent auftreten-
den turbulenten Schwankungsbewegungen nehmen innerhalb der Pufferschicht ihr Maximum an.
Innerhalb der Pufferschicht wird mehr turbulente kinetische Energie produziert als dissipiert und es
kommt unter anderem zu einem Transport dieser Energie in wandfernere Bereiche. Auflerhalb der
inneren Wandgrenzschicht, bei der Kanalstrémung im Mittenbereich zwischen den Wénden, wird
dagegen insgesamt mehr kinetische Energie dissipiert als produziert, sodass in diesem Bereich der
Transport der Energie aus den wandnahen Bereichen zum Aufrechterhalten der Turbulenz notwen-
dig ist. Umgekehrt ist die Aufenstromung (Kanalmittenstromung) nicht zwingend fiir die Turbulenz
erforderlich, wie Jiménez & Pinelli (1999) zeigen konnten.

Die bekannte logarithmische Schicht trennt bzw. verbindet die Aufenstromung (Kanalmittenstro-
mung) von bzw. mit der die Turbulenz produzierenden inneren Grenzschicht. Produktion und Dis-
sipation halten sich nahezu die Waage und die Gesamtschubspannung ist grob gendhert in etwa
konstant?. Jiménez & Pinelli (1999) vergleichen die logarithmische Schicht mit dem Inertialbereich
der Energiekaskade isotroper Turbulenz, wobei der Begriff Bereich zwei ganz unterschiedliche Be-
deutungen hat — Raumbereich bei der logarithmischen Schicht bzw. Raumfrequenzbereich bei der
Energiekaskade. Das logarithmische Profil ist eine Folge der als konstant angenommenen Schub-
spannung und der mit u3/ky proportional zu 1/y angesetzten Dissipation (Townsend 1976).3 Die
Aquivalenz von Produktion und Dissipation in der logarithmischen Schicht impliziert dann

U 1
w—=-- = ut=—logy" +C. (4.1)
K

mit

k =~ 0,4 von Karmansche Konstante; C' =~ 5,5.

Die Reynoldszahlen der Simulationen sind vergleichsweise klein, sodass man eigentlich keine loga-
rithmische Schicht erwarten kann. Dennoch zeigt sich in dem mittleren Geschwindigkeitsprofil schon
fiir relativ kleine Reynoldszahlen ein mehr oder minder ausgebildeter logarithmischer Geschwindig-
keitsbereich, trotz der nicht konstanten Schubspannung. Vergleiche dazu die Abbildung 5.1 auf
Seite 48. Bei derart kleinen Reynoldszahlen, wie sie in Simulationen derzeit méglich sind und die
auch von vielen Experimenten nicht wesentlich iibertroffen werden, erstreckt sich der scheinbare
logarithmische Anstieg tiber einen so kleinen Bereich, dass man darin keinesfalls eine Bestatigung
der Universalitat von Gleichung (4.1) sehen darf. Es lassen sich auch andere Abhéngigkeiten herlei-
ten, etwa ein Potenzgesetz (Barenblatt et al. 1993). Bei hoheren Reynoldszahlen wurden etwa im
»Superpipe«-Experiment (Zagarola & Smits 1997) beide Abhéngigkeiten gefunden (wandnah ein
Potenzgesetz, wandentfernter das logarithmische Gesetz).

2 Das gilt aber nur fiir hinreichend hohe Reynoldszahlen, streng erst fiir Re — co.
3 Haufig findet man (zum Beispiel in Rotta 1972) auch eine Herleitung iiber die Ahnlichkeitshypothese (universelles
Wandgesetz).
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4.2 Reynolds Gleichungen

Im Gegensatz zur normalen Grenzschichtstromung benétigt man zur Aufrechterhaltung der Kanal-
stromung einen mittleren Druckgradienten 9p/0x bzw. eine mittlere treibende Kraft f; in Stro-
mungsrichtung. Die Gesamtschubspannung ist fiir die stationidre Kanalstromung eine lineare Funk-
tion des Wandabstandes y. Des Weiteren verschwinden die mittleren Geschwindigkeiten v und w
und die Reynoldsschen Gleichungen nehmen damit folgende Form an:

o dwv | du

—f1+87x = — dy + de2 (42)
op  dv?

Daraus folgen, nach einer Integration in y-Richtung und unter Beachtung des globalen Kréftegleich-
gewichtes pf,h = Ty, folgende Kriftebilanzen:

ujz — pult’ =Ty (1~ %) (4.4)
pldyn) -1-,01)ﬁ :p‘(,fyn). (4.5)

Wie im laminaren Fall ist die Gesamtschubspannung (Gleichung 4.4) fiir die voll ausgebildete tur-
bulente Kanalstromung eine lineare Funktion des Wandabstandes.

Das nichtlineare Glied der Navier-Stokes Gleichung taucht zwar nicht mehr auf, sodass eine Integrati-
on der Gleichungen im Prinzip leicht moglich ist, aber der Zusammenhang zwischen den turbulenten
Spannungen —pu/v’ bzw. —pv’? und den viskosen Spannungen pudu/dy bzw. p kann nicht auf einfache
Weise aus den Navier-Stokes Gleichung hergeleitet werden (Schliefungsproblem). Es ist nicht einmal
klar, ob zum Beispiel allgemein ein funktionaler Zusammenhang zwischen der Reynoldsschen Schub-
spannung und der Verformungsgeschwindigkeit besteht. Turbulenzmodelle versuchen durch mehr
oder minder heuristische Annahmen einen derartigen Zusammenhang herzustellen, direkt oder auch
indirekt. Sie versagen aber im Allgemeinen bei der Modellierung instationidre Stromungen, wenn
sich beispielsweise du/dy zeitlich dndert, so wie in der vorliegenden Untersuchung.

Ein Grund dafiir, dass die fiir stationdre Stromungen entwickelten Turbulenzmodelle im instatio-
niren Fall nicht anwendbar sind, ist darin zu sehen, dass in der Regel keine Relaxationszeit* be-
riicksichtigt wird bzw. ein elastisches Verhalten der turbulenten Schubspannung nicht beachtet wird.
Wie sich noch zeigen wird, kann das schon friith postulierte elastische Verhalten (Crow 1968; Davis
1972) durch unsere Untersuchungsmethode eindeutig belegt werden, sodass ein universell einsetz-
bares Turbulenzmodell diese Eigenschaft der turbulenten Stromungsstruktur enthalten sollte.

Im instationdren Fall werden die Reynoldsgleichungen zeitabhéingig:

ou + Op  Ouv 0*u
o5 o

Man beachte, dass dabei u’ (v entsprechend) als «'(t) = u(t) — u(t) — u definiert ist. Bei der Lo-
sung der Gleichung hat man es mit einem erweiterten Schliefungsproblem zu tun, denn nun muss

4 Zeit bis die turbulente Schubspannung auf eine Anderung in der Scherrate reagiert bzw. Zeit bis die Stromung
nach einer Anderung wieder in einen Gleichgewichtszustand gelangt ist.
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die zeitlich modulierte Wechselschubspannung —,01717’ geeignet modelliert werden. Im Grenzfall der
quasilaminaren Modulation kann man —ouv' /0y in Gleichung (4.6) vernachléssigen und die Glei-
chung analytisch 16sen. Es ergibt sich die bekannte Stokeslosung. Im Grenzfall der quasistationéiren
Modulation kénnen Schlieffungsmodelle, die fiir den stationdren Fall entwickelt wurden, eingesetzt
werden. Im allgemeinen Fall, wenn also die Modulationsfrequenz mit Bereich typischer Turbulenz-
frequenzen liegt, sind geeignete Schliefungsannahmen sehr viel schwerer zu finden und bis jetzt gibt
es dazu noch keinen befriedigenden Lésungsansatz.

4.3 Kinetische Energie und Energiehaushalt

Zum Verstindnis von turbulenten Scherstrémungen ist der Energiehaushalt, das heiflt, die Bilanz
der kinetischen Energie im Stromungsfeld, ein wichtiges Hilfsmittel. Bei der Entwicklung und Uber-
prifung von Turbulenzmodellen ist die Kenntnis der einzelnen Terme von besonderem Interesse.
Experimentell kann man sie aber, vor allem im wandnahen Bereich, nur schwer ermitteln. Bei in-
stationdrer Stromung ist, neben der komplizierten Wechselwirkung der einzelnen Terme, besonders
deren zeitliche Modulation interessant.

Fiir die turbulente kinetische Energie k = (W +o? 4 W) /2 gilt folgende Gleichung:

Ok —_ou ouy Ay o, )
— = —u/v' — — - —(k f—v— — .
ot Sy Y o Gy T ;) 8y<( T v v, ) (4.8)
N——
P : Produktion ¢ : Dissipation Diffusion

Dabei ist bei instationdren Stromungen der Mittelungsoperator (.) mit dem Erwartungswert &[]
gleichzusetzen. Insbesondere kann bei der hier aufgepragten periodischen Instationaritdat das Pha-
senmittel eingesetzt werden. Bei stationéren turbulenten Stromungen verschwindet die Zeitableitung

also der Term 0k/0t.

Der Produktionsterm P der Gleichung (4.8) findet sich — mit umgekehrten Vorzeichen — auch in der
Gleichung fiir die kinetische Energie K = u2/2 der Gleichstrémung:

oK —_du ouN\?  0?°K op. 0, ——
il el S el m — Y — —(mu'v). 4.9
ot Y dy V(@y) +V8y2 +ulh 833) ay(uuv) (4.9)
Der zweite Term der rechten Seite ist die, durch die Scherrate bedingte, direkte Dissipation. Der
dritte Term ist die Arbeit, die durch die viskosen Spannungen geleistet wird, der vierte und fiinfte
Term sind die Arbeit des totalen Drucks und die Arbeit die durch turbulente Spannungen geleistet
wird.

! /
8uj Guj

8xk 8xk
an. Fiir die turbulente Kanalstromung, die nur in y-Richtung nicht homogen ist, kommt noch der

Bemerkung: Die viskose Dissipation nimmt fiir homogene Turbulenz die einfache Form ¢ =

Ausdruck 82W/ dy? hinzu. Das Zusatzglied ist aber sehr klein. Im Kanal wird die Dissipation durch
die drei Glieder (a): (0u//0y)?, (b): (Ow'/0y)? und (c): (0u’//0z)? dominiert, die sechs anderen
Beitrége konnen in guter Naherung vernachlissigt werden. In unmittelbarer Wandnéhe ist auch (c)

klein und der groRte Beitrag stammt hier von (a). Ab etwa y™ > 10 sind (a) und (c) von gleicher
Grofe und (b) ist eher klein.
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4.4 Mikroskala

Die kleinste Skala der Bewegung ) ist diejenige Skala auf der die eingebrachte Energie dissipiert wird.
Je kleiner die Viskositéat, desto kleiner muss offenbar diese Skala sein. Neben der Viskositdt v hdngt
diese Mikroskala nur noch von der viskosen Dissipation € ab. Die Turbulenz befindet sich fiir die
groflen Wellenzahlen (kleines \) in einem statistischen Gleichgewicht, jedenfalls fiir grofe Reynolds-
zahlen. Die Beziehung A\ = A(e, v/) lasst sich durch eine Dimensionsanalyse herleiten. Berticksichtigen
man, dass v die Dimension Linge?/Zeit hat, dann lautet die einzig mdgliche Kombination mit der
Einheit einer Lange

3
= (”?)1/4. (4.10)
Ebenso ergibt
o 1 (ve)l/! (4.11)

eine typischen Mikrogeschwindigkeit. Die mit dieser Mikroldnge und Mikrogeschwindigkeit gebildete
(Kolmogoroff-)Reynoldszahl ist damit immer 1. In wandbegrenzter Stromung liegt die Kolmogoroff-
Lénge in der GroRenordnung der viskosen Lange v/u, und die Kolmogoroff-Geschwindigkeit in
der Grofenordnung der Wandschubspannungsgeschwindigkeit .. Das sieht man sofort, wenn die
Dissipation mit dem Wandgradient (grofiter Dissipationsbeitrag) abgeschéatzt wird. Dann ist € =
v(du/dy)? = u/v und damit A\ = v/u, sowie p = u,.

Mit der Mikroskala kann man eine Abschétzung fiir die Rechenzeit von direkten numerischen Simu-
lationen angeben. Sei L die Abmessung der grofiten Wirbel im Kanal und X die der kleinsten Wirbel,
dann ist die Zahl N der Wirbel in L? proportional zu (L/\)3. Es gilt N ~ L3¢%/*/19/4 = Re/*, mit
der Reynoldszahl Re = UL/v. Fiir direkte numerische Simulationen — alle Skalen miissen aufgelost
werden — wird deutlich, wie stark der Rechenaufwand mit der Reynoldszahl ansteigt. Eine Abhén-
gigkeitsanalyse von der Reynoldszahl wire zwar auch fiir unsere Untersuchungen wiinschenswert
und interessant, ist aber auf absehbare Zeit mangels ausreichender Rechenleistung nicht machbar.
Insbesondere die Untersuchung der instationdren Strémung erfordert lange Mittelungszeiten. Viele
unterschiedliche Konfigurationen (vor allem Anregungsfrequenzen) miissen einzeln simuliert werden.
Die Reynoldszahlabhéngigkeit fiir einen sehr kleinen Bereich von Re; = 180 bis Re; = 590 haben
kiirzlich Moser et al. (1999) mittels einer direkten numerischen Simulation untersucht, aber nur fiir
die stationdre Kanalstromung.

4.5 Blasius Gesetz

Dean (1978) hat eine empirische Formel fiir die Abhéngigkeit der Wandschubspannungsgeschwin-
digkeit u, von der iiber die Kanalh6he gemittelten Geschwindigkeit u; angegeben. Die Abhéngigkeit
der Wand-Reynoldszahl von der Durchfluss-Reynoldszahl ergibt sich damit zu

7/8
Re; ~ 0,12 Re(j". (4.12)
Dies ist zum einen ein brauchbarer Test fiir die Richtigkeit der durchgefiihrten DNS, zum anderen
ist die Formel auch fiir die instationéire Stromung wichtig. Die Wandschubspannungsgeschwindigkeit
ist die wichtigste Normierungsgrofe fiir unsere Untersuchungen, sie wird aber bei jeder instationéren
Stromung selbst moduliert, zusatzlich zu der Grofle, deren Modulation eigentlich untersucht werden

soll. Vor allem im quasistationidren Grenzfall unterscheidet sich der iiber alle Phasen gemittelte
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u,-Wert von dem der stationdren Strémung, er erhoht sich je nach Amplitude der Stérung mehr
oder weniger stark. Mit Hilfe der Reg/ 8—Abhéingigkeit wird spater (Abschnitt 5.1.2 auf Seite 49) eine
Abschitzung fir die Erhéhung gegeben. Im quasistationdren Grenzfall ist der Gesamtwiderstand
der Kanalstromung immer grofer, als der fiir die stationdre Stromung. Nur bei kleinen Amplituden

ist der Effekt zu vernachléssigen.

4.6 Stromung zwischen oszillierenden ebenen Wanden

Léasst man eine unendlich ausgedehnte ebene Wand, iiber der sich ein zunéchst ruhendes zédhes Fluid
befindet, geradlinig harmonisch in ihrer Ebene schwingen, so stellt sich nach einer Einschwingphase
folgende Geschwindigkeitsverteilung iiber der Wand ein (Schlichting 1958):

U(y,t) = w(0,t) - e~ (H1v/ls mit Ly = /20 wy, y > 0. (4.13)

Dabei ist u(y,t)° die Geschwindigkeit zur Zeit ¢ im Abstand y von der Wand. Die zeitvariable
Wandgeschwindigkeit ist durch die (komplexe) Amplitude uy, und die Kreisfrequenz wy, festgelegt:
1(0,t) = Uywe“vt. Die Geschwindigkeitsverteilung u(y, t) ist eine Schwingung mit nach aufen stark
abnehmender Amplitude. Nach der sogenannten Stokesldnge [ ist die angeregte Scherwelle auf den
(1/e)’ten Teil der Wandamplitude abgefallen. Je grofer die Frequenz der Schwingung und je kleiner

die kinematische Zahigkeit des Fluids ist, um so schneller fillt somit die Amplitude der Welle ab.

Befindet sich im Abstand 2h eine weitere Wand, die a) nicht, b) gleichphasig oder c) gegenphasig
schwingt, so stellt sich folgende Verteilung ein (—h <y < h):

( sinh((i+1)(h —y)/1s) 2)
sinh((i+ 1)(2h)/ls)

cosh((i+ 1)y/ls)
cosh((i+ 1)h/ls)

Uy, t) = U(~h,t) b) (4.14)

_ sinh((i+ 1)y/ls)
sinh((i+ 1)h/ls)

)

Anmerkung 1: Mit Hilfe der Gleichung (4.13) 1aft sich auch leicht die Geschwindigkeitsverteilung
fir den Fall berechnen, dass die Wand beliebige periodische — nicht notwendigerweise monofrequen-
te — Schwingungen ausfiihrt. Da es sich um ein lineares Problem handelt (der nichtlineare Term
der Navier-Stokes Gleichung taucht nicht auf) kann man einfach die periodische Schwingung nach
Fourier in Einzelfrequenzen zerlegen und alle Stokeswellen superponieren.

Anmerkung 2: Stromt das Fluid tiber der Wand bzw. zwischen den Wanden zusétzlich turbulent
— sowie es hier untersucht werden soll — dann sind die Verhéltnisse weitaus komplizierter und die
Stokeslosung findet man allenfalls fiir sehr hohe Frequenzen in unmittelbarer Wandnéhe.

5 Physikalisch sinnvolle Werte ergeben sich, wenn man den Realteil der entsprechenden GréRe betrachtet.
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4.7 Einschwingvorgang

Alle Beziehungen des vorherigen Abschnittes gelten nur fiir den eingeschwungenen Zustand. Ei-
ne Anderung der Randbedingung wird im laminaren Fall nur iiber einen reinen Diffusionsprozess
senkrecht zu der Wand weitergeleitet.

Man betrachte dazu wieder eine einzelne Wand, die zur Zeit ¢t = 0 plotzlich von der Geschwin-
digkeit Null auf die Geschwindigkeit Uy beschleunigt wird. Dann erhélt man fiir ¢ > 0 folgende
Geschwindigkeitsverteilung iiber der Wand:

u(y,t) = U0(1 - erf(25;t)). (4.15)

Wobei erf die sogenannte Fehlerfunktion
erf(z) = 2 /e_£2 d¢ (4.16)
=7 .
0

ist. Man kann den Vorgang auch so beschreiben: Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird Wirbeligkeit (w, =
—0u/0dy) der Starke —Up/2 erzeugt, die dann integral erhalten bleibt und sich von der Wand her
ausbreitet. Der Schwerpunkt der induzierten Wirbeligkeit bewegt sich proportional zu v/vt. Viel
schneller breitet sich dagegen die Storung in einer turbulenten Strémung aus, denn dann gibt es
neben der rein viskosen Diffusion auch weitere Transportprozesse®: turbulente Diffusion und Kon-
vektion. Wichtiger sind aber in der Regel andere turbulente Prozesse, die sich nicht als Transport
betrachten lassen: Produktion, Dissipation und weitere Prozesse an denen unter anderem der Druck
beteiligt ist.

Die sogenannten Sprungantwort — im linearen Fall ist das Gleichung (4.15) — enthélt die gesam-
te Information des (linearen) Systems, das heifit, man kann fiir eine beliebige Wandbewegung, die
nicht periodisch sein muss — insbesondere z.B. Einschwingvorgéinge — den zeitlichen Verlauf der
Geschwindigkeit an einem beliebigen Ort y iiber der Wand berechnen. Die zeitliche Ableitung der
Sprungantwort ist die Impulsantwort des Systems, diese vermittelt meist eine anschaulichere Vor-
stellung vom Systemverhalten als die Sprungantwort; sie ist fiir den laminaren Fall in Abbildung 4.1
zu sehen. Gezeigt ist die Geschwindigkeitsverteilung (Impulsantwort)
Ao Y —y? /vt

u(y,t) = N me v/ (4.17)
in der Raum-Zeit-Ebene. Sie ergibt sich als Reaktion auf eine plotzliche Auslenkung der Wand am
Ort y = 0 zur Zeit ¢t = 0 mit der Amplitude Ay7. Die maximale Reaktion an einem festen Ort yq
erhilt man zur Zeit y3/6v. Fiir eine gegebene Zeit ¢y befindet sich das Geschwindigkeitsmaximum
am Ort /2vty. Beide Grenzfille sind durch Linien in der Abbildung markiert. Auch sind zwei
Querschnitte durch die u(y,t) Verteilung gezeigt, einmal fiir einen festen Ort und einmal fiir eine
feste Zeit. Man kann gut erkennen, dass sich die Stérung vergleichsweise langsam ausbreitet und
dabei schnell »auseinander lauft«. In der turbulenten Strémung breiten sich Storung viel schneller
aus, denn neben der reinen Diffusion gibt es auch weitere Transportprozesse, an denen vor allem
die turbulente Schubspannung beteiligt ist.

5 Viele verschiedene GroRen kénnen dabei betrachtet werden, etwa: Impuls, Wirbeligkeit, Schubspannung, kinetische
Energie usw.
7 Ao hat die Dimension einer Linge.
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Abb. 4.1: Impulsantwort u(y,t) in der Raum-Zeit-Ebene fiir ein anfangs ruhendes oder laminar
stromendes Fluid. Die durchgezogenen schwarzen Kurven kennzeichnen die maximale
Reaktion an einem festen Ort (obere Kurve) bzw. zu einer festen Zeit (untere Kurve). Die
gestrichelten Kurven kennzeichnen die im oberen Teil gezeigten Schnitte durch die u(y, t)
Verteilung.

Anmerkung: Die Information des Einschwingvorganges (genauer die gesamte Sprungantwort) ist
bereits in Gleichung (4.13) bzw. in Gleichung (4.14) enthalten. Kennt man nédmlich die Antwort eines
linearen Systems fiir alle Anregungsfrequenzen, so kann man durch eine Fourier-Riicktransformation
die Impulsantwort und damit auch die Sprungantwort berechnen.

4.8 Modulationsfaktoren

Die Reaktion der Stréomung auf eine periodische Anregung lasst sich am iibersichtlichsten beschrei-
ben, wenn man das Phasenmittel der interessierenden Grofe ¢(t) betrachtet. Bei einer Wandperiode

von Ty, und einer Mess- bzw. Rechenzeit von M - T, ist dies
1 M-1
{q)(t) = i > q(t mod Ty + mTy). (4.18)

m=0
Man mittelt also nur iiber dquivalente Zeitpunkte — das sind hier solche mit gleicher Phase der
Anregung. Der turbulente Anteil ¢'(¢) des Zeitsignals ¢(¢) ist dann definiert als Differenz des Signals



4.8 Modulationsfaktoren 41

zum Phasenmittel (¢)(t). Des Weiteren bezeichnet man als Wechselanteil g(t) die Differenz zwischen
Phasenmittel und Langzeitmittel g, das nach Gleichung (4.18) auch der Mittelwert des Phasenmittels
ist®. Somit ergibt sich folgende Dreierzerlegung:

qt) = 7 + q(t) +d(t). (4.19)

(a)(®)

Das in ¢ periodische Phasenmittel, kann man nach Fourier noch weiter in harmonische Schwingungen
beziiglich der Wandperiode Ty, zerlegen:

Tw
(q)(t) = > Aleinet mit AP :Ti / (q)(t)e et dt, (4.20)
0

Es ist iiblich und praktisch, bei periodischen Vorgéngen mit analytischen Signalen zu rechnen. Im
Spektrum entfallen die bei reellen Signalen vorhandenen aber redundanten negativen Frequenzen, die
Amplituden der positiven Frequenzkomponenten werden verdoppelt. Das analytische Phasenmittel

ist somit:
oo A((In) fir n=20
(a)(t) = 3 gmeinent mit g™ =14 24 fir n>0 (4.21)
n=0 0 fir n<O0

Der Realteil des analytischen Signals ist der physikalisch relevante Teil. Wichtig ist, dass immer wenn
nichtlineare Funktionen von modulierten Grofen auftreten, iiberall die Realteile der analytischen
Signale eingesetzt werden miissen.

Ist die Anregung rein harmonisch und die Anregungsamplitude klein genug, um eine lineare Reaktion
der Stromung hervorzurufen, so sind in Gleichung (4.21) nur die nullte und die erste Harmonische
von Bedeutung. Mit g = 7 und § = gV gilt dann fiir das analytische Phasenmittel:

(o)) =7 +4(t) = g+ g, (4.22)

Die Amplitude |g| ist ein Ma# fiir die Empfindlichkeit mit der ¢ auf die Stérung reagiert, wihrend die
Phase arg{q} ein Ma#f fiir die Verzogerung darstellt. Als Verzogerungszeit gegeniiber der Anregung
wird haufig die Phasenlaufzeit —arg{q}/wy benutzt. Sie stimmt aber nur fiir dispersionsfreie Systeme
— die Phase von ¢ dndert sich dann linear mit wy, — mit der Gruppenlaufzeit —dg/dwy, tiberein. Fiir
die Ausbreitung von physikalisch relevanten Grofen, wie Energie oder turbulente Spannungen, ist die
Gruppenlaufzeit mafigeblich, sie 14fst sich aber nur bei geniigend dicht liegenden Frequenzpunkten
mit ausreichender Sicherheit auswerten.

Die Modulationen von verschiedenen Grofen oder Ergebnisse verschiedener Experimente konnen
nur dann verglichen werden, wenn die Amplituden geeignet normiert werden und eine physikalisch
sinnvolle Phasenreferenz gewahlt wird. Eine naheliegende Normierung ist die Normierung auf den
Mittelwert: a, def 7/q.° Damit hat man aber noch keinen Bezug zur Anregungstirke und auch
noch keine Phasenreferenz. Das Verhiltnis der relativen Amplitude a, zu einer geeigneten relativen
Amplitude der Anregung ist daher ein allgemeineres Maf fiir die Reaktion der Grofe g. Als phy-

sikalische Ursache fiir die sich ausbreitende Stérung wird im Allgemeinen die induzierte Variation

8 Das Langzeitmittel des turbulenten Anteils ist per Definition Null (¢’ = 0). Man beachte aber, dass das Langzeit-

mittel ¢’q’ nicht verschwindet (nur falls ¢’ = 0).
Das ist aber nur sinnvoll, falls der Mittelwert nicht verschwindet. Manchmal ist es sinnvoller alternativ die Modu-
lation mit dem quasistationéren Verhalten zu vergleichen.
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der Wandschubspannung 7, angesehen, daher bezieht man in der Regel die relative Amplitude a,

auf die relative Amplitude a,, und erhélt den sogenannten Modulationsfaktor m, dof aq/ar,. Die
wichtigsten Beziehungen sind abschliefend in folgendender Tabelle zusammengestellt.

q(t) =qe~t + .. zeitabhangiger Wechselanteil

1 [T ;
qg= = / q(t) e vt dt komplexe Amplitude
w JO
ag = g relative Modulation

q
Gq 7/q .

mg = —= Modulationsfaktor

4.9 Modulationsfaktoren in der Simulation

Vom Phasenmittel einer Grofe ¢(t) interessiert uns vor allem die erste Harmonische. Man muss da-
her nicht zwingend das komplette Phasenmittel <q>(t) bestimmen, sondern es reicht, einige wenige
Frequenzkomponenten (typischerweise zwei) zu berechnen. Es wird dazu direkt die Fouriertransfor-

mation
T
1 .
g™ = 7 /<q>(t)e_m“’wt dt (4.23)
v 0
Tmess
1 .
= q(t)e Mt qt (4.24)
Tmess

fir n = 0, 1 und 2 ausgefiihrt. Die » Messzeit« Tiess ist als ein ganzzahliges Vielfaches der Wand-
periode Ty, vorausgesetzt bzw. man darf nur iiber ein Zeitintervall dieser Lange mitteln.

Die Vorgehensweise ist durchgéngig — mit Ausnahme der Phasenmittel von Amplitudenverteilungen
(siehe unten) — angewandt worden. Neben einem stark reduzierten Speicherplatzverbrauch gegen-
iiber der Berechnung der kompletten Phasenmittel, liegt der Vorteil vor allem darin, dass zu jedem
Zeitpunkt das Signal ¢(t) mit der richtige Phase gewichtet wird. Denn bei der im Allgemeinen ver-
wendeten Phasenmittelung wird eine Periode Ty, der Anregung in eine Anzahl von Phasenk&stchen
eingeteilt, und fiir jeden Zeitpunkt muss dann entschieden werden, zu welchem Phasenkastchen
die momentane Phase der Anregung gezahlt werden soll. Typischerweise wird man eine gewichtete
Aufteilung fiir benachbarte Phasenkéastchen wihlen (vergleiche auch Anhang B). Man macht dabei
allerdings einen systematischen Fehler, der anschliefend korrigiert werden muss. Eine Auswertung
nach Gleichung (4.24) wichtet das Signal ¢(¢) zu jedem Zeitschritt mit der komplexen Amplitude

—inwwt

e und es entsteht kein systematischer Fehler.

Problematisch ist aber die Berechnung der Modulation von Schwankungsbewegungen, etwa von
uju’;(t). Im instationéren Fall ist der turbulente Anteil einer Grofe ¢ die Differenz zum Phasenmittel:
qd =q— <q>, sodass das Phasenmittel bekannt sein muss, um den turbulenten Anteil zu berechnen.

Wahrend der Simulation kennt man das Phasenmittel natiirlich noch nicht, daher kann direkt nur
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— das obige Beispiel aufgreifend — die Modulation von u;u; berechnet werden. Daraus bestimmt sich
die komplexe Amplitude des Schwankungsproduktes wie folgt:

) _ 4 (m) g(n—m)
A = AT > oAlma : (4.25)

Theoretisch sind somit doch wieder komplette Phasenmittel notwendig — jetzt aber die der Einzel-
grofen — um auch Modulationen von Schwankungen untersuchen zu kénnen. Da aber bei uns die

Amplituden fiir n > 1 sehr klein sind, bendtigt man zur Bestimmung des Gleichanteils u;u; und der

Wechselamplitude u;u;, bei den hier verwendeten Anregungsamplituden, maximal noch die zweiten

Harmonischen. In guter Ndherung darf also Folgendes angenommen werden (es sei a\: é@)):

1, P N
ufiu}:uzuj— ; ]—z(uzuj*+ . 0 uj+uz-uj) (4.26)
- 1l a A
wul, = wu; — (Ui + 4, ])—5( g ). (4.27)

4.10 Wandschubspannungsimpedanz

Alle Modulationsfaktoren werden mit der relativen Modulation der Wandschubspannung normiert,
die daher zunéchst aus der vorgegebenen Wandbewegung (Amplitude und Phase der Wandgeschwin-
digkeit) bestimmt werden muss. Zunéchst wird dazu fiir jede Frequenz der Anregung die (komplexe)
Wandschubspannungsimpedanz bestimmt. Sie gibt an, mit welcher Amplitude und mit welcher Pha-
senverschiebung die Wandschubspannung auf die aufgepriagte Wandgeschwindigkeit reagiert:

Zr = —— (4.28)

Fiir die reine Stokeswelle (4.13) ergibt sich aus dieser Definition sofort z, = p(1 +1)/ls (|z-| =
/Py, arg{z,} = m/4). Uberlagert man die Stokeswelle noch mit einer laminare Gleichstrémung,
sodass u; = \/Tyw/p # 0 ist, dann ergibt sich die leicht zu merkende Beziehung (2} = 2, /pu,):

+

2F] = Ve

| = Vww und arg{z} = 45°. (4.29)
Bei der Interpretation der Impedanzphase ist zu beachten, dass in Gleichung (4.28) ein Minuszei-
chen in der Definition verwendet wird. Im laminaren Fall bzw. im quasilaminaren Grenzfall ist die
maximale Wandschubspannung gegentiber der maximalen Wandgeschwindigkeit um 135 © verzogert
(nicht 45°). Die Definition ist so gew#hlt, dass die Aquivalenz mit einer Druckanregung deutlich
wird. In dem Fall ist die Wandschubspannung gegeniiber der modulierte Mittengeschwindigkeit
gerade um 45° verzogert.

Ronneberger & Ahrens (1977) haben die Wandschubspannungsimpedanz fiir turbulente Grenz-
schichten iiber einen grofen Frequenzbereich (0,003 < w™ < 0,12) mittels akustischer Messungen
sehr sorgfiltig bestimmt, wobei allerdings gewisse Annahmen zum Wairmeiibergang gemacht wer-
den mussten. Einen Vergleich der Ergebnisse mit denen der Rechnung findet man in Abbildung 4.2.
Fiir hohe Frequenzen zeigt sich deutlich das erwartete quasilaminare Verhalten. Der Betrag steigt
mit /wy, die Phase nadhert sich 45°. Insgesamt stimmen die gemessenen Impedanzen mit denen
der Simulation iiber den gesamten betrachteten Frequenzbereich sehr gut iiberein. Im Ubergangs-
bereich um w{ = 0,01 (I = 14) fillt auf, dass sich die Phase sehr schnell mit der Frequenz #ndert,
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Abb. 4.2: Betrag (oben) und Phase (unten) der Wandschubspannungsimpedanz. Vergleich zwischen

Messwerten von Ronneberger & Ahrens (1977) und drei unterschiedlichen Simulationen:
(a) groke Amplitude (0,6 up), (b) kleine Amplitude (0,15u;) und (c) kleine Amplitude
und kleine Periodenldnge. Die gestrichelten Geraden kennzeichnen den Impedanzverlauf
der Stokeslosung.
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dabei vollzieht sich die Anderung in der Simulation noch etwas schneller als im Experiment. Ab-
weichungen zwischen den gezeigten Impedanzen gibt es auch bei der Messreihe mit vergleichsweise
grofien Wandamplituden (uy, = 0,6up). Zum einen nahert sich die Phase auch bei hohen Frequenzen
nicht exakt den erwarteten 45°, zum anderen verlauft die Impedanz auch insgesamt etwas anders.
Wahrend die erstgenannte Abweichung der numerisch nicht exakten Differentiation des wandnahen
Geschwindigkeitsprofils zugeordnet werden konnte (die sich vor allem bei grofen Amplituden zeigt,
da dann der erste Gitterpunkt schon einen vergleichsweise groffen Abstand zur Wand hat), scheint
die generelle Abweichung tatsadchlich auf einer kleinen Amplitudenabhéngigkeit der Impedanz zu
beruhen.

Auffallig ist bei allen drei Simulationsreihen ein kleines Minimum im Betrag der Impedanz um
wh &~ 0,08 (If ~ 5), das sich nur in der Simulation zeigt, nicht jedoch im Experiment. Die
Wandschubspannungsimpedanz wurde auch von anderen Autoren experimentell bestimmt (Bin-
der et al. 1985), jedoch schwanken dabei die Messwerte im interessanten Frequenzbereich unterhalb
wi = 0,015 (I} = 12) oft sehr stark, sodass auf eine Darstellung hier verzichtet wurde. Beim Experi-
ment von Finnicum & Hanratty (1988) findet sich ein mit den Simulationsergebnissen vergleichbares

Minimum.

Vor allem in Wandnéhe zeigen numerische Verfahren oft Schwéchen, unter anderem, weil die Diskre-
tisierungsordnung hier kleiner ist als im inneren der Strémung. Der Vergleich der Wandschubspan-
nungsimpedanz mit dem Experiment zeigt aber, dass das eingesetzte numerische Verfahren auch in
Wandnéahe akzeptable Ergebnisse liefert.






5 Langzeitstatistik der stationaren
und instationaren Kanalstromung

Im Folgenden werden einige Langzeitmittelwerte der vollturbulenten Stromung gezeigt und mit ex-
perimentellen Daten und /oder numerischen Daten anderer Autoren verglichen. Zum einen bekommt
der Leser einen Uberblick iiber die Langzeitstatistik der turbulenten Kanalstrémung, deren Modu-
lationen dann spéater diskutiert werden, zum anderen sind die Vergleiche auch als Verifizierung des
numerischen Verfahrens zu sehen.

Die meisten Experimente zeigen, dass die Langzeitstatistik der instationdren Stromung sich nicht
oder nur unwesentlich von der Statistik der stationdren Stréomung unterscheidet. Allerdings nur
dann, wenn die Amplitude der Anregung klein ist. Bei einigen Rechnungen wurden der Strémung
aber auch Wandoszillationen mit recht groffen Amplituden aufgepragt. Die Antwort der Turbulenz
bleibt dabei in der Regel immer noch im Wesentlichen linear, sodass nichtlineare Effekte haufig ver-
nachlissigt werden kénnen. Es kommt aber mitunter zu einer Beeinflussung der Langzeitmittelwerte,
recht ausgepragt zum Beispiel bei den Effektivwerten der Druckschwankungen. Bei vielen technisch
relevanten Stromungen liegt der Modulationsanteil durchaus in der Groflenordnung der Mittelwerte,
sodass die ermittelten Langzeitmittelwerte der instationdren Stromungen mit groffen Anregungsam-
plituden fiir sich oft recht interessant sind. Bei einigen Abbildungen sind daher, neben den Werten
der stationdren Stromung, auch die Langzeitmittelwerte der instationdren Stromung mit aufgefiihrt.
Einige Effekte von grofien Anregungsamplituden sind zum Beispiel von Tardu et al. (1994) und Ra-
maprian & Tu (1983) untersucht worden, solche Effekte sind hier aber nur als Randbemerkung zu
verstehen.

Um Rechenzeit zu sparen, wurden einige Rechnungen — vor allem die der instationdren Strémun-
gen — mit relativ kleinen Periodenlidngen (z- und z-Richtung) des Rechengebietes durchgefiihrt. Man
erwartet, dass die Periodenléngen erst dann keinen Einfluss auf die Statistik der Turbulenz mehr ha-
ben, wenn sie grofer als alle Korrelationslangen des Stromungsfeldes sind, sodass sich zum Beispiel
Bewegungen an einem Ort nicht durch die kiinstliche Periodizitit selbst beeinflussen. Numerische
Experimente (Jiménez & Moin 1991) habe aber gezeigt, dass selbst bei extrem kleinen Perioden des
Rechengebietes — so klein, dass die Turbulenz gerade noch erhalten bleibt — mindestens die Statis-
tiken niedriger Ordnung, sich nicht nennenswert von der Statistik realer Strémungen unterscheidet.
Die langzeitgemittelten Groflen unserer Rechnungen bestitigen die Ergebnisse von Jiménez & Moin.
Dariiber hinaus ergeben sich selbst im instationdren Fall, wenn also die Randbedingungen zeitlich
variieren, nur sehr geringe Unterschiede zwischen Rechnungen mit relativ grofien und relativ kleinen
Periodenléngen (verglichen zum Beispiel mit aus den Korrelationsfunktionen berechneten integralen
Léngenmafen).
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5.1 Geschwindigkeitsprofil

Von den drei Komponenten der Geschwindigkeit hat — im zeitlichen Mittel betrachtet — nur die axiale
Komponente einen von null verschiedenen Wert. Dieser ist in Abbildung 5.1 im Vergleich mit Mess-
werten und Werten von direkten numerischen Simulationen anderer Autoren zu sehen. Das gezeigte
turbulente Geschwindigkeitsprofil — hier normiert mit den inneren Variablen v und u, — ist aber
nicht universell, sondern hangt noch von der Reynoldszahl (vergleiche Abschnitt 4.1) ab. Allerdings
ist diese Abhéngigkeit nur schwach, sodass die kleinen Unterschiede zwischen den Reynoldszahlen
der drei Simulationen und des Experiments nicht von Bedeutung sind. Die Unterschiede zwischen
den Simulationsergebnissen hingen vom konkreten Verfahren, der Implementierung, der raumlichen
und zeitlichen Auflésung und weiteren Parametern der Rechnungen ab. Alle Profile stimmen jedoch
insgesamt sehr gut iiberein.
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Das bekannte universelle Wandgesetz sagt, dass die Geschwindigkeit (und auch die turbulente Schub-
spannung) nahe der Wand unabhéngig von der Reynoldszahl und allein eine Funktion von v und w.,
ist. Es existiert eine universelle Funktion f, fiir die gilt: u™ = f(y™); auch gibt es eine universelle
Funktion g, so dass u/v/ = g(y™) gilt. Es folgt unter anderem, dass sehr nah an der Wand (typischer-
weise innerhalb der viskosen Unterschicht) die mittlere Geschwindigkeit mit guter Ndherung linear
ansteigt: T = y1.! Betrachtet man die Profile in doppelt logarithmischer Auftragung — hier nicht
gezeigt — dann findet man in den Rechenergebnissen das Wandgesetz nahezu perfekt bestétigt.

! Cenauer gilt, wie man aus der gemittelten Impulsgleichung fiir u folgert (1. Reynoldsgleichung): ™ = y* —

y+2/(2h+) +f0y+ w v/ dy™. Siehe dazu auch Cenedese et al. (1998). Der quadratische Term nimmt mit steigender
Reynoldszahl ab, sodass 7" nicht mehr allein eine Funktion von y* ist. Das widerspricht einer Universalitit
des Wandgesetzes. Zieht man bei den Simulationsergebnissen den linearen Anteil vom u-Profile ab, so kann der
dann dominierende quadratische Term in Wandndhe auch quantitativ gut bestétigt werden. Fiir die moderaten
Reynoldszahlen dieser und anderer direkter numerischer Simulationen kann man die Variation der turbulenten
Schubspannung auch in unmittelbarer Wandnshe nicht vernachlissigen. Dann wiirde der lineare Anstieg von u"

bis zur Ordnung (’)(y+4) gelten (Townsend 1976).



5.1 Geschwindigkeitsprofil 49

5.1.1 Wandschubspannungsgeschwindigkeit

Der wandnahe Anstieg der Geschwindigkeit du/dy|, ist dabei ein direktes Maf fiir die Wand-
schubspannung 7, = u dﬂ/dy|w, und damit auch fiir die Wandschubspannungsgeschwindigkeit
Uy def /Tw/p- Umgekehrt wurde, fiir alle in dieser Arbeit vorgestellen Ergebnisse, aus der be-
rechneten Steigung des Geschwindigkeitsprofils die Wandschubspannungsgeschwindigkeit definiert.
Addiert man zur viskosen Schubspannung p du/dy die turbulente Schubspannung —pu/v’, so setzt
sich die Wandsteigung iiber die gesamte Kanalhthe fort.2 Man kann daher . auch aus dem linearen
Verlauf der gemittelten Gesamtschubspannung definieren, sodass sich numerische Fehler, die sich
bei vielen Verfahren haufig in der Ndhe von Rédndern zeigen, nicht so stark auswirken. Bei uns finden
wir nahezu keinen Unterschied zwischen beiden Definitionen. Bereits die mittlere Geschwindigkeit
der beiden wandnéchsten Punkte legt die Gesamtschubspannung »richtig« fest.

Die Schubspannung an den Kanalwinden ist die Gegenkraft zu der dufteren Kraft, die die Strémung
antreibt. Im konkreten Algorithmus wird die duflere Kraft so geregelt, dass sich ein konstanter
Durchfluss einstellt. Die Antriebskraft ist daher eine Funktion der Zeit: fi = fi(t). Der Zeitmit-

telwert dieser Kraft legt ebenfalls die Wandschubspannung 7, = f{h und damit u, = {/fh/p
fest. Allerdings liegt das so berechnete u, etwas hoher (knapp 2%) als die Wandschubspannungs-
geschwindigkeit, die aus dem Geschwindigkeitsprofil berechnet wird. Der Unterschied ist wohl eine
Folge der Abbruchfehler der Differenzenquotienten des Rechenverfahrens, sodass zum Beispiel eine
gewisse numerische Viskositat nicht vermieden werden kann.

5.1.2 Amplitudenabhingigkeiten

Fiir alle durchgefithrten numerischen Simulationen unterscheiden sich die u-Profile kaum, selbst
dann nicht, wenn die Periodenlangen sehr klein gewahlt sind (Minimalzelle) oder die rdumliche Auf-
16sung sehr grob ist. Auch die mittleren u-Profile der instationdren Stromungen sind in der Regel
nicht unterscheidbar von denen der stationiren Strémungen. Wenn jedoch die Wandamplitude der
Anregung sehr grofs gewéhlt wird, dann &ndert sich die Form durchaus. Abbildung 5.2 zeigt fiir
verschiedene instationdre Stromungen die langzeitgemittelten u-Profile. Fiir groffe Amplituden un-
terscheiden sich die zu verschiedenen Anregungsfrequenzen gehoérenden Profile deutlich voneinander.
Zu beachten ist aber, dass bei groken Anregungsamplituden sowohl die Normierungsgrofe u., als
auch das Profil selbst gedndert werden. Normiert man die Profile mit dem zur jeweiligen Frequenz
gehorenden u,-Wert, so stimmen sie in unmittelbarer Wandnéhe tiberein (quasi per Definition). Da
der Durchfluss fiir alle Stromungen gleich war, wirken sich in der Auftragung 5.2 die Unterschiede
der mittleren Wandschubspannungen vor allem in der Kanalmitte aus. Die generelle Form, zum
Beispiel der lineare Anstieg der Geschwindigkeit in der viskosen Unterschicht, d&ndert sich aber auch
bei den grofiten Amplituden kaum.

Die empirische Formel (Gleichung 4.12 auf Seite 37) von Dean (1978), liefert fiir die stationére
Kanalstromung — bei gegebenem Durchfluss — eine Abschétzung fiir die mittlere Wandschubspan-
nung. Bei der instationdren Stromung kann man diese Abschédtzung auch fiir den quasistationdren
Grenzfall anwenden. Jedoch &ndert sich bei uns der Durchfluss im instationdren Fall nicht, denn
die Wande bewegen sich gegenphasig. Dennoch sei hier — mangels einer entsprechenden Formel
fiir die Couette Stromung — zunéchst eine instationidre Durchflussdnderung w, = Wy, + |up| cos(wyt)

2 Vergleiche Abschnitt 5.3.
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Geschwindigkeit der
stationiren Stréomung und
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ob—/— .. R R . Stromungen mit relativ
10° 10! 102 groffer Wandamplitude
Wandabstand 3™ (uw = 0,6up).
angenommen?®. Sei ¢ e |ay,| = |up|/u, dann gilt in quasistationdrer Naherung:
(Tw) ~ <ﬂz/4(1 + 5cos(wwt))7/4>
7 (T _ 1 (T _1)(Z -9
= 62/4(1 +€ cos(wywt) + 4(42')62 cos® (wyt) + 11 3)‘(4 g% cos® (wwt) + ...)
Daraus folgt
_ _ 21 4 4
Tw,qs — Tw,stat (1 + 6748 ) + O<5 ) (5.1)
und
~ _ 7 3 3
Tw,qs = TW’Statzﬁ (cos(wwt) + Ee cos(2wwt)) + O(e”). (5.2)

Fiir eine vergleichsweise grofte Amplitude von 0,60 u; und fiir eine eher kleine Amplitude von 0,15 uy,
findet man in Abbildung 5.3 die Wand-Reynoldszahl fiir diverse instationdre Rechnungen mit unter-
schiedlichen Wandfrequenzen. Erwartungsgeméif stimmen die Re.-Werte fiir hohe Frequenzen mit
dem stationdren Wert iiberein. Auch zeigt sich bei den Simulationen mit grofler Wandamplitude der
erwartete Anstieg bei sehr tiefen Frequenzen. Uberraschend ist aber, dass es einen Frequenzbereich
gibt, bei dem die langzeitgemittelte Wandschubspannung (und damit Re;) unterhalb des stationiren
Wertes liegt. Der Widerstand ist also gegeniiber der unbeeinflussten Stromung (leicht) herabgesetzt.
Diesen Effekt hat man zunéchst bei spannweitiger Oszillation der Wande beobachtet; dort ist die
Widerstandsverminderung auch wesentlich stérker, allerdings bei deutlich groferen Amplituden als
sie hier verwendet worden sind. Bei axialer Oszillation haben die meisten Experimente (bei kleinen
und moderaten Amplituden) meist keinen solchen Effekt gezeigt (Ronneberger & Ahrens 1977; Mao
& Hanratty 1986; Finnicum & Hanratty 1988).

Es verwundert vielleicht zunédchst, dass die Werte der Abbildung 5.3 eine gewisse Streuung aufwei-
sen und auch einige » Ausreiffer« vorhanden sind, obwohl fiir alle Rechnungen dasselbe Simulati-
onsprogramm benutzt wurden und die Ergebnisse rein deterministischer Natur sind. Die einzelnen

3 Die Phase ist dabei unerheblich.
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Rechnungen unterscheiden sich jedoch — unter anderem — in den Mittelungsléngen, oder allgemeiner
gesagt, in der Zahl Freiheitsgrade iiber die gemittelt wurde. Auch kénnen sich die unvermeidbaren
numerischen Fehler auf die Ergebnisse der einzelnen Rechnungen unterschiedlich auswirken. Statt
von einer exakten Losung der Navier-Stokes Gleichung zu sprechen, sollt man daher besser den
Begriff »numerisches Experiment« verwenden.

230 ——— ————
Abb. 5.3 2901 |
Wand-Reynoldszahlen der o Uw = 0,6up
instationdren Stromungen fiir Rer ° .
zwei unterschiedliche Amplituden 210+ ° i
der Anregung (60% und 15% der e’ e o ®* sPaats o ®og,%000°
Durchflussgeschwindigkeit). Der Uy = 0,15u; _° o oo
stationdre Werte liegt bei ca. 2001 ©,0° 1
Re; = 207, die quasistationére
Erh6hung bei der grofen
Amplitude ergibt Re; ~ 231, bei 190 10‘_3 10‘_2 10‘_1

der kleinen Re, ~ 208. Modulationsfrequenz wy

5.2 Konvektionsgeschwindigkeit

Das oben gezeigte Geschwindigkeitsprofil w(y) hat zunichst nichts mit der Geschwindigkeit zu tun,
mit der sich »Strukturen« in der Stréomung bewegen. Die Konvektionsgeschwindigkeit einzelner
Strukturen kann sich — und tut dies vor allem in Wandnéhe sehr deutlich — von der mittleren Stro-
mungsgeschwindigkeit unterscheiden. Was dabei unter Struktur zu verstehen ist, soll hier nicht ge-
nauer definiert werden. Man bedenke aber, dass sich die Konvektionsgeschwindigkeit einer Struktur
sicherlich mit dem Wandabstand dndert und eine Struktur immer auch in wandnormaler Richtung
eine Ausdehnung hat, sodass, neben der Schwierigkeit eine Struktur zu definieren, noch die zuséatzli-
che Schwierigkeit auftritt, ein gewisses Integralmaf fiir eine (Struktur-)Konvektionsgeschwindigkeit
festzulegen. Die Konvektionsgeschwindigkeit wird daher hier mehr als mathematischer Begriff ein-
gefiihrt: als Bewegung von zweidimensionalen Stromungsmustern.

Als naheliegende Definition fiir die Konvektionsgeschwindigkeit (Phasengeschwindigkeit) in einer
zur Wand parallelen Ebene kann man das Verhéltnis der axialen Verschiebung 7, zur zeitlichen
Verschiebung r; definieren, bei der die zweidimensionale Korrelationsfunktion

R(ry,re) = E[u/ (2, )0/ (z + 14, t + 1)) (5.3)

ein (partielles) Maximum annimmt. Implizit nimmt man dabei die Giiltigkeit der Taylorhypothese
an, dass sich also ein quasi eingefrorenes Stromungsmuster mit der Konvektionsgeschwindigkeit
bewegt und sich dabei zeitlich nur vergleichsweise langsam &dndert. Die angegebene Definition legt
die Konvektionsgeschwindigkeit dann einfach als Weg/Zeit fest, wobei der Weg und die Zeit die
raumliche und zeitliche Verschiebung zweier aufeinanderfolgender Stréomungsmuster sind, fiir die die
beiden Muster maximal gut tibereinstimmen. Die Bestimmung des Maximums geschieht entweder
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fiir ein festes r; oder fiir ein festes r, (Wills 1970):

Tz

ue(T) " mi or. . (5.4)
o . OR
UC(T:E) Tt, ml art TE=T¢ ( )

Man kann damit die kleinskaligen Bewegungen (kleines r, und ;) und die grofiskaligen Bewegungen
(grokes r, und 1) getrennt untersuchen. Interessanter ist aber haufig die Transformation in den
raumlich-zeitlichen Frequenzbereich. Die Korrelationsfunktion R(r,, ;) wird dabei zum zweidimen-
sionalen Leistungsspektrum S(k;,w), wobei k, die rdumliche Wellenzahl und w die Zeitfrequenz ist,
und als Konvektionsgeschwindigkeit in Abhingigkeit von w und k, ergibt sich:

w .08
Uc(w) _a mit aij _— =0 (56)
ue(ky) = —% mit gi = 0. (5.7)

Sinnvoll sind obige Definitionen nur dann, wenn die spektrale Leistungsdichte S(k;,w) bei bestimm-
ten Werten von w und k, sehr konzentriert ist, sodass jeder Welle von gegebener »Grofe« 27 /k,
eine definierte Phasengeschwindigkeit w/k, zugeordnet werden kann. Jedoch ist die Leistung meist
mehr oder weniger breit iiber einen raumlich-zeitlichen Frequenzbereich verteilt, was beispielhaft an
den Spektren S, 2 (ks w), S,2(ke,w), Sy2(ke,w) und S, 2(ky,w) in Abbildung 5.4 gezeigt ist.

v

Bleibt man in dem Fall bei obigen Definitionen fiir die Konvektionsgeschwindigkeit, kann es leicht zu
widerspriichlichen Interpretationen kommen. Beispielsweise konnte die Konvektionsgeschwindigkeit
von kleinskaligen Bewegungen nach Gleichung (5.6) bei grofen Zeitfrequenzen bestimmt werden,
oder nach Gleichung (5.7) bei grofen Raumfrequenzen. Im ersten Fall erhélt man jedoch immer
hohere Werte als im zweiten Fall. Auch weiter Definitionen fiir die Konvektionsgeschwindigkeit
sind denkbar. Es kann aber insgesamt festgestellt werden, dass immer dann, wenn die Leistung
in der k,-w-Ebene mehr oder weniger breit verteilt ist, die Angabe einer wellenzahlabhingigen
Konvektionsgeschwindigkeit fraglich wird.

Eindeutiger ist eine iiber alle Zeit- und Raumfrequenzen integrierte Konvektionsgeschwindigkeit.
Aber auch die wahlbare Gewichtsfunktion der Integration ist — durch die Breite der Spektren —
einer gewissen Willkiir unterworfen. So tragen bei der von Wills (1964) vorgeschlagenen Definition

0
AT Ty kx T - .
8U/S(k Uk,) dk =0 (5.8)

vor allem die energiereichen Komponenten zum Mittelwert bei.

Abbildung 5.5 zeigt (integrale) Konvektionsgeschwindigkeiten von v/, v/, w’ und p’ als Funktion
des Wandabstandes. Die Werte wurden dabei nach Gleichung (5.4) bestimmt, also fiir feste zeitli-
che Verschiebungen r;. Die Ergebnisse fiir kleine Werte von r; wurden anschlieffend gemittelt. Die
Methode hat den Vorteil, dass im instationdren Fall auch eine zeitabhingige Konvektionsgeschwin-
digkeit bestimmt werden kann. Es hat sich jedoch herausgestellt, dass die fiir die Modulation der
Konvektionsgeschwindigkeit bestimmten Modulationsfaktoren sehr kritisch von den Details der Ex-
tremwertsuche und weiteren Einzelheiten abhéngen, sodass letztlich auf eine systematische Analyse
verzichtet wurde. Daher sei an dieser Stelle erwihnt, dass bei den Rechnungen, fiir die 4.(u’) mit
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0
wt /U wt /U
0,1 —0,1
0,2 0,2
0
wt/UF wt /UF
—0,1 —-0,1
0,2 —0,2
—0,1 0 0,1 0,2 —0,1 0 0,1 0,2
kit kit

Abb. 5.4: Riumlich-zeitliche Autoleistungsdichtespektren unmittelbar iiber der Wand (y* =
0,03). Die Zeitfrequenz ist fiir alle Auftragungen auf eine gemittelte Konvektionsge-
schwindigkeit von U, = 11,7u, bezogen. Alle Spektren sind auf die Gesamtleistung
normiert und als Hohenlinien mit logarithmisch verteiltem Abstand dargestellt (Ho-
henlinien fiir 1073 bis 10*% in 1-er Schritten des Exponenten).

akzeptabler Sicherheit ausgewertet werden konnte, nur eine kleine Modulation festgestellt werden
konnte. Das gilt insbesonder auch in der Ndhe der Wand.

Die Konvektionsgeschwindigkeit fiir verschiedene Komponenten der Geschwindigkeit kann theore-
tisch durchaus unterschiedliche Werte annehmen. Tatsachlich kénnen in Abbildung 5.5 kleine Unter-
schiede zwischen den einzelnen Konvektionsgeschwindigkeiten von u’, v' und w’ festgestellt werden.
Die Signifikanz der Unterschiede ist aber zweifelhaft. Die Konvektionsgeschwindigkeit des Drucks
unterscheidet sich aber in Wandnéhe recht deutlich von der, der drei Geschwindigkeitskomponenten,
sie ist dort durchgingig grofer. R (ry, ) ist vergleichsweise »schmal«, sodass eine Unterscheidung
zwischen grofiskaligen und kleinskaligen Bewegungen sinnvoll erscheint. Es zeigt sich (hier nicht dar-
gestellt), dass die Konvektionsgeschwindigkeit des Drucks mit r, bzw. r; ansteigt. Als Erklarung
geben Willmarth & Wooldridge (1962) folgendes an: Es wird angenommen, dass die Quellen der
Wanddruckschwankungen sich stromabwarts bewegende Strukturen in der Stréomung sind. Bei klei-
nen Abstdnden wir die Korrelation hauptséchlich durch die kleineren Strukturen bestimmt, die sich
bei kleinen Wandabstanden langsamer stromabwérts bewegen als die grofieren bei grofieren Wan-
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dabsténden. Bei groferen Abstédnden der Druckaufnehmer (das heifit, bei grofierem ;) sind auf dem
Weg zwischen den Aufnehmern die kleinen Strukturen zerfallen und die schnelleren und gréfieren
Strukturen ergeben die héhere Konvektionsgeschwindigkeit.

20 T T T
181 1
161 1
141 .
121 .
101 1
8r ,
61 17 Abb.5.5
4 1 Konvektionsgeschwindigkeiten
9l | der drei Geschwindigkeits-
komponenten und des
0 100 101 102 Drucks im Vergleich zum
_l’_

mittleren u-Profil.

5.3 Turbulente Schubspannung

Der symmetrische Spannungstensor —pugu; enthélt bei der Kanalturbulenz nur vier von Null ver-

schiedene Eintrége, und zwar die drei Normalspannungen —pu/2, —pv'? und —pw'? sowie den tur-
bulenten Schubspannungsterm —pu’v’. Korrelationen mit w’ — aufier mit sich selbst — verschwinden
aus Symmetriegriinden. Vor allem die turbulente Schubspannung ist fiir die Dynamik der Turbu-
lenz von entscheidender Bedeutung. Sie ist die einzige Verbindungsgrofe zwischen der mittleren
Stromung — charakterisiert durch die Scherrate 0u/0y — und den turbulenten Schwankungsbewe-
gungen. Der Produktionsterm —u/v/0%/0y in der Transportgleichung fiir v’ 2 sorgt dafiir, dass der
mittleren Stromung Energie entzogen wird, die zunachst eine Erhohung der u/-Schwankungen be-
wirkt. In inkompressiblen Stromungen wird dann, allein iiber den Druck, die erhéhte kinetische
Energie auch auf die beiden anderen Komponenten der Geschwindigkeit umverteilt. Das ergibt sich
aus den drei Druck-Geschwindigkeitsgradient-Korrelationen p/'Ou;/0x; im Zusammenhang mit der
Kontinuitatsgleichung. Es gilt

1 Ou? ou ou/
5 gt = fu’v’a—Zer’a—i + Diffusion und Dissipation (5.9)
1 ov'? o'
Z = ! — 4 Diffusi d Dissipati 5.10
5 p 9 + Diffusion und Dissipation (5.10)
10 12 ow’
3 g}t = p (‘;Z' + Diffusion und Dissipation. (5.11)

Die Pufferschicht verdankt ihre wichtige Bedeutung vor allem der Tatsache, dass man in diesem
Bereich das Maximum der Turbulenzproduktion findet (etwa bei y ~ 12). Etwas weiter entfernt
von der Wand (y" ~ 15) zeigt sich auch das Maximum der axialen Geschwindigkeitsfluktuation. Es
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verwundert daher nicht, dass eine Modulation, die vor allem in diesem Bereich wirkt, die Turbulenz
im besonderem Mafke beeinflusst.

Abbildung 5.6 zeigt einen Vergleich der viskosen und turbulenten Schubspannung. Der sichtbare li-
neare Verlauf der resultierenden Gesamtschubspannung ist ein gutes Maf dafiir, dass die Stromung
voll ausgebildet ist und einen Gleichgewichtszustand erreicht hat, sich das mittlere Profil also nicht
mehr dndert. Der Vergleich mit den Simulationsergebnissen von Gilbert & Kleiser (1991) und Moser
et al. (1999) zeigt sehr gute Ubereinstimmungen, wobei zu beachten ist, dass die Simulation von
Moser et al. (1999) eine etwas kleinere Wand-Reynoldszahl hatte. In unserem Kanal wurde nur die
axiale Geschwindigkeitskomponente gemessen, sodass fiir Messergebnisse nur die viskose Schubspan-
nung gezeigt werden kann. Auch die hier sichtbaren Abweichungen sind auf die unterschiedlichen
Reynoldszahlen von Simulation und Experiment zuriickzufiihren.*

1 Il 1 1 1 1
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RN\ e Beykirch (1996)
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: 0,21 [ e\ p— /T N -

Gesamtschubspannung bis ’ 1 .\\ - dyV X
zur Kanalmitte. Alle Werte ' ‘\23?\
sind auf die 0 .f\ ‘_-_-"I‘“L‘r——— . ———
Wandschubspannung 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
bezogen. Wandabstand y/h

5.4 Korrelationskoeffizienten

Die Normierung der turbulenten Schubspannung auf die zugehérigen Effektivwerte liefert den Kor-
relationskoeffizient zwischen v’ und v’ (Abbildung 5.7). Wéhrend die axiale und die normale Ge-
schwindigkeitskomponente in Kanalmitte aus Symmetriegriinden vollkommen unkorreliert sind®,
findet man ansonsten fast iiberall Betragswerte des Korrelationskoeffizienten zwischen 0,45 und 0,5.
Zur Wand hin ergibt sich ein etwas kleinerer Grenzwert von etwa 0,23 — direkt an der Wand ver-
schwinden die Fluktuationen (v’ = v' = 0), sodass dort der Korrelationskoeffizient nicht berechnet
werden kann. Auffillig ist ein kleines lokales Maximum bei etwa y™ ~ 11, das auch in anderen
Simulationen auftritt (Kim, Moin & Moser 1987), sich aber in Messergebnissen, zum Beispiel Sabot
& Comte-Bellot (1976), nicht wiederfindet.

Die im Vergleich mit den Simulationen von Moser et al. (1999) und Gilbert & Kleiser (1991) zu
sehenden Unterschiede sind hauptsichlich auf die unterschiedlichen Wand-Reynoldszahlen zuriick-

4 In Wandnihe wire es sicherlich sinnvoller da* /dy™ zu vergleichen. Fiir % (y 1) ist das aber bereits in Abbildung 5.1
geschehen.
5 Die Fluktuationen selbst verschwinden hier natiirlich nicht, sodass etwa u’ und |v’| durchaus korreliert sind
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zufithren. Die von Gilbert & Kleiser (1991) ermittelten Korrelationskoeffizienten sind aber insgesamt

etwas kleiner als bei uns.
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5.5 Effektivwerte

Die Abbildungen 5.8 und 5.9 zeigen die Effektivwerte der turbulenten Schwankungsbewegungen der
drei Geschwindigkeitskomponenten sowie die des Drucks. Im Wesentlichen stimmen die Werte der
drei Simulationen und auch die der Messergebnisse iiberein. Einzig die Moser et al. (1999) Simulation
zeigt etwas kleiner ueg und peg Werte, die wahrscheinlich durch die leichte Reynoldszahlabhingigkeit
bedingt sind. Von den drei Geschwindigkeitskomponenten schwankt bei allen Wandabstanden die in
Hauptstrémungsrichtung gerichtete am stérkste (maximal bei y* & 15 mit einem Effektivwert von
etwa 2,8u;). Die Effektivwerte der spannweitigen und vor allem die der wandnormalen Komponente
sind iiberall und meist deutlich kleiner. Wir finden fiir w.g einen Maximalwert von etwas mehr als
1,1u2 bei y™ ~ 35. Das Maximum von v.g liegt bei ¥ ~ 60 und erreicht nur eine Hohe von etwa

einem Drittel des Maximalwertes von e.

Dass die u-Schwankungen wesentlich grofer sind, als die der beiden anderen Geschwindigkeits-
komponenten, verwundert nicht, denn der turbulente Produktionsterm bewirkt — wie oben bereits
erwahnt — zunéchst eine Erhohung der Komponente in Hauptstromungsrichtung. Auch die ver-
gleichsweise kleinen Effektivwerte der wandnormalen Schwankungsbewegungen sind versténdlich,
wenn man bedenkt, dass fiir ein inkompressibles Fluid jeder Massenfluss in y-Richtung an anderer
Stelle durch einen Massenfluss in umgekehrter Richtung kompensiert werden muss. Grofiflichige
Bewegungen in y-Richtung sind daher selten — vor allem in Wandn&he — und solche mit kleinen
raumlichen Wellenzahlen sind sehr energiearm, sodass insgesamt die Gesamtleistung (und damit
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der Effektivwert) von v’ klein bleibt.

Abb. 5.8

Vergleich der Effektivwerte
der Langsschwankungen:
Auf Wandeinheiten bezogen
und halblogarithmisch gegen

den Wandabstand ol A L
aufgetragen. (Legende wie 100 101 102
Abbildung 5.6). Wandabstand 3™
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Abb. 5.9

Vergleich der Effektivwerte
des Drucks und der
spannweitigen und
wandnormalen
Schwankungsbewegungen:
Auf Wandeinheiten bezogen
und halblogarithmisch gegen
den Wandabstand
aufgetragen. (Legende wie

Abbildung 5.7). Wandabstand 3™

Interessant an den Effektivwertverteilungen ist noch das Verhalten in Wandn&he. Eine Taylorent-
wicklung der Geschwindigkeitsfluktuationen in gy lasst, unter Beriicksichtigung der Haftbedingung
an der Wand und der Kontinuitatsgleichung, fiir ueg und weg einen linearen Anstieg und fir veg
einen quadratischen Anstieg erwarten.

Abbildung 5.10 zeigt sehr deutlich, dass alle Simulationen diese Erwartung sehr gut bestétigen.
Zusatzlich kann die erwartete y> Abhingigkeit von —u/v’ sehr gut bestétigt werden. Im wandna-
hen Verhalten zeigen sich nahezu keine Unterschiede zwischen den verschiedenen Simulationen. Die
gezeigte doppelt logarithmische Auftragung zeigt aber nur den dominierenden Term. H&ufig findet
man daher noch den Verlauf der Effektivwerte normiert mit dem erwarteten Anstiegsverhalten (Ab-
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bildung 5.11). Mit in die Abbildung ist auch der wandnahe Verlauf von —u/v’ aufgenommen. Allein

hier zeigen sich in unmittelbarer Wandnédhe nennenswerte Unterschiede zwischen den Simulationen,

die aber nicht so signifikant sind, alsdass man sie unbedingt aufkldren miisste.

Die Varianz vezﬂ(y) der wandnormalen Komponente v’, muss nach der Reynoldsgleichung (4.5 auf
Seite 35) exakt mit der Druckdifferenz von Wanddruck und Druck bei Wandabstand y iibereinstim-
men. In der Tat ist das in der Simulation erfiillt, sodass der vgﬂ—Verlauf gleichzeitig den Verlauf des

Druckmittelwertes repréasentiert.

109

1072

1074

1076

108

0,5

— DNS

—== Moser et al. (1999)

------ Gilbert & Kleiser (1991)
® Beykirch (1996)

100 10! 102

4 6 8 10
Wandabstand 3™

Abb. 5.10

Wandnaher Anstieg der
Effektivwerte der drei Ge-
schwindigkeitskomponenten
und der turbulenten
Schubspannung.

Abb. 5.11

Mit dem erwarteten
Anstiegsverhalten
normiertes wandnahes
Verhalten.
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Abb. 5.12: Turbulenzgrade getrennt nach axialer, normaler und spannweitiger Geschwindigkeits-
komponente: Vergleich der Simulationsdaten mit Messwerten und Simulationswerten
anderer Autoren. In der eingebetteten Abbildung sind der Werte halblogarithmisch ge-
gen den Wandabstand aufgetragen und zeigen so das wandnahe Verhalten.

5.5.1 Turbulenzgrad

Bezogen auf die lokale mittlere Geschwindigkeit u, ergeben sich aus den Effektivwerten die in Ab-
bildung 5.12 gezeigten Turbulenzgrade der drei Schwankungskomponenten. Im Gegensatz zu den
Absolutwerten der Effektivwerte, zeigen die Turbulenzgrade nur fiir die normale Komponente der
Geschwindigkeit ein lokales Maximum, wahrend die axiale und spannweitige Komponente den maxi-
malen Turbulenzgrad in unmittelbarer Wandnéhe annehmen. Fiir die axiale Komponente setzt sich
der Wandwert (bei uns ca. 37%) in der gesamten viskosen Unterschicht fort, fallt dann aber recht
schnell ab.

5.5.2 Kinetische Energie

In vielen Turbulenzmodellen (zum Beispiel im bekannten k-e-Modell) gehort die turbulente kineti-
sche Energie zu den Grofen, fiir die Modellgleichungen aufgestellt werden. Um die Giiltigkeit der
Modelle im instationdren Fall zu untersuchen, ist daher die Modulation der kinetischen Energie
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k= (w? 4+ v2 + w'?)/2 von besonderem Interesse. Abbildung 5.13 zeigt den Gleichwert fiir die
stationdre Stromung. Beim Wandabstand von etwa 16 Pluseinheiten findet wir bei uns (Re, = 207)
ein Maximum der Héhe 4,5 u% Der Verlauf der kinetischen Energie wird, aufier im Kanalmitten-
bereich, von dem Verlauf der u-Varianz dominiert, denn — wie oben bereits erwiahnt — sind die
u-Fluktuationen im wandnahen Bereich wesentlich stirker als die der beiden anderen Komponen-

ten.

5.6 Skewness- und Flatnessfaktoren

Die bis jetzt gezeigten Geschwindigkeitsprofile und die diversen Reynoldsspannungen sind typi-
sche Beispiele fiir Statistiken niedriger Ordnung. Im Vergleich zwischen Simulationsergebnissen und
Messergebnissen zeigen sich aber eher bei den Statistiken hoherer Ordnung Differenzen. Die ge-
naue Messung hoherer Momente ist dabei im Allgemeinen wesentlich aufwendiger als zum Beispiel
einfache Geschwindigkeitsmessungen. Relativ viele Messwerte findet man aber zum dritten und
vierten Moment der Verteilung der einzelnen Geschwindigkeitskomponenten. Die Schiefe und Flach-
heit unserer Simulationsergebnisse sind in der Abbildung 5.14 im Vergleich mit eigenen Messwerten
zu sehen. Gemessen wurde aber nur die axiale Komponente der Geschwindigkeit. Ein Charakte-
ristikum von numerischen Simulationen ist die sehr hohe Flachheit der Verteilung der normalen
Geschwindigkeitskomponente in Wandndhe. Die meisten Messergebnisse zeigen diese hohen Werte
nicht. Einige neuere Messungen (Giinther et al. 1998) liefern — nach gewissen Korrekturen — etwas
hohere Flachheiten der v-Verteilung. Die Werte liegen aber immer noch tiefer als in der Simulati-
on. Den DNS Daten von Xu et al. (1996) kann man entnehmen, dass die groen Flachheiten vor
allem durch einige sehr grofe negative v-Werte entstehen, die unter Umstédnden von Messapparatu-
ren oder der anschlielenden Signalverarbeitung nicht erfasst werden kénnen. Dennoch bleibt nicht
auszuschlieffen, dass in diesem Bereich die Simulationswerte falsch sind.

Die in Abbildung 5.14 gezeigte Skewness- und Flatnessfaktoren sind nicht direkt durch Mitteln der
zweiten, dritten und vierten Potenz der Schwankungsbewegungen, sondern aus den Momenten der
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Abb. 5.14: Skewness- und Flatnessfaktoren

Amplitudenverteilungen bestimmt worden. Folgendes gilt, wenn u’ als Beispiel ausgewéhlt wird:

13 / /

Skw = < ft pdf(u)dl;:,,p (5.13)
S updf (u!) du
14 / /

piy — WA () du (5.14)

<fu’2pdf(u’)du’>2'

Durch den » Umweg« tiber die Verteilungen werden die numerischen Fehler etwas grofier, als bei der
direkten Methode. In jedem Fall sind fiir die hoheren Momente aber vergleichsweise lange Mitte-
lungszeiten notwendig. Einige generelle Bemerkungen zur Signifikanz der Mittelwerte sind weiter
unten im Abschnitt 5.8.2 zu finden. Hier sei bereits bemerkt, dass fiir die Mittelungen der spann-
weitigen Komponente w’, besonders in der Kanalmittenregion wenig Freiheitsgrade vorhanden sind.
Dort steht der spannweitigen Konvektion von grofrdumigen Strukturen vergleichsweise wenig Wi-
derstand entgegen, sodass bei zu kurzer Mittelungszeit unter anderem w nicht exakt null ist. In
Abbildung 5.14 ist zu erkennen, dass auch die Schiefe von w’, die aus Symmetriegriinden nicht
vorhanden sein sollte, fiir grofe y-Werte noch nicht vollkommen verschwunden ist.

5.7 Amplitudenverteilungen

Bei einige numerischen Simulationen sind zur Laufzeit die kompletten Amplitudenverteilungen
(Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen) von verschiedenen Stromungsgréfen bestimmt worden, ins-
besondere die von u, v und w. Man kann damit unter anderem alle Momente der Schwankungs-
komponenten berechnen, was weiter oben bereits fiir die Berechnung der Schiefe und Flachheit
ausgenutzt wurde. Der gesamte Verlauf ist aber oft aufschlussreicher. Besonders interessant sind die
Verteilungen, die sich deutlich von einer Gaufiverteilung unterscheiden. Solche fiir die Turbulenz
charakteristische Amplitudenverteilungen ergeben sich als Folge des nicht vollkommen stochastisch
ablaufenden Strémungsvorgangs. Es wére jedoch voreilig, allein daraus den Schluss zu ziehen, dass
die Turbulenz aus gewissen — wenn man so will kohirente — Strukturen aufgebaut ist, denn in
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die Wahrscheinlichkeitsdichten flieken weder die rdumlichen noch die zeitlichen Verteilungen der
Amplitudenwerte ein.

Anmerkung zur Notation: Die Schwierigkeit bei der Bezeichung von Amplitudenverteilungen einer
bestimmten Grofe, sie sei hier ¢ genannt, besteht darin, dass es einerseits zweckméfig ist die Vertei-
lung mit ¢ zu kennzeichnen (zum Beispiel mit ¢ als Index), andererseits aber das aktuelle Argument
auch oft mit dem gleichen Symbol bezeichnet wird, sodass etwa pdf q(q) geschrieben wird. Der Index
und das Argument haben dabei ganz unterschiedliche Bedeutungen, sodass es sinnvoller wéare jeweils
andere Symbole zu verwenden. Oft ist das aber sehr unpraktisch.

Hier wird meist die kurze Notation pdf(q) verwendet und nur dann ein kennzeichnender Index
hinzugefiigt, wenn Missverstandnisse moglich sind. Insbesondere legt das Argument die physikalische
Dimension der Wahrscheinlichkeitsdichte fest: [pdf(q)] = [1/g|. Die meisten Abbildungen zeigen
pdf (q/qes), die Dichten sind dabei dimensionslos.

5.7.1 Einfache Wahrscheinlichkeitsdichten

Die Amplitudenverteilung der zeitlichen Ableitung der axialen Geschwindigkeitskomponente ist ei-
ne typische nicht gaufiformige Amplitudenverteilung der Turbulenz. Die zeitliche Ableitung u; def
Ou' /Ot und damit die komplette Verteilung pdf (u;) hingt zwar vom Koordinatensystem ab, den-
noch wurde pdf (u;) hier als Beispiel ausgewahlt. Unter anderem deshalb, weil diese Verteilung und
insbesondere auch deren Modulation, in einigen experimentellen Arbeiten untersucht wurde (Flotke
1987; Wendt 1989). Die weiter unten gezeigten Verteilungen sind im ruhenden System »gemessen«,
sodass nach der Taylorhypothese, du’/0t im Wesentlichen durch du’/Ox bestimmt ist. Insofern ist
die Verteilung von du’/0t auch fiir die in dieser Arbeit besonders interessierende raumliche Struk-
tur der Stromung aufschlussreich. In den Experimenten wurde sie vornehmlich ausgesucht, da ein
enger Zusammenhang zwischen einer starken lokalen Anderung der Geschwindigkeit und typischen
kohérenten Strukturen vermutet wurde.

In Abbildung 5.15 ist diese Wahrscheinlichkeitsdichte fiir verschiedene Wandabsténde im Vergleich
mit einer Gaufiverteilung der gleichen Varianz zu sehen. Besonders fiir den wandnahen Bereich, bis
etwa y T = 30, zeigt sich eine deutliche Schiefe der Verteilung. Grofie positive Beschleunigungen sind
hier wesentlich haufiger als grofe negative Beschleunigungen. Alle Verteilungen unterscheiden sich
sehr deutlich von einer Gauftverteilung, die betragsmifig grofsen Amplituden sind viel wahrscheinli-
cher als bei einem Gauftprozess. Die dadurch gegeniiber der Gaufsverteilung erh6hte Flachheit nimmt
in Wandnihe besonders hohe Werte an.

Die Wahrscheinlichkeitsdichten der axialen Geschwindigkeitskomponente sind in Abbildung 5.16 zu
sehen. Auch diese Amplitudenverteilung zeigt keinen gaufférmigen Verlauf. Besonders im Bereich
der Pufferschicht sind die Verteilungen sehr breit. Absolut betrachtet treten hier neben sehr kleinen
Geschwindigkeiten auch Geschwindigkeiten auf, die fast so grof sind, wie man sie in der Kanalmitte
findet. In unmittelbarer Wandnéhe ist der Bereich unterhalb des Mittelwerts sehr klein, wiahrend
Geschwindigkeiten, die grofer sind als der lokale Mittelwert, durchaus mehr als ein Drittel der
Mittengeschwindigkeit erreichen kénnen. Das bewirkt eine deutliche positive Schiefe der Verteilung
in Wandndhe. Im Mittenbereich des Kanals ist es gerade umgekehrt. Der Vorzeichenwechsel tritt
im Bereich der Pufferschicht bei etwa y™ = 12 auf, einhergehend mit einer maximalen Breite der
Verteilung.

Lamballais et al. (1997) geben als Interpretation fiir die Schiefe der u-Verteilung in Wandnéhe den
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Abb. 5.15: Mittlere Wahrscheinlichkeitsdichte der zeitlichen Ableitung der axialen Geschwindig-
keitskomponente bei verschiedenen Wandabsténden (gestrichelt: Normalverteilung mit
Mittelwert null und Varianz eins).

stark intermittenten Charakter der » High-speed-streaks« an, wihrend die » Low-speed-streaks« eher
eine (Sub-)Gaukverteilung hervorrufen. Auch die wandnormale Geschwindigkeitskomponente ist in
Wandnaéhe stark intermittent, wobei die auf die Wand gerichtete Geschwindigkeit stéarker ist, als die
von der Wand weg gerichtete Geschwindigkeit. Dies steht im Einklang, wie Lamballais et al. (1997)
anmerken, mit der nach »oben« gerichteten Geschwindigkeit iiber den Low-speed-streaks und der
nach »unten« gerichteten Geschwindigkeit iiber den High-speed-streaks.

Einen Vergleich zwischen den Wahrscheinlichkeitsdichten der drei Schwankungskomponenten u,
der Druckschwankungen p’ sowie der zeitlichen Ableitungen Ju./0t zeigt Abbildung 5.17. Der in
vielerlei Hinsicht ausgezeichnete Wandabstand von y™ = 12 ist dort als Vergleichsort gewihlt. Alle
Verteilungen sind auf ihren jeweiligen Effektivwert normiert. Fine besondere Bedeutung kommt
offenbar der axialen Geschwindigkeitskomponente zu, denn die Verteilung pdf (u’) unterscheidet sich
deutlich von allen anderen Verteilungen.

Eine Plausibilitatserkldrung fiir diesen Umstand bezieht sich auf den weiter oben im Abschnitt 5.3
erwidhnten Umverteilungsprozess: Der Produktionsmechanismus der Turbulenz erzeugt zunéchst
nur u'-Schwankungen. Dadurch dass dieser Vorgang ortsabhingig ist, entstehen axiale Gradien-
ten du’/dx, die sich nach der Taylorhypothese auch in du’/dt wiederfinden. Unter einem negativen
du’/dz kann man sich etwa zwei »Fluidballen« vorstellen, die sich aufeinander zubewegen (in -
Richtung). Kommen sie sich sehr nah, dann muss irgendwann ein lokaler Uberdruck entstehen (po-
sitives p’) und die Stromlinien werden in y- und z-Richtung ausgelenkt, das heifit, es entsteht ein v’
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Abb. 5.16: Mittlere Wahrscheinlichkeitsdichte der axialen Geschwindigkeitskomponente bei ver-
schiedenen Wandabstanden. In der eingebetteten Abbildung ist die Wahrscheinlichkeits-
dichte pdf (u,y) fiir alle Wandabstidnde bis zur Kanalmitte durch Hohenlinien darge-
stellt. Die jeweiligen Mittelwerte der Verteilungen bei festem y ergeben das ebenfalls
eingezeichnete mittlere Stromungsprofil.

und ein w’. Bewegen sich die Ballen aufeinander zu, dann verstérkt sich stindig der Gradient du’/dz,
und es wird verstandlich, dass in pdf (0u’/0x) (bzw. pdf (0u'/0t)) die grofen Amplitudenwerten viel
hiufiger sind als bei pdf (u’) selbst. v/ und w’ entstehen nach dem oben beschriebenen Szenario
dort, wo Ou’/Ox grof ist. Dann ist nach der Kontinuitéitsgleichung aber auch 9v’ /9y + dw'/dz grof,
sodass sich auch die weiten Auslaufer von pdf (v') und pdf (w') plausibel in das Bild einfiigen.

In der Abbildung 5.17 fallt auf, dass der negative Ast der Druckverteilung fast deckungsgleich zum
negativen Ast der wandnormalen Geschwindigkeitskomponente ist. Das ist allerdings nur zufillig
durch den gewihlten Wandabstand bedingt; fiir kleinere y™-Werte ist beispielsweise eine grofie
negative Normalkomponente wahrscheinlicher als eine negative Druckschwankung, fiir y* > 12 ist es
gerade umgekehrt. Der Druckmittelwert und auch die gesamte Verteilung dndern sich in Wandnéahe
fast nicht. Das gilt mit Einschrankungen — zum Beispiel innerhalb der viskosen Unterschicht — auch
fiir die Verteilung der zeitliche Ableitung der axialen Geschwindigkeit.
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Typische Wahrscheinlichkeitsdichten beim Wandabstand y™ = 12. Oben: Amplituden-
verteilungen der Geschwindigkeitsfluktuationen und der Druckfluktuationen, unten: Am-
plitudenverteilungen der zeitlichen Ableitungen (im ruhenden Koordinatensystem be-
stimmt) der drei Geschwindigkeitskomponenten.
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5.7.2 Mittlere Wahrscheinlichkeitsdichten im instationaren Fall

Im instationdren Fall kennt man wéhrend der Simulation noch nicht die Phasenmittel der untersuch-
ten Grofen, daher kénnen im Allgemeinen auch nicht direkt Verteilungen von Schwankungsbewe-
gungen ausgewertet werden. Interessiert man sich beispielsweise fiir die Verteilung pdf (u’), so kann
diese nicht aus der Verteilung pdf (u) rekonstruiert werden; die, ohne Speicherung von Datenfeldern,
gleich wihrend der Simulation bestimmt werden kénnte. Um auch im instationéiren Fall an die Ver-
teilung von Schwankungsbewegungen zu gelangen, muss auf eine vollstdndige Phasenmittelung der
Verteilungen zuriickgegriffen werden. Insbesondere auch dann, wenn man sich neben der mittleren
Verteilung fiir deren Modulation interessiert.

Wenn man zu jeder Phase ¢ der Anregung eine Wahrscheinlichkeitsdichte bestimmt hat, kann man
zundchst den Mittelwert der verteilten Grofe (u)(y) = [wpdf,(u, p)du berechnen, und man er-
hélt durch eine einfache Verschiebung die gesuchten Verteilungen von u’: pdf , (u') = pdfu(<u> +u).
Die mittlere Verteilung dieser Einzelverteilungen stimmt jedoch nur méafig genau mit der Ampli-
tudenverteilung der stationdren Stromung iiberein. Hier treten kleine Unterschiede zwischen den
Langzeitstatistiken der instationdren Stromungen und der stationdren Stromung auf.

Der mathematische Grund dafiir ist in der Tatsache zu sehen, dass die hier untersuchten Wahr-
scheinlichkeitsdichten, zwar nicht analytisch bekannt, aber sicherlich stark nichtlineare Funktionen
ihrer Momente sind, sodass, selbst wenn die Langzeitmittelwerte der Momente mit den Momenten
der Verteilung der stationdren Stromung tibereinstimmen, dies nicht fiir die Verteilung selbst gelten
muss. Es wird sich noch zeigen, dass haufig im Wesentlichen die Leistung des untersuchten Turbu-
lenzsignales moduliert ist. Normiert man daher vor einer Mittelung die Einzelverteilungen auf den
phasenabhéngigen Effektivwert, dann stimmt die so berechnete Verteilung meist sehr gut mit der
stationdren Verteilung tiberein.

5.7.3 Verbundwahrscheinlichkeitsdichte

Neben den Verteilungen von einzelnen GroRen wie v/, v/, w’ und p’ sind auch Verteilungen von
Funktionen dieser Grofen interessant. So spiegelt sich zum Beispiel die charakteristische Korrelati-
on zwischen v’ und v” auch in der Verteilung des Produktes dieser beiden Groflen wieder. Anstatt nun
pdf (u'v") zu untersuchen, kann man direkt einen Schritt weiter gehen und sich die Verbundwahr-
scheinlichkeitsdichte” pdf (u/,v’) anschauen. Alle Informationen, die eindimensionale Verteilungen
von beliebigen Funktionen der beiden Grofen v’ und v’ enthalten, konnen aus der Verbundvertei-

5 Eine zum Abschnitt 4.9 auf Seite 42 dhnliche Vorgehensweise, mit der direkt die Harmonischen eines Phasenmittels

bestimmt werden konnen, ist im Allgemeinen nicht moglich; jedoch geht es, wenn eine Grofie nicht moduliert ist
(Beispiele sind die normale und spannweitige Geschwindigkeitskomponente: <v> =0 und <w> = 0).
7 Wird teilweise auch als gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte bezeichnet.



5.7 Amplitudenverteilungen 67

lung pdf (u’,v") ermittelt werden. So gelten unter anderem folgende Beziehungen:

o0

pif () = [ bl 0 (5.15)
pdf (&) = 7pdfu’,v’(u,7§) du’ (5.16)
s (€) :_/OO Pl ) (517)
ol () = {Oo S;E(pdfuf(@ + pdf , (—VE)) ;50;2 (5.18)

Abbildung 5.18 zeigt die Verbundverteilung pdf (u’,v") fiir diverse Wandabstéinde. Die negative Kor-
relation zwischen v/ und v’ erkennt man deutlich an der »schiefen« Verteilung. Die in Abbildung 5.19
dargestellten aufintegrierten Wahrscheinlichkeiten zeigen, dass im zweiten (v’ < 0, v" > 0) und im
vierten (u’ > 0, v" < 0) Quadranten — aufier in der Kanalmitte — durchgehend eine hohere Wahr-
scheinlichkeit der zugehérigen u/-v’-Kombination vorkommt, als die im ersten und im dritten Qua-
dranten. In unmittelbarer Wandnéhe (bis y™ ~ 10) iiberwiegen Bewegungen von lokal langsamen
Fluid (v’ < 0) von der Wand weg (v' > 0). AnschlieRend findet man in der Mehrzahl Bewegungen
von lokal schnellem Fluid (u/ > 0) auf die Wand zu (v' < 0). Jemand, der an die Dominanz der
kohédrenten Strukturen glaubt, kann hierin ein bestétigendes Indiz fiir die Bedeutung des »Low-
speed-streak«-, » Ejection«-Mechanismus’ (wandnahes langsames Fluid, das sich von der Wand weg
bewegt) und sogenannter » Sweeps« (schnelles Fluid wandferner Bereich, das sich auf die Wand zu
bewegt) finden.

Der Erwartungswert jeder Funktion f = f(u/,v") der beiden Variablen v’ und v' ist durch ein
Integral iiber die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte berechenbar:

Ef( )] = // S, 0") pdf (W 0") du’ do’ (5.19)

Im Zusammenhang mit der Quadrantenanalyse, die auf Wallace et al. (1972) zuriickgeht, wird
hiufig die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten » Ereignisses« angegeben. So unterscheiden sich die
Erwartungswerte der Funktion f(u/,v") = «/v’ deutlich voneinander, wenn jeweils nur iiber einen
der vier Quadranten der u/-v’-Ebene gemittelt wird. Die asymmetrische gemeinsame Wahrschein-
lichkeitsdichte impliziert, dass Q2-Ereignisse (Ejections) und Q4-Ereignisse (Sweeps) haufiger anzu-
treffen sind, als (Q1- und Q)3-Ereignisse. Abbildung 5.20 zeigt, wie sich die turbulente Schubspannung
—E[u'V'](y) aus den einzelnen Erwartungswerten der vier Quadranten zusammen setzt.

R&umliche Ausdehnungen von »kohérenten Strukturen« oder gar rdumliche und zeitliche Entwick-
lungen lassen sich aus den gezeigten statistischen Untersuchungen natiirlich nicht ableiten. Vielfach
wurde daher in der Vergangenheit auf bedingte Mittelungen zuriickgegriffen (etwa auf das in der
Einleitung erwdhnte VITA-Verfahren, oder auf das Quadrantenverfahren, bei dem direkt gewisse
Q2-Ereignisse als Detektionskriterium benutzt werden), um wenigstens einen Eindruck einer mitt-
leren rdumlichen Ausdehnung einer »Struktur« zu erhalten. Haufig waren aber die Vorstellungen
iber typische Strukturen bereits im voraus gepriagt — vor allem durch visuellen Untersuchungen —
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Abb. 5.18: Mittlere gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte pdf (u/,v’) der turbulenten axialen und
normalen Geschwindigkeitsfluktuationen bei diversen Wandabstédnden. Der Abstand der
Héhenlinien ist 0,015.
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Abb. 5.19: Wahrscheinlichkeit bei simultaner Messung von ' und v’ bestimmte Kombinationen von
positiven und negativen Werten zu erhalten, jeweils gegen den Wandabstand aufgetra-
gen; links: Einzelwahrscheinlichkeit von jeder der vier méglichen Kombinationen, rechts:
Wahrscheinlichkeit dass u’ > 0 , Wahrscheinlichkeit dass v’ > 0 und Wahrscheinlichkeit

dass u'v' >0
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Abb. 5.20: Quadrantenanalyse: Erwartungswerte des Produktes —u'v’, wenn nur solche u/-v'-
Kombinationen berticksichtigt werden, die jeweils in einem der vier Quadranten der
u’-v'-Ebene liegen. Links: Einzelerwartungswerte im Vergleich mit dem Gesamterwar-
tungswert, rechts: Anteile der Einzelerwartungswerte an dem Gesamterwartungswert.
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Abb. 5.21: Mittlere Wahrscheinlichkeitsdichte der turbulenten Schubspannung fiir verschiedene

Wandabstéande.

und daraus sind dann Kriterien zur Detektion entwickelt worden. Auch hat sich gezeigt (Hart-
mann 1995), dass die iiblicherweise eingesetzten Verfahren nur solche »Strukturen« hervorbringen,
die bereits aus einfachen statistischen Groéfen gewonnen werden kénnen und die sich auch in Zu-
fallssignalen finden lassen, die nichts — ausser einige wenige aufgeprégte statistische Eigenschaften
niedriger Ordnung — mit echten Turbulenzsignalen gemeinsam haben. Hier wird daher nicht der we-
nig erfolgversprechende Versuch unternommen, solche Detektionsverfahren auch auf die instationére
Strémung anzuwenden.®

Diesen Abschnitt {iber die stationdren Amplitudenverteilungen abschliefend wird nun die eingangs
erwihnte eindimensionale Wahrscheinlichkeitsdichte des Produktes zwischen v« und v’ ermittelt.
Auch sie lasst sich durch Integration von pdf (u',v’) berechnen. Aus Gleichung (5.17) ergeben sich
die in Abbildung 5.21 dargestellten Verteilungen pdf (u/v’). Der Mittelwert von u/v’ ist dabei jeweils

— . . . —\2 .
abgezogen, und u'v’ — u/v’ ist mit dem Effektivwert \/ (v/v/ — w/v’)” normiert.

Fiir die verschiedene wandnormale Positionen zeigt sich auch in Abbildung 5.21, dass grofe negative
Werte des Produkts u/v’ viel wahrscheinlicher sind als groke positive Werte. Auffillig an der Form
der Verteilungen ist, dass fiir y™ > 12 der positive Ast bei allen Wandabstinden fast gleich verliuft.

5.8 Spektren und Korrelationen

Alle Zweipunkt-Korrelationen in den homogenen Richtungen (z und z) sowie zusatzlich, im statio-
nédren Fall, die in der Zeitrichtung ¢, hdngen nur von der Ort- bzw. Zeitdifferenz der beteiligten
Punkte ab. In der inhomogenen Richtung y gilt dies nicht, hier hdngen die Korrelationen von den

8  Ansitze dazu finden sich beispielsweise in Tardu et al. (1987) und Flotke (1987). Die Auswertungen waren dort
aber auf experimentelle Daten beschrankt (gemessen wurde nur u(y,t)).
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absoluten Koordinaten beider Punkte ab, z.B.:

Ry (y,y) = E[W' (y)v'(y)] (5.20)

Durch diese besondere Abhéngigkeit von der inhomogenen Koordinate, kénnen die Eigenvektoren
der y-Korrelationsfunktionen eine gewisse anschauliche Vorstellung von dominanten »Strukturen«
in dieser Richtung liefern.

5.8.1 Karhunen-Loéve Zerlegung in der inhomogenen Richtung

Eine eindimensionale » Struktur« kann in diesem Zusammenhang etwa wie folgt definieren werden:
&(y) sei diejenige vektorwertige Funktion, die alle gegebenen Geschwindigkeitsfunktionen o’ (y,t)
(Zufallsvariablen) moglichst gut reprasentiert. Moglichst gut soll dabei heissen, dass das gemittelte
Skalarprodukt &[(¢, )] e [ [6(y)i(y)] dy® maximiert wird, denn dann hat ¢(y) die maximale
mittlere quadratische Korrelation mit den gegebenen Geschwindigkeitsfeldern @’ (y,t). Die Funktio-
nen (;AS(y) kénnen nun als typische »Strukturen« der Stromung interpretieren werden.

~

#(y) sind gerade die Losungen (Eigenvektoren) der Variationsaufgabe'”
/Rij(y,y’)éj(y’) dy’ = Api(y), (5.21)

wenn R;j(y,y') e E[uj(y)u}(y')] die Zweipunkt-Korrelationsfunktion der Geschwindigkeitsfluktua-
tionskomponenten ist. Alle Eigenwerte A sind positiv und reell. Die Eigenvektoren 95(”) bilden
ein vollstdndiges Orthonormalsystem. Jedes Einzelfeld (y,t) kann damit als Summe der typischen
Strukturen dargestellt werden:

iy, t) =D e (y)  mit en(t) = (a(y, 1), 8" (y)), (5.22)

mit unkorrelierten Koeffizienten £[c,cp,] = 8nmA . Das turbulente Geschwindigkeitsfeld (hier aber
nur eindimensional betrachtet) besteht danach also immer aus den gleichen » Grundbausteinen, die
sich aber in mehr oder weniger »zufalliger« Weise iiberlagern.

Die als Strukturen interpretierten Eigenvektoren gewinnen ihre Bedeutung erst durch die Beobach-
tung, dass bereits wenige Strukturen einen Grofiteil der gesamten kinetischen Energie enthalten.
Allgemein gilt, dass die Summe aller Eigenwerte aus Gleichung (5.21) die Gesamtenergie ergibt:

E = / Elfuy]dy = > AM. (5.23)

Die zum grofiten Eigenvektor gehdrende Struktur enthilt (bei uns) aber bereits ca. 61% der Ge-
samtenergie, wenn man nur das wandnahe Stréomungsgebiet betrachtet. Noch héhere Werte ergeben
sich, wenn auch mehrdimensionale Strukturen zugelassen werden (Moin & Moser 1989).

Die dominanten Strukturen der stationdren Stromung sind in Abbildung 5.22 dargestellt. Bei der
beschriebenen eindimensionalen Zerlegung ist die spannweitige Komponente jeder Eigenfunktion von
den beiden anderen Komponenten entkoppelt, denn aus Symmetriegriinden gibt es keine Korrelation

9 $(y) ist hier die auf »1« normierte Funktion ¢(y), also ¢ = ¢/1/ (4, &)

10 Es wird iiber alle j summiert.
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Abb. 5.22: Die ersten vier dominanten Strukturen der eindimensionalen POD Zerlegung. Man be-
achte, dass die w-Mode unabhéngig von der gekoppelten u-v-Mode ist (siehe Text).

von w mit den beiden anderen Komponenten der Geschwindigkeit. Die Abbildung 5.22 ist daher wie
folgt zu verstehen: Die gezeigten w-Moden haben keine u- und v-Komponente und die gekoppelten

u- und v-Moden haben keine w-Komponente.

Die Erweiterung der oben eingefithrten eindimensionalen Raumstruktur auf mehrere Raumdimen-
sionen bereitet in der Kanalstromung einige Schwierigkeiten. Zwar kann man das gleiche Verfahren
wie oben auch auf die homogenen Richtungen anwenden, aber als Eigenvektoren ergeben sich in dem
Fall immer harmonische Funktionen. Diese sind rdumlich nicht lokal und kénnen daher schwerlich
als »Struktur« interpretiert werden. Wichtiger ist vielleicht noch, dass sie auch keine turbulenz-
spezifischen Eigenschaften enthalten, denn sie sind die Eigenvektoren jedes statistisch homogenen
Systems. Mochte man dennoch auch in den homogenen Richtungen eine Struktur definieren, so muss
man in jedem Fall die bei der Bildung der Korrelationen verloren gegangenen Phaseninformatio-
nen mit berticksichtigen. Hierzu gibt es einige Ansitze (Moin & Moser 1989), die aber nicht ohne
(willkiirliche) Annahmen auskommen. Zwar kann man erwarten, dass die zeitliche Modulation einer
auf diese Art definierten Struktur, einen erweiterten Einblick in die Dynamik der Strémung bringt,
aber die zu erwartenden Schwierigkeiten bei der Rekonstruktion der Phasen und vor allem die wohl
nicht zu vermeidene Willkiir bei diesem Vorgehen, haben dazu gefiihrt, dass dieser Ansatz hier nicht
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weiter verfolgt wurde.

Belédsst man es bei den Fouriermoden in den homogenen Richtungen, dann ergibt sich fiir jeden
Wellenzahlvektor k = (kg,k.)T eine eigene »Struktur« in y-Richtung. Die Verallgemeinerung der
Gleichung (5.21) ist folgendes Eigenwertproblem:

[ B 105 Eo) o = AEpis( o) (524)
Dabei ist Eij(E,y,y’) = .’FF_)E{RZ-J-(F, y,y')} und O (k, y) = fFHE{q;(F, y)}. Qﬁ(z,y)eiﬁf sind dann
die dreidimensionalen Eigenvektoren, die fiir die stationire Stromung unter anderem von Moin &
Moser (1989) untersucht wurden.

Abschliefsend sei noch angemerkt, dass es sich bei der — auf den ersten Blick sehr vielversprechenden
und in letzter Zeit haufiger eingesetzten — POD Zerlegung, um eine lineare Zerlegung des turbulen-
ten Stromungsfeldes handelt. Unter der Annahme, man konnte die oben erwdhnten Probleme der
fehlenden Phasenbeziehungen auf befriedigende Weise 16sen, stellt sich dennoch die prinzipielle Fra-
ge, ob die Dynamik der Strémung, die ja durch nichtlineare Phinomene bestimmt wird, iberhaupt
durch eine derartige lineare Beschreibung der Felder erfasst werden kann. Auch drankt sich beim
betrachten der in Abbildung 5.22 gezeigten » Strukturen« der Verdacht auf, dass auch die POD Zer-
legung in der inhomogenen Richtung letztlich nichts anderes beschreibt, als eine Fourier-Zerlegung
auf einem Koordinatensystem, das an der Wand durch einen kleineren Mafistab gekennzeichnet
ist, als in der Kanalmitte. Dann aber wiren die y-Moden fiir eine Strukturdefinition ebensowenig
geeignet, wie die Fourier-Moden in den homogenen Richtungen.

5.8.2 Korrelationen in den homogenen Richtungen

Kapitel 7 (ab Seite 131) befasst sich ausfiihrlich sowohl mit den stationdren Spektren und Korrela-
tionen als auch mit deren Modulation. An dieser Stelle werden vorab zwei besondere Eigenschaften
der rdumlichen Gleichspektren erwahnt, die sich ergeben, wenn man die Spektren gleichzeitig als
Funktion der axialen als auch der spannweitigen Wellenzahl betrachtet. Auch wird die Zahl der
Freiheitsgrade in den homogenen Richtungen der turbulenten Strémung untersucht. Sie ergibt sich
aus den Korrelationsfunktionen und ist fiir die Signifikanz der berechneten Mittelwerte wichtig.

Korrelation, Koharenz und Produktion

Wahrend der iber alle Raumfrequenzen gemittelte Korrelationskoeffizient

N = —— (5.25)

nicht iiber 0,5 steigt, findet man fiir den nach Raumfrequenzen aufgeschliisselten Korrelationsko-
effizient (Kohédrenz) Werte bis fast 0,9, einhergehend mit einer deutlich anisotropen Struktur in
Wandnéahe. Dabei ergeben sich bei kleinen axialen Wellenzahlen besonders hohe Werte.

Die komplexe Koharenzfunktion
_Eu’v’ (E)
E2(K)E, 2 (k)

>
S—
I

Yuror (5.26)
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ist ein Ma# fiir die Ahnlichkeit zwischen v’ und v’ bei gegebener Raumfrequenz k= (kz, k.)T. Dabei
ist Eu/v/(/;) das raumliche 2D-Kreuzspektrum zwischen der axialen Geschwindigkeitskomponente u’
und der Normalkomponente v’. Die Abbildungen 5.23 und 5.24 zeigen Beispiele der komplexen 2D-
Kohéarenzfunktion aufgeschliisselt nach Realteil, Imaginarteil und Betrag. Erstaunlich ist, dass die
Kohirenz fiir gewisse Wellenzahlbereiche fast vollstédndig vgrschwindet. Desweiteren fallt auf, dass

der Realteil teilweise positiv wird. Dem Realteil von E,/, (k) kommt die besondere Bedeutung zu,
dass nur er zur Schubspannung und damit zum oben angegebenen Korrelationskoeffizienten beitragt.

Fiir den Produktionsterm fy —W‘g—g dy der Energiegleichung ergibt sich damit folgendes iiberra-
schendes Ergebnis: Es gibt Wellenzahlbereiche in denen der Produktionsterm (schwach) negativ
wird, d.h. im Mittel ein Energiefluss von den Schwankungsbewegungen in die mittlere Stromung
stattfindet. Die Produktion in einzelnen Ebenen parallel zu den Kanalwénden zeigt in Wandn&he
eine deutliche Anisotropie, die sich erwartungsgeméaf mit groferem Wandabstand mehr und mehr

verliert.

Betrachtet man die Produktion P allein als Funktion der axialen Wellenzahl k, und des Wand-
abstandes (integriert iiber alle k), so erkennt man, abgesehen von den sehr kleinen Wellenzahlen,
ein breites lokales Minimum innerhalb der Pufferschicht (Abbildung 5.25). Der Wandabstand dieses
Produktionsminimums liegt bei etwa y™ = 16 bis 20 und ist nur wenig abhingig von der axialen
Wellenzahl (fiir kleinere Wellenzahlen liegt es etwas weiter von der Wand entfernt). Fiir die sehr
kleinen axialen Wellenzahlen findet man zwar kein Minimum, mit steigernder Wellenzahl wird es
aber immer deutlicher. Der Wert des Minimums wird bei grofe axiale Wellenzahlen negativ, hier
wird der Stromung im Mittel turbulente Schwankungsenergie entzogen. Integral iiber alle k, be-
trachtet, macht die negative Produktion aber nur einige Prozent der Gesamtproduktion aus. Auf
weiter Einzelheiten und Abbildungen zur Produktion bzw. zum Kreutzleistungsspektrum Eu/U/(E)
sei auf Kapitel 7 verwiesen.

Taylorhypothese

Fiir einige der simulierten Stromungen sind die vierdimensionalen Turbulenzfelder wu(z,y, z,t),
v(x,y,z,t), w(z,y,z,t) und p(z,y,z,t) gespeichert worden, jedoch meist mit reduzierter raumli-
cher und/oder zeitlicher Auflésung gegeniiber der tatsidchlichen Rechnung. Mit den Daten war es
aber moglich gleichzeitig rdumliche und zeitliche und auch rdumlich-zeitliche Spektren zu berechnen.
Unter anderem konnte so die Taylorhypothes tiberpriift werden, die fiir die Spektren besagt, dass sich
ein an einem festen Ort gemessenes zeitliches Spektrum S(w) im wesentlichen aus dem rédumlichen
Spektrum E(k,) ergibt: S(w) = E(w/uc)/uc. Dabei ist u. die lokale Konvektionsgeschwindigkeit,
die hier als konstant fiir alle Frequenzen angenommen wird.

Aus den ausgewerteten zweidimensionalen Spektren ®(w, k,) lassen sich die eindimensionalen Spek-
tren S(w) und E(k;) durch eine einfache Integration berechnen:

S(w) = / B(w, ky) dks (5.27)
B(ky) = / (w, k) doo. (5.28)

Abbildung 5.26 zeigt einen Vergleich zwischen F(k,) und S(k;u.)/u. beim Wandabstand y* = 0,03
(erster Gitterpunkt tiber der Wand).

Die Spektren aller drei Schwankungskomponenten und der Druckschwankungen sind in der Abbil-
dung zu sehen. Die Taylorhypothese ist offenbar gut erfiillt, soweit die Umrechnung von raumlichen
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Abb. 5.23: Ausschnitt der komplexen 2D-Kohérenzfunktion 7,/ (kz, k.) fiir zwei unterschiedliche
wandnormale Positionen (linke und rechte Spalte), aufgeschliisselt nach Realteil (oben),
Imaginérteil (mitte) und Betrag (unten). Die Farbkodierung geht fiir den Real- und
Imaginérteil von —1 (Dunkelblau) bis +1 (Rot), fiir den Betrag von 0 (Dunkelblau) bis

1 (Rot). Die Hohenlinien haben fiir alle Auftragungen einen konstanten Abstand von
0,05.
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Abb. 5.24: Legende wie Abbildung 5.23.
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Abb. 5.25: Produktion P(k,) = —W(kx)g—g fiir verschiedene axiale Wellenzahlen k, als Funktion
des Wandabstandes y. Man beachte die unterschiedlichen Mafistdbe der Einzelbilder.

Spektren in zeitliche Spektren betroffen ist. Die Ubereinstimmung ist sogar besser als erwartet,
insbesondere fiir die hier ausgewéhlte sehr wandnahe Position. In Abbildung 5.26 sind auch die
zeitlichen Spektren eingezeichnet, die in einem mit der lokalen Konvektionsgeschwindigkeit u, mit-
bewegten Koordinatensystem gemessen wiirden. Auch sie lassen sich aus den rdumlich-zeitlichen

Spektren berechnen:!!

Sy (w) = /<I>u,2(w — kpue, k) dky. (5.29)

Im mitbewegten System zeigt sich, dass die tatsichlichen zeitlichen Anderungen der Schwangungs-
bewegungen, also die, die nicht durch die konvektierte raumliche Struktur bedingt sind, durch ver-
gleichsweise grofe Zeitskalen dominiert werden. Genau das war die Grundannahme der Taylorhy-
pothese.

Freiheitsgrade

Erwartungswerte werden in der Simulation (als auch in jedem Experiment) durch Mittelung tiber
eine oder mehrere homogene Richtungen erhalten. Diese Vorgehensweise beruht auf der Ergodenhy-

1 U begeichnet die Schwankungen im mitbewegten System und u’ die des ruhenden Systems.
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Abb. 5.26: In Raumspektren umgerechnete Zeitspektren im Vergleich mit den echten raumlichen
Spektren. v/, v/, w’ und p’ kennzeichnen die Schwankungsbewegungen im ruhenden Sys-
tem wihrend U’, V', W’ und P’ Schwankungskomponenten des mit der lokalen Kon-
vektionsgeschwindigkeit mitbewegten Systems reprasentieren. Alle Spektren sind auf die
jeweilige Gesamtleistung normiert. Der Wandabstand ist y* = 0,03.
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pothese, die besagt, dass die theoretisch nétige Mittelung iiber alle moéglichen Realisationen durch
eine Mittelung {iber die dquivalenten Punkte einer einzigen Realisation (meist Ort oder Zeit) er-
setzt werden darf. Die in diesem Kapitel gezeigten stationiiren y-Profile, etwa %(y) oder u/v/(y),
sind beispielsweise durch Mittelung der entsprechenden Grofe (sie sei hier ¢ = ¢(Z,t) genannt)
iiber alle Zeiten ¢ und alle Orte x und z entstanden. Bekanntlich verhélt sich die Varianz des Mit-
telwertes umgekehrt proportional zur Zahl der unabhdngigen Mittelungen. Wenn aber nach jedem
Zeitschritt jeweils iiber alle Gitterpunkte der z-z-Ebenen gemittelt wird, dann sind diese Mitte-
lungen keineswegs unabhingig. Wéaren sie es, dann missten unter anderem alle Zeitsignale die an
zwei unterschiedlichen Orten gemessen werden, vollkommen unkorreliert sein, denn statistische Un-

t12. Die tatsichlichen Korrelationsfunktionen unterscheiden

abhéngigkeit impliziert Unkorrelierthei
sich aber sehr deutlich von einer Deltafunktion (vergleiche Kapitel 7). Identifiziert man das Verhélt-
nis der Varianz der Gréfie g zur Varianz vom berechnetem Mittelwert als die Zahl der Freiheitsgrade
o
Fgg & 22 (5.30)
0q
dann muss man, um eine Aussage zur Signifikanz des berechneten Mittelwerts machen zu kénnen,
aus den statistisch abhangigen Einzelwerten von ¢ die Zahl der Freiheitsgrade berechnen:

Nach Anhang C auf Seite 185 ist die Zahl der Freiheitsgrade pro Léngeneinheit

=T

f.g.q

Ryqg(0) [ Egg(ky)dky

N J Ry (rz)dry a Eqgq(0) (5.81)

Dabei bedeutet §* eine Mittelung von ¢ allein in z-Richtung. Ry (rz) = E[¢'(x)¢ (z + r4)] ist die
Korrelationsfunktion und Eyy(ks) = F {Rq/q/} das zugehorige Leistungsspektrum. Entsprechendes
gilt fiir die 2- und die Zeitrichtung.

Die Kehrwerte von f.g.g” und f.g.¢* konnen als Gedachtnisldngen der Turbulenz interpretiert werden
und 1/f.g.q" als Gedéchtniszeit. Abbildung 5.27 zeigt diese Grofen als Funktion des Wandabstandes.
Die Zeitspektren aus denen die Gedachtniszeiten berechnet wurden, sind in einem mit der lokalen
Konvektionsgeschwindigkeit mitbewegten Koordinatensystem bestimmt worden. Dadurch wird nur
die tatséchliche zeitliche Anderung der entsprechenden Grofie beriicksichtigt und nicht die Anderung,
die im ruhenden System durch die Konvektion des rdumlichen Musters hervorgerufen wiirde. Misst
man im realen Experiment an einem festen Ort ein Zeitsignal und mittelt man anschliefend die
gemessene Grofke, dann wird die Zahl der Freiheitsgrade dieser Mittelung im Wesentlichen durch
f.g.q" bestimmt (Taylorhypothese). In der Simualtion werden die Zeitsignale dagegen vom Umlauf
der Strukturen durch das periodische Rechengebiet bestimmt, sodass fiir zeitliche Mittelungen, bei
denen die Mittelungzeit groR gegen die Umlaufzeit ist, nur eine »echte« zeitliche Anderung des
Strémungsmusters die Varianzen der Mittelwerte senken kann.

Die Werte der Abbildung 5.27 lassen erkennen, dass sich im Allgemeinen die » Strukturen« in Stro-
mungsrichtung nur wenig und zeitlich nur langsam &ndern. Im besonderen Mafe gilt das fiir die
u-Komponente. Sehr »effektiv« konnen Mittelwerte in spannweitiger Richtung bestimmt werden,
denn man mittelt dabei iiber vergleichsweise viele Freiheitsgrade. In der Kanalmittenregion gilt das
fiir w aber nur bedingt, dort gibt es offenbar grofirdumige Bewegungen in spannweitiger Richtung.

Die Angabe einer Zahl von Freiheitsgraden pro Léngen- bzw. Zeiteinheit konnte dazu verleiten, bei
gegebener Fensterlange der Mittelung die Gesamtzahl der Freiheitsgrade durch Multiplikation mit
dieser Dichte zu ermitteln. Das ist aber nur dann zuléssig, wenn die Fensterlange ausreichend lang

2 Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht, da unkorrelierte Daten durchaus statistisch abhéngig sein kénnen.
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ist. Bei periodischen Signalen (hier ist das fiir die Raumrichtungen erfiillt) heifit ausreichend lang,
dass liber eine vollstandige Periode gemittelt werden muss. Zeitlich sind die Signale nicht periodisch
und »ausreichend lang« konnen die Fenster dann nur ndherungsweise sein. Bei kurzen Fensterlangen
wirkt sich aus, dass neben dem Gleichanteil des Leistungsspektrums auch solche Frequenzkompo-
nenten w zur Varianz des gemittelten Signals beitragen, fiir die 27 /w kein ganzzahliges Vielfaches
der Fensterldnge ist.

Es sei noch angemerkt, dass f.g.g* - f.g.g® nicht immer eine brauchbare Schétzung fiir die Zahl der
Freiheitsgrade in der z-z-Ebene ergibt, wie man vieleicht vermuten kénnte. Dazu muss entspre-
chend die zweidimensionale Korrelationsfunktion Ry g (s, 7,) ausgewertet werden. Im Allgemeinen
gilt auch nicht f.g.¢"* < f.g.q% - f.g.¢%, denn Korrelationsfunktionen kénnen auch negativ werden
und damit die Freiheitsgrade erhéhen. So gilt in der Simulation sogar f.g. %% = oo, wenn liber das
gesamte Rechengebiet gemittelt wird, da die Kontinuitatsgleichung keinen Mittelwert von v in einer
wandparallelen Ebene zulaft. In der Simulation wird in der Regel iiber alle homogenen Richtungen
gemittel, sodass fiir eine exakte Fehlerangabe von § = ¢%*! die dreidimensionale Korrelationsfunk-
tion Ry (ry, 7. 7) bekannt sein miisste. Die kann aber auch nur durch eine Mittelung geschétzt
werden, und die Schitzung ist dabei wesentlich unsicherer als der Mittelwert g selbst. Im Allgemei-
nen konnen aber die in Abbildung 5.27 gegebenen Werte fiir eine grobe Abschéitzung des Fehlers
herangezogen werden, auch dann wenn statt u, v bzw. w andere Mittelwerte berechnet werden.
Abschliefiend sei noch angemerkt, dass neben den Langzeitmittelwerten fiir die Untersuchung der
instationdren Stréomung vor allem die beziiglich der Wandperiode phasenstarr gemittelten Werte
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wichtig sind. Die Zahl der Freiheitsgrade der Phasenmittel ist dabei haufig grofer als die der Lang-
zeitmittel, denn die relevanten Zeitspektren fallen meist mehr oder weniger schnell mit der Frequenz
ab, sodass die Leistungsdichte der Schwankungen bei der Modulationsfrequenz teils deutlich kleiner
ist, als die Leistungsdichte bei der Frequenz null.

5.9 Momentanbilder

Erganzend zu den statistischen Daten der vorherigen Abschnitte, die alle durch diverse Mittelungen
entstanden sind, zeigen die Abbildungen 5.28 — 5.31 einige Momentanbilder der turbulenten Stro-
mung. Dabei sind verschiedene Schnitte durch ein typisches stationédres turbulentes Stréomungsfeld
dargestellt. Die eingezeichneten Pfeile reprasentieren nach Betrag und Richtung die Projektion des
Geschwindigkeitsvektors 4 in die jeweilige Ebene. Zusétzlich sind Hohenlinien der jeweils senkrecht
zur Ebene stehenden Geschwindigkeitskomponente oder Hohenlinien des Drucks eingezeichnet.

Die zweidimensionalen Abbildungen vermitteln zwar nur einen begrenzten Eindruck von der tur-
bulenten Strémung, einige der hiufig beschriebenen Strukturen kénnen aber ganz gut identifiziert
werden. So sind im y-2z-Schnitt ausgepragte Langswirbelstrukturen zu erkennen. Die Wirbelkerne
sind dabei durch lokale Druckminima ausgezeichnet. Ein Druckminimum ist jedoch auch nur be-
dingt als Kriterium zur Identifikation eines Wirbels in einer Scherschicht geeignet (Jeong & Hussain
1995). Die Streifenstruktur der u-Komponente ist im x-2z-Schnitt zu sehen. Es sind ausgedehnte
Teilgebiete zu erkennen, die eine mehr oder weniger einheitliche u-Komponente aufweisen. Dennoch
ist die Struktur sehr unregelméfig und bei weitem nicht so einheitlich wie es einige Beschreibungen
suggerieren.

Die rein visuelle Deutung von Stréomungsbildern ist immer sehr subjektiv gepragt und es ist auch
nicht beabsichtigt mit den gezeigten Abbildungen die physikalische Bedeutung oder auch nur die
Existenz irgendeiner Struktur zu belegen. Auch die verschiedenen Moglichkeiten dreidimensionale
Felder darzustellen, konnen eine statistische Auswertung der Daten meist nicht ersetzen. Die statis-
tischen Auswertung miissen sich dabei keineswegs auf Langzeitmittelwerte beschrinken, von denen
einige in diesem Kapitel gezeigt wurden, sondern es kann auch die zeitliche Entwicklung der Tur-
bulenz beriicksichtigt werden. Die beiden néchsten Kapitel zeigen eine Mo6glichkeit, wie man dabei
vorgehen kann.
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Abb. 5.32: Projektion der momentanen Geschwindigkeitsvektoren in die

z-y-Ebene bei z = 0. Von der axialen Komponente wurde die
mittlere Geschwindigkeit subtrahiert. Héhenlinen fiir p, w und
Wy



6 Instationare Kanalstromung

Die stationédre turbulente Kanalstromung ist nur bedingt zur Untersuchung der Dynamik geeignet,
denn die Stromung befindet sich dabei in einem Gleichgewichtszustand, sodass zeitliche Entwicklun-
gen und vor allem Wechselwirkungen von raumlichen Strukturen nur schwerlich zu extrahieren sind.
Die folgenden Untersuchungen der instationdren Kanalstromung sollen daher ein tieferes Verstdndnis
fiir die dynamischen Prozesse vermitteln, die in der Turbulenz eine wesentliche Rolle spielen. Insbe-
sondere konnen solche Grofen, die von der Stérung weitgehend unbeeinflusst bleiben, als Grundlage
flir zukiinftige Modelle der Turbulenz benutzt werden.

Das Hauptziel besteht in der detaillierten Analyse der zeitabhéngigen Abweichungen der (wand-
nahen) Turbulenz — die hier als dynamisches System von wechselwirkenden Strukturen verstanden
wird — vom Gleichgewichtszustand. Die zeitlichen Abweichungen vom Gleichgewichtszustand wer-
den dabei durch die Uberlagerung von kleinen periodischen Wandoszillationen induziert. Konkret
werden die zeitlichen Modulationen untersucht, mit der die raumlich(-zeitliche) Turbulenzstruktur
auf die Variation der Randbedingungen antwortet. In der Regel werden dazu Modulationsfaktoren
betrachtet, die in Abschnitt 4.8 auf Seite 40 eingefiihrt wurden. Eine starke Beeinflussung der un-
tersuchten Groéflen durch die Storung zeigt sich an grofen Betrigen der Modulationsfaktoren. Auch
die Phasenverlaufe (und die damit zusammenhéngenden Zeitverzogerungen gegeniiber der Stérung)
geben deutliche Hinweise auf die Parameter, die eher unbeeinflusst bleiben bzw. auf solche, die
deutlich von der Stérung moduliert werden.

6.1 Ausbreitung der induzierten Storung

Ausgangspunkt der Stérung ist die an den Wanden durch die modulierte Schubspannung induzierte
Scherwelle. Im sonst ruhenden Fluid, oder auch im laminar stromenden Fluid, breitet sich die Welle
nach der bekannten Stokeslésung (Schlichting (1958))

Uy, t) = uw e ¥ cos(wwt — y/ls — o) (6.1)

aus (Uy, wy und ¢p sind die Amplitude, Kreisfrequenz und Startphase der Wandschwingung; s =
V2V /wy, ist die Stokesldnge und y der Abstand zur Wand). Einfacher als Gleichung (6.1) schreibt
sich das zugehorige analytische Signale u(y,t) = Uy el@wt=y/ls) Den Ausfithrungen von Abschnitt
4.8 auf Seite 40 folgend, wird diese Notation hier durchgehend verwendet. Bei Uberlagerung der
im laminaren Fall exponentiell geddmpften Scherwelle mit einer turbulenten Grundstréomung, wird
sowohl die Ausbreitung der Scherwelle, als auch die Turbulenz durch nichtlineare Wechselwirkungen
gestort.
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Abb. 6.1: Ausbreitung der Scherwelle in der simulierten Turbulenz. Gezeigt sind phasengemittelte
Profile der axialen Geschwindigkeitskomponente jeweils zu den festen Phasen 0, 7/4, 7/2,
3/2m und 7. Die Phasen von 7 bis 27 ergeben spiegelbildliche Verlaufe und sind nicht
eingezeichnet. Verglichen werden die Verldufe mit der Stokeslésung, die sich bei einer
laminaren Grundstrémung ergeben wiirde und die, in der verwendeten Normierung, fiir
alle Abbildungen gleich ist.
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6.1.1 Orts- und Frequenzabhangigkeit der Reaktion

Abbildung 6.1 zeigt Beispiele von zu festen Phasenzeitpunkten gemittelten Profilen der axialen
Geschwindigkeitskomponente fiir unterschiedliche Anregungsfrequenzen. Die gezeigte Darstellung in
Form von »Momentanbildern«! vermittelt eine recht anschauliche Vorstellung von der Ausbreitung
der Scherwelle. Da aber bei jedem festen Wandabstand die erste Harmonische das Phasenmittel fast
vollstéandig widerspiegelt, bietet sich eine Ortskurvendarstellung an. Die in Abbildung 6.1 gezeigten
» Momentanbilder« sind in Wirklichkeit nicht durch phasenstarre Mittelung der Profile entstanden,
sondern sie sind aus den ersten beiden Harmonischen des Phasenmittels rekonstruiert worden. Die
Harmonischen wurden direkt, ohne Umweg iiber das Phasenmittel, bereits wahrend der Rechnungen
bestimmt (vergleiche Abschnitt 4.9).

Die Ortskurven der komplexen Wechselgeschwindigkeiten u(y,wy), jeweils iiber die gesamte Ka-
nalhéhe —h < y < h aufgetragen, finden sich fiir diverse Wandfrequenzen wy, in Abbildung 6.2.
Da die Winde gegenphasige Oszillationen ausfithren und in der gezeigte Auftragung die komple-
xen Amplituden auf die komplexe Amplitude der »unteren« Wand normiert sind, finden sich die
Ausgangsorte der jeweiligen Scherwellen bei —1 und +1. In Wandnéhe erhdlt man fiir hohe Fre-
quenzen eine fast perfekte Ubereinstimmung zwischen der berechneten Wechselgeschwindigkeit und
der Wechselgeschwindigkeit der Stokeslosung?. Dies ist zu erwarten, da die turbulente Schubspan-
nungen in diesem Bereich um Gréfienordnungen kleiner sind, als die viskosen Schubspannungen und
sie daher fiir die Ausbreitung der Scherwelle vernachléssigt werden kénnen. Im Bereich der Puffer-
schicht (5 < y™ < 50) erkennt man aber deutliche Abweichungen zum laminaren Fall. Hier kommt
es zu nichtlinearen Wechselwirkungen zwischen der Scherwelle und der Turbulenz. Bei den tiefsten
Anregungsfrequenzen finden wir, jedenfalls im wandnahen Bereich, ein quasistationires Verhalten
der Stromung. Der gesamte wandnahe Bereich reagiert hier in etwa mit gleicher Phase, wird also
als Ganzes (einheitlich) moduliert. Man erwartet, dass die Stromung dann quasistationar antwortet,
wenn die Periodenldnge der Anregung im Vergleich zu typischen Zeitkonstanten der Strémung grofs
ist. Eine typische Zeitkonstante ist zum Beispiel die Zeit, die ein » Wirbel« fiir eine Umdrehung
benétigt. Die grofen Wirbel® und damit auch die grofen Zeitkonstanten findet man vor allem in der
Kanalmitte, wihrend der wandnahe Bereich durch viel kleinere Zeitkonstanten ausgezeichnet ist. Es
verwundert daher nicht, dass der wandnahe Bereich sehr viel schneller quasistationar reagiert, als
die gesamte Stromung.

Die Ortskurvendarstellung hat den Nachteil, dass der Kurvenparameter (in Abbildung 6.2 ist das
der Wandabstand y) einem Kurvenpunkt nicht ohne weitere Markierungen zugeordnet werden kann.
Der Vorteil ist, dass eine komplexe Grofe in einer Abbildung gezeigt werden kann, man also nicht
Betrag und Phase oder Real- und Imaginérteil getrennt betrachten muss. Haufig vermittelt die Orts-
kurvendarstellung auch einen besseren Eindruck von der Modulation der Gréfien, die in dieser Arbeit
betrachtet werden. Dennoch werden teilweise auch Betrag und Phase gezeigt, insbesondere um die
Abhéangigkeit von dem Parameter (das ist fast immer der Wandabstand y oder die Wandfrequenz
wy) deutlich zu machen.

! Im Sinne einer festen Wandphase, jedoch gemittelt iiber alle Schwingungen und gemittelt in axialer und spann-

weitiger Richtung

In der Ortskurvendarstellung durchlduft (als Funktion von y) die Stokeslosung fiir alle Frequenzen immer dieselbe
Kurve, je nach Wandfrequenz aber unterschiedlich schnell.

Eine Abschétzung fiir die Ausdehnung eines Wirbels liefert zum Beispiel die erste Nulllinie der Korrelationsfunktion
R, 2(rz,72). In Kanalmitte ergibt sich damit fiir die gréften Wirbel ein Durchmesser von etwa 1/4 Kanalhdhen,
in Wandnéhe findet man Durchmesser mit maximal etwa 30 Pluseinheiten (Kim, Moin & Moser 1987)
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Abb. 6.2: Ausbreitung der Scherwelle in der simulierten Turbulenz. Gezeigt ist die komplexe Am-
plitude uy e ¥/tse=1¥/ls der Welle fiir verschiedene Frequenzen der Wandschwingung. Die
gestrichelte Grenzlinie kennzeichnet die Stokeslosung. Sie ist fiir alle Frequenzen gleich,
wird aber mit steigender Frequenz immer schneller durchlaufen (wenn der Wandabstand
als Parameter verwendet wird).
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Abb. 6.3: Betrag und Phase der Scherwelle fiir einige Frequenzen der Anregung in Abhangigkeit
vom Wandabstand. Fiir die hohen Frequenzen ist zum Vergleich auch die zugehorige
Stokeslosung als gestrichelte Linie mit eingezeichnet. (Legende wie Abbildung 6.2 oben).

So sind in den beiden Bildern von Abbildung 6.3 der Betrag und die Phase der an der Wand induzier-
ten Scherwelle dargestellt. Ein qualitativer Vergleich mit der Stokeslosung ist dabei leicht moglich.
Fiir die hohen Wandfrequenzen ist die Stokeslosung als gestrichelte Kurve mit eingezeichnet. Es
wird deutlich, dass sich Abweichungen zur Stokeslésung schneller in der Phase zeigen als im Betrag.
Deutlich wird auch, dass sich dort wo die Turbulenz wichtig wird, also etwa ab der Pufferschicht
(y™ > 5), die Scherwelle viel schneller ausbreitet als im laminaren Fall. Die Turbulenz reagiert in
der Regel auch weit von der Wand entfernt noch mit nennenswerten Amplituden auf die Stérung,
insbesondere natiirlich fiir die tiefen Wandfrequenzen.

Vergleiche zwischen den Daten der Simulation und Messwerten findet man in Abbildung 6.4. Zu-
mindest bei ausreichend hohen Anregungsfrequenz stimmen Messung und Simulation weitgehend
iiberein. Wahrend aber die Messwerte eine recht groffe Streuung aufweisen, zeigen die Daten der
Simulation in der Regel einen sehr glatten Verlauf. Bei tiefen Frequenzen zeigen die Messwerte ein
ungewohnliches Verhalten mit ausgepragten Wendepunkten in den Ortskurven. Besonders in der
N&he der Wand sind die Messwerte mit erheblichen Unsicherheiten behaftet, sodass die gemessenen
Ortskurven in diesem Bereich mit einiger Sicherheit nicht die tatsichliche Physik wiedergeben. Die
Qualitat der instationdren Simulation ermoglicht eine wesentlich genauere Analyse der Turbulenz-
reaktion auf die aufgepragte Storung, als es mit den vorhandenen Messdaten moglich ist.
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Abb. 6.4: Ausbreitung der Scherwelle im Vergleich mit Messergebnissen. Die dimensionslosen Fre-
quenzen zwischen der Numerik und den Experimenten sind in etwa gleich.
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6.1.2 Impulsantwort der turbulenten Stromung

Die Reaktion der turbulenten Strémung wurde iiber einen vergleichsweise groften Frequenzbereich
ermittelt, vor allem aber mit einer Frequenzauflosung, die es erlaubt, aus den komplexen Am-
plituden u(y,wy) die zugehorige Impulsantwort der turbulenten Stromung zu berechnen. Jedoch
sind dazu zunidchst zwei Ndherungen notwendig. Zum einen sind die Modulationsfrequenzen auf
der Frequenzachse nicht linear verteilt, sodass eine direkte Riicktransformation in den Zeitbereich
nicht moglich ist, zum anderen ist auch nur ein endlicher Frequenzbereich abgedeckt, sodass mit
den vorhandenen Frequenzen nur ndherungsweise ein Puls zusammengesetzt werden kann. Um eine
dquidistante Anordnung der Frequenzkomponenten zu erhalten, wurde die » Ubertragungsfunktion «
u(y,wyw) im Frequenzbereich interpoliert. Die hochste Modulationsfrequenz der hier ausgewerteten
Simulationsreihe war w =~ 0,25 - 1072 und sie legt die Zeitauflésung der Impulsantwort nach dem
Nyquist-Theorem auf AtT =~ 12,5 fest. Es erschien wenig sinnvoll, eine Extrapolation iiber diesen
Bereich hinaus vorzunehmen. Der dadurch entstehend »Sprung« in der Ubertragungsfunktion wur-
de durch Multiplikation mit einer Fensterfunktion (Hanningfenster) beseitigt. Fiir Einzelheiten zur
Theorie der Fourier-Transformtion sei auf (Coulon 1986) verwiesen.

Als Riicktransformierte der auf die oben beschriebenen Weise modifizierten Ubertrangungsfunktion
ergibt sich die Impulsantwort

us(y,t) = F~H{uly, ww) }- (6.2)

Sie ist in Abbildung 6.5 dargestellt. Im Kapitel 4 wurde die Impulsantwort fiir einen reinen Diffu-
sionsprozess angegeben und sie konnte hier zum Vergleich mit wus(y,t) herangezogen werden. Die
Effekte der benutzten Naherungen blieben dabei jedoch unberiicksichtigt. Daher wurde die »Stokes-
Ubertragungsfunktion« iy, e =¥/t in gleicher Weise wie 4(u, wy, ) modifiziert. Die Impulsantwort, die
sich aus der anschlieffenden Riicktransformtion in den Zeitbereich ergab, ist in Abbildung 6.5 mit
» Impulsantwort der laminaren Stromung« bezeichnete.

Erwartungsgeméaf reagiert die turbulente Stromung wesentlich schneller auf die Stérung als die
laminare Strémung. Beispielsweise erfolgt beim Wandabstand y* = 32,6 die maximale Reaktion in
der laminaren Strémung erst nach etwa 170 viskosen Einheiten?, bei der turbulenten schon nach
weniger als der Halfte dieser Zeit und zusétzlich mit groferer Amplitude.

6.2 Modulierte Geschwindigkeitsschwankungen

Ob und wie stark die Turbulenz durch die Wandbewegungen gestort wird, kann man nicht aus der
Wechselgeschwindigkeit allein ermitteln. Man muss dazu auch turbulente Schwankungsbewegungen
mit in die Untersuchung einbeziehen. So werden, neben der Geschwindigkeit selbst, auch die turbu-
lenten Schwankungsbewegungen um diesen — jetzt phasenabhingigen — Mittelwert moduliert. Per
Definition ist die Modulation der Schwankungen selbst Null (folgt aus u) def u; — <ul>), nicht je-
doch die Modulation vom Produkt zweier Schwankungen <u;u;> Im Folgenden werden die einzelnen

Terme des modulierten Reynoldsschen Spannungstensors zunéchst getrennt untersucht.

% Der theoretische Wert liegt etwas hoher: y+2 /6 ~ 177.
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Abb. 6.5: Reaktion der Stromung auf eine nadherungsweise impulsartige Anregung (siehe Text).
Impulsantwort der laminaren Stromung (links) im Vergleich mit der Impulsantwort der
turbulenten Stromung (rechts). Die Abstédnde der Hohenlinien sind logarithmisch verteilt.
Oben: us(t) bei y™ = 32,6 in linearem Mafstab (Zeitachse wie unten).

6.2.1 Turbulente Schubspannung

Die Reynoldsgleichung (4.6 auf Seite 35) ermoglicht es aus der gemessenen bzw. simulierten Wech-
selgeschwindigkeit u(y, t) die Modulation der turbulenten Wechselschubspannung —u't (y,t) zu be-
stimmen, ohne dass man die v-Komponente der Geschwindigkeit messen muss. Bei Vernachlassigung
von fl bzw. 0p/0x, was im Experiment nicht immer gerechtfertigt ist, ergibt sich nach einer Fourier
Transformation von Gleichung (4.6) und anschliefender Integration in wandnormaler Richtung:

y A~
—W(y,w) = iw/ﬂ(y’,w) dy’ — V&L(éy?;w). (6.3)
0

In der Tat wurde davon in einigen experimentellen Arbeiten Gebrauch gemacht (Hohler 1978; Breu-
er 1995). Allerdings hat diese Methode den Nachteil, dass die raumliche Ableitung 0u/0y bendtigt
wird. Die Messwerte miissen dann schon sehr dicht liegen und diirfen nicht zu stark streuen. Die
indirekte Bestimmung der Modulation der turbulenten Wechselschubspannung aus dem Wechsel-
geschwindigkeitsprofil hat sich im Experiment als problematisch erwiesen. Auch die von Breuer
(1995) durchgefiihrte Ausgleichsrechnung, die ohne direkte Bestimmung der rdumlichen Ableitung
auskommt, ist noch mit einigen Unsicherheiten behaftet.
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In der Simulation und in Experimenten, bei denen man simultan u und v misst, kann man dage-
gen direkt die Modulation der turbulenten Wechselschubspannung —u't (y,t) auswerten. In unseren
Simulationen liegen die (Mess)punkte aber recht dicht, sodass sich auch die aus Gleichung (6.3)
berechnete Modulation praktisch nicht von der direkt bestimmten unterscheidet. Experimentelle
Daten zur modulierten Wechselschubspannung findet man nur in vergleichsweise wenigen Arbei-
ten, obwohl die turbulente Wechselschubspannung eine der dynamisch wichtigsten Groéfen in der
Turbulenz ist®. Mit den vorhandenen numerischen Daten steht eine umfangreiche Datenbasis fiir
die Auswertung der modulierten Wechselschubspannung bereit. In den Abbildungen 6.6-6.11 sind
einige mogliche Auftragungen der Daten fiir verschiedene Stréomungsparameter gezeigt.

Tragt man den Modulationsfaktor m, ./ (y,wyw) gegen den Wandabstand auf (Abbildung 6.6), dann
findet man fiir verschiedene Anregungsfrequenzen wy, recht unterschiedliche Verldufe. An der Re-
aktion der turbulenten Wechselschubspannung auf eine dufiere Stérung sind wahrscheinlich unter-
schiedliche Prozesse beteiligt, deren Wirkungen sich iiberlagern. Im unteren Bild von Abbildung 6.6
fallt auf, dass die wandnahen Phasenverldufe fiir Modulationsfrequenz ober- und unterhalb von
wy =2,17-1072 ganz unterschiedlich sind. So &ndert sich die Startphase (Phase an der Wand) zwi-
schen wy = 1,44-1072 und w} = 2,17-1072 um etwa 180 °, einhergehend mit kleinen Betréigen des
Modulationsfaktors. Im Zusammenhang mit der Ortskurvendarstellung von m,, (wy, ) wird das noch
eine Rolle spielen. Den vom Betrag her gréfsten Modulationsfaktor findet man in der Regel unmit-
telbar tiber der Wand. Wahrend er aber fiir tiefe Frequenzen recht schnell mit wachsendem Abstand
von der Wand abnimmt, zeigen sich fiir den Ubergangsbereich und auch fiir hohe Frequenzen lokale
Maxima des Modulationsfaktors. Auch Breuer (1995) fand, so wie wir, fiir die tiefste Frequenz ihrer
Untersuchung einen steilen Abfall des Modulationsfaktors mit wachsendem y. Jedoch beruhte ihre
Beobachtung nur auf wenigen Messpunkten und es war unklar, ob das Auswerteverfahren diesen
Effekt, der nun bestétigt scheint, bewirken konnte.

Insgesamt nimmt der Modulationsfaktor mit sinkender Frequenz zu — das gilt aber nicht fiir alle
Wandabsténde — und er erreicht unmittelbar tiber der Wand fiir die tiefen Frequenzen ein Maximum
von knapp drei. Beachtenswert ist, dass man auch weit entfernt von der Wand noch betragsmaéfig
recht grofte Modulationsfaktoren findet. Jedoch nimmt die Aussagekraft der Modulationsfaktoren
zur Kanalmitte hin ab, denn der Gleichwert — auf den ja der Modulationsfaktor normiert ist —
verschwindet im Gegensatz zur Modulationsamplitude mit Anndherung auf die Kanalmitte, sodass
die Normierung in diesem Bereich sinnlos wird.

Einschub: Modulierter Korrelationskoeffizient

Alternativ zur Normierung auf den Mittelwert, kann die Schubspannung auch auf die Effektivwerte
der beiden beteiligten Signale u/ und v’ normiert werden. Im stationiren Fall erhalt man damit den
Korrelationskoeffizient

def —UV
Xu’v’(y) = e (64)

Bei der naheliegenden Erweiterung auf den instationdren Fall, wird auch das Phasenmittel —<u’ v’>
mit den stationidren Gleichwerten ueg und veg normiert. Die so normierten Gleich- und Wechsel-
anteile der turbulenten Schubspannung sind fiir vier Anregungsfrequenzen im linken Teil von Ab-
bildung 6.7 dargestellt. Vom Wechselanteil ist nur der Betrag gezeigt, denn die Phase &dndert sich
durch die Normierung gegeniiber —u'v/ nicht. Die Amplitude der Wand war in allen Fallen gleich

5 Neben ihrem unmittelbaren Einfluss auf das Strémungsfeld <u(y)>, ist sie zum Beispiel fiir die Produktion turbu-
lenter kinetischer Energie mafgeblich (vergleiche auch Kapitel 4).
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Abb. 6.6: Modulationsfaktoren der turbulenten Schubspannung fiir diverse Frequenzen der Anre-
gung: Betrag (oben) und Phase (unten) gegen den dimensionslosen Wandabstand aufge-

tragen.
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0,15up und ist hier desshalb erwdhnt, weil der Wechselanteil nicht wie iiblich auf a,, bezogen wurde
und damit von der Amplitude abhéngt. Die Gleichanteile, das heifst, die langzeitgemittelten Kor-
relationskoeffizienten, unterscheiden sich erwartungsgeméf bei den vier instationdren Stromungen
praktisch nicht. Die auf die stationidren Effektivwerte normierte Wechselschubspannung schwankt
zeitlich, um den in Gleichung (6.4) definierten und in der Abbildung gezeigten stationdren Gleich-
wert und zwar mit der ebenfalls dargestellten Amplitude. Der Ausdruck S / (UeftVer) kann auch
grofler als eins werden, da er nicht — wie man vielleicht annehmen kénnte — die Modulation eines
Korrelationskoeffizienten darstellt. Im konkreten Beispiel der Abbildung 6.7 ist, aufgrund der kleinen
Amplitude der Anregung, jedoch immer —u/v/ [ (UeftVer) < 1.

Beriicksichtigt man, dass neben der Schubspannung auch die Normalspannungen und damit die
Effektivwerte ueg und veg moduliert werden, erhdlt man einen phasengemittelten Korrelationskoef-
fizient. Dazu wird das Phasenmittel —<u’ v’>(y, t) auf die phasengemittelten Effektivwerte normiert:

<Xu’v’>(y7t) déf ﬂ (65)

W) (o)

Man hat jetzt wieder iiberall den gleichen Mittelungsoperator und es gilt die Schwarzsche Unglei-
chung, die in diesem Fall besagt, dass der Ausdruck (6.5) zu keinem Zeitpunkt dem Betrage nach
grofer als eins werden kann. Die gegebene Definition (6.5) kann somit als phasengemittelter Korre-
lationskoeffizient interpretiert werden. Nun ergibt sich aber das Problem, dass die Modulation des
Korrelationskoeffizienten aus einer nichtlinearen Kombination der beteiligten Modulationen zusam-
mensetzt ist und dadurch auch immer héhere Harmonische entstehen. Das geschieht selbst dann,
wenn die Modulationen der Schubspannung und der beiden Normalspannungen perfekt harmonisch
sind. Es zeigt sich aber, dass die nichtlinearen Glieder in der Regel klein und héufig zu vernachléssi-
gen sind. Insbesondere kann das Verhéltnis zum linearen Anteil durch Verminderung der Anregungs-
amplitude vermindert werden. Dann ist es gerechtfertigt eine Entwicklung des Bruchs durchzufiihren
und man gelangt, unter Vernachlassigung der nichtlinearen Glieder, zu folgendem Ausdruck:

u'v’ 1, u'? v'? . —u'v’
<Xu’fu’>(yat) ~ Xu'v' (1 + — = 5( — + — )) mit Xy = ——m—. (6-6)
uv u’ v u/2 U/2
Fiir die hier interessierende erste Harmonische ergibt sich damit®
R —W a, 2 +a, 2
X (Y Ww) N ———= — Xule! — 5 5 . (6.7)
u/2 U/Z

Der erste Term der rechten Seite ist die im linken Teil der Abbildung 6.7 dargestellte Modulation
der Schubspannung (normiert auf die stationdren Effektivwerte). Wird aber die Modulation der
Effektivwerte berticksichtigt, so taucht mit dem zweiten Term ein zum stationdren Korrelations-
koeffizienten x,/,» proportionaler Anteil auf, der vom ersten Term (komplex) subtrahiert werden
muss. Dadurch ergibt sich meist effektiv eine wesentlich kleinere Modulation, wie man im rechten

5 Nichtlineare Funktionen von modulierten Gréfen werden noch 6fter auftreten. Die Vorgehensweise, um daraus

den zur Anregung synchronen Anteil zu extrahieren, ist immer dhnlich: Im Ausdruck der stationdren Strémung,
dessen Modulation untersucht werden soll, werden alle Langzeitmittelungsoperatoren U durch das zeitabhéin-
gigen Phasenmittel <> ersetzt. Diese werden in einen Gleichanteil und einen Wechselanteil aufgeteilt und der
Gesamtausdruck in Potenzen der Wechselanteile entwickelt. Insbesondere ist diese Vorgehensweise niitzlich, um

quasistationidre Grenzwerte zu bestimmen.
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Teil der Abbildung 6.7 erkennen kann. Besonders bemerkenswert ist, dass bei etwa y™ ~ 30 bis 35,
unabhéngig von der Frequenz, nahezu keine Modulation des Korrelationskoeflfizienten stattfindet.
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Abb. 6.7: Modulation des Korrelationskoeffizienten; links ohne und rechts mit Beriicksichtigung
der Modulation der Effektivwert (Achtung! Unterschiedliche Mafstabe). Fiir vier Anre-
gungsfrequenzen (links und rechts durch dieselben Stricharten gekennzeichnet) sind die
Gleichanteile und die Betrige der Wechselgrofsen gezeigt. Die Wandamplitude war in allen
Fillen gleich 0,15up. Die Wechselanteile sind hier nicht auf a,, normiert. Die zu den.

Verglichen mit der Wandschubspannungsmodulation ar, ergeben sich fiir die Modulation des Kor-
relationskoeffizienten dem Betrage nach recht kleine Werte. Der Modulationsfaktor Xy ./ (Xy/w Gr )
zeigt dabei aber eine ausgepragte Frequenzabhéngigkeit. In Abbildung 6.8 ist der Modulationsfaktor
beim Wandabstand y™ = 12 nach Betrag und Phase zu sehen. Man kann ein deutliches Maximum
bei der Wandfrequenz w;’ ~ 0,01 erkennen. Die Frequenz entspricht einer Stokesléinge von [J ~ 14
und damit einer typischen Turbulenzfrequenz. Oberhalb und auch unterhalb dieser Frequenz ist die
Modulation des Korrelationskoeffizienten deutlich schwécher. Vergleicht man die Modulation statt
mit a,, mit dem quasistationiren Grenzwert, dann kann bei w;. = 0,01 nicht mehr von einer klei-
nen Modulation gesprochen werden. Bei anderen (wandnahen) Orten zeigt sich ein sehr &dhnliches
Verhalten. Das Maximum wandert kaum, verliert aber mit wachsendem Wandabstand an Hohe.

Die in Abbildung 6.8 gezeigten Modulationsfaktoren sind einmal direkt aus Gleichung (6.5) be-
rechnet worden und einmal mit Hilfe der linearen Niaherung (Gleichung 6.7). Bei hohen Frequenzen
zeigen sich erwartungsgemaf keine nichtlinearen Effekte, wihrend bei den tieferen Frequenzen kleine
Differenzen zwischen den Kurven zu sehen sind. Eine weitere Analyse des Korrelationskoeffizienten
erfolgt im Zusammenhang mit der Modulation von spektralen Eigenschaften der Strémung im sieb-
ten Kapitel (Seite 131). Insbesondere wird auch der spektral aufgeloste Korrelationskoeffizient, die
sogenannte Kohérenzfunktion, untersucht. Hier mochte ich zunéchst zur modulierten Schubspan-

nung zuriickkehren.
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Modulierte Schubspannung

In Abbildung 6.9 ist der Modulationsfaktor m,s . (y,wy) gegen die Wandfrequenz aufgetragen.
Abweichend zur Erwartung des monotonen Abfalls mit wachsender Wandfrequenz der Anregung,
zeigt sich fiir die wandnahe Reaktion der Turbulenz ein Minimum bei etwa w, &~ 0,02. Betrachtet
man den Phasenverlauf in diesem Bereich, dann findet man in der Regel einen Sprung. Die Ortskur-
ven der Modulationsfaktoren zeigen die (formale) Ursache dafiir sehr deutlich (Abbildung 6.10). In
den Ortskurven gibt es » Schleifen« in der Néhe des Nullpunktes. Bei Frequenzen ober- und unterhalb
von etwa wy; ~ 0,02 gehorcht die Strémung offenbar einer unterschiedlichen Dynamik. Das hat sich
ja bereits bei der Wandschubspannungsimpedanz gezeigt (Abbildung 4.2 auf Seite 44). Wandnah
ist die Reaktion der turbulenten Wechselschubspannung auf die Stérung durch kleine Resonanzen

gepragt.

In Abbildung 6.10 sind auch Ortskurven von Modulationsfaktoren dargestellt, die bei Strémungen
mit der recht grofen Anregungsamplitude von 0,6, gefunden wurden.” In Wandnihe kénnen dabei
nichtlineare Effekte nicht mehr ausgeschlossen werden. Dennoch zeigen sich keine besonders grofen
Unterschiede gegeniiber Anregungen mit kleinen Amplituden. Weiter unten werden noch einige
generelle Aspekte beziiglich der erwarteten Reaktionen bei groffen Amplituden diskutiert.

Die Phasenverldufe der Abbildung 6.6 bestétigen die Beobachtung von Breuer (1995), dass fiir tiefe
und moderat hohe Frequenzen ein lokales Maximum der Phase in der Pufferschicht zu finden ist,

7 Auch die Modulationsfaktoren der Abbildung 6.9 stammen aus der A-Serie (Abschnitt 3.1 auf Seite 27). Die Daten
dieser Simulationsreihe wurden hier nicht wegen der groffen Wandamplituden gewéahlt, sondern weil dabei mehr
Rechnungen fiir hohe Modulationsfrequenzen durchgefithrt wurden.
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Betrag der Modulation [m,|

Phase der Modulation arg{m,}

Wandfrequenz wy’

Abb. 6.9: Modulation der turbulenten Schubspannung als Funktion der Modulati-
onsfrequenz nach Betrag (oben) und Phase (unten).

das heifit, eine minimale Phasenverzogerung gegeniiber der modulierten Wandschubspannung. In
der Ortskurvendarstellung mit dem Wandabstand als Parameter wird der Effekt wesentlich deut-
licher. Abbildung 6.11 zeigt das wandnahe Verhalten der modulierten turbulenten Schubspannung
als Funktion von y in der komplexen Ebene. Deutlich ist bei bestimmten Wandabstdnden eine Art
»Knick« in den Ortskurven zu erkennen. Der zugehdrige y™-Wert liegt dabei immer im Bereich
zwischen 20 und 30 viskosen Einheiten. Die phdnomenologische Modellannahme von Ronneberger
(1985), die unter anderem auf Arbeiten von Hohler (1978) basiert, dass sich die turbulente Wech-
selschubspannung von einem Gebiet 20 < y™ < 30 ausgehend raumlich ausbreitet, scheint dadurch
bekraftigt zu werden. In unmittelbarer Wandnéhe sollten, so die Annahme, die turbulente Schub-
spannung und die Scherrate vollkommen entkoppelt sein. Ein sehr dhnliches Verhalten wird sich im

Folgenden bei den turbulenten Normalspannungen zeigen.
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6.2.2 Turbulente Normalspannungen

Im Gegensatz zur turbulenten Wechselschubspannung — ,01717’ gibt es einige experimentelle Untersu-
chungen zur Modulation der axialen Schwankungen w/2. In unserer eigenen Arbeitsgruppe wurde in
den letzten Jahren ausschlieftlich die u-Komponente der Geschwindigkeit gemessen, sodass etwa u'v!
nur mit erheblichen Unsicherheiten indirekt tiber die Reynoldsgleichung bestimmt werden konnte.
Die aus dem Messsignal u(y,t) ermittelten Modulationsfaktoren m, 2 sind wesentlich zuverlassiger
und sie werden daher hier zum Vergleich mit den Simulationswerten herangezogen. Es wird zunéchst
ausschlieflich die Modulation der Gesamtleistung betrachtet. Spater folgt dann eine weitere Auf-
schliisselung der Modulation nach einzelnen Amplitudenwerten (Abschnitt 6.5 auf Seite 122) und
Frequenzkomponenten (Kapitel 7 auf Seite 131).

Ortsabhingigkeit der Modulation

Abbildung 6.12 zeigt die Modulation der Varianz der longitudinalen Geschwindigkeitskomponente,
bezogen auf den ortlichen Langzeitmittelwert und bezogen auf die relative Modulation der Wand-
schubspannung. Neben der recht guten Ubereinstimmung zwischen den numerischen und den expe-
rimentellen Daten fallt auf, dass die Modulation auch bei hohen Wandfrequenzen zur Kanalmitte
hin sehr viel langsamer abféllt, als im rein viskosen Fall. Alle unsere bisherigen Untersuchungen
deuten darauf hin, dass die Ursache hierfiir in einem viskoelastischen Verhalten des turbulenten
Strémungsfeldes liegt, worauf im Abschnitt 6.3 noch ndher eingegangen wird.

Bei tiefen Anregungsfrequenzen beobachten wir, dass die Phasenverzégerung von w2 (bezogen auf
die Phase der Wandschubspannungsmodulation) in Wandnéhe mit steigendem Wandabstand un-
erwartet zunichst kleiner wird, und erst ab ca. y™ ~ 25 bis 30 fiir die tiefsten Wandfrequenzen
immer weiter ansteigt. Abbildung 6.13 zeigt zur Verdeutlichung des Beschriebenen einige Modula-
tionsfaktoren fiir den wandnahen Bereich (bis ca. y™ = 145) in der komplexen Ebene. Wie bei der
modulierten turbulenten Schubspannung findet man auch hier, dass die zu den tiefen Frequenzen
gehorenden Ortskurven bei etwa den gleichen Wandabstdnden »abknicken«. Bei etwas h6heren Fre-
quenzen bilden die Ortskurven auch kleine Schleifen. Der Bereich y* a 25 bis 30 hat fiir die Dynamik
der Strémung scheinbar eine besondere Bedeutung. Wodurch der beschriebene Effekt letztendlich
hervorgerufen wird ist im Detail aber unklar. Offenbar sind die Antwortzeiten gegeniiber der Stérung
im angegebenen Bereich minimal, sodass es naheliegt, eine Ausbreitung der turbulenten Wechsel-
spannungen von diesem Gebiet aus anzunehmen. Der primére Ausgangsort der Stérung ist natiirlich
die modulierte Wechselschubspannung an der Wand, die Modulationsfaktoren charakterisieren aber
immer einen eingeschwungenen Zustand. In einem zeitlichen Bild kann man die Arbeitshypothese
einer innerhalb der Pufferschicht reflektierten Scherwelle aufstellen.

Dass es sich bei dem beschriebenen Effekt nicht um einen Artefakt der Simulation handelt, zeigen
die in Abbildung 6.13 mit eingezeichneten Messwerte. Ublicherweise wurden die experimentell er-
mittelten Modulationsfaktoren nach Betrag und Phase oder auch nach Real- und Imaginérteil als
Funktion des Wandabstandes aufgetragen. Dann zeigt sich der ausgezeichnete Ort bzw. Bereich weit
weniger augenscheinlich.

Modulierte Normalspannung als Funktion der Frequenz

Die turbulente Wechselnormalspannung ist sowohl abhéngig vom Ort innerhalb der Stromung, als

auch von der Anregungsfrequenz: u/? = v/ 2(ww, y). Wahrend aber der Wandabstand nur ein Para-
meter ist, handelt es sich bei der Modulationsfrequenz um eine dynamische Variable des Systems.
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Verbindet man die Modulationsfaktoren in der bewédhrten Ortskurvendarstellung fiir feste Wand-
abstdnde y, erhidlt man einen besseren Eindruck von der Dynamik. Exemplarisch ist das fiir zwei
Wandabsténde in der Abbildung 6.14 dargestellt. Zuséatzlich zu den Modulationsfaktoren der axia-
len Geschwindigkeitsfluktuationen sind die der wandnormalen und spannweitigen Komponente mit
eingezeichnet.

Generell bestitigt sich die Erwartung, dass die Reaktion der Turbulenz mit steigender Frequenz
abnimmt. Zum einen klingt dann die induzierte Scherwelle sehr schnell ab — innerhalb der viskosen
Unterschicht — und kann daher kaum mit der Turbulenz wechselwirken, zum anderern hat die Tur-
bulenz auch keine Zeit, auf die geinderten Randbedingungen zu reagieren. Die axiale Komponente
zeigt einige Abweichungen gegeniiber den beiden anderen Komponenten. So nimmt die Amplitude

12

von u'“ — vor allem in Wandndhe — meist schneller mit wachsender Modulationsfrequenz ab, als

bei v'? und w'?. Auch sind die Phasenlaufzeiten gegeniiber der modulierten Wandschubspannung
in der Regel deutlich kleiner. Die Phasenlaufzeiten konnen nicht direkt den Ortskurven entnom-
men werden, denn neben der Phasenverschiebung geht dabei auch die Frequenz der Anregung ein.
Abbildung 6.15 zeigt fiir den Wandabstand y*™ = 12 die aus den Phasen der Modulationsfaktoren

—

berechneten Phasenlaufzeiten —arg{u/u}/7y}/wi .

Fiir alle Modulationsfrequenzen findet man fir u'* die kleinsten Laufzeiten. Deutlich ist auch ein
unterschiedliches Verhalten von u/> gegeniiber v'> und w'? fiir tiefe Frequenzen zu erkennen. Die
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-0,6 —-04 0,2 0 0,2 -0,6 —-04 —0,2 0 0,2
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Abb. 6.13: Modulationsfaktoren der axialen Schwankungsbewegungen in der komplexen Ebene fiir
diverse Frequenzen. Gezeigt ist das wandnahe Verhalten bis y™ < 145. Oben rechts:
e Messung: w; = 0,645 - 1072, o Messung: wy = 1,49 - 1072, — DNS: w} = 0,639 - 1072,
— DNS: w = 1,44 - 10~2; unten rechts: @ Messung: w; = 2,13 -1072, — DNS: w} =
2,17-1072. (Legende der Farbkodierung wie Abbildung 6.11).
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Abb. 6.14: Modulationsfaktoren der Normalspannungen und des Drucks als Funktion der Frequenz.

350 Wandamplitude u,, = 0,15u;; Wandabstand 3y ~ 12,3

T

T
1

g m e m——— A ~ j= 7
300 NS T - .. —arg{/Tw}/wy

Tegrae B
+ S, ', >
5 250 I~ o .’é . S

. . ———y’ . [ S
‘., N e s LNl —
. SNo———0——= oo Ld

LE 200 F . IS I )
E IR PP . RR-N - v
8 150}
é 100
A

o0

350
300+
-‘§ 250
e
7200
g 150
=
Q_‘ 100 |
50+
0\\\\l L L P S S S ST | L L P S S S ST |
1073 102 1071

Modulationsfrequenz wg
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Phasenlaufzeiten fiir v'* sind fiir wf ~ 1-1072 maximal und nehmen von dort sowohl fiir wachsende
als auch fiir sinkende Frequenzen kontinuierlich ab. Auch v'? und w'? zeigen lokale Maxima bei
wf ~ 1-1072. Im Gegensatz zu den Phasenlaufzeiten von u/z, steigen diese aber fiir die normale
und spannweitige Komponente der Geschwindigkeit fiir die tiefen Frequenzen wieder an.

Weiter oben wurde bereits erwahnt, dass die Energie, die der mittleren Strémung pro Zeiteinheit
entzogen wird, zuerst auf die axiale Komponente iibertragen wird. Damit wurde unter anderem
begriindet, dass der Effektivwert der turbulenten u-Schwankungen deutlich gréfer ist als die Ef-
fektivwerte der v- und w-Schwankungen. Das war aber nur eine Plausibilititserklarung, denn eine
zeitliche Entwicklung ist bei den Effektivwerten tiberhaupt nicht beriicksichtigt. An den Phasenlauf-
zeiten zeigt sich nun aber auch in einem zeitlichen Bild, dass die axialen Fluktuationen schneller auf
Stérungen — die hier durch die aufgepriagte Scherwelle induziert wurden — reagieren, al/s\die beiden
anderen Komponenten. Genaugenommen miissten eigentlich die Gruppenlaufzeiten —duju} /7y /dwy
untersucht werden, wenn zeitliche Abfolgen wichtig sind. Die Modulationsfrequenzen liegen aber
nicht ausreichend dicht, um die Ableitung hinreichend genau bestimmen zu kénnen, sodass die aus-
gewerteten Gruppenlaufzeiten mit erheblichen Unsicherheiten behaftet sind und auf eine Darstellung
verzichtet wurde. Tendenziell konnten auch nur geringe Unterschiede gegeniiber den Phasenlaufzei-

ten beobachtet werden.

In der Ortskurvendarstellung des Modulationsfaktors m, 2 (y) (Abbildung 6.13) konnte fiir den Wan-
dabstandsbereich zwischen y™ = 25 und y™ = 30 ein besonderes Verhalten beobachtet werden. Unter
anderem waren die Phasen dort minimal gegeniiber arg{7} verschoben. Die Auswirkungen auf die
Phasenlaufzeiten sind in der Abbildung 6.16 zu sehen.
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Abb. 6.16: Phasenlaufzeit —arg{u/? /7 } /w{ als Funktion der Modulationsfrequenz und des Wand-
abstandes. Laufzeiten von mehr als 200 viskosen Einheiten sind nicht dargestellt (dun-
kelroter Bereich links oben).

Im Bereich y* ~ 25 ist ein deutliches Minimum zu erkennen. Die Phasenlaufzeiten sind dort sogar
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negativ, das heifit, u/? eilt der modulierten Wandschubspannung voraus. Diese Beobachtung stiitzt

die Hypothese einer in diesem Bereich reflektierten Scherwelle. Zum Vergleich sind in der Abbil-
dung 6.17 die Phasenlaufzeiten fiir v/2 und w/v’ dargstellt. Die Phasenlaufzeiten der modulierten
turbulenten Schubspannung zeigen ein dhnliches, jedoch nicht so ausgeprigtes, Minimum wie w/2.

Die Phasenlaufzeit —arg{v'? /7, }/wd dndert sich dagegen im gesamten Bereich 0 < y* < 50 kaum,
sinkt aber mit wachsender Modulationsfrequenz.
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Abb. 6.17: Phasenlaufzeiten —arg{v'? /7 } /w} (oben) und —arg{qﬁ/?w}/wa; (unten) als Funktion
der Modulationsfrequenz und des Wandabstandes.

Modulierte Normalspannung als Funktion der Frequenz im Vergleich mit den experimentellen
Daten

Fiir den folgenden Vergleich mit experimentellen Daten ist eine Auftragung nach Betrag und Phase
gewahlt. So lassen sich durch eine logarithmische Darstellung vor allem die kleinen Betrage der
Modulationsfaktoren besser in einer Abbildung vergleichen. Fiir ausgewdhlte Wandabsténde ist in
Abbildung 6.18 der Modulationsfaktor m, 2 als Funktion der Anregungsfrequenz w,, im Vergleich
mit den vorhandenen Messergebnissen gezeigt. Insgesamt stimmen die Messergebnisse und die Si-
mulationsergebnisse erstaunlich gut iiberein. Im Detail gibt es aber dennoch einige Unterschiede.
So zeigt sich bei den Simulationswerten fiir alle Wandabstéinde bis etwa y™ = 120 ein Maximum
des Modulationsfaktors bei 0,01 < wl < 0,08. Bei den Messwerten ist dieses Maximum in der Re-
gel nur schwach ausgepragt, oder es ist iiberhaupt nicht vorhanden. Der mit wachsender Frequenz
niherungsweise exponentielle Abfall des Modulationsfaktors wird aber sowohl in der Simulation,
als auch im Experiment beobachtet. Auch die Absolutwerte stimmen hier sehr gut iiberein. Die
Phasenverldufe sind in Abbildung 6.19 zu sehen. Auch hier findet man eine bemerkenswert gute
Ubereinstimmungen zwischen Messung und Simulation.
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Abb. 6.18: Betrag des Modulationsfakors der axialen Geschwindigkeitsschwankungen als Funktion

der Modulationsfrequenz im Vergleich mit dem Experiment.
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. 6.19: Phase des Modulationsfakors der axialen Geschwindigkeitsschwankungen als Funktion

der Modulationsfrequenz im Vergleich mit dem Experiment.



110 6 Instationdre Kanalstrémung

6.2.3 Einfluss der Wandamplitude

Die Modulation der Normalspannungen, sowie auch die Modulationen aller anderen Gréfsen, sind
abhéngig von der Amplitude der Wandbewegungen. Wenn aber Modulationsfaktoren betrachtet wer-
den, dann sind die Modulationen auf die relative Modulation der Wandschubspannung normiert,
die in gleicher Weise (linear) von der Wandamplitude abhéngt, sodass die Wandamplitude keine
Rolle spielt. Das gilt aber nur in erster Naherung, wenn also alle nichtlinearen Effekte vernach-
lassigt werden konnen. Ist die Wandamplituden grofier, sodass das Phasenmittel nicht durch den
Mittelwert und die erste Harmonische vollkommen bestimmt ist, ergeben sich fiir den Modulations-
faktor zunéchst zwei Effekte. Der Mittelwert des Phasenmittels stimmt nicht mehr exakt mit dem
Mittelwert der stationdren Stromung liberein, sodass allein hierdurch der Modulationsfaktor beein-
flusst werden kann. Auch verteilt sich die Energie des Phasenmittels auf mehr als eine Harmonische,
sodass die Amplitude der ersten Harmonischen in der Regel abfillt. Allgemein hdngt der Modula-
tionsfaktor m,, der Grofe ¢ (zum Beispiel ¢ = o’ 2) von vier Grofen ab: Den beiden Mittelwerten
g und Ty, sowie den beiden ersten Harmonischen ¢ und 7. Nichtlineare Effekte konnen sich auf
alle vier Grofen auswirken und beeinflussen damit auf komplizierte Weise den Modulationsfaktor.®
Wie sich eine Wandamplitude von 60% der Durchflussgeschwindigkeit gegeniiber einer Amplitude
von 12,5% auf den Mittelwert und die erste Harmonische der axialen Geschwindigkeitsfluktuationen
u'? auswirkt, zeigt die Abbildung 6.20. Aus einer genaueren Analyse der vorhandenen Daten, unter
anderem durch Berechnung der hier nicht gezeigten héheren Harmonischen des Phasenmittels und
durch Vergleiche mit Ergebnissen bei sehr kleinen Amplituden, kann man folgern, dass bei einer Am-
plitude von 12,5% fast keine nichtlinearen Effekte auftreten. Das gilt nicht nur fiir u/?, sondern fiir
alle in dieser Arbeit untersuchten Gréfen.” Der Wert sollte aber allenfalls als Richtwert verstanden
werden, denn eine genauere Untersuchung der Amplitudenabhéngigkeit wurde nicht durchgefiihrt.
Die Mittelwerte werden aber selbst bei sehr hohen Amplituden nur wenig beeinflusst, wahrend die
Form des Phasenmittels wesentlich empfindlicher reagiert.

6.3 Scheinviskositat als Funktion der Frequenz

Die Gesamtschubspannung setzt sich aus einem viskosen und einem turbulenten Anteil zusammen:

du —
Teesamt = — — pu'v’. 6.8
gesamt = Mg~ P (6.8)
Der Ausdruck
—pu'v’
= 6.9
et d1a / dy ( )

wird daher oft turbulente Scheinviskositat (»eddy viscosity«) genannt. In vielen Turbulenzmo-
dellen wird versucht diese, fiir die Dynamik der Turbulenz sehr wichtige Groéfe, zu modulieren.
Abbildung 6.21 zeigt die turbulente Scheinviskositdt in Einheiten der molekularen Viskositdt. Bei
yT ~ 12,5 ist u; bereits genau so grof wie yu und bei y* ~ 95 knapp zwanzig mal groRer, sodass die
Relevanz fiir die Dynamik der Strémung offensichtlich ist.

8 Im Grunde genommen macht es keinen Sinn bei nichtlinearem Verhalten den Modulationsfaktor auszuwerten, denn

er wurde ja gerade eingefiihrt, um die Amplitudenabhéngigkeit zu beseitigen.
Im Vergleich mit anderen Gréfen hat sich herausgestellt, dass w2 und w2 im besonderen Mafe durch nichtlineare
Effekte beeinflusst werden.
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Die Modulation der turbulenten Schubspannung —prL/\JU/ wurde bereits in Abschnitt 6.2.1 diskutiert,
die Modulation der Scherrate du/dy ergibt sich aus der Modulation der Geschwindigkeit, indem
die komplexe Amplitude u(y) rdumlich nach y differenziert wird. Nun wird das Verhéltnis der
e

du/dy’

der turbulenten Schubspannung aus einem anderen Blickwinkel als in Abschnitt 6.2.1 zu betrachten.

beiden komplexen Modulationsamplituden, also mit dem Ziel untersucht, die Modulation

Jetzt wird die Modulation der turbulenten Schubspannung direkt auf die » Ursache« bezogen. In der
Sprache der Signalverarbeitung geht es also um die Ubertragungsfunktion: Mit welcher Amplitude
und Phase reagiert die turbulente Schubspannung auf die aufgeprigte Scherrate? Dabei steht die
Hypothese im Hintergrund, dass zwischen der turbulenten Schubspannung und der Scherrate eine
unmittelbare lokale Beziehung besteht.

Fiir den Wandabstand y+ = 12 sind in der Abbildung 6.22 die Modulationsfaktoren der turbulenten
Schubspannung und der Scherrate miteinander verglichen. Fiir tiefe Frequenzen werden die beiden
Grofen ganz unterschiedlich moduliert und sie sind offenbar — mindestens fiir den gewdhlten Wand-
abstand — mehr oder weniger entkoppelt. Das gilt aber nicht fiir die hohen Modulationsfrequenzen.
Dort scheint umgekehrt ein starker Zusammenhang zwischen der turbulenter Schubspannung und
der Scherrate zu exitieren. Besonders augenscheinlich wird das in der Ortskurvendarstellung. Durch-
lduft man die Ortskurve der turbulenten Schubspannung, dann andert sich der urspriingliche Trend
im Bereich 21072 < w? < 31072 deutlich. Die Schubspannungs-Ortskurve »folgt« dann nahezu
dem Verlauf der Scherraten-Ortskurve. Sehr gut ist der plétzliche Trendwechsel auch an den Phasen-
verldufen zu sehen. Im Abschnitt 6.2.1 wurden im Zusammenhang mit der modulierten turbulenten
Schubspannung kleine Resonanzeffekte im wandnahen Bereich beobachtet. Der in Abbildung 6.22
gezeigte Vergleich mit der modulierten Scherrate legt die Vermutung nahe, dass die turbulente
Schubspannung durch zwei unterschiedliche Effekte beeinflusst wird. Einer dieser Effekte ist eine
starke Kopplung von u'v' an du/dy fir hohe Modulationsfrequenzen. Die modulierte Scherrate sorgt
dann dafiir, dass die turbulente Schubspannung fiir einige hohe Frequenzen stiarker moduliert wird,
als es der unbekannte zweite Mechanismus allein bewirkt hitte.

Fiir grofere Wandabsténde zeigt sich, dass, oberhalb einer vom Wandabstand abhéngigen Modulati-
onsfrequenz, die auf den jeweiligen Gleichwert normierten Modulationen der turbulenten Schubspan-
nung und der Scherrate dem Betrage nach fast gleich sind, jedoch immer ein negativer Phasenun-
terschied (die Scherrate eilt vorraus) bestehen bleibt. Die genaue Grofe dieses Phasenunterschiedes
wird in den folgenden Abschnitten noch eingehend diskutiert. Fiir einige hohe Modulationsfrequen-
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Abb. 6.22: Vergleich zwischen den Modulationsfaktoren der turbulenten Schubspannung und der
Scherrate. Unten rechts ist zuséatzlich die Phasenlaufzeit zwischen Schubspannung und
Scherrate gezeigt (jeweils fiir den gleichen y-Abstand ausgewertet).

zen zeigt Abbildung 6.23 die Phasendiffernz als Funktion des Wandabstands. Uberall ist die Schub-
spannung gegeniiber der Scherrate verzogert und zwar mit einer Phasendiffernz, die nicht gréofer als
null und nicht kleiner als —90 ° wird.

Zusétzlich zu den Modulationsfaktoren ist in der Abbildung 6.22 die Phasenlaufzeit zwischen der
turbulenten Schubspannung und der Scherrate dargestellt. Fiir tiefe Frequenzen reagiert — p’l?{]// mit
deutlichen Phasenverzogerungen gegeniiber dui/dy. Die Phasenlaufzeit fillt bis etwa w} = 2- 1072
nahezu exponentiell ab. Fiir die hohen Frequenzen ist die modulierte turbulente Schubspannung
dann nur noch um einige v/u2 gegeniiber der modulierten Scherrate verzdgert.

6.3.1 Phasendifferenz von Schubspannung und Scherrate

Im rein viskosen Fall ist die Schubspannung proportional zur Scherrate. Fiir ein vollkommen elas-
tisches Medium sind Schubspannung und Scherung ( [ du/dy dt) proportional zueinander. Daraus
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ergibt sich, dass eine harmonische Modulation der Scherrate beim viskosen Medium zu einer phasen-
gleichen Modulation der Schubspannung fiihrt, hingegen beim rein elastischen Medium die Schub-
spannung der modulierten Scherrate um 90 ° nacheilt.

Man koénnte erwarten, dass die Stromung rein viskos auf die Modulation reagiert, denn das Stro6-
mungsfluid der Simulation ist ja auch rein viskos. Es wurden keine elastischen Eigenschaften vorge-
geben. In der Tat reagiert das Fluid selbst rein viskos, nicht aber die turbulente Strémung.

—

14/

p
du/dy
Wandabstand und Frequenz, Phasendifferenzen zwischen —90° und 0° (Abbildung 6.23 und Abbil-
dung 6.24), also ein viskoelastisches Verhalten der turbulenten Strémung. Dies ist nun aber keine

Wertet man den Ausdruck

in der turbulenten Kanalstréomung aus, so findet man, je nach

Eigenschaft des Stromungsfluids an sich — eine solche ist ja auch gar nicht vorgegeben — sondern eine
Eigenschaft der Stromungsstruktur selbst. Nach unserem Wissen ist damit der erste direkte Nach-
weis gefiihrt, dass ein turbulentes Stromungsfeld auf Scherverformungen mit einer Schubspannung
antwortet, die neben einem viskosen Anteil auch einen elastischen Anteil zeigt. Ein solches Verhal-
ten wurde zum Beispiel durch Crow (1968) theoretisch untersucht und von Maxey (1982) auch fiir
die turbulente Kanalstrémung postuliert, obwohl hier nicht alle Voraussetzungen der » Crow’schen
Theorie« erfiillt sind.

90°F u'v’ + 1
_ wy, x 100
arg{dﬁ/dy}
60°| — 24,5 1
---- 134
ol e 5,98 |
ot 2,79
0°r"" |
—30°F/
Abb. 6.23
—60 Phasendiffernz zwischen der
modulierten turbulenten
—90 Schubspannung und der
0 20 40 60 80 100 modulierten Scherrate als
Wandabstand y+ Funktion des Wandabstands.

6.3.2 Viskoelastizitat

Die elastische Reaktion eines turbulenten Stromungsfeldes zeigt sich nur fiir kurze Zeit. Nach einer
gewissen Relaxationszeit kann eine aufgepragte Scherung keine Schubspannung mehr aufrechterhal-
ten, sodass dazu eine Scherrate zwingend notwendig ist. Bei unserer Art der Anregung, bei der eine
harmonisch variierende Scherrate aufgepriagt wird, sich also sowohl Scherrate, als auch Scherung
zeitlich dndert, wird sich der elastische Anteil aber stindig zeigen. Jede Anderung der Scherung ruft
eine neue Reaktion hervor, und die Sch(zling dndert sich bei der Anregung stidndig. Erst dadurch
—pu'v!

ou/dy

Mit der oben beschriebenen und gezeigten Auswertung kann nur ein Verhéltnis zwischen der rein

wird die Auswertung des Ausdrucks iiberhaupt sinnvoll.
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Abb. 6.24: Phasendiffernz (in Grad) zwischen der modulierten turbulenten Schubspannung und der
modulierten Scherrate als Funktion der Modulationsfrequenz und des Wandabstands:

arg{%}.

viskosen und der rein elastischen Reaktion ermittelt werden. Um auch Aussagen iiber typische
Zeitkonstanten der Relaxation machen zu kénnen, muss man ein Modell der Elastizitidt aufstellen.
Das wohl einfachste Modell — damit aber auch leicht handhabbar — beruht auf der Annahme, dass
die Stromung mit einer einzigen Zeitkonstante reagiert, nach der der elastische Anteil der Reaktion
im Wesentlichen abgeklungen ist. Typischerweise setzt man hier einen exponentiellen Abfall an,
sodass man zu folgender Annahme kommt.

Annahme
Wird der turbulenten Gleichstrémung eine plotzliche Scherverformung £(¢) aufgeprigt, dann
reagiert das Turbulenzfeld mit einer quasielastischen Schubspannung G - £, die mit einer ein-
zigen Zeitkonstante T abklingt.

() =G-£(t) - e T (6.10)

Damit hat man ein einfaches Modell mit zwei Parametern, dem Schubmodul GG und der Zeitkonstan-
ten 7. Man kann den Ausdruck (6.10) der elastischen Schubspannung entweder als Sprungantwort
auf die Scherverformung oder als Impulsantwort auf die Scherrate 9¢/0t interpretieren. Fiir die
Ubertragungsfunktion zwischen der Scherrate und der Schubspannung ergibt sich:

.7-'{7} G

= . 6.11
Floe/ot} %H%f (6.11)
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Im Fall der harmonisch modulierten Stromung setzt man fiir 7 die moduliert turbulente Schubspan-
nung —pu/v’ und fiir 9§/t die modulierte Scherrate Ou/0dy ein. Fiir das Verhéltnis der komplexen
Amplituden gilt dann folgende Beziehung;:

—pu(f) _  GT
ou/oy(f) 1+i2nfT"

(6.12)

Damit ist es dann méglich G und T' zu berechnen. Abbildung 6.25 zeigt das Ergebnis als Funktion
der Modulationsfrequenz fiir einige Wandabsténde.

Fiir tiefe Modulationsfrequenzen sind die Modellannahmen sicherlich nicht erfiillt, sodass die Werte
dort keine besondere Aussagekraft haben. Fiir hohe Frequenzen zeigt sich, dass zwar das Produkt GT
einen nahezu konstanten Wert annimt, dass aber die Relaxationszeit T und folglich auch Schubmodul
G keineswegs konstant (frequenzunabhéngig) werden. Das in Abbildung 6.25 gezeigte Produkt GT'

ergibt fiir alle Modulationsfrequenz w oberhalb von etwa 2-10~2 Werte, die in etwa der turbulenten
1o/

Scheinviskositat

a/d entsprechen. Fiir die Relaxationszeiten 1" erhélt man Werte zwischen 1 bis

u/dy
10 viskosen Zeiteinheiten. T fallt im untersuchten Frequenzbereich noch kontinuierlich und es ist
nicht sicher zu erkennen, ob bei weiterer Steigerung der Frequenz eventuell ein konstanter Wert
erreicht wird, oder ob T immer weiter sinkt. Nur fiir den Fall, dass T relativ konstant wird, wére
die einfache Modellannahme, bei der angenommen wurde, dass die Turbulenz bei hohen Frequenzen

im Wesentlichen mit einer einzigen Zeitkonstanten antwortet, gerechtfertigt.

Zusammenfassend kann Folgendes gesagt werden: Die Antwort der Turbulenz auf eine mittlere Ver-
formung ist viskoelastisch, das heifit, sie ist vom Zustand (Mode) der Deformation abhéngig. In
schnell verformter Turbulenz werden die turbulenten Spannungen durch die absolute Verzerrung
bestimmt, bei langsam verformter Turbulenz werden die turbulenten Spannungen durch die Verzer-
rungsrate bestimmt. Beide Arten der Scherung kommen in technisch relevanten Strémungen vor,
sodass ein brauchbares Modell die Viskoelastizitiat widerspiegeln sollte. Unter instationdren Be-
dingungen spielt die »Struktur der Turbulenz« fiir die Ausbreitung der turbulenten Spannungen
eine Schliisselrolle. Um die Ausbreitung von hochfrequenten Stoérungen zu modellieren, muss das
» Gedéchtnis« der Turbulenz beriicksichtigt werden. Die relevanten Zeitskalen liegen dabei in einem
Bereich von einigen viskosen Zeiteinheiten.

6.3.3 Wirbelstreckung

Es stellt sich die Frage, wie man den elastischen Anteil der Reaktion der Strémung anschaulich
verstehen kann. Es ist zunéchst recht plausibel, dass bei einer pldtzlichen (sehr schnellen) Anderung
der Scherrate 9u/Jy um einen gewissen Betrag — bei uns hervorgerufen durch die aufgepréigten
Scherkrifte — die turbulente Schubspannung —pu/v’ im ersten Augenblick unveréndert bleibt. Erst
allméahlich wird sie sich dem neuen Gleichgewichtszustand ann&hern. Der neue Gleichgewichtszu-
stand wird sich also erst nach einer gewissen Relaxationszeit einstellen. Bleibt der Turbulenz keine
Zeit sich auf den einen neuen Gleichgewichtszustand einzustellen, weil zum Beispiel durch Koérper-
krafte die Scherrate zwischenzeitlich wieder gedndert wurde, so wird die turbulente Schubspannung
der Scherrate stindig verzogert nachfolgen. Das ist aber, unter geeigneten Phasenbeziehungen, nichts
anderes als eine elastische Reaktion. Bei einer im Vergleich zur typischen Relaxationszeit eher lang-
samen Anderung von 0%/0y, wird aber die Schubspannung fast phasengleich der neuen Scherrate
folgen koénnen und es wird sich nahezu ein rein viskoses Verhalten zeigen. Insgesamt kann also bei
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Abb. 6.25: Relaxationszeit T und » Viskositat« GT' als Funktion der Modulationsfrequenz fiir ver-
schiedene Wandabstande.
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einer impulsartigen Anregung (Anderung der Scherrate), die ja alle Frequenzen enthilt, fiir alle
turbulenten Scherstrémungen eine viskoelastische Reaktion vermute werden.

Fiir eine mehr theoretische Erlauterung benttigt man eine Gleichung fiir die zeitliche Anderung
der turbulenten Schubspannung. Eine solche Transportgleichung kann direkt aus der Navier-Stokes
Gleichung abgeleitet werden. Dazu multipliziert man die Impulsgleichung fiir «’ mit v/, die Impuls-
gleichung fiir v/ multipliziert man mit v/, addiert beide Gleichungen und mittelt das Ergebnis. Dann

ergibt sich folgende Transportgleichung:
ou' o' 8<ul(vl2 +p')) O*(u'')

I{u/v") 2, 0{u) ,,ou o' B
T (v >78y - <p(87y+%)>+2u<axk 5$k>+ By —v 92 =0 (6.13)

Neben dem Produktionsglied (zweiter Term) spielt vor allem die Druck-Scherraten-Korrelation (drit-
ter Term) eine wichtige Rolle. Sie kann durchaus in der Gréfenordnung des Produktionsgliedes lie-
gen, vermindert aber im Gegensatz dazu den Betrag der Reynoldschen-Schubspannung <u’ v’ > (Hinze
S. 326). Die Druckschwankungen p’ knnen in zwei Beitrage p), und p/. aufteilt werden. Der Druck
ist in der Navier-Stokes Gleichung keine unabhéngige Grofe, man kann ihn aus dem Geschwin-

/

digkeitsfeld berechnen!?. P sei der Anteil an p’ der durch die konvektiven Beschleunigungen der
Turbulenz durch das eigene Feld verursacht wird, also durch Wechselwirkungen von Geschwindig-
keitsfluktuationen untereinander. py, resultiert aus den Wechselwirkungen der mittleren Strémung
mit den Schwankungsbewegungen. Nach Rotta (1972) kann man damit folgende Abschéitzung der

Druck-Scherraten-Korrelation machen:

ouw  ov 2 Ou
! (— ~ —k—. .14
pM( oy + ax) 5k8y (6.14)

Vernachléssigt man in Gleichung (6.13) die Diffusionsglieder und den Korrelationsanteil der von
P’ herriihrt — das sind Dreierkorrelationen von Geschwindigkeitsschwankungen — dann erhélt man
folgenden funktionalen Zusammenhang zwischen der Scherrate und der turbulenten Schubspannung;:

ou'v’
P~ ot

= p(v'? — 21@/5)32. (6.15)

Der Vorfaktor der rechten Seite kann als eine Art Schubmodul G p(v? — 2k/5) interpretiert
werden. Wenn man namlich bedenkt, dass sich im Mittel ein materieller Punkt in der Zeit 0t um
0& = udt verschiebt, dann zeigt sich unmittelbar die Analogie zu einem elastischen Medium, denn
die turbulente Schubspannung 7 = —pu/v’ &ndert sich nach Gleichung (6.15) gemif

O _ 0 0%

5 = a(a—y). (6.16)

Wenn G als konstant angenommen wird, dann ist das gerade die zeitliche Ableitung des Hookeschen
Elastizitatsgesetzes eines vollkommen elastischen Mediums.

In der turbulenten Stréomung sind die Zusammenhénge allerdings wesentlich komplizierter, so wird
sich G sicherlich nach langerer Wirkung der Scherrate zeitlich &ndern. Auch kann man natiirlich

Pl (0w /0y + Ov' /Ox) nicht vollkommen vernachléssigen und die Diffusionsglieder kénnen aufier in
einer Integralbetrachtung nicht unberiicksichtigt bleiben. Dennoch wird die elastische Reaktion einer
turbulenten Scherstromung verstédndlich. Theoretisch genauer wurde das Problem von Crow (1968)
untersucht, allerdings nicht fiir die Kanalstrémung, sondern fiir turbulente Stromungen die nahezu

10 Die Geschwindigkeitsschwankungen von allen Orten des Stromungsfeldes tragen dabei zu den lokalen Druckschwan-
kungen an einem Ort bei.
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homogen und isotrop sind. Vor allem wurde angenommen, dass das mittlere Feld nur sehr schwach
ist und die Turbulenz als fein granuliert!! (fine grained) angesehen werden kann. Er konnte unter
den Voraussetzungen auch fiir die substantielle Ableitung D /Dt der Reynoldsspannungen ableiten,
dass die Turbulenz auf eine beliebige Verformung zunéchst elastisch reagieren sollte. Dabei bedeutet
D/ Dt, dass fiir die Zeitableitung nur die Konvektion der mittleren Strémung beriicksichtigt wird, fiir
die Kanalstromung wére das 0/0t +u0d/0z. Die Viskoelastizitdt wird damit auch fiir konvektionsdo-
minante stationdre Stréomungen (zum Beispiel Grenzschichtstromungen) wichtig. Als Schubmodul
G ergab sich in seinen Uberlegungen iibrigens ein Wert von (4/15)k, wobei k wieder die turbulente
kinetische Energie ist.

6.4 Wandschubspannung

6.4.1 Modulierte Wandschubspannung

Fiir die Stromung ist die Ursache der Storung nicht die aufgepragte Wandbewegung an sich, son-
dern die dadurch hervorgerufene Anderung der Schubspannung an der Wand. Die Impedanz zwi-
schen diesen beiden Grofen, also das Verhéltnis des Wechselanteils der Wandschubspannung zum
Wechselanteil der Wandgeschwindigkeit, ist nicht konstant, sondern abhéngig von der Frequenz der
Wandbewegung. Je nach Frequenz der aufgepriagten Wandoszillation wird die Wandschubspannung
also mehr oder weniger stark moduliert, und damit eine Scherwelle mit mehr oder weniger grofter
Amplitude angeregt, die dann mit der Turbulenz innerhalb des Kanals wechselwirkt. Die relative
Modulation der Wandschubspannung dient daher in der Regel auch als Normierungsgréfe fiir fast
alle betrachteten Modulationen. Gegeniiber der Normierungen auf den Wechselanteil der Wandge-
schwindigkeit, hat sie auch den Vorteil unabhingig vom Koordinatensystem zu sein.

Die Wandschubspannungsimpedanz ist bereits in Abschnitt 4.2 auf Seite 44 gezeigt. Fiir hohe Fre-
quenzen ist die Impedanz viel grofer als fiir kleine Frequenzen, das heifit, bei gleicher Wandamplitude
ist die Amplitude der induzierten Scherwelle somit fiir hohe Frequenzen wesentlich grofer als fiir
kleine. Allerdings ist sie fiir hohe Frequenzen auch sehr viel stirker gedampft.

Fiir sehr groke Wandamplituden &ndert sich die Impedanz leicht. Bei Tardu et al. (1994) zeigt sich
fiir tiefe Frequenzen sogar eine kleine negative Phase, das heiftt, die Wandschubspannung folgt der
Wandbewegung nach. In der Simulation zeigt sich zwar auch ein Einfluss der Amplitude, aber eine
negative Impedanz finden wir im betrachteten Frequenzbereich nicht.

6.4.2 Modulierte Wandschubspannungsfluktuationen

Die Haftbedingung sorgt dafiir, dass in der Nahe von festen Wanden grofte Geschwindigkeitsgra-
dienten auftreten. Die viskosen Spannungen dominieren die Strémung in diesem Bereich. Dennoch
verschwindet die Turbulenz auch in unmittelbarer Wandndhe nicht vollkommen. Zwar kann es di-
rekt an der Wand keine Schwankungen der Geschwindigkeit geben, aber an den Schwankungen

1 Das heifit im Wesentlichen, dass die zweiten (und hoheren) raumlichen Ableitungen der mittleren Strémung zu
vernachlissigen sind und damit insbesondere, dass die Scherverformung der Turbulenz homogen sein soll, also
konstant auf einem Raumbereich, der grofi gegen die Ausdehnung der mafgeblichen Wirbel ist. Auch die Glei-
chung (6.14) enthalt iibrigens die implizite Annahme, dass Ableitungen héherer Ordnung der mittleren Stromung
vernachléssigt werden kénnen.
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des wandnormalen Gradienten der Geschwindigkeit (Wandschubspannung) zeigt sich die Turbulenz
auch direkt an der Wand.

Es gibt einige Methoden, um im Experiment direkt die Wandschubspannung zu messen. Die Reakti-
on der Turbulenz auf einen aufgepréigten oszillierenden Druckgradienten bzw. auf eine oszillierende
Wand kann dann aus der Modulation der Wandschubspannungsfluktuationen ermittelt werden. Die
primére Ursache der Stérung (7y,) wird dabei am selben Ort betrachtet, wie die Wirkung (7'/‘;\7?;),
und man kénnte annehmen, dass sich an der modulierten Wandschubspannungsfluktuation in gewis-
ser Weise die direkteste Reaktion der Turbulenz auf die aufgepriagte Storung zeigt. Dieser Schluss
ware jedoch falsch, denn es ist umgekehrt so, dass die Wandschubspannungsfluktuationen durch
Stréomungsvorgéange oberhalb der Wand hervorgerufen werden, sodass zwischen der modulierten
Schubspannung an der Wand und der modulierten Wandschubspannungsfluktuation noch kompli-

zierte Transportprozesse beteiligt sind.

In zwei unabhingigen Experimenten (Mao & Hanratty 1986; Tardu & Binder 1993) hat sich gezeigt,
dass mit steigender Modulationsfrequenz wy, zwar zunéchst erwartungsgeméaf der Modulationsfaktor
My: r1 (wy) betragsmafig immer kleiner wird, es dann aber, ab einer gewissen Frequenz, wieder zu
einem Anstieg im Betrag kommt. Obwohl die Turbulenz mit steigender Frequenz immer weniger
Zeit hat auf die Stoérung zu reagieren, zeigten die Messwerte, in einem gewissen Frequenzbereich,
ein stetiges Anwachsen der modulierten Schwankungsbewegungen.

In keiner unserer Simulationen konnten wir diesen ungew6hnlichen Effekt beobachten. Vielmehr zeig-
ten alle Daten fiir hohe Frequenzen den erwarteten stetigen Abfall der Modulation der turbulenten
Wandschubspannungsfluktuationen mit steigender Frequenz. In Abbildung 6.26 ist der Betrag und
die Ortskurve des komplexen Modulationsfaktors m/ (ww) zu sehen. Die Messwerte von Mao &
Hanratty (1986) und Tardu & Binder (1993) sind mit in die Abbildung eingezeichnet. Die Differenz
zu den Simulationsergebnissen bei den hohen Frequenzen ist gut zu erkennen. Um die Unterschiede
zwischen der Simulation und den Experimenten zu diskutieren, ist in der Ortskurvendarstellung eine
Spirale mit eingezeichnet, der die Messwerte von Tardu & Binder (1993) in etwa folgen. Eine der-
artige Spirale ist typisch fiir die Reaktion eines aus einem Tiefpassfilter und einer Zeitverzogerung
bestehenden Systems. Die Spirale konvergiert allerdings auf eine Amplitude ungleich Null. Daraus
kann man folgern, dass die gemessene Reaktion von 7'/‘CV\7_'V7V eine Summe der Reaktion eines Tiefpass-
systems mit gewissen Zeitverzogerungen und einer direkten breitbandigen Reaktion darstellt. Der
Konvergenzpunkt der Spirale (mit Phase Null) charakterisiert dabei die Amplitude der Reaktion
auf die hohen Frequenzen. Die Simulationswerte zeigen fiir hohe Modulationsfrequenzen einen auch
qualitativ anderen Verlauf als die Messwerte. Der Konvergenzpunkt liegt wie erwartet im Ursprung.
Zunachst lauft die Kurve aber auf einen Punkt zu, der etwas unterhalb des Ursprungs auf der nega-
tiven imagindren Achse liegt. Sie nahert sich dann in einer zweiten sehr schmalen Spirale — nahezu
entlang der imagindren Achse — dem Ursprung.

Fiir tiefe Modulationsfrequenzen kann man — im quasistationdren Grenzfall — einen Modulations-
faktor vom Betrag zwei erwarten, denn es gilt in linearer Naherung (siehe unten): TV’V/T\V’V @ = 2Twas-
Werden die Amplituden der Anregung aber grof, ist die lineare Naherung immer schlechter erfiillt.
Der Modulationsfaktor m: -/ (wy) liegt fiir groke Amplituden der Anregung durchgéngig unterhalb
des Falles, bei dem ein vollkommen lineares Verhalten angenommen werden darf, er konvergiert
insbesondere fiir wy, — 0 nicht gegen den quasistationdren Erwartungwert von zwei. Die gestrichelte
Kurve in Abbildung 6.26 gehort zu einer Simulationsreihe mit recht kleinen Amplituden (15% der
Durchflussgeschwindigkeit), sie konvergiert fiir tiefe Frequenzen in etwa auf den Wert zwei, wéh-

rend die durchgezogene Kurve zu einer Simulationsreihe mit recht groffen Amplituden (60% der
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Abb. 6.26: Modulationsfaktor der Wandschubspannungsfluktuationen nach Betrag (oben) und in
der Ortskurvendarstellung (unten) als Funktion der Modulationsfrequenz.
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Durchflussgeschwindigkeit) gehort und, vor allem fiir tiefe Frequenzen, betragsméfig unterhalb der
gestrichelten Kurve verlauft.

Die verwendete Beziehung T/év-’r\év = 27y s l8sst sich folgendermafen herleiten: Nach dem universellen Wand-

as .
gesetz ist im stationéren Fall sowohl ut, als auch u'? /u? eine Funktion allein von y*, sodass fiir das Quadrat
des Turbulenzgrades /> Ju? = f(y*) gilt. Fiir den quasistationiiren Grenzfall hat man daher entsprechend
<u’2>/<u — uw>2 = f({(y") = (u-)y/v). Die universelle Funktion f(y") ist in Wandnihe nahezu konstant

(vergleiche etwa Abbildung 5.12 auf Seite 59), sodass ausgeschrieben folgendes gilt:

u? 4 u”?
U2+ (U — Uy )? + 2U(T — Uy

A2 const. (6.17)

Fiir kleine Anregungsamplituden gilt u—u,, < U, sodass das quadratische Glied vernachlassigt werden kann.

Es ergibt sich schliefslich:

12 oo

<

(6.18)

o
g

u/

—_—
Somit gilt ayrys qs = 20y —u,,,qs Und entsprechend auch 7 7}, = 2Tws-

qgs

6.5 Modulation von Amplitudenverteilungen

Unabhéngig von den spektralen Eigenschaften der Geschwindigkeitskomponenten, die die rdumliche
Verteilung widerspiegeln und ausfiihrlich im néchsten Kapitel behandelt werden, ist die Verteilung
ihrer Amplituden. Dabei kommt es nicht auf die rdumliche (oder zeitliche) Anordnung der Amplitu-
denwerte, sondern auf die Wahrscheinlichkeit ihres Vorkommens in der Strémung an. Eine Anderung
im Spektrum bewirkt im Allgemeinen auch eine Anderung in der Amplitudenverteilung (Wahrschein-
lichkeitsdichte), und umgekehrt. Dennoch kénnen zwei Signale durchaus gleiche Leistungsspektren,
aber sehr unterschiedliche Amplitudenverteilungen haben oder gleiche Amplitudenverteilungen aber
ganz unterschiedliche Leistungsspektren. Die Untersuchung von modulierten Amplitudenverteilun-
gen gestattet somit einen erweiterten Einblick in die Reaktion der Turbulenz auf die aufgepragte
Storung.

Die Leistung eines Signals findet sich sowohl im Leistungsspektrum, als auch in der Amplitudenver-
teilung. Greift man die hdufig betrachtete axiale Geschwindigkeitskomponente als Beipiel heraus,

so gilt:
ule = / E,(k)dk = / u? pdf , (u) du. (6.19)

Dabei steht k symbolisch fiir eine Frequenz, das kann zum Beispiel die Raumfrequenz k, oder k.
sein oder auch die Zeitfrequenz w. Bereits eine Modulation der Leistung der Schwankungsbewegun-
gen liefert somit eine Modulation des Spektrums und der Amplitudenverteilung. Dieser Effekt kann
sowohl fiir die Spektren, als auch fiir die Amplitudenverteilungen getrennt von der Modulation der
Form untersucht werden. Fiir die Amplitudenverteilung werden dazu die phasenabhéngigen Einzel-
verteilungen auf den jeweiligen Effektivwert dieser Phase normieren. Zeigt sich dann immer noch
eine Modulation, so ist diese unabhéngig von der Modulation der Signalleistung, deren Modulation
bereits weiter oben untersucht worden ist.
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Abb. 6.27: Phasengemittelte Amplitudenverteilungen der axialen Geschwindigkeitskomponente. Die
schwarzen Kurven zeigen die ersten Momente (Mittelwerte) der Verteilungen. Addiert
oder subtrahiert man zum bzw. vom Mittelwert die phasenabhéingigen Effektivwerte
(Wurzel aus den zweiten Zentralmomenten), gelangt man zu den gestrichelten Kurven.

wi ~ 0,97 1072,

6.5.1 Phasenabhiangige Amplitudenverteilungen der Geschwindigkeit

In Abbildung 6.27 sind die phasengemittelten Amplitudenverteilungen der axialen Geschwindig-
keitskomponente u fiir verschiedene Wandabstinde zu sehen. Die Modulationsfrequenz war in dem
gezeigten Beispiel wy ~ 0,97- 1072 und lag damit in einem Frequenzbereich, fiir den deutliche Wech-
selwirkungen zwischen der induzierten Stérung und der Turbulenz zu erwarten sind, insbesondere
auch desshalb, weil die Modulationsamplitude mit 4,9, vergleichsweise grofs war. Zur Bestimmung
der phasengemittelten Amplitudenverteilungen wurde fiir 128 Phasen der Wandperiode mittlere
Haufigkeitshistogramme erstellt. Eine Einteilung der Perioden in Intervalle war nicht nétig, um aus-
reichend glatte Verteilungen zu erhalten, sodass damit jeder der 128 Verteilungen eine eindeutige
Phase zugeordnet ist.

Die in Abbildung 6.27 dargestellten Verteilungen zeigen eine deutliche Phasenabhingigkeit. So fallt
auf, dass wenn der phasenabhingige Mittelwerte der Geschwindigkeit groff ist, die Verteilungen
vergleichsweise schmal und hoch sind. Breite und flache Verteilungen ergeben sich fiir die Phasen,
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bei denen die mittlere Geschwindigkeit klein ist. Dazu ist jedoch anzumerken, dass die gezeigten
Verteilungen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen sind, sodass fiir alle Phasen

/pdfu(u) du=1 (6.20)

gilt. Breite Verteilungen werden damit automatisch flach. Abgesehen von der Normierung mit u,
sind die Verteilungen in Abbildung 6.27 jedoch nicht weiter normiert, insbesonder nicht auf den
phasenabhéngigen Effektivwert. Das wire fiir die Verteilung pdf,,(u) auch nicht sinnvoll, denn darin
ist noch der (phasenabhingige) Mittelwert von u enthalten.

Normiert man jedoch die Verteilungen der turbulenten Schwankungen v’ = u — <u> auf die phasen-
abhéngigen Effektivwerte ueg(¢) und 1a8t somit die Modulation der Gesamtleistung ausser acht,
dann zeigt sich nur eine sehr kleine Modulation. Die von der Wandphase ¢ abhéngigen Verteilungen
pdf (v, ) erhalt man direkt aus den in Abbildung 6.27 gezeigten Einzelverteilungen pdf,,(u, ¢):

o
pdf (W', @) = pdf ,((u)(e) +u',0)  mit  (u)(p) = / updf,(u, ) du. (6.21)
—00
In Abbildung 6.28 sind die auf die phasenabhéngigen Effektivwerte
oo
2 / A
ven() = ([ w* pdf () ) (6.22)
—0o0
normierten Verteilungen der turbulenten Schwankungen gezeigt.
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Abb. 6.28: Phasengemittelte Amplitudenverteilung der axialen Schwankungskomponente
(normiert auf den phasenabhiingigen Effektivwert). wi ~ 0,97 - 1072
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Die so normierten Verteilungen lassen kaum eine Anderung mit der Wandphase erkennen. Abgese-
hen von der modulierten Gesamtleistung, ist die Verteilung der Schwankungsamplituden offenbar
wenig durch die Storung zu beeinflussen. Das gilt auch fiir v’ und w’ und fiir die Verteilungen der
zeitlichen Ableitungen. Die Amplitudenverteilungen der rdumlichen Ableitungen wurde nicht unter-
sucht. Fiir die Ableitungen in Stromungsrichtung kann nach der Taylorhypothese aber angenommen
werden, dass sie sich im wesentlichen so wie die Verteilungen der im ruhenden Koordinatensystem
»gemessenen« zeitlichen Ableitungen verhalten.

Die Abbildung 6.28 ldsst zwar keine nennenswerten Modulationen erkennen, es kann daraus aber
noch nicht gefolgert werden, dass die relativen Modulationen bzw. die Modulationsfaktoren tiberall
klein sind.

6.5.2 Modulationsfaktoren der Schwankungsamplituden

Aus der phasengemittelten Amplitudenverteilung pdf (u') 12 kann fiir alle Amplitudenwerte die erste

Harmonische beziiglich der Wandoszillation berechnet werden. Bezieht man wie iiblich diese kom-

plexe Amplitude auf den Gleichwert und auf die relative Modulation der Wandschubspannung, dann

kann fiir jeden Amplitudenwert u’ der Verteilung ein Modulationsfaktor angegeben werden:

_ () T (6.23)
pdf (u')" Tw

Mepdf (u)

Die Modulationsfaktoren sind fiir y™ = 12 in Abbildung 6.29 zu sehen. Sie sind aus den phasengemit-
telten Einzelverteilungen berechnet worden, zum Vergleich einmal, nachdem jede Verteilung zuvor
auf den stationdren Effektivwert normiert wurde, und einmal, nachdem jede Verteilung zuvor auf
den phasenabhingigen Effektivwert normiert wurde. Im ersten Fall (linker Teil der Abbildung 6.29)
enthalten die Modulationsfaktoren damit die Modulation der Gesamtleistung, im zweiten Fall dage-
gen nicht. Die obere linke Abbildung zeigt zusétzlich die mittler Verteilung von v’ beim gewihlten
Wandabstand im Vergleich mit dem Betrag der ersten Harmonischen. Der Betrag |]7¢F(u’ )| selbst
ist zwar abhangig von der Wandamplitude, die in diesem Fall 0,3u; war, wurde hier aber zur Ver-
deutlichung der Groéfenverhéltnisse mit eingezeichnet.

Die modulierte Gesamtleistung wirkt sich fiir die u'-Verteilung so aus, dass sowohl die positiven
Werte, als auch die negativen Werte einen deutlichen Einbruch in der Modulation zeigen. Die Mi-
nima liegen bei u’-Werten, die in etwa dem stationiren Effektivwert wu.g entsprechen. Die Phase
des Modulationsfaktors springt dabei jeweils um 7. Offenbar werden die Seitenarme der Verteilung
jeweils gleichphasig aber gegenphasig zum Bereich —ueg < u' < ueg moduliert. Das wird auch
erwartet, da das Integral iiber die Verteilungen zu jeder Phase auf eins normiert ist und daher
beispielsweise die gesamten Verteilung nicht gleichphasige moduliert werden kann. Grofie Fluktua-
tionsamplituden reagieren mit kiirzeren Phasenverzégerungen als die kleineren. Auch werden die
grofen Amplitudenwerte sehr stark moduliert, wenn die Modulation auf die jeweiligen Gleichwerte

normiert wird.

Im rechten Teil der Abbildung 6.29 ist die Modulation der auf ein konstantes zweites Moment
normierten Verteilung zu sehen. Die Modulationsfaktoren sind wesentlich kleiner als im linken Teil.
Dennoch steigt die Modualtion fiir die groffen Amplitudenwerte wieder deutlich an. Die Werte sind in

12 Der kennzeichnende Index wird hier und im Folgenden meist eingespart (siehe Anmerkungen im Abschnitt 5.7 auf
Seite 61).
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Abb. 6.29: Modulation der Wahrscheinlichkeitsdichte der axialen Schwankungsbewegungen u’ beim

Wandabstand y™ = 12. Die v/-Amplituden sind in der linken Spalte auf den stationiiren
Effektivwert bezogen, in der rechten Spalte auf den phasenabhéngigen Effektivwert.

diesem Bereich jedoch mit erheblichen Unsicherheiten behaftet, denn die Wahrscheinlichkeitsdichten
sind dort insgesamt sehr klein. Auffallig ist aber, dass die Phasen einem recht klaren Trend folgen,
selbst dort, wo die Amplituden bereits sehr klein sind. Auch erkennt man bei etwa u’ & 0 ein klares
Minimum im Betrag des Modulationsfaktors.

Ahnlich wie die Amplitudenverteilung von v’ wird die Verteilung der zeitlichen Ableitung du’/dt
moduliert. So ist der Anteil der Modulation, der nicht auf die Modualtion des Effektivwerts zuriickge-
fiihrt werden kann, auch fiir pdf (du’/dt) sehr klein. Die von Flotke (1987) experimentell ermittelten
Modulationsfaktoren stimmen im Wesentlichen mit denen der Simulation iiberein, sodass auf eine
weitere Analyse hier verzichtet werden kann. Es gibt jedoch keine experimentellen Daten zur Mo-
dulation der wandnormalen und spannweitigen Geschwindigkeitskomponente, insofern ist hier mit
den Simulationswerten eine wichtige Ergénzung geschaffen.

Die Modulationsfaktoren von pdf (v') und pdf (w’) sind fiir verschiedene y-Positionen des wandnahen
Bereichs in Abbildung 6.30 im Vergleich mit m,,qf(,/) zu sehen. Im linken Teil sind die Geschwindig-
keiten auf die stationdren Effektivwerte bezogen, im rechten Teil sind sie mit den phasenabhéngigen
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2
ui/ /(i)
Abb. 6.30: Modulierte Wahrscheinlichkeitsdichten der drei Geschwindigkeitskomponenten u’, v und
w’ bei diverse Wandabstinde; links auf den stationiren Effektivwert und rechts auf den

phasenabhiingigen Effektivwert bezogen. Modulationsfrequenz: w = 0,973 - 1072
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Abb. 6.31: Modulierte Wahrscheinlichkeitsdichten der drei Geschwindigkeitskomponenten u’, v und
w’ bei diverse Wandabstinde; links auf den stationiren Effektivwert und rechts auf

den phasenabhingigen Effektivwert bezogen. Modulationsfrequenz: wy = 7,34 - 1072,
(Legende wie Abbildung 6.30).
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Effektivwerten normiert. Die gleichen Auftragungen fiir eine etwa 7,5 mal héhere Modulationsfre-
quenz (w = 7,34 -1072) sind in der Abbildung 6.31 dargestellt. Man beachte beim Vergleich der
zu den beiden unterschiedlichen Modulationsfrequenzen zugehorigen Modualtionsfaktoren, dass die
MafRstdbe in beiden Fillen unterschiedlich sind.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass die Modulation aller Verteilungen priméar durch
Modulation der zugehorigen Effektivwerte hervorgerufen werden. Eine dariiber hinausgehende (se-
kundére) Modulation ist zwar vorhanden, aber im Allgemeinen sehr klein. Der »sekundére« Effekt
weisst zwar einige Systematik auf, insbesondere wenn man die hier nicht dargestellten Phasenver-
ldufe berticksichtig, er erweist sich aber als sehr komplex und weit weniger einheitlich als die durch
den modulierten Effektivwert bedingte Modulation. Auch hat sich gezeigt, dass nichtlineare Effekte
selbst bei der relativ kleinen Wandamplitude von uy, = 0,15u; nicht ganz vernachléssigt werden kon-
nen. So findet man im sekundéren Effekt haufig ein lokales Maximum fiir solche Amplitudenwerte,
bei denen der priméare Effekt nahezu keine Modulation zeigt. Genau bei diesen Werten finden sich
aber nennenswerte Beitrage der hheren Harmonischen des Phasenmittels, sodass die Auswertung
mit einer linearen Methode fraglich wird.

Insgesamt kénnen aber die Wahrscheinlichkeitsdichten aller Geschwindigkeitskomponenten als sehr
stabile Eigenschaften der Turbulenz angesehen werden. Sie lassen sich in ihrer Form durch die
Storung nur wenig beeinflussen. Ein moéglicher Ansatz Strukturelemente der Turbulenz iiber Ver-
héltnisse von Geschwindigkeitsfluktuationen zu definieren, scheint daher erfolgversprechender, als
eine Charakterisierung iiber die rdumliche Verteilung dieser Geschwindigkeiten. Denn wie das fol-
gende Kapitel zeigen wird, werden die spektralen Eigenschaften viel starker moduliert als die hier
gezeigten Amplitudenverteilungen.






7 Spektren und Korrelationen

Die rdumliche Struktur der Turbulenz wird in dieser Arbeit aus den in der Simulation relativ einfach
zugdnglichen rdumlichen Spektren bzw. Korrelationen der Geschwindigkeitsfluktuationen bestimmt.
Dabei sollte beachtet werden, dass in den homogenen Richtungen x und z sdmtliche Phaseninfor-
mationen einzelner Frequenzen bei der Bildung der Leistungsspektren verloren gehen!. Die Korre-
lationsfunktionen diirfen nicht mit »echten« Strukturen verwechselt werden, sondern sie spiegeln
»nur« die mittlere rdumliche Verteilung der Geschwindigkeiten wider.

Interessant fiir unsere Untersuchungen ist insbesondere die zeitliche Modulation der raumlichen
Struktur der Turbulenz. Dazu wurden rdumlich eindimensionale und zweidimensionale Spektren
ausgewertet, einschlieflich ihrer zeitlichen Modulationen. Desweiteren sind teilweise zeitliche und
begrenzt rdumlich-zeitliche Spektren berechnet worden. Dabei haben wir sowohl die Autospektren
aller drei Geschwindigkeitskomponenten, als auch das Kreuzspektrum zwischen v’ und v’ untersucht.
Zusétzlich wurden die Spektren in Korrelationsfunktionen umgerechnet. Diese enthalten zwar die-
selben Informationen wie die dazugehérigen Spektren, sie sind aber teilweise anschaulicher, oder
bieten eine erweiterte Sicht auf die Effekte. Zur Notation sei noch Folgendes vereinbart: Es gilt
Verschiebungsvektor; 7 = (rg,7.)T

Wellenzahl (auch: Raumfrequenz); k = (ky, k)T = (27 /Mg, 27/ A;)T
(Zeit)frequenz; w = 27 /Periodendauer

rdumliche Korrelation

g & &

rdumliches Spektrum
Durch die periodischen Randbedingungen, erhélt man diskrete Raumspektren:
E(ky) =>_ Eid6(ky/(2m) —1/Ly) und E(k,) = > End(k,/(2n) —m/L,)

l m

Dabei sind [ und m ganze Zahlen (Frequenzindizes).
S zeitliches Spektrum

7.1 Vorbemerkungen

7.1.1 Spektrale Eigenschaften im realen Experiment

In realen Experimenten ist es im Allgemeinen sehr aufwéndig oder teilweise unméglich, raumliche
Spektren bzw. Korrelationen zu messen. Man kann zwar beispielsweise mittels der » Particle Image
Velocimetry« auch gleichzeitig an vielen Orten messen, aber besonders im wandnahen Gebiete ist
dieses Messverfahren meist nicht anwendbar — auch ist die zeitliche Auflésung fiir den instationaren

1 Kreuzspektren haben allerdings eine Phase, die das Verhiltnis des gemittelten Imaginirteils zum gemittelten

Realteil vom Produkt der Amplitudenspektren der beteiligten Signale beschreibt.
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Fall nicht ausreichend. Die meisten experimentellen Arbeiten sind daher auf Zeitsignale angewiesen,
die an einigen wenigen Orten gemessen wurden (typischerweise mit Heissfilmen und Hitzdrahten
oder Laser Doppler Anemometern). Fiir eine Anzahl von Sondenabstédnden kann man so Korrela-
tionswerte ermitteln. So hat Beykirch (1996) bei spannweitiger Separation der Sonden radumliche
Korrelationen gemessen, insbesondere auch fiir die instationére Stromung. Mehrfachsonden bereiten
aber, durch ihre geometrischen Abmessungen, hdufig messtechnische Probleme, vor allem in der
N&he einer Wand. Ein Problem von Korrelationsmessungen bei denen die Orte zweier Sonden nur
in Stréomungsrichtung verschieden sind ist, dass sich die stromabwérts positionierte Sonde immer
im Nachlauf der anderen Sonde befindet. Dies stort inbesonders bei kurzen Abstédnden. Mittels der
Taylorhypothese kann man in diesem Fall versuchen aus zeitlichen Korrelationen (die mit einer
Einfachsonde bestimmt werden kénnen) die rdumlichen Korrelationen zu berechnen.

Wird die Strémung zeitlich moduliert, so ergibt sich die prinzipielle Schwierigkeit, wie man die re-
sultierende Modulation der Zeitspektren bestimmen soll. Man miisste im Prinzip zu jedem Phasen-
zeitpunkt der Wand ein Spektrum bestimmen. Um aber ein zeitliches Spektrum bzw. die zugehorige
zeitliche Korrelationsfunktion zu ermitteln, muss man immer Zeitintervalle betrachten. Man kann
die Unschéarferelation » Frequenzauflosung x Zeitauflosung > 1« nicht umgehen. Einen Ausweg bie-
tet die Wigner-Verteilung (Claasen & Mecklenbraucker 1980), die in gewisser Weise eine optimale
Moglichkeit bietet, die spektralen Eigenschaften eines Signals zeitaufgelost darzustellen. Mit Hilfe
der phasenstarr gemittelten Wigner-Verteilung haben Hesse (1995) und Beykirch (1996) die zeitli-
chen Turbulenzsignale der axialen Geschwindigkeitskomponente einer modulierten Kanalstromung
analysiert. Die Interpretation der Ergebnisse ist aber mit einigen Schwierigkeiten verbunden, denn
die Wigner-Verteilung lasst sich nicht direkt als Kurzzeitspektrum deuten. Sie kann negativ wer-
den und es kénnen im Allgemeinen auch Interferenzterme auftreten. Echte Kurzzeitspektren erhélt
man nur durch Faltung der Wigner-Verteilung mit geeigneten Gewichtsfunktionen, wobei dann aber
wieder die Unschérferelation zur Geltung kommt.

Nur in eingeschrinkter Weise bietet hier die Taylorhypothese eine Moglichkeit, einen Zusammen-
hang zwischen der zeitlichen Struktur des Turbulenzsignals und der raumlich-zeitlichen Struktur der
Turbulenz herzustellen. Viele experimentelle Arbeiten beruhen auf dieser Hypothese, also der Vor-
stellung, dass ein quasi eingefrorenes rdumliches Stromungsmuster (zum Beispiel U(x) bzw. P(x))
mit einer Konvektionsgeschwindigkeit u. an der Messposition vorbeikonvektiert. Das Muster kann
sich unter zeitlich variablen Randbedingungen auch synchron mit den Randbedingungen #ndern?:
U = U(x,t), so die erweiterte Annahme bei instationdren Stromungen. Bei ruhendem Koordinaten-
system misst man im Zeitsignal dann sowohl die »echte« zeitliche Anderung des Musters (das ist der
interessante Teil, den man gern extrahieren mochte), als auch ein Abbild des rdumlichen Musters:
Umess(t) = U(—uct,t). Leider gibt es keine Moglichkeit, allein aus dem so erhaltenen Zeitsignal in
eindeutiger und unmittelbarer Weise die zeitliche Modulation des r&umlichen Spektrums zu ermit-
teln®. Misst man an einem festen Ort die Geschwindigkeit, so kann man nicht zwischen einer Ande-
rung durch Konvektion und einer echten zeitlichen Anderung des raumlichen Musters unterscheiden.
Auch ist die Konvektionsgeschwindigkeit im instationiren Fall selbst moduliert (u. = u.(t)). Das er-
schwert zuséatzlich die Umrechnungen zwischen Zeit- und Raumspektren. Mit Hilfe der numerischen
Simulation ist es aber moglich, direkt die rdumlichen Spektren und vor allem deren zeitliche Mo-
dulationen zu analysieren. Die Taylorhypothese ist nicht notwendig, ihre Giiltigkeit kann vielmehr

Das grofie U steht hier fiir die Geschwindigkeit im mitbewegten Koordinatensystem.
3 Nicht einmal das zeitliche Gleichspektrum Sy (w) des mithewegten Systems kann aus dem Zeitspektrum S, (w) des
ruhenden Systems bestimmt werden, denn dazu bendtigt man das rdumlich-zeitliche Spektrum: Es gilt Sy (w) =

f Su(k,w — kuc) dk.
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iberpriift werden (sieche Abbildung 5.26 auf Seite 78).

7.1.2 Dimension der Spektren

In den homogenen Richtungen der Kanalstromung (das sind die Raumrichtungen = und z) sowie
im stationdren Fall in der Zeitrichtung ¢ ist kein Punkt (Ort oder Zeit) ausgezeichnet. Alle Korre-
lationsfunktionen hdngen daher nur von der Orts- bzw. Zeitdifferenz der Punkte ab. Wenn sich die
beiden Punkte der Korrelationsfunktion® in allen homogenen Richtungen unterscheiden, erhilt man
im Allgemeinen immer noch eine dreidimensionale Funktion. Solche rdaumlich(2D)-zeitlichen(1D)
Korrelationsfunktionen bzw. die daraus berechneten Spektren, enthalten zwar sehr viele Informa-
tionen der Stromung, bereiten hier aber besonders aus zwei Griinden Probleme. Erstens hat man
keine Richtung mehr iiber die man mitteln kénnte, sodass zum Mitteln ein ganzes Ensemble von
Stréomungen berechnet werden muss. Zweitens kann man eine Funktion die von drei Variablen ab-
hdngt auch nur unzureichend gut darstellen, sodass man letztendlich auf Schnitte oder weitere
Mittelwerte angewiesen ist. Werden neben Autospektren auch Kreuzspektren betrachtet, dann sind
die Funktionen komplexwertig, die Dimension ist also nochmals erhoht.

Im instationdren Fall sind nur Stromungszustinde mit gleicher Phase der Wandbewegung dquivalent,
sodass das Zeitmittel durch ein Phasenmittel ersetzt werden muss. Durch phasenstarre Mittelung von
raumlich zweidimensionalen Spektren — die hier im Wesentlichen untersucht werden — erhélt man fiir
jede rdumliche Wellenzahlkomponente des Spektrums einen komplexen Modulationsfaktor. Bei der
Modulation von Kreuzspektren (etwa von E,,, (k)) ergibt sich die Schwierigkeit, dass die Modulation
einer komplexen Grofe betrachtet werden muss. Wie man dabei zu einer verniinftigen Interpretation

der Modulationsfaktoren gelangen kann, wird spater an entsprechender Stelle diskutiert.

7.2 Eindimensionale Korrelationen und Spektren

Betrachtet man zwei Orte innerhalb der Strémung, die sich zun&chst nur in ihrer z-Koordinate
unterscheiden sollen, und mittelt dann das Produkt von zwei Schwankungsgrofen «(z) und u;(z +
r.), dann zeigt sich, dass diese Korrelation

Ry (r2) = E[ui(2)uf(z + 72)] (7.1)

in der turbulenten Strémung im Allgemeinen erst ab einem gewissen Abstand 7, nahezu auf Null ab-
gefallen ist. Die turbulenten Bewegungen innerhalb der Strémung sind also keineswegs vollkommen
stochastisch, sondern mindestens von ihrer ndheren Umgebung abhéngig. Quantitativ ergibt sich fiir
die drei Autokorrelationen R, ,2(r.), R,2(r;) und R, ,2(r.) der in Abbildung 7.1 gezeigte Verlauf. Die
auf die jeweiligen Effektivwerte der Einzelsignale, also auf (£[u/*])~1/2 und (£[v'*]) /2, normierte
negative Kreuzkorrelation — R,/ (7,) ist ebenfalls mit in die Abbildung 7.1 eingezeichnet, allerdings
nur fiir die positiven Verschiebungen r.; aus Symmetriegriinden gilt aber R/ (—7;) &= Ry (72).
Die Autokorrelationen sind symmetrisch und nehmen ihr Maximum — in der Normierung ist das
genau eins — bei r, = 0 an. Fiir die Kreuzkorrelation gilt beides im Allgemeinen nicht. Es kénn-
te also durchaus vorkommen, dass die Signale v/ und v am selben Ort (r, = 0) weniger stark

4 In dieser Arbeit werden nur Zweipunkt-Korrelationsfunktionen betrachtet. Hohere Korrelationen sind zwar durch-

aus interessant, erhéhen die Dimension des Problems aber zusétzlich und erschweren die Interpretierbarkeit der
Ergebnisse. Des Weitern miisste die Rechenzeit deutlich verlangert werden, um geniigend statische Mittelungen
vornehmen zu kénnen.
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Abb. 7.1: Korrelationen zwischen Geschwindigkeitsschwankungen als Funktion der spannweitigen

Verschiebung der Signale bei verschiedenen Wandabstdnden
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korreliert sind, als an zwei voneinander entfernten Orten (r, # 0). Aufgrund der Symmetrie in
z-Richtung, findet man das aber nicht. Das Maximum des gezeigten Kreuzkorrelationskoeffizienten

Xuv (T2) = =Ry (12) /v/Ry2 (0)R,2(0) liegt immer bei 7, = 0.°

In analoger Weise kann man die Abhéngigkeit der gezeigten Korrelationen von der axialen Verschie-
bung r, betrachten. In Abbildung 7.2 unterscheiden sich die beiden Orte der Korrelationsfunktion
nur in ihrer z-Koordinate. Fiir die wandnahen Punkte befindet sich das Maximum der normierten
negativen Kreuzkorrelation nicht bei r;, = 0, wie man es vielleicht erwartet hatte. Weiter zeigt sich,
dass vor allem die Korrelation der axialen Geschwindigkeitskomponente innerhalb des Rechengebie-
tes nicht vollkommen auf Null abfillt. Nennenswerten Einfluss auf die Ergebnisse hat dass jedoch
nicht, denn auch nach Verdoppelung der Periodenlinge — im gezeigten Beispiel war L] ~ 1550 —
anderten sich alle ausgewerteten Gréfsen nur wenig. Die Periodenldnge von 1550 viskosen Léngen-
einheiten ist dabei schon vergleichsweise grofs, da auch eine Halbierung von L, die Ergebnisse im
Wesentlichen ungedndert lief.

Vergleicht man die Auftragungen von Abbildung 7.1 und Abbildung 7.2, dann fillt eine deutliche
Querstruktur der Strémung auf. Die spannweitigen Korrelationen zeigen, vor allem in Wandné&he,
einen verhéaltnismafig schnellen Abfall zu negativen Korrelationen. Die axialen Korrelationen fallen
bei gleichen Wandabsténden wesentlich langsamer ab, sodass man folgern kann, dass die Strukturen
in Wandnéhe wesentlich schmaler als lang sind. Die gezeigten Korrelationen sind konsistent mit dem
Bild einer in spannweitiger Richtung quasiperiodischen Anordnung von »Low-speed-streaks«. Der
experimentell und numerisch bestétigte typischen Abstand von r} a 100 bis 130 (in Wandnihe)
findet sich auch hier, wenn man das negative Maximum der Autokorrelation der axialen Geschwin-
digkeitskomponente als halbe Querwellenldnge identifiziert. Das negative Maximum von R, 2(7)
findet man in etwa bei dem halben Wert des negativen Maximums von R, 2(r;), sodass sich auch
die oft postulierten axialen Léngswirbel, die jeweils zwischen den »Streaks« liegen, in das Bild

einfiigen.

Der Korrelationskoeffizient . ist in Abbildung 7.3 fiir alle Wandabsténde und alle Absténde r,
bzw. r, gezeigt. Hier fiir eine Rechnung mit L} ~ 775 und L} ~ 388. Die obere Hohenliniendar-
stellung zeigt Xy (12 = 0,y,7,) und ist erwartungsgeméafl symmetrisch beziiglich der r, = 0 Achse
(durch die endliche Anzahl der Mittelungen natiirlich nur ndherungsweise). Da die Strémungsstruk-
tur in z-Richtung konvektiert wird, findet man keine derartige Symmetrie in der unteren Abbildung,
die Xy (rz, y, 72 = 0) zeigt. In Wandnéahe zeigt sich die grofite (negative) Korrelation bei positiven
r»-Werten. Nach der Vorzeichenkonvention der Definition (7.1) bedeutet das, dass die Axialkompo-
nente der Geschwindigkeit v’ in Wandnéhe stirker mit der stromab liegenden Normalkomponente
v’ korreliert ist, als mit der Normalkomponente am gleichen Ort. Im Bereich um y™ = 15 ist die
Kreuzkorrelation nahezu symmetrisch, in wandferneren Bereichen liegt das negative Maximum der
Korrelation stromauf (r, < 0).

Die oft zitierte und beschriebene Bewegung der » Low-speed-Streaks« (v’ < 0) von der Wand weg
(v > 0) passt zu — oder besser widerspricht nicht — den gezeigten Korrelationen. Jedoch ist bei
der Interpretation von Korrelationsfunktionen grofte Vorsicht geboten, denn sie entstehen aus einer
Mittelung und diirfen nicht mit momentanen Strémungsvorgingen gleichgesetzt werden.

Die normierte Korrelationsfunktion ist ein Maf fiir die Gemeinsamkeit zweier Gesamtsignale. In-
teressiert man sich zusétzlich fiir die Gemeinsamkeit einzelner Frequenzkomponenten der Signale,
dann geniigt es nach dem Wiener-Khintchin-Theorem die Fourier Transformatierte der Korrelati-

5 Theoretisch kénnte dort auch ein Minimum liegen.
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Abb. 7.2: Korrelationen zwischen Geschwindigkeitsschwankungen als Funktion der axialen Verschie-
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onsfunktion zu betrachten:
Eu;u;(k) = fr—ﬁf{Ru;ug (T)}a (7'2)

wobei k die axiale oder spannweitige Wellenzahl und r die Verschiebung in dieser Richtung darstellt.
Im Fall ¢ = j spricht man vom Autoleistungsspektrum — kurz: Autospektrum — sonst vom Kreuz-
leistungsspektrum — kurz: Kreuzspektrum. Autospektren sind rein reell, hingegen haben Kreuzspek-
tren im Allgemeinen eine Phase. Die Phase eines Kreuzspektrums bei einer bestimmten Frequenz
beschreibt das Verhéaltnis des gemittelten Imaginarteils zum gemittelten Realteil vom Produkt der
Amplitudenspektren der beteiligten Signale bei dieser Frequenz. Die Amplitude eines Kreuzspek-
trums ist das gemittelte Produkt der Amplituden der Einzelsignale (genauer: ein viertel dieses
Wertes). Haufig normiert man die Amplitude des Kreuzspektrums auf die Effektivwerte der Ein-
zelsignale bei dieser Frequenz. Man erhilt so einen (komplexen) Korrelationskoeffizient fiir jede
Frequenzkomponente und spricht dann von Kohéarenz statt Korrelation:

def *Eu’v/ k
Vu’v’(k) = ( )
Eu/2 (k)E,U/Z (k)

mit k€ {ky, k.. (7.3)

Aus der Schwarzschen Ungleichung ergibt sich, dass der Betrag der Kohérenz fiir alle & zwischen
null und eins liegt.

Abbildung 7.4 zeigt die stationdren Autospektren der drei Geschwindigkeitskomponenten. Die spek-
trale Leistungsdichte fallt mit steigender Wellenzahl in der Regel schnell ab. Die E(k,) Spektren
haben aber hiufig das Maximum der spektralen Leistungsdichte bei Frequenzen k., > 0, insbeson-
dere im wandnahen Bereich und am ausgeprégtesten bei E, 2 (k,). Die Maxima sind die Folgen der
ausgepragten Querstruktur, die schon bei den Korrelationsfunktionen diskutiert wurde. Als Anmer-
kung zu den Spektren sei noch gesagt, dass sich Schwéchen in einem numerischen Verfahren haufig
dadurch zeigen, dass die Leistung bei den héchsten Frequenzen wieder ansteigt. Ein derartiger An-
stieg findet sich in keiner unserer Simulationen, sodass auch die Spektren keinen Anlass geben, die
prinzipielle Ubertragbarkeit der Ergebnisse auf die Realitit anzuzweifeln.

Die komplexen Kohérenzfunktionen ~,/,/(k;) und 7, (k) sind in Abbildung 7.5 fiir ausgewéhlte
Wandabstande dargestellt. vy, (k) hat im Gegensatz zu 7,/ (k) einen Imaginérteil. Er entspricht
dem weiter oben diskutierten Umstand, dass die Kreuzkorrelation zwischen v’ und v’ davon ab-
hingt, ob v gegeniiber u' stromauf oder stromab verschoben ist. In spannweitiger Richtung gibt es
dagegen keine ausgezeichnete Richtung und die Korrelation ist in dieser Richtung symmetrisch und
somit 7, (k) rein reell. In Abbildung 7.5 ist gut zu erkennen, dass der Imaginérteil von 7, (k)
in Wandnadhe nennenswerte Betrige erreicht, wandferner jedoch sehr klein ist. Die Stromung ist
in der Kanalmittenregion deutlich isotroper. Der Realteil von 7,/ (k;) wird ab einer bestimmten
Raumfrequenz k, negativ.® Fiir sehr kleine k, kann das auch bei Yuv' (k) beobachtet werden. In
Abschnitt 5.8.2 wurde schon gezeigt, dass die zweidimensionale Koharenzfunktionen /. (kz, k)
teilweise negativ wird und es wurde darauf hingewiesen, dass die zugehdrigen Wellenzahlbereiche
zu einer negativen Produktion turbulenter kinetischer Energie fiihren. Das gilt offenbar auch, wenn
in der k;-k.-Ebene entlang einer Koordinatenrichtung integriert wird, wie Abbildung 7.5 deutlich
zeigt. Im Zusammenhang mit den spéater diskutierten zweidimensionalen Spektren wird die negative

5 Ob der darauf folgende steile Anstieg bei den héchsten Raumfrequenzen die tatsichlich Physik wiedergibt, ist in-

sofern fraglich, als hier Artefakte, die durch die rdumliche Auflésung des Gitters bedingt sind, nicht auszuschliefsen
sind. Die hochste dargestellte Frequenz entspricht einer Wellenlinge von etwas mehr als dem doppeltem Gitter-
punktabstand (erste Frequenzlinie unterhalb der Nyquistfrequenz). In der Regel sind alle folgenden Auftragungen
bis zu dieser Frequenzkomponente dargestellt, jedoch sollte die Werte bei den grofien Raumfrequenzen mit gewisser
Skepsis betrachtet werden.
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Produktion auch quantifiziert. Maximal ergibt sich dabei ein Wert von etwa —5%), gemessen an der
Gesamtproduktion bei einem bestimmten Wandabstand.

In Abbildung 7.6 findet man die Realteile der Kohédrenzfunktionen 7,/ (ky,y) und . (k,y) fiir
alle Wandabstinde bis y* = 150 in einer Hohenliniendarstellung. Die jeweils héchsten Frequenz-
komponenten sind jeweils ausgespart, da hier die Werte sehr unsicher sind.

7.2.1 Uberblick iiber die Modulation der Spektren

Bis jetzt wurde die Modulation der Gesamtleistung m,2(y;wyw) als Funktion des Wandabstands
und der Modulationsfrequenz betrachtet (Abschnitt 6.2.2). Man beachte, dass dabei der Wandab-
stand nur ein Parameter ist, die Modulationsfrequenz aber eine dynamische Variable des Systems.
Ausgehend vom Modulationsfaktor m, 2 (y;wy) — der in der komplexen Ebene fiir gegebene Werte
von y und wy, durch einen Punkt dargestellt werden kann — wird nun die Modulation nach ein-
zelnen Wellenzahlkomponenten aufgeschliisselt. Einen generellen Eindruck der Abhéngigkeit des
Modulationsfaktors von den Wellenzahlen k, bzw. k, vermittelt Abbildung 7.7. Der ausgewéahlte
Modulationsfaktor m,2(y™ = 12;wl = 8,3-1073) ist in der Auftragung als ein Punkt zu erken-
nen. Wie sich diese Modulation der Gesamtleistung des u/-Signals mit dem Wandabstand und der
Modulationsfrequenz dndert, wurde bereits diskutiert, ist aber zum Vergleich mit in die Abbildung
eingezeichnet. Der Modulationsfaktor

Eu,z (y, k; wy)

= (W it ke{ks k. 7.4
Fonly oy /O] mit ke (k) (7.4)

mu/2 (y’ k’ wW) =
beschreibt die Modulation der axialen Schwankungsbewegung bei einer bestimmten Wellenzahl, mit
anderen Worten, die Modulation des rdumlichen Spektrums. Wenn keine Verwechslung mit der
Modulation der Gesamtleistung zu befiirchten ist, wird, abweichend zur normalen Notation, kurz
m,2 (k) statt mg , (k) geschrieben.

Abgesehen von den in Abschnitt 6.2.2 beschriebenen Besonderheiten, ndhert sich die Modulation
der Gesamtleistung mit wachsendem Wandabstand schnell dem Nullpunkt. Typische Betriage die-
ser Modulationsfaktoren im wandnahen Bereich liegen zwischen eins und zwei. Frequenzselektiv
betrachtet, findet man eine wesentlich stirkere Modulation bei den hohen Raumfrequenzen. Die
entsprechenden Raumfrequenzkomponenten werden, verglichen auch mit den tiefen Raumfrequenz-
komponenten, sehr stark von der Stérung beeinflusst. Dabei muss aber bedacht werden, dass die
Leistung die in den hohen Frequenzen steckt, nur ein Bruchteil der Leistung ist, die sich im lang-
welligen Bereich des Spektrums findet. Im hochfrequenten Bereich wirken sich selbst sehr grofse
(relative) Modulationen kaum auf die Gesamtleistung aus.

Einen sehr deutlichen Unterschied findet man zwischen den Modulationen der Raumspektren in z-
und z-Richtung. Wahrend erstgenannte eine ausgepriagte Systematik aufweisen, unter anderem fin-
den sich deutliche Phasenunterschiede in der Reaktion der einzelnen Frequenzkomponenten, reagiert
die Querstruktur der Stromung eher einheitlich, fiir alle Frequenzen in etwa mit gleicher Phase. Der
typische Anstieg der Modulation zu den hohen Raumfrequenzen findet sich aber auch im spann-
weitigem Spektrum. Auffillig bei der Modulation der spannweitigen Spektren ist eine scheinbar
unstetige Anderung der Modulation bei den tiefsten Frequenzkomponenten. Hier wirkt sich unter
anderem aus, dass in spannweitiger Richtung das Rechengebiet vergleichsweise kurz ist und daher
die Raumfrequenzlinien entsprechend weit auseinander liegen.

Die Mittelungszeiten bei der zweit- und dritt-tiefsten Modulationsfrequenz waren vergleichsweise
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Abb. 7.7: Exemplarische Abhéngigkeiten des Modulationsfaktors der axialen Geschwindigkeits-
schwankungen u/. Gezeigt sind die Modulation der Gesamtleistung mit dem Wandab-
stand als Parameter fiir eine feste Modulationsfrequenz w{ = 8,3 - 1073, die Modulation
der Gesamtleistung als Funktion der Modulationsfrequenz fiir einen festen Wandabstand
yT = 12, die Modulation des axialen riumlichen Spektrums bei festen y und wy, und die
Modulation des spannweitigen raumlichen Spektrums bei festem y und wy. Zusétzlich
sind fiir das axiale Spektrum die Modulationen der ersten 10 Momente mit eingezeichnet

(siehe Text).
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kurz, sodass die Modulationsfaktoren dieser Rechnungen teilweise vom Trend abweichen. So ist
in Abbildung 7.7 zu sehen, dass sich m, 2 fiir die tiefsten Frequenzen scheinbar etwas sonderbar
verh&lt. Dennoch sind auch in den folgenden Abbildungen immer alle Werte eingezeichnet, auch
die, die nicht »im Trend« liegen. Es sollte jedoch bedacht werden, dass sich die Signifikanzen der
Einzelwerte in der Regel unterscheiden.

7.2.2 Momente der Ortskurven

Die Harmonischen der Gesamtleistung kénnen als nullte Momente der zugehorigen Raumspektren
aufgefasst werden. Auch hohere Momente kénnen direkt aus dem Spektrum berechnet werden:

rin) & / K" E, 2 (k) dk. (7.5)

Die Interpretation der Momente ist einfach, sie entsprechen den Harmonischen der Leistung der
raumlichen Ableitungen. Zum Beispiel gilt, wenn u/m die m-te rdumliche Ableitung von u’ in z-
Richtung ist:

o

rl@ = (2m)™"™ / By it () b (7.6)
—00

Man beachte, dass auch halbzahlige Ableitungen mdglich sind. Das Verhéltnis der ersten zur nullten

Harmonischen der Momente beschreibt somit die Modulation von Gesamtleistungen. So ergibt sich

fiir die Modulationsfaktoren der Gesamtleistung des turbulenten Geschwindigkeitssignals v/ und der

Gesamtleistung der ersten Ableitung w/;:

£0) /p©)
M2 = “;/“2 (7.7)
Tw
£@) T)
M, = M (7.8)
Qr,,

Die ersten 10 Momente der Ortskurve des axialen Spektrums finden sich in Abbildung 7.7. Die
Bezeichnung » Moment der Ortskurve« sollte nicht missverstanden werden. Es ist nicht das Moment
[ k™m, 2 (k) dk gemeint, sondern das m—te Moment der ersten Harmonischen des Spektrums, be-
zogen auf das m-te Moment der nullten Harmonischen des Spektrums.

7.2.3 Systematische Analyse der modulierten Spektren

Abbildung 7.7 zeigt bereits die wesentlichen Reaktionen der rdumlichen Struktur der Turbulenz,
die man aus den modulierten eindimensionalen Spektren ablesen kann. Jedoch wurde bisher nur die
Modulation des Spektrums der der axialen Geschwindigkeitskomponente 1 bei einem ausgewihlten
Wandabstand und einer Modulationsfrequenz betrachtet. Welche Unterschiede sich fiir die beiden
anderen Komponenten v’ und w’, fiir das Kreuzspektrum zwischen v’ und ¢/, fiir andere Wandab-
standen und vor allem fir andere Modulationsfrequenzen ergeben, wird im Folgenden untersucht.
Die nach axialen Wellenzahlen aufgeschliisselten Spektren stehen dabei im Vordergrund. Diese las-
sen sich in eingeschrankter Weise (vergleiche Abschnitt 7.1.1) mit den im Experiment ermittelten
modulierten Zeitspektren vergleichen. Auch werden, wie bereits erwdhnt, die spannweitigen Wellen-
zahlkomponenten eher einheitlich moduliert.
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Abb. 7.8: Modulation der Gesamtleistung des u'-Signals bei einem Wandabstand von y™ = 0.4.
Diese Abbildung kann als Legende fiir die im Folgenden gezeigten Ortskurven benutzt
werden, denn die Symbole werden dort beibehalten. Man beachte, dass die Symbole der
beiden hochsten Anregungsfrequenzen mit denen der beiden tiefsten tibereinstimmen. Zur
Unterscheidung werden gestrichelte Linien durch die Symbole gezeichnet.

Die im Folgenden gezeigten Modulationsfaktoren der Spektren sind vielfach der B-Serie (vergleiche
Abschnitt 3.1 auf Seite 27) entnommen. Das Stromungsgebiet hatte dabei eine vergleichsweise kleine
Abmessung. Dennoch unterscheiden sich die Modulationsfaktoren praktisch nicht von den Modula-
tionsfaktoren der C-Serie, bei der das Rechengebiet verdoppelt wurde. Bei der A-Serie — dort wurde
mit der groferen Wandamplituden von 0,6 u; statt 0,15 u, gerechnet — zeigten sich (kleine) nicht-
lineare Effekte. Die Modulationen waren dabei in der Regel etwas kleiner als bei den Rechnungen
mit der kleineren Amplitude. Prinzipielle Unterschiede fanden sich jedoch kaum.

In der Abbildung 7.8 sind die 21 Wandfrequenzen der B-Serie mit Symbolen markiert und in der
Legende werden die w;, Werte aufgelistet. Diese Symbole werden im Folgenden beibehalten, sodass
die Abbildung 7.8 als Legende verwendet werden kann. Gezeigt ist in der Abbildung der Betrag des
Modulationsfaktors der Gesamtleistung des u/-Signals, also |m, 2 (wy))|, ausgewertet bei einem sehr
nahen Wandabstand von y* = 0,4. Bei den tiefen Frequenzen liegt der Modulationsfaktor dabei in
der Néhe des quasistationdren Grenzwertes. Quasistationir wird m 2 mit der doppelten relativen
Amplitude der Wandschubspannung und phasengleich mit ihr moduliert.
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Abhingigkeit des axialen Spektrums von der Modulationsfrequenz

Die Modulationsfaktoren von E, 2 (k;) sind fiir drei Wandabstdnde und fiir Anregungsfrequenzen
von wy = 0,0734 bis 10,9-10~2 in den Abbildungen 7.9-7.14 dargestellt. Die drei Wandabstinde sind
yT = 0,41 (viskose Unterschicht), y* = 12 (Pufferschicht; Ort mit maxiamaler Gesamtleistung des
u/-Signals) und y* = 67. Die tiefste dargestellete Raumfrequenzkomponente entspricht dem Gleich-
anteil (k7 = 0), die héchste dargestellte Raumfrequenzkomponente entspricht einer Wellenlénge
von \} = 32,3. Die Frequenzaufldsung ist ok, = 27 /775.

Generell werden die Ortskurven mit wachsender Modulationsfrequenz immer kleiner. Auch sind
die Spektren bei den groflen Wellenzahlen immer wesentlich starker moduliert als bei den kleinen.
Im wandnahen Bereich zeigt sich eine charakteristische Kriimmung, die bis auf wenige Ausnahmen
immer nach links gerichtet ist, wenn man von den kleinen zu den groflen Wellenzahlen geht. Die
Kriimmung verschwindet mit wachsendem Abstand zur Wand und die Ortskurven gehen dann fast

in Geraden tiber. Auch verliert sich die Kriimmung mit sinkender Modulationsfrequenz immer mehr.

Alle Ortskurven konvergieren fiir die hohen Modulationsfrequenzen auf den Ursprung zu, der in
dieser Hinsicht als Fixpunkt betrachtet werden kann. Nicht nur die Modulation der Gesamtleis-
tung verschwindet also bei den héchsten Modulationsfrequenzen, sondern auch die Modulation bei
den grofen rdumlichen Wellenzahlen, die ansonsten sehr grofs im Vergleich zu der Modulation der
Gesamtleistung ist.

Laft man fiir den Moment einmal die Schwierigkeiten bei der Umrechnung zwischen zeitlichen und
rdumlichen Spektren aufier acht, dann kniipfen diese Ergebnisse direkt an die offenen Fragen der in
der Arbeit von Hesse (1995) genannten Probleme an. Dort wurde bei der Modulation des zeitlichen
Spektrums beobachtet, dass die Ortskurven in ihrer Gesamtheit nicht um den Nullpunkt verteilt
sind, sondern das » Zentrum« zeigte sich in Richtung 1—1¢ verschoben. Fiir hohe Modulationsfrequen-
zen verliefen die Ortskurven dann teilweise direkt durch den Ursprung, sodass aufgeprigte Minima
im Betrag und Spriinge in den Phasen entstanden. Die hochste untersuchte Modulationsfrequenz des
Experiments war w) = 2,06- 1072 und lag gerade in dem kritischen Bereich, bei der die Ortskurven
quasi tiber den Ursprung hinwegliefen. Unbeantwortet blieb die Frage, was bei weiterer Steigerung
der Anregungsfrequenz passieren wiirde. Ob, wie die Ergebnisse vermuten liefien, sich die Ortskur-
ven iiber den Ursprung hinweg bewegen wiirden und damit eine Steigerung der Modulation mit der
Anregungsfrequenz bedeutet hétten oder ob sich die Ortskurven auf den Ursprung zusammen zie-
hen wiirden und sdmtliche Modulationen zum Verschwinden gebracht hétten. Die hier untersuchten
Raumspektren beantworten diese Frage zugunsten der zweiten Alternative. Die Modulation ver-
schwindet fiir alle Raumfrequenzkomponenten des u/-Signals mit steigender Modulationsfrequenz.
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Obwohl die modulierten Zeitspektren des Experiments bei dem Vergleich mit den hier untersuchten
modulierten Raumspektren einige Unterschiede aufweisen, wurde qualitativ ein sehr &hnliches Ver-
halten festgestellt. Die im Experiment beobachtete » Verschiebung« der Ortskurven gegentiber dem
Ursprung wurde von Hesse (1995) mit einer unterschiedlichen Modulation der Form des Spektrums
und der Modulation der Gesamtleistung (nulltes Moment) gedeutet. Als Konsequenz musste eine
Hypothese von fritheren Arbeiten dahingehend revidiert werden, dass nicht die tiefen Frequenzen zu-
erst auf die gednderten Randbedingungen reagieren, sondern, dass umgekehrt die hohen Frequenzen
eine kleinere Zeitverzogerung gegeniiber der modulierten Wandschubspannung zeigen, wenn allein
die Modulation der Form betrachtet wird.

Die Abbildungen 7.9-7.14 zeigen deutlich, dass sich auch hier die Ortskurven quasi um das nullte
Moment (die Gesamtleistung) spiralen und nicht um den Ursprung, wie man vieleicht vermutet
héatte. In die Abbildungen 7.9, 7.11 und 7.13 sind die nullten Momente jeweils mit eingezeichnet.
Die Momente befinden sich immer sehr nah an den Ortskurven. Das gilt auch fiir die hier nicht ein-
gezeichneten hoheren Momente (vergleiche Abbildung 7.7). Im Sinne der Interpretation der geraden
Momente als Modulationsfaktoren der rdumlichen Ableitungen, zeigt der Verlauf der Ortskurven
somit auch die Modulation der Gesamtleistungen der axialen Geschwindigkeitsgradienten in der
Strémung.

Die Modulation der Form des Spektrums lasst sich nun einfach dadurch separieren, dass man die
nullten Momente jeweils in den Ursprung legt. Denn nach der iiblichen Linearisierung gilt:
(Ey2)(ka) _ Byo(ke) + By (ke) (7.9
() 7o '
7 2 (b
Bt | Eye) Bt 0
U/2 u/2 ’U,/2

~
~

Und fiir den Modulationsfaktor des auf die phasenabhéngige Gesamtleistung normierten raumlichen
Spektrums folgt:

=)

2 (kg 2
mg , = Eyalke) - u” (7.11)

Abbildung 7.15 zeigt Ortskuven des modulierten axialen rdumlichen Spektrums im Vergleich mit
experimentell ermittelten Modulationsfaktoren. Jeweils in der Simulation und bei den Messwerten
(Beykirch 1996; Hesse 1995) ist die Modulation der Gesamtleistung abgezogen, sodass die null-
ten Momente aller Ortskurven im Ursprung liegen. Gemessen wurde dabei jedoch nicht direkt die
Modulation von rdumlichen Spektren, sondern die Modulation von Zeitspektren. Nimmt man die
Giltigkeit der Taylorhypothese im instationdren Fall an, dann lassen sich mit der lokalen Konvekti-
onsgeschwindigkeit u.(y) die Zeitfrequenzen w in raumliche Wellenzahlen k, umrechnen: k, = w/u..
Die Konvektionsgeschwindigkeit fiir 4 bei dem gewihlten Wandabstand y™ = 10,2 ergibt sich aus
Abbildung 5.5 auf Seite 54 in etwa zu u, = 10u,. Zu den Zeitfrequenzen der Messung ist zu sa-
gen, dass es sich dabei um die Mittenfrequenzen von sieben Oktavbidndern handelt tiber die die
Zeitspektren jeweils gemittelt wurden. Von den rdumlichen Wellenzahlen der Simulation sind dann
diejenigen ausgewadhlt worden, die den in Raumfrequenzen umgerechneten Mittenfrequenzen der
Messung am néachsten liegen. Man beachte in der Auftragung, dass den beiden tiefsten Frequen-
zen der Messung keine passenden Raumfrequenzen in der Simulation zugeordnet werden konnte
— die Periodenldnge war dafiir zu klein — sodass hier die Raumfrequenz null gewahlt wurde. Damit
enthalten die Simulationsortskurven in der Auftragung nur jeweils sechs Punkte. Trotz der vielen
N&herungen stimmen die Ortskurven der Simulation und die der Messungen ziemlich gut iiberein.
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Abweichungen gibt es vor allem bei den hohen Raumfrequenzen. Das verwundert jedoch nicht, denn
sowohl die Simulationwerte als auch die Messwerte miissen hier mit besonderer Skepsis betrachtet
werden. Insbesondere deshalb, weil die Leistung, die in den grofsen Wellenzahlkomponenten steckt,
sehr klein und damit die Fehler der Modulationsfaktoren sehr grof werden. Die Abweichungen bei
den tieferen Frequenzen sind vornehmlich auf die etwas unterschiedlichen Anregungsfrequenzen von
Messung und Simulation zuriickzufiihren. Die insgesamt recht gute Ubereinstimmung scheint die
Giltigkeit der instationdren Taylorhypothese zu bestétigen. Auf prinzipielle Fehler der aus Zeit-
signalen gewonnen Modulationsfaktoren soll hier nicht eingegangen werden. Es sei hierzu auf die
Arbeit von Ickler (1997) verwiesen. Insbesondere muss beachtet werden, dass bereits eine modulierte
Konvektionsgeschwindigkeit zu einer scheinbaren Modulation im Spektrum fiihrt.

Die wandnormale und die spannweitige Geschwindigkeitskomponente

Messwerte zur wandnormalen und spannweitigen Geschwindigkeitskomponente der instationdren
turbulenten Strémung sind vergleichsweise selten. Mit den Daten der durchgefiihrten Simulation ist
hier eine wichtige Ergédnzung geschaffen worden. Unter anderem konnten so auch die modulierten
Spektren dieser Groflen in gleicher Weise untersuchen werden, wie es mit den experimentellen Daten
fast ausschliefslich mit der axialen Komponente gemacht wurde. Ob sich dabei die senkrechten
Komponenten v' und w’ in dhnlicher Weise verhalten wiirden wie ' war zunéchst offen. Insbesondere
deshalb, weil sich ' in vielerlei Hinsicht anders verhilt als v’ oder w’. So wird die turbulente
kinetische Energie primar durch Produktion von u-Schwankungen erzeugt und vom Druck erst in
einem sekundéren Prozess auf v und w’ verteilt.

In der Tat verhalten sich die modulierten Gesamtleistungen zwar &hnlich, im Detail aber dennoch
etwas unterschiedlich, wie Kapitel 6 gezeigt hat. Die spektral aufgeschliisselte Gesamtleistung bei
vier Wandabstianden fiir alle drei Komponenten der Geschwindigkeit zeigen die Abbildungen 7.16
und 7.17. Die Modulation der Gesamtleistung wurde hier nicht abgezogen. Zur besseren Ubersicht
sind markierende Symbole jeweils nur fiir die erste Harmonische (die Wellenlénge ist dabei gleich der
axialen Ausdehnung des Rechengebietes) und die Nyquist Frequenz (Wellenlange gleich doppelter
Gitterpunktabstand) eingezeichnet.

Als Hauptergebnis der Vergleiche kann festgestellt werden, dass die spannweitige und auch die
wandnormale Komponente der Geschwindigkeitsfluktuationen sehr &hnlich wie die axiale Kompo-
nente moduliert werden. Sowohl die Richtung, als auch — mit Einschrankung — die Ausdehnung und
Form der Ortskurven ist bei allen Frequenzen und allen Wandabstéanden sehr dhnlich. Die Drehun-
gen der Kurven gegen die positive reelle Achse entsprechnen den Zeitverzégerungen mit denen die
einzelnen Komponenten auf die modulierte Wandschubspannung reagieren und spiegeln damit einen
wichtigen Teil der Dynamik glgr turblllenten Strér/n\ung wieder. Offenbar gibt es hier keine beson-
deren Unterschiede zwichen u/?(k,), v'?(k;) und w'?(k,). Gewissen Abweichungen von den beiden
anderen Komponenten zeigt v/, die jedoch sehr gering ausfallen, sodass an dieser Stelle nicht weiter

darauf eingegangen wird.

Kreuzspektrum zwischen der axialen und der normalen Komponente

Das Kreuzspektrum F, . (k,) kann nicht in Aquivalenter Weise wie oben die Autospektren behandelt
werden, denn letztere sind rein reelle Grofen, wihrend Kreuzspektren auch eine Phase haben. Beim
modulierten Kreuzspektrum tritt das Problem auf, dass man die Modulation einer an sich schon
komplexen Grofe untersuchen muss. Das phasengemittelte Kreuzspektrum konnte zwar als komple-
xes Signal ebenfalls nach Fourier in Einzelfrequenzen beziiglich der Wandfrequenz zerlegt werden,
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Abb. 7.15: Modulierte Zeitspektren aus Messungen (Beykirch 1996) (o) im Vergleich mit
den modulierten axialen raumlichen Spektren der Simulation (Symbole wie in
Abbildung 7.8). Die Zeitfrequenzen sind mit k] = w/u. in Raumfrequenzen
umgerechnet. Der Wandabstand ist ¥ = 10,2 und die Konvektionsgeschwin-
digkeit ist dort ca. u, = 10 u.
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Abb. 7.16: Modulation der rdumlichen Spektren E 2(k;), E, 2(k;) und E, 2(k,) fiir unterschied-
liche Modulationsfrequenzen bei den Wandabstéinden y* = 2,17 (links) und y™ = 12,3
(rechts). (Symbole wie in Abbildung 7.8)



154

7 Spektren und Korrelationen
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Abb. 7.17: Modulation der rdumlichen Spektren E 2(k;), E,2(k;) und E, 2(k,) fiir unterschied-

liche Modulationsfrequenzen bei den Wandabstinden y* = 24,6 (links) und y* = 67,5
(rechts). (Symbole wie in Abbildung 7.8)
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um dann die erste Harmonische als Grundlage zur Berechnung der Modulationsfaktoren zu benut-
zen, man hatte damit aber zwei ganz unterschiedliche Phasen miteinander vermischt. Zum einen
die Phase des Kreuzspektrums von «’ und v’, die ein Maf fiir die rdumliche Verschiebung einzelner
Frequenzkomponenten der Signale ist, und zum anderen die Phase beziiglich der Wandbewegung.
Der Interpretation zugénglicher ist dagegen die getrennte Untersuchung des modulierten Realteils
und des modulierten Imaginarteils des Kreuzspektrums. Dem Realteil kommt dabei die besonder
Bedeutung zu, dass er allein fiir die turbulente Schubspanung verantwortlich ist, also dafiir, dass v’
und v im Mittel — am selben Ort — miteinander korreliert sind.”

Im Folgenden wird zunéchst die Modulation des Realteils des Kreuzspektrums F, /. (k;) = ET(;Q)}, +

iEfj)v, betrachtet. Physikalisch wird damit die Reaktion der turbulente Schubspannung —pu/v’ auf
die dufiere Storung dahingehend untersucht, bei welchen Wellenlédngen (die in gewisser Weise als
Strukturabmessungen gedeutet werden konnen) sie sich besonders unempfindlich oder empfindlich
gegeniiber gednderten Randbedingungen erweist. Im Gegensatz zur Gesamtschubspannung

T = —2p / ) (k) dk, (7.14)
0

kann Eq(;l/(kx) teilweise null oder sogar negativ werden (Abbildung 7.5 auf Seite 140). Es ist somit

wenig sinnvoll Modulationsfaktoren der Form

_ Bk A
) —

Tv’(kx) Tw

zu untersuchen. Das Kreuzspektrum wird daher zunédchst auf das geometrische Mittel der zugeho-

M (kz) (7.15)

rigen Autospektren normiert und es wird damit zur Koharenzfunktion.

Modulierte Koharenzfunktion

Fiir den komplexen Wechselanteil der phasengemittelte Koharenzfunktion
. _<Eu’v’ (ka:)>
)) =
B (k) (B ) (k)

ergibt sich aus einer zu zum Einschub des Abschnitts 6.2.1 (Seite 94) analogen Herleitung folgende

<7u’v’(k'x

(7.16)

lineare Naherung:

~ _E ! E ’ E ’ E / E / . —E 14/
Yu'v! ~ A _Wu’v/ w 2/ u'? —2|_ v 2/ v'? mit Wulvl = —_uv . (717)

7 Denn das Kreuzspektrum ist die Fourier Transformierte der reellen Korrelationsfunktion R/, (rs). Daher ist

E. v (—ks) = E}/, (kz) und somit

S[u’v'] = Ru/v/ (TI = O) = / Eulvl(kz) dkz = Z/RE{EUIUI (km)}dkz (7.12)
—o00 0

Der Imaginirteil ist fiir die Korrelation zwischen u’ und v’ fiir Verschiebungen mit 7, # 0 wichtig. Fiir den
zeitabhéngigen Wechselanteile des Spektrums gilt — hier nicht als analytisches Signale geschrieben:

By (ku, t) = %E‘u/u/(kz) elwt 4 %E}U/(—km) e lwwt, (7.13)

Wichtig ist das Minuszeichen, denn es sorgt dafiir, dass nach Riicktransformation in den Raumbereich der Wech-
selanteil der Kreuzkorrelation reell wird.
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Dabei sind die k,-Abhéngigkeiten der besseren Ubersicht halber weggelassen. Das Betragsquadrat
e (k2 )|* der Kohérenzfunktion wird oft als Korrelation der Signale bei einer bestimmten Raum-
frequenzkomponente gedeutet. Aus den weiter oben beschriebenen Griinden, wird hier aber der
Realteil des Kreuzspektrums eingesetzt, um die Modulation der spektral aufgelésten turbulenten
Schubspannung zu untersuchen:

() 5 5
—~ def B, _ E 2/E 2+ FE ,2/FE ,
70,4 Bew 5 BuelBy T /B (7.18)
E’LL/Q E,U/Q
Bezieht man ﬁq(;i, 8 auf die relative Modulation der Wandschubspannung, erhilt man den Modula-
tionsfaktor der Kohérenzfunktion:
"o _ —Egz)//aTw _ 5 EU/Q/EU/Q + Ev/z/Evlz
’Yuyl‘v/ il T u'v’ 20, ’
\/E 2 E e ™ (7.19)
1
m_u’v’(km) § (mu/2 (km) + m’Ul2 (kﬂj))

Der erste Term von Gleichung (7.19) kann dabei als (verallgemeinerter) Modulationsfaktor der
turbulenten Schubspannung interpretiert werden.

Abbildung 7.18 zeigt m_,/, (k) und %(mu,z(km) + m,2(ky)) beim Wandabstand y™ = 12 im
Vergleich. Die hochsten Raumfrequenzkomponenten wurden dabei nicht beriicksichtigt (vergleiche
die Anmerkung der Fussnote 6 von Seite 138). Die hochste dargestellte Raumfrequenz entspricht
einer Wellenlidinge von \} =~ 38,8 die tiefste Raumfrequenz einer Wellenliinge von A} =~ 775.

Offensichtlich werden die beiden Terme der Gleichung (7.19) sehr dhnlich moduliert, insbesondere
fiir tiefe Modulationsfrequenzen und bei héheren Raumfrequenzen. Nahe der Wand (y* < 5) und
fiir grofere Wandabstiande (y+ > 40) ist die Ubereinstimmung noch wesentlich besser. Fiir 3+ = 50
ist der Vergleich in Abbildung 7.19 zu sehen. Nach Gleichung (7.19) bedeutet das fiir den Modulati-
onsfaktor der Kohérenzfunktion, dass er fiir nahezu alle Wandabsténde, alle Modulationsfrequenzen
und auch alle Raumfrequenzkomponenten sehr klein ist. Die rdumliche Kohérenz kann somit zu
den kaum beeinflussbaren Eigenschaften der Turbulenz gez&hlt werden. Das gilt insbesondere auch
fiir die spannweitige Kohérenz, die hier jedoch nicht genauer betrachtet wird. Im Folgenden werden
aber die zweidimensionalen Spektren der Einzelgrofen v’ und v’ sowie das Spektrum von w’ genauer
untersucht, vor allem auch deren Modulation.

7.3 Zweidimensionale Korrelationen und Spektren

Bereits die eindimensionalen axialen Spektren haben gezeigt, dass die aufgepragte Storung die kleins-
kaligen und die grofskaligen turbulenten Schwankungsbewegungen ganz unterschiedlich beeinflusst.
Weitgehend unabhéngig von der Modulation der Gesamtleistung erwies sich die Modulation der
Form der Spektren. Bei den im Folgenden betrachteten zweidimensionalen Spektren Eu;u/j (kz, k2)
wird nun zusétzlich zur axialen Struktur die spannweitige Struktur der Turbulenz mit in die Unter-

suchungen einbezogen. E, ./ (kz, k.) kann entweder aus der zweidimensionale Korrelationsfunktion
KR

Ry (re,2) = Euj(, 2)us(x + 72, 2 + 72)] (7.20)

8 Der hochgestellte Index »(r)« deutet dabei lediglich an, dass die Kohdrenzfunktion mit dem Realteil des Kreuz-
spektrums berechnet wurde, es gilt also nicht: ﬁff,zj, = Re{Fu/v }
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Abb. 7.18: Der verallgemeinerte Modulationsfaktor m_,./(k;) (schwarz) im
Vergleich mit 242" (m,2 (k) + m,2(kg)) (rot) beim Wandabstand
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Abb. 7.19: Der verallgemeinerte Modulationsfaktor m_,(k;) (schwarz) im

Vergleich mit %(mwz (kz) + my2(kz)) (rot) beim Wandabstand
+
y™T = 50.
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berechnet werden oder direkt aus den rdumlichen Amplitudenspektren U] (kq, k.) = F{u}(z,2)}:
By (kz, k2) = EMU] (ke k) (Uf)" (kas k2. (7.21)

In der Simulation kann die zweite (schnellere) Methode benutzt werden, wiahrend in realen Expe-
riment Korrelationsfunktionen einfacher zu messen sind °. Die komplexe Amplitude des Wechsel-
anteils wurde direkt wihrend der Simulation durch Wichten mit e~“v! berechnet. Fiir die reellen
Autospektren geschah das geméaf

1 N Ty
E, (kg ks) = / UL (kg k) |2 e 790wt dt, (7.22)
0

 NT,

wobei N die Zahl der ausgewerteten Wandperioden ist. Bei den Kreuzspektren Ey/ . (ky, k,) wurden
die Modulation des Realteils und des Imaginéreteils getrennt untersucht. Die Leistung des Autospek-
trums E,2(ky, k;) bei k; = k; = 0 kann nicht direkt wahrend der Simulation bestimmt werden,
denn dann sind das Phasenmittel und damit die turbulenten u'-Schwankungen noch unbekannt.
Nach der in Abschnitt 4.9 beschriebenen Methode sind daher sowohl das Gleichspektrum Eu,z als
auch Eu,z bei k, = k. = 0 korrigiert worden.

7.3.1 Gleichwerte

Autoleistungsspektren

Abbildung 7.20 zeigt die langzeitgemittelten Autospektren der turbulenten Schwankungsbewegun-
gen beim Wandabstand y™ = 0,41 und y = 14,1. Die Spektren sind so normiert, dass

/E(km,kz)dkx dkz =1

gilt. Fiir die aus den normierten Spektren berechneten Korrelationen folgt damit
R(ry =0,7,=0) =1.

Allgemein f&llt bei den zweidimensionalen Spektren auf, dass die grofite Leistung vornehmlich in
k.-Richtung verteilt ist. Die energiereichsten Anteile der turbulenten Schwangungsbewegungen fin-
det man fir k, = 0, das sind Langs-»Strukturen« ohne jegliche Variation in Strémungsrichtung.
Andererseits tragen Strukturen mit k£, = 0 nur vergleichsweise wenig zur Gesamtleistung bei, aus-
genommen solche Strukturen, fiir die auch k, klein ist. Die drei Komponenten zeigen dabei ein
dhnliches, im Detail aber doch unterschiedliches Verhalten. Unabhéngig vom Wandabstand gilt bei-
spielsweise E 2(k; = 0,k, = 0) = 0, denn das inkompressible Fluid gestattet keine einheitliche
wandnormale Bewegung (zu jedem Zeitpunkt muss das in der z-z-Ebene gemittelte v exakt null
sein). E,2(ky = 0,k, = 0) liefert dagegen fast den grofiten Beitrag zur Gesamtleistung der spann-
weitigen Schwankungen. In Wandnahe fallt auf, dass das Spektrum der spannweitigen Komponente
fiir kleine k,-Werte eine Arte »Einschniirung« aufweist. Die w-Schwankungen mit k&, = 0 sind in
Wandnéahe offenbar besonders energiearm.

9 Dazu geniigen im Prinzip zwei Einzelsonden, die rdumlich gegeneinander verschoben werde. Fiir verschiedene
Absténde der Sonden miissen dann jeweils die zeitlich fluktuierenden Geschwindigkeiten gemessen werden. Solche
Experiment sind meist sehr aufwindig und mit einigen messtechnischen Problemen verbunden.
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Abb. 7.20: Auf die Gesamtleistung uTQ normierte langzeitgemittelte Autospektren E ,2(kz, k.) der

turbulenten Schwankungsbewegungen beim Wandabstand y™ = 0,41 (links) und y* =
14,1 (rechts). Die Hohenlinien sind logarithmisch verteilt: von 1073 bis 10% in 0,5-er
Schritten des Exponenten.



7.3 Zweidimensionale Korrelationen und Spektren 161

Beykirch (1996) hat die zeitspektral aufgeloste spannweitige Korrelation R(w,r,) von u’ gemessen.
Die Zeitfrequenzen w hat er — der Taylorhypothe folgend — mit der mittleren Strémungsgeschwindig-
keit beim jeweiligen Wandabstand in Raumfrequenzen k, umgerechnet. Aus einer Modellfunktion
fiir die spannweitige Korrelation lieR sich den einzelnen Léngswellenlangen A\, = 27/k, eine Quer-
wellenlange A\, derart zuordnen, dass die Kombination (., \;) als dominante » Struktur« angesehen
werden konnte. Der Zusammenhang zwischen Langs- und Querskalen innerhalb der Pufferschicht
folgte dabei dem einem einfachen Skalierungsgesetz:

Ar

Fc (ahH™, (7.23)

x

Die vom Wandabstand abhingigen Konstanten C' und m wurden im Bereich 10 < y™ < 50 fiir C
mit 0,02 bis 0,025 und fiir m mit 0,76 bis 0,8 angegeben. Das in der Simulation ausgewerteten raum-
lich zweidimensionalen Spektrum E,2(ky, k.), konnte zunéchst in R, 2(k.,r,) umgerechnet werden
und dann der selben Prozedur unterzogen werden, wie sie fiir die Messdaten durchgefiihrt wurde.
Die Zuordnung einer dominaten spannweitige Raumfrequenz oder Wellenldnge zu einer gegebenen
axialen Raumfrequenz kann aber auch direkt im Spektrum E, 2 (k;, k,) vorgenommen werden. Dazu
bestimmt man fiir ein festes k, das Maximum entlang der k,-Richtung. Fiir grofle k,-Werte liegt das
Maximum immer bei k, = 0 und die Gleichung 7.23 gilt nicht. Die untersuchten Raumfrequenzen
der Messung lagen jedoch mehr im langwelligen Bereich des Spektrums. Sie reichten bei y™ = 10
etwa bis k7 = 0,069. In dem Bereich finden sich im rdumlichen Spektrum der Simulation tatséchlich
Maxima mit k, # 0. Bei k; = 0 ist es in Abbildung 7.20 deutlich zu sehen. Auch das von Beykirch
(1996) angegebene Skalierungsverhalten erwies sich im langwelligen k,-Bereich als passable Nihe-
rung. Tendenziell ergaben sich in der Simulation aber etwas héhere Exponenten m. Im kurzwelligen
k.-Bereich konnten die Messwerte zur der Vermutung leiten, dass die zugehorigen Querwellenlangen
dann tiberproportional lang werden und somit kurze und breite » Strukturen« favorisiert sind. Das
kann bestatigt werden, denn fiir groffe k, ist das u/-Spektrum fiir k, = 0 maximal. Das gilt aber
zum Beispiel nicht fiir das w’-Spektrum, wenn man sich auf den wandnahen Bereich konzentriert
(sieche Abbildung 7.20 unten links).

Kreuzleistungsspektrum

In Abschnitt 5.8.2 wurde erwahnt, dass der Realteil der Kohédrenzfunktion

_ _Eu’v’(k:ra kz)
 VE, 2 (kg k) E 2 (s, k)

fiir gewisse Wellenzahlkomponenten positiv wird und es wurde daraus gefolgert, dass diese Wellen-

Yu'v! (k:ca kz)

(7.24)

zahlkomponenten einen negativen Beitrag zur Produktion turbulenter kinetischer Energie leisten, sie
der mittleren Strémung somit Energie zufiihren statt ihr Energie zu entziehen. Die Koh&renzfunk-
tion gestattet aber keine Quantifizierung dieser Aussage, denn das fiir die Produktion mafigebliche
Kreuzleistungsspektrum E, ., (k,, k) ist dort auf die Autoleistungsspektren von u' und v’ normiert.
Fiir die nach Wellenzahlen aufgeschliisselte Produktion gilt:
du

P(k:ca kz) = _Re{Eu’v’(kxa kz)}@ (7‘25)
Fiir einige wandnormale Positionen y ist der Realteil des Kreuzspektrums in Abbildung 7.21 darge-
stellt. Die positiven und negativen Werte sind zur besseren Unterscheidung jeweils unterschiedlich
hervorgehoben. Die positiven Korrelationen findet man vor allem bei kleinen k,-Werten, die un-

mittelbare Wandnéhe einmal ausgenommen. Das negative Interal tiber alle Raumfrequenzen ergibt
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die turbulente Schubspannung — nach einer Multiplikation mit der Dichte — und sie ist fiir alle
Wandabsténde stets positiv. Zum Vergleich wurde anschlieffend nur iiber solche Raumfrequenzen
integriert, fiir die Re{E,/ (kz, k.)} > 0 gilt. Der vom Wandabstand abhéngige Vergleich der beiden
Integrationen ist in einem Teilbild der Abbildung 7.21 gezeigt. Der maximale Beitrag der »negati-
ven turbulenten Schubspannung« an der turbulenten Gesamtschubspannung liegt bei knapp —5% '°
beim Wandabstand y* ~ 20 und damit etwas niher an der Wand, als der Ort maximaler tur-
bulenter Schubspannung (y* ~ 35). Unmittelbar iiber der Wand ergeben sich noch etwas héhere
prozentuale Werte (= —8%), dort ist aber die turbulente Schubspannung insgesamt sehr klein. In
den wandferneren Schichten ist der Realteil des Kreuzspektrums iiberall negativ, dennoch sind die
Leistungsdichten bei kleine spannweitige Wellenzahlen (insbesonder bei k, = 0) meist sehr klein.

Den groRten Beitrag zur negativen Korrelation zwischen v/ und v’ liefern Raumfrequenzkomponenten
mit k, = 0 und einer nur wenig vom Wandabstand abhéngigen spannweitigen Wellenléinge von \} ~
190 (in Wannéhe bei etwas kiirzeren, in der Kanalmittenregion bei etwas langern Wellenléngen).

Integriert man tiber alle axialen Raumfrequenzen und multipliziert das Ergebnis mit der Scherrate,
dann zeigt sich ein Maximum in der Produktion bei y* ~ 14 und einer spannweitigen Wellenléinge
von \J ~ 128. Fiir k, = 0 und die tiefste spannweitige Wellenlinge von A\ =~ 775 findet man
etwa bei dem gleichen y-Wert ein negatives Maximum in der Produktion. Eine Integration iiber alle
spannweitigen Raumfrequenzen ergibt fiir kleine k, immer positive Produktionswerte (den grofiten
fir k, = 0). Mit wachsendem k, dominiert dann die positive Korrelation zwischen u’ und v und
die Produktion wird hier negativ (besonders deutlich im Bereich y™ = 16 bis 20).

Fiir eine Erklarung, warum bestimmte Wellenzahlkomponenten der mittleren Strémung Energie
zufithren, seien hier folgende Uberlegungen aufgefiihrt. Zunichst denke man sich die Zunahme der
turbulenten Schwankungsenergie durch angefachte Wellen beschrieben. Die angefachten Wellen (Mo-
den) entnehmen die dazu notige Energie der mittleren Strémung. Das Produkt der Korrelation —u/v’
mit der Scherrate du/dy quantifiziert dabei den Energieiibertrag pro Zeiteinheit. Mit wachsender
Amplitude der angefachten Moden werden nichtlineare Effekte immer wichtiger und es kommt im
Wellenzahlraum zum Ubertrag der Energie auf andere Moden. Wenn diese aber nicht auch angefacht
sind, dann kann die Energie nur entweder disspiert werden, oder aber zuriick in die Gleichstrémung
fliefen. Vor allem fiir die kleineren Wellenzahlen und bei gréfseren Wandabstédnden kann die Dissipa-
tion aber sicherlich vernachléssigt werden. Wellen die eine negative Produktion bewirken sollten also
dadurch ausgezeichnet sein, dass sie zeitlich gedampft sind, wobei die Dampfung aber nicht einfach
die Folge einer Energiedisspipation ist. Eine Abnahme in der Amplitude der gedampften Wellen be-
deutet eine zeitliche Anderung ihres Impulses, und genau diese Kraft ist es, die die Gleichstrémung
beschleunigt und damit auch die kinetische Energie erh6ht. Fiir Einzelheiten des Zusammenhangs
zwischen der Stabilitit einer Welle und dem Energieerzeugungsterm sei auf (Betchov & Criminale
1967) verwiesen. Dort findet sich auch eine anschauliche Erklarung fiir die » Wirkungsweise« des
Produktionsterms —u/v/du/dy.

Kreuz- und Autokorrelation

Abbildung 7.22 zeigt die durch Fourier-Riicktransformation aus den Kreuz- und Autospektren be-
rechneten Korrelationsfunktionen bei y* = 10,7. Die Autokorrelationen sind jeweils auf

Ru;.? (rp, =0,r,=0) = u;2

10 Das ist auch gleichzeitig der Anteil der negativen Produktion, denn die Multiplikation mit der Scherrate #ndert
das Verhiltnis nicht.
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Abb. 7.21: Negativer Realteil des auf die turbulente Schubspannung normierten Kreuzspektrums
Eyy(kz, k) in der stationdren Stromung fiir verschiedene Wandabsténde. Die Hohen-
linien sind logarithmisch verteilt: fiir die positiven Werte (farbig) von 10725 bis 1028
in 0,5-er Schritten des Exponenten, fiir die negativen Werte (schwarz) von —10' bis
—1071%% in 0,25-er Schritten des Exponenten. Unten rechts: Vergleich der turbulenten
Gesamtschubspannung mit der »negativen turbulenten Schubspannung«.
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normiert, wiahrend die negative Kreuzkorrelation R,/ (75, 7,) auf
—-1/2
(Ry2(0,0)R,2(0,0)) " * = uegrves

bezogen ist und damit zum Kreuzkorrelationskoeffizient X,/ (74, 7.) wird. Die Kreuzkorrelation
Ry (13, 7) ist — vor allem in Wandnéhe — nicht symmetrisch. So findet sich beim gew&hlten Wand-
abstand die maximal positive Korrelation zwischen u/ und v’ nicht bei r, = 0, sondern bei etwa
r} =19 und r} = +42. Nach der gewihlten Vorzeichenkonvention bedeutet ein positives 7, eine
stromab Verschiebung von v’ gegeniiber u’. Nahert man sich der Wand, dann verschiebt sich das
negative Maximum von X,/ (7%, 7,) in r,-Richtung kaum, in r,-Richtung aber hin zu immer gro-
feren Verschiebungen. Wandferner liegt das negative Maximum in etwa bei r, = 0, dennoch bleibt
Xu'v' (Tz, r2) asymmetrisch. Unter anderem liegt das positive Maximum von . fiir Wandabsténde
mit 4y > 15 bei Verschiebungen mit r, < 0, das heifit, v’ ist dann mit einem stromauf liegenden
v'-Wert maximal negativ korreliert. In Wandnihe ist es gerade umgekehrt. Mathematisch ist es der
Imaginéarteil des Kreuzspektrums FE, /. (k,, k,) (weiter oben wurde nur der Realteil gezeigt) der fiir
die Asymmetrie verantwortlich ist. Bei einer physikalischen Interpretation bieten Korrelationsfunk-
tionen viel Raum fiir Spekulationen, unter anderem, weil keine Phasenbeziehungen zwischen den
beteiligten Signalen beriicksichtigt sind. Umgekehrt konnen aber Modellvorstellungen dahingehend
iiberpriift werden, ob sie konsistent mit den bekannten Korrelationsbeziehungen sind. Eine Zuord-
nung zwischen »kohérenten Strukturen« und den gezeigten Korrelationen wird hier nicht versucht
und diesbeziiglich auf die Anmerkungen in der Einleitung verwiesen.

Aufféllig bei R 2(rz,7,) ist der langsame Abfall mit r;, insbesondere fiir kleine r.-Werte. Fiir
r, = 0 hat das ja bereits die eindimensionale Korrelationsfunktion R, 2(7;) gezeigt (Abbildung 7.2
auf Seite 136). Das gebrduchliche Mikro-Léngenmafs
AL (Z02R 2 /082 /Ry pa(r = 0))

(reziproke Kriimmung im Nullpunkt) ist fiir «/ in Hauptstromungsrichtung besonders groff, das
heiflt, die » Strukturen« haben in z-Richtung eine groffe Ausdehnung, wahrend die spannweitigen
Abmessungen viel kleiner sind. Bei der wandnormalen und der spannweitigen Komponente der
Geschwindigkeit zeigt sich das nur bedingt und weit weniger ausgeprigt als bei u/. In der Ka-
nalmittenregion verhalten sich die v'- und w’-Schwankungen nahezu isotrop, die Hohenlinien der
Korrelationsfunktion werden dort zu Kreisen. Fiir u’ zeigt sich das nicht so deutlich, dennoch sind
dort die langgestreckten u/-Strukturen weitgehend verschwunden. Es kann davon ausgegangen wer-
den, dass in Wandnéhe die starke Scherung du/dy fiir das immer wieder beobachtete Streifenmuster
sorgt.

7.3.2 Modulation der zweidimensionalen Spektren

Die Modulationsfaktoren der rdumlichen Autospektren Spektren E 2, E 2 und E . sowie die
des Kreuzspektrums F,/,, wurden fiir jedes Wellenzahlpaar (k;, k.), alle Wandabstédnde y und fiir
diverse Wandfrequenzen w,, — die vom nahezu quasistationdren bis zum quasilaminaren Bereich
reichen — bestimmt. Hier werden die wesentlichen Ergebnisse hauptséichlich anhand der Daten der
C-Serie (Abschnitt 3.1 auf Seite 27) prasentiert. Die Periodenlédngen in z- und z-Richtung waren
dabei L} = 1550 und L} = 775, sodass sich ein spektrale Auflssung von Ak} ~ 4-1072 und
Ak} =~ 81073 ergab. Bei jeweils 96 Gitterpunkten in den beiden Richtungen lagen die Nyquist-
frequenzen bei k] ~ 0,194 (A} ~ 32) und k" =~ 0,389 (A} = 16). Die acht Modulationsfrequenzen
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Abb. 7.22: Korrelationsfunktionen der stationiren Stréomung beim Wandabstand y* = 10,7. Die
Kreuzkorrelationsfunktion R,/ (r;,7,) (oben) ist negiert gezeigt und auf die geometrisch
gemittelte Varianz von u’ und v’ normiert. Die Hohenlinien haben fiir die positiven Werte
einen Abstand von 0,1, fiir die negativen Werte einen Abstand von 0,05.
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der C-Serie wy - 100 = 0,280;0,423;0,637;0,781;0,965; 1,18; 1,44; 2,14 lagen im kritischen Frequenz-
bereich, dort wo starke Wechselwirkungen mit der Turbulenz zu erwarten sind und weder eine
quasistationire noch eine quasilaminare Naherung sinnvoll ist. Die Autospektren sind aus mathe-
matischen Griinden punktsymmetrisch beziiglich k, = k, = 0. Aus physikalischen Griinden sind sie
ausserdem achsensymmetrisch beziiglich der k- und der k.-Achse, sodass im Folgenden immer nur
die positiven Frequenzkomponenten gezeigt werden.

Fiir eine vergleichsweise hohe Modulationsfrequenz von w} = 2,14 - 1072 ist in Abbildung 7.23 der

Betrag des Modulationsfaktors %"z /ar, beim Wandabstand y™ = 10,7 dargestellt. Zum Vergleich

sind auch das langzeitgemittelte Spektrum Eu,z (kz,k,) und die erste Harmonische beziiglich der
Anregung Eu,z (kz, k.) gezeigt. Beim Modulationsfaktor fallt auf, dass er wesentlich starker von der
axialen Wellenzahl k, abhéngt, als von der spannweitigen Wellenzahl k,. Die Stromung wird offenbar
spannweitig sehr einheitlich moduliert. Weiter ist zu erkennen, dass » Strukturen« mit groflem k,, viel
starker beeinflusst werden, als die langwelligen. Das gilt auch, und im gezeigten Beispiel insbesonde-
re, wenn gleichzeitig k, klein ist, also kaum eine Variation in spannweitiger Richtung vorkommt. Mit
anderen Wort gesagt heifit das, dass die kurzen und breiten Strukturelemente besonders empfind-
lich auf eine Storung reagieren. In einem gewissen Wellenzahlbereich (in der Abbildung dunkel blau
dargestellt) sind die Modulationsfaktoren praktisch null. Der Bereich iiberstreicht dabei sdmtliche
spannweitige Wellenzahlen. Das erstaunt zunédchst besonders, denn im Gegensatz zur Modulation
bei grofien k,-Werten zeigt das Spektrum bei grofen k,-Werten besonders hohe Modulationsfakto-
ren. Im Wesentlich verhalten sich E, 2 (ky, k,) und E 2 (ks, k) in gleicher Weise wie E, 2 (kz, k).
Das Spektrum der axialen Schwankungsbewegungen reagiert jedoch fiir k£, = 0 bzw. kleine k,-Werte
etwas anders als E 2 und E, 2. Bei k; = 0 findet man fiir die u/-Schwankungen, im Gegensatz zu
den beiden anderen Komponenten, vergleichsweise grofe Modulationsfaktoren.

Eine bessere Vorstellung vom Verhalten einzelner Raumfrequenzkomponenten von u’, v und w’

E, 11 . .
erhalt man, wenn auch die Phase des Modulationsfaktors =+ 2 /a,, beriicksichtigt wird. Zuvor sei
72

jedoch auf Abbildung 7.24 verwiesen, die den Einfluss der \Kfandfrequenz auf den Betrag des Mo-
dulationsfaktors zeigt. Dabei fillt auf, dass sich der Bereich minimaler Modulation schnell mit
sinkender Frequenz dndert. Noch deutlicher als bei der oben diskutierten vergleichsweise hohen Mo-
dulationsfrequenz, zeigt sich, dass die Modulationsbetréige keine nennenswerte Abhéngigkeit von der
spannweitigen Wellenzahl &, aufweisen (mit Ausnahmen bei kleinen k,-Werte). Die Wellenzahlkom-
ponenten mit grofiem k, (kurze Strukturen) reagieren bei allen Modulationsfrequenzen mit maxima-
ler relativer Amplitude. Besonder hohe Werte ergeben sich fiir die Frequenzen von w} = 0,635-1072
bis 0,963 -10~2. Die farbkodierte Amplitude der Modulationsfaktoren sind in Abbildung 7.24 fiir alle
Auftragungen gleich, sodass sofort zu erkennen ist, dass die Amplituden bei hohen Modulationsfre-
quenzen deutlich kleiner werden.

Ortskurven

Die bis jetzt unbertiicksichtigten Phasen der Modulationsfaktoren zeigt Abbildung 7.25. Fiir einige
ausgewahlte spannweitige Wellenzahlen k, sind Ortskurven mit k, als Parameter dargestellt. Alle
Ortskurven sind sehr dhnlich, schrumpfen fiir grofe k. jedoch etwas zusammen. Die Phasen bestéti-
gen die Beobachtung, dass die spannweitige Struktur der Turbulenz fiir alle Skalen sehr einheitlich
moduliert wird. Die Ortskurven laufen in dem gezeigten Beispiel durch den Ursprung, sodass fiir
gewissen Wellenzahlkomponenten die Modulation praktisch vollkommen verschwindet. Die Phase
macht dabei einen Sprung um 180°. Die minimalen Betrége konnten zu der Vermutung fiihren,
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Abb. 7.23: Modulation des rdumlichen Spektrums der axialen Schwankungsbewegungen bei y+ =
10,7 und einer Modulationsfrequenz von wy = 2,14 - 1072,
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Abb. 7.24: Modulation des rdumlichen Spektrums der axialen Schwankungsbewegungen. Gezeigt
ist der Betrag des Modulationsfaktors beim Wandabstand y™ = 10,7 fiir verschiedene
Anregungsfrequenzen. Die Farbkodierung ist fiir alle Abbildungen gleich und geht von
0 (dunkelblau) bis 8 (dunkelrot).
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dass es ausgezeichnete Wellenzahlkomponenten gibt, die eine besondere Bedeutung fiir die (hier
wandnahe) Stromung habe, da sie offenbar kaum durch die dufere Stérung beeinflusst werden. Die
Ortskurven lassen jedoch eher vermuten, dass der Nulldurchgang mehr »zufillig« entsteht, denn
waren gewissen Wellenzahlkomponenten tatsédchlich ausgezeichnet, wiirde man erwarten, dass die
Ortskurven dort einen scharfen Knick oder eine schnelle Richtungsdnderung aufwiesen. Bezieht man
die Modulation einzelner Frequenzkomponenten auf die Modulation der Gesamtleistung, dann wird
die Erklarung fiir den Nulldurchgang offensichtlich: Die Modulation der Gesamtleistung (Turbu-
lenzenergie) wird von einem anderen physikalischen Prozess bewirkt, als die Modulation der Form
des Spektrums. Andere Moglichkeiten sind zwar denkbar, jedoch schwer vorstellbar. Bereits bei den
eindimensionalen Spektren hat sich die Vermutung aufgedrédngt und es scheint nun offensichtlich,
dass die durch die Modulation bewirkte Umverteilung der Energie innerhalb des Spektrums nicht

an die phasenabhéngige Gesamtenergie gekoppelt ist.

2
% /ar, jeweils den Modulationsfaktor der Gesamt-
u’ xRz

energie ab, dann wird die einheitliche Reaktion aller spannweitiger Wellenzahlkomponenten noch

Zieht man von allen Modulationsfaktoren

deutlicher als zuvor. Die Wellenzahlkomponenten mit groffem k, reagieren dann immer zuerst und
mit der groften Amplitude. Die kleinsten Amplituden finden sich bei kleinen k,-Werten. Hierin
unterscheidet sich das modulierte Spektrum der axiale Komponente u’ von den modulierten Spektren
der beiden senkrecht dazu stehenden Komponenten v’ und w’ kaum.

An dieser Stelle wire es moglich noch tiber viel Detaillinformationen der modulierten zweidimen-
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sionalen Spektren zu berichten und auch Unterschiede zwischen den einzelnen Komponenten her-
auszuarbeiten, aber angesichts der Tatsache, dass allein die Darstellung der modulierten Spektren
E 2(ky, ks ww,y), Epz(ke, kzyww,y), Ey2(ke, ks ww,y) und By (ky, ks, wy, y) fiir wenige Wand-
abstdnde y und Modulationsfrequenzen wy, einen enormen Umfang annehmen wiirde, und dass
die vielen Detailinformationen die man den Modulationsfaktoren entnehmen kann, kaum in einer
halbwegs kompakten Beschreibung untergebracht werden konnen, wird hier darauf verzichtet den
Rahmen der Arbeit in wohl unangemessener Weise auszuweiten. Ohnehin wurden hier nur subjektiv
ausgewihlte Daten prasentiert, von denen der Autor der Meinung ist, dass sie einen Beitrag zum
besseren Versténdnis der Turbulenz leisten kénnen. Auf eine méglichst vollstdndige Darstellung der
Daten wurde bewufst zugunsten einer Darstellung der wesentlichen Resultate verzichtet.



8 Zusammenfassung, Ergebnisse und
Ausblick

»Wenn ich in den Himmel kommen sollte, erhoffe ich
Aufklarung tiber zwei Dinge: Quantenelektrodynamik
und Turbulenz. Was den ersten Wunsch betrifft, bin
ich ziemlich zuversichtlich.”

Horace Lamb, 1932

Die numerisch simulierte turbulente Kanalstromung wurde durch kleine aufgepragte Oszillationen
der Wiande in definierter Weise gestort. Die homogen in der Wandebene und in Hauptstromungs-
richtung bewegten Wande erzeugen eine Scherwelle die sich in die Stromung ausbreitet. Nur fiir sehr
hohe Frequenzen bleibt die Turbulenz dadurch weitgehend unbeeinflusst, denn dann klingt die Scher-
welle sehr schnell ab und der Turbulenz bleibt keine Zeit sich auf die gednderten Randbedingungen
einzustellen.

Auf sehr tiefen Wandfrequenzen reagiert die Turbulenz quasistationér. Sie wird dann als Ganzes und
ohne Phasenverzogerungen gegeniiber der Stérung moduliert, das heift, die Strémung ist zu jedem
Zeitpunkt in einem Gleichgewichtszustand, der durch die aktuellen Randbedingungen charakteri-
siert ist. Bei der tiefsten Frequenz die hier untersucht wurde, reagiert die Stromung in Wandnéhe
naherungsweise quasistationdr, wandferner, dort wo die Zeitkonstanten der Turbulenz wesentlich
grofer sind, jedoch nicht.

Bei Anregungsfrequenzen die im Ubergangsbereich zwischen dem quasistationiren und dem quasila-
minaren Frequenzbereich liegen — und denen hier ein besonderes Interesse galt — kommt es zu starken
Wechselwirkungen zwischen der Scherwelle und der Turbulenz. Dabei kann weder eine quasistatio-
nire noch eine quasilaminare Niherung die beobachteten Effekte erklaren. Die detaillierte Unter-
suchung der Wechselwirkungen wurde hier mit dem Ziel durchgefiihrt, mehr iiber die dynamischen
Prozesse zu erfahren, die fiir die Turbulenz wesentlich sind. Insbesondere galt es herauszufinden, in-
wieweit die stationére Stromungsstruktur den kleinen zeitlichen Anderungen der Randbedingungen
standhalt.

8.1 Lineare Reaktion

Es ist bekannt, dass wesentliche Teile der Dynamik durch die wandnahe Pufferschicht bestimmt
werden, und in einer Vielzahl von Arbeiten der vergangenen Jahrzehnte konnte gezeigt werden, dass
dort organisierte Bewegungen vorherrschen, also nur begrenzt viele Freiheitsgrade angeregt sind.
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Die Strukturelemente, so die Arbeitshypothese, stehen dabei in einem dynamischen Gleichgewicht
und die Reaktion auf eine Stérung dieses Gleichgewichtes kann dann als linear angenommen werden,
wenn die Amplitude klein ist, sodass zwar die Wechselwirkungen, nicht aber die Strukturen selbst
beeinflusst werden. Die Annahme kann dadurch gerechtfertigt werden, dass bei den instationédren
Stromungen einerseits keine nennenswerte Anderung der Langzeitmittelwerte beobachtet werden
und andererseits die sinusférmige Anregung immer auch sinusférmige Systemantworten hervorruft.
Genauer gesagt werden bei kleinen Stéramplituden alle Phasenmittel durch den zur Wandbewegung
synchronen Anteil dominiert.

8.2 Nichtlineare Effekte

Mit wachsender Amplitude zeigen sich jedoch einige nichtlineare Effekte. So kann im Frequenzbereich
0,5-1072 < wh <5 1072 bei einer Wandamplitude von 60% der Durchflussgeschwindigkeit — die
noch als vergleichsweise klein bezeichnet werden kann — eine Absenkung von maximal etwa 4%
im Mittelwert der Wandschubspannung und damit eine Absenkung des Stromungswiderstandes
beobachtet werden. Bei spannweitiger Oszillation der Wande wird in mehreren Arbeiten von einer
Widerstandverminderung um bis zu 40% berichtet, jedoch bei deutlich hoheren Amplituden als
sie hier untersucht wurden. Es ist daher zu vermuten, dass bei weiterer Steigerung der Wandam-
plitude, auch bei axialer Oszillation der Wéande, der Widerstand noch weiter abgesenkt werden
kann. Gesichert ist das aber keineswegs und es wére daher interessant in dieser Richtung weitere
numerische und /oder reale Experimente durchzufiihren. Bei der hier vorgestellten Untersuchung sind
alle nichtlinearen Effekte aber unerwiinscht und es hat sich gezeigt, dass sie bei Wandamplituden von
10-20% der Durchflussgeschwindigkeit in guter Naherung vernachlassigt werden konnen. Aber auch
bei einer Amplitude von 60% sind die nichtlinearen Effekt haufig vernachlassigbar. Im Allgemeinen
werden die Modulationsfaktoren dann aber etwas kleiner.

8.3 Auswertung

Fiir eine Reihe von Anregungsfrequenzen wurde die Ubertragungsfunktion zwischen der modulierten
Wandschubspannung und verschiedenen turbulenten Grofsen bestimmt. Daraus wurden Modulati-
onsfaktoren berechnet, die die relative Modulation der untersuchten Gréften mit der relativen Modu-
lation der Wandschubspannung vergleichen. Die modulierte Wandschubspannung wird als diejenige
Groke der induzierten Scherwelle betrachtet, die fiir die priméare Wechselwirkung mit der Turbu-
lenz verantwortlich ist und die Wandschubspannungsmodulation wurde daher als Bezugsgrofie der
ausgewerteten Modulationsfaktoren gewahlt. Dass die Storung tatsichlich primér durch die gein-
derte Schubspannung bewirkt wird, ist aber nur eine — jedoch sehr plausible — Hypothese. Die vom
Koordinatensystem abhéngige Wechselgeschwindigkeit kommt als Ursache der gestorten Turbulenz
jedoch nicht in Betracht, denn eine Bewegung der Strémung als Ganzes kann die Turbulenz nicht
beeinflussen.

Auf der Suche nach solchen Strukturparametern die moglichst stabil auf die &ufiere Storung reagieren
wurden vor allem die modulierten turbulenten Geschwindigkeitsfluktuationen untersucht. Es wére
ebenso moglich auch andere Groflen, etwa die Wirbeligkeit, zu betrachten, die Anschaulichkeit geht
dabei aber hiufig verloren. Im Gegensatz zu den meisten Experimenten, konnten alle Komponenten
des Geschwindigkeitsvektors ausgewertet werden. Es war daher unter anderem moglich, die Modula-
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tion des gesamten Reynoldsschen Schubspannungstensors zu analysieren. Neben den Modulationen
der Effektivwerte bzw. der Gesamtleistungen wurden auch die modulierten Amplitudenverteilungen
und vor allem die modulierten raumlichen Spektren der Geschwindigkeitsfluktuationen untersucht.

8.4 \Vergleich mit dem Experiment

Dort wo Vergleiche mit experimentellen Daten moglich sind, zeigen sich in aller Regel keine signifi-
kanten Unterschiede zu den Ergebnissen der durchgefiihrten direkten numerischen Simulation, sodass
angenommen werden darf, dass auch die anderen Resultate die tatsidchliche Physik der Turbulenz
wiedergeben. Der prinzipielle Unterschied zwischen den realen und den numerischen Experimenten
besteht darin, dass in der Simulation periodische Randbedingungen vorgegeben werden und damit
das in der Realitdt offene System zu einem geschlossenem System wird. Fiir die stationdre Stro-
mung konnten Jiménez & Moin (1991) zeigen, dass sich selbst bei minimale Periodenlédngen die
numerische Turbulenz kaum von der echten Turbulenz unterscheiden lisst. Alle unsere Ergebnisse
deuten darauf hin, dass dies auch fiir die instationdre Stromung gilt, dass sich also das simulierte ge-
schlossene System so verhilt, wie das offene System im realen Experiment. Insbesondere tragen die
weitgehende Unabhéngigkeit der Ergebnisse von der Periodenldnge und die teils erstaunlich guten
Ubereinstimmungen mit dem realen Experiment zu der Schlussfolgerung bei.

Dennoch zeigen sich auch Unterschiede zu den experimentellen Ergebnissen. Messungen direkt an
der Wand und auch solche im wandnahen Bereich sind immer besonders problematisch. So weisen
die wandnahen Wechselgeschwindigkeitsprofile, die im Olkanal unsere eigenen Arbeitsgruppen ge-
messen wurden, trotz sehr sorgfiltiger Messungen und auch nach vielféltigen Verbesserungen der
Messapparatur, sehr ungewohnliche Verldufe auf. Es ist daher nicht sehr iiberraschend, dass die
Simulationswerte hier teils deutlich vom Experiment abweichen, wahrend die wandferneren Messer-
gebnisse viel besser mit den numerischen Experimenten tibereinstimmen.

Weitere Unterschiede zu experimentellen Daten finden sich bei der Modulation der Wandschub-
spannungsfluktuationen. Mao & Hanratty (1986) und spater Tardu & Binder (1993) fanden einen
unerwarteten Anstieg in der Modulationsamplitude bei hohen Anregungsfrequenzen, wir kénnen das
jedoch in der Simulation nicht beobachten. Der im Experiment beobachtete Anstieg von T/V’V-T\V’V mit
steigender Modulationsfrequenz ist insofern erstaunlich, als dass damit die verbreitete Vorstellung,
dass mit hohen Modulationsfrequenzen die Turbulenz nicht nennenswert beeinflusst werden kann,
tiberdacht werden miisste. Trigt man die komplexe Ubertragungsfunktion zwischen der modulierten
Wandschubspannung und den modulierten Wandschubspannungsfluktuationen in der komplexen
Ebene auf (Ortskurvendarstellung), dann legen die Messwerte die Vermutung nahe, dass sie die Folge
eines Tiefpasssystems und einer direkten breitbandigen Reaktion sind. Wahrend die Tiefpasswirkung
die erwartete Reaktion der Turbulenz wiedergibt, konnte die ungewohnliche breitbandige Reaktion
eventuell die Folge der Messapparatur sein. Lasst man die breitbandige Reaktion aufier acht, dann
stimmen die Messwerte recht gut mit den Simulationswerten iiberein.

8.5 Reaktionen bei hohen Modulationsfrequenzen

Generell hat sich in der Simulation die Erwartung bestéatigt, dass mit steigender Modulationsfre-
quenz die Reaktionen aller untersuchten Turbulenzgréffen immer schwéicher werden. Unter anderem
zeigt sich, dass die Scherwelle dann fast nur durch reine Diffusion transportiert wird und praktisch
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nicht mehr von der Stokeslosung zu unterscheiden ist. Auch die Modulationsamplituden der Ge-
schwindigkeitsschwankungen verschwinden mit wachsender Modulationsfrequenz fast vollstdndig.
Das gilt fir alle drei Komponenten gleichermafen. Bei hohen Modulationsfrequenzen zeigen selbst
die nach einzelnen Raumfrequenzkomponenten aufgeschliisselten Schwankungsamplituden in keinem
Wellenzahlbereich eine nennenswerte Reaktion. Die ohnehin nur wenig modulierten Histogramme
der Schwankungsamplituden weichen auch nicht von diesem Trend ab.

Bei hohen Frequenzen verhilt sich die Stromung dennoch nicht vollkommen quasilaminar, son-
dern das turbulente Stromungsfeld reagiert dann viskoelastisch. Das zeigt sich insbesondere dar-
an, dass die modulierte turbulente Schubspannung der modulierten Scherrate nicht phasengleich
folgt, sondern ihr um knapp 90 ° nacheilt. Die Phasendifferenz variiert dabei jedoch leicht mit dem
Wandabstand, liegt aber fast iiberall zwischen —90° und etwa —30°. Die Reaktion ist also weder
vollkommen viskos noch vollkommen elastisch. Als Folge des elastischen Verhaltens der Turbulenz-
struktur breiten sich auch bei hohen Frequenzen alle turbulenten Spannungen viel schneller aus,
als im rein laminaren Fall. Es wird daher verstéandlich, dass auch bei grofen Wandabsténden, dort
wo die Storung langst abgeklungen seien sollte, noch nennenswerte Modulationen gefunden wurden.
Eine Ausbreitungsgeschwindigkeit in deE\ Gréﬁen/o\rdnung u, bis 2u, kann sowohl fiir die turbulente

12 U/Q

Schubspannung — /v als auch fiir u , und w'? beobachtet werden.

Als sehr einfache Modellannahme wurde die Hypothese aufgestellt, dass die Reaktion bei hohen
Frequenzen im Wesentlichen durch eine einzige Zeitkonstante beschrieben werden kann. Gestéarkt
wurde die Vermutung durch die Tatsache, dass die ermittelten Zeitkonstanten in einem Bereich
von nur einigen viskosen Zeiteinheiten liegen und damit im Einklang mit der sogenannten »Rapid
Distortion« (Townsend 1976; Maxey 1982; Mankbadi & Liu 1992) Theorie stehen, die von einer
dhnlichen Zeitkonstanten ausgeht. Im Gegensatz zur Modellannahme erwiest sich die Relaxationszeit
jedoch selbst bei hohen Frequenzen als frequenzabhéngig: Sie féllt mindestens proportional zum
Kehrwert der Frequenz ab. Letztlich miisste der Frequenzbereich aber noch deutlich zu hdheren
Frequenzen hin ausgedehnt werden, um entscheiden zu kénnen, ob wenigstens im asymptotischen
Fall eine einzige Zeitkonstante das » Gedachtnis« der Turbulenz ausreichend genau beschreiben kann.

Unabhéngig davon, ob die Reaktion mit einer einzigen Zeitkonstanten beschrieben werden kann
oder — wie zu vermuten ist — nicht, kann mit der hier angewandten Untersuchungsmethode aber klar
demonstriert werden, dass bei schnell verformter Turbulenz die turbulenten Spannungen wesentlich
durch die Verformung selbst und nicht allein durch die Verformungsrate bestimmt werden, also
insgesamt viskoelastisch reagieren.

8.6 Reaktionen im Ubergangsbereich

Die fiir die Dynamik der Strémung interessantesten Effekte spielen sich in einem Frequenzbereich
ab, der mit etwa 0,3-1072 < wl < 3-1072 angegeben werden kann. Hier reagiert die Turbulenz un-
ter anderem mit ausgepragten Phasendifferenzen gegeniiber der modulierten Wandschubspannung.
Auch sind die Reaktionen wesentlich stirker, als etwa die oben beschriebenen Effekte bei sehr hohen
Frequenzen.

Der Frequenzbereich 0,3-1072 < w < 31072 kann grob als Ubergangsbereich zwischen der quasista-
tioniiren Reaktion und der quasilaminaren Reaktion bezeichnet werden, obwohl bei wi ~ 0,3- 1072
die Strémung noch nicht wirklich quasistationir und bei w} ~ 3 - 1072 auch nicht wirklich quasi-
laminar reagiert. Dennoch spielen sich fast alle wesentlichen Effekte in diesem Frequenzbereich ab.
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Das zeigt sich zum Beispiel sehr gut an der modulierten Wandschubspannung. Im vergleichsweise
kleinen Ubergangsbereich #ndert sich die Phase der Wandschubspannungsimpedanz vom Stokes-
wert 45° auf nahezu den quasistationiren Grenzwert von 0°. Die Anderung vollzieht sich in der
Simulation sogar noch etwas schneller — das heiflt, auf einem kleineren Frequenzbereich — als im

Experiment.

8.6.1 Besondere und unerwartete Effekte

Resonanzeffekte der turbulenten Schubspannung

Im oberen Teil des oben definierten Ubergangsbereichs reagiert die turbulente Schubspannung im
wandnahen Bereich (y* < 15) auf die aufgepriigte Stérung unerwartet. Zunéchst fillt der Betrag
des Modulationsfaktors erwartungsgemaft mit steigender Modulationsfrequenz, er steigt dann aber
wieder (leicht) an und fallt erst bei hoheren Modulationsfrequenzen auf sehr kleine Werte ab. Die
lokalen Minima liegn dabei um w; ~ 2-1072, wihrend sich die lokalen Maxima der » Resonanz« um
wf = 3-1072 zeigen. In der Ortskurvendarstellung mit der Modulationfrequenz als Parameter ist
die Resonanzen besonders gut zu erkennen. Die Ortskurven bilden kleine Schleifen in der N&he des
Nullpunktes. Im Vergleich mit der Modulation der Scherrate drangt sich die Vermutung auf, dass die
turbulente Schubspannung oberhalb von etwa wy ~ 2 - 1072 stark an die lokale Scherrate gekoppelt
ist, bei tiefen Frequenzen jedoch nicht. Die Resonanz erklart sich dann als Wechselwirkung dieser
Kopplung mit einem weiteren unbekannten Mechanismus. Das ist jedoch nur eine Hypothese. Es
scheint lohnenswert, dieser Frage in zukiinftigen Arbeiten genauer nachzugehen. Insbesondere wére
ein experimentelle Untersuchung interessant, denn da es keine mit der Simulation vergleichbaren
Daten zur modulierten turbulenten Schubspannung gibt, sollten die Resonanzeffekt zunichst im
Experiment bestétigt werden, bevor der Frage nach der Ursache genauer nachgegangen wird. Fiir

12 12
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u'?, v'* und w'? finden sich im angegebenen Frequenzbereich keine vergleichbaren Resonanzeffekt

wie fir u'v’.

Ausgezeichnete Frequenz

Der Korrelationskoeffizienten Yy, zwischen den axialen und den wandnormalen Geschwindigkeits-
fluktuationen wird zwar insgesamt nur wenig moduliert — diese Beobachtung wird weiter unten
noch diskutiert werden — in einem kleinen Frequenzbereich um wl ~ 1-1072 findet sich aber
ein recht ausgepragtes Maximum des Modulationsfaktors. Dieses Maximum ist dabei von anderer
» Qualitit«, als die kleinen Maxima, die sich im Modulationsfaktor von u/v’ bei hoheren Frequenzen
zeigen. So ist das Maximum des Modulationsfaktors nicht nur auf den sehr wandnahen Bereich
beschriinkt, sondern zeigt sich vielmehr bei allen Wandabstinden bis etwa y* = 30 und immer
ziemlich genau bei w} = 1-1072. Die genannte Modulationsfrequenz zeichnet sich auch hinsichtlich
anderen Reaktionen der Turbulenz aus. So sind im gesamten wandnahen Bereich die Antwortzeiten
aller Komponenten des Reynoldschen Schubspannungstensors bei w;, = 1-10~2 maximal, sieht man
einmal von den sehr tiefen Modulationsfrequenzen ab. Die dimensionslose Kreisfrequenz von 1-1072
entspricht auch genau dem Ubergangsbereich zwischen der vorwiegend quasistationiren und der
vorwiegend quasilaminaren Reaktion der Turbulenz, genauer gesagt andert sich dort die Phase der
Wandschubspannungsimpedanz maximal schnell. Offenbar spielt die Frequenz w ~ 1 - 1072 fiir die
wandnahe Dynamik der Turbulenz eine Sonderrolle.
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Ausgezeichneter Wandabstand

Eine Sonderrolle kommt auch dem Wandabstandsbereich von etwa y™ = 25 bis y™ ~ 30 zu. Beson-
ders deutlich zeigt sich das in der y-Ortskurvendarstellung der Modulationsfaktoren der turbulenten
Schubspannung und der turbulenten axialen Normalspannung. Trégt man die Modulationsfaktoren
von /v’ oder «/? in der komplexen Ebene mit dem Wandabstand y als Parameter auf, dann findet
man bei 25 < yT < 30 teils sehr starke Richtungsinderungen. Die Ortskurven »knicken« féormlich
ab. Das gilt vor allem, aber nicht nur, fiir die tieferen Modulationsfrequenzen. Fiir die wandnorma-
len und die spannweitigen Normalspannungen findet man ein dhnliches Verhalten — jedoch weniger
ausgepragt.

Dort wo die Ortskurven »abknicken« ist die Phase minimal gegeniiber der modulierten Wandschub-
spanuung verschoben. Daraus ergibt sich, dass die Antwortzeiten (Phasenlaufzeiten) — besonders die
von «/v/ und w'? - im angegebenen y-Bereich minimal sind. Die von Ronneberger (1985) aufgestellte
Vermutung, dass die an der Wand induziert Scherwelle in diesem Bereich quasi wie an einer festen
Platte reflektiert wird, steht im Einklang mit den hier gefundenen Ergebnissen. Diese Erkldrung
macht es zumindest plausibel, warum die minimalen Antwortzeiten nicht in direkter Wandnéhe ge-
funden werden, wie man vermuten konnte, sondern in einer Schicht die fiinf- bis sechsmal so weit
von der Wand entfernt ist, wie die Grenze der viskosen Unterschicht.

Ob — und wenn ja inwiefern — die oben erwihnte ausgezeichnete Modulationsfrequenz von w] =
1-10~2 fiir eine mogliche Erklirung des unbekannten physikalischen Prozesses, der die angenommene
Reflektion hervorrufen kann, wichtig ist, ist unklar. Auch in der y-Ortskurvendarstellung zeichnen
sich die Frequenz w] = 11072 dadurch aus, dass die Richtungsinderung der zugehérigen y-
Ortskurve besonders ausgepragt ist (die Richtung &ndert sich um fast 180 °).

8.6.2 GroRen die kaum moduliert werden

Ein Maf fiir die Ahnlichkeit der beiden Signale u’ und v’ ist der Korrelationskoeffizient Y,/ und
dieses Maf wird von der dufleren Storung kaum beeinflusst — mit der oben beschriebenen Ausnah-
me. In der stationdren Stromung ergeben sich fiir den Korrelationskoeffizienten fast im gesamten
wandnahen Bereich konstante Werte von etwas mehr als 0,4 und y,/» wird damit zu einer Grofe,
die kennzeichnent fiir die wandbegrenzte Turbulenz ist. Es zeigt sich, dass sich auch in der instatio-
naren Stromung der charakteristische Korrelationskoeffizient zwischen ' und v’ kaum andert, denn
die Betriage der Modulationsfaktoren sind fiir fast alle Frequenzen und Wandabstidnde sehr klein.
Die Einzelgréfien die in die Berechnung von Y,/ eingehen — das sind zum einen die Korrelation
zwischen v’ und v" und zum anderen die Varianzen von ' und v’ — werden aber sehr wohl moduliert.
Offenbar aber so, dass X,/ (t) weitgehend konstant bleibt.

Der Korrelationskoeffizient wird selbst dann kaum moduliert, wenn er mit den (beliebig) raumlich
verschobenen Signalen v/(z,t) und v'(z+r4, t) berechnet wird, oder — was auf dasselbe hinauslauft —
wenn er fiir einzelne rdumliche Wellenzahlen k, ausgewertet wird. Mit anderen Worten: Die modu-
lierte Kohédrenzfunktion 7,/ (ky,t) &ndert sich (fiir alle k;) nur wenig als Funktion der Zeit. Das
gilt in dhnlicher Weise auch fiir die spannweitige Koharenzfunktion 7,/ (k;,t). Im Gegensatz zum
Korrelationskoeffizient ../, bei dem «' und v’ am selben Ort ausgewertet werden, beriicksichtigt
die Kohérenzfunktion ~,,s auch die rdumliche Struktur der Turbulenz. Soweit die Koharenzfunktion
betroffen ist, kann die rdumliche Struktur als stabil betrachtet werden. Ahnlich wie beim Korrela-
tionskoeffizienten sind jedoch die Einzelgrofen, die in den Modulationsfaktor der Koharenzfunktion
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einflieRen, also das Kreuzspektrum zwischen u' und v’ sowie die Autospektren von u’ und v’, teil-
weise sehr stark moduliert, insbesondere fiir grofse k,-Werte. Davon wird im n&chsten Abschnitt, in
dem die stark modulierten Eigenschaft zusammengefasst sind, noch die Rede sein.

Die Modulationen der spektralen Autoleistungsdichten von v/, v' und w’ wurde dhnliche wie die Mo-
dulation der Kohérenzfunktion mit dem Ziel untersucht, die Modulation der rdumlichen Struktur
der Turbulenz zu erfassen. Insbesondere an den modulierten zweidimensionalen Spektren E(ky, k)
zeigt sich, dass die gesamte spannweitige Struktur der Stromung auf die aufgepragte Storung in der
Regel sehr einheitlich reagiert. Unter anderem reagieren alle spannweitigen Wellenzahlkomponenten
néherungsweise mit gleichen Antwortzeiten, vor allem dann, wenn man zuvor die Modulation der Ge-
samtleistung abzieht, also das nullte Moment in den Ursprung legt. Fiir Wellenzahlen k= (kg, k)T
mit groftem k, dndern sich auch die Amplituden der Modulationsfaktoren als Funktion von k, nur
wenig. Bei kleinen k,-Werte nimmt die Amplitude aber mit steigendem k., zu.

Uberlegungen zur Modulation der raumlichen Struktur: Betrachtet man auf der einen Seite die
modulierte Koharenzfunktion zwischen v’ und v' und auf der anderen Seite das modulierte Kreuz-
spektrum und die modulierten Autospektren von u’ und v’, dann werden dadurch jeweils andere
Aspekte der modulierten rdumlichen Struktur der Turbulenz erfasst. Vor allem bei grofien axia-
len Wellenzahlen werden das Kreuz- und die Autospektren vergleichsweise stark moduliert, die
Kohéarenzfunktion im Gegensatz dazu aber kaum. Die besonders starken Modulationen der Leis-
tungsdichten bei grofien k,-Werten sind zwar fiir die Gesamtenergie unerheblich, jedoch heifit das
nicht, dass sie auch unwichtig fiir die Dynamik sind. Die raumliche «'- und v’-Struktur (vor allem
die axiale) andert sich deutlich im Takt der Wandperiode. Dass dabei besonders die Amplituden
der hohen Raumfrequenzkomponenten starken Schwankungen unterworfen sind, bedeutet, dass zu
bestimmten Phasen besonders starke rdumliche Gradienten vorhanden sind, zu anderen Phasen
hingegen nicht. In einem Strukturbild kann man sich etwa vorstellen, dass die Konvektionsbewe-
gungen von Turbulenzballen durch die periodische Storung getriggert werden, und zwar so, dass sie
zu gewissen Phasen verstirkt »aufeinander prallen«, wobei — zunéchst in u/(x) — grofen rdumliche
Geschwindigkeitsgradienten entstehen. Das Fluid ist jedoch inkompressible, sodass es am Ort des
» Zusammenpralls« der Ballen umgelenkt wird. Vor allem in Wandnéhe werden die Stromlinien dabei
vorwiegend in y-Richtung ausgelenkt und es entstehen groRe v’-Komponenten. Da dieser Vorgang
nur auf ein kleines z-Gebiet (Ort des Zusammenparalls) begrenzt ist, entstehen auch grofie rdum-
liche Gradienten von v’. In dem beschriebenden Szenario &ndern sich die Einzelstrukturen u'(x)
bzw. v'(x) deutlich im Takt der Wand und vorwiegend die Wellezahlkomponenten mit grofem k,,
wihrend die Koh#renz zwischen v’ und v/, also die » Ahnlichkeit« der raumlichen u/- und v’-Struktur
fiir bestimmte Wellenzahlkomponenten, auch zeitlich weitgehend erhalten bleibt.

Weitere Eigenschaften, die zu den stabileren der Strémung geziéhlt werden koénnen, sind die Histo-
gramme der Amplitudenwerte der Geschwindigkeitsfluktuationen ', v und w’. Es hat sich bereits
in fritheren Experimenten gezeigt, dass die Amplitudenverteilung von u’ (sowie die von du'/dt) im
Wesentlich dadurch moduliert wird, dass sich das zweite Moment der Verteilung im Takt der Wand-
schwingung andert. Die auf das zweite Moment normierten Verteilungen bleiben aber weitgehend
unverandert. In der Simulation wird das auch fiir die Histogramme der beiden anderen Komponenten
v’ und w’ beobachtet. Eine iiber die Modulation der zweiten Momente hinausgehende Modulation
kann zwar fiir alle Verteilungen beobachtet werden — und hier zeigen sich auch erkennbare Diffe-
renzen zwischen den einzelnen Groéfien — jedoch sind die Modulationsfaktoren insgesamt sehr klein.
Der als sekundérer Effekt bezeichneten Modulation, wird keine besondere Bedeutung zugemessen,
denn es zeigt sich, dass dort die h6heren Harmonischen der phasengemittelten Histogramme nicht
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mehr vernachléssigt werden kénnen und somit die Beschreibung durch Modulationsfaktoren wenig
sinnvoll ist.

8.6.3 GroRen die deutlich moduliert werden

Wenn die Modulationsfrequenz nicht bereits im quasilaminaren Bereich liegt, findet man fiir die
zweidimensionalen Spektren E(k,, k,) unabhingig von der spannweitigen Wellenzahl &, bei grofen
axialen Wellenzahlen k, immer sehr grofie Modulationen. Das gilt folglich auch fiir die tiber alle
spannweitigen Wellenzahlen integrierten Spektren E(k;), die hier vornehmlich untersucht wurden.
Bei hohen Modulationsfrequenzen verschwindet die Modulation der Spektren aber bei alle Wellen-
zahlen k,, insbesondere auch bei den grofien.

Im Ubergangsbereich 0,3 - 1072 < wi < 3- 1072 reagieren die einzelnen axialen Wellenzahlkompo-
nenten mit deutlich unterschiedlichen Antwortzeiten auf die Modulation der Wandschubspannung,.
Betrachtet man dabei die Modulation der Form der Spektren getrennt von der Modulation der Ge-
samtleistung, verschiebt also das nullte Moment in den Ursprung, dann zeigt sich, dass als erstes
immer die Wellenzahlkomponenten mit grofsem k, auf die Stérung reagieren und zwar mit relativen
Amplituden die teilweise um eine Grofenordnung iiber der Modulation der Gesamtleistung liegen.
Vergleicht man das beispielsweise mit den modulierten Histogrammen, deren Modulationen qua-
si ausschliefflich durch die Modulationen der entsprechenden Gesamtleistungen bedingt sind, dann
wird deutlich, wie stark die spektralen Leistungsdichten bei den grofien axialen Wellenzahlen mo-
duliert sind. Auch insgesamt erweist sich die Form der Spektren — also die rdumliche Verteilung
der Geschwindigkeitsfluktuationen — als ungeeignet zur Charakterisierung von »stabilen« Struktu-
relementen. Geeigneter waren die Verhiltnisse von Fluktuationsamplituden, die sich in den kaum
modulierten Histogrammen widerspiegeln, sowie die rdumliche Kohérenz zwischen v’ und v/, die sich
auch in der zeitlich modulierten Stromung kaum &ndert.

8.7 Negative Produktion

In jeder turbulenten Strémung wird in den kleinsten Wirbeln sténdig kinetische Energie irreversibel
in Warme verwandelt, sodass die Turbulenz nur dann aufrechterhalten werden kann, wenn auch ein
Energiezufluss vorhanden ist. In der turbulenten Kanalstrémung findet im Mittel pro Zeiteinheit ein
Energieiibertrag P = —u/v'du/dy von der Gleichstromung auf die turbulenten Schwankungsbewe-
gungen statt. Der Produktionsterm P ist dabei fiir alle Wandabsténde stets positiv. Uberraschen-
derweise finden sich aber in der spektral aufgelosten Korrelation u/v’ Wellenzahlbereiche, die allein
betrachtet, eine negative Produktion bewirken, also kinetischen Energie von der Turbulenz in die
Gleichstrémung transferieren. Beriicksichtigt man nur die Wellenzahlkomponenten, fiir die ' und
v’ positiv korreliert sind, dann ergibt sich bei y™ ~ 20 eine negative Produktion, die etwa —5% an
der Gesamtproduktion ausmacht. Bei anderen Wandabstanden ist der Anteil kleiner. Vornehmlich
solche Wellen, die sehr langwellig in spannweitiger Richtung sind, bewirken die negative Produktion.
Je grofer dabei die axiale Wellenzahl ist, um so stirker wird der Effekt. Es wurde die Vermutung
aufgestellt, dass die ausgezeichneten Wellenzahlkomponenten zeitlich geddmpften Wellen zugeord-
net werden koénnen, die ihre Energie zunéchst durch nichtlineare Wechselwirkungen den angefachten
Wellen entnehmen (Energiekaskade im Wellenzahlraum), sie dann aber nicht zu ihrer eigenen An-
fachung verwenden kénnen. Letztlich kann die Energie dann aber nur noch dissipiert werden, oder
sie muss zuriick in die Gleichstrémung fliefen.
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8.8 Schlussbemerkungen und Ausblick

Die hier vorgestellte Untersuchungsmethode ermoglicht es, auf konzeptionell einfache Weise die
Dynamik einer turbulenten wandbegrenzten Stromung zu erforschen. Die Grundidee die Turbulenz
in definierter Weise zu stéren, um so aus dem Antwortverhalten etwas iiber die innere Struktur
der Stromung zu erfahren, wurde in einer Reihe von experimentellen Arbeiten der vergangenen
Jahrzehnte verfolgt. Hier wurden die Ergebnisse der erste numerischen Simulation prasentiert, die
sich dieser Untersuchungsmethode in umfangreicher Weise bedient hat. Die Ergebnisse konnen als
Grundlage fiir zukiinftigen Turbulenzmodelle verwendet werden. Ein denkbarer Weg wére der, dass
man einige der Eigenschaften heranzieht, die sich auch im instationdren Fall kaum gegeniiber dem
stationdren Fall &ndern und dann versucht damit einen geeigneten Schliefungsansatz zu formulieren.

Ein solches Turbulenzmodell miisste sich natiirlich iiber die instationére turbulente Kanalstrémung
hinaus auch in anderen instationiren Stromung bew&ahren, bevor es als brauchbar angesehen werden
kann. Eine weitere Stromung die ohne Anderungen am Programm untersucht werden kénnte, ist die
turbulente Couette-Stromung. Dabei ist die turbulente Couette-Stromung zwar nicht so praxisnah
wie die turbulente Kanalstromung, aber konzeptionell noch einfacher. In der stationdren Couette-
Strémung ist beispielsweise die turbulente Schubspannung iiberall konstant und nicht wie bei der
Kanalstromung eine Funktion des Wandabstandes. Eine Untersuchung der turbulenten Couette-
Strémung mit der gleichen Methode wie sie hier fiir die turbulente Kanalstromung angewandt wurde
scheint daher lohnenswert. Dazu wiirde man die Wéande in entgegengesetzter Richtung mit konstan-
ter Geschwindigkeit bewegen und dieser konstanten Geschwindigkeit noch eine kleine harmonische
Oszillation iiberlagern.

Es sind aber auch andere Formen der Anregung moglich. Solche nicht sinusférmigen Anregungen
waren auch fiir die Kanalstromung interessant, insbesondere die Reaktion auf eine sprung- oder im-
pulsartige Anregung vermittelt meist einen sehr anschaulichen Eindruck von der Reaktion der Stro-
mung. Theoretisch hatte man damit sogar die — als linear vorausgesetzte — Reaktion der Strémung
vollstédndig erfasst. Problematisch bei einer Sprung- oder Impulsanregung sind aber die kurzzeitig
auftretenden Singularitdten. Besser geeignet sind Sweep oder Rauschanregung, um in einem Simu-
lationslauf das Antwortverhalten eines grofien Frequenzbereichs zu erfassen. Hier wurde am Beispiel
der modulierten Wechselschubspannung durch Fourier-Riicktransformation eine ndherungsweise Im-
pulsantwort aus den Einzelfrequenzen berechnet. Diese Vorgehensweise kénnte zunéchst auch fir
andere modulierte Gréfsen durchgefiihrt werden.

Zukiinftig konnte man sich auch direkt das deterministische Verhalten der numerischen Strémung
zunutze zu machen, indem man einmal die zeitliche Entwicklung der Turbulenz ohne Stérung und
einmal — vom gleichen Startfeld ausgehend — die zeitliche Entwicklung nach einer Stérung ermitteln.
Die Differenz der Entwicklungen konnte so direkt erfasst werden und wiirde sehr anschaulich zeigen,
wie die Turbulenz auf die Stérung reagiert. Ein erster Test in dieser Richtung wurde bereits durchge-
fiihrt. Dabei wurde die Reaktion auf eine sprungartige Anregung direkt anhand der Differenzfelder
verfolgt. Es war gut zu erkennen, dass sich die Stérung viel schneller als im laminaren Fall ausbrei-
tet, fiir grofere Wandabstinde mit nahezu konstanter Geschwindigkeit in der Grokenordnung von
Ur.






A Diskrete Operatoren

Mathematisch betrache man die diskreten Operatoren als Matrizen und die Variablen auf die sie
wirken als Vektoren. Da alle Variablen von drei den Indizes i, j und k abhingen (vergleiche Abbil-
dung 2.5 auf Seite 19), muss man diese zunéichst bijektiv auf einen Index abbilden, zum Beispiel
so: (i,j,k) < i+ Ny(j + Nyk). Dann konnte man die Matrixelement der Matrizen (Operatoren)
angeben, die auf solche Vektoren wirken. Im vorliegenden Fall wiren dann aber fast alle Eintrage
der Matrizen Null.

Daher wird hier eine mehr intuitive Schreibweise verwendet. Man beachte, dass gleichbleibende
Indizes auf den rechten Seiten jeweils ausgespart sind. Die Operatoren in z-Richtung sind nicht
aufgefiihrt, sie ergeben sich aus den Operatoren der z-Richtung, wenn ¢ durch k und Az durch Az
ersetzt werden.

A.1 Divergenz D

(D1Q)i,j,k = D§1)(Qi+l/2 - %—1/2) + D?) (Qi+3/2 - %—3/2) (A.1)
(D2Q)i,j,k = (Qj+1/2 - ijl/Q)/ij
Zahlenwerte fiir die homogenen Richtungen:
DY = 27/(24nz), DV = —1/(2442) (A.2)
A.2 Gradient G
(GC1@)is1jo 0 = G (i1 — a) + G (g2 — gim1) (A.3)
_ =D (0) (1) (2) .
(Go@)ijr1jon = Gojfrjali-1+ Gy a0l + Go iy pplits + Go iy oyt

Fiir die Randzellen (j =1 und j = N,) ist:

dj+1 — gy
(G29); ; = A4
Gt1/2k Ay (A.4)
Zahlenwerte fiir die homogenen Richtungen:
GV =27/(24a7), GP = —1/(2402) (A.5)
A.3 Laplace L
0 1 2
L1@)it1/050 = L§ )Qi+1/2 + Lg )(Qi+3/2 + Gi—172) + Lg )(Qi+5/2 + Gi—3/2)
L10); j1p00 = L§0)q¢ + Lgl)(%ﬂ +gi—1) + ng)(qi+2 + gi—2) (A.6)
_ 7(=2 (-1) (0) (1) (2 :
(LQQ)i,j+1/2,k = L2,j+1/2qj*3/2 + Lz,j+1/2qul/2 + L2,j+1/2qj+1/2 + L2,j+1/2qj+3/2 + L2,j+1/2qj+5/2
=9 —1 0 1 2
(L2@)it1/050 = Lé,j )Qj—z + L(2,j )Qj—l + Lg,])-(b' + Lé,J)-QjH + L(z,}qgurz
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Fiir die Randzellen (j =1 und j = N,)) ist:

(-1) (0) (1)
(L2a); j—1/2.k Ly i2109-372 F Lo i1 pp@i-1/2 + Loy 99541/2

-1 1
(L2Q)z‘+1/2,j,k Lg,j )qJ'—l + Lé])q] + LéJ)qJ“

Zahlenwerte fiir die homogenen Richtungen:

L\ = —30/(12(a2)?), LY =16/(12(22)%), LY =—1/12(s2)%)
A.4 Divergenz x Gradient £ = DG
(L1@)ijm = £§°)2qz + ﬁ(l)(qz 1+ Giv1) + ﬁﬁ”(qz 2 + Git2) + £§3) (¢i—3 + qit3)
(L2@)rjom = 'C( )q] 2 + ﬁéj )q] 1+ ﬁg;% + Egj)qj—‘rl + Eé])q]w
LY —aGnf) + Pn)
L0 = aPp — g@pM _ ghp?
¥ = apP +cPp
® — g@p
-2 —1
Eg,j )= _Gé,] )1/2/ij
—1 1 0
Eéd’ ) = (Gé]ﬁl/z Géu)‘—l/Q)/ij
0 0 1
E;J)’ - (Gg g)+1/2 G;,])'_Uz)/ij
1 1 2
£%J; = (G(é)])+1/2 Gé 3);1/2)/ij
2 2
Ly; = Gy 3+1/2/Ayy

Zahlenwerte fiir die homogenen Richtungen:

L\ = —7300/(2880(az)?), LM = 3915/(2880(Az)?),
L = —270/(2830(ax)?), LY =5/(2880(az)?)

(A7)

(A.8)

(A.10)

(A.11)

(A.12)



B Phasenmittelung

In der Abbildung B.1 ist das Prinzip der gewichteten Phasenmittelung, so wie es in allen Rech-
nungen benutzt wurde, graphisch verdeutlicht. Das Phasenmittel eines beliebigen Signals soll in
dem gezeigten Beispiel zu vier Phasenzeitpunkten bestimmt werden. Trifft ein Sampelzeitpunkt der
Rechnung (Ist-Phase: die Punkte in der Abbildung) genau mit einer der gewiinscht Phase innerhalb
der Wandperiode (Soll-Phase: durch Pfeile markiert) zusammen, so wird der Wert des zu mitteln-
den Signals voll zum Phasenmittel hinzuaddiert. Liegt dagegen die Ist-Phase zwischen zwei der
Soll-Phasen, so wird der Signalwert anteilméfig auf die beiden benachbarten Soll-Phasen verteilt.
Die Gewichtung skaliert linear mit dem Abstand der Ist-Phase von den unmittelbar benachbarten
Soll-Phasen. Man beachte, dass es im Allgemeinen nicht nétig ist, dass die Soll-Phasen dquidistant
verteilt sind, oder mit irgendwelchen Ist-Phasen zusammentreffen. In der Abbildung ist es aber der
besseren Ubersicht halber so eingezeichnet.

Gewicht ,Einzugbereich“ von Phase 1

1,0 4+ LR LTy P £ L L L LI R R TR L IR NPT PTIS A TR PPP PP PP PRRPPPRY SIS
AN

0,5 -+

. ' ' '
Pha:se 0 Phase 1 Phase 2 Phase 3 :

i i
| Periodenlange T, |

Abb. B.1: Prinzip der gewichteten Phasenmittelung.

Durch das beschriebene Verfahren erhélt man allerdings einen systematischen Fehler im berechneten
Phasenmittel. Dieser Fehler lasst sich aber nachtraglich vollstdndig beseitigen.

Man betrachte dazu das berechnete Phasenmittel als Faltung des echten Phasenmittels mit der
Gewichtsfunktion (hier einem Dreiecksignal):

(Gist ) (@) = {gson ) (9) * A() (B.1)

Im Spektralbereich der Fouriertransformation entspricht dies einer Multiplikation der transformier-
ten Gewichtsfunktion mit dem transformierten echten Phasenmittel

A" = A" sinc?(n). (B.2)

Qist Gsoll

Aufser dem Mittelwert des Signals werden somit alle Fourier-Komponenten systematisch abge-
schwécht. Um nun das echte Phasenmittel aus dem berechneten Phasenmittel zu bestimmen braucht
man nur die Transformierte des berechneten Phasenmittels durch die Transformierte der Gewichts-
funktion teilen und das Ergebnis in den Zeitbereich zuriicktransformieren.






C Freiheitsgrade

Sei (.) irgendein Mittelungsoperator, der mit der Erwartungswertbildung £[.] vertauscht. ¢(t) sei ein
stationéres Zufallssignal das gemittelt (gefiltert) werden soll. Das Verhéltnis zwischen den Varianzen
vor und nach der Mittelung ist die Zahl der Freiheitsgrade der Mittelung;:

oo Ella—Ela)’] (C.1)
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Fiir den Mittelungsoperator wird zunéchst nur angenommen, dass er durch eine Gewichtsfunktion
g(t) beschrieben werden kann:

1) = [ att = V)glt) ot (C2)

Von der Gewichtsfunktion g(t) wird gefordert, dass [ g(t) dt = 1 gilt, dann ist sichergestellt das der
Erwartungswert des gefilterten Signals mit dem Erwartungswert des Ausgangssignals libereinstimmt:
E[q] = €[q|. Der Zahler von Gleichung (C.1) ist die Gesamtleistung des Leistungsignals ¢/(t) = ¢(t) —
Elq). Sei Ry(at) = [ (t)q'(t + at)] die Autokorrleationsfunktion und Sy (f) = Fars{ Ry (2t)}
das Leistungsdichtespektrum von ¢/(t), dann gilt:

lla— )’ = [ Sy(7)af = y(0) (©3)

Fiir den Nenner von Gleichung (C.1) ist die mittlere quadratische Abweichung des gefilterten Signals
vom Erwartungswert gesucht:

2
El(q - £lg))?) = (/q<><>dt)] (C.4)
//5 (t—t)q (t —t")g(t)g(t")] dt’ dt” (C.5)

B / / Ry(t" — ¢)g(t)g(t") dt' dt” (C.6)

= [ssnawe i ar, )
G(f) st dabei das Amplitudenspektrum der Gewichtsfunktion g(¢). Der Einfachheit halber sei nun
qt) =7 f T,_,/wz q(t —t') dt’ die iiblicherweise angewandte Mittelung, dann gilt
1/T fur ~T/2<t<T/2
t) = C.8
9(t) { 0 sonst (C-8)
und
sin(m fT)

G(f) = ————=. C.9
(=" (©9)

Fiir lange Fensterlangen T gilt im Grenzwert

. 2 T

lm T|G() = tim 752D 5. (C.10)

T—o0 T—o0 (WfT)Q
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Damit ergibt sich fiir die Zahl der Freiheitsgrade pro Mittelungszeiteinheit:

G % (C.11)
_ qu’(f) df
~ [ Sy(De(f)df (C.12)
_JSe(nNdf o)



D Tabellen der Stromungsparameter

In den folgenden Tabellen sind die Parameter der Hauptserien und einiger Zusatzfelder aufgelistet.

Alle Werte sind mit u}f’l‘m, h und v entdimensionalisiert.

Startfeld Nz X Ny x N, ‘ Ly X Ly X L, ‘ Reg Re; Rer T =Rechenzeit; At =Schrittweite Ue
— Folgefeld T =Rechenzeit; Bemerkungen Re.; Rer Uw Tw Ay, Ue
i 96x97x96 [ 6x2x3 [ 5000 T =730,12; At =0,01
— Ts T =1035,63 3864 | 207,5 0,0
— Iy T =1485,36; A-Serie 3858 206,6 0,4 3,00 —3,6810 + 3,43401 0,0
— Ip T =1484,97; A-Serie 3860 206,2 0,4 4,50 —2,9805 + 2,8026 1 0,0
— I3 T =1485,36; A-Serie 3861 206,2 0,4 6,75 —2,3803 + 2,26401 0,0
— Ig T =1485,26; A-Serie 3864 205,3 0,4 10,13 —1,9402 + 1,87091 0,0
— Ig T =1483,33; A-Serie 3856 204,8 0,4 15,19 —1,5719 + 1,5436 1 0,0
— TIg T =1484,25; A-Serie 3858 203,3 0,4 22,78 —1,2980 + 1,28591 0,0
— Iz T =1484,75; A-Serie 3844 201,3 0,4 34,17 —1,0853 + 1,04521 0,0
— Ig T =1485,27; A-Serie 3835 200,3 0,4 51,26 —0,8436 + 0,7884 1 0,0
— Ig T =1485,21; A-Serie 3816 202,4 0,4 76,89 —0,4985 + 0,6167 1 0,0
— Io T =1485,55; A-Serie 3815 204,5 0,4 | 115,33 —0,2170 4 0,58351 0,0
— Iqq T =1485,13; A-Serie 3804 211,3 0,4 | 173,00 —0,0621 4 0,71621 0,0
— Tig T —2384,13; A-Serie 3782 | 213,7 0,4 | 259,50 | —0,0680 + 0,73541 | 0,0
— T1p T —1482,41; A-Serie 3851 | 2064 0,4 3,67 | —3,3159 +3,1049i | 0,0
— Iop T =1483,23; A-Serie 3849 206,4 0,4 5,51 —2,6744 4 2,52691 0,0
— Isp T =1482,81; A-Serie 3842 204,6 0,4 8,27 —2,1739 + 2,0809 1 0,0
— Tap T =1484,33; A-Serie 3849 205,6 0,4 12,40 —1,7347 4+ 1,6893 1 0,0
— Isp T —1483,95; A-Serie 3861 | 204,2 0,4 | 18,60 | —1,4172+ 1,40431 | 0,0
— Tgp T =1483,55; A-Serie 3847 201,5 0,4 27,90 —1,2050 + 1,18381 0,0
— I7p T =1482,36; A-Serie 3845 200,5 0,4 41,85 —0,9822 + 0,91531 0,0
— Igp T =1933,87; A-Serie 3840 199,8 0,4 62,78 —0,6965 + 0,68121 0,0
— Igp T =1933,68; A-Serie 3829 203,5 0,4 94,17 —0,3299 + 0,59281 0,0
— T10p T =1933,00; A-Serie 3808 205,3 0,4 | 141,25 —0,1143 4+ 0,63591 0,0
— I11p T =1931,41; A-Serie 3793 2121 0,4 | 211,87 —0,0570 4 0,72311 0,0
— Iiop T =1931,17; A-Serie 3795 216,5 0,4 | 317,81 —0,0925 + 0,74291 0,0
— 1 T =1036,63 0,4
— Ty42 T —1633,26 0,2 3,00 0,4
— Toun T —1633,36 0,2 4,50 0,4
— Iayo T =1634,11 0,2 6,75 0,4
— Tasn T —1633,59 0,2 | 10,13 0,4
— Toyo T —1631,35 02 | 15,19 0,4
— Touo T —1611,72 02 | 22,78 0,4
— Tr42 T =1613,90 02 | 34,17 0,4
— Touo T —1634,04 02 | 51,26 0,4
— Touo T =1632,50 0,2 76,89 0,4
— Tyo2 T =1632,08 0,2 | 115,33 0,4
— Tiippo T =1841,96 0,2 | 173,00 0,4
— Tiopso T =2225,96 211,1 0,1 | 259,50 —0,0275 + 0,23081 0,4
— Tac T —1229,64 211,1 0,1 | 10,08 | —0,4393 + 0,44891 | 0,4
— Taco T =1509,47 207,9 0,1 | 10,08 | —0,4527 + 0,45821 | 0,2
— Tacs T =1508,63 207,2 0,1 10,08 —0,4540 40,4604 i 0,6
— I7c T =1178,69 207,1 0,2 33,92 —0,4971 4 0,46391 0,4
— I7co T =1302,52 206,0 0,2 33,92 —0,5065 + 0,47891 0,2
— I7c3 T =1297,27 205,8 0,2 33,92 —0,5078 + 0,48821 0,0
— Igc T =1261,43 209,7 0,1 51,20 —0,1556 4+ 0,15251 0,4
— Tgc T =1363,83 209,9 0,1 76,80 —0,0478 4+ 0,15511 0,4
— T11c T =1575,51 211,0 0,1 | 172,96 —0,0048 + 0,21841 0,4
+— CCo T =2637,47; POD 207,0 0,0 0,0 0,0

Tabelle D.1: Parameter der Simulation: A-Serie und einige Zusatzfelder.



188 D Tabellen der Strémungsparameter
Startfeld Ny X Ny XNy | Ly XLy xL: | Reg | Req | Res T =Rechenzeit; At =Schrittweite Ue
— Folgefeld T =Rechenzeit; Bemerkungen Reg; Rer U Tw Ay, Ue
Fy 48 x 97 x 48 [ 3.75 x 2 x 1.875 | 5000 T =1088,83; At =0,01 0,0
— Foa T =3352,31 207,14 0,0
— Fop T =3175,67; skewed symmetric 0,0
— Fapo T =3452,26; pdf 206,80 0,0
— Fapt T =5494,77; pdf 0,2 51,20 0,0
— Fopa T =3085,15; pdf 0,2 76,80 0,0
— Faps T =5477,92; pdf 0,2 10,24 0,0
— Fopic T =5807,36; pdf 204,5 0,2 51,20 —0,3857 + 0,37541 | 0,0
— Fopac T =5787,59; pdf 205,0 0,2 76,80 —0,1908 + 0,28991 | 0,0
— Fopac T =8136,48; pdf 206,0 0,2 10,24 —0,9169 + 0,92571 | 0,0
— Fys T =1619,20; 2d-pdf 0,0
— Fya T =3300,66; 2d-pdf 0,2 51,20 0,0
— Fsu1 T =3136,83; Sweep Anregung 0,02| 256,00 0,0

— Fsuib T =7232,83; Sweep Anregung 0,02 256,00 0,0
— Frirmi T =1394,09; xz-Ebene 0,0
— Frime T =1373,34; xy-Ebene 0,1 10,24 0,0
— FrirMs T =1395,89; xy-Ebene 0,0
— Frima T =1457,43; yz-Ebene 0,1 77,00 0,0
— FriLvs T =1390,81; yz-Ebene; At = 0,005 0,1 77,00 0,4
— My T =3364,83; B-Serie 3842 207,19 0,1 259,50 —0,0226 + 0,20281 | 0,0
— M T =3364,83; B-Serie 3840 207,11 0,1 173,00 —0,0176 + 0,19721 | 0,0
— M3 T =3595,43; B-Serie 3848 206,48 0,1 115,33 —0,0361 + 0,17081 | 0,0
— Mg T =4113,93; B-Serie 3847 206,12 0,1 94,17 —0,0485 + 0,15571 | 0,0
— Ms T =3595,53; B-Serie 3851 206,04 0,1 76,89 —0,0881 + 0,1438i | 0,0
— Mg T =3486,13; B-Serie 3847 206,46 0,1 62,78 —0,1347 + 0,14561 | 0,0
— My T =3595,53; B-Serie 3845 206,10 0,1 51,26 —0,1769 + 0,17421 | 0,0
— Mg T =3680,73; B-Serie 3856 205,96 0,1 34,17 —0,2513 + 0,24141 | 0,0
— Mg T =3566,83; B-Serie 3843 206,25 0,1 22,78 —0,3041 + 0,3105i | 0,0
— Mio T =3719,23; B-Serie 3846 206,35 0,1 15,19 —0,3725 +0,37971 | 0,0
— Mg T —=3517,43; B-Serie 3846 | 205,32| 0,1 10,13 | —0,4636 + 0,46791 | 0,0
— Mio T —=3475,83; B-Serie 3846 | 206,63] 0,1 6,75 | —0,5632+ 0,56491 | 0,0
— Mgy T =3440,83; B-Serie 3845 | 206,54] 0,1 | 134,50 | —0,0167 + 0,18701 | 0,0
— Mazp T =3440,83; B-Serie 3840 206,78 0,1 107,60 —0,0265 + 0,17311 | 0,0
— Map T =3440,91; B-Serie 3844 205,97 0,1 89,67 —0,0541 + 0,15521 | 0,0
— Msp T =3440,73; B-Serie 3849 205,75 0,1 71,73 —0,1098 + 0,14241 | 0,0
— Mopuo T =3440,83 0,04| 134,50 0,0
— Mapz0 T =3440,83 0,04| 107,60 0,0
— Mapz0 T =3440,91 0,04 89,67 0,0
— Mspz0 T =3440,73 0,04 71,73 0,0
— Mo T =9288,83; B-Serie 3836 206,91 0,1 | 1000,00 —0,0124 + 0,18061 | 0,0
— Mos T =2888,83; B-Serie 3842 208,54 0,1 800,00 —0,0120 + 0,18841 | 0,0
— Mog T =3088,83; B-Serie 3830 207,51 0,1 600,00 —0,0251 +0,19031 | 0,0
— Mos T —5288,83; B-Serie 3831 | 206,99] 0,1 | 500,00 | —0,0253 + 0,19771 | 0,0
— Mos T —=5288,83; B-Serie 3844 | 206,90| 0,1 | 400,00 | —0,0233 + 0,1984i | 0,0
Fip 96 x 97 x 96 7.5 x 2 x3.75 5000 T =633,29; At =0,01 0,0
— Ly T =1252,29; C-Serie 3855 208,06 0,1 259,50 —0,0282 + 0,20411 | 0,0
— Lo T =1425,29; C-Serie 3842 207,24 0,1 173,00 —0,0196 + 0,19521 | 0,0
— L3 T =1886,59; C-Serie 3845 207,09 0,1 115,33 —0,0255 + 0,17661 | 0,0
— Lg T =3558,39; C-Serie 3850 206,86 0,1 94,17 —0,0488 + 0,15861 | 0,0
— Lg T =2271,09; C-Serie 3850 205,92 0,1 76,89 —0,0878 +0,13941 | 0,0
— Lg T =1988,89; C-Serie 3859 206,23 0,1 62,78 -0,1327 +0,15161 | 0,0
— L7 T =1758,49; C-Serie 3850 206,27 0,1 51,26 —0,1797 + 0,16871 | 0,0
— Lg T =1758,39; C-Serie 3853 207,04 0,1 34,17 —0,2522 + 0,24041 | 0,0
— Fiba T =745,96 206 0,0
— F1bb T =848,78; POD 206 0,0

Tabelle D.2: Parameter der Simulation: B-Serie, C-Serie und einige Zusatzfelder.
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Startfeld Nz X Ny X N, ‘ Ly X Ly X L, ‘ Reg Reg; Rer T =Rechenzeit; At =Schrittweite Ue
— Folgefeld T =Rechenzeit; Bemerkungen Reg; Re~ Uy T Ary, Ue
Ty 64x67x64 [ 6x2x3 [ 5000 T =1522,75; At =0,01 0,0
— S T =1906,75 0,0
— Sa T =1548,35 0,0
— By T =1632,07 0,2 | 34,24 0,0

— Ep T = 0,2 | 34,24 0,0
— E3 T =2263,77 0,2 51,20 0,0
— Eg T =3212,35 0,2 51,20 0,0
— Es T =3166,44 0,2 76,80 0,0
— Eg T =1933,67 0,0 0,0 0,0
— J1 T =2606,60; D-Serie 3844 | 205,6 0,4 3,00 | —3,6212+3,5190i | 0,0
— Jo T =2606,50; D-Serie 3846 | 204,9 0,4 4,50 | —2,9537 +2,86041 | 0,0
— Js T =1522,75; D-Serie 3846 | 203,7 0,4 6,75 | —2,4146 +2,34521 | 0,0
— Ja T =1522,75; D-Serie 3852 203,8 0,4 10,13 —1,9457 41,9073 1 0,0
— Js T =1522,75; D-Serie 3839 203,2 0,4 15,19 —1,5793 41,5683 1 0,0
— Je T =1522,75; D-Serie 3855 202,8 0,4 22,78 —1,2881 4+ 1,29111i 0,0
— J7 T =1522,75; D-Serie 3854 201,0 0,4 34,17 —1,0750 4 1,04451 0,0
— Jg T =2608,30; D-Serie 3837 198,3 0,4 51,26 —0,8595 4 0,8080 1 0,0
— Jg T =1522,75; D-Serie 3821 198,1 0,4 76,89 —0,5545 40,6136 1 0,0
— J1o T =1522,75; D-Serie 3813 202,9 0,4 | 115,33 —0,2219 4+ 0,60301 0,0
— Ji3 T =2590,88; D-Serie 3787 216,2 0,4 | 350,00 —0,0938 4+ 0,70501 0,0
— J7 T =2571,81; D-Serie 3848 205,5 0,2 34,17 —0,5147 4+ 0,49701 0,0
— Jeb T =2595,39; D-Serie 3837 204,0 0,2 51,26 —0,3905 40,3651 11 0,0
— Jop T =2569,07; D-Serie 3832 | 204,7 0,2 | 76,89 | —0,2045+0,29351 | 0,0
— Jiop T =2582,81; D-Serie 3831 | 206,6 0,2 | 115,33 | —0,0717+0,33541 | 0,0
— J11p T =1882,40; D-Serie 3842 208,5 0,2 | 173,00 —0,0529 4 0,38221i 0,0
— J7c T =2330,41; D-Serie 3849 206,5 0,1 34,17 —0,2581 40,2436 1 0,0
— Jac T =2331,94; D-Serie 3859 205,3 0,1 51,26 —0,1872 40,1798 0,0
— Joc T =2331,01; D-Serie 3844 205,2 0,1 76,89 —0,1006 4 0,1456 i 0,0
— J1oc T =2329,67; D-Serie 3830 206,4 0,1 | 115,33 —0,0418 4+ 0,18351i 0,0
— J11c T =2331,31; D-Serie 3850 206,5 0,1 | 173,00 —0,0251 40,2013 1 0,0
— Ji12c T =2332,81; D-Serie 3837 206,7 0,1 | 259,50 —0,0235 4 0,20391 0,0
— Cea T =1852,22 206,7 0,4 22,78 0,0
— Ceb T =2223,82 206,7 0,4 22,78 0,0
— Cee T =2228,66 206,7 0,2 22,78 0,0
— Ces T =2241,02 206,7 0,1 22,78 0,0
— Ceg T =2236,16 206,7 08 | 22,78 0,0
— Cen T =2296,98 206,7 22,78 0,0
+— Cr1 T =2394,97; f1 =const. 0,0

+— CT1a T =3149,50 0,4 51,26 0,0

— Cr1p T= 0,4 51,26 0,0
— Uy T =1622,75 0,0

Tabelle D.3: Parameter der Simulation: D-Serie und einige Zusatzfelder.
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Startfeld Nz X Ny X N, l Ly X Ly x L, Reg Re.; Re, T =Rechenzeit; At =Schrittweite Ue
— Folgefeld T =Rechenzeit; Bemerkungen Reg Rer Uw Tw Qry Ue
F3 192 x 97 x 48 ] 15 x 2 x 1.875 5000 T =628,47; At =0,01 0,0
— Faa T =1188,53 0,0
— Na T =3271,93 206,92 0,1 94,17 —0,0411 4 0,15991i 0,0
— Nap T =2384,25 0,1 94,17 0,0
— Ng T =2594,13 0,1 62,78 0,0
— Ng T =2425,53 0,1 34,17 0,0
Fa 96 X 97 x 48 ‘ 3.75 x 2 x 1.875 5000 T =639,655; At =0,005 0,0
— Faa T =1208,97 0,0
Te 96 X 67 x 96 ‘ 9x2x4.5 5000 T =538,04; At =0,01 0,0
— S3 T =666,04 0,0
— Cec T =837,86 0,4 22,78 0,0
T7 64 x 67 x 64 ‘ 6x2x3 4000 T =794,29; At =0,01 0,0
— Cea T =1140,66 0,4 22,78 0,0
Ts 96 x 97 x 96 ‘ 9x2x4.5 4000 T =2232,375; At =0,01 0,0
— Py T =3152,59; zz-Ebene 0,1 34,17 0,0
— Py T =3122,28; zz-Ebene 0,1 34,17 0,0
My 32 X 67 x 32 ‘ 2.5 x2x0.75 5000 T =865,09; At =0,01 0,0
— M3 T =1491,55 0,0
— CCy T =1798,85; POD 0,0
— XZ4 T =1798,85; xz-Ebene 0,0
— Py T =2301,35 0,4 51,26 0,0
Bt 128 x 129 x 128 | 11.2155 x 2 x 5.969 | 5000 T =191,13; At =0,0075 0,0
— B2 T =749,933 205,8 0,0

— Beap T =563,812 — 742,568 0,0
— Brg T =676,185 0,2 51,24 0,0
— Bxz T =369,510 0,0
— Bxzo#3 T =238,444, At = 0,002 0,4
Bi 128 x 121 x 128 10x2x5 5000 T =1473,65; At =0,0075; 0,4

uc ab 1082,65
— Bop, T =1831,52, At = 0,005 0,4
BBIG 128 x 121 x 128 12Xx2x%6 5000 T =1082,650; At =0,005 0,0
BIGo 128 x 121 x 128 6x2x3 5000 T =552,61; At =0,01 0,0
— CBIGa, T =866,02 0,0

— CBIGp T =916,01 0,0
— Ksg T =954,22 0,4 51,26 0,0
MIN; 32 x 97 x 32 2.5 x 2 x 0.625 5000 T =300,00; At =0,01 0,0
— MINi, T =500,00 0,0
— MINip, T =500,00 0,4
— MINic T =1723,73; Sweep Anregung 0,0

Tabelle D.4: Parameter der Simulation: Zusatzfelder.
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