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6 INHALTSVERZEICHNIS



Kapitel 1EinleitungDie Welt, in der wir leben, ist nihtlinear. Beispiele für diesen Sahverhalt gibt es zahl-reih, überall, jeden Tag. Viele dieser komplexen Vorgänge lassen sih durh Formelnbeshreiben und dennoh können für diese an sih rein deterministishen Systeme kei-ne Langzeitvorhersagen vorgenommen werden. Vielmehr ist eine sensitive Abhängigkeitvon den Anfangswerten festzustellen, die zu extrem untershiedlihen Dynamikverläu-fen führen kann. Solh haotishes Verhalten resultiert in vielen Fällen aus nihtlinearenKopplungen der Systemvariablen untereinander.Eine besondere Klasse nihtlinearer Systeme unterliegt zudem zeitverzögerter Dynamik,deren Beshreibung übliherweise durh sogenannte Delay Di�erential Equations (DDEs)vorgenommen werden muss. Beispiele für diesen Zusammenhang �ndet man in vielfäl-tiger Art in der Biologie, Medizin und Tehnik [32, 38, 52, 87, 90, 132, 135, 154, 156℄. Dieangesprohene Zeitverzögerung ist das Ergebnis einer endlihen Signalausbreitungsge-shwindigkeit einer oder mehrerer Systemvariablen. Oft ist mit dem Vorhandensein zeit-verzögerter Gröÿen periodishe oder u.U. hohdimensionale haotishe Dynamik ver-knüpft [10, 44, 65, 139, 153℄. Allerdings sind die erwähnten periodishen oder haotishenOszillationen in Anwendungen häu�g unerwünsht und stellen sih als widrige Begleiter-sheinungen eines gewünshten E�ektes, der lediglih durh den Einsatz nihtlinearer Sy-steme erreiht werden kann, heraus. Die dafür benötigten Systeme können ohne den Ver-lust ihrer gewünshten Eigenshaften niht mehr wie bisher üblih auf einen linearen unddamit vorhersagbaren Arbeitsbereih eingeshränkt werden. In solhen Fällen muss danneine geeignete Regelung implementiert werden, um die Nihtlinearität niht zu zerstören,sondern um die benötigten (haotishen) Systeme zu stabilisieren und für zukünftige An-wendungen handhabbar zu mahen. Dabei besitzt die Stabilisierung von Fixpunkten, aufdie in dieser Arbeit hauptsählih eingegangen wird, eine besondere Bedeutung. Erreihtwird dieses Ziel durh eine geeignete Veränderung eines zugänglihen Systemparame-ters oder einer Systemvariablen. Aufgrund der internen Kopplung der Systemvariablenreiht bei einem nihtlinearen System die Beein�ussung einer einzigen Variablen oder ei-nes Parameters aus, um alle Variablen zu verändern. Dieses Vorgehen führt bei falshen7



8 1. EinleitungRegelparametern zu einer komplizierteren Dynamik bzw. bei geeigneter Parameterwahlzu der gewünshten einfahen Zieldynamik (in diesem Fall einem Fixpunkt). Das Problembesteht allerdings darin, dass die Dynamik des zu regelnden Systems wegen der sensiti-ven Abhängigkeit von den Anfangswerten u.U. nur sehr shwer vorhersagbar ist, womitsih natürlih auh eine Vorausberehnung des für die Zieldynamik nötigen Regelsignalsu.U. kompliziert gestaltet. Besondere Shwierigkeiten bereiten in diesem Zusammenhangshnelle und/oder hohdimensionale (raum-) zeitlih haotishe Systeme.Um deren komplexe Dynamik zu zähmen, wurden in den letzten 15 Jahren groÿe An-strengungen unternommen. Zum Einsatz kam dabei neben Steuerungen [62℄ und konven-tionellen Regelungen (z. B. PID-Regelung [150℄) eine Vielzahl alternativer Kontrollme-thoden, die z. B. auf lokalen Approximationen einer geeignet gewählten Poinaré-Ebeneberuhen [136℄. Daneben wurden Methoden eingesetzt, die auf der Verwendung einer Zeit-verzögerung basieren [117, 141℄, was in Anbetraht der vorherigen Ausführungen zunähstkontraintuitiv wirkt, aber dennoh erfolgreih ist. Unglükliherweise sind die genanntenRegelungen niht universell für alle dynamishen Systeme anwendbar, sondern unterliegenernsthaften Beshränkungen.Zur Umgehung dieser Beshränkungen habe ih die beiden neuartigen RegelungsmethodenMultiple Delay Feedbak Control (MDFC) [4�6, 9℄ und Noth Filter Feedbak (NFF) [8℄vorgeshlagen. Während bei MDFC die Wirkung gewihteter Di�erenzen mehrerer un-tershiedlih lang verzögerter Signale und deren unverzögerter Gröÿen ausgenutzt wird,basiert NFF auf der Verwendung von mehreren Kerb�ltern untershiedliher Resonanz-frequenz. Im Zuge dieser Arbeit werden sih MDFC und NFF allen anderen bisherigenRegelungsmethoden wie (E)TDAS, NTDAS, P(roportional)- und PD-Regelung als über-legen herausstellen. Das gilt hinsihtlih der Güte der Fixpunktstabilisierung als auh inBezug auf die Einsatzfähigkeit und E�zienz. Zudem ist aufgrund einer starken Erweite-rung der Stabilitätsgebiete im Vergleih zu alternativen Regelungsmethoden eine erfolg-reihe Stabilisierung von Fixpunkten in Gegenwart langer Verzögerungszeiten möglih.Erreiht werden diese Vorteile für MDFC durh die individuelle Gewihtung der einzel-nen verzögerten und unverzögerten Terme. Dadurh kann das Regelsignal besser an daszu regelnde dynamishe System angepasst werden, als es bei bisherigen Regelungen mitvergleihbarem Aufwand der Fall ist. Diese Sahverhalte werden im anshlieÿenden zwei-ten Kapitel anhand von Simulationen untermauert. Da die analytishe Untersuhung vonDelay Di�erential Equations shwierig bzw. für mehrere unabhängige Verzögerungszeitenunmöglih ist, muss sih ein Teil der Untersuhungen allerdings Spezialfällen widmen, umanalytish exakte Lösungen zu liefern.Vergleihbare Ergebnisse wie mit MDFC im Zeitbereih können durh das sogenannteNoth Filter Feedbak (NFF) [8℄ im Fourierraum erzielt werden. Dabei wird die MDFC-Übertragungsfunktion lokal durh parallel angeordnete und individuell gewihtete Kerb-�lter approximiert. Im Rahmen des dritten Kapitels wird sih die E�zienz dieser Methodegenau wie für MDFC anhand von Stabilitätsanalysen in Simulationen herausstellen.



9Ähnlih wie bei periodishen Orbits unterliegen die bekannten Zeitverzögerungsregelun-gen (E)TDAS auh allgemeinen Beshränkungen bei der Fixpunktstabilisierung. So lassensih im Gegensatz zu (E)TDAS instabile Sattelpunkte mit MDFC und NFF kontrollierenbzw. stabilisieren. Diese vorteilhafte Eigenshaft der beiden zuletzt genannten Regelun-gen wird im vierten Kapitel mathematish bewiesen, durh Simulationen veranshaulihtund zeigt die Überlegenheit von NFF und MDFC gegenüber den anderen bekannten Rege-lungsmethoden. Dieser Sahverhalt spiegelt sih auh bei der erfolgreihen experimentellenStabilisierung eines kompakten, intern frequenzverdoppelten Nd:YAG Lasers auf eine kon-stante Ausgangsintensität mit Hilfe von MDFC oder NFF wider. Dieser Lasertyp wirdhäu�g zur Erzeugung von grünem oder blauem Laserliht verwendet. Unglükliherweisetreten dabei (haotishe) Intensitätsshwankungen auf, wenn z. B. der Pumpstrom desLasers einen bestimmten kritishen Wert übershreitet. Dieses seit 20 Jahren bestehen-de green problem [64, 65℄ zeihnet sih durh eine äuÿerst shwer zu zähmende Dynamikaus, die bisher den Einsatz derartiger frequenzverdoppelter Laser in Anwendungen wiehologra�shen Displays oder der Datenübertragung und Codierung behindert. Sowohl mitMDFC als auh mit NFF konnte das green problem sehr stark reduziert werden. Die ent-sprehenden Resultate, die auh durh ausgedehnte Simulationen an einem geeigneten,detaillierten Lasermodell bestätigt wurden, sind dem fünften Kapitel zu entnehmen. Indiesem Zusammenhang wird auh die tehnish relevante Möglihkeit einer langsamen pe-riodishen Modulation des stabilisierten Lasers zum Zwek der Informationsübertragunguntersuht, was z. B. für die Realisierung von farbigen hologra�shen Displays entshei-dend ist. Diese Modulation stellt zusätzlih zu der aktivierten Regelung eine Steuerungdes Lasers dar. Wird nun die Regelung bei aktivierter Steuerung abgeshaltet, tritt beigeeigneter Parameterwahl (haotishe) Phasensynhronisation auf, die im Zuge dieser Ar-beit experimentell bei dem untersuhten Lasersystem nahgewiesen werden konnte. Dieentsprehenden Ergebnisse sind ebenfalls dem fünften Kapitel zu entnehmen.Der Übergang zu räumlih ausgedehnten Systemen wird shlieÿlih im sehsten Kapitelvorgenommen. Im Vordergrund steht hierbei die Kontrolle der komplexen zweidimensio-nalen Ginzburg-Landau-Gleihung (GLE), die je nah Parameterwahl Spiralhaos oderturbulente Dynamik o�enbart. Dabei liegt neben der Unterdrükung haotisher Oszil-lationen ein Fokus auf der Umwandlung von Spiralwellen oder turbulenter Dynamik inlaufende ebene Wellen, was lediglih mit global oder lokal angewendetem MDFC für alleGLE-Parameter möglih ist. Die Geshwindigkeit dieser ebenen Wellen kann wiederumdurh die MDFC-Parameter verändert werden, die zudem bei lokaler Anwendung noh dieMöglihkeit weiterer Manipulationen wie sektorgerihteter oder gesherter ebener Wellenoder Spiralfallen bieten. Die Betrahtung der für die lokale Anwendung des Regelsignalserforderlihen Kontrollzellen führt für Spiralfallen wiederum auf den Vorgang der Syn-hronisation, der im sehsten Kapitel untersuht wird.Als Abshluss umfasst das siebteKapitel eine kurze Zusammenfassung der bis dahin vorge-stellten Ergebnisse sowie einen kleinen Ausblik auf daraus resultierende Fragestellungen.Zum Abrunden dieser Ausführungen enthält der Anhang zudem weitere Informationen zu



10 1. EinleitungChaos-Kontrollmethoden, allgemeinen Kontrollierbarkeitskriterien von Fixpunkten mitHilfe von MDFC sowie weitere Ausführungen zur Kontrolle von raum-zeitlihem Chaos.Unter anderem kann dabei das bekannte Fitzhugh-Nagumo-System mit Hilfe von MDFCund NFF auf laufendeWellen stabilisiert werden, was wiederum Relevanz für eine mögliheVermeidung von Herz-Rhythmus-Störungen im menshlihen Herzgewebe haben kann.



Kapitel 2Regelung von haotishen Systemen
2.1 Konventionelle RegelungsmethodenDie heutige Welt ist ohne den Einsatz von Regelungen und Steuerungen niht mehr vor-stellbar. Man denke hierbei an üblihe Heizungen (Zweipunktregelung 1 ), Niveauregelun-gen (Dreipunktregler) oder auh die Stabilisierung von Motordrehzahlen, Shrittmotor-steuerung et.. Allgemein soll mit Hilfe einer Regelung oder Steuerung eine physikalisheGröÿe konstant gehalten oder in einer bestimmten Art und Weise verändert werden. Dabeibedient sih die Steuerung im Gegensatz zu einer Regelung einer einseitigen, d. h. unidirek-tionalen Signalübertragung, ohne ständig den Systemzustand in Form einer Messgröÿe zudetektieren. Eine Regelung bzw. Regelstreke hingegen besteht aus einer Messeinrihtung,einer geeignet gewählten Regelgröÿe sowie dem eigentlihen Regler, der das notwendigeRegelsignal generiert und entsprehende Abweihungen in Form einer Gegenkopplung kor-rigiert. Die wohl am häu�gsten verbreitete Regelungstopologie ist der PID-Regler [86, 150℄.Dabei wird der momentane Systemfehler e(t) = r(t) − y(t) zwishen der Sollgröÿe r(t)und dem Messsignal y(t) = g(x(t)) des Systemzustandes x festgestellt und mittels einesProportionalanteils (P), eines Integralanteils (I) sowie eines Di�erenzierungsanteils (D)wieder dem dynamishen System zugefügt. Insgesamt ergibt sih das Regelsignal

u(t) = kpe(t) + ki

∫ t

−∞

e(t) dt + kd
de(t)

dt
, (2.1)1Konventionelle Regler können in stetige und unstetige Regler eingeteilt werden. Stetige Regelungensind beispielsweise P-, PD-, PI oder PID-Kontroller, die jeden beliebigen Wert des Kontrollsignals anneh-men können, wohingegen Zwei-, Drei oder Mehrpunktregler unstetige Vertreter von Regelungen sind. Sobesitzt der Zweipunktregler nur zwei Zustände des Regelsignals, was einem Shalter mit den StellungenAN und AUS entspriht. Sind entsprehend mehr untershiedlihe Shalterstellungen möglih, wird voneinem Dreipunkt- oder Mehrpunktregler gesprohen. Eingesetzt wird diese Regeltopologie in Systemen,in denen groÿe Zeitkonstanten der Regelstreke auftreten [144℄.11



12 2. Regelung von haotishen Systemenwobei die Verstärkungsfaktoren kp, ki und kd so zu wählen sind, dass die gesamte Re-gelstreke niht selbständig zu shwingen anfängt. Zu diesem Zwek wurden vershiedeneStrategien entwikelt [85℄, die im Zuge der optimalen Kontrolle zudem versuhen, dieRegelparameter entsprehend einer zu minimierenden system- und dynamikbezogenenKostenfunktion anzupassen. Häu�g wird dazu noh eine adaptive Komponente benötigt,die die Regelparameter in Gegenwart von Systeminstationarität entsprehend nahführtund den untershiedlihen Dynamikbereihen anpasst.Neben dem PID-Regler gibt es zudem Regelungen, die auf sogenannten Zustandsrükfüh-rungen basieren. Hierbei handelt es sih um Mehrgröÿenregelungen, bei denen der Zu-standsvektor x(t) mittels geeigneter Parameter wieder auf das System zurükgekoppeltwird. Die verbreitetste Ausführungsform hierfür ist das in den 1950er Jahren entwikel-te Pole Plaement [136℄, für das im Gegensatz zum PID-Regler vor dem Generieren desRegelsignals eine Systemanalyse vorgenommen werden muss. Um die für die beabsih-tigte Zieldynamik notwendigen Kontrollparameter zu ermitteln, wird an dieser Stelle daszeitdiskrete System
ẋn = f(xn, pn), xn ∈ R

N (2.2)mit der glatten Vektorfunktion f(xn, pn) sowie dem extern zugänglihen Systemparameter
pn betrahtet. Da nur kleine Störungen zur Änderung der Systemdynamik zum Einsatzkommen sollen (d. h. |pn − p0| ≤ δ), wird pn − p0 = 0 gesetzt, wenn die Systemdynamiknoh weit von der Zieldynamik entfernt ist. p0 bezeihnet den zu variierenden Systempa-rameter bei Erreihen der beabsihtigten Zieldynamik, z. B. am Fixpunkt x0(p0). In einerkleinen Umgebung um diesen Fixpunkt kann das Vektorfeld linearisiert werden, was unterVerwendung der N ×N-Jaobi-Matrix Dxf und dem N-dimensionalen Spaltenvektor Dpfauf

xn+1 − x0(p0) = Dxf(xn, p)






x0(p0)

(xn − x0(p0)) + Dpf(xn, p)






p0

(pn − p0) (2.3)führt. Die zeitabhängige Störung berehnet sih unter diesem Gesihtspunkt zu
pn − p0 = −ktr · (xn − x0(p0)) , ktr ∈ 1 × N (2.4)mit dem zu ermittelnden (transponierten) Verstärkungsvektor ktr. Einsetzen von Gl. (2.4)in Gl. (2.3) resultiert in

xn+1 − x0(p0) =

(

Dxf(xn, pn)






x0(p0)

− Dpf(xn, p)






p0

· ktr

)

(xn − x0(p0)). (2.5)Ziel ist es nun, durh Anpassung von ktr an das Kontrollproblem den betrahteten Fix-punkt zu stabilisieren, d.h. alle Eigenwerte von A − Bktr mit A = Dxf(xn, p)|
x0(p0) und

B = Dpf(xn, p)|p0
vom Betrag kleiner als eins zu gestalten. Unter der Annahme, dass dieMatrix

C =
(
B|AB|A2B| · · · |AN−1B

) (2.6)



2.1 Konventionelle Regelungsmethoden 13vollen Rang hat, lässt sih die Lösung dieses Kontrollproblems zu
ktr = (αN − aN , . . . , α1 − a1)E

−1, E = CW (2.7)mit
W =










aN−1 aN−2 · · · a1 1
aN−2 aN−3 · · · 1 0... ... ... ... ...
a1 1 · · · 0 0
1 0 · · · 0 0










(2.8)angeben [136℄. a1, . . . , aN bezeihnet in diesem Zusammenhang die Koe�zienten des ha-rakteristishen Polynoms von A, und α1 . . . αN in analoger Weise die entsprehenden Ko-e�zienten des gewünshten harakteristishen Polynoms von (A − Bktr).Mit dem Beginn der Chaosforshung wurden die bisher genannten und für die Beein-�ussung von linearen Systemen entwikelten Regelungsstrategien eingesetzt, um auhhaotishe Systeme 2 für praktishe Anwendungen handhabbar zu mahen. Im Zuge derChaoskontrolle wird zu diesem Zwek im besten Fall nur eine einzige Systemobservabledetektiert, um das betrahtete System hinsihtlih der gewünshten Zieldynamik zu be-ein�ussen. 3 Die Grundvoraussetzung der Chaoskontrolle ist die Tatsahe, dass es eineunendlihe Zahl von periodishen Orbits 4 und eine oft begrenzte Anzahl an (instabilen)Fixpunkten gibt, die in einem haotishen Attraktor 5 eingebettet sind [14℄. Wegen derErgodizität erreiht die Dynamik in endliher Zeit die Nahbarshaft jeden dieser Orbitsoder Fixpunkte, wodurh unter Ausnutzung der sensitiven Abhängigkeit von den An-fangsbedingungen kleine Störungen dazu verwendet werden können, das Systemverhaltenin bestimmte Bahnen zu lenken und damit auftretendes Chaos durh kleine Parameter-änderungen zu regeln bzw. zu eliminieren [106, 136℄. Zu Beginn der Chaoskontrolle standdabei die Stabilisierung periodisher Orbits im Vordergrund, wofür die bisher genannten2Nihtlineare bzw. haotishe Systeme zeigen in ihrer Dynamik eine emp�ndlihe Abhängigkeit von denAnfangsbedingungen, so dass ihr Verhalten niht langfristig vorhergesagt werden kann. Da diese Systemephysikalishen Gesetzen unterliegen, die Dynamik aber gleihzeitig sheinbar irregulär ist, bezeihnet mansie als deterministishes Chaos [14℄.3Durh die Kopplung der Systemvariablem bei nihtlinearen bzw. haotishen Systemen reiht dieVeränderung einer Variablen aus, um alle Systemvariablen zu beein�ussen [136℄.4Die Dynamik innerhalb eines haotishen bzw. nihtlinearen Systems kann vershiedene Formen an-nehmen. Die Palette der Variationen reiht von Fixpunkten über periodishes Verhalten (Orbits) undquasiperiodisher Dynamik bis hin zu Chaos. An den Übergängen zwishen diesen vershiedenen System-verhaltensweisen �nden Bifurkationen (qualitative Änderungen der Dynamik) statt, die durh Parame-teränderungen bedingt sind [14℄.5Ein Attraktor ist eine unter der Zeitentwiklung eines dynamishen Systems invariante (d. h. sihzeitlih niht ändernde) Untermenge eines Phasenraums, die durh die Dynamik dieses Systems niht mehrverlassen wird. Die Menge aller Punkte des Phasenraums, die unter der Dynamik demselben Attraktorzustreben, werden als Bassins dieses Attraktors bezeihnet [14℄.



14 2. Regelung von haotishen SystemenRegelungsmethoden allerdings nur bedingt geeignet sind. Folglih wurde in den vergange-nen 15 Jahren eine Vielzahl alternativer Methoden zur Chaoskontrolle vorgeshlagen undtheoretish wie auh experimentell untersuht [136℄.2.2 ChaoskontrolleEiner der ersten Ansätze haotishes Verhalten zu unterdrüken, wurde von Hübler undLüsher 1989 in Form von Steuerungsmethoden vorgeshlagen [62℄. Die Anwendung vonSteuerungsmethoden ist oft einfaher als die einer Regelung, da die Wirkungsweise unidi-rektional ist, was die Shwingneigung im Gesamtsystem minimiert. Allerdings wird sihdieser Vorteil oft durh eine höhere benötigte Verstärkung im Vergleih zu Regelungs-methoden erkauft. Nahteilig ist zudem, dass die Kontrollparameter zum Erreihen dergewünshten Zieldynamik (z. B. eines periodishen Orbits) häu�g durh Fehlshlagmetho-den bestimmt werden müssen.Alternativ hierzu verö�entlihten Ott, Grebogi und Yorke (OGY) 1991 eine Regelungsme-thode [106℄, die im wesentlihen auf einer lokalen Anwendung des Pole-Plaement beruhtund eine Vielzahl von Verö�entlihungen bezüglih Chaoskontrolle und alternativer Re-gelungsideen nah sih zog [136℄. Im Detail bedienen sih OGY lokaler Approximationeneiner geeigneten Poinaré-Abbildung 6 im Einbettungsraum 7 , d. h. die Systemgleihungenmüssen zu diesem Zwek entweder bereits bekannt sein oder mit Hilfe einer Zeitreihen-analyse (lokal) approximiert werden. Ein Beispiel für die Stabilisierung eines Fixpunktesmit der OGY-Methode be�ndet sih im Anhang ab Seite 115. Für eine experimentelleAnwendung wird hierfür zunähst eine A/D-Wandlung, anshlieÿend numerishe Bereh-nungen und am Ende wiederum eine D/A-Wandlung benötigt. Dieser Umstand maht essehr shwierig, die OGY-Kontrolle experimentell auf shnelle dynamishe Systeme anzu-wenden.Alternativen zur OGY-Kontrolle, die auh mit analoger Elektronik und ohne Computer-einsatz implementiert werden können, sind z. B. Oasional Proportional Feedbak (OPF)6Die Poinaré-Ebene ist eine geeignet gewählte Ebene im Phasenraum eines zeitkontinuierlihen dy-namishen Systems, die von den Trajektorien transversal geshnitten wird. Durh die Betrahtung einerPoniaré-Ebene wird zum einen die Dimension des Systems um eins reduziert und zum anderen derÜbergang von einem kontinuierlihen System zu einer diskreten, iterierten Abbildung vorgenommen. DieAbbildung, die einen (Durhstoÿ)Punkt der Ebene auf den nähsten abbildet, wird als Poinaré-Abbildungbezeihnet [14℄.7In den meisten experimentellen Fällen sind die Zustandsgleihungen a priori unbekannt. Um einenAttraktor aus einer in konstanten Abständen ∆t gemessenen Zeitreihe rekonstruieren zu können, wirddie Zeitreihe Sn = g(x(n∆t)) entsprehend eingebettet. x bezeihnet den Zustand des untersuhtenSystems, das in skalarer Form durh die Beobahtungsfunktion g vorliegt. Die Einbettung wird dannübliherweise durh die Bildung von Zeitverzögerungsvektoren der Form ζn = (Sn, Sn+τ , . . . , Sn+(d−1)τ)mit der Verzögerungszeit τ vorgenommen. Auf diese Weise besteht bei entsprehend groÿer Wahl derganzzahligen Einbettungsdimension d ein Di�eomorphismus zwishen dem eingebetteten Attraktor unddem wirklih zugrunde liegenden [14℄.



2.2 Chaoskontrolle 15[63, 98℄ (Details im Anhang ab Seite 118) oder Methoden, die auf Zeitverzögerung basie-ren. Diese zuletzt genannten Methoden werden auh den Hauptshwerpunkt dieser Arbeitbilden, wobei die wohl bekannteste Ausführungsform dieser Art der Rükkopplung die so-genannte Pyragas-Kontrolle Time Delay Auto Synhronization (TDAS) [70, 102, 117℄ ist.Ähnlih wie die OGY-Kontrolle - aber wesentlih einfaher im Experiment zu imple-mentieren - wurde TDAS zunähst zur Stabilisierung von instabilen periodishen Orbitseingesetzt [26, 34, 49, 63, 70, 98, 106, 117, 136, 140, 141, 145℄. Dabei ist das Regelsignal dieverstärkte Di�erenz einer geeigneten Messfunktion (in den meisten Fällen eine skalareGröÿe), die zu den Zeiten t und t − τ gemessen wird, was bei Betrahtung des dynami-shen Systems
ẋ = f(x,u) (2.9)zu dem TDAS-Signal

u(t) = k [g(x(t − τ)) − g(x(t))] (2.10)führt. u bezeihnet das Rükkopplungssignal, k ist ein angepasster Verstärkungsfaktorund g de�niert die verwendete Messfunktion, um den Zustand x des betrahteten dyna-mishen Systems zu detektieren. Die Verzögerungszeit τ wird übliherweise entsprehendder Periode des zu stabilisierenden (instabilen) periodishen Orbits (UPO) gewählt. Indiesem Fall vershwindet das Regelsignal für den betrahteten UPO, wodurh dieser nihtverzerrt wird, sondern lediglih seine Stabilitätseigenshaften ändert. Folglih spriht manvon nihtinvasiver Kontrolle.Eine Verallgemeinerung von TDAS ist durh Extended Time Delay Auto Synhronization(ETDAS) aus dem Jahre 1994 gegeben [34, 49, 102, 141, 145℄. Im Gegensatz zu TDASberüksihtigt dieses von Gauthier et al. vorgeshlagene Shema auh noh die verwendeteObservable zu ganzzahligen Vielfahen der fundamentalen Verzögerungszeit τ in Formeiner geometrishen Reihe. Unter Berüksihtigung derselben Abkürzungen wie in (2.10),ist ETDAS durh
u(t) = k

[

(1 − R)

∞∑

j=1

Rj−1g(x(t − jτ)) − g(x(t))

] (2.11)
= k [g(x(t − τ)) − g(x(t))] + Ru(t − τ) (2.12)gegeben, wobei R ∈]−1, 1[ ein Gewihtungsfaktor für die Terme der geometrishen Reiheist. In Experimenten kann ETDAS ebenfalls mit einer einzigen Verzögerungskette im-plementiert werden, indem einfah die entsprehenden Signale mehrfah durh die Kettegeleitet und dabei jeweils mit dem Faktor R multipliziert werden. Untersuhungen habengezeigt, dass ETDAS höhere Stabilitätswerte und ausgedehntere Stabilitätsgebiete für dieStabilisierung von periodishen Orbits liefert als TDAS. Für Fixpunktstabilisierung shla-gen Chang et al. die Betrahtung des Grenzfalls R → 1, τ → 0 vor [34℄. Unter diesemGesihtspunkt kann Gl. (2.12) in eine Taylor-Reihe entwikelt werden, was letztlih zu

u̇(t) = −ω0u(t) − kġ(x(t)) (2.13)



16 2. Regelung von haotishen Systemenführt. Dabei handelt es sih um einen Hohpass�ltermit der Grenzfrequenz ω0 = (1−R)/τ ,der Verstärkung k sowie einem einfahen Pol bei ω = iω0 und einer Nullstelle bei ω = 0.Neben (E)TDAS gibt es noh das wesentlih unbekanntere NTDAS (N Time Delay Au-to Synhronization) [140℄, bei dessen Anwendung der Mittelwert einer endlihen Anzahlvon Verzögerungstermen benutzt wird, um das Regelsignal zu bilden. Aber genau wiebei ETDAS werden auh hierbei nur ganzzahlige Vielfahe einer einzigen fundamentalenVerzögerungszeit τ verwendet, d. h. das NTDAS- Kontrollsignal lautet
u(t) = k

[

1

N

N∑

j=1

g(x(t − jτ)) − g(x(t))

]

. (2.14)Alle drei Zeitverzögerungsregelungen können für viele experimentelle Situationen verhält-nismäÿig leiht mit Hilfe von (analoger) Elektronik implementiert werden und sind damitgeeignet, auh Chaos, das auf shnellen Zeitskalen auftritt, zu kontrollieren [26℄. Abgese-hen von der Einführung in [140℄ wurde NTDAS allerdings bis jetzt niht in Experimentenangewendet. Aus diesem Grund wird im Zuge dieser Arbeit auh niht mehr explizit aufNTDAS, sondern hauptsählih auf (E)TDAS eingegangen werden.2.3 Multiple Delay Feedbak ControlWie bereits erwähnt, ist ETDAS sehr erfolgreih für die Stabilisierung von instabilenperiodishen Orbits eingesetzt worden. Für die Stabilisierung von instabilen Fixpunkten(ẋ = f(x) = 0) hingegen ist diese Methode weniger geeignet, was zum Teil daran liegt,dass das Kontrollsignal bereits bei Erreihen eines τ -periodishen Orbits vershwindet.Um diesen Vorgang zu verhindern, müssen weitere Bedingungen an das Regelsignal ge-stellt werden, die nur durh konstante Lösungen erfüllt werden können. Eine Möglihkeithierfür besteht darin, einen zweiten Term mit einer weiteren, von τ vershiedenen Verzö-gerungszeit zu installieren, was auf das Regelsignal
u(t) = k [g (x(t − τ)) − g (x(t))] + k̃ [g (x(t − τ̃ )) − g (x(t))] (2.15)führt. Ist das Verhältnis der Verzögerungszeiten τ/τ̃ irrational, so existiert kein periodi-sher Orbit, bei dem das Kontrollsignal auf Null zurükgeht. Nur für Fixpunkte x0 mit

g(x(t)) = const tragen die Di�erenzen in Gl. (2.15) nihts zum Kontrollsignal bei, dieRegelung ist nihtinvasiv.Im allgemeinen bietet es sih an, mehr als zwei Verzögerungszeiten sowie untershiedliheVerstärkungsfaktoren für die zeitverzögerten und niht zeitverzögerten Anteile des Regel-signals zu verwenden. Dieses Multiple Delay Feedbak Control (MDFC) [4�6℄ führt so zuder Kontrollvorshrift
u(t) = k0 + k1ag1(x(t − τ1)) − k1bg1(x(t)) + . . .

+ kMagM(x(t − τM)) − kMbgM(x(t)). (2.16)



2.4 Lineare Stabilitätsanalyse 17Dabei kommen bis zu M vershiedene Verzögerungszeiten τ1,...,τM zum Einsatz, wobei dieMessfunktionen(en) durh gm gekennzeihnet sind. Im Gegensatz zu (E)TDAS oder NT-DAS müssen die Verzögerungszeiten niht ganzzahlige Vielfahe voneinander sein, sondernkönnen erst einmal frei und unabhängig voneinander gewählt werden. Weiterhin kann derAnteil jedes einzelnen Terms zum Gesamtsignal durh die Parameter kma, kmb separat ge-wihtet werden, was im allgemeinen allerdings zunähst zu einer invasiven Regelung führt.Um einen Fixpunkt des ungestörten Systems zu stabilisieren, müssen weitere Randbedin-gungen erfüllt werden, um die Regelung nihtinvasiv zu gestalten [6℄. Das kann entwederdurh die Anpassung des konstanten Parameters k0 oder durh die Einhaltung der Bedin-gung
m1+l∑

m=m1

kma − kmb = 0 (2.17)für die Verstärkungsfaktoren kma, kmb für jede l-mal verwendete Messfunktion erreiht wer-den. Andernfalls wird das Kontrollsignal niht vershwinden, sondern unter Umständeneinen konstanten von Null vershiedenen Wert annehmen und damit einen neuen Fixpunktgenerieren. Das mag für bestimmte Anwendungen auh von Interesse sein, steht aber nihtim Vordergrund dieser Arbeit und soll auh im weiteren niht betrahtet werden. Bei derVerwendung wehselspannungsgekoppelter Eingangssignale (z. B. nah Hohpass�lterungoder Subtraktion eines konstanten Gleihspannungspegels) oder bei der Fixpunktstabili-sierung am Ursprung entfällt diese Beshränkung in den Vorfaktoren. Weitere Bedeutungerlangen die individuellen Vorfaktoren kma, kmb bei der Umgehung von Beshränkungenbezüglih der Stabilisierbarkeit von Fixpunkten, worauf im vierten Kapitel eingegangenwerden wird.Vergleihe über die Güte der Stabilisierung von Fixpunkten mit Hilfe der vershiedenenRegelungsmethoden lassen sih z. B. durh die Gröÿe der Stabilitätsgebiete und mit denabsoluten Stabilitätswerten anstellen. Zu diesem Zwek muss eine lineare Stabilitätsanaly-se des Vektorfeldes f(x) am Fixpunkt x0 duhgeführt werden, die auf lokalen Eigenshaftenin einer kleinen Umgebung des betrahteten Fixpunktes basiert. Verfügt ein System übermehrere koexistierende Fixpunkte, so entsheiden Bassins und die Wahl der Anfangsbe-dingungen darüber, zu welhem Fixpunkt die Systemdynamik letztendlih konvergiert.Dementsprehend muss für jeden Fixpunkt eine eigene Stabilitätsanalyse vorgenommenwerden.2.4 Lineare StabilitätsanalyseAusgangspunkt für eine solhe Stabilitätsanalyse ist ein gegebenes Vektorfeld ẋ = f(x)mit einem Fixpunkt bei x0. In den weiteren Betrahtungen wird immer stillshweigendvon einer additiven Kontrollgröÿe ausgegangen, was auf
ẋ(t) = f(x(t)) + u(t) (2.18)



18 2. Regelung von haotishen Systemenführt, wobei das eigentlihe Kontrollsignal u durh MDFC aus Gl. (2.16) gegeben ist. Füreine Bewertung der Stabilität ist die zeitlihe Entwiklung kleiner Störungen e(t) = x(t)−
y(t) ausshlaggebend. Wahsen diese mit der Zeit an, so ist das gesamte rükgekoppelteSystem instabil und damit bei unveränderter Parameterwahl niht erfolgreih regelbar.Man erhält demnah für kleine Störungen den Ausdruk

ė(t) = f(x) − f(y)

+
M∑

m=1

[kmagm(x(t − τm)) − kmbgm(x(t))] − [kmagm(y(t − τm)) − kmbgm(y(t))] .(2.19)Linearisierung führt shlieÿlih auf
ė(t) = Df(x)e(t)

+
M∑

m=1

kmaDgm(x(t − τm))e(t − τm) − kmbDgm(x(t))e(t)
(2.20)mit den Jakobi-Matrizen Df(x) und Dgm(x). Ein Ansatz zur Lösung dieser Di�erential-gleihung ist durh

e(t) = e−λte0

e(t − τm) = e−λτme(t).
(2.21)gegeben und führt nah Einsetzen in Gl. (2.20) sowie Betrahtung des Fixpunktes x0 auf

ė(t) = (Df(x0) + UR(x0)) e(t) (2.22)mit der Rükkopplungsmatrix
UR(x0, λ) =

M∑

m=1

(
kmae

−λτm − kmb

)
Dgm(x0). (2.23)Die Jaobi-Matrix Df(x0) in Gl. (2.22) beshreibt in diesem Zusammenhang die normalelineare Stabilität des ungestörten Systems. Das Kontrollsignal (2.16) wird lediglih durhdie zweite Matrix (Rükkopplungsmatrix UR) berüksihtigt, die alle Details enthält, wiedie angewendete Rükkopplung auf die inneren Freiheitsgrade des betrahteten dynami-shen Systems wirkt. Für zeitverzögerte Systeme wird also das Eigenwertproblem derJaobi-Matrix Df(x0) durh das Eigenwertproblem der Matrix Df(x0) + UR(x0) mit derharakteristishen Matrix [54℄

∆(λ) = λI − Df(x0) − UR(x0, λ) (2.24)



2.5 Beispiel - der Colpitts-Oszillator 19ersetzt. I bezeihne an dieser Stelle die Einheitsmatrix. Viel wihtiger als die harakteri-stishe Matrix ist jedoh deren Determinante det (∆(λ)). Der betrahtete Fixpunkt x0 iststabil, wenn alle Eigenwerte λ der transzendenten harakteristishen Gleihung
det (∆(λ)) = 0 (2.25)einen negativen Realteil Re(λ) besitzen. Nur dann werden sih kleine Störungen in derzeitlihen Entwiklung reduzieren, der Fixpunkt ist stabil. Was demnah benötigt wird,um die Stabilität des geregelten Systems zu bestimmen, ist der Eigenwert mit dem gröÿ-ten Realteil, denn dieser entspriht gerade der am stärksten instabilen Rihtung des be-trahteten Fixpunktes. Durh die Anwendung von Zeitverzögerungsregelungen verfügtdas Gesamtsystem Gl. (2.18) bzw. Gl. (2.25) (dynamishes System inklusive Regelung)allerdings über unendlih viele Eigenwerte. Glükliherweise existieren aber nur endlihviele Eigenwerte, deren Realteil gröÿer als eine bestimmte Konstante ist [54℄, z. B. gröÿerals Null. Um diese endlihe Anzahl an Eigenwerten zu �nden, wurde zunähst von einemGitter in der komplexen Ebene ausgegangen, um die Werte zu detektieren, für deren Real-und Imaginärteil die harakteristishe Gleihung (2.25) gleihzeitig Null oder zumindestmöglihst nahe an Null ist. Diese Kombinationen waren wiederum Startwerte für einengedämpften Newton-Algorithmus, um die genauen Eigenwerte zu ermitteln.Ih habe MDFC entwikelt und für viele dynamishe Systeme in Theorie und Praxisausprobiert. Dabei hat sih herausgestellt, dass MDFC Pyragas' TDAS und seinen ent-sprehenden Erweiterungen bezüglih der Stabilisierung von Fixpunkten überlegen ist.2.5 Beispiel - der Colpitts-OszillatorEine Illustrierung dieser Feststellung sowie der Wirkungsweise von MDFC soll im fol-genden durh den Colpitts-Oszillator vorgenommen werden. Aber die Ergebnisse, die imAnshluss zu Tage gefördert werden, sind niht auf dieses Beispiel beshränkt, sondernauf viele dynamishe Systeme verallgemeinerbar [5, 6℄. Der untersuhte Colpitts-Oszillatorkann durh die drei Di�erentialgleihungen

C1
dUC1

dt
= −αF f (−UC2

) + IL +
C1

T
u(t)

C2
dUC2

dt
= (1 − αF )f (−UC2

) − G0UC2
+ IL − I0

L
dIL

dt
= −UC1

− UC2
− RIL + Ucc

(2.26a)beshrieben werden und ist ein typishes Beispiel für einen elektronishen Chaos-Oszillatorin Form einer rükgekoppelten Basisshaltung (Abb. 2.1). Die Variablen entsprehen zweiKondensatorspannungen (UC1
, UC2

) und dem Spulenstrom (IL), die mit den Parametern



20 2. Regelung von haotishen Systemen

Abb. 2.1: Shematisher Aufbau desColpitts-Oszillators (2.26a). Für einenRegeleingri� bieten sih die Spannun-gen UC1
und UC2

an.

L = 91 µH, R = 33 Ω, R1 = 242 Ω, C1 =
68 nF, C2 = 68 nF, Is = 14.34 fA, Ut =
0.027 V, αF ≈ 0.99, Ucc = 5 V, G0 = 0 undden Zusammenhängen
IE = f (UBE) = IS (exp (UBE/Ut) − 1) ,

I0 =
UC2

+ Ucc

R1

,

T =

√

L
C1C2

C1 + C2aufgrund der nihtlinearen Kennlinie desverwendeten Transistors haotishe Dy-namik für das freilaufende System zei-gen (u(t) = 0). T stellt eine typi-she Zeitskala des Oszillators dar, des-sen natürlihe Periode wiederum T0 =
2πT entspriht. Um den systemeige-nen Fixpunkt x0 = (UC1

, UC2
, IL)tr ≈

(5.1759,−0.7502, 0.0174) zu stabilisieren,wird im folgenden ein Kontrollsignal der Form u = (u(t), 0, 0)tr bestehend aus der Kon-densatorspannung UC1
und vershwindendem Bias k0 gemäÿ

u(t) =

M∑

m=1

kmaUC1
(t − τm) − kmbUC1

(t) (2.26b)angenommen. Unter Verwendung der Gleihungen (2.26) wird die Rükkopplungsmatrix
UR für die lineare Stabilitätsanalyse besonders einfah und lautet

UR =





uR(λ) 0 0
0 0 0
0 0 0



 (2.27)mit
uR(λ) =

M∑

m=1

kmae
−λτm − kmb. (2.28)Die resultierende harakteristishe Matrix

∆(λ) =










λ − uR(λ)

T
−αF IS

C1Ut
exp (−UC2

/Ut) − 1

C1

0 λ +
1 − αF

C2Ut
exp (−UC2

/Ut) − 1

C2

1

L

1

L
λ +

R

L










(2.29)



2.5 Beispiel - der Colpitts-Oszillator 21führt shlieÿlih auf die harakteristishe Gleihung
det (∆(λ)) =

(

λ − uR(λ)

T

)((

λ +
R

L

)

(λ + s2) +
1

LC2

)

+
1

LC1

(λ + s2) + s3 = 0 (2.30)mit
s2 =

1 − αF

C2Ut
exp (−UC2

/Ut), s3 =
αF IS

C1C2Ut
exp (−UC2

/Ut). (2.31)Gemäÿ den Ausführungen auf Seite 19 besteht die Hauptaufgabe nun darin, den Ei-genwert mit dem gröÿten Realteil der transzendenten Gleihung (2.30) zu �nden. DieStabilitätsdiagramme aus Abb. 2.2 sind das Ergebnis dieser Berehnungen am Fixpunkt
x0 für symmetrishe Vorfaktoren kma = kmb = km. Abb. 2.2a zeigt das resultierendeStabilitätsdiagramm in der τ1-τ2-Ebene (Aufsiht) für den Fall von nur zwei aktiven Ver-zögerungszeiten (km = 0, m > 2, m ∈ N) und fest eingestellten Verstärkungsfaktoren
k1 = k2 = 1.35. Regionen mit Kontrollparameterkombinationen, die eine erfolgreiheStabilisierung des betrahteten Fixpunktes x0 herbeiführen, sind blau und grün gekenn-zeihnet - je nah der entsprehenden Stabilität. Alle Stabilitätsdiagramme, die in dieserArbeit gezeigt werden, beginnen mit τm ≥ 0.2, damit auh siher eine Verzögerung aktivist. D. h. die Grenzen τ1/T = 0, τ2/T 6= 0 und τ2/T = 0, τ1/T 6= 0 sind niht enthalten,können aber dem separaten TDAS-Einzelplot entnommen werden. Aus diesem Grund ent-spriht TDAS in dieser Abbildung auh nur der Diagonalen τ1/T = τ2/T . So ist Abb. 2.2azu entnehmen, dass für τ1/T = τ2/T > 2 keine TDAS-Stabilisierung mehr möglih ist, wo-bei allerdings mit MDFC und τ1/T 6= τ2/T der entsprehende Gleihgewihtszustand füralle Verzögerungszeiten τm/T ∈ [0.2, 14] stabilisiert werden kann, wenn Parameterkom-binationen aus dem Bereih der farbigen Streifen parallel zur Diagonalen in Abb. 2.2averwendet werden. Der horizontale Abstand dieser Streifen entspriht ungefähr der Hälfteder natürlihen Periode T0 = 2πT . Im Vergleih zu Abb. 2.2a liefert Abb. 2.2b besserAuskunft über die Güte und Robustheit der Regelung in Form der Stabilitätsfunktion
max (0,−Re(λ)) aufgetragen gegen τ1/T und τ2/T . Dabei bezeihnet λ den Eigenwertmit dem gröÿten Realteil Re(λ). Je höher demnah die Spitzen in dem Stabilitätsgebirgesind, desto robuster und siherer ist auh die Fixpunktstabilisierung. Dementsprehendkennzeihnen die hohen Peaks für die vershiedenen Verzögerungszeiten (τ1/T 6= τ2/T )parallel zur Diagonalen in der τ1/T -τ2/T -Ebene in Abb. 2.2b MDFC als stabilere Methodezur Fixpunktstabilisierung im Vergleih zu TDAS (τ1 = τ2).Die Verwendung von mehreren Verzögerungszeiten kann allerdings noh weiter ausgenutztwerden. Aufshluss über diesen Sahverhalt geben die Abb. 2.2,d, die wiederum einenStabilitätsplot in der τ1/T -τ2/T -Ebene bei Einsatz von drei Verzögerungszeiten und fe-sten Verstärkungen k1 = k2 = k3 = 1.35 sowie τ3/T = 3.1 zeigen. Wie man hieran sehenkann, sind die farbig markierten Stabilitätsregionen noh weiter ausgedehnt worden beimÜbergang von zwei auf drei entsprehend gut gewählte Verzögerungszeiten. Dabei konntedie Stabilität noh weiter auf einen Wert von max(0,−Re(λ)) ≈ 0.37 gesteigert werden.Bei Aktivierung einer weiteren Verzögerungszeit mit τ4/T = 1.32 werden die Stabilitäts-bereihe noh einmal erheblih vergröÿert (Abb. 2.2e,f). So ist unter Einsatz moderater
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(e)

(d)

(b)(a)

(f)

(c)

Abb. 2.2: Stabilitätsdiagramme des mit MDFC (2.26b) geregelten Colpitts-Oszillators (2.26a) unter Einsatz von (a), (b) zwei (km = 1.35), (), (d) drei(km = 1.35, τ3/T = 3.1) und (e),(f) vier Verzögerungszeiten (km = 1.35, τ3/T = 3.1,
τ4/T = 1.32). Die Abbildungen zeigen die Stabilitätsfunktion max(0,−Re(λ)) vs.
τ1/T und τ2/T , wobei Re(λ) den gröÿten Realteil der Eigenwerte der harakteristi-shen Gleihung (2.30) bezeihnet. Kombinationen der normierten Verzögerungszei-ten τ1/T und τ2/T , die zu einer Fixpunktstabilisierung durh MDFC führen, sindfarbig gekennzeihnet. Es sei darauf hingewiesen, dass die Seitenansihten (b),(d),(f)im Vergleih zu den Aufsihten (a),(),(e) gedreht sind.



2.5 Beispiel - der Colpitts-Oszillator 23Verstärkungen (k1 = k2 = k3 = k4 = 1.35) die ganze τ1/T -τ2/T im Bereih bis τ/T < 14geeignet, um den System�xpunkt x0 zu stabilisieren.Abb. 2.3 zeigt für den Fall dreier Verzögerungszeiten die ausgedehnten Stabilitätsgebie-te im Parameterraum. Für diese dreidimensionale Projektion wurde die Verstärkung derzweiten und dritten Verzögerungszeit auf k2 = k3 = 1.35 sowie τ3/T = 3.1 gesetzt.Parameterkombinationen von τ1/T , τ2/T und k1, die zu einer erfolgreihen Fixpunktsta-bilisierung führen, sind shwarz gekennzeihnet und zeigen, wie sih die Stabilitätsgebietein Abhängigkeit von k1 ändern. Um die Abhängigkeit der Stabilität von den Verstär-
(a) (b)

Abb. 2.3: Fixpunktstabilisierung für MDFC aus Gl. (2.26b) unter Verwendung vondrei Verzögerungszeiten. (a) Drei Shnitte durh den MDFC-Parameterraum für fe-stes τ3/T = 3.1 und k2 = k3 = 1.35. Bereihe, die eine Stabilisierung des Fixpunktesdes Colpitts-Oszillator (2.26a) herbeiführen, sind shwarz gekennzeihnet. (b) Sta-bilitätsgebiet vs. τ1/T , k1 und k2. Für Fixpunktstabilisierung geeignete Parametersind grau markiert (τ2/T = 1.8, τ3/T = 3.1 und k3 = 1.35).kungsfaktoren innerhalb eines Stabilitätszweiges zu untersuhen, wird der Fall gekoppel-ter Verzögerungszeiten, d.h. τ1/T = τ2/T + 1.6 und τ3/T = 3.1 betrahtet. Damit bewegtman sih entlang des weiss gekennzeihneten Stabilitätszweiges der Abb. 2.2, was zu demStabilitätsdiagramm in der k-τ2/T -Ebene aus Abb. 2.4 führt. Die entsprehende Stabi-litätsfunktion max(0,−Re(λ)) zeigt neben einer periodishen Modulation ein absolutesMaximum von ≈ −0.4. Dieses wird bei moderaten Verstärkungsfaktoren erreiht, wobeieine weitere Verstärkungserhöhung über k > 1.5 die Stabilität wieder mindert.Die Drehung der Darstellungen aus Abb. 2.2a,,e und Abb. 2.2b,d,f ist erforderlih, umauh die feinen Strukturen für längere Verzögerungszeiten zu zeigen, da die höhstenPeaks und damit auh die höhsten Stabilitätwerte im Bereih kleiner Verzögerungszeitenzu �nden sind. D. h. man sieht in Abb. 2.2b entlang der Diagonalen in Rihtung Ursprungim Gegensatz zu Abb. 2.2a.



24 2. Regelung von haotishen SystemenAbb. 2.4: Kopplung der Verzögerungs-zeiten τ1 und τ2 : k-Abhängigkeit vonMDFC in Form der Stabilitätsfunktion
max(0,−Re(λ)) vs. τ2/T und k entlangder weiss markierten Linie aus Abb. 2.2.Dabei wird das Regelsignal (2.26b) mit
τ1/T = τ2/T +1.6, τ3/T = 3.1, k1 = k2 =
k3 = k, k4 = 0 angewendet.2.6 Vergleih zu anderen RegelungsmethodenUm die E�zienz und Gröÿe der Stabilitätsgebiete von MDFC zu verdeutlihen, muss einVergleih zu anderen (u.a. konventionellen) Methoden zur Fixpunktstabilisierung vorge-nommen werden. Für die bekannten zeitverzögerten Regelungen (E)TDAS wird zu diesemZwek Gl. (2.28) durh den Zusammenhang

uR = k

(

(1 − R)e−τλ

∞∑

j=1

(
Re−τλ

)j−1 − 1

)

= k

(

(1 − R)e−τλ 1

1 − Re−τλ
− 1

)

= k

(
e−τλ − 1

1 − Re−τλ

) (2.32)ersetzt werden, der sih aus Gl. (2.11) via Laplae-Transformation ergibt. Für die Simula-tionen aus Abb. 2.5a,b wurde der Parameter zur Gewihtung der geometrishen Reihe aufeinen Wert von R = 0 (TDAS) bzw. R = 0.7 (ETDAS) �xiert. Anhand dieser Abbildungenerkennt man, dass der Einsatz von ETDAS (Abb. 2.5b) zu einer Vergröÿerung der Stabi-litätsgebiete im Vergleih zu TDAS (R = 0, Abb. 2.5a) führt. Für längere Verzögerungs-zeiten ist der Fixpunkt allerdings nur noh shwah stabil, wenn τ/T > 2 gewählt wird.MDFC hat diese Problematik niht und die Fixpunktstabilisierung ist für sehr viel länge-re Verzögerungszeiten immer noh möglih. Das Resultat für den ETDAS-Grenzübergang
R → 1, τ → 0 ist in Abb. 2.5 dargestellt, die die Stabilitätsfunktion max(0,−Re(λ))gegenüber der Grenzfrequenz ω0 und dem Verstärkungsfaktor k zeigt. In diesem Fall wirdETDAS zu einem Hohpass�lter mit einem einfahen Pol entsprehend Gl. (2.13), wobeidie Eigenwerte in diesem Fall mit Hilfe einer Standard-Stabilitätsanalyse des linearisiertenVektorfeldes f(x) berehnet werden können. Die Stabilität dieser Rükkopplung (reprä-sentiert durh den Eigenwert mit dem gröÿten Realteil) ist in Abb. 2.5 farbig skaliert. Jegrüner die Farbe desto stabiler ist auh die Rükkopplung für die eingestellten Parameter.Dieser Abb. kann entnommen werden, dass bei entsprehender Parametervariation von ω0und k die stabilste Regelung einen Wert von ungefähr max(0,−Re(λ)) ≈ 0.3 liefert. Dasentspriht auh dem Wert, den ETDAS für R = 0.7 (Abb. 2.5b) herbeiführt und hatdamit keine stabilere Regelung zur Folge. Somit ist ETDAS stabiler als TDAS (Mini-mum: Re(λ) ≈ −0.17) aber niht so stabil wie MDFC mit drei Verzögerungszeiten und
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(a)

(d)

(b)

(c)

Abb. 2.5: Stabilitätsdiagramme für die Fixpunktstabilisierung des Colpitts-Oszillators (2.26a) unter Verwendung von (a) TDAS, (b) ETDAS (R = 0.7), ()einem einpoligen Hohpass�lter u̇(t) = −ω0u(t) − kU̇C1
mit Grenzfrequenz ω0 undVerstärkung k sowie (d) einem PD-Regler entsprehend Gl. (2.33). Zur Visualisie-rung der Ergebnisse wird die Stabilitätsfunktion max(0,−Re(λ)) in Abhängigkeitvon den jeweiligen Kontrollparametern verwendet. Bereihe erfolgreiher Fixpunkt-stabilisierung sind farbig gekennzeihnet, je grüner die Farbe desto stabiler ist dieRegelung.symmetrishen Vorfaktoren (Minimum: Re(λ) ≈ −0.4). Bei Verwendung paarweise ver-shiedener Verstärkungen km gemäÿ k1a = k1b = 0.27, k2a = k2b = 1.56, k3a = k3b = 0.28,

τ1/T = 3.613, τ2/T = 2, τ3/T = 3.111 liefert MDFC einen bei weitem stabileren Wertvon max(0,−Re(λ)) ≈ 0.4767. Dabei ist allerdings festzustellen, dass die in Abb. 2.2vorgestellten Stabilitätsgebiete ihre Symmetrie in der τ1/T -τ2/T -Ebene eingebüÿt haben.Für einen weiteren Vergleih zu konventionellen Regelungmethoden soll nun ein übliherPD-Regler der Form
u(t) = kpÛC1

+ kd
dÛC1

dt
(2.33)betrahtet werden. Als Eingangssignal dient die Kondensatorspannung ÛC1

, die aus UC1durh Subtraktion des festen DC-Pegels hervorgeht 8 . Abb. 2.5d zeigt die farbkodierteStabilitätsfunktion max(0,−Re(λ)) in Abhängigkeit von den Verstärkungen kp und kd für8Das Subtrahieren des festen DC-Pegels anstelle einer Hohpass(AC)-Kopplung des Eingangssignalsist notwendig, um zum einen die Regelung nihtinvasiv zu gestalten und gleihzeitig die Stabilität desPD-Reglers (2.33) niht shon durh die Stabilitätsfunktion des verwendeten Hohpass�lters (2.13) zubegrenzen.



26 2. Regelung von haotishen Systemenden Proportional- und den Di�erenzierungsanteil. Optimale Parameterwahl liefert einenmaximalen Stabilitätswert von max(0,−Re(λ)) ≈ 0.462. Die Stabilität ist vergleihbar mitder durh MDFC herbeigeführten, allerdings sind die dafür nötigen Verstärkungsfaktoren
kp und kd bei weitem höher zu wählen, was wiederum die E�zienz von MDFC verdeutliht.Erreiht wird diese E�zienz durh eine sehr gute Anpassung der Übertragungsfunktionder Regelung an das Spektrum des Colpitts-Oszillators. Um unter diesem Gesihtspunkteinen intuitiveren Zugang zu der Wirkungsweise von MDFC zu erlangen, ist ein Wehselin den Fourierraum angebraht.2.7 Wirkungsweise im FourierraumDie Fourier-Transformation des Kontrollsignals (2.26b) liefert die Übertragungsfunktion

T (f) =

M∑

m=1

kmae
−i2πfτm − kmb =

ũ(f)

ŨC1
(f)

, (2.34)die den Ausgang ũ linear mit dem Eingangssignal ŨC1
verknüpft. Abb. 2.6a zeigt denAbsolutwert der Übertragungsfunktion |T (f)| eines einpoligen Hohpass�lters sowie dasFrequenzspektrum des Colpitts-Oszillators (2.26a). Um die Auswirkungen zusätzliherVerzögerungszeiten auf die Übertragungsfunktion von MDFC zu untersuhen, seien dieVerstärkungen für jede aktive Verzögerungszeit zu kma = kmb = km = 1 gewählt und derFall von maximal M = 4 vershiedenen Verzögerungszeiten betrahtet. So zeigt Abb. 2.6den Absolutwert der Übertragungsfunktion |T (f)| aus Gl. (2.34) für den Fall einer einzi-gen Verzögerungszeit τ1/T = 10 (durhgezogene Linie, k2 = k3 = k4 = 1), zwei aktiverVerzögerungszeiten (Punkt-Strih-Linie, τ1/T = 10,τ2/T = 5, k3 = k4 = 0), dreier Ver-zögerungszeiten (gepunktete Linie, τ1/T = 16.5, τ2/T = 6, τ3/T = 3.1, k4 = 0) und vierangewendeter Verzögerungszeiten (gestrihelte Linie, τ1/T = 10, τ2/T = 5, τ3/T = 3.1und τ4/T = 1.3). Um einen Fixpunkt zu stabilisieren, muss ein geeignetes Filter eineKerbe bei ω = 0 besitzen [34℄. Diese Frequenz (entspriht gerade der eines Fixpunk-tes) wird dann niht zurükgekoppelt. Folglih müssen die anderen Kerben der Regelung(2.26b) für f > 0 so im Fourierraum plaziert werden, dass alle Hauptfrequenzen (entspre-hen dominanten, im haotishen Attraktor eingebetteten instabilen periodishen Orbits)durh das Regelsignal zurükgekoppelt werden. Unter diesem Gesihtspunkt ist es mitder punktgestrihelten Übertragungsfunktion niht möglih, den systemeigenen Fixpunkt

x0 zu stabilisieren, da durh die Wahl von τ1/T und τ2/T niht alle Hauptfrequenzendes Oszillators eliminiert werden. Auf diese Weise wird höhstens ein neuer periodisherOrbit generiert, da das Regelsignal bei der verwendeten Wahl der Verstärkungen kma, kmbnur im Falle eines Fixpunktes vershwinden würde. Erst wenn die dritte und vierte Ver-zögerungskette zusätzlih hinzugeshaltet werden (gepunktete und gestrihelte Linie), isteine erfolgreihe Fixpunktstabilisierung möglih, da alle Kerben nun in unkritishe Berei-he des Frequenzraumes verlagert werden. Die entsprehenden Phasen sind in Abb. 2.6d
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Abb. 2.6: (a) Fourierspektrum des ungeregelten Colpitts-Systems (2.26a) und Über-tragungsfunktion eines Hohpass�lters mit der Grenzfrequenz f0 = ω0/(2π) = 0.08.(b) Zugehöriger Phasenverlauf des Hohpass�lters. (),(e),(g) Übertragungsfunktio-nen (2.34) für vershiedene Wahl der Verzögerungszeiten und Verstärkungen: ()Symmetrishe Verstärkungen kma = kmb = 1, eine (τ1/T = 10, durhgezogene Li-nie), zwei (τ1/T = 10, τ2/T = 5 , Punkt-Strih Linie), drei (τ1/T = 10, τ2/T = 5,
τ3/T = 3.1, gepunktete Linie) und vier aktive Verzögerungszeiten (τ1/T = 10,
τ2/T = 5, τ3/T = 3.1, τ4/T = 1.3, gestrihelte Linie). Fixpunktstabilisierung isterst nah der Aktivierung der dritten und vierten Verzögerungszeit möglih, da vor-her Kerben (|T (f)| ≈ 0) im Bereih der Hauptfrequenzen des ungestörten Systemsliegen (vgl. Spektrum aus Abb. 2.6a). (e) Für die Kontrollparameter kma = kmb = 1und τ1/T = 7 (durhgezogene Linie), τ1/T = 7, τ2/T = 5 (Punkt-Strih Linie),
τ1/T = 7, τ2/T = 5, τ3/T = 3.1 (gepunktete Linie) sowie τ1/T = 7, τ2/T = 5,
τ3/T = 3.1, τ4/T = 1.3 (gestrihelte Linie) ist eine erfolgreihe Fixpunktstabilisie-rung nah Aktivierung von zwei oder mehr Verzögerungszeiten möglih, da keinetiefen Kerben in den Bereihen der Hauptfrequenzen des freilaufenden Systems lie-gen. (g) Gleihe Verzögerungszeiten wie in (e), allerdings mit einer anderen Wahlder Verstärkungsfaktoren: k1a = 1.3, k1b = 0.7, k2a = 0.4, k2b = 1.0, k3a = 0.8,
k3b = 0.5, k4a = 0.4, k4b = 0.7. (d),(f),(h) Die entsprehenden Phasen sind genausowie die Übertragungsfunktionen aus (),(e),(g) gekennzeihnet.



28 2. Regelung von haotishen Systemendargestellt und weisen für MDFC einen wesentlih glatteren Verlauf als für TDAS (durh-gezogene Linie, die ETDAS-Übertragungsfunktion |T (ω)| untersheidet sih von TDASim wesentlihen nur durh die Flankensteilheit, die mit dem Parameter R verknüpft ist)auf.Ein Beispiel für die Stabilisierung des Fixpunktes x0 mit Hilfe von nur zwei Verzögerungs-zeiten ist in Abb. 2.6e,f zu sehen, wo durh die Kontrollparameter eine Übertragungsfunk-tion gegeben ist, die keine Kerben im relevanten Bereih des Frequenzspektrums aufweist.Im Detail handelt es sih bei den Kontrollparametern um τ1/T = 7 (durhgezogene Linie,
k2 = k3 = k4 = 0) für eine Verzögerungszeit, τ1/T = 7, τ2/T = 5 (Punkt-Strih Linie,
k3 = k4, alle Hauptfrequenzen bereits eliminiert) für zwei Verzögerungszeiten, τ1/T = 7,
τ2/T = 5, τ3/T = 3.1, k4 = 0 (gepunktete Line) im Falle dreier aktiver Verzögerungs-zeiten sowie um τ1/T = 7, τ2/T = 5, τ3/T = 3.1 und τ4/T = 1.3 für vier angewendeteVerzögerungszeiten. Durh die Aktivierung der dritten und der vierten Verzögerungszeitwird lediglih der Eigenwert mit dem gröÿten Realteil weiter ins Negative vershoben, wo-durh der Fixpunkt noh stabiler wird. Die in Abb. 2.6f gezeigten zugehörigen Phasen sindim Bereih f ∈ [0.1, 0.3] mehr oder weniger konstant im Gegensatz zu den auftretendenPhasensprüngen, wenn nur eine Verzögerungszeit aktiviert ist.Bisher wurden immer alle Vorfaktoren kma, kmb der Einzelterme gleih (symmetrish) ge-wählt. Das ist aber niht zwingend notwendig, solange für niht-invasive Kontrolle dievorher shon genannte Nebenbedingung (2.17) berüksihtigt oder der Parameter k0 ausGl. (2.16) geeignet gewählt wird. Ein Beispiel für diesen Sahverhalt ist Abb. 2.6g zuentnehmen, die für dieselben Verzögerungszeiten wie in Abb. 2.6e den Ein�uss der geän-derten Vorfaktoren k1a = 1.3, k1b = 0.7, k2a = 0.4, k2b = 1.0, k3a = 0.8, k3b = 0.5, k4a =
0.4, k4b = 0.7 auf den Betrag der Übertragungsfunktion zeigt. Dabei ist bei Aktivierungaller vier Verzögerungszeiten wiederum eine niht-invasive Stabilisierung des Fixpunktesgewährleistet. So ist es möglih, MDFC durh geeignete Wahl von kma, kmb sehr genauund �exibel an die Bedürfnisse der vorherrshenden experimentellen Situation anzupas-sen [6℄, �exibler als z. B. (E)TDAS oder einen einpoligen Hohpass�lter (2.13). Diesen
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Abb. 2.7: (a) Spektrum des Colpitts-Oszillators sowie eine für f/f0 > 0.2 gut andieses Spektrum angepasste MDFC-Übertragungsfunktion (2.28) mit den Parame-tern ka = k1b = 0.25, k2a = k2b = 1.58, k3a = k3b = 0.28, τ1/T = 3.614, τ2/T = 2.0,
τ3/T = 3.11. (b) Zugehörige Phase zu diesen Parameterwerten.



2.8 Parameterwahl 29Sahverhalt spiegelt auh die Wahl der MDFC-Parameter k1 = 0.25, k2 = 1.58, k3 = 0.28,
τ1/T = 3.614, τ2/T = 2.0, τ3/T = 3.11 für hohe Stabilität wider. In diesem Fall zeigt einBlik auf Abb. 2.7, dass die Übertragungsfunktion von MDFC in einem weiten Bereihsehr genau an das zugrunde liegende Spektrum des Colpitts-Oszillators angepasst ist.2.8 Parameterwahl2.8.1 Rükkopplung ohne TotzeitIm Gegensatz zur tehnishen Realisierung ist eine weitere Systemanalyse mehrerer unab-hängiger Verzögerungszeiten nur äuÿerst shwer bzw. abgesehen von Spezialfällen unmög-lih 9 , da es im Gegensatz zu dem Fall nur einer Verzögerungszeit τ keine vergleihbarenLambert-Funktionen gibt, mit denen weitere theoretishe Erkenntnisse wie in [58℄ ge-wonnen werden können. Weiterhin ist die in [35℄ vorgeshlagene adaptive Methode zurEinstellung der Verzögerungszeiten niht ohne weiteres auf mehrere Verzögerungszeitenverallgemeinerbar. Von daher gestaltet sih das Au�nden optimaler Parameterwerte fürMDFC shwierig. Neben den optimalen Parametern sind oft aber auh generell geeigneteWerte von Interesse. Aber selbst unter diesem Gesihtspunkt ist bei mehreren unabhän-gigen Verzögerungszeiten eine analytishe Behandlung (relativ) einfaher Systeme wiedem Colpitts-Oszillator (2.26) niht mehr möglih. Von daher sei im weiteren Verlauf derharmonishe Oszillator

ẋ = y

ẏ = −dy − ω2
0x + u

(2.35)als einfahstes Beispiel eines dynamishen Systems ẋ = f(x) betrahtet. ω0 bezeihnethierbei die Eigenfrequenz des Oszillators mit den Systemvariablen x, y. Die Instabilitätzum Simulieren einer sih vom Fixpunkt x0 = (x, y)tr = (0, 0) entfernenden Dynamik (für
u(t) = 0) wird durh die negative Dämpfung d < 0 realisiert. Um diesen System�xpunkt
x0 zu stabilisieren, wird das MDFC-Signal

u(t) =
M∑

m=1

kmax(t − τm) − kmbx(t) (2.36)mit dem Regelvektor u = (0, u(t))tr angewendet. Da x(t) trotz der durh die Instabili-tät bedingt anwahsenden Amplitude eine harmonishe Gröÿe ist, kann Gl. (2.35) mit9Aufgrund der folgenden zum Teil etwas mühsamen mathematishen Berehnungen sei dem Leserempfohlen, diesen Abshnitt beim ersten Lesen u.U. lediglih zu über�iegen.



30 2. Regelung von haotishen Systemenaktivierter Regelung (u 6= 0) als getriebener harmonisher Oszillator
ẋ(t) = y(t)

ẏ(t) = −dy(t) −
(

ω2
0 +

M∑

m=1

kmb

)

x(t) +
M∑

m=1

kmax(t − τm)
(2.37)mit der Resonanzfrequenz ωr =

√

ω2
c − d2/2 betrahtet werden. ωc ist die durh die Kon-trolle beein�usste Gröÿe ω2

c = ω2
0 +

∑M
m=1 kmb > 0, die sih nah der Trennung vonzeitverzögerten und niht zeitverzögerten Termen in Gl. (2.37) ergibt. Die das neue Ge-samtsystem (harmonisher Oszillator inklusive aktivierter Regelung) beshreibende Über-tragungsfunktion lautet [85℄

T (λ) =
H(λ)C(λ)

1 + H(λ)C(λ)
(2.38)mit der Übertragungsfunktion

H(λ) =
1

λ2 + dλ + ω2
c

(2.39)des Oszillators und der Übertragungsfunktion
C(λ) =

M∑

m=1

kmae
−λτm (2.40)der Regelung, die sih jeweils nah Laplae-Transformation von Gl (2.37) und (2.36)ergeben. Um die Stabilität des rükgekoppelten Systems zu determinieren, kann z. B. derNyquist-Ausdruk

N(iω) = −H(iω)C(iω) = −
∑M

m=1 kmae
−iωτm

ω2
c − ω2 + idω

. (2.41)untersuht werden, woraus sih Bedingungen an ein für Fixpunktstabilisierung erfolgrei-hes Regelsignal herleiten lassen. Zu diesem Zwek wird die Phase des Nyquist-Ausdrukes(2.41) betrahtet. Für deren Berehnung muss zunähst Gl. (2.41) gemäÿN(iω) = γ(a+ib)mit γ = 1/
(
(ω2

c − ω2)2 + d2ω2
) zerlegt werden. Die benötigte Phase

Θ = arctan

(
b

a

) (2.42)ergibt sih shlieÿlih aus den Ausdrüken
b = −(ω2 − ω2

c )

(
M∑

m=1

kma sin (ωτm)

)

+ dω

(
M∑

m=1

kma cos (ωτm)

) (2.43)
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a = (ω2 − ω2

c )

(
M∑

m=1

kma cos (ωτm)

)

+ dω

(
M∑

m=1

kma sin (ωτm)

)

. (2.44)Im Bereih der Frequenz ωc (d. h. ω2 − ω2
c ≈ 0) üben die Terme, die proportional zurEntdämpfung d sind, den gröÿten Ein�uss aus, was in der Phase

Θ1 ≈ arctan

(∑M
m=1 kma cos (ωτm)

∑M
m=1 kma sin (ωτm)

)

, ω ≈ ωc (2.45)resultiert. Mit dem Additionstheorem [31℄
arctan (α) + arctan

(
1

α

)

=

{
π
2

α > 0

−π
2

α < 0
(2.46)kann dieser Ausdruk in

Θ1 = ±π

2
− arctan

(∑M
m=1 kma sin (ωτm)

∑M
m=1 kma cos (ωτm)

) (2.47)umgewandelt werden. In den Frequenzbereihen, die weit von der Fequenz ωc entferntsind, berehnet sih die Phase der Gl. (2.41) zu
Θ2 ≈ − arctan

(∑M
m=1 kma sin (ωτm)

∑M
m=1 kma cos (ωτm)

)

, 0 < ω < ωc, ω > ωc, (2.48)die sih von Θ1 lediglih um einen konstanten Versatz von ∓π/2 untersheidet, ansonstenaber äquivalent ist. Von daher wird für die weitere Analyse nur noh Gl. (2.48) betrahtet.Für die Stabilität von N(iω) sind die Frequenzen entsheidend, bei denen N(iω) = −1bzw. die Phase den Wert −π erreiht, wodurh das zurükgekoppelte System instabilwird [3℄. Dieser Aspekt liefert für n ∈ N die Zusammenhänge
−π + arctan

(∑M
m=1 kma sin (ωτm)

∑M
m=1 kma cos (ωτm)

)

= −(2n + 1)π, 0 < ω < ωr, (2.49a)
−2π + arctan

(∑M
m=1 kma sin (ωτm)

∑M
m=1 kma cos (ωτm)

)

= −(2n + 1)π, ω > ωr, (2.49b)bzw. unter Ausnutzung der Umkehrfunktion
∑M

m=1 kma sin (ωτm)
∑M

m=1 kma cos (ωτm)
= tan (2nπ) = 0, 0 < ω < ωr, (2.50a)
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∑M

m=1 kma sin (ωτm)
∑M

m=1 kma cos (ωτm)
= tan ((2n + 1)π) = 0, ω > ωr. (2.50b)Dies wiederum impliziert als notwendige Bedingung sowohl für 0 < ω < ωr als auh für

ω > ωr die Bedingung
M∑

m=1

kma sin (ωsτm) = 0. (2.51)Für diese bei fest eingestellten Kontrollparametern kma, kmb und τm zu berehnendenkritishen Frequenzen ωs muss ein stabiles System gewährleistet sein, was |N(iωs)| < 1erfordert und zu
|H(iωs)C(iωs)| =

∣
∣
∣
∣
∣

∑M
m=1 kmae

−iωsτm

ω2
c − ω2

s + idωs

∣
∣
∣
∣
∣
=

|
∑M

m=1 kma (cos (ωsτm) − i sin (ωsτm)) |
√

(ω2
c − ω2

s)
2 + (dωs)2

=
|∑M

m=1 kma cos (ωsτm)|
√

(s2 − ω2
s)

2 + s2
3

<

∑M
m=1 |kma|

√

(s2 − ω2
s)

2 + s2
3

< 1

(2.52a)für 0 < ω < ωr sowie
|H(iωs)C(iωs)| =

|
∑M

m=1 kma cos (ωsτm)|
√

(ω2
s − s2)2 + s2

3

<

∑M
m=1 |kma|

√

(ω2
s − s2)2 + s2

3

< 1 (2.52b)für ω > ωr mit s2 = (2ω2
c − d2)/2 und s2

3 = d2(4ω2
c − 1)/4 führt. An dieser Stel-le wurde bereits ausgenutzt, dass die Summe über die Sinusterme in Gl. (2.52a) nahEinsetzen der kritishen Frequenzen wegfällt. Eine weitere exakte Analyse der Gleihun-gen (2.50a,b) und (2.52a,b) ist allerdings wegen der Transzendenz der Gleihungen nihtmöglih. Von daher wird sih im weiteren Verlauf der Betrahtungen auf den Fall zwei-er untershiedliher Verzögerungszeiten τ1, τ2 mit gleihen symmetrishen Verstärkungen

kma = kmb = k/2, m ∈ {1, 2} beshränkt. Nah Anwendung des Additionstheorems [31℄
sin (ωsτ1) + sin (ωsτ2)

cos (ωsτ1) + cos (ωsτ2)
= tan

(
ωsτ1 + ωsτ2

2

) (2.53)verändern sih die Gl. (2.49a,b) zu
−π +

ωs(τ1 + τ2)

2
= −(2n + 1)π, 0 < ω < ωr, (2.54a)

−2π +
ωs(τ1 + τ2)

2
= −(2n + 1)π, ω > ωr, (2.54b)was für den betrahteten MDFC Spezialfall (zwei Verzögerungszeiten, symmetrishe Vor-faktoren) die gesuhten kritishen Frequenzen

ωs =
4nπ

τ1 + τ2
, 0 < ω < ωr

ωs =
2(2n + 1)π

τ1 + τ2
, ω > ωr

(2.55)



2.8 Parameterwahl 33durh Umstellen von Gl. (2.54a,b) nah sih zieht. Die Vereinigung der Gleihungen(2.52a,b) hat unter Verwendung von k2 > s2
3 für die kritishen Frequenzen (2.55) wie-derum

4nπ
√

s2 −
√

k2 − s2
3

< τ1 + τ2 <
2(2n + 1)π

√

s2 +
√

k2 − s2
3

(2.56)zur Folge (k2 > s2
3), wonah es für erfolgreihes MDFC zunähst nur auf die Summe derbeiden Verzögerungszeiten τ1,2 ankommt. Für den Extremfall der Gleihheit beider Seitenin Gl. (2.56) berehnet sih die Verstärkung zu

|k| =

√

s2
3 +

(
4(4n + 1)s2

32n2 + 16n + 4

)2

. (2.57)Wird anstelle von MDFC aus Gl. (2.36) das (E)TDAS-Signal
u(t) = k

[

(1 − R)
∞∑

j=1

Rj−1x(t − jτ) − x(t)

] (2.58)mit ωc = ω2
0 + k > 0 verwendet, so muss die Übertragungsfunktion (2.40) durh

C(λ) = k(1 − R)

∞∑

j=1

Rj−1e−jλτ (2.59)ersetzt werden, was nah analogem Vorgehen wie für MDFC die Gleihungen
−π + arctan

(∑∞
j=1 Rj sin (jωτ)

∑∞
j=1 Rj cos (jωτ)

)

= −(2n + 1)π, 0 < ω < ωr, (2.60a)
−2π + arctan

(∑∞

j=1 Rj sin (jωτ)
∑∞

j=1 Rj cos (jωτ)

)

= −(2n + 1)π, ω > ωr (2.60b)liefert. Aus diesen gehen unter Beahtung von |R| < 1 und Anwendung der Additions-theoreme [31℄
N−1∑

j=1

Rj sin (jωτ) =
R sin (ωτ)(1 − RN cos (Nωτ)) − (1 − R cos (ωτ))RN sin (Nωτ)

1 − 2R cos (ωτ) + R2 (2.61a)
N−1∑

j=1

Rj cos (jωτ) =
(1 − R cos (ωτ))(1 − RN cos (Nωτ)) + RN+1 sin (ωτ) sin (Nωτ)

1 − 2R cos (ωτ) + R2 (2.61b)



34 2. Regelung von haotishen Systemenfür den Grenzfall limN→∞ die kritishen Frequenzen
ωs =

2nπ

τ
, 0 < ω < ωr

ωs =
(2n + 1)π

τ
, ω > ωr,

(2.62)für (E)TDAS hervor. An dieser Stelle sei der Vollständigkeit halber darauf hingewiesen,dass NTDAS über dieselben kritishen Frequenzen ωs verfügt, die wie folgt zusammenge-fasst werden können: TDAS (ωs) ETDAS (ωs) NTDAS (ωs) MDFC (ωs)

0 < ω < ωr
2nπ

τ

2nπ

τ

2nπ

τ

4nπ

τ1 + τ2

ω > ωr
(2n + 1)π

τ

(2n + 1)π

τ

(2n + 1)π

τ

2(2n + 1)π

τ1 + τ2Durh analoge Vorgehensweise wie für MDFC mit zwei Verzögerungszeiten ergibt sih fürdie Betrahtung des Betrages der Nyquist-Funktion
|H(iωs)C(iωs)| = k(1 − R)

|
∑∞

j=1 Rj cos (jωsτ)|
√

(s2 − ω2
s)

2 + s2
3

=
s4

√

(s2 − ω2
s)

2 + s2
3

< 1 (2.63a)im Bereih 0 < ω < ω0 bzw. für ω > ω0

|H(iωs)C(iωs)| = k(1 − R)
|
∑∞

j=1 Rj cos (jωsτ)|
√

(ω2
s − s2)2 + s2

3

=
s4

√

(ω2
s − s2)2 + s2

3

< 1 (2.63b)unter Verwendung von
s4 = k(1 − R)

1 − R cos (ωcτ)

1 − 2R cos(ωcτ) + R2
. (2.64)Mit Hilfe der kritishen Frequenzen ωs = 2nπ/τ , bzw. ωs = (2n + 1)π/τ stellen sihshlieÿlih für den Ausdruk s4 mit kr = k(1 − R)/(1 + R) für ETDAS die zwei Fälle

s4 =

{

k : ωs = 2nπ/τ

kr : ωs = (2n + 1)π/τ
(2.65)ein, die für TDAS (R = 0) identish sind (d. h. kr = k). Folglih ergibt sih für ETDASanalog zu Gl. (2.55), (2.56) als Bedingung für die Verzögerungszeit τ der Zusammenhang

2nπ
√

s2 −
√

s2
4 − s2

3

< τ <
(2n + 1)π

√

s2 +
√

s2
4 − s2

3

, (2.66)
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(a)

(c)

(b)

(d)

Abb. 2.8: Stabilitätsgebiete (shwarz markiert) des harmonishen Oszillators (2.35)in Abhängigkeit von der Verstärkung k und der (den) Verzögerungszeit(en) τ bzw.
τ1 + τ2 für (a) MDFC mit zwei Verzögerungszeiten und gleihen Verstärkungen k/2sowie τ für (b) ETDAS mit R = 0.7 und () TDAS. Die Verstärkung in (b),() istzu k gewählt, die Parameter aus Gl. (2.35) sind auf ω2

0 = 1 und d = −0.1 �xiert. (d)TDAS und MDFC im Vergleih: geeignete Intervalle der Verzögerungszeiten für dieStabilisierung des Fixpunktes des harmonishen Oszillators (2.35).der für |R| < 1 reelle Werte garantiert und sih für TDAS zu
2nπ

√

s2 −
√

k2 − s2
3

< τ <
(2n + 1)π

√

s2 +
√

k2 − s2
3

, (2.67)vereinfaht. Der besondere Fall der Gleihheit der Ausdrüke zu beiden Seiten von τ inden Gl. (2.66), (2.67) liefert als Ergebnis für die Verstärkung im Fall von ETDAS
|k| =

√
(

(1 + R)s3

1 − R

)2

+

(
(1 + R)(4n + 1)s2

(1 − R)(8n2 + 4n + 1)

)2

, (2.68)bzw. für TDAS mit R = 0 den Zusammenhang
|k| =

√

s2
3 +

(
(4n + 1)s2

(8n2 + 4n + 1)

)2

. (2.69)



36 2. Regelung von haotishen SystemenUm Vergleihe zwishen MDFC und (E)TDAS anstellen zu können, besitzen alle dreiRükkopplungen die Gesamtverstärkung k. Für eine erfolgreihe Regelung auf einen Fix-punkt ist zudem immer eine Mindestverstärkung k2 > s2
3 = d2(4ω2

c − 1)/4 notwendig, umdie Destabilisierung d zu kompensieren und reelle Verzögerungszeiten zu gewährleisten. Dadie Nenner der Gl. (2.56) und (2.67) gleih sind, bestimmen nur die jeweiligen Zähler diegeeigneten Verzögerungszeiten τ1 + τ2 bzw. τ . Durh Variation von n ergeben sih damitfür den betrahteten MDFC Spezialfall die τ1 + τ2-Intervalle [0, 2π], [4π, 6π], . . . wohinge-gen für TDAS die Verzögerungszeit τ in den Intervallen [0, π], [2π, 3π], . . . gewählt seinmuss. Da aber TDAS ein expliziter Sonderfall von MDFC für τ1 = τ2 ist, überlappen sihdie Stabilitätsintervalle beider Regelungen, so dass für MDFC die resultierenden Inter-valle [0, 3π], [4π, 7π], . . . eine Vergröÿerung der Stabilitätsgebiete im Vergleih zu TDASbedeuten. Durh den gemeinsamen Nenner sind diese Intervalle jeweils bis auf denselbenFaktor exakt.Für ETDAS führt wegen der mit TDAS identishen kritishen Frequenzen ωs ein ande-rer Mehanismus zu einer Vergröÿerung der Stabilitätsgebiete. Anhand von Gl. (2.65)ist erkennbar, dass durh den Parameter 0 < R < 1 für ungerade Vielfahe von π dieVerstärkung k zu einer e�ektiven Verstärkung kr verringert wird. Wegen der Gleihheitder Zähler der Gl. (2.67), (2.66) und einem verringerten Nenner in Gl. (2.66) ist der Be-reih für geeignete Verzögerungszeiten zur Fixpunktstabilisierung für ETDAS vergröÿertim Vergleih zu TDAS. Die aus diesen Überlegungen resultierenden Ergebnisse für dieStabilitätsgebiete der einzelnen betrahteten Regelungen sind in Abb. 2.8 dargestellt undkennzeihnen MDFC als die Methode mit den gröÿten Stabilitätsgebieten.Bei den in Abb. 2.8 shwarz markierten Parameterkombinationen handelt es sih aller-dings nur um Ausgangspunkte weiterer Auswahlkriterien für eine erfolgreihe Fixpunkt-stabilisierung, da in vielen Fällen die Vorfaktoren niht symmetrish gewählt werden,d. h. kma 6= kmb. Das betrahtete Nyquist-Diagramm lässt keine Aussage über die Güteder Fixpunktstabilisierung zu. Insofern führen niht alle in Abb. 2.8 möglihen Parameter-kombinationen auh zu gleih guten Stabilitätswerten für den betrahteten Fixpunkt. Umeine Bewertung der Stabilität vornehmen zu können, müsste eine weitere Analyse der Ei-genwerte der harakteristishen Gleihung (2.25) erfolgen. Dieses Vorgehen gestaltet sihbeim Au�nden optimaler Parameter für MDFC wegen der Transzendenz von Gl. (2.25)allerdings sehr shwierig und soll an dieser Stelle niht weiter verfolgt werden 10 . Stattdes-sen kann Abb. 2.7 verwendet werden, um weitere Auswahlkriterien für die Parameter τm,
kma und kmb zu gewinnen und somit den MDFC-Parameterraum für allgemeine Systeme
f(x,u) einzushränken. Ausgangspunkt dieser weiteren Analysen ist die Linearisierung

ẋ = Df · x + bu

y = ctr · x (2.70)10Eine Vorgabe von maximalen Stabilitätswerten und anshlieÿende Berehnung der dafür notwendigenParameter mit Hilfe der harakteristishen Gleihung ist niht möglih, da zum einen die Maximalwerteder Stabilität bei einem (experimentellen) System a priori niht bekannt sind und zum anderen dieRegelungsparameter durh die Transparenz der Gl. (2.25) niht analytish exakt bestimmbar sind.



2.8 Parameterwahl 37der Gl.(2.9). Df bezeihnet in diesem Zusammenhang die Jaobi-Matrix des freilaufendenSystems. Betrahtet wird der Fall einer Regelung u, die nur eine Systemvariable verwendetund mit Hilfe des Vektors b auh wieder auf diese zurükkoppelt. Detektiert wird dieseSystemvariable durh die Messgröÿe y, die den Systemzustand anhand des geeignetenAuswahlvektors c misst. Laplae-Transformation der Gleihungen (2.70) führt auf
(λI − Df) · x̄ = bū

ȳ = ctr · x̄ (2.71)mit der Einheitsmatrix I. Die Vereinigung dieser beiden Bedingungen ergibt die Übertra-gungsfunktion
T (λ) =

ȳ(λ)

ū(λ)
= ctr · (λI − Df)−1 · b, (2.72)die den Eingang ū(λ) linear mit dem Ausgang ȳ(λ) des Systems verknüpft. Unter Ver-wendung der Adjunkten 11 verändert sih Gl. (2.72) zu

T (λ) =
ctr · Ad(λI − Df) · b

det (λI − Df)
(2.73)mit dem harakteristishen Polynom des freilaufenden Systems im Nenner von Gl. (2.73).Anregung dieses Systems mit einem δ-Puls ergibt im Fourierraum eine Multiplikation mitEins, d. h. der Ausgang lautet ȳ(λ) = T (λ) · ūδ = T (λ) mit T (λ) gemäÿ Gl. (2.73). DiesesErgebnis stellt wiederum unter Verwendung von λ = iω, ω = 2πf das Fourierspektrumdes freilaufenden Systems dar. Um nun optimale Rükkopplungsparameter zu ermitteln,muss gemäÿ Abb. 2.7 der Betrag der MDFC-Übertragungsfunktion (2.28) für einen mög-lihst breiten Frequenzbereih an den der Gl. (2.73) angepasst werden. Zu diesem Zwekemp�ehlt es sih, das MDFC Signal

u(t) = k0 +

M∑

m=1

kmagm(x(t − τm)) − kmbgm(x(t)) (2.74)durh das modi�zierte Signal
u(t) = k

[

k̃0 +
M∑

m=1

k̃magm(x(t − τm)) − k̃mbgm(x(t))

]

= kumt (2.75)zu ersetzen. Auf den ersten Blik wirkt die Einführung des zusätzlihen Parameters k unddie dadurh notwendige Reduktion der Verstärkungen zu k̃0 = k0/k sowie k̃ja = kja/k11Als Adjunkte Ad(A) der Matrix A wird die transponierte Matrix der Cofaktoren, d. h. der vorzei-henbehafteten Minoren bezeihnet. Die Minoren Mji sind die Werte der Unterdeterminanten der trans-ponierten Matrix A, die durh Streihen der j-ten Zeile und der i-ten Spalte entstehen. Ist det (A) 6= 0,gilt A−1 = Ad(A)/ det (A).
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Abb. 2.9: (a) Sukzessive Anpassung der MDFC-Übertragungsfunktion (2.75) andas Spektrum des Colpitts-Oszillators (2.26a). Parameterwerte: ka = k1b = 0.25,
τ1/T = 3.614 (shwarze Linie), ka = k1b = 0.25, k2a = k2b = 1.58, τ1/T = 3.614,
τ2/T = 2.0 (rote Linie) sowie ka = k1b = 0.25, k2a = k2b = 1.58, k3a = k3b = 0.28,
τ1/T = 3.614, τ2/T = 2.0, τ3/T = 3.11. (b) Zugehörige Phase zu den jeweiligenParameterwerten.und k̃jb = kjb/k nahteilig und umständlih. Allerdings hat dieses Vorgehen praktisheVorteile. So kann in einem ersten Shritt versuht werden, die nihtinvasive Übertra-gungsfunktion der Regelung umt an das Spektrum des zu regelnden Systems anzupassen.Dabei ist zu beahten, dass die Steilheit der MDFC-Übertragungsfunktion (Nullstelle bei

f = 0) für kleine Frequenzen endlih ist und damit in diesem Bereih niht optimal an das(breitbandige) Spektrum des zu regelnden Systems angepasst werden kann (Abb. 2.7). EinBeispiel für dieses sukzessive Vorgehen ist in Abb. 2.9 zu sehen. Ausgangspunkt ist dabeidas Aktivieren einer einzigen Verzögerungszeit (shwarze Linie). Durh das Hinzushaltenweiterer geeignet verstärkter Verzögerungszeiten kann der Verlauf des Fourierspektrumsdes Colpitts-Oszillators immer feiner approximiert werden. Sind die Koe�zienten k̃ja, k̃jaund k̃0 festgelegt,muss anshlieÿend k variiert werden, um die maximale Stabilität zu er-reihen. Häu�g wird dieses Verfahren zum Einstellen der Parameter allerdings durh dasVorhandensein einer Totzeit ershwert.2.8.2 Rükkopplung mit TotzeitDie Wirkungsweise einer Regelung auf ein dynamishes System unter Ein�uss einer Tot-zeit δ > 0 war bereits Gegenstand vielfältiger Untersuhungen. Kürzlih wurde dieserAspekt auh auf haotishe Systeme unter dem Gesihtspunkt der Fixpunkt- bzw. Orbit-stabilisierung ausgedehnt [58, 59℄. Totzeiten können vielfältige Ursahen haben. Zum einenkönnen sie bereits systemimmanent sein, wie das beispielsweise in einem Lasersystem derFall ist, wo eine Veränderung des Pumpstromes niht instantan zu einer Veränderungder Ausgangsintensität führt. Desweiteren führt natürlih die Regelung selbst, d. h. dieAufnahme und Verarbeitung von Signalen bis zur Bereitstellung des Regelsignals zu einerTotzeit, in der dem zu kontrollierenden System niht das optimale Regelungssignal zuge-führt werden kann. Ist die Totzeit klein im Vergleih zur Zeitskala der Shwingungen deszu regelnden Systems, so stellen sih keine Shwierigkeiten ein, im Gegensatz zu shnel-



2.8 Parameterwahl 39len dynamishen Systemen, wo selbst kleine Totzeiten shon zu merklihen Problemenführen. In den folgenden Abshnitten werden Gröÿen unter Totzeitein�uss immer durheinen Index .tot gekennzeihnet sein. Wird vergleihbar zu Abshnitt 2.8.1 der Spezialfalldes harmonishen Oszillators (2.37) betrahtet, so führt die Annahme einer Totzeit δ fürGl. (2.36) zu dem modi�zierten Regelsignal
u(t) =

M∑

m=1

kmax(t − (τm + δ)) − kmbx(t − δ) (2.76)führt. Laplae-Transformation liefert wiederum den generellen funktionellen Zusammen-hang
uR,tot = e−λδuR (2.77)zwishen totzeitbeein�usster und -unbeein�usster Gröÿe, wobei das bereits transformierteMDFC Signal

uR =

M∑

m=0

kmae
−λτm (2.78)mit τ0 = 0, k0a = −∑M

m=1 kma zum Einsatz kommt. Dadurh ändert sih die Nyquist-Funktion (2.41) in
Ntot(iω) = −H(iω)Ctot(iω) = −e−iωδ

∑M
m=0 kmae

−iωτm

ω2
0 − ω2 + idω

, (2.79)wodurh sih der Phasenwinkel Θtot unter Verwendung der Abkürzungen aus Gl. (2.43)und (2.44) durh
Θtot = arctan

(
cos (ωδ)b + sin (ωδ)a

− cos (ωδ)a + sin (ωδ)b

)

= arctan






1 +
1

m
tan (ωδ)

tan(ωδ) − 1

m




 (2.80)mit m = b/a beshreiben lässt. Nah Anwendung des Additionstheorems [31℄

tan (α ± β) =
tan (α) ∓ tan (β)

1 ± tan (α) tan (β)
(2.81)kann Gl. (2.80) in den Ausdruk

Θtot = arctan

(
1

tan (ωδ − γ)

)

= arctan (cot (ωδ − γ)) (2.82)mit γ = arctan (b/a) überführt werden, was ebenfalls unter Beahtung von [31℄
arctan (α) =

π

2
− arccot(α) (2.83)



40 2. Regelung von haotishen Systemenfür den Phasenwinkel in Gegenwart einer Totzeit zu
Θtot = lπ − ωδ + arctan

(
b

a

)

, l ∈ {0, 1} (2.84)führt. An dieser Stelle wurde zudem noh der Zusammenhang [31℄
arctan (α) + arctan

(
1

α

)

=

{
π
2

α > 0

−π
2

α < 0
(2.85)ausgenutzt. Das Ergebnis aus Gl. (2.84) ist niht sonderlih überrashend und zeigt nur,dass sih der Phasenwinkel des Gesamtsystems aus dem des dynamishen Systems unddem durh die Totzeit der (Regel-)Streke zusammensetzt.Im Falle einer vershwindenden Totzeit δ = 0, l = 0 ergibt sih der shon in Gl. (2.42)dargestellte Zusammenhang, so dass die folgenden Resultate lediglih eine Erweiterungzu den bereits präsentierten darstellen, die auh weiterhin ihre Gültigkeit behalten. Nahden Ausführungen in Abshnitt 2.8.1 bezüglih fehlender Totzeit δ ist bekannt, dass diekritishen Frequenzen ωs durh die Bedingung

−π + lπ + ωδ + arctan

(
b

a

)

= −(2n + 1)π, 0 < ω < ωr,

−2π + lπ + ωδ + arctan

(
b

a

)

= −(2n + 1)π, ω > ωr

(2.86)mit ωr =
√

ω2
0 − d2/2 gegeben sind, d. h. es ist die Gleihung

b

a
= tan ((2n + l)π − ωsδ) (2.87)für die kritishen Frequenzen ωs zu erfüllen. Für eine Regelung wird es generell shwierig,wenn (plötzlih) Vorzeihenwehsel auftreten, die die Regelung von einer Gegenkopp-lung in eine Mitkopplung überführen. Die (abrupten) Vorzeihenwehsel des Ausdruks

tan ((2n + l)π − ωsδ) sind durh (2n + l)π − ωsδ = (2m + 1)π/2 gegeben. Entspriht dieTotzeit
δ =

sπ

2ωs
, (2.88)so ist keine Kontrolle der Dynamik möglih, wobei s eine ungerade Zahl ∈ N ist. In diesemFall sind die Phasen der Mit- und die der Gegenkopplung gleih lang, d. h. e�ektiv ist keineRegelungswirkung festzustellen. Die Perioden der Mit- bzw. Gegenkopplung entsprehengerade der halben Periode des betrahteten harmonishen Oszillators (2.37). Wird die Re-gelung durh die Totzeit δ in den Bereih der Mitkopplung geführt, kann diese durh einenVorzeihenwehsel der Verstärkungsfaktoren wieder in eine Gegenkopplung umgewandeltwerden.



2.8 Parameterwahl 41Gl. (2.86) kann weiterhin mit r ∈ Z zu
arctan

(
b

a

)

= rπ + ωsδ (2.89)bzw.
b

a
= tan (rπ + ωsδ) =

tan (rπ) + tan (ωsδ)

1 + tan (rπ) tan (ωsδ)
= tan (ωsδ) (2.90)vereinfaht werden. Entsprehend der Gl. (2.49), (2.53) ergibt sih für MDFC mit zweiVerzögerungszeiten und gleih gewählten Vorfaktoren k1 = k2 = k/2 der Ausdruk

tan

(

ωs
τ1 + τ2

2

)

= tan (ωsδ), (2.91)für (E)TDAS unter Verwendung der analogen Gleihungen das Ergebnis
tan (ωsτ) = tan (ωsδ). (2.92)Demnah muss versuht werden, mit den Verzögerungszeiten τ1, τ2 bzw. τ die Totzeit δauszugleihen. Das ist allerdings niht für alle Totzeiten δ > 0 möglih, da sowohl dieVerzögerungszeiten als auh die damit korrespondierenden Verstärkungen entsprehendden vorherigen Untersuhungen bestimmten Grenzwerten unterliegen. Das Auftreten ei-ner Totzeit shränkt demnah die Stabilitätsgebiete aller Regelungen ein, da die vorherermittelten Stabilitätskriterien auh bei Präsenz einer Totzeit gewahrt werden müssen.Nah dem im Abshnitt 2.8.1 beshriebenen Vorgehen berehnen sih hierbei die kriti-shen Frequenzen ωs für MDFC mit zwei Verzögerungszeiten und gleihen Vorfaktoren

k/2 sowie für (E)TDAS zuTDAS (ωs) ETDAS (ωs) NTDAS (ωs) MDFC (ωs)

0 < ω < ωr
(2n + l)π

τ + δ

(2n + l)π

τ + δ

(2n + l)π

τ + δ

2(2n + l)π

τ1 + τ2 + 2δ

ω > ωr
(2n + 1 + l)π

τ + δ

(2n + 1 + l)π

τ + δ

(2n + 1 + l)π

τ + δ

2(2n + 1 + l)π

τ1 + τ2 + 2δwas zu den geeigneten Verzögerungszeiten
4nπ

√

s2 −
√

k2 − s2
3

− 2δ < τ1 + τ2 <
2(2n + 1)π

√

s2 +
√

k2 − s2
3

− 2δ (2.93)für MDFC bzw.
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(a) (b)

(d)(c)

Abb. 2.10: Stabilitätsgebiete (shwarz markiert) des harmonishen Oszillators(2.35) in Abhängigkeit von der Verstärkung k und der (den) Verzögerungszeit(en) τbzw. τ1+τ2 bei einer Totzeit von δ = 1.2 für (a) MDFC mit zwei Verzögerungszeitenund gleihen Verstärkungen k/2 sowie τ für (b) ETDAS mit R = 0.7 und () TDAS.Die Verstärkung in (b),() ist zu k gewählt, die Parameter aus Gl. (2.35) sind auf
ω2

0 = 1 und d = −0.1 �xiert. (d) TDAS und MDFC im Vergleih: Bedingungen fürdie Stabilisierung des Fixpunktes für den harmonishen Oszillator in Abhängigkeitvon der Verzögerung.
2nπ

√

s2 −
√

s2
4 − s2

3

− δ < τ <
(2n + 1)π

√

s2 +
√

s2
4 − s2

3

− δ, (2.94)für (E)TDAS führt. Im Fall von ETDAS ist s4 entsprehend Gl. (2.65) zu verwenden. FürTDAS ist s4 = k erfüllt, wobei k die Verstärkung bezeihnet. Entsprehendes Vorgehenwie in Abshnitt 2.8.1 liefert bei Betrahtung des Betrages der Amplitude der Nyquist-Funktion N(iωs) (2.41) die in Abb. 2.10 dargestellten Stabilitätsgebiete. Deren gröÿereAusdehnung für MDFC im Vergleih zu (E)TDAS bietet auh in Gegenwart einer Totzeit
δ > 0 mehr Möglihkeiten, die zusätzlihen Bedingungen (2.91), (2.92) zu erfüllen. Sosind in Abb. 2.10 generell kleinere Stabilitätsgebiete zu erkennen, von denen MDFC diegröÿten garantiert.In Gegenwart einer systemimmanenten Totzeit vershieben sih die Eigenwerte zu positi-veren Realteilen, der betrahtete Fixpunkt wird instabiler. Kritish für eine zeitverzögerteRegelung ist in diesem Zusammenhang der Einsatz von sehr langen Verzögerungszeiten,



2.9 Koexistierende Fixpunkte: Anfangswertproblem 43was dazu führt, dass Eigenwerte in der komplexen Ebene sehr shnell miteinander kol-lidieren und niht in den stabilen Bereih vershoben werden können. Von daher wärebei Einsatz von mehreren τm eine Wahl von mehreren entsprehend kurzen Verzögerungs-zeiten zu empfehlen. Das Vorzeihen der einzelnen Vorfaktoren muss je nah Länge derTotzeit ebenfalls angepasst werden, damit das Regelsignal e�ektiv eine Gegen- und nihteine Mitkopplung bewirkt.2.9 Koexistierende Fixpunkte: AnfangswertproblemNeben der Stabilität an sih ist natürlih bei Systemen mit mehreren koexistierendenFixpunkten die Frage interessant, zu welhem der Fixpunkte die Systemdynamik bei Ak-tivierung der Regelung konvergiert und ob mit Hilfe der Regelparameter das System hin-sihtlih einer bestimmten Zieldynamik beein�usst werden kann. Für diesen Zwek wirdein System betrahtet, das über genau zwei symmetrish im Phasenraum plazierte Stru-delpunkte verfügt, die Paare instabiler, komplex konjugierter Eigenwerte besitzen. Eingeeignetes dynamishes System, das genau diesen Anforderungen entspriht, ist durh dieGleihungen
ẋ = yz + u

ẏ = x − y

ż = 1 − xy

(2.95)
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Abb. 2.11: (a) Chaotisher Attraktor des ungeregelten (u = 0) Systems (2.95). (b)System (2.95) kontrolliert durh das MDFC-Signal (2.96) basierend auf zwei Verzö-gerungszeiten τ1 = 10.2, τ2 = 7.0 und k1 = 0.3, k2 = 0.9. Die Regelung wirkt aufdie x-Variable des Systems und wird zur Zeit t = 0 aktiviert. Für diese Parame-terkombination wird der obere Fixpunkt stabilisiert, das Regelsignal vershwindetnah Erreihen der Zieldynamik.



44 2. Regelung von haotishen Systemengegeben [143℄. Gl. (2.95) generiert den in Abb. 2.11a dargestellten haotishen Attraktor,der über die beiden Fixpunkte x0a = (x0a, y0a, z0a) = (1, 1, 0) und x0b = (x0b, y0b, z0b) =
(−1,−1, 0) verfügt. Zur Stabilisierung dieser beiden Fixpunkte kommt das von der x-Komponente abhängige und auh wieder auf diese wirkende MDFC-Signal u = (u(t), 0, 0)trmit

u(t) =
M∑

m=1

km (x(t − τm) − x(t)) (2.96)und maximal M vershiedenen Verzögerungszeiten τm sowie symmetrishen Vorfaktoren
kma = kmb = km zum Einsatz. Unter Beahtung der vorher vorgestellten linearen Stabili-tätsanalyse ergibt sih für den betrahteten Fixpunkt x0a die harakteristishe Gleihung

det (∆(λ)) = (λ − uR) (λ + 1)λ + x0ay0a + y2
0a(λ + 1) − λz0a = 0, (2.97)deren Analyse für zwei und mehr Verzögerungszeiten auf ähnlihe Stabilitätsdiagrammeführt wie für das Colpitts-System aus Gl. (2.26a) [7℄.Abb. 2.12: Horizontaler Shnitt durheinen τ1-τ2-Stabilitätsplot mit der Stabili-tätsfunktion max(Re(λ)) und τ1 = 3.0 so-wie steigenden Verstärkungsfaktoren, k1 =

0.5, k2 ∈ [0.1, 1.0]. Dargestellt ist der Ei-genwert mit dem gröÿten Realteil λ. Ei-ne Stabilisierung ist möglih für k2 > 0.3,was durh die blaue Farbe kenntlih ge-maht wurde, eine Verstärkungserhöhungvershiebt den Eigenwert mit dem gröÿtenRealteil hauptsählih zu stabileren (nega-tiveren) Werten. 0 5 10 15 20
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Nah Betrahtung aller bisher gelieferten Ergebnisse ist klar, dass MDFC Stabilitätsge-biete stärker erweitert als alle anderen üblihen Verzögerungsmethoden. Durh die lineareStabilitätsanalyse kann allerdings immer nur ein Fixpunkt betrahtet werden. Dabei stelltsih heraus, dass die beiden Fixpunkte der Gl. (2.95) über identishe Stabilitätsdiagram-me verfügen. 12 Letztendlih entsheiden die Anfangsbedingungen und Bassins 13 darüber,zu welhem Fixpunkt die Dynamik konvergiert, sofern die koexistierenden Fixpunkte allemit der betrahteten Regelung stabilisiert werden können. Abb. 2.13 zeigt (asympto-12Die Symmetrie des dynamishen Flusses vererbt sih in diesem Fall durh die harakteristishe Matrixauh auf die harakteristishe Gleihung. Zur Veri�zierung dieses Sahverhaltes müssen lediglih diebeiden Fixpunkte x0a = (1, 1, 0) und x0b = (−1,−1, 0) in Gl. (2.97) eingesetzt werden.13Zu jedem Attraktor gehört ein Einzugsbereih innerhalb des Phasenraumes, von dem aus die Dy-namik immer zum betrahteten Attraktor konvergiert. Verfügt das betrahtete System über mehrereAttraktoren, gibt es koexistierende Bassins.



2.10 Realisierungen von Zeitverzögerungen 45
(a) (b)

Abb. 2.13: Kombinationen der Verzögerungszeiten τ1 und τ2, für die MDFC mitzwei Verzögerungszeiten (k1 = k2 = 0.5) und den Anfangsbedingungen (xs, ys, zs)niht zur Fixpunktstabilisierung führt, sind weiss dargestellt. Solhe, die für die-se Anfangswerte die Stabilisierung des oberen Fixpunktes x0a = (1, 1, 0) herbei-führen, sind shwarz markiert, entsprehende Kombinationen für die Stabilisierungdes unteren Fixpunktes x0b = (−1,−1, 0) sind grau gekennzeihnet. Zur Bereh-nung der Diagramme aus (a) und (b) wurden die Anfangsbedingungen jeweilsfestgehalten. Anfangswerte der Integration: (a) (xs, ys, zs) = (0.1,−0.1, 0.1), (b)
(xs, ys, zs) = (−0.3,−0.3, 0.1).tishe) Stabilitätsdiagramme für zwei vershiedene Kon�gurationen von Anfangswertenfür das durh MDFC mit zwei Verzögerungszeiten (k1 = k2 = 0.5) kontrollierte System(2.95). Die Berehnung erfolgte durh nummerishe Integration der Di�erentialgleihungen(2.95). Die Anfangsbedingungen wurden für jede τ1, τ2-Kombination auf (0.1,−0.1, 0.1)(Abb. 2.13a) bzw. (-0.3, -0.3, 0.1) (Abb. 2.13b) �xiert, die Aktivierung der Regelungerfolgte immer zur selben Zeit. Regionen, die nah Integration zum oberen Fixpunkt

x0a = (1, 1, 0) führen, sind shwarz gekennzeihnet, solhe, die die Dynamik zum unterenFixpunkt x0b = (−1,−1, 0) leiten, grau. Weisse Gebiete repräsentieren Parameterkombi-nationen, die keine Fixpunktstabilisierung ermöglihen. Daran läÿt sih erkennen, dass dieDynamik durh Veränderung von τ1 und τ2 direkt zu einem der beiden Fixpunkte gelenktwerden kann.2.10 Realisierungen von ZeitverzögerungenVerzögerungszeiten können in vielfältiger Art und Weise erzeugt werden, z. B. elektrish.Die einfahste Variante stellt dabei eine Signalverzögerung entlang einer (BNC-)Leitungaufgrund der endlihen Ausbreitungsgeshwindigkeit des Signals dar. Dieses Vorgehenbietet natürlih für sehr kurze Verzögerungszeiten eine besonders einfahe Implemen-



46 2. Regelung von haotishen Systementierungsmöglihkeit. Die Situation ändert sih allerdings, wenn die geforderten Verzöge-rungszeiten lang sein sollen. Ein weiteres Problem ergibt sih in Gegenwart von Instatio-naritäten, wenn die Verzögerungszeiten in kurzen Abständen wesentlih variiert werdenmüssen. Das ist natürlih mit einer (BNC-)Leitung mit starrer Länge niht zu erreihen.Abhilfe sha�t dann eine Filterkette bestehend aus Allpassgliedern, deren Anzahl von dermaximal benötigten Verzögerungszeit abhängt. Dieses Vorgehen ist auh in Gegenwartvon System-Instationaritäten praktikabel, da die Variation der e�ektiven Verzögerung indiesem elektrishen System mit Hilfe einer Widerstandseinstellung vonstatten geht. Esist allerdings darauf zu ahten, dass der Einstellbereih pro Allpass�lter niht zu groÿgewählt wird, um Verzerrungen bei der Signalverzögerung zu vermeiden. In der Naturgibt es noh andere Mehanismen, um Signalverzögerungen zu realisieren, z. B. mit Hilfevon Neuronen. Die eigentlihe Verzögerung resultiert in diesem Zusammenhang daraus,dass Neuronen nur innerhalb einer endlihen Zeitspanne feuern, d. h. elektrishe Impul-se aussenden können. Nah Abgabe dieser sogenannten Bursts benötigen Neuronen eineAbb. 2.14: MDFC-Rükkopplung (2.99)für das Hindmarsh-Rose-System (2.98) (2systemeigene Zeitskalen) mit den Parame-tern k1a = k1b = 1.37, k2a = k2b = 1.61,
k3a = k3b = 1.31, τ1 = 140.8, τ2 = 171.6sowie τ3 = 268.bestimmte Erholzeit, bis das nähste Eingangssignal verarbeitet werden kann. Diese Neu-ronendynamik kann z. B. mit dem Hindmarsh-Rose-System [57℄

ẋ = y + x2(3 − x) − z + I

ẏ = 1 − 5x2 − y + u(t)

ż = ǫ (4(x + h) − z)

(2.98)unter Verwendung der Parametern ǫ = 0.001, h = 1.6 und I = 3 simuliert werden. Die da-bei auftretenden (haotishen) Oszillationen spielen sih auf zwei untershiedlihen Zeits-kalen ab. Dabei wird im wesentlihen eine Reihe shneller Bursts auf eine langsamereGrundshwingung aufmoduliert. Abgesehen von der Erzeugung langer Verzögerungszeitenkann das Hindmarsh-Rose-System (2.98) auh unter dem Gesihtspunkt der Chaoskon-trolle betrahtet werden. Ist es erforderlih, ein feuerndes Neuron auszushalten (z. B. zurShmerzunterdrükung), so kann dieses durh das MDFC Signal
u(t) =

3∑

m=1

kmay(t − τm) − kmby(t) (2.99)geshehen. Abb. 2.14 veranshauliht diesen Sahverhalt für die Regelparameter k1a =
k1b = 1.37, k2a = k2b = 1.61, k3a = k3b = 1.31, τ1 = 140.8, τ2 = 171.6 sowie τ3 = 268 mit



2.11 Weitere Details 47deren Hife der systemeigene Fixpunkt mit den Koordinaten x0 ≈ (−0.7878,−2.099, 3.251)stabilisiert wird. Was hierbei zu erkennen ist, ist die Tatsahe, dass die Regelung mit die-sen gewählten Regelparametern eine sehr lange Zeit benötigt, bis das System wirklihendgültig auf den Fixpunkt relaxiert. Weiterhin ist anzumerken, dass mit Hilfe zweierzeitverzögerter Terme zwar eine sehr deutlihe Reduzierung der Bursts herbeigeführt wer-den kann, der Erfolg beim Einsatz dreier Terme für die Rükkopplung aber entshiedengröÿer ist und im Erreihen des Fixpunktes x0 resultiert.2.11 Weitere DetailsDer Erfolg von MDFC aus Gl. (2.16) basiert auf der Verwendung von zwei oder mehr ak-tiven Verzögerungszeiten sowie einer individuellen Gewihtung der einzelnen Rükkopp-lungsterme. Eine Möglihkeit, zwei Verzögerungszeiten bei nur einer vorhandenen Verzö-gerungskette anzuwenden, liegt in einer Modulation der Verzögerungszeit τ . So könntez. B. diese Verzögerungszeit τ durh ein entsprehend angepasstes rehtek- oder sinus-förmiges Signal moduliert werden. Dieses Vorgehen ist zwar für die Stabilisierung bzw.Generierung von periodishen Orbits im TDAS-Fall aus Gl. (2.10) erfolgreih [88℄, aberweder in der Theorie noh in der Praxis zur Stabilisierung von Fixpunkten geeignet. Esist sogar eher das Gegenteil der Fall. Durh Modulation der Verzögerungszeit τ shrump-fen die Stabilitätsgebiete für (E)TDAS und MDFC bezüglih Fixpunktstabilisierung imVergleih zu starren Verzögerungszeiten.Weiterhin stellt sih auh kein Erfolg in Experimenten ein, wenn die Vorfaktoren (Gewih-te) periodish moduliert werden. Diese Beobahtung lässt sih bereits bei [137℄ für TDAS�nden. Auh diese Modi�kation führt zu einer Verringerung der Stabilität. Andererseitsist eine langsame und geeignete Anpassung der MDFC-Vorfaktoren kma, kmb bei Auftretenvon Instationaritäten in der Praxis von Interesse.In [72℄ wurde zur Stabilisierung von periodishen Orbits neben der Modulation einzel-ner Komponenten des Regelsignals mit den Floquet-Eigenfunktionen eine Rükkopplungvia Diagonalkontrolle [20℄ vorgeshlagen, die auh für die Stabilisierung von Fixpunktengeeignet ersheint. Dabei wird jede Systemvariable in Form analog aufgebauter Regelglei-hungen wieder auf sih selbst zurükgekoppelt, wodurh die jeweiligen (gleihen) Regel-einträge nur auf der Diagonalen der harakteristishen Matrix auftreten. Auf diese Wei-se wird die harakteristishe Matrix entkoppelt und analytish exakte Aussagen sind imFalle einer einzigen Verzögerungszeit τ (TDAS) z. B. für den harmonishen Oszillator mitHilfe von Lambert-Funktionen möglih [58℄. Dieses Vorgehen hat zwar bei der numme-rishen wie auh theoretishen Untersuhung von Systemen Vorteile, gestaltet sih aberexperimentell in vielen Fällen shwierig, da niht immer alle Variablen auh gleihzeitigObservable und damit teilweise auh niht direkt beein�ussbar sind.
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Kapitel 3Von MDFC zu NFF
3.1 Übergang vom Zeit- in den FrequenzbereihDie Betrahtung der Übertragungsfunktion des im Zeitbereih wirkenden MDFC (2.16)zeigt, dass erfolgreihe Fixpunktkontrolle mit einer intelligenten Verteilung von Kerbenim Frequenzraum verknüpft ist. Um ähnlihe Ergebnisse ohne Zeitverzögerung zu erzie-len, kann die MDFC-Übertragungsfunktion alternativ lokal durh lineare Kerb�lter ap-proximiert werden. Um diesen Gesihtspunkt weiter zu beleuhten, wird wiederum derColpitts-Oszillator (2.26a) betrahtet, der für das freilaufende System (u = 0) haotisheDynamik o�enbart. Abb. 3.1a zeigt das zugehörige breitbandige Frequenzspektrum desColpitts-Systems, das über einige dominante Peaks verfügt, die im haotishen Attraktoreingebetteten UPOs entsprehen. Die resultierende haotishe Dynamik (Abb. 3.1b) kannunter Anwendung des TDAS-Kontrollsignals [117℄

u(t) = k [UC1
(t) − UC1

(t − τ)] (3.1)auf den in Abb. 3.1d gezeigten Periode-1-Orbit stabilisiert werden. Die Regelung wirktzu diesem Zwek auf die erste Komponente von Gl. (2.26a) und verwendet die Parame-ter k = −0.72 sowie τ = 6.66. Der Betrag der entsprehenden Übertragungsfunktion
T (f) = exp(−i2πfτ) − 1 mit τ = 6.66 und k = 1 ist in Abb. 3.1 dargestellt. Da dieVerzögerungszeit τ gerade der Periode des zu stabilisierenden UPOs entspriht, fallen alleKerben der Übertragungsfunktion mit den Harmonishen dieses UPOs zusammen, der so-mit niht verzerrt wird. Folglih werden alle anderen Frequenzen, die niht zu diesem UPOgehören, eliminiert. Von daher wird dieser UPO niht verändert, es handelt sih um einenihtinvasive Kontrolle. Fast dasselbe Resultat kann aber auh erreiht werden, indem dieVerzögerungsregelung in (3.1) durh ein (lineares) Kerb�lter (noth �lter feedbak, NFF)ersetzt wird [8℄, das die höherharmonishen Kerben der TDAS-Kontrolle vernahlässigt.Ein Beispiel für ein solhes Filter ist durh das bekannte Wien-Robinson-Filter [148℄ ge-geben, dessen Übertragungsfunktion in Abb. 3.1e zu sehen ist. In den durhgeführten49
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Abb. 3.1: Kontrolle des haotishen Colpitts-Oszillators (2.26a) durh vershiedeneKontrollmethoden. Spektrum (a) und haotishe Zeitreihe (b) des unbeein�usstenSystems (u = 0). Übertragungsfunktion |T (f)| und Zeitreihe des geregelten Colpitts-Systems (Regelung aktiviert bei t = 0) für (), (d) TDAS-Kontrolle (2.10), (e), (f)Kontrolle mit einem Kerb�lter (3.3), (g), (h) Kontrolle mit zwei Kerb�ltern (3.4).Simulationen wurden die Di�erentialgleihungen
V̇C1

=
1

RC

(

Vin +
2Q − 1

Q
VC2

− VC1

)

V̇C2
=

1

RC

(

Vin +
Q − 1

Q
VC2

− VC1

) (3.2)
Vout =

1

Q
VC2als Prototyp eines Kerb�lters mit dem Eingangssignal Vin und dem Ausgangssignal Voutverwendet. VC1

und VC2
entsprehen Kondensatorspannungen der elektronishen Reali-sierung der Wien-Brüke, RC bestimmt die Lage der Kerbe bei der Resonanzfrequenz

f = (2πRC)−1 im Fourierraum, wobei die Flankensteilheit durh die Filtergüte Q an-gepasst werden kann. Das auf den Colpitts-Oszillator (2.26a) angewendete Regelsignalbesitzt damit eine ähnlihe Struktur wie das TDAS-Signal (3.1) und lautet
u(t) = k (Vin(t) − Vout(t)) . (3.3)



3.1 Übergang vom Zeit- in den Frequenzbereih 51unter Verwendung der UC1
-Komponente aus Gl. (2.26a) als Eingangssignal Vin. Abb 3.1ezeigt die entsprehende Übertragungsfunktion der Gl. (3.3) mit den Parametern Q = 16.9,

R = 10.46 kΩ, C = 0.1mF und k = 1, deren Anwendung mit k = 0.75 ebenfalls einenPeriode-1-Orbit nah sih zieht (Abb. 3.1f). Wie anhand der zugehörigen Übertragungs-funktion ersihtlih, liegt keine Kerbe für f = 0 vor, so dass NFF im Gegensatz zuTDAS an dieser Stelle invasiv ist, d. h. das Regelsignal u(t) vershwindet niht, nahdemdie Zieldynamik angenommen bzw. generiert wird. Allerdings muss man ebenso zugeste-hen, dass die Zieldynamik in diesem Fall sehr nah an der systemeigenen liegt, die durhTDAS stabilisiert wird (Abb. 3.1d). Um die Regelung nihtinvasiv zu gestalten, kann ei-ne Hohpass�lterung des Eingangssignals oder eine Subtraktion eines konstanten O�setsvorgenommen werden.Die Stabilisierung von Fixpunkten kann mit NFF analog zu MDFC unter Einsatz eineszweiten, parallel geshalteten Kerb�lters herbeigeführt werden. Bei geeigneter Wahl derFiltergüten Qm und Resonanzfrequenzen fm = (2πRmC)−1 werden alle Frequenzkom-ponenten unterdrükt, die bei ausgeshalteter Regelung zu einer haotishen Dynamikführen. Der Fall zweier Kerb�lter ist in Abb 3.1g dargestellt, die den Betrag der Übertra-gungsfunktion der Rükkopplung
u(t) = k1

(

V
(1)
in − V

(1)
out

)

+ k2

(

V
(2)
in − V

(2)
out

) (3.4)mit k1 = k2 = 0.75, Q1 = 16.9, Q2 = 14.9, C1 = C2 = 0.1mF, R1 = 10.46 kΩ und
R2 = 3.15 kΩ enthält. In Abb. 3.1h ist die Stabilisierung des Colpitts-Fixpunktes in Formeiner Zeitreihe zu sehen, wobei auh hier als Eingangsgröÿe die UC1

-Komponente zumEinsatz kam. Da die Kerb�lter DC-Pegel (d. h. konstante O�sets) berüksihtigen, weihtdieser Fixpunkt wiederum etwas von dem systemeigenen des Colpitts-Oszillators (2.26a)mit x0 ≈ (5.1759,−0.7502, 0.0174) ab, das Regelsignal konvergiert gegen einen konstantenWert. Abb. 3.2: Berehnete Stabilitätsfunk-tion max(0,−Re(λ)) vs. Resonanzfre-quenzen f1/f0 und f2/f0 der beidenaktiven Kerb�lter (3.2),(3.4) (k1 =
k2 = 1.5, Q1 = Q2 = 0.8) fürdie Fixpunktstabilisierung des Colpitts-Oszillators (2.26a). Re(λ) bezeihnetden gröÿten Realteil der Eigenwerte, wo-bei das rükgekoppelte System stabil ist,wenn max(0,−Re(λ)) positiv ist. f0 =
1/T0 basiert auf der auf Seite 20 de�-nierten natürlihen Periode des Colpitts-Oszillators.



52 3. Von MDFC zu NFFUm NFF mit zwei Kerb�ltern mit MDFC vergleihen zu können, muss wiederum einelineare Stabilitätsanalyse in der Nähe des Fixpunktes x0 des Colpitts-Oszillators durh-geführt werden. Im Gegensatz zu MDFC führt diese Stabilitätsanalyse zu einem harak-teristishen Polynom mit einer endlihen Anzahl an Eigenwerten, deren Realteile ana-lysiert werden müssen. Das Ergebnis ist in Abb. 3.2 in Form der Stabilitätsfunktion
max(0,−Re(λ)) als Maÿ für die Robustheit der Regelung gegen die Resonanzfrequenzen
fm der zwei verwendeten Filter aufgetragen. λ bezeihnet den Eigenwert mit dem gröÿtenRealteil, als Eingangssignal wurden wiederum die AC-gekoppelten Komponenten von UC1verwendet. Der Fixpunkt wird erfolgreih stabilisiert, wenn alle Eigenwerte über einennegativen Realteil verfügen. Je höher also die Stabilitätswerte in Abb. 3.2 sind, desto sta-biler ist die Regelung. Der maximale Stabilitätswert von ≈ −0.4 ist im Bereih von MDFCund stabiler als (E)TDAS oder seinem Grenzfall des einpoligen Hohpass�lters. Die Sta-bilisierung gelingt in diesem Zusammenhang am besten, wenn die Resonanzfrequenzenpaarweise vershieden und vor allem vershieden von den Hauptfrequenzen ≈ 0.15f0 und
≈ 0.09f0 (sihtbar anhand des weissen Punktes in Abb. 3.2) des dynamishen Systemsgewählt werden. Dies ist verständlih, da Frequenzen, die in einer Kerbe im Frequenz-raum liegen, niht zurükgekoppelt werden. Fixpunktstabilisierung ist in dem Fall nihtmöglih.Im Gegensatz zu MDFC besteht bei NFF allerdings niht die Möglihkeit einer Einzel-gewihtung von Ein- und Ausgangssignalen (im Falle von MDFC sind das gerade diezeitverzögerten Signale). Die Auswirkungen werden beim Betrahten der jeweiligen Über-tragungsfunktion deutlih. Zwar besitzt NFF durh die Filtergüte Q einen weiteren Para-Abb. 3.3: Adaptive Anpassung eines Wi-en Filters Gl. (3.2),(3.3). (a) Loga-rithmish farbkodierte Darstellung derin Abhängigkeit von der Zeit auftre-tenden Frequenzen für das freilaufendeColpitts-Systems (2.26a) (Kurzzeitspek-trum). (b) Betrag der Übertragungsfunk-tion des Wien-Filters aus Gl. (3.5), dessenResonanzfrequenz mit Hilfe der Kondensa-torspannung UC1

aus Gl. (2.26a) moduliertwird. Durh diese zusätzlihe Rükkopp-lung reagiert das Filter je nah Vorzeihendes Parameters κ aus Gl. (3.5) auf zeitli-he Veränderungen im Frequenzspektrum.Das Regelsignal wird berehnet aber nihtangewendet (o�enes System). t / T

(a)

(b)

meter, die Übertragungsfunktion |T (f)| verfügt aber dennoh über eine deutlih geringere



3.1 Übergang vom Zeit- in den Frequenzbereih 53Welligkeit als eine vergleihbare von MDFC. Folglih kann NFF für breite Frequenzberei-he niht so �exibel an das zu regelnde dynamishe System angepasst werden wie MDFC,es sei denn, die Anzahl der eingesetzten Filter wird erhöht. Ein groÿer Vorteil von NFFliegt allerdings in seiner relativ einfahen Realisierungsmöglihkeit durh analoge Elek-tronik, die auh dafür geeignet ist, shnelle haotishe Dynamik zu regeln. Eine weite-re Verbesserung der Wirkungsweise von NFF bezüglih der Fixpunktstabilisierung kanndurh eine aktive Anpassung der Resonanzfrequenz der verwendeten Filter erzielt werden.Das kann z. B. durh eine zusätzlihe Modulation des Widerstandes R durh das Filter-Eingangssignal geshehen. Im Detail verändert sih dann das Gleihungssystem (3.2) zu
V̇C1

=
1

(R + κVin)C

(

Vin +
2Q − 1

Q
VC2

− VC1

)

V̇C2
=

1

(R + κVin)C

(

Vin +
Q − 1

Q
VC2

− VC1

) (3.5)
Vout =

1

Q
VC2

.mit dem Kontrollsignal
u(t) = k (Vin(t) − Vout(t)) (3.6)und R + κVin > 0. Das Kurzzeitspektrum 1 eines haotishen System ist keineswegs zeit-lih konstant, sondern kann mitunter starken Fluktuationen unterliegen, was durh diezeitlih spektrale Darstellung des Colpitts-Oszillators in Abb. 3.3a deutlih wird. Dabeiist die Amplitude der im Spektrum auftretenden Frequenzen (logarithmish) farbkodiertdargestellt. Durh die Selbststeuerung aus Gl. (3.5), (3.6) passt das dynamishe Systemdie Filterfrequenz jeweils an die augenbliklihen Frequenzverhältnisse an, was beispiels-weise für den Betrag der Übertragungsfunktion eines Wien-Filters aus Gl. (3.5), (3.6) inAbb. 3.3b gezeigt ist. Dabei wird das Filter von dem freilaufenden System gesteuert, d. h.,das Regelsignal wird zwar berehnet, aber niht auf den Colpitts-Oszillator zurükgekop-pelt. Als Eingangssignal Vin dient die Kondensatorspannung UC1

, die das Filter durhdie zusätzlihe Kopplung an den Widerstand R dazu veranlasst, auftretenden höherfre-quenten Anteilen in Form einer modi�zierten Resonanzfrequenz zu folgen oder aber beientgegengesetztem Vorzeihen des Parameters κ diesen höherfrequenten Anteilen entge-genzuwirken. Da die für Abb. 3.3b verwendete Resonanzfrequenz fm des moduliertenKerb�lters im Bereih einer Hauptfrequenz des Colpitts-Oszillators (2.26a) liegt, wirdin diesem Fall bei Aktivierung der adaptiven Regelung lediglih ein periodisher Orbitanstelle eines Fixpunktes stabilisiert bzw. generiert.Für eine Fixpunktstabilisierung konnte NFF in den eigenen Experimenten sowohl mitKerb�ltern der ursprünglihen Form (3.2), (3.3) als auh in der modi�zierten Version (3.5),(3.6) erfolgreih eingesetzt werden. Die entsprehenden Resultate sind dem Abshnitt 5.6zu entnehmen.1Der Begri� Kurzzeitspektrum bezieht sih auf kurze Zeitreihen (t ≪ ∞). Im Grenzfall t → ∞ (d. h.für lange Zeitreihen) ist das Spektrum zeitlih konstant.



54 3. Von MDFC zu NFF



Kapitel 4Kontrollierbarkeit von Fixpunkten
4.1 AllgemeinesVergleihbar zu den Beshränkungen für zeitverzögerte Regelungen bei der Kontrolle pe-riodisher Orbits [71, 99℄ gibt es auh entsprehende Restriktionen bei der Fixpunktsta-bilisierung. Dabei ist zwishen zwei Arten von Fixpunkten zu untersheiden - den durhZeitverzögerungsmethoden stabilisierbaren [6℄ Strudelpunkten (Paare instabiler komplexkonjugierter Eigenwerte, z. B. die äuÿeren Lorenz-Fixpunkte) und den Sattelpunkten (un-gerade Anzahl an reellen positiven Eigenwerten, alle anderen negativ und reell oder stabilkomplex konjugiert, z. B. Lorenz-Fixpunkt am Ursprung). Chang et al. [34℄ zeigten indiesem Zusammenhang, dass ein Hohpass�lter mit einem einzigen Pol niht in der Lageist, Sattelpunkte zu stabilisieren. Ähnlihe Betrahtungen zum Hohpass�lter [34℄ lassensih auh in [122℄ �nden.Im folgenden werde ih zeigen, dass diese Beshränkung mit Hilfe von MDFC durhdie Verwendung von asymmetrishen Verstärkungsfaktoren bzw. durh NFF ohne AC-Kopplung der Eingangssignale umgangen werden kann.4.2 Multiple Delay Feedbak ControlIm allgemeinsten Fall koppelt die Regelung u = (u1, u2, . . . , uN)tr auf alle Gleihungendes betrahteten dynamishen Systems zurük und verwendet zudem alle Systemvariablenals Eingangssignale der einzelnen Regelungen uj. Zu Gunsten einer besseren Lesbarkeitsoll allerdings an dieser Stelle von dem allgemeinsten Fall Abstand genommen und aufden Anhang verwiesen werden. Stattdessen sei der Fall einer einzigen Variablen des Zu-standsvektors als Messgröÿe betrahtet, die auh wieder auf ihre eigene Systemdi�erenti-algleihung zurükkoppelt. Entsprehend der Ausführungen der vorangegangenen Kapitel55



56 4. Kontrollierbarkeit von Fixpunktenkann dann mit Hilfe der harakteristishen Matrix die harakteristishe Gleihung
S(λ) = det [∆(λ)] = det [λI − Df(x0) − U(x0, λ)] (4.1)

= λn +

n−1∑

j=0

cjλ
j + ū(λ)

n−1∑

j=0

djλ
j (4.2)berehnet werden, wobei ū(λ) die Laplae-Transformierte des Kontrollsignals bezeihnet.Dabei besteht die harakteristishe Funktion S(λ) aus einem rein polynomialen Anteilmit den Parametern cj (stammt von dem freilaufenden dynamishen System) und einemgemishten polynomial-transzendenten Anteil mit den Parametern dj (resultiert aus derAnkopplung des Regelsignals an das dynamishe System). Da sowohl die Kontrollpara-meter und damit ū als auh die Parameter cj, dj endlih sind, ergibt sih der Grenzfall

limλ→∞ S(λ) → ∞. Ein betrahteter Fixpunkt ist dann stabil, wenn die Kontrollparame-ter so gewählt werden können, dass die Funktion S(λ) keine Nullstellen in der rehtenHälfte der komplexen Ebene besitzt (d. h. keine Nullstellen mit positivem Realteil).Um zu zeigen, dass dieses Ziel für Sattelpunkte niht mit jeder Kontrollmethode erreihtwerden kann, sei zunähst (E)TDAS mit
ū(λ) = k

(
e−λτ − 1

1 − Re−λτ

) (4.3)betrahtet. ū(λ) vershwindet am Ursprung 1 , wodurh die harakteristishe Funktion ander Stelle λ = 0 über den Wert
S(0) = det[−Df(x0)] = (−1)n det[Df(x0)] =

n∏

j=1

(−ej) = c0 (4.4)verfügt, der nur von der Jaobi-Matrix Df(x0) des n-dimensionalen frei laufenden Systemsund seinen Eigenwerten ej abhängt, aber niht von den Kontrollparametern. Bei einerungeraden Anzahl an positiven reellen Eigenwerten tritt damit eine ungerade Anzahl annegativen Faktoren innerhalb des Produktes der Gl. (4.4) auf, was S(0) < 0 impliziert. Dadie Funktion S(λ) bei der Einshränkung auf die reelle Ahse eine kontinuierlihe Funktionist, führt die Erfüllung der beiden Randbedingungen S(0) < 0 und limλ→∞ S(λ) → ∞unabhängig von den Kontrollparametern zu der Existenz eines instabilen Eigenwertes inder rehten Halbebene. D. h. (E)TDAS ist niht in der Lage, diese Art Fixpunkte zustabilisieren.Wird anstelle von (E)TDAS als Regelung MDFC angewendet, so verändert sih dieLaplae-Transformierte aus Gl. (4.3) gemäÿ1Im Gegensatz zu Sattelpunkten verhindert der Imaginärteil des laplaetransformierten Regelsignalsbei der Stabilisierung Strudelpunkten ein Vershwinden des Kontrollsignals beim Übergang Re(λ) = 0.



4.2 Multiple Delay Feedbak Control 57Abb. 4.1: Shematishe Darstellung derLage der instabilen rein reellen Eigenwer-te im dreidimensionalen Fall. Blau: ein re-eller Eigenwert > 0, rot: zwei reelle Eigen-werte > 0, grün: alle Eigenwerte sind < 0.Da rein reelle Eigenwerte betrahtet wer-den, beshränkt sih die Stabilitätsanalyseauf die reelle Ahse. Eine Regelung ist sta-bil, wenn alle Eigenwerte einen negativenRealteil und die harakteristishe Funkti-on S(λ) keine Nullstelle auf der reellen po-sitiven Ahse (Stabilitätsgrenze durh dieblaue Ebene gekennzeihnet) besitzt. Fürden Einsatz einer Regelung entsprehendGl. (2.11) oder Gl. (4.7b) ist das im Falleeines Sattelpunktes niht gegeben.
ū(λ) =

M∑

m=1

kmae
−λτm − kmb. (4.5)Im Gegensatz zu Gl. (4.3) vershwindet Gl. (4.5) niht für λ = 0. Folglih hängt dieharakteristishe Funktion

S(0) = c0 +

(
M∑

m=1

kma − kmb

)

d0 (4.6)am Ursprung noh von den Di�erenzen der Kontrollparameter kma − kmb ab, was da-zu verwendet werden kann, S(0) zu positiven Werten zu vershieben. Da der Grenzfall
limλ→∞ S(λ) → ∞ immer noh gilt, liegt eine gerade Anzahl an Nullstellen in der rehtenHalbebene für die harakteristishe Funktion S(λ) vor (eventuell auh keine Nullstelle),deren Anzahl sowohl von dem betrahteten dynamishen System als auh von den Kon-trollparametern abhängt. Im Gegensatz zu dem vorher behandelten (E)TDAS-Fall istaber damit kein fundamentales Hindernis mehr für die Stabilisierung von Sattelpunktenmit geeignet gewählten Kontrollparametern gegeben.Aus diesem Grund sind im allgemeinsten Fall der Stabilisierung von instabilen Sattelpunk-ten zwei Verzögerungszeiten vonnöten. Der erste zeitverzögerte Term mit asymmetrishen(untershiedlihen) Verstärkungsfaktoren verändert das dynamishe System dahingehend,dass S(0) > 0 gewährleistet ist. Der zweite Verzögerungsterm besteht dann z. B. aus ei-nem (E)TDAS-Kontroller, der dieses neue, veränderte System shlussendlih stabilisiert.Eine genauere Veranshaulihung dieses Sahverhaltes bietet Abb. 4.1.Unter Verwendung geeigneter Werte für den DC-O�set k0 (der niht in die Stabilitätsana-lyse und damit auh niht in die harakteristishe Funktion (4.1) eingeht) in Gl. (2.16)



58 4. Kontrollierbarkeit von Fixpunktenist es sogar möglih, MDFC für Fixpunkte nihtinvasiv zu gestalten, z. B. für Sattel-punkte, die niht am Ursprung lokalisiert sind. Für Sattelpunkte am Ursprung ist dieserShritt niht notwendig, da keine störenden O�sets vorhanden sind, die durh die Re-gelung verstärkt würden. Von daher ist sogar eine invasive Kontrollmethode bei einerFixpunktstabilisierung am Ursprung e�ektiv nihtinvasiv.4.3 Noth Filter Feedbak und Hohpass�lterDas gleihe Problem der Stabilisierung von Sattelpunkten (ungerade Anzahl reeller po-sitiver Eigenwerte) tritt ebenfalls bei einer ganzen Klasse von niht zeitverzögerten Re-gelungen auf, zu der auh das erwähnte Hohpass�lter und NFF mit AC-Kopplung derEingangssignale gehören. Im folgenden seien ganz allgemein Regelungssysteme der Form
ṗ = Ap + Cy (4.7a)mit dem Regelsignal

u = u0 + kBṗ + A2v1ṗ
trv2 (4.7b)betrahtet. A, A2(k), B und C bezeihnen in diesem Zusammenhang Matrizen, v1, v2Spaltenvektoren und p den Zustandsvektor der Regelung. y = g(x(t)) beshreibt dieMessung des Systems mit dem Zustandsvektor x. Eine lineare Stabilitätsanalyse von ẋ =

f(x) am Fixpunkt x0 führt unter Verwendung der Abkürzungen J = Dxf(x0,u0), P =
Duf(x0,u0) und G = Dxg(x0) auf das harakteristishe Polynom

S(λ) = det

(
λ − J −λ(kBP − A2v1P

trv2)
−CG λ − A

)

= λN +
N−1∑

j=0

βjλ
j , (4.8)das im Fall limλ→∞ S(λ) wegen der Beshränktheit der βj gegen ∞ strebt. Für λ = 0verändert sih S(λ) unabhängig von der Verstärkung k zu

S(0) = det

(
−J 0
−CG −A

)

=

n∏

j=1

(−es
j)

L∏

l=1

(−er
l ) (4.9)mit den Eigenwerten es

j der Jaobi-Matrix Df(x0) am Fixpunkt x0 für das betrahtetefreilaufende dynamishe System. er
l bezeihnet die Eigenwerte für den eingesetzten Reg-ler, der als stabil angenommen wird. Demzufolge sind alle entsprehenden Eigenwerte

er
l < 0 und damit das zweite Produkt in Gl. (4.9) positiv - unabhängig von L. Durhdie ungerade Anzahl an reellen positiven Eigenwerten ist das erste Produkt in Gl. (4.9)und damit S(0) für Sattelpunkte allerdings negativ. Somit existiert analog zu dem bereitsbehandelten (E)TDAS-Fall mindestens ein instabiler Eigenwert, der niht mit Hilfe derRegelparameter in den stabilen Bereih vershoben werden kann, d. h. Sattelpunkte sind



4.3 Noth Filter Feedbak und Hohpass�lter 59mit dieser Klasse von Reglern, in die auh das Hohpass�lter (2.13) für A2 = 0 fällt, nihtstabilisierbar. Das tri�t folglih auh auf jede Regelungsmethode zu, die zum Erreiheneiner nihtinvasiven Rükkopplung AC-gekoppelte (hohpassge�lterte) Eingangssignaleverwendet, u. a. NFF mit einer solhen Eingangskopplung. Um dieses Ergebnis für einWien-Filter der Gl. (3.2),(3.3) zu stützen, sei die Messfunktion h(x, y, z) als Eingangssi-gnal Uin des dem Wien-Filter vorgeshalteten Hohpass�lters gewählt. Mit ẋ = f(x) + ufolgt unter Annahme von
U̇in = ∂xh ẋ + ∂yh ẏ + ∂zh ż = (∇h)trẋ = (∇h)trDfxx + (∇h)trx0 + (∇h)trDfuu, (4.10)wodurh sih wiederum unter Berüksihtigung von Gl. (2.13), (4.7a), (4.7b) die Matrizenund Vektoren
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mit den Abkürzungen b1 = −ω0 + ∂Uac

in
(∇h)trDfuu, b2 = ∂UC2

(∇h)trDfuu, b3 = ω(2Q −
1)/Q, b4 = ω(Q − 1)/Q und cj = ∂xj

(∇h)trDfxj
, j ∈ {1, 2, 3} ergeben. ω beshreibtdie Resonanzfrequenz des Filters und ω0 die Grenzfrequenz der Eingangskopplung. Mit

u0 = 0 erfüllt das betrahtete Kerb�lter mit hohpassge�ltertem Eingangssignal danndie Gl. (4.7a), (4.7b), womit das Sheitern bei der Stabilisierung eines Sattelpunktesersihtlih ist. Dieses Resultat ist auh auf m parallel geshaltete Kerb�lter mit AC-Eingangskopplung verallgemeinerbar.Die kritishe Stelle, die zu diesem Ergebnis führt, ist durh die AC-Kopplung der Ein-gangssignale gegeben, um die Regelungsmethode nihtinvasiv zu gestalten. Wird anstelleder AC-(Hohpass)-Kopplung die Di�erenz des Messsignals und seinem fest eingestelltenDC-Wert als Eingangssignal der Kerb�lter verwendet, so hat der oben gegebene Beweiskeine Gültigkeit mehr. Im Gegenteil, es ist dann auh möglih, mit NFF instabile Sat-telpunkte zu stabilisieren. Ob das am Ende auh gelingt, hängt von dem betrahtetendynamishen System ab. Einen Spezialfall stellen Systeme dar, die über Sattelpunkte amUrsprung verfügen. In diesem Fall ist auh eine nihtinvasive Regelung mit NFF ohneAC-gekoppelte Eingangssignale und eine entsprehende Stabilisierung des betrahtetenSattelpunktes möglih. Dieser Sahverhalt ist für das bekannte Lorenz-System
ẋ = −σ(x − y)

ẏ = rx − y − xz + u(t)

ż = −bz + xy.

(4.11)mit den Standardparameterwerten σ = 10, b = 8/3 und r = 28 gegeben. Dabei wirdeine Rükkopplung betrahtet, die von der y-Variablen abhängt und auh wieder auf



60 4. Kontrollierbarkeit von FixpunktenAbb. 4.2: Der Lorenzattraktor (4.11) fürdie Parameterwerte σ = 10, b = 8/3,
r = 28 und den drei systemeigenen Fix-punkten, lokalisiert bei x0a = (0, 0, 0) und
x0b,c = (±8.48,±8.48, 27). Der Fixpunktam Ursprung ist ein Sattelpunkt (ein re-eller Eigenwert > 0, ein Paar stabiler kom-plex konjugierter Eigenwerte), die beidenäuÿeren sind Strudelpunkte (ein instabilesPaar komplex konjugierter Eigenwerte, einrein reeller < 0) −20
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diese zurükwirkt, d. h. u = (0, u(t), 0)tr. Unter Einsatz von NFF und Verwendung von mKerb�ltern ist das harakteristishe Polynom an der Stelle λ = 0 im Gegensatz zu Gl (4.9)durh

S(0) =

M∏

m=1

ω2
m det





−a11 −a12 −a13

−a21 −a22 +
∑

m km −a23

−a31 −a32 −a33



, (4.12)gegeben. Dabei besteht durh die Verstärkungsfaktoren km direkter Ein�uss auf die Ei-genwerte der Jaobi-Matrix Df(x0) des ursprünglihen dynamishen Systems mit denEinträgen amn. Um die Stabilität des untersuhten Sattelpunktes zu gewährleisten, muss
∑

m km so gewählt werden, dass als notwendige Bedingung S(0) > 0 gültig ist. Im einzel-nen führt diese Forderung auf die Bedingung
∑

m

km > a22 +
a32(a11a23 − a13a21) − a12(a23a31 − a21a33)

a13a31 − a11a33
(4.13)für a13a31 − a11a33 > 0 sowie auf

∑

m

km < a22 +
a32(a11a23 − a13a21) − a12(a23a31 − a21a33)

a13a31 − a11a33
(4.14)für den Fall a13a31−a11a33 < 0. Die Rihtigkeit dieser Ergebnisse zeigt z. B. Abb. 4.3a. Da-bei führt die Anwendung von NFF bestehend aus zwei Wien-Filtern mit den Parametern

k1 = k2 = 15, Q1 = Q2 = 1 sowie f1 = 2.12 und f2 = 2.45 zur nihtinvasiven Stabilisie-rung des Sattelpunktes am Ursprung. Eine lineare Stabilitätsanalyse enthüllt ausgedehnteStabilitätsgebiete in Abhängigkeit der Filter-Resonanzfrequenzen f1,2, wobei zur Visuali-sierung die Stabilitätsfunktion max(0,−Re(λ)) in Abb. 4.3b zum Einsatz kommt. Re(λ)bezeihnet den Eigenwert mit dem gröÿten Realteil, d. h. je höher die Werte, desto stabilerist die Regelung, wobei die Verstärkungen k1, k2 entsprehend hoh gewählt sein müssen.Dieses Resultat kann noh weiter für Sattelpunkte verallgemeinert werden, die niht amUrsprung lokalisiert sind. Für diesen Zwek sollte als Eingangssignal für die Kerb�lter die
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Abb. 4.3: Stabilisierung des Sattelpunktes (0, 0, 0) des Lorenzsystems (4.11) mitHilfe von NFF bestehend aus zwei Wien-Filtern (3.2),(3.4). (a) Zur Zeit t = 0wurde die Regelung aktiviert, wobei das Regelsignal auf eine Amplitude von ±8 be-grenzt wurde. Die Güte wurde zu Qj = 1, die Verstärkungen zu kj = 13.5 für beideFilter gewählt. Das Nahshwingen des Regelsignals bei Erreihen des Fixpunkteserklärt sih aus den noh geladenen Kondensatoren der Kerb�lter. (b) Stabilitäts-diagramm des entsprehenden Sattelpunktes. Dargestellt ist die Stabilitätsfunktion
max(0,−Re(λ)) vs. Resonanzfrequenzen f1 und f2 der beiden aktiven Kerb�lter(k1 = k2 = 15, Q1 = Q2 = 1).Di�erenz aus der Messfunktion g(x(t))(dc)+(ac) und ihrem DC-Pegel g(x(t))(dc) dienen, derwiederum statish einzustellen ist. So kann z. B. in einem ersten Shritt bei abgeshalteterRegelung dieser Pegel durh einen Tiefpass�lter ermittelt und dann für die Regelung festeingestellt werden.Ergebnis dieser Betrahtungen ist, dass es bei der Stabilisierung von instabilen Sattelpunk-ten in besonderer Weise darauf ankommt, wie man die Messsignale und die Ankopplungan den Regler wählt. An dieser Stelle ist explizit darauf hinzuweisen, dass nur stabile Re-gelungen betrahtet wurden, was für die Stabilisierung von periodishen Orbits niht dereinzige Weg ist. Häu�g werden diese durh Anwendung von (E)TDAS (2.11) stabilisiert,wobei man bei der allgemeinen experimentellen Situation allerdings niht weiÿ, wie dieexterne Kraft an die inneren Freiheitsgrade koppelt. Deswegen ist auh niht immer klar,wie die eigentlihe Stabilisierung instabiler Orbits überhaupt erreiht wird. Erst kürz-lih wurde durh Pyragas et al. [124℄ eine mathematishe Begründung für den Erfolg derTDAS-Rükkopplung für Systeme gegeben, die eine subkritishe Hopf-Bifurkation durh-laufen haben. Unter diesem Gesihtspunkt sind periodishe Orbits bis heute Gegenstandintensiver Forshung.



62 4. Kontrollierbarkeit von Fixpunkten4.4 Periodishe OrbitsGenerell wurde in [71, 73, 99, 101℄ gezeigt, dass für eine erfolgreihe Stabilisierung vonperiodishen Orbits mittels zeitverzögerter Regelung das Vorhandensein von Torsion es-sentiell ist (Eine Illustration dieser Torsionsbewegung um den Orbit ξ(t) ist der Abb. 4.4zu entnehmen.). Das bedeutet, dass keine Orbits stabilisiert werden können, die eine unge-rade Anzahl an positiven Floquet-Exponenten mit Betrag > 1 aufweisen, da eine endliheFrequenz nur von einem Paar von Eigenwerten generiert werden kann [140℄. Um diesebesondere Art periodisher Orbits zu stabilisieren, wird in [118, 123℄ die Einführung einesinstabilen Freiheitsgrades, d. h. eines instabilen Reglers uj(t) der Form
uj(t) = u(t) + p(t)

ṗ(t) = λ0
cp(t) + (λ0

c − λ∞
c )u(t)

(4.15)vorgeshlagen. Für Vorfaktoren λ0
c > 0 und λ∞

c > 0 können als Rükkopplungssignal u(t)

Abb. 4.4: Shematishe Darstellung derTorsionsbeshränkung für Zeitverzöge-rungsregelungen bezüglih periodisherOrbits. Stabilisierbar sind mit solhenMethoden ((E)TDAS, NTDAS, MDFC)nur Orbits mit ω 6= 0.Regelungen des (E)TDAS-Typs (2.11) oder andere der Torsionsbehränkung unterliegen-de Regelungsstrategien verwendet werden, die auf diese Weise doh direkten Ein�uss aufreelle (positive) Eigenwerte nehmen können. Im wesentlihen handelt es sih bei dem insta-bilen Freiheitsgrad um eine zusätzlihe weitere Tiefpass�lterung des Regelsignals, wobeiallerdings der Widerstand dieses Tiefpass�lters "negativ "zu wählen ist (λ0
c entsprihtder Grenzfrequenz −ω0). Das kann im Experiment z. B. dadurh erreiht werden, indemder üblihe Widerstand des Tiefpasses durh einen NIC 2 ersetzt wird. Bedingt durh dieInstabilität des Reglers ist bei der Einstellung der Parameter allerdings darauf zu ah-ten, dass ein experimentelles System bei einer shlehten Parameterwahl keinen Shadennimmt bzw. andere Komplikationen auftreten. Dieser Sahverhalt wird auh durh [100℄gestützt, wo ein Beweis dafür gegeben wird, dass die Einführung eines instabilen Freiheits-grades eben niht ohne weiteres für zeitkontinuierlihe Systeme zum Erfolg führt. DieseAussage wird auh von [55℄ für räumlih ausgedehnte Systeme untermauert, auf die imsehsten Kapitel noh eingegangen werden wird.2Bei einem NIC handelt es sih um eine Operationsverstärker-Shaltung, die einen negativen Wider-stand simuliert. Das wird durh die Einführung einer Phasenvershiebung von π zwishen Spannung undStrom erreiht [148℄.



Kapitel 5Kontrolle haotisher Laserdynamik
5.1 Hologra�she DisplaysIn einigen Jahren werden hologra�she Displays Anzeigemedien revolutionieren. Zum Ein-satz kommen dabei farbige Laser (rot, blau, grün), die zum Übermitteln der Bildin-
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Abb. 5.1: Zeilenweiser Bildaufbaumit der (a) haotishen Laserintensität
G(t) führt zu (b) Hell-Dunkel-E�ekten.

formationen in ihrer Lihthelligkeit einzelnmoduliert werden. Der eigentlihe Bild-aufbau wird ähnlih wie beim Fernseherüber eine zeilenweise Rasterung erfolgenund erfordert eine konstante Grundintensi-tät (w) der Laser, um unerwünshte Hell-Dunkel-E�ekte (Abb. 5.1) zu vermeiden.Durh die Kohärenz der Laserstrahlungund den Vorgang der Hologra�e erwekendiese hologra�shen Displays einen dreidi-mensionalen Bildeindruk, wodurh wegender Winkelabhängigkeit der Hologra�e zu-dem untershiedlihe Informationen in ver-shiedenen Raumrihtungen angezeigt wer-den können, was e�ektiv zu einer Steige-rung der Informationsdihte führen wird.Genauso wihtig wie die Dreidimensionali-tät des Bildes ist allerdings die Tatsahe,dass das Bild im Gegensatz zu einem z.B.anhand eines Beamers erzeugten Bildes im-mer sharf ist, unabhängig vom Abstandder Projektionsanlage zum Projektionshintergrund. Demzufolge muss bei einem hologra-�shen Display auh der Projektionshintergrund niht mehr glatt sein, was auh die Pro-63



64 5. Kontrolle haotisher Laserdynamikjektion von sharfen und (bedingt durh den Lasereinsatz) farbbrillanten Bildern z. B. aufeinen Wasserfall ermögliht.Zur Zeit arbeiten vershiedene Hersteller an der Entwiklung eines solhen Systems. DieLaser, die dabei zum Einsatz kommen, sind aber bis jetzt niht sonderlih kompakt, sodass das gesamte System derzeit den Abmessungen eines groÿen Kühlshrankes entspriht.Das ist natürlih im Zeitalter einer immer weiter fortshreitenden Miniaturisierung nihtwünshenswert und von daher ist der Einsatz von kleinen, leistungsstarken, kompaktenHalbleiter- bzw. Festkörperlasern vorgesehen. Wegen der hohen Besetzungsdihte in derNähe der Fermi-Energie eignen sih Festkörperlaser im Vergleih zu Gaslasern besondersgut zur Erzeugung höherer Intensitäten bei zugleih kleinerer Bauart. Allerdings wird esauf lange Siht keine Festkörper-Verbindung geben, die einen Laserübergang im grünenSpektralbereih zulässt, so dass (Festkörper)Laser für die Erzeugung grünen und blauenLaserlihtes vorgesehen sind, die sih des nihtlinearen E�ektes der Frequenzverdopplungbedienen.5.2 FrequenzverdopplungIn der linearen Optik gilt zum einen das Superpositionsprinzip 1 und zum anderen die Fre-quenzerhaltung 2 , wodurh der Absorptionskoe�zient, die Polarisation und somit auhdie Brehzahl nur von der Wellenlänge des auf ein Medium einfallenden Lihtes und nihtvon dessen Intensität abhängt. Durh diese Anregung werden die Elektronen innerhalb derMaterie gegenüber den shwereren Atomkernen vershoben. Die dadurh entstandenen Di-pole (Polarisation) strahlen ein elektrishes Feld ab, das sih dem ursprünglih anregendenFeld überlagert und die Antwort des betrahteten Mediums auf die äuÿere Anregung dar-stellt. Als Folge davon ergibt sih eine geringere Ausbreitungsgeshwindigkeit innerhalbdes Mediums, was durh die Brehzahl beshrieben wird. Ist die eingestrahlte Feldstär-ke groÿ, so treten zusätzlihe anharmonishe Shwingungen auf, da die Elektronen zwardurh die äuÿere Anregung beliebig weit von ihren Kernen entfernt, aber nur bis zu einerbestimmten Distanz innerhalb der Materie, z. B. eines Frequenzverdopplerkristalls zu ih-ren Kernen gedrükt werden können. Im einfahsten Fall kann eine Taylorentwiklung fürdie Polarisation
P ≈ ǫ0

(
χ(1)E + χ(2)E2

) (5.1)mit der Suszeptibilität χ, der Dielektrizitätskonstante ǫ0 und der Feldstärke E angesetztwerden. Lässt man für einen kurzen Moment die Phasenvershiebung zwishen einer ein-fallenden Welle E = E0 cos (ωt) und der Polarisation P auÿer aht und berüksihtigtzudem nur den ersten nihtlinearen Term der Taylorentwiklung, so ergibt sih mit dem1Wellen überlagern sih unabhängig voneinander, es �ndet keine gegenseitige Beein�ussung statt.2Bei der Wehselwirkung zwishen Liht und Materie werden keine neuen Lihtfrequenzen generiert.



5.2 Frequenzverdopplung 65Additionstheorem
cos2 (ωt) =

1

2
(1 − cos (2ωt)) (5.2)der Ausdruk

P ≈ ǫ0

(
χ(1)E0 cos (ωt) + χ(2)E0

2 cos2 (ωt)
)

= ǫ0χ
(1)E0 cos (ωt)

︸ ︷︷ ︸

Plinear(ω)

+
ǫ0χ

(2)

2
E0

2

︸ ︷︷ ︸

P(0)

− ǫ0χ
(2)

2
E0

2 cos (2ωt)
︸ ︷︷ ︸

Pnl(2ω)

(5.3)
= P(0) + Plinear(ω) + Pnl(2ω), (5.4)der über einen Anteil mit der doppelten Frequenz verfügt (Frequenzverdopplung, shg,seond harmoni generation). Einen Shwellwert gibt es für diesen Prozess, der durh dasAuftreten der anharmonishen Terme die Prinzipien der Superposition und der Frequen-zerhaltung auÿer Kraft setzt, niht. Für eine genauere Herleitung der Di�erentialgleihun-gen für die 3-Wellen-Wehselwirkung, aus denen auh der Vorgang der Frequenzverdopp-lung extrahiert werden kann, sei auf [82℄ verwiesen. Dabei existieren mit der internen undder externen Verdopplung zwei Realisierungsmöglihkeiten, wobei allerdings die interneVerdopplung der externen vorzuziehen ist, da die Intensität der z. B. grünen Laserstrah-lung bis zum heutigen Tag wegen der höheren Feldstärke innerhalb des Resonators gröÿerist. Zudem wäre bei externer Verdopplung ein weiterer Resonator notwendig, was zu höhe-ren Kosten und einem gesteigerten (Justier-)Aufwand führen würde und damit die interneVerdopplung favorisiert. Beide Möglihkeiten wurden in den 1970er Jahren bereits pro-biert, allerdings war die erzeugte grüne Laserstrahlung zunähst nur von geringer Inten-sität. Die E�zienz konnte aber für beide Arten in den 1980ern durh genau abgestimmtePumpdioden mit höherer Leistung und angepassten (Verdoppler-)Kristallen deutlih ver-bessert werden. Diese Kristalle besitzen eine möglihst hohe nihtlineare Suszeptibilitätund eine hohe optishe Belastbarkeit, damit auh groÿe Intensitäten eingestrahlt werdenkönnen. Weitere Bedingung einer e�zienten Umwandlung von z. B. infrarotem in grünesLiht ist neben einer guten Transparenz für beide Wellenlängen auh eine identishe Aus-breitungsgeshwindigkeit der eingestrahlten Grund- und der frequenzverdoppelten Ober-welle. Das ist im Normalfall niht möglih, da die Brehzahl sowohl winkel- als auh fre-quenzabhängig ist. Es gibt aber spezielle doppelbrehende Kristalle, für die unter einembestimmten Winkel θ (gemessen zur optishen Ahse des Kristalls) diese sogenannte Pha-senanpassung (phase mathing) n(ω) = n(2ω) relativ gut erfüllt ist. Aufgrund der festenPhasenbeziehung zwishen Polarisationswelle und frequenzverdoppelter Oberwelle kommtes dann durh Überlagerung zu der geforderten Leistungssteigerung der Oberwelle. DieUmwandlung verbessert sih zudem mit wahsender Länge des Verdopplerkristalls (mei-stens KTP oder KDP), wonah rein theoretish bei entsprehender Länge des Kristalls diegesamte Energie der eingestrahlten Grundwelle in die 2. Harmonishe überführt werdenkönnte. In der Praxis ist das aber niht der Fall, da die Wellen in einem realen Kristallmit wahsender Kristalllänge auseinanderlaufen. Das liegt zum einen an Störungen im



66 5. Kontrolle haotisher LaserdynamikKristall und zum anderen daran, dass das eingestrahlte Laserliht keine reine Sinuswelledarstellt.Diese Grundwelle wird in den allermeisten Fällen von einem Festkörperlaser, z. B. ei-nem Nd:YAG Laser generiert. Dabei handelt sih um einen hemish relativ inaktivenund damit alterungsbeständigen Yttrium-Aluminium-Granat-Wirtskristall (Y3Al5O12), indem die laseraktiven Nd3+-Ionen eingelagert sind. Der Wirtskristall verfügt über mehre-re Pumpbänder, von denen die angeregten Elektronen shnell und strahlungslos in dasmetastabile 4F3/2-Niveau übergehen. Die Verweilzeit beträgt im Durhshnitt 240 µs, derFluoreszenzwirkungsgrad mehr als 99,5%. Bei dem Übergang auf das 4I9/2-Niveau wirddann die am häu�gsten für diesen Laser auftretende Wellenlänge von 1064 nm emit-tiert, wobei durh Variation der Resonatorbedingungen allerdings auh die Abgabe vonStrahlung der Wellenlänge λ = 900nm und λ = 1350nm möglih ist. Um eine intensiveGrundwelle zu erhalten, wird der YAG-Laser seinerseits oft durh Diodenarrays mit ei-nem engen Spektralbereih gepumpt, deren emittierte Strahlung gerade Übergänge in dierelevanten Laserniveaus zulassen.Diese tehnishen Fortshritte führten shlieÿlih Mitte der 1980er Jahre zu den von Baerbeobahteten (haotishen) Intensitätsshwankungen intern frequenzverdoppelter Laser,wenn ein bestimmter, kritisher Wert z. B. für den Pumpstrom oder die Temperatur über-shritten wird [16, 126℄. Gerade diese haotishe Dynamik ist für Anwendungen problema-tish, was zusammen mit der Tatsahe, dass frequenzverdoppelte Nd:YAG Laser häu�gals Quelle kohärenten grünen Lihtes verwendet werden, als green problem in die Literatureinging.5.3 LasermodellZur Simulation dieser Dynamik wurde das von Pyragas et al. [121℄ verö�entlihte undauf den umfangreihen Kenntnissen einer langen Reihe von Lasermodellen [30, 68, 84, 119,155℄ basierende Modell eines intern frequenzverdoppelten Festkörperlasers verwendet. DieZustandsgleihungen für die optishen Moden werden durh
dIj
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∑
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= ∆w 〈uj(x)〉 + w0
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βlj(I
0
l − Il) − ηGj − η

∑

lm

TljmIlGm (5.5b)beshrieben, wobei Ij die Intensität der j-ten Mode und Gj die entsprehende Kleinsi-gnalverstärkung bezeihnet. Im weiteren Verlauf wird die systemimmanente Zeit durh
ϑ = t/T auf dimensionslose Gröÿe reskaliert. Dabei ist T =

√

τcτf/α ≈ 2.19 µs eine



5.3 Lasermodell 67harakteristishe Zeitskala des Lasers, die durh die Umlaufzeit τc = 2L/c im Laserreso-nator der Länge L und die obere Grenze der Fluoreszenzzeit τf = 240 µs determiniert ist.Die später zu untersuhenden Fluktuationen der Ausgangsintensität spielen sih auf derZeitskala der Relaxationsshwingungen des Lasersystems ab, die das Ergebnis des Ener-gieaustaushes zwishen den Atomen der Laserniveaus und der Strahlung innerhalb desResonators sind. Die Frequenz der Oszillationen hängt u. a. von den Resonator-Verlusten
αj , der Fluoreszenz und dem nihtlinearen Koe�zienten ǫ des KTP-Kristalls ab [63℄, durhdessen Einbringen in den Laserresonator die normalerweise stark gedämpften Relaxati-onsshwingungen entdämpft werden. Als Folge davon wird der Laser bei Übershreiteneiner bestimmten kritishen Pumprate w0 instabil. Die Pumprate

w = w0 + ∆w (5.6)wird in diesem Modell durh einen fest vorgewählten Teil w0 und einen variablen Teil
∆w beshrieben. Gerade der variable Teil ∆w ist im Anshluss hieran wihtig für dieStabilisierung des Lasers, da über ihn die Regelung und eine eventuelle, zusätzlihe Mo-dulation auf den Pumpstrom des Lasers wirkt. Die Gl. (5.5a),(5.5b) beshreiben den wohlam verbreitetsten experimentell vorliegenden Fall eines von einem Ende her gepumptenfrequenzverdoppelten Festkörperlasers, wobei das Pumpen als inhomogen bezeihnet wer-den muss, da der YAG- und der Verdopplerkristall niht den gesamten Laserresonatorausfüllen. g bezeihnet einen geometrishen Faktor, dessen Wert von der optishen Pha-senverzögerung durh den Verstärkungs- und den Verdopplerkristall sowie deren Winkelder shnellen Ahsen zueinander herrührt. Beide Kristalle sind doppelbrehend, sodassfür die Simulationen ein Wert von g = 0.1 angenommen wird. Weiterhin muss die Kreuz-sättigung, die in Beziehung zu dem Wettkampf der vershiedenen longitudinalen Modenuntereinander steht, im Lasersystem berüksihtigt werden, was durh die Matrix {βlj}geshieht. Verfügen die Moden l und j über dieselbe Polarisationsrihtung, so ist µlj = g;ist die Mode l senkreht zur Mode j polarisiert, so gilt µlj = 1 − g. Dem nihtlinearenE�ekt der Verdopplung wird durh den nihtlinearen Koe�zient ǫ = 2 · 10−5 Rehnunggetragen, dessen Wert von den Eigenshaften des KTP-Kristalls abhängt. Weiterhin wirdfür alle Moden der gleihe Verlustwert α = 0.01 angenommen, η berehnet sih shlieÿ-lih zu η =

√

τc/(τfα). Anshauliher als der Begri� der Kleinsignalverstärkung ist dieBesetzungsinversion n. Ähnlih wie die Pumprate kann auh sie in einen festen und einenvariablen Anteil
n = n0 + ηϕ (5.7)entwikelt werden, wobei die Funktion ϕ und damit auh die Besetzungsinversion n durhdie Gröÿen Gj, die symmetrishe Matrix {βlj} und den Tensor {Tljk} in die Berehnun-gen ein�ieÿt. Die Gleihung (5.5b) für die Kleinsignalverstärkungen entstand nah Li-nearisierung bei der konstanten Pumprate w0. Weitere Details des Modells können [121℄entnommen werden.

I0
j bezeihnet die Fixpunktintensitäten unter der Voraussetzung, dass die Gln.(5.5a) und(5.5b) in der Nähe des Fixpunktes für w = w0, Ij = I0

j , Gj = 0 erfüllt sind. Nebenbedin-



68 5. Kontrolle haotisher Laserdynamikgung für die Berehnung der Fixpunktintensitäten ist
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(5.9)unter Verwendung von
gl =

L2∆ν2

L2∆ν2 + c2l2
(5.10)und

ul(x) = gl [1 − cos (2π(M + l)x)] (5.11)äuÿert. ∆ν ist die volle Halbwertsbreite in der Verstärkungskurve des YAG-Kristalls und
M die Anzahl an halben Wellenlängen der ersten Lasermode (Index 0) innerhalb desResonators der Länge L. c bezeihnet die Lihtgeshwindigkeit und 〈.〉 die räumliheMittelung

〈f(x)〉 = κ

∫ ∞

0

e−κxf(x)dx (5.12)mit κ = kL, was wiederum dem Vorgang des inhomogenen Pumpens Rehnung trägt,da die äuÿere Pumpe den YAG-Kristall nur bis zu einer harakteristishen Länge 1/Kdurhsetzt. Weiterhin sei angenommen, dass KL ≫ 1. Wihtig ist nun die Shätzung dereinzelnen Koe�zienten in der Nähe des Fixpunktes. Eine Vereinfahung lässt sih durhdie Taylor-Entwiklung des Ausdrukes
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I0
l ul(x) (5.13)erzielen. Durh diese Approximation können der nihtlineare Ausdruk für die Kreuzsät-tigung

βlj =

〈
ul(x)uj(x)

1 +
∑

m I0
mum(x)

〉 (5.14)und der Tensor für die Momente zweiter Ordnung
γljk =

〈
ul(x)uj(x)uk(x)

1 +
∑

m I0
mum(x)

〉 (5.15)



5.3 Lasermodell 69in einem ersten Shritt in die Gleihungen
βlj ≈ 〈ul(x)uj(x)〉 −

∑

m

I0
m 〈um(x)ul(x)uj(x)〉 (5.16a)

γljk ≈ 〈ul(x)uj(x)uk(x)〉 −
∑

m

I0
m 〈um(x)ul(x)uj(x)uk(x)〉 (5.16b)überführt werden. Anshlieÿend sind die jeweiligen Mittelungen über den Bereih desResonators auszuführen, was an dieser Stelle nur zusammenfassend wiedergegeben seinsoll. Man erhält

〈ul〉 ≈ gl (5.17a)
〈uluj〉 ≈ glgj

(

1 +
Kl−j

2

) (5.17b)
〈ulujuk〉 ≈ glgjgk

(

1 +
Kl−j + Kl−k + Kj−k

2

) (5.17)
〈ulujukum〉 ≈ glgjgkgm

(

1 +
Kl−j + Kl−k + Kl−m + Kj−k

2

+
Kj−m + Kk−m

2
+

Kl+j−k−m + Kl−j−k+m + Kl−j+k−m

8

) (5.17d)mit den Koe�zienten
Km = 〈cos (2πmx)〉 =

1

1 + ζm2
, ζ =

(
2π

κ

)2

. (5.18)Aus all diesen Vereinfahungen kann nun shlieÿlih der Tensor Tljk ermittelt werden, derdie Momente erster Ordnung mit denen zweiter Ordnung durh
Tljk =

∑

m

γmlj(β
−1)mk (5.19)verknüpft. Dabei wurden in den Simulationen die folgenden Parameterwerte verwendet:Resonatorumlaufzeit τc ≈ 0.167 ns, Länge des Resonators L = 2.5 cm, K = 5 cm−1,

∆ν = 120 GHz, κ ≈ 12.5.Ein genauerer Blik auf Gl. (5.5a) zeigt auh die Shwierigkeiten, die mit der Frequenzver-dopplung zusammenhängen. Dabei handelt es sih im einzelnen um den Wettkampf zweierkonkurrierender Mehanismen zur Erzeugung der frequenzverdoppelten Laserstrahlung.Die Terme ∝ I2
j entsprehen dem Vorgang der Bildung der Zweiten Harmonishen. Dabeikoppeln zwei Photonen derselben Mode zur Erzeugung eines neuen Photons mit der hal-



70 5. Kontrolle haotisher Laserdynamikben Wellenlänge. Daneben gibt es den Vorgang der Summenfrequenzbildung, dem die Ter-me ∝ IlIj entsprehen. Im Detail koppeln hier zwei Photonen untershiedliher Moden.Beide Mehanismen gehen mit untershiedliher Stärke in die Bildung der Gesamtintensi-tät I =
∑

j Ij ein. Hieraus ergibt sih unter Berüksihtigung der Symmetrie des Modellsbezüglih der Moden die grüne (frequenzverdoppelte) Intensität zu
G ∝

N∑

j=1

p1g(Ij − I0
j )Ij − 2p2

N∑

l=1
l 6=j

µlj(Il − I0
l )Ij

= p1

N∑

j=1

I2
j + 4p2

N∑

j,l=1
j 6=l

µljIlIj −
N∑

j=1

(I0
j − I0

l )Ij.

(5.20)
Die beiden Proportionalitätsfaktoren p1 und p2 sind in ihrer Gröÿe untershiedlih undgewihten somit die Anteile der Zweiten Harmonishen und der Summenfrequenzbildungvershieden stark. Gerade die Summenfrequenzbildung sorgt aber als zusätzliher niht-linearer E�ekt für eine Destabilisierung und damit für das Auftreten von haotishenFluktuationen in der Ausgangsintensität des Lasers. Gl. (5.20) kann analog zu [157℄ in dieFormel

G ∝ 8IxIy + 4g(Ix − Iy)
2 − 3g

N∑

j=1

I2
j (5.21)überführt werden. Danah ist in erster Näherung die Intensität des grünen Laserlihtesproportional zu 8IxIy, wobei diese Näherung jedoh nur bei kleinen infraroten Intensitäten

Ix, Iy in den beiden Polarisationsrihtungen (x, y) bzw. kleinen Pumpraten Sinn maht.Mit wahsendem Pumpstrom wird diese Näherung immer stärker verletzt, es müssen dannweitere nihtlineare Terme berüksihtigt werden. Sowohl im Experiment als auh beimLasermodell stellt sih heraus, dass die beiden infraroten Einzelintensitäten beim Ver-lassen des Fixpunktes gegenphasig shwingen, d. h. δIy = −qδIx unter Verwendung desProportionalitätsfaktors q. Damit sheidet die infrarote Gesamtintensität IIR = Ix + Iyals Regelgröÿe aus, da z. B. für q = 1 ein Verlassen des Fixpunktes anhand der infrarotenGesamtintensität im Gegensatz zu den infraroten Einzelintensitäten erst nah dem Auf-treten anharmonisher Terme und damit nur verzögert detektiert werden kann. ÄhnliheBetrahtungen in Abhängigkeit von der Position des KTP- und Verdopplerkristalls sindin [157℄ nahzulesen.5.4 Der experimentelle AufbauDas im letzten Abshnitt vorgestellte Lasermodell zeigt in guter Näherung die im Laser-experiment feststellbare Dynamik. Montiert ist das betrahtete Lasersystem auf einemstabilen und shwingungsisolierten optishen Tish der Firma Newport, wobei der fre-



5.4 Der experimentelle Aufbau 71Abb. 5.2: Shematisher Aufbau des ver-wendeten Bias-T, um auf den von dem La-serontroller gelieferten Gleihspannungs-pegel (DC) eine Wehselspannung (AC)aufzumodulieren. Maÿnahmen zur Fre-quenzkompensation wurden bereits internverfolgt.quenzverdoppelnde Laser u. a. aus einer Pumplaserdiode (λ = 808 nm) und einem separatan einem xyz-Tish aufgehängten zweiten Resonatorspiegel besteht. Vor diesem zweitenSpiegel sind auh der YAG- und der frequenzverdoppelnde KTP-Kristall angebraht. Die-ser getrennte Aufbau erlaubt zum einen die genaue Positionierung der Festkörperkristallevor der Pumplaserdiode und damit eine Optimierung der Ausgangsintensität. Zum ande-ren bringt diese Aufhängung aber auh Nahteile in Form von Ershütterungsemp�ndlih-keit. An mehreren Stellen im Strahlengang sind Filter installiert, um die unerwünshtePumpstrahlung zu eliminieren oder aber die relevante Laserstrahlung in ihrer Intensitätzu mindern bzw. zu selektieren.Der komplette experimentelle Aufbau für die Regelung dieses frequenzverdoppelten La-sers kann dem Shema der Abb. 5.3a entnommen werden. Das gesamte Lasersystem wirddurh eine Stromquelle betrieben, die den nötigen Pumpstrom w0 bereitstellt. Das vomLaser ausgesandte Liht mit den Wellenlängen 1064 nm für die unverdoppelte und 532 nmfür die frequenzverdoppelte Laserstrahlung durhläuft einen frequenzselektiven Strahltei-ler, mit dessen Hilfe das grüne (linear polarisierte) Liht aus dem Strahlengang entferntwird. Das verbleibende niht frequenzverdoppelte infrarote Liht besteht aus den beidensenkreht zueinander polarisierten Intensitäten Ix und Iy
3 . Die AC-gekoppelten An-teile dieser beiden Intensitäten (Ĩx, Ĩy) oder die grüne Intensität G̃ sind wiederum dieEingangssignale der Regelung, mit deren Hilfe shlieÿlih der Pumpstrom des Lasers mo-duliert wird. Die Modulation erfolgt über einen sogenannten Bias-T (Modulationspunkt,Pioseond Pulse Labs, PSPL Model 5595-LC), über den AC-Signale auf den bestehendenDC-Pegel der Stromquelle aufmoduliert werden können. Dabei handelt es sih bei demBias-T shematish um einen Hohpass in einem Zweig des Aufbaus, um Wehselspan-nungssignale auf den Gleihspannungspegel im anderen Zweig zu modulieren (Abb. 5.2).Um die aufmodulierten Wehselspannungssignale vom Laserdiodenontroller zu entkop-peln, be�ndet sih im DC-Zweig des Bias-T eine Spule, so dass am Ausgang des Bias-T einGleihspannungssignal vom Laserdiodenontroller mit aufgesetztemWehselspannungsan-teil vorliegt. Intern sind allerdings noh weitere Maÿnahmen zur Frequenzkompensationzu �nden.Im Experiment stehen zunähst drei Parameter zur Verfügung. Mit dem Laserdiodenon-troller (Newport, Model 6000) können der Pumpstrom und die Laserdiodentemperatur,3Der gesamte Aufbau zur Aufnahme der infraroten Intensitäten ist drehbar um die optishe Ahsegelagert, damit die Strahlteilung möglihst in Rihtung der Eigenpolarisationsrihtungen geshieht.



72 5. Kontrolle haotisher LaserdynamikAbb. 5.3: (a) Experimenteller Aufbau zurRegelung haotisher Fluktuationen in derAusgangsintensität (Typ-II) eines grünen(λ = 532nm) intern frequenzverdoppeltenNd:YAG Lasers. Die Regelung moduliertüber einen Modulationspunkt (Bias) denPumpstrom. (b) Der frequenzverdoppelteLaser im Experiment: Rehts im Bild ist diePumplaserdiode und davor der zweite (se-parat an einem xyz-Tish aufgehängte) Re-sonatorspiegel mit dem Laserresonator zusehen (kurze Messingröhre). Innerhalb desLaserresonators sind sowohl der YAG- alsauh der KTP-Verdopplerkristall unterge-braht. Zum Abshätzen der Gröÿe des La-sers: benahbarte Bohrungen auf dem op-tishen Tish besitzen einen Abstand von2.5 m.
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mit dem Temperatursteuergerät (Pro�le, TED200) die Temperatur des separat aufge-hängten Resonatorspiegels verändert werden. Alle drei Parameter haben starken Ein�ussauf die Dynamik des Lasers, die zunähst einer eingehenden Untersuhung unterzogenworden ist. Dabei wurde je nah Höhe des Pumpstromes mit dem Grassberger-Proaia-Algorithmus eine KorrelationsdimensionD2
4 von D2 ∈ [3.2, 4.6] festgestellt. Innerhalb des(o�enen) Systems besteht eine durh den Aufbau bedingte Totzeit von ≈ 0.45 µs, was beieiner Hauptfrequenz von a. 1.3MHz einer halben Shwingung entspriht (Abb. 5.4). Dieseim Vergleih zur Systemdynamik lange Totzeit ershwert die Regelung auf einen Fixpunktin erheblihem Maÿe. Zudem bereitet die systemimmanente Instationarität Shwierigkei-ten, die sih im Bereih einiger ms bis Minuten bewegt (bei konstanten Laserparametern,d. h. Pumpstrom, Laserdiodentemperatur, Spiegeltemperatur). Aus diesem Grund sindgroÿ angelegte Rastermessungen an dem Lasersystem niht sinnvoll, da die Bedingungenfür die vershiedenen (Regelungs-) Parameter niht reproduzierbar sind. Lediglih kurzeMessungen des im Vergleih zur Spiegel- und Laserdiodentemperatur shnell veränderli-hen Pumpstromes ersheinen sinnvoll und führen zu den Ergebnissen aus Abb. 5.4. Gutsihtbares grünes Liht tritt ab einem Pumpstrom von a. 700mA auf, der entsprehendeFixpunkt geht dann via Hopf-Bifurkation 5 in einen periodishen Orbit über, der auf dem4Das Korrelationsintegral C(ε) = limN→∞ N−1(N − 1)−1

∑N

j,l=1 Θ(ε − ||x(j) − x(l)||), x(j) ∈ R
m,

j 6= l ist die mittlere Wahrsheinlihkeit dafür, dass Zustände zu zwei untershiedlihen Zeiten j, l auf-grund der Dynamik weniger als ε voneinander entfernt sind. x(j) ist der gemessene (bzw. rekonstruierte)Zustandsvektor zur Zeit j, von denen zur Analyse nur N herangezogen werden. || · || bezeihnet eine Normund Θ(·) die Heaviside-Funktion. Die Korrelationsdimension berehnet sih zu D2 = limε→0 ln (C)/ ln (ε).5Eine (lokale) Bifurkation ist eine qualitative Änderung der Dynamik, wobei im Zuge der Hopf-



5.5 Laser-Stabilisierung 73Abb. 5.4: Bifurkationsdiagrammdes ver-wendeten frequenzverdoppelten Lasers.Die in Abhängigkeit vom Pumpstromauftretenden Frequenzen sind logarith-mish farbkodiert. Die Laserdioden- undSpiegeltemperatur wurden konstant ge-halten. Der systemeigene Fixpunkt gehtvia Hopf-Bifurkation in einen Periode-3-Orbit über, wobei sih die auftretendenFrequenzen nah Durhlaufen einiger pe-riodisher Fenster auf bis zu 1.8MHz in-nerhalb des Chaosbereihs erhöhen.Weg ins Chaos von teilweise höherperiodishen Orbits abgelöst wird. Die haotishe Dy-namik der beiden infraroten Einzelintensitäten ist dabei untershiedlih, während beideIntensitäten bei Annäherung nahezu phasengleih (stabile Rihtung) bzw. bei Verlassendes Fixpunktes gegenphasig shwingen (instabile Rihtung). Ist die Dynamik allerdingsauf einen Fixpunkt relaxiert, sind sowohl die beiden infraroten als auh die grüne Inten-sität konstant.5.5 Laser-StabilisierungFür tehnishe Anwendungen ist gerade dieser Zustand einer konstanten Ausgangsinten-sität für frequenzverdoppelte Laser notwendig, was eine groÿe Herausforderung für alleRegelungsmethoden darstellt. Unglükliherweise vershlimmert sih dieses Problem fürkompakte Laser, die eine starke Tendenz zu Instabilitäten besitzen und zudem durhdas kompakte Design haotisher Dynamik im MHz-Bereih unterliegen. Und so sind seitden ersten Untersuhungen des green problems bei intern frequenzverdoppelten Nd:YAGLasern durh Baer [16℄ viele Anstrengungen unternommen worden, um diese Art der dy-namishen Instabilität zu beseitigen oder zumindest zu reduzieren. Dabei bieten sih ver-shiedene Möglihkeiten an, angefangen mit optishen Korrekturen. So kann z. B. ein λ/4-Plätthen innerhalb des Laserresonators eingefügt werden [68, 104℄, wodurh bei rihtigerWahl des Winkels zwishen den shnellen Ahsen der beiden Kristalle die Summenfre-quenzbildung unterdrükt und nur die Erzeugung von grünem Laserliht durh die ZweiteHarmonishe ermögliht wird. Die Moden sind dann ungekoppelt und die Ausgangsin-tensität dementsprehend konstant, was aber auh durh eine bessere Ausrihtung desKTP-Kristalls in Bezug auf den YAG-Kristall hervorgerufen werden kann [30, 67℄. EineBifurkation ein Fixpunkt des betrahteten dynamishen Systems seine Stabilität verliert. Stattdessenentsteht ein periodisher Orbit. Dieser sogenannte Grenzzyklus ist stabil, wenn der Realteil der Eigen-werte null ist (superkritish) oder instabil, wenn die entsprehenden Realteile > 0 sind (subkritish).



74 5. Kontrolle haotisher Laserdynamikweitere Möglihkeit besteht in der Verwendung eines L-förmigen Resonators [151℄. Dar-über hinaus wurde vorgeshlagen, den Laserresonator entsprehend lang zu gestalten, umeine Energieverteilung auf eine gröÿere Anzahl von Moden zu erreihen. Das wäre natür-lih stabiler, allerdings ist dieser Weg im Zeitalter der Miniaturisierung niht unbedingterwünsht. So kann auh festgestellt werden, dass optishe Eingri�e zwar bei den Fir-men sehr verbreitet sind, aber unter anderen Gesihtspunkten niht immer das Mittelder Wahl darstellen. Jede zusätzlihe optishe Komponente ist mit weiteren Kosten undJustieraufwand verbunden, den Hersteller nur ungern auf sih nehmen möhten.Von daher sind Methoden, die zusätzlih zu den bereits bestehenden Lasersystemen an-wendbar sind, bevorzugt. Unter diesem Gesihtspunkt betrahteten viele Autoren dieDynamik dieser Laser mit dem Ziel, Chaos-Kontrollmethoden bei einem geeigneten Sy-stemparameter, z. B. dem Pumpstrom zu applizieren, um ihre Dynamik zu bändigen [4�6, 33, 36, 49, 50, 119, 120, 131, 157℄. Roy et al. [131℄ waren shon 1992 erfolgreih damit,experimentell instabile periodishe Orbits (UPOs) mit Hilfe von Oasional Proportio-nal Feedbak (OPF, Details im Anhang ab Seite 118) zu stabilisieren. Gills et al. [50℄haben daraufhin diesen Ansatz mit einer Traking-Prozedur kombiniert und damit auhdie Stabilitätsgebiete erweitern können. Die erfolgreihe OPF-Kontrolle von UPOs wurdedann auh bald von Colet et al. [36℄ in Simulationen gezeigt. Dabei kam das Multimoden-Lasermodell von Carr und Shwartz [33℄ zum Einsatz, wobei shlieÿlih auh Fixpunktemit einer abgewandelten Form von OPF stabilisiert werden konnten. Alternativ hierzuwurde in Simulationen [119, 120℄ konventionelle PD-Kontrolle (2.1) zur Fixpunktstabi-lisierung verfolgt. Als Eingangssignale für die Regelung dienten dabei die beiden senk-reht zueinander polarisierten infraroten, niht frequenzverdoppelten Intensitäten einesfrequenzverdoppelten Nd:YAG Lasers. Experimentell wurden diese Untersuhungen vonShenk zu Shweinsberg und Dressler [157℄ an einem Lasersystem mit Intensitätsshwan-kungen von ungefähr 30 kHz durhgeführt.Es bleibt allerdings festzuhalten, dass alle diese Regelungsmethoden bei mittleren und hö-heren Pumpraten, bei denen das sogenannte Typ-II-Chaos auftritt [1, 84℄, versagten. Da-bei sind Moden in untershiedlihen Polarisationsrihtungen aktiv, was beim einfaherenTyp-I-Chaos niht der Fall ist. In den meisten Fällen ist Typ-II-Chaos höherdimensiona-ler als Typ-I-Chaos und damit auh shwieriger zu eliminieren. Für Anwendungen werdenwiederum Laser, die über Typ-II-Chaos verfügen, erwünsht sein, da bei ihnen zum einenwegen des Mehrmodenbetriebes intensivere frequenzverdoppelte Strahlung entsteht imVergleih zum Monomodenbetrieb und zum anderen in der Praxis aus Stabilitätsgründendes Resonators (z. B. hemisphärisher Aufbau) das Auftreten von mehreren untershied-lih zueinander polarisierten Moden nur shwer vermieden werden kann.Eigene Experimente bestätigten die generelle Beobahtung, dass es nahezu unmöglihist, einen kompakten intern frequenzverdoppelten Nd:YAG Laser (Typ-II Chaos, Haupt-frequenzen zwishen 1MHz und 1.8MHz, Systemtotzeit ≈ 0.45 µs, Leistungen im mW-Bereih) mit einem konventionellen P-, PD- oder TDAS-Regler (2.10) bzw. einem einpoli-gen Hohpass�lter (2.13) als Grenzfall von ETDAS (2.11) zu stabilisieren. Motiviert durh



5.6 Regelung des Lasers in der Praxis 75diese shweren Beshränkungen habe ih MDFC und NFF entwikelt und experimentellsowie in Simulationen angewendet, um die auftretenden haotishen Intensitätshwankun-gen erfolgreih auszuregeln.5.6 Regelung des Lasers in der PraxisAls Eingangsgröÿen für die Regelung dienen dazu wahlweise die beiden AC-gekoppelteninfraroten Intensitäten Ĩx und Ĩy (1064 nm) oder die AC-gekoppelte grüne Intensität G̃ mitder Wellenlänge 532 nm. Diese Signale werden mittels analoger Elektronik im Falle vonMDFC verzögert (All-Pass-Filter, die als Bessel-Filter betrieben werden) oder mit NFF ge-�ltert und anshlieÿend wieder über das Bias-T (Modulationspunkt) auf den Pumpstromzurükgekoppelt. Im Detail verläuft die Pumpstrommodulation mittels MDFC und derinfraroten Intensitäten gemäÿ
∆w(t) = axĨx(t − τx) − bxĨx(t) + ay Ĩy(t − τy) − by Ĩy(t) (5.22)bzw. unter Verwendung der grünen Intensität als
∆w(t) = axG̃(t − τx) − bxG̃(t) + ayG̃(t − τy) − byG̃(t). (5.23)Die sehs Parameter (ax, bx, ay, by, τx, τy) werden experimentell eingestellt, um eine Stabi-

(a) (b)

Abb. 5.5: MDFC für das Laserexperiment. (a) Die Verzögerungszeiten für die bei-den infraroten Intensitäten wurden mit einer elektronishen Verzögerungskette, dieaus Allpass�ltern besteht, realisiert. Die gewihtete Di�erenzbildung mit dem un-verzögerten Eingangssignal erfolgt bereits intern. (b) Ausgangsverstärker für dasRegelsignal.lisierung des Fixpunktes herbeizuführen. In beiden Fällen sind τ1 ≈ 0.6 µs und τ2 ≈ 2.8 µstypishe Werte für die angewendeten Verzögerungszeiten. Abb. 5.6a zeigt den Beginn des



76 5. Kontrolle haotisher LaserdynamikRegelprozesses bei einer Pumprate, die dreimal über der Lasershwelle lag. Nah kur-zen Transienten werden die für das ungeregelte System auftretenden Fluktuationen inder Ausgangsintensität auf Raushniveau reduziert, wobei das kurze nohmalige Entfer-nen vom Fixpunkt von der mehanishen Ausführung des Shalters bei Aktivierung der
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Abb. 5.6: Erfolgreihe Stabilisierung der Intensität des frequenzverdoppeltenNd:YAG Lasers unter Anwendung von MDFC (5.22). (a) Dargestellt sind die beiden(AC-gekoppelten) senkreht zueinander polarisierten, niht frequenzverdoppelten in-fraroten Intensitäten, die auh gleihzeitig die Eingangssignale für die Regelung sindund damit der Modulation des Pumpstromes dienen. Das Regelsignal wurde zur Zeit
t = 0 aktiviert. (b) Veränderung der Modenstruktur vor (shwarz) und nah (blau)der Aktivierung einer niht optimal eingestellten Regelung, wodurh sih die Zahlder aktiven Moden von vier auf drei verringert. Die Energie wird neben Verlustenauf die anderen Moden verteilt.Regelung (Abb. 5.5) herrührt (Kontaktprellen). Übliherweise sind bei diesem Laser beiabgeshalteter Regelung zwishen drei und fünf Moden aktiv - je nahdem, wie groÿ diePumprate ist. Versuhe, den Laser bei diesen Bedingungen mit PID-Kontrolle (2.1) oderTDAS (2.10) et. zu stabilisieren, sind fehlgeshlagen. Bei shleht eingestellten Kontroll-parametern wird die Zahl der aktiven Lasermoden nah Aktivierung der Regelung vonvier auf drei reduziert (Abb. 5.6), wobei die Energie in diesem Fall hauptsählih auf dieanderen Moden verteilt wird. Bei geeigneter Wahl der Regelungsparameter bleibt aberdie Anzahl der Moden auh nah dem Zushalten der Regelung erhalten, die auftretendenVerluste sind äuÿerst gering.Für NFF mit zwei Kerb�ltern (3.2), (3.3) ist die Pumpstrommodulation durh die Dif-ferenz der ge�lterten Ausgangssignale V
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] (5.24)gegeben. Hierfür stehen entweder die AC-gekoppelten Komponenten der infraroten In-tensitäten Ĩx, Ĩy oder die grüne Intensität G̃ zur Verfügung, um eine niht-invasive Re-gelung zu gewährleisten [8℄. Die Einstellung der Parameter ist bei geeignet gewählterFiltergüte Q für NFF relativ einfah, wobei die experimentelle Wirkungsweise durh einezusätzlihe Modulation der Resonanzfrequenz eines der beiden Kerb�lter weiter verbes-



5.6 Regelung des Lasers in der Praxis 77Abb. 5.7: NFF für das Laserexperiment.Das gezeigte Gerät enthält bereits zweivon auÿen mit einer Steuerspannung modu-lierbare Wien-Brüken. Die Güte der Fil-ter wird durh den internen Aufbau fest-gelegt und kann von auÿen im Gegen-satz zur Filter-Resonanzfrequenz niht ge-ändert werden. Die Filter-Ausgangssignalewerden anshlieÿend mit der Endstufe ausAbb. 5.5b verstärkt und modulieren viaBias-T den Pumpstrom des Lasers.sert werden kann (siehe Abshnitt 3.1). Als Eingangssignal hat sih für diesen Zwek dieAC-gekoppelte (haotishe) grüne Intensität als geeignet herausgestellt, die entsprehendverstärkt zur Regelung einer der Wien-Brüken herangezogen wird. Hiermit ist es auhmöglih den Ein�uss der Instationarität in einem bestimmten Parameterregime zu mini-mieren und einen stabilen Laserbetrieb über eine längere Zeitspanne zu ermöglihen. EinBeispiel für solh eine längere Fixpunktstabilisierung ist der Abb. 5.8 zu entnehmen, diebei abgeshalteter Regelung haotishe Laserdynamik zeigt. Dargestellt sind die dyna-Abb. 5.8: Fixpunktstabilisierung mitzwei Kerb�ltern (NFF), wobei ein Wien-Filter (3.2) zusätzlih durh die grüneIntensität G̃(t) in seiner Resonanzfre-quenz moduliert wird (3.5). Nah Akti-vierung der Regelung zur Zeit t ≈ 4minwerden die Regelparameter niht mehrverändert. Anhand des spektralen Bifur-kationsdiagramms lässt sih eine länger-fristige Stabilisierung der Ausgangsin-tensität trotz Instationarität erkennen.mishen Zusammenhänge in Form eines zeitlih spektralen Bifurkationsdiagramms, dasdie Anteile der Einzelfrequenzen der auh als Eingangssignal für die Filter fungierendengrünen Intensität G̃ farbkodiert darstellt. Unter diesem Gesihtspunkt ist zu erkennen,dass nah dem Einshalten der Regelung für t > 4 min die haotishe Laserdynamik aufeinen Fixpunkt reduziert wird und somit trotz Instationarität einen stabilen Laserbetriebbei unveränderter Parameterwahl ermögliht. Ein ähnlihes Vorgehen zur Minimierungder Auswirkungen der Instationarität habe ih auh für MDFC experimentell getestet,indem die Verzögerungszeiten entsprehend haotish moduliert wurden. Weiterhin hat



78 5. Kontrolle haotisher Laserdynamiksih gezeigt, dass eine periodishe Modulation der Resonanzfrequenz der Wien-Brükenoder der Verzögerungszeiten von MDFC niht zum erwünshten Erfolg führt, sondern -im Gegenteil - die Dynamik in den allermeisten Fällen komplizierter gestaltet.5.7 Regelung des Lasers in der SimulationDer experimentelle Erfolg von MDFC [4�6℄ und NFF [8℄ bei der Stabilisierung des kom-pakten, intern frequenzverdoppelten Nd:YAG Lasers kann auh anhand des Lasermodellsaus Gl. (5.5a,b) bestätigt werden [9℄. Die Anzahl der aktiven Lasermoden wird genau wieim Experiment durh den Pumpstrom w0 vorgewählt. Im folgenden werde ih mih aufden Fall des Dreimodenbetriebes beshränken, der auh für die vorliegende experimentelleSituation besondere Bedeutung hat. Für das Modell bedeutet dies, dass die Pumprate imBereih w0 ∈ [1.153, 1.519] liegt und die damit verbundene Auswirkung auf die Intensi-täten I−1, I0 und I1 der Moden untersuht wird. Nur in diesem Bereih liefert Gl. (5.5a)für drei aktive Lasermoden physikalish sinnvolle Lösungen mit Ij > 0. Es ist zugleihder einfahste Fall der Modenkon�guration, bei dem neben (quasi-)periodishen Orbitsund instabilen Fixpunkten auh Chaos auftreten kann. Chaotishe Dynamik ist allerdingsniht auf den Dreimodenfall beshränkt, sondern auh für höhere Pumpströme feststell-bar, bei denen noh mehr Moden aktiv sind. Aufgrund des Multimodenbetriebes zeigt derLaser (niht frequenzverdoppelte) infrarote Laserstrahlung in zwei zueinander senkrehtpolarisierten Rihtungen (x, y). Die infrarote Gesamtintensität ist zur Regelung dieser Artvon Lasern niht geeignet, da beim Verlassen des Fixpunktes die beiden infraroten Inten-sitäten nahezu gegenphasig shwingen. Folglih zeigt die infrarote Gesamtintensität IIR,die die Summe der beiden Einzelintensitäten darstellt, kein Verlassen des Fixpunktes an.Die Regelung wird erst aktiviert, wenn die Dynamik sih shon weit von dem eigentlihenFixpunkt entfernt hat und IIR aufgrund von Nihtlinearitäten der Einzelsignale von Nullvershieden ist.Um den System-Fixpunkt zu stabilisieren, wird MDFC [5, 6℄ gemäÿ Gl. (5.22) angewendet.Eingangssignale für die Rükkopplungsshleife sind die beiden AC-gekoppelten infrarotenIntensitäten Ĩx = Ĩ−1 + Ĩ1 und Ĩy = Ĩ0. Die Abb. 5.9 zeigt ein Beispiel einer erfolgreihenFixpunktstabilisierung in der Simulation mit drei aktiven Moden I−1, I0 und I1. Da dasLasermodell relativ hohdimensional und auh teilweise sehr aufwändig ist, soll an dieserStelle auf ausgedehnte Stabilitätsanalysen vergleihbar zu denen aus dem zweiten Kapitelverzihtet werden. Vielmehr wird sih auf eine nummerishe Integration der Zustands-gleihungen des Lasers für drei aktive Moden beshränkt. Zum Einsatz kommt dabei einRunge-Kutta-Löser 4. Ordnung mit konstanter Shrittweite. Abb. 5.10 illustriert die aufdiese Art und Weise berehneten ausgedehnten Stabilitätsgebiete für MDFC aus Gl. (5.22)in der Projektion von Teilen des Parameterraumes, der in diesem Fall durh die Pumprate
w0 und jeweils zwei Verstärkungsfaktoren aus Gl. (5.22) gegeben ist. Die beiden anderenVerstärkungsfaktoren sowie die beiden Verzögerungszeiten τx = 0.332 ms und τy = 0.1 ms
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Abb. 5.9: Fixpunktstabilisierung mit MDFC (5.22) und den zwei Verzögerungszei-ten τx = 0.332 ms und τy = 0.1 ms. Die eingestellte Pumprate entspriht w0 = 1.25,die Verstärkungsfaktoren sind zu ax = 0.8, bx = 0.2, ay = 0.1, by = 0.21 gewählt.Nah dem Aktivieren der Regelung zur Zeit t = 8 ms relaxiert die Systemdyna-mik nah kurzen Transienten auf den systemeigenen Fixpunkt. Ij bezeihnet dieIntensität der drei aktiven Lasermoden j, I−1 und I1 sind parallel zueinander undsenkreht zu I0 polarisiert. IIR steht für die infrarote Gesamtintensität und u für dasangewendete Kontrollsignal (5.22). Eingangsgröÿen für die Regelung sind die beidenAC-gekoppelten infraroten Intensitäten Ĩx = Ĩ−1 + Ĩ1 und Ĩy = Ĩ0.bleiben hierbei jeweils unverändert. Anhand der Abb. 5.10 erkennt man, dass eine Sta-bilisierung des Fixpunktes praktish im kompletten Bereih des Dreimodenbetriebes mitPumpraten w0 zwishen 1.17 und 1.5 möglih ist. Die kompakte Gestalt der Stabilitäts-region o�enbart eine stabile Regelung durh MDFC mit einer niht zu speziellen Wahlder Parameter. Im Gegensatz zu der Stabilisierung mit einem PD-Regler [120℄ gibt es indiesem Fall keine Subintervalle in dem Stabilitätsgebiet, wo keine Stabilisierung möglihist. Zieht man die Untersuhungen der anderen dynamishen Systeme [6℄ sowie die Resul-tate aus Kapitel 2 in Betraht, so lässt sih vermuten, dass die Stabiltätsgebiete nah demZushalten weiterer geeignet gewählter Verzögerungszeiten zusätzlih ausgedehnt werden.Mit Hilfe der Stabilitätsdiagramme erkennt man zudem, dass eine Stabilisierung praktishnur bei asymmetrish gewählten Verstärkungsfaktoren ax 6= bx und ay 6= by möglih ist.Im Gegensatz zu der ursprünglihen Pyragas-Regelung (2.10), die für den betrahtetenDreimodenfall keine Fixpunktstabilisierung ermögliht, ist eine asymmetrishe Wahl derVorfaktoren in der Tat möglih, da für die Stabilisierung des Fixpunktes nur die AC-
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(a) (b)

(c) (d)

Abb. 5.10: Stabilitätsdiagramme für MDFC (5.22), wobei die Parameter, die zueiner erfolgreihen Fixpunktstabilisierung führen, grau gekennzeihnet sind. Vari-iert wurde sowohl die Pumprate w0 im Bereih des Dreimodenbetriebes als auh jezwei der Verstärkungsfaktoren. Die beiden Verzögerungszeiten bleiben währenddes-sen fest auf τx = 0.332 ms und τy = 0.1 ms eingestellt, die jeweils anderen Verstär-kungsfaktoren sind zu (a) zweite Verzögerungskette: ay = 0.23, by = 0.51, (b) ersteVerzögerungskette: ax = 1.09, bx = 0.63 gewählt. (),(d) Variiert wird jeweils eineVerzögerungszeit und ein Vorfaktor, alle anderen Parameter blieben fest eingestellt.() ax = 1.09, bx = 0.63, by = 0.51, τy = 0.1 ms, (d) bx = 0.63, by = 0.51, ay = 0.23,
τx = 0.332 ms. In allen Fällen o�enbart die Projektion des Parameterraumes ausge-dehnte Stabilitätsgebiete.Signale Ĩx, Ĩy oder G̃ verwendet werden. Bei Erreihen des Fixpunktes vershwindet dasRegelsignal automatish - ungeahtet der Vorfaktoren vor den einzelnen Termen. D. h. dasRegelsignal muss keine weiteren Randbedingungen erfüllen, um insgesamt als nihtinva-sive Kontrolle [6℄ zu fungieren. Die Tatsahe, dass asymmetrishe Vorfaktoren niht nurerlaubt, sondern für die Stabilisierung geradezu notwendig sind, wurde auh experimen-tell bestätigt [5℄. Demnah ist asymmetrishes MDFC symmetrishem MDFC und auh(E)TDAS überlegen, was anhand des in Kap. 2 und Kap. 4 behandelten Ein�usses derVerstärkungsfaktoren auf die Übertragungsfunktion der Regelung verständlih ist. Dabei
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Abb. 5.11: Stabilisierung der Laserdy-namik bei gleihzeitiger langsamer Mo-dulation des Pumpstromes w(t) = w0 +
∆w(t) = 1.25 + 0.029 sin(ωt) mit ω =
2π/20ms und festen Kontrollparame-tern. Die Werte entsprehen denen ausAbb. 5.9, Modulation und Regelungwerden beide gleihzeitig für t = 8mseingeshaltet. G bezeihnet die Inten-sität des generierten grünen Laserlih-tes gemäÿ G ∝ 8IxIy + 4g(Ix − Iy)

2 −
3g
∑1

i=−1 I2
i mit g = 0.1. u entsprihtdem angewendeten Regelsignal (5.22),

Ix und Iy den infraroten Intensitäten in
x- und y-Rihtung.ist beahtenswert, dass eine Veränderung der Verzögerungszeit einer Kette hauptsählihdurh den nihtverzögerten Teil der anderen Verzögerungskette kompensiert werden muss.Dieses Ergebnis hat sih ebenfalls experimentell bestätigt.Für tehnishe Anwendungen wie hologra�she Displays ist die Möglihkeit einer weiterenModulation eines stabilen Lasers essentiell, da die Übertragung von Bildinhalten durheine Hell-Dunkeltastung der einzelnen farbigen Laser vor sih gehen soll. Dafür darf derLaser natürlih niht seine Stabilität verlieren. Diese Modulation der Helligkeit des Laserswird auf sehr viel langsameren Zeitskalen vonstatten gehen als die eigentlihe (haotishe)Laserdynamik. Abb 5.11 zeigt eine Simulationmit einer solhen zusätzlihen sinusförmigenModulation, die mit einer Frequenz von ≈ 50 Hz auf den Pumpstrom des Lasers wirkt.Aktivierung von MDFC zur Zeit t = 8ms führt einerseits zu einer Unterdrükung derhaotishen Fluktuationen in der Ausgangsintensität des Lasers für die beiden infraroten(Ix und Iy) und die grüne Intensität (G) und andererseits zu sinusförmigen Oszillationenentsprehend der äuÿeren Modulation. Die verwendeten Regelparameter lauten ax = 0.8,

bx = 0.2, ay = 0.1, by = 0.21, τx = 0.332 ms und τy = 0.1 ms. Der Modulationse�ektkommt bei der infraroten Intensität Ix stärker zum Vorshein als bei Iy, da Ix = I−1+I1 auszwei Moden besteht, die beide moduliert werden im Gegensatz zu Iy = I0, bestehend ausnur einer modulierten Mode. Anhand des Regelsignals erkennt man, dass es sih hierbeizunähst um ein Beispiel einer invasiven Regelung handelt, da u(t) 6= 0. Bei Erreihen desFixpunktes (d. h. nah Abshalten der zusätzlihen sinusförmigen Modulation) ist dannallerdings mit u(t) = 0 eine nihtinvasive Regelung gewährleistet.Neben MDFC war auh NFF geeignet, die Dynamik dieses frequenzverdoppelten La-sers auf einen Fixpunkt zu reduzieren - sowohl im Modell als auh in der Praxis [8℄.Eingangssignale V
(1)
in , V

(2)
in für die Rükkopplung der Gl. (5.24) sind wiederum die beidenniht frequenzverdoppelten infraroten Intensitäten Ĩx = Ĩ−1 + Ĩ1 und Iy = I0. Abb. 5.12



82 5. Kontrolle haotisher Laserdynamik
0 5 10 15 20 25 30 35

0

0.1

0.2

0.3

I x [a
.u

.]

0 5 10 15 20 25 30 35
0

0.1

0.2

I y [a
.u

.]

0 5 10 15 20 25 30 35
0

0.05

0.1

G
 [a

.u
.]

0 5 10 15 20 25 30 35
−0.2

0

0.2

t [ms]

u 
[a

.u
.]

Abb. 5.12: Simulation der Fixpunktstabilisierung eines frequenzverdoppelten La-sers durh die Anwendung von zwei Kerb�ltern (3.2), (3.3). Ix und Iy bezeih-nen die infraroten Intensitäten, deren AC-Anteile als Eingangsgröÿen für die Re-gelung fungieren. G ist die Intensität der frequenzverdoppelten grünen Laserstrah-lung, u(t) bezeihnet das Regelsignal (5.24). Der konstante Teil der Pumprate seizu w0 = 1.247 mit den Kontrollparametern k1 = 0.9, k2 = 1.7, R1 = 3590 Ω,
R2 = 420 Ω, C1 = C2 = 25mF und Q1 = Q2 = 0.5 gewählt. Die Regelung wird für
t = 8ms aktiviert und stabilisiert die Ausgangsintensität des Lasers relativ shnell,wobei das Regelsignal u(t) nah Erreihen des Fixpunktes vershwindet (nihtinva-sive Kontrolle wegen der AC-Kopplung der Eingangssignale).zeigt ein Beispiel einer auf diese Weise herbeigeführten Fixpunktstabilisierung nah Ein-shalten der Regelung zur Zeit t = 8ms. Dabei fällt auf, dass in diesem Beispiel die Inten-sität des grünen Laserlihtes nah Ablauf der Transienten im stabilisierten Fall höher istals im Chaosbereih. Diese Beobahtung konnte auh am Experiment bestätigt werden.Die Abhängigkeit der Fixpunktstabilisierung von den Filtergüten Q1 = 0.2; Q2 = 0.5;

Q3 = 0.8; Q4 = 1.1; Q5 = 1.5 ist in Abb 5.13a gezeigt, wobei die Stabilitätsgebieteentsprehend der vorher angegebenen Reihenfolge von dunkel nah hell gekennzeihnetsind. Wiederum ergeben sih die Stabilitätsdiagramme durh nummerishe Integrationder Zustandsgleihungen (5.5a,b) für eine fest eingestellte Pumprate von w0 = 1.243.Die zugehörigen Verstärkungen seien auf die Werte k1 = 0.9 und k2 = 1.7 �xiert. An-hand dieser Abbildung erkennt man, dass die Filterqualität niht zu hoh gewählt wer-den sollte, da dadurh die Stabilitätsgebiete wieder shrumpfen. In der Praxis verbietetsih eine zu hohe Güte, da die Filter dann sehr genau eingestellt werden müssen und
|T (f)| ≈ 0 für weite Einstellbereihe der Resonanzfrequenz teilweise shwierig zu bewerk-
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(a)

(b)

Abb. 5.13: Stabilitätsbereihe in der
R1-R2-Parameterebene für die Reso-nanzfrequenzen f1, f2 der Kerb�l-ter (3.2) zur Regelung des Laser-modells. Parameterkombinationen, diekeine Fixpunktstabilisierung erzielen,sind weiÿ dargestellt. (a) Die Stabili-tätsbereihe shrumpfen mit wahsen-der Güte Qj (von dunkel nah hell)bei fest eingestellter Verstärkung. (b)Stabilitätsbereihe shrumpfen eben-falls bei fester Güte Qj und gleihzeiti-ger Verstärkungserhöhung (von dunkelnah hell).stelligen ist. Abb. 5.13b verdeutliht zudem unter Verwendung von k1 = 1.1, k2 = 1.6;

k1 = 1.3, k2 = 1.4; k1 = 1.5, k2 = 1.3; k1 = 1.7, k2 = 1.3; k1 = 1.9, k2 = 1.3 für dievon dunkel nah hell markierten Gebiete, dass die Stabilitätsbereihe bei fest eingestellterFiltergüte Q1 = Q2 = 0.5 am meisten vergröÿert werden, wenn die Verstärkungsfaktoren
k1 und k2 der beiden Kerb�lter untershiedlih (asymmetrish) und niht zu groÿ gewähltsind. Das bestätigt noh einmal die Ergebnisse, die auh shon bei MDFC zu Tage traten.5.8 PhasensynhronisationWird der Gedanke einer Regelung zu Gunsten einer Steuerung aufgegeben, so war beiden eigenen Experimenten keine Fixpunktstabilisierung mehr möglih. Stattdessen lagdas Augenmerk auf der (haotishen) Phasensynhronisation [129, 130℄, wofür es ledig-lih einer festen Bedingung |nΦd − mΦr| < const, n, m ∈ N zwishen der Phase Φddes treibenden und der Phase Φr des getriebenen Systems [129, 130℄ bedarf, die hierbeigeeignet zu de�nieren sind. Die Amplituden der beiden Systeme sind hingegen unter-shiedlih, wobei für haotishe Phasensynhronisation die Amplitude mindestens einesSystems haotish bleibt. In der Literatur lassen sih mehrere Publikationen �nden, in de-nen Phasensynhronisation für vershiedene theoretishe und experimentelle (haotishe)Systeme festgestellt wurde [43, 93, 130, 147℄. Häu�g standen in diesem Zusammenhang La-ser im Fokus der experimentellen Untersuhungen. So wurde ein CO2-Laser analysiert, beidem ein Teil der Ausgangsintensität dazu diente, einen innerhalb des Laserresonators plat-zierten elektrooptishen Modulator zu beein�ussen. Durh die damit bewirkte Verände-rung der Resonatorverluste konnte bei geeigneter Parameterwahl Phasensynhronisationnahgewiesen werden [11, 29℄. Das gleihe Vorgehen führte auh für einen Nd:YAG-Laserzum Erfolg [94℄. Zudem wurde Phasensynhronisation bei Halbleiterlasern [46℄ und in



84 5. Kontrolle haotisher LaserdynamikLaser-Anordnungen [40℄ festgestellt, z. B. bei zwei bidirektional gekoppelten Nd:YAG-Lasern [76℄. Einshränkend muss allerdings gesagt werden, dass bei all den genannten Un-tersuhungen immer entweder zwei gleihe, bidirektional gekoppelte Laser oder aber Lasermit der beshriebenen Selbstmodulation verwendet wurden. Unter diesem Gesihtspunktist der experimentelle Nahweis haotisher Phasensynhronisation für zwei untershiedli-he und lediglih unidirektional gekoppelte Systeme bislang ausgeblieben. Motiviert durhdieses fehlende experimentelle Beispiel habe ih den zur Verfügung stehenden kompak-ten frequenzverdoppelten Laser in dieser Hinsiht untersuht und im Zuge dieser Arbeitexperimentell haotishe Phasensynhronisation an dem vorhandenen Lasersystem fest-stellen können. Zu diesem Zwek wurde der Pumpstrom des frequenzverdoppelten Lasersunter Verwendung des Aufbaus aus Abb. 5.15a durh ein sinusförmiges Generatorsignalmoduliert. (Chaotishe) Phasensynhronisation liegt in diesem Zusammenhang vor, wenndie Phasen der Shwingungen des Generators und die Intensitätsshwankungen des Laserseine feste Beziehung zueinander aufweisen, während die Amplituden jeweils für sih ihrereigenen haotishen oder periodishen Dynamik folgen. Um die gemessenen Zeitreihen imHinblik auf Phasensynhronisation zu untersuhen, muss allerdings zunähst eine Phasede�niert werden, was bei einem haotishen (Laser-)Signal niht ohne weiteres möglih ist.Einen Spezialfall bilden hierbei Systeme, die nah einer zweidimensionalen Einbettung imwesentlihen einen Attraktor o�enbaren, der in dieser niedrigdimensionalen Darstellungeiner Spirale um einen festen Punkt im Zustandsraum ähnelt. Für die angesprohene zwei-dimensionale Einbettung eignet sih die Verwendung der Hilbert-Transformation bzw. desanalytishen Signals 6, dessen Real- und Imaginärteil gegeneinander aufgetragen werden.Auf diese Weise kann im Einzelfall rein visuell entshieden werden, ob Phasensynhronisa-tion vorliegt oder niht - je nahdem, ob in einer stroboskopishen Aufnahme die Dynamikdes Lasers auf ein räumlih stark begrenztes Gebiet beshränkt bleibt. Für die Realisierungdieser stroboskopishen �Beleuhtung� bietet es sih an, die Intensitätsshwankungen desLasers z. B. bei den Nulldurhgängen der ansteigenden Flanke des Generators zu detektie-ren und entsprehend zu kennzeihnen. Ein Beispiel für dieses Vorgehen zeigt Abb. 5.14,in der das phasensynhronisierte Lasersignal aus Abb. 5.14a in zwei Dimensionen einge-bettet und die bei den Nulldurhgängen des Generatorsignals vorliegende Laserdynamikrot dargestellt ist. Allerdings muss eine so vorgenommene Klassi�zierung weiter geprüftwerden, da aufgrund der niedrigdimensionalen Einbettung falshe nähste Nahbarn er-6Bei der Hilbert-Transformation der Funktion f(x) handelt es sih um die lineare und zeitinvarianteIntegraltransformation
H(y) =

1

π

∫
∞

−∞

f(x)

y − x
dx, (5.25)bei der allerdings der Hauptwert des angegebenen Integrals ausgewertet werden muss. Im Detail wirdhierdurh die Faltung der reellen Funktion f(x) mit der Übertragungsfunktion h(y) = (πy)−1 beshrie-ben. Hauptanwendungsgebiet ist die Extrahierung der Phase aus einem reellen Signal bzw. einer reellenZeitreihe. Zudem kann gezeigt werden, dass mit Hilfe der Hilbert-Transformation H(s), dem Signal s unddem daraus resultierenden analytishen Signal F (s) = s + iH(s) [116℄ eine optimale Einbettung in zweiDimensionen vorgenommen werden kann.
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Abb. 5.14: (a) Experimentelles Beispiel für haotishe Phasensynhronisation beifester Parameterwahl für den Generator und den Laser. (b) Zugehöriges Fourier-spektrum, das die Übereinstimmung der Hauptfrequenzen des Laser- und Genera-torsignals zeigt. () Zweidimensionale Einbettung des getriebenen Lasersignals aus(a) mit Hilfe des analytishen Signals. Die Nulldurhgänge der ansteigenden Flankedes Generatorsignals dienen der stroboskopishen �Beleuhtung� der Laserdynamik(rot markiert). (d) Rekurrenzplot P (τ) vs. τ für das Laser- und das Generatorsignalaus (a). (e),(f) Beispiel für keine Phasensynhronisation, erkennbar an der (e) zwei-dimensionalen Einbettung sowie an den Rekurrenzverläufen. Die Bezeihnungen in(e),(f) stimmen mit denen aus (),(d) überein.zeugt werden könnten, die im Ende�ekt zu einer verzerrten Darstellung der wirklihenDynamik führen. Von daher ist eine mehrfahe Einbettung in untershiedlihen Dimen-sionen zu bevorzugen, um eine Entsheidung darüber zu tre�en, ob wirklih (haotishe)Phasensynhronisation vorliegt oder niht. Eine weitere Analyse kann neben der Prüfungder Übereinstimmung der Hauptfrequenzen in den Spektren des Treiber- und Antwort-Systems (Abb. 5.14b) durh Rekurrenzplots 7 vorgenommen werden [127℄. Dieser Testberuht auf der Selbstähnlihkeit der (haotishen) Signale, für die die Rekurrenz
P (τ) =

1

N − τ

N−τ∑

i=1

Θ(ǫ − ||xj − xj+τ ||) (5.26)nah Vershieben um die Zeit τ ein lokales Maximum besitzt. Die Heaviside-Funktion
Θ(ǫ−||xj −xj+τ ||) liefert in diesem Zusammenhang den Funktionswert 1, wenn die Punk-te xj und xj+τ des (rekonstruierten) Zustandsraumes weniger als ε voneinander entfernt7In einem Rekurrenzplot werden die Zeiten gra�sh dargestellt, zu denen eine betrahtete Trajektorieim Phasenraum wieder in die Nahbarshaft des Ausgangspunktes zur Zeit t0 zurükkehrt. Möglih istdiese Rekurrenz von Zuständen, da viele Prozesse in der Natur periodishen bzw. oszillatorishen Cha-rakters sind und sih selbst für nihtlineare und haotishe Systeme Zustände nah einer bestimmtenZeitspanne aufgrund des Determinismus und der Ergodizität wieder unendlih nahe kommen.



86 5. Kontrolle haotisher Laserdynamiksind. Andernfalls nimmt die Heaviside-Funktion den Wert 0 an. Da das treibende Ge-neratorsignal periodish ist, liegt nah dem Vershieben um eine Periode T = τ wiederdasselbe Signal vor, woraufhin P (τ) = 1 ist. Bei einem haotishen Signal wird P (τ) = 1niht erreiht, sondern bleibt auf Bereihe P (τ) < 1 beshränkt, wobei benahbarte Ma-xima jeweils vershiedene Funktionswerte besitzen. Zeigt nun Gl. (5.26) für das Treiber-und das Antwortsignal zu den gleihen Rekurrenzzeiten τ Maxima, so liegt Phasensyn-hronisation vor. Ein Beispiel für diesen Sahverhalt ist in der Abb. 5.14d dargestellt,die die Rekurrenzverläufe P (τ) für das Laser- und das Generatorsignal in Abhängigkeitvon der Rekurrenzzeit τ zeigt. Dass die Phasensynhronisation haotish ist, kann anhandder untershiedlihen Höhen der Rekurrenzmaxima des Lasersignals erkannt werden. ImVergleih hierzu zeigen die Rekurrenzverläufe in Abb. 5.14f zu niht übereinstimmendenRekurrenzzeiten τ Maxima. Es handelt sih demzufolge um ein Beispiel keiner vorhande-nen Phasensynhronisation. Dieser Sahverhalt kann auh der stroboskopishen Abb. 5.14e8 entnommen werden. Dabei bleibt die stroboskopish durh den Generator �beleuhte-te� Laserdynamik niht auf ein enges räumlihes Gebiet beshränkt, d. h. die Phasen desGenerators und des Lasers sind niht miteinander gekoppelt.Für die Ermittlung der Rekurrenzverläufe wurden sowohl das Generator- als auh dasLasersignal entsprehend der Dimensionsanalyse aus Abshnitt 5.4 in fünf Dimensioneneingebettet. Die anshlieÿende Berehnung von P (τ) gemäÿ Gl. (5.26) hängt allerdingskritish von der ǫ-Umgebung ab. Wird ǫ zu klein gewählt, sind die Amplituden des resul-tierenden P (τ) für das (haotishe) Lasersignal sehr klein und in Gegenwart von (starkem)Messraushen u.U. shwer zu detektieren. Wird andererseits ǫ zu groÿ gewählt, liegen naheiner Einbettung bei shnell abgetasteten Signalen entsprehend viele Punkte innerhalbder gewählten ǫ-Umgebung. Demzufolge zeigt P (τ) für einen ausgedehnten Bereih von
τ -Werten einen konstanten, maximalen Verlauf mit P (τ) = 1. Im eigenen Experimentwurden alle 20 ns Generator- und Lasermesswerte akquiriert. Für die Auswertung hatsih ǫ = 0.05∆ als sinnvoll herausgestellt, wobei ∆ der Durhmesser des eingebettetenAttraktors in der Raumrihtung mit der gröÿten Ausdehnung ist.Neben diesen Beispielen für einen festen Parametersatz (Laser: Pumpstrom sowie die Tem-peratur des zweiten Spiegels und der Pumpdiode, Generator: Frequenz und Amplitude desverwendeten Sinussignals) ist natürlih eine ausgedehnte Messung im Parameterraum zurgenauen Lokalisierung des Auftretens der haotishen Phasensynhronisation von Inter-esse. Unglükliherweise behindert die Instationarität des Lasersystems eine solhe ausge-dehnte Messung und lässt nur eine sehr eingeshränkte Äquivalenzmessung mit geringererAu�ösung zu. Diese liegt in Form eines 40× 40-Rasters vor, wobei die Amplitude und dieFrequenz des Generators verändert und die resultierende Laserdynamik detektiert wurde.Für die Auswertung kommt die Kreuzkorrelation

C =

〈
P̄L(τ)P̄G(τ)

〉

σLσG
(5.27)8Zweidimensionale Einbettung mit Hilfe der Hilbert-Transformation (5.25) bzw. des analytishen Si-gnals.
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Abb. 5.15: (a) Experimenteller Aufbaufür die Synhronisationsmessung am fre-quenzverdoppelten Laser. Als Messsignalfür das getriebene Lasersystem stehen dieinfraroten oder die grüne Intensität zurVerfügung. (b) Dargestellt ist der Korre-lationskoe�zient C vs. Generatorfrequenz
f und Generatoramplitude A. Für dieBerehnung des Korrelationskoe�zientenwurde das Generatorsignal und die grü-ne Intensität verwendet. Zu erkennen isteine typishe Arnold-Zunge als hell ge-färbtes Synhronisationsgebiet. ChaotishePhasensynhronisation ist an den Rändern,periodishe Phasensynhronisation in deninneren Bereihen der Arnold-Zunge zu�nden.zum Einsatz. Bei P̄L(τ), P̄G(τ) handelt es sih um die von dem jeweiligen Mittelwertbefreiten Rekurrenzverläufe PL(τ), PG(τ) des Laser- bzw. Generatorsignals. σG und σLbezeihnen die zugehörigen Standardabweihungen von P̄L(τ) und P̄G(τ). Liegt Phasen-synhronisation vor, so hat die Kreuzkorrelation C (5.27) ein Maximum bzw. einen hohenWert. Besitzen P̄G(τ) und P̄L(τ) niht an derselben Stelle Maxima, so hat die resultierendeKreuzkorrelation einen geringen Wert. Im einzelnen ergibt sih mit diesem Vorgehen derin Abb. 5.15b präsentierte Zusammenhang, der den Korrelationskoe�zienten C zwishendem Laser- und dem Generatorsignal in der f -A-Parameterebene des Generators darstellt.Im wesentlihen ergibt sih Synhronisation in dem hellen, keilförmigen Gebiet (Arnold-Zunge), an dessen Rand die haotishe Phasensynhronisation angesiedelt ist. Zur Mitteder Arnold-Zunge hin wird die haotishe Phasensynhronisation von periodisher Pha-sensynhronisation abgelöst. Die Untersheidung zwishen haotisher und periodisherPhasensynhronisation kann in diesem Zusammenhang entweder durh einen Vergleihder Höhen der Rekurrenzmaxima (im Falle eines periodishen Signals sind alle Maximagleih hoh) entsprehend Abb. 5.14 oder mit Hilfe der Autokorrelationsfunktion vorge-nommen werden. Dabei wird ein Signal als periodish angenommen, wenn die zugehörigeAutokorrelationsfunktion (mehrmals) den Wert 0.89 übershreitet.
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Kapitel 6Räumlih ausgedehnte Systeme
6.1 AllgemeinesBisher wurde sowohl MDFC als auh NFF lediglih auf (räumlih konzentrierte) zeitkon-tinuierlihe Systeme angewendet. Der Übergang zu räumlih ausgedehnter Dynamik kannin diesem Zusammenhang am einfahsten durh die Betrahtung von Abbildungsgitternvorgenommen werden, wodurh gleihzeitig auh ein Wehsel von (zeit)kontinuierliherzu (zeit)diskreter Dynamik statt�ndet. Häu�g wird unter diesem Gesihtspunkt als ein-fahster Repräsentant zeitdiskreter Systeme die logistishe Abbildung

f(xn) = xn+1 = 4λxn(1 − xn) + un, λ ∈ [0, 1] (6.1)gewählt, die wiederum durh Kopplung mehrerer Abbildungen auf räumlihe Systemeverallgemeinerbar ist. Die Dynamik von Gl. (6.1) verändert sih dabei durh Variationdes Parameters λ und deaktivierter Regelung un vom Fixpunkt, bzw. Periode-1-Orbit übervershiedene periodishe Orbits bis hin zum Chaos (λ > 0.89), das für λ = 1 am stärkstenausgeprägt ist und im folgenden mittels des Kontrollsignals un zugunsten des Fixpunktes
x0 = 1− (4λ)−1 eliminiert werden soll. Dabei stellt sih wieder die Leistungsfähigkeit derMDFC-Rükkopplung heraus, die klare Vorteile gegenüber der herkömmlihen TDAS-Kontrolle

un = k (xn−τ − xn) (6.2)besitzt. So kann mit MDFC und zwei untershiedlihen Verzögerungszeiten der Periode-1-Orbit der logistishen Abbildung (6.1) (entspriht einem Fixpunkt) noh bis λ = 0.98stabilisiert werden, bei Verwendung von vier untershiedlihen Verzögerungszeiten sogarfür λ = 1. Mit TDAS ist dieser Orbit nah meinen Untersuhungen nur bis zu einem Wertvon λ = 0.91 stabilisierbar. Aufshluss über diesen Sahverhalt vermittelt Abb. 6.1, in derTDAS-Kontrolle für λ = 0.98 niht mehr zu einer Stabilisierung des Fixpunktes führt.89
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Abb. 6.1: (a) TDAS-Kontrolle der logistishen Abbildung aus Gl. (6.1) für λ =
0.98. Die Aktivierung der Regelung mit τ = 2 erfolgt für n = 10000. τ ≥ 2 istnotwendig, damit es sih niht um einen verstärkten D-Kontroller handelt (τ = 1).(b) Zugehöriges Regelsignal. Es ist keine Stabilisierung des Periode-1 Orbits möglih.Der Übergang zu räumlih ausgedehnten Systemen kann nun z.B. über die Kopplungmehrerer logistisher Abbildungen zu einem Ring (d. h. periodishe Randbedingungen)vorgenommen werden, was in entsprehender Verallgemeinerung von Gl. (6.1) zu

xn+1(i) = (1 − ǫ)f(xn(i)) +
ǫ

2
[f(xn(i − 1)) + f(xn(i + 1))] + un(i) (6.3)für den Ort i mit ǫ ∈ [0, 1] führt. Hierbei handelt es sih um eine bidirektionale Kopplung,bei der jede logistishe Abbildung mit dem Kopplungsfaktor ǫ auf seine beiden nähstenNahbarn wirkt. Diese Art des räumlih ausgedehnten Systems unterlag shon vielfältigenUntersuhungen bezüglih Bifurkationsverhalten [74, 75℄, Synhronisation [61℄ und Rege-lung [79�81, 110℄. Für die Stabilisierung des kompletten räumlihen Gebietes sei an dieserStelle das Regelsignal

un(i) =
4∑

j=1

kmaxn−τm
(i) − kmbxn(i) (6.4)mit den Verstärkungen kma, kmb und der zeitverzögerten Messgröÿe xn−τm

(i) am Ort iangewendet, das nur vershwindet, wenn jeder Oszillator seinen (entsprehend für alleidentishen) Fixpunkt erreiht hat. Ein Beispiel für solh eine erfolgreihe Stabilisierungveranshauliht Abb. 6.2, in der 50 logistishe Abbildungen für λ = 1, d. h. voll entwikel-tes Chaos in Form einer Ringtopologie miteinander verknüpft sind. Nah Beginn derRegelung (6.4) für n > 10000 wird das komplette dynamishe Gebiet auf den systemeige-nen Fixpunkt stabilisiert, das Regelsignal jedes Oszillators vershwindet (Abb. 6.2b). DieWirksamkeit von mehreren Verzögerungszeiten wurde inzwishen für iterierte Systemeunabhängig von mir in [92℄ dokumentiert, wodurh MDFC bestätigt wird. Das Problembei der Regelung iterierter Abbildungen mit Hilfe von MDFC ist allerdings, dass es sihbei den Verzögerungszeiten τm sehr shnell um ganzzahlige Vielfahe voneinander handelt,wodurh der Untershied zu (E)TDAS unter Umständen nur noh durh die individuellenVorfaktoren gegeben ist. Von daher soll die Welt der iterierten Systeme nah diesem kurz-en Intermezzo wieder zu Gunsten der zeitkontinuierlihen Dynamik verlassen werden, die
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Abb. 6.2: Stabilisierung eines räumlih ausgedehnten Systems, bestehend aus 50zu einem Ring gekoppelten logistishen Abbildungen (6.3) mit λ = 1, ǫ = 0.5. Dieeingesetzte MDFC-Regelung aus Gl. (6.4) mit vier untershiedlihen Verzögerungs-zeiten τ1 = 2, τ2 = 4, τ3 = 5, τ4 = 7 und den symmetrishen Verstärkungsfak-toren k1a = k1b = 0.3, k2a = k2b = 0.2, k3a = k3b = 0.1, k4a = k4b = 0.2 wirdnah 1000 Iterationen aktiviert. Dabei wird jede logistishe Abbildung nur auf sihselbst zurükgekoppelt, der Ein�uss der nähsten Nahbarn erfolgt lediglih überden Kopplungsparameter ǫ.in räumlih ausgedehnten Systemen [109, 111, 112℄ ebenfalls raum-zeitlihes Chaos in Hin-blik auf irreguläre Wellenfronten, Amplituden, turbulente Dynamik oder Spiralwellen [37℄zeigt. Beispiele für räumlihe, komplexe Dynamik sind Flüssigkeitskristalle [48, 95, 103℄,die Carbon-Monoxid-Oxidation auf einer (110)-Pt Ober�ähe [21�23, 66, 77℄, das Herzge-webe [45℄, elektrohemishe Gleihgewihtsreaktionen [152℄ oder zweidimensionale Anord-nungen von elektronishen Oszillatoren [60℄.In vielen Situationen ist raum-zeitlihes Chaos allerdings unerwünsht. Man denke in die-sem Zusammenhang z. B. an das menshlihe Herz, das im gesunden Zustand laufendeWellen generiert, die sih um den Herzmuskel herum ausbreiten. Als Folge von Unre-gelmäÿigkeiten im Herzgewebe oder Krankheiten spalten sih diese Wellen in mehrereSpiralwellen auf, die den Beginn von Herzrhythmusstörungen und Fibrilation kennzeih-nen bzw. nah sih ziehen. Aber auh in der Tehnik treten störende Spiralwellen beivielfältigen Anwendungen auf, beispielsweise bei der Elektrokatalyse in Treibsto�zellen,Korrosion, der elektrohemishen Bearbeitung von Metallen oder aber bei der Generationvon Mustern und Clustern, die häu�g mit komplexer raum-zeitliher Dynamik einher-gehen. All diese Beispiele haben gemein, dass (Regelungs-)Methoden benötigt werden,um die Dynamik im Hinblik auf die gewünshte Zieldynamik zu beein�ussen. Aus die-sem Grund wurden in den vergangenen 10 Jahren vershiedene Strategien verfolgt, umraum-zeitlihes Chaos zu beherrshen und die entsprehenden Systeme handhabbar zumahen [96℄. Da es um räumlih ausgedehnte Systeme geht, können Randbedingungenoder kleine räumlihe Inhomogenitäten dazu verwendet werden, die Systemdynamik inbestimmten Bereihen zu kontrollieren. Solh statishe Methoden kamen z.B. in [105℄



92 6. Räumlih ausgedehnte Systemezum Einsatz, um Spiralwellen zu zerstören oder um stationäre bzw. atmende Muster zuerzeugen [56℄. Darüber hinaus können durh diese Tehnik Spiralwellen zum Driften ver-anlasst [25℄ bzw. unterdrükt [13℄ sowie bestimmte Wellenmuster erzeugt werden [42℄.Diesen statishen Methoden stehen aktive Möglihkeiten der Manipulation gegenüber, diez. B. via externer Modulation [12, 83, 89, 114, 133, 159, 161℄ oder in Form von elektrishenPulsen bei der Zerstörung von Spiralwellen eingesetzt werden können, z. B. im Herzgewebe(De�brilation) [107℄. Nahteile der De�brilation sind allerdings die niht zu vermeidendenFolgeshäden wie Rippenbrühe et., die von zu stark gewählten Stromstöÿen herrühren.Unter diesem Gesihtspunkt wären angepasste Regelungsmethoden diesen Steuerungenaufgrund der geringeren benötigten Kontrollkraft vorzuziehen. Generell wurden zur Re-gelung raum-zeitliher Dynamik im wesentlihen die bereits genannten Methoden OGYund (E)TDAS [20, 28, 55, 109, 111℄ sowie einfahe Proportionalkontrolle verwendet. So istes unter anderem mit Proportionalregelung unter Benutzung einer oder mehrerer Obser-vablen des Systems für die Erzeugung des Regelsignals möglih, auf Spiralwellen Ein�usszu nehmen. Allerdings ist dieses Ergebnis niht für alle Systeme verallgemeinerbar.Das Kontrollsignal kann in diesem Zusammenhang sowohl lokal als auh global zum Ein-satz kommen [42, 111℄. Lokale Kontrolle berüksihtigt in ausgewählten kleinen Gebietenermittelte Signale, die auh nur lokal zur Regelung herangezogen werden. Globale Kon-trolle umfasst das gesamte dynamishe Gebiet, in dem entweder ortsspezi�sh individuelleoder ein gemitteltes Signal für den gesamten Bereih angewendet wird. Es hat sih aller-dings shon mehrfah gezeigt, dass die Ergebnisse, die sowohl lokale als auh globaleRükkopplungen herbeiführen, in weiten Bereihen sehr ähnlih sind [20℄. Ein weitererRegelungsmehanismus wurde in [51, 53℄ einer eingehenden Untersuhung unterzogen, beider lokal ein Stimulus in der Belousov-Zhabotinsky-Reaktion angewendet wurde, sobaldsih Wellenfronten durh einen bestimmten Messpunkt bewegt haben. Chaos-Kontrolleunter Verwendung zeitverzögerter Dynamik wurde, wie bereits mehrfah in diesem Kon-text genannt, zuerst von Pyragas vorgeshlagen [117℄, wobei sih herausstellte, dass da-mit eine e�ziente Regelungsmethode unter dem Gesihtspunkt der praktishen Anwen-dung gegeben ist. Das Regelsignal wird entsprehend der Formel (2.10) generiert. Ähn-lih zu vorher hat sih auh für räumlih ausgedehnte Systeme herausgestellt, dass dieBerüksihtigung von ganzzahligen Vielfahen der einen festen Verzögerungszeit τ (ET-DAS (2.11)) zu stabileren Lösungen führt [20℄. Anwendungen von TDAS im Hinblik aufSpiralwellen-Probleme und Kontrolle von raum-zeitlihem Chaos beinhalten Anordnungenvon Halbleiterlasern [97℄, Spiralwellen in sphärishen Ober�ähen [162℄, Instabilitäten imHerzgewebe [125℄, raumzeitlihes Spiking [47℄, Spiralpfade in der Belousov-ZhabotinskyReaktion [149℄, oszillierende Reaktions-Di�usions Systeme [24℄ und Systeme mit anreg-barem Rand in vershiedenen Formen [158, 160℄. Darüber hinaus wurde die E�zienz derzeitverzögerten Regelungen durh räumlihe Filterung des Regelsignals wesentlih verbes-sert [15, 27℄. Generell wurde allerdings in [47℄ festgestellt, dass sowohl die OGY-Methodeals auh (E)TDAS nur für instabile Orbits mit wenigen instabilen Rihtungen den ge-wünshten Erfolg erzielt.



6.2 Die Ginzburg-Landau-Gleihung 936.2 Die Ginzburg-Landau-GleihungIn den kommenden Abshnitten werde ih demonstrieren, dass MDFC auh dazu ver-wendet werden kann, raum-zeitlihes Chaos sowohl global als auh lokal zu manipulierenund zu stabilisieren. Zur Illustration dieser Vorgänge dient die zweidimensionale komplexeGinzburg-Landau-Gleihung (GLE)
∂tf = (1 + ia)∇2f + f − (1 + ib)f |f |2 + g(x)u (6.5)mit einem externen Regelsignal u = u(t) zur Kontrolle und Manipulation des auftreten-den Chaos. ∂t und ∇ bezeihnen in diesem Zusammenhang die zeitlihe und die räumliheAbleitung und g(x) ist eine räumlihe Funktion, die das Kontrollsignal u zusätzlih (räum-lih) moduliert. Bei der GLE (6.5) handelt es sih um eine universelle Modellgleihungfür alle Systeme, die eine superkritishe Hopf-Bifurkation durhlaufen haben. Nummerishintegriert wird Gl. (6.5) in der Zeit mit Hilfe eines Runge-Kutta-Lösers 4. Ordnung undspektral im Raum (90× 90 Zellen, ∆x = ∆y = 1). Abhängig von den Parameterwerten aund b zeigt die komplexe Lösung f = f(x, t) der Gl. (6.5) dann vershiedene Arten raum-zeitlihen Chaos, u. a. aber auh einen instabilen Fixpunkt f(x, t) = 0, der im Gegensatzzu (E)TDAS für alle Parameter a, b durh einen P-Regler oder durh MDFC stabilisiertwerden kann (siehe Anhang ab Seite 125). Weiterhin umfassen laufende ebene Wellen

f(x, t) = f0e
i(k0·x−ω0t) (6.6)mit Wellenvektor k0, Frequenz ω0 und Amplitude f0 das Spektrum der möglihen (in-stabilen) Lösungen der GLE (Stabilitätsanalyse im Anhang ab Seite 125). Einsetzen vonGl. (6.6) in Gl. (6.5) führt zu den Relationen ω0 = k2

0(a − b) + b und f0 =
√

1 − k2
0,wobei k2

0 = k0 · k0 ≤ 1 ist. Im eindimensionalen Fall können diese im haotishen Attrak-tor eingebetteten instabilen Orbits (UPOs) durh TDAS stabilisiert werden [19, 28℄. Fürhöherdimensionale Fälle ist wiederum die für das Funktionieren von (E)TDAS bereitsin Abshnitt 4.4 angesprohene Torsion [71, 99℄ notwendig, die allerdings für ab < −1niht garantiert ist, so dass diese Regelungen dann niht mehr erfolgreih sind [55℄. Imweiteren Verlauf werde ih zeigen, dass diese Beshränkung mit MDFC und asymmetri-shen Vorfaktoren durhbrohen und Stabilitätsgebiete durh die Verwendung mehrererVerzögerungszeiten ausgedehnt werden können.6.3 Stabilisierung ebener WellenZunähst sei der Fall der homogenen Rükkopplung mit g(x) = 1 betrahtet. Um instabileebene Wellen zu stabilisieren, kommt das globale Regelsignal
u(x, t) =

M∑

m=1

kmaf(x, t − τm) − kmbf(x, t) (6.7)



94 6. Räumlih ausgedehnte Systemezum Einsatz. Unter der Annahme, dass sih die kontrollierten ebenen Wellen durh
f(x, t) = fce

i(kc·x−ω0t) (6.8)beshreiben lassen, liefert ein Einsetzen dieses Ausdruks in Gl. (6.7) das Ergebnis
u(x, t) =

(
M∑

m=1

kmae
−iω0τm − kmb

)

f(x, t) = T (ω0)f(x, t) (6.9)mit der Übertragungsfunktion T (ω0). Zusammen mit Gl. (6.8) führt dann wiederumGl. (6.9) für die GLE (6.5) zu
1 − k2

c − f 2
c + Re(T (ω0)) = 0

ω0 − ak2
c − bf 2

c + Im(T (ω0)) = 0,
(6.10)wobei k2

c = kc ·kc ist. Im(T (ω0)) und Re(T (ω0)) bezeihnen an dieser Stelle den Imaginär-und den Realteil der Übertragungsfunktion T (ω0) für die Frequenz ω0. Werden beideBedingungen aus Gl. (6.10) miteinander kombiniert, so kann die Amplitude fc eliminiertwerden, wodurh sih
k2

c = k2
0 + ∆k2 (6.11)mit

∆k2 =
bRe(T (ω0)) − Im(T (ω0))

b − a
(6.12)ergibt. ∆k2 beshreibt in diesem Zusammenhang die aufgrund der aktiven Regelung auf-tretende Wellenzahlverstimmung. Da k2

0 ≤ 1 ist, folgt k2
c ≥ 0 solange die Wellenzahlver-stimmung auf Bereihe ∆k2 ≥ −1 beshränkt bleibt. Wird die Bedingung

bRe(T (ω0)) = Im(T (ω0)) (6.13)erfüllt, vershwindet ∆k2 und es wird eine ebene Welle mit der Wellenzahl kc = k0 sta-bilisiert. Da die Frequenz ω0 und die Wellenzahl mit denen der (instabilen) Welle desfreilaufenden Systems übereinstimmen, liegt der einzige Untershied in der Amplitude,die sih in Gegenwart einer aktivierten Regelung zu fc =
√

f 2
0 + Re(T (ω0)) berehnenlässt.Die Stärke der Wellenzahlverstimmung hängt von der Gestalt der Übertragungsfunktionab, die bei MDFC mit Hilfe der Parameter kma, kmb, k0 und τm �exibel angepasst wer-den kann. Um diese Abhängigkeit zu illustrieren, ist in Abb. 6.3a und 6.3b der Wert derWellenzahlverstimmung ∆k2 graukodiert gegenüber den Kontrollparametern τ1 und k1bfür MDFC mit einer und zwei Verzögerungszeiten dargestellt. Unterhalb eines kritishenVerstärkungswertes k1b versagt die Kontrolle und die betrahtete ebene Welle bleibt insta-bil (hell-graue Bereihe mit kleiner Verstärkung in Abb. 6.3). Kontrolle mit ∆k = 0 trittfür die ⋂-förmigen Parameterkombinationen von τ1 und k1b auf. Da die Parameterwerte
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(a) (b)

Abb. 6.3: Stabilisierung von ebenen Wellen (6.6) für die GLE (6.5) mit den Para-metern a = 1.1 und b = −1 mit Hilfe des Regelsignals (6.7). Innerhalb der struktu-rierten grauen Gebiete der τ1-k1b-Parameterebene ist die Stabilisierung erfolgreih,wobei die Wellenzahlverstimmung ∆k2 (6.12) grau skaliert aufgetragen ist und fürdie ⋂-förmigen Parameterkombinationen vershwindet. (a) Regelung mit einer Ver-zögerungszeit und k1a = 0.3. Die gestrihelte Linie markiert den Fall der Rükkopp-lung mit symmetrishen Vorfaktoren (TDAS, k1a = k1b), die niht in der Lage ist,die ebene Welle zu stabilisieren. (b) MDFC mit zwei Verzögerungszeiten und festgewählten Kontrollparametern k1a = 0.3, k2a = 0.1, k2b = 0.3, τ2 = 7.2.der GLE in diesem Fall zu a = 1.1 und b = −1 gewählt sind, ist das in [55℄ hergelei-tete Kontrollierbarkeitskriterium ab > −1 für TDAS niht erfüllt. Folglih sheitert dieKontrolle mit symmetrishen Vorfaktoren k1a = k1b, was anhand der gestrihelten Linie
k1b = 0.3 = k1a in Abb. 6.3 dokumentiert ist. Im Gegensatz dazu ermögliht eine asym-metrishe Wahl der Vorfaktoren k1a 6= k1b bei entsprehend groÿer Verstärkung k1b dieStabilisierung einer ebenen Welle mit der gleihen Wellenzahl k0 (d. h. ∆k = 0) wie dieder freilaufenden (instabilen) Lösung der GLE.Analog zu den vorher vorgestellten Ergebnissen vergröÿern sih die Stabilitätsgebiete beider Anwendung weiterer, untershiedliher Verzögerungszeiten. Ein Beispiel für τ2 = 7.2ist in Abb. 6.3 zu sehen. Die Phasengeshwindigkeit

vc =
kc

ω0
=

1

ω0

√

k2
0 + ∆k2, (6.14)dieser ebenen Welle lässt sih durh die Regelung je nah gewählter Invasivität verändern.Sind die Regelparameter zu ∆k = 0 gewählt, ergibt sih vc = v0 = k0/ω0.6.4 Inhomogene RükkopplungWird das Kontrollsignal u aus Gl. (6.7) niht homogen angewendet, sondern durh dieFunktion g(x) 6= 0 räumlih moduliert, muss der Ansatz der harmonishen Welle (6.8)zugunsten der Annahme

f(x, t) = fce
i(kc·x+h(x)−ω0t) (6.15)



96 6. Räumlih ausgedehnte Systememodi�ziert werden. Die Phasenfunktion h(x) berüksihtigt in diesem Zusammenhang dasAuftreten von anharmonishen Termen, die aus der Aktivierung der Regelung resultieren.Einsetzen von Gl. (6.15) in die GLE (6.5) führt mit u(x, t) = g(x)T (ω0)f(x, t) auf
1 − (kc + h′)2 − f 2

c − ah′′ + g(x)Re(T (ω0)) = 0

ω0 − a(kc + h′)2 − bf 2
c + h′′ + g(x)Im(T (ω0)) = 0,

(6.16)mit k2
c = ||kc||2. Die Amplitude f 2

c kann analog zu dem Vorgehen aus Abshnitt 6.3eliminiert werden, wodurh sih unter Verwendung der Abkürzung α = (a − b)/(1 + ab)die gewöhnlihe Di�erentialgleihung
1

α
h′′ = (kc + h′)2 −

(
k2

0 + g(x)∆k2
) (6.17)für die Funktion h(x) ergibt. ∆k2 ist die in Gl. (6.12) de�nierte Wellenzahlverstimmung.Mit H(x) = kc + h′(x) kann Gl. (6.17) wiederum in die Riatti-Di�erentialgleihung

H ′(x) = αH2(x) − α
(
k2

0 + g(x)∆k2
)
, (6.18)überführt werden, die unglükliherweise keine allgemeine geshlossene analytishe Lösungbesitzt. Einen Spezialfall stellt die Bedingung bRe(T (ω0))−Im(T (ω0)) dar, wodurh ∆k =

0 erfüllt ist. Da in diesem Fall kc = k0 ist, ergeben sih die Lösungen der Gl. (6.17) zu
h1(x) = ϕ1 (6.19)
h2(x) = −2k0x + ϕ2 (6.20)mit den konstanten Phasen ϕ1 und ϕ2. Die Gln. (6.19) und (6.20) führen wiederum aufdie beiden ebenen Wellen

f1(x, t) = fce
i(kc·x+h1(x)−ω0t) = fce

i(k0·x−ω0t+ϕ1) (6.21)und
f2(x, t) = fce

i(kc·x+h2(x)−ω0t) = fce
i(−k0·x−ω0t+ϕ2), (6.22)die sih in entgegengesetzten Rihtungen ausbreiten und über dieselbe Frequenz und Wel-lenzahl verfügen wie die freilaufende instabile Lösung der GLE (6.5). Lediglih die Ampli-tude fc =

√

f 2
0 + g(x)Re(T (ω0)) wird durh die Regelung verändert, was allerdings durhgeeignete Wahl von kma, kmb und τm minimierbar ist.Um Gl. (6.17) für ∆k 6= 0 nummerish zu integrieren, sei an dieser Stelle der eindimen-sionale Fall betrahtet. Für eine sinusförmige Modulation g(x) = (1 + sin (kgx))/2 mitder Wellenzahl kg = 0.9 besitzt die Lösung h(x) der Di�erentialgleihung (6.17) den inAbb. 6.4b gezeigten nahezu harmonishen Verlauf. Wird daher umgekehrt von einer gege-benen harmonishen Phasenfunktion h(x) = ǫ sin (kpx + ϕ) mit Amplitude ǫ, Phase ϕ und
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Abb. 6.4: (a) Eindimensionale sinusförmige Modulation g(x) = (1 + sin (kgx))/2mit kg = 0.9. (b) Nummerishe (eindimensionale) Integration der Gl. (6.17). DiePhasenfunktion h(x) zeigt durh die Modulation g(x) ebenfalls nahezu harmonishesVerhalten. Die verwendeten Parameter lauten: k0 = 0.9, ∆k = 0.32. Die Regelung
u(t) 6= 0 geht ausshlieÿlih durh ∆k in die Berehnungen ein.Wellenzahl kp ausgegangen, kann die analytishe (eindimensionale) Lösung der Gl. (6.17)zu

g(x) = γ + δ

(

ǫ2 cos (2kpx + 2ϕ) +
2ǫ

α
sin (kpx + ϕ) + 4ǫkc cos (kpx + ϕ)

) (6.23)mit γ = (2k2
c +ǫk2

p−k2
0)/(2∆k2) und δ = k2

p/(2∆k2) berehnet werden. Dabei treten höhereHarmonishe mit der doppelten Wellenzahl 2kp auf, die allerdings für kleine Amplituden
ǫ nur geringen Ein�uss auf g(x) besitzen.
6.5 Lokale RükkopplungDie in Abshnitt 6.3 betrahtete homogene Rükkopplung ist vom theoretishen Stand-punkt aus interessant, da mit ihrer Hilfe in bestimmten Fällen noh analytishe Lösungenzu berehnen sind. In der Praxis ist es allerdings sehr shwierig, eine Verzögerungsregelungzu implementieren, bei der Signale homogen gemessen und dann an allen Punkten des be-trahteten Gebietes angewendet werden können. Im Gegensatz zu dem durh Gl. (6.5)mit g(x) = 1 und Gl. (6.7) beshriebenen idealisierten Fall besitzt jeder experimentelleSensor eine bestimmte Ausdehnung und wird die Aktivität des interessierenden Prozessesin der gemittelten Form ∫

Sj(x)
f(z, t) dz innerhalb der Sensorregion Sj(x) messen [69℄, dieam Ort x zentriert sei. Normalerweise werden nur Sensoren derselben Gröÿe verwendet,wodurh sih Sj(x) = S(x) ergibt. Diese Messsignale werden anshlieÿend niht mehrhomogen, sondern nur noh an ausgewählten Kontrollzellen Cj wieder auf das dynamisheSystem zurükgekoppelt, deren Anordnung innerhalb des dynamishen Gebietes durh dieräumlihe Funktion g(x) beshrieben werden kann. Dabei wird g(x) als Weiterentwik-lung der im Abshnitt 6.4 diskutierten sinusförmigen Modulation einen rehtekförmigen



98 6. Räumlih ausgedehnte SystemeAbb. 6.5: Shematishe Darstellung desin Zellen unterteilten Integrationsgebietes.Die weiss gekennzeihneten Kontrollzellen,die die Dynamik in ihrem Gebiet mitteln,haben die Abmessungen ax, ay sowie die ho-rizontalen bzw. vertikalen Abstände dx, dyvoneinander. Neben dem Messen der Dy-namik dienen die Kontrollzellen zudem derAnwendung eines Regelsignals.Verlauf aufweisen, wodurh das Kontrollsignal
u(x, t) =

M∑

m=1

kma

∫

Cj

f(z, t− τm) dz− kmb

∫

Cj

f(z, t) dz, (6.24)nur am Ort der Kontrollzelle Cj aktiviert wird. Wieder bezeihnen kma, kmb Verstärkungenund τm die von MDFC verwendeten Verzögerungszeiten. Bei Betrahtung ebener Wellen(6.15) und kleiner Sensorregionen mit einem Durhmesser D < 2π/kc vereinfaht sihGl. (6.24) zu
u(x, t) = c

(
M∑

m=1

kmae
−iω0τm − kmb

)

f(x, t) = cT (ω0)f(x, t), (6.25)wobei die Konstante c aus der räumlihen Mittelung des Sensors resultiert. Für vieleAnwendungen ist es wünshenswert, nur sehr wenige Kontrollzellen einzusetzen. Wennaber zu wenige und auh räumlih weit voneinander getrennte Kontrollzellen verwendetwerden, tritt ein ähnlihes Phänomen wie bei der gewöhnlihen Beugung von Wellen auf.In diesem Fall winden sih die betrahteten Spiralwellen um die Kontrollzellen herum,ohne nahhaltig beein�usst worden zu sein. Für die Stabilisierung von ebenen Wellen(mit Wellenvektor kc) ersheint eine periodishe Anordnung der Kontrollzellen sinnvoll,um die Dynamik phasenrihtig zu unterstützen bzw. zu regeln. Da die Ausdehnung ax, ayder Kontrollzellen klein im Vergleih zur Wellenlänge der ebenen Welle sein soll, wird nurlokal auf die Dynamik Ein�uss genommen. Dieses lokale Aktivieren des Kontrollsignalshat genau wie die in Abshnitt 6.4 behandelte Modulation eine zusätzlihe Verstimmung
h(x) des Wellenvektors kc der Welle (6.15) zur Folge. Analoges Vorgehen zum Abshnitt6.4 liefert nun im Gegensatz zu Gl. (6.17) die Di�erentialgleihung

1

α
h′′ = (kc + h′)2 −

(
k2

0 + cg(x)∆k2
)
. (6.26)Neben α = (a−b)/(1+ab) bezeihnet ∆k2 die Wellenzahlverstimmung (6.12). Mit H(x) =

kc + h′(x) lässt sih Gl. (6.26) in die Riatti-Di�erentialgleihung
H ′(x) = αH2(x) − α

(
k2

0 + cg(x)∆k2
) (6.27)



6.5 Lokale Rükkopplung 99überführen. Für g(x) soll im folgenden die periodishe, rehtekförmige Funktion
g(x) = rect(x, dx,y, ax,y) (6.28)mit der Periodizität dx,y für die beiden Raumrihtungen x, y angenommen werden. AlsAmplitude stehen lediglih die Werte 0 und 1 zur Verfügung. Dabei bestimmen ax,y dieBreiten der Abshnitte, in denen für die jeweilige Raumrihtung g(x) = 1 erfüllt ist, wenndas Regelsignal aktiviert wird. Analog zu Abshnitt 6.4 soll an dieser Stelle zunähst nurder eindimensionale Fall der Gln. (6.26) und (6.28) betrahtet werden. Abb. 6.6 zeigtdie daraus resultierenden, nummerish ermittelten Lösungen der Gl. (6.26). Dabei ist zu
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Abb. 6.6: Die (a) ein-dimensionale räumliheModulation g(x) führtje nah Laufrihtungder ebenen Wellen zuden örtlihen Verläufenfür h(x) (6.15) in (b)und (). Für die Para-meter c = 0.2, k0 =
0.9 und ∆k = 0.32 istderen (d) Auswirkungauf die ebenen Wellen(6.15) gering.erkennen, dass die Anpassung der Wellenzahl an den Übergängen zwishen den Bereihenmit und denen ohne Kontrollzelle keineswegs instantan vonstatten geht, sondern Verläufezeigt, die Lade- und Entladevorgängen von Kondensatoren ähnlih sind. Zur dauerhaftenStabilisierung ebener Wellen muss diese durh die Aktivierung der Regelung notwendigeAnpassung der Wellenzahl phasenrihtig erfolgen. Um unter diesem Gesihtspunkt dieLage der Kontrollzellen zu bestimmen, wird das Rehteksignal aus Gl. (6.28) (in jederRaumrihtung) durh die eindimensionale Fourier-Entwiklung

rect(x, dx, ax) =
ax

dx

+
2

kcdx

∞∑

l=1

sin (lkcax)
cos (lkcx)

l
+ (1 − cos (lkcax))

sin (lkcx)

l
(6.29)approximiert. Die fundamentale Funktion (l = 1) der Gl. (6.29) ist sin (kcx) mit derWellenlänge λc = 2π/kc. Wird λc mit der (räumlihen) Korrelationslänge Cxy der auftre-tenden Wellen identi�ziert, erhält man mit n ∈ N die Periodizität dx = nCxy, was für

n = 1 dem Abstand benahbarter Maxima von sin (kcx) entspriht. Wird der Abstandbenahbarter Maxima und Minima von sin (kcx) ermittelt, verändert sih die Periodizi-tät zu dx = nCxy/2. Da die stabilisierten bzw. generierten Wellen symmetrish in ihrerräumlihen und zeitlihen Entwiklung sein sollen, sind die Perioden phasenrihtiger und



100 6. Räumlih ausgedehnte Systemephasenfalsher Rükkopplung für einen festen Ort gleih lang. Von daher ist die Bedingung
dx/ax ∈ Z

+ erfüllt, wodurh die maximale Ausdehnung der Kontrollzellen ax = dx/(2n)beträgt, wenn zusätzlih die Bedingung D < 2π/kc berüksihtigt wird. D bezeihnet indiesem Zusammenhang den Durhmesser der Kontrollzellen.Zur weiteren Illustration dieser theoretishen Ergebnisse werde ih im folgenden vershie-dene zweidimensionale Beispiele präsentieren, in denen die Dynamik der GLE (6.5) durhnur wenige Kontrollzellen hinsihtlih einer bestimmten Zieldynamik manipuliert wird.Die Maÿe der Kontrollzellen sind für diesen Zwek zu ax = Cxy/4 und ay = Cxy/2 ge-wählt. Bei dem betrahteten dynamishen Gebiet handelt es sih um ein 90 × 90 Zellenumfassendes Gitter (∆x = ∆y = 1) auf dem die GLE (6.5) mit periodishen Randbedin-gungen nummerish integriert wird.Im ersten Beispiel handelt es sih um die Umwandlung turbulenter Dynamik (GLE-Parameter a = 1.1, b = −1, Abb. 6.7a) in laufende ebene Wellen. Zu diesem Zwek wirdMDFC mit dem in Abb. 6.7g angegebenen Kopplungsshema gemäÿ der Regelgleihung
uj(t) =

3∑

m=1

kmaf(Cj , t − τm) − kmbf(Cj , t) (6.30)für die j-te Kontrollzelle Cj (mit den gemittelten Werten f(Cj, t), f(Cj , t − τm)) und denParametern τ1 = 25, τ2 = 62, τ3 = 94, k1a = 0.33, k1b = 0.67, k2a = 0.365, k2b = 0.68,
k3a = 0.405 und k3b = 0 angewendet, die nah Ablauf der Transienten (Abb. 6.7b) laufen-de ebene Wellen im Bereih zwishen den weiss markierten Kontrollzellen nah sih ziehen.Dabei sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass so ein Ergebnis wegen der geltendenTorsionsbeshränkung ab < −1 mit (homogenem) (E)TDAS niht möglih ist [55℄. Wer-den die Parameter a, b aus Gl. (6.5) zu a = −1.45, b = 0.34 verändert, so entwikelt sihausgedehnte Spiraldynamik bei abgeshalteter Regelung (Abb. 6.7d), die ebenso mit Hilfevon MDFC in ebene Wellen überführt werden kann. Erneute Anwendung des Kopplungs-shemas aus Abb. 6.7g resultiert zusammen mit den Regelparametern τ1 = 20, τ2 = 59,
τ3 = 94, k1a = 0.13, k1b = 0.43, k2a = 0.4, k2b = 0.49 in den laufenden ebenen Wellen, diein Abb. 6.7f zu erkennen sind. Um die zeitlihe Dynamik zu visualisieren, zeigt Abb. 6.7hdie Phasenwerte als Funktion der Zeit in einem vertikalen Shnitt durh die x-y-Ebenean der Stelle x = −10. Nah der ersten Aktivierung des Parametersatzes P mit τ1 = 20,
τ2 = 59, τ3 = 104, k1a = 0.13, k1b = 0.43, k2a = 0.4, k2b = 0.49, k3a = 0, k3b = 0zur Zeit t = 300 werden die zwishen den Reihen der Kontrollzellen auftretenden Spiral-wellen in ihren Wellenfronten begradigt und diese dann auf ihre endgültige (konstante)Geshwindigkeit beshleunigt. Für t > 700 wird shlieÿlih anstelle der Parameter ausP der Kontrollparametersatz S mit τ1 = 20, τ2 = 59, τ3 = 104, k1a = 0.23, k1b = 0.43,
k2a = 0.32, k2b = 0.21, k3a = 0.1, k3b = 0 aktiviert. Es sei an dieser Stelle darauf hinge-wiesen, dass sih beide Parametersätze nur durh die Vorfaktoren kma, kmb untersheiden,was allerdings in einer deutlih veränderten (in diesem Fall verringerten, konstanten) Ge-shwindigkeit der ebenen Wellen resultiert und zu einer um den Faktor Zehn gröÿeren
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Abb. 6.7: Farbkodierte Darstellung der raum-zeitlihen Entwiklung der Phase derkomplexen Lösungsfunktion der zweidimensionalen GLE (6.5) für a = 1.1, b = −1(a-) sowie a = −1.45, b = 0.34 (d-f). Ohne Regelung ist turbulente (a) oder Spi-raldynamik (d) zu erkennen. Mit an den Kontrollzellen (weiss markiert) angewen-detem MDFC entsprehend Gl. (6.30) ist transiente Dynamik feststellbar (b),(e),nah deren Ablauf als asymptotishe Dynamik ebene Wellen auftreten, die sih mitkonstanter Geshwindigkeit ausbreiten (),(f). Hierbei werden verzögerte und unver-zögerte Signale für jede Kontrollzelle entsprehend dem Shema aus (g) angewendet.(h) Raum-zeitlihe Entwiklung der Dynamik innerhalb eines vertikalen Shnittesdurh (f) an der Stelle x = −10. Das Regelsignal mit dem Parametersatz P wird für
t > 300 aktiviert und für t > 700 zu Gunsten des Parametersatzes S verändert, wasin einer verringerten Geshwindigkeit und einer längeren Frequenz (i) für Re(f) derebenen Wellen am Punkt (-35,9) resultiert. Alle Parametersätze sind dem Text zuentnehmen.Wellenlänge führt (Abb. 6.7i). So ist neben der Wahl einer endlihen Geshwindigkeitim Extremfall ein (zeitlih begrenztes, ortsfestes) Einfrieren der Wellen oder aber einedeutlihe Veränderung der Wellenlänge möglih, was für viele Anwendungen wie z. B. dieKontrolle von Herz-Rhythmus-Störungen 1 wihtig und durh den invasiven Charakter1Häu�g wird für die Simulation dieser besonderen Herzdynamik das bekannte Fitzhugh-Nagumo-System (FHS) verwendet. Motiviert durh die Erfolge von MDFC bei der GLE (6.5) habe ih sowohlNFF als auh MDFC am FHS ausprobiert. Dabei hat sih herausgestellt, dass mit beiden Methodeneine Stabilisierung von ebenen Wellen möglih ist. Um den Gedanken�uss bezüglih der GLE niht zu



102 6. Räumlih ausgedehnte Systemevon MDFC bei entsprehender Parameterwahl bedingt ist. Simulationen haben gezeigt,Abb. 6.8: Farbkodierte Darstellungder raum-zeitlihen Entwiklung derPhase der GLE (6.5) ausgehend vomfreilaufenden System aus Abb. 6.7d.(a) Erzeugung zweier kontrarotieren-der Spiralwellen während der tran-sienten Phase, deren Dynamik voneiner Art (b) Wellenbaseball abge-löst wird. Angewendet wird MDFC(6.31) und die Kopplung aus (d). DieKontrollzellen sind in Liniensegmen-ten zusammengefasst. () DetaillierteDarstellung der Kopplungen aus (d)für den umrandeten Bereih.
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dass für diesen Zwek der horizontale Abstand der wenigen eingesetzten Kontrollzellendie räumlihe Korrelationslänge Cxy niht übershreiten sollte. Die beste Wirkungsweisewird dabei erzielt, wenn die zu Anfang angegebene Dimensionierung der Kontrollzellengewählt und deren Abstand auf die Hälfte der räumlihen Korrelationslänge gesetzt wird.Die Verstärkungen werden experimentell eingestellt (ausgehend vom symmetrishen Fall
kma = kmb). Von den drei Verzögerungszeiten sind für diese Zieldynamik zwei in derNähe von Nullstellen und eine im Bereih eines Maximums der zeitlihen Autokorrelati-onsfunktion von f aus Gl. (6.5) platziert. Um ebene Wellen in bestimmte ausgewählteRaumrihtungen (Sektoren) zu lenken, muss die oben beshriebene Regelgeometrie zuGunsten eines vershobenen Xs geändert werden.Aber niht nur die Erzeugung von ebenen Wellen steht im Fokus dieser Untersuhungen.In den vorangegangenen Beispielen wurde für jede Kontrollzelle ein individuelles Regel-signal generiert, das nur die Dynamik der betrahteten Kontrollzelle berüksihtigt undshlieÿlih wieder auf diese zurükkoppelt (Abb. 6.7d). Das ist selbstverständlih nihtdie einzige Möglihkeit, wie MDFC bei räumlih ausgedehnten Systemen appliziert wer-den kann. Im allgemeinen kann die gemessene Dynamik vershiedener Zellen miteinanderkombiniert und das resultierende Kontrollsignal an anderer Stelle eingespeist werden. Zweidieser niht mehr trivialen Rükkopplungen liefern die Abb. 6.8 und 6.9. Die Parameter
a = −1.45 und b = 0.34 der Ginzburg-Landau Gleihung (6.5) sind so gewählt wie inAbb. 6.7d-f, was in haotisher Spiraldynamik resultiert, wenn die Regelung niht an-geshaltet wird (Abb. 6.9a). Die Kontrollzellen werden dabei jeweils in Liniensegmentenzerstören, sei an dieser Stelle lediglih auf die entsprehenden Simulationsergebnisse im Anhang ab Seite127 verwiesen.



6.5 Lokale Rükkopplung 103zusammengefasst, wie Abb. 6.8 zu entnehmen ist. Paare von gegenüberliegenden Linien-segmenten 2 sind dabei sowohl räumlih als auh zeitlih durh das Regelsignal
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Abb. 6.9: Farbkodierte Darstellungder raum-zeitlihen Entwiklungder Phase der komplexen Ginzburg-Landau-Gleihung (6.5). (a) Freilau-fendes System. (b) Generieren undFangen einer Spiralwelle innerhalbdes Regelgebietes unter Zuhilfenah-me des Kopplungsshemas aus (d)und MDFC (6.32). () DetaillierteAnsiht der räumlihen und zeitli-hen Kopplungen gegenüberliegenderKontrollzellen aus dem umrandetenBereih aus (d).
upr(t) = kmaf(Cpl, t − τm) − kmbf(Cpr, t) (6.31a)für die Kontrollzellen der rehten (Index r) bzw. durh
upl(t) = kmaf(Cpr, t − τm) − kmbf(Cpl, t) (6.31b)für die entsprehenden Kontrollzellen der linken Seite (Index l) miteinander verbunden.Die Verzögerungszeiten τm sowie die Verstärkungsfaktoren kma und kmb sind für je einPaar der Anordnung aus Abb. 6.8 identish, können aber von denen der anderen Paareaus Abb. 6.8d abweihen. Mit den aktivierten Kontrollparametern k1a = 0.11, k2a = 0.25,

k3a = 0.32, k1b = 0.27, k2b = 0.2, k3b = 0.39, τ1 = 57, τ2 = 29 und τ3 = 79 treten währendder transienten Phase (Abb. 6.8a) zwei gegeneinander rotierende Spiralwellen auf. DieseDynamik stellt sih allerdings als instabil heraus, so dass aufgrund des Wettbewerbpro-zesses der Spiralwellen nur eine Spirale, d. h. eine Drehrihtung weiter bestehen kann. Dasasymptotishe Verhalten aus Abb. 6.8b ähnelt einer Art Wellen-Baseball, bei dem voneiner Spiralwelle (Werfer) ausgesandte Wellenfronten durh die Regelung begradigt undvon der nähsten Spiralwelle wieder aufgefangen werden (Fänger) 3 .Um eine der in der transienten Phase (Abb. 6.8a) auftretenden Spiralwellen zu stabili-sieren, muss die Kontrollanordnung aus Abb. 6.8d zugunsten der in Abb. 6.9d gezeigtenmodi�ziert werden. Die drei Paare gegenüberliegender Liniensegmente bestehen jeweils2Im folgenden verfügen Kontrollzellen in gegenüberliegenden Liniensegmenten immer über denselbenIndex p.3Wegen der periodishen Randbedingungen sind die emittierende und die fangende Spiralwelle iden-tish.



104 6. Räumlih ausgedehnte Systemeaus mehreren Kontrollzellen (Abb. 6.9). Vergleihbar zu Abb. 6.8 besitzt wieder jedesdieser Paare von Liniensegmenten seine eigene Verzögerungszeit und geeignete Verstär-kungsfaktoren wie Abb. 6.9 zu entnehmen ist. Unter Verwendung der Regelgleihungen
upu(t) = kmaf(Cpo, t − τm) − kmbf(Cpu, t) (6.32a)für die Kontrollzellen des unteren (Index u) bzw.
upo(t) = kmaf(Cpu, t − τm) − kmbf(Cpo, t) (6.32b)für die Kontrollzellen des (gegenüberliegenden) oberen Liniensegmentes (Index o) wirdeine rotierende Spiralwelle nah Ablauf von Transienten innerhalb der Regelgeometrie ge-fangen und stabilisiert (Abb. 6.9b). Die hierzu verwendeten Parameter lauten k1a = 0.22,

k2a = 0.1, k3a = 0.35, k1b = 0.3, k2b = 0.5, k3b = 0.0, τ1 = 41, τ2 = 27 und τ3 = 49. DieAbb. 6.10: Entwiklungder Phase der GLE (6.5).Das Kopplungsshemaaus (b) erzeugt ebene,gesherte Wellen, die sihmit konstanter Geshwin-digkeit von links nahrehts bewegen (a).
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Rotationsrihtung der gefangenen Spirale hängt von den Rükkopplungsparametern unddem vertikalen Abstand der Kontrollzellen ab, der geeignet gewählt sein sollte. Ist der Ab-stand zu gering oder zu groÿ, hat die Spiralwelle entweder niht genügend Platz, um sihauszubilden oder aber komplexe Spiraldynamik mit mehreren Spiralwellen bzw. andereturbulente Strukturen werden generiert.Das letzte illustrative Beispiel für die Vielfältigkeit der Anwendungen von MDFC ist derAbb. 6.10 zu entnehmen, wodurh sih demonstrieren lässt, wie aus Spiralwellen laufende,shräge Wellen generiert werden können. Wieder wird mit den Parametern a = −1.45 und
b = 0.34 aus Gl. (6.5) gestartet, wobei das Kopplungsshema aus Abb. 6.10b zum Einsatzkommt. Das Ergebnis der mittels der Regelgleihung

uYmu(t) =

3∑

m=1

kmaf(Cpo, t − τm) − kmbf(Cpu, t) (6.33a)für die unteren bzw.
uZmo(t) =

3∑

m=1

kmaf(Cpu, t − τm) − kmbf(Cpo, t) (6.33b)



6.6 Synhronisation 105für die oberen Kontrollzellen eingesetzten Parameterkombination τ1 = 31, τ2 = 59,
τ3 = 84, k1a = 0.22, k1b = 0.3, k2a = 0.2, k2b = 0.5, k3a = 0.3, k3b = 0.0 kann inAbb. 6.10b gesehen werden. Dabei ist für n Kontrollzellen pro horizontalem Linienseg-ment Ym = (p + dm) mod (n) bzw. Zm = (p − dm) mod (n) der seitlihe Versatz anKontrollzellen, an denen die gemessenen Signale wieder auf die GLE (6.5) wirken. Wieweit die Wellenfronten letztendlih geshert werden, hängt von den Vershiebungspara-metern dm für die Kontrollzelle Cj ab.
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Abb. 6.11: Raum-zeitliheEntwiklung der Phase derkomplexen GLE (6.5). (a)Generieren und () Einfangeneiner Spiralwelle mit MDFC(6.32) gemäÿ des Kopplungs-shemas aus Abb. 6.9,d nahAblauf der Transienten (b).Der Bereih der Kontrollzel-len ist weiss markiert undin (d) unter Weglassen deräuÿeren Dynamik detailliertdargestellt. Feststellbar isteine synhronisierte Dynamikzwishen oberer und untererAktuatorreihe.Aber das ist niht der einzige Aspekt, der an dieser Stelle behandelt werden kann. Zu die-sem Zwek muss wieder auf das Beispiel der Spiralfalle zurükgegeri�en werden. Bisherstand immer nur die Dynamik zwishen den Kontrollzellen im Fokus der Untersuhun-gen. Erweitert man diese Analyse auf die Kontrollzellen der Abb. 6.11, so ist klar eineSynhronisation der Dynamik der oberen und der unteren Kontrollzellen zu erkennen.6.6 SynhronisationDer Vorgang der Synhronisation ist bereits seit a. 1665 bekannt. Ausgangspunkt warHuygens' Beobahtung, dass zwei miteinander gekoppelte Uhren über lange Zeit ihre Dy-namik aneinander angleihen und im Gleih- oder Gegentakt arbeiten. Seitdem wurde die-ser E�ekt in vielen biologishen, physikalishen und hemishen Systemen nahgewiesenoder zur Anwendung gebraht [40, 128, 146℄. Beispiele hierfür sind der Vorgang der Epilep-sie, bei dem Neuronen plötzlih miteinander synhronisieren und zu entsprehenden Mus-kelkontraktionen führen oder die Synhronisation (haotisher) Systeme [39, 108, 113, 115℄.



106 6. Räumlih ausgedehnte SystemeZu diesem Zwek stellt ein treibendes System ein Zeitsignal zur Verfügung, das mit Hil-fe eines Kopplungsfaktors auf ein zweites (getriebenes) Antwort-System einwirkt. Dieseunidirektionale Kopplung kann zu einer bidirektionalen erweitert werden, indem auh dasAntwort-System seinerseits seine Dynamik dem Treiber-System zuführt. Dabei könnenTreiber- und Antwort-System von der Art her untershiedlih sein, wobei allerdings dieSynhronisation (d. h. die Angleihung der Dynamik beider Systeme bei geeigneter Pa-rameterwahl) gleiher Systeme einfaher vonstatten geht. Unter diesem Gesihtspunktkann bei zwei identishen Systemen vollständige d. h. identishe Synhronisation auftre-ten, bei der sih (haotishe) Zustände beider Systeme identish ändern [78℄. Sollten sihdie Zustandsvektoren des Treiber- und des Antwortsystems niht identish ändern, aberdennoh über eine bestimmte (im Einzelfall komplizierte) Funktion miteinander verknüpftsein, spriht man von verallgemeinerter Synhronisation [2, 78, 134℄, die in vielen Fällenaus einer unidirektionalen Kopplung vershiedener Systeme resultiert. Ein Spezialfall derverallgemeinerten Synhronisation ist die sogenannte Lag Synhronisation [130, 142℄.Abb. 6.12: Identishe Synhroni-sation der GLE (6.5) mit den Pa-rametern a = −1.45 und b =
0.34 für die bidirektionale Kopp-lung (6.34f). (a) Transiente nahAktivierung des Signals (6.34f)mit weiss markierten Kontrollzel-len, deren Vershaltung in (d) bzw.im Detail für zwei verknüpfte Kon-trollzellen in () zu sehen ist.(b) Synhronisierte Dynamik in-nerhalb der weiss umrandeten Be-reihe (Kontrollriegel).
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(c) (d)

Zur Untersuhung dieser Vorgänge in räumlih ausgedehnten Systemen wird im folgendendie zweidimensionale GLE (6.5) mit den Parametern a = −1.45, b = 0.34 dienen, wobeidas Integrationsgebiet auf 200× 200 Zellen vergröÿert wird. Um einen groÿen räumlihenAbstand zu gewährleisten, erfolgt die Platzierung der Kontrollzellen in zwei horizontalenRiegeln, deren vertikaler Abstand etwa der zehnfahen räumlihen Korrelationslänge Cxyentspriht. Innerhalb der beiden Riegel sind Kontrollzellen der Abmessungen ax = Cxy/4,
ay = Cxy/4 in den horizontalen und vertikalen Abständen dx = Cxy/2, dy = Cxy/2angeordnet. Da der innere Aufbau des oberen und unteren Riegels identish ist, könnendie Kontrollzellen xo des oberen mit den entsprehend gegenüber liegenden Zellen xu desunteren Aktuatorriegels (Abb. 6.12d) wahlweise durh die Kontrollsignale

u1,u = k1bf(xo, t) (6.34a)
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u2,u = k1b[f(xu, t) − f(xo, t)] (6.34b)
u3,u = k1af(xo, t − τ) (6.34)
u4,u = k1a[f(xu, t − τ) − f(xo, t − τ)] (6.34d)
u5,u = k1af(xo, t − τ) + k1bf(xo, t) (6.34e)
u6,u = k1a[f(xu, t − τ) − f(xo, t − τ)]

+k1a[f(xu, t − τ) − f(xo, t − τ)] (6.34f)miteinander wehselwirken (Abb. 6.12). In den Formeln (6.34a-f) ist lediglih eine uni-direktionale Kopplung angegeben, die aber zu einer bidirektionalen ergänzt werden kann,indem die Indizes u und o vertausht werden. Ein Beispiel für die bidirektionale Anwen-dung von Gl. (6.34f) zeigt Abb. 6.12. Zu Gunsten einer übersihtliheren Darstellung derDynamik sei auf die Markierung der einzelnen Kontrollzellen in Abb. 6.12a zugunsten derEinhüllenden des oberen und unteren Aktuatorriegels verzihtet (Abb. 6.12b). Dadurhwird der Blik für die innerhalb der beiden Riegel auftretende identish synhronisier-te Dynamik nah Ablauf einer kurzen Transienten freigegeben. Die weitere Analyse dernotwendigen Parameter für eine erfolgreihe Synhronisation beshränkt sih o.B.d.A aufeinen horizontalen Shnitt durh das Integrationsgebiet der Abb. 6.12b in Höhe der Mittedes unteren Kontrollriegels. Unter Verwendung des Synhronisationsfehlers
e(t) = f(xu, t) − f(xo, t), (6.35)der ein Maÿ für die Synhronisation ist, zeigt Abb. 6.13 Beispiele für eine erfolgreihe Syn-hronisation der GLE (6.5) in zwei Dimensionen. Zum Einsatz kommt das Kontrollsignal(6.34f) mit bidirektionaler (Abb. 6.13a-) bzw. unidirektionaler Kopplung (Abb. 6.13d-f), wobei der Synhronisationsfehler (6.35) farbkodiert dargestellt ist. Auf diese Weisekann den Abb. 6.13a,d entnommen werden, dass der synhronisierte Zustand für uni- undbidirektionale Kopplung bereits kurz nah dem dauerhaften Einshalten des Synhroni-sationssignals zur Zeit t = 30 vorliegt, wenn der horizontale Abstand der Kontrollzelleninnerhalb des unteren und oberen Riegels einen Wert von dx ≈ Cxy/2 aufweist. Weiterhinbleibt festzustellen, dass gemäÿ Abb. 6.13b,e dieser horizontale Abstand der Kontrollzel-len die räumlihe Korrelationslänge von Cxy ≈ 8.5 für eine erfolgreihe Synhronisationauf gesamter Breite der Riegel niht übershreiten sollte. Die weiteren Parameter für dieseSimulationen sind dy ≈ Cxy/2 sowie k1a = 0.2 und k1b = 0.3. Die Abhängigkeit von diesenVerstärkungen k1a, k1b unter Verwendung von dx = dy = Cxy/2 kann den Abb. 6.13,f fürden bi- und den unidirektionalen Fall entnommen werden. Dabei ist zu bemerken, dassbeide Verstärkungen des Synhronisationssignals (6.34f) simultan gemäÿ k1a = 2k1b/3 ge-ändert wurden. Festzuhalten bleibt, dass der für erfolgreihe Synhronisation auftretendeShwellwert für die bidirektionale und die unidirektionale Kopplung nahezu in ähnlihenBereihen liegt 4 . Dieses Ergebnis hat sih auh bei den anderen Synhronisationssignalen4Weiterhin ist zu erkennen, dass lediglih in diesem Beispiel für höhere Verstärkungen im bidirektio-nalen Fall noh wesentlih länger vereinzelte Synhronisationsfehler auftreten als für die entsprehendeunidirektionale Kopplung.
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Abb. 6.13: (a) Synhronisation der GLE (6.5) unter Verwendung des Synhronisati-onssignals (6.34f) für (a-) bidirektionale Kopplung, (d-f) unidirektionale Kopplunginnerhalb eines horizontalen Shnittes durh Abb. 6.12 in Höhe des unteren Kon-trollriegels. Das Synhronisationssignal (6.34f) wird für t > 30 dauerhaft aktiviert,der Synhronisationsfehler (6.35) ist farbkodiert aufgetragen. (a),(d) zeitliher Ver-lauf der Synhronisation. (b),(e) Synhronisation in Abhängigkeit des horizontalenAbstandes der Kontrollzellen innerhalb der beiden Riegel. (),(f) Ein�uss der Ver-stärkungen k1a, k1b auf die Synhronisation.Gl. (6.34a-e) bestätigt, sofern sowohl im bi- als auh im unidirektionalen Fall Synhro-nisation eingetreten ist. Insgesamt ergibt sih für die vershiedenen Arten der Kopplung(6.34) das in Tab. 6.1 zusammengefasste Synhronisationsergebnis. Dabei ist erfolgreiheSynhronisation durh einen Haken gekennzeihnet. Notwendig für eine erfolgreihe Syn-hronisation ist die Existenz eines ausgedehnten Parameterbereihes für k1a, k1b ∈ [0, 1],in dem der Synhronisationsfehler (6.35) auf Null zurükgeht. Dieser Zusammenhang istTabelle 6.1: Erfolgreihe Syn-hronisation mittels der SignaleGl. (6.34) für Gl. (6.5) ist durheinen Haken gekennzeihnet. Kopplung u1,u u2,u u3,u u4,u u5,u u6,ubidirektional √ √ √ - √ √unidirektional - √ (√) - - √bei unidirektionaler Kopplung nur für die Gln. (6.34b) und (6.34f) erfüllt. Im Gegensatzhierzu vershwindet für Gl. (6.34) der Synhronisationsfehler niht, sondern nimmt einenkonstanten, kleinen Wert an. Sofern nur eine einzige Verzögerungszeit ohne weiteren un-verzögerten Anteil eingesetzt wird (z. B. in Gl. (6.34)), ist eine erfolgreihe Anwendungsowohl im bi- als auh im unidirektionalen Fall an ein enges Spektrum von τ geknüpft.Unter diesem Gesihtspunkt darf die eine Verzögerungszeit τ das Zweieinhalbfahe dernatürlihen Periode der Oszillationen für eine erfolgreihe Synhronisation niht über-
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Abb. 6.14: (a) Synhronisation für die GLE (6.5) mittels des zur Zeit t = 30 akti-vierten bidirektionalen Synhronisationssignals (6.34b). Das periodishe Wegshal-ten dieses Signals (Periode entspriht der natürlihen Periodendauer des ungeregel-ten Systems) unter Verwendung des Tastverhältnisses (a) S = 0.9, (b) S = 0.8, ()
S = 0.7, (d) S = 0.6, (e) S = 0.5, (f) S = 0.4 resultiert in dem farbig dargestelltenSynhronisationsfehler (6.35). Die Verstärkung sei zu k1b = 0.3 gewählt.shreiten. Weiteres Augenmerk der Untersuhungen im Hinblik auf die Robustheit derKopplungen (6.34a-f) liegt auf dem periodishen Wegshalten des Synhronisationssignals.Dabei steht im Vordergrund, wie lange dieses Signal abgeshaltet werden kann, um den-noh dauerhaft Synhronisation zu ermöglihen und den Fehler (6.35) zu minimieren.Dieser Zusammenhang ist möglih, da das dynamishe System über ein Gedähtnis ver-fügt. Für die tehnishe Realisierung wird dazu das verwendete Synhronisationssignal(6.34b) mit einem zusätzlihen Rehteksignal (Amplitude zwishen 0 und 1) multipli-ziert, dessen Tastverhältnis geändert werden kann. Dabei bezeihnet das Tastverhältnis Sdas Verhältnis zwishen dem eingeshalteten Zustand und der Gesamtperiode des Reht-eksignals, die für die Simulationen auf die natürlihe Shwingungsdauer der GLE (6.5)für die Parameter a = −1.45, b = 0.34 �xiert sei. Die Ergebnisse aus Abb. 6.14 fürdie Tastverhältnisse (a) S = 0.9, (b) S = 0.8, () S = 0.7, (d) S = 0.6, (e) S = 0.5und (f) S = 0.4 zeigen in diesem Zusammenhang, dass das Tastverhältnis für eine dau-erhaft erfolgreihe Synhronisation bei einem horizontalen und vertikalen Abstand derKontrollzellen von dx = dy ≈ Cxy/2 niht kleiner als S = 0.9 gewählt werden sollte, umSynhronisationsfehler stark zu begrenzen.Generell ist festzustellen, dass bei der in Abb. 6.12 gewählten Anordnung der Kontroll-zellen bei allen erfolgreihen Synhronisationssignalen (6.34a-f) eine groÿe rotierende Spi-ralwelle im ausgedehnten vertikalen Bereih zwishen den Kontrollriegeln (ortsfest) stabi-lisiert wird. Zudem treten innerhalb dieser Region ein bis zwei weitere (kleinere) Spiralenauf, die sih innerhalb der Kontrollregion langsam bewegen.
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Kapitel 7Zusammenfassung und Ausblik
7.1 ZusammenfassungMultiple Delay Feedbak Control (MDFC) ist eine e�ziente Methode zur Stabilisierungvon Fixpunkten, die gleihzeitig neue Möglihkeiten bei der Kontrolle und Manipulationraum-zeitliher haotisher Dynamik bietet. Der Hauptuntershied zu Pyragas' TDAS undseinen Erweiterungen ETDAS und NTDAS ist die Verwendung mehrerer unabhängigerVerzögerungszeiten sowie individueller Verstärkungsfaktoren zu deren Gewihtung.Lineare Stabilitätsanalysen zeigen, dass MDFC konventionellen P- und PD-Reglern (unab-hängig von einer Hohpass�lterung der Eingangssignale) sowie dem bekannten (E)TDASüberlegen ist im Hinblik auf die absoluten Stabilitätswerte und die Gröÿe der Stabilitäts-gebiete. Dabei erhöht sih die E�zienz von MDFC durh Hinzunahme weiterer individu-eller Verzögerungszeiten. Um diesen Gesihtspunkt besser zu verstehen, ist ein Wehselin den Frequenzraum von Vorteil. Die Abhängigkeit der Übertragungsfunktion von deneinzelnen Verzögerungszeiten und Verstärkungen bietet die Möglihkeit, MDFC sehr ge-nau an die vorherrshende dynamishe Situation anzupassen, um z.B. bestimmte störendeFrequenzkomponenten zu unterdrüken. Auf diese Weise ist eine e�ektivere Regelung alsbisher möglih, durh die Fixpunkte mit weitaus geringeren Verstärkungen stabilisiertwerden können.Lokal kann die Übertragungsfunktion von MDFC bis zu einem gewissen Grad durh eineParallelshaltung von Kerb�ltern approximiert werden. Dieses sogenannte Noth FilterFeedbak (NFF) ist ebenfalls e�zient für die Stabilisierung von Fixpunkten einsetzbar.Sowohl MDFC als auh NFF sind durh ihre verhältnismäÿig einfahe Implementierungin Form von analoger Elektronik für die experimentelle Stabilisierung von Fixunkten beishnellen dynamishen Systemen geeignet. Beispiele hierfür sind durh einen elektroni-shen Chua-Oszillator sowie einen shwer zu zähmenden kompakten intern frequenzver-doppelten Nd:YAG Laser gegeben, deren System�xpunkte jeweils erfolgreih experimen-111



112 7. Zusammenfassung und Ausbliktell stabilisiert werden konnten (Stabilisierung des Lasers auf konstante Ausgangsintensi-tät). Gerade dieses sogenannte green problem stellt bei mittleren und hohen Pumpratensehr hohe Anforderungen an eine Regelung, die auÿer von MDFC und NFF bisher durhkeine andere Regelungsmethode erbraht werden konnten. Während in [138℄ behauptetwurde, dass die grüne Intensität als Eingangssignal einer Regelung niht geeignet sei,konnte in dieser Arbeit das Gegenteil für MDFC und NFF gezeigt werden. Sowohl MDFCals auh NFF konnten unter Verwendung der beiden instabilen infraroten Intensitätenoder der grünen Intensität Fixpunkte erfolgreih stabilisieren. Die zusätzlih hierfür vor-genommenen Simulationen mit Hilfe eines detaillierten Lasermodells bestätigen die expe-rimentellen Befunde. Zudem ist MDFC in Simulationen sogar noh bei einer von auÿenzusätzlih angewendeten sinusförmigen Modulation erfolgreih und verhindert ein erneu-tes Abdriften der Laserdynamik in den Chaosbereih. Vielmehr folgt die Laserintensitätdem von auÿen aufgeprägten Modulationssignal. Ermögliht wird dies durh die Existenzausgedehnter Stabilitätsgebiete, in denen MDFC erfolgreih zu einer Stabilisierung desLasers führt. Die Tatsahe, dass unsymmetrishe Vorfaktoren der einzelnen Rükkopp-lungsterme niht nur erlaubt, sondern für die Stabilisierung geradezu notwendig sind,wurde ebenfalls experimentell bestätigt [5℄. Demnah ist asymmetrishes MDFC symme-trishem MDFC und auh (E)TDAS überlegen. Dabei ist eine asymmetrishe Wahl derVorfaktoren kma, kmb niht nur unter dem Aspekt einer optimalen Anpassung der Über-tragungsfunktion der Regelung an das dynamishe System zu sehen, sondern kann auhdazu verwendet werden, die shwer zu kontrollierenden Sattelpunkte zu stabilisieren. Dasist mit den anderen bekannten Zeitverzögerungsmethoden (E)TDAS niht möglih, da zudiesem Zwek ein Symmetriebruh vonnöten ist, der ein Vershwinden des Regelsignalsan der Stabilitätsgrenze verhindert und stattdessen eine geeignete Ankopplung an das zukontrollierende System ermögliht. Neben MDFC ist auh NFF in der Lage, instabile Sat-telpunkte zu kontrollieren, was beide Methoden im Hinblik auf Anwendbarkeit, E�zienzund Erfolg den anderen bekannten Regelungsmethoden überlegen maht.Das volle Potential von NFF und MDFC in Bezug auf die Kontrolle raum-zeitlih haoti-sher Dynamik muss noh weiter getestet werden. So lag neben der Fixpunktstabilisierungein Fokus auf der Umwandlung haotisher Dynamik in laufende ebene Wellen, was für dasFitzhugh-Nagumo-System (einem Prototypen für die menshlihe Herzdynamik) sowohlmit NFF als auh mit MDFC möglih ist (siehe Anhang). Auf diese Art und Weise sindbeide Regelungen vielleiht eine zukünftige shonende Alternative zu der bisher angewen-deten De�brilation bei Herz-Rhythmusstörungen. Um die Aussagekraft dieser Ergebnisseeinordnen zu können, wurde zudem die zweidimensionale Ginzburg-Landau-Gleihung un-ter dem gleihen Gesihtspunkt untersuht. Dabei hat sih herausgestellt, dass aufgrundder bekannten Torsionsbeshränkungen im Gegensatz zu (E)TDAS und P-Regelung mitMDFC eine erfolgreihe Stabilisierung von ebenen Wellen vorgenommen werden kann.Relevanz erhalten diese Ergebnisse aufgrund der Tatsahe, dass die komplexe Ginzburg-Landau-Gleihung Prototyp für eine ganze Reihe räumlih ausgedehnter Systeme ist. Da-neben zeigen die anderen diesbezüglih präsentierten Beispiele, dass MDFC niht nur neue



7.2 Ausblik 113Möglihkeiten im Hinblik auf die Unterdrükung haotisher Dynamik, sondern für zu-künftige Anwendungen eine groÿe Palette an ausgefeilten Manipulationen dieser Dynamiko�eriert. So sind komplexe raum-zeitlihe Strukturen wie sektorgerihtete oder gesherteebene Wellen, interagierende Spiralwellen oder auh Spiralfallen möglih. Für die zuletztgenannte Dynamik kommt es in den Bereihen, in denen MDFC lokal angewendet wird(Kontrollzellen) zu identisher Synhronisation. In weiteren Untersuhungen hat sih her-ausgestellt, dass unter dem Gesihtspunkt der Synhronisation eine lokale bidirektionalezeitverzögerte bzw. niht zeitverzögerte Rükkopplung einer unidirektionalen im Hinblikauf die Anwendbarkeit überlegen ist. Die Überprüfung des verwendeten frequenzverdop-pelten Lasers bezüglih Synhronisation bei externer sinusförmiger Modulation ergab dar-aufhin die Existenz ausgedehnter Synhronisationsgebiete, an deren Rändern haotishePhasensynhronisation vorliegt, die im Zuge dieser Arbeit experimentell für ein solhesLasersystem nahgewiesen werden konnte.7.2 AusblikBezüglih der Regelung von räumlih ausgedehnten Systemen mit NFF und MDFC wurdeerst der Anfang gemaht, so dass noh Spielraum für weitere Analysen und Kopplungs-shemata bleibt. Wünshenswert wäre zudem eine Überprüfung dieser theoretishen Er-kenntnisse an einem geeigneten Experiment. In Anbetraht des hohdimensionalen Para-meterraumes für MDFC und NFF ist darüber hinaus noh Klärungsbedarf für die optimale(automatisierte) Parametereinstellung in einem Experiment (mit Instationarität). Hier isteine Nahführung der Regelparameter in u.U. weiten Bereihen erforderlih. Anfänge wur-den bereits durh die in Kap. 5 beshriebene Regelung der Verzögerungszeiten für MDFCbzw. der Filterresonanzfrequenzen für NFF gemaht. In Zukunft kann diese Einstellungund Nahführung der Parameter vielleiht durh einen intelligenten Lernalgorithmus vor-genommen werden, der eventuell im Hinblik auf räumlih ausgedehnte Systeme zudemdie Anzahl der benötigten Kontrollzellen weiter reduzieren kann, indem die Orte für denKontrolleingri� je nah gewünshter Zieldynamik optimal gewählt werden. Durh dieseweitere E�zienzsteigerung stünden dann mit MDFC und NFF zwei universelle Regelun-gen zur Verfügung, die in weiten Bereihen anwendbar sind.
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Anhang AChaos-Kontrollmethoden ohneZeitverzögerung
A.1 OGY-KontrolleEin instabiler periodisher Orbit oder Fixpunkt einer iterierten Abbildung soll durh dieAnwendung kleiner und sorgfältig berehneter Störungen eines zugänglihen Systempa-rameters stabilisiert werden. Die shematishe Darstellung dieses Sahverhaltes zeigt dieAbb. A.1, in der sih die Dynamik zunähst parallel zu der stabilen Rihtung dem Fix-punkt nähert. Je geringer aber der Abstand zum instabilen Fixpunkt wird, desto mehrdominiert die Dynamik der instabilen Rihtung, wenn die Annäherung niht exakt ent-lang der stabilen Mannigfaltigkeit vonstatten geht. Die Dynamik entfernt sih daraufhinwieder aus der Nähe des Fixpunktes, es sei denn, die Lage des Fixpunktes wird durhkleine Störungen so vershoben, dass bei der nähsten Iteration die Dynamik genau aufdie stabile Mannigfaltigkeit des instabilen Fixpunktes fällt. In diesem Falle würde sih dieDynamik dann selbständig auf den Fixpunkt zubewegen.Um die für diese OGY-Kontrolle (Ott, Grebogi, Yorke, siehe Abshnitt 2.2) [106℄ nötigenParameter zu ermitteln, wird die d-dimensionale Abbildung

xn+1 = f(xn, p) (A.1)mit dem n-fah iterierten Systemzustand xn betrahtet. Für kontinuierlihe Systeme stehtfür diesen Zwek eine Poinaré-Ebene des Systems zur Verfügung, wobei p einen zugängli-hen Systemparameter darstellt, der entsprehend variiert werden kann. Dabei verändertsih die Position des betrahteten instabilen Fixpunktes x0(p0) glatt mit p, bis der Wert p0bei Erreihen der Zieldynamik angenommen wird. Bei der Anwendung kleiner Störungenkann dann in einer kleinen Umgebung des Fixpunktes x0 und bei kleinen Kontrollkräften
|pn − p0| ≪ 1 durh

x0(p) ≈ x0(p0) + g∆p (A.2)115
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Abb. A.1: Shematishe Darstellung der OGY-Regelung. (a) Annäherung an denFixpunkt x0 parallel der stabilen Rihtung es, wobei der Ein�uss der instabilenRihtung eu letztendlih wiederum zu einer erneuten Entfernung der Dynamik vomFixpunkt führt. (b) Vershiebung des Fixpunktes durh den Fixpunktvektor g so,dass sih die Systemdynamik dem Fixpunkt während der nähsten Iteration xn+1entlang der stabilen Mannigfaltigkeit nähert ().mit dem Vershiebungsvektor
g =

∂x0(p)

∂p

∣
∣
∣
∣
p=p0

≈ x0(p) − x0(p0)

∆p
(A.3)approximiert werden. Hierbei ist zu beahten, dass g bestimmt werden muss, bevor dasKontrollgesetz zur Stabilisierung von x0 berehnet werden kann. Linearisierung des dy-namishen Systems (A.1) am Fixpunkt x0(p0) führt wiederum unter Verwendung derJaobi-Matrix

Df(x0(p)) =
∂f

∂x

∣
∣
∣
∣
x0(p)

≈ Df(x0(p0)) +
∂f

∂p

∣
∣
∣
∣
p=p0

∆p (A.4)zu der Gleihung
xn+1 − x0(p) ≈ xn+1 − (x0(p0) + g∆p)

≈ Df(x0(p0))(xn − x0(p0) − g∆p),
(A.5)was durh das Einsetzen von Gl. (A.2) zu

xn+1 − x0(p0) = g∆p + Df(x0(p0))(xn − x0(p0) − g∆p) (A.6)führt. Die Elemente von Df(x0(p0)) des ungestörten Systems können bei niht bekanntenSystemgleihungen aus einer gemessenen Zeitreihe, anshlieÿender geeigneter Einbettungund weiterer Analyse der Dynamik in der Nähe des betrahteten instabilen Fixpunktes



A.1 OGY-Kontrolle 117berehnet werden. Dabei seien die Eigenwerte von Df durh λu und λs für die jeweilsinstabile und stabile Rihtung des Fixpunktes sowie die zugehörigen Eigenvektoren durh
eu und es bezeihnet. Durh die Einführung der kontravarianten Vektoren vu und vsanhand von

vs · es = vu · eu = 1 vs · eu = vu · es = 0 (A.7)kann die Jaobi-Matrix des frei laufenden Systems in
Df(x0(p0)) = λueu · vu + λses · vs (A.8)umgeshrieben werden. Zudem lässt sih die Annäherung der Dynamik an den Fixpunktentlang der stabilen Mannigfaltigkeit unter Verwendung der kontravarianten Vektoren inder Form

vu · (xn+1 − x0(p0)) = 0 (A.9)ausdrüken. Wenn xn+1 auf die stabile Rihtung von x0(p0) gefallen ist, kann das Kon-trollsignal auf Null gesetzt werden und die Trajektorie wird den Fixpunkt mit der geome-trishen Rate λs selbständig erreihen. Solange also xn − x0(p0) klein genug ist, könnendie Gleihungen (A.9) und (A.8) in Gl. (A.6) eingesetzt werden. Mit ∆p = cn und
xn+1 − x0(p0) ≈ g∆p + (λueu · vu + λses · vs)(xn − x0(p0) − g∆p),ergibt sih als notwendige Bedingung für eine erfolgreihe Fixpunktstabilisierung der Aus-druk

vu · (xn+1 − x0(p0)) ≈ vu · g ∆p
︸︷︷︸

cn

+λu eu · v2
u

︸ ︷︷ ︸

vu

(xn − x0(p0) − g ∆p
︸︷︷︸

cn

)
!
= 0. (A.10)Dieses Resultat führt wiederum zu

cn = C(xn − x0(p0)) (A.11)mit
C =

λuvu

(λu − 1)vu · g
. (A.12)Für die Berehnung dieser Gleihung wurde stillshweigend angenommen, dass g · fu 6=

0 und damit auh die Abweihung vom Sollzustand cn ∝ xn − x0(p0) klein ist. DieseAnnahmen tre�en aber nur für eine lokale kleine Umgebung von x0(p0) zu. Zum Vermeideneiner zu starken Veränderung des dynamishen Systems wird ∆p global auf Null gesetzt,wenn |cn| zu groÿ wird. Man erhält somit für die Regelung zu einem fest vorgegebenenShwellwert δ die Kontrollkraft
∆p =

{

cn : wenn |cn| < δ

0 : sonst.
(A.13)



118 A. Chaos-Kontrollmethoden ohne ZeitverzögerungDamit kann die eigentlihe Kontrollprozedur nur dann angewendet werden, wenn die Tra-jektorie in der Nahbarshaft der gewünshten Zieldynamik ist, was unter Umständenbei kleiner ǫ-Umgebung um den Fixpunkt entsprehend lange dauern kann. Um dieseZeitspanne zu verkürzen, kann die Dynamik durh kleine gezielte Störungen eventuellshneller in die gewünshte Nahbarshaft des Fixpunktes gebraht werden (Targetting).Zudem gibt es noh weitere Nahteile von OGY, die eine experimentelle Implementierungershweren. Da durh die verwendete Poinaré-Abbildung die Veränderung der Parame-ter immer zeitdiskret ist, können z. B. nur Fixpunkte stabilisiert werden, deren maximalerLyapunov-Exponent klein im Vergleih zum reziproken Zeitintervall zwishen zwei Para-meteränderungen ist. Pro Periode kann nur ein einziger Kontrolleingri� vorgenommenwerden, was aber unter Umständen bei sehr hoher Instabilität niht ausreihend seinkann. Ebenso ist aufgrund des in der Praxis immer auftretenden Messraushens ständigeine Korrektur des Regelsignals erforderlih, d. h. der Systemzustand muss fortlaufendmit dem Computer überwaht werden, um eine aktuelle Berehnung des benötigten Kon-trollsignals zu erhalten. Um diese Einshränkungen zu umgehen, muÿ das beshriebeneOGY-Verfahren verändert werden [41℄.Führt man sih die OGY-Kontrolle einmal genauer vor Augen, so handelt es sih inerster Linie dabei um eine lokal angewendete Variante des üblihen Pole-Plaement (sieheAbshnitt 2.1), das shon Gegenstand vielfältiger Untersuhungen vor der Anwendung aufnihtlineare Systeme war.A.2 OPF-KontrolleOPF (oasional proportional feedbak) kann als eine eindimensionale Version der OGY-Regelung angesehen werden. Ein Vorteil von OPF gegenüber OGY liegt allerdings darin,dass für eine erfolgreihe Regelung keine vollständige Zeitreihenanalyse betrieben werdenmuss, um z.B. eine Stabilisierung von periodishen Orbits herbeizuführen. Ein Haupt-element der Regelung ist ein Fensterkomparator, der eine Aktivierung der Regelgröÿeerst ermögliht, wenn die skalare, zu bestimmten Zeiten tn = t0 + nT, n ∈ N gesam-pelte Eingangsgröÿe y(tn) = g(x(tn)) in einem vorher eingestellten Bereih 2∆ymax umeine gewählte Referenzamplitude y0 liegt. Dieses Referenzsignal kann z. B. durh eineTiefpass�lterung generiert werden. T ist in der Gröÿenordnung der Relaxationszeit desSystems, d. h. für die Störung
u(tn) =

{

k(y(tn) − y0) : wenn t ∈ [tn, tn + θ] und |u| < umax

0 : sonst
(A.14)mit der Applikationszeit θ, die deutlih kürzer als die Periode des zu stabilisierendenperiodishen Orbits ist. umax ist der vorher festgelegte Shwellwert für das Fenster um denzu stabilisierenden Amplitudenwert. Dieser muss natürlih genau wie die Relaxationszeit
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Abb. A.2: OPF-Regelung zur Stabilisie-rung periodisher Orbits eines frequenz-verdoppelten Lasers mit Typ-I Chaos.Das Regelsignal wird nur aktiviert, wennder gesampelte Messwert zu einer be-stimmten Zeit in ein vorher eingestelltes(Amplitudenwert-)Fenster fällt.des Systems vorher shon einigermaÿen bekannt sein, so dass dann zusätzlih mit Hilfeeiner Variation von k im besten Fall eine Stabilisierung erzielt werden kann. Mit dieserRegelung konnten erfolgreih periodishe Orbits bei einem frequenzverdoppelten Nd:YAG-Laser mit Typ-I-Chaos (alle Moden sind parallel zueinander polarisiert) stabilisiert werden[63℄. Der shematishe Aufbau hierfür ist Abb. A.2 zu entnehmen.
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Anhang B
Kontrollierbarkeitskriterium imallgemeinsten Fall
Die Behandlung des allgemeinsten Falls einer Rükkopplung zur Stabilisierung eines Sat-telpunktes verläuft analog zu der des in Kapitel 4 betrahteten Spezialfalls. Ausgangs-punkt ist die Annahme einer zeitverzögerten Regelung u = (u1, u2, . . . , un)tr, die an alleGleihungen des n-dimensionalen dynamishen Systems koppelt und auh Linearkombi-nationen aller durh die Di�erentialgleihungen beshriebenen Variablen x1, . . . , xn alsEingangssignale für die einzelnen Rükkopplungen ui verwendet. Unter diesem Gesihts-punkt berehnet sih die allgemeinste Form der kontinuierlihen harakteristishen Funkti-on S(λ) (mit den Laplae-Transformierten ∂ūi/∂x̄j der einzelnen Regelungskomponentenbezüglih der jeweils verwendeten Variablen) zu

S(λ) = det [∆(λ)] = det [λI − Df(x0) − U(x0, λ)] (B.1)
= λn +

n−1∑

j=0

cjλ
j +

n−1∑

i1=0
j1=0

∂ūi1

∂x̄j1

n−1∑

l=0

di1j1lλ
l +

1

2

n−1∑

i1,i2=0
j1,j2=0

∂ūi1

∂x̄j1

∂ūi2

∂x̄j2

n−1∑

l=0

ei1i2j1j2lλ
l

+ . . . +
1

n

n−1∑

i1,...,in=0
j1,...,jn=0

∂ūi1

∂x̄j1

∂ūi2

∂x̄j2

· · · ∂ūin

∂x̄jn

n−1∑

l=0

ri1...inj1...jnlλ
l, (B.2)bestehend aus einem rein polynomialen Anteil mit den Parametern cj (stammt von demfreilaufenden dynamishen System) und mehreren gemishten polynomial-transzendentenAnteilen (resultieren aus der Ankopplung des Regelsignals u an das dynamishe Systemund der Wehselwirkung der vershiedenen Regelungskomponenten bei der Berehnungder harakteristishen Gleihung (B.2)). Diese Parameter sind alle endlih, so dass sihzusammen mit einer beshränkten, stabilen Regelung der Grenzfall limλ→∞ S(λ) → ∞121



122 B. Kontrollierbarkeitskriterium im allgemeinsten Fallergibt. Wird die harakteristishe Gleihung (B.2) für λ = 0 betrahtet, so folgt
S(0) = c0 +

n−1∑
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∂ūi1
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di1j10 +
1
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∂ūi2

∂x̄j2

ei1i2j1j20

+ . . . +
1

n

n−1∑

i1,...,in=0
j1,...,jn=0

∂ūi1
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ri1...inj1...jn0. (B.3)Sind dabei alle Rükkopplungsglieder
ui = ki1

[

(1 − Ri1)
∞∑

r=1

Rr−1
i1

xi1(t − rτi1) − x(t)

]

+ . . .

+ kin

[

(1 − Rin)
∞∑

r=1

Rr−1
in

xin(t − rτin) − x(t)

] (B.4)vom (E)TDAS-Typ 1 , so vershwindet analog zu Kapitel 4 der Ein�uss aller Regelkom-ponenten bei λ = 0. Im Detail führt das zu
S(0) = det[−Df(x0)] = (−1)n det[Df(x0)] =

n∏

j=1

(−ej) = c0 (B.5)mit den Eigenwerten ej der Jaobi-Matrix Df(x0) des instabilen ungeregelten Systems.Bei Betrahtung eines Sattelpunktes (ungerade Anzahl reeller, positiver Eigenwerte) ist
S(0) < 0, was zusammen mit dem Grenzfall limλ→∞ S(λ) → ∞ die Existenz mindestenseines mit (E)TDAS niht stabilisierbaren Eigenwertes impliziert.Ein betrahteter Fixpunkt ist hingegen stabil, wenn die Kontrollparameter so gewähltwerden können, dass die Funktion S(λ) keine Nullstellen in der rehten Hälfte der kom-plexen Ebene besitzt (d. h. keine Nullstellen mit positivem Realteil). Wird anstelle von(E)TDAS aus Gl. (B.4) MDFC gemäÿ

ui = k0 +
M∑

m=1

kmai1xi1(t − τmi1) − kmbi1xi1(t) + . . . + kmainxin(t − τmin) − kmbinxin(t)(B.6)angewendet, so verändert sih die Laplae-Transformierte aus Gl. (B.4) zu
ūip

x̄iq

(λ) =

M∑

m=1

kmaiqe
−λτmiq − kmbiq , q = 1, . . . , n, (B.7)1Im eigentlihen Sinne müsste in diesem Fall τi1 = . . . = τin

= τ gelten, da (E)TDAS laut De�nition[141℄ nur eine einzige Verzögerungszeit τ im gesamten Regelkreis verwendet.



123wodurh Gl. (B.7) im Gegensatz zu Gl. (B.4) niht mehr für λ = 0 vershwindet, sondernvon den Di�erenzen der einzelnen Kontrollparameter kmaiq − kmbiq , q = 1, . . . , n abhängt.Auf diese Weise kann die harakteristishe Funktion S(0) aus Gl. (B.3) mit
ūip

x̄iq

(0) =

M∑

m=1

kmaiq − kmbiq , l = 1, . . . , n, (B.8)an der Stelle λ = 0 zu positiven Werten vershoben werden. Daraus lässt sih zusammenmit dem Grenzfall limλ→∞ S(λ) → ∞ folgern, dass eine gerade Anzahl an Nullstellen für
S(λ) in der rehten Hälfte der komplexen Ebene vorliegt, deren genaue Anzahl sowohl vondem betrahteten dynamishen System als auh von den Kontrollparametern abhängt. Soist durh die Vershiebung von S(0) zu positiven Werten u.U. shon eine erfolgreiheStabilisierung vorgenommen worden. Sollte das noh niht der Fall sein, so besteht nunkein fundamentales Hindernis mehr für die Stabilisierung des betrahteten Sattelpunktesdurh einen zusätzlihen Kontroller des (E)TDAS-Typs (2.11).Daran ist wieder die Notwendigkeit der Anwendung von mindestens zwei vershiedenenVerzögerungszeiten für die Stabilisierung von Sattelpunkten zu erkennen. Der erste verzö-gerte Term mit asymmetrishen (untershiedlihen) Verstärkungsfaktoren verändert dasdynamishe System dahingehend, dass S(0) > 0 gewährleistet ist. Der zweite Zeitverzöge-rungsterm aus Gl. (B.6) stabilisiert shlieÿlih dieses neue, veränderte System. Durh dieVerwendung der asymmetrishen Vorfaktoren kmaiq , kmbiq handelt es sih allerdings beiGl. (B.6) um eine invasive Regelung. Dieser Sahverhalt kann durh geeignete Anpassungdes Parameters k0 aus Gl. (B.6), der niht in die Stabilitätsanalyse und damit auh nihtin die harakteristishe Gleihung (B.2) eingeht, beseitigt werden, wodurh shlieÿlih einenihtinvasive Regelung gewährleistet ist.
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Anhang CRäumlih ausgedehnte Systeme
C.1 Ginzburg-Landau-Gleihung (Stabilitätsanalyse)Um die Stabilität von ebenen Wellen f = f(x, t) mit Wellenvektor k für die GLE (6.5)in Gegenwart einer homogenen Regelung u(t) zu testen, wird eine Störung der Form
fg = f + B angenommen, was nah der Entwiklung von B in Fourier-Moden zu

B =
∑

l

µle
il·x (C.1)führt. Weiteres Einsetzen in Gl. (6.5) und anshlieÿende Linearisierung resultiert zusam-men mit der (laplaetransformierten) Regelung uR in der Matrix

A = −
(

αl2 + βf 2
0 + 2αk · l βf 2

0

β∗f 2
0 α∗l2 + β∗f 2

0 − 2α∗k · l

)

+

(
uR 0
0 u∗

R

) (C.2)mit α = 1+ ia, β = 1+ ib und ||l|| = l. Über die Stabilität der ebenen Wellen entsheidetder Eigenwert mit dem gröÿten Realteil, der die harakteristishe Gleihung det (λI − A)mit
(z(λ) − λ − 2αk · l) (z∗(λ) − λ + 2α∗k · l) − (1 + b2)f 4

0 = 0 (C.3)erfüllt, wobei z(λ) = uR(λ) − αl2 − (1 + ibf 2
0 ) und I die Einheitsmatrix bezeihnet. Istdieser Realteil < 0, so sind die ebenen Wellen stabil. Ob diese Wellen auh Lösungen derfreilaufenden GLE (6.5) sind oder von der Regelung generiert werden, hängt wiederumvon den Rükkopplungsparametern ab (vgl. Kapitel 6).C.2 Ginzburg-Landau-Gleihung (Fixpunkt)Ein Beispiel für die Stabilisierung des instabilen Fixpunktes f(x) = 0 für die zweidimen-sionale Ginzburg-Landau-Gleihung (6.5) ist in Abb.C.1 für die Parameterwerte a = 2125



126 C. Räumlih ausgedehnte Systemeund b = −1.2 zu sehen, die für das freilaufende System (u = 0) zu turbulenter Dynamikführen (Abb. C.1a). Gemäÿ den Ausführungen aus Abshnitt 4.2 und Abshnitt 6.3 erwiessih (E)TDAS bei dieser Parameterkombination als niht geeignet, um eine erfolgreiheFixpunktstabilisierung herbeizuführen. Von daher wird MDFC mit drei vershiedenenVerzögerungszeiten an ausgewählten lokalen Kontrollzellen angewendet, um diese haoti-shen Amplituden�uktuationen zu unterdrüken. Im Detail lautet das an der Kontrollzelle
Cj gemessene und auh dort wieder angewendete Regelsignal

uj(t) =

3∑

m=1

kmaf(Cj , t − τm) − kmbf(Cj , t), (C.4)wobei die Verzögerungszeiten auf die Werte τ1 = 27, τ2 = 69, τ3 = 123 und die Verstär-kungsfaktoren auf k1a = 0.2, k2a = 0.25, k3a = 0.3, k1b = 0.9, k2b = 0.9, k3b = 0 �xiertsind. Das verwendete Kopplungsshema kann zudem der Abb. 6.7 entnommen werden.Abb. C.1b zeigt die Transienten der Dynamik, kurz nahdem die Regelung (C.4) einge-
A

(c)(b)(a)

Abb. C.1: Farbkodierte Darstellung der raum-zeitlihen Entwiklung der Ampli-tude der Lösungsfunktion f für die zweidimensionale Ginzburg-Landau-Gleihung(6.5) mit den Parameterwerten a = 2 und b = −1.2. (a) Freilaufendes System(u = 0), (b) Transienten der kontrollierten Dynamik, wobei MDFC entsprehendGl. (C.4) an den weiÿ markierten Kontrollzellen angewendet wird. () Lokale Un-terdrükung der haotishen Amplituden�uktuationen innerhalb der Kontrollregion,was sih in nur noh sehr kleinen vereinzelten Amplitudenwerten äuÿert.shaltet wurde. Die Kontrollzellen sind in dieser Darstellung exemplarish weiÿ markiertund in Form der Buhstaben DPI angeordnet. Das dort eingespeiste MDFC-Signal mitasymmetrishen Vorfaktoren führt im Gegensatz zu (E)TDAS innerhalb des Regelgebieteszu der Reduzierung der Dynamik auf den betrahteten Fixpunkt (Abb. C.1), wobei al-lerdings aus Übersihtlihkeitsgründen die Kontrollzellen in dieser Darstellung niht mehrkenntlih gemaht wurden. Ähnlihe Eigenshaften von MDFC für gekoppelte iterierteAbbildungen wurden kürzlih in [91, 92℄ verö�entliht.



C.3 Fitzhugh-Nagumo-System 127C.3 Fitzhugh-Nagumo-SystemIm Hinblik auf die störende Spiraldynamik im menshlihen Herzgewebe (Herz�immern)wird anstelle der komplexen Ginzburg-Landau-Gleihung (6.5) oft das Fitzhugh-Nagumo-System
∂u

∂t
= Du∇2u + ǫ−1u(1 − u)(u − v + b

a
)

∂v

∂t
= Dv∇2v + u − v

(C.5)mit periodishen Randbedingungen untersuht. Die System-Parameter sind auf a = 0.75,
b = 0.06, ǫ = 1/12, Du = 1 und Dv = 0 �xiert. Zusätzlih wird jeweils auf der ge-samten Breite alle 70 (Zeiteinheiten) eine Erregung an der Position y = 77 für MDFC(Abb. C.2a-) bzw. y = 49 für NFF (Abb. C.2d-f) vorgenommen. Für die Integrationvon Gl. (C.5) wird das in 90 × 90 Zellen unterteilte dynamishe Gebiet entsprehend desverwendeten Barkley-Codes [17, 18℄ zeitlih mit einem Euler-Verfahren und räumlih miteiner Neun-Punkt-Approximation gelöst. Beein�usst wird die auftretende Spiraldynamikmittels ausgewählter Kontrollzellen Cj , die in Abb. C.2 weiss markiert sind und über dieeine geeignete Regelung auf das System einwirkt.Zunähst sei hierfür MDFC mit den Parametern τ1 = 10.2, τ2 = 45, τ3 = 78.2 sowie k1a =
0.13, k1b = 0.31, k2a = 0.41, k2b = 0.34, k3a = 0.16, k3b = 0 unter Berüksihtigung desKopplungsshemas aus Abb. 6.7g angewendet. Im Detail lautet das an der Kontrollzelle
Cj angewendete Regelsignal

pj =k1auj(t − τ1) + k2auj(t − τ2) + k3auj(t − τ3)

− (k1b + k2b + k3b)uj(t),
(C.6)das wiederum auf die u-Variable in Gl. (C.6) wirkt. Abb. C.2a zeigt das freilaufende Sy-stem mit ausgedehnter Spiraldynamik, die nah Aktivierung der Regelung und Abwartender Transientendynamik zu (von oben nah unten) laufenden Wellen umgewandelt wird(Abb. C.2). Mit dieser Parameterkombination ist die gezeigte Dynamik zeitlih sehrstabil. Dass die Wellenfronten der ebenen Wellen niht exakt gerade sind, liegt an denAnfangsbedingungen. So verläuft der Beginn der Wellenstabilisierung/-erzeugung nihtauf der gesamten Breite der Kontrollzellen einheitlih, so dass die Wellenfronten erst naheiner langen Transienten vollständig begradigt sind (bei fehlenden weiteren Inhomogeni-täten).Entsprehendes Vorgehen liefert für NFF bestehend aus drei parallel geshalteten Kerb-�ltern (3.2), (3.3) anstelle von MDFC die in Abb. C.2d-f gezeigten Verhältnisse unterEinsatz der Regelparameter k1 = 2.1, k2 = 2.35, k3 = 2.05, R1 = 140.4, R2 = 788.7,

R3 = 2060.0, C = 0.013, Q1 = 11.5, Q2 = 11.47, Q3 = 11.97. Wieder wird die freilau-fende turbulente Dynamik aus Abb. C.2d von Transienten abgelöst, sobald die Regelung
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Abb. C.2: Farbkodierte Darstellung der raum-zeitlihen Entwiklung der Fitzhugh-Nagumo-Gleihung geregelt durh MDFC (a-) und NFF (d-f). (a),(d) freilaufendesSystem, (b),(e) Transienten und (),(f) Zieldynamik.eingeshaltet wird. Die �nale Dynamik kann Abb. C.2f entnommen werden, wobei keinegeraden Wellenfronten im gesamten dynamishen Gebiet zu sehen sind. Das erklärt sihdaraus, dass die Kontrollzellen laufende Wellen in beide Rihtungen emittieren, die je nahAusbreitungsgeshwindigkeit durh die periodishen Randbedingungen in einem anderenBereih des Integrationsgebietes wieder aufeinander tre�en. An diesen Stellen kann es, wiein Abb. C.2f zu sehen, zu erneuter irregulärer Dynamik kommen, was für MDFC aufgrundder höheren erwirkten Stabilität unkritisher als für NFF ist (Abb. C.2). (Diese höhereStabilität resultiert aus der besseren Anpassung von MDFC an das dynamishe System.)Um auh für NFF stabilere Wellen zu ermöglihen, müssen zusätzlihe Kontrollzellenaktiviert oder Kontrollzellen mit gröÿerer Ausdehnung verwendet werden.Insgesamt kann festgehalten werden, dass sowohl mit MDFC als auh mit NFF eine Um-wandlung von Spiral- in laufende Wellen vorgenommen werden kann. Da das Fitzhugh-Nagumo-System (C.6) einen Prototypen für die menshlihe Herzdynamik darstellt, istMDFC und auh NFF vielleiht eine zukünftige shonende Alternative zur bisher ange-wendeten De�brilation.
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