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Kapitel 1

Einleitung

Die vorliegende Dissertationsschrift entstand am Institut fiir Aeroelastik des Deut-
schen Zentrums fiir Luft- und Raumfahrt (DLR) am Standort Gottingen. Die
Acroelastik ist eine Wissenschaft, die sich mit der Wechselwirkung zwischen Gas-
stromen und Strukturdynamik beschéaftigt. Wie grofs ihre Rolle im menschlichen
Alltag ist, ist nur wenigen bewusst. Die Fahigkeit stromender Fluide, Schwingun-
gen anzuregen, erschwert die Konstruktion zahlreicher Bauwerke und Verkehrs-
mittel betrachtlich. Thre Auswirkungen sind manchmal harmlos, wie das ,,Singen*
von Stromleitungen im Wind, manchmal gefdhrlich, wie zum Beispiel das Flat-
tern von Flugzeugfliigeln, und mitunter katastrophal, wie im Fall der 1940 einge-
stiirzten Tacoma-Narrows-Briicke. Vorfélle wie dieser, bei dem nur durch Gliick
alle Beteiligten mit dem Leben davonkamen, machen deutlich, wie wichtig ein
fundamentales Versténdnis der den genannten Phénomenen zugrunde liegenden
Mechanismen ist.

Ein spezielles Problem, das auch unter die Zusténdigkeit der Aeroelastik fallt,
sind die Schwingungen von Turbinenschaufeln in den Strahltriebwerken moder-
ner Flugzeuge. Die durch sie verursachte Materialermiidung ist nicht nur ein
Kostenfaktor, sondern auch ein Sicherheitsrisiko. Eine beliebte Methode, ihnen
entgegenzuwirken, ist der Einsatz frei aufliegender Reibungsdédmpfer, die, von der
Zentrifugalkraft zwischen die Schaufelfiifse gepresst, im laufenden Betrieb einen
Reibkontakt darstellen, der der Schwingung Energie entzieht [44] [36] [41], [43] [§].
Die Frage nach der bestmoglichen Gestaltung dieser Dampfer ist Gegenstand in-
tensiver Forschung, die Modellierung angesichts der Komplexitat des Problems
allerdings schwierig, was unter anderem auf die Existenz von Reibkontakten zu-
riickzufiihren ist. Trockene Reibung zwischen zwei Kontaktflachen ist eines der am
schwierigsten quantifizierbaren Phanomene der Mechanik, abhéngig von so vielen
Faktoren, dass es unmoglich ist, sie durch ein universales Gesetz zu beschreiben.
Sie wird beeinflusst durch Druck, Temperatur, Oberflaichenbeschaffenheit sowie
die Relativgeschwindigkeit der Reibflichen. Sie verhélt sich bei hohen und bei
niedrigen Geschwindigkeiten unterschiedlich [29][45], und infolge von Abrieb, Oxi-
dation oder anderem ist noch nicht einmal garantiert, dass sie innerhalb ein und



desselben Systems reproduzierbar ist [29]. Schon die Vielzahl unterschiedlicher
Modelle, die in der Vergangenheit zur Darstellung der Geschwindigkeitsabhéngig-
keit genutzt wurden, zeigt die Komplexitit des Problems [50] [9] 3, 221 [46]. Eine
wirklich genaue Beschreibung bedingt zudem die Beriicksichtigung von Hystere-
seeffekten, die im Bereich kleiner Relativgeschwindigkeiten auftreten [40] (62 [60].
Eine Ubersicht iiber die verschiedenen Ansitze zur Reibungsmodellierung findet
sich zum Beispiel bei STEIN et al. [52].

Die vorliegende Arbeit ist der Versuch einer neuen Herangehensweise an das
Problem der schwingenden Turbinenschaufel mit Reibungsddmpfer. Statt zu ver-
suchen, das Schaufel-Dampfer-System realistisch zu modellieren, um unter Ein-
satz hoher Rechenleistung technisch verwertbare Aussagen zu ermoglichen, wird
ein Oszillator entworfen, der als toy model diese besondere Art der Schwin-
gungsddmpfung auf die denkbar einfachste Weise verwirklicht. Auf den folgenden
Seiten werden die Bewegungsgleichungen des Ostzillators hergeleitet und diese
dann mit bekannten Methoden aus dem Bereich der Nichtlinearen Dynamik un-
tersucht. Wichtigstes Werkzeug war dabei das selbstgeschriebene Computerpro-
gramm fricl. Es enthélt einen effizienten Algorithmus zur Zeitintegration der
Bewegungsgleichungen und erlaubt die numerische Berechnung von Ljapunow-
Exponenten und anderer wichtiger Kenngréfsen. Das folgende Kapitel eroffnet
mit einer Einfiihrung in die Funktion eines Strahltriebwerks, erldutert den Ur-
sprung der Schaufelschwingungen und stellt Methoden zu ihrer Bekdmpfung vor.
Dem interessierten Leser bringt es die Hintergriinde der Arbeit ndher. Fir ihr
Verstandnis ist seine Lektiire aber nicht vonnoten.

Fiir einige englische Fachbegriffe, fiir die, soweit mir bekannt, noch keine deut-
schen Entsprechungen existieren, habe ich mir erlaubt, eigene Ubersetzungen zu
verwenden, um den Textfluss angenehm zu halten. Die Originalbezeichnungen
werden in diesem Fall bei Einfiihrung des Begriffs in Klammern angegeben, um
dem Leser weiterfithrende Recherchen zu ermoglichen.



Kapitel 2

Stromungsinduzierte Schwingungen
in Strahltriebwerken

2.1 Der innere Aufbau eines Strahltriebwerks

Das Prinzip, mittels eines Rotors Luft nach hinten abzustofsen, um auf diese Weise
einen Vortrieb zu erzeugen, ist so alt wie die motorisierte Luftfahrt selbst. Schon
die Briider Wright setzten es an ihren experimentellen Fluggerdten um. In den
mehr als hundert Jahren, die seit damals vergangen sind, ist die Fliegerei zu einem
festen Bestandteil unserer Zivilisation geworden, und die Anspriiche an ein Flug-
zeug, das dem Transport von Waren oder Passagieren dient, sind andere als die
an die Machbarkeitsstudien eines Flugpioniers gestellten. Es muss leistungsstark
und effizient sein. Ein modernes Flugzeugtriebwerk ist eine komplexe Maschine,
die an die Ingenieurskunst ihrer Erbauer hohe Anspriiche stellt.

Trotz einer Vielzahl moglicher Bauweisen, die sich in wesentlichen Details
unterscheiden, funktionieren fast alle modernen Strahltriebwerke nach einem ge-
meinsamen Grundprinzip, veranschaulicht in Abb.2Il Den Schub erzeugt der
Fan, ein an der vorderen Triebwerksoffung angebrachter Rotor, der atmosphéri-
sche Luft ansaugt und durch das Triebwerk hindurch wieder abstéft. Angetrieben
wird er durch eine im hinteren Teil des Triebwerks positionierte Turbine. Bevor
die nach hinten abgestofsene Luft diese aber passiert, wird sie zunéchst in einem
wiederum turbinengetriebenen Verdichter komprimiert und danach in der Brenn-
kammer durch Einspritzung und Ziindung von Treibstoff erhitzt. Der Kreisprozess
eines solchermafen konstruierten Triebwerks (Abb.2.2) entspricht dem eines klas-
sischen Viertakt-Kolbenmotors [I]. Punkt A reprisentiert ein an der Frontseite
eingesaugtes Luftvolumen unter atmosphérischem Druck, das dann im Verdich-
ter entlang der Linie AB komprimiert wird. Punkt B markiert den Eintritt in
die Brennkammer, wo die Luft erhitzt wird und in der Folge ihr Volumen ver-
grofert. Theoretisch ist dieser Vorgang isobar, in der Praxis geht aus technischen
Griinden ein wenig Druck verloren [I]. Die Luft entweicht nun durch die Turbine
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Abbildung 2.1: Beispiel fiir den inneren Aufbau eines Strahltriebwerks. (Bildquel-
le: Wikimedia Commons [2])
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Abbildung 2.2: Kreisprozess eines Strahltriebwerks

und expandiert dabei weiter, bis ihr Druck wieder auf atmosphérisches Niveau
abgesunken ist. In diesem Schritt wird ihr ein Teil ihrer Energie entzogen und
in mechanische Energie umgewandelt. Der Rest entweicht durch die Schubdiise
und verleiht dem Flugzeug Impuls nach vorn. Die Linie DA représentiert den
Austausch der ausgestofsenen, durch Erhitzung ausgedehnten Luft durch neue,
kiihle Luft am Einzug.

Das Strahltriebwerk ist eine Warmekraftmaschine. Je stiarker die Erhitzung,
desto stéarker die Expansion der Luft und desto héher der Wirkungsgrad. Eine zu
hohe Temperatur fiihrt aber zu Materialschdden an der Turbine. Heutige Trieb-
werke sind deshalb fiir gewohnlich mit einem Kiihlsystem ausgestattet, das mittels
eines gesonderten Luftstroms die Turbinenschaufeln vor Uberhitzung schiitzt und
damit eine stiarkere Aufheizung der antreibenden Luft erlaubt. Abb.21] zeigt ein
Triebwerk mit zwei Verdichterschritten (Niederdruck und Hochdruck), die jeweils
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Abbildung 2.3: Luftstromung durch die Leitbleche eines Stators auf die dahinter
liegenden Turbinenschaufeln (Draufsicht).

wiederum in mehrere Stufen unterteilt sind. Es handelt sich aufserdem um ein
sogenanntes Mantelstromtriebwerk. Bei dieser Bauweise, die sich heute als Stan-
dard durchgesetzt hat, wird nur ein geringer Teil der eingesaugten Luft durch
Verdichter und Brennkammer geleitet und der Rest aufken an diesen vorbei ge-
fiihrt. Der Grund ist auch hier ein héherer Wirkungsgrad. Da der Impuls eines
Luftvolumens linear von seiner Geschwindigkeit abhéngt, die Bewegungsenergie
aber quadratisch, ist es energetisch giinstiger, eine grofe Luftmenge auf moderate
Geschwindigkeit zu beschleunigen als eine kleine Menge auf hohe Geschwindig-
keit. Eine hohe Stromungsgeschwindigkeit begiinstigt zudem Verwirbelungen, die
ebenfalls Energie ungenutzt verbrauchen.

Die in Abb.2]dargestellte Bauweise ist nur eine unter vielen und zudem stark
vereinfacht. Sie stellt aber ein gutes Beispiel fiir die grundlegende Arbeitswei-
se eines modernen Strahltriebwerks dar. Auf die diversen andereren Bauweisen,
die Feinheiten und Realisierungsméglichkeiten der einzelnen Triebwerksabschnit-
te sowie die weiteren elementaren technischen Komponenten soll in dieser Arbeit
nicht eingegangen werden. Dem interessierten Leser sei das von der Rolls-Royce
Aerospace Group herausgegebene Standardwerk The Jet Engine empfohlen [1].
Es bietet einen umfassenden und sehr guten Uberblick und vermeidet komplexes
Formelwerk und Fachsprache.

2.2 Schaufelschwingungen

Die Blatter der im hinteren Teil des Triebwerks liegenden Turbinen sind im Be-
trieb hohen mechanischen und thermischen Belastungen ausgesetzt. Um Gewicht
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Abbildung 2.4: Verschiedene konstruktive Methoden der Démpfung stromungs-
erregter Schwingungen von Rotorblattern: a) Geteiltes Deckband. b) Stiitzfliigel.
c¢) Reibelemente. d) Eingelegter Dampferdraht. ) Bindestifte. (Bildquelle: PAN-
NING [37], mit freundlicher Genehmigung des Autors.)

einzusparen sowie den Wirkungsgrad zu optimieren ist es zudem wiinschenswert,
das Triebwerk dicht an der Grenze seiner Belastbarkeit zu betreiben. Neben Hitze
und hohen Fliehkriften sind es vor allem durch Luftkréfte angeregte Schwingun-
gen, die das Material der Schaufeln beanspruchen. Jeder Turbine vorgeschaltet ist
ein sogenannter Stator, eine starre Anordnung von Leitschaufeln, die die einstro-
mende Luft so umlenken, dass sie im gilinstigsten Winkel auf die Turbinenblatter
trifft (Abb.23]). Diese Bauweise ermdoglicht eine wesentlich héhere Energieaus-
beute, bewirkt aber auch eine rdumliche Inhomogenisierung des Stréomungsfel-
des. Eine Turbinenschaufel, die sich in diesem Feld bewegt, erfihrt dadurch eine
periodische Anregung. Die aus dieser stdndigen Beanspruchung resultierende Ma-
terialermiidung fiithrt, wenn sie ignoriert wird, im Laufe der Zeit zu ernsthaften
Schéiden, bis hin zum Bruch einer Schaufel im laufenden Betrieb. Sie stellt da-
durch einen hohen laufenden Kostenfaktor dar — einerseits durch den erheblichen
Wartungsaufwand, den sie verursacht, andererseits, weil sie die Optimierung des
Wirkungsgrades des Triebwerks begrenzt und damit indirekt den Treibstoffver-
brauch erhoht. Innerhalb des Zeitraumes von 1992 bis '97 entfielen 39 % der
Schadensbehebungskosten an Gasturbinen auf die Beschaufelungen von Turbine
und Verdichter. Ein wesentlicher Anteil davon war auf Schwingungen und Lau-
funruhen zurtickzufiithren [53].

Ein wichtiger Aspekt der Konstruktion eines Rotors ist deshalb die Mini-
mierung stromungsinduzierter Oszillationen. Das bedeutet zunéchst, dass man
der gesamten Struktur eine hohe Steifigkeit zu verleihen versucht, um fiir die
Resonanzfrequenzen aller Schaufelschwingungsmoden moglichst hohe Werte zu
erzielen, die im normalen Betrieb nicht erreicht werden. Desweiteren werden dem
Schaufelkranz konstruktive Elemente hinzugefiigt, von denen einige Géngige in
Abb.[24] vorgestellt werden. Sie alle dienen entweder der Erhéhung der Steifig-
keit oder fithren Reibkontakte ein, die durch Warmeentwicklung der Schwingung
Energie entzichen. Desweiteren erhoht jede dargestellte Methode die Kopplung



Abbildung 2.5: Reibelementgeometrien verschiedener Patentschriften: a) Zylin-
drischer Dampfer nach DopD et al. [I3]. b) Keilférmiger Ddmpfer nach BOoBO
[10]. ¢) Asymmetrischer Dampfer nach MUELLER et al. [32]. d) Komplexe Damp-
fergeometrie nach NELSON [34]. (Bildquelle: PANNING [37], mit freundlicher Ge-
nehmigung des Autors.)

zwischen einzelnen Schaufeln, was dem sogenannten Mistuning, also der Ver-
stimmung des Gesamtsymstems, entgegenwirkt. Dieser Ausdruck bezeichnet den
Einfluss unbeabsichtigter Parameterabweichungen zwischen den Schaufeln, die
die zyklische Periodizitdt storen, sodass einzelne Segmente nicht mehr als iden-
tisch angenommen werden kénnen. Eine héufige Folge ist die als Lokalisierung
bekannte Konzentration der Schwingungsenergie auf nur einige wenige Schaufeln,
deren Amplitude sich im Extremfall gegeniiber dem unverstimmten System um
das Dreifache erhohen kann [26]. Ein weiterer Effekt ist die individuelle Verschie-
bung der Resonanzfrequenzen der einzelnen Schaufeln, sodass gleich ein ganzes
Spektrum kritischer Frequenzen vorliegt. Eine resonanzfreie Auslegung der Be-
schaufelung gestaltet sich dadurch ungleich schwieriger. Laut WEI und PIERRE
[58, 59| sind es vor allem schwach gekoppelte Systeme, die anfillig fiir Mistuning
sind. Eine Verstarkung der Kopplung begiinstigt den Austausch von Schwin-
gungsenergie und bewirkt dadurch eine Angleichung des Schwingungsverhaltens
der einzelnen Elemente.

2.3 Reibungsdampfer und ihre Modellierung

Ein vielgenutztes, weil bewahrtes Mittel sind die in Abb.2.4k gezeigten Reibungs-
dampfer. Dabei handelt es sich um zylindrische Stahlstifte mit variabler Grundfla-
che und einem Gewicht von meist drei bis zehn Gramm. Sie sind locker aufliegend
in den Schaufelkranz eingefasst und so positioniert, dass sie im laufenden Betrieb
von der Zentrifugalkraft so zwischen die Schaufelfiiffe gepresst werden, dass sie
einen Reibkontakt bilden. Abb.2.5] zeigt einige Beispiele fiir Dampfergeometrien.
In der Praxis kommen am haufigsten die runde und die keilféormig-symmetrische

Form zum Einsatz (Abb.25h und b).



Ein vieldiskutiertes Thema in entsprechenden Fachzeitschrifen ist die Frage
nach einer geeigneten Modellierung eines auf solche Weise schwingungsgedampf-
ten Schaufelkranzes. Fiir den Konstrukteur ist es wichtig, schon in der Ent-
wurfsphase verléassliche Aussagen iiber zu erwartende Resonanzfrequenzen und
Schwingungsamplituden treffen zu konnen, was angesichts der Komplexitit des
Systems aber nicht einfach ist. Eine wirklich realistische Vorhersage erfordert
den Einsatz sehr rechenaufwendiger Diskretisierungsverfahren, etwa eines Finite-
Elemente-(FE)-Modells, das neben dem Schaufelkranz zumindest noch die Turbi-
nenscheibe und den Stator berticksichtigt und im Idealfall auch die Geometrie des
Stromungskanals, kombiniert mit einem Verfahren zur numerischen Stromungs-
berechnung. Abgesehen von der benotigten Rechenkapazitit sind derartige Mo-
delle aufgrund der hohen Anzahl an Freiheitsgraden in aller Regel unzugénglich
fiir analytische Ansétze. Der Erkenntnisgewinn, der sich aus einem guten FE-
Modell ziehen lésst, entspricht im Grunde dem eines Laborversuchs. Es liefert,
eine angemessene Modellierung vorausgesetzt, richtige Vorhersagen und erlaubt
empirische Schliisse, aber zum Verstidndnis beitragen kann es fiir sich genommen
nicht. Bestehende Ansitze zur vereinfachten Beschreibung setzen meist auf eine
Kombination aus Diskretisierung und modellhafter Beschreibung einzelner Sy-
stemkomponenten. So veréffentlichten PETROV und Ewins [41], [42] 43] im Jahr
2007 eine leistungsstarke Modellierung eines keilférmigen Dampfers, die sich in
ein FE-Modell einer Turbine integrieren lésst. PANNING [37] stellte in seiner 2005
fertiggestellten Dissertation ein sehr effizientes Modell vor, das eine realistische
Vorhersage der Systemdynamik fiir nahezu beliebige Dampfergeometrien mit ver-
schiedenen Materialeigenschaften erlaubt. Es basiert auf der Annahme zyklischer
Randbedingungen, die es erlauben, das Gesamtsystem auf ein einzelnes Segment
einer beschaufelten Scheibe mit einem Reibelement zu reduzieren. Auch die oben
erwahnten Effekte des Mistunings lassen sich durch das Modell simulieren.

Der Nutzen derartiger Anséitze liegt vor allem im Bereich der Anwendung.
Sie senken den Rechenaufwand und erhéhen die physikalische Genauigkeit com-
putergestiitzter Vorhersagen. Ihr Wert fiir den Konstrukteur einer Turbine liegt
auf der Hand. Hinsichtlich des genannten Problems der fehlenden analytischen
Zugéanglichkeit helfen sie hingegen nur bedingt weiter. Hierzu bedarf es einer
viel stérkeren Vereinfachung in Form eines idealisierten Feder-Masse-Modells mit
nur wenigen Freiheitsgraden pro Segment. Ein Beispiel fiir einen solchen Ansatz
ist zum Beispiel das im Jahr 1992 von PFEIFFER und HAJEK [44] vorgestellte
Modell (Abb.[2.0). Es beschreibt die Turbinenblétter durch jeweils zwei gekoppel-
te, horizontal schwingende Massen, von denen eine die Schaufel, die andere den
Schaufelfufs reprasentiert. Das Gesamtmodell besteht aus zwei solchen Schwin-
gern, gekoppelt durch einen zwischen die ,Fiifse* gepressten Reibungsddmpfer
mit wahlweise runder oder parabolischer Grundfldche. Die Arbeit stellt auch eine
experimentelle Umsetzung des Modells vor, das die hohe Zentrifugalkraft auf den
Déampfer durch eine Zugfeder simuliert.

Das Modell von PFEIFFER und HAJEK weist neben seiner allgemeinen starken
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Abbildung 2.6: Der Oszillator von PFEIFFER und HAJEK. m,,: Massen. k,: Fe-
derkonstanten. d,: Viskose Dampfungen. @,: Freiheitsgrade. FE,: Erregerkréfte.
Z: Konstante Kraft auf den Dampfer.

Idealisierung noch weitere Vereinfachungen auf, die in der Realitédt nicht zutref-
fen [50, [43]. So wird die Oszillation der schwingenden Massen als eindimensional
angenommen, und kurzzeitige Kontaktverluste an den Reibflichen werden nicht
berticksichtigt. Trotzdem ist es noch immer so kompliziert, dass man zur Losung
seiner Bewegungsgleichungen auf numerische oder experimentelle Methoden an-
gewiesen ist. Der Grund sind nicht nur die immerhin noch fiinf Freiheitsgrade,
die der Oszillator aufweist, sondern auch die Einwirkung von Reibkontakten. Dy-
namische Systeme mit trockener Reibung sind mathematisch per se schwierig zu
handhaben, da sie sich nicht durch einen einzigen, glatten Satz von Differential-
gleichungen beschreiben lassen. Selbst unter Annahme des einfachsten Reibungs-
modells, der Coulomb-Reibung, treten Unstetigkeiten in den Bewegungsgleichun-
gen auf. Anders als die viskose Reibung verschwindet die Kraft der trockenen
Kontaktreibung nicht fiir kleine Geschwindigkeiten. Ein Richtungswechsel der
Relativgeschwindigkeit an einer reibenden Kontaktstelle bewirkt also einen un-
stetigen Sprung der auf den Oszillator einwirkenden Kraft. Hinzu kommt die
Unterscheidung zwischen haftender und gleitender Reibung. Zwei reibende Kon-
taktflichen verkanten sich, sobald sie sich relativ zueinander nicht mehr bewegen.
Das System verliert dadurch voriibergehend einen Freiheitsgrad. Erst ab einer
gewissen tangential wirkenden Kraft, festgelegt durch die Haftreibungskonstante



Ito, 16st sich die Verkantung wieder. Ein Oszillator mit einer Reibkontaktfliche
kann sich demnach, je nach Relativbewegung der beiden reibenden Fliachen, in
drei verschiedenen Systemzustidnden befinden, von denen jeder einzelne durch
einen eigenen Satz von Bewegungsgleichungen beschrieben wird. Der Oszillator
von PFEIFFER und HAJEK besitzt demzufolge, entsprechend seinen zwei Reib-
kontaktflichen, neun mogliche Zustédnde. Wiirde man fiir beide Kontaktflichen
noch eine mogliche Ablosung des Dampfers auf beiden Seiten in Betracht ziehen,
erhohte sich diese Zahl sogar auf 16.

Selbst auf den ersten Blick véllig iiberschaubare Systeme verlieren also ihre
Anschaulichkeit, sobald trockene Reibung ins Spiel kommt. Will man ihr dynami-
sches Verhalten nicht nur empirisch erforschen, ist es sinnvoll, den Blick zunéchst
auf noch viel einfachere Systeme zu wenden. Dieser Ansatz soll in der vorliegenden
Arbeit verfolgt werden. Auf den folgenden Seiten wird zunéchst ein Reibungsos-
zillator vorgestellt, der die Grundidee der Schwingungsddmpfung durch einen
locker aufliegenden Reibungsdédmpfer auf ihr absolutes Minimum reduziert, und
dieser dann anhand von Methoden aus der nichtlinearen Dynamik und der Cha-
osforschung untersucht. Die Forderung nach grofitmoglicher Reduktion bedeutet
konkret:

e nur eine Reibkontaktflache;
e cine kleinstmogliche Anzahl an Freiheitsgraden;

e freie und unbegrenzte Beweglichkeit des Reibungsdémpfers innerhalb seiner
gegebenen Freiheitsgrade, keine Impact-Ereignisse;

e kein Kontaktverlust des Dampfers zu seiner Auflageflache;
e Eine einfache Reibungscharakteristik;
e cine einfache, harmonische Erregerkraft.

Nachdem zunéchst die Bewegungsgleichungen sowie die Phasenraumtopologie des
Oszillators hergeleitet werden, soll untersucht werden, welche Bifurkationen auf-
treten und wie sie sich auf die Effektivitdt des Dampfers auswirken. Spatere
Arbeiten konnten den Oszillator schrittweise um neue Komponenten erweitern
und jeweils erforschen, wie sich das auf die Systemeigenschaften auswirkt. Nach
und nach kénnte man sich auf diese Weise einem Modell dhnlich dem in Abb.[2.0]
gezeigten anndhern. In dieser Arbeit aber soll nicht dem Realismus Prioritét
gegeben werden, sondern der Simplifizierung. Unter diesem Aspekt ist der im
nun folgenden Abschnitt eingefithrte Masseschwinger zu verstehen. Mit dem Ur-
sprungsproblem, der Vorhersagbarkeit der Dynamik einer reibungsgedampften
Turbine, hat er nur indirekt zu tun.

10



Kapitel 3

Eindimensionaler Oszillator mit frei
beweglicher Dampfermasse

3.1 Bewegungsgleichungen

Wir betrachten einen linearen Oszillator mit Federkonstante k& und schwingender
Masse m, viskos gedampft mit Dampfungszahl d und periodisch getrieben von
einer duferen Kraft E(t) = B sin(wext). Locker auf der schwingenden Masse des
Oszillators liege eine zweite Masse mp auf (Abb. B]), im folgenden Reibelement
genannt. Es werde mit einer vertikal zur Schwingungsrichtung wirkenden Kraft
Fy = mp - G auf den Oszillator gedriickt, wobei G eine konstante Beschleuni-
gung ist, beispielsweise die Fallbeschleunigung der Erde. Die Ausdehnung der
Kontaktfliche zwischen beiden Massen in Schwingungsrichtung wird als unbe-
grenzt angenommen. Unter dieser Annahme treten keine Randeffekte auf, und
die Position des Reibelements ist fiir die Systemdynamik bedeutungslos.

Die Auslenkung der schwingenden Masse relativ zur natiirlichen Ruhelage sei
mit z(t), die Relativgeschwindigkeit des Reibelements mit vp(t) bezeichnet. Das
dynamische Verhalten des Gesamtsystems ist abhéngig vom Bewegungszustand
des Reibelements. Befindet es sich in Bewegung, wirkt eine Reibungskraft, und
das System wird beschrieben durch

mi(t) = E(t) - di(t) — ka(t) — Eu(vp) Fo
mDi)D(t) = fu(vD)Fo—mDi(t). (31)

p(vp) ist eine Reibungscharakteristik und ¢ eine Vorzeichenfunktion. Sei ¢,
der Zeitpunkt des Ubergangs vom Haft- in den Gleitzustand, dann ist ihr Wert
folgendermafen bestimmt:

€ =sgu[E(th—y) — di(thy) — kx(thoy)] (3.2)

Das entspricht der Forderung, dass die Beschleunigung des Reibelements in Rich-
tung der durch die schwingende Masse tibertragenen Tragheitskraft erfolgen muss.
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E(t) = Bsin(Wext)
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Abbildung 3.1: Getriebener eindimensionaler Oszillator der Masse m mit locker
aufliegendem Reibelement der Masse mp.

Diese etwas umsténdliche Definition ist notwendig fiir eine genaue numerische
Integration der Bewegungsgleichungen. Die Richtung der Reibungskraft einfach
durch das Vorzeichen von wvp festzulegen, hiefie, sie unmittelbar zu Beginn ei-
ner Gleitphase gleich null zu setzen, was nicht der physikalischen Wirklichkeit
entspricht. Ein Merkmal trockener Reibung ist es, fiir verschwindende Relativge-
schwindigkeit gegen einen endlichen, von null verschiedenen Wert zu konvergieren.

Befindet das Reibelement sich im Haftzustand, tritt keine trockene Reibung
auf. Stattdessen bildet das Gesamtsystem einen gewohnlichen linearen Ostzillator,
und das Reibelement ist im mitbewegten System kréftefrei:

(m+mp)i(t) = E(t)—di(t) — kaz(t)
op(t) = 0. (3.3)
Mit xp bezeichnen wir die relative Position des Reibelements, gegeben durch

t

m@:%+/w@w. (3.4)

Tabelle BT enthélt eine Auflistung sémtlicher Parameter des Oszillators mit ihren
zugeordneten Werten, wie sie in den folgenden Kapiteln fiir alle Berechnungen
verwendet werden, es sei denn, es werden explizit andere Werte genannt.
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m  Schwingende Masse 0,975 kg

mp Reibelementenmasse nicht festgelegt
k Federkonstante 11409N/m

d Viskose Dampfung 0,2Ns/m

G Konstante Normalbeschleunigung nicht festgelegt
fi 0,160

fo Reibungsparameter 931,715s8/m

f3 0,213

B Erregeramplitude 7,58 N

wext Erregerkreisfrequenz nicht festgelegt

Tabelle 3.1: Parameterwerte des Oszillators.

3.2 Reibungsmodell

Die Reibcharakteristik p(vp) in Gl (B)) sei gegeben durch

fi
=———+ 3.5
w(vp) T folop] I3 (3.5)
und die Haftreibungskonstante durch
to = 1(0). (3.6)

Das Modell enthalt das klassische Coulomb-Modell fiir trockene Reibung als
Grenzfall fiir fo — oo. Die den Reibungsparametern f;, fo und f5 zugeteilten
Werte, aufgefiihrt in Tabelle Bl sind an eine Messreihe von Dokos [14], 29] fiir
trockene Reibung zwischen zwei Stahlflichen angepasst (Abb.B.2)).

Bei der durch Gl.B1] gegebenen Reibungscharakteristik handelt es sich um
den Spezialfall eines Modells von POPP und STELTER [46]. Letzteres beinhaltet
noch einen quadratischen Term, der fiir groke Werte von vp einen Anstieg der
Reibungskraft bewirkt. Durch dessen Vernachlassigung sowie die Wahl eines sehr
groften Wertes fiir fs ist u, aufser fiir sehr kleine Werte nahe null, fast unabhéngig
von vp. Laut LiM et al. [29] ist diese Annahme im Fall zweier Stahlflichen phy-
sikalisch zutreffend, solange eine Relativgeschwindigkeit von vp ~ 1m/s nicht
tiberschritten wird. Die Auswirkungen hoher Geschwindigkeiten sowie weitere
Abhéngigkeiten, wie zum Beispiel von Temperatur und Oberflachenbeschaffen-
heit [45], bleiben in der vorliegenden Arbeit unberiicksichtigt. Das gleiche gilt fiir
komplizierte Reibungsphdnomene wie Mikroschlupf oder Hysterese, die in fortge-
schrittenen Modellen beriicksichtigt werden [60].

3.3 Ubergangsbedingungen

Der Ubergang vom Haft- in den Gleitzustand erfolgt, sobald die auf das Rei-
belement wirkende Tragheitskraft den durch die Haftbedingung vorgegebenen
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Abbildung 3.2: Reibungscharakteristik p(vp) nach Gl (B.5]), angepasst an
Messwerte von DOKOS fiir trockene Reibung zwischen zwei Stahlfléchen.

kritischen Wert erreicht:

Der umgekehrte Ubergang vom Gleit- in den Haftzustand findet statt, wenn die
Relativgeschwindigkeit des Reibelements gleich null wird, unter der Vorausset-
zung, dass gleichzeitig auch die Haftbedingung erfiillt ist:

v =0 A mplE®)] < poFo. (3.8)

Ist letzteres nicht gegeben, so beginnt stattdessen eine neue Gleitphase. In diesem
Fall muss auch & neu bestimmt werden.

3.4 Beweis der Hinreichbarkeit der Ubergangsbe-
dingungen

Ein Ubergang vom haftenden in den gleitenden Zustand darf nur dann stattfin-
den, wenn neben der Bedingung (3.7)) gleichzeitig auch folgende Zusatzbedingung
erfiillt ist: mp

——|B(t) = di(t) — ka(t) — £u(0)Fo| = p(0) Fo. (3.9)

Die linke Seite der Ungleichung ist die auf das Reibelement wirkende Trégheits-
kraft im Gleitzustand nach Gl (8]). Ist diese zu Beginn der Gleitphase kleiner
als die entgegengesetzte Reibungskraft, ergibt sich die physikalisch unsinnige Si-
tuation, dass das Reibelement gegen die Trégheitskraft beschleunigt wird und
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seine Reibungskraft fortan in Bewegungsrichtung zeigt. (Zur Erinnerung: Das
Vorzeichen ¢ wird zu Beginn jeder Gleitphase festgelegt und bleibt dann bis zum
nichsten Zustandstibergang erhalten.) Es lasst sich aber zeigen, dass aus der Er-
filllung von Bedingung (B.7) die Erfiillung der Zusatzbedingung (3.9) folgt und
letztere damit redundant ist.

Satz: Wenn die notwendige Bedingung B) fiir den Ubergang in den Gleitzu-
stand erfillt ist, dann ist es auch die hinreichende Bedingung (3.9)).

Beweis:

Wir verwenden die Abkiirzung K = E(t) — di — kx. Ohne Beschrankung der
Allgemeinheit sei K > 0 und somit £ = 1. Wegen po = (0) und durch Einsetzen
von (B3] lasst die notwendige Bedingung (B.7)) sich schreiben als

K
— = u(0) Fq 3.10
mDm—l—mD 1(0) Fo ( )
und die hinreichende ([3.9) als
m
—Z K = p(0)Fy| > u(0) Fy. (3.11)

Angenommen, der Ausdruck innerhalb der Betragsklammern sei negativ, also
K < pu(0)Fy. Dann kann wegen

K < K < pu(0)Fy (3.12)

m+mD

die notwendige Bedingung (B.10) nicht erfiillt sein. Folglich ist fiir die hinreichende
Bedingung (3.1I1]) folgende Form &dquivalent:

“L(K = p(0)Ey) = p(0)Fo. (3.13)

Zum Schluss wenden wir auf die notwendige Bedingung (310) einige elementare
Umformungen an:

mpK = (m+mp)u(0)Fy
= mpKk — mp O)FO (O)FO

(
= T2 — p(0)F) = p(0)Fo. (3.14)

Der Vergleich mit ([BI3]) zeigt, dass mit Erfiillung der notwendigen Bedingung
immer auch die hinreichende erfiillt ist, was zu beweisen war.

Trotz ihrer mathematischen Redundanz ist Gl. ([.9) aber von Bedeutung fiir
die numerische Integration der in diesem Kapitel eingefiihrten Bewegungsglei-
chungen. Die Routine zur Ermittlung des genauen Zeitpunktes des Zustandsiiber-
gangs, die in der Implementierung erhalten sein muss (in Kap.@d wird ausfiihrlich
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darauf eingegangen), muss auch die Giiltigkeit der Bedingung (39 {iberpriifen.
Der Grund ist das Gleichheitszeichen in ([BI4]): Zusatzbedingung ([B3) ist im
Augenblick des Ubergangs vom Haft- in den Gleitzustand nicht einfach erfiillt,
sondern sie ist exakt erfiillt. Die beiden auf das Reibelement wirkenden Kraf-
te, Tragheitskraft und Gleitreibungskraft, halten sich in diesem Augenblick also
die Waage. Da aber jeder Algorithmus den Zeitpunkt des Ubergangs nur nihe-
rungsweise bestimmen kann, wird in der Simulation auch die Ausgewogenheit der
Kréfte nicht vollstindig gegeben sein. Liegt das Ungleichgewicht auf Seiten der
Reibungskraft, dann erfihrt das Reibelement eine Beschleunigung in die verkehr-
te Richtung, will heiffen entgegen der beschleunigenden Tragheitskraft. Letztere
legt aber das Vorzeichen ¢ der Reibungskraft fest, die dann also in Bewegungs-
richtung zeigt. Sofern dieser Fehler nicht umgehend durch die Systemdynamik
korrigiert wird, erfahrt das aufliegende Reibelement dann eine nie endende Be-
schleunigung in eine Richtung. Eine Uberprufung der Giiltigkeit von G1.[39 als
Bedingung fiir einen Zustandsiibergang stellt sicher, dass dieses Szenario nicht
eintritt.
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Kapitel 4

Numerische Behandlung
nichtglatter Differentialgleichungen

Phasenrdume von fallweise definierten Differentialgleichungssystemen, wie der in
Kap.[3] vorgestellte Reibungsoszillator, weisen an den Stellen, an denen ein Zu-
standsiibergang stattfindet, Sprungstellen auf. An diesen vollzieht sich ein iiber-
gangsloser Wechsel der Flussrichtung, was die Genauigkeit klassischer numeri-
scher Methoden erheblich beeintrichtigt. Eine unstetige Anderung der rechten
Seite des Gleichungssystems bewirkt einen Fehler der Ordnung O(h) (Abb.[T]),
wobei h die Schrittweite bezeichnet. Eine einfache Losung wére, sich durch wie-
derholte Reduktion der Schrittweite moglichst dicht an die Sprungstelle anzuna-
hern. Die Effektivitat des Integrationsalgorithmus wiirde darunter aber erheblich
leiden.

Ein naheliegender und zu fritheren Zeiten géngiger Ansatz war, die Sprung-
stellen durch glatte Funktionen zu approximieren, etwa durch einen Tangens Hy-
perbolikus. Dabei wird allerdings nicht nur eine gewisse Ungenauigkeit in Kauf
genommen, es kénnen auch lokale Steifigkeiten auftreten, was wiederum den Re-
chenaufwand erhoht. Eine viel effektivere Methode ist, beim Uberschreiten einer
Sprungstelle die Integration abzubrechen, um dann den exakten Zeitpunkt des
Ubergangs sowie die Funktionswerte an dieser Stelle zu ermitteln. Danach wird
der Integrationsvorgang an eben jener Stelle neu gestartet, wobei die ermittelten
Funktionswerte als Ausgangswerte verwendet werden. Fiir die in dieser Arbeit
durchgefiihrten numerischen Integrationen der Gleichungen aus Kap.B wird ein
1997 von MEIJAARD [31] vorgestellter Algorithmus verwendet, der im Folgenden
kurz vorgestellt wird.

4.1 Extrapolation

Indikatoren fiir einen Wechsel zwischen zwei Systemzustinden sind sogenannte
Ereignisfunktionen, die beim Eintreten einer Ubergangsbedingung verschwinden.
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----- Ermittelter Verlauf
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Abbildung 4.1: Numerischer Fehler an einer nichtglatten Stelle im Phasenraum.

Fiir den eindimensionalen Oszillator mit Reibungsdédmpfer aus Abschnitt B.1]1au-

ten sie:
Ty = |mp - 0(t)| — poFo Haften — Gleiten

Ty = vp(t) Gleiten — Haften (4.1)
Gleiten — Gleiten.

Ein Ubergang zeigt sich dann durch einen Vorzeichenwechsel der entsprechen-
den Ereignisfunktion. Zur Ermittlung des exakten Zeitpunkts wird zunéachst der
Verlauf der Funktion zwischen den beiden Zeitschritten links und rechts des Uber-
gangs konstruiert. Runge-Kutta-Verfahren basieren auf Extrapolation der rechten
Seite eines Differentialgleichungssystems und besitzen deshalb natiirliche Extra-
polationsformeln. Der fiir diese Arbeit verwendete Loser basiert auf der Dormand-
Prince-Methode [48], einem Runge-Kutta-Verfahren mit adaptiver Schrittweiten-
regelung durch Vergleich der Funktionwerte vierter und fiinfter Ordnung jedes
Iterationsschrittes. Eine Formel fiir den Funktionsverlauf zwischen dem n-ten
und dem (n+ 1)-ten Zeitschritt, basierend auf den ersten sechs Funktionsauswer-
tungen, ist hier gegeben durch

Yie) - }%_+}l{<£__1337£2+_1039 ; 116354)k1_+ <%§l§§2

480 360 ° 1152 1113
e %&) Bt ( - ey e %s) k
#( = aimt im0~ o) (5 T
+g§4) kﬁ] ; (4.2)

wobei & = (t — t,)/h. Der Fehler dieser Formel ist um eine Ordnung grofer
als der der Dormand-Prince-Methode selbst. Eine kleine Ungenauigkeit an den
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Sprungstellen liegt also immer noch vor. Es gibt Methoden, diese zu vermeiden,
fiir die aber weitere Funktionsauswertungen in Kauf genommen werden miissen.
Laut ENRIGHT [15] et al. ist die Genauigkeit der Gl. ([4.2)) in den meisten Fillen
hinreichend.

4.2 Der Algorithmus zur Nullstellensuche

Sei 7(t) eine beliebige Funktion mit bekannten Werten 7(a) und 7(b). Weiterhin
sei 7(a)-7(b) < 0. Innerhalb des Intervalls [a, b] befindet sich also mindestens eine
Nullstelle. Die Suche nach ihr geschieht durch eine spezielle Form der Intervall-
schachtelung. Der erste Schritt ist eine Abschiatzung der Nullstelle durch lineare
Interpolation, will heifsen, innerhalb des Intervalls [a, b] wird ein Punkt ¢ definiert
durch

c=b—71(b)(b—a)/(1(b) — 7(a)). (4.3)

Danach wird eine quadratische Interpolation auf Basis von 7(a), 7(¢) und 7(b)
durchgefithrt und die Nullstelle der ermittelten Parabel als neuer Wert fiir ¢
benutzt. Zum Schluss wird ermittelt, in welchem der beiden Teilintervalle die
Nullstelle liegt und das Intervall entsprechend angepasst. Ist 7(a) - 7(¢) < 0, so
wird b = ¢ gesetzt, ansonsten a = ¢. Die Prozedur wird wiederholt, bis entweder
7(c) oder die Intervalllinge b — a einen Toleranzwert unterschreiten. Im letzteren
Fall ist ¢ = (a +b)/2.

Die Methode konvergiert gewohnlich innerhalb von vier bis zehn Iterations-
schritten, je nach Grofse der Toleranz. Wenn nach einer festen Anzahl von Schrit-
ten — im Falle des fiir diese Arbeit verwendeten Losers sind es 20 — keine Konver-
genz erreicht ist, liegt offenbar ein schwieriges Problem vor. Der Grund kdnnten
beispielsweise grofse Rundungsfehler sein. In dem Fall wird zum einfachen Bisek-
tionsverfahren gewechselt, d.h. die Bestimmung von c¢ in jedem Iterationsschritt
geschieht durch ¢ = (a + b)/2.

Der Zeitpunkt des Zustandsiibergangs ist nun bekannt. Die Bestimmung der
entsprechenden Funktionswerte geschieht durch Gleichung (4.2)).

4.3 Ljapunow-Exponenten und ihre Berechnung
im Falle nichtglatter Systeme

Das grundlegende dynamische Verhalten eines Systems definiert sich iiber das
Verhalten dicht benachbarter Trajektorien zueinander. Ein System heifst chao-
tisch, wenn beliebig kleine Fehler in den Anfangsbedingungen unter seiner Dy-
namik nicht korrigiert werden, sondern anwachsen. Sei @(t) = f[z(t)] ein dy-
namisches System und y(t) eine Nachbartrajektorie von = mit infinitesimal ab-
weichenden Eingangswerten. Dann ist die Zeitentwicklung des Abstandes d(t) =
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y(t) — xz(t) gegeben durch
d(t) = f(y) = f(x) = Df (x)d(1), (4.4)

wobei D f(z) die Jacobi-Matrix ist. Der Losungsansatz fiir diese linearisierte Glei-
chung ist offensichtlich

d(t) = doe™ (4.5)
mit einem Spektrum von Eigenwerten {1, Ao, ..., A, }. Jeder einzelne legt das lo-
kale Wachstum der Stérung d beziiglich einer Phasenraumrichtung fest. Die Ein-
gangsbetrachtung einer kleinen Stérung der Anfangsbedingung lésst sich damit
verallgemeinern. Sei py ein sphérisches Phasenraumvolumen infinitesimaler Aus-
dehnung, dessen Mittelpunkt zu einem Attraktor gehort. Unter Zeitentwicklung
deformiert die Systemdynamik py in ein infinitesimales Hyperellipsoid. Sei p;(t)
die Ausdehnung der i-ten Hauptachse des Ellipsoids, dann sind die Ljapunow-
Exponenten des Systems definiert durch

Ai = lim In pilt) : (4.6)
t=woot —to  pi(to)

wobei p;(ty) dem Durchmesser der n-Sphére po entspricht. Durch die Grenz-
wertbildung werden die ortsabhéngigen Eigenwerte in Gl. (4.5]) zu einer globalen,
den Attraktor charakterisierenden Grofe. Ljapunow-Exponenten, benannt nach
dem russischen Mathematiker Alexander Michailowitsch Ljapunow, sind ein Maf
fiir die Zeitentwicklung kleiner Storungen der Systemdynamik. Ein Attraktor ist
chaotisch, wenn mindestens ein Wert des Spektrums seiner Ljapunow-Exponenten
positiv ist. Im Falle eines durchgehend negativen Spektrums konvergiert das Sy-
stem gegen einen Fixpunkt, und periodische Attraktoren kontinuierlicher Systeme
weisen einen Ljapunow-Exponenten des Wertes null auf, wahrend alle iibrigen ne-
gativ sind. Liegen zwei oder drei Exponenten der Wertigkeit null vor und sind
alle tibrigen kleiner, dann ist der Attraktor quasiperiodisch.

In vielen Fallen ist deshalb die Kenntnis des gesamten Spektrums gar nicht
vonnéten, um die Dynamik eines Systems zu charakterisieren. Es geniigt, den
Wert des groften Ljapunow-Exponenten zu kennen. Die gédngigste Methode, ihn
numerisch zu ermitteln, ist, parallel zu den Bewegungsgleichungen einen beliebi-
gen linearisierten Storungsvektor dy anhand von GI.(44) zeitzuentwickeln. Der
Storungsvektor dreht sich dabei unabhéngig von seiner anfanglichen Orientierung
in die Richtung des stirksten Wachstums. Zu einem Zeitpunkt ¢y, wenn die Aus-
richtung abgeschlossen ist, skaliert man seine Lange wieder auf |dy| und setzt die
Zeitentwicklung fort. Jeweils nach Ablauf einer Zeit At sollte dann eine weite-
re Reskalierung erfolgen. Ansonsten kommt es zu numerischen Fehlern, weil der
Betrag des Storungsvektors entweder zu grofs oder zu klein wird, um vom Com-
puter noch genau verrechnet zu werden. Der grofste Ljapunow-Exponent ist dann
gegeben durch

to + ZAt)|
Amax = i l . 4.
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Zweckmafigerweise sollte dy so gewahlt sein, dass |dy| = 1.

Wegen ihrer leichten Umsetzbarkeit und geringen Fehleranfilligkeit ist die-
se Methode im Allgemeinen eine gute Wahl. Leider ist sie aber auf Systeme
mit Phasenraumdiskontinuitéten nicht ohne weiteres anwendbar, weil die Jacobi-
Matrix, die die linearisierten Gleichungen festlegt, nicht iiberall definiert ist. Eine
Moglichkeit, diese Problematik zu umgehen, ist, die linearisierten Gleichungen
mit passenden Ubergangsbedingungen zu versehen. Eine allgemein anwendbares
Verfahren dazu wurde 1995 von MULLER vorgestellt [33]. Alternativ kann die
Nutzung linearisierter Gleichungen auch einfach vermieden werden, indem man
tatséchlich zwei unterschiedliche Trajektorien mit Anfangsbedingungen zy und
Yo = To + 0xy simultan zeitentwickelt. Der Wert von A,.,. ist dann ebenfalls
durch Gl. (1) gegeben, wobei aber d(iAt) = y(iAt) — z(iAt), und die Reskalie-
rung zum Zeitpunkt ¢At wird ersetzt durch eine Verschiebung von y(iAt) entlang
der Linie y(iAt) — x(iAt), sodass |y(iAt) — x(iAt)| = |0xo|. Diese sehr direkte
Methode, die schon 1985 von WOLF et al. [6I] vorgestellt wurde, ist allerdings
fehleranfillig und sollte deshalb immer mit Bedacht angewandt werden. Wesent-
lich ist vor allem die richtige Wahl der Anfangsverschiebung dxq. Sie muss klein
genug sein, dass der Abstand bis zur néachsten Korrektor von y innerhalb des ex-
ponentiellen Bereichs geméf Gl. ([4.5) bleibt, aber grofs genug, um den Computer
im Falle eines schrumpfenden Phasenraumvolumens nicht an die Grenzen seiner
Rechengenauigkeit zu bringen. Von grofster Wichtigkeit ist auch eine hinreichend
haufige Korrektor von y. Das gilt um so mehr bei Systemen mit Diskontinuitéten,
denn dort muss vermieden werden, dass x und y durch eine Diskontiuitétsgren-
ze voneinander getrennt werden und sich in der Folge in v6llig unterschiedliche
Richtungen entwickeln. Ein solcher Vorfall verfilscht das Ergebnis, da der Ab-
stand zwischen ihnen dann nicht mehr die Zeitentwicklung einer infinitesimalen
Storung widerspiegelt [21].

Die fiir diese Arbeit vorgenommenen Berechnungen von Ljapunow-Exponenten
geschahen unter Anwendung der Methode von Wolf.
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Kapitel 5

Filippov-Systeme

5.1 Definition und allgemeine Eigenschaften

Physikalische Systeme unterschiedlicher Art beinhalten oft Grofen, deren Abhén-
gigkeit von Systemzustand nicht glatt oder sogar unstetig ist. Die dynamischen
Gleichungen eines solchen Systems miissen fallweise definiert werden. Sein Pha-
senraum setzt sich also aus mehreren unabhéngigen Vektorfeldern zusammen,
die durch unterschiedliche analytische Ausdriicke beschrieben werden und durch
Mannigfaltigkeiten, die man als Diskontinuitdtsebenen (engl. discontinuity boun-
daries oder switching manifolds) bezeichnet, voneinander getrennt sind.

Interessant sind stiickweise glatte Systeme vor allem aufgrund ihres Bifurkati-
onsverhaltens. Neben den meisten aus der klassischen Bifurkationstheorie bekann-
ten Szenarien zeichnen sie sich durch eine spezifische Klasse von Bifurkationen
aus, die durch Wechselwirkungen von Attraktorern mit Diskontinuitdtsebenen
verursacht werden. Zusammengefasst bezeichnet man sie als diskontinuitétsin-
duzierte Bifurkationen (DIBs). Erstmals beschrieben wurden sie im Jahr 1970
in Russland durch FEIGIN [I6] 17, 18], wo sich die Bezeichung C-Bifurkationen
durchsetzte. Feigins Ergebnisse, die auch eine umfassende analytische Beschrei-
bung dieser neuen Art von Bifurkationen umfassen, blieben aber in der westlichen
wissenschaftlichen Welt lange Zeit unbeachtet. Erst 1998 wurden sie, in komplet-
tierter Form und im Kontext moderner Bifurkationstheorie, von DI BERNARDO
et al. [5] einer grokeren Leserschaft zugénglich gemacht.

Heute ist eine Vielzahl unterschiedlicher Arten von DIBs bekannt, von denen
die meisten fiir diese Arbeit nicht weiter von Interesse sind. Eine gute Ubersicht
findet sich in einem entsprechenden Artikel von CHAMPNEYS und DI BERNARDO
[11] in der Scholarpediall. Wir beschrianken uns im folgenden auf eine speziel-
le Klasse stiickweise glatter Systeme, die als Filippov-Systeme bekannt sind. Sie
zeichnen sich dadurch aus, dass ihr Vektorfeld zwar stetig, aber nicht an jeder

'Eine frei zugingliche Internet-Enzyklopidie mit Peer-Review-System, die wissenschaftli-
chen Standards geniigt. (www.scholarpedia.org)
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Abbildung 5.1: a) Passage einer Diskontinuitdtsebene im Phasenraum eines
Filippov-Systems. b) Gleiten der Trajektorie bei gegenldufigem Fluss.

Stelle differenzierbar ist (Abb.EIh). Beim Durchstoft einer Diskontinuitétsebene
findet also kein Sprung der Funktionswerte statt, wie es zum Beispiel bei Os-
zillatoren mit starren Grenzen (Impact-Oszillatoren) der Fall ist |28, 23]. Ein
solcher Durchstofs setzt allerdings voraus, dass der Fluss auf der anderen Seite
von der Diskontinuitidtsebene fortfithrt. Wo das nicht gegeben ist, kann eine auf
die Ebene treffende Trajektorie sich unter Zeitentwicklung nicht mehr von dieser
entfernen. Das System biift auf diesen Phasenraumbereichen einen Freiheitgrad
ein. Es muss sich auf der Diskontinuitdtsebene weiterentwickeln, bis ein Punkt
erreicht ist, wo der Fluss sich auf einer Seite umkehrt (Abb.BIb). Man bezeich-
net diese eingeschrinkte Bewegung im Phasenraum als Gleiten (engl. sliding),
die Untermenge der Diskontinuitédtsebene, auf der dieses Verhalten auftritt, als
Gleitebene (engl. sliding section). Da das Vektorfeld auf der Gleitebene eindeutig
bestimmt ist, egal von welcher Seite die Trajektorie auftrifft, sind Systeme, in
denen Gleiten auftritt, nicht invertierbar.

Systeme mit trockener Reibung, so wie der in Kap.Bl eingefiihrte Oszillator,
lassen sich durch Filippov-Systeme beschreiben. Sie sind nur stiickweise glatt,
weil trockene Reibungskraft, anders als im Fall viskoser Reibung, fiir kleine Rela-
tivgeschwindigkeiten vp nicht verschwindet, sondern gegen einen endlichen, von
null verschiedenen Wert konvergiert, dessen Vorzeichen aber von der Richtung der
Relativbewegung abhédngt. An der Stelle vp = 0 liegt also eine Unstetigkeit vor
(siche zum Beispiel die Reibungscharakteristik in Abb.[B.2]). Die Gleitebene eines
Filippov-Systems, das einen Reibungsoszillator beschreibt, représentiert physika-
lisch die Zustédnde, in denen Haftreibung zwischen zwei Kontaktflachen vorliegt
[51].

Filippov-Systeme zeichnen sich durch eine eigene Unterklasse von DIBs aus,
die als sliding bifurcations, im folgenden Gleitbifurkationen genannt, bekannt
sind. Wird ein Parameter eines Filippov-Systems variiert, so ist es moglich, dass
ein Stiick der Trajektorie im Phasenraum sich so verschiebt, dass es mit dem
Rand einer Gleitebene in Kontakt gerét. Eine solche Grenzkollision kann mit ei-
ner Bifurkation einhergehen, mitunter in Form eines Wechsels von periodischer
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Abbildung 5.2: Der Oszillator von YOSHITAKE und SUEOKA [63] mit Phasen-
raumdarstellung einer Grenzkollision eines einfach periodischen Orbits.

zu chaotischer Dynamik, der sich durch keinen der bekannten Wege ins Chaos
ankiindigt.

Schon in den neunziger Jahren beschrieben einige Autoren, wie DANKOWICZ
und NORDMARK [I2] oder GALVANETTO und Bisuop [19, 20] ungewohnliche
Bifurkationen an einem einfachen Masseschwinger auf reibender Unterlage, teil-
weise mit Ubergingen zum Chaos, und brachten sie mit Wechselwirkungen mit
den Phasenraumdiskontinuititen in Verbindung. Eines der wichtigsten Beispie-
le jedoch ist der Reibungsoszillator, den YOSHITAKE und SUOEKA [63], [7] im
Jahr 2000 numerisch untersuchten. Er besteht aus einer periodisch getriebenen
schwingenden Masse ohne innere Dampfung, die auf einem Laufband aufliegt,
das sich konstant mit einer Geschwindigkeit vg bewegt (Abb.[.2). Wird die Er-
regerkraft auf null gesetzt und die trockene Reibung zwischen Masse und Band
hinreichend schwach gewéhlt, dann stellt sich ein stabiles Gleichgewicht ein. Die
Masse verharrt in der Auslenkung x, in der sich Gleitreibung und Federkraft die
Waage halten. Wird dann eine nicht zu starke Erregung hinzugeschaltet, ver-
wandelt sich die stationdre Losung in eine periodische. YOSHITAKE und SUOEKA
variierten nun die Erregerfrequenz so, dass die Schwingungsamplitude zunahm.
Oberhalb eines kritischen Wertes erreichte die schwingende Masse die Geschwin-
digkeit des Laufbandes, so dass sie relativ zu ihrem Untergrund ruhte und in den
Haftzustand iiberging.

Wie dieser Ubergang im Phasenraum fiir eine zyklische Losung der Periode
1 aussieht, wird auf der rechten Seite von Abb.[5.2] skizziert, wobei hier der Fall
gezeigt wird, dass der periodische Orbit die Kollision mit der durch & = vgp de-
finierten Diskontinuitédtsebene iiberlebt. Das erwies sich aber als nicht selbstver-
standlich. In vielen Fallen wurde stattdessen ein iiberraschender Wechsel zu nicht-
periodischer Dynamik beobachtet. Numerische Untersuchungen brachten weitere
ungewoOhnliche Verhaltensweisen zutage, wie zum Beispiel die Existenz vorzeitig
abbrechender Periodenverdopplungskaskaden. Bis auf die Feststellung, es hande-
le sich offenbar um eine Art nichtglatter Bifurkationen, die mit dem Ubergang
von reiner Rutsch- zur Haft-Rutsch-Dynamik zu tun habe, konnten die Autoren
aber keine Erklarung fiir die entdeckten Phénomene liefern. Das gelang erst DI
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Abbildung 5.3: Geometrische Konstruktion des Vektorfeldes F auf der Gleitebe-
ne.

BERNARDO et al. [7] im Jahr 2003. Sie erkannten die abrupten Wechsel zu chao-
tischer Dynamik als Folge von Gleitbifurkationen und lieferten eine analytische
Erklarung, die auch die genauen Bedingungen nennt, unter denen ein periodischer
Orbit eine Bifurkation {ibersteht.

5.2 Der Phasenraum eines Filippov-Systems

Der Phasenraum eines Filippov-Systems lésst sich in zwei oder mehr Bereiche
unterteilen, innerhalb derer das Vektorfeld glatt ist, wihrend beim Ubergang
von einem Bereich in einen anderen eine Diskontinuitédt auftritt. Gehen wir der
Einfachheit halber von nur zweien solcher Bereiche aus, dann ist die allgemeine
Darstellung wie folgt:

_ JFR(y) fir H(y) >0
YT\ Rly) fir H(y) <0

F} und F, sind glatte Vektorfelder, und H(y) ist eine skalare Funktion der Sy-
stemvariablen. Die Diskontinuitétsebene X, die die Grenze zwischen beiden Vek-
torfeldern darstellt, ist die durch H(y) = 0 definierte Hyperfliache:

(5.1)

Y={xeR":H(y) =0} (5.2)

Die Gleitebene ¥ ist eine Untermenge von X, die dadurch charakterisiert ist, dass
der Fluss auf beiden Seiten in Richtung der Diskontinuitatsebene fithrt, so dass
die weitere Zeitentwicklung tangential zu ihr Verlaufen muss. Das Vektorfeld Fjg
auf der Gleitebene ergibt sich nach UTKIN [57] aus

R+ F,—F

Fg = H, , H,eR .
s 7 + 5 € (5.3)

Die geometrischen Uberlegungen hinter dieser Gleichung werden in Abb.[53] ver-
anschaulicht. Der erste Term beschreibt den Fluss auf 3 als Uberlagerung der
durch beide Vektorfelder vorgegebenen Bewegungen. Der zweite ist ein Korrek-
turterm. H, muss so gewahlt sein, dass der Vektor tangential zu 5 liegt. Fyg ist

25



also der zu 3 parallele Anteil der Linearkombination von F; und F;. Aufgrund
der Forderung der Tangentialitit gilt (VH, Fs) = 0. Angewandt auf (5.3)) liefert
diese Beziehung den Wert von H,:

(VH, Fy) +(VH, F)

Hy(y) = - NH Ey) _ (VH B (5.4)

Eine entgegengesetzte Flussrichtung von F; und Fy, wie sie innerhalb der Gleit-
ebene per Definition vorliegt, bedingt unterschiedliche Vorzeichen von (VH, F})
und (VH, Fy). Die Differenz der beiden Ausdriicke ist dann betragsméfig grofer
als ihre Summe, so dass H,, laut Gl. (B.4]) einen Wert zwischen —1 und 1 aufweisen
muss. Die Gleitebene ist folglich definiert durch

Si={reX:|H,(y)| <1} (5.5)
und ihre Grenzen durch

N ={reX: H(y) = -1}
Xt ={zreX:H,(y) =1}.

5.3 Gleitbifurkationen

Eine besondere Eigenart von Filippov-Systemen ist, dass es bei Anderung ei-
nes Parameters mitunter zu abrupten, vollig iibergangslosen Anderungen der
Systemdynamik kommen kann. Wir bezeichnen derartige Ereignisse im folgen-
den als Gleitbifurkationen (engl. sliding bifurcations). Sie werden ausgelost durch
Wechselwirkungen der Trajektorie einer periodischen Losung mit dem Rand der
Gleitebene %% . Grundsitzlich lassen sich vier verschiedene Arten unterscheiden

[6, 17, 27], die in Abb.[5.4] illustriert sind.

Durchstofibifurkation (engl crossing-sliding bifurcation). Fine Trajektorie,
die ¥ an einer Stelle durchstofst, verschiebt sich durch Variation eines Pa-
rameters derart, dass sie schlielich mit dem Rand der Gleitebene in Be-
rithrung gerédt. Weitere Variation verschiebt den Kontaktpunkt ins Innere

von X, so dass nun ein Abschnitt der Trajektorie sich auf der Diskontinui-
tatsebene befindet (Abb.G4h).

Streifbifurkation (engl. grazing-sliding bifurcation). Ein Teil der Trajektorie,
der vollstindig in F} oder Fj liegt, verschiebt sich in Richtung der Dis-
kontinuitétsebene, bis er sie schlieRlich an einem Punkt von %+ tangential
berithrt. Wird die Variation fortgesetzt, entsteht auch hier ein Abschnitt
gleitender Systemdynamik (Abb.E4b).
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Abbildung 5.4: Die vier Arten von Gleitbifurkationen durch Wechselwirkung mit
dem Rand der Gleitebene (grau): a) Durchstoftbifurkation. b) Streifbifurkation.
c) Wechselbifurkation. d) Mehrfachgleitbifurkation.

Wechselbifurkation (engl. switching-sliding bifurcation). Dieses Szenario dh-
nelt der Durchstofbifurkation. Die Trajektorie durchstofst > an einer gege-
benen Stelle, die sich durch Variation eines Parameters an O%% annihert.
Wenn es schlieflich zur Beriihrung kommt, wird ¥ nicht mehr durchstofen
(Abb.E4k). Die Dynamik fiihrt in diesem Fall vom Rand der Gleitebene
fort, nicht zu diesem hin, wie es bei der Durchstofibifurkation der Fall ist

(Abb.BAk).

Mehrfachgleitbifurkation (engl. multisliding oder adding sliding bifurcation).
Ein Abschnitt der Trajektorie, der komplett auf der Gleitebene liegt, ndhert
sich deren Rand an und beriihrt ihn schlieklich tangential. Fortgesetzte
Variation generiert einen neuen Abschnitt der Trajektorie, der ober- oder

unterhalb der Diskontinuitdtsebene verlduft (Abb.R4d).

Der in Abb.[5.2 gezeigte Ubergang zu Haft-Gleit-Dynamik ist eine Streifbifurka-
tion. Sie wurde von DI BERNARDO et al. [7] anhand des gezeigten Oszillators
griindlich untersucht und gilt heute als typische Verursacherin plétzlicher Aus-
briiche chaotischer Dynamik. Ein weiteres Beispiel ist zum Beispiel ein einfacher
Impact-Oszillator [35].

Im Jahr 2010 wurde durch JEFFREY et al. [25] eine neue Art von Gleit-
bifurkationen vorgestellt, von den Autoren als katastrophale Gleitbifurkationen
eingefiihrt. Thre Ursache sind Kollisionen mit abstofenden Gleitebenen, die an
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Stellen vorliegen, wo der Fluss auf beiden Seiten von der Diskontinuitidtsebene
fortfithrt. Die Bewegung auf einer abstofenden Gleitebene ist instabil, und die
auf ihr liegenden Losungen sind hinsichtlich ihrer zeitlichen Vorwéartsentwicklung
nicht eindeutig.

5.4 Der Oszillator als Filippov-System

Das in Kap.Bl eingefiihrte dynamische System beschreibt einen Reibungsoszil-
lator und lisst sich deshalb als Filippov-System beschreiben. Der Ubergang in
den haftenden Zustand kann als Kollision der Trajektorie mit einer Gleitebene
verstanden werden, deren Dynamik durch Gleichung (&.3]) vorgegeben ist [51].

Der Beweis beginnt mit der Uberfiihrung der Bewegungsgleichungen (B.I)) fiir
den Rutschzustand in ein autonomes System erster Ordnung. Dafiir definieren wir
die neuen Grofen v(t) := &(t) fiir die Geschwindigkeit der schwingenden Masse
und D (1) = weyt fiir die Erregerphase und erhalten durch Einsetzen:

z(t) = o(t) (5.8)
0(t) = (Bsin®(t) — dv(t) — kx(t) — Eu(vp) Fy) /m (5.9)
op(t) = Eulvp)Fy (mip + %) — (Bsin®(t) — dv(t) — kx(t))/m (5.10)
D(t) = Wext (5.11)

Wir erinnern uns: Die Unstetigkeit dieses Systems ist gegeben durch die Vor-
zeichenfunktion &, die je nach relativer Bewegungsrichtung des Reibelements die
Werte 1 und —1 annehmen kann. Obiges System lésst sich also im Sinne des
vorigen Abschnitts in zwei glatte Teilsysteme unterteilen, gegeben durch

v
(Bsin® — dv — kx + pu(vp)Fo)/m

b= —u(vp)Fy (mLD + %) — (Bsin® — dv — kz)/m (5.12)
Wext
und
v
(Bsin® — dv — kx — u(vp)Fy)/m
Fy = ’ (5.13)

w(vp)Fy (i + %) — (Bsin® — dv —kx)/m |’

mp
Wext

wobei y = (x,v,vp, ®). Der Ubergang findet statt bei einem Vorzeichenwechsel
von vp. Es gilt also

(5.14)

O = O O
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Direktes Einsetzen in (5.4) liefert
Bsin® —dv — kx

Hy(y) = : (5.15)
mpu(op) By (75 + 1)
Einsetzen in (5.3)) ergibt dann folgendes Vektorfeld fiir die Gleitebene:
v
Fy = (Bsin® — dv —Ok:x)/(m—l—mD) ' (5.16)
Wext

Tatséchlich entspricht es genau den Bewegungsgleichungen (B.3]) des Oszillators
im Haftzustand. Die Grenzen der Gleitebene sind laut den Gleichungen (5.6]) und
(E0) definiert durch

Bsin® — dv — kx

= +1. (5.17)
mu(vp = 0)Fy (% + mLD>
Umformung ergibt
Bsin® — dv — kx
= +u(0)F 5.18
mp= L p(0)Fo (519
was aquivalent ist zu
Bsin® — dv — kx
= u(0) Fp. 5.19
mp m—+mp 1(0) Fo ( )

Das ist genau die Ubergangsbedingung (8.7)), die den Wechsel vom Haft- in den
Rutschzustand markiert.

5.5 Die Diskontinuitatsebene des Oszillators

Die Diskontinuitdtsebene des hier gegebenen Systems ist definiert durch
Y ={y e (z,v,vp):vp =0}. (5.20)
Die Grenzen der Gleitebene ergeben sich direkt aus Gleichung (5I8]):

o(z) = —F g 4 MO (ﬂ + 1) + ? Sin (Wextt)- (5.21)

d d mp

Die Funktion beschreibt die Gleitebene als ein unendlich langes, gekipptes Band,
das in v-Richtung die Ausdehnung

TALR! (ﬂ + 1) ,

d mp
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Abbildung 5.5: Qualitative Darstellung der Gleitebene 3 des Sytems aus Kapitel
B in der z-v-Ebene.

vp [m/s]

v [m/s]

x [m]

Abbildung 5.6: Diskontinuitidts- und Gleitebene im Phasenraum.

aufweist und synchron zur externen Erregung um den Ursprung oszilliert. Um
eine graphische Darstellung zu ermoglichen, fiihren wir die neue Variable

B
o(t) = v(t) — ’l SIN(Wext ) (5.22)
ein. Sie definiert ein mitbewegtes System, in dem die Gleitebene relativ zum
Ursprung ruht. Abb.[5.5] zeigt eine qualitative Darstellung. Die gesamte Phasen-

raumtopologie des Oszillators mit Diskoninuitats- und Gleitebene wird in Abb.[5.0]
veranschaulicht.
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Kapitel 6

Die Resonanzkurve des Oszillators

6.1 Das Nichtlineare Regime

Abbildung zeigt eine typische Resonanzkurve des in Kap.[Pl eingefithrten Os-
zillators in Kombination mit der relativen Haftzeit. Letztere gibt den Zeitanteil
an, den das Reibelement im Haftzustand verbringt. Ein Wert von 1 bezeichnet
eine reine Haftlosung ganz ohne Ablésung der gleitenden Masse.

Voraussetzung fiir Ubergéinge in den Rutschzustand ist das Auftreten hinrei-
chend grofer Beschleunigungskréfte, die den durch die Haftbedingung vorgege-
benen kritischen Wert iiberschreiten:

Je nach Wahl der Erregerfrequenz und -amplitude ist es moglich, dass das nie-
mals eintritt. Das Reibelement befindet sich dann dauerhaft im Haftzustand,
Nichtlinearitédten treten keine auf. Allgemein lédsst die Resonanzkurve sich in drei
Intervalle unterteilen. Innerhalb zweier kritischer Erregerkreisfrequenzen w; und
Wy treten Beschleunigungen auf, die Bedingung (6.1]) erfiillen. Das Reibelement
befindet sich dann zumindest zeitweise in Bewegung, sodass das System unter dem
Einfluss nichtlinearer Reibungskrifte steht. Wir bezeichnen w; und w, im folgen-
den als Abldosekreisfrequenzen, die zugehorigen Amplituden A1,2 dementsprechend
als Abldseamplituden und das Intervall [y, @o] als das nichtlineare Regime (NLR)
der Resonanzkurve.

Im Fall einer Anndherung an das NLR von auferhalb sind seine Grenzen durch
die Systemdynamik eindeutig definiert. Solange keine Ablésung des Reibelements
auftritt, beschreibt der Oszillator im eingeschwungenen Zustand eine harmonische
Schwingung, gegeben durch

2(t) = A(Wext) SIN(Wextt + @ (Wext ), (6.2)

wobel

B
VM~ )+ 2

ext

A(wext) = (6.3)
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Abbildung 6.1: Typische Resonanzkurve: Innerhalb eines von zwei kritischen Er-
regerkreisfrequenzen @, o begrenzten Bereichs sind die auftretenden Beschleuni-
gungen so grofs, dass es zur Ablosung des Reibelements kommt. Aufterhalb dieses
Bereichs befindet es sich dauerhaft im Haftzustand, und die Resonanzkurve ist
die eines linearen, extern erregten Oszillators.

mit M = m+mp. Durch zweifache Zeitableitung von (6.2]) erhalten wir |Z .| =
w2 A(wext) und damit durch Einsetzen in (G.1]) folgende Beziehung fiir die Ablo-

ext

sekreisfrequenzen:

2B N,
_“ _ - MG (6.4)
V(IM&? — k)2 +d%? mp
Sie lasst sich umformen zu
4 ~2 N
Wt qwt + e =0, (6.5)
wobel LM — 2 2
o = B—_, Co = B_— (6.6)
_ A2 B\ _ a2
() = 01 () =01

Die Ablésekreisfrequenzen sind folglich gegeben durch

1
~ C1 c1\? i
W12 = ( E + <§> 02) (67)

und Einsetzen in Gleichung (6.3)) liefert die zugehorigen Amplituden. Eine Verein-
fachung dieser Beziehung lésst sich erreichen durch Vernachlassigung der viskosen
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Reibung, sprich durch die Annahme d = 0. Gleichung (6.4) wird dann zu

B&?
mit den Losungen
. k
W= | ——7 % (6.9)
M+ ()

Je kleiner die Grofse B/(poG), desto mehr nidhern sich beide Losungen der Haft-
resonanzkreisfrequenz w., = \/k/M an. Es ist unmittelbar erkennbar, dass @w;
unabhéngig von der Wahl der Parameter immer definiert ist. Im ddmpfungsfrei-
en Fall weist jede Resonanzkurve ein nichtlineares Regime auf, unabhéngig von
der Erregeramplitude.

Fir B/(uoG) > M ist we physikalisch nicht sinnvoll definiert und damit
das nichtlineare Regime auf der rechten Seite unbegrenzt. Die Resonanzkurve
unterteilt sich in diesem Fall nur noch in zwei Bereiche: einen linearen auf dem
Intervall [0,@w;) und einen nichtlinearen auf dem Intervall [w;, 00).

Fiir die Abléseampituden des ddmpfungsfreien Falls ergibt sich eine lineare
Abhéngigkeit von der Reibelementenmasse:

o B . MoG
M@, -k Kk

Voraussetzung fiir die Giiltigkeit der Néherungen (6.9) und (E.I0) ist, dass die
viskose Dampfung unbedeutend gegeniiber den auftretenden Feder- und Trag-
heitskriften ist. Das ist laut Gl. (6.6) erfiillt, wenn

2kM > d°. (6.11)
Der Wurzelterm in (6.3)) ldsst sich umformen zu M?w? , — (2kM — d*)w? , + k?,

ext ext
womit die Giiltigkeit auch fiir die Abloseamplitude gegeben ist.

Sowohl die Beziehung (6.7) fiir die Ablosekreisfrequenz als auch ihre Idealisie-
rung (6.9) mit der zugehérigen Amplitude (610) basieren auf der Annahme einer
harmonischen Schwingung des Systems. Sie setzen also voraus, dass man sich den
Grenzen des nichtlinearen Regimes von aufserhalb anndhert und sind auch nur
dann giiltig. Bei Anniherung von innerhalb findet der Ubergang im allgemei-
nen an einer anderen Stelle statt. Es tritt Hysterese auf, ein Aspekt, auf den in
Kapitel naher eingegangen wird, wo die Phasenraumstruktur des Oszillators

untersucht wird.

B
(m—i—mp):t—

Al’g(mp) 2 .

(6.10)

6.2 Das Reibelement als Schwingungsdampfer

Die fiir die Bewegung des Reibelements aufgewandte Energie entstammt der
Schwingung der tragenden Masse m. Zu erwarten ist deshalb eine ddmpfende
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Abbildung 6.2: Amplituden der schwingenden Masse m als Funktion der Erre-
gerfrequenz bei moderater und starker konstanter Beschleunigung G auf eine
gleitende Masse mp = 0,01 kg.

Wirkung des Reibelements. Der durch trockene Reibung entstandene Energieum-
satz des hier betrachteten Oszillators wurde bereits 2004 von LOPEZ et al. [30]
untersucht und, unter der Annahme einer coulombschen Reibungscharakteristik,
analytisch gelost. Durch die Verwendung der Coulomb-Reibung werden die Bewe-
gungsgleichungen stiickweise linear. Dadurch gelang der Gruppe die Herleitung
einer Formel fiir die optimale Reibungskraft, die die umgesetzte Energie und
damit die Ddmpfungswirkung maximiert. Da die in dieser Arbeit verwendete
Reibungscharakteristik (8.5]) in guter Naherung dem Coulomb-Modell entspricht,
ist zu erwarten, dass die Ergebnisse von LOPEZ et al. auch hier giiltig sind. Ei-
ne Untersuchung der Tauglichkeit von Reibungsddmpfern komplexerer Systeme,
darunter auch Triebwerksschaufelkréanze, findet sich zum Beispiel bei Popp [47].

Abb.[6.2]zeigt zwei Resonanzkurven des Oszillators, die sich im Betrag der ver-
tikalen Beschleunigung G unterscheiden. Die eine représentiert einen Wert von
G = 15000m/ s*. Die zur Ablésung des Reibelements notige Beschleunigung wird
bei diesem hohen Wert an keiner Stelle erreicht. Es handelt sich hier also um
die wohlbekannte Resonanzkurve eines linearen Oszillators der Masse m + mp.
Die andere gezeigte Kurve steht fiir einen schwéicheren Wert von G = 2000 m/ & .
Hier existiert ein nichtlineares Regime, innerhalb dessen sie von der linearen Kur-
ve abweicht. Der Dampfungseffekt ist in globaler Hinsicht deutlich zu erkennen.
Die Amplitude der schwingenden Masse erreicht an keiner Stelle den Spitzen-
wert des linearen Falls. Zu erkennen ist aber auch, dass die Démpfungswirkung
lokal negativ sein kann. Auf einem Intervall am rechten Rand des nichtlinearen
Regimes bewirkt die Bewegung des Reibelements offenbar eine Erhéhung der
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Abbildung 6.3: Zeitreihe zu der roten Resonanzkurve aus Abb.[6.2] fiir wey /27 =

17,1 Hz mit Auftragung der effektiven Reibelementenmasse mSy.

Schwingungsamplitude.

Der Grund fiir dieses Verhalten ist die Verschiebung des Resonanzfrequenz
des Gesamtsystems in Folge der Bewegung des Reibelements. Die Masse eines
Korpers ist in der Mechanik ein Maf fiir den Widerstand, den er einer Beschleu-
nigung entgegensetzt. Der Anteil des Reibelements an der Kraft, die der dufseren
Anregung F(t) entgegengesetzt wird, ist im Haftzustand gegeben durch mp und
im Rutschzustand laut Gl. (8.I]) durch £u(vp)Fo = Ep(vp)Gmp. Dies erlaubt die
Definition einer effektiven Reibelementenmasse, gegeben durch

mp im Haftzustand
m§ = gu(vD(t))G
(1)
Der Anteil des Reibelements an der Gegenkraft zur dufseren Anregung ist dann
zu jedem Zeitpunkt gegeben durch mSiz.

Das Bemerkenswerte an der effektiven Reibelementenmasse mS ist, dass sie

im Rutschzustand infolge ihrer Abhéngigkeit vom Systemzustand implizit zeit-

abhéngig ist. Sie kann theoretisch alle reellen Werte bis auf null annehmen, auch

negative, und sogar divergieren. Jedem momentanen Wert von mS! entspricht
eine momentane Resonanzfrequenz des Gesamtsystems, definiert durch

mp 1m Rutschzustand. (6.12)

2 &
celonlO] = \/m P R e Com

Die Resonanzfrequenz des Oszillators ist also eine zeitlich verénderliche Grofe.
Thre Zeitentwicklung ist durch die nichtlineare Dynamik des Gesamtsystems be-

(6.13)
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Abbildung 6.4: Wie Abb.[63] aber fiir wey /27 = 17,2 Hz.

stimmt, was analytische Betrachtungen grofstenteils ausschliefst. Wohl aber ist es
moglich, anhand von Definition (6.12) und einiger grundsitzlicher Uberlegungen
qualitative Vorhersagen iiber die Auswirkungen auf das Schwingungsverhalten zu
treffen.

Dazu sei zunéchst festgestellt, dass zum Zeitpunkt des Ubergangs vom Haft- in
den Rutschzustand m$ = mp gilt, in der Zeitentwicklung von mS also keine Un-
stetigkeit auftritt. Aufgrund der Ubergangsbedingung (3.7) sowie der Definition
der Haftreibungskonstante (3.6]) ist namlich p(vp = 0)G/E(t) = uoFy/(mpi(t)) =
+1. Da weiterhin per Definition & = sgn(Z) ist, siche Gl. (8:2)), folgt unmittelbar
aus (6.12)) die Behauptung.

Der Wert von mS¥ bleibt in dem Augenblick, in dem das Reibelement sich ab-
16st, also zunéchst unverdndert. Wird es aber im folgenden beschleunigt, wird die
Reibungskraft, also der Zihler in Gl (G.12), kleiner. Gleichzeitig findet ein Uber-
gang vom Haft- in den Gleitzustand immer zu einem Zeitpunkt statt, an dem die
im Nenner stehende Beschleunigung der schwingenden Masse & betragsméfig zu-
nimmt. Und sofern nicht gerade der durch Gl. (6.1) dargestelle Grenzfall vorliegt,
an dem der kritische Wert nur gerade eben erreicht, aber noch nicht iiberschritten
wird, ist zu erwarten, dass diese Zunahme innerhalb eines begrenzten Zeitraums
anhalt.

Zusammengefasst ist die effektive Reibelementenmasse also gleich mp zum
Zeitpunkt des Ubergangs und nimmt unmittelbar danach ab. Jedes mal, wenn
das Reibelement durch die Beschleunigung seines Untergrunds ins Rutschen ge-
riat, wird dem System effektiv Masse entnommen, wodurch die Resonanzfrequenz
in Richtung groferer Frequenzen verschoben wird. Am linken Rand des nichtli-
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Abbildung 6.5: Anndherung der Resonanzkurve an eine Grenzfunktion im Nicht-
linearen Regime bei steigender Reibelementenmasse. Die Parameter wurden fiir
die dargestellten Resonanzkurven so gewihlt, dass die Resonanzfrequenzen im
Haftmodus klein sind und die Grenzfunktion langsam abféllt. (m = 1kg, k =
10N/m,d = 0,2Ns/m, G = 300m/s”, B = 10N.)

nearen Regimes fiihrt dies zu einer Dampfung der Schwingung, wihrend die Er-
regerfrequenzen am rechten Rand durch diese Verschiebung, gesetzt den Fall, sie
fallt nicht allzu groft aus, dichter an die Resonanzfrequenz geriickt werden. Des-
halb hat die Bewegung des Reibelements hier keine dédmpfende Wirkung, sondern
verleiht der Oszillation sogar noch zusétzlich Schub.

Zu Beginn dieses Kapitels wurde in Abb.[6.2 die Resonanzkurve eines Systems
mit nichtlinearem Regime vorgestellt. Abb.[6.3] zeigt die Zeitreihe, die in dieser
Kurve der Erregerfrequenz 17,1 Hz entspricht. Dargestellt sind im oberen Teil
die Geschwindigkeiten der schwingenden Masse sowie des Reibelements, & und
vp. Es handelt sich um eine einfach periodische Haft-Rutsch-Losung. Der untere
Teil zeigt die Zeitentwicklung der effektiven Reibelementenmasse. Thre Abnahme
nach jedem Einsetzen einer neuen Gleitphase ist gut zu erkennen. Uberhaupt
ist ersichtlich, dass ihre Bilanz unterm Strich negativ ist, d. h. sie ist fast immer
kleiner als mp, abgesehen von einem kurzen Zeitraum vor der Polstelle, die durch
den Vorzeichenwechsel von ¥ entsteht.

Ein weiteres Diagramm fiir die Erregerfrequenz 17,2 Hz, einer Stelle mit ne-
gativem Dampfungseffekt, zeigt Abb.[6.4l Zu sehen ist eine reine Gleitlosung. Die
insgesamt negative effektive Massenbilanz ist auch hier deutlich erkennbar.

Da die Reibungskraft zwischen rutschender und schwingender Masse propor-
tional zu mp ist, steigt mit zunehmender Masse des Reibelements auch seine
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Abbildung 6.6: Resonanzkurven in Abhéngigkeit von der Reibelementenmasse bei
grofser Federkonstante. Parameter gewahlt wie in Abb. mit G =2000m/ $.

Stoppwirkung. Ein schweres Reibelement driickt die Amplitude der Schwingung
starker als ein leichtes. Eine beliebig starke Dampfung ist aber nicht erreichbar,
da durch GI. (61]) auch ein unterer Grenzwert fiir die Amplitude vorgegeben ist.
Durch |#yax| = AwZ, = poFo/mp = 110G erhalten wir die Funktion

oG
5

ext

Alw) = (6.14)

W,

Sie beschreibt eine Kurve gleicher maximaler Beschleunigung, auf der die kri-
tische Tragheitsbeschleunigung, die das Reibelement abzulosen vermag, gerade
noch erreicht wird. Eine Dampfung der Amplitude unter den durch Gl. (614
vorgegebenen Wert ist nicht moglich. Das Reibelement wiirde dann liegenblei-
ben, womit auch seine ddmpfende Wirkung wegfiele. Folglich definiert Gl. (6.14)
eine Grenzkurve, gegen die der Verlauf der Resonanzkurve innerhalb des Nicht-
linearen Regimes umso mehr konvergiert, je grofser die rutschende Masse mp
gewéihlt wird. Abb.[6.5] zeigt diese Konvergenz am Beispiel eines Oszillators mit
geringer Federkonstante. Bei grofen Federkonstanten liegen die Peaks der Reso-
nanzkurven im Bereich hoher Frequenzen, wo die Kurve (6.I4]) schon sehr flach
verlauft. Die Nichtlinearen Regimes im Falle grofser Reibelementenmassen wer-
den dann zu fast ebenen Plateaus, die Resonanzkurven wirken wie abgeschnitten
(Abb.[6.4]).

Die Konvergenz des Verlaufs der Resonanzkurve gegen eine streng monoton
abfallende Funktion innerhalb des Nichtlinearen Regimes fiir zunehmende Werte
von mp lasst den Schluss zu, dass fiir hinreichend grofe Reibelementenmassen
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Abbildung 6.7: a) Erste Ablosekreisfrequenz nach Gl. (6.7) als Funktion der Rei-
belementenmasse. b) Zugehorige Abloseamplitude A mit den Maximalamplituden
fiir verschiedene Reibelementenmassen. Ubrige Parameter gemif Abb.[6.0]
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Abbildung 6.8: Detail aus Abb.[6.7]
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die erste Abléseamplitude A; mit der Maximalamplitude der jeweiligen Resonanz-
kurve gleichgesetzt werden kann. Verdeutlicht wird dies in Abb.[6.7 Sie zeigt die
erste Ablosekreisfrequenz geméf Gl. (6.7)) als Funktion von mp, wobei die iibrigen
Parameter den fiir Abb.[6.6] gewdhlten entsprechen, und in einer zweiten Auftra-
gung die zugehorigen Abloseamplituden. Aufgrund der grofsen Federkonstante k
gilt Naherung GI0), und der Anstieg von A, ist fast linear. Beide Auftragun-
gen iiberdecken einen weiten Bereich von Reibelementenmassen bis hin zu sehr
grofsen Werten mit mp/m > 4. Die zweite ist ergénzt um die Maximalamplituden
der Resonanzkurven fiir ausgewéhlte Reibelementenmassen. Offensichtlich kommt
es nur fiir sehr kleine Werte von mp zu einer Abweichung von Al. Hier ist die
Dampfungswirkung so schwach, dass die Resonanzkurve innerhalb des Nichtlinea-
ren Regimes noch ansteigt. Fiir alle hinreichend grofsen Werte hingegen schmiegt
sie sich so dicht an die Grenzfunktion (6.14) an, dass die erste Abloseamplitude
zugleich ihr Maximum darstellt.

Da die Abloseamplitude aber wiederum nicht konstant ist, sondern mit mp
ansteigt, existiert eine ideale Reibelementenmasse, die den maximalen Ausschlag
des Oszillators minimiert. In Abb.[6.7] liegt sie etwa bei mp = 0,05 kg, wie eine
Detailansicht zeigt (Abb.[6S).

6.3 Systemdynamik im Nichtlinearen Regime

Innerhalb des Nichtlinearen Regimes, wo es zur Ablosung der gleitenden Masse
kommt, wird der Oszillator von trockener Reibung beeinflusst und stellt damit
ein Filippov-System geméf der Beschreibung in Kap.[l dar. Zu erwarten ist also
eine komplexe, von Gleitbifurkationen gepragte Dynamik.

Abb.[63 zeigt das Nichtlineare Regime der Resonanzkurve fiir G = 300 m /s’
und mp = 0,3 kg in Kombination mit mehreren Aspekten der Systemdynamik.
Die oberste Auftragung zeigt die absolute (nicht die gemittelte) Amplitude der
schwingenden Masse m, die zweite die relative Haftzeit. Die dritte Auftragung
zeigt den maximalen Ljapunow-Exponenten, wobei der Null-Exponent, der die
aufere Anregung représentiert, ignoriert wird, und die vierte schlieflich ein Bi-
furkationsdiagramm. Es zeigt fiir jeden abgetasteten Parameterwert die Projekti-
on eines stroboskopischen, an der Erregerphase orientierten Poincaré-Schnitts.
Zwecks besserer Lesbarkeit des Diagramms ist das Wertespektrum fiir jeden
Wert des Kontrollparameters so verschoben, dass der kleinste Wert der Poincaré-
Koordinate auf der null liegt.

Die numerische Integration zur Ermittlung der in der Abbildung gezeigten
Grofen wurde fiir jeden Parameterschritt mit willkiirlichen Eingangswerten durch-
gefiihrt, die nicht an die Endwerte des Vorgéngers ankniipften. Im wesentlichen
reprasentieren die dargestellten Werte also den Attraktor mit dem grofsten Ein-
zugsgebiet.

Das erste, was bei der Betrachtung von Abb.[6.9] auffillt, ist, dass das Nicht-
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Abbildung 6.9: Systemdynamik im Nichtlinearen Regime der Resonanzkurve bei
G = 300 m/s2 und mp = 0,3kg. Alle anderen Parameter geméft Abb.[6.6l Von
oben nach unten: Amplitude, Relative Haftzeit, grofiter Ljapunow-Exponent und
verschobenes Bifurkationsdiagramm.
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Abbildung 6.10: Detail aus Abb.[6.9] Gezeigt ist der linke Rand des Nichtlinearen
Regimes.

lineare Regime sich wiederum in zwei Bereiche unterteilen lasst. Wahrend linker-
seits die fiir Filippov-Systeme typischen irreguldren Spriinge zwischen verschie-
densten Dynamiken auftreten, wechselt das System etwa in der Mitte in einen
einfach periodischen Grenzzyklus, der iiber den gesamten Rest des Nichtlinearen
Regimes stabil bleibt. Der Schliissel zum Verstédndnis dieses Bifurkationsverhal-
tens ist die in Kap.[B.5l vorgestellte Phasenraumtopologie des Systems. Man be-
trachte zunédchst den Fall einer dufleren Erregung wey; < wp. Die Erregerfrequenz
liegt also auferhalb des Nichtlinearen Regimes, die gleitende Masse befindet sich
im permanenten Haftzustand. Im Phasenraum entspricht dies einer geschlossenen
Kurve, die komplett auf der Gleitebene liegt (Abb.[6.1T]).

Nun werde die Erregerfrequenz langsam erhéht. Da dies eine Annéherung an
die Resonanzfrequenz des Haftfalls bedeutet, die laut Gl. (69) immer innerhalb
des Nichtlinearen Regimes liegt, erhoht sich damit auch die Schwingungsampli-
tude. Die Kreisbahn, die die Trajektorie auf der Gleitebene beschreibt, wird also
weiter, bis sie schlieflich, bei wey = @y, deren Rand beriihrt und die gleitende
Masse sich erstmals ablost. Die Beriihrung des Randes der Gleitebene leitet eine
Rutschphase ein, der sich eine neue Haftphase anschliefst. Im Phasenraumbild
entspricht das einem Abheben der Trajektorie von der Gleitebene mit unmit-
telbar anschliefendem Riicksturz. Bei diesem Ubergang von einer reinen Haft-
zu einer Haft-Rutsch-Losung handelt es sich um eine Mehrfachgleitbifurkation
(siehe Abb.B4]), die, wie Abb.[6.9] bzw. die Detaildarstellung in Abb.[6.10 zeigt,
unmittelbar einen Wechsel zu chaotischer Dynamik bewirkt.

Die Ursache dieses Wechsels liegt wiederum in der Phasenraumtopologie des
Ostzillators. Typisch fiir chaotische Systeme ist eine Phasenraumdynamik, die
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Abbildung 6.11: Phasenraumdynamik auferhalb des Nichtlinearen Regimes. Auf-

tragung zu Abb.[0.9 mit wey /27 = 14,6 Hz, links in realen und rechts in mitbe-

wegten Koordinaten geméfs Gl.(5.22)). Die grau unterlegte Flache ist die Gleitebe-
ne.

Abbildung 6.12: Schematische Phasenraumdarstellung einer nichtperiodischen
Haft-Rutsch-Losung.

43



Abbildung 6.13: Schematische Darstellung einer Mehrfachgleitbifurkation. Bei
tangentialem Kontakt kommt es zur Trennung benachbarter Eingangswerte.

eine Expansionsbewegung mit einer Faltung kombiniert, die die Trajektorie zu-
riickwirft, sobald eine bestimmte Schwelle iiberschritten ist. Das bekannteste und
wohl einfachste Beispiel ist der Rossler-Attraktor, der in dem Buch von JACK-
SON [24] ausfiihrlich besprochen wird. Die Faltung ist im Falle des vorliegenden
Systems durch die schwingungsddmpfende Wirkung der gleitenden Masse reali-
siert. Thre Bewegung fiihrt zu einem Amplitudenverlust. Der Aufschlagpunkt der
Trajektorie am Ende der Rutschphase liegt also innerhalb der Kreisbahn, die sie
wahrend des letzten Erregerzyklus vor der Ablosung beschrieben hat (Abb.[6.12).
Mit Beginn der neuen Haftphase ist der Oszillator aber wieder linear und strebt
deshalb zu seiner ,natiirlichen Schwingungsperiode zuriick. Auf der Gleitebene
beginnt also eine Spiralbewegung nach aufen, die anhélt, bis aufs neue der Rand
der Gleitebene erreicht wird und der Ablauf von vorn beginnt.

Eine weitere Bedingung fiir chaotische Dynamik ist das Vorhandensein ei-
nes Mechanismus, der dicht benachbarte Eingangsbedingungen im Laufe ihrer
Zeitentwicklung voneinander trennt. Dies geschieht am Rand der Gleitebene. Die
zyklische Trajektorie, die aufgrund einer Parametervariation ihren Radius vergro-
fert, beriihrt den Rand zunéchst tangential. Schon eine kleine Storung kann dann
bewirken, dass eine Trajektorie sich ablost, die ansonsten noch auf der Gleitebe-
ne geblieben ware (Abb.[6.13)). Aufgrund der unendlich hohen Trajektoriendichte
auf der Gleitebene, die bei Aperiodizitat vorliegen muss, liegen benachbarte Ein-
gangsbedingungen fast immer auf unterschiedlichen Trajektorien. Unter Zeitent-
wicklung bleiben sie zwar zunéchst benachbart, aber innerhalb einer hinreichend
langen Zeitspanne muss es schlieflich zwangsldufig zu einer Trennung geméaft dem
eben geschilderten Szenario kommen.

Eine weitere Erhohung der Erregerfrequenz bringt das System néher an den
Resonanzwert des reinen Haftfalls. Der Amplitudenzuwachs pro Periode nach Ab-
schluss einer Rutschphase wird dadurch grofser. Die Spiralarme wandern weiter
nach aufen, so dass der Rand der Gleitebene nicht mehr tangential getroffen
wird (Abb.[6I3] rechts). Die Bedingungen fiir chaotische Dynamik sind damit
nicht mehr erfiillt, und das System wechselt in eine periodische Losung, die er-
halten bleibt, bis der nachstauftere Spiralarm den Rand der Gleitebene erreicht.
Die wiederholten Wechsel zwischen verschiedenen chaotischen und periodischen
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Abbildung 6.14: Links: Phasenraumauftragungen fiir zwei Erregerfrequenzen vor
und hinter einer Mehrfachgleitbifurkation, die einen Ubergang von einem Periode-
3-Orbit zu einem chaotischen Attraktor bewirkt. Die Auftragungen beziehen sich
auf Abb.[6.9 Rechts: Detailvergrofserungen.

Attraktoren, die in Abb.[6.10] zu sehen sind, lassen sich als Kaskade von Mehr-
fachgleitbifurkationen deuten. Die Abbildung zeigt aber auch, dass nicht jede Bi-
furkation zwingend zu chaotischer Dynamik fiihren muss. Oft findet lediglich ein
Ubergang zwischen zwei periodischen Attraktoren statt, voneinander abgegrenzt
durch eine isolierte quasiperiodische Losung.

Abb.[6.14] zeigt die Bifurkation an der Stelle wey/2m = 14,85 Hz, die einen
Wechsel von einem Periode-3-Orbit zu einem chaotischen Attraktor bewirkt. In
der Detailansicht auf der rechten Seite ist zu sehen, wie die Trajektorie in der
zweiten Periode nur noch knapp den Rand der Gleitebene passiert. Durch Steige-
rung der Frequenz um 1/400 Hz kommt es zum Kontakt, worauf der periodische
Orbit kollabiert und durch einen chaotischen Attraktor ersetzt wird (untere Auf-
tragung). In der Detaildarstellung erkennbar ist die Zweiteilung des mittleren
Spiralarms und die dadurch verursachte Trennung unmittelbar benachbarter Lo-
sungen. Eine Zeitreihendarstellung derselben Bifurkation mit Auslenkung x und
relativer Position xp der gleitenden Masse zeigt Abb.[6.T5

45



0.02F . /27 = 14.8500 Hz ]
£ 001
S o
~0.01 | | ‘

300 3002 3004 3006 3008 301
oo Wen/2m = 14.8525 Hz |
E | O \ | I
= i wﬂwuw»ulﬂwlww iy

~0.02 x|
a1 22 43 a4

ts]

Abbildung 6.15: Bifurkation aus Abb.[6.14] als Zeitreihe

Am rechten Rand des Nichtlinearen Regimes hat die Bewegung der gleiten-
den Masse aus dem in Kap.[6.Il genannten Grund keine ddmpfende Wirkung.
Chaotische Dynamik geméf dem soeben erlduterten Mechanismus ist damit nicht
moglich. Statt dessen geht das System, néhert man sich von auferhalb der Ab-
l6sekreisfrequenz wo, an, bei deren Erreichen direkt in eine einfach periodische
Haft-Rutsch-Losung iiber. Fiir hinreichend kleine Werte von G ist auch der di-
rekte Ubergang in eine reine Rutschlésung méglich. (Abb.[6.16] und 6.17).

6.4 Symbolische Dynamik

Eine Poincaré-Ebene ist eine Untermannigfaltigkeit eines Phasenraums mit der
Eigenschaft, unter der Dynamik des Systems durchstofsen zu werden. Die Position
eines Durchstofpunktes auf der Ebene ergibt sich dabei, ein deterministisches Sy-
stem vorausgesetzt, eindeutig aus der Position seines Vorgéngers. Die Definition
einer Poincaré-Ebene bedeutet also im Grunde die Uberfithrung einer kontinu-
ierlichen Abbildung § = f(y) in eine iterierte Abbildung y,+1 = g(y,), die soge-
nannte Poincaré-Abbildung. Die iterierte Abbildung eines chaotischen Attraktors
ldsst sich numerisch ermitteln. Aa im nichtperiodischen Fall ein kompakter Be-
reich auf der Poincaré-Ebene abgetastet wird, gentigt es, die numerisch ermittelte
Folge vy, gegen v, 1 aufzutragen, um eine graphische Darstellung der Funktion
9(yn) zu erhalten.

Die Einfiihrung einer Poincaré-Ebene bedeutet in gewisser Weise immer ei-
ne Vereinfachung, da die Phasenraumdimension der auf ihr definierten iterierten
Abbildung um den Wert eins kleiner ist als die des eigentlichen Systems. Manche
Aspekte der Dynamik offenbaren sich in der iterierten Darstellung besser. Mit-
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Abbildung 6.17: Zeitreihen zu Abb.[E.16]
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Abbildung 6.18: Lage der in Gl. (6I5)) definierten Poincaré-Ebene P im Phasen-

rauil.

unter lasst sich, bei geeigneter Topologie des Attraktors, durch geschickte Wahl
der Ebene sogar noch eine weitere Reduktion erzielen. So ist zum Beispiel der
Rossler-Attraktor stellenweise so gestaucht, dass die parallel verlaufenden Trajek-
torien sich fast in einer Ebene befinden. Durch die Plazierung der Poincaré-Ebene
an einer solchen Stelle lésst sich das eigentlich dreidimensionale Rossler-System
in guter Ndherung in eine eindimensionale iterierte Abbildung tiberfithren [54].
Die Betrachtung der Poincaré-Abbildung erleichtert oft das Versténdnis des Ge-
samtsystems, indem sie die innere Struktur chaotischer Attraktoren anschaulicher
macht. Zweckméfig in vielen Féllen ist vor allem die Untersuchung der sym-
bolischen Dynamik des Systems. Dafiir unterteilt man die Poincaré-Abbildung
sinnvoll in Partitionen und betrachtet, welche Partitionen wie oft und in welcher
Reihenfolge unter Iteration der Abbildung angesteuert werden. Ein Beispiel fiir
eine solche Analyse anhand des Rossler-Attraktors findet sich in dem Manuskript
zu einem Vortrag, den TUFILLARO [54] am Institut fiir Mathematik und ihre
Anwendungen der Universitat von Minnesota hielt. In [55] présentiert er ein Bei-
spiel fiir eine physikalische Anwendung anhand der Untersuchung einer chaotisch
schwingenden Saite.

Auch fiir den hier untersuchten Oszillator bietet sich der Versuch einer solchen
Analyse an, denn auf seinen chaotischen Attraktoren gibt es Bereiche, an denen
alle Trajektorien sich nicht nur ndherungsweise, sondern sogar exakt in einer
Ebene befinden, und zwar auf der Gleitebene 3. Eine geeignete Poincaré-Ebene
ist definiert durch

P={ye(x,&,vp): x=0,005m;% > 0} (6.15)

(siche Abb.[B.I8)). Wir verwenden wieder die gleichen Parameter, mit denen im
vorigen Abschnitt die Abb.[6.9] erstellt wurde und betrachten nacheinander die
vier in Abb.[6.19] markierten Erregerfrequenzen, unter denen die Dynamik des
Systems chaotisch ist.
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Abbildung 6.19: Ausschnitt aus der Auftragung von A, in Abb.[6.9mit Markie-
rung der vier chaotischen Stellen, deren symbolische Dynamik untersucht werden
soll.

Im Folgenden sei v? der i-Wert des n-ten Durchstofspunktes auf P. Zuerst
betrachtet sei der Fall wey/2m = 14,7132 Hz, in Abb.[6I9 hervorgehoben durch
Markierung 1. Wie in der Abbildung zu sehen, gehort er zu einem sehr schmalen
chaotischen Fenster und in der Kaskade von Mehrfachgleitbifurkationen zu der
letzten, die iiberhaupt noch einen chaotischen Attraktor erzeugt (abgesehen von
der an Markierung 4, die, wie am Ende dieses Kapitels gezeigt wird, einen Son-
derfall darstellt und nicht in besagte Kaskade einzuordnen ist). Abb.[G20] zeigt
die numerisch ermittelte iterierte Abbildung ¢ : v2 — v!,, des Attraktors be-
ziiglich der Ebene P zusammen mit 50 Iterationen. Wie in der Auftragung zu
erkennen, ist die Abbildung keineswegs eindeutig definiert. Der Grund dafiir ist
die Existenz eines Erregerterms in den Bewegungsgleichungen. Um die Zeitent-
wicklung des Systems eindeutig festzulegen, ist die Kenntnis der Eingangswerte
(xMit #nit yinit) allein nicht hinreichend, sondern es muss auch die Eingangsphase
der externen Anregung, ®™ gegeben sein. Die dadurch verursachte Streuung ist
allerdings klein genug, um die Abbildung durch eine eindimensionale Funktion
zu approximieren. Eine gute Naherung ist gegeben durch folgende Funktion (in
Abb.[6.20] dargestellt durch eine rote Kurve):

( CL1U£2 + blvﬁ + 1 flir 50 < ’Uﬁ < 8§71

1

———— +dy flir s; <P < 89
P S
Upt1 = § ag(vh — by)e "

(6.16)

1
L az (v, — bs)es

+ds fir so <ovP < sg

mit den Parametern wie folgt:

ap = —2,2845 ay; =25000 a3 =20000 sy =1,0550
by = 6,1437 by =1,1029 b3 =1,1149 s; =1,1058
cp = —2,8672 ¢ =0,9806 c3=1,0260 s =1,1190

dy =1,0531 ds=1,0600 s3=1,1335
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Abbildung 6.20: a) Numerisch ermittelte iterierte Abbildung fiir Erregerfrequenz

Wext/2m = 14,7132 Hz mit nichtlinearer Regression geméaf Gl. (6.I6]). Die gezeig-

ten 50 Iterationen beziehen sich auf die numerischen Werte. b) Die letzten 50

von insgesamt 550 Iterationen der gendherten iterierten Abbildung (G.10) fiir
P=1,11

vy =1,11m/s.

20



Die Einheiten dimensionsbehafteter Paramter wurden aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit ausgelassen. Alle aufgefithrten Werte beziehen sich auf ihre metri-
schen Grundeinheiten.

Die Dynamik dieser idealisierten Funktion zeigt die untere Auftragung in
Abb.[6.201 Im Vergleich ist zu sehen, dass sie die Dynamik der tatséchlichen
Poincaré-Abbildung, wie sie in der Auftragung dariiber zu sehen ist, in ihren
Grundziigen gut rekonstruiert.

Die iterierte Dynamik folgt einem festen, sich bestdndig wiederholenden Sche-
ma. Der Wert von v? arbeitet sich zunéchst an dem ansteigenden Zweig im In-
tervall [sg, s1) hoch, um dann von einem der beiden hyperbolischen Bégen zu-
riickgeworfen zu werden. Die Bogen sind fiir die Faltung verantwortlich, die eine
chaotische Dynamik erméglicht. Damit wird die iterierte Abbildung (G.I6]) auch
physikalisch anschaulich. Der ansteigende Zweig reprasentiert die Haftbewegung
auf der Gleitebene, die ja durch eine stetig ansteigende Amplitude gekennzeichnet
ist, und die zwei Bogen auf den Intervallen [s1, s9) und [ss, s3] die Rutschphasen.
Innerhalb dieser Intervalle ist die Schwingungsamplitude also so grofs, dass es in-
nerhalb der anschliefenden Periode zur Ablosung des Reibelements kommen wird.
Die zwei Bbogen entsprechen dabei den zwei Seiten der Gleitebene, auf denen es
zur Ablosung kommen kann. Man beachte, dass an keiner Stelle die Bedingung
vl = oh ., erfiillt ist. Innerhalb des chaotischen Attraktors gibt es also keine
instabilen Periode-1-Orbits.

Weitere Erkenntnisse {iber die Dynamik des Attraktors lassen sich durch ei-
ne statistische Betrachtung der symbolischen Dynamik erarbeiten. Dazu unter-
teilt man das zu untersuchende iterierte System vy, — vy,+1 in geeignete Par-
titionen A, B, C, ..., sodass sich jeder Iterationsschritt eindeutig einer Partition
zuordnen ldsst. Fiir das idealisierte System (GI6) bote sich zum Beispiel eine
Enteilung in drei Partitionen A, B,C an, wobei jede einem der drei Definiti-
onsintervalle entspréiche. Fiir das reale, nicht idealisierte System ist diese Ein-
teilung aber nicht eindeutig, weil die Intervalle sich an ihren Réndern iiberlap-
pen. Zweckméfiger ist hier eine Unterteilung in Planfelder, wie in Abb.[G6.21] auf
der linken Seite gezeigt. Ist eine eindeutige Einteilung in Partitionen erst gege-
ben, lasst sich jedem Anfangswert y; eine Symbolfolge S(y;) zuordnen, indem
jeder folgende Iterationschritt durch die Bezeichnung seiner zugehorigen Parti-
tion ersetzt wird. So gilt zum Beispiel fiir die in Abb.G.2T] gezeigte Einteilung
S(1,06m/s) = {A, A, A,C,A,...}. Fasst man Symbolfolgen bestimmter endli-
cher Lange zu sogenannten Wortern zusammen, kann man eine Statistik iiber die
relativen Haufigkeiten bestimmter Sequenzen erstellen.

Infolge der Einteilung in drei Partitionen ergeben sich bei einer Wortléinge
von drei Symbolen 27 mdogliche Worter, deren Wahrscheinlichkeiten, ermittelt
aus einer Sequenz von 730000 Iterationen, auf der rechten Seite von Abb.[G.21]
aufgetragen sind. Spétestens hier zeigt sich, dass die chaotische Dynamik des
Attraktors global betrachtet sehr geordnet verlauft. Eine ganze Klasse der denk-
baren Worter kommt gar nicht erst vor, und zwar all diejenigen, die einer di-
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Abbildung 6.21: a) Einteilung der aus der kontinuierlichen Systemdynamik er-
mittelten iterierten Funktion in symbolische Partitionen. b) Wahrscheinlichkeiten
aller denkbaren Symbolfolgen bei einer Wortldnge von drei.

rekten oder indirekten Abbildung der Partitionen A und B aufeinander oder auf
sich selbst entsprechen. Oder anders ausgedriickt: Von drei aufeinanderfolgenden
Iterationen liegen immer mindestens zwei in der Partition A. Die Unterschiede
in der Haufigkeit der vorkommenden Wérter sind, sofern iiberhaupt vorhanden,
minimal.

Wie in Abb.[6.20] bereits zu erahnen, verlauft die Dynamik des Attraktors in
globaler Hinsicht also nach einem recht starren Muster. Nach jeweils zwei oder
drei reinen Haftperioden folgt eine einzelne Periode mit genau einer Rutschphase.
Entsprechend gering ist der Informationsgehalt der symbolischen Dynamik. Die
normierte Shannon-Entropie der in Abb.[6.2]] gezeigten Verteilung betragt

1

A=—
log, 27

27
> “pilogyp; = 0,144, (6.17)
i=1

Als néchstes betrachtet sei der Fall einer Erregerrequenz von wey /27 = 14, 68 Hz
(Markierung 2 in Abb.[6.19]). Die Frequenz gehort zu jenem durchgéngig chao-
tischen Intervall am linken Rand des Nichtlinearen Regimes, innerhalb dessen
die Mehrfachgleitbifurkationen zu dicht aufeinander folgen, um Raum fiir peri-
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Abbildung 6.22: Poincaré-Abbildung fiir wey /27 = 14,68 Hz mit 50 Iterations-
schritten.

odische Fenster zu lassen. Die Verschmierung der zugehorigen iterierten Abbil-
dung (Abb.[6.22) ist in diesem Bereich sehr viel stérker als im zuletzt untersuch-
ten Fall. Eine Idealisierung durch eine eindimensionale Abbildung ist deshalb
kaum sinnvoll. Auch ist die Uberlappung der einzelnen Zweige zu stark, um sie,
wie in Abb.[E2T] durch rechteckige Planfelder eindeutig zuzuordnen. Stattdes-
sen definieren wir wie in Abb.[6.23] gezeigt die Geraden a(v?) = vP und b(vP) =
—3,9650v” + 5,5 m/s und bezeichnen

e mit A alle Punkte, die oberhalb von a liegen,
e mit B alle Punkte, die unterhalb von a und b liegen,
e mit C' alle Punkte, die unterhalb von a, aber oberhalb von b liegen.

Die Dynamik folgt dem gleichen Grundschema wie im zuletzt untersuchten Fall
1, wobei sie aber, entsprechend dem langsameren Anwachsen der Amplitude wéah-
rend der Haftphase, langer auf dem parabolischen Zweig verbleibt. Dies fiihrt zu
einer Haufung der Sequenz AAA (Abb.[623]) und damit zu einer noch geringeren
Entropie. Ihr Wert betrigt H = 0, 097.

Bei einer Erregerfrequenz von wey /27 = 14,662 Hz (Markierung 3 in Abb.[6.19))
wird die Verschmierung so stark, dass eine sinnvolle Einteilung in Partitionen
in der eindimensionalen Darstellung kaum noch méglich ist (Abb.[6.24]). Zudem
kommt es auch zu einer grundlegenden Anderung der Dynamik derart, dass auf
jeden Faltungsvorgang zunéchst eine Phase abnehmender Amplitude folgt. Letz-
tere ist aber nicht unmittelbar auf Reibungsddmpfung zuriickzufiihren, sondern
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Abbildung 6.23: a) Einteilung der Funktion aus Abb.[6.22lin Partitionen. b) Wahr-
scheinlichkeiten aller denkbaren Worter der Lange drei.

es handelt sich um einen Einschwingvorgang, wie aus der Zeitreihendarstellung
unter der Abbildung ersichtlich ist.

Als letzten Fall betrachten wir die Frequenz wey /27 = 14,8525 Hz (Markie-
rung 4 in Abb.[6.19). Hierbei handelt es sich um denselben Attraktor, der bereits
in Abb.[6.14] auf der rechten Seite als Phasenraumauftragung zu sehen war. Er
gehort zu jenem letzten chaotischen Fenster in der Kaskade von Mehrfachgleitbi-
furkationen, dass sich schon durch seine Lage von den anderen abhebt. Alle Ub-
rigen liegen dicht am linken Rand des Nichtlinearen Regimes. Grenzkollisionen,
die sich mehr in der Mitte des NLRs ereignen, leiten ansonsten keine chaotischen
Fenster mehr ein.

Ein Blick auf die Poincaré-Abbildung (Abb.E28) macht dann auch sofort
ersichtlich, dass das Chaos in diesem Fenster vollig anders geartet ist. Die At-
traktoren der zuletzt betrachteten Félle wiesen alle eine Topologie auf, die in
ihrer Schlichtheit an den klassischen Rossler-Attraktor erinnert: Eine Trajektorie
windet sich auf einer zweidimensionalen Ebene spiralférmig nach aufen und wird
schliefslich, bei Erreichen einer kritischen Amplitude, zuriick ins Innere der Ebe-
ne geworfen. Dieser Riickwurf, der sich im Falle des hier untersuchten Systems
physikalisch als Rutschbewegung der aufliegenden Masse mp deuten lésst, ist fiir
jene fortlaufende Faltung des Phasenraumvolumens verantwortlich, die chaoti-
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Abbildung 6.24: Oben: Numerisch ermittelte Poincaré-Abbildung fiir wey /27 =
14,662 Hz mit 25 Iterationen. Unten: Zeitreihendarstellung desselben Attraktors.

sche Dynamik ermoglicht. Im Falle des vorliegenden Attraktors ist die Dynamik
aber derart, dass die aufliegende Masse innerhalb fast jeder Periode einmal ins
Rutschen gerit (siche die Zeitreihendarstellung in Abb.[6.20]), ohne dass dies im
Vergleich zur jeweils vorangehendenden Periode zu einer Abnahme der Amplitu-
de fiithren wiirde. Diese befindet sich vielmehr in einem stabilen Gleichgewicht.
Der chaotische Attraktor positioniert sich um zwei instabile periodische Orbits
(in der Poincaré-Darstellung definiert durch die Schnittpunkte der iterierten Ab-
bildung mit der Einheitsgeraden), in deren Néhe die Trajektorie sich immer zu-
nichst befindet, sich aber in einer Oszillationsbewegung immer mehr entfernt,
sich schlieflich von ihr 16st und daraufhin an den jeweils anderen periodischen
Orbit weitergereicht wird. Dieser Aufbau des Attraktors aus zwei Fliigeln, die
sich unter Zeitentwicklung die Trajektorie gegenseitig zuspielen, erinnert an den
Lorenz-Attraktor, wobei aber in diesem Fall die Fliigel ineinander verschachtelt

sind, statt die bekannte Schmetterlingsform zu bilden (Abb.[6.20]).
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Abbildung 6.26: Nahaufnahme des chaotischen Attraktors in Abb.[6.14] unter ver-
andertem Kamerawinkel, die seine verschachtelte Struktur sichtbar macht.
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Kapitel 7

Koexistierende Attraktoren

7.1 Symmetrieeigenschaften

Ein dynamisches System g = F'(y) heift symmetrisch beziiglich einer Transfor-
mation T, wenn TF(y) = F(Ty) ¥ y € R™. Attraktoren von Systemen mit ciner
Symmetrie sind héufig selbst symmetrisch beziiglich T. Andernfalls koexistiert
ein Partnerattraktor, so dass ein Attraktor sich durch Anwendung von 7" in den
anderen iiberfithren ldsst. Geht ein symmetrischer Attraktor aufgrund einer klei-
nen Variation eines Kontrollparameters in einen asymmetrischen iiber, spaltet er
sich also in zwei koexistierende Attraktoren auf. Besagtes Szenario, bekannt als
Symmetriebruchbifurkation, léasst sich zum Beispiel am Duffing-Oszillator beob-
achten [38] [39].

Der in Kap.[3 vorgestellte Oszillator ist symmetrisch beziiglich einer Punkt-
spiegelung am Ursprung des Phasenraums, abgesehen von einer physikalisch be-
deutungslosen Verschiebung der Erregerphase um den Wert 7. Es existiert dem-
nach zu jedem asymmetrischen Attraktor ein Spiegelattraktor, der aber hinsicht-
lich seiner Zeitentwicklung gegeniiber seinem Partner um eine halbe Erregerperi-
ode verschoben ist. Unter Verwendung der in Kap.[5.4l eingefiihrten vierdimensio-
nalen Beschreibung y(t) = (z,v, vp, @) ldsst diese Symmetrie sich folgendermafien
ausdriicken: Gegeben seien die Transformationen

T T
~ v )
T : . — v (7.1)
d b+ 7
und
x —x
7 I I e I (7.2)
UD —Up
b d
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wobei die zweite sich als Matrix darstellen lasst:

-1 0 0 0
SR s
0 0 0 1
Dann gilt folgende Symmetrie:
F(T\Tzy) = ToF(y). (7.4)

Da das Vektorfeld y je nach Bewegungszustand der rutschenden Masse unter-
schiedlich definiert ist, geschieht der Beweis durch eine Fallunterscheidung. Wir
betrachten zunéchst den Fall vp # 0. Das System befindet sich dann im Rutsch-
zustand und wird, je nach Vorzeichen von vp, beschrieben durch die Gleichungen
(EI2) bzw. (BI3), die sich zusammenfassend auch in folgender Form darstellen

lassen:

v
(Bsin® — dv — kx + sgn(vp)p(vp) Fo)/m

Fly) = —sgn(vp)u(vp) Fy (miD + %) — (Bsin® — dv — kx)/m fiir vp 70,
Wext
(7.5)

so dass

—v
. (=Bsin® + dv + kx — sgn(vp)u(vp) Fo)/m
IF(y) = sgn(vp)p(vp)Fo (m—lD + %) — (=Bsin® + dv + kz)/m

Wext

(Bsin(® + ) + dv + k:c_+ sgn(—vp)u(—vp)Fy)/m
—sgn(—vp)u(—vp)Fo (L + %) — (Bsin(® + ) 4+ dv + kx)/m

mp

Wext

= F(LiTw), (7.6)

Die Symmetrie ist aufserhalb der Diskontinuitédtsebene Y : vp = 0 also erfiillt. Bei
der Umformung wurde ausgenutzt, dass die Reibungscharakteristik p(vp) laut GL.
[B.1) achsensymmetrisch ist, so dass sie jederzeit durch u(—wvp) ersetzt werden
darf. Der Fall vp = 0 ist ein wenig komplizierter, weil hier wiederum zwischen
zwei Vektorfeldern unterschieden werden muss: dem auf der Gleitebene und dem
aukerhalb liegenden. Auf der Gleitebene gelten die Bewegungsgleichungen (510
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fiir den Haftfall, so dass

—v
ToF(y) = (—Bsin@+dv§kx)/(m+mp)
Wext
—v
| (Bsin(® +7) +dv+ kz)/(m +mp)
WSxt
= F(ﬁfgy) fiir vp = 0,y € 3. (7.7)

Aufserhalb der Gleitebene hingegen ist das Vektorfeld wie folgt:

v
(Bsin® — dv — kx — uoFy)/m

PO s (75 + 4) = (Bsin® - do— k) /m

Wext

fiir vp =0,y & .

(7.8)
Dies sind wiederum die Bewegungsgleichungen fiir den Rutschfall. Aufgrund der
Definition (B.06) ist der Betrag der trockenen Reibung gegeben durch p(vp =
0)Fy = pokp, und ihr Vorzeichen ¢ ist festgelegt durch Gl. (B.2). In ausgeschrie-
bener Form liegt auf der Diskontinuitdtsebene auferhalb der Gleitebene also fol-
gendes Vektorfeld vor:

v
(Bsin® — dv — kx — sgn(Bsin® — dv — kx)ugFy)/m
F(y) = sgn(Bsin ® — dv — kz)poFy (miD + %) — (Bsin® —dv—kzx)/m |’
Wext

(7.9)
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Abbildung 7.1: Beispiel fiir zwei koexistierende asymmetrische Partnerattrakto-
ren. Die Parameter entsprechen denen aus Abb.[6.9 bei einer Erregerfrequenz von
14,76 Hz. Die Betrachtung zweier ausgezeichneter Punkte in der Phasenraumdar-
stellung, hier der jeweilige Aufschlagpunkt auf der Gleitebene, zeigt die exakte
Ursprungssymmetrie. Die Phasenverschiebung zwischen den beiden Orbits ist nur
in der Zeitreihendarstellung erkennbar.
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welches ebenfalls die eingangs vorgestellte Symmetrie aufweist:

@F(y) =
—v
(=Bsin® + dv + kx + sgn(Bsin ® — dv — kx)uoFo)/m
—sgn(Bsin ® — dv — kx) o Fo (i + %) — (—=Bsin® + dv + kx)/m

mp

Wext
—v
(Bsin(® 4+ ) 4+ dv + kx — sgn(Bsin(® + ) + dv + kx)ugFp)/m
sgn(Bsin(® + 7) + dv + kx) o Fo (%D + %) — (Bsin(® + ) + dv + kx)/m

Wext

(7.10)

Wenn aber die behauptete Symmetrie fiir beide auf X definierten Vektorfelder er-
fiillt ist, dem auf der Gleitebene liegenden fiir den Haftfall und dem aufserhalb lie-
genden, das den Rutschfall beschreibt, dann gilt sie auch fiir das Gesamtfeld. Die
Ubergangsbedingung (5.19) ist namlich indifferent gegeniiber der Transformation
T 1@, wie sich durch einfaches Einsetzen leicht tiberpriifen lasst. Ein transformier-
ter Zustandsvektor T1Toy € X liegt folglich genau dann aufserhalb der Gleitebene,
wenn sein Partnervektor y das auch tut.

Die Symmetrie (4] ist also fiir jeden Zustandsvektor y des Systems erfiillt,
was zu beweisen war. Zu jedem asymmetrischen Attraktor des Systems existiert
demnach ein Partnerattraktor, der sich im (x, &, vp)-Raum durch eine Punktspie-
gelung am Ursprung ergibt.

Ein Beispiel anhand eines asymmetrischen Grenzzyklus der Periode 2 zeigt
Abb.[Z1] In der Phasenraumdarstellung erscheinen beide Attraktoren als exakte
Punktspiegelungen voneinander. Erst ein Vergleich der zugehdrigen Zeitreihen,
hier anhand der Geschwindigkeiten von schwingender und gleitender Masse dar-
gestellt, macht die Phasenverschiebung zwischen beiden sichtbar.

7.2 Hysterese

Die Gleitbifurkation, die den Eintritt ins Nichtlineare Regime (NLR) der Reso-
nanzkurve markiert, bewirkt nicht nur eine Anderung der Systemdynamik, son-
dern vor allem eine Anderung der Bewegungsgleichungen des Systems selbst. Rein
mathematisch betrachtet liegen zwei ganz unterschiedliche dynamische Systeme
vor, je nachdem, ob die Erregerfrequenz innerhalb oder auferhalb des Nichtli-
nearen Regimes liegend gewahlt wird. Demzufolge sollte die Stelle, an der die
Bifurkation stattfindet, nicht eindeutig sein. Die durch Gl. (6.9) gegebenen Gren-
zen beruhen auf der Annahme eines linearen Oszillators. Ein solcher ist aber nur
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Abbildung 7.2: Ganz oben: Ljapunow-Exponent im Nichtlinearen Regime der
in Abb.[6.9] gezeigten Resonanzkurve mit variablen, an den jeweiligen Vorgin-
ger anschliefenden Eingangswerten. Darunter zwei Ausschnittsvergrofserungen.
An vielen Stellen einer Gleitbifurkation, die Rénder des Nichtlinearen Regimes
einbezogen, ergibt sich je nach Variationsrichtung des Kontrollparameters ein
unterschiedlicher Kurvenverlauf.
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Abbildung 7.3: Relative Haftzeit der eingeschwungenen Oszillation in Abhéngig-
keit der Eingangswerte fiir drei verschiedene Erregeramplituden aus Abb.[7.2] bei
denen aufgrund von Hysterese mindestens zwei Attraktoren koexistieren. Fiir alle
drei Diagramme gilt vt = @it = (),

auferhalb des NLRs gegeben. Nahert man sich der Grenze von innen heraus an,
so gibt es keinen Grund, warum diese mit der durch GI. (6.9) gegebenen iden-
tisch sein sollte. Ebensowenig darf fiir die innerhalb des NLRs stattfindenden
Gleitbifurkationen Eindeutigkeit vorausgesetzt werden.

Tatsédchlich kommt es, zusétzlich zu den bei Asymmetrie auftretenden Part-
nerattraktoren, in der Nahe von Gleitbifurkationen zur Koexistenz zweier Attrak-
toren. Sie ldsst sich sichtbar machen, indem man wie in Kap.[6.3] eine Kenngrofe
des Attraktors liber die Erregerfrequenz auftrigt. Wird dann bei der Integration
der Bewegungsgleichungen nach jeder Anderung des Kontrollparameters wey an
den Orbit des Vorgédngerwertes angeschlossen, statt auf einen im Vorfeld fest-
gelegten Startpunkt im Phasenraum zuriickzusetzen, kommt es zur Hysterese.
Auf diese Weise startet die Integration ndmlich mit hoher Wahrscheinlichkeit im
Einzugsgebiet des Attraktors, auf dem sie sich schon im vorigen Variationsschritt
befand. Formiert sich ein neuer Attraktor zusatzlich zu dem bereits existierenden,
so wird es ihm erst relativ spéat gelingen, die Trajektorie einzufangen. Bei wel-
chem Wert des Kontrollparameters es zum Wechsel kommt, hiangt also davon ab,
von welcher Seite aus die Anndherung geschieht. Ermittelt man zum Beispiel die
in Abb.[6.9] gezeigte Kurve von A, zwei mal nach der eben beschriebenen Me-
thode, einmal vorwérts und einmal riickwérts, und vergleicht die beiden Kurven
(Abb.[T2)), so zeigt sich Hysterese an beiden Réndern des NLRs sowie — sichtbar

in den Detailvergréfferungen — an vielen Stellen einer Gleitbifurkation.

7.3 Phasenraumabtastung

Mittels einer systematischen Abtastung des Phasenraums lésst sich iiberpriifen,
ob neben den koexistierenden Attraktoren, die sich durch Hysterese und Asym-
metrie ergeben, noch weitere existieren. Dazu legt man ein Raster iiber den Pha-
senraum, benutzt nacheinander jeden Gitterpunkt als Eingangsbedingung und er-
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Abbildung 7.4: Beispiel fiir einen spontanen Wechsel zwischen zwei koexistieren-
den Attraktoren durch numerisches Rauschen.

mittelt jeweils eine charakteristische Grofse des Attraktors, gegen den die Schwin-
gung konvergiert. Auf diese Weise ergibt sich eine Karte der Einzugsgebiete aller
existierenden Attraktoren.

Abb.[[3] zeigt eine solche Auftragung fiir drei verschiedene Erregerfrequenzen
an denen laut Abb.[T.2] Hysterese vorliegt. Charakteristische Grofse ist die relative
Haftzeit, die als Farbskala kodiert iiber die Eingangswerte von Auslenkung und
Geschwindigkeit, ™% und &M, aufgetragen ist. Asymmetrische Partnerattrak-
toren im Sinne des Kap.[T.1] lassen sich auf diese Weise nicht unterscheiden. Die
Eingangswerte v0i® und ®™* sind bei allen Auftragungen gleich null. Auf keiner
der drei beispielhaft gezeigten Auftragungen ist die Existenz eines dritten Attrak-
tors erkennbar. Selbiges gilt fiir alle anderen Stellen, an denen eine Abtastung
durchgefiihrt wurde. Die Punkte, die die rote Fldche der mittleren Auftragung
iberziehen, sind nur Artefakte. Sie entstehen, wenn eine eigentlich eingeschwun-
gene Trajektorie aufgrund numerischer Ungenauigkeiten aus dem Einzugsgebiet
eines Attraktors herausgeschubst wird Abb.[4] zeigt ein Beispiel. Wenn das ge-
schieht, dndert sich mitten in der Integration die Schwingungsform, und fiir die
relative Haftzeit ergibt sich ein willkiirlicher Zwischenwert.

Die reine Existenz derartiger Artefakte beweist natiirlich nicht, dass es sich bei
den abweichenden Werten in Abb.[Z.3]auch um solche handelt. Ebenso gut kénnte
es sich tatséchlich um weitere Attraktoren handeln, deren Einzugsgebiete aber so
klein und fein strukturiert sind, dass die erst bei geringerer Abtastschrittweite als
solche erkennbar werden. Dagegen spricht aber nicht nur die hohe Zahl an Wer-
ten, die sie annehmen, sondern auch die Unmoglichkeit, sie zu vergrofsern. Selbst
bei extremer Reduzierung der Abtastschrittweite um sieben bzw. fiinf Grofsen-
ordnungen (Abb.[TH) wird keine Struktur erkennbar. Die Abweichungen bleiben
immer auf einzelne Rasterpunkte beschréankt.
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Abbildung 7.5: Sehr starke Vergroferung der mittleren Auftragung in Abb.[.3]
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Kapitel 8

Parameterstudien

8.1 Auswirkung der Reibelementenmasse

Im Abschnitt wurden elementare Eigenschaften der Dynamik des Oszillators
vorgestellt. Thre Veranschaulichung geschah im wesentlichen anhand eines ein-
zigen, beispielhaften Satzes von Parametern, gegeben durch mp = 0,3 kg und
G =300m/ s°. Bine andere Wahl der Reibelementenmasse fithrt zu keiner grund-
legenden Anderung besagter Charakteristika. Insbesondere eine Erhéhung von
mp (Abb.BJ) dndert die Dynamik im Nichtlinearen Regime nur qualitativ. Ihre
Grundeigenschaften — viele Gleitbifurkationen mit Wechseln zwischen Chaos und
Grenzzyklen verschiedener Periodizitét links, Periode-1-Dynamik rechts — bleiben
erhalten. Auch eine Erniedrigung von mp (Abb.B2] und B3)) fiihrt nur infofern
zu einer wesentlichen Anderung, dass innerhalb eines begrenzten Bereiches keine
Haftreibung mehr stattfindet. Der Ubergang in diesen Zustand stellt im Sinne des
Kapitels [l eine Durchstoftbifurkation dar, die sich aber auf die Periodizitét nicht
auswirkt (Abb.[R4]). Davon abgesehen ist der in Kap.[6.3] vorgestellte Aufbau des
NLRs auch hier gegeben.

8.2 Dynamik bei hoher Normalbeschleunigung

Neben der Reibelementenmasse ist die konstante Normalbeschleunigung G ein
wichtiger Parameter. Im folgenden soll untersucht werden, welche Auswirkungen
auf die Systemdynamik ihre Anderung hat, und zwar zunichst anhand einer
Erhéhung von G = 300m/ s auf 2000 m/ s°. Die Reibelementenmasse soll dabei
wie in Kap.[6.3] konstant bei mp = 0, 3 kg gehalten werden.

Was bei dieser hohen Normalbeschleunigung zunéchst auffillt, ist das Auf-
treten von Mehrfachgleitbifurkationen iiber die gesamte Breite des Nichtlinearen
Regimes (Abb.BI und ). Das ist ein Unterschied gegeniiber Abb.[6.9] wo sich
eine Unterteilbarkeit des NLRs in zwei Bereiche beobachten ldsst. Nur innerhalb
eines begrenzten Bereichs auf der linken Seite treten dort Mehrfachgleitbifurka-
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Abbildung 8.1: Systemdynamik im Nichtlinearen Regime fiir mp = 0, 50 kg. Der
kleine Kasten im Bifurkationsdiagramm zeigt eine Detailvergroferung des linken
Randes des NLRs.
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Abbildung 8.2: mp = 0,05 kg.
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Abbildung 8.3: mp = 0,01 kg.
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Abbildung 8.4: Die in Abb.R.2 sichtbare Durchstofsbifurkation bleibt ohne Aus-
wirkung auf die Systemdynamik.
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Abbildung 8.5: Grofster Ljapunow-Exponent im Nichtlinearen Regime fiir G =
2000m/s”, mp = 0,3kg und wey /27 = 15, 06 Hz.
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Abbildung 8.6: Grofster Ljapunow-Exponent mit anschliefsenden Eingangswerten
fiir verschiedene Variationsrichtungen und Startwerte des Kontrollparameters.
Der Pfeil markiert eine Stelle mit drei koexistierenden, nichtsymmetrischen At-
traktoren.

tionen auf, wahrend der rechte Teilbereich durchgehend und unabhéngig von der
Erregerfrequenz durch einen Periode-1-Grenzzyklus charakterisiert ist.

Erklart wurde dieser Umstand bereits anhand der Erkenntnis aus Kap.[6.2]
dass jedem Ubergang vom Haft- in den Rutschzustand ein voriibergehender effek-
tiver Massenverlust folgt, was gleichbedeutend mit einer Verschiebung der Reso-
nanzfrequenz hin zu héheren Werten ist. Durch diesen Effekt werden hohe Erre-
gerfrequenzen dichter an die Resonanzfrequenz geriickt, sodass das Reibelement
keinesfalls als Dampfer, sondern im Gegenteil als Verstarker wirkt. Die damp-
fende Wirkung der Bewegung des Reibelements ist aber, wie in Kap.[6.3] gezeigt
wird, elementar fiir die Erzeugung einer Kaskade von Mehrfachgleitbifurkationen,
wie sie auf der linken Seite von Abb.[6.91 zu beobachten ist. Auf der rechten Seite
fehlt die Dampferwirkung, und deshalb ist die Dynamik dort stabil.

Eben dieses Argument ist aber im vorliegenden Fall nicht giltig. Abb.B1
zeigt eine Zeitreihe mit simultan aufgetragener effektiver Reibelementenmasse fiir
den Fall einer starken Erhohung der Normalbeschleunigung auf G = 2000 m/ &,
Gemaéfs den Erkenntnissen aus Kap.[6.2] fiihrt jeder Eintritt in eine Rutschpha-
se zuniichst zu einer Absenkung von mS — bei der vorliegenden Konfiguration,
wie in der Abbildung zu sehen, auf grob die Hilfte des Ursprungswertes. Bei
mp = 0,3kg entspricht das einem effektiven Absinken der Gesamtmasse von
1,275 auf 1,125 kg und somit einer Verschiebung der momentanen Resonanzfre-
quenz von 15,06 auf 16,03 Hz. Das ist eine deutlich starkere Verschiebung, als sie
bei G = 300m/ s* auftritt, dem Wert, der fiir die Beispielkurven in Kap.B.3 ver-
wendet wurde. Eine analoge Auftragung wie Abb.R.7] zeigt dort einen effektiven
Massenverlust von nur etwa 10 % der Reibelementenmasse. Gleichzeitig fiihrt eine
Erh6hung von G laut Gl. (€9) zu einer Verkleinerung des Nichtlinearen Regimes.
Die kurzzeitige Verschiebung der Resonanzfrequenz, die jede neue Rutschphase
einleitet, reicht weit iiber die rechte Grenze des NLRs hinaus, die hier an der
Stelle wo/27m = 15,116 Hz liegt. Weit genug, um auf der gesamten Breite des
NLRs einen Dampfungseffekt wirken zu lassen und somit Mehrfachgleitbifurka-
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Abbildung 8.7: Zeitreihe mit effektiver Reibelementenmasse fiir G = 2000 m/s’,
mp = 0,3kg und wey /27 = 15,06 Hz.

tionen zu ermdglichen. Die in Kap.[6.3] festgestellte Unterteilbarkeit des NLRs ist
also kein allgemeines Gesetz, sondern gilt nur fiir den Fall kleiner oder modera-
ter Schwankungen der Resonanzfrequenz, die die Abmessungen des NLRs nicht
deutlich iiberschreiten.

Infolge der Existenz von Mehrfachgleitbifurkationen auf der ganzen Breite des
NLRs gibt es Erregerfrequenzen, an denen drei nichtsymmetrische Attraktoren
koexistieren, und zwar innerhalb jenes kleinen Bereichs jenseits von ws, in dem
sowohl lineare als auch nichtlineare Dynamik moglich ist. In Abb.B ist eine
solche Stelle zu sehen, markiert durch einen roten Pfeil. Die Abbildung zeigt ein
Hysterese-Diagramm analog zu Abb.[.2 mit dem Unterschied, dass zwei riick-
warts variierte Kurven aufgetragen sind, die aber aufgrund verschiedener Start-
werte unterschiedlich verlaufen. Wo es zu einer Mehrfachgleitbifurkation kommt,
tritt die typische Hysterese auf, allerdings zusétzlich zu der linearen Losung, die
an dieser Stelle existiert. Eine Abtastung des Phasenraums (Abb.RJ]) an dieser
Stelle macht auch hier aufser den drei durch die Hysterese gegebenen Attraktoren
keine weiteren sichtbar.

8.3 Dynamik unter Erdbeschleunigung
Bislang wurde bei allen numerischen Untersuchungen davon ausgegangen, dass

die auf das Reibelement wirkende Fallbeschleunigung G weitaus grofer ist als die
auf der Erde wirkende Schwerebeschleunigung. In Kap.[6.3] wurden anhand des
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Abbildung 8.8: Relative Haftzeit der eingeschwungenen Oszillation in Abhéngig-

keit der Eingangswerte fiir vi5'* = @i = (). Parameter wie in Abb.B6 an der
Stelle wexy/2m = 15,13 Hz.
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Abbildung 8.9: Auflagekraft eines zylindrischen Reibelements mit runder Grund-
flache, das in einer keilférmigen Schiene gefiihrt wird.
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reprasentativen Beispiels G = 300m/ s grundlegende dynamische Eigenschaf-
ten des Oszillators vorgestellt, und in Kap.R2 wurde dieser Wert auf 2000 m/ g
erhoht. Das ist statthaft, sofern man nicht davon ausgeht, dass es sich bei G
um die Erdbeschleunigung handelt. Eingefiihrt wurde der in Kap.[3| vorgestellte
Oszillator als einfachstmogliches Beispiel fiir eine spezielle Art der Schwingungs-
dampfung, wie sie, wenn auch in wesentlich komplizierterer Form, vor allem in
Turbinen zur Anwendung kommt. Dort handelt es sich bei G nicht um eine Gravi-
tation, sondern um eine Zentrifugalbeschleunigung, die, abhéngig von der Dreh-
zahl, theoretisch beliebige Werte annehmen kann. Eine experimentelle Umsetzung
des Oszillators, wie er in Abb.B.1]dargestellt ist, wiirde aber eine Erhéhung von GG
nicht ohne weiteres zulassen. Eine gewisse Erhchung liefse sich durch Lagerung des
Reibelements in einer keilférmigen Schiene realisieren, was hinsichtlich der For-
derung nach nur einem Freiheitsgrad pro beteiligter Masse ohnehin zweckdienlich
ware. Aus dem Kriftediagramm in Abb.[R.9] lasst sich fiir einen Neigungswinkel
a der Schienenwénde und einer Gewichtskraft F; unmittelbar eine Auflagekraft

in Hohe von
Fea

COos &

Iy =

(8.1)

herauslesen. Theoretisch lésst sich auf diese Weise ein beliebig hoher Wert ver-
wirklichen, aber in Hinblick auf eine sichere Fiihrung des Reibelements hélt sich
der Spielraum beziiglich der Wahl von « in Grenzen. Um wirklich grofe Werte
von G zu verwirklichen, miisste der Versuch schon wesentlich erweitert werden,
etwa durch Einbettung des gesamten Aufbaus in ein rotierendes System oder
durch Behdngung des Reibelements mit Gewichten (siehe dazu die Experimente
von SANLITURK et al. [50]).

Wurde im letzten Kapitel der Fall einer sehr hohen normalen Beschleunigung
untersucht, so wird im Folgenden der umgekehrten Weg eingeschlagen. Betrachtet
wird der Fall G = 10m/ s? bei einer Reibelementenmasse von mp = 0,2kg, eine
Konfiguration, die nicht nur aus prinzipiellen Griinden interessant ist, weil sie
den Osrzillator unter realistischen Laborbedingungen beschreibt, sondern auch,
weil sie zu einer starken Anderung seiner dynamischen Eigenschaften gegeniiber
den Erkenntnissen aus Kap.[6.3 fiihrt.

Laut Gl. (63) ist Wy bei einem so niedrigen Wert von G nicht definiert, das
NLR also auf der rechten Seite unbegrenzt. Die relative Haftzeit, iiber die Er-
regerfrequenz aufgetragen, fallt nach der ersten Ablosung an der Stelle w; sehr
rasch und noch deutlich vor Erreichen des Maximums der Resonanzkurve auf 0
und behilt diesen Wert von dort an bei. Wesentliche Anderungen der Dynamik
treten ab diesem Punkt nicht mehr auf (Abb.BI0 und BII]). Die Trajektorie
bildet einen 1-periodischen Orbit um das NLR, &hnlich der Losung, wie sie in
Abb.[6.16] links zu sehen ist. Die interessante Dynamik konzentriert sich auf je-
nes schmale Frequenzband, innerhalb dessen Haft-Rutsch-Verhalten auftritt, die
relative Haftzeit also einen Wert zwischen 0 und 1 aufweist. Abb.R.I1] zeigt die-
sen Bereich im Detail. An den Stellen wey /27 = 10,8 Hz und 11,1 Hz tritt je-
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Abbildung 8.11: Detail der Resonanzkurve in Abb.BI0 mit Systemdynamik.
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weils eine Hopf-Bifurkation auf. Der Wert von .., ist innerhalb dieses Bereichs
konstant gleich 0, die Dynamik demnach quasiperiodisch. Ausléser ist auf bei-
den Seiten eine Gleitbifurkation, die aber interessanterweise auf beiden Seiten
unterschiedlichen Typs ist. Abb.[R.I2 zeigt eine Anndherung von der linken Sei-
te. Der Ubergang zu einer quasiperiodischen Schwingung findet statt, wenn ein
Zweig der Trajektorie eines recht komplizierten periodischen Orbits die Grenze
der Gleitebene beriihrt. Besagter Ausschnitt liegt vor der Bifurkation komplett
auf der Gleitebene. Es handelt sich also um eine Mehrfachgleitbifurkation, wie
wir sie bislang standardméfig beobachtet haben. Ein génzlich anderes Bild er-
gibt sich aber bei einer Annéherung von der anderen Seite (Abb.RI3]). Rechts des
quasiperiodischen Fensters findet zunéchst gar keine Haftdynamik statt. Die Tra-
jektorie umkreist die Gleitebene zyklisch, ohne mit ihr in Beriithrung zu kommen.
Eine Verringerung der Erregerfrequenz fiihrt aber zu einen zunehmend engeren
Bahnradius und schlieklich zur Kollision mit dem Rand der Gleitebene. Geméf
der Definition in Abb.[B.4]stellt dieser Ablauf eine Durchstofsbifurkation dar. Der
periodische Orbit wird durch diese zerstort und in einen quasiperiodischen iiber-
fiihrt. In der Phasenraumdarstellung ist letzterer von einem chaotischen Orbit
nicht unterscheidbar. Ein geeigneter Poincaré-Schnitt (Abb.BI4]) gewért einen
Einblick in die innere Struktur des Orbits und macht so den Unterschied offen-
bar. Die Durchstofspunkte liegen auf der Poincaré-Ebene auf einer geschlossenen
Linie, bewegen sich im Phasenraum also auf einem 2-Torus. Wie in Abb.8.12 und
zu erkennen ist, liegt der Torus teilweise auf der Gleitebene, wo seine Aus-
dehnung in vp-Richtung naturgeméafs auf null komprimiert ist. Das ist moglich,
weil in der Phasenraumdarstellung eine Koordinate unterschlagen wird, namlich
die Erregerphase ®. In der vierdimensionalen Darstellung (5.8)) ist die Gleitebene
eine dreidimensionale Hyperfldche, die Dynamik auf einem Torus ermoglicht. Die
Information iiber die Schlauchstruktur des Attraktors bleibt deshalb erhalten.

Das geschilderte Szenario ist gleich in doppelter Hinsicht ein Novum. Zum
einen traten in den zuriickliegenden Kapiteln quasiperiodische Losungen nur als
isolierte Grenzfille auf, wo durch eine Mehrfachgleitbifurkation ein Wechsel zwi-
schen zwei periodischen Orbits stattfand, zum anderen handelt es sich, bezogen
auf den untersuchten Oszillator, beim vorliegenden Fall um das erste Beispiel der
Zerstorung eines Attraktors durch eine Durchstofsbifurkation.

Auch in weiteren Punkten weicht das Systemverhalten von dem ab, was wir
bei hohen Werten von G beobachtet haben. Es treten bei der aktuellen Konfigura-
tion erstmals klassische Bifurkationen auf, die nicht durch Grenzkollisionen verur-
sacht werden. So handelt es sich bei dem Umschlag, der in Abb.B.IT]an der Stelle
10,34 Hz zu sehen ist, um eine Sattel-Knoten-Bifurkation. An dieser Stelle koexi-
stieren zwei Attraktoren (Abb.RIH), deren Einzugsgebiete im Phasenraum sich
bei Verschiebung des Kontrollparameters zugunsten bzw. -ungunsten des jeweils
anderen verandern (Abb.[RI6). Sowie der aktuelle Attraktor zuviel an Dominanz
einbiifst, wechselt das System zum anderen. Das ist der Ausloser der genannten
Bifurkation, eine Grenzkollision findet an der betreffenden Stelle nicht statt. Da-
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Abbildung 8.12: Hopf-Bifurkation aus Abb.BTII] von der linken Seite aus ange-
nahert. Rechts: Vergroferte Darstellungen. Der rote Pfeil markiert den Abschnitt
der Trajektorie, der durch eine Grenzkollision die Bifurkation auslést. In der Ver-
groflerung ist zu erkennen, dass es sich um eine Mehrfachgleitbifurkation handelt.

76



Weat/2m =12.0Hz Weee/27 = 11.2 Hz

0.1

0.05
) )
E 0 E
S0 >

-0.1 S
405 0. e
o 2240 1 0 ’
v [m/s] x [m] x 10

Vp [m/s]

Abbildung 8.13: Hopf-Bifurkation aus Abb.R.I1l von der rechten Seite aus an-
gendhert. Ausloser ist ebenfalls eine Grenzkollision, wobei es sich in diesem Fall
aber um eine Durchstofsbifurkation handelt.
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Abbildung 8.14: Poincaré-Schnitt des in Abb.BI3| fiir wey = 11,0 Hz gezeigten
Orbits. Poincaré-Ebene definiert durch =0, & > 0.
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Abbildung 8.15: Grofster Ljapunow-Exponent bei anschlieffenden Eingangswerten
fiir vorwarts und riickwérts variierten Kontrollparameter.
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Abbildung 8.16: Phasenraumabtastungen in der Ndhe der in Abb.8.IT] und
gezeigten Sattel-Knoten-Bifurkation. Aufgetragen ist die farblich kodierte relative
Haftzeit der eingeschwungenen Oszillation iiber ihre Eingangswerte, wobei vi5t =
Pt — (). Die Abtastungen zeigen die quantitative Anderung der Einzugsgebiete

beider koexistierender Attraktoren durch Anderung der Erregerfrequenz.
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Abbildung 8.17: Phasenraumabtastung an der Stelle wey /27 = 9,81675 Hz.

neben kommt es auch zur Koexistenz von Attraktoren, die sich, im Gegensatz zu
den bisherigen Beobachtungen, weder aus den Symmetrieeigenschaften des Sy-
stems ergibt noch sich durch Hysterese an Stellen einer Gleitbifurkation erkldren
lasst. Ein Abtastung des Phasenraums mit geschickt gewéhlter Erregerfrequenz
zeigt eine unabhéangige Koexistenz von bis zu vier Attraktoren, und zwar ebenfalls
an Stellen, wo keine Grenzkollisionen durch Anderungen des Kontrollparameters
stattfinden. (Abb.RIT]).

Da die in Kap.[6.2] beschriebene Anschmiegung der Resonanzkurve an eine
Grenzfunktion umso deutlicher ausfallt, je stéarker schwingende und rutschende
Masse gekoppelt sind, kénnen Bifurkationen bei bei einem kleinen Wert von G mit
deutlichen Anderungen der Schwingungsamplitude einhergehen. So erkennt man
zum Beispiel in Abb.BITl wie die eben besprochene Sattel-Knoten-Bifurkation
eine Steigerung der Amplitude von 1,12 auf 1,34 mm bewirkt, was einer Zunahme
von fast 20 % entspricht. Diese Schwankungen treten zwar auch bei starker Kopp-
lung auf, siche z. B. Abb.[6.9] sind dann aber quantitativ eher unbedeutend. Sind
die auftretenden Reibungskréfte hingegen relativ klein, ist das nicht unbedingt
der Fall.

Abb.RI8 zeigt drei weitere Resonanzkurven fiir jeweils unterschiedliche Rei-
belementenmassen bei Erdbeschleunigung, ergénzt um den grofsten Ljapunow-
Exponenten. Eine Erniedrigung von mp (oberes und mittleres Diagramm) wirkt
sich wesentlich auf die Dynamik innerhalb des NLRs aus. Der Verlauf ist dem
in Abb.[R.I1] sehr &hnlich: Viele koexistierende Losungen am linken Rand und
ein quasiperiodischer Bereich, dessen rechte Grenze den Ubergang zur reinen
Rutschdynamik markiert. Eine Erhhung von mp auf 0,5kg (unteres Diagramm)
hingegen fiihrt in dynamischer Hinsicht zu einem anderen Verlauf. Der quasipe-
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Abbildung 8.18: Resonanzkurven mit maximalen Ljapunow-Exponenten fiir ver-
schiedene Reibelementenmassen bei G = 10m/ s>. Von oben nach unten: mp =

0,05kg; 0,10kg; 0,50 kg.
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riodische Bereich fallt weg, und die Kurve erscheint insgesamt geordneter. Bei
allen drei Diagrammen treten erneut signifikante Spriinge der Amplitude infolge
von Bifurkationen auf.

Eine Absenkung der konstanten Normalbeschleunigung G, wie sie in diesem
Kapitel durchgefiihrt wurde, bedeutet immer auch eine leichtere Ablosbarkeit
des Reibelements. Die daraus resultierende Aufweitung des Nichtlinearen Regi-
mes lasst sich ausgleichen durch eine gleichzeitige Absenkung der Erregerampli-
tude. Entsprechende Resonanzkurven fiir verschiedene Reibelementenmassen mit
grofstem Ljapunow-Exponenten zeigt Abb.RI9 Fiir die Berechnung der Kur-
ven wurde die Normalbeschleunigung bei G = 10m/ s* belassen, zusétzlich aber
auch die Erregeramplitude auf B = 0,5 N reduziert. Von den besonderen Verhal-
tensweisen der Systemdynamik, die in diesem Kapitel fiir geringe Werte von G
beobachtet wurden, treten in der Folge keine mehr auf. Stattdessen entspricht der
Aufbau des NLRs wieder exakt den Befunden aus Kap.[6.3l Welche von beiden
Verhaltensweisen auftritt, ist offenbar eine Frage des Verhéltnisses zwischen Nor-
malbeschleunigung GG und Erregeramplitude B. Ist es ausgewogen, so dass das
NLR sich auf ein relativ schmales Band um die Resonanzfrequenz beschrankt,
tritt das typische, in Kap.[6.3] hergeleitete Bifurkationsverhalten auf. Je starker
aber die Anregung im Vergleich zur Reibungskopplung wird, desto unvorhersag-
barer wird die Systemdynamik.

8.4 Dynamik unter Triebwerksbedingungen

Nach der Untersuchung des Oszillators erst unter Wahl willkiirlicher Beispielpa-
rameter und dann unter realistischen Laborbedingungen, erfolgt in diesem Ab-
schnitt eine Betrachtung des Systems unter extremeren Bedingungen, wie sie ein
Reibungsdéampfer in einem Triebwerk erfahrt. Turbinenschaufeln weisen eine ho-
he Resonanzfrequenz auf, ihr Ausschlag im laufenden Betrieb liegt im Bereich
weniger Millimeter, und das Gewicht eines Reibungsddampfers wie in Abb.2.0l
gezeigt betrigt fiir gewohnlich zwischen drei und zehn Gramm. Desweiteren ist
es wenig sinnvoll, wie in den vergangenen Kapiteln Erregeramplitude we,; und
Normalbeschleunigung G als unabhéngige Parameter zu betrachten. In einem
Triebwerk sind beide durch die Drehzahl bestimmt. Im folgenden ist deshalb die
Normalbeschleunigung gegeben durch

G= (“]e\}‘t>2-r. (8.2)

N ist die Anzahl der Schaufelbldatter der Turbine und r der Bahnradius der Rei-
bungsddmpfer. Eine Ubersicht iiber die neuen Werte aller Parameter gibt Tab. 81l
Sie orientieren sich an den von PANNING [37] in seiner Dissertation verwendeten.

Die Resonanzfrequenz der schwingenden Masse liegt fiir diese Konfiguration bei
Wres/2m = 137,83 Hz.
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Abbildung 8.19: Resonanzkurven mit groftem Ljapunow-Exponenten unter La-
borbedingungen bei schwacher Anregung (G' = 10m/s”, B = 0,5N). Von oben
nach unten: mp = 0,05 kg; 0,20 kg; 0,30 kg; 0,50 kg.
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m  Schwingende Masse 1,0kg

mp Reibelementenmasse nicht festgelegt
k Federkonstante 0,75-10°N/m
d Viskose Dampfung 0,2Ns/m

N Anzahl der Schaufelblitter nicht festgelegt
r Bahnradius der Reibungsdédmpfer nicht festgelegt
fi 0,160

f2 Reibungsparameter 931,715s/m

fs 0,213

B Erregeramplitude 70N

Wext Erregerkreisfrequenz nicht festgelegt

Tabelle 8.1: Parameterwerte des Oszillators unter Turbinenbedingungen.

x 10

m_ = 0g

w

N

Amplitude [m]

187.7 137.75 137.8 137.85 137.9 137.95 138
coext/ZT[[Hz]

Abbildung 8.20: Resonanzkurven fiir verschiedene Reibelementenmassen bei N =
60, r = 0,3 m.
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Abbildung 8.21: Relative Haftzeit und grofster Ljapunow-Exponent fiir N = 60
und 7 = 0,3m. a) mp = 0,002kg. b) mp = 0,015 kg.

L

Vp [m/s]

% [m/s] -0.04

- 0
X

Abbildung 8.22: Phasenraumauftragungen fir N = 60, »r = 0,3m, mp =
0,015kg. a) wext/2m = 135,50 Hz. b) wext /27 = 137,83 Hz.
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Abbildung 8.23: Resonanzkurven fiir verschiedene Reibelementenmassen bei N =
60, r = 0,5m.

Abb.R.20] zeigt Resonanzkurven fiir verschiedene Reibelementenmassen bei
N = 60 und r = 0,3 m. Bei dieser Konfiguration liegt die Normalbeschleunigung
im Resonanzfall bei G = 62,5m/ 52, ist also nicht sonderlich hoch. Da auch die
eingesetzten Damfermassen klein sind, ist der Dampfungseffekt eher gering. Zwar
bewirkt das Reibelement eine deutliche Abnahme der Resonanzamplitude, eine
Plateaubildung wie in Abb.[6.5] oder [6.6]ist aber nicht zu erkennen. Die Dynamik,
in Abb.B2T] fiir zwei Reibelementenmassen beispielhaft aufgetragen, ist unspek-
takular. Gleitbifurkationen kommen nicht vor, der Oszillator beschreibt tiber das
gesamte Spektrum von Erregerfrequenzen eine einfach-periodische Schwingung
(Abb.RB22). Eine Erhéhung des Bahnradius auf r = 0,5m/s bewirkt zwar eine
quantitative Verbesserung der Dampferwirkung infolge der hoheren Zentrifugal-
beschleunigung, wirkt sich aber auf die Systemdynamik nicht aus (Abb. und
B21).

Bei einer Absenkung der Schaufelanzahl von 60 auf N = 20 wird die Re-
sonanzfrequenz der schwingenden Masse erst bei der dreifachen Drehzahl der
Turbine erreicht. Auf das Reibelement wirkt deshalb eine bedeutend hohere Zen-
trifugalkraft. Bei einem Bahnradius von r = 0,3 m/s wirkt im Resonanzfall eine
Normalbeschleunigung von G' = 562, 5m/ s*. Bei diesem Wert bilden die Reso-
nanzkurven wieder jene Plateauform aus, die aus Kap.[6.2] fiir hinreichend hohe
Reibelementenmassen bekannt ist (Abb.B.20). Auch die Systemdynamik folgt
wieder vertrauten Mustern. Das Nichtlineare Regime wird linksseitig durch eine
dichte Kaskade von Mehrfachgleitbifurkationen eréffnet, wihrend oberhalb einer
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Abbildung 8.24: Relative Haftzeit und grofter Ljapunow-Exponent fir N = 60,
r=20,3m, mp = 0,015 kg.
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Abbildung 8.25: Resonanzkurven fiir verschiedene Reibelementenmassen bei N =
20, r =0,3m.
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Abbildung 8.26: Relative Haftzeit und grofster Ljapunow-Exponent fir N = 20
und 7 = 0,3m. a) mp = 0,001 kg. b) mp = 0,015 kg.

gewissen Erregerfrequenz keine Bifurkationen mehr auftreten und die Dynamik
periodisch verlauft. Ganz so, wie es bereits in Kap.[6.3] beobachtet und anhand
der Phasenraumtopologie erklart wurde.
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Kapitel 9

Messergebnisse

9.1 Versuchsaufbau

Ergédnzend zu den in den vergangenen Kapiteln durchgefiihrten numerischen Un-
tersuchungen wurden auch einige Messreihen an einem Versuchsstand durchge-
fithrt, einer experimentellen Umsetzung des in Abb.[3.1] dargestellten Oszillators
durchgefiihrt. Die schwingende Masse m des Versuchsstandes ist eine 33 cm lange
und 2 kg schwere Fiithrungsschiene aus rostfreiem Edelstahl, deren Grundfliche
schematisch der in Abb.[R.9l gezeigten entspricht. Sie ist schwebend eingespannt
zwischen zwei Blattfedern und wird erregt durch eine Feldspule, an die eine Wech-
selspannung angelegt ist. Als Reibelemente dienen fiinf Edelstahlzylinder der
Massen 50g, 100g, 250 g, 500 g und 1000g. Bei guter Lagejustierung des Auf-
baus kann ein Reibelement mehrere Minuten lang in der Schiene gleiten, ohne an
ihren Rand zu stofen. Die Annahme einer unendlich ausgedehnten Auflageflache,
auf der das in Kap.B.1] hergeleitete Modell basiert, ist damit gerechtfertigt.

Zur Messung der Auslenkung dient ein an einer der Blattfedern angebrachter
Dehnungsmessstreifen. Der Ausdruck bezeichnet einen diinnen Streifen aus einem
Material, das unter Zugspannung seinen elektrischen Widerstand &dndert. Wird
an diesen eine elektrische Spannung angelegt, ist die resultierende Stromstérke
ein Mak fiir die Auslenkung der Blattfeder. Zur Verbesserung der Messgenau-
igkeit ist der Streifen in eine Wheatstonesche Messbriicke integriert. Darunter
versteht man eine Schaltung wie in Abb.[0.] gezeigt. Sind die beteiligten Wider-
stinde so gewdhlt, dass Ri/Ry = R3/Ry, dann ist Us = 0. Die Anderung eines
einzelnen Widerstandes, in diesem Fall des Dehnungsmessstreifens, stort dieses
Gleichgewicht, und durch den Widerstand Ry fliekt ein Strom. Wird dieser kon-
stant gehalten, dann ist die angelegte Spannung ein Mafs fiir die Auslenkung der
schwingenden Masse. Die Anwendung einer Wheatstoneschen Briicke optimiert
also den Kontrast des Messsignals, indem sie den Gleichanteil herausfiltert.
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Abbildung 9.1: Wheatstonesche Messbriicke.

9.2 Umrechnung des Messsignals

Die Messelektronik der Versuchsstands liefert eine zur Auslenkung der schwingen-
den Masse proportionale elektrische Spannung. Die Ermittlung des Proportiona-
litdatsfaktors geschah durch Vergleich mit dem Signal eines Beschleunigungsauf-
nehmers, einer kleinen Sonde, die an der schwingenden Masse angebracht eine zur
Beschleunigung proportionale Spannung liefert. Bei Anregung einer harmonischen
Schwingung mit wey /27 = 10, 45 Hz lieferte der Aufnehmer ein Signal der Ampli-
tude B = 0,227V (Abb.[02). Bei einer Empfindlichkeit von s = 9,99-1073 Vs?/m
laut Werk entspricht das einer Schwingungsamplitude von

= 5,27 mm. (9.1)

Gleichzeitig lieferte der Dehnungsmessstreifen ein Signal der Amplitude D =
0,901 V. Der Umrechnungsfaktor betriagt also

T mm
— = 5,85 —. 9.2
D ) V ( )

9.3 Resonanzkurven

Abb.[0.3] zeigt die gemessenen Resonanzkurven fiir alle verfiigharen Reibelemen-
tenmassen, Abb.[0.4]das gleiche bei reduzierter Federkonstante. Tatséchlich ergibt
sich ein Bild wie in Abb.[6.6l oder .28 Deutlich erkennbar ist die Abflachung der
Kurven innerhalb des Nichtlinearen Regimes fiir grofe Werte von mp sowie die
Verlagerung der Ablosefrequenzen hin zu kleineren Werten.

Eine zweifache Messung fiir mp = 0, 250 kg zeigt Abb.[0.5 wobei das Reibele-
ment bei einer Messreihe fest auf der schwingenden Masse fixiert war, bei der
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Abbildung 9.2: Messsignale von Beschleunigungsaufnehmer (BA) und Dehnungs-
messstreifen (DMS).
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Abbildung 9.3: Gemessene Resonanzkurven bei verschiedenen Reibelementenmas-
sen.
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Abbildung 9.4: Gemessene Resonanzkurven bei kleinerer Federkonstante.
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Abbildung 9.5: Zweifache Messung der Kurve zu mp = 0,250 kg in Abb.[0.4] mit

fixiertem und freiem Reibelement.
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Abbildung 9.6: Resonanz am rechten Rand des Nichtlinearen Regimes: Zweifache
Messung der Kurve zu mp = 0,250kg in Abb.[0.4]

anderen hingegen frei beweglich. Die Messung bestéatigt den negativen Damp-
fungseffekt des Reibkontakts am rechten Rand des Nichtlinearen Regimes, der
bereits in Abb.[6.2] zu erkennen ist und bei der Erklarung der Systemdynamik
in Kap.[6.3 eine wesentliche Rolle spielt. Wird die Resonanzkurve bei der Mes-
sung zwei mal in unterschiedliche Richtung durchlaufen, kommt es zur Hysterese
(Abb.@.6). Am rechten Rand des Nichtlinearen Regimes existiert dadurch ein
breites Intervall mit zwei verschiedenen Losungen. Eine davon ist eine reine Haft-
16sung, die andere eine nichtlineare Haft-Rutsch-Losung. Auch das entspricht den
Vorhersagen des Modells, siehe zum Beispiel Abb.[7.2]

Auch im tibrigen Teil des Nichtlinearen Regimes verlaufen die beiden Kurven
in Abb.[9.6] nicht deckungsgleich. Ob dies aber auf Koexistenz von Attraktoren
zuriickzufiihren ist, ist ungewiss. Moglicherweise liegt auch eine Ortsabhangigkeit
des Gleitreibungskoeffizienten vor, die je nach Position des Reibelements auf der
Fithrtungsschiene einen unterschiedlichen Dampfungseffekt bewirkt.
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Kapitel 10

Schlussbetrachtung

Gegenstand dieser Arbeit war ein Reibungsoszillator, aufgebaut aus einem ge-
triebenen eindimensionalen Masseschwinger, auf dem eine frei bewegliche Damp-
fermasse aufliegt. Der Oszillator repréasentiert die denkbar einfachste Umsetzung
eines Dampfungsprinzips, wie es vor allem bei der Konstruktion von Strahltrieb-
werken zur Anwendung kommt, um durch Luftkrifte angeregten Schwingungen
von Turbinenschaufeln entgegenzuwirken. Auf die Entstehung dieser Schwingun-
gen wurde in Kapitel 2] eingegangen, um den Hintergrund der Arbeit zu verdeut-
lichen.

In Kapitel Bl wurde der Oszillator vorgestellt und anhand einer Kréftebilanz
ein mathematisches Modell hergeleitet, das eine numerische Untersuchung sei-
ner Dynamik ermoglicht. Die dazu notwendige Implementierung der Gleichungen
war Gegenstand des Kapitels [ Insbesondere wurde hier auf die Schwierigkeiten
eingegangen, die sich im Zusammenhang mit der Unstetigkeit der Bewegungs-
gleichungen ergeben, sowie auf die Routinen, mit denen diesen Schwierigkeiten
zu begegnen ist. Eine detaillierte Auseinandersatzung mit besagten Unstetigkei-
ten fand in Kapitel @ statt. Dabei wurde das Modell des untersuchten Oszillators
in einen groferen wissenschaftlichen Zusammenhang gestellt und seine Phasen-
raumtopologie hergeleitet. Das Oszillatormodell gehort einer als Filippov-Systeme
bekannten Klasse dynamischer Systeme an, die sich durch Diskontinuitdten im
Phasenraum auszeichnen. Dazu gehoren auch sliding sections genannte Unter-
mannigfaltigkeiten — in dieser Arbeit Gleitebenen genannt —, die auf den Fluss in
ihrer Umgebung attraktiv wirken und dem System voriibergehend oder dauerhaft
einen Freiheitsgrad entziehen. Bei der Beschreibung von Systemen mit trockener
Reibung reprasentieren sie physikalisch den Zustand der Haftreibung zwischen
zwei Kontaktflachen.

Die Dynamik des Oszillators und ihre Erklarung anhand seiner besonderen
Phasenraumtopologie war Thema der Kapitel [@l bis[8 Die Untersuchungen, durch-
gefiihrt unter massivem Einsatz numerischer Simulation anhand des Modells aus
Kapitel Bl konzentrierten sich vor allem auf die Resonanzkurve und deren Be-
einflussung durch die aufliegende Dampfermasse. Die Abweichungen von der Re-
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sonanzkurve des linearen Oszillators beschrinken sich auf ein im Allgemeinen
begrenztes Intervall um die Resonanzfrequenz. Aufserhalb dieses als Nichtlineares
Regime (NLR) bezeichneten Intervalls treten keine hinreichend grofen Beschleu-
nigungen auf, um die aufliegende Dampfermasse ins Rutschen zu versetzen.

In der Néhe der Resonanzfrequenz des reinen Haftfalls hingegen, wo das Reib-
element durch die auftretenden Trégheitskréifte in Bewegung gehalten wird, be-
schreibt die Resonanzkurve infolge der Dampfungswirkung einen abgeflachten
Verlauf. Die Dynamik ist in diesem Bereich stark geprégt durch sogenannte sliding
bifurcations, hier Gleitbifurkationen genannt. Diese spezielle Klasse von Bifurka-
tionen ist typisch fiir Filippov-Systeme. Sie treten auf, wenn die Trajektorie mit
dem Rand der Gleitebene in Wechselwirkung tritt und sind bekannt dafiir, mit-
unter chaotische Fenster einzuleiten, wo sie nach klassischer Bifurkationstheorie
nicht zu erwarten wéren. Ein Verhalten, das auch in dieser Arbeit nachgewiesen
wurde, im Fall des hier untersuchten Systems aber anhand der Phasenraumto-
pologie nachvollziehbar ist. Vergangene Arbeiten konzentrierten sich dabei grof-
tenteils auf eine als grazing sliding bekannte Unterart von Gleitbifurkationen,
die in der Dynamik des in dieser Arbeit untersuchten Oszillators allerdings nicht
vorkommt. Stattdessen dominiert hier ein als adding sliding bekanntes Szenario,
hier Mehrfachgleitbifurkation genannt. Damit wird, nach bestem Wissen des Au-
tors, in der vorliegenden Arbeit erstmals nachgewiesen, dass neben dem grazing
sliding auch die adding sliding-Bifurkation in der Lage ist, periodische Orbits zu
zerstoren und chaotische Fenster einzuleiten.

Jede Gleitbifurkation wirkt sich auch auf die Schwingungsamplitude aus. Bei
hinreichend starker Kopplung der beiden Massen sind die auftretenden Ampli-
tudenspriinge aber quantitativ vernachléssigbar. Zu beobachten ist eine Annéhe-
rung der Resonanzkurve an eine flach verlaufende Grenzfunktion fiir hinreichend
grofse Reibelementenmassen.

Kapitel @ schliefslich stellte einige Messreihen vor, die an einer experimentellen
Umsetzung des in Kapitel B vorgestellten Oszillators vorgenommen wurden. Auf
einen direkten Vergleich von gemessenen mit errechneten Resonanzkurven wurde
verzichtet. Dazu hétte es einer genauen Ermittlung der Reibungscharakteristik
des Versuchsaufbaus bedurft. Ein Aufwand, der im Rahmen dieser Arbeit nicht
vertretbar gewesen wire. Wohl aber gelang es, anhand der Messungen einige
Voraussagen des verwendeten Modells zu bestéatigen.

Insgesamt verblieb fiir den Versuchsaufbau am Ende nur noch wenig Zeit. Sein
Potential ist mit den in dieser Arbeit vorgestellten Messreihen sicher noch nicht
ausgeschopft. Hauptaufgabe eventueller Nachfolgearbeiten sollte aber der schritt-
weise Ausbau des Oszillatormodells sein, um es nach und nach dem Kernproblem
anzunidhern, das den Hintergrund dieser Arbeit darstellt: Der Dampfung eines
Kranzes schwingender Turbinenschaufeln. Logische Schritte waren die rdumliche
Begrenzung der Auflagefliche, die Erweiterung der Schwingung in drei Raumrich-
tungen und die Betrachtung mehrerer gekoppelter Masseschwinger, von denen
sich jeweils zwei ein Reibelement teilen. Ein entsprechender Versuchsstand, der
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alle genannten Punkte verwirklicht, wurde am DLR in Go6ttingen von MARCEL
ROSSLING im Rahmen einer Masterarbeit bereits entworfen [49)].
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