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Kapitel 1
Einleitung

Die Strahl-Kanten-Stromung ist eine der einfachsten selbsterregt schwingenden Stromungs-
systeme: Ein aus einer Diise austretender ebener laminarer Freistrahl trifft auf eine Kante.
Kleine Storungen des Freistrahls werden durch die Freistrahlinstabilitat verstarkt und wachsen
stromab mit dem Laufweg an. Trifft der Strahl auf die Kante, so wird durch die Strahl-Kanten-
Wechselwirkung ein Druckfeld erzeugt, das wiederum eine Storung auf den Freistrahl zurtickkop-
pelt. Diese Riickkopplung verursacht die selbsterregte Schwingung der Strahl-Kanten-Stromung
(siehe z. B. POWELL 1961 [38]).

Die Strahl-Kanten-Stromung ist eine sehr effektive Schallquelle. In Verbindung mit einem Re-
sonator, wird die Stromung zur Tonerzeugung in Floten und Orgelpfeifen genutzt. Beim soge-
nannten ,,Cabin Boom* oder Wummern (geéffnetes Fahrzeugfenster bei grofierer Geschwindig-
keit) soll dieser Schall unterdriickt werden, was meistens durch Verdnderung der Anstrémung
(passive Stromungskontrolle) erreicht wird.

In dieser Arbeit soll aktiv durch eine Regelung mittels einer Druckanregung die Strahl-Kanten-
Stromung beeinflusst werden, so dass die dem System innewohnende Instabilitat verschwindet.
Durch diese Stabilisierung wird der durch die Grenzzyklus-Oszillationen verdeckte Blick auf die
Dynamik des Systems frei. Damit kann das System in einzelne Elemente zerlegt werden, die nun
im Rahmen des Gesamtsystems untersucht werden konnen. Dies fiihrt zu einem tiefergehenden
Verstandis der Prozesse, die am Grenzzyklus beteiligt sind.

Zur gezielten Beeinflussung der Systemdynamik wird ein Regelsystem benutzt, das auf einer
Echtzeit-Videobildanalyse basiert. Die Stromung wird durch Einfarben einer Streichlinie sicht-
bar gemacht. Mit CCD-Kamera und Computer wird die raum-zeitliche Bewegung der Streich-
linie aufgenommen und ausgewertet. Aus diesen Informationen lasst sich mit geeigneten Algo-
rithmen ein zweckmafiges Regelsignal errechnen.

Es besteht auch die Moglichkeit, steuernd in die Systemdynamik einzugreifen, indem man
geeignete Signale einstreut. Durch die Steuerung kann das System beispielsweise zu einem defi-
nierten Zustandswechsel bewegt werden. Eine Unterdriickung der Instabilitat ist damit jedoch
nicht méglich.
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In dieser Arbeit soll die Grenze der Regelbarkeit dieses an sich instabilen Stromungssystems
aufgezeigt und geeignete Regelalgorithmen entwickelt werden. Dabei ist von besonderem Inter-
esse, welche Groflen man beobachten muss, um das System optimal regeln zu konnen und auf
welchen Zeitskalen sich die fiir die Regelung relevante Dynamik abspielt. Dazu ist auch eine
Untersuchung der Dynamik des im Grenzzyklus schwingenden Systems niitzlich, die in dieser

Arbeit vorgenommen wird.

Modenstruktur und Dynamik der Moden

Das Modenspektrum der Strahl-Kanten-Stromung entsteht im wesentlichen durch die Aus-
breitung der Strahlinstabilitat kombiniert mit der Strahl-Kanten-Wechselwirkung. Von Inter-
esse ist dabei, wie die Frequenz der selbsterregten Schwingung mit den Stromungsparametern
skaliert. Experimentell hat als erster SONDHAUS 1854 [43] das Modenspektrum untersucht,
weitere experimentelle Untersuchungen stammen von BROWN 1937 [5], NYBORG 1952 [30],
BRACKENRIDGE 1960 [4] und BAMBERGER 2004 [1]. Theoretische Modelle der Strahl-Kanten-
Wechselwirkung und der Anregung der Instabilitdtswelle (POWELL 1961[38], HOLGER et al.
1977 [19], CRIGHTON 1992 [8]) kénnen anhand des vorausgesagten Modenspektrums und der
Modenstruktur im Vergleich zu experimentellen Daten auf ihre Giite hin tiberprift werden.

In dieser Arbeit soll durch das hochprézise Messsystem eine genaue Erfassung des Modenspek-
trums und der Modenstruktur vorgenommen weden. Um eine Interpretation der Ergebnisse zu
ermoglichen wird die Amplitudenabhéangigkeit der konvektiven Strahl-Instabilitat modelliert
und das Messverfahren, das auf der Auswertung einer Streichlinie basiert, untersucht.

Die Systemzustande der Strahl-Kanten-Stromung bestehen nicht unbedingt aus einer monofre-
quenten Schwingung, es werden z.B. auch Subharmonische der Strahlschwingung beobachtet
(Lucas & ROCKWELL 1984 [26]). Die Dynamik der Systemzustédnde mit mehreren Moden
wird hier untersucht. Die zunachst stationar stochastisch erscheinende Dynamik der Moden
entpuppt sich bei genauerer Betrachtung als sehr autonom und wenig stochastisch. Die Sys-
temzustande, in denen mehrere Moden koexistieren, zeigen Modensynchronisation auf langen
Zeitskalen beziiglich der Schwingungsdauer. Die Dynamik dieser Moden ist insbesondere fiir
die Regelung von Interesse, da die Wechselwirkung der Moden, die fiir die Synchronisation
verantwortlich ist, &hnlich einer Regelung fungiert und daher mit der Grenze der Regelbarkeit
in Verbindung stehen kann.

Adaptive Regelung

Die Grenze der Regelung hangt fiir das Strahl-Kanten-System und dem hier verwendeten Mess-
und Regelsystem von den verwendeten Regelalgorithmen ab. Trotz dieser speziellen Wahl lassen
sich Eigenschaften dieses Systems beziiglich einer Regelung aufzeigen und auch verallgemeinern,
die beim Entwurf von Reglern zu beachten sind und die die Grenze der Regelbarkeit festlegen.
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Die Strahl-Kanten-Stromung ist besonders geeignet, um mit wenigen Parametern (Durchfluss-
geschwindigkeit Up, Kantenabstand L, Diisenbreite d) sehr unterschiedlich schwere Regelungs-
aufgaben zu erzeugen. Eine Stabilisierung des Systems verlangt mit steigender Anzahl leicht zu
aktivierender Freiheitsgrade eine zunehmend genauere Systemidentifikation und immer ausge-
feiltere Regelalgorithmen.

Der Entwurf derartiger Regelalgorithmen benoétigt eine genaue Modellierung der Dynamik der

Strahl-Kanten-Stromung, die auf Grund der folgenden Systemeigenschaften erschwert wird.

Verteilung: Das System hat im Gegensatz zu den meisten elektrischen und mechanischen
Systemen eine sehr hohe Anzahl von Freiheitsgraden, die auch sehr leicht aktiviert werden

konnen.

Nichtlinearitat: Die Strahlinstabilitat sattigt in einer schwer beschreibaren Weise. Dabei ist
unter anderem auch die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Instabilitatswelle amplituden-
abhangig. Die amplitudenabhéngige Modellierung der Strahl-Kanten-Wechselwirkung ist
ein offenes Problem. Es steht noch kein konzentriertes Element im Sinne einer Ubertra-
gungsfunktion der Strahlauslenkung auf die Dipolstarke und eines nichtlinearen Gliedes
zur Verfiigung. Eine Identifizierung der Ubertragungscharakteristik ist im Rahmen dieser
Arbeit mittels adaptiver Regelung moglich.

Unbekannte offene Systemdynamik: Fiir die Modellierung des Systems und den damit
moglichen Entwurf von Reglern ist die Kenntnis der offenen (open-loop) Systemdynamik
notwendig, die auf Grund der physikalisch geschlossenen Riickkopplungsschleife nicht er-
mittelt werden kann. Die einzelnen Ubertragungscharakteristika des offenen Systems las-
sen sich daher nur ndherungsweise aus der Systemdynamik ohne Keil ableiten, da sich
durch das Entfernen des Keils die Dynamik der Strahlinstabilitdt und der Anregung
andert.

Die thermoakustische Schwingung der Luftsdule in einem erhitzten Rohr (sogenanntes Rijke-
Rohr) ist ebenfalls ein intrinsisch riickgekoppeltes, instabiles, verteiltes System, dessen offene
Systemdynamik unbekannt ist (VAUDREY 2001 [44]). Die dort verwendeten Regel-Methoden
sind auf die Strahl-Kanten-Stromung iibertragbar.

Aufgrund der unbekannten offenen Systemdynamik miissen im wesentlichen modellfreie Ansétze
zur Regelung herangezogen werden.

Als einfachste Methode zur Stabilisierung selbsterregt schwingender Systeme kann eine Mess-
grofle verstarkt und phasenverschoben gegengekoppelt werden. Dieser Reglertyp kann verschie-
dene Systeme bis zu einem gewissen Grad stabilisieren: ,,compressor surge® [13], iiberstromte
Hohlréume [29] und Karmansche Wirbelstrale [42]. Dieser Regler wurde fiir das Strahl-Kanten-
System von PRECKEL 1999 [39] und FuJISAWA et al. 2004 [14] [15] untersucht, wobei die Sta-
bilisierung auf diese Art nur fiir relativ kleine Diise-Keil-Abstande moglich ist. Ebenso sind
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genetische Algorithmen — durch geschicktes Kombinieren (lineares Superponieren) von Gegen-
kopplungen wird die am besten stabilisierende ausgewéhlt — nur fiir kleine Diise-Keil-Abstéande
erfolgreich (PRECKEL).

Fiir die thermoakustische Instabilitdt werden auch LMS-Algorithmus Varianten (Least Mean
Square), wie der sogenannte filtered-u oder der filtered-e Algorithmus, erfolgreich angewen-
det, wobei der Fehlersensor und das Referenzsignal durch die Riickkopplung des Systems an
der gleichen Stelle entnommen werden (Kuo & MORGAN 1996 [31], BILLOUD et al. 1992
[3]). Der filtered-u LMS wurde am Strahl-Kanten-System ohne Erfolg angewendet. Zunéchst
wird zwar fiir kleine Diise-Keil-Abstande eine Stabilisierung erreicht, allerdings konvergiert das
Gegenkopplungsfilter nicht, und letztendlich wird das Gesamtsystem instabil (PRECKEL).
Aus der Nichtlinearen Dynamik stammende Regelungsmethoden, wie von OTT, GREBOGI &
YORK 1990 [35] zur Stabilisierungen instabiler Orbits, kénnen auf den hier betrachteten Para-
meterbereich des Strahl-Kanten-Systems nur bedingt angewendet werden, da kein chaotisches
Verhalten beobachtet wird.

In dieser Arbeit wird unter anderem ein adaptiver Algorithmus entwickelt, der auf linearer
Systemtheorie basiert und in der Lage ist, die veranderte Systemdynamik des im Grenzzyklus
schwingenden Systems stiickweise linear zu durchfahren. Diese adaptive Regelung passt eine
Gegenkopplung derart an, dass die Systemdynamik des Strahl-Kanten-Systems sich der Sys-
temdynamik der konvektiven Instabilitdt annahert. Dabei analysiert der adaptive Algorithmus
das im Grenzzyklus schwingende System, verandert mit dieser Information die Gegenkopplung
und stabilisiert so die Dynamik des Systems.



Kapitel 2

Experimenteller Aufbau des
Strahl-Kanten-Systems

Im Folgenden wird der Aufbau des Stromungskanals und des Regelsystems erlautert. Der
Stromungszustand der Strahl-Kanten-Stromung wird durch eine im Strahl angefdrbte Streich-
linie charakterisiert. Die dadurch gewonnene raumliche und zeitliche Information iiber die
Stromung kann genutzt werden, um eine Druckfeldaktuator anzusteuern. Die durch die Streich-
linie gewonnene Information lasst aber nur indirekt auf das Stromungsfeld schlieBen (siehe 3.5),
im Gegensatz zu Verfahren wie Particle Image Velocimetry (PIV), Laser Doppler Anemometrie
(LDA) oder Doppler Global Velocimetry (DGV). Jedoch ist das hier verwendete Verfahren ein-
facher aufzubauen. Der experimentelle Aufbau des Strahl-Kanten-Systems, des Bildaufnahme-
und Bildauswertesystems, sowie der Aktuatoren sind im Detail in der Dissertation von PRE-
CKEL 1999 [39] zu finden. Im Folgenden wird nur dort detailliert auf das System eingegangen,
wo gegeniiber PRECKEL Verbesserungen erreicht wurden.

2.1 Der Stromungskanal

Der vertikal stehende Wasserkanal wird durch die Schwerkraft getrieben, wobei der Wasserpe-
gel durch ein Uberlaufbecken konstant gehalten wird (siehe Abb. 2.1). Damit erreicht man eine
sehr konstante Stromungsgeschwindigkeit. Diese kann durch ein Nadelventil eingestellt werden,
und sie wird mittels eines Durchflussmessers auf circa 0.2 % genau gemessen. Der Volumenfluss
kann maximal 0.71/min betragen, das entspricht je nach Diise einer maximalen Stromungsge-
schwindigkeit Up, die im folgenden Durchflussgeschwindigkeit genannt wird, von 80-160 mm/s.
Die Wassertemperatur erhoht sich bei langerer Betriebsdauer durch die Warmeabgabe der Pum-
pen und stellt sich unter Normalbedingungen (Labortemperatur 22° C) bei 27° C ein. Diese
Temperaturerhohung fiihrt bei einer fest eingestellten Nadelventilstellung zu einer Durchfluss-
geschwindigkeitserhhung von circa 0.2 % /K. Die Wassertemperatur wird durch einen Tempe-
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Abb. 2.1: Schematischer Aufbau des Kanals.

raturfithler im Einlauf gemessen und protokolliert. Bei einigen Messungen stand ein Kiihler zur
Verfiigung, der vor der Pumpe eingesetzt werden kann. Das Kanaloberteil mit dem Uberlaufbe-
cken ist abnehmbar, so dass zwischen Kanal und Uberlaufbecken verschiedene Diisen eingesetzt
werden konnen. Die Diisenbreite d betrdgt 2mm oder 4mm. Die Tiefe der Diise (Spannwei-
tenrichtung, z-Achse) betriagt aufgrund der Diisenseitenwénde nur 36 mm, wéhrend der Kanal
40 mm tief ist.

Fiir die Homogenitat der Stromung wurden im Einlauf ein Sieb und am Messstreckenende Leit-
bleche mit dazwischen gelegten Filtermatten angebracht. Die Stromung wurde von PRECKEL
mittels LDA vermessen und erwies sich als sehr homogen in Spannweitenrichtung, so dass man
die Stromung als zweidimensional bezeichnen kann.

Die Reynoldzahl Req = Up d /v, gebildet mit der Durchflussgeschwindigkeit und der Diisenbrei-
te d ( dynamische Viskositiat von Wasser v &~ 1 mm?/s?) liegt bei den in dieser Arbeit benutzten
Einstellungen meistens zwischen 100 und 250.

Aktuator

In die Seitenwinde des Kanals sind zwei Gummimembranen (3x6cm?) mit dahinter liegen-
den wassergefiillten Hohlraumen eingelassen, die durch steife Schlauche mit einer beidseitig
wirkenden Kolbenpumpe verbunden sind. Die Kolbenpumpe, die DIERKEN [9] entwickelt hat,
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Abb. 2.2: Aufbau des Wasserkanals. Links: Vorderansicht mit Messstrecke (Videoausschnitt
beginnt direkt unterhalb der Diise und reicht 4 cm stromab). Rechts oben: 3-D Ansicht. Rechts
unten ": Gitter mit Filtermatte als Kanalabschluss.

wird mittels einer Gewindestange durch einen Schrittmotor angetrieben und fordert entgegen-
gesetzt gleiche Volumina. Das garantiert, dass sich die Membranen gleichphasig bewegen. Die
Schrittmotor-Steuerung erfolgt durch eine PC-Karte, die speziell fiir das Experiment entwickelt
wurde.

Stromungsbeobachtung

Zur Sichtbarmachung der Stromung wird eine moglichst nahe der Diisenmitte liegende Streich-
linie eingeférbt, die mit einer CCD-Kamera beobachtet werden kann. Der Farbstoff (Methylen-
blau in einer wéssrigen Losung (0.9 g/1)) wird oberhalb der Diise mittels einer Kaniile injiziert.
Die Farbstoffzufuhr wird iiber ein manuelles Infusionssystem geregelt. Durch das Einfarben der
mittleren Streichlinie entsteht im Video-Bild ein kleiner Helligkeitseinbruch auf dem helleren
Freistrahl, der mittels Computer in Echtzeit ausgewertet werden kann.

Der CCD-Chip (1/2” CCD-Kamera Hitachi KP-M2, Interline-transfer-CCD-Chip) hat eine
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Abb. 2.3: Bildaufnahmesystem mit Zylinderlinsen und ,,Ulbrichtscher Kugel“ als Beleuch-
tung. Ein weiler Papierzylinder wird mit drei 20 Watt Halogen-Strahlern von oben beschie-
nen. Im Zylindermantel befindet sich ein rechteckiges Loch, das der Gréfle des Messbereichs
entspricht. Hiermit erreicht man eine Hintergrundbeleuchtung mit einer sehr gleichméfiigen
Helligkeitsverteilung.

Bildelementgréfie (PixelgroBe) von 8.6 pm(horizontal) x 8.3 um(vertikal). Da der Messbereich
(18 mm x 40mm) ein anderes Seitenverhéltnis als der CCD-Chip hat, kann die Messgenauig-
keit in horizontaler Richtung durch Spreizung des Bildes mittels einer anamorphotischen Optik
(Abb. 2.3) erhoht werden. Ein zusétzliches Drehen des CCD-Chips hétte die videozeilenorien-
tierte Bildverarbeitung aufwandiger gemacht.

2.2 Regelkreis

Das Lesen der Videodaten, die Auswertung der Daten und das Ansteuern des Schrittmotors
werden durch die 50 Hz Halbbild-Wiederholfrequenz der Videokamera gesteuert. Die Informa-
tion der aktuellen Streichlinie, die durch eine sehr kurze Belichtung auf dem CCD-Chip fest-
gehalten wird, fiihrt erst nach einer Totzeit von 60 ms, also 3 Takten, zu einer gewiinschten
Aktuatorstellung. Die 3 Takte Totzeit mit jeweils 20 ms entstehen durch folgende Schritte:

(1) I"Jbertragung vom CCD-Chip zum Computer Die Halbbilder der CCD-Kamera ste-
hen innerhalb 20 ms nach der Belichtung auf der Framegrabberkarte des Computers zur
Verfiigung.

(2) Auswertung Der Helligkeitseinbruch wird — beginnend beim Diisenaustritt — stromab
verfolgt. Danach kann die Streichlinienposition durch Interpolation auf ca. 1/20 des Pi-
xelabstandes (& 2um) genau bestimmt und ein gewiinschtes Regelsignal errechnet werden.
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Alle Rechenschritte miissen innerhalb von 20 ms bis zum néchsten Halbbild erfolgen.

(3) Antialiasingfilter Damit keine Frequenzen iiber 25 Hz auf das Videobild bzw. den Strahl
iibertragen werden, muss das Regelsignal, das den Schrittmotor steuert, mit einem ge-
eigneten Tiefpass-Filter gefaltet werden. Hier dient eine lineare Interpolation zwischen
der vorhergehenden und der neuen Aktuatorposition als Tiefpassfilter. Der Schrittmotor,
der intern mit einer Taktfrequenz von 4166 Hz betrieben wird, fahrt linear innerhalb von
20ms zur néchsten Position. Dies entspricht einer Faltung der 83 fach iiberabgetasteten
Sollwerte mit einer Dreiecksfunktion der Breite 20 ms. Das Aktuatorsignal fallt dann zu
hohen Frequenzen hin proportional zu f~2 ab.

2.3 Optimale Interpolation der Streichlinienposition aus
den Helligkeitswerten der CCD-Kamera

In jeder Videozeile ist durch die angefarbte Streichlinie ein kleiner Helligkeitseinbruch zu finden.
Durch Interpolation der Helligkeitswerte in diesem Helligkeitseinbruch kann die Streichlinien-
position auf dem CCD-Chip genauer als der Abstand der Bildelemente berechnet werden. Die
CCD-Kamera liefert tiber die Pixel (Bildelemente) integrierte Helligkeitswerte. Die einzelnen
Bildelemente einer Videozeile haben den Pixelabstand Aypiwer und seien mit n durchnumme-
riert, so dass die kontinuierlichen Positionen auf dem CCD-Chip durch

y* = n+Ay" mit —0.5 <Ay <0.5, ¥ =y/AYpixel (2.1)

gegeben sind, dabei bedeutet *, dass y* die Einheit Aypie hat. Eine Videozeile besteht somit
aus den Helligkeitswerten H(n). Das n-te Pixel deckt den Bereich [n—0.5,n4-0.5] ab. Das wahre
beziiglich y* kontinuierliche Helligkeitsprofil H(y*), der mittels CCD-vermessenen Farbstoffia-
melle, ist zunéchst nicht genau bekannt. In diesem Abschnitt wird das Helligkeitsprofil H (y*)
geschatzt und parametrisiert, um so eine optimale Interpolationsfunktion zur Berechnung der
Position y; der Farbstofflamelle bzw. der Streichlinie zur Verfiigung zu stellen.

Die laterale Position y; der Farbstofflamelle wird aus den Helligkeitswerten H(n) bestimmt,
indem zunéchst der Ort ng des Intensitdtsminimums der H(n) gesucht wird, das iiber ei-
nem bestimmten Pixel durch den Helligkeitseinbruch der Farbstoflamelle entsteht. Die Po-
sition y; = no + Ay der Streichlinie kann durch die Helligkeitswerte iiber den benachbarten
Pixeln von H(ng) interpoliert werden. Es werden nur die beiden Nachbarwerte von H(ng)
bei der Interpolation berticksichtigt, da das Helligkeitsprofil der Farbstoflamelle haufig so
schmal ist, dass nur drei benachbarte Pixel [H(ng — 1), H(no), H(no+ 1)] sich mit Sicher-
heit in ihren Helligkeiten vom Hintergrund abheben. Gesucht ist nun eine optimale Abbildung
von [H(ng — 1), H(ny), H(ng + 1)|=:[H_1, Hy, H] auf die gesuchte wahre Streichlinienposition
Y5 = no + Ayg.



10 Kapitel 2. Experimenteller Aufbau des Strahl-Kanten-Systems

Durch eine standardméfig gewéhlte Interpolationsfunktion (z.B. polynomiale Funktion, Splines,
Schwerpunkt, GauBkurve) wird das wahre Helligkeitsprofil H(y*) nur relativ schlecht approxi-
miert und somit Ay nicht unbedingt getroffen. Es entsteht dann bei gleichverteilten Streichlini-
enpositionen eine Haufung von Ay tiber ganz- oder halbzahligen Werten. Ist die Ansatzfunktion
fiir die Interpolation breiter als das wahre Helligkeitsprofil, so ist die Wahrscheinlichkeitsdichte
bei Ay = 0 iiberhoht (siehe Abb. 2.4 (unten)) — eine schmalere Ansatzfunktion fiihrt dagegen
zu einer Uberhdhung bei Ayy = £0.5.

Dieser sogenannte Peaklocking-Effekt kann durch die Kenntnis des wahren Helligkeitsprofils
beseitigt werden. Dieses ist abhéngig vom Farbstoffzufluss, der Stromungsgeschwindigkeit (siehe
Abb. 2.5), der Triibung des Wassers, der Beleuchtungsstéirke, dem Abstand von der Diise sowie
dem horizontalen Blickwinkel der Kamera, da die Farbstofflamelle im Querschnitt elliptisch
(1:10) ist, so dass trotz einer nur kleinen Parallaxe (0.3°) die Farbstoflamelle, seitlich gesehen,
ein leicht anderes Helligkeitsprofil aufweist.

Um die richtige Interpolationsfunktion zu finden, muss das kontinuierliche Helligkeitsprofil
der Farbstoflamelle gefunden werden. Das annédhernd als symmetrisch angenommene Hellig-
keitsprofil kann durch folgende Annahmen approximimiert werden:

e Hat das Helligkeitsminimum Hy, = H(ng) mit einem seiner Nachbarn Hy = H(ng + 1)
oder H_.; = H(ng — 1) die gleiche Intensitét, so befindet sich das Minimum bei y; =
no £ 0.5. Die Helligkeiten [H_;, Hy, H1] gehoren somit fir H 1 ~ H, zu den Positionen
[no — 0.5,n9 + 0.5,n9 + 1.5] und fir H; =~ Hy zu [ng — 1.5,n9 — 0.5,n9 + 0.5]. Mittelt
man iiber derartige Tripel, erhélt man ungefahr die Helligkeitswerte an den Orten [ng —
1.5,n9 — 0.5, + 0.5,n9 + 1.5].

e Haben die beiden Nachbarn des Helligkeitsminimums die gleiche Intensitéat (H_y ~ H;),
so befindet sich die Streichlinie am Ort des Helligkeitsminimums, d.h. zu dem Helligkeits-
tripel [H_1, Hy, Hq] gehoren die Positionen [ng—1, ng, ng+1]. Mittelt man {iber alle Tripel,
die dieser Bedingung geniigen, erhalt man die Helligkeit an den Orten [ng — 1, ng, no + 1.

e Aus diesen sieben Helligkeitswerten wird eine stiickweise lineare Helligkeitsverteilung
Hinterp(y* — y) interpoliert. Einem gemessenen Helligkeitstripel [H_;, Hy, H;| wird dann
der Ort y; so zugeordnet, dass der euklidische Abstand zwischen gemessenen und dem
entsprechendem interpolierten Helligkeitstripel minimal wird:

1
Yy € [-0.5,05 1 > (Hinterp(no + i — yg) — H;)* = min. (2.2)

i=—1

Die so umgeordneten Helligkeitswerte sind in Abb. 2.5 fiir verschiedene Stromungsgeschwindig-
keiten und Tintenfliisse interpoliert worden.
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Abb. 2.4: Position der Helligkeitstripel bei verschiedenen Ansatzfunktionen inner-
halb des Helligkeitsprofils. Oben: quadratische Ansatzfunktion, entspricht S = 1 in GIL
(2.7). In den Farben rot, griin, blau sind [H_1, Hy, H,] dargestellt. Mitte: korrigierte Minima
durch Ansatzfunktion S = 0. Unten: die daraus entstehende Héaufigkeitsdichte von y.



12 Kapitel 2. Experimenteller Aufbau des Strahl-Kanten-Systems

200
180 Up [em/s] A
Z N
= 140 - i;g .
)
= 120 gﬁg i
= 3.3
= 100 6.3 ]
3.8
80 43
fffff 5.3
60 : : : : : : :
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

Abb. 2.5: Helligkeitsprofile der Farbstofflamelle. Interpolierte Helligkeitsprofile aus den
umgeordneten Helligkeitswerten der Farbstofflamelle. Fiir verschiedene Stromungsgeschwin-
digkeiten und zwei unterschiedliche Tintenfliisse (6.3 ml/Stunde (durchgezogene Linien) und
12 ml/Stunde (gestrichelte Linien)). Bei langsamer Stromungsgeschwindigkeit lésst die Diffusi-
on des Farbstoffs die Helligkeitsprofile breiter werden.

*_

Yo

)

Abb. 2.6: Quotient der Helligkeitswerte Hgq. Rechte und linke Seite: Hyq (siehe Gl. (2.3))
mit Legende aus Abb. 2.5. Rechte Seite: zusétzlich Interpolationsschar mit Parameter S (siehe

dazu Gl. (2.7)).



2.3. Optimale Interpolation der Streichlinienposition 13

Ein einheitlicheres Bild ergibt sich, wenn man den Quotienten der Helligkeitsdifferenzen zwi-
schen den Nachbarn und des Minimums betrachtet (sieche Abb. 2.6):

H_1—H, .
Hll_HOO fir H 1 < Hy yi—no<0

Hyq = (2.3)

Hi—H, .
#—Hoo fur H_{ > H; yg‘—n0>0.

Dieser Quotient ist unabhéngig von den relativ willkiirlichen Parametern der Helligkeit am Ort
der Farbstofflamelle H(ny) und der Helligkeit des umgebenden Strahls H(oo) und ist daher fiir
die Bestimmung von Ayj = y5 — no besonders geeignet.

Betrachtet man Abb. 2.6, so stellt man fest, dass Hyqq annahernd der Beziehung
Hag =1 - 2/ Agj| (2.4)

gentigt, die leicht invertiert werden kann:

1 — Hy,

Ayt =+
Yo 9

(2.5)

Betrachtet man eine quadratische Funktion als Ansatzfunktion fiir das Helligkeitsprofil, so gilt
fiir das Minimum

1— Hy

T = —— 2.6

Yo ’ 2(1 + qu) ( )

und es erweist sich als sinnvoll, verallgemeinernd die Schar von Umkehrfunktionen mit Para-

meter S

1— Hy

T 2.7

Yo =050 1S Hyy) 27)

zu betrachten. Diese Schar ist auf der rechten Seite von Abb. 2.6 zusammen mit den Quotienten
der Differenzen der Helligkeitswerte aufgetragen und deckt den Bereich der vorkommenden
Kurven gut ab. Da das geschatzte Helligkeitsprofil leicht asymetrisch ist, sind die Kurven in
Abb. 2.6 links und rechts unterschiedlich.

In Abb. 2.4 (oben) wird fiir eine Beispielmessung der Ort des Minimums y;; durch eine quadra-
tische Ansatzfunktion (S = 1) fiir das Helligkeitsprofil bestimmt. Die Haufigkeitsdichte von y
ist in der Abbildung unten dargestellt. Verschiebt man das jeweilige Helligkeitstripel um —Ayg,
so ergibt sich daraus das zugrunde gelegte Helligkeitsprofil. Der Abstand nach Gl. (2.2) zu
Hipterp ist dabei nicht optimal. Mit einer Ansatzfunktion der neuen Interpolationsformel S = 0
ist das sich daraus ergebende Profil in Abb. 2.4 (Mitte) gezeigt. Die Wahrscheinlichkeitsdichte
zu S = 0 zeigt keine ausgepragten Peaks mehr und die Anordnung der Helligkeitstripel ist im
Sinne von Gl. (2.2) optimal.
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Abb. 2.7: Statistische Invertierung des Peak-Lockings fiir S = 1.

Statistische Korrektur des Interpolationsfehlers bei der Positionsbestimmung der

Streichlinie

Zu der im letzten Abschnitt gefundenen Parametrisierung des Helligkeitsprofils der Farbstoff-
lamelle kann zusétzlich der Interpolationsfehler bei der Positionsbestimmung (Peak-Locking)
noch direkt statistisch invertiert werden. Dies ist notwendig, da zum einen die Triibung des
Wassers im Laufe der Messzeit zunimmt und zum anderen verschiedene Stromungsgeschwin-
digkeiten und Tintenfliisse zu verschiedenen Helligkeitsprofilen fiihren. Daher steht nicht im-
mer die beste Interpolationsfunktion bei gewahlter Parametrisierung S des Helligkeitsprofils
zur Verfligung. Fine Auswertung in Echtzeit, die stdndig den Parameter S nach dem Sche-
ma des Abschnitts 2.3 bestimmt, wiirde sehr viel Rechenzeit kosten. Auflerdem ist das wahre
Helligkeitsprofil trotz der naherungsweise parallaxenfreien Aufnahme leicht von der horizonta-
len Pixelposition ny abhangig. Es kann daher versucht werden, eine in Echtzeit mitlaufende
statistische Korrektur der Positionen vorzunehmen. In Abb. 2.7 ist die Haufigkeitsdichte der
interpolierten Streichlinienposition durch eine quadratische Ansatzfunktion (S = 1) des Hel-
ligkeitsprofils der Farbstofflamelle gezeigt, die ausgepragte Spitzen bei y; — ng = 0 aufweist.
Gesucht ist nun eine Abbildung, die den Positionen ¥ neue, korrigierte Positionen yg, .. zu-
ordnet, so dass die Ungleichverteilung in Abb. 2.7 verschwindet.

Das Problem, diese Abbildung zu bestimmen, liegt in der Trennung der Gesamtstatistik aller
Pixel einer Videozeile von der Statistik eines einzelnen Pixels. Lage zum Beispiel der Umkehr-
punkt einer sinusformigen Auslenkung der Streichlinienposition innerhalb eines Pixels, so wiirde
ein Sprung in der Haufigkeitsdichte entstehen, der nicht invertiert (und somit geglittet) wer-
den darf. Um die Pixelstatistik von der Gesamtstatistik zu trennen, kann wie folgt vorgegangen
werden:

Jedes normierte Pixelintervall [n — 0.5,n + 0.5] (Gl. (2.1)) wird in 100 Teilintervalle eingeteilt,
in die die ermittelten y; eingeordnet werden. Ist eine gewisse statistische Sicherheit erreicht,
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Abb. 2.8: Betrag des Aktuatoriibertragungsfaktors |A| als Funktion der Stromabposition
x mit Hystereseinvertierung (gestrichelt) und ohne Hystereseinvertierung. Der Parameter Ak-

tuatoramplitude |Gay,| wird durch die seitliche Farbskala den Farben der Kurven zugeordnet.
Strouhalzahl Srq = 0.73.

werden die Grenzen der Teilintervalle so verschoben, dass die Haufigkeitsdichte iber dem Pixel-
Intervall konstant wird; dies geschieht allerdings nur, wenn die Gesamthaufigkeiten in dem be-
trachteten und den beiden benachbarten Pixel-Intervallen nur um maximal 10% differieren.
So kann man relativ sicher sein, dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Tintenfadens in
dem betrachteten Pixel-Intervall tatsachlich gleichverteilt ist. Als Maf3 fiir die Sicherheit der
Schatzung der Verteilung wird hier aus Rechenzeitgriinden einfach eine bestimmte Anzahl von
Treffern (30-60) im mittleren Teilintervall des mittleren Pixel-Intervalls benutzt. Andere Mafle
wie die ,,Glatte der Verteilung“ oder die ,,Gesamtanzahl der Treffer konnen nicht ohne zusétz-
liche zeitintensive Rechenoperationen abgefragt werden. Bei der Invertierung werden den alten
100 Teilintervallen gleichverteilte 20 neue Teilintervalle zugeordnet. AnschlieBend werden die
20 wieder auf 100 linear interpoliert, so dass eine moglichst glatte Inverse entsteht. Als Beispiel
fiir eine Invertierung ist in Abb. 2.7 ohne und mit Online-Invertierung gemessen worden.

2.4 Hysterese der Aktuatoranregung

Bei Messungen mit sehr kleinen Aktuatoramplituden (siehe Abschnitt 5.3.3) wurde festgestellt,
dass das Verhéltnis zwischen der Streichlinienauslenkung (Messsignal) und dem verursachenden
Aktuatorsignal sehr klein wird, was zur Instabilitit einer adaptiven Regelung fiithren kann.
Daher wird die Beziehung zwischen Aktuatorsignal und Streichlinienauslenkung hier detailliert

untersucht.
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Der in Abb. 2.8 aufgetragene Betrag des Aktuatoriibertragungsfunktion |A|:

Al igy) = T 00 23

AAKt.

nimmt fiir kleinere Aktuatoramplituden |Gay;.| deutlich ab. Die Aktuatorauslenkung ist da-
bei die Eingangsgrofie des Schrittmotors und wird in Steps gemessen (siche Anhang C.1). Der
Schrittmotor bewegt iiber eine Pumpe die Membranen, deren Auslenkung bzw. verdrangtes Vo-
lumen soll moglichst genau proportional zur Aktuatorauslenkung sein. Dies ist jedoch nur fiir
groffere Aktuatoramplituden der Fall. Da eine direkte Messung der Membranauslenkung, bzw.
des von ihr verdrangten Volumens nicht moglich ist, soll die erzeugte Streichlinienauslenkung
als direktes Ma#B fiir die Membranauslenkung genutzt werden. Die Streichlinienauslenkungsam-
plitude 7(z, Gaks.) setzt sich zum einen aus dem direkt von den Membranen induzierten Feld und
zum anderen aus der Entwicklung der Instabilitdtswelle zusammen. Als charakteristische Mess-
grofle der Membranbewegung, die durch die effektive Aktuatorbewegung erzeugt wird, kann
7 nur im Diisennahbereich dienen, da dort der nichtlinear von aay,. abhangige Anteil der In-
stabilitdtswelle vernachldssigbar ist (Abschnitt B.1.2). Daher zeigen die zu verschiedenen Gays.
gemessenen A(x,aay.) eine im wesentlichen identische x-Abhéngigkeit. Fiir verschiedene An-
regungsfrequenzen und Stromungsgeschwindigkeiten erhélt man &hnliche Abhéangigkeiten des
von der Aktuatorauslenkung (siche Abb. 2.9).

Hier soll fiir die quantitative Beschreibung von A(aay:.) ein einfaches Modell einer statischen

mittleren Ubertragungsfaktors (A)_ <1.2mm
Hysterese angenommen werden: Die Aktuatoramplitude aay;, wird dazu in einen effektiven
Anteil agg., der die Streichlinienauslenkung erzeugt, und einen sogenannten Hystereseanteil
myst., der den Freilauf bzw. die verminderte Effekitivitat des Aktuators bei kleinen Amplituden

beschreibt, zerlegt:

Qake. = QEg. + Qyst. , (2.9)

wobei apyst. nicht notwendigerweise konstant ist, sondern durchaus von aays. abhangen kann.
Erst mit grofler werdendem aays. wird angenommen, dass der Freilauf vollstandig durchfahren
ist, und somit apys. konstant wird. Der effektive Anteil apg. erzeugt eine Streichlinienauslen-

kung;:
N = A" . Gpg (G, (2.10)

die durch einen unbekannten Ubertragungsfaktor A*Y™ gegeben ist. Da mit steigender Ak-
tuatoramplitude — so das Modell — Gy, konstant wird, kann A*Y™P- asymptotisch bestimmt

werden:

ol Mg (da))

A2symp-
|aAKs.|—00 A Akt

(2.11)
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Abb. 2.9: Aktuatoriibertragungsfaktor gegen Aktuatorauslenkungsamplitude im
Diisennahbereich z < 1.2mm gemittelt, fiir verschiedene Strouhalzahlen Sryq. Die Messung
mit Srq = 1.38 wurde durch eine sehr langsame Stromungsgeschwindigkeit realisiert, so dass
sich dort die Farbstofflamelle stark verbreitert hat. Die kleinen Auslenkungen (< 1/100 mm)

lassen sich nur mit Unsicherheit bestimmen.

Aus Gleichung 2.9 folgt dann, unter Vernachléssigung von Phasenunterschieden bei den Uber-
tragungsfaktoren, fiir die Hysterese des Aktuators:

g ()| = e — /AP = (1 o e s ) Jaw
A Akt.
A(aaxs.) R
- (1 - ‘ Aasymp. ' ’CLAkt.|' <212>

Der in Abbildung 2.10 dargestellte Hystereseanteil agys. als Funktion der gesamten Aktuator-
amplitude aay;. steigt zunachst annahernd linear an und wird dann konstant. Somit kénnen
zwei lineare Funktionen benutzt werden, um die Hysterese zu beschreiben. Beziiglich der Ak-
tuatorauslenkung ergibt sich dann das Hysteresediagramm in Abb. 2.10.

Aus der gefundenen Hysterese kann ein invertiertes Signal ainyertiert(t) fiir den Schrittmo-
tor berechnet werden, so dass der Ort der Membranen genau das Soll-Signal ag.y(t) er-
reicht. Zur Berechnung wird die Soll-Position der letzten Umkehr agon(tumken:) und die
dort zum Zeitpunkt tymkenr addierte Korrektur axorrektur(fumkenr) gespeichert. Entsprechend
|ason (tumkenr) — ason(t)| wird die Korrektur fiir den Schrittmotor durch die ermittelte Hysterese
berechnet.

Abbildung 2.11 zeigt das invertierte Signal ainyertiers(f) flir ein synthetisches Dreieckssignal
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Abb. 2.10: Hysterese.
Gl (2.12)) und effektive
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Abb. 2.11: Hystereseinvertierung. Soll-Signal der Membranauslenkung und invertiertes Si-

gnal zur Ansteuerung des Schrittmotors.
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ason(t), das durch die Korrektur fiir den Schrittmotor aufgearbeitet wurde. Die in den Um-
kehrpunkten benutzte Korrektur axorrektur(fumkenr) muss dabei beriicksichtigt werden, da die
Aktuatoren sonst an diesen Punkten einen Sprung machen wiirden. Bei der Implementation
wurde die aktuelle Aktuatorposition innerhalb des Freilaufs nicht berticksichtigt, so dass es bei
kleinen asymetrischen Aktuatorauslenkungen zu einer langsamen Verschiebung der Nullpositi-
on des Schrittmotors kommen kann; in Abb. 2.11 wird dies bei ¢ faampling = 350 deutlich. Daher
wird die Korrektur durch einen nahe bei eins gelegenen Vergessensfaktor auf kontinuierlich Null

hingefiihrt.
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Kapitel 3

Modellierung der konvektiven
Instabilitat

Die konvektive Instabilitat des Freistrahls fiihrt zusammen mit der Strahl-Kanten-Wechsel-
wirkung zu der in Kap. 4 detailliert beschriebenen globalen Instabilitat. Die dort beschriebe-
nen Wechselwirkungen basieren auf dem Geschwindigkeitsfeld der Freistrahlinstabilitdat. Die
gemessene Streichlinie integriert tiber dieses und fiihrt zu einer schwierigen Vermischung von
Gleichstromungsfeld und Instabilitatswellenfeld. In diesem Kapitel wird die konvektive Instabi-
litdt und deren Sattigung mit wachsender Anregungsamplitude modelliert. Durch Integration
der Streichlinie kann unter anderem auch der experimentell gefundene Widerspruch aufgelosst
werden, dass die Phasendrehung pro Lauflange der Streichlinie mit wachsender Anregungsam-
plitude abnimmt, wahrend die der konvektiven Instabilitat zunimmt.

3.1 Rayleigh-Gleichung

Zuniichst sei eine reine Parallelstromung mit dem Hauptstromungsprofil U (y) betrachtet. Wird
die Parallelstromung an einer Stelle zeitlich sinusformig mit der Kreisfrequenz wys und mit in-
finitesimaler Amplitude gestort, so ldsst sich im Sinne der klassischen Stabilitdtstheorie die
Stromfunktion ® in geniigendem Abstand stromab der Storstelle und in einem gewissen Fre-

quenzbereich als Summe eines zeitlich gemittelten Teils

T = / Ty (3.1)

und einer Welle mit der Wellenldnge 27 /MRe{k} sowie der rdumlichen Anfachung Jm{k} (in
komplexer Schreibweise) darstellen:

D(z,y,t) = D(y) + (2, y,t) = D(y) + B(y) - '@ 7F), (3.2)

Die zeitliche Entwicklung der Phase der Instabilitatswelle wird hier — wie in der Signaltheo-
rie iiblich — durch e™™s! beschrieben, so dass ein positiver Imaginérteil der Wellenzahl eine



22 Kapitel 3. Modellierung der konvektiven Instabilitat

0.4 1
|§ 0.5
0.2 0
210 5 0 5 10
y/b
0

0 0.5 1

Jm(kb)

—y
N

2) \\//\// Pendehnode\
2
T 1f
&
Pumpmode e
OO 0.5 1 £5

SI‘b

Abb. 3.1: Pump- und Pendelmode fiir einen Freistrahl mit U(y) = U/ cosh(y/b)?-Profil.
(Sry, = 2w fb/Uy ist die auf den Skalierungsfaktor b bezogene Strouhalzahl).

Anfachung darstellt. Durch die linearisierte Eulergleichung lasst sich fiir die Amplitude der
Wechselstromfunktion <i>(y) die Rayleigh-Gleichung [41] ableiten:

(%) - 5) (a—q) - H’) - aQU(%(y) =0, (3.3)

Oy? Oy?

A

wobei als Randbedingung zu fordern ist, dass ®(y) fiir y — doo verschwindet; das gleiche gilt
an den Kanalwanden, da dort die Normalschnelle v = —% — —ik® = 0. Die Losungen dieser
Eigenwertgleichung liefern komplexe Dispersionsrelationen zwischen der eingebrachten reellen
Storfrequenz ws und der komplexen Wellenzahl k(U , ws). Oberhalb einer gewissen Grenzfrequenz
Werenz findet jedoch keine Wellenausbreitung im Sinne des in Gl. (3.2) gemachten Exponential-
ansatzes mehr statt, so dass die Dispersionsrelation fiir w > wgyen, nicht definiert ist. Die daraus

entstehenden Probleme sind in Kap. 3.7 beschrieben.

Analytische Losungen der Rayleigh-Gleichung 3.3 sind von S.CHANDRASEKHAR [6] zusammen-
getragen worden. Numerische Methoden sind bei A.MICHALKE [33], R.BETCHOW & W.O.
CRIMINALE [2] zu finden. Hier wurde ein Ricatti Schieverfahren mit adaptiver Schrittweiten-
steuerung [17] zur Losung der Rayleigh-Gleichung verwendet.

Das gemessene Gleichstromungsprofil ist die Eingangsgrofie der Rayleighgleichung, aus der die
zu wy gehorige Wellenzahl k berechnet wird. Die Messfehler des Gleichstromungsprofils wirken
sich nur dann besonders stark auf k& aus, wenn die rdumliche Verteilung der Messfehler nach
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Abb. 3.2: WKB-Methode fiir leicht divergentes Stromungsprofil. In das Stromungsprofil
ist eine mittels WKB-Methode errechnete Streichlinie (blau) und eine gemessene Streichlinie
(rot) eingezeichnet (Parameter: Up = 5.35cm/s, |aak:.| = 60 Steps, Storfrequenz f; = 3 Hz).

Raumwellenzahlen zerlegt besonders grofie Anteile in der Ndhe der Wellenzahl k aufweist (siehe
Anhang A.1). Die typischerweise kleinrdumigen und damit auch verglichen mit k& hochwellen-
zahligen Messfehler haben daher eine relativ geringe Auswirkung auf die Wellenzahl k.

Fiir das Stromungsprofil eines Freistrahls ergeben sich zwei verschiedene Losungen der Rayleigh-
Gleichung im Sinne der Stromlinienauslenkung: die antisymmetrische Mode (Pumpmode) und
die symmetrische Mode (Pendelmode), die in Abb. 3.1 anhand der zugehorigen Dispersions-
relationen gezeigt sind. Durch die hier verwendeten Aktuatoren, die ein rein symmetrisches
Feld erzeugen, kann nur die Pendelmode angeregt werden. Die Keilriickkopplung erzeugt in ers-
ter Naherung ein Dipolfeld, so dass auch durch den Keil nur die Pendelmode angeregt werden
kann. Die Pumpmode erhielte man dadurch, dass man den Volumenfluss periodisch dndert oder
anstelle des Keils eine Prallplatte installiert.

3.2 WKB-Methode fiir nahezu parallele Stromungen

In Abbildung 3.2 ist das stromab breiter werdende Gleichstromungsprofil und das verwende-
te Koordinatensystem eingezeichnet. Die Losung der Rayleigh-Gleichung (3.3) fiir das Profil
U(m,yﬂxzconst_ liefert zu einer gegebenen reellen Storfrequenz wg eine lokale Wellenzahl k(z)
und eine lokale Stromfunktion i)(y,x), wobei fiir die Losung der Rayleigh-Gleichung die x-
Positon nur als Parameter eingeht. Andert sich das mittlere Stromungsprofil U(x,y) nur lang-
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sam stromab — die Stromung bleibt also nahezu eine Parallelstromung — so kann man die
einzelnen Wechselprofile der Stromfunktion @(z, Y)|z=const. durch eine x-abhéngige Korrektur-
funktion AgAwkg(z) mit geeignet normierter Anfangsbedingung Awgg(z = 0) aneinander set-
zen, so dass die Impulsgleichung auch in z-Richtung — zumindest in erster Ordnung beziiglich
‘?)—g JU — erfiillt wird. Die Darstellbarkeit des Wechselstromungsfeldes

(i)WKB(:Ey Y, t) =Ap- AWKB@)&)(L Y, Ws)ei(WStif;D k(x/)dZ/) (3-4)

als Produkt eines langsam stromab verdnderlichen Teils QAD(:U y,ws) und eines schnell variie-
renden Teils exp(—i [ k(x)dx) ist Voraussetzung fiir die Anwendtbarkeit der WKB-Methode
([18, 16]). D.h., die WKB-Methode ist eine gute Néherung, wenn die Welle lokal ein paralleles
Geschwindigkeitsfeld sieht, oder anders ausgedriickt, wenn sich die Skalen auf dem sich die

beiden Faktoren von ®wkp andern, moglichst stark voneinander unterscheiden, also

8(1n (i)WKB)/aLB
k

L1 8Ug()
U()([L’)

/Ik(z)] = (3.5)

moglichst klein ist, wobei Uy(z) die Strahlmittengeschwindigkeit ist.

Mit zunehmender Strouhalzahl Srq = wsd/Up ist dies immer besser erfiillt. Setzt man nun den
Ansatz von Gleichung 3.4 in die Euler-Gleichung ein und behélt nur die Terme der Gréfienord-
nung e bei, so ergibt sich nach Mittelung tiber y gema8 des Skalarprodukts [ {-}(f)*dy:

dA T
M(x)%() + N(z)Awks(z) = 0, (3.6)
wobel
M(z) = / {2kws<i>+ﬁ(ci>" — 3k%9) —U/’cﬁ}@*dy,
<00 o 0D
N — (I)/_ (I)/// o /{JQCI) el
() /m{ LY -7
0" 0% . .dk dk 0D\ -,
+U<ax — 3k — 3k ) <¢%+2ka—>}¢ dy,

(dabei ist ’ die Ableitung %’ und komplex konjugiert wird mit * gekennzeichnet). Durch die
Losung dieser Gleichung gewinnt man insgesamt aus dem Gleichstromungsprofil U(z,y) eine
Losung fiir die Instabilitdtswelle, die nur noch einen freien Parameter hat, ndmlich die Ampli-
tude des Instabilitatswellenwechselfeldes Aj.

3.3 Parametrisierung des Gleichstromungsprofils

Zur Ermittlung des Strémungsprofils des ebenen Freistrahls wurden von PRECKEL 1999 [39]
Messungen mittels Laser-Doppler-Anemometrie durchgefiithrt. Die gemessenen Stromungsge-
schwindigkeiten konnen in guter Naherung durch Stréomungsprofile beschrieben werden, die aus
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Abb. 3.3: Impulsfluss und Volumenfluss. Der Volumenfluss ist auf die Kanaltiefe B =
40 mm bezogen. Beriicksichtigt man noch das Anwachsen der Grenzschichten in z-Richtung, so

ergibt sich der dargestellte korrigierte Volumenfluss.

zwei gegeneinander verschobenen tanh-Funktionen zusammengesetzt sind:

T, y) % . [tanh <(y _byo) + a/2) ~ tanh (@ - a/zﬂ Uty (3.7)

wobei die Parameter a, b, Uy, Uaysgl. von = abhéngen. Fiir den Grenzfall lim,_,o geht U(y) in ein
cosh™?(y)-Profil iiber.
Um ein fiir die WKB-Methode hoher aufgelostes interpoliertes Profil U(z,y) aus den Geschwin-

digkeitsdaten herzustellen, wurden die integralen Grofien 8”2—?)
dJ(z v __
W [ ety (3.5)

—Yo

in Anlehnung an den Impulsfluss und %—Z

Vo) _ / T, y)dy (3.9)

in Anlehnung an den Volumenfluss durch glatte Funktionen angepasst (sieche Abb. 3.3). Um den
tatsachlichen Impulsfluss und Volumenfluss zu ermitteln, miissen die Groflen noch in Spannwei-
tenrichtung z tiber die Kanaltiefe B integriert werden und yq bis zu den seitlichen Kanalwénden
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Abb. 3.4: Parameter der Profilentwicklung.

ausgedehnt werden. Man erwartet durch die Messung in der Kanalmitte einen Anstieg des Volu-
menflusses, da auf Grund der Verengung des Kanals durch die seitlich wachsenden Grenzschich-
ten die Stromungsgeschwindigkeit in der Kanalmitte steigt. Allerdings reicht die Zunahme der
Grenzschichtdicke, die man aus der ebenen Platte mit der Anstromgeschwindigkeit Up erhélt,
nicht aus, um die Erh6hung des Volumenflusses in der Strahlmitte zu erkléren (siehe gestrichelte
rote Kurve in Abb. 3.3).

Durch die Mitnahme des ruhenden Mediums am Strahlrand etabliert sich eine Ausgleich-
stromung, die das Medium von stromab in Richtung Diise transportiert. Dieses stromauf flielen-
de Medium muss durch einen negativen Druckgradienten stromab beschleunigt werden, daher
nimmt der Druck mit dem Laufweg ab und fithrt zu einem Anstieg des Impulsflusses. Die
in Abb. 3.3 gezeigte leichte Abnahme des Impulsflusses mit zunehmendem Laufweg ist daher
unerwartet. Allerdings ist der Freistrahl ohne Kiihlung aufgrund der Pumpen etwas warmer
als das ihn umgebende Medium. Der ganze Strahl erfahrt daher einen Auftrieb, der seine Ge-
schwindigkeit verlangsamt. Das schwerere, den Strahl umgebende Medium sinkt zu Boden und
verlangsamt damit die Ausgleichsstromung, womit der Impulsfluss abnimmt. Ist die Freistrahl-
temperatur 7o + AT und die Temperatur des umgebenden Mediums Tj, so ergibt sich durch
die Auftriebskréfte ein Druckgradient der Grofe

OPAuftrieb . dp

mit Erdbeschleunigung g. Vergleicht man die Gesamtdruckdifferenz tiber die Lange des hier
betrachteten Strahlabschnitts (x < L = 5cm)

dp
uttrie, = ——— - ATgL 3.11
DAuftrieb aT g ( )
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mit dem Staudruck pga, = 1/ 2pU]%, so ergibt sich als Druckverhaltnis

PAuftrieb dp 2Lg
— = AT——= =0.10, 3.12
DStau dT pU} (3.12)

wenn man 3 K Temperaturdifferenz bei 22°C und j—;/p ~ 1075+ und Up = 5.36cm/s

annimmt. In dieser GroBenordnung liegt auch die Abnahme des Impulsflusses in Abb. 3.3.

Mit den diskutierten Groflen % und % kénnen nun die das Profil beschreibenden Parame-
ter a,b, Uy, Uausgl. geglattet werden, indem neben der Minimierung des Fehlers zwischen der
anzupassenden Funktionenschar Gl. (3.7) und den Geschwindigkeitsrohdaten auch die vorge-
gebenen geglatteten Grofien d‘fi—(f) und d‘g—ix) angendhert werden. Daraus erhalt man eine glatte

Parameterschar, wie sie in Abb. 3.4 zu sehen ist.

3.4 Anfachung und Phase des instationaren Stromungs-

felds und der Streichlinien

Durch die WKB-Methode kann das Wechselfeld der Instabilitatswelle

a&)WKB N a(i)WKB )

(3.13)

Uywkp = (Uwks, DWkB) = ( oy I

bestimmt werden.

Da der Anregungsmechanismus der Instabilitdtswelle nicht bekannt ist, der das Wechselfeld
Uwkp und die im Kanal vorhandenen Instabilitatswelle w4y, in Beziehung setzt, wird als Nor-
mierungsgrofle fir die Wechselgeschwindigkeit v}, eingefiihrt, die durch das Maximum des
anregenden Geschwindigkeitsfeldes in der Kanalmitte v(z,y = 0)ak:. gegeben ist:

Ve, = max |0kt (2, 0)]. (3.14)

Mit dem Gleichstrémungsprofil U = (U, V) = (%, g—f) kann das Geschwindigkeitsfeld als

Uz, y,t) = Z + Ao - QWKB/URM. : |U2kt./&%kt.’ : ’dAkt.’ = E+ Ap - |aaxe.| '@(\)NKB (3.15)

dargestellt werden, dabei ist |v},, /a%,. | die Geschwindigkeit, die eine Aktuatoreinheit — also
ein Step — erzeugt, und A, gibt die Effektivitat der Instabilitdtswellenanregung an. Damit ist
das normierte Geschwindigkeitswechselfeld @y unabhingig von der Aktuatoramplitude.

Als Normierungsgrofe fiir die Streichlinienauslenkung 7 dient entsprechend die Potenzialfeld-
auslenkung (3, am Ort .y, wie in Anhang C.1 naher erlautert ist.

Im Folgenden soll das unterschiedliche Anwachs- und Phasenverhalten der lateralen Wech-
selgeschwindigkeit twgkp in Kanalmitte und der Streichlinienauslenkung 7 als Funktion des
Diisenabstandes untersucht werden.
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Bildet man den komplexen Gradienten iV, In(-) der entsprechenden fouriertransformierten
GroBe, so wird das Anwachsverhalten durch die Anfachung Jm{iV,In(-)} mit dem Laufweg
charakterisiert und die Phasendrehung pro Lauflainge durch den negativen Phasengradienten
Re{iV,In(-)} = — 2280,

Vergleich zwischen korrigierter gemessener und durch das WKB-Wechselfeld inte-

grierter Streichlinie

Die Streichlinie fwkp kann nun durch das Geschwindigkeitsfeld
U(z,y,t) = U+ Ap - dywgp = Aolaaxe.| - @Pywis (3.16)

numerisch integriert werden. Die Startposition (Zgiart, Ystart = 0) der Teilchen, die die Streichlinie
markieren, muss deutlich stromauf liegen, so dass die Auslenkung des Wechselfelds am Ort
Tstart Klein gegen die am Ort x = 0 ist. So werden die Teilchen naherungsweise in dieselbe
Stromrohre injiziert und die Streichlinie hingt nicht mehr wesentlich von 4. ab. Um dies
zu erreichen wurde @{ykp bis zu # = —2d = 8mm stromauf extrapoliert, wobei fiir < 0 die
Profilparameter von © = 0 verwendet wurden. Die Annahme, dass durch die Extrapolation
der Instabilitdtswelle in die Diise hinein die Streichlinie beschrieben wird, kann gerechtfertigt
werden, da die Vorgeschichte der Streichlinie fiir den hier betrachteten komplexen Gradienten
unwesentlich wird, wenn das Geschwindigkeitswechselfeld etwa exponentiell anwachst.
Die Instabilitatswellenamplitude Ay wurde so angepasst, dass die numerische Streichlinie und
die gemessene Streichlinie (ohne den Anteil des Potenzialfeldes (siehe unten)) im Fernfeld etwa
gleich ausgelenkt sind. Weiter zur Diise hin ist das anregende Potenzialfeld, das der Instabilitats-
welle tiberlagert ist, grofl im Vergleich zur Instabilitatswelle. Die Wahl von Ay wird aufgrund der
nichtlinearen Abhéngigkeit der Streichlinienauslenkung von der Aktuatoramplitude fiir kleine
Aktuatoramplituden festgelegt.
Die gemessene Streichlinie entsteht durch Integration iiber ein Geschwindigkeitsfeld, das néhe-
rungsweise in die Komponenten U(z,y,t) = U + Gy, + Uay, zerlegt werden kann, wobei Gy,
das Wechselfeld der tatsachlichen Instabilitatswelle ist. Die Streichlinienintegration fithrt im
Allgemeinen zusatzlich zu einer nichtlinearen Vermischung der Felder u;, und iy, , so dass
die Auftrennung

7= Titnst. + Tiakt (3.17)

in einen Anteil 75y aufgrund des anregenden Aktuatorfeldes w,,, und in einen Anteil 7.
aufgrund des Instabilitatswellenfeldes u;,, nur naherungsweise und durch Riickrechnung ge-
schehen kann (siehe Anhang C.4). Ohne die Bereinigung von 7 um den durch @,,, entstandenen
Anteil, ware ein sinnvoller Vergleich anhand des komplexen Gradienten nicht moglich, da die
Interferenz von 7. mit 7a1¢. zu groffen Schwankungen fithrt. Ein kleiner Anteil der Interferenz
bleibt jedoch im diisennahen Bereich bestehen (siehe Abb. 3.5), der sich dort in der Welligkeit
(siche Anhang C.4) des komplexen Gradienten dufert.
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Abb. 3.5: Komplexer Phasengradient fiir verschiedene Methoden und Groéflen bei ver-

schiedenen reellen Anregungsfrequenzen. Vergleich zwischen der linearen Theorie der Rayleigh-

Gleichung, der Wechselgeschwindigkeit dwkp(z,y)|y=0 aus der WKB-Methode, der aus dem

WKB-Wechselfeld integrierten Streichlinie 7jwkp und der die Instabilitdtswelle charakterisie-

renden korrigierten gemessenen Streichlinie 7.
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Abb. 3.6: Momentanes Stromungsfeld zusammen mit der Stromlinie und der integrierten
Streichlinie. Zusatzlich sind drei Teilchenbahnen eingezeichnet, wobei der zeitliche Abstand der

Punkte (1/3075) ist. Parameter: f; = 3.6 Hz, |aax.| = 300 Steps.

Der lokale komplexe Gradient ¢V, In (fmst. (z)/Chy, ) der experimentell gemessenen Streichli-
nienauslenkung kann nun mit dem theoretischen iV, In (fwks(z)/Chy, ) der WKB-Streichlinie
verglichen werden. Die theoretische Anfachung — der Imaginarteil des komplexen Gradienten
— der WKB-Streichlinie nwkp nahert die der experimentellen Streichlinie 7. sehr gut an.
Die experimentellen Streichlinien sind mit kleinen Aktuatorauslenkungen (50 Steps) gemessen.
Geht man zu grofleren Anregungsamplituden iiber, so wird die Streichlinie sehr schnell nichtli-
near verzerrt (siche Abschnitt 3.5), und fiir sehr grofle Amplituden beginnt die Streichlinie sich

aufzurollen (siehe Abb. 3.7).

Vergleich des Wechselgeschwindigkeitsfelds mit der integrierten Streichlinie

Der fiir die Untersuchung wichtige ortsabhangige Zusammenhang zwischen Instabilitatswellen-
feld 773\]1{13 und Streichlinienauslenkung nwkp spiegelt sich im Unterschied der entsprechenden
Wellenzahlen iV, In (O0wkp/vhy, ) und ¢V, In (fwks/Chy,. ) wider, der in Abb. 3.5 gezeigt ist. Die
Anfachung der Streichlinie ist etwas grofer, als die des WKB-Wechselfeldes 04 xp(z, y)|y—o-

Betrachtet man den Realteil des komplexen Gradienten, so ist im diisennahen Bereich
Re(iV, In (Mwks/CRy ) um etwa 1/4 kleiner als Re(iV,, In (0wkp/vhy, ))- Dort dndert sich das
Profil noch stark als Funktion von x und die WKB-Bedingung: € < 1 (siehe Gl. (3.5)) ist beson-
ders fiir tiefe Frequenzen immer weniger erfiillt, jedoch ist die Ubereinstimmung mit den Mess-
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ergebnissen sehr gut. Mit zunehmendem Diisenabstand werden die Abweichungen zwischen den
komplexen Gradienten der Streichlinie und denen des Wechselfeldes schnell kleiner. MAUREL
[27] hat durch die experimentell bestimmte Ausbreitungsgeschwindigkeit der Instabilitdtswelle
im Verhéaltnis zu der des Hauptstromungsprofils abgeschatzt, dass die ,, Phasengeschwindigkeit*
(siehe Abschnitt 3.6) der Streichlinie um circa 7,5% grofer ist als die des Wechselfeldes ©°
(|Re(iV,In (/)| < [Re(iV, In (0/vh,, ))|), was man hier grofenordnungsméfig bestatigt
sieht.

In Abb. 3.6 ist der wohlbekannte Unterschied zwischen Bahnlinien, Stromlinien und Streich-
linien noch einmal dargestellt. Man erkennt hier vor allem im diisennahen Bereich (vergl. die
Maxima), dass die Wellenlédnge der Streichlinie etwas grofer ist, als die der Stromlinie.

3.5 Nichtlinearitat der Freistrahlinstabilitat bezogen auf

die Streichlinienauslenkung

Zwel wesentlich verschiedene Nichtlinearitaten treten bei der Freistrahlinstabilitat auf:

e Das Stromungsfeld und die gemessene Streichlinie sind nichtlinear miteinander verkniipft

(Nichtlinearitdt der Messung).

e Die Nichtlinearitat des konvektiven Terms der Eulergleichung fiihrt zu einer Riickwirkung
der Instabilitatswelle auf das Gleichstromungsprofil. Die durch die Instabilitéatswelle ent-
stehende Schubspannung fithrt zu einer Verbreiterung des Gleichstromungsprofils. Die An-
fachung der Freistrahlinstabilitat ist daher durch die Instabilitatswelle selbst nichtlinear
begrenzt. Dieses Sattigungsverhalten ist analytisch nur schwer zu beschreiben (Nichtli-
nearitét der Wellenausbreitung).

Da beide Prozesse eine dhnliche Abhéngigkeit von der Anregungsamplitude aufweisen, ist ei-
ne Trennung der beiden unterschiedlichen Nichtlinearitaten kaum moglich. Man miisste alle
nichtlinearen Glieder in den mafigeblichen Gleichungen gegeneinander abschéatzen. Besonders
die Abschatzung der Verbreiterung des Haupstromungsprofils mittels der Reynoldschen Schub-
spannungen ist problematisch, da die zugrunde liegenden Gleichungen und Ansétze schon li-
nearisiert sind und durch die Vernachlassigung der Viskositat die Gleichungen vor allem in der
Nahe der kritischen Schicht die Stromung nicht mehr angemessen beschreiben. Dennoch ist
der Versuch einer Beschreibung der Amplitudenabhéngigkeit der Freistrahlinstabilitat unter-
nommen. Dabei stellt sich heraus, dass beide Prozesse — Wellenausbreitung und Messung der
Streichlinie — gegenlaufige Einfliisse auf den Betrag des Phasengradienten der Instabilitatswelle
haben. Der an einem Ort gemessene Betrag des Phasengradienten nimmt fiir die Wechsel-
geschwindigkeit mit wachsender Anregungsamplitude zu, d.h., die Phasengeschwindigkeit der
Instabilitatswelle sinkt, wahrend der Betrag des Phasengradienten der Streichlinie mit zuneh-
mender Anregungsamplitude sogar abnimmt und so den ersten Effekt iiberkompensiert. Bei
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Abb. 3.7: Konvektive Instabilitat des Freistrahls. Up = 5.3 cm/s: (a) und (b) mit kiinst-
licher Anregung fs = 1 Hz (a) und f; = 2 Hz (b), selbsterregte Schwingung des Strahl-Kanten-
Systems (c).

der Streichlinie sollte man nicht von einer Wellenausbreitung sprechen, daher bleibt der Be-
griff der Phasengeschwindigkeit dem unterliegenden Wechselfeld vorbehalten. Bei kiinstlicher
Verbreiterung des mittleren Stromungsprofils durch ein eingestreutes breitbandiges Rauschen,
beobachtet man tatsachlich, dass die Eigenfrequenz der selbsterregten Schwingung leicht sinkt,
was am einfachsten durch eine verminderte Ausbreitungsgeschwindigkeit der Instabilitatswelle
beschreibbar ist.

3.5.1 Sattigungsverhalten der Freistrahlinstabilitat

Der Energiefluss von der Gleichstromung in die angefachte Wechselstromung fiithrt zu einer
Veranderung des Gleichstromungsprofils, so dass die Instabilitatswellenanfachung ab einer be-
stimmten Verbreiterung des Profils mit zunehmender Instabilitatswellenamplitude sinkt. Diese
nichtlineare Amplitudenentwicklung soll dadurch beschrieben werden, dass die Instabilitatswel-
le selbst auf das Profil zurtickkoppelt und es verbreitert. Dabei wird die Annahme gemacht,
dass zur Beschreibung der Wellenausbreitung die linearisierte Eulergleichung zusammen mit
dem zeitlich gemittelten Hauptstromungsprofil ausreicht. Denkt man sich das Stromungsfeld
des Strahls (hellere Bereiche und deren Zwischenrdume in Abb. 3.7) gemittelt, so erkennt man
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Abb. 3.8: Aufrollen der Streichlinie. Paramter: f; = 2Hz, |aak:.| = 80 Steps

eine starke Verbreiterung des Profils mit wachsendem Laufweg. Die Anwesenheit des Keils fiihrt
zu einer starken Anderung der Stromungsstruktur in seiner Néhe, so dass spatestens dort eine
Beschreibung dieser Art nicht mehr giiltig ist.

In Anhang B.1.2 sind zwei Ansétze zur Berechnung der Verbreiterung des Stromungsprofils
aufgezeigt. Es ergibt sich, dass sowohl die Anfachung des Instabilitdtswellenwechselgeschwin-
digkeitsfeldes als auch die Phasengeschwindigkeit mit zunehmender Anregungsamplitude sinkt.

3.5.2 Nichtlinearitat der Streichlinienintegration

Der Zusammenhang zwischen dem Strémungsfeld U(z,y,t) und der Streichliniemauslenkung
n(x,t) ist nichtlinear, d.h. man kann unter anderem nicht die zu einer Anregungsamplitude
integrierte Streichlinie linear auf eine andere Anregungsamplitude umrechnen, da der Gleich-
und der Wechselanteil des Stromungsfeldes inhomogen sind. Je grofier die Storamplitude ist,
desto grofler wird die Verzerrung der Streichlinie, da die Teilchen immer starker in Gebiete mit
langsamer Stromungsgeschwindigkeit vorstoflen. Dadurch steigt auch der Anteil der héheren
Harmonischen in der Zeitentwicklung von n(z,t).

Trotz der Verbreiterung des Profils mittels der in Anhang B.1.2 beschriebenen Methode be-
ginnt die Streichlinie — verglichen mit dem Experiment — sich schon bei sehr kleineren Ampli-
tuden aufzurollen. Die scheinbare Dynamik eines Wirbelaufrollens in Abb. 3.8 (vergl. Abb. 3.7)
entsteht lediglich durch die Streichlinienintegration. Das unterliegende Stromungsfeld ist eine
Superposition des Hauptstromungsprofils und des durch linearisierte Gleichungen ermittelten
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Wechselanteils, so dass ein prinzipiell nichtlinearer Aufrollprozess dadurch grundséatzlich nicht
beschrieben werden kann. Die Struktur der durch die Integration gewonnenen Streichlinienbilder
ist den tatsachlich beobachteten Bildern sehr dhnlich. Auffallig ist die Richtungsédnderung der
numerischen Streichlinie in Abb. 3.8. Die Fluidelemente, die sich gerade mit der Ausbreitungs-
geschwindigkeit der Instabilitatswelle bewegen, werden immer gleichphasig zum Wechselfeld
transportiert, so dass die Geschwindigkeitsdnderung dort besonders grof3 ist (kritische Schicht).
Die Streichlinie, die durch Integration iiber ein Geschwindigkeitsfeld resultiert, das aus einer
Uberlagerung von Wechselgeschwindigkeitsfeldern mit unterschiedlichen Anregungsfrequenzen
besteht, unterscheidet sich fiir grofere Amplituden erheblich von der Uberlagerung der zu den
einzelnen Wechselfeldern gehorenden Streichlinien. Die Regelung in Kap. 5 erfordert das Messen
von Ubertragungsfunktionen durch breitbandige Signale und damit die Messung einer Streichli-
nie, die aus einer solchen Uberlagerung entsteht. Die durch Streichlinienintegration entstehende
Nichtlinearitét ist in Anhang B.1.3 untersucht. Fiir den Messprozess ebenfalls von Interesse ist
die Abhéngigkeit der Streichlinienbewegung vom lateralen Farbstoffinjektionspunkt (sieche An-
hang B.1.5).

3.6 Amplitudenabhangigkeit des Phasengradienten

Die Stromungsinformation breitet sich mit der In-

g 048 stabilitatswellengeschwindigkeit des Wechselfeldes
= o7l aus und die gemessene Streichlinie integriert le-
= diglich dartiber. Daher hat w/PRe(iV,In (7/Ch )
%ﬁ o6l der Streichlinien nicht die allgemeine Bedeutung ei-
g ner Phasengeschwindigkeit, die eine selbststandige
E 045) Wellenausbreitung implizieren wiirde, sondern gibt
I>H ’ im Wesentlichen eine durch den Messprozess mo-
s difiziert wiedergegebene Phasengeschwindigkeit des
g 04 Wechselfeldes an.

12 16 20 24 28 32

@ [mm] . T o
Abb. 3.9: Anstieg des Realteils des sengradienten Re(iV, In (7/¢R,, )) der Streichlinien-
auslenkung nimmt mit wachsender Amplitude ab,

Der an einem festen Ort gemessene Betrag des Pha-

komplexen Gradienten mit von blau nach

rot dquidistant zunchmender Amplitude 80 dass w/MRe(iVaIn (77/Cx.)) (dargestellt in Abbil-
von 100 auf 1200 Steps. dungen 3.10 und 3.11 bezogen auf Up) zunimmt. Die

numerisch berechnete Streichlinienauslenkung fwks
zeigt qualitativ die gleiche Amplitudenabhéngigkeit, wobei allerdings auch Unterschiede zwi-
schen gemessener und berechneter Streichlinienauslenkung auftreten (vergl. Abb. 3.11 links
und rechts). Aus der Dispersionsrelation des verbreiterten Stromungsprofils ergibt sich dagegen
ein Abfall der Phasengeschwindigkeit w/Re(iV, In (¢°/v%,,)) (Abb. 3.9), da mit Verbreite-
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Abb. 3.10: relative ,,Phasengeschwindigkeit* w/PRe(iV,In (77/¢4,, ))/Up. Parameter:
xr = 12mm, f = 2Hz. Die Schwankungen lassen sich auf die Variation der Temperatur
zuriickfithren (siche Abschnitt 3.3 Gl. (3.12))
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Abb. 3.11: relative ,,Phasengeschwindigkeit® w/9Re(iV,In (ﬁ/CRkt_))/UD. Parameter
|@aks.|, links: experimentell, rechts: numerisch
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rung des Profils die Maximalgeschwindigkeit in der Strahlmitte sinkt. Dieser scheinbare Wi-
derspruch 16st sich auf, wenn man bedenkt, dass die Maximalgeschwindigkeit des Stromungs-
profils zwar sinkt, jedoch das Profil dabei breiter wird, so dass die Teilchenbahnen auf ei-
nem lateral homogeneren Gleichstromungsfeld laufen und so insgesamt schneller werden. Daher
nimmt w/Me(iV, In (7/¢R) )) mit zunchmender Amplitude zu, obwohl die Phasengeschwindig-
keit w/MRe(iV, In (0° /v, )) des Wechselfeldes sinkt.

3.7 Modellierung der Freistrahlinstabilitat durch eine
ﬂbertragungskette

Uberblick: Ziel dieses Abschnitts ist die Entwicklung eines signaltheoretischen Modells fir die
Freistrahlinstabilitéit, das als Testmodell fiir die adaptive Regelung dienen kann. Das Modell be-
steht aus kausalen, in Reihe geschalteten FIR-Filtern mit der Impulsantwort As (im Frequenz-
bereich durch AS beschrieben), die jeweils das Ubertragungsverhalten der Freistrahlinstabilitét
vom Ort z zum Ort xyyq beinhalten (sieche Abb. 3.12). Jedes Kaskadenelement beinhaltet zur
Nachbildung der Sattigung eine Nichtlinearitat.

Die Kausalitat der ﬁbertragungsglieder von Ort z; zu Ort xo, 9 > x; ist physikalisch gesehen
eine starke Einschrankung, da damit eine Ursache-Wirkung-Beziehung in Ausbreitungsrichtung
der Stromung gefordert wird, die durch den parabolischen Charakter der partiellen Differenzi-
algleichung nicht notwendigerweise erfiillt wird. Die Information wird hier durch das Druckfeld
an alle Orte gleichzeitig iibermittelt. Im Gegensatz zu hyperbolischen partiellen Differenzi-
algleichungen gibt es hier keine strikte Ausbreitungsrichtung nur in Stromungsrichtung eine
Vorzugsrichtung fiir die Informationsausbreitung. Die Zeitreihen, die man durch Messung —
beispielsweise der Teilchenauslenkung — an den Orten x1, o erhélt, miissen daher nicht kausal
miteinander verkniipft sein; nicht einmal, wenn der eine Ort weit stromab liegt. Beziiglich des
Aktuators ist jede Zeitreihe natiirlich kausal.

Die Ubertragungsfunktionen AS (bzw. As im Zeitbereich) kénnen aus der numerisch ermittel-
ten Dispersionsrelation oder auch direkt aus experimentellen Daten gewonnen werden. Dabei
wird hier diese signaltheoretische Streichlinienauslenkung mit 1 bezeichnet.

Gewinnt man die Impulsantwort As aus experimentellen Daten, so setzt die Aktuatoriibertra-
gungsfunktion A das Eingangssignal s(¢) in eine Streichlinienauslenkung n(zp,t) am Ort xp um.
Das durch die Filterkette propagierende Signal approximiert damit die experimentell gemessene
Streichlinienauslenkung.

Gewinnt man die Impulsantwort As aus der Dispersionsrelation, so braucht man noch einen
experimentell zu bestimmenden Ubersetzungsfaktor Ap. von der Aktuatorauslenkung auf die

Streichlinienauslenkung der Instabilitdtswelle bei zp (Anhang C.3).
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Zur Nachbildung der Séttigung werden nichtlineare Glieder hinzu geschal-
tet. Benutzt man immer mehr Glieder und verkleinert so den Abstand der
Messpunkte kann die Nichtlinearitat der Storungsausbreitung immer besser
approximiert werden. Allerdings gewinnt der akausale Anteil der Impulsant-
wort mit abnehmendem Abstand zwischen den Modell-Messpunkten immer
groBere Relevanz. Der Dynamikbereich der Ubertragungskette kann durch

Optimierung an den experimentellen Bereich angeglichen werden.

3.7.1 Bestimmung der Impulsantworten der Ubertra-

gungskettenglieder

Die Freistrahlinstabilitat soll durch ein Modell beschrieben werden, das aus
einer Kaskade von FIR-Filtern besteht, die die Wellenausbreitung beschrei-
ben. In Abstanden Az = z;,; — x; wird jeweils die Impulsantwort fiir ein
FIR-Filter aus der Dispersionrelation des lokalen U(z,y)-Profils errechnet.
Die Ubertragungsfunktion kann durch:

. px+Ax
k d
e' Jz (w,z)do w < Werenz

(3.18)

0 D W > Werenz

AS(z,w)ar = {

aus der Freistrahldispersionsrelation k(x,w) gewonnen werden. In Abb. 3.13
ist die Ubertragungsfunktion, die man aus der Dispersionsrelation mittels
Rayleigh-Gleichung erhalt, mit der gemessenen verglichen. Die gemessene
Dispersionsrelation bricht nicht mit wgyen, vollstandig ab. Jedoch entsteht bei
dieser Grenzfrequenz eine qualitative Anderung des Ubertragungsverhaltens.
Die Bestimmung der Ubertragungsfunktion ist mit grofen Unsicherheiten be-
haftet, da der direkte Ubertragungspfad des Aktuators aus den Messdaten
abgezogen werden muss und die Streichlinie nicht nur einen Instabilitats-
wellenanteil beinhaltet (siche Diskussion in Abschnitt 3.4 und Anhang C.4).
Desweiteren nimmt fiir hohe Frequenzen wegen des Tiefpasscharakters der
Instabilitat die spektrale Eingangsleistung P, (z, f) bei der experimentellen
Bestimmung von AS(z,w) mit dem Laufweg x stark ab. Daher wurde das
Aktuatorsignal fiir hohe Frequenzen stark angehoben (Prewhitening), um

l 1(%Ena, t)

Abbildung 3.12:
Kaskade

gentigend Signalstarke zu Orten weit stromab zu transportieren. Durch das Prewhitening und

die stromab sich stiarker auswirkende Tiefpasscharakteristik sind keine verfilschenden Fenste-

rungen im Frequenzbereich oder Regularisierungsmethoden wie spektrales Abschneiden oder

Tikhonov-Regularisierung (siche Kap. 5) notwendig. Jedoch darf die Aktuatoramplitude fiir

das Prewhitening nicht zu grofi gewéhlt werden, um Nichtlinearitdt zu vermeiden. Als Kom-

promiss wird mit einer Amplitude von circa 400 Steps angeregt, die dann im Bereich zwischen

12-15Hz abfillt. In Abb. 3.13 sind die mit weniger Sicherheit, also mit geringerem spektralen
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AS = AS(z,w)az, Az =0.08mm
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Abb. 3.13: ﬂbertragungsfunktion AH der Strahlauslenkung von den Position x zu der
Position = + Az fiir verschiedene x-Positionen. In Pfeilrichtung wéachst die Frequenz f an,
jeder Punkt entspricht f = 1-Af 1 > 1 (ohne Gleichanteil [ = 0), Af = 22X Hza 0.4 Hz.
Up = 5.4cm/s.

Leistungstransferfaktor

_ BaN/Ba(f))y
Pake.(f)/(Paxe. (1)) 4

pTransfer(f) (319>

bestimmten Ubertragungsfaktoren speziell gekennzeichnet. Dabei ist Py, (f)/(Pi(f)); zuséitzlich
auf die normierte spektrale Leistungsdichte des Aktuatorsignals Pay. (f)/(Pakt.(f)); normiert
worden. Der Leistungstransferfaktor fallt oberhalb der Grenzfrequenz der durch den Wellen-
ansatz errechneten Dispersionsrelation stark ab. Dies ist ein Indiz dafiir, dass die Wellenaus-
breitung sich an diesem Modenverzweigungspunkt qualitativ andert. Die Wellenausbreitung im
Sinne eines Exponentialansatzes geht hier in eine andere Form tiber, deren Ausbreitung stéarker
gedampft ist.

Das Filter As am Ort x, das die Instabilitatswelle zum Ort x + Ax tibertragt, soll — so der
Modellansatz — durch

As(z,t)a, = F! {AS(:L’,w)}LZO (3.20)

beschrieben werden, und das Filter As soll kausal sein, d.h. die Fourier-Riicktransformierte
F~1{AS} muss fiir negative Zeiten verschwinden.
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Abb. 3.14: Impulsantworten F~! {fj(x + Az)/7f(x)} vom Ort £ = 10mm zu den
Orten x + Axz. Die Impulsantwort hat akausale Anteile, Up = 5.4 cm/s

Die theoretische Impulsantwort der Filters, das durch die Dispersionsrelation entsteht, ist al-
lerdings akausal, da die Dispersionsrelation bei wgen, abbricht. Auch experimentell fallt die
Ubertragungsfunktion zu hohen Frequenzen hin zu schnell ab, so dass dabei ebenfalls akausale
Anteile in der Impulsantwort entstehen. Die Abbildung 3.14 zeigt die Impulsantwort gemessen
vom Ort x = 10mm zu den Orten x + Ax. Selbst fiir groflere Az gibt es Anteile der Impuls-
antwort fiir negative Zeiten. Diese akausalen Anteile der experimentell ermittelten Impulsant-
worten sind etwas kleiner als die Anteile der aus der Dispersionsrelation direkt bestimmten
Impulsantwort.

Mochte man den Grenzprozess lim Az — 0 durchfiihren, so lésst sich die Wellenausbreitung
mittels kausaler Ubertragungsglieder immer schlechter beschreiben. Letztendlich lauft die Frage
darauf hinaus, ob man diese Wellenlosung durch immer kleinraumigere konzentrierte Elemente
ersetzen kann und so zu einer differenziellen Beschreibung des Systems iibergehen kann. Da die
Losungen der Rayleighgleichung fiir den Freistrahl nur fiir w < wgren, existieren, miissen fiir den
Grenziibergang lim Az — 0 auch Losungen der Eulergleichung, die das Verhalten von w > wgyen,
beschreiben, miteingeschlossen werden. Dies soll hier aber nicht weiter verfolgt werden.

Zur Bestimmung der Filterkaskade mit einer Teilung aus n Filtern bis zur Position zg,q =
n - Az muss die gemessene oder aus der Dispersionsrelation berechnete Ubertragungsfunktion
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Abb. 3.15: Konvektive Verstiarkung der Streichlinienauslenkung von direkt unterhalb
der Diise zp zum Ort x = 26 mm. Im Vergleich ist die Methode GI. (3.23) — das neue Filter aus
den schon berechneten Filtern zu bestimmen — breitbandiger.

Hgon(z, f) durch die Hintereinanderschaltung der n Filter As(IAz)a, reproduziert werden:

ﬁf{ﬁs(ml‘»ﬂm} = Hoon(nAz,w). (3.21)

=1

Zur Bestimmung der Impulsantworten As gibt es zwei unterschiedliche Methoden. Entweder
versucht man das Filter von Position [ - Az zu Position (I 4 1) - Az direkt durch

Hsoll(lAma w)
Hsoll((l - 1)A£L‘, CU)

As(iAz, t)pap = F! { (3.22)

t>0

zu bestimmen oder man bezieht die schon berechnete vorhandene Filterkette mit ein und be-
rechnet das l-te Filter durch:

As(IAz,t)pr = f—l{ _ Hsoll(lA.l',w) }
Hj:lf{AS(]AI,t)AQE})

(3.23)

t>0

Da der Tiefpasscharakter der Soll-Ubertragungsfunktion mit dem Laufweg ausgepragter wird,
bereitet die Invertierung wenig Schwierigkeiten. Man stellt fest, dass mit der letzteren Methode
(Gl. (3.23)) die Gesamtiibertragungsfunktion etwas besser reproduziert wird (siehe Abb. 3.15).
Durch die Beschréankung auf kausale Filter ist nicht mehr jede Betrags- und Phasenkombinati-
on moglich (Kramers-Kronig-Relationen), daher geht spektrale Information verloren, die nicht
mehr durch nachfolgende Filter zuriickgeholt werden kann. In Abb. 3.15 sieht man ferner, dass
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Abb. 3.16: Amplitudenabhangigkeit der Streichlinienauslenkung eines Sinussignals mit
2Hz, Up = 5.36 cm/s. Messdaten: durchgezogene Linien. Simulation: gestrichelte Linien. Links:
die raumliche Entwicklung des Maximums. Rechts: die Amplitude der Harmonischen

die Kausalitatsbedingung zu hohen Verlusten der tibertragenen Signalleistung vor allem bei ho-
hen Frequenzen fiihrt, die gemessene Ubertragungsfunktion fallt zu hohen Frequenzen weniger
steil ab.

3.7.2 Modellierung der Nichtlinearitat

Das Sattigungsverhalten der Freistrahlinstabilitat lésst sich — wie in Abschnitt 3.5 dargestellt —
nur schwer quantitativ beschreiben. Das qualitative Modell dort legt eine amplitudenabhangige
Dampfung der Anfachung nahe, sowie die Erniedrigung des Phasengradienten, wenn man die
Auslenkung der Streichlinie betrachtet.

Als Nichtlinearitédten, die eine Sattigung des Signals s(z,t) bewirken, kénnen zum Beispiel
atanh(s(z,t)/a) oder Polynome s(z,t) + e3s(x,t)® + e5s(x,t)® + ... gewahlt werden.
Verkleinert man den Abstand Az immer weiter, so kann die Taylorentwicklung bei immer
niedrigeren Potenzen abgeschnitten werden, da die Anderung der Auslenkung von Filter zu
Filter immer kleiner wird. Damit bleibt €3 als entscheidender Parameter iibrig. Dieses Konzept
konnte eine einfache nichtlineare Darstellung der sonst sehr schwer zu beschreibenden Dynamik
der Séttigung ermdglichen, wenn ein Grenziibergang Ax — 0 moglich ware. Allerdings fiihren
— wie oben erwédhnt — die immer kleineren raumlichen Abstdnde der Filter zu immer gréfleren
Verlusten in der Gesamtverstarkung der Kaskade.

Es ist moglich die Nichtlinearitat auf verschiedene Arten in die Filterkaskade einzubauen, die
Vor- und Nachteile einiger Konfigurationen werden in Anhang D.1 beschrieben. Die in Abb. 3.16
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Abb. 3.17: Einfaches Signal-Modell mit Riickkopplung

dargestellte Sattigung der Streichlinienauslenkung mit zunehmender Aktuatoramplitude lasst

sich mit der besten im Anhang D.1 beschriebenen Konfiguration annahernd simulieren.

3.8 Modellierung der globalen Instabilitat durch digitale
Filter

Die Moden der globalen Instabilitdt konnen mittels der im letzten Abschnitt modellierten
konvektiven Instabilitat durch zusatzliche Riickkopplung eines Filters von der Keilposition
zur Diise dargestellt werden (sieche Abb. 3.17). Dieses Filter reprisentiert die Strahl-Kanten-
Wechselwirkung (SKWW) und kann durch die adaptive Regelung ermittelt werden, davor und
danach sind noch zwei Nichtlinearitaten geschaltet, mit denen man das Riickkopplungssignal
einstellen kann. Von besonderem Interesse ist der Vergleich zwischen Simulation und Experi-
ment beziiglich der Spektren und der Modeniibergénge bei Variation des Diise-Keil-Abstands,
der im Folgenden mit L bezeichnet ist. Durch Optimierung wird ein optimaler Parametersatz
{ai,...,an,b,c} in Abb. 3.17 eingestellt, der dann fiir alle Diise-Keil-Abstédnde benutzt wird.
Das Modell produziert ein nicht fiir alle Keilabstande und Stromungsgeschwindigkeiten richtiges
Verhalten. Dennoch ist es moglich in gewissen Bereichen gute Ubereinstimmung in Bezug auf
den Ort x des Modenwechsels und den zu den Moden gehoérenden Leistungsspektren zu erzielen,
wenn man die Laufzeit der Filterkette etwas verandert. Daher wurde vor das Keilfilter noch
ein Laufzeitglied geschaltet. Mit der richtigen Wahl der Laufzeit trifft man dann in Abb. 3.18
(rechts unten) den unteren Frequenz-Peak der Messung, allerdings liegt dann der obere etwas
zu niedrig. In der gleichen Abbildung rechts oben ist die dadurch vorausgesagte Frequenz dann
auch etwas zu niedrig. Bei kleinerer eingefiigter Laufzeit springt das System schon bei L/d =7
in die néchst héhere Mode (man erhélt dann ein &hnliches Bild wie bei L/d = 8).

Das simulierte Spektrum rechts unten fiir L /d=8 ist durch kurze gezielte Anregung mit der un-
teren Frequenz entstanden. Die Mode mit der hoheren Frequenz, die die groffere Anwachsrate
hat, verdriangt dann die tiefere Mode. In der Simulation ist das simultane Vorhandensein von
zwei Peaks im Leistungsspektrum, die etwa im Frequenzverhaltnis 2:1 stehen, schwer einzustel-
len. Experimentell kann dies beobachtet werden (siehe Kapitel 4). Inwiefern es sich dabei um
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Abb. 3.18: Vergleich zwischen Simulation und Messung fiir die globale Instabilitat bei
L/d=T bzw. L/d=8. Links: Auslenkung der selbsterregten Schwingung: oben Momentanauf-
nahme und unten Amplitudenverlauf. Rechts: spektrale Leistungsdichte. (Up = 5.4cm/s,
d = 4mm)

das Spektrum einer Mode oder das Spektrum zweier unabhéngig existierender Moden handelt,
wird unter anderem im nachsten Kapitel untersucht.
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Kapitel 4

Struktur und Dynamik der Moden

Die ersten Untersuchungen des Strahl-Kanten-Systems wurden von SONDHAUS (1854 [43]) mit-
tels eines Luftstrahls, der aus einem ebenen Schlitz austritt und auf eine dazu mittig angeord-
nete Schneide (Kante) trifft, vorgenommen. Die dort oberhalb einer bestimmten Reynoldszahl
auftretenden ,,Schneidentone“ zeigen bei kontinuierlicher Veranderung des Abstandes zwischen
Schlitz und Kante Spriinge in der Frequenz, die durch den Wechsel des Systems von einer Mo-
de in die néchste hervorgerufen werden. Mit zunehmendem Abstand sinkt die Frequenz etwa
umgekehrt proportional zum Abstand, um dann bei einem kritischen Abstand in eine héhere
Mode mit circa doppelter Frequenz zu springen. Verringert man nun den Abstand wieder, so
findet der Modensprung nicht beim selben kritischen Abstand, sondern erst bei einem kleineren
statt.

Diese Art der Hysterese lasst sich auch hier beobachten. Die Frequenzverhaltnisse sind dabei
nicht ganzzahlig. Fiir hohere Systemzustande wird ein gleichzeitiges Vorhandensein verschiede-
ner ,Moden“ beobachtet, d.h. das Leistungsspektrum der Strahlschwingung enthéalt Frequenz-
spitzen, die eigentlich einer benachbarten Mode zuzuordnen sind. Dabei stellt sich die Frage, ob
es sich um ein Nebeneinander verschiedener einzeln existenzfahiger Moden handelt oder um ein
Miteinander der Frequenzkomponenten, so dass von einer einzigen komplexen Mode gesprochen
werden kann.

Im Falle nebeneinander existierender Moden muss man davon ausgehen, dass jede Mode einzeln
die Randbedingungen an Keil und Diise erfiillt. Die zu den verschiedenen Moden gehérenden
Frequenzkomponenten breiten sich dann vollig unbeeinflusst voneinander auf dem Strahl aus.
Auch alle anderen Prozesse, wie die Strahl-Kanten-Wechselwirkung und die Anregung der In-
stabilitatswelle an der Diise, waren trotz der beteiligten Nichtlinearitaten in guter Naherung
superponierbar.

Im anderen Fall sind die Frequenzkomponenten miteinander verkoppelt, so dass sie nur gemein-
sam die Randbedingungen erfiillen.

Im Abschnitt 4.7 wird die Dynamik der Moden innerhalb der héheren Systemzustande auf

Synchronisation untersucht.
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Abb. 4.1: Blockdiagramm des Strahl-Kanten-Systems

=

Zu Beginn dieses Kapitels wird die Modenstruktur der Strahl-Kanten-Stromung detailliert dar-
gestellt. Die in der Literatur betrachtete Endkorrektur wird diskutiert. Besonderes Augenmerk
wird auf das raumliche Anwachsen der Auslenkungsamplitude der Moden zwischen Diise und
Keil gelegt.

4.1 Zerlegung der Strahl-Kanten-Stromung in konzen-

trierte Elemente

Oberhalb einer gewissen Stromungsgeschwindigkeit und eines bestimmten Diise-Keil-Abstandes
beginnt das Strahl-Kanten-System selbsterregt zu schwingen. Die Energie dieser Schwingung
wird der Gleichstromung durch die Freistrahlinstabilitat entzogen. Nimmt man an, dass sich der
Riickkopplungsmechanismus der Strahl-Kanten-Stromung durch eine Riickkopplungsschleife be-
schreiben lasst (POWELL [37, 38] und zusammenfassend [23]), so kann man die Strahl-Kanten-
Stromung in einzelne Ubertragungsglieder zerlegen. Die Instabilitéiit des Strahl-Kanten-Systems
kann dann wie folgt beschrieben werden:

Eine kleine laterale Strahlauslenkung direkt unterhalb der Diise wird durch die Freistrahlinsta-
bilitat verstiarkt. Beim Auftreffen des Strahls auf den Keil entsteht durch die Strahl-Kanten-
Wechselwirkung ein Druckfeld, das wiederum an der Diise eine neue Storung erzeugt, die dann
wieder verstarkt wird. Ist die Gesamtschleifenverstarkung grofer als eins bei einer Frequenz, bei
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der das Riickkopplungssignal um eine ganze Zahl von Schwingungsperioden gegentiber dem ur-
spriinglichen Storsignal verschoben ist, so wird die Storung anwachsen bis Nichtlinearitaten sie
begrenzen und so die Gesamtschleifenverstarkung genau eins ist. Die Storung erfasst nach einer
gewissen Zeit die gesamte Stromung. Die stationare Stromung ist damit global instabil. Die Be-
schreibung dieser globalen Instabilitit legt eine Aufteilung des Systems wie in Abb. 4.1(rechts)
nahe. Die Riickkopplung geschieht akustisch durch ein Druckdipolfeld. Es liegt also keine in die
Stromungsdynamik unaufloslich integrierte Riickkopplung vor, wie sie zum Beispiel bei der ab-
soluten Instabilitat der Karmanschen-Wirbelstrafie nahe des senkrecht angestrémten Zylinders
[7] vorkommt.

Im Folgenden werden die Eigenschaften der einzelnen Systembausteine zusammengefasst.

Anregung der Instabilitatswelle

Die von der Strahl-Kanten-Wechselwirkung und dem Aktuator ausgehenden Kraftfelder
(—Vpskww bzw. —Vpaki.) wirken in Diisennéhe auf den austretenden Strahl ein und erzeu-
gen ein Wechselgeschwindigkeitsfeld unterhalb der Diise, das die Instabilitdtswelle anregt. In
dem Blockschaltbild Abb. 4.1 ist der Anregungsmechanismus durch die Ubertragungsfunkti-
on von —Vp(xp) auf die Wechselgeschwindigkeit Op,st(2p) der Instabilitdtswelle unterhalb der
Diise charakterisiert. Dabei sei —Vp(zp) ein charakteristischer Druckgradient in Diisennéhe,
den man ohne iiberlagerte Strahlstromung vorfinden wiirde; auch ¥, (2p) ist eine charakte-
ristische Wechselgeschwindigkeit, die das Stromungsfeld der Instabilitatswelle in unmittelbarer
Diisennéhe charakterisiert, also nicht das Nahfeld der Diise enthalt.

Trotz der raumlich leicht unterschiedlichen Verteilungen der Potenzialfelder der Strahl-Kanten-
Wechselwirkung und des Aktuators, sollte sich die Wirkung der beiden Anregungsmechanismen
in Bezug auf die Anregung der Instabilitatswelle nicht deutlich unterscheiden. Daher kann
man dem Druckfeld der Strahl-Kanten-Wechselwirkung eine effektive Wechselschnelle 0. des
Aktuators zuordnen. Fiir die Umsetzung der Aktuatorschnelle in die Instabilitatswelle fehlt
allerdings ein Modell. Der Zusammenhang zwischen diesen Gréflen ist in Anhang C dargestellt.

Konvektive Instabilitat

Die Instabilitatswelle breitet sich stromab aus und wachst dabei stark an. Dieser Verstarker
ist, wie in Kap. 3 dargestellt, stark nichtlinear und sattigt sich selbst. Das mittlere Strahlpro-
fil verbreitert sich durch das Anwachsen der Wechselamplituden, so dass die Anfachung mit
zunehmender Amplitude abnimmt. Das rdumliche Anwachsen der Instabilitdtswelle mit dem
Laufweg wird in Abschnitt 4.5 behandelt. Die maximale konvektive Verstiarkung des Freistrahls
pro Diisenbreite hangt nur wenig von der Stromungsgschwindigkeit und x-Position ab und be-
triagt circa 6-10dB/d. Der Phasengradient der Wechselgeschwindigkeit PRe{iV, In (0/v},, )} ist
amplitudenabhangig und steigt mit wachsender Amplitude leicht an.
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Strahl-Kanten-Wechselwirkung und Riickkopplung

Die Wechselwirkung zwischen Instabilitdatswelle und Keil fiihrt zu einem dipolartigen Druck-
feld. Die Starke und die effektive raumliche Position dieses Dipols in Abhéngigkeit von der
Strahlauslenkung und der Frequenz sind schwierig zu ermitteln. Ein Modell fiir die Strahl-Kan-
ten-Wechselwirkung kann fiir kleine Wechselamplituden durch das Uberfithren der Freistrahlin-
stabilitdt in eine Mode gewonnen werden, die am Keil wieder anlegt(,,mode matching*/Wiener-
Hopf-Methode [8]). Fiir groBere Amplituden zerféllt der Strahl in Wirbel (siche Simulation von
OHRING [34]). Eine umfassende theoretische Beschreibung der Strahl-Kanten-Wechselwirkung
muss daher die gesamte raumliche Wirbeligkeitsverteilung mitberiicksichtigen.

In einer einfachen Beschreibung der Strahl-Kanten-Wechselwirkung bremst der Keil die peri-
odische Querbewegung des Strahls ab. Dafiir muss der Keil eine Kraft auf das ihn umgebende
Medium ausiiben. Dies fithrt zu einem akustischen Dipolfeld, das in Abb. 4.1 fiir den nach
rechts laufenden Strahl eingezeichnet ist. Die raumliche Position des effektiven Dipols auf dem
Keil liegt circa eine viertel Wellenldnge stromab ([24, 25]). Da der senkrecht zum Keil durch
die Strahlstromung transportierte Impuls vom Keil ,;absorbiert® wird, ist die Dipolstéarke fiir
sehr kleine Strahlauslenkungen proportional zur lateralen Geschwindigkeit und proportional
der Langsgeschwindigkeit des Strahls.

Die Strahl-Kanten-Wechselwirkung kann als Ubertragungsfunktion von der Auslenkung der
Streichlinien direkt oberhalb des Keils zur Streichlinienauslenkung direkt unterhalb der Diise
durch die adaptive Regelung (siche Kapitel 5) ermittelt werden. Allerdings sind bei dieser indi-
rekten Methode Sekundérprozesse beteiligt, wie die Modellannahmen zur Regelung (Annahme
einer Zieliibertragungsfunktion) und Zwischenprozesse, wie z. B. die Umsetzung der Streichlinie
in das Wechselfeld. Durch deren Einfluss sind die Ergebnisse schwer zu interpretieren.

In Anhang E.1 wird das in diesem Abschnitt behandelte Modell der Strahl-Kanten-Stromung
auf die Streichlinienauslenkung bezogen. Dort werden die in Kapitel 3 dargestellten Phasenénde-
rungen abgeschatzt, die sich aufgrund der Messung der Streichlinie anstelle des Geschwindig-
keitsfeldes ergeben.

4.2 Messverfahren

Aus der Auslenkung der Mitten-Streichlinie 7(x,%) = 7(, t, Tstart> Ystart) | (zearem—o0, ystare=0) KNI
durch zeitliche Fouriertransformation das Amplitudenspektrum bestimmt werden. Die spektra-
le Amplitudendichte um die Spitzenwerte w; des Spektrums wird in einer kleinen Umgebung
aufintegriert und in der komplexen Amplitude 7;(z) zusammengefasst, so dass die Streichli-

nienbewegung aus wenigen Komponenten bei den diskreten Frequenzen w; zusammengesetzt
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werden kann:

iat) = [ wwetd= [ i)l e 3 i)t (@4

o0 —00

mit on(z,w) = —arg{n(z)/n(zp)} = /z Re{iV, In (1)(z") /(D)) pda'. (4.2)

Dabei gibt es keine ausgezeichnete Normierung fiir die Streichlinienauslenkung, so dass 7(zp)
herangezogen wird. Im Fall der hier benutzten diskreten Fouriertransformation werden die am
meisten Leistung tragenden Frequenzen in jedem relevanten Frequenzband i ausgewahlt, die
zugehorigen Peakfrequenzen w; durch quadratische Interpolation des log-Spektrums bestimmt
und schliellich die zugehorigen komplexen Amplituden 7;(z) berechnet.

Aus den Peakfrequenzen w; wird die fiir die Mode m charakteristische Frequenz w,, ausgewahlt,
indem zusatzlich die raumliche Verteilung der Strahlauslenkung einbezogen wird. Dies ist not-
wendig, da bei grofleren Keilabstianden, insbesondere ab Mode II, mehrere Peaks ahnlicher
Leistung im Spektrum zu finden sind, deren Frequenzen nicht harmonisch liegen, also nicht zur
gleichen Mode gehdren konnen. Anhand der rdumlichen Schwingungsform kann entschieden
werden, welches w; dem Systemzustand zugeordnet wird. Dieses Problem wird in Abschnitt 4.6
ausfithrlich behandelt und die damit verbundene Koexistenz von Moden wird in Abschnitt 4.7
untersucht.

Fiir die Ergebnisse dieses Kapitels wurden zwei unterschiedlich breite Diisen benutzt: d = 2 mm
und d = 4mm mit einer Tiefe von jeweils 36 mm. Der Keilabstand kann mit einer Genauigkeit
von etwa 2/10 mm eingestellt werden. Desweiteren wird die Temperatur und die Durchfluss-
geschwindigkeit gemessen, die man zur Berechnung der Reynoldszahl und der Strouhalzahl
benotigt.

4.3 Raumliche Struktur: Phasenbeziehungen und Wel-

lenzahl

Die gemessene Phase von 77 ist in Abb. 4.2 als Funktion des Laufweges dargestellt. Der Gradient
der Phase ist aufgrund der Nahfelder an Diise und Keil und der sich mit dem Laufweg éndernden
Ausbreitungsgeschwindigkeit der Instabilitdtswelle nicht konstant. Daher ist die Zuordnung
einer Wellenzahl £, zu der Mode m abhéngig davon, welche Aussagen man mit der Wellenzahl
verbinden mochte.

Wenn man die Wellenzahl einfach als eine fiir die Mode charakteristische Zahl betrachtet, dann
ist die Phasendifferenz zwischen der Strahlauslenkung direkt unterhalb der Diise und der direkt
oberhalb des Keils bezogen auf die Lauflinge L eine solche Wellenzahl (siche Abb. 4.1). Diese
wird in Abschnitt 4.3.1 untersucht.

Schlieft man die Nahfelder aus der Betrachtung aus, so kann man den Gradienten der Phase
der Streichlinienauslenkung dort bilden, wo die Phase ndherungsweise linear verlauft. Damit
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arg{7)/7(xp)} [2 7]

relativer Laufweg x/L

Abb. 4.2: Phase in Abhangigkeit des normierten Laufwegs. Fiir verschiedene Moden und
Reynoldszahlen sind die Phasen der Hauptfrequenzkomponenten linear bis zum Keil extrapo-
liert. Gestrichelte Linien zeigen den extrapolierten Anteil, die Farbskala kodiert die Reynolds-
zahl (gefiillte Symbole d = 4 mm, sonst d = 2mm).

kann die Phasenanderung aufgrund der Instabilitatswellenausbreitung von den Nahfeldern ent-
koppelt werden. Ein besseres, aber aufwendigeres Verfahren besteht darin, die WKB-Losung
(d.h. die Streichlinie, die auf Basis des WKB-Feldes bestimmt worden ist,) im Fernfeld an die
Streichlinienauslenkungen anzupassen und in das Nahfeld zuriick zu extrapolieren. Damit hétte
man eine physikalisch motivierte Definition des Nahfelds.

Der mittlere Phasengradient — gebildet auflerhalb der Nahfelder — gibt somit ein Maf§ fiir die
Gesamtphasendrehung der Instabilitatswelle an. Da die gesamte Riickkopplungsschleife eine
Phasendrehung von —m - 27 hat, muss die Phasendrehung, die nicht von der Instabilitatswelle
herriihrt, durch die Wechselwirkung des Strahls mit dem Keil und der Anregung der Instabi-
litatswelle an der Diise entstehen. Diese Sichtweise wird in Abschnitt 4.3.2 verfolgt und oft in
der Literatur diskutiert.

4.3.1 Phasenbeziehung zwischen den Streichlinienauslenkungen an
Diise und Keil

Untersucht man die Phasenbeziehungen innerhalb des selbsterregt schwingenden Strahl-Kanten-
Systems, so macht man zunéchst eine sehr einfache Feststellung: Die Streichlinienauslenkungen
N(zp) direkt unterhalb der Diise und 7)(xken) direkt oberhalb des Keils sind fiir alle Moden
etwa gegenphasig, wie in Abb. 4.2 zu sehen. In Abb. 4.3 ist die Phasendifferenz als Funktion
von L/d aufgetragen.
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Abb. 4.3: Phasendifferenz gegen den normierten Abstand zwischen Diise und Keil.
o Mode I, © Mode II, ~ Mode III, o Mode IV; gefiillte Symbole d = 4 mm, sonst d = 2 mm; die
Farbe kodiert die Reynoldszahl von blau nach rot.

Damit erhiilt man als Phase der Strahl-Ubertragungsfunktion einschlieBlich aller Nahfelder an

Keil und Diise § = 2(Zxei).
A(zp)

arg {’77;5(‘23;) } ~ —(2m—- 1. (4.3)

In Abb. 4.4 ist diese Phase modulo 27 in einer vergrofierten Darstellung als Funktion von L/d

gezeigt. Fiir jeweils feste Modenordnung m erkennt man einen leichten Anstieg der Phasen-

verzgerung zu groferen L/d. Die Ubertragungsfunktion % kann in eine effektive Aktua-
toriibertragungsfunktion % umgerechnet werden, die das Druckdipolfeld der Strahl-Kan-
Akt.

ten-Wechselwirkung charakterisiert. Dazu wird die Ubertragungsfunktion von der iquivalenten
Aktuatorauslenkung af, auf die Streichlinienauslenkung durch die Strahlrezeptivitat A aus
Gleichung (C.14) einbezogen:

ﬁ(zKeil) _ ﬁ($Keil)A

Akt n(zp)

= AS. (4.4)

Der oben erwahnte leichte Anstieg der Phasenverzogerung fiir eine bestimmte Mode wird durch
die Einbeziehung der Strahlrezeptivitat zum Teil kompensiert.

Die einfache Phasenbeziehung von —n zwischen Diise und Keil ist erstaunlich, da die einzel-
nen beteiligten Prozesse im Detail sehr unterschiedliche Abhéngigkeiten von der Strouhalzahl
und dem Keilabstand haben. Man wiirde erwarten, dass sich eine einfache Phasenbeziehung
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Abb. 4.4: Phasenbeziehungen zwischen Diise und Keil. Oben: Phase der Strahl-Uber-
tragungsfunktion (Phase modulo 27 aus Abb. 4.3), Mitte: Phase der Strahlrezeptivitit, un-
ten: Phase der Ubertragungsfunktion der dquivalenten Aktuatorauslenkung zur Auslenkung

am Keil. Legende siehe Abb. 4.3.



4.3. Réaumliche Struktur: Phasenbeziehungen und Wellenzahl 53

0 ! ! ! = T ] =
| | | I A
w ! ! i ' T !
= i | : [ i i [ I
E 1 _..:..?....-O—--l-.i..! o el A;__;_, %“A - ir e S
2 |.i7 P a8 O TETRebRecit
= i ; . . e 0%y
g 1 e i o R S 8—%— ----- I—D——
= E | | i R
| | 0 ead
3 i i i i i i i o oy
"1 3 5 10 15 20 25 30 40 50
L/d

Abb. 4.5: Endkorrektur der Moden. o Mode I, ¢ Mode II, » Mode III, o Mode IV, x Mode V
; gefiillte Symbole d = 4 mm, sonst d = 2 mm; Farbe kodiert von blau nach rot die Reynoldszahl
(Abb. 4.6).

im zugrundeliegenden Stromungsfeld einstellt und nicht in der Streichlinienauslenkung. Da-
her wird vermutet, dass zwei dhnliche, aber entgegengesetzte Prozesse (vergleichbar mit der

Strahlrezeptivitét) an Diise und Keil stattfinden.

4.3.2 Phasendrehung bei der Instabilitatswellenausbreitung

Die Phasendrehung aufgrund der Instabilitdtswellenausbreitung kann durch den mittleren kom-
plexen Phasengradienten berechnet werden, der nur an den Stromab-Positionen z; < = < x5
in Abb. 4.2 ausgewertet wurde, an denen er etwa konstant verlauft. Die Phasendrehung der
Instabilitatswelle zwischen Diise und Keil kann daraus extrapoliert werden.

Betrachtet man die aus der Instabilitatswelle resultierende Phasendrehung von Diise zu Keil

OPrnst. A
Mg = 1+ (252 ~ L g1 /(50)) s (45)
X Tp <T<TKeil

so kann man fragen, welche Phasendifferenz € in Einheiten von 27 an der Erfiillung der Schlei-
fenbedingung —27 - m fehlen:

8 ns
27T~€:—27Tm+L~< Ll t'> . (4.6)
ox
TD <T<ZTKeil

Dabei ist € die sogenannte Endkorrektur, die u.a. bei POWELL [37], CRIGHTON [8], MAUREL [27]
und HOWE [20] diskutiert wird. Ein negatives € stellt eine Phasenverzégerung dar. Diese restli-
che Phasendrehung € - 27 muss durch andere Prozesse, wie die Strahl-Kanten-Wechselwirkung,
die Anregung der Instabilitdtswelle oder verlangerte/verkiirzte Laufwege erklart werden.
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Koeffizient CRey CcL/d Cq Cm
Wert 4-107*{ -9-107% | —0.2/cm | 0.03
auf Streuung normiert | 0.23 -1.02 -0.23 0.30

Tabelle 4.1: Regressionstabelle fiir die Endkorrektur

Die Endkorrektur ist dabei nichts anderes als der Achsenabschnitt nach einer Extrapolation der
in Abb. 4.2 gezeigten Phasen nach x/L = 0 und einer Verschiebung der Kurven um circa 7 nach
unten, so dass sie bei /L = 1 ein Vielfaches von —2r erreichen. Die Endkorrekturwerte sind fiir
sehr kleine Keilabstande wegen der zusammenwachsenden Nahfelder an Diise und Keil nicht mit
Sicherheit bestimmbar. Ebenso wird die Bestimmung von € durch den stromab beschrankten
Messbereich ungenauer, da die Phase sehr weit extrapoliert werden muss und somit der stromab
grofler werdende Betrag des Phasengradienten nicht angemessen beriicksichtigt wird. Daher ist
fiir grofle Keilabstiande die Endkorrektur zu grof bestimmt, was auch Abb. 4.5 vermuten lasst.
Um die Abhéangigkeit der raumlichen Struktur von der gewéhlten Diisenbreite und damit von

der Kanalgeometrie zu untersuchen, wird hier eine Regressionsanalyse mit dem Modell
€ = CregReq +crjal/d +cqd 4+ ¢y m mit € = (L/A —m) (4.7)

durchgefiihrt. Das Modell kann die Varianz der Endkorrektur um circa 40% vermindern. Dabei
werden nur solche Reynoldszahlen berticksichtigt, die Daten von beiden Diisen beinhalten.
Der Parameter Keilabstand L/d hat den grofiten standardisierten Regressionskoeffizienten. Die
restlichen drei Parameter gehen etwa mit gleichem Gewicht ein (siche Tab. 4.1). Mit gréferem
Keilabstand und gréferer Diisenbreite wird die Endkorrektur betragsmafig grofer, wahrend sie
mit steigender Reynoldszahl und steigender Modennummer sinkt. Damit lasst die Untersuchung
den Schluss zu, dass die Kanaltiefe B kaum einen Effekt auf die Varianz der Endkorrektur hat,
da sonst eine groflere Abhéangigkeit der Endkorrektur von der Diisenbreite zu erwarten gewesen

ware.

4.4 Zusammenhang zwischen raumlicher und zeitlicher

Struktur: Modenspektrum

Die im letzten Abschnitt untersuchte raumliche Phasenédnderung % soll nun mit der gemes-
senen zeitlichen Anderung % = wy in Verbindung gebracht werden. Die Frequenz wy,, auf
der das System selbsterregt schwingt, hangt fiir eine bestimmte Mode m in guter Naherung
von der leicht korrigierten Phasenlaufzeit der Instabilitatswelle zwischen Diise und Keil ab.

Setzt man nach Gl. (4.6) die Gesamtphasendrehung fiir m Umlédufe durch die Phasendrehung

der Instabilitatswelle mit der Korrektur € an, kann die Strouhalzahl beziiglich der Durchfluss-
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Abb. 4.6: Strouhalzahl der natiirlichen Moden in Abhéangigkeit des Diise-Keil-
Abstandes fiir verschiedene Moden und Reynoldszahlen. o Mode I, ¢ Mode II, » Mode III, o
Mode IV; gefiillte Symbole d = 4 mm, sonst d = 2mm; die Farbe kodiert die Reynoldszahl von
blau nach rot.

geschwindigkeit Up durch

wml W (m + €)27
U Up (*5)

SI‘L = (48)

Xp <X<XKeil

ausgedriickt werden.

Das Modenspektrum der nach Abschnitt 4.2 ausgewahlten Peakfrequenzen wy, ist in Abb. 4.6 zu
sehen. Zum einen sinkt die Strouhalzahl mit grofier werdendem normierten Keilabstand stark
ab und zum anderen steigt sie mit grofferer Reynoldszahl leicht an. Fiir feste Reynoldszahlen
liegen die Strouhalzahlen der Moden nicht ganzzahlig zueinander, da der Phasengradient der
Instabilitatswelle von der Frequenz und der Instabilitatswellenamplitude selbst abhangt und
fiir verschiedene Frequenzen auch unterschiedliche Phasendrehungen durch die Strahl-Kanten-
Wechselwirkung und die Anregung der Instabilitatswelle entstehen konnen.

4.4.1 Absinken der Strouhalzahl mit dem Diuse-Keil-Abstand

Von CRIGTHON [8] (siehe auch HOWE [20]) wird die Strouhalzahl aus der leicht korrigierten
Phasenlaufzeit und bestimmten Annahmen iiber die Rezeptivitiat an Diise und Keil berechnet.
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Abb. 4.7: Strouhalzahl in Abhangigkeit der Reynoldszahl. Legende wie in Abb. 4.6.

Fiir L > d ergibt sich eine Abhangigkeit der Form
Srp, o< (L/d)"Y2, (4.9)

Hier findet man Abhingigkeiten zwischen L=%9~045 Fiir groBere L/d und somit hohere Mo-
den nahert sich die Potenz dem Wert —0.5 ausgehend von etwa —0.05 bei Mode I bis auf etwa
—0.45 bei Mode IV.

Die Phasendrehung pro Laufweg % steigt mit L/d an (Abb. 3.5), und somit fallt Sry, entspre-
chend mit L/d ab (siehe Gl. (4.8)). Jedoch ist die verldngerte Laufzeit nicht der alleinige Grund
dafiir, denn die Endkorrektur € héngt in dem Modell geméfl Gl. (4.8) ebenfalls systematisch von
L/d ab (wie in Tabelle 4.1 gezeigt) und sinkt ebenfalls mit steigendem L /d. Da sowohl @% als
auch die zusatzliche Phasendrehungen durch die Strahl-Kanten-Wechselwirkung und die An-
regung der Instabilitdtswelle (beschrieben durch €) von der Auslenkungsamplitude abhéngen,
lassen sich die beiden Anteile nicht trennen. Letztendlich ist damit die Frequenz w,, in schwer
beschreibbarer Weise von der rdumlichen Verteilung der Auslenkungsamplitude abhéngig, die
in Abschnitt 4.5 untersucht wird.

4.4.2 Anstieg der Strouhalzahl mit der Reynoldszahl

Die Strouhalzahl Sry, steigt mit der Reynoldszahl leicht an (siehe Abb. 4.7). Dies wird plausibel,
wenn man die Entwicklung des U-Profils in Abhéingigkeit von der Reynoldszahl betrachtet. Wie
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Abb. 4.8: Strouhalzahl in Abhéngigkeit von (L/d)/Req. Legende wie in Abb. 4.6.

bei der Plattengrenzschicht kann man sich eine Reynoldszahl mit der Lauflange gebildet denken,
so dass der Ort, an dem sich ein bestimmtes Stromungsprofil eingestellt hat, bei Erhohung
der Stromungsgeschwindigkeit stromab wandert. Betrachtet man einen festen Ort und erhoht

Regq, so hat sich das Profil durch die viskosen Schubspannungen noch nicht so stark verbreitert,

6‘:Dlnst.
ox

Stromungsgeschwindigkeit das Profil andert und damit auch die Instabilitatswelle, die wiederum

damit verringert sich < > und Sry, steigt mit zunehmender Req an. Da sich mit Erhohung der

selbst auf das Stromungsprofil riickwirkt, ist der Prozess Req — oo kompliziert. Die Strouhal-

zahl sollte jedoch fiir Req — oo gegen die konstante Strouhalzahl Srp., gehen (RAGHU &

L
d-Red

auf (Abb. 4.8), so ergeben sich abfallende Kurven, die fiir kleine (L/d)/Req als linear angesehen

MONKEWITZ [40] in Zusammenhang mit dem ,,vortex shedding*). Trégt man Srj, gegen

werden konnen und die y-Achse bei Sry,,, schneiden.

4.5 Raumliche Amplitudenentwicklung der Moden

Die eben diskutierte Reynoldszahlabhéngigkeit der Strouhalzahl wird im Wesentlichen durch
die Amplitudenentwicklung der Instabilitdtswelle mit dem Laufweg bestimmt. Die jeweils am
Keil erreichte Endamplitude der Moden nimmt etwa linear mit L/d zu (Abb. 4.9), wobei ein
geringfiigiger, aber signifikanter Anstieg mit der Reynoldszahl zu beobachten ist, der bei kleiner
Reynoldszahl in der Nahe der Schwelle besonders ausgepragt ist.

Die eingeschwungene Mode hat die Gesamtschleifenverstarkung 1. Die konvektive Verstarkung
der Instabilititswelle muss den kleinen Ubertragungsfaktor (—25dB bis —70dB) der Strahl-
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Abb. 4.9: Erreichte Endamplitude der selbsterregten Schwingung als Funktion des
normierten Keilabstands. Legende siehe Abb. 4.5.

Kanten-Wechselwirkung kompensieren. Dies geschieht fiir L 2 2.5d. Fiir groflere Keilabstédnde
ist das konvektive Verstiarkungspotenzial des Freistrahls immer deutlich gréfler als der Abfall
durch die riickkoppelnde Strahl-Kanten-Wechselwirkung.

Der Freistrahl wird nun — so die Modellvorstellung — durch die entstehenden Wechselschub-
spannungen verbreitert. Je grofler die Amplitude der Instabilitatswelle ist, desto breiter wird
das aufgrund der Reynoldschen Schubspannungen entstehende mittlere Gleichstromungspro-
fil. Die auf das lokale Stromungsprofil bezogene Strouhalzahl verschiebt sich mit wachsender
lokaler Instabilitdtswellenamplitude zu immer hoheren Strouhalzahlen. Dabei nimmt der Ima-
ginarteil der Wellenzahl, entsprechend der Dispersionsrelation fiir das lokale Stromungsprofil
Im{k(z, |fmst.(z)], wm) }, oberhalb einer bestimmten Strouhalzahl als Funktion der Instabilitéts-
wellenamplitude |7,s.| immer stérker ab und damit auch die gesamte konvektive Verstarkung
des Strahls. Insgesamt lasst sich die Amplitudenbedingung der Riickkopplungsschleife formu-
lieren durch:

|itnst. (Txeit)| = |mse. (2D)] - e teit Imik(e, i (2)] wm) Yo (4.10)
|SKWW<|ﬁIn t.(xK 11)|)| PKeil Jm{k(x,|fimst. (€)],wm ) }dz
— |A1nst(wm)\ . LQS e ,esz m{k(z,|fnst. (%) ],wm) } _ (4'11)

Dabei symbolisiert SKWW /L? die Umsetzung von 7j(zk.i) auf die Auslenkungsamplitude a35,
eines gedachten Aktuators, der genau die gleiche Wirkung auf die Anregung der Instabilitats-
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welle hat wie die Strahl-Kanten-Wechselwirkung. Da die Strahl-Kanten-Wechselwirkung durch
ein Druckdipolfeld auf die Diise iibertragen wird, fallt der Ubertragungsfaktor zur Diise mit
1/L? ab. Die Anregung der Instabilitidtswelle wird durch die Ubertragungsfunktion Anst (wm)
von der Aktuatorauslenkung @}, auf die Instabilitdtswellenauslenkung st (rp) beschrieben.
Die Strahl-Kanten-Wechselwirkung steht in einem noch unbekannten Zusammenhang mit der
Endamplitude am Keil |7t (Tkeil)| oder einer anderen Stromungsgrofie, die dann wahrschein-
lich proportional zu |7, (Tken )| ist. Die Strahl-Kanten-Wechselwirkung ist nichtlinear mit der
Auslenkungsamplitude am Keil verkniipft. Man kann sich vorstellen, dass der Linearitéatsbe-
reich aufhort, wenn der Strahl soweit ausgelenkt wird, dass selbst der Strahlrand nicht mehr
in direktem Kontakt mit dem Keil steht. Dann stehen nur noch die durch den oszillierenden
Strahl erzeugten Druckfelder mit dem Keil in Wechselwirkung. Dies entsprache einem Keilab-
stand von ungefdhr 7 L/d, wenn man die Verbreiterung des Stromungsprofils stromab aufler
Acht lasst und von einer durchschnittlichen Strahlauslenkung von 0.15 L ausgeht. Gehen die
Auslenkungsamplituden bzw. der Keilabstand dartiber hinaus, so ist eine Abnahme der Strahl-
Kanten-Wechselwirkung zu erwarten.

Um die in Abb. 4.9 gezeigte lineare Zunahme der am Keil erreichten Streichlinienauslenkung mit
dem Diise-Keil-Abstand verstandlich zu machen, kann man davon ausgehen, dass die potentielle
Strahlverstarkung die Keilriickkopplung stark iiberkompensiert. Dann muss die Strahlbreite
stark zunehmen, damit im eingeschwungenen Zustand die Schleifenverstarkung auf den Wert 1
reduziert wird. Man kann dann erwarten, dass der Strahl am Keil eine so grofie Breite dsirani ena
erreicht hat, dass die mit dsirant ena gebildete Strouhalzahl nahezu den Grenzwert erreicht, bei
dem die konvektive Verstarkung null wird. Nimmt man nun vereinfachend an, dass die am Keil
erreichte Strouhalzahl Srenqa = Wmdsirant end /U tatsdchlich unabhéngig von L/d ist und geht
weiter davon aus, dass wy, oc U/L ist, so folgt

SrendU SI‘end
X

W L

dStrahl end = (4.12)

und schlieBlich mit der fiir groffe Strahlverbreiterungen plausiblen Annahme dgiranlena <
ﬁlnst. (IKeil)
ﬁInst.(xKeil) x L. (413)

Diese Betrachtung legt nahe, dass die gesamte Stromung im hinteren, keilnahen Bereich nur
noch mit L skaliert und nur noch abhangig von der Mode m ist, in der der Strahl schwingt. Die
obige Annahme, dass dsgant end X 7inst. (Tkein) kann mit dem einfachen Modell aus Kap. 3.5.1
und Kap. B.1.2 allerdings nicht direkt in allen Einzelheiten bestitigt werden, da die U(y)-
Profile bei Verbreiterung durch die Faltung mit der Amplitudenverteilung der Instabilitats-
wellenauslenkung nicht selbstahnlich bleiben. In Abb. 4.10 sind die erreichten Endamplitu-
den 7M(Zkeil) & Mmst. (Tkeir) einiger Moden zuziiglich einer Korrektur von 0.3d aufgetragen (d.h.
N(Zkein) + 0.3 o L). Diese Korrektur zeigt, dass erst fiir grofie Keilabstdnde der Einfluss der
Diise auf die erreichte Endamplitude vernachlassigbar wird.
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Abb. 4.10: Amplitudenverhalten von Moden und Modengemischen. Oben: Amplituden-
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Unten: Der auf xrge extrapolierte rms-Wert von 7 zuziiglich 0.3d auf L normiert.
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Wie im néchsten Abschnitt ausfithrlich diskutiert wird, ist in Gegenwart einer hoheren Mode
auch immer eine leicht modifizierte tiefere Mode anwesend. Dabei konkurrieren die verschiede-
nen Moden um das begrenzte Verstarkungspotenzial der Freistrahlinstabilitat. Der rms-Wert
der Streichlinienauslenkung zeigt fiir jeden Systemzustand m, der sich aus den Moden 1...m
zusammensetzt, eine charakteristische Abhéngigkeit vom Laufweg. In Abb. 4.10 (oben) un-
terscheidet sich die Amplitudenabhangigkeit des Systemzustands II, wenn sich zwei Moden
(Peaks im Frequenzspektrum) mit &hnlicher Leistung iiberlagern (griine Kurven), von der mit
einer dominierenden Mode (blaue und schwarze Kurven, wobei die blauen Kurven noch grofiere
Anteile der Mode I enthalten und die schwarzen von Mode II dominiert werden). Die erreich-
ten Endamplituden am Keil sind bei den Systemzustinden mit zwei etwa leistungsgleichen
Peaks geringer (Abb. 4.10 (unten)). Die konvektive Verstarkung des Freistrahls wird offensicht-
lich durch das Modengemisch zweier ahnlich stark vertretener Moden starker herabgesetzt als
durch ein Gemisch mit einer dominanten Mode.

4.6 Hysterese und Systemzustande aus mehreren Mo-

den

In Abbildung 4.11 sind Bilder zweier Systemzustiande zu sehen, die bei gleichem Keilabstand
und gleicher Reynoldszahl moglich sind. Vergroflert man den Abstand zwischen Diise und Keil,
so stellt sich oberhalb eines gewissen Abstands der Stromungszustand um, und eine hohe-
re Mode wird destabilisiert. Verkleinert man den Abstand wieder, so bleibt der eingestellte
Stromungszustand auch zu kleineren Diise-Keil-Abstéanden erhalten. Daher gibt es einen Be-
reich von Keilabstédnden, in dem zwei Systemzustinde existieren konnen. Die Grofle dieses
Hysteresebereichs hangt sehr stark von den Fluktuationen der Stromung ab. Das Gebiet wird
umso grofer, je langer der vorhergehende Systemzustand gedauert hat und je weniger Storungen
man durch das Verschieben des Keils einbringt. Das System reagiert vor allem an den Réandern
des Hysteresebereichs duflerst empfindlich auf hohe eingestreute Frequenzen, die das System
mit groffer Anwachsrate in einen anderen Systemzustand iibergehen lassen.

In Abb. 4.12 sind fiir Req = 230 die Hysteresebereiche eingezeichnet, die man durch vorsichtiges
Verstellen des Keils erhélt. Dabei wurde der Ubergang zwischen Mode I und Mode IT besonders
sorgféltig untersucht. Der Hysteresebereich erstreckt sich typischerweise tiber AL/d = 2.

An den Réndern des Hysteresebereiches lassen sich spontane Wechsel zwischen den System-
zustanden beobachten, ohne dass das System von auflen aktiv beeinflusst wird. Am linken
Rand kann der hohere Systemzustand spontan in den néchst niedrigeren iibergehen und am
rechten Rand der niedrigere in den hoheren; dabei sind die Randgebiete circa 0.5d breit. Gerade
nach einer aktiven Stabilisierung (Kapitel 5) kommt es vor, dass das System auf dem hoheren
Systemzustand anschwingt und nach einer gewissen Verweildauer in den niedrigeren zurtickfallt.
Dabei kann die Zeit, die das System braucht um spontan in einen anderen Zustand tiberzuge-
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Abb. 4.11: Bilder zweier verschiedener Systemzustinde bei gleichem Keilabstand 10L/d,

d = 2mm, Req=181. Die geraden und die ungeraden Zeilen des Videobildes sind um 20 ms ver-
setzt, daher erscheint die Streichlinie in Gebieten mit groSer Anderung der Streichlinie doppelt.

hen, sehr grofl im Vergleich zu der Schwingungsdauer des Systems sein. In Abb. 4.13 ist das
Spektrogramm eines solchen spontanen Ubergangs vom Systemzustand II zu Mode I zu sehen.
Die Verweildauer von 340 Sekunden ist dabei nicht untypisch. Erhoht man den Diise-Keil-
Abstand, so wechselt das System auf den hoheren Systemzustand zuriick; wartet man bis der
hohere Systemzustand stabil eingeschwungen ist und zieht den Keil wieder auf die alte Position
zuriick, so stellt sich eine dhnliche Verweildauer ein wie beim vorhergehenden Mal. Damit kann
dieser Effekt nicht auf langsame Fluktuationen der Systemparameter zuriickgefiihrt werden.
Man kann zwei verschiedene Sichtweisen entwickeln: Entweder fithren die zufalligen Flukuatio-
nen der Stromungsparameter durch eine giinstige Koinzidenz zu dem Zustandswechsel, oder
das System kann als autonom betrachtet werden, wobei die Trajektorie des Systems nach einer
gewissen Zeit ein Gebiet im Phasenraum durchlauft, in dem das System den anderen Zustand
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Abb. 4.12: Srq gegen L/d. Die Hysterese ist fiir Req = 230 eingezeichnet, die Messdaten
repésentieren hier nicht das vollstandige Modenspektrum beziiglich der fiir eine Mode realisier-
baren L/d.

bevorzugt. Dies erfordert allerdings einen nicht periodischen Anteil in der Trajektorie, der hier
fiir hohere Systemzustdnde auch vorhanden ist (sieche Abschnitt 4.7). Im ersteren Falle wére
die Verweildauer von den Parameterfluktuationen, wie sie beispielsweise durch die Konvektion
oder die Wirbelbildung im Einlauf herriithren, abhangig. Im anderen Fall braucht das System
eine mittlere Zeit, bis es das entsprechende Gebiet im Phasenraum gefunden hat. Experimente
haben gezeigt, dass die Verweildauer des Systems durch Beruhigung des Einlaufs oder langerer
aktiver Stabilisierung erhoht werden kann.

Im Allgemeinen sind die verschiedenen Systemzustande durch die Hauptfrequenzpeaks im Leis-
tungsspektrum und die dazugehorigen raumlichen Schwingungsformen charakterisiert. Fir die
Moden bei kleinen Diise-Keil-Abstanden findet man stets einen markanten Peak im Leistungs-
spektrum mit seinen ungeraden Harmonischen, so dass man dort von einer Mode sprechen kann.
In Abb. 4.13 ist die Mode I fiir ¢t > 340s prasent. Der néchst hohere Systemzustand (¢t < 340s)
ist durch zwei nicht harmonisch liegende Frequenzpeaks mit einem Frequenzverhaltnis von
2.83 gekennzeichnet. Dabei sind die spektralen Leistungsdichten bei der niederfrequenteren
Peak-Frequenz fT und der hoherfrequenteren Peak-Frequenz fH etwa gleich. Die Zeitreihe in
Abb. 4.13 ist daher zunéchst eine Uberlagerung dieser zwei nicht harmonischen Frequenzen f7
und f'. Es liegt nahe, jedem markanten Peak des Leistungsspektrums eine eigene Mode zu-
zuordnen, so dass der Systemzustand eine Uberlagerung von Moden ist, der durch die hichste
darin enthaltene Mode charakterisiert ist.

Diese Koexistenz von Moden wirft allerdings die Frage auf, ob und wie stark sich die einzelnen
Moden beeinflussen (sieche Abschnitt 4.7). Die Lage und die spektrale Leistung der Spitzen-
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Abb. 4.13: Spontaner Systemwechsel. Ubergang des hoheren Zustands nach Mode I, L /d
= 7, Req=230. Oben: Spektrogramm, wobei die Farbe die spektrale Leistungsdichte kodiert.
Unten: Ausschnitt der Zeitreihe beim Ubergang.
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Abb. 4.14: Peakfrequenzen (Strouhalzahlen) in Abhingigkeit vom Keilabstand. o
Mode I, ¢ Systemzustand II, o Systemzustand III, o Systemzustand IV.
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Abb. 4.15: Peakfrequenzen (Strouhalzahlen) in Abhingigkeit vom Keilabstand. o
Mode I, ¢ Systemzustand II. Die Kreuze kennzeichnen 1/3 der hoheren Frequenz von System-

zustand II.
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frequenzen des Leistungsspektums sind in Abb. 4.14 als Funktion von L/d dargestellt. Mit
zunehmendem L/d wichst die Anzahl der markanten Frequenzen im Leistungsspektrum. Da-
her wird anhand der rdumlichen Struktur des Systemzustands entschieden, welche der Moden
den Systemzustand bestimmt. Dadurch wird eine den Systemzustand m charakterisierende
Peakfrequenz wy, festgelegt und die zu dieser Frequenz gehorende raumliche Struktur als Mode
betrachtet, die fiir die Auswertung der Moden in Abschnitt 4.2 zugrunde gelegt wurde.

Der niederfrequente Peak (Abb. 4.15) der Systemzusténde II liegt jeweils unterhalb der Frequenz
f1 der reinen Mode I (fT < f;). Andererseits ist f* > f%/3 (Kreuze in Abb. 4.15). Damit liegt
fT zwischen f; und einer virtuellen Subharmonischen f/3. Bei héheren Systemzustinden
(Abb. 4.14) sieht man Ahnliches. Die niederfrequenteren Spitzen liegen in der Néhe, der auf den
Abstand L extrapolierten charakteristischen Frequenz des nichst niedrigeren Systemzustands.
Dabei kann es auch vorkommen, dass das Frequenzverhaltnis grofler als 3 ist, wenn die Frequenz
des néchst niedrigeren Systemzustands kleiner als 1/3 der Frequenz des hoherfrequenten Peaks
ist. Daher liegt es nahe anzunehmen, dass sich die hoheren Systemzustiande aus mehreren
miteinander gekoppelten Moden zusammensetzen, so dass es zu diesen Frequenzverschiebungen

kommt.

4.7 Dynamik der Moden

Die hoheren Systemzustiande beinhalten mehrere Moden, deren Zusammenspiel innerhalb eines
Systemzustandes untersucht werden soll. Dabei stellt sich heraus, dass die Moden innerhalb
eines Systemzustandes synchronisieren. Die Momentanfrequenzen der einzelnen Moden stehen
in einem rationalen Frequenzverhéltnis, das nahe bei 3:1 liegt, allerdings mit groflen Zahlern
(11:4, 17:6, 35:12, 47:16). Die Momentanfrequenzen schwanken zeitlich. Jedoch ziehen sich die
Frequenzen zueinander hin, so dass die Synchronisation im Mittel erhalten bleibt, oder das
System springt in einen anderen Synchronisationszustand. Somit durchwandert das System
verschiedene Synchronisationszustande: Zunéchst laufen die Moden synchron z.B. mit dem
Frequenzverhaltnis 1:3, nach mehreren Dekaden Schwingungen rasten die Moden in einem an-
deren Verhaltnis ein, z. B. 17:6. Nach einer gewissen Dauer synchronisieren die Moden wieder bei
einem 1:3 Verhaltnis und so fort. Die Verweildauer der unterschiedlichen Zustande ist teilweise
sehr unterschiedlich. Es ist erstaunlich, dass derart hohe rationale Verhaltnisse bei der Syn-
chronisation auftreten. Damit verbunden ist ein entsprechend langes Gedachtnis der Stromung.
Es wurden rationale Verhéltnisse bis zu 47:16 gefunden. Dies entspricht bei einer Frequenz
der hoheren Mode von 0.88 Hz einem Gedachtnis von etwa 53 Sekunden. Untersucht man die
raumliche Struktur von Mode I und Mode II im Systemzustand II, so durchdringen sich die
Moden relativ ungestort. Die rdumliche Struktur héngt fiir jede Mode nur in etwa von der
jeweiligen Frequenz ab. Die Wechselwirkung der Moden findet daher wahrscheinlich durch die
Wechselwirkung des Strahls mit dem Keil statt. Dort konnte sich zum Beispiel eine langlebige
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Stromung etablieren, die die einzelnen Moden gemeinsam steuert und so die Synchronisation
bewirkt.

4.7.1 Synchronisation der Moden

Um eine Synchronisation zwischen den Moden nachzuweisen, miissen zunachst die Zeitrei-
hen der einzelnen Moden des betreffenden Systemzustandes aus der gemeinsamen Zeitreihe
N(Zmess, t) der Streichlinienauslenkung am Messort 2y,ess extrahiert werden. Das Leistungsspek-
trum von 7(Zyess, t) zeigt fiir den Systemzustand 11, der im Folgenden betrachtet wird, zwei Spit-
zen etwa gleicher Leistungsdichte (siehe auch Abb. 4.15). Der tieffrequente Anteil der Zeitreihe
kann zur Charakterisierung von Mode I verwendet werden, der hochfrequente fiir Mode II. Eine
zwischen den Peakfrequenzen des Leistungsspektrums liegende Frequenz wird als Obergrenze
des Tiefpasses (TP) und Untergrenze des Hochpasses (HP) gewahlt (hier das arithmetische
Mittel), so dass das Signal zu

N Tmessy t) = 07" (Tmesss 1) + 1 (Timesss ) (4.14)

zerlegt wird. Da im Folgenden die Modulationen der Momentanfrequenzen von n** und n''f
untersucht werden, miissen moglichst breite Bandpéasse verwendet werden, damit auch die Mo-
dulationstransferfunktion moglichst breitbandig ist.

Die Synchronisation auflert sich in einem rationalen Verhaltnis der Phasenbeziehung von Mode I
zu Mode II:

HEY ) ~ const., (4.15)

m - arg(n — narg(n

wobei kleine Schwankungen durch verrauschte Messdaten oder durch die Systemdynamik zu-

gelassen werden (schwache Phasensynchronisation [36]).

Analytisches Signal

Das Problem liegt nun darin, eine geeignete Phase fiir n™% und "' zu definieren. Man kann
sich zum Beispiel die Nulldurchgénge der Signale ansehen und zwischen diesen die Phase linear
interpolieren; dies ist allerdings nur bei streng mittelwert- und rauschfreien Signalen moglich.
Hier wird das analytische Signal benutzt, um die Phase zu definieren. Das analytische Signal
nd¥ kann fiir n™ durch

et =n"" +iH{n""} (4.16)
und fiir ¥ in gleicher Weise berechnet werden, wobei H{n™"} die Hilberttransformierte von
i

TP ™ 1
H{n"t=n"*— (4.17)

it



68 Kapitel 4. Struktur und Dynamik der Moden

ist. Dies kann man auch mittels Fouriertransformation und Faltungssatz ausdriicken als

H{n™} = —FH{F{n™} i sign(w)}. (4.18)

Das Spektrum von n¥ enthalt also nur positive Frequenzen.

Aus der stetig interpolierten — iiber das Intervall [0, 27| stetig fortgesetzten — Phase arg(n;t)
bzw. arg(ni¥) konnen die Momentanfrequenzen der Mode I %:EP) und der Mode II %ﬁ‘fp)
berechnet werden, die allerdings bei den gemessenen Streichlinienauslenkungen durch die leicht

verrauschte Phase erheblich schwanken.

P und nM'F kann die Amplitudenvertei-

Zum Nachweis der Phasensynchronisation zwischen 1T
lung bzw. die Haufigkeitsverteilung (im Folgenden mit PDF abgekiirzt (probability density

function)) einer geeignet definierten Phasendifferenz W(v™/T,¢) untersucht werden:

(T ) = arg(nf®) — o/ - arg(ng"). (4.19)

Ist die Phase in einem bestimmten Zeitintervall @ < ¢; < b bei einem bestimmten v{l/ T syn-

chronisiert, so ist dort W(v™/T ;) niherungsweise konstant und die Amplitudenverteilung von
\I/(v?/T,tl) zeigt eine ausgepragte Spitze bei <\If(v?/T,t1)> . Synchronisieren die Moden in
t1

cinem anderem Zeitintervall ¢ < t, < d mit v} /T so ist <\I/(v§ / T,t2)> nicht zwangslaufig
to

<\I/(vi{/ B t1)> — die Synchronisation rastet nicht unbedingt auf derselben relativen Phasenla-
t1

ge zwischen den Moden ein. Es ergibt sich allerdings wiederum eine Spitze in der Amplituden-
verteilung.

In Abb. 4.16 ist der Modeniibergang anhand der Zeitreihe (oben) und anhand der Einhiillenden
(Mitte), also dem Betrag des analytischen Signals, dargestellt. Nach etwa 260 Schwingungen der
hoheren Mode mit der Frequenz f = 1.76 Hz geht der Systemzustand II in Mode I iiber. Fiir
t- f1 < 260 sind die Amplituden von n™'F und von ™" dhnlich, was den Systemzustand II aus-
zeichnet, wihrend fiir Mode I |ni%| > |niP| ist. Die Betriige [n¥| und |ngF| sind nicht konstant,
sondern fluktuieren mit einer Frequenz, die deutlich kleiner ist als die Frequenz der Mode I.
Die langsamen Fluktuationen deuten auf eine Wechselwirkung hin, die zum Modeniibergang
hin starker wird.

Trigt man fiir das Frequenzverhiltnis v/T = 3 die Differenzphase ¥(3,t) = arg(ni®) —
Sarg(ni?) auf, so ist z.B. U(3,t;) fir 55 < ¢; - f71 < 110 und ¥(3,t,) fiir 135 < ¢ - fH < 175
etwa konstant. Man sieht auch zwischen diesen Hauptplateaus, dass die Phase stets bei ganz-
zahligen Vielfachen von 2 einrastet. Fiir v™/T = 2.77 gibt es zwar auch solche Hauptplateaus
(110 <ty - fM < 135 oder 200 < 5 - f1 < 270), aber W(2.77,t,/2) fluktuiert stérker, und es gibt
fiir dieses Frequenzverhaltnis keine bevorzugte Phasendifferenz, bei der das System einrastet.
Eine Synchronisation erzeugt also zunachst eine Ungleichverteilung der Phasenhaufigkeit von
U (v"/T ¢). Als MaSB fiir die Ungleichverteilung kann die Varianz der Verteilung, also die mittlere
quadratische Abweichung der Haufigkeitsverteilung PDF (¥ (v%/T 1)) von der Gleichverteilung
iiber dem entsprechenden W-Intervall benutzt werden.
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Normiert man W (v%/T ¢) auf das Intervall [0,1] durch Normierung mit

(/T 1)
AV
so ist die Haufigkeitsverteilung der Phase durch

WOHT 1) = mit AV = mtax(\lf(vH/T, t) — mtin(\II(UH/T,t)), (4.20)

PDF{¥° (" 1)} = PDF{T (YT 1)} - AT (4.21)

gegeben. Die mittlere quadratische Abweichung der PDF{W°(v"/T )} von der Gleichverteilung
PDF =1 ist somit

<[1 — PDF{WO(1/T, t)}}2> L= (PDF{U° ™" D)%), — 1. (4.22)

In Abb. 4.17 ist die Varianz der Phasenverteilung fiir die gesamte Differenzphase W mit der

Differenzphase ¥ mod 27 verglichen. Betrachtet man W nur auf dem Intervall [0, 27], so mitteln

sich in einer langen Zeitreihe, in der sich die Synchronisation standig andert, die Anteile, fiir

die <\II(UE/T,t1)>t # <\IJ(UE/T,t2)>t F o F <\IJ(UE/T,tn)>t gilt, heraus und es bleiben nur
1 2 n

H/

Synchronisationen v, E mit gleicher relativer Phasenlage tibrig (siche Abb. 4.17 oben). Fiir

v/T = 3 (braune Linie) ergibt sich eine Phasensynchronisation und fiir v/ = 2.825 (griine
Linie) eine geringe Abweichung von der Gleichverteilung. Die orange und blaue Kurve zeigen
noch weniger Varianz. Dies ist in Abb. 4.17 (unten) fiir alle Frequenzverhéltnisse in der griinen
Kurve zusammengefasst. Bei v'/T = 3 ist die Varianz am gréften und zeigt dort eine scharfe
Spitze. Die kleine Spitze bei v"/T = 2.825 = 113/40 entspricht dem Mittel von 17/6 und 31/11.
Die oben erwihnten Fluktuationen von U(2.77,t/2) = arg(ng") — 2.77 - arg(nz") finden sich
direkt in den Fluktuationen |n¥| wieder. In Abb. 4.16 (Mitte) ist das Schwankungsmuster fiir
die verschiedenen Synchronisationszustinde deutlich verschieden und fiir v™/T = 2.77 sind die
Schwankungen deutlich gréBer als im relativ glatten Synchronisationszustand mit v'/T = 3.
Dieser Aspekt wird in Abschnitt 4.7.2 ausfiihrlich diskutiert.

Bisher wurde das analytische Signal einer Zeitreihe betrachtet. Um die komplette Information
aller Zeitreihen auszunutzen, kann eine in Anhang F.1 beschriebene spezielle Karhunen-Loeve-
Transformation vorgenommen werden, welche analytische Projektionskoeffizienten pe liefert. In
Abb. 4.16 sind die Projektionskoeffizienten pe und die auf die p¢ skalierten analytischen Signale
Ne (Messort Tmess = xp + L/2) verglichen. Die Schwankungen der Betrdge der Projektionsko-
effizienten sind etwas kleiner, die Phasenschwankungen sind in &hnlicher Gréfienordnung (hier
anders skaliert). Im Folgenden werden die Projektionskoeffizienten zur Auswertung benutzt, da
sie das gesamte Feld reprasentieren.

4.7.2 Tieffrequente Dynamik der Moden

Die Dynamik der Moden innerhalb eines Systemzustands findet auf drei verschiedenen Zeit-
skalen statt:
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Abb. 4.16: Natiirlicher Modeniibergang von Mode II zu Mode I ohne Steuersignal. Oben:
Zeitreihen der gesamten und nach Mode I und Mode II aufgeteilten, selbsterregten Schwingung.
Mitte und unten: Betrag und Phase der Projektionskoeffizienten bzw. des analytischen Signals.
Die Differenzphasen sind aus Darstellungsgriinden verschoben worden und beginnen beide bei
—0.28 - 27. Parameter: Re = 230,d = 4mm, Up = 5.36cm/s, L/d = 7.25, f = 1.76 Hz.
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Abb. 4.17: Natiirlicher Modeniibergang von Mode II zu Mode I ohne Steuersignal. Oben:
Phasenverteilung mod 2 7 fiir verschiedene Frequenzverhaltnisse. Mitte: Verteilung der konti-

nuisierten Phase fiir verschiedene Frequenzverhaltnisse. Unten: Varianz der Phasenverteilung.
Parameter: e = 230, d = 4mm, Up = 5.36 cm/s, L/d = 7.25.
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e Die einzelnen Moden schwingen mit grofier Amplitude auf ihrer jeweiligen Frequenz fT
und fH.

e Aufgrund der Modensynchronisation besteht (fiir bestimmte Zeitintervalle) ein rationa-
les Frequenzverhiltnis v'/T = fH/fT ~ m/n. Die Differenzphase ¥(m/n,t) schwankt

typischerweise mit der Frequenz f%/m bzw. f*/n.

e Die Phasen der Moden lassen sich in einen linear mit der Zeit anwachsenden Anteil und
einen schwankenden Rest

darg(ps®)

AP = arg(ps") — < ;7

) i =) - (1.23)
t

zerlegen. Fiir den hochfrequenten Projektionskoeffizienten pit ist das ganz analog
moglich. Um die Phaseninderungen auf der Zeitskala von fT ~ fH/3 aus dieser alle
Zeitskalen enthaltenden Darstellung zu eliminieren, kann man A®™ noch einmal einer
Tiefpassfilterung mit f%/4 als oberer Grenzfrequenz unterziehen, was durch ein weiteres
TP an A®™ — also AGTPTY gekennzeichnet sein soll. Die tieffrequenten Schwankungen
von pgt und pl* enthalten zum einen die im letzten Punkt erwéihnte Synchronisationsfre-
quenz f2/m = f%/n und zusitzlich eine noch wesentlich tieffrequentere Dynamik, wobei
APTP™Y ynd AGHP™ gtets in dhnlicher Phasenlage auftreten. Dies lasst auf eine Kopp-
lung der Moden in dieser tieffrequenten Dynamik schlieBen. Uberschreitet die Differenz
zwischen A®TP™ und AGHP™ eine gewisse Schwelle, so wechselt entweder das Synchro-
nisationsverhéltnis innerhalb eines Systemzustandes oder das System geht sogar in einen
anderen Zustand iiber, beides ist in Abb. 4.16 zu sehen.

Um zunéchst einen Eindruck von den verschiedenen Zeitskalen zu vermitteln, ist in Abb. 4.18
eine Videosequenz des Systemzustands II mit dem Synchronisationsverhaltnis 8:3 gezeigt. Dabei
wurde die Farbstoffinjektion so nach rechts verschoben, dass die rechte Scherschicht sichtbar
wird. Das linke Gebiet und der Strahl sind etwas heller, da der Farbstoff hauptsachlich auf
der rechten Kanalseite bleibt. Die Zeitskala, die in jeder Zeile der Abb. 4.18 eingezeichnet ist,
ist normiert auf die Schwingungsdauer 1/f% = 1/1.847 Hz der Mode II. Jedem Bild ist durch
eine rote Markierung auf der Zeitachse seine Phasenlage zugeordnet. Da die Samplingfrequenz
fsampling = 6.25Hz # jfH j € N ist, verschiebt sich die Phasenlage der Einzelbilder von
Schwingung zu Schwingung. Allerdings ist bei dieser ausgewéhlten Messung 9 - 3/ fsampling ~
8/fH, so dass die Bilder der Zeile D in Abb. 4.18 bezogen auf f% dieselbe Phasenlage haben,
also dquivalent zu der Zeile A sind.

Die Ausbreitung der Instabilitdtswelle kann leicht verfolgt werden, weil sich am Strahlrand die
Scherschicht aufrollt und den Farbstoff ansammelt. Die Ausbreitung dieser Ansammlungen ist
in Abb. 4.18 durch Linien markiert. Die Scherschichtauslenkung breitet sich mit unterschied-
licher Geschwindigkeit stromab aus, wobei drei wesentlich verschiedene Ausbreitungsgeschwin-
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Abb. 4.18: Videobildersequenz einer 8:3 Synchronisation. rechte Scherschicht ist ein-

gefirbt. Gitterabstand= 4 mm = d. Parameter: L/d = 7, Up = 5.36cm/s, f! = 1.85Hz.
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digkeiten bzw. Muster auftreten, denen jeweils eine bestimmte Farbe zugeordnet wurde. Die
Ausbreitungsgeschwindigkeit nimmt zu, je kleiner die Scherschichtauslenkung ist.

Die griine Linie kennzeichnet die Schwingung mit der grofiten Auslenkung, was eine geringere
Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wirbel in der Scherschicht zur Folge hat. Der Wirbel passiert
die horizontale Keilebene z/d = L/d = 7 weit rechts (Bildrand von Bild A7) bei etwa y = 1d.
Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Scherschicht ist bei den Schwingungen, die mit rot und
blau markiert sind, etwa gleich. Die Positionen und Ausbreitungsmuster der Wirbel unterschei-
den sich insbesondere beim Passieren der Keilebene. Die Farbstoffansammlungen haben nach
dem Auftreffen des Strahls auf den Keil unterschiedliche Geschwindigkeiten, in Bild A2 und A3
breitet sich der Wirbel mit gleichbleibender Geschwindigkeit aus (blaue Linie), wihrend sich
die Geschwindigkeit des Wirbels in Bild C1 und C2 stark vergréfiert (rote Linie). In den dazu
aquivalenten Bilderpaaren findet sich ahnliches.

Bei einem Synchronisationsverhéltnis von 3:1 miisste sich das Schwingungsmuster, das hier
anhand der iiber der Zeit kontinuierlichen Ausbreitung charakterisiert wird, exakt nach 3/
wiederholen. Betrachtet man dazu die Ausbreitung der weit nach rechts ausgelenkten Scher-
schicht (Schema griin), so ist in Zeile A, Zeile B und Zeile D das Ausbreitungsmuster sehr
ahnlich — der rechte Strahlrand geht beim Passieren der Keilebene genau rechts vom Keil vor-
bei (A6, B7, D6) — nur in Zeile C wird die Scherschicht durchschnitten (C8-C9). Damit wird
die 1:3 Periodizitét gestort. In Zeile C findet man anstelle der zwei Schwingungsperioden (der
Schwingung nach Schema rot und der nach Schema griin) nur eine Schwingungsperiode, die
dem ,,gemittelten“ Ausbreitungsmuster dieser beiden Schwingungsperioden entspricht. Danach
wiederholt sich in Zeile D sehr exakt wieder die Zeile A. Da die Ausbreitungsmuster in Zeile A
und Zeile B sehr dhnlich sind und sich dann stark in Zeile C unterscheiden, scheint der Vorgang
sich zunéachst allmahlich aufzubauen, um dann sprunghaft wieder von vorne zu beginnen.
Dies erkennt man auch an der Ausbreitung nach dem Schema blau. Die Steigungen sind in allen
Zeilen etwa gleich, allerdings ist der Schnittpunkt der blauen Linien mit einer gedachten Linie
x/d = 10 in Zeile A und Zeile B zu Modulo 1/ f! fast dquivalenten Zeitpunkten (1.23/f% und
4.20/ f%) und unterschiedet sich stark in Zeile C (7.40/f%).

Um dieses Symptom der Synchronisation noch genauer darzustellen, wurde jedem Videobild
in Abb. 4.19 am rechten Rand eine Spalte (rote Linie in Abb. 4.19) entnommen und in zeitli-
cher Reihenfolge aneinandergesetzt. Damit wird die z-Position des Wirbels auf der Scherschicht
sichtbar, bei der die rote Linie passiert wird. Auf diese Weise wird nur die Struktur der am
weitesten nach rechts ausgelenkten Schwingung (Schema griin) aus Abb. 4.18 sichtbar, da die
Verwirbelungen nur in dieser Phase der Synchronistationsperiode bis zum Bildrand vorsto-
Ben. Das in Abb. 4.19 periodisch mit der Wiederholfrequenz von f%/8 wiederkehrende Muster
zeigt zum einen die Synchronisationsperiode und zum anderen zeigen die Schwankungen dieses

Musters die tieffrequente Dynamik oder die stochastischen Schwankungen des Systems.
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Abb. 4.19: 8:3 Synchronisation der Moden. Die auf der rechten Seite dargestellte Streakline
wurde am rechten Rand (rote Linie) der Videobilder entnommen. Bei der Messung wurde die
rechte Scherschicht eingefirbt. Parameter: L/d = 7, Up = 5.36 cm/s, d = 4mm, f = 1.85 Hz.

In den Abbildungen 4.20, 4.22 und 4.23 sind andere Synchronisationsverhéltnisse und ver-
schiedene Hauptfrequenzverhaltnisse zwischen hoher und tiefer Mode in Systemzustand II dar-
gestellt. Die Frequenzverhéaltnisse sind nicht stationar, was anhand der Differenzphase W un-
tersucht wird.

Die Differenzphase schwankt typischerweise mit der Periodenlinge der Synchronisation n/fH
bzw. mf*, wobei n, m durch das Frequenzverhiltnis /T = n/m der Synchronisation gegeben
sind. In Abb. 4.20 (unten) werden relativ konstant 11 Schwingungen der Mode II ausgefiihrt,
wéhrend die Mode I nur 4 mal schwingt. Die Differenzphase W(11/4,t) zeigt genau diese Pe-
riodizitdt. Dabei wird ¥ durch einen Tiefpass mit der oberen Grenzfrequenz f/4 gefiltert,
um die héherfrequenten Schwankungen mit den Frequenzen fT und fY zu beseitigen und ¥
geht damit in WT* iiber. Dadurch lisst sich in Abb. 4.20 (unten) eine tieffrequente Schwingung
erkennen, deren Periodendauer 11/f%, bzw. 4/f7 ist.

Die Schwankung der Phasen arg(pi¥) und arg(p?) um die mittlere Steigung (also APTPT?
und ACIDHPTP) in Abb. 4.21 lassen erkennen, dass ADTP™ ynd AGHP™ picht unabhangig von-

einander sind. Die Phasen scheinen sich gegenseitig anzuziehen (z.B. t - f > 1000). Betrachtet
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Abb. 4.20: Hauptfrequenzverhaltnis 11/4. Oben: Zeitreihe. Mitte: Varianz der Phasen-
verteilung. Unten: (arg(pH?) — 11/4 - arg(pt®))™. Parameter: L/d = 7.25, Up = 5.36 cm/s,

d =4mm, ! = 1.75Hz, Req = 250.
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Abb. 4.21: Hauptfrequenzverhéltnis 11/4. Oben: Phase ohne linearen Anteil und Vergrofie-
rung. Parameter: L/d = 7.25, Up = 5.36cm/s, d = 4mm, f% = 1.75Hz, Req = 250.



78 Kapitel 4. Struktur und Dynamik der Moden

man zusitzlich die tieffrequenten Schwankungen der Betrige, so stellt man Ahnliches fest (hier
nicht abgebildet). In Abb. 4.21 schwingen ADTP™ und AGHP™ mit der Synchronisationsfre-
quenz f1/11 und verhalten sich nahezu gegenphasig, was die VergroSerung des Zeitausschnitts
in Abb. 4.21 (unten) zeigt. Der 11/4 Rhythmus wird nicht immer streng eingehalten, was ver-
mutlich durch die tieffrequentere Dynamik des Systems verursacht wird und nicht unbedingt
auf Fluktuationen der Stromungsparameter zuriickzufiithren ist. Die gekoppelten Schwankun-
gen machen deutlich, dass dem System eine noch tieferfrequentere Dynamik innewohnt als die
schon erstaunlich lange Synchronisationsperiode.

Bei noch ldngeren Synchronisationsperioden, wie z.B. 17/6 in Abb. 4.22, oder sogar 47/16 wie
in Abb. 4.23, sind die Abweichungen noch grofler, so dass das wahre Synchronisationsverhalt-
nis und dessen Schwankungen nur durch sehr lange Zeitreihen untersucht werden konnen. Die
Varianz der Phasenverteilung zeigt Spitzen, die einen ersten Hinweis auf das Synchronisati-
onsverhéltnis liefern. Diese liegen nicht exakt auf den entsprechenden rationalen Frequenz-
verhéltnissen auf Grund der nicht ganz rauschfreien Messdaten, der Auswertemethode (KLT
und analytisches Signal) und vor allem der im System innewohnenden tieffrequenten Dynamik
(siche jeweils mittlere Grafik in Abb. 4.20, 4.22, 4.23). Die tieffrequenten Schwankungen der

H/T (

Differenzphase W(v/T #)T" bestitigen das geschitzte rationale Verhiltnis v siehe jeweils

untere Grafik in Abb. 4.20, 4.22, 4.23).

Sehr erstaunlich ist das lange Gedéachtnis der Stromung. Die 47 Schwingungen der hohen Mo-
de entsprechen einer Periodendauer von 53s. Der Prozess, der das Frequenzverhaltnis erzeugt,
bzw. steuert, ist unbekannt. Eine systematische Untersuchung der Abhéngigkeit des Frequenz-
verhaltnisses von den Stromungsparametern ist aufwendig, da das Frequenzverhaltnis in vielen
Messungen — wie schon in Beispiel Abb. 4.16 diskutiert — nicht konstant ist. Fiir identische
Parameterkonfigurationen ist die Dynamik der Moden stark unterschiedlich. So findet man in
Abb. 4.24 fiir L/d = 8, d = 4mm, Up = 5.36cm/s, Req ~ 240 etwa eine Frequenz f% der
Mode II von 1.80-1.87 Hz. Die mittleren aus den Leistungsspektren oder aus dem Verhaltnis
der Gesamtphasendrehung von pi¥ und pH¥ bestimmten Frequenzverhiltnisse <UH/ T> liegen
zwischen 2.61 und 2.77. Fiir die Messung II und III ist f gleich, dennoch koénnen sich die
mittleren Frequenzverhaltnisse unterscheiden.

Das Synchronisationsverhaltnis kann bei etwa gleichen Parametern ebenfalls unterschiedlich
sein. Fir Messung I-IIT findet man annahernd eine 8:3 Synchronisation und fiir Messung IV
11:4. Die Tiefpass gefilterten Schwankungen der Phase zeigen wiederum die Frequenz f/m der
Synchronisation an. Dabei sieht man, dass die Synchronisationsfrequenz f/m leicht schwankt.
Das liegt hier insbesondere daran, dass L/d=8 gerade die Grenze von Systemzustand II zu
Mode T darstellt.

Das Synchronisationsverhiltnis v™/T

= 11/4 stellt sich vor allem dann ein, wenn man von
hoheren Keilabsténden her kommt. Wartet man einige Minuten (vorausgesetzt, der Systemzu-
stand wechselt nicht zwischenzeitlich zu Mode 1), so setzt sich v'/T = 8/3 durch. Vermutlich

konnen auch andere Synchronisationsverhéltnisse zu diesem L/d erzeugt werden, indem man
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Abb. 4.22: Hauptfrequenzverhiltnis 17/6. Oben: Zeitreihe

. Mitte: Varianz der Phasenver-

teilung. Unten: arg(pg¥) — 17/6 - arg(ptt). Parameter: L/d = 7.75, Up = 5.36 cm /s, d = 4 mm,

fH = 1.67Hz.
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Abb. 4.23: Hauptfrequenzverhaltnis 47/16. Oben: Zeitreihe. Mitte: Varianz der Phasen-
verteilung. Unten: arg(pht) — 47/16 - arg(plt), Parameter: L/d = 11.25, Up = 4.36cm/s,
d =4mm, ! = 0.88 Hz.
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ten: Phase ohne linearen Anteil von pt¥. Parameter L/d = 7, Up = 5.36cm/s, d = 4mm,
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den Keil auf eine andere Position L'/d einstellt und dann den Keil wieder auf die Position L/d
zieht, nicht zu schnell, damit man die Stromungsstruktur nicht zerstort und nicht zu langsam,
damit die Stromung sich nicht umstellen kann. Die Relaxationszeit kann mehrere Minuten be-
tragen, wenn man die Stromungsstruktur nicht von auflen durch grofie Aktuatorsignale oder
schnelle Keilbewegungen zerstort. Ein weiteres Indiz fiir eine tieffrequente Dynamik des Sys-
tems ist die spontane Systemzustandsanderung, die im Hysteresebereich auftreten kann: Ein
Systemzustand bleibt mehrere Minuten bestehen bevor er spontan in einen anderen System-
zustand iibergeht. Auch die Stabilisierbarkeit der Stromung, mittels der im nachsten Kapitel
beschriebenen Methoden, zeigt ein Langzeitverhalten: Ist die Stromung minutenlang stabilisiert
worden, so stellt sich der stabile Zustand bei einer erneuten Stabililisierung schneller ein. All
diese Indizien legen eine sehr tieffrequente Dynamik des Systems nahe, was ein entsprechend
langes Gedachtnis voraussetzt.

Zur Erkldrung dieses langen Gedéchtnisses wird eine (Stromungs-)Struktur gesucht, die iiber
eine lange Zeitdauer, verglichen mit der Schwingungsdauer 1f, stabil ist. Die Wirbeligkeits-
verteilung des schwingenden Strahls besteht aus stromab anwachsenden gegensinnig drehen-
den Gebieten, die durch den Keil getrennt werden. Die linksdrehenden Wirbel sammeln sich
dann auf der rechten Seite und werden nur langsam stromab transportiert, da zusatzlich die
Ausgleichsstromung (Abschnitt 3.3) die Abflussgeschwindigkeit erniedrigt. Daher kénnen zu
beiden Seiten des Keils grofiraumige Wirbelstrukturen entstehen, deren induziertes Feld die
Position des Strahls verandern kann und damit die Strahl-Kanten-Wechselwirkung beeinflusst.
In Abb. 4.18 lasst sich die weiter aulen liegende Wirbelstruktur nicht erkennen, weil sie aufer-
halb des Bildes liegt. Da man die Wirbeldynamik nur anhand der Farbstoffverteilung im Kanal
erahnen kann, miissten andere Messverfahren zur Aufklarung der Wirbelstruktur herangezo-
gen werden. Eine Untersuchung der Wirbeldynamik in Bezug auf die Synchronisation kénnte

eventuell den Ursprung der tieffrequenten Dynamik klaren.

4.8 Erzwungene Modeniibergange

Ein Systemzustand der Strahl-Kanten-Stromung kann mittels eines relativ kleinen Steuersignals
in einen anderen Systemzustand tiberfiihrt werden, sofern er bei den gewahlten Parametern
existenzfahig ist.

In Abb. 4.25 ist das Umschalten von Systemzustand II auf Mode I und umgekehrt dargestellt.
Streut man die hohere Frequenz f% von Systemzustand II ein, so geht die Mode I in System-
zustand II iiber und streut man die Frequenz 3 f; von Mode I ein, so geht der Systemzustand II
in Mode I iiber. Man kann auch mit groerer Amplitude f; einstrahlen, um den Systemzustand
IT in Mode I zu iiberfiihren, jedoch ist es nicht moglich mit T, dem tieffrequenten Peak von
Systemzustand II, den Systemzustand II aus Mode I heraus zu erhalten.

Das Andern der Systemdynamik durch ein Steuersignal wird sich auch auf eine Regelung des
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Systems auswirken, die eine Stabilisierung zum Ziel hat. Eine der Regelung vorausgehende Sys-
temerkennung, die den Systemzustand nicht andern kann, sieht immer nur Teile des Phasen-
raums, je nachdem welcher Systemzustand gerade angeregt ist. Wird die Regelung zugeschaltet,
so kann das System schon durch kleine Aktuatoramplituden in einen anderen Zustand iiberge-
hen und sich somit der Regelung entziehen, so dass eine erneute Systemerkennung notwendig

wird.
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Abb. 4.25: Hysterese und Schalten der Moden. Oben: spektrale Leistungsdichte der
Streichlinienauslenkung fiir Mode I und Mode II. Parameter: L/d = 7, Req = 200, max(s(t)) =
150 Steps.
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Kapitel 5
Regelung des Strahl-Kanten-Systems

Die Dynamik des Strahl-Kanten-Systems soll durch eine Regelung beeinflusst werden. Dabei
steht die Frage nach der Grenze der gezielten Beeinflussbarkeit im Vordergrund. Die Regelung
soll hier eine Stabilisierung der Stromung bewirken. Da das System einer Regelung ausweichen
kann, indem es hohere Freiheitsgrade aktiviert, ist ein sehr robuster Regler erforderlich. Fi-
ne Erweiterung der Freiheitsgrade kann dabei durch einen Systemzustandswechsel oder durch
die Umstellung der Dynamik innerhalb eines Systemzustandes entstehen. Die im Kap. 4 ge-
zeigten Eigenschaften, vor allem das lange Gedachtnis des Systems, machen es fiir den Regler
schwierig, sich auf das System genau einzustellen, da durch die grofle Relaxationszeit lange
Zeiten benotigt werden, bis die Systemdynamik durch die Regelung bestimmt wird bzw. alle
autonomen Dynamiken kontrolliert sind.

Selbsterregt schwingende riickgekoppelte Systeme sind Systeme, deren offene Systemdynamik
eine Verstarkung aufweist, die durch eine Nichtlinearitat begrenzt wird. Es gibt leider kein
allgemeines Rezept, ein solches System zu stabilisieren. Der Systemzustand muss aus dem Wir-
kungsbereich dieser Nichtlinearitit herausgefahren werden. Falls dann zeitliche Schwankungen
der Systemdynamik vernachlassigbar sind und die selbsterregte Schwingung fast stabilisiert
ist, so dass die Nichtlinearitat keine entscheidende Rolle mehr spielt, kann das System mittels
linearer Regelungstheorie weiter stabilisiert werden und zudem konnen auch bestimmte dy-
namische Eigenschaften eingestellt werden, wie beispielsweise eine ﬂbertragungsfunktion der
Aktuatorauslenkung auf die Streichlinienauslenkung an einer bestimmten Messposition.

Im Folgenden werden verschiedene Regelstrategien diskutiert. Dabei ergibt sich — wie nicht
anders zu erwarten — dass sich die Grenze der Stabilisierung immer weiter verschiebt, je ausge-
feilter die Regelstrategie ist und je besser sie der Regelungsaufgabe und dem System angepasst
ist. Zunachst stellt sich heraus, dass dies der Regelung des Strahl-Kanten-Systems mit stei-
gender Reynoldszahl Req und steigendem auf die Diisenbreite normiertem Diise-Keil-Abstand
L/d immer schlechter gelingt. In erster Ndherung hat dies seine Ursache in der mit L und Up
wachsenden konvektiven Verstarkung, die eine immer genauere Regelung des Systems verlangt.

Daher lésst sich die Grenze einer zur Stabilisierung fithrenden Regelung in der Rey-L/d-Ebene
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angeben.

Fiir kleine Keilabstdnde L/d und kleine Reynoldszahlen Req soll zunéchst davon ausgegangen
werden, dass die Kenntnis der mittleren Systemdynamik ausreicht, um das System beziiglich
der Stabilisierung zu charakterisieren. Das System kann unter dieser Voraussetzung mit ei-
nem zeitlich konstanten und von der Lage des aktuellen Orbits unabhangigen Regler auf den
Fixpunkt gebracht werden. Entweder wird die mittlere Systemdynamik modelliert und ein dem
entsprechender Regler entworfen, oder der passende Regler wird durch geschicktes Ausprobieren
(per Hand, genetischer Algorithmen oder adaptiver Regelung) gefunden.

Der Regler muss mit wachsender Verstarkung bzw. Instabilitdit — und damit mit wachsender
Gegenkopplung — immer genauer justiert werden, da das System durch Abweichungen von
der optimalen Reglerriickkopplung entweder nicht mehr hinreichend stabilisiert oder sogar zur
Instabilitat bei anderen Frequenzen gefithrt werden kann. Die tibersichtlichste Analyse eines zu
regelnden Systems geht von der Ubertragungsfunktion des offenen Systems aus. Man kann die
physikalische Riickkopplungsschleife der Strahl-Kanten-Stromung jedoch nicht aufschneiden,
um die Ubertragungsfunktion des offenen Systems (beziiglich der physikalischen Riickkopplung)
zu messen und einen Regler hinzufiigen, der das geschlossene System stabilisiert. Dies ist eine
starke Einschrankung fiir die sonst in der Regelungstechnik iiblichen Entwurfsmuster fiir Regler.
AuBerhalb eines bestimmten Abstands vom Ursprung der Req-L/d-Ebene ist durch die dann
notwendige genaue Einstellung der Gegenkopplung eine Stabilisierung mit Hilfe eines festen
Reglers nicht mehr moglich. Auflerdem ist die Systemdynamik im Grenzzyklus dann zu weit
von der Dynamik des stabilisierten Zustands entfernt, so dass es notwendig wird, einen Regler zu
entwerfen, der von dem aktuellen Orbit im Phasenraum abhangig ist. Das Problem, das durch
die Wechselwirkung zwischen Regler und System in diesem Fall entsteht, wird im Folgenden
beschrieben.

Um das System aus dem Grenzzyklus heraus zu stabilisieren, kann man versuchen, die System-
dynamik durch kleine Testsignale kennenzulernen. Diese Information wird iiber viele Perioden
des Grenzzyklus gemittelt, um so eine mittlere Systemdynamik in der Nahe des Orbits ab-
zuschétzen. Dieser Orbit kann durch Hinzufiigen eines Reglers gezielt verdndert werden, so
dass die Schwingungsamplitude langsam kleiner wird. Im néchsten Schritt wird der neue Pha-
senraum des geregelten Systems in der Nahe des neuen Orbits analysiert und das System auf
diese Weise auf immer kleineren Grenzzyklen bis in den Fixpunkt geregelt. Das Adaptionssys-
tem erfasst dabei die linearisierte gemittelte Dynamik in der Nahe des aktuellen Orbits. Dies
reicht nicht mehr aus, wenn die Abweichung von der mittleren Systemdynamik wesentlich fiir
den Erfolg der Regelung ist. Das Regelssystem muss dann erkennen, an welchem Punkt sich
das System im Phasenraum befindet, in Abhéngigkeit von diesem Punkt die Systemdynamik
analysieren und eine dazu passende nichtlineare Regelstrategie errechnen.

Die hier beobachtete Dynamik des Strahl-Kanten-Systems fluktuiert langsam verglichen mit
der Schwingungsdauer des Systems (fiir L/d < 15). Die Dynamik des Systems, beispielswei-
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se in Systemzustand II, hat abgesehen von der ,hochfrequenten” Dynamik der selbsterregten
Schwingung, einen tieffrequenten Anteil, dessen Zeitskala mit der Periodenléinge der Synchroni-
sation und einer GroéBenordnung darunter vergleichbar ist (siche Kap. 4.7.2). Zwar werden die
fiir die Synchronisation wichtigen Mechanismen durch die Regelung gestort, aber der letztge-
nannte tieffrequente Anteil der Dynamik bleibt wahrscheinlich fiir die Stabilisierung relevant.
Das Adaptionssystem muss oberhalb einer gewissen Schleifenverstarkung diesem tieffrequenten
Anteil der Systemdynamik folgen konnen, ansonsten kann aufgrund der nicht genau eingestell-
ten Gegenkopplung eine Stabilisierung nicht erreicht werden. Das Adaptionssystem kann der
Systemdynamik folgen, solange die typischen Zeitskalen der Systemdynamik lang gegeniiber der
Adaptionszeit des Reglers sind. Die mit wachsender Schleifenverstarkungen notwendige genaue
Einstellung des Reglers verlangert die Adaptionszeit. Eine genaue Adaption des Reglers und
ein schnelles Folgeverhalten schlielen sich dann gegenseitig aus, so dass nur noch eine vorherige
detaillierte Modellierung der geregelten Systemdynamik weiter hilft.

Im Folgenden werden zunachst einfache, dann besser angepasste und schlussendlich adaptive
Regler fiir das Strahl-Kanten-System dargestellt und ihre Grenzen aufgezeigt.

5.1 Phasenverschiebungsregler

Die einfachste Art einer Regelung (Abb. 5.1) besteht darin, die an der Stelle ZRegel gemessene
Streichlinienauslenkung 7(zgegel, t) verstarkt und verzogert (Verstarkungsfaktors K. Verzoge-
rungszeit 7) auf die Stréomung mit entgegengesetztem Vorzeichen zuriickzukoppeln. Die Impul-
santwort dieses Reglers hat die Form Kd(t — 7) und entspricht damit einem digitalen Filter,
dessen Koeffizienten bei der Verschiebung 7 den Wert K und sonst den Wert null haben. Die
Parameter K, 7 werden per Hand optimiert, so dass die physikalische Riickkopplung durch die
Gegenkopplung mit den Parametern Koy, 7ope gentigend kompensiert wird, um die selbsterreg-
te Schwingung zu unterdriicken. Dabei kann die Verzogerung auch direkt durch Verschieben
der Messposition eingestellt werden. Beim Einschalten der Regelung mit den optimierten Pa-
rametern wird der Verstdrkungsfaktor K langsam erhoht, bis er K,y erreicht (Fading). Bei
zu schnellem Einschalten kann eine Regelungsmode destabilisiert werden, und das System
schwingt — durch die Strahlinstabiliat gesattigt — in einem neuen Grenzzyklus. Erhoht man
den Verstarkungsfaktor langsam bis auf Ko, so wird eine Stabilisierung, also der Fixpunkt,
erreicht. Um die reglerinduzierte Instabilitat zu vermeiden, wird zusitzlich eine Sattigungs-
funktion in die Gegenkopplungsschleife eingefiigt. Damit lasst sich das System sehr schnell
einschalten, da das Regelsignal beschrankt bleibt und somit dem Systemzustand angepasst ist.
Um die Dynamik des geregelten Systems zu charakterisieren und die Giite der Stabilisierung
zu messen, wird das System mit einem kleinen breitbandigen Testsignal s(t) angeregt, das hier
ein stochastisches Rauschsignal ist. Die Antwort des Systems auf s(t) wird durch das Leis-
tungsspektrum der Streichlinienauslenkung 7(Zyess., t) an der Position zyjess. charakterisiert,
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Abb. 5.1: Gegenkopplung mit verzogertem und verstarktem Messsignal.

die nicht der Position Zgege entsprechen muss, von der aus geregelt wird. Hier wird das Leis-
tungsspektrum herangezogen und nicht die Ubertragungsfunktion H ' | da im Gegensatz zur
Ubertragungsfunktion auch die nicht mit dem Signal s(t) kohérenten Anteile sichtbar sind. Der
Vergleich der Leistungsspektren der natiirlichen Mode und des geregelten Systems zeigen Spit-
zen bei Frequenzen f, die den Polen (i27 f — o) der Ubertragungsfunktion H in der komplexen
Ebene nahekommen und damit die mogliche Instabilitat des Systems anzeigen. Bei diesen Fre-
quenzen konnen leicht Regelungsmoden angeregt werden. Das System ist daher umso stabiler
je weniger ausgepragt die Spitzen im Leistungsspektrum vorhanden sind.

Die Leistungsspektren des geregelten Systems sind in Abb. 5.2 fiir zwei verschiedene normier-
te Keilabstdnde L/d zusammen mit den unter Rauschen gemessenen Leistungsspektren des

'Die Ubertragungsfunktion H := 7)(2yess.)|s/3 des Systems bezieht sich auf den zu s(t) kohirenten Anteil
7(ZMess.)|s und kann durch Kreuzkorrelation ermittelt werden:

H Z:]:{<5(t_7—) 'n(xMcss.vt)>t}/f{<S(t_T) 'S(xMCSS-7t)>t}'
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Abb. 5.2: Grenze der Regelung mit einem Koeffizienten. Messung des Leistungsspek-
trums an einer typischen Messposition mit Rauschanregung: |s™*| = 300 Steps, Req = 215,
T = 21°C, Up = 5.36 cm/s. Die qualitativen Eigenschaften der hier gezeigten Ergebnisse sind
unabhangig von der Messposition.

ungeregelten Systems und der konvektiven Instabilitiat des Systems ohne Keil verglichen. Da-
bei wurde die veranderte Effektivitat des Aktuators aufgrund der durch den Keil verringerten
Querschnittsflache berticksichtigt, indem das Leistungsspektrum der konvektiven Instabilitat
mit einem aus der Potenzialtheorie stammenden Faktor multipliziert wurde. Mit einer guten
Regelung sollte die spektrale Leistungsdichte des geregelten Systems das Niveau der konvekti-
ven Instabilitdt erreichen, oder sogar unterschreiten (siche Abschnitt 5.3).

Fiir L/d = 4.5 schwingt das geregelte System leicht auf der Frequenz 1.3 Hz (Abb. 5.2) und das
Leistungsspektrum ohne Rauschen (schwarze Linie) zeigt dort eine deutlich hohere Spitze als
das mit Rauschen angeregte geregelte System (blaue Linie), d.h. durch Uberlagerung des Rau-
schens wird die Schwingung kleiner und geht bei grofleren Anregungsamplituden im Rauschen
unter. Die wahrscheinlichste Ursache fiir diesen Effekt sind die durch das Rauschen veranderte
Strahl-Kanten-Wechselwirkung und die Verbreiterung des Strahls (siche Abschnitt B.1.2), die
eine Abnahme der konvektiven Verstirkung zur Folge haben. Die unter Rauschen gemesse-
ne spektrale Leistungsdichte der ungeregelten Strahlschwingung wird durch die Regelung um
etwa 20dB abgesenkt. Die Leistungsdichte des Systems ohne Keil wird fiir tiefe Frequenzen
im kompensierten Zustand sogar unterschritten, da das Rauschsignal durch die Gegenkopp-
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Abb. 5.3: Modell mit konstanter Keiliibertragungsfunktion —k.

lung zeitverzogert und verstarkt zu sich selbst addiert wird und so fiir tiefe Frequenzen (kleine
Phasendrehung) die geschlossene Ubertragungsfunktion des Systems naherungsweise eine In-
terferenz entstehen lasst.

Bei dieser sehr einfachen Gegenkopplung ist fiir Req = 215 bei L/d ~ 4.5 und fiir Req = 120
bei L/d ~ 5 die Grenze der Stabilisierbarkeit erreicht.

5.2 Regelung basierend auf dem Modell einer frequenz-

unabhangigen Keilubertragungsfunktion

Die selbsterregte Schwingung des Strahl-Kanten-Systems zeigt eine Phasendifferenz von —m
zwischen der Auslenkung an der Diise und der Auslenkung am Keil (Abb. 4.3, Abb. 4.4). Diese
ist fiir alle Moden und damit auch fiir alle relevanten Frequenzen relativ konstant. Daher liegt es
nahe eine Gegenkopplung zu modellieren, deren Phasenbeziehung zwischen der Auslenkung am
Keil und der Auslenkung an der Diise ebenfalls gerade — ist. Aus Laufzeitgriinden ist es nicht
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moglich, die Streichlinienauslenkung, die am Keil gemessen wird, direkt zur Kompensation zu
benutzen. Aufgrund der Zeitverzogerung von 60 ms zwischen Bildaufnahme und Aktuatoran-
steuerung und der Gruppenlaufzeit von A zeigt A~! wesentliche Anteile fiir negative Zeiten, ist
also akausal. Daher wird das Messsignal 7)(Zpess, t) mittels einer ohne Keil geschatzten Ubertra-

gungsfunktion g;( f) = ﬁj—l( f)lomneken auf die Keilposition xxk.y extrapoliert. Das kausale Ge-
genkopplungsfilter F—! {3'\22*\1} kann im Frequenzbereich aufgrund der hohen Bandbreite
£>0

von A problemlos berechnet werden. Die unbekannte Verstarkung der Strahl-Kanten-Wechsel-

wirkung wird durch einen Verstarkungsfaktor K modelliert und das Gegenkopplungssignal g(t)

nicht-linear begrenzt:

9(t) = atanh (K n(enea,t) + [~ 7 {5471}

t>0} /a) . (5.1)

Der Verstarkungsfaktor K wird nun per Hand so lange verandert, bis eine optimale Stabilisie-
rung des Systems erreicht ist.

Fir L/d = 5 sind die unter Rauschanregung

<

5 A gemessenen Leistungsspektren fiir verschiedene
= Verstarkungsfaktoren in Abb. 5.5 (oben) darge-
4 g g
“@O stellt. Mit wachsendem Verstarkungsfaktor wird
= Mode I immer besser unterdriickt, was an der
'f (Lkrit7 Kopt. . . . .

@ [ : Abnahme der Leistungsspitze im tieffrequenten
é : Bereich (siehe auch Abb. 5.5 (Mitte)) zu sehen

ist. Fir 0.042 < K < 0.045 wird eine gute Sta-
bilisierung erreicht. Fir groflere Verstarkungs-

Kmax
stabil

faktoren beginnt das System auf einer durch
die Regelung induzierten Mode zu schwingen,
und der hochfrequente Anteil des Leistungsspek-

trums wachst stark an, bis die Nichtlinearitat

|

Keilabstand der Gegenkopplung die Amplitude begrenzt. Der

Ubergang zur Regelungsmode liegt bei K =

Abb. 5.4: Stabilitétsbereich beziiglich des 0-047 und lisst sich sehr gut reproduzieren, so
dass mit unterschiedlichem K die Regelung zur

Verstarkungsfaktors.
jeweils etwa gleichen Phasenlage eingeschaltet werden konnte (Abb. 5.5 (unten)). Zu Beginn
der Messung sind die Systemdynamiken fast identisch, da die nichtlineare Begrenzung den
Verstarkungsfaktor zunachst absenkt. In beiden Fillen wird die Mode I zunachst unterdriickt.
Fiir den kleineren Verstarkungsfaktor kann danach die reglerinduzierte Mode nicht anwachsen
und das System wird stabilisiert, wahrend fiir den grofleren Verstarungsfaktor die reglerindu-
zierte Mode anschwingt und das Gesamtsystem somit instabil wird.

Abbildung 5.5 (Mitte) zeigt, dass fiir einen ganzen Bereich von Verstarkungsfaktoren Ky, <

K < Kpax eine befriedigende Stabilisierung der Stromung erreicht wird. Dieser Bereich wird
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Abb. 5.5: Giite der Stabilisierung in Abhingigkeit von dem Verstarkungsfaktor K.
Parameter: Req = 200, Up = 4.93cm - s, L/d=5, T = 20.8°C, Rauschanregung |s™*| = 100
Steps.
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Abb. 5.6: Systemzustande unter Regelung nach Modell II. Oben: Zeitreihe der Stabili-
sierung (a) Schwingung ohne Regelung (b) Zustand hoherer Frequenz, (c) Ubergang, (d) ,,Fix-
punkt“. Mitte: Bild der Zustande in Verzogerungskoordinaten in unterschiedlicher Skalierung.
Unten: Leistungsspektren. Parameter: Req = 200, Up = 4.93cm/s, L/d=5.75, T = 20.8°C.
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aber mit wachsendem Diise-Keil-Abstand kleiner, und es gibt schliefilich einen kritischen Ab-
stand, bei dem der minimal notwendige und der maximal zulassige Verstarkungsfaktor inein-
ander iibergehen, wie in Abb. 5.4 verbildlicht ist.

Die Zeitreihe der Strahlauslenkung in Abb. 5.6 zeigt eine Stabilisierung bei diesem kritischen
Abstand fiir den optimal eingestellten Verstarkungsfaktor K,p. Das geregelte System wurde
mit einem sehr kleinen, breitbandigen Rauschsignal angeregt, um die Giite der Stabilisierung
zu testen. Bei konstantem Verstarkungsfaktor K, kann sich das System in verschiedenen, sich
zeitlich abwechselnden Zustédnden befinden. Nach dem Abschnitt (a) (0s < ¢t < 20s), in dem
das System ungeregelte selbsterregte Schwingungen ausfiihrt, wird der Verstarkungsfaktor K
fir (20 < t < 40) langsam auf K, erhoht, so dass die Amplitude der selbsterregten Schwin-
gung abnimmt. Der Bereich der moglichen K, die die Stromung stabilisieren, ist hier an der
Grenze der Stabilisierbarkeit sehr klein, und der stabilisierte Zustand bleibt nicht andauernd
bestehen. Das System pendelt unregelméfig zwischen dem stabilisierten Zustand (d) und dem
Zustand (b), der der leicht verdnderten hoheren Mode II des ungeregelten Systems entspricht.
Die Schwankungen der einzelnen Systemzustande (a), (b) und (d) sind in Abb. 5.6 (Mitte)
durch Verzogerungskoordinaten veranschaulicht. Die absoluten Schwankungen (also die mitt-
lere Abweichung vom mittleren Orbit) sind aufgrund der Rauschanregung anndhernd gleich
grof.

Die Grenze der Modellierung durch eine frequenzunabhangige Keiliibertragungsfunktion liegt
fiir Req = 200 bei L/d ~ 6.

5.3 Adaptive Regelung

Abgesehen von der Steuerung des Verstarkungsfaktors wahrend des Einschaltvorgangs, um das
System langsam aus dem Grenzzyklus in den Fixpunkt zu ziehen, basieren die bisher dargestell-
ten Stabilisierungsmethoden auf zeitlich konstanten Gegenkopplungsfiltern. Mit wachsendem
L/d wird der Bereich der zur Stabilisierung fiihrenden Parameter kleiner und die Gegenkopp-
lung muss deutlich langsamer eingeschaltet werden. Wegen der wachsenden Verstiarkung der
Riickkopplung muss die Gegenkopplung mit hoherer Genauigkeit eingestellt werden. Da die
Modelle der Riickkopplung alle sehr wenig iiber den Frequenzgang der linearisierten Strahl-
Kanten-Wechselwirkung, hier auch Keiliibertragungsfunktion genannt, aussagen, muss die Ge-
genkopplung méoglichst modellfrei, also adaptiv, eingestellt werden. Auch eine Berticksichtigung
der sich zeitlich &ndernden Systemdynamik wird erst ab einem gewissen L/d fiir die Stabilisie-
rung wesentlich.

Die adaptive Regelung kann daher genutzt werden:

e um die Gegenkopplung genau einzustellen, da kein Modell der Riickkopplung verfiighar
ist,
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Abb. 5.7: Adaptive Regelung.

e um Schwankungen der Systemdynamik zu folgen, sofern das Folgeverhalten des adaptiven
Reglers schnell genug ist,

e um die Nichtlinearitat des im Grenzzyklus schwingenden Systems zu durchfahren und
die eventuell auf verschiedenen Orbits notwendigen unterschiedlichen Gegenkopplungen
quasistationar einzustellen und so mit einer linearen Regelung in Abhangigkeit von dem
aktuellen mittleren Orbit das System zu stabilisieren.

5.3.1 Entwurf des adaptiven Regelalgorithmus

Denkt man sich die physikalische Riickkopplung F' durch die Regelung mit der Gegenkopplung
C' = Cypt in Abb. 5.7 kompensiert, so ist die Ubertragungsfunktion bis zur Messposition TRegel:
Z = A - Si|mit keir- Ist die Riickkopplung nicht vollsténdig kompensiert, so kann man nun
versuchen, die Gegenkopplungsiibertragungsfunktion C' mit einer zuséatzlichen Gegenkopplung
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AC so nachzuadaptieren, dass die Ubertragungsfunktion des geregelten Systems

HEOC + AC) = 1Reze)) (5.2)
§ C+AC

gerade
H®(C+AC) = Z (5.3)

erreicht, wobei Z eine Zieliibertragungsfunktion des Systems mit Gegenkopplung darstellt. Die

genaue Wahl von Z wird weiter unten diskutiert und stellt die zu erreichende Minimalkorrelation

der stabilisierten Stromung dar. Bei falscher Wahl kann der Regler zur Instabilitat neigen.

Betrachtet man das Blockdiagramm in Abb. 5.7, so ist H®(C), wenn man die im einzelnen

unbekannte physikalische Riickkopplung durch die lineare Ubertragungsfunktion F (feedback)

im stabilisierten Zustand annéhert:

ASy

H®(C) = .
(©) 1-FS;+ASMC

Soll im (n + 1)-ten Schritt H® (C,,,) = Z gelten, so muss die Gegenkopplung durch

AC, — % - (% - m%((r)) (5.5)

korrigiert werden, wobei M die Ubertragungsfunktion des Messystems ist (hier eine Verzoge-

(5.4)

rung). Die Messung der aktuellen Ubertragungsfunktion H (&)(C,) ist im nichtstabilisierten
Zustand schwierig, da das auf dem Grenzzyklus schwingende System auf duflere Storung an-
ders reagiert als das stabilisierte System. Bei der Eigenfrequenz des Systems ist daher eine
Bestimmung des Ubertragungsfaktors nur durch langeres Mitteln méglich. Daher wird fiir je-
den Verbesserungsschritt n mit einem der Schwingungsamplitude angepassten Testsignal die
Ubertragungsfunktion gemessen und gemittelt. Es ist sinnvoll, sich der Zielfunktion Z langsam
anzunahern, indem man den Schrittweitenparameter 0 < p < 1 einfiihrt. Die Gegenkopp-

lungsiibertragungsfunktion wird nun durch
Cuy1 = Ch + pAC, (5.6)

sukzessive berechnet. Durch die Einstellung von p steuert man das Folgeverhalten und die
Genauigkeit der Adaption.

Um den beschriebenen Algorithmus umzusetzen, muss die jeweils gemessene Ubertragungsfunk-
tion H®(C,) des Systems invertiert werden. Aus dem gemif Gl. (5.5) resultierenden AC,, wird
ein kausales Filter Ac¢, berechnet und zu dem Gegenkopplungsfilter ¢, addiert.

5.3.2 Messung von H® (C) und Berechnung von AC

Das Testsignal s(t), das hier meistens als kurzer, periodischer eingebrachter Schrodersweep
oder als breitbandiges Rauschsignal mit jeweils auf das System angepasstem Leistungsspek-
trum (Prewhitening) synthetisiert wird, ist im Allgemeinen breitbandiger als die Antwort der
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Streichlinienauslenkung 7 am Ort Treger. Da das Testsignal klein und das dazu unkorrelierte
Signal, das hier vor allem durch die selbsterregte Schwingung entsteht, relativ grof3 ist, wird die
Kreuzkorrelation im Spektrum (5*7), iiber eine gewisse Zeitdauer gemittelt. Die selbsterregte
Schwingung mittelt sich ndherungsweise heraus, und man erhalt eine im Spektrum und in der
Phase glatte Ubertragungsfunktion. Es gestaltet sich schwierig, die selbsterregte Schwingung
aus den Messdaten durch Prediktion der selbsterregten Schwingung herauszuziehen, um die
Mittelungsdauer zu verkiirzen. Aufgrund der Nichtlinearitat wird die Phase der selbsterreg-
ten Schwingung durch das Testsignal beeinflusst. Somit steht jeweils nur ein kurzer Ausschnitt,
wéhrend der in das Testsignal eingebauten periodisch wiederkehrenden Signalpausen (s(t) = 0),
zur Prediktion zur Verfiigung.

Um das Folgeverhalten des adaptiven Algorithmus zu verbessern, kann der beste Kompromiss
zwischen dem Verkiirzen der Mittelungszeit und dem Herausmitteln der selbsterregten Schwin-
gung gesucht werden. Als geeignet hat sich eine Gewichtung bei der Mittelung der Kreuzkorrela-
tionen herausgestellt: In jedem Aktualisierungsschritt n der Gegenkopplung wird $ und 7 durch
diskrete Kurzzeit-Fouriertransformation von s(t) und 7(zgege1, t) berechnet und die Kreuzkorre-
lationen der letzten m Schritte (§*7)(n) ... (5*7)(n —m) gespeichert. Die Mittelung der Kreuz-
korrelationen der letzten m Schritte wird durch eine fiir steigende £ abfallende Gewichtsfunktion
g(k) : g(k) # 0 fiir m > k > 0 entsprechend ((5*7)(k) - g(n — k)), durchgefiihrt. Damit wird die
im n-ten Schritt bestimmte Kreuzkorrelation (5*n)(n) bei der Berechnung des Mittels starker
gewichtet. Beziiglich des Folgeverhaltens des Algorithmus stehen der Schrittweitenparameter u
und die Anzahl m der Mittelungen in einem relativ komplizierten Zusammenhang, da einer-
seits eine langere Mittelungszeit m ein gréferes p aufgrund der gestiegenen Genauigkeit der
Ubertragungsfunktion erlaubt. Andererseits andert sich mit groBerem g auch die jeweilige Ge-
genkopplung schneller, so dass H®(C},) nicht zu der passenden Gegenkopplung C), bestimmt
wird, sondern tiber die Systemdynamiken mit den verschiedenen Gegenkopplungen C', ., ge-
mittelt wird. Eine gute Wahl von p, m und damit ein optimiertes Folgeverhalten des adaptiven
Algorithmus kann daher nur empirisch ermittelt werden. Wird p zu grofl gewahlt, fithrt der
adaptive Algorithmus zur Instabilitat des Systems, da die vorausgesetzte Quasistationaritat
nicht mehr gegeben ist, d.h. die Voraussetzung, dass die Dynamik des Gesamtsystems aufgrund
der Gegenkopplungsanderung pAc sich nur unwesentlich wahrend der zeitlichen Mittelung der
Ubertragungsfunktion andert.

Als sehr geeignete Methode zur Bestimmung der Ubertragungsfunktion hat sich die Tikhonov-

Regularisierung erwiesen:

@) — . (577),
HEG) = (5%8); + erikn. ((8%8),) (5:7)

wobei sich hier als beste Wahl des Tikhonov-Parameters ety =~ 0.01 beziiglich der mittleren
spektralen Leistung des Eingangssignals ((§*5),) ; herausstellt. Im Gegensatz zu Fensterungen
im Frequenzbereich wird hier keine explizit ausgezeichnete Abschneidefrequenz verlangt. Auch
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fiir die Aktualisierung der Gegenkopplung AC' kann die Tikhonov-Regularisierung angewendet
werden:

I Z'H®(Cw)P? — H®(Cw)"| 2]

M |ZH®(C,)]2 + erikn (| ZH® (Ch)[?)

Eines der wesentlichen Probleme ist die nicht gegebene Kausalitdt von AC' geméaf (Gl. (5.5)).

AC

(5.8)

Nur der kausale Anteil (Ac|s>o) von AC wird in das Gegenkopplungsfilter bzw. in die Impuls-
antwort ¢ der Gegenkopplung

Ac=F" {[ACusa} = FHACY i (5.9)

integriert. Es hat sich zuséatzlich als niitzlich erwiesen, Ac mit einem Fenster im Zeitbereich
zu gewichten, so dass die Impulsantwort fiir gréere ¢ starker abfallt. Wenn die Impulsantwort
fiir diese Zeiten zur Erreichung der Zieldynamik tatséchlich notwendig ist und somit nicht aus
Mess- bzw. Schatzfehlern resultiert, baut der adaptive Algorithmus diese spéter auf. Auch im
Frequenzbereich wird AC' prinzipiell durch die Tikhonov-Methode Gl. (5.8) gefiltert, jedoch
ohne feste Abschneidefrequenz. Da [AC]
kann, wird die Gegenkopplung C' zusatzlich bandbegrenzt.

Lausa DODere Frequenzkomponenten als AC' besitzen

5.3.3 Stabilitat des adaptiven Algorithmus und Wahl der Zielfunk-

tion

Die Wahl einer sinnvollen Zielfunktion Z bestimmt sehr wesentlich die Stabiliat des Systems, da
die Gegenkopplung durch AC' = M~Y(Z~' — (H®(C))~!) mit der Zielfunktion verbunden ist.
Wiinschenswert fiir die Stabilisierung des Strahl-Kanten-Systems ist eine Zielfunktion, die zu
einem kleinem Leistungstransfer und einer zeitlich kurzen Impulsantwort von F~! {H (g)(C’)}
fiihrt.

Die Anwesenheit des Keils erzeugt eine zuséatzliche Korrelation zwischen dem Eingangssignal
s(t) und dem Messsignal 7(ZRegel,t). Benutzt man als Zielfunktion die vom Gesamtsystem
minimal realisierbare Korrelation, so kompensiert die Gegenkopplung zwangslaufig die zusétz-
liche Korrelation durch die Strahl-Kanten-Wechselwirkung. Fordert man jedoch eine kleinere
realisierbare Korrelation als Zielfunktion, so kann die Gegenkopplung die gewiinschte Ubertra-
gungsfunktion nicht einstellen, und das geregelte System kann instabil werden.

Betrachtet sei zunachst die minimale, realisierbare Korrelation der konvektiven Instabilitat des
Strahls in Abbildung 5.8. Gesucht ist eine Gegenkopplung, die das Messsignal 7(¢) an der Stelle
TReget Und das Eingangssignal mit Gegenkopplung s(t) — (¢ * n)(t) moglichst gut fiir positive
Zeitdifferenzen dekorreliert:

(n-[s(t = At) = (cxn)(t = At)]) opsg = 0. (5.10)

Da s/n = (1+ HC)/H, ist die grofite Dekorrelation gegeben, wenn der kausale Anteil von
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4—\—» <> B
T )
n(t) / /
TRegel System Gegenkopplung
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n(t)

Abb. 5.8: Minimierung der Korrelation der konvektiven Instabilidt. Blockschaltbild
der Gegenkopplung.

8/ M iauea = 0 und somit C' = — [H 1], ist. Verwendet man daher als Gegenkopplungsver-
besserung den kausalen Anteil der Ubertragungsfunktion des geschlossenen Kreises
Ac=—p- F! { [H@*l] } (5.11)
kausal

so kann [§/7) deutlich verringert werden (Abb. 5.9), und der akausale Anteil steigt leicht

kausal
an. Dabei kann der kausale Anteil an einer weiter stromauf liegenden Regelposition (Abb. 5.9
(Mitte)) besser unterdriickt werden. Allerdings neigt der adaptive Algorithmus fiir langere
Laufzeiten bzw. grofie Gegenkopplungen zur Instabilitat. Daher ist es sinnvoll, einen gewissen
kausalen Anteil von H® " in H® zuzulassen, der mit der Zielfunktion Z schon bezeichnet ist.
Diese minimale zugelassene Ubertragungsfunktion Z kann nur a priori durch Modellannahmen
geschatzt werden. Die Dekorrelation durch die Gegenkopplung kann fiir das eben betrachtete
Beispiel die durch die Physik fest vorgegebene Ausbreitung der konvektiven Instabiliat nur zu
einem geringen Anteil kompensieren, so dass es sinnvoll ist, diese als Zielfunktion zu benutzen.
Kommt jedoch eine zusatzliche Korrelation durch die physikalische Riickkopplung des Keils
hinzu, so ist der adaptive Algorithmus durch Einstellen der Gegenkopplung in der Lage, die
zusitzliche Korrelation zu kompensieren. Dabei wird H9) durch die Adaption des Gegenkopp-
lungsfilters allméahlich auf die Wunschiibertragungsfunktion Z gebracht. Damit kommt auch
die selbsterregte Schwingung zum Erliegen und der Fixpunkt der Strahl-Kanten-Dynamik wird
stabilisiert.

Im Folgenden wird als Zieliibertragungsfunktion
Z = KL ' (A : Sl>|0hne Keil (512>

die Ubertragungsfunktion der konvektiven Instabilitat bis zum Messort xreger verwendet. Der
Faktor K7, beschreibt die groflere Effektivitat des Aktuators bei kleineren Keilabstéinden L, da
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Impulsantwort [Step/um]

2

normierter Diisenabstand x/d

Zeit t s

Abb. 5.9: Impulsantwort der inversen ﬁbertragungsfunktion H9O™ = 3 /7n  farbko-
diert in [Steps/pm]. Links: ohne Gegenkopplung, Mitte: mit Gegenkopplung von xgeger = 1.5d,
unten mit Gegenkopplung von geger = 3d.

bei verschiedenen Keilabstanden L das durch den Aktuator verschobene Fliissigkeitsvolumen
zu unterschiedlichen lateralen Auslenkungen |é | unterhalb der Diise fiihrt. Dieser Faktor K7,
kann aus der Potenzialtheorie ermittelt werden (Schwarz-Christoffel-Transformation). Damit
wird im Folgenden davon ausgegangen, dass

(A 51)|mit ket & K1 - (A S51)|obne Keil (5.13)

ist. Die Stabilitdt des Systems, die durch ein breitbandiges Rauschsignal gemessen wird, zeigt je
nach Wahl von K7, unterschiedliche Gilite. Benutzt man das aus der Potenzialtheorie kommende
Ky, so ist die Stabilitat in der Tat am grofiten, und die spektrale Leistungsdichte zeigt keine
ausgepragten Spitzen.

In Abb. 5.10 ist die Zeitreihe n(pess.) Wihrend eines typischen Stabilisierungsvorgangs fiir
L/d = 6 gezeigt. Die Amplitude des Sweeps s(t) wird durch die kurzzeitgemittelte spektra-
le Leistungsdichte automatisch angepasst, um immer ein optimales Signal/Rausch-Verhélt-
nis zu gewahrleisten. Die spektrale Leistungsdichte wird daher mit einem zeitlich linear
abnehmenden Vergessensfaktor gewichtet. Die Anfangsamplitude des Sweeps wird hier mit
|| e = 400 Steps festgelegt und mit abnehmender selbsterregter Schwingungsamplitude
auf [s™™|; 4. = 100 Steps geregelt. Nach circa 100 Perioden der selbsterregten Schwingung
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Abb. 5.10: Zeitreihe der Streichlinienauslenkung wihrend einer Stabilisierung. Das
periodisch wiederholte Testsignal besteht aus einem Sweep der Lénge 200/ fsampiing (4 Sekunden)
und anschlieend 56/ faampiing Pause (s(t) = 0). Die Periodizitét ist in der Zeitreihe durch
rote Rauten markiert. Parameter: Eigenfrequenz f; = 0.88 Hz, Up = 5.36 cm/s, Req = 235,
T =24°C, L/d =6, d = 4 mm, Tpfess./d = 3.5, TReger/d = 0.5.
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Abb. 5.11: Verschiedene Stadien einer Stabilisierung. Parameter wie in Abb. 5.10.
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(tfi > 100) ist eine Stabilisierung anndhernd erreicht. In Abb. 5.11 (a) sind die spektralen Leis-
tungsdichten bei verschiedenen Stabilisierungsgraden mit den zugehorigen Impulsantworten von
AC im Vergleich zu Z gezeigt. Fiir 150 < tf; < 190 stimmen die Leistungsspektren etwa tibe-
rein, obwohl sich die Impulsantwort der Zielfunktion z noch wesentlich von der aktuell gemes-
senen Impulsantwort H9 (vgl. Abb. 5.11 (b) z (schwarz) mit H9 (rot)) unterscheidet. Dabei
ist vor allem die zeitliche Ausdehnung der Impulsantwort wesentlich, da die verzogerten Antei-
le die noch nicht kompensierte Strahl-Kanten-Wechselwirkung darstellen. Verglichen mit dem
anfénglichen (Ac),_, 4 (blaue Kurven) ist der gemessene kausale Anteil von (Ac)i50_; <190
durch die Regelung nicht wesentlich kleiner geworden.

Mit zunehmender Adaption sinkt dann der kausale Anteil von Ac, und das Leistungsspektrum
von H9 nihert das geschitzte erreichbare ohne Keil sehr gut an. Die Gegenkopplung ist fiir
f1 > 250 auskonvergiert. Der noch verbleibende kausale Anteil von Ac in Abb. 5.11 (griine
Kurve) wird nicht in das Gegenkopplungsfilter {ibernommen, da in der Implementierung des
adaptiven Algorithmus zur Erniedrigung der Fehleranfalligkeit zusétzlich die Bandbreite von C'
begrenzt wird. Die auskonvergierte Gegenkopplung bewirkt, dass die spektralen Leistungsdich-
ten des geregelten Systems und des Systems ohne Keil (aber mit Keilkorrektur K7,) sehr gut
tibereinstimmen.

Ohne die Hystereseinvertierung aus Kap. 2.4 wachst die Gegenkopplung bei immer kleine-
ren Anregungsamplituden s(t) aufgrund der betragsméfig unterschitzen Ubertragungsfunkti-
on H9 immer weiter an, so dass die Gegenkopplung nicht konvergiert und das Gesamtsystem
damit instabil werden kann.

5.4 Parameter und Grenze der adaptiven Regelung

Bevor eine Grenze der adaptiven Regelung definiert wird, werden in den nachsten Unterab-
schnitten ausgewéhlte Parameterabhiangigkeiten untersucht. Fiir den adaptiven Algorithmus
miissen einige freie Parameter festgelegt werden, von deren Wahl die Grenze und die Giite der
Stabilisierung wesentlich abhéngen:

e Zielfunktion Z: Geschatzt durch K@ﬁ]ohne kel Mit dem Korrekturfaktor Ki, fir den
Aktuator aus der Potenzialtheorie.

e Regelposition zreger: Diisennéhe bringt hohere Stabilitat wahrend der Stabilisierungsphase
des im Grenzzyklus schwingenden Systems. Mehrere Regelpositionen bringen qualitativ
kaum Verbesserungen (Kap. 5.4.2).

e Linge des Gegenkopplungsfilter: einige Schwingungsperioden (Kap. 5.5).

o Testsignalamplitude und Testsignalform: Amplitude grof}, Testsignal breitbandig und auf
Schwingungsfrequenz abgestimmt.
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e Schrittweitenparameter: kleiner fiir grofiere L/d.

e Mittelungsdauer, die zur sicheren Bestimmung der Ubertragungsfunktionen notwendig

ist: lang gegen Schwingungsdauer.

5.4.1 Wahl der optimalen Regelposition

Die Wahl der Regelposition @rege beeinflusst sowohl die Giite des stabilisierten Zustands als
auch die Stabilitdt der Adaption des Gegenkopplungsfilters wahrend der Unterdriickung der
selbsterregten Schwingung.

Dabei wird die Giite als Differenz zwischen mittlerer Leistung des ungeregelten Systems und
mittlerer Leistung des mit der Amplitude 100 Steps angeregten Systems definiert.

Die Stabilitdt der Adaption wird durch

die maximale Geschwindigkeit gemessen,

mit der die selbsterregte Schwingung un-
terdriickt wird: Mit wachsendem Schritt-

weitenparameter p wird die Stabilisie-
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rung der Stromung immer schneller er-
reicht, jedoch wachst bei fester Anfangs- 11/2

testsignalamplitude |s™*|,, . die Wahr-

scheinlichkeit, dass eine Gegenkopplung

I
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adaptiert wird, so dass das schon instabi-
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le System wahrend der Adaptionsphase
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noch instabiler wird. D.h., die instabi- 0 1 2

len Pole des geschlossenen Systems wan- TRegel/d

dern nicht in Richtung stabiles Gebiet.

Daher wird die Stabilitit der Adaption Abb. 5.12: Giite der Stabilisierung und Sta-
definiert als der Anteil der zur Stabili- biltat der Adaption wahrend der Stabilisierungs-
sierung fithrenden Adaptionen bei fest phase fiir p = 0.5, |s™*|,, . = 400 Steps.
vorgegebenem p und fest vorgegebener

Anfangsamplitude |s™*|q,, . des Testsig-

nals. Die Amplitude des Testisgnals |s™**|q,, . ist mitentscheidend fiir den Informationsgewinn
pro Adaptionsschritt.

In Abb. 5.12 ist der Anteil der zur Stabilisierung fithrenden Messungen gegen die Regelposition
aufgetragen. Zu Beginn der Messung ist die Testsignalamplitude |[s™**|,, =400 Steps gewé&hlt.
An sieben verschiedene Regelpositionen zrege mit jeweils acht Messungen von circa 300 Schwin-
gungsdauern Lange wird die Stabilitdt der Adaption und die Giite des stabilisierten Zustands
getestet. Der Schrittweitenparameter wird dabei konstant p = 0.5 gewéhlt (iiblich sind sonst
0.05 < u < 0.3). Alle Adaptionen, die das System in der vorgegebenen Zeit nicht vom Grenz-
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zyklus zum Fixpunkt gebracht haben, werden als instabil beziiglich der Adaption gewertet. Da
p relativ grof gewihlt ist, zeigt sich hiufig nach relativ kurzer Zeit (100/f71), ob die Adaption
zur Stabilisierung fithrt oder nicht, so dass die Grenze zwischen den stabilisierenden und den
nicht stabilisierenden Adaptionen sehr scharf ist.

Die diisennahen Regelpositionen xgegel zeichnen sich durch besonders hohe Stabilitat beziiglich
der Adaption aus. Die fiir den Adaptionsprozess notwendigen Informationen scheinen dort in
besonderer Klarheit auswertbar. Insbesondere kann die Riickkopplung des Keils in Diisennahe
sehr direkt gemessen werden, da die Streichlinienauslenkung vom Anregungsfeld der Strahl-
Kanten-Wechselwirkung dominiert ist. Daher kann die Information tiber die Keilriickkopplung
dort besonders gut extrahiert werden.

Das Amplitudenverhéltnis zwischen der

dritten und der ersten Harmonischen ist

fiir verschiedene L/d im Diisennahbereich 0.15 |G ak:.|]=1000 Steps
erh6ht (Abb. 5.13), was darauf schlieflen : ‘
lasst, dass sich dort der am Keil statt- 01t ........ . b7 ol
findende Mechanismus stark widerspiegelt. ‘ : /o
Die konvektive Instabilitat hat bei ahnli-

cher Auslenkungsamplitude ein wesentlich

[71(3wm) /11w |

0.05
geringeres Verhaltnis der Harmonischen.

Weiter stromab wachst dann die Nichtli-

nearitat an und fithrt zu schwierigen Ver-

mischungen einzelner Spektralkomponen- 0 2 4 6 8
ten (siehe Kap. 3.5.2). z/d

Andererseits ist die Messgenauigkeit unter-
halb der Diise auf Grund der sehr klei-

nen Auslenkungen von wenigen pm am ge-

Abb. 5.13: Nichtlinearitat der Streichlinie fur
Mode 1. Up = 5.36 cm/s, schwarz: konvektive In-

ringsten, so dass schon kleine Messunge- stabilitat 1 Hz.

nauigkeiten bei der Interpolation zwischen

den Bildelementen der CCD-Kamera (sie-

he Kap. 2.3) zu einer verminderten Qualitét der Stabilisierung fithren.

Die beste Unterdriickung der Instabilitat kann mit einer Regelposition erreicht werden, die circa
eine Diisenbreite stromab liegt. Fiir groere L/d wird der Bereich der beziiglich der Adaption
stabilen Reglerpositionen wregel immer kleiner, so dass Positionen in Diisennahe gewahlt werden
miissen, fiir die die erreichte Giite aufgrund der Stabilisierung nicht optimal ist (siehe Abb.5.12).

5.4.2 Parallel laufende adaptive Algorithmen

Zur Erhohung der Messgenauigkeit bietet es sich an, von p Messpositionen aus zu regeln, daher
wird der vorgestellte adaptive Algorithmus parallel angewendet, wie in Abb. 5.14 dargestellt.
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Abb. 5.14: Blockschaltbild mehrerer paralleler adaptiver Algorithmen. Die gestrichel-
ten Linien deuten die Filter 2 bis p-1 an.

Die Schrittweitenparameter 1, 1 < j < p miissen entsprechend der Anzahl p der parallelen Fil-
ter reduziert werden. Vorteilhaft ist eine ansteigende Gewichtung der p mit kleiner werdendem
Diisenabstand der Messposition, da damit die grofite Stabilitat wahrend der Unterdriickung
der Schwingung gegeben ist.

In Abb. 5.15 ist fiir gleiche Parameter ein Vergleich der adaptiven Stabilisierungen mit finf
parallel laufenden Filtern bzw. mit einem Filter gezeigt. Der Unterschied liegt bei abgeschalte-
tem Testsignal bei etwa 15dB. Jedoch ist es nicht moglich, die Grenze der Regelbarkeit in der

Req-L/d-Ebene mittels der groferen erreichten Messgenauigkeit wesentlich zu erhéhen.

5.4.3 Grenze der Regelung in der Reg-L/d-Ebene.

Die Grenze der Regelbarkeit durch den hier verwendeten adaptiven Algoritmus ist in Abb. 5.17
eingezeichnet. Die Reynoldszahl Req wird dabei fiir die Temperatur des Strahls berechnet, so
dass die Temperaturdifferenz zwischen Strahl und umgebendem Medium dabei nur indirekt
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Abb. 5.15: Unterdriickung der selbsterregten Schwingung durch parallele adaptive
Algorithmen. L/d = 7.5, spektrale Leistungsdichte ohne Testsignal, 1 = 0.3, TRege1/d ~ 1.0
bzw. pu=1[0.5,0.4,0.3,0.2,0.1]/5, 2ge.a/d ~ [0.2,0.6,1.0,1.4,1.8].

eingeht. Der Auftrieb des Strahls gegeniiber dem Medium innerhalb des Kanals sorgt allem
Anschein nach noch fiir eine zusétzliche destabilisierende Wirkung (Kap. 3.3), die nicht in der
Reynoldszahl enthalten ist. Zur Beschreibung dieser Abhéngigkeit reicht die Datenmenge der
Kompensationen bei verschiedenen Temperaturen aber nicht aus, so dass hier die Grenze in der
Reg-L/d-Ebene dargestellt wird.

Im Folgenden soll festgelegt werden, was unter der Grenze der Stabilisierbarkeit verstanden
werden soll.

Unterhalb der Grenze sind Unterdriickungen der selbsterregten Schwingung bis zur Auflésungs-
grenze des Bildverarbeitungssystems moglich (> 50dB abhéngig von der Messposition). Hat
das geregelte System den Grenzzyklus verlassen, so kann mit kleinem Schrittweitenparame-
ter u die Gegenkopplung verbessert werden, so dass sich das System vollstandig beruhigt und
zunéachst vorhandene Storungen verschwinden bei Andauern des stabilisierten Zustands.

Nahe der Grenze der Stabilisierbarkeit fiihrt die Adaption zu zwei verschiedenen Fillen:

(a) Die natiirliche Mode kann fast unterdriickt werden. Jedoch fithrt das System noch Schwin-
gungen kleiner Auslenkung auf verschiedenen, sich meist abwechselnden Frequenzen aus,
die auch durch Nachadaption nicht stabilisiert werden kénnen. Das geregelte System hat
also mehrere, sich zeitlich abwechselnde existenzfiahige Zustande.

(b) Schon die Adaption schlagt fehl und das System wird auf einer durch den Regler indu-
zierten Mode instabil (hier meistens eine Subharmonische der natiirlichen Frequenz).
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Abb. 5.16: Leistungsspektren und Bilder der Kompensation fiir verschiedene L/d und
Req. Ungeregeltes System: blaue Linien und linke Bilder, geregeltes System: rote Linien und
rechte Bilder. Gitterabstand 4 mm.
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Abb. 5.17: Grenze der Regelung in der Req-L/d-Ebene im Vergleich mit dem Existenzgebiet
des Systemzustands II. Kreuze kennzeichnen die Grenze des hier untersuchten stabilisierbaren
Bereichs L/d (griin). Rauten kennzeichnen die Diise-Keil-Absténde, an denen die Mode II

gemessen wurde. Offene Rauten: d=2mm, gefiillte Rauten d=4 mm.

Die Grenze der Stabilisierung wird durch eine Unterdriickung von 20 dB festgelegt, so dass die
in (a) erwdhnten kleinen Schwingungen bis zu einem gewissen Grad noch erlaubt sind. Die
Trennschérfe der Definition ist sehr hoch, da Fall (a) und Fall (b) gekoppelt auftreten, wenn
der kritische Keilabstand L. erreicht ist. Eine Unterdriickung der natiirlichen Mode gelingt
dann trotz ausgefeilterer Parameter selten und nur mit relativ groflen Restschwankungen. Die
erreichbare Unterdriickung nimmt in der Nahe von Ly, stark ab.

In Abb. 5.16 (B) ist fiir Req = 215 bei L/d = 7 eine Unterdriickung von etwa 40 dB méglich und
das Video-Bild (B) des stabilisierten Zustands ist im wesentlichen stérungsfrei. Bei den Stabili-
sierungen an der Grenze ((A) fir L/d = 10,Req = 115 und (C) fiir L/d = 8, Req = 215) treten
diese Storungen vor allem in Keilndhe auf (siche zugehorige Video-Bilder). Die erreichte Un-
terdriickung ist deutlich geringer (Leistungsspektren in Abb. 5.16 (A) v.a. (C)). An der Grenze
der Kompensation treten Schwingungen kleiner Amplitude auf, deren Schwingungsform ahnlich
den entsprechenden natiirlichen Moden ist (Video-Bilder A, C). Die entstehenden Leistungs-
spektren im kompensierten Zustand zeigen in (A) bei der natiirlichen Schwingungsfrequenz ein
Maximum und in (C) eine Spitze zwischen den natiirlichen Moden des Systemzustands II.

Die Grenze der Stabilisierbarkeit in Abb. 5.17 orientiert sich an dem unteren Rand des Existenz-
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gebietes des Systemzustands II. Inwieweit jedoch die Dynamik des in Kap. 4.7.1 dargestellten
Systemzustands II fiir die Regelbarkeit entscheidend ist, kann nicht direkt nachgewiesen werden.
Die in Abb. 5.6 gezeigten periodisch wiederkehrenden Oszillationen (Fall (a)) tauchen ebenso
an der Grenze der Stabilisierbarkeit mittels des adaptiven Algorithmus auf, und die Zeitskalen
sind ahnlich. Einerseits kann der adaptive Algorithmus dieser tieffrequenten Dynamik offen-
sichtlich nur unzureichend folgen. Andererseits kann er durch Verringerung der Mittelungszeit
und Erhchung des Schrittweitenparameters die Gegenkopplung nicht mit ausreichender Genau-
igkeit justieren oder den nichtlinearen Bereich der Grenzzyklusschwingung nicht durchfahren.
An dieser Stelle ist man auf andere Regelstrategien angewiesen, die jedoch eine genauere Mo-
dellierung des Systems voraussetzen.

5.5 ﬂbertragungsfunktion der Strahl-Kanten-Wechsel-

wirkung

Das durch den adaptiven Algorithmus in den Fixpunkt geregelte System hat die vorgegebene
Zieliibertragungsfunktion Z erreicht, wenn das Gegenkopplungsfilter adaptiert ist ([AC),,, . &
0). Entspricht die gewéhlte Zieliibertragungsfunktion Z dem Zahler (AS1)|mit ke von Gleichung
Gl. (5.4), so kompensieren sich gerade die durch die Regelung eingestellte Gegenkopplung und
die physikalische Riickkopplung. Die physikalische Riickkopplung F' = 7j(ZRegel)/T(Tkei1) st
unter der obigen Voraussetzung:

F = A‘mit KeilMC- (514)

Da die Ubertragungsfunktion (AS1)|mit ket des Zéhlers aus Gl. (5.4) einerseits nur mit Keil,
aber ohne dessen Riickwirkung bestimmt werden miisste, kann diese nur im stabilisierten Zu-
stand gemessen werden. Andererseits wird die Dynamik des stabilisierten Zustands durch die
Zieldynamik Z festgelegt, die auf der Schatzung von (AS1)|mit ken beruht. Damit entzieht sich
(AS1)|mit ke prinzipiell einer Messung im geschlossenen System mit dieser adaptiven Methode.
Daher kann nicht geklart werden, ob tatsachlich die Gegenkopplung genau der Riickkopplung
entspricht, oder ob noch ein Anteil der Gegenkopplung dazu verwendet wird die Abweichung
zwischen Z und AS; zu erzeugen. Daher sind die im Folgenden berechneten Ubertragungsfunk-
tionen der Strahl-Kanten-Wechselwirkung mit systematischen Fehlern behaftet. Die Messfehler
sind dagegen gering, da bei gleichen Stromungsparametern schon kleine Abweichungen der Ge-
genkopplungen zu weniger Giite bei der Stabilisierung fithren und damit ein Giitekriterium zur
Verfiigung steht.

Die Ubertragungsfunktion der Strahl-Kanten-Wechselwirkung Kww = 7(zp)/7(zken) von der
Streichlinienauslenkung direkt oberhalb des Keils auf die Streichlinienauslenkung direkt un-

terhalb der Diise ist mit den adaptierten Gegenkopplungsimpulsantworten durch (Gl. (5.14))

Kww = N(TRege1) /N (Txeit) * Almit ket MC = S27" - Al it ket MC (5.15)
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gegeben und mit der Approximation Al ke = KA ergibt sich:
Kww = K1 A|ohne ket MC Sy~ (5.16)

In der Berechnung Kww wird der Messprozess M durch die Messung von A|omme Keil (also
Alonne ket M) mitberiicksichtig.

Die durch die Stabilisierung gewonnenen Gegenkopplungen werden mit den erreichten Unter-
driickungen gewichtet und die Keiliibertragungsfunktion Kyww mit der jeweiligen ﬁbertragungs—
funktion S>™' = N(ZReger)/N(TKenn) gemaB Gl (5.16) berechnet. Man erhélt die in Abb. 5.18
eingezeichneten Ubertragungfunktionen im Vergleich zu 7(zken)/f(2zp) der selbsterregten Mo-
den. Wobei fiir kleine L/d tiber viele Messungen gemittelt werden konnte, wahrenddessen bei
L/d = 8 und der hier betrachteten Reynoldszahl Req = 215 nur 7 Messungen zur Verfiigung
standen. Die Gegenkopplungen unterscheiden sich leicht mit der Reynoldszahl, was aber nicht
systematisch untersucht wurde.

Der Betrag des Amplitudenverhéltnisses zwischen Keil und Diise der natiirlichen Moden ]%|
nimmt mit wachsendem L/d und damit sinkender Srq zunéchst ab (schwarzer Pfeil von (a) nach
(b)). Der Sprung von Mode I (a) zu Systemzustand II (b) ist mit einem Sprung zu gréSeren
Srq um den Faktor 2-3 verbunden, mit steigendem L/d verringert sich dann wieder Srq (roter
Pfeil), dabei bleibt der Betrag im Wesentlichen konstant.

Zum einen nimmt der Diise-Keil-Abstand zu, so dass das Dipol-Feld < 1/L? von (a) nach (b) um
etwa 15 dB abfillt. Andererseits nimmt die Strahlauslenkung mit grofler werdendem Diise-Keil-
Abstand (siehe Abschnitt 4.5) zu, so dass vermutlich ab einer bestimmten Strahlauslenkung
die Strahl-Kanten-Wechselwirkung séttigt und daher noch stérker mit L/d abféllt.

Betrachtet man die Gegenkopplungen, so ist die Abhingigkeit oc L~2 weniger stark ausgeprigt.
Fiir L/d = 8 wird die Mode II unterdriickt, jedoch ist die Unterdriickung nicht perfekt, wie
die der anderen als Keiliibertragungsfunktion dargestellten Gegenkopplungen. Die Phase der
Keiliibertragungsfunktion zeigt zu kleineren Strouhalzahlen einen kleineren Anstieg ahnlich zu
arg (%) Die Ubereinstimmung der Keiliibertragungsfunktion mit den Verhiltnissen, die
man in den natiirlichen Moden des Systems vorfindet, zeigt, dass die Zieliibertragungsfunktion
im Wesentlichen richtig eingestellt wurde.

Als Tmpulsantwort des Keilfilters F ! { Kyww } erwartet man eine kurze um ¢ = 0 konzentrierte
Antwort, da der auftreffende Strahl, so die Vorstellung, ein instantan auf die Diise zurtickkop-
pelndes Druckfeld erzeugt und daher keine grofleren Verzogerungen oder Frequenzabhangigkei-
ten aufweisen sollte. Die durch die Gegenkopplung gemessene Impulsantwort von der Streichli-
nienauslenkung direkt oberhalb des Keils zu der direkt unterhalb der Diise in Abb. 5.19 ist aller-
dings zeitlich stark ausgedehnt. Auch die an der Diise stattfindende Umsetzung des Druckfeldes
in die Streichlinienauslenkung hat nur eine kleine Verzogerungszeit (Kap. C.2) gegen die zeiti-
che Ausdehnung der Impulsantwort. Bei der eingestellten Stromungsgeschwindigkeit fangt die
Impulsantwort schon bei etwa —0.5s an zu wirken, d.h. die Auslenkung, die vom Aktuator ge-
rade an der Diise erzeugt wird, erzeugt direkt eine Antwort der Strahl-Kanten-Wechselwirkung.
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Abb. 5.18: ﬁbertragungsfunktion der Keilriickkopplung durch Messung der Moden und
durch Bestimmung aus den Gegenkopplungen verschiedener Messungen. o Mode I, ¢ Mode 11,
» Mode III, o Mode IV, x Mode V ; gefiillte Symbole d = 4 mm, sonst d = 2mm; die Farbe
kodiert von blau nach rot die Reynoldszahl.
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Dabei muss allerdings berticksichtigt wer-
den, dass durch den Aktuator die SKWW
auch direkt beeinflusst wird, da das Aktua-
tordruckfeld den Strahl oberhalb des Keils
verschiebt und damit abschert. Erstaunlich
ist aber die lange Ausdehnung der Impuls-
antwort fiir £ > 0 iiber mehrere Sekunden.
Verkiirzt man z.B. die Gegenkopplungsim-
pulsantwort, indem man kiirzere Filter be-
nutzt, so ist hier unterhalb einer Impuls-
antwortlange von 2s keine Stabilisierung
moglich. Das unerwartet lange Gedacht-
nis der Strahl-Kanten-Wechselwirkung kann
entweder durch die Regelung selbst entste-
hen, da das Aktuatordruckfeld die Strahl-
Kanten-Wechselwirkung beeinflussen kann,
oder es bildet sich eine Wirbeldynamik auf
langen Zeitskalen aus, wie in Zusammen-

hang mit der Modensynchronisation schon

x 10

Impulsantwort F 1 { Kyyw }

Zeit t [s]

Abb. 5.19: Impulsantwort der Keiliibertra-
gungsfunktion Kww fiir L/d = 6, Up =
5.36 cm/s, Req = 230

vermutet, so dass die Vorstellung der instantanten Strahl-Kanten-Wechselwirkung falsch ist.






115

Kapitel 6
Zusammenfassung und Ausblick

Die Dynamik der Strahl-Kanten-Stromung wird detailliert untersucht, insbesondere im Hinblick
auf die aktive Stromungsbeeinflussung. Die Instabilitat der Strahl-Kanten-Stromung kann mit
geeigneten Regelungsmethoden unterdriickt werden. Die Grenze der einzelnen Regelstrategien
werden aufgezeigt. Dazu wird ein hochprazises Mess- und Regelsystem verwendet, das auf der
Auswertung der Streichlinienbewegung basiert.

Freistrahlinstabilitat

Mittels der Rayleigh-Gleichung und der WKB-Methode kann das Wechselgeschwindigkeitsfeld
der Freistrahlinstabilitat in linearer Naherung modelliert werden. Die numerische Streichli-
nienintegration nahert fiir kleine Anregungsamplituden die experimentell gemessene gut an.
Mit wachsender Anregungsamplitude wird die Anfachung des Geschwindigkeitsfelds und der
Streichlinie geringer, und die Phasendrehung pro Laufweg steigt fiir das Wechselgeschwindig-
keitsfeld an, wihrenddessen die gemessene Streichlinie eine Verringerung der Phasendrehung
pro Laufweg zeigt. Dieser Widerspruch kann durch eine Modellierung der Freistrahlinstabilitat
aufgelost werden, die die Riickwirkung der Instabilitatswelle auf das sie erzeugende Strahlprofil,

insbesondere die daraus resultierende Strahlverbreiterung berticksichtigt.

Modenstruktur und Dynamik der Moden

Die Moden der unbeeinflussten Strahl-Kanten-Stromung zeigen bei wachsender Reynoldszahl
einen Anstieg der mit dem Diise-Keil-Abstand L gebildeten Strouhalzahl. Die Strouhalzahl
erreicht erst fiir L/d > 20 (d: Diisenbreite) den theoretisch vorausgesagten (L/d)~'/? Abfall.
Die Endkorrektur e, die aus einer Schatzung der Phasendrehung der Instabilitatswelle resultiert,
ist etwa —1/4, der Betrag steigt mit wachsendem L/d an.

Die am Keil erreichte Auslenkungsamplitude der Moden steigt im Wesentlichen linear mit L an.
Dieses Verhalten kann durch die Sattigung der Freistrahlinstabilitat mit wachsender Amplitude
plausibel gemacht werden. Die Systemzustande der Strahl-Kanten-Stromung zeigen Hysterese
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und konnen im Hysteresegebiet durch geeignete Steuersignale umgeschaltet werden. Es werden
spontane Ubergiinge von Systemzusténden beobachtet, deren mittlere Relaxationszeit mehre-
re 100 Schwingungsperioden betragt und die nicht auf auflere Einfliisse zuriickfiihrbar sind.
Die hoheren Systemzustiande bestehen aus mehreren koexistierenden Moden. Der Anteil der
einzelnen Moden an der Gesamtleistung ist etwa gleich, daher definiert die Anzahl der Mo-
den den Systemzustand. Hier werden vor allem die Systemzustande I und II betrachtet. Bei
bestimmten Parameterkonfigurationen konkurrieren die Moden, so dass keine der Moden das
volle Verstarkungspotenzial des Freistrahls ausnutzen kann. Diese Systemzustande zeichnen
sich durch eine kleinere, am Keil erreichte Auslenkungsamplitude aus.

Das Frequenzverhaltnis der koexistierenden Moden eines Systemzustandes ist nicht rational
und kann bei gleichen Parametern sehr unterschiedlich sein. Die Wechselwirkung zwischen den
Moden fiihrt zu einer Synchronisation der Moden innerhalb eines Systemzustandes. Das Ein-
rasten auf einem bestimmten Frequenzverhéltnis ist zeitlich nicht konstant, sondern andert
sich auf einer gegen die Synchronisationsperiode langen Zeitskala. Daher besteht das mittlere
Frequenzverhéltnis aus den entsprechend mit der Zeit des Einrastens gewichteten rationalen
Frequenzverhéltnissen. Die Synchronisation kann zu rationalen Frequenzverhaltnissen fiihren,
die einen groflen Zahler und Nenner aufweisen. Das hochste bei der Untersuchung von Sys-
temzustand I gefundene Verhaltnis betragt 47 Schwingungen der hoherfrequenten Mode gegen
16 der tieferfrequenten Mode. Diese sehr lange Synchronisationsperiode erfordert einen ent-
sprechend tieffrequenten physikalischen Prozess. Vermutlich ist dieses fiir die Synchronisation
notwendige Gedachtnis durch die Wirbeldynamik gegeben, die durch die vom Keil zerschnittene
Strahlwirbeligkeit entsteht. Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass die Dynamik der
Moden auf drei verschiedenen Zeitskalen stattfindet:

e Frequenz der selbsterregten Schwingung (typischerweise 0.5-4 Hz),

e Frequenz der Synchronisation der Schwingungen (typischerweise 1/3-1/47 der Schwin-
gungsfrequenz),

e Langzeitverhalten der Wirbel in Keilndhe (eine bis mehrere Groflenordnungen unter der
Synchronisationsfrequenz).

Regelung

Die Genauigkeit der optischen Streichlinienabtastung wird durch Verringerung des Interpola-
tionsfehler gesteigert, der bei der Positionsbestimmung der Streichlinie zwischen den Bildele-
menten des CCD-Chips auftritt. Dazu wird das auf dem CCD-Chip entstehende Helligkeitsprofil
der Streichlinie durch ein geeignetes Fehlerkriterium geschatzt und parametrisiert. Die Genau-
igkeit der Aktuation wird durch Invertierung der gemessenen Aktuatorhysterese erhoht.

Mit dem zur Verfiigung stehenden Messsystem wird die Strahl-Kanten-Stromung auf die Grenze
ihrer Stabilisierbarkeit hin untersucht. Mit steigendem, auf die Diisenbreite normierten Diise-
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Keil-Abstand L/d und wachsender Reynoldszahl Req nimmt die konvektive Verstiarkung zu und
erfordert eine feinere Justierung des Reglers.
Die Phasenbeziehung zwischen der Streichlinienamplitude an Keil und Diise ist etwa gegenpha-

sig. In einem einfachen Regel-Modell der Strahl-Kanten-Stromung wird dieses Verhaltnis ge-

nutzt, um die Phase der Gegenkopplung festzulegen. Der Betrag der Gegenkopplung wird durch
einen Verstarkungsfaktor eingestellt. Bis zu einem kritischen Ly /d, oberhalb dessen keine Sta-
bilisierung auf Grund dieses Modells mehr moglich ist, ist ein ganzer Bereich von Verstarkungs-
faktoren geeignet, um Strahl-Kanten-Stromung zu stabilisieren. Jedoch verschmalert sich dieser
Bereich mit wachsendem L/d. Fiir L in der Ndhe von Ly wechseln sich stabilisierte System-
zustande mit Zustanden ab, in denen das System Schwingungen kleiner Amplitude ausfiihrt.
Der Zustandswechsel findet auf einer Zeitskala statt, die lang gegen die natiirliche Schwingungs-

dauer des Systems ist und vermutlich durch die oben erwahnte Wirbeldynamik entsteht.

Die adaptive Regelung basiert auf einer Schatzung der optimal zu erreichenden Dynamik der

stabilisierten Stromung. Diese Dynamik wird durch eine Zieliibertragungsfunktion Z vom Ak-
tuator zur Messposition charakterisiert, die aus dem System ohne Keil ermittelt wird. Die
Gegenkopplung wird sukzessive so bestimmt, dass die Zieldynamik erreicht wird; damit wird
die selbsterregte Schwingung unterdriickt. Aus der eingestellten Gegenkopplungsiibertragungs-
funktion kann die Keiliibertragungsfunktion berechnet werden, die das Verhaltnis zwischen der
Streichlinienamplitude am Keil und an der Diise beschreibt. Ein Vergleich mit dem aus der
Modenstruktur gewonnenen Verhéltnis zeigt annéhernde Ubereinstimmung. Damit eine Stabi-
lisierung gelingt muss das Gegenkopplungsfilter eine unerwartet lange Impulsantwort haben.
Als Eingangssignal fiir die Regelung sind diisennahe Messpositionen besonders geeignet. Die
Giite der Stabilisierung kann durch mehrere parallele adaptive Algorithmen von verschiedenen
Messpositionen aus bis zur Auflosungsgrenze des Bildverarbeitungssystems gesteigert werden.
Die Grenze der Stabilisierbarkeit verschiebt sich dadurch jedoch nicht. Die rdumlich hoch kor-
rellierte Streichlinie ist gegeniiber anderen den Stromungszustand kennzeichnende Dynamiken,
wie beispielsweise groffraumige Wirbel, wenig sensitiv.

Die Grenze der Regelbarkeit fallt fiir die adaptiv eingestellte Gegenkopplung etwa mit dem
Ubergang von Mode I zu Systemzustands II zusammen. Sie ist sowohl durch eine stark zu Ly
abnehmende Giite der Stabilisierung gekennzeichnet als auch durch eine langere und weniger
stabile Adaptionsphase, wihrend das System noch selbsterregt schwingt. Die Grenze liegt fiir
Req = 100 bei Ly,i/d =~ 10 und fiir Req ~ 200 bei Lyt /d =~ 8. Fiir die feste Gegenkopplung ist
der Bereich um circa 2 Diisenbreiten geringer.

Mit wachsendem L/d und wachsendem Req kann die linearisierte Dynamik des Systems weni-
ger genau bestimmt werden, da die spektrale Leistungsdichte der selbsterregten Schwingungen
und ihrer Harmonischen zunimmt. Da die Gegenkopplung von der Schatzung der Zieldynamik
abhéngt, ist eine genaue Adaption der Gegenkopplung nicht moglich. Selbst wenn sowohl die
Systemerkennung als auch die Zielfunktion exakt waren, miisste die adaptive Regelung den
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vorhandenen Schwankungen der Systemdynamik folgen konnen. Auf welchen Zeitskalen diese
Schwankungen stattfinden, ist noch weitgehend ungeklart. Die vermutete autonome Wirbeldy-
namik, die durch die selbsterregte Schwingung erzeugt wird, zeigt ihre Auswirkung auch auf
die Stabilisierbarkeit des Systems, z. B. wird die Giite der Stabilisierung umso hoher, je langer
das System schon stabilisiert ist. Daher ist die Annahme einer sehr tieffrequenten Dynamik, die
sowohl die Synchronisationszustande als auch die Systemzustidnde selbst beeinflusst und sich

auch negativ auf eine Regelung auswirkt, sehr plausibel.

Ausblick

Um Aufschliisse iiber den Mechanismus der Synchronisation zu erhalten, sollte die Wirbeldy-
namik in der Nahe des Keils und ihre Auswirkung auf die Strahl-Kanten-Wechselwirkung un-
tersucht werden. Der Einfluss der Wirbeldynamik auf die Streichlinie kann dann abgeschatzt
und der Regelung zuganglich gemacht werden.

Im Allgemeinen kann die offene (open-loop) Systemdynamik eines im Grenzzyklus befindlichen
riickgekoppelten Systems nicht geschatzt werden. Daher ist die hier erforderliche optimale Wahl
der Zieldynamik ein Hindernis bei der Verallgemeinerung dieses Algorithmus. Zur Schétzung
der Zieldynamik wahrend der Messung ist es moglich, wie in Gl. (5.11) zunéchst eine Gegen-
kopplung ohne Zielfunktion zu berechnen. Aus der Anderung der Systemdynamik durch die
Gegenkopplung konnte mit Hilfe eines Giitekriterium fiir die Zieldynamik, wie z. B. minimale
Laufzeit und moglichst flaches Spektrum, die Zielfunktion Z adaptiv berechnet werden. Wei-
terflihrende Untersuchungen sollten besonderes Augenmerk auf die akausalen Anteile der inver-
sen Ubertragungsfunktion des geschlossenen Systems (H@(C)~!) legen, da beobachtet werden
konnte, dass sich diese in der Nahe der optimalen Zielfunktion stark dndern. Das Giitekriteri-
um muss so in den Algorithmus integriert werden, dass die Stabilitdt wahrend der Adaption
gewahrleistet bleibt.

Eine der ungeltsten Fragen ist, welche Information notwendig ist, um das System beziiglich der
Regelung zu charakterisieren. Der Verdacht liegt nahe, dass die Streichlinienauslenkung sich
hier weniger eignet, da sie die physikalisch wichtigen Wechselgeschwindigkeitsfelder nichtlinear
abbildet. Daher ist es sinnvoll, mit PIV oder LDA ein System aufzubauen, dass direkten Einblick
in das Stromungsfeld erlaubt.

Wenn man sich der Frage der prinzipiellen Grenze der Stabilisierbarkeit weiter nahern will, muss
eine genauere Modellierung des Systems mit allen Nichtlinearitaten erfolgen. Daraus konnte sich

eine erfolgreiche, nichtlineare Regelstrategie ergeben.



119

Anhang A

A.1 Stabilitat der Losung der Rayleighgleichung ge-

geniiber kleinen Profilstorungen

Im Folgenden soll die Stabilitat der Wellenzahl k& beziiglich leicht gestorter Gleichstromungs-
profile U(y) untersucht werden. Zu dem glatten Gleichstromungsprofil U(y) wird eine Stérung

Uiy) = Uy)(1+ A-r(y)), (A1)

addiert. Dabei ist 7(y) ein in der Raumfrequenz bandbegrenztes Rauschen mit der mittle-
ren raumlichen Variationswellenzahl k. Die durch r(y) hervorgerufene Anderung von k hingt
sehr stark von kj ab. Ist £y wesentlich grofier als die raumliche Wellenzahl der resultieren-
den Wechselgeschwindigkeit #(y), so wird k sehr wenig durch r(y) beeinflusst. Bei kleineren £}
wird die Streuung von k grofler. Die Rayleighgleichung (Gl. (3.3)) hat also eine Art ,, Tiefpass-
charakteristik® beziiglich der Ubertragung der gestorten Stromungsprofile nach Variationswel-
lenzahlen (Urbildmenge) zerlegt auf die resultierenden Wellenzahlen & (Bildmenge). Die Losung
0(y) selbst weist eine grofere standardisierte Streuung auf als k.

In Abb. A.1 ist die relative Standardabweichung (RSD) der Wellenzahl o{k}/(k) beziiglich der
relativen Standardabweichung der Stérung r(y) des Gleichstromungsprofils fiir verschiedene Va-
riationswellenzahlen £y bezogen auf die Diisenbreite aufgetragen. Dazu werden in Abb. A.1
in jedem rdumlichen Wellenzahlband mit der Mittenwellenzahl kj jeweils 100 verschiedene 7(y)
mit derselben Bandpasscharakteristik erzeugt, dann die Rayleigh-Gleichung fiir Srq = 0.75
gelost und iiber die Ensemble der dazu gefundenen Losungen k(r) die Standardabweichungen
fur die verschiedenen Wellenzahlbander k berechnet. Fir kleine Storamplituden stellt sich ein
linearer Zusammenhang der Standardabweichung von der Storamplitude ein, wie in Abb. A.1
gezeigt. Die typische raumliche Wellenldnge der zu den Gleichstromungsprofilen gehorenden
Losung 0(y) entspricht etwa 0.8 Diisenbreiten d, was in Abb. A.2 gezeigt ist. Die Variationswel-
lenzahlen sind auf die Diisenbreite bezogen. Das Maximum der Storanfalligkeit wird erreicht,

wenn ky etwa doppelt so groB ist, wie die charakteristische Wellenzahl der Losung o(y).
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Abb. A.1: Tiefpassverhalten der Rayleighgleichung gegeniiber statistischen Fluktuatio-
nen des Gleichstromungsprofils. Als charakeristische Ausdehnung d (in y-Richtung) wurde die
Diisenbreite gewahlt.
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Abb. A.2: Gestorte Gleichstromungsprofile und zugehorige Wechselgeschwindigkeit
fiir verschiedene Variationswellenzahlen. Stéramplitude A = 6%, Diisenbreite d = 4 mm.
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Anhang B

B.1 Streichlinien und Sattigungsverhalten der Strahl-

instabilitat

In den ersten beiden Abschnitten wird jeweils ein Ansatz zur Berechnung der Profilverbrei-
terung vorgestellt, mit der eine Sattigung der Anfachung modelliert werden soll. Diese Art
der Nichtlinearitat fithrt unter anderem zu dem raumlichen Anwachsverhalten der Moden der
globalen Instabilitit (Kap. 4.9).

In den darauf folgenden Abschnitten wird die Ubertragung der Wechselfeldamplitude auf
die Streichlinienamplitude auf ihren Linearitatsbereich hin untersucht. Dabei wird auch ab-
geschétzt, welchen Einfluss eine laterale Versetzung der Streichlinie auf die Ubertragungsfunk-

tion zwischen zwei Orten auf dem Strahl hat.

B.1.1 Verbreiterung durch die Riuckwirkung der Wechselschub-

spannungen auf das Gleichstromungsprofil

Das mittlere Stromungsfeld U(x,y) wird durch die Reynoldssche Schubspanungen

1 . A *
?Inst.(xa Y, ws) - _5%6 (’LL(ZL’, Y, ws)U(I, Y, ws) ) (B1>

aufgrund der Anwesenheit der Instabilitdtswelle verbreitert. Da standig Energie von der Gleich-

stromung in die Wechselstromung fliefit, muss <%_Z?I“5t-> positiv sein, und durch partielle In-
)

tegration folgt daraus <Uai‘§—’;“> < 0. Da fast iiberall U > 0 ist, wird die Stromung im Mittel
y

abgebremst, d.h. 6?5—‘;“ < 0 fiir U > 0 . Betrachtet man die Strémung im stationiren Zustand
und vernachléssigt mogliche Druckgradienten gegen den Einfluss der Schubspannung, so kann
man mit Hilfe der folgenden iterativ angewendeten Impulsgleichung

—(n-+1 __(n
o0 V) oF®, () + 7 (2,y)

36,3/)7 = By (B.2)

mit Anfangsbedingung o (x=0,y) = U(x=0,y) (B.3)

U(H—H)(
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Abb. B.1: Durch Schubspannungen verformtes Gleichstréomungsprofil.

das sich einstellende Gleichstromungsfeld berechnen. Der obere Suffix bezeichnet den Itera-
tionsschritt, 7Tr.. ist die mit der jeweiligen Rayleigh-Gleichung berechnete Schubspannungs-
verteilung und 7, die viskose Schubspannung. Die viskose Schubspannung 7, wird vorher aus
dem Profil U mittels der Gl. (B.2) ohne die Wechselschubspannungen berechnet. Zu jedem o
gehoren neue Eigenfunktionen u, v, die durch die WKB-Methode bis auf einen Faktor bestimmt
sind. Dieser Amplitudenfaktor Ay (siehe Gl. (3.4)) muss der Aktuatoramplitude durch Vergleich
mit dem Experiment zugeordnet werden und bleibt wahrend der Iteration konstant. Zunachst
wahlt man Ag so, dass die experimentelle und die numerisch integrierte Streichlinie bei kleinen
Aktuatoramplituden etwa tibereinstimmen. Daraus lasst sich die korrigierte Wechselschubspan-
nung

= —%Aozﬁ‘ie (U(z, y, ws)o(z,y,ws)") (B.4)
berechnen, mit der man wiederum ein neues Gleichstromungsprofil T ausrechnen kann und
so fort, wie hier dargestellt:

Ap wird festgelegt, 7, aus T bestimmt

s | WKBJGL (36) a5 GL (B4) [ _m

A GL (B.2) {n —n+1}

Hat man am Ende der Iteration ein auskonvergiertes Gleichstromungsprofil fiir den Amplitu-
denfaktor Ay gefunden, so lasst sich die gewonnene Wechselstromung und damit auch die daraus
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errechnete Streichlinie mit den experimentellen Streichlinien vergleichen.

Insgesamt erhalt man aus diesem Prozess eine Verbreiterung des mittleren Stromungsprofils.

Da <a?81—‘;t'> negativ ist bei iiberwiegend positivem U, fiihrt dies zu einem negativen %—g. Die
y

Stromung wird somit abgebremst, und es zeigt sich, dass an Orten, fiir die U negativ ist, U
stromab beschleunigt wird.

Ein erstes Problem besteht darin, dass die Schubspannung Tp,g (2, y) an den Stellen, an denen
U(x,y) null ist, nicht exakt verschwinden. Dies fiihrt bei der Integration zu Singularititen,
da an den Nullstellen des Stromungsprofils eine unendlich kleine Kraftdichte die Stromung
beschleunigen kann. Daher wird 7. einfach an den Nullstellen des Stromungsprofils auf null
gesetzt.

Ein schwierigeres Problem bereitet die kritische Schicht. In einer linearisierten Storungsrech-
nung reduziert sich der Term % + U%Y zu ik(U — ¢)@ (mit ¢ = w/k der Phasengeschwindigkeit
der Instabilititswelle). Wenn U = ¢ bei y = v ist, so laufen in dieser kritischen Schicht y,. die
Wellen mit genau derselben Geschwindigkeit wie die Gleichstromung. Somit ist die Wechselwir-
kung zwischen Welle und Gleichstromung dort besonders stark. Die Schubspannungen konnen
zu einer lokal starken Anhebung der Stromungsgeschwindigkeit fithren. Man erhalt typischer-
weise an diesen Stellen Hocker auf dem U-Profil (siehe Abb. B.1), die darauf zuriickzufiihren
sind, dass hier die Viskositdt [22] und die Nichtlinearitét [28] vernachléssigt wurden und so-
mit o unstetig ist. Im Abbildung B.1 ist die Auslenkung QA" in der kritischen Schicht 4 mm, im
Experiment wiirde man die in der Mitte berechneten 0.8 mm messen. Durch die Linearisierung
der Eulergleichung wird ein Fluidteilchen nicht aus der kritischen Schicht fortbewegt, so dass
dort grofle Auslenkungen CA entstehen. Die nichtlinearen Glieder sorgen fiir eine Durchmischung,
so dass ein Teilchen nur kurze Zeit in der kritischen Schicht verweilt und so der Einfluss der
kritischen Schicht kleiner wird. Ohne Beriticksichtigung der Nichtlinearitéat fithrt dieser Ansatz
also zu einer falschen Verbreiterung des Profils. Daher wurde der Versuch, die nichtlineare
Profilentwicklung direkt aus den Reynoldsschubspannungen zu berechnen, verworfen.
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B.1.2 Verbreiterung des Gleichstromungsprofils durch die Mitte-
lung des instationar verschobenen Gleichstromungsprofils

Stellt man sich vor, dass das Gleichstromungsfeld

=) durch die Instabilitatswelle periodisch sinusformig
E 6 x 1072 lateral versetzt wird, so kann man die Profilver-
E breiterung durch Mittelung iiber die verschobe-
/*\j A [100 Stegs] nen Gleichstromungsprofile abschéatzen. Die seitli-
Eﬂ 12 4 che Auslenkung der Fluidelemente auf der Mittel-
g g linie des Strahls (y = 0) kann als Ndherung fiir die
&8 %g Auslenkung des gesamten Strahls betrachtet wer-
Ea den. Damit umgeht man das Problem der grofien
!\z/ A Auslenkungen in der kritischen Schicht. Dieses
g 2 4 6 sehr einfache Modell der instationdren Strémung
| Iteration fithrt zu brauchbaren qualitativen Ergebnissen (sie-

he Kap. 3.6). Die Auslenkung kann durch
Abbildung B.2: Konvergenz der Anfa-

chung fiir verschiedene Aktuatoramplitu-

den (f; = 2Hz, z-Position 32 mm). 5(x) = s fap Ul 0) e (B.5)
x dws f;, U(z,0)"tdx
/ c o(z',y = 0)dx’
D U(:L‘/, 0)

bestimmt werden. Das verbreiterte Profil wird nun

durch Faltung mit der Amplitudenverteilung der Sinusfunktion, also durch:

_ ) 1> 1
UInst.<x7 Y, |aAkt.|) = _/ U(IL', Yy — y/> dy/ (B6)
e VIE@, laar )2 - 1?)

berechnet werden. Man erhalt so fiir jede Anregungsamplitude ein anderes Gleichstromungsfeld.
Dieses Verfahren kann, genauso wie oben beschrieben, iterativ angewendet werden, d.h. es kann
immer wieder eine korrigierte Auslenkungsamplitude é in Abhéangigkeit der Aktuatoramplitude
|aakt.| gewonnen werden. Da die Auslenkungsamplitude im ersten Schritt iiberschatzt wird, kann
ein schnellere Konvergenz durch eine kleinere Wahl der Auslenkungsamplitude erreicht werden
(Abb. B.2). Durch die Verbreiterung des Profils erh6ht man die lokale Strouhalzahl. Damit wird
die Anfachung fiir hohe Frequenzen mit steigender Amplitude kleiner; fiir tiefe Frequenzen
wachst die Anfachung erst bis zu einer Strouhalzahl der maximalen Anfachung an. Daher
werden die tiefen Frequenzen bei groflerer Amplitude bis zu einer gewissen Stromabposition
besser iibertragen.
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Abb. B.3: Mischung zweier Frequenzen durch Streichlinienintegration. Die Punk-
te kennzeichnen die Streichlinie im tiberlagerten Feld. Die Aktuatoramplitude steigt dquidi-
stant von blau nach rot von 50 Steps zu 850 Steps. Die Streichlinienauslenkung wird am Ort
x = 20mm betrachtet. Die Kreuze sind die Spektralkomponenten, die bei der Integration der

einzelnen Frequenzen entstehen.

B.1.3 Streichlinienintegration bei ["Jberlagerung zweier verschieden
frequenter Geschwindigkeitsfelder

Die Uberlagerung zweier Wechselfelder mit unterschiedlichen Anregungsfrequenzen und der
daraus integrierten Streichlinie unterscheidet sich fiir groflere Amplituden erheblich von der
Uberlagerung der zu den einzelnen Wechselfeldern gehorenden Streichlinien.

Das zu einem periodischen Zeitsignal s(t) = 3. S5(fi)exp(i2nfi) gehorende (vektorielle)
Stromungsfeld U(z,y,t) setzt sich im linearen Fall additiv aus den Wellenlésungen a(z,y, fi)

fiir die jeweilige Frequenz zusammen:

Q('xa Y, t) = Q + S(fk)@(ma Y, fk)ewﬂfkt mit E = (Ua V)t (B7>

>
Il
—_

Aufgrund der hier diskutierten Nichtlinearitat sind dann in diesem Streichliniensignal n(z,t)
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alle Mischfrequenzen

Y i heZ (B.8)

k=1

enthalten. Fiir den Fall n = 2, f; =1.5Hz, fo = 2Hz sind in Abb. B.3 fiir verschiedene Aktuat-
oramplituden, |aak.(f1)| = |aaw.(f2)| = 50,100, ...,850 Steps, die spektralen Amplituden bei
den verschiedenen Mischfrequenzen dargestellt und mit den Spektren verglichen, die sich aus der
linearen Ubertragung n(x, t, f1)+n(x, t, f2) ergeben. Fiir Amplituden bis circa 300 Steps Aktua-
torauslenkung ist die Linearitat etwa gegeben, d.h. die entstehenden Mischfrequenzen spielen
noch keine wesentliche Rolle. Da hier ein komensurables Frequenzverhéltnis (1.5 Hz und 2 Hz)
gewihlt wurde, sieht man nicht genau welche Frequenzkomponenten von welcher Anregungsfre-
quenz herrithren. Die spektralen Amplituden bei den beiden Anregungsfrequenzen entsprechen
sehr genau den Amplituden von n(x,t, fi)+n(x,t, fo). Die Amplitude der 1. Harmonischen und
der 3. Harmonischen sind in der Mischung etwas abgesenkt, dafiir entstehen Spektralkompo-
nenten bei allen Vielfachen der Differenzfrequenz. Bei besonders groflen Amplituden (> 800
Steps) rollt sich die Streichlinie auf, und es entsteht eine sehr starke nichtlineare Verzerrung
(siehe sprunghaften Anstieg der Mischfrequenz-Amplituden in Abb. B.3).

B.1.4 Hoher-harmonische Spektralkomponenten als Maf3 fiir die
Nichtlinearitat

Die nichtlineare Reaktion der experimentell gemessenen Streichlinienauslenkung auf das Ak-
tuatorsignal spiegelt sich in den hoher-harmonischen Spektralkomponenten wider. Diese kann
man mit den Harmonischen vergleichen, die numerisch durch die Integration der Streichlinie
auf Basis des verbreiterten Hauptstromungsprofils und einem linear berechneten Wechselprofils
erzeugt werden. In Abb. B.4 sind die Harmonischen des Spektrums relativ zur ersten Harmo-
nischen als Funktion der Aktuatoramplitude aufgetragen. Die Nichtlinearitat der gemessenen
Streichlinie ist deutlich grofler als die der berechneten.

Im Gegensatz dazu rollt sich die gemessene Streichlinie bei 2 Hz und z < 30mm erst
fiir |aaw.| > 1500 Steps auf, wihrend die numerisch bestimmte Streichlinie sich schon bei
|aake.| > 450 Steps riickwérts neigt. Zum einen wéchst die numerisch bestimmte Streichlini-
enauslenkung bei gréfferen Amplituden im Vergleich zum Experiment zu stark an. Die im Ab-
schnitt B.1.2 abgeschéatzte korrigierte Anfachung der Instabilitdtswelle miisste demnach noch
starker mit wachsender Auslenkungsamplitude abfallen, als dies in Abb. B.2 gezeigt ist. Zum
anderen ist die kritische Schicht aufgrund der in Abschnitt B.1.1 beschriebenen Vernachlassi-

gungen unzulanglich behandelt. Durch das dortige Verweilen der Fluidelemente andert die
Streichlinie ihre Richtung (Abb. 3.8).
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Abb. B.4: Amplitudenverhéltnis der n-ten Harmonischen zur 1. Harmonischen der

Streichlinienauslenkung am Ort z = 30 mm.

B.1.5 Streichlinienauslenkung in Abhangigkeit von der mittleren

Position der Streichlinie

Im Experiment liegt die eingefarbte Streichlinie nicht immer in der Diisenmitte, da langsame
Fluktuationen im Einlaufbereich des Diisentrichters die Lamelle mit Frequenzen unter 0.3 Hz
auslenken. Damit erhlt man eine von der y-Position abhingige Ubertragungsfunktion 0/ aAks.,
die wegen der dann bestehenden Asymmetrie so verzerrt wird, dass auch die 2. Harmonische
im Spektrum auftaucht.

Bei der adaptiven Regelung der Strahl-Kanten-Stromung wird meistens ein Sweep-Signal
(Schréder-Sweep) benutzt, um die Systemparameter zu ermitteln. Dazu werden hier insbe-
sondere die spektralen Amplitudenverhéltnisse 7(xo, f)/n(x1, f) der Streichlinienauslenkung
zwischen verschiedenen z-Positionen x5 > x; bei kleinen Anregungsamplituden gemessen, die
bei Sweep-Anregung etwas kleiner ausfallen als bei sinusformiger Anregung. Diese Amplitu-
denverhaltnisse werden hier als Ubertragungsfunktion bezeichnet, obwohl sie nicht notwendi-
gerweise eine Ursache-Wirkung-Beziehung beschreiben, d.h. man kann nicht erwarten, dass die
Fourierriicktransformation fiir negative Zeiten verschwindet (Abschnitt 3.7).

In Abb. B.5 ist die Ubertragungsfunktion 7j(x, f)/7(x1, f) in Abhiingigkeit von der lateralen
y-Startposition der Streichlinienintegration im Vergleich zu einer Sweep-Messung in der Strahl-
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Abb. B.5: Ubertragungsfunktion der Strahlinstabilitit 7(xs, f)/A(x1, f) , 21 = 2d =
8mm, zo = 7.5d = 30 mm fiir verschiedene laterale mittlere Streichlinienpositionen y (von blau
zu rot von y = Omm (Strahlmitte) zu y = 1.4 mm in 0.1 mm Schritten).
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Abb. B.6: Verstarkungsfaktor |7(zz, f)/f(x1, f)|y/|1N(x2, F)/fi(21, f)|y=0 fir ver-
schiedene mittlere Streichlinienpositionen bezogen auf die Streichlinie in Kanalmitte.

mitte gezeigt. Die Abweichungen sind gerade im tieffrequenten Bereich relativ grof3, zum Ver-
gleich ist die Ubertragungsfunktion fiir owks(z) dargestellt, deren Ubertragungsfaktor deutlich
kleiner ist.

Der Ubertragungsfaktor wird mit steigendem Abstand y der Streichlinie von der Strahlmitte
grofler. Vergleicht man dies mit Messergebnissen, so stellt man qualitativ dhnliches Verhalten
fest (siche Abb. B.6). Durch Verschiebung des Farbstoffinjektionspunktes kann die mittlere
Streichlinienposition gezielt verandert werden. In der Auswertung wird die mittlere Position
der Streichlinie bestimmt und es werden nur solche Sweeps beriicksichtigt, deren y-Position
sich wéhrend des Sweeps nur wenig verschoben hat. Die so bestimmte y-Abhéngigkeit des
Ubertragungsfaktors kann, da die Phase sehr wenig von der y-Position abhangt, in das Mess-
programm integriert werden. Allerdings ist die dadurch erzielte Verbesserung der Stabilisierung
nicht deutlich nachweisbar, da der Effekt nur sehr klein ist.
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Anhang C
Rezeptivitat

Die Instabilitatswelle o1, hangt in komplizierter Weise mit dem Geschwindigkeitsfeld © na-
he der Diise zusammen. Dieses hangt wiederum von der Wechselwirkung des anregenden Po-
tenzialfelds 0|y_, mit der Gleichstromung in Diisennéhe ab. Dabei kann man sich v|g_, auf
verschiedene Weisen erzeugt denken z.B. durch das Druckfeld Vp|g_,|7_, des Aktuators oder
durch das Druckfeld der Strahl-Kanten-Wechselwirkung. Die Umsetzung von 0|g_, in die In-
stabilitatswelle lasst sich also in zwei Teilprozesse zerlegen, die miteinander wechselwirken. Hier
sollen diese Prozesse in einem sehr stark vereinfachten Bild durch zwei hintereinandergeschaltete
Ubertragungsfunktionen charakterisiert sein (siche Abb. C.1).

Das Druckfeld bzw. das Geschwindigkeitsfeld des Aktuators wird bei ruhender Gleichstromung
in ein Geschwindigkeitsfeld umgesetzt, das sich aufgrund der Strémungstiberlagerung stark von
dem ohne Gleichstromung unterscheidet (Strahlrezeptivitit). Dieses Wechselgeschwindigkeits-
feld regt die Instabilitatswelle an.

Die Streichlinie integriert iiber dieses modellhaft zusammengesetzte Feld. Eine Riickrechnung
der Streichlinienauslenkung in die einzelnen Anteile wird in Abschnitt C.4 diskutiert.

> Anreg.Mech.—»

\

— Strahlrezeptivitat

>

0 |U:O @Inst.

Abb. C.1: I"Jbertragungsfunktion der Instabilitatswellenanregung in zwei Teilprozesse
zerlegt.
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Encoder- | Volumen | max. Auslenkung (},, | x-Position des Maximums
impulse d=4mm | d=2mm |d=4 mm d=2 mm
[Step] | [mm?] | [pm] [pm] [ [
1 0.1885 0.141 0.182 1.6 0.8

Tabelle C.1: Umrechnung der Aktuatoramplitude in die Potenzialfeldauslenkung.

C.1 Normierung der Streichlinienauslenkung auf die

Auslenkung des Potenzialfeldes

Zur Normierung der Streichlinienauslenkung wird die Auslenkungsamplitude CA akt. des Poten-
zialfeldes der Aktuatoranregung herangezogen. Das Anregungsfeld des Aktuators lasst sich
reibungsfrei durch ein komplexes Potenzial beschreiben, und die Akutator-Membranen konnen
durch Punktquellen dargestellt werden. Das gesuchte Stromungsfeld kann durch die Schwarz-
Christoffel-Transformation berechnet werden. Dazu muss eine Halbebene (Kanal ohne Keil)
oder ein Streifen (Kanal mit Keil [21]) der komplexen Ebene auf das Kanalinnere abgebildet
werden. Mittels der MATLAB SCHWARZ-CHRISTOFFEL-TOOLBOX von TOBI DRISCOLL [11]
kann diese Abbildung fiir den hier verwendeten Kanal berechnet werden. Details finden sich
bei PRECKEL 1999 [39] .

Die Quellstarke pro Schrittmotorschritt, also pro Step, kann aus der Pumpengeometrie ent-
nommen werden und ist in Tabelle C.1 aufgelistet.

Als Normierung (j,, wird die maximale Potenzialfeldauslenkung (Abb. C.2) in Kanalmitte
y = 0 ohne Anwesenheit des Keils herangezogen:

ngt. = |<:Akt.(xmaxa 0)|a mit Tmax € [07 OO] : |<:Akt.(xma)(7 0)| = Imax (Cl)
und fiir die Normierung v}, der Wechselgeschwindigkeiten entsprechend v}, = |[0akt(Zmax, 0)|-

Die Normierung ist damit abhangig von der verwendeten Diisenbreite.

C.2 Strahlrezeptivitat des Frei-

strahls)

(Stérungsannahme

Im Folgenden wird die Umsetzung des Aktuatorfelds in das Geschwindigkeitsfeld in Diisennéahe
in Abhéngigkeit von der Aktuatorfrequenz und der Gleichstromungsgeschwindigkeit in der Diise
untersucht. Dabei ist das Aktuatorfeld das Potenzialfeld bei im Mittel ruhendem Medium.

Dem Freistrahl wird beim Verlassen der Diise eine laterale, lokal konzentrierte Storung in Form
des durch den Aktuator erzeugten Druckgradienten aufgepréigt. Dieses Druckfeld des Aktuators
fithrt in Abhangigkeit von der Freistrahlgeschwindigkeit und der Storfrequenz zu einer lateralen
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Abb. C.2: Potenzialstromung. Oben: Stromlinien, unten: Auslenkung fiir die Schnitte

y=0mm,y=1mm und y=2mm.
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Auslenkung der Fluidelemente. Das Druckfeld der Storung selbst ist allerdings auch von diesen
Groflen in einer schwer beschreibbaren Weise abhangig, da das auf diese Weise berechnete
Storfeld nicht die Kontinuitatsgleichung und die Randbedingungen erfiillt. Um alle Faktoren
zu beriicksichtigen, muss man die Navier-Stokes-Gleichungen 16sen. Im folgenden Modell soll der
riickwirkende Anteil des Druckfelds der Storung, der zur Erfillung der Kontinuitats-Gleichung
und der Randbedingung notwendig ist, vernachlassigt werden.

C.2.1 Zum Einfluss der Stromung auf die laterale Geschwindigkeit
der Teilchen

5|U;ﬁo
f’|U=o ’
wobei hier 0|g_, = Uax. das Potenzialfeld des Aktuators sein soll. Im Gegensatz zum Fall ohne

Hier wird nur der Einfluss der Konvektion durch das Druckgradientenfeld betrachtet, also

Gleichstromung wird das Teilchen nur wahrend der Zeit beschleunigt, wahrend der es sich im
Nahfeld der Diise aufhalt, dessen Ausdehnung mit der Diisenbreite d skaliert. Die zu verschiede-
nen Phasen ausgetibten Kréfte der Schwingung gehoren zu verschiedenen Stellen des Nahfeldes,
haben also unterschiedliche Amplituden. Nur wenn ein Teilchen wahrend einer Schwingungs-
periode praktisch am gleichen Punkt des Nahfeldes bleibt (U/d)/f < 1 (grofie Strouhalzahl)
hat die Konvektion keinen nennenswerten Einfluss, daher ist dann das Amplitudenverhéltnis

QA) _
lim @ = 1. (C.2)
Srq—o0 U|U:0

Im umgekehrten Grenzfall (kleine Strouhalzahl) wird das Teilchen nur wihrend eines Ausschnit-
tes der Schwingungsperiode beschleunigt und

lim U720 _ (C.3)
Sra—0 V|g_g
Die Ubertragungsfunktion zwischen 9|g_, und #(z) = #(z) |5 o fithrt also zu einer Hochpasscha-
rakteristik beziiglich der Strouhalzahl. Dies soll im Folgenden durch eine Rechnung ausgefiihrt
werden.
Betrachtet man das Fluidelement, das zur Zeit ¢ den Ort x erreicht hat, so hat das Fluidelement

zu den vergangenen Zeiten t' die Orte
o) =x—(t—-tU (C.4)

durchlaufen. Das Fluidelement unterliegt dort dem lateralen Druckgradienten des anregenden
Feldes Vp(z(t'))|7_, - €". Die laterale Wechselgeschwindigkeit mit Gleichstrémung @(x,t) er-
gibt sich dann zu:

~ 1 ! ~ / iwt! 341
B 1) = = / - )Vp(x(t))]er Y. (C.5)
t— Ustart
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Der Ort der Teilcheninjektion ist mit xg..¢ symbolisiert. Innerhalb der Diise mit der Breite d

wéchst das Potenzialfeld exponentiell an, so dass man in unmittelbarer Diisennahe
VH(x(t)lg—o = Vi lg—oe™ ") mit o = m/d (C.6)

approximieren kann. Diese ist die am weitesten in den Diisenkanal hineinreichende Mode.

Damit kann nun die Gleichung (C.5) integriert werden:

1 t 77 /7 : !
f)(.?f, Tstart t) _ __/ Vﬁ0|U:0€U(x_U(t_t ))ezwt dt/
p t—( T Zstart )
~0 ox _
S R
p oU + 1w
Denkt man sich die Teilcheninjektion bei 4. = —00, so erhélt man:
1Vp°[g_oe”™
O(x,t) = ——p|U—_Oee“"t. (C.8)

p oU+iw
Mit —Vp(x)|g7_y = wpd(z)|g—y = 0°|F_e’” und durch Fouriertransformation ergibt sich als
Aktuatoriibertragungsfunktion von der Aktuatorschnelle o|5_, auf die laterale Querschnelle o:

(C.9)

Olgmo 14 %
ein Hochpass erster Ordnung.

Um die messbare Streichlinienauslenkung in Diisennahe auszurechnen, kann man prinzipiell ge-

nauso vorgehen. Die Streichlinie ist als Bahn aller Teilchen, die vom Ort zg..+ = —oo ausgehen,
gegeben durch:
t
st t) = [ St (C.10)

Setzt man nun fiir ¢(x) das durch die Ubertragungsfunktion in G1. (C.9) gegebene Feld bezogen
auf die vom Aktuator erzeugte Wechselgeschwindigkeit ein, so erhélt man nach identischer

Rechnung mit o|5_, = iwC |70t

t 0| ox(t) piwt’
oy - [ e
o 14

~07 oxr
—(C |U=0§ et (C.11)
1+ 0)

Daraus ergibt sich fiir den gesamten Prozess eine Ubertragungscharakteristik, die einem Hoch-
pass zweiter Ordnung entspricht:

o) _ e (3) 12
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Abb. C.3: Streichlinienauslenkung/Aktuatoramplitude normiert auf ¢}, = 1.41-10~! um
in Abhéngigkeit von der Strouhalzahl. Die Normierung ist auf das Maximum des Potenzialfeldes

bezogen, das durch die Schwarz-Christoffel-Transformation bestimmt wurde (oben).
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Anpassung von 3 Parametern doppelter Hochpass

HP I | HP II TP I HP I+1II Mess. | HP I+II Theorie
Eckfrequenz [Hz| | 0.76 | 3.2 24.5 1.55 9.75
Eckfrequenz Srq | 0.245 | 1.03 7.9 0.5 s

Tabelle C.2: Eckfrequenzen fiir die Parameterisierung der Aktuatoriibertragungsfunktion

PRECKEL 1999 [39] hatte experimentell bei der Durchflussgeschwindigkeit U=5.36 cm /s beob-
achtet, dass sich die Ubertragungsfunktion von der Potenzialfeldauslenkung |§ (Tmax)|v=0 = (ks
am Ort des Maximums (siche Abb. C.3 (oben)) zur Streichlinienauslenkung direkt unterhalb
der Diise durch ein Filter beschreiben lésst, das sich aus zwei unabhéngigen Hochpéssen (HP)
und einem Tiefpass (TP) mit einem Verstarkungsfaktor K zusammensetzt:

iz, w) ot oy L

C(xmax)|U:0 1+ wzwl 1+ w_q + W

HP WHP2 wWTP1

Die gefundene Tiefpasscharakteristik ist dabei lediglich durch die Hysterese des Aktuators
entstanden, da die Auslenkungen, die zur Messung hoherer Frequenzen verwendet werden,
klein sind (siche Abschnitt 2.4). Die Parameter sind in Tabelle C.2 aufgefiihrt. Dabei wur-
de die Strouhal-Zahl Srq = 27fd/U, auf die Maximalgeschwindigkeit Uy am Ausfluss bezogen
(Uy =78 cm/s, d = 0.4 cm).
Auf Grund des stark vereinfachenden Modells und der
in Abb. C.3 gezeigten Abweichung zwischen dem im

Ansatz verwendeten Feld fgkt‘ |r=0€?® und dem theore-
tischen durch die Schwarz-Christoffel-Transformation
berechneten Feld, kann eine Ubereinstimmung der

S

i Gl. (C.12) mit den Messergebnissen nicht erwartet

/_f werden.

Fé Das theoretisch berechnete Modell der Rezeptivitat

- fithrt zu einem Hochpass zweiter Ordnung mit ei-

~ 0 0.5 1 1.5 ner theoretischen Eckfrequenz (cUy, = 7/d - Uy) von
x/d Srappie = w. Die beste Anpassung an alle Uber-

. tragungsfunktionen — fiir verschiedene Stromungsge-
Abb. C.4: Mittlerer Ubertragungs-

schwindigkeiten und Anregungsfrequenzen — erhalt
faktor fiir Srq < 1 bezogen auf die Ma-

_ ‘ man fiir ¢ = 1/(2d) und damit fiir Sragpi/, = 0.5
ximalauslenkung des Potenzialfeldes. und K = 0.5. Die hier bestimmten Eckfrequenzen ent-
sprechen etwa dem Mittel der Zeitkonstanten, die von
PRECKEL angegeben wurden (siehe zusammenfassend
Tab. C.2).

In Abb. C.3 ist eine experimentelle Ubertragungsfunktion mit dem hier gemachten Modell
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verglichen. Das durch die Ubertagungsfunktion angepasste o des Potenzialfelds ist etwa eine
GroBenordnung kleiner als 7/d. Betrachtet man aber die Form der Ubertragungsfunktion A
stromab, so stellt man in den Frequenzbereichen, in denen der Einfluss der Instabilitatswelle
vernachliissigbar ist, eine sehr gute Ubereinstimmung mit einem Hochpass zweiter Ordnung
fest.

Das Anwachsen des mittleren Ubertragungsfaktors <77(ac,w) /¢ (Zma)| U:0> und auch des op-

timal angepassten o (siche Abb. C.4) mit dem Laufweg x ist in Diisenniihe fiir verschiedene

Stromungsgeschwindigkeiten, Diisenbreiten und Storfrequenzen erstaunlicherweise sehr ahnlich.
Daher kann man fiir dieses Experiment die universelle Ubertragungsfunktion der Strahlrezepti-
vitdt mit den Parametern od = 1/2 und K ~ 0.5 nach Gleichung (C.12) fiir einen Ort zp sehr
nahe der Diisen6ffnung durch

f?(IDa Srq) ~ lexD/(Zd) (2 Srq - i>2
((Tmax)|v=0 2 (1+2-5rq 'i)z

(C.14)

angeben.

C.3 Anregung der Instabilitatswelle

Das vom Aktuator induzierte Geschwindigkeitsfeld o ist iiber etwa 1.5 Diisenbreiten stromab
ausgedehnt. In diesem Bereich findet die Anregung der Instabilitatswelle statt. Betrachtet man
den Keim der Instabilitatswelle als einen Anteil an diesem Feld, so muss fiir diesen Feldan-
teil die gleiche Beziehung zwischen den fiir die Ausbreitung charakteristischen Groflen gelten
wie bei der Instabilitatswelle selbst. Die Frage ist, in welcher Beziehung der Stromungsgréfien
D, U, U, Vi, V0, ... sich der Instabilitatsmechanismus in groBter Klarheit widerspiegelt. Es ist
anzunehmen, dass diese Beziehung auch vom Gleichstromungsprofil abhangig ist. Fiir die hier
betrachteten zwei Moden der gedampften und der angefachten Freistrahlinstabilitatswelle soll-
te diese Beziehung moglichst so sein, dass sich die beiden Moden klar voneinander separieren
lassen.

Experimentell lassen sich mit dem hier verwendeten Aufbau die Groflen o, V,0,... nicht ein-
zeln ansteuern, so dass es nicht moglich ist, eine Aussage dariiber zu treffen, welche Bezie-
hung den Anregungsmechanismus kennzeichnet. Man kann aber experimentell eine Aussage zu
der Phasenbeziehung zwischen Aktuator und Instabilitdtswelle treffen. Dazu wird das WKB-
Geschwindigkeitswechselfeld herangezogen und die jeweils zugehorige Streichlinie integriert, die
Anfangsparameter der WKB-Losung an die Messergebnisse im Fernfeld angepasst und dann
auf die Diisenposition zuriickextrapoliert. Die Amplitude der Streichlinienauslenkung 7 hangt
besonders stark von nichtlinearen Effekten bei der Anregung und Ausbreitung ab. Daher be-
schranke ich mich auf die Phasenbeziehung zwischen der Auslenkung des Poentenzialfeldes am
Ort des Maximums é’ (Zmax)|v=0 und der auf den Diisenort x = 0.08 mm zuriickinterpolier-
ten Phase der Instabilitdtswellenauslenkung 7(zp). Man stellt experimentell fest, dass diese
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Abb. C.5: Anregung der Instabilitatswelle. Extrapolierte Phase zum Ort z = 0.08mm,
Up = 5.36cm - s71. Als Parameter ist der Ort angegeben, ab dem die Daten zur Extrapolation
auf den Diisenort benutzt wurden. Mit steigender Entfernung von der Diise wird die Steigung
|dil—rxgﬁ| grofler, somit ergibt sich eine groflere Phasendrehung bei der Extrapolation.

Phase gegen die Phase des Aktuators um etwa m verschoben ist, wie in der Auftragung von
Amnst = Tst. (D) / é’ (Zmax)|v=0 in Abb. C.5 zu sehen ist.

C.4 Bereinigung der Streichlinienauslenkung

Die gemessene Streichlinienauslenkung 7 entsteht durch Integration iiber das Geschwindigkeits-
feld

Q(-T;y,t) = E+Q1nst. +QAkt.a (015)

wobei das Instabilitatswellenfeld @, und das ohne Stromungsiiberlagerung definierte Aktua-
torfeld @, iiber das Gleichstromungsprofil miteinander wechselwirken, so dass Gl. (C.15) nur
ein Ansatz fiir das Stromungsfeld darstellt.

Im Folgenden soll versucht werden, die gemessene Streichlinienauslenkung in einen Anteil 7.
aufgrund des anregenden Aktuatorfeldes und in einen Anteil 7. aufgrund des Instabilitats-
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wellenfeldes zu zerlegen:
1 = Thst. + Takt.- (C.16)

Dazu werden zunéchst die Streichlinien untersucht, die aus den einzelnen Wechselfeldern und

dem superponierten Wechselfeld entstehen.

e Die Streichlinie 7y, die aus dem Potenzialfeld resultiert, wird durch das laterale Ge-
schwindigkeitsfeld

. twst

Uake(T,y) = Oae(z,y = 0)€iwst = éAkt.(xa y=0) -iwe (C.17)
(Cake.(x,y = 0) aus Abb. C.2) integriert.

e Die Streichlinie 7y, , die aus dem Instabilitatswellenfeld resultiert, wird durch das laterale
Geschwindigkeitsfeld
'ﬁlnst.(ma 3/) = AO : eiikweiWSt (Cl8)

integriert.

e Die Streichlinie 7) = 7us. + Nake. Wird iiber das superponierte Feld:

U = Vake (2, Y) + Omst. (7, Y) (C.19)
integriert.

In Abb. C.6 (oben) sind die einzelnen Anteile dargestellt, die man durch die numerische Streich-
linienintegration iiber die entsprechenden v-Felder gewinnt, wobei die u-Komponenten ver-
nachlissigt werden und U(x,y) = 5cm -s71, V(z,y) = 0.

Fiir die Streichlinie 7ay., die nur aus dem Aktuatorfeld ohne Instabilitdtswelle resultiert, ent-
steht nach dem Maximum von |Uax:| (roter Pfeil) eine Welle (gestrichelte Linien kennzeichnen
der Real und Imaginérteil von 74y, ). Betrachtet man die Betrage, so wichst |Op,s.| erwartungs-
gemaf ungefahr exponentiell an, wéhrend die Betrége von |fjak:.| und |7 eine gewisse Welligkeit
aufweisen, die durch das Aktuatorfeld verursacht wird, da das gesamte Stromungsfeld durch v
gleichphasig verschoben wird.

Die Welligkeit von |7| soll vermindert werden. Dazu wird zunéchst durch Bildung des komple-
xen Gradienten die Welligkeit noch deutlicher (siche Abb. C.6 (unten)). Daher kann die zweite

0%iVe In

Ableitung des komplexen Gradienten als giinstiges Maf fiir die Welligkeit |%| defi-

niert werden. Die Frage ist, ob es eine einfache Moglichkeit gibt, 7 so zu bereinigen, dass der
komplexe Gradient dhnlich zu dem von Or,g. /UR, wird. Tatséchlich lasst sich durch phasenrich-
tiges skaliertes Abzichen der Auslenkung Caw. (2,4 = 0) aus der Streichlinie eine Verminderung
der Welligkeit erreichen:

fimst. (2) = 7(2) — Clawe. (2, y = 0)) mit C € C (C.20)
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Abb. C.6: Streichlinien auf Basis verschiedener Wechselgeschwindigkeitsfelder. Oben:
Vergleich zwischen den Betragen der Streichlinienauslenkung. Fiir die Streichlinie, die aus
Daxe. resultiert, ist zusétzlich die sich ausbreitende Welle gezeigt (PRe(Maxt), Im(n,kt)). Unten:
komplexer Gradient der unbereinigten Streichlinie 9 und der durch Optimierung korrigierten
Streichlinie. Zum Vergleich sind die komplexen Gradienten der Wechselfelder eingezeichnet.
Parameter: f; = 3.6Hz, k = (0.6 —40.05) 1/mm, |0t (0)/0akt(0)] = 0.5.
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Abb. C.7: Inverse Bestimmung der Amplitude durch Minimierung der Welligkeit des
komplexen Gradienten.

und arg{C'} ist unabhéngig von z. Damit lasst sich C' durch die Optimierung:

eof 0%V, In ([i(x) g;@kt«xn/gxkt.)

dxr = min (C.21)

bestimmen. Die komplexen Gradienten in Abbildung C.6 (unten) zeigen, dass die korrigierte
Streichlinie im Vergleich zu 7 eine deutlich geringere Welligkeit aufweist und etwa die vorgege-
bene Anfachung des Wechselfeldes trifft.

Optimiert man mit Gl. (C.21) auch experimentell gemessene Streichlinien, so kann sogar die
anregende Aktuatoramplitude @kt | im Nachhinein durch das resultierende |C| bestimmt wer-
den. In Abb. C.7 (oben) zeigt sich eine gute Ubereinstimmung der tatsichlich eingestellten

Aktuatoramplituden mit denen aus der Optimierung gewonnenen. Die Phase von C fallt er-
darg(C)

) 1st circa.
w

staunlicherweise etwa linear mit der Frequenz ab, und die Verzogerungszeit

65 ms, was etwa der Totzeit des Messsystems von 60 ms entspricht.
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Anhang D

D.1 Modellierung der konvektiven Instabilitat durch

Filterkaskaden mit verschiedenen Nichtlinearitaten

In Abschnitt 3.7 ist die Modellierung der konvektiven Instabiliat mittels einer Filterkaskade
dargestellt. Beziiglich der Simulation des Sattigungsverhaltens der Kaskade kann man ver-
schiedene Ansatze fiir die Integration der Nichtlinearitit in die Filterkaskade wéhlen. Die be-
trachteten Nichtlinearitdten miissen eine Sattigung herbeifiihren. Daher sind sie von der Form
atanh(s(z,t)/a) oder polynomial s(x,t) + e3s(x,t)% + ess(x,t)° + ... .

Zur Modellierung der Nichtlinearitat wurden drei Modelle untersucht, die im Folgenden darge-
stellt werden.

D.1.1 Begrenzung des raumlichen Differenzsignals

Die Differenz der Streichlinienauslenkung vor und hinter dem Filter As wird nichtlinear be-
grenzt und die Anfachung wird somit amplitudenabhéngig. Dieses Vorgehen ist auch physika-
lisch motiviert, da man sich die Verbreiterung des Stromungsprofils als lokalen Geschwindig-
keitsgradienten vorstellen kann. Jedoch fithrt diese Methode zu Laufzeitproblemen, da Eingang
und Ausgang laufzeitfrei verbunden sind, und sich daher ein Teil der Information ohne Laufzeit
iiber die gesamte Kette ausbreitet.

Mit einer Nichtlinearitét, wie sie in Abb. D.1 (links) dargestellt ist, kann eine qualitativ gute
Ubereinstimmung mit dem Experiment erreicht werden. Dabei ist der Aufbau so gewahlt, dass
die Differenz der Signale zwischen zwei Orten, also s(zx11) — s(zx), nichtlinear begrenzt wird.
Damit wird der rdumliche Gradient verkleinert und die Anfachung verringert, solange |e3s?| < 1
ist. Dieses Modell fiihrt bei einem bestimmten s(xy) zu einer instantanen Addition von Signalen
aller davor liegenden Kaskadenelemente [ mit [ < k .

Damit ist die Signallaufzeit abhéngig von der Amplitude des Signals. Die Laufzeit kann noch
verandert werden, indem man Verzogerungsglieder einsetzt, die in Abb. D.1 als 2™ Symbole
(links, graue Symbole) gezeigt sind. Ohne diese zusétzliche Laufzeit steht das Aktuatorsignal
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s(xy_1)

i | '
X
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- f . dt - l
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Abb. D.1: Blockdiagramme eines Kaskadenelements. Links: Begrenzung des raumlichen
Differenzsignals. Mitte: Begrenzung der zeitlichen Ableitung des Signals. Rechts: Begrenzung
des Signals

sofort an jedem Kaskadenelement zu Verfiigung, das Modell ist daher nur zur Simulation der
konvektiven Instabilitat geeignet. Fithrt man namlich, wie fiir die globale Instabilitat notwendig,
eine Riickkopplung des Signals von der Position x auf die Position xp ein (sieche Abb. 3.12),
so wird das System auf einer falschen Frequenz instabil. Die Nichtlinearitat dieses kaskadierten
Aufbaus , die durch e3 parametrisiert ist, wurde mit experimentellen Daten solange optimiert,
bis die konvektive Instabilitdt iiber einen moglichst groffen Amplituden- und Frequenzbereich
reproduziert werden konnte. Die Ergebnisse fiir ein Sweepsignal sind in Abb. D.2 mit den
experimentellen Daten und dem Modell der Geschwindigkeitsbegrenzung verglichen.

In Abb. 3.16 sind die experimentell gemessenen Auslenkungen und Peaks im Spektrum eines Si-
nussignals in Abhangigkeit der Amplitude dargestellt, die durch dieses Modell erhalten werden.
Man sieht dort, dass die Streichlinienauslenkung stromab relativ stark von der Aktuatoram-
plitude abhéngt. Die Amplitude der hoheren Harmonischen sind beziiglich der experimentellen
Harmonischen allerdings zu klein.

D.1.2 Begrenzung der zeitlichen Ableitung des Signals

Die zeitliche Ableitung dfi—(tt) des gesamten Signals nach dem Filter As wird durch die Nichtli-
nearitat begrenzt. Da die gemessene Auslenkung der Streichlinien fiir grofe Amplituden einem
Dreiecksignal ahnelt, sollte man die zeitliche Ableitung des Signals in der Amplitude begrenzen
bevor man das Signal wieder integriert. Dies hat den Nachteil, dass Integratoren sehr empfind-
lich auf Gleichanteile reagieren und der Gleichanteil durch Filterung wieder beseitigt werden
muss.

Die Filterkaskade kann man nach den Methoden in Abschnitt 3.7.1 gewinnen, wenn man statt
der dort auf die Streichlinienauslenkung bezogenen Solliibertragungsfunktion nun die auf die
Ableitung der Auslenkung bezogene benutzt (also iwHgoy). Durch die Bildung der Ableitung
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werden die hohen Frequenzen zusétzlich stark angehoben. Sie werden bei der Filterkaskade je-
doch schlechter tibertragen, weil die n-fache Iteration von Filtern die hohen Frequenzen stark
absenkt. Daher liefert dieses Verfahren nicht die gewiinschten Ergebnisse. Es ist nicht mdglich,
sowohl die Signallaufzeit als auch das Amplitudenverhalten in Ubereinstimmung mit den expe-
rimentellen Daten zu bringen. Wie in Abb. D.2 (unten) zu sehen, ist die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit zu gering.

D.1.3 Begrenzung des Signals

Das gesamte Signal wird am Ausgang jedes Kaskadenelementes begrenzt. Dieses Modell kann
die Signallaufzeiten der hohen Frequenzen gut abbilden und ist daher am geeignetsten zur
Modellierung der globalen Instabilitat. Die Harmonischen der Signale entsprechen jedoch nicht
den im Experiment beobachteten. Die entstehende rechteckige Signalform kann aber durch die
Tiefpasscharakteristik der Ubertragungskette wieder geglittet werden. Da dieses Modell die
Signallaufzeit iiber einen grofien Frequenzbereich reproduzieren kann, wird es zur Modellierung

der globalen Instabilitat benutzt und fiir Regelungsversuche verwendet.
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Abb. D.2: Vergleich von Filter-Kaskade und Experiment durch Sweepanregung. Raum-
lich: Begrenzung des Differenzsignals zwischen zwei Kaskaden-Elementen. Zeitlich: Begrenzung
der Ableitung des Signals in jedem Kaskaden-Element. Farbe kodiert von blau nach rot die
Aktuatoramplitude: blau=50 < |Gai.| < 1100=rot.
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Anhang E

E.1 Modell des Strahl-Kanten-Systems auf die Streich-

linienauslenkug bezogen

Die tiblicherweise in der Literatur betrachteten Groflen Wechselgeschwindigkeit und Druckgra-
dient sind hier nicht direkt zuganglich. Da die Streichlinie ein Integral iiber das Wechselfeld
darstellt, kann nicht direkt auf das Wechselfeld zuriickgeschlossen werden. In diesem Abschnitt
wird daher die Zerlegung der Strahl-Kanten-Stromung aus dem Abschnitt 4.1 fiir die hier mess-
bare Streichlinienauslenkung dargestellt.

Erklarung der Abkiirzungen und Symbole in Abbildung E.1

~ae

A5t Aquivalente Aktuatorauslenkung in Steps, die gebraucht wird, um die
gleiche Wirkung, wie die der Strahl-Kanten-Wechselwirkung hinsichtlich
der Anregung der Instabilitatswelle, zu erzielen.

n(xp) gemessene Streichlinienauslenkung direkt unterhalb der Diise

st (TD) Streichlinienauslenkung aufgrund der Instabilidtswelle (nicht direkt mess-
bar) direkt unterhalb der Diise

T(TKeil) gemessene Streichlinienauslenkung direkt oberhalb der Keilposition; die

gemessenene Streichlinienauslenkung wird mit der Streichlinienauslen-
kung aufgrund der Instabilitatswelle gleichgesetzt, der Einfluss des Nah-
feldes des Keils wird dabei vernachlassigt.

Inst.Anreg Apgt = %wAnregung der Instabilitatswelle durch den dquivalenten
kt.
Aktuator
Aktuator A = % Aktuatortibertragungsfunktion bzw. Storungsannahme des

Akt.
Freistrahls: Umsetzung der Aktuatorwechselauslenkung in die Wechsel-

auslenkung der Streichlinie unterhalb der Diise
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( T : Inst.Anreg.
A _ Timst(zD) ~
3/4n...m/4 Lo 3%, | ( m/4...3/47 )
Y Anreg.Mech. | Aktuator |
= Tnst (ZD) __ f(zp) A
Tlnst (.’17])) f)(;D) A - e
I nst \ L n(x ay
v Tt (2D) v n(zp) Ak,
Inst.welle Strahl
(TKeit) G — Mekei)
Tnst (ZD) 7(zp)
(Kap. 432 —2n(m +¢) e =+ )( Kap. 4.3.1: —2m—1) -7 )
| ,':}(IK611> |
SKWW/L?
KWW/A - a;:({zﬂ)

(ASDSKWW = arg(Kww/A) 27)

Abb. E.1: Zusammenstellung der ﬁbertragungsfunktionen. In den abgerundeten Kéasten

sind die Phasen der Ubertragungsfunktionen angegeben, dabei ist eine negative Phase eine

Verzogerung.

Anreg.Mech

Inst.welle

Strahl
SKWW /L2

Z(xD) Anregungsmechanismus der Instabilititswelle durch das Feld in
Akt.

Diisennéhe
n(xKell
nlnst(xD)
und Keil, dazu stellt man sich die Instabilitdtswelle im Nahfeld als eine

Ausbreitung der Instabilitatswelle, ohne die Nahfelder an Diise

aus dem Fernfeld zurtickinterpolierte vor.

n(f}(ell
7(zp)
Strahlkantenwechselwirkung: Die Wechselauslenkung am Keil fithrt zu

Streichlinienauslenkung mit allen Nahfeldern an Diise und Keil

einer aquivalenten Aktuatorauslenkung, auf die der gesamte physika-
lische Mechanismus der Strahl-Kanten-Wechselwirkung reduziert wird.
Kww/A = - ) ist die Ubertragungsfunktion, die diese Umsetzung be-
schreibt. Nach dem Modell des Abschnitts 4.1 ist die dquivalente Aktua-
torauslenkung beziiglich Op,s (Tkei1) gegenphasig. Da nicht genau bekannt

ist, an welcher z-Position die Wechselwirkung stattfindet und ob noch
weitere Zeitkonstanten beteiligt sind, ist die Phasendrehung Apskww
unbekannt. In Kap. 5 wird die Ubertragungsfunktion Kww /A ndherungs-

weise bestimmt.
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Der Messung zuganglich sind nur die Streichlinienauslenkung im Bereich zwischen dem Diisen-
ort xp und dem Keilort rk., sowie die Ubertragungsfunktionen vom Aktuator zu den verschie-
denen Messpositionen xyss.. Mit diesen Informationen soll nun die globale Instabilitat so dar-
gestellt werden, dass man den physikalischen Mechanismus der Strahl-Kanten-Wechselwirkung
beschreiben kann. Dazu wird das Kraftfeld, das durch die Strahl-Kanten-Wechselwirkung er-
zeugt wird durch eine adquivalente Aktuatorauslenkung a}j, beschrieben. Im Detail unterschei-
det sich das Aktuatorfeld von dem Feld eines Dipols, der auf der Keilspitze — oder etwas stromab
— sitzt. Im Nahfeld der Diise sollte der Unterschied aber sehr gering und damit die Anregung
der Instabilitatswelle praktisch identisch sein.

Phasenbeziehungen zwischen den Messgrofien

Die Strouhalzahl stellt sich so ein, dass die Gesamtphasendrehung der relevanten Ubertragungs-
funktionen ein ganzzahliges Vielfaches von 27 ergeben muss. Hier wird angenommen, dass die
Ausbreitung der Information tiber den Strémungszustand an der Diise durch die Instabilitéts-
welle zum Keil, und dort durch die Wechselwirkung mit dem Keil und dem resultierenden
Druckfeld zurtick zur Diise iibertragen wird, wie in Abb. 4.1 dargestellt. Die Phasenbeziehun-
gen der in Abb. E.1 angegebenen Ubertragungsfunktionen sind auf die Streichlinienauslenkung
bezogen, so dass die eigentlich relevanten physikalischen Grofien, ndamlich die Wechselgeschwin-
digkeit und das Druckfeld der Strahl-Kanten-Wechselwirkung nur indirekt durch die sichtbare
Streichlinienauslenkung beschrieben werden. Daher ist es notwendig, die Phasenbeziehung zwi-
schen der Streichlinienauslenkung und dem Wechselgeschwindigkeitsfeld zu betrachten.

In Diisenndhe kann das Wechselgeschwindigkeitsfeld naherungsweise aus der Streichlinienaus-
lenkung 77(z) bestimmt werden, indem man die Streichlinie durch das Stromungsfeld U(z,y) ~
[u(z, ), d(zn)e
const. integriert. Eine Rechnung analog zu der in Abschnitt C.2 liefert dann

2] unter Vernachldssigung von @ und mit der Annahme u(z,y) = U(x,y) =

O(xp) = H(z)(cU + iw)e 7. (E.1)

Weiter stromab kann die Phasendifferenz zwischen 7(z) und 9(z) := 9(x,y)|,—o mittels der
WKB-Methode bestimmt werden. Nach Abb. 3.5 kann die Phasendifferenz in Abhéngigkeit
von dem Laufweg durch

arg (%) = arg (;Eii;) - / Re{iV2In (3/0R0)} = Re(iV. In (7/ G Yo (B:2)
berechnet werden. Der Realteil des komplexen Phasengradienten ist im Gegensatz zur ab-
soluten Phase von o(z,y) ndherungsweise unabhéngig von der y-Position. Fir 2Hz, Up =
5.36cm/s ergibt sich aus Gleichung (E.1) arg(d(xp)/f(zp)) ~ 0.47, mit ¢ = 1/(2d). Da
Re{iV,1In (0/v}, )} > Re{iV.In (7/CR )}, nimmt die Phasendifferenz mit dem Laufweg ab
und sinkt auf arg(v(z, y)|y=o0/M(x))|z=40mm ~ 0.27, wenn man Gl. (E.2) auswertet. Allerdings
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kann durch die Veranderung des Phasengradienten mit steigender Auslenkungsamplitude dieser
Unterschied noch grofier werden. Eine Abschétzung aus dem sehr vereinfachenden Modell des
Abschnitts B.1.2 und Abb. 3.9 zeigt, dass der Phasengradient von © um bis zu etwa 5% bei
grofilen Auslenkungen ansteigen kann. Das inverse Problem, die Phase von o(z) aus der Phase
von 7)(x) zu berechnen, ist daher fiir groflere Diisenabstédnde und Auslenkungsamplituden nicht
einfach zu losen.

Die bisher bekannten Phasenbeziehung der einzelnen Ubertragungsfunktionen sind in Abb. E.1

eingetragen. Zusammenfassend ergibt sich also:

Strahlrezeptivitit: Aus Abschnitt C.2 ergibt sich fiir die Ubertragungsfunktion A = i(zp)
fiir die hier vorkommenden Srq eine vorlaufende Phase zwischen 3/47 und w/4.

Anregung der Instabilitatswelle: Aus Abschnitt C.3 ergibt sich fiir die Ubertragungsfunk-

tion %w eine Phase von etwa .

Akt.

Strahl-Kanten-Wechselwirkung: Die Phase der Strahl-Kanten-Wechselwirkung ist auf-
grund der unbekannten Position des effektiven Orts der Wechselwirkung zwischen Strahl
und Keil nicht bekannt. Die Phase zwischen dem Wechselgeschwindigkeitsfeld und der

aquivalenten Aktuatorauslenkung a3, ist naherungsweise durch die Beziehung

ax., o< (iw) 72 - o¢% mit ' = Dopplerverschobener Frequenz (E.3)

gegeben, wobei #¢fl; die Schnelle am effektiven Ort der Wechselwirkung symbolisiert. Die
Streichlinienintegration zeigt, dass das Wechselgeschwindigkeitsfeld und die Streichlini-
enauslenkung eine schwer zu beschreibende Phasenverschiebung haben. Die Gesamtpha-
sendifferenz bezogen auf den Aktuator, ist durch Gl. (E.2) gegeben und nimmt dann mit
dem Laufweg leicht ab. Die nach dem obigen Schema berechneten Phasen von v/7 fiir
x = 10d,Up = 5.36 cm/s ergeben arg{n/0}|o u, ~ 0.2 - (27), arg{n/0}|1 n. =~ —0.1 - (27)
und arg{7/0}|o6 m, & —0.15 - (27m). Verallgemeinert man dies, so ergibt sich fiir die Pha-
senbeziehung zwischen der Streichlinienauslenkung am Ort der effektiven Wechselwirkung
und der Auslenkung des hypothetischen Aktuators

arg{a®, /M1 ~ (0.8 — 1.2). (E.4)

Hinzu kommt eine Phasendrehung die von KAYKAYOGLU & ROCKWELL ([24, 25]) mit
~ —m/2 angeben wird und die im wesentlichen durch die Ausbreitung der Stoérung
vom Ort xkey; zum Ort der effektiven Wechselwirkung gegeben ist. Die sich ausbrei-
tende Storung muss dabei die Randbedingungen am Keil erfiillen und ist daher nicht
die Strahlinstabilitat. Damit ergibt sich als Schatzung fiir die Gesamtphasendrehung der
Ubertragungsfunktion Kww /A der Strahl-Kanten-Wechselwirkung:
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Anhang F

F.1 Analytisches Signal durch Karhunen-Loeve-Trans-

formation (KLT) der Streichlinieauslenkung

In Kap. 4.7.1 wurde nur die Streichlinienauslenkung an einer Messposition zur Bildung des
analytischen Signals benutzt. Aufgrund der hohen raumlichen Korrelationen und des Wellen-
charakters der Instabilitatswellenausbreitung wurde davon ausgegangen, dass dies die System-
dynamik ausreichend beschreibt. Mittels einer auf die Wellenausbreitung erweiterten Karhunen-
Loeve-Transformation (KLT') kann diese Annahme bestétigt werden und zusétzlich die gesamte
zur Verfiigung stehende raumliche Information iiber den Systemzustand genutzt werden. Die
Systemdynamik kann durch die KLT auf wenige komplexe Projektionskoeffizienten reduziert
werden, deren Dynamik sich in Bezug auf die Synchronisation kaum von der Betrachtung des
analytischen Signals unterscheidet.

Die KLT (auch Proper Orthogonal Decomposition (POD) genannt) dient dazu, eine optimale
orthogonale Basis von Zeitreihen raumlicher Felder (,,Schnappschiisse genannt) zu berechenen.
Diese Basis ist optimal im Sinne aller linearen Zerlegungen der Zeitreihe: Zu einer bestimmten
Anzahl von Eigenfunktionen der berechneten Basis wird, durch die Projektion der Zeitreihe auf
diese Basis, die maximale mittlere Leistung aus der Zeitreihe entnommen. Die Projektionskoeffi-
zienten bilden die Dynamik des Systems ab und charakterisieren so den Systemzustand zu einer
bestimmten Zeit. Dieser kann zur Analyse des Systems genutzt werden und allgemeiner auch
zur niederdimensionalen Modellierung und Regelung von dynamischen Systemen ([12][32]).
Da die raumliche Struktur der physikalischen Moden durch die Dispersionsrelation an die Fre-
quenz gekoppelt ist, kann durch die KLT die Momentanfrequenz der verschiedenen Moden
analysiert werden. Die KLT-Eigenvektoren fallen nicht zwangslaufig mit den physikalischen
Moden zusammen. Dies kann allerdings annahernd durch geeignete Normierung der Streichli-

nienauslenkung;:

n(t) = [n(x1,t),. .., n(wa, b)) (F.1)

erreicht werden. Mittels der KLT kann die Streichlinienbewegung durch wenige zeitabhangige
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Koeffizienten beschrieben werden, die durch Projektion von n(t) zu einer festen Zeit auf die
Eigenvektoren E gewonnen werden.
Zur Berechnung der Eigenvektoren wird das mittelwertfreie n(z;,t) auf den tiber die Zeit ge-

mittelten rms-Wert am Ort z; normiert

(1) — (s 1)),)
s (7, ©) — (1, 0))7) (F-2)

Die KLT liefert sukzessive eine Basis von Eigenvektoren E,, indem aus dem Restsignal Q? =

n® — (B - n°)n° der Eigenvektor bestimmt wird, der die groSte mittlere Leistung der

770@17 t) =

Projektion auf den Eigenvektor bezogen auf die Norm des Eigenvektors liefert:

mEaX <’Et Eﬂt?(t))|2>t _ <’Elﬁfﬂ?gl)|2>t (F.3)

|

Ohne die obige Normierung (Gl. (F.2)) der Zeitreihen auf den jeweiligen rms-Wert am Ort x
wiirden hauptsachlich die groffen Amplituden diisenfernerer Orte die Zerlegung bestimmen und
der gewiinschte Wellencharakter der KLT-Eigenvekoren wiirde verloren gehen.

Es kann gezeigt werden, dass das obige Orthogonalisierungsverfahren auch durch Diagonalisie-
rung der Korrelationsmatrix

R= <Q07]0t>t (F.4)

gewonnen werden kann:

Damit erhdlt man ein System von n Basisvektoren {E;}? ;. Die Eigenwerte \; konnen als mitt-
lere Leistung, die aus dem Signal durch die Projektion auf E, extrahiert wird, interpretiert
werden. Ordnet man die E; nach der Grofle von A; an, so braucht man nur wenige Eigenvek-
toren {E,}._,,1 < n um das Streichlinienauslenkungssignal aus den Projektionskoeffizienten p
annahernd zusammenzusetzen:

!

n°(t) = Y (D) E; mit pi(t) = Ef - n°(t). (F.6)
i=0

In Kap. 4.7.1 soll der Systemzustand II auf diese Weise untersucht werden. Die raumlichen
Basisfunktionen werden fiir den hochfrequenten und den niederfrequenten Anteil der Zeitreihe
getrennt bestimmt, damit erreicht man in der Projektion der Streichlinienauslenkung auf diese
Basis eine Trennung von Mode I und Mode II.
Die Eigenvektoren, die man aus 7°(t), bzw. aus QOTP und EOHP erhélt (siehe Gl. (4.14)), lassen
sich aufgrund ihrer etwa um 7/2 verschobenen raumlichen Phase zu entsprechenden komplexen

Eigenvektoren

Ee, = Va1 By g iy Aoy (F.7)
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F.1. Analytisches Signal durch Karhunen-Loeve-Transformation
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Abb. F.1: Eigenvektoren der KLT der vollstiandigen Zeitreihen und der nach Tiefpassanteil

und Hochpassanteil getrennten Zeitreihen. Oben: Eigenvektoren als Funktion von z. Unten: die

daraus zusammengestellten komplexen Eigenvektoren (Parameter x, Markierungen stehen fiir

T =p).
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zusammenfassen, wie in Abb. F.1 gezeigt. Mit den so angeordneten E kann (ndherungsweise)
eine Wellenausbreitung beschrieben werden. Die komplexen Eigenvektoren werden in Gl. (F.7)
so zusammengesetzt, dass sie eine stromab laufende Welle entsprechend (d/dx)arg(£e) < 0
darstellen.

Die rdumliche Struktur (Abb. F.1) zeigt erwartungsgeméf etwa eine Verdreifachung der raum-
lichen Phasendrehung von Mode II beziiglich Mode 1. Die grofiten qualitativen Unterschiede
findet man zwischen dem Eigenvektor der tieffrequenten Komponente der Zeitreihe &TP und
dem Eigenvektor der gesamten Zeitreihe Ec,.

Sowohl zwischen E¢, und Eg, als auch zwischen &TP und &HP sind deutliche Interferenzen
zu erkennen. Man koénnte daher versucht sein, diese als Hinweis auf eine physikalische Kopp-
lung zwischen den Moden zu interpretieren. Dabei ist aber zu bedenken, dass auch zwei vollig
entkoppelte, sich mit verschiedenen Wellenzahlen und Frequenzen ausbreitende Wellen durch
die KLT nicht wieder in die urspriinglichen, einzelnen Wellen zerlegt werden.

Um 770 des Systemzustands II anzundhern, geniigt fiir jeden Frequenzbereich jeweils ein kom-
plexer Projektionskoeffizient, da das Eigenwertspektrum von 77 " und 7] o nach den ersten
beiden Eigenwerten sehr schnell abnimmt. Es ist nicht zu erwarten dass Ec orthogonal zu

t TP
Ec"™ ist, so dass die Kreuzprojektionen |Ec™ ' n° | | |E¢ TP

| nicht verschwinden.
Die Projektionskoeffizienten pe konnen nun als analytisches Slgnal genutzt werden. In Abb. 4.16
sind die pe und das analytische Signal der Zeitreihe 7 an einem Messort verglichen. Die Un-

terschiede sind sehr gering.
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