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1 Einleitung

Die Biometrie beschiftigt sich mit der Anwendung statistischer Methoden in der
Biologie, Psychologie, Land- und Forstwissenschaft und der Medizin. Im letztge-
nannten Fall stellt insbesondere die klinische Forschung ein wichtiges Teilgebiet dar.
Hier steht der Vergleich verschiedener Behandlungs- und Therapiemethoden im Vor-
dergrund. Grundlage fast jeder solchen klinischen Studie bilden jedoch diagnostische
Verfahren, die Voraussetzung fiir das Erkennen einer Krankheit sind. Die Entwick-
lung neuer diagnostischer Verfahren in sogenannten Diagnosestudien muss deshalb
nach genauso strengen wissenschaftlichen und regulatorischen Richtlinien erfolgen,
wie sie auch fiir Arzneimittel und andere medizinische Produkte gelten. Eine der
zentralen Aufgaben der Biometrie ist es somit, valide statistische Methoden fiir Dia-
gnosestudien zu liefern.

Bei der Evalutation eines neuen diagnostischen Tests werden sogenannte Félle (,, Kran-
ke“) und Kontrollen (,,Gesunde®) mit gesichertem Gesundheitsstatus benotigt. Die
Methode, mit der dieser Gesundheitsstatus erhoben wird, ist der sogenannte ,,Gold-
standard“. Der Goldstandard ist ein anerkanntes Verfahren oder die Kombinati-
on mehrerer Verfahren, um mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit die wahre Diagnose
zu erhalten. Haufig besteht dennoch die Notwendigkeit, ein alternatives Verfahren
zu entwickeln, was unter anderem daran liegen kann, dass der Goldstandard sehr
aufwindig bzw. teuer ist, dass er zu invasiv ist oder sogar erst nach dem Tod des
Patienten zu bestimmt werden kann.

In der Diagnosestudie werden die Kollektive der Gesunden und Kranken dann mit
dem potentiellen neuen Diagnoseverfahren untersucht. Die dabei erhobenen Messwer-
te werden in beiden Kollektiven sicher nicht die gleiche Verteilung haben, insbeson-
dere ist es sehr unrealistisch, gleiche Varianzen in beiden Gruppen anzunehmen.
Aus statistischer Sicht liegt damit eine Situation vor, die dem sogenannten Behrens-
Fisher-Problem sehr d&hnlich ist. Dieses Problem besteht im parametrischen Fall dar-
in, bei ungleichen und unbekannten Varianzen einen Unterschied in den Erwartungs-
werten aufzudecken. Sowohl parametrisch ( , ) als auch nichtparametrisch
( : ) gibt es fiir dieses Problem bereits zahlreiche Losungs-
ansétze zum Vergleich zweier Stichproben. In neueren Arbeiten werden auBlerdem
nichtparametrische multivariate Verfahren prasentiert ( , ).

Zum Vergleich diagnostischer Tests wird die Theorie der ROC-Kurven verwendet.
Ein Giitema$ fiir einen diagnostischen Test ist die Flache unter der ROC-Kurve. Be-
reits ( ) und ( ) bildeten die Verbindung zur Nicht-
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parametrik durch die Feststellung, dass diese Flache unter der ROC-Kurve genau
der Grofle entspricht, die von der nichtparametrischen Wilcoxon-Statistik geschéatzt
wird. Bisher gibt es in der Literatur keine einheitliche und zusammenhéngende Theo-
rie fiir die nichtparametrische Behandlung der Ergebnisse von Diagnosestudien fiir
beliebige Designs. Die meisten Arbeiten beschréanken sich auf den Vergleich von zwei
diagnostischen Tests. Aulerdem sind die Verfahren meist auf ein bestimmtes Ska-
lenniveau der Messwerte limitiert.

Diese Beschréankungen sollen in der vorliegenden Arbeit behoben werden: es wird ei-
ne Theorie entwickelt, die mit leichten Modifikationen fiir alle Designs, die in Diagno-
sestudien {iblich und sinnvoll sind, anwendbar ist. Diese Designs schliefen Studien
mit beliebig vielen Untersuchern und Methoden bzw. Modalitdten und Studien mit
Mehrfachbeobachtungen an einem Patienten (sogenannte ,clustered data®“) ein. Die
Art der erhobenen Messwerte ist auflerdem nicht eingeschrénkt, es sind dichotome,
ordinale und stetige Werte zugelassen. Es wurde bei der Herleitung der Teststatisti-
ken grofler Wert darauf gelegt, dass alle Groflen in Réngen bzw. Rangmittelwerten
dargestellt werden. Dies ermoglicht auch Anwendern ohne profunde statistische Vor-
bildung die einfache Interpretation der Effekte.

Aufbau der Arbeit

Zunichst wird eine einfithrende Ubersicht iiber das Anwendungsgebiet der Diagno-
sestudien gegeben. Hierbei wird zunéchst auf allgemeine Designfragen eingegangen.
Im folgenden Kapitel 3 wird die Theorie der Verteilung von Schétzern in drei ver-
schiedenen Modellen hergeleitet und Test-Statistiken und Konfidenzintervalle kon-
struiert. Im anschliefenden Exkurs in Kapitel 4 wird das Verhalten der Testverfahren
bei dichotomen Daten beleuchtet. In Kapitel 5 werden die vorgestellten Verfahren
auf praktische Beispiele angewendet und die verwendeten SAS-Makros vorgestellt.
Im letzten Kapitel wird schliellich das Verhalten der Test-Statistiken bei kleinen
und mittleren Stichprobenumfiangen mithilfe von Simulationen untersucht. Den Ab-
schluss bildet ein Ausblick auf offene Fragen im Gebiet der nichtparametrischen
Auswertung von diagnostischen Studien.
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Was ist Diagnostik iiberhaupt? Darauf soll hier keine Antwort gegeben werden,
denn man miisste bei Erorterungen des Erkenntnisprozesses beginnen und mit den
Grundsétzen &rztlichen Handelns fortfahren. Die Begriffe Krankheit, Diagnose, Dia-
gnostik, Test, diagnostischer Prozess etc. waren zu definieren. Der Biometriker kann
es sich aber einfach machen: Er betrachtet die diagnostische Mafinahme als Mittel,
eine Wahrscheinlichkeit fiir die Richtigkeit der Vermutung, dass ein Patient an einer
Krankheit leidet, in eine (moglichst) hohere Wahrscheinlichkeit zu transformieren.
Eine Einleitung findet man in einem Werk {iber Methoden der medizinischen Dia-
gnostik ( : ). Um die Diagnostik zu beschreiben, wird sie als
Folge von binéren Einzelentscheidungen aufgefasst. Bei diesen Einzelunterscheidun-
gen werden diagnostische Tests eingesetzt, die zwischen zwei Zusténden entscheiden
sollen: Krankheit vorhanden bzw. nicht vorhanden. Entsprechend ist auch das Test-
resultat eine Ja/Nein-Aussage: krank (=positiv) / nicht krank (=negativ). Bei Tests
mit quantitativen Ergebnissen, wie z.B. bei Laborwerten, erfolgt die Uberfithrung
in eine solche bindre Aussage mit einem Trennwert (,Cut-off“Wert). Hieraus ldsst
sich eine Vierfeldertafel erzeugen, die den Zustand des Patienten dem Testergebnis
gegeniiberstellt:

Patient krank nicht krank
Test positiv | richtig positiv (RP)  falsch positiv (FP)
Test negativ | falsch negativ (FN) richtig negativ (RN)

Anhand dieser Tafel lassen sich spalten- und zeilenweise je die Verhéltnisse der
Einzelzellen zu den Summen bilden. Die Sensitivitéit ermittelt den Anteil der rich-
tig positiv erkannten Patienten an allen Kranken (#RP/(#RP+#FN)), die Spe-
zifitdt den Anteil der richtig negativ erkannten Patienten an den Nicht-Kranken
(#RN/(#RN+#FP)). Sensitivitdt und Spezifitat sind die Grofen, die die Entwick-
ler und Hersteller bei der Bewertung ihrer diagnostischen Tests verwenden kénnen.
Die Vorhersagewerte (zeilenweise Betrachtung) betrachten dagegen die Wahrschein-
lichkeit, dass der Patient tatséchlich den Zustand aufweist, den der Test anzeigt (po-
sitiv pradiktiver Wert: #RP/(#RP+#FP), negativ pradiktiver Wert: #RN/(#RN+
#FN)). Die Vorhersagewerte beschreiben damit die Wahrscheinlichkeiten aus der
Sicht des Arztes, dem das Testergebnis vorliegt. Er kann mit diesen Werten das
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Testergebnis hinsichtlich seiner Relevanz einschéitzen. Allerdings sind diese Werte
nicht unabhéingig von der Prévalenz, also der Haufigkeit, mit der die Krankheit im
untersuchten Kollektiv auftritt. Die Gréflen Sensitivitdt und Spezifitdt dagegen sind
pravalenzunabhéngig und deshalb fiir den Vergleich diagnostischer Verfahren besser
geeignet.

Der wahre Gesundheitszustand des Patienten wird mit dem sogenannten Goldstan-
dard bestimmt. Dies ist das beste zur Verfiigung stehende Verfahren, um die Dia-
gnose zu stellen. Manchmal muss man hierfiir mehrere Verfahren kombinieren oder
der Goldstandard ist erst nach dem Tod des Patienten oder nach einer Biopsie zu
bestimmen. In dieser Arbeit wird davon ausgegangen, dass es immer moglich ist,
den Goldstandard mit hoher Wahrscheinlichkeit richtig zu bestimmen. Um dies zu
gewahrleisten, ist es wichtig, systematische Fehler zu vermeiden, die zu Verzerrun-
gen (,,Bias®) fithren: der ,selection bias“ und der ,information bias®.

Der selection bias beschreibt die zu erwartende Verzerrung, wenn der Goldstandard
ein invasives Verfahren ist. Dies wird dann nédmlich nur bei den Testpositiven einge-
setzt, wiahrend bei Testnegativen darauf versténdlicherweise verzichtet wird. Es ist
eine Uberschétzung der Sensitivitit zu erwarten.

Der information bias wird dadurch hervorgerufen, dass die Kenntnis des Goldstan-
dards das Ergebnis des zu beurteilenden Tests beeinflusst. Dies ist insbesondere bei
Verfahren zu erwarten, bei denen Befunde interpretiert werden miissen (zum Bei-
spiel bei bildgebenden Verfahren).

Um diese systematischen Fehler zu vermeiden, ist es wichtig, sich ihrer bewusst zu
sein und schon bei der Planung einer Studie Gegenmafinahmen zu ergreifen.

In den folgenden Abschnitten werden wichtige Begriffe aus dem Bereich der Dia-
gnosestudien vorgestellt und erldautert: ROC-Kurven, Indizes fiir die Treffsicherheit,
Reader und Methoden, clustered data und die verwendeten Skalenniveaus. Aufer-
dem wird eine kurze Ubersicht iiber andere statistische Verfahren und Fragestellun-
gen in der Diagnostik gegeben.

2.1 ROC-Kurven

In der diagnostischen Medizin unterliegt die Entwicklung neuer Verfahren und Proze-
duren den gleichen strengen Richtlinien wie in der Entwicklung neuer Medikamente
und Medizinprodukte. Die Studien miissen griindlich geplant und vorbereitet werden
und auch die Auswertung bedarf spezieller statistischer Methoden. Das Kollektiv der
Gesunden und der Kranken wird untersucht, anschlieSfend muss beurteilt werden, wie
gut das neue Verfahren in der Lage ist, die beiden Kollektive voneinander zu trennen.
Diese Trennschérfe kann bei dichotomen Testergebnissen direkt iiber die Sensitivitéat
und Spezifitdt berechnet werden. Sind die Testergebnisse allerdings stetig oder ordi-
nal (haben sie also mehr als zwei Ausprédgungen), bedarf es anderer Methoden der
Analyse. Hier hat sich die Auswertung mithilfe von ROC-Kurven durchgesetzt, wel-
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che unabhéngig von einem gewéahlten Cut-off Wert die Trennschérfe (Accuracy) des
Tests bewerten. Diese Theorie der ROC-Kurven stammt aus der Nachrichtentech-
nik (Signalerkennung) ( , ), wo sie den Zusammenhang zwischen
richtig und falsch erkannten Signalen wiedergibt. Deshalb ist sie ein verbreitetes Ver-
fahren, um solche Studien auszuwerten. Dabei wird jeder Messwert vom Minimum
bis zum Maximum der bestimmten Messungen als Cut-off Wert gesetzt und jeweils
die Sensitivitdt und Spezifitdt des Verfahrens geschétzt. Die so entstandenen Paa-
re aus Sensitivitdt und Spezifitdt werden in einem Koordinatensystem mit x-Achse
(1-Spezifitdt) und y-Achse (Sensitivitit) aufgetragen. Durch Verbinden der Punkte
entsteht die sogenannte ,Receiver Operating Characteristic*(ROC)-Kurve.
In Abbildung 2.1 ist exemplarisch dargestellt, wie aus zwei Histogrammen (dunkel-
grau: gesunde Patienten, hellgrau kranke Patienten) eine ROC-Kurve entsteht. Der
erste Fall in Abbildung 2.1.a repréasentiert zwei Verteilungen, die sich tiiberlappen.
Daraus entsteht eine ROC-Kurve mit einem typischen, mittleren Verlauf. Um die-
ses Beispiel besser einordnen zu konnen sind auflerdem die beiden Extremfélle fiir
die Verldufe von empirischen ROC-Kurven dargestellt: besitzt das Verfahren eine
Trennschérfe, die nicht besser als der Zufall ist, so iiberlagern sich die Histogram-
me fast vollstindig und ie daraus resultierende ROC-Kurve wird sich kaum von der
Winkelhalbierenden unterscheiden (vergleiche Abbildung 2.1.b). Ist das Verfahren
dagegen perfekt, so wird die Kurve bis in die linke obere Ecke des Einheitssystems
reichen (vergleiche Abbildung 2.1.c).
Der Verlauf dieser ROC-Kurve kann empirisch ermittelt werden, indem die Paare
aus Sensitivitdt und Spezifitdt mit Hilfe einer Treppenfunktion verbunden werden.
Eine andere Moglichkeite, den Kurvenverlauf zu bestimmen, basiert auf der Annah-
me, dass die urspriinglichen Verteilungen Fy und F} der Gesunden und Kranken
einer Normalverteilung folgen. In dem Fall werden zwei Parameter a (Differenz der
Erwartungswerte) und b (Quotient der empirischen Varianzen) geschétzt. Der Plot
der Punktepaare [1—®(c), 1—®(bc—a)] fiir —oo < ¢ < oo ergibt dann einen stetigen
Schétzer fir die ROC-Kurve.
Auflerdem haben verschiedene Autoren die Kurve mit Hilfe von Kern-Dichte-Schét-
zern bestimmt ( , : , ). Hierbei konnte gezeigt werden,
dass die Verzerrung des Schétzers bei optimaler Wahl der Bandbreite geringer ist,
als die des empirischen Schétzers. Allerdings sind diese Verfahren von der optimalen
Wahl der Bandbreite abhéngig.
Die ersten Arbeiten zur Anwendung von ROC-Kurven bei der Auswertung diagno-
stischer Tests waren die von ( ) und ( ). AuBlerdem haben
( ) bereits auf Probleme bei der Planung und Auswer-
tung diagnostischer Studien hingewiesen und die Aufmerksamkeit auf ROC-Kurven
gelenkt. In einem Review-Artikel fassen ( ) die Entwicklung
der Verwendung der ROC-Kurven in der Diagnostik bis zum Jahre 1993 zusammen.
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Abbildung 2.1: Empirische Dichten und ROC-Kurven: kranke Patienten (hellgraue
Balken) und gesunde Patienten (dunkelgraue Balken). (a) Standard-
beispiel, (b) Extremfall 1: nicht besser als der Zufall, (¢) Extremfall
2: perfekte Trennung
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2.2 Indizes fur die Treffsicherheit

Der Vergleich diagnostischer Tests kann auf verschiedene Arten geschehen. Eine
Moglichkeit ist die Reduzierung der ROC-Kurve auf einen einzigen Index, der die
Trennschérfe des Verfahrens bzw. Tests treffend beschreiben soll. Dies hat natiirlich
den Verlust von Informationen zur Folge, deshalb sollte die Wahl des Indizes wohliiber-
legt getroffen werden. Eine exemplarische Auswahl an Indizes wird im Folgenden
vorgestellt.
Ein beliebter Index ist die Fliche unter der ROC-Kurve (,,Area under the cur-
ve“=AUC), weil sie erstens leicht zu beschreiben und zweitens leicht zu berechnen
ist. Aulerdem hat er auch eine sehr anschauliche Interpretation: er gibt die Wahr-
scheinlichkeit an, dass zwei zufillig gezogenen Patienten aus den beiden Kollektiven
richtig zugeordnet werden wiirden (das heifit der kranke hat einen grofleren Wert
als der gesunde). Er gibt Auskunft iiber die Trennschérfe des Verfahrens auf dem
gesamten Wertebereich. Wenn der Anwender keine speziellen Voraussetzungen an
die Sensitivitdt oder Sperzifitdt hat, ist dieser Index der beste. Man kann ihn pa-
rametrisch oder nichtparametrisch berechnen. Er wird die zentrale Grofle in der
vorliegenden Arbeit bilden.
Andere Moglichkeiten der Indexbildung wurden fiir den Fall vorgestellt, dass der An-
wender eine bestimmte Mindest-Sensitivitéit oder -Spezifitdt haben mochte ( ,
). Dies kann der Fall sein, wenn eine hohe Sensitivitdt oder Spezifitdt un-
erlasslich sind. In diesem Fall wird nicht die gesamte Fléche unter der Kurve geschéatzt,
sondern nur der Teil ab der vorgegebenen Grenze. Falls sich die beiden Kurven, die
verglichen werden sollen, kreuzen, ist die Interpretation héufig leichter, wenn man
nur Teilflichen statt der gesamten Fliache untersucht.
Weiterhin kann man den Youden-Index bestimmen, welcher als maximale Summe
zwischen Sensitivitdt und Spezifitdt definiert ist. Er ist also der Punkt der Kurve,
welcher am weitesten von der Winkelhalbierenden entfernt und somit am néchsten
an der oberen linken Ecke des Systems ist. Zum Bestimmen des optimalen Cut-off
Wertes ist dieser Index aufgrund seiner einfachen Berechnung sehr gut geeignet. Hier
wird allerdings die Kurve auf nur einen einzigen Datenpunkt reduziert, weshalb sich
dieser Index zur Beschreibung der Trennschérfe nicht durchgesetzt hat.
Auflerdem gibt es die Moglichkeit, bei einer bestimmten, festgelegten Sensitivitét
die Spezifitdten der Verfahren zu vergleichen oder umgekehrt. Die Wahl dieser fe-
sten Sensitivitdt oder Spezifitit ist allerdings eher willkiirlich und es gilt hier das
gleiche Argument wie beim Youden-Index: dieser Wert ist nicht gut geeignet, um
das Verhalten des Tests im allgemeinen zu beschreiben.
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2.3 Reader und Methode

Eine diagnostische Studie dient der Evaluation neuer diagnostischer Verfahren oder
zum Vergleich existierender Methoden. Einige Beispiele hierfiir sind:

e cine Standardmethode und ein neues, nichtetabliertes Verfahren zur Entdeckung
von Karzinomen,

e cine Rontgenaufnahme mit und eine Aufnahme ohne Kontrastmittel,

e cine Rontgenaufnahme mit einem etablierten und eine Aufnahme mit einem
neuen Kontrastmittel,

e cin Gerdt (CT oder MRT) mit verschiedenen Einstellungen beziiglich der Auf-
nahmegeschwindigkeit oder der Auflésung,

e die digitale Speicherung von Aufnahmen oder eine analoge Aufnahme.

Die Liste konnte lange weitergefithrt werden. Auflerdem sind auch Kombinationen
der angefithrten Beispiele méglich. Es muss natiirlich darauf geachtet werden, dass
ein Patient durch die Aufnahmen nicht iiber die Mafe belastet wird. Es ist deshalb
oft nicht moglich, verschiedene Rontgen- und auflerdem mehrere MRT- oder CT-
Aufnahmen an ein und demselben Patienten durchzufiihren. Meistens interessieren
den Anwender aber auch nur die Vergleiche zweier Methoden mit verschiedenen Ne-
benbedingungen. Deshalb wird fiir die Entwicklung der Theorie der Fall betrachtet,
dass alle Methoden von allen Readern an jeder Person durchgefiihrt werden.

In Studien dieser Art zur Evaluation diagnostischer Tests werden von den Behorden
in den Guidelines ( , ) mindestens drei Un-
tersucher (Reader) gefordert. Schlieflich soll ein Verfahren gute Trenneigenschaften
unabhéngig von der Person und den Fihigkeiten des Untersuchers aufweisen. Die
Reader miissen verblindet agieren, das heifit sie diirfen die wahre Diagnose nicht
kennen. Um die Kenntnis der wahren Diagnose zu vermeiden und auflerdem zu
verhindern, dass Informationen aus bereits befundeten Aufnahmen die Diagnose
beeinflussen, muss die Untersuchung mit den verschiedenen Methoden an den ver-
schiedenen Patienten randomisiert stattfinden. Nur dann kann sichergestellt werden,
dass der Arzt die Diagnose mit jeder Methode unabhéngig von der vorherigen treffen
kann.

In dieser Arbeit werden nur vollstdndig verbundene Designs betrachtet. Hierbei wird
jeder Patient von allen R Readern mit allen M Methoden beurteilt. Das resultiert
dann in d = MR wiederholten Messungen an einem Subjekt. Diese Messungen
kénnen umgeschrieben werden, sodass jede Reader-Methoden-Kombination mit ei-
nem Index [ bezeichnet wird, wobei folgendes Schema (siehe Tabelle 2.1) verwendet
wird: zunéchst lauft der Index des Readers und die Methode wird festgehalten, dann



2.4 Clustered data

Methodem | 1] 1 | 1| ... M M| M
Reader r 1({...|R| .. 1 .. | R
[Index!  [1[..[R] [(M-DR+1]..]|d]|

Tabelle 2.1: Indizierung der Reader-Methoden-Kombinationen

lauft auch der Index der Methode, sodass man am Ende jede Reader-Methoden-
Kombination abgedeckt hat.

Wenn ein Patient mehr als einmal befundet wird, muss die Abhéngigkeit der Be-
obachtungen an einem Patienten beriicksichtigt werden. Um die Abhéngigkeiten
zu modellieren, erweiterten ( ) in einem ersten Ansatz ihre ei-
gene Methode mithilfe von Jackknife-Verfahren von unverbundenen auf verbunde-
ne Messungen. AnschlieSend evaluierten sie diese mithilfe von Simulationsstudien
( : ). Theoretische Begriindungen fiir die Giiltigkeit dieser Erweite-
rung lieferten sie allerdings nicht. ( ) entwickelten nichtparame-
trische Methoden basierend auf der Theorie von U-Statistiken, die auf ( )
zuriickgeht. Von ( ) wurden die verschiedenen Methoden verglichen,
wobei die nichtparametrische Methode am besten abschnitt. Alle diese vorgestellten
Verfahren beriicksichtigen aber keine clustered data.

2.4 Clustered data

Clustered data im Sinne dieser Arbeit liegen immer dann vor, wenn ein Patient so-
wohl gesunde als auch kranke Beobachtungseinheiten liefert. In der Literatur gibt
es verschiedene Definitionen des clusterings von Daten (siehe ( ) fiir einen
Uberblick ). Er spricht immer dann von clustering, wenn man mehr als eine Beobach-
tung an einem Subjekt durchfiithrt und diese somit abhéngig sind. Wiirde man dieses
clustering ignorieren, ignoriert man immer die Korrelation zwischen den abhéngi-
gen Messwerten und wird falsche Schliisse ziehen. Die Definition des clusterings von
Beam lésst sich in zwei Stufen einteilen. Die erste Moglichkeit des clusterings bei
diagnostischen Tests tritt auf, wenn an einem Patienten mehrere Beobachtungsein-
heiten des gleichen Gesundheitsstatus erhoben werden. Dieser Fall soll zur besseren
Abgrenzung aber nur mit , Messwiederholung“ bezeichnet werden. Diese Abhéngig-
keiten miissen in der Schétzung der Kovarianz berticksichtigt werden.

Die zweite Moglichkeit - welche in dieser Arbeit als einzige mit clustered data be-
zeichnet werden soll - erhoht die Komplexitdat der Daten. Wenn die verschiedenen
Beobachtungseinheiten an einem Patienten zusétzlich verschiedene Gesundheits-
zustdnde (gesund/krank) haben konnen, dann sind auch die gesunden und kran-
ken Beobachtungen abhéngig und dieser Abhéngigkeit muss durch Einfithrung einer
Kovarianz Rechnung getragen werden. Diese muss dann weitere mégliche Abhéngig-
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Tabelle 2.2: Strukur von clustered Daten, x steht fiir eine Beobachtung

Methode 1 Methode 2
Reader 1 Reader 2 Reader 3 Reader 1 Reader 2 Reader 3

Sub. gesund | krank || gesund | krank || gesund | krank gesund | krank || gesund | krank || gesund | krank

1 XXX XX XXX XX XXX XX XXX XX XXX XX XXX XX

Ne XX XXXX XX XXXX XX XXXX XX XXXX XX XXXX XX XXXX

1 XXX XXX XXX XXX XXX XXX

no-Ne XX XX XX XX XX XX

1 XXXX XXXX XXXX XXXX XXXX XXXX

ni-Nec XXX XXX XXX XXX XXX XXX

keiten beriicksichtigen, wenn verschiedene Reader die verschiedenen Beobachtungen
an einem Patienten bei verschiedenen Gesundheitszustinden diagnostizieren. In
Tabelle 2.2 ist schematisch dargestellt, welche Daten an den n Patienten in einer
Studie mit drei Readern und zwei Methoden erhoben werden kénnen. Es gibt n,
Patienten, die sowohl gesunde als auch kranke Beobachtungen liefern. Aulerdem
gibt es insgesamt ng — n. zusitzliche Patienten, die gesunde Beobachtungen liefern
und n, — n. Patienten, die kranke Beobachtungen liefern. Also hat man schliellich
von ngy Patienten gesunde Beobachtungen und von n; Patienten kranke Beobach-
tungen. Die drei Gruppengroflen ng, nq, n. miissen nicht notwendigerweise identisch
n sein. Wenn sie jedoch identisch sind, dann liegt ein sogenanntes ,,vollstdndiges
Design® vor, von jedem Patienten gibt es sowohl kranke, als auch gesunde Beobach-
tungen. Sind die Gréflen ng, nq, n. nicht alle identisch, dann liegt dementsprechend
ein unvollstindiges Design bzw. ein Design mit , fehlenden Werten“ vor. Diese Werte
fehlen, weil die Beobachtungseinheit nicht vorhanden ist (der entsprechende Patient
hat keine kranken Beobachtungen), und nicht, weil sie nicht gemessen wurden. Jeder
der Patienten liefert also eine Anzahl an gesunden und kranken Beobachtungseinhei-
ten (in der Tabelle dargestellt durch ,x*), die von jedem Reader mit jeder Methode
beurteilt wird.

AuBerdem kann die Anzahl der Beobachtungen pro Patient gleich und fest sein (An-
nahme der festen Messpunkte), wenn man zum Beispiel Gliedmafien, Organe oder
dhnliches betrachtet. Es ist aber auch denkbar, dass die Anzahl der Beobachtungen
nicht von vornherein bekannt ist, sondern erst im Laufe der Untersuchung festgestellt
wird und zwischen den Patienten auch variieren kann. Hier seien man zum Beispiel
Untersuchungen an Tumoren (verschiedene kalte und heifle Herde) oder Leberflecken
erwahnt, bei denen der Goldstandard und die Anzahl der Beobachtungseinheiten vor
der Auswertung nicht bekannt ist.

In letzter Zeit haben sich mehrere Arbeiten mit dem allgemeinen Thema nichtpara-
metrische Methoden fiir clustered data beschéftigt, unabhéngig von der moglichen
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2.5 Skalenniveau der Messwerte

Anwendung auf Diagnosestudien. ( ) verwenden Permutationen
im weiteren Sinne. Die Tests werden mehrfach durchgefiihrt, wobei jedes Mal eine
andere Beobachtung innerhalb eines Clusters ausgewéhlt wird. Sie haben die Metho-
de zunéchst parametrisch fiir clustered data hergeleitet, in denen die Clustergriéfie
informativ ist ( , ). In der neueren Arbeit haben sie die Theo-
rie dann fiir Rangsummentests erweitert. Dieses Verfahren fiihren sie sowohl fiir
unabhéngige als auch fiir abhéngige Gruppen durch. Sie betrachten allerdings nicht
den Fall ungleicher Varianzen in den beiden Gruppen, was fiir die Betrachtung von
ROC-Kurven aber notwendig ist.

In einer zweiten Arbeit ( , ) wird ein stratifiziertes Verfahren
vorgestellt. Hier wird fiir jede Clustergrofle ein einzelner Test durchgefiihrt und die-
se dann geeignet kombiniert. Dieses Verfahren ist allerdings nur fiir unabhéngige
Gruppen anwendbar. Spéater wurde fiir das Verfahren auch noch eine asymptotische
Theorie fiir grofe Stichproben hergeleitet ( , ).

( , ) greifen das Problem der informativen Clustergréfe auf. Die
Arbeit befasst sich mit der parametrischen Auswertung cluster-korrelierter Daten,
konnte aber auch als Grundlage nichtparametrischer Uberlegungen dienen. Die Au-
toren stellen eine Methode vor, die die Resampling-Methoden von Datta und Satten
umgeht und stattdessen “mean estimation equations” verwendet.

Die beschriebenen Verfahren fiir clustered data sind also nur begrenzt bei der Eva-
luation diagnostischer Tests einsetzbar. Clustered data in Kombination mit Diagno-
sestudien wurden bisher nur von ( ) betrachtet. Dort wurde aber
nur der einfache Fall des Zweistichprobenvergleichs entwickelt.

2.5 Skalenniveau der Messwerte

Die Daten, die bei diagnostischen Tests erhoben werden, reichen von stetigen Mess-
werten wie Laborparametern, Messungen von Volumen und Umféngen iiber ordinale
Daten wie Scores und graduelle Bewertungen von Krankheitsstadien bis hin zu di-
chotomen Daten (eine Krankheit oder ein Merkmal ist vorhanden oder nicht). Ohne
Einschrankung der Allgemeinheit kann man annehmen, dass gréfiere Werte fiir kran-
ke Beobachtungen stehen (falls dies nicht der Fall ist, konnen die Werte durch eine
geeignete Transformation modifiziert werden). Der Vorteil der nichtparametrischen
Methoden liegt in diesem Bereich auf der Hand: man kann ein einziges statistisches
Verfahren fiir alle Skalenniveaus anwenden. Es ist natiirlich nicht immer das opti-
male Verfahren. Will man aber verschiedene diagnostische Tests mit verschiedenen
Arten von Messwerten vergleichen, ist es zwingend notwendig, ein Verfahren zu ver-
wenden, dass fiir alle Messwerte geeignet ist. Deshalb wird zunéchst das allgemeine
Verfahren vorgestellt werden und spéter noch auf seine Eigenschaften im Bereich der
dichotomen Daten untersucht. Dichotome Ergebnisse spielen historisch eine zentrale
Rolle bei Diagnosestudien und manche Ergebnisse treten auf natiirliche Weise nur
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binér auf.
Es ist also eine Theorie notwendig, die auf beliebige Verteilungen und Skalenniveaus
anwendbar ist. Die Theorie des nichtparametrischen Behrens-Fisher-Problems wur-

de bereits von ( ) im Zusammenhang mit stetigen Messwer-
ten erwdhnt. Spéter wurde dieses Verfahren auf nichtstetige Verfahren erweitert
( , ). Die Theorie soll in dieser Arbeit auf ihre Anwendbarkeit in

Diagnosestudien untersucht und ergénzt werden.

2.6 Andere Arbeiten iiber Diagnosestudien

Die Auswertung diagnostischer Tests mit statistischen Methoden ist in der letzten
Zeit ein sehr grofles Forschungsgebiet geworden. Da sind einerseits Methoden zur
Evaluation sequentieller Tests ( , : , ), das heifit, die
Hintereinanderanwendung mehrerer diagnostischer Tests zur Erhohung der Accura-
cy. Aulerdem gibt es Techniken zur Einbindung von Kovariablen in die Auswertung
der Studien ( , ). Weiterhin wird untersucht, wie man dia-
gnostische Studien mit fehlendem oder verzerrtem Goldstandard auswerten kann
( : ). Methoden zur Bestimmung einer drei- oder hoher-
dimensionalen ROC-Kurve betrachten ( )i
( K ( ). Hier wird dann von einer , Fléche unter der ROC-
Oberflache* (,,Area under the surface“) gesprochen. Bei ( ) ist der
Goldstandard nicht nur ordinal, sondern auf einer stetigen Skala gemessen. Es wird
dann eine mittlere Accuracy angegeben. Ist man nicht an der gesamten Kurve, son-
dern nur an einem Teil interessiert, so gibt es Arbeiten von ( ) und
( ) zur ,partial area under the curve* (pAUC). Anwendungen von ROC-
Kurven in Meta-Analysen haben zur Entwicklung der ,,Summary-ROC-Kurven*
gefiihrt ( , , ). Diese sogenannten SROC-Kurven helfen dabei, Er-
gebnisse aus verschiedenen Diagnosestudien, von denen nur die Falsch-Positiv-Raten
und Richtig-Positiv-Raten zur Verfiigung stehen. Es entsteht dann wieder eine ROC-
Kurve; die Flache darunter kann auch wieder mithilfe der Trapezmethode bestimmt
werden. Die Flache wird sowohl vollsténdig ( : ), als auch partiell ( ,
) betrachtet.
Andere Autoren beschiftigen sich mit der Anwendung der ROC-Kurven in Aquiva-
lenzstudien ( , ; , ) bzw. in Non-Inferiority Studien
( , 2003).

( ) stellt Tafeln fiir die Stichprobenplanung von diagnostischen Stu-
dien vor. Aulerdem gibt es von ihr auch Tafeln zur Bestimmung von Konfidenzinter-
vallen ( , ), wenn die Accuracy eines Verfahrens sehr hoch
(also sehr nah an 1) ist.

12
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Im Folgenden soll die Schiatzung der Accuracy eines diagnostischen Tests mit Hilfe
der Flache unter der ROC-Kurve hergeleitet werden. Die dargestellte Theorie ist
auf andere Definitionen der Accuracy (z.B. die partielle Fliche unter der Kurve)
durchaus iibertraghar, was an dieser Stelle aber nicht ausgefiihrt werden soll.
Die Herleitung der Effektschéatzer wird zunéchst am Beispiel der unabhéngigen Be-
obachtungen wie in ( ) erldutert, anschlieBend wird die Theo-
rie fiir zwei verschiedene Formen von clustered data entwickelt ( ,
). Die statistischen Modelle, die betrachtet werden sollen, lassen sich in drei
Kategorien einteilen:

e Modell 1 (,Einfachmessung“): an jedem Patienten wird eine Beobachtung er-
hoben,

e Modell 2 (,,Mehrfachmessung®): an jedem Patienten werden mehrere Beobach-
tungen erhoben, diese haben jedoch alle denselben Gesundheitszustand,

e Modell 3 (,,clustered data“): an jedem Patienten werden mehrere Beobachtun-
gen erhoben, diese kénnen verschiedene Gesundheitszustéande haben.

Die drei verschiedenen Modelle sind im Folgenden schematisch dargestellt. Bei-
spielhaft werden die Datenstrukturen fiir eine Studie mit zwei Methoden und drei
Readern gezeigt. In einer Doppelspalte gesund/krank steht jedes x fiir eine Be-
obachtungseinheit. Die wiederholten Messungen der Beobachtungseinheiten werden
dadurch représentiert, dass die gleichen x in jeder Doppelspalte vorkommen. Die
Vollstédndigkeit des Designs in Bezug auf fehlende Messungen ist daran zu erkennen,
dass in jeder Zelle einer Zeile die Haufigkeit der x fiir gesund und krank immer die-
selbe ist.

Betrachten wir zunéchst das einfachste der drei Modelle mit nur einer Beobach-
tungseinheit pro Patient in Tabelle 3.1. Ein Beispiel hierfiir ist die Untersuchung
einer Blutprobe auf die Streptokokken-Dichte.

Im Modell 2 (Tabelle 3.2) ist es dann erlaubt, dass pro Subjekt mehr als eine Beob-
achtung erhoben wird. Dies kann zum Beispiel die Untersuchung mehrerer histolo-
gischer Schnitte an malignen und benignen Tumoren sein.

Das dritte Modell (Tabelle 3.3) weist die komplexeste Struktur der Daten auf. Es
ist nun moglich, dass an einem Patienten sowohl kranke als auch gesunde Beobach-
tungseinheiten erhoben werden. Die Untersuchung aller wichtigen Arterien auf eine
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Tabelle 3.1: Schematische Darstellung des Modells 1, x steht fiir eine Beobachtung

Methode 1 Methode 2
Reader 1 Reader 2 Reader 3 Reader 1 Reader 2 Reader 3

Sub. gesund | krank || gesund | krank || gesund | krank gesund | krank || gesund | krank || gesund | krank

1 X X X X X X

Tabelle 3.2: Schematische Darstellung des Modells 2, x steht fiir eine Beobachtung

Methode 1 Methode 2
Reader 1 Reader 2 Reader 3 Reader 1 Reader 2 Reader 3
Sub. gesund [ krank [[ gesund [ krank [[ gesund [ krank gesund [ krank [[ gesund [ krank [[ gesund [ krank
1 XXX XXX XXX XXX XXX XXX
n[) XX XX XX XX XX XX
1 XXXX XXXX XXXX XXXX XXXX XXXX
ni XXX XXX XXX XXX XXX XXX

Stenose stellt hier ein gutes Beispiel dar, denn nur sehr selten werden diese Arterien
bei einem Patienten alle verschlossen sein. Wahlt man auflerdem als Studiengruppe
Risikopatienten, so wird auch kaum einer der Patienten gar keinen Verschluss ha-
ben.
Allen Modellen gemeinsam ist die Abhéngigkeit der wiederholten Messungen an
einem Patienten durch verschiedene Reader oder Methoden. Dadurch entsteht der
multivariate Charakter des Designs. Diese Abhéngigkeit wird in der Literatur héufig
mit ,,correlated” oder bereits mit ,,clustered” data bezeichnet. In dieser Arbeit soll
das Wort clustered aber nur fiir das Modell 3 stehen.
Die Modelle unterscheiden sich vor allem in der Schiatzung der Kovarianzstruktur.
Sobald diese bestimmt wurde, kénnen in allen drei Modellen nach einem &hnlichen
Prinzip Hypothesen getestet werden oder Konfidenzintervalle fiir Effekte aufgestellt
werden.
Die Herleitung der Theorie basiert vor allem auf Arbeiten zum multivariaten nicht-
parametrischen Behrens-Fisher Problem ( ) ), dem multivaria-
ten nichtparametrischen Modell fiir verschiedene Messwiederholungen und fehlende
Werte ( : ) und dem allgemeinen nichtparametrischen Modell von
( ), in dem noch keine beliebigen Verteilungsfunktionen zu-
gelassen waren. Die Theorie, die in den Arbeiten noch nicht abgedeckt ist, besteht
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Tabelle 3.3: Schematische Darstellung des Modells 3, x steht fiir eine Beobachtung

Methode 1 Methode 2
Reader 1 Reader 2 Reader 3 Reader 1 Reader 2 Reader 3

Sub. gesund | krank || gesund | krank || gesund | krank gesund | krank || gesund | krank || gesund | krank

1 XXX XX XXX XX XXX XX XXX XX XXX XX XXX XX

Ne XX XXXX XX XXXX XX XXXX XX XXXX XX XXXX XX XXXX

1 XXX XXX XXX XXX XXX XXX

no-Nc XX XX XX XX XX XX

1 XXXX XXXX XXXX XXXX XXXX XXXX

ni-ne XXX XXX XXX XXX XXX XXX

aus dem multivariaten verbundenen Behrens-Fisher Problem mit fehlenden Werten,
wobei fehlende Werte sich hier wieder auf fehlende Beobachtungseinheiten und nicht
fehlende Messungen bezieht.
Das Modell 2 und Modell 3 bilden die zentralen Modelle der vorliegenden Arbeit.
Das Modell 1 ist - wie bereits erwéhnt - als Spezialfall der anderen zu betrachten.
Deswegen werden die Beweise nicht extra angegeben. Wenngleich man bemerken
muss, dass die Beweise im Fall unabhéngiger Gruppen von Kranken und Gesun-
den (also Modell 1) weitaus einfacher zu fiithren sind als im abhéngigen Fall. Fir
die Beweistechniken, die in den ersten zwei Modellen zum Tragen kommen, sei der
Leser auf die Arbeiten zum multivariaten Behrens-Fisher-Problem ( )
) und zum allgemeinen nichtparametrischen Modell ( : )
hingewiesen.
Die ersten drei Abschnitte dieses Kapitels dienen der Herleitung der Schétzer und
deren Verteilungen in den drei verschiedenen Modellen. Hier werden Gemeinsamkei-
ten und Unterschiede dargestellt. Bei der Beschreibung des Modells 1 geht es vor
allem darum aufzuzeigen, wie man das nichtparametrische multivariate Behrens-
Fisher-Problem mit der Begrifflichkeit der Diagnosestudien lesen kann. Die hier vor-
gestellte Vorgehensweise wird dann in den Modellen 2 und 3 weitergefiithrt. In den
darauf folgenden Abschnitten werden Hypothesen (Abschnitt 3.4), Test-Statistiken
(Abschnitt 3.5) und Konfidenzintervalle (Abschnitt 3.6) fiir alle drei Modelle be-
schrieben.
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3.1 Modell 1: Einfachmessung
3.1.1 Modell und Notation
0

Wir betrachten ng gesunde und n; kranke Patienten. Bezeichne X’ ~ Z.(l) die Be-
obachtung des k-ten (k = 1, ...,n;) Patienten in Gruppe ¢ (i = 0, 1), die mit Reader-
Methoden-Kombination [ erhoben wurde. Diese Beobachtungen sind unabhéngig
fiir verschiedene k, aber abhéngig fiir verschiedene [ bei gleichem %k und 7. Es gibt
insgesamt ng+mn; = N unabhéngige Beobachtungsvektoren. Die Verteilungsfunktio-
nen konnen beliebig stetig oder unstetig sein, einzig Ein-Punkt-Verteilungen werden
ausgeschlossen. Fiir die Herleitung der asymptotischen Ergebnisse sind folgende An-
nahmen zu machen.

(V1) Fiir [,j = 1,...,d muss die bivariate Verteilung von (ng,i),Xi(,z)) fiir alle k =
1,...,n;,2 =0, 1 identisch sein.

(Al) N — oo, sodass N/n; < Ny < oo, @ = 0,1 d.h. der Quotient der An-
zahl der Beobachtungen und der Anzahl der Patienten in einer Gruppe muss
gleichméfBig beschrankt sein.

Mit anderen Worten heifit (A1), dass die Stichprobenumfinge der beiden Gruppen

nicht zu stark unbalanciert sein diirfen.

3.1.2 Ein Schiatzer fiir die Accuracy

Betrachten wir zunéchst nur eine einzige Reader-Methoden Kombination. Die Flédche
unter der ROC-Kurve kann man mithilfe der Verteilungsfunktionen der Gesunden
und Kranken Fy und F folgendermafien definieren:

Dies ist genau der Effekt, der von der Mann-Whitney Statistik geschétzt wird. Die-
ser wird in der Nichtparametrik ,relativer Effekt® genannt wird, da er die beiden
Verteilungsfunktionen in Relation zueinander setzt. Als Schétzer fiir die F; (i = 0, 1)
betrachten wir die normalisierte Version der empirischen Verteilungsfunktionen, die
mithilfe der Zahlfunktion c¢(x) (s. S. 83) aufgestellt wird:

Fi(z) = — Z clx — Xig).

Die Verwendung dieser Verteilungsfunktionen fiithrt zur Definition der Rénge als

~ ~ 1
Rii = noFo(Xix) + ni Fr (X)) + 5
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Die Verwendung dieser sogenannten Mittelringe wird notwendig, wenn Bindungen in
den Daten auftreten. Das ist zum Beispiel bei ordinalen Daten der Fall. Setzt man die
empirischen Verteilungsfunktionen F; in das Integral ein, so erhélt man den Schétzer
fiir den relativen Effekt, der sich auch iiber die Rénge R;; der Beobachtungen X
darstellen l&sst:

ny+1 1 — — 1
! (R1. = Ro) + 5.

~ ~ I =

p= [ Rudfi = (R - " = 1
Diese Herleitung ist natiirlich fiir jede Reader-Methoden-Kombination [ giiltig. Da-
mit sichergestellt wird, dass man fiir jede dieser Kombinationen die Accuracy un-
abhéngig davon erhilt, was in den anderen Kombinationen beobachtet wurde, wer-
den jedes Mal neue Rénge vergeben. Die empirischen Verteilungsfunktionen der
FY (¢ = 0,1) sind also immer innerhalb einer Reader-Methoden-Kombination [

7

definiert:

S 1 !
FO@) = =3 elo = X)),
b k=1
Die Verwendung dieser Verteilungsfunktionen fiihrt dann zur Definition der Rédnge
innerhalb einer Reader-Methoden-Kombination [ als

~ ~ 1
Ry = noFy (X)) + mF (X)) + 5.

Man erhélt also fiir jede Kombination einen Schétzer fiir die AUC:

~ _ = _L=n 5o 1
pmr:pl:N(Rl. _Ro.)+§~
So bleibt die anschauliche Interpretation der Accuracy erhalten. Die d = MR Ac-

curacies werden in einem Vektor p zusammengefasst:

P = (P11, -, PiRy s D1y s DMR) = (D1 -5 D) -
Die Reihenfolge der Indizes wurde bereits auf Seite 9 vorgestellt. Dieser Schétzer
fiir die Accuracy ist erwartungstreu und konsistent. Der Beweis hierfiir wird in
( ) ausfiihrlich dargestellt. Entgegen dieser Theorie findet man in
der Literatur immer wieder die Behauptung, der Schétzer, der nach der Trapezregel
die Flédche unter der ROC-Kurve angibt, unterschétzt bei ordinalen Daten die wahre
Fléche systematisch ( , ) und deshalb sollte besser ein Schétzer ver-
wendet werden, der Parameter einer Normalverteilung schétzt. Diese Behauptung
bedarf einer genaueren Untersuchung.
Die Behauptung stammt urspriinglich aus der Arbeit von ( ).
Dort unterstellte man den ordinalen Beobachtungen eine unterliegende stetige ,,wah-
re“ Verteilung und folgerte, dass dann auch die ROC-Kurve stetig sein sollte. Diese
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Kurve wiirde natiirlich mit den fiinf Paaren an Sensitivitdt und Spezifitidt, die man
bei Verwendung eines 5-Punkte-Scores erhielte, nur sehr ungenau beschrieben. In
diesem Fall kann man sagen, dass die Fldche unter der Treppenfunktion die Fliche
unter der ,wahren® stetigen Kurve unterschéitzt. Wenn man allerdings davon aus-
geht, dass die Scores tatséchlich einer diskreten, nichtstetigen Verteilung entstam-
men, ist es nicht sinnvoll, stetige Verteilungen anzupassen, um den Schétzer fiir die
Flache unter der Kurve zu erhalten.

( ) unterteilt die moglichen Verteilungen, die den Beobachtungen
unterliegen kénnen, in drei Gruppen:

1. stetige Verteilungen, deren Daten nahezu stetig gemessen werden,

2. stetige Verteilungen, deren Daten mit sehr vielen Bindungen, also diskret ge-
messen werden, sowie

3. diskrete Verteilungen.

In den Féllen 1 und 3 wird der nichtparametrische Schéatzer empfohlen, lediglich im
Fall 2 werden auch parametrische Methoden in Erwégung gezogen.

Insgesamt ist zu sagen, dass das Missverstiandnis, der nichtparametrische Schétzer
unterschitze die wahre Flache systematisch, daher riihrt, dass die ersten Arbei-
ten zur Accuracy immer annahmen, dass die latente, nicht zu beobachtende Varia-
ble, stetig ist. Sobald diese Annahme nicht gemacht wird, kann davon ausgegangen
werden, dass der Schétzer erwartungstreu ist. Ungliicklicherweise werden die alten

Arbeiten ( , ) auch heutzutage immer noch zitiert, wenn be-
hauptet wird, der nichtparametrische Schétzer sei in allen Féllen schlechter als ein
angepasster stetiger Schétzer ( , ; , ).

3.1.3 Verteilung des Schitzers

Es werden keine Annahmen an die Gleichheit der Varianzen der beiden Verteilungen
Fy und F; gemacht. Deshalb liegt das Schétzproblem vor, das aus dem Behrens-
Fisher-Problem bekannt ist. Aus ( ) kann man die Verteilung
von vV N(pP — p) ableiten. Es kann gezeigt werden, dass der Vektor der Accura-
cies asymptotisch dquivalent zu einer Summe v NB von stochastisch unabhéingigen
Zufallsvektoren ist. Es wird vorausgesetzt, dass der kleinste Eigenwert der Kovari-
anzmatrix von v NB groBer als 0 ist. Seien ; die Eigenwerte von v/ NB.

(V2) Es existiert eine Konstante go, sodass Yy, = min;y; > go > 0.

Damit folgt unter dem Nachweis der Lindeberg-Bedingung dann die asymptotische
multivariate Normalverteilung des Vektors nach dem Zentralen Grenzwertsatz.

Der Schitzer fiir die Kovarianzmatrix Vy = Var(v/ N(p—p)) wird in

( ) mithilfe der Asymptotischen Rangtransformation hergeleitet. Hier sollen nur
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3.2 Modell 2: Mehrfachmessungen

die Resultate und deren Ubertragung auf dla%nostische Studien dargestellt werden.
Dafiir werden zusétzlich zu den Réngen R der Beobachtungen innerhalb einer
Reader-Methoden-Kombination auch die Intern—Rénge RZ(.,i’l) der Beobachtungen X Z.(,i)
innerhalb der einzelnen Gesundheitszustdnde (Gruppen) und Reader-Methoden-
Kombinationen benétigt. Bezeichne im Folgenden Zi(l? = REQ — REZ’Z) die Differenz
der Rénge und Internrénge fiir jeden Patienten, welche zu einem Vektor Z; =
(ZZ(;), Zf,iw R))’ zusammengefasst Werden konnen. Der Vektor der arithmetischen
Mittelwerte wird mit Z; = 1 /nZ 1 Zij; bezeichnet. Einen konsistenten Schétzer

VN fiir Vx erhélt man mit VN = VNo + VN 1, wobei gilt

. N .
\'% i — S’ia , = 07 1
i (N —n;)n; !
und ,
~ 1 < _ _
S, = Zi, — 7)) (Zi, — 7))
7 n; — 1 ( ik 7 )( k )
k=1
die empirische Kovarianzmatrix der Z;, ..., Z;,, bezeichnet. Die empirische Varianz

von v/ N (P — p) ist eine Linearkombination der Einzelvarianzen der Gesunden und
Kranken. Da die Annahmen iiber die Verteilungsfunktionen nicht die Gleichheit
der Varianzen in den einzelnen Gruppen beinhalteten, konnen diese Varianzen -
auch unter Hypothese - verschieden sein. Das wird durch die Struktur von Vy
beriicksichtigt.

3.2 Modell 2: Mehrfachmessungen

3.2.1 Modell und Notation

Im Modell 2 betrachten wir den ersten Schritt zur Clusterbildung der Daten. Die
Patienten liefern nun nicht mehr nur einen Beobachtungspunkt, sondern mehrere.
Allerdings wird nach wie vor angenommen, dass diese Beobachtungseinheiten alle
den gleichen Gesundheitszustand haben. Es gibt also Beobachtungsvektoren X Z(,i)s ~

FY mit ¢ = 0,1und £k =1,...,n; und s = 1, ..., m;. Insgesamt erhélt man somit

3
ng ni
N:m0+m1:E mOk+E Mk
k=1 k=1

Beobachtungseinheiten an insgesamt n = ng + n; Patienten. Die Groflen my und
my sind dementsprechend die Gesamtanzahlen an gesunden bzw. kranken Beob-
achtungseinheiten. Die Beobachtungen sind unabhéngig fiir verschiedene k, aber
abhéngig fiir verschiedene s bei gleichem k. Jede dieser N Beobachtungseinheiten
wird insgesamt d-mal gemessen.
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Der Index [ soll auch hier anzeigen, unter welcher Reader-Methoden-Kombination
die Beobachtung erhoben wurde. Wir nehmen an, dass jeder Reader mit jeder Me-
thode jeden Patienten untersucht hat, deshalb ist m;. identisch fiir alle [ und es
bedarf deshalb auch keines weiteren Indexes.

Damit die asymptotischen Resultate hergeleitet werden konnen, muss zusétzlich zu
Annahme (A1) auch folgende Annahme (A2) gemacht werden.

(V3) Die bivariate Verteilung der (X! X i(lgi,) héngt nicht von s, s’ und k ab.

iks?

(A2) my < My < oo, i=0,1,k=1,...,n; fir alle N d.h. die Anzahl der Beobach-
tungen pro Person muss gleichméflig beschrankt sein.

Diese Annahmen sind fiir die Praxis nicht restriktiv, weil sie nur sicherstellen, dass
die Anzahl der Gesunden und Kranken nicht zu weit voneinander entfernt ist. Einzige
weitere Annahme an die Verteilungsfunktionen ist der Ausschluss von Ein-Punkt-
Verteilungen, um positive Varianzschétzer zu erhalten.

3.2.2 Schatzer fiir die Accuracy

Die Accuracy wird auch im Modell 2 iiber die Fléache unter der ROC-Kurve geschétzt.
Dieses kann wiederum iiber das Integral der Verteilungsfunktionen definiert werden:

Der Unterschied zum Modell 1 wird bei den empirischen Versionen der Verteilungs-
funktionen deutlich werden. Die empirischen Verteilungsfunktionen Fl-(l) () konnen
fiir jede Reader-Methoden-Kombination [ aufgestellt werden.

mik

~ 1 .1 .
F@)0 =23 oD o= Xi).
V=1 " s=1

Hier muss beriicksichtigt werden, dass mehrere Beobachtungen an einem Patienten
erhoben worden sind. Dies geschieht durch einen ungewichteten Mittelwert der Pati-
entenmittelwerte. Diese Art der Wichtung gibt also jedem Patienten das gleiche Ge-
wicht, unabhéngig davon, wieviele Beobachtungen er liefert. In der Literatur findet
man verschiedene Ansétze zur Gewichtung, aber ( ) schreiben,
dass die hier verwendete besser ist, wenn die Einzelmessungen an einem Patienten
korreliert sind. Das fiihrt dazu, dass einzelne Patienten mit sehr vielen Beobachtun-
gen das Ergebnis nicht dominieren kénnen.

Um auch in diesem Modell die iibliche Rangdarstellung des Schétzers fiir p zu erhal-
ten, bedarf es allerdings einiger Voriiberlegungen. Dafiir muss zunéchst die mittlere
Verteilungsfunktion definiert werden:

H(z) = % (moFo(x) + mi Fi(2)) . (3.1)
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3.2 Modell 2: Mehrfachmessungen

Die Umstellung ist in folgendem Lemma festgehalten.

Lemma 3.1. Es gilt p=q1 — qo + £ mit ¢ = [ HdF; und p = [ FydF).

Beweis:
- / FodFy, = ”]? FOdF1+— / FydFy
m m
= 2 FOdFH—Wl — W FdF,
== /HdF1 /HdF0+———/F1dF1+—/F0dFO

Hierbei bezeichnen ¢, gy die relativen Effekte, wenn man F; bzw. Fj relativ zu der
mittleren Verteilungsfunktion H betrachtet, im Gegensatz zu den relativen Effekten
p, die die Verteilung der Kranken nur zur Verteilung der Gesunden in Relation set-
zen. Die Verbindung zu den Réangen liefert dann die empirische Version der mittleren
Verteilungsfunktion H(x):

H(z) = % Z oz — Xigs), (3.2)

wobei ¢(x) die mittlere Zahlfunktion bezeichnet. Die Auswertung von H fiir ei-
ne beliebige Zufallsvariable X, liefert schon fast den Rang dieser Beobachtung
unter allen N Beobachtungen. Die bisherigen Uberlegungen gelten wieder fiir alle
Reader-Methoden-Kombinationen, deshalb wird nun der Index [ wieder verwendet.
Bezeichne RZ(QS den Rang der Beobachtung Xi(,i)s unter allen N Beobachtungen mit
der Reader-Methoden-Kombination /. Dann gilt:

1
l
ng)s - _)'

~ ! 1
HOWXG) = (B = 5

I

Fiir die Schitzung der Accuracy mithilfe der Rdnge muss nun auch der Rangmit-
telwert analog zu den empirischen Verteilungsfunktionen neu definiert werden. Aus
der Definition der empirischen Verteilung folgt, dass der ungewichtete Mittelwert

. - . .
der Rangmittelwerte ng), pro Person und Reader-Methoden-Kombination verwen-
det werden muss. Definiere also:

S UV BN I
RV = =S"RY == —S RO,
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Wenn man diese Uberlegungen verwendet und in (3.1) die Verteilungsfunktionen
durch ihre empirischen Pendants ersetzt, so erhélt man fiir + = 0,1 und fiir jede
Reader-Methoden-Kombination /

mMik

HO(2)dF (z) = HY(X
= [ AR = 3Ty AR
I 1 X1, o 1. 1o 1
= — —(RYW - Y= _R"’ - —
ni;mik;N( w3 = T gy

Zusammengesetzt ergibt das fiir den Schétzer der Accuracy fiir eine Kombination [
von Reader und Methode:

1

(OS0!
S - +

=
An dieser Stelle muss angemerkt werden, dass der naive Schétzer, den man erhélt,
wenn man in [ FydF; direkt die empirischen Verteilungsfunktionen einsetzt (wie im
Modell 1), nicht zur Differenz der ungewichteten Rangmittelwerte fiihrt. Betrachtet
man den folgenden Ausdruck (der Index [ fiir die Reader-Methoden-Kombination
wurde hier weggelassen)

mik
/ FydFy = Z ZFO (Xuke)

mig mop

B 71_1 Z mik Z No Z mop Z Xlks XO”)

so ist zu sehen, dass dieser Mittelwert nicht in die gewohnten Rénge transformierbar
ist.

Die Schétzer fiir alle Reader und Methoden koénnen, wie vorher, in einem Vektor
angeordnet werden:

ﬁ = (]/9\117 "'aﬁlRa '“a]/)\Mla °"a1/)\MR)/ = (ﬁla "'7]/9\61)/'

Dieser Schétzer ist konsistent, aber im Gegensatz zum Schéitzer im Modell 1 nur
asymptotisch erwartungstreu. Das liegt daran, dass verschiedene m;; bei den ein-
zelnen Patienten auftreten kénnen. Fiir den Beweis der Konsistenz wird zunéchst
gezeigt, dass die empirischen Verteilungsfunktionen beschrinkte zweite Momente
haben.

Lemma 3.2. Unter Voraussetzung (A1) und (A2) gilt fir alle N und fir allei = 0,1
und k=1,....,n; und s =1, ..., my

1. E(H(z) — H(z))? < Mo,
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3.2 Modell 2: Mehrfachmessungen

2. B(H(Xs) — H(Xips))? < Mo

N
Beweis:

Der zweite Teil der Aussage folgt aus dem ersten mithilfe von Fubinis Theorem.
Deshalb wird hier nur erste Teil gezeigt.

E(ff(a:) - H(x))? =
= = ZZZZZZE ez — Xis) = Fi(@))(c(x — Xiww) — Fy(2))]
=0 /=0 k=1 k’'=1 s=1 s'=1

- Z Z Z Xiks) — Fi(2))(c(z — Xigs) — Fi(2))]

=0 k=1 s,s'=1

IN

ng Mg

N22221—N222m

=0 k=1 s,s'=1 =0 k=1

1 n;
< %szz‘kMO = %,

=0 k=1

IN

wobei im ersten Schritt verwendet wird, dass die beiden Terme fiir verschiedene i, k
unabhéngig sind und der Erwartungswert der einzelnen Terme = 0 ist. Damit ist
die Behauptung gezeigt. O
Mithilfe des Lemmas kann nun die Konsistenz des hergeleiteten Schétzers p fiir die
Accuracy gezeigt werden.

Satz 3.3. Unter Voraussetzung (A1) und (A2) gilt: p konvergiert in Lo-Norm gegen
p mit der Rate \/—% .

Beweis:

Es reicht, das Resultat getrennt fiir jedes Element p von p zu zeigen. Fiir die
bessere Lesbarkeit wird der Index [ im Folgenden weggelassen.

Aus der Ly-Konvergenz von ¢, o folgt direkt die Lo-Konvergenz von p:

E(ﬁ—p)z = E(ﬁl —qo — (Q1 - %))2
< 2B(4 —q1)* +2E(Go — q0)*

Dementsprechend reicht es aus, die Behauptung fiir ¢;,7 = 0,1 zu zeigen. Mit der
Jensen- und der c¢,.-Ungleichung folgt fiir : = 0, 1

E(qz - QZ

_ (/HdF /HdF)
_ E(/(ﬁ_ﬂ)dﬁ-+/ﬂd(ﬁ;—ﬂ)>2
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< QE/(H—H)QdFZ
2 ni 1 My, Mgt
tog D e 30 B(H(Xiks) — ) (H(Xaew) = 4)
g k,k'=1 s,8'=1
2 ng 1 mik N )
= ZE(H(szs> H(szs))
ny; Mg
k=1 s=1
2 el ] &
gy ZE(H(Xiks) ¢:)(H (Xis') — ai)
k=1 R g /=1

2 M. 2 & My, 1 2(My + Ny)
< = — 4+ — 1=2(—+ — 0
oy N n? ( N nz) - N ’
k=1 k=1
wobel Lemma 3.2 im letzten Schritt verwendet wird. O

Der voranstehende Satz zeigt, dass der Schitzer p zumindest asymptotisch unver-
zerrt ist. Alternativ wire die Schétzung der AUC mithilfe der gewichteten Rangmit-
telwerte denkbar. Die Diskussion um die Unterschiede und Vorziige von gewichteten
und ungewichteten Schétzern wird aber ausfiihrlich fiir das néchsthohere Modell 3
gefiihrt und soll an dieser Stelle deshalb nur kurz erwéhnt werden.

3.2.3 Verteilung des Schatzers

Im folgenden Abschnitt soll die asymptotische Aquivalenz des Schiitzers fiir die
Accuracy zu einer Summe von unabhéngigen Zufallsvariablen gezeigt werden. Auch
hier kann man dann die asymptotische multivariate Normalverteilung des Vektors
nachweisen.

Theorem 3.4. Der Vektor /N(p—p) ist asymptotisch dquivalent zu einem Vektor
VNBy = \/N(BJ(\}), e BJ(\‘;Z)), dessen Komponenten

BY — / FO4R0 _ / FOGED 41— 2p® (3.3)

mik mop

— (l o (l
_ n_1 Z - Z FP(xW) o ; o Z FOXI) +1 - 2p®

Summen von unabhdngigen Zufallsvariablen sind.
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3.2 Modell 2: Mehrfachmessungen

Beweis: Die Darstellung als Summe von unabhingigen Zufallsvariablen sieht man
durch einfache Umstellung:

1 n;
BY = <Z > Cik) +1—2p"

=0 k=1

wobel

m;

92— 1 1 Mk

i Mg " —]

gz‘k =

Hierbei steht * fiir 0 (bzw. 1), wenn ¢ = 1 (bzw. ¢ = 0) ist. Da der Beweis der
asymptotischen Aquivalenz sehr technisch ist, wurde er in den Anhang verschoben
(siche S.84). O

Aus diesem Theorem folgt auch im Modell 2 die asymptotische multivariate Nor-
malverteilung des Vektors v/ N(p — p) unter der Lindeberg-Bedingung, wenn (V1)
vorausgesetzt wird. Die Schiitzung der Kovarianzmatrix Vy = Var(v/N(p — p))
erfolgt dhnlich wie im Modell 1. Zunéchst werden dafiir die asymptotischen Rang-
transformationen (ART) definiert:

[ [ l
Y = FOXW)
[ [ l
v = FP(xb)

Diese entsprechen genau den Zufallsvariablen aus der asymptotischen Aquivalenz.
Wiren diese Zufallsvariablen beobachtbar, so kénnte man mit deren empirischen Ko-
varianzmatrizen die Matrix V y approximieren. Da sie aber nicht beobachtbar sind,
miissen sie durch Schétzer ersetzt werden. Im Modell 1 konnte man eine Darstellung
mithilfe von Rédngen und Internréngen erhalten. Die Darstellung der Ridnge im Mo-
dell 2 mit der empirischen Verteilungsfunktion H® wurde bereits gezeigt, es fehlen
also noch die Internrénge. Hierfiir kann die ungewichtete empirische Verteilungsfunk-
tion Fl-(l) nicht verwendet werden. Die Rénge innerhalb eines Gesundheitszustandes
kénnen hingegen mit der folgenden gewichteten empirischen Verteilungsfunktion

ng  Mik

F0) = =30 clo = XL) (3:4)

k=1 s=1

berechnet werden. Man sieht leicht, dass sich diese gewichteten Mittelwerte genau
zu H addieren:

~

1 ~ ~
HO(z) = <=(moFy () + mi F{ ().

Dadurch veréndert sich die Notation in den folgenden Definitionen. Die Elemente
der Vektoren Z, die die Differenzen der Rédnge und Internringe enthalten, miissen
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folgendermaflen umdefiniert werden:
Zp, = miF(Xow) = Ry, — Ry
Zy, = moFy) (Xi) = RY), — Ry

AuBlerdem werden die folgenden Mittelwerte definiert:

—() A =(il) 1 A il
Zz'k- - R Rzk - Z(Rzk)s Riks))

mik;

mzk

_ 1 <. Rl

Dann erhilt man auch im Modell 2 den Schiitzer V N = VN,O +V ~1 durch Addition
der beiden Einzelschéitzer innerhalb der Kranken und der Gesunden. Es muss aller-
dings beachtet werden, dass N = )., m;, die Summe aller Beobachtungseinheiten
an den ny Gesunden und ny Kranken Patienten ist und nicht mehr nur die Anzahl
der Patienten. Der Schétzer setzt sich wie im vorherigen Kapitel aus den empirischen

Kovarianzmatrizen der Z;., ..., Zm zusammen:
~ N ~
Vi = 59 i = 0,1,
N, (N — mi)2ni !
wobei gilt:
~ 1 i _ _
12 (Zi, N(Zik )

Theorem 3.5. Der Schiitzer V. ist konsistent fiir Vy = Var(vVN(p — p)) in dem
Sinne, dass

E@(11) —v(l,1))* =0 fir N — oo (I,I' = 1,...,d),
wobei v(1,1") und v(l,1") die Fintrige der Matrizen Vo und Vy darstellen.
Beweis: siche Appendix (Seite 86).

Somit sind auch fiir Modell 2 alle notwendigen Schétzer und deren Verteilungen
hergeleitet.

3.3 Modell 3: Clustered Data
3.3.1 Modell und Notation

In diesem Kapitel wird nun schlieffllich ein Verfahren fiir clustered data hergeleitet,
also fiir den Fall, dass an einem Patienten sowohl gesunde als auch erkrankte Beob-
achtungseinheiten vorhanden sind. Sei n die Anzahl der beobachteten Patienten bzw.
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Cluster. Wir nehmen an, dass an jedem dieser Cluster k jeweils mg; gesunde und
myy erkrankte Beobachtungeinheiten vorliegen. Jede einzelne Beobachtungseinheit
wird auch manchmal mit ROI=Region of Interest abgekiirzt. Dies ist die kleinste
Einheit im Cluster. Insgesamt liefert also jeder Cluster mqg + my; Beobachtungsein-
heiten.

Wir bezeichnen mit Xi(li)s ~ i(l) die s-te (s = 1,...,m;z) ROI von Patient k (k =
1,...,n), welche entweder gesund (i = 0) oder erkrankt (¢ = 1) ist und mit Reader-
Methoden-Kombination [ = 1, ..., d gemessen wurde. Die schematische Darstellung
dieser Daten befindet sich auf Seite 15. Zwei Beobachtungseinheiten an verschiede-
nen Patienten konnen als unabhéngig betrachtet werden, wohingegen bei zwei Be-
obachtungseinheiten an einem Patienten Abhéngigkeiten zugelassen werden miissen,
unabhéngig vom wahren Gesundheitszustand der Beobachtungseinheit. Auflerdem
sind auch die mehrfachen Beurteilungen einer ROI méglicherweise abhéngig.
Insgesamt gibt es also

n

N =my+m; = Z(m% + myy)
=1

Beobachtungseinheiten, die von n Patienten stammen. Die Groflen my und m; be-
zeichnen damit die Gesamtanzahlen an gesunden und kranken Beobachtungseinhei-
ten. Im Folgenden sind ng und n; die Anzahlen der Patienten von den insgesamt n
beobachteten, die mindestens eine gesunde ROI bzw. mindestens eine erkrankte ROI
haben. Auflerdem bezeichnet n. die Anzahl der Patienten, die sowohl mindestens ei-
ne erkrankte als auch eine nichterkrankte ROI liefern. Weiterhin wird ein Index A;j
eingefiihrt, der anzeigt, ob ein Patient k eine Beobachtung vom Gesundheitszustand
¢ hat oder nicht:

N 1, Patient k£ hat eine Beobachtung vom Zustand i
*7 1 0, sonst

Das Produkt jeweils zweier Indizes pro Patient A\op A1 liefert die Information, ob die-
ser Patient Beobachtungen mit beiden Gesundheitszustdnden hat. Der Unterschied
zum Modell 2 besteht darin, dass zusétzlich die gesunden und kranken Beobachtun-
gen abhéngig sein kénnen. Um aus diesem Modell das Modell 2 zu erhalten, miissen
alle diese Produkte = 0 sein.

Annahmen

An die Marginal-Verteilungen F; (i = 0,1) der Daten wird keine spezielle Annahme
gemacht. Ausgenommen sind lediglich Ein-Punkt-Verteilungen. Fiir die bivariate
Verteilungen muss allerdings wieder folgende Annahme getroffen werden:

(V4) Die bivariate Verteilung der (X(l) XZ-(/]}C)S/) ist unabhéngig von i, 7', s, s’ und k.

iks?

27



3 Theorie

An die Stichprobenumféinge und hier speziell an die Clustergréfien miissen einige An-
forderungen der Balanciertheit gestellt werden. Es miissen wiederum (A1) und (A2)
gelten, wobei die Bedeutung von (A1) im Kontext der clustered data umformuliert
wird:

(A1) N — o0, so dass N/n; < Ny < oo, i = 0,1 d.h. der Quotient der Anzahl der
Beobachtungen und der Anzahl der Patienten mit Beobachtungen in einem
Gesundheitszustand muss gleichméflig beschrankt sein.

(A3) N — o0, so dass N/n. < N¢ < 0o, d.h. die Anzahl der Cluster mit nur einem
Gesundheitszustand muss gleichméfig beschréankt sein.

Die letzte Annahme ist in der Praxis sicherlich nicht immer gegeben. Wenn die
Anzahl der verbundenen Messungen, also der Patienten mit gesunden und kranken
ROIs verschwindend gering ist, ist es nicht mehr mdoglich, sinnvoll Kovarianzen zu
schitzen. Es sollte hier bereits bei der Planung der Studie darauf geachtet werden,
dass gar keine verbundenen Messungen auftreten.

Die Schiatzung der Accuracy im Modell 3 wird auf zwei verschiedene Arten erfolgen:
zunéchst wird ein ungewichteter Schétzer vorgestellt, anschlieBend ein gewichteter.
Die Begriffe ,,ungewichtet und ,,gewichtet“ beziehen sich auf das Gewicht, welches
der einzelne Patient in der Auswertung erhélt. Beim ungewichteten Schétzer be-
kommt jeder Patient das gleiche Gewicht, beim gewichteten Schétzer werden die
Patienten mit der Anzahl ihrer Beobachtungen gewichtet.

3.3.2 Ein ungewichteter Schatzer

Der Schétzer fiir die Accuracy eines einzelnen Readers wird analog zu den Schétzern
in den vorherigen Modellen hergeleitet. Es wird ein Schétzer fiir die Verteilungs-
funktionen aufgestellt. Hier bildet man die empirische Verteilungsfunktion so, dass
zunéchst die Zahlfunktionen innerhalb eines Patienten und eines Gesundheitsstatus
gemittelt werden, danach wird iiber alle Patlenten hlnweg; gemlttelt Bezeichne mit
F( )( ) die empirische Verteilungsfunktion von Xm, (1=0,1;,1=1,..,d),
die folgendermaflen definiert ist:

~ 1 o M\
FV2)= =3 25Nz - x ().

/rLA
v s=1

znm

Der Schétzer fiir die Fliche unter der ROC-Kurve lésst sich in diesem Modell nicht
direkt iiber Fo(l) und Fl(l) darstellen, man benétigt auflerdem die empirische Vertei-
lungsfunktion H®,

HO(z) = + ZZZM%&
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Damit erhélt man eine Formulierung fiir der Rénge der Beobachtungen:

. 1 1
HO(xDy = — o).
( Zk‘s) N ( 2 )
Den Schiéitzer fiir die Accuracy erhélt man mithilfe dieser Rangdarstellung iiber die
Differenz der relativen Effekte gy, ¢; in den beiden Gruppen (siche Lemma 3.1).

Dann lautet der Schétzer in Rangdarstellung:

o
Riks -

N 1 10 =0 1
b = N |:R1.. - Ro..] + 9
Hierbei ist

0 1, =0
R = =3 iR,
7.. n; o kLYL.

der ungewichtete Mittelwert der Rénge REQS der Beobachtungen X Z(,i)s Diesen erhalt
man durch die Verwendung der ungewichteten empirischen Verteilungsfunktionen
ﬁ’i(l). Der Vorteil des ungewichteten Schétzers liegt darin, dass er Patienten mit
vielen Beobachtungen nicht starker gewichtet als solche mit wenigen Beobachtungen.
Fiir jede Reader-Methoden-Kombination [ kann die AUC geschétzt werden und die
Schétzer werden wie gewohnt in einem Vektor p zusammengefasst:

B = (Bits s Biits s P11, s Pt R) (3.5)

Satz 3.6. Unter den Annahmen (A1)-(A3) gilt: Der in 5.5 definierte Schitzer p ist
asymptotisch erwartungstreu und konsistent fiir p.

Beweis: Der Beweis kann dhnlich gefithrt werden, wie im Modell 2 (siehe Satz 3.3).
Im eigentlichen Satz wurde die Unabhéngigkeit von Xg,, und Xy, fiir gleiche £ nicht
ausgenutzt. Allerdings muss die Abschitzung des Lemmas neu gezeigt werden. Es
gilt aber auch hier:

ﬂ%%MW

no Mg Myl

- ZZZZZZ

1=0 =0 k=1 k’=1 s=1 s'=1
)\ik)\"k’E [( ({L‘ — szs) — E([L‘))(C(l’ — Xz‘lkls/) — E/(l’))]

n Mk

SWZZZZ

1=0 /=0 k=1 s,s'=1

)‘ik)‘"kE (el = Xirs) — Fi(2)) (@ — Xigsr) — Fi(2))]

no Mg Myl

1 n
ST 55 3) 3) SEVEVRSILE o) ot

i,/'=0 k=1 s=1 s'=1 1,1'=0 k=1
1 « 1 — 2M,
= m ;mkm-k < m ;QMom-k; = T,
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wobei im ersten Schritt diesmal nur verwendet wird, dass die beiden Terme fiir
verschiedene k& unabhéngig sind. O
Wie zuvor ist es auch in diesem Modell moglich, die asymptotische Normalitat des
Schitzvektors nachzuweisen. Dafiir wird zunichst die asymptotische Aquivalenz zu
einem Vektor unabhéngiger Summanden bewiesen.

Theorem 3.7. Der Vektor /N(p—p) ist asymptotisch dquivalent zu einem Vektor
VNBy = \/N(BJ(\}), e BJ(\‘;Z)), dessen Komponenten

BY — / FOqPO _ / FOGED 41 — 2p0 (3.6)

R T T PR BN BN R e S P
= S S RO ) - — ST 2N RO 41— 2p®
nq P} Mk 1 0 ( 1k ) no mo ( Olt)

1=1 t=1
Summen von unabhdngigen Zufallsvariablen sind.

Beweis: Die Darstellung als Summe von unabhéngigen Zufallsvariablen sieht man
durch einfache Umstellung:

- (5w

wobei

mig mo

Ak O x (l)
CGh = —— F, < (Xors
nimag Z ( 1k nOmOk Zl Ok

Hauptunterschied zum Beweis von Theorem 3.4 ist die Einfiithrung des Indexes A,
der anzeigt, welcher Patient mindestens eine Beobachtung in Gruppe ¢ hat. Dadurch
wird der Beweis nicht schwieriger, nur komplizierter aufzuschreiben. Beriicksichtigt
man die Voraussetzung, dass nicht zu viele der Patienten nur einen Gesundheitszu-
stand haben diirfen (A3), dann wird klar, dass der Beweis vollig analog zum Beweis
von Theorem 3.4 im Modell 2 zu fiihren ist. U
Um die Verteilung der Schétzer zu bestimmen, ist die Annahme (V1) an die Kova-
rianzmatrix V bzw. deren Eigenwerte 7; notwendig.

Korollar 3.8. Unter der zusitzichen Annahme (V1) gilt: Der Vektor /N (P — p)
folgt asymptotisch einer multivariaten Standardnormalverteilung mit Kovarianzma-
trix V.

Beweis: Die Behauptung folgt aus der asymptotischen Aquivalenz von v N (p—p) zu
einer Summe von unabhéngigen Zufallsvariablen und unter Nachweis der Lindeberg-
Bedingung aus dem zentralen Grenzwertsatz. U
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3.3 Modell 3: Clustered Data

Die Kovarianzmatrix Vy = Var(v/N(p — p)) ist asymptotisch die gleiche wie die
Kovarianzmatrix Vg = Var(v/ NBy). Wenn man einen konsistenten Schitzer fiir
V5 herleitet, so dient dieser auch als Schétzer fiir V. Dafiir werden zunéchst
die asymptotischen Rangtransformationen (ART) eingefiihrt. Diese sind allerdings
nichtbeobachtbare Zufallsvariablen. Sie miissen durch Rangschétzer ersetzt werden.
Mithilfe dieser Schéatzer kann dann der Schétzer fiir die Kovarianzmatrix Vg be-
stimmt werden. Dieses zweistufige Verfahren hat den Vorteil, dass alle Schétzer
mithilfe von Réngen berechnet werden konnen.

Zunéchst werden die asymptotischen Rangtransformationen bestimmt:

[ [ [
v = FO(xi)
[ [ [
v = R

Die Mittelwerte der ART innerhalb eines Patienten werden mit ?EQ_ bezeichnet und

die ungewichteten Mittelwerte iiber alle Patienten mit ?Z(l) Als néchstes betrach-
ten wir zunéchst zwei Komponenten [ und j des Vektors By und berechnen deren
Kovarianz:

Cov(\/NB%),\/NB%))
= N\ -7V.7V 7Y
= N (Coo(VL, V) + Con(VE, V)

()

—Cov(Ygl),_ ) Cov ( o ,Y(J)))

= —Z)\lkC 1k ,Y Z/\Okc Ok; Y )

1k1 Okl

() ()
E Ao :C Y Y, Y Y,
nom 0k A1k OU( 1;“ ) o ( Ok;’ )
_ N oup N () Ne aq - Nne )
= S11 50,0 C1,0 Co1 -
ny 7’ ng nony nony

(lyj)

Die einzelnen s; ” und c( 7 kénnen in Matrlzenform als S¢,51,Cy und C; zusam-

mengestellt Werden Wenn die Zufallsvarlablen Y beobachtbar Waren wéren die

empirischen Kovarianzen von Y(k und sz naturhche Schétzer fiir s- W) (i =0,1)

und die emplrlschen Kovarianzen von Y((),z und Y k) waren natiirliche Schatzer fiir

(l’J und c1 ). Bezeichne die entsprechenden empirischen Gréfien mit sl(l ), c(()l’f und
”’(l:])

Clo.

"‘(l7.7) J—
Sii T

O GUOT0 i )
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(1, O\ ~0) 0)
&y Yo, - Vo)V -7

~(L3)  _ AED
Go = G

Die c( 7 stellen sicher, dass die Korrelationen zwischen gesunden und kranken Be-

obachtungen innerhalb eines Patienten beriicksichtigt werden. cgl 7 schéitzt zum Bei-

spiel die Korrelation zwischen den Beurteilungen von Untersucher [ fiir die kranken
und den Beurteilungen von Untersucher j fiir die gesunden Beobachtungseinheiten
innerhalb eines Clusters. Diese Schétzer kann man in vier Matrizen anordnen ent-

sprechend 1hrer Reihenfolge im Vektor. Damit erhalten wir Sy aus s(() 0 S, aus sglf ),

Cy aus CO und €, = C):

(1) S

B S00 0,0
So = S (3.7)
~(17d) §(d7d)
0,0 0,

Die anderen Matrizen entstehen analog.
Die ch) sind jedoch, wie oben bereits erwdhnt, nicht beobachtbar. Zur Schitzung
wird eine weitere empirische Vertellungsfunkmon

mik

l l
FO(z - Z Nin 2 z—x0) (3.8)

benotigt. Die Auswertung dieser Funktion an einer Zufallsvariablen X | liefert die

sogenannten Internrdnge R(l o

1 il 1
— (R - 2).

FOx0) =
) ( zk) m; 92

S

Durch Ersetzen der unbekannten Verteilungen mit den empirischen Verteilungsfunk-
tionen FZ() erhalten wir Rangschétzer, die mit 7 ® . bezeichnet werden:

! ~( ! 1 ! 0,1

Zoe = PG = - (Ryl = R, (3.9)
! ~ ! 1 ! 1)

Zi = B = (R = RY). (3.10)

) unter allen Beurteilungen in

der Reader—Methoden—Kombmatlon . Riks) ist der Internrang von Beobachtung X Z(,i)s

Hier bezeichnet R( den Rang von Beobachtung X, g
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3.3 Modell 3: Clustered Data

in Gruppe ¢ und unter allen Beurteilungen in der Reader-Methoden-Kombination .
Die Mittelwerte innerhalb eines Patienten und Gesundheitszustands

Mok
(1) ) 1 =0 _ 5ob
Lok, = ZF( Oks = m_l(ROk. — Ryy.."), (3.11)
70— LN L &0 _ 50
=— ) [ = —(Ry, — Ry, 3.12
Z k. — Z 1ks mo( 1k. 1k ) (3.12)
werden in Vektoren Z;, = (71(,?, ...,?EZ?)’ zusammengestellt. Diese existieren im-

mer dann, wenn Patient k eine Beobachtung vom Gesundheitszustand ¢ hat. Sei
auBerdem Z; = (?;1.), ...,71@)’ der Vektor der arithmetischen Mittelwerte der 722.
Diese Rangschétzer sind nun beobachtbare Gréfien, die anstelle der ARTs in den
Schéatzern verwendet werden kénnen. Zur Notation ist zu bemerken, dass diese zum
Modell 2 leicht verdndert ist, die Vektoren Z;., waren im vorherigen Modell mit
dem jeweils anderen Stichprobenumfang normiert. Diese Notation wiirde hier aber
zu umstéandlichen Ausdriicken fithren.

Weiterhin kann man Schétzer fiir die jeweiligen Varianzkomponenten S,S;,Cy und
C; angeben, indem die nichtbeobachtbaren Zufallsvariablen durch die Rangschétzer
ersetzt werden:

So = p— ;)\Ok(zm@ —Zo.)(Zok. — Zy..)

~ R _

Si = ;Alk(zm ~70.)(Zo. — 7))

~ 1 <

Co = — > Aordin(Zow. — Zo.) (Zuk. — 1)
¢ k=1

Aus (3.7) folgt dann, dass die Summe dieser Matrizen ein Schétzer fiir die Kovari-
anzmatrix Vg und somit auch fiir V ist:
5 N§0 N§1 N?’Lc(ao + 6/0)

Vy = + — . (3.13)
Un T No1y

Dass diese Definition einen konsistenten Schétzer liefert, ist Aussage des folgenden
Satzes.

Satz 3.9. Der Schitzer Vy ist konsistenter Schitzer fir Vy = Cov(vV'N(p — p))
in dem Sinne, dass

E@UTY —o(l,I)? — 0 fir N — oo (I,I = 1,...,d),

wobei v(1,1") und v(l,l") die Fintrige der Matrizen Vi und Vy darstellen.
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Der Beweis kann komponentenweise gefiihrt werden, denn die Summe konsistenter
Schétzer bildet wieder einen konsistenten Schétzer. Fiir Details sei an dieser Stelle
auf den Appendix (Seite 90) verwiesen, aber die Konsistenz der Schétzer fiir die
Kovarianzmatrizen innerhalb einer Gruppe ¢ kann direkt aus Modell 2 iibernommen
werden.

Korrekturmoglichkeiten fiir die Kovarianzmatrix

Paarige Beobachtungen liegen immer dann vor, wenn Ao A1 # 0 ist. Die Qualitat der
Schétzung der Kovarianz zwischen gesunden und erkrankten Beobachtungen hingt
davon ab, wieviele paarige Beobachtungen zur Schitzung verwendet werden konnen.
Es kann somit vorkommen, dass die geschétzte Matrix nicht positiv semidefinit ist.
Dies ist genau dann der Fall, wenn die Schétzung der Teilmatrizen C so schlecht
wird, dass das Bilden der Differenz in Gleichung 3.13 zu einer Matrix mit negativen
Eigenwerten fiihrt. Das Fehlen eines Gesundheitszustandes bei einem Patienten wird
im Folgenden als , fehlender Wert* bezeichnet werden. Auf echte missing values, also
fehlende Bewertungen einzelner Reader oder mit einzelnen Methoden soll an dieser
Stelle nicht néher eingegangen werden. In der Darstellung von Seite 15 entsprechen
die fehlenden Werte den leeren Zellen in der Tabelle in den unteren Zeilen, echte
missing values wiirden dargestellt durch verschieden viele z in den unterschiedlichen
Wiederholungen der Zellen pro Reader oder Methode.

( ) haben ein Verfahren zur Korrektur der Analyse longitudinaler
Daten mit fehlenden Werten vorgeschlagen, das unter bestimmten Voraussetzungen
anwendbar ist. Hierfiir muss der Mechanismus, der bestimmt, ob ein Wert fehlt, sto-
chastisch unabhéngig von den tatséchlich beobachteten Werten sein. Anschaulich
heifit das, dass die Hohe der Messwerte nicht mit dem Fehlen der Werte zusam-
menhéngen darf. Es ist haufig schwierig, diese Voraussetzung rechnerisch nachzu-
weisen. Deshalb muss man diskutieren, ob es sinnvoll ist, diese Annahme zu machen.
Wenn zum Beispiel bei einer Untersuchung der Zéhne die kranken Beobachtungen
nicht mehr gemacht werden konnen, weil die meisten kranken Zdhne bereits ausgefal-
len sind, so ist der ,, Fehl-Mechanismus® sicherlich nicht unabhéngig vom Messwert.
Hier kann das Verfahren also nicht angewendet werden. Wenn dagegen alle Herz-
kranzgefiafle auf einen Verschluss untersucht werden, so ist das Fehlen gesunder oder
kranker Geféfle bei einem Patienten unabhéingig vom Grad des Verschlusses.
Eine weitere Methode, das Problem nicht positiv semidefiniter Kovarianzmatrizen
zu 16sen, bieten ( ) in ihrer Arbeit tiber die Trans-
formation einer Korrelationsmatrix. Sie bestimmen mit Optimierungsprozessen eine
Matrix, die positiv semidefinit und elementweise so nah wie méglich an der Origi-
nalmatrix ist.
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3.3 Modell 3: Clustered Data

3.3.3 Ein gewichteter Schatzer

Eine andere Moglichkeit, die Accuracy zu schétzen, ist die Verwendung gewichte-
ter Schitzer. Hierbei wird der Rangmittelwert innerhalb eines Clusters - also an
einem Patienten - mit der Anzahl der Beobachtungen an diesem Cluster gewichtet.
Das resultiert in einem Schétzer fiir die Accuracy, den man auch erhielte, wenn alle
Beobachtungen unabhéngig wiren. Es bekommt also jede Beobachtung das gleiche
Gewicht und jede Person wird dementsprechend mit der Anzahl ihrer Beobachtun-
gen gewichtet. Hierbei muss man sicherstellen, dass jede weitere Beobachtung auch
wirklich weitere Informationen liefert und nicht einfach nur die Prézision der Mes-
sung erhoht.

Es gibt auch andere Methoden, den Schiitzer zu gewichten. ( )
schreiben allerdings: ,Optimal weighting in sense of smaller variation of the esti-
mator could be achieved by weighting with the inverse of the cluster-variance. But
since this variance is unknown, weighting by sample-size is a well-known stable and
robust alternative”. Der ungewichtete Schétzer ist ein Spezialfall einer Gewichtung:
hier sind die Gewichte fiir alle Cluster identisch.

Der gewichtete Schétzer lautet:

v k=1 s=1

Fiir diesen Schétzer muss auch eine andere Gewichtung der geschitzten Kovarianz-
matrix verwendet werden. Wenn man keine Informationen iiber die Struktur der
Kovarianzmatrix einfliefen lésst, so erhélt man einen Schétzer analog zum Schétzer
im ungewichteten Fall. Der einzige Unterschied sind die Gewichtungen mit den Stich-
probenumféngen.

Die asymptotischen Rangtransformationen sind beim gewichteten Schétzer genauso
definiert wie beim ungewichteten. Die Unterschiede treten erst durch die Bildung
der Mittelwerte iiber die Rénge auf. Die empirischen Verteilungsfunktionen F; aus
der Herleitung der ungewichteten Schétzer werden allerdings nicht verwendet, hier
werden die F; (siehe (3.4) S. 25) benotigt. Deshalb werden die empirischen Vektoren,
die man nun erhélt, mit einem Index w fiir den gewichteten Schétzer bezeichnet.
Man definiert mithilfe der Rénge und Internrénge wie vorher:

! (1 ! 1 l 0,1
1
! ~( ! 1 ! 1,

Der Unterschied zum vorher betrachteten ungewichteten Fall tritt dann im néchsten
Schritt auf: hier wird ein Vektor der Rangsummen und nicht der Rangmittelwerte
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pro Patient betrachtet und diese werden mit einem Index w gekennzeichnet (Zl(li)w)

1 Mok —0 (0.
Z(l)w - R(l) _R(OJ) _ o RY _RY
k- m1( 0k- 0k- ) —m1 ( 0k- 0k- )
Dw 1 l 1,1 mik —(1) —(L,0)
AT m—O<R§;§. ~ Ry = E(ler - Ry.).

Die Schétzer Zf,?w werden in einem Vektor Z}, = (Zf,?w, e Zf,?w)’ angeordnet. Der
Mittelwertsvektor iiber alle Patienten sei mit Z¥ = (Zl-(})w, ...,Z;,‘,j)w)’ bezeichnet.
Als Schétzer fiir die Elemente der Kovarianzmatrix lassen sich dann die folgenden
Matrizen aufstellen:

S - ) e TG B

S = o Y T~ Z B T

& = L T - Z)E T
¢ k=1

cv = ncl— 1 i Mowdk(Zy, — Zy ) (Zoy, — Zy)'-

Abschlielend kann man die Komponenten auch wieder zu einem konsistenten Schétzer
zusammenfiigen.

\7% _ NnySg n Nny SY B Nn . Cy _ Nn.CY

(3.14)

m3 m3 moemy momi

Alle Beweise fiir den gewichteten Schétzer kénnen analog zu den Beweisen fiir den
ungewichteten Schétzer hergeleitet werden. Da der Schwerpunkt dieser Arbeit aber
auf den ungewichteten Schétzern liegt, soll das hier nicht ausgefiithrt werden.

3.3.4 Vergleich der beiden Schitzer

Es ist offensichtlich, dass der gewichtete und der ungewichtete Schétzer im Fall glei-
cher Clustergréfien identische Ergebnisse liefern. Fiir unterschiedliche Clustergréfen
soll im Folgenden die Giite der verschiedenen Schétzer verglichen werden.

Die Effizienz (im Sinne geringerer Varianzen) der beiden Schétzer kann nicht aus-
gerechnet werden. Man kann aber einen Anhaltspunkt fiir deren Verhéltnis zuein-
ander bekommen, wenn man ein simples Modell annimmt: man betrachte zwei un-
abhéngige Vektoren X; und X5, deren Komponenten jeweils der gleichen compound
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3.3 Modell 3: Clustered Data

symmetry Struktur folgen. Bestimmt man nun die Varianzen des gewichteten und
ungewichteten Mittelwerts dieser beiden Vektoren, so erhélt man folgendes Resul-
tat. Die Varianz des gewichteten Mittelwerts kann nur dann kleiner sein als die
des ungewichteten, wenn die Korrelation innerhalb eines Vektors kleiner ist als
(my+ms2)/(my +ms+2myms). Diese Behauptung ist im folgenden Satz zusammen-
gefasst.

Proposition 3.10. Sei m; # my. Betrachte zwei unabhingige Vektoren X; =
(X115 ey, Ximy)" und Xy = (Xo1, ..., Xom,)'. Die Komponenten sind paarweise kor-
reliert. Die Kovarianzmatriz weist also folgende compound symmetry Struktur auf :
(0 — )L, + ;. Damit ergibt sich die Korrelation zwischen zwei Elementen eines
Vektors als p = <.

Die Varianz des gewichteten Mittelwerts der beiden Vektoren X und X,

1 _ _
G=—— X Xo.
m1+m2(m1 1.+ moXs)

15t genau dann kleiner als die des ungewichteten Mittelwerts

1 — —
U == §(X1 +X2.),

wenn gilt:
my + Mo

my + mg + 2mymy

Beweis: siche Appendix (Seite 91).

Fiir praktische Zwecke heifit das, dass der ungewichtete Schitzer dem gewichteten
vorzuziehen ist, sobald von einer Korrelation zwischen den einzelnen Komponen-
ten auszugehen ist. Aulerdem sieht man, dass mit steigender Clustergrofie diese
Beziehung noch strenger wird, d.h. je grofler der Cluster, desto geringer darf die
Korrelation sein, um einen gewichteten Schétzer mit einer geringeren Varianz zu
erhalten.

In Abbildung 3.1 wurde fiir verschiedene AUC, Clustergesamtgrofien (von oben nach
unten von 2 bis 4) und Korrelationen simuliert, wie grof§ die Varianz der beiden
Schétzer ist. Unter Clustergesamtgréffe hat man hier die Summe aus gesunden und
kranken ROIs an einem Patienten zu verstehen. Die tatséchliche Anzahl der Be-
obachtungen an einem Patienten zu einem Gesundheitszustand ist hier natiirlich
immer noch verschieden, sie wird fiir jeden Patienten zuféllig bestimmt. Wie man
sieht, ist die Variabilitdt des ungewichteten Schétzers (durchgezogene Linie) bereits
ab einer moderaten Korrelation unterhalb der Variabilitéit des gewichteten Schétzers
(gestrichelte Linie). AuBerdem ist zu beobachten, dass die Schwankung mit der Clu-
stergrofle geringer wird und die Variabilitdt des ungewichteten Schétzers im Mittel
kleiner ist, als die des gewichteten.
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Abbildung 3.1: Empirische Standardabweichung der AUC-Schétzer (Mittelwert +
Standardabweichung) bei Stichprobenumfang n = 50 und variieren-
der AUC (die ganze Bandbreite, Verschiebungen von 0.5 bis 2) in
Abhéngigkeit von der Anzahl der Wiederholungen (Clustergesamt-
grofe = mogp+my) und der Clusterkorrelation fiir den ungewichteten
(durchgezogene, rote Linie) und den gewichteten (gestrichelte, griine
Linie) Schétzer.
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3.4 Hypothesen

Darstellung der ROC-Kurve

Die graphische Darstellung der ROC-Kurve von abhéngigen Daten (also im Modell
2 und Modell 3) ist nicht klar definiert. Es bieten sich zwei Moglichkeiten:

1. die Erstellung der ROC-Kurve aus allen Einzelbeobachtungen,

2. die Verwendung patientenbezogener Daten, d.h. der Rangmittelwerte pro Pa-
tient, zur Erstellung einer ROC-Kurve.

Diese beiden Moglichkeiten haben unterschiedliche Eigenschaften und Vorziige. Ver-
wendet man die erste Darstellung, so ist es moglich, aus dem Graphen einen optima-
len Cut-off mithilfe des Youden-Index zu bestimmen. In dieser Graphik entspricht
jeder Punkt einem tatsédchlich gemessenen und messbaren Wert. Diese Eigenschaft
ist besonders bei ordinalen Messwerten wichtig.

Allerdings entspricht die Fliache unter der ersten Kurve genau der Fliache unter der
Kurve, wie sie definiert ist, wenn man den gewichteten Schétzer fiir die Accuracy ver-
wendet: jede Beobachtung erhélt hier die gleiche Gewichtung, d.h. jeder Patient wird
mit der Anzahl der Beobachtungen gewichtet. Will man also die Kurve zeichnen, die
dem Schétzer fiir die Accuracy mit einem ungewichteten Mittelwert entspricht, so
ist es besser, die Rangmittelwerte der einzelnen Patienten aufzuzeichnen. Das Bilden
der Rangmittelwerte speziell bei ordinalen Messwerten fiihrt allerdings dazu, dass
die zu zeichnende Kurve mehr Punkte enthélt, als die erste. Hier entspricht dann
nicht mehr jeder Punkt einem urspriinglichen Score.

Wie man sich leicht vorstellen kann, sind die Unterschiede zwischen den beiden
Graphen umso grofer, je grofler die einzelnen Cluster sind und je mehr die Beob-
achtungen innerhalb eines Clusters schwanken. Exemplarisch sind hier die beiden
verschiedenen Kurven fiir einen Score von 1-5 bei Clustergrofien zwischen 1 und 3
angegeben. Man sieht deutlich, dass die zweite Kurve mehr Sprungstellen hat.

3.4 Hypothesen

Die Hypothesen in diagnostischen Studien kénnen entsprechend der Hypothesen im
linearen Modell aufgestellt werden. Im Standarddesign mit mehreren Readern und
mehreren Methoden sind die Haupteffekte fiir Reader und Methode und die Wech-
selwirkung zwischen Reader und Methode von Interesse. Diese Hypothesen konnen
mit Hilfe von Kontrastmatrizen formuliert werden, wenn die einzelnen Accuracies
als Vektor dargestellt werden

p= (pn,---,pMR)-

Die einzelnen Hypothesen werden dann wie folgt gebildet:
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w 7

0,0 a) b)

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,00,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
1-Spezifitat 1-Spezifitat

Sensitivitat

Abbildung 3.2: ROC-Kurven fiir (a) die Originalwerte und (b) die Rangmittelwerte

e Methoden-Effekt: Unterscheiden sich die Methoden in der Accuracy? Diese
Frage wird mit der Hypothese HM : p, = ... = p,,. dargestellt. Die ent-
sprechende Kontrastmatrix lautet dann Cp = Py ® (1/R)1, wobel ® das
Kroneckerprodukt (s.S. 83) und Py, = I, — (1/M)J )y, bezeichnet. Die Hypo-
these kann dann also in Matrixform folgendermafien umgeschrieben werden:
HM: Cyp =0.

e Reader-Effekt: Sind die diagnostischen Fé&higkeiten der einzelnen Reader
gleich? Diese Frage entspricht der Hypothese: Hl' : p; = ... = P., welche mit-
hilfe der Matrix Cr = (1/M)1),@Pg, mit P = Iz—(1/R)J g, umgeschrieben
werden kann als H' : Cgp = 0.

e Wechselwirkung: Sind die Beurteilungen der einzelnen Reader homogen iiber
die Modalititen hinweg? Die entsprechende Hypothese lautet dann HM% :
Pur = Dy +D., —D... Sie wird in Matrixnotation dargestellt als H} : Cypp =
0, wobei CMR = PM &® PR-

Falls die einzelnen Faktoren, Reader und Modalitét, noch eine weitere Struktur tra-
gen (also z.B. die Reader in zwei Gruppen nach Berufserfahrung eingeteilt werden
konnen oder die Modalitéten in zwei verschiedene Gerédtegruppen aufgeteilt sind),
so kann dies modelliert werden, indem man die Kontrastmatrizen entsprechend an-
passt. Angenommen, Reader 1-3 haben eine lange Berufserfahrung und Reader 4-8
sind noch Anfinger im Bereich der bildgebenden Diagnostik. Dies entspricht in der
Theorie der linearen Modelle einem hierarchischen Modell: die Reader sind unter
dem Faktor Berufserfahrung verschachtelt. Interessant ist hier also nur der Vergleich
der Berufserfahrung. Eine entsprechende Kontrastmatrix Cq = (1/M)1); ® eg mit
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ec = (1/3)138(—1/5)15 kann aufgestellt werden, mithilfe derer die Hypothese , kein
Unterschied in den Gruppen® getestet werden kann.

3.5 Test-Statistik

Um Hypothesen der Form Cp = 0, wobei C eine geeignete Kontrastmatrix ist, im
faktoriellen Modell zu testen, gibt es zwei verschiedene Teststatistiken, basierend

auf quadratischen Formen: die Wald-Typ Statistik (WTS) und die ANOVA-Typ

Statistik (ATS). Die WTS wurde von ( ) fiir unabhéngige (also
nicht in Clustern vorliegende) Beobachtungen vorgeschlagen und wére die logische
Erweiterung des Zweistichprobenvergleichs, der von ( ) fiir clustered

data vorgeschlagen wurde.
Unter der Voraussetzung, dass Vy — V # 0 fiir N — 00, sodass r(CVy) = r(CV),
hat die WT'S R

Qn = Np'C'[CVyC'|TCp

unter Hypothese asymptotisch eine Xf(cv)—\/erteilung, wobei das * fiir die Moore-
Penrose-Inverse der Matrix steht. Da diese Statistik bei kleinen Stichproben und
insbesondere fiir eine hohe Zahl an Faktorstufen zu liberalen Entscheidungen fiihrt,
betrachten wir aulerdem die ATS, die fiir Modell 1 bereits in

( ) vorgeschlagen wurde. Diese erhdlt man aus der WTS durch Ersetzen des
Varianzschétzers mit einer bekannten Matrix (in diesem Fall der Einheitsmatrix).
Die Statistik wird mithilfe der Projektormatrix T = C'[CC’|TC berechnet, welche
aus den entsprechenden Kontrastmatrizen C bestimmt wird. Unter Hj ist die ATS

N ~ ~
FN: —_— = p’ T P
t’I“(TVN)

approximativ X? / f-verteilt, wobei der Freiheitsgrad f durch

[tr(TV )] i

f B tr(TVNTVN)

geschétzt wird. Die Approximation der Verteilung geht auf ( ) zuriick, der
die Idee, die Verteilung durch Gleichsetzen der ersten zwei Momente der jeweiligen
Verteilungen zu bestimmen, ausgearbeitet und formalisiert hat. Die Verwendung
dieser Teststatistik in der Nichtparametrik geht auf ( ) zurtick,
speziell im Bereich faktorieller Designs mit hohen Faktorstufenanzahlen. Denn gera-
de in dieser Situation tendiert die WTS zu sehr liberalen Entscheidungen. Zahlreiche
Studien haben bereits die Uberlegenheit der ATS gegeniiber der WTS bei kleinen
Stichproben und vielen Faktorstufen gezeigt. Bei vergleichbarer (und teilweise sogar
besserer) Power hélt sie das Niveau besser ein. In der bisherigen Literatur wurden
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die Simulationen nur unter den Hypothesen Fy = F; oder p = 1/2 durchgefiihrt.
Bei Diagnosestudien interessieren aber viel mehr die Hypothesen der Form p; = po,
und das in einem Bereich, in dem p; erheblich groBer ist als 1/2, denn nur dann
reprasentiert das p; einen sinnvollen diagnostischen Test.

3.6 Konfidenzintervalle

Zur graphischen Darstellung und Einordnung der Relevanz statistisch signifikanter
Ergebnisse sind Konfidenzintervalle ein unerléssliches Hilfsmittel. Deshalb soll im
Folgenden gezeigt werden, welche Moglichkeiten der Darstellung sich in Diagnose-
studien anbieten.

Individuelle Intervalle

Zunéchst einmal kann man Konfidenzintervalle fiir jede einzelne Accuracy bestim-
men. Diese folgen direkt aus der asymptotischen Normalverteilung des Vektors
VN(p — p). Mithilfe der Verteilung kann ein (1 — o)-Konfidenzintervall folgender-
mafen formuliert werden:

Y =pi— 1V Nuy_op und 5Y = b + 60V Ny oo (3.15)

Hier bezeichnet o7 das I-te Diagonalelement der geschiitzten Kovarianzmatrix {/'N
und y_q/2 das (1 — a/2)-Quantil der Normalverteilung. Mit Hilfe dieser Konfidenz-
intervalle l&sst sich eine mogliche Reader-Methoden-Interaktion grafisch darstellen.
Auflerdem ist man mit den Konfidenzintervallen in der Lage, die Grofle und somit
die medizinische Relevanz der einzelnen Effekte zu beurteilen und zu interpretieren.

Mittlere Intervalle fiir die Methoden

Wenn keine Interaktion vorliegt, ist es sinnvoll, gemittelt iiber die einzelnen Reader
Konfidenzintervalle fiir jede Methode zu bestimmen. Die Herleitung dieser Interval-
le ist mit entsprechenden Kontrastvektoren moglich. Wir kénnen aus der asym-
ptotischen Aquivalenz fiir einen beliebigen Kontrastvektor ¢ die Verteilung von
VNC'(p — p) herleiten. Diese Statistik ist asymptotisch normalverteilt mit Erwar-
tungswert 0 und Varianz ¢’V yc. Wenn man nun ¢ so wahlt, dass es iiber die ein-
zelnen Reader innerhalb einer Modalitdt mittelt, dann erhélt man iiber die glei-
che Konstruktion wie oben m verschiedene Konfidenzintervalle fiir die einzelnen
Modalitaten. Diese entsprechen dem mean reader, der noch nicht von allen Zu-
lassungsbehorden bei der Auswertung neuer Diagnostika akzeptiert wird. Wenn
man mit e, = (0,..,1,..,0) einen Vektor bezeichnet, der an der m-ten Stelle ei-
ne 1 hat und ansonsten gleich 0 ist, so liefert die Anwendung des Kontrastvektors
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Cm = €, ® (1/R)1g ein Konfidenzintervall fiir Modalitat m, gemittelt iiber die R
Untersucher:

¢ pt (c;nVNcm . ul_a/Q)/\/N.

Intervalle fiir die Differenzen der Methoden

Zum Vergleich der Methoden untereinander ist es dariiber hinaus moglich, Konfi-
denzintervalle fiir die paarweisen Differenzen - entweder die Differenzen der iiber
die Reader gemittelten Accuracies oder fiir jeden Reader getrennt - anzugeben. Hier
sollte man allerdings beachten, dass die paarweisen Intervalle, wiirde man sie mit
den gleichen Quantilen aufstellen wie oben, insgesamt nur noch eine viel geringe
Uberdeckungswahrscheinlichkeit aufweisen als 95%. Deshalb ist es hier sinnvoll, ei-
ne Adjustierung der Konfidenzintervalle z.B. nach Bonferroni anzuwenden. Einen
entsprechenden Kontrastvektor fiir die paarweisen Differenzen zweier Methoden ¢
und j erhdlt man mithilfe eines Vektors d;; = e; — e;, der einen Vektor bezeichnet,
der eine 1 an Position ¢, eine -1 an Position j und sonst den Wert 0 hat. Durch
Multiplikation mit der entsprechenden zentrierenden Matrix erhéilt man den Vektor
ci; = d;; ®(1/R)1x, mit dessen Hilfe man das gewiinschte Konfidenzintervall erhélt:

B (& Ve 1oy )V

Es ist natiirlich auch moglich, fiir beliebige andere Linearkombinationen Konfidenz-
intervalle aufzustellen. Es kann zum Beispiel von Interesse sein, zwei Untergruppen
der Reder miteinander zu vergleichen. Hier kommt wieder der Kontrastvektor zur
Anwendung, der die Differenz zweier Untergruppen von Readern bildet (sieche Ab-
schnitt 3.4).

Probleme und L6sungen

Wenn die AUC sehr grof ist, der Test also eine sehr hohe Accuracy besitzt, so ist
die Approximation dieser Konfidenzintervalle, die in ihrer Konstruktion auf Wald
zuriickgehen, sehr ungenau. Besonders dramatisch wird es, wenn die Kollektive durch
den Test komplett getrennt werden, das heiflt, wenn ein perfekter Test vorliegt. Dann
brechen die Berechnungen zusammen. Studien haben gezeigt ( ,

; , ), dass die Uberdeckungswahrscheinlichkeit in diesen Si-
tuationen schon beim einfachen Reader-Methoden-Vergleich des Modells 1 - insbe-
sondere bei kleinen Stichprobenumfingen - extrem gering ist. Auflerdem kann es
vorkommen, dass die obere Grenze des Konfidenzintervalles die 1 iibersteigt und da-
mit iiber den Definitionsbereich des relativen Effekts bzw. der Accuracy hinausgeht.
Eine Moglichkeit, um zumindest bereichserhaltende Konfidenzintervalle zu berech-
nen, bietet die sogenannte Delta-Methode, die auf ( ) zuriickgeht und
in ( ) ausfiihrlich erlautert wird. Bei dieser Methode werden die
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beschrénkten Schétzer fiir die relativen Effekte zunéchst mit einer geeigneten Trans-
formation auf die gesamte reelle Achse R umgewandelt. Dann wird das asympto-
tische Konfidenzintervall in R aufgestellt und die so bestimmten Grenzen mit dem
Inversen der Transformation wieder in den Definitionsbereich der relativen Effek-
te zuriickgebracht. Eine in der Statistik h&ufig verwendete Transformation ist die

logit-Funktion
x
logit(x) =1
ogit(x) og<1_x),

welche gute Eigenschaften hat. Wendet man die beschriebene Delta-Methode auf die
Schétzer fiir die AUC an, so erhélt man als transformierte Effekte

P =1log[p®/(1 - p)].

Die Konfidenzintervalle werden zunéchst fiir diese transformierten Effekte aufge-
stellt:

N o~ Ol Wiap 316
P RO )N (10
A D) 01 Ul—a/2 (317)

= + )
R DN

Mithilfe der inversen logit-Transformation erhédlt man dann wieder die Konfidenz-
intervalle fiir den urspriinglichen relativen Effekt:

! !
1+ exp (ﬁU)) 1+ eXP(ﬁo))

Die schlechte Approximation fiir hohe Accuracies kann mit der hier beschriebenen
Delta-Methode aber nur teilweise und auch nur dann behoben werden, wenn die
empirische Accuracy kleiner als 1 ist. Die [ogit-Funktion ist namlich fiir z € {0, 1}
nicht definiert. Dies ist aber der Fall, wenn man einen perfekten Test vorliegen hat,
d.h. wenn die empirischen Verteilungen der Gesunden und Kranken vollstdndig dis-
junkt sind. In dem Fall gibt es verschiedene Auswege: entweder addiert man eine
kleine Konstante zum Wert dazu, sodass die Transformation funktioniert, oder man
verwendet die ,,Rule of Three*, die auf ( ) zuriickgeht.
Hier wurde gezeigt, dass die obere Grenze eines Konfidenzintervalles fiir eine Héufig-
keit, deren Schétzer 0 ist, genau 3/n ist. Diese Methode liefle sich umkehren und
wiirde dann in einer unteren Grenze pff* =1 — 2 fiir den Wert 1 resultieren.

Vor allem im Falle eines perfekten Tests, der eine Accuracy von 1 hat, versagen die
meisten Approximationsmethoden, da sie darauf basieren, die Verteilung der Accu-
racy zu bestimmen. ( ) schlagen als Losung des Problems
die Verwendung von tabellierten Werten vor, in denen fiir kleine Stichprobenumféange
(n < 30) und verschiedene Situationen untere Konfidenzgrenzen angegeben sind. Sie
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erwiahnen aber auch, dass die unteren Grenzen stark von der Form der Kurve und
dem Skalenniveau der erhobenen Daten abhéngen.

( ) schlagen vor, sogenannte ,, profile likelihood*“ Methoden anzu-

wenden. Hierbei wird eine Gridsearch verwendet, die rechnerisch sehr aufwéandig ist.
Die Autoren schlagen aulerdem eine Anwendung fiir stratifizierte und fiir korrelierte
Diagnostik-Studien vor, die Problematik der clustered data bleibt aber unerwéhnt.
Bei kleinen Stichproben haben ( ) festgestellt, dass es
keine optimale Methode fiir die Konstruktion von Konfidenzintervallen gibt. In
Abhéngigkeit von der Skala der Messwerte und der Grole der AUC geben sie jeweils
eine Empfehlung fiir das beste Verfahren an, sagen aber auch, dass fiir sehr grofle
Fléachen keines der Verfahren geeignet ist, die sie untersucht haben.
Abschliefend ist also zur Problematik der Konfidenzintervalle festzustellen, dass es
keine einheitliche Losung gibt. Dennoch bieten aber bereits die vorgestellten Konfi-
denzintervalle bzw. die nach der Delta-Methode transformierten Intervalle durchaus
die Moglichkeit, die Daten graphisch darzustellen.
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4 Exkurs: Dichotome Testergebnisse

Einen besonderen Fall stellen dichotome Testergebnisse dar, das heifit, wenn der
dem Test unterliegende Cut-off Mechaninismus bereits etabliert ist oder gar nicht
existiert. Auch in diesem Fall ist die Anwendung der vorher beschriebenen Theorie
moglich. In diesem Gebiet gibt es allerdings auch eine Vielzahl anderer Auswer-
tungsmoglichkeiten, die im folgenden Kapitel kurz beschrieben und mit der hier
vorgestellten Methode verglichen werden sollen.

Besonders in der Zahnmedizin tauchen sehr oft dichotome und clustered data auf,
wenn mehrere oder alle Zahne eines Patienten untersucht werden. Die Diagnose
in der Zahnmedizin ist dann héufig nur dichotom: karios oder nicht karios, para-
dontos oder nicht paradontts. Hier wurden diverse Verfahren zum Vergleich von
Sensitivitdt und Spezifitdt entwickelt, unter anderem von ( )

(1997); (1990); (1998).

Zunéchst werden im folgenden Kapitel hiufig verwendete Schétzer fiir das Modell
1 im dichotomen Fall vorgestellt und mit dem Verfahren in der vorliegenden Arbeit
verglichen. Es folgt eine Beschreibung der aktuellen Diskussion in der Literatur zur
Kombination von Sensitivitdt und Spezifitat. Fiir das Modell 3, also die clustered da-
ta, gibt es bisher nur wenige Ansitze, wie die Sensitivitat und Spezifitit gemeinsam
ausgewertet werden konnen.

4.1 Schatzer fiir die Accuracy

4.1.1 Schatzer im Modell 1

Wir betrachten zunéchst das Modell 1, d.h. den Fall, dass an jedem der N Patien-
ten nur eine Messung vorgenommen wurde. Es gibt ng gesunde (K —) und n; kranke
(K+) Patienten. Es konnen dann richtig positive (RP), richtig negative (RN), falsch
positive (FP) und falsch negative (FN) Diagnosen getroffen werden. Die Vierfelder-
tafel fiir einen Reader oder eine Methode ist in Tabelle 4.1 dargestellt. Die Préavalenz
der Krankheit im Kollektiv wird durch P = n, /N geschitzt. Die einfachste Vorge-
hensweise bei dichotomen Daten ist der getrennte Vergleich von Sensitivitdt und
Spezifitit. Diese werden iiber die relativen Haufigkeiten geschitzt :

_— RN
und Spez = # .
ny No

Sens =
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K+ K-
T+ | #RP #FP
T— | #FN #RN
ny o N

Tabelle 4.1: Vierfeldertafel fiir ein dichotomes Testergebnis

Anschliefend konnen auch Schétzer \756, Vgp fiir die Varianzen bestimmt werden:

o _ Sens(l—Sens) _ #RP-#FN
Se — n - n

und analog fiir die Spezifitdt. Mithilfe eines einfachen Wald-Tests werden Unter-
schiede getestet.

Héufig ist man aber an der gemeinsamen Analyse von Sensitivitit und Spezifitét, al-
so eher einem globalen als einem geschichteten Verfahren, interessiert. Eine zunéchst
einfache Methode der Schitzung der Accuracy ist der Anteil der richtig diagnosti-
zierten Personen am Gesamtkollektiv, die sogenannte Trefferquote (T'Q). Sie wurde

erstmals von ( ) erwéhnt. Der Schétzer lautet:
—= #RP+#RN nls/eas + nO@

TQ = = P-Sens+ (1—P)-Spez.  (4.1)

N ng + Ny
Der Schétzer ist also das gewichtete Mittel aus geschétzter Sensitivitdt und Spe-
zifitdt, wobei die Wichtung mit den relativen Stichprobenumféngen der einzelnen
Gruppen erfolgt. Man sieht leicht, dass dieser Schétzer direkt von der Pravalenz
der Krankheit im untersuchten Kollektiv abhéngt. Es ist somit sehr einfach, diesen
Wert zu manipulieren, indem man entweder sehr viele oder sehr wenige Kranke bzw.
Gesunde rekrutiert.
Deshalb ist es sinnvoller, einen prévalenzunabhéngigen Schétzer zu definieren. Die
Flache unter der ROC-Kurve erfiillt diese Eigenschaft, die sie auch im Fall stetiger
oder ordinaler Testergebnisse zu einem guten analytischen Werkzeug macht. Be-
trachtet man die algebraische Herleitung des Schétzers fiir die Accuracy iiber die
Trapezregel (siche Abbildung 4.1), so kann man feststellen, dass diese AUC genau
dem ungewichteten Mittelwert zwischen Sensitivitdt und Spezifitat entspricht.

Sens(1 — Spez)  Spez(1 — Sens)  Sens + Spez

/T(E*:séﬁs-@+\ . -+ . , . (4.2)
1 ~~ ~~
2 3

Die Ziffern 1,2,3 stehen fiir die einzelnen Fliachen in der Abbildung.

Es héngt natiirlich vor allem von der Fragestellung des Anwenders ab, ob die beiden
GroBen gleiches Gewicht (AUC) haben sollen oder nicht (Trefferquote). Die Unter-
schiede zwischen den beiden Schitzern unterliegen den gleichen Diskussionen und
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Sensitivitat

2

1-Spezifitat

Abbildung 4.1: Algebraische Bestimmung der AUC iiber die Trapezregel, zur Er-
klarung der Ziffern siche Formel (4.2)

Angriffspunkten, mit denen man immer konfrontiert ist, wenn man unbalancierte
Gruppen hat. Youden (1950) schlug fiir die Wahl des optimalen Cut-Off Wertes die
direkte Summe aus Sensitivitdt und Spezifitat vor, also einen Schétzer, der dem un-
gewichteten Mittel entspricht. Allerdings verwendete er zur Normierung des Wertes
die Subtraktion von 1. Dieser sogenannte ,, Youden-Index“ ist eine etablierte Grofie
in der Biometrie und liefert somit ein Argument fiir die AUC im Gegensatz zur
Trefferquote.

Ein Blick in die Literatur zeigt, dass die Diskussion iiber diese beiden unterschied-
lichen Schétzer schon lange gefithrt wird. Bereits Feinstein (1975) diskutiert die
Unterschiede der beiden Schéitzer und kommt zu dem Schluss, dass die Prévalenz-
abhéngigkeit der Trefferquote problematisch ist und zu Manipulationen fiithren kann.
Er zieht hier Youdens Index der Trefferquote eindeutig vor, wendet allerdings ein,
dass bei der Zusammenfassung von Sensitivitdt und Spezifitéit in einem Index immer
die einzelnen Werte und somit deren Dualitéit verloren gehen.

Shapiro (1999) erwahnt die Trefferquote, gibt aber zu bedenken, dass sie irrefiihrend
sein kann. Er illustriert dies mit folgendem Beispiel: wiirde man alle schwangeren
Frauen in den USA auf eine HIV-Infektion testen wollen, hitte ein Test, der ein-
fach jede dieser Frauen als HIV-negativ klassifiziert eine Trefferquote von vermutlich
99%, wobei die Sensitivitit 0% betriige.

Parker & Davis (1999) definieren die Accuracy eines dichotomen Tests als Summe
aus Sensitivitdt und Spezifitdt und geben hierfiir auch exakte Konfidenzbereiche
(statt ,crude approrimations®) an.

In Zhou et al. (2002) wird die Trefferquote als ,hdufig verwendetes Mafi wegen
seiner Finfachheit” erwdhnt, aber die Autoren sagen auch, dass sie einige weitere
Summenmafle vorstellen werden, die der Trefferquote iiberlegen sind. An dieser Stel-
le findet sich dann auch der Hinweis, dass die iiberlegenen Mafle mit der ROC-Kurve
assoziiert sind.

Bei Lu ef al. (2003) wird beschrieben, dass die Trefferquote nur in Kohortenstu-
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dien Sinn macht, denn nur hier ist die Prédvalenz nicht frei wéahlbar. Fiir eine
Non-Inferiority Fragestellung schlagen sie als alternative Hypothese vor, dass beide
Groflen, also Sensitivitat und Spezifitit, des neuen Tests denen des alten Tests nicht
unterlegen sein diirfen.

In den Points to Consider der ( ) wird
zunéchst gefordert: ,In a suitable experiment the probability of a correct test result
is estimated as the proportion of cases for which the test result is correct.“ Weiter
hinten im Dokument wird dann allerdings verlangt, dass es prévalenzunabhéngige
Mafe geben soll, die die Accuracy der Testverfahren vergleichen.
Zusammenfassend hat dieser Literaturiiberblick gezeigt, dass die Diskussion immer
noch aktuell ist, da vermutlich die meisten Anwender die Trefferquote wegen ihrer
Einfachheit vorziehen. Gerade deshalb soll die Empfehlung in dieser Arbeit aber
sein, dass man auch bei dichotomen Daten sehr wohl und sehr gut die AUC als
Schétzer fiir die Accuracy bei dichotomen Testergebnissen verwenden kann.

4.1.2 Clustered data - Modell 3

Fiir clustered data bei dichotomen Daten gibt es in der Literatur verschiedene
Ansétze, um Sensitivitdt und Spezifitét getrennt voneinander zu vergleichen. Die
Vorgehensweise bei ( ) beruht auf der Schétzung der Sensitivitdt Sensy
pro Person und dem anschlieBenden gewichteten Mitteln {iber die Personen, d.h. der
Schétzer fiir die Sensitivitit ignoriert die Zugehorigkeit der Daten zu einer bestimm-
ten Person. -
> py MigSensy
D o1 Mk

Diese Abhéngigkeit innerhalb der Personen wird dann allerdings beim Varianzschétzer
beriicksichtigt:

Sens =

(4.3)

~ 1 " (mu _—
Ve = Y p— ; (mi. (Sensy, — Sens)2>
Die Varianzschéatzung geht auf Arbeiten von ( ) zurtick, die einen
Schétzer fiir die Varianz eines Quotienten von relativen Haufigkeiten vorgeschlagen
hat. Fiir den Vergleich von zwei Sensitivitdten wird dann natiirlich auch noch die
Kovarianz zwischen den einzelnen Beobachtung benétigt. Diese wird analog zur Va-
rianz mit der empirischen Kovarianz geschétzt.

Fiir die getrennte Bewertung von Sensitivitdt und Spezifitit wurde aulerdem ein

allgemein gewichteter Schétzer ( , ; , ) vorgeschlagen, wel-
cher durch Wichtung mit dem Inversen der Clustergrofle genau zum ungewichteten
Schétzer wird. Der Vergleich zwischen den Gewichtungen ( , ) ergibt auch

hier wieder das gleiche Ergebnis wie im nicht-dichotomen Fall: je grofler die Korre-
lation innerhalb des Clusters desto besser schneidet der ungewichtete Schétzer ab.
Will man nun jedoch Sensitivitdt und Spezifitit gemeinsam auswerten, braucht man
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ein Analogon zur Trefferquote oder der Accuracy fiir clustered data. Hierzu finden
sich in der Literatur verschiedene Ansétze. In dem Buch von ( )
werden einige vorgestellt, welche jeweils die in (4.3) definierten Schétzer fiir Sensi-
tivitdt und Spezifitdt bei clustered data verwenden. Eine Moglichkeit, Sensitivitét
und Spezifitit gemeinsam auszuwerten, bietet der Likelihood-Quotient

FRe S
1 — Spez

Die Varianzschétzung erfolgt hierbei durch

— 1 — Sens @
Var(LR) = ZRP +#RN'

Eine weitere Alternative ist das Odds Ratio

—— Sens/(1 — Sens)

OR - — —
(1 — Spez)/Spez

also die relative Wahrscheinlichkeit fiir einen positiven Test bei Vorhandensein der
Krankheit im Vergleich zum Nichtvorhandensein der Krankheit. Die Varianzschédtzung

— — 1 1 1 1

Var(OR) = OR (#RP + RN + P + #FN)
ist allerdings nur dann moglich, wenn alle Zellen der Vierfeldertafel besetzt sind.
Unerwéahnt bleibt in dem Buch allerdings die Anwendung von AUCs fiir dichotome
Daten. Die in dieser Arbeit vorgestellte Theorie zur Berechnung und zum Vergleich
von AUCs lésst sich aber direkt auf dichotome Daten iibertragen, schliellich wur-
den in den Herleitungen beliebige Verteilungsfunktionen zugelassen. Dies entspricht
dann wieder dem ungewichteten Mittelwert zwischen Sensitivitdt und Spezifitit,
der wegen der Analogie zum Youden-Index auf jeden Fall vorzuziehen ist. Damit
steht eine konsistente Theorie fiir alle Skalenniveaus von Beobachtungsdaten zur
Verfiigung.
Die Giite der Approximation der vorgestellten Verfahren bei dichotomen Daten wird
mihilfe von Simulationen in Kapitel 6 untersucht.
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5 Beispiele

In diesem Kapitel soll die Anwendung der Theorie an realen Datensétzen illustriert
werden. Verschiedene Studiendesigns werden untersucht und Daten hierzu ausge-
wertet. Zunéchst wird der allgemeine Fall ordinaler Daten beschrieben, hier werden
drei Beispiele vorgestellt: ein Vergleich zweier Reader im MRT, eine Diagnosestudie
mit und ohne CAD und ein Vergleich hoher und niedriger Rohrenspannungen im
Flachscanner. Anschliefend wird ein Beispiel mit dichotomen Daten vorgestellt. Au-
Berdem werden am Ende des Kapitels SAS-Makros beschrieben, die im Zuge dieser
Arbeit zur Anwendung der Methoden entstanden sind.

5.1 Clustered ordinale Daten
5.1.1 Reader-Vergleich im MRT

In der Arbeit {iber nichtparametrische Verfahren zum Vergleich von ROC-Kurven
bei clustered data von ( ) wird ein Beispiel ausgewertet, dessen zu-
gehorige Daten in Tabelle 5.1 dargestellt sind. Sie stammen aus einer Studie, in der
mithilfe der dreidimensionalen Magnet-Resonanz-Angiographie (MRA) die arteriel-
le atherosklerotische Stenose quantifiziert wurde. Zwei Radiologen untersuchten 65
Halsschlagadern (links und rechts) an 36 Patienten mithilfe der MRA. Auflerdem
wurden die Patienten mithilfe von Digitaler-Selenium-Angiographie (DSA) unter-
sucht, um den Goldstandard zu erhalten. Es gab Patienten, bei denen beide Arteri-
en einen Verschluss hatten (k), bei denen nur die rechte oder nur die linke Arterie
verschlossen waren und solche Patienten, bei denen beide Arterien ohne Verschluss
waren (g). Bei 7 von den 36 untersuchten Patienten wurde nur eine Arterie unter-
sucht, was zu ungleichen Clustergrofien fithrte. Es ist davon auszugehen, dass es
zwischen rechter und linker Halsschlagader keinen systematischen Unterschied gibt.

Auswertung

Die Ergebnisse der Analysen nach ( ) und mit der neuen Methode
(Modell 3) sind in Tabelle 5.2 zusammengefasst. Man sieht, dass sich die Auswer-
tungsmethoden nicht besonders stark unterscheiden. Da hier ein Zweistichproben-
vergleich durchgefiihrt wurde, ist der Unterschied lediglich auf die unterschiedliche
Definition der Schéatzer (gewichtet und ungewichtet) zuriickzufithren. Die Accuracies
der beiden Reader unterscheiden sich nur minimal, was sich in den hohen p-Werten
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5 Beispiele

Tabelle 5.1: Originaldatensatz aus (

Fall Reader 1 Reader 2 Goldstandard
links rechts | links rechts | links rechts

1 87 79 87 83 k k
2 88 95 94 93 k k
3 100 68 100 79 k k
4 65 89 61 91 k k
5 97 100 97 100 k k
6 100 89 99 88 k k
7 77 77 k g
8 94 45 89 44 k g
9 89 -11 92 -17 k g
10 95 30 91 14 k g
11 95 10 95 -122 k g
12 100 19 100 -3 k g
13 75 75 g k
14 70 70 73 81 g k
15 26 86 27 93 g k
16 0 65 8 70 g k
17 6 100 23 100 g k
18 76 96 79 95 g k
19 44 100 55 100 g k
20 73 97 67 94 g k
21 85 86 g k
22 58 100 60 99 g k
23 -2 100 -2 100 g k
24 -3 0 -14 -11 g g
25 47 -94 -3 -90 g g
26 -16 75 17 85 g g
27 5 -1 -22 -14 g g
28 -6 -52 g g
29 37 47 38 35 g g
30 42 4 40 6 g g
31 55 55 23 45 g g
32 4 -13 -87 -65 g g
33 49 35 24 9 g g
34 53 66 g g
35 2 -15 g g
36 -48 -78 g g
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5.1 Clustered ordinale Daten

Tabelle 5.2: Ergebnisse Halsschlagader aus ( )

Methode Reader 1 Reader 2 p-Wert
AUC Konfintervall | AUC Konf.intervall | Differenz
Obuchowski | 0.984 [0.963;1.00] 0.985 [0.966;1.00] 0.89
ATS 0.982 [0.923;0.996] | 0.979 [0.952;0.991] | 0.80

mit beiden Teststatistiken widerspiegelt. Ein Blick auf die Konfidenzintervalle bei
Obuchowski zeigt, dass diese als obere Grenze jeweils 1 aufweisen. Da sie nicht
symmetrisch sind, die Formel zur Berechnung in ( ) aber symme-
trische Konfidenzintervalle liefern miisste, sind die Intervalle wohl einfach nur bei 1
abgeschnitten worden. Da hier extrem hohe Accuracies vorliegen, wurde bei der Be-
rechnung der Konfidenzintervalle nach der neuen Methode die Delta-Transformation
angewandt, damit die Konfidenzintervalle nicht gréfler als 1 werden kénnen. Wie
man sieht, resultierte dies in unsymmetrischen Intervallen.

5.1.2 Diagnose mit und ohne CAD

In der Abteilung Diagnostische Radiologie der Universitdt Gottingen wurde eine
prospektive Studie zur Untersuchung der computerunterstiitzten Diagnose (CAD)
von Mammakarzinomen durchgefiihrt. Die Ergebnisse wurden von freundlicherwei-
se von Frau PD Dr. med. Silvia Obenauer zur Verfiigung gestellt und mithilfe von
cand.med. Besim Angic erhoben. Drei Untersucher haben jeweils 100 maligne Félle
(histologisch gesichert) und 100 Kontrollen (aus einer Screening-Population) be-
urteilt. Hierbei erfolgte die Beurteilung wie in der téglichen Routine, ndmlich nach
der Betrachtung aus zwei Perspektiven (cranio-caudal, CC und medio-lateral-schrég,
MLO) und fiir die rechte und linke Brust nacheinander. Die Befundung wurde in
BIRADS ! Kategorien von 1 bis 5 durchgefiihrt:

1 Negativ: Unauffilliges Mammogramm ohne Hinweis auf fokale Befunde.

2 Benigne Verdnderungen: Mammographischer Nachweis eindeutig benigner Ver-
dnderungen z.B. kalzifizierte Fibroadenome, Talgdriisenverkalkungen, Olzy-
sten, Lipome, intramammére Lymphknoten, etc. Insgesamt keinerlei Hinweis
auf Malignitét.

3 Wahrscheinlich benigne Verdnderungen - eine kurzfristige Kontrolle wird emp-
fohlen: Mammographische Verdnderungen mit hoher Wahrscheinlichkeit fiir
Benignitéit. Zur Befunderhirtung bei vermuteter Gutartigkeit wird dennoch
eine Kontrolle empfohlen.

!Breast Imaging Reporting and Data System
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Abbildung 5.1: ROC-Kurven fiir die Analyse ohne (links) und mit (rechts) CAD

4 Malignomverdéchtige Verdnderungen - unklare Verédnderungen, die bildmor-
phologisch keine eindeutigen Benignitétskriterien aufweisen. Zur weiteren Ab-
kldarung sollte eine Biopsie in Erwégung gezogen werden.

5 Hochmalignomverdéchtige Verdnderungen: Lé&sionen mit hoher Wahrschein-
lichkeit der malignen Entartung.

Die Reader hatten unterschiedliche Erfahrungen (Student ohne Mammographie-
Erfahrung, Assistenzarzt mit ca. sechsmonatiger Mammographie-Erfahrung, Fach-
arzt mit mehrjéhriger Mammographie-Erfahrung). Ziel der Studie war es zu iiber-
priifen, ob die unterschiedlichen Erfahrungen zu unterschiedlichen Ergebnissen mit
und ohne CAD fithrten. Da von fast jeder Patientin die Diagnosen von beiden
Briisten vorlagen, handelt es sich um clustered data des Modells 3. Bei den malignen
Fillen gab es in den meisten Féllen auch Aufnahmen von der gesunden Brust, bei
den Kontrollen gab es meist zwei gesunde Beobachtungen.

Auswertung

Abbildung 5.1 zeigt die empirischen ROC-Kurven der drei Reader mit den zwei Me-
thoden. Es gab insgesamt 88 verbundene Beobachtungen, bei den Gesunden waren
194 Befundungen erfolgt, bei den Kranken 97 Befunde. Durch diese Unbalanciertheit
kann es zu Unterschieden zwischen dem gewichteten und ungewichteten Schétzer fiir
die AUC kommen.

Betrachtet man die ROC-Kurven, so ist deutlich zu sehen, dass der erfahrene Ra-
diologe (Reader 3) am besten abschneidet, wihrend der Assistenzarzt (Reader 1)
immer noch besser befundet als der Student (Reader 2). Wie sehr jedoch das CAD
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5.1 Clustered ordinale Daten

Tabelle 5.3: Ergebnisse der CAD-Studie
Methode Reader D Konfidenzintervall D

ohne CAD 1 0.809 [0.770; 0.849] 0.826
ohne CAD 2 0.649 [0.608; 0.691] 0.684
ohne CAD 3 0.894 [0.854; 0.934] 0.935
mit CAD 1 0.834 [0.789; 0.878] 0.849
mit CAD 2 0.712 [0.669; 0.754] 0.748
mit CAD 3 0.911 [0.881; 0.940] 0.950

die Diagnose unterstiitzt, ist aus den reinen Kurven nicht sehr gut zu erkennen.
Dafiir ist es einfacher, die AUCs zu vergleichen. Die Ergebnisse der Studie sind in
Tabelle 5.3 zusammengefasst.

Hier sieht man, dass der Gewinn an Accuracy beim Studenten (Reader 2) am
hochsten ist, jedoch auch die Diagnosen der beiden Arzte durch das CAD noch
an Accuracy gewinnen. Sogar die Konfidenzintervalle bei jeder Methode sind fiir die
drei Reader voneinander getrennt. Der gewichtete Schétzer p fiir die Accuracy ist
in diesem Beispiel immer grofier als der ungewichtete, was ausschliellich daraus re-
sultiert, dass die Messwiederholungen, die hier auftreten, lediglich bei den gesunden
Patientinnen vorkommen: es gibt keine einzige Patientin mit zwei malignen Fillen.
Vergleicht man die AUCs nun mithilfe eines statistischen Tests, erhélt man folgende
Ergebnisse (siche Tabelle 5.4). Mit keiner der vier Teststatistiken ist die Wechselwir-
kung signifikant. Da es sich hier bei den Stichprobenumféngen um eine grofle Studie
handelt, waren auch keine groflen Unterschiede zwischen ATS und WTS zu erwarten.
Weiterhin ist zu sehen, dass der Unterschied zwischen den Readern und den Metho-
den signifikant ist, d.h. die unterschiedliche Erfahrung fithrt zu unterschiedlichen
Accuracies und das CAD fiihrt im Mittel zu einer Erhohung der Accuracy.

Tabelle 5.4: p-Werte und Teststatistiken fiir CAD-Studie

ungewichteter Schitzer  gewichteter Schétzer

Effekt Statistik FG  p-Wert Statistik FG  p-Wert
Methode ATS 10.040 1 0.0015  10.053 1 0.0015
Methode WTS 10.040 1 0.0015  10.053 1 0.0015
Reader ATS 51.166 1.9 <0.001 41.160 1.9  <0.001
Reader WTS 121.62 2 <0.001 89.644 2 <0.001

Wechselwirkung ATS  2.507 1.87 0.0855 2.939 1.72  0.0611
Wechselwirkung WTS  4.091 2 0.1293 4.573 2 0.1016
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5.1.3 Vergleich hoher und niedriger R6hrenspannungen

Zum Vergleich verschiedener Rohrenspannungen bei digitaler Selenium-Radiographie
wurde von ( ) eine groBlangelegte Phantomstudie durchgefiihrt.
Es sollte iiberpriift werden, ob es moglich ist, die Scans ohne einen zu grofien Verlust
der Bildqualitét bei niedrigeren Spannungen durchzufiithren. Die Wahl der Spannung
wird hierbei auch noch durch die Dauer des Scans bestimmt: ist die Spannung zu
gering, so dauert die Aufnahme zu lange. Der Patient wire dann der Strahlung zu
lange ausgesetzt, was nicht zumutbar wire.

Es wurden insgesamt 54000 Bewertungen von Scans erhoben. Hierbei wurden fiinf
Untersucher mit verschiedener Berufserfahrung eingesetzt und drei verschiedene
Ausgangsspannungen verwendet. Es wurden verschiedene kiinstliche Strukturen (u.a.
Glasperlen, Netze, Katheter), die bestimmte Lungenverschlusskrankheiten bzw. de-
ren Symptome simulieren, auf insgesamt 50 Plexiglasfolien appliziert. Diese Folien
wurden dafiir in 12 Segmente eingeteilt und jede Struktur insgesamt 60 mal zuféllig
auf den Folien verteilt. Aulerdem wurde zu jeder Struktur ein leeres Segment, d.h.
eines ohne diese entsprechende Struktur, als Kontrolle zugeordnet. Somit sind fiir
jede Struktur 60 ,,Gesunde® und 60 ,Kranke®, also Segmente ohne bzw. mit dieser
Struktur, vorhanden. Dieser Versuchsaufbau fiihrte dazu, dass in jedem Segment
entweder keine, eine oder mehrere Strukturen vorkommen konnten. Dann wurden
die 50 Folien nacheinander auf einem Brustphantom plaziert, welches dann bei den
drei verschiedenen Spannungen gescannt wurde. Anschliefend hat jeder Untersu-
cher jedes Bild in einer zufilligen Reihenfolge befundet. Hierbei musste er fiir jedes
Segment und jede Struktur auf einer Skala von 1-5 diagnostizieren, ob die Struktur
hier vorhanden ist oder nicht. Ein Auszug der Daten wird in Tabelle 5.5 prisentiert.
Man beachte, dass aus Platzgriinden nur die Bewertungen der ersten drei Reader
dargestellt werden.

Samtliche Strukturen, die gemeinsam auf einer Folie appliziert sind, sind als abhéngig
zu betrachten, da sie mit einem Scan abgebildet wurden. Die Auswertung des Ver-
suchs durch die Autoren in der urspriinglichen Arbeit ( , ) wur-
de in Ermangelung einer passenden Methodik mit dem Programm Rockit von Ber-
baum, Dorfman, Metz ( , ) durchgefiihrt. Hier miissen alle Beob-
achtungen an verschiedenen Personen durchgefiihrt werden, die einzigen Abhéngig-
keiten, die erlaubt sind, sind wiederholte Messungen von verschiedenen Readern
oder mit verschiedenen Geréten. In diesem Beispiel gibt es dann also gleich zwei
Verletzungen dieser Annahme:

1. Die Strukturen treten mit Wahrscheinlichkeit 1 mehr als einmal auf mindestens
einer Folie auf (Modell 2, abhéngige Messungen mit gleichem Goldstandard).

2. Es gibt auf fast jeder Folie ein zugeordnetes leeres Feld fiir jede Struktur
(Modell 3, abhéngige Messungen mit unterschiedlichem Goldstandard).
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5.1 Clustered ordinale Daten

Tabelle 5.5: Auszug der Daten von Folie No.26-31 und Reader 1 bis 3 (von 5) fir
die drei Rohrenspannungen (V1-V3) und die Struktur ,Netz*

Reader 1 Reader 2 Reader 3
Folie Segment Gold V1 V2 V3 V1 V2 V3 V1 V2 V3
26 1 0 5 5 5 4 4 5 5 4 5
26 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
26 9 1 5 5 5 5 5 5 5 5 5
27 3 0 5 5 5 5 5 4 5 5 4
27 9 0 5 5 5 5 5 5 5 5 5
27 7 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1
28 7 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1
28 9 1 3 1 1 2 2 1 2 2 1
29 7 0 5 5 5 4 5 5 4 5 5
29 9 0 5 5 5 5 5 5 5 5 5
29 6 1 5 2 1 2 1 4 3 2 2
30 6 1 3 2 2 4 3 1 5 3 2
30 7 1 3 2 2 4 3 3 3 2 3
31 6 0 5 5 5 4 5 4 4 5 4
31 1 1 5 2 1 4 4 2 5 3 2
31 7 1 3 1 1 4 1 1 4 1 1

Wir haben den Versuch deshalb mit den hier entwickelten Methoden noch einmal
neu ausgewertet. Insgesamt wurden in der Studie sechs verschiedene Strukturen
untersucht. Da jede fiir sich eine andere Krankheit bzw. medizinisches Symptom si-
muliert, wurden die Strukturen getrennt voneinander (sozusagen alle als Primérva-
riablen) und nicht in einem multivariaten Design untersucht. Exemplarisch wird die
Struktur ,Netz“ vorgestellt, bei der Gazeteile auf der Folie verteilt wurden.

Auswertung

Zunéchst zeigt Abbildung 5.2 die Accuracies und die dazugehorigen Konfidenzinter-
valle fiir alle 15 diagnostischen Tests (also fiir die drei Spannungen mal fiinf Reader).
Offensichtlich ist Methode 1 (150 kVp) schlechter als Methode 2 (90 kVp) und Me-
thode 3 (70 kVp). Weiterhin sieht man, dass die Fahigkeiten der einzelnen Reader
nicht homogen iiber die drei Methoden hinweg sind. Speziell Reader 5 fillt aus dem
allgemeinen Muster heraus. Also sollten die Daten zunéchst einmal in einem zweifak-
toriellen Design mit Wechselwirkung ausgewertet werden. Da die WT'S in einem so
hochdimensionalen faktoriellen Setting zu extrem liberalen Entscheidungen fiihrt,
werden nur die Ergebnisse der ATS betrachtet. Die erste Spalte von Tabelle 5.6
zeigt die p-Werte und Teststatistiken der globalen Analyse, auflerdem die Ergebnis-
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Abbildung 5.2: Empirische AUCs mit 95%-Konfidenzintervallen fiir die fiinf Reader
und die drei verschiedenen Methoden

se aus der Originalarbeit von ( ), bezeichnet mit DBM. Wie
man sieht, gibt es einen signifikanten Methoden- und Readereffekt mit der ATS. Die
Wechselwirkung dagegen ist nicht signifikant. Die Ergebnisse aus der Originalarbeit
zeigen auch einen signifikanten Effekt, leider ist dort nicht eindeutig dargestellt,
welche Hypothese mit dem F-Test genau getestet wird. Die Ergebnisse sind der
Vollstédndigkeit halber aber in der Tabelle mit angegeben. Eindeutig lasst sich nur
sagen, dass auf eine mogliche Wechselwirkung nicht getestet wurde, da schliellich
nur ein Test und ein p-Wert angegeben sind. Die weitere Analyse der Daten zeigt in
den nebenstehenden Spalten die Paarvergleiche der drei Methoden und man sieht,
dass die Methoden 2 und 3 beide signifikant von Methode 1 verschieden sind, un-
tereinander dagegen nicht. Auch in der Originalarbeit wurden paarweise Vergleiche
durchgefiihrt, auch hier wiederum mit einer Methode, die keine Wechselwirkung

Tabelle 5.6: ATS und p-Werte fiir den ungewichteten Schétzer, Teststatistiken und

p-Werte nach Dorfman-Berbaum-Metz (aus : )
Global 2vs. 3 1vs. 3 1vs. 2
Effekt ATS  p-Wert ATS p-Wert ATS  p-Wert ATS  p-Wert
Spannung 32.5 <0.0001 | 1.356 0.2442 | 38.012 <0.0001 | 48.261 <0.0001
Reader 34 0.0245 | 2.278 0.0790 | 1.738 0.1613 | 4.434 0.0074
SxR 1.094 0.3565 | 1.384 0.2462 | 0.872 0.4278 | 0.999 0.3755
F-Test p-Wert | F-Test p-Wert | F-Test p-Wert | F-Test  p-Wert
DBM 5.86 0.02 3.73 0.12 3.70 0.09 8.25 0.04
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5.2 Dichotome Daten

Tabelle 5.7: Mittlere Konfidenzintervalle fiir die einzelnen Methoden

150 kVp:  0.651 € [0.584;0.717]
90 kVp:  0.831 € [0.760: 0.902]
70 kVp:  0.858 € [0.797:0.919]

beriicksichtigt. Die p-Werte und deren Interpretation gehen in eine dhnliche Rich-
tung wie die Ergebnisse der ATS, allerdings ist der Vergleich zwischen Methode 1
und 3 kanpp nicht signifikant.

Die Konfidenzintervalle fiir die Methoden, jeweils gemittelt iiber die fiinf Reader,
sind in Tabelle 5.7 dargestellt. Man kann hier analog zu den Testergebnissen ab-
lesen, dass die niedrigeren Spannungen signifikant besser abschneiden als die hohe
Spannung. Dieses Ergebnis ist kontréar zur allgemeinen Meinung, dass die Spannung
nicht hoch genug gewahlt werden kann. Allerdings miissen bei der abschliefenden
Bewertung der Ergebnisse natiirlich alle Strukturen beriicksichtigt werden. Aufler-
dem ist es wichtig, den Trade-Off zwischen Spannung und Dauer der Aufnahme (und
deshalb Strahlenbelastung eines Patienten) zu bedenken.

5.2 Dichotome Daten

5.2.1 Richtiger Zeitpunkt bei Kontrastmittel-unterstiitzter
Diagnose

Die Daten der folgenden Studie wurden freundlicherweise von Dr. Kaufmann von
der Firma Schering zur Verfiigung gestellt. In der Studie mit 22 Patienten ohne
Verschluss und 105 Patienten mit Verschluss der Oberschenkelarterie (femoralis su-
perficialis) sollte untersucht werden, zu welchem Zeitpunkt der mit Kontrastmittel
unterstiitzten Magnetresonanz-Angiographie (MRA) der Verschluss besser diagno-
stiziert werden kann: direkt nach dem Einspritzen des Kontrastmittels (first pass,
Zeitpunkt 1) oder nach Erreichen des Gleichgewichts (equilibrium, Zeitpunkt 2) nach
ca. 30 Minuten. Da dieser Zeitpunkt des Gleichgewichts schwierig zu bestimmen ist,
sollte iiberpriift werden, ob die gleiche Diagnose auch direkt nach der Kontrastmit-
telgabe gestellt werden kann. Hierzu wurden die Patienten zu beiden Zeitpunkten
von drei erfahrenen Blinded-Readern untersucht. Die Diagnose wurde dichotom er-
hoben, also 1 fiir Stenose und 0 fiir keine Stenose. Der Goldstandard wurde mithilfe
von DSA (digital substraction angiography) bestimmt. Es liegt also ein zweifaktori-
eller Versuch vom Modell 1 vor, mit den Faktoren Zeitpunkt und Reader.
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Tabelle 5.8: Trefferquote und AUC im Vergleich

Reader Zeitpunkt Spezifitit Sensitivitit Trefferquote AUC
1 1 95.454 75.238 78.74 85.35
1 2 95.454 78.095 81.10 86.77
2 1 68.181 86.666 83.46 77.42
2 2 31.818 92.381 81.89 62.10
3 1 63.636 90.476 85.83 77.06
3 2 72.727 92.381 88.98 82.55
Mittelwert 1 75.757 84.127 82.68 79.94
Mittelwert 2 66.666 87.619 83.99 77.14
Auswertung

Folgende Grofien (siche Tabelle 5.8) wurden in der Studie berechnet: Sensitivitét
und Sperzifitdt fiir jeden Reader und Zeitpunkt, auflerdem die Mittelwerte (MW)
iiber die Reader pro Zeitpunkt. Weiterhin wurde sowohl die Trefferquote als auch
die AUC berechnet. Da in diesem Beispiel die Priavalenz der Krankheit nicht 50%
ist, unterscheiden sich die beiden Indizes. Speziell bei Reader 2, der in der kleinen
Gruppe der Gesunden enorme Probleme mit der richtigen Diagnose hatte (Spezi-
fitdt=31.8%) sind die Unterschiede grof}: eine Trefferquote von 81.9% steht einer
AUC von 62.1% gegeniiber. Wenn man nun eine Pauschalaussage iiber das Verfah-
ren im Allgemeinen machen mdochte, ist die Trefferquote irrefithrend hoch, denn die
schlechte Performance bei der Diagnose gesunder Patienten wird durch den gewich-
teten Mittelwert verdeckt. Will man dagegen Sensitivitdt und Spezifitdt getrennt
beurteilen, so ist keiner der beiden aggregierten Indizes notwendig.

In Abbildung 5.3 sind die 95%-Konfidenzintervalle fiir die AUC und die Trefferquo-
te dargestellt. Hier ist noch einmal deutlich der Unterschied zwischen den beiden
Groflen zu sehen. AuBerdem ist die Wechselwirkung zwischen Reader und Zeitpunkt
bei der AUC viel deutlicher zu sehen. Die p-Werte der entsprechenden ATS zeigen
dann auch die bereits in den Grafiken deutlichen Effekte: sowohl der Reader-Effekt
(p=0.0018) als auch die Wechselwirkung (p=0.0081) sind statistisch signifikant, der
Zeit-Effekt (p=0.4655) dagegen ist nicht signifikant. Es wére falsch, aus diesem Er-
gebnis schon auf die Aquivalenz der beiden Verfahren zu schlieBen, aber es liefert
schon einen guten Hinweis auf die Vergleichbarkeit der Verfahren.

5.3 Realisation der Theorie in SAS

Es wurden mehrere SAS-Makros erstellt, um potentiellen Anwendern die Gelegen-
heit zu geben, die vorgestellten Methoden ohne grolen Programmieraufwand einzu-
setzen. Alle Beispiele im vorhergehenden Kapitel wurden mit diesen Programmen
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Abbildung 5.3: Konfidenzintervalle fir AUC (links) und Trefferquote (rechts)

ausgewertet.

5.3.1 Modell 1: diag.sas

Zunéchst einmal wird das Programm diag.sas vorgestellt, welches die Anwendung
der nichtparametrischen Methoden fiir Designs mit multiplen Readern und mehre-
ren Methoden ermdéglicht. Hierzu wird ein Datensatz (data) mit folgender Struktur
benotigt: Patienten ID (subject), Goldstandard (0,1) (state), Reader (rater), Me-
thode (method), Messwert (var). Die Messungen stehen also alle untereinander in
einer langen Spalte, wihrend die Beschreibung der Herkunft der Werte in den an-
deren Spalten steht. Fehlende Werte im Datensatz fithren zu einer Fehlermeldung.
Der Output des Programmes gliedert sich wie folgt: Zunéchst werden alle Punkt-
schitzer ausgegeben, sowohl die einfachen, als auch die Schétzer fiir den gemittel-
ten Methoden-Effekt und fiir die Differenz zweier Methoden. Auflerdem gibt das
Programm einfache und nach der Delta-Methode transformierte Konfidenzintervalle
an. Das Niveau ist hier per Default auf 5% gesetzt, kann allerdings auch manuell
gedndert werden (alpha). Der Aufruf des Programmes sieht dann folgendermaflen
aus:

hdiag(data=,
var=,
state=,
rater=,
method=,
subject=,
alpha=0.05) ;

Weiterhin kann man ROC-Kurven mit individueller Beschriftung ausgeben lassen.
Allerdings ist die Auflosung dieser Grafiken allenfalls zum internen Gebrauch geeig-
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net, fiir Veroffentlichungen sollte man auf andere Programme zuriickgreifen.

Das Programm wurde anhand verdffentlichter und ausgewerteter Beispieldatensétze
validiert. Mithilfe geringfiigiger Anderungen im Quelltext ist es weiterhin maoglich,
beliebige andere lineare Kontraste zu testen bzw. Konfidenzintervalle dafiir zu er-
halten.

5.3.2 Modell 3: cluster.sas und cluster2F.sas

AuBlerdem wurde die Methodik fiir clustered data in zwei weiteren Programmen rea-
lisiert, je eines fiir das einfaktorielle (cluster.sas) und zweifaktorielle (cluster2f.sas)
Design. Ein Faktor kann entweder durch verschiedene Untersucher oder verschiedene
Methoden dargestellt werden. Die Anwendung des Programmes unterscheidet sich
kaum von der im unabhéngigen Fall, der Datensatz muss ganz dhnlich aufgebaut
sein. Die Variablenbezeichnungen lauten: Patienten ID (subject), Goldstandard
(0,1) (gold), Reader (rater), Methode (method), Messwert (value). Zuséitzlich
wird noch eine Variable wdh benétigt, die die einzelnen ROIs innerhalb eines Clu-
sters einander eindeutig zuordnet. Es ist wichtig, dass die Patientennummer eindeu-
tig ist. Es ist unproblematisch, wenn ein Patient nur einen der beiden Goldstandards
hat. Man muss hierfiir keine Leer-Beobachtungen einfiigen, das Programm ist in der
Lage, diesen Fall zu erkennen. Der Aufruf des Programmes sieht dann folgenderma-
Ben aus:

Y%cluster2F (data=,
gold=,
subject=,
rater=,
method=,
value=,
wdh=,
alpha=0.05);

Im Output des Programmes findet man wiederum alle Punkt- und Intervallschétzer
fiir die individuellen Accuracies. Auflerdem sind die Teststatistiken und p-Werte fiir
die ANOVA- und die Wald-Typ-Statistik angegeben, zum Vergleich werden auch die
gewichteten Schétzer (inklusive Teststatistiken) fiir die Accuracy mit angegeben.

Fiir den Fall fehlender Werte, d.h. wenn ein Reader ein Bild nicht ausgewertet hat
oder ein Patient mit einer Methode nicht untersucht wurde oder weil eine Aufnahme
unbrauchbar war, sind die Makros bisher nicht anwendbar. Man sollte dann im
Rahmen einer Sensitivitdtsanalyse verschiedene Ersetzungsmethoden der fehlenden
Werte (worst case, best case, mittlerer Wert) untersuchen und mit den Ergebnissen
des vollstdandigen Patientengutes vergleichen und auf Widerspriiche untersuchen.

Im Folgenden wird zur besseren Illustration ein Auszug aus dem Originaloutput des
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Programmes dargestellt. Die verwendeten Variablen stehen hier fiir die folgenden
Werte:

e N: Anzahl der Patienten insgesamt (n)

NNO: Anzahl der Beobachtungen an gesunden ROIs (my)

NN1: Anzahl der Beobachtungen an betroffenen ROIs (m;)

D : Anzahl der Faktorstufen insgesamt

P_MR: Ungewichteter Schétzer der Accuracy

AREA: gewichteter Schitzer der Accuracy

LOW: untere Grenze des 95%-Konfidenzintervalls

UP: obere Grenze des 95%-Konfidenzintervalls

SUMO: Anzahl der Patienten mit gesunden ROIs (ny)

SUM1: Anzahl der Patienten mit betroffenen ROIs (n;)

SUML: Anzahl der Patienten mit sowohl gesunden als auch kranken ROIs (n.)

Zunéchst werden die Schétzer fiir die Effekte, sowohl ungewichtet, als auch gewichtet
ausgegeben. Die angegebenen Konfidenzintervalle beziehen sich allerdings nur auf
die ungewichteten Effekte.

NNO
48

NN1
48

the estimators for area and confidence intervals

METHOD RATER P_MR

.642
.701
.658
.665
.587
.846
.841
.875
.853
.739

N NNMNNMNNDNERE P P2 =
OO D WNEFE O WN -

SUMO
30

AREA

.640
L7117
.641
.677
.577
.833
.850
.869
.833
. 740

SUM1
29

LOw

.572
.605
.564
.594
.523
.769
. 739
. 798
.760
.657

UP

.712
LT97
.753
.735
.650
.923
.942
.952
.945
.821

SUML
19

N
40
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Anschlieflend sieht man die Teststatistiken fiir den ungewichteten Schétzer, jeweils
ATS und WTS fiir die drei verschiedenen Haupteffekte, inklusive geschitztem Frei-

heitsgrad in Klammern und dem p-Wert.

METHOD
ANOVA Type Statistic: 32.519 (df= 1.65 );
Wald Type Statistic: 50.955 (df= 2.00 );

READER
ANOVA Type Statistic: 3.389 (df= 2.47 );
Wald Type Statistic: 14.706 (df= 4.00 );

INTERACTION
ANOVA Type Statistic: 11.473 (df= 4.62 );
Wald Type Statistic: 30.089 (df= 14.0 );

Abschlieflend folgt noch ein Output der Teststatistiken fiir den gewichteten Schétzer,
der Aufbau ist analog zum oben gezeigten Output fiir die ungewichteten Schétzer.
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6 Simulationsergebnisse

Um das Verhalten der neu entwickelten Methode in verschiedenen Studiendesigns zu
untersuchen, wurden Simulationen durchgefiihrt. Die Einhaltung des Niveaus bei ei-
ner Teststatistik ist hierbei von zentralem Interesse. Aulerdem muss natiirlich auch
das Verhalten der Teststatistik unter bestimmten Alternativen betrachtet werden.
Da prinzipiell eine unendliche Zahl von Konstellationen und Datenbeispielen denk-
bar ist, wurde versucht, einige typische Designs und Datenlagen auszuwéhlen, um
die Simulationsergebnisse darzustellen.

6.1 Simulation der AUC

Zunéchst einmal sollte das Verhalten der AUC an sich untersucht werden. Da in den
Simulationen nicht direkt die Flache unter der Kurve simuliert wird, sondern nur
die einzelnen unterliegenden Verteilungen Fj der Gesunden und Fi der Kranken, ist
es wichtig, zu untersuchen, welchen Einfluss die einzelnen Parameter in den Simu-
lationen auf die Grofle der AUC haben. Die Parameter, die variiert werden sollen,
sind

e die Clustergroflie rep, also die gesamte Anzahl der ROIs pro Cluster,

e die Korrelation p der Beobachtungen innerhalb eines Clusters, manchmal auch
repriisentiert durch ¢, wobei ¢?/(1 + ¢?) = p gilt,

e die Verschiebung a, mit der die Verteilungsfunktion der Kranken transformiert
wird.

Wie man in Abbildung 6.1 sieht, wird die Flédche fiir gréere Verschiebungseffekte
zwischen Gesunden und Kranken immer grofler. Je weiter die Verteilungen gegen-
einander verschoben sind, desto leichter ist es, zwischen ihnen zu diskriminieren.
Dieser Effekt wird allerdings mit steigender Clusterkorrelation abgeschwécht. Au-
Berdem ist zu sehen, dass die Anzahl der Wiederholungen innerhalb des Clusters
keinen nennenswerten Einfluss auf die Gréfle der Fléache hat. Das war auch zu er-
warten, schliellich sollte die Anzahl der Wiederholungen die Verteilung der Daten
nicht beeinflussen, ganz im Gegenteil zur Korrelation und der Verschiebung, welche
Form und Position der Verteilung bestimmen.
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Abbildung 6.1: Erwartungswerte der AUC bei Variation der freien Parameter Kor-
relation, Verschiebung der urspriinglichen Verteilungen (a) und Clu-
stergrofie

6.2 Niveausimulationen

6.2.1 Modell 1

Die Simulationen im Modell 1 sollen vor allem die Unterschiede in der Giite der
Approximation in Abhéngigkeit vom Stichprobenumfang, der Stichprobenbalan-
ciertheit und der Grofle des Effekts zeigen. Hierzu wurden die Stichprobenumféange
n; € {15,20,30, 50,100} einmal identisch und in einem zweiten Durchgang verschie-
den ausgewihlt, sodass auch unbalancierte Designs entstanden. Auflerdem wurden
die beiden simulierten Verteilungen so gegeneinander verschoben, dass empirische
Accuracies AUC € {0.5,0.7,0.85,0.9,0.95} entstanden.

Die vollstandigen Simulationsergebnisse in Tabelle 6.1 zeigen, dass ab einer AUC
von 0.9 die Approximation zusammenbricht und selbst die WT'S hier weit ins Kon-
servative iibergeht. Die Ursachen hierfiir liegen im Rand des Definitionsbereichs.
Schliefflich ist die AUC nur bis 1 definiert, deshalb ist die Verteilung hier gewis-
sermaflen abgeschnitten. Bei steigenden Stichprobenumféngen ist dieses Phénomen
nicht mehr zu beobachten, was auch ein Zeichen dafiir ist, dass die Konservativitét
aus der Approximationsgeschwindigkeit der Verteilung resultiert. Um diese Proble-
me bei der Approximation zu beheben, kénnte eventuell eine Transformation der
Daten zunéchst auf die reelle Achse helfen. Durch Riicktransformation nach Be-
rechnung der Effekte und Varianzen wiirde man wiederum einen interpretierbaren
relativen Effekt erhalten, dessen Verteilung aber besser approximiert ist. Bei der
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Tabelle 6.1: Verschiedene Fldchen bei balancierten Designs, kursive Ziffern stehen
fiir bedingte empirische Niveaus

Anzahl der Durchschnittliche Grofie des Effekts p;
no ny Faktorstufen Statistik 0.5 0.7 0.85 0.9 0.95
15 15 2 ATS 0.0500 0.0501 0.0417 0.0341 0.0160
15 15 2 WTS 0.0500 0.0501 0.0441 0.0461 -
15 15 5 ATS 0.0400 0.0333 0.0222 0.0169 0.0023
15 15 5 WTS 0.0929 0.0726 0.0476 0.0329 -
15 15 10 ATS 0.0335 0.0353 0.0236 0.0167 0.0049
15 15 10 WTS 0.0811 0.0715 0.0417 0.0362 -
30 30 2 ATS 0.0513 0.0500 0.0496 0.0431 0.0303
30 30 2 WTS 0.0513 0.0501 0.0517 0.0380 -
30 30 5 ATS 0.0450 0.0394 0.0325 0.0266 0.0136
30 30 5 WTS 0.0695 0.0594 0.0440 0.0338 -
30 30 10 ATS 0.0414 0.0388 0.0355 0.0287 0.0157
30 30 10 WTS 0.0663 0.0583 0.0355 0.0338 -
50 50 2 ATS 0.0529 0.0456 0.0478 0.0428 0.0353
50 50 2 WTS 0.0529 0.0456 0.0459 0.0294 -
50 50 5 ATS 0.0459 0.0417 0.0396 0.0369 0.0229
50 50 5 WTS 0.0573 0.0508 0.0485 0.0882 -
50 50 10 ATS 0.0434 0.0435 0.0402 0.0359 0.0279
50 50 10 WTS 0.0581 0.0536 0.0417 0.0147 -
100 100 2 ATS 0.0496 0.0472 0.0504 0.0462 0.0418
100 100 2 WTS 0.0496 0.0472 0.0488 0.0714 -
100 100 5 ATS 0.0469 0.0465 0.0450 0.0446 0.0360
100 100 5 WTS 0.0543 0.0528 0.0438 - -
100 100 10 ATS 0.0458 0.0470 0.0431 0.0435 0.0410
100 100 10 WTS 0.0508 0.0530 0.0438 0.0714 -
200 200 2 ATS 0.0511 0.0498 0.0489 0.0541 0.0482
200 200 2 WTS 0.0511 0.0498 0.0502 - -
200 200 5 ATS 0.0544 0.0493 0.0466 0.0467 0.0386
200 200 5 WTS 0.0569 0.0513 0.0502 - -
200 200 10 ATS 0.0462 0.0504 0.0460 0.0480 0.0437
200 200 10 WTS 0.0497 0.0526 0.0437 - -
300 300 2 ATS 0.0530 0.0505 0.0456 0.0451 0.0491
300 300 2 WTS 0.0530 0.0505 0.0447 - -
300 300 5 ATS 0.0506 0.0485 0.0498 0.0450 0.0477
300 300 5 WTS 0.0528 0.0490 0.0517 - -
300 300 10 ATS 0.0476 0.0488 0.0519 0.0513 0.0473
300 300 10 WTS 0.0522 0.0507 0.0502 - -
500 500 2 ATS 0.0538 0.0512 0.0464 0.0533 0.0469
500 500 2 WTS 0.0538 0.0512 0.0432 - -
500 500 5 ATS 0.0473 0.0469 0.0492 0.0496 0.0484
500 500 5 WTS 0.0478 0.0490 0.0474 - -
500 500 10 ATS 0.0503 0.0491 0.0500 0.0456 0.0480
500 500 10 WTS 0.0510 0.0523 0.0495 - -
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Tabelle 6.2: Prozentualer Anteil der Simulationsdurchléufe (von 10000) ohne sin-
guldren Kovarianzmatrixschitzer fiir verschiedene Effektgréfien und
Stichprobenumfénge.

GroBe des Effekts
Stichprobenumfang 0.7 0.85 0.9

15-15 96.23  25.63 3.04
30-30 99.90 37.75 237
50-50 99.98 46.00 0.68
100-100 100.00 5342 0.14
200-200 100.00  61.60 0
300-300 100.00  65.79 0
500-500 100.00  71.77 0
15-30 99.43  38.60 4.47
30-15 99.34 3845 4.68
20-100 100.00  89.05 29.30
100-20 100.00  88.36 28.73
100-200 100.00  86.01  0.66
100-500 100100 100100 82125

WTS kommt auBerdem hinzu, dass die Kovarianzmatrix speziell bei kleinen Stich-
probenumfingen fast immer singuldr wird. Dann lehnt die WTS {iberhaupt nicht
mehr ab. Es ist in diesem Fall also gar nicht moglich, das empirische Niveau der
WTS zu bestimmen. In Tabelle 6.2 sieht man, dass mit zunehmender Flache die
Anzahl der Singularititen der Kovarianzmatrix schnell zunehmen, die Werte fiir
0.95 wurden weggelassen, denn hier ist die Matrix immer singulér gewesen.

Bei den unbalancierten Designs in Tabelle 6.3 féllt die Problematik bei hohen Accu-
racies besonders ins Gewicht. Auflerdem ist zu beobachten, dass gerade im Bereich
niedriger Stichprobenumfinge und/oder hoher Faktorstufenanzahlen die WTS wie
erwartet liberal ist, wihrend die ATS konservativ ist. Dieses Verhéltnis dreht sich
allerdings in manchen extremen Bereichen der Verteilungen um. Zum Beispiel ist bei
den extrem unbalancierten Féllen mit sehr hoher Accuracy (0.95) das empirische Ni-
veau der ATS hoher als das der WTS. Auch in diesem Fall liegt das ungewohnliche
Verhalten der WTS daran, dass in den meisten Simulationsschritten die Kovarianz-
matrix singuldr wird. Bei einer simulierten Accuracy von 0.95 ist die Determinante
der Kovarianzmatrix immer kleiner als 107!°, also verschwindend gering. Bedingt
man die Simulationsergebnisse der WTS darauf, dass die Kovarianzmatrix nicht
singulér ist, so erhilt man wiederum nicht das eigentliche empirische Niveau, son-
dern nur ein bedingtes. Somit ist abschlieBend zu sagen, dass man die WTS bei
Flidchen ab 0.8 nicht einsetzen sollte, da die Kovarianzmatrix hier bereits in 50% der
Félle singular wird.

70



6.2 Niveausimulationen

Tabelle 6.3: Verschiedene Flidchen bei unbalancierten Designs, kursive Ziffern stehen
fiir bedingte empirische Niveaus

Anzahl der Durchschnittliche Grofle des Effekts p;
ng n1 Faktorstufen Statistik 0.5 0.7 0.85 0.9 0.95
15 30 2 ATS 0.0556 0.0517 0.0484 0.0401 0.0230
15 30 2 WTS 0.0556 0.0516 0.0451 0.0425 -
15 30 ) ATS 0.0393 0.0415 0.0308 0.0236 0.0065
15 30 ) WTS 0.0850 0.0831 0.0536 0.0313 -
15 30 10 ATS 0.0397 0.0355 0.0312 0.0235 0.0078
15 30 10 WTS 0.0859 0.0746 0.0453 0.0447 -
30 15 2 ATS 0.0564 0.0496 0.0418 0.0405 0.0233
30 15 2 WTS 0.0564 0.0495 0.0450 0.0299 -
30 15 ) ATS 0.0436 0.0377 0.0296 0.0226 0.0071
30 15 ) WTS 0.0850 0.0780 0.0559 0.0299 -
30 15 10 ATS 0.0411 0.0395 0.0311 0.0279 0.0084
30 15 10 WTS 0.0832 0.0820 0.0445 0.0256 -
20 100 2 ATS 0.0623 0.0589 0.0551 0.0522 0.0388
20 100 2 WTS 0.0623 0.0589 0.0533 0.0430 -
20 100 ) ATS 0.0465 0.0442 0.0316 0.0302 0.0157
20 100 ) WTS 0.0978 0.0924 0.0732 0.0662 -
20 100 10 ATS 0.0422 0.0369 0.0373 0.0323 0.0190
20 100 10 WTS 0.0964 0.0891 0.0715 0.0590 -
100 20 2 ATS 0.0571 0.0575 0.0555 0.0518 0.0383
100 20 2 WTS 0.0571 0.0575 0.0554 0.0522 -
100 20 ) ATS 0.0457 0.0436 0.0367 0.0331 0.0164
100 20 5) WTS 0.1023 0.0912 0.0732 0.0630 -
100 20 10 ATS 0.0438 0.0440 0.0382 0.0337 0.0176
100 20 10 WTS 0.1001 0.0902 0.0719 0.0536 -
100 200 2 ATS 0.0523 0.0505 0.0504 0.0497 0.0452
100 200 2 WTS 0.0523 0.0505 0.0506 0.0455 -
100 200 5) ATS 0.0466 0.0503 0.0476 0.0443 0.0402
100 200 ) WTS 0.0542 0.0544 0.0484 0.0758 -
100 200 10 ATS 0.0505 0.0509 0.0484 0.0472 0.0405
100 200 10 WTS 0.0570 0.0573 0.0521 0.0455 -
100 500 2 ATS 0.0517 0.0491 0.0486 0.0473 0.0475
100 500 2 WTS 0.0517 0.0491 0.0486 0.0483 -
100 500 ) ATS 0.0509 0.0472 0.0493 0.0432 0.0361
100 500 5) WTS 0.0625 0.0556 0.0556 0.0508 -
100 500 10 ATS 0.0549 0.0490 0.0524 0.0459 0.0422
100 500 10 WTS 0.0653 0.0597 0.0606 0.0513 -
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( ) schlégt eine Methode zur Korrektur der Schatzung des Freiheits-
grades vor, die auf ( ) zuriickgeht. Hierbei wird die Verzerrung in der
Schitzung des Nenners Sp(TVTV) des Freiheitsgrades korrigiert. Diese Methode
wird fiir die Analyse von hochdimensionalen Daten vorgeschlagen, bei der die ATS
auch sehr konservativ wird. Im hier vorliegenden Design beseitigt diese Korrektur
die Konservativitét leider gar nicht, deshalb werden die Simulationsergebnisse auch
nicht dargestellt.

6.2.2 Modell 3

Im Modell 3 wurden vier verschiedene typische Designs fiir die Simulationen aus-
gewdahlt.

1. pro Patient eine gesunde und eine erkrankte Beobachtung,
2. pro Patient eine gesunde und zwei erkrankte Beobachtungen,

3. pro Patient 6 Beobachtungen mit zufélliger Zuordnung zur Gruppe der Ge-
sunden oder Kranken.

4. eine zufillige Anzahl von Beobachtungen zwischen 5 und 15 pro Patient mit
zufilliger Zuordnung zu gesund und krank

Design 1 konnte zum Beispiel die Brustkrebsstudie sein, in der die gesunde Brust
jeweils als Kontrolle fiir die erkrankte Brust dient. Beispielhaft fiir Design 2 ist die
Knécheldickenbestimmung von zwei arthritischen Fingergelenken, bei der von jedem
Patienten auflerdem ein gesundes Gelenk zum Vergleich gemessen wird. Design 3
steht fiir einen Versuch, in dem 6 bestimmte Lymphgefafie untersucht werden, bei
denen der Gesundheitsstatus vorher nicht bekannt ist. Design 4 steht schlie8lich fiir
eine Studie, in der alle Leberflecken eines Patienten am linken Arm auf Melanome
untersucht werden. Hier ist im Vorfeld weder die Anzahl noch die Verteilung auf die
beiden Gesundheitszustinde bekannt.

Das erste Design ist balanciert, wahrend die drei anderen unbalanciert sind. Als
Stichprobengréfien wurden 50 und 100 Patienten gewéhlt. Die abhéngigen Daten
wurden mit Korrelationen von 0, 0.5 und 0.8 simuliert. Die Verschiebung zwischen
gesunden und kranken Beobachtungen wurde so gewéhlt, dass sich folgende Flichen
ergaben:

Um das Verhalten der Teststatistiken bei verschiedenen Faktorstufenanzahlen zu
untersuchen, wurden hier zwei, sechs und zehn Faktorstufen simuliert.  Tabelle
6.5 zeigt die Simulationsergebnisse, man sieht hier bereits im einfaktoriellen Design
sehr gut, dass die WT'S der ATS in allen Konstellationen unterlegen ist. Die Unter-
schiede zwischen der gewichteten und der ungewichteten Teststatistik dagegen sind
vernachlissigbar gering, die Ubersichtstabelle wird deshalb nur im Anhang (Seite
92) dargestellt.
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Tabelle 6.4: Grofle der AUC bei verschiedenen Korrelationen und Grofien der Ver-
schiebung

a=0 a=1 a=2 a=3
0.5 0.66 0.8 0.9
0.5 0.63 0.76 0.86
0.5 0.6 0.7 0.8

N = OO0

Zusammenfassend kann man sagen, dass die ATS fast immer ein niedrigeres empi-
risches Niveau als die WTS hat. Aulerdem ist die WTS immer sehr liberal, erst bei
sehr groflen Stichprobenumfingen und moderaten Faktorstufenzahlen hélt sie das
Niveau wirklich ein. Dagegen wird die ATS nur in geringem Mafle konservativ.

6.2.3 Dichotome Daten

Um das Verhalten der vorgeschlagenen Methodik fiir dichotome Daten zu untersu-
chen, wurden Simulationen fiir die Modelle 1 und 3 bei dichotomen Daten durch-
gefithrt. Es wurden niedrige (AUC=0.65) und hohe (AUC=0.9) Accuracies simuliert.
Auflerdem wurden verschiedene gleiche und unterschiedliche Stichprobenumféange
zwischen 10 und 100 betrachtet. Bei den Simulationen wird das Verhalten unter
Hypothese fiir die ANOVA-Typ Statistik mit der Wald-Typ-Statistik verglichen. Da
es fiir die Trefferquote keine etablierten Testverfahren gibt, wird diese nicht mitsi-
muliert.

Zunéchst wird das Verhalten im einfachen Multireader-Multimethoden Modell (also
in Modell 1) betrachtet. Als Faktorstruktur wird beispielhaft der Vergleich zweier
Methoden mit 5 Readern betrachtet, somit hat man fiir die Wechselwirkung 10 Fak-
torstufen. Dies reflektiert eine realistische Situation, auflerdem hat man so direkt
den Vergleich zwischen 2, 5 und 10 Faktorstufen. In Tabelle 6.7 ist deutlich zu se-
hen, dass die ATS auch bei dichotomen Daten sehr viel besser abschneidet als die
WTS. Auflerdem ist zu sehen, dass die ATS das Niveau auch bei moderaten Stich-
probenumfingen gut einhélt und erst bei sehr unbalancierten Designs und fiir grofie
AUC (also am Rand der Verteilung) zunehmend konservativ wird. Diese Eigenschaft
ist aber allen Tests bei dichotomen Daten gemeinsam. Hierfiir wurden bereits di-
verse Korrekturmoglichkeiten vorgeschlagen, eine Zusammenfassung findet sich in

(2006).

Weiterhin wurden Simulationen fiir Modell 3, also fiir clustered data, durchgefiihrt.
Hier wurde nur das einfaktorielle Modell betrachtet, aber Faktorstufenanzahlen von
2, 6 und 10 betrachtet. Die Clusteranzahlen in den verschiedenen Simulationen wur-
den mit 50 und 100 festgelegt. Verschiedene AUCs wurden durch die Verschiebung
der Verteilungen durch Faktor a erreicht: je grofler a, desto grofler die Accuracy.
Verschiedene Korrelationen innerhalb der Cluster werden wider durch ¢ wiederge-
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Tabelle 6.5: Clustered data, Niveau-Simulationen fiir Design 1 und 2 (fiir 2 Faktor-
level wurde die WT'S weggelassen)

n = 50 n = 100
Level ¢ Test | a=0 a=1 a=2 a=3| a=0 a=1 a=2 a=3
Design 1
2 0 ATS | 0.05678 0.0535 0.0553 0.0503 | 0.0531 0.0564 0.0553 0.0521
2 1 ATS | 0.0543 0.0503 0.0563 0.0547 | 0.0541 0.0516 0.0523 0.0515
2 2 ATS | 0.0467 0.0482 0.0536 0.0548 | 0.0504 0.0541 0.0485 0.0527
6 0 ATS | 0.0498 0.0494 0.0408 0.0385 | 0.0489 0.0484  0.049 0.0426
6 0 WTS | 0.0959 0.0951 0.0962 0.1159 | 0.0734 0.0725 0.0749 0.0798
6 1 ATS | 0.0451 0.0448 0.0427 0.0424 | 0.0467 0.0467 0.0474 0.0451
6 1 WTS | 0.0911 0.0916 0.094 0.1074 | 0.067 0.0668 0.073 0.0759
6 2 ATS | 0.0406 0.038 0.0385 0.0438 | 0.0411 0.0469 0.0467 0.0461
6 2 WTS | 0.0737 0.0731 0.0788 0.1007 | 0.0557 0.0649 0.0667 0.0693
10 0 ATS | 0.0438 0.0411 0.0389 0.0332 | 0.0469 0.0488 0.0413 0.04
10 0 WTS | 0.1636 0.1588 0.1672 0.1932 | 0.0947 0.1007 0.0992 0.1141
10 1 ATS | 0.0401 0.0379 0.0392 0.0339 | 0.0484 0.0444 0.0408 0.0449
10 1 WTS | 0.1481 0.1481 0.1619 0.1873 | 0.0979 0.0874 0.0935 0.1145
10 2 ATS | 0.0365 0.0334 0.0339 0.035 | 0.0385 0.0425 0.0446 0.0417
10 2 WTS | 0.1117 0.1183 0.1367 0.1604 | 0.0688 0.0794 0.0909 0.0967
Design 2
2 0 ATS | 0.0561 0.0557 0.0584 0.0532 | 0.0556 0.0503 0.0498 0.0485
2 1 ATS | 0.0546 0.0556 0.0547 0.0552 | 0.0527 0.0526 0.0547 0.0521
2 2 ATS | 0.0509 0.0544 0.0511 0.0593 | 0.0516 0.0529 0.0536 0.0547
6 0 ATS 0.05 0.043 0.0478 0.0409 | 0.0483 0.0449 0.0473 0.0427
6 0 WTS | 0.0961 0.0942 0.097 0.1 | 0.0703 0.0705 0.0719 0.0726
6 1 ATS | 0.0442 0.0458 0.0429 0.0425 | 0.0485 0.0453 0.0471  0.049
6 1 WTS | 0.0834 0.092 0.0912 0.0983 0.07 0.0637 0.066 0.0727
6 2 ATS | 0.0392 0.0389 0.0436  0.044 | 0.0454 0.0459 0.0464 0.0507
6 2 WTS | 0.0702 0.0763 0.0846 0.0934 | 0.0612 0.0639 0.0668 0.0705
10 0 ATS | 0.0454 0.0406 0.0378 0.0355 | 0.0436  0.043 0.0432 0.0442
10 0 WTS | 0.159 0.1649 0.1648 0.1711 | 0.094 0.094 0.0988 0.1014
10 1 ATS | 0.0385 0.0394 0.0386 0.0372 | 0.0444 0.0467 0.0419 0.0431
10 1 WTS | 0.1453 0.1518 0.162 0.1692 | 0.0924 0.0962 0.0949 0.1012
10 2 ATS | 0.0307 0.0331 0.0353 0.0391 | 0.039 0.0424 0.0429 0.0441
10 2 WTS | 0.1078 0.1222 0.1348 0.1566 | 0.073 0.0788 0.0828  0.089
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6.2 Niveausimulationen

Tabelle 6.6: Clustered data. Niveau-Simulationen fiir Design 3 und 4 (fiir 2 Faktor-
level wurde die WTS weggelassen)

n = 50 n = 100
Level ¢ Test | a=0 a=1 a=2 a=3| a=0 a=1 a=2 a=3
Design 3
2 0 ATS | 0.058 0.0563 0.0568 0.068 | 0.0523 0.0548 0.0569 0.0595
2 1 ATS | 0.0512 0.0544 0.0596 0.0592 | 0.0494 0.0526 0.0514 0.0536
2 2 ATS | 0.0535 0.0521 0.0487 0.0544 | 0.0494  0.052 0.0515 0.0518
6 0 ATS | 0.0458 0.0446 0.0487 0.0597 | 0.0457 0.0478 0.0459 0.0631
6 0 WTS | 0.0926 0.092 0.1014 0.1372 | 0.0638 0.0689 0.0731 0.0991
6 1 ATS | 0.0427 0.0459 0.0454 0.0476 | 0.0431 0.0467 0.0485  0.055
6 1 WTS | 0.0876 0.0917 0.0979 0.1071 | 0.0658 0.0666 0.0725 0.0822
6 2 ATS | 0.0395 0.0391 0.0466 0.0497 | 0.044 0.0421 0.0495 0.0527
6 2 WTS | 0.0755 0.0781 0.0899 0.1019 | 0.0583 0.0595 0.0701  0.077
10 0 ATS | 0.0336 0.0389 0.0402 0.0594 | 0.0444 0.0444 0.0486 0.0668
10 0 WTS 0.15 0.1548 0.173 0.2336 | 0.0916 0.0933 0.0995  0.147
10 1 ATS | 0.0373 0.0381 0.0409 0.048 | 0.0445 0.0433 0.0445 0.0565
10 1 WTS | 0.1464 0.1549 0.1713 0.2042 | 0.0903 0.0929 0.1018 0.1171
10 2 ATS | 0.0297 0.0309 0.0354 0.0388 | 0.0385 0.0388 0.0396 0.0428
10 2 WTS | 0.1069 0.1239 0.1403 0.1695 | 0.0704 0.0721 0.0867 0.1036
Design 4
2 0 ATS | 0.0501 0.0513 0.0572 0.0683 | 0.0496 0.0532 0.0593 0.064
2 1 ATS | 0.0528 0.0535 0.0561 0.0601 | 0.0494 0.0524 0.0559 0.0542
2 2 ATS | 0.0495 0.0479 0.0521 0.0564 | 0.0499 0.0487 0.0513 0.0523
6 0 ATS | 0.0418 0.0472 0.0504 0.0604 | 0.0448 0.0459 0.0559 0.0662
6 0 WTS | 0.0863 0.0956 0.1044 0.1354 | 0.0671 0.0671 0.0791 0.1027
6 1 ATS | 0.0412 0.0448 0.0512 0.0521 | 0.0448 0.0472 0.0484 0.0606
6 1 WTS | 0.0811 0.0864 0.1049 0.1133 | 0.0634 0.0688 0.0729 0.0897
6 2 ATS | 0.0356 0.0413 0.0472 0.0494 | 0.0432 0.044 0.0454 0.051
6 2 WTS | 0.0714 0.0764 0.0842 0.0974 | 0.0575 0.0611 0.0665 0.0741
10 0 ATS | 0.0356 0.0386 0.0413 0.0597 | 0.0435 0.0426 0.0461 0.0598
10 0 WTS | 0.1461 0.1618 0.1642 0.2413 | 0.0886 0.0909 0.1027 0.1401
10 1 ATS | 0.0381 0.0379 0.0406 0.0477 | 0.0426 0.0399 0.0457 0.0575
10 1 WTS | 0.1402 0.1509 0.1632 0.1917 | 0.0898 0.0885 0.1006 0.1245
10 2 ATS | 0.0319 0.0366 0.0331 0.0375 0.04 0.0412 0.0436 0.0447
10 2 WTS | 0.1211 0.1243 0.1403 0.1701 | 0.0778 0.0764 0.0864 0.0997
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6 Simulationsergebnisse

Tabelle 6.7: Ergebnisse von 10000 Simulationen, zweifaktorielles Design, binomiale
Bewertungsdaten (Modell 1)

AUC=0.65 AUC=0.9
ng ni Faktorstufen  ATS WTS ATS WTS
15 15 5 0.0502 0.1127

2 0.0618 0.0618
10 0.0502 0.1142
30 30 5 0.0504 0.0738 0.0476 0.0696
2 0.0543 0.0543 0.0510 0.0510
10 0.0470 0.0724 0.0448 0.0741
50 50 o5 0.0482 0.0584 0.0470 0.0654
2 0.0554 0.0555 0.0535 0.0535
10 0.0490 0.0609 0.0443 0.0674
100 100 5 0.0481 0.0515 0.0506 0.0566
2 0.0478 0.0478 0.0498 0.0498
10 0.0474 0.0530 0.0498 0.0585
15 30 5 0.05613 0.1099 0.0461 0.0913
2 0.0634 0.0635 0.0588 0.0588
10 0.0521 0.1107 0.0414 0.0973
30 15 5 0.0512 0.0886
2 0.0587 0.0589
10 0.0488 0.0940
20 100 5 0.0494 0.1095 0.0441 0.0864
2 0.0620 0.0620 0.0568 0.0568
10 0.0479 0.1083 0.0414 0.0897
100 20 5 0.0468 0.0904 0.0388 0.0638
2 0.0576 0.0577 0.0522 0.0524
10 0.0465 0.0936 0.0356 0.0637

76



6.3 Powersimulationen

geben: je grofler ¢, desto groBer die Korrelation innerhalb des Clusters, wobei ¢ = 2
einer Korrelation von p = 0.8 entspricht und ¢ = 1 einer Korrelation von p = 0.5
entspricht. Wie vorne gezeigt, hangt die Grofle der simulierten Fléache von der Kor-
relation und der Verschiebung ab. Es gelten wieder dhnliche Zusammenhénge wie
bei den ordinalen Daten im Modell 3 (siehe Tabelle 6.4).

Die Ergebnisse der Simulationen sind in Tabelle 6.8 dargestellt. Es wiederholt sich
das gleiche Schema wie oben bereits gesehen: die WTS wird bei kleineren Stichpro-
ben und héheren Faktorstufenanzahlen zunehmend liberal, wihrend die ATS nur in
geringem Mafle konservativ wird.

6.3 Powersimulationen

Um das Verhalten der vorgestellten Teststatistiken unter Alternative zu untersuchen,
wurden Powersimulationen durchgefiihrt. Als erste Alternative wurde eine ansteigen-
de Folge von AUCs gewdhlt, deren Steigung durch einen Parameter § charakterisiert
werden kann: der Verschiebungsvektor

0,1,2,3,....d),

der auf die simulierten Verteilungen addiert wird, wird jeweils mit einem ansteigen-
den ¢ multipliziert.
Weitere Simulationen wurden mit einer ,,Ein-Punkt-Alternative“ durchgefiihrt, hier-
bei diente

(0,0,0,0,...,1)

als Verschiebungsvektor. Die Ergebnisse dieser Simulationen zeigten aber keine Un-
terschiede zum ersten Setting und werden deshalb nicht graphisch dargestellt.

Ein direkter Vergleich der Power von WTS und ATS ist nicht gut moglich, da
die WTS das gewéhlte Niveau in den meisten Féllen enorm iiberschreitet. Deshalb
kénnte man in einem weiteren Simulationsschritt die empirische Verteilung und so-
mit die empirischen 95%-Quantile der WTS bestimmen. Mithilfe dieser bestimmt
man dann die Power der WT'S, die sie bei Niveaueinhaltung unter Hypothese hétte.
Diese Adjustierung des Niveaus der WTS fiihrt allerdings dazu, dass die ATS wie-
derum relativ schlecht abschneidet. Denn in den meisten Bereichen, in denen die
WTS sehr liberal wird, ist die ATS zumindest leicht konservativ. Insgesamt haben
die adjustierten Powersimulationen aber gezeigt, dass die Power fiir ATS und WTS
vergleichbar ist. Es sind keine groflen Unterschiede zu beobachten gewesen. Da die
Adjustierung in einer Verschiebung der Powerkurven resultiert, ist dieses Ergebnis
optisch auch schon an den Originalpowerkurven zu beobachten: sie weisen keine nen-
nenswerten Unterschiede im Verlauf auf, die Kurven der WTS sind lediglich nach
oben verschoben.

In Abbildung 6.2 ist exemplarisch eine Kurve dargestellt. Das zugrunde liegende

77



6 Simulationsergebnisse
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Abbildung 6.2: Exemplarische Powerfunktion fiir ATS (durchgezogene Linie) und
WTS (gestrichelte Linie) im Design 3 fiir sechs Faktorlevel, a = 1.5,
p=0.5

Design 3 wurde mit sechs Faktorstufen, einer Verschiebung von 1.5 und einer Kor-
relation von 0.5 simuliert. Es ist deutlich zu sehen, dass die beiden Kurvenverlaufe
sehr dhnlich sind, der Hauptunterschied liegt im verschobenen Beginn der Kurven.
Im Appendix sind auBlerdem verschiedene Powerkurven fiir die Designs 1-3 dar-
gestellt (ab Seite 93), wobei die Faktorstufen, Verschiebungen, Korrelationen und
Stichprobenumfinge variiert wurden. Die Power wurde hier fiir die ATS und die
WTS bestimmt. Im wesentlichen zeigen alle Kurven, dass die beiden Statistiken das
gleiche Powerverhalten haben.
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6.3 Powersimulationen

Tabelle 6.8: Ergebnisse von 10000 Simulationen, einfaktorielles Design, binomiale
clustered Bewertungsdaten (Modell 3)

AUC Faktorstufen p

n=>50

WTS

n=100

ATS

WTS

0.0520
0.0552
0.0527

0.0521
0.0552
0.0527

0.0507
0.0490
0.0562

0.0508
0.0490
0.0562

0.0549
0.0550
0.0526

0.0549
0.0550
0.0526

0.0509
0.0524
0.0513

0.0510
0.0524
0.0514

0.0563
0.0581
0.0552

0.0564
0.0581
0.0552

0.0506
0.0523
0.0544

0.0506
0.0523
0.0544

0.0458
0.0460
0.0392

0.0909
0.0889
0.0827

0.0476
0.0476
0.0460

0.0658
0.0718
0.0655

0.0457
0.0445
0.0400

0.0918
0.0873
0.0821

0.0456
0.0491
0.0420

0.0647
0.0705
0.0644

SO OO O OO O O N NN N NN NN

0.0471
0.0440
0.0414

0.0891
0.0856
0.0834

0.0510
0.0471
0.0456

0.0684
0.0692
0.0676

[ S S
O O O

0.0409
0.0365
0.0346

0.1579
0.1470
0.1476

0.0451
0.0435
0.0393

0.0939
0.0919
0.0851

[ S
O O O

0.0386
0.0347
0.0327

0.1505
0.1483
0.1373

0.0447
0.0438
0.0407

0.0938
0.0914
0.0849

W W W0 NN OOWWWN0 NN OOWWWNDNDNDoO O o

[ S
O O O

WNRHFHWNFFWNRFIWNNRFEIWNRFRWNNRFREWNDRFRWN WD -

0.0381
0.0358
0.0328

0.1509
0.1461
0.1442

0.0418
0.0452
0.0413

0.0915
0.0903
0.0912
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Diagnostische Studien mit clustered data sind bisher nur von ( )
untersucht worden. Dort wird lediglich der Vergleich von zwei Stichproben, also von
zwei Readern oder zwei Methoden, betrachtet. Die vorliegende Arbeit bietet dage-
gen ein Verfahren, welches auf mehrfaktorielle Designs mit beliebig vielen Faktoren
und Faktorstufen angewendet werden kann.

Es wurde gezeigt, dass die nichtparametrischen Methoden zur Auswertung des Beh-
rens-Fisher-Problems in der Diagnostik angewendet werden konnen, wobei wir ins-
besondere drei Modelle unterschieden haben. Das einfache Multi-Reader Multi-
Methoden Design (Modell 1) ist eine direkte Anwendung des multivariaten nichtpa-
rametrischen Behrens-Fisher-Problems, wie es in ( ) vorgestellt
wurde. Die explizite Anwendung auf diagnostische Studien wurde in

( ) beschrieben.

Die Erweiterung der Theorie auf verbundene Messwiederholungen (Modell 2) wurde
in Analogie zu der Arbeit von ( ) durchgefiihrt. Dort wurde fiir
das allgemeine nichtparametrische Modell (mit der Hypothese F} = F, ) die Ver-
wendung beliebiger Messwiederholungen vorgestellt. Diese Techniken wurden hier
auf Diagnosestudien iibertragen.

SchlieBlich haben wir die Theorie des multivariaten Behrens-Fisher-Problems auf
clustered data (Modell 3) erweitert. Die zusétzliche Einfiihrung einer Abhéngig-
keit zwischen Gesunden und Kranken (entspricht in der Theorie des multivariaten
Behrens-Fisher-Problems den zwei Gruppen) wurde in ( )
hergeleitet. Die Vorteile der ungewichteten Schétzung des Effektes gegeniiber der
gewichteten Schétzung wurden aufgezeigt.

Test-Statistiken und Konfidenzintervalle wurden fiir die Theorie entwickelt, sodass
nun fiir alle drei Modelle entsprechende statistische Methoden zur Verfiigung stehen.
Das Verhalten der vorgestellten Verfahren bei der Anwendung auf dichotome Test-
ergebnisse wurde untersucht und es konnte gezeigt werden, dass die Fléche unter
der ROC-Kurve auch in dieser Situation ein sinnvolles, globales Maf} darstellt.

An verschiedenen Beispielen wurde die Anwendung und Interpretation der Metho-
den dargestellt und verglichen. Auflerdem wurden SAS-Makros entwickelt, die die
einfache Verwendung der statistischen Methoden ermoglichen.

Schliefllich wurde das Verhalten der entwickelten Theorie fiir kleine Stichproben
untersucht. Es wurde gezeigt, dass die ATS auch in Bereichen, in denen die WTS
aufgrund singuldarer Kovarianzmatrizen nicht mehr anwendbar ist, immer noch ak-
zeptable empirische Niveaus aufweist. Dies ist speziell der Fall am Rand der Vertei-
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7 Zusammenfassung und Ausblick

lung, also bei hohen Accuracies ab 0.8. Nur im Bereich der extrem hohen Accuracies
(0.95) ist auch die Approximation der ATS bei Stichproben unter 100 nicht mehr
zufriedenstellend.

Ausblick

Es sollte untersucht werden, ob geeignete Transformationen existieren, die die Pro-
bleme der Approximation bei sehr hohen Accuracies beheben kénnen. Eventuell
bietet die logit-Transformation, die bereits fiir die Konfidenzintervalle vorgestellt
wurde, eine Losung.
AuBerdem wére es interessant zu untersuchen, wie sich die Verfahren auf Teilflachen
unter der ROC-Kurve anwenden lassen. Es gibt Studien, in denen von vornherein
klar ist, dass der entsprechende diagnostische Test eine Mindestsensitivitit von 90%
haben muss. Dann macht es natiirlich keinen Sinn, Gesamtflichen zu berechnen und
zu vergleichen.
Weiterhin ist zu priifen, wie die Verfahren auf fehlende Werte erweitert werden
konnen. Hiermit sollen jetzt die fehlenden Werte gemeint sein, die dadurch entste-
hen, dass Aufnahmen manchmal nicht lesbar sind, oder dass einige Reader nicht
alle Bilder bewertet haben. Das sind dann Missings, die nur in einzelnen Reader-
Methoden-Kombinationen vorkommen. Es ist zu erwarten, dass die Theorie, dhn-
lich wie im allgemeinen nichtparametrischen Modell, auf diese Situationen auszu-
weiten ist. Allerdings muss dann vermutlich vorausgesetzt werden, dass die Werte
vollsténdig zufillig (MCAR) fehlen. Wenn eine Aufnahme zum Beispiel deshalb
nicht lesbar ist, weil das Verfahren Bilder von einer geringen Qualitat liefert, ist
diese Annahme sicherlich verletzt. Es sollte jedoch im allgemeinen méglich sein, die
MCAR-Annahme zu machen.
Es wére auch interessant zu iiberpriifen, wie sich die vorgestellten Verfahren mit
den bereits bestehenden Losungsansédtzen fiir das Problem des fehlenden Gold-
standards kombinieren lassen. Das Problem des fehlenden Goldstandards wird bei
( ) mithilfe einer logistischen Regression modelliert. Die
Vorgehensweise soll helfen, den ,, verification bias“ zu vermeiden. Um zu zeigen, dass
die ML-Verfahren auch bei clustered data anwendbar sind, miissen die Algorithmen
auf ihr Verhalten bei clustered data untersucht werden.
Schliefllich kénnte man die ROC-Oberflache bei clustered data betrachten, die man
erhélt, wenn der Goldstandard nicht dichotom, sondern ordinal oder nominal ist.
In einer der vorgestellten Methoden ( , : , )
werden gewichtete Mittelwerte aus allen paarweisen AUCs gebildet. Dieses Ver-
fahren wére somit direkt auf die Schétzer der vorliegenden Arbeit anwendbar. Al-
lerdings vernachléssigt das Verfahren die multivariate Natur der ROC-Oberflache.
( ) dagegen verwenden die multivariate Information, in-
dem sie das Volumen unter der ROC-Oberflache schétzen. Dieses Verfahren lasst sich
jedoch nicht so direkt auf clustered data erweitern wie die Idee von Obuchowski.
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A Appendix

A.1 Definitionen

Asymptotische Aquivalenz

Zwei Folgen von Zufallsvariablen Yy und Zy sind asymptotisch dquivalent, wenn
Yy — Zy 2 0 fir N — oo gilt. Es ist zumeist einfacher, das stiarkere Resultat
E(Yy — Zn)? — 0 zu zeigen. Asymptotische Aquivalenz impliziert asymptotische
Verteilungsgleichheit.

Z3ahlfunktion

Die hier verwendete normierte Version der Zahlfunktion ¢ : R — R ist definiert
durch:

0 :z2<0
clz)=4q 3 ‘x=0 .
1 :2>0

Kroneckersumme und -Produkt

1. Fiir beliebige Matrizen A und B heifit A & B = ( A0 ) Kronecker-

0B
Summe von A und B.

app -0 Qin biy -+ blq
2. Fiir beliebige Matrizen A = : : und B =
i o by - D
anB -+ a1, B
heifit A ® B = : : Kronecker-Produkt von A
amB - a,,B
mpxngq

und B .
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A Appendix

A.2 Beweise

Beweis von Theorem 3.4

Dieser Beweis orientiert sich an dem von Theorem 3.3 in ( ). Es
reicht aus, den Beweis elementweise fiir die Elemente p) von p durchzufithren. Der
Index [ wird zur besseren Lesbarkeit weggelassen.

Es ist allerdings zu beriicksichtigen, dass der Schétzer p, der iiber die Differenz der
ungewichteten Rangmittelwerte gebildet wird, nicht direkt als [ ﬁodﬁl mit

Fi(z) ==Y — Y clz — Xu,).

n; m;
U=t Uk e

darstellbar ist, da die empirische Verteilungsfunktion H () nur die gewichteten em-
pirischen Verteilungsfunktionen beinhaltet, die mit F'(z) bezeichnet werden:

1 NG Mg
~ 1 1 ~ ~
H(l’) = N ; £ ; C(JL‘ — szs) = N(m0F0<l') —+ mlFl(x))
mit
_ 1 n; Mg
E = - Xz s)-
(0= 523 ela = X

Diese Summe lésst sich offensichtlich nicht als Summe der F (x) darstellen.
Zunéchst wird nun p — p zerlegt:

P-p) = /ﬁdﬁ - /ﬁdﬁo - /HdF1 +/HdF0
mo ~ .~ m my ~ .~ m
= WOFOdFl —/WOFOdFlJr WlFldFl — WlFldFl
mo ~ .~ m miy ~ .~ m
—/WOFOdFﬁ/WOFOdFO—/WlFldFﬁ/WlFldFo
+ / FydF, — / FidFy — / FydF, + / FdFy,
= /Fodﬁl —/Fldﬁo+1—2p

m ~ ~ m, ~
+W0 /(F0 — Fy)dF, — WO /(FO — Fy)dF,

J

~
Ay

™m ™m ~ ~
+WO FydF, — WO / FydE,

~~

Az
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A.2 Beweise

m ~ ~ m ~
- [ (F - F)afy+ T / (Fy — Fy)dFy
A
_
FdF, + — | FdF
N 14y + /1 1

N

A4
= Byx+ A+ A+ A5+ Ay

Hier steht in der ersten Zeile der letzten Gleichung genau By, fiir die Terme A; — Ay
in der zweiten bis fiinften Zeile muss die asymptotische Konvergenz gezeigt werden.
Dafiir werden die Terme mithilfe der ¢,-Ungleichung umgeformt. Da A; und Az bzw.
Ag und Ay jeweils symmetrisch in Fiy und F} sind, geniigt es, die Konvergenz nur
fiir Ay und A, zu zeigen.

Im Folgenden bezeichne m; = m;/n; den Mittelwert der Clustergréfien fiir ¢ = 0, 1.
Aj muss zunéchst nochmals umgeschrieben werden:

E(VNA)?
- E (% (Fy — Fy)dF, — \T/”—% /(ﬁo - FO)dFl)
= mOE < i mi mzl :ﬁO(Xlks) — Fo(Xiks) — / <ﬁ0($) - FO@)) dFl})
(1S (S o)
k= s=1

k'=1s'=1
)2

1 no 1 Moy’
(n_ m— Z/ Cc\x — XOk’ ’ Fo(.%')) dF1>

2 ni mig ng Mo/
my
- E X S X ry —F X s
N (nlno Mk Z [Z Z mo 1k Oks’) 0(Xiks))

s=1 Lk'=1s'=1

/ (e(x — Xows) — Fo(x)) deZ .

Wenn man das Quadrat ausmultipliziert, entstehen gemischte Terme, deren Erwar-
tungswert immer genau dann 0 ist, wenn einer der Indizes k von den anderen drei
verschieden ist. Denn dann kann man mithilfe von Fubinis Theorem die Integrati-
onsreihenfolge vertauschen. Der Erwartungswert der einzelnen Summanden ist dann
genau 0, denn man bildet immer die Differenz zwischen Schétzer und Erwartungs-
wert. Das heift, es bleiben nur die Summanden iibrig, bei denen die Indizes entweder
paarweise gleich oder alle vier gleich sind. Dafiir gibt es aber nur vier verschiedene
Moglichkeiten. Diese Terme kénnen dann mit 4 abgeschétzt werden, da sie Diffe-
renzen von Verteilungsfunktionen sind, die durch 1 beschréankt sind. Die folgenden

Mok’
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Abschétzungen zeigen dann die Behauptung, dass v/ NA; in Ly-Norm gegen 0 kon-
vergiert.

n1  no Mig M1k Mok’ Mog/

E(WNA)? <
k 1 k'=1 s=1 s/=1s"=1s""= 1

< 4m0 _0 1 .
- Nn()m N
1

Bei A, ist zu zeigen, dass das Integral mit F'(z) und F () nah genug an ; ist. Die

Aussage ist anschaulich klar, da F(z) und F () zwel asymptotisch erwartungstreue
Schétzer fir F(x) sind.

E(VNAy)? = E(\/_ FydFy — \/_/FOdFO)
_ %E Z %FO Xoks) ——)2

n m
Oklok

m(Q) mok no Mog/ 1 2
- vE Zm%z 2 2 claws = X%">‘§>

=1 k/ 1s'=1

2 no Mok no Mok/

- e[y Sy

n2
0 k=1 s=1 k'=1 s'=1

mOkmO

2
1
c(Xoks — Xows') — 5)) .

Beim Ausmultiplizieren des Quadrates fillt auch hier wieder auf, dass die gemischten
Terme wegfallen, d.h. wenn der Index k von allen drei anderen Indizes verschieden
ist. Die Abschiatzung des Erwartungswertes verlauft hier analog wie oben, deshalb
gilt dann folgende Ungleichung und somit auch die Konvergenz von As:

E(VNA;)? < ii%%%%mm:(@.

0 k=1 k'=1 s=1 s/=1s""=1 s""=1

Diese Ergebnisse lassen sich direkt auf Az und A4 iibertragen. Somit ist die Behaup-
tung gezeigt. O

Beweis von Theorem 3.5

Im Folgenden soll die Konsistenz des Varianzschétzers gezeigt werden. Der Beweis
kann fiir jeden Summanden getrennt gefiithrt werden und fiir die gesamte Matrix
elementweise, da die Matrix von endlicher Dimension ist. B

Der Beweis erfolgt in zwei Schritten: zunéchst wird gezeigt, dass V ein konsistenter
Schétzer fiir Vy ist, dann wird gezeigt, dass

E@LT) —5(,1))% —0
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gilt. Die Technik des Beweises ist der des Beweises von Theorem 4.1 in
( ) nachempfunden.

1. Schritt:
Verwende folgende Gleichung:

1 1 1
n(n—1)

n—1 n

Mit den Bezeichnungen sgfg’l,)

i);(l, l,) — Ui(l, l,)

N o) =0, =) <), N~
~ ni(n— 1) Z(sz — V) Va =Yi) = n2 Sik
k=1 k=1
NS0 0, 0 =0t @ ¢ =o
- ﬁz [(sz; —Mg)‘i‘ﬂg) - Y)Y —Mg )+u§ ) -Y.) -
k=1
b S T )
ni(n; — 1) Pt w Ak "
N ni [(Ak L B)(Ch 4 D) S0 4 N "Z B,
n? P ik n?(n; — 1) —

mit den folgenden Abkiirzungen:

Ay = ik Nz@

B = ,ugl) 751)

e

D — Ez') _ ?El’)

B = (Vi -V -7

Es gilt offensichtlich, dass

_ 1
=S

B(AC) = B(Vi — i) (Vi) = )

— Ky

= Cov(V), V) und 1" = E(VY) gilt:

(%)
Sik

Auflerdem sind die Erwartungswerte von allen vier Grolen A, — D gleich 0 und fiir
k # k' sind je zwei Terme unabhéingig voneinander. Die zweiten Momente der Terme
lassen sich jeweils mit 1 abschiitzen. Fiir den Erwartungswert F(B2D?) gilt folgende

Abschétzung:

B(B*D?) < EBHEDY <

32—
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wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Auflerdem gilt fiir den Erwartungswert
E(ExEy) < 1.

Betrachtet man nun den Erwartungswert der quadrierten Differenz, so erhélt man
folgende Abschétzung fiir die Lo-Konvergenz des Ausdrucks:

E@(L 1) —vi(l,1))?

N
- E(=
<"z2

Z[(Ak+B)(Ck+D) “”M%im)
k=1 i\ = 1) 2

ng

AN?
< ( > E(AkCr — E(AkC))(ApCr — E(ApCi))
Z k=1 k'=1
E(B?) Z Z E(CCy) + E(D Z Z E(AAw) + Z > (BQD2)>
k=1 k’'=1 k=1 k'= k=1 k'=1
k; 1k'=
4N? - -
< (ZE&@— (ArCy))* + B(B*) Y E(C}) + E(D?) ) E(A})
Z k=1 k=1
2 212 Z
k 1k'=
AN? , 1 N2
< F(nz—knz—%nl—knzﬁ)%—m
_ 16 N2 N N2 - 16N2 N N2 _ofL
- nd n?(n;—1)2 = n (n; —1)2 n;

Damit ist gezeigt, dass V und V in L,-Norm gegeneinander konvergieren.

2. Schritt:

Zunéchst folgen einige algebraische Uberlegungen, in denen die Differenz der Schiitzer
so umgeformt wird, dass man anschliefend ganz leicht die Konvergenz sieht. Wir
verwenden folgende einheitliche Schreibweise fiir die jeweiligen Schétzer:

_ N o) o0 o) =)
() = — SV vyt v
v ( ) nz(nz - 1) ;( ik- ge- )( ik- ge- )
N ni _ _ o o
BT = Zy, - 727y - 7))
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Nach Voraussetzung gilt N(n; — 1)~' < Ny, deshalb reicht es, die Behauptung mit
dem Vorfaktor Ny/n; ! zu zeigen. Mithilfe der ¢,-Ungleichung kann man somit zeigen:

E@;(1,1) = o,(1,1))?
N i —() () 0] _(l/)
= B\ ——= Y, —Y.\WY., =Y.
(nz(nz — 1) ; << tk- i )( ik- G- )
1 2
=0 0\ ) )
- (7Y -7ZN7Z) -7,
N =z G = Ze) G = 2. )))
Ny & — .
OZE(<Y5? VT - 7L

<
n;
k=1
1 0 50 =) =)
TN —m) (Zig. — Z; ) Zy! — Z;.)
ni =) =), 72
2Ny _v0) —) <) (Zy —Z.)
< E \ Yo _yyy o AT i
~ ; ( ik- 3o ) N —m;
n; —z' —(1")\9 =0 =0)\]?
2NO E 7. ) (7@ _ 7(1)) _ (Zig. — Z:.7)
(N m;)? e T N —m;

k=1
Um nun weiter abzuschétzen wird verwendet, dass die Zufallsvariablen Y, und
752) /(N —m;) gleichméBig durch 1 beschriankt sind und deshalb gilt:

A AL

N—ml-

< 1.

YW 7Y <1 und

Im Folgenden wird jetzt nur der erste Summand aus der letzten Ungleichung be-

trachtet, denn die Behauptung folgt fiir den zweiten Summanden analog.

( Z(l ) Z(l ))
N —m;

Bl -y | @ -7 -

—(I") —=(1") 2
N — m;

_(l/) —(l/) 2
() Z. () Z,.
= F V., - ||y -

, 7(l/) 2 ) 7(l/) 2
op (YI) - Zit ) Lop (YW - _Zi

() )
Y, =Y. —
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&
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, 7(l/) 2
< (?gy_#) |
N — m;

Die nun folgende Abschétzung verwendet die Unabhéngigkeit von 752 und ?EQ,, fiir
verschiedene k, k' und die Tatsache, dass F [ (Xl(k)s XéQ,S/) - Fél)(ngs)] =0.Um
die Notation sonst iiberschaubar zu halten, legt man ein spezielles ¢ fest. Es sei also
7 =

—() 2 mi1 2
-0 Zi1. 1 [ OYE%0) OO }
ElYy. — 21L& = F E Fy7 (X Fy (X
< 11- m ) <m11 0 ( 118) ( 115)

s=1

mi1 no Mok 2
l l l
< o Sie (LSS e - - )
3 — 0 %=1 s=1
e O(x®) D b 1)
= b (m ZZ [F Xin) (Xl(ll - Xékg/)})
0 k=1 s’'=1
no Mok Mok () (l)
< E Z Z Z E[ ( 111) (X1 — Xom))
0 p—1 s=1 s'=1
l l !
<F(§ )(Xl(l)l) - C(X1(1)1 XO(k)s )) }
<

1 1
ZmOk ZmOk——:O(—> :O(—).
m0k1 01<;1 Mo N

Die gleiche Abschétzung liefert fiir ¢ = 0:

Somit ist die Konvergenz fiir alle Summanden gezeigt und die Behauptung bewiesen.
O

Beweis von Satz 3.9

Dass §0 und §1 konsistente Schétzer bilden, folgt direkt aus Theorem 3.5, wenn man
beriicksichtigt, dass Annahme (A1) gilt und die \;; somit problemlos in die Beweise
eingefiigt werden konnen. R

Fiir die Kovarianzmatrizen Cy und C; folgt der Nachweis der Konsistenz analog. [
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Beweis von Proposition 3.10

Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir A = my/m4 und schreiben fiir m; =
m. Aufgrund der Voraussetzung m; # mq folgt also, dass A # 1 gelten muss.
1L.Var(U) = E [i(a + (m—1)c)+ L(0 + (Am — 1)0)]
4 |m Am
14+ A 2im — A —1
m + 4dm
_ a<1+)\+p(2)\m—)\—1)).

4 m
2Var(G) = ()\—1—71)27%2 [mo + m(m — 1)c + Amo + dm(Am — 1)
1 2
- m[a%—)\a%—c(m—l%—)\m—)\)}
B <1+)\+p(m(1+)\2)—)\—1))
-7 (A + 1)2m '

Nun wird untersucht, fiir welche Werte von p die Varianz des gewichteten Schétzers
kleiner als die des ungewichteten Schétzers ist:

0 < Var(U)—Var(G)
<1+)\+p(2)\m—)\—1))_(1+)\+p(m(1+)\2)—)\—1))

4 m (A+1)?m
O Veiak P NN PSS S P SR
T 0D P2 o O+ 02 T mar )

(A—1)2 N [ (A—1)2 ()\—1)2}

Adm(\+ 1) A+ 1) 20+ 1)2

Die folgende Umformung ist nur der unter Annahme A\ # 1 méglich. Da der Fall
gleicher Stichprobenumfénge aber trivialerweise gleiche Varianzen ergibt, ist diese
Annahme hier nicht einschrénkend.
(A-1)? (A-1)?
D) T 2001)?
(A-1)?
Dm(+1)
1 L1
DmOFD) T 20F1)2
1
AAm(A+1)

2am(A + 1)
* (A+1)2
A+142\m

A+1 7

DI
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Daraus folgt dann fiir p:

A+1 A+ 1)m B my + mo

= = O
22om+A+1  22xm?2+ A+ 1D)m  2myme +my + mo

A.3 Weitere Simulationsergebnisse

Tabelle A.1: Vergleich der ATS mit ungewichtetem und gewichtetem Schétzer in
unbalancierten Designs (n = 50)

Design 3 Design 4
a Level ¢ Ungewichtet Gewichtet Ungewichtet Gewichtet
0 2 0 0.058 0.061 0.050 0.051
1 2 0 0.056 0.057 0.051 0.051
2 2 0 0.057 0.057 0.057 0.054
3 2 0 0.068 0.056 0.068 0.053
0 2 1 0.051 0.057 0.053 0.054
1 2 1 0.054 0.053 0.054 0.058
2 2 1 0.060 0.057 0.056 0.054
3 2 1 0.059 0.055 0.060 0.053
0 2 2 0.054 0.055 0.050 0.049
1 2 2 0.052 0.056 0.048 0.051
2 2 2 0.049 0.051 0.052 0.052
3 2 2 0.054 0.053 0.056 0.055
0 6 0 0.046 0.048 0.042 0.044
1 6 0 0.045 0.046 0.047 0.047
2 6 0 0.049 0.049 0.050 0.045
3 6 0 0.060 0.044 0.060 0.045
0 6 1 0.043 0.046 0.041 0.046
1 6 1 0.046 0.045 0.045 0.046
2 6 1 0.045 0.045 0.051 0.049
3 6 1 0.048 0.042 0.052 0.045
0 6 2 0.040 0.043 0.036 0.038
1 6 2 0.039 0.042 0.041 0.041
2 6 2 0.047 0.046 0.047 0.045
3 6 2 0.050 0.043 0.049 0.043
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1,0

n=50 und a=1,5 und c=1,5

0,8}

0,67

n=100 und a=1,5 und c=1,5

0,8}

0,67

0,4+

0,21

0,0 : : : : : :
0,0 0.1 0,2 0.3 0.4 05 0,6 0,7

delta

Abbildung A.1: Powersimulationen im Design 1, Anzahl Faktorstufen=6, ATS
durchgezogene Linie, WTS gestrichelte Linie
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1,0}
0,8+

0,67

04} E/
02f J

J/'U/ n=100 und a=0,5 und c=1
0,0 : : : : : :

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7
delta
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0,0 ' ' ' ' ' '
00 01 02 03 04 05 06 07

delta

Abbildung A.2: Powersimulationen im Design 2, Anzahl Faktorstufen=4, ATS
durchgezogene Linie, WTS gestrichelte Linie
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Abbildung A.3: Powersimulationen im Design 3, Anzahl Faktorstufen=6, ATS

durchgezogene Linie, WTS gestrichelte Linie
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