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Abstract

Periodic structures — e. g. crystal structures — are analyzed by means of group theory. The
concept of a crystal structure is extendable to the n-dimensional space and the 4-dimensional
space groups are known [Brown, Bilow, Neubiser, Wondratscheck, Zassenhaus, 1978].

As quasi-periodic and incommensurate structures can be the result of a projection of a higher -
periodic structure, it is also worth to enhance the knowledge about higher-periodic structures
by graph theoretical means. Thereby the atoms of a crystal can be assigned to the vertices, and
the chemical bonds to the edges of a graph being a periodic net. Minimal nets [Beukemann,
Klee, 1992] are nets, where the deletion of any edge together with and its translational
equivalent edges results in a structure that is no longer connected. It’s special about a minimal
net to have a 1:1 relation to its quotient graph [Chung, Hahn, Klee, 1984] that represents the
topology of the net by a finite graph, presenting the adjacency relations between the classes of
translational equivalent vertices and edges of the periodic net. 3-periodic minimal nets are
analyzed by several authors such as Bonneau, Delgado-Friedrichs, O’Keeffe, Yaghi, Eon.
Now the complete class of 4-periodic minimal nets (111 nets) is analyzed by comparing their
substructures such as trees, chains, cycles and sub-networks. Net to subnet relations are
identified and methods for net conversions are proposed. Different principles for the
construction of those structures are applied. The embedding of two nets is discussed in detail.
Single cycles of the minimal net 6(3)1 — number 1 of minimal nets with 6 classes of vertices
and vertex degree 3 (quotient graph K3 3) — where mapped to polygons of a Penrose pattern.
The minimal net 3(4)1 could be embedded into the 4-dimensional space by a “symmetric
labelling” of the edges of its quotient graph. A reference work with graphics and cycle class
sequences of all 2-, 3- and 4-periodic minimal nets is attached.
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1. Einleitung

Das besondere Merkmal einer Kristallstruktur ist seine Periodizitat. Daraus folgt, dass die
Kenntnis eines kleinen raumlichen Bereichs (einer Elementarzelle) Aufschluss ber die
gesamte Kristallstruktur gibt.

Da es Beziehungen zwischen physikalischen Eigenschaften eines Kristalls und seiner Struktur
gibt, und um die Kristallstrukturen zu klassifizieren, werden ihre geometrischen Eigenschaf-
ten (gruppentheoretisch) oder ihre Netzstrukturen (graphentheoretisch) analysiert und
miteinander verglichen.

Die gruppentheoretische Betrachtung von Kristallstrukturen basiert auf dimensionalen GréRen
wie Langen und Winkel, und auf den Symmetrieoperationen, die diese Struktur mit sich zur
Deckung bringen. Symmetrieoperationen sind Translationen, Drehungen (2-,3-, 4- und 6-zah-
lig), Schraubungen, Spiegelungen, Drehspiegelungen und die Identitat. Die Gesamtheit aller
maoglichen Symmetrieoperationen einer kristallographischen Struktur bildet eine Raumgruppe.

In Folge des Gitteraufbaus hangen in Kristallen physikalische GréRen, denen eine Richtung
zugewiesen werden kann — wie z. B. Festigkeit, Leitfahigkeit (Strom, Warme), optisches
Verhalten —, von der Symmetrie des Kristalls und von der Richtung der physikalischen Grofe
ab (Anisotropie). [Kleber, Bautsch, Bohm, Klimm, 2010; Klockmann, 1980].

Das Konzept einer Kristallstruktur kann auf den n-dimensionalen Raum erweitert werden
und ist eine n-fach-periodische Anordnung von Punkten; unter den Abbildungen gibt es

n Translationen mit linear unabhéngigen Translationsvektoren einer bestimmbaren Mindest-
lange (d > 0), die das Objekt auf sich selbst abbilden. In vierdimensionalen kristallographi-
schen Gruppen kénnen auch 5-, 8- 10- und 12-z&hlige Symmetrieoperationen vorkommen;
ihre kompletten Tabellen wurden erstmals in [Brown, Bulow, Neubuser, Wondratscheck,
Zassenhaus, 1978] présentiert.

Im April 1982 entdeckte Daniel Shechtman auf Strukturaufnahmen einer Legierung aus
Aluminium und Mangan mit Elektronenstrahlen Muster mit 10-zahliger Drehsymmetrie. In
dieser Struktur lasst sich kein Motiv finden, welches sich periodisch wiederholt, jedoch kann
uber spezielle Anbauregeln eine unendliche (quasiperiodische) Struktur erzeugt werden
[Shechtman, 2013]. Fir die Entdeckung der ,,Quasikristalle” wurde er 2011 mit dem Chemie-
Nobelpreis ausgezeichnet. Inzwischen konnte in zahlreichen, vor allem intermetallischen
Systemen, die Existenz quasikristalliner Strukturen nachgewiesen werden [Steurer, 2004].
Eine wichtige Methode, solche Strukturen zu beschreiben und zu analysieren ist die
héherdimensionale Kristallographie, die von de Wolff zur Beschreibung inkommensurabel
modulierter Strukturen [De Wolff, 1984] entwickelt wurde.

Eine andere Mdglichkeit, Kristallstrukturen zu beschreiben, ist durch die Graphentheorie und
durch das Konzept der Kugelpackungen gegeben. Die Struktur wird dabei als System
miteinander vernetzter Atome betrachtet.

Beim Konzept der Kugelpackungen werden Atome oder lonen als starre Kugeln angesehen.
In der Kristallographie wird eine Ansammlung von sich nicht tiberschneidenden Kugeln mit
der Symmetrie einer kristallographischen Gruppe dann Kugelpackung genannt, wenn zwei
beliebige Kugeln daraus tiber eine Kette sich beriihrender Kugeln verbunden sind [Fischer,
1991]. In der Natur kommen unterschiedliche Bauprinzipien vor, z. B. dichteste Packung,
hochste Symmetrie, htchstmdglichste Koordination.



Bei der graphenheoretischen Betrachtung einer Kristallstruktur werden die Atome als Punkte
oder Knoten, die chemischen Bindungen zwischen den Atomen als Linien oder Kanten
(Abb. 1.1), und die aus ihnen bestehende Struktur als Graph bezeichnet.

Die Knoten entsprechen bei Kugelpackungen den Kugelmittelpunkten, und die Knoten zweier
sich bertihrender Kugeln sind durch eine Kante verbunden. Jede Kugelpackung kann
eindeutig einem Graphen zugeordnet werden [Fischer, 1991].

Graphen von Kristallstrukturen werden, wenn sie dreifach zusammenhéngend sind (Kap. 2.2),
aufgrund der periodischen Anordnung ihrer Knoten und Kanten als periodische Netze be-
zeichnet.

.- Bindung - Kante

~~Atom = Knoten

Abb. 1.1 Kugelpackung und periodisches Netz. Die Mittelpunkte der Kugeln entsprechen den
Knoten eines Graphen, die im Graphen durch eine Kante verbunden werden, wenn sie sich berihren.
Links die Darstellung des periodischen Netzes mit einer Elementarzelle (durch sie wird der gesamte
Aufbau des Kristalls beschrieben).

Die wesentliche treibende Kraft fir Atome, untereinander in Wechselwirkung zu treten und
sogenannte chemische Bindungen auszubilden, ist das Erreichen stabiler Elektronenkonfigu-
rationen. Dabei gibt es verschiedene Bindungsszenarien [Kickelbick, 2008; Bannwarth,
Kremer, Schulz, 2010]:

e Kovalente Bindung: gemeinsame Elektronenpaare der Bindungspartner (Abb. 1.2)

e lonenbindung: Elektroneniibergang von einem auf den anderen Partner (Abb. 1.2)

e Metallische Bindung: Abgabe von Valenzelektronen an die Elektronenwolke, die die
Atome umgibt. (Abb. 1.2)

e Zwischenmolekulare Wechselwirkungen:. Wasserstoffbriickenbindungen (Abb. 1.3),
Van-der-Waals- und Dipolwechselwirkungen.
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Kovalente Bindung: H, lonenbindung: NaCl Metallische Bindung: Metalle

Abb. 1.2 Darstellung von Atomen und ihren Bindungen als Graph: Kovalente Bindung und
lonenbindung (gepunktete Linien: Elektronenschalen), Metallbindung (nach dem Elektronengasmodell
sind die Valenzelektronen keinem einzelnen Atom zuzuordnen [Kickelbick, 2008]); jeweils links-
unten daneben die Darstellung als Graph.



Das Konzept periodischer Netze [Wells, 1977] spielt mittlerweile eine bedeutende Rolle in
der modernen Kristallchemie, um topologische Eigenschaften von Kristallstrukturen zu
analysieren [Blatov, 2007].

Ein vollstandiges Netz enthalt alle Atome als Knoten und alle interatomaren Beziehungen als
Kanten [Blatov, Proserpio, 2011].

Partielle Netze entstehen durch Vereinfachung der Netzstruktur, z. B. durch das

- Weglassen bestimmter Kanten,

- Weglassen bestimmter Knoten zusammen mit ihren Verbindungskanten,

- Zusammenziehen mehrerer verbundener Knoten (Cluster) zu einem Knoten.
[Blatov, Proserpio, 2011; Delgado-Friedrichs, O’Keeffe, 2003]

Bei bestimmten kristallchemischen Untersuchungen werden partielle Netze betrachtet, indem
nur Verbindungen mit Bindungskréften gewisser Stérke berticksichtigt werden, oder die
Zwischenraume-bildenden lonen oder Molekiile in gewissen Geruststrukturen weggelassen
werden [Blatov, Proserpio, 2011]. So werden in metallorganischen Kristallen (auch MOF =
metall organic frameworks) molekulare Strukturen ber Wasserstoff(briicken)bindungen
verbunden und bilden eine supramolekulare Architektur. Diese kann als 3-dimensionales Netz
aufgefasst werden (Abb. 1.3) [Baburin, 2008].
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Wasserstoffbindung: MOF

Abb.1.3 Wasserstoffbindungen in metallorganischen Kristallen. Vereinfachte Darstellung von
Fig. 1 in [Baburin, 2008]. Die Cu-Atome (schwarz) sind die Knoten, und die Wasserstoffbindungen
(farbig) sind die Doppelkanten eines 3-dimensionalen Netzes (rechts).

Da es unendliche viele periodische Netze gibt (denn es gibt keine Begrenzung fir die Anzahl
der Knoten- und Kantenklassen), kdnnen nur Untermengen dieser Netze analysiert werden.
Spezielle Netze sind z. B.:

e Uninodale Netze: Netze mit einer Knotenart

e Kantentransitive Netze: Netze mit einer Kantenart

¢ Minimalnetze: Netze, die zerfallen, wenn eine Kante und die zu ihr translatorisch
gleichwertigen Kanten geldscht werden.



Die Topologie periodischer Netze, die durch seine Knoten und deren Nachbarschaftsverhalt-
nisse untereinander gegeben ist, lasst sich durch Graphen unterschiedlicher Art darstellen
[Klein, 2012].

Quotientengraphen [Chung, Hahn, Klee, 1984] sind Graphen, in denen jeder Knoten eine
Klasse translatorisch gleichwertiger Knoten, und jede Kante eine Klasse translatorisch
gleichwertiger Kanten représentiert.

Eine Methode, um ein periodisches Netz durch einen Quotientengraphen darzustellen, besteht
darin, eine primitive Elementarzelle so zu wéhlen, dass in ihr von jeder Knotenklasse genau
ein Knoten enthalten ist, und diese Knoten innerhalb der Zelle einen zusammenhangenden
Graphen bilden. Kanten, die von dieser Zelle in benachbarte Zellen fiihren, werden ent-
sprechend der relativen Position dieser Zellen zur Ausgangszelle indiziert.

Zur Beschreibung von Minimalnetzen eignen sich Quotientengraphen, deren Elementeanzahl
der Anzahl der Elemente einer primitiven Elementarzelle entspricht, besonders gut, weil es
eine 1:1-Beziehung zwischen dem Netz und seinem Quotientengraphen gibt, und eine licken-
lose Erzeugung aller Minimalnetze einer gewissen Periodizitat tiber Quotientengraphen
maoglich ist. (Werden nicht-primitive Elementarzellen zur Erzeugung des Quotientengraphen
gewahlt, so resultieren daraus Quotientengraphen héherer Ordnung [Sunada, 2013, Fig 3.7]).

Es gibt genau drei Minimalnetze mit einer zweifachen Periodizitat (Abb. 1.4). Zwei von ihnen
lassen sich in einen zweidimensionalen Raum einbetten, das dritte dagegen nicht.

TR

Abb. 1.4 Einbettung von 2-periodischen Minimalnetzen. Die beiden Netze (a) und (b) lassen sich
in die Ebene einbetten, das Netz (c) nicht, denn es kreuzen sich Kanten auch an Stellen, an denen sie
nicht Giber einen Knoten verbunden sind.

c

,Eine Einbettung eines Graphen ist eine Darstellung desselben in einen Raum einer geeig-
neten Dimension, in welcher die Knoten und Kanten so durch Punkte und Linien dargestellt
sind, dass die Inzidenzrelationen durch Linien, die sich nicht kreuzen, dargestellt werden*
[Thimm, 1991].

Werden Kristallstrukturen durch Netze beschrieben, kénnen chemische und geometrische
Eigenschaften die Einbettungsbedingung einschréanken. So spricht man von einer geeigneten
Einbettung einer Kristallstruktur in den Raum, wenn der Abstand zwischen Punkten, die nicht
miteinander verbunden sind, groRer als der Abstand miteinander verbundener Punkte ist
[Bonneau, Delgado-Friedrichs, O’Keeffe, Yaghi, 2004; Eon 2007 und 2011; Thimm, 2008].

Die flinfzehn dreifachperiodischen (= dreiperiodischen) Minimalnetze sind als 3-dimensionale
Strukturen perspektivisch dargestellt worden [Beukemann, Klee, 1992]. Acht von ihnen erfiil-
len die Kriterien fiir die geeignete Einbettung einer Kristallstruktur [Bonneau, Delgado-
Friedrichs, O’Keeffe, Yaghi, 2004].

Um vier- oder hoherperiodische Strukturen auf ,,geeignete Weise* einbetten zu konnen, wird
ein Raum entsprechender Dimension (> 3) bendtigt.



Die Theorie hdherer Dimensionen wurde am 10.6.1854 durch Bernhard Riemann in einer
Probevorlesung an der Universitat Gottingen eingefihrt.

Mithilfe von Analogien brachten Mathematiker wie z. B. GauR3 diese neuen mathematischen
Erkenntnisse der Vorstellungskraft ndher [Behrends, Gritzmann, Ziegler, 2008]. So lasst sich
der Satz von Pythagoras auf n Dimensionen verallgemeinern und die Diagonale eines
Hyperwurfels (Abb. 1.5) berechnen:

ZZ=a’+b?+c?+d? .
mita, b, ¢, d, ... als Kantenldngen und z als die Lange der Diagonalen.

B

Strecke Quadrat Wiirfel Hyperwirfel

Abb. 1.5 Hyperwirfel

In Einsteins Konzept ist die 4. Dimension die Zeit. In der mehrdimensionalen Kristallographie
werden radumliche (voneinander linear unabhéangige) Dimensionen betrachtet, und somit ist
die 4. Dimension eine weitere rdumliche Dimension.

Quasikristalle haben eine aperiodische Struktur und kénnen deshalb im 3-dimensionalen
Raum nicht als periodisches Netz beschrieben werden, jedoch kdnnen quasiperiodische
Strukturen durch die Projektion von periodischen Strukturen einer hoheren (> 3) Dimen-
sionalitat in den 3-dimensionalen Raum entstehen. [Meisterernst, 2006]. Abb. 1.6 zeigt die
Projektion einer 2-dimensionalen periodischen Struktur in einen 1-dimensionalen Raum.

1-dimensional

R
-

+ e e -

guasiperiodische

Sequenz

Abb. 1.6 Quasiperiodische Sequenz. Diese Abbildung entspricht inhaltlich der Abb. 2.3 in
[Meisterernst, 2006] mit der Bildunterschrift: ,,Die Projektion einer zweidimensional periodischen
Struktur durch einen irrationalen Schnitt erzeugt eine 1d-quasiperiodische Sequenz‘.



Der einfachste Fall des quasiperiodischen Zustandes ist ein inkommensurabel modulierter
(durch eine periodische Stérung verzerrter), periodischer Kristall: Rubidiumtetrachlorozinkat
Rb,ZnCl, ist ein Beispiel fur einen Festkorper, bei dem bei Temperaturanderung ein Phasen-
ubergang zwischen kommensurabler und inkommensurabler Phase stattfindet [Elisbihani,
2002].

Neuere Entwicklungen in der Theorie der Quasikristalle und inkommensurablen Strukturen
fiihren nun zu erhohtem Interesse an der Kristallographie mit mehr als drei Dimensionen.
Far manche Strukturtypen, wie z. B. fur Diamant, wurde eine Verallgemeinerung auf

n Dimensionen vorgenommen [O’Keeffe, 1991; Eon, 2004].

In der vorliegenden Arbeit werden nun bestimmte Netze untersucht, die aufgrund ihrer
Periodizitat den 4-dimensionalen Raum in Anspruch nehmen, und zwar die:

- 111 vierfachperiodischen (= vierperiodischen) Minimalnetze

Die Punkte eines 4-dimensionalen Gitters sind in vier voneinander linear unabhéngigen Rich-
tungen periodisch angeordnet. Werden sie entlang dieser Richtungen miteinander verbunden,
so entsteht ein 4-periodisches (Gitter-)Netz.

Werden gréRere Ausschnitte einer Konstruktion eines vierperiodischen Minimalnetzes auf die
Ebene projiziert, dann entstehen schwierig interpretierbare Netze (Abb. 1.7 links). Um die
Darstellungen interpretieren zu kénnen, werden sie auf kleine Ausschnitte beschrankt, wobei
die Netzstruktur vollstandig reprasentiert wird (Abb. 1.7 rechts unten).
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Abb. 1.7 Vierdimensionales Gitternetz, auf die Ebene projiziert. Ein kleiner Ausschnitt (rechts)
eines periodischen Netzes kann die Netzstruktur vollstandig représentieren.



Um Darstellungen flr die Netze zu finden, die die Hauptmerkmale ihrer Struktur in
angemessener Weise zeigen, und die die Unterschiede zwischen den einzelnen Netzen
deutlich machen, werden ihre Substrukturen eingehend untersucht.

Die Analyse der Substrukturen kann als Entscheidungshilfe fur die Wahl einer bestimmten
Konstruktion dienen. In periodischen Netzen bieten sich folgende Substrukturen an:

e Baume
o Ketten
e Kreise
e Netze

Kreise, die translatorisch gleichwertig sind, gehdren einer Kreisklasse an. Da sich die 111
Netze alle in Bezug auf ihr Kreisklassenspektrum unterscheiden, kommt dieser Sequenz eine
besondere Bedeutung zu:

e Die Betrachtung der Kreisklassen eines Netzes ermdglicht eine Analyse auf
anschauliche und eindrucksvolle Weise.

e Die einzelnen Netze lassen sich in Scharen 2-periodischer Substrukturen, die aus
Kreisen einer Kreisklasse gebildet werden, zerlegen.

Auch Gemeinsamkeiten und Ahnlichkeiten unterschiedlicher Netze werden betrachtet.

e Netze kénnen gleiche Substrukturen haben
e Netze kénnen durch definierte Umwandlungsprozesse auseinander hervorgehen.

Zwei 4-periodische Minimalnetze werden auf besondere Weise in den 4-dimensionalen Raum
eingebettet:

e Bei einem Netz werden kleine Teilstrukturen (Kreise der Lange 12) mit Polygonen
eines Penrose-Musters [Penrose, 1979] zur Deckung gebracht.

e Das andere Netz wird symmetrisch eingebettet, und die Koordinaten seiner Knoten
werden bestimmt.

Zusammenfassend gibt diese Arbeit einen umfassenden Einblick in die komplette Klasse der
4-periodischen Minimalnetze und betrachtet ihre graphentheoretischen Aspekte. Eine kom-
pakte Ubersicht dieser Netze zusammen mit ihren Quotientengraphen und ihren Kreisklassen-
spektren befindet sich im Anhang.



2 Grundlagen
2.1 Grundbegriffe der Graphentheorie

Far Definitionen aus dem Bereich der Graphentheorie verweise ich auf [Harary, 1969], jedoch
werden in der folgenden Arbeit die Elemente eines Graphen grundsétzlich als Knoten und
Kanten bezeichnet.

Ein Graph besteht aus einer nicht leeren Menge von Knoten und aus Paaren dieser Elemente.
Die Verbindungen zwischen den beiden Knoten eines Paares werden Kanten genannt.

Ist ein Knoten (ber eine Kante mit sich selbst verbunden, so wird diese Kante Schleife
genannt. Sind zwei Knoten uber mehrere Kanten direkt miteinander verbunden, so liegt eine
Mehrfachkante vor. Ein Graph heif3t schlicht, wenn er weder Schleifen noch Mehrfachkanten
besitzt. Bei einem vollstdndigen Graphen K, sind alle n Knoten paarweise miteinander
verbunden (Abb. 2.1).

Eine Kantenfolge ist eine alternierende Folge von Knoten und Kanten, die mit je einem
Knoten beginnt und endet, und in welcher jede Kante mit denjenigen beiden verschiedenen
Knoten inzidiert, die in der Folge unmittelbar neben ihr stehen. Ein Kreis ist eine
geschlossene Kantenfolge mit n > 3 Knoten, bei der alle Knoten und Kanten verschieden sind.
Die Léange eines Kreises ist durch die Anzahl seiner Kanten gegeben. Ein Baum ist ein
kreisloser Graph (Abb. 2.1).
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Abb. 2.1 Begriffe aus der Graphentheorie. K, und K, sind vollstandige Graphen. Zu Kreis und
Baum (die beiden Skizzen rechts) gehoren jeweils die roten Kanten und die schwarzen Knoten.

Ein paarer Graph ist ein Graph, dessen Knotenmenge sich in zwei Teilmengen zerlegen lasst,
sodass jede Kante einen Knoten der einen Menge mit einem der anderen Menge verbindet.
Beim vollstdndig paaren Graphen K3 3 sind alle drei Knoten der einen Menge mit allen drei
Knoten der anderen Menge tber Kanten verbunden. Graphen kdnnen aus anderen Graphen
zusammengesetzt sein. Der Graph K;xK3 kann aus den Graphen K, und K3 gebildet werden
(Abb. 2.2).

Darstellungen von sich kreuzenden Kanten

» B
SN\
«———o | K
0
,/_/.\ 2 0
® ‘.
K x K

Abb. 2.2 Die Graphen K;;und K,;xKj. Die drei Abbildungen des K33 sind topologisch gleichwertig.
Wenn sich Kanten in einer 2-dimensionalen Abbildung tiberkreuzen, jedoch nicht miteinander verbun-
den sind, werden sie manchmal ,,unterbrochen* (3. und 4. Skizze von links) dargestellt.



2.2 Netze und ihre Quotientengraphen

Der Begriff Netz wird in dieser Arbeit fir schlichte Graphen mit dreifachem Zusammenhang
benutzt: das heilt der Graph ist, wenn zwei beliebig ausgewahlte Kanten geléscht werden,
noch zusammenhangend. Der Knotengrad eines jeden Knotens muss mindestens 3 betragen;
jeder Knoten ist somit Uber mindestens drei Kanten mit anderen Knoten verbunden. Knoten
mit Knotengrad 1 und 2 kommen in Netzen hier somit nicht vor.

Die Wiederholung eines Ereignisses oder einer Struktur in regelméfRigen zeitlichen oder
raumlichen Abstanden wird Periode genannt. Ein Netz ist n-periodisch, wenn es n-fache
Translationssymmetrie besitzt, d. h. wenn es durch Translationsvektoren in n voneinander
unabhéngige Richtungen auf sich selber abgebildet werden kann. Jedes n-periodische Netz
kann durch eine primitive Elementarzelle — einen kleinstmdglichen Bereich — beschrieben
werden, die durch n linear unabhangige Basisvektoren aufgespannt wird.

Translatorisch gleichwertig werden zwei Knoten bzw. Kanten genannt, wenn sie durch eine
Linearkombination der Basisvektoren miteinander zur Deckung gebracht werden kénnen.
Translatorisch gleichwertige Knoten gehdren einer Knotenklasse, translatorisch gleichwertige
Kanten einer Kantenklasse an (Abb. 2.3).

Elementarzelle

¢ l\ translatornisch \
| gisichwertige
» U
Knoten __.. transiatorisch
,d glaichwertige
. ~ Kanten
. /
/ I 1
) A / Basisvakior Basis
Wiederholung emer Struktur ¥ 3513
B
in regelmatigen vektoren
raumlichen Abstanden
{-pariodische Strukbur 2-pariodische Struktur

Abb. 2.3 Periodizitat, translatorisch gleichwertige Knoten und Kanten, Basisvektoren.

Mitte: 1-periodische Struktur (Kette). Rechts: 2-periodisches Netz. Vektoren, die durch Verschiebung
der Struktur diese mit sich selbst zur Deckung bringen, lassen sich durch Linearkombinationen der
Basisvektoren bilden (Translationsvektoren).

Wird ein periodisches Netz so in den Raum eingebettet, dass es maximale Translations-
symmetrie besitzt (d. h. die Einbettung der Knoten wird durch eine minimale Anzahl von
Punktgittern realisiert), kann ein endlicher Graph auf folgende Weise zugeordnet werden
[Chung, Hahn, Klee, 1984]:

e Die Punktgitter Py, P, .... Pp (ein Punktgitter entspricht einer Klasse translatorisch
gleichwertiger Knoten) werden den Knoten Py, P, .... Pp (Reprasentanten der
unterschiedlichen Knotenklassen) im endlichen Graphen zugeordnet.

¢ Die Liniengitter (ein Liniengitter entspricht einer Klasse translatorisch gleichwertiger Kan-
ten) werden den Kanten (Reprasentanten dieser Kantenklassen) so im endlichen Graphen
zugeordnet, dass ein Liniengitter, welches die Punkte von P; mit den Punkten von P; ver-
bindet, einer Kante im endlichen Graphen entspricht, die dort P;, und P;, verbindet.

e Verbindet ein Liniengitter die Punkte eines Punktgitters P;, so werden im endlichen
Graphen seine Kanten einer Schleife an Punkt P;, zugeordnet.

e Verbinden mehrere Liniengitter die Punkte von P; mit den Punkten von Pj, so entsprechen
die einzelnen Liniengitter den einzelnen Kanten einer Mehrfachkante zwischen P;, und P;
im endlichen Graphen.



Der endliche Graph, den man auf diese Weise erhalt, wird Quotientengraph (QG) genannt,
weil die Beziehung zwischen periodischem Netz und Quotientengraph an die Beziehung
zwischen Gruppe und Quotientengruppe erinnert [Chung, Hahn, Klee, 1984]. Abb. 2.4 zeigt
ein periodisches Netz (Sechsecknetz), die gitterartige Anordnung der einzelnen Komponenten
und seinen Quotientengraphen.

Periodisches Netz

Vertreter der
Knoten- und Kantenkdlassen

m

Quotentengragh

A A [ 18 |44 o
L L] > > 2 v
/ A A A i £
L © o L v L J
Gitter mit Punxigitter P, Punkigitter Py
Basisvekioren Knotenklasse A Knotenklasse B
~ el | ]
> - o '
|
.'/ - 2

Liniengitter
Kamenklasse !

Linlengitter
Kantenklasse II

Liniengitter
Kanenklasse Il

Abb. 2.4 Periodisches Netz mit seinen Punkt- und Liniengittern, und sein Quotientengraph.
Samtliche Elemente des Quotientengraphen sind im periodischen Netz gitterartig angeordnet und
bilden dann die einzelnen Elementeklassen (Knoten- und Kantenklassen).

Um ein n-periodisches Netz durch einen Quotientengraphen geringstmoglicher Ordnung
darzustellen, wird eine primitive Elementarzelle (Repeatable Unit = Wiederholungseinheit)
ermittelt, welche durch n Basisvektoren (a, b, ...) aufgespannt wird. Elementarzelle und
Basisvektoren sind im Netz so zu wahlen, dass kein Knoten mehreren Zellen angehort.

Die Zellen werden entsprechend ihrer relativen Position zueinander im Netz mit n Ziffern (pro
Basisvektor eine Ziffer) bezeichnet. Zelle 00 wird mit Zelle 21 zur Deckung gebracht, wenn
sie um den Vektor 2a+b verschoben wird. Die Angabe der Position eines Knotens entspricht
seiner Zellzugehorigkeit (Knoten A(32) liegt in Zelle 32).

Die in einer primitiven Elementarzelle enthaltenen Knoten und Kanten bilden die Ausgangs-
struktur des Quotientengraphen. Kanten, die die Knoten von benachbarten Zellen miteinander
verbinden, werden erganzt und indiziert.

Die Indizierung einer solchen Kante beschreibt die Translationsaktion, die die beiden Zellen,
zu denen die beiden (durch diese Kante verbundenen) Knoten gehdren, zur Deckung bringen.
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Eine Kante, die z. B. Knoten A in Zelle 00 mit Knoten B in Zelle 10 verbindet, wird mit ,,10%
indiziert und mit einem Pfeil in entsprechender Richtung (von A nach B) versehen. (vgl.
Sechsecknetz in Abb. 2.5 oben links). Dieselbe Kante kdnnte stattdessen mit einer Indizierung
von ,,-1 0° mit einem Pfeil in entgegengesetzte Richtung (von B nach A) versehen werden.

Bei indizierten Schleifen kann auf den Pfeil verzichtet werden, denn der Indizierung einer
Schleife im Quotientengraphen entsprechen im Netz zwei Verbindungen in entgegengesetzte
Richtungen: z. B. bedeutet die Schleife 10 (in Abb. 2.5 oben rechts), dass Knoten A(00) im
Quadratnetz mit den beiden Knoten A(10) und A(-1 0) verbunden ist.

Die Quotientengraphen sind ungerichtete Graphen; das heisst, die hier verwendeten Pfeile
ordnen der Kante keine VVorzugsrichtung zu, sondern sie geben im Zusammenhang mit der
Indizierung die relative Lage der Zellen ihrer Nachbarknoten an [Chung, Hahn, Klee, 1984].

Die Knotenklassen benachbarter Knoten im Netz entsprechen im Quotientengraphen (QG)
benachbarten Knoten. Ein indizierter Quotientengraph kann als eine topologische Elementar-
zelle eines periodischen Netzes angesehen werden.

Wahrend die Netze schlichte Graphen sind, kdnnen die dazugehdrigen Quotientengraphen
Schleifen oder Mehrfachkanten besitzen (Abb. 2.5).

A
01
B
Sechsecknetz
— ¥
A 10 -
A
A A
01 11
Dreiecknetz Kubisches Netz

Abb. 2.5 Netze und ihre Quotientengraphen. Das ,,Sechsecknetz* hat QG mit Dreifachkante (bei
Wahl einer rechteckigen Elementarzelle, die bei diesem Netz keine primitive Elementarzelle ist, ent-
steht ein anderer endlicher QG, siehe Fig. 3.7 in [Sunada, 2013]); das ,,Quadratnetz* hat QG mit zwei
Scheifen; das ,,Dreiecknetz und das ,,kubische Netz* haben gleiche Quotientengraphen, die jedoch
unterschiedlich indiziert sind. Im Dreiecknetz ist der Ausgangsknoten A(00) (iber die sechs Kanten

10 (a), -10 (-a), 01 (b), 0 -1 (-b), 11 (ab), und -1 -1 (-a—b) mit seinen sechs Nachbarknoten verbunden.
Im kubischen Netz ist der in der Mitte der Elementarzelle 000 liegende Knoten A gelb geférbt, und bei
acht seiner Knoten ist die Zellzugehérigkeit angegeben.

11



Klassifizierungsmerkmale eines Quotientengraphen sind u. a. seine Ordnung und die Knoten-
grade seiner einzelnen Knoten [Harary, 1969]. Die Ordnung ist durch die Anzahl der Knoten
gegeben, und der Knotengrad gibt die Anzahl der von ihm ausgehenden (der mit ihm
inzidierenden) Kanten an. Schleifen an einem Knoten werden doppelt gezahlt. So hat der
Knoten des Quotientengraphen des Dreiecknetzes aufgrund seiner drei Schleifen den
Knotengrad 6 (Abb. 2.6).

%& ;

Ordnung: 2
Ordnung: 1 Ordnung: 2 Knoten A: Knotengrad 9
Knotengrad: 6 Knotengrad: 3 Knoten B: Knotengrad 3

Abb. 2.6 Ordnung und Knotengrad. Die Knotenklassen eines periodischen Netzes kénnen
unterschiedliche Knotengrade haben (rechte Skizze).

In Abb. 2.7 sind die Quotientengraphen einiger Kristallstrukturen gezeigt.
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Abb. 2.7 Kristallstrukturen und die dazugehdérigen Quotientengraphen [Beukemann, 1989,
1990, Folien fur Vortrége]. Die vergleichbaren Strukturen von Diamant und Zinkblende haben
gleiche Quotientengraphen, die von NaCl und a-Polonium dagegen nicht.
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2.3 Kreisklassen

Netze besitzen aufgrund des flr Netze geforderten dreifachen Zusammenhangs Kreise. Sind
zwei Kreise translatorisch gleichwertig, so gehoren sie derselben Kreisklasse an [Beukemann,
1989]. Die zwei in Abb. 2.8 dargestellten blauen Kreise kénnen durch Translation (Verschie-
bung) zur Deckung gebracht werden, und sind somit translatorisch gleichwertig. Um ein
blaues Dreieck mit dem roten zur Deckung zu bringen, ist neben einer Translation eine
Rotation (Drehung) nétig. Das rote Dreieck ist zwar symmetrisch gleichwertig, jedoch nicht
translatorisch gleichwertig zu einem der blauen Dreiecke, und gehért somit einer anderen
Kreisklasse an. Im Dreiecknetz gibt es zwei Kreisklassen mit Kreisen der Lange 3.

Abb. 2.8 Zwei Kreisklassen der Lénge 3 im Dreiecknetz. Ein blauer Kreis kann durch eine
Translation nicht mit einem roten zur Deckung gebracht werden.

Das Kreisklassenspektrum gibt an, wie viele Kreisklassen mit welcher Lange ein Netz hat.
Lasst man Kreise beliebiger Lange zu, so besitzt ein n-periodisches Netz (n > 2) unendlich
viele Klassen translatorisch gleichwertiger Kreise [Beukemann, 1989]. Kreise der Lange 1
und 2 gibt es gemal Definition nicht. Diese Tatsache wird durch das Symbol ‘- reprisentiert.

Das Kreisklassenspektrum des Dreiecknetzes bis zur L&nge 6 lautet: { -, -, 2, 3, 6, 15}.
Abb. 2.9 zeigt Reprasentanten der Kreisklassen dieses Netzes bis zur Lange 6.

’ AVAVAVANVAVA AV AVAAAVAVAVANAVAVAVAVAVAVAVAVAY.
Y AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV AVAVAVAY
AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV
R RREE
\/ VAVAVAYA v, VAV,

ﬁiﬁﬁﬁﬁ A#AGAeA Y. iﬁﬁ'ﬁ AXQAQXQA%A%i

INONININININONESINOANININININININININININININENININ.
NNNNNININNININTNNININ N NINONONINI NI NONONONODY,

NININ NN N NN NN NNINE N NN NN NN NN
A AVAVATAVAVAVAVLYLYLY, LIRS
Kr;i.s.l.;r.;;.-..l'.'.'.'.'.'.:::'.'.'.'.:::Z'.'.'.:'.:'.'.:'.'.;;""; I5 6
Anzabi des Kroickiassen:. o 2 3 6 15

Abb. 2.9 Dreiecknetz: Reprasentanten seiner Kreisklassen bis zur Lange 6.
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Fur das Quadratnetz sind hier nur die Vertreter aller symmetrisch (!) gleichwertigen Kreise
gezeigt. Die Anzahl seiner Kreisklassen erhalt man daraus durch Multiplikation mit dem
Quotienten aus der Ordnung der Punktgruppe des Netzes und der Ordnung der Punktgruppe
des Kreises (Abb. 2.10 und Abb. 2.11).

4.23hige |
Drehache | ~F<k
P 1 8
Spiegel- |71 3+ -
finien (m) o N N
4 AN 4 1
Punktgruppe des Quadratnetzes: 4mm Ordnung der Punktgruppe (1) dieses Kreises: 1 Punktgruppe Quotient
Ordnung dieser Punktgruppe : 8 Es gibt 8 symmetrisch gleichwertige Kreise des Kreises

Abb. 2.10 Symmetrisch gleichwertige Kreise. Die acht abgebildeten Kreise sind Vertreter von acht
Kreisklassen der Lange 12. In Abb. 2.11 ist von diesen nur der schwarze Kreis aufgefiihrt.

l
|
| 4mm 1
4
oder 2
2mm
2
oder 4
m
1 8
A 4
'y 'Y . ? ' ?
i ! Punktgruppe Quotient
..... = ] i ; des Kreises
i i : { |
Kreislange 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Anzahl der Kreisklassen - - 0 1 0 2 0 7 0 28 0 124

Abb. 2.11 Quadratnetz: Reprasentanten symmetrisch gleichwertiger Kreise bis zur Lange 12.
Die 124 Kreisklassen mit Kreisen der Lange 12 ergeben sich aus der 5. Spalte wie folgt:
2 (Figuren) x 1(Quotient) + 3x2 + 11x4 + 9x8 =124

Das Kreisklassenspektrum des Quadratnetzes bis zur Lange 12 lautet somit:
{-,-,0,1,0,2,0,7,0, 28, 0, 124}.

Kreisklassenspektren (cycle class sequences) verschiedener bekannter Kristallstrukturen wie
Quarz, Feldspat, ... sind in [Beukemann, Klee, 1994] aufgefiihrt.
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2.4 Minimalnetze
Minimalnetze [Beukemann, Klee, 1992 und Beukemann 1989] sind Netze, bei denen das
Weglassen einer (beliebig wahlbaren) Kante samt der dazu translatorisch gleichwertigen zum
Zerfall des Netzes fuhrt. Die translatorische Aquivalenz, eine Eigenschaft der Einbettung,
wird in dieser Arbeit auch auf abstrakte Netze bezogen.
Zur Erlauterung zwei Beispiele:
e Dreiecknetz: Flachenaufteilung (Tiling, Kachelung) durch Dreiecke
Wird beim ,,Dreiecknetz* eine Kantenklasse (in der Abb. 2.12 gestrichelt) gelscht, so

bleibt ein zusammenhéangender Graph Ubrig, namlich ein ,,deformiertes* Quadratnetz.
Somit ist das Dreiecksnetz kein Minimalnetz.

e Sechsecknetz: Flachenaufteilung (Tiling, Kachelung) durch Sechsecke

Das Loschen einer beliebigen Kantenklasse beim ,,Sechsecknetz* fiihrt dagegen zum
Zerfall dieses Netzes (Abb. 2.12 rechts unten). Damit erflllt das Sechsecknetz die
Bedingung fur ein Minimalnetz.

7

Abb. 2.12 Dreieck- und Sechsecknetz. Minimalnetz: ja oder nein? Die Kanten wurden hier
vereinfacht mit a (anstatt 10), b (anstatt 01) und ab (anstatt 11) indiziert. Das Dreiecknetz ist kein
Minimalnetz, das Sechsecknetz dagegen schon.
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Zwischen einem Minimalnetz und seinem dazugehdrigen Quotientengraphen besteht eine
1:1-Relation. Somit kann bei Minimalnetzen auf die Indizierung seiner Kanten verzichtet
werden [Beukemann, Klee, 1992 und Beukemann 1989].

Um n Knoten miteinander zu verbinden, sind n-1 Kanten notwendig. Diese n Knoten und n-1
Kanten bilden einen ,,Baum®. Die iibrigen Kanten ,,erzeugen‘ die Periodizitaten.

Periodizitdt = Anzahl der Kanten — (Anzahl der Knoten — 1) [Beukemann, Klee 1992]
Ein Minimalnetz mit 6 Knotenklassen und 9 Kantenklassen ist also vierperiodisch: 9-(6-1) = 4

Die Quotientengraphen der Minimalnetze wurden in [Beukemann, Klee 1992] entsprechend
ihrer Ordnung und ihrer Knotengrade klassifiziert und dann durchnummeriert:

e zuerst die Ordnung (Anzahl der verschiedenen Knotenklassen)

e dann in Klammern die Knotengrade der einzelnen Knotenklassen, wobeli
z. B. (3,3,3,3,4) verkiirzt dargestellt wird als (3% 4).

e schliellich werden unterschiedliche Quotientengraphen gleicher Ordnung und
Knotengrade durchnummeriert (beginnend mit 1). Gibt es zu einer Kombination aus
Ordnung und Knotengraden nur einen Quotientengraphen, so erhalt er die Nummer 1.

Fur acht der 15 dreiperiodischen Minimalnetze fiihren Bonneau et al. bekannte Kristall-
strukturen als Beispiele auf. Symbole, welche Raumaufteilungen beschreiben, die nach einem
— diese Struktur reprasentierenden — Kristall benannt werden, ordnen sie fur diese Netze den
BK-Symbolen zu (Tab. 2.1) [Bonneau, Delgado-Friedrichs, O’Keeffe, Yaghi, 2004].

Net BK  Symmetrie  Coord. [...]

dia  2(4)1 Fd3m 4 (]

srs 4(3)1 14,32 3 (]

‘BK’ refers to the symbol of Beukemann & Klee (1992)
Tab. 2.1 Ausschnitt aus Table 1 [Bonneau, Delgado-Friedrichs, O’Keeffe, Yaghi, 2004]

Die Ableitungen dieser Symbole (z. B. dia fiir Diamant, und srs fiir SrSiy) sind in [Delgado-
Friedrichs, O’Keeffe, Yaghi, 2007] erlautert. Fur die in der vorlegenden Arbeit betrachteten
Netze, die vierperiodischen Minimalnetze, wird die BK-Nomenklatur von [Beukemann, Klee
1992] verwendet. Ein Beispiel:

Minimalnetz 5(3*,4)7

e Ordnung 5, d. h. fiinf verschiedene Knotenklassen

e vier Knoten haben den Knotengrad 3, ein Knoten hat den Knotengrad 4

e von den Netzen, die die zwei oberen Kriterien erfiillen, wird das vorliegende als
Nummer 7 benannt.

Eine vollstiandige Ubersicht der 2-, 3- und 4-periodischen Minimalnetze befindet sich im
Anhang.
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Um in einem Kreis eines Minimalnetzes wieder zum Ausgangsknoten zurtickzukommen,
muss jede an diesem Kreis beteiligte Kante geradzahlig oft durchlaufen werden [Beukemann,
1989]. Somit gibt es in Minimalnetzen nur Kreisklassen mit geradzahliger L&nge, beginnend
mit der Kreisldnge 4. In den Kreisklassenspektren dieser Arbeit werden, da die betrachteten
Netze allesamt Minimalnetze sind, von nun an nur noch die Kreisklassen geradzahliger
Kreislange ab der Kreisldnge 4 aufgelistet.

Fur das Minimalnetz 1(4)1 (Quadratnetz) werden z. B. im Kreisklassenspektrum anstelle aller
Langen{-,-,0,1,0,2,0,7,0,28,0, 124, ... } nur geradzahlige Langen ab L&nge 4 aufge-
fihrt. Ein Kreisklassenspektrum mit der Zahlenreine 1 2 7 28 124 bedeutet also:

¢ eine Kreisklasse mit Kreisen der Lange 4

o zwei Kreisklassen mit Kreisen der L&nge 6

e sieben Kreisklassen mit Kreisen der Lange 8

e 28 Kreisklassen mit Kreisen der Lange 10

e 124 Kreisklassen mit Kreisen der Lange 12

Abb. 2.13 zeigt die drei zweiperiodischen Minimalnetze (Ausschnitte) mit ihren Quotienten-
graphen (jeweils oben links) und ihren Kreisklassenspektren mit der Anzahl der Kreisklassen
der L&ngen 4, 6, 8, 10, 12 (jeweils unten rechts).

Kreislange: 4 6 8 10 12
Minimalnetz 1(4)1: 1 2 7 28 124
Minimalnetz 2(3)1: 0

Minimalnetz 2(3)2: 0 0 1 2 3

8 1(4)1 @ 2(3)1 I 2(3)2

1 2 7 28 124 010 3 2 00123

Abb. 2.13 Die 3 zweiperiodischen Minimalnetze

Alle zwei-, drei- und vierperiodischen Minimalnetze sind anhand ihrer Kreisklassenspektren
unterscheidbar, sofern die charakterisierenden Parametertupel in ausreichender Lange vorlie-
gen. lhre Kreisklassenspektren sind im Anhang unter dem jeweiligem Netz aufgefthrt. Die
Bestimmung der Parametertupel erfolgte mit dem Programm ,,Kreise* [Beukemann, 1989]
unter Einhaltung obiger Bedingung.
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Eigenschaften der dreiperiodischen Minimalnetze sind in Tab 2.2 aufgelistet, erganzt um
neuere Ergebnisse aus [Bonneau, Delgado-Friedrichs, O’Keeffe, Yaghi, 2004].

[Beukemann, Klee, 1992] [Bonneau et al., 2004]

Kreisklassen it ‘
BK Q-graph 4681012 14 Netz i Tiles Symmetry Net

1(6)1 C%) 322 207 Pm3m peu
2(4)1 @ 0 4 6 48 Fd3m dia |
s Sossaossesssul g o o ]
2(4)2 § 02832 Pay/mmc  cds
2(3,5)1 8 04954 P6m2 hms
2(3,5)2 Qf 12948 oo
awan AN 005 22 1am2 th
----------------------------------
3(3%,4)2 z 010 611 )
3(3%,4)3 é 003617 A Cmmm tfc
3(32,4)4 OI 00247 Y
3(32,4)5 z 011 313 %)
43 A 000 6 0 14,32 srs
4(3)3 Z 001 0 3 ﬁ'b' *)

M . e . e . e e e . . e . e . . -

Tab. 2.2 Die 15 dreiperiodischen Minimalnetze. 5. — 7. Spalte (inklusive der acht Abbildungen
unter ,,Tiles*) aus [Bonneau, Delgado-Friedrichs, O’Keeffe, Yaghi, 2004].

*) Diese sieben Netze werden als Netze mit Kollisionen (nets with collisions) [Bonneau et al., 2004]
und als instabile Netze (instable nets) [Eon, 2011] bezeichnet.
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3. Substrukturen vierperiodischer Minimalnetze

In der Kristallchemie wird die Topologie von Kristallstrukturen oft dadurch analysiert, indem
diese in ein- oder zweiperiodische Strukturen zerlegt werden [Eon, Proserpio, Blatov, 2012].
In Abb. 3.1 sind zwei einfache Beispiele von Substrukturen gezeigt.

1-periodische Substruktur 2-periodische Substruktur

Abb. 3.1 Einfache Substrukturen eines dreiperiodischen Gitters. Links (rot gekennzeichnet) eine
1-periodische Substruktur (Kette), rechts (blau gekennzeichnet) eine 2-periodische Substruktur;
hellblau: ein Kreis der L&nge 4 dieser 2-periodischen Struktur.

Die Analyse von Substrukturen eignet sich sehr gut, um verschiedene vierperiodische Mini-
malnetze zu analysieren und zu vergleichen. Abb. 3.2 zeigt dreiperiodische Substrukturen des
vierperiodischen Minimalnetzes 1(8)1.

~
~
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— ~ -
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Abb. 3.2 Dreiperiodische Substrukturen. Links: Die kubischen Gitter (rot und blau) sind
Substrukturen des vierperiodischen Gitters (vgl. Abb. 1.7), welches dem Minimalnetz 1(8)1 ent-
spricht. Rechts die vier (linear unabhangigen) Basisvektoren dieses Gitters.
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Zur Analyse der vierperiodischen Minimalnetze werden folgende Substrukturen betrachtet:

Bdaume: 0-periodische Substrukturen

Ketten: 1-periodische Substrukturen
Kreise/Kreisklassen: 2-periodische Substrukturen
Netze: 2- und 3-periodische Minimalnetze
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3.1 Baume: 0-periodische Substrukturen

Diagramme aller Baume mit bis zu zw6lf Knoten wurden von G. Prins angefertigt [Prins,
1957]. Die Bdume mit bis zu zehn Knoten sind in [Harary, 1969] dargestellt.

Betrachtet werden in dieser Arbeit nur solche Baume als Substrukturen, die simtliche Knoten
eines Quotientengraphen eines vierperiodischen Minimalnetzes miteinander verbinden.

Daraus ergibt sich:

- Quotientengraphen der vierperiodischen Minimalnetze der Ordnung 2 haben nur einen
maoglichen Baum, bestehend aus zwei Knoten, die mit einer Kante verbunden werden.

- Auch fur die Quotientengraphen der vierperiodischen Minimalnetze der Ordnung 3 lasst
sich nur eine einzige Baumstruktur finden. Ein Knoten ist hier grundsétzlich uber zwei
Kanten mit den zwei anderen Knoten verbunden.

- Unter den Quotientengraphen vierperiodischer Minimalnetze mit vier oder mehr Knoten
gibt es unterschiedliche Baumstrukturen (siehe Abb.3.3).

*—e | &V—0—0 o—o—0—2

e D e
+>T<

n=2 n=3 n=4 n=5

Abb. 3.3 Baume in den Quotientengaphen 4-periodischer Minimalnetze. Bemerkung zu n=6: um
6 Knoten Uber eine Baumstruktur zu verbinden, gibt es prinzipiell noch zwei weitere Baumstrukturen,
die jedoch in vierperiodischen Minimalnetzen nicht vorkommen kénnen.

In den Abbildungen auf den folgenden Seiten sind die Quotientengraphen gruppiert nach
ihren Baumstrukturen. Die Ellipsen in Abb. 3.4 bis 3.6 sind den einzelnen Baumstrukturen
zugeordnet. In den Ellipsen sind jeweils die Quotientengraphen abgebildet, in denen diese
Baumstrukturen zu finden sind. Bei den Schnittmengen ist mehr als eine Baumstruktur je
Graph zu finden.
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In Abb. 3.4 sind oberhalb der gestrichelten Linie die vierperiodischen Minimalnetze der
Ordnung 4 des Typs 4(3%,5), unterhalb diejenigen des Typs 4(3%4°) dargestellt.
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Abb. 3.4 Zuordnung der Quotientengraphen der Ordnung 4 zu den zwei Baumstrukturen.
In 16 Graphen (Schnittmenge der beiden Ellipsen) sind beide Strukturen zu finden.

Unter den Quotientengraphen der vierperiodischen Minimalnetze der Ordnung 5 (Abb. 3.5)
gibt es drei, bei denen sich alle drei Baumstrukturen bilden lassen (Schnittmenge der drei
Ellipsen: Feld ,,1,2,3). Die Ellipsen 1,2,3 sind den drei Baumstrukturen zugeordnet.

Abb. 3.5 Zuordnung der Quotientengraphen der Ordnung 5 zu den drei Baumstrukturen.
Baumstruktur ,,1(oben links) in Graphen, die sich in der roten Ellipse befinden. Baumstruktur ,,2
(oben rechts): griine Ellipse, Baumstruktur ,,3* (unten): blaue Ellipse. Die Zahlenangaben in den
einzelnen Feldern geben an, welche der drei Baumstrukturen in den Graphen, die diesen Feldern
zugeordnet sind, zu finden sind.
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Unter den 17 Quotientengraphen der vierperiodischen Minimalnetze der Ordnung 6 gibt es
zweli, bei denen sich alle vier Baumstrukturen bilden lassen; sie sind im Feld ,,1,2,3,4*
(Schnittmenge der 4 Ellipsen) dargestellt (Abb. 3.6).

Abb. 3.6 Zuordnung der Quotientengraphen der Ordnung 6 zu den vier Baumstrukturen.
Graphen mit Baumstruktur ,,1° in schwarzer Ellipse, mit Baumstruktur ,,2 in blauer Ellipse, mit
Baumstruktur ,,3* in roter Ellipse, mit Baumstruktur ,,4 in griiner Ellipse. Die Felder ,,1,4%, ,,2,3%,
,»2,3,4“und ,,3,4 sind unbesetzt.
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Ausgehend von gleichen Baumstrukturen lassen sich bestimmte Netze gut miteinander ver-
gleichen, wie z. B. die in Abb. 3.7 senkrecht untereinander angeordneten Netze 5(3*4)1 und
5(3%,4)7. Analoges gilt fir die Netze 6(3)2 und 6(3)14. Die hier jeweils nebeneinander darge-
stellten Netze 5(3*,4)1 und 6(3)2 wurden so konstruiert, dass sie sich nur in Bezug auf ihre
Baumstruktur unterscheiden. Analoges gilt fir die Netze 5(3*,4)7 und 6(3)14.

><

X

5(3%,4)1

5(3%,4)7

6(3)14

Abb. 3.7 Vergleich von Minimalnetzen anhand gewisser Baumstrukturen. Zwei Baumstrukturen
(oben) werden auf unterschiedliche Weise durch jeweils vier (linear unabhéngig zu indizierende)
Kanten (linke Spalte) ergénzt. In beiden Fallen ist jede dieser Kanten fiir eine Periodizitat verant-
wortlich. In den vier Netzdarstellungen ist jeweils eine Baumstruktur grau hinterlegt. Bei den paar-
weise untereinander dargestellten Netzen sind die Baume auf unterschiedliche Weise verknipft. Die
hier paarweise nebeneinander dargestellten Netze unterscheiden sich beziglich ihrer Baumstruktur.
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3.2 Ketten: 1-periodische Substrukturen

Sind n Knoten in einem Quotientengraphen tber einen Kreis verbunden, so kann daraus eine
unendliche Kette als Substruktur gebildet werden. Die Knoten dieser Kette kdnnen in einer
Linie angeordnet werden. Die Kette ist also eine 1-periodische Substruktur. Ketten sind als
graphentheoretischer Begriff in [Thimm, 2008] eingefuhrt.

In Abb. 3.8 ist jeweils ein Kreis im Quotientengraphen der 1-periodischen Substruktur (Kette)
im Minimalnetz gegentibergestellt. Die Anzahl unterschiedlicher Knotenklassen innerhalb
einer 1-periodischen Kette wird im folgenden Periodenléange (PL) genannt.

A G C
A By = A =
1-periodische A O Q O Q A
Substruktur im B B A B
Quotetengraphen ein Knoten im Kreis zwei Knoten im Kreis drei Knoten im Kreis
(Schleife) (Doppelkante})
y 3 P e s e X
1-periodische AA, A Bi'1A B .IA Ci:A B C A
———0— ———0—0— 90— ———0——0——90—
Substrukturim i I I I 1
L 2 S | e il
Minimalnetz . ) ’ ]
Kette mit Kette mit Kette mit
Periodenlange 1 Periodeniange 2 Periodenlange 3

Abb. 3.8 Kreise in Quotientengraphen und ihre Ketten im dazugehorigen Netz
Im Quotientengraphen des vierperiodischen Minimalnetzes 6(3)3 findet man Kreise der

Langen 2, 3, 4, 5 und 6, und im dazugehorigen Netz die 1-periodischen Ketten entsprechender
Lange (Abb. 3.9).

E
F .d .@c ‘
‘ : f \\ l/
AW A
PL=3

A B
= PL=4
——0—0— —l——
Di E F ( B B
PL=2
N —
A B

Abb. 3.9 Ketten im Quotientengraphen des vierperiodischen Minimalnetzes 6(3)3. Die Ketten
der Periodenldngen 2, 3, 4, 5 und 6 des Netzes werden in seinem Quotientengraphen durch Kreise
entsprechender (Kreis-)Lange représentiert.
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Ausgangspunkt fur die Konstruktion des Minimalnetzes 6(3)3 in Abb. 3.10 sind die
1-periodischen Ketten aus Abb. 3.9.

Abb. 3.10 Ketten im Netz des vierperiodischen Minimalnetzes 6(3)3. Oben eine Konstruktion des
Netzes mit Ketten der Periodenléngen 2 (eine davon ist rot markiert) und 3 (eine davon ist blau
markiert). Bei der Konstruktion in der Mitte ist eine Kette mit PL=4, bei der Konstruktion unten links
eine Kette mit PL=5, und bei der Konstruktion unten rechts eine Kette mit PL=6 hervorgehoben.
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Die Tabelle 3.1 zeigt die Quotientengraphen der 4-periodischen Minimalnetze und mogliche

Periodenléangen der 1-periodischen Ketten in deren Netzen. Die einzelnen Tabellenfelder

werden auf den folgenden zwei Seiten erldutert.
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Tab. 3.1 Quotientengraphen und mdgliche Periodenlangen der Ketten in deren Netzen.

Erlauterung der Felder siehe Abbildungen 3.11, 3.12, 3.13 und Text auf den folgenden zwei Seiten.
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Bedeutung der Tabellenfelder:

e gelbe Felder: Angabe der Ordnung des Quotientengraphen

in der dazugehérenden Spalte: die Quotientengraphen mit entsprechender Ordnung

e grlne Felder der Kopfzeile: Periodenlangen der Ketten
in der jeweils dazugehdrenden Spalte:

o ein,x*“ bedeutet, dass das Netz des in derselben Reihe aufgelisteten
Quotientengraphen aus Ketten der entsprechenden Periodenlénge
aufgebaut werden kann.

o Ein ,,-, bedeutet, dass fiir dieses Netz keine Ketten der entsprechenden
Periodenlange moglich sind.

Abb. 3.11 zeigt einen Ausschnitt aus der Tabelle 3.1

Periodenlangen der Ketten

A

% X X X X ‘ < < 6(3)3

< [- - A |+ 6(3)2
' (L0 | «— s
B |«— s6n

Q < 6(3)4

Abb. 3.11 Ausschnitt aus Tabelle 3.1 — Kopfzeile und die flinf obersten Reihen. In der ersten Rei-
he unterhalb der griinen Kopfzeile befindet sich der Quotientengraph des vierperiodischen Minimal-

netzes 6(3)3. In der ihm zugeordneten Reihe befindet sich unter den griinen Feldern 6, 5, 4, 3 und 2
das Symbol ,,x*“ und unter dem griinen Feld 1 das Symbol ,,-“.Das Netz 6(3)3 kann aus Ketten der
Periodenléngen 2, 3, 4, 5 und 6 aufgebaut werden. In den Zeilen darunter sind die mdglichen

Periodenl&ngen von vier weiteren Netzen angegeben.
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Innerhalb einer Reihe gleichen sich die Quotientengraphen beziglich folgender Eigenschaft:
Sie kdnnen — unabhéngig davon, ob sie dieselbe Ordnung haben oder nicht — mit Ketten
derselben Periodenlange aufgebaut werden.

In Abb. 3.12 ist die viertletzte Reihe der Tabelle 3.1 dargestellt. Die Minimalnetze der
Quotientengraphen dieser Reihe lassen sich mit Ketten der Periodenlédnge 1 oder 3 kon-
struieren.

Periodenlangen der Ketten Ordnung der Quotientengraphen

6 5 4 3 2 1 Ordn. 6 Ordn. 5 Ordn. 4 Ordn. 3

[« - [* [A AL [ A

\ N
\ :

\ NG

Minimalnetze: 6(3)9 5(3%,4)20 4(3%,4%)21 6(4)3
Ordnung 6 Ordnung 5 Ordnung 4 Ordnung 3
6x Knotengrad 3 Ax Knotengrad 3 2x Knotengrad 3 3x Knotengrad 4
1x Knotengrad 4 2x Knotengrad 4

Abb. 3.12 Viertletzte Zeile der Tabelle 3.1. In dieser Zeile sind die vierperiodischen Minimalnetze
mit Ketten der Periodenlédngen 1 und 3 aufgefihrt.

Es gibt vier Felder, zu denen sehr viele Quotientengraphen gehoren. Diese Felder sind ver-
grofert oben rechts in der Tabelle dargestellt. Zwei der Felder sind in dieser Tabelle mit Be-
reich ,,a)* und zwei mit Bereich ,,b)* gekennzeichnet. In Abb. 3.13 sind die zu Bereich ,,b)*
zuzuordnenden Quotientengraphen im vergréRerten Feld gezeigt.
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Abb. 3.13 Ausschnitt aus Tabelle 3.1 — vergroBierter Bereich ,,b)*
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3.3 Kreise/Kreisklassen: 2-periodische Substrukturen

Verbindet man zwei Kreise im Quotientengraphen miteinander, so ergibt dies eine Kreis-
klasse im periodischen Netz. Abb. 3.14 zeigt 25 einfache Teilstrukturen, die in Quotienten-
graphen vierperiodischer Minimalnetze vorkommen kénnen.

Aus den drei grauhinterlegten 2-periodischen Minimalnetzen und aus Kreisen im Quotien-
tengraphen mit 1 bis 6 Knoten lassen sich durch Hinzufiigen eines Knotens (roter Pfeil,
gepunktet) oder einer Kante (blauer Pfeil, gestrichelt) weitere 2-periodische Substrukturen
erzeugen. Die jeweilige Lange der klrzesten Kreise dieser Substrukturen ist in der unteren
Zeile angegeben.

|
'
!
I
|
J

.......................

Abb. 3.14 Einfache Teilstrukturen, die in Quotientengraphen von Minimalnetzen vorkommen..
Oben: Kreise im QG mit 1 bis 6 Knoten. Gestrichelter blauer Pfeil fiihrt zu Teilstrukturen, die durch
Verbinden zweier Punkte des Kreises mit einer Kante entstehen. Grau hinterlegt: die drei 2p-Minimal-
netze. Gepunkteter roter Pfeil fuhrt zu Teilstrukturen, die durch Hinzufligen eines Knotens (0) in der

Mitte einer Kante entstehen ( o—o0 > o—o0—0 ).
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Aus Kreisen einer Kreisklasse l&sst sich in einem n-periodischen Minimalnetz (n > 3) eine
2-periodische Substruktur bilden.

Abb. 3.15 zeigt zwei Teilstrukturen eines Quotientengraphen und jeweils die dazugehdérige
2-periodische Substruktur im Netz. Die Lange der kiurzesten Kreise betragt in beiden Fallen 8.

................... 5. &
C 3 Aq A\ OE Bi<1— s
4§ PARAL By ?BB___

Abb. 3.15 Durchlaufen von Kreisen im Quotientengraphen. Das Bild in der Ellipse zeigt jeweils,
wie ein Achterkreis (hellblaue Flache) der 2-periodischen Substruktur (rechts) im Quotientengraphen
(links) durchlaufen werden kann. Die Kanten des Kreises wurden mit 1 bis 8 durchnummeriert.

Anhand der Teilstruktur in Abb. 3.16 wird gezeigt, wieviel Kanten einer Kantenklasse zu den
Kreisen der L&nge 10, 12 und 14 beitragen. Bei Minimalnetzen wird zur Bildung eines Krei-
ses von jeder Kantenklasse grundsétzlich eine geradzahlige Anzahl von Kanten benétigt.

2x (= Kreislange 10)

4 Bl
X B { 4x (< Kreislange 12 ) =
2x-»| |« 2x | 6x (> Kreislange 14)
C

. 2%

4x - » o Kreislange 14 -
8 A

4x » 4x
C

Abb. 3.16 Geradzahlige Anzahl von Kanten pro Kantenklasse in Kreisen von Minimalnetzen.
Hier ist eine in manchen Minimalnetzen vorkommende Teilstruktur gezeigt. Im blauen Kreis der
Léange 12 wird z. B. die Schleife an Knoten A 4x (viermal), die Kante zwischen A und B ebenfalls 4x,
und jede der zwei Kanten der Doppelkante zwischen B 2x durchlaufen.

30



In Abb. 3.17 werden Netzausschnitte gezeigt, die sich aus den drei 2-periodischen Minimal-
netzen und aus einigen davon abgeleiteten 2-periodischen Substrukturen ergeben.

A A A
QO B D
B B C
C
A A A A A
4
- By ¢B B By ¢
AL 44 CJ G108
4 0y 4
/
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e / PA
/
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Abb. 3.17 Aus 2-periodischen Minimalnetzen abgeleitete 2-periodische Substrukturen. Unten

o o.= >

links: das Verbinden zweier Ketten (eine mit PL=1, die andere mit PL=2) tber ihre Knoten A fuhrt zu
einer 2-periodischen Substruktur (oben, zweite von links). Die L&nge der kiirzesten Kreise ist jeweils

in den Fl&chen (hellgrau) angegeben.

In Tabelle 3.2 sind die Kreisklassen von flinf 2-periodischen Substrukturen bis zur Lange 14

aufgelistet.
B 6 10 12 14
0 1 2 8 15
(—»
Oq 0 0 1 1 2
0 |0 0 2 0
[ ——
q 0 0 0 1 2
0 0 1 1 2
(—"»

Tab. 3.2 Kreisklassenspektrum bis zur L&nge 14 von funf 2-periodischen Substrukturen
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Sind mehrere einfache Substrukturen in einem Quotientengraphen in enger Nachbarschaft, so
kann die Anzahl der Kreisklassen schon bei geringer Lange stark ansteigen.

Ein gutes Beispiel hierfir ist das Minimalnetz 2(3,7)1. Bei diesem Netz sind Sechsecknetze
uber die eine Knotenklasse (A) mit Quadratnetzen verbunden. Das Quadratnetz wird durch a
und b aufgespannt und ist 2-periodisch. Das Sechsecknetz hat drei gleichberechtigte Kanten-
klassen (c, d, €), von denen zwei flr zwei weitere Periodizitaten verantwortlich sind, die dritte
Kantenklasse — welche dies ist, ist abhangig von der Wahl der (topologischen) Elementarzelle
— verbindet dann Punkt A mit Punkt B innerhalb der Zelle.

Um die Kreisklassen mit Kreisen der L&nge 8 besser analysieren zu kdnnen, werden diese hier
sieben verschiedenen Typen zugeordnet (Abb. 3.18):

e Typ 1-3: sieben Kreisklassen innerhalb des Quadratnetzes (siehe Abb. 2.11)

e Typ 4: jeweils zwei verschiedene Kanten im Sechsecknetz, dann zwei gleiche Kanten
im Quadratnetz, dann der Weg zurlick uber Kanten dieser Kantenklassen in
entgegengesetzter Richtung (Knotenfolge: A-B-A-A-A-B-A-A-)

e Typ 5und 6 unterscheiden sich in der Position der beiden Knoten des Typs B im
Kreis. Bei beiden Typen werden beide Kantenklassen des Quadratnetzes und zwei der
drei Kantenklassen des Sechsecknetzes in jeweils zwei entgegengesetzte Richtungen
durchlaufen.

e Typ 7: eine Kante des Quadratnetzes und drei Kanten aller drei Kantenklassen im
Sechsecknetz werden in jeweils zwei entgegengesetzte Richtungen durchlaufen.

Typ1 Typ 2 Typ 3

HXO*

2(3,7)1

Abb. 3.18 Die sieben Typen von Kreisklassen der Lange 8 im Minimalnetz 2(3,7)1.
Quotientengraph (oben links) und Netzausschnitt (unten links). Den finf Kantenklassen des Netzes
und den Kanten des QG wurden hier die Vektoren a, b, c, d, e zugeordnet, welche dann tber
Linearkombination mit vier Basisvektoren zusammenhéngen. Die Einteilung der Kreisklassen der
L&nge 8 in Typen ist oben im Text erldutert.
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Das Netz 2(3,7)1 hat 73 Kreisklassen mit Kreisen der Lange 8. Ihre unterschiedlichen
Kantenfolgen sind in der folgenden zweiseitigen Tabelle (Tab.3.3) aufgelistet.
Typ1

Typ 2
Typ 3
Typ 4
Typ 5

-b
-a
b
-a
-b
a
b
a

-C
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38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
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51
52
53

Typ 6
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54
55
56
57
58
59
60
61

-d

c

62
63
64
65

Typ 7

o O O o

66
67
68
69

34

70
71
72

73
Tab. 3.3 Die 73 Kreisklassen mit Kreisen der Lénge 8 des Minimalnetzes 2(3,7)1.

Erlauterung zu Typen und Kantenbezeichnungen siehe Abb. 3.18 und Textabschnitt davor.



In Abb. 3.19 sind in der oberen Bildhé&lfte ein 10er- und ein 14er-Kreis des Minimalnetzes
6(3)5, und in der unteren Bildhalfte ein 12er- und ein 14er-Kreis des Minimalnetzes 6(3)4
dargestellt. Der 14er-Kreis, der durch blaue Kanten dargestellt ist, ist jeweils isomorph zum
14er-Kreis, der durch die graue Flache gekennzeichnet ist. Die beiden Darstellungen der
14er-Kreise mit den blauen Flachen zeigen, dass in beiden Netze eine topologisch identische
2-periodische Substruktur aus solchen 14er-Kreisen aufgebaut werden kann.

12
c 41 D
36912/ 510
B .
o 18
% s
A
C D
7
A F 14 8
6(3)4 8
c 413 p
3,14 512 1
B E e
2"9 6,11
A 7.10 F

Abb. 3.19 Topologisch identische 2-periodische Substrukturen. Rot: 10er-Kreis von 6(3)5 bzw.
12er-Kreis von 6(3)4. Blau und graue Flache: 14er-Kreise. Aus direkt zusammenhangenden 14er-Krei-
sen dieser Kreisklasse entsteht eine 2p-Substruktur, die in beiden Netzen topologisch identisch ist.

Der Pfeil zeigt jeweils auf den Knoten, der in Bezug auf die hier vorgenommene Durchnummerierung
der Kanten eines Kreises vor Kante 1 liegt.
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3.4 Netze: 2- und 3-periodische Minimalnetze

Ist ein Teilgraph eines Quotientengraphen eines Minimalnetzes (Nr. 1) ein Quotientengraph
eines anderen Minimalnetzes (Nr. 2), so ist das Minimalnetz Nr. 2 ein Subnetz des Minimal-
netzes Nr. 1. Das Netz Nr. 2 hat geringere Periodizitat als das Netz Nr. 1.

In vierperiodischen Minimalnetzen der Ordnung 6 haben alle Knoten den Knotengrad 3, und
das Ldschen einer beliebigen Kante lasst Knoten mit einem Knotengrad < 3 zurlick. Es lassen
sich hier keine Minimalnetze geringerer Periodizitat als Subnetz finden. In vielen vierperiodi-
schen Minimalnetzen geringerer Ordnung als 6 gibt es Subnetze, die Minimalnetze geringerer
Periodizitat sind.

Abb. 3.20 erlautert anhand von Beispielen die in Abb. 3.21 dargestellten Subnetzbeziehungen:

e Beim Minimalnetz 2(3,7)1 (Abb. 3.18) lassen sich sowohl das 3-periodische
Minimalnetz 2(3,5)1 als auch die zwei 2-periodischen Minimalnetze 1(4)1 und 2(3)1
(Abb. 2.13) als Subnetze finden.

e Die Minimalnetze 1(6)1 und 1(4)1 (Abb. 2.5 rechts unten und rechts oben)
sind Subnetze des Minimalnetzes 1(8)1 (Abb. 3.2).

2(3,7)1

18)1 ==

1(6)1 —:‘

Abb. 3.20 Minimalnetze als Substrukturen der Minimalnetze 2(3,7)1 und 1(8)1. Diese
Abbildung zeigt einen Ausschnitt aus Abb. 3.21. Die Pfeile zeigen jeweils in Richtung steigender
Periodizitat. Die Subnetzbeziehungen der obigen Beispiele sind durch die fett gezeichneten Pfeile
gekennzeichnet. Das Minimalnetz 1(4)1 ist Subnetz der Minimalnetze 1(6)1, 1(8)1 und 2(3,7)1.
In 2(3,7)1 ist 2(3,5)1 als Subnetz enthalten, und beide haben das Minimalnetz 2(3)1 als Subnetz.

Die Subnetzbeziehungen zwischen 2-, 3- und 4-periodischen Minimalnetzen sind in Abb. 3.21
auf der folgenden Seite dargestellt.
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. Ordnung 3

& .O.r;:lnu'ng 2

Abb. 3.21 Subnetzbeziehungen zwischen 2-, 3- und 4-periodischen Minimalnetzen.
Von den drei zweiperiodischen Minimalnetzen (2p) fiihren Pfeile zu den hdherperiodischen
Minimalnetzen, die die jeweiligen Netze als Subnetz haben: entweder direkt oder tber ein
dazwischenliegendes Netz. Verfolgt man die Pfade entgegen der Pfeilrichtung, lassen sich zu
einem Minimalnetz all seine Subnetze, die Minimalnetze geringer Periodizitét sind, finden.

37



In Abb. 3.22 sind mehrere Substrukturen des Minimalnetzes 4(3°5)10 gezeigt:

- orange: eine Substruktur, die kein Netz ist

- rot: das 2-periodische Minimalnetz 2(3)2, kiirzeste Kreise sind 8er-Kreise

- Dblau: das 3-periodische Minimalnetz 4(3)5, kilrzeste Kreise sind 10er-Kreise

- turkis: das 3-periodische Minimalnetz 3(3%4)5, kiirzeste Kreise sind 6er-Kreise

Abb. 3.22 Substrukturen des Minimalnetzes 4(3°5)10. Drei Minimalnetze geringerer Periodizitat
sind Substrukturen dieses vierperiodischen Minimalnetzes: Das zweiperiodische Minimalnetz 2(3)2
(rot), sowie die zwei dreiperiodischen Minimalnetze 4(3)5 (blau) und 3(3%,4)5 (tirkis).

Im Minimalnetz 4(3%,5)10 sind Kreise der Langen enthalten, die in seinen Subnetzen auch
schon vorhanden sind. Es muss also Kreisklassen mit Kreisen der L&ngen 6, 8 und 10 haben:

Kreislange 4 6 8 10

Kreisklassen 0 1 2 6
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4. Erzeugen von 4p-Minimalnetzen aus 4p-Minimalnetzen anderer Ordnung

Um bestimmte topologische Beziehungen zwischen 3-dimensionalen uninodalen Netzen zu
untersuchen, stellt V. A. Blatov eine Methode vor, die durch Reduzierung des Knotengrades
aus einem Ausgangsnetz (Supernet) uninodale Subnetze erzeugt [Blatov, 2007]. Im Folgen-
den wird gezeigt, wie vierperiodische Minimalnetze, deren Quotientengraphen eine bestimmte
Ordnung (Anzahl der Knoten) haben, aus vierperiodischen Minimalnetzen mit Quotienten-
graphen einer anderen Ordnung gebildet werden kénnen.

Es sind dabei zwei VVorgange zu unterscheiden:
e Erhohung der Ordnung um 1 1>2... 26)
e Verringerung der Ordnungum1  (625... 21)

Jeder dieser beiden VVorgange kann mehrmals hintereinander ausgefihrt werden. Diese beiden
Vorgéange kénnen miteinander kombiniert werden (z. B. 3>4->3).

4.1 Erhoéhung der Ordnung

Wird ein Knoten im Quotientengraphen durch den Graphen K; ersetzt, und werden dabei die
vormals am Knoten liegenden Kantenenden auf die beiden Knoten des K verteilt, so entsteht
ein Quotientengraph, dessen Ordnung um 1 hoher ist. Werden alle Moglichkeiten, die Enden
der Kanten dann auf die beiden Knoten zu verteilen, ausgeschopft, so kénnen bei wiederholter
Prozedur aus dem vierperiodischen Gitternetz systematisch alle Minimalnetze erzeugt
werden.

Nach der Aktion, kann

- eine Schleife mit beiden Enden mit einem der beiden Knoten des K, verbunden sein

vy

- die Schleife als Teil einer Mehrfachkante beide Knoten des K, verbinden

oo D))

- eine mit dem ursprunglichen Knoten verbundene Kante mit ihm verbunden bleiben oder mit
dem neuen Knoten verbunden sein.

@oqciI

39



Aus dem Quotientengraphen (QG) des Netzes 1(8)1 kdnnen die Quotientengraphen aller
sieben Minimalnetze der Ordnung 2 erzeugt werden. Abb. 4.1 zeigt zwei Beispiele.

Abb. 4.1 Bildung der QG der Netze 2(5)3 und 2(5)2 aus dem QG des Netzes 1(8)1. Der Knoten
wird in seiner Mitte geteilt, die beiden Halften werden zu eigenstandigen Knoten und durch eine Kante
verbunden. Oben: jede Knotenhélfte Gbernimmt zwei Schleifen, es entsteht der QG von 2(5)3. Unten:
jede Knotenhdlfte tbernimmt eine Schleife und jeweils ein Ende der anderen beiden Schleifen, es
entsteht der QG von 2(5)2.

Wie die Minimalnetze 2(5)3 und 1(8)1 auseinander hervorgehen, zeigt Abb. 4.2. Bei der
Erhoéhung der Ordnung wird aus jedem Knoten der Knotenklasse ein K, (beim Netz 1(8)1 gibt
es nur eine Knotenklasse). Jeder der beiden Knoten, die dann zwei verschiedenen Knoten-
klassen angehoren, ibernimmt jeweils vier der acht Kanten des urspringlichen Netzes.

4.2. Verringerung der Ordnung

Entsprechend umgekehrt kdnnen Quotientengraphen geringerer Ordnung erzeugt werden,
in dem die Elemente des K, — die beiden Knoten und die sie verbindende Kante — wieder zu
einem Knoten verschmelzen (Abb. 4.2).

Erhohung
der Ordnung

Verringerung
der Ordnung

1(8)1 2(5)3

Abb. 4.2 Minimalnetze 2(5)3 und 1(8)1 gehen auseinander hervor. Der mit der grauen Ellipse
hinterlegte K, in Netz 2(5)3 geht dabei aus dem mit grauem Kreis hinterlegten Knoten in Netz 1(8)1)
hervor. Wie die QGs dieser beiden Netze auseinander hervorgehen, ist in der oberen Halfte der

Abb. 4.1 dargestellt. K,-Erzeugung > Erhdhung der Ordnung , K,-,,Verschmelzung™ - Verringerung
der Ordnung.
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Aus dem Minimalnetz 6(3)1 mit dem Quotientengraphen Ks 3 erhalt man durch den Vorgang
der Verringerung der Ordnung das Netz 5(3* 4)1.

In Abb. 4.3 werden die zwei Knoten, die sich innerhalb der gestrichelten Ellipse befinden (i),

miteinander ,,verschmolzen®. Dabei behalten beide Knoten ihre zu den anderen Knoten
bestehenden Verbindungen. Die Kante, die die nun verschmolzenen Knoten verbunden hatte,

..... S

i i ii iv

It

Abb. 4.3 QG des Minimalnetzes 6(3)1 wird zu QG des Minimalnetzes 5(3*,4)1. Verschiebt man
den rechten Koten der Skizze (iii) nach links, und verformt man das Gebilde ein wenig, so erhalt man
Skizze (iv). Die Skizzen (iii) und (iv) sind isomorphe Darstellungen desselben Graphen, denn ihre
Knoten haben untereinander dieselben Nachbarschaftsrelationen.

Der Quotientengraph des Minimalnetzes 5(3* 4)1 hat acht Kanten, welche zwei verschiedenen
Typen zugeordnet werden kdnnen (Abb. 4.4).

- Vier Kanten vom Typ ,a‘ verbinden den Knoten mit Knotengrad 4 mit den vier anderen
Knoten, die alle den Knotengrad 3 haben. Werden zwei Knoten, die an einer Kante dieses
Ty%s liegen, miteinander verschmolzen, entsteht der Quotientengraph des Minimalnetzes
4(3°,5)1

- Die vier anderen Kanten vom Typ ,b‘ verbinden jeweils zwei Knoten, die beide Knoten-
grad 3 haben. Werden zwei Knoten, die an einer Kante dieses Typs liegen, miteinander
verschmolzen entsteht der Quotientengraph des Minimalnetzes 4(3?, 49)

4(33,5)1 4(32,4%)5

Abb. 4.4 Unterschiedliche Kantentypen im QG des Minimalnetzes 5(3*,4)1. Zwei Knoten eines
Quotientengraphen, die an einer Kante vom Typ a bzw. b liegen, werden miteinander verschmolzen.
Der mit a bzw. b beschriftete Pfeil zeigt auf den Quotientengraphen, der aus diesem Vorgang
resultiert.
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Alle Minimalnetze lassen sich schrittweise durch Wiederholung dieses VVorgangs auf das
vierperiodische Gitternetz — das Minimalnetz 1(8)1 — zurtickfuhren (Abb. 4.5).

Abb. 4.5 Schrittweise Verringerung der Ordnung. Der mit ,a (bzw. b,c,d,...)¢ beschriftete Pfeil
zeigt auf den QG, der aus der Verschmelzung der zwei Knoten entsteht, die tiber eine Kante des ent-
sprechenden Typs ,a (bzw. b,c,d,...)* verbunden waren. Pro Schritt wird die Ordnung des QG eines
Minimalnetzes um 1 verringert. Wird mit einem QG der Ordnung 6 begonnen, entsteht nach flnf
Schritten immer der QG des Netzes 1(8)1.
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5. Erzeugung von 4p-Minimalnetzen aus 3p-Netzen mit gleichem Quotientengraphen

Minimalnetze haben die Eigenschaft, dass sie bezuglich ihrer Nachbarschaftsrelationen eine
1:1-Relation zu ihrem Quotientengraphen haben. Bei vierperiodischen Netzen spannen vier
dazu geeignete Kanten die vier Periodizitdten bzw. die vier Dimensionen (Vektorraum mit
den Basisvektoren a, b, ¢, d) auf (Indizierung und Basisvektoren, siehe Kap. 2.2). Wird eine
dieser vier Kanten umindiziert, indem ihr eine Linearkombination, bestehend aus den Basis-
vektoren der anderen drei Dimensionen, zugeordnet wird (z. B. d wird zu a+b), so entsteht
ein dreiperiodisches Netz, welches nicht minimal ist. Die beiden Quotientengraphen unter-
scheiden sich nur in Bezug auf ihre Indizierung.

Dieser Vorgang lasst sich auch umkehren. Der Graph K4 — ein Tetraeder — ist ein 0-periodi-

sches Netz (Abb. 5.1).

- Nun wird die blaue Kante zwischen C und A indiziert und baut eine (1-)periodische
Struktur auf mit kirzesten Kreisen der L&nge 3.

- Im néchsten Schritt bauen die Kanten DA (rot gestrichelt) und DC (gelb) gemeinsam eine
Periodizitat in einer zusatzlichen Richtung auf. Es entsteht ein zweiperiodisches Netz mit
kirzesten Kreise der Lange 4 und zweitkirzesten Kreisen der Lénge 8.

- Bauen diese beiden Kanten (DA und DC) nun zwei verschiedene Periodizitaten auf, erhalt
man das dreiperiodische Minimalnetz des K4, das Netz 4(3)1 mit kiirzesten Kreisen der
Lange 10. Da dieses Netz schon ein Minimalnetz ist, l&sst sich aus dem K, kein vier-
periodisches Netz bilden.

4 )
Konstruktion von
periodischen Strukturen
aus dem K,
¢ )\‘ M/k

,'18 cy f
A C ./I\ | 3-periodisch
Minimainetz 4(3)1
\_ b

2-periodisch )

1-periodisch

Abb. 5.1 Konstruktion des 3-periodischen Minimalnetzes 4(3)1 aus dem Tetraeder.
1-periodischer Graph: durch die blauen Kanten wird die erste Periodizitét ,,aufgebaut®.

2- periodischer Graph: durch die roten und gelben Kanten wird gemeinsam die zweite Periodizitét
aufgebaut. 3-periodisches Minimalnetz 4(3)1: durch die roten Kanten wird die zweite, und durch die
gelben Kanten die dritte Periodizitat aufgebaut.
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5.1 Erzeugung des 4p-Gitternetzes

Wiirde man in einem sog. Quadratnetz mit den Gitterkonstanten a und b (im Folgenden auch
als 2p-Gitternetz bezeichnet) die Knoten auch in beiden diagonalen Richtungen miteinander
verbinden, entstiinde ein zweiperiodisches Netz mit Knoten, die alle den Knotengrad 8 haben
und einer einzigen Knotenklasse angehdren. Sein Quotientengraph bestlinde dann aus einem
Knoten und vier Schleifen mit folgender Indizierung:

> 10 (bzw. a), 01 (bzw. b), 11 (bzw. ab),und -11 (bzw. -ab).
Ein solches Netz lasst sich in keinen Raum einbetten. Mit gekrimmten Kanten ware aller-
dings eine kreuzungsfreie Realisierung dieses Netzes im 3-dimensionalen Raum darstellbar

(Abb. 5.2).

Durch Umindizierung der Schleife ,,ab“ in ,,c* (wobei ¢ linear unabhingig von a und b ist)
entsteht nun ein 3-periodisches Netz.

Wird nun die Schleife ,,-ab*“ in d umindiziert (wobei d linear unabhéngig von a, b und c ist),
entsteht ein 4-periodisches Minimalnetz, das 4-periodische Gitternetz 1(8)1.

i1

oder ab 9 s
() [ ) (]
10 G‘D 01 a G‘.‘ b 3 ' b
odera { ) oder b [ P C:‘;‘);:)
D 4 & O
-11 -ab d
oder-ab

2periodisch 3periodisch 4periodisch

Abb. 5.2 Entstehung des 4p-Gitternetzes durch Umindizierung von Kanten. Die Kanten des 2-
periodischen Netzes in dieser Abbildung tiberkreuzen (bertihren) sich (orangener Blitz in Darstellung),
darunter Darstellung mit gekrimmten Kanten).

44



5.2 Erzeugung des 4p-Minimalnetzes 6(3)2

Bei einem dreieckigen Prisma bilden die Ecken zusammen mit den Kanten den Graphen
K2 x K3, (siehe [Harary, 1969] und Abb. 5.3). Das Minimalnetz dieses Graphen ist das
4-periodische Minimalnetz 6(3)2.

A L1 A

Abb. 5.3 Dreieckiges Prisma und drei Darstellungen des Graphen K; x Ks. Die drei Darstel-
lungen des Graphen sind zueinander isomorph (vgl. auch mit Abb. 2.2). In Tabelle 3.1 sind die
Periodenléngen der 1-periodischen Ketten des dazugehérigen Minimalnetzes aufgefihrt.

Durch entsprechende Indizierung der Kanten kdnnen aus diesem Graphen verschiedene
3-periodische Netze generiert werden. Exemplarisch werden nun die vier Netze betrachtet,
deren kurzeste Kreise maximal die Lange 6 haben. lhre Kreisklassenspektren sind in Tab. 5.1
dargestellt, incl. ungerader Langen, da die 3p-Netze dieses Graphen keine Minimalnetze sind.

Kreislange 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
3p-Netz Nr.1 1 0 0 0O O O O O O 3 6 8
3p-Netz Nr.2 o 1 0 0 0 0O O O O 8 0 21
3p-Netz Nr.3 o 0 1 0 0 O 0 0 3 5 3 12
3p-Netz Nr.4 o 0o 0o 1 0 0 0O 2 0 8 0 18
4p-Min 6(3)2 -0 - 0 - 0 - 0 - & - 15

Tab.5.1 K, x Kjs: Kreisklassen der vier 3p-Netze und des 4p-Minimalnetzes. Kreise ungerader
Lénge gibt es in Minimalnetzen geméf Definition nicht. Diese Tatsache wird durch das Symbol ‘-
représentiert.

In Abb. 5.4 (folgende Seite) sind die Quotientengraphen durch Farbgebung indiziert, wobei
verschiedene Farben fiir den Aufbau verschiedener Periodizitaten stehen.

Anbei ein Beispiel fiir eine Zuordnung: rot - a, orange - b, griin = ¢, blau - d.
(a entspricht einer Indizierung von 1 0 0 im 3p-Netz und von 1000 im 4p-Netz)

Darunter befindet sich in Abb. 5.4 jeweils das dazugehdrige dreiperiodische Netz. Die
kirzesten Kreise sind jeweils grau eingefarbt.

In der Mitte der Grafik wird bei jedem der vier Netze eine zu seinem kiirzesten Kreis
gehorende Kante mit der in dem Netz noch fehlenden Farbe markiert (bzw. indiziert). Bei
Netz Nr.1 kommt also die Farbe blau dazu (Kante von E nach C). Diese Kante wird
waufgetrennt™ und spannt nun die 4. Periodizitét auf.

Fuhrt man diese Aktion auf analoge Weise bei den anderen drei Netzen durch, so erhélt man
jedes Mal dasselbe Netz: es ist das 4-periodische Minimalnetz 6(3)2.
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3p-Netz Nr.1

3p-Netz Nr.2 3p-Netz Nr.3 3p-Netz Nr.4
c E C E o E Cc E

D D D D

A A

B F B F B F B F

5 NC b

D Q—H EI_._. < BA
AL A F A\ LW
ey oJiRe
\

éjo

e

Abb. 5.4 4p-Minimalnetz aus 3p-Netzen mit demselben Quotientengraphen. Oben die hier durch
Farben indizierten QG derjenigen 3p-Netze des K, x K3, deren Kreisklassen in Tab. 5.1 aufgelistet
sind, und darunter Ausschnitte aus ihren Netzen. In der Mitte wird bei allen Netzen jeweils eine
Kante(nklasse), die nicht fir den Zusammenhalt des Netzes gebraucht wird (denn diese 3p-Netze sind
keine Minimalnetze) dazu verwendet, die vierte Periodizitat aufzubauen. Aus allen vier 3p-Netzen

entsteht dabei das 4p-Minimalnetz 6(3)2.

46



6. Konstruktionsprinzipien

4-periodische Minimalnetze lassen sich prinzipiell auf sehr vielféltige Weise konstruieren.
Um topologische Unterschiede zweier Netze graphisch verstandlich zu machen, sind an eine
Konstruktion andere Kriterien anzulegen, als wenn geometrische Aspekte im Vordergrund
stehen, also eine geeignete Einbettung in einen entsprechenden Raum gesucht wird.

Methoden zur Konstruktion sind:

e Substrukturanalyse (Kap . 3)
o Baume
o Ketten
o Kireisklassen
o Subnetze

e Betrachtung ahnlicher Netze, z. B.
o 4p-Netze anderer Ordnung (Kap. 4)
o 3p-Netze mit gleichem Quotientengraphen (Kap. 5)

e Geometrische Optimierung
o Knotenabsténde
o Kantenléngen
o  Winkel

Fur das Netz 3(4)1 ist in Abb. 6.1 eine Darstellung gewahlt, bei der die drei Ketten der Perio-
denlange 2 und Vertreter von drei (der 15) Kreisklassen mit Kreisen der Lénge 8 gut zu
erkennen sind. Werden in den Ketten mit PL=2 alle Knoten der einen Knotenklasse
(gegeniiber denen der anderen Knotenklasse) auf gleiche Weise verschoben, so nehmen die
Ketten die Form einer Zickzacklinie an.

rote Ketten
/ (-A-B-)
A e B -

blaue Ketten
(-B-C-)

schwarze Ketten
(-A-C-)

Abb. 6.1 Ketten und Kreise des Minimalnetzes 3(4)1. Durch Kombination zweier Kettenscharen
lassen sich 2-periodische Subnetze bilden. Z. B. bilden lber die Knoten A verbundenen rote (-A-B-)
und schwarze Ketten (-A-C-) eine 2-periodische Substruktur mit Kreisen der Kantenfolge
(-A-B-A-C-A-B-A-C-), ein Vertreter davon ist der rote Kreis in der Abbildung.
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6.1 Darstellung des Minimalnetzes 5(3*4)4

In Abb. 6.2 auf der folgenden Seite sind zwei unterschiedliche Konstruktionsmdglichkeiten
des Minimalnetzes 5(3* 4)4 dargestellt.

Das Minimalnetz 5(3*,4)4 hat folgendes Kreisklassenspektrum:
Kreislange 4 6 8 10 12
Kreisklassen 0 0 2 0 6

Ausgangspunkte fir die Konstruktion des Netzes sind

- Konstruktion in Abb. 6.2 oben:

einer der drei Baume (siehe auch Abb. 3.3 und 3.5) mit fiinf Knoten, in Abb. 6.2 auf grauer
Ellipse dargestelit.

Bei dieser Konstruktion sind die vier Substrukturen, die aus 12er-Kreisen von vier (der
sechs) Kreisklassen mit Kreisen der Lange 12 gebildet werden, topologisch gleichwertig.
Einer dieser Kreise ist durch die blaue Flache gekennzeichnet.

- Konstruktion in Abb. 6.2 unten:

die 2-periodischen Substrukturen, die durch zwei Kreisklassen mit den Kreisen der Lange 8
(orangene Flachen) gebildet werden, sind jeweils Gber den Knoten A verbunden.

Zwei Kreisklassen mit Kreisen der Lange 12 (gelbe Flachen) lassen sich durch die Umran-
dung zweier benachbarter Achterkreise bilden. Vertreter der ubrigen vier Kreisklassen mit
den Kreisen der Lénge 12 sind rechts dargestellt. Das Netz ist so konstruiert, dass die blauen
12er-Kreise Schaaren aus 2-periodischen Substrukturen bilden, die in Ebenen liegen.
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D E

5(34,4)4

Abb. 6.2 Zwei Konstruktionen des Minimalnetzes 5(3*,4)4. Oben links der QG dieses Netzes.
Oben rechts: Konstruktion, ausgehend vom untersten Baum des Bildbereichs n=5 aus Abb. 3.3; die
Baume sind durch graue Ellipsen hinterlegt, ein 12er-Kreis wird durch die blaue Flache verdeutlicht.
Unten rechts sind zwei topologisch gleichwertige Teilgraphen gezeigt und die aus ihnen resultierenden
Kreisklassen im Netz (daneben): pro Teilgraph gibt es je eine Kreisklasse von 8er- (orange) und eine
von 12er-Kreisen (gelb). Die aus 8er-Kreisen bestehenden 2-periodischen Substrukturen sind Gber
Knoten des Typs A miteinander verbunden. Vertreter der vier anderen Kreisklassen der Lange 12 sind
unten in der Mitte und unten rechts dargestellt.
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6.2 Darstellung des Minimalnetzes 6(3)3
Das Minimalnetz 6(3)3 ist in Abb. 6.3 dargestellt. Es hat folgendes Kreisklassenspektrum:

Kreislange 4 6 8 10 12 14

Kreisklassen 0 0 0 1 2 14

Die aus 10er-Kreisen gebildeten 2-periodischen Substrukturen sind Ausgangspunkt zur
Konstruktion des Minimalnetzes 6(3)3. Das graue (,,gekachelte“) Muster stellt ein Beispiel flir
eine solche Substruktur dar, wenn sie in die Ebene eingebettet ist.

Die Doppelkante zwischen E und F bedeutet, dass im Netz Ketten der Periodenlange 2
vorhanden sind. Die hellgraue dicke Linie verdeutlicht, dass diese Kette 1-periodisch ist.

Zwei Kantenklassen (Kanten zwischen A und E sowie Kanten zwischen C und F) verbinden
diese beiden unterschiedlichen Substrukturen.

Durch Verschieben der Knoten

- A nach unten und E nach oben

- C nach oben und F nach unten

kénnen die Knotenabstédnde optimiert werden.

Vertreter der Kreisklassen der Lange 10, 12 und 14 sind in Abb. 6.3 skizziert. Die vierzehn
Kreisklassen der Lange 14 ergeben sich wie folgt:

e Teilstruktur des Quotientengraphen unten links: 2x4 = 8 Kreisklassen.
Die Vertreter zweier Kreisklassen sind dargestellt.
Werden in dieser Struktur anstatt der Kante zwischen A und B die
Kante AD, oder DC, oder BC weggelassen, erhalt man die brigen 6 Kreisklassen.

e Teilstruktur des Quotientengraphen unten in der Mitte: 2x2 = 4 Kreisklassen
Zwei Kreisklassen sind durch die gezeigte Teilstruktur des Quotientengraphen gegeben,
indem bei gleicher Startkante (obere Kante der Doppelkante) die Kantenfolge nach dem
Knoten A variiert (E-F-E-A-D... und E-F-E-A-B...),
die anderen beiden erhalt man fiir die gespiegelte Teilstruktur (Knoten C statt Knoten A).

e Teilstruktur des Quotientengraphen unten rechts: 2 Kreisklassen.
Die andere Kreisklasse erhdlt man, wenn die Kanten AB und DC gel6scht werden und
durch die Kanten AD und BC ersetzt werden.
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(2x4)x KKL 14 (2x2)x KKL 14 2 X KKL 14

Abb. 6.3 Kreisklassen des Minimalnetzes 6(3)3 bis zur Lange 14. 2-periodische Substrukturen
aus 10er-Kreisen (Knoten B und D je 3x, A und C je 2x im Kreis) werden Uber Ketten der PL=2
(Knoten E und F) miteinander verbunden, wobei A mit E und F mit C verbunden ist.
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7. Die vierperiodischen Minimalnetze

Besondere Eigenschaften von periodischen Netzen, wie dquivalente Knoten oder Kanten, sind
von groRer Bedeutung fir die Zuordnung von Kristallstrukturen zu Strukturtypen [Blatov,
Proserpio, 2011]. Strukturen, bei denen alle Kanten dquivalent sind, werden kantentransitiv
genannt. 3-periodische kantentransitive Netze wurden von [Delgado-Friedrichs, O’Keeffe,
Yaghi, 2006] untersucht. Unter den 4-periodischen Minimalnetzen gibt es vier
kantentransitive Netze.

Neben der Anzahl der vierperiodischen Minimalnetze pro Typ und Ordnung sind in der
Tabelle 7.1 die Quotientengraphen mit &quivalenten Knoten und Kanten aufgefiihrt.
Die Nomenklatur der Quotientengraphen der 111 vierperiodischen Minimalnetze ist aus
[Beukemann, Klee, 1992] Gibernommen.

Resv N
Ordnung, Typ Anzahl | Knoten und 2‘?(‘:;}'::3;::,,"“"'
| | Kanten |
1 1(8) 1 oo}
2(5) 3 |
2 {4 2@37) 2 & 7 @ @ I
2(4,6) 2
3(4) 4 |
3 < 3(326) 6 = 20 @ O&D
3(3,4,5) 10

H
f_H
O
w W
.M4u
5O

.
N -
S
w
D

5 5(34,4) 30
e @ | v B MO
Summe 111

Tab. 7.1 Anzahl der Minimalnetze pro Typ und Ordnung, und Quotientengraphen mit aqui-
valenten Knoten und Kanten. Die maximale Ordnung der QG von 4p-Minimalnetzen betréagt 6.

Es gibt keine vierperiodischen Minimalnetze mit Quotientengraphen einer htheren Ordnung
als 6 aufgrund der fur Minimalnetze giltigen Beziehung p = e — (v—1) mit p = Periodizitat,
e = Anzahl der Kanten (edges) und v = Anzahl der Knoten (vertices).

Die maximale Ordnung vmax €ines Quotientengraphen eines Minimalnetzes der Periodizitét p
lasst sich aufgrund der Zusatzbedingung e = 3/2 v (der minimale Knotengrad betragt 3, und
eine Kante verbindet 2 Knoten) wie folgt ermitteln: vmax = 2p —2.

D. h fur p=4 ist Viax =6.
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7.1  Das 4-periodische Gitter — Minimalnetz 1(8)1

Analysiert man die Kreisklassen der Kreislange 6 der 2-, 3- und 4-periodischen (und -dimen-
sionalen) Gitternetze, so sind folgende Zusammenhange sichtbar:

o Die zwei 6er-Kreisklassen des ebenen 2p-Gitternetzes finden sich jeweils in den drei
2-dimensionalen Unterrdumen des raumlichen 3p-Gitternetzes wieder.

o Im 3p-Gitternetz lassen sich zusétzlich 6er-Kreise finden, die alle 3 Raumrichtungen in
Anspruch nehmen. Zwolf Kreisklassen umranden zwei aneinander liegende Quadrate mit
zwei senkrecht aufeinander stehenden Flachennormalen. Vier weitere Kreisklassen
umranden drei Quadrate, die paarweise aneinander liegen, wobei ihre Flachendiagonalen
in drei Raumrichtungen zeigen. Diese 16 Kreisklassen finden sich in allen vier 3-
dimensionalen Unterradumen des 4p-Gitternetzes wieder (Abb. 7.1).

2 4

/ |\

x3 x6
(drei 2-dim. Unterrdume) (sechs 2-dim. Unterrdume)

Abb. 7.1 2p-, 3p- und 4p-Gitternetz. Unterrdume und Kreisklassen mit Kreisen der Lénge 6.
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7.2 Analyse von zwolf 4-periodischen Minimalnetzen

In Abb. 7.3 bis 7.14 werden zwolf 4p-Minimalnetze (das der Ordnung 1, alle sieben der Ord-
nung 2, sowie vier der Ordnung 6) detailliert beschrieben. Die Beschreibungen enthalten
jeweils die Bezeichnung, den Quotientengraphen, eine perspektivische Darstellung sowie
einen Hinweis zur einer moglichen Konstruktion des Netzes. Darlber hinaus sind alle
maoglichen (1-periodischen) Ketten, die im Netz enthaltenen Minimalnetze geringerer
Periodizitat, und die Kreisklassen, untergliedert nach ihren Typen, aufgefihrt (Abb. 7.2).

Bezeichnung des Quotientengraph Darstellung
Quotientengraphen des Netzes des Netzes
des Minimalnetzes (perspektivisch)

Hinweis Subnetze:

2ur Konstruktion zwei 2-periodische

des Netzes und

ein 3-periodisches

Minimalnetz
/

2(3,7)1 l | /

Sechsecknetze werden (ber 2-periodische Gitternetze
miteinander verbunden.

0

* Einperiodische Ketten:

(@ I

* Minimalnetze als Subnetz:

) EX P i
» Kreisklassen: 17(3

I

Anzahl: 1 (:]‘ 273

® - 1 Kreisklasse der Lange 6

4 OO 2 2 Kreisklasse der Lange 6

6 -2 6 Kreisklasse der Lange 6

Es gibt in diesem Beispiel 9 Kreisklassender Lange 6,
sie lassen sich Substrukturen mit unterschiedlichen Quotientengraphen zuordnen,

Abb. 7.2 Erlauterung zu den Abbildungen 7.3 bis 7.14
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1(8)1
Vierperiodisches Gitternetz C8:
* Einperiodische Ketten:

o

* Minimalnetze als Subnetz:
2p: oo 3p: f

* Kreisklassen: 6 76

Bx 12x 64x
oo oo cg
H—/
4 6

Abb. 7.3 Minimalnetz 1(8)1

2(5)1 @
Vierperiodisches Diamantnetz

(Hyperdiamantnetz)

* Einperiodische Ketten:

L

* Minimalnetze als Subnetz:

2p: ® 3p: @

» Kreisklassen: 0 10 30

aine Kantenklasse
zur Verdeutlichung

gestrichelt

10x 30x
0 O ‘
6 8

Abb. 7.4 Minimalnetz 2(5)1
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2(5)2

2-periodische Minimalnetze (Sechsecknetze), verbunden @
durch 2 Kettenscharen mit jeweils der Periodenlange 1.

* Einperiodische Ketten:

o D

Minimalnetze als Subnetz:

2p:(I)I 3p:®§

Kreisklassen: 0 7 33

1X 6x 3x 12x 6x 12x

L0

\.,,_V—J
6

Abb. 7.5 Minimalnetz 2(5)2

2(5)3

2-periodische Gitternetze (2 Scharen) in jedem Knoten i
Uuber eine Kante mit einem Netz der anderen Schar verbunden.

* Einperiodische Ketten:

(@)

* Minimalnetze als Subnetz: 1

2p: OO I 3p:T

* Kreisklassen: 2 4 18

Abb. 7.6 Minimalnetz 2(5)3



2(3,7)1

Sechsecknetze werden Uber 2-periodische Gitternetze
miteinander verbunden.

* Einperiodische Ketten:

O D

[

* Minimalnetze als Subnetz:

2p: 0o () 3p: @

* Kreisklassen: 1 9 73 NI
Ty
1x 1x 2 6x 7x 6x 48 12 %
oo oo o= § T
A ~ = - R >
4 6 8

g’

Abb. 7.7 Minimalnetz 2(3,7)1

2(3,7)2

Ketten der Periodenlange 1 verbinden 3-periodische
Gitternetze uber Kanten.

» Einperiodische Ketten:

(@]

* Minimalnetze als Subnetz:

2p: OO  3p: O@T

* Kreisklassen: 3 22 210

3x 6x 16x 21x  186x 3x
~—— o
4 6 8

Abb. 7.8 Minimalnetz 2(3,7)2
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2(4,6)1

miteinanderverbunden

* Einperiodische Ketten:

O D

* Minimalnetze als Subnetz:

50 %00

» Kreisklassen: 0 10 36

4x 6x 6x 24x X
\ v -~ (% = —
6 8

Diamantnetze Uber Ketten der Periodenlange 1

o

Abb.7.9 Minimalnetz 2(4,6)1

2(4,6)2

Gitternetze Uber Kanten.
» Einperiodische Ketten:

(@ TN e

* Minimalnetze als Subnetz:

2p: OO I 3p:T Q
* Kreisklassen: 1 5 38

1x 2x 3x 7x 3x 12x

S e

Ketten der Periodenlange 1 und 2 verbinden 2-periodische

16x

U

—_

4 6 8

Abb. 7.10 Minimalnetz 2(4,6)2
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6(3)1

1-periodische Ketten der Periodenlange 6,
in 3 unabhangige Richtungen miteinanderverbunden.

* Einperiodische Ketten:
+ Minimalnetze als Subnetz:
keine

» Kreisklassen: 0 0 0 O 6 18
Typen:

&7

12 14

18x

Abb. 7.11 Minimalnetz 6(3)1

6(3)2

0-periodische Substruktur (Baum),
in 4 unabhangige Richtungen miteinanderverbunden.

* Einperiodische Ketten:

- [T

* Minimalnetze als Subnetz:

N

keine

+ Kreisklassen: 0 0 0 0 6 15
Typen:

6x X

3x 6 6x
\hl l mf _
4

1

12

Abb. 7.12 Minimalnetz 6(3)2
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6(3)3

Eine Kette der Periodenlange 2 verbindet
2-periodische Strukturen aus Kreisen der Lange 10.

» Einperiodische Ketten:

* Minimalnetze als Subnetz:
keine

* Kreisklassen: 0 0 0 1 2 14

Typen:
1X 2X 8x 4x 2x
10 12 -

g
14

= 4>y \

©

Abb. 7.13 Minimalnetz 6(3)3

6(3)4

1-periodische Ketten der Periodenlange 6,
in 3 unabhangige Richtungen miteinanderverbunden.

* Einperiodische Ketten:
=)
* Minimalnetze als Subnetz:
keine

* Kreisklassen: 0 0 0 0 3 12

Typen:

3 12x

%

X
12

£

Abb. 7.14 Minimalnetz 6(3)4
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8. Minimalnetz 6(3)1 — Penrose-Muster zur Konstruktion der 12er-Kreise

Der K33 (Abb. 8.1) ist ein paarer Graph — denn seine Knotenmenge l&sst sich in zwei Teil-
mengen zerlegen, sodass jede Kante einen Knoten der einen Menge mit einem der anderen
verbindet [Harary, 1969]. Die dreiperiodischen Netze des K33 wurden von [Radke, 1985] und
[Beukemann, Klee, 1988] untersucht. Es gibt ein vierperiodisches Netz des K3 3: das
Minimalnetz 6(3)1. S&mtliche Knoten so wie auch samtliche Kanten dieses Netzes sind
topologisch gleichwertig.

Abb. 8.1 Der Graph Kj3. Die sechs Knoten, die im dazugehdrenden Netz den sechs Knotenklassen
entsprechen, werden in dieser und in den anderen Abbildungen dieses Kapitels durch unterschiedliche
Farben gekennzeichnet.

Das Minimalnetz 6(3)1 hat folgendes Kreisklassenspektrum:

Kreislange 4 6 8 10 12 14

Kreisklassen 0 0 0 0 6 18

Die Untersuchung der Kreise dieses Netzes zeigt, dass die Kreise der sechs Kreisklassen der
Lange 12 alle topologisch gleichwertig sind, und dass an einem 12er-Kreis die Knoten flinf
verschiedener Knotenklassen beteiligt sind.

Betrachtet man einen beliebigen Kreis der L&nge 12, so wechseln sich Knoten von Knoten-
klassen, die dreimal im Kreis vorkommen, mit solchen, die zweimal darin vorkommen, ab.

Im Minimalnetz 6(3)1 sind all diese 6 Kreisklassen in Bezug auf die Folgen ihrer Knoten, und
damit auch ihrer Kanten, nach dem gleichen Schema aufgebaut:

—I=-"=1-VI - 1 -V-1ll-Ul-1-VI-1ll- V-
In einem 12er-Kreis sind jeweils Knoten von 5 der 6 Knotenklassen beteiligt. Die Knoten
zweier Klassen (I und I11) kommen je dreimal vor (Abstand zwischen 2 Knoten derselben

Klasse: 4 Kantenlangen). Die Knoten der drei anderen Klassen kommen je zweimal vor, und
die Knoten einer solchen Klasse liegen im Kreis gegenuber (Abstand: 6 Kantenléngen).
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Es hat sich gezeigt, dass Kreise des 4-periodischen Minimalnetz 6(3)1 und einzelne Polygone
eines Penrose-Musters (Abb. 8.2) zur Deckung und somit beide Strukturen in einen gewissen
topologischen Zusammenhang gebracht werden kdnnen. Es gibt sicher andere hoherperio-
dische (>3) Netze, fur die dies ebenfalls gilt.

Abb. 8.2. Penrose-Muster. Aperiodisch angeordnete unterschiedlich geformte Polygone fiillen die
Flache vollstandig und liickenlos aus. Erkennbar sind in dieser Abbildung lokale (im grauen Bereich)
bzw. langreichweitige (zwei graue Bereiche werden durch Drehung um den gelb eingezeichneten
Winkel von 72° zur Deckung gebracht) 5-zahlige Symmetrieoperationen, die in 3-periodischen
Kristallstrukturen nicht vorkommen kénnen.

Ein Vertreter einer Kreisklasse der L&nge 12 des Minimalnetzes 6(3)1 wird nun so in ein
Penrose-Muster eingebettet, dass seine Knoten in diesem Muster an den Ecken oder den
Kantenmitten eines Polygons des Penrose-Musters liegen (Kreis Nr. 1 in Abb. 8.3).
Ausgehend von diesem Kreis werden die Vertreter der anderen finf Kreisklassen dieser
Lange so konstruiert, dass sie an diesen Kreis angefiigt werden kénnen (Abb. 8.3).

Abb. 8.3 Einbettung von Kreisen der Lange 12 ins Penrose-Muster.
Nr. 1 bis Nr.6: Vertreter von Kreisen der sechs Kreisklassen mit Kreisen der Lénge 12.
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Fir jede Kreisklasse der Kreislange 12 ist in Abb. 8.4 die Kantenfolge im Quotientengraphen
und eine 2-periodische Substruktur gezeigt.

Nr. 1 c 8 _A E cC :
I
D E 3 |
A ! § l
. : :
: A F l
: 12er-Kreis: A-D-C-F-A-B-C-D-A-F-C-B-A :
C D
2 2
B L E
A
12er-Kreis: B-£-D-A-B-C-D-£-B-A-D-C-B
C D
1
B =B
2
F

B und D haben hier D

verschiedene Koordinaten 12er-Kreis: C-F-E-B-C-D-E-F-C-B-E-D-C
Nr. 4 ¢ D
1
E
3
A 2 “
12er-Kreis: D-A-F-C-D-£-F-A-D-C-F-E-D
Nr.5 D
1
B E
2 3
A F

A und Chaben hier F
verschiedene Koordinaten

B e o) v ) o oo o o s o o s o o a3 o s o o ) o 0] om0 e 0] o0 o o o oo o o o st o s e o st

12er-Kreis: F-C-B-E-F-A-B-C-F-E-B-A-F

Abb. 8.4 Kantenfolgen in den 12er-Kreisen des Minimalnetzes 6(3)1. 12er-Kreise einer
Kreisklasse dieses Netzes lassen sich luckenlos zu einem 2-periodischen Muster zusammenfugen.

Betrachtet man in diesem Netz alle 12er-Kreise einer Kreisklasse, so bilden sie eine Schar aus solchen

2-periodischen Mustern. Die Kantenfolgen sémtlicher Kreise folgen dem Schema:

—I-1-1m-vi—-1-v-1il-u-1-vi-1l- v-
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Die 2-periodischen Substrukturen aus Kreisen einer Kreisklasse sind tber Kreise anderer
Kreisklassen miteinander verbunden (Abb. 8.5).

Abb. 8.5 Unterschiedliche 2-periodische Substrukturen. Unten: Zwei Kreise der Kreisklasse Nr. 1
(vgl. ihre Position mit Abb. 8.2) sind uber Kreise anderer Kreisklassen miteinander verbunden.
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Betrachtet man einen einzelnen Kreis einer Substruktur (z. B. Nr. 1 aus Abb. 8.4), so sind
andere zweiperiodische Substrukturen (z. B. Nr. 2) tiber Knoten, die maximal vier unter-
schiedlichen Knotenklassen angehéren, miteinander verbunden.

Zwei Falle sind zu unterscheiden:
e Falll

Ein Knoten, der zweimal im Kreis vorkommt, ist in den Kreisen einer anderen Kreisklasse
nicht enthalten.

Beispiel (Abb. 8.6, links):

Knoten F, zweimal in Kreis ,Nr. 1, kommt in Kreis Nr. 2 nicht vor.

Ein einzelner Kreis ,,Nr. 1“ ist iiber die Knoten A, D, C, B mit zwei Substrukturen aus
Kreisen ,,Nr. 2 verbunden

e Fall2

Ein Knoten, der dreimal im Kreis vorkommt, ist in den Kreisen einer anderen Kreisklasse
nicht enthalten.

Beispiel (Abb. 8.6, rechts):

Knoten C, dreimal in Kreis ,,Nr. 1, kommt in Kreis Nr. 5 nicht vor.

Ein einzelner Kreis ,,Nr. 1 ist mit drei Substrukturen aus Kreisen ,,Nr. 5 iiber jeweils
drei Knoten (Uber B, A, F; Uber D, A, F; tber D, B, A) verbunden

Abb. 8.6 Ein Kreis der Substruktur Nr.1 verbindet Substrukturen (Nr.2 bzw. Nr.5).
Die Anzahl der Knoten, die der betrachtete Kreis mit den einzelnen Kreisen der Substrukturen
(Nr.2 bzw. Nr.5) gemeinsam hat, ist unterschiedlich (gK bedeutet gemeinsame Knoten).
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Nun wird die Topologie des Minimalnetzes 6(3)1 aus einem anderen Blickwinkel betrachtet.
Die sechs unterschiedlichen Knoten héngen tber eine Baumstruktur zusammen. Die einzelnen
Baumstrukturen sind untereinander tber vier indizierte Kanten verknupft (Abb. 8.7)

a bzw. 1000
b bzw. 0100
c bzw. 0010
d bzw. 0001

Abb. 8.7 Andere Darstellung des Minimalnetzes 6(3)1 (Teilbereiche). Oben rechts: indizierter
Quuotientengraph, unterschiedliche Farben fiir die indizierten Kanten. Links daneben und darunter:
Ausschnitte des Netzes mit Darstellung der einzelnen (topologischen) Kreise Nr. 1 bis Nr. 6 aus
Abb. 8.4. Die einzelnen Baumstrukturen (dritter Graph von oben im Késtchen n=6 in Abb. 3.3) sind
durch geometrische Kreise eingerahmt.
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Die einzelnen Baumstrukturen sind untereinander verkniipft wie die Gitterpunkte eines
4-dimensionalen Gitters (Abb. 8.8).

Abb. 8.8 Andere Darstellung des Minimalnetzes 6(3)1 (Gesamtsicht). Teilbereiche sind in Abb. 8.7
dargestellt.
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9. Einbettung des Minimalnetzes 3(4)1 mit symmetrischer Indizierung

Auch beim Minimalnetz 3(4)1 sind sowohl die Knoten, als auch die Kanten topologisch
gleichwertig. Um eine moglichst symmetrische Einbettung dieses Netzes in den vierdimen-
sionalen Raum zu erzielen, wird in diesem Abschnitt ein besonderes Verfahren zur
Indizierung der Kanten verwendet.

Um 6 Kanten ,,gleichwertig® zu indizieren, bieten sich jeweils die Paare der Basisvektoren der
sechs zweidimensionalen Unterrdume an:

ab = 1100, cd = 0011, ac = 1010, bd = 0101, ad = 1001, bc = 0110

Eine mdgliche Indizierung ist in Abb. 9.1 gezeigt:

e Betrachtet man eine Doppelkante, so besteht die zweite Kante aus den Basisvektoren, die
in der ersten nicht vorkommen. Jede Kante verlauft entlang der Diagonale der Flache, die
durch ihre zwei Basisvektoren aufgespannt ist.

o Der Pfeil auf der Kante gibt hier jeweils die Richtung beider Basisvektoren an.

Der Pfeil auf der blau eingefarbten Kante von A nach B bedeutet, dass man von A (ber die
Vektorsumme (a+b) nach B gelangt. Von B nach A kommt man dann durch den
entgegengesetzen Vekor (-a-b).

e Betrachtet man den gesamten Quotientengraphen, so sind die Richtungen der Pfeile im
Uhrzeigersinn gesetzt.

Neben der Indizierung des Quotientengraphen des Minimalnetzes 3(4)1 zeigt Abb. 9.1 auch
die Nachbarschaftsbeziehungen der Knoten A, B, C.im Netz.

Abb. 9.1 Minimalnetz 3(4)1. Links: Quotientengraph mit symmetrisch indizierten Kanten.
Rechts: die einzelnen Knoten (A, B, C) und ihre Nachbarschaftsbeziehungen.
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Die vier Basisvektoren a, b, c, d, die den vierdimensionalen Raum aufspannen, sind in
Abb. 9.2 zusammen mit den sechs Flachendiagonalen gezeigt. Zur Verdeutlichung der
Position der sechs Flachen wurden ihnen farbige Dreiecke zugeordnet.

Abb. 9.2 Die vier Basisvektoren a, b, ¢, d und die sechs Flachendiagonalen. Oben links:
Basisvektoren, Flachendiagonalen. Die Nachbarschaftsbeziehungen von Knoten A (oben rechts), von
Knoten B (unten links), und von Knoten C (unten rechts).
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Im Minimalnetz 3(4)1gibt es 15 Kreisklassen mit Kreisen der Lange 8. Sie kdnnen in zwei
Typen eingeteilt werden, die sich bezlglich ihrer 2-periodischen Substruktur unterscheiden.
Drei Kreisklassen gehéren Typ 1 an, die zwolf anderen sind vom Typ 2 (Abb. 9.3).

Typl

Abb. 9.3 Zwei Typen von 8er-Kreisen. Die unterschiedlichen 2-periodischen Substrukturen
entsprechen unterschiedlichen Teilstrukturen (vgl. Abb. 3.14) des Quotientengraphen.

Die Vertreter der 15 Kreisklassen mit Kreisen der Lange 8 sind in Abb. 9.4 gezeigt. Die Farb-
gestaltung dient hier zur besseren Unterscheidung der Kreise innerhalb einer Skizze. Auch die
Projektion der Netzausschnitte auf die Ebene wurde fir diesen Zweck geandert.

C

O @@

[ B

Abb. 9.4 Die 15 Kreisklassen mit Kreisen der Lange 8 des Minimalnetzes 3(4)1. Unter-
schiedliche Farben innerhalb der drei farbigen Skizzen in dieser Abbildung dienen zur Unterscheidung
der in der jeweiligen Skizze gezeigten vier Kreise der Lénge 8.
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Im Folgenden werden die Abstande zwischen den einzelnen Knoten eines Kreises bestimmt.

Die vier Basisvektoren a, b, ¢, d sind linear unabhangig und bilden ein hyperkubisches Gitter.
Sie stehen also senkrecht aufeinander. Somit stehen die Vektoren ¢ und d sowohl senkrecht zu
a, als auch senkrecht zu b, und damit auch senkrecht zu allen Vektoren, die in der von den
Vektoren a und b aufgespannten Ebene liegen. Der Betrag der L&nge eines jeden Basisvektors
wird auf 1 festgelegt:

la|=[o|=|c[=]d[=1
Nach dem Satz von Pythagoras haben die einzelnen Flachendiagonalen eine Lange von 22,
|ab|= |ac|= |ad|= |bc|= |bd|= |cd| = 212

Da die Kanten durch die oben genannten Flachendiagonalen definiert sind, haben alle Kanten
die Lange ,,Wurzel aus 2. Die Abstande zu den anderen Knoten lassen sich mit dem Satz von
Pythagoras (auf vier Dimensionen verallgemeinert, siehe Kap. 1) berechnen.

Ist Knoten B (0 0 0 0) uber die Kante (-a -b) mit einem Knoten A (-1 -1 0 0) und dieser tiber
eine weitere Kante (c d) mit einem anderen Knoten B verbunden. So lassen sich seine Koordi-
naten durch Vektoraddition wie folgt bestimmen:

B O 0 0 O
(-a -b) 1 -1 0 0
(c d) o 0 1 1
B 1 01 1 1

Der Abstand zwischen den beiden Knoten B(0000 ) und B(-1-1 1 1) betrégt:
[(_1)2 + (_1)2 + 12 + 12] 1/2 — 41/2 — 2

Einige Abstande zweier zu einem 8er-Kreis gehdrender Knoten werden in Abb. 9.5 gezeigt.

B(0000)  s(1-100) B(-1-111) B (0000) AL 100) B(-1-111)
- 2 ab . cd ?
ac
T2'\ 10
C(1010) (S c(0-121) C(1010) C(0-121)
4
\
® 97
A(0-21-1)) A(1120) A(0031)
B(1-11-1) B(0-220)
Typ 1 Typ 2

Abb. 9.5 Einige Abstande in 8er-Kreisen des Minimalnetzes 3(4)1. Die zwei Typen der 8er-Kreise
sind in Abb. 9.3 gezeigt. Berechnung der Abstande im Text iber dieser Abbildung.
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In Abb. 9.6 haben die einzelnen Kreise, die konzentrisch um B(0000) angeordnet sind, die in
der kleinen Skizze (oben) angegebenen Radien. Die ablesbaren Entfernungen (unten) beziehen
sich auf den Punkt B(0000), der im Ursprung eines vierdimensionalen Koordinatensystems

liegt.

8-22-22)

F g 200 ()
Mgy 91-2111-11
: JB(11:1-1) ¢ 1 : z
B(22:2-2) — - =
, S A(D0-1-1) = B[-2-222)

B[2-22-2)

Abb. 9.6 Abstande zwischen B(0000) und anderen Knoten des Minimalnetzes 3(4)1. Knoten, die
von B(0000) unterhalb der Linie zwischen B(2 0 0 -2) und B(0 -2 2 0) genau (ber 4 Kanten erreichbar
sind, sind trkis umrandet. Analoge Nachbarschaftsverhaltnisse wie unterhalb dieser Linie finden sich
links v. B(0 2 -2 0)-B(2 0 0 -2), rechts v. B(-2 0 0 2)-B(0 -2 2 0), oberhalb v. B(0 2 -2 0)-B(-2 0 0 2).
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Analoge Nachbarschaftsverhéltnisse wie zwischen den Knoten
- unterhalb der Linie zwischen B(2 0 0 -2) und B(0 -2 2 0)
... gelten fiir die Bereiche

- links der Linie zwischen B(0 2 -2 0) und B(200 -2)
- rechts der Linie zwischen B(-2 0 0 2) und B(0 -2 2 0)
- und oberhalb der Linie zwischen B(0 2 -2 0) und B(-2 0 0 2)

Werden die in diesem Netz miteinander verbundenen Knoten als sich beruhrende Kugeln
betrachtet, kdnnen sie auch als Mittelpunktsfigur [Fischer, 1973] bezeichnet werden.

Bei einer solchen Figur wird die Menge all derjenigen Knoten, die von einem Ausgangsknoten
den Abstand i besitzen, i-te Kaskade genannt. Sei k; die Anzahl der Knoten der i-ten Kaskade,
so hei3t die Folge ki, ko, ... k, eine Kaskadenfolge Kn [Fischer, 1973]. Kaskadenfolgen die-
nen auch zur Charakterisierung von Netzen.

In der ersten Kaskade des Minimalnetzes 3(4)1 befinden sich vier Knoten, und die Kaskaden-
folge K3 (bis zur 3. Schale) lautet: 4, 6, 24.

Abb. 9.7 zeigt einen Vertreter derjenigen Kreisklasse der Lénge 8 des Typs 1, in dem der
Knoten B viermal vorkommt.

A (2011) .
1 d4
E -c-di
B (0000): i . ;
i c
i Y 3
P - © B (2002)
C it a
C(0101) v \B
B (1111)

C(1012)

Abb. 9.7 Kreis der Lange 8 im Minimalnetz 3(4)1. Richtung und L&ngenverhéltnisse der
Basisvektoren a, b, ¢, d und der Kanten, sowie die Farbgebung sind an die Abbildung 9.2 angepasst.
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Eine dreidimensionale Abbildung eines 8er-Kreises des vierperiodischen Minimalnetzes 3(4)1
ist im Modell der Abb. 9.8 gezeigt:

e die blauen und gelben Kanten gehdren zu einem hyperkubischen Netz mit den Basis-
vektoren a, b, c, d.

o der rote Faden verbindet die Knoten eines 8er-Kreises (rote Flache) des Netzes 3(4)1.

e der griine Faden reprasentiert zwei Vertreter der 2 Kantenklassen, die Knoten C mit
Knoten A verbinden.

s 2%
Vet
———

Abb. 9.8 Dreidimensionales Modell - Kreis der Lange 8 im Minimalnetz 3(4)1.
Weil} gestrichelt: Basisvektoren
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10. Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung

Die Translationssymmetrie im dreidimensionalen Raum galt bis zur Entdeckung des ersten
Quasikristalls als Haupteigenschaft eines kristallinen Zustands. Die ,,neuen‘ Kristalle besitzen
dagegen keine Translationssymmetrie im alten Sinn, haben aber eine weitreichende Ordnung
in ihrem Aufbau [Elisbihani, 2002].

Die hoherdimensionale Kristallographie — die 4-dimensionalen Raumgruppen sind ermittelt
[Brown, Bilow, Neubtser, Wondratscheck, Zassenhaus, 1978] — bekommt aufgrund der
Erforschung quasiperiodischer Strukturen nun eine ganz andere praktische Bedeutung.

In der vorliegenden Arbeit werden Strukturen mit vier ,,6rtlichen* Dimensionen nun unter
graphentheoretischen Gesichtspunkten genauer unter die Lupe genommen. Gegenstand der
Untersuchungen ist die gesamte Klasse der 4-periodischen Minimalnetze.

Es wurde gezeigt, auf welche Weise sich die Strukturen unterscheiden, und wie Netze durch
definierte Umwandlungsprozesse auseinander hervorgehen.

Gemeinsamkeiten und Unterschiede dieser Netze lassen sich durch einen Vergleich ihrer
Substrukturen gut erkennen. Alle Baume, Ketten, Kreisklassen und Minimalnetze geringerer
Periodizitat sind fur die vierperiodischen Minimalnetze aufgefuhrt:

e Lassen sich fur zwei Netze gleiche Baume finden oder Ketten gleicher Periodenlange, so
sind diese Baume oder Ketten auf unterschiedliche Weise miteinander verknipft.

e Die Betrachtung der Kreisklassen kann dazu beitragen, Uber zweiperiodische
Substrukturen einer geeigneten Einbettung eines Netzes naher zu kommen.

e Hat ein vierperiodisches Minimalnetz als Substruktur ein oder mehrere Minimalnetze
geringerer Periodizitat, so lassen sich diese Netze in entsprechende Unterrdume einbetten.

Durch topologische Umwandlungsprozesse konnen Netze auseinander hervorgehen. Zwei
Prinzipien sind beschrieben:

e Minimalnetze lassen sich aus anderen Minimalnetzen gleicher Periodizitét erzeugen, durch
schrittweise Erhdhung oder Erniedrigung die Ordnung ihrer Quotientengraphen
(K2-Erzeugung und -Verschmelzung).

e Ein vierperiodisches Minimalnetz l&sst sich aus seinen dreiperiodischen Netzen, die
denselben Quotientengraphen haben, erzeugen.
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Zwei Minimalnetze mit kantentransitiven Quotientengraphen — die Minimalnetze 6(3)1 und
3(4)1 — wurden genauer betrachtet.

e Im Minimalnetz 6(3)1 sind alle Kreise der Lange 12 topologisch gleichwertig. Da sich
quasiperiodische Strukturen durch gewisse Parkettierungsmethoden (Penrose-Muster)
beschreiben lassen, wurde versucht, eine Teilstruktur dieses Netzes mit Polygonen des
Penrose-Musters zur Deckung zu bringen.

Die 12er-Kreise gehodren sechs unterschiedlichen Kreisklassen an. Die Kreise einer dieser
Kreisklassen kénnen so eingebettet werden, dass sie eine Schar aus ebenen Sechsecknetzen
bilden, bei denen sich in den Mitten aller Kanten jeweils ein Knoten des Knotengrades 2
befindet. Einzelne Kreise dieser Kreisklasse wurden so in ein Penrose-Muster eingebettet,
dass sie mit einzelnen Polygonen des Musters zur Deckung kommen, und Uber Kreise
anderer Kreisklassen konsistent miteinander verbunden werden kénnen.

e Im Minimalnetz 3(4)1 sind die Kreise der Lange 8 dreier Kreisklassen topologisch gleich-
wertig. Die 8er-Kreise der 12 (ibrigen Kreisklassen lassen sich durch Kombinationen aus
diesen bilden.

Durch eine besondere Art einer symmetrischen Indizierung der Kanten wurde flr das
4-periodische Minimalnetz 3(4)1 eine sehr symmetrische Einbettung in den 4-dimensio-
nalen Raum gefunden, und die Koordinaten der einzelnen Knoten konnten bestimmt
werden. Die Entfernungen von einem im ,,Ursprung” liegenden Ausgangsknoten zu den
innerhalb eines gewissen Bereichs liegenden Knoten wurden ermittelt. Diese Knoten
liegen auf konzentrisch um den Ausgangsknoten angeordneten Schalen (Abb. 10.1, links).

Fur das Minimalnetz 3(4)3 wurde ein Modell angefertigt (Abb.10.1, i. d. Mitte).

Die fur die 4-periodischen Minimalnetze angefertigten perspektivischen Abbildungen

(z. B.das Netz 3(4)1 in Abb. 10.1, rechts), basieren auf der Konstruktionen dieser Netze im
3-dimensionalen Anschauungsraum. Validiert werden konnten diese Konstruktionen im
Wesentlichen anhand ihrer Kreisklassenspektren.

| NIPLE Qaurn
i ‘_‘E) 2.. 11 . .
5 N / ¥ o
‘ N L3\ e
[ © Rad—d N0 e A ¢
" / 4 N \J
/N : 7 R N EESREEE
/ ; AJ Y/ N/
/ VA~ > / s
W | — \ — -~ '.& ,':
/ e i
Koordinaten fir Einbettung 3d-Modell 3d-Modell perspektivisch gezeichnet
in den 4d-Raum m 3d- Raum auf die 2d-Ebene projiziert

Abb. 10.1 Verschiedene Darstellungen des Minimalnetzes 3(4)3 . Links: Abbildung mit Angabe
von 4d-Koordinaten. Mitte: 3d-Modell. Rechts: perspektivische Darstellung auf der Zeichenebene. Es
ist jeweils ein Kreis der Lange 8 hellrot markiert. In der linken Abbildung (Ausschnitt aus Abb. 9.6)
wurden die Knoten dieses Kreises durch hellblaue Kugeln hinterlegt.
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Die Abbildungen aller 2-, 3- und 4-periodischen Minimalnetze sind im Anhang in Form eines
kleinen Nachschlagewerkes zusammengefasst, um eine systematische Suche nach periodi-
schen Netzen, die bestimmte Rahmenbedingungen erfullen sollen, zu erleichtern. Aufgefiihrt
sind jeweils:

e Quotientengraph
e Abbildung eines Netzausschnitts
e Kreisklassenspektrum

Ausblick

Die Graphentheorie ist in vielen Wissenschaftsbereichen etabliert — sie kdnnen nun auf dieses
Nachschlagewerk zuruickgreifen. Erwahnen mdchte die Elektronik [Weddigen, Jungst, 1986],
die Informatik und die Kommunikationstechnik, mit Schaltungen, Rechner- und Datennetzen,
sowie die Architektur und das Bauingenieurwesen mit ihren Tragwerken aus Holz und Metall.
Bekannte Beispiele sind der Eiffelturm von Alexandre Gustave Eiffel [Graefe, 1989], die
Geodesic Domes von Buckminster Fuller [Marks, 1960] und die Zeltdachkonstruktion (Form
und Gestalt: Frei Otto) des Miinchner Olympiastadions von Giinter Behnisch [Krehl, 1969].

Teilbereiche von Minimalnetzen kénnen eine mégliche Ausgangsbasis zur Erzeugung von
unbekannten, komplexen periodischen oder partiell-periodischen Netzstrukturen sein.

Durch das Loschen von bestimmten Bereichen eines 4-periodischen Netzes kdnnen auch Sub-
strukturen erzeugt werden, die auf der 3d-Konstruktion dieses 4-periodischen Netzes basieren
und somit auf eine vorgegebene Weise in den 3-dimensionalen Raum eingebettet werden.

Eine hypothetische Struktur, bestehend aus Schichten 2-periodischer Strukturen, die durch
Ketten durchdrungen werden, ist in Abb. 10.2 dargestellt. Viele Beispiele chemischer
Strukturen, die sich durch durchdringende Netze darstellen lassen, sind in [Batten, 2001]
aufgelistet. Sich durchdringende 3-periodische Netze wurden von [Delgado-Friedrichs,
O’Keeffe, Yaghi, 2002] analysiert.

Abb. 10.2 Vierperiodische Strukturen als Ausgangspunkt von 2- oder 3-periodischen Netzen.
Aus 2-periodischen Strukturen bestehende Schichten kdnnen Substrukturen eines 4p-Minimalnetzes
sein. Links oben: 4p-Minimalnetz 1(8)1, Basisvektoren sind rot-gestrichelt, darunter sein QG.

2. Skizze von links (oben): Kanten, die entfernt werden, sind grau gezeichnet; es entsteht ein 2p-Sub-
netz, rechts darunter sein QG. 3. Skizze von links (oben): grofierer Ausschnitt dieses 2p-Subnetzes mit
den gelben Pfeilen als Basisvektoren (rote Pfeile: Basisvektoren des urspringlichen 4p-Minimalnetzes).
Es entstehen Bereiche geringerer Dichte, in denen andere Strukturen, z. B. die in der rechten Skizze
blau gezeichnete Kette, eingebettet werden kénnen.
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Forschungsgegenstand dieser Arbeit war die Klasse der 4-periodischen Minimalnetze. Aus
den durchgefiihrten Analysen kénnen weitergehende Fragestellungen abgeleitet werden:

1. Das Netz 3(4)1 lasst sich durch eine Mittelpunktsfigur bzw. durch eine Kugelpackung
beschreiben und als 4p-Kristallstruktur in den 4-dimensionalen Raum auf geeignete
Weise einbetten. Wie sehen die Einbettungen maximaler Symmetrie (Archetypen)
[Eon, 1999] und topologische Parameter wie die topologische Dichte [Eon, 2004] fr
die einzelnen 4-periodischen Minimalnetze aus?

2. Gibt es chemische Umwandlungsprozesse, bei denen sich die Strukturen durch
Erhohung oder Erniedrigung der Ordnung ihrer Quotientengraphen (K,-Erzeugung und
K2-Verschmelzung) ineinander Gberflhren lassen?

3. Liefern Substrukturen von 4-periodischen Minimalnetzen einen Beitrag zu sich durch-
dringenden Strukturen, die unter chemischen Gesichtspunkten interessant sind?

4. Penrose-Muster lassen sich aus Substrukturen des 5-periodischen Minimalnetzes 1(10)1
(5d-Gitter) erzeugen (siehe Abb.10.3; vgl. reziproke Basisvektoren in [Steurer, 2004]).
Aus welchen vierperiodischen Minimalnetzen lassen sich interessante quasiperiodische
Muster erzeugen?

Minimalnetz 1{10)1 Sd-Gitter Penrose-Muster (kleiner Ausschnitt)

Abb. 10.3 Penrose-Muster sind Substrukturen des 5p-Minimalnetzes 1(10)1

5. Es gibt Quasikristalle mit quasi-periodischen Teilgittern unterschiedlicher Dimensiona-
litat. Ikosaedrische Quasikristalle haben 3-dimensionale Quasigitter, axiale (oktagonale,
dekagonale, dodekagonale) Quasikristalle sind in zwei Dimensionen quasiperiodisch
und in der dritten periodisch [Steurer, 2004; Meisterernst, 2006]. Durch entsprechende
Prozesse lassen sich periodische Strukturen (Al) auf quasikristalline Oberflachen
(AlzoPd2oMnsg) aufbringen [Lischer, 2004]. Welchen Beitrag kénnen héherperiodische
(Minimal-)netze zur Strukturanalyse von Quasikristallen oder zur Beschreibung von
Schnittstellen zwischen periodischen und quasiperiodischen Strukturen liefern?

Die vierperiodischen Minimalnetze kdnnen Ausgangspunkt zur Erzeugung vieler interessanter

3-dimensionaler Netze, und die Untersuchungen dieser Netze ein Zwischenschritt zur Analyse
hoherdimensionaler Strukturen (>4) sein.
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Anhang: Die 3 zwei-, die 15 drei- und die 111 vierperiodischen Minimalnetze

Netzkonstruktionen der zwei-, und dreiperiodischen Minimalnetze sind ab Seite 80, die der
vierperiodischen ab Seite 83 dargestellt. Auf einer Seite sind bis zu sechs Netze gezeigt, die
Positionen auf einer Seite werden mit a,b, ... bezeichnet und gemil3 Abb. Al angeordnet.

a b
C d
e f

Abb. A1 Positionen auf einer Seite

Jedes Minimalnetz wird zusammen mit seinem Quotientengraphen und Kreisklassen bis zu
einer bestimmten L&nge gezeigt (Abb. A2).

2(5)2 ______ Bezeu(.hr_\ung
CRueTtERgRIpl == === des Minimalnetzes

Kreisklassen

,=1==~ 1. Zahl: Kreisklassen mit Kreisen der Ldnge 4
? ,={=== 2.Zahl:Kreisklassen mit Kreisen der Lange 6
U.S.W.

Netz =-="

Abb. A2 Minimalnetz mit Quotientengraph und Kreisklassen

Die Tabellen Al (fir zwei- und dreiperiodische Minimalnetze) und A2 (fur vierperiodische
Minimalnetze, siehe Seite 83) geben an, auf welcher Seite und Position die einzelnen
Minimalnetze zu finden sind.

Periodizitdt Ordnung Minimalnetze Anzahl Seite / Position
2 1 1(4)1 1 80a
2 2(3)1 bis 2(3)2 2 80b — 80c
3 1 1(6)1 1 80d
2 2(4)1 bis 2(4)2 2 80e — 80f
2(3,5)1 bis 2(3,5)2 2 8la—81b
3 3(3%,4)1 bis 3(32,4)5 5 81c — 82a
4 4(3)1 bis 4(3)5 5 82b — 82f

Tabelle A1l Seite und Position der zwei- und dreiperiodischen Minimalnetze
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Die Tabelle A2 gibt an, auf welcher Seite und Position die einzelnen vierperiodischen
Minimalnetze zu finden sind.

Periodizitdt Ordnung Minimalnetze Anzahl Seite / Position
4 1 1(8)1 1 83a

2 2(5)1 bis 2(5)3 3 83b — 84b

2(3,7)1 bis 2(3,7)2 2 84c — 84d

2(4,6)1 bis 2(4,6)2 2 84e — 84f

3 3(4)1 bis 3(4)2 4 85a — 85d

3(3%,6)1 his 3(32,6)6 6 86a — 86f

3(3,4,5)1 bis 3(3,4,5)10 10 87a — 88d

4 4(3% 5)1 bis 4(3° 5)14 14 89a — 91b

4(3%, 491 bis 4(3%, 4922 22 91c — 94f

5 5(3%, 4)1 bis 5(3*, 4)30 30 95a — 99f

6 6(3)1 bis 6(3)17 17 100a — 102 e

Tabelle A2 Seite und Position der vierperiodischen Minimalnetze

E; 1(8)1 @ 2(5)1

6 76 0 10 30
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