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Einleitung

In seiner Dissertation beweist Manuel Kohler einen dquivarianten universellen Koeffizi-
entensatz fiir C*-Algebren mit einer Gruppenwirkung einer zyklischen Gruppe G mit
Primzahlordnung p. Dabei spielt das Objekt B := C @ C(G) & D eine grofle Rolle,
wobei D der Abbildungskegel der G-dquivarianten Einbettungen von C in C(G) ist.
R = KKS(B , B) ist dann der Endomorphismenring von B in der Kategorie KKC. Ist A
ein weiteres Objekt von KK, hat F(A) := KKS(B, A) auf natiirliche Weise die Struktur
eines R-Moduls. [3] zeigt, dass sich jedes exakte abzdhlbare R-Modul als F'(A) fiir ein
Objekt A von KK darstellen lasst. Das Ziel dieser Arbeit ist die Klassifikation einer Art
von einfachen R-Moduln, die zur Konstruktion von Elementen von KK dienen kénnen.
Die Ergebnisse lassen sich auch zur Widerlegung der Existenz anderer Elemente in KK
nutzen.

Jeder R-Modul M lasst sich als M := (M @M @, M darstellen. In Abschnitt 2.1 wird
gezeigt, dass fiir ; M = 0 die Untermoduln oM und 2 M isomorphe Z[(,, p~!]-Moduln mit
oto, 2t2 = ¢, sind. Da die Einschriankung, ein Z[(,, p~*]-Modul zu sein, immer noch sehr
viele Moglichkeiten fiir oM und oM offen lasst, werden wir dann kurz stérkere Aussagen
tiber irreduzible Z[(,, p~'|]-Moduln treffen.

In Abschnitt wird der Fall | M = Z/aZ fir zu p teilerfremde natiirliche Zahlen a
untersucht. Die Hauptaussage dieses Abschnittes wird es sein, dass sich M in diesem Fall
als direkte Summe aus einem bereits beschriebenen R-Modul mit ;M = 0 und einem
Modul der Form A @ Z/aZ @ B darstellt, wobei A ® B = Z/aZ gilt und A bzw. B der
Anteil von Z/aZ mit trivialer bzw. treuer Z/pZ-Wirkung ist. Diese Aussage lédsst sich
sogar in einer Allgemeinheit beweisen, die auf beliebigen R-Moduln gilt, bei denen die
Multiplikation mit p ein Automorphismus von ;M ist. (Satz [2.41])

Im Abschnitt wird der Fall ;M = Z/pZ untersucht. Leider ist es nicht moglich,
starke Aussagen iiber die Struktur von oM und ;M nur durch die Voraussetzung ;M =
Z./pZ zu treffen. Jedoch lasst sich zeigen, dass oM und oM bis auf den ,Fehler” Z/pZ
isomorph sind. Neben einem Anteil, der dem Fall { M = 0 gentigt, besitzen sie einen Teil,
der zu

2
D (Z[6.1/p])/ Z[G)

j=1

(vgl. Satz oder zu einem Z|[(,]-Untermodul von Z,[(,] @ Z,[,] mit Z,[(,] als der
p-ten zyklotomischen Erweiterung der p-adischen Zahlen isomorph ist, der ein zu Z/pZ®
Z/pZ isomorpher Kokern unter Multiplikation mit (1—¢,) hat (vgl. Satz[2.14] - oder eine
Mischung von beidem. Auch moglich ist die endliche Struktur Z[¢,)/ (1 — () ®Z/pZ @
ZIG)/ (1= )" (Satz .27 und 2.31).

Im Abschnitt wird der Fall {M = Z fir p > 2 untersucht. Da Z nur Automor-
phismen mit Ordnung 2 oder 1 besitzt, ist die Z/pZ-Wirkung auf Z trivial. Weiterhin
lasst sich in dem exakten Diagramm von M die Multiplikation von { M = Z mit p kon-
struieren. Der Kokern dieser Abbildung Z/pZ wird fiur die Untersuchung wichtiger als
Z selbst, weshalb die Ergebnisse dieses Falls an den Fall mit M = 7 /pZ erinnern.




1 Der Endomorphismenring R

Das Ziel dieses Abschnittes soll es sein, den Ring R, iiber dem wir in dieser Arbeit
exakte Moduln klassifizieren wollen, besser zu verstehen. Dazu werden wir zunachst die
fir diesen Ring konstitutiven Relationen, wie sie in [3] beschrieben werden, wiedergeben
und einige fiir die weiteren Untersuchungen niitzliche Eigenschaften herleiten. SchliefSlich
geben wir in eine Basis von R als freiem Ring an.

1.1 Relationen in R

oto C oM — oM D2

2t2
200

Abbildung 1: M zerféllt iiber R in direkte Summanden.

Fiir eine genaue Definition von R siehe |3, Abschnitt 11]. Sei p eine Primzahl. R ist der
Kategorienring der vollen Unterkategorie von £ (p) mit den Objekten {C,C(C(p)), Cy.},
wobei C,, der Abbildungskegel der unitéren Einbettung von C in C(C'(p)) ist.[3, S. 25] Die
Elemente von R stellen sich dabei als die Morphismen des Objekts A := {C,CC(p), C,}
dar. Die Morphismen zwischen A und einem weiteren Objekt B tragen dann auf natiir-
liche Weise die Struktur eines R-Moduls.

Durch die Idempotenten ¢lg, 111,212 € R mit glg + 117 + 215 = 1 zerfallt M in
die direkte Summe der drei Untermoduln (M = ¢lgM, M = ;1;M und ;M :=
21oM. R wird dann erzeugt von ;1;, ;a;, oto, at2, 151 und o255 fir ¢ # j € {0,1,2},
die auf den einzelnen Teilmoduln wie in Abbildung [I] wirken. Dabei gilt pz; - jyx = 0
fiir ¢ # j. Die Baaj-Skandalis-Dualitat liefert einen Automorphismus o : R — R mit
0% = id, o(212) = 2ls, 0(olg) = 111, 0(151) = oto und o(282) = ofs. Aussagen iiber
R-Moduln mit Einschrankungen von oM sind demnach dquivalent zu Aussagen iiber R-
Moduln mit Einschrdnkungen in 1 M. Sei N (;x;) die Norm von ;z; im Folgenden definiert
durch N(;x;) = Z?;(l) (;z;)7. Weiterhin gelten folgende Relationen|3, S. 37], von denen
die Relationen [§] bis [I6] aus den vorherigen Relationen folgen:



Lo1=olg+ 41 + 5l
2. 0,0, =00 #k
3. g0 109 = N(plo), 10 oy = N(y5)
4. g0y 90y = olg = oloy 10 - 00y = 1) — 48y
. 9y Oy = olg = oly, 9ry -1y = 51y — 58y
6. N(sts) + N(585) =p-2la
7. ()P =1, (jsj)p =1, firi=0,2und j = 1,2
8. glo o1 = 001 - 181 = o)
9. 151 110 = 100 - olg = 1
10, g0rg - 989 = (g, 989 * 20 = 20
LI oy - 989 = 181 - 10, 98~ 90 = 50~ 154
12. 10y - oly = 100y, ol - 90y = 50y
13. g0y - oty = ol - 0@ oba * 2 = 20 " olo
14. (212 = ot5) - (212 = 385) = 0, (212 — 385) - (212 — 5t5) =0
15. ;x; - pyr = 0 fiir j # h wobei x und y fiir s, ¢ oder « stehen.
16. ;1; - jx; = o
17. N(ata) - 2cvg = 209 - N(oto) = 0 und gz - N(at2) = N(oto) - o2 = 0
18. N(282) -9y = sy - N(181) und javg - N(282) = N(181) 100 =0

Beweis. Wir zeigen kurz, wie 8. bis 16. aus den vorherigen Relationen folgen:
Relation[§: Aus Relation 4 und Relation 2 folgt

0 =0 - (200 - 0011) = (02 - 2%) - 01 = (010 — oto) - 01,

also oto - g1 = . Der Beweis o, - 15, = (o folgt analog. Der Beweis von Relation 9,
10 sowie 12 erfolgt auf die gleiche Art.
Relation [11: Betrachte

1009+ 20¢] * 10ig = (1042 : 2061) 10 = (111 - 151) c10 = 100 — 151 * 102

nach Relation 4 und

109+ 20x1 1 00g = 1 (g -+ (2061 : 1062) =102 - (212 - 282) =102 — 102 * 252



nach Relation 5, also jas - 959 = 151 - 1a2. Analog folgt ,s, - oy = 501 - 15;. Relation 13
folgt analog.
Relation [1j]: Aus 5. und 10. folgt

(212 — oty) = 955 = 90Yy * (g * 989 = 90 * Qg = 212 — ofo.

Analog folgt der zweite Teil.
Relation [16: Es gilt

iy =125 = (olo + 111 +212) 525 = olo iz + 111 55 + olo - gy = i1 - gy O

Relation .' Es gllt N(gtg) s 20 = 9( - N(Oto) nach Relation und 20y * N(0t0> =
2y + 00 * 109 = 0 nach Relation [3] und Relation [2} Die zweite Aussage und Relation
folgen analog.

Dies liefert uns ausreichende Aussagen iiber die Struktur von R, um die Untersuchung
fortzusetzen.

1.2 Eine Basis von R

Das Ziel dieses Abschnitts soll es sein, eine Basis von R als freie abelsche Gruppe zu
bestimmen. Die ;1; sind fiir i € {0, 1, 2} linear unabhéngig voneinander, kommen also fiir
eine Basis in Frage. Betrachte weiterhin otg bzw. 1s;. Hierfir gilt nur die Relation [7] so-
mit sind ot} bzw. 1s¢ fiiri € {1,...,p—1} linear unabhéngig; fiir i > p lisst sich gt{) bzw.
15% als Monom mit Exponent zwischen 0 und p— 1 darstellen. Offensichtlich sind alle der
;0 linear unabhangig. Die Produkte aus je zwei ;a; lassen sich entweder mit Relation
bzw. [I5] als 0 schreiben oder mit Relation [3| [] bzw. [f] in Abhéngigkeit der bisherigen
Basiselemente schreiben. Wir beginnen also zunichst ohne die Relationen innerhalb von
915R215 mit dem System {(0150)Z , (151)2,h04k)i €{0,...,p—1}h, ke {0,1,2},h # k}
Die Abhangigkeiten der Monome in oty und 282 werden nur von Relation [6] [7] und [14] be-
stimmt. Aufgrund von Relation [14]lasst sich das Produkt der beiden Erzeuger schreiben
als o9 - 989 = 989 - 9ty = 989 + ot — 919, Somit sind wir nur noch an den Potenzen von 559
bzw. ots interessiert, deren Exponenten durch Relation [7]nach oben beschrankt sind. Eine
weitere Abhangigkeit ergibt sich durch Relation [6] sodass ein linear unabhangiges Er-
zeugendensystem von 3Ry aus {212,2t§, 25%"2' e{l...p—1},je{l...p— 2}} besteht.

Die Potenz (QSg)p_l lasst sich darstellen als (252)”_1 =p-oly — N(aty) — Zf:_g (282)".

Schlieflen wir weitere Produkte mit Relation [15|aus, verbleiben einerseits die Produkte
der Form (181)i 109 = 10" (Qto)i = 10 und 01 * (181)i = (Oto)i 001 = g1 fir ¢+ € N nach
Relation |8] und @, die bereits durch ,a; dargestellt werden konnen. Die Produkte aus
Relation [12] und Relation [I3]lassen sich auch nur als « darstellen, die hoheren Potenzen
von s und t folgen analog.

Es verbleiben nun nur noch die Produkte (gto)" - gaa = o - (2t2)%, (181)" - 10 =
109 -+ (282)i, (th)i s 90dg = 92Q¢ (Ot())i und (282)i c9(¥] = 901 - (181)7;. Wegen Relation
reicht es, Potenzen bis p — 1 in den s und ¢ zu betrachten. Aus Relation [11| und [13] ist
ersichtlich, dass fiir eine Basis nur die Produkte mit 955 bzw. 5t5 bendtigt werden; diese



sind jedoch noch den Relationen der Form N (gtp)oas = gava- N(at2) = 0 unterworfen. So-
mit konnen wir noch {00[2 “(at2)", 1 - (282)", (2t2)" - 2cvg, (282)" - 2041‘2' e{l...p— 2}}
zu unserer Basis hinzufiigen. In 3] wird KK%(-,-) berechnet und gezeigt, dass dies als
Basis ausreicht. Die gesamte Basis ergibt sich zu

{(oto)i, (181)i, (2t2)j, (282)j_1 y 100, 01, 02 (2t2)j_17 1000 (252)j_1 ; (2t2)j_1 * 20,

(QSQ)jil'QCJél”L.G{O,...,p—l},jé{l, ,p—l}}

2 Exakte R-Moduln

Definition 2.1. Ein R-Modul ist exakt, wenn folgende Sequenzen exakt sind:

lM 1M
© N 27N
oM = 2 M oM oas 2 M

Wir wollen uns mit der Frage beschéftigen, wie exakte R-Moduln aussehen konnen.
Mit ker ;o;; wollen wir den Kern der Multiplikation mit ;a; als Abbildung von ;M nach
;M bezeichnen. Es gilt also insbesondere ker ,a;; C ;M.

2.1 Der Fall {M =0

0 0
0 102 100 2001
01 0 0 0
OM 200 2M OM Q2

Abbildung 2: Die exakten Sequenzen im Fall ;M = 0.

oM

1
IR

Wir beschranken uns zunéchst auf den Fall ;M = 0. Aufgrund der Baaj-Skandalis-
Dualitat ist dieser Fall analog zum Fall (M = 0. Sei also M ein exakter R-Modul mit
1M = 11:M = 0. Wir identifizieren die Elemente von R im folgenden Abschnitt mit
ihren Wirkungen auf M.

Lemma 2.2. Ist M = (M @& 1M & 2 M ein exakter R-Modul mit {M = 0, so gilt
oM = oM mit den Isomorphismen ooy und gaus.

Beweis. Aus der Exaktheit der Sequenz folgt, dass ;M = ker jan = Im 50y ist und somit
20 als Homorphismus ¢M — oM surjektiv ist. Auch folgt aus 0 = Imga; = kersay,
dass caq injektiv ist. Somit ist saq ein Isomorphismus und es gilt (M = ;M. Analog
dazu folgt aus der zweiten exakten Sequenz, dass gas ein Isomorphismus ist. O



Aus Relation [13|folgt, dass die Modulstruktur in gty bzw. ot9 erhalten bleibt. Wir sind
jetzt in der Lage, die exakten R-Moduln mit folgendem Satz im Fall { M = 0 vollstédndig
zu klassifizieren.

Satz 2.3. Ist M =M & 1M & M ein exakter R-Modul mit {M =0, so sind oM und
oM isomorphe Z[(,,1/p]-Moduln. Die Wirkung von oty und oty entspricht der Wirkung
von . Sind umgekehrt M und oM isomorphe Z [(,, 1/p]-Moduln, so kann (M &0& oM
mit genau einem exakten R-Modul identifiziert werden.

Beweis. Zunichst zeigen wir, dass wir oM und oM als Moduln iber Z[(,] betrachten
konnen, indem wir ;¢; mit ¢, identifizieren. Dies ist hilfreich, da Z [(,] der Ganzheitsring
von Q(¢,) und somit ein Dedekindring ist. Dazu miissen wir uns einerseits vergewissern,
dass 959 trivial ist. Andererseits miissen wir tiberpriifen, dass N(;t;) = 0 gilt.

Alle ;o; mit @ = 1 oder j = 1 sind Nullabbildungen, da sie aus dem Nullmodul oder in
den Nullmodul abbilden. Somit folgt aus Relation [3{die Identitat 0 = ja - yap = N(oto)-
Dat?—1 = (t—1)N(t) gilt, also als Ideal (N(t)) D (t* — 1) gilt, konnen wir oM auch als
Modul iiber Z[t]/ (N(t)) = Z [(,] auffassen, ohne Informationen zu verlieren. Da oo und
20 Isomorphismen sind, sind aufgrund von Relation 4| und von Relation [b[auch o1g — ot
und o1 — 5t9 Isomorphismen. Aus Relation [5| folgt dann, dass 1 — 955 = 0 gelten muss.
Also ist die Wirkung von 55, auf oM die Identitat. Mit Relation |§] folgt auch N(5t3) =0
und wir kénnen tatsachlich oM und oM als Z[(,]-Moduln betrachten.

Weil (q1g—oto) invertierbar ist, ist auch (o1o — Oto)i fur alle i € Z ein Automorphismus
von oM, auch wenn die (g1y — Oto)i nicht notwendigerweise verschieden sein miissen. ¢ M
kann also auch als Modul iiber Z [Cp, ﬁ} bzw. iiber der Lokalisierung S := Z [(,)] (1-¢)-1
betrachtet werden. Wir konnen daher modulo Isomorphie 5aq als Identitdt und gas als
Multiplikation mit (1 — ¢,) betrachten.

Sind umgekehrt oM und 5 M isomorphe Z [Cp, ﬁ]—l\/{oduln, so werden sie durch 5oy :
oM — oM,z — z und gy : oM — (M, z — (1 — (,) z kanonisch zu einem exakten
R-Modul OM e0d QM.

Da das Ideal (1 — ()P~ in Z[(,] dem Ideal (p) entspricht (|4, Lemma 1.4]), kénnen
wir (1 —¢,) @I fiir beliebige k, h € N darstellen als

h
(- gyt = U8 ez, 1

mit einer Einheit e € Z[(,]. Also gilt Z [(,, 1/(1 — (,)] = Z[(, 1/p]. O

2.1.1 Irreduzible exakte R-Moduln mit ;M =0

Um die Moglichkeiten fiir R-Moduln mit ;M = 0 besser zu verstehen, wollen wir eine
Klassifikation der irreduziblen Moduln durchfithren. Jeder irreduzible Modul iiber einem
Ring S ist isomorph zu S/J fir ein maximales Ideal J C S. In diesem Fall interessieren
wir uns fiir die irreduziblen Moduln tiber S := Z [(,, p™ '], also fiir die maximalen Ideale
in S. Sei zunéchst Z := {(1 — ;)" | i € N}. Dann gilt S = Z7'Z|[(,]. Jedes Ideal I C S
lasst sich darstellen als I = Z~1J fiir ein Ideal J C Z[(,]; es gibt eine Bijektion zwischen



Primidealen J C S und Primidealen I C Z[(,], die trivialen Schnitt mit Z besitzen. Dies
sind alle Primideale aufier (1 — ¢,). Die Eigenschaft, maximales Ideal zu sein, setzt sich
dann von Z[(,] auf S fort. Fir unterschiedliche maximale Ideale J, J" C Z [(,], die diesen
Bedingungen gentigen, erhalten wir aber auch unterschiedliche maximale Ideale I und
I'in S. (vgl. Lemma 3.11 [1])

Gesucht sind nun also maximale Ideale im Ganzheitsring Z[(,]. Da in Dedekindringen
maximale Ideale Primidealen entsprechen, ist dies aquivalent dazu, die Primideale in
Z[(p) zu suchen. Aus der Theorie der Kreisteilungskorper ergibt sich, dass jedes Primideal
in Z[(,] tiber einem Primideal in Z liegt. Die Primideale in Z sind aber die von Primzahlen
q erzeugten Ideale (¢). Da sich ¢ in Q((,) genau dann verzweigt, wenn ¢ | n, ist in Q((,)
nur p verzweigt. ([4], Lemma 2.3) (p) ist jedoch aufgrund von (p) = (1 —¢,)" " als
Ideal vollstédndig verzweigt, (1 — (,) ist also das einzige Primideal iiber (p). Dieses Ideal
ist fiir uns nicht von Interesse, da wir den Ganzheitsring an dieser Stelle lokalisiert

haben. Ist ¢ # p, dann faktorisiert (¢) in genau Or‘z(pp ()q) Primideale.([4], Lemma 2.13) Sei

p—1

N(X) = [I;"' P, mod q eine Zerlegung in irreduzible Polynome P, € Z/qZ modulo
q, wobei N(X) = 1+---4+ X?~! das Minimalpolynom von ¢, iiber Q ist. Seien weiterhin
P, € Z[X] mit P, = P, mod ¢. Dann haben die Primideale iiber ¢ in Z [¢y] die Form
(q, é(gp)). (Dies stellt eine Anwendung von Lemma 2.14 aus [4] auf den Fall « = (, und
A = Z dar.) Konkretere Aussagen tiber die Form dieser Polynome im allgemeinen Fall zu
treffen, ist schwierig, weshalb wir diese Untersuchung mit zwei einfacheren Spezialfallen
abschliefen wollen. Ist einerseits ¢ eine Primitivwurzel modulo p, so hat ¢ die Ordnung
p — 1 und (q) ist auch als Ideal in Z[(,] prim. Ist andererseits ¢ = 1 mod p, dann
hat ¢ die Ordnung 1 beziiglich p und es existieren somit p — 1 Primideale tber (q).
Dann lédsst sich N,(X) modulo ¢ in Linearfaktoren X — a; zerlegen, wobei die a; die
verschiedenen Nullstellen sind. Die Nullstellen von N,(X) sind jedoch genau die nicht-
trivialen Losungen von X? =1 mod ¢. Somit sind die Primideale tiber ¢ in diesem Fall
die Ideale (g, ¢, — a;), wobei die a; die nicht-trivialen Losungen von X? =1 mod ¢ sind.
Durch Herausteilen dieser maximalen Ideale aus S entstehen Koérper mit Charakteristik
q # p. In diesen Korpern ist p bereits invertierbar, wir kénnen also auf das Adjungieren
von 1/p verzichten. Wir schlieBen diesen Abschnitt mit zwei einfachen Beispielen ab.

Beispiel 2.4. Sei p =5 und ¢ = 2. Dann ist q eine Primitivwurzel modulo p. Also gilt
ords(2) = 5—1 und (2) faktorisiert in 03(55()2) = 1 verschiedene Primideale iiber 7 [Cs,5 ]
und ist ein mazimales Ideal. Der irreduzible Modul fiir diesen Fall tiber Z [(5,57'] ist
Z(C5] /(2Z.[C5]) mit 2* = 16 Elementen. Dabei haben wir das Adjungieren von 1/p nicht

bendtigt. Fir M gilt dann
MEZIG]/(2Z[G]) @ 08 Z (] /(2Z[¢5]) -

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass oo : oM — oM die
Identitat auf dem irreduziblen Modul und gow : oM — oM die Multiplikation mit (1 — (5)
15t.

Beispiel 2.5. Seip = 3 und ¢ = 7. Dann gilt ¢ = 1 mod p und somit ord,(q) = 1.

o(p)
ordp(q)

(7) faktorisiert also in = 2 verschiedene Primideale in Z[(3,37"]). Wir suchen nun



nach den nicht-trivialen Losungen von X2 =1 mod 7. Diese sind 2 und 4. Also faktori-
siert das Ideal (7) in die mazimalen Ideale (7,(3—2) und (7,(3—4). Wir wdihlen (7,(3—2)
aus. Das irreduzible Modul zu diesem maximalen Ideal ist Z[C3) /((7, (s — 2)Z[C3)) . Fiir
M gilt dann

MEZ/TLZLS0BZ/TL.

Bis auf Isomorphie kénnen wir annehmen, dass saqg : oM — oM als die Identitdt auf
Z]TZ und oo : oM — oM als die Multiplikation mit 1 — 2 = —1 auf Z/7Z wirkt.

2.2 Der Fall |M = Z/pZ

Einen Grofiteil dieser Arbeit wird die Untersuchung des Falls 1 M = Z/pZ in Anspruch
nehmen. Zunachst beweisen wir das folgende Lemma.

Lemma 2.6. Ist M = M & M & oM ein exakter R-Modul mit 1M = 7./pZ, dann ist
die Z]pZ-Wirkung auf 1M trivial und damit 157 = 115.

Beweis. Die Multiplikation mit ;s; ist ein Endomorphismus von ;M. Somit ist sie ein
Element der Endomorphismengruppe von Z/pZ, die Z/¢(p)Z = Z/(p — 1)Z ist. Dort
haben jedoch alle Elemente eine Ordnung kleiner als p. Aus s} = 11; folgt dann schon
151 = 115. [

Wir werden die Exaktheit der beiden Sequenzen an der Stelle (M ausnutzen, um vier
getrennte Félle zu erhalten. Wir betrachten dazu den Kern von ga; und den Kern von
sap. Als Kern eines Gruppenhomomorphismus aus ; M miissen sie eine Untergruppe von
1M = Z/pZ sein. Da Z/pZ nur die Untergruppen Z/pZ und {0} besitzt, ergeben sich
folgende vier Falle:

1. kerqay = kergay = 1M = Z/pZ

2. kergay = kerqa; =0

3. kerga; = 0 und keroay = 1M = Z/pZ
4. ker oy = 0 und ker ooy = 1M = Z/pZ

2.2.1 Der Fall ker oy = ker gy = Z/pZ

Z/pZ Z7/pZ

0 1000 201
0o 102 0

oM 2%0 oM oM

oM

02

Abbildung 3: Die exakten Sequenzen fiir gya; = 2ty = 0.

Wir wollen zunéchst die Exaktheit der beiden Sequenzen ausnutzen, um Aussagen
tiber die ;o; abzuleiten. Dazu formulieren wir folgendes Lemma:



Lemma 2.7. st ker ooy = kergay = Z/pZ = 1M wunter den angegebenen Bedingungen,
so sind o0y sowie oo injektiv. Weiterhin sind oo und 1oq surjektiv. Schlief$lich ist
coker sy = coker gy = Z/pZ.

Beweis. Da ker ooy = keroay = 1M ist, ist Imga; = Imoaq = 0. Somit sind aufgrund
der Exaktheit der Sequenz sa sowie gas injektiv. Aus der Exaktheit an der Stelle { M
folgt, dass jas und ;g surjektiv sind. Das dritte Paar an Bedingungen, das uns durch
die Exaktheit geliefert wird, ergibt sich nun zu coker sag = oM/ Im oy = o M/ ker jay =
Im v = Z/pZ. Analog folgt coker gae = Z/pZ, was den Beweis vervollstandigt. O

Ein Teil unseres Vorhabens ist es, zu zeigen, dass oM und (M ,im Wesentlichen
gleich“ sind. Dies ist plausibel, da { M so etwas wie , den Unterschied zwischen o M und
oM* angibt. Dazu wollen wir zunéchst zeigen, dass wir keine Informationen verlieren,
fassen wir beide als Moduln tiber dem Ring Z[(,| auf. Dies ist attraktiv, da Z[(,] ein
Dedekindring, genauer gesagt der Ganzheitsring von Q[(,], ist und uns zur Klassifikation
von Moduln iiber Dedekindringen stiarkere Mittel zur Verfiigung stehen. Dazu miissen
wir nur zeigen, dass 8, in oM triviale Wirkung hat sowie dass N(otg) und N(ats)
Nullabbildungen sind.

Lemma 2.8. Ist kerya; = kergay = Z/pZ = 1M unter den angegebenen Bedingungen
und identifizieren wir die Elemente aus R mit den von ihnen induzierten Abbildungen,
so gilt N(otg) = N(aota) = 0. Weiterhin wirkt oso trivial auf o M und 151 trivial auf M.

Beweis. Fur diesen Beweis nutzen wir die Relationen der Elemente in R. Aus Lemma
[2.6] wissen wir schon, dass 11; = 1s; gilt. Weiterhin folgt aus Relation [5] die Identitéat
0 =504 - 10y = 515 — 55, und damit 51, = ,s,.

Aus Relation [6] und aus Relation [3| folgt schlieBlich 0 = N(otg) = N(at2). O

Analog zum vorherigen Fall dirfen wir also oM und M als Moduln tiber dem Dede-
kindring Z [(,] betrachten, ohne Informationen zu verlieren. Es erscheint nun sinnvoll,
sich auf einen der beiden Untermoduln ;M und oM zu beschridnken, um Aussagen iiber
seine Struktur zu treffen. Da die Situation symmetrisch in oM und oM ist, lassen sich
die so gewonnenen Aussagen automatisch auf beide Untermoduln iibertragen. Dazu for-
mulieren wir zunéchst folgendes Lemma:

Lemma 2.9. Ist kersay = kergay = Z/pZ = 1M unter den angegebenen Bedingungen,
so sind die Abbildungen (olg — oto) und (21a — oto) injektiv.

Beweis. Aus der Injektivitat von sag und oo (Lemma folgt mit Relation 4| bzw.
mit Relation [b| die IIlJekthltat von 010 — Ot(] bzw. 212 — 2t2. ]

Wir wollen unsere allgemeinen Untersuchungen in diesem Fall mit folgender Beob-
achtung abschlieflen, die in erster Linie dazu dient, ein besseres Gefiihl fiir die mogliche
Struktur von oM und oM zu bekommen:

Lemma 2.10. Wenn sag und gas injektiv sind, besitzen o M und oM triviale p-Torsion.
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Beweis. Angenommen, a # 0 ist ein p-Torsionselement in (M. Es gilt (gag - 20vg)” =
(0lo — 0S0)P, welches eine injektive Abbildung ist. Aber es gilt

(0lo —o0s0)’ -a=(olo —olo+p-(...))=p-a-(...)=0.

Das Element a wird also durch Multiplikation mit (gcvg - 20)” auf 0 geschickt, was ein
Widerspruch zur Injektivitat von (pag - 20r)” ist. O

2.2.2 Die Konstruktion von ;M / (N, Im(1 — ;t;))

Da wir oM und (M als Z[(,]-Modul betrachten kénnen, identifizieren wir ¢ mit ¢,. Wir
betrachten den injektiven, aber nicht surjektiven Endomorphismus (1 — ¢,) von (M. Da
er sich aus gas und 0y zusammensetzt, ist sein Kokern endlich mit Kardinalitit p?.
Wenden wir ihn mehrmals auf (M an, erhalten wir immer kleinere Untermoduln von
oM. Aufgrund der Injektivitat wird diese Folge nie stationér. Es erscheint also sinnvoll,
nicht mehr die Bilder der endlichen Anwendung von (1 — (,) zu betrachten, sondern
einen Grenzwert der Bilder der ,unendlichen“ Anwendung von (1 — (,). Wir betrach-
ten dementsprechend den Untermodul der Elemente, die fiir beliebige ¢« € N im Bild
von (1 —¢,)" liegen. Starkere Aussagen werden wir jedoch tiber den ,Grenzwert* der
Kokerne bei unendlicher Anwendung von (1 — (,) treffen kénnen, da der Kokern von
(1 —¢,)° = id trivial ist und wir in einer begrenzten Art und Weise verstehen, wie der
Kokern in jedem Schritt wéchst.

Joo
Pico Poco
/ Noo
J; . y—
\/7

D2i
P1i

0

po1

Abbildung 4: Kommutierendes Diagramm der J;.
Sei I; = Im (1 — ¢,)" und J; = coker (1 — ¢,)" = ;M/I;. Sei weiterhin
Io:=(Im(1-¢)
i=0

und Jy := jM/I. Fir i < h bezeichnen wir schliellich die kanonische Projektion von

Jp nach J; mit py, : Jp, — J;, a+Im (1 — Cp)h — a+Im (1 — Cp)i. Da 209 und ooy jeweils
Jig1] _

injektiv sind und der Kokern isomorph zu Z/pZ ist, sind die J; endlich mit ‘\TI = p?.

Es ergibt sich Diagramm in Abbildung[4] Dies ist ein projektives System; die Frage nach
dem projektiven Limes der J; erhélt also Bedeutung.
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Lemma 2.11. Sind die J; wie zuvor definiert, gilt

2

Ji = @Z[Cp]/ (1 - Cp)i

7j=1
und wir kénnen eine mit der Projektion vertrigliche Basis finden.

Beweis. Die J; sind endlich erzeugte und insbesondere endliche Moduln iiber dem Dede-
kindring Z[(,]. Also bestehen sie nur aus dem Torsionsanteil und lassen sich als direkte

Summe von Quotienten von Z[(,] darstellen. Fur jedes i € N lésst sich J; mit Idealen
A; C Z|[(,) darstellen als

Ji = @Z[Cp]/AJ"
j=1
Induktiv gilt fir die Kardinalitat von J;
| — i |Jj| _ : 2 _ 2
[ Jil = 1Jol - T1 =1-1]»*=p"
| Jj-1l ji

J=1

Aufgrund der Definition der J; ist (1 — ()" J; trivial. Damit ist (1 —¢,)" C A; fiir alle
J. Fir i = 1 folgt aufgrund der Kardinalitat damit direkt die Aussage. Wir zeigen die
Aussage induktiv. Angenommen, es gilt bereits J; = @7_, Z[]/ (1 — ()" fir ein i € N
und wir haben eine mit der Projektion vertragliche Basis von J; fiir 1 < j < ¢ gewahlt.
Wiéhle a+1;11,b4+1;11 € Jix1 so, dass a+1;11 ein Urbild von a+1; = (1,0) € J; und b+1; 4,
ein Urbild von b+ I; = (0,1) € J; unter der kanonischen Projektion ist. Diese existieren
wegen der Surjektivitdt der Projektion immer. Dann ist auch a + I; = (1,0) € J; und
b+ 1, = (0,1) € J;. Somit ist ma + nb fir m,n € {0,...,p — 1} und (m,n) # (0,0)
nicht im Bild von (1 — ¢,) enthalten. Aus der Injektivitat von (1 — ¢,) folgt damit aber
auch, dass m(1 — ¢,)'a + n(1 — )" fir m,n € {0,...,p— 1} und (m,n) # (0,0) nicht
in Im(1 — ¢,)"** = I;;1 enthalten ist. Also ist ma + nb + I;;; fir m,n € {0,...,p — 1}
und (m,n) # (0,0) nicht in der (1 — (,)*-Torsion von ;4 enthalten und a + I;4; und
b+ I;;1 erzeugen ein Untermodul von Ji 11, das isomorph zu @7_, Z[(]/ (1 — )T st
Aus Kardinalitdtsgriinden ist dies ganz J;,; und die Aussage folgt. Um eine mit der
Projektion vertrégliche Basis zu erhalten, wéihlen wir schliefllich (1,0) = a + [;+; und

(0,1) Eb+[i+1- D

Das Ziel ist es jetzt, die Struktur von J,, zu verstehen. Mithilfe von Lemma [2.11] kon-
nen wir dazu das projektive System [ in zwei projektive Systeme einfacherer Struktur
aufteilen. Betrachten wir die Projektionen p;_ bzw. p/._ auf die erste bzw. zweite Kom-
ponente von .J; sowie pgj bzw. p;’j als Projektionen zwischen den ersten bzw. den zweiten
Komponenten von J; und J;. Dann erhalten wir folgende Strukturaussage.

Lemma 2.12. J, ist Z[(y]-Untermodul von Z,[,| @ Z,[(,). Weiterhin existieren Ele-
mente e, e € Joo mit (py(eo), py(€0)) = (1,0) und (pi(e1), pi(er)) = (0, 1).
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Beweis. Es gilt .
Piso (o) & Pie (Joo) = Z[G] /(1 —G)' Z1G] -

Somit gilt mit der bekanpten Aussage lim, 7 [ /(1 — ) Z[G)] = 7,[¢) (siche [2])
und Z; = Z[G,] /(1—¢,)' Z[¢,] auch

lim pl.., (Joo) = limpll,, (Joo) Z UM Z[G,] /(1= G) 2[G) = Z,[G,).

€N ieN €N
Demnach existieren aufgrund der Definition eines projektiven Limes eindeutige p’ und
p”, sodass fiir alle k£ > j € N das kommutierende Diagramm 5| entsteht.

/

Abbildung 5: Kommutierendes Diagramm der projektiven Limites.

Durch p’ und p” wird eine Abbildung p : Joo — Z,[(,] B Z, [, x — (P (z),p" (x)) defi-
niert. Sowohl .J, als auch Z,[(,| $Z,[(,] sind kanonische Z[(,]-Moduln. Angenommen, es
gilt p(x) = 0. Sei © = g+ I. Dann ist fiir alle i € N p;oo(z) = 2o+ 1; = 0+ 1;, x¢ ist also
fir alle ¢ € N in [; enthalten, also folgt xy € I, und x = 0. Somit ist p injektiv und J
stellt sich kanonisch als Z[(,]-Untermodul von Z,[(,] & Z,[(,] dar. Da die Projektionen
surjektiv sind, muss es Elemente ey und e; aus J,, geben, sodass (p(eo), py(ep)) = (1,0)
und (p)(e1),p{(e1)) = (0,1) gilt. Dies vervollstandigt den Beweis. O

Lemma 2.13. Sei Z,, ein Z|[(,|-Untermodul von Z,[C,| © Z,[(,] mit zwei Elementen
ep,e1 € Zo mit (p(eo),pi(e0)) = (1,0), die (pi(e1),pi(e1)) = (0,1) erfillen. Mit p
sei die kanonische Projektion auf die Koordinaten von Z; im Sinne der vorherigen No-
tation bezeichnet. Dann existieren fir alle 1 € N Elemente ey und ey; in 24, sodass

(pi(eoi), b (eor)) = (1,0) mod (1= G,)" und (pi(ers), pi (e1:)) = (0,1) mod (1 —¢)" gilt.

Beweis. Wir beweisen die Aussage mit vollsténdiger Induktion. Der Fall ¢ = 1 ist bereits
in der Voraussetzung enthalten. Nehmen wir nun an, dass ey; und ey; in Z,, existieren,
sodass (pi(en), pi(e:)) = (1,0) € J; und (pi(ew), pi(e1;)) = (0,1) € Z; gelten. Dann ist

a:= (péﬂ(em),p;’ﬂ(eo@-)) =(1+k(1-¢),1(1=C)) € Zin
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und
b= (P;H(eu)ap;;l(@u)) =m-(1-¢)" ,1+n-(1-¢)") € 2
mit k,l,m,n € {0...p —1}. Da Z, die Struktur eines Z[(,]-Moduls trigt, sind auch

o) = a— k(1 —(p)i-a—l(l —Cp)i-bund erir)y =b—m(1—-¢) -a—n(1 —(p)i-b
in Z,, die die Bedingungen erfiillen. O

Ist die Abbildung Joo = Z [G] /(1 — Gp) Z[G] BZ[Gp] /(1 = G) Z[G], @ = (py (@), P (2))
surjektiv, sind also automatisch alle Abbildungen = — (pi(x), p/(z)) surjektiv. Aufgrund
der Injektivitédt sind die Urbilder der Elemente von I, eindeutig, diese miissen aufgrund
der Definition von I, wieder in I, liegen. Deshalb miissen auf I, eingeschriankt sca und
0o surjektiv sein, da I, in Im s bzw. Im gas liegt. Somit erfiillt der I,.-Anteil von o M
und oM die Bedingungen fiir den Fall {M = 0. Als Zusammenfassung der Ergebnisse
dieses Abschnitts konnen wir folgenden Satz formulieren:

Satz 2.14. Sei M = (M & M @® oM ein exakter R-Modul mit {M = 7/pZ und
ker sy = kergay = Z/pZ. Dann existiert ein Z [(p, 1/p]-Modul I als Untermodul von
oM und oM mit ¢, =t und Isomorphismen 09 = 1 und g2 = (1 — (). Die Quotienten
von oM und oM mit I, sind isomorphe Z[(,|-Untermoduln X von Z,[(y] @ Z,[(,], die
die Bedingung X/(1—C(,)X = Z/pLBZ/pZ erfiillen, wobei a2 und 1c die Projektionen
auf
Zp[Gpl/ (1 = &) Zp[Gp)) 0

bzw. auf

0@ Zp[Gpl/ (1 = Gp) ZplGpl)

sind. Die Multiplikation der Quotienten mit gan und ooy ist gegeben durch die Matrizen

1-¢, 0 1 0
( 0 1) ””d<o 1—gp>'

Die Elemente oty und oty entsprechen jeweils der Multiplikation mit Cp, 151 und 252
sind die Identitdt auf 1 M. Erfillen umgekehrt I, und die Quotienten diese Bedingungen,
induzieren sie einen exakten R-Modul M.

Schliefllich geben wir als Beispiel einen moglichen exakten R-Modul in diesem Fall an:
Beispiel 2.15. Sei M := (M &1 M @M mit 1M = Z/pZ und oM = s M = Z,[C,| BZ[(,).

Set dazu govg = <(1 _OCP) (1)> und s0g = (é (1 —OC )> Die Elemente 19 und 1o sind
P

die Projektionen auf
Z|Gp)/ (1 = Gp) Zp[Gp]) B 0

bzw. auf
0@ Z[G]/ (1 = ¢) Z[G)) -

Die Elemente 151 und 282 wirken trivial, ;t; entspricht jeweils der Multiplikation mit C,.
In diesem Beispiel zeigt sich, dass die beiden Komponenten von oM und oM nicht not-
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wendigerweise gleich sein missen. Es ergibt sich folgendes Bild der exakten Sequenzen:

Z|pZ Z|pZ

0 1000 201
oo 102 0

Zp|Cp] © Z[Gy] W ZplGp) © Z[Gp)  ZyplCp) ® Z[Cy) = ZpGp] D Z[Gp)]
o0 -

2.2.3 Der Fall ker gaq = kerqa; =0

Z/pZ Z7/pZ

102 10 2001

oM 2%0 oM oM o M

02

Abbildung 6: Die exakten Sequenzen fiir ker gar; = ker oy = 0.

Die anfanglichen Untersuchungen konnen in diesem Fall sehr &hnlich wie im letzten
Fall gemacht werden. Wir zeigen zunéchst folgendes Lemma.

Lemma 2.16. Ist keroay = kergay = 0 unter den angegebenen Bedingungen, so sind
20y sowie oo surjektiv. Weiterhin sind 1co und 1aqg Nullabbildungen. Schliefslich ist
ker ooy = ker gay = Z/pZ.

Beweis. Aufgrund der Exaktheit in ;M sind jaqy sowie jap Nullabbilldungen. Aus der
Exaktheit in ¢M und oM folgt dann, dass 5o und gas surjektiv sind sowie einen Kern,
der isomorph zu Z/pZ ist, haben. ]

Wir wollen wieder mit oM und (M als Moduln iiber dem Dedekindring Z[(,] arbeiten.
Dazu miissen wir uns vergewisseren, dass N (at2) und N (otg) verschwinden und dass 259
trivial wirkt.

Lemma 2.17. Sei M = (M & 1M @ oM ein exakter R-Modul mit «M = Z/pZ.
Ist ker gay = ker oy = 0 unter den angegebenen Bedingungen und identifizieren wir die
FElemente aus R mit den von ihnen induzierten Abbildungen, so gilt N(oto) = N(at2) = 0.
Weiterhin wirkt 9so trivial auf oM und sy trivial auf M.

Beweis. Aus Relation 3| folgt 0 = gay - 10 = N(otp), aus Lemma folgt 117 = 151 und
aus Relation [5] folgt 0 = sy - 1y = 215 — 959 bzw. 259 = 515. Dann folgt aus Relation
|§| N(ate) + N(282) = p - 2ls, also N(ata) +p-2ly = p-oly und damit N(sty) = 0. Das
bedeutet, dass wir ¢M und oM kanonisch als Moduln tiber dem Ganzheitsring von Q[(,]
auffassen konnen. Dies vervollstéindigt den Beweis. O
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Um die Struktur von ¢M und oM besser zu verstehen, beschranken wir uns jetzt
auf einen der beiden Untermoduln. Da die Situation symmetrisch in oM und oM ist,
werden sich alle so gewonnenen Aussagen auf beide Untermoduln anwenden lassen. Dazu
interessieren wir uns insbesondere fiir den Endomorphismus g1g — ¢tg von oM, da er uns
erlaubt, Informationen tiber die Elemente der Form ;«a; zu verwerten, ohne (M verlassen
zu miissen. Wir formulieren folgende Beobachtung:

Lemma 2.18. Ist kersay = kerga; = 0 unter den angegebenen Bedingungen, so sind
die Abbildungen (olg — oto) und (31 — ots) surjektiv.

Beweis. Aus Lemma wissen wir, dass gas und sqq surjektiv sind. Dann sind auch
(010 - Ot(]) = Q2 " 2 (Relation und (212 - th) = 2(¢g * 02 (Relation Surjektiv. ]

Es gilt jeweils oM/ (Z/pZ) = oM und o M/ (Z/pZ) = (M, da ker gy = ker ooy = Z/pZ
gilt.

2.2.4 Die Konstruktion von [J2°, ker(1 — t)*

Die sich ergebende Situation ist nun symmetrisch in (M und ,M; es reicht also, von
t und 1 anstatt von ;t; und ;1; zu sprechen. Da fir alle n > 0 die Abbildung (1 — ¢)”
surjektiv, aber nicht injektiv ist, ist das Bild von (1 — ¢)" fiir beliebige n wieder ;M.
Somit gilt ker(1—¢)" C ker(1—¢)"! fiir alle n € N. Die additive Struktur des Quotienten
ist durch den Kern von saq und gay auf (Z/pZ)* oder Z/p*Z festgelegt. Bezeichnen wir
die natiirliche Inklusion mit 7, so ist
1-¢ 1t -t 1t
2kr(l-t)f 2ker(l-t)""'2 ... 20

eine nicht stationére Sequenz von Untermoduln von ;M. Anstatt den Kern von (1 — t)i
fiir ein festes i zu betrachten, wollen wir alle Elemente aus oM betrachten, die fiir ein
h € N von (1— t)h auf Null abgebildet werden. Wir interessieren uns also fiir

Uker(1—t)':={a e ;M| 3heN:(1-t)"-a=0}.
i=0
Bezeichnen wir den Kern von (1—¢)" mit X,, und sei X := X, := U2, X;. Wir versuchen
jetzt, unser Wissen iiber die Struktur der X; zu nutzen, um Aussagen iiber X, C oM
treffen zu konnen.
Wie bereits gezeigt wurde, sind die X; alle Z[(,]-Moduln. Als endliche Moduln sind sie
dann endliche direkte Summen von endlichen Quotienten von Z[(,]. Da die Kardinalitat

von X;;1/X; gleich p? sein muss, haben die einzelnen Summanden eine p-Potenz als
Kardinalitat.

Lemma 2.19. Fir alle i € N hat X; die Form

Xi=@PzZG)/ (1-¢)

J=1
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Beweis. Wir gehen induktiv vor. Fiir 7 = 0 stimmt die Behauptung offensichtlich. Neh-
men wir an, dass X; = @7_, Z[,]/ (1 — ()" fir ein i € N gilt. Aufgrund des Struktur-
satzes fiir endlich erzeugte Moduln iiber Dedekindringen und der Tatsache, dass X; 4
ein Torsionsmodul ist, folgt, dass wir X;,; darstellen konnen als

z+1 @ Z Cp

mit Idealen A; C Z[(,]). Wir zeigen zunéchst, dass X, nur aus zwei direkten Sum-
manden bestehen kann, indem wir benutzen, dass alle A; Teiler von (1 — )" sind.
Mithilfe eines Arguments tiber die Kardinalitat von X, ; zeigen wir schlieBlich, dass die
verbleibenden zwei A; die gewiinschte Struktur aufweisen miissen.

Da auch Z[(,]/A; im Kern von (1 — Cp)i+1 enthalten ist, folgt, dass (1 — Cp)”l C A;
fiir alle 7 von 1 bis n. Diese Aussage ermoglicht uns eine Eingrenzung der Struktur
der A; auf endlich viele Félle: Da jedes Ideal in einem Dedekindring eine eindeutige
Zerlegung in Primideale besitzt und da (1 — (,) prim ist, existiert fir jedes j von 1 bis
neinkj <i+4+1mit A = (1—¢)". Andererseits ist X; in X, enthalten und es
gilt ohne Beschréankung der Allgemeinheit, dass A; C (1 —¢,)" fir j € {1,2}. Da der
Kern von (1 —¢,)" jedoch vollstandig in X1 = @}, Z[(p]/A; enthalten ist und jeder
direkte Summand Z[¢,]/A; in X, 11 mit j > 2 und (1 — ()" = A; # Z[¢,] zu Elementen
auBerhalb von X; = @7_, Z[¢,]/ (1 — (), die im Kern von (1 — ()" liegen, fithrt, ist
Z[Cp]/A; trivial fir j > 2 und es folgt

H—l @ Z Cp

Es verbleibt nur noch zu zeigen, dass die A; die gewiinschte Form haben. Da jedoch
( — ) C Ay C (1 - G) gilt, ist eine der Inklusmnen eine Gleichheit. Weil | X;1/X;| =
p? gilt, folgt (1 —¢,)™" = A; und somit

H—l @Z Cp 1 - Cp)iJrl :

Induktiv folgt die Behauptung. m
Lemma 2.20. Ist X, so definiert wie zuvor, gilt
2
Xoo = @ <p7 1/]) /Z[gp]
7j=1

Beweis. Um die Struktur der X; besser zu verstehen, bemerken wir zunéchst, dass Ele-
_rk
mente der Form i_gﬁ in Z[(,| Einheiten sind. Also gilt

(1 ¢! =H (1-¢) = (8,(1)) = ()
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als Ideal; (p) ist als (einziges) Primideal von Z total verzweigt in Z[(,]. Wir erhalten also
Z|p*Z & Z)p*Z C Xg(p-1). Wir betrachten folgende Inklusion:

DL/ LD LT D - DL/ D TP

| Z1)/2

- Z/ka/ Zi/pZ
— [g,,]/]I;kZ[gp] — 2l |

I

Abbildung 7: Kommutierendes Diagramm der direkten Limites.

Nun ist U2, Z/p*Z die kleinste additive Gruppe, die fiir jedes k ein Element mit
Ordnung p* besitzt. Diese Gruppe ist die Priifer-p-Gruppe Z(p™®) bzw. Z[ |/Z. Die
Endomorphismengruppe von Z(p>) ist Z,, welche keine p-ten Einheltswurzeln besitzt.
Die Summanden von X, besitzen jedoch Einheitswurzeln. Dazu betrachten wir das
kommutierende Diagramm [7} mit ¢ sind die kanonischen Inklusionen bezeichnet und
Xjoo ist eine Komponente von X,. Weil jedes Element aus X fiir ein IV bereits in Xy
enthalten ist und somit zwei Komponenten besitzt, ist auch X, eine direkte Summe.
Da der direkte Limes mit der Inklusion bzw. Adjunktion von ¢, kommutiert, konnen
wir, anstatt die Vereinigungen iiber die Quotienten von Z[(,| zu betrachten, auch die
Vereinigung itber Quotienten von Z betrachten und dann ¢, adjungieren. Q,((,) ist eine
Erweiterung von Q, mit Grad p — 1. Weiterhin gilt Og,«,) = Zp[(y]. Die Elemente
in Z,[¢,] korrespondieren mit ihrer (1 — (,)-adischen Entwicklung. (Lemma 5.6.1, [2])
Die sich ergebende additive Gruppe in unserer Situation ist Z[(,, %] JZ[(p). Auf dieses

Ergebnis kommt man auch durch die Uberlegung, dass U, Z[¢,)/ (1 — ()" der kleinste
Z[¢,)-Modul ist, der fiir beliebige i ein Element a mit (1 —(,)'a =0 und (1 —¢,)" ! # 0
besitzt. Dies ist Z[Cp, 1/(1 — ¢,)]/Z[¢,). Da (p) = (1 — ()" gilt, ist dies isomorph zu
Z [y, 1/p] JZ[C,). Somit ergibt sich

QZ[CP]/ 1-¢) =z [cp, 1_1§] / zi,) 2 7. [cp, H / 71¢,).

Es folgt also schliellich
2

]=1
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Seien (X und X die eben konstruierten Untermoduln von oM und oM. Wir wollen
nun die Wirkung der a auf ¢ X und X untersuchen. In dem betrachteten Fall sind 1
und ;s Nullabbildungen. Da das Bild von gy im Kern von 1 — (tq liegt, liegt es auch in
0X und inbesondere in der (1 — (,)-Torsion von ¢X. Aufgrund von Z/pZ = 1M = Im oy
gibt es dafiir modulo Isomorphie nur die Moglichkeit

tmay = {i/(1—¢) @0[i € {0,...,p—1}}.

Dies ist auch der Kern von sa. Wir konnen uns jetzt ohne Beschrankung der Allgemein-
heit eine Basis von » X wahlen, fiir die die zweite Komponente von (X isomorph auf die
zweite Komponente von o X abgebildet wird. Die Abbildung sag wird demnach modulo
[somorphie eindeutig durch die Matrix

ﬂ“:CB% 9

2%”%:<OB@ 09@>

“”:<éafgﬂ‘

Bis auf Isomorphie ist auch die Einbettung von ;M durch sa; und gy in o X bzw. ¢ X
eindeutig, da das Bild bereits durch den Kern von 5o und gas festgelegt ist. Es verbleibt
die Frage, wie ¢M und oM zusammengesetzt sind. Betrachten wir zunéchst oM /¢ X und
oM /5 X. Da das Bild von s und gy in X und X liegt, miissen wir uns in diesem
Fall nicht mehr um ;M kiitmmern. Da 20(0X) = 2X und gas(2X) = ¢X gilt und der
Kern der ;a; in o X und (X liegt, ist (M /X = 3 M /5 X mit Isomorphismen sap und gas.
Der Modul M’ := (X @& Z/pZ & 3 X ist selbst ein exakter R-Modul mit den exakten
Sequenzen

beschrieben. Aus

folgt schlieBlich

Z|pZ Z|pZ

/ w und V JXQI‘ )
001 0 0
oX 220 9.6 oX 0% 0 X

Auch der Quotient M /M’ ist ein exakter Modul mit den Sequenzen

0 0
0 102 2000 2001
A YK und / x ,
20

oM/oX oM/ X oM /oX = 2 M/2 X

o

o

die in Abschnitt vollstandig beschrieben sind. Als Zusammenfassung dieses Ab-
schnitts konnen wir nun folgenden Satz formulieren.
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Satz 2.21. Sei M = (M & M & oM ein exakter R-Modul mit «M = 7/pZ und
kergay = kerosay = 0. Dann sind oM und oM 7Z[,]-Moduln mit trivialer ;s;- Wirkung,
in denen ;t; mit ¢, identifiziert werden kann. oM und oM besitzen den Untermodul

o=@ @16 p)/ L6

Weiterhin sind oM /X und oM/ X isomorphe Z[(,, 1/p]-Moduln. Die Elemente gon
und sy bilden M isomorph auf einen Anteil der (1 — (,)-Torsion von X ab. Die Ele-

mente oo und g wirken auf X ohne Beschrinkung der Allgemeinheit mit den Ma-

trizen 1 0 bzw. (1-¢) 0 . Auf die Quotienten von oM /X und oM /X
0 (1-¢) 0 1

wirkt gao modulo Isomorphie als Identitdt und scg modulo Isomorphie als Multiplikation
mit (1 — ().

Erfillen umgekehrt oM, M und oM diese Kriterien, so induzieren sie einen exakten
R-Modul.

Wir schlieflen den Fall mit einem Beispiel fiir einen exakten R-Modul ab:

Beispiel 2.22. Sei M := M @& 1M & M mit \M = Z/pZ. Sei

= (Z 16, 1/p))/ Z1G]-

o NN L, (a=¢) 0 (10
WzrwahlenoM_gM_MEBMTmtoOé2—( 0 1 und 20 = 0 (1-¢))

Weiterhin wdahlen wir 1ap = 1 = 0. Das Element gov ist die Einbettung von Z/pZ in
die (1 — (p)-Torsion von 0 & M und s0a4 ist die Einbettung von Z/pZ in die (1 — (,)-
Torsion von M @ 0. ;s; wirkt wie ;1; und ;t; wirkt wie die Multiplikation mit (,. Wir
erhalten folgende exakte Sequenzen:

Z|pZ Z|pZ

0 und 1&0 201
001 102 0

M & M M &M M &M M & M.
1 0
'<o <1<p)>

2.2.5 Der Fall kerga; = 0 und kersay = Z/pZ

Dieser Fall ist etwas schwieriger als die beiden vorherigen Félle, da jetzt nicht mehr je
ein ;a; der a-Paare zwischen ;M und oM bzw. (M eine Nullabbildung ist. Wir zeigen
zunachst folgendes Lemma.

Lemma 2.23. Ist {M = 7Z/pZ, ker ooy = 0 und ker oy = Z/pZ = 1M, so sind ooy und
00y injektiv und yog und yo surjektiv. Weiterhin ist ker oag = coker govg = Z/pZ. 20
und 1o sind Nullabbildungen.
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Z/pZ Z/pZ

0 10 201

oM 2% oM oM o M

02

Abbildung 8: Die exakten Sequenzen fur ker ga; = 0 und keroay = Z/pZ = 1 M.

Beweis. Laut Annahme ist ga; injektiv und 54 eine Nullabbildung. Dann ist wegen der
Exaktheit in 1 M auch ;as eine Nullabbildung und ;g surjektiv. Aus der Exaktheit der
Sequenz in o M folgt, dass gas injektiv und saq surjektiv ist. Aus der Exaktheit in oM
folgt schliefllich ker sag = coker gay = 7/ pZ. O

Erneut hegen wir die Hoffnung, mit (M und s M als Moduln iiber Z[(,| arbeiten zu
kénnen. Jedoch ist N(otp)(oM) nicht trivial. Dennoch sind wir in der Lage, folgendes
Lemma zu formulieren:

Lemma 2.24. Ist {M = Z/pZ, ker ooy = 0 und ker oory = Z/pZ = 1 M wie beschrieben,
so gilt N(ste) = 0. Ferner wirken 181 und 289 trivial und der das Bild von N(otg) ist
isomorph zu Z/pZ und gleich dem Bild von g .

Beweis. Aus 0 = sy - 19 = 19 - 2 folgt mit den Relationen {4] und [5| die Identitét
111 = 181 und 215 = 255. Die Elemente 15, und 289 wirken also trivial. Mit Relation [6] folgt
p = N(252) + N(at2) = p+ N(ata), also N(aty) = 0. Es verbleibt schliefilich, den Kokern
von N(ptg) zu bestimmen. Mit Lemma [3| gilt N (otg) = o - 109. Da gy aufgrund von
Lemma injektiv ist, folgt ker N(ptg) = kerap und mit Im g = Z/pZ schlieflich
Tm N (o) = Z/pZ. O

Also kénnen wir oM — im Gegensatz zu oM — als Modul tiber dem Dedekindring
Z [Cp| auffassen. Es ist jedoch ,nur® das zu Z/pZ isomorphe Bild von N(pty), der uns
daran hindert, auch (M als Z[(,]-Modul zu betrachten. Ignorieren wir ihn zunéchst und
betrachten nur M’ := ker N(oty) = ker g = Imae, so haben wir erneut zwei Z[(,|-
Moduln. Wir finden uns an dieser Stelle mit zwei verschiedenen und unterschiedlich
komplizierten Féllen konfrontiert: Da das Bild von 1 M unter a4 isomorph zu Z/pZ ist,
liegt es entweder in oM’ oder hat trivialen Schnitt. Es zeigt sich jedoch, dass der Fall
mit trivialem Schnitt unter den Bedingungen dieses Falls gar nicht moglich ist.

Lemma 2.25. Sei M = ¢M © 1M @& oM ein exakter R-Modul. Ist \M = Z/pZ,
ker ooy = 0 und ker ooy = Z/pZ = 1M, so gilt Tm ga; C Im gaus.

Beweis. Angenommen, das Bild von M unter ga; liegt nicht im Bild von s M unter gas.
Dann liegt Im gy auch nicht im Kern von ja und p = N(181) = 10 - 9o ist injektiv.
Aber aufgrund von Lemma gilt p = N(151) = 100 - 0oy Z 0 mod p. Dies ist ein
Widerspruch. Es folgt also Im gay C Im gas. O

Auch wenn gas eingeschrankt auf oM’ ein Isomorphismus ist, ist oqq eingeschrankt
auf oM’ weder injektiv noch surjektiv. Es besitzt einen zu Z/pZ isomorphen Kern und
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ein zu Z/pZ isomorpher Kokern. Indem wir mithilfe von gas oM’ und oM identifizieren,
kénnen wir s als Wirkung von (1 — (,) betrachten. Analog zu den beiden vorherigen
Féllen konstruieren wir in M’ die Objekte

Xoo = [J ker(1 = ¢,
i=0

Io:= () Im(1—¢)
i=0
und schliefilich .
Joo 1= oM' /1o = oM’/ <ﬂ Im(1 — g,,y‘) :
i=0

Nun kann es passieren, dass der Kokern und der Kern von (1 — ;) ,,zusammenpassen‘.
Dann werden die Strukturen X, und J, tiberschaubar. Passen sie jedoch nicht zu-
sammen, ergibt sich eine Situation, die eine Kombination der beiden vorherigen Falle
darstellt.

Wir machen also eine Fallunterscheidung und nehmen zunéchst an, dass ker(1 — ()
nicht in I, enthalten ist.

Lemma 2.26. Sei M = M & M @® M ein exakter R-Modul. Weiterhin sei (M =
Z/pZ, kergay = 0, kersay = Z/pZ = 1M und seien X, oM', I und Js wie oben
definiert. Ist ker(1 — (,) C oM’ nicht in I, enthalten, so sind X und Jo endlich.

Beweis. Betrachte das kleinste i, fiir das ker(1 — () nicht mehr in Tm(1 — (,)* ent-
halten ist. Dies muss existieren, da ker(l1 — (,) nicht in I, enthalten ist. Das heifit
aber, dass wiederholtes Anwenden von (1 — ¢,) auf [; := Im(1 — (,)" injektiv ist. Al-
so gilt auch fiir alle j > i die Identitat ker(1 — (,)? = ker(1 — ¢,)". Da aber ker(1 —
() = Z/pZ endlich ist, ist auch ker(1 — (,)* und damit X, endlich. Betrachte nun
(Im(1 —¢,)"") / (Im(1 — ¢,)"). Dies kann nicht trivial sein, da dann bereits i — 1 die
Voraussetzung fir ¢ erfiillt hétte. Andererseits ist der Kokern von (1 — (,) isomorph
zu Z/pZ, weshalb (Im(1— ()" 1)/ (Im(1 — (,)") = Z/pZ gilt. Dafir ist ker(1 — ¢,)
ein Représentantensystem. Das Bild von ker(1 — (,) unter 1 — ¢, ist jedoch trivial.
Somit gilt (Im(1 —¢,)"™) = (Im(1 —¢,)") und allgemeiner fiir beliebige j > 4 auch
(Im(1 —¢,)7) = (Im(1 — ()*) = I. Da oM’/ (Im(1 — (,)*) endlich ist, ist es J,, auch.
Dies vervollstandigt den Beweis. O]

Satz 2.27. Sei M = (M ® M DM ein exakter R-Modul. Sei ker govy = 0 und ker gy =
Z/pZ = 1 M. Ist weiterhin ker(1—oto) nicht in o1, enthalten, so ist M die direkte Summe
eines R-Moduls, der die Bedingungen aus Abschnitt[2.1] erfillt, und eines R-Moduls der
Form A

My=XO Z/pZ S5 Z[Cp]/ (1 - Cp)z Z[CPL

wobei X den Untermodul Y = Z[(,]/ (1 — () Z[G,) mit X)Y = Z/pZ und (1 —1)X =
besitzt. Das Element gaw ist die Finbettung von oM in'Y , sy ist die Multiplikation mit
(1—1), da (1 —t)oM = oM gilt. Das Element 1« ist die Projektion auf oM /(1 —1t)o
und ooy ist die Multiplikation mit N(t) und anschliefende FEinbettung in N (t)oM
Z7]pZ.

~

R
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Beweis. In diesem Fall ist sogar der Schnitt von X, und I, trivial. Aus Kardinalitats-
griinden folgt dann, dass Jo = {z + I|r € X} gilt. Der Untermodul 7, geniigt den
Bedingungen aus Abschnitt und X, = Z[(]/ (1 — ¢,)" fir ein i € N. Es ergibt sich

eine kurze exakte Sequenz
00— I — oM —» Jy — 0.

Die Abbildung (1 — (p)i : oM — I, hat den Kern X, und projiziert o M auf 1. O]

Nach dem Splitting-Lemma ist dann (M’ = oM = I & Jo = 1o & Z[()/ (1 — Cp)i.
Es ist jedoch nicht klar, ob es moglich ist, ein M so zu konstruieren, dass es oM’ wie
beschrieben enthalt und dass M die Bedingungen an einen exakten R-Modul erfiillt.Es
verbleibt der Fall, dass ker(1—¢,) in I, enthalten ist. Dann ist auch X, in I, enthalten,
da es fiir beliebige i Elemente a geben muss, sodass 0 # (1 — (,)" - a € ker(1 — ¢,) gilt.
Schranken wir s auf I, ein, so ist die Abbildung aufgrund der Definition von I
surjektiv und hat einen zu Z/pZ isomorphen Kern, der in I, liegt. Analog zu den
Betrachtungen aus [2.2.4] erhalten wir

Xeo = (Z [C}w 1/p])/Z[§p] = K/OK

Wir teilen nun X, aus I, bzw. aus oM’ heraus und erhalten I’ = I/ X, bzw. M" =
oM’/ X, sowie J! = M'/I und J = ¢M/I. Da das Urbild von X, gerade X
war, ist (1 — (,) auf I, ein Automorphismus. Weil wir den Kern herausgeteilt haben, ist
die Multiplikation mit (1 — ¢,) auf oM” injektiv geworden. Der Kokern von (1 — () ist
jedoch immer noch isomorph zu Z/pZ. Analog zum Abschnitt folgt, dass J._ ein
Z[(p]-Untermodul von Z,[(,] ist, der mindestens eine nicht durch (1 — () teilbare Zahl
enthélt und fir das Joo / (1— () Joo = Z/pZ gilt [ Da die Multiplikation mit N (oto) oM auf
den Kern von (1 — () abbildet, der in I, enthalten ist, ist nicht nur J, sondern auch
J. ein Z[(y]-Modul. I’ wird wiederum durch Abschnitt 2.1| beschrieben. Die Abbildung
1 ist dabei die Projektion auf den J,.-Anteil von M und die anschliefende Projektion
auf J /(1 —(,) Joo. Die sich ergebende Situation unter der Voraussetzung jas = 0
und oy = 0 stellt sich also als eine Kombination der Moglichkeiten der beiden vorher
untersuchten Félle dar. Ob tatséchlich ein Beispiel fiir diesen Fall existiert, ist nicht ohne
Weiteres klar.

2.2.6 Der Fall ker sy = 0 und ker ga; = Z/pZ

In gewisser Weise ist dieser Fall symmetrisch zu dem vorherigen Fall, werden oM und
oM vertauscht. Da sich ¢M und M jedoch nur ahnlich, aber nicht gleich verhalten,
ergibt sich eine leicht veranderte Situation. Dennoch versuchen wir zunéchst, mithilfe
der Exaktheit Aussagen iiber die ;a; abzuleiten.

!Jedes nicht triviale Untermodul ist isomorph zu einem Untermodul mit einer nicht durch (1 — ¢,)
teilbaren Zahl. Existiert eine solche Zahl, existieren sofort p — 1 solcher Zahlen; das sind alle nicht
durch (1 — ¢,) teilbaren Zahlen in Z,[(,].
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Z/pZ Z/pZ

0 10 201
0o 102 0

oM 2% oM oM o M

02

Abbildung 9: Die exakten Sequenzen fur kersa; = 0 und ker ooy = Z/pZ = 1 M.

Lemma 2.28. Ist {M = 7Z/pZ, ker ooy = 0 und ker gory = Z/pZ = 1M, so sind sy und
2y injektiv und 1oy und ooy surjektiv. Weiterhin ist ker gag = coker yong = Z/pZ. Die
Abbildungen ooy und 10 sind Nullabbildungen.

Beweis. Aus der Exaktheit der Sequenz an der Stelle M folgt, dass 1 eine Nullabbil-
dung ist und dass jas surjektiv ist. Die Exaktheit in oM liefert die Injektivitat von s
und die Surjektivitdt von gas. Schlielich liefert die Exaktheit in o M mit der Injektivitét

~Y

von o und der Surjektivitdt von jas die verbleibende Aussage ker gas =2 coker ooy =
M = 7/pZ. O

An dieser Stelle konnen wir Lemma benutzen und ;s; = ;1; anwenden. In einem
Versuch, das Vorgehen der vorherigen drei Falle zu wiederholen, machen wir folgende
Beobachtung.

Lemma 2.29. [st M = 7/pZ und kersay = 0 und kergoqy = Z/pZ = 1M, so gilt
N(Oto) = 0 und coker (212 - 282) = QM/ Im 20 = Z/pZ Weiterhin gllt (2].2 - 252)2 =0.

Beweis. Aus Lemma [3] folgt, dass N(151) = N(oto) = 0 gilt. Wegen Lemma [2.2§ gilt
coker yag = Z/pZ. Auch aus Lemma und aus Relation [5| folgt, dass o1y — 989 =
s + 103 den Kokern coker s = coker g = Z/pZ besitzt. Wegen 181 = 11; und der
Relationen |4 und [5| gilt (215 — 282)2 =aq - (1 —181) - 12 = 0. Dies vervollstandigt den
Beweis. ]

Wir kénnen oM also als Modul tiber dem Dedekindring Z [(,] betrachten. Bezeichnen
wir mit o M’ das Bild von saq. Dann ist wegen Relation [10] 952 = 215 auf 3 M’ und nach
Relation[6|auch N (st2) = p—p = 0 auf ;M. Also ist oM’ ein Z[(,]-Modul. Die Abbildung
sy 1 oM — 9 M’ ist jetzt ein Isomorphismus. Da mit Relation 1009901 = 1171 —181 =0
gilt, ist das Bild von sy und damit der Kern von gas im Kern von ;s und damit in
oM’ enthalten. gasl|,poM" — oM ist somit weder injektiv noch surjektiv und hat Kern
und Kokern isomorph zu Z/pZ. Diese Situation zwischen oM und oM’ ist dquivalent
zur Situation zwischen oM und (M’ im vorherigen Fall. Unterschiede ergeben sich erst,
wenn wir o M’ in o M einbetten. Fiir die weiteren Untersuchungen benotigen wir folgendes
Lemma.

Lemma 2.30. Ist p # 2 unter den erwdhnten Voraussetzungen, so gilt N (oty)oM = 0.

Beweis. Da o1y — 983 = sy - 109 auf oM’ abbildet und 55, auf o M’ trivial ist, ist ,s5 —
28§+1 = 2812C . (212 — 282) = (212 — 282). AlSO fOlgt

p-(p+1)

N(282) =p-2la+ 5

(21 — 259).
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Aus Relation IEI folgt dann N (yt5) = —#(212 — 989). Da oM /oM’ = 7,/pZ, bildet die
Multiplikation mit p nach M’ ab. Fir p # 2 ist w;l) durch p teilbar und (315 — 259)
auf oM’ 0, woraus N (o) = 0 folgt. O

Somit ist ganz oM ein Z[(y]-Modul, wenn wir 5to mit ¢, identifizieren. Rufen wir uns
die Konstruktion von J, X, und I, ins Gedéachtnis, die wir im vorherigen Abschnitt
in M gemacht haben und bezeichnen in 5/ und automatisch auch in oM’

90X 1= U ker (1 — t)i

1=0

und

olo = Im(1—1)".
1=0

Weiterhin fihren wir oJ. := oM’ /51 und oJy := oM /51, ein. Es ergeben sich wieder
zwei Falle. Ist ker (1 —t) nicht in 5/, enthalten, so ist X, endlich und wir kénnen
folgenden Satz formulieren.

Satz 2.31. Sei M := (M & M @ M ein exakter R-Modul mit M = 7 /pZ. Sei
kerocry = 0 und ker ooy = Z/pZ = 1 M. Ist weiterhin ker(1 — oto) nicht in o1, enthalten,
so ist M die direkte Summe eines R-Moduls, der die Bedingungen aus Abschnitt
erfillt, und eines R-Moduls der Form

My 2 Z[G)) (1-6) @ Z/pZ & ZIG,)/ (1—¢) .

Die Abbildung 0y ist die Einbettung von oM in (1 — (,)aM, goy ist die kanonische
Projektion auf oM. Die Abbildung (o wird durch die Projektion auf oM /(1 — ()2 M
dargestellt und o0 ist die Einbettung in (1 — (,)" oM. Die Multiplikation mit ;t; ent-
spricht der Multiplikation mit ¢, und o1y — 959 entspricht in oM der Multiplikation mit
(1-— gp)igg mit beliebigem j € N.

Beweis. Dieser Beweis erfolgt analog zum Beweis von Satz [2.27] O

Ist ker (1 —t) in oM jedoch in 9/, enthalten, sind die entstehenden Strukturen nicht
mehr endlich. Wir erhalten erneut, dass

2 Xoo = (Z Kp? 1/p])/Z[Cp] = K/Ok

ist und 9/ /2 X den Bedingungen aus dem Fall ;M = 0 gentigt. Sowohl »J/_ als auch
9Joo sind Z[(,)-Untermoduln von Z,[(,], die 2Jo/(1 — () Joo = Z/pZ erfiillen. Es folgt
ein Beispiel eines exakten R-Moduls, das diesem Fall entspricht.

Beispiel 2.32. Sei M := oM &M & oM mit M = Z/pZ. Sei M = Z[(,, 1/p]/Z][(,)].
Wir wihlen oM = oM = M @ Z[(p]. Dann ist

_<a—m % d _C 0 )
0y = 0 1 unda 20 = 0 (1 . gp) .
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Die Abbildungen ooy und 1o sind Nullabbildungen. Die Abbildung 1w ist die Projektion
des Z|(,)-Anteils von o M auf Z[() /(1 — () Z[() = Z/pZ und y0uy ist die Einbettung von
1M in die (1 —(,)-Torsion des M-Anteils von oM. Die Ringelemente ;t; sind die Multi-
plikation mit C,. Das Element s, ist die Identitat, jedoch ist 915 — 259 die Projektion des
Z[Cp|-Anteils von oM auf Z[(p] /(1 — () Z[¢) = Z/pZ und die anschlieffende Einbettung
in die (1 — (,)-Torsion des M-Anteils von oM. Es ergibt sich folgendes Bild:

Z]pZ Z/pZ
M @ Z[(,) M @ Z[(,) M @ Z[(,) M ® Z[¢)]
1 0 (1-¢) 0
'<o <1<p>> ( 0 1)
2.3 Der Fall (M = 7Z
Z Z
AN N
oM — o M oM 2 M

02

Abbildung 10: Die exakten Sequenzen fiir ;M = Z im Fall ;g surjektiv.

Wir wollen uns auf den Fall p > 2 beschréanken, da sich der Fall p = 2 wesentlich
von den restlichen Fallen unterscheidet. Ist M = Z, konnen wir die Unvertraglichkeit
der Charakteristik p von Z/pZ mit der Charakteristik 0 des Quotientenkérpers von Z
ausnutzen, um Einschrankungen an den Modul zu formulieren.

Lemma 2.33. Sei M = M &M & M ein exakter R-Modul mit {M = 7 und p # 2.
Dann ist die Z/pZ-Wirkung auf 1M trivial.

Beweis. Betrachten wir die Gruppenwirkung von Z/pZ auf 1M, die durch einen Homo-
morphismus Z/pZ — End(Z) beschrieben wird. Die Endomorphismen von Z als abelsche
Gruppe sind jedoch genau die Multiplikationen mit einem a € Z. Nur die Multiplikation
mit einer der beiden Einheiten 1 bzw. —1 ist ein Automorphismus, jedoch hat —1 die
Ordnung 2, was nicht mit der ungeraden Primzahlordnung p > 2 der Gruppenelemente
von 7/ pZ vertraglich ist. Somit wirkt die Gruppe trivial auf ; M und es gilt 157 = 11;. O

Dies ist eine grofie Einschrankung an M. Es wird jedoch auch deutlich, warum es at-
traktiv war, p = 2 auszuschlieen: Die Multiplikation mit —1 kann als Gruppenwirkung
von Z/2Z auf Z auftreten. Wir betrachten nun die ;a; in diesem Fall.

Lemma 2.34. Sei M =M @& 1M @ M ein exakter R-Modul mit 1M = Z und p # 2.
Dann ist g injektiv, cag surjektiv, 1ao eine Nullabbildung und ker sy = Z. Weiterhin
ngt 289 = 212 und N(ztg) =0.
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Beweis. Es folgt mit dem gerade bewiesenen Lemma |2.33[und Relation , dass jag g =
N(1s1) = p-11; gilt. Insbesondere ist das Bild von ga; unendlich. Also ist gy injektiv,
da sonst das Bild isomorph zu Z/aZ mit Ordnung a wére. Aus kergay = 0 und der
Exaktheit der Sequenz folgt Imas = 0, also kerjas = 5 M. Dementsprechend ist saq
surjektiv mit einem zu Z isomorphen Kern. Aus Relation 5| und jas = 0 folgt, dass
989 = 91y gilt. Mit Relation |§| erhalten wir schlielich N(ats) = p-9ls — N(252) =0. O

Der letzte Teil des Lemmas ist deshalb fiir uns von Nutzen, weil wir mit seiner Hilfe
analog zu den vorherigen Féllen 5 M als Z [(,]-Modul betrachten kénnen. Dieser Trick
funktioniert jedoch nicht fir (M, da aus Relation |3 die Identitiat N(otg) = ooy - 100
folgt. Dies kann nicht die Nullabbildung sein, da dann 0 # p? - 111 = (yaq - 0041)2 =
100+ (o1 - 100) - o1 = 0 gelten wiirde.

Wir sind nun gezwungen, eine weitere Fallunterscheidung zu machen: Wegen pZ =
Im (a0 - o) C Im (1g) € 1M = Z verbleiben fiir das Bild von jaq zwei Falle.

2.3.1 Der Fall | M = 7Z mit surjektivem

0 0
0 102 100 20v]
0ol 0 0 0
2QQ 002
I I I ¢&—F— I

1R

Abbildung 11: Die exakten Sequenzen fir I, im Fall { M = Z mit surjektivem ;ay.

Betrachten wir zunédchst den Fall, dass ;g surjektiv ist. Dann ist sa; eine Nullabbil-

dung. Es ergeben sich die kurzen exakten Sequenzen

0 oo 200 102

0=27Z =M =M = 0.

2001 1a0 002 0
Leider kann das Splitting-Lemma nicht angewendet werden, da jaq - g1 kein Isomor-
phismus ist. Stattdessen versuchen wir, einen Teil von oM zu finden, der fast so grofl
wie oM ist, auf dem gas und sag aber ,schonere Abbildungen sind. Unsere Wahl fallt
dabei auf oM’ := Im s = ker a.

Lemma 2.35. Sei M =M ® 1M ® M ein exakter R-Modul mit M = 7 und p # 2
sowie surjektivem 1o. Ferner sei oM’ C oM der Kern von 1oq. Dann ist g : oM — oM’
ein Isomorphismus. Identifizieren wir oty € ¢Ro mit ¢, € Z[(p], dann ist die Abbildung
(1—¢p) oM — oM',x — (1 — () x injektiv mit einem zu Z/pZ isomorphen Kokern.

Beweis. Da gas surjektiv und wegen der Exaktheit der Sequenz injektiv ist, ist oo :
oM — oM’ ein Isomorphismus. Wir benutzen ooy = p-11;. Da das Bild von ga; und
damit der Kern von yq trivialen Schnitt mit dem Kern von ;aq und damit mit dem Bild
von gap hat, wird sa auf oM’ eingeschriankt injektiv. Betrachte M /oM’. 1y ist darauf
ein Isomorphismus. Da jqq - g kein Isomorphismus ist, ist bildet gy nicht auf ganz
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oM /oM' ab. Somit ist scyg : ¢M’ — oM auch nicht mehr surjektiv. Da N(otg) = 0 auf
oM’ gilt, kénnen wir dort oty € oR mit (, € Z[(,] identifizieren. Schlielich erhalten wir,
dass die Multiplikation von (M’ mit (1 — ¢,) injektiv mit einem zu Z/pZ isomorphen
Kokern ist. O]

Analog zum Abschnitt betrachten wir in oM’ die Objekte

IL:=Tm(1-¢),

Jj = OM//[]'
und schliefllich .
i=0
sowie
Joo — OM//Ioo-

Es ergibt sich auf gleiche Weise, dass .J; & Z[(,]/ (1 — ¢,)" gilt. Uber eine Argumentation
mit dem projektiven Limes zeigt sich erneut, dass J ein beliebiger Z[(,]-Untermodul
X der p-ten zyklotomischen Erweiterung der p-adischen Zahlen Z,[(,] ist, das eine nicht
durch (1 — ¢,) teilbare Zahl enthalt und die Bedingung J /(1 — (,)Joo = Z/pZ erfiillt.
Fir I, existieren zwei exakte Sequenzen so, dass alle Anforderungen I, in Abschnitt
beschrieben sind. Fassen wir die Ergebnisse zusammen:

Satz 2.36. Sei M = M @& 1M S, M ein exakter R-Modul mit {M = 7 und p # 2 sowie
surjektivem aq. Teilen wir aus o M und aus oM den in Abschm’tt beschriebenen Anteil
I heraus, erhalten wir im Fall von oM einen beliebigen Z[(,|- Untermodul X von Z,[(,],
der eine nicht durch (1 — (,)-teilbare Zahl enthdlt und die Bedingung X/(1 — ()X =
Z]pZ erfillt. Teilen wir sowohl gaa(1) = I und dann gaz(X) = X aus oM heraus,
erhalten wir einen zu Z isomorphen Rest, der unter jaq vollstaindig auf 1 M abbildet und
der das Bild pZ von 1M unter oo enthdlt.

Wir konstruieren ein Beispiel eines exakten R-Moduls, das den Anforderungen dieses
Falls geniigt.

Beispiel 2.37. Sei M := (M & M & M mit 1M = Z. Sei (M = Z[t] /(1 — t?) Z][t]
und oM = 7[(,]. Die ;s; wirken trivial. Die Multiplikation mit oty entspricht der Multi-
plikation mit t, die Multiplikation mit oty entspricht der Multiplikation mit ¢,. Dazu set
109 die Multiplikation von oM mit N(t). Da auf dem Bild aufgrund der Faktorisierung
P —1 = (t—1)N(t) auch t = 1 gilt, ist das Bild isomorph zu Z und wir kénnen es
mit 1M so identifizieren, dass 1 € oM auf 1 € 1M abgebildet wird. Die Abbildung gon
bettet 1M in N(t)1 M ein. Dann gilt oo - 109 = N(t). Weil N(t) auf N(t)1M wegen
(1 —t)N(t) = 0 als Multiplikation mit p wirkt, ist auch aq - ooty = 11y - p. Die durch
sy und 1y beschriebenen Abbildungen sind Nullabbildungen. Das Element scvg ist die
Projektion von oM auf oM/ Im(go) = oM /N(t)oM = Z[(,]. Die Abbildung ooy ist die
FEinbettung von oM in (1 —t)oM. Weil auf (1—1t)oM wegen 1 —t* = 0 die Multiplikation
mit N(t) nach 0 abbildet, ist (1 — t)oM = Z[t]/N(t) = Z[(,|. Das ergibt eine exakte
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Sequenz und weiterhin gilt oo - oo = 1 —(p = 219 — oty und gag - 209 = 1 —t = ¢1g — oto.
Somit haben wir tatsdchlich einen exakten R-Modul konstruiert. Es ergibt sich folgendes

Bild:
Y [ —7r )2 —

2.3.2 Der Fall M = 7Z mit nicht surjektivem ;q

7z
x ’

]

Z[t) /(1 - v |zl

Abbildung 12: Die exakten Sequenzen fir ;M = 7Z mit nicht surjektivem ;c.

Ist andererseits ;g nicht surjektiv, besitzt es das Bild pZ. Dann hat a; den Kern pZ
mit einem zu Z/pZ isomorphen Bild. Daraus folgt, dass der Kern von gas isomorph zu
Z/pZ ist. Das Bild von gy muss trivialen Schnitt mit dem Kern von jaq haben, da es
injektiv auf pZ C 1M abgebildet wird.

[a% P "1

0 oM 2 M M —0
~_ ~—
0ol

Abbildung 13: Die kurze exakte Sequenz fiir das Splitting-Lemma.

Unser Ziel ist es erneut, in Moduln tiber Dedekindringen arbeiten zu kénnen. Deshalb
betrachten wir oM’ = ker ;. Dies ist aufgrund der Exaktheit auch Im gap. p~1N(11;) =
(p_llao) o ist die Identitdt auf ;M und wir erhalten mit dem Splitting-Lemma, dass

oM =7 & M

sowie
oM’ = oM

gilt. Deshalb ist o9 auf oM’ eingeschréankt ein Isomorphismus. Die Abbildung gas einge-
schrénkt auf oM’ ist per Definition surjektiv, besitzt aber noch den Kern Z/pZ = Im ;.
Dann ist auch (21s — ofa) = 20y - gve surjektiv mit einem zu Z/pZ isomorphen Kern. Wir
identifizieren nun ¢ mit (,. Analog zu Abschnitt ergibt sich, dass die Multiplikation
von oM mit (1 — () surjektiv ist und einen zu Z/pZ isomorphen Kern besitzt. Durch
die Konstruktion von

Xoo = Ej ker(1 — ()"

=0
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erhalten wir analog, dass

oM D X = Z[Cp? 1/p]/Z[<p]

gilt. Sei M := Z[(,, 1/p|/Z[(y]. Damit kénnen wir die Situation in die zwei exakten
Sequenzen

0 10|z 201 (1=¢p) 0
0=2Z =@ M2 M =2 Mz0
0 ool 0 =~ 0

und
0 = 0
0= oM/ (Z®eM) =M/ (M) =0
0 ~ 0

aufteilen. Es ergibt sich, dass oM/ (M) und (M/ (Z & M) isomorph sind und im Ab-
schnitt beschrieben werden. Wir fassen die Ergebnisse dieses Falls zusammen.

Satz 2.38. Sei M = M &1 M ®oM ein exakter R-Modul mit 1M = 7 und p # 2 sowie
nicht surjektivem 1ap. Dann ezistiert ein zu Z[(p, 1/p]/Z[(p] isomorpher Untermodul von
oM und ein zu Z & Z[Cy, 1/p]/Z[(,) isomorpher Untermodul von oM. Auf Z wirkt die
Multiplikation mit oty trivial und auf Z[C,, 1/p]/Z[(,] entspricht die Multiplikation mit ;t;
der Multiplikation mit (,. svo identifiziert modulo Isomorphie den Z[(y, 1/p]/Z[(p)-Anteil
von oM mit dem Z[(,, 1/p|/Z](p]-Anteil von oM und bildet Z auf 0 ab. oo bettet den
Z[Cp, 1/p] | Z[Cp]-Anteil von o M in den Z[(p, 1/p]/Z[(,)-Anteil von oM nach Multiplikation
mit (1 —(,) ein. Teilen wir aus oM und aus oM diese Anteile heraus, erhalten wir zwei
isomorphe vom Fall {M = 0 beschriebene Moduln. ;s; wirkt trivial.

Wir betrachten abschlieffend noch ein Beispiel eines R-Moduls, das diesem Fall gentigt.

Beispiel 2.39. Sei M := (M &1 M @M mit ;M = Z. Definiere M := Z[(,, 1/p]/Z[(,).
Wir wdihlen oM = 7 & M und oM = M. Die Abbildung oo identifiziert M mit dem
Z.-Anteil von oM. Die Abbildung 1o bettet den Z-Anteil von oM in pZ C Z = 1M ein.
Die Abbildung saq identifiziert den M-Anteil von oM mit dem M-Anteil von oM und
bildet den Z-Anteil auf 0 ab. Die Abbildung ooy multipliziert o M mit (1 —(,) und identi-
fiziert das Ergebnis mit dem M-Anteil von oM. Die Abbildung 1w ist eine Nullabbildung,
wéihrend yon 1M auf Z/pZ projiziert und dann in die (1 —(,)-Torsion von oM einbettet.
Das Element ;s; entspricht ;1;, wihrend ;t; auf dem Z-Anteil die Identitit und auf dem
M-Anteil die Multiplikation mit , ist. Es ergeben sich folgende exakte Sequenzen

M@Z<l>/ IXM M:Zp>/ YlM.
() ()

Wir betrachten nun kurz den Fall p = 2, in dem Z/27Z nicht trivial auf ; M wirkt.
Dann gilt 157 = —11y. Da 2 eine kleine Primzahl ist, ist N(;s1) ,iberschaubarer und
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erlaubt uns Aussagen zu treffen, die wir vorher nicht treffen konnten. So gilt mit Relation
die Identitét 1o - gy = N(381) = 0. Weiterhin gilt mit Relation |4| die Identitat
10 - 9¥1 = 2 - 111, also Im (10[2 . 20(1) = 27. Die Abblldung 20X ist also injektiv, da
Im (13 - 9v1) unendlich ist. Somit ist jap die Nullabbildung. Mit Relation (3| folgt 0 =
o1 - 10 = N(Qto) = 010 + Qto, also —0]_0 = ()t(). Da OM = ker 10 = Im0a2 aufgrund
der Exaktheit der Sequenz gilt, ist gy surjektiv. Es gehen keine Informationen verloren,
wenn 1 M und oM nun als Z-Moduln betrachtet werden. Dann folgt aus Relation [4 dass
00 - 2y = 2 - olg gilt. Es folgt Im (pa2) D 20M, was uns zwei Fille offen lasst, die
ahnlich wie im Fall der trivialen Wirkung behandelt werden kénnen, wenn (M und oM
vertauscht werden.

2.4 Der Fall | M =~ &, (Z/a,Z)
Wir wollen zunéchst folgendes einfaches Lemma beweisen:

Lemma 2.40. Ist {M = Z/aZ mit a € N, (p,a) = 1 und trivialer Z/pZ- Wirkung, dann
ist oM die direkte Summe aus 1M und oM mit den Finbettungen gay und gay und den
Projektionen p~t - 1o und o0g. Weiterhin geniigt oM den Bedingungen aus Abschnitt
2.1.

Beweis. Da 1M triviale Z/pZ-Wirkung hat, gilt ;s = 11;. Somit ist N,(151) = p-11;.
Wegen (p,a) = 1ist p € (Z/aZ)". Somit ist die Multiplikation mit p ein Automorphismus
von 1 M. Mit Lemma 1.3 ist dann auch ;aq-ga; ein Isomorphismus, also ist insbesondere
1 surjektiv und ooy injektiv. Aus der Exaktheit der Sequenz folgt, dass jas und s
Nullabbildungen sind. Wir erhalten also die beiden kurzen exakten Sequenzen

0 100 002 0
05 1M S M S oM SDO.
0 0o 200 0
Setzen wir 1af, 1= p~!- 10, erhalten wir auch eine kurze exakte Sequenz mit 104 - o =
117. Aus dem Splitting-Lemma folgt (M = M @ oM. Wir kénnen die Sequenz aufteilen
in

0 10‘6 002 0
0S5 MS  MS050
0 01 200 0
sowie in
0 10/0 002 0
0505 M S oM S0.
0 01 200 0
Die letzte Sequenz wird durch den Fall M = 0 beschrieben. Dies vervollstandigt den
Beweis. O

Wir lassen nun die Voraussetzung an die Wirkung von Z/pZ auf 1 M fallen. Weiterhin
verallgemeinern wir die Bedingung 1M = Z/aZ mit (p,a) = 1.

Satz 2.41. Sei M = (M & M ® 3 M ein exakter R-Modul. Ist die Multiplikation
mit p ein Automorphismus von 1M, so ist 1M = ker (11; — 151) @ ker N(y81), oM =
ker (111 — 151) ® I und oM = ker N(1s1) @ I. I erfillt dabei die Bedingungen aus dem
Fall {M = 0.
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Beweis. Zunéchst zeigen wir, dass M die vorhergesagte Struktur trigt und eine direkte
Summe aus den zwei Kernen ist. Sei T" der Anteil von ; M mit trivialer s;-Wirkung, also
der Kern von (111 - 151). Weil 0 = 111 - 1811) = (111 - 181) N(151> gllt, bildet die Multi-
plikation mit N(1s1) den Modul 1 M auf T" ab. Da p ein Automorphismus ist, bildet auch
p IN(y81) 1M auf T ab. Auf T ist die Multiplikation mit N (ys;) die Multiplikation mit p,
also ist f := p7'N(;s1) auf T die Identitat. Weiterhin ist ker N(;5;) = ker (p7*N(y51)).
Wir erhalten folgende kurze exakte Sequenz

0 — ker N(lsl) m)_C)l 1M —f» ker (111 — 181) — 0.
Bezeichne weiterhin mit i : ker (117 — 151) — 1 M die kanonische Inklusion. Offensichtlich
ist f-i:ker(113 —181) — ker (117 — 151) die Identitat. Somit ist ;M = ker N(ys1) &
ker (111 - 151).

Nun verbleibt zu zeigen, dass sich auch (M und M als direkte Summen darstellen
lassen. Aufgrund der Relationen in R gilt jag - 20y = 117 — 151 und ¢ - g1 = N(181).
Aus dem vorherigen Teil des Beweises folgt Im N (;s;) = ker(;1; —151). Dazu betrachten
wir folgende Kette von Inklusionen:

ker(111 — 131) Q ker 2001 = Im 1% Q ker(111 — 181)

Somit ist ker ooy = Im g = ker(11; — 151). Wir erhalten also folgende exakte Sequenz:

incl o
0 —— ker 100 LN OM % ker(111 — 181) — 0.

T
Dabei ist 1ap - 0oy = N(181) ein Automorphismus von ker(;1; — 151). Somit ist (M die
direkte Summe aus ker jag und ker(;1; — 11).
Da N(;s1) angewendet auf ker(N (;s1)) auf Null abbildet, konnen wir ;s in ker N(;s7)
mit ¢, identifizieren und ker N(;s1) als Z[(,]-Modul betrachten. Dann gilt dort fiir die
Multiplikation mit p die Identitat

p—1 )
p=T1(1-¢).
i=1
Da die Multiplikation mit p ein Automorphismus ist und die Multiplikation mit Ringele-
menten Kerne auf sich selbst abbildet, ist auch die Multiplikation mit 1 — ¢, = 111 — 15
auf ker N'(;s1) ein Automorphismus. Also ist

(111 — 181) 1M = (111 — 181) (ker N(lsl) @ ker (111 — 181)) = ker N(lsl) @ O

Damit erhalten wir wegen jas-9a1 = 117 —181 auch Imjas O Im(381—111) = ker(N(1$1))
und damit
ker(N(y151)) 2 ker gy = Im g D ker(N(351)).

Es folgt ker(N(1s1)) = ker ga; = Im jce. Wir erhalten analog die kurze exakte Sequenz

0 —— ker jap <2, M 222 ker N(181) — 0.

~N__

201
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Da wir bereits gezeigt haben, dass 1 - 2a; = 117 — 181 auf ker N(;s7) ein Isomorphismus
ist, folgt oM = ker N(y51) @ J. Mit ¢M = ker(11; — 181) @ [ erfillt M :=1d0d J
schlieflich die Bedingungen fiir den Fall ; M = 0, also insbesondere I = J. O

Wir konnen M also als direkte Summe der Moduln 7 & 0 @ I und
ker(111 — 181) D (ker(111 — 181) D ker N(lsl)) D ker N(lsl)

darstellen.

Korollar 2.42. Ist M = ¢M & 1M & oM ein exakter R-Modul, wobei 1M die additive
Struktur

1M = @Z/GZZ
=0

mit (p,a;) = 1 fir alle i € {0,...,n} trigt, dann ist M die direkte Summe eines R-
Moduls der Form T & (T & S) @ S und eines R-Moduls der Form [ &0 I. Dabei wirkt
Z/pZ treu auf S und trivial auf T und I erfillt die Bedingungen des Falls M = 0.

Beweis. Wir verwenden Satz [2.41] Die einzige Voraussetzung, die tberpriift werden
muss, ist, dass p ein Automorphismus ist. Da ;M endlich ist und eine zu p teilerfremde
Ordnung besitzt, ist dies aber erfiillt.. m

SchlieBlich betrachten wir noch ein Beispiel fiir einen R-Modul, der diesem Fall genitigt.

Beispiel 2.43. Sei M := (M & 1M &M undp = 3. Sei \M = Z/287 = Z|TZ & L]AL.
Weiterhin sei 1$1 auf 1M die Multiplikation mit 9. Dann ist (111 —1s1) die Multiplikation
mit 8, die den Kern 0@ Z/4Z besitzt. Das Element N (181) ist die Multiplikation mit 1+
9481 =7 mod 28 mit dem Kern Z/7Z&0. Weiterhin ist oM = Z/AZ und oM = 7 /77
mit den Projektionen qaq und sa. Die Abbildungen gog und scg sind Nullabbildungen.
Die Elemente otg und oty sind die Identitdt, oso ist die Multiplikation mit 2 =9 mod 7.
Die Abbildung 10 ist die Einbettung in den Z/7Z-Anteil und 1ayq ist die Multiplikation
mit —1 und die anschlieflende Einbettung in den 7 /AZ-Anteil. Wir erhalten folgendes
Bild:

ZJAL & 7] TZ YALYAYAuv/

102 1&0 21
01

Z./AZ. 229 Z)77  LJAZ 0 777

0 002

Lassen wir schlielich auch noch die Bedingung (a,p) = 1 fallen, kénnen wir Z/aZ
darstellen als Z/aZ = Z/p*Z @® Z/bZ, wenn a = p*b und (b, p) = 1 ist. Wir kénnen nun
den kleinsten exakten Untermodul von M betrachten, der durch Z/bZ erzeugt wird. Da
p und b teilerfremd sind, kann es keine Verkettung von ;a; geben, die von Z/bZ nach
7./ pZ abbildet oder umgekehrt. Der R-Modul sollte also in einen von Z/p*Z erzeugten
Modul, in einen von Satz beschriebenen von Z/bZ erzeugten Modul und in einen
von Abschnitt beschriebenen Modul ohne | M-Anteil zerfallen.
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Fazit

In dieser Arbeit wurden exakte R-Moduln M = (M &1 M &M mit Einschrankungen in
1M Klassifiziert. Ist ;M = 0, ist eine vollstandige Klassifizierung durch die Bedingung,
dass oM und oM isomorphe Z[(,,1/p]-Moduln sein miissen, gelungen. Fiir den Fall
1M = 7,/ pZ stellt Abschnitt eine vollstédndige Klassifikation dar. In diesem Fall gibt
es jedoch viele Moglichkeiten fiir die Struktur der R-Moduln. Die méglichen R-Moduln
mit 1 M = Z fiir p # 2 wurden in Abschnitt [2.3] vollstandig beschrieben. Schliellich wurde
in Abschnitt eine Strukturaussage iiber exakte R-Moduln, fiir die die Multiplikation
mit p ein Automorphismus von ; M ist, gezeigt. Dies liefert insbesondere eine vollstandige
Beschreibung der exakten R-Moduln, fiir die 1M die direkte Summe aus zyklischen
Gruppen mit zu p teilerfremden Ordnungen ist.

Weiterhin konnte man die gemachten Untersuchungen durch eine Klassifikation der
Félle, in denen ;M eine Summe beliebiger zyklischer Gruppen ist, fortsetzen. Auch der
Fall, in dem ;M eine direkte Summe aus Kopien von Z und zyklischen Gruppen ist,
erscheint interessant.

Dennoch erméglichen die bewiesenen Strukturaussagen tiber die untersuchten Félle
dieser Arbeit die Konstruktion einer Vielzahl an Beispielen fiir exakte R-Moduln, die
sich in ihrer Struktur wesentlich unterscheiden.
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